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Resumo

Este trabalho parte da andlise de duas abordagens distintas no ambito do pro-
blema de equalizacao nao supervisionada. Na primeira delas, revisita-se alguns
trabalhos na literatura sobre a formulacao polinomial do critério do moédulo
constante (CM) e suas aplicagoes, visando estender o alcance dessas contribui-
¢oOes em diversos aspectos. Propoe-se entao: a investigagao do limitante inferior
do custo CM no dominio complexo; o uso de uma nova heuristica de inicializa-
¢ao para o algoritmo do CM; e, por fim, uma técnica baseada no método dos
multiplicadores de Lagrange para lidar com as restrigoes existentes. Na segunda
abordagem, investigam-se trés critérios cegos pertencentes ao ramo de aprendi-
zagem baseada na teoria da informacao ou ITL (do inglés Information- Theoretic
Learning), uma linha que busca extrair as informagoes estatisticas presentes nos
sinais de interesse em maior completude. Analisam-se diversos aspectos, como
funcao custo, superficie de erro e desempenho de equalizacao, revelando as co-
nexoes entre essas trés metodologias. De maneira complementar, explora-se

também os elementos em comum a formulacao classica do critério CM.

Palavras-chave: Equalizacao Cega, Filtragem Adaptativa, Critério do Mdédulo
Constante, Filtros Polinomiais, Inicializacao do Algoritmo do Mddulo Cons-
tante, Método dos Multiplicadores de Lagrange, Aprendizado Baseado na Teoria

da Informacao.
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Abstract

This work presents an analysis for the unsupervised equalization problem that
is twofold. In the first one, two studies in the literature concerning about the
polynomial formulation of the constant modulus (CM) cost function and its
applications are revisited, with the goal of extending the scope of these contri-
butions. Based on this, we propose: the investigation of the CM lower bound in
the complex domain; the use of a new initialization heuristic for CM algorithm;
and, finally, a technique based on the method of Lagrange Multipliers to deal
with the existing restrictions in coefficients. In the second analysis, we investi-
gate three blind criteria belonging to the class of Information-Theoretic Learning
(ITL), a branch that is characterized by the use of the statistics present in the
signals of interest in a more extensive way. The analysis is carried in terms of
their cost functions, error surfaces and equalization performance, revealing the
connections between these three methodologies. In a complementary way, we
also explore the elements that share similarities to the classic formulation of the

CM criterion.

Key-words: Blind Equalization, Adaptive Filtering, Constant Modulus Cri-
terion, Polynomial Filters, Initialization of the Constant Modulus Algorithm,

Method of Lagrange Multipliers, Information Theorethic Learning.
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Persiga um sonho, mas nao deixe ele viver sozinho.
Descubra-se todos os dias, deixe-se levar pelas
vontades, mas nao enlouquega por elas.

Procure, sempre procure o fim de uma histdria,
seja ela qual for.

Dé um sorriso para quem esqueceu como se faz
isso0.

Acelere seus pensamentos, mas nao permita que
eles te consumam.

Olhe para o lado, alguém precisa de voce.
Abasteca seu coracao de fé, ndo a perca nunca.
Mergulhe de cabega nos seus desejos e satisfaca-os.
Procure os seus caminhos, mas nao magoe nin-
guém nessa procura.

Arrependa-se, volte atras, peca perdao!

Nao se acostume com o que nao o faz feliz,
revolte-se quando julgar necessério.

Alague seu coragao de esperancas, mas nao deixe
que ele se afogue nelas.

Se achar que precisa voltar, volte!

Se perceber que precisa seguir, sigal

Se estiver tudo errado, comece novamente.

Se estiver tudo certo, continue.

Se sentir saudades, mate-a.

Se perder um amor, nao se percal

Se aché-lo, segure-o!

Fernando Pessoa
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Introducao Geral

Na histéria da humanidade, a comunicagao desempenhou um papel fundamental para
o desenvolvimento do que chamamos de sociedade. No século XIX, em especial, algumas
marcantes invengoes, como o telégrafo e o telefone, abriram caminho para uma intensa
transformacao no mundo. Nos dias atuais, os sistemas de comunicacoes digitais puderam
propiciar um aumento na capacidade de transmissao e uma maior confiabilidade, permitindo
o uso de tecnologias com grande fluxo de informacoes, como dados, imagens e audio, o que
revolucionou o modo de viver do ser humano de hoje. Mesmo assim, tais sistemas ainda
precisam lidar constantemente com os desafios inerentes a comunicagao.

De maneira sucinta, o objetivo de um sistema de comunicacao é o de assegurar o fluxo
de informagao entre interlocutores através de um meio de transmissao ou canal. Contudo,
a presenca do canal pode introduzir distor¢oes na informacgao transmitida, prejudicando
a correta interpretagao, por parte de um receptor, da mensagem ou sinal enviado. Nesse
sentido, o emprego de um filtro denominado equalizador, capaz de mitigar, parcial ou com-
pletamente, os efeitos causados pela acao do canal é uma solugao de grande relevancia
[Haykin, 1996]. Em aplicagoes préticas nas quais o canal ndo é conhecido ou, de alguma
forma, é variante no tempo, torna-se pertinente que a equalizagao seja realizada de maneira
adaptativa, isto é, que os parametros da estrutura do equalizador sejam passiveis de um
ajuste iterativo segundo algum critério de otimizacao pré-estabelecido.

Do ponto de vista do receptor, a disponibilidade ou a auséncia de um sinal de referén-
cia (ou, alternativamente, sequéncia de treinamento) caracteriza o tipo de metodologia de
equalizagao, originando a distingao entre abordagens supervisionadas e nao supervisiona-
das, respectivamente. Em ambos os casos, a adequada escolha do critério de otimizagao
associado a metodologia empregada constitui um ponto chave no processo de equalizacao,
pois lhe compete — através da definicao de uma funcao custo — quantificar, em termos

estatisticos, o desempenho associado a operacao do dispositivo de filtragem.



2 Introducao Geral

No caso supervisionado, emerge como abordagem paradigmética aquela baseada no cri-
tério de Wiener [Haykin, 1996; Romano et al., 2010]. Este baseia-se na minimizagao da
funcao custo definida pelo erro quadratico médio (EQM) entre a saida atual do equalizador
e o sinal de treinamento. Sua importancia se deve, em grande medida, a elegante e intui-
tiva formulagao advinda do uso de estatisticas de ordem dois, a qual, ademais, é bastante
adequada do ponto de vista de distorcoes lineares. A partir da formulacao de Wiener e da
nocao associada de minimos quadrados, surgiram os algoritmos LMS e RLS, ferramentas

que podem ser consideradas canonicas.

Por outro lado, metodologias nao supervisionadas ou cegas, por nao utilizarem um sinal
de referéncia durante o ajuste do equalizador, nao exigem do transmissor o envio de um
sinal ja conhecido, o que é bastante conveniente, pois permite que a taxa transmitida de
informacao 1til seja maior que aquela em relagao ao caso supervisionado. Contudo, devido
a essa auséncia da sequéncia de treinamento, torna-se necessario ao equalizador recorrer a
outros tipos de informacoes a respeito do sinal transmitido, que devem ser conhecidos a
priori no processo de filtragem. Particularmente, uma abordagem que se mostrou bastante
frutifera foi aquela baseada na informagcao trazida pelas estruturas estatisticas dos sinais
transmitido e recebido. Nessa linha, os primeiros critérios nao supervisionados propostos
na literatura sdo aqueles que pertencem a familia de técnicas de Bussgang [Haykin, 1996],
dentre as quais podemos citar como exemplos os algoritmos de decisao direta (DD) [Lucky,
1965], de Sato [Sato, 1975] e do mddulo constante (CMA, do inglés Constant Modulus
Algorithm) [Godard, 1980]. Este tltimo, em particular, tem sido amplamente estudado em
vérios contextos tedricos e praticos ao longo das trés ultimas décadas [Ding et al., 1991;

Johnson Jr. et al., 1998], e constituird um dos focos deste trabalho.

A grande motivagao para os estudos do critério do médulo constante (ou, simplesmente,
CM) pode ser atribuida a necessidade de uma maior fundamentagao teérica que contri-
buisse para que a aplicacao desse algoritmo fosse mais robusta e confiavel. Contudo, esses
estudos foram conduzidos de forma lenta e gradual, o que se justifica a luz, por exemplo,
da dificuldade de se avaliar sua funcao custo que é nao quadratica e que, por conseguinte,
possui multiplos minimos. Mesmo assim, os resultados alcancados se revelaram muito inte-
ressantes, sendo possivel estabelecer, num ambito comparativo, conexoes com o critério de
Shalvi-Weinstein [Ding et al., 1991; Shalvi e Weinstein, 1993; Regalia, 1999] e também com
o critério de Wiener [Zeng et al., 1998, 1999; Schniter e Johnson Jr., 2000]. Em especial,
este 1ltimo caso contribuiu para a proposicao de uma formulagao polinomial do critério

CM [Sousa Junior, 2011; Suyama, 2003], capaz de explicitar algumas estatisticas de maior
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ordem presentes no custo CM.

Um dos objetivos deste trabalho é analisar a formulacao polinomial do critério CM e
suas aplicagoes, visando estender, sempre que possivel, o alcance dessas contribuicoes. Serao
avaliados o limitante inferior do custo CM, a heuristica de inicializacao para o CMA e o
uso das restrigoes existentes através do método dos multiplicadores de Lagrange.

Além disso, mantendo o escopo nao supervisionado, o segundo objetivo desse trabalho
consiste em investigar alguns critérios cegos pertencentes ao recente ramo de aprendizagem
baseada na teoria da informagao ou ITL (do inglés Information- Theoretic Learning). Dessa
linha, que busca extrair as informacoes estatisticas presentes nos sinais de interesse de
maneira mais extensiva, participarao trés critérios em uma analise comparativa, que, em
termos de funcao custo, superficie de erro e desempenho de equalizacao, buscara estabelecer
algumas conexoes entre essas metodologias, e, de maneira complementar, explicitar alguns

elementos “herdados” da formulagao cléssica do critério CM.

Estrutura do Trabalho

Esta dissertagao estd organizada da seguinte maneira:

e Capitulo 1: é feita uma recapitulacao do problema de equalizagao de canais de comu-
nicacao, tanto em um ambito supervisionado como nao supervisionado. Também sao
apresentados alguns conceitos do ramo de aprendizado baseado na teoria da informa-

Gao.

e Capitulo 2: resgata-se o conceito da formulacao polinomial do critério CM, introdu-
zindo, como contribuicao, sua derivagao para caso inserido no dominio dos complexos.
Em seguida, é avaliado o limitante inferior do custo CM para uma ampla gama de
cendrios, inclusive para modulagoes complexas e de médulo nao constante (ou multi-
nivel). Por fim, é proposta uma nova heuristica de inicializacdo do CMA, cuja andlise

compreendera comparagoes com outras metodologias existentes, como a center-spike.

e Capitulo 3: a formulacao polinomial do critério CM usando restrigoes quadraticas
através do método dos multiplicadores de Lagrange é apresentada. Em vista da
complexidade do problema, propoe-se o uso de uma técnica que facilita a obtencgao

dos valores desejados para esses multiplicadores.

e Capitulo 4: inicialmente, sao apresentados trés critérios encontrados na literatura e

pertencentes a classe de ITL. Em seguida, tais critérios, juntamente com o CM, sao
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comparados em termos de fungao custo, superficie de erro e desempenho de equaliza-

Gao.

e Capitulo 5: sao apresentadas as conclusoes gerais sobre o trabalho e as perspectivas

futuras.



Capitulo

Fundamentos da Filtragem Adaptativa

Os filtros adaptativos foram foco de expressiva atencao como objeto de estudo ao longo
de quase um século, o que contribuiu para lhes conferir o titulo de ferramenta fundamental
e também sua consolidagao como parte importante na area de processamento estatistico de

sinais.

Em situacoes onde se exige o processamento de sinais resultantes de uma operacao em
cenarios cujas propriedades estatisticas sao desconhecidas, o emprego de filtros adaptativos
surge como solucao bastante atrativa ao problema, principalmente por prover, na maioria
dos casos, um aprimoramento do desempenho sobre o uso de filtros fixos projetados por
métodos convencionais. Além disso, os filtros adaptativos possuem amplo leque de aplica-
¢Oes em dreas como as de comunicagdes, controle, radar, sonar e sismica [Romano et al.,
2010].

No presente trabalho, concentraremos nossos esforcos no problema especifico de equa-
lizacao de canais de comunicagao, sob a conjectura de que os modelos de canal e filtro
sao discretos no tempo, sendo as amostras do sinal recebido uniformemente amostradas.
Consideraremos ainda o caso genérico de séries temporais no dominio complexo, visto que,
em muitas situagoes praticas, sinais de informagao podem nele ser expressos de maneira

vantajosa.

Este capitulo apresenta brevemente os fundamentos da filtragem adaptativa aplicada
ao problema de equalizagao de canais, estabelecendo, em linhas gerais, o arcabouco tedrico
que figura como pano de fundo para o restante da dissertagao. Serao explicitadas ainda
as questoes que atuam como motivacao ao estudo mais aprofundado sobre os critérios

envolvidos.



6 Capitulo 1. Fundamentos da Filtragem Adaptativa

1.1 Filtros Lineares Adaptativos

O termo filtro estd associado a estrutura de um dispositivo fisico (hardware) ou de
um software computacional capaz de desempenhar a extracao de informagao sobre uma
quantidade de interesse usando dados medidos até o tempo presente [Haykin, 1996]. E dito
linear se sua relacdo entrada-saida f(-) obedece ao principio da superposicao, ilustrado a
seguir:

y = flaxy +bry) = af(v1) + bf (12). (1.1)

O dispositivo linear emblematico que porta tal caracteristica é o filtro de resposta ao
impulso finita (FIR, do inglés Finite Impulse Response), em que um leque finito de amostras
presentes e passadas de um sinal sao ponderadas a fim de se obterem dados relevantes. Sua

estrutura ¢ ilustrada na Fig. 1.1.

"

Figura 1.1: Filtro Linear de Resposta ao Impulso Finita (FIR).

Matematicamente, podemos expressar a saida de um filtro FIR de ordem N — dotado,

portanto, de N+1 coeficientes — usando notacao vetorial, da seguinte forma:

L x(n—1)
y(n) = [ Wy Wy Wy : (1.2)
x(n—N)
=wx(n),

sendo w o vetor de coeficientes do filtro, x(n) seu vetor de entrada e y(n) o sinal de saida; o
sobrescrito H denota transposi¢ao Hermitiana (ou seja, conjugacao complexa combinada a
transposigao), e o asterisco * denota conjugacao. Comumente, encontramos na literatura a

descricao de um filtro linear por meio de sua funcao de transferéncia, que, neste caso, fica:

W(z) = wy + wfzil + 4 w}k\,z’N. (1.3)
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Em muitas situacoes, os sistemas em que os filtros estao inseridos possuem caracteristicas
variaveis com o tempo ou sao, até mesmo, desconhecidos. Torna-se imprescindivel nestes
casos que os coeficientes do filtro w sejam passiveis de ajuste, ou, em outras palavras, que
um filtro adaptativo seja empregado. Nas préoximas segdes veremos como proceder com esse
ajuste.

Em termos mais gerais, a escolha de um dispositivo de filtragem nao precisa, necessa-
riamente, limitar-se a estruturas do tipo FIR: podem ser empregados também filtros de
distintas caracteristicas, como recursao, nao linearidade ou a combinacao destas. Por nao
serem foco deste trabalho, destacamos apenas alguns deles, como, por exemplo, os filtros
com resposta ao impulso infinita (IIR, do inglés Infinite Impulse Response), cujas fungoes

de transferéncia tem a seguinte forma:

_ B(z) by + izt bz
C1-A(2) l—aizl—atz?— - —al

W(z) (1.4)

M)

em que N é a ordem da parte direta (ou forward) do filtro IIR — i.e., com N zeros em
sua fungao de transferéncia — e M é a ordem da parte recorrente (ou dotada de feedback).
Outras possibilidades s@o os filtros nao lineares polinomiais [Mathews e Sicuranza, 2000] e
as redes neurais [Haykin, 1998].

Em suma, independentemente da estrutura, vigora nos filtros, em geral, como caracte-
ristica chave, sua capacidade intrinseca de extrair diversos tipos de informacoes, conferindo-
lhes uma ampla gama de aplicacoes. Em especial, trataremos aqui do problema de equali-

zagao de canais de comunicacao.

1.2 Equalizacao de Canais de Comunicacao

A aplicacao dos filtros ao problema de equalizacao de canais pode ser mais bem compre-
endida no contexto de modelos de sistemas de comunicacao. Basicamente, em um sistema
de comunicacao, o fluxo de informacgao entre os interlocutores se da através de um meio
de transmissao ou canal que, por sua vez, pode introduzir distor¢oes na informacao trans-
mitida, prejudicando a correta interpretagao, por parte de um receptor, da mensagem ou
sinal enviado. A fim de mitigar, parcial ou completamente, os efeitos causados pela agao
do canal, adota-se, tipicamente, um procedimento de equalizacdo, por meio da utilizacao de
filtros lineares ou nao lineares, que também podem receber o nome de equalizadores. A Fig.
1.2 ilustra o diagrama de blocos para o sistema de comunicacao [Haykin, 1996; Romano
et al., 2010].

Embora o canal possa representar diferentes entidades, como um cabo coaxial, a atmos-
fera ou uma fibra 6tica, geralmente este é modelado matematicamente como um filtro do

tipo FIR ou IIR (por meio de sua funcao de transferéncia H(z)) que atua sobre o sinal
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v(n)

r—/

y(n)
Equalizador

R e T RS e o
Critério de

Otimizacdo |ge--eeeeeeee
) T —

Figura 1.2: Diagrama de blocos para o sistema de comunicacao.

transmitido s(n). Nao obstante, o sinal resultante u(n) ainda se encontra sujeito a uma
possivel adi¢ao de ruido v(n) — que pode ser descrito segundo uma distribuigao, como a
Gaussiana, a impulsiva, a Laplaciana, etc. — gerado, por exemplo, no front end do receptor
ou como interferéncia de outras fontes. Ao equalizador cabe, portanto, da versao degradada

x(n), gerar uma versao y(n) tao fiel quanto possivel do sinal original transmitido s(n).

A luz do que foi descrito, destacamos como principais metas associadas ao emprego de
um equalizador o combate ao efeito dispersivo dos canais, fenomeno denominado interfe-

réncia intersimbdlica (1IS), e & atenuagao de ruido.

De um ponto de vista teérico, admite-se que o sinal equalizado y(n) fornega, idealmente,

uma versao de s(n) sujeito a variacoes de escala a e atraso k:
y(n) = as(n — k). (1.5)

Se este resultado for alcancado, terda havido de fato a completa equalizagao, e o filtro

projetado sera uma inversa perfeita do canal.

Este conceito pode ser melhor entendido se considerarmos a resposta combinada ca-

nal+equalizador ¢(n) = > ;° _ wfh*(n — i), que nada mais é do que a convolugao entre o
canal h(n) e o vetor de coeficientes w do filtro (onde foi considerado hipoteticamente um
comprimento infinito tanto para a parte causal como nao causal). Supondo que nao ha

ruido aditivo v(n), podemos escrever y(n) como

(1.6)
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fazendo j = [ — 7, temos

yin) = > w} <Z h*(l—i)s(n—l))

; [=—00

=) ( > wihr(l - z)) s(n—1) (L.7)

l=—0c0 \i=—00

o0

= Z c(l)s(n—1)

l=—c0

para que se alcance plenamente a solugao almejada em (1.5), ¢ = {c¢(n)} deverd ser um

vetor com apenas um elemento nao nulo igual a a, isto é,
c=10 ---0a 0 --- 01. (1.8)

Nessa situagao, temos a condi¢ao Zero-Forcing (ZF) [Haykin, 1996], cujo nome deriva do
fato do equalizador “forcar” c a ser zero em todos os instantes exceto naquele de interesse.

Vale ressaltar que nem sempre a condicao ZF podera ser satisfeita. Na maioria dos
casos, os equalizadores empregados apresentam limitagoes estruturais que inviabilizam sua
atuacao como inversa perfeita do canal. Contudo, os esfor¢os podem ser direcionados para
mitigar a IIS tanto quanto possivel.

De qualquer forma, o sucesso da equalizacao dependera exclusivamente do correto ajuste
dos parametros do filtro. Apesar da condigao ZF ser um indicativo deste ajuste desejado, na
pratica, o nao conhecimento do canal somado, muitas vezes, a impossibilidade de se alcancar
a condicao ZF, inviabiliza o uso direto desta abordagem. Desta forma, tipicamente, esta
tarefa é desempenhada através do auxilio de um critério de otimiza¢ao que, por sua vez,
baseia-se na definicao de uma funcao custo, isto é, uma métrica que busca quantificar o
desempenho desejado do equalizador, tornando possivel lancar mao de uma abordagem
estatistica para melhor caracterizar o problema. Em face dessa questao, o problema de
equalizacao suscita duas principais vertentes: equalizacao supervisionada e equalizagao nao

supervisionada.

1.3 Equalizacao Supervisionada

O processo de equalizacao supervisionada tem como elemento distintivo a mandatéria
presenga de uma sequéncia de referéncia d(n) (vide Fig. 1.2) utilizada para guiar o ajuste dos
coeficientes do filtro. De maneira mais especifica, nessa abordagem, o processo de adaptacao
do equalizador ocorre durante um certo periodo, chamado periodo de treinamento, no qual

a sequéncia d(n) - conhecida a priori pelo receptor - é transmitida. O sinal recebido z(n)
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portando os efeitos inerentes do canal é entdo comparado com a sequéncia de referéncia

d(n) no receptor, cuja informagcao pode ser utilizada na adaptacao do filtro.

Seguindo esta linha de raciocinio, emerge nesse ambito um dos maiores pilares da teoria
de filtragem supervisionada, o paradigmatico critério de Wiener [Haykin, 1996; Romano
et al., 2010].

1.3.1 Filtragem de Wiener

O emblematico critério de Wiener tem origem nos trabalhos independentes de Kolmo-
gorov e Wiener, de 1941 e 1942, respectivamente [Haykin, 1996]. Baseia-se na minimizagao
de uma fungao custo, o erro quadratico médio (EQM) entre a saida atual do equalizador

y(n) e o sinal de treinamento d(n):
Twiener (W) = E [le(n)|*] = E [|d(n) —y(n)|] (1.9)

sendo E[-] o operador esperanga estatistica e d(n) o sinal de referéncia, que, em equalizagao,

pode ser considerado igual a s(n—k), o sinal transmitido com atraso k constante.

Considerando os sinais envolvidos no sistema como processos estocasticos estaciona-
rios, é possivel definir as medidas de segunda ordem que relacionam-se diretamente com a

funcao custo (1.9). Seja o vetor de entrada do filtro FIR de ordem N dado por x(n) =

[ z(n) x(n—1) ... x(n—N) |, a matriz de autocorrelagao R, pode ser escrita como
r(0) r(1) r(N)
R, = E [x(n)x"(n)] = r(jl) r(:()) T(N:_l) ) (1.10)
r(—.N) r(—N+1) : 7’(.0)
em que r(k) = F[x(n)z*(n—k)] é a fungdo de autocorrelacao. Ainda, podemos definir

também o vetor de correlacao cruzada p, da seguinte maneira:

p. = E[x(n)d*(n)]. (1.11)

A partir dessas definigoes, considerando |e(n)|? = e(n)e*(n), é possivel expandir o custo



1.3. Equalizacao Supervisionada 11

EQM dado por (1.9):

Twiener(W) =E [le(n)["] = E [e(n)e” (n)]
=F [(d(n) — w"x(n)) (d*(n) — x(n)"w)]
=FEd(n)d*(n)] — w’E [x(n)d*(n)] — E [d(n)xH(n)} w (1.12)
+w"E [x(n)x" (n)] w

20'3 — pfw —whp, + wR,w,
sendo 02 a variancia de d(n). A Eq. (1.12) revela que o custo Jiyiener (W) é precisamente uma
funcao de segunda ordem em relacao ao vetor de coeficientes w. Dada a tipica positividade
de R, isto implica que existe um tinico ponto de minimo para o paraboloide formado por
Iwiener(W).

A relagao quadratica possui a vantagem de conduzir a expressoes relativamente simples
no processo de célculo de suas derivadas. De fato, a solugdo que minimiza (1.9) pode ser
obtida analiticamente através da derivagdo de (1.12) em relacdo ao vetor complexo w e
igualando-se o resultado a zero [Haykin, 1996]. A esta solugao atribui-se o nome solugao de

Wiener, que pode ser definida como (Apéndice A):
w, = R, 'p., (1.13)

em que w, é o vetor de coeficientes étimo no sentido de menor EQM.

Substituindo (1.13) em (1.12), chegamos a uma relagao ainda mais simples:

JWiener(Wo) - 0-3 - pfwo - Wfpa: + WfRzWo (1 14>
= O-Z - prglsz’a

sendo Jyiener(W,) 0 minimo custo EQM ou minimo custo Wiener.

Vale ressaltar que a solugdo de Wiener (1.13) depende também do atraso k conside-
rado na defini¢do d(n) = s(n—k), o que pode conduzir a solugoes com diferentes valores
residuais de EQM. A determinacao a priori do atraso k que conduz a solugao com menor
custo minimo em (1.14) ainda é um problema em aberto dentro deste ramo de pesquisa, e

contribuird como motivacao a abordagem seguida neste trabalho.

A simplicidade que envolve a expressdo da Eq. (1.13) é, sem duvida, bastante atrativa.
Contudo, principalmente quando sao empregados equalizadores com muitos coeficientes, é
subjacente a estimacao do vetor de correlacao cruzada p, e da matriz de correlacao R, um
considerdvel custo computacional, sobretudo para o célculo da inversa R, !. Uma alterna-
tiva menos custosa para o problema pode ser estabelecida através do uso dos algoritmos

adaptativos.
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1.3.2 Algoritmos Adaptativos

Os algoritmos adaptativos se caracterizam por desempenharem um processo de otimi-
zacao de forma iterativa. Além de apresentarem um custo computacional reduzido quando
comparado, por exemplo, ao cdlculo da solucao de Wiener (1.13), estes algoritmos carregam
também elementos que permitem a operacao em cendrios variantes. Nesse sentido, existem
diversas metodologias de cardter iterativo que sao capazes de produzir estimativas do filtro
6timo w,, como os algoritmos do gradiente deterministico, Least-Mean-Square (LMS) e
Recursive Least-Squares (RLS) [Romano et al., 2010].

Algoritmo do Gradiente Deterministico

O ajuste iterativo dos coeficientes w do filtro conferem-lhe um “estado” (de valores
associados a w) que pode diferir em cada instante de tempo: por isso, doravante o deno-
minaremos w(n). Nesta abordagem, permite-se que seja feito um ajuste gradual em busca
da solucao desejada.

Com base nisso, o algoritmo do gradiente deterministico busca aplicar sucessivas corre-
¢oes sobre w(n) no sentido contrario ao do gradiente da fungao custo, isto é, na diregao de
sua maior declividade local (devido a isso, esse algoritmo também recebe o nome de steepest
descent [Haykin, 1996; Romano et al., 2010]) com o intuito de alcancar o ponto de minimo,
onde os coeficientes do filtro assumem seu valor 6timo w,. Dessa forma, dada a funcao
custo de Wiener com coeficientes atuais w(n), a atualizacao dos parametros do equalizador

para o préximo estado w(n+1) pode ser expressa como:
w(n+1) = w(n) — uVIwiener(W(n)), (1.15)

onde VJwiener(W(n)) é o gradiente de Jwiener(W(n)) € i é o chamado passo de adaptagao.
Alternativamente, ;1 pode ser denominado também tamanho de passo, pois controla a am-
plitude da correcao incremental aplicada aos coeficientes do filtro, assumindo apenas valores
reais e positivos, podendo ser fixo ou variavel com o tempo. Uma escolha inadequada de
seu valor pode provocar a divergéncia do algoritmo, ou seja, fazer com que este nao alcance
o ponto de minimo [Haykin, 1996].

Tomando o gradiente de Jyjener(W(n)) com respeito aos coeficientes do filtro w(n) (os
detalhes da derivacao complexa podem ser conferidos no Apéndice A), chegamos & seguinte
relagao:

V Iwiener(W(n)) = —2p, + 2R, w(n). (1.16)

Em suma, as Egs. (1.15) e (1.16) definem o algoritmo do gradiente deterministico, cuja
operacao nao depende de nenhuma inversao de matriz. Todavia, persiste a demanda por

estimativas da matriz de correlacao R, e do vetor de correlacao cruzada p,, o que implica
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em consideravel processamento computacional. Como veremos a seguir, um passo adiante

nesse problema vira do emprego de aproximagoes estocasticas.

Algoritmo LMS

O algoritmo Least-Mean-Square ou, simplesmente, LMS, é uma ferramenta amplamente
usada em filtragem adaptativa linear, especialmente por sua combinacao de robustez e
simplicidade. Baseia-se na aproximagao estocastica inicialmente proposta por [Robbins
e Monro, 1951], cuja esséncia jaz na substituigdo das esperancas matemadticas presentes
nas medidas de correlacao por estimativas instantaneas baseadas em amostras do sinal de
entrada z(n) e do sinal desejado d(n). Assim, as estimativas da matriz de correlagao R, e
do vetor de correlagao cruzada p, ficam:

i

R, — R, = x(n)x(n)

(1.17)

De posse dessas aproximagoes, ¢ possivel obter um novo tipo de algoritmo baseado
nas relagoes do gradiente deterministico. Nesse caso, teremos, portanto, como estimativa

instantanea do vetor gradiente
VIwiener(W(n)) = —=2x(n)d*(n) + 2x(n)x (n)w(n). (1.18)

Substituindo o gradiente por sua estimativa instantanea (1.18) em (1.15), é possivel obter

uma relagao recursiva para atualizacao dos coeficientes do filtro:
w(n+1) = w(n) + p (d*(n) — x" (n)w(n)) x(n), (1.19)

onde o fator multiplicativo 2 foi incluido na definicao do passo de adaptagao pu.

A forma complexa do algoritmo LMS foi originalmente proposta em [Widrow et al.,
1975] e também é conhecida pelo nome de algoritmo do gradiente estocdstico. Uma anélise
mais detalhada do seu comportamento revelou que as estimativas instantaneas de R, e
p. portam variancias relativamente altas, o que, a principio, parece impactar de forma
bastante negativa sobre o seu desempenho. O LMS, contudo, dada sua natureza recursiva,
realiza, de certa maneira, uma média destas estimativas durante o processo iterativo, de
forma que sua convergéncia estara ligada, majoritariamente, apenas a correta escolha do
passo de adaptacao p [Macchi, 1996].

Vale ressaltar também que, por se tratar de uma aproximagao estocastica baseada em
valores instantaneos, o algoritmo nao fixa sua convergéncia ao ponto de minimo, mas oscila
os parametros em torno desta solugdo (no caso, a de Wiener) - o chamado efeito de mi-

sadjustment [Haykin, 1996]. Isto implica em um valor residual EQM ligeiramente superior



14 Capitulo 1. Fundamentos da Filtragem Adaptativa

aquele obtido pela solugao analitica. Neste sentido, a aproximacao do gradiente também
cria, relativamente ao passo, um compromisso entre velocidade de convergéncia e flutuacao

em regime permanente.

Algoritmo RLS

A abordagem seguida na deducao do algoritmo do gradiente deterministico e LMS
baseia-se na formulacao de Wiener e no arcaboucgo tedérico fundamentado em médias es-
tatisticas. No entanto, esta nao é a unica abordagem possivel a ser seguida na derivagao
dos algoritmos adaptativos.

O algoritmo Recursive Least-Squares (RLS), de maneira alternativa, busca a minimiza-
¢ao do erro quadratico médio relativo as amostras de que se dispoe, i.e., orienta-se exclu-
sivamente pelos dados disponiveis. Apesar de essa abordagem estabelecer relagoes com o
caso estatistico, devem estar bem claras essas diferengas conceituais.

A base do método é uma versao recursiva da abordagem de minimos quadrados (LS, do
inglés Least-Squares), a qual permite uma atualizagao iterativa da solu¢ao 6tima. Também
¢ usado o lema de inversdo de matrizes [Golub e Van Loan, 1996], que evita a necessidade
de realizar a inversao da versao amostral da matriz de correlagao. Sob algumas hipdteses
de andlise, é possivel afirmar que o RLS possui uma taxa de convergéncia tipicamente de
uma ordem de grandeza mais rapida que a do algoritmo LMS simples e, ademais, nao
experimenta o fenomeno de misadjustment [Haykin, 1996]. Entretanto, o aprimoramento
no desempenho é conquistado a custa de um aumento na complexidade computacional.

A luz do que foi exposto, torna-se necessario a proposicao de uma nova funcao custo,

baseada na soma dos quadrados de um sinal de erro:

Jrg(w) = ZAHW)P, (1.20)

onde e(n) = d(n) —y(n), L é o nimero de amostras disponivel e A é uma constante positiva
menor ou igual a um, que desempenha o papel de fator de esquecimento, pois tende a reduzir
o efeito de amostras antigas. Para A = 1, nao ha esquecimento, i.e., todas as amostras sao
igualmente ponderadas, e, complementarmente, A = 0 implica num caso sem memoria, onde
é utilizada apenas a amostra atual.

De maneira analoga a exposi¢ao do critério de Wiener, é possivel definir, neste novo
ambito, as matrizes de correlagao e o vetor de correlacao cruzada, agora denominados,

respectivamente, ®(n) e w(n):

®(n) = Z Ak (9)x (i) (1.21)
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L

m(n) = N7x(i)d*(i). (1.22)

i=1
A partir dessas relagoes, podemos expandir (1.20), chegando a uma expressao muito

similar & Eq. (1.12) no ambito da filtragem de Wiener:

L

Tes(w) = Ae(i)er(i)

=1

= 30N () - W) (4°0) — x(i) ') (1.23)
= (Z )\L_idz(i)> — ' (n)w — wn(n) + w®(n)w.

Dadas as semelhancas com a abordagem de Wiener, nao ¢ de se espantar que o Unico
ponto de minimo da Eq. (1.23) tenha forma similar a da solugao de Wiener (1.13). Usando

a condicao do gradiente nulo, chegamos em
wis = & (n)mw(n). (1.24)

A solugao dada por (1.24) tem um custo computacional relativamente alto, da mesma
maneira que seu par sob a 6tica de Wiener. Nesse sentido, torna-se oportuno representar
o problema através de um algoritmo adaptativo, beneficiando-se de maior simplicidade
computacional. Para isso, o primeiro passo é expressar ®(n) e (n) de maneira recursiva.

E possivel reescrever a Eq. (1.21) como

®(n) = Z MTix()xP (i) = A <Z_: )\Llix(z’)xH(i)> + x(n)x (n)

i=1 i=1 (1.25)
= \®(n—1) + x(n)x"(n),
onde a produto matricial x(n)x(n) atua como um termo de corregio.
Similarmente, para o vetor de correlagao cruzada m(n) dado em (1.22), temos
L L-1
m(n) = N7x(i)d* (i) = A (Z A1k () dF (i)) + x(n)d*(n) (1.26)
, , 1.26
i=1 =1

= Amw(n—1) +x(n)d*(n).

Para obter os coeficientes do filtro wyg de acordo com (1.24), resta ainda determinar a
inversa da matriz de correlagdo ®(n). No entanto, este custoso processo pode ser evitado

se lancarmos mao de um sofisticado resultado matematico: o lema de inversao de matrizes
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[Golub e Van Loan, 1996], enunciado a seguir.
Considerando duas matrizes M x M definidas positivas A e B, vale a seguinte relacao:
A=B'+CD'C”, (1.27)
onde D é uma matriz K x K definida positiva e C uma matriz M x K.
O lema de inversao de matrizes afirma que a inversa de A pode ser expressa como:
A~'=B-BC(D+C"BC) ' C"B. (1.28)
Como se assume que a matriz de correlagdo ®(n) é definida positiva e, portanto, nao

singular, o lema de inversao de matrizes é aplicavel a este contexto. Comparando as Egs.

(1.25) e (1.27), é possivel estabelecer a seguinte associagao:

A = ®(n);
L= \®(n—1);
1.29
C = x(n); (1.29)
D=1

Usando estas definigdes no lema de inversao de matrizes (1.28), obtemos a seguinte equagao

recursiva para a inversa da matriz de correlagao:

A28 (n—1)x(n)x” ()& (n—1)
LA ()@ (n-Dx(n)

& '(n)=1"'® (n-1) - (1.30)
Este calculo iterativo, somado a algumas definicoes de variaveis auxiliares, finalmente nos
conduz ao algoritmo RLS, mostrado no Alg. 1.1 [Haykin, 1996].

Quando comparado ao LMS, o algoritmo RLS se destaca por apresentar algumas pecu-
liaridades. Em primeiro lugar, sua taxa de convergéncia nao depende do condicionamento
da matriz de correlagao (i.e., a distribuigdo dos autovalores associados & matriz de corre-
lagao nao causa impactos sobre a convergéncia), permitindo-lhe convergir de maneira mais
rapida que o algoritmo LMS em diversos casos. Além disso, quando utiliza-se A =1 —se o
cenario nao muda suas caracteristicas com o tempo, isto é, é estacionario —, o RLS possui a
vantagem de ser mais robusto ao efeito de misadjustment, reduzindo cada vez mais o EQM
residual a medida que o nimero de amostras disponiveis aumenta. Tal comportamento é
justificado pelo fato de a média temporal sobre um grande niimero de amostras se aproximar

do valor ideal provido pelo operador esperanca estatistica.
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Algoritmo 1.1 Algoritmo RLS

Inicializar o algoritmo escolhendo:

P(0) =6"'T;
w 0.

onde ¢ é um valor constante pequeno e positivo e I é a matriz identidade.
A cada amostra recebida, atualizar os coeficientes do filtro de acordo com as seguintes
equacoes:

AP (n—1)x(n
k(n) 1+ AleEn)P()nil))x(n)’
a(n) = d(n) — w (n—=1)x(n);
w(n) = w(n—1) + k(n)a*(n);
P(n) = A'P(n—1) — A 'k(n)x" (n)P(n—1)

1.4 Equalizacao Nao Supervisionada

Conforme visto na Secao 1.3, o emprego de uma sequéncia de referéncia como auxilio no
processo de adaptacao dos parametros do filtro equalizador caracteriza o que chamamos de
modo supervisionado. Os desdobramentos dessa abordagem, como o emblemético critério
de Wiener e os algoritmos LMS e RLS, nao puderam, entretanto, compensar a necessidade
do aumento das taxas de transmissao em muitas aplicacoes praticas. O peso dessa limitacao
recaiu principalmente sobre o periodo de treinamento necessario nesses cendrios, visto que
nao ha transmissao efetiva de informacao durante este intervalo de tempo, ja que a sequéncia
transmitida ja é conhecida pelo receptor. Essa linha de raciocinio serviu como motivacao
para a busca de novas técnicas capazes de permitir um efetivo processo de equalizacao de
canais sem depender, portanto, do sinal de referéncia. A esta nova vertente atribuiu-se o
nome de equaliza¢ao nao supervisionada ou ceqa.

Uma das opc¢oes encontradas capazes de reduzir a IIS foi a de recorrer exclusivamente
a informacoes estatisticas gerais acerca da mensagem que se deseja recuperar. Embora
existam outros tipos de abordagens que nao fazem uso direto dessas estatisticas, como, por
exemplo, o uso dos filtros de erro de predi¢ao ou a aplicagao de restri¢oes (e.g., o filtro de
minima variancia com restrigdes lineares) [Romano et al., 2010], o foco desse trabalho se
restringird ao primeiro caso.

As técnicas nao supervisionadas constituiram um tema de pesquisa abordado com bas-
tante frequencia durante as ultimas trés décadas. Elas possuem um amplo leque de apli-
cagoes, como telecomunicagoes, processamento de audio e fala, radares e sonares, sinais e
imagens biomédicas e geofisica [Romano et al., 2010].

Apesar de ser uma area ja consolidada em termos tedricos, os primeiros resultados
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positivos foram decorrentes de algumas tentativas de cardter mais intuitivo, direcionadas
principalmente a casos envolvendo sinais com modulagdo PAM (do inglés Pulse Amplitude
Modulation) ou QAM (do inglés Quadrature Amplitude Modulation). Pouco mais tarde,
foi mostrado em [Godfrey e Rocca, 1981; Bellini e Rocca, 1986] que os algoritmos dessa
linha baseada em resultados empiricos eram pertencentes a classe das chamadas técnicas

de Bussgang.

1.4.1 Técnicas de Bussgang

As abordagens nao supervisionadas conhecidas como algoritmos (ou técnicas) de Buss-
gang se caracterizam por adotarem um estimador nao linear sem memoria do sinal desejado
numa expressao do tipo LMS. A nao linearidade desse estimador faz com que os algoritmos
se baseiem implicitamente em estatisticas de ordem superior (EOS). Por outro lado, esse
carater nao linear torna-se também responsével pela existéncia de minimos locais (e outros
pontos de equilibrio, como um méximo e pontos de sela), o que da origem a um cendrio
dinamico bastante rico.

A seguir, apresentaremos trés abordagens que, embora tenham motivagoes conceituais

diferentes, enquadram-se naquilo que chamamos de algoritmos de Bussgang.

Algoritmo de Decisao Direta

O algoritmo de decisao direta (DD) teve sua origem [Lucky, 1965] da necessidade de
solucoes praticas e simples que fossem capazes de melhorar o desempenho de sistemas de
comunicagao digital, procedendo o ajuste do equalizador diretamente do sinal recebido, sem
a necessidade de interromper a transmissao de informacao pela sequéncia de treinamento.

O critério DD pode ser visto como um “critério de Wiener modificado”, cujo sinal dese-
jado é substituido por uma estimativa obtida pelo dispositivo decisor (nao linear). A fungao

custo associada ao critério DD pode ser definida como:
Jpp(w) = E [|dec(y(n—Fk)) — y(n)[*], (1.31)

em que dec(-) é a func@o de decis@o e k um atraso arbitrdrio. Calculando o gradiente dessa
funcao com respeito aos parametros do equalizador w e aplicando a aproximagao estocastica

usual, obtém-se:
w(n+1) = w(n) + p (dec*(y(n—k)) — x" (n)w(n)) x(n). (1.32)

Caso o sinal transmitido possua modula¢ao BPSK (do inglés Binary Phase-Shift Keying),
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a funcao decisao pode ser definida como:

1 —k) >
+1, se y(n—k)>0 . (1.33)
-1, se y(n—k) <0

dec(y(n—Fk)) = sgn(y(n—k)) = {
E importante ressaltar que o potencial de equalizagao associado a técnica é limitado
pela natureza da nao linearidade escolhida. O decisor s6 provera estimativas fidedignas de
algum atraso do sinal transmitido se a condicao inicial apresentada ao algoritmo permitir
um grau de redugao de IIS suficientemente adequado. Isso explica por que é bastante comum
utilizar o algoritmo DD em conjunto com uma abordagem supervisionada, tipicamente o
LMS. Enquanto se tem acesso, por exemplo, a um cabecalho de transmissao, usa-se a técnica
supervisionada para “abrir o diagrama de olho”. Uma vez que isso tenha acontecido, chaveia-
se para o algoritmo DD, que converge para a solugao desejada, que, idealmente, serd igual
a solugdo de Wiener [Macchi e Eweda, 1984].

Algoritmo de Sato

Com o objetivo de alcancar um grau de robustez maior que o associado ao algoritmo
DD, Sato propoés o primeiro sistema recursivo capaz de operar em condigoes de olho fechado
[Sato, 1975]. Foi concebido inicialmente para ser utilizado em sistemas M-PAM (Pulse
Amplitude Modulation M-drio), i.e., sistemas com simbolos puramente reais. Considerando,
portanto, que o sistema e os sinais estejam contidos no dominio dos reais R, o algoritmo

de Sato baseia-se na minimizacao da seguinte fungao custo nao convexa:
JSato(W) =F [(§<n) - y(n))2] ) (1'34>

sendo §(n) uma estimativa de s(n) obtida através de uma fungao nao linear de memoria

nula:
8(n) = ysgn(y(n—k)), (1.35)

em que k é um atraso arbitrario e v uma constante que pode ser definida como:
(1.36)

Na Eq. (1.35), o emprego da fungao sinal sgn(-) funciona como um aproximador grosseiro
do operador esperanca estatistica. Seu algoritmo adaptativo pode ser expresso pela seguinte
equacao:

w(n+1) = w(n) + u (ysgn (y(n—k)) — XT(n)W(n)) x(n). (1.37)

As consideragoes acerca da convergéencia do algoritmo DD sao, em grande medida, va-
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lidas também para o algoritmo de Sato. Essa similaridade surge, por exemplo, do fato
de que, para sinais do tipo BPSK binario, o algoritmo de Sato coincide com o de decisao
direta. Assim, ambos possuem susceptibilidade a uma convergéncia para minimos locais.
Essa constatacao se mantém mesmo no caso em que o equalizador é duplamente infinito e
a modulagao ¢ PAM [Ding et al., 1993].

Algoritmos de Godard

As técnicas de equalizagdo cega propostas por Godard [Godard, 1980] se baseiam num
critério em que se quantifica a dispersao do sinal equalizado relativamente a um valor
pré-determinado sem que seja considerada a fase, de forma a assegurar a independéncia
do processo de desconvolucao em relacao a estimacao de parametros de uma portadora.
Esta abordagem permite que modulagoes complexas do tipo QAM sejam contempladas. A

funcao custo, também chamada “dispersao de ordem p”, assume a forma:

Jaodara(w,p) = E [(ly(n)|” — R,)°] (1.38)

em que p ¢ um inteiro positivo e R, ¢ uma constante que controla o ganho das solugoes

obtidas, dada por:
E[|s(n)[*]

B = Elsmp

(1.39)

Calculando o gradiente e lancando mao da classica aproximagao estocéstica, Godard

obteve a expressao que posteriormente recebeu seu nome:
w(n+1) = w(n) — py"(n)ly(n) = (Jy(n) | — R,) x(n). (1.40)

Dentre a familia de algoritmos apresentada, Godard concentrou sua analise principal-
mente aos casos com p = 1 e p = 2. No primeiro caso, o algoritmo resultante mostrou-se
como uma versao modificada do algoritmo de Sato para sinais complexos. Ja no segundo,
para p = 2, observou que o tratamento matematico tornou-se mais conveniente e, surpre-
endentemente, com resultados mais satisfatorios no sentido de que, notada a presenca de
minimos locais indesejados em ambas as formulagoes, o caso com p = 2 era mais robusto e
com convergéncia mais rapida nos casos simulados [Godard, 1980]. De fato, foi constatado
posteriormente que este dltimo caso apresentava menor niimero de minimos locais indese-
javeis, o que contribuiu para sua rapida aceitacao em diversas aplicagoes praticas. Mesmo
assim, por possuir uma funcao custo nao convexa, a adequada inicializagao dos coeficien-
tes w do filtro seria de fundamental importancia para assegurar a convergéncia correta do
algoritmo.

Para certas modulacoes, pode-se interpretar que o algoritmo de Godard penaliza desvios
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da saida do equalizador y(n) com relagdo a um médulo constante, o que contribuiu para que
a funcdo custo para p = 2 viesse a receber o nome de critério do médulo constante (CM)
[Treichler e Agee, 1983]. Por aliar simplicidade, robustez e eficicia, o critério CM e o algo-
ritmo dele derivado, chamado de algoritmo do médulo constante (CMA, do inglés Constant
Modulus Algorithm), tornou-se um dos maiores temas de pesquisa dentro do problema de
equalizagao nao supervisionada. Entretanto, como uma consequéncia da complexidade da
funcao custo CM, de certa forma, permanecem ainda questoes centrais de ambito tedrico e
pratico associadas a formulagao CM que exigem maiores investigagoes.

A seguir, dedicaremos especial atengao a este interessante critério, apresentando alguns
detalhes sobre seus aspectos que servem como motivagao para as analises conduzidas neste
trabalho.

1.4.2 O Critério do Mddulo Constante

Como mencionado anteriormente, o caso especifico para p = 2 na familia de critérios de

Godard, Eq. (1.38), d& origem a fungao custo do critério CM:

Jor(w) = E [(|y(n)|2 - RQ)Q] , (1.41)
o B ls(n)]]
Ro= piilar (1.42)

O algoritmo resultante dessa formulagao, o célebre CMA, pode ser expresso como:
w(n+1) = win) — iy (n) (ly(n)[2 = Rz) x(n). (1.43)

Apesar de considerado o algoritmo mais robusto dentre os algoritmos de Bussgang, o
CMA nao é capaz de recuperar a fase da portadora. Esse comportamento é justificado pelo
fato de sua funcao custo basear-se somente na amplitude do sinal recebido. Mesmo assim,
sua convergéncia para os minimos do custo CM tende a aproximar, em grande medida, as
solugbes do critério de Wiener [Suyama, 2003]. Mostra-se, portanto, oportuno analisarmos
em mais detalhes a questao da convergéncia do CMA, um assunto de grande interesse
tedrico até os dias atuais.

Uma hipotese muito util porém pouco realista foi utilizada inicialmente nas analises
de convergeéncia das técnicas nao supervisionadas: comprimento duplamente infinito do
equalizador. Sob essa hipétese, lida-se com equalizadores que possuem resposta ao impulso
infinita tanto na parte causal quanto na anticausal, estendendo-se de n = —oc0 a n = +o00.
O valor dessa hipdtese, que explica a sua utilizagdo por muitos anos na analise do CMA, é

que ela permite que se estudem os minimos do algoritmo em termos da resposta combinada
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canal4-equalizador, que estd num dominio em que sabemos a posi¢ao dos bons minimos, que
sempre serao solugdes ZF [Foschini, 1985]. Em outras palavras, nesse dominio, é possivel
realizar inversao perfeita de um canal FIR.

J& em seu artigo original [Godard, 1980], Godard mostrou que, para o caso p = 2, se
E[|s(n)*] < 2E[|s(n)|?] (condigao se que relaciona a ideia de subgaussianidade), os minimos
globais da funcao custo corresponderao a solucoes de equalizagao perfeita.

Uma analise mais detalhada para o caso do equalizador duplamente infinito foi feita por
Foschini [Foschini, 1985], concluindo que o algoritmo de Godard nao possui minimos locais
indesejaveis. Ele também empreendeu uma importante andlise da matriz hessiana, na qual
demonstrou a existéncia de trés possiveis tipos de pontos de equilibrio do CMA no dominio

da resposta combinada c:

1. Um méximo local, correspondente ao vetor nulo;
2. Minimos globais, ja detectados por Godard, correspondentes a solu¢oes com apenas
um elemento nao nulo;

3. Pontos de sela, correspondentes a solugoes com mais de um elemento nao-nulo.

Embora a analise de Foschini tenha sido um marco, ele frisava que ainda mais relevante
seria uma andalise detalhada no dominio dos parametros do equalizador, no qual ocorre a
adaptagao. Isso, no entanto, nao é simples devido a complexidade da superficie de custo do
critério CM.

Em 1991, Ding e outros [Ding et al., 1991] constataram a convergéncia do CMA para
minimos locais, ou seja, minimos subo6timos. Eles também mostraram a deficiéncia do
método de andlise baseado na resposta combinada, que s6 equivale a andlise no dominio
dos parametros do filtro no caso em que a matriz de convolugao tem um espaco nulo trivial.
Em suma, demonstraram a existéncia de uma nova classe de pontos de equilibrio do CMA:
a dos minimos locais. Isso causou um certo descrédito no que diz respeito ao critério CM,
levando a crer que este era inferior a técnicas como a de Wiener. No entanto, tal ideia é
questionével, pois a andlise de [Ding et al., 1991] se deu no contexto de um modelo de canal
ITR (de natureza, portanto, distinta da de um modelo FIR), e, em alguns casos, mesmo
solucoes obtidas com o critério de Wiener nao sao capazes de levar a uma condicao de olho
aberto (se o atraso k for considerado um grau de liberdade) [Neves et al., 2006]. Talvez se
possa dizer que, atualmente, ha uma certa linha de andlise que conjectura serem os minimos
do CMA, no caso de canal e equalizador FIR, solu¢oes “préoximas” as solugoes de Wiener
para os melhores atrasos [Zeng et al., 1998, 1999; Schniter e Johnson Jr., 2000; Suyama,
2003]. Essa ideia recebeu interpretagoes também a luz das relagoes entre o critério CM e o
critério de Shalvi-Weinstein (apresentado adiante) e entre a formulagao de Shalvi-Weinstein

e a ideia de maximizacao de nao gaussianidade, que é bastante relevante no contexto de
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separagao cega de fontes.

Outra importante constatagao feita por Li e Ding em 1995 [Li e Ding, 1995] estabelece
a dependéncia entre o desempenho do CMA e a inicializacao de seus parametros. Os
autores mostram ainda que a inicializagao pelo método center-spike [Foschini, 1985] reduz a
probabilidade de convergéncia para minimos locais. Neste mesmo trabalho, tais resultados
sao estendidos para o critério de Shalvi-Weinstein, reforcando a conexao entre as duas

abordagens.

1.4.3 O Critério de Shalvi-Weinstein

O critério de Shalvi-Weinstein (SW) [Shalvi e Weinstein, 1990] nao se enquadra nos
moldes das técnicas de Bussgang, pois tem por ponto de partida o teorema homonimo,
cuja validade estabelece as premissas para a equalizacao nao supervisionada. O elemento
fundamental dessa abordagem envolve o cédlculo da grandeza denominada curtose, capaz
de extrair EOS a respeito do sinal de interesse. A curtose K (-) associada a y(n) pode ser

definida como:
K(y(n)) = E [Jym)[*] — 2B [ly()*] — |E [*(0)]|". (1.44)

Em 1990, aliada a ideia de cumulantes, tal medida serviu de ensejo para Shalvi e Weins-
tein proporem o que pode ser entendido como um refinamento do teorema de Benveniste-
Goursat-Ruget (BGR) [Benveniste et al., 1980], alcangando uma expressao que caracteriza
a condicao de perfeita equalizacao a partir de uma quantidade de informacao menos restri-
tiva acerca dos sinais envolvidos. Enquanto o teorema BGR atesta uma equalizacao perfeita
através da equivaléncia entre as densidades de probabilidade do sinal transmitido e do si-
nal recebido, o teorema SW afirma que a mesma condicao pode ser observada igualando-se
apenas as estatisticas de segunda ordem dos sinais e alguma outra EOS [Shalvi e Weinstein,
1990].

Com base nestas informagoes, foi possivel definir o critério SW como um problema de

maximizacao sujeito a uma restrigao, isto é:

masc T (w) = mise |1 ()| (145)
sujeito a:
E [lym)I] = E{ls(m)l] (1.46)

Em suma, o critério pode ser explicado pelo fato de que, considerando-se a transmissao
do sinal s(n) independente e identicamente distribuido (i.i.d.) através de um canal linear,

se for satisfeita a condi¢do de igualdade das estatisticas de ordem dois entre y(n) e s(n),
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a curtose do sinal y(n) — filtrado por um equalizador linear — serd sempre menor ou igual
aquela do sinal transmitido. E intuitivo esperar entao que a maximizacao da curtose de
y(n) conduzird idealmente ao valor da curtose de s(n), situagao na qual o filtro equalizador
sera capaz de inverter perfeitamente o canal.

Como mencionado anteriormente, o critério SW estabelece diversos pontos em comum
quando comparado com o critério CM. As abordagens de Li e Ding [Li e Ding, 1995] e,
posteriormente, de Regalia [Regalia, 1999] revelaram correspondéncias entre as fungoes
custo dos referidos critérios, principalmente no tocante aos pontos criticos associados a
elas. Torna-se portanto evidente a grande faceta escondida nas entrelinhas do critério CM:
ele permite o uso implicito de EOS, sendo capaz de resgatar estatisticas de ordem quatro

através de uma estrutura consideravelmente mais simples.

Sabe-se que o CMA apresenta um desempenho satisfatério — do ponto de vista indireto
da maximizagao da curtose [Regalia, 1999] — quando o sinal transmitido é composto de
amostras independentes. Sob tais condi¢oes, o potencial de recuperacao do sinal transmi-
tido por essas técnicas se relaciona, estruturalmente, a um problema de extracao de fontes
com mais sinais que sensores [Haykin, 2000]. Em contrapartida, para sinais fora do contexto
classico, como aqueles dotados de algum tipo de dependéncia estatistica ou com distribui-
¢oes esparsas ou uniforme, o desempenho dessas técnicas se revela insatisfatorio, levando a
funcoes custo sujeitas a modificagoes nocivas a obtencao de solugoes de inversao do canal.

Nesse ambito, em uma abordagem mais recente, aliada ao aumento do poder computa-
cional, emergiu a possibilidade de se estender a analise das EOS através do emprego direto
das densidades de probabilidade dos sinais envolvidos nos critérios de otimizagao. Dessa
forma, espera-se poder extrair as informacoes estatisticas de interesse de maneira mais ex-
tensiva, sobretudo, a partir do uso dos conceitos e medidas trazidos da area de teoria da
informacao, como entropia e informagdo mitua [Shannon, 1948; Cover e Thomas, 1991],

conforme veremos na proxima secao.

1.5 Aprendizado Baseado na Teoria da Informacao

O estudo dos critérios de filtragem adaptativa e algoritmos que visam extrair em maior
completude as estatisticas contidas nos sinais de interesse constitui a motivacao da area de
pesquisa conhecida como aprendizado baseado em teoria da informacao ou, simplesmente,
ITL (do inglés Information-Theoretic Learning).

Mesmo com o aumento do poder computacional, o efetivo uso dos critérios baseados em
ITL apenas se tornou possivel com o uso de estimadores nao paramétricos como os métodos

de kernel associados ao janelamento de Parzen [Principe, 2010] e sua consequente aplicagao
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ao problema de estimagao de fun¢oes densidade de probabilidade (PDF’s, do inglés Probabi-
lity Density Functions). Apesar de possuirem maior complexidade em relacao aos critérios
classicos, a possibilidade de lidar diretamente com a PDF de uma variavel aleatoria e in-
diretamente com todos os momentos estatisticos associados a ela, principalmente aqueles
de ordem maior que dois — i.e., as EOS —, abre um horizonte repleto de perspectivas inte-
ressantes quanto a aplicacao em cendrios onde os critérios mais classicos conhecidamente

apresentam fraquezas.

1.5.1 Estimadores de Densidade Nao Paramétricos

Idealmente, a obtengao de uma PDF associada a um sinal exigiria uma sequéncia infinita
de amostras para se conseguir uma representacao fidedigna aos moldes de sua definigao
teorica. Existem, porém, maneiras de se estimar a PDF lancando mao de um conjunto de
amostras finito. Uma delas é a estimacao nao paramétrica de Parzen, cuja aplicacao se
vincula a estrutura de métodos de kernel [Principe, 2010].

Pode-se dizer que os métodos de kernel possuem grande utilidade em virtude do hori-
zonte que abrem quanto a possibilidade de resolucao de problemas nao lineares no préprio
espaco dos dados de entrada, que chamaremos de S. Basicamente, tais métodos realizam,
de forma implicita, operagoes de produto interno (-,-) num espago de caracteristicas di-
mensionais potencialmente maiores, que, sob a 6tica do espaco de entrada S, representam
operacoes nao lineares sobre os dados. Além disso, essas operagoes podem ser totalmente
efetuadas no proéprio espaco S, permitindo-nos obter versoes nao lineares de operacoes li-
neares (expressa em termos de produtos internos) [Principe, 2010].

Para entendermos melhor esta abordagem, podemos supor um mapeamento nao linear

® sobre os dados x;, que levam do espaco S para o espaco H:

®:5 - H

x — d(x). (147)

Associada a este mapeamento ®, é possivel provar que existe uma funcao kernel bivariada
k(x;,X;), definida positiva e simétrica (condigdes de Mercer [Vapnik, 1995]) que é capaz de

estabelecer a seguinte relacao:
R(xiX;) = (D(x), P (%)) (1.48)

Em palavras, a Eq. (1.48) diz que o uso da fungao kernel x(x;,x;) sobre os dados de entrada
em S corresponde a um produto interno dos dados mapeados — de maneira nao linear — no
espago H (o chamado “truque do kernel” [Principe, 2010]). Essa elegante ideia nos permite,

através do emprego das funcoes kernel, lidar implicitamente com as transformacoes nao
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lineares ® — isto é, o uso do kernel nao demanda o conhecimento de ®. Entretanto, o tipo
de mapeamento nao linear ¢ estara diretamente ligado a funcao kernel escolhida [Aronszajn,
1943].

Embora o contexto original em que os métodos de kernel foram introduzidos nao con-
temple uma interpretacao estatistica em relacao aos dados, a abordagem caiu como uma
luva para o trabalho de Parzen realizado em 1962 [Parzen, 1962], cujo o objetivo era o de
prover estimativas de PDF’s associadas a um conjunto de dados. A dedugao decorre de
um ponto de vista estatistico acerca dos sinais através de sua abordagem como processos
estocdsticos. Seguindo esta linha de raciocinio, podemos associar a um determinado sinal
em certo instante, digamos x(n), uma varidvel aleatéria (VA) continua denominada X.
Supondo que se dispoe de L amostras i.i.d. {z1,...,x.} dessa VA, a estimativa Parzen

[Parzen, 1962] da PDF associada a X - denotada por px(z) - é dada por:

px(z) = %g% (w_ax) (1.49)

em que k(-) é uma fungao kernel arbitraria e o é o tamanho do kernel.
Conforme vimos anteriormente, a funcao kernel k(-) a ser utilizada deve respeitar as
condigbes de Mercer [Vapnik, 1995]. Contudo, para que esta abranja as definigoes associadas

as distribuigoes dos dados, devera observar também as trés seguintes restrigoes:
(i) r(z) = 0;

(id) /R/i(x) do = 1. (1.50)

) xh_}IEO |zk(z)| = 0.

Assim, os kernels empregados sao simétricos e normalizados, tipicamente com posicao do
pico associado ao valor da amostra e, preferencialmente, que sejam continuos e diferencidveis
caso se queira usar métodos baseados no gradiente da funcao.

Um dos kernels mais utilizados na literatura é, sem duvida, o Gaussiano G,(-) [Principe,

2010]. Tal kernel pode ser definido como:

1 —|z; — 2|2
Go(r; — x5) = N exp( | 572 i > (1.51)

Medidas alternativas para estimacao de PDF’s (e.g, as baseadas em histogramas) [Chapeau-

Blondeau e Rousseau, 2009] podem ser também bastante eficientes, mas, por outro lado,
podem demandar um ntimero maior de amostras para a estimacao e possuir maior sensi-
bilidade ao ajuste de parametros. Aliado a isso, estes métodos nao podem ser empregados

em algoritmos que fazem uso do gradiente da funcao custo, ja que, muitas vezes, as PDF’s
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estimadas de acordo com essa linha nao fornecem derivadas continuas. Este fator, apesar de
nao ser um grande limitador, contribuiu para a nao consideragao destes estimadores neste
trabalho, limitado apenas a abordagens que propiciam a derivacao de técnicas baseadas no

método do gradiente.

1.5.2 Os Critérios Baseados em Teoria da Informacao

Em termos simples, as formulacoes de ITL buscam o ideal de extrair e tratar a informa-
¢ao de maneira tao eficiente quanto possivel, no sentido de levar em conta a estrutura das
EOS associadas aos sinais de interesse, o que pode ser crucial quando, por exemplo, lida-se
com sinais e ruidos associados a distribuicoes nao Gaussianas e, também, estruturas nao
lineares e recorrentes. Tais aspectos permitem, em tese, que se alcance uma formulacao de
maior generalidade que aquela baseada apenas em estatisticas de ordem dois [Erdogmus e
Principe, 2006].

No ambito da filtragem nao supervisionada, abordagem esta que sera seguida neste tra-
balho, o vinculo com a teoria de informacao ja é bastante bem estabelecido. Um marco
nesse sentido se deu no desenvolvimento da andlise de componentes independentes (ICA,
do inglés Independent Component Analysis) e de aplicages relacionadas a separagao cega
de fontes, onde se utilizou, por exemplo, a ideia de quantificar independéncia com auxi-
lio de grandezas como a informacao mutua e também a adocao de conceitos como o de
transferéncia ou fluxo de informagao num sistema [Hyvérinen et al., 2001; Hérault et al.,
1985].

Na realizacao de ICA, podem ser empregadas diferentes abordagens baseadas na teoria
da informacao, dentre as quais merecem destaque aquelas baseadas na informacao mutua,
um eficiente meio para quantificar o grau de independéncia entre varidveis aleatdrias, e na
negentropia [Suyama et al., 2006]. No entanto, quando se lida com o problema de filtragem
no dominio do tempo, a aplicacao das grandezas supracitadas ainda é relativamente recente.

Como vimos na se¢ao anterior, a estimagao das PDF’s das VA’s associadas aos sinais de
interesse abre caminho para a aplicacao direta dos conceitos e medidas trazidos do campo
da teoria da informagao. Um ponto destacado nesse contexto é o recurso a definigoes de
entropia alternativas & de Shannon, especialmente a de Alfred Rényi [Rényi, 1976]. Observa-
se uma predilecao pelo caso particular que leva a entropia quadratica, ja que ela se presta
mais a derivacao de algoritmos baseados em diferenciagao [Fisher, 1997]. Exemplos dessas

novas formulagoes serao mostrados a seguir.

Entropia Quadratica de Rényi

Uma proposta bastante interessante surgida nos ultimos anos corresponde ao uso da

entropia quadritica de Rényi para gerar uma nova versao do critério CM [Santamaria
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et al., 2002a]. A escolha da entropia quadratica se justifica em termos de simplicidade de
estimacao e derivacao de algoritmos baseados em gradiente. Em termos mais genéricos,

emprega-se a entropia de Rényi de ordem «, dada por:

1
Haly) = ;——log (/p%(y) dy) : (1.52)

Considerando agora a fungao custo CM, Eq. (1.41), torna-se possivel, em vez de pena-
lizar desvios quadraticos da condi¢cao de médulo constante, a penalizagao sobre a entropia
dos desvios. Com a utilizacao da informacao adicional extraida pela entropia, espera-se
uma melhora no desempenho, principalmente em termos de velocidade de convergeéncia.

Dessa maneira, a funcao custo assume a forma:

Ti, (W) = Ho (ly(n)]* = Rz) = Ha (ly(n)]?) | (1.53)

onde a constante Ry definida em (1.42) é desprezada na tltima igualdade pelo fato da

entropia nao depender da média de um sinal.

Considerando a entropia quadratica de Rényi — i.e., fazendo a = 2 — e kernels Gaussia-

nos, Eq. (1.51), podemos usar as relagoes (1.52) e (1.49) em (1.53) para obter a estimativa:

Ji, (W) = H, (ly(n)* =¢)

o (1 L1 2
= —log - GO’ - - 2 d
/OO £ 2 Gele=lytn=1) >) ¢
| oo [LoiL-l . )
=-logps | <z:o 2 Go(C = [y(n = 7N Go(C = [y(n — )] )) dq (1.54)
1 L—-1L-1 0o
= —log / Go(C = ly(n — J)I)Ga(C = ly(n —i)*) d¢
i=0 j=0 7~
1 L—-1L-1
= —log <ﬁ G,ally(n —5)I° = |y(n—i)|2)>
i=0 j=0

Este resultado é obtido gracas a observagao de que a seguinte relacao, decorrente do uso de

kernels Gaussianos, é valida:
/ Go(C = ly(n = J)IM)Go(C = ly(n = )[*) d¢ = G, 5(ly(n = §)I* = ly(n —9)[*).  (1.55)
Para outras fungoes kernel nao se pode afirmar o mesmo.

Existem também algumas consideragoes feitas sobre o critério definido em (1.54) que
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tentam tornar esta func¢ao custo mais simples: dado que a fungao logaritmo log(-) é uma
funcao monotonica, esta pode ser desconsiderada, pois os pontos de minimo em (1.54) ainda
se mantém; além disso, o sinal negativo pode ser igualmente descartado, com a ressalva de
que o problema agora torna-se uma maximizacao. Ao resultado destas simplificacoes da-se
o nome de estimador do potencial de informag¢ao quadrdtico V,(-) [Santamaria et al., 2002al,

com a nova fungao custo:
1 Lzttt (1.56)

O critério definido em (1.56) serd melhor estudado no Cap. 4, onde serd também comparado

a outros critérios de interesse.

Casamento de PDF’s por Distancia Quadratica

Uma alternativa interessante a ser adotada como critério consiste em tentar forgar o
casamento entre as PDF’s associadas ao sinal de saida do equalizador com a do sinal trans-
mitido (de constelagdo conhecida) [Lézaro et al., 2005]. Mais especificamente, as PDF’s
consideradas utilizam as VA’s associadas ao modulo dos simbolos elevados a poténcia g,
isto é, |y(n)|? e |s(n)|?. Na prética, os melhores resultados sao obtidos para ¢ = 2, contudo,

o método admite uma formulagao geral.

O casamento entre as distribuicoes de interesse pode ser traduzido como um critério
de equalizacao estabelecendo-se a distancia quadrética (QD, do inglés Quadratic Distance)

entre as PDF’s como funcao custo, que é dada por:

Jon(w) = / " (oyal2) — psn(2))? d, (1.57)

oo

onde Y7 e S7 sao as VA’s associadas aos sinais |y(n)|? e |s(n)]?, respectivamente.

Expandindo (1.57), chegamos a

Jop(w) = /Oo (P24(2) — 2pya(2)psa(z) + pha(2)) dz

-/ i P dz -2 Zpyq<z>p5q<z> i+ [ Z PR (2) dz. o

De modo andlogo ao caso da entropia quadratica de Rényi, se considerarmos ¢ = 2 e kernels

Gaussianos (1.51), é possivel chegar a uma estimativa da fungao custo, nos moldes de (1.54):
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4 1
Jop(w) =15 > Gopally(n =) = y(n —i)?)
=0 7=0
9 Ns L—1
- Grally(n = ) = Isif?) (1.59)
8 i=1 j=0

N,
1 S
37 22 2 Covallssl” = [sif?).

§ =1 j=1
onde N, é o numero de simbolos complexos definidos na constelacao da correspondente
modulagao e s; os valores complexos associados ao i-ésimo simbolo. Note que foi necessario
0 uso da relacio dada por (1.55) na derivagao de Jop(w).

Como foi visto, por fazerem uso dos métodos de kernel, os critérios ITL demandam um
custo computacional mais elevado em relagao a abordagem cléssica (como o CMA). Assim,
no processo de adaptacao dos coeficientes do equalizador, empregam-se geralmente algorit-
mos baseados no método do gradiente como tentativa de amenizar a carga computacional.

Os trabalhos conduzidos em [Santamaria et al., 2002a] e [Lazaro et al., 2005] revelam
pontos positivos quando da abordagem dos critérios ITL cegos em cenarios comparativos
que envolvem os métodos classicos como o CMA e o algoritmo de Shalvi-Weinstein. Assim
como para os demais critérios ITL propostos que compoem o cenario atual, estes destacam-
se principalmente por apresentarem maior velocidade de convergéncia e robustez a ruidos
nao Gaussianos. No entanto, até o momento, nao houve uma analise no sentido de reunir
e comparar sistematicamente os critérios ITL nao supervisionados. Neste trabalho, um
esforco serd feito nesse sentido envolvendo os critérios I'TL aqui apresentados, buscando
estabelecer, sempre que possivel, conexoes ao critério CM. A analise mais detalhada dos
critérios considerados e a sua comparagcao sob diversos prismas como funcao custo, superficie

de erro e desempenho, serao apresentadas no Cap. 4.

1.6 Conclusao

Neste capitulo, foram apresentados alguns conceitos e fundamentos tedricos utilizados
para a equalizacao de canais, bem como o0s principais critérios empregados para desem-
penhar tal tarefa, de forma a estabelecer as bases necessarias para o desenvolvimento dos
préximos capitulos.

Mais detalhadamente, foram apresentados os conceitos fundamentais dos filtros FIR e os
aspectos basicos do problema de equalizacao de canais, seguido de uma revisao dos critérios
classicos baseados nas vertentes supervisionadas (como o de Wiener) e cegas (como o CM).
Pontuamos ainda alguns aspectos de convergéncia do algoritmo CM, de onde surgem certos

pontos de contato aos critérios de Wiener e de Shalvi-Weinstein. De maneira bastante
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interessante, essas relagoes motivam a abordagem que serd seguida nos Caps. 2 e 3, que,
conforme iremos expor, nos permitird explorar as estatisticas de ordem superior presentes
no critério CM de maneira mais explicita.

Finalmente, apresentamos uma breve nocao da nova geracao de critérios cegos com
aprendizado baseado na teoria da informacao, que serao discutidos em maiores detalhes no
Cap. 4.
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Capitulo

Formulacao Polinomial do Critério do Modulo

Constante

O critério de médulo constante tem recebido significativa atengao por parte da comuni-
dade cientifica ao longo de quase trés décadas. Parte desse interesse teve como motivagao
o aprofundamento dos estudos de Godard envolvendo os pontos de minimo associados ao
custo CM e a convergéncia do algoritmo [Foschini, 1985; Ding et al., 1991; Li e Ding, 1995].
Como consequéncia dessas analises, ressaltamos, dentre os principais resultados, as cone-
x0es com o critério de Shalvi-Weinstein [Ding et al., 1991; Shalvi e Weinstein, 1993; Regalia,
1999] e também com o critério de Wiener. No primeiro caso, estabeleceu-se um ponto de
contato de grande importancia do ponto de vista de unificacao de abordagens cegas e tam-
bém do estabelecimento de pontos de contato com a teoria de separacao cega de fontes.
Numa visao mais detalhista, tais relacoes permitiram que se enxergasse com maior clareza
uma equivaléncia entre os critérios SW e CM, revelando um efetivo uso de momentos de
até quarta ordem pelo critério CM, mesmo que apenas implicitamente. Ja no segundo caso,
em particular, as conexoes com o critério de Wiener levantaram uma conjectura importante
que permeia este trabalho: espera-se que haja certa proximidade entre os minimos do cri-
tério CM e as melhores solugoes de Wiener (levando-se em conta diferentes atrasos k). Tal
hipétese é fundamentada principalmente em trabalhos como [Schniter e Johnson Jr., 2000;
Zeng et al., 1998, 1999], que, além de compararem os minimos desses critérios, também
teceram comparagoes aos valores associados a cada custo. Pouco mais tarde, uma analise
abrangendo cenérios mais genéricos foi apresentada em [Suyama, 2003], o que elevou, de
maneira mais rigorosa, o nivel de proximidade entre os dois critérios.

Seguindo essa linha de raciocinio, abordaremos neste capitulo a formulagao polinomial
do critério CM, que mostrou ser capaz de estreitar ainda mais as conexoes entre os critérios
Wiener e CM. Tal formulagao, inicialmente reportada em 2011 [Sousa Jinior, 2011], também

revelou ser bastante esclarecedora e capaz de exprimir, de maneira mais explicita, a presenca

33
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das estatisticas de ordem superior subjacentes a formulagao CM.

Apesar de propiciar uma anédlise tedrica bastante intrigante que explora os lacos entre os
critérios supervisionados e nao supervisionados, a formulacao polinomial também conduz a
duas derivagoes de carater mais pratico de nosso interesse: o limitante inferior do custo CM
— interpretado como indice de equalizabilidade cego — e a heuristica de inicializacao do CMA,
ambas introduzidas em [Sousa Junior, 2011]. Entretanto, notamos que este trabalho inicial
ainda admite algumas extensoes e novos desdobramentos. Nesse sentido, focaremos grande
parte de nossos esforgos nessas duas abordagens, de forma que as contribuigoes apresentadas
neste capitulo atuem como complementacao a estas propostas originais, visando torna-las
mais abrangentes, conforme veremos adiante.

A primeira extensao que buscaremos abordar serd a definicao da formulacao polinomial
— e, consequentemente, do limitante inferior — considerando o caso em que os sinais e
sistemas inserem-se no dominio dos complexos (os esforgos anteriores compreendiam apenas
o dominio dos reais [Sousa Junior, 2011]). Em seguida, conduziremos uma anélise mais
extensiva do limitante inferior como indice de equalizabilidade em diferentes cendrios de
simulagao, inclusive em situagoes em que o sinal transmitido possui modulacao multinivel
(como 8-PAM e 16-QAM). Por fim, introduziremos uma nova heuristica de inicializa¢ao do

CMA capaz de elevar ainda mais a taxa de convergéencia global deste algoritmo.

2.1 Formulacao Polinomial

Como vimos anteriormente, mesmo fazendo uso implicito de estatisticas de quarta or-
dem, o critério CM detém uma funcao custo relativamente simples — reproduzida novamente
a seguir:

Jen(w) = B | (lytm)? - R2)°] . (2.1)

sendo Ry = E[|s(n)[*] /E'[|s(n)[?].

De maneira bastante interessante, visando um estreitamento das relagoes entre os cri-
térios CM e de Wiener, podemos exprimir a fungao custo CM mostrada em (2.1) como
uma expressao do tipo EQM, nos moldes daquela de Wiener (1.9): torna-se necessério,
entretanto, que sejam feitas algumas consideragoes com respeito ao termo quadratico do
sinal equalizado y(n). Mostraremos a seguir como ¢ feita essa dedugao, resgatando as ideias
apresentadas em [Sousa Junior, 2011] que deram origem a formulagao polinomial do critério

CM; porém, iremos supor, adicionalmente, um cenario contido no dominio complexo.

2.1.1 Formulagcao Com Restricoes

Supondo que o sinal transmitido seja composto por amostras de norma unitaria, sem

perda de generalidade, é possivel interpretar a Eq. (2.1) como uma func¢ao de EQM entre um
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sinal desejado d(n) = Ry = 1 e o sinal de saida v,(n) = |y(n)|* — que carrega intrinsecamente

uma relagdo polinomial entre z(n) e w —, assumindo a forma:
Jom(w) = E [(v.(n) — 1)]. (2.2)

Nesta relacao, a funcao custo CM nao sofre qualquer tipo de prejuizo ou variacao, porém,
em contrapartida, implica em mudancas marcantes sobre o sinal filtrado, agora chamado
de v.(n).

Para ilustrar essa ideia, serd discutido inicialmente um caso relativamente simples. Con-
sideramos um equalizador FIR no sistema original de ordem N = 1 e coeficientes w, cuja
saida y(n) é dada por

(n—1)

z(n)
(2.3)

y(n):[wg wf][x

= w'x(n),

onde assumimos um cenario composto por sistemas e parametros contidos no dominio com-

’2_

plexo. Para este caso, podemos escrever a expansao v.(n) = |y(n)|* = y(n)y*(n), em

notagao vetorial, como

|z(n)[?
z(n)z*(n—1)
z*(n)x(n—1)
|z(n—1)[”

= | |wo|* wiwiy wow; |wi|?

=0,'¢(n),

sendo 6, o vetor de parametros do filtro polinomial [Mathews e Sicuranza, 2000], cujos
valores associam-se aqueles do filtro original w, e £(n) o vetor de entrada no dominio de
Volterra [Mathews e Sicuranza, 2000]. Mais especificamente, tratando-se do filtro polinomial
0., podemos dizer que os valores dos seus coeficientes estarao restritos a algumas relagoes
em fungao dos coeficientes de w. Por exemplo, o primeiro coeficiente de 0, devera respeitar
a relagdo |wg|?, portanto, devera assumir apenas valores positivos, e, além disso, uma vez
determinado (ou fixado) o valor de wy, teremos que outros coeficientes de 6, dependerao
desse valor, como nos casos do segundo e terceiro coeficientes de 6,., pois estao associados
a wiw; e wowy, respectivamente. Assim, torna-se evidente a restricao imposta sobre 6, em

relacao aos valores de w — o subscrito ‘r’ refere-se a esta restricao.

Se supormos ainda que o filtro polinomial 0, realiza ponderagoes no vetor de entrada
&(n), podemos inferir, a partir da Eq. (2.4), que 8, corresponde a uma estrutura bastante

similar a um filtro FIR — note a semelhanga entre (2.4) e (2.3). Assim, podemos utilizar
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um novo sistema de filtragem baseado em (2.4), dotado de um filtro polinomial 6, e um
vetor de entrada £(n) (que engendra combinagoes quadraticas de x(n)), capaz de gerar em
sua saida diretamente o sinal v,.(n).

Como ¢ possivel observar, o niimero de pesos do filtro polinomial nesta formulacao é
superior aquele do filtro original w. Ademais, faz-se importante notar que, ao abrirmos
mao da estrutura de filtragem original, alguns prejuizos sao sofridos: nao é mais possivel
reconstruir y(n) de maneira fidedigna a partir de v,.(n). Isto inviabiliza, por exemplo, o uso
direto desta nova estrutura como um equalizador. Torna-se conveniente, portanto, face a
essas distingoes, escrever (2.2) explicitamente em funcao dos coeficientes do filtro polinomial

0., isto é, no dominio de Volterra:
Jempoii(0r) = E [(vr(n) — 1)°]. (2.5)

Vale ressaltar que (2.5), apesar de envolver uma estrutura de filtragem polinomial, é capaz
de representar fielmente os valores do custo CM em (2.1), desde que sejam satisfeitas as
restri¢oes que vinculam 6, a w.

Considerando-se, agora, um equalizador FIR genérico de ordem N no sistema original, é
possivel conduzir uma andlise similar a do caso de ordem unitaria para se obter a represen-
tagao equivalente para a formulagao polinomial nesse caso mais abrangente. Convém, no
entanto, distinguir mais claramente os processos envolvidos nessa abordagem: basicamente,
o novo sistema no dominio de Volterra pode ser dividido em um combinador quadratico e

um filtro polinomial, como ilustrado na Fig. (2.1).

X(n) &(n)
ey e
D ) |x(n)|2 )
X(n) *
> x(n)x (n-1)
x(n-1) * T .

x(n) * Combinador |~ (n)x(n-1) I*Tlltro' vr(n)
—> . . Polinomial ——
. Quadratico . 0

x(n-N) = )
> |x(n-N)|?
\ e ——

Figura 2.1: Sistema no dominio de Volterra - Combinador quadratico e filtro polinomial.

Ao combinador quadrético cabe a tarefa de gerar, a partir da entrada original x(n), o
novo vetor de entrada €(n) no dominio de Volterra. J4 para o filtro polinomial 6,, como
vimos anteriormente, resta fazer a ponderacao dos elementos que compoem o vetor de
entrada, respeitando as restrigoes expressas pelas relagoes em w.

Uma das abordagens possiveis para concretizar o modo de operagao do combinador qua-
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dratico é aquela no qual usam-se os elementos da matriz resultante do produto x(n)x (n)
para compor o vetor de entrada &(n):
lz(n)|? z(n)x*(n—1) ---  x(n)z*(n—N)
() () = x*(n)x(n—l) |x(n—1)]2 : x(n—l)x‘*(n—N) ' (2.6)

Se tomarmos, portanto, os elementos dessa matriz, linha a linha, e os concatenarmos, o

vetor transposto resultante é o préprio £(n):

go=| (2.7

Composto o vetor de entrada &(n), a proxima etapa consiste no seu processamento pelo
filtro polinomial. Este, por sua vez, deve assumir valores complexos limitados pelas relagoes
de w. A obtencao dessas restricoes, que delimitam o conjunto de solucoes atingiveis de 0,,
pode se dar, de modo andlogo ao procedimento do combinador quadratico, pelo produto

ww! (assumindo valores genéricos para w):

lwol?>  wow} -+ wowly
wWiEwW wil? -0 wiwk
wng P .« e . |’Ll]]\[|2

Tomando os elementos dessa matriz, linha a linha, compomos o vetor de restrigao sobre 8,.:

|wo|2

Wowy

o.=| | (2.9)

|7~UN|2

Finalmente, com base nas relagoes (2.7) e (2.9), podemos expressar a saida do filtro
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polinomial v,.(n) para o caso genérico do equalizador de ordem N no dominio original:

R | (2.10)

=0,'¢(n).

Nesta formulacao, o filtro polinomial 6, terda ordem M (isto é, terda M + 1 coeficientes),
ordem esta que ¢ sempre maior que a do filtro original w. De fato, tem-se que M =
(N+1)2—1 = N(N+2), em decorréncia do uso das combinagdes quadraticas dos elementos

de w e x(n).

Parametros no Dominio dos Reais

Se limitarmos o escopo de andlise para sinais e sistemas pertencentes ao conjuntos dos
reais R, como feito em [Sousa Junior, 2011], é possivel obter rela¢oes mais simples para
0, e £(n). A expansao de v,.(n) = y*(n), neste caso, para um equalizador de ordem N no

contexto original, fica

vr(n) = y*(n)
z*(n)
=| w2 2wow; -+ wik x(n)x(n—l) (2.11)
r?(n—N)
=0, &(n).

Em relagao ao caso com valores complexos, mostrado em (2.10), as dimensoes de 8, e
&(n) em (2.11) s@o menores: a ordem do filtro polinomial serd M = N(N + 3)/2. Além
disso, as relagoes de 8, com w sao menos restritivas devido a propria natureza dos reais.

As implicagoes sobre o combinador quadratico (vide Fig. 2.1) recaem basicamente na
escolha adequada dos elementos da matriz resultante do produto x(n)x” (n) € R — como na
Eq. (2.6) — para compor o vetor de entrada &€(n). Visto que, no caso real, x(n)x’ (n) resulta
numa matriz simétrica, basta considerar os elementos contidos em sua parte triangular
superior (ou, equivalentemente, em sua parte triangular inferior).

Quanto ao filtro polinomial, de maneira analoga, o vetor que guarda as restrigoes de

w sobre 6, pode ser obtido fazendo-se ww?’ (para valores quaisquer de w) — de maneira
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similar & exposta em (2.8) — e selecionando os elementos da parte triangular superior da
matriz resultante (ou triangular inferior, pois esta também é simétrica). No entanto, para

os elementos fora da diagonal, é necessério fazer a multiplicacao por 2.

Conforme vimos até o momento, a Eq. (2.5) define uma formulagao polinomial do
critério CM tanto para sinais com valores complexos como para sinais com valores reais.
Existem, porém, restrigoes acerca dos coeficientes do filtro polinomial 8, que, se conveni-

entemente relaxadas, delineiam uma nova formulagao, como veremos a seguir.

2.1.2 Formulacao Sem Restricoes

Uma abordagem interessante pode ser obtida da relaxacao das restrigoes sobre os valores
de w em 6,., de forma que os coeficientes do filtro polinomial tornem-se plenamente “livres”
— eles serao denotados adiante apenas como 0. Ao permitir que os parametros do filtro no
dominio de Volterra assumam quaisquer valores, abre-se a possibilidade de 6 ser definido
como:

0" — [ 05 07 ... Oxoven) } e C; (2.12)

GT:[90 61 8N(N+3)/2:| ER, (213)

que sao os casos correspondentes aos parametros no dominio complexo e real, respectiva-
mente, nao mais restritos aos valores presentes em w — considerando um equalizador de
ordem N.

Este novo sistema irrestrito em nada diverge daquele apresentado na Fig. 2.1, exceto
pelo fato de nao existirem mais os vinculos a w como em (2.9), sendo possivel expressar a

saida do filtro polinomial sem restrigdes como
v(n) = 07€(n). (2.14)

Isto indica que uma nova funcao custo do tipo EQM também pode ser deduzida. Antes
disso, porém, faz-se conveniente definirmos a matriz de autocorrelacao R¢ e o vetor de

correlagao-cruzada pe (que tem como sinal desejado d(n) = Ry = 1) no dominio de Volterra:

R¢ = E [£(n)€" (n)]; (2.15)

pe = E[§(n)d"(n)] = E[£(n)]. (2.16)

Com base nessas defini¢oes, a formulacao polinomial irrestrita leva a seguinte funcao
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custo:

J11(0) = E [Ju(n) — 1)7] . (2.17)

Fazendo a expansao de seus termos, teremos:

Jri(0) = E [|v(n) — 1\2]
=E[(6"¢mn) —1) (¢ (n)0 —1)]
= 0"E [£(n)g" (n)] 6 — 0" E[&(n)) — E [€"(n)] 6 +1
=0"R0 — 0"p; —pflO+1.

(2.18)

Sem os lacos que restringiam as solucoes para o filtro polinomial em relagao a w, o novo
custo Jp;(0) apresenta um comportamento que nao segue estritamente aquele do custo CM

(2.1), mas é bastante informativo, conforme veremos a seguir.

2.2 Limitante Inferior para o Critério CM

A dedugao da fungao custo polinomial irrestrita J;;(0), Eq. (2.17), distancia-se ligei-
ramente do custo original CM (2.1) ao permitir que se obtenha uma relaxagao sobre (2.5)
por parte dos coeficientes do filtro polinomial. Essa maior liberdade, por sua vez, indica
que uma minimizagao sobre Jp;(0) levaria a um valor de EQM inferior ou igual aquele
obtido pela formulacao com restrigoes (2.5), permitindo a interpretagao de Jr;(@) como um
limitante inferior (LI) do custo CM.

Particularmente, J;;(6) guarda algumas peculiaridades bastante interessantes. Se dis-
postas as Eqgs. (2.18) e (1.12) lado a lado, suas similaridades tornam-se bastante evidentes,
revelando a existéncia de importantes lacos a teoria de Wiener. De maneira mais explicita,
podemos dizer que Jp;(0) corresponde a um problema nao linear de filtragem de Wiener,
visto que &(n) pertence ao dominio de Volterra mas a dependéncia em relagdo aos pa-
rametros livres € se mantém linear. Logo, podemos inferir que (2.17) corresponde a um
paraboloide, cujo minimo pode ser obtido na forma de uma solugao fechada do tipo Wiener.
Derivando J;;(€) em relagao a € e igualando o resultado a zero, chegamos ao seguinte ponto
de minimo:

0, = Rglpg. (2.19)

E importante notar que a solucao para 68, depende das estatisticas de segunda ordem do
sinal recebido x(n) gracas a pe e das de quarta ordem em decorréncia da estrutura de Re.
Além disso, tomando d(n) = Ry = 1, o vetor de correlagdo cruzada pe mostra-se imune a
variagoes no atraso k do sinal de interesse — efeito nao observado na abordagem classica de
Wiener.

O valor minimo do custo sem restri¢oes, Jr;(0,), pode ser obtido diretamente pela
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substitui¢ao de (2.19) em (2.18):

Jr1(8,) = 01R:0, — 0.'p: — pf'6, + 1

o (2.20)
=1-p¢ R pe;
que caracteriza o limitante inferior do custo CM, visto que
Jom(w) > Jri(6,). (2.21)

Vale frisar que o limitante inferior J;;(6,) é completamente definido num ambito néao
supervisionado, dependendo apenas das estatisticas presentes em R¢ e pe. Ainda, por ser
oriundo do critério CM, espera-se que algumas propriedades deste ainda estejam preser-
vadas. E possivel conjecturar, portanto, como feito em [Sousa Junior, 2011], que o valor
Jr1(0,) seja um reflexo do desempenho passivel de ser alcan¢ado por meio de um equalizador

FIR tradicional, como veremos na secao a seguir.

2.2.1 Indice de Equalizabilidade

A fungao custo CM (2.1), por defini¢ao, busca fornecer uma medida de desempenho al-
cangado pelo equalizador, de acordo com a configuragao de seus coeficientes w (em relagao
ao canal em questao). Sob essa perspectiva, a configuracao 6tima dos pesos w é aquela que
atinge o valor minimo do custo CM, isto é, aquela associada a um dos minimos globais dessa
funcado, cujos coeficientes assumem os valores aqui denotados por weyy, (este representa,
portanto, a configuragdo dos pesos referente a um dos minimos globais CM). Alternativa-
mente, esse mesmo valor de custo pode ser obtido através da formulagao polinomial com

restrigoes (2.5), pois existe uma correspondéncia entre os coeficientes:

H
Wemg = [ Wengo Womgr = Womgn }
() (2.22)

H 2
OCMg - |: |wC'Mg,O

* 2
WoMg0Wontg * [WongN| ]

de maneira que, para 8, = 6y, as condigoes sao equivalentes para a representagao do mi-
nimo custo CM. Dessa forma, serao estas as configuracoes de w, na formulacao classica, ou
0., na formulacao polinomial, que garantem o melhor desempenho possivel de ser atingido
em termos do custo CM.

Dependendo das peculiaridades da resposta ao impulso do canal de transmissao, ele
pode fazer com que o sinal recebido apresente niveis de IIS mais severas e, portanto, mais
dificeis de serem compensadas por uma estrutura com resposta finita (como um filtro FIR).

Para canais desse tipo, o valor minimo do custo CM tende a ser maior do que nos casos onde



42 Capitulo 2. Formulagao Polinomial do Critério do Médulo Constante

a IIS é combatida de maneira mais trivial. Isto mostra que a configuracao dos parametros
do filtro que melhor atende ao custo CM — ou seja, Wy ou @ cary — ainda pode deixar um
nivel consideravel de erro residual, sendo este mais elevado para os canais cuja inversao €
mais dificil. Dessa forma, o valor do custo CM associado aos minimos globais pode indicar
o tipo de canal que se esta lidando (facil ou dificil de desconvoluir), ou ainda, pode ser
considerado um indice de equalizabilidade, isto ¢, uma medida do quanto um equalizador
FIR de determinada ordem em sua configuracao 6tima — no sentido do custo CM — se presta
a inversao do canal dado. Em outras palavras, equalizabilidade diz respeito ao desempenho

atingivel na desconvolucao de um canal por determinada estrutura de filtragem.

Como sugerido em [Sousa Junior, 2011], uma das possiveis aplicagoes para o limitante
inferior Jr;(0,) se da através de sua interpretagdo como um indice de equalizabilidade nao
supervisionado. No entanto, para que esse valor seja representativo do comportamento do
custo CM em seus minimos globais, é preciso assumir certa proximidade entre os valores de

parametros 8, e 6 cuyg.

Além disso, como tende a existir certa proximidade entre os minimos CM e as melhores
solugdes de Wiener (1.13), conforme constatado nos trabalhos [Zeng et al., 1998, 1999;
Schniter e Johnson Jr., 2000; Suyama, 2003|, convém questionar se também existe uma
relagdo entre o limitante inferior J;;(0,) e o desempenho atingivel em termos de EQM no
caso supervisionado, considerando sempre o atraso k£ mais adequado — o que reforca a ideia

de indice de equalizabilidade nao supervisionado.

Podemos sumarizar as hipoteses lancadas sobre as relagoes envolvendo as funcoes custo
supracitadas através da Fig. 2.2. Esta busca exprimir, de maneira um pouco abstrata,
o grau de proximidade desejado entre os coeficientes em cada abordagem. Nela, o lado
esquerdo representa o espaco de solugoes 6timas do equalizador no dominio original para os
critérios de Wiener e CM (contido nas esferas) e a proximidade desejada entre eles. Do lado
direito, como uma imagem espelhada, temos as solugoes 6timas no dominio do filtro polino-
mial para os critérios LI e CM polinomial. Este ultimo, além de possuir conexdes ao critério
CM, também apresenta semelhancas ao critério de Wiener, estabelecendo vinculos a essas
duas abordagens. De fato, essa é a relacao que permite que J;;(0,) seja satisfatoriamente

interpretado como um indice de equalizabilidade.

Esta discussao, por ser especulativa em alguns pontos, tornar-se-a4 mais clara através da
analise dos resultados de simulacao apresentados a seguir. Consideraremos inicialmente o
caso mais simples, em que os sinais e sistemas estao definidos no dominio dos reais R, no
qual verificaremos a validade da proposi¢ao de J;(6,) como limitante inferior do critério
CM e também como indice de equalizabilidade nao supervisionado. Apos isso, analisaremos

0 caso no qual as varidveis assumem valores complexos C.



2.2. Limitante Inferior para o Critério CM 43

I7

\
Filtro FIR | Filtro Polinomial

Figura 2.2: Relacao entre os coeficientes 6timos associados aos critérios CM, Wiener e LI.

2.2.2 Resultados - Caso no Dominio dos Reais

Com o intuito de verificar a solidez de Jr;(6,) como limitante inferior do critério CM
e também como indice de equalizabilidade nao supervisionado, iremos revisitar a analise
conduzida em [Sousa Junior, 2011] e tecer comparagoes com os valores da fun¢ao custo
correspondentes aos minimos globais do critério CM e das solugdes de Wiener (considerando
o melhor atraso k de equalizagao).

Na anédlise feita em [Sousa Junior, 2011], foram considerados como cendrios de simulagao
0s casos em que o canal possui comprimento 2, 3 e, por geracao aleatéria de coeficientes
(do canal), comprimento entre 2 e 5. Da mesma maneira, utilizaremos como cenérios de
teste canais com as mesmas ordens, porém com a diferenca que, nos casos com canais
com 2 e 3 coeficientes, o equalizador nao possui a mesma ordem do canal, e, nos casos
com canais de 4 e 5 coeficientes, a andlise abordard individualmente cada caso (em [Sousa
Junior, 2011], as simulagoes para estes canais se deu de forma concorrente). Além disso,
serao considerados também os cendrios em que os sinais transmitidos possuem modulacao
multinivel ou, alternativamente, de médulo nao constante, para canais de primeira e segunda
ordens.

Para efeitos de simulagao, estimamos o valor minimo da funcao custo CM através do
emprego do CMA — com passo de adaptacao p = 0.0008 — ajustado de forma que a ini-
cializagao dos seus coeficientes w(0) correspondessem a melhor solugdo de Wiener. Esta
estratégia também foi adotada em [Sousa Junior, 2011}, que, a luz da proximidade entre os
minimos de Wiener e CM [Schniter e Johnson Jr., 2000; Zeng et al., 1998, 1999; Suyama,
2003], pode ser considerada eficiente para se obter a convergéncia global. Mesmo assim,
ressaltamos que, para canais mais “patoldgicos”, com zeros da funcao de transferéncia pro-

ximos ao circulo de raio unitario, esta estratégia pode levar o CMA a convergéncia local.



44 Capitulo 2. Formulagao Polinomial do Critério do Médulo Constante

Todavia, devido a maior escassez desses tipos de canais, consideramos que esta estratégia

fornecera uma boa estimativa dos pontos de minimo do custo CM.

Antes de partimos para o estudo dos cendrios cujos canais possuem apenas zeros em
sua funcao de transferéncia, faz-se interessante analisarmos alguns casos em que o canal
possui somente polos, pois, como assumimos o filtro equalizador dotado apenas de zeros,
existird, nesse caso, a possibilidade de se alcancar a solucao ZF, isto é, a inversao perfeita do
canal. Nos demais casos que consideraremos, para canais e equalizadores dotados somente
de zeros, essa condi¢ao nao podera ser atingida por questoes estruturais do equalizador,

podendo originar diferentes comportamentos nos valores minimos dos custos em questao.

Dessa forma, no primeiro cenario, estudaremos os casos nos quais o canal pode ser

expresso pela seguinte funcao de transferéncia:

1

- 1+ azt’

H(z) (2.23)
onde « é percorrido de —0,9 a 0,9 em passos de 0,041. Estes canais, conforme comentado,
possuem apenas polos. O sinal original é assumido i.i.d. de modulagao BPSK, sem ruido,
sendo transmitidas 50.000 amostras. Emprega-se, como equalizador, um filtro FIR de dois
coeficientes (ou N = 1), o que implica, no dominio de Volterra, num filtro polinomial de
ordem M = 2. Assim, com base nas amostras a disposicao, para cada valor de «, estimou-se
os valores para Jp;(0,) e os valores minimos do custo CM e Wiener, sendo exibidos na Fig.
2.3 os resultados obtidos. Notamos que, como existe a possibilidade de inversao perfeita
do canal, o menor custo Wiener e CM sao nulos para qualquer valor de « (as curvas estao
sobrepostas). Como Jp;(6,) é um limitante inferior do custo CM, também assume apenas

valores nulos.

0.8 q

Custo Wiener
Wiener(w)

I
=)
T
I

Limitante Inferior
Ll(e
o}

Custo CM
(w)

Valor Minimo do Custo
o =]
n =
L L

Figura 2.3: Comparacao entre os valores minimos dos custos CM e Wiener e o limitante
inferior Jr;(0,) do custo CM para canais somente com polos.
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Podemos concluir, portanto, que, no caso onde ¢é possivel alcancar a solugao ZF, os
valores minimos dos custos Wiener e CM sao nulos e coincidem com o limitante inferior.
No entanto, em situacoes em que a estrutura de equalizacao nao permite a inversao perfeita
do canal, poderemos ter uma situacao bastante diferente, como veremos a seguir.

Consideramos, agora, cendrios nos quais os canais possuem apenas zeros na funcao de

transferéncia. Abordaremos, primeiramente, os canais de primeira ordem do tipo:
H(z) =1+ az™!, (2.24)

onde « varia de 0 a 3 (e, a cada valor de «, H(z) é normalizado por sua norma euclidiana).
O equalizador adotado é um filtro FIR de trés coeficientes e o sinal transmitido é composto
de 50.000 amostras ¢.¢.d. com modulacao BPSK sem adigao de ruido. Vale lembrar que o
emprego do equalizador de ordem N = 2 implica em um filtro polinomial de ordem M =5
no dominio de Volterra. Foram utilizadas todas as amostras disponiveis para a estimacao
— via média amostral — de R¢ e pg, definidos em (2.16) e (2.15), respectivamente.

Os valores obtidos para J1;(8,) e os valores minimos do custo CM e Wiener encontram-se
ilustrados na Fig. 2.4(a). E nitida a atuacao de Jp;(6,) como um limitante inferior do custo
CM. Ademais, os valores minimos dos custos CM e Wiener tendem a acompanhar o nivel
de IIS ainda presente — dada a configuracao canal+equalizador. Um exemplo interessante
é o caso @ = 1, no qual os valores observados sao maximos, coincidindo justamente com
a situacao na qual o canal é mais severo, i.e., onde existe um zero sobre o circulo de raio
unitario na funcao de transferéncia H(z). Na mesma figura, é possivel observar ainda que
este é também o ponto onde existe maior distancia entre o limitante e o minimo custo CM,
ou seja, o caso onde 8, mais diverge de 6 cary. Mesmo assim, nota-se ainda uma significativa
proximidade entre o perfil do limitante e o do menor erro de Wiener, o que indica que o
primeiro atuou adequadamente como uma medida de equalizabilidade.

O proximo cenério contempla canais de segunda ordem, cuja fungao de transferéncia
definiremos como:

H(z) =1+ az '+ 3272 (2.25)

em que « e  variam de 0 a 2 (sendo H(z) posteriormente normalizado). Desta vez, o
equalizador possui ordem N = 1, menor que a do canal. Seguiu-se o0 mesmo procedimento
adotado no primeiro cenario para a obtencao dos custos minimos, isto é, com 50.000 amos-
tras i.i.d. e modulacao BPSK. Os resultados para os valores minimos das fungoes custo CM
e Wiener, bem como os valores do limitante inferior J;;(0,), estdo expressos na Fig. 2.4(b).
Observa-se um comportamento similar ao do caso anterior, sendo os custos mais elevados
para canais mais dificeis de serem equalizados. Note que J;;(0,) segue exatamente essa
tendéncia, o que reafirma a validade do limitante inferior como indice de equalizabilidade.

Dando continuidade aos testes, foram gerados aleatoriamente 500 canais de terceira
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Figura 2.4: Comparacao entre os valores minimos dos custos CM e Wiener e o limitante
inferior Jr;(6,) do custo CM para sinais com modulagao BPSK.

ordem — cujos coeficientes foram extraidos de forma independente de acordo com uma
distribuicao uniforme entre —1 e +1 — e, para equalizadores de mesma ordem, foram cal-
culados, para cada caso, os valores do limitante e dos minimos custos CM e de Wiener a
partir de 50.000 amostras i.i.d. com modulacao BPSK. Assumiu-se, em seguida, o mesmo
procedimento para canais de quarta ordem. Os resultados estao expressos nos histogramas
das Figs. 2.4(c) e 2.4(d) para ambos os casos. Eles apresentam a frequéncia dos valores
das diferencas entre os custos dos dois critérios cléssicos e o custo associado ao limitante.
A existéncia de valores unicamente positivos na diferenca Jop (W) — J7(0,) nao deixa
davidas da atuacao de Jr;(6,) como limitante inferior da fungao custo CM. Em especial,
destacamos também a maior proximidade de J1;(8,) do custo minimo de Wiener (observe
que existe maior adensamento das diferencas Jyjener(W) — J11(8,) em torno de zero), o que

é auspicioso do ponto de vista de quantificacao da equalizabilidade.



2.2. Limitante Inferior para o Critério CM 47

Uma analise complementar ainda pode ser tragada se considerarmos as modulacoes com
moédulo nao constante (multinivel), isto é, com multiplos pontos na constela¢ao. Assumindo
a modulacao 4-PAM para 50.000 amostras i.i.d. e o canal definido em (2.24), para « variando
de 0 a 3 (sendo o canal subsequentemente normalizado), poderemos tecer uma andlise similar
ao caso anterior com modulacao BPSK. Admitindo um equalizador de mesma ordem do
canal, i.e., N = 1, temos como resultado a Fig. 2.5(a). Nela, J;(6,) ainda reflete fielmente
sua propriedade de limitante inferior do custo CM, mas retém um nivel de erro residual
(ou valor do custo) mais elevado para todas as configuragoes de canal em rela¢ao ao caso
BPSK, notavel principalmente pelo seu distanciamento em relagao ao custo Wiener. Esse
fenomeno também afeta o minimo custo CM, ja que este offset de erro residual resulta dos
frequentes desvios sofridos em relagao a constante Ry quando se adota uma constelacao de
multiplos pontos. Para entendermos melhor esse efeito, podemos tomar como referéncia a
Fig. 2.6, onde temos, no caso de um sinal modulado em 4-PAM, a constelacdo observada
do médulo ao quadrado do sinal equalizado, |y(n)|?, considerando um caso de equalizagio
perfeita do canal. E possivel notar que, em relacao a R, existird sempre uma distancia
nao nula, contribuindo para o acimulo de um residuo médio no custo Jop (W), dando
origem, justamente, ao offset observado. Trata-se, portanto, de um comportamento inerente
a propria definicao do custo. Ainda assim, é possivel distinguir claramente niveis mais
elevados para canais associados a equalizacao considerada dificultosa.

Da mesma maneira, observamos que as mesmas conclusoes podem ser tiradas se con-
siderarmos o canal dado em (2.25) — e assumindo o equalizador de ordem N = 2 — cujos
resultados sdo mostrados na Fig. 2.5(b).

Igualmente interessante é a consideracao do comportamento dos valores minimos dos
custos em questao para um caso com constelacao ainda mais numerosa: a modulacao 8-
PAM. Para os mesmos canais dados em (2.24) e (2.25), obtivemos os resultados expressos
nas Figs. 2.5(c) e 2.5(d), respectivamente. E notério o incremento dos valores minimos
do custo CM e também do limitante inferior, um resultado direto do maior acimulo de
erro na fungao custo CM (isso corresponderia a um maior nimero de pontos na constelagao
na Fig. 2.6 e consequente maior erro residual no custo CM). Como observado no caso da
modulagao 4-PAM, isto causa uma maior distancia entre J7;(6,) e o minimo custo Wiener,
mesmo assim, a no¢ao de um indice de equalizabilidade ainda perdura. No entanto, notamos
que, a medida que se aumenta o nimero de pontos na constelacao, o offset residual tende
a crescer cada vez mais, tornando os valores de Jrr(6,) menos distinguiveis entre canais
associados a uma menor ou maior dificuldade de equalizacao.

Em suma, percebe-se que a medida Jr;(60,) mostra-se um limitante inferior sélido do
custo CM, concordando com os resultados iniciais apresentados no trabalho de [Sousa Jui-
nior, 2011]. Todavia, quando interpretada como um indice de equalizabilidade nao supervisi-

onado, principalmente em relacao aos novos resultados considerando modulagoes multinivel,
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observamos uma predile¢ao para modulagoes com menor nimero de pontos na constelacao,
visto que nesses casos, existe maior proximidade entre o limitante e os valores minimos dos
custos CM e Wiener.

Estenderemos agora nossa andlise para sinais e sistemas inseridos num contexto ainda

nao coberto pelo trabalho de [Sousa Junior, 2011]: o dominio dos complexos.

2.2.3 Resultados - Caso no Dominio dos Complexos

A deducao conduzida nas secOes anteriores contida no dominio de sinais e sistemas
complexos atestam que Jr;(6,) representa um limitante inferior do custo CM. Contudo,
observamos que o caso complexo possui algumas peculiaridades que podem causar certas
diferengas quando se busca interpretar Ji;(8,) como um indice de equalizabilidade.

Conforme discutido na Secao 2.2.1, é essencial na aplicagdo do conceito de indice de
equalizabilidade a Jrr(60,) que haja certa proximidade entre 8, e ¢y, No entanto, em
relacao ao caso de valores reais, a abordagem no dominio complexo apresenta um maior nu-
mero de coeficientes na formulacao polinomial e também relagoes mais limitadoras do ponto
de vista das restricoes dos valores de w sobre 0,., resultantes da prépria caracteristica dos
valores complexos. Isto abre espaco para que os coeficientes livres de 8, possam distanciar-
se mais de O ¢y, A seguir, investigaremos em maiores detalhes, através de simulagoes, qual
é o impacto dessas constatacoes.

Em um primeiro cenéario de analise, consideramos um canal complexo com a seguinte

funcao de transferéncia:
H(z) =1+ jaz™ ", (2.26)

onde «, como no cendrio anteriormente visto, varia de 0 a 3, com subsequente normalizacao
de H(z), e j denota a unidade imaginaria. O sinal é composto de 50.000 amostras i.i.d.
pertencentes a constelacao formada pela modulacao complexa 4-QAM e o equalizador de
coeficientes w é um filtro FIR de ordem igual a do canal, i.e., N = 1. O filtro polino-
mial associado a esse equalizador, diferentemente do caso real, possui ordem M = 3. Os
valores obtidos para Jir(60,) e os valores minimos das fungoes custo CM e Wiener estao
representados na Fig. 2.7(a). E interessante notar que, nesse caso, a curva atribuida ao
custo CM aproxima-se mais daquela do custo Wiener. De fato, o caso complexo permite
que o custo CM seja menos restritivo, no sentido de que as correcoes em direcao a um
modulo constante admitem uma rotagao na constelagao do sinal equalizado, o que d4 maior
flexibilidade para a atuacao do filtro equalizador em relagao ao custo Wiener. Voltando-nos
novamente para a Fig. 2.7(a), temos que, para os canais associados a uma maior dificuldade
de equalizagao (0,8 < a < 1,2), o valor minimo do custo CM forma uma espécie de plato,
cuja origem ainda sera investigada em trabalhos futuros por nossa equipe de pesquisa. A

respeito de Jp;(60,), podemos dizer que este exprime uma maior paridade ao custo Wiener
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(e também ao custo CM) quando o canal é menos severo. Nesse sentido, podemos afirmar
que, de maneira similar ao caso com valores reais, 8, e 0y, estarao mais proximos nesses
casos e mais distantes para canais mais severos. Mesmo assim, ainda é possivel extrair
da figura que o conceito de limitante inferior é valido, bem como perceber que a ideia de
indice de equalizabilidade também se preserva, visto a tendéncia de Jrr(0,) em seguir o

comportamento verificado nas outras curvas.
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Figura 2.7: Comparacao entre os valores minimos dos custos CM e Wiener e o limitante
inferior do custo CM Jr;(8,) para para sinais com modulagao 4-QAM.

Em um segundo cenério complexo, avaliamos ainda canais de primeira ordem mas que
admitem maior variagdo na parte real, de forma que a funcao de transferéncia resultante
seja

H(z) =1+ (a+jB)z"", (2.27)

com « e [ excursionando de 0 a 2. Em relagdo ao cendrio anterior, todas os demais

caracteristicas sdo mantidas. Os resultados podem ser observados na Fig. 2.7(b). O



2.2. Limitante Inferior para o Critério CM 51

comportamento é bastante similar ao caso anterior, mas o platdé no minimo custo CM existe
apenas quando a parte imaginaria é mais preponderante. Para os valores de o e 5 em que
Va2 + 2 =1, as curvas associadas aos valores minimos dos custos CM e Wiener indicam
um canal mais severo. Esse comportamento tende a ser seguido por J;;(0,), confirmando
a ideia de indice de equalizabilidade.

Em se tratando de canais mais longos, recorremos novamente a representacao por his-
togramas. Foram gerados 500 canais de terceira ordem com coeficientes complexos, sendo,
tanto a parte real quanto a imaginaria, extraidos a partir de uma distribuicao uniforme
entre —1 e +1. Mantivemos o sinal i.7.d. com modulagao 4-QAM (50.000 amostras) para
simulagao e obtencao dos valores minimos para os custos CM, Wiener e J;;(6,). O resultado
envolvendo as diferencas dos valores minimos das fungoes custo em questao e o limitante
inferior é mostrado na Fig. 2.7(c). Comparando-se ao caso real, Fig. 2.4(c), notamos uma
notédvel disparidade, sobretudo na distribuigao da diferenca Jyener (W) — J11(6,), cujo pico
de adensamento nao mais recai sobre as proximidades do valor nulo. E interessante notar
também que esta mesma diferenca apresenta apenas valores positivos, o que indica que
Jr1(6,) também é inferior ao custo Wiener neste caso. Isto indica que, mesmo para canais
mais severos, os valores de J;;(6,) ndo se sobressaem tanto, tornando mais dificil de se
avaliar o significado do indice de equalizabilidade.

Por fim, analisamos também o cenario cuja transmissao do sinal se d4 por uma mo-
dulacao 16-QAM. Todos os casos de simulagao para a modulacao 4-QAM foram repetidos
alterando-se apenas o sinal transmitido. Os resultados foram ilustrados nas Figs. 2.8(a),
2.8(b) e 2.8(c). Note que estd presente o mesmo fenomeno observado quando da imple-
mentacao de um sinal 4- e 8-PAM no caso real, isto é, o limitante inferior e os valores
minimos da funcao custo CM passam a admitir uma espécie de offset que desloca a curva
verticalmente.

De uma maneira geral, podemos concluir que a abordagem no dominio dos valores com-
plexos preserva completamente a relagao de Ji;(8,) como limitante inferior do custo CM, no
entanto, alguns prejuizos sao sofridos quando este é interpretado como indice de equalizabi-
lidade, ja que, neste cendrio, o limitante apresenta valores mais rasos, nao existindo grandes
variacoes quando o canal passa de facil para dificil de equalizar. Além disso, o emprego
de sinais com modulagao multinivel (ou, alternativamente, com constelagoes de multiplos
pontos) provoca ainda um deslocamento vertical sobre J;;(0,), como também foi observado
no caso real. Mesmo assim, a tendéncia geral de menor custo é sempre preservada, sendo

possivel discernir o nivel de equalizabilidade atingivel.

A relagao verificada entre o limitante inferior e os valores minimos dos custos CM e

Wiener tem como pano de fundo, como discutido na secao 2.2.1, uma conexao intrinseca
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Figura 2.8: Comparacao entre os valores minimos dos custos CM e Wiener e o limitante
inferior do custo CM Jr;(8,) para para sinais com modulagao 16-QAM.

entre os coeficientes que compoem o filtro em cada abordagem. Valendo-se dessa infor-
macao, uma outra aplicacao envolvendo a formulagao polinomial do critério CM pode ser
vislumbrada se considerarmos um problema que é inerente a critérios cegos: a questao da

inicializacao dos pesos w do filtro.

2.3 Inicializacao do Algoritmo do Mdédulo Constante

Algoritmos adaptativos nao supervisionados dependem de uma adequada escolha de
condigoes iniciais para atingirem um desempenho proximo ao ideal. Um dos fatores mais
determinantes nesse problema ¢ a inicializagao dos coeficientes do equalizador. No ambito da
abordagem de Wiener, esse problema nao é tao crucial, mas, para o caso nao supervisionado,

inicializacoes inadequadas podem levar a convergéncia para minimos locais, i.e., solugoes
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subétimas [Ding et al., 1991]. Nesse sentido, é fundamental a defini¢ao de uma metodologia
de inicializagao para as condicoes de operacao destes algoritmos.

Proposta por [Foschini, 1985] no contexto de inicializagoes para o CMA, a metodologia
center-spike é considerada padrao atualmente e tem como principal caracteristica um 1inico
elemento de valor unitario no “centro de massa” do vetor de coeficientes do filtro, os demais
elementos sao todos nulos. Nessa abordagem, solucoes com atrasos k intermediarios sao
privilegiadas, o que tende a estabelecer “condigoes equivalentes” tanto para canais de fase
minima como de fase maxima; contudo, muitas vezes, tais condi¢oes nao sao suficientes
para garantir a convergéencia do CMA para minimos globais.

Por meio da derivacao do limitante inferior apresentado anteriormente, chega-se a uma
solugao Gtima irrestrita em forma fechada, dada pela Eq. (2.19). A otimalidade dessa solu-
¢ao indica uma regiao que, em vista das proximidades apontadas na Fig. 2.2, se mapeada
de maneira simples no conjunto de solugoes atingiveis pelo equalizador em w, deve gerar
inicializagoes potencialmente muito interessantes para os algoritmos cegos, como o CMA.

Nesse espirito, uma heuristica para inicializagao do CMA foi proposta em [Sousa Junior,
2011], a qual levou a uma taxa de convergéncia global superior (para um conjunto represen-
tativo de canais) aos métodos center-spike e inicializacao aleatéria. Esses resultados foram

bastante animadores e nos motivou a propor uma nova heuristica, como veremos a seguir.

2.3.1 Heuristicas de Inicializacao

A luz das relacoes entre os coeficientes da formulacao polinomial restrita e irrestrita,
bem como da relativa proximidade entre estes e os minimos globais do custo CM (vide Fig.
2.2), surge uma interessante abordagem que busca traduzir a soluc¢do fechada obtida no
dominio de Volterra para o dominio classico dos coeficientes do equalizador. Nesse sentido,
as heuristicas aqui apresentadas buscam, de diferentes maneiras, realizar um mapeamento
0, — w.

Nesta secao, limitaremos o escopo de analise apenas ao caso real, visto que, no dominio
complexo, o mapeamento 8, — w conduz a um sistema de equagoes nao lineares que traz
ambiguidades de sinal tanto na parte real quanto na parte imaginaria, comprometendo
totalmente a qualidade dos valores w obtidos.

Antes de prosseguirmos na exposicao das heuristicas, convém fazermos algumas distin-
¢oes sobre os elementos que compoem o vetor de coeficientes do filtro polinomial.

Como veremos adiante, a ideia que permeia a implementacao das heuristicas supoe
uma proximidade entre as solucoes 8, e @cyy. Se esta relacao for verdadeira, existe um
mapeamento entre os coeficientes no dominio de Volterra e os coeficientes do filtro FIR —
como na relagao exposta em (2.22) — que se estabelece justamente pelas restrigdes de w sobre

0., Eq. (2.11). Assim, se compararmos os coeficientes do filtro polinomial restrito (com
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seus vinculos com w) e irrestrito, 6, e 8, respectivamente, é possivel fazer uma associagdo

entre eles, capaz de explicitar as possiveis conexoes entre 8, e w:

07 = | wl 2wow, w? 2wewy ... w ]
r 1 v 1 ) (2.28)
OT - [ 90 81 92 63 e 9]\[(1\[4.3)/2 ] .

Observamos que ha alguns termos de 0 associados a combinagoes puramente quadraticas
do tipo w?, para i =1,..., N, como 0y a wg, 2 a wi e On(y43),2 & wi. Da mesma forma,
existem também coeficientes ligados a produtos cruzados de elementos distintos de w, como
0, a 2wowq, 03 a 2wyws e etc. Torna-se entao possivel dividir o vetor de coeficientes 6 pela

distingao entre esses dois casos, originando os dois novos vetores:

O] = [ 6 02 ... Ovavigyz ] (2.29)
= [ 0wyl Olwi] ... Ow}] I
02ww;] = | 0, 03 - Ovevesz-1 (2.30)
= [ 0Rwowi] O2wgiws| ... O2wy_jwn] ],

em que O[w?] é o conjunto dos elementos de 8 que associam-se aos termos w? presentes em
0., parai=0,..., N, e 8]2w;w;] os elementos de O que relacionam-se a 2w;w; em 6,, com
i # j, assumindo os valores 7,7 =0,..., N.

As heuristicas que serao apresentadas a seguir tomam como base justamente estes termos

e buscam explorar, cada uma a sua maneira, as peculiaridades associadas a eles.

Heuristica dos Termos Quadraticos

Para efetuar o mapeamento 8, — w, a heuristica proposta em [Sousa Junior, 2011]
prioriza as relagoes presentes em @[w?]: por isso, chamamo-na aqui de heuristica dos termos
quadrdticos (HTQ).

Basicamente, a heuristica funciona da seguinte forma: obtém-se a magnitude de todos
os coeficientes w aplicando-se a raiz quadrada sobre os elementos de @[w?]; apds isso, as
corregoes de sinal sao feitas a partir de @[2w;w;]. Este procedimento pode ser melhor

entendido conforme expresso no seguinte algoritmo:

Heuristica dos Termos Cruzados

Em uma andlise mais detalhada dos coeficientes 8, e 0 ¢y, constatamos que a apro-
ximacao entre os elementos correspondentes de cada formulagao se da de forma desigual,
de modo que alguns termos distanciam-se mais do que outros. Notando uma maior con-

cordancia nos elementos representados por 8[2w;w;,], isto é, os elementos de 6, associados
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Algoritmo 2.1 HTQ - Heuristica dos Termos Quadraticos

Seleciona-se o elemento de maior magnitude em @[w?] para a determinagao de w;:

w; +— /max; |0[w?]|

Para os demais elementos de w:

for j from 0 to N, j #i do
w; 4= 4/ 10[w3]]sgn(6[2w;w;])
end for

as relacoes cruzadas presentes em 6y, propusemos uma nova heuristica, chamada de

heuristica dos termos cruzados (HTC):

Algoritmo 2.2 HTC - Heuristica dos Termos Cruzados

Seleciona-se o elemento de maior magnitude em @[w?] para a determinacao de w;:

w; +— /max; |0[w?]|
Para os demais elementos de w:

for j from 0 to N, j #i do
end for

Em suma, ¢ feita uma busca pela maior magnitude de @[w?] para determinar o coeficiente
w; (da mesma forma que o HTQ); apds isso, os coeficientes restantes de w sao obtidos a
partir dos termos associados ao produto cruzado 0[2w;w;]. E importante salientar que o
sinal do coeficiente de maior magnitude w; é considerado sempre positivo (tanto no HTQ
quando no HTC), o que nao acarreta em nenhuma perda de generalidade em vista da
ambiguidade de sinal inerente aos algoritmos de Bussgang [Romano et al., 2010].

Os coeficientes w resultantes sdo entao empregados como inicializagao w(0) para o CMA,
cuja convergéncia para um minimo global dependera essencialmente de quao préximo w(0)

estd de w gy

2.3.2 Resultados

A fim de verificar o desempenho das heuristicas de inicializacao, consideraremos quatro
tipos de canais: um somente com polos na funcao de transferéncia e trés somente com
zeros (de primeira, segunda e quinta ordem). O equalizador adotado possui sempre, por

simplicidade, a mesma ordem do canal. Em todos os casos, as heuristicas HT'Q e HTC sao
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comparadas a dois outros métodos: a inicializacdo padrao center-spike [Foschini, 1985] e
uma inicializacao aleatoria baseada em coeficientes com distribui¢ao uniforme entre —1 e +1.
O desempenho de todos os métodos ¢é analisado por meio do resultado da convergéncia do
CMA, com p = 0,0008, para cada inicializagao, depois de 30.000 iteragoes (a fim de garantir
que o CMA convergiu para alguma solu¢ao). Assume-se a convergéncia global quando a
distancia euclidiana entre os coeficientes obtidos pelo CMA e os coeficientes étimos w oy
— assumidos serem o resultado da convergéncia do CMA inicializado na melhor solucao de
Wiener — for menor que 0,1 (descontando-se a ambiguidade de sinal).

No primeiro caso, para um sinal 7.2.d. de modulacao BPSK, o canal dotado somente de

polos possui a seguinte funcao de transferéncia:

B 1
14zl

H(z) (2.31)

onde « é percorrido de —0,9 a 0,9 em passos de 0,041. Este caso, em particular, admite uma
solugao para os coeficientes do equalizador que é capaz de inverter perfeitamente o canal,
ou seja, ¢ possivel de se alcancar a solucao ZF. A partir das inicializacoes geradas para o
CMA, foi possivel constatar a taxa de convergéncia global e seu associado valor médio do

custo CM, conforme apresentado na Tab. 2.1. O primeiro ponto que podemos observar dos

Tabela 2.1: Taxa de convergéncia global e valor médio do custo CM para canais somente
com polos.

‘ Inicializacgdo H Taxa de Convergéncia Global ‘ Valor Médio do Custo CM

HTQ 100% 0

HTC 100% 0

Center-Spike 100% 0
Aleatéria 47.73% 0,1853

resultados é o fato de que ambas as heuristicas atingiram 100% de convergéncia global com
valor de custo CM nulo. Isto demonstra que o mapeamento 8, — w realizado por cada
uma das heuristicas extrai informacoes coerentes dos parametros 8,. Em uma andlise mais
cautelosa, observamos que o mapeamento das heuristicas leva diretamente a solucao do
minimo global w ¢y, isto é, nao é necessario inicializar o CMA para atingir a convergéncia
global, uma vez que a saida das heuristicas ja oferece a solucao desejada. Vale ressaltar
que este é um caso especifico de inversao perfeita do canal, com custo CM minimo nulo
(conforme vimos na Fig. 2.3), o que faz com que haja um correspondéncia étima entre os
coeficientes 6, e w, como apontado pela Eq. (2.28) — motivo pelo qual ambas as heuristicas
provém solugoes equivalentes.

Outro ponto a destacar desses resultados é o bom desempenho da inicializacao center-
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spike. Como nao ha um coeficiente central no vetor de pesos do equalizador (possui apenas
dois coeficientes), a inicializagao escolhida foi w(0) = [1 0], o que favoreceu a convergéncia
global em relacao ao tipo de canal que se lidava. Para a inicializacao aleatoéria, a sorte nao
foi a mesma, atingindo uma taxa de convergéncia global em torno de 50% com erro residual
nao nulo.

Partiremos, agora, para cendrios em que a estrutura do equalizador nao permite uma
inversao perfeita do canal. Para um sinal BPSK, o canal possui a seguinte funcao de
transferéncia

H(z) =1+ az™!, (2.32)

onde « é percorrido de 0 a 3 em passos de 0,041 (sendo H(z) normalizado em seguida). A
Tab. 2.2 mostra as taxas de convergéncia global para todos os quatro métodos e também

o correspondente valor médio referente ao custo CM (2.1). Dos resultados obtidos, a HTC

Tabela 2.2: Taxa de convergeéncia global e valor médio do custo CM para canais de
primeira ordem.

’ Inicializagdo H Taxa de Convergéncia Global ‘ Valor Médio do Custo CM ‘

HTQ 98,65% 0,1958

HTC 100% 0,1957
Center-Spike 32,43% 0,3193
Aleatéria 39,19% 0,2888

alcancou o melhor desempenho possivel garantindo 100% de convergéncia global, seguido
logo pela HT'Q, que mostrou um desempenho bastante préximo, ao passo que os outros
dois métodos mantiveram uma taxa inferior a 40%. Uma anélise do valor médio do custo
CM também mostra expressiva vantagem no uso das duas heuristicas.

Em outro cenario, o canal possui ordem dois, com a seguinte funcao de transferéncia:
H(z) =14 az '+ 3272 (2.33)

em que « e $ vao de 0 a 2 a passos de tamanho 0,041 (com subsequentemente normalizagao
de H(z)). Os resultados estao apresentados na Tab. 2.3, cuja andlise também contribui
para a validade das heuristicas, principalmente a HTC, cuja taxa de convergéncia é duas
vezes maior que a taxa obtida pelos métodos center-spike e inicializacao aleatéria. O bom
desempenho da HTC também espelha-se no seu reduzido valor médio do custo CM, sendo
o menor dentre os casos observados. De maneira curiosa, a inicializacao aleatéria, apesar
de ter uma taxa de convergéncia pouco superior ao método center-spike, possui valor médio
do custo CM superior a este. Isto pode ser explicado pelo fato de que as condigoes iniciais

aleatorias, para casos em que nao ha convergéncia para o minimo global, podem conduzir
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o CMA para minimos mais inadequados em termos de custo CM, aumentando, assim, seu

valor médio.

Tabela 2.3: Taxa de convergéncia global e valor médio do custo CM para canais de
segunda ordem.

’ Inicializagédo H Taxa de Convergéncia Global \ Valor Médio do Custo CM ‘

HTQ 56,64% 0,3498

HTC 78,22% 0,3243
Center-Spike 35,44% 0,3673
Aleatéria 37,61% 0,3809

Para o canal de quinta ordem, devido a dimensao do problema em maos, geramos 100
canais cujos coeficientes foram obtidos aleatoriamente de acordo com uma distribuicao
uniforme entre —1 e +1. As taxas de convergéncia global e seus valores médios do custo
CM, apresentados na Tab. 2.4, indicam mais uma vez a relevancia pratica das heuristicas,
sobretudo a HT'C. As inicializagoes center-spike e aleatoria atingem uma convergeéncia global
menor que 20%. De uma maneira geral, observamos, mais uma vez, a queda generalizada
nas taxas de convergéncia global em relacao ao cenario anterior. Isso se justifica pelo
aumento da dimensao do problema: um maior nimero de coeficientes para o filtro implica

em maiores chances de se desviar da solucao desejada.

Tabela 2.4: Taxa de convergéncia global e valor médio do custo CM para canais de quinta
ordem.

’ Inicializagdo H Taxa de Convergéncia Global ‘ Valor Médio do Custo CM ‘

HTQ 31% 0,4090

HTC 40% 0,3954
Center-Spike 17% 0,4317
Aleatéria 13% 0,4453

Para analisar também o desempenho da heuristica frente a sinais com modulacao mul-
tinivel, repetimos a simulacao para o caso com canal de segunda ordem porém com sinais
4-PAM e 8-PAM. Os resultados estao mostrados nas Tabs. 2.5 e 2.6. De uma maneira geral,
em relagao ao caso BPSK (Tab. 2.3), notamos uma sensivel redugao na taxa de convergén-
cia global para ambas as heuristicas, um reflexo direto do maior distanciamento entre 8,
e 0 ¢y (como observado no limitante inferior). Mesmo assim, o aprimoramento de desem-
penho observado frente os demais métodos de inicializacao ainda é notavel. Vale observar

também que o aumento do ntimero de pontos na constelacao do sinal modulado faz com que
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o valor médio do custo CM se eleve cada vez mais para todos os métodos de inicializagao,
como esperado. Uma atencao especial pode ser ainda dedicada a HTC, que conseguiu se
sobressair em todos os casos avaliados, tanto em termos de taxa de convergéncia global,

como em valor médio do custo CM.

Tabela 2.5: Taxa de convergeéncia global e valor médio do custo CM para canais de
segunda ordem e modulagao 4-PAM.

’ Inicializagdo H Taxa de Convergéncia Global ‘ Valor Médio do Custo CM ‘

HTQ 47,02% 0,4563

HTC 69,01% 0,4392
Center-Spike 35,03% 0,4604
Aleatéria 32,69% 0,4703

Tabela 2.6: Taxa de convergéncia global e valor médio do custo CM para canais de
segunda ordem e modulagao 8-PAM.

‘ Inicializacdo H Taxa de Convergéncia Global ‘ Valor Médio do Custo CM ‘

HTQ 43,82% 0,5009

HTC 63,56% 0,4896
Center-Spike 34,40% 0,5027
Aleatéria 30,07% 0,5108

2.4 Conclusao

Foram apresentados neste capitulo algumas extensoes da abordagem inicialmente pro-
posta em [Sousa Junior, 2011]. Partimos da derivagao da formulagao polinomial do critério
CM e, por meio da relaxacao das restrigoes sobre o vetor de parametros do filtro polinomial,
chegou-se a um novo critério, capaz de estabelecer vinculos fortes com a teoria de Wiener.

Em especial, a partir desta segunda formulacao, intitulada formulagao sem restricoes,
foi possivel obter um limitante inferior para a funcao custo CM, mesmo no dominio dos
complexos, situagao ainda nao explorada no trabalho original [Sousa Junior, 2011]. Este
resultado foi alcancado gracas a existéncia de uma solucao fechada também nessa nova
abordagem.

A luz das conexdes com os custos de Wiener e CM, avaliamos a interpretacao do limitante
inferior como um indice de equalizabilidade. Além de analisarmos casos similares aqueles
apresentados na proposicao inicial, estendemos o repertorio de aplicacoes para modulagoes

multinivel e também para cenérios inseridos no dominio complexo.



60 Capitulo 2. Formulagao Polinomial do Critério do Médulo Constante

Os resultados revelaram que o indice de equalizabilidade nao supervisionado é valido
para uma ampla gama de cendrios, e é capaz prover informacoes relevantes sobre o tipo
de canal que se lida e também qual o maior desempenho passivel de ser alcancado por
uma estrutura FIR. Para modulacoes multinivel, tanto no caso real quanto no complexo,
notamos o surgimento de um offset somado ao indice, mas que nao altera as informagoes
relativas sobre a equalizabilidade, o que confirma a solidez da métrica.

Por fim, propomos uma nova heuristica de inicializacao para o CMA, baseando-se na-
quela apresentada em [Sousa Junior, 2011]. Em uma andlise comparativa que também inclui
os métodos de inicializacao center-spike e aleatoria, a heuristica apresentada mostrou um
aumento na taxa de convergéncia global, porém, da mesma forma que as demais metodo-
logias de inicializacao, o desempenho tende a reduzir a medida que se aumenta a ordem do
equalizador. Ainda assim, foi verificado que o desempenho da nova heuristica é cerca de
duas vezes melhor que o método center-spike, em termos de taxa de convergéncia global.

Num ambito geral, observamos que a formulacao sem restrigoes pode dar luz a contri-
buigoes importantes, como o indice de equalizabilidade e a heuristica de inicializacao do
CMA. Mesmo assim, um passo adicional pode ser dado se tentarmos reincorporar nessa
formulacao as restricoes anteriormente abandonadas, o que é plausivel de ser alcancado se
adotarmos o método dos multiplicadores de Lagrange. Este serd o assunto do proximo

capitulo.



Capitulo

Técnica para Ajuste dos Parametros das

Restricoes Quadraticas

A versao irrestrita da formulacao polinomial do critério CM apresentada no capitulo
anterior mostrou haver certa relacao entre os minimos por ela originados e os étimos globais
da fungao custo CM. Nesta andlise, que baseou-se no trabalho de [Sousa Junior, 2011],
figuraram também como pano de fundo os vinculos entre os minimos CM e as melhores
solugdes do critério de Wiener, inicialmente estudadas em [Zeng et al., 1998, 1999; Schniter
e Johnson Jr., 2000].

Em especial, esta ultima relacao serviu como motivacao para que novos estudos, sob
uma perspectiva mais tedrica, fossem conduzidos. Destacamos, como importante passo
dado nessa direcao, a anélise conduzida em [Suyama, 2003], em que, a fim de se alcangar
uma relacao mais precisa entre as posicoes dos minimos do critério CM e das solucoes de
Wiener, buscou-se uma expressao capaz de retratar de forma analitica as solucoes para o
critério CM. De forma bastante interessante, esta proposicao resgata algumas defini¢oes da
formulagao polinomial sem restri¢oes por meio do seu tratamento como um problema de
minimizagao sujeito a uma restrigao.

Nesse sentido, a abordagem seguida em [Suyama, 2003] permite restaurar, com os para-
metros no dominio de Volterra [Mathews e Sicuranza, 2000], o vinculo direto com o critério
CM através da obtencao dos coeficientes do filtro em cada um dos pontos onde o custo CM
apresenta derivada nula. Entretanto, a partir da andlise feita, ndao é possivel estabelecer,
de maneira simples e imediata, uma distingao clara entre quais solugoes associam-se aos
minimos globais, minimos locais ou pontos de sela do custo CM. Em particular, seria bas-
tante interessante, tendo em vista o melhor desempenho atingivel pelo critério, identificar
as solucoes vinculadas aos minimos globais, o que certamente contribuiria, sob um prisma
mais pratico, para a obtencao de maiores taxas de convergéncia global para o CMA.

Neste capitulo, de forma a dar continuidade aos esforgos relatados em [Suyama, 2003],

61
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buscaremos utilizar o método dos multiplicadores de Lagrange para identificar as solugoes
6timas do critério CM, bem como propor, de um ponto de vista mais pratico, uma técnica
iterativa para obtencao dessa solucao. Destacamos, todavia, que o estudo ainda nao foi ple-
namente desenvolvido, havendo espago para posterior aprofundamento das andlises tedricas
e praticas. Mesmo assim, os resultados alcancados até o momento, como sera mostrado,

sao relevantes e, ademais, férteis em perspectivas de trabalhos futuros.

3.1 Formulacao Polinomial do Critério CM Usando

Restricoes Quadraticas

Conforme apresentado no Cap. 2, vimos que a formulagao polinomial irrestrita (2.17)
permite o computo da solugao 6tima em forma fechada (2.19), nos moldes da teoria de Wie-
ner. Todavia, exigiu-se em contrapartida o abandono das restricoes sobre o filtro polinomial
que asseguravam a representacao fidedigna do critério CM. Isso fez com que houvesse, como
verificado na anélise do indice de equalizabilidade e também na heuristica de inicializagao,
uma maior disparidade — de forma mais acentuada em alguns casos — entre as solucoes

desejadas de cada formulagao.

Como forma de minorar o distanciamento observado, encontramos no trabalho de [Suyama,
2003] uma abordagem capaz de retratar o problema como uma otimizacao sujeita a restri-
¢oes, passivel de ser adotada através do método dos multiplicadores de Lagrange. Torna-se
entao viavel conciliar a conveniéncia da existéncia de uma solucao fechada a representacao

fiel do critério CM. Veremos, a seguir, os detalhes dessa formulacao.

Iremos nos ater, primeiramente, a um caso estruturalmente simples em que o equalizador
possui apenas dois coeficientes, para, posteriormente, estendermos a formulacao para o caso

genérico do equalizador de ordem .

Em vista da dificuldade no mapeamento complexo dos coeficientes no dominio de Vol-
terra para o dominio original do equalizador, restringiremos nossa analise apenas ao caso

em que os sinais e sistemas incluem-se no conjunto dos reais R.

3.1.1 Equalizador de Primeira Ordem

Assumindo que sinais e sistemas estao contidos no dominio dos reais R, consideramos
inicialmente um equalizador de ordem N = 1, i.e., com dois coeficientes: wy e wy. A luz das
formulagoes polinomiais restrita e irrestrita, Eqgs. (2.5) e (2.17), respectivamente, tem-se

que esse caso leva a seguinte relacao entre os coeficientes dos filtros polinomiais em cada
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abordagem:
0" = | w?l 2wow; w? ]
r v ¢ (3.1)
" = [ 4 60, Oy .

Os trés elementos que compoem 6, representam as restrigoes dos parametros do filtro poli-
nomial com respeito aos coeficientes w do equalizador. Por sua vez, os valores de w em 6,

podem ser associados segundo uma relagao quadratica:
(2wown)? = 4(wg) (wi), (3.2)

o que corresponderia, tendo em vista o vinculo entre os elementos de 8, e @ mostrados na
Eq. (3.1), a
07 = 46,0-. (3.3)

Podemos observar que a relagdo entre os coeficientes de 8 mostrada pela Eq. (3.3)
somente serda valida se @ = 0,. Dessa forma, a expressao contribui diretamente para a

defini¢ao de uma restricao sobre 6 capaz de refazer os lagos com o critério CM.

Podemos reescrever a Eq. (3.3) como:

G(8) = 67 — 4600, = 0

=60"Co =0,

em que G(0) é chamada de fungao restricio e C de matriz de restricdo (com dimensoes
(M+41)x(M+1)). Isto nos permite definir o problema de minimizagdo com restrigoes da

seguinte forma:
min J;;(6) = min E [(v(n) — 1)2}
6 6 (3.5)
sujeito a  G(0) = 67CO =0,

em que uma solucao pode ser buscada através do método de multiplicadores de Lagrange

[Dorny, 1975].

Método dos Multiplicadores de Lagrange

Tendo em vista o problema apresentado em (3.5), a otimizagdo com restrigoes pode

ser realizada relacionando-se a funcdo custo Jp;(0) e a fungao restrigao G(0) através da
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expressao:
0J11(6) 9G(6) o 5.6

00 00

em que A é o chamado multiplicador de Lagrange.

Calculando os gradientes, temos:

0J1(0) Aac:(e) o
06 " 06
(2R¢0 — 2p¢) — (2XCH) = 0 (3.7)

(Rg-AC)H—pg :Oa
o que nos leva a seguinte solucao
0)\ = (Rg — )\C)_l Pe. (38)

Obtemos assim uma solugao em forma fechada para o problema restrito, que nos remete
a solucao de Wiener, e, ao mesmo tempo, é capaz de portar informacoes estatisticas de
até quarta ordem em respeito ao sinal recebido através da matriz de correlacao R¢. To-
davia, existe uma dependéncia explicita sobre os valores passiveis de serem assumidos pelo
multiplicador de Lagrange A, que funciona como um termo de correcao sobre a matriz de
correlagao R¢ no dominio de Volterra.

De posse dessa relagao, podemos exprimir o valor do custo em fungao de 6, (e, por

conseguinte, de A). Porém, convém antes reescrevermos a Eq. (3.7) como:

(Rg — )\C) 9)\ = pg

(3.9)
Rge)\ — )\CO)\ = pg,

multiplicando ambos os lados por Rgl, temos

Rglee)\ — /\RQICO,\ = Rglpg
6, — \R;'CO, =0, (3.10)
0, =0, + AR, 'C8,,

onde usou-se a relagao (2.19) no segundo passo.
Finalmente, com a Eq. (3.10) em maos, podemos obter o valor da fungao custo Jr;(85)

através de (2.18). Considerando apenas valores reais para 6, tem-se

JL1<0)\> = HfREHA — 20§p§ +1
= (8, + \R;'CH))" R (6, + AR;'CH,) — 2 (6, + A\R;'CH,) pe +1 (3.11)
= J11(0,) + X (65 — p{R; ') CO,.
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A deducao completa pode ser conferida no Apéndice B.

Observamos pela Eq. (3.11) que Jr7(0,) é o préprio valor do limitante inferior J7,;(6,)
acrescido de um termo dependente de A. Sob outro prisma, podemos dizer que o segundo
termo da Eq. (3.11) atua como um fator de corregao sobre Jr(0,) para que Jp;(05) seja
uma representacgao fidedigna dos valores do custo CM. No entanto, isto serd verdade apenas
se A for ajustado corretamente.

Antes de focarmos nossa andlise sobre o multiplicador de Lagrange, apresentaremos a

formulacao do problema para o equalizador de ordem N.

3.1.2 Equalizador de Ordem N

A extensao para o caso genérico com equalizador de ordem N nao se dd de maneira
trivial, pois engendra na formulagao multiplas restricoes quadraticas, como aquela definida
em (3.4). Veremos a seguir como proceder neste caso.

De maneira similar ao equalizador de primeira ordem, podemos fazer a associacao entre

os coeficientes dos filtros polinomiais restrito e irrestrito da seguinte forma:

07 = | w? 2wow, 2wow, ... w ]
r 0 0 0 (3.12)
HT == [ 00 91 92 . 6]\[(]\[.;,.3)/2 ] .

Devido ao maior niimero de coeficientes, se fizermos associagoes como aquela dada pela
Eq. (3.2), teremos N(N+1)/2 relagdes quadraticas:

(2wowr)® = 4(wp) (w})
(2wows)® = 4(wp) (w3)
(3.13)
(2wn—10wy)* = Hwy_1)(w),
implicando em N(N+1)/2 restri¢oes do tipo:
6% = 49092
03 = 4600x 11
(3.14)

‘9(2N(N+3)/2)71 = 49(N(N+3)/2)—Q‘L)N(N+3)/2-

Empregando a notagao matricial usada em (3.4), podemos expressar as restrigdes como:

Gi(0)=6"C0=0, vpara i=12,...,N(N+1)/2 (3.15)
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em que C; sao as matrizes de restrigdo, com dimensoes (M+1)x(M+1) — lembrando que
M = N(N+3)/2 no caso real.

Dessa forma, o problema pode ser posto como:

min J;,;(6) = min E [(v(n) — 1)2]
6 6 (3.16)
sujeito o Gi(0) = 67C,0 = 0,

para i = 1,2,..., N(N+1)/2. Novamente, a solu¢do pode ser obtida pelo método dos

multiplicadores de Lagrange; contudo, deve-se levar em conta todas as restrigoes.

Método dos Multiplicadores de Lagrange com Multiplas Restrigoes

A resolugao do problema apresentado na Eq. (3.16) utiliza o mesmo principio de otimi-
zacao para o caso de uma unica restricao, mas adota para cada restricao um multiplicador

de Lagrange. Assim, a expressao a ser resolvida agora é:

0Jr1(0)
00

B N(Nf”? | 0Gi(8)
00

=1

=0. (3.17)

Através do calculo do gradiente, chegamos a seguinte relagao:

N(N+1)/2 -1

9)\ = Rg — Z )\zCz pg, (318)
i=1
que, analogamente a Eq. (3.10), também pode ser expressa como
0,=0,+R;' | DY ACi| 6 (3.19)

cujo valor de custo associado, como na Eq. (3.11), é

N(N+1)/2

)/
Jur(0)) = Jui(0,) + (0 —piR) [ > NCi| 6 (3.20)
=1

E importante notar que a validade das Egs. (3.18) a (3.20) dependem do correto ajuste
de todos os valores de A;, o que pode ser demasiadamente complicado em vista da dimensao
do problema. Veremos na proxima se¢ao uma maneira de identificar os valores desejados de
A; e, a partir das caracteristicas gerais observadas nos resultados, proporemos uma técnica

que efetua seu ajuste 6timo de forma mais simples.
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3.2 Técnica de Obtencao dos Coeficientes de Lagrange

Conforme mostrado na se¢ao anterior, foi possivel alcancar uma expressao em forma
fechada que determina a solucao para a formulagao polinomial com restrigoes — Eq. (3.18).
Sua importancia vem do fato de sintetizar numa relacao razoavelmente simples os pontos
de equilibrio do critério CM. Contudo, em contrapartida, existem agora os coeficientes de
Lagrange \; que precisam ser ajustados de forma a garantir a validade das relagoes.

De uma maneira intuitiva, podemos dizer que os valores \; desejados sao aqueles que
satisfazem as restricoes do problema e, concomitantemente, minimizam o custo sem restri-
¢ao Jr(0), conforme estabelecido na Eq. (3.17). Entretanto, como mostrado em [Suyama,
2003], estes valores nao sao unicos, e cada um aponta para diferentes minimos e pontos de
sela da funcao custo CM. Mais especificamente, devido a ambiguidade de sinal inerente as
restricoes quadraticas na formulacao, cada solucao em \; estard associada a duas possiveis
solucoes para o critério CM no dominio do filtro original w.

Nesta se¢ao, como uma extensao dos resultados observados em [Suyama, 2003], busca-
remos explorar dois tépicos pertinentes: identificar a solucao em \; que corresponde aos
minimos globais do critério CM e, como consequéncia das particularidades concernentes a
esta solugao, propor uma técnica para alcancar estes parametros \;, mesmo para casos de
equalizadores de ordem maior que um. Enfatizamos que tais abordagens ainda nao foram
analisadas de maneira completa, principalmente em vista das dificuldades inerentes a com-
plexidade do problema, como veremos em breve. Nao obstante, a relevancia dos resultados
alcancados sao bastante favoraveis a proposta, sendo mesmo possivel vislumbrar possibili-
dades concretas para o surgimento de novos algoritmos que assegurem a convergéncia global
do CMA.

Partiremos do estudo do caso de um equalizador de primeira ordem. Isso nos permitira
tecer importantes constatacoes para o desenvolvimento da técnica proposta. A sequéncia
natural é a extensao para casos de maior ordem, em que consideraremos, como exemplo,
um equalizador de segunda ordem.

Por simplicidade de notagao, assumiremos que X é o vetor contendo os multiplicadores

de Lagrange [)\1, >\2, e )\N(N+1)/2]-

3.2.1 Identificagcao do Coeficiente Otimo de Lagrange

Na formulacao polinomial sem restri¢oes, vimos que os coeficientes do filtro polinomial 6
podem assumir, a principio, quaisquer valores, pois nao carregam nenhum tipo de limitacao
(explicita ou implicita). Por outro lado, no caso restrito, as limitagoes sao claras, de forma
que os valores possiveis para 6, constituem um subconjunto dos possiveis valores de 6.

Nesse sentido, a ideia por tras do emprego do método dos multiplicadores de Lagrange vai
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justamente na direcao de reduzir o conjunto dos possiveis valores de @ para aqueles de 6,
através do ajuste pelos coeficientes A. Entretanto, como o processo de otimizagao também
é englobado pela abordagem, A deve satisfazer, simultaneamente, a minimizacao do custo
Jr1(0) e a prépria restricao dada pela Eq. (3.16). Isto torna o escopo de valores desejados
para A bastante reduzido.

Um melhor entendimento do comportamento de A pode ser alcancado se conseguirmos
conciliar em uma s6 expressao a minimizacao de Jr;(0) e a restri¢do quadrética. Dado que
existe solugao fechada para a formulagao com restricoes quadraticas, a expressao almejada

ganha corpo se fizermos a substitui¢ao de (3.18) em (3.15), que leva a:

Gi(0)) = 05Ci0, =0

N(N+1)/2 o N(N+1)/2 o (3.21)
j=1 J=1

parai=1,2,... , N(N+1)/2.

Por abranger todas as condig¢oes necessarias estabelecidas na definicao do problema, a
Eq. (3.21) é capaz de exprimir quais sdo os valores desejados para A. Porém, sob um
prisma mais cauteloso, é possivel verificar que (3.21) trata-se de um sistema de equagoes
em fun¢ao dos multiplicadores A cuja solugao nao é obtida facilmente [Suyama, 2003]. No

entanto, a situagao torna-se mais simples para o caso de um equalizador de ordem N = 1.

Equalizador de Primeira Ordem

O equalizador de dois coeficientes possui a vantagem de apresentar apenas uma restricao,

simplificando o problema em maos. Nesse caso, a Eq. (3.21) torna-se:

G(6,) = 07Ch, =0

; . » (3.22)
=pt (R¢ — \C) " C(R¢ — \C) ' pe =0,

que, se expandida, revela um polinomio de quarta ordem em funcao de A como numerador e
um polinémio de sexta ordem em A como denominador [Suyama, 2003]. Para anularmos esse
quociente, ou o denominador tende ao infinito, o que é obtido somente quando A\ — o0,
ou o numerador é equivalente a zero. Como o primeiro caso nao apresenta uma solucao de
interesse (estd associado ao méximo da fungao custo CM), o maior foco serd destinado ao

polindomio do numerador, que possui quatro raizes [Suyama, 2003].

Para fins ilustrativos, tomaremos como exemplo o seguinte canal linear de fase minima:

H(z)=1+0,62"" (3.23)
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Nesse cenario, estimamos a matriz de correlagao R¢ e o vetor de correlacao cruzada pe
a partir de 30.000 amostras 7...d. de um sinal BPSK, sem ruido. Usando a matriz de
restricao C definida em (3.4), percorremos A de —6 a 6 em intervalos de um centésimo para
a obtencao de G(0,). No entanto os valores obtidos apresentaram grande faixa, sendo a
visualizagao prejudicada.

Para contornar este problema, fizemos uso de uma funcao de suavizagao capaz de atenuar

os valores demasiadamente elevados:

1

Gs(0,) = [ENEITNE

(3.24)
No entanto, destacamos que, para G(6,) = 0 (situacao desejada), temos G4(0,) = 1, que é
também o valor maximo de G(8,). Essa nova perspectiva deve ser considerada na andlise.

A Fig. 3.1(a) mostra o comportamento de G4(0,) variando-se A para o cendrio em
questao. Nela, podemos observar um reflexo do perfil do polinémio de quarto grau, cujas
raizes serao, como dito anteriormente, os casos em que G4(6,) = 1. Dessa forma, a regiao
de interesse em A\ é aquela compreendida entre 0 e 2. Faz-se importante notar também
que, para valores de A com magnitude mais elevada, a fungao G4(0),) tende a unidade: sera
correspondente ao méximo da fungao custo CM (vetor w nulo), associada a solugdo do
polinémio de sexta ordem do denominador da Eq. (3.22), que, como dissemos, nao fornece
uma solucao de interesse.

Voltando-nos novamente para a regiao 0 < A < 2, temos, na Fig. 3.1(b), quatro
possiveis solucoes para o multiplicador de Lagrange, denotadas por circulos coloridos, isto
€, A1), - - -, A4). Esses sao os pontos que, concomitantemente, atendem a restri¢ao e anulam
o gradiente de J;;(0). Tais solugoes sao passiveis de serem obtidas analiticamente [Suyama,
2003], mas, por simplicidade, optamos por atingir tais valores por meio de um detector de
picos de G4(8)), isto é, uma busca exaustiva unidimensional pelos méximos de G4(8)).

O detector percorre um vetor que possui uma determinada faixa de valores escolhidos
para A, comparando, em seguida, os respectivos valores de G4(85). Dado um valor atual de
A correspondente a um dos elementos do vetor, compara-se seu associado valor de G4(0))
com o daqueles de elementos adjacentes. Se, para o valor atual de A\, G4(8,) for maior que
o de seus adjacentes, o detector identifica um pico. A precisao deste método dependera da
escolha da faixa de valores de A. Para o canal em questao, passos de um centésimo para A

entre 0 e 2 sao suficientes. Apds a deteccao dos picos, temos as seguintes solugoes para A:

A = 0,29;
A2y = 0,61;

@ (3.25)
A = 1,30;

Ay = 1,50.
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Como passo seguinte, obtemos, para cada solugao em A, através da Eq. (3.8), o filtro

polinomial @, correspondente.

I . . 1 .
2 4 6 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

I I I I I I I I I I I
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

(¢) Curvas de nivel de Jops e solugdes wy

Figura 3.1: Analise de G4(0)) e solugdes para A em um canal H(z) =1+ 0,627

Resta-nos agora fazer o mapeamento @, — w) que leva para o dominio original do
equalizador. Para isso, pode-se empregar tanto a heuristica dos termos quadraticos (HTQ,
definido no Alg. 2.1) quanto a dos termos cruzados (HTC, Alg. 2.2), dado que, respeitadas
as restrigoes, o mapeamento é equivalente em ambos os casos. A Fig. 3.1(c) mostra a
posicao dos coeficientes w (circulos coloridos) associados as diferentes solugoes para A, e
as curvas de nivel da funcao custo CM. Neste caso, consideramos a ambiguidade de sinal
inerente ao critério CM para fazer o mapeamento, por isso a duplicidade de solucoes para
w). Observamos que A(;) associa-se aos minimos globais do critério CM, enquanto A se
vincula aos minimos locais. Aos pontos de sela se associam as raizes A3y € Aw).

De maneira bastante interessante, associada aos minimos globais do critério CM temos
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a solucao em A com menor valor absoluto, isto é, Aq). Em vista da Eq. (3.8), isso significa,
intuitivamente, que os minimos globais sao aqueles que necessitam de uma menor correcao
sobre a matriz de correlacao R¢. De outro ponto de vista, em referéncia a Eq. (3.10), esta
¢ “a solucao em @, que menos se desvia de 6,”. Isto nos remete a proximidade entre 6,
e 0 cyy discutida no capitulo anterior. Com base nesta constatacao, podemos conjecturar,
empiricamente, que serao sempre as solugoes de menor valor A(;) que estarao associadas aos

minimos 6timos do critério CM.

Teste de Identificagao - Equalizador de Primeira Ordem

Para comprovarmos a validade da conjectura proposta, buscamos expandir os cenérios

de teste empregando canais do tipo:

Hi(z) =1+ az™ ! (3.26)

Hy(z) =1+ az ' + 3272 (3.27)

em que « e  variam de 0 a 3, a passos de 0,041, sendo Hy(z) e Hs(z) subsequentemente
normalizados. Usamos nas simulacoes 30.000 amostras de um sinal ¢.7.d. com modulagao
BPSK para estimacao de Re¢ e pe, e percorremos A de —6 a 6 (em intervalos de um centésimo

— com ressalvas para alguns casos, como comentado abaixo) para identificar os picos em
Gs(0,y).

Durante a execucao da simulacao, principalmente para canais cujos zeros encontravam-
se bastante préoximos a origem, foi necessario reduzir o tamanho de passo de varredura de
A para até 1x1075, pois havia grande proximidade entre os picos de G4(8)), exigindo, por-
tanto, maior precisao. Isso trard consequéncias para a técnica que iremos propor, conforme

veremos adiante.

Para cada canal, as raizes A1), A\(2), A\3) € Au) — 1.e., as quatro solugoes de interesse
para A — foram usadas para se obter os respectivos coeficientes Wy (1), W), Wx(3) € Wy(4) DO
dominio original do filtro (utilizando-se o algoritmo HTC). Como estes vinculam-se a pontos
de minimo e de sela da superficie do custo CM, para identificar aquele correspondente ao
minimo global Wy, bastou verificar qual possui o menor custo CM associado. Assim,
comparamos os valores de custo CM correspondentes, obtidos analiticamente através da

expressao [Suyama, 2003]:

L-1 L-1 L—-1

Joulen) =1-23 40 +3Y Y 4040+ Y d@,  (329)

i=0 j=0,j7#i i=0
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em que cy(n) é

ea(n) = Zwmh(n —1), (3.29)

ou seja, a resposta combinada canal+equalizador w), sendo L o comprimento maximo de

cx(n) (assumiu-se, como na formulagdo polinomial, Ry = 1).

Dessa forma, verificamos se o menor valor de Joy(cy) computado era de fato aquele
associado a raiz A(;). Em caso positivo, ter-se-ia uma evidéncia em favor da conjectura

levantada.

Como resultado, para todos os tipos de canais de primeira e segunda ordem, as raizes
de G(0),) apresentaram apenas valores positivos, e, com sucesso, as simulagoes apontaram

uma relagao direta entre a raiz Ay e o 6timo global Wy, em 100% dos casos.

Apesar de contarmos apenas com resultados empiricos, em que contemplamos somente
canais lineares de primeira e segunda ordem, temos um forte indicio de uma correspon-
déncia entre A1) e a solugao 6tima do critério CM. Por este motivo, chamaremos Ay de
multiplicador 6timo de Lagrange, ou \,. Contudo, uma investigacao mais profunda se faz
necessaria neste ambito, tanto em termos tedricos quanto praticos, abrangendo, neste 1l-
timo caso, cendrios variados e canais de diferentes ordens. Este estudo fica como perspectiva

para trabalho futuro.

Tentaremos agora, seguindo a linha de raciocinio mostrada, tecer alguns comentarios

para o caso de um equalizador de segunda ordem.

Equalizador de Segunda Ordem

Considerando um equalizador de ordem N = 2, temos agora em maos um maior nimero
de restrigoes a serem consideradas, mais especificamente, trés. Isto torna o problema mais
complexo, prejudicando até mesmo uma possivel obtencao de solucoes analiticas para o
caso em questao [Suyama, 2003]. Mesmo assim, alguns pontos ainda podem ser melhor

explorados, como veremos a seguir.

Matematicamente, as relagoes capazes de gerar as solugoes para A = [\ A2 Ag] s@o

definidas conforme a Eq. (3.21), que, neste caso, torna-se:

=T -1

3 (3.30)
Ci|Re— > MNCj| pe=0,
j=1

3
=p{ [Re— > MG

J=1

para i = 1,2, 3. Trata-se de um sistema nao linear, sendo os valores de A dependentes entre
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si. As matrizes de restricdo C;, como anteriormente, resultam das restrigoes G;(0):

G1(0) - 9% - 49093

- 90 91 92 03 04 05 (331)

o O O O o O
o O O o O O
o O O O o O
)
)

|
)
o o o o = o

o O O O O

=67C,0 = 0;
Gg(e) - 9% - 49005

21
02
03
04
05

= 00 61 82 83 94 95 (332)

o O O o O
o O O o o O
o O O = O O
o O O o o O
o O O O o O
o O O o O

= 607C,0 = 0;

Gg(e) - 92 - 49305

= 00 61 82 83 94 95 (333)

o O O o o O
o O O O o o
o O O o o O
o O O o O
o = O O O O

@]

>

¥

=07C;0 = 0.

Caso seguissemos um procedimento similar ao visto para o equalizador de primeira or-
dem, deveriamos fazer uma varredura nos possiveis valores de A1, Ay e A\3 a fim de encontrar
os nulos de (3.30). Isto exigiria um enorme esforco, pois significaria realizarmos uma busca
exaustiva em trés dimensoes.

Para tentar tornar o problema mais tratavel, buscaremos fazer algumas consideragoes
e hipdteses acerca das restricoes. Como indicado pela Fig. 3.2, as restrigoes quadraticas
G(0) asseguram as relagoes entre pares de coeficientes em w — vide Eq. (3.13). Se forem
satisfeitas duas dessas restrigoes, por exemplo, G1(6) e G3(0), isto significa que os pares

[wo wy] e [w; wy] atendem as condi¢oes impostas na formulagdo. Todavia, esses pares
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Figura 3.2: Relagao entre os coeficientes no dominio original do equalizador e as
correspondentes restrigoes.

possuem como elemento comum o coeficiente wy, que, por sua vez, deve respeitar ambas as
restricoes G1(0) e G5(0) simultaneamente. Para que isso seja verdade, uma das possiveis
solugdes é que o par [wy wsy| atenda, implicitamente, a restricao G3(0). Nesse sentido, caso
tal suposicao seja atendida, podemos dizer que a restrigdo G»(0) é redundante.

Se supusermos que esta condicao é sempre atendida, torna-se desnecessario considerar
uma das restrigoes, o que simplifica consideravelmente o problema em maos. Contudo, nem
sempre isso € verdade.

Para entendermos melhor a ideia, podemos fixar qualquer valor para w; e ajustar wy
e wy de acordo com as restrigoes G1(0) e G3(8), respectivamente. Nesse caso, a restrigdo
G2(0) nao necessariamente é atendida. E preciso que w; assuma um valor adequado de
forma a propiciar também o atendimento a G5(6). Dessa maneira, a hipétese de que esta
ultima restricao é redundante nao é valida. Mesmo assim, para fins de simplificacao do
problema, assumiremos que ela seja verdadeira, pois, caso o valor de w; fixo seja proximo
aquele que atende a G5(0), teremos uma solu¢ao também préxima a desejada.

De outro ponto de vista, com maior énfase no ajuste dos parametros A, podemos apri-
morar o entendimento dessa suposicao a partir de uma outra interpretagao da Fig. 3.2: para
cada restricao G;(0) existe um multiplicador de Lagrange \; associado, cujo valor devera
satisfazer a relagao entre a triplice [wy wy ws]. Se desconsiderarmos uma das restri¢oes, por
exemplo, Go(8), isto equivaleria a fazer Ay = 0. E possivel afirmar que ainda existe uma so-
lugao para A; e A3 capaz de manter a relacdo entre o conjunto [wy w; wsy] que atenda as trés
restricoes. Entretanto, havera abertura, como comentado anteriormente, para surgimento
de outras solugoes.

De um prisma mais geral, se considerarmos nossa hipétese valida e excluirmos uma
restricao a cada triplice, a ampliagao desse conceito para um equalizador genérico de ordem
N resultaria numa significativa reducao de restrigoes, de N(N+1)/2 para N.

Voltando para o caso em que N = 2, a utilizacao de apenas 2 restricoes facilita consi-
deravelmente a andlise e propicia, ao menos, a visualizacao de alguns resultados. Assim,
assumindo nossa hipétese como verdadeira, buscaremos agora verificar, como feito para o

equalizador de primeira ordem, se também é possivel associar a uma das raizes das restri¢oes
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G;(0) os minimos globais do critério CM.

Teste de Identificagao - Equalizador de Segunda Ordem

Consideramos inicialmente o canal de fase minima dado por (3.23) e um sinal i.i.d. de
modulagao BPSK com 30.000 amostras. Apds estimar R¢ e pe, fizemos A3 = 0, isto é,
desconsideramos a terceira restrigao (3.33), e percorremos, numa grade bidimensional, A\; e
Ao de —4 a 4.

Devido ao comportamento algumas vezes explosivo de G;(8), usamos novamente a fun-

cao de suavizagao, que pode ser expressa como:

1

Gs(0x) = 1+ 57 G2(6))

(3.34)

O resultado pode ser verificado na Fig. 3.3(a). Observamos que existem varios casos em
que G4(0,) = 1, o que torna a busca por tais valores mais dificil de ser realizada. Contudo,
em particular, observamos nas proximidades da origem a formacao de um pico bastante
distinto.

Com base no caso do equalizador de primeira ordem, esperamos que o 6timo A, seja
aquele que possua valores minimos para cada ;. Isto implica que, caso seja vélida a
extensao desse resultado para os equalizadores de maior ordem, A, sera justamente aquele
associado ao pico préximo a origem na Fig. 3.3(a).

Anteriormente, para N = 1, buscamos encontrar A\, a partir da comparacao dos valores
do custo CM associado as solucoes A(1),..., ). No entanto, a dimensao do problema
em maos e a hipdtese de se abandonar uma das restrigoes inviabilizam a repeticao deste
procedimento. Em vez disso, buscaremos entao identificar A, a partir de uma comparacao
com o valor desejado em 6. Para isto, usaremos uma funcao de suavizagao que mede a
distancia entre os coeficientes correspondentes de 8 e da solucao 6tima do critério CM no

dominio de Volterra, isto ¢, @ cazy:

1
1465 — O

Ds<9)\)

(3.35)

Assim, quando a distancia ||@y — @cul|” for nula, Dy(8,) serd igual & unidade. O valor
de 6 ¢y, foi obtido a partir do resultado da convergéncia do CMA (com tamanho de passo
0,0008) apds 30.000 iteragdes, com inicializagao na melhor solugdo de Wiener. Apés isso,
foi feito o mapeamento inverso weay — 0 oy

Varrendo novamente a grade de valores para A\; e Ao, plotamos a fungdo D4(6)) na
Fig. 3.3(b). Notamos que existe um tinico pico distinto, que representa o caso em que ha

equivaléncia entre 0 e 8 ¢y,. Basta agora verificar se o pico em D,(8)) coincide com aquele
9
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de G4(0,) préoximo a origem. Nas Figs. 3.3(c) e 3.3(d) temos, respectivamente, as curvas
de nivel de G4(0,) e D4(0)) proximas a origem. Em ambas, temos um circulo verde que
representa o ponto de maximo em Dg(8),) e, de fato, pela Fig. 3.3(c), notamos uma grande

proximidade entre os picos.

(c) Curvas de nivel de G4(0)) (d) Curvas de nivel de D;(85)

Figura 3.3: Superficie e curvas de nivel de G4(0),) e D;(0)) fazendo-se A variavel.

Esta breve andlise é um indicio que se mostra bastante favoravel a extensao dos resul-
tados observados no caso do equalizador de primeira ordem, pois corrobora a conjectura
de que a solugao em A associada aos minimos globais do critério CM ¢é aquela que possui
menores valores nos elementos ;.

A rigor, faz-se necessario um estudo mais aprofundado sobre a hipdtese de descarte
de uma das restricoes antes de lancarmos algumas conclusoes, de forma que seja possivel
responder a indagacoes como “qual a qualidade das solugoes obtidas?”, “para que tipo de
canais essa conjectura ¢é valida?”, “existe uma restricao mais adequada para descarte?”, e

assim por diante. Da mesma forma, também se exigem andlises mais extensivas para a
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comprovagao de qual é a solugao o6tima A, quando o equalizador original possui ordem
N > 1. Todavia, consideramos que as informacoes coletadas até o momento sao suficientes
para a proposicao de uma técnica de obtencao de A,.

Mesmo restando ainda muito a ser feito, a abordagem a ser seguida, adicionalmente,

nos ajudara a fortalecer os argumentos que, nesta segao, apoiam-se apenas em indicativos.

3.2.2 Técnica Baseada no Método do Gradiente

A possibilidade de se criar um vinculo entre as raizes de menor valor de G;(8,) e a solugao
otima do critério CM, conforme foi indicado na secao anterior, é bastante motivadora, pois,
na busca por A,, podemos, por exemplo, reduzir consideravelmente o espaco de busca para
valores positivos proximos a origem. Além disso, com base nessas informagoes, outras
alternativas ainda menos custosas podem ser seguidas.

Tendo isso em mente, tomaremos como base uma expressao que centraliza todos os
conceitos discutidos no capitulo: a Eq. (3.21). No entanto, esta pode se mostrar mais
proveitosa se utilizarmos seus termos em forma quadratica — conforme veremos a frente.
Dessa forma, a nova fungao com todas as condicoes e restri¢oes do problema pode ser escrita

como
N(N+1)/2

Jo(0) = ) G, (3.36)

i=1
em que consideramos o caso genérico de um equalizador de ordem N e o vetor com os
multiplicadores de Lagrange A = [A; Ay ... )\N(N+1)/2].

Apesar de G;(6)) nao ser bem comportada — o que exigiu, anteriormente, o emprego
de G4(0,) para sua andlise — temos que, proximo a menor raiz em A, Jg(0,) é uma fungao
continua e suave, como pode ser observado pelas Figs. 3.4(a) e 3.4(b), que retratam os
casos do equalizador de primeira e segunda ordem no cenario da se¢ao anterior, com canal
dado por (3.23).

Como mostrado na Fig. 3.4(a), outro ponto bastante relevante é o fato de J;(0)) possuir
um minimo relativamente distinto, associado a solucao 6tima A,, com vizinhanca continua
e suave. Ainda vale ressaltar que, em ambos os casos, A, possui relativa proximidade com
respeito a origem.

Tais fatores nos motivam a propor uma técnica baseada no método do gradiente para
a obtencao dos multiplicadores 6timos de Lagrange. Temos, para isso, um excelente ponto
de referéncia para inicializacao de A, que é a origem. Nesse sentido, uma escolha adequada
do tamanho de passo pu, nesta abordagem, pode garantir a convergéncia para o ponto de
minimo mais proximo, isto é, idealmente, A,.

Baseado no algoritmo do gradiente deterministico, podemos fazer a adaptacao de A
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Figura 3.4: Jg(0)) para o canal H(z) =1+ 0,627! e equalizadores de ordem N =1 e
N =2.

como na Eq. (1.15), resultando em:

A(n+1) = A(n) — uaé]/c\—gfb;), (3.37)

em que a derivada parcial de J5(60)) em relacao a A(n) é expressa como

0Ja(0y) TR 0G,(0)
%:2 ; Gi(6,) 8}\En)>, (3.38)

onde foram consideradas todas as N(N+1)/2 restri¢oes.

Por sua vez, devemos agora calcular a derivada de G;(0,) em relagdo a A. Para isso,

faremos uso da Eq. (3.19) combinada a (3.21), o que nos déa

Gi(8,) = (8, +R;'TH,)" C, (6, + R;'TH,)
=607C,0,+0TCR;'T0, + (R;'T9,)" CH, (3.39)
+ (R;'T9,)" CR;'TH,,

em que
N+1)/2

N(N+1)/
r= ) \C, (3.40)
j=1

A relacao em (3.39) pode ser entendida como um polinémio em fungao de A, facilitando

o calculo de sua derivada. Assim, como mostrado no Apéndice C, 0.J5(0,)/0\; pode ser
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definido como:
N(N+1)/2

=467 | Y C;0,0,C; | R;'Ci0,. (3.41)

j=1

0Jc(0))
O\

A luz do que foi exposto, estes resultados permitem a proposi¢ao do seguinte algoritmo:

Algoritmo 3.1 Algoritmo para obtencao dos multiplicadores 6timos de Lagrange

Inicializacao do Algoritmo:
Estima-se R¢ e pe.
A(0)«0

Adaptacgao de A:
for j from 0 to T—1 do

6:() + (Re = X0 0)Cx) e
K + Y02 C0(5)0% () Cr
for i from 1 to N(N+1)/2 do

Ai(f + 1) = Xi()) — 103 () KR, 'Ci0,(5)
end for

end for

em que T é o nimero méaximo de iteragoes e 1 o tamanho de passo para adaptagao (note
que o fator de escala 4 na Eq. (3.41) foi incorporado a pu).

Uma caracteristica fundamental desse algoritmo ¢é sua grande sensibilidade a variagoes no
tamanho de passo. Seu ajuste exige grande cautela, pois deve ser pequeno o suficiente para
evitar que o algoritmo convirja para outros minimos. Somado a isso, também ¢é desejavel
pequenos valores para se reduzir os efeitos de misadjustment.

De um ponto de vista mais amplo, observamos que ha neste algoritmo promissoras
alternativas de implementacao. Uma proposta interessante é a de realizar a estimativa de
R e ps de maneira adaptativa, de forma concorrente a técnica de ajuste de A, o que pode
dar origem a novos algoritmos adaptativos nos moldes, por exemplo, do RLS (Secao 1.3.2).
Contudo, essa ideia fica como uma perspectiva para trabalhos futuros.

A seguir, analisaremos alguns resultados da implementacao deste algoritmo para os casos
em que o equalizador original tem ordem N = 1 e N = 2. Buscaremos também averiguar em

maiores detalhes alguns aspectos ainda nao suficientemente explorados durante o capitulo.
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3.2.3 Resultados

A eficacia do algoritmo para obtencao dos multiplicadores 6timos de Lagrange sera
avaliada para cendrios com canais lineares e sinal transmitido ¢.¢.d. com modulagao BPSK.
Serao utilizadas 30.000 amostras para estimacgao de R¢ e pe em todas as simulacoes.

Exploraremos primeiro o caso no qual o equalizador original é de primeira ordem e,

posteriormente, de segunda ordem.

Resultados - Equalizador de Primeira Ordem

A situacao mais simples de andlise do algoritmo proposto é, sem duvida, o caso em que
existe somente uma restricao a ser considerada, isto é, quando N = 1.

Como retratado na Secao 3.2.1, verificamos uma associacao do valor de A(;) aos minimos
globais do critério CM. Seguindo esta linha, o desempenho do algoritmo pode ser avaliado
em termos da convergéncia do coeficiente A(n) a A1), que é o étimo A,.

Para o canal de fase minima dado em (3.23), a convergéncia pode ser obtida em poucas
iteragoes, como mostrado na Fig. 3.5. Neste caso, foi escolhido um passo de adaptacao

p=1/Ymaz = 0, 16, sendo 7,4, 0 maior autovalor de Re.

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
lteragbes

Figura 3.5: Convergéncia de A\(n) & A1y para o canal H(z) =14 0,627".

Como ilustrado na Fig. 3.5, uma escolha adequada do tamanho de passo i deve buscar
satisfazer o compromisso entre a velocidade e a garantia de convergéncia. Em alguns casos
onde nao se tem informacgao a priori sobre o canal, sugere-se a adocao de medidas mais
cautelosas, com tamanho de passo que priorize a garantia de convergéncia. Essa sera a
postura tomada nas simulacoes a seguir.

Para um escopo mais amplo de cendrios, avaliaremos a convergéncia de A(n) para di-
versos tipos de canais. Conduziremos as simulagoes varrendo os canais definidos nas Eqs.

(3.26) e (3.27), para a e  indo de 0 a 3, a passos de 0,041. Contudo, como analisar a
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velocidade de convergéncia para todos esses casos € inviavel, focaremos apenas na questao
da convergéncia para o minimo desejado, isto é, \,. Optamos, assim, por um tamanho
de passo considerado pequeno, escolhido empiricamente como p = 1/(1072,m4z)?, €em que
Yo.maz € O Maior autovalor de Rgl. Escolhemos também como ntumero maximo de ite-
racoes T = 10.000. Consideraremos que houve convergéncia para o minimo desejado se
0,9\, < A(T)) < 1,1),. Os resultados estao expressos na Tab. 3.1.

Tabela 3.1: Taxa de convergéncia para )\, com equalizador original de ordem N = 1.

’ Canal H Taxa de Convergéncia para A, ‘
Hi(z) =1+ az! 100%
Hy(z) =1+ az '+ 3272 96, 53%

Os resultados alcangados pelo algoritmo proposto sao bastante favoraveis. Para os canais
de primeira ordem H;(z) houve convergéncia para a solugao desejada em todos os casos. Ja
para o canal Hy(z), apesar de u portar certas informagoes sobre o canal, houve casos em que
seu tamanho foi excessivo, levando A\(n) a convergir para outros minimos. Nesse sentido, o
ajuste empirico do valor de p ainda requer uma andlise mais cuidadosa, que pretendemos
empreender na sequéncia deste trabalho. Nao obstante, a taxa de convergéncia desejada de

96, 53% é um excelente indicador do potencial da técnica proposta.

Resultados - Equalizador de Segunda Ordem

No caso do equalizador de maior ordem — no caso, N = 2 —, buscaremos averiguar nao
apenas o comportamento do algoritmo proposto, mas também, com base nas suposi¢oes
feitas na Secao 3.2.1, se as conjecturas que permeiam o nuimero reduzido de restricoes sao
de fato validas nas simulagoes.

Iniciaremos a anélise do algoritmo tomando como base um cenario especifico, onde pre-
tendemos avaliar sucintamente o comportamento dos coeficientes de Lagrange em termos
de sua convergéncia. Contudo, para verificar a otimalidade da solug¢ao, nao poderemos
proceder como no caso do equalizador de primeira ordem — em que visualizamos a conver-
géncia de A(n) para o caso 6timo A, — pois, quando temos N = 2, o0 espago de busca para a
obtengao de A, passa a ser multidimensional (se consideradas todas as restri¢oes, o espago
é tridimensional) e, portanto, extremamente custosa. Como alternativa, recorreremos a
uma comparagao entre solugoes obtidas no contexto do equalizador original w em relacao
aos coeficientes 6timos do critério CM, ou seja, weay — que podem ser estimados como o
resultado da convergéncia do CMA com inicializa¢ao na melhor solu¢ao de Wiener. Por fim,
faremos uma analise mais genérica, em diversos cendrios, avaliando se houve a convergéncia

desejada por parte do algoritmo.



82 Capitulo 3. Técnica para Ajuste dos Parametros das Restricoes Quadraticas

Para o canal dado em (3.23), aplicamos o algoritmo nas situagoes de interesse: (i)
utilizando-se todas as restri¢oes e (ii) utilizando apenas duas restrigoes (foi descartada
a terceira restricao G3(0)). Em ambos os casos, foi escolhido um passo de adaptagao
p = 0,0005 (pois admite um bom compromisso entre velocidade e garantia de convergéncia)
e T = 200.

As Figs. 3.6(a) e 3.6(b) apresentam a convergéncia dos parametros A(n) ao longo
das iteracoes para casos com trés e duas restricoes, respectivamente. Notamos que, para
duas restrigdes (Fig. 3.6(b)), o comportamento de A\; e Ay é bastante similar ao de seus
correspondentes quando se tem 3 restrigoes. Contudo, os valores observados sao ligeiramente
diferentes — o que nao é surpresa, visto a necessidade em se compensar a auséncia da
terceira restricao. E possivel notar também que a convergéncia no caso com trés restri¢oes
¢ levemente mais rapida (=~ 100 iteragoes) que aquela com apenas duas (= 120 iteragoes).

Como préximo passo, verificamos se a solugao encontrada em w), é étima por sua com-
paracdo a Wea,. O resultado pode ser conferido nas Figs. 3.6(c) e 3.6(d) considerando
trés e duas restrigoes, respectivamente, onde os coeficientes w, foram obtidos através do
mapeamento 8, — w) usando o HTC (Alg. 2.2). Em ambas as figuras, as linhas continuas
coloridas representam os coeficientes w) obtidos pelo mapeamento e os tracejados formam
os valores de referéncia wecpy,. E possivel notar que houve grande proximidade entre w) e
W g nos dois casos, mas nao existiu equivaléncia perfeita entre eles.

Se computarmos o custo CM associado as solugoes w), com trés e duas restrigoes (apos
convergéncia) e também & w ¢y, usando (3.28), chegamos aos valores apresentados na Tab.
3.2. A partir dela, temos o indicio de que usar trés restricoes pode conduzir a solucoes
com maior qualidade. Mesmo assim, é indubitavel o fato de ambas apresentarem solucoes
bastante proximas ao 6timo global do critério CM. Vale notar também que o custo CM para
W o € levemente inferior, o que mostra como wy pode estar sujeito a maiores imprecisoes,
seja pela estimacao de R e pg¢, seja pelo misadjustment causado pelo tamanho de passo

escolhido.

Tabela 3.2: Valor do custo CM para w) (com trés e duas restricoes) e para weonyg.

’ Coeficientes H Valor do custo CM ‘
Wy, (estimado) 0,1061

w) (3 Restrigdes) 0,1067

w) (2 Restrigdes) 0, 1068

Avaliaremos agora em um ambito mais geral se estes resultados podem ser estendidos
para os canais de primeira e segunda ordem das Eqs. (3.26) e (3.27), respectivamente.

Nao consideraremos neste caso a velocidade de convergéncia. Avaliaremos apenas se a
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Figura 3.6: Convergéncia dos parametros A e dos coeficientes w) associados, considerando
3 e 2 restrigoes.

convergéncia de A(n) esta de fato associada ao 6timo A,. Para isso, verificamos se a distancia
euclidiana entre os coeficientes correspondentes de wy e wey, ¢ menor que 0,1. Em caso
positivo, assumimos que A(n) convergiu para A,. Foram escolhidos p = 1/(109gm42)?, em
que Y2,maz € 0 maior autovalor de Rgl e T\ = 10.000.

A Tab. 3.3 mostra o resultado obtido para o canal de primeira ordem H;(z). Notamos
que, quando consideradas todas as trés restrigoes, a taxa de convergéncia para A, é préxima
de 90%, enquanto que com apenas duas restricoes a taxa cai para 67,57%.

Para os canais em que nao houve convergéncia para A,, temos em comum, tanto para a
abordagem com trés restricoes quanto para aquela com apenas duas, o fato de que os zeros
da fungao de transferéncia H;(z) estdo préximos do circulo de raio unitario. Contudo, o

motivo que leva a convergéncia indesejada é bastante distinto.

Tomemos como exemplo o canal Hy(z) =1+ 0,98927", um dos casos de simulagao que
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Tabela 3.3: Taxa de convergéncia para A, e valor médio do custo CM para equalizador de
ordem N = 2 e canal de primeira ordem H(z).

’ Coeficientes H Taxa de Convergéncia para A, \ Valor Médio do custo CM ‘
W aig - 0,1118

w) (3 Restrigdes) 89,19% 0,1287

w) (2 Restrigdes) 67,57% 0,1412

ilustra bem a situagdo. Na abordagem com trés restri¢oes, Fig. 3.7(a), notamos que o
tamanho de passo u nao esta ajustado corretamente, fazendo com que o algoritmo convirja
para um minimo indesejado. Por outro lado, quando se consideram apenas duas restrigoes,
Fig. 3.7(b), observamos que A converge para o minimo mais préximo, mas tal solugdo nao

se associa a \,.
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Figura 3.7: Convergéncia dos parametros A para o canal Hy(z) =1+ 0,989271.

Essa andlise poe em cheque a validade geral da nocao de descartar uma das restrigoes,
revelando uma situagao “problematica”. Como mencionamos na Se¢ao 3.2.1, ao considerar-
mos apenas duas das restrigoes, permite-se que haja multiplas solucoes em A. Conforme
mostrado, existem solugoes préximas a origem que nao se vinculam a A,, especialmente
quando o canal em questao tem seus zeros préximos ao circulo de raio unitario.

De maneira mais robusta, considerando-se todas as restri¢oes, falha-se apenas pelo ajuste
inadequado do tamanho de passo, o que parece indicar que a solucao 6tima A, é a mais
proxima a origem.

Por fim, apresentamos os resultados para o canal de segunda ordem Hs(z) na Tab. 3.4.

A taxa de convergéncia para a abordagem considerando todas as restricoes é reduzida para
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aproximadamente 65%. Novamente, observamos que os casos com convergéncia indesejada
tém a si associados um tamanho de passo inadequado, com evolugoes de A(n) semelhantes
a mostrada na Fig. 3.7(a). Na abordagem que carrega apenas duas restri¢oes, a queda na
taxa de convergéncia para A, ¢ ainda mais acentuada, pois lidamos com um nimero maior

de casos em que a garantia de duas restricoes nao implica no atendimento de uma terceira.

Tabela 3.4: Taxa de convergéncia para A, e valor médio do custo CM para equalizador de
ordem N = 2 ¢ canal de segunda ordem Hj(z).

’ Coeficientes H Taxa de Convergéncia para A, ‘ Valor Médio do custo CM ‘
W cig - 0,2477

w) (3 Restrigdes) 64,66% 0,3257

w) (2 Restrigdes) 22.53% 0,3181

Como fato curioso na Tab. 3.4, temos que o valor médio do custo CM para a aborda-
gem com trés restricoes é o mais elevado, mesmo com melhor taxa de convergéncia. Ao
averiguarmos alguns de seus casos, notamos que A(n) pode convergir para solugdes bastan-
tes diferentes de A,, que sao as convergéncias indesejadas. Estas corresponderao, apds o
mapeamento, a valores de w) associados a minimos locais e, nao menos provavel, a pontos
de sela do critério CM, cujo custo associado é demasiadamente elevado, o que explica os
valores observados na tabela. Em contrapartida, a abordagem com apenas duas restrigoes,
apds 0 mapeamento, apresenta solucoes para wy mais proximas a Wy, mas que, por sua
vez, sequer atendem as premissas da definicdo do problema em (3.16), ndo representando,
portanto, os minimos do critério CM.

Em suma, estes resultados trouxeram alguns esclarecimentos quanto as suposicoes feitas
sobre o nimero de restrigoes a ser empregado e também contribuiu para fortalecer a ideia-
chave que figura por tras da técnica utilizada, propiciando indicios sobre a proximidade de

Ao em relacao a origem, mesmo para equalizadores de ordem N = 2.

3.3 Conclusao

Apresentamos neste capitulo a formulacao polinomial do critério CM usando restrigoes
quadraticas, cuja solucao pode ser obtida através do Método dos multiplicadores de La-
grange [Suyama, 2003]. Foi mostrado o caso em que o equalizador original é de primeira
ordem e, em seguida, como uma extensao deste, o caso genérico de um equalizador de ordem
N.

Um importante resultado advindo dessa formulagao foi o de encontrar uma expressao

em forma fechada no dominio de Volterra capaz de prover as solugoes para o critério CM.
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No entanto, para que tais solucoes fossem validas, exigiu-se em contrapartida o correto
ajuste dos multiplicadores de Lagrange, tarefa esta que resguarda algumas dificuldades.

Com o intuito de simplificar a obtencao dos multiplicadores de Lagrange desejados,
estudamos quais eram as solugoes que apresentavam um vinculo direto com os minimos
globais do critério CM, onde foi possivel identificar, nitidamente, para o caso do equalizador
de primeira ordem, uma correspondéncia univoca com as solucoes mais préximas a origem.
Ja para o equalizador de ordem N, foi necessario adotar algumas suposicoes para se utilizar
um nimero mais reduzido de restrigoes, a fim de que pudéssemos ter ao menos um indicio
de que também existia uma solugao equivalente ao caso de primeira ordem.

Baseando-se nas propriedades observadas durante a identificagao da solugao 6tima, pro-
pomos uma técnica baseada no método do gradiente para o ajuste dos multiplicadores de
Lagrange, capaz de fazer a adaptagao mesmo para casos em que o equalizador possui or-
dem elevada. Esta técnica permite, caso seja alcancada a convergéncia desejada, a obtencao
direta da solucao global do critério CM.

Os resultados considerando um equalizador de primeira ordem foram bastante convin-
centes e favoraveis a técnica proposta, mas percebe-se que ainda existe espaco para melhoras
quanto ao ajuste do tamanho do passo de adaptacao.

Para o equalizador de segunda ordem, os resultados nos permitiram constatar que a
hipétese de se empregar um menor nimero de restrigoes falha em grande parte dos casos
analisados. Por outro lado, ha bons indicativos do uso da técnica quando todas as restri¢oes
sao consideradas. Todavia, tornou-se mais forte a exigéncia de uma escolha mais adequada
para o passo de adaptacao. Este foi escolhido empiricamente e ainda se faz necessaria uma
analise mais profunda, como um estudo de estabilidade da técnica ou até mesmo do emprego
de metodologias que independam do tamanho de passo, como o método de Newton. Mas
deixaremos tais abordagens como perspectivas futuras.

As simulagoes que conduzimos cobriram alguns casos para canais lineares de primeira e
segunda ordem, e nao foram mais extensivas em razao de limitacoes de tempo. Pelo mesmo
motivo, algumas andlises e suposi¢oes mantiveram-se preliminares. Mesmo assim, julgamos
que os resultados alcancados até o momento fornecem indicios da validade e da relevancia
da técnica proposta.

Destacamos ainda, como trabalhos futuros, a possibilidade de surgimento de novos al-
goritmos que fagcam em paralelo o ajuste dos multiplicadores de Lagrange e também da
estimacao da matriz de correlacao e do vetor de correlacao cruzada, aos moldes, por exem-

plo, do RLS.



Capitulo

Critérios Cegos Baseados na Teoria da

Informacao

Nos capitulos anteriores, tomamos como elemento comum as proposicoes apresentadas
a formulacao polinomial do critério CM. Conforme vimos, sua importancia reside na capa-
cidade de explorar explicitamente as estatisticas de quarta ordem a cerca do sinal recebido
presentes na formulacao original do critério CM.

Tendo por base tais estatisticas, verificamos um desempenho satisfatorio nos cenérios
observados. Entretanto, se admitirmos situagoes e contextos distintos, como aqueles mar-
cados pela presenca de ruido com distribuicoes esparsas, uniforme ou impulsivas, ou até
mesmo sinais de modulagao multinivel (ou multimédulo) tais como M-PAM e M-QAM,
nota-se que os algoritmos classicos, principalmente o CMA, exibem um elevado erro resi-
dual e também reduzida velocidade de convergéncia [Santamaria et al., 2002a; Lazaro et al.,
2005; Mendes Filho et al., 2012].

Surgiu assim o interesse por uma representagao estatistica que retratasse o sinal com
maior completude, sendo capaz de propiciar maior robustez e velocidade aos algoritmos
para equalizacao do canal. Essa linha de raciocinio levou ao advento dos critérios baseados
na teoria da informagao, conforme foi exposto na Segao 1.5.

Mantendo ainda o estudo no ambito nao supervisionado, buscaremos avaliar neste ca-
pitulo alguns desses importantes critérios pertencentes a esta recente linha de pesquisa,
também chamada pela sigla ITL (do inglés Information Theoretic Learning). Embora
conte com alguns resultados bastante marcantes alcancados pela equipe coordenada pelo
Prof. Principe [Principe, 2010], acreditamos haver ainda algumas lacunas, de um ponto de
vista mais analitico, no que diz respeito as relagoes entre os préprios critérios I'TL e também
destes com o cléssico critério CM, conforme pretendemos explorar adiante.

A andlise que vird a seguir, mais precisamente, abordard uma comparacao sob diversas

Oticas entre um grupo de critérios de interesse, assim como o estudo de suas fungoes custo,

87
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de suas superficies de erro e também de seu desempenho, como veremos a seguir.

4.1 Critérios Selecionados

Nos critérios associados ao ramo de ITL, o uso dos estimadores nao paramétricos de
densidade baseados em janelamento de Parzen [Principe, 2010] permite que se obtenha
uma estimativa razoavelmente confidvel da PDF dos sinais em questao e, por conseguinte,
propicia uma exploracao mais abrangente das estatisticas envolvidas. Esta abordagem pode
ser conduzida tanto num viés supervisionado quanto cego. Neste trabalho, em consonancia
com a tematica central, estudaremos apenas o caso nao supervisionado.

Treés critérios serao considerados: a entropia da dispersao de ordem p [Santamaria et al.,
2002a], o casamento de PDF’s por distancia quadratica [Santamaria et al., 2002b] e o
casamento de PDF’s por correlagao [Lazaro et al., 2003]. A defini¢ao de cada um deles sera

apresentada a seguir; apds isso, partiremos para as comparagoes.

4.1.1 Entropia da Dispersao de Ordem p

A familia de critérios sugerida por Godard [Godard, 1980] serviu de inspiragao para
a extensao das novas metodologias baseadas em ITL para o ramo nao supervisionado.
Fundamentalmente, a ideia apresentada em [Santamaria et al., 2002a] foi a de conciliar a
medida de entropia de Rényi (1.52) com a funcao custo de dispersd@o de ordem p (1.38),

dando origem a uma nova familia de func¢oes custo:

S, (W) = Ho (Jy(n)[” = Ryp) = Hao (ly(n)[") (4.1)

onde p é um inteiro positivo e R, é uma constante definida por (1.39), que, devido a invari-
ancia da entropia ao valor médio, pode ser desprezada. Por conveniéncia, denominamos este
custo entropia da dispersdo de ordem p ou, simplesmente, RD (do inglés Rényi’s entropy
of the p-order Dispersion).

Em particular, o caso em que esta funcao custo recebeu maior atencao foi, indubita-
velmente, aquele caracterizado pelos valores p = 2 e a = 2. E interessante notar que tais
consideragoes estabelecem conexoes com o custo CM (1.41) e, concomitantemente, permi-
tem simplificagoes nas analises, bem como maior facilidade na obtencao de um algoritmo
baseado no método do gradiente estocéstico.

Todavia, o célculo da entropia conforme a Eq. (1.52) ainda é demasiadamente compli-
cado. Para contornar esta dificuldade, como exposto na Secao 1.5, é possivel recorrer a uma
estimacao da entropia através do uso de fungoes de kernel. Em particular, como sinalizado

em [Santamaria et al., 2002a], o kernel Gaussiano G,(-) definido em (1.51) se adequa a um
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contexto genérico de equalizagao. Se traduzirmos todas essas consideragoes na fungao custo

da Eq. (4.1), chegamos a
jH2,2(W) = ]:12 <|y(n)|2)
L L

- 42
= log (—QZZGmuy(n—j)P ~lyln —z‘>|2>> "

i=0 j=0

cuja dedugao segue os mesmos passos da Eq. (1.54) — trata-se da mesma fungao custo usada
como exemplo anteriormente.

Ainda, conforme observado em [Santamaria et al., 2002a], é possivel obter algumas
simplificacoes com respeito ao .J Ha.» (W), resultando no estimador do potencial de informacao

quadrético Va(+), como na Eq. 1.56. A nova funcao custo pode ser expressa como:

jRD(W) =V, (|Z/ n)|2)

L—1L-1 4.3
i Gaﬂ(ly(n—jﬂg— |y(n_i)|2)7 ( )

que, fundamentalmente, suscita uma equivaléncia entre seus pontos de maximo e os pontos
de minimo de (4.2), significando que o problema em méao agora é de maximiza¢ao — e nao
minimiza¢ao, como anteriormente.

Todos esses esforcos contribuem, na verdade, para a utilizacao final do critério num

algoritmo baseado no método do gradiente estocastico, que fara uso direto das derivadas

de jRD(W):

~
—_
~

2 3 Gcf\/§ (Uy(ivj))vy(ivj)

i

1

VwJrp(W) = o

(4.4)

Il
o
<.

Il
=)

x(x(n=i)y*(n—i) = x(n=7)y" (n—7)),

em que vy (i,7) = ([y(n — j)|* — ly(n —i)|?). Vale ressaltar que, nos casos em que i = j, a
derivada é nula, de forma que nao é necessario o seu computo. Isto significa que o tamanho
L da janela de amostras a ser considerada deve ser maior que 1.

Tais definigdes nos permitem escrever o algoritmo da entropia de dispersao, SRD (do

inglés Stochastic gradient algorithm for RD), como:
w(n+1) = w(n) + uVwJrp(w). (4.5)

A importancia do SRD resulta de sua capacidade de conciliar a simplicidade do crité-
rio CM com o uso mais amplo das estatisticas do sinal. Salientamos, contudo, que este

algoritmo carrega algumas deficiéncias. Possui, por exemplo, maior vulnerabilidade de con-
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vergéncia para a solugao trivial, isto é, com sinal de saida nulo (y(n) = 0), sendo necessario

tomar alguns cuidados adicionais, conforme veremos adiante.

A préxima téenica que iremos apresentar nao faz uso direto dos conceitos e métricas
classicos em Teoria da Informagao, mas incorpora explicitamente a ideia de levar em con-

sideracao as diversas estatisticas do sinal de interesse.

4.1.2 Casamento de PDF’s por Distancia Quadratica

Outra interessante abordagem nao supervisionada é aquela que busca o casamento entre
a PDF relativa ao sinal de saida do equalizador y(n) e aquela do sinal transmitido s(n). O
critério resultante, que tem como esséncia o teorema BGR [Benveniste et al., 1980], j& foi
introduzido previamente na Segao 1.5; entretanto, resgataremos seus principais conceitos

para facilitar nossa analise subsequente.

Proposto inicialmente em [Santamaria et al., 2002b] e posteriormente estendido para
lidar com modulagdes multinivel em [Lézaro et al., 2005], o critério QD (ou da distancia

quadrética) busca minimizar a seguinte fungao custo:

Tonw) = [ pval2) — psu(a))* (16)
sendo pyq(2) e psa(z) as PDF’s das VA’s Y7 e S? que, por sua vez, associam-se aos sinais

ly(n)|? e |s(n)]9, respectivamente.

A distancia euclidiana mostrada em (4.6) pode ter seus termos expandidos conforme

abaixo:

[e.e]

Jop(W) = / Pya(2)dz — 2/ pya(2)psa(z) dz + / pra(2) dz, (4.7)
o que facilitard a manipulacao algébrica para estimacao das PDF’s, pois, se utilizarmos o
estimador por janelamento de Parzen [Principe, 2010] com kernels Gaussianos, teremos que
a multiplicacao entre duas PDF’s resulta na mesma condicao favoravel e simplificadora da
relagao dada pela Eq. (1.55).

Visando novamente uma possivel aplicacao do método do gradiente estocastico, outra

simplificacao importante a se fazer é assumir ¢ = 2. Assim, podemos estimar a funcao custo
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COIno.

Goyally(n = J)I° = Isil?) (4.8)

1
+ 37 2 2 Govallssl” = Isif?),

sendo N, a quantidade de simbolos complexos definidos na constelagao da modulacao em

questao e s; os valores complexos associados ao i-ésimo simbolo.

Notamos que o primeiro termo em jQ p(w) busca corrigir os desvios entre as amostras de
y(n) para diferentes instantes de tempo, correspondendo exatamente a fungao custo Jrp (w)
(contudo, este ultimo se vincula a um problema de maximizagao). Enquanto isso, o segundo
termo é o responséavel por fazer corregoes na PDF associada ao sinal y(n) na direcao da
PDF desejada. Por fim, o 1ltimo termo independe de w e pode ser desconsiderado durante

seu ajuste pelo método do gradiente.

De maneira similar a Eq. (4.4), o gradiente da Eq. (4.8) ¢ expresso como:

VwJon(w) = L210'2 £ Gova (Uy(3, 7)) vy (0, )
o X (x(n—1)y*(n—i) — x(n—7)y" (n—j)) (4.9)
a3 203 Gy (0406 7)) a(0.)

X (x(n—j)y*(n—j)).
sendo vy (4, j) = (ly(n — J)* — [y(n — )[*) e vs(i, §) = (ly(n — ) —[s:*).
De posse das derivadas da funcao custo, o algoritmo para adaptacao de w denominado

SQD (do inglés Stochastic gradient algorithm for the Quadratic Distance) pode ser expresso

w(n+1) = w(n) — uVwJop(w). (4.10)

Convém lembrar que o sinal negativo indica que se trata de um problema de minimizacao.

Por fim, como ultimo critério a ser analisado, apresentaremos a seguir uma metodologia

que ¢ considerada uma simplificagao do QD.



92 Capitulo 4. Critérios Cegos Baseados na Teoria da Informagao

4.1.3 Casamento de PDF’s por Correlacao

Uma andlise mais cautelosa da fungao custo Jgop(w) expressa em (4.7) permite-nos
atribuir diferentes niveis de importancia a cada um dos seus termos. Particularmente, o
termo com PDF’s cruzadas é o responsavel por medir a distancia efetiva entre elas, pois,
como comentado em [Lézaro et al., 2005], os demais termos funcionam apenas como um

fator de normalizacao para as diferentes PDF’s.

No trabalho conduzido em [Lézaro et al., 2003], o mesmo termo cruzado é utilizado
como uma medida de correlacdo para a definicio de uma nova funcao custo, em que se

busca maximizar:

Jrgp(wW) = /OO pya(2)psa(z) dz. (4.11)

Por ser uma modificagao do custo Jgp(w), chamaremos esta abordagem de MQD (do inglés
Modified Quadratic Distance).

Se supormos que os custos Jop(w) e Jygop(W) possuem solugoes equivalentes para w
(visto que ambos buscam um casamento de PDF’s), isto implica numa importante redugao

do custo computacional envolvido na estimacao da distancia entre as PDF’s.

Novamente, usando o método de janelamento de Parzen com kernels Gaussianos e ¢ = 2,

temos
| N Lol
Juan(w Goyaly(n =) = [sif?). (4.12)
S i=1 7=0
O gradiente dessa funcao é dado por
1 N L
Vwlugp(w) = Gz (Vs(i, 7)) vs(i, )
" LN,o? Zl jzo V2 (4.13)

x(x(n=3)y*(n=7)),

sendo vg(4, 7) definido como na Eq. (4.9).

Finalmente, a adaptacao de w é feita considerando o método do gradiente estocéstico,
dando origem ao algoritmo MSQD (do inglés Modified SQD), conforme abaixo:

w(n+1) = w(n) + pVwJrop(w). (4.14)

Este algoritmo, se comparado com o SRD e com o SQD, suscita interessantes relagoes que
surgem da comparacao entre eles e o CMA. Considerando também os critérios associados
a cada um deles, buscaremos nas préximas secoes averiguar suas conexoes tendo em vista
trés perspectivas: suas fungoes custo, suas superficies de erro e, também, o desempenho em

diferentes cenarios.
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4.2 Pontos de Contato Entre as Funcoes Custo

A abordagem seguida nos critérios I'TL levanta propostas inovadoras sobre como extrair
a informagao. Mesmo assim, principalmente no caso nao supervisionado, ha fortes ligagoes

com critérios que pertencem a teoria classica, em especial, com o critério CM.

4.2.1 Conexoes ao Critério CM

Veremos nesta secao que muitos dos conceitos envolvendo o critério CM encontram-se
presentes nos critérios apresentados na segao anterior. Buscaremos, a seguir, explorar estas

conexoes em maior profundidade.

De maneira mais direta, o critério RD carrega em sua prépria definigao — Eq. (4.1) com
p = 2 — o termo do moédulo constante presente no custo CM. Ja para os outros dois critérios
ITL expostos, esta relagao nao é tao trivial.

A principio, o critério QD, em sua defini¢ao rigosa — Eq. (4.7) —, parece nao ter ligagao
direta com o CM. Contudo, na estimativa dada por (4.8), temos no segundo termo algumas
semelhancas. Se supusermos, por exemplo, que o sinal transmitido possui médulo constante
~ Ry = |s(n)|? — e que apenas uma amostra seja considerada na estimacéo da PDF (L = 1),

o termo analisado torna-se

—2G,5(|ly(n)|* — Ra). (4.15)

Fazendo uma expansao em série de Taylor em torno de zero, temos, até segunda ordem:

—2G, s5(ly(n)[> — Ry) ~ Ulﬁ ((!y(n)JW— Ro)” _ 1) . (4.16)

Sabendo que nem um fator de escala nem a subtracao de uma constante alteram um
ponto de minimo, caso Ry = R5, teremos que a aproximacao do segundo termo de jQ p(w)

mostrada em (4.16) conduz exatamente as mesmas solugoes do critério CM.

Ainda, voltando-nos para o primeiro termo de Jop(w), Eq. (4.8), verificamos que este
é exatamente o custo RD estimado Jzp(w), Eq. (4.3), cuja origem remonta ao CM. Assim,
estabelecem-se vinculos com o CM no cerne de ambas as formulacoes — vale lembrar que
o terceiro termo de jQD<W) pode ser descartado, pois nao contribui para o ajuste dos

coeficientes do filtro.

Por fim, o critério MQD, Eq. (4.11), pode ser visto como um caso especifico do QD,
levando-se em conta apenas o segundo termo de (4.8), que, como mostramos, também evoca
o critério CM. Assim, de uma maneira geral, podemos afirmar que os custos RD, QD e MQD

sao, de certa forma, extensoes do custo CM para o arcabouco de ITL.
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4.2.2 Relacoes entre os Critérios ITL

De outro ponto de vista, além de apresentarem conexoes com o critério CM, as trés
técnicas enfocadas também estao interrelacionadas. Se observarmos os custos estimados
de RD, QD e MQD, Egs. (4.3), (4.8) e (4.12), respectivamente, podemos relacioné-los da
seguinte forma:

Jop(W) = Jrp(w) — 2Jyop (W), (4.17)

em que, novamente, desconsideramos o terceiro termo de (4.8). Uma relacdo semelhante
a essa foi apresentada em [Santamarfa et al., 2002b], sem, contudo, considerar o custo
estimado Jyqp(W).

E importante ressaltar que, nos critérios originais, Jrp(w) e Jyop(w) devem ser maxi-
mizados enquanto Jgp(w) deve ser minimizado. Contudo, na Eq. (4.17), se tomarmos como
referéncia a minimizacio de Jop (W), teremos que Jrp(w) também estd sendo minimizado.
Iremos discutir isso a seguir.

Mais atentamente, em vista da correspondéncia de J rp(W) com o primeiro termo de
J mop(W), podemos tragar um caminho inverso das estimativas para notar que o critério
original para Jy,,(W) — Eq. (4.1) — corresponderia a maximizar o primeiro termo de
Juop(w), Eq. (4.7). Esta analogia nos permite inferir que tal critério tende a maximizar a
PDF associada a |y(n)|?. Ora, se a PDF em questao for, por exemplo, uniforme, ao fazermos
a maximizacao, tenderemos a estreitar sua base para conseguir um maior adensamento dessa
distribuicao. No caso limite, esta maximizacao tera seu apice quando a PDF resultante for
um impulso. Assim, se considerarmos sinais com modulo constante, este serd justamente
o perfil desejado para a equalizagao. Contudo, vale lembrar que a solucao trivial deve ser
evitada (PDF associada a |y(n)[* sendo um impulso na origem).

Por outro lado, no critério QD, o termo do custo associado a .J rp(W) estd sujeito a uma
minimizagao, provocando efeito inverso ao comentado anteriormente, isto ¢, no exemplo da
distribui¢ao uniforme, tendera a tornar a base da PDF associada a |y(n)[* mais larga, o
que parece nao contribuir aos principios de equalizacao. Devemos lembrar, contudo, que
este termo age em conjunto com outro termo, associado a jMQD(w), e, além disso, tem
menor influéncia sobre o custo Jop(w) — note em (4.17) que o custo Jyop(w) tem um
fator multiplicativo de dois. Dessa forma, a solucao para o critério QD deverd aproximar,
com maior prioridade, os simbolos |y(n)| e |s;| — devido a Jyqp(W) -, e, em segundo plano,
distanciar |y(n)| de suas versoes atrasadas — devido a Jzp(w). Isto ficard mais claro quando
analisarmos as superficies da fungao custo.

A Eq. (4.17) ainda pode nos oferecer algumas informagoes sobre as relagoes entre QD
e MQD. Espera-se que as solugoes de ambos os critérios sejam equivalentes, visto que os
dois sugerem o mesmo casamento entre PDF’s. Entretanto, tendo por base (4.17), isso s

serd verdade se Jrp(w) =~ 0 em cada solugao, o que, de certa maneira, pode ser plausivel
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quando existem minimos globais para o custo QD (ou méaximos globais para o MQD)
capazes de equalizar o canal de maneira perfeita (i.e., quando existem solugoes ZF'). Nos
demais casos (principalmente para minimos locais do custo QD), Jrp(W) exerceré certa
influéncia, comprometendo a igualdade entre os dois referidos critérios.

As analises envolvendo as funcoes custo dos critérios podem ser complementadas e me-
lhor compreendidas se investigarmos também as superficies de erro, que sera o assunto da

proxima secao.

4.3 Analise das Superficies de Erro

Uma maneira mais pragmatica de avaliar a relacao entre os custos se da através da
visualizacao de suas superficies, percorrendo-se os parametros em w e computando-se o
valor de custo correspondente para cada caso. A anélise pode ser bastante til, mas, para
que esteja restrita a trés dimensoes, deve-se permitir a variacao de apenas dois coeficientes
do filtro. Devido a isso, restringiremos a analise para os casos em que N = 1, ou seja,
quando o equalizador é de primeira ordem.

Escolhemos como cenério de simulacao, para todas as superficies, 100 amostras de um

sinal BPSK i.7.d. sem ruido e o canal de fase minima
H(z)=1+0,6z" (4.18)

Para os custos RD, QD e MQD, adotamos L = 100 para a janela de simbolos (i.e., usamos
todas as amostras disponiveis) e ¢ = 1 como tamanho do kernel.

Como forma de facilitar a visualizacao de todos os pontos de maximo ou de minimo,
mostraremos as curvas de nivel das superficies obtidas em vez da superficie em si. Além
disso, optamos também pela inclusao das curvas referentes ao critério CM a fim de facilitar
a comparacao.

Para o primeiro critério analisado, o RD, plotamos as curvas de nivel do custo estimado
Jrp(w), Eq. (4.3), na Fig. 4.1(a), em linhas escuras. Encontram-se também ilustradas as
curvas de nivel do custo CM, mas cobrimos apenas as regioes proximas aos minimos, com
tracos mais claros, em azul. Observamos que J rp(W) possui um dnico ponto de maximo
na origem: a solucgao trivial. Mesmo assim, sua forma tende a privilegiar valores de w que
encontram-se nas proximidades do eixo definido pelos minimos globais e minimos locais
do custo CM. Portanto, torna-se plausivel que, se for imposta uma restricao sobre w que
impeca a sua convergéncia para origem, é possivel atingir solucoes que estabelecam algum
vinculo com o custo CM.

Conforme sugerido pelos autores em [Santamaria et al., 2002a] e [Santamaria et al.,

2002b], usar restri¢bes como a fixacdo do maior coeficiente na unidade ou um vetor w
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Figura 4.1: Curvas de nivel das fungoes custo - canal H(z) =1+ 0,6271.

de norma unitaria é suficiente para que o critério opere adequadamente. Para averiguar

melhor, escolhemos um equalizador de primeira ordem do tipo
w=[1la]", (4.19)

em que « varia de —1 a 1, com posterior normalizacao pela norma euclidiana. Os valores
obtidos para os custos Jpp(w) e Jen (W) estdao apresentados na Fig. 4.1(b). Neste caso,
o custo RD estimado apresenta valores mais rasos que o custo CM, mas, ainda assim,
¢ possivel notar sua tendéncia a refletir o comportamento inverso de Jep(w) (resultado
de Jgrp(w) ser um problema de maximizacio enquanto Je(w) é de minimizacio). Tais
observacgoes contribuem favoravelmente para a nossa interpretacao, na Secao 4.2, de que o

critério RD estabelece vinculos com o critério CM; contudo, fica nitido que suas solucoes
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6timas nao coincidem (tragos verticais na Fig. 4.1(b)), o que se justifica se levarmos em
conta que J rp(W) utiliza um conjunto mais extensivo de estatisticas a respeito do sinal em
relacao ao critério CM.

Como préxima funcao custo a ser avaliada, o casamento de PDF’s por distancia qua-
drética, dado pela Eq. (4.8), também se assemelha ao custo CM. Suas curvas de nivel
estdo mostradas na Fig. 4.1(c). Nela, observamos que Jop(w) possui uma forma dotada
de certas irregularidades, mas conta com minimos globais e locais bastante distintos, sem
sofrer do problema de convergéncia para a solucao trivial que assola o critério baseado na
entropia. Ainda, a relativa proximidade entre as respectivas solugoes do QD e aquelas do
CM evidenciam a relacao entre os custos.

No terceiro caso avaliado, comparamos as curvas de nivel das funcoes custo MQD e CM.
Como ilustrado na Fig. 4.1(d), é possivel observar grande consonancia entre elas: por existir
equivaléncia entre as constantes Ry e R, quase nao ha distingao entre os pontos de minimo
do CM e os maximos de MQD (lembrando que o MQD é um problema de maximizagao),
principalmente em relagao as solugoes globais. Em vista dessa maior proximidade, podemos
dizer que o MQD é aquele que melhor preserva as relagoes com o custo CM. De fato, como
visto na Secao 4.2, temos agora uma confirmacao mais palpavel da validade da aproximagao
usada para representar o MQD através de sua expansao em série de Taylor — Eq. (4.16) —,
capaz de refletir de forma bastante precisa as conexoes ao critério CM.

De uma forma geral, com base no que foi exposto na secao anterior e presente, podemos
concluir que os trés critérios, RD, QD e MQD, expressam algum tipo de similaridade com
o custo CM. Um fato particularmente interessante é o modo como as correspondentes
solugoes dos critérios tendem a alinhar-se no mesmo “eixo de solucoes”. Por exemplo, se
tracarmos uma reta que liga os dois minimos globais do critério CM, veremos que todas
as solugoes globais dos critérios ITL pertencem (ou encontram-se muito préximos) a esta
mesma reta. Como esta linha passa pela origem, as solucoes que estiverem exatamente
alinhadas irao divergir apenas por fatores de escala ou, equivalentemente, por diferencas de
ganho. Muito provavelmente, isso ocorre para que haja melhor casamento das informagoes
das EOS adicionais presentes nos critérios I'TL; entretanto, como veremos mais a frente,
um ajuste de ganho nao implicard, necessariamente, em melhora de desempenho. Visto
que os critérios I'TL abrangem um contetudo estatistico mais amplo a respeito dos sinais,
este resultado indica que a solucao apontada pelo critério CM também carrega informacoes
bastante significativas para a equalizacao. De fato, conforme mostramos nos capitulos
anteriores, o CM porta estatisticas de segunda e, implicitamente, quarta ordem. Do prisma
do teorema SW [Shalvi e Weinstein, 1990], tais informagoes sao suficientes para que haja
o casamento entre as PDF’s do sinal transmitido e equalizado num caso estruturalmente
ideal, o que, de certa forma, atrai grande concordancia entre todos os critérios ITL aqui

apresentados.
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De outro ponto de vista, além das conexdes com o critério CM, apontamos também
na secao anterior as relagoes entre os préoprios critérios RD, QD e MQD, que podem ser
sumarizados pela Eq. (4.17). Particularmente, por se basearem no casamento de PDF’s;
os critérios QD e MQD, deveriam, a principio, possuir solugoes coincidentes. Para estudar
este caso, devemos comparar as duas superficies: na Fig. 4.1(d), podemos tomar como re-
feréncia as posigoes dos minimos do custo CM que encontram-se praticamente sobrepostas
aos maximos do MQD, usando-as como comparagao com as posi¢oes dos minimos do QD.
Assim, voltando-nos para a Fig. 4.1(c), notamos que a posigao das solu¢oes nao coincidem.
Isto significa que o termo associado a J, rp(W) presente na defini¢ao do custo jQ p(W) possui
influéncia bastante significativa. Concluimos, portanto, em harmonia com nossos comen-
tarios da Secao 4.2, que o MQD nao reflete o mesmo tipo de casamento que o QD para
casos em que nao ha equalizacao perfeita, mas é capaz de chegar a uma solucao similar. Se
nos recordamos do resultado de que as solugoes diferem apenas por um ajuste de ganho,
teremos que as PDF’s resultantes da equalizacao vao diferir apenas por um ajuste de escala.

Em suma, vimos que as solugoes dos critérios ITL apresentam certa proximidade com
respeito as solugoes do CM, mas, nos falta ainda a compreensao de qual é o desempenho
observado para cada abordagem. Face ao custo computacional mais elevado que aborda-
gens de I'TL representam, espera-se, desde a concep¢ao desta nova linha de pesquisa, uma
melhora significativa na qualidade do processo de equalizacao, principalmente nos casos
onde o CM tende a mostrar dificuldades, i.e., em cendrios que contem com ruidos de distri-
buicao nao Gaussiana e sinais de modula¢ao multinivel [Santamaria et al., 2002a; Lézaro
et al., 2005]. Para avaliar melhor esta questao, na préxima se¢ao, focaremos nossos esforgos
na analise do desempenho desses algoritmos para alguns cenérios praticos que cubram tais

situacoes.

4.4 Analise Comparativa de Desempenho

Existem varias maneiras de se avaliar o desempenho de um equalizador. Uma das mais
consolidadas na literatura é aquela que busca medir o nivel de interferéncia intersimbdlica
(ou IIS) residual produzida. Esta medida mostra-se bastante 1til, pois é capaz de exprimir
tanto a qualidade da solugao obtida como a velocidade da evolugao dos parametros do
filtro; contudo, sé é passivel de ser avaliada mediante o conhecimento pleno do canal. Sua

expressao é:

(ks

ci|2> — max; |¢;|?

max; |¢;|?
em que c é a resposta ao impulso combinada canal+-equalizador (sob a hipdtese de causa-

lidade) e L. é o comprimento maximo de c.
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E interessante notar que a medida de desempenho IIS independe de fatores de escala em
relagdo ao equalizador w — devido a razao presente em (4.20) e pelo fato de a convolugao
subjacente a obtencao de c ser linear. Isto implica que as diferengas de ganho observadas na
secao anterior nao terao efeito ao compararmos o desempenho em termos da IIS residual.

Nesta secao, analisaremos o desempenho dos algoritmos SRD, SQD, MSQD e CMA,
considerando sete diferentes cenarios. No primeiro deles, de forma a complementar a analise
prestada na se¢@o anterior, utilizaremos o mesmo canal de fase minima dado em (4.18); nos
demais, serao enfatizados os cendrios praticos encontrados na literatura, com modulagoes
multinivel e ruidos diferentes do Gaussiano.

Antes de nos atermos as simulagoes, resta ainda definir alguns parametros.

4.4.1 Ajuste dos Parametros

Em relacao aos algoritmos oriundos do ramo de ITL, conforme apontado em [Santamaria
et al., 2002a,b; Lazaro et al., 2003], a escolha de valores menores para o tamanho da janela
de amostras L (como L = 1 ou L = 2) é bastante adequado, pois, além de resultar num
menor custo computacional, ainda é capaz de preservar um bom desempenho. Assim,
adotaremos em nossas simulagoes ambos os casos, L =1 e L = 2. Entretanto, para L =1,
o SRD viola sua condicao de existéncia: portanto, nao serd considerado. Ainda, para este
mesmo valor de L, o primeiro termo em (4.9) deixa de existir, fazendo com que o algoritmo
SQD reduza-se ao MSQD (a diferenga é um mero fator constante): por isso, consideraremos
apenas um deles.

Outro parametro de interesse a ser ajustado é o tamanho do kernel o, cuja influéncia é
determinante para a suavidade das funcoes custo que dele dependem. O ajuste de seu valor
estard vinculado ao compromisso entre velocidade de convergéncia e precisao da solucao
obtida nos coeficientes do filtro w.

Um kernel Gaussiano com o grande possui base mais ampla (vide Fig. 4.2 para o = 5), o
que permite, considerando que sua entrada pode ser (|y(n—7)>— |y(n—1i)|?) ou (Jy(n—7)|*—
55]?), que mesmo sfmbolos mais distantes tenham participagao efetiva na composicao da
funcao custo: isto tende a torna-la mais suave, privilegiando uma convergéncia mais rapida.
Por outro lado, um tamanho menor para o kernel Gaussiano (Fig. 4.2 para o = 1) prioriza
a relacao entre simbolos que estao proximos, aumentando a precisao da solucao obtida
[Lazaro et al., 2005].

Apesar de tamanhos varidveis de kernel serem recomendados [Principe, 2010], sua im-
plementacao eleva a complexidade computacional. Dessa forma, uma solucao de menor
custo é aquela em que se busca utilizar um valor fixo de o que satisfaca razoavelmente as
demandas para cada caso. No problema de equalizacao, costuma-se utilizar 0 = 1 ou o = 15

[Santamaria et al., 2002a; Lézaro et al., 2005]. Assim, em nossas simulagoes, adotaremos
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Figura 4.2: Kernel Gaussiano para o =5e o = 1.

sempre o = 1.

Por fim, resta-nos ajustar o tamanho de passo de adaptacao p dos algoritmos. Este
ajuste pode ser feito segundo diferentes critérios de andlise. Nesta pesquisa, além de estar-
mos interessados na velocidade de convergéncia, desejamos, sobretudo, averiguar a quali-
dade da solucao obtida. Assim, para que a analise seja confiavel, usaremos como critério
para o ajuste de p a estabilidade da solugao do algoritmo. Nesse sentido, uma das ma-
neiras de se garantir essa condigao ¢ admitir que haja apenas pequenas oscilagoes sobre os

coeficientes w. Tal ideia vincula-se intimamente com o conceito de misadjustment.

Nao obstante, assumir apenas um misadjustment estavel nao implica em um equilibrio
tao justo quanto possivel perante os diferentes critérios. Para nivela-los, é necesséario adotar
também um mesmo patamar de misadjustment, o que pode ser ajustado e aferido, por
exemplo, através da medicao da variancia de cada um dos coeficientes do filtro w apods a

convergencia do algoritmo.

Para entendermos melhor o procedimento de ajuste, usaremos como exemplo o caso do
canal de fase minima (4.18) e o equalizador FIR de dois coeficientes. Inicialmente, ajustamos
o tamanho de passo p fazendo uso apenas do algoritmo CMA até observarmos um nivel
razoavelmente pequeno de misadjustment, medida através da variancia dos coeficientes w
apds a convergéncia (usamos, neste caso, 1.000 amostras para estimagao). Satisfeito este
requisito, os tamanhos de passo 1 dos demais algoritmos sao ajustados até que se observe
variancia equivalente (ou similar). A Tab. 4.1 mostra os valores obtidos para o caso em
questao.

E possivel observar na Tab. 4.1 que o algoritmo SQD é o que mais se distancia dos
demais. Isto ocorre porque este algoritmo usa um fator para a normalizacao unitaria dos
coeficientes, tornando o ajuste por u menos preciso. De uma maneira geral, para os demais

casos de simulacao, foram admitidas nas simulacoes variancias da ordem de 1x10~* ou
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Tabela 4.1: Variancia dos coeficientes w apds a convergéncia dos algoritmos.

] | oMA  [SRD (1=2) [sQD (L=2) [ MSQD (L=2) | MSQD (L=1) |
var(wg) || 0,4429¢—3 | 0,1334e—3 | 0,4452¢—3 | 0,4218¢—3 | 0,4525e¢—3
var(wy) || 0,6093e—3 | 0,5037e—3 | 0,7212e—3 | 0,5723e—3 | 0,6038e—3

1x1075.
Esclarecidos os métodos adotados para o ajuste de parametros, voltamo-nos para as

simulagoes para andlise de desempenho.

4.4.2 Desempenho da Equalizacao

No primeiro cenario, analisamos o mesmo canal utilizado na Se¢ao 4.3 — definido em
(4.18) — a fim de complementarmos a andlise iniciada nas superficies de erro. Assumimos
também o mesmo sinal BPSK i.:.d. e sem ruido. Os coeficientes do filtro foram inicializados
em w(n) = [1 0] e os tamanhos de passo p foram ajustados a fim de alcangar um nivel de
misadjustment similar. Seus valores estao mostrados na Tab. 4.2 (para o sinal BPSK).
Para os algoritmos SQD e MSQD, assumiu-se N, = 1, com |s;|*> = 1. Para o algoritmo
SRD, adotou-se a normalizacao dos coeficientes w como restricao para evitar a convergencia
para a solugao trivial. Vale relembrar que os tamanhos de kernel serao sempre ¢ = 1. Os

resultados foram gerados a partir da média de 50 simulacoes independentes de Monte Carlo.

Tabela 4.2: Tamanhos de passo p para o canal H(z) =1+ 0,621

Tamanho de Passo p
Sinal H CMA \SRD (L=2) \SQD (L=2) \MSQD (L=2) \MSQD (L=1)

BPSK || 0,022 0,08 0,05 0,08 0,08
4-QAM || 0,003 0,4 0,0075 0,01 0,01
16-QAM || 0, 0008 0,03 0,003 0,004 0,004

A Fig. 4.3(a) mostra o desempenho obtido pelos algoritmos em termos de IIS. Como
podemos observar, todos eles convergem para um mesmo patamar associado as solugoes
otimas em cada critério. Como a diferenga entre as solugoes em w difere apenas por um
fator de escala, conforme comentado anteriormente, isso prova que, sob a perspectiva da
medida de IIS, as solugoes alcancadas para CMA, SQD e MSQD sao equivalentes. Notamos
que apenas o SRD desvia-se um pouco desse patamar (note que, na centésima iteragao, o
SRD é o que possui IIS mais elevada), visto que este é o tinico algoritmo que apresenta

uma ligeira divergéncia em rela¢ao a solugdo do CMA, como vimos na Fig. 4.1(b). Sobre
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a velocidade de convergéncia, temos uma grande semelhanga entre os algoritmos CMA e
MSQD (nos casos L = 1 e L = 2), cujos desempenhos sao praticamente idénticos, de forma
a concordar com a semelhanga observada entre suas fungdes custo (vide Fig. 4.1(d)). Dentre
os algoritmos, o CMA parece convergir um pouco mais rapido para a solugao no inicio, mas
a alcanca somente apds aproximadamente 85 iteracoes. O SRD, apesar de inicialmente
mostrar-se mais lento, consegue chegar a solucao com apenas 60 iteragoes, sendo o mais
rapido. Por tltimo, o SQD mostra-se mais lento, exigindo mais que 100 iteracoes para
sua convergéncia, o que pode ser decorrente das irregularidades presentes na sua funcao
custo (Fig. 4.1(c)). Vale lembrar que tais velocidades de convergéncia sao observadas

considerando o tamanho de passo p que implica num nivel similar de misadjustment.

MSQD (L=2)

IS [dB]

. . .
5 6 7 8

. .
2 3 4
lteracdes x10°

10 20 30 40 50 60 70 80 9 100
lteracdes

(a) IIS: Sinal BPSK e Canal de Fase Minima  (b) IIS: Sinal 4-QAM e Canal com Erro de Fase

Figura 4.3: Desempenho dos algoritmos em termos de IIS.

Partindo para um cendrio mais pratico, utilizamos um sinal complexo modulado em

4-QAM e o seguinte canal, com erro de fase de /4 [Santamaria et al., 2002b]:
H(z) = e™*(0,2258 + 0,51612~" + 0,64522% + 0,516127%) , (4.21)

sendo adicionado ruido Gaussiano branco com razao sinal ruido (SNR, do inglés Signal-
to-Noise Ratio) de 30 dB. O sinal transmitido s(n) teve sua amplitude ajustada de forma
que Ry = E|[s(n)|*] /E[|s(n)|?] = 1. Adotamos um filtro equalizador com 21 coeficientes
e inicializagdo center-spike [Foschini, 1985]. Para os algoritmos SQD e MSQD, assumiu-
se Ny = 1, com |s1]*> = 1. Os tamanhos de passo obtidos para o mesmo misadjustment
estao apresentados na Tab. 4.2. E interessante notar que, neste caso, o SRD admite um
maior tamanho de passo, o que é uma caracteristica benéfica para uma maior velocidade
de convergéncia. E interessante comentar que o fato de lidar mais facilmente com maiores

valores para u levou os autores do SRD a chamé-lo de algoritmo rapido [Santamaria et al.,



4.4. Analise Comparativa de Desempenho 103

2002a).

Os resultados em termos de IIS durante a adaptagao dos coeficientes w pelos algoritmos
estao mostrados na Fig. 4.3(b). Considerando como critério de avaliacdo a qualidade da
solucao obtida, observamos que os algoritmos CMA, MSQD e SQD convergem todos para
o mesmo nivel de IIS (de aproximadamente —25 dB). Isto mostra que a convergéncia se
deu para solugoes equivalentes em cada critério. Enquanto isso, para o SRD, a pequena
diferenca de desempenho observada no primeiro cenario tornou-se mais acentuada, fazendo
com que este se limitasse a uma IIS residual mais elevada, em torno de —21 dB. Por
outro lado, sob o prisma de andlise da velocidade de convergéncia, o SRD mostra seu
ritmo acelerado, atingindo sua solucao com aproximadamente 10.000 iteracoes. O préoximo
algoritmo a convergir é o CMA, necessitando em torno de 55.000 iteracoes. Novamente, as
versoes do MSQD para L = 1 e L = 2 sao bastante similares, com convergéncia por volta
de 60.000 iteracoes. O SQD mais uma vez é o mais lento, atingindo a marca de 80.000

iteragoes para convergencia.

O proximo passo nos cenarios de simulagao é abranger o caso de sinais com modulacao
multinivel, situagdo que, como sugerida por [Santamaria et al., 2002a; Lazaro et al., 2005],
causa certas dificuldades para o algoritmo CMA. Dessa maneira, adotamos um sinal com-
plexo com modulagao 16-QAM. Utilizamos o mesmo canal de terceira ordem do cenario

anterior, mas sem o desvio de fase [Lazaro et al., 2005]:
H(z) = (0,2258 + 0,5161z~" + 0,64522"% + 0,51612%) . (4.22)

Novamente existe a presenca de ruido Gaussiano branco, com SNR = 30 dB. A constelagao
do sinal teve sua amplitude ajustada para que R, = 1. Mantivemos o mesmo equalizador

de 21 coeficientes e a inicializacao pelo método center-spike.

Devido ao maior nimero de pontos na constelacao, foi necessario considerar Ny = 4
para os algoritmos SQD e MSQD, sendo os valores de |s;|? obtidos a partir da constelagao
ajustada. Os valores assumidos do tamanho de passo dos algoritmos estao mostrados na
Tab. 4.2. Mais uma vez, o SRD é o maior deles. Os resultados do desempenho podem ser

conferidos na Fig. 4.4(a).

Como podemos notar, a qualidade das solugdes obtidas na Fig. 4.4(a) é um pouco mais
diversificada que aquelas dos cenarios anteriores. Por exemplo, o SRD converge agora para
um maximo local, com nivel de IIS residual de 10 dB, incapaz de equalizar o canal. Isto
indica que este algoritmo pode nao ser tao adequado para lidar com sinais com modulacao
multinivel, pois sempre ird existir um custo (erro) residual devido & constante distancia entre
os simbolos |y(n)|? e suas versoes atrasadas. Possivelmente pelo mesmo motivo, o SQD (que
possui um termo idéntico ao SRD), mesmo convergindo para uma solugao mais adequada,

tem uma IIS residual mais elevada que os algoritmos CMA e MSQD. E interessante notar
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Figura 4.4: Desempenho dos algoritmos em termos de IIS para diferentes tipos de ruido.
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que o CMA, apesar de considerar apenas um valor médio constante para representar o
modulo da constelacao —i.e., Ry — atinge o mesmo desempenho que o MSQD. Em relagao a
velocidade de convergéncia, temos em primeiro lugar o SRD, que alcanga convergéncia com
apenas 15.000 iteragoes; contudo, a solugao obtida é indesejada. Se considerarmos apenas
os casos em que ha de fato equalizacao, o CMA e o MSQD sao os mais rapidos. Note ainda

que a utilizacao de L = 1 ou L = 2 mostra ser indiferente.

Outro cendrio interessante de se avaliar é aquele em que o ruido tem presenca mais
intensa. Repetindo o mesmo cendrio envolvendo o sinal 16-QAM, aumentamos a intensidade
do ruido Gaussiano até conseguir a SNR de 10 dB (todos os demais parametros foram
mantidos). O resultado pode ser observado na Fig. 4.4(b). Notamos que nao houve grande
varia¢ao na velocidade de convergéncia em relagao ao caso anterior (vide Fig. 4.4(a)), mas
o desempenho dos algoritmos, de um modo geral, caiu. Além disso, nao é mais possivel
distinguir claramente a diferenga entre o nivel de IIS alcangado pelos algoritmos CMA,
SQD e MSQD: todos parecem estar no mesmo patamar de —22, 5 dB. Contudo, apds 20.000
iteracoes, o CMA revela uma discreta piora em relacao ao MSQD, que parece ser um pouco

mais robusto ao ruido.

Até o momento, constatamos que o CMA mantém uma robustez que, de certa forma, é
similar a de algoritmos do ramo de ITL. Porém, como dito em [Santamaria et al., 2002a;
Lazaro et al., 2005] e afirmado em [Principe, 2010], frente a sinais que divergem do caso
classico, os algoritmos de ITL ganham maior destaque. Para averiguarmos tal afirmacao,

consideraremos trés tipos de ruido: uniforme, Laplaciano e impulsivo.

No primeiro caso, um ruido uniformemente distribuido entre —0,5 e 0,5 foi gerado,
substituindo o ruido Gaussiano usado no cenario do sinal modulado em 16-QAM. Todos os
outros parametros do sistema foram mantidos para auxiliar a comparacao. A intensidade do
ruido foi ajustada para que a SNR resultante fosse de 10 dB. O desempenho da IIS medida
nas simulagoes estd ilustrado na Fig. 4.4(c). Notamos que quase nao ha divergéncia entre
o caso correspondente com ruido Gaussiano (Fig. 4.4(b)), apenas que o CMA, na verdade,
parece ser um pouco mais robusto ao ruido uniforme. Mas, como veremos, esta situagao

nao se mantém para outros tipos de ruido.

Para o segundo tipo de ruido, o Laplaciano, foram necessarias algumas manipulagoes
de VA’s para sua obtencao: geramos inicialmente um ruido uniforme entre —0,5 e 0,5 e,
em seguida, para cada valor extraido desta distribuicao, que chamaremos de U, usamos a
relacgao:

VLaplace = —b SQH(U) ln(l - 2|U|>, (423)

em que b foi ajustado de forma a garantir uma SNR de 10 dB, no mesmo cenario do sinal

16-QAM.

Com este novo ruido, o desempenho do CMA passou a sofrer alguns prejuizos na qua-
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lidade da solugdo, como podemos observar pela Fig. 4.4(d). Em relagdo ao SQD e ao
MSQD, o CMA passou a ter uma IIS residual cerca de 1,5 dB maior. Os algoritmos ITL,
por sua vez, tém o mesmo comportamento dos casos de ruido Gaussiano e uniforme com
SNR equivalente. Em relagao a velocidade de convergéncia, de uma maneira geral, nao

houve alteracao.

Por fim, analisamos o cendrio considerando o ruido impulsivo. Este foi gerado através do
modelo de misturas de Gaussianas apresentado em [Santamaria et al., 2006]. Basicamente,

a ideia consiste em combinar duas Gaussianas com diferentes variancias:

b Gy (v), se U<e (4.24)
mputStvo Go_2<l/), se U 2 € Y

em que U é uma ocorréncia extraida aleatoriamente de uma distribui¢ao uniforme entre 0 e
1, G4, (V) e Gy, (v) sao valores aleatérios extraidos de distribuigoes Gaussianas de variancia

0? e 03, respectivamente, e € é um valor entre 0 e 1 (de preferéncia, € << 1).

Com base neste modelo, escolhemos ¢ = 0.05, 02 = 100002, sendo o3 ajustado para
que se obtivesse uma SNR equivalente a 10 dB para o sinal com modulacao 16-QAM. O
resultado pode ser verificado na Fig. 4.4(e). Notamos que o CMA tem seu desempenho
degradado de maneira mais intensa que nos casos anteriores. Em relacao ao caso com ruido
Gaussiano (Fig. 4.4(b)), a IIS residual passa de —22,5 dB para —12,5 dB, implicando na
perda substancial de 10 dB. Além disso, sua velocidade de convergéncia também se mostrou
bastante afetada: antes atingia convergéncia em aproximadamente 20.000 iteracoes, agora
sao necessarias cerca de 65.000 iteracoes, ou seja, o CMA tornou-se cerca de 3,25 vezes mais
lento. Por sua vez, o algoritmo SRD manteve o mesmo desempenho, convergindo, como
nos casos anteriores, para uma solucao indesejada; contudo, observamos que a influéncia do

ruido acelerou ligeiramente sua convergéncia.

Outro algoritmo que sofreu na presenca do ruido impulsivo foi o SQD. Apesar de sua
velocidade de convergéncia nao ser alterada em relagao ao caso com ruido Gaussiano, a IIS
residual foi para aproximadamente —18 dB. Muito provavelmente, em vista das relagoes que
este algoritmo tem com o SRD e MSQD — como foi mostrado na Eq. (4.17) —, este resultado
é uma consequéncia das contribuicoes associadas ao termo correspondente ao SRD, pois,
como podemos notar na Fig. 4.4(e), o MSQD, além de nao ser prejudicado pelo ruido,
parece ter convergido para solu¢ao com menor nivel de IIS que o caso Gaussiano. Dessa
forma, a contribuicao do termo do MSQD no algoritmo SQD tenderia apenas a valorizar a
qualidade de sua solucao, restando ao termo relativo ao SRD a justificativa para a reducao

de desempenho observada.

Em termos mais gerais, os resultados envolvendo o desempenho dos algoritmos — do

ponto de vista da IIS residual — nos permitem tecer algumas conclusoes importantes. Em
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primeiro lugar, nos cenarios classicos, o CMA tende a exibir maior grau de similaridade com
os algoritmos SQD e MSQD, possuindo velocidade de convergéncia e nivel de IIS residual
similares. Por outro lado, o algoritmo SRD consegue atingir, na maioria das vezes, maior
velocidade de convergéncia, a custo, porém, de uma reducao na qualidade da soluc¢ao (que
por vezes conduz a solugoes indesejadas).

Outro ponto de destaque é o parametro L no algoritmo MSQD que, seja L = 1 ou
L = 2, pouca ou quase nenhuma diferenca é percebida no seu desempenho. Entretanto, em
relagdo ao SQD (o caso MSQD para L = 1 coincide com o algoritmo SQD para o mesmo
L), o incremento em L é notavel. De fato, quando L = 2, todos os termos no custo QD
— Eq. (4.8) — sao considerados, implicando em alteragoes de maior impacto no algoritmo.
Mesmo assim, conforme observamos, os reflexos na mudanca de L = 1 para L = 2 recaem
principalmente na velocidade de convergencia.

Os sinais com modulagoes multinivel, no cenario avaliado, pareceram nao afetar o de-
sempenho do CMA, que manteve grande robustez e velocidade de convergéncia, mesmo
em relacao ao SQD e MSQD, que consideram em sua formulagao os pontos pertencentes a
constelacao de maneira individual.

Podemos dizer ainda que, em relacao ao CMA, a maior vantagem do uso dos algoritmos
pertencentes ao ramo de ITL avaliados se deu nos cenarios em que o ruido aditivo é do tipo
Laplaciano ou impulsivo, casos para os quais o CMA apresentou perda no desempenho em
termos de IIS residual.

Por fim, embora tenhamos analisado um numero limitado de cenarios, os resultados
alcancados foram bastante esclarecedores e representativos da real aplicabilidade desta tri-
pla de critérios ITL. Vimos que a proposicao dos critérios cegos em ITL ¢ de fato capaz
de levar a indices superiores de qualidade de equalizacao em relacao ao CMA, mas, isto
¢ valido somente para casos mais restritos de cendrios com ruidos nao cldssicos (como os
ruidos Laplaciano e impulsivo). Nos demais casos, observamos grande semelhanga com o

comportamento do CMA.

4.5 Conclusao

No presente capitulo, buscamos tecer uma analise comparativa de um conjunto de cri-
térios cegos ligados ao paradigma de aprendizado baseado na teoria da informacdo (ou
ITL): o critério da entropia da dispersao e os critérios do casamento de PDF’s por distancia
quadratica e por correlagao.

Sob trés diferentes perspectivas de estudo, isto é, da andlise das fungoes custo, das
superficies de erro e do desempenho, buscamos verificar quais eram as conexoes com o
critério CM e também as relagdes que os critérios I'TL estabeleciam entre si.

Em termos das fungoes custo, pudemos verificar que elementos do custo CM funcionavam
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como pegas chave para a formacao dos critérios ITL. Além disso, verificamos que as trés
funcoes custo baseadas na teoria da informacao podiam ser relacionadas entre si numa
unica equacao, o que nos permitiu tirar algumas conclusoes sobre a posicao relativa de suas
solugoes.

Na analise da superficie de erro, tornou-se evidente a semelhanca entre as fungoes custo
em ITL e o custo CM, sendo que suas solugoes, com ressalvas para o custo da entropia
de dispersao, indicavam ser diferentes apenas por um mero ajuste de escala no cenério
escolhido.

Finalmente, analisamos o desempenho da qualidade da equalizacao a partir da medida
de interferéncia intersimbolica residual. Exploramos justamente as situagoes em que, como
destacado na literatura, tende-se a ter um maior contraste entre as caracteristicas dos cri-
térios analisados. Os resultados mostraram que os algoritmos de I'TL, com excecao daquele
baseado na entropia da dispersao, possuem desempenho muito proximo ao do CMA, sendo
que consideramos o tamanho de passo como aquele que assegura niveis semelhantes de osci-
lacao dos coeficientes do filtro. Contudo, os critérios pertencentes ao ramo de I'TL tiveram
melhor desempenho na presenca de ruido Laplaciano e, principalmente, impulsivo. Em re-
lacao ao algoritmo derivado da entropia da dispersao, observamos uma maior velocidade de
convergéncia, porém, por outro lado, maior susceptibilidade a convergéncia para minimos
locais, principalmente nos casos em que o sinal possui modulag¢ao multinivel.

Em suma, temos, para cenarios nao classicos, maior robustez a ruidos com distribuicoes
nao gaussianas por parte dos algoritmos de ITL. Esta vantagem pode ser atribuida ao
emprego das fungoes kernel, que funciona como uma espécie de filtro passa-baixas capaz
de remover grandes perturbagoes no sistema. Por outro lado, em abordagens classicas, nao
se nota grande diferenca da qualidade da solugao obtida em relagao ao algoritmo CMA, o
que confirma as semelhancas verificadas entre os critérios analisados. De fato, devido as
limitacoes presentes na estrutura de equalizacao — no caso, um filtro FIR — os critérios do
ramo de ITL pouco tem a adicionar, visto que, usando apenas estatisticas de segunda e
quarta ordem, como no CMA, ja temos informacoes suficientes para a equalizacao. Nesse
sentido, seria interessante avaliar também o uso dos critérios ITL em estruturas menos

limitadas, como filtros IIR e redes neurais, o que se insere no leque de perspectivas futuras.



Capitulo

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, abordamos o problema de equalizacao nao supervisionada em dois di-
ferentes ambitos: o primeiro deles concentrou-se no estudo da formulagao polinomial do
critério CM, enquanto o segundo voltou-se para a andlise de critérios pertencentes a classe

de ITL, isto é, cujo aprendizado baseia-se na teoria da informacao.

No Capitulo 1, foram introduzidos os principais conceitos do problema de equalizacgao,
onde se situam, no caso supervisionado, o critério de Wiener e os algortimos LMS e RLS
[Haykin, 1996]; ja no caso nao supervisionado ou cego, insere-se, desempenhando um papel
central neste trabalho, o critério CM [Godard, 1980], cuja andlise mostrou ser, ao longo
de trés décadas, bastante desafiadora. Em particular, é percorrido um perfil histérico
desse método, em que sao descobertas a presenca de minimos locais e, também, de maneira

bastante interessante, relagoes com os critérios de Shalvi-Weinstein e até mesmo de Wiener.

Em especial, essa tltima relacao serviu como motivacao para uma nova formulacao, ca-
paz de estreitar ainda mais os vinculos entre os critérios de Wiener e CM: a proposicao da
formulacao polinomial do critério CM [Sousa Junior, 2011]. O Capitulo 2 tratou de apre-
sentar essa abordagem, onde foi considerada, como complementacao ao trabalho original, a
extensao para os cenarios em que sinais e sistemas estavam inseridos no dominio complexo.
Assim, mesmo nesse dominio, foi possivel demonstrar a existéncia de um limitante inferior
para o custo CM, como aquele existente no dominio dos reais. O passo seguinte foi analisar
a validade do limitante — também interpretado como um indice de equalizabilidade cego —
para novos cenarios de simulacao, incluindo, principalmente, os casos em que a modulacao
é complexa ou, até mesmo, multinivel. Os resultados mostraram-se bastante satisfatorios,
revelando que o limitante inferior é capaz de preservar a tendéncia geral do comportamento
dos custos minimos de Wiener e CM, fortalecendo a ideia de sua interpretacao como indice

de equalizabilidade.

Na Secao 2.3, os esforgos sao direcionados a um problema mais especifico: a inicializagao

do critério CM. Conforme explorado em [Sousa Junior, 2011], a formulac¢do polinomial é
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capaz de agregar as informagoes estatisticas de quarta ordem em relacao ao sinal recebido de
maneira mais explicita. Isto permite que o conjunto de solugoes obtidas para o filtro definido
na nova formulacao — pertencente ao chamado dominio de Volterra — porte informagoes
bastante relevantes capazes de auxiliar na escolha dos valores iniciais dos parametros do
equalizador no CMA. Foi necessario, portanto, que fosse feito um mapeamento do filtro
no dominio de Volterra para aquele do equalizador original. Baseando-se na heuristica
de inicializagao introduzida em [Sousa Junior, 2011], uma nova proposta é obtida, a qual
é capaz de elevar a taxa de convergéncia global do CMA, em comparacao, inclusive, a
metodologias bastante tradicionais, como a center-spike.

Tendo como motivacao esses promissores resultados, buscou-se um maior aprofunda-
mento tedrico sobre a formulagao polinomial do custo CM, o que engloba a incorporacao de
restrigoes quadraticas, conforme proposto inicialmente em [Suyama, 2003]. Nesse sentido,
foi apresentada no Capitulo 3 a definicao do problema utilizando o método dos multiplica-
dores de Lagrange. Uma pequena contribuicao foi feita nessa abordagem ao estendermos a
definicao para o caso de um filtro FIR de comprimento genérico. Na andlise que se seguiu,
foram exploradas as relacoes entre as solugoes no espaco de multiplicares de Lagrange e as
solugoes do critério CM. Nessa analise, houve fortes indicios de uma correspondéncia entre
a solucao de menor amplitude para os multiplicadores e as solugoes globais do critério CM.
Devido a complexidade do problema em maos, foi proposta uma técnica baseada no mé-
todo do gradiente capaz de tornar a identificacao da solugao no espago de multiplicadores
de Lagrange mais simples que uma busca exaustiva. As simulagGes nos cenarios seleciona-
dos indicaram que o novo método pode ser bastante eficiente, contudo restam ainda alguns
refinamentos, principalmente no ajuste do tamanho de passo utilizado pela técnica.

E importante ressaltar que a formulacao polinomial do custo CM, apresentada nos Ca-
pitulos 2 e 3, possui uma estrutura de filtragem contida no dominio de Volterra, que, em
relacao ao filtro original, tem ordem maior, aumentando consideravelmente a medida que
se aumenta o numero de coeficientes no caso original. Dessa forma, a complexidade do
problema em maos pode ser um grande agravante, no entanto, as vantagens obtidas na
abordagem muitas vezes pode justificar o incremento computacional.

Por fim, o Capitulo 4 apresentou uma analise comparativa entre trés algoritmos per-
tencentes ao ramo de ITL e também o CMA. Partindo do estudo das fungoes custo,
encontraram-se diversos aspectos em comum entre cada abordagem, resultando em uma
Unica expressao que relaciona as trés fungoes custo da classe de critérios baseados na teo-
ria da informacao. Além disso, foi possivel identificar nestas fungoes custo a presenca de
elementos do custo CM classico. As analises seguintes — em termos de superficie de erro
e desempenho de equalizacao — deram suporte as relagoes constatadas anteriormente. Sob
o prisma de desempenho na reducao da interferéncia intersimbdlica, o comportamento dos

algoritmos foi, de uma forma geral, similar para cenarios cldssicos. Contudo, quando se
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lida, por exemplo, com ruidos nao Gaussianos, observa-se maior vantagem no emprego de
algoritmos em ITL, principalmente no caso de ruido impulsivo.

Podemos concluir, portanto, que o estudo conduzido revelou algumas contribuicoes im-
portantes para o problema de equalizacao nao supervisionada. Em especial, foram providos
elementos que auxiliaram para uma melhor compreensao e esclarecimento sobre o critério
CM e de abordagens derivadas deste, bem como sobre alguns critérios cegos baseados na

teoria da informagao.

Perspectivas para Trabalhos Futuros

Das abordagens seguidas neste trabalho surgiram algumas interessantes possibilidades

a serem exploradas em trabalhos futuros:

e Andlise do limitante inferior para um conjunto mais diversificado de cenarios, in-
cluindo aqueles com canais nao lineares. Insere-se também neste estudo o compor-
tamento dos custos minimos CM e de Wiener, que visara esclarecer, por exemplo, a

formacao de platos nas superficies constituidas a partir da variacao do canal.

e Estudo de uma heuristica de inicializacao capaz de efetuar o mapeamento no dominio
de Volterra para o dominio original considerando um filtro complexo. Também seria
interessante, em vista da complexidade do problema para casos de maior ordem, gerar
estimativas de inicializacao mais complexas a partir de casos mais simples, isto é, fazer
uma extrapolagao de um resultado mais simples obtido no dominio de Volterra para

um filtro no dominio original com maior niimero de coeficientes.

e Aprofundar os estudos da técnica para obten¢ao dos multiplicadores de Lagrange na
formulacao polinomial sujeita a restricoes quadraticas para um conjunto mais amplo
de cenarios e aprimorar o ajuste do tamanho de passo utilizado no algoritmo. Se tais
ajustes forem bem sucedidos, serd possivel também gerar uma estimativa baseada no
algoritmo RLS para a matriz de correlagdao e para o vetor de correlagao cruzada no
dominio de Volterra, contribuindo para um ajuste adaptativo mais dinamico para a

técnica utilizada.

e Explorar combinagoes interessantes para a técnica proposta baseada no método dos
coeficientes de Lagrange, como, por exemplo, pelo uso subsequente de um filtro base-
ado no algoritmo DD. Isto permitira algumas simplificacoes na técnica proposta, visto
que caberd a ela somente a tarefa de levar o sinal para a condicao de “olho aberto”, o
que pode ser feito sem a necessidade de operar em ordens muito elevadas para o filtro

polinomial.
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e Avaliar o comportamento dos critérios da classe de ITL para estruturas mais comple-

xas, como filtros IIR e redes neurais.
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Apéndice A

Equacao Normal Obtida por Diferenciacao

Complexa

Seja f(w) uma funcao escalar de um vetor w complexo com dimensoes (N+1)x1. Seja

0 1-ésimo elemento w; do vetor w escrito como:

onde a; é a parte real de w; e b; sua parte imaginaria. Assumindo f(w) uma fungao
diferencidvel em relagao a todas as 2(N+1) varidveis a; e b;, para i = 0,2,..., N, podemos

definir a derivada de f(w) em relacao ao vetor w como sendo

of  Of
dag T Jang
of ; Of
Y| e T T (A.2)
dw : ' '
of ; Of
dax T JBby
Assim, tomando como referéncia o custo Wiener dado por:
Jwiener(W) = 02 — pZw — wip, + wR,w, (A.3)

iremos obter sua derivada complexa, computando-a elemento a elemento [Haykin, 1996].

O primeiro termo do lado direito da Eq. (A.3), o2, independe de w, portanto, possui

derivada nula.

117
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O segundo termo pode ser escrito como:

N
H o 2 *
pa: W = pmﬂjwi
=0

N (A.4)
= Zp:m (a; + jbi).
i=0
Dessa forma,
opiw oplw
da e oy~ IPaa (A.5)
parai=0,1,..., N. Com base na Eq. (A.2), a relagao expressa em (A.5), leva a
d p
— =0 A6
dW px w ? ( )
em que 0 é o vetor nulo de dimensao (N+1)x1.
De maneira similar, o terceiro termo de (A.3) pode ser escrito como:
N
Wpr — pr,iw:
=0
N (A.7)
= pr,i (a; — jbi),
i=0
cujas derivadas em relagao aos termos a; e b; ficam
aWHpm aVVHp:z:
= Pz =—J .05 A8
90, P % JPa, (A.8)
resultando em: J
H
TV P = 2P, (A.9)

Por fim, o ultimo termo é quadratico em relacao a w. Sua derivada pode ser obtida

usando a regra do produto:

d d d
mWHRIW = %chl + %CgIW, (AlO)
em que ¢; = R,w e cl!l = w/R. Com base nos resultados obtidos em (A.9) e (A.6), o

resultado pode ser expresso como:

d
—wlR,w=2c; +0
dw (A.11)

=2R,w.
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Finalmente, o vetor gradiente da funcao custo de Wiener pode ser escrito como:

dJ iener
VJWiener(W) — WT(VV) = _2px + QRIW (A12)

Seja w, o vetor de coeficientes Gtimos que anulam o vetor gradiente V Jyiener (W), ob-

temos a equagao normal (que d& origem a solu¢ao de Wiener):

R,w, = p,. (A.13)
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Apéndice B

Funcao Custo Polinomial Usando Restrigoes

Quadraticas

Desejamos obter uma nova expressao para a fungao custo do limitante inferior, definido

CcOo1mo

JL[(H) = HTR§0 — 20Tp§ + 1, (Bl)

que exprima o valor para o caso em que 8 = @, i.e., a solucao para o filtro polinomial no

dominio de Volterra usando restricoes quadraticas:

0, =6, + \R;'C6,. (B.2)

Substituindo (B.2) em (B.1), temos

JL[(Q)\) = ezRge)\ — 20§p§ + 1
= (8, + AR;'CH,)" Re (6, + A\R;'CH,) —2 (0, + \R;'CO,)" p¢ + 1
= 07R¢ (6, + AR;'CO)) + A (R;1CH,)" R (6, + \R;'CO,) — 267 p,
— 2\ (R;1CH,)" pe + 1
= 07R.0, + \OTRR,'CO, + A (R;1CH,)" R, + \? (R;'CH,)" ReR;'CH,
—207p; —2) (R;1CO,)" pe + 1.

(B.3)
Rearranjando os termos:
J11(85) = (07Reb, — 207 pe + 1) + A (eoT + A (RglceA)T) R.R;'C6,
+A(R;1CO,)" (Reb, — 2p¢) (B.4)

= J11(8,) + A0TICO, + \ (R;1CH,)" (Reb, — 2p¢) ,
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em que I é a matriz identidade. Lembrando que 6, = Rglpg, podemos ainda escrever:

Jrr(0)) = Jir(8,) + 205CO, + A (R;1CO,)" (ReR; 'pe — 2p)
= J01(0,) + A01CO, + A (R;'CO,)" (—pe)
= Jp1(8,) + X (6@(}3A ~ (R;'Co,)" pg) (B.5)
= J11(0,) + X (85CO, — p{ (R;'CH,))
= Jui(8,) + A (65 — p{R¢ ') CO,.



Apéndice C

Gradiente da Funcao Custo de Restricoes

Quadraticas

Desejamos obter a seguinte derivada parcial:

8] 0,\ an 0)\
g;j):2 > Gi6y) (6,).

Sabendo que G;(0),) pode ser expresso como

Gi(0,) = 65C;0,
= (0, +R;'T6,)" C; (6, + R;'T9,)
=07C,0, + 0] CR;'T9, + (R;'T9,)" C.0,
+ (R;'I'6,)" CR;'T0,,

em que

N(N+1)/2
r= > NG,
k=1

a proxima etapa é calcular a derivada parcial de G;(0,) em relacao a A;:

0G,(6))
O

= 0IC;R;'C;0, + (R7'C,6,)" C,0,

+ (R;'C;0,)" CR7'TO, + (R7'TH,)' CR;'C;0,

= (0, + R;'T9,)" CR;'C;0,
+ (R;1C;60,)" C; (6, + R;'T6))
= 0TCR;'C;0, + (R;'C,8,)" C.0,.
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Assumindo RgleB A inversivel, pode-se mostrar que, tanto a matriz original quanto sua

inversa, sao simétricas. Dessa forma, podemos escrever

0G;(8,)
o,

=20, C;R;'C,0,. (C.5)

Finalmente, as relagoes obtidas (C.2) e (C.5) podem ser usadas para obter a derivada

parcial definida em (C.1):

0J(0,)
O;

0G,(0
=2 (Gﬂ@ﬁ% + ..+ Grve)2(02)
J

OG N(N11)/2(02)
O
=2(65C10, (201 C1R;'C;0,) + ... + 05 Crv+1)/20x (205 Crnv+1)2R; ' C;6)))
=467 (C10,01C1 + ... + Cy(n+1)20201 Cn(v11)2) Re'C;0,
N(N+1)/2
=461 | Y Ci0\61Ci | R,'C;6,.

k=1

(C.6)
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