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Se uma inteligência, em determinado instante, pu-

desse conhecer todas as forças que governam o

mundo natural e as posições de cada ser que o

compõem; se, além disso, essa inteligência fosse su-

ficientemente grande para submeter essas informa-

ções a análise, teria como abranger em uma única

fórmula os movimentos dos maiores corpos do uni-

verso e os dos menores átomos. Para essa inte-

ligência, nada seria incerto, e o futuro quanto o

passado, se faria presente diante de seus olhos.

Pierre-Simon de Laplace
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Resumo

A principal contribuição desta dissertação é a proposta de algoritmos de filtragem

por part́ıculas em sistemas a eventos discretos nos quais predominam os proble-

mas de sincronização. Esta classe de sistemas pode ser descrita por meio de

equações lineares em uma álgebra não convencional usualmente conhecida como

álgebra Max Plus. Os Filtros de Part́ıculas são algoritmos Bayesianos sub-ótimos

que realizam uma amostragem sequencial de Monte Carlo para construir uma

aproximação discreta da densidade de probabilidade dos estados baseada em um

conjunto de part́ıculas com pesos associados. É apresentada uma revisão de sis-

temas a eventos discretos, de filtragem não linear e de filtros de part́ıculas de um

modo geral. Após apresentar esta base teórica, são propostos dois algoritmos de

filtros de part́ıculas aplicados a sistemas Max Plus. Em seguida algumas simula-

ções foram apresentadas e os resultados apresentados mostraram a eficiência dos

filtros desenvolvidos.

Palavras-chave: Filtragem Estocástica, Sistemas a Eventos Discretos, Álgebra

Max-plus, Filtros de Part́ıculas.
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Abstract

This thesis proposes, as its main contribution, particle filtering algorithms for

discrete event systems in which synchronization phenomena are prevalent. This

class of systems can be described by linear equation systems in a nonconventional

algebra commonly known as Max Plus algebra. Particles Filters are suboptimal

Bayesian algorithms that perform a sequential Monte Carlo sampling to cons-

truct a discrete approximation of the probability density of states based on a set

of particles with associated weights. It is presented a review of discrete event

systems, nonlinear filtering and particle filters. After presenting this theoretical

background, two particle filtering algorithms applied to Max Plus systems are

proposed. Finally some simulation results are presented, confirming the accuracy

of the designed filters.

Keywords: Stochastic filtering, Discrete Event Systems, Max-Plus algebra, Par-

ticle Filters.
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3.2 Filtro de Part́ıculas com Densidade de Importância Ótima . . . . . . . . . . . 39
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Introdução

Os Sistemas a Eventos Discretos (SEDs) constituem uma classe de sistemas caracteri-

zada por apresentar espaço de estados discreto e dinâmica dirigida única e exclusivamente

pela ocorrência de eventos (Cassandras & Lafortune 2007). O estudo destes sistemas é de fun-

damental importância em diversas áreas, como redes de computadores e sistemas de tráfego,

assim como no planejamento de atividades de caráter loǵıstico (Silva, Mendes, Hardouin,

Maia & Cottenceau 2011).

Em geral, quando se deseja modelar um sistema com espaço de estados cont́ınuo a

primeira abordagem a ser considerada é modelar o sistema a partir de equações diferenciais. O

mesmo não ocorre com os sistemas com espaço de estados discreto, ou seja, não há paradigma

formal para os modelos com espaço de estados discreto com dinâmica dirigida pela ocorrência

de eventos. A escolha de um modelo para estes sistemas depende de qual subclasse destes

sistemas deve ser modelada e de quais são os objetivos de modelagem. Pode-se citar, por

exemplo, os autômatos finitos, que são utilizados para modelar sistemas com espaço de estados

discreto e finito quando não se está preocupado com o momento em que o sistema entrou

em um determinado estado o com quanto tempo o sistema permaneceu neste estado. Deste

modo, na modelagem por autômatos finitos, assume-se que o comportamento do sistema é

descrito em termos da sequência de eventos sem se preocupar com seus tempos de ocorrência

(Cassandras & Lafortune 2007).

Outra ferramenta para a modelagem de SEDs são as Redes de Petri, que conseguem

abordar uma subclasse mais ampla de sistemas a eventos discretos em comparação com os

autômatos finitos. A modelagem por Redes de Petri não exige que o espaço de estados seja

finito, e a temporização surge de maneira natural nas Redes de Petri Temporizadas. Outra

motivação para a utilização de modelos baseados nas Redes de Petri é a grande quantidade
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de técnicas de análise desenvolvidas para estes modelos (Cassandras & Lafortune 2007).

A dinâmica de grande parte dos SEDs está sujeita aos problemas de conflito e/ou

sincronização. Um conflito ocorre quando há a competição por recursos; já a sincronização

pode ser observada quando a ocorrência de um evento está sujeita à ocorrência de dois ou

mais eventos diferentes. Os sistemas de manufatura oferecem exemplos destes dois tipos de

problemas (Maia, Lüders, Mendes & Hardouin 2005). Um conflito ocorre num sistema de

manufatura quando, por exemplo, duas peças devem ser processadas na mesma máquina,

devendo haver uma decisão sobre qual delas será processada em primeiro lugar. O problema

de sincronização fica evidente, por exemplo, quando a montagem de uma peça depende de

duas ou mais partes, cujo processamento por sua vez pode obedecer às mesmas restrições.

Nesse caso, obviamente, a parte com processamento mais tardio determinará o ińıcio da

montagem da peça final.

Os sistemas a eventos discretos abordados neste trabalho são sistemas nos quais os

problemas de sincronização são predominantes. Os Grafos de Eventos Temporizado (GETs)

são uma subclasse de Redes de Petri adequada para modelar este tipo de sistema. Uma

caracteŕıstica importante dos GETs é que eles podem ser descritos em termos de equações

lineares em uma álgebra não convencional usualmente denominada Álgebra Max Plus. Esta

abordagem se baseia nas estruturas algébricas conhecidas como dióides ou semi-anéis idem-

potentes. Diversas instâncias desta estrutura são úteis para a modelagem de SEDs, sendo o

exemplo mais comum a álgebra Max Plus propriamente dita na qual as operações de soma e

produto são definidas como sendo, respectivamente, as operações de maximização e de soma

da álgebra usual. Neste contexto, os estados do sistema correspondem às datas de ocorrência

dos diversos tipos de eventos apresentados em função de uma variável interna correspondente

a um contador de eventos. O desenvolvimento desta estrutura algébrica e a formalização de

sua utilização na teoria de SEDs possibilitou o surgimento de uma teoria de controle espe-

ćıfica para estes sistemas (Hardouin, Maia, Cottenceau & Lhommeau 2010). Em (Cohen,

Gaubert & Quadrat 1999), por exemplo, é proposta uma solução de controle ótimo, em ma-

lha aberta, para o problema em que se deseja obter o melhor controle posśıvel de maneira

a garantir que a sáıda de um SED siga a uma trajetória de referência. Em (Lhommeau,

Hardouin, Ferrier & Ouerghi 2005), (Maia, Hardouin, Santos-Mendes & Cottenceau 2005) e

(Menguy, Boimond, Hardouin & Ferrier 2000), também são propostas estratégias de controle

em malha aberta. Em (Cottenceau, Hardouin, Boimond & Ferrier 2001) e (Maia, Hardouin,

Santos-Mendes & Cottenceau 2005), trata-se do problema de obter um controlador, em ma-

lha fechada, que altere o comportamento entrada-sáıda segundo um modelo pré-determinado,

denominado modelo de referência. Outras propostas de controladores para SEDs em ma-
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lha fechada podem ser encontradas em (Cottenceau et al. 2001), (Lhommeau, Hardouin &

Cottenceau 2003) e (Maia, Hardouin, Santos-Mendes & Cottenceau 2003). Em (De Schutter

& van den Boom 2001, Necoara, De Schutter, van den Boom & Hellendoorn 2007), propõe-se

um modelo de controle preditivo que minimiza um critério quadrático usando programação

linear. Em (van den Boom & De Schutter 2004), esta mesma abordagem é estendida para

um contexto estocástico.

Uma questão é de grande importância no desenvolvimento de controladores: Com que

tipo de informação opera o controlador? Em aplicações onde se utiliza a realimentação de

estados, observar ou estimar o estado torna-se essencial. De um modo geral, a observação

ou estimação dos estados é de grande interesse, pois fornece informações sobre as proprie-

dade internas do sistema que podem utilizadas em varias aplicações como detecção de falhas,

diagnósticos, além de controladores com realimentação de estados. O problema de observabi-

lidade em Redes de Petri Não Temporizadas é tratado em (Giua & Seatzu 2002); em (Loreto,

Gaubert, Katz & Loiseau 2010), é apresentado um observador dinâmico para sistemas dinâ-

micos lineares Max Plus e em (Hardouin et al. 2010) é desenvolvido um observador ótimo

para sistemas lineares Max Plus.

Neste trabalho, pretende-se tratar do problema de se obter estimativas para os estados

de Sistemas a Eventos Discretos que podem ser modelados por GETs, num contexto ruidoso,

no qual o estado não é diretamente medido, utilizando a abordagem Bayesiana. A ideia prin-

cipal da abordagem Bayesiana para a estimação de estados dinâmicos é construir a densidade

de probabilidade a posteriori dos estados baseando-se em todas as informações dispońıveis,

principalmente na sequência de medidas recebidas.

Entre os algoritmos ótimos para filtragem utilizando a abordagem Bayesiana, destaca-se

o Filtro de Kalman. Este filtro é aplicável a sistemas lineares cont́ınuos afetados por rúıdos

gaussianos aditivos. Para estes sistemas, o filtro de Kalman realiza uma estimação recursiva

da densidade de probabilidade do estado do sistema, condicionada à sequência de medidas

recebidas, a partir de uma estimativa para a média e para a variância desta densidade o

que, para o caso Gaussiano, é suficiente para caracterizar completamente a densidade de

probabilidade. Pode-se encontrar exemplos de aplicações práticas do Filtro de Kalman em

diversas equipamentos como: GPS (Sistema de posicionamento global), Naves Espaciais e

Satélites (Anderson & Moore 2005).

Existem outros filtros Bayesianos ótimos, como o Filtro de Massa Pontual (Point-

Mass Filter), adequado a sistemas cujo espaço de estados é finito e discreto (Alspach &

Sorenson 1972, Kramer & Sorenson 1988), e os filtros de Beneš (Beneš 1981) e Daum
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(Daum 1986), aplicáveis a uma certa classe de sistemas não-lineares. No entanto, não se en-

contra na literatura nenhum filtro ótimo para sistemas a eventos discretos. Deste modo, foram

considerados os Filtros de Part́ıculas, que são filtros sub-ótimos que realizam uma amostra-

gem sequencial de Monte Carlo para construir uma aproximação discreta da densidade de

probabilidade dos estados baseada em um conjunto de part́ıculas com pesos associados.

Basicamente, na filtragem por part́ıculas, utiliza-se uma densidade de importância para

construir um conjunto de part́ıculas com pesos associados constituindo uma aproximação para

a densidade de probabilidade dos estados do sistema condicionada à sequência de medidas

recebidas. Uma das etapas mais importantes no projeto de um filtro de part́ıculas é a escolha

desta densidade de importância. Neste trabalho são propostas duas escolhas para a densidade

de importância, sendo uma delas a escolha ótima, que considera tanto o estado anterior do

sistema quanto a medida recebida, e a outra uma escolha sub-ótima definida pelo modelo de

transição dos estados do sistema.

Este trabalho está organizado como se segue: No Caṕıtulo 1 é apresentada uma revi-

são de Redes de Petri e Sistemas Max-Plus. No Caṕıtulo 2 é feita uma breve discussão do

problema de Filtragem Não Linear e em seguida a teoria de Filtros de Part́ıculas é introdu-

zida. No Caṕıtulo 3 são desenvolvidos os algoritmos para filtragem por part́ıculas aplicado

a sistemas Max Plus. Alguns resultados são apresentados no Caṕıtulo 4 e no Caṕıtulo 5 são

apresentadas algumas conclusões.
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Capı́tulo 1

Sistemas Max-Plus

Os Sistemas a Eventos Discretos (SEDs) são sistemas cujo espaço de estados é discreto

sendo que a transição entre estados ocorre instantaneamente, de maneira asśıncrona com o

tempo e é dirigida pela ocorrência de eventos. A ocorrência de um evento pode ser resultado

de alguma interferência externa, de algum fenômeno natural ou de uma série de condições

que são subitamente satisfeitas (Cassandras & Lafortune 2007).

1.1 Modelagem de SED

1.1.1 Redes de Petri

As redes de Petri (RPs), desenvolvidas por C.A. Petri, constituem uma poderosa fer-

ramenta para a modelagem de sistemas a eventos discretos. As redes de Petri conseguem

representar, graficamente, grande parte das informações a respeito da dinâmica de um SED.

Como será visto a seguir, essas redes conseguem explicitar, por exemplo, a função de tran-

sição do SED e as condições para que os eventos relacionados às transições possam ocorrer

por meio de uma representação gráfica simples e intuitiva.

Pode-se definir uma Rede de Petri como um par (G,M) composto por um grafo direci-

onado bipartido G = (A, V ) e uma marcação inicial M0. O conjunto V representa os nós e é

dividido em dois subconjuntos disjuntos P e T , cujos elementos recebem o nome de lugares e

transições respectivamente. O conjunto A é um conjunto de arcos, sub-conjunto do conjunto
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(P × T )∪ (T ×P ). Graficamente, cada lugar Pi, i = 1, ..., |P | é representado por um ćırculo,

cada transição Tj, j = 1, ..., |T | é representada por uma barra e a marcação de cada lugar

é indicada por pontos (ou fichas), ou seja, mi fichas são colocadas em cada lugar Pi para

indicar sua marcação. A marcação de uma Rede de Petri pode ser representada por um vetor

x = [m1, ...,m|P |] (Baccelli 1992).

A cada transição tj pode-se associar um conjunto de lugares de entrada I(tj) e um

conjunto de lugares de sáıda O(tj).

Definição 1.1. Um lugar pi é um lugar de entrada de tj se existe algum arco de pj para tj,

deste modo, I(tj) = {pi : (pi, tj) ∈ A}

Definição 1.2. Um lugar pi é um lugar de sáıda de tj se existe algum arco de tj para pi,

ou seja, O(tj) = {pi : (tj, pi) ∈ A}.

Os conjuntos de transições de sáıda O(pi) e de entrada I(pi) de um lugar são definidos

de maneira análoga.

A dinâmica das RP é a seguinte:

❼ Uma transição tj é dita habilitada se cada lugar pertencente ao conjunto I(tj) possui

pelo menos uma ficha dispońıvel;

❼ O disparo de uma transição habilitada consome uma ficha de cada lugar pertencente ao

conjunto I(tj) e adiciona uma ficha a cada lugar pertencente ao conjunto O(tj).

Transições que não possuem lugares de entrada são denominadas entradas do sistema

e o disparo destas transições é feito por decisões externas. Por outro lado, transições que

não possuem lugares de sáıda são denominadas sáıdas do sistema; no contexto de filtra-

gem assume-se que apenas as transições de sáıda são observáveis. As demais transições são

denominadas estados do sistema.

Exemplo 1.1 (Rede de Petri autônoma). O conjunto dos lugares de entrada da transição

t1 da rede de Petri ilustrada na Figura 1.1(a) é: I(t2) = {p1}. Para esta mesma transição,

conjunto dos lugares de sáıda é: O(t2) = {p2, p3}.

A marcação inicial desta rede é M0 = [2, 0, 0, 1]. Observa-se que a transição t1 encontra-

se habilitada, o disparo desta transição modifica a marcação da rede para M0 = [1, 1, 1, 1]. A

Figura 1.1(b) mostra o novo estado da rede após o disparo da transição t1.
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(a) (b)

Figura 1.1: (a) Exemplo de rede de Petri e (b) Estado da Rede de Petri após o disparo da transição t1

As Redes de Petri não temporizadas oferecem informações sobre sequências de eventos.

No entanto, em situações em que se deseja saber, por exemplo, quando determinados eventos

aconteceram, é necessário introduzir o tempo nas redes de Petri. A temporização pode

ser feita de duas maneiras básicas: associando-se o tempo às transições (tempo mı́nimo de

disparo) ou associando-se o tempo aos lugares (tempo de permanência). O tempo mı́nimo de

disparo representa o tempo decorrido entre o ińıcio do disparo e o fim deste processo; este

tempo pode ser usado para representar o tempo de produção de um determinado produto.

O tempo de permanência representa o tempo mı́nimo que uma ficha deve permanecer em um

lugar antes de ser tornar dispońıvel para habilitar uma transição; este tempo pode ser usado

para representar o tempo que uma ficha leva para ser transportada de uma transição inicial

para o lugar de destino (Baccelli 1992).

Os Grafos de Eventos Temporizado (GET) são uma subclasse de Redes de Petri Tem-

porizadas na qual todos os lugares apresentam exatamente uma transição de entrada e uma

transição de sáıda. Deste modo, um GET não permite e nem é capaz modelar conflitos ou

competições por recursos, já que as fichas presentes em um lugar são provenientes de apenas

uma transição. Por outro lado, um GET é capaz de modelar problemas de sincronização,

uma vez que uma transição pode ser precedida de vários lugares. A Figura 1.2 apresenta um

GET p-temporizado, ou seja, um GET no qual o tempo é associado aos lugares.
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product ≡ ⊗ ≡ +, obtém-se que:

x1(k) = x2(k − 1)⊕ x3(k − 1)⊕ u(k)

x2(k) = 2⊗ x1(k)

x3(k) = x2(k − 1)⊕ 3⊗ x3(k − 1)⊕ 2⊗ u(k)

z(k) = x3(k)

que, na forma matricial, fica:

Xk = A0 ⊗Xk ⊕ A1 ⊗Xk−1 ⊕ B0 ⊗ Uk (1.1a)

Zk = C ⊗Xk (1.1b)

onde:

A0 =







−∞ −∞ −∞

2 −∞ −∞

−∞ −∞ −∞






; A1 =







−∞ 0 0

−∞ −∞ −∞

−∞ 0 3






; B0 =







0

−∞

2






;

C =
[

−∞ −∞ 0
]

; Xk =







x1(k)

x2(k)

x3(k)






; Uk =

[

u(k)
]

e Zk =
[

z(k)
]

Nota-se que (1.1a) ainda não está na forma recursiva pois a determinação de Xk de-

pende do próprio Xk e, como não foi definida nenhuma operação inversa a ⊕, esta equação

não pode ser resolvida pelas técnicas usuais. Nas próximas seções serão desenvolvidas as fer-

ramentas necessárias para que se possa encontrar a forma recursiva de (1.1a), e no Exemplo

1.3 este procedimento será demonstrado.

Como será visto na próxima seção, o conjunto R∪{−∞}∪{∞} munido das operações:

soma ≡ ⊕ ≡ max e produto ≡ ⊗ ≡ + é um dióide ao qual se dá o nome de Max-Plus,

notado por Rmax.
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1.2 Álgebra Max-Plus

Nesta seção, serão apresentados alguns conceitos da teoria de dióides (Cohen, Moller,

Quadrat & Viot 1989, Baccelli 1992) e, em seguida, algumas ferramentas básicas para o

estudo de sistemas de equações max-plus lineares.

1.2.1 Teoria geral de dióides

Definição 1.3 (Dióides). Um conjunto D, munido de duas operações internas soma ≡ ⊕

e produto ≡ ⊗ é um dióide ou semi-anel idempotente se os seguintes axiomas são

verificados:

Axioma 1 (Associatividade).

∀a, b e c ∈ D







(a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c)

(a⊗ b)⊗ c = a⊗ (b⊗ c)

Axioma 2 (Comutatividade da adição).

∀a e b ∈ D a⊕ b = b⊕ a

Axioma 3 (Distributividade).

∀a, b e c ∈ D







(a⊕ b)⊗ c = (a⊗ c)⊕ (b⊗ c)

c⊗ (a⊕ b) = (c⊗ a)⊕ (c⊗ b)

Axioma 4 (Existência do elemento nulo ǫ e do elemento identidade e).

∃ ǫ ∈ D : ∀ a ∈ D, a⊕ ǫ = a

∃ e ∈ D : ∀ a ∈ D, a⊗ e = a

Axioma 5 (Absorção pelo elemento nulo).

∀ a ∈ D, a⊗ ǫ = ǫ⊗ a = ǫ
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Axioma 6 (Idempotência da adição).

∀ a ∈ D, a⊕ a = a

Definição 1.4. Um dióide é comutativo se sua multiplicação for comutativa.

Definição 1.5 (A estrutura algébrica Rmax). O conjunto R ∪ {−∞} ∪ {∞} munido das

operações: soma ≡ ⊕ ≡ max e produto ≡ ⊗ ≡ + e com a convenção de que −∞+∞ = −∞

é notado por Rmax.

Teorema 1.1. A estrutura Rmax é um dióide comutativo.

Prova:

Para provar este teorema, será demostrado que a estrutura Rmax atende aos Axi-

omas 1-6 e que a sua multiplicação é comutativa.

1. Associatividade:

(a⊕ b)⊕ c = max{max{a, b}, c} = max{a,max{b, c}} = a⊕ (b⊕ c)

(a⊗ b)⊗ c = (a+ b) + c = a+ (b+ c) = a⊗ (b⊗ c)

2. Comutatividade da adição e multiplicação:

(a⊕ b) = max{a, b} = max{b, a} = (b⊕ a)

(a⊗ b) = (a+ b) = (b+ a) = (b⊗ a)

3. Distributividade:

(a⊕ b)⊗ c = max{a, b}+ c = max{a+ c, b+ c} = (a⊗ c)⊕ (b⊗ c)

c⊗ (a⊕ b) = c+max{a, b} = max{c+ a, c+ b} = (c⊗ a)⊕ (c⊗ b)

4. Existência do elemento nulo ǫ e do elemento identidade e:

Definindo-se ǫ
.
= −∞ e e

.
= 0, tem-se que:

a⊕ ǫ = max{a,−∞} = a

a⊗ e = a+ 0 = a
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5. Absorção pelo elemento nulo:

a⊗ ǫ = a+ (−∞) = −∞ = ǫ

6. Idempotência da adição:

a⊕ a = max{a, a} = a

Comparando as propriedades dos operadores ⊕ e ⊗ da estrutura algébrica Rmax com os

operadores + e × da álgebra clássica, pode-se notar que Rmax não possui simetria na adição,

ou seja, não vale a propriedade: se a 6= ǫ, então 6 ∃ b ∈ D : a ⊕ b = ǫ. Por outro lado,

na estrutura Rmax, existe a propriedade da idempotência da adição, o que não se observa na

álgebra clássica.

Na Tabela 1.1 (Quadrat 1999) pode-se encontrar alguns exemplos dióides e suas apli-

cações.

Tabela 1.1: Exemplos de Diódes

D ⊕ ⊗ ǫ e Aplicação Notação

R ∪ {+∞} min + +∞ 0 caminho mais curto Rmin

R ∪ {−∞} ∪ {+∞} min + +∞ 0 caminho mais curto Rmin

R ∪ {−∞} max + −∞ 0 caminho mais longo Rmax

R
+ ∪ {−∞} max min 0 +∞ capacidade máxima R

+
max,min

[0, 1] max × 0 1
R

+ max × 0 1 R
+
max,×

{0, 1} ∪ ∩ 0 1 lógica B

Teorema 1.2. Em um dióide D, a seguinte equivalência é verificada:

∀ a, b ∈ D a = a⊕ b⇐⇒ ∃ c ∈ D : a = a⊕ c.

Esta equivalência define uma relação de ordenamento parcial em D, notada por ≥, dada

por:

a ≥ b⇐⇒ a = a⊕ b.
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Esta relação, é compat́ıvel com a soma e com a multiplicação à direita e à esquerda, ou

seja:

a ≥ b =⇒



















a⊕ c ≥ b⊕ c,

a⊗ c ≥ b⊗ c,

c⊗ a ≥ c⊗ b,

A demonstração do Teorema 1.2 pode ser encontrada em (Cohen 2001).

Definição 1.6 (Dióides Completos). Um dióide é completo se e somente se ele for fechado

para somas infinitas e o Axioma 3 se extende para somas infinitas.

Num dióide completo, existe um limitante superior (notado por ∞) dado pela soma de

todos os seus elementos, que satisfaz: a⊕∞ =∞.

Definição 1.7 (Dióides Arquimedianos). Um dióide D é arquimediano se e somente se:

∀ a e b ∈ D ∃ c e d ∈ D : ac ≥ b e da ≥ b

Em (Cohen et al. 1989) demonstra-se que para dióides arquimedianos completos a

seguinte expressão é válida:

∀ a ∈ D, a 6= ǫ ∞⊗ a = a⊗∞ =∞, (1.2)

sendo que ǫ⊗∞ = ǫ.

Para um dióide completo, com elemento nulo ǫ, pode-se construir uma nova operação

interna (notada por ∧) representando o limitante inferior dos operandos. Esta operação é

associativa, comutativa, idempotente e tem ∞ como elemento neutro : ∀ a ∞∧ a = a. Esta

operação apresenta ainda uma propriedade denominada ”lei da absorção”, dada por:

∀ a, b ∈ D, a ∧ (a⊕ b) = a⊕ (a ∧ b).

A seguinte equivalência também pode ser verificada:

a ≥ b⇐⇒ a = a⊕ b⇐⇒ b = a ∧ b.
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A multiplicação não é distributiva em relação ao operador ∧. No entanto, devido ao

Axioma 3, pode-se afirmar que a multiplicação é isotônica e, portanto, pode-se verificar que

(Cohen et al. 1989):

(a ∧ b)c ≤ (ac) ∧ (bc)

c(a ∧ b) ≤ (ca) ∧ (cb)

O operador ∧ não é necessariamente distributivo em relação a ⊗. Pode-se, entretanto,

verificar as seguintes relações:

∀a, b e c ∈ D







(a ∧ b)⊗ c ≤ (a⊗ c) ∧ (b⊗ c)

(a ∧ b)⊕ c ≤ (a ∧ c)⊕ (b ∧ c)

Se C = {a, b, c...}, x = a⊕ b⊕ c⊕ ..., y = a⊗ b⊗ c⊗ ... e z = a∧ b∧ c∧ ..., a seguinte

notação é utilizada:

x =
⊕

w∈C

w, y =
⊗

w∈C

w e z =
∧

w∈C

w.

Pode-se definir matrizes n×n cujos elementos pertençam a um dióide D. As operações

de soma e produto para estas matrizes são definidas por:

[A⊕ B]ij = [A]ij ⊕ [B]ij (soma) (1.3)

[A⊗ B]ij =
n
⊕

k=1

[A]ik ⊗ [B]kj (produto) (1.4)

O conjunto de matrizes munido das operações definidas por (1.3) e (1.4) formam um

dióide notado por Dn×n com as seguintes caracteŕısticas:

❼ Se D é comutativo, Dn×n não é necessariamente;

❼ Se D é arquimediano, Dn×n não é necessariamente;

❼ Se D é completo, Dn×n é completo.
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Para um dióde Dn×n pode-se definir ainda as seguintes relações:

A ≥ B ⇔ aij ≥ bij ∀ i, j

[A ∧ B]ij = aij ∧ bij

1.2.2 Sistemas de Equações Lineares em Rmax

Exitem duas classes de sistemas lineares em Rmax para os quais existem soluções satis-

fatórias (Baccelli 1992):

Ax = b (1.5)

x = Ax⊕ b (1.6)

SOLUÇÃO DE Ax = b

Definição 1.8. Uma Subsolução para (1.5) é dado por x que satisfaz: Ax ≤ b.

Definição 1.9 (Residuação). A residuação (à esquerda) de b por A, notada por A\◦b, é

definida como a maior subsolução de (1.5).

Analogamente, a residuação (à direita) de b por A, notada por b/◦A, é definida como a

maior subsolução de xA = b.

Teorema 1.3. A maior subsolução de (1.5), resultante da residuação à esquerda de b por

A, é dada por:

xj =
∧

i

(Aij\◦bi),

onde Aij\◦bi representa bi − Aij na álgebra usual (Cohen et al. 1989).

Prova:
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Tem-se que :

Ax ≤ b ⇐⇒

{

⊕

j

Aijxj ≤ bi, ∀ i

}

⇐⇒ {xj ≤ bi − Aij, ∀ i, j}

⇐⇒

{

xj ≤
∧

i

(Aij\◦bi), ∀ j

}

Deve-se notar que x = A\◦b é a maior subsolução de (1.5), no entanto, nem sempre a

igualdade é satisfeita.

Pode ser demonstrado que a operação de residuação obedece às seguintes relações:

a(a\◦b) ≤ b (1.7)

a\◦a ≥ e (1.8)

a(a\◦a) = a (1.9)

e\◦a = a (1.10)

ǫ\◦a =∞ (1.11)

(a\◦b)c ≤ a\◦(bc) (1.12)

a\◦(b\◦c) = (ba)\◦c (1.13)

(a\◦b)⊕ (a\◦c) ≤ a\◦(b⊕ c) (1.14)

(a\◦b)⊕ (c\◦b) ≤ (a ∧ c)\◦b (1.15)

(a\◦b) ∧ (c\◦b) = (a⊕ c)\◦b (1.16)

(a\◦b) ∧ (a\◦c) = a\◦(b ∧ c) (1.17)

SOLUÇÃO DE x = Ax⊕ b

Teorema 1.4. Se Ak −→ ǫ quando k −→∞, a solução de x = Ax⊕ b é única, e dada por

x = A∗b, sendo A∗ definido como:

A∗
.
= A0 ⊕ A1 ⊕ ...⊕ An−1 ⊕ An ⊕ ..., (1.18)
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Prova:

Se x é uma solução de x = Ax⊕ b, então x satisfaz:

x = A(Ax⊕ b)⊕ b = A2x⊕ (A1 ⊕ A0)b

x = A(A2x⊕ Ab⊕ b)⊕ b = A3x⊕ (A2 ⊕ A1 ⊕ A0)b · · · x = Akx⊕ (Ak−1 ⊕ Ak−2 ⊕ ...⊕ A0)b

No entanto, se Ak −→ 0 quando k −→ ∞, utilizando um k suficientemente

grande obtém-se que A∗ = A0 ⊕ A1 ⊕ ...⊕ Ak−1. Sendo assim, x = A∗b

Agora que as ferramentas necessárias foram apresentadas, pode-se colocar o sistema

obtido no Exemplo 1.2 na sua forma recursiva. Este procedimento é demonstrado no exemplo

a seguir:

Exemplo 1.3. No Exemplo 1.2 obteve-se o seguinte sistema de equações:

Xk = A0 ⊗Xk ⊕ A1 ⊗Xk−1 ⊕ B0 ⊗ Uk (1.19a)

Zk = C ⊗Xk (1.19b)

onde:

A0 =







−∞ −∞ −∞

2 −∞ −∞

−∞ −∞ −∞






; A1 =







−∞ 0 0

−∞ −∞ −∞

−∞ 0 3






; B0 =







0

−∞

2






;

C =
[

−∞ −∞ 0
]

; Xk =







x1(k)

x2(k)

x3(k)






; Uk =

[

u(k)
]

e Zk =
[

z(k)
]

Definindo-se b
.
= A1 ⊗Xk−1 ⊕ B0 ⊗ Uk, 1.19a pode ser reescrita como:

Xk = A0Xk ⊕ b

Como visto, a solução para esta equação é dada por:

Xk = A∗0b

= A∗0(A1 ⊗Xk−1 ⊕ B0 ⊗ Uk)

= AXk−1 ⊕ BUk
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onde:

A∗0 =







0 −∞ −∞

−∞ 0 −∞

−∞ −∞ 0






⊕







−∞ −∞ −∞

2 −∞ −∞

−∞ −∞ −∞






⊕







−∞ −∞ −∞

−∞ −∞ −∞

−∞ −∞ −∞






=







0 −∞ −∞

2 0 −∞

−∞ −∞ 0






,

A = A∗0 ⊗ A1 =







−∞ 0 0

−∞ 2 2

−∞ 0 3






e B = A∗0 ⊗ B0 =







0

2

2







Observa-se portanto que, adotando o procedimento utilizado no exemplo anterior, é

posśıvel descrever todas as transições de um GET por meio de equações lineares recursivas.

Deste modo, o GET pode ser descrito por um sistema de equações lineares do tipo:

x(k) = Ax(k − 1)⊕ Bu(k) (1.20)

z(k) = Cx(k) (1.21)

1.2.3 Funções de Transferência

Em sistemas max-plus, pode-se definir a transformada γ, similar à transformada z dos

sistemas de tempo discreto, na qual γ opera como z−1 (Cohen et al. 1989, Baccelli 1992).

Deste modo, a transformada γ de x é dada por:

x(γ) =
∞
⊕

i=1

x(i)γi (1.22)

É imediato constatar que:

z(k) = x(k − 1)⇐⇒ z(γ) = γx(γ) (1.23)

Sendo assim, aplicando a transformada γ no sistema descrito pelas Equações (1.20) e
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(1.21) obtém-se:

x(γ) = γAx(γ)⊕ Bu(γ) (1.24)

z(γ) = Cx(γ) (1.25)

Definindo-se A(γ)
.
= γA, B(γ)

.
= B e C(γ)

.
= C, a Equação (1.24) pode ser reescrita

como:

x(γ) = A(γ)x(γ)⊕ B(γ)u(γ) (1.26)

Relembrando que a solução de x = Ax⊕ b é x = A∗b, a solução de (1.26) é dada por:

x(γ) = A∗(γ)B(γ)u(γ) (1.27)

Substituindo este resultado em (1.25), obtém-se:

z(γ) = H(γ)u(γ) (1.28)

onde H(γ) é a função de transferência dada por:

H(γ) = C(γ)A∗(γ)B(γ) (1.29)

1.3 Controle de Sistemas Max-Plus

1.3.1 Problema de controle ótimo em malha aberta

Considere o problema em que se deseja que a sáıda z do sistema seja tão próxima

quanto posśıvel de uma referência y, respeitando a condição z ≤ y. Em (Cohen et al. 1989)

demonstra-se que a entrada ótima que satisfaz esta restrição é dada por:

uopt = CA∗B\◦y (1.30)

Em um sistema de manufatura, por exemplo, y corresponde às demandas dos clientes,

u a entrada de peças brutas no sistema e z a sáıda de peças processadas. Neste contexto,
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o controle ótimo uopt é o que minimiza o estoque interno enquanto assegura que demanda é

atendida.

1.3.2 Pré-compensação com modelo de referência

Considere agora o problema em que o comportamento desejado do sistema é dado por

um modelo de referência Gref . Seja H a função de transferência do sistema a ser controlado.

A solução deste problema consiste na construção de um pré-compensador P para controlar

as entradas de modo que a sáıda do sistema seja tão próxima quanto posśıvel da que seria

obtida aplicando estas mesmas entradas ao modelo de referência (Cottenceau 1999). Deste

modo, a sáıda do sistema de referência é dada por z = Grefv, onde v é o modelo de entrada.

A sáıda do modelo a ser controlado é dada por y = Hu, onde u = Pv é a entrada filtrada, ou

controlada, do sistema. O objetivo é, portanto, encontrar o maior valor de P que satisfaz:

HPv ≤ Grefv

.

Da teoria de residuação, encontra-se que o valor ótimo de P é dado por: (Ouerghi &

Hardouin 2006)

Potm = H\◦Gref . (1.31)

1.3.3 Problemas de controle em malha fechada

Nos problemas de controle em malha fechada, as medidas da sáıda do sistemas são

levadas em consideração na construção dos controladores. O objetivo dos controladores em

malha fechada é modificar a dinâmica do sistema H usando um controlador F localizado

entre a sáıda do sistema y e a entrada u, como pode ser observado na Figura 1.3. Estes

controladores são escolhidos de maneira que o comportamento do sistema controlado seja o

mais próximo posśıvel de um modelo de referencia Gref (Cottenceau 1999). Tem-se que, em

malha fechada,

Gmf (F ) = (HF )∗H.

Formalmente, o objetivo é calcular o maior controlador F tal que:

(HF )∗H ≤ Gref . (1.32)
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Figura 1.3: controlador em malha fechada

Proposição 1. (Cottenceau et al. 2001) Se Gref = D∗H ou Gref = HD∗, sendo D

uma matriz racional de dimensões apropriadas, então existe um controlador máximo Fmax =

H\◦Gref/◦H. Em particular, se Gref = (HD)∗H, então Gmf (Fmax) = Gref.

1.3.4 Observador Max Plus

O objetivo do Observador Max Plus é utilizar a informação da sáıda de um sistema

afetado por rúıdos e aplicar em um simulador a fim de obter estimativas (x̂) para os estados

do sistema (x) por meio da matriz de observação L. Estas estimativas satisfazem x̂ ≤ x. Na

Figura 1.4, encontra-se um diagrama de blocos no qual a matriz L filtra a sáıda do sistema

e fornece informações para o simulador.

Figura 1.4: Diagrama do observador

(Hardouin et al. 2010)

Proposição 2 ((Hardouin et al. 2010)). A maior matriz de observação que satisfaz x̂ ≤ x

é dada por:

Lopt = (((A∗B)/◦(CA∗B)) ∧ ((A∗R)/◦(CA∗R))) (1.33)
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Nota-se o observador é baseado na teoria de residuação e é ótimo no sentido de que a

matriz de observação L é a maior solução que satisfaz a restrição x̂ ≤ x. Este fato permite

que sejam obtidas estimativas menores ou iguais ao estado real. Deste modo, pode-se dizer

que o Observador Max Plus fornece um limitante inferior para as estimativas dos estados.
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Capı́tulo 2

Filtragem Não Linear

2.1 Definição do problema de filtragem não linear

Na abordagem bayesiana para a estimação de estados de sistemas dinâmicos, deseja-se

construir a densidade de probabilidade a posteriori dos estados aproveitando-se de todas as

informações dispońıveis, principalmente a sequência de medidas recebidas (Ristic, Arulam-

palam & Gordon 2004).

Para a definição do problema de filtragem não linear, considere o Modelo de Markov

Oculto (do inglês: Hidden Markov Model - HMM ) definido por:

xk = fk−1(xk−1,wk−1), (2.1)

zk = hk(xk,vk), (2.2)

onde xk ∈ R
n e zk ∈ R

p são os vetores de estados e de medidas, respectivamente, em um

instante k; fk−1 : R
n × R

m → R
n é a função de transição do sistema; hk : Rn × R

r → R
p é a

função de medida; wk−1 ∈ R
m e vk ∈ R

m são sequências independentes que representam o

rúıdo do processo e o rúıdo de medida, respectivamente.

Supõe-se que wk−1 e vk possuem funções de densidade de probabilidade conhecidas.

Supõe-se ainda que a densidade de probabilidade do estado inicial p(x0) ≡ p(x0|z0) e as

funções fk−1 e hk sejam conhecidas.

Deseja-se portanto, construir a densidade de probabilidade dos estados xk baseando-se
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em todas as informações dispońıveis: p(xk|Zk), onde Zk ≡ {zi, i = 1, ..., k} é a sequência

de todas as medidas dispońıveis. A prinćıpio, esta densidade pode ser obtida de maneira

recursiva em dois estágios: predição e atualização (Gordon, Salmond & Smith 1993).

No estágio de previsão, assume-se que a densidade p(xk−1|Zk−1) seja conhecida no

instante (k − 1). Deste modo, é posśıvel obter a densidade a priori dos estados xk no

instante k usando a equação de Chapman-Kolmogorov (Arulampalam, Maskell, Gordon &

Clapp 2002):

p(xk|Zk−1) =

∫

p(xk|xk−1)p(xk−1|Zk−1)dxk−1. (2.3)

O modelo probabiĺıstico da evolução dos estados p(xk|xk−1) pode ser obtido por meio

da equação (2.1).

No instante de tempo k, a medida zk torna-se dispońıvel e pode ser utilizada para

atualizar a densidade a priori p(xk|Zk−1) por meio da regra de Bayes:

p(xk|Zk) = p(xk|zk,Zk−1)

=
p(zk|xk,Zk−1)p(xk|Zk−1)

p(zk|Zk−1)

=
p(zk|xk)p(xk|Zk−1)

p(zk|Zk−1)
, (2.4)

onde

p(zk|Zk−1) =

∫

p(zk|xk)p(xk|Zk−1)dxk (2.5)

é a constante de normalização, a qual depende da função de verossimilhança p(zk|xk) que é

definida a partir da equação (2.2) e da PDF de vk.

As equações (2.3) e (2.4) constituem a base para a solução formal para o problema de

estimação recursiva utilizando a abordagem Bayesiana (Gordon et al. 1993). Sendo assim, um

algoritmo ótimo deve ser capaz de calcular a forma exata de p(xk|Zk) de maneira recursiva por

meio de soluções anaĺıticas para estas equações. As soluções ótimas conhecidas na literatura

existem apenas para alguns casos restritos, dentre as quais destaca-se o Filtro de Kalman

(Anderson & Moore 2005), que é aplicável somente a sistemas nos quais as funções fk e hk

são lineares e wk e vk são rúıdos gaussianos aditivos com matriz de covariância conhecida.

Na maioria das situações práticas, as soluções anaĺıticas para (2.4) e (2.5) são desconhecidas,

o que inviabiliza a aplicação dos filtros não lineares ótimos a estes sistemas. Deste modo,

soluções sub-ótimas devem ser consideradas.
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2.2 Filtros de Part́ıculas

Os Filtros de Part́ıculas (FP) são algoritmos Bayesianos sub-ótimos para filtragem não

linear. A maioria destes são baseados no método de amostragem sequencial de Monte Carlo

(SMC) (Arulampalam et al. 2002). A ideia principal é obter estimativas para a densidade

p(xk|Zk) a partir de um conjunto de N part́ıculas {xi
k−1, i = 1, ..., N}, que aproximam a

densidade p(xk−1|Zk−1) em k − 1. Deste modo, o filtro de part́ıculas é um mecanismo de

aproximação das relações (2.3) e (2.4) (Gordon et al. 1993).

A amostragem de importância é uma técnica na qual amostras obtidas a partir de uma

densidade de importância q(φ) são usadas para aproximar uma distribuição de interesse π(φ)

por meio de um processo de ponderação das amostras. A seguir, encontra-se uma breve

descrição dessa técnica.

Sejam Y e X variáveis aleatórias multidimensionais relacionadas segundo a equação

Y = f(X) sendo X ∼ p(x). A média de Y é dada por:

Ȳ =

∫ ∞

−∞

f(x)p(x)dx (2.6)

Supondo-se que seja posśıvel obter N ≫ 1 amostras {xi, i = 1, ..., N} sorteadas segundo

a densidade p(x), uma estimativa para (2.6) é dada por:

YN =
1

N

N
∑

i=1

f(xi) (2.7)

Admite-se agora uma situação na qual só é posśıvel amostrar segundo uma densidade

q(x) similar1 a p(x). Pode-se reescrever (2.6) da seguinte maneira:

Y =

∫ ∞

−∞

f(x)
p(x)

q(x)
q(x)dx (2.8)

Deste modo, pode-se usar N amostras distribúıdas segundo q(x) para estimar (2.8) por

meio da seguinte equação:

Yn =
1

N

N
∑

i=1

f(xi)ω̃(xi) (2.9)

1Uma densidade de probabilidade q(x) é similar a p(x) se ∀x : p(x) > 0⇒ q(x) > 0.
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onde

ω̃(xi) =
p(xi)

q(xi)
(2.10)

Realizado-se a normalização dos pesos w̃(xi) por meio de:

ω(xi) =
ω̃(xi)

∑N
j=1 ω̃(x

j)

Tem-se que:

YN =
N
∑

i=1

f(xi)ω(xi) (2.11)

A partir do método de amostragem de importância, pode-se obter o algoritmo de amos-

tragem sequencial de importância o qual é utilizado para realizar a filtragem não linear.

Para desenvolver o algoritmo de amostragem sequencial de importância, considera-se que

exista em k − 1 um conjunto de part́ıculas com pesos associados {Xi
k−1, ωi

k−1}
N
i=1, onde

Xi
k−1 = {xi

j, j = 0, ..., k − 1} representa a trajetória da i-ésima part́ıcula desde seu estando

inicial xi
0 até xi

k−1. Pode-se, portanto, construir a seguinte aproximação para a densidade

conjunta a posteriori dos estados:

p(Xk−1|Zk−1) ∼=

N
∑

i=1

ωi
k−1δ(Xk−1 −Xi

k−1) (2.12)

Se as amostrasXi
k−1 foram obtidas segundo uma densidade de importância q(Xk−1|Zk−1)

então, de acordo com (2.10):

ωi
k−1 ∝

p(Xi
k−1|Zk−1)

q(Xi
k−1|Zk−1)

(2.13)

Admite-se que a densidade de importância q seja definida de tal maneira que:

q(Xk|Zk) = q(xk|xk−1, zk)q(Xk−1|Zk−1). (2.14)

Deste modo, cada part́ıcula Xi
k−1 pode ser expandida para Xi

k usando o novo estado

xi
k ∼ q(xk|xk−1, zk).

Para completar o procedimento de filtragem, deve-se atualizar cada peso {ωi
k−1} para
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{ωi
k} de modo que a seguinte aproximação seja verdadeira:

p(Xk|Zk) ∼=

N
∑

i=1

ωi
kδ(Xk −Xi

k). (2.15)

onde:

ωi
k ∝

p(Xi
k|Zk)

q(Xi
k|Zk)

(2.16)

Para obter-se a equação de atualização dos pesos deve-se expressar a densidade p(Xk|Zk)

em termos de p(Xk−1|Zk−1), p(zk|xk) e p(xk|xk−1).

Utilizando a regra de Bayes, tem-se que:

p(Xk|Zk) = p(Xk|zk,Zk−1)

=
p(zk|Xk,Zk−1)p(Xk|Zk−1)

p(zk|Zk−1)
(2.17)

Mas, por definição:

p(Xk|Zk−1) = p(xk,Xk−1|Zk−1)

= p(xk|Xk−1,Zk−1)p(Xk−1|Zk−1) (2.18)

Substituindo-se (2.18) em (2.17):

p(Xk|Zk) =
p(zk|Xk,Zk−1)p(xk|Xk−1,Zk−1)p(Xk−1|Zk−1)

p(zk|Zk−1)

=
p(zk|xk)p(xk|xk−1)

p(zk|Zk−1)
p(Xk−1|Zk−1)

∝ p(zk|xk)p(xk|xk−1)p(Xk−1|Zk−1) (2.19)

Finalmente, a equação de atualização dos pesos pode ser obtida substituindo-se (2.19)

e (2.14) em (2.16):

ωi
k ∝ ωi

k−1

p(zk|x
i
k)p(x

i
k|x

i
k−1)

q(xi
k|x

i
k−1, zk)

, (2.20)
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Uma estimativa para xk pode ser calculada a partir de:

x̂k =
N
∑

i=1

xi
kω

i
k. (2.21)

Em śıntese, como pode ser observado na Figura 2.1, o filtro de part́ıculas parte de um

conjunto de N part́ıculas com pesos associados {xi
k−1, ω

i
k−1}

N
i=1, formando uma aproximação

para p(xk−1|zk−1), para obter um novo conjunto {xi
k, ωi

k}
N
i=1, que aproxima p(xk|zk). Este

processo é realizado em duas etapas: na etapa de propagação utiliza-se uma densidade de

importância q(xi
k|x

i
k−1, zk) para propagar cada part́ıcula xi

k−1 para xi
k; na segunda etapa, os

pesos ωi
k−1 são atualizados para ωi

k a partir de (2.20).

Figura 2.1: Etapas do processo de filtragem por part́ıculas

Em (Doucet, Godsill & Andrieu 2000) demonstra-se que, para densidades de importân-

cia da forma (2.14), a variância dos pesos de importância cresce a cada iteração do algoritmo

de filtragem. Este comportamento é prejudicial ao desempenho do filtro e leva ao fenômeno

conhecido como degeneração das part́ıculas, que ocorre quando após um certo número de

iterações apenas algumas part́ıculas têm pesos não despreźıveis. Na prática, este fenômeno

causa uma situação na qual haverá um grande esforço computacional para atualizar part́ıculas

cuja contribuição para a aproximação de p(xk|zk) é despreźıvel.

O tamanho efetivo da amostra (Neff ) pode ser usado como um indicador para o grau

de degeneração do algoritmo (Kong, Liu & Wong 1994, Liu & Chen 1998). Este indicador é

definido em termos da variância dos pesos de importância da seguinte maneira:

Neff =
N

1 +N2var(ωi
k)
. (2.22)
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Uma aproximação de implementação computacional mais simples para (2.22) é dada

por:

N̂eff =
1

∑N
i=1 ω

i
k

. (2.23)

Observa-se que 1 ≤ N̂eff ≤ N , sendo que o limite superior N é atingido quando todas

as part́ıculas têm o mesmo peso 1/N , e o limite inferior ocorre quando todas as part́ıculas,

exceto uma, têm peso nulo.

A degeneração ocorre devido ao fato de que o algoritmo de filtro de part́ıculas por si

só não apresenta qualquer mecanismo de feedback que leva em conta as observações para

controlar a simulação (Gustafsson 2010). Uma alternativa para atenuar este fenômeno é

a utilização de um processo de reamostragem no qual as part́ıculas são clonadas com uma

probabilidade proporcional ao seu peso. Deste modo, part́ıculas com pesos baixos tendem a

ser eliminadas e part́ıculas com pesos relevantes tendem a ser clonadas. Este processo consiste

em obter um novo conjunto de part́ıculas {xi∗
k }

N
i=1 com pesos uniformes reamostrando-se N

vezes a partir da representação discreta de p(xk|zk) dada por (2.24) de modo que P{xi∗
k =

x
j
k} = ωj

k (Ristic et al. 2004).

p(xk|zk) =
N
∑

i=1

ωi
kδ(xk − xi

k) (2.24)

Na Figura 2.2, encontra-se um esquema para o processo de reamostragem (van der

Merwe, Doucet, de Freitas & Wan 2000). Nota-se que µi ∼ U [0, 1] é mapeada no ı́ndice j,

correspondente à part́ıcula xj
k. Nesta figura, torna-se evidente que as part́ıculas com peso

maior tem maiores chances de serem duplicadas.

Deste modo, o processo de reamostragem introduz no algoritmo de filtragem o meca-

nismo de feedback que utiliza a informação das observações.

Embora o processo de reamostragem diminua o efeito da degeneração, ele produz ou-

tros problemas práticos, como a perda da diversidade entre as part́ıculas. Este problema

é conhecido como pauperização das amostras e, em situações em que o rúıdo do sistema é

pequeno, leva a uma situação em que todas as part́ıculas irão colapsar para um único ponto

em algumas iterações (Ristic et al. 2004). Sendo assim, é interessante que o processo de

reamostragem seja executado apenas quando for realmente necessário. Existe um certo grau

de liberdade quanto à escolha da estratégia de reamostragem, mas, geralmente, o processo de

reamostragem é feito quando o grau de degeneração do algoritmo N̂eff encontra-se abaixo de
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(Doucet et al. 2000)

q(xk|x
i
k−1, zk)otm = p(xk|x

i
k−1, zk)

=
p(zk|xk,x

i
k−1)p(xk|x

i
k−1)

p(zk|xi
k−1)

(2.25)

onde p(zk|x
i
k−1) é a constante de normalização dada por:

p(zk|x
i
k−1) =

∫

p(zk|xk)p(xk|x
i
k−1)dxk (2.26)

Substituindo-se (2.25) em (2.20), encontra-se que a equação de atualização dos pesos é

dada por:

ωi
k ∝ ωi

k−1p(zk|x
i
k−1) (2.27)

Segundo (Gustafsson 2010), a otimalidade da escolha da densidade de importância defi-

nida por (2.25) provém do fato de que, para esta escolha, a variância dos pesos de importância

ωi
k condicionada por xi

k−1 e zk é nula. Deste modo, qualquer outra escolha para a densidade

de importância iria acrescentar variância aos pesos. Isso, de acordo com a equação (2.22), iria

diminuir o tamanho efetivo das amostras e, portanto, acentuar a degeneração do algoritmo.

A seguir, é proposta uma demonstração, diferente da apresentada em (Doucet et al. 2000),

para esta afirmação.

Lema 2.1. A densidade de importância ótima, que minimiza a variância dos pesos de

importância, condicionada por xi
k−1 e zk é dada por (2.25).

Prova:

Sabendo-se que xk possui densidade q(xk|x
i
k−1, zk), o valor esperado dos pesos de

importância ωi
k, definidos pela equação (2.20), condicionados a xi

k−1 e zk é dado

por:

E[ωi
k|x

i
k−1, zk] =

∫

ωi
k−1

p(zk|xk)p(xk|x
i
k−1)

q(xk|xi
k−1, zk)

q(xk|x
i
k−1, zk)dxk

= ωi
k−1

∫

p(zk|xk)p(xk|x
i
k−1)dxk

(2.28)
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Substituindo (2.26) em (2.28):

E[ωi
k|x

i
k−1, zk] = ωi

k−1p(zk|x
i
k−1) (2.29)

O segundo momento de ωi
k(xk) é:

E[
(

ωi
k|x

i
k−1, zk

)2
] =

∫ (

ωi
k−1

p(zk|xk)p(xk|x
i
k−1)

q(xk|xi
k−1, zk)

)2

q(xk|x
i
k−1, zk)dxk

=
(

ωi
k−1

)2
∫

(

p(zk|xk)p(xk|x
i
k−1)

)2

q(xk|xi
k−1, zk)

dxk (2.30)

E, a variância é:

var[ωi
k|x

i
k−1, zk] = E[

(

ωi
k|x

i
k−1, zk

)2
]− E[ωi

k|x
i
k−1, zk]

2

=
(

ωi
k−1

)2

(

∫

(

p(zk|xk)p(xk|x
i
k−1)

)2

q(xk|xi
k−1, zk)

dxk − p2(zk|x
i
k−1)

)

(2.31)

Substituindo (2.25) em (2.31):

var[ωi
k|x

i
k−1, zk] =

(

ωi
k−1

)2
(

p(zk|x
i
k−1)

∫

p(zk|xk)p(xk|x
i
k−1)dxk − p2(zk|x

i
k−1)

)

=
(

ωi
k−1

)2 (
p2(zk|x

i
k−1)− p2(zk|x

i
k−1)

)

= 0 (2.32)

O que é um resultado esperado, pois, dada uma part́ıcula xi
k−1 e a medida zk, o

valor de ωi
k dado pela equação (2.27) é sempre o mesmo, não importando qual

part́ıcula foi obtida a partir de q(xk|x
i
k−1, zk)otm. Deste modo, a variância de

ωi
k condicionada a xi

k−1 e zk é sempre igual a 0 para o caso em que utiliza-se a

densidade de importância q(xk|x
i
k−1, zk)otm.

Amostrar segundo (2.25) pode apresentar algumas desvantagens:

1. De um modo geral, é dif́ıcil amostrar segundo esta densidade;

2. É, em geral, dif́ıcil efetuar a etapa de atualização dos pesos quando se opta por esta

densidade, uma vez que esta etapa depende do valor de p(zk|x
i
k−1) calculado de acordo

com a integral apresentada em (2.26).
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No entanto, em alguns casos, é posśıvel utilizar esta densidade de importância. Pode-

se citar, por exemplo o caso em que p(xk|x
i
k−1, zk) é Gaussiano (Doucet et al. 2000). Outra

aplicação pode ser encontrada no Caṕıtulo 3.2 deste trabalho, onde é apresentado um método

a partir do qual é posśıvel utilizar a densidade de importância ótima para uma certa classe

de sistemas Max-Plus.

A partir dos passos desenvolvidos ao longo deste caṕıtulo, pode-se desenvolver o pseu-

docódigo de um filtro de part́ıculas genérico apresentado no Algoritmo 2.2 (Ristic et al. 2004).

Algoritmo 2.2: Filtro de Part́ıculas Genérico

Entrada: {xi
k−1

, ωi
k−1
}Ni=1

zk

Sáıda: {xi∗
k , ωi

k}
N
i=1

1 ińıcio

2 para i = 1 : N faça

3 Propagar xi
k a partir da densidade de importância: xi

k ∼ q(xk|x
i
k−1

, zk);

4 Atualizar os pesos utilizando (2.20): ωi
k ←− ωi

k−1

p(zk|x
i
k)p(x

i
k|x

i
k−1

)

q(xi
k|x

i
k−1

, zk)
;

5 fim

6 Calcular a soma dos pesos: t←−

N
∑

i=1

ωi
k;

7 para i = 1 : N faça normalizar os pesos: ωi
k ←− t−1ωi

k ;

8 Calcular N̂eff usando (2.23): N̂eff =
1

∑N

i=1
ωi
k

;

9 se N̂eff < Nthr então reamostrar utilizando o Algoritmo 2.1 ;

10 fim
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Capı́tulo 3

Filtro de Part́ıculas Aplicado a Sistemas

Max-Plus

3.1 Filtro de Part́ıculas com Densidade de Importância

Sub-Ótima

Nesta seção será desenvolvido um algoritmo de filtragem por part́ıculas que utiliza

a densidade de transição a priori p(xk|xk−1) como densidade de importância para obter

estimativas para os estados de sistemas max-plus descritos por equações do tipo:

xk = A⊗ xk−1 ⊕ B ⊗ uk (3.1)

zk = C ⊗ xk (3.2)

onde xk ∈ R
n, uk ∈ R

p, zk ∈ R
q e as matrizes A, B e C possuem dimensões apropriadas.

Admite-se que os elementos das matrizes A, B e C possam ser determińısticos ou

variáveis aleatórias com distribuição uniforme ou exponencial representando, por exemplo, a

incerteza quanto ao tempo de serviço de uma máquina.

A escolha de p(xk|xk−1) como densidade de importância é uma das escolhas sub-ótimas

mais populares (Ristic et al. 2004). Como será visto, as exigências para o uso desta densidade

não são, em geral, muito complexas:
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1. Devem-se conhecer as funções (3.1) e (3.2);

2. Deve-se ser capaz de utilizar (3.1) para obter amostras a partir de um conjunto de

part́ıculas part́ıculas dispońıvel em k − 1;

3. A função de verossimilhança p(zk|xk) deve ser conhecida.

Substituindo-se q(xi
k|x

i
k−1, zk) = p(xk|xk−1) em (2.20), encontra-se a seguinte equação

de atualização dos pesos:

ωi
k ∝ ωi

k−1p(zk|x
i
k). (3.3)

Nota-se que, no momento do cálculo de atualização do peso ωi
k o valor da medida zk e

da part́ıcula xi
k é conhecido. Deste modo, a atualização dos pesos pode ser feita por:

ωi
k ∝ ωi

k−1V (xi
k, zk), (3.4)

onde V (xi
k, zk) é a função de verossimilhança desenvolvida no Apêndice A. Nota-se que, neste

caso, a atualização dos pesos só pode ser feita após a etapa de propagação das part́ıculas, dife-

rentemente do caso em que se utiliza a densidade de importância ótima, no qual a atualização

do peso da part́ıcula xi
k depende somente de zik e xi

k−1.

A escolha de p(xk|x
i
k−1) como densidade de importância permite a utilização direta de

(3.1) para propagar as part́ıculas {xi
k−1}

N
i=1 para {xi

k}
N
i=1 .

A hipótese de que os elementos da matriz C possam ser determińısticos pode levar

a uma situação na qual o suporte da função de verossimilhança p(zk|x
i
k) corresponda a um

evento de probabilidade nula. Deste modo, todas as part́ıculas geradas a partir de p(xk|xk−1)

serão atualizadas com peso nulo, já que, estatisticamente, a probabilidade de alguma destas

part́ıculas pertencerem ao suporte de p(zk|x
i
k) é nula (Cândido, Santos-Mendes, Hardouin &

Maia 2013). O exemplo a seguir ilustra uma situação na qual este fato ocorre.

Exemplo 3.1. Considere um sistema descrito pelas seguintes equações:

xk =

[

U [0.2, 0.6] U [0.1, 0.5]

U [0, 1.5] 0.2

]

⊗ xk−1 (3.5)

zk =

[

1 0

U [1, 3] 2

]

⊗ xk (3.6)
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onde: xk = [x1 x2]
T , zk = [z1 z2]

T e U [a, b] representa uma variável aleatória com distribui-

ção uniforme entre a e b.

Considerando-se que em k − 1 tem-se um conjunto de part́ıculas dado por {xi
k−1 =

0, ωi
k−1 = 1/N}Ni=1 e que em k foi adquirida a medida zk = [1.4, 3.2]T , o suporte da função

p(zk|x
i
k) definida pela matriz C e pela equação (A.1) do Apêndice A é dado pela região

formada por: {x1, x2 ∈ R : x1 = 0.4 e x2 ≤ 1.2}. Esta região corresponde a um evento de

probabilidade nula dado que as part́ıculas xi
k foram obtidas através de (3.5). Na Figura 3.1(a)

pode-se observar 100 part́ıculas geradas a partir do conjunto {xi
k−1 = 0, ωi

k−1 = 0.01}100i=1 assim

como a região correspondente ao suporte de p(zk|x
i
k). Na Figura 3.1(b) a região formada

pela linha tracejada na Figura 3.1(a) foi ampliada, observa-se que, como esperado, nenhuma

part́ıcula pertence ao suporte de p(zk|x
i
k) deste modo, o peso de todas as part́ıculas serão

atualizados para zero.

Se todas as part́ıculas adquirirem peso nulo em k, tornar-se-á imposśıvel obter qualquer

estimativa para os estados não observados e, ainda, qualquer part́ıcula gerada a partir do con-

junto de part́ıculas existente em k terá peso nulo. Portanto, uma etapa de recondicionamento

das part́ıculas deve ser realizada a fim de evitar este problema. Nesta etapa, define-se um

limiar próximo à região correspondente ao suporte da função de verossimilhança e, por meio

do menor caminho posśıvel, as part́ıculas que estiverem dentro desse limiar serão deslocadas

de modo que pertençam à região de verossimilhança não nula. Considerando que, na Figura

3.1(b), a linha tracejada corresponde ao limiar, todas as part́ıculas que se encontrarem dentro

deste limite serão deslocadas para o suporte da função de verossimilhança.

No Algoritmo 3.1 descreve-se uma maneira sistemática para realizar a etapa de recon-

dicionamento das part́ıculas. Basicamente, este algoritmo calcula qual é a menor distância

entre as part́ıculas e a região de verossimilhança não nula: se esta distância for menor que o

limiar estabelecido, a part́ıcula é então deslocada de modo a pertencer à região fact́ıvel (ou

de verossimilhança não nula).

O valor do limiar Kthr deve ser pequeno o bastante para que a part́ıcula deslocada xi∗
k

seja tal que a seguinte aproximação seja válida:

{xi∗
k , ω

i
k−1} ≈ {x

i
k, ω

i
k−1}. (3.7)

Deste modo, pode-se dizer os conjuntos {xi∗
k , ω

i
k−1} e {x

i
k, ω

i
k−1} apresentaram, aproxi-

madamente, os mesmos comportamentos estat́ısticos dados xi
k−1 e zk−1.
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Algoritmo 3.1: Recondicionamento

Entrada: {xi
k}

N
i=1

, Kthr

Sáıda: {xi∗
k }

N
i=1

// xi
k =

[

xi
1
xi
2
· · · xi

n

]T

// xi∗
k =

[

xi∗
1

xi∗
2
· · · xi∗

n

]T

1 ińıcio

2 para j = 1 : n faça

3 ∆xj ←−M ≫ 0;
4 para r = 1 : q faça // q é o número de linhas da matriz C

5 Sr ←− {j : crj é determinstico} ; // conjunto de ı́ndices

6 se crj ∈ Sr e zr − (crj + xi
j) ≤ Kthr então

7 se |zr − (crj + xi
j)| ≤ ∆xj então

8 ∆xj ←− |zr − (crj + xi
j)|;

9 xi∗
j ←− zr − crj ;

10 fim

11 fim

12 fim

13 fim

14 fim

3.2 Filtro de Part́ıculas com Densidade de Importância

Ótima

Um algoritmo para filtragem por part́ıculas que utiliza a densidade de importância ótima

pode ser desenvolvido para uma classe restrita de sistemas max-plus. Considere novamente

os sistemas descritos por:

xk = A⊗ xk−1 ⊕ B ⊗ uk (3.8)

zk = C ⊗ xk (3.9)

onde xk ∈ R
n, uk ∈ R

p, zk ∈ R
q e as matrizes A, B e C possuem dimensões apropriadas.

Admite-se que os elementos das matrizes A e C possam ser determińısticos ou variáveis

aleatórias com distribuição uniforme independentes entre si, sendo que em cada linha e em

cada coluna da matriz C pode existir mais do que um elemento não nulo mas não mais que

um valor determińıstico. Observa-se que esta classe abrange os sistemas onde alguns estados

são diretamente observados, mas não se restringe apenas a esses sistemas.

Na seção 2.2, demonstrou-se que a densidade de importância ótima é dada por:
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Algoritmo 3.2: Filtro de Part́ıculas para Sistemas Max-Plus

Entrada: {xi
k−1

, ωi
k−1
}Ni=1

zk

Sáıda: {xi∗
k , ωi

k}
N
i=1

1 ińıcio

2 para i = 1 : N faça

3 Propagar xi
k utilizando (3.1): xi

k
←− A⊗ xi

k−1
⊕B ⊗ uk;

4 fim

5 Recondicionar as part́ıculas utilizando o Algoritmo 3.1;

6 para i = 1 : N faça

7 Atualizar os pesos utilizando (3.4): ωi
k ←− ωi

k−1
V (xi

k, zk);
8 fim

9 Calcular a soma dos pesos: t←−

N
∑

i=1

ωi
k;

10 para i = 1 : N faça Normalizar os pesos: ωi
k ←− t−1ωi

k ;

11 Calcular N̂eff usando (2.23): N̂eff =
1

∑N

i=1
ωi
k

;

12 se N̂eff < Nthr então Reamostrar utilizando o Algoritmo 2.1 ;

13 fim

q(xk|x
i
k−1, zk)opt = p(xk|x

i
k−1, zk)

=
p(zk|xk,x

i
k−1)p(xk|x

i
k−1)

p(zk|xi
k−1)

, (3.10)

onde

p(zk|x
i
k−1) =

∫ ∞

−∞

p(zk|xk,x
i
k−1)p(xk|x

i
k−1)dxk. (3.11)

E, a equação de atualização dos pesos é dada por:

ωi
k ∝ ωi

k−1p(zk|x
i
k−1) (3.12)

Por conveniência, (3.10) pode ser reescrita como:

p(xk|x
i
k−1, zk) =

V (xk; zk,xk−1)

Ψ
, (3.13)

onde:

V (xk; zk,xk−1) = p(zk|xk,x
i
k−1)p(xk|x

i
k−1)

= p(zk|xk)p(xk|x
i
k−1) (3.14)
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e Ψ é a constante de normalização dada por

Ψ =

∫ ∞

−∞

p(zk|xk,x
i
k−1)p(xk|x

i
k−1)dxk (3.15)

Deste modo, (3.12) pode ser reescrita como:

ωi
k ∝ Ψωi

k−1 (3.16)

De um modo geral, apenas alguns estados são relacionados com a sáıda por meio da

matriz C, ou seja, apenas alguns estados são observados. Deste modo, pode-se particionar

o vetor de estados da seguinte maneira: x =
[

(γo)T (γno)T
]T
, onde γo é o vetor de estados

observados e γno é o vetor de estados não observados. Devido à independência dos elementos

das matrizes A e C pode-se observar que os vetores γo e γno são independentes. Portanto a

seguinte fatoração é válida:

p(xk|x
i
k−1) = p(γo|xi

k−1)p(γ
no|xi

k−1) (3.17)

Por definição, somente os estados observados estão relacionados com a sáıda, portanto:

p(zk|xk) = p(zk|γ
o) (3.18)

Sendo assim, (3.14) pode ser reescrita como se segue:

V (xk; zk,xk−1) = p(zk|γ
o)p(γo|xi

k−1)p(γ
no|xi

k−1)

= V1(γ
o)V2(γ

no) (3.19)

onde:

V1(γ
o) = p(zk|γ

o)p(γo|xi
k−1) (3.20)

V2(γ
no) = p(γno|xi

k−1) (3.21)

Em śıntese,

q(xk|x
i
k−1, zk)opt =

V1(γ
o)V2(γ

no)

Ψ
. (3.22)
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Deseja-se, portanto, utilizar (3.19) para gerar part́ıculas distribúıdas segundo a densi-

dade de importância ótima. Neste caso, nota-se que o vetor de estados xk pode ser constrúıdo

gerando-se os vetores γo e γno de maneira independente a partir das equações (3.20) e (3.21)

respectivamente.

O sistema descrito pelas equações (3.8) e (3.9) pode ser reescrito como:

γo = Ao ⊗ xk−1 ⊕ Bo ⊗ uk (3.23)

γno = Ano ⊗ xk−1 ⊕ Bno ⊗ uk (3.24)

zk = Co ⊗ γo (3.25)

onde as matrizes Ao e Bo foram constrúıdas removendo-se das matrizes A e B as linhas relaci-

onadas aos estados não observados. Por outro lado, as matrizes Ano e Bno foram constrúıdas

removendo-se das matrizes A e B as linhas relacionadas aos estados observados. A matriz

Co foi constrúıda removendo-se as colunas nulas da matriz C.

A partir da equação de verossimilhança definida pela equação (A.1), definida no Apên-

dice A, é posśıvel obter formas anaĺıticas para as equações (3.20) e (3.21):

V1(γ
o) =

q
∏

r=1









n1
∑

s=1

drs(zr − γo
s)

n1
∏

l=1,
l 6=j

Nrl(zr − γo
l )









n1
∏

i=1









n
∑

j=1

pij(γ
o
i − x′j)

n
∏

k=1,
k 6=j

Fik(γ
o
i − x′k)









(3.26)

onde γo
i , zi e x′i representam o i-ésimo elemento dos vetores γo, zk e xk−1 respectivamente, e

n n1 e q são as dimensões dos vetores xk−1, γ
o e zk respectivamente. As funções drs e Nrl re-

presentam, respectivamente, a densidade de probabilidade correspondente ao elemento cors da

matriz Co e a função de probabilidade acumulada do elemento corl. Analogamente, as funções

pij e Fik representam a função de densidade de probabilidade e a função de probabilidade

acumulada dos elementos da matriz Ao.

V2(γ
no) =

n2
∏

i=1









n
∑

j=1

pij(γ
no
i − x′j)

n
∏

k=1,
k 6=j

Fik(γ
no
i − x′k)









(3.27)

onde γno
i representa o i-ésimo elemento do vetor γno cuja dimensão é n2, e as funções pij

e Fik representam a função de densidade de probabilidade e a função de probabilidade dos

elementos da matriz Ano.
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A geração do vetor γno distribúıdo segundo (3.27) pode ser feita diretamente por meio

da equação (3.24). Por outro lado, gerar o vetor γo utilizando (3.26) de forma direta pode

apresentar dificuldades de implementação. De fato, de um modo geral, a função (3.26)

representa uma superf́ıcie em R
n1 cujos elementos γo

1 , γo
2 , · · ·, γo

n1 são dependentes. Este

fato dificulta a geração a partir desta equação.

Nas próximas subseções, será discutido um método para gerar amostras distribúıdas

segundo (3.22) utilizando uma função secundária a partir da qual seja mais fácil gerar as

amostras desejadas.

3.2.1 Geração de Variáveis Aleatórias: Aceitação-Rejeição

O Método de Aceitação-Rejeição permite obter amostras distribúıdas segundo uma

densidade f(x) (densidade objetivo) a partir de uma função g(x) conhecida que satisfaça as

seguintes condições (Law & Kelton 2000) :

1. g(x) ≥ f(x), ∀ x;

2.

∫ ∞

−∞

g(x)dx = c.

A função g(x) é,portanto, uma função majorante de f(x) e, da condição 2, tem-se que

h(x) =
g(x)

c
é uma densidade de probabilidade. Além das condições apresentadas para a

função g(x), é fundamental que seja posśıvel amostrar segundo a densidade h(x).
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O Método de Aceitação-Rejeição é apresentado no Algoritmo 3.3.

Algoritmo 3.3: Método de Aceitação-Rejeição
Dados: f(x), g(x), h(x)

Sáıda: X

1 ińıcio

2 aceitou←− 0;

3 enquanto aceitou = 0 faça

4 Gerar uma v.a. Y com densidade h(x);

5 Gerar um número aleatório U, independente de Y e com distribuição uniforme entre 0 e 1;

6 se U ≤
f(Y)

g(Y)
então

7 X←− Y;

8 aceitou←− 1;

9 fim

10 fim

11 fim

No apêndice B, demonstra-se que a variável aleatória X gerada a partir deste algoritmo

possui densidade de probabilidade igual a f(x), ou seja, P [X ≤ x] = P [Y ≤ x |U ≤ f(Y )/g(Y ) ].

Demonstra-se também que a probabilidade de aceitação da variável Y é inversamente pro-

porcional a c, ou seja, P [U ≤ f(Y)/g(Y)] = 1/c. Esta medida pode ser usada para avaliar

a eficiência do algoritmo: quanto maior for a probabilidade de aceitação, mais eficiente será

o algoritmo.

Neste trabalho, o método de Aceitação-Rejeição será usado para obter part́ıculas distri-

búıdas segundo a densidade de importância definida pela equação (3.22). Portanto, deve-se

buscar uma função majorante Γ(xk) a partir da qual seja posśıvel de se obter amostras e que

satisfaça às mesmas condições impostas à função g(x) apresentadas ao ińıcio desta subseção.

Deste modo, Γ(xk) deve ser definida de maneira que:

Γ(xk) ≥
V1(γ

o)V2(γ
no)

Ψ
, ∀xk

Para satisfazer a esta condição, a função Γ(xk) pode ser definida como:

Γ(xk) =
V 1(γ

o)V2(γ
no)

Ψ
, (3.28)

onde V 1(γ
o) ≥ V1(γ

o) , ∀γo e

∫ ∞

−∞

V 1(γ
o)dγo = c′.
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Nota-se que não é necessário definir uma função majorante para V2(γ
no), pois, como

mencionado anteriormente, o vetor γno pode ser gerado a partir da equação (3.24).

A integral da função Γ(xk) é dada por:

∫ ∞

−∞

Γ(xk)dxk =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

V 1(γ
o)V2(γ

no)

Ψ
dγnodγo

=

∫ ∞

−∞

V 1(γ
o)

Ψ

(∫ ∞

−∞

V2(γ
no)dγno

)

dγo

mas, de acordo com a equação (3.21), V2(γ
no) é uma densidade de probabilidade. Portanto

∫ ∞

−∞

V2(γ
no)dγno = 1, Assim:

∫ ∞

−∞

Γ(xk)dxk =

∫ ∞

−∞

V 1(γ
o)

Ψ
dγo

=
c′

Ψ
= c.

Deste modo, a função h(xk) =
Ψ

c′
Γ(xk) =

V 1(γ
o)V2(γ

no)

c′
é uma densidade de probabi-

lidade. Nota-se ainda, que a função h1(xk) =
V 1(γ

o)

c′
também é uma densidade de probabi-

lidade, uma vez que

∫ ∞

−∞

V 1(γ
o)dγo = c′.

Observa-se, na linha 6 do Algoritmo 3.3, que uma das etapas do método de aceitação

rejeição envolve uma divisão da densidade objetivo pela função majorante. No problema em

questão, esta divisão seria dada por:

V1(γ
o)V2(γ

no)/Ψ

V 1(γo)V2(γno)/Ψ
=

V1(γ
o)

V 1(γo)
. (3.29)

Sendo assim, o vetor γno amostrado segundo a densidade V2(γ
no) não interfere na aceitação

ou rejeição do algoritmo. Portanto, apenas o vetor γo, gerado a partir da função majorante

V 1(γ
o) deverá ser testado quanto à sua aceitação ou rejeição pelo algoritmo. O Algoritmo 3.4

representa um pseudo-código para o Método de Aceitação-Rejeição espećıfico para este caso.

Neste algoritmo é gerado apenas o vetor correspondente aos estados observados. O vetor de
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estados não observados é obtido a partir da equação (3.24).

Algoritmo 3.4: Método de Aceitação-Rejeição para Amostragem Ótima em Sistemas

Max Plus
Dados: V1(γ

o), V 1(γ
o), c′

Sáıda: γo

1 ińıcio

2 aceitou←− 0;

3 enquanto aceitou = 0 faça

4 Gerar uma v.a. Y com densidade h1(xk) =
V 1(γ

o)

c′
;

5 Gerar um número aleatório U, independente de Y, com distribuição uniforme entre 0 e 1;

6 se U ≤=
V1(γ

o)

V 1(γo)
então

7 γo ←− Y;

8 aceitou←− 1;

9 fim

10 fim

11 fim

A equação (3.29) mostra que, devido à escolha da função Γ(x) dada pela equação

(3.28), o algoritmo apresentado é independente do valor da constante Ψ. Tal caracteŕıstica

é interessante, uma vez que o cálculo direto desse valor a partir da integral apresentada em

(3.15) nem sempre é posśıvel. No entanto uma estimativa dessa integral pode ser obtida

utilizando o resultado de que a probabilidade de aceitação do algoritmo é:

P [U ≤
V1(γ

o)V2(γ
no)/Ψ

V 1(γo)V2(γno)/Ψ
] = P [U ≤

V1(γ
o)

V 1(γo)
] = Ψ/c′

dado que

∫

Γ(x)dx = c′/Ψ. Deste modo, supondo que a constante c′ é conhecida, uma

estimativa para a constante Ψ pode ser dada por:

Ψ = c′
λ

Λ
(3.30)

onde Λ é um número fixo de iterações do algoritmo e λ é o número de vezes em que a v.a Y é

aceita pelo algoritmo. Deste modo, λ/Λ é uma estimativa para a probabilidade de aceitação

do algoritmo.

Portanto, para que este algoritmo possa ser utilizado, a função majorante V 1(γ
o) e

a constante c′ devem ser conhecidas; além disso, deve-se ser capaz de obter amostras a

partir dessa função. Na próxima subseção serão demonstrados os passos necessários para a
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construção desta função majorante e, ao final, serão propostos os algoritmos para a construção

da função majorante e para a amostragem a partir desta função.

3.2.2 Função Majorante

A função majorante V 1(γ
o) é obtida a partir da função V1(γ

o) definida pela equação

(3.26). Nesta equação, sabe-se que Nrl(zr − γo
l ) e Fik(γ

o
i − x′k) são funções de probabilidade

acumulada e, portanto, 0 ≤ Nrl(zr − γo
l ) ≤ 1 e 0 ≤ Fik(γ

o
i − x′k) ≤ 1. Deste modo, a seguinte

relação é válida:

V1(γ
o) ≤

q
∏

r=1

(

n1
∑

s=1

drs(zr − γo
s)

)

n1
∏

i=1

(

n
∑

j=1

pij(γ
o
i − x′j)

)

(3.31)

Definindo os conjuntos Sr e Ji como o conjunto dos elementos da linha r da matriz

Co que são determińısticos e, analogamente, Ji como o conjunto dos elementos da linha i da

matriz Ao que são determińısticos, pode-se reescrever o lado direito da desigualdade (3.31)

como:

q
∏

r=1

(

∑

s ∈ Sr

δ(zr − γo
s − cors) +

∑

s 6∈ Sr

drs(zr − γo
s)

)

n1
∏

i=1

(

∑

j ∈ Ji

δ(γo
i − x′j − aoij) +

∑

j 6∈ Ji

pij(γ
o
i − x′j)

)

(3.32)

onde δ(·) representa a função impulso.

Sabendo-se que drs é uma densidade de probabilidade com distribuição uniforme entre

drs e drs tem-se que:
∑

s 6∈ Sr

drs(zr − γo
s) ≤

∑

s 6∈ Sr

Drs = Dr (3.33)

onde

Drs =
1

drs − drs

Analogamente:
∑

j 6∈ Ji

pij(γ
o
i − x′j) ≤

∑

j 6∈ Ji

Pij = Pi (3.34)

onde

Pij =
1

pij − pij
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Deste modo, tem-se que:

V1(γ
o) ≤

q
∏

r=1

(

Dr +
∑

s ∈ Sr

δ(zr − γo
s − cors)

)

·
n1
∏

i=1

(

Pi +
∑

j ∈ Ji

δ(γo
i − x′j − aoij)

)

(3.35)

Dada a restrição de que pode haver no máximo um elemento determińıstico por linha

da matriz C pode-se afirmar que |Sr| ≤ 1. Este fato permite reescrever o primeiro produtório

do lado direito da expressão (3.35) como:

q
∏

r=1

(

Dr +
∑

s ∈ Sr

δ(zr − γo
s − cors)

)

=

q
∏

r=1

n1
∏

i=1

Hri (3.36)

onde:

Hri =



















D
1
n
r , se |Sr| = 0

Dr + δ(zr − γo
i − cori), se |Sr| = 1 e Sr = {i}

1, se |Sr| = 1 e Sr = {j}, j 6= i

(3.37)

Deste modo, tem-se que:

V1(γ
o) ≤

n1
∏

i=1

[(

Pi +
∑

j ∈ Ji

δ(γo
i − x′j − aoij)

)

·

q
∏

r=1

Hri

]

(3.38)

Dadas as matrizes A e C, o vetor de medidas zk e a part́ıcula x
i
k−1, pode-se definir limites

para xi
k fora dos quais as funções V1(γ

o) e V2(γ
no) são garantidamente nulas. Lembrando que

os elementos aij da matriz A são variáveis aleatórias uniformemente distribúıdas entre aij

e aij, considere a matriz A constitúıda pelos elementos aij e a matriz A constitúıda pelos

elementos aij. De maneira análoga, pode-se definir as matrizes C e C.

Deste modo, a partir da equação (3.8), o limitante inferior para xk
i é dado por:

xi
k = A⊗ xi

k−1 (3.39)

onde ⊗ representa a operação produto na álgebra max-plus.

Pode-se dizer ainda que:

xk
i ≤ A⊗ xi

k−1 (3.40)
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Mas, a partir da equação (3.9) tem-se que:

xk
i ≤ C\◦zk (3.41)

onde \◦ representa a operação de residuação definida na subseção 1.2.2.

Portanto, o limitante superior para xi
k é dado por:

xi
k = xi

max1

∧

xi
max2 (3.42)

onde
∧

é o operador de mı́nimo ponto a ponto, e:

xi
max1 = A⊗ xi

k−1 (3.43)

xi
max2 = C\◦zk (3.44)

A partir destes limitantes, pode se definir: γo e γo como os limitantes inferior e superior

para os estados observados e, também, γno e γno como os limitantes inferior e superior para

os estados não observados.

Portanto, a função majorante procurada é dada por:

V 1(γ
o) =















n1
∏

i=1

[(

Pi +
∑

j ∈ Ji

δ(γo
i − x′j − aoij)

)

q
∏

r=1

Hri

]

, se γo ≤ γo ≤ γo

0, caso contrário.

(3.45)

Observa-se que esta função tem um formato geral do tipo:

V 1(γ
o) = ρ1(γ

o
1)ρ2(γ

o
2) · · · ρn1(γ

o
n1),

Sendo que cada função ρi(γ
o
i ) pode assumir uma das duas formas a seguir:

Caso 1 se Sr 6= {i} ∀ r, ou seja, se o estado γo
i não se relaciona com nenhuma sáıda de

maneira determińıstica, ρi(γ
o
i ) é dado por:

ρi(γ
o
i ) = Ki

(

Pi +
∑

j ∈ Ji

δ(γo
i − x′j − aoij)

)

, γo

i
≤ γo

i ≤ γo
i (3.46)
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Caso 2 se ∃r ∈ {1, ..., q} : Sr = {i}, ρi(γ
o
i ) é dado por:

ρi(γ
o
i ) = Ki

(

Pi +
∑

j ∈ Ji

δ(γo
i − x′j − aoij)

)(

Dr + δ(zr − γo
i − cori)

)

= Ki

(

DrPi +Dr

∑

j ∈ Ji

δ(γo
i − x′j − aoij) + Piδ(zr − γo

i − cori)

+δ(zr − γo
i − cori)

∑

j ∈ Ji

δ(γo
i − x′j − aoij)

)

, γo

i
≤ γo

i ≤ γo
i (3.47)

Deste modo, pode-se obter amostras para cada estado γo
i de maneira independente a

partir densidade hi(γ
o
i ) = ρi(γ

o
i )/c

′
i, onde c′i =

∫

ρi(γ
o
i )dγ

o
i .

Se ρi(γ
o
i ) é dado por (3.46), tem-se que:

c′i = Ki

(

Pi(γ
o
i − γo

i
) + |Ji|

)

.

Mas, se ρi(γ
o
i ) é dado por (3.47) deve-se notar que:

δ(zr − γo
i − cori)

∑

j ∈ Ji

δ(γo
i − x′j − aoij) > 0⇒ c′i →∞.

No entanto, será demonstrado a seguir que se: δ(zr−γ
o
i −c

o
ri)
∑

j ∈ Ji
δ(γo

i −x
′
j−a

o
ij) > 0

então γo
i = γo

i
= zr − cori, o que determina completamente o valor do estado γo

i , portanto, a

densidade hi(γ
o
i ) é dada, neste caso, por hi(γ

o
i ) = δ(zr − xi − cri) e c′i = δ(0).

Lema 3.1. Se δ(zr − γo
i − cori)

∑

j ∈ Ji

δ(γo
i − x′j − aoij) > 0 então γo

i = γo

i
= zr − cori.

Prova:

Sabe-se que:

δ(zr − γo
i − cori)

∑

j ∈ Ji

δ(γo
i − x′j − aoij) > 0⇒ ∃j ∈ Ji : x

′
j + aoij = zr − cori.

Pela equação (3.39), pode-se afirmar que:

γo

i
≥ x′j + aoij
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e, pelas equações (3.42) e (3.44), tem-se que:

γo
i ≤ zr − cori.

Mas, x′j + aoij = zr − cori e γo
i ≥ γo

i
. Portanto:

γo
i ≤ zr − cori ≤ γo

i
⇒ γo

i = zr − cori = γo

i
.

Finalmente, se ρi(γ
o
i ) é dado por (3.47) e

δ(zr − γo
i − cori)

∑

j ∈ Ji

δ(γo
i − x′j − aij) = 0,

o valor de c′i é dado por:

c′i = Ki

(

DrPi(γ
o
i − γo

i
) +Dr|Ji|+ Pi

)

.

O exemplo 3.2 apresenta uma maneira de se obter amostras a partir de funções do tipo

apresentado em (3.47).

Exemplo 3.2. Seja a função:

ρ(x) = 5 [6 + 2δ(x− 1/2) + 2δ(x− 1) + 3δ(x− 3/2)] , 0 ≤ x ≤ 2.

Tem-se, neste caso, que:

c′ =

∫

ρ(x)dx = 5[6(2− 0) + 2 + 2 + 3] = 95,

e

h(x) =
1

19
(6 + 2δ(x− 1/2) + 2δ(x− 1) + 3δ(x− 3/2)) , 0 ≤ x ≤ 2.

Nota-se, portanto, que a probabilidade de x estar uniformemente distribúıdo entre 0 e

2 é de (2− 0) ∗ 6/19 = 12/19. Além disso, a probabilidade de x = 1 é 2/19, a probabilidade

de x = 1/2 é 2/19 e a probabilidade de x = 3/2 é 3/19. Na Figura ?? encontra-se o gráfico

da densidade h(x).
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a função majorante V 1(γ
o). A sáıda deste algoritmo são as estruturas ρ{i}, i = 1, · · · , n,

contento os seguintes campos:

1. ρ{i}.const: representa a constante Ki da equação 3.47;

2. ρ{i}.unif : é um vetor cujo primeiro elemento contém a amplitude da componente

uniforme da função ρi(xi), o segundo elemento contém o valor do limitante inferior γo
i

e no terceiro elemento encontra-se o valor do limitante superior γo
i . Na equação 3.47

teria-se ρ{i}.unif =
[

D(r) · P (i) γo
i

γo
i

]

;

3. ρ{i}.delta1: é uma matriz na qual as componentes do tipoD·δ(γo
i−t) são armazenadas.

Deste modo, se na função ρi(γ
o
i ) aparecer uma soma de termos do tipo D1 · δ(γ

o
i − t1)+

D2 · δ(γ
o
i − t2) +D3 · δ(γ

o
i − t3), então:

ρ{i}.delta1 =

[

D1 D2 D3

t1 t2 t3

]T

.

4. ρ{i}.delta2: é um vetor utilizado para armazenar os deslocamentos t de componentes

do tipo δ2(γo − t).

Como mencionado no final da subseção 3.2.1, para que o algoritmo de aceitação rejeição

possa ser utilizado, a função majorante V 1(γ
o) e a constante c′ devem ser conhecidas; além

disso, deve-se ser capaz de obter amostras a partir dessa função. O Algoritmo 3.6 utiliza

a função majorante constrúıda a partir do Algoritmo 3.5 para gerar amostras distribúıdas

segundo V 1(γ
o). Além das amostras geradas, este algoritmo tem como sáıda o valor da

constante c′ e ainda o valor da função V 1(γ
o) para cada amostra obtida. Como a funções

V1(γ
o) e V 1(γ

o) envolvem componentes impulsivas, o valor destas funções em determinados

pontos de seus respectivos domı́nios tenderá a infinito. Deste modo, no teste de aceitação-

rejeição, pode aparecer uma divisão entre duas funções que tendem a infinito, necessitando-se

assim do cálculo de um limite. Para evitar este cálculo de limite pode-se considerar a seguinte

aproximação: δ(0) ≈M . O valor de M deve ser grande o bastante para que esta aproximação

seja verdadeira, por outro lado, o valor de M não pode ser tão grande a ponto de levar a

um overflow durante o cálculo do valor das funções V1(γ
o) e V 1(γ

o). Analisando a equação

(3.45), o máximo valor da função V 1(γ
o) é dado por δ(0)n1+q, onde k > 0. Deste modo, se

Υ é o máximo valor finito que determinada máquina consiga representar, o valor de M pode

definido como M = Υ
1

n+q .

53



Algoritmo 3.5: Construção da Função Majorante
Entrada: xk−1, γo, γo, zk
Sáıda: ρ

1 ińıcio

2 n1←− |γo|;

3 q ←− |zk|;
4 para i = 1 : n1 faça

5 J{i} ←−
{

j : aoij == aoij

}

;

6 L{i} ←−
{

j : aoij + x′
i ≤ γo

i e γo
i
≤ aoij + x′

i

}

;

7 K(i)←− 1;

8 P (i)←−
∑

j∈L{i}, j 6∈J{i}

1

aoij − aoij
;

9 fim

10 para r = 1 : q faça

11 S{r} ←− {s : cors == cors};

12 D(r)←−
∑

s 6∈S{r}

1

cors − cors
;

13 se |S{r}| = 0 então

14 para i = 1 : n1 faça K(i)←− K(i) n

√

D(r);
15 fim

16 fim

17 para i = 1 : n1 faça

18 ρ{i}.const←− K(i);

19 ρ{i}.unif ←−
[

P (i), γo
i
, γo

i

]

;

20 cont1←− 0;
21 para cada j ∈ J{i}

⋂

L{i} faça
22 cont1←− cont1 + 1;

23 ρ{i}.delta1(cont1, 1 : 2)←−
[

1, x′
j + aoij

]

;

24 fim

25 para r = 1 : q faça

26 se i ∈ S{r} então

27 ρ{i}.unif ←−
[

D(r) · P (i), γo
i
, γo

i

]

;

28 para j = 1 : cont1 faça ρ{i}.delta1(j, 1)←− D(r) · ρ{i}.delta1(j, 1);
29 se γo

i
≤ zr − cori ≤ γo

i então

30 cont1←− cont1 + 1;

31 ρ{i}.delta1(cont1, 1 : 2)←−
[

P (i), zr − cori
]

;

32 cont2←− 0;
33 para cada j ∈ J{i}

⋂

L{i} faça
34 se (x′

j + aoij) = (zr − cori) então

35 cont2←− cont2 + 1;
36 ρ{i}.delta2(cont2)←− zr − cori;

37 fim

38 fim

39 fim

40 fim

41 fim

42 fim

43 fim

3.2.3 Part́ıculas Inconsistentes

Dada uma medida zk, uma part́ıcula xi
k−1 é dita inconsistente quando, a partir dela,

não é posśıvel se obter zk, ou seja, p(zk|x
i
k−1) = 0; isto gera uma indeterminação na equação

(3.13). A presença de valores determińısticos e variáveis aleatórias nas matrizes A e C pode
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Algoritmo 3.6: Geração de Variáveis a partir da Função Majorante
Entrada: ρ
Sáıda: Y , V , c′

1 , ińıcio

2 c′ ←− 1;

3 V ←− 1;
4 para i = 1 : n faça

5 γo ←− p{i}.unif(2);

6 γo ←− p{i}.unif(3);
7 nd1←− número de linhas da matriz p{i}.delta1;
8 se γo < γo então

9 CSW (1)←− p{i}.unif(1) · (γo − γo);
10 para j = 1 : nd1 faça CSW (j + 1)←− CSW (j) + p{i}.delta1(j, 1) ;

11 c′ ←− c′ · CSW (n1 + 1) · ρ{i}.const;
12 para j = 1 : n1 + 1 faça CSW (j)←− CSW (j)/CSW (n1 + 1);
13 Obter um número aleatório u uniformemente distribúıdo entre 0 e 1: u←− U [0, 1];
14 j ←− 1;
15 enquanto u > CSW (j) faça j ←− j + 1;

16 se j = 1 então Y (i)←− U
[

γo, γo
]

;

17 senão Y (i)←− p{i}.delta1(j − 1, 2) ;

18 fim

19 senão se γo = γo então

20 Y (i)←− γo;

21 fim

22 S ←− p{i}.unif(1);
23 para j = 1 : nd1 faça

24 se Y (i) = p{i}.delta1(j, 2) então S ←− S +M · p{i}.delta1(j, 1) ;

25 fim

26 nd2←− |p{i}.delta2|;
27 para j = 1 : nd2 faça

28 se Y (i) = p{i}.delta2(j) então

29 S ←− S +M2;

30 c′ ←−M ;

31 fim

32 fim

33 V ←− V · S · ρ{i}.const;

34 fim

35 fim

proporcionar situações em que se tenha probabilidade 1 de que todas as part́ıculas sejam

inconsistentes. O exemplo a seguir ilustra uma situação na qual este problema ocorre:

Exemplo 3.3. Seja um sistema descrito por:

xk =

[

µ(2, 3) ǫ

1 ǫ

]

⊗ xk−1

zk =
[

ǫ 0
]

⊗ xk

onde: xk−1 = [x′1 x′2]
T , xk = [x1 x2]

T , zk = [z1] e µ(2, 3) representa uma variável aleató-

ria com distribuição uniforme entre 2 e 3 cuja função de densidade de probabilidade será

representada neste exemplo por µ23(x).
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Neste caso, tem-se que γo = x2 e γno = x1. Deste modo:

V 1(γ
o) = δ(z1 − x2)δ(x2 − x′1 − 1)

Nota-se que se z1 6= x′1+1 a função V 1(γ
o) terá valor nulo para todo γo e, consequente-

mente, p(zk|x
i
k−1) = 0. Mas x′1 é a componente não observada da part́ıcula xi

k−1 e, portanto,

foi amostrada segundo a equação xk−1(1) =
[

µ(2, 3) ǫ
]

⊗ xk−2, ou seja, p(xk−1(1)|xk−2) =

µ2,3(xk−1(1)− xk−2(2)).

Deste modo, a probabilidade de que em um conjunto de N part́ıculas {xi
k−1, i = 1, ..., N}

exista pelo menos uma na qual x′1 = z1 − 1 é nula. Portanto, a partir de qualquer part́ıcula

pertencente a esse conjunto, é imposśıvel obter um novo conjunto de part́ıculas {xi
k, i =

1, ..., N} utilizando a densidade p(xk|x
i
k−1, zk).

A existência de part́ıculas inconsistentes leva a uma condição de bloqueio no algoritmo

de geração de part́ıculas, uma vez que, dada uma part́ıcula xi
k−1 inconsistente com uma

medida zk, a densidade p(xk|x
i
k−1, zk) não pode ser definida. Deste modo, dada uma medida

zk, a part́ıcula xi
k−1 deve ser corrigida a fim de eliminar posśıveis inconsistências.

De um modo geral, a inconsistência de uma part́ıcula xi
k−1 pode ser de dois tipos:

Tipo 1: Existe pelo menos um elemento pertencente ao vetor de medidas zk que não é

alcançável pelo limite superior xi
k definido pela part́ıcula xi

k−1 e pela medida zk de

acordo com a equação (3.42), ou seja,

∃j ∈ {1, ..., q} : zk(j) > C(j, 1 : n)⊗ xi
k.

Mas, pelas propriedades da operação de residuação, tem-se que:

C(j, 1 : n)⊗ xi
k < zk(j) ⇐⇒ xk < C(j, 1 : n)\◦zk(j) = Xcr

⇐⇒ A⊗ xi
k−1 < Xcr

⇐⇒ xi
k−1 < A\◦Xcr

Ou seja, uma inconsistência do Tipo 1 ocorre quando a part́ıcula xi
k−1 é estritamente

menor que o limitante A\◦Xcr definido pela medida zk(j), pela j-ésima linha da

matriz C e pela matriz A. Deste modo, para corrigir um inconsistência do Tipo

1 deve-se assegurar que a part́ıcula xi
k−1 não seja estritamente menor que este
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limitante.

Tipo 2: Existe pelo menos um elemento pertencente ao vetor de medidas zk que é menor

que o mı́nimo valor posśıvel de se obter a partir da part́ıcula xi
k−1, ou seja,

∃j ∈ {1, ..., q} : zk(j) < C(j, 1 : n)⊗ xi
k,

onde xi
k é definido pela equação (3.39). Neste caso, como um resultado direto da

equação (3.42), tem-se que:

xi
k ≤ xi

max2 ⇒ C(j, 1 : n)⊗ xi
k ≤ C(j, 1 : n)⊗ xi

max2

Mas, pela equação (3.44):

C(j, 1 : n)⊗ xi
max2 ≤ zk(j)

e, como consequência da inconsistência do tipo 2:

zk(j) < C(j, 1 : n)⊗ xi
k

Portanto:

C(j, 1 : n)⊗ xi
k < C(j, 1 : n)⊗ xi

k.

Sendo assim, uma inconsistência do tipo 2 leva a uma situação na qual existe pelo

menos um l tal que o l-ésimo elemento do vetor xi
k é menor que o l-ésimo elemento

do vetor xi
k, o que é um absurdo. Portanto, deve-se corrigir a part́ıcula xi

k−1 a fim

de eliminar essa inconsistência.

Deve-se notar ainda que, para que a inconsistência do Tipo 2 não ocorra, a seguinte

relação deve ser verdadeira:

C ⊗ xi
k ≤ zk

ou

xi
k ≤ C\◦zk ⇐⇒ A⊗ xi

k−1 ≤ C\◦zk

⇐⇒ xi
k−1 ≤ A\◦(C\◦zk) (3.48)

Deste modo, para corrigir uma inconsistência do Tipo 2, deve-se assegurar que

(3.48) seja satisfeita.
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Os Algoritmos 3.7 e 3.8 podem ser usados para corrigir as inconsistências do Tipo 1 e

2, respectivamente. Basicamente, o objetivo destes algoritmos de correção de inconsistências

é fazer com que os limitantes inferior e superior definidos pela part́ıcula e pela medida sejam

tais que:

C ⊗ xi
k ≤ C ⊗ xi

k ≤ zk ≤ C ⊗ xi
k.

Algoritmo 3.7: Correção Inconsistência Tipo 1
Entrada: xi

k−1, zk
Sáıda: xk−1, xk, xk

1 ińıcio

2 xk,←− A⊗ xk−1;

3 xmax2 ←− C\◦zk;

4 xmax1 ←− A⊗ xk−1;

5 xk ←− min{xmax1,xmax2};
6 para m = 1 : q faça

7 se z(m) > C(m, 1 : n)⊗ xi
k
então

8 Xcr ←− C(m, 1 : n)\◦zk(m);

9 xk−1 ←− A\◦Xcr;

10 l←− arg
{

min
{

xk−1 − xk−1

}}

;

11 fim

12 fim

13 fim

Algoritmo 3.8: Correção Inconsistência Tipo 2
Entrada: xk−1, zk
Sáıda: xk−1, xk, xk

1 ińıcio

2 xk,←− A⊗ xi
k−1;

3 xmax1 ←− A⊗ xk−1;

4 xmax2 ←− C\◦zk;
5 xk ←− min{xmax1,xmax2};
6 x̂←− A\◦xk;

7 para j = 1 : n faça

8 se xk−1(j) > x̂(j) então xk−1(j)←− x̂(j) ;

9 fim

10 xk,←− A⊗ xi
k−1;

11 xmax1 ←− A⊗ xk−1;

12 xk ←− min{xmax1,xmax2

13 fim

3.2.4 Filtragem de Part́ıculas geradas pelo Método de Aceitação

Rejeição

A partir dos algoritmos propostos neste caṕıtulo, pode-se desenvolver o Algoritmo 3.9,

que é um algoritmo para filtragem de part́ıculas no qual utiliza-se o método de aceitação

58



rejeição para gerar part́ıculas distribúıdas segundo a densidade de importância ótima.

Algoritmo 3.9: Filtro de Part́ıculas com o Método de Aceitação Rejeição
Entrada: {xi

k−1, ωi
k−1}

N
i=1, zk, Λ

Sáıda:
{

xi
k

}N

i=1

1 ińıcio

2 para i = 1 : N faça

3 Determinar os limitantes xi
k
e xi

k, utilizando (3.39) e (3.42), respectivamente ;

4 Corrigir inconsistências utilizando os Algoritmos 3.7 e 3.8 ;

5 Definir quais são os estados observados γo e os não observados γno;

6 Gerar os estados não observados γno utilizando a equação (3.24);

7 Construir a função majorante V 1(γo) utilizando o algoritmo 3.5;

8 λ←− 0;

9 para j = 1 : Λ faça

10 Obter Y, c′ e V 1(Y ) utilizando o Algoritmo 3.6 ;

11 Calcular o valor de V1(Y ) utilizando a equação (3.26) ;

12 Gerar um número aleatório U, independente de Y e com distribuição uniforme entre 0 e 1;

13 se U ≤
V1(Y )

V 1(Y )
então

14 γo ←− Y;

15 λ←− λ+ 1;

16 fim

17 fim

18 Construir o vetor de estados xi
k
a partir de γo e γno;

19 Estimar p(zk|x
i
k−1): Ψ←− c′ · λ

Λ
;

20 Atualizar os pesos: ωi
k
←− Ψωi

k−1;

21 fim

22 Calcular a soma dos pesos: t←−
∑N

i=1 ω
i
k
;

23 para i = 1 : N faça ωi
k
←− t−1ωi

k
;

24 Calcular N̂eff usando (2.23): N̂eff =
1

∑N
i=1 ω

i
k

;

25 se N̂eff < Nthr então Reamostrar utilizando o Algoritmo 2.1 ;

26 fim

3.2.5 Caso Exponencial

Embora o Algoritmo 3.9 tenha sido desenvolvido para o caso em que os elementos

aleatórios das matrizes A B e C possuem distribuições uniformes, a partir de algumas con-

siderações este algoritmo pode ser estendido para o caso em que as variáveis aleatórias são

distribúıdas exponencialmente.

Primeiramente, deve-se notar que para os estados não observados γno nenhuma modifi-
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cação é necessária, ou seja, estes estados continuam sendo gerados a partir da equação (3.24).

Para os estados observados γo a equação 3.39 fornece os limitantes inferiores γo e a equação

3.42 fornece limitantes superiores γo finitos se zk é finito, pois dado que a matriz Co não

possui colunas nulas a operação Co\◦zk tem resultado finito.

De maneira análoga ao caso uniforme pode-se definir Dr e Pi (vide equações (3.33) e

(3.34)) de maneira que a relação (3.35) seja verdadeira. As funções de densidade de proba-

bilidade das variáveis aleatórias crs da matriz Co são dadas por:

drs(τ) =











0 se τ ≤ crs

λrse
−λrs(τ−crs) se τ > crs

Definindo-se Drs = λrs, tem-se que Drs ≥ drs(τ).

Analogamente, as funções de densidade de probabilidade das variáveis aleatórias aij da

matriz Ao são dadas por:

aij(τ) =











0 se τ ≤ aij

λije
−λij(τ−aij) se τ > aij

Definindo-se Pij = λij, tem-se que Dij ≥ aij(τ).

Deste modo, se Dr =
∑

s 6∈ Sr
Drs e Pi =

∑

j 6∈ Ji
Pij, a função majorante para o caso

exponencial também é dada por (3.45). Deve-se notar que, como os limitantes superiores

e inferiores desta função são finitos, sua integral é finita. Sendo assim esta função atende

às restrições apresentadas da subseção 3.2.1 e pode, portanto, ser utilizada como função

majorante.

3.3 Contribuições

As principais contribuições dessa dissertação foram apresentadas neste caṕıtulo. A

seguir encontra-se uma descrição destas contribuições.

Na seção 3.1, desenvolveu-se um algoritmo de filtragem de part́ıculas para sistemas
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Max Plus que utiliza uma densidade de importância sub-ótima. Além das etapas necessárias

para um filtro de part́ıculas genérico, observou-se a necessidade de uma etapa adicional de

recondicionamento das part́ıculas para evitar a situação em que todos os pesos tornam-se

nulos após serem atualizados. O desenvolvimento do algoritmo de recondicionamento das

part́ıculas (Algoritmo 3.1) foi fundamental para a implementação do algoritmo de filtragem

de part́ıculas, com densidade de importância sub-ótima, para sistemas Max Plus (Algoritmo

3.2).

Na seção 3.2, desenvolveu-se um algoritmo de filtragem de part́ıculas para sistemas Max

Plus que utiliza a densidade de importância ótima definida por (2.25). Para gerar part́ıculas

distribúıdas segundo a densidade de importância ótima, utilizou-se o método de Aceitação

Rejeição. O método de Aceitação Rejeição é um método tradicional de geração de variáveis

que permite o uso de uma função majorante para gerar amostras distribúıdas segundo uma

densidade de interesse. Este método é indicado quando é dif́ıcil gerar amostras utilizando a

densidade de interesse diretamente, mas é posśıvel definir uma função majorante, que satisfaz

às condições apresentadas na subseção 3.2.1, a partir da qual seja mais fácil obter amostras.

Na subseção 3.2.2, definiu-se uma função majorante, dada por 3.45, para a densidade de

importância ótima a partir da qual é posśıvel obter amostras para os estados de maneira

independente. Na subseção 3.2.3, apresentou-se o problema de inconsistência entre part́ıculas

e medidas, e a importância da correção das part́ıculas inconsistentes. A definição da função

majorante e o desenvolvimento dos algoritmos de correção de inconsistências (Algoritmos 3.7

e 3.8) possibilitou a implementação do algoritmo de filtragem de part́ıculas, com densidade

de importância ótima, para sistemas Max Plus (Algoritmo 3.9).
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Capı́tulo 4

Resultados

Neste caṕıtulo, os filtros desenvolvidos nas seções 3.1 (FP1) e 3.2 (FP2) serão utilizados

para estimar os estados de sistemas Max Plus lineares descritos por um sistema de equações

do tipo:

xk = A⊗ xk−1 ⊕ B ⊗ uk (4.1)

zk = C ⊗ xk (4.2)

Alguns elementos das matrizes A, B e C podem ser variáveis aleatórias com distri-

buição uniforme ou exponencial. Ao longo deste caṕıtulo os elementos não determińısticos

destas matrizes serão notados por [a, b] cujo significado depende de qual é a distribuição de

probabilidade deste elemento:

❼ Distribuição uniforme: o elemento é uniformemente distribúıdo entre a e b;

❼ Distribuição exponencial: o elemento possui distribuição exponencial, a partir de

um valor a, com média b.

As funções de densidade de probabilidade para as distribuições uniforme e exponenciais estão

dispońıveis no Apêndice A
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4.1 Simulação 1

Nesta simulação, será considerado o sistema de manufatura (flow-shop), apresentado

na Figura 4.1, proposto em (Loreto et al. 2010). Este sistema é composto por três máquinas,

denotadas por M1, M2 e M3, responsáveis por produzir três tipos de peças, denotadas por

P1, P2 e P3. Assume-se que cada máquina processa cada peça somente uma vez. Assume-se

ainda que cada peça segue a mesma sequência de máquinas: M1, M2 e, finalmente, M3, e

que a sequência de peças em cada máquina é sempre a mesma: P1, P2 e P3. Uma peça é

transportada entre as máquinas por meio de uma plataforma. Quando uma peça é proces-

sada pelas três máquinas, ela é removida da plataforma, que retorna para o ponto inicial

para transportar uma nova peça. Nota-se que o tempo de permanência mı́nima das fichas

em alguns lugares não é determińıstico, mas segue uma determinada distribuição de proba-

bilidade, por exemplo, o tempo de permanência associado ao lugar entre as transições x1

e x2 pertence ao intervalo [1, 7], que representa uma certa incerteza quanto ao tempo de

set up da máquina M1 ao mudar o processamento da peça P1 para P2. Por simplicidade,

considera-se que no estado inicial existe um ficha em cada lugar. Fisicamente, isto significa

que cada máquina pode processar até três peças simultaneamente.

Figura 4.1: Sistema de Manufatura (flow-shop)
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As matrizes A e C deste sistema autônomo são dadas por:

A =





































ε ε 4 ε ε ε 2 ε ε

[1, 7] ε ε ε ε ε ε 3 ε

ε 5 ε ε ε ε ε ε 1

4 ε ε ε ε 3 ε ε ε

ε [3, 5] ε [1, 3] ε ε ε ε ε

ε ε 5 ε 4 ε ε ε ε

ε ε ε 4 ε ε ε ε 3

ε ε ε ε 3 ε 5 ε ε

ε ε ε ε ε 2 ε 4 ε





































,C =







ε ε e ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε e ε ε ε

ε ε ε ε ε ε ε e ε







Nesta simulação, será considerado que os elementos não determińısticos das matrizes A

e C possuem distribuição uniforme.

Os filtros de part́ıculas desenvolvidos nos Caṕıtulos 3.1 (FP1) e 3.2 (FP2) foram apli-

cados a este sistema, e os resultados encontrados foram comparados com os resultados do

observador de estados para sistemas Max Plus proposto em (Hardouin et al. 2010) (vide

Subseção 1.3.4).

Os parâmetros desta simulação foram:

❼ FP1: N = 200 e Kthr = 1.2;

❼ FP2: N = 200 e Λ = 15.

Tem-se que N é o número de part́ıculas, Kthr é o limiar utilizado para a etapa de recondi-

cionamento do filtro FP1, apresentada no Algoritmo 3.1, e Λ é o parâmetro utilizado para

estimar a probabilidade de aceitação do algoritmo de aceitação rejeição de acordo com a

equação (3.30).

Na Tabela 4.1, encontram-se estimativas para a média e variância do erro médio quadrá-

tico resultantes das estimativas geradas pelos filtros FP1 e FP2 e pelo observador de estados

(OBS). Estas estimativas foram calculadas com base nos dados de dez simulações diferentes

para cada filtro, e também para o observador, nas quais manteve-se as mesmas sequências de

disparos para os estados reais. Nota-se que apenas os estados x2 e x5 apresentaram erros não

nulos. De fato, analisando a matriz A, só existem elementos não determińısticos nas linhas

correspondentes a estes estados. O erro de estimação não se propaga para os outros estados
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a cada iteração porque os estados x3, x6 e x8, que aparecem imediatamente após os estados

x2 e x5 (Figura 4.1), são diretamente observados.

Tabela 4.1: Simulação 1 - Média e variância do erro quadrático médio após dez simulações

Média

Est. FP1 FP2 Obs.
x1 0.0000 0.0000 0.0000
x2 1.2530 1.2457 2.0828
x3 0.0000 0.0000 0.0000
x4 0.0000 0.0000 0.0000
x5 0.6677 0.5515 2.8368
x6 0.0000 0.0000 0.0000
x7 0.0000 0.0000 0.0000
x8 0.0000 0.0000 0.0000
x9 0.0000 0.0000 0.0000

Variância

Est. FP1 FP2 Obs.
x1 0.0000 0.0000 0.0000
x2 0.0004 0.0001 0.0000
x3 0.0000 0.0000 0.0000
x4 0.0000 0.0000 0.0000
x5 0.0003 0.0000 0.0000
x6 0.0000 0.0000 0.0000
x7 0.0000 0.0000 0.0000
x8 0.0000 0.0000 0.0000
x9 0.0000 0.0000 0.0000

Nas Figuras 4.2(a) e 4.2(c), encontram-se as sequências de disparos para os estados x2

e x5, respectivamente, estimadas pelos filtros de part́ıculas FP1 e FP2 e pelo observador,

assim como as sequências de disparos reais para estes estados. Nas Figuras 4.2(b) e 4.2(d),

encontram-se os erros de estimação cometidos pelos filtros FP1 e FP2 e pelo observador, para

os estados x2 e x5, respectivamente.

Como pode ser verificado na Tabela 4.1 e na Figura 4.2, os resultados encontrados

pelos filtros FP1 e FP2 foram muito próximos, sendo que o desempenho do filtro FP2 foi

ligeiramente melhor que o do filtro FP1. O filtro FP2 apresentou menor variância do erro

quadrático médio que o filtro FP1, e, como esperado, o observador apresentou variância do

erro nula, pois não leva em conta as informações estocásticas para a estimação dos estados.

Em contrapartida, o observador apresentou maiores médias para o erro quadrático médio.

Pela Figura 4.2, pode-se notar que as estimativas para as sequências de disparo geradas pelos

filtros estão sempre acima das estimativas encontradas pelo observador, que fornece uma

estimativa para o limitante inferior da sequência de disparos dos estados.

Nota-se ainda, pela Figura 4.2, que, enquanto as curvas de sequências de disparos

são monotônicamente crescentes, as curvas apresentadas para os erros absolutos tendem a

oscilar em torno de uma média constante. Deste modo, uma estimativa para erros relativos,

calculados em relação aos estados do sistema após cada evento, seria degenerada, pois os

erros calculados para os eventos mais tardios tenderiam a se anular.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.2: Simulação 1 - Sequência de disparos e erro de estimação para os estados x2 e x5
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4.2 Simulação 2

Nesta simulação, será utilizado o mesmo sistema da simulação anterior, porém será

considerado que os elementos aleatórios do sistema possuem distribuição exponencial. Deste

modo, as matrizes A e C do sistema são dadas por:

A =





































ε ε 4 ε ε ε 2 ε ε

[1, 4] ε ε ε ε ε ε 3 ε

ε 5 ε ε ε ε ε ε 1

4 ε ε ε ε 3 ε ε ε

ε [3, 4] ε [1, 2] ε ε ε ε ε

ε ε 5 ε 4 ε ε ε ε

ε ε ε 4 ε ε ε ε 3

ε ε ε ε 3 ε 5 ε ε

ε ε ε ε ε 2 ε 4 ε





































,C =







ε ε e ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε e ε ε ε

ε ε ε ε ε ε ε e ε







Os parâmetros desta simulação foram:

❼ FP1: N = 200 e Kthr = 1.8;

❼ FP2: N = 200 e Λ = 50.

Na Tabela 4.2, encontram-se estimativas para a média e variância do erro médio qua-

drático resultantes das estimativas geradas pelos filtros FP1 e FP2 e pelo observador de

estados (OBS). Assim como na Simulação 1, estas estimativas foram calculadas com base nos

dados de dez simulações diferentes para cada filtro, e também para o observador, nas quais

manteve-se as mesmas sequências de disparos para os estados reais.

Nas Figuras 4.3(a) e 4.3(c), encontram-se as sequências de disparos para os estados x2

e x5, respectivamente, estimadas pelos filtros de part́ıculas FP1 e FP2 e pelo observador,

assim como as sequências de disparos reais para estes estados. Nas Figuras 4.3(b) e 4.3(d),

encontram-se os erros de estimação, cometidos pelos filtros FP1 e FP2 e pelo observador,

para os estados x2 e x5, respectivamente.

Na Tabela 4.2, pode-se observar que as médias dos erros quadráticos médios encontrados

pelos filtros FP1 e FP2 foram menores que as médias encontrados pelo observador. No

entanto, a média encontrada pelo filtro FP2 para o estado x5 foi consideravelmente menor que
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Tabela 4.2: Simulação 2 - Média e variância do erro quadrático médio após dez simulações

Média

Est. FP1 FP2 Obs.
x1 0.0000 0.0000 0.0000
x2 2.6111 2.5102 3.8496
x3 0.0000 0.0000 0.0000
x4 0.0000 0.0000 0.0000
x5 1.5543 0.8242 4.4396
x6 0.0000 0.0000 0.0000
x7 0.0000 0.0000 0.0000
x8 0.0000 0.0000 0.0000
x9 0.0000 0.0000 0.0000

Variância

Est. FP1 FP2 Obs.
x1 0.0000 0.0000 0.0000
x2 0.0008 0.0004 0.0000
x3 0.0000 0.0000 0.0000
x4 0.0000 0.0000 0.0000
x5 0.0030 0.0001 0.0000
x6 0.0000 0.0000 0.0000
x7 0.0000 0.0000 0.0000
x8 0.0000 0.0000 0.0000
x9 0.0000 0.0000 0.0000

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.3: Simulação 2 - Sequência de disparos e erro de estimação para os estados x2 e x5
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a média encontrado pelo filtro FP1 para este mesmo estado. Observa-se ainda que as médias

encontradas nesta simulação, onde considerou-se as distribuições exponenciais, foram maiores

do que as médias encontradas na Simulação 1, onde foram consideradas as distribuições

uniformes. Novamente, o filtro FP2 apresentou menor variância do erro quadrático médio

que o filtro FP1 e o observador apresentou variância nula.

4.3 Simulação 3

O sistema considerado nesta simulação é uma variante do sistema utilizado na Simulação

1 na qual os estados x3, x6 e x8 não são mais diretamente observados. A sáıda deste sistema

é resultado de uma combinação dos estados x3, x5, x6 e x8 sendo que, a relação da sáıda

com estes estados não é totalmente determińıstica. Foram adicionadas ainda as seguintes

restrições quanto ao ińıcio de processamento das máquinas:

1. O k-ésimo ińıcio de processamento da peça P1 pela máquina M1 só pode ocorrer t1

unidades de tempo após o (k − 1)-ésimo ińıcio de processamento da peça P2 pela

máquina M2. Sendo t1 uma variável aleatória uniformemente distribúıda entre 3 e 7;

2. O k-ésimo ińıcio de processamento da peça P3 pela máquina M3 só pode ocorrer t2

unidades de tempo após o (k − 1)-ésimo ińıcio de processamento da peça P3 pela

máquina M3. Sendo t2 uma variável aleatória uniformemente distribúıda entre 3 e 7.

Estas restrições são modeladas por alterações nos elementos a15 e a91 na matriz A uti-

lizada na Simulação 1. As restrições relativas às observações é modelada por uma reescritura

da matriz C.

Deste modo, as matrizes A e C que descrevem este sistema são dadas por:
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A =





































ε ε 4 ε [3, 7] ε 2 ε ε

[1, 7] ε ε ε ε ε ε 3 ε

ε 5 ε ε ε ε ε ε 1

4 ε ε ε ε 3 ε ε ε

ε [3, 5] ε [1, 3] ε ε ε ε ε

ε ε 5 ε 4 ε ε ε ε

ε ε ε 4 ε ε ε ε 3

ε ε ε ε 3 ε 5 ε ε

[3, 7] ε ε ε ε 2 ε 4 ε





































,C =







ε ε 0 ε [0, 2] ε ε ε ε

ε ε ε ε ε 0 ε ε ε

ε ε [2, 6] ε ε ε ε 0 ε







Os parâmetros desta simulação foram:

❼ FP1: N = 200 e Kthr = 2.4;

❼ FP2: N = 200 e Λ = 50.

As Figuras 4.4 e 4.5 apresentam as sequências de disparos estimadas pelos filtros de

part́ıculas FP1 e FP2 para todos os estados do sistema assim como suas sequências de disparos

reais. Na Tabela 4.3 pode-se observar os erros de estimação para o filtro FP1 e para o filtro

FP2.

Nota-se que os erros médio quadrático e máximo das estimações realizadas pelo filtro

FP2 foram, em geral, menores que os erros das estimações realizadas pelo filtro FP1. A

exceção ocorreu no estado x7, para o qual o erro médio quadrático do filtro FP1 foi levemente

menor que o erro médio quadrático do filtro FP2. Por outro lado, o filtro FP2 conseguiu obter

estimativas com erro zero para o estado x6. Além disso, assim como para o estado x6, as

estimativas para os demais estados observados x3, x5 e x8 obtidas pelo filtro FP2 foram

notavelmente mais precisas que as estimativas obtidas para estes estados pelo filtro FP1.

Deve-se notar que no filtro FP2 os estados observados γo (vide equação (3.23)) são

amostrados segundo a densidade p(zk|γ
o)p(γo|xi

k−1) e no filtro FP1 todos os estados são

amostrados segundo p(xk|x
i
k−1), ou seja, no filtro FP1 a informação da medida xk não é

utilizada na etapa de propagação das part́ıculas, sendo essa informação utilizada apenas na

etapa de atualização dos pesos, já no filtro FP2 a informação da medida zk é considerada

tanto na etapa de propagação das part́ıculas quanto na etapa de atualização dos pesos.
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Tabela 4.3: Simulação 3 - Comparando os Filtros FP1 e FP2

Erro quadrático médio

Est. FP1 FP2
x1 0.9599 0.8073
x2 1.8712 1.6254
x3 1.0062 0.4379
x4 1.0009 0.8048
x5 1.3093 0.5653
x6 0.0125 0.0000
x7 1.2167 1.2299
x8 1.8600 1.2415
x9 1.5712 1.2817

Erro Máximo

Est. FP1 FP2
x1 2.7307 2.0518
x2 5.3264 4.4564
x3 4.4845 1.3788
x4 2.6371 2.0171
x5 4.8706 1.9260
x6 0.0741 0.0000
x7 3.0629 3.0418
x8 3.7817 2.9543
x9 3.4461 3.3342

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.4: Simulação 3 - Sequências de disparo dos estados x1 a x4.
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 4.5: Simulação 3 - Sequências de disparo dos estados x5 a x9.

Nas Figuras 4.6(a) e 4.6(c), encontra-se a variância dos pesos, calculada após cada

evento, para os filtros FP1 e FP2. Nas Figuras 4.6(b) e 4.6(d), encontra-se o tamanho efetivo

das amostras, após cada evento, para os filtros FP1 e FP2. A partir destas figuras, pode-se
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4.4 Simulação 4

Nesta simulação, considerou-se o mesmo sistema da Simulação 3, mas com distribuições

exponenciais para os elementos não determińısticos das matrizes A e C. Neste caso, estas

matrizes são dadas por:

A =





































ε ε 4 ε [3, 5] ε 2 ε ε

[1, 4] ε ε ε ε ε ε 3 ε

ε 5 ε ε ε ε ε ε 1

4 ε ε ε ε 3 ε ε ε

ε [3, 4] ε [1, 2] ε ε ε ε ε

ε ε 5 ε 4 ε ε ε ε

ε ε ε 4 ε ε ε ε 3

ε ε ε ε 3 ε 5 ε ε

[3, 5] ε ε ε ε 2 ε 4 ε





































,C =







ε ε 0 ε [0, 1] ε ε ε ε

ε ε ε ε ε 0 ε ε ε

ε ε [2, 4] ε ε ε ε 0 ε







Os parâmetros desta simulação foram:

❼ FP1: N = 200 e Kthr = 3.5;

❼ FP2: N = 200 e Λ = 50.

Pela Tabela 4.4, nota-se que as estimativas obtidas pelo filtro FP2 apresentaram um erro

menor que as estimativas obtidas pelo filtro FP1. Novamente, o filtro FP2 gerou estimativas

para o estado x6 com erro zero, e, para o estado x7, a diferença entre os erros de estimação dos

dois filtros foi muito pequena. Nas Figuras 4.7 e 4.8, encontram-se as sequências de disparo

para os estados do sistema considerado nesta simulação.
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Tabela 4.4: Simulação 4 - Comparando os Filtros FP1 e FP2

Erro quadrático médio

Est. FP1 FP2
x1 3.8783 2.6274
x2 4.7767 4.3707
x3 3.9777 2.4577
x4 3.7922 3.5580
x5 3.8923 1.7531
x6 3.6243 0.0000
x7 3.7879 3.7372
x8 3.8275 2.5618
x9 4.0659 4.0672

Erro Máximo

Est. FP1 FP2
x1 13.9446 8.5261
x2 16.8985 16.9533
x3 15.8857 17.1172
x4 13.9446 10.1017
x5 14.9430 9.9441
x6 15.1956 0.0000
x7 15.9486 14.0033
x8 15.8585 7.2664
x9 14.8386 15.1842

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.7: Simulação 4 - Sequências de disparo dos estados x1 a x4
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(a) (b)

(c) (d)

(e)

Figura 4.8: Simulação 4 - Sequências de disparo dos estados x5 a x9.
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notar que, no processo de filtragem, supõe-se que as sequências de disparo das transições de

entrada são conhecidas.

(a) (b)

Figura 4.10: Simulação 5 - Sequências de disparo das transições de entrada

Os parâmetros desta simulação foram:

❼ FP1: N = 200 e Kthr = 0.8;

❼ FP2: N = 200 e Λ = 50.

Pela Tabela 4.5, percebe-se que, para todos os estados, as estimativas do filtro FP2

apresentaram erros médios quadráticos menores que as estimativas do filtro FP1, sendo que

a maior diferença ocorre para o estado x3. Para o estado x4, o erro máximo cometido

pelo filtro FP2 foi ligeiramente maior que o erro cometido pelo filtro FP1. Na Figura 4.11

encontram-se as sequências de disparo reais e estimadas para o estado x3, x4 e x5. Nota-se

que, de fato, sequência de disparos estimada pelo filtro FP2 é mais próxima da sequência de

disparo real.

Tabela 4.5: Simulação 5 - Comparando os Filtros FP1 e FP2

Erro quadrático médio

Est. FP1 FP2
x1 0.0000 0.0000
x2 0.8470 0.8432
x3 0.9935 0.5431
x4 0.9243 0.9023

Erro Máximo

Est. FP1 FP2
x1 0.0000 0.0000
x2 1.5209 1.6058
x3 4.3968 1.7980
x4 2.2428 2.2552
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(a) (b)

(c)

Figura 4.11: Simulação 5 - Sequências de disparo dos estados x2, x3 e x4

4.6 Simulação 6

Considerando o sistema da Simulação 5 e assumindo que seus elementos aleatórios

possuem distribuição exponencial, as matrizes que descrevem o sistema desta simulação são

dadas por:

A =













ε ε ε ε

[1, 2.5] 1 ε ε

2 [2, 3] [2, 4] ε

ε [4, 5] ε ε













, B =













ε 0

4 ε

5 ε

ε ε













, CT =













ε

ε

3

[0, 3]













Assim como na simulação anterior, as entradas u1 e u2 foram geradas a partir de dis-

tribuições exponenciais com médias 5 e 8 respectivamente. Na Figura 4.12, pode-se observar
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as sequências de disparo para as entradas u1 e u2.

(a) (b)

Figura 4.12: Simulação 6 - Sequências de disparo das transições de entrada

Os parâmetros desta simulação foram:

❼ FP1: N = 200 e Kthr = 1.5;

❼ FP2: N = 200 e Λ = 50.

Na Tabela 4.6, observa-se que, para todos os estados, as estimativas do filtro FP2

apresentaram erros quadrático médio e máximo menores que as estimativas do filtro FP1,

sendo que, assim como na simulação anterior, a maior diferença ocorre para o estado x3. Na

Figura 4.13 encontra-se as sequências de disparo reais e estimadas para os estados x3, x4 e x5.

Nota-se a sequência de disparos estimada pelo filtro FP2 é mais próxima da curva real que a

sequência disparos estimada pelo filtro FP1. Nota-se ainda que as estimativas do filtro FP1

para o estado x3 obteve um maior desvio dos valores reais no intervalo entre as transições 14

e 22 sendo que em seguida as estimativas para este estado voltam a ficar mais próximas da

curva real.
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Tabela 4.6: Comparando os Filtros FP1 e FP2

Erro quadrático médio

Est. FP1 FP2
x1 0.0000 0.0000
x2 1.3887 1.3128
x3 2.9448 1.3828
x4 2.2531 2.2209

Erro Máximo

Est. FP1 FP2
x1 0.0000 0.0000
x2 5.0796 4.8166
x3 8.4801 4.5781
x4 7.8695 5.7245

(a) (b)

(c)

Figura 4.13: Simulação 6 - Sequências de disparo dos estados x2, x3 e x4

4.7 Simulação 7

Nesta simulação, considera-se o caso em que todos os elementos não nulos das matrizes

A e C do sistema utilizado nas simulações 4 e 5 são variáveis aleatórias com distribuição

uniforme. Deste modo, as matrizes que descrevem o sistema considerado nesta simulação
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são:

A =













ε ε ε ε

[1, 4] [1, 5] ε ε

[2, 6] [2, 4] [2, 6] ε

ε [0, 2] ε ε













, B =













ε 0

4 ε

5 ε

ε ε













, CT =













ε

ε

[3, 5]

[0, 6]













As entradas u1 e u2 foram geradas a partir de distribuições exponenciais com médias 5

e 8, respectivamente, e os demais parâmetros desta simulação foram:

❼ FP1: N = 200 e Kthr = 0;

❼ FP2: N = 200 e Λ = 50.

Pela Tabela 4.7 e pela Figura 4.14, observa-se que as estimativas obtidas pelos filtros

FP1 e FP2 foram bem próximas de seus valores reais. Comparando-se os dois filtros, o

filtro FP2 apresentou resultados mais precisos para os estados x2 e x4 e, para o estado, x3 a

diferença entre os erros de estimação médio quadráticos foram pequenos, sendo assim, pode-

se considerar que, para este estado, o desempenho dos filtros FP1 e FP2 foram equivalentes.

Tabela 4.7: Comparando os Filtros FP1 e FP2

Erro quadrático médio

Est. FP1 FP2
x1 0.0000 0.0000
x2 1.4543 1.3669
x3 0.3962 0.3975
x4 1.6080 1.5007

Erro Máximo

Est. FP1 FP2
x1 0.0000 0.0000
x2 5.2994 4.7991
x3 0.9975 0.9366
x4 5.6015 5.0931
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(a) (b)

(c)

Figura 4.14: Simulação 7 - Sequências de disparo dos estados x2, x3 e x4

4.8 Simulação 8

Considerando agora o caso em que as variáveis aleatórias do sistema utilizado na simu-

lação anterior possuem distribuição exponencial, as matrizes do sistema são dadas por:

A =













ε ε ε ε

[1, 2.5] [1, 3] ε ε

[2, 4] [2, 3] [2, 4] ε

ε [0, 1] ε ε













, B =













ε 0

4 ε

5 ε

ε ε













, CT =













ε

ε

[3, 4]

[0, 3]













Novamente, as entradas u1 e u2 foram geradas a partir de distribuições exponenciais
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com médias 5 e 8, respectivamente, e os demais parâmetros desta simulação foram:

❼ FP1: N = 200 e Kthr = 0;

❼ FP2: N = 200 e Λ = 50.

Assim como nas outras simulações, o filtro FP2 apresentou um desempenho melhor

que o filtro FP1. Comparando as Tabelas 4.7 e 4.8 percebe-se que, para o caso exponencial,

os erros de estimação são maiores que para o caso uniforme. Pela Figura 4.15 observa-se a

grande proximidade entre as estimativas e os valores reais para as sequências de disparo de

cada estado.

Tabela 4.8: Simulação 8 - Comparando os Filtros FP1 e FP2

Erro quadrático médio

Est. FP1 FP2
x1 0.0000 0.0000
x2 1.9198 1.8771
x3 1.1034 1.0543
x4 2.4393 2.3637

Erro Máximo

Est. FP1 FP2
x1 0.0000 0.0000
x2 6.4262 5.7549
x3 4.9302 3.7997
x4 8.2207 8.2582
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(a) (b)

(c)

Figura 4.15: Simulação 8 - Sequências de disparo dos estados x2, x3 e x4
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Capı́tulo 5

Conclusão

Neste trabalho, desenvolveram-se dois algoritmos para filtragem de part́ıculas em siste-

mas max-plus. Como pode-se observar no Caṕıtulo 3, a śıntese do algoritmo com densidade

de importância ótima (Filtro FP2) é bem mais complexa que a śıntese do primeiro algoritmo

(Filtro FP1), no qual utiliza-se uma densidade de importância sub-ótima. Uma descrição

mais detalhada das principais contribuições deste trabalho, pode ser encontrada na Seção

3.3.

O algoritmo do filtro FP1 é composto por quatro passos chave que são:

1. a etapa de propagação das part́ıculas;

2. a etapa de atualização dos pesos;

3. a etapa de reamostragem;

4. a etapa de recondicionamento das part́ıculas.

A escolha sub-ótima da densidade de importância proporcionou simplicidade ao algo-

ritmo, já que as part́ıculas podem ser propagadas para k usando diretamente a equação

dinâmica de transição dos estados definida por (3.1) a partir de um conjunto de part́ıculas

existentes em k − 1. A etapa de recondicionamento das part́ıculas possibilitou a aplicação

do filtro a sistemas onde os estados podem ser relacionados de maneira determińıstica com a

sáıda, entretanto, esta etapa pode causar pequenas variações na distribuição das part́ıculas

xi
k−1. Esta variação pode ser maior ou menor dependendo da escolha do limiar Kthr utilizado
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na etapa de recondicionamento apresentada no Algoritmo 3.1. A etapa de reamostragem é

de grande importância, pois evita a degeneração do algoritmo.

As etapas principais do algoritmo do filtro FP2 são:

1. a etapa de propagação das part́ıculas;

2. a etapa de atualização dos pesos;

3. a etapa de reamostragem;

4. a etapa de correção de inconsistências.

No algoritmo do filtro FP2, a etapa de propagação das part́ıculas é feita utilizando-

se o método de aceitação rejeição para gerar amostras distribúıdas segundo a densidade

de importância ótima definida pela equação 2.25. Neste algoritmo, para cada uma das N

part́ıculas, deve-se aplicar o método de aceitação rejeição Λ vezes (vide equação (3.30)) a

fim de se obter uma estimativa para a densidade p(zk|x
i
k−1), a qual é utilizada na etapa de

atualização dos pesos das part́ıculas segundo (2.27). Isto faz com que o tempo de estimação

do Filtro FP2 seja consideravelmente maior que o tempo de estimação do filtro FP1. A etapa

de correção de inconsistências é de grande importância pois evita uma situação de bloqueio

do algoritmo na qual é imposśıvel realizar a etapa de propagação das part́ıculas.

Como pode-se perceber ao longo das simulações apresentadas no Caṕıtulo 4, o filtro

FP1 é bem mais senśıvel aos seus parâmetros (Kthr e N) que o filtro FP2 (Λ e N). Para cada

sistema, alguns testes devem ser feitos até que se encontre um valor de Kthr que diminua os

erros de estimação do filtro FP1. Por outro lado, os parâmetros no filtro FP2 não variaram

ao para os diferentes sistemas simulados, deve-se notar entretanto que quanto maior for o

valor de Λ mais refinada será a estimativa de p(zk|x
i
k−1) e, consequentemente, as estimativas

para os estados do sistema.

Os resultados apresentados mostraram que o filtro FP2 obteve estimativas para os

estados do sistema com desempenho igual em alguns estados e melhor em outros, sendo que,

as maiores diferenças de desempenho se dão para os estados observados dos sistemas. Em

suma, o filtro FP2 apresentou um desempenho melhor que o filtro FP1 ao custo de um tempo

de estimação consideravelmente maior.
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5.1 Trabalhos Futuros

Não se vislumbra a partir deste trabalho a obtenção de soluções anaĺıticas recorrentes

similares ao algoritmo proposto por Kalman para os sistemas lineares com rúıdo gaussiano.

Contudo, nos parece uma linha de trabalho promissora a análise de possibilidades de filtra-

gem não baseadas na abordagem Monte Carlo, mas similares à abordagem do filtro UKF

(Unscented Kalman Filter).

Além disso, parecem viáveis algoritmos de controle baseados em projetos de controla-

dores de realimentação de estado nos quais a informação sobre os estados é fornecida por um

mecanismo de filtragem.
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Beneš, V. E. (1981). Exact finite dimensional filters for certain diffusions with nonlinear drift,
Stochastics 5.

Cassandras, C. & Lafortune, S. (2007). Introduction to Discrete Event Systems, SpringerLink
Engineering, Springer.

Cândido, R. M. F., Santos-Mendes, R., Hardouin, L. & Maia, C. (2013). Particle filter for
max-plus systems, European Control Conference, ECC 2013 .

Cohen, G. (2001). Análisis y control de sistemas de eventos discretos: de redes de Petri
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Apêndice A

Cálculo da função de verossimilhança

Para o cálculo da função de verossimilhança, considera-se a equação max-plus z = C⊗x,
sendo x ∈ R

n×1, z ∈ R
q×1 e C ∈ R

q×n. Supõe-se que os elementos da matriz C, notados
por cij, sejam variáveis aleatórias independentes uniformemente distribúıdas entre cij e cij
ou exponencialmente distribúıdas a partir de um valor cij e com média cij +

1
λ
. As funções

de probabilidade acumulada e de densidade de probabilidade de uma variável aleatória com
distribuição uniforme são dadas respectivamente dadas por:

Fij(τ) =



















0 se τ ≤ cij
τ−cij

cij−cij
se cij < τ ≤ cij

1 se τ > cij

pij(τ) =







1
cij−cij

se cij < τ ≤ cij

0 se τ ≤ cij ou τ > cij

e, para uma variável aleatória com distribuição exponencial, as funções de probabilidade
acumulada e de densidade de probabilidade são respectivamente:

Fij(τ) =







0 se τ ≤ cij

1− λe−λ(τ−cij) se τ > cij

pij(τ) =







0 se τ ≤ cij

λe−λ(τ−cij) se τ > cij
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A densidade de probabilidade da variável z condicionada a x, ou seja, pZ(t|x), onde
t = [t1 · · · tq]

T ∈ R
q×1 é determinada a seguir (Silva et al. 2011).

Devido a independência dos elementos de C segue-se que:

P [z ≤ t] = P [z1 ≤ t1 & . . . & zq ≤ tq] =

q
∏

i=1

P [zi ≤ ti]

Porém:

P [zi ≤ ti] = P [max
j

(cij + xj) ≤ ti]

= P [ci1 ≤ ti − x1 & . . . & cin ≤ ti − xn]

=
n
∏

j=1

Fij(ti − xj)

Portanto a função de probabilidade acumulada conjunta da variável aleatória z, condicionada
por x, é dada por:

FZ(t|x) =

q
∏

i=1

n
∏

j=1

Fij(ti − xj)

Derivando-se sucessivamente em relação a t1 · · · tq obtém-se a densidade de probabilidade
procurada:

pZ(t|x) =

q
∏

i=1

∂

∂ti
(

n
∏

j=1

Fij(ti − xj))

=

q
∏

i=1

(
n
∑

j=1

∂

∂ti
(Fij(ti − xj))

n
∏

k=1,
k 6=j

Fik(ti − xk))

=

q
∏

i=1

(
n
∑

j=1

pij(ti − xj)
n
∏

k=1,
k 6=j

Fik(ti − xk))

Se o vetor z for conhecido, esta função é chamada de função de verossimilhança de x. Neste
caso, substituindo-se t pelo valor conhecido de z, obtém-se:

V (x, z) =

q
∏

i=1

(
n
∑

j=1

pij(zi − xj)
n
∏

k=1,
k 6=j

Fik(zi − xk)) (A.1)
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Apêndice B

Demonstração do Método de Aceitação

Rejeição

Deseja-se provar que:

P [X ≤ x] = P

[

Y ≤ x

∣

∣

∣

∣

U ≤
f(Y )

g(Y )

]

(B.1)

Relembrando que:

1. g(Y ) ≥ f(Y ) ∀Y ;

2.

∫ ∞

−∞

g(x)dx = c;

3. Y é uma variável aleatória gerada a partir da densidade h(y) =
g(Y )

c
;

4. U ≤
f(Y )

g(Y )
é a condição necessária para que a variável aleatória Y seja aceita pelo

algoritmo;

5. U e Y são variáveis aleatórias independentes.

Por definição, tem-se que:

P [Y ≤ x |U ≤ f(Y )/g(Y ) ] =
P [Y ≤ x e U ≤ f(Y )/g(Y )]

P [U ≤ f(Y )/g(Y )]
(B.2)

onde P [U ≤ f(Y )/g(Y )] é a probabilidade de aceitação de Y .
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Como U e Y são independentes, sua densidade de probabilidade conjunta é:

pUY (u, y) = pU(u) · pY (y) (B.3)

Além disso, pY (y) = h(y) e:

pU(u) =

{

1, se 0 < u ≤ 1

0, se u ≤ 0 ou u > 0
(B.4)

Deste modo:

pUY (u, y) =

{

h(y), se 0 < u ≤ 1

0, se u ≤ 0 ou u > 0
(B.5)

Considerando agora a curva u(y) =
f(y)

g(y)
, tem-se por construção que 0 ≤ u(y) ≤ 1, ∀y.

Portanto:

P [Y ≤ x e U ≤ f(y)/g(y)] =

∫ x

−∞

∫
f(Y )
g(Y )

−∞

pUY (u, y)dudy

=

∫ x

−∞

∫
f(y)
g(y)

0

h(y)dudy

=

∫ x

−∞

h(y)
f(y)

g(y)
dy

=

∫ x

−∞

h(y)
f(y)

c · h(y)
dy

=
1

c

∫ x

−∞

f(y)dy (B.6)

A probabilidade de aceitação de Y é:

P [U ≤ f(Y )/g(Y )] = P [Y ≤ ∞ e U ≤ f(y)/g(y)]

=
1

c

∫ ∞

−∞

f(y)dy

=
1

c
(B.7)
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Substituindo (B.6) e (B.7) em (B.2):

P [Y ≤ x |U ≤ f(Y )/g(Y ) ] =
1
c

∫ x

−∞
f(y)dy
1
c

=

∫ x

−∞

f(y)dy

= P [X ≤ x] (B.8)

Provou-se portanto que:

P [X ≤ x] = P

[

Y ≤ x

∣

∣

∣

∣

U ≤
f(Y )

g(Y )

]
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