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Se uma inteligéncia, em determinado instante, pu-
desse conhecer todas as forcas que governam o
mundo natural e as posicoes de cada ser que o
compoem; se, além disso, essa inteligéncia fosse su-
ficientemente grande para submeter essas informa-
¢oes a andlise, teria como abranger em uma unica
férmula os movimentos dos maiores corpos do uni-
verso e os dos menores atomos. Para essa inte-
ligéncia, nada seria incerto, e o futuro quanto o

passado, se faria presente diante de seus olhos.

Pierre-Simon de Laplace
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Resumo

A principal contribuicao desta dissertacao é a proposta de algoritmos de filtragem
por particulas em sistemas a eventos discretos nos quais predominam os proble-
mas de sincronizacao. Esta classe de sistemas pode ser descrita por meio de
equacoes lineares em uma algebra nao convencional usualmente conhecida como
algebra Max Plus. Os Filtros de Particulas sao algoritmos Bayesianos sub-6timos
que realizam uma amostragem sequencial de Monte Carlo para construir uma
aproximacao discreta da densidade de probabilidade dos estados baseada em um
conjunto de particulas com pesos associados. E apresentada uma revisao de sis-
temas a eventos discretos, de filtragem nao linear e de filtros de particulas de um
modo geral. Apés apresentar esta base tedrica, sao propostos dois algoritmos de
filtros de particulas aplicados a sistemas Max Plus. Em seguida algumas simula-
¢oes foram apresentadas e os resultados apresentados mostraram a eficiéncia dos

filtros desenvolvidos.

Palavras-chave: Filtragem Estocastica, Sistemas a Eventos Discretos, Algebra

Max-plus, Filtros de Particulas.
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Abstract

This thesis proposes, as its main contribution, particle filtering algorithms for
discrete event systems in which synchronization phenomena are prevalent. This
class of systems can be described by linear equation systems in a nonconventional
algebra commonly known as Max Plus algebra. Particles Filters are suboptimal
Bayesian algorithms that perform a sequential Monte Carlo sampling to cons-
truct a discrete approximation of the probability density of states based on a set
of particles with associated weights. It is presented a review of discrete event
systems, nonlinear filtering and particle filters. After presenting this theoretical
background, two particle filtering algorithms applied to Max Plus systems are
proposed. Finally some simulation results are presented, confirming the accuracy
of the designed filters.

Keywords: Stochastic filtering, Discrete Event Systems, Max-Plus algebra, Par-
ticle Filters.
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Introducao

Os Sistemas a Eventos Discretos (SEDs) constituem uma classe de sistemas caracteri-
zada por apresentar espaco de estados discreto e dinamica dirigida unica e exclusivamente
pela ocorréncia de eventos (Cassandras & Lafortune 2007). O estudo destes sistemas é de fun-
damental importancia em diversas areas, como redes de computadores e sistemas de trafego,
assim como no planejamento de atividades de carater logistico (Silva, Mendes, Hardouin,
Maia & Cottenceau 2011).

Em geral, quando se deseja modelar um sistema com espaco de estados continuo a
primeira abordagem a ser considerada é modelar o sistema a partir de equagoes diferenciais. O
mesmo nao ocorre com os sistemas com espaco de estados discreto, ou seja, nao hé paradigma
formal para os modelos com espaco de estados discreto com dinamica dirigida pela ocorréncia
de eventos. A escolha de um modelo para estes sistemas depende de qual subclasse destes
sistemas deve ser modelada e de quais sao os objetivos de modelagem. Pode-se citar, por
exemplo, os automatos finitos, que sao utilizados para modelar sistemas com espaco de estados
discreto e finito quando nao se esta preocupado com o momento em que o sistema entrou
em um determinado estado o com quanto tempo o sistema permaneceu neste estado. Deste
modo, na modelagem por automatos finitos, assume-se que o comportamento do sistema é
descrito em termos da sequéncia de eventos sem se preocupar com seus tempos de ocorréncia

(Cassandras & Lafortune 2007).

Outra ferramenta para a modelagem de SEDs sao as Redes de Petri, que conseguem
abordar uma subclasse mais ampla de sistemas a eventos discretos em comparagao com os
automatos finitos. A modelagem por Redes de Petri nao exige que o espago de estados seja
finito, e a temporizacao surge de maneira natural nas Redes de Petri Temporizadas. Outra

motivacao para a utilizacao de modelos baseados nas Redes de Petri é a grande quantidade



de técnicas de andlise desenvolvidas para estes modelos (Cassandras & Lafortune 2007).

A dinamica de grande parte dos SEDs estd sujeita aos problemas de conflito e/ou
sincronizacao. Um conflito ocorre quando hé a competicao por recursos; ja a sincronizacao
pode ser observada quando a ocorréncia de um evento estd sujeita a ocorréncia de dois ou
mais eventos diferentes. Os sistemas de manufatura oferecem exemplos destes dois tipos de
problemas (Maia, Liiders, Mendes & Hardouin 2005). Um conflito ocorre num sistema de
manufatura quando, por exemplo, duas pecas devem ser processadas na mesma maquina,
devendo haver uma decisao sobre qual delas sera processada em primeiro lugar. O problema
de sincronizacao fica evidente, por exemplo, quando a montagem de uma pega depende de
duas ou mais partes, cujo processamento por sua vez pode obedecer as mesmas restrigoes.
Nesse caso, obviamente, a parte com processamento mais tardio determinara o inicio da

montagem da peca final.

Os sistemas a eventos discretos abordados neste trabalho sao sistemas nos quais os
problemas de sincronizagao sao predominantes. Os Grafos de Eventos Temporizado (GETS)
sao uma subclasse de Redes de Petri adequada para modelar este tipo de sistema. Uma
caracteristica importante dos GETs é que eles podem ser descritos em termos de equagoes
lineares em uma algebra nao convencional usualmente denominada Algebm Maz Plus. Esta
abordagem se baseia nas estruturas algébricas conhecidas como didides ou semi-anéis idem-
potentes. Diversas instancias desta estrutura sao 1teis para a modelagem de SEDs, sendo o
exemplo mais comum a algebra Max Plus propriamente dita na qual as operagoes de soma e
produto sao definidas como sendo, respectivamente, as operagoes de maximizacao e de soma
da algebra usual. Neste contexto, os estados do sistema correspondem as datas de ocorréncia
dos diversos tipos de eventos apresentados em funcao de uma varidvel interna correspondente
a um contador de eventos. O desenvolvimento desta estrutura algébrica e a formalizagao de
sua utilizagao na teoria de SEDs possibilitou o surgimento de uma teoria de controle espe-
cifica para estes sistemas (Hardouin, Maia, Cottenceau & Lhommeau 2010). Em (Cohen,
Gaubert & Quadrat 1999), por exemplo, é proposta uma solugao de controle étimo, em ma-
lha aberta, para o problema em que se deseja obter o melhor controle possivel de maneira
a garantir que a saida de um SED siga a uma trajetéria de referéncia. Em (Lhommeau,
Hardouin, Ferrier & Ouerghi 2005), (Maia, Hardouin, Santos-Mendes & Cottenceau 2005) e
(Menguy, Boimond, Hardouin & Ferrier 2000), também sao propostas estratégias de controle
em malha aberta. Em (Cottenceau, Hardouin, Boimond & Ferrier 2001) e (Maia, Hardouin,
Santos-Mendes & Cottenceau 2005), trata-se do problema de obter um controlador, em ma-
lha fechada, que altere o comportamento entrada-saida segundo um modelo pré-determinado,

denominado modelo de referéncia. Outras propostas de controladores para SEDs em ma-



lha fechada podem ser encontradas em (Cottenceau et al. 2001), (Lhommeau, Hardouin &
Cottenceau 2003) e (Maia, Hardouin, Santos-Mendes & Cottenceau 2003). Em (De Schutter
& van den Boom 2001, Necoara, De Schutter, van den Boom & Hellendoorn 2007), propoe-se
um modelo de controle preditivo que minimiza um critério quadratico usando programacao
linear. Em (van den Boom & De Schutter 2004), esta mesma abordagem ¢é estendida para

um contexto estocastico.

Uma questao é de grande importancia no desenvolvimento de controladores: Com que
tipo de informacao opera o controlador? Em aplicagoes onde se utiliza a realimentacao de
estados, observar ou estimar o estado torna-se essencial. De um modo geral, a observacao
ou estimacao dos estados é de grande interesse, pois fornece informacgoes sobre as proprie-
dade internas do sistema que podem utilizadas em varias aplicacoes como deteccao de falhas,
diagnosticos, além de controladores com realimentacao de estados. O problema de observabi-
lidade em Redes de Petri Nao Temporizadas é tratado em (Giua & Seatzu 2002); em (Loreto,
Gaubert, Katz & Loiseau 2010), é apresentado um observador dindmico para sistemas dina-
micos lineares Max Plus e em (Hardouin et al. 2010) é desenvolvido um observador 6timo

para sistemas lineares Max Plus.

Neste trabalho, pretende-se tratar do problema de se obter estimativas para os estados
de Sistemas a Eventos Discretos que podem ser modelados por GETs, num contexto ruidoso,
no qual o estado nao é diretamente medido, utilizando a abordagem Bayesiana. A ideia prin-
cipal da abordagem Bayesiana para a estimacao de estados dinamicos é construir a densidade
de probabilidade a posteriori dos estados baseando-se em todas as informacoes disponiveis,

principalmente na sequéncia de medidas recebidas.

Entre os algoritmos 6timos para filtragem utilizando a abordagem Bayesiana, destaca-se
o Filtro de Kalman. Este filtro é aplicavel a sistemas lineares continuos afetados por ruidos
gaussianos aditivos. Para estes sistemas, o filtro de Kalman realiza uma estimacao recursiva
da densidade de probabilidade do estado do sistema, condicionada a sequéncia de medidas
recebidas, a partir de uma estimativa para a média e para a variancia desta densidade o
que, para o caso Gaussiano, ¢ suficiente para caracterizar completamente a densidade de
probabilidade. Pode-se encontrar exemplos de aplicagoes praticas do Filtro de Kalman em
diversas equipamentos como: GPS (Sistema de posicionamento global), Naves Espaciais e
Satélites (Anderson & Moore 2005).

Existem outros filtros Bayesianos 6timos, como o Filtro de Massa Pontual (Point-
Mass Filter), adequado a sistemas cujo espago de estados é finito e discreto (Alspach &
Sorenson 1972, Kramer & Sorenson 1988), e os filtros de Benes (Benes 1981) e Daum



(Daum 1986), aplicdveis a uma certa classe de sistemas nao-lineares. No entanto, ndo se en-
contra na literatura nenhum filtro étimo para sistemas a eventos discretos. Deste modo, foram
considerados os Filtros de Particulas, que sao filtros sub-6timos que realizam uma amostra-
gem sequencial de Monte Carlo para construir uma aproximacao discreta da densidade de

probabilidade dos estados baseada em um conjunto de particulas com pesos associados.

Basicamente, na filtragem por particulas, utiliza-se uma densidade de importancia para
construir um conjunto de particulas com pesos associados constituindo uma aproximacao para
a densidade de probabilidade dos estados do sistema condicionada a sequéncia de medidas
recebidas. Uma das etapas mais importantes no projeto de um filtro de particulas é a escolha
desta densidade de importancia. Neste trabalho sao propostas duas escolhas para a densidade
de importancia, sendo uma delas a escolha 6tima, que considera tanto o estado anterior do
sistema quanto a medida recebida, e a outra uma escolha sub-6tima definida pelo modelo de

transicao dos estados do sistema.

Este trabalho esta organizado como se segue: No Capitulo 1 é apresentada uma revi-
sao de Redes de Petri e Sistemas Mazx-Plus. No Capitulo 2 é feita uma breve discussao do
problema de Filtragem Ndo Linear e em seguida a teoria de Filtros de Particulas é introdu-
zida. No Capitulo 3 sao desenvolvidos os algoritmos para filtragem por particulas aplicado
a sistemas Max Plus. Alguns resultados sao apresentados no Capitulo 4 e no Capitulo 5 sao

apresentadas algumas conclusoes.



Capitulo

Sistemas Max-Plus

Os Sistemas a Eventos Discretos (SEDs) sao sistemas cujo espago de estados é discreto
sendo que a transicao entre estados ocorre instantaneamente, de maneira assincrona com o
tempo e é dirigida pela ocorréncia de eventos. A ocorréncia de um evento pode ser resultado
de alguma interferéncia externa, de algum fenomeno natural ou de uma série de condigoes

que s@o subitamente satisfeitas (Cassandras & Lafortune 2007).

1.1 Modelagem de SED

1.1.1 Redes de Petri

As redes de Petri (RPs), desenvolvidas por C.A. Petri, constituem uma poderosa fer-
ramenta para a modelagem de sistemas a eventos discretos. As redes de Petri conseguem
representar, graficamente, grande parte das informacoes a respeito da dinamica de um SED.
Como serd visto a seguir, essas redes conseguem explicitar, por exemplo, a fungao de tran-
sicao do SED e as condigoes para que os eventos relacionados as transicoes possam ocorrer

por meio de uma representagao grafica simples e intuitiva.

Pode-se definir uma Rede de Petri como um par (G, M) composto por um grafo direci-
onado bipartido G = (A, V') e uma marcacao inicial My. O conjunto V' representa os nds e é
dividido em dois subconjuntos disjuntos P e T, cujos elementos recebem o nome de lugares e

transi¢oes respectivamente. O conjunto A é um conjunto de arcos, sub-conjunto do conjunto
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(P xT)U(T x P). Graficamente, cada lugar P;,i = 1, ..., |P| é representado por um circulo,
cada transicao 7j,j = 1,...,|T| é representada por uma barra e a marcacao de cada lugar
é indicada por pontos (ou fichas), ou seja, m; fichas sdo colocadas em cada lugar P; para
indicar sua marcacao. A marcacao de uma Rede de Petri pode ser representada por um vetor
r = [myq,...,mp|| (Baccelli 1992).

A cada transic@o t; pode-se associar um conjunto de lugares de entrada I(¢;) e um

conjunto de lugares de saida O(t;).

Definicao 1.1. Um lugar p; € um lugar de entrada de t; se existe algum arco de p; para t;,
deste modo, I(t;) = {p; : (pi,t;) € A}

Definicao 1.2. Um lugar p; € um lugar de saida de t; se existe algum arco de t; para p;,
ou seja, O(t;) = {p; : (t;,pi) € A}.

Os conjuntos de transi¢oes de saida O(p;) e de entrada I(p;) de um lugar sao definidos

de maneira analoga.

A dinamica das RP ¢é a seguinte:

e Uma transicdo ¢; é dita habilitada se cada lugar pertencente ao conjunto I(t;) possui

pelo menos uma ficha disponivel;

e O disparo de uma transicao habilitada consome uma ficha de cada lugar pertencente ao

conjunto I(¢;) e adiciona uma ficha a cada lugar pertencente ao conjunto O(t;).

Transicoes que nao possuem lugares de entrada sao denominadas entradas do sistema
e o disparo destas transicoes é feito por decisoes externas. Por outro lado, transicoes que
nao possuem lugares de saida sdo denominadas saidas do sistema; no contexto de filtra-
gem assume-se que apenas as transicoes de saida sao observaveis. As demais transicoes sao

denominadas estados do sistema.

Exemplo 1.1 (Rede de Petri autonoma). O conjunto dos lugares de entrada da transigdo
t1 da rede de Petri ilustrada na Figura 1.1(a) é: I(ts) = {p1}. Para esta mesma transicao,

conjunto dos lugares de saida é: O(ts) = {pa, p3}.

A marcagao inicial desta rede € My = [2,0,0,1]. Observa-se que a transicdo t; encontra-
se habilitada, o disparo desta transi¢io modifica a marcagdo da rede para My = [1,1,1,1]. A

Figura 1.1(b) mostra o novo estado da rede apds o disparo da transi¢do t.

6



Figura 1.1: (a) Exemplo de rede de Petri e (b) Estado da Rede de Petri ap6s o disparo da transicao ¢;

As Redes de Petri nao temporizadas oferecem informacoes sobre sequéncias de eventos.
No entanto, em situagoes em que se deseja saber, por exemplo, quando determinados eventos
aconteceram, € necessario introduzir o tempo nas redes de Petri. A temporizacao pode
ser feita de duas maneiras bésicas: associando-se o tempo as transigdes (tempo minimo de
disparo) ou associando-se o tempo aos lugares (tempo de permanéncia). O tempo minimo de
disparo representa o tempo decorrido entre o inicio do disparo e o fim deste processo; este
tempo pode ser usado para representar o tempo de producao de um determinado produto.
O tempo de permanéncia representa o tempo minimo que uma ficha deve permanecer em um
lugar antes de ser tornar disponivel para habilitar uma transi¢ao; este tempo pode ser usado
para representar o tempo que uma ficha leva para ser transportada de uma transicao inicial

para o lugar de destino (Baccelli 1992).

Os Grafos de Eventos Temporizado (GET) sao uma subclasse de Redes de Petri Tem-
porizadas na qual todos os lugares apresentam exatamente uma transicao de entrada e uma
transicao de saida. Deste modo, um GET nao permite e nem é capaz modelar conflitos ou
competicoes por recursos, ja que as fichas presentes em um lugar sao provenientes de apenas
uma transicdo. Por outro lado, um GET é capaz de modelar problemas de sincronizacao,
uma vez que uma transicao pode ser precedida de varios lugares. A Figura 1.2 apresenta um

GET p-temporizado, ou seja, um GET no qual o tempo ¢é associado aos lugares.



—y
TR
1) 1

Figura 1.2: Grafo de Eventos Temporizado

1.1.2 Modelagem Max-Plus

Uma caracteristica importante dos GETs é que eles podem ser descritos por sistemas
de equacoes, similares as de sistemas dinamicos lineares convencionais; mais especificamente,

em termos de equagoes lineares recursivas em uma algebra denominada Algebra Max Plus.

A cada transicao t;, pode-se associar uma sequéncia nao decrescente formada pelas
variaveis z;(k), k = 1,2,...,, denominadas datadores, contendo o k — ésimo instante de
disparo da transicao ¢;. Assumindo-se que as sequéncias de disparo associadas as transicoes de
entrada sao conhecidas, é possivel determinar as sequéncias de disparo de todas as transicoes

do GET como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 1.2. Considerando o GET apresentado na Figura 1.2 as sequintes relacoes sao

verdadeiras:

x1(k) = max{xs(k — 1);x3(k — 1);u(k)}

xo(k) = 24 21 (k)

x3(k) = max{zo(k — 1);3 + a3(k — 1); 2+ u(k)}
z(k) = xz3(k)

Considerando agora o conjunto RU{—ooc} U {oc0} e as operagies: sum = @& = max e
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product = ® = +, obtém-se que:

x1(k) = zo(k — 1) @ a3(k — 1) ® u(k)
x3(k) =29k —1)B3®@a3(k —1) 2 ® u(k)
(k) = ws3(k)
que, na forma matricial, fica:
X =40 X, DAL QX1 ® By ® Uy, (1.1a)
7, =C® X, (1.1b)
onde:
[0 —c0 —00 —oo 0 0 0
Ag=| 2 —00 —o0|; Ai=|—-00 —oc0 —o0|; By= |—00] ;
|—00 —00 —00 —oo 0 3 2
1 (k)
C=|-00 —c0 0]; Xi= |mak)|; Ue=|u(k)] e 2= |=(k)
l'g(k)

Nota-se que (1.1a) ainda ndo estd na forma recursiva pois a determinac¢ao de Xy de-
pende do proprio X e, como nao foi definida nenhuma operacdao inversa a &, esta equa¢ao
nao pode ser resolvida pelas técnicas usuais. Nas proximas secoes serao desenvolvidas as fer-
ramentas necessarias para que se possa encontrar a forma recursiva de (1.1a), e no Exemplo

1.3 este procedimento serd demonstrado.

Como serd visto na préxima se¢ao, o conjunto RU{—oo}U{oc} munido das operagoes:
soma = @ = max e produto = ® = + é um didide ao qual se dd o nome de Max-Plus,

notado por Raz.



1.2 Algebra Max-Plus

Nesta secao, serao apresentados alguns conceitos da teoria de didides (Cohen, Moller,
Quadrat & Viot 1989, Baccelli 1992) e, em seguida, algumas ferramentas bésicas para o

estudo de sistemas de equagoes max-plus lineares.

1.2.1 Teoria geral de didides

Definigao 1.3 (Didides). Um conjunto D, munido de duas operacoes internas soma = @
e produto = ® ¢ um dioide ou semi-anel idempotente se os sequintes ariomas $ao

verificados:

Axioma 1 (Associatividade).

Axioma 2 (Comutatividade da adi¢do).
Vaoebe D adb=bDa
Axioma 3 (Distributividade).

(a®b)®@c=(a®c)D(b®c)
cR(adb)=(c®a)®(c®Db)

Ya, bec € D

Axioma 4 (Existéncia do elemento nulo € e do elemento identidade e).
dee D :VYa € D, abe=a

de e D :Va € D,a®Re=a

Axioma 5 (Absor¢ao pelo elemento nulo).
Va € D, a®Re=€eR®Ra=¢
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Axioma 6 (Idempoténcia da adigao).
Va € D, a®a=a

Definicao 1.4. Um didide é comutativo se sua multiplicacao for comutativa.

Definigio 1.5 (A estrutura algébrica R,,q.). O conjunto R U {—occ} U {oo} munido das
operagoes: soma = & = max e produto = ® = + e com a convengdo de que —o0+00 = —00

€ notado por R,,...

Teorema 1.1. A estrutura R,,.. € um didide comutativo.
Prova:

Para provar este teorema, serd demostrado que a estrutura R,,.. atende aos Axi-

omas 1-6 e que a sua multiplicagao é comutativa.

1. Associatividade:

(a ®b) & ¢ = max{max{a, b}, c} = max{a, max{b,c}} =a® (b & c)

(a@b)@c=(a+b)+c=a+(b+c)=a® (b®c)
2. Comutatividade da adi¢ao e multiplicagcao:
(a & b) = max{a, b} = max{b,a} = (b& a)
(a®b)=(a+b)=(b+a)=(b®a)

3. Distributividade:

(a®b) ®c=max{a,b} + c=max{a+c,b+c}=(a®c)® (bR c)

c® (a®b) =c+max{a, b} = max{c+a,c+b} =(c®a) D (cRDb)

4. FExisténcia do elemento nulo € e do elemento identidade e:

Definindo-se e = —o0 e e = 0, tem-se que:
a® e =max{a,—00} =a
a®e=a+0=a
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5. Absorcao pelo elemento nulo:
a®Re=a+(—00)=—00=¢
6. Idempoténcia da adig¢ao:

a®a=max{a,a} =a

Comparando as propriedades dos operadores @ e ® da estrutura algébrica R,,., com os
operadores + e x da algebra classica, pode-se notar que R,,,, nao possui simetria na adicao,
ou seja, nao vale a propriedade: se a # €, entao Ab € D : a@® b= e. Por outro lado,
na estrutura R,,.,, existe a propriedade da idempoténcia da adicdo, o que nao se observa na

algebra classica.

Na Tabela 1.1 (Quadrat 1999) pode-se encontrar alguns exemplos didides e suas apli-

cacoes.
Tabela 1.1: Exemplos de Diddes
D &) ® € e Aplicagao Notacao
R U {400} min | + | +oo | 0 | caminho mais curto R,in
RU{-oc}U{+oo} [ min | + [+0o| 0 | caminho mais curto | Ry,
RU{—o0} max | + | —oo | 0 | caminho mais longo | R,
R* U {—o0} max | min | 0 | +oo | capacidade maxima | R} .
0,1] max | X 0 1
R* max | X 0 1 R oz
{0,1} u N 0 1 légica B

Teorema 1.2. Em um dioide D, a sequinte equivaléncia € verificada:

Va, b € D a=a®db<dc € D:a=a?dec.

Esta equivaléncia define uma relacao de ordenamento parcial em D, notada por >, dada
por:

a>b<—=a=a®dbl.
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Esta relacao, é compativel com a soma e com a multiplicagao a direita e a esquerda, ou
seja:
adc>bdec,
a>b=<a®c>b®ec,

c®a>c®b,

A demonstracao do Teorema 1.2 pode ser encontrada em (Cohen 2001).

Definigao 1.6 (Didides Completos). Um didide é completo se e somente se ele for fechado

para somas infinitas e o Azioma 3 se extende para somas infinitas.

Num diéide completo, existe um limitante superior (notado por co) dado pela soma de

todos os seus elementos, que satisfaz: a @ oo = oo.

Definigao 1.7 (Didides Arquimedianos). Um didide D é arquimediano se e somente se:
YVaeb € D dced € D : ac>beda>b
Em (Cohen et al. 1989) demonstra-se que para didides arquimedianos completos a
seguinte expressao é valida:
Va € D,a#e co®a=a® oo =00, (1.2)
sendo que € ® 0o = €.

Para um didide completo, com elemento nulo €, pode-se construir uma nova operagao
interna (notada por A) representando o limitante inferior dos operandos. Esta operagao é
associativa, comutativa, idempotente e tem oo como elemento neutro : Va oo Aa = a. Esta

operacao apresenta ainda uma propriedade denominada "lei da absorcao”, dada por:

Va, be D, aN(a®b)=a® (aNb).

A seguinte equivaléncia também pode ser verificada:

a>b<<—=a=adb<=b=aANb.
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A multiplicacao nao é distributiva em relacao ao operador A. No entanto, devido ao
Axioma 3, pode-se afirmar que a multiplicagao é isotonica e, portanto, pode-se verificar que

(Cohen et al. 1989):

(a ANb)e < (ac) A (be)
c(a Nb) < (ca) A (cb)

O operador A nao é necessariamente distributivo em relacao a ®. Pode-se, entretanto,

verificar as seguintes relacoes:

(aNb)®
Va, bec € D
S5

(anb)®c<(aNc)B(bAc)

SeC=A{a, b, c.}, 1 =aBbBcBH..,y=a@bRc®...e z=aAbAcA .., aseguinte

notacao é utilizada:
x:@w, y:®wez: /\w.

welC welC welC

Pode-se definir matrizes n x n cujos elementos pertencam a um didide D. As operacoes

de soma e produto para estas matrizes sao definidas por:

[A@B]ij = [A]

ij

@ [B],; (soma) (1.3)
[A® B]ij = (Al ® [B]kj (produto) (1.4)

O conjunto de matrizes munido das operagoes definidas por (1.3) e (1.4) formam um

didide notado por D™*™ com as seguintes caracteristicas:

e Se D é comutativo, D"*™ nao é necessariamente;
e Se D é arquimediano, D™*™ nao é necessariamente;

e Se D é completo, D"*" é completo.
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Para um diéde D™*™ pode-se definir ainda as seguintes relacoes:

AZB@CLUZZ)UV’L,]
[A/\B]U:aw/\b”

1.2.2 Sistemas de Equacoes Lineares em Rus

Exitem duas classes de sistemas lineares em R,,,. para os quais existem solugoes satis-
fatérias (Baccelli 1992):

Ar =10 (1.5)
r=Ax®b (1.6)

SOLUCAO DE Az =
Definicao 1.8. Uma Subsolucao para (1.5) é dado por x que satisfaz: Az < b.

Definicao 1.9 (Residuacdo). A residuacao (a esquerda) de b por A, notada por Agb, é

definida como a maior subsolugdo de (1.5).

Analogamente, a residuacao (a direita) de b por A, notada por bgA, é definida como a

maior subsolucao de A = b.

Teorema 1.3. A maior subsolug¢io de (1.5), resultante da residuacio a esquerda de b por
A, € dada por:

;= N\ (Aikb),

]

onde A;;{b; representa b; — A;; na dlgebra usual (Cohen et al. 1989).

Prova:
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Tem-se que :

J

< {[L’jgbi—Aij, VZ, j}

— {xjé/\(Az‘j??bi), V]}

Deve-se notar que x = Agb é a maior subsolugao de (1.5), no entanto, nem sempre a

igualdade ¢ satisfeita.

Pode ser demonstrado que a operacgao de residuacao obedece as seguintes relagoes:

a(agb) <b (1.7)

aja > e (1.8)

a(aga) = a (1.9)

eya = a (1.10)

€§a = 00 (1.11)

(agb)c < ag(be) (1.12)
a§(byc) = (ba)§e (1.13)
(akh) & (ake) < ak(b @ o (114)
(a®D) @ (c§b) < (a A c)§b (1.15)
(a8D) A (c8)) = (0 ® c)3p (1.16)
(a®D) A (age) = ag(b A c) (1.17)

SOLUCAO DE z = Az ® b

Teorema 1.4. Se A* — ¢ quando k — oo, a solu¢do de x = Ax ® b € inica, e dada por
x = A*D, sendo A* definido como:

A=A Alg.. A" A" D ..., (1.18)
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Prova:

Se x € uma solugao de v = Ax @© b, entdo x satisfaz:

r=A(Ar @ b) b= A%r o (A @ A"
=A@ A pb=Ard (A2 A' A ... z=Arp AT A2 . 0 A%

No entanto, se A¥ — 0 quando k — oo, utilizando um k suficientemente

grande obtém-se que A* = A" @ A' @ ... @ A¥"1. Sendo assim, x = A*b "

Agora que as ferramentas necessarias foram apresentadas, pode-se colocar o sistema
obtido no Exemplo 1.2 na sua forma recursiva. Este procedimento é demonstrado no exemplo

a seguir:

Exemplo 1.3. No Ezemplo 1.2 obteve-se o sequinte sistema de equagoes:

X =A X, DA QX1 D By® U, (1.19a)
Zr=0® X, (1.19b)
onde:
[—00 —c0 —0 —o0 0 0 0
A= 2 -0 —o0|; Aj=|-0 —oc0 —oof|; By=|—o00];
|—00 —00 —00 —o0 0 3 2
z1(k)
C= |00 —00 0| Xp= |m(k)|; Ue=|uk)] e Z=[s(h)]
z3(k)

Definindo-se b= A1 ® Xp_1 ® By ® Uy, 1.19a pode ser reescrita como:

Como wvisto, a solugao para esta equacao é dada por:

X = Apd
= Aj(A @ Xp1 @ By ® Uy)
= AX,_ ® BU,
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onde:

0 —o0o —o© —00 —00 —00 —00 —00 —00 0 —o0 —o©
Aj=|-00 0 —o0|®| 2 -0 —o0o|®|-0 —o0 —oo|l =| 2 0 —o©
—o0 —oo 0 —00 —00 —O00 —00 —00 —O00 —oo —oo 0
—oo 0 0 0
A=A @A = |-00 2 2| eB=A® By = |2
—oo 0 3 2

Observa-se portanto que, adotando o procedimento utilizado no exemplo anterior, é
possivel descrever todas as transicoes de um GET por meio de equagoes lineares recursivas.

Deste modo, o GET pode ser descrito por um sistema de equacgoes lineares do tipo:

x(k) = Ax(k—1) @ Buk) (1.20)
z(k) = COx(k) (1.21)

1.2.3 Funcoes de Transferéncia

Em sistemas max-plus, pode-se definir a transformada +, similar a transformada z dos
sistemas de tempo discreto, na qual v opera como z~! (Cohen et al. 1989, Baccelli 1992).

Deste modo, a transformada + de = é dada por:

2(7) = Pali)y (1.22)

E imediato constatar que:

2(k) = 2(k = 1) <= z(y) = y2(7) (1.23)

Sendo assim, aplicando a transformada 7 no sistema descrito pelas Equagoes (1.20) e
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(1.21) obtém-se:

x(y) = 7vAx(y) © Bu(y) (1.24)
z(y) = Cx(v) (1.25)

Definindo-se A(y) = vA, B(vy) = B e C(vy) = C, a Equagao (1.24) pode ser reescrita

x(y) = A(v)x(v) © B(v)u(v) (1.26)

Relembrando que a solugao de x = Ax & b é x = A*b, a solugao de (1.26) é dada por:

x(y) = A*(v)B(y)u(v) (1.27)

Substituindo este resultado em (1.25), obtém-se:

z(y) = H(7)u(y) (1.28)

onde H(v) é a funcao de transferéncia dada por:

H(y) = C(v)A*(v)B(7) (1.29)

1.3 Controle de Sistemas Max-Plus

1.3.1 Problema de controle 6timo em malha aberta

Considere o problema em que se deseja que a saida z do sistema seja tao préxima
quanto possivel de uma referéncia y, respeitando a condi¢ao z < y. Em (Cohen et al. 1989)

demonstra-se que a entrada étima que satisfaz esta restricao é dada por:

u,, = CA*Byy (1.30)

Em um sistema de manufatura, por exemplo, y corresponde as demandas dos clientes,

u a entrada de pecgas brutas no sistema e z a saida de pecgas processadas. Neste contexto,
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o controle 6timo u,,; ¢ o que minimiza o estoque interno enquanto assegura que demanda é

atendida.

1.3.2 Pré-compensacao com modelo de referéncia

Considere agora o problema em que o comportamento desejado do sistema é dado por
um modelo de referéncia G,.r. Seja H a funcao de transferéncia do sistema a ser controlado.
A solucao deste problema consiste na construcao de um pré-compensador P para controlar
as entradas de modo que a saida do sistema seja tao préxima quanto possivel da que seria
obtida aplicando estas mesmas entradas ao modelo de referéncia (Cottenceau 1999). Deste
modo, a saida do sistema de referéncia é dada por z = G,.sv, onde v é o modelo de entrada.
A saida do modelo a ser controlado é dada por y = Hu, onde u = Pv é a entrada filtrada, ou

controlada, do sistema. O objetivo é, portanto, encontrar o maior valor de P que satisfaz:

HPv < G,,efv

Da teoria de residuacao, encontra-se que o valor étimo de P é dado por: (Ouerghi &
Hardouin 2006)
Potm = H}?Gref- (131)

1.3.3 Problemas de controle em malha fechada

Nos problemas de controle em malha fechada, as medidas da saida do sistemas sao
levadas em consideracao na construcao dos controladores. O objetivo dos controladores em
malha fechada é modificar a dinamica do sistema H usando um controlador F' localizado
entre a saida do sistema y e a entrada u, como pode ser observado na Figura 1.3. Estes
controladores sao escolhidos de maneira que o comportamento do sistema controlado seja o
mais proximo possivel de um modelo de referencia G, (Cottenceau 1999). Tem-se que, em

malha fechada,
Gms(F)=(HF)"H.

Formalmente, o objetivo é calcular o maior controlador £’ tal que:
(HF)"H < Ghey. (1.32)
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}rl_(k) ll[:k) Y(k)
—» H=CA'B

v

Figura 1.3: controlador em malha fechada

Proposicao 1. (Cottenceau et al. 2001) Se G,.; = D*H ou G,.y = HD*, sendo D
uma matriz racional de dimensoes apropriadas, entdo existe um controlador maximo F,,.. =

H&GrefdH. Em particular, se Grey = (HD)*H, entio G,f(Fnme) = Gref.

1.3.4 Observador Max Plus

O objetivo do Observador Max Plus é utilizar a informacao da saida de um sistema
afetado por ruidos e aplicar em um simulador a fim de obter estimativas (&) para os estados
do sistema (z) por meio da matriz de observagao L. Estas estimativas satisfazem & < z. Na
Figura 1.4, encontra-se um diagrama de blocos no qual a matriz L filtra a saida do sistema

e fornece informagoes para o simulador.

W

| [z =Az D BudRw
y=Cxz

Sistema

c :

| |
|
4 Sirmulador ,
q—)
Ohservador

Figura 1.4: Diagrama do observador

(Hardouin et al. 2010)

Proposicao 2 ((Hardouin et al. 2010)). A maior matriz de observagao que satisfaz & < x
¢ dada por:

Lopr = (A"B)#(CA™B)) A (A" R)HCAR))) (1.33)

21



Nota-se o observador é baseado na teoria de residuacao e é 6timo no sentido de que a
matriz de observacao L é a maior solucao que satisfaz a restricao z < x. Este fato permite
que sejam obtidas estimativas menores ou iguais ao estado real. Deste modo, pode-se dizer

que o Observador Max Plus fornece um limitante inferior para as estimativas dos estados.
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Capitulo

Filtragem Nao Linear

2.1 Definicao do problema de filtragem nao linear

Na abordagem bayesiana para a estimacao de estados de sistemas dinamicos, deseja-se
construir a densidade de probabilidade a posteriori dos estados aproveitando-se de todas as
informagoes disponiveis, principalmente a sequéncia de medidas recebidas (Ristic, Arulam-

palam & Gordon 2004).

Para a definicao do problema de filtragem nao linear, considere o Modelo de Markov
Oculto (do inglés: Hidden Markov Model - HMM ) definido por:

Xk = fk—l(Xk—17Wk—1), (2-1>

Zx = hp(Xk, Vi), (2.2)

onde x, € R" e z, € RP sao os vetores de estados e de medidas, respectivamente, em um
instante k; fr_1 : R® x R™ — R" é a funcao de transicao do sistema; hy, : R" x R" — R? é a
funcao de medida; wyx_; € R™ e vi € R™ sao sequéncias independentes que representam o

ruido do processo e o ruido de medida, respectivamente.

Supode-se que wy_; e vy possuem funcgoes de densidade de probabilidade conhecidas.
Supoe-se ainda que a densidade de probabilidade do estado inicial p(zg) = p(zo|z0) € as

funcoes fr_1 e hy sejam conhecidas.
Deseja-se portanto, construir a densidade de probabilidade dos estados xi baseando-se
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em todas as informagoes disponiveis: p(xx|Zy), onde Zy = {z;, i = 1,...,k} é a sequéncia
de todas as medidas disponiveis. A principio, esta densidade pode ser obtida de maneira

recursiva em dois estdgios: predigao e atualizacao (Gordon, Salmond & Smith 1993).

No estdgio de previsao, assume-se que a densidade p(xx_1|Zx_1) seja conhecida no
instante (k — 1). Deste modo, é possivel obter a densidade a priori dos estados xx no

instante k& usando a equagao de Chapman-Kolmogorov (Arulampalam, Maskell, Gordon &

Clapp 2002):
P(Xk|Zyk-1) = /p(Xk|Xk—1)p(Xk—1|Zk—1)ka—1- (2.3)

O modelo probabilistico da evolugao dos estados p(xk|xk—1) pode ser obtido por meio

da equagao (2.1).

No instante de tempo k, a medida z, torna-se disponivel e pode ser utilizada para

atualizar a densidade a priori p(xx|Zx_1) por meio da regra de Bayes:

p(xk|Zx) = p(Xx|zk, Zk-1)
p(zk’Xb Zkfl)p(xklzkfl)

(Zx|Zx—1)
P(Zk |Xk)p(Xk|Zk—1)
p(Zk|Zk—1) 7 (2'4)
onde
penlZics) = [ pladxdpixZicrix (2.5)

¢ a constante de normalizagdo, a qual depende da funcao de verossimilhanga p(zx|xx) que é
definida a partir da equagao (2.2) e da PDF de vy.

As equagoes (2.3) e (2.4) constituem a base para a solugao formal para o problema de
estimacao recursiva utilizando a abordagem Bayesiana (Gordon et al. 1993). Sendo assim, um
algoritmo 6timo deve ser capaz de calcular a forma exata de p(xx|Zx) de maneira recursiva por
meio de solucoes analiticas para estas equagoes. As solugoes 6timas conhecidas na literatura
existem apenas para alguns casos restritos, dentre as quais destaca-se o Filtro de Kalman
(Anderson & Moore 2005), que é aplicdvel somente a sistemas nos quais as fungoes fi e hy
sao lineares e wy e vy sao ruidos gaussianos aditivos com matriz de covariancia conhecida.
Na maioria das situages praticas, as solugoes analiticas para (2.4) e (2.5) sdo desconhecidas,
o que inviabiliza a aplicagao dos filtros nao lineares 6timos a estes sistemas. Deste modo,

solugoes sub-6timas devem ser consideradas.
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2.2 Filtros de Particulas

Os Filtros de Particulas (FP) sdo algoritmos Bayesianos sub-6timos para filtragem nao
linear. A maioria destes sao baseados no método de amostragem sequencial de Monte Carlo
(SMC) (Arulampalam et al. 2002). A ideia principal é obter estimativas para a densidade
p(xx|Zy) a partir de um conjunto de N particulas {x} ,, i = 1,..., N}, que aproximam a
densidade p(xk_1|Zx_1) em k — 1. Deste modo, o filtro de particulas é um mecanismo de

aproximacao das relagoes (2.3) e (2.4) (Gordon et al. 1993).

A amostragem de importancia é uma técnica na qual amostras obtidas a partir de uma
densidade de importancia ¢(¢) sdo usadas para aproximar uma distribuigdo de interesse (o)
por meio de um processo de ponderacao das amostras. A seguir, encontra-se uma breve

descricao dessa técnica.

Sejam Y e X varidveis aleatérias multidimensionais relacionadas segundo a equacao
Y = f(X) sendo X ~ p(x). A média de Y é dada por:

= / " f@)pla)d (2.6)

Supondo-se que seja possivel obter N > 1 amostras {z’,i = 1,..., N} sorteadas segundo

a densidade p(z), uma estimativa para (2.6) ¢ dada por:

1 i
YNZNZJC@) (2.7)

Admite-se agora uma situacao na qual sé é possivel amostrar segundo uma densidade

q(x) similar! a p(z). Pode-se reescrever (2.6) da seguinte maneira:

7= [l (2.5)

(x

Deste modo, pode-se usar N amostras distribuidas segundo ¢(z) para estimar (2.8) por

meio da seguinte equacao:

v 1 A
Vo= 2 fat)a() (2.9)

1'Uma densidade de probabilidade g(z) é similar a p(z) se Vz : p(x) > 0= g(x) > 0.
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onde
o(z') = =~ (2.10)

) =S e
Tem-se que:
Yy = Z flaw(z') (2.11)

A partir do método de amostragem de importancia, pode-se obter o algoritmo de amos-
tragem sequencial de importancia o qual é utilizado para realizar a filtragem nao linear.
Para desenvolver o algoritmo de amostragem sequencial de importancia, considera-se que
exista em k — 1 um conjunto de particulas com pesos associados {X% ;, wi_,}¥,, onde
X | = {x},j =0,...,k — 1} representa a trajetéria da i-ésima particula desde seu estando
inicial xi, até xi_,. Pode-se, portanto, construir a seguinte aproximacao para a densidade

conjunta a posteriori dos estados:

N
P(Xu-1|Zim1) =2 wp 16(Xper — X ) (2.12)

=1

Se as amostras X2—1 foram obtidas segundo uma densidade de importancia ¢(Xx_1|Zg_1)

entdo, de acordo com (2.10): ‘
P(Xj—1/Zk—1)

Wi_q O =7 2.13

ht 4(X}_1|Zg-1) ( )

Admite-se que a densidade de importancia ¢ seja definida de tal maneira que:
q(Xi|Zr) = q(xk|xp-1, 21)q(Xi—1|Zp—1). (2.14)

Deste modo, cada particula X} , pode ser expandida para X! usando o novo estado

X?; ~ Q(Xk|Xk71;Zk)~

Para completar o procedimento de filtragem, deve-se atualizar cada peso {w! ,} para
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{wi} de modo que a seguinte aproximagao seja verdadeira:

N
P(X|Zx) 2 wid(Xy, — X}). (2.15)
i=1
onde: (X' Z)
i p 7]} k
Wi o6 ——2 L 2.16
XLz (216)

Para obter-se a equagao de atualizagao dos pesos deve-se expressar a densidade p(Xy|Zy)

em termos de p(Xy_1|Zk_1), p(zk|Xk) € p(Xk|Xk_1).

Utilizando a regra de Bayes, tem-se que:

p(Xil|Zi) = p(Xil|zk, Zr-1)
p(Zk\le qu)p(Xk\qu)

= 2.17
P(z1|Zy—1) ( )
Mas, por definicao:
P(Xi|Zr—1) = p(Xp, Xi—1|Zp—1)
= p(xk|Xk-1, Zip—1)p(Xk-1]Zk-1) (2.18)
Substituindo-se (2.18) em (2.17):
p(Xk‘Zk) _ p(Zk|Xk7Zk—l)p(XMXk,l,Zkfl)p(inﬂzkil)
P(2zx|Zy—1)
p(za|xx)p(Xk|Xk—1)
Xp_1|Zp—
p(zk|zk—1) p( k 1| k 1)
o< p(zr[xk) (X xp-1)P(Xpe—1]Zp—1) (2.19)

Finalmente, a equagao de atualizagdo dos pesos pode ser obtida substituindo-se (2.19)
e (2.14) em (2.16):
PRI
q(xk [, 15 2)

: (2.20)
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Uma estimativa para xy pode ser calculada a partir de:
N
Xp =Y Xjuwj. (2.21)
i=1

Em sintese, como pode ser observado na Figura 2.1, o filtro de particulas parte de um
conjunto de N particulas com pesos associados {x¢_,, wi ;}¥,, formando uma aproximagao
para p(Xx_1|Zk_1), para obter um novo conjunto {xi, wil}¥ = que aproxima p(xy|zyx). Este
processo ¢ realizado em duas etapas: na etapa de propagacao utiliza-se uma densidade de
importancia q(x%|x} _,,zx) para propagar cada particula x; , para x}; na segunda etapa, os

pesos wi_, sao atualizados para w;, a partir de (2.20).

o Pk IxpOlx_4)
o P IXOP X 1)

| o0 ° qlxx|x,_ 4 2k)
C: : L ] ’\I: L ] (\_
L \I -
{"h_r“’i( 1} {xﬁw’k}
N . N .
P(Xi—112k—1) = D wi_16(X—1 —X4_4) DXk |2Zk) = D wi (X — X;)

i=1 i=1

Figura 2.1: Etapas do processo de filtragem por particulas

Em (Doucet, Godsill & Andrieu 2000) demonstra-se que, para densidades de importan-
cia da forma (2.14), a variancia dos pesos de importancia cresce a cada iteragao do algoritmo
de filtragem. Este comportamento é prejudicial ao desempenho do filtro e leva ao fenomeno
conhecido como degeneracao das particulas, que ocorre quando apds um certo numero de
iteracOes apenas algumas particulas tém pesos nao despreziveis. Na pratica, este fenomeno
causa uma situacao na qual havera um grande esforco computacional para atualizar particulas

cuja contribuigado para a aproximacao de p(xy|zy) é desprezivel.

O tamanho efetivo da amostra (N.ss) pode ser usado como um indicador para o grau
de degeneragao do algoritmo (Kong, Liu & Wong 1994, Liu & Chen 1998). Este indicador é

definido em termos da variancia dos pesos de importancia da seguinte maneira:

N
Nerr = —.
=1y N2var(w})

(2.22)
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Uma aproximagao de implementagdo computacional mais simples para (2.22) é dada

por:
N 1

eff — s —— (223)
dim Wh
Observa-se que 1 < Nef ¢ < N, sendo que o limite superior N ¢é atingido quando todas
as particulas tém o mesmo peso 1/N, e o limite inferior ocorre quando todas as particulas,

exceto uma, tém peso nulo.

A degeneracao ocorre devido ao fato de que o algoritmo de filtro de particulas por si
s0 nao apresenta qualquer mecanismo de feedback que leva em conta as observacoes para
controlar a simulacao (Gustafsson 2010). Uma alternativa para atenuar este fenémeno é
a utilizacao de um processo de reamostragem no qual as particulas sao clonadas com uma
probabilidade proporcional ao seu peso. Deste modo, particulas com pesos baixos tendem a
ser eliminadas e particulas com pesos relevantes tendem a ser clonadas. Este processo consiste
em obter um novo conjunto de particulas {x%*}# , com pesos uniformes reamostrando-se N
vezes a partir da representacao discreta de p(xy|z;) dada por (2.24) de modo que P{x% =
x]} = wl (Ristic et al. 2004).

p(xp|z1) = Zw;;g(xk —xt) (2.24)

Na Figura 2.2, encontra-se um esquema para o processo de reamostragem (van der
Merwe, Doucet, de Freitas & Wan 2000). Nota-se que p; ~ U [0, 1] é mapeada no indice j,
correspondente a particula xfc Nesta figura, torna-se evidente que as particulas com peso

maior tem maiores chances de serem duplicadas.

Deste modo, o processo de reamostragem introduz no algoritmo de filtragem o meca-

nismo de feedback que utiliza a informacao das observagoes.

Embora o processo de reamostragem diminua o efeito da degeneracao, ele produz ou-
tros problemas praticos, como a perda da diversidade entre as particulas. Este problema
¢ conhecido como pauperizacao das amostras e, em situagoes em que o ruido do sistema é
pequeno, leva a uma situacao em que todas as particulas irao colapsar para um unico ponto
em algumas iteragoes (Ristic et al. 2004). Sendo assim, é interessante que o processo de
reamostragem seja executado apenas quando for realmente necesséario. Existe um certo grau
de liberdade quanto a escolha da estratégia de reamostragem, mas, geralmente, o processo de

reamostragem ¢ feito quando o grau de degeneracao do algoritmo N, 7f encontra-se abaixo de
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Processo de Reamostragem

Soma acumulada dos pesos

|
|
|
|
|
|
— 1
0 | 0
j

indicador da amostra

Figura 2.2: Esquema do processo de reamostragem

um determinado limiar Ny,,.. Nas referéncias indicadas a seguir pode-se encontrar um maior
aprofundamento sobre o assunto: (Gilks & Berzuini 2001) e (Musso, Oudjane & Gland 2001).

No Algoritmo 2.1 descreve-se um pseudocddigo, proposto em (Kitagawa 1996), para

realizar a reamostragem .

Algoritmo 2.1: Reamostragem
Entrada: {sz w}g}fvzl
Saida: {x;", wj}}l,

1 inicio
// Construgio da fungio de probabilidade acumulada CSW = [ci,co, - ,CN]
2 1 wi;
3 parai=2: N faga ¢; ¢— ¢;—1 +wy ;
// Mapeamento
4 ur+—U [O,N*I} ; // Sorteio do ponto de partida
5 para j =1: N faga
6 pis— i+ NG = 1);
7 enquanto p; > ¢; faga i +— i +1;
8 xf: — xi;
9 wi +«— N1
10 fim
11 fim

A escolha da densidade de importancia q(x%|x% ,,z;) influencia diretamente o grau de
degeneracao do algoritmo e, consequentemente, o seu desempenho. Conforme serd demons-

trado a seguir, a densidade de importancia étima condicionada por xi_, e z, é dada por:
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(Doucet et al. 2000)

0(Xk[Xp 1. Zk)otm = P(Xk[X}_1, Z)
Zr| Xk, X5 )p(Xk XL
p(zlx)_;)
onde p(zx|x,_,) é a constante de normalizagao dada por:
el ) = [ plmlxopialx i (2.26)

Substituindo-se (2.25) em (2.20), encontra-se que a equacao de atualiza¢ao dos pesos é
dada por:

Wlic X Wli—lp(zk|xz—1) (2.27)

Segundo (Gustafsson 2010), a otimalidade da escolha da densidade de importancia defi-
nida por (2.25) provém do fato de que, para esta escolha, a variancia dos pesos de importancia
wt condicionada por xi_, e z, é nula. Deste modo, qualquer outra escolha para a densidade
de importancia iria acrescentar variancia aos pesos. Isso, de acordo com a equagao (2.22), iria
diminuir o tamanho efetivo das amostras e, portanto, acentuar a degeneracao do algoritmo.
A seguir, é proposta uma demonstracao, diferente da apresentada em (Doucet et al. 2000),

para esta afirmacao.

Lema 2.1. A densidade de importancia otima, que minimiza a variancia dos pesos de

importdancia, condicionada por xi_, e zy € dada por (2.25).

Prova:

Sabendo-se que x, possui densidade q(Xp|X:_,,21), 0 valor esperado dos pesos de
importancia wi, definidos pela equagio (2.20), condicionados a X _, e zy € dado

por:

p(zn]xk)p(xk|X)_y)
q(X|x},_1, )

q(Xk| %41, 21)dxy,

Bt = [ wi

= wi [ plabpialx dx
(2.28)
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Substituindo (2.26) em (2.28):
Blwp|xi_ 2] = wip(zx/x5_) (2:29)

O sequndo momento de wi(xy) é:

El(wilxi 7)) =

i 2
i p(ze|xe)p(xi|x)_1) i
Q(Xk|xk—17 Zk)dxk

P g(xalxi )
, 2
, Z|X X |x}
— (i) f lebpbebd,)) g, (2:30)
q(xx|x}_1,2x)
E, a variancia é:
il AR 2 i i
varlwy|xy_1,2z6] = E[(wklxk—lvzk) ]_E[wk’sz—bZk]z

Q(Xklx,;'gfl? Zk)

_ (W2—1)2 </ (p (2 1) p(xx|%}_1)) dx;, —p2(zk|xfc_1)>

(2.31)
Substituindo (2.25) em (2.31):
varllxvm] = ()’ (Pl [ plabpolx i -2 )
= (who1)” (P Czelxio) — PP (zlxi )
- (2.32)

O que é um resultado esperado, pois, dada uma particula X, | e a medida z, o
valor de wi dado pela equacao (2.27) é sempre o mesmo, ndao importando qual
particula foi obtida a partir de q(Xg|X%_,,21)otm. Deste modo, a variancia de
wi condicionada a X, _, € zj, é sempre igual a 0 para o caso em que utiliza-se a

densidade de importancia q(Xg|Xs_ 1, Zk)otm- .
Amostrar segundo (2.25) pode apresentar algumas desvantagens:

. De um modo geral, é dificil amostrar segundo esta densidade;

. E, em geral, dificil efetuar a etapa de atualizacao dos pesos quando se opta por esta
densidade, uma vez que esta etapa depende do valor de p(z|x:_,) calculado de acordo

com a integral apresentada em (2.26).
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No entanto, em alguns casos, é possivel utilizar esta densidade de importancia. Pode-
se citar, por exemplo o caso em que p(xx|x% ;,2z;) é Gaussiano (Doucet et al. 2000). Outra
aplicacao pode ser encontrada no Capitulo 3.2 deste trabalho, onde é apresentado um método
a partir do qual é possivel utilizar a densidade de importancia étima para uma certa classe

de sistemas Max-Plus.

A partir dos passos desenvolvidos ao longo deste capitulo, pode-se desenvolver o pseu-

docédigo de um filtro de particulas genérico apresentado no Algoritmo 2.2 (Ristic et al. 2004).

Algoritmo 2.2: Filtro de Particulas Genérico

Entrada: {x} |, wi |}V, z
Saida: {xi*, wil},
1 inicio
2 parai=1: N faga
3 Propagar x} a partir da densidade de importancia: x ~ q(xk|x%_,,2k);

p(ze|x},)p(x}%)_1)

H HH . 7 7 .

4 Atualizar os pesos utilizando (2.20): wj, ¢— wj_; T )
5 fim

N
6 Calcular a soma dos pesos: t +— Zw,i;

i=1
7 parai=1: N faga normalizar os pesos: w! «— t~1wi ;
8 Calcular N, ss usando (2.23): N5 = %

i=1%k

9 se Neff < Ngp, entao reamostrar utilizando o Algoritmo 2.1 ;

10 fim
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Capitulo

Filtro de Particulas Aplicado a Sistemas
Max-Plus

3.1 Filtro de Particulas com Densidade de Importancia
Sub-Otima

Nesta secao sera desenvolvido um algoritmo de filtragem por particulas que utiliza
a densidade de transigdo a priori p(Xk|xx_1) como densidade de importancia para obter

estimativas para os estados de sistemas max-plus descritos por equacoes do tipo:

Xy = A®xp 1P BRuy (3.1)
Z, — C X Xk (32)

onde x, € R", u;, € R?, z, € R? e as matrizes A, B e C' possuem dimensoes apropriadas.

Admite-se que os elementos das matrizes A, B e C' possam ser deterministicos ou
variaveis aleatorias com distribuicao uniforme ou exponencial representando, por exemplo, a

incerteza quanto ao tempo de servigo de uma maquina.

A escolha de p(xk|xx—1) como densidade de importancia é uma das escolhas sub-6timas
mais populares (Ristic et al. 2004). Como sera visto, as exigéncias para o uso desta densidade

nao sao, em geral, muito complexas:
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1. Devem-se conhecer as fungoes (3.1) e (3.2);

2. Deve-se ser capaz de utilizar (3.1) para obter amostras a partir de um conjunto de

particulas particulas disponivel em k — 1;

3. A fungao de verossimilhanca p(zx|xy) deve ser conhecida.

Substituindo-se q(x%|x% ;,zr) = p(Xk|Xx_1) em (2.20), encontra-se a seguinte equagao
de atualizacao dos pesos:

wh o wi_1p(2k[X})- (3.3)

Nota-se que, no momento do cdlculo de atualizagao do peso wi o valor da medida zj, e

da particula x, é conhecido. Deste modo, a atualizagao dos pesos pode ser feita por:
wi ocwi V(x4 21), (3.4)

onde V (x%,z;) ¢ a fungdo de verossimilhanga desenvolvida no Apéndice A. Nota-se que, neste
caso, a atualizacao dos pesos s6 pode ser feita apos a etapa de propagacao das particulas, dife-
rentemente do caso em que se utiliza a densidade de importancia 6tima, no qual a atualizacao

do peso da particula x}, depende somente de z} e x} ;.

A escolha de p(xy|x}_;) como densidade de importancia permite a utilizagao direta de

(3.1) para propagar as particulas {xi ,}¥ para {xi}¥, .

A hipétese de que os elementos da matriz C' possam ser deterministicos pode levar
a uma situagao na qual o suporte da funcao de verossimilhanca p(zy|x.) corresponda a um
evento de probabilidade nula. Deste modo, todas as particulas geradas a partir de p(xx|Xk—1)
serao atualizadas com peso nulo, ja que, estatisticamente, a probabilidade de alguma destas
particulas pertencerem ao suporte de p(z;|x}) é nula (Candido, Santos-Mendes, Hardouin &

Maia 2013). O exemplo a seguir ilustra uma situagao na qual este fato ocorre.

Exemplo 3.1. Considere um sistema descrito pelas sequintes equagoes:

[U[0.2,0.6] U[0.1,0.5
Xk = [ ] [ ] Xk—1 (35)
U0, 1.5] 0.2
10
= ® 3.6
“7 lung o) (3:6)
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T T y L N
onde: X, = [11 X2]", zZx = [21 22]" € U la,b] representa uma varidvel aleatoria com distribui-

cao uniforme entre a e b.

Considerando-se que em k — 1 tem-se um conjunto de particulas dado por {xi_, =
0,wi , = 1/NYN, e que em k foi adquirida a medida z, = [1.4,3.2]", o suporte da funcio
p(z|xt) definida pela matriz C e pela equagao (A.1) do Apéndice A é dado pela regidgo
formada por: {x1,xs € R :xy = 0.4 e zy < 1.2}. Esta regidgo corresponde a um evento de
probabilidade nula dado que as particulas X, foram obtidas através de (3.5). Na Figura 3.1(a)
pode-se observar 100 particulas geradas a partir do conjunto {xi_, = 0,wi ; = 0.01};% assim
como a regiGo correspondente ao suporte de p(zx|x,). Na Figura 3.1(b) a regiao formada
pela linha tracejada na Figura 3.1(a) foi ampliada, observa-se que, como esperado, nenhuma
particula pertence ao suporte de p(zx|x}) deste modo, o peso de todas as particulas serdo

atualizados para zero.

Se todas as particulas adquirirem peso nulo em k, tornar-se-a impossivel obter qualquer
estimativa para os estados nao observados e, ainda, qualquer particula gerada a partir do con-
junto de particulas existente em k tera peso nulo. Portanto, uma etapa de recondicionamento
das particulas deve ser realizada a fim de evitar este problema. Nesta etapa, define-se um
limiar proximo a regiao correspondente ao suporte da funcao de verossimilhanca e, por meio
do menor caminho possivel, as particulas que estiverem dentro desse limiar serao deslocadas
de modo que pertencam a regiao de verossimilhanca nao nula. Considerando que, na Figura
3.1(b), a linha tracejada corresponde ao limiar, todas as particulas que se encontrarem dentro

deste limite serao deslocadas para o suporte da funcao de verossimilhanca.

No Algoritmo 3.1 descreve-se uma maneira sistematica para realizar a etapa de recon-
dicionamento das particulas. Basicamente, este algoritmo calcula qual é a menor distancia
entre as particulas e a regiao de verossimilhanca nao nula: se esta distancia for menor que o
limiar estabelecido, a particula é entdao deslocada de modo a pertencer a regiao factivel (ou

de verossimilhanga nao nula).

O valor do limiar Ky, deve ser pequeno o bastante para que a particula deslocada x:&*

seja tal que a seguinte aproximacao seja valida:

{x Wit~ g wi ) (3.7)

Deste modo, pode-se dizer os conjuntos {x4*,w! |} e {x},w! |} apresentaram, aproxi-

madamente, os mesmos comportamentos estatisticos dados xj,_; € zx_1.
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Figura 3.1: (a) Particulas geradas a partir de (3.5) e a regido de verossimilhanca nao nula (b) Ampliagdo da
regido préxima ao suporte de p(z|x})

Os estados xz* que foram deslocados na etapa de recondicionamento nao devem ser
levados em conta no cédlculo da funcao de verossimilhanca, uma vez que isso envolveria cél-
culos com fungoes impulsivas, o que levaria a valores de verossimilhanga infinitos ou até
mesmo a indeterminagdes. Analisando a equagao (A.1) nota-se que o calculo da fungdo de
verossimilhanga envolve produtérios. Deste modo, uma maneira de fazer com que os estados
deslocados nao interfiram no calculo da verossimilhanca é considerar p;j(t) = 1 se 7 = 0
e pij(t) = 0 se 7 # 0 como a densidade de probabilidade e Fj;(7) = 1 se 7 >= 0 e
F;j(1) =0 se 7 < 0 como densidade de probabilidade acumulada para os elementos determi-

nisticos ¢;; da matriz C.

O Algoritmo 3.2 apresenta um pseudocédigo para o filtro de particulas para sistemas

Max-Plus discutido ao longo deste capitulo.
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Algoritmo 3.1: Recondicionamento

Entrada: {x}}¥,, K,
Saida: {xi*}V,

/1 %, = [l ah o]t
/] X =[xt akr - :ciL*]T

1 inicio

2 para j =1 :n faga

3 Azj+— M > 0;

4 parar =1:q faga // q é o nimero de linhas da matriz C

5 Sy «— {j : ¢y € determinstico} ; // conjunto de indices

6 se cpj € Sy e zp — (¢rj + 25) < Ky entao

7 se |z, — (¢rj + x;)| < Az Qntéo

8 Azj — |z — (crj +2%)];

9 x;* — 2p — Oy

10 fim

11 fim

12 fim

13 fim

14 fim

3.2 Filtro de Particulas com Densidade de Importancia

Otima

Um algoritmo para filtragem por particulas que utiliza a densidade de importancia 6tima
pode ser desenvolvido para uma classe restrita de sistemas max-plus. Considere novamente

os sistemas descritos por:

Xy = A®xp 1P BRuy (3.8)
Z, = C X Xk (39)

onde x, € R", u;, € R?, z, € R? e as matrizes A, B e C' possuem dimensoes apropriadas.

Admite-se que os elementos das matrizes A e C' possam ser deterministicos ou variaveis
aleatorias com distribuigao uniforme independentes entre si, sendo que em cada linha e em
cada coluna da matriz C' pode existir mais do que um elemento nao nulo mas nao mais que
um valor deterministico. Observa-se que esta classe abrange os sistemas onde alguns estados

sao diretamente observados, mas nao se restringe apenas a esses sistemas.
Na secao 2.2, demonstrou-se que a densidade de importancia 6tima é dada por:
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Algoritmo 3.2: Filtro de Particulas para Sistemas Max-Plus

(ol i N

Entrada: {x}_,, wj ;}i q 2z
. [+ i\ N

Saida: {x}", w}}i,

1 inicio
2 parai=1: N facga
3 | Propagar x}, utilizando (3.1): x} «— A®x}_ | ® B uy;
4 fim
5 Recondicionar as particulas utilizando o Algoritmo 3.1;
6 parai=1: N facga . ‘ 4
7 ‘ Atualizar os pesos utilizando (3.4): wj, <— wy,_1V (X}, Zk);
8 fim
N
9 Calcular a soma dos pesos: t +— Zw,’c;
i=1
10 para i =1: N faga Normalizar os pesos: wj +— t~ 1w} ;
. N 1
11 Calcular Nesy usando (2.23): Nepp = —5——
A Dim1 Wh
12 se N.rt < Ny, entao Reamostrar utilizando o Algoritmo 2.1 ;
13 fim
I(Xu|Xpe 15 Zi)opt = (Xl Xe 1, Z1c)
Pz Xx; X1 )P(Xk|X5 )
= : , (3.10)
(2%} )
onde
. c0 . .
ol 1) = [ plabexh pbadxd 1 (311)
—0o0
E, a equacao de atualizagao dos pesos ¢ dada por:
wj, o Wi P(zk|X ) (3.12)
Por conveniéncia, (3.10) pode ser reescrita como:
: V(Xk' Zy Xk—l)
P(Xk[x5_1, 2k) 3 : (3.13)
onde:
V(X 2, Xp—1) = P(Z|Xie, X1 )P(Xae|Xge_1)
= p(zx|xi)p(x[xx_1) (3.14)
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e W é a constante de normalizacao dada por

v - / P23, X3 )P (X ) (3.15)

Deste modo, (3.12) pode ser reescrita como:
wj, oc T, (3.16)
De um modo geral, apenas alguns estados sao relacionados com a saida por meio da
matriz C, ou seja, apenas alguns estados sao observados. Deste modo, pode-se particionar
o vetor de estados da seguinte maneira: x = [(y°)” (7”0)T]T, onde 7° é o vetor de estados
observados e ¥ é o vetor de estados nao observados. Devido a independéncia dos elementos

das matrizes A e C' pode-se observar que os vetores 7° e 7"° sao independentes. Portanto a

seguinte fatoragao é vélida:

p(xicfXie_1) = P(71Xh_1)P(7" X 1) (3.17)

Por definicao, somente os estados observados estao relacionados com a saida, portanto:
p(zk|xx) = p(zk|7°) (3.18)
Sendo assim, (3.14) pode ser reescrita como se segue:

V(i zie, Xi1) = p(zi]v)p(7° %k 1)P(V" Xk 1)

= Vi(y)Va(v") (3.19)
onde:
Vi(v?) = p(zy)p(v°xk 1) (3.20)
Va(v") = p(7"|x%_1) (3.21)
Em sintese,
Vi(y)Va(0")

q (%[ Xie 1, 1) opt = (3.22)

v
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Deseja-se, portanto, utilizar (3.19) para gerar particulas distribuidas segundo a densi-
dade de importancia 6tima. Neste caso, nota-se que o vetor de estados xy pode ser construido
gerando-se os vetores 7, € Y,, de maneira independente a partir das equagoes (3.20) e (3.21)

respectivamente.

O sistema descrito pelas equagoes (3.8) e (3.9) pode ser reescrito como:

V" = A ®@X1 @ B, ®uy (3.23)
V" = Ape @ X1 D By, @ uy, (3.24)
zp = Co®7° (3.25)

onde as matrizes A, e B, foram construidas removendo-se das matrizes A e B as linhas relaci-
onadas aos estados nao observados. Por outro lado, as matrizes A,,, ¢ B,,, foram construidas
removendo-se das matrizes A e B as linhas relacionadas aos estados observados. A matriz

C, foi construida removendo-se as colunas nulas da matriz C.

A partir da equagao de verossimilhanga definida pela equacao (A.1), definida no Apén-

dice A, é possivel obter formas analiticas para as equagoes (3.20) e (3.21):

q nl nl nl n n
Vi(v°) = H Zdrs(zr - ) H Nu(zr =) H pij (7 — x;) H () — 23.)
r=1 \ s=1 I=1, i=1 | j=1 k=1,
1#] ki

(3.26)
onde 77, z; e x} representam o i-ésimo elemento dos vetores 7°, zx e Xj,_; respectivamente, e
n nl e g sao as dimensoes dos vetores x;_1, 7° e zx respectivamente. As funcoes d,.s e N, re-
presentam, respectivamente, a densidade de probabilidade correspondente ao elemento ¢, da
matriz C, e a funcao de probabilidade acumulada do elemento c2;,. Analogamente, as funcoes
pij € Fj, representam a funcao de densidade de probabilidade e a fungao de probabilidade

acumulada dos elementos da matriz A,.

n2 n n
KCEOR | I DIFICHEE N | RCHEEY (3.27)

i=1 | j=1 IZ?

]

no

onde 7!

™ representa o i-¢ésimo elemento do vetor 4" cuja dimensao ¢ n2, e as funcoes p;;

e Fj; representam a funcao de densidade de probabilidade e a funcao de probabilidade dos

elementos da matriz A,,.
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A geragao do vetor v*° distribuido segundo (3.27) pode ser feita diretamente por meio
da equagao (3.24). Por outro lado, gerar o vetor v° utilizando (3.26) de forma direta pode
apresentar dificuldades de implementagdo. De fato, de um modo geral, a fungao (3.26)
representa uma superficie em R™ cujos elementos v¢, 79, - - -, 72, sao dependentes. Este

fato dificulta a geracao a partir desta equagao.

Nas proximas subsecoes, sera discutido um método para gerar amostras distribuidas
segundo (3.22) utilizando uma fungao secundéria a partir da qual seja mais facil gerar as

amostras desejadas.

3.2.1 Geracgao de Variaveis Aleatérias: Aceitacao-Rejeicao

O Método de Aceitacao-Rejeicao permite obter amostras distribuidas segundo uma
densidade f(z) (densidade objetivo) a partir de uma fungao g(x) conhecida que satisfaga as

seguintes condigoes (Law & Kelton 2000) :

A fungao g(x) é,portanto, uma funcao majorante de f(x) e, da condigao 2, tem-se que
x
h(z) = M 5 uma densidade de probabilidade. Além das condigoes apresentadas para a

funcao g(x), é fundamental que seja possivel amostrar segundo a densidade h(x).
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O Método de Aceitacao-Rejeicao é apresentado no Algoritmo 3.3.

Algoritmo 3.3: Método de Aceitagao-Rejeigao

10

11

Dados: f(z), g(z), h(z)
Saida: X

inicio

fim

acettou +— 0;

enquanto aceitou = 0 faga

fim

Gerar uma v.a. Y com densidade h(x);

Gerar um nimero aleatério U, independente de Y e com distribuicdo uniforme entre 0 e 1;
f(Y)
9(Y)
X<+,

aceitou +— 1;

entao

se U <

fim

No apéndice B, demonstra-se que a variavel aleatoria X gerada a partir deste algoritmo
possui densidade de probabilidade igual a f(x), ouseja, P[X < z] = P[Y <z|U < f(Y)/g(Y)].

Demonstra-se também que a probabilidade de aceitacao da varidavel Y é inversamente pro-

porcional a ¢, ou seja, P[U < f(Y)/g(Y)] = 1/c. Esta medida pode ser usada para avaliar

a eficiéncia do algoritmo: quanto maior for a probabilidade de aceitacao, mais eficiente serd

o algoritmo.

Neste trabalho, o método de Aceitagao-Rejeicao serd usado para obter particulas distri-

buidas segundo a densidade de importancia definida pela equacao (3.22). Portanto, deve-se

buscar uma fun¢ao majorante I'(xy) a partir da qual seja possivel de se obter amostras e que

satisfaga as mesmas condigoes impostas a func¢ao g(x) apresentadas ao inicio desta subsegao.

Deste modo, I'(xy) deve ser definida de maneira que:

Vi(v?)Va(v™)

F(Xk) 2 \Il

) VXk

Para satisfazer a esta condicao, a funcao I'(xy) pode ser definida como:

D(xi) = , (3.28)
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Nota-se que nao é necesséario definir uma fungdo majorante para V5(71"°), pois, como

mencionado anteriormente, o vetor v"° pode ser gerado a partir da equagao (3.24).

A integral da funcao I'(xy) é dada por:

/ [(xy)dxx = / / —V1<7 )‘I]VQW )dynodvo

= /_ Z Vl\(;o) < /_ Z %(W”O)dvm’) dr*

mas, de acordo com a equagao (3.21), V5(7"™°) é uma densidade de probabilidade. Portanto

/ Vo(y"?)dy™ = 1, Assim:

/OO [(xy)dxx = /_OO @MO

—00 Cl o0
= E = C.
U V NV, (A7
Deste modo, a funcao h(xy) = —T'(xk) = M é uma densidade de probabi-
c _ c
V o
lidade. Nota-se ainda, que a funcao h;(xy) = 1(7°) também é uma densidade de probabi-
c
lidade, uma vez que / Vi(y)dy® = €.

Observa-se, na linha 6 do Algoritmo 3.3, que uma das etapas do método de aceitagao
rejeicao envolve uma divisao da densidade objetivo pela func¢ao majorante. No problema em

questao, esta divisao seria dada por:

Vi) % Vir?)
Vi(yo)Va(y)/®  Vi(v°)

(3.29)

Sendo assim, o vetor 7"° amostrado segundo a densidade V(7"°) nao interfere na aceitagao
ou rejeicao do algoritmo. Portanto, apenas o vetor 7°, gerado a partir da funcao majorante
V1(7°) devera ser testado quanto & sua aceitacdo ou rejeicao pelo algoritmo. O Algoritmo 3.4
representa um pseudo-codigo para o Método de Aceitagao-Rejeigao especifico para este caso.

Neste algoritmo é gerado apenas o vetor correspondente aos estados observados. O vetor de
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estados nao observados ¢ obtido a partir da equacao (3.24).

Algoritmo 3.4: Método de Aceitacao-Rejeicao para Amostragem Otima em Sistemas

Max Plus
Dados: V;(7°), V1(7°), ¢

Saida: ~°
1 inicio
2 acettou <— 0;
3 enquanto aceitou = 0 faga
. Vi(ye
4 Gerar uma v.a. Y com densidade h;(xy) = M;
c
5 Gerar um numero aleatério U, independente de Y, com distribuicdo uniforme entre 0 e 1;
Vi(y° -
6 se U <= ﬂ entao
Vi(y°)
7 ¥ +—Y;
8 aceitou +— 1;
9 fim
10 fim
11 fim

A equagao (3.29) mostra que, devido a escolha da fungao I'(z) dada pela equagao
(3.28), o algoritmo apresentado é independente do valor da constante W. Tal caracteristica
é interessante, uma vez que o calculo direto desse valor a partir da integral apresentada em
(3.15) nem sempre ¢é possivel. No entanto uma estimativa dessa integral pode ser obtida
utilizando o resultado de que a probabilidade de aceitagao do algoritmo é:

PIU < Vi(vo)Vz(v”O)/‘I’] _ plU < Vi(y)

~ Vi(yo)Val(ye) /@ Vi(v°)

=/

dado que / ['(z)dz = ¢ /¥. Deste modo, supondo que a constante ¢’ é conhecida, uma

estimativa para a constante ¥ pode ser dada por:
U =c— (3.30)

onde A é um numero fixo de iteragoes do algoritmo e A é o numero de vezes em que av.a'Y é
aceita pelo algoritmo. Deste modo, A/A é uma estimativa para a probabilidade de aceitacao

do algoritmo.

Portanto, para que este algoritmo possa ser utilizado, a fun¢do majorante V;(7°) e
a constante ¢ devem ser conhecidas; além disso, deve-se ser capaz de obter amostras a

partir dessa fungao. Na proxima subsecao serao demonstrados os passos necessarios para a
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construcao desta funcao majorante e, ao final, serao propostos os algoritmos para a construcao

da fungao majorante e para a amostragem a partir desta funcao.

3.2.2 Funcao Majorante

A fungdo majorante V(%) é obtida a partir da funcio V;(7°) definida pela equacio
(3.26). Nesta equagao, sabe-se que Ny(z. — /) e Fip(7? — ) sao fungées de probabilidade
acumulada e, portanto, 0 < Ny(z, —77) < 1e 0 < Fi(7? — 2),) < 1. Deste modo, a seguinte
relacao é valida:

nl
=1

Vvl(/yo) < H (Z drs(zr - '7;))) H (Z pij(’%{‘) - l’;)) (331)

Definindo os conjuntos S, e J; como o conjunto dos elementos da linha r da matriz
C, que sao deterministicos e, analogamente, J; como o conjunto dos elementos da linha i da
matriz A, que s@o deterministicos, pode-se reescrever o lado direito da desigualdade (3.31)

CO1mo:

r=1 \s € Sr s & Sr =1 \j € J; jéJ;

(3.32)

onde d(-) representa a fungao impulso.

Sabendo-se que d,; é uma densidade de probabilidade com distribuicao uniforme entre
d.s e d,, tem-se que:

> d(zm—99)< Y Dn=D, (3.33)

s & Sy s & Sr
onde .
Drs - =
drs - drs
Analogamente:
o /
pii (77 — 73) < Z P =n (3.34)
& Ji J & Ji
onde .
Py=—
Dij — Pij

11 ( D (=l =)+ D dna(z —7?)) 1T ( b —a—al) + Y pi(f -4
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Deste modo, tem-se que:

i) <] (Dr + ) 0z = - c:fs>> 11 (B- DD A a@-)) (3.35)

i=1 jeJ;
Dada a restricao de que pode haver no maximo um elemento deterministico por linha

da matriz C pode-se afirmar que |S,| < 1. Este fato permite reescrever o primeiro produtério

do lado direito da expressao (3.35) como:

H<m+§:ﬂa—ﬁ—%vzfﬂimi (3.36)

r=1 s € Sy r=1i=1
onde:
Dy, se [S.]=0
Hyi = Dy +0(z =0 —ct), se |S,[=1 e S ={i} (3:37)
1, se [S;]=1 e S,={j}, j#i

Deste modo, tem-se que:

nl
i) <11
i=1

(m S 8y - —a%)) HH] (3.38)

Jj € Ji

Dadas as matrizes A e C, o vetor de medidas zy e a particula x}_,, pode-se definir limites
para x; fora dos quais as fungoes V;(7°) e Va(7"°) sdo garantidamente nulas. Lembrando que
os elementos a;; da matriz A sao varidveis aleatérias uniformemente distribuidas entre a;

e a;;, considere a matriz A constituida pelos elementos a,;; € a matriz A constituida pelos

elementos @;;. De maneira analoga, pode-se definir as matrizes C e C'.

Deste modo, a partir da equagao (3.8), o limitante inferior para xi* é dado por:
X, =A®x]_, (3.39)
onde ® representa a operacao produto na algebra max-plus.

Pode-se dizer ainda que:
x ' <A®X,_, (3.40)
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Mas, a partir da equagao (3.9) tem-se que:
xi' < Cyzy (3.41)

onde § representa a operacao de residuac¢do definida na subsecao 1.2.2.

Portanto, o limitante superior para x} ¢ dado por:

E,;c - Xina:rl /\ X;naxQ (342>
onde /\ é o operador de minimo ponto a ponto, e:

Xinaxl - Z(gxi:fl (343>
Xz = COR2k (3.44)

A partir destes limitantes, pode se definir: 7° e 7° como os limitantes inferior e superior
para os estados observados e, também, 7"’ e 7™ como os limitantes inferior e superior para

os estados nao observados.

Portanto, a fungao majorante procurada é dada por:

nl q

v [TT[(74 S st T e 202

Vi(y?) = izt ( jeJ r=1 (3.45)
0, caso contrario.

Observa-se que esta fungao tem um formato geral do tipo:

Vi) = p1(1)p2(73) -+ - pua (),
Sendo que cada fungao p;(7?) pode assumir uma das duas formas a seguir:

Caso 1 se S, # {i} V r, ou seja, se o estado 7 nao se relaciona com nenhuma saida de

maneira deterministica, p;(7?) é dado por:

pi(]) = K; (Pi + Z 6(vf — 553 - a?j)) C S ST (3.46)

JjE i
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Caso 2 se dr e {1,...,q}: S, ={i}, pi(7¢) é dado por:
pi(}) = Ki (-Pi + Z 6(v) — x; - a’?j)) (Dr +0(2r — ) — ng))
Jj€Ji

==&<&H+&§:&ﬁ—%—%HfW%—ﬁ—%)

Jj € Ji

+0(zp — 77 — ) Z o(y) — = a?j)) V< < (347)

Jj € Ji

Deste modo, pode-se obter amostras para cada estado 7 de maneira independente a

partir densidade h;(v?) = p;i(7¢)/ ¢}, onde ¢ = [ p;i(72)drs-

Se p;(7¢) é dado por (3.46), tem-se que:

¢ = K (P2 =20 + 1)

Mas, se p;(7?) é dado por (3.47) deve-se notar que:

6z — ) — %) Z 0(yf — 2% —ag;) > 0= ¢; = oo.
Jj € Ji

No entanto, serd demonstrado a seguir que se: §(z, —7f —¢;) >, ¢ ;. 0(v) —2)—af;) >0

°., 0 que determina completamente o valor do estado ~¢, portanto, a

1)

entao 7y, = 7;? =2, —C

densidade h;(7?) é dada, neste caso, por h;(7?) = 0(z, — x; — ¢) € ¢, = 6(0).

Lema 3.1. Se d(z, — ) —¢) Z 07, — 2} — af;) > 0 entdo 7] =77 = z, — 7.
Jj € Ji

Prova:

Sabe-se que:

8z — ) — ) Z 6(vf — o) —af;) >0=3j € Ji: 2 +af; =2 —
JjeJi

Pela equagdo (3.39), pode-se afirmar que:
V] > @+ aj
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e, pelas equagoes (3.42) e (3.44), tem-se que:
Vi <z =y

/ [ J— o
Mas, o + af; = z, — ¢},

ey > 1;? . Portanto:

W?SZT_C%Slﬁjﬁ):zr_cgz':y{

—1

Finalmente, se p;(7?) é dado por (3.47) e

0z =90 — ) Y (7 — 2y — ay) =0,

Jj € Ji

o valor de ¢ é dado por:

¢ = K (D,P? ~ ) + Dl + P

O exemplo 3.2 apresenta uma maneira de se obter amostras a partir de fungoes do tipo

apresentado em (3.47).
Exemplo 3.2. Seja a fungao:

p(x) =564 20(x — 1/2) 4+ 26(x — 1) +36(x — 3/2)], 0<az<2.

Tem-se, neste caso, que:

c’:/p(:v)d:v:5[6(2—0)+2+2+3]:95,

hz) = % (6+20(x — 1/2) +26(x — 1) +30(z — 3/2)), 0<z<2

Nota-se, portanto, que a probabilidade de x estar uniformemente distribuido entre O e
2 éde(2—0)%6/19=12/19. Além disso, a probabilidade de x =1 é 2/19, a probabilidade
dex =1/2 é2/19 e a probabilidade de x = 3/2 ¢ 3/19. Na Figura ?? encontra-se o grdfico
da densidade h(x).
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Figura 3.2: Densidade h(z) com componentes impulsivas e uniformes

Deste modo, pode-se associar um vetor W a densidade h(z) dado por:

W =1[12/19 29 219 3/9].

Pode-se ainda, definir um vetor P contendo os deslocamentos das funcoes § que apare-
cem em p(x):
P=1[ 1 3/.

A partir do vetor W, pode-se construir o sequinte vetor de probabilidade acumulada:

CSW = [12h9 )19 16/19 1].

Considerando que U [a,b] representa uma densidade uniforme distribuida entre a e b,

pode-se ulilizar o sequinte algoritmo para gerar uwma amostra com distribui¢ao h(x):

Dados: CSW, P

Saida: x
1 inicio
2 Obter um numero aleatério u com distribuicdo entre 0 e 1: u ~ U [0, 1];
3 i +— 1, enquanto u > CSW (i) faga i «+— i + 1;
4 sei=1entao z~U][0,2];
5 sendo = +— P(i—1);

6 fim

No Algoritmo 3.5, que sera apresentado a seguir, propoe-se uma maneira de construir
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a fungdo majorante V1(7°). A saida deste algoritmo sdo as estruturas p{i}, i = 1,--- ,n,

contento os seguintes campos:

1. p{i}.const: representa a constante K; da equacao 3.47;

2. p{i}.unif: é um vetor cujo primeiro elemento contém a amplitude da componente
uniforme da funcdo p;(z;), o segundo elemento contém o valor do limitante inferior e
e no terceiro elemento encontra-se o valor do limitante superior 77. Na equagao 3.47
teria-se p{it.unif = |D(r)- P(i) ¢ 77|

3. p{i}.deltal: é uma matriz na qual as componentes do tipo D-d(7?—t) sdo armazenadas.
Deste modo, se na fungao p;(7¢) aparecer uma soma de termos do tipo Dy - 6(7? —t1) +
Dy - 6(7) — t2) + D3 - 6(77 — t3), entéo:

T
D, Dy, D
plit.deltal = |+ 72 TP
t1 ta i3
4. p{i}.delta2: ¢ um vetor utilizado para armazenar os deslocamentos ¢ de componentes
do tipo 0%(7° —t).

Como mencionado no final da subsecao 3.2.1, para que o algoritmo de aceitacao rejeicao
possa ser utilizado, a funcdo majorante V(7°) e a constante ¢’ devem ser conhecidas; além
disso, deve-se ser capaz de obter amostras a partir dessa funcao. O Algoritmo 3.6 utiliza
a fungdo majorante construida a partir do Algoritmo 3.5 para gerar amostras distribuidas
segundo V1(7°). Além das amostras geradas, este algoritmo tem como saida o valor da
constante ¢ e ainda o valor da funcdo V(7°) para cada amostra obtida. Como a funcoes
Vi(7°) e V1(7°) envolvem componentes impulsivas, o valor destas fungoes em determinados
pontos de seus respectivos dominios tendera a infinito. Deste modo, no teste de aceitacao-
rejeicao, pode aparecer uma divisao entre duas funcoes que tendem a infinito, necessitando-se
assim do calculo de um limite. Para evitar este calculo de limite pode-se considerar a seguinte
aproximagao: 6(0) ~ M. O valor de M deve ser grande o bastante para que esta aproximagcao
seja verdadeira, por outro lado, o valor de M nao pode ser tao grande a ponto de levar a
um overflow durante o célculo do valor das funcdes Vi(7°) e V1(7°). Analisando a equacdo
(3.45), o maximo valor da funcao V;(7°) é dado por §(0)™*9, onde k > 0. Deste modo, se
T é o maximo valor finito que determinada maquina consiga representar, o valor de M pode
definido como M = Yia.
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Algoritmo 3.5: Construgao da Funcao Majorante

Entrada: x;_1, 7°, 7°, 2k

Saida: p
1 inicio
2 nl +— \1‘7|;
3 q < lzkl;
4 para i =1:nl faga
5 J{i} +— {j tay; == agj};
6 L{i}<—{j : gg’jJra:;gﬁ;’elggangra:,’i};
K(i) «— 1;
. 1
8 P(i) «— > ——
jerLdi}, jgJ{i} 7 W
9 fim
10 parar =1:q faga
11 S{ry «—{s : @y ==72%L}
12 D(r) «— Z e
Sgs{,’,} T8 =Trs
13 se |S{r}| =0 entao
14 ‘ parai=1:nl faca K(i) «— K(i) ¥/D(r);
15 fim
16 fim
17 parai¢=1:nl faga
18 p{i}.const +— K(i);
19 pliYaunif «— [P@), ~0, 77
20 contl «— 0;
21 para cada j € J{i} () L{i} faga
22 contl <— contl + 1;
23 p{i}.deltal(contl, 1 :2) «— [1, zl + ag’j];
24 fim
25 parar =1:q faga
26 se 1 € S{r} entdo
27 pliYamif «— [D(r)- PG), 22, 77)];
28 para j = 1: contl faga p{i}.deltal(j,1) +— D(r) - p{i}.deltal(j,1);
29 se 1;’ < zr —c?; <77 entao
30 contl <— contl + 1;
31 p{i}.deltal(contl,1:2) «— [P(i), zr —c%];
32 cont2 «+— 0;
33 para cada j € J{i} () L{i} faga
34 se (2 + af;) = (2r — c7;) entéo
35 cont2 +— cont2 + 1;
36 p{i}.delta2(cont2) «— zr — c2,;
37 fim
38 fim
39 fim
40 fim
41 fim
42 fim
43 fim

3.2.3 Particulas Inconsistentes

Dada uma medida zy, uma particula x}_, ¢ dita inconsistente quando, a partir dela,
nao é possivel se obter zy, ou seja, p(zk|x. ;) = 0; isto gera uma indeterminagao na equagao

(3.13). A presenga de valores deterministicos e varidveis aleatérias nas matrizes A e C' pode
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Algoritmo 3.6: Geragao de Variaveis a partir da Fungao Majorante

Entrada: p
Saida: Y, V, ¢

1 , inicio

2 d+—1;

3 V+—1;

4 para ¢ =1:n faca

5 v «— p{i}.unif(2);

6 70 «— p{i}.unif(3);

7 ndl <— ndmero de linhas da matriz p{i}.deltal;

8 se 7° < ¥° entao

9 - CSW(1) «— p{itunif(1) - (7° —7°);
10 para j =1:ndl faga CSW(j + 1) «— CSW(j) + p{i}.deltal(j,1) ;
11  +— - CSW(nl+1)- p{i}.const;
12 para j =1:nl+1 faca CSW(j) «— CSW(5)/CSW (nl +1);
13 Obter um ndmero aleatério u uniformemente distribuido entre 0 e 1: w +— U [0, 1];
14 J+—1
15 enquanto u > CSW(j) faga j «— j + 1,
16 sej=1entdo Y(i)«+— U ['yo,ﬁo] ;
17 sendo Y (i) «— p{i}.deltal(j —1,2) ;
18 fim
19 senao se 7° = 7° entao
20 | Y(@) 12
21 fim
22 S «— p{i}t.unif(1);
23 para j = 1:ndl faga
24 | seY(i) =p{i}.deltal(j,2) entdo S«— S+ M -p{i}.deltal(j, 1) ;
25 fim
26 nd2 «— |p{i}.delta2|;
27 para j = 1: nd2 faga
28 se Y (i) = p{i}.delta2(j) entdo
29 S+— S+ M?%
30 ¢ +— M;
31 fim
32 fim
33 V «— V-8 p{i}.const;
34 fim
35 fim

proporcionar situacoes em que se tenha probabilidade 1 de que todas as particulas sejam

inconsistentes. O exemplo a seguir ilustra uma situacao na qual este problema ocorre:

Exemplo 3.3. Seja um sistema descrito por:

2,3) €
< — (2,3) .
1 €

Zrp = [6 0} & Xk

onde: xp_q1 = |2} 2h]", xic = [1 22", 7 = [z1] e u(2,3) representa wma varidvel aleatd-

ria com distribuicdo uniforme entre 2 e 3 cuja funcdo de densidade de probabilidade serd

representada neste exemplo por poz(x).
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Neste caso, tem-se que 7° = x9 e ¥"° = x1. Deste modo:

Vi(v?) = 0(z1 — 22)0(zg — 2} — 1)

Nota-se que se z; # % +1 a funcdo V1(7°) terd valor nulo para todo +° e, consequente-
mente, p(zy|x._,) = 0. Mas 2 é a componente ndao observada da particula xi_, e, portanto,
foi amostrada sequndo a equagdo X;_1(1) = [u(2,3) e] ® Xg—2, ou seja, p(Xp—1(1)|xXp_2) =
pi2,3(xp-1(1) — xp-2(2)).

Deste modo, a probabilidade de que em um conjunto de N particulas {z ,, i=1,..,N}
exista pelo menos uma na qual ¥y = zy — 1 € nula. Portanto, a partir de qualquer particula
pertencente a esse conjunto, € impossivel obter um novo conjunto de particulas {z}, i =

1,..., N} utilizando a densidade p(xk|X 1, Zx).-

A existéncia de particulas inconsistentes leva a uma condigao de bloqueio no algoritmo
de geragdo de particulas, uma vez que, dada uma particula x , inconsistente com uma
medida z, a densidade p(xy|x}_;,zx) nao pode ser definida. Deste modo, dada uma medida

71, a particula x},_, deve ser corrigida a fim de eliminar possiveis inconsisténcias.
De um modo geral, a inconsisténcia de uma particula x%_, pode ser de dois tipos:

Tipo 1: Existe pelo menos um elemento pertencente ao vetor de medidas zy que nao é
alcangével pelo limite superior X}, definido pela particula xi_, e pela medida z, de

acordo com a equagao (3.42), ou seja,
35 € {1,...,¢} :z(j) > C(j,1:n) @,
Mas, pelas propriedades da operacao de residuacao, tem-se que:
C(j,1:n) ®§§€ <z(j) = X <C(j,1: n)8zi(j) = Xer

— Aex, <X,

— x,_, < ARX,,

Ou seja, uma inconsisténcia do Tipo 1 ocorre quando a particula xi_, é estritamente
menor que o limitante A§X,, definido pela medida z(j), pela j-ésima linha da
matriz C e pela matriz A. Deste modo, para corrigir um inconsisténcia do Tipo

1 deve-se assegurar que a particula x}_, nao seja estritamente menor que este
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Tipo 2:

limitante.

Existe pelo menos um elemento pertencente ao vetor de medidas zy que é menor

que o minimo valor possivel de se obter a partir da particula x},_,, ou seja,
3j € {Ld}2(h) < CUL1in) @ x,

onde x} é definido pela equagao (3.39). Neste caso, como um resultado direto da

equagao (3.42), tem-se que:

X < Xpnagr = C(5,1:0) %, < C(G,1:n) @ x;

max?2
Mas, pela equagao (3.44):
C(5,1:n) ® X000 < 21(5)
e, como consequéncia da inconsisténcia do tipo 2:
zi(j) < C(j.1:n) ® x;

Portanto:
C(j,1:n)@%, < C(j,1:n) @,

Sendo assim, uma inconsisténcia do tipo 2 leva a uma situacao na qual existe pelo
menos um [ tal que o [-ésimo elemento do vetor X}, é menor que o [-ésimo elemento
do vetor xi, o que é um absurdo. Portanto, deve-se corrigir a particula X, ; a fim
de eliminar essa inconsisténcia.

Deve-se notar ainda que, para que a inconsisténcia do Tipo 2 nao ocorra, a seguinte

relagao deve ser verdadeira:
CRx, <z
ou

x, <O¥z, < A®x,_, <C¥z
= x;,; < AY(Cyzy) (3.48)

Deste modo, para corrigir uma inconsisténcia do Tipo 2, deve-se assegurar que
(3.48) seja satisfeita.
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Os Algoritmos 3.7 e 3.8 podem ser usados para corrigir as inconsisténcias do Tipo 1 e
2, respectivamente. Basicamente, o objetivo destes algoritmos de correcao de inconsisténcias
é fazer com que os limitantes inferior e superior definidos pela particula e pela medida sejam
tais que:
Cox,<Cox, <z <Cox,

Algoritmo 3.7: Correcao Inconsisténcia Tipo 1

Entrada: x};il,zk
Saida: xp_1, X3, Xk

1 inicio

2 Xy AQRXp_1;

3 Xmazxz2 < QQZk;

4 Xmazl <—Z®xk71;

5 Xp min{xmawhxmawZ};

6 param =1:q faga

7 se z(m) > C(m,1: n) ® X, entdo
8 Xer «— C(m, 1 : n)yzi(m);
9 Xp_1 ZQXCT;
10 l+— arg {min {Kk—l —xk,l}};
11 fim
12 fim
13 fim

Algoritmo 3.8: Correcao Inconsisténcia Tipo 2

Entrada: x;,_1, zxk
Saida: xp_1, X3, Xk

1 inicio

2 X, — AQxE

3 Xmazl +— AQ Xp_1;

4 Xmaz2 < QQZk;

5 X mil’l{xmazlyxmam2};
6 X — A§xy;

7 para j =1:n faga

8 ‘ se x;_1(J) > %X(j) entdo xp_1(j) «— %(j) ;
9 fim
10 Xy, — A@X%_l;
11 Xmazl +— AQ Xp_1;
12 Xp min{x7naa;17x7nan
13 fim

3.2.4 Filtragem de Particulas geradas pelo Método de Aceitagao

Rejeicao

A partir dos algoritmos propostos neste capitulo, pode-se desenvolver o Algoritmo 3.9,

que é um algoritmo para filtragem de particulas no qual utiliza-se o método de aceitacao
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rejeicao para gerar particulas distribuidas segundo a densidade de importancia 6tima.

Algoritmo 3.9: Filtro de Particulas com o Método de Aceitagao Rejeicao
Entrada: {x}éi17 wiil}f\lzl, zy, A

Saida: {x}}

1 inicio
2 parai=1: N faca
3 Determinar os limitantes 5}; e i;{, utilizando (3.39) e (3.42), respectivamente ;
4 Corrigir inconsisténcias utilizando os Algoritmos 3.7 e 3.8 ;
5 Definir quais sdo os estados observados ° e os ndo observados ~"¢;
6 Gerar os estados n3o observados ™ utilizando a equagdo (3.24);
7 Construir a fungdo majorante V1 (y°) utilizando o algoritmo 3.5;
8 A<+—0;
9 para j =1: A faga
10 Obter Y, ¢’ e V1(Y) utilizando o Algoritmo 3.6 ;
11 Calcular o valor de V1 (Y') utilizando a equagdo (3.26) ;
12 Gerar um nimero aleatdrio U, independente de Y e com distribuicdo uniforme entre 0 e 1;
13 se U< M entao
Va(Y)
14 v° +—Y;
15 A—2A+1,;
16 fim
17 fim
18 Construir o vetor de estados X}; a partir de v° e y"°;
19 Estimar p(zp|xi_;): ¥ «— ¢’ %;
20 Atualizar os pesos: wi — \Ilwiil;
21 fim
22 Calcular a soma dos pesos: t <— Zivzl wi;
23 parai=1: N faga wi +— t~twi;
24 Calcular Neff usando (2.23): Neff = #
2im1 Wi
25 se Neff < Nipr entao Reamostrar utilizando o Algoritmo 2.1 ;
26 fim

3.2.5 Caso Exponencial

Embora o Algoritmo 3.9 tenha sido desenvolvido para o caso em que os elementos
aleatérios das matrizes A B e C' possuem distribui¢oes uniformes, a partir de algumas con-
sideragoes este algoritmo pode ser estendido para o caso em que as variaveis aleatorias sao

distribuidas exponencialmente.
Primeiramente, deve-se notar que para os estados nao observados 7" nenhuma modifi-
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cagao é necessaria, ou seja, estes estados continuam sendo gerados a partir da equagao (3.24).
Para os estados observados 7° a equacao 3.39 fornece os limitantes inferiores 7° e a equacao
3.42 fornece limitantes superiores 7° finitos se z; é finito, pois dado que a matriz C, nao

possui colunas nulas a operagao C §zx tem resultado finito.

De maneira andloga ao caso uniforme pode-se definir D, e P; (vide equagoes (3.33) e
(3.34)) de maneira que a relagao (3.35) seja verdadeira. As fungdes de densidade de proba-

bilidade das variaveis aleatérias ¢,, da matriz C, sao dadas por:

4,.(7) 0 se T < Cpg
rs\T) =
_)\7'5(7—_01'5)
)\7-36 — se 7> Crs

Definindo-se D,s = A, tem-se que D, > d,.s(7).

Analogamente, as funcoes de densidade de probabilidade das varidveis aleatérias a;j da

matriz A, sao dadas por:

( ) 0 se T S Qg5
Qi ;\T) = —_—

“Ni(T—aq;
)\ije 5(7=as5) se T > Gy

Definindo-se P;; = \;;, tem-se que D;; > a;;(T).

Deste modo, se D, = >, ¢ s, D,s e P, = Zj ¢ i P;;, a funcao majorante para o caso
exponencial também é dada por (3.45). Deve-se notar que, como os limitantes superiores
e inferiores desta funcao sao finitos, sua integral é finita. Sendo assim esta fungao atende
as restricoes apresentadas da subsecao 3.2.1 e pode, portanto, ser utilizada como funcao

majorante.

3.3 Contribuicoes

As principais contribuicoes dessa dissertacao foram apresentadas neste capitulo. A

seguir encontra-se uma descrigao destas contribuigoes.
Na secao 3.1, desenvolveu-se um algoritmo de filtragem de particulas para sistemas
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Max Plus que utiliza uma densidade de importancia sub-6tima. Além das etapas necessarias
para um filtro de particulas genérico, observou-se a necessidade de uma etapa adicional de
recondicionamento das particulas para evitar a situacao em que todos os pesos tornam-se
nulos apds serem atualizados. O desenvolvimento do algoritmo de recondicionamento das
particulas (Algoritmo 3.1) foi fundamental para a implementacao do algoritmo de filtragem

de particulas, com densidade de importancia sub-6tima, para sistemas Max Plus (Algoritmo
3.2).

Na secao 3.2, desenvolveu-se um algoritmo de filtragem de particulas para sistemas Max
Plus que utiliza a densidade de importancia étima definida por (2.25). Para gerar particulas
distribuidas segundo a densidade de importancia 6tima, utilizou-se o método de Aceitacao
Rejeicao. O método de Aceitagao Rejeicao é um método tradicional de geracao de variaveis
que permite o uso de uma funcao majorante para gerar amostras distribuidas segundo uma
densidade de interesse. Este método é indicado quando ¢é dificil gerar amostras utilizando a
densidade de interesse diretamente, mas é possivel definir uma funcao majorante, que satisfaz
as condigoes apresentadas na subsecao 3.2.1, a partir da qual seja mais facil obter amostras.
Na subsecao 3.2.2, definiu-se uma funcao majorante, dada por 3.45, para a densidade de
importancia 6tima a partir da qual é possivel obter amostras para os estados de maneira
independente. Na subsecao 3.2.3, apresentou-se o problema de inconsisténcia entre particulas
e medidas, e a importancia da correcao das particulas inconsistentes. A definicao da funcao
majorante e o desenvolvimento dos algoritmos de corregao de inconsisténcias (Algoritmos 3.7
e 3.8) possibilitou a implementagao do algoritmo de filtragem de particulas, com densidade

de importancia étima, para sistemas Max Plus (Algoritmo 3.9).
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Capitulo

Resultados

Neste capitulo, os filtros desenvolvidos nas se¢oes 3.1 (FP1) e 3.2 (FP2) serao utilizados
para estimar os estados de sistemas Max Plus lineares descritos por um sistema de equagoes

do tipo:

Xk = A®Xp_ 160 B®u (4.1)
Z, — O ® Xk (42)

Alguns elementos das matrizes A, B e C podem ser variaveis aleatérias com distri-
buigao uniforme ou exponencial. Ao longo deste capitulo os elementos nao deterministicos
destas matrizes serao notados por [a, b] cujo significado depende de qual é a distribuicao de

probabilidade deste elemento:

e Distribuicao uniforme: o elemento é uniformemente distribuido entre a e b;

e Distribuicao exponencial: o elemento possui distribuicao exponencial, a partir de

um valor a, com média b.

As funcoes de densidade de probabilidade para as distribuicées uniforme e exponenciais estao

disponiveis no Apéndice A
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4.1 Simulacao 1

Nesta simulagao, serd considerado o sistema de manufatura (flow-shop), apresentado
na Figura 4.1, proposto em (Loreto et al. 2010). Este sistema é composto por trés maquinas,
denotadas por M1, M2 e M3, responsaveis por produzir trés tipos de pecas, denotadas por
P1, P2 e P3. Assume-se que cada maquina processa cada peca somente uma vez. Assume-se
ainda que cada peca segue a mesma sequéncia de maquinas: M1, M2 e, finalmente, M3, e
que a sequéncia de pecas em cada maquina é sempre a mesma: P1, P2 e P3. Uma peca é
transportada entre as maquinas por meio de uma plataforma. Quando uma peca é proces-
sada pelas trés maquinas, ela é removida da plataforma, que retorna para o ponto inicial
para transportar uma nova peca. Nota-se que o tempo de permanéncia minima das fichas
em alguns lugares nao é deterministico, mas segue uma determinada distribuicao de proba-
bilidade, por exemplo, o tempo de permanéncia associado ao lugar entre as transicoes x
e xy pertence ao intervalo [1, 7], que representa uma certa incerteza quanto ao tempo de
set up da maquina M1 ao mudar o processamento da peca P1 para P2. Por simplicidade,
considera-se que no estado inicial existe um ficha em cada lugar. Fisicamente, isto significa

que cada maquina pode processar até trés pecas simultaneamente.
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Figura 4.1: Sistema de Manufatura (flow-shop)
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As matrizes A e C' deste sistema autonomo sao dadas por:

[« € 4 € e e 2 ¢ &

1,7 e e e € ¢ e 3 ¢

€ 5 € € € € € ¢ 1
4 E € € € 3 € € ¢ E € € € € € € € €
A=| ¢ [3,5] ¢ [1,3] ¢ ¢ ¢ ¢ ¢|,C=|e ¢ ¢ € ¢ e € € ¢
€ e b e 4 e ¢ ¢ ¢ E € € € € € € e ¢

€ e € 4 € ¢ € ¢ 3

€ e € € 3 € b e ¢

| € e € € € 2 ¢ 4 €

Nesta simulacao, sera considerado que os elementos nao deterministicos das matrizes A

e C' possuem distribui¢ao uniforme.

Os filtros de particulas desenvolvidos nos Capitulos 3.1 (FP1) e 3.2 (FP2) foram apli-
cados a este sistema, e os resultados encontrados foram comparados com os resultados do

observador de estados para sistemas Max Plus proposto em (Hardouin et al. 2010) (vide
Subsecao 1.3.4).

Os parametros desta simulacao foram:

e FP1: N =200 e Ky, = 1.2;

e FP2: N =200e A = 15.

Tem-se que N é o nimero de particulas, Ky, é o limiar utilizado para a etapa de recondi-
cionamento do filtro FP1, apresentada no Algoritmo 3.1, e A é o parametro utilizado para
estimar a probabilidade de aceitacao do algoritmo de aceitacao rejeicao de acordo com a

equacao (3.30).

Na Tabela 4.1, encontram-se estimativas para a média e variancia do erro médio quadra-
tico resultantes das estimativas geradas pelos filtros FP1 e FP2 e pelo observador de estados
(OBS). Estas estimativas foram calculadas com base nos dados de dez simulagoes diferentes
para cada filtro, e também para o observador, nas quais manteve-se as mesmas sequéncias de
disparos para os estados reais. Nota-se que apenas os estados x5 e x5 apresentaram erros nao
nulos. De fato, analisando a matriz A, s6 existem elementos nao deterministicos nas linhas

correspondentes a estes estados. O erro de estimagao nao se propaga para os outros estados
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a cada iteragao porque os estados x3, xg € rg, que aparecem imediatamente apoés os estados

zo € x5 (Figura 4.1), sdo diretamente observados.

Tabela 4.1: Simulacao 1 - Média e variancia do erro quadratico médio apds dez simulagoes

Média Variancia

Est. FP1 FP2 Obs. Est. FP1 FP2 Obs.

1 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 || x4 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
T 1.2530 | 1.2457 | 2.0828 || w2 0.0004 | 0.0001 | 0.0000
X3 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 || x5 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
x4 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 || x4 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
x5 0.6677 | 0.5515 | 2.8368 || x5 0.0003 | 0.0000 | 0.0000
T 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 || z¢ 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
X7 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 || x7 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
xs 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 || xg 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
T 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 || xq 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

Nas Figuras 4.2(a) e 4.2(c), encontram-se as sequéncias de disparos para os estados
e x5, respectivamente, estimadas pelos filtros de particulas FP1 e FP2 e pelo observador,
assim como as sequéncias de disparos reais para estes estados. Nas Figuras 4.2(b) e 4.2(d),
encontram-se os erros de estimacao cometidos pelos filtros FP1 e FP2 e pelo observador, para

os estados x5 e x5, respectivamente.

Como pode ser verificado na Tabela 4.1 e na Figura 4.2, os resultados encontrados
pelos filtros FP1 e FP2 foram muito proximos, sendo que o desempenho do filtro FP2 foi
ligeiramente melhor que o do filtro FP1. O filtro FP2 apresentou menor variancia do erro
quadratico médio que o filtro FP1, e, como esperado, o observador apresentou variancia do
erro nula, pois nao leva em conta as informagoes estocasticas para a estimacao dos estados.
Em contrapartida, o observador apresentou maiores médias para o erro quadratico médio.
Pela Figura 4.2, pode-se notar que as estimativas para as sequéncias de disparo geradas pelos
filtros estao sempre acima das estimativas encontradas pelo observador, que fornece uma

estimativa para o limitante inferior da sequéncia de disparos dos estados.

Nota-se ainda, pela Figura 4.2, que, enquanto as curvas de sequéncias de disparos
sao monotonicamente crescentes, as curvas apresentadas para os erros absolutos tendem a
oscilar em torno de uma média constante. Deste modo, uma estimativa para erros relativos,
calculados em relacao aos estados do sistema apds cada evento, seria degenerada, pois os

erros calculados para os eventos mais tardios tenderiam a se anular.
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Figura 4.2: Simulacao 1 - Sequéncia de disparos e erro de estimagdo para os estados zs e x5
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4.2 Simulacao 2

Nesta simulagao, serd utilizado o mesmo sistema da simulagao anterior, porém sera
considerado que os elementos aleatérios do sistema possuem distribui¢ao exponencial. Deste

modo, as matrizes A e C' do sistema sao dadas por:

€ e 4 e e € 2 € ¢
1,4 e € € €€ € 3 ¢
€ 5 € € € € ¢ ¢ 1
4 e € € € 3 € € ¢ €E € € € € € € € ¢
A = e [3,4 € [1,2] € € ¢ € ¢|,C=|ec € € ¢ ¢ e € ¢ ¢
€ e b € 4 ¢ e € ¢ E € € € € € € e ¢
€ e € 4 € ¢ e € 3
€ e € € 3 € 5 ¢ ¢
| € € € € € 2 ¢ 4 €

Os parametros desta simulacao foram:

e FP1: N =200 e Ky, = 1.8;

e FP2: N =200e A = 50.

Na Tabela 4.2, encontram-se estimativas para a média e variancia do erro médio qua-
dratico resultantes das estimativas geradas pelos filtros FP1 e FP2 e pelo observador de
estados (OBS). Assim como na Simulagao 1, estas estimativas foram calculadas com base nos
dados de dez simulacoes diferentes para cada filtro, e também para o observador, nas quais

manteve-se as mesmas sequéncias de disparos para os estados reais.

Nas Figuras 4.3(a) e 4.3(c), encontram-se as sequéncias de disparos para os estados a3
e x5, respectivamente, estimadas pelos filtros de particulas FP1 e FP2 e pelo observador,
assim como as sequéncias de disparos reais para estes estados. Nas Figuras 4.3(b) e 4.3(d),
encontram-se os erros de estimacao, cometidos pelos filtros FP1 e FP2 e pelo observador,

para os estados x5 e x5, respectivamente.

Na Tabela 4.2, pode-se observar que as médias dos erros quadraticos médios encontrados
pelos filtros FP1 e FP2 foram menores que as médias encontrados pelo observador. No

entanto, a média encontrada pelo filtro FP2 para o estado x5 foi consideravelmente menor que
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Tabela 4.2: Simulacao 2 - Média e variancia do erro quadratico médio apds dez simulagoes

data

data

Média Variancia
Est. FP1 FP2 Obs. Est. FP1 FP2 Obs.
1 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 || a1 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
To 2.6111 | 2.5102 | 3.8496 || x- 0.0008 | 0.0004 | 0.0000
T3 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 || x5 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
Ty 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 || x4 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
T 1.5543 | 0.8242 | 4.4396 || =5 0.0030 | 0.0001 | 0.0000
Te 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 || x¢ 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
T 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 || x~ 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
Ty 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 || xg 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
Tg 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 || xg 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
Estado %2 - Sequéncia de Disparos Estado &9 - erro
l:."‘__i rr.':r"| I,-;-Eii i 7 7 ;.r"_i
o : !
ot o 1
- :F_h'— ___E;Ifd” e Estado Real (Referéncia) []
.'l__ E):iervadnr ___EE;
5 eveito 20 25 0 1M W a0 40 ev:Uuto 60 70 &0 90 100
(a) (b)
Estado x5 - Sequéncia de Disparos Estado o5 - erro
"‘= | xﬂ il 'rls ":IE It ﬂ ::ﬁ [H 'Jli{:}'“ :!. 'nﬂ_
- T
- ' ii
— Estado Real ::
r_r_:—'i ———EE; __L_ E;t:dn Real (Referéncia) [|
[5 eve115Lto 0 25 Q] 1m0 a1 40 evznuto B0 70 &0 90 1m

()

(d)

Figura 4.3: Simulacao 2 - Sequéncia de disparos e erro de estimagao para os estados xo e x5



a média encontrado pelo filtro FP1 para este mesmo estado. Observa-se ainda que as médias
encontradas nesta simulagao, onde considerou-se as distribuicoes exponenciais, foram maiores
do que as médias encontradas na Simulagao 1, onde foram consideradas as distribuicoes
uniformes. Novamente, o filtro FP2 apresentou menor variancia do erro quadratico médio

que o filtro FP1 e o observador apresentou variancia nula.

4.3 Simulacao 3

O sistema considerado nesta simulacao é uma variante do sistema utilizado na Simulagao
1 na qual os estados 3, £ € rg nao sao mais diretamente observados. A saida deste sistema
é resultado de uma combinacao dos estados z3, x5, x5 € xg sendo que, a relagao da saida
com estes estados nao é totalmente deterministica. Foram adicionadas ainda as seguintes

restricoes quanto ao inicio de processamento das maquinas:

1. O k-ésimo inicio de processamento da peca P1 pela maquina M1 s6 pode ocorrer t;
unidades de tempo apds o (k — 1)-ésimo inicio de processamento da peca P2 pela

maquina M2. Sendo ¢; uma variavel aleatéria uniformemente distribuida entre 3 e 7;

2. O k-ésimo inicio de processamento da peca P3 pela maquina M3 s6 pode ocorrer t,
unidades de tempo apds o (k — 1)-ésimo inicio de processamento da peca P3 pela

maquina M3. Sendo ¢, uma variavel aleatéria uniformemente distribuida entre 3 e 7.

Estas restri¢coes sao modeladas por alteracoes nos elementos a5 e ag; na matriz A uti-
lizada na Simulagao 1. As restri¢oes relativas as observagoes é modelada por uma reescritura

da matriz C.
Deste modo, as matrizes A e C' que descrevem este sistema sao dadas por:
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5 e 4 e [3,7 € 2 ¢ ¢

1,77 e € ¢ e € € 3 ¢

€ 5 € ¢ e € ¢ ¢ 1
4 e € ¢ e 3 e € ¢ e e 0 €102 ¢ ¢ € ¢
A= ¢ [3,5] ¢ [L3] e e € € |, C=|e e e e e 0 ¢ ¢€ ¢
5 e 5 e 4 € ¢ € ¢ e € [2,6) e e € ¢ 0 ¢

€ e ¢ 4 e € € ¢ 3

€ e € ¢ 3 € 5 e ¢

3,7 e € ¢ e 2 € 4 ¢

Os parametros desta simulacao foram:

o FP1: N =200 e Ky, = 2.4;

o FP2: N =200¢ A =50.

As Figuras 4.4 e 4.5 apresentam as sequéncias de disparos estimadas pelos filtros de
particulas FP1 e FP2 para todos os estados do sistema assim como suas sequéncias de disparos
reais. Na Tabela 4.3 pode-se observar os erros de estimacao para o filtro FP1 e para o filtro
FP2.

Nota-se que os erros médio quadratico e maximo das estimagoes realizadas pelo filtro
FP2 foram, em geral, menores que os erros das estimacoes realizadas pelo filtro FP1. A
excecao ocorreu no estado x7, para o qual o erro médio quadratico do filtro FP1 foi levemente
menor que o erro médio quadratico do filtro FP2. Por outro lado, o filtro FP2 conseguiu obter
estimativas com erro zero para o estado xg. Além disso, assim como para o estado wg, as
estimativas para os demais estados observados x3, x5 e xg obtidas pelo filtro FP2 foram

notavelmente mais precisas que as estimativas obtidas para estes estados pelo filtro FP1.

Deve-se notar que no filtro FP2 os estados observados +° (vide equagao (3.23)) sao
amostrados segundo a densidade p(zk|y°)p(7°|xk_;) e no filtro FP1 todos os estados sao
amostrados segundo p(xi|xi_;), ou seja, no filtro FP1 a informagao da medida xj nao é
utilizada na etapa de propagacao das particulas, sendo essa informacao utilizada apenas na
etapa de atualizacao dos pesos, ja no filtro FP2 a informacao da medida zy é considerada

tanto na etapa de propagacao das particulas quanto na etapa de atualizagao dos pesos.

71



Tabela 4.3: Simulagao 3 - Comparando os Filtros FP1 e FP2

Erro quadratico médio Erro Maximo
Est. FP1 FP2 Est. FP1 FP2
T 0.9599 0.8073 1 2.7307 | 2.0518
To 1.8712 1.6254 To 5.3264 | 4.4564
T3 1.0062 0.4379 T3 4.4845 | 1.3788
Ty 1.0009 0.8048 Ty 2.6371 | 2.0171
Ts 1.3093 0.5653 x5 4.8706 | 1.9260
Te 0.0125 0.0000 Te 0.0741 | 0.0000
T7 1.2167 1.2299 T7 3.0629 | 3.0418
g 1.8600 1.2415 Ty 3.7817 | 2.9543
Ty 1.5712 1.2817 ZTg 3.4461 | 3.3342
o Estado 1 ) ) Estado xa ‘ .
sof “"": so- =—':-
» —Fl . ‘__,
_tcﬁzo “r-—- %30 ;:,
20t ':; 20 :ﬂ:ﬁ"“
w =
10 '___,’ 10- ':]‘
K . evento o . evento
(a) (b)
Estado z3 Estado x4 ‘ .
i T [
501 _E 50 ____i_'
0| 740 :_'i::]
e : evento ” k : evento o "
(c) (d)

Figura 4.4: Simulacao 3 - Sequéncias de disparo dos estados z1 a x4.
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Figura 4.5: Simulacao 3 - Sequéncias de disparo dos estados x5 a xg.

Nas Figuras 4.6(a) e 4.6(c), encontra-se a variancia dos pesos, calculada apds cada

evento, para os filtros FP1 e FP2. Nas Figuras 4.6(b) e 4.6(d), encontra-se o tamanho efetivo
das amostras, apés cada evento, para os filtros FP1 e FP2. A partir destas figuras, pode-se
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notar que, em geral, a taxa de crescimento da variancia dos pesos para o filtro FP2 e menor
que a taxa de crescimento para o filtro FP1. Este fato faz com que, para o filtro FP2, o
tamanho efetivo das amostras, N.sy, encontre-se abaixo do limiar, Ny, um nimero menor
de vezes comparando-se com o filtro FP1. Consequentemente, a reamostragem € necessaria
um numero maior de vezes no filtro FP1. Este resultado ¢ justificado pela otimalidade da
densidade de importancia utilizada no filtro FP2, ja que, como discutido no Capitulo 2, a
escolha da densidade de importancia 6tima é uma das estratégias para superar o fenomeno

da degeneracao.

e FP1 - Variéncia dos Pesos x evento FP1 - Tam

anho Efetivo das Amostras x evento
200 T T T T T T T T T

180} :
160}

L thr
o7 140}

. N A L_
) i HHWUJHHUJU I

20F
PR I
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T T T 7

k J g
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s FP2 - Variancia dos Pesos x evento FP2 - Tamanho Efetivo das Amostras x evento
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=
RNk zw 100 1
0.4} 8o b
v”\ -

%10
1r

03r 60 u

02t Fuls J
01t Ar U [ = 1
0 " Ly 4 & S | 0 g ——L L—p—L + f—t———+

0 s o e wT® ® % w & L
* Pontos de Reamostragem * Pontos de Reamostragem
(c) (d)

Figura 4.6: Simulacao 3 - Variancia dos pesos e tamanho efetivo das amostras
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4.4 Simulacao 4

Nesta simulacao, considerou-se o mesmo sistema da Simulacao 3, mas com distribuicoes

exponenciais para os elementos nao deterministicos das matrizes A e C. Neste caso, estas

matrizes sao dadas por:

[ e e 4 e [3,5] ¢ 2 ¢

1,4 e € ¢ e € ¢ 3

€ 5 € € E € € ¢

4 € € € e 3 € ¢

A= ¢ [3,4 ¢ [1L2] & € ¢ ¢
€ e 5 ¢ 4 € € ¢

€ e ¢ 4 E € € ¢

€ E € € 3 € 5 ¢

[[3,5] & € ¢ e 2 e 4

Os parametros desta simulacao foram:

e FP1: N =200 e K,),, = 3.5;

o FP2: N =200 e A = 50.

M M W O M O = M O

Pela Tabela 4.4, nota-se que as estimativas obtidas pelo filtro FP2 apresentaram um erro

menor que as estimativas obtidas pelo filtro FP1. Novamente, o filtro FP2 gerou estimativas

para o estado xg com erro zero, e, para o estado x7, a diferenca entre os erros de estimagao dos

dois filtros foi muito pequena. Nas Figuras 4.7 e 4.8, encontram-se as sequéncias de disparo

para os estados do sistema considerado nesta simulagao.
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Tabela 4.4: Simulagao 4 - Comparando os Filtros FP1 e FP2

Erro quadratico médio Erro Maximo
Est. FP1 FP2 Est. FP1 FP2
Ty 3.8783 2.6274 T 13.9446 | 8.5261
Ty 4.7767 4.3707 To 16.8985 | 16.9533
T3 3.9777 2.4577 T3 15.8857 | 17.1172
Ty 3.7922 3.5580 Ty 13.9446 | 10.1017
Ts 3.8923 1.7531 Ts 14.9430 | 9.9441
Te 3.6243 0.0000 Te 15.1956 | 0.0000
T 3.7879 3.7372 T 15.9486 | 14.0033
Ty 3.8275 2.5618 Ty 15.8585 | 7.2664
g 4.0659 4.0672 Ty 14.8386 | 15.1842
‘Esta‘do &3} ‘Estado )
80 :__ R :.;;'-_' )
_‘g 60 _‘iﬂ _Cg 60 I-_-;zl
a0} .’:""i: o :,“;’
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20 = 20- “‘_i
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FP2 . = ‘
0 10 e\yentoﬁ) 20 25 0 5 10 e\/entoﬁy 20 25
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100 --!Ej--: toor ::;!:;-;’g 1
:é 60l - é eor :l;i
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(c) (d)

Figura 4.7: Simulacao 4 - Sequéncias de disparo dos estados 7 a x4
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Figura 4.8: Simulacao 4 - Sequéncias de disparo dos estados x5 a xg.
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4.5 Simulacao 5

Para esta simulagdo, considere o GET da Figura 4.9 proposto em (Cohen 2001), no

qual alguns elementos deterministicos foram substituidos por varidveis aleatorias.

U;

Figura 4.9: Um GET com duas entradas e uma saida

As matrizes que descrevem este GET sao:

€ € e € e 0 €
A 1,4 1 E € B 4 ¢ T = £

2 [2,4] [2,6] € 5 ¢ 3

e [4,6] & e e € [0, 6]

Deve-se notar que o GET da Figura 4.9 possui duas entradas, diferentemente dos
sistemas considerados nas simulacoes anteriores, que eram autonomos. Nesta simulacao,
considerou-se que os disparos das transicoes de entrada sao processos de Poisson, deste modo
os tempos inter-transicoes possuem distribuicao exponencial. Sendo assim, as entradas u; e
uo foram geradas a partir de distribuigoes exponenciais com médias 5 e 8 respectivamente.

Na Figura 4.10, pode-se observar as sequéncias de disparo para as entradas u; e ug. Deve-se
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notar que, no processo de filtragem, supoe-se que as sequéncias de disparo das transicoes de

entrada sao conhecidas.

Entrada u; Entrada ue
90+
35
80
30+
70~
251 60
2 3
20 = 50
< <
40+
15+
30+
10+
20+
5l
10
o , \ o , .
0 5 10 15 0 5 10 15
evento evento

(a) (b)

Figura 4.10: Simulagdo 5 - Sequéncias de disparo das transi¢oes de entrada

Os parametros desta simulagao foram:

e FP1: N =200 e Ky, = 0.8;

e FP2: N =200 e A = 50.

Pela Tabela 4.5, percebe-se que, para todos os estados, as estimativas do filtro FP2
apresentaram erros médios quadraticos menores que as estimativas do filtro FP1, sendo que
a maior diferenca ocorre para o estado x3. Para o estado x4, o erro maximo cometido
pelo filtro FP2 foi ligeiramente maior que o erro cometido pelo filtro FP1. Na Figura 4.11
encontram-se as sequencias de disparo reais e estimadas para o estado x3, x4 e x5. Nota-se
que, de fato, sequéncia de disparos estimada pelo filtro FP2 é mais proxima da sequéncia de

disparo real.

Tabela 4.5: Simulacao 5 - Comparando os Filtros FP1 e FP2

Erro quadratico médio Erro Maximo
Est. | FP1 FP2 Est. || FP1 FP2
1 0.0000 0.0000 1 0.0000 | 0.0000
T 0.8470 0.8432 X9 1.5209 | 1.6058
T3 0.9935 0.5431 x3 4.3968 | 1.7980
T4 0.9243 0.9023 Ty 2.2428 | 2.2552
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Figura 4.11: Simulagdo 5 - Sequéncias de disparo dos estados xo, z3 € x4

4.6 Simulacao 6

Considerando o sistema da Simulacao 5 e assumindo que seus elementos aleatdrios

possuem distribuicao exponencial, as matrizes que descrevem o sistema desta simulacao sao

dadas por:
£ £
A |23 1
2 [2,3]
£ 4, 5]

cT =
’ 3

[0, 3]

M M o O
M Ot = M
M M O O

Assim como na simulagao anterior, as entradas u; e us foram geradas a partir de dis-

tribuigoes exponenciais com médias 5 e 8 respectivamente. Na Figura 4.12, pode-se observar
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as sequencias de disparo para as entradas u; e us.

Entrada u; Entrada ue
120 T T T 160F T T
140
100
120+ B
80 ~q
100~ B
< ]
= ool i = w0 1
< <
60+ B
40
40+ -
20+ ~q
20+ B
o , . . o . . . .
[] 5 10 15 20 25 0 5 0 15 20 25
evento evento
(a) (b)

Figura 4.12: Simulagdo 6 - Sequéncias de disparo das transi¢oes de entrada

Os parametros desta simulacao foram:

e FP1: N =200 e Ky, = 1.5;

e FP2: N =200e A = 50.

Na Tabela 4.6, observa-se que, para todos os estados, as estimativas do filtro FP2
apresentaram erros quadratico médio e maximo menores que as estimativas do filtro FP1,
sendo que, assim como na simulacao anterior, a maior diferenca ocorre para o estado x3. Na
Figura 4.13 encontra-se as sequéncias de disparo reais e estimadas para os estados x3, x4 € x5.
Nota-se a sequéncia de disparos estimada pelo filtro FP2 é mais préxima da curva real que a
sequéncia disparos estimada pelo filtro FP1. Nota-se ainda que as estimativas do filtro FP1
para o estado x3 obteve um maior desvio dos valores reais no intervalo entre as transicoes 14
e 22 sendo que em seguida as estimativas para este estado voltam a ficar mais proximas da

curva real.
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Tabela 4.6: Comparando os Filtros FP1 e FP2

Erro quadratico médio Erro Maximo
Est. | FP1 FP2 Est. FP1 FP2
T 0.0000 0.0000 1 0.0000 | 0.0000
To 1.3887 1.3128 X 5.0796 | 4.8166
T3 2.9448 1.3828 x3 8.4801 | 4.5781
T4 2.2531 2.2209 X4 7.8695 | 5.7245
- ‘Esta‘do ) ] ‘Estado 3
100 100 __!:.---:
_cg 80 ‘___.1:_‘ *é o ---;:;: £
00 5‘ 10 e\yentoﬂ) 20 25 00 5‘» W‘O e\/entoﬁy 20 25
(a) (b)
‘Estado T4
gmof l“;_—_.j-u'::
-5 sor ez
D0 1‘0 evento'\ﬁ 20 25
(c)

Figura 4.13: Simulagao 6 - Sequéncias de disparo dos estados xs, T3 € T4

4.7 Simulacao 7

Nesta simulacao, considera-se o caso em que todos os elementos nao nulos das matrizes

A e C do sistema utilizado nas simulacoes 4 e 5 sao variaveis aleatérias com distribuicao

uniforme. Deste modo, as matrizes que descrevem o sistema considerado nesta simulacao
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Sao:

€ € € € e 0 €
1.4] J1 4
A — [ ) ] [ ) ] € € ’ B _ € ’ CT _ €
2,6] [2,4] [2,6] ¢ 5 ¢ [3,5]
e [0,2] e e e € [0, 6]

As entradas u; e uy foram geradas a partir de distribui¢oes exponenciais com médias 5

e 8, respectivamente, e os demais parametros desta simulagao foram:
e FP1: N =200 e Ky, = 0;
e FP2: N =200e A = 50.
Pela Tabela 4.7 e pela Figura 4.14, observa-se que as estimativas obtidas pelos filtros
FP1 e FP2 foram bem préximas de seus valores reais. Comparando-se os dois filtros, o
filtro FP2 apresentou resultados mais precisos para os estados x5 e x4 e, para o estado, x3 a

diferenca entre os erros de estimacao médio quadraticos foram pequenos, sendo assim, pode-

se considerar que, para este estado, o desempenho dos filtros FP1 e FP2 foram equivalentes.

Tabela 4.7: Comparando os Filtros FP1 e FP2

Erro quadratico médio Erro Maximo
Est. | FP1 FP2 Est. | FP1 FP2
T 0.0000 0.0000 T 0.0000 | 0.0000
T 1.4543 1.3669 T 5.2994 | 4.7991
T3 0.3962 0.3975 T3 0.9975 | 0.9366
T4 1.6080 1.5007 Ty 5.6015 | 5.0931
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Figura 4.14: Simulagdo 7 - Sequéncias de disparo dos estados xo, z3 € x4

4.8 Simulacao 8

Considerando agora o caso em que as variaveis aleatérias do sistema utilizado na simu-

lacao anterior possuem distribuicao exponencial, as matrizes do sistema sao dadas por:

€ € e € e 0 €
1,25 [1,3] e e B- 4 € e
2.4 [2.3] [24] < 5 < 3,4
5 0,1] & = e € [0, 3]

Novamente, as entradas u; e us foram geradas a partir de distribuigoes exponenciais
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com médias 5 e 8, respectivamente, e os demais parametros desta simulacao foram:

e FP1: N =200 e Ky, = 0;

o FP2: N =200e A =50.

Assim como nas outras simulagoes, o filtro FP2 apresentou um desempenho melhor
que o filtro FP1. Comparando as Tabelas 4.7 e 4.8 percebe-se que, para o caso exponencial,
os erros de estimagao sao maiores que para o caso uniforme. Pela Figura 4.15 observa-se a
grande proximidade entre as estimativas e os valores reais para as sequéncias de disparo de

cada estado.

Tabela 4.8: Simulagao 8 - Comparando os Filtros FP1 e FP2

Erro quadratico médio Erro Maximo
Est. | FP1 FP2 Est. | FP1 FP2
T 0.0000 0.0000 T 0.0000 | 0.0000
To 1.9198 1.8771 To 6.4262 | 5.7549
T3 1.1034 1.0543 T3 4.9302 | 3.7997
T4 2.4393 2.3637 T4 8.2207 | 8.2582
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Capitulo

Conclusao

Neste trabalho, desenvolveram-se dois algoritmos para filtragem de particulas em siste-
mas max-plus. Como pode-se observar no Capitulo 3, a sintese do algoritmo com densidade
de importancia étima (Filtro FP2) é bem mais complexa que a sintese do primeiro algoritmo
(Filtro FP1), no qual utiliza-se uma densidade de importancia sub-6tima. Uma descrigao
mais detalhada das principais contribuicoes deste trabalho, pode ser encontrada na Secao
3.3.

O algoritmo do filtro FP1 é composto por quatro passos chave que sao:

1. a etapa de propagacao das particulas;
2. a etapa de atualizacao dos pesos;
3. a etapa de reamostragem;

4. a etapa de recondicionamento das particulas.

A escolha sub-6tima da densidade de importancia proporcionou simplicidade ao algo-
ritmo, ja que as particulas podem ser propagadas para k usando diretamente a equacao
dinamica de transigao dos estados definida por (3.1) a partir de um conjunto de particulas
existentes em k — 1. A etapa de recondicionamento das particulas possibilitou a aplicacao
do filtro a sistemas onde os estados podem ser relacionados de maneira deterministica com a
saida, entretanto, esta etapa pode causar pequenas variagoes na distribuicao das particulas

x}_,. Esta variacao pode ser maior ou menor dependendo da escolha do limiar Ky, utilizado
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na etapa de recondicionamento apresentada no Algoritmo 3.1. A etapa de reamostragem é

de grande importancia, pois evita a degeneracao do algoritmo.

As etapas principais do algoritmo do filtro FP2 sao:

1. a etapa de propagacao das particulas;
2. a etapa de atualizagao dos pesos;
3. a etapa de reamostragem;

4. a etapa de correcao de inconsisténcias.

No algoritmo do filtro FP2, a etapa de propagacao das particulas é feita utilizando-
se o método de aceitacao rejeicao para gerar amostras distribuidas segundo a densidade
de importancia 6tima definida pela equacao 2.25. Neste algoritmo, para cada uma das N
particulas, deve-se aplicar o método de aceitagao rejeicdo A vezes (vide equacao (3.30)) a
fim de se obter uma estimativa para a densidade p(z;|x}_,), a qual é utilizada na etapa de
atualizagdo dos pesos das particulas segundo (2.27). Isto faz com que o tempo de estimacao
do Filtro FP2 seja consideravelmente maior que o tempo de estimagao do filtro FP1. A etapa
de correcao de inconsisténcias é de grande importancia pois evita uma situacao de bloqueio

do algoritmo na qual é impossivel realizar a etapa de propagacao das particulas.

Como pode-se perceber ao longo das simulacoes apresentadas no Capitulo 4, o filtro
FP1 é bem mais sensivel aos seus parametros (K. e N) que o filtro FP2 (A e N). Para cada
sistema, alguns testes devem ser feitos até que se encontre um valor de Ky, que diminua os
erros de estimagao do filtro FP1. Por outro lado, os parametros no filtro FP2 nao variaram
ao para os diferentes sistemas simulados, deve-se notar entretanto que quanto maior for o
valor de A mais refinada serd a estimativa de p(zx|x},_,) e, consequentemente, as estimativas

para os estados do sistema.

Os resultados apresentados mostraram que o filtro FP2 obteve estimativas para os
estados do sistema com desempenho igual em alguns estados e melhor em outros, sendo que,
as maiores diferencas de desempenho se dao para os estados observados dos sistemas. Em
suma, o filtro FP2 apresentou um desempenho melhor que o filtro FP1 ao custo de um tempo

de estimagao consideravelmente maior.
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5.1 Trabalhos Futuros

Nao se vislumbra a partir deste trabalho a obtencao de solugoes analiticas recorrentes
similares ao algoritmo proposto por Kalman para os sistemas lineares com ruido gaussiano.
Contudo, nos parece uma linha de trabalho promissora a analise de possibilidades de filtra-
gem nao baseadas na abordagem Monte Carlo, mas similares a abordagem do filtro UKF
(Unscented Kalman Filter).

Além disso, parecem viaveis algoritmos de controle baseados em projetos de controla-
dores de realimentacao de estado nos quais a informacgao sobre os estados é fornecida por um

mecanismo de filtragem.
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Apéndice

Calculo da funcao de verossimilhanca

Para o célculo da fungao de verossimilhanca, considera-se a equagao max-plus z = C'®x,
sendo x € R, z € R™™! e C € RY". Supode-se que os elementos da matriz C, notados
por c;;, sejam varidveis aleatérias independentes uniformemente distribuidas entre ¢;; e ¢;;
ou exponencialmente distribuidas a partir de um valor ¢;; e com média c;; + % As funcgoes
de probabilidade acumulada e de densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria com
distribuicao uniforme sao dadas respectivamente dadas por:

0 se T S Cij
. T—Cij _
Fiji(1) = ey 5¢ Ci <71 <G
1 se T > Gy

1

Cij—Cij

se ¢ < T <Gy
pij(T) = -
0 se 7T< ¢y ou T >Cy

e, para uma varidvel aleatéria com distribuicao exponencial, as fungoes de probabilidade
acumulada e de densidade de probabilidade sao respectivamente:

Fo(r) 0 se T < ¢
ij(T) = i -
1— A M%) g T >y
() 0 se T < ¢
pi(T) = (e -
e M) ge T > ¢y
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A densidade de probabilidade da varidvel z condicionada a x, ou seja, pz(t|x), onde
t=[t;--t,]7 € R™*! é determinada a seguir (Silva et al. 2011).

Devido a independéncia dos elementos de C' segue-se que:

q

Plz<t]=Plx <t & ... &z <t] =[] Pls <t

Porém:

= 11 Ft -2
j=1

Portanto a fungao de probabilidade acumulada conjunta da varidvel aleatéria z, condicionada
por X, é dada por:

Fr(tlx) = H [[Fit— =)

Derivando-se sucessivamente em relagao a t; ---?, obtém-se a densidade de probabilidade
procurada:

=1 7=1
q n a n
=TI 5 (Rt — ) T Fislts = 20))
=1 j=1 v k=1,
k#j
q n n
= H(Zpij<ti — ;) H Fi(t; — xx))
i=1 j=1 k=1,
k#j

Se o vetor z for conhecido, esta funcao é chamada de fungao de verossimilhanca de x. Neste
caso, substituindo-se ¢t pelo valor conhecido de z, obtém-se:

Vi(x,z) = H(Zpij(zi — ) || Finlzi — ) (A1)
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Apéndice B

Demonstracao do Método de Aceitacao
Rejeicao

Deseja-se provar que:

Ug———} (B.1)

Relembrando que:

L g(Y) > F(Y) WY,

2.[%9@M$:a

Y
3. Y é uma varidvel aleatéria gerada a partir da densidade h(y) = ( );
c
Y
4. U < f((Y)) ¢ a condicao necessaria para que a variavel aleatoria Y seja aceita pelo
g

algoritmo;

5. U e Y sao variaveis aleatérias independentes.

Por definigao, tem-se que:

PlY <zeU<f(Y)/g(Y)]

PlY <z|U< f(Y)/g(Y)] = PU< f(¥)/g(Y)]

onde P[U < f(Y)/g(Y)] é a probabilidade de aceitagao de Y.
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Como U e Y sao independentes, sua densidade de probabilidade conjunta é:

poy (u,y) = pu(u) - py(y) (B.3)

Além disso, py (y) = h(y) e:

1, se O0<u<l1
Y B = B.4
pulu) {O, se u<0 ou uw>0 (B4)

Deste modo:

h(y), 0<u<l
puy () = {O(y) 22 uzz(L) ou u>0 (B:5)
Considerando agora a curva u(y) = %, tem-se por construcao que 0 < u(y) <1, Vy.
Portanto:
PIY <welU < f(y)/gly)] - oy (u, y)dudy
58’)
= / / y)dudy
fw)
= —=d
| gy
_ [ f)
/_oo " ny) "
%/_oo f(y)dy (B.6)
A probabilidade de aceitacao de Y é:
PIU<fY)/g9(Y)] = Y<006U<f( )/9(y)]
-
1
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Substituindo (B.6) e (B.7) em (B.2):

PlY <z|U< f(Y)/g(Y)]

Provou-se portanto que:
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