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Resumo

Nesta tese serdo estudadas algumas técnicas de equalizacdo cega para um canal de comu-
nicagoes. Serdo abordadas principalmente as téenicas que se baseiam na teoria de predicio
linear e que, por isto, sio chamadas técnicas preditivas de equalizacdo cega.

Inicialmente, sera discutida a necessidade de um equalizador em um sistema de commni-
cagOes digitais, bem como as vantagens e desvantagens dos equalizadores cegos quando com-
parados aos equalizadores tradicionais. Em seguida, serdo apresentadas algumas técnicas
cldssicas de equalizacio cega. Os principios das técnicas preditivas de equalizaciio cega
serao, entio, estudados e serdo apresentados algoritmos adaptativos para os equalizadores
preditivos. Estes algoritmos se baseiam no método do gradiente (LMS).

Apds esta apresentacio inicial, a téenica preditiva de equalizagio cega baseada na equali-
zagao de magnitude e fase serd estudada em maior profundidade. Nesta técnica, um preditor
IIR ¢ usado para corrigir as distorgées que o canal provoca na magnitude do espectro de
freqliéncia do sinal transmitido, enquanto que um filtro passa-tudo nio linear ¢ usado para
corrigir as distorgoes de fase provocadas pela cascata do canal com o preditor IIR. Para
esta estrutura, serao apresentados dois novos algoritmos, baseados nas técnicas de minimos
quadrados (RLS, do inglés Recursive Least Squares) e de Gauss-Newton (GN).

Sera feito em seguida um estudo teérico do equalizador de fase e dos algoritmos adapta-
tivos propostos para esta estrutura. Serd provado que os critérios de minimizagao associados
ao equalizador de fase sdo unimodais e que os algoritmos propostos de fato convergem para
este minimo.

Pinalmente, simulagtes demonstario o bom desernpenho desta técnica preditiva de equa-
lizagao cega.
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Abstract

In this work, the blind equalization of a communication channel will be considered. The
work will focus on the discussion of blind equalization techniques that are based on linear
prediction theory. These are called predictive techniques for blind equalization.

Firstly, the need for an equalizer in a communication gystem will be discussed, as well as
the advantages and disadvantages of blind equalizers as opposed to supervised ones. Some
traditional blind equalization techniques will be presented. Then, the principles of predctive
blind equalization techniques will be studied, and some adaptive algorithms for predictive
equalizers will be presented. These algorithms are based on the steepest descent method
(LMS).

After this introductory presentation, this work will focus on a predictive technique based
on magnitude and phase equalization. In this technique, a linear IR preditor is used to
compensate for the magnitude distortion caused by the channel, and a non-linear all-pass
filter is used to compensate for the phase distortion introduced by the cascade of the channel
and the predictor. Two new adaptive algorithms for this structure will be presented, one
based on the least-squares method (RLS, Recursive Least Squares) and another one based
on the Gauss-Newton method (GN).

Some theoretical analysis of both the phase equalizer and the algorithms for this struc-
ture will then be carried on. It will be shown that the minimization criterion associated
with the phase equalizer is unimodal. Furthermore, it will be shown that the proposed
algorithms do converge to a point where they equalize the channel.

Finnaly, some simulation resuits will confirm the effectiveness of these algorithins.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho é o estudo de técnicas preditivas de equalizacao cega, bem como
a proposi¢ao de novos algoritmos para esta técnica. Para atingir este objetivo, o traba-
lho ¢ dividido em 4 capitulos principais. Apresentaremos na sequiéncia um resumo destes
capitulos.

1.1 Equaliza¢io de Canais em Transmissio Digital

Os sistemas de transmissdo de informagdes digitais sdo parte integrante de nosso cotidiano,
Os exemplos sdo vérios: sistemas digitais de telefonia celular, links de microondas e de
satélites, etc. Esta também é uma 4rea em rdpido desenvolvimento, e constantemente
surgem novos sistemas digitais, haja vista a iminente implementacio comercial da televisio
digital de alta definicAo. Em todos estes sistemas, uma seqiiéncia de bits ou simbolos é
gerada em um terminal de transmissdo e, apés passar por um canal de comunicagces, é
captada no terminal de recep¢do. Para o bom desempenho destes sistemas ¢ fundamental
que a sequéncia de bits transmitida possa ser corretamente recuperada no terminal de
recepcao.

Um dos fatores que dificultam esta recuperacio é a interferéncia entre simbolos (IES). A
resposta do canal a um simbolo tem, em geral, duracio maior que a do proéprio simbolo. Ou
seja, quando o canal comega a responder 3 transmissio de um simbolo, ele ainda estd respon-
dendo a transmissao de simbolos anteriores, de forma que estas respostas se sobrepdem em
sua saida, impossibilitando a identificacio imediata do simbolo transmitido. Este fendmeno
pode ser visto como conseqiléncia de uma filtragem linear do sinal transmitido.

Ora, se o filtro que gera a IES puder ser invertido, este fendmeno pode ser facilmente
combatido. O filtro linear que busca combater a IES através da filtragem inversa é chamado
equalizador. O objetivo do equalizador nio é inverter exatamente o canal, mas sim diminuir
os efeitos da IES de forma que o simbolo transmitido possa ser corretamente identificado
por um dispositivo de decisdo. As técnicas cldssicas de equalizagao, tais como os algoritmos
adaptativos LMS (do inglés Least Mean Sgquares) e GN (algoritmo de Gauss-Newton), bus-
cam determinar os coeficientes do equalizador que minimizam a média quadritica do erro
de estimagao. Este erro ¢ a diferenca entre o simbolo transmitido e o valor estimado para
este simbolo, dado pela saida do equalizador.

Temos aqui um aparente contrasenso. Para poder minimizar a funcao custo, os algo-
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

ritmos adaptativos devem ser capazes de calcular o erro de estimagao. Ora, para isto, eles
devem conhecer o simbolo transmitido. Entretanto, se este conhecimento é possivel, nao ha
a necessidade de um equalizador. Para resolver este problema, a adaptacgio dos coeficientes
do equalizador ¢ dividida em dois perfodos. No primeiro, uma sequéncia pré-estabelecida
de simbolos, chamada seqiiéncia de treinamento, é transmitida. Como esta sequéncia é
conhecida no terminal de recepcio, o cilculo do erro de estimacdo € possivel. Ao final deste
periodo, considera-se que o canal ja esteja suficientemente equalizado, de forma que o dispo-
sitivo de decisio pode fazer uma estimativa suficientemente precisa do simbolo transmitido.
Assim, no segundo periodo, o erro de estimacio é calcnlado pela diferenca entre a saida do
equalizador e a saida do dispositive de decisio. Este erro de estimacao € chamado Erro de
Decisdo Direta,

Entretanto, a necessidade da transmissio da seqiéncia de treinamento pode ser mui-
to custosa. Em sistemas de telefonia celular, por exemplo, ela representa uma reducio
significativa na capacidade do sistema (ndmero de usurios que podem usar o sistema si-
multaneamente). Neste contexto, surgem as técnicas de equalizacio cega. Elas buscam a
equalizagao do canal conhecendo apenas a sua saida e algumas informagoes estatisticas a
respeito dos simbolos transmitidos.

Os chamados algoritmos de Bussgang sdo talvez as técnicas mais difundidas de equali-
zagao cega. Estes algoritmos apresentam algumas semelhancas com as téenicas supervisio~
nadas de equalizagdo, pois também se baseiam em uma fungio custo a ser minimizada pelos
coeficientes do equalizador. Esta fungio custo deve, de alguma maneira, refletir a intensi-
dade da IES presente na safda do equalizador, sem, no entanto, se basear no conhecimento
dos simbolos transmitidos.

Recentemente, uma nova abordagem para o problema da equalizacdo cega fol apresen-
tada em {3]. Neste trabalho sio introduzidas duas novas técnicas de equalizagiio cega, que
se valem de alguns resultados da teoria de predicio linear. A primeira se baseia no fato de
que um preditor constitui um sistema de fase minima, enquanto um retropreditor constitui
um sistema de fase maxima. Desta forma, o equalizador proposto nesta técnica é composto
de uma cascata de um preditor, que compensa os zeros de fase minima do canal, e de um
retropreditor, gue compensa os zeros de fase maxima do canal.

A outra técnica preditiva parte do pressuposto de que o sinal transmitido seja branco,
ou seja, que a magnitude de seu espectro de freqliéncia seja plana. Esta técnica se baseia no
fato de que a saida de um preditor também ¢é branca. Assim, este equalizador é composto
pela cascata de um preditor IIR, que compensa a distor¢io de magnitude introduzida pelo
canal, com um equalizador de fase, que compensa a distorcdo de fase introduzida pelo
canal. O equalizador de fase é implementado como um fléro passa-tudo nio linear. Em
[3], os algoritmos apresentados para esta técnica sio baseados na aplicagdo do método do
gradiente {LMS) na minimizacio das funcées custo associadas ao preditor e ao equalizador
de fase. No caso do preditor, o critério de minimizacio é baseado no erro de predicio, e, no
caso do equalizador de fase, este critério se baseia no erro de decisio direta.

1.2 Novos Algoritmos para Técnicas Preditivas

Nesta parte do trabalho sao desenvolvidos dois novos algoritmos para o equalizador baseado
na cascata de um preditor e de um filtro passa-tudo n#o linear.
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O primeiro algoritmo é baseado na técnica de quadrados minimos (RLS). A funcio custo
associada a esta técnica nao é mais a esperanca estatistica de um sinal de erro, como no
caso do LMS, mas sim em uma estimativa temporal desta esperanca.

O desenvolvimento do algoritmo RLS para o equalizador de fase ¢ bastante simplificado
se supusermos que a saida do dispositivo de decisio ¢ independente dos coeficientes do filtro
passa-tudo ndo-linear. Esta hipdtese cldssica também é feita na deducdo dos algoritmos de
adaptagio para o DFE. Assumindo que isto seja verdade, o erro de decisdo direta pode ser
escrito de uma maneira muito conveniente, que permite a obtencdo de uma algoritmo RLS
para o equalizador de fase semelhante ao RLS tradicional.

O desenvolvimento de um algoritmo RLS para o preditor IIR ndo é tao simples. A
presenca de realimentagdes dificulta sobremaneira os cdlculos das derivadas envolvidas no
processo de minimizacio do erro de predicio. Entretanto, com algumas aproximacées, ¢
possivel obter um algoritmo RLS para a adaptaciio dos coeficientes do preditor IIR.

O segundo algoritmo é baseado na técnica de Ganss-Newton. Da mesma maneira que o
LMS, esta técnica busca minimizar a média quadritica do erro de decisio direta. Para isto,
entretanto, ela nio se baseia apenas no gradiente da fungio custo, como no caso do LMS,
mas também em informagdes sobre a derivada segunda do eritério de minimizacio. Através
desta técnica, obtém-se algoritmos bastante semelhantes aqueles baseados no RLS. De fato,
os algoritmos RLS podem ser vistos como um caso particular do GN , onde um determinado
pardmetro o tem seu valor fixado em 1.

1.3 Andlise de Convergéncia

Neste capitulo buscaremos analisar teoricamente o comportamento do equalizador de fase,
bem como o dos algoritmos propostos para esta estrutura.

Assim. revisaremos alguns resultados teéricos obtidos em [3], onde utilizam-se certas
hip6teses simplificadoras para se demonstrar que o critério de mmimizacio do erro de decisio
direta de fato leva a equalizacio do canal. Em outras palavras, mostra-se que o critério de
decisdo direta é unimodal.

Em seguida, faremos uma andlise dos algoritmos LMS e GN associados ao equalizador
de fase. Esta analise serd baseada na técnica da ODE {equagdo diferencial ordindria, do
inglés Ordinary Differential Equation), que consiste em associar uma ODE ao algoritmo em
estudo de forma que as propriedades de convergéncia do algoritmo estejam intimamente
relacionadas & estabilidade da ODE. Existem duas técnicas de ODE, uma para a anslise de
algoritmos com ganho de adaptacio desvanecente e outra para algoritmos de ganho cons-
tante. Esta segunda técnica serd usada na andlise do LMS, e através dela serd demonstrado
que este algoritmo de fato minimiza o erro de decisio direta e, portanto, equaliza o canal.

Os algoritmos de ganho constante sio preferidos para aplicacoes em telecomunicacoes
por permitirem que o equalizador se adapte a nao estaciopariedades do canal. Agsim, seria
desejdvel estudar as propriedades do algoritmo GN neste contexto. Entretanto, a andlise
do GN com ganho constante se revela muito dificil e ela 36 se torna matematicamente
tratdvel se supusermos que seu ganho de adaptacio tenda a zero. Baseados nesta hipdtese,
demonstraremos que o GN com ganho desvanecente leva de fato i equalizacido do canal.
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1.4 Resultados de Simulacdes

Uma grande desvantagem do método da ODE ¢ que ele nio fornece nenhuma indicagio de
velocidade de convergéncia dos algoritmos estudados. As simulagbes continuam sendo as
ferramentas mais adequadas para analisar esta caracteristica de um algoritmo.

Assim, buscaremos neste capitulo estudar o desempenho dos varios algoritmos de equa-
lizagho propostos. Compararemos também seu desempenho com alguns algoritmos tradi-
cionais de equalizacio cega, tais como o de Godard,

Para isto, simularemos a transmissio de uma sequéncia de simbolos por canais préximos
aqueles encontrados na pratica: um canal passa-tudo, um canal de microondas e modelos
estaciondrios e ndo-estaciondrios de um canal radio-mével como o encontrado em sistemas
de telefonia celular.



Capitulo 2

Equalizacao de Canais em
Transmissao Digital

O objetivo do presente capitulo é introduzir o problema da equalizagio cega de canais de
transmissao digital. Nele, explicaremos a necessidade dos equalizadores, em particular dos
equalizadores cegos, apresentando uma visio geral das técnicas estudadas na literatura.
O capitulo ¢ organizado da seguinte maneira: na secao 2.1, faremos uma introducdo aos
sistemas de transmissdo digital. Na secio 2.2 mostraremos que 08 canais de comunicacoes
provocam distorgdes no sinal transmitido. Na secio 2.3, mostraremos que algumas des-
tas distorgoes podem ser atenuadas com o uso de equalizadores e apresentaremos algumas
técnicas cldssicas de equalizagao. Na se¢do 2.4, mostraremos uma deficiéncia destas técnicas
cldssicas, que motivou o desenvolvimento dos equalizadores cegos. Apresentaremos, também
uma visao geral das técnicas de equalizagio cega. Finalmente, na secao 2.5, apresentareros
as técnicas preditivas de equalizagio cega, uma técnica recentemente desenvolvida e que
serd estudada nesta tese.

2.1 Sistemas de Transmissao Digital

O processo de transmissdo de informagdes digitais pode ser dividido em vérios blocos dis-
tintos, representados na figura 2.1 (cf. [4, 5])

Terminal de Transmissio

M._ Codificador a(n) Modulador a{t) Canal
b(n) aln) z(n) o (t)
w—— Decodificador Detector Demodulador

Figura 2.1: Sistema de Comunicacoes
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Nesta figura, vemos que a seqiiéncia bindria a ser transmitida, ib{n)}, passa inicial-
mente por um codificador, cujo objetivo é transformd-la em uma outra seqiéncia com
caracteristicas mais favordveis a transmissio. A codificacio pode envolver, por exemplo,
a introducao de um cédigo corretor de erros, ou a encriptagiao do sinal. Em seguida, a
sequéncia codificada é modulada. Este processo transforma o sinal digital em um sinal
analogico com um espectro adequado para sua transmissio pelo canal.

O sinal modulado é, entio, enviado para o terminal de recepcio. Essa fransmissio
se dd através de um meio fisico pelo qual o sinal se propaga, e que pode ser o ar, um
cabo telefonico, fibras dticas, etc. Este meio fisico é denominado canal e introduz algumas
distor¢oes no sinal transmitide, conforme veremos adiante.

No ferminal de recepgio busca-se desfazer, uma a uma, as operacoes realizadas na
transmissao, recuperando a seqiiéncia originalmente transmitida. Assim, o sinal recebido é
primeiramente deinodulado, processo inverso & modulacio e que transforma o sinal analdgico
recebido em um sinal digital. A saida do demodulador passa pelo detector, dispositivo
que tenta compensar algumas distorgOes introduzidas pelo canal. Finalmente, o sinal é
decodificado, e a seqiiéncia transmitida, recuperada.

2.2 Distorcoes Provocadas pelos Canais de Comunicacoes

O canal de comunicagdes caracteriza o meio fisico pelo qual serd transmitido o sinal mo-
dulado. FEsta transmissdo raramente é ideal, e a passagem do sinal analdgico pelo canal
impoe-lhe uma série de distorcgdes, tais como:

» Adicao de ruido: este fenémeno ¢ causado pelo acimulo de varias distorgoes aleatdrias
que se sobrepdem ao sinal durante todo o seu processamento, seja o ruido térmico
ou o ruido shot dos equipamentos, sejam descargas elétricas ou outras interferéncias
externas que surgem durante a transmissao. Devido ao grande nimero de fontes de
ruido e invocando o teorema central do limite, este ruido é geralmente modelado como
um sinal branco gaussiano de média zero que se soma ao sinal transmitido, na entrada
do terminal de recepcao.

» Interferéncia Entre-Simbolos (IES): na maioria dos casos, a resposta de um canal de
comunicagdes a um simbolo transmitido tem duracio maior que a do proprio simbolo.
Ou seja, quando o canal comega a responder & transmissio de um simbolo, ele ainda
estd respondendo A transmissdo de simbolos anteriores, de forma que estas respostas se
sobrepoem em sua saida. Assim, a resposta do canal a um simbolo sofre a interferéncia
dos simbolos adjacentes, resultando na IES. Este fenoémeno ficard mais claro quando
apresentarmos o modelo discreto do canal,

o Outras distorcfes: varias outras distorcdes poderiam ser citadas, algumas especificas
de determinados canais. Consideremos, por exemplo, os canais radio-madvel, cujo meio
de transmissdo ¢ o ar. Estes canais estdo presentes, por exemplo, em sistemas de te-
lefonia celular. Um sinal transmitido pelo ar vai de uma antena a outra por varios
percursos, sendo refletido em paredes, no chiio etc. Na antena receptora os sinais
advindos dos virios percursos interferem um no outro. Devido 3 caracteristica essen-
cialmente ndo-estaciondria do canal radio mével, esta interferéncia pode ser destrutiva,
gerando desvanecimento do sinal (cf. [6]).
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O combate ao problema do ruido é feita pela inclusio de um filtro casado na, entrada do
terminal de recepgao. Os filtros casados tém a propriedade de maximizar a Relacdo Sinal
Ruido (SNR) em sua saida (cf. [7]). Em sua implementacio, o filtro deve ser casado com a
portadora do sinal analdgico que traz a informagdo para o terminal de recepcio. No caso
de sistemas de transmissdo digital, este sinal corresponde ao sinal modulador, que é, em
geral, umn sinal sinusoidal. Entretanto, até chegar ao terminal de recepcio, o sinal modulado
passa pelo canal, sofrendo algumas distorcdes. Assim, o filkro ideal deveria ser casado com a
resposta do canal ao sinal modulador. Entretanto, o conhecimento desta resposta pressupoe
o conhecimento do canal, o que impossibilta a implementagio pratica do filtro ideal. Desta
forma, implementa-se um filtro aproximade, casade com o sinal modulador e sem levar em
consideracdo o efeito do canal sobre este.

As outras interferéncias mencionadas sio combatidas pelo dispositivo de deteccio mos-
trado na figura 2.1. Entre os possiveis procedimentos adotados para combater a TES, por
exemplo, encontram-se os estimadores de maxima verossimithanca (e sua versao sub-6tima,
implementada com o algoritmo de Viterbi} e os equalizadores (cf. [4, 5]). Para combater
os efeitos do desvanecimento em sistemas de telefonia movel, sao adotadas, entre outras,
técnicas que diversificam a recepcio, através do uso de virias antenas (cf. [6]).

2.2.1 Representacao Discreta do Canal de Comunicacges

Conforme vimos anteriormente, os equalizadores siio dispositivos destinados a combater a
IES. Para melhor esclarecer a atuagio dos equalizadores, é necessiria uma melhor com-
preensao do fendmeno da IES. No que se segue, buscaremos mostrar como um canal de
comunicacoes pode ser modelado como um filtro digital e como a IES pode ser vista como
uma conseqiiéncia da filtragem, pelo canal, do sinal digital transmitido.

Assim, consideremos inicialmente o processo de modulagao, que transforma a seqiiéncia
de bits a serem transmitidos {b(n)} em um sinal analégico com caracteristicas adequadas
a transmissdo. Todo o procedimento de modulagio é executado sobre blocos de K bits
consecutivos. Ou seja, o modulador toma K bits, associa a eles um sinal analégico, transmite
este sinal, toma os préximos K bits, e assim sucessivamente. Estes blocos de K bits sio
chamados simbolos. Existem L = 25 diferentes sequéncias de bits de comprimento K e,
portanto, [ diferentes simbolos. Cada um destes simbolos é denotado s; e o conjunto dos
L possiveis simbolos é chamado alfabeto.

A associacdo de um sinal analégico a um simbolo é biunivoca. Assim, a cada simbolo s,
corresponde uma e apenas uma forma de onda, denotada por y;(t). Estas formas de onda
sdo, em geral, de faixa estreita® e resultam da. modulagao de uma portadora. De maneira
geral, podemos escrever:

yi(t) = R {ui(t) !> fct} = A;(t) cos (27 fot + (1)), (2.1)

onde f. ¢ a frequéncia do sinal portador e R indica a parte real. Nesta equagdo, o sinal
u;{t) € a chamada representacio em banda bésica de yi(t). Note que u;(t) é, em geral,
uma funcao complexa. Como a relaciio entre u;(f) e y:i(t) também ¢ biunivoca, podemos
caracterizar a modulagdo simplesmente pelo mapeamento de s; em u, (t).

'Um sinal de faixa estreita ¢ aquele cuja faixa de frequéncia é muito menor que a frequéncia da portadora
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Muitas vezes, a associagao de um simbolo s; com um sinal u;{t) é feita através de
mudangas em alguma caracteristica de uma mesma funcio u(t). Se tivermos, por exemplo,
uma modula¢ao em fase e/ou amplitude, podemos representar cada funcio u;(t) como

ui(t) = o ult), (2.2)

onde o; € um valor, em geral complexo, que contém a informacio de amplitude e fase de
cada u;(t). Mais uma vez, a relagio entre u;(f) e o; é biunivoca, e o processo de modulacio
pode ser visto como aquele que associa a cada sfmbolo s; um valor «;.

Os possiveis valores assumidos por o; sio chamados constelagdo, devido ao aspecto de
sua representacao no plano complexo. Por exemplo, numa modulagio 4-QAM, a constelacio
pode ser formada pelo conjunto {+1, +7, ~1, —5}. No que se segue, o termo simbolo se refere
indistintamente a s; e ay.

Desta forma, podemos visualizar o modulador como um sistema que, inicialmente, ma-
pela s; em «; e, em seguida, aplica o sinal discreto o;6(¢) a um filtro linear cuja saida é i (t).
Ora, no terminal de recep¢io, o sinal na saida do demodulador é amostrado e, portanto,
também ¢ discreto. Assim, o canal, os filtros de transmissiio e de recepcio e qualquer outro
processamento executado entre a entrada do modulador e a saida do demodulador corres-
pondem a um sistema com entrada e saida discretas e, portanto, podem ser representados
por um filtro linear discreto, cuja resposta ao impulso é dada por uma seqiiéncia {ft}.
Daqui em diante, chamaremos este filiro simplesmente de canal.

A figura 2.2 traz uma representacio deste modelo discreto. Nela, o valor de a{n) repre-
senta o simbolo o; a ser transmitido no instante n, {4} representa a resposta ao impulso
do canal e {v(n)} é o ruido aditivo anteriormente mencionado. A seqiiéncia {z(n}} mostra-
da nesta figura € a seqiiéncia obtida no terminal de recepcio apés a amostragem do sinal
recebido. Nesta figura, mostramos também um equalizador e um dispositivo de decisio,
que sao componentes do bloco de detecgdo e serdo discutidos na préxima secio.

a(n z(n a'(n)| ]aln
Ll Ul TR
Canal { Equalizador Dispositivo
de
v(n) Decisdo

Figura 2.2: Representacio Discreta de um Sistema de Comunicacoes

2.2.2 Interferéncia Entre Simbolos

A representagio discreta do canal de comunicacies nos permite escrever o sinal discreto
recebido como: -
z(n) = Z frea(n — k) +v(n). (2.3)
kw00
Conforme podemos ver, o sinal recebido no instante n, z(n} é uma combinagio de simbolos
passados e futuros. Ou seja, nio podemos recuperar a(n) diretamente de z(n). Escrevendo
separadamente alguns termos desta equaciio, o problema se torna ainda mais claro:

2(n) = a(n— ) f5 + 3 fraln - k) +v(n). (2.4)

[y
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O primeiro termo do lado direito da equacio 2.4 representa um simbolo transmitido, a menos
de uma constante multiplicativa f5 e um atraso §. Este simbolo representa a informacao
que se deseja recuperar. O segundo termo representa a distor¢do ocasionada pela IES.
Ele pode ser visto como um ruido adicional que deve ser eliminado. A razio pela qual
se opta por recuperar a{n — J) e ndo algum outro simbolo qualquer é que assume-se que
|fs] = maxy(|fr]). Desta forma, a{n — §) é o simbolo transmitido que tem o maior peso na
formacao da saida z{n).
Uma medida da intensidade de TES ¢ a chamada closed eye measure, dada poz:

el fel =1 Sl
PETTR

onde ainda temos | f5| = maxg(|f|). Esta medida estd associada 3 abertura do diagrama de
olho do canal {cf. [4]). Se p < 1, considera-se que o olho do canal ests aberto. Nesta situacao,
supondo-se a auséncia de ruido, o simbolo transmitido pode ser corretamente identificado
simplesmente através de um dispositivo de decisio. Este dispositivo, mostrado na. figura 2.2,
€ um quantizador sem memodria, cuja saida é o simbolo da constelacdo transmitida que esteja
mais préximo do sinal na sua entrada. Entretanto, se p > 1, algum processamento deve
ser feito com o sinal recebido para permitir a correta identificagio do simbolo transmitido.
Na préxima segéo, veremos um procedimento que pode ser adotado para a minimizacio da

IES.

(2.5)

2.3 Equalizadores

Pode-se constatar, a partir do modelo discreto do canal, que a IES é o resultado de uma
filtragem linear do sinal transmitido. Ora, se conhecéssemos a funcao de transferéncia do
canal, poderiamos colocar, em sua safda, um filtro cuja funcio de transferéncia fosse a
inversa da do canal. Assim, a fun¢io de transferéncia da cascata do canal com este fltro
seria dada por:

FlzYH(z"" =r2z"% 0#keC dez,, (2.6)

onde F(z~') e H{z™!) representam, respectivamente, as funcoes de transferéncia do canal
e de seu filtro inverso, x é uma constante multiplicativa e § é um atraso, que garante que o
filtro inverso seja causal e estdvel. Note que a equagio 2.6 implica que a cascata canal+-filtro
inverso transmite sinais sem distorcé-los. Em outras palavras, ao filtrarmos a saida do canal
com o filtro inverso, estaremos “desfazendo” a IES. Um filtro que possua a propriedade de
inverter as distor¢des provocadas por um canal de comunicages é chamado equalizador. O
uso de um equalizador para combater a IES estd mostrado na figura 2.2. Nela, {h;} ¢ a
reposta ao impulso do equalizador.

A partir de 2.6, vemos que, dada a transmissio de uma seqiiéncia {a{n)}, a saida do
equalizador ¢ dada por o'(n) = sa(n — d), além de um componente de ruido. Este valor
¢ igual a um simbolo transmitido, a menos de uma constante multiplicativa e um atraso.
Em outras palavras, a saida do equalizador contém informacées sobre apenas um simbolo
transmitido, permitindo sua correta estimacdo através do uso de um dispositivo de decisio,
Com isto, notamos claramente que o uso de um equalizador elimina a IES.

O equalizador ¢ implementado, na maioria das vezes, apés a saida do demodulador. Des-
sa forma, o sinal em sua entrada ¢ digital. Assim, o equalizador é geralmente implementado
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como um filtro digital. Sem divida, a estrutura de equalizacio mais estudada e utilizada, ¢
o filtro transversal linear, mostrado na figura 2.3. Este filiro também é conhecido por filtro
FIR (do inglés Finite Impulse Response).

z(n) z(n—1) z(n—2) a{n— L+ 2) z{n—L+1)
s 41 B 41
Ga GD GD o hz; hz;
3 a'(n)

Figura 2.3: Estrutura do Filtro Transversal Linear

A saida deste filtro é dada por:

L-1
a'(n) = 3" hiz(n—k) (2.7)
k=0

ou vetorialmente por
a'(n) = H? X (n), (2.8)

onde o expoente ¥ indica as operaces de transposigio e conjugacao e os vetores H e X (n)
correspondem, respectivamente, aos coeficientes do filiro e &s tltimas amostras do sinal de
entrada do equalizador, e sdo definidos por

H = [ho,... ke 1", (2.9)
X(n) = [z(n), ... ,z(n—L+1)]".

Na seqiiéncia, veremos algumas maneiras de obter valores de H que levem & equalizacio
do canal.

2.3.1 Técnicas Classicas de Equalizacio

A equagdo 2.6 nos dd a definicio do equalizador ideal. A partir dela, podemos constatar
que sua funcio de transferéncia ¢ dada por

H(z"Y =x2z 9 F 1z, (2.10)

Assim, se conseguirmos obter um vetor H tal que o filtro FIR da figura 2.3 possua a funcio
de transferéncia desejada, teremos obtido o equalizador ideal. Entretanto, a equacio 2.10
deixa claro que a obtengio de H{z~!) envolve o conhecimento da funcao de transferéncia
do canal. Em situacgdes préticas, este conhecimento raramente é possivel, e outras solucoes
para o problema da equaliza¢io devem ser encontradas.

Uspa das técnicas mais difundidas para obtencdo do vetor H consiste em definir uma
fungio J(H) do vetor de coeficientes do filtro, de forma que J(H) esteja relacionada i
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quantidade de IES presente na saida do equalizador. Esta funcao é chamada funcéo custo
ou fungéo objetivo, e o valor de H que a minimiza ¢ definido como H?. Este valor é usado
para equalizar o canal, pois ele deve levar a uma IES baixa na saida do equalizador.

A fungdo custo mais cldssica é a esperanca do erro quadratico, também conhecida por
critério de Wiener. FEla ¢ definida como a média quadritica da diferenca entre o valor
desejado para saida do equalizador e aquele que se obtém de fato. Matematicamente,
temaos:

J(H) =E (ge(n);z) , (2.11)

onde e(n) = a(n — &) — a'(n).
Esta é uma fungido quadritica do vetor de coeficientes e possui, portanto, um dnico
minimo (cf. [8}). A minimizagio deste critério leva s equacdes de Wiener-Hopf:

H = R ry, (2.12)

onde
R = E(X(n)XH(n)) (2.13)
ez = E(a*{n)X(n)). (2.14)

O filtro obtido da solucdo destas equacdes é conhecido como filiro de Wiener. En-
tretanto, a solu¢ao das equagdes de Wiener-Hopf exige o conhecimento de caracteristicas
estatisticas do sinal recebido x(n). Ora, conhecé-las a priori é equivalente a conhecer o
canal, o que torna esta técnica invidvel na maioria das aplicacOes praticas. Para contornar
este problema, foram desenvolvidos os algoritmos adaptativos, que tentam estimar recursi-
vamente as grandezas estatisticas necessédrias para a solugio das equacdes de Wiener-Hopf.
Estes algoritmos serdo discutidos a seguir.

2.3.2 Equalizadores Adaptativos

O problema da equalizagao pode ser encarado como um problema de otimizacio, pois en-
volve a minimizagdo de J(H). Desta forma, técnicas iterativas de otimizacio, tals como
o método do gradiente e método de Newton, podem ser aplicadas na sua solucido. Estas
técnicas adaptam recursivamente o vetor H, e devem, teoricamente, convergir para um va-
lor que minimiza a fungio custo. Assim, a cada iteracio destes algoritmos obtemos um
diferente vetor de coeficientes, que por isso passardo a ser chamados de H {n). Idealmente,
a aplicacéo dos métodos iterativos na minimizacio do critério de Wiener deve levar a uma
seqiiéncia de vetores H(n) que convergem para a solucio de Wiener-Hopf, independente de
suas condicles iniciais.

Tomemos, por exemplo, o método do gradiente, que adapta o vetor H (n) na direcio
oposta a dada pelo gradiente da funcio custo. O principio deste algoritmo é que a diregio
oposta ao gradiente € a dire¢io de maior decréscimo da funcio custo. Assim, a cada iteracio,
fazemos

Hn+1)=H(n)—-uVyd, un>0, (2.15)

onde VpJ é o gradiente de J(H) em relagio a H e u é chamado passo de adaptacio,
indicando o quanto o algoritmo deve andar na direcao oposta ao gradiente. Desta forma, a
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cada iteracao, obtém-se um valor de H{(n) ao qual corresponderi um menor valor de J (H).
Iterativamente, este algoritmo acaba convergindo para um valor minimo de J (H).

Para o critério de Wiener, a gradiente da fungo custo é dado por VgJ = —E (X (n)e*(n)).
Conforme vemos, o uso de um método iterativo de otimiza¢do nao resolveu o problema
apresentado pelo filtro de Wiener, pois o cileulo de Vg J ainda exige o conhecimento de
caracteristicas estatisticas do sinal recebido e, conseqiientemente, do canal. O método de
Newton, além de usar o gradiente de J(H), usa sua matriz Hessiana, constituida pelas suas
derivadas segundas. O cdlculo da Hessiana de J{H) também envolve o conhecimento de
caracteristicas estatisticas de X {n).

No problema pratico de equalizagio estas informagdes nio estio disponiveis, mas podem
ser estimadas (cf. [8]). Os algoritmos que usam estimativas do gradiente ou da matriz Hes-
slana para a minimizacio de J(H) sio chamados algoritmos adaptativos. Os equalizadores
obtidos por técnicas adaptativas sio chamados equalizadores adaptativos.

Uma propriedade interessante dos algoritmos adaptativos é que as caracteristicas es-
tatisticas do canal sio estimadas a cada iteragiio. Desta forma, se elas sofrerem alteracoes,
como ocorre freqiientemente em canais nio-estaciondrios tais como os canais dos sistemas
de telefonia celular, o algoritmo serd capaz de estimar estas novas caracteristicas do canal e,
portanto, obter um filtro que equalize o novo canal. Isto torna os equalizadores adaptativos
muito teis em ambientes nao-estaciondrios.

Na seqiiéncia, ilustraremos alguns métodos de equalizacio adaptativa: os algoritmos
LMS (do inglés Least Mean Squares), RLS {do inglés Recursive Least Squares) e o de
Gauss-Newton.

Algoritmo LMS

O algoritmo LMS ¢é baseado no método do gradiente. O valor exato do gradiente de J (H}
é dado por Vg J = ~E(X(n)e*(n)). O algoritmo LMS usa uma estimativa para este valor
que consiste simplesmente em ignorar o operador esperanca no célculo do gradiente, de
forma que VyJ = —X(n)e "(n). Esta é a chamada estimativa instantinea da esperanca.
Assim, o algoritmo fica:

e(n) = a(n-§) —H(n) X(n) (2.16)
Hn+1) = Hn)+pX(n)e(n) (2.17)
Este método € também chamado método do gradiente estocdstico e é um dos mais populares

algoritmos adaptativos, pois apresenta um bom desempenho em situagies praticas, aliado
a uma notdvel simplicidade computacional.

Algoritmo RLS

Outro algoritmo importante, caracterizado por sua alta velocidade de convergéncia, ¢ o
RLS. Ao invés de estimar o gradiente da funcio custo, este algoritmo trabalha com uma
estimativa da prépria funcio custo. Assim, em cada instante de tempo n busca-se o vetor
de coeficientes H{n} que minimiza nio mais a esperanca estatistica do sinal de €rro, mas a
sua média temporal. Desta forma, o algoritmo RLS se baseia na funcio custo:

= Zw”"iﬁe(é,n)}Q. (2.18)
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O termo e(,n) indica a diferenca entre o valor desejado na safda do equalizador no
instante ¢ e seu valor real no mesmo instante, calculado usando o vetor de coeficientes
obtido no instante n. Em outras palavras, e(i,n) = a(i - 8) — H(n) X(i). Ou seja, a
cada instante n, £(n) indica a média temporal dos erros quadraticos como se todos os erros
tivessem sido obtidos com o uso dos mesmos coeficientes H (n). Conforme veremos, a cada
iteracdo o algoritmo RLS minimiza £(n). Assim, a cada iteracio teremos um vetor étimo
no sentido dos minimos quadrados.

O fator w < 1 é o chamado fator de esquecimento, cuja funcio ¢ dar um peso maior
para 0s erros mais recentes. A razio disto é que quanto menor o valor de 1, OU seja, quando
Imais o erro estiver no passado, menor o valor de w™™* e menor o peso de e(i,n) no calculo
de £{n}.

A fungdo custo &(n) caracteriza um problema de minimos quadrados ponderado, cuja
solugdo é dada por (cf. [8]):

H(n) = Rm%n)'f‘ﬂaz(n)v (2.19)

onde R(n) e fop{n) sio dados respectivamente por:

W't X () X (i) (2.20)

M-

R(n) =
1

fi

Wt a* (i — ) X(5). (2.21)

v

Faz{n) =

]

E interessante notar as semelhancas que estas equactes guardam com as de Wiener-Hopf.
A matriz R(n) pode ser vista como uma estimativa da matriz de autocorrelagio de z(n) (o
fator R nas equagtes de Wiener-Hopf)) e #,,(n) como uma estimativa da correlacdo cruzada
entre z(n) e a(n) (o fator r,; nas equacdes de Wiener-Hopf), onde, em ambos os casos, a
esperanca estatistica ¢ substituida por uma média temporal. Assim, o RLS pode ser visto
como um algoritmo que, a cada iteracdo, usa todas as informagoes disponiveis para estimar
as grandezas envolvidas nas equagdes de Wiener-Hopf.

Este algoritmo possui ainda mais uma propriedade interessante, conforme veremos
adiante: ele consegue evitar o cdiculo da inversa de R(n). A inversio de matrizes ¢ uma
operagao computacionalmente cara e instdvel, e evita-la possui um grande interesse pritico.
Isto é conseguido com o uso de um resultado importante de dlgebra matricial, o Lema de
Inversdo de Mutrizes:

Lema 2.1 Sejam A, B ¢ D matrizes definidas positivas e C' uma matriz tois que suas
dimensdes sejam compativeis com a igualdade

A=B+CDCH (2.22)
Intao, € verdade que

at=p-p7c(p 4o B o) R Bt (2.23)

Este lema permite que, no instante n, ao invés de calcularmos fi’,(n) e depois sua inversa,
calculemos diretamente B~*(n) a partir de seu valor no instante n — 1, R"Y(n —1). Para
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ver como isto é feito, primeiramente reescrevemos a definigio de R(n):

Tl
R(n) = X (n) X#(n) + 3w X (i) X7 (i) (2.24)

e

e notamos que o segundo termo do lado direito da equagdo acima, 07w X (1) X H (i) =
w R{n — 1).
Em seguida, fazemos as associacoes:

A = R(n)

B = wRn-1)
C = X(n)

D =1

Fazendo P(n) = R~!(n) e aplicando o lema de inversio de matrizes, obtemos:

P(n) = z (P(n o 1) —

” (2.25)

P(n— 1) X(n) X (n)? P(n —1)
w+ X(n)f Pln—1)X(n)

Usando mais algumas manipulagdes simples, obtemos a forma final do RLS (cf. [8]):

e(n) = aln—3)— H¥(n)X(n) {(2.26)

Uln} = P{n—1)X(n) (2.27)
1

k(n) = w+ X4 (n)U{n) (2.28)

G(n) = k{n)U(n) (2.29)

Pn) = %(P(n—l)wk(n)U(n)UH(n)) (2.30)

H(n) = H(n-1)+e"(n)Gn) (2.31)

onde definimos, para simplicidade de notagio, e(n) = e(n, n).

Algoritmo de Gauss-Newton

O algoritmo de Gauss-Newton é uma aproximacio estocéstica para o método de otimizacio
de Newton. Este método é semelhante ao do gradiente, mas a direcao de adaptagao leva
em conta a matriz Hessiana da funcio custo.

Seja S{n) a Hessiana de J(H). O método de Gauss-Newton ¢ dado por:

H(n+1) = H(n) ~ puSYn) Vgl (2.32)

A estimagdo do gradiente ja foi vista no método LMS. No caso do critério de Wiener, a
Hesslana ¢ a propria funcgio de autocorrelagio R{n), que pode ser estimada através de uma
média temporal:

n—1
Sn) =aX(n) X" (n)+a > (1) X)X (1), (2.33)
bE=3 ]
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O fator o funciona como um fator de esquecimento e vale, em geral, 1 — w. Observe a
semelhanca que esta equacio guarda com a equacio 2.24. De fato, o algoritmo RLS pode
ser visto como um caso especial do algoritmo de Gauss-Newton, onde nio se leva em conta
o fator @. Uma outra maneira de estabelecer este paralelo entre os algoritmos GN e RLS
¢ observarmos que o primeiro pode ser obtido a partir do segundo se no algoritmo RLS o
vetor de entrada X (n) for normalizado por um fator 1 /v/e. Fica mais uma vez evidente a
possibilidade de uma maior flexibilidade na escolha dos parametros do algoritmo GN.

A partir de 2.32 e usando o Lema de Inversio de Matrizes, obtemos o algoritmo de
Gauss-Newton:

e(n) = a(i—§8) - HY(n) X(n) (2.34)

Uln) = Pln—1)X(n) (2.35)
1

k(n) = w+a X8 {(n)U(n) (2.36)

G(n) = kin)U(n) (2.37)

P(n) = 7}} (Ptn 1) ~ ak(m) U(n) U (n)) (2.38)

H{n) = H{n-1)+ae*(n)P(n) X(n) (2.39)

Treinamento de Equalizadores

Da forma como foram apresentados, os algoritmos adaptativos apresentam um aparente
contra-senso, pois sua aplicagao envolve o conhecimento de {a(n)} para permitir a formacio
do erro e(n). Ora, para que {a(n)} seja conhecida no terminal de recepcio, é necessario
que o canal esteja equalizado. Para resolver este aparente paradoxo, a solucdo adotada na
pratica é dividir a adaptacao em dois periodos.

No primeiro, dito Periodo de Treinamento, transmite-se uma seqiiéncia pré-estabelecida,
chamada sequéncia de treinamento. Uma c6pia desta segiiéncia, chamada sequéncia de
referéncia, é gerada internamente no receptor, possibilitando o calculo de e(n}, que cha-
maremos de erro verdadeiro. O periodo de treinamento tem duracio suficiente para que o
algoritmo leve os coeficientes H(n) a um valor préximo a H?, de forma a abrir o olho do
canal.

Apds este periodo, comeca a transmissio efetiva dos bits de informacio. Entretanto, o
algoritmo adaptativo pode ndo convergir completamente durante o treinamento, ou ainda
o canal pode apresentar variagoes durante a transmissio. Desta forma, o algoritmo deve
continuar adaptando os coeficientes do equalizador mesmo durante a transmissio dos bits
de informacéo. Este segundo periodo de adaptacio é chamadoe Perfodo de Rusireio. Para
possibilitar o cdlculo do sinal de erro e(n) necessério aos algoritmos adaptativos, assume-se
que, apos o término do periodo de treinamento, o canal estd “suficientemente” equalizado,
de forma que a saida do dispositivo de decisio, @(n), pode ser considerada uma estimativa
bastante confidvel de a(n). O erro usado nos algoritmos adaptativos passa a ser dado por
g(n) = a(n) — a(n). Este erro é chamado erro de Decisdo Direta (DD) e, no periodo de
rastreio, diz-se que o equalizador est4 operando no modo de Decisio Direta.
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2.4 Equalizadores Cegos

O periodo de rastreio recebe este nome pois nele o algoritmo adaptativo consegue acompa-
nhar {rastrear) varia¢oes lentas do canal. Entretanto, canais altamente nio estacionarios.
como os de telefonia mével, apresentam variagoes muito velozes, impossiveis de serem acom-
panhadas pelo algoritmo funcionando no modo de decisio direta. Nestes casos, para garantir
a equalizagdo do canal, o treinamento deve ser feito periodicamente. No sistema GSM (sis-
tema europeu de telefonia moével), por exemplo, uma sequéncia de treinamento de 26 bits
¢ enviada dentro de cada quadro de 148 bits. No sistema D-AMPS americano, sdo 28 bits
de treinamento a cada quadro de 324.

Isto representa uma séria deficiéncia dos algoritmos classicos de equalizacio, pois a
transmissao da seqiiéncia de treinamento diminui a taxa de bits titeis e, conseqientemente, o
numero de usudrios que o sistema pode atender. Ainda citando os sistemas GSM e D-AMPS,
as taxas de bits titeis sdo, respectivamente, 82,43% e 91,83%. Para contornar este problema,
foram desenvolvidos algoritmos de adaptagio, chamados algoritmos cegos, que dispensam
0 uso da sequéncia de treinamento. Estes algoritmos levam aos chamados equalizadores
autodidatas ou equalizadores cegos. Obviamente, estes algoritmos ndo podem equalizar
o canal sem nenhuma informagio a respeito do sinal transmitido. Como as informagoes
estatisticas deste sinal sdo sempre conhecidas, é nelas que os algoritmos cegos se baseiam
para buscar a equalizagio do canal.

Conforme vimos anteriormente, os calculos para a obtencio do filtro de Wiener e os
algoritmos adaptativos que levam a ele usam as matrizes de autocorrelagio e de correlagao
cruzada, ou suas estimativas. Qu seja, eles se baseiam em momentos de segunda ordem
para equalizar o canal. Consideremos estes momentos, agora no contexto de equalizacio
cega. Assim, seja Sy.(w) a densidade espectral de poténcia do sinal transmitido {a(n)}, que
¢ dada pela transformada de Fourier da funcio de autocorrelacio de {a(n)} e, portanto,
baseia-se nas estatisticas de 2% ordem do sinal transmitido. Seja também F(w) a resposta
em frequéncia do canal. Vale, entdo, a igualdade:

Sea(w) = [F(w)]* Sgalw), (2.40)

onde Sy;(w) é a densidade espectral de poténcia do sinal recebido {z(n)}. Verificamos,
entao, que a estimagio de S;,(w) (e, portanto, o uso das estatisticas de 2% ordem do sinal
recebido) nos permite identificar o médulo da resposta em frequiéncia do canal.

Ora, para equalizar um canal devemos conhecer sua resposta em amplitude e em fase.
Em um sistema de fase minima®, a amplitude e a fase da resposta em frequéncia estao
biunivocamente relacionadas pelas transformadas de Hilbert (cf. [9]). Por outro lado, se o
canal nao for de fase minima, nao podemos determinar a fase de sua resposta em frequéncia
conhecendo apenas a sua amplitude. Ou seja, nio podemos equalizar cegamente wm canal de
fase ndo-minima usando apenas as estatisticas de 2% ordem do sinal recebido. E necessirio,
entao, usar as informacoes das estatisticas de ordem superior (EOS).

Isto nos leva a outra conclusdo: se o sinal transmitido for gaussiano e o canal nio for
de fase minima, ele ndo pode ser identificado por um algoritmo cego. Isto porque toda a
informacao estatistica de um sinal gaussiano estd contida nos seus dois primeiros momentos,

*Um sistema de fase minima é caracterizado por possuir todos os seus polos e zeros no interior da
circunferéncia de raio anitario
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Felizmente, na majoria dos casos, o sinal transmitido assume com igual probabilidade valores
dentro de uma constelagao de simbolos e possui, portanto, uma distribui¢do de probabilidade
uniforme.

Da mesma maneira que os algoritmos cldssicos de equalizacio, os algoritmos cegos devem
ser adaptativos. Conforme vimos, os algoritmos adaptativos surgem da aplicacio de um
método iterativo de otimizacio {gradiente, Gauss-Newton, etc.) na minimizacio de uma
fungao custo. Desta forma, o projeto de um equalizador cego envolve as seguintes etapas:

» Determinar a estrutura do equalizador (filtro FIR, 1IR, etc.).

e Achar alguma funcao custo associada aos coeficientes da estrutura e que nao dependa
do sinal transmitido, mas apenas de suas caracteristicas estatisticas. Esta, funcgio deve
refletir a intensidade da TES na saida do equalizador, de forma que os pardmetros do
equalizador associados ao ponto que a minimiza correspondam a uma boa abertura
do olho do canal.

s Escolha de um método iterativo para minimiza¢io desta funcio custo e determinacio
de sua aproximacio estocdstica.

Diferentes procedimentos nas etapas acima levam a diferentes técnicas de equalizacio.
Faremos aqui apenas uma referéncia as principais, dividindo-as em ETUPOS:

» Técnicas que fazem uso explicito das EOS ou de suas transformadas de Fourier, os
poliespectros. Apesar de apresentarem convergéncia global, estas técnicas precisam
estimar 0s momentos de ordem superior, aumentando muito sua complexidade compu-
tacional. Dois resultados importantes sio obtidos a partir do estudo destas téenicas:

— Em [10] estd provado que uma condicio suficiente para que o canal esteja equa-
lizado é que todos 0s momentos do sinal transmitido, a(n), e da saida do equa-
lizador, a/(n), sejam iguais.

= Uma condigéio necessdria e suficiente para que o canal esteja equalizado é que

(cf. [11]):

E(!alz) = E(1a’|2) (2.41)
K(a)] = |K(d')],

onde K(a) = B (la]*) — 2E* (|af?) - |E (|a/?)]? ¢ a chamada curtose de q.

¢ Técnicas cicloestaciondrias, que se baseiam na amostragem do sinal analdgico recebido
a uma taxa maior que a de transmissao. Estas técnicas usam apenas os momentos
de segunda ordem do sinal super-amostrado e, portanto, permitemn equalizar canais
quando o sinal transmitide for gaussiano.

* As técnicas ditas de Bussgang, que fazem uso indireto das EOS. Devido & sua im-
porténcia, elas serdo discutidas separadamente a seguir.

» Técnicas baseadas na teoria de predicio linear. Estas técnicas compoem o tema desta
tese e também serdo discutidas separadamente, na préxima secéo.
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2.4.1 Técnicas de Bussgang

Conforme vimos, o cilculo da diregio de adaptacio no algoritmo LMS cldssico usa o sinal
de erro e(n), e o cilculo deste erro pressupde o conhecimento do sinal transmitido. Isto
impossibilita o uso deste algoritmo no contexto de equalizagdo cega. Por outro lado, se
alguma estimativa do sinal transmitido puder ser feita, o sinal de erro poders ser calculado,
através da substituiciio do sinal transmitido por esta estimativa. E esta a motivacido das
técnicas de Bussgang: tentar usar algoritmos como o LMS no contexto de equalizacio
cega. Para contornar a falta da sequéncia de treinamento, estas técnicas tentam, de alguma
maneira, estimar o simbolo transmitido a partir das saidas do equalizador. Em geral, esta
estimativa ¢ sem meméria, de forma que s6 o 1iltimo valor de a’(n) é usado. O sinal de erro
necessdrio para o algoritmo LMS ¢ formado pela diferenca entre a saida do equalizador e a
estimativa do simbolo transmitido. Denotemos por I' a funcio que realiza esta estimacao.
As técnicas de Bussgang usam o LMS, simplesmente substituindo e(n) por ¥(a/(n)) =
@/(n) — T{a/(n))

O algoritmo de Bussgang propriamente dito tenta estimar o simbolo transmitido através
de um estimador de méxima verossimilhanca. Outras escothas da funcio I' determinam
diferentes métodos com diferentes caracteristicas (cf. [12]). Entre outros, podemos citar os
de Sato (13], Godard [14] e Stop-and-Go [15]. Em todas estas técnicas, a escolha da fungio
I' é tal que a saida do equalizador satisfaz a condicio de Bussgang, dada por:

E(d'(n) ' (n+ m)) = E (a(n) T(a'(n + m))) (2.42)

para algum valor de m. E por esta razio que elas sdo conhecidas como técnicas de Bussgang.

Observe que quando os algoritmos cldssicos estio no modo de decisio direta eles estdo,
na realidade, executando um algoritmo do tipo Bussgang, onde a estimacio de simbolo
transmitido é feita pela simples quantizacio da saida do equalizador e a funcao ' é im-
plementada pelo dispositivo de decisio. O algoritmo de decisdo direta & uma técnica de
Bussgang simples e de ripida convergéncia. Entretanto, sua convergéncia é garantida ape-
nas quando sua condicao inicial ji abre o olho do canal (cf. [16]).

Outro ponto a ressaltar é que o estimador do simbolo transmitido tem que ser nio
linear. Conforme vimos, os algoritmos de Bussgang sdo simplesmente uma versio dos
algoritmos adaptativos cldssicos que substituem e{n) = a(n — §) — o (n} por ¥{a'(n)) =
I'{a’(n)) —a'(n). Sabemos também que os algoritmos cldssicos convergem para o minimo de
J(H) = E{|e(n}|?). Portanto, os algoritmos de Bussgang devem convergir para o minimo
da fung¢io custo

J(H)=E (E@{a’(n))]z) . (2.43)

Ora, se I' é uma fungdo linear, é facil ver que J(H) envolve apenas as estatisticas de 27
ordem do sinal. Entretanto, sabemos que a estimacio cega do filtro inverso do canal deve
usar as KOS e, portanto, o uso de uma estimativa linear é invigvel.

Por outro lado, assumindo que ¥ é uma funcio nao linear de o (n), a série de Taylor
de [¥(a’(n)){? possui componentes de ordem maior ou igual a dois, de forma que podemos
escrever

J(H}=E (cla'(n) + cpa' (n)? + caa’ (n)® + cud (n): + - ) , (2.44)

onde ¢; é 0 i*™ componente da expansio em série de Taylor de [¥(a'(n)}i?. Devido &
linearidade do operador esperanca, fica claro que J(H) é uma soma, ponderado por ¢;, de
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vérios momentos de a’(n). E por isto que se diz que as técnicas de Bussgang fazem uso
indireto das estatisticas de ordem superior.

Em {10] estd provado que os algoritmos de Bussgang sdo globalmente convergentes, desde
que o comprimento do equalizador seja infinito. Em situagoes préticas, onde equalizadores
de comprimento infinito ndo sio realizdveis, os algoritmos de Bussgang podem apresentar
minimos locais, pois a fungdo custo envolvida nio é convexa. Apesar disto, as técnicas de
Bussgang sao largamente usadas na préitica.

Algoritmo de Godard

Apresentaremos aqui aquela que ¢ talvez a mais popular técnica de equalizacio cega, o
algoritmo de Godard (cf. [14]). Este algoritmo é baseado na funcio custo

Jo(H) = %E (0P~ Bf?), p=1.2,... (2.45)
e 5 Blla(m) .0
" E(am)p) '

A minimizacdo de Jg{H) pode ser vista como uma tentativa de minimizar a distdncia
média entre a p®*™¢ poténcia do médulo de o (n) e a circunferéncia de raio R,. Note que
R, pode ser visto como o “raio médio” da constelagao transmitida. Em outras palavras,
o algoritmo de Godard tenta manter constante o médulo da saida do equalizador. Por
esta razao, este algoritmo também ¢ conhecido por Algoritmo de Mddulo Constante (CMA,
do inglés Constant Modulus Algorithm). Aparentemente, esta funcio custo s6 faz sentido
quando a seqiifncia transmitida também tem médulo constante, como nas modulagées 4-
QAM e 2-PAM. Entretanto, este algoritmo se mostra eficiente na equalizag¢do de uma classe
mais abrangente de constelagdes. Em sua versio mais usada, p =2 e o algoritmo fica

Hin+1) = H(n) - p (Jd () - Ry) d'(n) X(n). (2.47)

2.5 Técnicas Preditivas

Apesar de sua popularidade, as técnicas de Bussgang apresentam algumas desvantagens.
Uma delas, ja mencionada, é a possivel existéncia de minimos locais. Ou seja, 0s equali-
zadores baseados nas técnicas de Bussgang podem convergir para um valor que nio leva &
equalizagiio do canal.

Outra desvantagem se refere a estrutura de filtragem usada por estas técnicas, os fil-
tros FIR. Apesar dos filtros FIR levarem a algoritmos simples, os equalizadores baseados
nestes filtros possuem um desempenho que se degrada A medida que os zeros da fungio de
transferéncia do canal se aproximam da Circunferéncia de Raio Unitdrio (CRU) (cf. [4, 5)).
Para canais com zeros préximos 4 CRU, outras estruturas, como o DFE, possuem melhor
desempenho.

As técnicas preditivas se propdem a solucionar estes problemas, bem como fornecer uma
nova abordagem para o problema da equalizacio cega. Elas sdo baseadas na teoria da
predicdo e retropredicio linear. Os preditores lineares sio filtros que tentam, a partir das
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ultimas I amostras do siral na sua entrada, prever a amnostra seguinte. De maneira andloga,
um retropreditor linear é um filtro que tenta, a partir das dltimas N amostras do sinal na
sua entrada, “prever” (talvez “recordar” fosse um termo mais apropriado) a amostra no
instante n — N. Assim, seja z(n) um sinal qualquer a ser predito, B e (' os vetores de
coeficientes de um retropreditor FIR e de um preditor FIR, respectivamente. Suas saidas
r(n) e p(n), respectivamente, sio dadas por

r(n) = BY Xgp(n) (2.48)
p(n) = CHXp(n-1), (2.49)
onde
Xr(n) = [s(n),...,z(n -~ N +1)]T (2.50)
Xp(n—-1) = [zn~1),...,a(n—L)]T. (2.51)

O objetivo do preditor é fazer de p(n) a melhor estimativa possivel de z(n) enquanto que
o do retropreditor é fazer de r(n) a melhor estimativa possivel de z{n — N). Observe que
p{n) s6 usa os valores de z até o instante n — 1, enquanto r{n) s6 usa valores de z a partir
den— N+ 1,

Estes filtros estdao detalhadamente descritos em (8, 17]. Nestas referéncias, desenvolvem-
se algoritmos adaptativos para os preditores, e demonstra-se que os erros de predicio, dados
por z(n) — p(n), no caso do preditor, e por z(n — N) — r(n), no caso do retropreditor,
tendem a ser sinais descorrelacionados. Ou seja, os filtros cuja saida ¢ o erro de predicio,
chamados filtros de erro de predicio, sio filtros branqueadores. Como assumimos que o sinal
transmitido {a(n}} é i.id. (independente e identicamente distibuido, ou seja, branco), a
saida do equalizador também deve sé-lo. Assim, a propriedade de branqueamento é exigida.
dos equalizadores, daf o interesse nos filtros de erro de predicdo. Na seqiiéncia, abusaremos
da linguagem e usaremos o termo preditor para nos referirmos indistintamente aos preditores
e aos filtros de erro de predicio.

Uma outra propriedade importante destes filtros é que os preditores correspodem a filtros
de fase minima enquanto os retropreditores correspondem a filtros de fase maxima?, e que
estes sao tnicos. Imagine, entdo, um canal de fase minima pelo qual serd transmitida uma
seqiiéncia {a(n)} branca. O filtro inverso deste canal, o equalizador, deve, a partir da saida
do canal, gerar um sinal igualmente branco em sua saida. Mais ainda, este fltro também
deve ser de fase minima. Ora, um filtro de fase minima com saida branca caracteriza um
filtro de erro de predicio, e como os preditores sio tnicos, podemos dizer que o equalizador
de um canal de fase minima corresponde ao preditor da saida do canal. O algoritmo de
adaptagdo de um preditor ¢ dado por

en) = (n) - p(n) (2.52)
Cln+1) = Cln)+uXpn—1)e*(n) (2.53)

& ndo envolve nenhuma informaciio sobre o sinal transmitido. Assim, a predicao linear pode
ser considerada uma técnica de equalizagio cega para canais de fase minima.

*Um sistema de fase mdxima é caracterizado por possuir todos os seus polos e zeros no exterior da
circunferéncia de raio unitdrio. Obviamente, wm sistema de fase maxima 80 & estdve] e causal se ndo possuir
polos.
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Restam algumas consideragdes sobre o uso de preditores lineares como equalizadores
cegos de canais de fase minima. Em primeiro lugar, um filtro de erro de predicio nao é
capaz de combater ganhos de poténcia e fase introduzidos pelo canal, sendo necessdrio, para
isso, o uso de wm CAG na saida do filtro.

Além disso, assume-se, em geral, que um canal de telecomunicacdes possui apenas zeros,
de forma que o equalizador ideal deve possuir apenas polos. Assim, o uso de filtros FIR
fornece apenas uma solugdo aproximada para o problema de equalizacdo. A solucio exata
envolve o uso de filtros IIR (do inglés Infinite Impulse Response). Um filtro IIR é caracte-
rizado pela presenca de realimentacoes e, consequentemente, de polos. A figura 2.4 mostra
o esquema de um preditor IIR.

z(n) e(n)
+/_§':\-
OENCINCING
z—-l s z-—-l z-—i
e(n— L) e(n— L+1) efn —2) eln—1}
Figura 2.4: Filtro de Erro de Predigio IIR
O erro de predigdo deste filtro ¢ dado por:
e(n) = z(n) — C# E(n - 1), (2.54)
onde E(n — 1) = [e{n —1),...,e{n — L)]. Observe que este filtro tenta estimar z(n) a

partir do vetor E(n — 1), que ndo possui nenhuma informagio sobre z(n). Assim, ele
também funciona como um preditor. Os preditores IIR serdo preferidos aos FIR devido
a sua capacidade de inverter perfeitamente um canal que apresente apenas zeros, 0 que
corresponde a0 modelo mals usual para os canais de telecomunicacoes.

De maneira andloga ao preditor, um retropreditor pode ser usado como equalizador cego
de um canal de fase mixima. Note que tanto o canal quanto o retropreditor sdo sisternas
de fase mdxima, de forma que, para serem causais e estdveis, ndo podem apresentar polos.
Conseqiientemente, um retropreditor ndo pode ser implementado como um filiro IIR ¢ a
equalizacao neste caso ndo pode ser exata.

Na pratica, os canais de comunicacdes sio de fase mista, apresentando polos e zeros
dentro e fora de CRU. Assim, o uso isolado de preditores e retropreditores nao é suficiente
para equalizar o canal. Na seqgiiéncia, veremos duas técnicas de equalizacio cega para canais
de fase mista usando principios de predicio linear. Ambas foram desenvolvidas em [3L

2.5.1 Predigao e Retropredigio

Conforme vimos, a maioria dos canais de telecomunicaces ¢ de fase mista, apresentando
zeros no interior e no exterior da circunferéncia de raio unitério, e nio pode ser equalizado
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com o uso isolado de um preditor ou de um retropreditor. Entretanto, sabemos que todo
sistema linear pode ser decomposto como uma cascata de um sistema de fase minima e um
de fase maxima (cf. {9]). Surge entdo, a idéia de usar uma cascata de um retropreditor e de
um preditor para tentar equalizar um canal genérico. O preditor equalizaria a parte de fase
minima do canal e o retropreditor se encarregaria da parte de fase maxima. Este esquema
estd mostrado na figura 2.5

Figura 2.5: Equalizador Baseado em um Retropreditor e um Preditor

A definicio de um critério a ser minimizado nas adaptagoes dos coeficientes deste equa-
lizador buscou levar em conta a simplicidade. Sabe-se que o equalizador deve branquear o
sinal na sua saida, e que a minimizacio do erro de predigio leva a este branqueamento. As-
sim, o erro de predicdo deve ser considerado na formacio da funcado custo. Sabe-se também
que o equalizador funcionando no modo de decisio direta converge para a solucdo dtima a
partir de uma condigdo de olho aberto. Ou seja, o erro DD também pode ser levado em
considera¢do no cdlculo da fungéo custo. Desta forma, optou-se por uma funcdo custo que
leva em conta apenas dois erros quadraticos médios: o erro de predigao {e{n)) e o de decisao
direta (e{(n)), o que colabora para a simplicidade dos algoritmos associados & estrutura.

Estes dois erros devem ser combinados de alguma forma na defini¢do da funcio custo.
Ora, se o erro de decisdo direta for muito grande, a probabilidade de que o simbolo decidido
esteja correto e, portanto, que o olho do canal esteja aberto, é baixa. Nesta condicio,
deve-se dar um maior peso ao critério de branqueamento (minimizar o erro de predicio),
deixando de lado o erro de decisio direta. A medida que o erro de decisdo direta diminui,
0 olho do canal se abre. Nesta cirscuntdncia, a minimizacio do critério DD ja pode levar 4
equalizagao do canal, e o erro de decisiio direta deve passar a ter uma maior participacio
na formacdo da fungio custo. Com base neste ractocinio, define-se o seguinte critério de
minimizacao:

Jo(H) = a¥* Jp(H) + (1 - o) J.(H), (2.55)

onde Jp(H} ¢é a funcdo custo associada ao ecritério de branqueamento:
Tp(H) =B le(m)?) (2.56)
J-(H) é a fungio custo associada ao critério de decisio direta:

Jo(H) = E (1e*) (2.57)
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e a constante v est4 presenie para assegurar a homogeneidade do critério.

O fator e é o responsavel pela transicio entre o critério de branqueamento e o de
decisao direta. Seu valor deve variar entre 0 e 1, sendo proximo de 1 quando o critério
de branqueamento merecer um maior peso e préximo de 0 quando maior peso for dado ao
critério de decisdo direta. Assim, quando o erro de decisio direta for grande, o deve ser
proximo de 1, diminuindo & medida que e(n) diminui. Define-se entio:

0y, = tanh ([5(1@)[2) . {2.58)

Em (3] estdo apresentadas as equacdes para adaptagao dos coeficientes dos preditores e
do ganho complexo, bem como estd demonstrada a unimodalidade deste critério. Resultados
de simulacgio mostram que esta técnica consegue equalizar canais para os quais as técnicas
de Bussgang falham. Além disto, sua velocidade de convergéncia mostrou-se superior 4 dos
algoritmos de Bussgang e dos que usam diretamente as FEOS.

Uma desvantagem desta técnica é sua incapacidade de equalizar canais com nulos es-
pectrais. Sabe-se que, nestes casos, alguma nfio linearidade deve ser introduzida pelo equa-
lizador, o que é feito em geral pelo uso de uma estrutura realimentada por decisdo, o DFE
(cf. [4, 5]). Uma possivel solugio para este problema ¢ a introdugio do quantizador na ma-
lha de decisdo do preditor na figura 2.5, tornando a estrutura semelhante 3 de um DFE. O
desempenhe do equalizador, neste caso, fica muito ligado & corregdo dos simbolos decididos
e, por isto, é pior do que o esquema original mesmo em situacoes de nulos espectrais. Na
sequiéncia, apresentaremos uma outra técnica preditiva que contorna este problema.

2.5.2 Equalizacao de Magnitude e Fase

Esta técnica de equalizagio baseia-se no uso de filtros passa-tudo (cf, [9]). Um sistema
passa-tudo € caracterizado pelo fato de que o médulo de sua resposta em frequéncia é
constante e igual a 1. Sua fungio de transferéncia é dada por:
— L * , — L4
02 P+ ki

H =g’ P 2.59
(2) T+ YL, b (2.59)

Assumiremos, como sempre, que o sinal transmitido a(n) seja branco. Ou seja, seu
espectro de poténcia ¢ plano. Conforme vimos, a saida de um preditor também é branca.
Assim, se colocarmos um preditor na saida do canal, o médulo da resposta em freqgiiéncia
da saida do preditor € igual ao do sinal transmitido e estes sinais s6 diferem pela fase de
suas respostas em freqiiéncia. Para tentar recuperar o sinal transmitido, poderiamos, entéo,
passar o sinal que sai do preditor por um filtro que néo altere sua resposta em amplitude (que
jé tem a forma correta), mas corrija sua resposta em fase. Ora, filtros passa-tudo possuem
Justamente a caracteristica de ndo alterar a resposta em magnitude do sinal em sua entrada.
Podemos peusar, assim, em um equalizador composto pela cascata de um preditor linear,
que pode ser visto como um equalizador de magnitude, e de um filtro passa-tudo, que pode
ser visto como um equalizador de fase. Seu funcionamento pode ser melhor compreendido
quando consideramos a decomposigio do canal como um sistema de fase minima em cascata
com um sistema passa-tudo. Desta forma, a parte de fase minima do canal seria compensada
pelo preditor linear enquanto sua parte passa-tudo seria compensada pelo equalizador de
fase.
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A estrutura do equalizador proposto esta mostrada na figura 2.6. Note que, nesta figura,
o dispositivo de decisdo estd introduzido na malha de realimentacao do passa-tudo. Como
isto torna o passa-tudo muito semelhante a um DFE, J4 estamos prevendo a aplicacio deste
equalizador em canais com nulos espectrais severos.

................................

T T
ZC,‘ZEE

Figura 2.6: Equalizadores de Magnitude e Fase em Cascata

Uma propriedade interessante desta estrutura é que os pardmetros do preditor e do
filtro passa-tudo podem ser adaptados de maneira independente. Ao preditor, cabe apenas
branquear o sinal transmitido. Desta forma, seus parimetros sio adaptados de forma
a minimizar a média quadrética do erro de predicio, e o algoritmo de adaptacio LMS
resultante é dado por:

C(n) = Cln — 1)+ pp(n) P*(n — 1), (2.60)

onde C = [eg,...,cr]T é o vetor de coeficientes do preditor IR e Pln — 1} = Ip(n -
1)y...,p(n— L)

Note que, da mesma forma que no equalizador baseado na predicdo e retropredicio, o
ganho do preditor linear e do passa-tudo é fixo. Desta formna, para possibilitar a equalizacio
de um canal genérico, adota-se um CAG em cascata com o preditor. O CAG busca igualar
a energia do sinal na saida do preditor com a do sinal transmitido. Assim, seu algoritmo
de adaptagéo fica

G(n) Gln—1)+ (B (]a(n)]z) ~ ls(n)?) (2.61)

o) = JGn) (2.62)

Para a adaptacio do equalizador de fase, devemos escolher um critério a ser otimizado.
Felizmente, o critério mais evidente apresenta um étimo desempenho. Simulacdes deste
equalizador utilizando um simples critério de decisio direta (minimizar .J (H) = E(je(n)*))
mostraram uma Gtima velocidade de convergéncia desta estrutura, além de uma capacidade
de equalizar mesmo canais com profundos nulos espectrais. Além disso, utilizando-se certas
hip6teses simplificadoras, prova-se que este é um critério unimodal (cf. {3]). O algoritmo
LMS que leva & minimizagao deste critério é dado por

Gn) = ()M s(n— N +4) —e(n)a(n - j) (2.63)
H(n+1) = H(n)-~rZ(n), (2.64)
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Vamos desenvolver agora uma seqiiéncia de raciocinio que nos levara ao algoritmo RLS
para o equalizador de fase. Esta seqiiéncia é muito semelhante aquela seguida na deducdo
do RLS classico. Inicialmente, observe que a equacio 3.18 pode ser reescrita como

Rin)=wRn-1)+Y(n) Y (n). (3.20)

Podemos agora aplicar o Lema de Inversiao de Matrizes apresentado no capitulo anterior.
Consideremos, entdo

= R(n)
wR(n —1)
Yi{n)

- I

I

[ ER G N
fi

onde I corresponde 4 matriz identidade de ordem 2. Em seguida, definimos

A™Y = P(n) = R™'(n) (3.21)
BTC (D+07B70) = K(m) = Pln—1)Yn) (wh+YT(w) Pln 1) Y (m))
(3.22)

Assim, aplicando o lema de inversdo de matrizes 3 equacao 3.20, chegamos, finalmente, a
uma recursdo para P(n) = R™1{n):

Pn)=w ' Pln—1) —w  K(n) YT (n) P(n — 1). (3.23)

Esta recursdo corresponde a uma das equacdes do algoritmo RLS. Resta agora determinar
uma recursao para o vetor de coeficientes.

Para isto, precisaremos usar uma propriedade importante do vetor K (n}, que serd obtida
agora. Assim, multiplicando ambos os lados de 3.22 por (w L+ YT (n)P{n—1) Y(n)),
concluimos que

K(n) (why + YT (n)P(n - l)Y(n)) = P(n— 1)Y (n) (3.24)
e, portanto, que

K(n) = w ' Pln-1Y(n) —w ' Kn)YT (n)P(n — 1)Y (n)
= (w*lP(n - 1) - w ' Km)YT (n)Pn 1)) Y(n)

Ora, o primeiro termo do lado direito da equacio acima corresponde & recursdao para P(n)
obtida na equagiio 3.23. Assim, concluimos que

K(n) = P(n)Y(n) (3.25)
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onde H = [h1,...,hy]" ¢ o vetor de coeficientes do equalizador de fase e = = €. 68T
é um vetor auxiliar.

Observe que na definicio de um fltro passa-tudo dada pela equagdo 2.59 existe um
ganho de fase #. Este ganho estd associado 4 fase da portadora do sinal e também deve
ser adaptado, de forma a evitar erros de decisdo direta muito elevados. O algoritmo de
adapta¢ao do ajuste de fase 6{n) ¢ dado por

B(n+1) = Hn) + 53 (n) r(n)), (2.65)

onde § indica a parte imagindria.

2.6 Conclusao

Concluimos assim este capitulo introdutério ao problema de equalizagio cega.

Inicialmente, apresentamos os sistemas de transmissio digital, mostrando suas carac-
teristicas principais e explicando o problema da Interferéncia Inter-Simboélica. Em seguida,
mostramos que a IES pode ser pode ser vista como uma conseqiiéncia de uma filtragem
linear.

Com isto em vista, uma maneira de combater a TES consiste em usar um filtro inverso
ao que causa esta interferéncia. Este filtro ¢ chamado equalizador. Mostramos que 08
equalizadores sao filtros digitais cujos coeficientes minimizam alguma funcio custo associada
& IES na saida do equalizador. Vimos também que a aplicacio de métodos iterativos de
minimizacao levam as técnicas adaptativas.

Em seguida, mostramos que as técnicas adaptativas cldssicas necessitam de uma seqiién-
cia de treinamento, o que diminui a eficiéncia do sistema. Para contornar este problema,
apresentamos as técnicas de equalizacho cega. Mostramos algumas propriedades destas
técnicas e discutimos os mais populares algoritmos de equalizagio cega, o0s algoritmos de
Bussgang.

Finalmente, apresentamos as técnicas preditivas de equalizagdo cega. Mostramos ini-
cialmente alguns principios de predicio linear que motivaram o desenvolvimento destas
técnicas. Apresentamos, em seguida, os equalizadores por predicdo e retropredicdo e os
equalizadores de magnitude e fase, duas estruturas de equalizacio baseadas em técnicas
preditivas. Discutimos com maior profundidade os equalizadores de magnitude e fase, por
se tratarem da mais eficiente estrutura de equalizacio cega baseada em técnicas preditivas.
No contexto desta tese, esta ¢ a seciio mais importante deste capitulo. Na seqiiéncia, de-
senvolveremos novos algoritmos para os equalizadores de magnitude e fase, e estudaremos
seu desempenho.



Capitulo 3

Novos Algoritmos para Técnicas
Preditivas

No capitulo anterior, apresentamos uma estrutura de equalizacio cega baseada na cascata
de equalizadores de magnitude e fase, mostrada na figura 2.6. Apresentamos também algo-
ritmos de adaptacio para os coeficientes desta estrutura. Os algoritmos apresentados foram
obtidos a partir da aplicagao do método do gradiente estocdstico, discutido na se¢io 2.3.1,
& minimizacdo das fungdes custo associadas & referida estrutura. A proposta do presente
capitulo ¢ aplicar as outras técnicas de otimizagio apresentadas na secio 2.3.1, os métodos
RLS e GN, na minimizacdo destas fungdes custo. Assim, na secio 1 desenvolveremos al-
goritmos RLS para adaptacdo dos coeficientes dos equalizadores de magnitude e fase. Na
secdo 2, desenvolveremos algoritmos GN para estas estruturas.

3.1 Os Algoritmos RLS

Apresentaremos nesta secfo o desenvolvimento dos algoritmos RLS para a adaptacio dos
coeficientes dos equalizadores de magnitude e fase. O desenvolvimento destes algoritmos é
baseado na equacdo 2.18, onde se define a fungio custo a ser minimizada nos algoritmos
RLS. Quando comparamos a fungio custo dos algoritmos RLS com a do LMS, vemos que o
RLS busca minimizar a média temporal do sinal de erro, enquanto o LMS busca minimizar
sua esperanca estatistica (ver se¢do 2.3.1). Conforme vimos, para a estrutura de equalizacio
em questao, busca-se minimizar duas funcdes custo: wma baseada no erro de predicio, no
caso do preditor IIR, e a outra baseada no erro de decisio direta, no caso de equalizador
de fase e do ajuste de fase (0).

Inicialmente, vamos desenvolver os algoritmos RLS para o equalizador de fase e 0 ajuste
de fase. Os algoritmos LMS desenvolvidos anteriormente para estas estruturas buscavam
minimizar o erro DD quadratico médio, J(H) = E {|Je(n)]*}. Assim, os algoritmos RLS
devem buscar valores dos parAmetros H do equalizador de fase e do parametro 6 que mini-
mizem

7L

Epp(n) = Zw”_i lei,n)]2. (3.1)

=1

26
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O erro de decisdo direta ¢(4,n) é dado por
e(t,n} = y{i,n) — afs), (3.2)

onde y(7,n) é o valor do sinal na entrada do dispositivo de decisio obtido a partir das
entradas presentes no instante i, mas supondo o uso dos parametros H e & calculados no
instante n.

3.1.1 Equalizador de Fase

Da figura 2.6, podemos escrever vetorialmente y(7,n) como

y(iyn) = s(i— L) e’ + H¥ (n) $(i) — HT (n) A(i), (3.3)
onde

H(n) = [hi(n) ... Ar(n)]”

Al) = @i—1 ... ati - L))" (3.4)

S(@) = Us(i—L+1)s(i~L+2) ... s(i)F

830, respectivamente, o vetor de coeficientes do equalizador de fase, o vetor com as dltimas L
saidas do dispositivo de decisio e o vetor de entrada do equalizador de fase, ja considerando
o ajuste de fase 8.

Observe que, na equagio 3.3, aparecem tanto o vetor de coeficientes quanto o seu conju-
gado. Matematicamente, problemas desta forma sio tratados através da decomposicao das
varidveis envolvidas em sua parte real e imaginiria. Usaremos respectivamente os {ndices
# € g para denotar estas partes. Assim, £(i,n) = y(i,n) ~ d{?) pode ser escrito como:

eliyn) = (i = L)/ + (H(n) - jHL () S() — (HE(n) + 5HE(n)) AG) ~ a6). (3.5)

O termo s(i—L) e/% —a(i) nio depende do vetor de coeficientes e, portanto, ndo influenciz
o processo de minimizacdo. Desta forma, definiremos uma varigvel independente

d(i) = a(i) — s(i — L) /%, (3.6)

Definindo também

H(n) = { gifgz; } e V(i) = [ mfs(ﬁ-)iﬁ(f}m } : (3.7)

podemos reescrever a equacao 3.5 como
eli,n) = HT (n) Y(i) — d(i) = V()T H(n) - d(i). (3.8)

Lembrando que l£(n}|? = e(n) e*(n), o critério a ser minimizado (equagao 3.1) pode ser
escrito como
ki

Eon(n) = 3w [l — d*(6) V7 (i) Mn) = dfi) Y 5) Mm) + HT () Y)Y () ()]
i==1
(3.9)
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Os termos d* (1) Y7 (i) H(n) e d(&) Y (i) H(n) sdo complexos conjugados, de forma que
d* () Y7 (i) H(n) + d(5) Y7 (i) H(n) = 2R{d* (i) V(i) } H, (3.10)

que € um valor real.
Além disso, ¢ facil verificar que

V() YH (i) = Ya(i) V() + Yali) Y5 (). (3.11)
Se definirmos
Y{i) = [Vn(i) Yali)] (3.12)
teremos, entao,
YY) =Y (@ YT, (3.13)

gue também ¢ um valor real.
Substituindo estes resultados na equacio 3.9, chegamos finalmente a
T

Epp(n) = 3w [lAE) — 2R{d" () YO} Hin) + H () Y () YT () Hm)] . (3.19)

=1

Os vetores V(i) e Y (i) na equacio acima envolvem valores de a(t). Estes valores cor-
respondem & quantizagdo da saida do filtro passa-tudo e sao, portanto, funcao de seus
coeficientes. Levar esta dependéncia em consideragao no processo de otimizagio implica-
ria em nao-linearidades que tornariam os cileulos impraticdveis. Entretanto, os valores de
a(2) sdo constantes salvo em um ndmero finito de pontos correspondentes aos limiares de
decisdo. Como a probabilidade de y(i), & entrada do dispositivo de decisdo, assumir algum
destes valores é nula, podemos considerar que:

0a(i)

Oh;
Em outras palavras, podemos considerar que os simbolos decididos nio dependem do valor
dos coeficientes do equalizador. Note que esta mesma hipdtese é feita na dedugiio dos
algoritmos LMS e RLS para um DFE (cf. [4, 5)).

Usando a hipdtese acima, concluimos que os vetores V(i) e Y'(i) nio dependem de H.
Assim, temos que a equagdo 3.14 corresponde a uma espécia de forma quadratica em H,
que é wmn vetor de coeficientes de valores reais. Seu gradiente pode ser facilmente calculado
e chegamos, finalmente, a

= 0, (3.15)

VuEppln) = i w [2 Y (&) YT () Hn) — 2R{d" () y(z‘)}] : (3.16)

i=1

O valor de H(n) que minimiza Epp(n) satisfaz V4 Ep p{n) = 0, e deve, portanto, satisfazer

Rin) H(n}) = b{n) = H(n) = R™{n) b(n) (3.17)
onde definimos
R(n) = Y wy@)v7Q) (3.18)

(231
b(n) = Y w'TUR{d*(i) Y(i)}. (3.19)

iz==]
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Podemos agora obter a recursdo para H(n). Para comegar, notemos que a equacio 3.19
pode ser reescrita como
bin) = whln — 1)+ Re{d*(n)Y(n)

(n}}
= wb(n ~ 1) + dp(n)Vr(n) + da(n)Ve(n)
)
)

|

Podemos ento aplicar a recursio acima & equacio 3.17, de forma a escrever

7

= wbin—-1)+Y(n) [ jﬁgn

H(n) = P(n)b(n)

= wP(R)b(n ~1) + P(n) Y (n) { ol J |

Mas £(n) Y(n) = K{n). Usando este fato e a recursiao para P(n) obtida em 3.23,temos que

e = e |

= w (w—l Pn—1) - w K(n) YT(n) P(n — 1)) b{n —1) + K(n) I: zig:; :l

= Pln-1)b(n~1) - K(n)YT(n) P(n - 1) b(n — 1) + K(n) { ﬁigﬂ } '

Observe que P(n —1)b(n — 1) = H{n — 1). Assim,

dg(n)

Yr(n) Hin — 1) — dp(n)
Yy(n)Hn —1) —dg(n) |’

Hin) = H(n-1) - K(n) YT(n) Hin — 1) + K(n) { dg(n) }
= H{n-1) - K(n) [

Finalmente, podemos nos referir & equagio 3.8 e notar que Yp(r)H(n — 1) — dgin) e
Yg(n)H{n ~ 1) — dg(n) correspondem, respectivamente, s partes reais e imagindrias do
erro de decisio direta observado no instante n. e(n,n). Por comodidade, denotaremos
g(n,n) simplesmente por z{n). Assim, chegamos finalmente a uma recursio pata H(n):

ex(n)
Hin) =H{n—-1) - K(n . 3.26
(n) = H(n — 1) (}{5‘3(”)} (3.26)
Este algoritmo estd resumido na tabela 3.1. Nela, foi introduzida uma matriz auxiliar
U(n) = P(n ~ 1)Y(n). Isto nos permite usar a simetria de P(n} e reduzir um pouco o
esforgo computacional do algoritmo, eliminando a necessidade de calcular, em operagoes
distintas, os produtos P(n — 1) Y (n) e Y7 (n) P(n — 1), pois um é o transposto do outro.
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Disponive! no instante n
Pln— 1), H{n — 1), Y(n), Y(n) e d(n)
Célculos
e(n) = H (n - 1) Y(n) — d{n}
Ulny=Pln—-1)Y(n)
k(n) = (wl + YT(n) Un))™’
=2 (P(n~1) ~Uln) k(n) UT(n J

Tabela 3.1: Algoritmo RLS para o Filtro Passa-Tudo

3.1.2 Ajuste de Fase

Os cdlculos envolvendo a dedugio de um algoritmo RLS para o ajuste de fase () sao bem
mals simples que os apresentados na seciio anterior. Inicialmente, devemos definir

2(i) = r(i)e™ %, (3.27)

onde 7(i) é o sinal na saida do ajuste de fase mostrado na figura 2.6. Observe que a
definicao acima executa a operacio inversa 3 passagem do sinal pelo ajuste de fase. Assim,
z(¢) corresponde ao sinal na entrada do ajuste de fase e, portanto, nfo depende de 6.

A equacio 3.27 nos permite reescrever a equagao 3.2 como

(i, n) = z(i)e! ¥ — HT(i) A(G) — a(5). (3.28)

Lembrando novamente que |e(n)|? = &(n)c*(n), o critério a ser minimizado (equacio 3.1)
fica

Epp(m) = 3w [la(i) - 2" (i) e~ (HT() A(3) + ai))
—z(i) e/ (7 (i) A" () + a(i)) + | HT (3) AG) + d{z’)ﬂ

Repetindo a hipétese feita anteriormente (equacio 3.15}, assumiremos que:

Bali)

0 = 0. (3.29)
Assumiremos também que o vetor de coeficientes do equalizador de fase nido depende de 6.
Assim,
B = T et @) eI (HT () AG) + ) 530
—jw (i) ed O (HH (i) A% (i) + a*(i))]. '
O valor de 6, que minimiza o critério da equacao 3.28 satisfaz
9@5%@ = () (3.31)

0 que é equivalente a _ '
e 2(n) = o 2*(n), (3.32)
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onde definimos .

2(n) = w (HT(@ A() + &(i)) 2 (). (3.33)

i=1

A equagao 3.32 nos permite concluir que

2i0n z(n) ] La{m)
€ ) e ; (3.34)
de forma que obtemos:
O, = L2(n). (3.35)

Observando que z{n) pode ser calculado recursivamente como
2(n) = wz(n - 1) + (H'(n) A(n) + &(n)) z* (n), (3.36)

chegamos ao algoritmo que estd resumido na tabela 3.2

Disponivel no instante n
2(n—1), 6.y, H(n), A(n) e a(n)

Calculos
z(n) = wz(n - 1) + (H (n) A(n) + a(n)} 2" (r)
G = L2(n)

Tabela 3.2: Algoritmo RLS para o Ajuste de Fase

3.1.3 Preditor IIR

Nesta secao, deduziremos um algoritmo RLS para o preditor IIR correspondente ao equa-
lizador de magnitude da figura 2.6. Nesta figura, vemos que o erro de predicio do preditor
IIR em questao é dado por p(n}. Conforme vimos, o preditor deve minimizar a média
quadratica do erro de predi¢do. Assim, o critério de minimos quadrados associado a esta
estrutura é dado por:

Enln) = 3w o )2 (3.37)
[E=31

Vimos também que o erro de predi¢io de um preditor IIR pode ser escrito vetorialmente
como

pli;n) = z(i) - C¥(n) P(3), (3.38)
onde z(n) é a saida do canal, C'{n) é o vetor de coeficientes do preditor e P(i) = [p(i —
1),...,pli — N)JT. Assim, a equagio 3.37 pode ser reescrita como

T
ep(n) = 3w [l - 2"() €7 (m) P() - () PP (i) C(n) + O¥ (n) P(i) PT(5) O(n)]
=1
{3.39)
A equagio acima, apesar de semelhante 4 equacio 3.14, guarda em relacio a esta algumas
diferengas cruciais. Na seqiiéncia, discutiremos as implicacies destas diferencas, antes de
passarmos & dedugdo do algoritmo RLS propriamente dito.
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Minimizagao de uma Funcio de Varidveis Complexas

A primeira diferenca a ser notada entre 3.39 e 3.14 é que os termos envolvidos em 3.39
tém valores complexos. A minimizagfio de uma fungio de varidveis complexas apresenta
algumas particularidades, discutidas em [8]. Apresentamos, a seguir, algumas delas:

» Seja f{z) uma funcdo da varidvel complexa z = zp+j 5. Definimos entio a derivada
parcial de f(z} em relacdo a z como

8f(z) _1(9f(&) . 0f() )
dr 2 ( OTp Ors (3.40)
e a derivada parcial de f(z) em relagdo ao conjugado de z, z*, como
df{z) _1(0f(z) . 3f($))
oz 2 ( Ozp + Ozg (3.41)

e Seja f(C') uma funcio de um vetor de valores complexos C. Se C° é um ponto de
minimo de f{C), entao

af(C)

vc’f(cu) = ac~

=0,
C=0

onde Ve f(C) € o vetor das derivadas de f{C) em relagio ao conjugado dos compo-
nentes de C. Matematicamente,

afcy  aro))”
act ey '

Ve fIC) = [

» Dado um vetor vetores complexo €, um vetor constante B e uma matriz constante
A, valem as seguintes igualdades:

BBHC_O
ac+ 7
CH B
7EF—_B.
(ﬂaOHAC_
ac*

a)
b)
AC.

¢ A regra da derivada do produto também ¢ vélida. Assim, dados vetores complexos
B(z} e C(z), temos

aBH(z) O(z)

aC(xz) OBH(x)
dr* +

dz* oT*

= B (x) C(z), (3.42)

onde ’
dB(z)  [Obi(z) Obn(x)
dz* | Gz 77 G ' (3.43)




CAPITULO 3. NOVOS ALGORITMOS PARA TECNICAS PREDITIVAS 34

Calculo do Gradiente de £p(n)

Outra diferenca importante entre 3.39 e 3.14 é que, nesta tltima, podemos usar a equagio
3.15 e considerar o vetor R{d"(i) Y{i)} e a matriz Y {1) YT (i) como valores independentes de
H(n). Com isto, o critério RLS para o equalizador de fase se torna uma “forma quadritica”
em H(n), cujo minimo é facilmente calculado. Na equagio 3.39 isto nfio é possivel.
Para entender o porqué disto, vamos escrever o gradiente de £p(n). Lembrando que
Fp("ia n)lg = p*(ia n) p(i, n),

Ve-épln) = ;wn“*’ P m G + ) )

= 5 dp(n) dp*(n)  8Ep(n—1)
B ()BG*() PO aemy Y e )

(3.44)

Consideremos, entdo, os cilculos das derivadas de p* (n) e p(n) em relagio ao k®™° compo-
nente de C*(n), ¢ (n). Assim, lembrando que podemos escrever p(n) = z(n)—3"% c;(n) p(n—
i), temos

p(n) aum SN t)
5z () ~Zh( -2

(3.45)

= aci(n)
opn) & Bei(n) _ <~ 9p(n—i)
deg(n) leP (n—i) dct(n) ;1 ciln) et (n)
= - i C’.‘(n)m_—ap*(n ) (3.46)
- = t dct(n) '

Observe que o segundo termo da equagao 3.45 envolve o calculo da derivada de valores
passados de p{n} em relacio a valores presentes dos coeficientes do filtro. Nos calculos
do gradiente do critério de minimos quadrados para um filtro FIR este valor ¢ nulo, pois
ele corresponde & derivada da saida do canal em relagio aos coeficientes do filtro, e estas
grandezas sao independentes. Os filiros [IR, por outro lado, siio recursivos. Por isso, os
valores de suas “entradas”, correspondentes aos valores passados de suas saidas, foram
calculados a partir de valores passados de seus coeficientes. O cdlculo de p(n — 7), por
exemplo, envolveu o vetor C'{n — i}). Por outro lado, C(n) também é obtido a partir de
valores passados do vetor de coeficientes. Isto implica em uma dependéncia entre os valores
passados de p(n) e o valor presente do vetor de coeficientes e, portanto, em uma necessidade
de se avaliarem as derivadas parciais das equacoes 3.45 e 3.46.

I interessante notar que esta dependéncia torna o critéric de minimos quadrados algo
sem muito sentido no contexto de preditores IIR. Isto porque este critério buseca, a cada
instante de tempo n, minimizar a média temporal dos erros de predicio, como se estes erros
tivessem sido obtxdos desde o instante inicial, com o uso do vetor de coeficientes C'(n).
Ora, o valor de p(i), observado em um dado instante i, foi obtido com o uso do vetor de
coeficientes C'(i). Se C(n) tivesse sido usado desde o instante inicial, um valor diferente de
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p(1) teria sido obtido. O vetor P(i + 1), que usa o valor de p(t), seria, portanto, diferente
e o calculo exato de p(i + 1,n) envolveria a reavaliacio deste vetor. Assim, um critério
de minimos quadrados exato ndo poderia usar os valores observados de p(3) e deveria, a
cada instante n, recalcular estes valores desde o instante inicial, supondo o uso do vetor de
coeficientes C'(n}. Isto é invidvel. Entretanto, veremos que é possivel obter um algoritmo
dito RLS com caracteristicas semelhantes ao RLS para filtros FIR.

Esta dependéncia também torna a avaliagio das derivadas da equacio 3.45 muito dificil,
e para seu cdlculo exato também precisariamos recalcular os valores passados do erro de
predi¢ao. Entretanto, supondo que a adaptagio dos coeficientes do filtro ¢ lenta, podemos
considerar C(n) = C(n — 1) = --- = C{n — N) (cf. [18]), de forma a reescrever a equacio
3.45 como

dp(n) {n — z)
en) = Zc (n)———=o ack Tt (3.47)
Se definirmos dn(n)
— _ p(n _
Pp(n) = ——862(17,}’ k=1,...,N, {3.48)
poderemos escrever
N
b(n) =p(n —k) + 3_ cf{n)dy(n —i). (3.49)
=1

Assim, a derivada parcial de p(n) em relacio a cj(n) pode ser vista como a saida de um
filtro ITR com vetor de coeficientes C'(n) e com entrada —p{n — k). Finalmente,

agp(n - 1)
20

Vo-Er(n) = ~p"(n) () + 0SS,

(3.50)

- T
onde $(n) = [qbl(ﬂ), L Pn(n )]

Vamos acompanhar os cilculos de ¢, (n) a partir de um sinal @ = ~p(m), onde m é um
instante de tempo qualquer. No instante m + 1, este sinal se encontra na entrada de um
filtro TIR com vetor de coeficientes C(m + 1), cuja saida é ¢, (m +1). Este sinal se propaga
pela entrada de sucessivos filtros até que, no instante m + N, ele se encontra na entrada de
um filtro IIR com vetor de coeficientes C{m + N), cuja saida é dy(m+ N ). Observe, entdo,
que este sinal passa por NV filtros distintos para produzir cada um dos ¢, (n) e, portanto,
o cdlculo dos N valores de ¢,(n} envolve a implementacio de N filtros IIR distintos. Esta
implementag¢io, entretanto, é computacionalmente cara. Se considerarmos, novamente, que
a adaptagio dos coeficientes do filtro é lenta, e, portanto, que C(n) = C'(n + 4}, para
i=1,..., N, vemos que o sinal @ = —p(m) passa, em sucessivos instantes de tempo, por
filtros com vetores de coeficientes praticamente iguais. No instante m + 1, por exemplo,
este sinal se encontra na entrada de um filtro TIR com vetor de coeficientes € (m+ 1), cuja
saida é ¢;(m+1). No instante 1 +2, ele se encontra na entrada de um filtro IIR com vetor
de coeficientes C(m + 2}, cuja saida é ¢y(m -+ 2). Mas C{m + 2) = C(m + 1} e, portanto
ho{m~+2) = ¢ (m-+1). Assim, podemos considerar que ¢p{n) = $,(n—k+1). Se definirmos

L

$(n) = p(n) +>_ i (n){n ~ i), (3.51)

g1
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teremos ¢ (n) = p(n—k), o que permite o clculo aproximado de ®(n) com a implementacao
de apenas um filtro IIR. Desta forma, definindo ®(n) = [b(n—1)....,¢(n — N)]*, temos:

OEp(n — 1}

Vo-Ep(n) = =p'(n) B{n) + w = o

(3.52)

Fmalmente, podemos supor outra vez que a adaptagao dos coeficientes é lenta. Assim,

Op(n—~1) OEp(n—1)
aC*(n) ~ AC*(n-1)

(3.53)

Ora, sabemos que, a cada iteracdo, o algoritmo RLS busca minimizar a fungio custo. Assim,
o gradiente de £p(n) pode ser considerado nulo apés cada iteracio, de forma que

IEp{n ~1) . 9Ep(n —1)
aC*(n) ~ 8C*n-—1)

~ 0. (3.54)

A mesma conclusdo pode ser obtida se considerarmos os termos de primeira ordem da série
de Taylor de £p(n — 1) ao redor do ponto C(n — 1) (cf. [19]).

Para avaliar as derivadas presentes na equacio 3.46, podemos também considerar C'(n} =
Cln—1) = - = C(n— N). Assim, podemos reescrever 3.46 como:

on) L, oy
g ~ &M egm (3:55)

Seguindo o mesmo raciocinio desenvolvido anteriormente, vemos que esta equacfo corre-

ponde & filtragem do sinal %%%)l por um filtro IIR. Neste caso, entretanto, esta filtragem
k

nao possui nenhum termo forcante, como o termo —p(n — k) em 3.47. Assim, como o filtro

ek ap* . .
IIR € estdvel, o valor de 5%'2‘% tende assintoticamente a zero, e pode ser desprezado.
3

O Algoritmo RLS

Conforme vimos, o critério RLS nio faz muito sentido no contexto de preditores IIR. Con-
sideremos, entretanto, o algoritmo RLS para filtros FIR. Para minimizar a cada tteraciao
a critério de minimos quadrados, este algoritmo de certa forma estima recursivamente o
gradiente e a Hessiana da fungio custo. Assim, podemos pensar em um algoritmo RLS
para filtros IIR em que a adaptacio do vetor de coeficientes se da de acordo com

Cln+1) = C(n) — R~Yn) Ve-Ep(n), (3.56)

onde £(n} serd tomada como a matriz das derivadas segundas de & p(n), dada por

_ Ve-Ep(n)T
Rin) = — 50 (3.57)
A partir de 3.52, é ficil ver que
T
R(n) = wR{n — 1) — ®(n) &4 (n) —-p*(n)a@(n) . (3.58)

aC



3.2. ALGORITMOS DE GAUSS-NEWTON 37

O 1iltimo termo da equagdo acima envolve o produto de p*(n} pelas derivadas segundas
de P(n). Estes valores tendem a ser descorrelacionados, pois a safda do preditor tende a
ser um ruido branco, de forma que p(n) nio depende de seus valores passados, contidos
no vetor P(n), nem de suas derivadas. Assim, ainda que o erro de predi¢do nic possa ser
considerado branco no inicio das iteracdes, este termo serd desprezado.

Finalmente, considerando as aproximacdes discutidas, o algoritmo RLS para o preditor
IR fica:

R(n) = wRn—1)-—&(n)d(n) (3.59)
Cln+1) = Cn)- R n) &{n)p™(n) (3.60)

Observe que, nesta forma, o algoritmo RLS para o preditor FIR é muito semelhante a0 algo-
ritmo RLS para o filtro FIR. Aqui, p(n) faz o papel do sinal de erro e(n) e ®(n) faz o papel
de X(n). Podemos também fazer uso do lema de inversdo de matrizes, obtendo o algoritmo
resumnido na tabela 3.3. De maneira semelhante ao filtro RLS para o equalizador de fase,
foi introduzida uma matriz auxiliar [7(n) que permitem reduzir o esforgo computacional do
algoritmo.

Disponivel ao instante n

R™Y(n), C(n), P(n), ®{n) e z(n)
Calculos

p(n) = z(n) - CY{n) P(n)

¢(n) = p(n) +C¥(n) @(n)

U{n} = R(n) ®{n)

k(n) = (w + & () U(’n))“1

B n+1) =& (R7(n) - LUl

Cln+1) = Cn) ~ R (n) (n) p’(n)

Tabela 3.3: Algoritmo RLS para o Preditor IIR

3.2 Algoritmos de Gauss-Newton

Conforme vimos no capitulo anterior, o algoritmo de Gauss-Newton ¢ uma aproximagcio
estocdstica para o método de Newton de otimizacio. Este método busca minimizar a
funcao custo J(H), adaptando o vetor H segundo a equagio:

Hn+1)=H(n) —uS5 Yn) Vgl (3.61)

onde S(n) é a Hessiana de J(H).
Nesta seqao, desenvolveremos algoritmos adaptativos para os equalizadores de magnitu-
de e fase baseados no método de Newton. Para isto, deveremos estabelecer aproximagoes

estocdsticas para o gradiente e a Hessiana da funcdo custo associada a cada uma destas
estruturas, o que serd feitos na seqiiéncia.
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3.2.1 Equalizador de Fase

A funcao custo a ser minimizada, no caso do equalizador de fase, é dada por:
Top(H) = E (je(m)?). (3.62)

Baseado na equagio 3.14 e lembrando que a esperanga ¢ um operador linear, podemos
reescrever esta funcido custo como:

Jpp(H) = E (1d(n)12) = 2E(R{d"(0) Y(n)}) H + HTE (Y (n) ¥ (n)) H. (3.63)

Nesta equacdo, fizemos mais uma vez uso da hipétese de independéncia entre os sfmbolos
decididos e o vetor de coeficientes H (eq. 3.15).

Notamos, assim, que, de maneira semelhante ao critério de minimos quadrados, a funcio
custo corresponde a uma “forma quadritica” em H. Temos, ent&o, que:

Stn) = E(Y(n) ) (3.64)
Vad = -2ER{d"(n)Y(n)}) + 2E (V(n) YT (n)) #. (3.65)
Conforme vimos no caso de um filtro FIR, as aproximagoes estocdsticas para estas grandezas

sao dadas por:

-1
Sn) = aY@)Y'(n)+a S (1-a)" Y (E) YT(). (3.66)
3}

Vad = —2R{d"(n) V(n)} +2Y(n) YT (n) H. (3.67)

Com o objetivo de escrever a estimativa do gradiente em uma forma que facilite seu uso,
podemos fazer as seguintes manipulaces, que se baseiam nas matrizes definidas na segao
3.1

Viad = =2dp(n) Vr(n) - 2dg(n) Va(n) + 2V (n) YT (n) H

= —2Y(n) [ gg:;
(

= 2Y(n) G iﬁi(z J +yT(n)’H)
_ 2v(m) ([ (e ] ; [ Yl D . (3.69)
Finalmente, notando que Yi(n) H — dp(n) e Yo(n)H — dg(n) correspondem, respectiva-

mente, as partes reais e imagindrias do erro de decisio direta (ver equagiio 3.8), chegamos
a:

} +2Y () YT in)H
)
)
)

eg(n)
Aplicando o lema de inversdo de matrizes & estimativa da Hessiana, chegamos ao algo-
ritmo de GN para o equalizador de fase. Este algoritmo estd apresentado na tabela 3.4. £

interessante notar que as semelhancas entre os algoritmos GN e RLS para o equalizador de
fase s&o as mesmas observadas no caso de um filtro FIR.

Ve =2Y(n) [ ex(n) } . (3.69)
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Disponivel no instante n

Pln—1}, H(n = 1), Y{n), Y(n) e d(n)
Célcuios

é(n) = H"(n — 1) V(n) ~ d(n)

Uin) = P{n 1) Y(n)

k(n) = (wl + a Y (n) Uin)) ™"

P(n) =} (P(n—1) ~ aU(n) k(n) UT(n))

H(n) =H(n ~ 1} — « P(n) ¥(n) { gnin) J

g (n)
Tabela 3.4: Algoritmo de Gauss-Newton para o Filtro Passa-Tudo

3.2.2 Equalizador de Magnitude
Para o equalizador de magnitude, a funciio custo a ser minimizada é dada por:

Jp(C) = E (p(m)?). (3.70)

Devemos, agora, determinar o gradiente e a Hessiana de Jp{C).
Para calcular o gradiente, notamos inicialmente que ip(n)2 = p(n) p*(n) e, portanto,

VJp(n) = E (p*(n)% +p(n) ggi((:))) ~F (p*(n)%%) NER

Nesta 1ltima passagem, usamos um resultado obtido na dedugdo do algoritmo RLS para o
preditor, a saber:
ap*(n} _

= (. 3.72
oC*(n) (372)
Finalmente, usando uma estimativa instantinea da esperanca e lembrando que
dp(n)
' = ¢(n), 3.73
Ser g = ) (3.73)
chegamos & estimativa do gradiente, dada por:
VJp(n) = p*(n) &(n). (3.74)

A Hessiana de Jp{n) é a matriz de suas derivadas segundas, dada por

_avIp(m)" [ p(n) [opt(n)\T 8%p* (n)

Assim como fizemos na dedugéo do algoritmo RLS para o preditor 1IR, consideraremos que
o erro de predi¢do p(n) é um ruido branco de média nula e pode, portanto, ser considerado
independente de seus valores passados e, conseqiientemente, de suas derivadas. Desta forma,
podemos considerar nula a esperanca do segundo termo da equacao acima e, portanto,

S(n) =E [ 9p(n) ( ap(“)))j ~ E[0(n) 0% (n)] . (3.76)

aC*(n) \C*(n
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A aproximacdo estocdstica da matriz Hessiana, fica, assim,

n—1i
S(n) = a®n) &7 (n) + o 3 (1 - o)™ 0 () 34 (4). (3.77)
i=1
Finalmeunte, aplicando o lema de inversio de matrizes a esta 1iltima recursao, chegamos
ao algoritmo de GN para o equalizador de magnitude apresentado na tabela 3.5.

Disponivel no instante n
£(n), C(n), P(n), ®(n) e z(n)
Calculos
p(n) = z(n) ~ C%{n) P(n)
$(n) = p(n) + C"(n) &(n)
U(n) = R{n) ®(n}
k(n) = {w+a e (n) Un))
Rin+1)=21 (R(n) - a—wm«*U{"Lg:;{“)
Cln+1) = C(n) — a B{ni®n) p* (n)

Tabela 3.5: Algoritmo de Gauss-Newton para o Preditor IIR

3.3 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos novos algoritmos para as técnicas preditivas de equalizacio
cega. A estrutura usada para a deducio destes algoritmos foi aquela baseada na equalizacio
de magnitude e fase pois, como estd mostrado em [3], esta estrutura se mostra mais eficiente
do que a baseada em predi¢iio e retropredicio.

Os algoritmos apresentados aqui foram obtidos a partir da aplicacdo dos métodos RLS e
GN na minimizagio das fungdes custo associadas a esta estrutura. FEstas funcoes custo sio
baseadas no erro de predicdo, no caso do equalizador de magnitude, e no erro de decisao
direta, no caso do equalizador de fase.

A dedugao dos algoritmos para o equalizador de fase parte do principio de que a saida do
dispositivo de decisio ndo depende dos coeficientes do equalizador. A partir dai, podemos
escrever o erro de decisdo direta de uma maneira que permite a deducio de um algoritmo
RLS seguindo uma linha de raciocinio muito semelhante aquela da deducio do RLS para
filtros FIR. Esta forma de escrever o erro de decisio direta também permite uma deducio
quase imediata do algoritmo GN para o equalizador de fase.

J4 a dedugao dos algoritmos para o preditor IIR é mais complexa. O fato de sua saida
ser realimentada dificulta muito o cdlculo das derivadas do erro de predicio, e algumas apro-
ximagdes devem ser feitas para permitir a obtangio de um algoritmo com algum interesse
pratico. Estas aproximagdes, entretanto, sio interessantes, pois revelam alguns aspectos do
funcionamento de sistemas realimentados.

A obtengao dos algoritmos apresentados tanto aqui quanto em [3] envolve varias apro-
ximagoes, que podem comprometer o comportamento dos algoritmos. Assim, é necessaria
uma andlise que valide estas aproximacdes, verificando que. mesmo com elas, os algoritmos
s&o capazes de cumprir sua tarefa de minimizar uma funcio custo. Esta andlise sers feita
ne proximo capitulo.



Capitulo 4

Analise de Convergéncia

NESTE capitulo, faremos uma anslise teérica do equalizador de fase nao-linear e de dois de
seus algoritmos de adaptagio, LMS e GN. O objetivo desta andlise é justificar teoricamente
algumas caracteristicas apresentadas pela estrutura em questio e pelos algoritmos.

Com esta finalidade, na segdo 4.1 revisaremos alguns importantes resultados teéricos
obtidos em [3]. Entre outros, neste trabalho fica demonstrado que a anulacio do erro de
decisdo direta e(n) implica na correta equalizagio do canal passa-tudo FoP formado pela
cascata do canal propriamente dito com o equalizador de magnitude. Mais ainda, prova-se
que a descorrelagdo do sinal na entrada do dispositivo de decisio, y(n), leva 4 anulacio
do erro de decisao direta e, portanto, & equalizaciio. Finalmente, usaremos este fato para
mostrar que, sob certas condi¢bes muito pouco restritivas, o critério J,(H) = E(|e(n)]?) é
unimodal.

Baseado nestes resultados, na seciio 4.2 usaremos a técnica de ODE para mostrar que
os algoritmos propostos de fato convergem para um ponto de minimo de J,(H }, levando
assim a equalizagao do canal. A técnica de ODE foi proposta em [19] e permite associar
uma ODE ({do inglés Ordinary Differencial Equation, equacio diferencial ordindria) ao
algoritmo em estudo. As propriedades das solucdes desta QDE podem ser, entdo, associadas
as propriedades de convergéncia do algoritmo. Por exemplo, o algoritmo pode convergir
para um determinado ponto se e somente se este for um ponto assintoticamente estivel da
equacio diferencial.

4.1 Analise da Funcido Custo J.(H)

Nesta secdo, revisaremos algumas propriedades do equalizador de fase nio-linear e dos
criterios de minimizagio associados a esta estrutura. Estas propriedades foram estudadas
em {3]. Inicialmente, mostraremos que o critério escolhido, J.(H), de fato leva & equalizagio
do canal. Em seguida, trataremos do problema da unimodalidade deste critério.

4.1.1 Justicativa para a Escolha de J,(H)

Para justificar a utilizacdo de J.(H) como critério de adaptacio dos coeficientes do equaliza-
dor de fase, devemos mostrar que sua minimizagio de fato leva & equalizacio do canal. Para
isso, comegamos notando, a partir da figura 2.6, que a entrada do dispositivo de decisio

41
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y(n) pode ser escrita como:
’y{ﬂ-) . ejt?q_L + fxl h: q—L_H‘ Efml hi q—i
1+ E:f;ﬂ hi gt 1+ 25:1 hig™

Para chegar a esta conclus@o, basta reescrever d(n) de acordo com sua definicio, ou seja,
a(n) = £(n) —y(n). A equagio acima corresponde & soma da filtragem de s(n) por um filtro
passa-tudo, cuja fungao de transferéncia serd denotada H(g), com a filtragem de £(n) por
um filtro cuja fun¢do de transferéncia serd denotada H'(g). Assim, o equalizador de fase
nao-linear pode ser representado alternativamente como na figura 4.1

s{n) +

g(n). (4.1}

HG

s(n) o u{n)@ y(n) ][ | aln)

Figura 4.1: Representacido Alternativa do Equalizador de Fase.

A partir desta figura, podemos notar que, se o erro DD se anula, o equalizador de fase
nao-linear se torna um filtro passa-tudo linear seguido pelo dispositivo de decisio. Ora,
nesta situagio, y(n) é o resultado da filtragem do sinal transmitido a(n) por uma cascata
de dois filtros passa-tudo: o sistema canal + equalizador de magnitude e o filtro linear H
da figura 4.1. Como esta cascata corresponde também a um filtro passa-tudo, podemos
escrever: ‘
~ ej{pg—ﬂ/[ + Zgl b: q—ﬁzf—i—z

1+ 5M big

Outra conseqiiéncia importante da anulacio de e(n) é que isto significa que y(n) é igual
a saida do dispositivo de decisdo. Em outras palavras, y(n) pertence 4 constelacio A de
simbolos transmitidos. Conforme demonstraremos no teorema a seguir, o fato de y(n} ser
o resultado de uma filtragem linear de a(n) e ambos pertencerem & mesma constelacao
implica na equalizacio do canal.

y(n) a(n). (4.2)

Teorema 4.1 Considere um sistema linear com resposta ao impulso s; = [s0; 515 ...] exci-
tado por uma sequéncia de simbolos {a(n)} pertencentes a uma certa constelagio A, onde
A € um conjunto de valores complezos e R{A), S(A) € {1-M,3-M, ..., M~3, M— 1},
M par. Se a saida deste sistema também pertence a A, entdo s; = e/ ?5;_,.

Prova Seja y(n) a saida do sistema linear em questiio. Podemos escrever:
y(n) = s;a(n ). (4.3)
i
Sejam % e K respectivamente o menor e o maior valor do médulo dos simbolos de A. Entio
k<l|y{n)l < K, ou

k< < K. (4.4)

ZS@(I;(TLW‘Z:)
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Considere agora a transmissiao de uma seqiiéncia de simbolos a(n) == +ke/ % onde P é a
fase de um dos simbolos de maédulo k. Temos entio:

3
Z +s;
1

1< <

K
=. (4.5)

E

De maneira semelhante, se a(n) = £Ke’?% onde ¢ é a fase de um dos simbolos de
module K temos:

<1. (4.6)

apy

< [T

k=14
Estas duas desigualdades nos permitem coneluir que

=

=1. (4.7)

A demonstragio passa, agora, por duas etapas. Inicialmente, vamos demonstrar que 4.7
implica que apenas dois simbolos da constelagio sio nfo nulos. Em seguida, mostraremos
que esta situacdo ¢ incompativel com a outra hipétese do teorema, de que y(n) € A.

Para demonstrar que apenas dois simbolos da constela¢io sfo nio nulos, vamos trabalhar
com os complexos s; como se estes fossem vetores em R?. Consideremos que s, e 5y, 530
dois elementos néo nulos da seqiiéncia s;. Consideremos também

A
u(p,q) =) +s;. (4.8)
iy
1
Entao, 4.7 nos permite escrever, para um indice § qualquer,
q
lsn + 55 +uln, )2 = 1
lsp — 55 — fu&(n,j)j2 = 1.

Lembrando que, para um vetor z, |z} = 27z, concluimos que:

spon + (55 +uln, )T (s;+ uln, )T + 2% (35 +uln, ) = 1
sun + (55 +uln, )7 (s +u(n, )T 28] (s +uln,g)) = L
Subtraindo estas duas equagoes, chegamos finalmente a:

Ls;+ 5T u(n,j) = 0. (4.9)

E
De maneira analoga, se, a partir de 4.7, escrevermos:

(sn —sj +u(n, )} = 1
lsn + 85 —u(m i) = 1,

concluiremos que
52 s; — st uln, j) =0, (4.10)
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As equagdes 4.9 e 4.10 formam um sistema de duas equacdes cuja solugio é

st sy = 5T u(n,j) = 0. (4.11)
Em outras palavras, s, é ortogonal a s;, para qualquer 5. Em particular, s, é ortogonal a
$m. Se repetirmos todo o raciocinio anterior tomando s,, no lugar de s, concluiremos que
Sm tembém é ortogonal a todo s;. Ora, se s; é um vetor de B? ortogonal a s, e s, sendo
que estes sao mutuamente ortogonais e nao nulos, entdo s; = 0. Fica assim demonstrado
que a seqii€ncia s; possui apenas dois elementos nio nulos, e que estes sio ortogonais. Além
disso, sua soma tem modulo 1.

Entretanto, ¢ facil ver que ndo é possivel termos s, e s, satisfazendo as condicdes acima
e ainda assim termos que a saida do canal pertence & constelacio A. Desta forma, devemos
necessariamente ter que um dos dois elementos é nulo. Assim, se, por exemplo s, = 0,
devemos ter |s,;,| = 1, ou s, = /9. Assim, s; = LY T n

Podemos agora demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 4.2 Se E{y(n)y(n—1)) = 0, i = 1,2,..., N, entio o canal estd corretamente
equalizado.

Prova Seja

TN i hig
vi{n) = -7 —

14 Zi:l hig™t
o componente nao-linear do equalizador de fase. Ora y(n) € a soma de um sinal branco,
s(n), com v(n). Desta forma, para que y(n) seja branco, devemos ter que v(n) é também
branco ou que v(n) é nulo.

Por outro lado, o erro DD pode ser visto como um ruido de quantizacio, que é o erro
que se comete ao se quantizar wmn sinal, ou seja, ao passa-lo por um dispositivo de decisio.
Este ruido pode ser modelado como um sinal branco, conforme evidenciado na, fisura 4.2,
que mostra uma estimativa da funcio de autocorrelagio do ruido de quantizacio, obtida
a parir da quantizagao da saida do canal de microondas de [20]. Nesta figura vemos que,
de fato, o erro DD pode ser considerado branco. Ora, como v(n) é o resultado de uma
filtragem de e(n), para que »(n) também seja branco é necessario que esta filtragem seja
executada por um filtro passa-tudo. Entretanto, de 4.12, vemos claramente que este nio
é o caso e, portanto, v(n) nio pode ser branco. Assim, v(n) deve ser nulo, o que implica

e(n) (4.12)

que £(n) € nulo. Temos entdo que E(y(n)y(n —i}) = 0 para i = 1,2,..., N se e somente
se e{n} = 0. Por outro lado, se isso é verdade, entdo, de acordo com o teorema 4.1 o canal
estd equalizado. n

Obviamente, o erro DD nunca serd exatamente nulo. Entretanto, o objetivo do equali-
zador ndo ¢ a inversdo exata do canal, mas uma inversio boa o suficiente para permitir a
correta identificagio dos simbolos transmitidos pelo dispositivo de decisio. Os resultados
apresentados aqui nos levam a crer que se o erro DD for pequeno o canal estard “suficiente-
mente” equalizado. Justifica-se, desta maneira, a escolha da minimizacio do erro DD como
critério para adaptagéo dos coeficientes do equalizador de fase. Mais ainda, cabe ressaltar
a importancia do teorema 4.2. O fato de que a descorrelacio de y(n) implica na correta
equalizacao do canal serd usado na segiiéncia para demonstrar a unimodalidade do critério

Je(H).
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Figura 4.2: Estimativa da Funcdo de Autocorrelagio de {e(n)}.

4.1.2 Unimodalidade de J.(H)

Para constatar a unimodalidade de J,(H), mostraremos que sempre que este critério é
minimizado o canal estd equalizado. Assim, considere um ponto de minimo de J.(H). A
parir da equacao 2.63, vemos que quando o gradiente de J.(H) se anula, temos

Ee(n) &*(n — i)} = E(e(n) stn — L +4)), i=1,...,N. (4.13)

Ora, em [1] vemos que os sinais {s(n)} e {¢(n)} podem ser considerados descorrelacionados
quando J. (H} estd minimizado. Esta hipétese pode ser confirmada na figura 4.3, onde mos-
tramos a estimativa da correlagio cruzada entre {s{n)} e {e(n)} obtida de mma simulacio
do sistema onde a condicao de gradiente nulo para J.(H) era satisfeita.
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Figura 4.3: Estimativa da Correlagio Cruzada Normalizada entre {s(n}} e {£{n)} (Ref.

[1])-
Com base nesta hipétese, concluimos, a partir de 4.13 que
Ble(n) ™ (n—1i)) =0, i=1,2 ..., N. (4.14)
Como e(n) = y(n) — a(n), podemos reescrever 4.14 como

E(y(n)a(n — i) = Bla(n)a(n —4)), i=1,2, ..., N. (4.15)
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Por outro lado, ¢ teorema de Bussgang (7] diz que se a entrada de um dispositivo sem
memdria € um processo estaciondrio, normal e de média nula, entio a correlacio cruzada
entre a saida e a entrada do dispositivo é proporcional & autocorrelacio de sua entrada. Ora,
se a adaptacao dos coeficientes do equalizador de fase for suficientemente lenta, podemos
considerar y(n) estaciondrio.

Quanto & normalidade de y(n), em [3] estd mostrado que se:

a) O olho do canal est4 fechado.
b) A resposta ao impulso do canal é suficientemente longa (maior que 4 amostras).

c¢) A constelagdo transmitida é “rica” o suficiente, ou seja, possui uma quantidade sufi-
cientemente grande de simbolos {3 ou mais).

entdo, imvocando o Teorema Central do Limite, podemos concluir que o sinal y(n) segue
uma distribuicdo gaussiana. Para confirmar esta hipétese, apresentamos na figura 4.4 uma
estimativa da densidade de probabilidade (histograma) e da distribuicio de probabilidade
de y(n), comparando-as com as fungdes da distribuigfio gaussiana. Estas estimativas foram
obtidas a partir da simulacio da transmissio de uma seqiiéncia 4-PAM em uma situaciem
que as hipéteses acima eram satisfeitas.
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Figura 4.4: Estimativa da Densidade (a) e Distribuicdo (b) de Probabilidade de y(n),
Comparados com uma Distribuicac Gaussiana.

Assim, se o olho do canal est4 fechado, podemos considerar que y(n) satisfaz as hipoteses
do teorema de Bussgang. Podemos, entdo, escrever

E(y(n)a(n —i)) = KE (y(n)y(n —4)}, i=0,1,..., N. (4.16)
Usando 4.15, concluimos que:
E{a(n)a(n —i}} = KE(y(n)y(n —1i)), i=1,2,...,N. (4.17)

0 que significa uma relagdo linear entre a autocorrelacio dos simbolos de saida e a dos
simbolos de entrada do dispositive de decisio.
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Entretanto, podemos construir um exemplo que mostra que a relacio entre estas duas
grandezas € nao-linear. Isto é feito através da lei do arcoseno (cf. [7]). Consideremos a
transmissdo de um sinal 2-PAM. Temos, entdo a(n) = sgn{y(n)). Neste caso, a funcdo de
autocorrelacao de a(n) é dada por;

E(a{n)a(n —1)) = %arcsin (E(y(n)f;(n - @))) o r=0,1,2,..., (4.18)
y

0 que corresponde a uma relagio ndo-linear entre as autocorrelagdes dos sinais na entrada
e na salda do dispositivo de decisdo. Se tivermos constelactes com mais elementos que a 2-
PAM, a relagdo se torna ainda mais complexa (cf. [7]), mantendo a nio-linearidade. Como
4.17 indica uma relagao linear, temos aqui uma aparente contradicio. A tinica maneira de
resolvé-la é termos

E(a(n)a(n —14)) =By(n)yln —4)) =0, i=1,2, ... N, (4.19)

0 que implica na descorrelacio do sinal y(n). Mas o teorema 4.2 garante que a descorrelagio
de y(n) implica na equalizacao do canal.

Concluimos assim que o critério J;(H) ¢ de fato unimodal pois sempre que esta funcio
custo for minimizada o canal estard equalizado. Na seqiiéncia, mostraremos que os algorit-
mos propostos levam 4 minimizacdo deste critério.

4.2 Analise dos Algoritmos Preditivos

O objetivo desta se¢do é mostrar que de fato os algoritmos propostos neste trabalho levam
a equalizagao do canal. Para esta andlise, usaremos o Método da ODE (do inglés Ordinary
Differential Equation, equacdo diferencial ordindria). Este método foi desenvolvido com
o intuito de permitir o estudo das propriedades de convergéncia de algoritmos recursivos
estocasticos. Para este fim, ele permite associar uma ODE ao algoritmo em estudo, de forma
que as propriedades de convergéncia deste algoritmo estejam relacionadas s trajetérias e
a estabilidade da ODE. A vantagem desta associaciio é que o estudo das ODE consiste em
uma érea bem estabelecida do conhecimento (cf. [21]), e existem vérios resultados poderosos
que facilitam sua andlise. Por outro lado, analisar diretamente um algoritmo recursivo é
uma tarefa drdua e, em geral, infrutifera.

O método da ODE foi originalmente desenvolvido por Ljung em [22, 23] para a analise de
algoritmos de identificagdo de sistemas estaciondrios. Uma caracteristica destes algoritmos
é que seu ganho de adaptagio ¢ varidvel e tende a zero quando ¢ tende a infinito. Por
isto, eles sdo chamados de algoritmos de ganho desvanecente (Vanishing Gain Algorithms).
Esta caracteristica facilita enormemente a sua andlise e permite a obtencio de resultados
muito fortes. Os teoremas propostos por Ljung garantem que, dadas algumas condigdes de
regularidade, os algoritmos de ganho desvanecente convergem com probabilidade um para
pontos estacionarios estdveis da ODE associada. Por outro lado, esta mesma caracteristica
torna estes algoritmos inadequados para aplicacfes em ambientes nac-estaciondrios, como ¢
0 caso dos sistemas de telecomunicagées. A anulacio assintética do ganho de adaptacio faz
com que o algoritmo adapte cada vez menos os coeficientes do filtro adaptativo, até chegar
a um ponto em que ele praticamente “desliga”. Assim, o algoritmo é cada vez menos capaz
de acompanhar as variagdes do sistema.
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Por isto, os algoritmos adaptativos usados em telecomunicacoes apresentam um ganho
constante. A extensio do método da ODE para algoritmos de ganho constante foi proposta
em [24] e [25]. Além de dificultar a andlise dos algoritmos, o fato de o ganho ser constante
enfraquece os resultados tedricos, e nio podemos mais falar em convergéncia com probabili-
dade um, mas sim em convergéncia na média. No préximo item, apresentaremos o método
da ODE para algoritmos de ganho constante e explicaremos alguns dos termos apresentados
nesta introdugao. Em seguida, mostraremos uma explicacio intuitiva para este método, e
depois discutiremos as funcoes de Lyapunov, que constituem uma poderosa ferramenta para
a andlise dos pontos estacionirios de uma equacdo diferencial. No item 4.2.4 aplicaremos
do método da ODE & analise do algoritmo LMS. Veremos em seguida que a aplicacdo deste
método para o algoritmo GN é muito dificil. Assim, na secfio 4.2.5 apresentaremos 6 método
da ODE proposto por Ljung, e veremos porque é possivel sua aplicac@o ao algoritmo GN.
Finalmente, faremos a andlise do algoritmo GN pelo método de Ljung.

Observe que centraremos a andlise nos algoritmos LMS e GN. A razio para isto é que,
como veremos no préximo capitulo, estes dois algoritmos se mostraram os mais eficientes
para a equalizacio de canais.

4.2.1 O Método da ODE para Algoritmos de Ganho Constante

A compreensao do método da ODE envolve um conceito importante da teoria de equagoes
diferenciais: o de pontos estaciondrios estdveis. Seja a equacio diferencial

dz(f)
dt

= f(z}, (4.20)

onde z{t) ¢ um vetor em ®. Uma solucio desta equagio diferencial é um vetor de R que
varia no tempo. Ou seja, a solugio determina uma, trajetéria em B . Um ponto estaciondrio
de 4.20 é um valor T € B tal que f(Z) = 0. Note que se z(t) = T entao dz(t)/dt == 0. Ora,
a anulacdo da derivada implica que o valor de z(t) é constante e é por isto que este ponto
se chama ponto estacionirio: nele, 0 movimento da, trajetdria cessa.

Um ponto estaciondrio estdvel é aquele que de certa forma atrai as trajetdrias que passam
proximas a ele. Mais precisamente, ¥ é um ponto estaciondrio estavel de 4.20 se todas as
trajetérias que comecam em alguma vizinhanca de T tendem a 7. Matematicamente, isto
equivale a dizer que existe um ¢ > 0 tal que

{0} — T < e = tl_l}l& z(t) = T. (4.21)

A bola em R descrita por {|z(0) ~ Z|| < € é o chamado dominio de atragio de T,
De posse destes conceitos, podemos passar & descricio do método da ODE. Considere
entdo um filtro adaptativo com vetor de coeficientes X (n), adaptado segundo:

X(n+1) = X(n) + pVo{X(n), (4.22)
onde y ¢ um passo de adaptagio e V,{X(n)) é a direcio de adaptagio, que obviamente

depende do instante de tempo n e do valor presente de X(n). Considere também que o
algoritmo parte de um valor inicial X(0) = X,.
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O método da ODE associa a seguinte equacio diferencial a este algoritmo:

dz(t) —
= V), (4.23)

onde z(¢) é um vetor com a mesma dimensdo de X(n) e V(z(t)) é a esperanca de V(X (n)),
calculada como se o vetor aleatério X (n) fosse um vetor deterministico igual a z(t). Mate-
maticamente,

V(a(t)) = E[Va(X ()], para X(n) = x(t) (4.24)

Note que este valor depende de z(¢) e ndo é aleatério, pois dado z(t} podemos determinar
inequivocamente V(z(¢)). Além disto, consideraremos V, (X (n)) estaciondrio, de forma que
V(2(t)) nio depende de n. Assim, a solucdo de 4.23 ¢ uma fungio deterministica de ¢.
Indicamos este fato escrevendo z(¢) em letras mindsculas.

Finalmente, considere que y(¢) seja a solucio desta equacio diferencial dada a condigdo
inicial (0) = Xo. Os teoremas desenvolvidos em [24, 25] garantem que é pequena a pro-
babilidade de que a distincia entre y(np) e X(n), adaptado por 4.22, seja grande. Em
outras palavras, estes teoremas dizem que, na média, a evolucio de X (n) a partir do valor
inicial zg acompanha a evolugio de y{npu). Esta é a chamada convergéncia na média ou
em probabilidade. Matematicamente, os teoremas afirmam que existern duas constantes
positivas C; e Cy e uma fungio e(u) que vai a zero quando p vai a zero tais que, para todo
S finito temos

P{ sup |1 X(n) —y(np)] > Cy e(m} < Chep). (4.25)
0<n u<S

Este ¢ o resultado que nos permite associar o comportamento do algoritmo ac da ODE.
Para entender como isto é feito, considere que y(t) tende para um valor T quando ¢ — co.
Como X(n) estd na média sempre préximo de y(n ), isto nos leva i conclusio que X(n)
deve de alguma maneira convergir para o mesmo F. O inverso também parece natural. De
fato, podemos afirmar o seguinte:

Teorema 4.3 Considere um filiro com vetor de parémetros X (n) adaptado por
X{n+1) = X{n) + pVo(X{(n)) (4.26)
e considere que as seguintes condigées sdo satisfeitas:
» A entrada e a satda desejude do filtro sio conjuntamente estaciondrias.
* Os filtros envolvidos na adaptacdo sio exponencialmente estdveis.

Entao, para um valor suficientemente pequeno de u, o algoritmo converge na média para
wm valor T se e somente se T for um ponto estaciondrio estivel da equacdo diferencial

dz(t)
dt

= V(2(), (4.27)

onde
V(z{t)) = E[Vo(X(n))], para X(n) = xz(t). (4.28)
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Na realidade, este teorema estd escrito em uma linguagem pouco precisa matematica-
mente. Este enunciado serve mais para dar uma idéia da conexiio entre o algoritmo de
adaptacao 4.26 e a equagdo diferencial 4.27. Seu enunciado preciso e sua demonstracao
{cf. [24, 25]) sdo complexos e fogem ao escopo deste trabalho. Entretanto, através de
algumas aproximagoes, podemos ter uma idéia intuitiva de que este resultado é razodvel.
Desenvolveremos este raciocinio no préximo item.

4.2.2 Explicagdo Intuitiva para o Método da ODE

Para obter alguma intuigdo a respeito do resultado do teorema 4.3, vamos escrever as
variagoes de X (n) em sucessivas adaptacdes, a partir de uma certa, iteracao n até a iteracao
n+N:

X(n+1)-X(n) = pV,(X(n)
Xn+2)-X(n+1) = pVo(X(n+1)

X(n+N)—X(n+N-1) = pVynv(X(n+ N -1)).

Somando estes termos, femos que

N1
X(n+N)=X(n)=p 3 ViX()). (4.29)

Se o passo de adaptagao p for suficientemente pequeno, a variacio do vetor de coeficientes
¢ lenta, de forma que podemos considerar X (n) = X(n+1) ~ --- = X (n+N—1) e, portanto,

n+N-—1
Xn+N)=X(n)=p Y Vi(X(n). (4.30)

i=n
Além disto, se considerarmos que V(X (n)) é um processo ergédico. sua média pode ser
estimada por:

EV,(X(n))] = lim iZm(X{n)). (4.31)
i=1

™Tm—00 171

Ora, E[V,(X(n))] = V(X (n)). Assim, paran e N suficientemente grandes, podemos invocar
a lei dos grandes nimeros e afirmar que:

N1
VX)) = 5 > Vi(X(n). (4.32)

Substituindo este resultado em 4.30, concluimos que:
X(n+N)—X(n)=NpV(X(n). {4.33)
Agora, se fizermos n =t e At = N p, a equagio 4.33 sugere que escrevamos

X(t+ At) — X(
At

D vixm). (4.34)
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Esta equacio pode ser vista como uma discretizacio da equacio diferencial 4.27. Desta
forma, na média, a trajetoria dos pardmetros X (n) pode ser vista como uma solugio dis-
cretizada desta ODE, fornecendo valores da solugio 4(f) para instantes de tempo t = N L.

Assim, este raciocinio intuitivo e pouco formal nos leva a crer que o comportamento de
X{(n) adaptado pela equacio 4.26 de fato se aproxima do comportamento da solugio de
4.27. A demonstragio formal do teorema 4.3 busca determinar as circunstincias em que as
aproximacoes apresentadas aqui sdo validas, bem como estabelecer qual o erro cometido ao
se fazé-las.

4.2.3 Funcgoes de Lyapunov

A importancia do método da ODE reside no fato de que ele indica para quais pontos o algo-
ritmo 4.26 pode convergir. A determinacio destes pontos, entretanto, exige a determinacao
dos pontos estaciondrios estaveis da equagio 4.27, o que nem sempre é uma tarefa trivial.
Uma ferramenta muito 1itil neste sentido sio as funcées de Lyapunov.

Seja uma equagdo diferencial como 4.27, tendo  como um ponto estaciondrio, e uma
funcdo L{z) : K — R. Se, para uma dada vizinhanca iz — Z|| < e do ponto Z, tivermos que:

* L(z) assume apenas valores positivos e apresenta um minimo em Z.
e Para qualquer solugio de 4.27 L{z(t)) é wmna funcio decrescente de .

entdo T é um ponto estaciondrio estdvel de 4.27 cujo dominio de atracio é a regido ||z —Z| <
€. A fungao L(z) é uma funcdo de Lyapunov associada & equagio diferencial.

Para entender porque a existéncia de uma funcio de Lyapunov garante que 7 é um
ponto estaciondrio estdvel, considere uma trajetéria z(t) que se inicie em um ponto z(0)
satisfazendo [|z(0) - Z|| < e. Como L{z(t)) é uma fungio decrescente do tempo, a trajetdria
z(t) evolui sempre no sentido de diminuir o valor de L(z(t)). Entretanto, L(z) é limitado
inferiormente e portanto nao pode diminuir indefinidamente, de forma que L(z) vai ser
forgosamente minimizado. Ora, este minimo ocorre em %, por construcao. Assim, qualguer
trajetdria que comece em um z(0) tal que [|z(0) — T < € tende para Z. Portanto, T é
um ponto estaciondrio estdvel de 4.27, cujo dominio de atraciio é a regido ||z — T <e E
interessante notar que se conseguirmos uma funcio que satisfaca as condicbes impostas as
fungbes de Lyapunov para qualquer valor de ¢, entdo o ponto T é um ponto estaciondrio
estdvel cujo dominio de atra¢iio é o espaco todo.

E possivel demonstrar que existe uma funciio de Lyapunov associada a todo ponto
estaciondrio estavel de 4.27. Infelizmente, nio existe nenhuma, regra geral para a obtencio
de uma funcéo de Lyapunov associada a uma dada equagao diferencial. Entretanto, como
veremos a seguir, para algoritmos baseados no gradiente de uma funcéo custo a determinacio
de uma funcao de Lyapunov é imediata.

4.2.4 Analise do Algoritmo LMS

Por comodidade, reproduziremos aqui o algoritmo LMS apresentado na secio 2.5.2. A
adaptacao do vetor de coeficientes H(n) do equalizador de fase nio-linear ¢ dada por:

H{n+1) = H(n) — k E(n), {4.35)
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onde o vetor Z(n) é a estimativa instantanea do gradiente da fungio custo J.{H ). Assim,

=y Fle(n)f?
20 = Sy (4.36)

Usando a notagdo apresentada no desenvolvimento do método da ODE, temos

Ve(X(n)) = -E(n)

€, portanto,

3!&-‘(%}!2} _ _OE(em)) (4.37)

Vie) = —p | ZE

(@) [ dx* Jz*
A dltima igualdade € possivel pois a esperanca estatistica é um operador linear. Assim, a
equacio diferencial associada ao algoritmo LMS é

dz(t) o~ . OE(|s(n))?)
= V) = - (4.38)

Considere agora a funcio L{z) = J.(H) = E (Je(n)[*). Obviamente, seu ponto de
minimo corresponde a um ponto estaciondrio de 4.38, pois neste ponto o gradiente de L(x)
é nulo, o que também anula V(z). Se mostrarmos que L{z) é decrescente ao longo de
qualquer trajetéria z(t), teremos mostrado que L(z) ¢ uma funcio de Lyapunov associada
a 4.38. Consideremos entdo a derivada de L(z(t)) em relagio a . Aplicando a regra da
cadeia,

dL(z(t)) _ [0Lz)]7 dz(t) _ [9E (eMm)?)]” de(t
e i | - S
De 4.38,
T En 2 " en 2
dL(d t(t)} - _{aﬁ(iai )i)} BE(iai ) (4.40)
2
e —”M—M—BE(EL”)F) < 0. (4.41)

Observe que, neste caso, a igualdade s6 é valida se o gradiente for nulo, ou seja, no ponto
de minimo de L{z). Portanto, L{z) é uma funcio decrescente de ¢ ao fongo de trajetérias
z{t}, o que implica que L(z) é uma fun¢io de Lyapunov associada a 4.38.

Assim, concluimos que os pontes que minimizam [.(z) correspondem a pontos esta-
ciondrios estaveis de 4.38. Portanto, o algoritmo 4.35 converge na média para pontos de
minimo de L{z) = J.(H). Ora, ji vimos que nestes pontos o canal estd equalizado. Se no-
tarmos que em momento algum fizemos alguma hipétese a respeito do dominio de atracio
dos pontos estaciondrios, concluiremos que este corresponde ao espaco todo. Desta forma,
independente de sua inicializacdo, o algoritmo LMS levard o vetor de coeficientes H para
um minimo de J.{H) e, conseqiientemente, & equalizacio do canal.
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4.2.5 O Método da ODE de Ljung

Considere um algoritmo GN para adaptacio de um vetor de coeficientes I (n). Basicamente,
as recursoes deste algoritmo sio dadas por:

en) = y(n) — §{n)
Rin) = Rn-1)+a {Y{n) Y(n}! — R(n — 1)] (4.42)
H(n) = H{n—1)+aR~Yn)Y(n)e(n).

Observe que este algoritmo apresenta algumas semelhancas com o algoritmo LMS. Conforme
vimos, a principal diferenca entre os dois é que no LMS a dire¢do de adaptagao é dada por
Y(n)e(n), enquanto que no GN esta direcio é alterada pela matriz R~'(n), que leva em
conta as derivadas segundas da funcio custo. Desta forma, o LMS pode ser visto como um
caso especial do GN, onde a matriz B(n) é tomada como sendo a identidade.

A aplicacio do método da ODE para algoritmos de ganho constante na andlise de
convergéncia do algoritmo GN ¢é muito dificil. A razio disto é que este algoritmo envolve
duas adaptagdes: a do vetor de coeficientes H{n) e a da matriz R(n). Isto dificulta a
obteng¢ao de uma funcio de Lyapunov associada & ODE 4.27. A equacao diferencial a ser
estudada na andlise do GN é

dz(t)
di

=V(z) =E[R"'(n) Y(n) £(n)] (4.43)

Como a matriz £(n) e o vetor ¥ (n) ndo sio independentes, nio podemos chegar facilmente
a nenhuma conclusio interessante a respeito da convergéncia deste algoritmo.

O método da ODE de Ljung, entretanto, permite a analise em separado das duas re-
cursées de 4.42, possibilitando a andlise do algoritmo GN. Sua desvantagem ¢ que ele s6 é
aplicdvel quando o ganho de adaptacio o é varidvel e a(n) -+ 0 quando n -+ co. Conforme
vimos, isto “desliga” o algoritmo, de forma que este sé pode ser usado na equalizacio de
canais estacionarios. Entretanto, a demonstracio de que o algoritmo GN converge em am-
bientes estaciondrios pode ser indicativa de sua eficicia em ambientes mais gerais. Passemos,
assim, & apresentacao do método da ODE proposto em [22, 23]. O método &, na realidade,
mais genérico do que o apresentado aqui. Entretanto, para simplificar a apresentacio, ele
gerd adaptado para o contexto de interesse.

Assim, considere um algoritmo como o da equacio 4.42, onde o ganho de adaptacio é
feito varidvel (@ = «(n)). Dadas algumas condicoes discutidas em [22, 23], prova-se que os
Unicos possiveis pontos de convergéncia deste algoritmo sio os pontos estaciondrios estaveis
do seguinte sistema de equacdes diferenciais:

PY - R0 Vi) (444
Pl o) - o), (4.45)
t
onde - ‘
V(z(t) =E[Y(n)e(n)] e G(a(t)) = E[Y(n) YT (n)}. (4.46)

Mais ainda, os teoremas de Ljung garantem que o algoritmo 4.42 converge com probabilidade
1 para um ponto estaciondrio estivel da ODE 4.44.
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Note que o método apresentado na secio 4.2.1 ¢ conceitualmente parecido com o de
Ljung. A diferenca é que este 1ltimo permite a anilise desacoplada das duas recursdes
presentes em algoritmos como o GN.

4.2.6 Analise do Algoritmo GN

Para analisar o algoritmo GN para o equalizador de fase usando o método da ODE de
Ljung, vamos inicialmente escrever este algoritmo na forma dada pela equagdo 4.42. Assim,
notando que no algoritmo GN a matriz P(n) = $~1(n), podemos escrever:

) = yln)—atn)
$(n) = S(n-1)+am)[Y(n)Y(n) - Sn - ] (4.47)
H{n) = H(n —1) +aln) P(n) Y (n)e(n).

Na seqiiéncia, suporemos que este algoritmo satisfaz as condigbes dos teoremas de Ljung.
Com isto, podemos associar a ele as seguintes equacdes diferenciais:

da(t)

o = Bp (V@) (4.48)
Lol — Gan) - Ro) (4.49)

onde G(z(t)) = E [Y(n) YT(n)] e V(z) = EiY(n)e(n)].
Vamos analisar primeiramente o comportamento de § {n), que estd associado ao com-

portamento de Rp(t). Se observarmos que G é uma funcio do tempo, podemos afirmar que
a solucio da equagio diferencial

o)~ e - Rolt) (4.50)
é dada por (cf. [21]) t
Rp(t) = e~ Rp(0) + /D e~ (%) G(s) ds. (4.51)

Para verificar esta afirmagdo, analisemos a derivada de e’ Rp(t) em relagio a f. Pela regra
doe produto,

de‘ Rp(t) _ de' gt dE0 ()
@ - el e e
Agora, usando 4.50,
de! Rp(t
de’ Ep(t) = ¢ Rp(t) +¢" (G(t) — Rp(1))

dt
= et G(1). (4.53)

Integrando ambos os lados da equagio acima e lembrando que G/(z(f)) pode ser vista como
uma funcio do tempo, temos:

e* Rp(t) — e’ Rp(0) = f: e* G(s)ds (4.54)
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Multiplicando 4.54 por e, chegamos & equacio 4.51.

Ora, G{t) = E {Y( n)YT(n)] ¢ claramente uma matriz definida positiva. Além disto,
observe que em geral a matriz P ¢ inicializada como um muiltiplo positivo da identidade,
de forma que S(0) = P~1(0) também o é. Como Rp(0) = §(0), temos que Rp{0) é6 um
multiplo positivo da identidade e, portanto, definida positiva. Assim, como Ep(t) é a soma
de duas matrizes positivas definidas, concluimos que Rp(t) também é uma matriz definida
positiva.

Estamos agora prontos para mostrar que os pontos estaciondrios estiveis das equacoes
4.27 correspondem aos pontos de minimo de J.{#). O raciocinio é andlogo ac desenvolvido
para o algoritmo LMS. Inicialmente, observemos que, pela construcao do algoritmo GN,

n)i2
Y(n)e(n) = %%((%. (4.55)

Assim, podemos escrever
Viz) = -E [___3165;1)!1 = OE{m)) U;;”)iz). (4.56)

Considere agora a funcio L{z) = J.(H) = E (Je(n)|?). Em seu ponto de minimo, sen
gradiente € nulo, o que significa que V(z) também é nulo. Portanto este ponto corresponde
a um ponto estaciondrio da equagio diferencial

dz{t)
dt

= RpH(t) V(x(1)). (4.57)

E interessante notar que como R;'(t) é inversivel, os Gnicos pontos estaciondrios desta
equacdo diferencial sdo aqueles em que V(z(t)) se anula. Concluimos assim que o minimo
de L{z) corresponde ao tinico ponto estaciondrio de 4.57.

Para mostrarmos que este ponto é estavel, devemos mostrar que L(z) é decrescente ao
longo de qualquer trajetdria z(¢) que seja solucdo de 4.57. Ou seja, devemnos mostrar que
L{z) é uma fun¢io de Lyapunov associada a esta equagdo diferencial. Consideremos entio
a derivada de L(z(t)) em relagio a ¢. Aplicando a regra da cadeia,

dL(dz;(t}) _ {8L§;{t))Jsz§t) _ {ag (;;g;)[?)r dzdit). (4.58)
De 4.57, )
giL_(dwt_(f))_ _ [BE (i;in)éz)} R1) aE(I;(En)F)_ (4.59)
Mas, como Rp(t) é definida positiva, R5!(¢) também é. Assim,
TRy () v > 0, (4.60)

para qualquer vetor v. Além disto, Rb"l(t) ¢ inversivel, e portanto sé teremos a igualdade
na equacao acima se v = 0. Em particular, se v é o gradiente de L(z),

T
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Concluimos finaimente que

aL(z(t))

B T <0, (4.62)
para qualquer trajetéria z(t) que seja solucio de 4.57. A ignaldade sé é observada quando
o gradiente de L(z) se anula. Assim, L{z(¢)) é uma funcio decrescente de ¢ ao longo
de trajetérias z(t) que sejam solugdes de 4.57, o que implica que L(z) é uma funcao de
Lyapunov associada a 4.57. Portanto, os pontos estaciondrios estaveis de 4.57 correspondem
aqueles que minimizam o critério J. (H).

Concluimos assim que o algoritmo GN com ganho desvanecente leva 3 minimizacio de
Je(H), com probabilidade 1. Como vimos, esta minimizacio leva 3 equalizacdo do canal.
Assim, provamos que o algoritmo GN com ganho desvanecente é de fato eficaz na equalizacao
de um canal estaciondrio. Este resultado, apesar de nio poder ser diretamente aplicado ao
algoritmo de ganho constante, serve como um indicativo de sua eficiéncia na equalizacdo de
canais naoc-estaciondrios.

4.3 Conclusao

Neste capitulo nos propusemos a fazer uma andlise teérica dos algoritmos LMS e GN para
equalizadores cegos baseados na equalizacdo de magnitude e fase. Concentramos nossos
esforgos na andlise do equalizador de fase, visto que o equalizador de magnitude é composto
de um preditor, estrutura bastante estudada na literatura.

Assim, inicialmente revisamos alguns resultados obtidos em [3]. Principalmente, vimos
que o critério de minimizacdo do erro DD leva de fato & equalizacio do canal. Em seguida,
mostramoes a unimodalidade deste critério.

Finalmente, passamos & andlise dos algoritmos propriamente ditos. Esta andlise foi
baseada no método da ODE, que consiste em associar uma equagao diferencial ao algoritmo
em estudo, de forma que as propriedades de convergéncia deste algoritmo estejam associadas
a estabilidade da ODE. Vimos que existem duas téenicas de ODE, uma para algoritmos
de ganho desvanecente e outra para algoritmos de ganho constante. Os algoritmos de
ganho desvanecente nao sdo capazes de acompanhar as nio-estacionariedades inerentes aos
canais de comunicagoes. Assim, todos os algoritmos propostos neste trabalho sio de ganho
constante.

Desta forma, apresentamos o método da ODE para algoritmos de ganho constante,
bem como alguns conceitos relacionados a estabilidade de equagoes diferenciais e algumas
ferramentas para analis-las. Em seguida constatamos, a partir deste método, que o algo-
ritmo LMS de fato leva & minimizacio do critério de decisio direta e, conseqientemente, i
equalizacio do canal.

Entretanto, vimos que o algoritmo GN dificilmente pode ser analisado por sste método.
Assim, apresentamos o método da ODE proposto por Ljung para a andlise de algoritmos
de ganho desvanecente e constatamos, a partir deste método, que o algoritmo GN com
ganho desvanecente leva & equalizacio do canal. Conforme vimos, algoritmos de ganho
desvanecente s0 podem ser aplicados a canais estaciondrios. Assim, a anslise feita para o
algoritmo GN é apenas um indicio de sen bom funcionamento quando sen passo de adaptacao
for constante.
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No proximo capitulo, faremos um outro tipo de andlise dos algoritmos propostos. Esta
analise sera baseada na simulagio do desempenho dos algoritmos na equalizacio de alguns
tipos de canais encontrados em sistemas de telecomunicaces. Buscaremos, neste estudo,
constatar a unimodalidade dos algoritmos demonstrada teoricamente no presente capitulo.
Mais do que isto, procuraremos analisar o desempenho dos algoritmos em termos de velo-
cidade de convergéncia, informacao que nio é fornecida pelo método da ODE.



Capitulo 5

Resultados de Simulacoes

NESTE capitulo analisaremos o desempenho dos algoritmos propostos através de simulagoes,
abordando diversas situagies encontradas na prética: equalizagio de um canal passa-tudo,
equalizagao de um modelo estacionario de um canal de ridio-mével, equalizacio de um canal
de microondas e, finalmente, equalizacdo de um modelo nio-estaciondrio de um canal de
raddio-mével. Nestas simulagbes, faremos um estudo comparativo entre os algoritmos pro-
postos e técnicas ja existentes, principalmente o algoritmo de Godard (CMA) e o algoritmo
LMS para técnicas preditivas.

As curvas apresentadas neste capitulo para ilustrar o desempenho dos algoritmos mos-
trarao a evolugio do quadrado do erro de decisdo direta em funcio do nimero de iteraches.
Esta evolucao depende da seqiiéncia particular de dados sendo transmitida, e portanto pos-
sui um cardter aleatério. Assim, as curvas de aprendizado (Learning Curves) mostradas
aqui foram obtidas através da mediagio de 100 experimentos independentes. Em cada um
destes experimentos os coeficientes do equalizador eram inicializados em um valor fixo (zero
no caso da estrutura preditiva; 1 no tap central do filtro FIR no caso do algoritmo de Go-
dard) e uma seqiiéncia aleatéria de dados que era, entéo, gerada e transmitida pelo canal a
ser equalizado. Finalmente, o algoritmo era posto em funcionamento e a evolucio do erro
de decisao direta era observada.

Em todos os casos, a escolha dos pardmetros dos algoritmos buscou minimizar o nfimero
de iteracOes necessario para a convergéncia dos mesmos.

5.1 Canal Passa-Tudo

Inicialmente, analisaremos o desempenho do equalizador de fase isoladamente. Conforme
vimos, o equalizador de fase supde que o sinal em sua entrada j4 apresenta um espectro
plano. Desta forma, considerando que a seqiiéncia transmitida seja 1.1.d, esta estrutura
pode ser utilizada na equalizagiio de um canal passa-tudo cuja saida possui, nesse caso, um
espectro plano. De fato, a fungio do equalizador de magnitude é justamente transformar
a cascata canal + equalizador de magnitude em um sistema passa-tudo. Nesta secio,
simularemos 0 desempenho dos algoritmos preditivos na equalizacio de um canal passa-
tudo cuja funcao de transferéncia é dada por:

'ﬂ,/4 07 e Z——l
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Este canal apresenta um erro de fase constante igual a 7/4. Os dados serio modulados
em 7/4-PSK. A ordem do equalizador usado nessas simulacdes foi 15, o que significa 15
coeficientes em cada estdgio do equalizador de fase. Os parimetros usados nas simulagGes
estdo mostrados na tabela 5.1,

LMS GN RLS
Equalizador de Fase | x: 0,005 | w: 0,985 | w: 0,99
EG: 7 Fo 1

Ajuste de Fase {(#) | n: 0,005 | w: 09 | w: 09

Tabela 5.1: Parametros Usados na Simulacio do Canal Passa-Tudo

As curvas de aprendizado para os algoritmos LMS, RLS e GN estio apresentadas na
figura 5.1.

Canal Passa-Tudo
v T

1500

i odgrion

2500 3000 3500 4000

2000
Heragéas

4] 200 100G

Figura 5.1: Learning Curves para o Canal Passa-Tudo

Observe que a velocidade de convergéncia do algoritmo GN é maior que a do RLS.
Observe também que o algoritmo GN apresenta uma velocidade de convergéncia de trés a
quatro vezes maior que a do LMS. Este é um ponto intrigante pois, conforme veremos adian-
te, esta vantagem nao se mantém quando a estrutura completa (equalizador de magnitude
-+ equalizador de fase) ¢ utilizada. Quando comparados a outras técnicas de equalizagio
cega, observamos un desempenho significativamente melhor dos algoritmos preditivos. Em
[26], por exemplo, o olho do canal é aberto somente apés 10000 iteragdes.

5.2 Canal Radio-Mdvel: Ambiente Estacionario

Nesta se¢do, simularemos o desempenho dos algoritmos LMS, GN e RLS aplicados ao equali-
zador completo {equalizador de magnitude + equalizador de fase). O canal a ser equalizado
€ baseado em um modelo estaciondrio de num canal rddio-mével, Este modelo segue as espe-
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Canal GSM
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Figura 5.3: Learning Curves para o Canal Ridio-Mdvel Estacionsrio

nimero de iteragdes. De fato, observamos que a velocidade de convergéncia dos coeficientes
do preditor IIR é pouco menor do que a do erro DD, que est4 associada & convergéncia, da
estrutura completa (equalizador de magnitude + equalizador de fase). Desta forma, quando
a estrutura completa é usada, ¢ a velocidade de adaptaciio do equalizador de magnitude
que dita a velocidade de convergéncia do equalizador. Como essa velocidade é praticamente
igual para os algoritmos LMS e GN, vemos que nio existe uma contradicido entre a maior
eficiéncia do algoritmo GN na adaptacio do equalizador de fase e o desermpenho semelhante
dos dois equalizadores na adaptagdo da estrutura completa.
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o6 Algoritme GN
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Figura 5.4: Evolucdo dos Valores Absolutos dos Coeficientes do Preditor [IR Adaptados
pelos Algoritmos LMS (a) e GN {b).

Finalmente, ¢ interessante notar que o desempenho do RLS manteve-se pior que o do
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GN, tanto no presente caso quanto na equalizacio do canal passa-tudo. Conforme vimos, o
RLS pode ser visto como um caso especial do GN, onde o passo de adaptacdo o é tomado
como 1. Assim, podemos imaginar que ¢ RLS funciona como o GN com um arranjo de
pardmetros fixo, onde nio temos controle sobre o valor de . Nas simulacoes apresentadas,
este arranjo de pardmetros se mostrou pouco favordvel ao bom desempenho do equalizador.
Por esta razdo e tendo em vista que o RLS pode ser considerado um caso particular do GN,
nao mais consideraremos o algoritmo RLS nas simulacfes que se seguen.

5.3 Canal de Microondas

Nesta secao, analisaremos o desempenho do equalizador completo na equalizacdo de um
canal de microondas. O modelo deste canal foi apresentado em [20] e sua resposta ao
impulso discreta estd mostrada na tabela 5.3. £ interessante notar que este canal apresenta
um nulo espectral, conforme evidenciado na figura 5.5. Isto torna sua equalizacio uma
tarefa particularmente diffcil.

h(0) = —0.1814E ~ 03 +10.1085E — 02 | 1i(1) = —0.2888F — 02 ~ i0.1310E — 04
h(2) = 0.1314E — 02 — i0.3950F — 02 | h(3) = 0.2272E — 01 + 109702 — 02

h(4) = ~0.1073E + 00 + 1 0.2183F — 01 h(5) = 0.6982F + 00

h{6) = ~0.1387E + 00 — i 0.6843E + 00 | A7) = —0.8670E — 04 + 4 0.1005E + 00

h(8) = —0.7162E — 02 — 1 0.2173E ~ 0L | h(9) = 0.3610E — 02 — 3 0.2073E — 02
(10} = 0.5867E — 03 + i 0.2828E — 02

Tabela 5.3: Coeficientes da Resposta ao Impulso h(n) do Canal de Microondas
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Figura 5.5: Resposta em Freqgiiéncia do Canal de Microondas

As simulagdes foram realizadas para os algoritmos GN e LMS. Os pardmetros usados
estao mostrados na tabela 5.4. Os resultados estao mostrados na figura 5.6.
Notamos mais uma vez que os algoritmos LMS e GN apresentaram um desempenho
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LMS GN
Equalizador de Fase | x: 0,004 | w: 0,983
E0: 5

Ajuste de Fase (8) | n: 0,0028 | w: 0,9
Equalizador de pr 0.0028 | w: 0,987
Magnitude EO: 1
CAG A 0,004 | X 0,02

Tabela 5.4: Pardmetros Usados na Simulacio do Canal de Microondas
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Figura 5.6: Learning Curves para o Canal de Microondas

semelhante, convergindo em menos de 1000 iteragoes. Em nossas simulacdes, tentamos
equalizar este canal de microondas com um filtro FIR adaptado pelo algoritmo de Godard.
Neste caso, mesmo usando 55 faps no filtro, ndo conseguimos obter comvergéncia em menos
de 6000 iteragdes, o que nos levou a desistir deste algoritmo. Em [3], um equalizador baseado
na técnica Stop and Go (cf. [15]) foi usado para equalizar este canal e a convergéneia
foi obtida em aproximadamente 4500 iteracfes. Isto ilustra mais uma vez o desempenho
superior das técnicas preditivas quando comparadas a outras técnicas de equalizacao cega.

5.4 Canal Radio-Mdével: Ambiente Nao-Estaciondrio

Na secdo 5.2, mostramos o desempenho de equalizadores cegos na equalizacio de um mo-
delo estaciondrio de um canal rddio-mével. Este modelo, entretanto, estd muito longe da
realidade dos sistemas digitais de comunicacoes méveis. Os canais radio-mével reais apre-
sentam uma caracteristica fortemente nao-estaciondria (cf. [6]). Com o objetivo de testar
os equalizadores cegos em situagbes mais proximas da realidade, usaremos nesta secio um
simulador de canais radio-mével que leva em conta estas nio-estacionariedades. A entrada
do equalizador serd conectada & saida deste simulador, como seria feito em uma situagao



CAPITULO 5. RESULTADOS DE SIMULACOES 64

real.

Para simular a transmissao de um sinal digital por um canal D-AMPS {0 sistema ame-
ricano de telefonia celular), usamos o ambiente de simulagio desenvolvido em [2]. Ele ¢
baseado em um modelo de dois raios para o canal rddio-mével, como 6 mostrado na figura
5.7. Nesta figura, vemos que o sinal modulado se propaga por dois percursos distintos até
chegar ao terminal de recepcio. Vemos também que o segundo percurso tem um atraso de
T e uma perda de poténcia C em relaciio ao primeiro. Estes dois percursos podem modelar,
por exemplo, a seguinte situagio: o primeiro representa um sinal que chega 3 estacdo radio-
base (ERB) vindo direto do transmissor do telefone celular, enquanto o segundo representa
um sinal que chega a ERB apds ser refletido em alguma construgdo, como edificio, por
exemplo. Na figura 5.7, estdo ainda representados o ruido aditivo z(n), bem como as gran-
dezas £ e &2, que sdo duas varidveis aleatdrias gaussianas correlacionadas e que simulam o
efeito do deslocamento do mével {efeito Doppler).

wodulador
w/4-DOPSK
B8asEy § «0)

Figura 5.7: Modelo de Dois Raios do Canal Rédio-Mével (Ref. 2.

Nas simulactes apresentadas aqui, supusemos um mdvel que se desloca a uma velocidade
de 4 km/h. Esta é aproximadamente a velocidade de uma pessoa caminhando e representa.
uma situacao muito comum em telefonia celular. Supondo ainda a auséncia de ruido e uma,
perda de poténcia de 15% no segundo percurso, simulamos a transmissio de 7520 simbolos
de uma modulagdo 7/4-DPSK pelo canal radio-mével. O perfil de poténcia do sinal na
saida do canal estd mostrado na figura 5.8

Finalmente, usamos a saida do canal D-AMPS para testar o desempenho dos algoritmos
LMS e GN aplicados a um equalizador de magnitude de ordem 5 e um equalizador de fase
de ordem 11. Os pardmetros usados nas simulacdes estdo mostrados na tabela 5.5. Os
resultados estdo mostrados na figura 5.9 e 5.10, respectivamente. Observe que aqui, devido
a0 cardter nao-estaciondrio do canal, nio faz sentido falar em curvas de aprendizado.

Mais uma vez observamos que os dois algoritmos apresentaram um desempenho seme-
lhante. Além disso, o desempenho é aparentemente nio satisfatério, pois o erro DD assume
muitas vezes valores altos, indicando situagdes em que o equalizador é incapaz de abrir o
olho do canal. Mais ainda, a variaciio do erro DD, transitando entre periodos em que ele
se mantém baixo para outros em que ele se eleva, indica que nem sempre os algoritmos sio
capazes de acompanhar as variacdes do canal radio-mével. Entretanto, podemos observar
que, em virios periodos, o erro DD é baixo e, portanto, o equalizador consegue manter o
olho do canal aberto. Além disto, observamos que em algumas situaces o erro DD passa
de um periodo com valores altos, indicando que o olho do canal est4 fechado, para outro
em que seus valores sdo pequenos, indicando uma abertura do olho. Isto ¢ uma propriedade
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Figura 5.8: Poténcia da Saida do Canal Rédio-Mavel

LMS GN
Equalizador de Fase | «: 0,004 | w: 0,983
B 5

Ajuste de Fase (8) | #: 0,0028 | w: 0.9
Egualizador de w: 0,0028 | w: 0,987
Magnitude Ejo: 1
CAG A0 0,004 | A: 0,02

Tabela 5.5: Pardmetros Usados na Simulagio do Canal Ridio-Mével Nao-Estaciondrio

muito interessante dos algoritmos: eles conseguem se “recuperar”, abrindo o olho do canal
mesmo apds uma situacao desfavordvel em que este estava fechado. Este resultado indica
um bom potencial de uso de técnicas preditivas de equalizaciio em sistemas de comunicacoes
moveis.

A capacidade de abertura do olho do canal estd ilustrada nas figuras 5.11 e 5.12. Nestas
figuras, mostramos as constela¢des na saida dos equalizadores adaptados pelos algoritmos
LMS e GN, respectivamente. Estas constelacdes mostram apenas os periodos em que o olho
do canal esta aberto, o que corresponde aos seguintes intervalos de iteragoes:

» {[150, 1100]; [2000, 2300]; [5200, 5600]} para o algoritmo LMS
e {[60,1250}; [3500, 4000]; [5200, 5550]} para o GN.

Note que o desempenho dos algoritmos é de fato semelhante, apesar de 0 GN manter o olho
aberto durante mais tempo.

5.5 Conclusao

Através das simulagdes apresentadas aqui, podemos confirmar alguns resultados obtidos
teoricamente. Para isto, observemos que as curvas apresentadas sio uma média de 100 ex-
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Figura 5.9: Evolugio do Erro DD para o Canal Rédio-Mével: Algoritmo LMS

perimentos independentes e que em nenhuma delas pudemos constatar a convergéncia para
um minimo local. Isto é um forte indicativo de que a eficiéncia dos algoritmos, constatada
teoricamente no capitulo anterior, de fato se observa em situagOes mais priticas.

Os resultados de simulagdo obtidos neste capitulo nos permitem chegar a algumas con-
clusdes interessantes a respeito da velocidade de convergéncia dos algoritmos de equalizacao
cega.

Em primeiro lugar, as técnicas preditivas se revelaram consideravelmente mais velozes
do que algumas técnicas mais tradicionais, tais como o algoritmo de Godard e o “Stop-
and-Go”. Obviamente, ndo podemos tomar isto como uma conclusio geral, mas, ao menos
nas simulagoes realizadas para testar os algoritmos, a vantagem das técnicas preditivas foi
sempre muito clara.

Em segundo lugar, vale destacar o pior desempenho do algoritmno RLS quando compa-
rado ao GN. Conforme haviamos observado na deducio destes algoritmos, eles apresentam
muitas semelhancas e, de certa forma, o algoritmo RLS pode ser visto como uma caso es-
pecial do GN, onde 0 parametro « presente neste wltimo fica restrito a um tnico valor,
a = 1. Isto pode ser usado para explicar esta diferenca de desempenho. Por permitir um
controle sobre «, o algoritmo de GN permite um melhor ajuste fino sobre seus parimetros
e, conseqiientemente, uma melhor velocidade de convergéncia.

Finalmente, € interessante comparar os desempenhos dos algoritmos LMS e GN. O GN
se mostrou muito mais eficiente do que o LMS quando ambos foram usados para adaptar
o equalizador de fase isoladamente. Entretanto, quando estes algoritmos foram usados
com a estrutura completa de equalizacio, seus desemperhos tornaram-se muito préximos.
Uma possivel explicagdo para este fato é que o desempenho destes algoritmos na adaptacao
dos coeficientes do preditor IIR é muito semelhante, e consideravelmente lento. Assim, é a
adaptacao do preditor de magnitude que controla a velocidade de convergéncia da estrutura
completa, de forma que o methor desempenho do GN na adaptacgio do equalizador de fase
perde importancia neste contexto.
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Figura 5.10: Evolucio do Erro DD para o Canal Radio-Mdével: Algoritmo GN

Figura 5.11: Constelacdo na Saida do Equalizador: Algoritmo LMS
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Figura 5.12: Constelagio na Saida do Equalizador: Algoritmo GN



Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho, fizemos um estudo detalhado das técnicas preditivas de equalizagio cega
baseadas na cascata de um equalizador de magnitude e de um equalizador de fase,

Inicialmente, apresentamos o problema da equalizacio de canais de telecomunicagoes e
mostramos algumas solugdes para este problema. As solucdes cldssicas envolvem a trans-
missao de uma seqiiéncia de treinamento, o que diminui a eficiéncia do sistema. Surge dai o
interesse em técnicas de equalizacdo que dispensem o uso deste treinamento. Estas técnicas
déo origem aos equalizadores cegos. Entre estas técnicas, destacam-se as técnicas prediti-
vas de equalizacdo cega e, entre estas, destaca-se a equalizacdo de magnitude e fase. Esta
estrutura possui a vantagem de ser ndo-linear, o que possibilita seu bom funcionamento
em situagoes em que o canal introduz um nulo espectral. Neste ponto, esta estrutura se
assemelha a um DFE.

Para esta estrutura, foram apresentados dois novos algoritmos: o RLS e o GN. Em
seguida, fizemos uma andlise teérica da estrutura do equalizador de fase e dos algoritmos
RLS e GN associados. Provaram-se, sob algumas condicdes pouco restritivas, os seguintes
fatos:

» O critério de decisdo direta associado ao equalizador de fase é unimodal.

e Osalgoritmos LMS e GN de fato minimizam o critério. Assim, devido & sua unimodali-
dade, estes algoritmos levam & equalizacio do canal independente de sua inicializacio.

Nao foi possivel analisar o algoritmo GN supondo que seu ganho de adaptagio seja
constante. Ainda que isto seja uma caracteristica fundamental dos algoritmos usados em
sistemas de telecomunicagdes, o ganho constante dificulta muito a andlise deste algoritmo.
Assim, somente conseguimos demonstrar que este algoritmo leva 2 equalizacdo do canal
se o seu ganho for desvanecente. Este resultado mostra que o GN pode ser aplicado na
equalizacdo de canais estaciondrios, e é um indicio da sua eficicia em canais mais gerais.

Os resultados de simulagio nos levaram a algumas concluses interessantes:

¢ O desempenho das técnicas preditivas se mostrou sempre superior ao das técnicas de
Bussgang. Houve situacBes em que um algoritmo de Bussgang nie foi de maneira
alguma capaz de equalizar um canal para o qual a técnica preditiva ohteve sucesso.

» O algoritmo GN se mostrou sempre mais eficiente do que o RLS. Vimos que isto pode
ser explicado pelo fato de que o RLS é um caso particular do GN.

69
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¢ Na equalizaciio de um canal passa-tudo, onde apenas o equalizador de magnitude era
testado, o GN se mostou cerca de 4 vezes mais veloz do que o LMS. Entretanto, em ou-
tras situagoes, o desempenho destes algoritmos se mostrou semelhante. Este resultado
parece indicar um problema no acoplamento entre as adaptacdes dos equalizadores de
magnitude e o de fase.

e Os resultados tedricos a respeito da unimodalidade do critério de Decisio Direta e do
comportamento dos algoritmos propostos foram confirmados. De fato, em momento
algum observamos convergéncia dos algoritmos para um minimo local.

* Quando as estruturas de equalizagio de magnitude e fase sio usadas, a velocidade de
convergéncia dos algoritmos propostos é controlada pela velocidade de convergéncia
do preditor IIR. Para esta estrutura, ambos os algoritmos apresentam um desem-
penho semelhante. Isto pode ser uma explicacio para a discrepancia observada na
velocidade de convergéncia dos algoritmos LMS e GN. Este ltimo se revelou muito
mais rapido que o LMS quando apenas o equalizador de fase era usado. Entretanto,
em situagbes onde o equalizador completo foi usado, a velocidade de convergéncia dos
dois algoritmos fol praticamente a mesma.

O estudo de equalizadores cegos é uma 4rea do conhecimento relativamente nova, que
vem experimentando um crescimento acelerado. Novas propostas e resultados surgem cons-
tantemente. Neste sentido, este trabalho se propds a apresentar uma colaboragio para o
estudo dos equalizadores preditivos e, evidentemente, deixa vérias questdes em aberto.

Inicialmente, ndo foi estudado o comportamento da estrutura proposta em ambientes
com Relagiio-Sinal-Ruido baixa. A demonstracio da unimodalidade do critério DD, assim
como as simulagoes apresentadas aqui, supuseram a auséncia do ruido aditivo. Levar em
conta este ruido ¢ fundamental para uma eventual aplicacio das técnicas preditivas em
situacoes praticas, onde a SRN é sempre baixa.

Finalmente, seria interessante estudar a extensao das técnicas preditivas para a equa-
lizagao de canais MIMO (do inglés Multiple Input - Multiple Output). O modelamento do
canal de comunicagoes como um sisterma MIMO é aplicivel em situagoes onde o sinal recebi-
do provém de miltipios transmissores distintos, e a saida do canal é composta de miltiplas
seqiiéncias digitais. Canais de miltiplas entradas sio encontrados, por exemplo, no siste-
ma CDMA de telefonia celular, onde vdrios usudrios compartilham uma mesma faixa de
freqiiéncia.

Quanto as miltiplas seqiiéncias na saida do canal, elas sio geradas basicamente de duas
formas. Em uma delas, vdrias antenas {Antenna Arrays) sao usadas para captar o sinal
transmitido, de forma que cada uma delas gere uma seqiiéncia digital correspondente ao
sinal recebido. Temos, neste caso, um sistema com vérios sensores. Também & possivel]
obter miltiplas saidas do canal usando apenas um sensor. Neste caso, o sinal captado pelo
receptor ¢ amostrado vdrias vezes. Estas amostragens sio feitas na taxa nominal de bits,
mas com diferentes defasagens, gerando diferentes seqiiéncias digitais. Obtém-se, neste caso,
os chamados equalizadores fraciondrios.

No equalizador, as miiltiplas seqiiéncias digitais & saida do canal sio processadas inde-
pendentemente e, em seguida, combinadas de forma a gerar uma estimativa do sinal trans-
mitido. As propriedades de equalizadores com esta caracteristica tém sido intensamente
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estudadas na literatura, e virias vantagens destes sistemas foram determinadas. Entre ou-
tras, prova-se que é possivel equalizar um canal MIMO usando apenas as estatisticas de
segunda ordem do sinal recebido, ou usando apenas preditores. Desta forma, a aplicacio
das técnicas preditivas a canais MIMO desperta imediato interesse e, possivelmente, levars
4 obtencdo de algoritmos ainda mais eficientes para a solucido do problema da equalizacio
cega.
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