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Resumo

A principal contribuicao dessa dissertacao é propor um método de sintese de con-
trole preditivo por realimentacao de estados para sistemas lineares discretos com
parametros variantes no tempo e pertencentes a um politopo. As condigoes de sin-
tese sao formuladas usando-se funcoes de Lyapunov dependentes de caminho, isto
é, a matriz de Lyapunov depende de maneira multi-afim dos parametros em seus
instantes sucessivos de tempo até um instante maximo (tamanho do caminho). Essa
classe de funcao generaliza as funcoes quadraticas e dependentes de maneira afim
nos parametros. Os testes numéricos sao formulados em termos de problemas de oti-
mizacao baseados em desigualdades matriciais lineares, parametrizados em funcao
do tamanho do caminho da matriz de Lyapunov, arbitrado a priori. A medida que o
tamanho do caminho cresce, indices de desempenho menos conservadores sao obtidos
ao pre¢o de um maior esfor¢co computacional. Exemplos numéricos sao apresenta-
dos ilustrando a eficiéncia do método proposto em termos do indice de desempenho
e do esfor¢co computacional demandado quando comparados com outros métodos
existentes na literatura.

Palavras-chave: Controle preditivo; Sistemas lineares com parametros variantes; De-
sigualdades matriciais lineares; Ganho escalonado; Funcao de Lyapunov dependente
de caminho.



Abstract

The main contribution of this thesis is to propose a state-feedback model predictive
control design method for discrete-time systems with time-varying parameters belon-
ging to a polytope. The synthesis conditions are formulated using path-dependent
Lyapunov functions, i.e. the Lyapunov matrix depends multi-affinely on the para-
meters at successive instants of time until a maximum instant (path size). This
class of function generalizes quadratic and affinely parameter dependent functions.
The numerical tests are provided in terms of optimization problems based on linear
matrix inequalities, parametrized as a function of the path size of the Lyapunov ma-
trix, given a priori. As the path size increases, less conservative performance indices
are obtained at the price of a higher computational effort. Numerical examples are
presented, illustrating the efficiency of the approach in terms of the performance
index and the computational burden demanded when compared to other existing
methods in the literature.

Key-words: Model predictive control; Linear parameter varying systems; Linear
matrix inequalities; Gain scheduling; Path-dependent Lyapunov function.
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Introducao

Processos quimicos e petroquimicos sao sistemas dinamicos cuja principal caracteristica ¢é
a imprevisibilidade. Esses processos demandam constantes melhoramentos nos indices de de-
sempenho (econémico, seguranca, ambiental, equipamento, etc ... ), afetando diretamente as
areas de instrumentagao, controle, otimizacao e logistica. Nesse contexto, a técnica de controle
on-line denominada controle preditivo (do inglés, Model Predictive Control — MPC) surgiu da
necessidade da utilizacao de computadores digitais na implementacao de algoritmos de otimiza-
¢ao dinamicos, proporcionando: (a) adequagao as constantes alteragoes das caracteristicas das
plantas; (b) adequagao de restrigdes (sejam, hard ou soft); (c) antecipacao das violagoes das
restricoes.

A heuristica dessa metodologia é unicamente baseada nas agoes de controle passadas e nas
medidas atuais do processo, das quais as agoes de controle presente e futura sao calculadas. O
objetivo é assegurar que a saida do MPC acompanhe uma trajetoria de referéncia contida em
um horizonte de predi¢cao com intervalos de amostragens pré-definidos. Devido as perturbagoes
e descasamentos entre o modelo e a planta, apenas a primeira agao de controle é implementada,

repetindo-se o calculo para os intervalos de controle subseqiientes como apresentado na Figura 1.

Passado <————————® Futuro

Trajetéria de Referéncia

= ——_Saida Prevista

tempo

Saida Medida

Entrada Prevista

Ve Computada

Entrada Medida ‘\—‘ t t+l t+M P

e k+2] |
H Horizonte Predigéo (P)

At

tempo

Figura 1: Heuristica do controle preditivo.

Controle preditivo é um método de projeto de controle que contempla mais de trinta anos
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de histéria. Nesse periodo, consideravel atencao foi dispendida ao fato deste controlador nao
garantir a estabilidade do sistema, dependendo de ajustes iniciais nos parametros. De fato, o
interesse na estabilidade tem sido o motor na geracao das diferentes formulagoes de MPC.

Esta é a motivacao para a apresentacao de um breve historico que inicia-se com o desen-
volvimento do software denominado comando-identificacao (do inglés, Identification-Command
— IDCOM), ou algoritmo de modelo de controle (do inglés, Model Algorithmic Control —
MAC) (Richalet, Rault, Testud e Papon 1978, Rouhani e Mehra 1982, Marchetti, Mellichamp
e Seborg 1983, Ydstie 1984), que relaciona basicamente: (a) um modelo (linear) de convolugao
discreta explicito para representacao e predigao do sistema, (b) uma trajetéria de referéncia,
(¢) um critério 6timo e, (d) a consideracao de restrigoes de estado e controle. Em 1980, Cutler
e Ramaker, engenheiros da Shell, desenvolveram independentemente o algoritmo de controle
da matriz dinamica (do inglés, Dinamic Matriz Control — DMC) aplicado a um craqueador
catalitico de fluido, que conceitualmente é baseado na selecdo de um horizonte de controle (L),
de forma a otimizar uma funcao objetivo por meio da minimizacao de minimos quadrados da
diferenca entre as saidas previstas e as saidas desejadas em um horizonte de predigao (R). As
caracteristicas principais sao: (a) um modelo linear de resposta ao degrau para a planta, (b) um
objetivo de desempenho quadratico sobre um horizonte de predigao finito, (c) especificacao do
comportamento da saida da planta por meio do rastreamento do setpoint e, (d) entradas 6timas
geradas da solucao do problema de minimos quadrados. Esses algoritmos pertencem a chamada
primeira geragao de MPC.

Garcfa e Morari (1982) identificaram e discutiram as similaridades entre os algoritmos MAC
e DMC, desenvolvendo o modelo de controle interno (do inglés, Internal Model Control —
IMC) (Garcia, Prett e Morari 1989), que caracterizava-se pela facilidade no ajuste on-line dos
parametros e reducao nas ondulacoes de interamostragens. Posteriormente, com a adesao do
algoritmo de programagao quadratica as técnicas de controle preditivo, melhorias no desempenho
de controle, como uma maior robustez, puderam ser obtidas, elevando a técnica ao nivel de estado
da arte em controle industrial (Ricker 1985, Garcia e Prett 1986), podendo ser considerada a
segunda geracao de MPC. Este fato inspirou a adesao curricular dos principios gerais do MPC
as Universidades, como na Georgia Institute of Technology (Arkun, Charos e Reeves 1988), e
a publicacao de diretrizes para normalizar os parametros de ajuste do controlador preditivo
(Maurath, Mellichamp e Seborg 1988). Entretanto, estas formulagoes nao eram suficientes
para modelar plantas instaveis em malha aberta, como ocorria em grande parte dos processos
quimicos (Muske e Rawlings 1993).

Contemporaneo aos anos 1980, o algoritmo de controle preditivo generalizado (do inglés,
Generalized Predictive Control — GPC) (Clarke, Mohtadi e Tuffs 1987a, Clarke, Mohtadi e
Tuffs 1987b, Li e Biegler 1988, Clarke e Mohtadi 1989) surgiu como um método promissor ao
estabelecer solugbes para problemas do tipo: (a) planta de fase ndo minima, (b) planta instéavel

em malha aberta, (c) planta com dead-time variavel ou desconhecido e (d) planta de ordem
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desconhecida.

Contudo, os progressos realizados restringiam-se a sistemas lineares ou a modelos lineari-
zados em torno de um ponto de operagao (Lee e Ricker 1994, Sistu e Bequette 1995), que
propiciavam uma solugao analitica e menor demanda computacional ao custo de provas mais
rigorosas de estabilidade e de desempenho, enfraquecendo, assim, o avango na area de con-
trole de sistemas nao-lineares. Visto que muitos processos quimicos sao melhor modelados por
equagoes algébricas diferenciais nao-lineares, o uso da descri¢ao linear ocasionava perdas de
informagoes sobre os processos. Além disso, problemas de saturacoes nas entradas ocorrem
em quase todos os sistemas quimicos, impondo restricoes do tipo hard aos problemas de oti-
mizagao on-line, gerando controladores nao-lineares na presenga de modelo/planta dinamicos
lineares (Zafiriou 1990, Ricker 1990). Da necessidade do uso da teoria de controle nao-linear
aliada aos progressivos avancos do hardware computacional, despontaram as estratégias de pro-
gramagao quadratica sucessiva (do inglés, Successive Quadratic Programming — SQP) (Li e
Biegler 1988, Brengel e Seider 1989), controle preditivo nao-linear (do inglés, Nonlinear Model
Predictive Control — NMPC) (Patwardhan, Rawlings e Edgar 1990, Bequette 1991a, Mutha,
Cluett e Penlidis 1998, Henson 1998) e o incentivo a reavaliar as estratégias de controle esten-
dendo os principios do MPC ao uso das técnicas de controle nao-linear (Eaton e Rawlings 1990,
Bequette 1991b, Ramamurthi, Sistu e Bequette 1993, Sistu, Gopinath e Bequette 1993). Esses
fatos caracterizam a terceira geracao de MPC. Dentre as principais vantagens do controlador
preditivo nao-linear, incluem-se o tratamento explicito de atrasos no tempo, restricoes, sistemas
de fase nao-minima e a incorporacao do conhecimento das mudancas de setpoints futuros.

Em meados da década de 1990, alguns algoritmos sao retomados e revistos em uma nova
abordagem, como a proposta por em Richalet (1993) que estende os conceitos do IDCOM as
aplicagoes industriais denominadas “processos rapidos”. Em seguida, Lundstrom, Lee, Morari
e Skogestad (1995) remodelam o DMC por meio do observador desenvolvido por Lee, Morari
e Garcia (1994), de modo a evitar as limitagoes que interferem diretamente no desempenho da
malha de realimentacao do algoritmo. Outras contribuicoes, perspectivas, revisoes e tutoriais
detalhados sobre MPC sao dados em (Shridhar e Cooper 1997, Scokaert e Mayne 1998, Morari
e Lee 1999, Rawlings 2000, Qin e Badgwell 2003).

O MPC classico resolve problemas de controle 6timo utilizando um horizonte finito de tempo,
diferentemente de estratégias como o controle 6timo 45 ou 2, de horizonte infinito. A jus-
tificativa da abordagem MPC (horizonte finito) é que em geral o problema de malha aberta
é solivel em um tempo bem menor do que os tempos associados a dinamica da planta. As
técnicas de sintese de controladores preditivos 77, descritas por Tadmor (1992) e Lall (1994)
surgiram dessa extensao do horizonte de tempo.

Ainda na década 1990, surge uma nova abordagem para o MPC baseada em desigualdades
matriciais lineares (do inglés, Linear Matriz Inequalities — LMI) (Boyd, El Ghaoui, Feron e

Balakrishnan 1994). Na verdade, intimeros problemas de controle puderam ser reformulados
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como problemas convexos por meio de LMIs, em diversos contextos, e assim também surgiram
técnicas de MPC na forma de LMIs (Kothare, Balakrishnan e Morari 1996, Casavola, Famularo
e Franze 2002, Casavola, Famularo e Franze 2003, Wang e Rawlings 2004a, Wang e Rawlings
2004b), o que seria a quarta geragao de MPC. A abordagem proposta por Kothare et al. (1996)
utilizava a estabilidade quadratica na formulacao do problema de otimizagao. Buscando reduzir
o conservadorismo, técnicas baseadas em fungoes de Lyapunov dependentes de parametros (do
inglés, Parameter Dependent Lyapunov Functions — PDLF) para tratar sistemas politépicos
discretos propostas por de Oliveira, Bernussou e Geromel (1999) (caso invariante no tempo) e
Daafouz e Bernussou (2001) (caso variante no tempo), permitindo que novas estratégias de MPC,
como em (Cuzzola, Geromel e Morari 2002, Wada, Saito e Saeki 2006) fossem desenvolvidas.
Outros progressos expressivos nesse segmento usando o paradigma de incertezas estruturadas
sao dados em (Feng, Wang e Poh 2007, Lee e Park 2007, Lee, Park, Ji e Won 2007).

Portanto, o objetivo da dissertacao é obter resultados menos conservadores aplicando a te-
oria de estabilidade desenvolvida por Lee (2006), sob novas condigbes de LMIs, por meio das
fungoes de Lyapunov dependentes de caminhos (do inglés, Path-Dependent Lyapunov Functi-
ons), melhorando assim o desempenho do algoritmo de controle preditivo para sistemas lineares
com parametros variantes e discretos no tempo com dominio de incerteza politépico.

A dissertagao estd organizada na seguinte ordem. No Capitulo 1, as formulagoes de sintese
MPC baseada em LMIs propostas por Kothare et al. (1996) e Wada et al. (2006) sao revistas.
Nas secoes posteriores do Capitulo 1, teorias de estabilidade robusta para sistemas incertos
discretos no tempo com dominios de incerteza politépicos sao descritos e inseridos no conceito
de MPC para sistemas lineares com parametros variantes no tempo (do inglés, Linear Parameter
Varying — LPV). O Capitulo 2 traz a teoria de estabilidade exponencial uniforme e a abordagem
de fungoes de Lyapunov dependentes de caminhos aplicada a MPC. Uma formulacao estendida
para sistemas com a matriz de controle dependente de parametros é dada no Capitulo 3. E

finalmente, uma conclusao finaliza o trabalho.



Capitulo

Controle preditivo usando desigualdades
matriciais lineares

1.1 Modelos de incerteza

Uma das deficiéncias existentes nas técnicas MPC mencionadas é a planta do modelo nao
incorporar explicitamente as incertezas do processo. Essas incertezas sao caracterizadas pelas
imprecisoes nas medidas, erros cometidos nas aproximagcoes por modelos lineares ou linearizados
e outras. Contudo, este problema vem sendo resolvido com o desenvolvimento de métodos de
analise e sintese para sistemas lineares capazes de tratar parametros incertos invariantes ou
variantes no tempo pertencentes a politopos. Em sua maioria, os métodos sao baseados na
teoria de estabilidade de Lyapunov associada a métodos numéricos convexos descritos na forma

de LMIs. Considere o seguinte sistema linear com parametros variantes no tempo:

z(t+1) = AE@)z(t) + BE[@))uld),
y(t) = Cux(t),

[A(&(t)) B(E(®))] € (1.1)
em que u(t) € R™ z(t) € R™ e y(t) € R™ sao, respectivamente, a entrada de controle, o estado
e a saida da planta. As matrizes A(£(t)) e B(£(t)) pertecem ao politopo 2 e sdo parametrizadas
em funcao do vetor parametros variantes no tempo £(t), V¢ > 0. Em particular, esta dissertagao
considera o simplex unitario como o conjunto no qual o vetor de parametros £(t) pode assumir

valores. Essa descricao ¢ também conhecida na literatura como modelo “politopico”;, sendo

bastante popular dentro da classe de métodos desenvolvidos para sistemas lineares incertos.

1.1.1 Incerteza politépica
Seja €2 o conjunto politopico

Q="Co {[Al Bl]; [AQ Bg],..., [AN BN]} (12)

5
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com Co denotando a envoltéria convexa (vide Figura 1.1); ou equivalentemente, considere

A(£(t)) e B(&(t)) associados ao vetor de parametros £(t) = [ &(t) -+ &n(t) ]T, na seguinte
forma
[A€®) B(E®)] = Zﬁj(t)[flj Bj], €(t) € B

[1]
|

= {€&t) eRY Zgj =1,()>0,j=1---N}.  (13)

em que = é o simplex unitdrio. No modelamento de sistemas (nao-lineares) politépicos, o
procedimento envolve um conjunto de dados de entrada/saida visando o desenvolvimento de
modelos lineares, permitindo que os sistemas (1.1) e (1.2) aproximem plantas reais. Além disso,
ferramentas matematicas como o Jacobiano e métodos de resposta ao impulso podem contribuir

para as aproximacoes de sistemas lineares variantes no tempo (do inglés, Linear Time-Varying

— LTV).

(4, B)

[4, B)

(4, BJ

[4, Bj

®

Figura 1.1: Representacao grafica da incerteza politdpica.

1.2 Formulacao do controle preditivo por funcao de Lya-
punov quadratica

A formulagao do projeto de MPC que estabiliza o sistema (1.1) baseia-se na minimizagao do

valor maximo da fungao objetivo com desempenho robusto,

min max Joo(t) (1.4)
u(imt) [A(m) B m)]enm=0
com
+o00
Joo(t) = > (2t + m|t)" La(t + mlt)
m=0

+u(t +mlt)" Zu(t + mit)) (1.5)
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no qual Z > 0 e 2 > 0 sao matrizes ponderantes disponiveis. A notacao z(t + mlt), usual no
contexto de MPC; significa a predi¢ao do estado no instante ¢t +m (m > 1) a partir da leitura
do estado no instante t. A entrada de controle para o instante ¢ + m, denotada por u(t + m|t),
é obtida como a solugao do problema de otimizacao no instante ¢. Esse problema de min-max
corresponde ao MPC de pior caso com um objetivo quadratico.

Para obter um método de sintese baseado em LMIs para o controlador preditivo de horizonte
infinito definido em (1.4), considere a lei de controle de realimentacao de estado u(t + mlt) =
Fz(t + m|t), m > 0, que minimiza robustamente (1.5). Considerando a func¢ao quadrética
V(z(tlt)) = z(t|t)" Px(t[t), com P > 0, V(0) = 0, para que o critério J(t) seja finito, ¢

necessario que z(oolt) = 0. Assim, pode-se derivar um limite superior para J(t) por

V(z(t+m+1Jt)) = V(z(t + mlt))
> —(x(t +mlt)" 2u(t + mt) + u(t + m|t)" Zu(t + m|t))
VIAE(t+m)) BE(t+m))] €Q, m>0 (1.6)

Somando (1.6) de m =0 a m — +o0, tem-se

max Jo(t) < V(0,1) (1.7)
[A(&(t+m)) B(£(t+m))]€Q,m=>0

Portanto, o objetivo da sintese do MPC é determinar uma lei de controle de realimentacao de
estado independente de parametros u(t+mlt) = Fa(t+m|t) a fim de minimizar o limite superior
V(x(t]t)), em cada instante t. No instante de amostragem posterior, o estado no instante ¢ + 1

¢ medido, e o calculo repetido para computar F.

Teorema 1.1 Seja x(t) = z(t|t) o estado do sistema (1.1) medido no instante de amostragem
t. Assuma que o sistema (1.1) ndo estd sujeito a restrigoes.

(a) Otimizagao. A matriz de realimentagao de estado F' associada a lei de controle u(t +
mlt) = Fz(t + m|t), m > 0, que minimiza o limite superior V (x(t|t)) na fungio objetivo de

desempenho robusto no instante de amostragem t é dada por
F=YQ! (1.8)

com @@ > 0 eY obtidas da solug¢do (se esta existir) do sequinte problema de minimiza¢ao do
objetivo linear,

min 7y (1.9)

sujeito a
L(l ‘”(t‘tq >0 (1.10)
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e
Q QAT +YTBT Q2: Y'%:
A,Q + ByY Q 0 N
22(Q) 0 ~I 0 -
RY 0 0 ~T
j=1,2,....N. (1.11)

(b) Elipséides invariantes. No instante de amostragem t, suponha que exista QQ > 0,
e Y = FQ tais que (1.11) verifica-se. Suponha ainda que u(t + mlt) = Fx(t + m|t), m > 0.

Portanto, se

(z(t+m[t)"Q 'z(t +mlt) <1
(ou, equivalentemente, z(t + m|t)" Pxz(t + mlt)

<vycom P=~Q7") (1.12)

entao

max x(t+mO)TO z(t +mlt) < 1 1.13
[A(&(t+m)) B(£(t+m))]€Q, m>0 ( | ) @ ( | ) ( )

ou, equivalentemente,
max z(t +m|t) ' Pzt +mlt) <~ (1.14)
[A(§(t+m)) B(&(t+m))]€Q, m>0
Assim, & = {z | 2TQ7'2 < 1} = {z | 2T Pz < v} € um elipsdide invariante para os estados
preditos no sistema incerto. A Figura 1.2 fornece uma ilustracao grdfica para & no caso de um
sistema de duas dimensoes (dois estados), ou seja, a mazximizacao define o valor de pior caso
de z(t + m|t)TQ ta(t + mlt) para todo instante t +m, t > 1.

(c) Restrigoes na entrada de controle e no sinal de saida. Assuma que o sistema
(1.1) esta sujeito a restrigoes.

Restrigcoes na entrada. Ezistem dois tipos de restrigoes a considerar: restricoes soft, em
que violacoes de limites sao toleradas para satisfacdo de outro critério; e restricoes hard, em que
nenhuma violacao dinamaica nos limites € permitida para qualquer instante de tempo, e que estao
geralmente presentes devido as limitagoes fisicas intrinsecas nos equipamentos. Assim, serd
mostrado como incorporar estas restricoes ao MPC na forma de LMIs. Para tanto, existem
duas consideracoes, a norma Fuclidiana e a limitacao mdrima de cada componente, dadas

respectivamente por
|lu(t +m[t)[l2 < wnaz, t,m >0, (1.15)

lu;(t+m|t)| < Ujmaz, t,m >0, 7=1,2,...,n4. (1.16)
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z(t|t) € &
—z(t+mlt) €& Ym=>1

Figura 1.2: Representacao grafica do elipséide invariante em duas dimensoes.

Com as devidas manipulagoes algébricas, e utilizando o complemento de Schur e a desigual-

dade de Cauchy-Schwarz, definem-se as respectivas restrigoes LMIs como

(N
[ e Q] >0 (1.17)
€
{;(T g] >0, Xjj S U e J=1,2,..., 04 (1.18)

Restricoes na saida. Sao caracterizadas por especificacoes de desempenho na saida do

processo. Assim, considere a norma Fuclidiana aplicada as restricoes de saida
y(t +m[t)ll2 < Ymaz, t >0, m >1 (1.19)

Visto que a incerteza de interesse € a (1.2), por meio de manipulagoes algébricas pode-se de-
monstrar que (1.19) pode ser testada usando a LMI

Q (4;Q + BY)'CT

>0,7=12,...,L 1.20
C(A;Q + BjY) Ymaz] =S m s (1.20)

(d) Factibilidade. A solu¢do no instante t é uma solug¢ao factivel (mas nao necessaria-
mente otima) para restri¢oes (1.10) e (1.11) no instante t+1. Consegiientemente, se o problema
de otimizagao de LMI (1.9) admite uma solugao no instante t, entao admite uma solu¢do para
todos instantes t +m (m > 0).
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(e) Estabilidade robusta. A lei de controle de realimentac¢ao de estado u(t + mlt) =
Fz(t +ml|t), m > 0 sujeita a (1.17) e (1.20) estabiliza assintoticamente o sistema em malha
fechada.

Prova: Veja Kothare et al. (1996). n

Observagao 1 As varidveis de otimizagao deveriam ser denotadas por Q(t), F(t), Y(t) etc.
para enfatizar que estas sao computadas para o instante t. FEntretanto, por conveniéncia de

notacao, € omitido o indice t aqui e nas proximas secoes.

1.3 Estabilidade robusta

A anélise de robustez para sistemas €, em muitos casos, realizada em dominios convexos de
incerteza, cujo teste de estabilidade de maior interesse é pertinente a classe de métodos definidos
por fungoes de Lyapunov. A abordagem mais conservadora dessa categoria é a estabilidade
quadratica, que baseia-se em uma matriz de Lyapunov constante para testar a estabilidade de
todo o dominio de incerteza. Esta condicao foi adotada na secao anterior, e destaca-se pela
facilidade na sintese robusta, ou seja, parametrizacao convexa imediata do controlador dada em
(1.8) (Geromel, Peres e Bernussou 1988). Com a finalidade de reduzir o conservadorismo da
estrutura quadratica, sao construidas func¢oes de Lyapunov dependentes de parametros aplicadas
a sistemas incertos discretos no tempo com dominio de incerteza politépico. Nesse contexto,
a inovagao consiste no uso de varidveis auxiliares (ou, varidveis de folga) na parametrizagao
convexa dos controladores, sejam estes robustos (de Oliveira et al. 1999) ou dependentes de
parametros (Daafouz e Bernussou 2001).

Assim, a estabilizacao do sistema (1.1) pela lei de controle dependente de parametros u(t) =

F(&(t))z(t) pode ser realizada pela seguinte condigao:

Teorema 1.2 O sistema (1.1) € estabilizavel pela lei de controle dependente de parametros
u(t) = F(&(t))x(t) se existirem matrizes simétricas definidas positivas S; e matrizes G, R;, j =
1,.... N, solucoes das LMIs
T
Ciﬂjgﬁ Bh;j] ;fk >0, (1.21)
paratodoj=1,...,Nek=1,...,N. A lei de controle de realimentacdao de estados dependente
de pardmetros € entdo dada por u(t) = 3_,_, () Fz(t) com Fy = R;G; .

Prova: Veja Daafouz e Bernussou (2001). ]
Este resultado baseia-se no uso da fungao de Lyapunov dependente de parametro V' (z(t), £(t))
T (4)S(£(t))x(t) na qual £(t) caracteriza a incerteza paramétrica variante no tempo, com a ma-

triz de Lyapunov dada por
N

SEW) =) &(1)S;,6t) € E (1.22)

Jj=1
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No caso de S(£(t)) = S, estabelece-se a estabilidade quadratica como um caso particular.
De fato, esse resultado é uma extensao da proposta de (de Oliveira et al. 1999) para tratar de
parametros variantes no tempo e controladores dependentes de parametros. A sintese robusta
pode ser feita da maneira imediata, bastando impor G; =G, R; =R, j=1,...,N, em (1.21)

Os resultados da proxima secao sao a reformulacao dos resultados apresentados na secao 1.2

em fungao da matriz de Lyapunov dependente de parametros dada em (1.22).

1.4 MPC por funcao de Lyapunov dependente de para-
metros

Nesta se¢cao uma nova abordagem fornece métodos de sintese MPC baseadas em LMIs que
levam a resultados menos conservadores utilizando fungoes de Lyapunov com dependéncia afim
nos parametros. Esta classe de funcoes de Lyapunov generaliza os resultados de estabilidade
quadratica tendo-a como um caso particular. Para tanto, serd discutida a técnica desenvolvida
por Wada et al. (2006), considerando o caso particular em que B(£(t)) = B.

Seja a lei de controle de realimentacao de estado no instante t
u(t +mlt) = F(&(t))x(t + mlt), m >0 (1.23)
minimizando robustamente (1.5). Assim, considere a fungao quadrética
V(m,t) =zt +m|t)" P(m,t)x(t +mlt), m >0 (1.24)

que para todo m,t > 0, P(m,t) > 0. Como z(ocolt) = 0, V(2(c0|0)) = 0, determina-se um

limite superior para a fungao custo J(t) dado por
V(m+1Jt) — V(ml|t)
> —(2(t + m|t)" 2u(t + m|t) + u(t + m|t)" Zu(t + m|t))
VIAE(t+m)) Bl € Q, m >0 (1.25)
que, somando de m = 0 a m — +oo, fornece

Joo(t) < V(0,1) = z(t]t)" P(0, ) (t|t 1.26
AT o T() <V(0,8) = (1) PO, )z(tlt) < 7 (1.26)

no qual v é um coeficiente de desempenho nao-negativo a ser minimizado.
Teorema 1.3 Considere o sistema (1.1), redefinido com a matriz de controle B constante.

(a) Otimizacao. Dado x(t|t), Ymazs Umaz, matrizes definidas positivas 2 e X, assuma que

existam matrizes Y, Gj, matrizes simétricas QQ;, j = 1,..., N e um escalar positivo vy tais que

L(iﬁ) x(g?T} >0, j=1,...,N (1.27)



Capitulo 1. Controle preditivo usando desigualdades matriciais lineares 12

Gi+Gl—Q; * = x

2ia. 0 A >0,j=1,...,N; k=1,...,N (1.28)
J
1
R?Y; 0 0 ~I
u? 1 Y; } :
mag >0,j=1,...,N 1.29
|:Y;-T Gj—f‘G;‘-F—Qj e J ( )

2
ymax[ * .
{(A]Gj +BY;))TCT G+ G - Qj:| 20, 5=1...N (1.30)

Entao, pela lei de controle
u(t +mlt) = F((t+m))z(t 4+ mlt), m >0 (1.31)

na qual F(E(t)) = Zle &) Ey, Fy = Y;G Y, as sequintes desigualdades se verificam.

7 7

Joo(t) < (1.32)
|[u(t +m[t)]]2 < Umaz VM >0 (1.33)
ly(t +m[t)]]2 < Ymaz ¥ > 1 (1.34)

com V(t +mlt) := z(t + m|t)"P(&(t + m))z(t + m|t), e a matriz de Lyapunov dependente de
parametros dada por:

P(E(1) = >_&(0)F;

sendo que Pj := nyj’l.

(b) Factibilidade. Considere o sistema (1.1). A solu¢ao no instante t é uma solugdo
factivel (mas ndao necessariamente dtima) para restrigoes (1.27)-(1.30) no instante t + 1. Con-
seqiientemente, se o problema de otimizacao LMI admite uma solugao no instante t, entao
também admite uma solugao para todos instantes t +m (m > 0).

(c) Estabilidade. Considere o sistema (1.1). Assuma que as condi¢oes declaradas ante-
riormente sdo factiveis no instante zero. Entdo a lei de controle u(t) = F(&(t))x(t) estabiliza

assintoticamente o sistema em malha fechada.

Prova: Veja apéndices de (Wada et al. 2006). n
Verifica-se, finalmente, que os resultados obtidos por Kothare, Balakrishnan, e Morari (1996)
e Cuzzola, Geromel e Morari (2002) s@o casos particulares do teorema anterior. Este fato pode

ser comprovado pelas seguintes proposicoes.

Proposicao 1 Considere o sistema (1.1) com B constante. Dados x(t|t), Umaz, Ymaz, Matrizes
definidas positivas 2 e X, assuma que existam matrizes Y, Q = QT, e um escalar positivo
v que satisfacam (1.27)-(1.30), Y =Y;, Q = Q; = G;, Vj = 1,...,N. Entdo, usando a lei
de controle u(t + m|t) = Fz(t + m|t), F = YG™', as condigoes (1.32)-(1.34) sao verificadas
(Kothare et al. 1996).
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Proposicao 2 Considere o sistema (1.1) com B constante. Dados x(t|t), Umaz, Ymaz, matrizes
definidas positivas 2 e X, assuma que existam matrizes Y =Y;, G = G;, Vj = 1,...,N,
matrizes simétricas Q;, ¥j = 1,...,N e um escalar positivo v que satisfacam (1.27)-(1.30).
Entao, usando a lei de controle u(t + m|t) = Fx(t + m|t), F = YG™!', as condigoes (1.32)-
(1.34) sao wverificadas (Cuzzola et al. 2002) para sistemas invariantes no tempo (£(t) = &) e

(Mao 2003) para o caso variante no tempo.
Assim, pode ser definida a seguinte relacao:
Teorema 1.4 Proposi¢cao 1 = Proposi¢ao 2 = Teorema 1.3

Conseqiientemente, o Teorema 1.3 fornece resultados menos conservadores dentre estas con-
digoes. Por fim, a implementacao computacional baseada no Teorema 1.3 segue do seguinte
algoritmo MPC.

Algoritmo 1 —

1. Fagcat =0.

2. Mega ou estime x(t|t).

8. Resolva miny, . o, v, sujeito as restrigoes (1.27)-(1.50).

4. Mega ou estime £(t), compute F(E(t)) e aplique u(t) = F(&(t))x(t) a planta.
5. Facat «—t+ 1 e retorne ao passo 2.

Observacao 2 O parametro £(t) deve ser medido em cada instante de tempo t, para a aplica¢ao

do Algoritmo 1.

1.5 Formulacao por LMI da estimativa dos elipséides in-
variantes

Nesta secao, a formulacao de um problema de otimizacao baseado em desigualdades matri-
ciais lineares é fornecida como meio de estimacao para as regioes de estabilidade e de predi¢ao
dos estados do sistema. Note que a ilustracao dada na Figura 1.2 é obtida de forma direta, pois
foi utilizada uma funcao de Lyapunov quadratica. Entretanto, a funcao de Lyapunov depen-
dente de parametros requer uma estimativa para o elipsoide & definida como a solucao 6tima

do seguinte problema de minimizacao,

min [ (1.35)

m
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sujeito a

B = Tr(Qm)

{le cjgj >~ 0, j=1,....,N
que define o maior elipsdide contido na intersecao das regioes delimitadas por cada uma das ma-
trizes (); que compoem a funcao de Lyapunov dependente de parametros. Portanto, no caso da
estimativa dos elipsdides invariantes (&), o problema de otimizagao é resolvido posteriormente
ao problema do MPC. Entretanto, se o objetivo é obter o maior elipsdéide invariante possi-
vel, as LMIs referentes ao problema MPC sao adicionadas ao problema de otimizacao (1.35),

considerando que o indice de desempenho quadrético () é definido a priori.

Comentarios Finais

Visto que os conceitos definidos neste capitulo correspondem aos progressos realizados em
sistemas politopicos lineares com parametros variantes no tempo, apresenta-se no préximo ca-
pitulo a formulacao de novas condigoes de LMIs para o projeto do controle preditivo dadas em
termos de funcoes de Lyapunov dependentes de caminho.

No contexto de andlise de estabilidade robusta para a classe de sistemas investigada neste
trabalho, as func¢oes de Lyapunov dependentes de caminho permitem construir testes de estabili-
dade suficientes que sao assintoticamente necessarios a medida que o tamanho do caminho cresce
(Lee 2006). Essa é a principal motivac¢ao do desenvolvimento de condigoes de sintese de controle
MPC baseadas na funcoes de Lyapunov dependentes de caminho, apresentadas nos préximos
capitulos. Apesar das condi¢oes serem apenas suficientes para a sintese de um controle MPC,
os resultados numéricos mostram que o conservadorismo é reduzido a medida que o tamanho do
caminho cresce. Além disso, essa classe de fungoes contém as fungoes de Lyapunov quadraticas
e as dependentes de parametros na forma afim como casos particulares. E importante explicitar
ainda que, a teoria desenvolvida na Secao 1.5 serd estendida e adaptada aos exemplos abordados

nos capitulos subseqiientes de forma implicita.



Capitulo

Controle preditivo via funcao de Lyapunov
dependente de caminho

Seja o sistema linear variante no tempo

x(t+1) = A(&(t))z(t) + Bu(t) (2.1a)
y(t) = Cux(t) (2.1b)

com t sendo o tempo discreto, z(t) € R™ o estado do sistema, u(t) € R™ a entrada, y(t) € R™
a saida, e somente a matriz dinamica do sistema é afetada por parametros variantes no tempo

na forma
A(E(@)) = ij(t)flj, {(t) €= (2.2)

sendo £(t) o vetor de parametros. Na seqiiéncia, serao expostas novas condigoes de sintese MPC
formuladas em termos de LMIs menos conservadoras do que as condigoes existentes baseadas
na estabilidade quadratica e em fungoes de Lypunov com dependéncia afim nos parametros.
As condicoes propostas sao baseadas na existéncia de uma funcao de Lyapunov quadratica
nos estados e que depende de maneira multi-afim dos parametros em seus instantes de tempo
sucessivos até um instante maximo L, dado a priori. A proxima secao define essa funcao e

apresenta a notagao necessaria para representa-la sistematicamente em funcao de L.

2.1 Matriz de Lyapunov dependente de caminho

Uma matriz de Lyapunov dependente de caminho de tamanho L ¢é definida como

P tL)= > (ﬂgik@w)) P, (2.3)

L _
1 Eg/V k=0

sendo N o conjunto

N={1,...,N}

15
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e N'F o conjunto gerado pelo L-ésimo produto cartesiano de N. Para uma énupla ¢ = (i,
i1,- -+ ,ir) pertencente ao (L + 1)-ésimo produto cartesiano de N, i.e. 2 € NLHL 4 é definida
como

1_ = (ig,il,"' aiL—l) (24)

Considere também as seguintes énuplas auxiliares que serao usadas na seqiiéncia
vy = (1,02, ,4), o0 = (i1, ,ip1) (2.5)

Como exemplo, considere N = 2, L = 2. Nesse caso a matriz de Lyapunov dependente de

caminho é dada por

PE®),E(E+1) = D> &0t + 1) Py,

io=1121=1
= SO&(E+ 1) P+ &()E(E+ 1) P
+& ()& (t + 1) Poy + &a(t)Ea(t + 1) Poy (2.6)

Justifica-se a utilizacao do termo “caminho” pela observacao dos indices associados as ma-
trizes que compoem a matriz de Lyapunov. No exemplo anterior tém-se os seguintes indices:
11, 12, 21 e 22, que representam todas as possiveis seqiiéncias de chaveamentos (“caminhos”)
entre os dois vértices do sistema em dois instantes de tempo. Note que essas seqiiéncias de cha-
veamentos sao definidas de maneira sistematica por meio do conjunto A'*. Essa denominacao
foi criada no contexto de sistemas chaveados discretos no tempo, nos quais, de fato, o sistema
s6 pode evoluir (“caminhar”) nos vértices do politopo (Lee e Dullerud 2006). A extensao para
o caso de sistemas em que o parametro £(¢) pode assumir qualquer valor dentro do politopo
também utiliza o termo “caminho”, pois as matrizes de Lyapunov sao indexadas apenas em
funcao dos vértices do sistema (veja Lee (2006) para mais detalhes).

Com essas notacoes e definigoes é possivel construir condigoes de sintese MPC baseadas na
matriz de Lyapunov (2.3) parametrizadas de maneira sistemética em termos do tamanho do

caminho L arbitrado a priori. O problema de otimizacao é dado por

min max Joo (1) (2.7)
Wl [AGE(+m) BE+m))enm=0
com
+oo
Joo(t) = Z (z(t +mlt)" 2x(t + mlt) + u(t + mlt)" Zu(t + m|t))
m=0

Teorema 2.1 Considere o sistema (2.1) e o critério (2.7).
(a) Otimizagao. Assuma que para um dado estado fixo de x(t|t) exista um escalar v e
matrizes Y;, € R G, € R%=X" ¢ ()< Q, = QL € R™*" tais que, para todo 1 € N
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as sequintes LMIs sao verificadas

Gio + sz; - Q,L_ * *
A Giy + BY;y  Qq,  x

Q%Gi 0 ~I x >0, (2.8)
%%Yzo 0 0 ~I
1 x(t +4t)"

Lc(t iy Q. |7V (2.9)
u2 I *
{ VI Gy +GE - Q. ] =0 (2.10)

2

ymaz] k

Entao, a lei de controle u(t + mlt) = (Zgzl &io(t + m)Fy,)z(t +mlt), m >0, com F;, =

Y;OG[Ol, assequra a estabilidade robusta do sistema em malha fechada, e garante as sequintes

desigualdades
Joo(t) < (2.12)
[lu(t +m[t)]l2 < tmaz, Ym >0 (2.13)
ly(t +mlt)ll2 < Ymaa, ¥m > 1 (2.14)

(b) Factibilidade. Considere o sistema (1.1). Assuma que as condi¢io (2.8)-(2.11) sdo
factiveis para o instante t. Entao, o problema de otimizacao € factivel para todos os instantes
t+m (m>0).

(c) Estabilidade. As condi¢oes declaradas no item (a) asseqguram a estabilidade assintdtica

robusta do sistema em malha fechada.

Prova: Inicialmente serd provada a desigualdade (2.12), considerando a seguinte fungao de
Lyapunov

V(t+mlt) =zt +m|t) P(&,t+m, L)x(t +mlt) (2.15)
com P(&,t, L) dada por (2.3). Essa classe de fungdes de Lyapunov tem sido usada com um
nimero arbitrario de instantes a frente no contexto de sistemas chaveados e sistemas variantes e

discretos no tempo, sendo denominada fungao de Lyapunov dependente de caminho (Lee 2006).

A primeira diferenca de (2.15) fornece

V(t+m+1t) = V(t+m|t) =
a(t+m+ 1) P(&t+m+1,L)x(t+m+1[t)
—z(t+mlt)" P(&t+m, L)z(t +mlt) (2.16)
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Para {(t) € =, pode-se definir

P t+1,L)

Notando que

tem-se

P t+1,L)

P&t L) =

k=0

L
weN

ioe N ip_ie N \k=0

ive N ip_je N \K'=1

k'=1

7;16:/1/

> (H & (t + k)) P,

L _
[ 64/1/ k=1

iLGr/V

Z &G(t) =1

we N

= | D] > (Hs

1‘061/1/ Z+€</I/L k=1

- Z (H glk (t + k)) P1+

k=0

L
'LG:/V i

Z Z (Hfi(k,>(t+k,)

> (1:[ &, (t+k+ 1)) P,
Z Z (f[ &k(t—i_k—i_ 1)) P(io ----- ir—1)
Z o Z (H é.i(k’—l)(t + kl)) P(io ----- ir—1)

o (t+ k)) P,

AT (1:[ £t + k)) P,

k=1

iLE‘/V 1,_€</VL
P,

> (H@-kum )

L+1
'1,6/1/Jr

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Agora, assuma que a desigualdade (2.8) é factivel. Portanto as desigualdades G, + G?; —

Q. > 0e @, > 0sao verificadas, implicando que a matriz G;, ¢ nao-singular. Além disso,

nota-se que (Q,_

- Gz‘o)TQ;l(QL — Gj,) > 0 é equivalente a

GLQ. Gy > Gy +GL — Q.

(2.21)
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e portanto

Gz; Q.G * x %
Aio Gio + BY;O Q'Ur * *
93 G, 0 ~I =«
R?Y, 0 0 ~I

>0, (2.22)

Entéo, pela substituicao de Y;, = Fj, Gy, em (2.22) e multiplicando & esquerda por & e &

direita por 4, com

Gt 0 00
10 QL +1 0 0
D = 0 o I o0 (2.23)
0 0 0 [
tem-se a desigualdade
- * ok %
Q’l,_+1 (Aio + BFio) Q'L+ * *
ot 0 A >0, (2.24)
% F,, 0 0 ~I
Assim, definindo P,_ = vQ; !, obtém-se
%Pl_ * * %
P, (Ai,+ BF,) P, x
o +( 0 i 0) ¥ + > O7 (225)
2z 0 ~I =
A7 F, 0 0 ~I

Entao, pela multiplicagao de (2.25) por &;, (t+m+k), k € [0, L], e somando para 2 € N

tem-se
%P(f,thm,L) * ok
Lpt+m+1,L)A (E(t+ Lpet+m+1,L) = =«
LP(Em ot L L) Aa(E(t +m)) TP(E - m 1, L) o e
2> 0 o7 BT
FF(E(t+m)) 0 0 ~I

que, por complemento de Schur produz

P(&t+m, L) = (2+ F({(t +m))" ZF((t + m))) *

P& t+m+1,L)Aq(E(t +m)) P t+m+1,0)| Y (2.27)

ou, equivalentemente,

Aa(&(t+m) P(&,t+m+1,L)Aq(&(t +m))
— P t+m, L)< —(2+ FEt+m) ' ZF(E(E+m))) <0 (2.28)
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Multiplicando a tltima desigualdade & esquerda por z(t +mt)T e & direita por z(t +mlt), e
usando u(t+m|t) = (Zgzl &io(t+m)Fyy)z(t +mlt), m > 0, o sistema LPV discreto no tempo
(2.1) e a funcao de Lyapunov dependente de parametros (2.3), determina-se

V(t+m+1[t) — V(t +mlt)
< — (z(t +m|t)" 2x(t + mlt) + u(t + ml|t)" Zu(t + m|t)) (2.29)

que é verificada para todo &(t +m) € Z, Vm > 0. Somando de m = 0 a m — 400, conclui-se

que
Too(t) < V(Ht) = o(t|t)TP(E, t, L)z (t]t) (2.30)

Da factibilidade de (2.8) e (2.9), com P,_ = ~vQ, !, e usando complemento de Schur, tem-se
w(t+m|t)' Pzt +mlt) <~y (2.31)
implicando que

Joo(t) < V(t]t) = Z (H &, (t+ k)) z(t|)TP,_x(tlt) < v (2.32)
ae N \E=0

Considerando (2.21), pode-se afirmar que (2.10) implica em

w2 I * ]
mag >0 (2.33)
|: Y;g G’ZZ; Qz,l Gio

Usando as mudancas de variaveis I}, = Y}, G;Ol e P,_ =~Q, ! e multiplicando a desigualdade

resultante a esquerda por diag{I, G;{;l} e & direita por diag{/,G; '}, tem-se

w2 I %
{ et 2 } >0, (2.34)
10 o' 1

que, multiplicando por ( ,(Cif)l) & (t+m+ k:)) e somando, produz

ey i 0 2.35
F(e(t T m)T 1P t+m, L)~ (2.35)
e, por complemento de Schur,
1 1
o F(€(t +m) F(E(t +m) < —P(E.t +m. L) (2.36)

Por fim, multiplicando a desigualdade resultante & esquerda por x(t +m|t)T e & direita por

x(t + mlt) e levando em conta (2.9) e (2.31), determina-se

1 2
7 llult+mlt)|l; = —

max max

u(t +mlt) u(t + mlt)

< TP 4 m, Dt £ mlt) <1 (2.37)

2
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assegurando que a desigualdade (2.13) é verificada.

Similarmente, pode ser mostrado que (2.11) implica em (2.14), produzindo,

Yraa]

(At +m)) + BE(t+m)F(E(t+m))TCT LP(&t+m, L) >0, (2.38)

na qual, aplicando complemento de Schur e multiplicando & esquerda por z(t+m|t)T e & direita
por z(t + mlt), resulta em

1 2
7yt +mlt)ll; = =

max max

y(t +mlt) y(t +mlt)

< %m(t +m|t)T P&t +m, L)zt +mlt) <1 (2.39)

Por fim, as propriedades de factibilidade e estabilidade assintotica sao demonstradas usando
as estratégias desenvolvidas por Kothare et al. (1996) e Wada et al. (2006). Inicialmente, serd
mostrado que V(¢|t) é uma fun¢ao de Lyapunov estritamente decrescente. Seja, entao, P a

solucao obtida no instante ¢, e por extensao,

PO = %" (Hlfik@m) P (2.40)

L =
z,GJV k=0

Como 7 é minimizado para cada instante ¢, tem-se
ot + 1t + DTPH Yt + 1t +1) < z(t + 1t + DT POzt + 1|t + 1), V>0 (2.41)

Além disso, z(t+1]t+1) = (A(f(t))+BF(§(t))>x(t|t), implicando das condigoes (2.8)-(2.11)
que

z(t+ 1t 4+ DTPYx(t + 1|t + 1) < z(t|t)T PO x(t|t), YVt >0 (2.42)

assim,

V(t+1t+1) =at+ 1t + 1D)TPEF gt + 1t 4+ 1)
< z(t|t) T POx(t|t) = V(t|t), Vt >0 (2.43)

implicando que V (t|t) = x(t|t)T POx(t|t) é uma funcio de Lyapunov estritamente decrescente,
assegurando que o sistema em malha fechada é estével assintoticamente, ou seja, z(t) = z(t|t) —
0 quando t — +o0.

Enfim, em termos da factibilidade, assuma que (2.9) verifica-se (i.e. a factibilidade é asse-

gurada no instante t). Por complemento de Schur tem-se

1> a(t]t)" Q. w(t]t)
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Por outro lado, o estado no instante ¢ + 1 pode ser obtido aplicando a lei do MPC w(t|t) =
F(&(t))x(t]t) ao sistema, produzindo

ot + 1)t +1) = Agy(€)z(t|t)
e, multiplicando (2.28) & esquerda por x(t|t)? e a direita por z(t|t), tem-se
l‘(t‘t)TP(f, ta L)l’(t’t) > Z'(t|t)TAcl(f)TP(fa t+ 17 L>Acl(£)$<t’t)

implicando em
1> z(tt) Q. w(t]t) > x(t + 1t + 1) Q, ta(t + 1]t + 1)

que assegura a factibilidade de z(t + 1|t + 1). O mesmo argumento pode ser usado novamente
para o instante t + 2, etc. para concluir que a factibilidade é garantida para todo t +m, m > 0.
|

Assim, os resultados obtidos por Wada, Saito e Saeki (2006) correspondem a um caso par-

ticular do Teorema 2.1, como verificado na seguinte proposicao.

Proposicao 3 Considere o sistema (2.1). Dado z(t|t), Umaz, Ymaz, Matrizes definidas positivas
2 e X, assuma que existam matrizes Y; =Y, G; =Gy, j=1,...,N,io=1,..., N, matrizes
simétricas Q,_, Vo € N* e um escalar positivo v que satisfacam (2.8)-(2.11). Entdo, usando a
lei de controle u(t + mlt) = (Zﬁvzl &t +m)E;)z(t+mlt), m >0, F; = YjGj_l, as condigoes
(2.12)-(2.14) sao verificadas (Wada et al. 2006).

Teorema 2.2 Proposi¢cao 1 = Proposi¢cao 2 =—> Proposicao 3 —> Teorema 2.1

Portanto, o Teorema 2.1 generaliza o problema de MPC explorando L-caminhos na funcao

de Lyapunov dependente de parametros, e cujo o algoritmo computacional é dado por:

Algoritmo 2 —

1. Fagcat =0.

2. Mega ou estime x(t|t).

8. Resolva miny, a, q. 7, sujeito as restrigoes (2.8)-(2.11).
4. Mega ou estime £(t) e compute F(£(t)).

5. Aplique u(t) = F(&(t))x(t) ao sistema.

6. Facat —t+1 e retorne ao passo 2.

Observagao 3 Note que £(t) s6 € necessdrio no computo de F(E(t)).
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2.2 Exemplos Numéricos

Nesta secao sao apresentados trés exemplos que ilustram a eficiencia do Algoritmo 2 proposto
e alguns resultados tedricos deste capitulo. Nos exemplos, o software SeDuMi (Sturm 1999)
e YALMIP (Lofberg 2004) em ambiente Matlab foram usados para computar a solu¢ao do
problema min-max, em um computador com processador Intel Core2Quad 2.4GHz e 4 GByte
de RAM.

Exemplo 1

O primeiro exemplo é adaptado do problema descrito em (Wie e Bernstein 1992), também
considerado em (Kothare et al. 1996, Cuzzola et al. 2002, Wada et al. 2006). O sistema consiste

de massa-molas acoplados, como mostrado na Figura 2.1. Usando a aproximacao de primeira

Figura 2.1: Sistema massa-mola acoplado.

ordem de Euler na derivada e um tempo de amostragem de 0.1 s, as seguintes matrizes sao

obtidas para o modelo discretizado

1 0 01 0 0
0 1 0 0.1 0
ACW)=|_1, 14 | ol B=|1 ,C=1[0 1 0 0 (2.44)
mi m m
L —Lp 0 0

O parametro k representa as caracteristicas da mola, assumido similarmente a (Wada et al.

2006) como dependente do estado na forma

k= % + 50(Cx(t))*. (2.45)

para efeito de simulacao.
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Os outros parametros tém os seguintes valores: m; =mo =1, Z =1, 2 = I, Upar = 1 €
Ymaz = 0.5, implicando em
k€ [0.5,13] (2.46)

Tomando os valores méximo e minimo de k, os dois vértices do modelo politépico (2.1)
podem ser obtidos. Por fim, a Figura 2.2 mostra a resposta do sistema usando as condicoes de
projeto dadas em (Kothare et al. 1996, Cuzzola et al. 2002, Wada et al. 2006) e no Teorema 2.1
com caminho-2 para a condicao inicial
]T

z(0)=1[1 1 0 0 (2.47)

350 T T T T 1.2

Figura 2.2: Evolucao de 7 e estado x5 (sélido: Teorema 2.1 (L = 2); tracejado: (Wada et al.,
2006); trago-ponto: (Cuzzola et al., 2002); pontilhado: (Kothare et al., 1996))

Nas figuras, as linhas sélidas representam as respostas do sistema com a solucao fornecida
pelo Teorema 2.1 com L = 2, as linhas tracejadas sao as respostas obtidas com o método
de (Wada et al. 2006) e linhas trago-ponto as respostas fornecidas pelo método de (Kothare
et al. 1996). Pode ser notado na Figura 2.2 que os valores do indice de desempenho «y obtido pelas
condigoes do Teorema 2.1 sdo menores que os fornecidos pela abordagens de (Wada et al. 2006)
e (Kothare et al. 1996). Embora a simulagao no tempo do estado z5 exiba um comportamento
similar para os métodos de (Wada et al. 2006) e o do Teorema 2.1, uma ligeira melhora na
estabilizacao nos resultados obtidos com o Teorema 2.1 pode ser observada.

Finalmente, a Tabela 2.1 ilustra a complexidade computacional requerida em termos do
nimero de varidveis escalares (V), nimero de linhas de LMIs (L) e o tempo de processamento

para a resolver o problema de otimizacao, além de mostrar os valores de v obtidos para t = 0.

Exemplo 2

O segundo exemplo é um sistema de posicionamento angular apresentado em (Kwakernaak

e Sivan 1972). O sistema (mostrado na Figura 2.3) consiste de uma antena rotacionada por um
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Tabela 2.1: Complexidade numérica dos métodos e valores de v para t = 0 para o exemplo
massa-mola acoplado.

Método Y V| L | tempo (s)
Kothare et al. 328.19 | 15| 20 0.49
Cuzzola et al. 303.84 | 41 | 80 0.60

Wada et al. 266.81 | 61 | 80 0.64
Teorema 2.1 (L =2) | 239.85 | 81 | 160 0.81

motor elétrico. O problema de controle é impor uma tensao de entrada no motor (u — Volts)
para rotacionar a antena para que a antena sempre aponte na direcao do objeto em movimento
no plano. Assume-se que as posi¢oes angulares da antena e do objeto em movimento (0 e 6, rad,

respectivamente) e a velocidade angular da antena (0 rad s~1) estao disponiveis para leitura.

Objeto Alvo

5 Antena

—
' Objetivo: 0§0r

Figura 2.3: Sistema de posicionamento angular.

O movimento da antena pode ser descrito pela seguinte equacao em espaco de estados,
usando-se um instante de amostragem de 0.1 s e a aproximacao de primeira ordem de Euler na

derivada

w(t+1) = {H-(t N ”]

g(t+1)
1 0.1 0
- [0 1—0.104(t)} x<t>+[o.1rl u(t)
S A(E(t)a(t) + Bul(t)
y(t) = [1 0]z(t) £ Ca(t). (2.48)

com k = 0.787 rad=' V! s72. O parametro a(t) € [0.1,10] s~! é proporcional ao coeficiente de
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friccao viscoso na parte rotacional da antena e é assumido arbitrariamente variante no tempo

no intervalo de variacao indicado. Uma vez que 0.1 < a(t) < 10, conclui-se que A(£(t)) € Q =

Co{Ay, Ay}, com
1 01 1 0.1
A= [0 0.99} A2 = [0 0] (2.49)

caracterizando o conjunto politépico 2. Assim, dado o estado inicial z(t), o problema de otimi-
zagao a ser resolvido em cada instante de tempo t é

—+o00

min max z(t +m|t) Dot +mit
u(t+mlt)=F(£(t))z(t+mlt), m>0 A(t+m)eQ, m>0 Z ( ( ‘ ) ( ‘ )

m=0
+u(t +mlt)" Zu(t + mlt)) < v
10

Q:{o 0

} \ % = 0.00002. (2.50)

sujeito a |u(t +m|t)] <2V, m > 0.
Adicionalmente, assume-se para a simula¢do que «(t) varia no tempo conforme o estado na

forma

a(t) = 0.1+ 0.5(Cz(t))*. (2.51)

A Figura 2.4 mostra a resposta do sistema em termos do custo v para a condicao inicial

2(0)=[1 3.6]" (2.52)

12000

10000}

gooo |

Y 6000

4000

2000

Figura 2.4: Evolugao de v (sélido: Teorema 2.1; tracejado: (Wada et al., 2006); trago-ponto:
(Cuzzola et al., 2002); pontilhado: (Kothare et al., 1996)) no Exemplo 2.
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A linha sélida representa a resposta do sistema com a solugao fornecida pelo Teorema 2.1,
utilizando uma funcao de Lyapunov dependente de caminho-7, e a linha tracejada é a resposta
obtida com o método de Wada et al. (2006) que fornece uma resposta melhor quando comparada
as abordagens de Kothare et al. (1996) e Cuzzola et al. (2002) representadas, respectivamente,
pelas linhas pontilhada e trago-ponto. Com o Teorema 2.1 verificou-se uma reducao significativa
no indice de desempenho de aproximadamente 19 %.

A Figura 2.5 apresentada os elipsdides invariantes para os quatro algoritmos em analise.
Neste caso, objetiva-se determinar as regioes que estao associadas aos melhores indices de de-
sempenho robusto. Definem-se, portanto, regioes factiveis de estados iniciais cada vez menores
a medida que condigoes mais relaxadas de LMIs sao impostas ao projeto de MPC e que pro-
porcionam maior acuidade na predicao dos estados futuros. Verifica-se assim que o resultado
fornecido pelo Teorema 2.1 com um indice de desempenho v = 5301 proporciona a menor regiao
comparada aos elipsdides invariantes determinados pelas LMIs de (Kothare et al. 1996, Cuzzola
et al. 2002, Wada et al. 2006).

Figura 2.5: Elipséides invariantes (sélido: Teorema 2.1; tracejado: (Wada et al., 2006); trago-
ponto: (Cuzzola et al., 2002); pontilhado: (Kothare et al., 1996)).

Finalmente, a Figura 2.6 ilustra a regiao de atracao dos estados iniciais para o problema
do rastreador, cujo objetivo é obter o menor valor de e a maior regiao factivel de estados
no instante ¢ em analise. Para tanto, é fixado o valor do indice de desempenho quadratico em
~v = 11500. Desta forma, considerando o Algoritmo 2 e uma fun¢ao de Lyapunov dependente de
caminho-7, obtém-se uma regiao factivel de estados iniciais que envolve os dominios de atragao

dos demais métodos da literatura.
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-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Figura 2.6: Regiao de atragao dos estados iniciais (s6lido: Teorema 2.1; tracejado: (Wada et
al., 2006); traco-ponto: (Cuzzola et al., 2002); pontilhado: (Kothare et al., 1996)).

Exemplo 3

Uma reacao exotérmica e irreversivel é realizada em um reator quimico continuamente agi-
tado (do inglés, Continuous Stirred-Tank Reactor — CSTR). A reagao é de primeira ordem e

possui um calor de reagao dado por .

X5y (2.53)
De forma geral, o processo envolve a remocao do calor de reacao por meio de uma ca-
misa de resfriamento, com a injecao de agua fria a uma vazao volumétrica e temperatura pré-
determinadas. Nessa abordagem, é suposto que a massa das paredes metalicas é desprezivel,
e portanto a inércia térmica do metal nao é considerada. Finalmente, o controle é realizado
por meio do volume do liquido dentro do reator (conforme a vazao da vélvula de saida), e da
temperatura do processo (conforme a vazao de entrada do fluido refrigerante). A Figura 2.7
ilustra o processo.
Considere, entao, o seguinte modelo linearizado do CSTR néao isotérmico de (Marlin 1995),
e descrito em (Wan e Kothare 2002)

t = Ax+ Bu
y = Cu. (2.54)

no qual = é o vetor da concentracao do reator e a temperatura, u é a restricao do fluxo re-

frigerante, e y a temperatura do reator. Assim, pode-se determinar as matrizes A, B e C
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Fi(t)

controle

Figura 2.7: Sistema CSTR nao isotérmico.

dependendo das condicoes de operagao como

_F_ —E/RT; __E 1. —E/RT;
k@ ke CAS
A = XHTXTLZOe—E/RTs F UA RfHO E__p o~B/RTs
B pCp TV T VeC, XN pC\, RT2 0€ As
0
B = {—2.098><105—T‘;;gi5 . C=1[0 1] (2.55)

com F'=1m3/min, V. =1m3 kg = 10% —8 x 10° min~!, E/R = 8330.1 K, —AH,y, =
10% — 8 x 107 cal/kmol, p = 10° g/m3, UA = 5.34 x 10° cal/K, e C, = 1 cal/(gK). Para
a determinagao do modelo linearizado ¢ assumido o estado estacionario com Ty = 394 K e
Cas = 0.265 kmol/m?, e os parametros de incerteza ky ¢ —AH,»,. O modelo ¢ discretizado
usando um tempo de amostragem de 0.15 min e esta sujeito a perturbacao de variaveis como
segue

~ [0.85 — 0.0986a(t) —0.0014a(t)
wt+1) = {0.986404(75)6@) 0.0487 + 0.01403a () 3(t)| *®)

0
* {—0.912} ult)
y(t) = [0 1]=z(t). (2.56)

com 0.1 < a(t) = ko/10° < 8 ¢ 0.1 < B(t) = —AH,y,/10" < 8. O conjunto de incertezas
politopicas tem quatro vértices, ou seja, 2 = Co{ Ay, As, As, As}.

0 0
0 1’
na entrada |u(t +m|t)] < 0.5 m®/min. Adicionalmente, para a simulagdo, assume-se que «(t)

Sao especificados os parametros de projeto 2 = Z = 0.00002 e p = 1, e a restricao

e ((t) variam no tempo conforme o estado na forma

alt) = B(t) = 0.1+ (Cx(t))> (2.57)
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Tabela 2.2: Complexidade numérica dos métodos e valores de v para t = 0 no exemplo CSTR.

Método vy \Y% L | tempo (s)
Kothare et al. 828.30 | 6 36 0.47
Cuzzola et al. 74471 | 19 | 144 0.75

Wada et al. 700.18 | 37 | 144 0.79
Teorema 2.1 (L = 3) | 651.65 | 217 | 2304 1.86

Dada uma condigao inicial no estado z(0) = [0.2 Q}T, a Figura 2.8 representa o indice de
desempenho robusto para o CSTR nao isotérmico. E possivel notar uma reducio (de 6.9 %)
no indice de desempenho referente aos resultados do Teorema 2.1 considerando uma funcao de
Lyapunov dependente de caminho-3, e Wada et al. (2006). Como as abordagens de Kothare
et al. (1996) e Cuzzola et al. (2002) geram resultados mais conservadores, os indices nao sao

confrontados.

900

800
700 -
600
500 N
400} N

300 \
200} -

100 g ‘

Figura 2.8: Evolugao de 7 (sdlido: Teorema 2.1; tracejado: (Wada et al., 2006); trago-ponto:
(Cuzzola et al., 2002); pontilhado: (Kothare et al., 1996)) no Exemplo 3.

A Figura 2.9 apresenta os elipsoides invariantes dos estados para os quatro algoritmos. Na
figura, o Teorema 2.1 envolve a menor regiao de estados iniciais considerando a restricao de
saturagao na entrada, reduzindo o tempo de busca dos estados preditos no horizonte de predicao.
Por fim, a Tabela 2.2 ilustra a complexidade computacional requerida em funcao do nimero
de varidveis escalares (V), nimero de linhas de LMIs (L) e do tempo de processamento para a

resolver o problema de otimizacao. Os valores de 7 obtidos para ¢t = 0 também sao fornecidos.
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Figura 2.9: Elipséides invariantes correspondente ao CSTR (sélido: Teorema 2.1; tracejado:
(Wada et al., 2006); trago-ponto: (Cuzzola et al., 2002); pontilhado: (Kothare et al., 1996)).

Exemplo 4

O modelo nao-linear a seguir representa o canal vertical de um missil ar-ar como em Reichert
(1990) e em Wu, Packard e Balas (1995). A Figura 2.10 ilustra o eixo de elevagao do mesmo.
A entrada do sistema é o angulo de deflexao da cauda (§, em graus), a saida é a aceleragao
vertical (1, em graus), e os estados sdo o angulo de ataque («, em graus) e a velocidade angular

em arfagem (g, em graus/s).

angulo de
ataque

vetor de velocidade

X_. > 0 sistema instavel
p < 0 sistema estavel

Figura 2.10: Diagrama ilustrativo do missil.

Uma descrigao quasi-LPV (ou seja, sistema LPV cujos parametros sao varidveis endégenas)

da dinamica nao-linear do missil (Biannic e Apkarian 1999) é apresentada a seguir:
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- 90 2
A aceleracao vertical é definida por,
n = Noa + Nsb (2.59)
com,

Zo = KoMcos(a)(a,a® +bylal + ¢,)

M, = K,M?*(an0®+bylal + cp)

Zs = K. Mcos(a)d,

My = KM%,

N, = K.M?*(a,o® +bylal + c,)

Ns = K.M?d, (2.60)

A descrigao acima representa um missil em voo para uma altitude de 20.000 pés. Considera-
se, para tanto, uma constante de Mach 3 (M = 3) e um angulo de ataque variando no intervalo
de -10 a 10 graus. Nichols e Reichert (1993) apresentam os valores e as unidades das constantes
desse modelo. Nota-se que, como Z, e N, sao quase funcoes afins de M,,, pode-se determinar

uma interpolacao linear (por otimizagao de minimos quadrados), obtendo

o~ a,M, + b,
N, ~ a,M, + b, (2.61)

com

a, = 2381073, b, = —0.695, a, = 4591073, b, = —1.166

Portanto, é possivel construir um modelo de transformacao linear fracional (do inglés, Linear
Fractional Transformation — LEFT) do missil. Assim, M, sera reescrito como uma fungao do
parametro normalizado 6, na seguinte maneira,

M, + M, M, — M,

9—_
2 + 2

Observando que Ms e Ns nao dependem de « e que Zs é praticamente constante (pois cos(«)
e

M, = M,, + 0M,, =

permanece proximo a 1 quando |a| < 10 graus), o sistema inicialmente descrito por (2.58)

(2.59) pode ser reescrito como

m — (Ao +0A)) m + [AZzJ(S

N = (00+901)[

= Q

] + Njb (2.62)
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no qual
|aMy, +b, 1 _|a.M,, 0
S e T I i
Co = [anMyy+b, 0], Ci = [anM,, 0] (2.63)

Finalmente, o sistema LPV do missil levando em consideragao um instante de amostragem de
0.05s (f ~ 20Hz) e os valores numéricos definidos em Nichols e Reichert (1993). Considerando
que todo elemento com valor absoluto menor que € = 9 1072 ¢ irrelevante ao desempenho do

sistema e que d, = 0.01 graus™!, tem-se

m - [—0.010870.039 (1]88} m i {—00.06}5
n = [~117 0] m (2.64)

Sao especificados os parametros de projeto 2 = I, # = 1, e a restrigao na entrada |u(t +
ml|t)| < 1.5. Supoe-se, para efeito de simulagao, que o parametro 6 € [1,10] varia no tempo

conforme o estado na forma,

O(t) = 0.1+ 2(Cx(t))* (2.65)

400

350}
300}
250 N

Y 200 -

Figura 2.11: Evolucao de v (sélido: Teorema 2.1; tracejado: (Wada et al., 2006); trago-ponto:
(Cuzzola et al., 2002); pontilhado: (Kothare et al., 1996)) para o modelo do missil.

Portanto, para uma dada condigao inicial z(0) = [0.8 1.5}T, a Figura 2.11 representa

o indice de desempenho quadratico para o modelo do missil, em que é possivel notar uma
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redugao (de 20.3 %) no que se refere aos resultados do Teorema 2.1 — considerando uma fungao
de Lyapunov dependente de caminho-6, em relacao a (Wada et al. 2006). As abordagens de

(Kothare et al. 1996) e (Cuzzola et al. 2002) geram resultados mais conservadores.

‘ ‘ i ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
Ji5 -1 05 0 05 1 15 2 45 4 05 0 05 1 15 2

Figura 2.12: Elipsoéides invariantes e regido de atracdo correspondentes ao missil ar-ar (sélido:
Teorema 2.1; tracejado: (Wada et al., 2006); traco-ponto: (Cuzzola et al., 2002); pontilhado:
(Kothare et al., 1996)).

A Figura 2.12 representa, respectivamente, os elipséides invariantes e as regides de atracao
para o modelo LFT do missil. Observa-se que na figura a direita, o dominio de atracao definido
pelo Teorema 2.1 enlaga (com folga) as regides factiveis de estados iniciais determinadas por
(Kothare et al. 1996, Cuzzola et al. 2002, Wada et al. 2006), admitindo mais solugoes possiveis
para o problema de otimizacao min-max no instante ¢ = 0, considerando v = 400. Sao apre-
sentados também na Figura 2.12 os elipséides invariantes, ilustrando um melhor desempenho

relativo as LMIs do Teorema 2.1 para o instante t = 0, e, conseqiientemente, para Vi+m, m > 0.

Comentarios Finais

Neste capitulo, uma nova estratégia MPC para sistemas LPV foi proposta. A estratégia
de controle, baseada em um problema de otimizacao on-line sujeito a restricoes LMI e uma
funcao de Lyapunov dependente de caminho, fornece resultados menos conservadores quando
comparada as técnicas da literatura, ao preco do aumento do niimero de variaveis e LMIs. O
Capitulo 3 a seguir apresenta a extensao dos resultados do Algoritmo 2 para o caso da matriz

de controle admitir dependéncia afim nos parametros.



Capitulo

Extensao para B (&(t))

As condigoes de projeto MPC propostas no Capitulo 2 consideram apenas a matriz dina-
mica do sistema com dependéncia paramétrica. A contribuicao deste capitulo é apresentar a
extensao para o caso da matriz de controle também dependente de parametros. A principal
motivacao vem da possibilidade de tratar parametros variantes no tempo que interferem na
matriz B, modelando por exemplo falhas de atuadores e desgaste de conectores, como discutido
por Montagner, Oliveira, Leite e Peres (2005). Para tanto, considere novamente o sistema (1.1)

e a seguinte desigualdade

GE ) +GE N —QEt+m, L) * * 0k
A 1)G (f t)+B(€7t) &1 QG t+m+1,L) *
G(E,D) 0 VT >0 (3.1)
%’2Y( 1) 0 0 A
na qual as matrizes () sao dadas por
L—1
Q& t+m L) = Y J[&Gt+m+pQ,, (3.2a)
g_e NP0
L
Q.t+m+1,L) = >  J[&t+m+pQ,,. (3.2b)
g e NP

Verifica-se neste caso a necessidade de um tratamento especial para os produtos A(§,t)G(€, t)
e B(£, )Y (€,t) da desigualdade (3.1), que implicard na incorporagdo de LMIs definidas pelos
produtos cruzados dos termos citados no instante de tempo ¢. Note que os instantes de tempos
subseqiientes nao geram essa dificuldade técnica, pois aparecem somente na matriz de Lyapunov,
que por sua vez nao multiplica nenhuma outra matriz. Dessa forma, expandindo as matrizes da

desigualdade (3.1), e, isolando o parametro {(t + m), obtém-se

[€io (8 + m) " io) + &t + m)&(t + m). g1 > 0 (3:3)

35
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com
Glo + GT 7/1 * * *
Y B AloGlo + Blo Z JVL Hp—l é-]p (t +m+ p)QJ+ * *
(@) — CQ?GZ-O 0 vl %
RY,, 0 0 I
e
M k1) =
Gk—i-Gl—i-Gg—FGlT—(%‘F%) * * *
ApGr+ AiGr + B, + B, 2 (Zg+€</VL HzL):l &, (t+m+ p)QJ+) * *
Q%[Gk + Gl] 0 2y *
B2 Y} + Y]] 0 0 29I
sendo

N N
W, = Z - Z H &, (t+m+ p)Q{i07j17j27--~7jL—1}

N N
Ho=> >[4 E+m+p) Qi)
. p=1
L—

gjp t+m+p>Q{l11 2J25edL—1}
Jji=1 Jjr-1=1p=1

Similarmente, repetindo o procedimento para &, (t +m +p),¥p = (1,..., L), tem-se

& (t +m) (H&p t+m+p)> M iy + Ek(t +m)&(t +m) <H&p t+m+P)> M r1ay) > 0

na qual
Gio + Gz; Q'L * * *
Az’o Gio + Bonzo QZ+ * *
%%no 0 0 oI
G+ G+ G+ G = [Quary +Quar)]  * * %
ArG+ AGy + BLY, + BY; 20, * *
Mg, ~ kG Gk kY1 1Yk Qs (3.5)
2> [Gk -+ Gl] 0 2yl %
B[V + Y]

0 0 29I
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Por outro lado, as LMIs definidas pelas restrigoes na evolugao dos estados sao determinadas

por meio da seguinte desigualdade

G +GENT —QE t+m, L)
{ CIA(E,)G(&,t) + B(E, )Y (€, 1)) y;az[} >0 (3.6)

que, expandindo-se semelhantemente a (3.1), fornece

L-1

L—-1
Eio(t +m)? (Hglpt+m+p)>%0,z + & (t +m)&(t +m) (Hglpt+m+p)>gf(k,l7z*)>0

na qual
@- o Gio + Gz; - Qz_ *
(i0,2—) = C[Az‘oGio + Bioyrio] ygnax[
€
e [GhA Gt G+ G = [Quuary + Quas)]
(kL") C[AkGl + Ale + BkYz + BlYk] 2@/?71(195[

Teorema 3.1 Considere o sistema (1.1) e o critério (2.7).
(a) Otimizagao. Considere o sistema (1.1). Assuma que para um dado estado fixo x(t|t)
exista um escalar positivo vy e matrizes Y;, € R "= G, € R"=*" ¢ ), & R"™*" symétrica

definida positiva, para todo v € N satisfazendo

G, + G;f'(; Q. * %
A Gig + BiYi, Q.. * %
23 G, 0 ~I =
700 0 0 ~I

>0, (3.7)

Gr+ G+ G+ G = [Quar)y + Quaryl  * koK

ArGr+ AGy + ByY, + BiY, 2Q., * * -0
27[Gy + G 0 291 =« :
%Yy, + Y]] 0 0 2vI
k=1,...,N—1,1l=k+1,....N (3.8)
1 x(t+ilt)”
[x(t iy Q. |7V (3.9)
ur I * ]
maz > 0, (3.10)
[ Y;f Gio + GZ; - Qz_

Gio + GZ; — Q'L, *
|:C[AioGio + Biy Y] yfmml] 20, (3.11)
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GrL+ G+ GZ + GZT - [Q(k,zi) + Q(lﬂ’i)] * >0
C[AkGl -+ Ale + Ble + BlYk] 2y72naz] -
k=1,....N—1, l=k+1,...,N (3.12)

Entao, a lei de controle u(t + mlt) = (Zgﬂ &io(t + m)E)z(t + mlt), m > 0, com Fy, =

Y;OGZ-_OI, assequra a estabilidade robusta do sistema em malha fechada, e satisfaz as sequintes

desigualdades
Joo(t) < (3.13)
|u(t +m[t)]]2 < Wz, VM >0 (3.14)
ly(t +mlt)ll2 < Ymaz, ¥ > 1 (3.15)

(b) Factibilidade. As condigoes (3.7) e (3.8) assequram diretamente o factibilidade do
problema de otimizagdo para todos os instantes t +m (m > 0).
(c) Estabilidade. As condi¢oes declaradas no item (a) asseqguram a estabilidade assintdtica

robusta do sistema em malha fechada.

Prova: O objetivo é provar a desigualdade (3.13), visto que o procedimento adotado para provar
(3.14) e (3.15) permanece vélido. Seja, entao, V(¢ +m|t) a funcdo de Lyapunov dependente de

parametros dada por
V(t+mlt) =zt +m|t)T P&t +m, L)x(t +mlt) (3.16)
cuja primeira diferenca produz

Vit+m+1t) —V(t+m|t) =
2t +m+ 1) P(E,t +m+ 1, L)a(t +m + 1|t)
—z(t+m|t)"P(&t+m, L)a(t+mlt) (3.17)

A desigualdade (3.1) pode ser reescrita como

G 1) +GE ) = Q& t+m,L) * ko
A DG(E D) +BE DY () QEt+m+1,L) o«
g T PG 1) 0 N 4> 0 (3.18)
BY (€,1) 0 0 ~I
e, com a mudanca de variavel F/(&,t) = Y (£, ¢)G(¢,t)7! e 4 dado por
I 000
07 00
G = 000 0 (3.19)
0000
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obtém-se

Aa(§1)G(E,1) Qe t+m+1,0) 7Y (3.20)

que, multiplicando & esquerda por [Ay (&, t+m) —I] e a direita por [Ay (&, t+m) — I produz

[G(g, )+ GEDT — Q& t+m, L)

— AgEt + mQ(Et + m L)ALt + m) + QEt + m + 1,L) > 0 (3.21)

ou, na forma matricial,

Q& t+m, L) N
[Acl(f,t+m)Q(§,t+m,L) Q& t+m+ 17L)] >0 (3.22)

Finalmente, pela multiplicacao de diag{Q (¢, t+m, L), Q7 (&, +m+1,L)} em ambos os

lados da desigualdade (3.22) e aplicando complemento de Schur, tem-se

QY& t+m, L) — Ag(&,t+m)Q M (&t +m+ 1, L)ALt +m) >0 (3.23)
ou, equivalentemente

AaEt+m)Q (&t +m+ 1, L)AL t+m) — Q' (&t +m, L) <0 (3.24)

Define-se P(&,t +m, L) = yQ 1 (&,t + m, L) e adotando uma notacao equivalente para a

equagao (2.3), tem-se
Ag(Et+m))P(Et+m+1, L)AL (&t +m)) — P(&,t+m, L) <0 (3.25)

Finalmente, multiplicando a tltima desigualdade & esquerda por x(t + m|t)” e & direita por
x(t+mlt), e, levando em conta o sistema em malha fechada, a equagao (3.16) e a lei de controle
u(t + mlt), obtém-se

V(t+m+1]t) = V(t+mlt) <0 (3.26)

que verifica-se para todo &(t +m) € Z, ¥Ym > 0. Assim, somando de m = 0 a m — +o0,

conclui-se que

Joo(t) < V(t|t) = x(t|t)T P(&,t, L)x(t|t) (3.27)
Levando em conta (3.27) pode-se recuperar o indice de desempenho quadréatico
L—1
V(t|t) = Z (H &, (t+ k;)) z(tt)' P,_x(tlt) < v (3.28)
zfée/VL k=0

O Capitulo 2 ja tratou da condigao (3.14). Portanto, basta provar que a restri¢ao corres-
pondente a equagao (3.15) é verificada. Para tanto, reconsidere a equivaléncia G;{)Q;}Gio >
G, + G% — @Q,_, aplicada as seguintes LMIs

GrQ.'G; *
0 - 0 > 2
|:C[Azo Gio + Bio Y;O] ygnaiﬁ [:| ! (3 9)
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GLQu \Gr + G QG * 1oy
C[AkGl + Ale + BkY} + BlYk] Zygwxf -
Vke[1,N —1], VIl € [k + 1, N] (3.30)
Usando as mudancas de variaveis F;, = Y, G_1 = 7Q; ! e multiplicando a desigual-

dade resultante (3.29) & esquerda por diag{G;”, I} e & dlrelta por diag{G,

procedimento fixando iy = k e ip = [ na equagao (3.30), tem-se

o i ' I}, e repetindo o

s >0 (3.31)
C[Aio + Bio Fio] y?naml N .
5Py + 5 P * 0
O[Ak + Bkﬂ} + C[Al —+ Ble] 2y72nax[ -
Vke[l,N—1], Vi€ [k+1,N] (3.32)

que, multiplicando por

-1
&io(t +m) (H&p t+m+p)>

L-1
E(t+m)&(t+m) (H@p t—l—m—l—p))

respectivamente, as desigualdades anteriores e somando, produz

%P(f,t—km, L) *
[[maw+waF@w1ymg]>0

Aplicando complemento de Schur e multiplicando a desigualdade resultante a esquerda por

(3.33)

z(t +mlt)T e & direita por z(t + mlt) e levando em conta a relagao,
y(t+m+ 1Jt) = CAGE ) + B(&, DF(E O]a(t +ml)

determina-se

y(t+m+ 1) Tyt +m + 1)t)

max

1
< —a(t+ml)TPEt+m, L)zt +mlt) <1, ¥m >0 (3.34)
v

assegurando que a desigualdade (2.13) é verificada.

Nota-se que a verificagdo das propriedades referentes aos itens (b) e (¢) definidas no Teo-
rema 3.1 remetem a prova desenvolvida no Teorema 2.1, sendo portanto omitidas por simplici-
dade. u

Assim, os resultados obtidos no Capitulo 2 correspondem a um caso particular do Teorema

3.1, como verificado na seguinte proposigao.
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Proposicao 4 Considere o sistema (1.1). Dados z(t|t), Umaz, Ymaz, Matrizes definidas positivas
2 e XZ, assuma que existam matrizes Yy, , Gi,, Yig € [1, N], matrizes simétricas Q,_, V1 € N?e
um escalar positivo v que satisfacam (3.7)-(3.12). Entao, usando a lei de controle u(t + m|t) =
(Zgzl &io(t + m)Fy)z(t + mlt), m >0, com F,, = Y;,G;!, as condigoes (3.13)-(3.15) sdo
verificadas com B;, = B, iy € [1, N].

Teorema 3.2 Proposicao 1 = Proposi¢cao 2 = Proposi¢cao 3 =—> Proposicao 4 =— Teorema
3.1

Portanto, o Teorema 3.1 generaliza o problema de MPC explorando L-caminhos na funcao
de Lyapunov dependente de parametros V[A(£(t)) B(£(t))] € Q. O algoritmo computacional
¢ dado por:

Algoritmo 3

1. Facat = 0.

2. Mega ou estime x(t|t).

5. Resolva miny, ¢, o, 7, sujeito as restri¢oes (5.5)-(3.10).
4. Meca ou estime £(t) e compute F(£(t)).

5. Aplique u(t) = F(&(t))x(t) ao sistema.

6. Facat —t+ 1 e retorne ao passo 2.

3.1 Exemplos Numéricos

Nesta secao, apresentam-se trés exemplos que ilustram a eficiéncia do Algoritmo 3 proposto
e alguns resultados tedricos deste capitulo. Nos exemplos, os softwares SeDuMi (Sturm 1999)
¢ YALMIP (Lofberg 2004) em ambiente Matlab foram usados para computar a solu¢ao do
problema min-max, em um computador com processador Intel Core2Quad 2.4GHz e 4 GByte
de RAM.

Exemplo 1

O exemplo em estudo é o sistema de posicionamento angular mencionado no Capitulo 2

e apresentado na Figura 2.3. Como visto anteriormente, o movimento da antena pode ser
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descrito pela seguinte equagao em espaco de estados, usando intervalo de amostragem de 0.1 s

e a aproximacao de primeira ordem de Euler na derivada

o - [

{(1) - 8&04@)] z(t) + [0.12@)} u(t)

A(§())z(t) + B(£(8))u(t)
y(t) = [1 0]z(t) £ Ca(t). (3.35)

>

Os parametros «(t) € [0.1,10] s~ e x(t) € [0.787,5.787] rad™* V! s72 sdo assumidos
arbitrariamente variantes no tempo no intervalo de variacao indicado, implicando que 2 =

CO{[Al Bl], [Ag BQ], [A3 Bg], [A4 B4]}, com

1 01 1 01 101 101
A= [o 0.99} A2 = [0 0.99} As = [0 0}”44: [0 0]
0 0 0 0
B = [0.0787}  Be = l0.5787] By = [0.0787} Ba= [0.5787} (3:36)

caracterizando o conjunto politépico [A(£(t)) B(&(t))]. Assim, dado o estado inicial x(t), o

problema de otimizacao a ser resolvido em cada instante de tempo ¢ é

+o00o
min max z(t +m|t)T Dz (t + mit
u(t+mlt)=F(£(t))z(t+mlt), m>0 A(t+m)eQ, m>0 mZ::O ( ( ‘ ) ( ‘ )

+u(t + m|t)" RZu(t +mlt)) <~
10

Q:{o 0

} , % = 0.00002. (3.37)

sujeito a |u(t +m|t)] < 0.1V, m > 0.
Para efeito de simulagao supoe-se que a(t) e x(t) variam no tempo conforme a saida na

forma

alt) = 0.1+ 4.4y
k() = 0.787 +12y° (3.38)

A Figura 3.1 mostra a resposta do sistema para a condic¢ao inicial

#(0) = [0.5 0.5]" (3.39)

Na Figura 3.1, a linha sélida representa a resposta do sistema com a solugao fornecida pelo
Teorema 3.1, utilizando uma fungao de Lyapunov dependente de caminho-5, e a linha tracejada

é a resposta obtida com o método de Casavola, Famularo, Franzeé e Garone (2006). Com o
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Figura 3.2: Elipséides invariantes e regiao de atracao dos estados para o rastreador de posicio-
namento (sélido: Teorema 3.1; tracejado: (Casavola et al., 2006)).

Teorema 3.1, obtém-se uma reducgao significativa no indice de desempenho (aproximadamente
66,5 %). Neste exemplo, as condi¢oes de (Kothare et al. 1996) e (Cuzzola et al. 2002) sao
infactiveis.

A Figura 3.2 ilustra a regiao de atracao para os dois algoritmos factiveis. Na figura, a estima-
tiva do dominio de atragao fornecida pelo Teorema 3.1 enlaca a regiao factivel de estados iniciais
determinada por Casavola et al. (2006), admitindo mais solug¢oes possiveis para o problema de
otimizagao min-max, considerando v = 42600. Sao apresentados também na Figura 3.2 os elip-
soides invariantes obtidos pelos algoritmos factiveis. O melhor desempenho das LMIs propostas

no Teorema 3.1 pode ser verificado.
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Exemplo 2

Existe, atualmente, uma variedade grande de aplicagoes utilizando o controle preditivo com
sucesso, em areas nao relacionadas com a industria quimica. Nesse contexto, (da Silva, Henrique,
Lopes e Gomes 2007) desenvolveram um modelo politépico para controle de geradores sincronos
da Central Hidrelétrica dos Martins, em Uberlandia (MG). O sistema ¢ ilustrado na Figura 3.3,
adotando os valores de base da Tabela 3.1, e os parametros do modelo apresentados na Tabela

3.2, cujas variaveis K, a Kg representam as constantes linearizadas.

Figura 3.3: Sistema do gerador sincrono.

Considere, entao, o seguinte modelo linearizado do gerador sincrono, discretizado com um

periodo de amostragem de 1 s

et +1) = AE@)=(t) + BE®))u(t)
y(t) = Cz(t). (3.40)

no qual x é o vetor de estados com o fluxo do entreferro (£)), a freqiiéncia elétrica (w) e a
poténcia acelerante (F,.), u é o vetor de controle com a tensdo do campo (V) e a poténcia
mecanica (F,,), e y o vetor de saida com o angulo de poténcia (¢) e a tensao terminal (V}).

Assim, pode-se determinar as matrizes A, B e C em funcao das condicoes de operacao
—1/K;T), 0 K,/T},

AEW®) = | —Ko/2H 0 —K,/2H
0 1 0
sew) = M0 o]

(3.41)



Capitulo 3. Extensao para B ({(t)) 45

Os parametros de incerteza sdo 1), € [3.5,10] s e 2H € [3.5,10] s, associadas, respecti-
vamente, a constante de tempo transitério de eixo direto da maquina e a inércia do con-
junto girante. Assim, o conjunto de incerteza politopico tem quatro vértices, ou seja, 2 =
Co{[A1 Bi], [A2 Bs], [As Bs], [Ay By}, sujeito as seguintes restrigoes |u(t + mlt)| < 0.1 e
ly(t +mlt)| < 1.5. Sao também especificados os parametros de projeto 2 = 101, #Z = 10.

Tabela 3.1: Valores de base adotados para o gerador sincrono.

’ Grandeza ‘ Valor ‘
Poténcia 2750 kW
Tensao 4160 V,,
Aceleracao gravitacional | 9.8 m/s?

Tabela 3.2: Valores nominais dos parametros para o gerador sincrono.

’ Parametro \ Valor \ Parametro \ Valor ‘
K 0.82 pu/rad Ky 1.15 pu/rad
K, 1.18 pu/pu K -0.1 pu/rad
K3 0.30 pu/pu Kg 0.4 pu/pu

Adicionalmente, para a simulagao, assume-se que os parametros 7, e 2H variam no tempo

conforme o estado na forma,
T, =2H = 3.5+ (C(1)x(t))>. (3.42)

Portanto, dada uma condigao inicial z(0) = [0.8 1.0 Z’).O}T7 ¢é possivel notar uma reducao
de 11,4 % no indice de desempenho (Figura 3.4) com os resultados do Teorema 3.1, considerando
uma fungao de Lyapunov dependente de caminho-4, em relagao as condigoes de (Casavola et al.
2006). Como as LMIs de Cuzzola et al. (2002) e Kothare et al. (1996) geram resultados mais
conservadores, seus indices nao foram computados.

A Figura 3.5 mostra os elipsdides invariantes para o problema do gerador sincrono sujeito
as restrigoes nos sinais de entrada e saida. Nota-se que os resultados do Teorema 3.1 refletem
uma maior precisao na predicao dos estados futuros no horizonte de predi¢ao adotado. Por
fim, na Figura 3.6, os resultados do Teorema 3.1 proposto enlagam quase que completamente os
dominios de atracao determinados pelas LMIs de Kothare et al. (1996), Cuzzola et al. (2002) e
Casavola et al. (2006) dado v = 1300.

Exemplo 3

Técnicas de controle tém sido utilizadas em turbinas a gas e a vapor e, em particular, em tur-

binas hidraulicas (veja Figura 3.7). Neste exemplo serd discutida a aplicagao do controle MPC
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Figura 3.4: Evolugao de v (sélido: Teorema 3.1; tracejado: (Casavola et al., 2006); trago-ponto:
(Cuzzola et al., 2002).

Figura 3.5: Elipsdides invariantes para os estados iniciais (preto: Teorema 3.1; verde: (Casavola
et al., 2006); azul: (Cuzzola et al., 2002); vermelho: (Kothare et al., 1996))

em turbinas hidrdulicas tipo Francis, discutidas e modeladas por Sansevero (2006). Essencial-
mente, a proposta de controle de velocidade em turbinas foi implementada por Hovey (1962), no
conjunto situado no rio Manitoba, Canadé. O exemplo considerado aqui trata apenas a unidade

geradora de Pointe du Bois. As Figuras 3.3 e 3.8, acopladas, representam o sistema completo a
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Figura 3.6: Regiao de atracao dos estados em perspectiva (preto: Teorema 3.1; verde: (Casavola
et al., 2006); azul: (Cuzzola et al., 2002); vermelho: (Kothare et al., 1996))

ser controlado. Considere, portanto o seguinte sistema continuo

r = Ax+ Bu
y = Cx + Du (343)
com as matrizes
p— 1 =
—?7 01 0 0 0 0
it v 0 0 U
A - 0 1 0 0 0 0
B 0 0 G 2T G 2T 0 0
0L W oL W
0 O _ At(QO_‘Inl) At[GO+2(QO_in)] _ DiurGo+D o Ts
GoH 2GoH 20 20
| 0 O O we,R 0 |
e 0
PV
0 0
0 0
B =
0 0 ’
0 —3p
. O O =
0 0 _2At(¢zc(;(;qnl) Ay [GOJré(OCIO*(Inl)] DynGo 0 g 8
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 ( )
[0 0 0 0 0 1 0 0

sendo Tpy a constante de tempo da valvula piloto, Ty a constante de tempo da valvula

distribuidora, GGy a abertura do distribuidor no ponto inicial de operacao, A; o fator de pro-
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porcionalidade, gy a vazao de regime no ponto inicial, ¢, a vazao sem carga, H a constante
de inércia da unidade, Ty a constante de tempo da agua, Dy, o coeficiente de amortecimento
da turbina, T o coeficiente de poténcia de sincronizacao e w, r a velocidade angular elétrica
de referéncia. A Tabela 3.3 mostra os valores dos parametros de ensaio, considerando que a
constante de inércia da unidade é o parametro de incerteza (g,;, D e T sao considerados nulos
devido a carga ser isolada).

Tabela 3.3: Valores de ensaio para a planta hidrelétrica.
| Parémetro| Valor | Parémetr0| Valor |

TPV 0.05 s qo 0.50 pu
TDV 0.20 s TW 0.50 s
Go 0.50 pu Diyr 2.00
A, 1.00 We,R 1.025 pu

Montante

Gerador
Conduto

Forcado

Nivel
Jusante

77

Figura 3.7: Diagrama completo tipico de uma planta hidrelétrica.

Realizando a aproximacao de primeira ordem de Euler com um intervalo de amostragem de

0.5 s, tem-se

-9 0 0 0 0 0 10 0

-25 —-15 0 0 0 0 0 0

0 0.5 1 0 0 0 0 0

z(t+1) = 0 0 4 3 0 0 z(t) + 0 0 u(t)

0 0 - -k -0 0 -
0o 0 0 0 05125 1] 0 0 |
00 -2 310

00 1 000

y(t) = 00 0 010 x(t). (3.45)

00 0 001
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com H € [1,10] s. O vetor de estados x(t) contém a variagdo de vazao pela vélvula piloto
(Agpv), a variagao de vazao pela valvula distribuidora (Agpy ), a variagao de posi¢ao do distri-
buidor (AG), a variagao de vazao pela turbina (Agq), a variagao na velocidade angular elétrica
do gerador (Aw,) e a varia¢do no angulo de torque do gerador (Ad). O vetor de controle u(t)
contém a variagao no sinal de controle da vélvula piloto (Aupy) e a variagao na carga elétrica
nominal (AP,p), e finalmente, a saida y(¢) contém a variacdo na poténcia mecanica da turbina
(AP,,), a variacao na posicao do distribuidor (AG), a variagao na velocidade angular elétrica
do gerador (Aw,) e a varia¢ao no angulo de torque do gerador (AJ).

Assume-se, para simulagao, que H varia no tempo com o estado x(t) na forma

H=1+8(C(4)x(t))>. (3.46)

Espiral

Figura 3.8: Turbina hidraulica tipo Francis.

Os parametros de projeto para o controlador MPC sao 2 = I, # = 0.5, com as restri¢oes
lu(t +mlt)] = 0.5 e |y(t + m|t)| = 1.5. Para a condigao inicial z(0) = [0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 1.0]7,
obtém-se o indice de desempenho robusto mostrado na Figura 3.9. A linha sélida representa a
resposta do sistema com a solugao obtida pelo Teorema 3.1, utilizando uma funcao de Lyapunov
dependente de caminho-5, e a linha tracejada ¢é a resposta obtida com o método de Casavola et al.
(2006). Verifica-se uma redugao significativa no indice de desempenho de aproximadamente 50.6
%. E importante observar que os métodos de Kothare et al. (1996) e Cuzzola et al. (2002) nio
fornecem solucao factivel. A Tabela 3.4 mostra o nimero de varidveis escalares (V), nimero de
linhas de LMIs (L), o tempo de processamento para a resolver o problema de otimizagao e os

valores de v obtidos para o instante ¢t = 0.
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Tabela 3.4: Complexidade numérica dos métodos no exemplo de controle de turbinas hidraulicas,
e valores de 7 associados

Método Y \Y% L | tempo (s)
Casavola et al. O8.84 | 88 | 192 0.51
Teorema 3.1 et al. | 48.82 | 769 | 3072 1.21

100

90
80
70

60t

Figura 3.9: Evolugao de v para a turbina hidraulica (sélido: Teorema 3.1; tracejado: (Casavola
et al., 2006)).

A Figura 3.10 mostra a evolugao ao longo do tempo dos estados x; a x¢ do processo de

controle das turbinas em estudo. Graficamente, pode-se observar a redugao nos valores de picos
durante o processo oscilatério de estabilizagao.

Comentarios Finais

Neste capitulo, a estratégia de controle MPC foi estendida para o caso de sistemas com

matrizes de entrada dependentes de parametros. Por meio de exemplos, foi mostrado que a
estratégia proposta apresenta melhores resultados que os existentes na literatura.
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Figura 3.10: Evolucao dos estados para a turbina hidraulica (sélido/preto: Teorema 3.1; trace-
jado/vermelho: (Casavola et al., 2006).



Conclusoes e Perspectivas

Este trabalho abordou o uso de fungoes de Lyapunov dependentes de caminho no estudo
de sistemas lineares discretos variantes no tempo. O foco principal foi o problema de controle
preditivo para essa classe de sistemas, considerando (como em Kothare et al. (1996)) um custo
quadratico, restrigoes sobre o controle e o estado e uma formulacao baseada em LMIs. Foi
mostrado, por meio de exemplos, que a estratégia proposta permite a obtengao de ganhos de
realimentacao de estados com custos associados menores e, em alguns casos, que uma solugao
factivel pode ser obtida quando os demais métodos existentes falham. De fato, a funcao de
Lyapunov dependente de caminho contém como casos particulares a fungdo quadratica (matriz
de Lyapunov constante) e a fun¢ao afim nos parametros. Em contrapartida, o método pro-
posto exige um maior esforco computacional, que é crescente com o aumento do caminho. Os
modelos foram escolhidos com base em sistemas reais descritos por equacgoes de estado conti-
nuas, discretizados pelo método de Euler (e portanto estao sujeitos aos efeitos da imprecisao da
discretizacao).

Duas maneiras de tratar as restricoes sobre os sinais de controle foram apresentadas: com
restricoes quadraticas e com saturacao. Nesse ultimo caso, estimativas da regiao de atracao
baseadas em elipsdides podem ser estabelecidas, e pode-se comprovar um compromisso entre
o valor do critério quadrético de otimizacao e o tamanho dos elipséides, mantendo-se o me-
lhor desempenho para a abordagem proposta quando comparada com as demais existentes na
literatura.

Outra melhora em relacao a boa parte dos métodos existentes foi o tratamento de parametros
variantes no tempo nas matrizes de entrada dos sistemas, modelando por exemplo falhas de
atuadores. Também nesse cendrio a abordagem proposta mostrou-se menos conservadora.

A abordagem apresentada pode ser aplicada em sistemas discretos variantes no tempo de
maneira geral, tratando outros critérios de desempenho e outras restrigoes convexas sem maiores
modificagoes. Adaptagoes e extensoes para tratar realimentagao de saida e imposigoes de es-
trutura (por exemplo, descentraliza¢do) no controlador também podem ser incorporadas, assim

como a presenca de outras incertezas no modelo.
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Perspectivas

No contexto de MPC, uma idéia seria estender a metodologia para tratar modelos mais
complexos, como por exemplo sistemas hibridos, nos quais coexistem componentes discretos
como valvulas, chaves, seletores de velocidade e equacoes diferenciais ou a diferencas. Em
termos de sistemas discretos variantes no tempo, de uma maneira geral, poderiam também ser

incorporadas taxas de variacao limitadas nos parametros.

Publicacoes

e Caun, R.P., Oliveira, R.C.L.F., Jungers, M. e Peres, P.L.D. “Controle Preditivo para Sistemas
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XVII Congresso Brasileiro de Automdtica (CBA2008), Juiz de Fora, Minas Gerais, Brasil, art.
41556, Setembro 2008.

Submissoes

e Jungers, M. Caun, R.P., Oliveira, R.C.L.F. e Peres, P.L.D. “Model predictive control for li-
near parameter varying systems using path-dependent Lyapunov functions”, IFAC Workshop on
Control Applications of Optimisation (CAO’09), Agora, Finland, May 20009.
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Apéndice

Desigualdades matriciais lineares em controle

A sintese de controladores por meio de desigualdades matriciais lineares é um problema de
programacao semidefinida (do inglés, Semidefinite Programming — SDP), ou seja, é tipicamente
um problema de minimizacao de uma funcao linear real sujeita a restrigoes convexas. A técnica
surgiu com as formulagoes desenvolvidas por Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1890), que
estudava a estabilidade da equagao diferencial #(t) = Ax(f) por meio da existéncia de uma
matriz simétrica definida positiva P, tal que

ATP 4+ PA <0 (A1)

que é denominada desigualdade de Lyapunov. A proposta de resolugao é baseada na escolha de
uma matriz Q = Q7 > 0, e na equacao linear AT P+ PA = —(, com relacao a varidvel P = PT
para uma dada matriz A € R"*".

Conquanto, os primeiros passos para a solucao computacional surgissem da programacao
convexa com a funcdo de barreira logaritmica (do inglés, Logarithmic Barrier Function) e o
método dos centros (do inglés, Method of Centers); desenvolvidos por Frisch (1955) e Huard
(1967), respectivamente, que propiciaram o desenvolvimento do método elipséide (um algoritmo
para resolucao de problemas de otimizagao convexa), introduzidos por Naum Z. Shor, Arkady
Nemirovsky, e David B. Yudin (1972), e usado por Leonid Khachiyan para provar a resolugao
em tempo polinomial de programas lineares. Em seguida, o método de ponto interiores advém
como uma classe de algoritmos para resolver problemas de otimizacao convexa nao-linear e linear.
Esses algoritmos tém sido inspirados nos algoritmos de Karmarkar, desenvolvido por Narendra
Karmarkar (1984), para programagao linear. Os elementos bésicos do método consistem na
funcao de barreira auto-concordante (do inglés, Self-Concordant Barrier Function) usada para
codificar o conjunto convexo. Yurii Nesterov e Arkadii Nemirovskii (1988) generalizaram uma
classe especial de tais barreiras para codificar qualquer conjunto convexo. Assim, as LMIs tém
a seguinte estrutura

m
F(z) £ Fy+ Y aiF; > 0, (A.2)
i=1
sendo que z; sao as variaveis (componentes da matriz P) e F; = FI' € R"™" sdo matrizes dadas,
1=1,...,m.
A desigualdade (A.2) implica que F'(x) é definida positiva, representando uma restri¢ao con-
vexa em z, ou de forma geral, uma colecao de restrigoes aplicaveis em teoria de controle. Assim,
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uma das principais vantagens no uso de LMIs é expressar o conjunto Fy(z) > 0,..., F,(z) > 0,
por meio de uma LMI dada por diag(Fi(z),..., F,(x)) > 0, sem perda de generalidade.

Além disso, as desigualdades (convexas) nao-lineares, ou desigualdades matriciais quadra-
ticas, presentes na maioria das formulacoes de problemas complexos, podem ser tratadas pela
teoria de desigualdades lineares aplicando complemento de Schur. Esta idéia é ilustrada com o
seguinte exemplo

AP+ PA+ PBR'BTP+Q <0, (A.3)

com A, B,Q = QT,R = R" > 0 matrizes de dimensoes apropriadas, e P = P a varidvel.
Assim, por Schur, tem-se

—ATP—-PA—-Q PB

BTP R

Assim, o problema geral pode ser definido como a minimizacao de uma funcao linear sujeito
a restricoes LMIs,

> 0. (A.4)

minimize '

sa F(z)>0 (A.5)
com F' sendo uma funcao afim em z. Ou equivalentemente,

minimize A
s.a  Alx,\) >0 (A.6)

com A dependendo de maneira afim em x e em A. Por fim, é importante destacar que problemas
descritos na forma de LMIs sao resolvidos em tempo polinomial, e possuem uma representacao
convexa com relagao as variaveis de otimizacao. Nestes casos, a solucao 6tima local é também
a global.



Apéndice B

Caracterizacao de sistemas LPV

A classe de sistemas lineares com parametros variantes pode ser descrita por

= A1)z + B(E(t)u (B.1)
= C(e(t))x + DE®))u, £(t) € E, Yt > 0. (B.2)

Duas classes de sistemas LPV podem ser distinguidas. A primeira classe pode ser definida
pelas seguintes propriedades:

e a dependéncia paramétrica é afim, isto é, as matrizes de espaco de estados A(£(t)), B(&(t)),

C'(&(t)), D(&(t)) dependem de modo afim de £(t);
e 0 parametro variante no tempo £(t) varia em um politopo = de vértices &1, &, . . ., &,

A segunda classe consiste no uso de transformacoes fracionais lineares para representar a
dependéncia do parametro como uma perturbagao diagonal (veja Figura B.1).

Figura B.1: Representacao LF'T de um sistema LPV.
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