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Resumo

Estudamos neste trabalho o método de elementos finitos para aproximacio de funcoes,
e integracao de equagdes diferenciais parciais sobre a esfera S?. Tais problemas ocor-
rem em varias aplicagOes praticas, incluindo modelagem global do tempo, geofisica,
iluminacao, etc.

Definimos um polindmio esférico como sendo a restricdo i esfera S"~! de um po-
linémio nas coordenadas cartesianas (21, s, . . ., z,) de R". Denotamos por P%" /S§"~1
o espago de todos os polindmios esféricos de grau total < d, e por H*"/S"~! o espaco
dos polindmios esféricos homogéneos de grau total d.

As funcoes que investigamos sdo as fungdes esféricas C, polinomiais por partes, ou
splines esféricos C,, definidos em relac8o a uma triangulacio esférica 7' de 8”1, Seja
PEnT]/S™ L o espago de todas as funcdes f de S"! em R tais que (1) a restricio
de f a cada tridngulo de T coincide com uma fungio de P%*/S™1; e (2) a funcdo
f tem continuidade de ordem-r através das fronteiras de 7. Analogamente, seia
HE"T]/S™ ! o sub-espago de PE"[T]/S"! dos splines esféricos homogéneos, que
consiste das fungdes que sio HE" /8" em cada tridngulo de T

Neste trabalho mostramos que P%7 /8§71 = HI~1Ln /§n—1 g Hdn [Qn-1 o estende-
mos esse resultado aos splines esféricos, mostrando que
PEnT]/8™1 = HETPT]/S"t @ HE{T] /8™

Alfeld, Neamtu e Schumaker propuseram recentemente o espago H4[T]/S? para
aproximacio na esfera S?, e obtiveram uma construgao explicita de uma base para o
espago HE[17/8%, quando d > 3r + 2. Combinando esta construcio com o nosso re-
sultado, acima descrito, nds obtemos uma base local explicita para o espago P4[T/S?
quando d > 3r + 3.

Nossa tese é que o P¢T]/S? é um espago de aproximacio mais natural e eficaz
do que H2[T]/S?. Analisamos, em particular, o uso dos espagos P3[T]/S? e PS[T]/S?
para aproximar funcdes restritas a esfera $°, pelo critério dos minimos quadrados.
Analisamos também o uso do espago P#[T|/S? para resolucio numérica de equacdes
diferenciais parciais na esfera, pelo método dos elementos finitos, e descrevemos uma,
técnica multi-escala para acelerar a convergéncia em malhas finas.
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Abstract

We study in this work the finite element method for function approximation and in-
tegration of partial differential equation on the sphere S?. These problems occur in
many pratical applications, including global weather modeling, geophysics, illumina-
tion, ete..

A spherical polynomaal is the restriction to the sphere S*! of a polynomial in
the coordinates z1,Zg,...,z, of R®. We denote by P%"/S""! the space of spherical
polynomials with total degree < d, and by H%"/S"! the space of homogeneous
spherical polynomials with total degree d.

The functions we investigate are the C, piecewise polynomial functions on S™1,
or C, spherical splines, defined relative to a spherical triangulation T on the sphere
S"~t. Let PP*[T]/S""* be the space of all functions f from $™* to R such that (1)
the restriction of f to each triangle of 7" matches some function in P%"/8"~!: and
{2} the function f has order-r continuity across the boundaries of T. Analogously, let
HEMT]/S™ ! denote the subspace of P&"[T1/S"%, the homogeneous spherical splines,
which consists of the functions that are #%"/S*~! within each triangle of 7.

We show that P4™/Sn—1 = Hdn/§n-1 g 3{d~1n /Gn—1 and generalize this result
to spherical splines, showing that P& [T]/S"! = HI»([T]/Sm1 @ HI-Lr[T] /871,

Alfeld, Neamtu and Shumaker proposed recently the space H2[T]/S? for appro-
ximation on the sphere S?, and they obtained explicit bases for that space, when
d > 3r + 2. Combining their construction with our result above, we obtain explicit
local bases for the spaces P2[T]/S?, when d > 3r + 3.

We argue that the space P4[T)/S? is a more natural and effective tool than
HE[T]/S* for approximation on the sphere. We analyze, in particular, the use of
spaces PE[T]/S? and PP#[T]/S? for least squares function approximation on the sphe-
re S?. We analyze also the use of the space PP[T]/S? in the numerical integration of
partial differential equations; and we describe a multi-scale technique for accelerating
the convergence on large grids.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos problemas fisicos sdo modelados matematicamente por funcdes reais ou equagoes
diferenciais parciais (EDP) sobre a esfera S2. Podemos citar exemplos em geofisica
(anomalias gravitacionais}, metereologia, (simulacio global do tempo, dados climaticos),
computacdo grafica etc.

Em tais aplicagbes é comum representar uma funciio na esfera em termos de co-
ordenadas esféricas ¢, —— longitude e latitude, respectivamente. A funcéo pode
ser definida por um polindmio em ¢, #, ou harménico esférico de certa ordem. Es-
tas representagoes tem alguns problemas, entretanto: hd descontinuidade nos polos,
as geodeésicas sdo representadas por curvas complexas, e a correspondéncia entre o
dominio {¢,8} e a esfera ¢ ndo uniforme. Além disso, as férmulas dos operadores
diferenciais (gradiente, laplaciano, etc.) em coordenadas esféricas sio relativamente
complexas. Por estas razdes tem havido recentemente interesse na modelagem de
fungoes estéricas como fungdes das coordenadas cartesianas espaciais (z, y, z), restri-
tas a esfera.

Um polindmio esférico é a restrigio a 8! de um polinémio nas coordenadas

T1, L2, .-, Tn de R Diz-se que uma fun¢ao f de R™ para R é homogénea de grau d
se f(az) = a?f(z), paratodo a € R ez € R". Seja P4™/S™1 o espaco de polindmios
esféricos com grau < d, em 7;,23,...,2, e H4*/S"! o sub-espaco dos polinémios

homogéneos de grau d. Mostramos na segio 2.2, que vale a soma direta
apd,n/snml — Hd—-l,n/sn—l @ %d,n/sn—i (1'1)

Isto quer dizer que todo polinémio esférico geral de grau d é a soma de dois polinémios
homogéneos que si30 Unicos.

No capitulo 3, estendemos esse resultado aos splines definidos numa decomposicio
simplicial T sobre a esfera S"~'. Seja P&"[T|/S™"! o espaco de todas as fungdes f de
S"~! em R tais que (1) a restri¢io de f a cada tridngulo de T pertence a P%n /Sn-1.



e (2) a fungdio f tem continuidade de ordem-r através das fronteiras que separam os
simplexos de 7. Analogamente, seja HI"[T/S"! o sub-espaco de PZ*[T]/S"1 que
consiste das fungdes que sdo H%/S"~! em cada tridngulo de 7. Nés provamos no
capitulo 3 que

PEMT]/S™ = HITWT]/87 & HEMT]/57 (12)

A teoria de splines esféricos tem sido desenvolvida principalmente por Alfeld, Neamtu
e Schumaker [1, 2, 4]. Eles consideram apenas o sub-espaco HZ[T]/S? dos splines
esféricos homogéneos.

No restante da tese, restringimos nosso estudo as funcées definidas sobre S2. Des-
crevermos no capitulo 4 a triangulacdo de Delaunay para a esfera 82, que utilizamos
nesta tese. Descrevemos as funcdes de percurso e estrutura de dados utilizada na
implementacao da triangulacéo.

No capitulo 5 nés descrevemos a representaciao de um polindémio homogéneo so-
bre S% pelos seus coeficientes de Bézier relativos aos vértices de um tridngulo t.
Mostramos que, com essa representacao, podemos eficientemente calcular o valor do
polinémio num ponto p qualquer de R™, usando o algoritmo de DeCasteljan. Usando
a técnica de derivagdo automadtica, deduzimos, a partir do algoritmo de DeCasteljau,
um algoritmo para calcular o gradiente de um polinémio homogéneo num ponto p. A
representacdo de Bézier é especialmente adequada para splines esféricos: para cada
face t da triangulagdo, a func@o restrita a ¢ é representada pelos seus coeficientes de
Bézier relativos aos vértices de t. Descrevemos também algoritmos para localizar o
triangulo da triangulacfo & qual o ponto p pertence.

Para fins de aproximagdo e modelagem de fungdes, ¢ desejavel que o espaco de
fungoes usado admita uma base local: uma base onde cada elemento tenha valor
praticamente nulo na esfera toda, exceto numa regido pequena. O principal resultado
de Alfeld, Neamtu e Schumaker ¢ uma construcio explicita para uma base local do
espago HE[T]/S?, quando d > 3r + 2. No capitulo 6 nés descrevemos a construcao
dessa base para r < 1. Combinando esta construcio com o resultado (1.2), nds
obtemos uma base local explicita para o espago P2[T1/8? dos splines polinomiais
genéricos com d > 3r + 3 .

Acreditamos que o espago P?T]/S? é uma escolha mais natural do que o espago
HIT}/S* para aproximar fun¢des definidas na esfera S2. Uma das razdes é que
PHTY/S® © PT]/S? quando k£ < d. Em particular, P[T]/S? inclui as fungdes
que sdo constantes sobre 8%, para todo d, enquanto HE[T]/S? sé contém tais funcdes
quando d ¢ par.

No capitulo 7 nds analisamos o uso dos espagos P4[T]/S? e HE[T]/S? para apro-
ximar funges restritas & esfera S%, pelo critério dos minimos quadrados.



Nés descrevemos no capitulo 8 o uso dos splines esféricos na solugio de equagdes
diferenciais parciais, pelo método dos elementos finitos. Apresentamos um procedi-
mento iterativo para resolver uma EDP da forma

(Luj(p) = F(u(p),p) (1.3)

onde £ é um operador diferencial linear sobre a esfera, p € a variavel independente (um
ponto da esfera), u ¢ a funcéo a determinar e F é uma funcio (ndo necessariamente
linear) que pode depender de u(p) e p.

Os métodos mais eficientes para integracdo de equacdes diferenciais parciais baseiam-
se na técnica de mutiplas escalas [13]. A idéia € resolver a mesma equacio numa hie-
rarquia de varias malhas M;, M, ..., M}, com resoluces crescentes em progressao
geométrica, sendo que a solugdo parcial obtida numa malha M; é usada como estima-
tiva inicial para a malha mais fina M;.;. No capitulo 9 descrevemos o uso da técnica
multi-escala para aproximar a solucdo de uma equacao diferencial parcial, com splines
polinomiais acima descritos. Para tanto, desenvolvemos e implementamos um algo-
ritmo para construcdo de hierarquias de mathas irregulares, baseado na triangulacio
de Delaunay [9] esférica para o nivel mais fino e no algoritmo de simplificacdo de
Kirkpatrick [12] para a construgio das malhas mais grosseiras.



Capitulo 2

Espacgos de Polindmios Esféricos

2.1 Funcoes polinomiais em R”

Seja P%" o espaco dos polindmios em n varidveis de grau < d. Os elementos desse
espaco sdo funcdes de R™ para R. Uma funcdo p pertence a P%* se e somente se ela
pode ser escrita na forma

- i1 in
plz) = > Cirigin T XY - . . T (2.1)
GSi]“}-’ig%...wfv’inSd
para todo z = (z1,%2,...,2,) € R”™ onde Ciriy..i, 580 coeficientes reais. (Todos os
indices so inteiros positivos ou nulos). O conjunto P%" é obviamente um um espaco

vetorial, de dimenséao
dim P4* = ( d+n )
n

Dizemos que uma funcdo f de R" para R é homogénea de grau d se f(az) =
a’f(z), para todo a € R e z € R™. Seja H%" o subconjunto dos polindmios de P%m
que sdo homogéneos de grau d. Uma funcio A pertence a H®" se e somente se ela
pode ser escrita na forma

_— . 11 ai2 2
h(;f;) - Z Cirig..in Ty T3 - T
11 2ot iy z=d

para todo z = (x1,%Z2,...,2,) € R onde ¢, ;. 540 coeficientes reais. Podemos
concluir entao que
dimpin = [ 4T 71
n—1

E facil ver que os espagos He™ e H? ™ sio linearmente independentes, isto &, Hé4" N
HE = {0}, quando d # d'.
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2.2 Funcgoes polinomiais em S*!

Se f ¢ uma funcdo definida no R™, ¢ X C R", denotamos por f/X a restricio de f
ao conjunto X. Por extensio, definimos a restricdo de um espaco de funcdes F ao
conjunto X como sendo

FIX={f/X:feF}

Vamos também utilizar a seguinte notagdo: se f/X = ¢/X dizemos que f € equiva-
lente a g médulo X, e escrevemos f = g (mod X); ou apenas f = ¢, quando X
estiver implicito no contexto. E facil ver que ‘=" é uma relacio de equivaléncia.

Estamos interessados no espaco P%"/8"~1 que sdo as funcdes polinomiais de R®
de grau < d restritas & esfera unitaria 8! = { z € R" : |z} = 1 }. Os elementos
pertencentes a este conjunto teém a forma:

— E T £ e 37 in
p(_’f;) - Cllzzm?m“q;l ‘,EE o :Cnr
0<dy g+ in<d

onde z = (x1,%2,...,%,) € S" Ve ey, 5. € R.

Observe que dois polindmios que s&o distintos no R® podem ser idénticos quando
restritos & esfera S$"'. Portanto, P®"/S""! tem dimensdo menor que P4". Qs
resultados abaixo sao fundamentais para a caracterizacio deste espaco:

Lema 1

-Hd,n/sn—l g %d-:—Q,n/Sn—l

Demonstracao:

Seja h € H™,

— L il i z
h(z) = Z CiyiguinTy Tg -+ Ty
i3 4igt . obig =d
Vamos mostrar que os termos de A podem ser transformados em termos de
grau d-+2. Seja ¢, 4,27 T8 ... um termo de h, entdo i1 +ip+. . . i, =
d. Como z € 8" temos que 27 + z3 + ... + 22 = 1. Entdo,

L mit gt in _ i1 iz in (2 y: 2
CitininZi TG - T = Ciyig in E T . T (25 + 25 + ... 72)
Desta maneira, todos os termos de h de grau d podem ser substituidos

por termos de grau d + 2, obtendo-se assim um polindmio homogéneo A’
de grau d + 2 que coincide com h sobre a esfera S2. cQD
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Lema 2 Sege HE '@ HY e g=0 (mod 8™ ') entdo ¢ = 0.

Demonstragao:

Suponhamos que g € H4™ @ HY" com ¢ = 0, isto é
¢/S" =0

Como 8! é uma variedade algébrica [7, 5], a equacdo minima de S*-!
deve ser um fator de g, isto é,

g=R{zi+xi+.. . +22-1)

onde [ é algum polindmio em R™ de grau n — 2. Como os graus dos
termos do polindmio z7 + 23 + ... + 22 — 1 diferem de 2 e, por outro lado,

g€ %d—l,n @ %d;n

concluimos que R =0, i.e. ¢ = 0. CcQD

Corolario 1
Hdml,n/sn——l n %d,nfsn—l — {0}
Coroldrio 2 Sep,g € H&'"" @ HE ep=¢q (mod 8" 1), entdo p = g.

Teorema 1 Todo polindmio de P" n > 1, ¢ equivalente {mod S™ 1Y g um unico
polinémio de HE 1" @ HO™,

Demonstragao:

Seja p € P,

plr) = X Chn.n@rIF...ay
0<iy +ig4.+in<d
Vamos provar que (1) existe um polindmio g € H* " @HY" tal que p = ¢
(mod 8™1); e que (2) este polinémio ¢ tinico.
(1) Bzisténcia: Vamos mostrar que os termos de p com grau < d—2 podem
ser transformados em termosde graude d—1. Um termode grau k < d—2
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é um polinémio de #*. Pelo lema 1, este termo pode ser substituido por
um polindmio de H**2", cujos termos tém grau k+2 < d. Repetindo este
processo enquanto houver termos de grau < d — 2 obtemos uwm polindmio
g com termos de grau d e d — 1.

Portanto, existe um polinémio g € H4 " & He"™ tal que p = ¢
(mod §™1).

(2) Unicidade: Vamos supor que existem q; e g, em H% " @ He™ com
g1 = peg = p Como = é transitiva, devemos ter ¢, = ¢y, isto é
g1 — g2 = 0. Entao, pelo lema 2, g, = g¢,. CQDb

Como consequéncia do teorema 1, temos o seguinte coroldrio:

Corolario 3

rpd,n/snml — (er—l,n o %d,n)/snml — Hd—l,n/sn—-l & %d,n/snml

Logo,
dim(f}pd,n)/snml — dim(%d-l’n/sn—l e %cﬁ,n/snui) (2.2)
= dim(H*H" @ HO) (2.3)
d+mn -1 d+n—2
- ( - )+( - ) (2.4
= {(d+1) (2.5)

2.3 Diferenciacao de funcoes esféricas

2.3.1 Gradiente esférico

Se f ¢ uma funcéo de S™~! para R, denotamos por ¥ f o gradiente esférico de f, que
¢ o gradiente de f com respeito as direcoes tangentes a S*~1. Para fins desse trabalho,
definimos V f como um vetor de R”, tangente a S™1, tal que a derivada de f em um
ponto p € S™!, na direciio de um vetor unitario v tangente a p, é v o (¥ f(p)), onde
“o" denota o produto escalar de vetores de R"™.

Se f = F/S"! para alguma funcdo diferencidvel F' de R™ para R, entdo V f é
meramente a projecdo ortogonal de V F' (o gradiente ordindrio de F') sobre o plano
tangente & esfera em p. Isto é, para qualquer ponto p € 81,

(V f)(p) = [(V F)(p) — ((VF)}(p) op)p] /S (2.6)
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2.3.2 Gradiente de polinémios esféricos

O seguinte teorema mostra que cada componente do gradiente esférico de um po-
lindmio esférico é um polindmio esférico.

Teorema 2 Se f € H" /S entdo (¥ f), € HYT1" /S para cada o« € {1,....n}.

Demonstracao:

Se f pertence a H‘i”/S” ', para d > 1, entdo f = F/S™ ! para algum
polinémio F € H4™. E ficil de ver que (V F)o = OF /01, esti em H—tm,
Portanto, cada componente do lado direito da férmula (2.6)

(VF){p) = ((VF)(p)op)p

estd em MM + HELm Pelo lema 1, HE 1" /S™ ! é um subespaco de
HI+FLM /8" =1 e o teorema estd provado. CcQD

Coroldrio 4 Se f € P4 /S™L entdo (V f), € P17 /8L para cada o € {1...n}.

2.3.3 Laplaciano na esfera

Seja F(x1, T2, ..., T,) uma funcao de R™ para R. O operador de Laplace ou laplaciano
A em R"™ é definido por:
PF
AF =
Z {0x;)?

O teorema de Green é uma férmula importante que relaciona o gradiente e o laplaciano
de fungbes. Sejam {2 uma regido compacta de R"™ com interior ndo vazio, I’ sua
fronteira, v o vetor normal a I', F' e G funcoes de R” para R entdo

/QF(AG) = —L(VF)O(VG)+/TG(VF)OV

se as integrais estiverem definidas.
Para a resolucao de equacdes diferenciais na esfera, precisamos de um operador
A, andlogo ao laplaciano, que satisfaca a versdo esférica do teorema de Green [6]:

fosan=-[ (F9e ¥y (2.7)

Verifica-se que se f = F/S""! para alguma funcio diferencidvel F de R" para R, o
operador desejado é o laplactano esférico A dado pela fémula:
i 82}7 o*F ", OF
Af=) —— -2 ~ 2Ny 2.8
LErt T R G h Y
TiAf
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2.3.4 Laplaciano de polinémios esféricos

O seguinte teorema mostra que o laplaciano esférico de um polinémio esférico é um
polindmio esférico.

Teorema 3 Se f € H"/S"L entio A f e Hom /g1

Demonstracao:

Se f pertence a H*"/S"1 para d > 1, entdo f = F/S"! para algum
polinémio F' € H*". E facil de ver que 8°F/(0z;)? e 8°F/((8x:)(8z;))

estdo em HY*", ¢ OF/8r; estd em H M. Lembrando que 1 = $°% 22,
concluimos que o lado direito da férmula (2.8) estd em H®" /8" ¢ ¢
teorema esta provado. CQD

2.4 Harmonicos esféricos

Ha uma relagao forte entre os polindmios esféricos, para n = 3, e uma classe de
fungbes conhecida como harménicos esféricos. Esta classe é muito usada em fisica
pois surge naturalmente na solucio da equacio de Laplace AF =0 [15].

Sejam (r, ¢, ) as coordenadas esféricas definidas pelas identidades z = cos @ cos &,
y =cosfising e z =sinf, onde 0 < ¢ < 27 ¢ longitude e —7/2 < 8 < 7 /2 latitude.

Pela definicdo de homogeneidade, temos que F(r,¢,8) = r%G(¢,0) onde G &
alguma funcdo de (¢, 6). Substituindo esta expressio na equacio de Laplace, obtemos
a seguinte equacao diferencial na esfera:

AG+dd+1)G=0 (2.9)

Demonstra-se [16] que um conjunto maximo linearmente independente de solugoes da
equacgdo {2.9) sdo as funcoes

Vit = e PTG, m=-—d,....d (2.10)

onde P;"{f) sdo as fungdes de Legendre de primeiro tipo de ordem m e grau d [15].
Os elementos desse conjunto sdo os harmoénicoes esféricos de grau d.
Uma express@o analitica cldssica para P7* ¢ a férmula de Rodrigues [24]
(1 _ 22)§m§/2 ad-{-]m\(l _ ZQ)d

FO) =5z z+im] (2.11)
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onde z = sin§.

Denotamos por V9 o espaco das funcdes esféricas reais de S2 para R geradas pelos
harménicos esféricos ¥;™ de grau k < d. O teorema a seguir d4 uma caracterizacio
deste espago. '

Teorema 4 O espago V¢ coincide com o espago P4 /82,

Demonstracao:

Vamos primeiro mostrar que as partes real e imaginaria de todo harménico
esférico Y;* de grau d é um elemento de P**/S?. Pelas férmulas (2.10) e
(2.11) temos

mi/2 ad+1m§(1 _ Zz)d
Gzdtim|

Y= C(d, m)e™ (1 — 2?)
onde C(d,m) é uma constante que depende de m e d. Vamos supor que
m > 0. Lembrando que

T+iy T +iy

[y (11— 22)1/2

e =cos¢p+ising =

temos ( »
igym (& iy)™
(e ) - (1 — Z2)m/2

entao
ad-}-m(l — zz)d

YP = Cld,m)(e + iy
Agora, observando que (1 ~ 22)¢ = R(z) é um polindmio, na varidvel z,
em que todos os termos tém grau par, entre 0 e 2d, é facil mostrar que
§em(1 — 22)d
Hzdtm
é um polindémio Q{z), na varidvel z, em que o grau de todos os termos
tém a mesma paridade que d ~ m e grau entre 0 e d — m inclusive.

Entdo pelo lema 1, a restricio de Q(z) & esfera S? ¢ um clemento de
H4-™3 /S2, Portanto, observando que

Yy = C(d,m){z +iy)"Q(z)/8"

e que Rel[(z-+1iy)™] e Im[(z+iy)™] so polindémios homogéneos em z e i de
grau m, temos que Re(Y;") Im(Y;") sdo também elementos de H%®/S?.
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Como Y;™ = (Y[*)* [24], o resultado é verdadeiro também para m <
0. Com isso concluimos que Y4 C P42 /82,

Vamos agora mostrar que os dois espacos tém a mesma dimensio. No-
te que para cada k, as fungdes Re[Y" ], m =0...ke Im[Y], m=1.. .k
séo linearmente independentes [16]. Note também que para m < 0 vale
RelY, ™ = Re[Y"] e Im[Y,™] = —Im[Y"]. Portanto, a dimensio do es-
pago V¢ é pelo menos f_o(2k+1) = (d+1)2. Como visto anteriormente
dim P**/S? também é (d + 1)2, logo os dois espacos coincidem.  CQD

11



Capitulo 3

Splines Esféricos

Conforme discutido no capitulo 1, para fins de aproximacdo e modelagem de funcdes,
é desejavel que o espaco de funcbes usado admita uma base local: uma base onde
cada elemento tenha valor praticamente nulo na esfera toda, exceto numa regifio
pequena. U espaco de funcdes que satisfaz esses requisitos é o dos splines esféricos,
que definiremos a seguir.

3.1 Splines esféricos

3.1.1 Triangulacoes da esfera S"!

Um cone simplicial do R™ ¢ um subconjunto convexo de R™, com interior nio vazio,
delimitado por n hiperplanos que passam pela origem. Seja T uma decomposicio de
R"™ em cones simpliciais 77, 75, .. ., T}, com interiores disjuntos dois a dois. Tal colecdo
determina uma decomposicdo de S*~! em simplezros esféricos, que chamaremos de
subdivisdo simplicial esférica induzida por T' e denotaremos por 7'/S™~1. Por abuso de
linguagem usaremos os termos decomnposicdo triedal para significar uma decomposicao
em cones simpliciais; e triangulacdo esférica como sinénimo de subdivisdo simplicial
esférica.

3.1.2 Espacos de splines esféricos

Para uma decomposigao simplicial ' de R", definimos os seguintes espagos de fungdes
de R"™ para R:

’Pd’n[T} —_ {p : (Vz) p/’I; S Pd’n/Ti }
HET) = { h (Y) /T, € HOT; }

12
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As restrigGes destas fungdes & esfera S, ou seja as fungbes de P4»[T]/S™ ! e
HET] /8™ séo chamadas de splines esféricos, respectivamente gerais e homogéneos,
por analogia com os splines de uma variavel [18].

3.1.3 Caracterizacao dos splines esféricos
O teorema 1 pode ser estendido trivialmente aos splines esféricos.

Corolario 5
‘Pd,n[T}/Sn-& - /Hd—},n[T]/Snml + %d,n{T]/Sn—wl
Mais ainda, podemos mostrar o seguinte:

Teorema 5 Se p € H*VMT] + H™[T] commn > 2, e p = 0 (mod S*!) entdo
p={.

Demonstracao:

Seja p € HTIMT] + HE"[T] tal que n > 2e p =0 (mod 8™ ). Para
todo i € {1...k}, seja p; € HO " + " tal que p/T; = p;/T;. Entdo,
temos que

i/ (ST AT = 0

Como T; N 8™~! é um subconjunto de S** com dimensdo n — 1, e S*1
¢ uma variedade irredutivel de R" quando n > 2 [5], concluimos que
pi/S™1 = 0, ou seja p; é nulo em toda a esfera $*'. Pelo teorema 1,
concluimos que p; = 0. Como esta igualdade vale para todo 7}, concluimos
que p = 0. CcQb

Deste teorema seguem:

Coroléario 6 Sep,g € H" 'V [T]+ HT] en > 2, entéo p=q (mod S"1) se e
somente se p = (.

Corolario 7
Hdml’n[T]/Sn—l N ?{d,n[T]/Sﬁ——l — {0}/snwi
Corolério 8

rpd,n[T]/Sn-ml - Hd-—l,n[T]/thl oy Hd,n[T]/Snwi
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3.2 Restrigcoes de continuidade

Vamos agora estender o coroldrio 8 a splines esféricos sujeitos a restricies de conti-
nuidade nas fronteiras entre as partes.

Dizemos que uma funcéo de S™! para R é continua de ordem zero se ela é continua
no sentido ordindrio; e é continua de ordem k, para & > 0, se ela é continua, diferen-
cidvel, e cada componente de seu gradiente esférico é uma funcio continua de ordem
k - 1. Nés denotamos por Cr(S™"!) o conjunto de todas as funcdes de S para R
que sdo continuas de ordem k.

Para uma decomposicéo triedral 7" de R™ definimos os espacos:

PEUTYS™ = {pipe PIT/S™ A p/S"h e CW(S™) }
H{MT/S™ = {hihe HOT)/S™ A h/S™' € Cy(S™ 1) }

Nosso objetivo é mostrar que PP [T]/S™! ¢ soma direta de HITB TS e
HEMT]/S"!. Em outras palavras, a imposicio de continuidade de ordem k na esfera
S™~! sobre o espago P4"[T1 /8™ ! equivale a imposicoes independentes de continuida-
de de ordem k sobre cada um dos subespagos H412[T]/S"! e HET]/S*~'. Para
tal necessitamos dos seguintes resultados:

Definicdo 1 Um circulo maximo de 8™ € qualquer subconjunto S"~' " H tal que
H ¢ um hiperplano de R"™ gue contém a origem.

Lema 3 Seja P € P paran > 3, C um circulo mdzimo de S* 1, ¢ X um subcon-

7

Junto ndo vazio de C' com dimensio n — 2. Se P € nula em X, entdo P € nula em
todo C.

Demeonstragao:

Podemos, sem perda de generalidade, supor que C é a intersecgdo de S™1
com o hiperplano xz, = 0. Sen > 3 entdo C ¢ uma variedade irredutivel de
R™"!, e a tese segue por um resultado cldssico de geometria algébrica [7, 5].
cQD

Para provar o resultado principal, comecaremos obtendo uma caracterizacio do espaco
CORTE
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Teorema 6 Sen > 3, entdo

-Pg,'n{T]/Snml = r}{g—I,n[T]/Snml o %g’n{T]/Snml

Demonstracao:

(2): Trivial.
(C): Seja p € PE"[T]/S". Para todo par de cones adjacentes T} e T}
de T, sejam p; e p; fungdes de P4 tais que p/T; = p;/T; e p/T; = p; /1.
Pelo corolario 5,

p - h.’ + h”

com b € HHT]/S™ e b € HUT)/S™ . Uma vez que p/T; = p;/T,,
podemos escrever
pi = h;+ Ry
p; = h;,- + h;
onde h;/T; e k. /T; estio em HE /Ty, e b} /T, e b, /T; estdo em Ho"/T;.
Seja X a fronteira comum aos tridngulos esféricos ;NS e T;NS" 1,
e seja (' o circulo miximo que contém o conjunto X. Podemos, sem
perda de generalidade, supor que C é a esfera S™? contida no hiperplano
T de equagdo T, = 0 e definida pela equagdo 27+ + ... +22_, = 1
. Uma vez que p € Co{S"*), temos p/X = p;/X = p;/X, e portanto
(pi —p;)/X = 0. Como X é um subconjunto de C de dimensio n— 2, pelo
lema 3, concluimos que p; — p; € nula em todo C, ou seja (p; — p;)/C = 0.

Uma vez que (p; —p;)/m € P¥" ¢ (p;~p;)/C =0, e n—1 > 2 podemos,
pelo corolario 8, concluir que

(hi = h))/C =
(hi = 1j)/C =

Portanto,
hi/C = h;/C
h /C = h;/C
Concluimos portanto que k' € HE[T]/S" 1 e h' € HIT]/S*1.
cQD

15
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Observe que o teorema nac vale quando n = 2, pois é possivel obter uma funcéo

continua, polinomial por partes em S', cujas componentes homogéneas h de grau
1" —_— -— -

d—1eh degraud nao sao continuas. Por exemplo

Y se z>0,y>0
1 se z<0,y>0
-~z se =<0, y<0
0 se z>0,y<0

Ou seja Hy "?[T]/S! @ He*[T/S' + PL[T)/St.
Agora podemos finalmente estender o coroldrio 8 para splines esféricos com continui-
dade de ordem £k geral:

Teorema 7 Paran > 3 e todo k > 0,

Pet(T)/8™ ! =3 L] /S T @ (T /8

Demonstracao:

(D): Trivial.

(C): Nés provaremos esta parte por inducdo em k. Como o caso k=0 é
o teorema 6, vamos supor £ > 0.

3

Seja p uma fungio em Py {T]/S"~1. Por definicio, p é continua, e ¥ p
é definido e continuo de ordem k — 1. Pelo corolério 4, cada componente
(¥p), de ¥p pertence a P27 [T)/S" 1, e portanto a Pet2"[17]/8™ 2,
Por inducéo,

(Vp)o € HZ M[T1/8™7 @ 12T (T) /8™ (3.1)

Por outro lado, pelo coroldrio 5, p = h + k', onde k' € HI1»[T]/S™~!
e b’ € HE[T]/S* 1. No interior de cada tridngulo de T, o gradiente
esférico de p é entao

Vp=Vh +Vh'

Pelo teorema 2,

(Vh), € H™T)/8™ ! (3.2)
B e € H¥®E[T)/S™ ! (3.3)
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Comparando a equagio (3.1) com as equagdes (3.2) e (3.3), nés concluimos
que

(Vh)e € HEI[T)/8mt (3.4)
(Vi')e € HiT3™[T]/8™! (3.5)

Como p é continua, o teorema 6 implica que B e h” sdo continuas também.
Com as equagdes (3.4) - (3.5), nds concluimos que &' € HL "[T]/S* 1 e
K’ € HE™[T]/8™ 1. Conclufmos portanto que

PMT/S™ 0 C M TS+ 1 (TS
Por outro lado
(R WM T/S™ONHEM TS © (R T)/S™ (A (T]/8™) = {0)

pelo corolario 1. cQD



Capitulo 4

Malhas Triangulares Irregulares

Vamos de agora em diante considerar apenas o caso da esfera S?, e portanto vamos
omitir a dimensdo n = 3 nas notacdes dos espacos P [T]/S% e HI™T)/S% Neste
capitulo estudaremos a topologia e geometria das triangulacdes simpliciais da esfera
sz

4.1 Triangulacoes da esfera

Seja 11,75, ..., T uma decomposigio triedral de R® conforme definida na se¢éo 3.1.1.
Neste caso tal decomposicdo é conhecida como triangulacdo geodésica.

Figura 4.1: Triangulac¢io geodésica.

18
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Cada simplexo esférico T; N S* é um tridngulo esférico, cujos lados sio arcos de
circulos maximos menores que 180°. As fronteiras dos tridngulos esféricos formam um
grafo imerso na esfera [28]. Definimos o grafo dual da triangulacio como como sendo
o grafo que tém um vértice para cada tridngulo, e uma aresta ligando dois vértices se
os tridngulos correspondentes tém um lado em comum.

Podernos construir uma triangulacéo tomando um conjunto de pontos que definem
um poliedre regular {por exemplo, wm icosaedro), dividindo regularmente suas faces
em tridngulos menores, e projetando o resultado sobre a esfera a partir da origemn. A
triangulacdo esférica assim obtida é razoavelmente uniforme. Qutra maneira é tomar
um conjunto qualquer de pontos e construir uma triangulagdo com vértices nesses
pontos. Este segundo método permite construir uma triangulacdo adeptative com
maior concentragao de tridngulos em regifes de maior necessidade de precisio; basta
para tanto usar um gerador de pontos aleatérios com probabilidade nio uniforme.

4.2 Triangulacao de Delaunay

Dentre as triangulagCes esféricas com um conjunto dado de vértices V, distingue-
se a triangulagdo de Delaunay também conhecida como diagrama de Delounay. Os
triangulos dessa triangulagao tém a propriedade de serem os mais eqilildteros possiveis,
num certo sentido [11]. Esta é uma caracterfstica importante para a interpolagio de
dados, modelagem de sélidos, cdlculo de elementos finitos, e outras dreas da analise
numeérica, pois 08 erros cometidos na aproximacio geralmente dependem da forma dos
tridangulos usados — isto &, para triangulagdes de tamanho fixo, quanto mais eqiiilateros
eles forem, menores serdo os erros.

Mostra-se que, na esfera, a triangulacdc de Delaunay de um conjunto de pontos
V' coincide com a projeco central sobre 8% do esqueleto da envoltédria convexa des-
ses pontos no R*. A envoltéria convexa de um conjunto de pontos do R® pode ser
calculada em tempo Ofnlogn) (11]. (Como o custo da construgdo da triangulacio
de Delaunay ¢ insignificante comparado com o custo de integracdo de uma equacio
diferencial, nao foi necessério implementar um algoritmo 6timo. Em vez disso imple-
mentamos um algoritmo incremental, bem mais simples, cujo tempo é O(n?), descrito
por Guibas e Stolfi [9].)
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4.3 Funcoes de percurso

Para manusear uma triangulacdo, precisamos ter uma representacio explicita de sua
estrutura topoldgica, isto é, as rela¢Ses de incidéncia entre os vértices, as arestas e as
faces. Estes relacionamentos sdo descritos pelas fungdes de percurso da triangulacao.

Seja e uma aresta orientada da triangulagio. Denotamos por eOrg e eDest os
vértices de origem e destino da aresta e. Analogamente, denotamos por elLeft e eRight
as faces esquerda e direita, respectivamente; e por eSym denotamos a mesma aresta
tomada com orientacdo oposta.

As demais fungdes de percurso relacionam a aresta orientada e as arestas adja-
centes. Para definir estas fung¢des, ordenamos no sentido anti-hordrio as arestas que
saem de ou chegam a um mesmo vértice.

O sentido anti-hordrio de rota¢do em torno de um ponto p da esfera deve ser
entendido do ponto de vista de um observador no infinito, na direciio de p, supondo
que 0§ eixos estao orientados de maneira convencional. Os conceitos de direita e
esquerda devem ser entendidos da mesma forma. Em particular o sentido anti-horario
em torno do ponto (1,0,0), é o que roda da direcdo (0, 1,0) para (0,0, 1), pelo menor
angulo. O sentido anti-hordrio nos demais pontos da esfera é obtido por transporte
continue desta orientacio.

Seja e uma aresta com origem u e destino v, face esquerda f e face direita g.
Denotaremos por eUnezt a préxima aresta com mesma origem u, no sentido anti-
horario em torno de u. De mesma forma, denotaremos por eDnext a préxima aresta
com o mesmo destino v, no sentido anti-horario em torno de v.

Analogamente, por eLnert a préxima aresta com a mesma face esquerda f, e por
eRlnert a proxima aresta com a mesma face direita g, sempre no sentido anti-horario
em torno dessas faces. Veja figura 4.2(a).

Definimos também as seguintes fungbes inversas:
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eOprev = eOnext ™"

elprev = eLnext™
eRprev = eRnext ™!
eDprev = eDnext™

A figura 4.2(b} ilustra estas funcdes.

<) /

Next : / .
SN S =N
! v ; Prev
; ebne / eDnext
; eSym
PR R SR ¥
! eRot | g B AT 5
' f g ' E' CR-OI[ :
€ : : ,
? Pof ¢ &
eOnext eRnext ' E
MN ¢Lprev eOprev]
{a) (b)

Figura 4.2: Fungdes de percurso (a) e suas inversas (b).

Pode-se verificar que as functes de percurso e suas inversas satisfazem as seguintes
identidades:

eOprev = eSymLnext (4.1)
eDprev = eSymOnext (4.2)
eLprev = eOnextSym (4.3}
eRprev = eSymOnext (4.4)
eDnext = eSymOnextSym (4.5)

eRnexrt = eSymLnextSym {4.6)
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4.4 Estrutura de dados para triangulacao

Existem varias estruturas de dados para representar uma triangulacdo. No nosso
trabalho usamos a estrutura guad-edge definida por Guibas e Stolfi {9]. Uma vanta-
gem dessa estrutura € a habilidade de representar simultaneamente e uniformemente
o grafo primal e o dual. Nesta estrutura, cada aresta orientada e, do grafo primal
ou do dual, é representada por um registro com apontadores para os registros que
representam a aresta eUnext e a aresta correspondente eRot do dual. A partir des-
ses apontadores, podemos calcular todas as outras fungdes de percurso, usando as
identidades (4.1) ~ (4.6). A estrutura quad-edge tem operadores topolégicos que nos
permitem construir e modificar qualquer triangulacao.

A estrutura quad-edge basica nfo contém registros separados para vértices ou
faces; topologicamente, estes elementos sdo definidos como anéis de arestas ligadas
pelas fungdes eOnext ou eLnext, respectivamente. Para representar a geometria da
triangulagdo, acrescentamos ao registro de cada aresta e um campo adicional, que
aponta para um registro que descreve o vértice de origem e(Urg, e em particular
contém as coordenadas cartesianas do mesmo.

4.5 Otimizacao da triangulacao

A triangulagao de Delaunay € em geral a melhor escolha quando o conjunto de vértices
V' € dado. Entretanto em muitas aplicacdes a escolha do conjunto V é parte do
problema. Uma solucdo simples é escolher V' aleatoriamente.

Para os capitulos que seguem, precisamos entretanto que a triangulacio satis-
faca certas condi¢Bes. Uma delas, jé mencionada, é que os tridngulos sejam os mais
eqiiilateros possiveis. Outra condig@io é que ndo haja duas arestas colineares, ou quase
colineares incidentes no mesmo vértice. Para conseguir uma triangulacio com estas
caracteristicas, usamos o seguinte método:

1. Geramos um conjunto V' de pontos aleatérios, com a densidade desejada.
2. Construimos a triangulacio de Delaunay.

3. Variamos as posigoes dos vértices, mantendo a topologia da triangulacio, pro-
curando minimizar uma fungdo objetivo U(V') que sintetiza todas as violacdes
das condiges acima na triangulacio.

A funcdo U(V) que usamos é a soma de dois termos:
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(a) um termo U(u, v, w) para cada par de arestas (u, v), (v,w) incidentes no mesmo
vértice v, tal que U,(u,v,w) tende a infinito quando os trés vértices tendem a
um mesmo plano passando plela origem.

{b) Um termo Uy(a, b, c} para cada tridngulo t = (a,b,c) que é infinito quando a
ordem dos trés vértices a, b, ¢ é hordria, e é proporcional a p? /4, caso contrario,
onde p € o perimetro e A é a drea do tridngulo.

O conjunto de vértices que minimiza U(V) é tal que a triangulacdo no possui os
defeitos acima mencionados, e representa um certo equilibrio entre os dois objetivos
(Angulos grandes entre arestas incidentes em cada vértice, e tridngulos aproximada-

mente eqiiilateros). Para minimizar a fungiio U, utilizamos um procedimento padrio
de otimizagdo nao linear [27].



Capitulo 5

Representacao de Bézier para
Splines

Quando trabalbamos com splines esféricos é conveniente representar o polindmio as-
sociado a cada tridngulo na forma de Bézier relativa aos vértices do tridngulo, descrita
a seguir.

5.1 Coordenadas baricéntricas

Seja v = (vy, ve, v3) uma base qualquer de R®. Qualquer vetor v € R® tem uma tinica
representacao na forma

u=O1{u) v + Do{w) - vo + 03(u) - v3

Os coeficientes 01, U9, 3, sd0 chamados coordenadas baricéniricas de u relativas  base
v. S&o funcoes lineares homogéneas de u que satisfazem 9;(u} > 0 para todo u no
interior do triedro determinado por vy, v, e vs. Além disso,

%lv;) =6y para 4,7=1,2,3

A convers@o entre coordenadas cartesianas {u;, up, u3) de um ponto u e suas co-
ordenadas baricéntricas (b, be, b3) = (¥1(u), #2(u), ¥3(u)) relativas a uma base v pode
ser escrita em forma matricial como

(w1, Uz, ug) = [by, ba, b3 My € (b1, b2, bs) = [uy, us, ug] M

onde M, é uma matriz 3 x 3 cujas linhas si0 as coordenadas cartesianas dos vetores
vy, Ug, Uz.

24
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5.2 Bases de Bézier

Dada uma base v = (v, v, v3) de R® e um ndmero inteiro nio negativo d, considere
as funcoes

iR
= R odw)b ) it g+ k= d

Obviamente, cada B}, (u) é uma funcio polinomial homogénea de R3 para R de grau
d = i+ j + k. Para qualquer base v, estas (”Hz“?) funcoes sdo linearmente indepen-
dentes [8]. Portanto elas constituem uma base do espago H? e, por conseguinte, do
espaco H%/S8?. Ou seja, todo polindmio homogéneo p de H¢ {ou de #?/S%) pode ser

escrito na forma

plu) = Z C;}szvgk(u) (5.1)

i+jth=d
com ¢ € R. Os coeficientes ¢}, sdo chamados de coeficientes de Bernstein-Bézier
do polinémio, relativos a base v.

5.2.1 Nodos de Bézier

A representacdo de Bézier pode ser melhor visualizada associando-se cada coeficien-
te ¢f;, da mesma a um ponto ujj, do tridngulo plano ¢, cujos vértices sio os ve-
tores vy, vs, v da base. O ponto uy;, tem por definicdo coordenadas baricéntricas
(4,5, k)/ (i + j + k) relativas & base v. A figura 5.1 ilustra esses pontos para d = 5.
Esses pontos sio ditos os nodos de Bézier de grau d associados ao tridngulo ¢.

300 =vl

104

vi= 050 041 032 023 014 005 =v3

Figura 5.1: Nodos de Bernstein-Bézier Ui para d = 3.
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A justificativa para esta associagfo é que o valor méaximo de Bj;(u) sobre o tridangulo
¢ (ou sobre sua projecdo central na esfera) estd aproximadamente no ponto uyy (ou
sobre sua projecao na esfera). Portanto, o efeito do coeficiente de Bézier iy, sobre o
valor do polindmio p(u}, quando u pertence ao tridngulo ¢, é méximo nas vizinhancas
do ponto u.
Em particular, é facil de ver que p(v1) = iy, p(v2) = by © Plva) = oy

5.3 Condicoes de continuidade

As condicoes sobre os coeficientes de Bézier para que dois polindmios se encontrem
suavemente através do plano comum a dois triedros foram estabelecidas por Alfeld,
Neamtu e Schumaker [1] usando um resultado classico devido a de Boor [8].

Teorema 8 Sejamt, ety triedros com vértices vy, vs, U3 € Wy, Wa, Wa respectivamente,

onde wy = vy € w3 = v3. Sejam p, e p,, polinémios homogéneos de grau d, e sejam

Cijk € Cijp SEUS coeficientes de Bezier relativos a t, e t,, respectivamente; ou seja,

polu) = > ciyBi(u),

i+ j+k=d

Pulu) = Z C%k ;k(u)

i gkz=d
Entao p, e py e todas suas derivadas espaciais até ordem m se encontram suavemente
na foce comum aos triedos t, € t,, se e somente se

w —_ K2} v
Cijke = Z Cr,j-é—s,k+tB'rst(w1)
gl R et}

para todo © =0, ...,m e todos j,k tais que i + 7 + k = d.
Em particular, para continuidade Cy temos apenas as seguintes condicdes:
Cawjk = ngk

para todo 7,k tal que 1+ k = d.
Para continuidade C; temos, adicionalmente, as equacdes:

W —_ (" kh £ u
Cljk = Crx01 + € x82 + Co g 03

para todo 7,k tal que 7 +k = d — 1, onde ay,as, a3 sdo nimeros reais tais que
w, = S5, a;v; (ou seja a; = 9;{w,)). Por exemplo, na figura 5.2, para dois polindmios



5.3. Condigées de continuidade

de grau 6 definidos nos tridngulos v, ve, v4 e

de ordem zero sio:

) — "
Coos = Coog
) — ¥s)
Co1s = Cpis
U — ¥
Coaa = Copg
LT — U
Cosz = Coaz
ki3 —_ v
Cogp = Coao
u — Vi
Cozy = Cpmy
u h— 1
Cogo = Cogo

27

wy, Wy, W, as condigdes de continuidade

Para continuidade de primeira ordem temos, além das equacdes de ordem zero (5.2),

as equacoes:

€05
Ciia
a3
Clag
n
Y50

Clost + €4;502 + Chogas
€11401 *+ Cpq@2 + Ch503
Clo3G1 + €302 + Choyla
Claali = Cfg002 + Clz303
Cla101 + CgrGe + Coya0s
Ci5081 + CggoQ2 + Chs1 03
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321 312
o L]

231 222 213
L LJ .

141 132 123 114
150/ ° e o o \\105 o

060 051 042 033 024 0I5 006

wi

Figura 5.2: Condigoes de Continuidade Cy e C;.
5.4 Calculo de splines esféricos

5.4.1 Algoritmo de DeCasteljau

Uma grande vantagem da representagao de Bézier é que o valor de p(u), para um ponto
u qualquer de R”™, pode ser avaliado eficientemente a partir da mesma representacao
usando o algoritmo de DeCasteljau. Este algoritmo recebe como entrada o conjunto
¢” = {c};, 1 1+ j+k = d} dos coeficientes de Bernstein-Bézier do polinémio, relativos
a uma base qualquer v = {vy, v9, v3), e as coordenadas b = (b, by, b3) de u relativas a
esta mesma base, isto é b; = U;(u).
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Algoritmo 1 Procedimento BezierEval(c', b)

1. Para todo 4,7,k com i+ j+ k =d faga Pijk 4+ Ui
2. Para m=d~1,d—-2,...0 faga

2.1. Para todo 4,5,k com i+ 7+ k=m faca
2.1.1. pijk < bipiscy gk + babi g1k + 3Dk

3. devolva Poogo .

O passo 2.1.1. € executado d{d+1){d+2)/6 vezes, portanto o custo deste algoritmo é
O(d®). Obviamente este procedimento também pode ser usado para calcular o valor
de um polinémio esférico p € H® num ponto u da esfera. Note que neste caso 0s
vetores da base v nao precisam ter comprimento unitario, desde que as coordenadas
b e os coeficientes ¢}, sejam consistentes com os mesmos.

5.4.2 Calculo do gradiente num ponto

Usando as técnicas de derivagdo automdtica, deduz-se, a partir do procedimento
BezierEval, um algoritmo que calcula o vetor gradiente de uma funcéo polinomial
homogénea p: R? — R, de grau d, num ponto v dado.

Este algoritmo recebe as mesmas entradas do procedimento BezierEval, ou seja,
o conjunto ¢ = {cf;; : i +j + k = d} dos coeficientes de Bernstein-Bézier do po-
linémio, e as coordenadas baricéntricas b = (by, by, b3) de u, ambas relativas & base
v = (v1,vs,v3). O algoritmo retorna o vetor gradiente do polindmio p relativo as
coordenadas baricéntricas, ou seja

(VPp)(u) = (G- + 5~ + 57)

onde q(b:, by, b3) = p(bv1 + bovy + byvs).
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Algoritmo 2 Procedimento BezierGrad{c”, b)

1. Para todo 4,5,k com i+ j+ k=d faga Pijk + Cii
2. Para r =1,2,3 faga df ;, < 0
3. Para m=d—-1,d—~2,...0 faga

3.1 Para todo ¢,j,k com i+ j-+k =m faga

31,10 Dk ¢ pitgn + bapi ek + D3Pkt

3.1.2. dgjk = Pitljk T bid§+1,j,k + bzd'},j—ki,k -+ b3dzl,j,km}»l
3.1.3. dzzjk  Pijtik+ bldz2+1,j,k + de?,j+1,k + b3d§,j,k+l
3.1.4. d?jk  Digk+1 + bidgﬂ,j,k + b2d§,j~§m1,k + b3d?,j,k+1

4. devolva djgyy, dagn, dong -

Assim como no algoritmo anterior, os passos 3.1.1 ~ 3.1.4 sfo executados
d(d+1)(4d — 1}/6 vezes, e portanto, o custo do algoritmo é O(d®). Como observado,
este algoritmo calcula gradiente V¥p relativo as coordenadas na base v. Para calcular
o gradiente Vp em relagao as coordenadas cartesianas de u = (uy, us, u3), precisamos
aplicar a regra da cadeia

Op 3. Op 0b;

ou; i=1 éwbjéa

Observe que Ju;/8b; é a i-ésima coordenada cartesiana do vetor v;, ou seja, Gu;/ b; =
(MJ)ZJ Portanto Bbj/aut = (M;r);;} Logo

(Vp)(u) = (V*p)(u) (M)

O procedimento BezierGrad permite calcular também o gradiente esférico ¥ p de um
polinémio p € H®. Basta calcular o vetor Vp pela formula (5.4.2) e projetd-lo no
plano tangente & esfera no ponto u, segundo a férmula (2.6).

5.4.3 Localizagdo de um ponto numa triangulacao

Para calcular o valor de um spline p € P47 (ou de um spline esférico p € P[T]/S?)
num ponto arbitrario u, precisamos localizar primeiro o tridngulo ¢ de T que contém
u, e em seguida aplicar o algoritmo de BezierEval com os coeficientes do polindmio p
restrito a t. Uma solucao trivial para o primeiro problema é o algoritmo de localizacdo
trivial abaixo, que faz uma busca exaustiva sobre todos os tridngulos.
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Algoritmo 3 Procedimento Locate(u,T')

1. dmin — +co
2. para cada tridngulo t de T faga

2.1. d « bdist(u,t);
2.2, se d < dmin entdo fn & 1 dmia o
2.3. se dpin < 0 entdo retorna fy,

3. retorna tmn

O procedimento bdist(u, ?) calcula uma medida da distancia do ponto « ao tridngulo
t, se u estd fora de ¢; caso contrario devolve 0.

Algoritmo 4 Procedimento bdist(u,t)

1. Sejam v = (vy,vs,v3) 08 vértices de %
2. (blab2fb3) <~ ('U,]_?’U,g, u3)MJI;
3. retorna max{max{0, —b}: i=1...3};

A razao para usar o procedimento bdist, em vez de simplesmente testar se u estéd no
triedro definido pelo tridngulo ¢, é que os erros de arredondamento no calculo deste
teste podem fazer com o teste falhe com todos os tridngulos de 7.

O procedimento Locate termina em tempo O(n,) para uma triangulacio de n;
tridngulos. Para agilizar os calculos, é importante pré-calcular a matriz de conversao
de base M para cada tridngulo de T. Note que a matriz M,"* também é necessaria
para o calculo do gradiente esférico, como visto na secio 5.4.2.

5.4.4 Algoritmo de localizacao otimizado

Uma otimizagdo, simples mas extremamente efetiva, que pode ser aplicada ao algo-
ritmo acima é guardar, num campo da triangulagac T', o tridngulo #;, encontrado na
chamada anterior, e testar inicialmente se v pertence a este tridngulo. A justificativa
para esta otimizagdo é que u geralmente estd muito préximo ao ponto procurado na
chamada anterior, e portanto frequentemente estd no mesmo tridngulo.
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Algoritmo 5 Procedimento Locate(u,T)

1. dupin < bdist{u, tym);

2. se dpipn <0 entdo retorna iy,

3. para cada tridngulo t de T exceto f{n;,, faga
3.1. d+ bdist{u,t);
3.2. se d <0 entdo tyj ¢~ t; dmin — d;
3.3. se dyp €0 entdo retorna tmig

4. retorna Iy
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Capitulo 6

Bases para Splines Esféricos

Os resultados anteriores mostraram que PZ[T]/S?%, o espaco de funcoes polinomiais
por partes restritas a esfera com continuidade de ordem k, € a soma direta dos espacos
HET]/S? e Hy M [T]/S? Neste capitulo vamos descrever bases explicitas para estes
€sSpagos.

6.1 As bases de Alfeld, Neamtu e Schumaker

Alfeld, Neamtu e Schumaker [1, 2, 4] obtiveram recentemente uma base explicita
para cada espago HE[T]/8?, quando d > 3k + 2. Estas bases tém suporte local, o que
significa que cada elemento da base é um spline esférico cujo suporte (regido onde f
néo é identicamente nula) é um nimero limitado de tridngulos: um iinico trisngulo,
ou um par de tridngulos adjacentes, ou o conjunto dos tridngulos incidentes a um
tnico vértice de T' (a estrela do vértice). A localidade é importante na pratica, pois o
custo de calcular o produto escalar {f, g) para um spline f e uma funcao arbitriria g é
proporcional ao nimero de tridngulos de suporte de f. Conjectura-se que nio existem
bases com suporte local para d < 3k + 1.

6.1.1 Nodos criticos

Na construcgao das bases, utilizaremos um método geral, proposto por Alfeld, Neamtu
e Schumaker, baseado na representa¢do de Bernstein-Bézier. Do conjunto dos nodos
de Bézier de todos os tridngulos, escolhemos um subconjunto de nodos criticos U =
{u1, ..., um}, um para cada elemento b; da base. O elemento b; tem por definico
coeficiente de Bezier 1 no nodo u;, e 0 nos demais nodos criticos u;, com j # i.
Os coeficientes associados a nodos que nio fazem parte do conjunto critico U7 séo
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calculados a partir dos coeficientes eriticos, de modo a garantir continuidade C;
através das arestas de T.

6.1.2 Convencoes graficas

Nas figuras que seguem, vamos indicar os nodos criticos por e. Os elementos do
conjunto nao critico serdo divididos em nodes que n#o participam das condic¢oes de
continuidade, representados por o, e os envolvidos nessas condicoes, representados
por <.

Na representacio das fungbes da base, as linhas sio curvas de nivel; o tom da
cor indica o sinal da fungdo, (vermelho = positivo, cinza = 0, e azul = negativo) e a
intencidade da cor € proporcional ao valor absoluto.

6.2 DBases para k=10

Para garantir continuidade de ordem 0, basta que os coeficientes de Bézier de no-
dos compartilhados por dois ou mais tridngulos sejam iguais. Portanto, o conjunto
critico para os splines de HZ[T]/S? é simplesmente o conjunto de todos os nodos
de todos os tridngulos de 7. E importante notar que os nodos da forma Ugsi: Usnsr
U350 com 4,7 > 0 sao compartilhados entre dois tridngulos adjacentes; estes pares de
nodos compartilhados contribuem em apenas um elemento para o conjunto critico.
Da mesma maneira, os nodos da forma uly,, ul,, 1Y, sio compartilhados entre os
tridngulos incidentes num mesmo vértice; todos estes nodos contribuem com apenas
um elemento por vértice para o conjunto U.

Como todos os nodos sdo criticos, cada elemento da base de HE[T]/S? é obtido
atribuindo-se coeficiente de Bézier 1 para um dos nodos, e coeficiente 0 para todos os
demais.

6.3 DBases para k=1

Como veremos no capitulo 8, para resolucio de equacdes diferenciais, precisamos
de uma base com continuidade C;. Portanto, os espacos de grau mais baixo, com
bases locais conhecidas, que atendem nossas necessidades sio H[T]/S? e H3[T]/S2.
Descreveremos a seguir a construcio da bases desses espagos.

Os nodos criticos (e portanto os elementos das bases de H$[T]/S? e #3[T)/S?) podem
ser divididos em:

¢ nodos associados a tridngulos de T;
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6.3.1 Elementos associados a um tridngulo de T

Sejam ¢, 08 coeficientes de Bézier correspondentes a um tridngulo ¢ de 7. Os nodos
criticos associados a ¢ sdo por definigdo os nodos us; com 2> 1,7 > 1,k > 1. Temos
(d;‘i) elementos nessas condigdes. Portanto quando d = 5 ndo hd nodos criticos nesta
classe, e para d = 6 temos um iinico nodo critico usm. Neste caso fazemos cop = 1,

e ¢;;x = 0 para todos os outros nodos do tridngulo. Veja figuras (6.1) e (6.2).

Figura 6.2: Elemento da base associado a um tridngulo {d = 6).
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6.3.2 Elementos associados a uma aresta

Para cada aresta e de triangulagao, sejam ¢, e ¢, tridngulos adjacentes & aresta com
vértices vy, vg, Uz € wy, wy, wy respectivamente, onde vy = w3, v = wq (Note que esta
numeragao ndo coincide com a usada na sego {5.2).) Sejam ay, ag, a3 as coordenadas
de wy relativas & base vy, vp, 3, i8t0 &, wy = 323, a;v;. Sejam Chip € Cigp 08 coeficientes
de Bézier relativos a base (vi,vs,v3) e (w,ws, ws) respectivamente. Note que que
Chao COlncide com ¢y, € ¢y coincide com &y,
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Figura 6.3: Nodo critico associado a uma aresta (d = 5).
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Figura 6.4: Elemento da base associado a uma aresta (d = 5).



6.3. Bases para k =1

(a) clos (b) cias (c) chas

Figura 6.6: Elementos da base associados a uma aresta (d = 6).
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Os nodos criticos associados & aresta sdo os pontos Ugpcomi <1, j<d-3e
k < d—3. Neste caso temos 2d—9 elementos. Note que 0s nodos uf,, e uhyy, coincidem
e portanto sao contados sé uma vez. Portanto quando d = 3 temos um tnico nodo
critico ul,, (figura 6.3).

O elemento correspondente da base tem ¥y, = 1, e iy = U para todos os ocutros
nodos {ijk} do tridngulo ¢,. Para satisfazer a condigdo Cy, precisamos tomar ¢, =
ay. Todos os outros coeficientes ¥, do tridngulo t,, séo nulos. Veja figura 6.4.
Quando d = 6 temos 3 nodos criticos u¥s,, uly, e ufy; (figura 6.5). Neste caso
os coeficientes ¢}, e cfy; sdo determinados pela condicio de continuidade C;. Os
elementos da base sdo:

Loclyy = 1, iy = an.
5 ; — w0 —_—
3. gz = 1, gy = aa, iy = as.

Todos os outros coeficientes cfy; e ¢ffy sio nulos (figura 6.6).

6.3.3 Elementos associados a um vértice

Para cada vértice v de grau g temos g -+ 3 elementos da base. Sejam wy, . .. Wy1 OS
vértices vizinhos a v, e sejam #,,,7 = 0. .. g—1 os trifingulos incidentes a v enumerados
no sentido anti-hordrio. Sejam uf}; os nodos de Bézier associados ao tridngulo .
Em todos os tridngulos os nodos sdo numerados de tal maneira que os vértices v, Wy,
Wyt coincidem com os nodos ujy,, ull, e ul,, respectivamente.

Os nodos criticos associados ao vértice v sdo ufy onde j+k < 2, e uf 0, m =
2...g — 2. Neste caso a quantidade e arranjo dos nodos criticos é a mesma para
d=5ed=6 (figura 6.7). Como antes, para cada clemento da base, atribuimos o
valor 1 ao coeficiente critico correspondente, e 0 aos demais coeficientes criticos{figura
6.8 ¢ 6.9). Os demais coeficientes nao criticos sic nulos, exceto os que participam
das condicoes de continuidade C,, indicados por ¢ na figura 6.7. Neste caso temos
um outro subconjunto de nodos que representaremos por x. Cada elemento desse
conjunto pode ser um nodo critico associado & aresta mais proxima. Caso isso ocorra,
seu coeficiente deve ser nulo; caso contririo, o coeficiente deve ser calculado pelas
condigoes de continuidade. Felizmente hd sempre um ndmero suficiente de nodos
'x' para satisfazer todas as restricbes de continuidade. Mais precisamente, esses
nodos sdo considerados aos pares: uf 5 5, w5, . O nodo do par que pertencer ao
conjunto critico terd coeficiente zero, e seu parceiro terd seu coeficiente calculado pela
continuidade.
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Figura 6.7: Nodos criticos associados a um vértice (d = 5) e (d = 6). Os
nodos marcados com x podem ser nodos criticos associados as arestas, ou
nodos calculados pela condicio de continuidade(vide texto}.
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Figura 6.8: Os elementos da base associados a um vértice (d = 3).
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(e) 5211

Figura 6.9: Os elementos da base associados a um vértice {d = 6).
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6.4 Independéncia dos elementos da base

Examinando os diagramas (6.1), (6.5) ¢ (6.7), podemos verificar que:

e 0s conjuntos de coeficientes criticos {e) indicados em cada diagrama sdo dois a
dois disjuntos;

e todos os coeficientes ndo nulos calculados por continuidade (o) e (x) sdo dis-
juntos do conjunto critico .

Estas observag¢oes nos permitem concluir que cada elemento da base tem apenas um
coeficiente critico nao nulo, e portanto eles sdo linearmente independentes.

6.5 Dimensdes das bases de H¢[T]/S? e PE[T]/S?

Em vista desta construcao, concluimos que para triangulagtes genéricas, a dimensao
do espaco de splines homogéneos com continuidade de ordem ke grau d > 3k +2 ¢

dim H{T)/S* = (d* = 3dk + 2k%)n, — 2d*> + 6dk — 3k* + 3k + 2
= (d®~ 3dk + 2E*)n, /2 + k* + 3k + 2

onde n, e n; s&0 o0s numeros de vértices e tridngulos da triangulacdo. Em particular,

temos
dim Hi[T)/8* = 4n, —6 = 2n, +2

dim H3T)/S? = 9n, — 16 = 9n,/2 +2
dim H3[T)/S* = 12n, — 18 = 6, + 6
dim H2[T}/S? = 20n, — 34 = 10n, + 6

Em vista do Teorema 7, estes resuitados nos déo também a dimensao do espacgo
PET1/S?. Note que uma base para esse espago é simplesmente a concatenacio de
uma base de H{[T]/8? e uma base de HI~HT]/S%

dim PET]/S* = (2d° — 6dk + 4k* — 2d + 3k + 1)n, — 4d° + 12dk + 4d — 6k° + 2
= (2d® — 6dk + 4k* — 2d + 3k + 1)ng/2 + 2&* + 6k -+ 4
Em particular,
dim Pe[T]/8* = 13n, — 22 = 13n,/2+4
dim P[T]/8% = 32n, — 52 = 16n, + 12
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6.6 Tornando as bases mais ortogonais

Um inconveniente da base descrita na secio anterior, é que seus elementos nio sio
ortogonais no produto escalar natural (f,g). Isto pode ser observado por exemplo
nas figuras 6.6(a)(b}; muitos pares de elementos sdo bastante semelhantes portanto,
seu produto é predominantemente positivo. Como veremos no capitulo 8, este fato
retarda bastante a convergéncia de métodos iterativos baseados nestes espacos de
splines, pois as matrizes de produtos escalares que surgem nesses problemas nio sdo
diagonalmente dominantes.

Podemos, em principio, resolver este problema ortogonalizando a base descrita
neste capitulo, pelo método Gram-Schmidt ou similar. Entretanto, esta ortogonali-
zacdo destruiria a localidade da base, pois os elementos calculados por dltimo seriam
em geral combinagoes de todos os elementos anteriores.

O ideal seria construir uma base local ortogonal para PE[T]/S®. Porém nem
sequer sabemos se tal base existe. Entretanto, podemos transformar a base descrita
nas segoes anteriores numa base um pouco mals préxima da ortogonalidade, sem
aumentar o nimero de tridngulos de suporte, aplicando a mesma um algoritmo de
ajuste que leva em conta a estrutura dos elementos. O algoritmo estd descrito a
seguir.

No resto desta se¢ao, vamos supor k = 1 e d > 5, e denotaremos por ¢, ds, . .., ¢n
os elementos da base ®. Estes elementos podem ser classificados em sub-bases @y,
o, e d,, associadas a cada face f, aresta e e vértice v, respectivamente.

O algoritmo de ajuste da base ® pode ser resumido nos seguintes passos:

e passo “I: Para cada face f, ortogonalize os elementos de @ entre si. Seja €1y
a base resultante.

e passo “I”: Para cada aresta e, sejam f e g as faces adjacentes a e. (Note que os
espagos {Qy) e (€,) j4 sdo ortogonais entre si, pois seus suportes sdo disjuntos.)
Torne os elementos de @, ortogonais a Q; e £, (sem alterar estas tltimas), e
depois ortogonais entre si. Seja {1, a base resultante.

e passo “V”: Para cada vértice v, sejam fi,..f,, € ey, ..e,, as faces e arestas in-
cidentes a v. Torne os elementos de &,, ortogonais a todos os espagos (y, e
2., (sem alterar estas base) e em seguida ortogonais entre si. Seja {2, a base
resultante.

O resultado do algoritmo é a concatenago 2 de todas as bases (U, €2, e {,.
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Note que a base {2 ainda néo é ortogonal, pois nada garante a ortogonalidade entre
os seguintes pares de espacos:

e (2, e {1, para dois vértices vizinhos u e v:
e (2, e (), onde e é uma aresta da fronteira da estrela do vértice v;
e (2, e (), onde e e a s8o arestas da mesma face.

Entretanto, espera-se que o dngulo entre esses espacos (determinado pelo produto
escalar {,)) seja bastante préximo de 90°.

Observe também que o ajuste acima nio muda o conjunto de triangulos-suporte,
e portanto nao afeta o tamanho da representacio da base, nem o custo de calcular
produtos escalares envolvendo elementos da mesma.

Os passos “E” e "V” acima podem ser feitos de muitas maneiras. O esquema,
proposto abaixo se baseia na divisdo de @, em sub-classes ®¢ e ®!, conforme o nodo
critico correspondente ao elemento esteja sobre a aresta e ou fora dela. Note que 3
tem d-4 elementos, e @ tem d — 5 (um elemento a menos).

e passo “E”: Para cada aresta e, sejam f e g as faces adjacentes a e. Torne os
clementos de ® e ] ortogonais a Q) e Q,, sem alterar estas dltimas, obtendo
bases tempordrias ©2 e OL. Depois:

e passo “E1”: Torne os elementos de ©] ortogonais entre si. Seja Q! a base
resultante.

e passo "EQ": Torne cada elemento de ©Y ortogonal a ©!, sem alterar estas
ultimas. Feito isso, torne esses elementos ortogonais entre si. Seja Q0 a
base resultante.

Note que os elementos do espaco ®! sdo identicamente nulos sobre a aresta e. Uma
vez que os elementos de face @f, @, (e 2y, ;) também se anulam sobre essa aresta, o
método acima preserva esta propriedade nas bases 2l. Intuitivamente, os elementos
de §2; controlam a derivada da funcéio transversalmente 3 aresta, sem afetar seu valor
sobre a mesma.

Na base descrita por Alfeld, Neamtu e Schumaker, o papel dos elementos ®% nio
¢ facil de descrever, pois eles afetam tanto o valor da funcio sobre a aresta e, quanto
sua derivada transversal. Entretanto, depois de ortogonalizados em relacdo a Q! no
passo “E1”, os elementos de 2 tendem a ser mais simétricos em relagio & aresta, e
portanto a controlar o valor da funcdo com relativa independéncia de sua derivada.

Igualmente, o passo “V” pode ser realizado de muitas maneiras. O esquema
abaixo usa o fato que um elemento da classe ®, pode ser classificado nas classes ®?,
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P’ e @2, conforme o maior indice do seu coeficiente critico seja d, d — 1, ou d — 2
respectivamente. Lembremos que a classe 7 tem apenas 1 elemento, a classe ®!
tem dois elerentos, e a classe @2 tem m elementos, onde m é o ndmero de arestas
incidentes no vértice,

e passo “V7: Para cada vértice v, sejam fi,..fm © €1, ..€,, as faces e arestas inci-
dentes a v. Torne os elementos de @, &}, ®2 ortogonais a todos os espacos 2y,
e (. Sejam O)), O, ©2 as bases resultantes.

e passo “V27: Torne os elementos de ©ZF ortogonais entre si. Seja 02 a base
resultante.

» passo “V17: torne os dois elementos de ©; ortogonais a {12, e entre si. Seja

Q! a base resultante.

e passo “V0": torne o tnico elemento de ©2 ortogonal ao espaco gerado por
2 e QL. Seja QU a base resultante.

Note que o0s elementos da base 2, bem como todos os elementos associados a arestas
e vértices, tém valor e gradiente nulos no vértice v. Portanto esta propriedade de
®2 é preservada pela ortogonalizac@o contra {1y, e {2, e permanece vélida para os
elementos da base (2.

Analogamente, os elementos da base ®} tém valor nulo em v, mas gradientes nio-
nulos e linearmente independentes. Estas propriedades sdo preservadas pelo passo
“V17, e portanto os elementos de (2! controlam o gradiente da funcio em v, sem
afetar seu valor.

O elemento ®? é mais dificil de explicar, pois ele controla tanto o valor quanto
o gradiente em v. Entretanto, a ortogonalizacio contra Q) deve fazer com que ele
tenha mais efeito no valor do que no gradiente.

6.7 Triangulacoes degeneradas

A construgio da base para k = 1 {secdo 6.3) pressupbe que a triangulacio nao seja
geometricamente degenerada. Em particular, se duas das arestas incidentes a um
vértice v sao coplanares, surge uma dependéncia linear entre os elementos associados
a esse vértice pela construcdo da seccdo 6.3 [2]. Para evitar esta situacio usamos o
método de otimizacdo da triangulacio, descrito na secao 4.5.



Capitulo 7

Aproximacao de Funcoes por
Splines Esféricos

Neste capitulo, analisaremos o uso dos espagos de splines esféricos, PE[T]/S% HET]/S?
para aproximar funcbes restritas a esfera S?. Mostraremos que, com o espago PE[T]/S?,
podemos obter uma melhor aproximagcéo dessas fungdes do que com os espagos HE[T]/S2.

7.1 Aproximagao por minimos quadrados

Seja f uma funcio real sobre a esfera, e {¢;}7 uma base de um espago F de funcoes
reais sobre S?. Queremos encontrar uma funcio u{p) = 3%, 1;6;(p) que melhor se
aproxima da f no sentido que | u(p) — f(p) || seja minima. Aqui || f |I°= (f, )
sendo {,) um produto interno definido no espago. Este é o método dos minimos
quadrados [19] cuja solucdo recal em um sistema de equacdes lineares Gz = b, chamado
sistema normal. Neste sistema as incégnitas = = (21,22 ... z,) s30 os coeficientes da
aproximagdo de u(p) na base {¢;}}: os elementos da matriz sdo Gy; = {(¢:(p), 9;(p)),
i,j = 1...n; e os elementos do vetor independente & sdo b; = (f(p),¢(p)), i =1...n.

7.2 Solucao do sistema Gz =1b

Como {¢;}T é uma base, e {,) é um produto interno, a matriz G é simétrica posi-
tiva definida. Portanto, como visto em [18], o sistema Gz = b tem solu¢do dnica.
O sistema pode ser resolvido usando métodos diretos ou métodos iterativos. Um
método direto eficiente é o algoritmo de Choleski [17], que é uma variante do método
de decomposicao de (GGauss especializada para matrizes simétricas e positivas defini-
das. Neste método, a matriz G é decomposta num produto LL™, onde L é uma
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matriz triangular inferior e L7 é a sua transposta. Dessa forma o sistema Gz = b é
transformado no sistema LL 7 = b, cuja solucdo é encontrada em duas etapas: (1)
calculamos y resolvendo o sistema Ly = & e (2) calculamos x resolvendo o sistema
LTz = y. Observe que estes dois sistemas podem ser resolvidos por substituicies
sucessivas.

O método iterativo mais simples é o método de Gauss Seidel, onde a solugéo « é
obtida iterando-se a férmula

i L +w (b1 — ZGZJ’ xj)/Gn
J=1

para z = 1...n, a partir de uma estimativa inicial = arbitraria. A constante w é um
pardmetro que pode ser usado para controlar a velocidade de convergéncia.

Outro método iterativo é o método do gradiente conjugado, que procura minimizar
| Gz — b ||* usando técnicas de otimizacio quadrética [27).

7.3 Calculo do produto escalar

E natural escolher (f:9) = fs2 f(p)g{p)dp como produto interno para o espaco de
funcdes definidas em S%. Seja T" uma triangulacéo esférica qualquer, e f uma funcéo

esférica. E ébvio que
fz fp)dp =3 ff(p)dp
S =

Para o célculo do produto escalar, precisamos saber integrar, em cada triangulo
esférico, uma funcdo definida em $?. Infelizmente ndo temos uma férmula explicita
para este cdlculo, mesmo para fung¢bes simples como polindmios esféricos. Portanto,
é necessario usar método de integracio numérica.

Em cada tridngulo esférico t € 7', seja o tridngulo plano com os mesmos vértices
de ¢. Entdo para cada t € T, podemos escrever

[ e = [ () (7.0)

onde w(u) = dp/du é a corregdo esférica, a razio entre a 4rea de um elemento du de
f em torno do ponto u, e a drea de sua projecio dp na esfera.

A integral & direita da equagéo (7.1) pode ser calculada por uma férmula de
quadratura de Gauss para um tridngulo plano:

[fg(u)du =~ grea(t) - i oy - glug) (7.2)

k=1
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onde u; ...u; constitul um conjunto de pontos de f com coordenadas baricéntricas
fixas relativas aos vértices de ¢, e «; ... ap sio pesos apropriados.

Demonstra-se que, para qualquer grau d, existe uma colecdo finita de pontos fixos
uy tais que a férmula (7.2) é exata se a fungiio ¢ for qualquer polinémio de grau
< d [20, 21]. Neste caso, dizemos que a férmula (7.2) tem ordem d. Nos nossos testes,
utilizamos o esquema da tabela 7.1, que tem ordem d = 7 [22].

Pesos

Coordenadas Baricéniricas

—0.149570044467670
+0.175615257433204
+0.175615257433204
+0.175615257433204
+0.053347235608839
+0.053347235608839
+{.053347235608839
+0.077113760890257
+0.077113760890257
+0.077113760890257
+0.077113760890257
+0.077113760890257
+0.077113760890257

0.333333333333333
0.479308067841923
0.260345966079038
0.260345966079038
0.869739794195568
0.065130102902216
0.065130102902216
0.638444188569809
0.638444188569809
0.312865496004875
0.312865496004875
0.048690315425316
0.048690315425316

0.333333333333333
0.260345966079038
0.479308067841923
0.260345966079038
0.065130102902216
0.869739794195568
0.065130102902216
(.312865496004875
0.048690315425316
(1.638444188569809
0.048690315425316
0.638444188569809
0.312865496004875

+0.333333333333333
+0.260345966079038
+0.260345966079038
+0.479308067841923
+0.065130102902216
+0.065130102902216
+0.869739794195568
+0.048690315425316
+0.312865496004875
+0.048690315425316
+0.638444188569809
+0.312865496004875
+0.638444188569809

Tabela 7.1: Integracdo Gaussiana num tridngulo com ordem 7.

Observe que as funcdes g que temos que integrar sdo produtos de dois polindmios
esféricos de grau 6 (isto é, polindmios de grau 12) multiplicado por um fator de
correcao nao polinomial. Portanto a ordem d = 7 pode ser insuficiente para o calculo
de {f,g) com precisdo necessaria. Uma forma de contornar este problema, ¢ dividir
cada tridngulo ¢ em quatro tridngulos, melhorando assim a aproximacio obtida.

7.4 Complexidade do cdlculo da matriz G

O célculo da matriz G é a etapa mais trabalhosa do processo todo. Felizmente ela
86 precisa ser calculada uma vez. Além disso, sua complexidade é proporcional ao
tamanho da base (e portanto ao nimerc n; de tridngulos de T), e ndo quadrética
como seria de se esperar. A razao € que os elementos da base tém suporte local, isto
é, restrito a um ndmero limitado de tridngulos. Além disso, cada tridngulo ocorre
no suporte de um ndmero limitado de elementos da base. Portanto, a quantidade
de pares de elementos cujos suportes tém interse¢io nao vazia € linear no nimero de
tridngulos.
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Ou seja a matriz (¢ tem apenas O(n,) elementos ndo nulos. A figura 7.1 evidencia

este fato.
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Figura 7.1: Retrato da matriz de produtos escalares GG

o espago P{[T
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7.4. Complexidade do cdlculo da matriz G

A figura 7.2 mostra o retrato da mesma G, obtida com a base semi-ortogonalizada

conforme descrito na secio 6.6.

Figura 7.2: Retrato da matriz de produtos escalares G;;, para o espago

togonalizacdo de seus elementos.
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7.5 Exemplos de aproximacoes com continuidade
Cy

Testamos, nesta secio, a capacidade de aproximacéo dos espagos HE[T1/S? e PE[T]/S?,
pelo método descrito acima.
Em particular aproximamos as funcdes

flzy,2) = o°
g(z,y,2) = 2°
hiz,y,z) = exp(x)
m(z,y,z) = sin(z)
ni{z,y,z) = cos(z)

nos espagos Hi[T]/S? HJ[T]/S* e P3[T]/S% Vale observar que f(p) pertence a
HF[T]/S* e P§{T]/S% e g(p) pertence a HI[T]/S? e P3[T)/S% logo, nestes casos a
aproximacao deve ser exata.
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7.5.1 Aproximagao da funcio z?

A figura 7.3 ilustra a funcio f{p) = z° com p = {z,y, 2)-

Figura 7.3: Funcio u(p) = z?. O passo das curvas de nivel é § = 0.1

As figuras 7.4 abaixo mostram o erro de aproximacio e(p) = |u(p) — f{p)| para
funcdes aproximadoras u(p), nos espagos H3[T]/S?, H3[T]/S? e P3{I]/S?, determi-
nadas pelo método dos minimos quadrados. Observe que a aproximacao nos espacos
HZT)/S? e P[T]/S? é exata {a menos de erros de arredondamento), enquanto que
no espaco Hi[T]/S?* o erro de aproximacio é considerdvel, da ordem de 1072
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(a)
Ha[T1/8?
Ermax = 1D x 1071
§=25x 10716
(b)
Hy[T]/8°
Crax = 3.9 x 1072
§=50x10"%
(c)
PT)/S?
Emax = 4.8 x 10713
§=50x10"1"

Figura 7.4: Erros de aproximacio e(p} = |u(p) — 2. O pardmetro § é ¢
passo das curvas de nivel
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7.5.2 Aproximacao da funcao z°

Os testes a seguir utilizam a funcdo g(p) = z°, com p = (z,¥, z), ilustrada na figu-
ta 7.5.

Figura 7.5: Func¢do u(p) = z*. O passo das curvas de nivel é § = 0.1

As figuras 7.6 mostram o erro da aproximacio e(p) = |u(p) — ¢(p)| para fungoes
aproximadoras u(p) nos espagos H2[T'/S?%, HE[T]/S? e P3[T]/S* Aqui a aproximacio
nos espacos Ha[T]/S* e P3T]/S? é exata (a menos de erros de arredondamento),
enquanto que no espago H3[T]/S? o erro da aproximacio é considerdvel, da ordem de
1070
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(a)
H(T/S?
ermax = 1.0 x 10791
§=2.5x 10792
(b)
Hq[T]/S?
Conax = 2.0 x 10713
§ =25 x 1016
(c)
PyIT)/S?
emax = 5.8 x 10713
§=10x10"4

Figura 7.6: Erros de aproximacio e(p) = |u{p) — z°|. O pardmetro § é o
passo das curvas de nivel
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7.5.3 Aproximacao da fungdo exp(z)

Os testes seguintes so baseados na funcio h(p) = exp{z}, com p = (z,y, 2}, mostrada
na figura 7.7.

Figura 7.7: Funcdo u(p) = exp(z). O passo das curvas de nivel é ¢ = 0.5

De maneira andloga, a figura 7.8 mostra os erro de aproximacio e(p) = |ulp) —
exp(z)| para funcdes aproximadoras u(p) nos espacos H3[T/8%, HE[T|/S? e PS[1']/S%.
Observe que a fungao exp(x) ndo pertence aos espagos considerados; porém, no es-
paco P3[T]/S? os erros sio da ordem de 1079 enquanto que no espago Hi[T]/S? e
HE[T]/S? os erros sao da ordem de 1075
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§ = 2.5 x 1074

{b)
H(T1/8°
Cmax = 1.7 x 1079
§=2.5x 1079

(e)
Py(T)/8*
Ermax = 1.2 % 10703
§ = 2.5 x 1070

Figura 7.8: Erros de aproximagdo e(p) = u{p) — exp(z)|. O parametro § é o
passo das curvas de nivel
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7.5.4 Aproximagao da func¢io sin(z)

A figura 7.9 ilustra a aproximagao da fungio m(p) = sin(z) com p = (z,¥. 2).

Figura 7.9: Funcdo u(p) = sin(z). O passo das curvas de nivel é § = 0.1

A figura 7.10(a) mostra os erros de aproximacio e(p) = |u(p)—sin(z)| para funcdes
aproximadoras u(p) nos espagos HZ[T|/S%, HIT|/S? e P3[T]/S%. Embora a funcio
sin(z) ndo pertenga aos espagos considerados, ela é dominada pelo termo de grau 1
da série de Taylor (z), que pertence a H3[T]/S? e P3[T]/5% Isto explica porque a
aproximacio nestes espacos foi bem melhor do que no espago H3[T]/S?, onde erros
sao da ordem de 1070L,
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(a)
HylT]/s?
Emax = 1.2 x 10701
§=25x 1079

(b)

HYT]/S?
Crmax = 3.7 x 10704
§=50x 1079
{c)
P[T]/8?
Crmay = 2.8 x 10704
§=50x10"%

Figura 7.10: Erros de aproximacio e(p) = lu(p) ~ sin(z)|. O parametro § é
0 passo das curvas de nivel
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7.5.5 Aproximagao da fungdo cos(z)

A figura 7.11 ilustra a func¢do n(p) = cos(z) com p = (z,y, 2).

Figura 7.11: Fungdo u(p) = cos(z). O passo das curvas de nivel é § = 0.1

A figura 7.12 mostra os erros de aproximacéo e(p) = |u(p) — cos{z)| para fungdes
aproximadoras u(p) nos espagos H3[T]/S?, H3[T]/S? e P3[T]/S%. Embora a fungio
cos(z) ndo pertenca aos espagos considerados, ela é dominada pelo termo de grau 0
da série de Taylor {a constante 1), que pertence a H2[T|/S?* e PJ[T]/S%. Isto explica
porque a aproximacdo nestes espagos foi bem melhor do que no espaco H3[T]/S?,
onde erros sao da ordem de 10-%.
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7.5.6 Conclusao

A tabela abaixo resume os erros de aproximacgdo obtidos nestes testes.

Espacos
Fungdes | HET]/S* | H3T)/S® | PIIT]/S?
z? 15 x 107 1 3.0 x 10792 | 4.8 x 10713
z? 1O 1079 1 20x 10758 | 5.8 x 10713
exp(z] | 1.2x107% | 1.7 x 1079 | 1.2 x 1079
sin{z) | 12x107% | 3.7 x 107%™ | 2.8 x 107%
cos(z) | 6.6x107% | 1.8 x 1070 1 9.0 x 109

62

Observa-se que no espago PF[T1/S? obtemos os erros de aproximacio da ordem de
107" para fun¢des que pertencem a esse espago, enquanto que nos outros espagos o
erro na mesma situagdo ¢ da ordem de 1075, A razédo disso é que no espago P3[T]/S?
temos mais elementos na base, e consequentemente a matriz do sistema é maior,
aumentando assim os erros de arredondamento. Para func¢bes que nio pertencem aos
espagos, notamos wma considerdvel melhora do resultado obtide no espago PZ[T]/S?%.

7.6 Exemplos de aproximacoes com continuidade
C,

Para testar a capacidade de aproximacdo dos espagos H3[T1/S?, H8[T|/S% e PSIT]/S?,
calculamos as aproximagoes das fungoes

glz,y,2) = 2°
hz,y,z) = exp(x)

com p = (,y, £}, nestes espagos. E importante observar que f(p) pertence a H5{T]/S?
e PRIT)/S?, g(p) pertence a H3{T"|/S* e PF[T]/S?, logo a aproximacio dessas funcdes
nesses espacos deve ser exata.
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7.6. Exemplos de aproximacées com continuidade C,

(@, 9, 2).

7.6.1 Aproximacio da funcio z°
=z% com p =

A figura 7.13 ilustra a funcdo f(p}

Figura 7.13: Fungio u(p) = z°. O passo das curvas de nivel é 4 = (.1

As figuras 7.14 mostram o erro de aproximacio e(p) = |u{p) — f(p)! para funcdes
aproximadoras u(p), nos espagos H3{T]/S?, HI[T1/S? e PE[T]/S2, determinadas pelo
método dos minimos quadrados. Note que a aproximacdo nos espagos HS$[T]/S? e
PST]/S? ¢ exata {(a menos de erros de arredondamento), enquanto gue no espaco

I
H3(T]/S* o erro de aproximacio é considerdvel, da ordem de 10792,
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(a)
HT]/S?
Crae = 1.1 x 10702
§=25x10"%
(b)
HY(TY/S?
Crmax = 4.4 x 1072
§=50x10"1
(c)
PrTY/S?
Emax = 1.7 x 1078
§ = 2.5x 107"

Figura 7.14: Erros de aproximagao e(p) = [u{p) — z*|. O parémetro § é o
passo das curvas de nivel
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7.6.2 Aproximagao da funcio z°

Os préximos testes utilizam a funcio g(p) = z%com p = (.7, 2), ilustrada na figu-
ra 7.15.

Figura 7.15: Fungo u{p) = 2%. O passo das curvas de nivel é 8 = 0.1

As figuras 7.16 mostram o erro da aproximagio e(p) = |u(p) — g(p}| para funcdes
aproximadoras u(p) nos espagos HY[T]/S?, HI[T]/S? e P§[T]/S?. Aqui a aproximacio
nos espacos Hi[T]/S* e PPT]/S? ¢ exata (a menos de erros de arredondamento),
enquanto gue no espago H$[T1/S® o erro da aproximacso é consideravel, da ordem de
10798,
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(a)
H3[T)/S*
Cmax = 1.7 x 10712
§=2.5x 1075

{b)
HY[T /87
Emax = 3.7 x 1079
§=5.0x10"%

(e)
PPIT]/8?
€max = 1.0 x 10798
§=25x10"%

Figura 7.16: Erros de aproximacao e(p) = |u{p) — z®|. O parametro § é o
passo das curvas de nivel
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7.6.3 Aproximacac da fungio exp(z)

Os testes seguintes sfo baseados na funcio h(p) = exp(z), com p = (z,y, z), mostrada
na figura 7.17.

Figura 7.17: Fungdo u(p) = exp(z}. O passo das curvas de nivel é § = 0.5

Como anteriormente, a figura 7.18 mostra os erro de aproximagéo e(p) = |u(p) —
exp(z)| para funcdes aproximadoras u(p) nos espagos H3[T]/S?, HS[T)/S? e PET]/S2.
Esta funcdo ndo pertence a nenhum dos espagos considerados; porém, no espaco
P8T]/8? os erros de aproximagio sio compardveis aos erros de arredondamento
107, enquanto que nos espagos HS[T]/S? e HIT|/8? os erros sdo da ordem de
1079 e 1079 respectivamente.
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(a)
Hi[T)/8?
Emax = 6.1 x 107
§=1.0x 1079
(b)
HIT]/S?
Cmax = 9.6 x 1079
§=10x10"%
(c)
PHTI/S?
€max = 1.6 x 1079
§=25x10""

Figura 7.18: Erros de aproximacdo e{p) = ju(p) — exp(z)|. O pardmetro § é
0 passo das curvas de nivel



7.6. Exemplos de aproximagdes com continuidade C, 69

7.6.4 Conclusao

A tabela abaixo resume os erros de aproximacio obtidos nestes testes.

Espacos
Fungdes | HIT1/S? | HY[T1/S® | POT]/S?
x> 1.1 x 1072 | 44 x 10742 1 1.7 x 10~©8
73 17x 10712 137 %1079 | 1.0x 10-98
exp(z) |6.1x107% 196 x 1079 1.6 x 10777

Note-se que no espago P{[T]/S? obtemos os erros de aproximacio da ordem de
107% para funcdes que pertencem a esse espaco, enquanto que nos outros £spacos o
erro na mesma situagio é da ordem de 107, A razdo disso é que no espaco P8[T]/S2
temos muito mais elementos na base, e consequentemente a matriz do sistema é
bem maior, aumentando assim os errcs de arredondamento. Para funcdes que nao
pertencem acs espagos, notamos que o resultado obtido no espago P[77/S? é bem
mais precisc que nos espacos homogéneos.



Capitulo 8

Solugao de Equacoes Diferenciais
Parciais por Elementos Finitos

8.1 Equacoes diferenciais parciais na esfera

Seja a seguinte equacao diferencial sobre um certo dominio & C R™

L(u)(p) = F(u(p), p) (8.1)

onde £ é um operador diferencial, p € (2 é a varidvel independente, u é a funcio a
determinar e F € uma funcao que pode depender de u(p) e p. Queremos encontrar
uma solugdo, isto ¢ uma funcao u(p) que satisfaca esta equacgdo diferencial.

8.1.1 Solucao de E.D.P. por elementos finitos

A idéia basica de quase todo método numérico para integragao de equagdes diferenciais
¢ a discretizacao do problema original, com infinitos graus de liberdade, para um
problema de aproximacao dentro de um espaco de func¢bes de dimensio finita. Desta
forma, o problema de integracéao é reduzido a um sistema de equa¢bes com um nimero
finito de incégnitas. Portanto para resolver a equagdo (8.1), vamos procurar uma
aproximacio da solugdo u num espacgo de funcdes V, de dimensio finita 7, definidas
sobre (2 com valores reais. Ou seja, dada uma base {¢;}7., de V},, procuramos uma
aproximagdo u* = X a;¢; tal que u*(p) =~ u(p).

Para definir u* completamente precisamos definir o que é uma aproximacio étima.
O mais natural seria minimizar o erro da aproximagdo [, || u(p) — u*(p) ||? dp.
Entretanto este critério ndo pode ser usado pois u néo é conhecida. Por esse motivo,
a métrica usada em geral é a “discrepancia” observada na equacio diferencial (8.1)

70
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quando substituimos u por u*. Mais precisamente, definimos o erro como sendo:
T
e"(p) = Zaz - F(>_ aidi(p),p)
gl

Além disso, em vez de minimizar a integral de || e* |{2, exigimos que o erro e* seja
ortogonal a cada funcdo da base, isto é:

/ﬂe*(p)-@(p)dpzﬁ i=1...n

Esta abordagem € conhecida como método de Galerkin [21]. Desta forma o problema
reduz-se ao sistema de equacdes:

/[ Za‘f ZG‘J¢J J ¢i(p)dp =10 i=1...n (8.2)

g=1

Neste sistema, as incdgnitas sdo os coeficientes a;. Se a fungdo F ndo depende da
solugédo u, e £ € um operador diferencial linear, as equacdes também sio lineares, e
podem ser simplificadas para:

Zajf () -6:(p) - F(o) - :(p)ldp=0  i=1..n (83

ou, em forma matricial,
Ha=b (8.4)
onde

Hy= [ L@)) diloidp b= [ Fip)

Caso contrario, o sistema (8.2) é geralmente nio linear.

O método dos elementos finitos consiste em procurar aproximacdes de Galerkin
guando as fungées ¢; sao fun¢des polinomiais por partes, como descritas no capitulo 3.
As funcoes ¢; devem ter suporte menor possivel para que a matriz H do sistema de
equacles (8.4) resultante da discretizagio seja bastante esparsa.

8.1.2 Equacao de Helmholtz

Em particular estamos interessados em problemas onde o dominio © da equacdo
diferencial ¢ a esfera S2. Um exemplo é a equacdo de Helmholtz

~ A u(p) + ¢ ulp) = F(u(p),p) (8.5)

onde p = (z,y,2), com 2 + y* + 2% = 1. Esta equagio tem intimeras aplicacdes em
meteorologia, geociéncias, etc [23].
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Expandindo a equagao (8.2) para L(u}(p) = — Awu + ¢ - u temos:

{qbz(p Zajgﬁj’ p) “+ c- ¢z Za}@,? } dp = b; ( ) (8.6)
onde b;(a) = [s2 ¢:(p) - F(XF-, a;0;(p), p)dp para i = 1...7n, ou seja

- }E a; US &i(p) - & &;(p)dp + ¢ - /Sz i (p) - ¢j(p}dp} = b;{a) (8.7)

parai=1...n
A aplicagao direta dessa equagdo exigiria que os splines da base ¢; fossem pelo
menos de Cy. Entretanto, podemos usar a identidade de Green [6]

[52 #i(p) - &6;(p)dp = —fsa ¥ 0i(p) o ¥ ¢;(p)dp

para reduzir a ordem de diferencia¢do no integrando, o que permite o uso de espacos
de splines C,. Assim o sistema de equacdes (8.7) fica

S o[ Pat) Vo te [ 6 4@ =b@ 68

j=1

para ¢ = 1...n. Temos portanto um sistema nao linear de equagdes Ha = b{a), onde
H=58+c¢-Gcom

Sij = /52‘5’@51-(:0) oVaolp)dp i,j=1...n

Gij = fS2 ¢i(p) - d;(p)dp 4,i=1...n

Note que a ndo linearidade no sistema (8.8) estd limitada ao termo independente b(a).

Apresentamos a seguir um algoritmo iterativo, UniSolve, para resolver este sis-
tema. O algoritmo recebe como entrada a base ¢ = {¢; : ¢ = 1...n}, a funcio F,
uma tolerdncia 7 (que determina a condicdo de término do algoritmo), e um nimero
maximo de iteragdes kmax. O algoritmo devolve um vetor o de coeficientes da aproxi-
magdo v* na base ¢.
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Algoritmo 6 Procedimento UniSolve(¢, F, 7, kmax)

1. seja o um vetor inicial
2. repita para k=0.1,2.. kp..

2.1. calcule a fungdo ulfl=y7 1'-’11 ) g,

2.1. calcule o vetor b*) onde B" = [g2 ¢i-F{ulp), p)dp

2.3. resolva o sistema Ha'®**U = p*) obtendo novos coeficientes
{k+1)
a )

2.4. se [[a®) —a®*)|| < 7, retorna at+1)

No algoritmo acima, se a funcao F depender da solugao u ndo precisamos, no passo
2.3, achar a solugdo exata do sistema. Basta em geral calcular uma solucéo aproxi-
mada, executando uma tnica iteracio de um método iterativo {por exemplo Gauss-
Seidel}, pois o vetor b(a) terd que ser recalculado de qualquer forma a cada iteracio.
Por outro lado se a funcdo F nao depende de u, o algoritmo acima precisa executar
apenas uma 1teragdo (kme = 1), desde que o sistema no passo 2.3 seja resolvido
integralmente.

8.2 Exemplos

Implementamos a resolucdo da equacio de Helmholtz 11.1, pelo método descrito aci-
ma, considerando diferentes fungdes para F. Na nossa implementacio, os elementos
da base ¢ sao splines polinomiais por partes na esfera, homogéneos ou gerais, cons-
truidos conforme descritos no capitulo 6. A tabela abaixo relaciona as funcbes F
usadas nos testes e as solugdes exatas correspondentes.

Testes | Equacdo Solugcéo da equacdo
band | — Au(p) + u(p) = 6.52% -~ 2 u(p) =1~ 22

cubx | —Au(p) + u(p) = 12.52° — 6z u(p) =

expx | ~Au(p) + Ju(p) = exp(z}(z? + 2z — 0.5) u(p) = exp(g:)

mexp | —Au(p) + u(p) = (3 exp(z) + Ju(z))(z® + 2z — 0.5) | ulp) = exp(z)

Para cada uma dessas fungdes, aplicamos o algoritmo UniSolve, usando os espacos
de aproximago HI[T]/S?, H{[T]/S? e PFT]/S%. Observe que a solugio do exemplo
band pertence aos espagos HY[T]/S* e PP[T]/S?; a solugio de cubx pertence aos
espagos HP[T]/8* e PPIT]/S?, e as solugbes de expx e mexp nao pertencem a nenhum
destes espagos.
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8.2.1 Teste band

A solucgdoc exata para a equagdo band

]

— Au(p) + 0.5u{p) = 6.52° — 2

é u{p) = 1 — z*,com p = (z,y, 2), lustrada na figura 8.1.

Figura 8.1: Solucéo exata do teste band. O passo das curvas de nivel é
6 =101

As figuras 8.2 mostram o erro de aproximacio e*(p) = |u*(p) — u(p)! para solugdes
aproximadas u*(p) nos espagos H{[T1/S?%, HE[T]/S? e PP{T]/S*. Note que a solugdo
pertence aos espacos H{{T]/S* e PP[T}/S?, o que permitiu obter a aproximagcio com
erro 1077 nestes espagos; enquanto que no espago H3[T]/S? o erro de aproximacao
foi da ordem de 1072
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(a)
HI[T]/S?
Emax = 9.2 x 16702
§=1.0x10"%
(b)
HY[T]/8”
Emax = 4.2 x 1079
§ = 5.0 x107%
(c)
PHT)/S?
Emax = 1.5 x 10704
§=25x 1070

Figura 8.2: Erros de aproximacio
passo das curvas de nivel
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8.2.2 Teste cubx
A solucio exata da equacdo cubx
—Aulp) + 0.5ulp) = 12.52° — 6z

¢ u(p) = z°,com p = (z,y, z), ilustrada na figura 8.3.

Figura 8.3: Solugao exata do teste cubx. O passo das curvas de nivel é
4 =0.1

As figuras 8.4 mostram o erro e*(p) = |u(p) — u*(p)| da solugdo aproximada
u*(p) nos espacos H3[T]/S?, HE[T]/S? e PET)/82. Note que a solugio z° pertence
aos espacos HI[1']/8% e PPT|/S?, o que permitiu obter uma aproximacio com erro
1079 enquanto que no espago H$[T]/S? o erro da aproximacio foi da ordem de 1079,
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{a)
HIT)/S®
Emax = 6.1 x 107%
§=10x10"%

(b)
HOTY/S?
Craax = 9.9 x 107
§=5.0x10"%

{c)
prlT]/s?
Cmax = 1.8 x 10~%
§=25x10"%

Figura 8.4: Erros de aproximacao e*(p} = |u(p) ~ u*(p)|. O pardmetro § é o
passo das curvas de nivel
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8.2.3 Teste expx

A figura 8.5 mostra a solucdo exata da equacdo
— A ulp) +0.5u(p) = exp(z){z” + 2z — 0.5)

ou seja u(p) = exp(z) com p = (z,¥, 2).

Figura 8.5: Solugdo exata do teste expx. O passo das curvas de nivel é
4=0.1

Como anteriormente, a figura 8.6 mostra os erro e*(p) = lu{p) —u*(p)| da solucdo
aproximada u*(p), nos espagos H3[T1/S?, HE[T]/S? e PE[T]/S% Note que a solugao
exata exp(z) ndo pertence a nenhum dos espagos considerados. Como era de se esperar
a solugdo aproximada obtida no espago P?[T'/S? é melhor (erro méximo 1.8 x 107%),
enquanto que nos espagos HS[T1/S?% e H3[T1/S? os erros sao da ordem de 107
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(a)
HIT]/S?
Emax = 0.5 x 10702
§=1.0x10"%
(b)
H{(T]/S?
fmax = 1.1 x 10702
§=25x10"%
(c)
Prr/s?
€max = 1.8 x 1079
§=125x10"%

Figura 8.6: Erros de aproximacdo e*(p) = |u(p) — w*(p)|. O pardmetrc § é o
passo das curvas de nivel
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8.2.4 Teste mexp

Nos exemplos anteriores, consideramos fungdes F que ndo dependem de u(p}, permi-
tindo portanto a convergéncia do procedimente UniSolve na segunda iteragio. Para
ilustrar o caso nao linear consideramos o exemplo mexp com equagao

— Awulp) + 0.5u(p) = (0.5exp(z) + 0.5u(z))(z* + 2z — 0.3)

com p = (z,7,2). Note que a fungio F, neste caso, depende de p ¢ da solugdc u(p).
Neste problema, o algoritmo Unisolve convergiu apds aproximadamente 10 iteragoes.
A solucgdo exata é u(p) = exp(x), ilustrada na figura 8.7.

Figura 8.7: Solucio exata do teste mexp. O passo das curvas de nivel é
§=0.1

A figura 8.8 mostra os erro e*(p) = |u(p) — u*(p)| da solucao aproximada u*(p),
nos espacos H2(T]/8%, HS[T1/S? e P[T1/S%. Observe que, no espago PS[T1/5%,
encontramos uma melhor aproximacdo. Lembramos que a solugdo exata nao pertence
a nenhum dos espagos.
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(a)
HIT]/S*
Cmax = 0.5 x 10792
§=2.5x%x 1079

(b)
GAETES
Cenax = 1.1 % 10702
§=25x 1079

(c)
PrT/S8?
Emax = 1.8 x 1070
d=125x10"9%

Figura 8.8: Erros de aproximacio e*{p) =
passo das curvas de nivel

u{p} — w*(p}|. O parametro § é o
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A tabela abaixo, resume os erros de aproximacdo obtidos nestes testes.

Espacos
EBquagdo | 75(T]/S? | HI[T]/S® | PP[T]/S?
band 92x 1072 | 42x107° | 1.5 x 1074
cubx 61 %1075 199 %1073 1.3 x 1074
expx 95x107? | 1.1x107% | 1.8 x 1074
mexp 95 %1072 1.2x107% | 1.8x 107




Capitulo 9

Métodos Multi-Escala

9.1 Técnicas de miiltiplas escalas

Como vimos no capitulo 8, a resolugdo de equagoes diferenciais parciais na esfera recai
num sistema linear cuja ordem é proporcional ao nimero de elementos da base, ou seja
a0 numero de tridngulos da malha. Como observamos, a solucdo direta do sistema
(por fatoragdo da matriz) € invidvel no caso de malhas com centenas de tridngulos.
Nestes casos, € necessario usar métodos iterativos para resolver o sistema linear. Estes
métodos tém convergéncia bastante lenta, pois os ajustes efetuados em cada iteragao
propagam-se de tridngulo para tridngulo num processo analogo ao da difusio do calor.
Isto significa que o nimero de iteracbes para atingir uma determinada tolerdncia é
aproximadamente proporcional ao quadrado do didmetro da malha.

Os métodos mais eficientes para integracio de equacgées diferenciais parciais uti-
lizam a técnica de mdtiplas escalas [13] para acelerar a convergéncia do processo
iterativo. A idéia € resolver a mesma equacao numa hierarquia de varias malhas
My, My, ..., M,,, com resclucdes decrescentes, sendo que a solucdo parcial obtida na
malha grosseira M,.,.1 é usada como estimativa inicial para a malha mais fina M.

9.2 Algoritmo Multi-Escala

Apresentamos a seguir o procedimento MultiSolve que implementa esta técnica. O
algoritmo recebe como entrada um conjunto de bases de splines esféricos ¢ == (¢ : r =
0...m) associadas a uma hierarquia de triangulagdes esféricas T°, 7%, ..., T™, onde
TY é a mais fina e T™ a mais grossa; a funcdo F, uma tolerincia 7, que determina
a condicdo de término do algoritmo, e um nimero miximo de iteracbes kp,.. O
procedimento devolve uma lista de vetores {¢" : = 0,...,m) onde a” é o vetor de
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coeficientes da solugdo aproximada da equacio, no espaco V" gerado pela base ¢".
Algoritmo 7 Procedimento MutiSolve(d, F, 7, kmay)

1. para r ¢ m até 0 faga
1.1. se r = m entdo seja a® um vetor inicial arbitririo; sendo
seja a!” o vetor de coeficientes da projegdo da fungio ¥, aﬁk}g‘)g’“
no espago da base ¢

1.2. k+0
1.3. repita
- ) or
1.3.1. calcule a fungdo u® =37 o¥lgr

1.3.2. calcule o vetor b* onde b¥ = [, oL F(uFp), pdp
1.3.3. resolve o sistema H7a®**tY = b obtendo novos coeficientes
a{k-ﬁ-l)‘
1.3.4. seja §=||al®) — 4D
1.3.5. k+k+1
até que 0 <71 ou k> kpax

9.3 Transferindo aproximacoes

No passo 1.1 do procedimento MultiSolve, apés obter uma solucio aproximada ™!
no espago V™ da base ¢"*, projetamos esta solugio para o espaco V' da base ¢, de
dimensdo maior. Esta operagéo ¢ feita da seguinte maneira. Sejam ¢i,i=1...ne
@i, j = 1...m elementos das bases ¢" e ¢"+! respectivamente. Como o espago V'+!,
em geral, n&o estd contido em V", precisamos calcular a aproximagao v’ = 30, al ¢l
de ™! por minimos quadrados, conforme visto na secao 7.1. Podemos entretanto
aproveitar o fato que a fungio «™** a ser aproximada é combinacio da base ot
isto é u™! = T, ol gt O sistema Gz = b do método de minimos quadrados
reduz-se, neste caso, a G'a” = F7a™', onde G = [s29} -0%ds , 4, =1...ne
Flo= [g2 9 - aﬁg”*“lds st=1...n,7=1...m. A solucio desse sistema é encontrada
calculando-se primeiro o vetor b = F7a™*! e resolvendo-se o sistema GTa” = b como
descrito na segdo 7.2. Como observado na seciio 7.4, essas matrizes sio esparsas, e o
custo de calculd-las é O(n,;). Note que os vetores coluna da matriz (G")"'F geram

a projecao de V.4 em V, [14].
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9.4 Refinamento da Triangulacao

Para aplica¢do do algoritmo precisamos construir uma hierarquia de triangulagoes
esféricas 7%, 77, ..., T™. Para o nivel mais fino T°, usamos a triangulacio de Delaunay
esférica, descrita no capitulo 4.2. Para a construgéo das triangulagdes mais grosseiras,
podemos usar o algoritmo de simplificacdo de Kirkpatrick {12}, resumido a seguir.

Dada uma triangulagao 77 com vértices V", encontramos um subconjunto inde-
pendente X™ de V7, isto é um subconjunto de vértices, dois a dois ndo adjacentes.
Retiramos em seguida estes vértices e todas as arestas de 77 incidentes a X7. Como
X" é um conjunto independente, cada vértice retirado d4 origem a uma nova face em
TT. Retriangularizamos estas faces, obtendo assim a triangulacio 771

O conjunto independente X" € construido repetindo-se o seguinte algoritmo “gu-
loso”: enquanto houver algum vértice v de grau < 6, que ndo seja adjacente a nenhum
outro vértice previamente escothido, colocamos v no conjunto X".

Observe que a quantidade de vizinhos de v é pequena, porque v tem grau peque-
no. Isto significa que o tamanho do conjunto X" é pelo menos |n,/7] onde n, é o
numero de vértices de T7. Além disso, cada face pode ser retriangularizada em tempo
constante. O tempo necessdrio para construir a triangulagio é uma constante vezes
o niimero de vértices retirados — portanto O{n,}. O tamanho de 77 é no méximo
ny, — |n, /7] =~ 6/Tn,, portanto o nimero de triangulacdes na hierarquia é no méximo
O(logn,).



Capitulo 10

Conclusoes

O principal resultado deste trabatho é o desenvolvimento e andlise experimental de
uma classe de espacos funcionais para aproximacéo na esfera, os splines polinomiais
nio homogéneos, PYT|/S?. Esses espacos combinam a simplicidade analitica dos
polindmios esféricos com a localidade e adaptabilidade dos splines tradicionais. A
classe inclui espagos de fungoes C;, que podem ser usados para integracao de equacoes
diferenciais na esfera.

10.1 Comparacoes tedricas

Vimos que os espagos de splines polinomiais homogéneos, propostos por Alfeld, Neam-
tu e Schumaker [2] para estas aplicagbes, tém certas limitacdes préiticas; por exemplo
a fungéo trivial f(p) = 1 s6 pode ser representada em H%[T]/S? quando d é par.
Neste trabalho, nés mostramos que o espago P2#[T]/S?, dos splines polinomiais nao
homogeéneos, é uma escolha mais natural para estas aplicacbes. Estes espacos satis-
fazem a propriedade P*[T]/S* C P4T]/S? quando k < d. Em particular, as funcdes
que sdo constantes sobre S? estdo em PYT}/S? para todo d e r.

10.2 Construcao das bases

Descrevemos no capitulo 6 um algoritmo para construgio das bases de PZ[T]/S? para
d>3r+3er=0,1 O algoritmo é baseado na construgéo da base para H[T]/S?,
de Alfeld, Neamtu e Schumaker. As dimensdes dos espagos sdo dadas pela tabela
abaixo.

A representacdo da base é relativamente compacta, pois seus elementos tém su-
porte restrito a um pequeno conjunto de tridingulos. Para triangulacdes bem forma-
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das, em que o grau de cada vértice é limitado por uma constante, o niimero total
de tridngulos usados por todos os elementos da base & proporcional ao nimero de
tridngulos ng.

O fato de terem os elementos da base suporte limitado também faz com que as
matrizes de produtos escalares (g;, g;) tenham O(n,) elementos nio nulos, em vez de
O(n). Além disso, o cdlculo de {9:» 9;) implica no calculo da integral S 9:(p) - g;(p)dp
sobre um ntimero constante de tridngulos, independente de n,. Logo, a construcéo da
base pode ser feita em tempo O(n;), e portanto é factivel mesmo para malhas com
milhares de tridngulos.

O passo critico deste processo é o calculo da integral de uma funcio sobre um
triangulo esférico; qualquer aceleracio desse passo implicaria numa aceleracio pro-
porcional de todas as aplicagdes.

10.3 Aproximacao de funcées

No capitulo 7 analisamos o uso dos espagos P9 [T]/S? para aproximar funcdes esféricas,
pelo método dos minimos quadrados. As solugbes obtidas com estes espacos tém
precisao mais uniforme do que as obtidas com os espagos HIT]/S%. Parte dessa
vantagem ¢é devida ao fato que um spline de PET)/S? tem mais graus de liberdade que
um spline de #Z[T]/S%. Porém esta vantagem nio parece ser suficiente para explicar
a diferenca entre os erros de aproximacdo obtidos em testes tipicos, mostrados na
tabela abaixo.

LEspagos dim erroe tipico f
HIT)/S? | 2ny+2 [ 1.2x 10701
H3[T}/S* | 4.5n, +2 | 1.7 x 1070
PolT]/S% | 6.5m,+4 | 1.2x 10~
HIT]/S? | 6n,+6 | 6.1 x 1070
HEIT}/S? | 10m; +6 | 9.6 x 100
PET)/S? | 16m +12 | 1.5 x 107

Nesta tabela dim é a dimensio do espago (em funcio de n), e erro tipico é o erro
obtido na aproximagio da fungio exp(x) com n; = 16.
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10.4 Integracao de equacoes diferenciais parciais

No capitulo 8 utilizamos o espago PZ[T]/S? na solucdo de equacdes diferenciais
parciais, definidas em 82, pelo método de Galerkin. Numa triangulacio com 16
triangulos, obtivemos uma aproximagio com erro da ordem de 10™* em aproximada-
mente 10 iteragoes.

Estes resultados foram obtidos resclvendo-se o sistema de equagbes (8.8) pelo
método direto de Choleski. Infelizmente nio pudemos usar este método para trian-
gulagOes mais finas, pois o algoritmo de constru¢do da base gera muitos elementos
semelhantes entre si. Isso faz com que a matriz de produtos escalares seja mal condi-
cionada, impossibilitando o cédlculo de sua fatoragao de Choleski.

Tentamos contornar esta dificuldade usando os métodos iterativos (Gauss-Seidel e
gradiente conjugado) para achar a solugao do sistema. Entretanto, pela mesma razéo,
a matriz nao é diagonalmente dominante, o que torna a convergéncia desses métodos
extremamente lenta. A semi-ortogonalizacio da base descrita na secido 6.6 melhorou
um pouco a convergéncia, mas nao o suficiente para tornar o método pratico.

10.5 Técnicas de miiltiplas escalas

Para contornar o problema da convergéncia lenta, consideramos a técnica de miltiplas
escalas. Como explicado no capitulo 9, a justificativa desta técnica é que as malhas
mais grosseiras fornegem um “atalho” entre partes diferentes da malha mais fina, per-
mitindo que o0s erros se propaguem mais rapidamente para toda a malha. Entretanto,
coIno nao conseguimos convergéncia dos métodos iterativos, mesmo nas malhas mais
grosseiras, o mérito desta técnica ndo pode ser analisado. Por outro lado, para malhas
em que foi possivel resolver o sistema pelo método de Choleski, encontramos uma boa
aproximacao da solugéo com um nimero de iteragdes bastante pequeno, portanto nao
foi necessario utilizar o método multi-escala.

Para construcao da hierarquias das malhas, desenvolvemos e implementamos um
algoritmo baseado na triangulacdo de Delaunay esférica para o nivel mais fino [9]
e no algoritmo de simplificacdo de Kirkpatrick para a construgido das malhas mais
grosseiras [12] como descrito na se¢io 9.4. Um problema que encontramos é que estes
métodos geram triangulagdes que frequentemente tém arestas quase coplanares inci-
dentes a0 mesmo vértice, que impedem a construcido da base. Para contornar este
problema, desenvolvemos um procedimento que aplica uma pertubacio aos vértices
da malha, mantendo sua topologia (secio 4.5). Este procedimento procura minimi-
zar uma funcdo objetivo que mede as violagdes de virias propriedades exigidas da
triangulagao, incluindo arestas coplanares.
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10.6 Trabalhos futuros

Uma linha de pesquisa que pode ter um impacto pratico significativo é a construcio
de bases para PZ[T]/S* mais ortogonais do que as que utilizamos. Este objetivo
implica em utilizar elementos com suportes maiores. Um limite para o que pode ser
conseguido nesta direcdo é o teorema de Alfeld e Schumaker [3], que diz que nio
existem bases de H[T]/S% parar >0 e d < 3r + 1, cujos suportes sejam restritos
as estrelas dos vértices.

Outro problema que precisa ser resolvido é o desenvolvimento de algoritmos mais
eficientes para resolugdo do sistema normal (capitulo 7), e do sistema proveniente do
método de Galerkin (capitulo 8). Est4d em aberto encontrar métodos de solucdo, ou
pré-condicionadores, para os métodos de Gauss-Seidel e gradiente conjugado, que nos
permitam resolver este sistema em malhas realistas (com 100 ou mais triangulos).

Finalmente, hd muito espago para pesquisa na geracao de triangulagdes adapta-
tivas sobre a esfera. Um desafio é desenvolver algoritmos para gerar subdivisio local
de uma malha triangular, sem introduzir arestas coplanares incidentes em um mesmo
vértice.




Capitulo 11

Apéndice - Descricao do Software

Os métodos numeéricos descritos neste trabalho, foram implementados por nés, em
Modula~3 [25, 26], e totalizam 16 mil linhas de cédigo {mais 2000 linhas de programas
de testes). Neste capitulo nés descrevemos as principais componentes deste software.
Maiores detalhes podem ser encontrados nas interfaces dos médulos de biblioteca, e
nos comentdrios iniciais dos programas.

11.1 Representacao de splines esféricos

Para representar os splines esféricos, usamos uma hierarquia de classes de objetos
ilustrada na figura 11.1. Cada uma dessas classes é definida num mdédulo separado
da biblioteca.

SPFuncton.T

SPPolyFunction.T SPPWFunction. T

SPARpalyticPWEuanction. T S$PPolyPWFunctionT SPBerzerPWEunction. T SPBezPolyPWFunction. T

Figura 11.1: Hierarquia de representacées de fungbes esféricas

11.1.1 SPFunction

O tipo SPFunction.T é uma classe abstrata que representa uma fungio esférica geral.
O tipo define dois métodos, eval que avalia a fun¢do em um ponto p, e grad que
avalia o gradiente da funcio no ponto.

O modulo SPFunction define também os seguintes procedimentos:
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e SamplePoints(n) - gera n pontos uniformemente distribuidos na esfera.

e Sample(f,P) - avalia a fun¢io f em cada ponto p; de um conjunto de pontos
P e retorna estes resultados em um vetor.

® DotProduct(f,g,k) - calcula o produto escalar (f,g) das funcdes f e ¢ sobre
toda a esfera, usando a férmula de quadratura descrita na, secao 7.3. A triangu-
lagao usada é a divisdo da esfera em octantes subdividida em k vezes; portanto,
este procedimento usa uma triangulagio quase uniforme com 8 x 4% tridngulos.

¢ CustomDotProduct(f,g,p) - calcula o produto escalar de duas fungbes f e g
definido por

4z K
3 'g;_,lf(Pk} - 9(Pe)

onde p1,...,py € um conjunto de pontos na esfera fornecido pelo cliente.

11.1.2 SPPolyFunction

O tipo SPPolyFunction.T representa um polindémio esférico p. Este objeto tem os
seguintes campos visiveis pelos clientes: deg que define o grau d do polinémio; c0, o
vetor dos coeficientes de um polindmio homogéneo P’ de grau deg; e c1, os coeficientes
de um polinémio homogéneo p” de grau deg-1, tais que p = p’ + p” . Os elementos
de c0 e c1 sao os coeficientes ¢ e ¢iix das formas canénicas

Ple,y,z) = Y datylsh
i+ -+ k=d

P(zy,2) = Y dpatyls
i+j+hk=d—1

armazenados em ordem lexicografica dos indices 1, 7 k. (veja 11.1.8)

11.1.3 SPPWFunction

O tipo SPPWFunction.T representa uma funcdo definida por partes (Piece Wise) na
esfera. Este objeto tem os seguintes campos: uma, triangulacao tri, um plano suporte
Supp, e um vetor data contendo a descrigdo da fungo sobre os tridngulos de tri onde
ela ndo é nula. Além dos métodos eval e grad herdados da classe SPFunction.T,
0 objeto SPPWFunction.T tem o método locate (p) que encontra o tridngulo da
triangulacdo que contém o ponto p, como descrito na secao 5.4.3.
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Todas as classes de objetos tém também um método write que armazena a des-
cricdo da funcao em um arquivo, num formato bem especificado; e um método read
que 1& descri¢ao da funcio de um arquivo nesse formato.

Cada elemento do vetor data é um objeto de tipo SPPWFunction.TriangleData.
Esta classe abstrata define um campo visivel face, que guarda o nimere do tridngulo
na triangulacao, e os seguintes métodos:

eval(p) - avalia a func¢do em um ponto p do tridngulo;
grad(p) - calcula o gradiente da func¢do em um ponto p do tridngulo;

type() - devolve um caracter que indica o tipo de funcédo associada a este
tridngulo;

copy () - faz uma copia do tridngulo e o inicializa com a fun¢do nula;
scale(a) - substitui a funcéo f do tridngulo por a- f onde a é um nimero real.

add(a,t) - substitui o fun¢io f do tridngulo por f +a- g onde ¢ é a funcao do
tridngulo ¢, e a é um numero real;

(O médulo também define o tipo SPPWFunction.Basis, que é simplesmente um vetor
de objetos do tipo SPPWFunction.T, e os seguintes procedimentos:

WriteBasis(d) - escreve a base b em um arquivo.
ReadBasis (b} - 1 uma base b de um arquivo.

ComputeSupportingPlane(?) - recebe um conjunto de tridngulos #y,%:,...,1, €
retorna um plano suporte para os mesmos (isto é, um plano 7 tal que todos os
tridngulos estao do lado positivo de 7).

DotProduct(f,g) - caleula o produto escalar {f, g) de duas fungdes f e g, como
descrito na secao 7.3.

GradDotProduct(f,g) - calcula o produto escalar, (¥ f,V g), do gradiente de
duas funcoes f e g, como descrito na se¢ao 7.3.

LinComb(a,¢) - dado um vetor de pesos ag, G1, - - - , a4, € uma base ¢y, s, ..., @,
retorna a combinacdo linear das fungbes ¢; com pesos a; (ou seja, 2.1, a; - ¢;).

BuildMatrix(¢,v¥) - dadas duas bases ¢ e ¥, constréi uma matriz cujo elemento

i,j é o produto escalar (¢;, ;). A matriz é representada como descrito na secdo
11.3.
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® BuildMatrixGrad(¢,v) - dadas duas bases ¢ e 1, constréi uma matriz cujo
elemento 4, j é o produto escalar (¥ ¢;, YV 1;).

» ChangeCoordsBasis{(a,F,L) - dados os coeficentes ag, a; . .., de uma funcao
em relagao a uma base ¢y, ¢, ..., ¢,, este procedimento calcula os coeficientes
bo, b1, ..., b, dessa funcio em relagdo a uma outra base Y1, Y. ..., U, pelo
critério dos minimos quadrados. O procedimento necessita das matrizes F;=
(¢, ;) e do fator de Choleski L da matriz Gig = (Ui, ).

e SortTriangles({) - ordena uma lista £y, %, ..., ¢, de triangulos em ordem cres-
cente pelo niimero do tridngulo.

11.1.4 SPAnalyticPWFunction

O tipo SPAnalyticPWFunction.T representa uma funcdo esférica definida procedu-
ralmente por partes. A classe concreta SPAnalyt icPWFunction.TriangleData {des-
cendente de SPPWFunction.Triangle.Data) contém os seguintes campos:

e evalProc(p) - um procedimento que avalia a fungédo num ponto dado p.
e gradProc(p)- um procedimento que avalia o gradiente num ponto dado p.

® descr - uma cadeia de caracteres que contém a descricio analitica (férmula) da
funcdo, para fins de documentacio.

O moédulo SPAnalyticPWFunction define também os seguintes procedimentos:

o Uniform(7',P,G,D) - cria um objeto SPAnalyticPWFunction.T com uma
triangulacio dada T, em que todos os objetos TriangleData contém os mesmos
campos evalProc = P, gradProc = § e descr = D.

® FromName(N,T) - retorna uma fung¢o analitica por partes sobre a triangulacéo
T, que, em todos os tridngulos, é a mesma funcdo, identificada pelo nome N
(uma cadeia de caracteres). Este procedimento reconhece apenas alguns nomes
fixos, por exemplo expx, para exp(z), ete.

11.1.5 SPPolyPWFunction

O tipo SPPolyPWFunction.T é uma fungio polinomial por partes na esfera, onde cada
parte (um polinémio esférico) é representada pelos seus coeficientes na base candnica,
O objeto SPPolyPWFunction.TriangleData que descreve a parte da funcio restrita
a um triangulo ¢, contém os seguintes campos:
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e deg que é grau d do polindmio no triangulo £;

e c0 e cl que sdo os coeficientes dos polindmios homogéneos, na base candnica,
de grau d e d — 1 respectivamente, como no tipo SPPolyFunction.T.

O médulo SPPolyPWFunction define também os seguintes procedimentos:
e TriangleIsNull(¢) - retorna verdadeiro se a funcdo polinomial definida no
tridngulo ¢ (um objeto do tipo TriangleData) é nula.
11.1.6 SPBezierPWFunction

O tipo SPBezierPWFunction.T é um spline esférico homogéneo, onde cada parte (um
polinomio homogéneo esférico) estd representada pelos seus coeficientes de Bézier,

como descrito na se¢ido 5.2. O objeto SPBezierPWFunction.TriangleData contém
0s seguintes campos:

e deg que é grau d do polindmio no tridngulo;

e c0 que sdo os coeficientes de Bézier do polindmio relativos a esse tridngulo.

11.1.7 SPBezPolyPWFunction

O tipo SPBezPolyPWFunction.T é um spline esférico ndo homogéneo, onde cada par-
te {(um polindémio genérico) estd representada pelos coeficientes de Bézier de suas
componentes homogéneas, como descrito na segido 5.2.

O cbjeto SPBezPolyPWFuncticen.TriangleData contém os seguintes campos:
o deg que é grau d do polindmio no tridngulo;

» c0 e cl que sdo os coeficientes de Bézier, relativos ao tridngulo, dos polindnios
de grau d e d — 1 respectivamente, cuja soma € o polindémio em questao.

O modulo SPBezPolyPWFunction define também os seguintes procedimentos:

e FromHomo (#,d) - converte um spline polinomial esférico homogéneo £, de grau
d oud—1 de tipo SPBezierPWFunction.T, para um spline polinomial esférico
nao homogéneo de grau d, de tipo SPBezPolyPWFunction.T.
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11.1.8 Médulos auxiliares

Os modulos que descreveremos a seguir contém procedimentos auxiliares usados na
implementacdo de alguns dos médulos descritos acima.

O mddulo SPDeCasteljau fornece procedimentos para calcular o valor e o gra-
diente de uma funcao de R" para R, dada pelos seus coeficientes de Bézier, usando
os algoritmos descritos na secfio 5.4.1.

O médulo HomoLabel fornece procedimentos que mapeiam os indices 7, j, £ dos
coeficientes de Bézier (como definido na férmula (5.1)) para um conjunto de intei-
ros consecutivos entre 0 e (d + 1H(d + 2)/2 — 1, e vice-versa. Estes procedimentos
também podem ser usados para mapear os indices dos coeficientes da base canbnica
(formula (2.1)).

O médulo SPFile prepara os arquivos para os métodos de read e write de todos
os objetos acima descritos, cuidando da leitura e escrita de cabegalhos padronizados.

11.2 Representacao da triangulacio

No médulo SPQuad implementamos a estrutura de dados quad-edge [9] usada para
representar a triangulacdo e as funcgdes de percurso. Implementamos também proce-
dimentos para enumeragio e numeracio dos arcos.

O médulo SPTriang especializa a estrutura quad-edge para representar triangu-
lagbes geodésicas da esfera. Ele contém procedimentos para enuineragao e numeracio
de vértices e tridngulos. Este médulo define também uma representacao auxiliar da
triangulagao, SPTriang.T, na forma de trés vetores que listam os vértices, arestas
e faces. Esta representacdo inclui, para cada triangulo, matrizes que transformam
as coordenadas cartesianas de um ponto em coordenadas baricéntricas relativas aos
vértices, e vice-versa. Este médulo define também o tipo Site, que representa um
vértice da triangulagdo, e contém o niimero do vértice e suas coordenadas cartesia-
nas; e o tipo Triangle, que representa uma face da triangulagéo, e contém o numero
do triangulo. Implementamos também um algoritmo incremental para construir a
triangula¢ao de Delaunay de um conjunto de pontos na esfera fornecidos pelo cliente.

11.3 Matrizes esparsas

No médulo SPMatrix definimos a estrutura de dados usada para armazenar uma
matriz esparsa. Para cada elemento a;; da matriz, diferente de zero, guardamos a
linha %, a coluna j, e seu valor a;;. Armazenamos esses elementos em um vetor,
ordenados por linha, e, em cada linha, pela coluna.
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Este mddulo implementa os procedimentos basicos de operagdes com matrizes
como somar e multiplicar duas matrizes, e multiplicar um vetor pela matriz. Im-
plementamos também alguns procedimentos especificos utilizados para resolucéo de
sistemas lineares:

o DivRow(y,L,z) multiplica um vetor linha y pela inversa de uma matriz trian-
gular inferior L, e devolve o resultado no vetor z.

e DivCol(L,y,z) multiplica a inversa da matriz triangular inferior L pelo vetor
coluna y e devolve o resultado no vetor .

e Choleski(A,L) fatora uma matriz positiva definida A na forma LL", onde L
é triangular inferior e L7 é sua transposta.

11.4 Solucao de sistemas lineares

O médulo SPLinearSystem implementa os procedimentos que resolvem um sistema
linear pelos métodos de Choleski (secdo 7.2), Gauss-Seidel [27] e gradiente conju-
gado [27]. Além disso, o médulo inclui um procedimento que compara uma solugio
aproximada, da forma 3.7 a; - g; com uma solucao exata dada f, e calcula o erro
maximo (por amostragem). Outros procedimentos desenham a solugdo aproximada
e a funcao erro, como nas ilustragoes dos capitulos 7e 8.

11.5 Integracao na esfera

No médulo SPIntegral implementamos um procedimento, UnTriangle{f,?,k), que
calcula a integral de uma funcio f em um tridngulo esférico ¢. O tridngulo é subdi-
vidido em 4% partes, e a integral em cada sub-tridngulo é calculada por uma férmula
de quadratura gaussiana com 13 nés (se¢o 7.3). A funcéo f é dada na forma de um
procedimento, e portanto nao estd presa a nenhuma representacio especifica.

Outro procedimento OnTwoTriangles (¢;,%s, f, k) calculaa integral de uma fungao
f sobre a intersecdo de dois tridngulos arbitrarios £y, ¢, dados. O procedimento de-
compoe a intersegdo dos tridngulos em um ou mais tridngulos disjuntos, e aplica o
procedimento OnTriangle a cada uma dessas partes. Este procedimento € usado,
principalmente, no método multi-escala, no cdlculo do produto escalar {f, ¢} onde f
e g sdo splines definidos sobre duas triangulagtes diferentes da esfera.

O médulo auxiliar SPOverLapTable define uma tabela que descreve a intersecdo
de triangulos de duas triangulacdes. Esta tabela é usada para acelerar o célculo do
produto escalar (f, g) entre duas triangulacoes diferentes, ¢ também pode ser usada
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para localizar rapidamente um ponto numa triangulacao, dada sua posicio numa
triangulagdo mais grosseira (algoritmo de localizagio de Kirkpatrick 12h).

11.6 Construcao das bases

No médulo SPOrthoBasis, implementamos procedimentos para construcio das bases
para os espacos de splines homogéneos e nao homogéneos, como descrito no capitulo 6.
No caso de splines homogéneos, para continuidade 0 implementamos a construcio das
bases de graus 2 e 3; para continuidade 1 implementamos a construcio das bases de
graus 5 e 6. Os procedimentos permitem também construir uma base com elementos
semi-ortogonalizados (segdo 6.6).

O médulo contém também um procedimento que concatena duas bases de splines
homog@neos, para os espagos Hy*[T]/S? e HET]/S2, produzindo dessa maneira uma
base para o espago PF[T]/S%. Nesse processo, cada elemento é convertido do tipo
SPBezierPWFunction.T para o tipo SPBezPolyPWFunction.T.

11.7 Representacao grafica das funcoes

No médulo SPPlot estdo implementados os procedimentos para desenhar funcges
esfericas. O médulo fornece procedimentos separados para desenhar a esfera, uma
triangulagdo sobre a mesma, uma funcio esférica tipo SPFunction.T (por meio de
tonalizagdo e curvas de nivel).

O médulo SPRange caleula o valor maximo de uma fungdo na esfera. E geralmente
usado antes de SPPlot, para determinar o passo apropriado das curvas de nivel.

11.8 Programas

Além dos mdédulos de biblioteca descritos acima, implementamos vérios programas
executaveis, relacionados a seguir.

11.8.1 Construcao de triangulacdes

O programa SPMakeTriang cria uma triangulagdo regular, ou uma triangulagio de
Delaunay para pontos aleatoriamente distribuidos na esfera.

O programa SPFixTriang corrige a geometria de uma triangulagio na esfera,
impedindo que a triangulacdo contenhs arestas coplanares incidentes em um mesmo
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vértice. O programa SPOptTriang é uma versio mais eleborada de SPFixTriang, que
otimiza a geometria da triangulacdo segundo os critérios descritos na segao 4.5.

O programa SPReduceTriang simplifica uma triangulacéo, segundo o algoritmo de
Kirkpatrick (se¢do 9.4}. O programa também constréi uma tabela (SPOverlapTable.T)
que descreve a intersecao dos tridngulos das duas triangulagoes.

11.8.2 Construgao das matrizes

O programa SPAddMatrix calcula a matriz C = a- A+ 5- B, onde a e  sdo reaise A
e B sio matrizes dadas. Estas matrizes sdo lidas e gravadas em formato padronizado
(secdo 11.3).

O programa SPGGMatrix calcula as matrizes G e S com elementos Gy = (¢, @)
e Si; = (V¥ ¢;,V ¢;) onde ¢,..., ¢, é uma base dada.

O programa SPFGMatrix calcula a matriz F com elementos Fj; = (¢;, ), onde
Br, .y Pn € Wy, .., Uy sA0 bases dadas.

(O programa SPCholeski calcula a matriz triangular inferior L da decomposicao
de Choleski LL" de uma matriz simétrica dada.

11.8.3 Construcao das bases

O programas SPFindBasis e SPNHFindBasis encontram uma base para 0s$ espagos
dos splines esféricos homogéneos e nao homogéneos, respectivamente, para uma dada
triangulacio (vide médulo SPOrthoBasis na segéo 11.6).

O programa SPExtractBasis extrai um elemento de uma base, e grava-o em um
arquivo separado.

11.8.4 Aproximacao de fungoes

O programa SPApprox calcula uma aproximacao por splines esféricos de uma funcio
definida na esfera, pelo método dos minimos quadrados. O programa tem opcgoes de
desenhar a funcao aproximante e a funcéo erro.

O programa SPApproxPWFunction é uma variante desse programa que calcula a
aproximacao de um spline esférico por um outro spline esférico, possivelmente com
triangulagdo diferente.

11.8.5 Solucao de equacoes diferenciais parciais

O programa SPUniSolve resolve numericamente a equacao de Helmholtz na esfera

—Aulp) + c-ulp) = F(ulp). p) (11.1)
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onde a funcdo arbitraria F e a constante ¢ sio especificadas pelo usudrio.

O programa procura uma solucdio aproximada no espago de splines esféricos, ge-
rado por uma base ¢1, ds,. .., ¢, dada. Conforme discutido no capitulo 8, a solucio
dessa equacao pode ser encontrada resolvendo-se um sistema linear Ha = bla). A
matriz i deve ser calculada previamente pelo usuério, usando os programas da secio
11.8.2.

O programa SPMultiSolve resolve a equacio de Helmholtz iterativamente em
multiplas escalas, como descrito no capitulo 9. Este programa exige a matriz H do
sistema, como no programa SPUniSolve, para cada escala de resolugdo. Além disso,
O programa eXige as matrizes F' e G para transferéncia de solucdes de uma malha
para outra (vide procedimento SPChangeCoordBasis na secao 11.1.3).

O médulo SPNLFunction tem um procedimento que recebe o nome de uma funcio
F, previamente definida, e retorna um procedimento que calcula o lado direito da
equagdo (11.1).

11.8.6 Programas auxiliares

Os programas SPDrawTriang, SPPWDraw, SPPWDrawGrad e SPPolyDraw desenham a
triangulagao, as curvas de nivel de uma funcio esférica por partes, ¢ campo gradiente
de uma funcdo esférica por partes e as curvas de nivel de um polinémio esférico por
partes, respectivamente, usando os médulos SPPlot e SPRange (segfo 11.7).
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