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Sumario

O presente trabalho apresenta uma abordagem integrada para o problema de controle
multicriterio de sistemas dindmicos. A partir de um procedimento genérico, aqui deno-
minado de Algoritmo Bdsico, sdo tratados problemas de controle tanto no dominio do
tempo quanto no dominio da frequéncia. Este procedimento decompde o problema em
dois niveis hierdrquicos, sendo que o nivel superior consiste sempre de um problema de
programagao matematica simples, enguanto que o nivel inferior consiste de um proble-
ma min-max que trata as caracterfsticas particulares de cada classe de problemas. A
metodologia proposta ¢ baseada em programagio convexa e explora o fato de que para
um grande nimero de problemas de controle existentes na literatura existe um proble-
ma convexo equivalente. O trabalho inclui indmeros exemplos numéricos que ilustram
e atestam a viabilidade e a eficiéncia da abordagem proposta.

Abstract

In this work, an integrated approach for the multicriteria control problem of dynamic
systems is presented. Using a generic procedure called Basic Algorithm, different control
problems are treated, both in time and frequency domains. This procedure decomposes
the problem into hierarquical levels, being the higher level represented by a simple
mathematical programming problem. The lower level consists of a min-max problem
that treats the characteristics of a given class of control problems. The methodology
is based on convex programming and exploits the property that many different control
problems admit an equivalent convex formulation. The work includes several examples
that illustrate and attest the viability and efficiency of the approach proposed.
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Introducao Geral

A busca de uma solugiio de compromisso entre diferentes critérios de desempenho associados a um
mesmo sistema dindmico é uma necessidade que surge naturalmente em diversos contextos, tais
como, uso de recursos hidricos (Haimes et al., 1975) ou projeto de controladores (Kresselmeier e
Steinhauser, 1983). O problema de controle multicritério, que consiste na ofimizacdo simultinea
de vérios critérios de desempenho foi primeiramente introduzido por Zadeh (1963). Desde entio,
varios autores vém propondo solugdes para diferentes classes de problemas de controle multicritério,
como pode ser visto no decorrer desta introdugio. O objetivo deste trabalho é o de apresentar uma
abordagem integrada para o problema de controle multicritério de sistemas dinamicos formulados
tanto no dominio do tempo quanto no dominio da frequéncia. Observa-se na literatura (Francis,
1987; Boyd e Barrat, 1991; Dahleh e Diaz-Bobillo, 1995; Dorato et al., 1995) que importantes
classes de problemas de controle possuem uma formulagio convexa. O procedimento aqui proposto,
denominado Algoritmo Bdsico, explora este fato e aplica estratégias de programacdo convexa na
solucdo de problemas de controle multicritério.

A primeira parte do trabalho trata o problema de controle multicritério de sistemas dinamicos no
dominio do tempo. FEntende-se por controle no dominio do tempo a busca da solucio do problema
de controle no espago das funcdes continuas por partes da varidvel independente tempo. Neste
contexto, Salukvadze {1979) desenvolveu um método que utiliza o valor 6timo escalar resultante
da otimizagdo individual de cada critério para introduzir o conceito de ponto ideal no espaco dos
critérios. Em seguida, a distdncia entre este ponto e o conjunto de valores alcangdvels através
de controles factiveis é minimizada. Na pratica, qualquer norma [, pode ser usada para medir a
distincia e as escolhas mais comuns sio p = 1 (combinagio linear), p = 2 (norma Fuclideana) e
p = o0 (norma infinito}. Medanié e Andjeli¢ (1971,1972) resolvem o problema de controle min-max
de sistemas lineares-quadrdticos usando Teoria de Jogos, mostrando que a convexidade garante a
existéncia de ponto de sela para esta classe de problemas. Li (1990a, 1990b} propde a solugdo do
probiema min-max usando uma abordagem baseada na equalizagao dos critérios de desempenho

O problema linear-quadratico gaussiano multicritério {LQMQ) tem recebido atencio especial na
literatura de controle multicritério. Em Toivonen (1984), uma ordenacio hierdrquica dos critérios
quadrdticos é usada para relacionar a minimizacio das varidncias dos estados com o critério de
desempenho padrdo do regulader. O método do ponto ideal de Salukvadze foi estendido para o
caso discreto do problema LQMG por Koussoulas e Leondes ( 1984) e um procedimento para calcular
uma solugdo eficiente ou ndo inferior (Zadeh, 1963) para o problema LQMG foi desenvolvido por
Toivonen e Mikild (1989). Mais recentemente, atencio tem sido direcionada para a solugdo do
problema LOQMG em espacos de Hilbert, através da introducao de vetores de critérios Hy e Mo
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{Khargonekar e Rotea, 1991).

Uma das consequéncias do emprego das idéias de decomposicdo (Dantzig e Wolfe, 1960) e
controle multinivel (Mesarovic et all, 1970) tem sido o acentuado desenvolvimento de aborda-
gens hierdrquicas para sistemas de grande porte, confirmado pela grande variedade de modelos
e procedimentos de otimizacio obtidos nas tltimas décadas para esta classe de sistemas. Tradi-
cionalmente restrita a consideragdo de apenas um critério por unidade de decisao individual, a
teoria de sistemas hierdrquicos tem sido progressivamente integrada com a drea de otimizacdo mul-
ticritério. Atnalmente, um grande nimero de métodos que integram abordagens multicritério e
hierarquicas encontram-se disponiveis. A otimizagdo multicritério de sistemas dindmicos descen-
tralizados constitui um campo que merece particular atencdo. Problemas que envolvam sistemas
lineares descentralizadoscom critérios quadrédticos sdo de especial interesse e suficientemente gerais
para descreverem de forma adequada muitas situagdes praticas. O controle de sistemas descentrali-
zadoscom estrutura linear quadrdtica multipla, isto é, sistemas onde o critério global é uma funcdo
nao-linear de indices de desempenho quadriticos, foi intreduzido e resolvido por Li {1993) através
de uma metodologia hierdrquica multinivel, onde a estratégia de separacio empregada é a mesma
apresentada em Li e Haimes (1990).

Apesar do grande ndmero de contribuicdes fundamentais para o dominio do controle multi-
critério, a questdo basica de resolver eficientemente o problema permanece aberta. Além disso,
embora a convexidade desempenhe um papel essencial para a obten¢do de muitas propriedades
relacionadas com o projeto de controle de sistemas lineares (Boyd e Barrat, 1991), os métodos
disponiveis nao exploram tal propriedade em sua completa extensio.

A abordagem proposta neste trabalhe basela-se em estratégias de projeciio e relaxagdo para
compor a solugio do problema de controle multicritério de acordo com uma estrutura multinfvel
(Carvalho e Ferreira, 1992, 1993; Carvalho, 1993). No nivel inferior ou de andlise, resolve-se um
subproblema min-maz similar ao introduzido por Medani¢ e Andjeli¢ {1971), porém parametrizado
por informacdes vindas do nivel superior ou de decisdo, onde uma versio relaxada e estatica do
problema é considerada. A solu¢io do nivel de andlise fornece informagtes para que seja feita
uma melhor aproximagdo da regido de solugoes eficientes do problema. O decisor, dispondo destas
informacdes, encontra uma nova solugdo que serd avaliada pelo nivel de andlise. O procedimento
prossegue até que o decisor disponha de informacdes suficientes para poder encontrar uma solucio
gue seja considerada satisfatdria pelo nivel de analise. Em particular, demonstra-se que se os
funcionais sao critérios quadréticos, a solugio do problema de analise consiste, do ponto de vista
da teoria de controle, na solu¢io interativa de equacgdes do tipo Riccati.

O fato do problema ser formulado no espaco dos critérios, apesar de apresentar certas vantagens
metodolégicas, nao preserva a convexidade exibida pelo problema no espago das varidveis de con-
trole. O espago dos critérios € entio limitado a uma regido de interesse e, através de propriedades
fundamentais de conjuntos convexos, usa-se uma técnica de relaxacio para fazer uma aproximacgao
gradual da regido factivel do problema. Este tipo de abordagem evita uma limitagio habitual da
formulacéo no espago dos critérios, que é a inviabilidade de se fazer um mapeamento completo das
solucdes do espago das variaveis de controle.

Como contribuigdes a classe de problemas de controle multicritério no dominio do tempo, este
trabalko aplica a metodologia ao problema de controle linear quadritico gaussiano e ao problema
de controle de sistemas hierarquicos. Os Capitulos que compem a primeira parte do trabalho estao
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assim organizados.

Capitulo 1 - Neste capitulo serd feita uma breve revisio sobre os fundamentos teéricos qie dardo
suporte ao trabalho proposto, tais como conjuntos convexos, programacio convexa escalar e
controle multicritério.

Capitulo 2 - Apresentard a solucéo do problema de controle multicritério deterministico de sis-
temas dindmicos, introduzindo a abordagem gue servird de base para todo o trabalho.

Capitulo 3 - Neste capitulo a abordagem serd usada para resolver o problema de controle linear
quadrdtico multritério gaussiano, dentro da classe de sistemas de controle estocasticos.

Capitulo 4 - Este capitulo tratard da solugéo de problemas de controle hierdrquicos. Neste caso,
o nivel inferior da estrutura proposta (nivel de analise) serd formada por uma outra estrutura
bi-nivel, tratada através de técnicas de decomposicio-coordenacio.

A segunda parte do trabalho aborda o problema de projeto multicritério de controladores no
dominio da frequéncia. Publicacdes recentes {Boyd e Barrat, 1991; Diaz-Bobillo e Dahleh, 1993)
utilizam uma arquitetura padrio para representar sistemas onde a matriz de transferéncia resultante
descreve o comportamento da dindmica do sistema entre entradas exdgenas (ruidos e qualquer outro
sinal que nao faga parte das entradas de controle) e saidas reguladas da planta.

Esta arquitetura tem-se mostrado de grande funcionalidade em se tratando de problemas de
projeto de controladores, uma vez que a caracterizacio do conjunto de controladores estabilizantes
pode ser obtida através da parametriza¢do de Youla (Vidyasagar, 1991). Com isso, a relagio entre
a matriz de transferéncia em malha fechada e a varidvel de busca muda de uma dependéncia nio-
linear, quando a busca ¢ feita sobre a matriz de transferéncia do controlador, para uma relacio
afim, quando a busca ¢ feita sobre a matriz de parametrizagio. Portanto, as relacdes convexas que
geralmente existem entre a matriz de transferéncia em malha fechada do sistema e as especificacdes
de projeto sdo preservadas e o prolema resultante é um problema de otimizacio convexo.

Uma abordagem que tem recebido muita atencdo consiste em minimizar a norma /; da matriz
de transferéncia em malha fechada do sistema, o que implica em minimizar o méximo ganho pico-
a-pico entre as entradas exdgenas e as saidas reguladas. Lste problema possui caracterfsticas que
permitem transforma-lo em um problema de programacio linear (Diaz-Bobillo e Dahleh, 1995).

Os Capitulos que constituem esta parte do trabaltho estio estruturados como segue.

Capitulo 5 - Define o paradigma que serd usado para a representacio de sistemas de controle,
além dos fundamentos tedricos para o entendimento do trabalho a ser realizado nesta segunda
parte, tais como, fatoragdo coprima e parametrizacio de Youla.

Capitulo 6 - Neste Capitulo, o Algoritmo Bésico serd aplicado ao problema de projeto de contro-
ladores. Para tanto, serd adotada a parametrizagio de Youla para a representacio em malha
fechada do sistema de controle, obtendo-se com isso um problema equivalente convexo, porém
de dimensdo infinita. O aspecto da dimensdo serd tratado através da aproximacio de Ritz.
O Algoritmo Bésico é implementado através de planos de cortes.
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Capitulo 7 - Diferentemente do Capitulo 6, que aborda sistemas continuos, neste Capitulo sio
considerados sistemas discretos no tempo, enfocados através de metodologias baseadas na
norma Iy, O problema original de dimensao infinita ¢ manipulado matematicamente até
transformar-se em um problema de programacio linear de dimensao finita, geralmente apro-
ximado, sendo que para alguns casos obtém-se um problema de dimensio finita equivalente.
A consideracio de miultiplos critérios gera um problema de programacio linear multicritério,
que pode ser resolvido eficientemente por intimeros métodos. Em particular, propde-se uma
técnica baseada em Programacio Alvo, ilustrada através de exemplos.




Parte 1

Controle no Dominio
do Tempo




Capitulo 1

Fundamentos Tedricos

1.1 Introducao

O objetivo deste Capitulo é fornecer uma répida revisdo de temas considerados relevantes para um
bom entendimento da proposta apresentada neste trabalho. Inicialmente, serio revistos conceitos e
propriedades importantes para a caracterizacio de um problema convexo. Dentro ainda do e5Copo
da programacdo convexa, serdo apresentados resultados referentes 3 equivaléncia entre os problemas
primal e dual a partir da existéncia do ponto de sela e aspectos de diferenciabilidade e solucdo
numérica do problema dual. Alguns resultados referentes a problemas multicritérios convexos,
como caracterizagées do conjunto de solugdes eficientes, sio discutidos. Serio ainda revistos topicos
referentes a teoria de controle 6timo. Neste sentido, serio apresentadas a formulagdo do problema
e algumas abordagens conhecidas para a sua solucio, como a equacio de Hamilton-Jacobi-Bellman
e as condigdes de otimalidade estabelecidas pelo Principio do Minimo de Pontryagin. Finalmente
serd apresentada a solugdo do problema linear-quadratico gaussiano.

1.2 Convexidade de Conjuntos e Funcoes

Em virtude do trabalho estar baseado em técnicas de otimizagdo convexa, os conceitos e proprieda-
des referentes a conjuntos e funcdes convexas serao de fundamental importancia. Para nma discus-
sdo completa sobre o assunto, veja por exemplo Lasdon (1970} ou Luenberger (1984). Considera-se
que os subconjuntos de interesse estio definidos em espacos vetoriais lineares sobre o campo dos
reais.

Definigdo 1.1 - (Conjuntos Convexos) Diz-se que um conjunto Q de vetores ¢ convero se,
Val z?eQ — w;ri—i—(i—w):vzeﬂ, Vi<w< 1. (1.1}

Dados quaisquer dois pontos pertencentes ao conjunto, este sera convexo se o segmento de reta
que 0s une também pertencer ao conjunto. Algumas propriedades bisicas de conjuntos convexos,
que podem ser demonstradas diretamente da Definicdo 1.1, sio apresentadas a segnir.




=~}

1.2 Convexidade de Conjuntos e Funcoes

Proposigdo 1.1 Sejam (%, i = 1,2, ...,7 conjuntos convezos. Entdo

a) wC*, Vi=1,2,..,r fambém é um conjunto convero, V w € B,
T . A b

b) Zcz ={zr : z= an 2zt € ('} € um conjunto convero.
=t 1=1

¢) My C* € um conjunto convezo.

d) Val,z?,..,2" e C* — (ijmj) e Vi=1,2,...,nYweW, onde

g=1
W'g‘{weﬂ"«ﬁ": w > 0, ngZI}. (1.2)

A combinagdo convera de vetores pertencentes a um conjunto convero também pertence ao
conjunto.

Definigao 1.2 - (Fungbes Convexas) Diz-se que uma fungdo f{-}: Q — R € conveza sobre um
conjunto convezo §) se para quaisquer z*, z2 € Q

flwe' + (1= w)2?) < wfla')+(1~w)f(z?), YO<w< 1. (1.3}
Uma fungdo € estritamente convera se valer a desigualdade estrita em (1.8} para 0 < w < 1

Se uma funcdo é convexa, entdo a reta que liga quaisquer dois valores da funcio sempre fica
acima, podendo tocar, a curva dos valores da funcio. A seguir serdo apresentadas algumas propri-
edades de fungdes convexas que, como no caso de conjuntos convexos, poderio ser demonstradas
usando-se a definicio.

Proposigao 1.2 Seja f(-} um vetor cujas componentes f;(-) : 07 — R sdo funcées convezas sobre
conjuntes convexos £, §=1,2,...,m. Entdo

a) w/fi(-) € uma fungdo conveza sobre 7, ¥ w > 0.

i
b) szff() € uma funcdo convezra sobre (7o, OV, Vv € W.
=1

c) Val,zl .z eWe fi(4), j=1,2,..,m

fi (Zn:wmi) < iwifj(a:"), Yw e W
1=1 =1

Seja C! o conjunto de func¢des que possuem até primeira derivada continua e C? o conjunto de
funcges que possuem até segunda derivada continua.

Proposigdo 1.3 Seja f() € C! wma fungdo conveza definida sobre Q convero. Entdo

fl@) 2 [+ Viye-y), Veye (1.4)
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Se uma funcido f(-) é convexa, entdo o seu valor supera 0 da sua aprozimagdo linear no ponto
¥, quaisquer que sejam os pontos 2, y € ) considerados.

Proposigdo 1.4 Seja f(} € C? uma fungdo conveza definida sobre Q convero. Entdo a matris

F(z) £ Vf(z) (1.5)

€ semi-definida positiva sobre . Se f(.) for estritamente conveza sobre Q, entdo I'{z) € definida
positive sobre 1.

A seguir, algumas relagbes importantes entre conjuntos e func¢des convexas.

Proposigao 1.5 Seje f(-) uma funcdo conveza sobre Q convezo. Entdo o conjunto

FAN
Ca={z€Q: flz2) <o, acR) (1.6)
€ um conjunto convero,

Proposicio 1.6 - (Epigrafo) O epigrafo de uma funcdo f(4), definido como

(@, 7(N= {(520): f@) <o, 2€Q aer} (L.7)
€ um conjunito convero se e somente f(-) € uma funcdo conveza.

Sejam f;(-): Q — R, = 1,2,...,m funcbes convexas sobre um conjunto convexo 2. Conside-
rando f(-) wm vetor cujas componentes sio as funcdes fi(-}, fa(), ey fm(+), & fcil mostrar que o
conjunto ¢ definido como

G= fyemr™: f(z)<y, para algum z € 0} (1.8}

é convexo, uma vez que G é a intersecio dos epigrafos de ), 7=1,2,.,m.
O resultado a seguir é de grande importancia ao longo de todo o trabalho. Trata-se de uma
propriedade fundamental de conjuntos convexos.

Teorema 1.1 Seja G definido como em (1.8). Entdo y € G se e somente se y satisfaz o sistema
linear com infinitas resirigées

rﬂe%l <w, flz)-y> < 0, YVweW (1.9)

Prova - (Necessidade)} Seja um vetor 2” €  tal que f(z%) < y para algum y € R”™ (ou seja, y € G).
Como w € W é sempre nio-negativo, entio

<w, f(z%—y>< 0, YweW (1.10)

Pode-se entdo substituir o lado esquerdo de (1.10) pelo menor valor da funcao < w, f(z)—y > para
z € Q, mantendo o sinal da desigualdade. Entao

me%l <w, fz)-y> < 0, YVweW (1.11)
T
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(Suficiéncia) Note que a desigualdade (1.9} vale para todo w € W, inclusive para o que produz o
maior valor da funcio, ou seja,

maxmin < w, f(zr}—-y> < 0 1.12

max mix fley—y> < (1.12)
T

Como a restrigio Zwi = 1 presente em W é para atender a uma normalizacdo, a desigualdade

t=1
continnard valendo se a maximizacio for feita apenas sobre w > 0. Entio

. . _ < .
rggéagnezg <w, flzj—y> < 0 (1.13)

e uma solugdo é w = 0. Agora, note que (1.13) é o problema dual de

min 0’z
ze0 (1.14)
sa. flx)—-y < 0

B possivel mostrar que se o problema dual for limitado, como no presente caso, entdo o problema
primal serd factivel (Lasdon, 1970). Consequentemente, a solugdo de {1.14) é factivel, ou seja existe
z € 2 tal que f(z) < y e, portanto, y € G. o

1.3 Equivaléncia Primal-Dual

Agora que os conceitos de conjuntos e fun¢des convexas necessirios para definir um problema
convexo sdo conhecidos, pode-se formalizar a solugio desta classe de problemas.
Seja o problema de otimizagdo nio-linear

min f(z)
(1.15)
sa. glz) <0
onde f(-) e g(*) = [g1(-) ... g4(-)} sdo funcdes convexas sobre {} convexo. Problemas convexos

possuiem, como sera visto no decorrer desta secdo, uma série de propriedades que fazem com que sua
abordagem seja relativamente simples. Estes resultados sio amplamente conhecidos na literatura,
podendo suas demonstracoes ser encontradas, por exemplo, em Lasdon (1970).

A primeira caracteristica apresentada diz respeito & relagdo entre solugbes globais e solugdes
focais em problemas convexos.

Teorema 1.2 Sejo o = Hélg flz). Entdo
T

a) O 2 {z€Q: f(z)=a} € um conjunto convezo.

b) Se z” € um minimo local de f(-), entdo f(2*} = a e portanto ™ € também um minimo global

de ().
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Se z* € {1 resolve (1.15), entdo existem multiplicadores w* € R7 tais que (z*, w”) satisfazem as
condigdes necessirias de otimalidade de Kuhn-Tucker:

iy wf > 0, 1=1,2,...,q
i) wi g:{z*) =0, i=1,2,....q
ill) gi(z*) < 0, t=1,2,....q9

iv) Vi(z,w)| . =10

®

o

fisy I
u w

onde I(-} é a funcdo Lagrangeano de (1.15), definida como
z,w) = f(e)+ < w,g(z) > (1.16)

sendo w o vetor formado pelos multiplicadores de Lagrange w;, i=1,2,...,q.

Apesar das condigbes de Kuhn-Tucker serem apenas condiges necessirias, a convexidade ine-
rente ao problema tratado garante a sua suficiéncia, o que pode ser verificado a partir da definicao
de ponto de sela.

Defini¢do 1.3 Diz-se que um par (2%, w"), 2% € Q, w® > 0 € um ponto de sela da fun¢do Lagran-
geano (1.16), se satisfaz

1z w%) < I{z,w?), Yzel
(2% w% > 2% w), VYw>0

Um par (2% w%) é um ponto de sela se 2° minimiza o Lagrangeano sobre Q e w® maximiza o
Lagrangeano sobre w > 0.

Teorema 1.3 Seja o par (2% w%), 2% € Q, w° > 0. Entdo (2%, w%) € um ponto de sela de Uz, w)
se e somente se:

a) gi(e%) <0, i=12..¢
b) w? g:(2%) =0, 1=1,2,....q

¢) 2° minimiza {(z, w®) sobre B

Perceba que as condi¢des (a) e (b) sio respectivamente as condicdes de factibilidade {iii) e
de folga complementar (#/) de Kuhn-Tucker supondo-se que 9 é todo o ™ A diferenca estd na
condi¢do de estacionariedade (iv) que aqui & representada pela condigdo (¢). Note porém que, se
(c) for satisfeita entdo {iv) também serd.

Este Teorema é de grande importancia, pois uma condigio suficiente para que um problema
satisfaga as condigdes (a)-(¢), possuindo um ponto de sela, é que seja convexo, O Teorema a seguir
fundamenta 2 afirmac¢éo de que a convexidade de um problema garante a suficiéncia das condicoes
de Kuhn-Tuacker.
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Teorema 1.4 Suponha que f(-), g;(-), 1= 1,2,...,¢ sdo fungdes convezas sobre I convero e que
exista © € Q tal que g(z) < 0. Entdo 2° resolve (1.15) se e somente se existem multiplicadores de
Lagrange w® > 0, i=1,2....,q, tais que o par (2°, w°) satisfaca as condicées de Kuhn-Tucker,

A condicdo ¢g(z) < 0, chamada de qualificagdo de restri¢do, indica que o conjunto de restri¢des
deve ter um ponto interior. Como os problemas convexos sempre possuem um ponto de seia, a prova
deste teorema torna-se imediata, através da similaridade entre as condicdes {i}-(iv) e as condigGes
{a)-(¢).

Uma consequéncia imediata do Teorema é que se (z°, w?) é um ponto de sela de I{z, w), entdo,
pelas condigdes (a)-(c), 2% é a solucio de (1.15).

Considere agora a funcdo ¢() definida como

P(w) 2 inelél Iz, w) {1.17)

Chama-se de problema dual de (1.15) o problema

max é(w) (1.18)

onde ¢(-), denominada fung¢do dual, é concava sobre o dominio W, dado por
w e {w>0:3 mels% Iz, w)} (1.19)

Os problemas dual e primal estdo relacionados entre si por diversos aspectos, como sera visto
no decorrer desta se¢do. A primeira relagdo apresentada diz respeito a factibilidade.

Proposicdo 1.7 Sejam os problema primal e dual definidos como em (1.15) ¢ (1.18). Se a solugdo
do primal for limitada (o valor da funcdo objetivo na solucdo € finito), entdo o dual serd factivel;
se o primal for factivel, a solugdo do dual serd limitada.

Verificou-se anteriormente que problemas convexos possuem uma caracteristica bastante de-
sejavel que é a existéncia de um ponto de sela (2% u") e que, em consequéncia, 2° resolve o
problema primal. O objetivo agora sera o de verificar que no ponto de sela também estd a so-
lugao do problema dual e que os valores das fungdes f(-) e ¢(-) nas respectivas solugbes 6timas sao
identicos.

0 0

Teorema 1.5 Se existem z°, w" solucées factiveis primal e dual, tais que $(w®) = f(z%) entdo z
resolve o primal ¢ w° resolve o dual.

Uma condigdo suficiente para que tenham sido encontradas as solugdes dos problemas primal
e dual é que as func¢des que estdo sendo otimizadas possuam o mesmo valor para as respectivas
solugdes. O proximo Teorema mostra onde é satisfeita a condigio apresentada pelo Teorema 1.5.

Teorema 1.6 O par (2%, w®) ¢ um ponto de sela de (z,w) se e somente se z° e w® sdo factiveis

e p(w®) = J(z").
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Observe a importancia do papel desempenhado pelo ponto de sela (2% w%) na solucio de um
problema convexo. Além de ter sua existéncia garantida nesta classe de problemas, os Teoremas
1.5 e 1.6 mostram que no ponto de sela encontra-se tanto a solugdo do problema primal quanto a
do problema dual. A consequéncia deste fato é que, na busca da solucdo de um problema convexo,
a abordagem pelo problema primal e a abordagem pelo problema dual sio equivalentes,

1.4 Solucao Através de Aproximacao Tangencial

Na segao anterior foi formulado o problema dual de um problema convexo {(primal) e verificada a
equivaléncia da solugio do dual em relagiio ao primal a partir da existéncia de um ponto de sela.
Nada foi dito porém quanto a encontrar a solucio do dual. E deste assunto que trata esta segdo.
Antes, porém, é necessdrio definir o conjunto de subgradientes da funcio dual ().

Definicio 1.4 Seja ¢(-) definida como em (1.17). Entdo o vetor u € R? € um subgradiente de
#(-} no ponto w® € W se

dw) < p(w)+ < p,w—uw’> VYweWw (1.20)

O conjunto de todos os subgradientes de ¢{-) no ponto w® sera denotado por d¢(uw?). Seja

X (w) 2 {.:z: 2= arg min f(x,w)}. (1.21)

Pode-se mostrar que para qualquer z € X(w), g{z) é um subgradiente de ¢(-). E possivel,
portanto, fazer uma aproximacao tangencial de ¢(-) através de hiperplanos suportes nos pontos
wteW, i=1,2..q, cujas inclina¢des serdo dadas pelos subgradientes g(a®), 2' € Q, i =
1.2,...,4q.

O problema gerado por uma aproximacao de @{+) a partir de r subgradientes consistiria em

max ¢ (w) (1.22)
onde
¢"(w) = min {f(z'}+ < w,y(a’) >} (1.23)

caracteriza a aproximacido de ¢(-).
Note que (1.22) é equivalente ao seguinte problema de programacao linear:

max o
wEW
(1.24)

saa. o < fzht <w,g(z) >, i=1,2, .7
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0O método de Aproximacao Tangencial consiste em:

Passo 1 - A partir de uma aproximacio com r subgradientes, resolva (1.24}, obtendo w"™*1;

Passo 2 - Encontre o valor de ¢(-) para w = w'

o(w'™) = min {f(z)+ < w, g(z) >} (1.25)

! ¢ um subgradiente g(z"*1).

obtendo uma solugio ="t
Passo 3 - Se 0 — ¢{w™*') < €, para € > 0 suficientemente pequeno, pare. Caso contrario, com os
valores de w™t!, 27! e g(27+1), adicione mais uma restricdo ao problema (1.24), faca r = r+1le
volte ao Passo 1.

Uma vantagem de se trabalhar com esta metodologia é que, independentemente da forma da
fungdo dual original, o problema {1.24) é sempre um problema de programacgao linear. O que o
método faz, quando a cada iteraco acrescenta uma restricdo ao problema (1.24), é melhorar a
aproximagao da funcdo dual. Note que a aproximacao feita por subgradientes sempre superestima
o valor de ¢(-) e, assim sendo, o valor da diferenca o — ¢{w"*!) serd sempre um valor positivo.

1.5 Existéncia do Gradiente: Teorema de Daskin

Uma andlise que sempre deve ser levada em conta quando da abordagem do problema dual refere-se
4 diferenciabilidade de ¢{-). Caso a diferenciabilidade seja garantida, encontrar o valor de d¢/dw
& uma operagdo simples.

Note que a solu¢do do problema dual nao depende desta analise, uma vez que na se¢io anterior
foi apresentado um método que encontra a solucdo, bastando apenas que ¢(-) seja continua. O que
interessa aqui é determinar sob que condi¢des a propriedade de diferenciabilidade de ¢(-} para todo
w e W é valida.

Teorema 1.7 Seja o problema primal (1.15) onde f{-) e g;(*) sdo fungoes continuas sobre 1. A
fungao dual ¢(-) € diferencidvel no ponto w® se e somente se g(-) for constante sobre X{w) e, neste
caso, o valor de cada derivada parcial sera dado por

g9

3“”5 wmmw?

= gi(z), Yze X (1.26)

Prova: Este Teorema é demonstrado a partir de um outro resultado: dadas as condicdes impostas
sobre f(-), g} e Q, a derivada direcional unilateral de ¢{-) existe em qualquer direcdo h e em
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qualquer ponto w € W: seu valor é dado por

Dolw.h) = lim dlw + ah) — o(w)
w-—0F 83
) {1.27)
o xm Olxw
- mgl_?{%?w};hi hw;
oz, w) .
€ como “ow = gi{x), entdo
D¢(w,h)= min Zhigi(m) (1.28)
$EX(w)E.21

Para calcular a derivada parcial de ¢(-) em relagio a w;, basta fazer h igual ao i-ésimo vetor
unitrio ' em (1.28). Assim sendo, tem-se que

Do, ') = (Q?if = min (o) (1.29)
’ - dw; - reX{w) 9 ’
No caso da derivada parcial a esquerda tem-se, com h = ~¢°,
(26) < i HWzdlozoh)__y, olwtal=e) = so)

Aw; w—0F o w—at o
{1.30)

= —D¢(w,~e') = — min - g;(z) = i

b(w, —e') L~ (z) ,hex g (z)

Sabe-se que a condigdo para que uma fungio seja diferencidvel é que a sua derivada i esquerda
seja igual a sua derivada & direita. Note que, no caso de ¢(-), a partir de {1.29) e (1.30), isto sé
serd possivel se g;(-) for constante para todo z € X{w).

Sendo gi(-) = k{w) constante sobre = € X (w), entéo a expressdo da derivada direcional de ¢{-)
em qualquer direcdo A (1.28) torna-se

D(w, k) = lc(w)Zhi (1.31)
(=3
que é linear com rela¢do as componentes de h.

Lema 1.1 (Teorema de Fenchel) Seja ¢(-) uma fungdo concava sobre um conjunto convezo .
Seja y° € int Q e suponha que Df(y°, k) € linear em h. Entdo &(+) € diferencidvel em yY.

Estd provada a necessidade. A suficiéncia é imediata, uma vez que, como foi mencionado
anteriormente, a igualdade das derivadas laterais é condicdo para a diferenciabilidade. o

Um caso de particular interesse, e que na verdade motivou esta andlise de diferenciabilidade, é
quando mig I[{z,w") tem apenas uma tnica solugdo zV. Neste caso, X (w®) é o conjunto unitrio
e
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(Singleton) composto apenas por z°. Consequentemente, g{z%) serd constante sobre X {(w?), fazendo
com que ¢f-) seja sempre diferencidvel.

A vantagem de garantir a diferenciabilidade de ¢{-) é a possibilidade de usar métodos baseados
no gradiente V¢(-) para maximizar a funcio dual.

Uma classe de problemas em que X({w") é sempre um conjunto unitirio é obviamente a dos
problemas estritamente convexos. Um exemplo de problema convexo bastante conhecido e explo-
rado na teoria de controle - o regulador linear-quadrético - serd também tratado neste trabalho,
porém no contexto de programacio multicritério.

1.6 Programacao Multicritério: Aspectos Basicos

Em Programagdo Multicritério procura-se otimizar ndo uma funcdo, mas um vetor de funcdes
agregadas por uma fung¢do valor ou utilidade {Yu, 1985). Considere entdo o problema multicritério

win V(f(2)) (1.32)

onde {) é um conjunto convexo qualquer e f(-): @ — R™ é um vetor composto pelos critérios a serem
minimizados fi(+) : @ — R, = 1,2,..,m, agregados pela fungio valor V{-) : R™ — R, suposta
crescente em relagdo a cada critério. Uma caracteristica importante da programacao multicritério
é que V() nao precisa ser explicitamente conhecida. Em geral, apenas propriedades globais como
diferenciabilidade, convexidade e crescimento em relagio a cada critério sdo suficientes para garantir
uma solugio eficiente. As funcdes aqui consideradas satisfazem estas condigdes.

Como geralmente os critérios sdo conflitantes, ou seja, numa situagio de equilibrio a diminuicio
do valor de um critério implicard no aumento de pelo menos um outro, nio existe para {1.32) uma
solugao 6tima, no sentido empregado em problemas escalares. A Figura 1.1 ilustra esta situacio.
Por exemplo, ao variar-se x dentro do intervalo [a, ] de forma a reduzir do valor de fi(-) provoca-se
um aumento no valor de fy(-). Em Programacio Multicritério, a solugio é caracterizada através
do conceito de eficiéncia.

fr(z)

a b T

Figura 1.1: Minimiza¢io simultinea de duas fungdes.
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Definigdo 1.5 (Solugio Eficiente) Diz-se que 2* € Q € uma solucdo eficiente de (1.32) se ndo
existe nenhum outro ponto x € 1 tal que f(z) < f(z*) e f(z) # flz*).

O conjunto de solucées eficientes serd denotado por Q* (Na Figura 1.1, 1" seria o préprio
intervalo {a, b]). O problema (1.32) formulado no espaco dos critérios assume a forma

min V(y) (1.33)
onde F, definido como
Fe {y€R™: y= f(z), pera algum 2z € Q} (1.34)

é o mapeamento de  no espago dos critérios, representado por simplicidade por F = f(Q); I
denotard o conjunto de solucdes eficientes no espago dos critérios, ou seja I' = F8r). E possivel
mostrar (Ferreira e Geromel, 1990) que pontos interiores de F nio satisfazem a Definicio 1.5 e
consequentemente I' C @F, onde F representa a fronteira de F (ver Figura 1.2).

Y2

Y
m t\,JD h

Figura 1.2: Problema no espaco dos critérios.

Condigdes necessarias para caracterizar a eficiéncia de uma solucio z* serdo derivadas a seguir
através de problemas escalares, os quais estio relacionados ao problema original multicritério.

Teorema 1.8 Se existe um j € [1,2,....m] e nimeros reais ¢;, i = 1,2,....m (i # ) tais que
file™) < fi(x) para todo z € Q tal que

filz)<e s i=1,2,,m{i# 5 (1.35)

entdo z* € {1 € uma solugdo eficiente de (1.32).
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Prova: Por contradi¢do, suponha que 2* é eficiente mas nio satisfaz as hipdteses do Teorema.
Entdo, para todo j € [1,...,m] e todos os nimeros reais ¢;, i = 1,2,...,m{¢ # j}, z* nio minimiza
f;(+) sujeito a (1.35). Em particular, se 7 = 1 e ¢; = fi(z*), ¢ = 2,...,m, entdo existe um vetor
£ e Qtal que fi(2) < file™) e fi(2) < fi{z*), i = 2,...,m, 0 que contradiz, pela definicio de
solucdo eficiente, a hipdtese de eficiéncia de z*. o

Através do Teorema acima é possivel entdo determinar quando z* é uma solucio eficiente de

{1.32).
Teorema 1.9 Se para todo j € [1,2,....,m], 2* € a solugio do sequinte problema:

min f;(x)

s.d. fz(x)Sft(z*)v t=1,2,....m (z%])

(1.36)

entdo =™ € eficiente.

A prova deste teorema segue diretamente como consequéncia da prova anterior. Uma outra
técnica usada para a caracterizacio de solugdes eficientes, e que serd de grande importéncia para o
desenvolvimento deste trabalho, é a que faz uso do problema paramétrico

min < w, f(z) > (1.37)

Proposigdo 1.8 Seja x(w) uma solugdo dtima de (1.37) para w € W. Entdo z(w) € Q é uma
solugdo eficiente de (1.32) se

a) w; >0, i=1,2,...,m
ou
b) z(w) € solucdo inica de (1.37)

Sob a hipdtese de convexidade dos critérios de desempenho. 0 pode ser completamente gerado
variando-se w sobre W definido em (1.2). Em outras palavras, se y* € T', entao existe w € W tal
que y* = f(z(w)), onde z{w) resolve {1.37).

Este resultado pode ser interpretado através do conceito de dualidade visto anteriormente. Se
o problema for convexo, entao I' admite um hiperplano suporte em qualguer solugio eficiente de
{1.32), uma vez que se z{w*) ¢ solucio eficiente de (1.37), entdo f(z(w*)) € I' C &F {ver Figura
1.2). Assim resolver (1.32) é equivalente ao problema de encontrar o vetor w = w* que fornece
™ = z{w*)

1.7 Controle Otimo Escalar

A busca de uma estratégia 6tima de controle para um sistema dindmico qualquer é naturalmente
motivada pela existéncia de um ou mais critérios de desempenho a partir dos quais se deseja avaliar
a agdo de controle. Esta avaliacio pode ter como objetivo, por exemplo, encontrar um controlador
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que leve o sistema ao estado desejado no menor tempo possivel ou com um minimo de energia

despendida. Tradicionalmente, resolver um problema de controle 6timo consiste em encontrar uma

lei de controle para um sistema dindmico que minimize um critério de desempenho pré-estabelecido.
Seja o sistema cuja dindmica é regida pela equacio

t = olz(t), u(l)), z{0) = zq (1.38)

onde z(-) : [0,T] — X C R™ é o estado do sistema, e X' é um conjunto aberto e w(-): [0,T] = U
¢ uma fungdo continua por partes que representa o controle, sendo U uma esfera g-dimensional de
raio fixo. O problema de controle 6timo para o sistema dinidmico acima é formulado como

. ! d T
ﬁﬁ;ﬁwD“{Lf“““””t +g@(n} (1.39)

z = o(z(t), u(t)), z(0) = zq

onde J(-} representa o critério de desempenho que avaliard o controle sobre o conjunto de todos
os controles factiveis if C U, definidos no intervalo de tempo [0,7]. Supe-se que as funcdes f(4)
e g{-) que compdem J{-) 530 continuamente diferencidveis com respeito a seus argumentos. Note
que f(-) considera o estado e o controle durante todo o intervalo de tempo, enquanto g(-) leva em
conta apenas o valor do estado final na solu¢io do problema.

1.7.1 Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman

Dentre as diversas formas de se resolver o problema de controle 6timo apresentado na secao anterior,
encontra-se a abordagem baseada na Equacdo de Hamilton-Jacobi-Bellman. Através do Principio
da Otimalidade de Bellman sabe-se que, se u(t) € U, t € [0,7] resolve (1.39), entdo u(t) € U,
t € [t*,T] é solugao de

u{-) el

V{z*,t*) = min {/Tf(x(t),u(t))rft + g(x(T)_)}
s (1.40)

&= o(a(t),u(t),  o(t) ="

onde V{-) é a fun¢do valor dlima associada ao problema. Se os valores de V{x(T),T) forem conhe-
cidos para todos os valores de (7'} possiveis e supondo um instante de tempo AT suficientemente
pequeno, entao

u{-yetd

V(2(T_4),T-a) = min {/T Flz{t),u())dt + 't,r(m(T),T}}
T-a (1.41)

= uI(%iélu {f(2(Toa), u(T_a))AT + V(2(T),T)}

onde, por simplicidade, foi introduzida a notacio T — AT = T_r e T 4+ AT = ThA.
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Como por hipétese V(z(1),7T) é conhecido, a solugio do problema consiste em encontrar o
controle que transfere o sistema do estado z(1_.. o) para (7). Através de {1.38) tem-se que

2(T) =2 T_M—/ 1), ult))dt
(1.42)
= a(Toa) + dz(T-a), w(T-a))AT
Para um ¢ genérico, pode-se entdo reescrever (1.41) como
Va:ttwmm a(t AT + V{z(T T
(z(t),1) T {F(2(1), u(t)) (2(Tya), Thal} (1.43)
onde x(Tya) = «(t) + ¢(z(t), u(t))AT. Expandindo em série de Taylor, obtém-se entio
, . av
V{e(Tea), Tea) = V{a(t), ) + E&-—é(a:(t), u(t))AT+
(1.44)
+%‘£AT + O(AT?)

Substituindo {1.44) em {1.41), dividindo-se por AT, reagrupando-se os termos e tomande o limite
quando AT — 0, encontra-se a Fguagde de Hamilton-Jacobi-Bellman que fornece V(x(t),1):

av(a;gz),z} b min {f(x(t u(t)) + V(;;t),t) ¢($(t)’u(t))}: . L

Apds encontrada, a fungdo V() caracteriza a solugdo do problema (1.39).

1.7.2 Problema Linear-Quadréatico

Em geral, (1.43) ndo admite uma solu¢do analitica. Uma exce¢Bo importante, cuja solugio é
bastante conhecida e explorada na teoria de controle étimo, é a do problema linear-quadratico
(PLQ}, onde o critério de desempenrho para (1.39) é do tipo

T(u() = % /O T (00 + () Ru()dt + %x(T)'Fm(T}, (1.46)
onde @ =Q' >0, F=F >0e R= K > 0. Neste caso, tem-se como funcio valor
Via(t), 1) = %x(t)’P(t)x(t), P(t)= P(t) > 0, (€[0,T] (1.47)
P(-) é solucao da equacdo matricial de Riccati

P(t)+ P(A+ A'P(t) - P(OSP() +Q =0, P(T)=F, (1.48)

S =BR'B (1.49)
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O controle étimo, solugio de (1.45), tem como expressio

w'(t) = —RTVB'P(Dz(t), tel0,T], (1.50)

Note que a solugdo para o controle é do tipo u{t) = —K(t)z(t), caracterizando wma realimen-
tacdo de estados. Para a trajetéria étima tem-se

= (A~-SP(t)z(t), z(0)= zs, (1.51)

e o valor do critério de desempenho é dado por

J(u*()) = %zgp(O)zD (1.52)

1.7.3 Principio do Minimo de Pontryagin

A solugdo de problemas de controle 6timo pode ser caracterizada através das condig¢oes de otima-
lidade estabelecidas pelo Principio do Minimo de Pontryagin. Nesta secio serio apresentadas as
condigoes para sistemas de controle com tempo e estado final livres. Este é um resultado de grande
importancia para a teoria de controle e sua demonstra¢io pode ser encontrada, por exemplo, em
Athans e Falb (1966).

Considere o problema de controle étimo

min /OTf(:c(t},u(t))dt + g(x({T))

u{-)eld

= d(z{t), u(t)), z{0) = x¢

Suponha que ndo existe restrigdo quanto ao estado finat do sistema {estado final livre) e que o
sistema trabalha com horizonte de tempo livre.

As condigbes de otimalidade apresentadas a seguir foram desenvolvidas a partir de um sistema
candnico associado ao problema original (1.53), formulado através da funcio Hamiltoneano

H(2(2), p(t), u(t)) 2 fla(t), u(t)) + p(t) é(z (1), u(t)) (1.54)

onde o vetor p(-) é denominado de vetor de co-estados do sistema. Note que a derivada em relagao

apl(:)é .
) = ¢(z(t),ult)), (1.55)

e que, devido as hipéteses anteriores, f(-) possui derivada parcial continua em relacao a z(-).
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Definicdo 1.8 Seja a fungdo Hamiltoneano definida em (1.54). Chama-se entdo de sistema
candnico ou sistema hamiltoneano associado ao problema de conirole 6timo (1.53), o sistema
T = == p(e(l), ull))
(1.56)

. %g _ af{;c(;l, u(1)) . <5<ﬁ(i((§; u(ﬂ));p(é)

A partir da definicdo do sistema candnico é possivel estabelecer condigdes necessirias de o-
timalidade para um controle u*(.) relacionado ao par {2*{-},p*{-)), solu¢io do sistema candmico

(1.56).

Teorema 1.10 (Principio do Minimo de Pontryagin) Seja u*(-) € U o conirole que transfere
o sistema considerado do estado z(0) para o estado z(T), cuja trajetéria correspondente ¢ dada
por z™(t), t€[0,T]. Seu™(-) € o controle dtimo do sistema em termos do problema (1.53} entio
existe uma funcdo p*(-} tal que:

1) p*(*) e 2*(-) sdo solu¢des do sistema canénico

. o
P o
dp
{1.57)
oo
7= e
satisfazendo as condicées de contorno
o’ gy - d9(z™(T))
i) w*(t) minimiza H(z*(t),p™(t), u(t)) sobre U para t € [0,T), ou seja
x(n)inu H(x™(ty, p (1), u(t)) = H(z (). p (1) u™(1)) (1.59}
ul- ;&
iil) H{z*(1),p"(t), u*(t)) deve satisfazer a relagdo
H(z*(t), p*(t), v ) =0, Vite{0,T] (1.60)

Vale a pena ressaltar que se forem mudadas as hipdteses iniciais sobre o problema (1.53), as
condigbes derivadas do Principio do Minimo sofrem alteracoes.

1.8 Problema Linear-Quadratico Gaussiano

O problema linear-quadrdtico gaussiano é um caso particularmente interessante de problemas de
controle de sistemas sujeito a ruidos, por possuir uma solugio analitica e de ficil implementagao.
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Como normalmente ¢ feito nos estudos preliminares deste problema, os sistemas lineares considera-
dos serao invariantes no tempo. Por simplicidade, os resultados aqui apresentados concentrar-se-io
nas propriedades do problema linear-quadratico gaussiano propriamente dito; uma exposicao geral
sobre controle estocdstico pode ser encontrada, por exemplo, em Dorato et al. (1995). O problema
linear-quadrético gaussiano consiste em, dado o sistema linear estocastico

&= Ax(t) + bul(t) + v(1)
(1.61)
y(t) = Ca(t) + (i)
onde os vetores aleatdrios v(t) e ¥{t) representam ruidos brancos gaussianos de média nula e nio
correlatos, com as seguintes matrizes de auto-correlacio

E{v( (r)} = Té(t - 7)

: 1.62
E{p(0)d(r)} = ws(t — 1), (1.62)

encontrar o controle que minimiza um funcional quadritico do tipo
J(u(:)) = I:lim E{z(tYQz(t) + u(t) Ru(t)} (1.63)

onde @ = Q' > 0e R = R > 0. As informagdes sobre o controle u(f) estio disponiveis de forma
direta, enquanto que as informagdes sobre o estado estio disponiveis de forma indireta, através do
vetor de medidas y(1}, que por sua vez estd sujeito a rufdos.

1.8.1 Solucgdo do LQG via Problema Deterministico

A andlise do problema linear-quadritico mostra que existe uma grande semelhanca entre o caso
estocdstico e o deterministico, de forma que sdo facilmente identificiveis elementos que podem ser
chamados de duais. Esta propriedade serd utilizada para encontrar a solucio do estimador Stimo
para o caso estocdstico, como serd visto ainda nesta segéo.

Sabe-se que o problema deterministico

[a)
min/ 2 Qadt
£ Jo

(1.64)
&= Az{t), (0)=z¢
tem como solugido otima (Seqio 1.7.2)
Vi = Tr{Pugap}

(1.65)

AP+ PA+Q =0

Por outro lado, o problema estocdstico

min lim E{z'cc'zdt)

: (1.66)

dr = Axdt + dw
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onde o vetor ¢ é dado e dw € um processo de Wiener, com matriz de convariancia Wdt, tem como
solugdo otima (Dorato et al., 1995)

Ve = Tr{Scc’}
(1.67)
AS+ 54+ W =40

Note que estes problemas, apesar de fazerem parte de dominios diferentes, possuem solugdes
semelhantes. Comparando-se {1.65} e (1.67) tem-se as seguintes dualidades:

1. x5 é dual em relacio a ¢
2. A maftriz ponderagio de estados () é dual em relacdo a matriz de intensidade de ruido W

3. A matriz de sistema A é dual em relacio a 4’

Neste sentido a solugdo do problema deterministico pode ser usada para resolver o problema
estocdstico, como serd visto a seguir.

1.8.2 Filtro de Kalman-Bucy

Como os estados do sistema estocdstico (1.61) ndo estdo diretamente disponiveis e as medidas y
estdo sujeitas a rufdos, nasce naturalmente a necessidade de se derivar um sistema dinamico que
seja capaz de fornecer um valor estimado Z(¢) o mais proximo possivel do estado original z(¢). Para
tanto, define-se uma varidvel erro de estimativa ¥ = z — hz e a seguinte funcdo a ser minimizada:

Vo= Jim E{#(t)ec'#(1)} (1.68)
— 0
onde o vetor linha ¢ é dado.
O estimador &timo terd a seguinte estrutura
&= A&+ Bu+ K(y - C#) (1.69)
onde Ky representa a matriz de ganho do filtro. A partir de (1.61} e (1.69) obtém-se a seguinte
expressio para o erro de estimacao.

§=(A-K;C)+¢ (1.70)
onde o processo §{ = v -~ K s representa um ruido branco gaussiano de média nula, com a seguinte
matriz de correlagio:

E{E(n)} = (KyWK + T)o(t - ) (1.71)
Neste caso, a soluggo para {1.68) pode ser encontrada a partir de
V = Tr{Scc'}

(1.72)
(A — }—i’fC)S + S(A - ﬁ'fcy -+ fff‘lfﬁ'} +7 =0
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que apresenta caracteristicas similares as do problema do regulador linear-quadratico determinfsti-
o, visto na Secdo 1.7.2. Observando a equacae de Riccati dada por (1.48) para o caso de regulacio
em horizonte de tempo infinito (P = 0), tem-se as seguintes equivaléncias:

¢ T é dual em relagdo a () ¢ ¥ é dual em relagio a R
o ¢ é dual em relagio a z,
¢ A é dual em relagéio a A" e €' é dual em relacio a B

¢ K7 é dual em relagio a K

5 é dual em relacio a P

Portanto, através do dualismo deterministico-estocdstico, o valor do ganho do estimador K I
que minimiza (1.68) é dado por

K= 5C71 (1.73)
onde § satisfaz & equagdo algébrica de Riccati do filtro

A5+ 5A - SCUIC5+T =0 (1.74)

Ainda por dualismo, pode-se inferir que existe solugio estével caso o par (A’, C’) seja controlavel,
(A’, '} seja observivel, com T = E'E e ¥ > 0.

1.8.3 Principio da Separacao

Considere o problema de controle linear-quadrético gaussiano

minJ{u(-)) = Jim & {2(tYQaz(t) + u(t) Ru(t)} (1.75)

sujeito ao sistema estocdstico {1.61}. Assuma que estimador 6timo anteriormente encontrado possui
as seguintes propriedades

o O vetor de estados estimados £ e o vetor erro de estimativa # sdo nao-correlatos;
¢ O processo aleatdrio y~C'¢ é um rufdo branco com média nula e matriz de correlagio Wé(1—7).

Entdo é possivel encontrar a solugdo do problema aplicando-se o resultado a seguir, conhecido como
o Principio da Separacio.

Teorema 1.11 A solugdo do problema LQG consiste na solugio em separado do problema do
estimador dtimo (Filtro de Kalman-Bucy)

Ky = Syt
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onde S satisfaz d equagdo de Riccali
AS+ SA ~ SCUTICS+ T =0
e do problema de controle dtimo deterministico equivalente,
K.,=R'B'P
onde P safisfuz ¢ equagdo de Riccati
AP+ PA~PBR''B'P+Q =0

Prova: Dorato et al. {1995).
Como consequéncia deste resuliado, o problema LQG é resolvido através de duas equagdes de
Riccati desacopladas. O valor étimo do critério de desempenho ¢ dado por

J* = Te{PK;TK}} + Tr{5Q} (1.76)

1.9 Conclusao

Neste capitulo foram revistos os conceitos necessarios para a caracterizagiao de problemas convexos.
Foi enfatizada a importancia da existéncia do ponto de sela e a equivaléncia dos problemas primal
e dual. Discutiu-se ainda a questdo da diferenciabilidade da fun¢do dual e da solu¢do numérica do
problema dual. Finalmente, foram apresentados os aspectos basicos de um problema multicritério
convexo, com a caracterizagdo do conjunso de solugdes eficientes. Foi também abordada a solucio
do problema de controle 6timo deterministico.

Dentro da classe de sistemas estocdsticos, foi discutida a solu¢do do problema linear-quadrético
gaussiano, que possui uma solugdo analitica e de ficil implementacdo, em fungdo da aplicabilidade
do Principio da Separacio. :




Capitulo 2

Controle Multicritério
Deterministico

2.1 Introducao

A proposta deste capitulo é tratar o problema de controle multicritério através da programacio
matematica. Neste caso, como sera visto adiante, propriedades relacionadas a conjuntos convexos
terdo um papel fundamental no desenvolvimento, pois garantem a decomposicio do problema numa
estrutura de dois niveis {decisdo e andlise). No nivel de decisdo, os funcionais sio agregados em uma
fungdo valor, que refine as preferéncias do decisor sobre os critérios. Por outro lado, cada decisdo
tomada ¢ avaliada pelo nivel de andlise, em termos de desempenho e factibilidade, através de
um subproblema de controle étimo escalar, que preserva as propriedades do problema tratado. Em
particular, se os funcionais forem quadréticos, a solugio do problema de controle timo multicritério
consiste em solucdes interativas de equacoes de Riceati.

2.2 Formulacao do Problema

Em sistemas reais de controle é comum que exista mais de um aspecto que mereca avaliacio
quanto aos resuitados da lei de controle aplicada, implicando na existéncia de vérios critérios de
desempenho. Neste caso, a teoria de controle étimo apresentada nas secdes anteriores é insuficiente,
por tratar o problema com apenas um critério. A busca da solucio de problemas de controle
6timo com mais de um critério de desempenho serd abordada nesta segio. Serd verificado que
na formulagdo do problema de controle multicritério, os conceitos vistos na Secdo 1.6, que trata
do problema multicritério estdtico, sdo validos, bastando que sejam guardadas as peculiaridades
quanto a formulagdo de um problema dinamico.

Seja J(u(-)) = (Ji(u(-)}, ooy Tn(u(-))) um vetor de m critérios de desempenho, onde cada critério
Ji(+) : U — R & fungiio do controle u(.) € U, sendo U o conjunto de controles admissiveis para o
sistema, definidos no intervalo de tempo [0,T]. O problema de controle multicritério consiste em
procurar minimizar todos os critérios simultaneamente, ou seja, dado J(-) : 4/ — B™

26
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J(n.féZ J{uf-))
(2.1)

= Az(t) + Bu(t), z(0) = zg,

onde z(f) € R™ é o estado do sistema, u(t) € R? é a varidvel de controle, 4 e B sio matrizes de
dimensoes apropriadas.

Como foi visto anteriormente (Se¢do 1.6), geralmente os objetivos (critérios de desempenho)
sdo conflitantes, ndo existindo uma solugio dtima para {2.1) no sentido empregado em otimizagdo
escalar. Para o problema de controle multicritério, a solugao serd caracterizada sob o conceito de
controle eficiente.

Definigao 2.1 Diz-se que um controle u*(-) € U € eficiente se ndo existe nenhum outro controle

u(-) €U tal que J(u(-)) < J(w()) e J(u(-)) # J{w"(")).

O conjunto de controles eficientes sera denotado por I/*. De forma similar ao que foi visto para
problemas estdticos (1.37), o problema paramétrico

ur(r.l)iéku < w, J{u(-)) >
(2.2}
= Az(t)+ Bu(t), =(0)= =z,

assume grande importancia para o problema de controle multicritério, pois também neste caso, se
os critérios de desempenho forem convexos, o conjunto de controles eficientes I{* pode ser comple-
tamente gerado variando-se w sobre W definido em (1.2).
Como (2.1) possui um niimero infinito de soluces eficientes é necessirio entéo que haja interacio
com um decisor para que este decida qual dentre os controles eficientes serd a solu¢do do problema.
Supondo que as preferéncias do decisor sobre os critérios possam ser representadas atraves de
uma fungdo valor (ou fungdo utilidede) V(+) : U — R, o problema (2.1) pode ser reformulado como
segue:
i, V(I (u(-)))
(2.3)

& = Az(t)+ Bu(t), «(0)= zo,
Assim como no problema multicritério estdtico, apresentado na Segdo 1.6, a funcdo V(-) néo
precisa ser explicitamente conhecida. Em geral, apenas propriedades globais como diferenciabilida-

de, convexidade e crescimento com relagio a cada critério sdo suficientes para viabilizar o emprego
deste tipo de formulagio. Uma escolha usual para V() é

V() = 1Tu()) =~ ylp, P21 (2.4)

onde y é um vetor de dimensdo m composto pelos valores resultantes da minimizagio individual
de cada critério de desempenho, ou seja,
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Y= ur(r.l}ienu Ji(u()), i=1,2,...m (2.5}
O vetor y & conhecido como solugdo utdpica ou solugdo ideal porque geralmente y néo é atingivel.
Parap = 2 e p — oo tem-se os problemas de Salukvadze e min-max, respectivarﬁente. Note que
V(-} para p — oo é ndo-decrescente, contrariando a afirmacio feita na Secéo 1.6 de que V() deve
ser crescente com respeito a cada critério. Porém, este caso ndo requer hipéteses adicionais, sendo
naturalmente tratada pela metodologia proposta. A representacio explicita de V{-) nio é realmente
necessaria. Contudo, assume-se que o decisor seja capaz de lornecer avaliagdes locais de V(-) em
termos de {rade-offs implicitos e explicitos (Hwang e Masud, 1979). A hipétese de uma funcio
crescente garante que o controle u™(-) € I que faz com que V{-) alcance o seu minimo seja eficiente.
Seguindo uma abordagem similar, proposta por Ferreira e Geromel (1990), o método proposto
explora as propriedades anteriormente apresentadas, embora trabalhe diretamente no espaco dos
critérios
Fe e y=Ju(-), pare algum u{-} € U}. (2.6)

2.3 Algoritmo Basico

Note que o problema (2.1) estd formulado sobre o espaco das varidveis de decisio. Considerando-se
agora a formulacdo do problema no espago dos critérios, tem-se

min V(y) (2.7)

onde F caracteriza o mapeamento de I/ neste novo espaco, ot seja F = J (¢). Assim como no
caso estdtico, se {f” representa o conjunto de controles eficientes, entdo I' = J(U *) representa a sua
imagem ho espago dos critérios.

Observe que apesar do problema original ser dindmico, a formulagio no espaco dos critérios
permanece estatica. Apesar disso, e além de outras vaniagens que esta reformulacio do problema
apresenta, /' ¢ apenas uma abstracio, tornando a sua implementacio computacional invidvel. Além
disso, 7~ em geral ndo preserva a convexidade do problema, isto ¢, o problema (2.7) pode ser nao-
CONVexo mesmo que o problema original (2.1) seja convexo. Portanto, tornou-se necessario buscar
uma representagio convexa para F. Usando-se técnicas bésicas de relaxagio e projecio serdo feitas
aproximagoes sucessivas de F a partir da seguinte definicio.

Definigdo 2.2 Diz-se que um vetor y € R™ de trade-off ’s implicitos € satisfatorio se existe u(-) €
U, tal que J(u(-)) < y.

A projecio da restricdo  J(u{-)} < y, u{-} € U sobre o espaco dos trade-off’s implicitos é
representado pelo conjunto convexo

cs fyeBR™: J{u{-)) <y, paraagum u(-) €U} {2.8)

o qual também define todo o conjunto de solucdes satisfatérias.
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Ao invés de se trabalhar com o conjunto B™ como dominio para os trade-off’s implicitos,
podem se considerar alguns subconjuntos ¥ C B™, desde que nio se exclua nenhum elemento de
C. Por exemplo, um caso limite ¢ Y 2 {y : ¥ > y}, onde y é a solugdo ideal dada por {2.5).
Na pratica os vetores y mais usados sao a solugé,ow ideal e a origem do espaco Rf™, ou seja,
yElyer™ : y=[00... 0}

" Considere agora o problema de se determinar a melhor solucio satisfatéria de {2.1}, ou seja,

in V 2.9

nin, V(y) (2.9)

Teorema 2.1 Seja y* a solugdo otima de (2.9). Entdo, y* resolve o problema de controle multi-
critério (2.7).

Prova: Se y* € (N Y resolve (2.9) entdo existe u*(-) € Y tal que y* = J(u*(-)). Caso contririo, se
y* > J(u(-)) e v # J(u™(+)) entdo y" = J(u*(-)) contradiz a otimalidade de y*, pois g’ € CNY e
V(y®) < V(y*), devido is hipSteses prévias sobre V{.). Note finalmente que 7 C C N Y, permitindo
concluir que J{u*(-)) € F também resolve (2.7).
d
Consequentemente, os problemas (2.9) e {2.7) sdo equivalentes. Porém, ao contrédrio de (2.7), as
restri¢des de (2.9) podem ser caracterizadas através da seguinte propriedade de conjuntos convexos,
que re-edita o resultado enunciado no Tearema 1.1 para problemas de controle.

Teorema 2.2 Seja C definido por (2.8). Entdo, y € C se € somente se y satisfaz o sistema linear
com infinitas restricdes

r(lrl)inu <w, Ju(:))-y> < 0, YweW (2.10)
ul- )&
(]

Observe que a minimizagdo indicada em (2.10) é independente de y. O Teorema 2.2 permite
representar (2.9) através do seguinte problema com infinitas restri¢des

min Viy)
(2.11)
<w,y> > <wJulw, 3> YweW
onde
)= in < w,J{u(-)) > 2.12
u{w, ) arg min < w (u(-)) (2.12)

E ébvio que alguma estratégia de relaxacio deverd ser empregada para resolver (2.11). Técnicas
de relaxacio sfo baseadas em duas etapas principais:

i) determinar se a solu¢do corrente do problema satisfaz a todas as restrigbes ignoradas e, caso
contrario,

1) gerar uma nova restri¢do ou, de preferéncia, a restri¢io malis violada, para ser adicionada a
aproximacao da regiao factivel anterior.
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Consequentemente, uma questao bésica é determinar se um dado y € Y é factivel para (2.11).

Proposicdo 2.1 Dado y € Y, entdo y € C se e somente se @{y) <0, onde

Oy) = max min < w,J{s(")-y >

(2.13)
= max $(w)
=
sendo N
Hlw)= min < w, J{u(-)}-y> (2.14)
ul-) €l

A verificagdo deste resultado é imediata. Claramente, se ©(y) > 0 entdo a restricio mais violada
do problema (2.11) é automaticamente identificada. Antes de partir para a implementagio pratica
da Proposicdo 2.1 sdo necessdrias algumas defini¢bes e propriedades adicionais sobre o problema
min-max.

Teorema 2.3 Seja U o conjunto de controles admissiveis e defina

U(w) 2 {u(-) 1 u{-) = argu?‘l)iétu <w,J(u())~y >}
(2.15)

€2 TOM)) -y, wO() € U(w)

Entdo, para qualquer u°(-) € U{w), tem-se que £ € B¢(w), onde 8{w) representa o conjunto
de todos os subgradientes de ¢(-) em w.

Prova: Novamente a prova é imediata, uma vez que
p(v) < <v, J(u())—~y> Yu()el, veW
Hlw) = <w, J(W)) -y > Yu()ellw), weW
Fazendo-se u{-) = u°(+) e subtraindo-se as duas equacdes encontra-se
B(0) < Gw) + €0 —w), VveW

que é precisamente a definicio do subgradiente de ¢(-) em w (Lasdon, 1970).
0
A existéncia de um subgradiente em qualquer ponto w € W é suficiente para garantir a imple-
mentagao de um método baseado em Aproximagdo Tangencial, com o objetivo de resolver (2.13). A
solugdo d6tima de (2.11) é obtida através do seguinte procedimento, chamado de Algoritmo Bésico
{Carvalho e Ferreira (1993;1995a)).
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Algoritmo Basico
Facak=0e)Y9=Y.
Passo I. Resolva o problema relaxado

in V 2.16
min (%) (2.16)

Seja y* a solucio relaxada
Fasso 2. Resolva o problema min-max

Ok = . Y ok
(y") = max i < w, Ju(-)) -y >
Escolha w" € W e faca £ = 0.
Passo 2.1 Resolva o problema de controle dtimo (min)
: ‘ k
<w,J{u(-)) -y >
Juin <’ J(u()) -~y
obtendo u®{-) € U(w'}, £ = J(u'{-)) — y* e g(w?).
Passo 2.2 Resolva o problema linear (maz)

max o
wi W
o

o < <w > i=12,..,L

Seja o't w™! a solucio Gtima encontrada.
Se ot — $(w™tt) < ¢, para ¢ > 0 arbitrariamente pequene, faca w
uF () = uf() e O(y*) = ¢! e vd ao Passo 3. Caso contrério, faga £ = £ + 1
e volte ao Passo 2.1.
Passo 3. Se ©(y*) < 0, entdo u*{-) = u{w*, ) resolve (2.1) e y* = J{u*(-)) resolve (2.11)
((2.9)). Caso contrério, adicione a restricio mais violada a }'*

B qpttl

Yol ={y e ¥ i< wh iy > 2 < b, J(u(-) >}
faga k= &k + 1 e volte ao Passo 1.

Com relagao ao Algoritmo Basico, varias observacdes e interpretacdes tteis sio possiveis.

Observe que o Algoritmo Bésico decompde o problema de controle multicritério dindmico
original em uma estrutura hierdrquica. O nivel superior desta estrutura é representado pelo
Passo 1 e envolve apenas os aspectos de decisdao do problema. Este nivel diz respeito a solucdo
de um problema multicritério relaxado e estatico sob condigbes extremamente favordveis, pois
os critérios e as restrigGes sdo lineares e o ndmero de variaveis {critérios) é igual a m, o qual
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frequentemente é muito pequeno. Um método de programacio matematica adequado pode
ser aplicado, dependendo da natureza de V(.). Observe também que através da projecio
do problema no espago dos critérios, a possivel ndo-separabilidade do problema original no
sentido da Programacdo Dindmica (Larsen e Casti, 1078) é superada. Observe também que,
mesmo quando todos os critérios do problema sdo separdveis no tempo, o efeito de agregacio
causado pela fungdo V(') pode em principio levar & perda desta importante propriedade;

ii) O nivel inferior da estrutura ¢ representado pelo Passo 2 e compreende apenas os aspectos
de controle 6timo do problema. Para cada w € W fixo, o problema interno é definido
pela minimizacdo de uma combinagio convexa dos funcionais sujeita & dindmica e restrigdes
originais do sistema. Consequentemente, as propriedades de uma dada classe de funcionais
sao preservadas e evita-se a necessidade de uma abordagem baseada no aumento de estados,
como proposta por Salukvadze (1982). Tal caracteristica é particularmente importante para
a classe de problemas lineares-quadrdticos, que serd discutida mais adiante na Secio 2.5.

iii) Embora tenha sido originalmente desenvolvido para problemas convexos, o método aqui
proposto pode também ser aplicado em problemas nao convexos. Com efeito, a hipétese de
convexidade é usada para assegurar que todo o ponto y € I’ {e, consequentemente, a solucgio
y* do problema} admita um hiperplano suporte que possa ser gerado através do problema
paramétrico. Em geral, o método minimiza V(-) sobre a casca conveza de C e uma hipétese
mais fraca para a obtengdo do controle u*(-) que resolve {2.1) poderia ser a existéncia de um
hiperplano suporte na solugio étima y*.

Uma propriedade adicional e interessante deste método é estabelecida no Teorema 2.4.

Teorema 2.4 O controle étimo u*(-) = u(w*, ) obtido no Passo 2 do Algoritmo Bdsico € a solugio
do Problema min-maz

: p
3 - 2.17
Join max {J(u() - v’} (2.17)

Prova: Este Teorema é verificado notando-se que (2.17) pode ser reescrito como

min o
u(yEt
T

o < Jilu(-D)-yF, i=1,2,.,m.

cujo dual é precisamente o problema min-max do Passo 2 (ver Geoffrion (1972) para a verificacdo
de um resultado similar) e, obviamente, os problemas sio equivalentes, devido as hipiteses de
convexidade.
a
Vale a pena notar gue, se y = 0, entdo o problema (2.13) é exatamente o problema min-max
de Medanié e Andjeli¢ (1971, 1972) estendido para um problema multicritério convexo. Portanto,
o Algoritmo Bdsico pode ser visto como uma generalizacio deste procedimento para uma funcio
valor V() arbitraria.




2.4 Convergéncia e Implementacio Realimentada 33

2.4 Convergéncia e Implementacao Realimentada

Observe gue, como V(-) é uma fun¢éo crescente em relagdo aos seus argumentos, o problema (2.16)
sempre tem um minimo. Sob tais condi¢des, fica simples demonstrar que o Algoritmo Bdsico
converge.

Teorema 2.5 Qualquer ponto limite da sequéncia {y*} gerada pelo Algoritmo Bdsico resolve (2.9).

Prova: Considere a sequéncia {y*) ou, se necessario, uma subsequéncia desta, com z* sendo o
ponto limite. Em uma iteragdo arbitrdria k, a dltima restricio linear adicionada a Y* pode ser

escrita como
0

v

<wh JWF () -yF >+ <wf -y >
(2.18)
0

I

O(yF)+ < wh yF -y >

e em qualquer iteracdo posterior r > k, a solugdo y” deve satisfazer {2.18), ou seja,

O(y") < <wr,y —v* >

< lwllz - ly™ = ¥l

implicando que @(y™) € 0 uma vez que |[w*||; <1,V w* € W e |jy" - y*il — 0 quando k — oo.
Em outras palavras, y* é vidvel para (2.9). Agora, supondo que V* é o valor 6timo de (2.9), entio
VE < V* uma vez que (€ NY) C Y* para todo k = 0,1,2,.... Consequentemente, V(y*} < V*,
mostrando que y* resolve (2.9). a

Torna-se claro que a convergéncia do Algoritmo Bdsico vai depender de qudo precisa é a de-
terminagao da solugio do problema relaxado, quando V(-) ndo é perfeitamente conhecida. E claro
que em tais casos, a determinacio de y* depende da convergéncia do método usado para resolver
o problema relaxado. Alguns aspectos sobre a convergéncia de métodos multicritérios interativos
sio discutidos em Geoffrion (1972).

Um tépico de interesse potencial é a implementagio do procedimento de forma a assegurar a
correcao da solugdo na presenca de pertubacdes sobre a trajetdria do sistema (open-loop feedback).
Uma versdo do Algoritmo Bésico em malha fechada serd funcio tanto do estado corrente como
dos valores acumulados dos m critérios sobre o tempo decorrido. Definindo os valores acumulados
no intervalo 0 < ¢t < 7 como JU'), o problema de determinar a politica de controle Stimo para
o horizonte de tempo remanescente é semelhante ao que foi feito para desenvolver o Algoritmo
Bésico. Para tal é necessdrio apenas definir o conjunto convexo

COE Ly eR™: J(u() < y—JO), para algum u() € U} (2.19)
onde agora u(-) é o controle no intervalo [7,7]. O problema min-max torna-se entio

; (T () — (4 — JO)
max min <w, () - (y - ) > |
(2.20)

T = Ax(t) + Bu(t), z(r)=ua,
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e uma restrigdo a ser incorporada ao problema de decisio assume a forma
<wfly> > <wf JOTE)) > + < w, T s (2.21)

onde a dependéncia da solu¢io no nivel de decisio com os valores acumulados é considerada ex-
plicitamente. Observe que na auséncia de perturbagdes, J™ = J("}(u*(.)), onde w*(+) é definido
no intervalo [0, 7], e o problema se reduz ao caso ji tratado (malha aberta). O Algoritmo Bésico
pode ser implementado em malha fechada introduzindo-se um terceiro nivel na estrutura que in-
crementara o tempo decorrido 7 de uma quantidaée fixa AT, por exemplo. Como para pequenos
valores de AT espera-se que os subconjuntos (") e CU7+AT) 36 sofram grandes alteragdes, uma
boa heuristica ¢ inicializar a préxima iteragio com a solucio étima da iteracdo anterior.

Em geral, o valor de w* dependerd do estado corrente e dos valores acumulados dos critérios.
Entretanto, na auséncia de perturbacdes e com perfeita descricio da planta, o valor de w* permanece
constante e s6 depende do estado inicial z(0);

w*(z(7), /N = w*(2(0)) = consiante. (2.22)

De fato, observe que se u{w™,1), t € [r,T] resolve

V(J
min VOI()
(2.23)
&= Az(t)+ Bu(t), =z(r)==z,
para quaisquer 7 € [0, 7] e entdo
g = T, ) =y~ TP, ) (2.24)

resolve o mesmo problema no espago dos critérios, indicande que w* e y* resolvem o problema
multicritério para qualquer valor de .

2.5 Problema Linear-Quadratico Multicritério

Nesta secdo, demonstra-se que o Algoritmo Bésico é especialmente adequado para tratar o problema
de controle linear-quadratico multicritério. Considere o problema de controle multicritério (2.1) com
um conjunto finito de m critérios quadréticos

. 1 77 1
Ti(u() = 5 [ (Y Qun(t) + w(t) Reu(0)}dt + La(TY Fa(T)
2o 2 (2.25)
t=1,2,...,m
onde ¢; = Q; > 0,F; = F/ > 0e R; = R} > 0. Obviamente, a menos de y, o problema interno de

minimizac¢io no Passo 2 assume a forma

1
min {2()Qu(t) + u(d)' Ru(t)}dt + ~z(T) Fz(T)
u{} 2 f B ) 2 (2.26)

¢ = Az + Bu, z(0) =g




2.5 Problema Linear-Quadrdtico Multicritério 35

ondeQzEwng, RZZwi}Zi e F:iwz‘ﬁ,weﬂﬁ

[E=5) gl [E=3

Em vista dos resultados j& existentes para esta classe de problemas (Secio 1.7.2; ver também
Athans e Falb, 1966}, a propriedade apresentada a seguir torna-se evidente,

Proposigdo 2.2 Os elementos do conjunto de controles eficientes {* de (2.26) tém a forma
w{w, ) = — K{w, t)z{t) (2.27)
onde K{w,t} = R7'B'P(w,t) e P(w,t) € a solugdo da equagdo matricial de Riccati
Plw,t)+ A P(w,t) + P(w,t)A - Plw,}BR B'P(w,t) +Q =0 (2.28)
tendo como condig@o de contorno P{w,1') = F.

Menos evidente, e aparentemente ainda nio explorada na literatura de controle multicritério, é
a seguinte consequéncia da Proposi¢do 2.2.

Proposi¢ao 2.3 O conjunto de todos os ganhos eficientes € independente da condi¢do inicial zq.

Em outras palavras, todo ganho A calculado por (2.27)-(2.28) permanece eficiente para o mesmo
valor de w € W, independenie do valor que 24 assume. Entretanto, como I’ depende de zg, uma
solucio 4tima encontrada a partir de uma determinada condi¢do inicial ndo permanece 6tima se a
condigao inicial muda {embora o ganho permaneca eficiente). A utilidade prética da Proposi¢io
2.3 é que se zp muda, os semi-espagos suportes que definem a regido vidvel J**1 no Passo 3 do
Algoritmo Bésico podem ser facilmente atualizados e o procedimento trabalhard a partir de uma
aproximacdo razoavel de I'. De grande importincia pratica para problemas multicritérios lineares
quadriticos é também o seguinte resultado.

Teorema 2.6 A fungdo ¢(:) € diferencidvel sobre W e

Vo(w) = gg« =J{ulw,)), YweW (2.29)

a

A unicidade da solucdo do problema (2.26} leva-nos a U(w) = {u{w,-)}, um singleton e um

caso especial de aplicagdo do Teorema de Daskin (Teorema 1.5). Consequentemente, como foi visto

na Secdo 1.5, o algoritmo de aproximacao tangencial do Passo 2 do Algoritmo Basico (etapa de

maximiza¢do do nivel de andlise) pode ser eficientemente substituido por um método de gradiente
6timo baseado no algoritmo iterativo

w'tl = w' 4 ags’ (2.30)
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onde s° é a projecio ortogonal de Vé(w') sobre o espaco nulo gerado pelas retrigoes ativas de W
e ay é um tamanho de passo tal que w'*! € W e H(w) > d(w’), ambos facilmente calculados
neste caso. A seguir apresenta-se um exemplo da implementagio do Algoritmo Bésico. Para tal foi
usado o pacote para operagbes matriciais MATLAB.
O nivel de andlise (Passo 2) consiste, como visto anteriormente, em um problema que possui
como funcao objetivo
plw) = ui(}{l}l&{ <w, J(u(+))—y > (2.31)

Uma vez garantida a diferenciabilidade de ¢(-) com respeito ao vetor w, o céleulo do gradiente da
funcéo dual ¢ imediato, bastando solucionar a etapa de minimizacio, que consiste em um problema
de controle étimo padrio.

Uma formulagdo semelhante ao problema acima, mas que considera y = 0, foi utilizada por
Medani¢ e Andjeli¢ (1971). A implementacdo do nivel de andlise baseou-se na mesma estratégia
usada por aqueles autores, onde a diregdo de busca em cada iteragio da etapa de maximizacdo era
calculada projetando-se o gradiente sobre as restricdes ativas do problema.

wht = wF 4 aProjw Ve (2.32)

Com relagdo ao nivel de decisdio (Passo 1), 0 método a ser usado dependerd da fungio valor V()
escolhida. Neste trabaltho, considerou-se como fungio valor a norma I, para p = 1 (combinagio
linear), p = 2 {norma Euclideana) e p = oo {norma infinito). Vale a pena salientar que, como foi
visto anteriormente, o nivel de decisdo possui caracteristicas que lhe garantem grande facilidade de
implementacio qualquer que seja a fungio valor adotada.

Para p = 1, tem-se o seguinte problema no nivel de decisio

m

min D=~ U 2.33
yey"é 1(?]1 yz) ( )
e para p = oo tem-se
nf;‘in lod

e (2.34)
oz (gi~y), i=1,2,..,m

Observe que ambos sdo problemas de otimizacio lineares, para os guais dispdem-se de diversos
procedimentos eficientes de solucgo {Luenberger, 1969). Para encontrar a solucio do nivel de
decisdo guando p = 2, resolve-se

m
min =3 (y; - y;)? (2.35)
yeyk 24 -
que é um problema quadritico, também bastante simples (Luenberger, 1969).

As fungoes valores aqui apresentadas sdo todas explicitas e como foi dito antes, devido & sim-
plicidade intrinseca do problema no nivel de decisio, ndo houve nenhuma dificuldade para a sua
implementacdo. A seguir apresenta-se a solugdo de um problema envolvendo um sistema de 12
ordem, que apesar de exiremamente simples, é de grande valia no sentido de mostrar como o

algoritmo se comporta durante a busca da solucao.
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Seja o problema de controle dtimo linear quadrédtico
. 1 o 2 204y
min J{u) = —Q—f (g z°(t) + v u(t))dt
ut 0 (2.36)
&= —ax(t) +u{t), =z(0)=xo
onde o, g e r sdo quantidades escalares positivas. A partir da equacio de Riceati para o caso de

horizonte de tempo infinito
ap-+pa—prip+g=10 (2.37)

encontra-se o seguinte valor factivel para p:

p=ar -+ \/m (2=38)

Com isso, ¢ ganho de realimentagio e o valor do eritério na solucio sio dados por

k=rlp

q
2 -
=a ot fet (2.39)

*y 1 2
J(u") = 5px;p
Fez-se entdo uma divisio do critério em duas partes, uma relativa ao estado e a outra ao controle,
resultando no seguinte problema bi-critério:

zinn Ji{u) 2/00
Jolu) = %f:)uz(t)dt (2.40)

= —az(t)+u(t), =(0)==m

Todas as solugdes eficientes do problema acima podem ser geradas a partir do problema pon-
derado

(FaN
—

1/, :
min =/ (w2*(t) + (1—w)u®{t)dt, 0 < w
“) Qf(’ (2.41)
& = —qz(t) + u{t)

cuja solugdo para cada valor de w ¢ imediatamente determinada pela solugio de {2.36) bastando-se
que naquelas expresses ¢ seja substituido por w e r por (1 — w). Para ilustrar o comportamento
do Algoritmo Bdsico usou-se, como fung¢io valor,

V(y)——-ywl_&yg, 0 <a<l1 (2.42)
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onde o € um valor definido pelo decisor e que procura refletir suas preferéncias quanto aos aspectos
de regulagdo e esforco de controle que compdem o problema bi-critério.

Na Tabela 2.1 sdo apresentados os resultados encontrados pelo Algoritmo Bésico para a = 2 e
zp = 1, considerando-se que ambos os critérios possuem a mesma importancia do ponto de vista
do decisor, o que se procura representar através de o = 0.5. O critério de parada escolhido foi
O(w) < 1075,

Tabela 2.1: Comportamento do Algoritmo Bdsico para a = 0.5.

Ukl [ w [ w [ w [ L] k) [ 6 ]
G 0 0 0.833 | 0.167 | 0.0833 | 0.0833 0.0833
1]0.1600 0 0.554 | 0.446 | 0.1092 | 0.0092 0.0092
2 10.1166 0 0.323 | 0.677 | 0.1181 | 0.0016 0.0016
3 0.1135 | 0.0038 | 0.449 | 0.551 | 0.1140 | 0.0043 | 4.68*%107¢
4 10.1115 | 0.0063 | 0.504 | 0.466 | 0.1116 | 0.0064 | 1.27%10¢
5 0.1128 | 0.0052 | 0.477 | 0.523 | 0.1128 | 0.0053 | 3.04%10-5
6:0.1122 1 0.0058 | 0.490 | 0.510 | 0.1122 | 0.G058 | 0.78*10~"

Note que, a cada iteragao o nivel de decisdo fornece solugdes {vetor y) cada vez mais préximas
da solugao dada pelo nivel de andlise (vetor J{u}). Como ¢ garantida a eficiencia das solucées do
nivel de analise, o vetor y se aproxima da curva de trade-off do problema, o que pode ser constatado
pelo decréscimo do valor de ©(w). Esta “aproximacio” ¢ medida pelo nivel de analise. Quando ¥
estiver suficientemente préximo, segundo o critério de parada adotado, o controle u* determinado
pelo nivel de analise ¢ a solugdo do problema. Como era de se esperar, o valor de w™ tende para o
valor de a dado, significando que a solu¢io u*(-) fornece os valores de critérios de desempenho que
satisfazem a preferéncia pré-estabelecida pelo decisor. Qualquer que seja o valor de « fornecido,
espera-se que a solugdo final encontrada seja compativel, fornecendo valores que espelham suas
preferéncias.

De fato, note que tem-se como expressio para o sistema em malha fechada

i=(a-kz (2.43)

que, por sua vez, tem como autovalor

Az=a-k=—Ja?+ 3= _ Jo2qp 2 (2.44)
7 1—a

indicando que, ao preferir um determinado valor de @, o decisor influencia diretamente na dinimica
do sistema. Esta influéncia se da, como pode ser visto na Figura 2.1, na localizacio do pdlo do
sistemna. Quanto menor o valor de a maior o valor do pdlo, que estando diretamente ligado A
constante de tempo do sistema, indicard que o decisor d4 maior importincia & economia de energia,
optando por uma regulacdo mais lenta. Caso contrdrio, quanto maior o valor de o menor serd a
constante de tempo, mais rapida serd a regulacio, e em contrapartida, maior o esforco de controle.
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Im A

Figura 2.1: Pdlo do sistema em fungio de «.

A Figura 2.2 mostra as trés primeiras iteracdes do Algoritmo Bésico durante a resolucao do
exemplo. Pode-se ver como a cada passo o decisor vai melhorando a sua aproximacao de I' através
dos planos suportes, tendo assim mais condicdes para fornecer uma solucio y* melhor. Pode-se
mostrar que O(y*) representa a distancia da solugio (infactivel} encontrada pelo decisor e a solugio
da curva de trade-off (logo factivel) mais proxima, determinada pelo analista. Com isso, decisor e
analista estdo sempre trocando informacdes até que o decisor tenha condigdes (hiperplanos suportes)
suficientes para fornecer uma solugio que seja satisfatdrie para o analista (O(y) < ¢, para ¢ > 0).

A aplicagdo da abordagem no caso linear-quadritico demonstra a grande flexibilidade do algo-
ritmo proposto, onde o prévio conhecimento de determinadas propriedades do sistema a ser tratado
simplifica a solucdo do problema.

A seguir apresentam-se alguns resultados obtidos a partir do Algoritmo Bésico. Os problemas
de controle min-max e de miltiplos alvos considerados por Medani¢ e Andjeli¢ (1971, 1972) podem
ser formulados de acordo com a abordagem proposta como

min V(I (u())
(2.45)
& = Az(t) + Bu(t), z(0) = zp,

com V{J(u(-))) = [[J(u(-)} = yllco- Na realidade, os autores consideraram o caso em que y = 0. Em
algumas formas especiais do problema de Salukvadze (Salukvadze, 1982), a fungdo valor é dada por

V() = {[J(u(-)) = ylp, P2 1 (2.46)
sendo que no espaco dos critérios, o problema assume a forma

> .
o ly =yl p2 1 (2.47)
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Figura 2.2: (a): 1° Iteracdo; (b): 22 Iteragdo; (c): 3° Iteragio.

Os valores p = I, p= 2 e p = o0, quando {2.11) representa um problema linear, quadritico e
min-max, respectivamente, sdo de particular interesse. Como o niimero de varidveis é m, o qual é
frequentemente bem pequeno, o problema (2.47) pode ser facilmente resolvido. Com o objetivo de
ilustrar alguns aspectos numéricos do procedimento proposto, o seguinte exemplo foi considerado.

Exemplo Problema de Salukvadze (Li, 1990a, 1990b)

310 1 0 2
A=|~1 20|, B={0 1], ;o=]| 2|, T=1,
10 2 1 -1 -1

Q1 = diag(3,0,0) Q; = diag(0,2,0) Qs = diag(0,0,1)
Fy = diag(1,0,0) F, = dieg(0,1,0) F;3 = diag(0,0,2)

19

R]:RQERS:{O 1

] , y=12239 1239 832 .
O exemplo foi resolvido para p = 1, p = 2 e p = oc. A Tabela 2.2 apresenta os valores
correspondentes dos critérios e a Tabela 2.3 ilustra a performance do Algoritmo Bésico para o caso

p = 2. A Figura 2.3 descreve o comportamento do algoritmo para os trés valores de p considerados.
Perceba que o ntimero de iteragdes varia com o tipo de norma utilizada. O critério de parada




2.5 Problema Linear-Quadratico Multicritério

By *)

20 i
pxoo"B""""

15

S
JREAS Q,

0 2 4 6 8 10 12
k

Figura 2.3: Convergénciade ©@ -p=1,p=2e p= oo,

Tabela 2.2: Valores Otimos parap=1, p=2, p=o0.

L wi | wy | ws | Si(w) [ Jalu) | Ja(u) ]
0.337 | 0.334 | 0.328 | 29.49 | 41.65 | 29.67
0.231 | 0.418 | 0.351 | 36.14 | 37.29 | 20.09
0.181 | 0.482 | 0.337 | 43.48 | 33.63 | 20.53

A lvo ||
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Tabela 2.3: Evolugdo do Algoritmo Bésico - p = 2.

L v e | s | w | wa | ws | Ji(w) | Ja(w) | Ja(u) | oy |
22.39 1 12.39 8.32 | 0.181 1 0.483 {1 0.336 | 43.48 | 33.55 | 29.61 | 21.1910
32.50 1 3940 ¢ 27.11 | 0.263 1 0.366 | 0.371 | 33.24 | 40.20 | 27.93 1 0.7916
36.44 | 36.17 { 29.64 | 0.227 | 0.435 | 0.348 | 36.58 | 36.38 | 20.92 | 0.2206
35.79 | 38.07 | 28.27 1 0.233 | 0.403 | 0.364 | 35.84 | 38.10 | 28.36 | 0.0565
36.05 | 37.22 | 29.19 | 0.232 | 0.419 | 0.359 | 36.03 | 37.21 | 29.26 | 0.0163
36.17 | 37.32 ] 29.04 | 0.231 | 0.418 | 0.351 | 36.14 | 37.29 | 29.09 | -0.0019

S| b | Qo] DD et ] D

adotado foi O(y*) < 1072, Observe que, quando p = 00, 0 método sempre encontrard a solugio
tima na primeira iteracao.

Com o objetivo de ilustrar a generalidade da abordagem proposta com relagio a escolha dos
critérios, fungdes valores e métodos utilizados para resolver o problema no espaco dos critérios,
considera-se na praxima se¢do um problema com critérios ndo-quadriticos.

Em particular, demonstra-se que de acordo com a abordagem proposta, o problema de con-
trole multicritério € visto pelo decisor como um problema multicritério estitico, o qual pode ser
eficientemente tratado por um grande nimero de técnicas existentes.

2.6 Critérios Nao-Quadraticos: Um Exemplo

Nesta segdo, o problema de minimizar tanto o tempo necessério para transferir um sistema linear
de um estado inicial #(0) para a origem e a energia despendida para tal é usado para demonstrar a
generalidade da abordagem proposta. Por conveniéncia, é considerado o mesmo exemplo numérico
sugerido em Kirk (1970):

.
i J Gy = 1-dt
min ()= |
T
. F Y . 2 )
Lmin_ D)= [ at (2.48)

&= —z(t)+u(t), z(0)=2q z(T)=0

onde J;(u(-)) representa tempo decorrido e Jo{u(-)) o gasto de energia. Vale a pena ressaltar o
carater conflitante destes dois critérios, pois quanto mais rapida deva ser a acio do controle sobre
o sistema, no sentido de deslocd-lo do seu estado inicial ao estado desejado, mais energia terd que
ser gasta.

A combinacio de Ji{u(-}} e Jy(ul-}), que define o Passo 2 do Algoritmo Basico, fornece o
problema de controle étimo




2.6 Critérios Nao-Quadrdticos: Um Exemplo 43

T
min 4 ldt, weW
wlgu{-)gifo fin s wut Ty oty (2.49)

= —2{t) +ult), z(0)=2mxy, 2(T)=10

Observe que a unicidade da solugdo de (2.49) garantird a diferenciabilidade de ¢(-) sobre W.
Através do Principio do Minimo de Pontryagin obtém-se

e(t) ()P + 0, se 0< _,5’__;“1_ < x(t)

-1
~-1.0, se D < a{t) < ﬁT

wi(ft)= +1.0, se —»—ﬁ——;—l <z(t) <0 (2.50)

() +/(2(t)2 + 5, se z(t) < M_@___g___i_ < 0

0, se z(t)=0

Wy
onde # = —.
wy

Observe que, como we = 1 — wy, o problema de maximizacio poderia ser resolvido através

de qualquer procedimento de busca unidimensional. Contudo, para manter a generalidade do
procedimento, foi empregado o método do gradiente projetado.

Uma atencao considerdvel tem sido dedicada para a solu¢io de problemas de otimizagdo bi-
critério. Geoffrion (1966) determinou propriedades basicas para esta classe de problemas e discutiu
algumas formas especiais para fung¢des valores ou utilidade. Uma forma adequada para o caso aqui
considerado parece ser ( Geoffrion, 1966)

V(I (u{-))) = g et M0) 4 el (el (2.51)

onde a; e @y sdo constantes positivas dadas. O problema geral a ser resolvido no espago dos
critérios é simplesmente

min a;e¥t + aqe?? (2.52)
yeEV*

Varios métodos iterativos podem ser utilizados para resolver {2.52). Devido a sua associagio
com o conhecido procedimento de Geoffrion, Dyer and Feinberg (GDF) para problemas de otimi-
zacdo multicritério (Geoffrion et al., 1972 ), o método de Frank-Wolfe foi escolhido. O método pode
ser resumido como segue: escolha uma solugio inicial y° € V¥ e faga ! = 0.

Passo 1. Resolva o problema linear

min < VV(y*). € >
Inin (¥ )¢
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obtendo &', Faca d' = ¢ — £,
Passo 2. Selecione um passo o através da solucio do problema unidimensional
: it !
TV Fod)
e faca y't! = o' + ofdl.
Passo 3. Se HyH”l - y!][ < €, para € > 0 arbitrariamente pequeno, pare. Caso contririo,
faca { =1+ 1 e volte ao Passo 1.

O exemplo foi resolvido para z(0) = 7, a3 = ay = 1 e para @ = 5, ay = 1. Considerou-se
como critério de parada para o método do gradiente projetado {nivel de andlise)

(G(w*) = G*) <1071+ G 1)) ou (IVGEE < 1073([VGH))3) (2.53)

e para o método de Frank-Wolfe, no nivel de decisio, o critério de parada foi (¢* — y*=1) < 1078,
enquanto que o Algoritmo Béisico termina quando © < 1073, Nas Tabelas 2.4 ¢ 2.5 encontram-se os
resultados obtidos paraa = [1 1) e a = [5 1] respectivamente. Observe que, para o segundo caso,
a parcela relativa ao tempo possui um peso maior do que a relativa & energia. Consequentemente, o
decisor estard disposto a um maior gasto de energia para obter uma economia de tempo. As Figuras
2.4 e 2.6 apresentam as curvas de nivel de V(:) e uma aproximagdo das curvas de trade-off T' do
problema, para cada valor de a, bem como a solugio gerada pelo Algoritmo basico, ilustrando mais
claramente a influéncia da forma de V(-) sobre a solugio do problema. Observe que y° = J(«*())
é uma condi¢ao inicial adequada para (2.52) ¢ que um nidmero relativamente pequeno de iteragoes
do Algoritmo Bdsico foi necessaria para resolver os exemplos. A solu¢do de compromisso J{u*{-})
para cada caso também estd apresentada na Figura 2.4. As Figuras 2.5 e 2.7 mostram as trajetérias
otimas do controle e das varidveis de estado nos dois casos, podendo-se ver os instantes em que
ocorrem saturagdes do controle e a sua dependéncia com o estado. Para o segundo caso, a saturacao
deu-se antes que no primeiro caso, resultando em um maior gasto de energia. Em compensacao,
o sistema chegou mais rapido ao estado final, sendo este resultado esperado uma vez que um peso
maior foi dado ao critério que representa o tempo.

Tabela 2.4: Solu¢do para vy = 1, vy = 1.

L own oy | oo [ wy [ A(w) [ Ja(w) | O(y) |
2.0786 ] 0.5343 | 0.4657 | 2.5783 | (.568% | 0.5319
20786 11,1422 0.7845 | 0.2155 | 2.2065 | 1.3085 | 0.1362
2.2915 1 0.9992 | 0.6817 | 0.3183 | 2.3379 | 0.9378% | 0.0121
2.2660 | 1.0018 | 0.7435 | 0.2565 | 2.2567 | 1.1476 | 0.0073
2.2451 | 1.1810 | 0.7657 | 0.2343 | 2.2273 | 1.2292 | -0.0024

BN RVLRE ) I Rend | -

Muitos métodos multiobjetivos ndo exigem a defini¢io de uma fungio valor explicita e, embora
o exemplo possa ser resolvido com o decisor interagindo diretamente no espaco dos critérios (o con-
junto Y* pode ser representado graficamente no caso bidimensional), o método GDF foi adotado
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Figura 2.4: Solu¢do no espago dos critérios - 17 = vy = 1
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Figura 2.5: Trajetorias 6timas do estado e do controle - vy = v; = 1
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Figura 2.6: Solucdo no espaco dos critérios -~ v; =5, v, = 1
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Figura 2.7: Trajetorias timas do estado e do controle - v; =5, v; = 1
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Tabela 2.5: Solucdo para v; =5, vy = 1.

ki oy oy [ ow | ow U o) | Jo(u) | O(y) |
0 | 2.0786 0 0.5343 | 0.4657 | 2.5789 | 0.5660 0.5308
1§42.0786 ; 1.14006 | 0.7845 | 0.2155 | 2.2063 | 1.3065 (.1361
2 1 2.0786 JITES | 08857 | (.1143 | 2.1055 | 1.8342 0.0310
3
4

2.1246 | 1.6860 | 0.8652 | (.1348 | 2.1226 | 1.7123 0.0018
2.1146 | 1.7637 | 0.8857 | 0.1143 | 2.1055 | 1.8342 | -2.3 10~12

para ilustrar o caso geral. De acordo com este método, quando V(-} ndo é conhecida explicita-
mente, suas derivadas parciais sdo substituidas pelas chamadas taxas marginais de substituicdo e
o procedimento evolui com a assisténcia do decisor. Veja Geoffrion (1972) para maiores detalhes
sobre a implementacio, neste caso.

2.7 Conclusao

A abordagem proposta possui grande aplicabilidade e, como foi observado anteriormente, permite
o aproveitamento de caracteristicas do problema para aprimorar o seu desempenho. Outra grande
vantagem é a capacidade do Algoritmo Basico de se adequar a diversos tipos de problemas, sejam
estes diferencidveis, ndo-diferencidveis, com funcdes valores explicitas ou implicitas.

Através do uso adequado dos resultados provenientes da programacao convexa e manipulagOes
bésicas tais como projecdo e relaxagho, foi possivel decompor o problema multicritério em uma
estrutura bi-nivel, em que tanto os aspectos de decisdo quanto os subproblemas de controle podem
ser convenientemente manipulados. Esta decomposigde em niveis permite que a tomada de deciséo
seja sempre feita através de um problema de otimizagio de caracteristicas bastante favordveis.

Apresentou-se um tratamento geral de problemas de controle multicritério, estendendo-se os
trabalhos de Medanic¢ e Andjeli¢ (1971, 1972), associados a sistemas de controle min-max lineares-
quadraticos, para problemas com funcionais convexos agregados em uma funcdo valor V(:) arbi-
traria. No caso de problemas convexos, evita-se o uso das estratégias baseadas no aumento do
nimero de estados, como proposto por Salukvadze (1982).

O préxdmo passo serd o estudo de problemas de controle 6timo que envolvam perturbacgoes sobre
a dindmica do sistema.




Capitulo 3

Controle Multicritério Estocastico

3.1 Introdugao

As préximas seces tratario do problema de controle linear-quadratico gaussiano multicritério
(LQGM), onde uma solugido de compromisso para o sistema dindmico linear estocastico é obtida
minimizando-se uma fungde valor {implicita ou explicita), que agrega um dado conjunto de critérios
de desempenho (Carvalho e Ferreira, 1995b).

O problema LQGM tem recebido atencao especial na literatura de controle multicritério. Em
Looze et al. (1983) é proposta uma solugdo minimax para o problema e em Toivonen (1984), uma
ordenagio hierdrquica dos critérios quadriticos é usada para gerar uma relagao de compromisso
entre a minimizagao das variancias dos estados e os critérios de desempenho padrio do regulador. O
método do ponto ideal de Salukvadze foi estendido para o problema LQGM discreto por Koussoulas
e Leondes (1984) e um procedimento para calcular uma solugdo eficiente on ndo inferior (Zadeh,
1963) para o problema LQGM foi desenvolvido por Toivonen e Makild (1989). Mais recentemente,
as pesquisas tem sido direcionadas para a solugdo dos problemas LQGM em espagos de Hilbert
através da introdugdo de vetores de critérios com normas H; e He (Khargonekar e Rotea, 1991).

A solucao do problema LQGM apresentada neste capitulo segue a mesma metodologia vista no
Capitulo anterior.

3.2 Formulacao do Problema
Considere o seguinte problema de controle multicritério estocdstico

ul(l}}iélu V{J(ul-)})

(3.1)
& = Az(t) + Bu(t) + v(t)

y = Calt)+9(1)

onde v e ¢ sdo vetores aleatérios definidos na Secao 1.8 e J(+): U — F C BR™ é um vetor formado
por m funcionais quadriticos do tipo

48
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Ji(u( ) = Jim ¢ {e(0)Qia(t) + u(t)Y Rau{t)}, i=1,2,...,m, {3.2)

onde @; = @ > 0 e R; = R, > 0. Finalmente, V(-) : F — R é uma fung¢do valor continua, por
hipdtese crescente em relacio a cada componente de J(-). As caracteristicas de (3.1) tornam o
problema perfeitamente adequado para ser resolvido através do Algoritmo Bésico apresentado na
Secao 2.3. Neste caso, vale notar que apesar do sistema estar sujeito a ruides, o nivel de decisdo
nao muda, sendo ainda representado por um problema relaxado e estdtico, em condigdes muito
favordveis para ser resolvido. Além disso, todas as demalis vantagens metodolégicas, ja discutidas
quando da aplicacdo do algoritmo a sistemas deterministicos, continuam vilidas para o LQGM.
Portanto, a aplicagdo do Algoritmo Bdsico ao problema LQGM vai requerer consideragdes apenas
no nivel de andlise, que serao discutidas na préxima segéo.

3.3 Solucao do Nivel de Andlise

Considere o Algoritmo Bésico aplicado ao problema (3.1), com um conjunto finito de m critérios
quadrdticos. A parte de minimizacdo do Passo 2 do algoritmo (Secdo 2.3) assume a forma

I;(il(i'lii 15I_i‘):rgoE {2(8YQz(t) + u{t) Ru(t)}

(3.3)
& = Az(t) + Bu(t) + v(2)

y=Ca(t) +¢(t)

Q:iwéQi§R=§:wiRi; we W

=1 i=1

Note que para cada vetor w, (3.3) consisie em um problema LQG escalar cuja solugio foi
apresentada na Secdo 1.8. Para o caso do problema do estimador étimo, tem-se o filtro de Kalman-
Bucy, cuja matriz de ganho Ky é dada por

K;=5C9"" (3.4)

onde 5 é a matriz de covaridncia para o erro de estimativa, § = E{#'}, que satisfaz a equagio
matricial algébrica de Riccati dada por (1.74).
O regulador étimo possui como matriz de ganho em malha fechada

K (w)= R™'B P(w) (3.5)
onde P({w) satisfaz a equagdo matricial algébrica de Riccati
A'P(w)+ P(w}A - P(w}BR'B'P(w)+Q = 0 (3.6)

O valor otimo de (3.3) é
Tr{P(w)K; WK} + Tr{5Q} (3.7}
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O Principio da Separagio desempenha um importante papel na solucio do problema LQG mul-
ticritério. Note que a solugéo do problema do estimador étimo nio depende do vetor w. Portanto,
o filtro de Kalman-Bucy pode ser calculado fora do lago principal do Algoritmo Bésico. Em vista
destes resultados, a propriedade a seguir torna-se evidente.

Proposigdo 3.1 Os elementos do conjunto de controles eficientes U* de (3.3) sdo caracterizados
por

u(w, t) = — K (w)E(t} {3.8)
onde K (w} € dado por (3.5) e &(t) € gerado pelo estimador 6timo caracterizado pelo filtro com
matriz de ganho (3.4). Além disso, o valor étimo de (3.3) ¢ dado por (3.7).

Para resolver o problema de maximizagao do Passo 2, é necessario calcular os valores individuais
de cada funcional, para que se possa obter o gradiente generalizado de ¢{w) {ver Algoritmo Bdsico).
Desde que (3.7) ndo fornece nenhuma informacio sobre a contribuicio de cada critério Ji(-), i =
1,2, -, m, & necessirio resolver as m equacdes de Riccati acopladas (Li, 1990b)

A'Pi(w) + P(w)A — P{w)BR™VB'P{w) — P,(w)BR-1 B P(w) +

(3.9)
+ P(w)BR™YR,R™1B' P(w) + Q; = 0;
onde Plw) = Z w; Pi(w). Entao, os valores correspondentes aos funcionais sio dados por
Ji(u(w, )" = Tr{P(w)K¥K;} +Tr{5Q;}, i=1,2,....m (3.10)

3.4 Um Exemplo Ilustrative

Considere o modelo linearizado de um helicéptero CH-47 em movimento horizontal, submetido a
um deslocamento de ar nominal de aproximadamente 40 nés (Dorato et al. (1995}, p. 114):

&= Az{t) + Bu(t) + v

zrcx(t)+¢}
onde i
-0.02 0.005 24 32
4o | 014 044 1.3 30
- 0  0.018 —-1.6 1.2
0 0 1 0
[ 0.14 —0.12
0.36 ~8.6
B = 0.35 0.009
0 0
[0 1 0 o
¢= 6 0 0 57.3
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Além disso, assuma que T = BB’ e ¥ = [;,,. Por simplicidade, o funcional original
J{u) = t]i_rgloE {e(8)C'Calt) + u(tYu(®)}; (Q=CC; R=laxs)
foit decomposto em trés funcionais

h(w) = fim E (=1 CiCra(0)
Do) = Jim E {2(1)C4Cye(1)}

Ja(w) = lim B {u(t)u(t)}

Cy

Ca

a regulacio da velocidade vertical (z), atitude de pitch (z2) e 0 esfor¢o de controle, respectivamente.

O algoritmo foi implementado usando-se rotinas MATLAB. A funcdo valor V(') usada para
agregar os funcionais foi a norma [, {norma Euclideana}, i.e.,

V(I () = [[/(u(-))ll2

No espago dos critérios, o problema do Passo 1 do Algoritmo Bésico assume a forma

onde C =

. De acordo com esta decomposicao, os funcionais .J;, J; e J3 estdo associados com

min yil2s

muito mais simples que a do problema original.
O critério de convergéncia adotado foi ©(y*) < 107%. A Tabela 1 ilustra a performance do
Algoritmo Bdsico e a Figura 1 descreve o seu comportamento.

Tabela 3.1: Helicoptero CH-47: Solugio do exemplo a cada iteracde.

L v | oy | wa [ w [ we | ows | Ji(w) | Ja{w) [ Js(u) |

0 0 0 0.26 | 0.31 1 043 | 1428 | 14.30 | 14.21
16,52 | 1254 | 1769 | 065 | 0.24 | 0.11 1199 | 13.85 | 19.14
1206 | 1249 1 1628 | 042 1 0.33 1 0.25 ¢ 13.30 1 12.88 | 16.08
13.70 | 13.42 { 15.18 | ©0.34 | 0.32 | 0.34 + 13.75 | 13.52 | 15.26
14.08 | 13.74 ¢ 14.73 1 0.20 ] 0.32 | 0.38 : 14.06 | 13.70 | 14.76
13.84 | 13.76 | 14.95 | 0.32 | 0.32 | 0.36 | 13.86 | 13.70 | 15.00

| | S| BRI = O R
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16

10 k

O(y)

2 _ 3 4 5
Tteracao

Figura 3.1: Evolugéo de O(y) a cada iteracio.

3.5 Conclusao

Neste Capitulo, a abordagem multinfvel usada para rtesolver problemas de controle multicritério
deterministicos foi eficientemente aplicada ao problema LQGM. Em particular, demonstrou-se que
a solucdo do subproblema de fiitragem independe do vetor de ponderagio w € W, o que permite
tratar o problema LQGM como um problema multicritério deterministico equivalente. Com isso,
fica mals uma vez constatado que a abordagem fornece um tratamento geral para problemas de
controle multicritérios.







Capitulo 4

Controle Multicritério Hierarquico

4.1 Introducgao

O desenvolvimento das idéias de decomposicio {Dantzig e Wolfe, 1960} e de controle multinivel
(Mesarovic et al., 1970) tem permitido tratar problemas multicritérios envolvendo sistemas de
grande porte. A importancia deste tratamento é confirmada pela grande variedade de modelos
e procedimentos de otimizagdo que tém sido desenvolvidos para este tipo de sistema. através de
metodologias de andlise hierarquica multicritério (Li e Haimes, 1988).

Contudo, o tratamento de sistemas dindmicos multicritérios de grande porte constitui um campo
que ainda merece atengdo, particularmente os chamados problemas de controle hierdrquicos de
grande porte nio-separdveis com critérios de desempenho quadriticos.

O problema de controle de sistemas de grande porte com critérios quadréticos agregados em
uma fungdo nao-linear foi resolvido por Li (1993) através de uma metodologia hierdrquica de irés
niveis onde, da mesma forma que em Li e Haimes (1990), a otimizacio multicritério baseia-se numa
estratégia de separacdo. O problema de otimizagio nio-separivel é tratado através de decomposicio
Lagrangeana, separavel com relagdo a subsistemas associados aos dois niveis inferiores. No terceiro
nivel, um vetor ponderacio é atualizado através de um algoritmo apropriado. O valor étimo do
vetor ponderagao leva ao controle 6timo.

Este Capitulo aborda o mesmo problema tratado por Li (1993), porém usando uma estratégia
de separagao baseada no Algoritmo Bésico (Oliveira et al., 1995 e 1997; Carvalho et al., 1996). O
nivel de decisao ndo se altera, enquanto que o nivel de anilise obtém as solucdes dos subsistemas
via técnicas de decomposicio e coordenacio.

4.2 Formulacao do Problema

Considere o seguinte problema de controle 6timo de grande porte, com uma estrutura geral linear-
quadratica, consistindo de n subsistemas interconectados:

min V0 () (4.1)

53
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sujeito a
(L) = A2 () + Bl () + CU (), 2H0)==2h, Vi€ {1,2,...,n} (4.2)
o .
= ZDijxﬁ(t}, Vie {1,2,...,n} (4.3)
onde z* : [0,T] — ®R™, w* : [0,T] — &F, 2* : [0,T] — R¥% representam o estado, o controle e a
entrada de interacdo do subs;stema i, respect%vamente, para cada ¢ € {1,2,...,n}; T é o horizonte

de tempo considerado, A* € R™X™ | B ¢ R™*Pi, OF ¢ R™*% o Dy; € R Vi, j € {1,2,...,n}.
Finalmente, J, : Y4 — B, k = 1,2,...,m, sdo os critérios de desempenho do sistema, os guais
possuemn a forma quadratica:

J(u(t) = Y- L), + ] Sl (Bl + el Yt (4.4)

z—l
e U é o conjunto convexo de controles admissiveis. Observe que z{t) = {x (8),--,a™(t)) e () =
(21(t),...,2™(t)) sdo unicamente determinados por u(t) = (u'(t),. ) Sk,Qk € RIxm™

sdo matrlzes semidefinidas positivas e R’ € RP*PL & uma ma,zrlz deﬁmda positiva, para todo
i€{1,2,...,ntetodo k€ {1,2,...,m}.

Finalmente, V é a funcio valor que agrega os critérios guadrétices, por hipdtese continua,
nao-linear e crescente em rela¢do a cada componente de y € F =N (U)CRrR™

O uso de técnicas de otimizagao multicritério para abordar o problema de controle de grande
porte nao-separavel (4.1) é possivel devido ao seguinte resultado.

Proposigdce 4.1 [Uma solucdo dtima u*(-) de (4.1) é também uma solugdo eficiente para o pro-
blema

uf(%i}iélu J(u(-))

{(4.2)

5.4 { (4.3)

Prova: A existéncia de u*(-) é assegurada pela continuidade de J(-) e V(-). O fato de u* ser uma
solucio eficiente de {4.5) é uma consequéncia imediata da hipétese de monotonicidade de V(-). O

(4:5)

O resultado acima mostra que u*{.) serd encontrado dentre as solucdes eficientes de (4.5). O
conjunto das solugdes eficientes de (4.5) é denotado por U*. Assim como nos casos anteriores, devido
A hipotese de convexidade de (4.5), sabe-se que U* pode ser gerado pelo problema ponderado

uig_i}igu {w, J(u(-)})

(4.2)
e { (4.3)

(4.6)
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o
[

Uma formulagio equivalente ao problema original é obtida no espaco dos critérios através de
tecnicas de projegdo e relaxacio, o que naturalmente leva & aplicacio do Algoritmo Bésico a esta
classe de problemas.

4.3 Estratégia de Decomposicao

Do ponto de vista da classe de problemas agui tratados, a abordagem através do Algoritmo Bdsico
apresenta duas grandes facilidades metodolégicas. Primeiro, o problema no nivel de anélise (Passo
2) possui estrutura aditiva, e portanto, separdvel com relagdo a cada subsistema. Segundo, a
caracteristica linear-quadratica fica preservada, o que permite a aplicagio do método interagio-
predigdo {Singh e Titli, 1978) para resolver o problema hierdrquico, por exemplo.

O problema de controle 6timo no nivel de andlise consiste em

min < w™t, J(u())) >

ul-Jeld
(4.2)
s.a {(4.3)

(4.7)

onde

<w‘+1,J(u)> = f:wi“lfk(u)
k=1

3 ! Ly Trl 1,
k;lwi*" [Z 5”:8 (T)H?gk +/0 (vg-[{’c {t}“é% + ig]u (1)“%}&) dt]

i=1

Logo, a funcdo Lagrangeana de {4.7) é

umwmm):§)¢ﬂZ$W@n

k=1

T . .
§+L(ﬁﬂm@+§wmﬁgﬂ+

PR

13

T i
Z/ [x‘(t)' (zf(a) -3 Dij:cj(t)> + () (Aﬁ'a:f{t) + Brui(t) + 2 {t) - ;i-(t))} dt (4.8)
i=1 V0 jemt

onde (M(t), T(¢)) € R% x ™ s3o os vetores de co-estados, sendo AH(t) um vetor de multiplicadores
de Lagrange de dimensdo ¢; e 7'() um vetor adjunto de dimensao n;, para todo i € {1,2,..., n}.

Para que se possam construir os subproblemas, deve-se usar o fato de que, devido a estrutura
do sistema, a fungao Lagrangeano (4.8) pode ser rearranjada em uma soma de » Lagrangeanos,
cada um correspondente a um subsistemas

L{zyu,z, Amy=5 L{a',u', 2 0, 1) (4.9)

i=1
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onde A(t) = (M(1),..., A1), =(&)=(xHt),...,7"(1)), e

L 1 . T
L(xiau??zz’)\,x wa-H lg“ﬁz(T)Héi_i_‘/(; (é“ i HQ! ?2_” "’ )H?%L) dt} +

T
/ {/\ (Y2 (1) Z Nty Dy (1) + ?‘(i}’(ﬁiixi(i) + BRA() €2 () - a’:{t))} dt (4.10)
a

Logo, aproveitando-se a estrutura, obtém-se n subproblemas interconectados associados aos subsis-
temas, cada um tendo a forma linear-quadratica. Observe que o vetor de coordenagio é (A(1), (1))
e com isso, de acordo com o primeiro nivel do métode interag¢io-predicio (encontrar um controle
u' que satisfaz (4.2) e (4.3), Vi € {1,2,...,n}), assume-se (A(t}, z%(1)) como conhecido em (4.8).
Neste caso, cada um dos subproblemas pode ser resolvido separadamente.

O Hamiltoneano do subsistema i é

Hi(&, o, 7) Zw‘“( Ol + 51 Olleg) + X0 0) -
Z}‘j (t)le,jl‘i(f) + ,K_z'(t).'(Aizi{t) + Biui(t} + Cizi(t))
j=l

e as condi¢des necessdrias derivadas do Principio do Minimo para que u' seja a sclugio étima do
subproblema ¢ sdo:

a) Condicoes sobre o estado:

Ti(t) = = = = Z wiF Qi) — oty A' + zn:Af(t)’Dﬁ (4.11)
g=1

Z witt §La (T (4.12)

b) Condi¢des sobre o co-estado:

dH,;

S =), @(0) =1 (4.13)

c) Condigdes sobre o controle:

oH, T . -
S = 0w B (8) + (B () = 0 (4.14)
k=1
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-1 . ;
De (4.14) obtém-se u’* (ZUJ&ERT) (B*)'7'(t), que substituido em (4.11)-(4.13) gera

um problema de valor de contorno hnear acoplado por z'(t) e 7't} desconhecidos, o qual pode ser
desacoplado introduzindo-se

w1y = K020 + ¢(1), (4.15)

onde gA{t) ¢ um vetor adjunto de dimensio n;.
Diferenciando-se ambos os lados de (4.15) e substituindo-se (4.11) e (4.13), apds algumas ma-
nipulacdes, obtém-se a equacio de Riccati

Ri(t) = —K' (A ~ (AYK'(t) + K (z;g*(zwm )1 YRt — ZWIQ; (4.16)

k=l

e a equagao adjunta

. ‘ e N 1 . .
§(t) = {fw(z)B’ (Z w;:HR;) (B'Y - (A*)'}g@{t) — K +ZD’ M (1 (4.17)
kel
com as condigdes de contorno, que surgem a partir de (4.12) e (4.15),
. m .
KNT) = M(TYS5, (4.18)
k=1
g(T) =0 (4.19)

respectivamente. O controle étimo torna-se portanto,
-1 . . . .
(witl) = (Z wi R B K02 (1) + g(0)] (4.20)

O segundo nivel do método consiste em atualizar o vetor de coordenacio. Os valores de Alt) e
#{t) podem ser obtidos a partir de

gL ST
Py N8+ (CY 7)) = 0 {4.21)
dL ;
5 =20 - Z Dyjz?(t) =0 (4.22)
Vi€ {1,2,....n}. O problema de controle 6timo do nivel de anilise do Algoritmo Bdsico é, por-

tanto, resolv1d0 através do procedimento de dois niveis do método interacio-predicio, da seguinte
forma:

Passo I:

1.1 (Inicializagio) Escolha o vetor coordenador inicial: A°(1), (¢}, paratodo i € {1,2,. T},
faca 8 = 0.
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1.2: Resolva para cada um dos n subsistemas:
a) a equagdo (4.16) com a condigio final (4.18), obtendo K**
b) a equacio (4.17) com a condicio final (4.19), obtendo ¢**
¢) a equacio
: S o
it(é} — [Az Bz (Z mele ) 'Bz)lff't_‘s(i)} xz(t) _
. S . . N
B (Z wiF RL) T (BT g (1) + CTA (1) (4.23)
k=1
com z*(0) = 2, obtendo z**(#).
Passo 2:
2.1: Atualize o vetor coordenador através de (4.21) e de (4.22)
NoH(1) = (O (1) = (O [ (1)) + g(0)] (4:24)
2 = 3" Dgatc(t),  Vie{l,...,n} (4.25)
i=1
2.2 Avaliacdo do erro global da iteragdo, onde At é o passo de integragao. Se
LI . . <
3 / (1) - z"s)l(zz‘s*'l(t) - 2)dt/At < e (4.26)
=170
para € > 0 arbitrariamente pequenoc, faga
H—l\ (Z wi-%—le )w B } { 1, s i)ﬁt s<t) + gz 3( )} (427)

para todo ¢ € {1,2,...,n}. Caso contrario, faca s = s + 1 e volte ao Passo 1.2

A convergéncia deste algoritmo foi estudada em Singh e Hassan (1976). Observe que o procedi-
mento apresentado, na verdade, é uma extensio para o caso de uma soma ponderada de m critérios

de desempenho (i.e., {4.7)) da abordagem iterativa preditiva tratada na literatura.

4.4 Exemplo

Para ilustrar a metodologia proposta, considere o mesmo exemplo de Li {1993). O problema de
controle 6timo com estrutura linear-quadratica considerado tem dois subsistemas interconectados:

min V(J(w)) = (1)) Ja(w) + (Ja(u))
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sujeito a

() _ | 2 01| 2l
25y | T 1 0.2 -1 )

com 2}(0) = (x1(0), 24(0)) = (=1,0.1),

2m] [ 1 005 ][ 230 05 ] 4 0.05 0.5 | [ 22(1)
{m’%(i}} = {—0.25 —1.2} {m%(t)] i {o.zs]“g(” * [ 0 mo.z] [zé(t}}

com z2(0) = (23(0), 23(0)) = (1, -0.5),

(1) 1 1 oot 0 2
() ] + { 0.1 ] w(t) + [ 0.1 —0.5 J [ (1) }

gty | _ |1 0] ] a3
w0 1] a3 ]
A ] _ 1 o] 2]
2| T [0 1] el

Os dois critérios de desempenho sio

L(u(t) = %/01([3:}(@ xg(t)}[g ‘” {gg”+uz(t){1]u1(t))dt+

! L 01T 221 (4.28)
%fo ([ =2 23 ] [0 2] {xé(t) ] +ub )2k () de

Rut) = 5[l a3 }[ 0} Hig” + %/:u;{ﬁ}[?]ui(t)dt—i-
A CE00 [é ” [ Ei” N _/luzm{ (2

Observe que, de acordo com (4.1}, n =4, ny = na = 2, py = py = 1, gi = ga = 2, m =2, Dy,
Dsyy, 5 ,S3,Q% e Qg sao matrizes nulas de segunda ordem e 3% = =y = (0 0).

0O problerﬁa foi resolvide para os mesmos vetores iniciais 7 e z usados em Li (1993). O pro-
cedimento converge quando &(y) < 1072, o que ocorreu na 7% iteragdo. A Figura 4.1 apresenta
tanto a forma 3-D da fungdo valor V(y) = (11)%y + (32)"*. quanto o espaco dos critérios (0 plano
¥ X Y2} com as curvas de contorno de V(y) e de trade off. A Figura 4.2 mostra as primeiras quatro
iteragdes do procedimento no espaco dos critérios. E possivel observar utilizacdo dos hiperplanos
suportes para aproximar a curva de trade-off e encontrar a solucio.

Note que a complexidade da funcdo valor V(.) é grandemente reduzida quando o procedimento
de otimizagdo é transferido do espaco das varidveis de controle

(4.29)

V(J(u)) = (J1(u)*Ta(u) + (Jo(u))*®
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Tabela 4.1: Controle Hierarquico: Solugio do exemplo a cada iteragio.

!

we | owy | i) L) [y [ v | @]

] 1.G000 1 4.7088 | 5.5893 { G H.58929
1.0000 0 3.6413 | 6.5576 | 0.0000 | 5.58093 | 3.64134
0.4799 | 0.5201 | 3.8817 | 5.8558 | 3.6413 | 5.5803 | 0.25447
07361 | 0.2639 | 3.6972 | 6.1559 | 3.6413 | 6.078¢ | 0.06154
0.6069 | 0.3931 | 3.7724 | 59936 | 3.7663 | 5.9633 | 0.01566
0.6712 | 0.3288 | 3.7307 | 6.0716 | 3.7343 | 6.0524 | 0.00388
0.7036 | 0.2964 | 3.7128 | 6.1130 | 3.7185 | 6.0065 | 0.00007

=1 S| G} i G| bO| | =

{J1{u) e Jo(u) dados por (4.28) e (4.29)), para o espaco dos critérios

V(y) = () Py + (y2)"®

A Tabela 4.1 mostra os valores de w, Ji, J2, 11, 2 ¢ © a cada iteragao. A Figura 4.3 ilustira
como V(y) e Ofy) decrescem com as sucessivas iteracdes.

A Figura 4.4 mostra a evolugio das varidveis de estado e de controle para os dois subsistemas.
O comportamento das varidveis de estado reflete o horizonte de tempo finito (7' = 1) e a auséncia
de restri¢bes sobre o estado final.

4.5 Conclusao

Neste Capitulo abordou-se uma importante classe de problemas de grande porte nio-separaveis,
A metodologia hierdrquica proposta, baseada no uso apropriado de conceitos de programacio con-
vexa, permitiu reduzir consideravelmente a complexidade do problema. O aspecto fundamental
explorado pela abordagem foi o de que, embora ndo-separdvel, o problema tem sua solugdo no con-
junto de solugdes eficientes T'. Neste caso, o problema pode ser resolvido através da geragdo do valor
adequado do vetor de ponderagio w ¢ W. Esta propriedade viabiliza o emprego de métodos de co-
ordenacdo especialmente desenvolvidos para tratar problemas com estrutura aditiva, em problemas
que em principio ndo apresentam esta estrutura. A partir da solugio do problema com estrutura
linear-quadratica, atestou-se a facilidade de implementagio e a eficiéncia do procedimento.
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Figura 4.3: Evolugio de V(y) e O(y).
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Figura 4.4: Evolug¢io do controle e dos estados de t =0 a i = 1.
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Nével de Decisio
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Figura 4.5: Diagrama do método.
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Capitulo 5

Fundamentos Tedricos

5.1 Introducao

Neste Capitulo inicia-se um estudo sobre a aplicabilidade da abordagem apresentada no Capitu-
lo anterior para o caso de projeto de controladores sujeitos a um conjunto de especificacdes de
desempenho. Para uma discussdo mais extensa ver Boyd e Barrat (1991).

5.2 Arquitetura do Sistema

Por conveniéncia, todos os sistermnas estudados serdo representados a partir da arquitetura padrio
da Figura 5.1, onde P retine os pardmetros da planta; as entradas e saidas v, u, y e z sdo definidas
coma segue.

P(s)
" Planta

Figura 5.1: Arquitetura do Sistema.

Entradas

o u & R™* representa todas as entradas do sistema que sao manipuladas pelo controlador,
ou seja, u é o sinal gerado pelo controlador do sistema;

¢ v € R™ representa as entradas exdgenas do sistema. A partir de v sdo representadas to-
das as perturbagdes e ruidos, além de qualguer entrada de comando que atue diretamente
sobre o sistema.

65
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Saidas

e y € [R™ representa os sinais que sdo acessiveis ao controlador, incluindo sinais de sensores
e entradas de comando sobre o sistema;

e z ¢ R™ incorpora todos os sinais de saida que possuam algum interesse para o projeto,
como por exemplo, as varidveis do sistema que estdo sendo controladas.

Como este Capitulo trata de controle no dominio da frequéncia, as segunintes suposicoes sio
necessarias para garantir a representa¢io do sistema através de matrizes de transferéncia.

Hipoteses

1. Os sinais v, u, 7 e y sio representados por vetores e cada componente destes vetores é uma
funcdo real e continua do tempo, ou seja:

viRT = R™, 2:RY = R, wiRT— R™, yiRT — R,
2. Os sistemas tratados sdo lineares, invariantes no tempo e estacionérios;
3. O controlador a ser projetado é linear, invariante no tempo e estacionario.

Considerando a Figura 5.1, tem-se a seguinte matriz de transferéncia entre as saidas z, y e as
entradas v, u:

y =P u (5.1)
sendo
PZU qu
P o= P | Pru (5.2)

onde cada partigio representa a matriz de transferéncia entre as combinagoes de entradas e saidas
da planta.

Considerando-se agora o bloco de controle incorporado ao sistema, tem-se a arquitetura da
Figura 5.2. Note que a presenca do bloco de controle, processande o vetor y e gerando o vetor u,
indica gue o sistema agora esta em malha fechada. Portanto, tem-se que

= Ky (5.3)
Colocando (5.1) apenas como funcio de z e v, obtém-se

z= H,v (5.4)

onde
sz = qu + quI((I - Pyuﬁv)—le” (55)

¢ a matriz de transferéncia em malha fechada entre z e v. Assume-se que det(f — P, K) # 0 para
garantir a existéncia de ([ ~ P K)71, o que se conhece por "well-posedness condition”.
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v Planta = =
y P(s) ,
Controlador
K{(s)

Figura 5.2: Arquitetura em malha fechada

5.3 Exemplo Ilustrativo

Para exemplificar como se processa a determina¢io dos vetores v, u, z e y, considere o caso do
regulador classico, que consiste em manter a saida préxima de zero através de um sinal de controle
finito. A Figura 5.3 representa o regulador através do modelo em diagrama de blocos, largamente
utilizado na teoria de controle, sendo que 5.3-a apresenta o modelo sem as perturbacies, enquanto
que 5.3-b considera perturbacdes no atuador do sistema 7, e no sinal 7, medido pelo sensor. A
fungdo de transferéncia P, representa a planta do sistema e K, o controlador.

i Controlador u(s) Plonta yis)
: T Kis) P (5)
(a)
uls} T k% EACNY Ty
" Controlador +& Planta ’ v(s)
+ : Kis) + Po (s} 5
(]

Figura 5.3: {a) Diagrama de blocos, (b) Diagrama considerando perturbagdes.
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Como entradas exégenas serao consideradas as perturbagoes n, e n,:

=[]

Como saidas reguladas serdo tomadas a saida da planta (y,) e a saida do controlador {u):
u

¥y = '“(yp + ns}

A saida sera o sinal

ou seja, a safda da planta perturbada pelo ruido, com sinal negativo. O sinal de controle consiste
apenas do sinal de saida do controlador (vetor u).

Portanto, a planta P possui trés eniradas e trés saidas com a seguinte matriz de transferéncia:

P 0 | R
P:{ﬁw ?u}: 0 0 | 1
w v -P -1 | ~F

A partir de (5.5), tem-se como matriz de transfer@ncia em malha fechada para o sistema,

) .2t
1+ K 1+
H.y = (56)
BRE K

TIFFR K T I¥REK

O sistema de controle realizado através do sinais v, u, z e y é entdo mostrado na Figura 5.4.
Com relagao ao diagrama comumente usado em controle classico (Figura 5.3), esta nova arquitetura
apresenta como principais caracteristicas:

ny e .
v { n : : up} z

Figura 5.4: Sistema de controle segundo a arquitetura adotada.
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1. As realimentacles de estados e de saida sdo tratadas pela arquitetura padrio como imple-
mentagoes em maltha fechada diferentes, uma vez que os vetores y serdo distintos;

2. As perturbagdes fazem parte da especificagéio do sistema e sdo consideradas em v;

3. A arquitetura padrio facilita a determinacio do sistema em malha fechada mais adequado,
uma vez que qualquer especificacdo poderd ser expressa através de v e z, apenas.

5.4 Especificacoes de Projeto

Nesta secdo serdo discutidos alguns aspectos referentes ao projeto de controladores. Para tanto,
sera assumido que existe uma planta dada, com os vetores v, u, z e y definidos e sua matriz de
transferéncia Py determinada.

Durante a realizacio de um projeto é necessirio que sejam observadas especificacées que deter-
minarao se o resultado final é satisfatério ou nio. Para o caso do projeto de sistemas de cantrole,
tem-se como aspectos a serem considerados

¢ Realizabilidade;
s Estabilidade;

¢ Desempenho;

¢ Robustez.

Para que um controlador seja considerado satisfatério para uma determinada planta, a matriz
de transferéncia em malha fechada correspondente deve satisfazer 4 especificacio ou ao conjunto
de especificagdes dado. Como apresentado em Boyd e Barrat (1991), especificacdes de projeto sio
definidas da seguinte maneira,

Definicdo 5.1 Uma especificagdo de projeto D € uma funcio booleana, ou um teste, sobre a
matriz de transferéncia em malha fechada H. Portanto D é uma fungdo que possui uma matriz
Hy_xn, como argumento e retorna um valor booleano corno resultado, ou seja:

D :H — (passa, falha)
onde H representa o conjunto de todas as matrizes de transferéncias n, x n,.

As especificagdes D podem também estar relacionadas entre si, ou seja, dadas vérias especifi-
cagoes de projeto Dy, Ds,..., D, pode-se, por exemplo,

¢ Ordend-las parcialmente. A ordenagdo pode sugerir que existem especificacoes que sdo mais
rigidas do que outras, isto é: se D; & mais rigida do que Dy, entdo todas as matrizes H que
satisfizerem D; satisfardo D, e se existir pelo menos uma matriz que satisfaz Dy e nao Dy,
entdo diz-se que D; ¢ estritamente mais rigida que Dy. A ordenagio é parcial porque existem
especificacdes que ndo podem ser comparadas:
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o Agrupd-las através de operadores booleanos, de forma a construir uma expressio de especifi-
cagoes. Exemplos:

- () operador A denominande satisfagio conjunta (D; A Dy);

— O operador V denominande satisfa¢io disjunta (D v Dy);

O uso de operadores booleanos cria uma nova especificacio. No caso de Dy A D; tem-se uma
especificagdo mais rigida do que D; ou D,.

Uma especificagao de projeto & consistente ou factivel se for satisfeita para pelo menos uma
matriz de transferéncia. Caso contririo, ou seja, se a especificagao nao for satisfeita por nenhuma
matriz de transferéncia, entio a especificacao é inconsistente ou infactivel.

Um aspecto que aparece naturalmente é o problema de factibilidade, que consiste em verificar se
um conjunto de especificagbes de projeto Dy, Dy,..., Dy, pode ser satisfeita para alguma matriz de
transferéncia do sistema. Na pratica, o problema de factibilidade consiste em verificar a factibilidade
de apenas uma especificagdao, Dy A ... A Dy .

Geralmente, o uso de uma parametrizacio para as especificagoes de projeto, e ndo apenas a
utilizagdo de valores fixos, é uma forma mais adequada de refletir as necessidades do projeto de um
controlador para uma determinada planta. Esta parametrizacdo é feita da seguinte forma: sejam
uma especificacio Dy e um valor a; > 0. Entéo

’Dga}) 1 especificagdo < ay

onde especificagio pode ser, por exemplo, sobre-sinal de y, devido a uma determinada entrada .

Caso seja atribuido valores numéricos & uma familia de especificacdes de projeto D%, ac invés de
apenas um valor booleano {passa ou falha), tem-se entdo uma especificacdo por inequagdo funcional,
que consiste em

bea) co(HY< a (5.7)
onde
p:H —RU{c} {5.8)

é um funcional em H € H, que atribui para cada H um valor real, possivelmente infinito.

Com iss0, as familias de especificagbes definidas desta forma podem ser linearmente ordenadas,
)

1 2
uma vez que se al < a? entdo Dq(f é mais rigida do que D;ﬂ ), e quantificadas pois, se a? = 2a?

1 2
entio ’Dg‘ } ¢ duas vezes mais rigida do que ’Dgf' ), no sentido da medida fornecida pelo funcional

@.

5.5 Otimizacao Multicritério

Nesta segdao, os conceitos de especificacdo de projeto, de familias de especificacées e de funcionais
serao utilizados no escopo da otimizagio multicritério de sistermas.

O problema de controle multicritério com especificacbes de projeto consiste em satisfazer {no
sentido booleano} uma especificagio rigida Pp {que pode ser a conjungao de varias especificagoes)
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€, 20 mesmo tempo, minimizar vérios critérios (funcionais ¢) simultaneamente. Desta forma,
considera-se a familia de especificactes parametrizadas pelas constantes ay, ay,. ...ap, dada por

plerao)  pp ADE) AL a DY) (5.9)

Portanto, qualquer que seja o valor de ay, az,...,ap, a especificacio D{%1+90) gerd mais rigida
do que Dg. O objetivo é determinar valores para as, aa,....ap de forma que a especificacio
resultante esteja no limite do conjunto de especificacdes consistentes, de acordo com o conceito de
especificagdo consistente visto anteriormente. Chega-se entdo a um conjunto de especificacoes que
forma o limite do conjunto de especificagdes consistentes, que sio as especificacées eficientes.

Definigdo 5.2 Diz-se que uma especificacdo D{@1-a0) ¢ eficiente se ndo existir nenhuma es-
pecificacdo consistente D(31-ip) formada pelas constantes &, as,....dp tal que @, < a,, Vn €
[1,2,..., D] com pelo menos uma desigualdade estrita, ou seja, in < an para algumn € {1,2,..., D].
A matriz de transferéncia em malha fechada que satisfaz a uma especificacdo eficiente é chamada
de Matriz de Transferéncia Eficiente.

As especificagdes eficientes ndo podem ser comparadas entre si no sentido de uma ser mais rigida
do que outra. O conjunto de especificacbes eficientes forma a curva de trade-off entre os critérios
considerados.

5.6 Paradigma do Controlador Otimo

Neste caso, a familia de especificagdes de projeto é parametrizada por apenas uma constante @, ou
seja
D : Dy A DY (5.10)

onde ’fo) é a especificacdo por inequacio funcional.

No paradigma cldssico de controle étimo, as familias de especificagdes podem ser linearmente
ordenadas e portanto o problema consiste em encentrar o menor valor de g que torna D) o mais
rigida possivel, mantendo é claro a factibilidade da especificacio, ou seja, tem-se o problema

ax = min ¢(H) (5.11)

onde H denota o conjunto das matrizes H que satisfazem Dp.

O funcional ¢ pode ser uma combinagio de vérios outros funcionais. Em particular, ¢ pode ser
a soma de vdrios funcionals, multiplicados por constantes que atribuem relagoes de importancia
entre si, ou seja

HH) = w1 (H)+ ... +wpgp(H) (5.12)

onde w; 20, i =1,2,...,D.

Nas proximas secdes serdo revistos alguns tipos de normas usadas para medir sinais e sistemas
que serdo utilizados no decorrer do trabalhe.

Uma norma deve satisfazer as propriedades da definicio a seguir (Luenberger, 1969).
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Definigao 5.3 Seja a fungdo || - || + V — R, que transforma um vetor v € V em um escalar
ndo-negativo. Entdo || -|| € uma norma se satisfaz

e |lv]l 2 0, Vv € V {(ndo-negatividade)
o Para [|vi] < oo, |lav| = |af||vl], Va € B (homogeneidade)
o Jlv+wl < |iv]] + |lw]l, Yo,w € V {desigualdade triangular)

5.7 Normas de Sinais

A seguir serdo relacionadas algumas normas comumente utilizadas para sinais { Boyd e Barrat, 1991;
Dahleh e Diaz-Bobillo, 1995).

Pico

Esta norma nada mais é que a norma [, vista na Se¢io 2.2 para vetores, sendo para sinais definida
como

£
lufleo = sup u(t)] (5.13)
>0
Esta norma fornece o maior valor alcancado por u(t} no intervalo de tempo considerado.

Raiz Quadrada do Valor Quadratico Médio

Esta medida ¢ usualmente conhecida como valor RMS (do inglés, root-mean-square) e fornece o
valor médio alcan¢ado pelo sinal no intervalo de tempo considerado, sendo definida como

. :
fullyms & (T@m% / a(t)?dt) (5.14)

Se u for um vetor, a expressio fica na forma
A 1 /T , 3
[2ilrms = | lim ,——/ w(ty u(t)dt {5.15)
T—ooT 0

Valor Médio Absoluto
Esta norma atribui menor énfase a valores transitérios. £ definida como
fullma & im 1 [ gl (5.16)
mae = lim == )
Tewo i Jo

Enquanto que ||u|l;ms é mais usada como norma de sinais de energia, a norma |[u}|me ¢ mais
utilizada como medida de sinais que indicam gastos de recursos ou combustiveis.
No caso em que » é um vetor com n componentes, tem-se

ullma 2 Tim su iﬁé (1)]dt (5.17)
me Ty p T 8] guml UZ( .
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Norma de Sinais Estocdsticos

A norma de sinais estocdsticos é calculada de acordo com as caracterfsticas do processo que gera
sinal.

(a) Se o processo estocastico for estaciondrio, entio a norma malis utilizada é

el £ (Elu(t)?])? (5.18)

onde £ é o operador esperanca matemdtica, que nio depende de t devido a estacionari-
edade. A expressdo torna-se

L

l[allems = (Eult)u(t)])? (5.19)

caso u seja um vetor.

{b) Se o processo tender a ser estaciondrio com o decorrer do tempo, entio tem-se
t
A, 3
llems 2 Jim (€lu(t)?)’ (5.20)
(¢} Se for considerada a autocorrelacdo de u
Ry(7) £ Elu{t)u(t + 7)] (5.21)
ou sua densidade espectral
A T
S(w) & / Ru(r)e= " dr, (5.22)
a norma ||ull,,s pode ser computada como segue
2 Lo -
ey = Ru(0) = = [~ Su(w)deo (5.23)
27 J o
No caso em que u é um sinal estocdstico estaciondrio ergédigo tem-se
1 o
el = SO = TeR(0) = Tro- [ Sy, (5.24)
onde, para vetores, a autocorrelagio é dada por
Ru(7) & Sult)ult + 7 (5.25)

Para estes sinais, tem-se que

[

lllrms = (Z”uéllfms> (5.26)
=1
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(d) A norma absoluta média para sinais estocdsticos estacionérios é definida como

A
Nullma = Eul?)] (5.27)
a qual, para sinais ergddigos, é equivalente em valor a definicdo deterministica.

Quando um sinal decai para zero com o tempo, as normas {|ullyms € ||#|lme possuem valores
estocdsticos nulos. Para medir a norma destes sinais sao usadas as normas L e Iy definidas como
segue.

Norma L,

1

s 2 ([ utvtar)” (5.28)

que representa a energia total do sinal.
Se y for um vetor, tem-se

o2 ([ Swt0re) = (Do) (529)
i=1 i=1

Norma Iy
fulie £ [ o (5.30)

que mede o consumo total de recursos ou combustivel do sinal, e que para vetores assume a forma

julls 2 [ (ol = Sl (5.31)

1=} iml

5.8 Normas de Sistemas

A seguir serdo consideradas medidas de normas para a matriz de transferéncia entre 2 e v, H,,,.

Norma [,
A norma L4, também conhecida como o ganho de pico-a-pico méximo, é definida como

& o 1l
leleorze [Zloo

|31

(5.32)

I

oo N
s [ 2l

onde h;; é a resposta ao impulso do elemento H,; de H.
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Resposta RMS para um Ruido Particular

Sejam H uma matriz de transferéncia estivel e 5, a matriz densidade espectral de poténcia de v.
A resposta RMS devido ao ruido v ¢ dada por

1

1 e . ) s z .
Ml = (05 [ HG)S ) o)) (5.33)
Norma H,
Mede a resposta RMS, considerando uma entrada tipo ruido branco, isto é S, = I
1o :
11l = (e [ # (G (oo (534

Esta norma é expressa no tempo como

e = (e[ mh(t)h(t)’df)%

i . (5.35)
2 (ifnﬂikn%) 2
i=1k=1
onde h é a resposta ao impulso de H.
Norma H_,
A norma H., é dada por
Hlle £ sup_ opael(H(s)) (5.36)

Re{s}>0

onde Oy, € 0 valor singular méximo de /. Neste sentido, para que ||H|l. < oc, a matriz de
transferéncia I deve ser estdvel, e neste caso

[Hllw = S‘ip Tmaz(H (jw)) {5.37)

5.9 Especificagoes de Projeto

Em problemas de otimizacio, algumas caracteristicas dos funcionais e restricdes envolvidas sio
desejdveis para que a busca da solu¢io seja eficiente. Dentre estas caracteristicas, uma que torna
o problema mais tratdvel é a converidade, uma vez que esta garante que a solucio encontrada é
realmente a melhor solu¢do para o problema.

Para que o problema de controle envolvendo especificagdes de projeto seja adequadamente
formulado, e para que se possa avaliar as consequéncias da convexidade e de outras caracteristicas
sobre o problema, as especificagfes de projeto devem ser representadas na forma de conjuntos.
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Dada uma especificacio de projeto D;, o conjunto associado serd o conjunto H; € H de matrizes
de transferéncia em malha fechada que a satisfazem, isto é

Hi={H € H: H satisfaz D;} (5.38)

Com isso, a qualquer relacdo entre especificacdes de projeto corresponde uma relagio entre
conjuntos. Alguns exemplos sio apresentados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Exemplos de especificagdes via conjuntos.

2 Especificacdo de Projeto | Conjunto de Matrizes de Transferéncia ]

H satisfaz Dy H e H,y

Dy é mais rigida do que D Hi € Hy

Dy é mais fraca do que Dy Hy 2 Ho

Dy A Dy Hy N H,

Dy é infactivel {ou inconsistente) Hy =0

Dy é factivel (ou consistente) Hy # 0

Dy é estritamente mais rigida do que Dy | Hy C Ho, Hy # Ha

A seguir demonstra-se que um grande ndmero de especificagtes de projeto, quando convenien-
temente formuladas em termos de matrizes de transferéncia, sdo convexas ou afins. Algumas destas
especificagoes sdo aplicadas a parti¢des especificas de H,, de acordo com a seguinte divisio dos
elementos dos vetores v e z2:

U, comandos
v=| 1y perturbacées
| Vete demais componentes de v
' z. | varidveis comandadas
.= Zg sinais dos atuadores
Zo outros sinais criticos
| Zete | demals componentes de z

Neste sentido, tem-se as seguintes particdes da matriz H., relacionadas as divisdes apresentadas
para z e v,

H,., Hy «

> Hac Had * v
Hcc Hod *
* ® %
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5.9.1 Realizabilidade

Uma matriz de transferéncia H realizivel deve pertencer ao conjunto

Hecat S{H i H = Poy+ PouK(I ~ PuK) Py, para algum K. (5.39)
A partir da seguinte troca de varidvel:
R=K({I- PyK)?, onde R € R™=*" (5.40)

obtém-se uma representacio afim de (5.39) em R.

Hycai ={H: H =P, + P, RP,, paraalgum R € R™ ™} {5.41)

Vale a pena notar que R e K possuem uma relagio bi-univoca. Logo, a representacio em (5.41)
nio degenera a correspondéncia entre H (matriz de transferéncia) e & (controlador), uma vez que,
encontrado /T e R basta fazer

K =(I+RP,) 'R, (5.42)

para obter K.
Agora, supondo-se duas matrizes H, H € H,equ, existem duas matrizes B, R € R"=X™ tais que

H:sz+quRPyL'

H =P, +P.,RP,,

Entdo, qualquer que seja w € R, a matriz de transferéncia H,, dada por
Hy=wH +(1-w)H,

serd tal que
Hw = -P?:v + P:—:uRwa-U

onde

Ry =wR+{(1-w)R

Portanto, ., € Hreawr €, consequentemente, H,.q, é um conrjunto afim. Para encontrar K,
que realiza a matriz de transferéncia em malha fechada, basta fazer

Ko =(A+wB) " C +wD) (5.43)

onde ; R
A=T+K(I~ PpK) 1P,
B=K(I-P,K) Py, — K(I - Pp,K) ' P,,,
C=K(I-P,K),
D=K(I—-PuK)?—K(I-P,Ky!




5.9  Especificacdes de Projeto 78

5.8.2 Estabilidade

Além da realizabilidade, uma outra especificagio primordial para o projeto de um sistema de
controle é a estabilidade, ou seja, a matriz de transferéncia em malha fechada a ser determinada
deve pertencer ao conjunic

2 = {H: H= P,y + P K({I~- Pyulf)”lev, para algum K que estabilize P}.  (5.44)

Pode-se mostrar, de uma maneira semelhante & usada para MH,eqel, que Hesr também é um
conjunto afim, ou seja, se & e K estabilizam P, entio K, dado por {5.43), também estabiliza P.

5.9.3 Desempenho

Dado um conjunto H.z.; de matrizes de transferéncia estiveis em malha fechada, ainda é necessario
estabelecer especificacbes que dirdo qual o comportamento desejado do sistema com relagdo aos
comandos e perturbagdes atuantes. Estas especificaces sio chamadas especificagdes de desempenho
e a seguir serdo apresentados alguns exemplos.

Especificagoes de Entrada/Saida

As especificacdes a seguir referem-se ao elemento H.. de H.

Overshoot e Undershoot: Definidos pelos funcionals

Qsov(Hcc) é sup S(t) -1
20

Pud{ Hee) = sup —s(t)
>0

onde s(t) é a resposta ao degrau de H.. Estes funcionais sio convexos, como tambeém o sdo as
especificagoes

Hovg {H Pou S&}

AN ,
Hudx {H @udga}

Se dadas duas respostas ao degrau, nenhuma excede 10% (@ = 0.1} de overshoot, entdo a média
das duas resposias, por exemplo, também néo excedera.

Tempo de Subida e de Estabilizagao: Definidos, por exemplol, pelos funcionais
¢'tsub(Hce) ﬁ inf{T : S(t) > (0.8 para t> T}

Dtest(Hee) = inf{7: |s(¢)~ 1| < 0.05 para t > T}

1Existem varias definicdes de tempo de subida e de estabilizacio em uso.
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que sdo funcionais quasi-converos. Porém as especificacbes por inequagdes funcionais
4 : :
Hésub e {H D Preup < Tmax}

£ ,
Htest = {H P Prest S Tmax}

sao especificacdes convexas.

EspecificagGes de Regulacao

As especificagdes de regulacio referem-se & particio H.y de H,,. Ou seja, a submatriz de trans-
feréncia das entradas de perturbagdes para as safdas referentes 3s variiveis comandadas. Logo,
procura-se manter o valor de H.; pequeno. As especificacées de regulacio sio do tipo

[Heall < o (5.45)
onde || - || é qualquer norma apropriada. Como exemplo de especificacio de regulacio tem-se a
regulacio RMS.
Regulacdo RMS: Definida como
A .
Hrgrms = {H : ”H,ﬂﬁ“z < Ot} (546)

onde {1 é um fator espectral de densidade espectral de poténcia conhecida. Portanto esta especifi-
cagdo limita o desvio RM S da varidvel comandada a um valor menor do que a.

Esfor¢o do Atuador

Devido a vdrias razdes (aquecimento excessivo, saturacio, gasto de energia) qualquer sistema de
controle deve manter a magnitude do sinal do atuador limitada, ou seja,

“u“atd < Lipas (54?)

onde || - [latq é alguma norma apropriada e Ly, é o limite mdximo permitido para o sinal.

5.9.4 Comentarios

Nesta seqao foram discutidos apenas alguns aspectos a serem observados no projeto de um controla-
dor. Discutiu-se a formulagio de algumas especificacdes relacionadas 3 realizabilidade, estabilidade
e desempenho. Nio foram exemplificadas especificacdes relacionadas com sensibilidade e robustez
do sistema, pois seria necessirio uma discussio mais aprofundada sobre normas de sistemas. O
objetivo foi fazer uma introducio para a préxima segdo, que vai tratar da formulacdo do problema
de controle.
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5.10 Formulacao do Problema

Como foi visto na Segdo 5.5, a formulacio de um problema de controle multicritério a partir de
especificagGes de projeto consiste em, satisfeita uma determinada especificagio rigida Dg, encon-
trar um controlador K que minimize um conjunto de funcionais ¢ relacionados a diversas outras
especificacdes.

Como parte de Dp pode-se imaginar, por exemplo, que antes de qualquer coisa, o controlador
a ser determinado deve fornecer uma matriz de transferéncia em malha fechada realizdvel. Porém,
de nada adianta um controlador que nio seja estabilizante. Portanto, uma matriz de transferéncia
em malha fechada estivel é uma condicio basica para qualquer projeto. E ficil perceber que a
especificagdo Hest € mais rigida do que H,.qy (ver Secdes 5.9.1 e 5.9.2), ou seja, Hegni € Hrequi-
Logo, na composicao de Dy, a especificacdo H.,p deve obrigatoriamente ser levada em conta, pois
nela estd embutida a realizabilidade e estabilidade do sistema em malha fechada. Supondo gue
todas as outras especificagbes que compdem Dp estejam relacionadas no conjunto Hp tem-se o
seguinte problema de otimizacio

i O(H.,) (5.48)
onde H = Hegrt N Hp e ®(H,,) é composto pelos funcionais (relacionados as especificagies) que
se deseja minimizar.

Um fator complicador na solugao de (5.48) é a relacdo entre H,, e o controlador K {ver equagdes
(5.5) e (5.44}). Note que trata-se de uma relagio do tipo linear-fracional, e consequentemente,
qualquer restricdo sobre H.,, por mais simples que seja, se refletird em uma restricio bem mais
complexa em K.

Por esta razdo, o problema ¢ modificado a partir do conceito de parametriza¢do @ {Vidyasagar,
1985). Em linhas gerais a parametrizacio ¢} consiste em fazer a busca sobre uma determinada
matriz ¢ (pardmetro livre). O conjunto Hesp ¢ caracterizado em funcio de @ da seguinte forma:

Hestot = {Hzpy =Ty + T5QT3: @ € R™*™ & uma matriz estdvel} {5.49)

onde Ty, T, e T3 s&o matrizes de transferéncia estéveis, derivadas da planta a partir de fatoracdo
coprima (Vidyasagar, 1985) de wm controlador nominal que estabilize a planta, Apnom.

E possivel mostrar (Vidyasagar, 1985) que Ty, T» e T3 dependem da planta e que 77 nada mais
¢ do que H,, encontrado para o controlador K,un. A Figura 5.5 mostra como fica a arquitetura
bésica com a presenca de (J no sistema. A esséncia da parametrizacio estd no fato de que, como
() & estavel e Ko, estabiliza H, a matriz resultante da introdugio de @ também sera estdvel.
De fato, pode-se fazer com que a matriz (7 ndo enzergue nenhuma realimentacio e portanto nio
desestabilize a planta. Neste caso, variando-se ( sobre o conjunto RH,, das matrizes racionais
proprias estavels, através da expressio

H_, =T +T,Q1; (550)

é feito um mapeamento a partir de ¢ de todo o conjunto H.z.
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B e po——

.........................................................

Figura 5.5: Arquitetura incluindo a matriz Q

Ccnsequentemente, Q problema formulado em termos da maftriz Q
Qe ( ) ( )

onde

Q2{Q: T1 + TQTs € Hp,Q € RHL},

é agora um problema em que a relagdo entre a varidvel de otimizagio Q e o conjunto de busca @
é afim. Como foi visto na Se¢do 5.9, muitos critérios de desemperho sio convexos, e com isso o
problema pode ser tratado através da abordagem via programacio convexa introduzida no Capitulo
2. Tendo-se encontrado a matriz  solugdo do problema, o controlador K é obtido facilmente.

5.11 Parametrizacao de Youla

Na sec@o anterior, a parametrizagio () para o projeto de controladores sujeito a especificacbes de
projeto apenas foi introduzida. Nesta se¢do serd mostrado em que consiste Q-parametrizar todos os
controladores estabilizantes de uma determinada planta. Em seguida, obtém-se a parametrizacio ¢
a partir da sua representa¢io em espago de estados, que é necessaria para viabilizar a implementagio
computacional do procedimento, uma vez que a solugéo através da representacio através de matrizes
de transferéncia mostra-se de dificil tratamento numérico.

Vale a pena lembrar que, do ponto de vista da abordagem multinivel proposta, estd sendo
tratada apenas a solugio do nivel de andlise, uma vez que é neste nivel que se conceniram as
caracteristicas dindmicas do problema considerado.
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5.11.1 Resultados Preliminares

Torna-se necessario apresentar alguns conceitos algébricos relevantes {Francis, 1987}

Matrizes Coprimas

Sejam 'y, (7 elementos do espago formado por todas as matrizes de transferéncias préprias e
estdveis, RH.,, e que possuem o mesmo numero de colunas. Fntio 1, (G sdo matrizes coprimas
i diretta se existem matrizes X, Y também pertencentes a RH,,, tais que

[ X Y][gi}:XGl—kYGQ:I (5.52)
2
, . . PG, L
o que é equivalente a dizer que a matriz G, | ¢ inversivel 4 esquerda em RH,,.
2

Do mesmo modo, sejam &y, G3 € RH,com mesmo nimero de linhas. Entao Gy, (2 sdo
matrizes coprimas ¢ esquerda se existemn matrizes X, YV ¢ RH,,, tais que

R Gg][if]:@axwmﬁ:f (5.53)

ou seja, | G1 Gq ] é inversivel a direita em RH,,.

Fatoragic Coprima

Considere agora uma matriz P racional prépria com coeficientes reais. Entdo P pode ser fatorada

na forma
P=NM" (5.54)

onde N e M sido matrizes coprimas a direita em RH,,. Esta fatora¢do é chamada de fatoracio
coprima & direita de P. Existem também matrizes M e N, coprimas & esquerda, tais que,

p=M"N (5.55)

que definem a fatoragdo coprima a esquerda de P.

Observe que como M e N sio coprimas a direita, entio existem matrizes X, Y & RH., que
satisfazem (5.52) e, como M e N sio coprimas & esquerda, entdo existe outro par de matrizes, X,
Y € RH,, que satisfazem (5.53). Para cada matriz racional P existem oito matrizes em RH,
que satisfazem as identidades

-1

P=NM"'=M N (5.56)
X -Y|iMY

e que constituem a fatoragdo duplamente coprima de P,
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5.12 Estabilidade

O objetivo desta secio ¢ mostrar a utilidade dos conceitos de fatoracio coprima para a caracte-
rizacao da estabilidade da matriz de transferéncia de uma determinada planta P a partir de um
controlador &', ambas por hipdtese matrizes racionais préprias com coeficientes reais.

Teorema 5.1 Sejam
P=NM"'=M"'N (5.58)

E=0v-'=¥V"'0 (5.59)

Jatoragoes coprimas d direita e ¢ esquerda de P e K, respectivamente. Entdo, ufirmar gue K
estabiliza P € equivalenie a afirmar que

M {?}U
€ RH,, (5.60)

ou que ) )
€ RH., (5.61)

olor] v
Prova: Francis (1987). g

Uma consequéncia imediata deste resultado é a obtenciio de um teste que indica se K é um
controlador que estabiliza P.

Teorema 5.2 Seja P uma mairiz de transferéncia racional prépria com coeficientes reais. Entdo
P € estabilizdvel se e somente se
M, { 0 I | N sdo coprimas a direita e
0 . .
M, 7 | sdo coprimas a esquerdea.
ou se

M, J‘:’[ ? } sdo coprimas a esquerda e
M, { 07 ] sdo coprimas a direitq.

Prova: Francis (1987). a

Note que para que P seja estabilizdvel, seus pélos instdveis devem ser alcancados pelo contro-
lador. Como os pdlos instdveis de P devem estar contidos na particio Py, pode-se mostrar que se
K estabiliza £, entdo A estabiliza P.
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5.13 Parametrizacao dos Controladores Estabilizantes

Uma. vez estabelecidas as condigdes para que uma determinada matriz de transferéncia P seja
estabilizavel e as condigdes para que um controlador K seja estabilizante, o préximo passo serd
parametrizar o conjunto de todos os controladores estabilizantes a partir do conceito de fatoragao
coprima.

Sabe-se que é necessario trabalhar apenas sobre a particdo FP,,. Seja a fatoracao duplamente
coprima de P,

Py = Ny Ml = M, Ny, (5.62)

Xpw Yy || Myw Yo

h d =7 63
{”Nyu My, ] { Nyuw  Xyu (5.63)

e as fatoragbes coprimas de A dadas por (5.59). Pode-se entdo estabelecer o seguinte resultado,
consequéncia do Teorema 5.1.

Lema 5.1 K estabiliza Py, se e somente se

My, U
€ RH,, (5.64)
Nyw V
oun . _
v -{
€ RH,, (5.65)
"Nrw Myﬁ
]

A partir deste resuitado e das matrizes que fatoram P e K, obtém-se a parametrizacdo de todos
os controladores que estabilizam P, e, consequentemente, P.

Teorema 5.3 O conjunto de matrizes racionais proprias K que estabilizam Py, estd parametrizado
pela matriz de matriz de transferéncia ) através das expressées

K = (Yu - M HQ)(X w N UQ)—I
= (fyu - Qi?{ryu)_lgz?yu _yQMyu) (566)
para ¢ € RH
"

Cousidere as fatoragdes de Py, dadas por (5.63) e a J-parametrizagao de K dada por (5.66) e
defina

& ~
Ty & P+ PpuMyY Py
T, 2 P.M,, (5.67)
N
fg - 1Myupyu
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Teorema 5.4 Com K dado por (5.66) e com Ty Ty e T dados por (5.67), a matriz de trans-
feréncia em malha fechada de v para z € dada por

H., =T, +T,QT; (5.68)

Prova: Francis (1987). a

Este resultado é de fundamental importancia para a solugio do problema via programacio
convexa, pois, ao contrario do que ocorria com a caracterizagio do conjunto de todas as matrizes
de transferéncia estaveis H,g,y através de K, a caracterizagdo a partir de @ mantém a convexidade
do problema. Uma vez encontrado o valor étimo de @, basta aplicar (5.66) para encontrar o
controlador A que implementa a solugdo do problema.

5.14 Parametrizacao de Youla em Espaco de Estados

Apés ter-se definido a arquitetura a ser utilizada, caracterizado o conceito de especificacio e o
seu papel no projeto do controlador, definiu-se qual o conjunto no qual serd realizada a busca da
solugdo do problema de otimizagdo (Hesi). Neste ponto do trabalho, todos os requisitos para a
formulagdo do problema no contexto de matrizes de transferéncia foram satisfeitos. Porém, ainda é
necessirio implementar a parametrizagio @ através de espaco de estados, por duas razdes: é uma
formulagao methor comportada em termos computacionais (Francis, 1987; Boyd e Barrat, 1981),
e os procedimentos que serdo utilizados para a solu¢io do problema estio baseados na formulacio
através de espa¢o de estados.
Uma matriz de transferéncia, descrita através da realizacio em espaco de estados

G{s)=C{sI — A)"'B+ D (5.69)

serd representada através da seguinte notagio:

G- [ é ;’-;_.__ (5.70)

Sendo assim, considere que P possui a seguinte realizagio em espaco de estados:

Al B ] ,
P = {+C oy (5.71)

Como a matriz P estd definida de acordo com as suas particées de entrada e saida

HiH

a realizacdo de P levando-se em conta as suas particdes fica na forma
A | B, B,

P=1{C, | Do Dun (5.72)
Cy Dyy Dyu
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Assume-se que a particao Py, é estritamente prépria (D, = 0) por uma questao de simplicidade
no desenvolvimento das equagdes. Qutro resultado que serd levado em consideraggo é que, como
fol visto anteriormente, a estabilizabilidade de P é equivalente & estabilizabilidade de P, e dizer
que Py, é estabilizivel ¢ o mesmo que afirmar que o par {4, B,) é estabilizdvel e que o par (C, A)
é observével. Portanto, existem matrizes K ¢, e L.s que fazem com que as matrizes

A-B, K e A— LeyCly (5.73)
sejam estdveis.

Com isso, pode-se obter (¥rancis, 1987; Boyd e Barrat, 1991) as realizacoes das oito matrizes
da fatoragdo duplamente coprima de P,:

_ | A= B,K,p | B, | A-B,K,; | B, ,
My'ﬂ- - [ _.E(_gfb I I } H Nyu e [ Cy i O (5'?4)
Y _ A~ Lestcy ! _Lest ¥ _ A— Lesf.cy E Bu ]
My, = [ C, I 7 , Ny = z, i (5.75)
_ A— BuI{sfb ' Lest ] _ A— Buﬂrsfb I Lest ]
X’U‘U - [ Cy | I ] 1/’:’;’11'- b "””-K’gfb | 0 (5'76)
v A -~ Lestcy ] _Bu ] L A - Lestcy l Lest
- = a7
o [ Kep | L | ~Kep | 0 517
Considerando que a realizagio da matriz de pardmetros livres @ tem como realizacio
4 | Bg
Q= [ } (5.78)
Cq | Do

e substituindo estas realiza¢bes em (5.66) e em (5.67), e em seguida em (5.68), obtém-se as repre-
sentacdes em espaco de estados para o controlador

Ak | Bk :
K = 3.79
[ Ck | Dx } (5.79)

e para a matriz de transferéncia em maiha fechada

A+ B DrC, B, Ck B, + ByDkD,,
H = By Cy Ar By Dy, (5.80)
Cot Do DrCy DCr i Do+ Doy DDy,
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onde i
A = A~ Bu}fsfb - Lestcy - B’{LDQC_U BuCQ
o -BoC, Ag
[ L. + BuDg
By =
R ] Bg } (5.81)

Cr = { ~(Kym+ DoC,y Cp ]

Dy = Dg.

Com isso, obtém-se o mesmo problema (J-parametrizado da secio anterior agora representado
através de espago de estados. O préximo Capitulo discutird um método de solugio para o problema
de minimizacdo proposto.

5.15 Conclusao

Neste Capitulo foram discutidos aspectos relacionados ao problema basico de projeto de sistemas
de controle no dominio da frequéncia. Foi apresentado o conceito de fatoracio coprima de matrizes
e discutida sua importancia e aplicabilidade na parametrizacio de todos os controladores estabili-
zantes da planta. Mostrou-se que esta parametrizagio gera um problema de otimizagio equivalente
ao problema original, com a diferenca de que a relagio entre a varidvel de decisio e a matriz de
transferéncia em malha fechada passa a ser afim.

Tendo sido formulado o problema de otimizagio para o sistema descrito por matrizes de trans-
feréncia, optou-se por representd-lo através da descricio por espaco de estados. Para tanto as
realizacbes das matrizes de transferncias envolvidas foram apresentadas.







Capitulo 6

Projeto de Controladores Dinamicos

6.1 Introducao

Neste Capitulo serd abordado o problema de projeto de controladores no dominio da frequéncia
de acordo com a parametrizagdo introduzida no Capitulo anterior. Demonstra-se que é possivel
resolver o problema de projeto através do Algoritmo Bésico estendendo-se alguns conceitos, como
o de subgradiente, para espacos de dimensdo infinita. Através de aproximacdes finitas, obtém-se
um problema equivalente, tratdvel pelas técnicas introduzidas neste trabalho. Relacdes entre a
abordagem convexa proposta e uma conhecida técnica para projetos de controladores - o Métoda
das Desigualdades - sdo discutidas no final do Capitulo.

6.2 Formulacao do Problema via Parametrizacao de Youla

Para simplificar a notagéo o indice zv da matriz de transferéncia em malha fechada das entradas
exdgenas para as safdas reguladas (., ) serd suprimido sempre que possivel. O problema de projeto,
formulado originalmente em termos do conrtrolador A, pode ser definido em termos de @ como

min ®(H{Q 6.1
min $(H(Q)) (6.1)
onde (-} é em geral um vetor de critérios (funcionais) de desempenho convexos sobre o conjunto
das matrizes de transferéncia H e

Q=1{Q € RHy: H(Q)<0} (6:2)

representa o conjunto definido por inequacdes funcionais que descrevem especificacdes de projeto a
serem satisfeitas. A escolha das especificacdes de projeto que definirdo os critérios de desempenho ou
que comporao as restri¢des fica a critério do projetista, podendo inclusive ser intercambiadas para
uma melhor avaliagdo do desempenho do sistema. Observe também que através da parametrizacio
de Youla, as especificagdes de realizabilidade e estabilidade da matriz de transferéncia da solucio
do problema estdo satisfeitas, por construcio.

88
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O problema -parametrizado é de dimensdo infinita, uma vez que Q estd contido em RH,,
que por sua vez é um espago de dimensdo infinita. Torna-se portanto necessirio o uso de alguma
técnica de aproximacao finita adequada ao RH.,, o que serd visto em seguida.

6.3 Aproximacgao de Ritz

No contexto deste trabalho, a aproximagdo de Ritz (Boyd e Barrat, 1991) consiste em, dado um
conjunto H de matrizes de transferéncia, gerar uma sequéncia de n elementos deste conjunto que irdo
compor uma aproximacdo H"™ de dimensio n, e assim proceder a busca da solu¢do do problema em
questao sobre H". Como a aproximacdo serd sempre de dimensio finita, o problema de otimizagio
passa a ser de dimensdo finita.

Caso o problema na aproximacio n seja infactivel, gera-se um elemento a mais na sequéncia,
de forma que a nova sequéncia gere uma aproximacio de dimensdo n+ 1. O anmento de dimensdo
é progressivo até que a solucio do problema seja encontrado no conjunto corrente.

Dada uma sequéncia Ry, Ry, -+, R, de matrizes de transferéncias estdveis, a expressiao bdsica
da aproximacio &

Tl
A
H'={H:H=Ro+> R, z€R"} (6.3)
=1
que fornece, para cada z € R", um elemento de H™. A aproximacio ndo compromete a natureza
convexa dos {funcionais e especifica¢bes de projeto, pois a dependéncia de H com z € R™ é afim.
No caso do problema (J-parametrizado, tem-se o seguinte espaco de matrizes de transferéncia
para aproximar:

Hesw! - {H CH =T 4 TZQTS : Q = RHOO} (64)

Para obter uma aproximacao de Ritz, seleciona-se uma sequéncia de n matrizes de transferéncias
estavels @i, i = 1,---,nefazse By =Ty e R; = T9Q;73, 1 = 1,---,n e com isso a aproximagio
tera a forma

"l {H tH =T+ 1, (inQi) Ty, z€ R”} (6.5)
i=1

Agora a busca passa a ser em & € R™. A prdxima se¢do abordard o método a ser utilizado para
resolver o problema de otimizacio resultante.

6.4 Método de Planos de Corte

Na se¢ao anterior foi discutida uma aproximacio finita para o problema de projeto de sistemas
de controle @J-parametrizado. Esta se¢io discute o método de Planos de Corte, escolhido por ser
aplicivel a problemas de otimiza¢io convexos nio-diferencidveis. Antes de passar a descrever o
método, é necessario aprofundar o conceito de subgradiente de um funcional convexo.




6.4 Método de Planos de Corte g0

Definigdo 6.1 Seja ¢(-) um funcional convezo sobre H. Entdo o funcional @9} € um subgradi-
ente de @) no ponto Ho € H se ¢°9 for linear sobre H e

O(H) = ¢{Hy)+ ¢ (H - Hy), VHEH (6.6)

O conjunto de todos os subgradientes de ¢(-} no ponto Hy serd denotado por 8¢(Hy). E possivel
verificar que, se uma fungio for convexa entdo possui pelo menos um subgradiente em todo o seu
dominio, e se além de convexa for diferencidvel, entio o conjunto O0¢(Hg) terd sempre um tnico
elemento, chamado de gradiente de ¢(-) no ponto H,.

Se H C R", entéo o subgradiente em qualquer ponto de H é uma funcio linear na forma ¢'H,
onde g € R" depende de Hy, e a expressio (6.6) fica sendo

HH) > d(H)+<g H-Ho> VHeH (6.7)

onde o lado direito da desigualdade descreve a equagio de um hiperplano suporte a ¢() no ponto
Hy.
E facil verificar que, dados os subgradientes ¢* € d¢( H') nos pontos H?, i = 1, 2,--+.k entdo

< LT i _ gyt .
gS(H)ﬁ_z_g[rlaﬁﬁ]{@(H)-ﬁ—<g,H H'>}, YHewH (6.8)

De fato, cada subgradiente constitui numa aproximagiio de primeira ordem da funcdo, sendo
esta aproximacao exata no ponto considerado. Portanto, & possivel fazer a minimizacio nio mais
sobre a funcdo ¢(-), mas sobre a aproximacio baseada nos subgradientes encontrados. O valor do
funcional serd sempre menor ou igual ao valor encontrado minimizando-se ¢(-), uma vez que os
planos de corte constituem limitantes inferiores para ¢(-) {ver Figura 6.1). Um aspecto importante
¢ o de que a aproximagio via planos de corte é linear por partes, podendo-se obter o limitante
inferior de ¢{-) através de programacio linear.

\ subgrad g!

subgrac{;B = subgrad g?

H1 1;'1’3‘ K Hz

Figura 6.1: Aproximagio de ¢{H) por planos de corte.
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6.4.1 Meétodo de Planos de Corte: Problema Irrestrito

O problema consiste em

cn 4k
By @0 o
onde _ _ '
#(H) = Jmex, {p(HY+ < ¢', H— H' >} (6.10)

é a aproximagao de ¢(-} a partir da existéncia de k subgradientes.
Note que (6.9) é equivalente ao seguinte problema linear:
min @

HeH
(6.11)

sa. HHY<g  H-—H >< o, di=1,..,k

0 método de planos de corte consiste em:
Passo 1 - A partir de uma aproximacio com k subgradientes, resolva (6.11), obtendo H*t1,
Passo 2 - Encontre o valor de ¢(-) para H = H*+1,

Passo 3 - Se ¢(H*')~ ¢ < ¢, para € > 0 suficientemente pequeno, pare. Caso contrario, encontre o
subgradiente de ¢(-) no ponto H**1 e acrescente o semi-espago correspondente ao problema (6.11).
Faca k = k + 1 e volte ao Passo 1.

Como observado, uma vantagem de se trabzalhar com este método é a de que o problema (6.11) é
semnpre um problema de programagéo linear. O que o método faz quando a cada iteragio acrescenta
uma restricdo ao problema (6.11) é melhorar a aproximagio da fungdo. Note que a aproximagio
por subgradientes sempre subestima o valor de ¢(-) e sendo assim, o valor da diferenca ¢(H* ') ~qa
serd sempre wm valor positivo.

6.4.2 Metodo de Planos de Corte: Problema Restrito

Para o caso de otimizagdo restrita deve-se acrescentar as restri¢des do problema (6.11) a aproxi-
magao via planos de corte do conjunto de restrigdes do problema. Para tanto, é necessario calcular
os subgradientes também dos funcionais 1(-) que compdem o conjunto de especificagdes por ine-
quagdes funcionais (6.2).

Considere, portanto, ' € 99{ H') subgradientes do funcional #(-) nos pontos H, i = [1,---, k].
O problema (6.11) passa a ser

min o
HeH

sa. HHY <G H~H >< o, i=1,2,...k (6.12)

WHY+ <h H-H >< 0
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6.5 Exemplo Ilustrativo

Para ilustrar o funcionamento do método de planos de corte serd utilizado o seguinte exemplo ( Boyd
e Barrat, 1991; Cruz, 1994). Trata-se de um sistema conhecido como sisiema de controle com um
grau de liberdade (1-DOF) (Figura 6.2). Neste sistema o sinal de referéncia r é uma entrada externa
que varia com o tempo. O principal objetivo neste sistema ¢ manter a saida Y, da planta o malis
préximo possivel do sinal de referéncia r, apesar das perturbagoes Nproe € Nyepn, 20 mesmo tempo
em que se tenta evitar que o esforge do atuador u cresca muito.

u(s)

Rproc y,,(s)? . Nsen

r(s) Controlador Planta
+ K{s) 4+ Ps)

Figura 6.2: Representacio cldssica do sistema 1-DOF.

Este mesmo sistema, considerando-se a arquitetura da Figura 5.1, possui quatro entradas e trés
satdas, que sdo

Bproc y
v = Ttsen y B { ,:: } y ¥ =T Yy — Tlgen (613)
T

A matriz de transferéncia da planta &

P, 0 0 PR
P = [ ﬁ”’ ?‘“ ] = 0 0 0 1 (6.14)
A ~-P -1 1 =P

A matriz de transferéneia em malha fechada #., tem a forma

F K P
_{Hu Hy Ha| | (01 RE) (45K (0fBE)
e = { Hy Hyp Hy |~ P K K i (6.15)

1+ RE)  (1+BK) (1+ PoK)

Os funcionais podem representar os valores RMS das varidveis de saida medida (yp) e de controle
(u}, overshoot e ganho de pico, por exemplo. No capitulo anterior foram discutidas algumas
especificagbes de projeto, e especificagbes mais rigidas, tais como realizabilidade e estabilidade. A
seguir serio apresentadas algumas especificacdes de projeto de interesse e as expressoes dos seuns
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subgradientes.
¢ Overshoot

O fancional overshoot possui a seguinte definicio matematica:

o H) = sup s(t) — 1,
£>0

onde s(t) é a resposta ao degrau unitdrio da funcdo de transferéncia H.
Este funcional possui como subgradiente no ponto Hy

oo pJwio

G (H) = -2—%; H(jw)dw

—so Jw

onde 1y é qualquer instante de tempo em que o overshoot ocorre. Note que este subgradiente é um
funcional linear de H.

¢ Norma H,

Q) funcional norma H; é definido como

ot =1ty = (o [~ mgerras)

ou, no dominic do tempo
o) = 1, = ([ w o)

A expressido para o subgradiente de ¢ no ponto Hy tem a forma

sg - 1 e
&9 (H) = mimho(t)h(t)dt

¢ Ganho de Pico
O funcional ganho de pico, por sua vez, é definido como
O(H) = 1], = [ IO,

onde h(t) é a resposta ao impulso da funcdo de transferéncia . Para a expressiao do subgradiente
tem-se

$E(H) = je " sen(ho(t))h(1)d1.

onde ho(?) é a resposta ao impulso da fungio de transferéncia H no ponto H = Hy.
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6.6 Subgradientes na Aproximacao de Ritz

As expressdes dos subgradientes apresentadas anteriormente sio funcionais lineares sobre um espago
de dimenséo infinita. Para adequd-las ao problema de dimensio finita gerado pela aproximacio de
Ritz ¢ necessario obter os subgradientes em termos das varidveis 2. Considere o funcional

wlz)=¢ (Rg +- Zn:xifii) (6.16)

=1

Um subgradiente g € (&) serd um vetor cuja i-ésima componente é o subgradiente do funci-
onal ¢{-} no ponto z = . Entio

¢*9(Ry)
g= : € del(t) {(6.17)
¢*( Ry
No caso do problema parametrizado, tem-se Ry = Ty e R; = T50Q;Th, sendo @i, i = 1,---,n

matrizes estdveis pré-estabelecidas. Assim sendo, o subgradiente de dimensio finita do funcional
overshoot fica por exemplo na forma

stg(Rl) - i/m ej.Wts R}(jw)dw
2 o jw
4= : (6.18)
$9(R) = —- / = g R )
2 oo Jw

onde tg € qualquer instante de tempo em que ocorre o overshoot para

H=Ti+T; (ix@) T3

1=1
6.7 Problema de Projeto Multicritério

Esta secdo tratard da solu¢do do problema de projeto de controladores com midltiplos critérios de
desempenho. O que se buscard é a re-edigio da estrutura multinivel derivada para o problema
multicritério no dominio do tempo, as condigdes do problema no dominio da frequéncia.

6.7.1 Formulacaoc do Problema

Como foi visto anteriormente, uma especificacio de projeto pode ter um tratamento matematico
adequado a partir do conceito de especificacdo por inequagio funcional

’Dgl) () <a
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A especificagdo de projeto definida deste modo pode ser oiimizada, bastando-se que para isto
seja minimizado o valor de ¢, mantendo-se a factibilidade do problema. Portanto, do ponto de
vista de controle 6timo, um problema de projeto de controladores poderia ser formulado como

in ¢(H
;pé%@( )

onde H representa genericamente quaisquer outras especificagées ou restrigoes rigidas do problema.
Supondo-se que se deseja otimizar simultaneamente vérios critérios, o problema acima deixa de
ser escalar para ser vetorial, ou seja,

min ®(H)
HeH
sendo ®(H ) um vetor cujas componentes sio os virios critérios a serem otimizados
S(H)Y = [ (H) 6o(H) ... dw(H)]

A defini¢do a seguir interpreta o conceito de solugdo eficiente em termos de matrizes de trans-
feréncia de malha fechada.

Definigio 6.2 Diz-se que uma mairiz de transferéncia de malha fechada H* € eficiente se ndo
existir nenhuma outra matriz de transferéncia em malha fechada H tal que ®(H) < ®(H*), com
pelo menos uma desigualdade esirita, ou seja, ¢;(H) < ¢;(H*) para algum it € [1,2,...,n].

O problema de projeto de controladores dentro do escopo da programacdo multicritério con-
siste em escolher dentro da curva de trade-off uma matriz de transferéncia em malha fechada que
mimimize a fun¢do valor V(+). Logo, tem-se o seguinte problema

ifné% V(®(H)) (6.19)

O problema acima estd formulado no espago das matrizes de transferéncia. Considere agora sua
formulagio no espago dos critérios:

min V(y) (6.20)
onde
F& {yeR™: y=®&(H), para algum H ¢ H} (6.21)

Esta formulacdo é equivalente & apresentada na Secdo 1.6 e exibe as mesmas caracteristicas e
vantagens ja observadas.

6.7.2 Estrutura Multinivel - Decisiao e Anslise

A metodologia apresentada a seguir foi discutida no Capitulo 2 quando se tratou o problema no
dominio do tempo, sendo aqui re-editada apenas para adequar a notagiao ao caso de matrizes de
transferéncia.
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Definicdo 6.3 Diz-se que um vetor y € R™ de trade off’s implicitos € satisfatorio se existe H € H,
tal que ®(H) < y.

Seja o conjunto ¢ definido como

= {lyer™: ®(H)<y, para algum H € H} (6.22)

Considere agora o problema formulado no espace dos critérios,

ygéiély Viy) (6.23)
onde A
Y={y:y 2>y} (6.24)

sendo y a solugdo utdpica.

Teorema 6.1 Seja y™ a solugdo dtima de (6.23). Entdo y* resolve o problema de controle multi-
eritério definido por (6.20).

Prova: Segue a mesma demonstragio do Teorema 2.1. ]

O problema a ser resolvido computacionalmente fica na forma

min V(y)
(6.25)
s.a. w'y > wO(H(w)), YweW.
onde
— . !
H{w) = arg min w ¢(H) (6.26)

6.7.3 Algoritmo Basico

Para resolver o problema (6.26) de projeto no dominio da frequéncia usou-se o Algoritmo Bésico
apresentado na Secio 2.3.

Algoritmo Basico
Faca k=0e Y0 = ).

Passo 1. Resolva o problema relaxado

in V(y, 6.27
min V(y) (6.27)
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Seja y* a solucdo relaxada

Passo 2. Resolva o problema min-max
Oy) = in w(®(H) - y*
() = mage min, w/(8() = o')

Escolha w" € W e faga £ = 0.
Passo 2.1 Resolva o problema de controle étimo {min)

Aw) = min (w*)(®(H) - ¥)

obtende H* € H(w"), £ = ®(H®) — 4* e AMu?).
Passo 2.2 Resolva o problema linear { maz)

max o
weEW
=)

o < w, i=1,2,..,L

se of — Mw?) < ¢, para ¢ > 0 arbitrariamente pequeno, faca w* = w?,

H* = H® e ©(y*) = ¢ e vd ao Passo 3. Caso contrario, faca [ = [ + 1 e volte
ao Passo 2.1

Passo 3. Se O(y*) < 0, entdo H* = H{w") resolve (6.19) e y* = ®(H*) resolve (6.25)
((6.23)). Caso contririo, adicione a restricio mais violada a Y*

yk+3 - {y € yk . (wk)ly > ('wk)'@(Hk)}
faga k =k + 1 e volte ac Passo 1,

A utilizagdo do Algoritmo Basico para resolver o problema de projeto de controladores apresenta
as mesmas vantagens ja enunciadas quando do seu desenvolvimento para problemas de controle no
dominio do tempo. Em particular, a funcéo valor pode ser livremente arbitrada, sem que a solugio
do nivel de andlise seja modificada. O problema a ser tratado no nivel de decisdo serd sempre
estatico, de pequena dimensdo, com restri¢des lineares e geralmente convexo.

6.8 Solucao do Problema Min-max

O problema min-max tem uma importincia particular no desenvolvimento deste trabalho por con-
centrar a maior parte do esfor¢o computacional do procedimento. A sua anailise é fundamental
para se estabelecer estratégias que visem o aperfeicoamento do Algoritmo Biésico.

O problema min-max consiste em

max min w'®(H) (6.28)
weW HeH
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onde H representa o conjunto de matrizes de transferéncias factiveis e

O(H) = [p1(H) ¢2(H) ... b))

¢ um vetor cujas componentes sdo os m critérios de projeto.
Através da parametrizacdo de Youla, obtém-se o problema equivalente

max min @' (7 + 10T 6.29
Iax mig w (Ty +15QT3) (6.29)

e uma vez que a dependéncia com w é linear, a convexidade do problema é preservada.
Por conveniéncia, o problema é representado como

max Mw) {6.30)
onde
Mw) = glel% w'S(H ) (6.31)

Note que, para um determinado valor de w, o produto w/®{H) d4 origem a um critério escalar
e o problema (6.31) se reduz ao caso tratado no Capitulo anterior. Neste caso, cada subgradiente
da combinacio linear de critérios obtida tem a forma

O(H) = wid(H)E + wa(H)E + ...+ wmd( H)E (6.32)

onde ¢(H)®, i=1,2,---,m representa o subgradiente de cada critério. Portanto, para resolver
(6.31) basta aplicar o procedimento apresentado, considerando que o subgradiente da func¢do é uma
soma ponderada dos subgradientes dos critérios do problema.

Encontrada a solucdo de (6.31), o problema de maximizacio (6.30) fica caracterizado. Para
resolver (6.30) usou-se também o método de planos de corte. Note que, considerando H' a solucio
para o problema de minimo na iteragdo /, cada subgradiente que aproximara A{(w) terd a forma:

b1 H')
U9 (w) = : = &(HY
S (HY)

A seguir apresenta-se o algoritmo que encontra a solugio do problema min-max.

Passo 1 - A partir do vetor w' resolva (6.31) pelo método de planos de cortes, obtendo H'.

Passo 2 - Resolva o problema

max o
ogweW

s, o <wO(HY, i=1,...,1
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obtendo o't! e wi*l. Se (o' — (w'YB(H'Y)) < ¢, para ¢ suficientemente pequeno, pare. Caso
contrario, faca { = [ + 1 e volte ao passo 1.

Com o objetivo de ilustrar o procedimento, a seguir serd apresentado uma variagio do exemplo
abordado em Boyd e Barrat (1991). O exemplo original mono-critério consiste em obter a solucdo
do problema 1-DOF discutido na Sec¢dio 6.5 através da seguninte formulagao:

min Qf’rms._u(H)

(6.33)
8. a ¢Tm5_yp(ﬁ') < 0.1
onde ¢Tms_yp(H) € ¢Grms_u(H ) sio dados por
Srmsyp(H) = (| H11Woroell? + | H1sWoenl| )2 (6.34)
Grmsn(H) = (| Hat Woroo|2 + || HoaWeen [2)1/? (6.35)

O problema min-max derivado do exemplo acima consiste em fazer com que ¢rpms_y, (H ) nio
caracterize uma restri¢do a ser satisfeita no problema, mas sim um critério a ser minimizado. Tem-
se entao um problema bi-critério, onde os critérios envolvidos sdo conflitantes {melhorar a regulagio
implica em aumentar o esfor¢o de controle). Portanto o problema min-max resultante consiste em

max mig [w1Grms.n(H) + wabrms.y, (H )] (6.36)

6.9 Solucao do Problema Multicritério

Esta segao tratard dos aspectos referentes aos métodos matematicos e computacionais usados na
implementacio do Algoritmo Bisico. O método de otimizacio escolhido foi o método de planos
de corte, devido a sua facilidade de implementacio. Na solucdo do nivel de andlise foi utilizada
a parametrizagdo de Youla em conjunto com o método de planos de corte para obter a solugio
do problema de minimizacao; para resolver o problema de maximizacio foi também utilizado o
método de planos de corte. Nas proximas secbes serdo discutidas as implementacdes de cada nivel
e a solu¢do de um exemplo ilustrativo.

6.9.1 Nivel de Andlise

Como foi visto anteriormente, o nivel de analise consiste de dois problemas de otimizagio: um
problema de minimo e um problema de mdximo. A solucdo de cada problema sera tratada separa-
damente a seguir.
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O problema de minimizacio consiste em
. 7 k
min S(H) -1
min w(S(H) - y")

onde y* é fornecido pelo nivel de decisio e w é o vetor solugdo do problema de maximizacio. Nesta
etapa é resolvido um problema de projeto de controladores cldssico e, portanto o problema é refor-
mulado em termos de matrizes de transferéncia estdveis (J. Apenas relembrando, a parametrizacio
de Youla permite a mudanca da varidvel de otimizacdo, da matriz de transferéncia do controlador
K, para uma matriz de transferéncia estdvel . Esta reformulagio permite preservar as carac-
teristicas de convexidade que a maioria das especificacdes de projeto apresenta em malha fechada,
pois a dependéncia de H com () é afim e, desta forma, funcionais convexos em H permanecem
convexos em (J,
O problema em termos da varidvel @ fica, portanto, formulado como

min w'(®(Ty + ToQTy) — %%) (6.37)

O subgradiente a cada iteragio, necessdrio para a aplicagao do método de planos de cortes,
é idéntico ao do problema min-max, pois a parte escalar (—w'y*) do funcional é eliminada no
subgradiente.

No problema de maximizagdo, que encontra o vetor w solugdo do problema, também é utilizado
0 método de planos de corte.

6.9.2 Nivel de Decisao

O nivel de decisdo é facilmente implementado, sendo sempre um problema estético, de pequena
dimensao, definido no R™, com restri¢oes lineares. Para ilustrar o método, foram utilizadas duas
fungdes valores V(-).

Norma Infinito: Neste caso, a fun¢io valor V(-} assume a forma
V(y) = max (v -y (6.38)

onde y representa a solu¢do utépica. Portanto, através de V(y) se procura encontrar uma
solugio que minimize a distancia entre o conjunto de solucoes factiveis e o ponto y, medida
pela norma infinito. No caso particular do Algoritmo Bdsico, a norma infinito passui nma
caracteristica importante para a valida¢io do procedimento pois, é possivel mostrar (Carvalho,
1993} que neste caso, o problema a ser resolvido no nivel de decisio é equivalente ao do nivel
de andlise e portanto o procedimento termina em apenas uma iteracio.

Norma Euclhideana: Através da norma

n 1/2
V(y) = (Z{yi - yi)g) (6.39)

i=1
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se procura também minimizar a distancia entre a solugio utdpica e o conjunto de solucgdes
factiveis, neste caso medida pela norma Euclideana. Esta norma gera um problema nio-linear,
de facil soluclo e interpretacio fisica.

A seguir um exemplo numérico foi resolvido com a finalidade de ilustrar o desempenho do
Algoritmo Bésico,

6.9.3 Exemplo Tlustrativo

(O exemplo selecionado foi o mesmo sistema 1-DOF da Segao 6.5, sendo que

110-s
Fols) = 2 104 s
e o vetor de critérios
FILE_ H
# = { i }

onde Grms_y,(H) € drms o H) sd0 dados por (6.34) e (6.35), respectivamente.

Como vetor y, foi escolhido a origem, ou seja, y = [0 0]. O critério de parada do Algoritmo
Bésico foi O(y) < 1073, O controlador nominal K., (0 mesmo utilizado por Boyd e Barrat (1991))
é caracterizado pelos seguintes ganhos:

0.0000
Lest = | =3.1623 |, Kypp = [1.4276 10.2048 2.4495]
-1.1115

Cada termo da aproximacio de Ritz para a matriz @, dado por (6.5), foi construido a partir do

termo geral .
1 T
Qi = (s + 1>

e o problema resolvido para aproximagées usando trés termos (n = 3).

Todo o procedimento foi implementado usando-se rotinas MATLAB. A Tabela 6.1 apresenta os
resultados obtidos pelo Algoritmo Bdsico considerando-se a norma infinito como fungdo valor e a
Figura 6.3 mostra as respostas ao degrau de Hy3(s) e Has(s). Como era de se esperar, o algoritmo
convergiu em apenas uma iteragdo, sendo que o controlador encontrado foi de ordem 9.

Tabela 6.1: Selugdo do Algoritmo Bésico para a norma infinito.

Lk | y ! w’ | Grms o H) | Grms ()| Oy) |
0 [0 0] 0.4801 0.5199] |  0.0630 0.0643 0.0636
1] [0.0636 0.0636] | [0.4753 0.5247] |  0.0634 0.0639 | 3.27-107°
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(a) E
o i i Fl L i i i3 1 i
08 2 4 6 3 10 12 14 16 18 20
tempo (segs)
(b)
é é 1Eo 1!2 1'4 16 18 20

tempo (segs)
Figura 6.3: Resposta ao degrau de (a) Hi3 e (b) H,3 para norma infinito.
Na Tabela 6.2 apresenta-se os resultados para a norma Fuelideana, cuja solugio foi encontrada

com o mesmo nimero de iteragdes da norma infinito. A Figura 6.4 mostra as respostas ao degrau
de His(s} e Haz(s) para este caso, que apresentou como controlador

[ 11428 —10.205 —2.449 0 0 0 0 0 9837 0

1 3162 -31.623 0o 0 0 0 0 0 —3.162

0 2112 11115 0 0 0 0 0 0 ~1.112

0 -1 10 -1 0 o 0 0 0 -1

Ag = 0 0 0 20696 -2  —1 0 0  0{ Bg= 0

0 0 0 0 1 6 06 0 0 0

0 0 0 0 0 67467 -1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 -2 -1 0

i 0 0 0 0 0 0 0 1 0 I 0
Cr=[—1428 —10.2948 —2449 0 0 0 0 0 9.837 ] Dk =0

A Figura 6.5 apresenta os valores dos funcionais para as normas Euclideana e infinito dentro
da curva de trade-off do problema.

6.10 Método das Desigualdades

Um dos mais conhecidos métodos para projeto de controladores através de técnicas de otimizacio
é o chamado Método das Desigualdades (Zakian e Al-Naib, 1973; Maciejowski, 1989). O método
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Tabela 6.2: Solu¢ao do Algoritmo Bdsico para a norma Euclideana.

l k ] y’ E wl E (brms_u(H) l érms_yp(ﬂ) l G(y) i
[0 0] [0.4512 0.5488] | 0.0668 0.0609 0.0636
1} [0.0568 0.0691] | [0.5182 0.4818] (.0581 0.0692 6.58 - 1074
(a)

08 I L L 1 : 4 1 1 )
e 2 4 & 8 10 12 14 & 18 20
tempo (segs)
oAb
15
; ]
—~—
05 -
3
0
0.5

13 i ] i 1 E 1
o 2z 4 & 8 1 12 14 18 1B 20
tempo (segs)

Figura 6.4: Resposta ao degrau de (a) H,3 e (b) Hy; para norma Euclideana.

requer o estabelecimento de limites para as especificacdes de desempenho. De acordo com o método,
a solugdo para o problema de projeto é qualquer controlador X gue satisfaga as desigualdades

G1(K) < ay

@52(13"? < ay (6.40)

bm(K) < am

onde &1(K), ¢ K), ..., ¢l ) sdo o0s critérios de desempenho e ay, a2, ..., @, sdo os limites
ou niveis de satisfacdo do projetista. Em Zakian e Al-Naib (1973), uma variante do algoritmo de
Resenbrock para problemas de otimizagdo nao-diferencidveis é utilizado no sentido de obter uma
solugdo para (6.40).

0O Método das Desigualdades apresenta algumas desvantagens importantes. O problema de
otimizacdo derivado do método € nao-convexo, nio-diferencidvel e extremamente sensivel aos limi-
tantes a1, g2, ..., @m. Para um dado conjunto de valores de a4, a2, ..., @y pode ndo haver solugdo
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Figura 6.5: Curva de trade-off.

factivel e, mesmo havendo solugdo factivel, ndo existe nenhum procedimento que permita eventu-
almente melhorar os imitantes. Por outro lado, por trabalhar diretamente sobre os parametros do
controlador /', o método permite definir a estrutura {PID, por exemplo) e a ordem do controlador.

Se interpretado no contexto deste Capitulo, uma formulagio equivalente do método das desi-
gualdades seria encontrar () € RH, tal que

(@) < a

¢2(Q)~ < az (6.41)

O problema associado agora é convexo e existe uma solucido factivel para as desigualdades se e
somente se

max min w'(®(Q) - a) (6.42)

for menor ou igual a zero, onde o’ = [¢;, ay...2n]. Em outras palavras, através da abordagem
convexa, é possivel testar a factibilidade de (6.41). Se @ & tal que (6.41), a abordagem convexa
informa como os novos valores de a devem ser escolhidos de forma a se tender & factibilidade, isto
é, a deve satisfazer

(w")'a > (w")&(Q) (6.43)
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onde (w*, @) resolve (6.42). Assim, a abordagem convexa permite melhorar os limitantes de acordo
com alguma funcdo valor V(-) que agregue as preferéncias do projetista (decisor). A fangio V()
ndo precisa ser explicita e, em projetos que envolvam apenas dois critérios, o processo de escolha
e adaptacio dos valores de a pode ser representado no plano — espaco dos critérios — conforme
ilustragdo da Figura 6.6.

Figura 6.6: Ilustragdo do método - caso bi-critério.

Se, apesar de néo explicitar sua func¢io valor V(-), o projetista seleciona valores de a respeitando
as hipéteses globais sobre V(:), como crescimento em relagao a cada critério, entao seguramente a
solucdo final serd eficiente, isto &, estara sobre a curva de trade-off do problema de projeto. Neste
sentido, a abordagem convexa proposta conduz aos limites de desempenho do sistema considerado.

6.11 Conclusao

Como o problema resultante da parametrizacdo de Youla (ou parametrizagdo ¢)) possui dimensao
infinita, fol necessdrio desenvolver uma aproximagéo finita do conjunto de matrizes de transferéncia.
Esta aproximacao, feita a partir do método de Ritz, gera um problema finito, convexo e computa-
cionalmente tratavel.

Foi discutida a aplicacdo do método de planos de corte para resolver o problema de otimizacio,
que faz uso do conceito de subgradiente. Foi discutida ainda a implementagio do Algoritmo Bésico
para resolver o problema de projeto de controladores com miltiplos critérios de projeto.

A formulacdo do problema no espac¢o dos critérios, e a subsequente divisio do sen tratamento em
dois niveis tornam o procedimento bastante versatil. O problema no nivel de decisdo oferece grande
flexibilidade no gue diz respeito 4 escolha da funcio valor mais adequada ao problema. O problema
no nivel de andlise fica completamente caracterizado pela solucio do nivel de decisfo e, com isso,
a dindmica do sistema pode ser tratada isoladamente. O problema min-max foi apresentado e
resolvido através das técnicas de parametrizagio de Youla.
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Um exemplo numérico bi-critério com estrutura 1-DOF foi resolvido como forma de ilustrar o
funcionamento do Algoritmo Basico.

Finalmente, estabeleceu-se uma comparacao entre a abordagem convexa e o chamado Método
das Desigualdades, através do qual foi possivel evidenciar algumas vantagens da técnica proposta.




Capitulo 7

Projeto de Controladores /4

7.1 Introducao

Este Capitulo tratard da solugio de problemas formulados a partir da utilizacio da norma {;. Em
funcdo das caracteristicas do método que serd adotado, o sistema dindmico deverd ser discreto. No
decorrer do Capitulo, alguns conceitos referentes a sistemas discretos serdo revistos. Vale a pena
ressaltar que esta classe de problemas tem recebido muita atengio em trabalhos recentes, o que
pode ser atestado pelo crescente nimero de publicacdes a respeito {veja, por exemplo, Diaz-Bobillo
e Dahleh, 1993; Dahleh e Diaz-Bobillo, 1995).

As secOes a seguir tratardo da formulagio do problema de norma [;, bem como da caracteri-
zagdo de seu conjunto de solugdes factiveis. Em seguida serd discutida a formulacgao do problema.
resultante de dimensdo infinita como um problema de programacio linear de dimensio finita.

7.2 Transformada )

Antes de se partir para a formulacio do problema, serfo apresentadas a segnir notacdes e conceitos
relativos a sistemas discretos (Dahleh e Diaz-Bobillo, 1995).

[y  Espacgo das sequéncias absolutamente somaveis sobre os
oo

inteiros ndo-negativos. Se z € [y, entdo |la]l; = me(k)[ < 00,
k=0
Fxe Espago das matrizes p X q com elementos no /1. Se M € I1*?, entdo

Mz £ max Zflmuiiz

1<i<p

107
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Lo Espaco de todas as sequéncias limitadas de nimeros reais sobre os
inteiros ndo-negativos. Se » € I, entdo |[z||; = sup; |z (k)] < 0.

(£X?  FEspago das matrizes p x g com elementos no lo.. Se M € [PX9 entio

r
FaN
1]l = 3 max [fmis oo
jtllgaﬁq

b7 Subespago de 1227 formado por matrizes cujos elementos {sequéncias)

decaem para zero, i.e., klim m;; (k) = 0 para todo 4, 7.
—

Trunc Operador Truncamento: dada uma sequéncia infinita N, ¥ = Truncr{/N}
étalqueﬁmN,paraOStST,eN’:G, parat > T.

Dada uma matriz M, M; e M7 denotario a i-ésima linha e a j-&sima coluna de M, respectiva-
mente.

Definigdo 7.1 (Transformada }): Para N € I™*", g transformada A de N (denota-se N) ¢

definida como
[>u]

N(A)y= > _N@HN
7={}
onde A € a varidvel complera que represenia o atraso unitdrio. Portanto, N ¢ analitica no disco
unitdrio aberto D e continua na fronteira.

Por comodidade, ndo serd usado o simbolo ~ para diferenciar sistemas discretos de sistemas
continuos; todos os sistemas deste Capitulo devem ser considerados discretos, a nio ser que se
especifique o contririo.

O uso de transformada A deve-se ao fato dela apresentar uma estrutura polinomial, o que
viabiliza o desenvolvimento do problema tratado como um problema de programacio linear e facilita
a caracterizacdo da solugdo a partir de sequéncias do tipo FIR (resposta ao impulso finita).

7.3 Formulacao do Problema

O problema foi formulado usando-se a modelagem discutida no Capitulo 5 (ver Figura 5.2). O
modelo é representado por um operador linear invariante no tempo P, de dimensao infinita, que
mapeia as entradas v e u para as saidas z ¢ y.

HEERAIH &

Portanto, a solucdo é encontrada levando-se em conta a matriz de transferéncia entre as safdas
reguladas z e as entradas exdgenas v.

H= P+ P K(I— Py K)7VP, (7.2)
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O problema de controle 6timo /; consiste em encontrar o controlador estabilizante que minimiza
o ganho de pico-a-pico maximo de H sobre o espago de perturbacdes limitadas com norma unitdria
(Dahleh e Diaz-Bobillo, 1995). Em outras palavras, consiste em

min max ( max ((Ho))
Kestor maxycign, [|ullee=1 \1<k<n.:
(7.3)

min || H]y

\estvl

Como foi discutido no Capitulo 6, o conjunto das matrizes de transferéncia em malha fechada
- . . . . X -~
H estaveis pode ser mapeado variando-se a matriz estdvel € [[*" ¥ sobre a expressdo afim

H =1+ 1,013 (74)

onde Ty, T; e T3 sdo mapeamentos {matrizes racionais) estdveis que dependem unicamente de P.
A formulagio do problema em termos de ) fica sendo

min [Ty + T2Q73()1
Qe (7.5)

Convencionando que T} - T(~@Q)T3, e incorporando o sinal negativo em (), o problema anterior
pode ser redefinido como um problema de distincia minima entre sistemas estdveis (model matching
problem):

s T = Ry = T oHer 11 (7.6)
onde A
L=A{Re [} ™ . R="T1QI5 para algum Q ¢ I7*"™) (7.7)

representa o conjunto de R’s factiveis.

As préximas secdes discutirdo formas adequadas do problema de distancia minima (7.6} que
possam ser manipuladas computacionalmente. Neste sentido é necessirio caracterizar £ de forma
explicita, o que serd feito a seguir através das condi¢des de inierpolagdo.

7.4 Condigoes de Interpolacao

O problema original de minimiza¢do da norma {; de H sobre o conjunto dos controladores es-
tabilizantes foi reformulado como um problema cldssico de meodel matching em L através da Q-
parametrizagao de todas as matrizes de transferéncias estdveis (H = 17 — ThQT3). Portanto,
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torna-se necessario estabelecer condigbes explicitas para que o valor 6timo computado RB* pertenga
a L, sendo entido possivel encontrar (J* estdavel, que por sua vez levard a K™. Estas condigdes sio
conhecidas por condi¢cées de interpolacdo.

De uma forma simples, fica claro a partir do caso escalar (SISO), que como B = (T573)Q = TQ
{ou seja @ = R/T), os pblos de (J possuem uma estreita relagdo com os zeros de 7. Portanto,
para garantir que ) seja estdvel, basta fazer com que os termos relativos aos zeros instaveis de T°
facam parte dos zeros de [, para que possam ser cancelados. Como o conceito de zeros para o
caso de matrizes de transferéncia envolve informacoes frequenciais e direcionais - para uma mesma
frequéncia, uma matriz de transferéncia pode ter um zero numa dire¢io mas ndo em oufra - as
condicoes de interpolacio sio divididas em duas: condicoes de zero e condiges de rank {Dahleh e
Diaz-Bobillo, 1995).

Toda a estrutura dos zeros de uma matriz racional e suas dire¢des sdo diretamente visualizadas
através de sua decomposicdo de Smith-McMillan (Dahleh e Diaz-Bobillo, 1995) onde, supondo-se
uma matriz racional genérica N de rank r, tem-se

N = LyMnyERN

sendo que Ly e Ry sdo matrizes unimodulares e M tem a forma

£1
L0 0 ... 0\
0
My = : = 0 0
0 6 0 0
0 0 0 0
As informacgfes sobre os pdlos, zeros e suas respectivas multiplicidades o estdo em ¢ e ¥,
i =1,...,7 e as informacdes sobre as direcdes, tanto a direita quanto a esquerda estdao em Ly e
Ry

Para o caso em questio (MIMO), é necessdrio garantir a manutenc¢io da estrutura de zeros a
esquerda de Ty, bem como a estrutura de zeros & direita de 73. A seguir apresentam-se as condigbes
de interpolacio do problema.

Teorema 7.1 Seja uma matriz de transferéncia em malha fechada H = Ty — T,QT3, e considere
a decomposicdo de Smith-MeMillan de Ty e T5:

Ty = Lt,Mr, Ry,
Ty = Ly, My B,

Defina os vetores-linha
CI,L(A) = {L};)z(/\) 7= 1,2,.,.,?12
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0s vetores-coluna '
’GJ(A)E(RE;)J(A) jm ;,2,.?11,

e o conjunto A1, fermado pelos zeros instdveis de T3 e T5. Entdo, para uma dada matriz R €
[F=%me - episte Q € (7™ tal que R = ToQT5 se e somente se, para todo Ay € Arr, C D, as
seguintes condigdes sdo satisfeitas:

1. Condicdo de Interpolacdo de Zeros:
(i RBHFN (X)) =0, paral j=1,.. .', Ty

2. Condigdo de Interpolacdo de Rank:

(e YAy =0, para t=mn,+ 1,...,n0,;

(RB;)(\) =0, pare j=mn,+1,...,n,

onde o indice k representa derivada de ordem k e ¢ a multiplicidade de Ao na cadeia i ou j.

Prova: Ver Dahleh e Diaz-Bobillo (1995) O

Este resuitado é de grande importancia para o clculo de R, dando espago para uma extensa
analise de sua aplicacdo. Porém, este Capitulo vai se ater apenas ao caso de sistemas mono-bloco,
onde n, = n, e ny, = n,, pois caso o sistema seja multi-bloco, o método selecionado pode ainda
ser aplicado através de uma aproximacio mono-bloco do problema. Para um estudo detalhado das
condigoes de interpolacdo e suas aplicagdes, ver Dahleh e Diaz-Bobillo (1995) e referéncias internas.

7.5 Solucao do Problema Mono-bloco

A primeira implicagdo no tratamento de sistemas mono-blocos é a utilizagio apenas da condigdo
de interpolagdo de zeros, uma vez que a condi¢do de interpolagdo de rank é naturalmente satisfeita
pela estrutura do problema.

7.5.1 Aspectos Computacionais da Condicdo de Interpolacio de Zero

Na secdo anterior foi feita a caracterizagio algébrica de £ a partir da decomposicio de Smith-
McMillan, que é a forma mais natural de se determinar a estrutura de zeros de uma matriz ra-
cional. Porém, como o cilculo desta decomposicio é muito mal comportade do ponto de vista
computacional, especialmente quando ocorrem zeros miltiplos, optou-se por seguir a metodologia
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proposta por Dahleh e Diaz-Bobillo (1995), que consiste em descrever as condi¢des de interpolagao
de zeros a partir de uma cadeia de vetores nulos. Esta representacao é equivalente & anterior com
a vantagem de ndo ter problemas numéricos, assumindo apenas que a posigao dos zeros de T e T3
sap conhecidas. Para tanto, algumas defini¢des serio feitas.

Definicdo 7.2 Sejo uma matriz racional genérica N(A), analitica em Aq, um nimero infeiro
positive o e a expansio de Taylor de N

N(A) = lVO -+ ()\ - /\O)f\f?l -+ (A — )\{})QNQ +. 4 (A _ Ao)a_ij .

onde N; = S(N)D(Xg). Define-se a seguinte matriz Toeplitz bloco-diagonal inferior

Ng O 0 ... 0
M No 0 e 0

Do (N) = : .
Ng_]_ JNan_g Nea ... Ng

O que serd feito é explorar a relagio que existe entre as condigdes de interpolacao e a estrutura
do espago nulo de Ty, ,.

Definicdo 7.3 Seja uma matriz racional N de dimensdo m x n, analitica em Ag. Defina u-
ma cadeia nula & direita de ordem o em Ay, como o conjunto ordenado de vetores do R™, X =
{zt,2%,...,29}, tal que 2 £ 0 ¢
z1
22
Trge(N) . ] =0.

rL.G’

Do mesmo modo, defina uma cadela nula & esquerda de ordem o em Ay, como o conjunio
ordenado de vetores do B™, Y = {y*, 4%, ..., y°}, tal que y* # 0 e
5!
o2
Do N')

t
=

&

Y

Um resultado importante no estabelecimento das condi¢des de interpoiagio de zeros a partir
das cadeias nulas associadas aos zeros da matriz, diz que caso N seja quadrada, entdo a existéncia
de uma cadeia nula a direita/esquerda de ordem ¢ em Ap é equivalente a existéncia de um zero
em Ag de multiplicidade algébrica 0. Caso N possua zeros com multiplicidade geométrica [ > 1,
entdo existem / cadeias nulas & direita/esquerda diferentes, nio necessariamente de mesma ordem,
de forma que juntas representam uma base para o espago nulo de N{Ap) (cadeias nulas a direita) e
uma base para N'(Aq) (cadeias nulas & esquerda). Estes conceitos sio usados na defini¢ao a seguir.
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Definigdo 7.4 Sejamn X' € Y* as cadeias nulas de indice 1 & direita e @ esquerda respectivamente,
cada uma com sun ordem ;. Defina um conjunto candnico de cadeias nulas & direita de N em \g,

como um conjunto ordenado de cadeias nulas d direita (i.e., X' = (2", .., 2%°)) parai=1,...,1,
tal gue
1 {zb 2% L 2N sdo linearmente independentes;

2. span{zt, 2B, MY = NIN(Ag));
ooy 2oy 220

e um conjunto candnico de cadeias nulas ¢ esquerda de N em Ay, como um conjunto ordenado de
cadeias nulas @ esquerda (ie., Y' = (y" ... ¢"7)) para i = 1,...,1, tal que

1oLyt yst L .,yl’i} sdo linearmente independentes;
2. span{ybt, ¥ .y} = NIN'(Ao)];
3. 01202220

Para garantir sempre a existéncia de uma base com »n cadelas nulas, mesmo quando o nimero
de cadeias nao é suficiente {/ < n), serd usado o conceito de cadeia nula estendida, que completa o
nimero necessario para a formacgdo da base com n — [ cadeias de multiplicidade o = 0.

Definicao 7.5 Um conjunto estendido de cadeias nulas a direita de uma matriz racional N de
rank completo n X n no ponto g € um conjunto canénico de cadeias nulas & direita aumentadas
com n — | vetores do R", tal que span{z’? zb? . oWl b+l an} =Rn,

O conjunto de cadeias nulas estendidas & esquerda é definido de forma semelthante. Pode-se
agora enunciar a condigdo de interpolacdo de zeros a partir dos conceitos de cadeias nulas & direita
e a esquerda. Vale a pena lembrar que, apesar de nao representar a estrutura de zeros de uma matriz
de uma forma natural, como a decomposi¢ao de Smith-McMillan, as cadeias nulas trazem toda a
informagdo sobre os zeros e suas diregdes, sendo facilmente implementdveis e bem comportadas do
ponto de vista computacional.

Teorema 7.2 Para um problema mono-bloco dado, as condigées de interpolagio de zeros do Teo-
rema 7.1 sdo as seguintes: para todo Ag € An,r,,

P=1,...,1m
(Vo Bzl YN X)) = 0, para{ j=1,...,n,
k= 0,.,.,0'1'()\0)-%‘ O"j{Ao) -1

onde

Heg

T+ (A= M)z + o+ (A= A0)7had, caso 0 > 0,

& g
Ty, =21, casoo; =10
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Po =¥ (A= Ao)yy + ...+ (A~ M) TNk, caso o; > 0,

N
¥, =¥, casoo; =0 a

Toda esta discussdo preliminar tem como proposito caracterizar o conjunto £. Ainda dentro
do processo de reformulacao de (7.6), £ serd substituida por Ty — H. Neste caso a condicéo de
interpolacio do Teorema 7.2 fica sendo

= b0y
(0, Hal Y9 0h0) = (i, Tzl ¥ (), parad 5= 1,0y (7.8)
k=40,..., Ui(/\D} + Unj{Ag) -1

Concluida a caracterizacio de £, as proximas seces representardo {7.6) como um problema de
programagao linear. Note que o conjunto de restrigdes gerado por {7.8) possui infinitas varidveis,
uma vez que H, Ty € ;.

7.6 Formulagao Através de Programacao Linear

QO objetivo desta secdo é definir matrizes A, ¢ e b associadas ao problema (7.6), de forma que este
possa ser escrito como um problema de programacio linear do tipo

min ¢’z
T
sa Ar <b
7.6.1 Problema de Dimensao Infinita
Como o problema trata de sequéncias infinitas, todas as matrizes e vetores envolvidos na formulac¢do

do problema serdo de dimensao infinita.

Varidveis: Em primeiro lugar, a resposta ao impulso do sistema

haa(t) oo han, ()
H(t) = : :
h’nzl(t) e h’ﬁz'nv(i)
sera transformada em um vetor coluna A, onde
T hu(t) ]
hlnv(t)
ZOEN
h'ﬁ-zl(t)
e hnznv(t) .
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e, como cada elemento da matriz H(t) representa uma sequéncia infinita, no vetor 4 os elementos
da sequéncia estardo empilhados, l.e.,

Note que o procedimento acima apenas mudou a forma como os elementos de cada sequéncia sio
armazenados, ndo alterando a natureza da matriz H e suas caracteristicas, especialmente quanto
as medidas de norma, ou seja

[H s = [lhlh = max ZZ O

j=1 t=0

Funcional: O préximo passo é eliminar a nio-linearidade do funcional }}4||; fazendo a seguinte
mudancga de variavel: A = At — ™, com kT A~ > 0. Com isso, tem-se que

H] =  ax ZZ h {t) + h (1),

=1t=0

Restrigoes - Matriz A: O operador linear que vai atuar sobre b associado ao conjunto de
restricdes (7.8) é definido com Ao, onde cada linha da matriz A,.., estd associada a uma das
restrigoes definidas em (7.8). Os primeiros n, - n, elementos de cada linha véo atuar sobre 2(0), os
préximos n; - n, vao atuar sobre A(1), os proximos sobre A{2), e assim por diante. Portanto, a lei
de formagao dos n, - n, elementos de cada linha de A,., é a seguinte: sejam as matrizes n, X n,

a - 1= 1, aay Ty
Gijdg = ?;’f\g-‘ri\w para cada J=1lony
Ao € AT,
A A At]{k)
TETO 44k (1) = {(@113gs - s B1udgs -1 Batdgy -+ os Bowrg)AT] A=y
r=1,...,my,
J7=1.mny
ard
p kﬁ@,...,di()\o)-}'gj(/\o}“
Ao € Azyry

Com isso, cada linha da matriz A,.., fica sendo

JAY
A2€T0{+J+k = {AZE?‘O,'+J+[;(0) AZETOi+J+;; (1) AZETG{+j+k (2) . '}
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Note que, percorrendo as linhas de A...,, a cada n, - n, posicdes os elementos sdo relativos a
uma mesma subsequéncia da matriz (). Para facilitar a prepara¢io do problema de programacdo
linear, cada subsequéncia serd individualmente armazenada numa matriz M;;, onde

-7 A
Méj = {Azerc)ng-nvz+nv(i—1}+j para .? - 17 ceeg Ty
t=0,1,...

Restrigbes - Vetor b: O produto A, ,T1(t), t = 0,1,... gera o vetor b, do problema de
programacdo linear, sendo que 77(¢) € um vetor coluna de dimensao infinita formado a partir da
matriz de transferéncia T} da mesma forma que A(t) fol formado a partir de H.

Problema Primal Tendo-se gerado todas as matrizes e vetores necessirios, o problema de pro-
gramagdo linear equivalente ao problema {7.6) original ¢ anunciado a seguir.

Tig OO

min ZZ (i + h; (1)

h+1h- te(ll lnz)

F=1t=0
s.4.
iz 2 . .
ZZ < eg(h’;; - h;) = bzero
i=17=1
hishi; 20

15

Para efeito de implementagdo computacional, o problema é ainda reescrito como um problema
de minimizar um limitante superior v, usando-se varidveis de folga £ para transformar todas as
restriches em restri¢des de ignaldade:

min v
ﬂfgih"i. ?h“

S.a.

ZZ {t) + hz} t) +&(1) = v, parai=1....,n,

F=3t=0
Zz:i ﬂ{l’z’j(hj} — h;;) = booro

t=15=1

€ hfi s > 0
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Problema Dual Ao problema primal associa-se o seguinte problema dual com infinitas restricdes,
que serd de grande utilidade na determinagaoc de um problema equivalente de dimenséo finita:

max < bzeroa 71 >
i

8.4,

2270(75) <1

=1

il

1...
=vo(#) € (MLm)(t) < vli) para { j=1,--+,n,
1,2, -

Yo = 0

7.6.2 Problema de Dimensao Finita

Apesar do problema de minimizar a norma ! ser um problema de dimensao infinita, o problema
linear resultante é estruturalmente de dimenséo finita. Em primeiro lugar, o fato de se considerar
problemas mono-blocos faz com que o problema primal tenha um ndmero de restrigbes finito,
embora ainda com infinitas varidveis. Agora, analisando-se o problema dual, é possivel mostrar
(Dahleh e Diaz-Bobillo, 1995) que, como os valores das sequéncias tendem a zero a medida que ¢
tende para infinito, a partir de um determinado valor ¢ = 7', todas as restri¢cdes do problema dual
relativas a ¢ > T nunca estardo ativas. Este resultado é consequéncia do seguinte Lema (Dahleh e
Diaz-Bobillo, 1995).

Lema 7.1 Seja M uma matriz com infinitas linhas e rank igual ao nimero de colunas, que mapeia
R™ para ¢y. Entdo existe um inteiro positivo T tal que

[H{I — Trunc, )M z||e < [[Trune, {M'}z]|w
para todo z € R™ ndo nulo. O

Consequentemente, a solugdo do problema dual considerando-se £ = 0,. .., Tinows Tmaes = MAX Tj
i

serd equivalente a solugdo para f > 0. Para o caso mono-bloco, tem-se o seguinte par primal-dual
de problemas de programacio linear de dimensio finita.
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Problema Primal

®

" = min v
v 8kt h—

5.0,

Ty Tij
ZZ FO + b+ E0) = v, parai=1,...,n;
Fe=bi=0
ZZ ﬂ/fz.?(ht] z]) - 767'0
i=1j7=1
&R0 >0

3!

Problema Dual

¢ = max < buepo, 71 >
Yo+ Y1

5.4,

S eli) < 1

EESY

g 1’...,nz
*A{O(?’) < ( J?l}(t) S ’}’G(E) para j = 1?' RNy
t=1,--, 1 <0

v >0

7.7 Solugao do Problema Multi-Bloco

Devido & necessidade de se considerar as restri¢des de interpolacdo de rank, o problema primal
para o caso multi-bloco sempre terd infinitas restrigbes, enguanto que o problema dual terd infinitas
varidveis. Portanto, de uma forma geral, a solucio do problema multi-bloco ndo é exata.

0O método discutido nesta se¢do para resolver o problema multi-bloco consiste basicamente
em fazer uma aproximacdo mono-bloco, resolver o problema modificado e recuperar a solucdo do
problema original. A aproximacfo para sistemas mono-blocos é feita aumentando-se as matrizes
T, e T com atrasos puros (deslocamentos & direita), sendo por isso chamado de método DA (Delay
Augmentation). O desenvolvimento a seguir é baseado em Dahleh e Diaz-Bobillo (1995).
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Em primeiro lugar, particiona-se as matrizes 75 e 75 em fun¢do das dimensoes de v e y,

be(B) e ()

Ry X N ' [
onde Ty, € {{*"™ e T5 € [[¥""Y. Em seguida, aumenta-se estas matrizes com atrasos unitarios de
ordem 7y de forma a obter-se o seguinte sistema aumentado:

Hyiry Hizgs T, I T, 0 Tz, T3,
HT o »Td 1Td - i1 12 _ 1 - 1 2 7'9
¢ ( Hyi7y Hazg, ) ( Ty, T, ) ( T, ST& )Q ¢ ( 0 STd ) (7.9)
sendo
Qu @12
g 7.10
. ( Qn @2 (7.10)

O sistema aumentado gera o seguinte problema mono-bloco:

min  [|H. il (7.11)

Qry€ iFuins

Note que H., pode ser reescrito comeo

H‘rd ZTl _T2Q11T3WST¢£RT& :HWSHRH (712)
onde
p & 0 Ty, Q12
T Qnls, QuTs, +1T0,Q12+ 5-,022

O problema multi-bloco original pode ser formulado como

HI* = i H,
(LH | oy pin | Horgllt

(7.13)
5.0 Qra=@u=¢n=10

Com isso, {7.13) possui todas as restrigbes de (7.11) e restri¢bes adicionals {referentes as par-
ticdes de (7}, implicando em ||H.|i7 < ||H]]T, que constitui wm limitante inferior do problema
original, denotado por 7.

O sistema aumentado foi construido de tal forma que os parimetros livres acrescentados &
matriz () (i.e., @12, @21, @22) ndo afetam a solugao para t < ry devido aos 7 deslocamentos. Além
disso, o termo Hi; nao é afetado por estes parametros extras (bloco de zeros em er)-

Finalmente, (7.13) fornece a menor norma dentre todas as matrizes @ tais que Qi3 = Qg =

€}2o = 0, inclusive para a matriz
o 0
— Ty 11

que substituida em (7.12), fornece o valor

Ty = T~ T2Q7, 11 T3l 2 1 (7.14)
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Portanto, tem-se que 7, constitui-se em Hmitante superior de [[/]|} e @11 em solugéo subétima
do problema.

Através do método DA, aumenta-se iterativamente o valor da ordem 75 dos atrasos, até que 1,
esteja suficientemente préximo de 7, »

7.8 Comentario sobre a Utilizagao do Algoritmo Basico

A partir do que fol exposto até o momento, fica claro que em se tratando de projeto de sistemas
discretos através de critérios do tipo norma /4, o nivel de andlise do Algoritmo Bésico (problema
min-max) envolvera apenas problemas de programacao linear. Entretanto, problemas multicritério
lineares, como os induzidos pelo formalismo baseados na norma [, envolvem conceitos e técnicas
préprias, mais adaptadas & solugdo de problemas lineares. Assim, a0 invés de um algoritmo geral co-
mo o Algoritmo Bdsico, nesta parte do trabalho utilizou-se uma técnica especifica, particularmente
adequada s condicdes do problema,

7.9 Solucao Via Programagao Alvo

Considerando que se deseja minimizar varios critérios de desempenho, tem-se entao um problema de
projeto de controladores multicritério. Uma técnica bastante eficiente para solucionar problemas
multicritérios é a Programacao Alvo {PA}) {Ignizio, 1976), pois além de permitir a indicagio de
compromissos e prioridades entre os critérios, a técnica de solucio via PA explora eficientemente
os métodos baseados em programacao linear.

De forma geral, seja o problema

min ¢
Kestv!
onde & = {¢1,2,...,¢m} é um vetor de czitérios de desempenho. O problema de programacio

alvo consiste em

min f(df,d7,df,d;,....d}%,d7)

Neatul

it

1
2

¢y~ df +d7
¢z — dF +d5

QB

G — df, + dy, = O

onde
¢ ¢; representa a meta estabelecida para cada critério de desempenho:

. d;r, d; representam os desvios com respeito 4 meta, para mais e para menos, respectivamente;
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s f(-) representa uma funcio que indicard como serd feita a ordenacio e a composicdo dos
desvios, ou seja,
fldfdy, df dy ... dE,d7)
Rldfdy dfdy, .. dE,dz)
f = Lex .
fm(d?—’d]T?d;? g""’d'ji:l,d;)
onde Lez indica ordenacdo lexicogrdfica, isto é, a primeira fungio da lista é minimizada, a
segunda fun¢do ¢ entdo minimizada sujeito ao conjunto solucio da primeira, e assim suces-
sivamente, até que a lista se esgote, ou que em alguma etapa seja encontrada uma solucio
dnica.

7.10 Exemplos Numéricos

A seguir sdo apresentados alguns resultados conseguidos a partir da aplicagio do algoritmo de pro-
gramacao alvo. Os modelos tratados foram primeiramente resolvidos usando apenas a metodologia
baseada no método DA, apds o que fei aplicado a formulagio via programagio alvo. Portando,
para cada problema serdo apresentadas as solucbes encontradas para as duas formulagdes.

7.10.1 Problema do Caga X29

O primeiro problema resolvido foi baseado no modelo simplificado do caga X29, representado pela
planta SISO (Dahleh e Diaz-Bobillo, 1995)

s+3 20 {s — 26)
(s+10)(s—~6) (s+20) (s+26)
S bt N, ! s, et

air frame atuador equiv overheod

P(s) =

O fator de airframe corresponde a um modelo simplificado da dindmica de pitch do avido
(considerado um corpo rigido) voando a baixa altitude e com velocidade do vento de 0.9 Mach.

Critérios de Desempenho: O problema é originalmente formulado minimizando-se a norma
Iy da matriz de transferéncia discreta entre a entrada de ruido w, a sequéncia de controle ponderada
z1 e a saida ponderada z; (Figura 7.1}

Wl KS

Was (7.15)

min
I‘;estu!

1

As matrizes de transferéncia discretas foram encontradas a partir de um periodo de amostragem
de 1/30 segundos.

Outro critério considerado foi a minimizagio do overshoot /undershoot do sinal de controle, uma
vez que, tratando-se de um sistema de navegacio é interessante evitar a saturacao dos atuadores.

Primeiramente o método DA foi aplicado apenas ao problema de minimizar a norma I {pro-
blema escalar). Os resultados encontrados sio apresentados na Tabela 7.1. O critério de parada
foi 7/n < 1.01 {i.e., razio entre os limitantes menor que 1%).
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Wy -
w = Wy ——= 72
u -—1——0—-5- P S Y

Figura 7.1: Problema do ca¢a X29 dentre da arquitetura padrao.

Tabela 7.1: Caga X29: Resultados encontrados com ¢ método DA,

Lrel n [7 ]
4 | 3.2530 | 1256.4
5 [ 4.0446 | 5.0501
6 | 4.0481 | 4.6523
7
g

4.0483 | 4.6300
4.0513 | 4.3163
9 | 4.0522 | 4.2240
10 | 4.0522 | 4.2189
20 | 4.0524 | 4.1982
30 | 4.0527 | 4.1747
40 | 4.0529 | 4.1488
50 | 4.0532 | 4.1250
60 | 4.0533 | 4.1060
70 | 4.0535 | 4.0938
80 | 4.0535 | 4.0861
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O problema foi entdo resolvido dentro do contexto da programacido alvo, usando-se os dois
critérios de desempenho. Primeiramente foi considerada apenas a minimizacio do desvio superior
da norma [y da matriz de transferéncia entre z e w. Como metas para os dois objetivos, considerou-
se para a norma [; o valor de 1.0 e para o overshoot o valor de 10.0. O problema linear fica entio

sendo
min df;
3.4
v, + da - d?; = 1.0
Voush  + dooeh dr . = 10.0
Tdz
—oy, (A (k) + AT (K)) +odim = 0
i (7.16)
~oy o+ ) (kg (k) + Ay (K) +odr =0
k=0
—Voush + hg(l) -+ d3= = 0
—Voush + h2(1) + h2(2) + d4- = 0
~Voush,  + ha(1) + ha(2) 4+ h(3) 4+ d5T = 0
—~Voush “'I“ hz(l) + PP "\L“ hz(%ﬁ-) + de— - O
Azera h = b

onde 1y, /div define até que instante a restri¢gio sobre o overshoot serd considerada, sendo que no
problema em questio div = 4,

O resultados encontrados foram exatamente os mesmos do problema escalar anterior, com a
diferenca de que a Tabela 7.2 agora apresenta os valores do overshoot a cada valor de r;. O
controlador encontrado foi o seguinte:

41.763X° — 218.4127° + 202,774 + 122.055A% — 343.287A% — 81,155 + 187.220
A% 4 1.975X°% — 1.769A% — 303373 — 0.846A2 1 0.145) + 2.5289
A Figura 7.2 apresenta a resposta ao degrau da matriz de transferéncia em malha fechada H
encontrada, onde é possivel visualizar o overshoot.
O problema foi novamente resolvido considerando-se os desvios relativos ao overshoot. Qutra
consideragdo a ser feita é que a solucdo do problema (7.16) é tinica e com isso nio adianta fazer
uma ordenagio léxica. Usou-se entdo, como critério de desempenho d;{; +d, . A Tabela 7.3

apresenta os resultados para este novo caso, onde a funcao de transferéncia discreta do controlador
encontrado é

K()) =

K\ =

_ 41.76A7 - 218.915)° + 308.631)° + 48 48821 — 254.097\% + 3.406)2 — 47.384) + 119.148
- AT+ 1.961A% — 1.4TIAS — 248207 — 0.830% ~ 0.759A% + 0.068A + 2.513
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Tabela 7.2: Caca X29: Resultados encontrados via PA sem considerar overshoot.

7|

I

N

7

} overshoot “

3.2539

1256.4

10,0

4.0446

5.0591

7497

4.0481

4.6523

75.69

4.0483

4.6300

75.63

40513

4.3163

74.71

S| GO 1| | W e

4,0522

4.2240

74.44

ot
<

4.0522

4.2189

74.43
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4.0524
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74.36

o
]

4.0529

4.1488

74,22

o
=

4.0532
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74.15

oo
)

4.0533
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74.09
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=
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74.06
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4.0861
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20 30

50

60 70

10 20 30

%
t

50

60 70

80

Figura 7.2: Caca X29: Resposta ao degrau de H via PA sem considerar overshoot
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Note que a ordem do controlador aumenta de 6 para 7. £ interessante também notar que o
valor do overshoot foi consideravelmente reduzido com uma pequena degeneragio da norma [i.
Isto também mostra uma vantagem do uso de PA, pois neste caso o controlador que leva a este
comportamento fol automaticamente encontrade. Caso o overshoot fosse considerado como uma
restricio do problema (o que é mais usual), encontrar este controlador seria um processo empirico e
interativo. A Figura 7.3 apresenta a resposta ao degrau de H, onde pode ser constatada a redugio
do overshoot.

Tabela 7.3; Caca X29: Resultados encontrados via PA considerando overshoot.

” Tq ] N | 7 ] overshoot H

4 1 3.2539 | 12564 | 10.0
5 | 4.0925 | 5.9297 | 37.85
6 | 4.1424 | 4.7958 | 35.38
7
8
9

4.1427 | 4.7855 | 35.36
4.1402 | 4.3869 | 36.14
4.1407 | 4.3776 | 36.11
10 | 4.1018 | 4.3127 | 47.10
20 | 4.1014 | 4.2847 | 47.20
40 | 4.1006 | 4.2205 | 47.30
50 | 4.1002 | 4.1898 | 47.34
60 | 4.0008 | 41655 | 47.38
70 | 4.0996 | 4.1499 | 47.40
80§ 4.0985 | 4.1401 ; 47.42

7.10.2 Problema da Haste Flexivel

O segundo problema resolvido envolve uma haste flexivel presa numa de suas extremidades a um
motor DC, ficando a outra extremidade livre {Dahleh e Diaz-Bobillo, 1995). O objetivo do contro-
lador é regular a posicdo da haste (Figura 7.4). Foi considerada como planta uma aproximacao de
quarta ordem do sistema:

3 —6.475s% + 4.0302s + 175.77
"~ 5(5s% + 3.5682s% + 139.5091s 4 0.0929)

Do mesmo moedo gue no problema do caga X29, em primeiro lugar o método DA foi aplicado
ao problema

P(s)

min 7.17
I\-ﬂeszv! ( )

Wi s
WK S 1

correspondendo a planta apresentada na Figura 7.5, sendo neste caso W = Wy = 1. Com 7y = 30,
obtém-se 7 = 7 = 2.0000.
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th{1,1}(t)

Bt .

) & L 5 L H

—100 : ; : : ; . :
0 10 20 30 46 50 80 70 80

Figura 7.3: Caga X29: Resposta ao degrau de H via PA considerando overshoot

Sensor de Posicio

Motor DC

@)

Haste Flexivel
Massa

Figura 7.4: Haste flexivel.
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/

Wy —t %2
u —L P O e

Figura 7.5: Problema da haste flexivel dentro da arquitetura padrao.

20 25 30

Figura 7.6: Haste flexivel: Resposta ao degrau de / sem considerar over/undershoot.
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A Figura 7.6 apresenta sequéncias (u{t) e y(t)) da matriz de transferéncia em malha fechada
encontrada. Note que nos primeiros instantes existe um atraso na agdo do controle e, em con-
sequéncia, a saida leva aproximadamente 10 instantes de tempo para comegar a ser afetada. Neste
caso, a solucio adotada foi a mesma proposta por Dahleh e Dias-Bobillo (1995), perturbando o zero
no circulo unitdrio para dentro da regiio de instabilidade, usando ¢ = 107°. A solugio encontrada
Com ry = 30, obtém-se n=7= 2.006938.

O controlador encontrado foi:

—21.295A% ~ 88.666A% ~ 05.3817 — 119.873A% — 6.666A° + 98.18\* + 98.082)3+
+117.2422% + 15.816A + 2.868
AY 4+ 1.337A% — 18,6447 — 65.2512° — 120.209)0° — 170.8042* — 193.56\3—
—193.3662% — 193.19) — 236.792

K(\) =

15 20 25 30

t
0 5 10 15 20 25 30

Figura 7.7: Haste flexivel: Resposta ao degrau de H sem considerar over/undershoot
(planta perturbada).

A seguir, o problema da haste flexivel serd tratado usando programacao alvo. Neste caso,
procura-se manter o valor da resposta ao degrau dentro de valores méximos e minimos pré-definidos
{overshoot /undershoot}. A formulagio do problema ¢ a mesma de (7.16), acrescentando-se as
restri¢des referentes ao undershoot.

O problema da haste flexivel é originalmente um problema com miltiplas solugoes. Quando
perturbado, os custos marginais que antes eram nulos passam a ter valores da ordem de 1075
Para resolver esta questdo, o tableaux simplex foi relaxado para considerar como nulos os custos
marginais nesta ordem de grandeza. A Tabela 7.4 apresenta a solugio do problema da haste flexivel,
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tendo com funcio de custo C = df; e (= Lem{d?}‘,djv/ud}, para 7y = 30. As metas usadas foram
1.0 (norma {y), 0.2 (overshoot) e —0.2 (undershoot).

Tabela 7.4: Haste flexivel: Resultados via PA com ordenacio léxica dos desvios,

H Funcdo de Custo ] T4 } n ] 7 ' overshoot E undershoot ii
C=df 30 | 2.006938 | 2.006938 | 0.4956 -0.4956
C = Lem{dz,d;‘;/ud} 40 | 2.007071 | 2.007071 | 0.4696 -0.4696

Note que a degeneracio do valor da norma {; é devido & relaxagio da solucdo, sendo da mesma
ordem de grandeza. A Figura 7.8 mostra a resposta ao degrau para o caso em que se considera a
minimizac¢do do overshoot/undershoot.

20 25 3¢

Figura 7.8: Haste flexivel: Resposta ao degrau de H via PA com ordenagso léxica dos
desvios.

Em funcido da pequena melhora dos valores do overshoot/undershoot, estabelecen-se uma es-
tratégia de novamente compor uma fungio de custo a partir dos desvios dos dois objetivos, ou seja
= df; + d:"u/ud‘ Mantendo-se as mesmas metas, encontrou-se novos valores para 74 = 40. A
Figura 7.9 mostra a resposta ao degrau para este novo caso, sendo que o controlador encontrado
foi
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Tabela 7.5: Haste flexivel: Resultados via PA com desvios compostos em um {inico critério.

| Fungiode Custo | 5 | % | overshoot | undershoot ||
| C=df +d,,, |2008753 ] 2.103612 [ 0.2000 | -0.2000 |

—21.20521% — 1838113 — 23.703A17 — 33.377A — 33.097A10—
~39.456A% — 18.948)8% 4 22,4277 + 33.5972% + 33.5697° + 33.39374+
+37.06273 + 2451107 + 3.427A + 0.538
A 1.96301% — 12681012 — 22,3221 - 33.242)10 — 57.5582%—
-80.04538 — 114.253A7 ~ 133.121A% — 150.663A°% — 163.678 1%~
—167.848)% — 166.853)7 — 188,207\ — 112.8173

E()\) =

Figura 7.9: Haste flexivel: Resposta aoc degrau de H via PA com desvios compostos
em um iinico critério.

Note que o overshoot/undershoot foi efetivamente reduzido, mas em compensagio o tempo
de regulagao aumentou e a a¢do do controle é claramente oscilatéria {Figura 7.9). Porém, estes
aspectos nao foram considerados no problema, sendo que do ponto de vista do projeto, o controlador
encontrado é satisfatdrio.

Uma observacdo interessante sobre o método PA aplicado ac problema de projeto de contro-
ladores é que por construgio o problema é sempre factivel. Além disso, caso a solugdo nao seja
satisfatoria, os desvios fornecem informacdes sobre como alterar as metas do projeto.
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7.11 Aspectos Computacionais

A seguir serdao feitas algumas observagoes com respeito & implementacdo dos métodos discutidos
neste Capitulo.

Calculo das cadeias nulas: Geralmente os métodos que calculam os zeros de transferéncia de
uma matriz também fornecem a multiplicidade algébrica de cada um (Dahleh e Diaz-Bobillo, 1995).
Com isso é necessario calcular o espaco nulo apenas para a matriz de Toeplitz completa. A melhor
forma é usar representagdo em espaco de estados.

Céleulo de A, @ b.erot O método DA acrescenta zeros na origem, de multiplicidades geralmente
elevadas, pelo menos nos casos estudados. Isto normalmente traria grandes transtornos numéricos
nao fosse a particularidade de que, como Ay = 0, restam em cada linha de A,.,, apenas os termos
independentes do polindomio, multiplicados por um termo fatorial. Porém, este termo fatorial é
exatamente o mesmo que multiplica o elemento de b,.,., correspondente, podendo ser elimirado.
Com isso os ¢’s primeiros elementos da linha ¢ de A,.., nada mais s3o do que os i’s primeiros
elementos da cadeia nula para Ag = 0; os restantes sao nulos.

Condicionamento do PL: Nesta parte deve-se tomar muito cuidado, pois apesar de, por con-
trucdo, as restricoes Ax = b que formam o PL serem linearmente independentes, numericamente
nao o sao. A melhor forma que se encontrou durante os trabalhos para resolver este problema foi
calcular o rank de A e selecionar dentre as linhas de A e & aquelas que formam um conjunto de
restrigoes com melhor mimero-condigéo, desconsiderando-se as restantes. O método é lento, porém
encontra, dentre as restrigdes existentes, as melhores condicionadas. Mesmo assim, em alguns casos,
o melhor condicionamento ainda é deficiente.

SIMPLEX a ser utilizado: O programa SIMPLEX deve estar preparado para lidar com pro-
blemas com matrizes esparsas, de grandes dimensdes e rank deficiente. Dentre os problemas ob-
servados, um particularmente diffcil de tratar foi a interrupgao da execucio do SIMPLEX por
ter determinado um conjunto de variaveis bdsicas degeneradas, o que por definicio nio ocorreria
assumindo matrizes de rank completo. Vale ressaltar que este problema ocorreu mesmo apds 2
eliminacdo das linhas que do pento de vista numérico sio linearmente dependentes.

Calculo das matrizes de transferéncia: Apesar de toda a teoria ter sido apresentada na
representacao via fungdes /matrizes de transferéncia, esta é definitivamente a forma menos adequada
de representar numericamente os sistemas para uma implementa¢io computacional. Para quase
todos os calculos, a melhor forma foi a representacdo via espago de estados e para os caleulos onde
as eliminagdes entre pdlos e zeros foram importantes, a representacio do tipo zero/pélo se mostrou
muito eficaz.
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7.12 Conclusao

Este Capitulo abordou o uso de técnicas de otimizacio para projeto de controladores através de
critérios baseados na norma ;. Por definicio, o projeto na norma /; consiste na minimizacdo do
méximo ganho de pico-a-pico da matriz de transferéncia entre as entradas exdgenas v e as saidas
reguladas z.

O Capitulo abordou a solucio de problemas em tempo discreto usando a transformada-A, em
funcao desta fornecer facilidades metodolégicas no desenvolvimento das condigbes de interpolacao,
que sao de grande valia na determinacio do problema de programacao linear associado ao problema
de projeto, além de facilitar a caracterizagio da solucéo.

O problema multicritério foi formulado agregando-se ao critério do tipo norma [; outras espe-
cificacGes de projeto. O método proposto para resolver o problema de norma [; multicritério foi
uma combinacio do método DA com téenicas de programacio alvo. Esta combinacdo se mostrou
eficiente nos casos estudados. Para ilustrar seu funcionamento, o método foi aplicado ao problema
de projeto do controle de piteh do caga X29 e ao problema de controle de posicio de uma haste
flexivel.




Conclusao Geral

Neste trabalho procurou-se abordar diferentes problemas de projeto de controladores para sistemas
din&micos de uma forma integrada.

O objetivo da primeira parte do trabalho foi desenvolver uma abordagem geral para o problema
de controle multicritério no dominio do tempo. Basicamente, a abordagem proposta trata as
peculiaridades de cada problema no espago dos critérios, isolando a dindmica do sistema em um
problema min-max. A estrutura multinivel obtida tem demonstradoe grande flexibilidade e facilidade
de implementacio.

Apesar do problema de controle no espago dos critérios ser em geral nio-convexo, foi possivel
derivar um problema convexo equivalente, Aliando as ferramentas revistas no Capitulo 1, mani-
pulacées bésicas tais como projecio e relaxacio, decompos-se o problema multicritério em uma
estrutura mulfinivel, na qual tanto os aspectos de decisio quanto os de analise puderam ser tra-
balhados apropriadamente, transformando o problema no espago dos eritérios em um problema
estatico e convexo, com restrigdes lineares. Esta decomposicio em niveis permite que a tomada de
decisio fique isolada da dindmica do sistema em questio.

No Capitulo 2, o procedimento chamado de Algoritmo Bdsico, foi estabelecido em termos da
classe de problemas de controle multicritério deterministicos. Neste mesmo Capitulo foi possivel
verificar como se processa a troca de informagdes entre o nivel de andlise e o nivel de decisio.
Mostrou-se também que a metodologia aproveita as caracteristicas intrinsecas de cada problema,
como no caso linear-quadratico, onde as equacoes de Riccati e a existéncia do gradiente constituem
parte integrante na busca da solu¢do do problema. Esta caracteristica do Algoritmo Bésico ficon
evidenciada também na solu¢io do problema linear-quadritico gaussiano, apresentada no Capitulo
3. Naquele Capitulo, o Principio da Separacio exerceu um importante papel na solucio do pro-
blema, mostrando que a introdugio de miltiplos critérios modifica apenas o problema de controle,
nio alterando o problema de filtragem. Finalmente no Capitulo 4 a abordagem proposta foi usada
na solucdo de problemas de controle de sistemas hierdrquicos. Além de tratar de forma adequada
uma classe importante de problemas de otimiza¢io de grande porte néo separiveis, o emprego de
ferramentas de otimizacio convexa reduziu a complexidade do problema considerado.

A segunda parte do trabalho tratou do problema de projete multicritério de controladores no
dominio da frequéncia. O problema foi tratado através do Algoritmo Bésico, anteriormente aplicado
a problemas no dominio do tempo.

Para tanto, o Capitulo 5 apresentou uma revisdo dos conceitos necessdrios para a descricao do
modelo e dos critérios de projeto, além de rever conceitos relativos a fatoracio coprima, que sio
relevantes para o desenvolvimento da parametrizacio de Youla. O tratamento de problemas via
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parametrizacdo de Youla, apesar de trazer vantagens metodoldgicas considerdveis, é um problema de
dimensdo infinita e, consequentemente, fez-se necessdrio usar técnicas de aproximagio progressiva
da matriz de transferéncia.

Assim, no Capitulo 6, foi apresentada a técnica de aproximacio da matriz de transferéncia utili-
zada, a aproximacao de Ritz. Apesar de ser de ficil implementacdo, observou-se que esta técnica ndo
permite limitar previamente a ordem do controlador. Uma vez formulado o problema parametriza-
do e com a aproximacdo de Ritz, o nivel de andlise do Algoritmo Bdsico fol implementado através
do método de planos de cortes, Com isso evitaram-se problemas quanto & ndo-diferenciabilidade
dos funcionais envolvidos. Finalmente, foi feita uma comparagio com o Método das Desigualdades,
que evidenciou as vantagens do procedimento proposto.

O Capitulo 7 teve como objetivo apresentar uma metodologia multicritério para o tratamento
do problema de projeto baseado na norma {j. Como este Capitulo trata de sistemas discretos
foi necessario rever alguns conceitos relativos, como o de Transformada-A. Foi visto que através
de manipulacdes adequadas do problema de projeto, este se transforma em um problema linear
de dimensdo finita equivalente. O algoritmo desenvolvido para resolver o problema de projeto Iy
multicritério combina o método DA (Delay Augmentation), apresentado em Dahleh e Diaz-Bobillo
(1995}, com técnicas de Programagio Alvo. Para ilustrar o funcionamento do procedimento foram
resolvidos dois exemplo de projeto, que evidenciaram as facilidades decorrentes do tratamento do
problema via programacio alvo.

Finalmente, vdrios pontos deixados em aberto podem ser explorados através de trabalhos fu-
turos. Uma andlise mais detalhada para problemas que nao exibem estrutura linear-quadratica
ampliaria a aplicabilidade da abordagem. Muitos problemas de controle étimo nao exibem esta
estrutura, mas podem ser formulados como problemas convexos. Sistemas dindmicos variantes no
tempo podem ser considerados sem maiores complicacoes para o Algoritmo Bdsico.

No dominio da frequéncia, o aspecto principal a ser tratado é a reducéo de ordem dos controla-
dores obtidos através de otimizacio convexa. Embora este aspecto ultrapasse em muito o contexto
deste trabalho, a viabilidade dos controladores gerados pelo Algoritmo Bdsico depende em grande
parte da ordem destes controladores. Neste sentido, estratégias baseadas em satisfagdo, como as
sugeridas pelo Método das Desigualdades parecem mais promissoras.

Por dltimo, os projetos baseados em critérios do tipo [; oferecem indmeras possibilidades no que
diz respeito ao emprego de técnicas eficientes de programacao linear. Este tema é particularmente
promissor em ftermos de trabalhos futuros.
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