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Resumo

Esta dissertacio possui como tema a filtragem via Métodos de Monte Carlo
para Cadeia de Markov. Através do estudo e da andlise dos algoritmos de
amostragem estocéstica aliados as implementagdes numéricas, foi desenvelvida
uma metodologia para avaliar e comparar as diversas técnicas de filtragem encon-
tradas na literatura. AplicagGes associando a filtragem recursiva ao controle via
horizonte retrocedente também foram utilizadas para verificar o desempenho ¢ a
estabilidade do conjunto filtro/controle.

Abstract

The dissertation’s theme is the filtering problem via Markov Chain Monte
Carlo methods. Combining the estudy and the analysis of the stochastic sam-
pling algorithms with numerical implementations, we developted a methodology
to evaluate and compare several filters in literature. Aplications of recursive fil-
tering in association with receding horizon control tecniques were used to verify
the quality and stability of the filter/control combination.
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Notacao

A seguir, apresentamos uma breve lista de simbolos que serdo usados com maior fregiiéncia

neste trabalho:

E[ -] Esperanca matematica

(%) Probabilidade de ocorréncia do evento %
P(E) Verossimilhanga de ocorréncia do evento 4

S Espaco de estados da Cadeia de Markov

By Estado da Cadeia de Markov no instante &
Ty Estado continuo no instante k&

Y Vetor de observagao no instante &

Pij Probabilidade de transi¢ao do estado ¢ para 7

IP — [p.,;j],Vi,j S S

Fk+¢ Distribuicdo de probabilidade no instante k& + ¢
dado o conhecimento até instante &
T Vetor de probabilidades do estado inicial
Y1k Conjunto de vetores {y1,42,- - ,Ux}
O Observacao no instante k
U Transposta da matriz U
Ut Inversa da matriz U/
-1 G Norma vetorial padrio em R™ (correspondentc
norma induzida da matriz U/}
I, Matriz identidade de ordem n x n
Orem Matriz de zeros de ordem n X m
Ny Funcéo delta de Dirac .
tr{-} Traco de Matriz y
U Conjunto de matrizes {U1,Us, -+ U}

&U) =) pyU;

jes

Matriz de transi¢ao de probabilidade

Operador de transicao sobre o conjunto U '

vil




viii

< UV >=)_ tr{U}Vi}
ices

N(m,®)

)

LA]

Produto internode Ue V

Distribuicio normal com média m e variancia @
Pardmetros do modelo

Menor inteiro mais préximo do niimero real A
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Capitulo 1

Introducao

Neste primeiro capitulo descreveremos as principais motivagoes do estudo das técnicas de
filtragem aplicadas a sistemas lineares sujeitos a saltos markovianos, assim como a evolugao
dos algoritmos via métodos de Monte Carlo para cadeia de Markov.

Na ltima secdo, descreveremos como os capitulos seguintes estdo organizados, enfati-

zando os principais objetivos de nossa investigacao.

1.1 Descricao Geral dos Sistemas Lineares Sujeitos a
Saltos Markovianos

Suponha que num dado pais, o desempenho da economia possa assumir um dos trés modos
de operagao: ruim, neutro e bom e que a autoridade monetaria responsavel pela economia
possua um modelo matematico que represente com certo grau de confiabilidade cada um
destes estados. Considere que de um instante para o outro fatores externos obriguem o
modo de operagio a sofrer mudangas abruptas, alterando repentinamente, por exemplo, o
desempenho da economia de bom para rutm. Para complicar um pouco mals, imagine que
nio temos acesso ao modo de operacio do sistema e que a Unica informacao do sistema advém
de um vetor de observacdes com distirbio (ruido} associado ao modo atual. Se nenhuma agéo
eficiente de controle for implementada, o comportamento do sistema se desviard do desejado.
Na figura 1.1 podemos visualizar as transicoes entre os modos de operacao da economia.

Posto isso, deseja-se modelar processos que possuam incertezas em seus parametros, de
tal modo que as mudancas inesperadas sejam representadas no modelo. Em alguns casos,
modelos desta natureza podem ser caracterizados pelos Sistemas Lineares sujeitos a Saltos
Markovianos, que formam uma classe de processos usada para modelar sistemas dinamicos
sujeitos a mudancas abruptas em suas estruturas. Adiante, usaremos as siglas “sistemas

SLSM” para designar esta classe de sistemas.
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Paz Pas

Figura 1.1: Representacéo de um possivel diagrama de estados para o exemplo econdmico.

Sistemas SLSM formam uma importante classe de sistemas lineares estocdsticos, e um
considersavel interesse tem sido focado nestes sistemas nos tltimos anos, particularmente no
que concerne & analise, condicdes de estabilidade e problemas de controle 6timo desses sis-
temas. Podemos citar (Ji e Chizeck, 1990a; Ji e Chizeck, 1990b; Costa e Fragoso, 1993; Costae
Fragoso, 1995; Costa et al., 2005) como importantes contribuigées no desenvolvimento tedrico
de SLSM. Os processos SLSM podem ser utilizados para modelar sistemas dinamicos sujeitos
a fendmenos aleatdrios que apresentam mudancas abruptas em sua estrutura ou paramet-
ros, tais como troca ou falha de componentes, mudangas ambientais sibitas, modificagdo do
ponto de operagao de um sistema linear ou nao linear, alteragtes repentinas em parametros
de processos econbmicos, entre outras. Aplicagdes podem ser encontradas, como exemplo,
em sistemas aeronauticos (Athans et al., 1977), sistemas robéticos (Saridis, 1983), receptores
térmicos solares (Sworder € Rogers, 1983), modelos macroecondmicos {do Val e Basar, 1999)
e indtstria manufatureira de papel (Khanbaghi et al., 2002).

De forma geral, os SLSM sfo sistemas estocdsticos cuja dindmica altera-se de forma
abrupta em certos instantes aleatérios e se comportam como sistemas lineares entre estes
instantes. As alteractes na dinamica se referem a mudancas repentinas em parametros do
sistema cujo valor evolui de acordo com uma Cadeia de Markov, isto ¢, a mudanga para outro
modo de operagio ocorre de acordo com certa probabilidade (conhecida a priort) dependente
apenas do modo de operagio no qual o sistema se encontre em cada instante.

Falhas em atuadores ou sensores, ou grandes alteragdes na dindmica bésica do sistema,
além da possivel presenca de ruidos atuando ininterruptamente, sao ocorréncias que precisam
ser levadas em conta tanto nas técnicas de filtragem quanto na sintese do controlador. Assim,
devido & caracteristica essencialmente aleatéria das mudancas abruptas, a abordagem deter-

ministica torna-se inadequada. Por exemplo, no caso do controle, quando as alteragoes nos
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pardmetros sao pequenas, a abordagem via controle robusto da teoria de sistemas lineares,
na qual se considera intervalos ou regides dentro dos quais os parametros devam permanecer,
ou variagbes paramétricas limitadas através de normas das matrizes do sistemna, sao em geral
adequadas. Entretanto, se extensas forem as alteracdes nos parametros, o conservadorismo
inerente a estas abordagens pode tornar inadequada a sua aplicacio. Nestes casos, a utilizagio
de um modelo estocastico baseado em pontos representativos que descrevam varios possiveis
cenarios ou combinagdes de pardmetros, como é o caso dos sistemas SLSM, é claramente
preferivel.

Os sistemas SLSM podem ser modelados por um certo nimero de possiveis formas ou
modos de operagao, em que cada uma expressa uma possivel combinagio de eventos. Em
particular, se cada uma dessas formas for linear e a transicdo entre elas possuir estrutura
estocastica Markoviana, estas transicdes podem ser representadas através de uma Cadeia de
Markov com um ndmero de estados finito (ou eventualmente enumerdvel infinito), dando
origem aos “Sistemas Lineares sujeitos Saltos Markovianos”. Denominamos por saltos os

instantes em que ocorrem transigdes nos modos de operacao do sistema.

1.2 Filtragem

As técnicas de filtragem tém como objetivo estimar o vetor de estados de um sistema
dindmico, vetor este que comtém toda a informacéo relevante requerida para descrever o
sistema sobre investigacao.

A filtragem se faz necessdria seja devido ao acesso parcial dos estados, seja pela presenca
de ruido que impossibilita a observagio direta deles. Com a recuperacho do vetor de esta-
dos, poderemos desenvolver uma estratégia de controle que venha a atender os critérios de
desempenho desejados, assim como obter uma estimativa dos estados, problema de interesse
em muitas aplicagdes.

A filtragem dos sistemas SLSM ¢é utilizada em varios campos do processamento de sinais,
incluindo processamento de sinais sismicos (Mendel, 1990), comunicacio digital como a su-
pressdo da interferéncia em sistemas CDMA de espectros dispersos (Logothetis e Krishna-
murthy, 1999), rastreamento de alvo maével (Bar-Shalom e Li, 1995), (Mazor et al., 1998),
(Doucet et al., 2001) e identificagdo de facies litoldgicas (Ruanaidh e Fitzgerald, 1996; Sa-
loméo, 2006).

Uma grande revolugdo nas técnicas de filtragem foi o desenvolvimento dos algoritmos
de amostragem estocéstica denominados coletivamente de métodos de Monte Carlo para

cadeia de Markov (MCMC). Esses métodos sdo algoritmos bascados em simulagdes que geram
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poderosos métodos numéricos para o calculo de verossimilhanga, das distribuictes a posterior:

e das estimativas derivadas delas.

O desenvolvimento desses métodos teve inicio com o algoritmo deterministico baseado
na maximizagao do valor esperado proposto por (Logothetis e Krishnamurthy, 1999). A
partir de (Doucet et al., 2000), os métodos de amostragem estocdsticas comegaram a ser
utilizados, culminando numa eficiente decomposicao da distribuigao a posteriori apresentada
em (Doucet e Andrieu, 2001). Esta abordagem permitiu o desenvolvimento de uma algoritmo

on line desenvolvido em (Doucet et al., 2001).

Nosso intuito é desenvolver uma andlise comparativa entre os algoritmos, levando em
consideragiio o custo computacional e o erro associado ao célculo das estimativas. Tanto o
rastreamento de alvo mével quanto a identificacio de facies litoldgicas foram utilizados como

exemplos de aplicagoes.

Para ratificar a qualidade das estimativas obtidas, resolvemos utilizar o controle via hor-
izonte retrocedente estudado na literatura, particularmente por (Bitmead et al., 1990} e
(Kwon et al., 1983) para sistemas lineares deterministicos, e por (Mayne e Michalska, 1990)
para sistemas nao-lineares. Resultados iniciais aplicados em sistemas SLSM sa@o mals recentes
(do Val e Basar, 1999; Costa e do Val, 2000).

Também conhecido como controle de horizonte deslizante, ou ainda como Model Predictive
Control (MPC) (vide, por exemplo (Camacho ¢ Bordons, 1999; Mosca, 1995)), o controle
por horizonte retrocedente tem-se mostrado como uma estratégia de sucesso, tanto no meio

académico como na industria, com diversas aplicagdes em processos industriais.

O principio de controle retrocedente nos permite assumir que o sistema tem um modelo
preciso somente dentro do curto e médio prazos, ou seja, 0s possiveis valores dos pardmetros do
modelo e a probabilidade de transicao entre seus valores séo conhecidos somente dentro destes
prazos. Depois de certo periodo, entretanto, nao hé um modelo apropriado, acarretando sérias

dificuldades para a abordagem do problema de longo prazo.

Para que o controle via horizonte retrocedente possa ser aplicado, as estimativas dos
estados devem ser calculadas de maneira recursiva e o filtro de particulas desenvolvido por
Doucet et al. (2001) foi utilizado. A aplicagéio do brago do robd modificado por (Vargas, 2004)
e o exemplo 6.4 de (Ji e Chizeck, 1990b) foram considerados para comparar o desempenho e

para verificar a estabilidade do conjunto filtro/controle.
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1.3 Estrutura da Dissertacao

No préximo capitulo, algumas definigBes e conceitos bésicos serfo apresentados, assim
como mostraremos em termos formais o sistema SLSM com ruido e observacio. Dividimos
as técnicas de filtragem em dois grupos, desenvolvendo no Capitulo 3 as técnicas de filiragem
em batch, e no capitulo 4, a filtragem on line representada pelo filtro de particulas de Monte
Carlo.

No Capitulo 5, apresentaremos duas aplicagGes sujeitas a mudangas abruptas, sendo que
as mesmas podem ser modeladas de acordo com os sistemas SLSM. Adotaremos como solucéo
para estas aplicages os métodos desenvolvidos nos Capitulos 3 e 4.

No Capitulo 6, desenvolveremos a solugao para problema de controle retrocedente asso-
ciado ao problema de filtragem.

Finalmente, o Capitulo 7 é dedicado a conclusdes, e uma breve discussao sera feita sobre

08 possiveis trabalhos futuros.




Capitulo 2

Conceitos basicos

No capitulo anterior, introduzimos de maneira geral os sistemas SLSM e o problema de
filtragem associado a estimagao de estados, citando motivacdes para o estudo desta classe de
problemas.

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos bésicos que serdo extensivamente utiliza-
dos ao longo da tese, tais como processos discretos de Markov, modelo de cadeia escondida,
e filiragem. Para facilitar o entendimento do sistema SLSM, fomos associando os conceitos
um a um, encadeando-os de maneira diddtica com exemplos ilustrativos. Ao final do capi-
tulo, caracterizaremos formalmente o sistema SLSM, apresentando o problema de filtragem

associado.

2.1 Processos Discretos de Markov

O estado discreto # é descrito num dado instante & por um elemento do conjunto S =
{1,2,--- ,s}. Em espagos regulares de tempo, ¢ passa por uma mudanca. de acordo com certas
probabilidades, assumindo valores dentro deste conjunto. Em geral, a forma probabilistica
de 85 é dada pela especificagao de todos os estados que o antecederam. No caso especial
dos processos discretos de Markov, apenas o estado predecessor é necessério para descrever

probabilisticamente o estado atual, isto &,
POk | Op—1,0k-2, ) = p(th | Ox_1) (2.1)

em que 6y representa o estado de Markov no instante k.
Considerando apenas os processos em que o lado direito de (2.1) é independente do tempo,
denomniinados de cadeia de Markov, o conjunto de probabilidades de transicao de estados ¢

dado por
Pii =pler1 =70 =1)>0,VijeS={12-.- s} (2.2)

7
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s
com Z Py = 1 paracada i€ S. Por notagio, temos que a matriz de transicao de probabili-
i=1

dade é
P ={py; 3,7 €5] (2.3)

Para completar o modelo deste processo, temos que definir o vetor de probabilidade inicial
&

7 = {m}, em que m; = p{f = i) para ¢ € S, de tal forma que #; > 0 para vieSe Zm— = 1.
i=1
Como o vetor de observagio deste processo é dado pelo estado de Markov Oy = 8, o

processo estocéstico acima é chamado de modelo observavel da cadeia de Markov. A partir
desta secdo, teremos 6, para ¥k € {1,2,3, - .} como notagio para o estado de Markov.

Para entender melhor este processo discreto de Markov, considere um simples modelo de
previsio meteoroldgica com trés estados de Markov cujo o diagrama pode ser visto na figura

2.1.

Estado
3

P22 B33

Figura 2.1: Diagrama do modelo de previsao com 3 estados de Markov.

Nés assumimos que uma vez por dia, a condigéo meteorolégica é observada e dada por

Estado 1: Chuvoso,
Estado 2: Nublado;
Estado 3: Ensolarado.

Considerando o histérico da regiao em que se deseja realizar a previsdo, tcmos que as
transi¢des de uma condigio meteorologica para outra podem ser caracterizadas pela matriz

0,4 0,3 0,3
P=|02 06 02 |. (2.4)
01 01 08

Como exemplo ilustrativo, vamos calcular a probabilidade de que as condigoes de tempo
para os préximos 3 dias sejam “ensolarado-nublado-chuvoso”, dado que no dia de hoje (k = 1)

a condicdo de tempo é ensolarado (estado 3).
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Com o vetor de observacdes representado por Oy = {3,3,2,1}, temos que esta probabili-

dade é dada por:

p(094|01) = p(Ba=1,03=2,0,=3[6,=3)
= p(94:1|93=2}92=3, 9123)}9(93:2'92:3, 91=3)
-p(f2 = 3|6, = 3). (2.5)

Como 6, evolui de acordo com a cadeia de Markov com P descrito em (2.4), (2.5) pode

ser descrita por:
p(O24)01) = pla=1|05=2)-p(l3=20=23) p(fh =310 =3)
= Po21-P32-P3
= 02-01-08
= (,016. (2.6)

Dado que a condigio de tempo no dia de hoje {k = 1) é ensolarado (estado 3), a proba-
bilidade de que as condiges de tempo para os préximos 3 dias sejam “ensolarado-nublado-

chuvoso” é de 1,6%.

2.9 Modelo de Markov de Cadeia Escondida

Nesta seqio, iremos desenvolver o modelo de Markov de cadeia escondida em que a infor-
magcso sobre os estados de Markov € dada por uma certa fungao de probabilidade associada
a eles. Este modelo ¢ imerso em dois processos estocdsticos, sendo o primeiro, os estados de
Markov, os quais n#o sio observados diretamente, e o segundo, uma seqiiéncia de observagbes
obtidas de uma funcéo probabilistica do primeiro (processo subjacente). Portanto, os estados
de Markov podem ser estimados a partir das observagdes produzidas pelo segundo processo.

Para compreender melhor o modelo de cadeia escondida vamos utilizar como exemplo,
o modelo de bolas e urnas (Rabiner, 1989). Vamos assumir que existem s grandes urnas
transparentes em uma sala e que dentro de cada uma delas podemos encontrar um grande
ndmero de bolas coloridas. Nés assumimos que existem m cores distintas de bolas e que a
quantidade de bolas de cada cor que cada urna contém é conhecida. O processo fisico para

a obtencdo das observagbes é dado por:

1) A primeira urna é sorteada de acordo com um dado processo aleatério;

2} Da urna escolhida, uma bola ¢é sorteada aleatoriamente e sua cor e registrada como ob-

servagao. Somente a cor é anotada, nao se conhecendo qual foi a urna escolhida;
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3) A bola sorteada é devolvida para a mesma urna da qual foi retirada;

4) Uma nova urna é selecionada de acordo com o processo de transicio aleatério associado

4 urna atual, sem que se saiba, qual foi a urna escolhida.

A partir deste ponto, os procedimentos de 2 até 4 devem ser repetidos até o nimero
de observacoes desejadas. O processo gera uma seqiiéncia finita de cores, que nés podemos
modelar como o vetor de observagdo do modelo de Markov de cadeia escondida. Fica claro
no modelo de bolas e urnas que os estados de Markov séo definidos pela seqgiiéncia de urnas
e a funcio probabilistica, pela probabilidade de ocorréncia das cores que depende da urna
(estado de Markov) escolhida. Vale ressaltar que a escolha da urna é feita através da matriz de
transicao do modelo e que esta escolha depende unicamente da urna escolhida anteriormente.

Considere um exemplo com 3 urnas e 4 cores distintas (laranja, amarelo, roxo € verde). Nés
assumimos que a probabilidade de escolha da primeira urna é dada pelo vetor w# = (0,2 0,3 0,5)
e que a probabilidade de ocorrer uma dada cor em uma dada urna é representada na tabela
2.1.

Tabela 2.1: Probabilidade de ocorréncia das cores por urna.

Urna 1 | Urna 2 | Urna 3
Probabilidade da cor Laranja (L} 0,1 0 0,5
Probabilidade da cor Amarela {A) | 0,4 0,3 0
Probabilidade da cor Roxa (R) 0,3 0,6 0
Probabilidade da cor Verde (V) 0,2 0,1 0,5

Nés postulamos também que a matriz P de transicio de probabilidades dos estados (ur-
nas), que representa o processo estocastico de escolha da proxima urna baseado na urna

atual, € conhecida e dada por
0,8 0,2 0
P=1|02 07 01 ]. (2.7)
0,3 0,3 04

Como exemplo ilustrativo, obtivemos uma seqiiéncia de cinco cores de acordo com o

procedimento acima descrito, gerando o vetor de observagao
01:5 = {Ifs L) A'.l R? V}

Como podemos, através deste vetor ¢ dos pardmetros conhecidos do modelo, recuperar a

informacéio de quais urnas foram retiradas a seqiiéncia de holas sorteadas? A resposta para
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esta pergunta serd fornecida na secéo 3.2 quando o smoother do modelo de cadeia escondida
sera, apresentado.

Agora que o modelo de cadeia escondida ficou claro, vamos entender como este modelo
¢ a base para a formulagio do problema de filtragem de sistemas SLSM sem observagio do
estado de Markov.

2.3 Associando Filtragem ao Modelo

As técnicas de filtragem tém como objetivo estimar o vetor de estados de um sistema
dindmico a partir do vetor de observagdo. Nés adotamos a abordagem via representacio
no espago de estados para modelar os sistemas dindmicos a tempo discreto, devido a sua
conveniéncia e praticidade.

Esta abordagem ¢ baseada no vetor de estados do sistema, que contém toda a informagcio
relevante requerida para descrever o sistema sobre investigacdo. Dividiremos este vetor em
duas parcelas, a continua e a discreta.

Consideremos que um sistema possua vérios modos, dependendo do seu ponto de ope-
ragio, ¢ que além do mais, estes modos evoluam no tempo de acordo com uma cadeia de
Markov. Neste caso, a parcela discreta do vetor de estados é determinada pelo estado de
Markov, representando os modos do sistema. A parcela continua deste vetor, por sua vez,
representa os estados continuos que evoluem baseados no modo atual de operacdo. Por
exemplo, nos problemas de rastreamento esta parcela contém todas as caracteristicas ci-
nematicas do alvo, alternativamente, nos problemas de econometria, pode estar relacionada ao
fluxo monetdrio, a taxa de atratividade, inflagdo ou outros indices econdmicos, que dependem
dos modos de operacéo da economia de um dado pais. O modelo de cadeia escondida poders
ser aplicado se nao tivermos acesso direto & parcela discreta do vetor de estados.

O vetor de observagéo, por sua vez, é uma funciio da parcela continua do vetor de estados
com o sem ruido de observagéo que depende do modo de operagao do sistema. Normalmente,
este vetor de observacéo é de menor dimenséo se comparado 3 parcela continua do vetor de
estados. Com o intuito de simplificar a nomenclatura, a partir desta secdo, denominaremos a
parcela continua do vetor de estados de estados continuos e a discreta, de estado de Markov.

Para analisar e fazer inferéncias sobre o modo de operacio do sistema definido pelo estado
de Markov 8, dois modelos sdo necessérios: o modelo do sistema, que descreve a evolugio
dos estados continuos no instante k, e o modelo de medigio, que relaciona o vetor de obser-
vagao aos estados continuos. Nés assumimos que os modelos estdo disponiveis numa forma

estocdstica.
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Genericamente, tanto o modelo do sistema quanto o de medicio podem representar sis-
temas lineares e nao lineares, além disso, rufdo pode ser adicionado a ambos 0s modelos.
No modelo do sistema, o ruido representa as imprecisoes dadas pela. identificacéo do sistema
real quando comparada ao modelo teérico escolhido. No modelo de medigdo, o ruido re-
presenta quio distante de uma combinacao dos estados continuos estd a medigdo. Os ruidos
sao modelados/representados por processos estocdsticos que podem ser ou nao Gaussianos.
Nés fixamos nosso estudo em sistemas lineares imersos em ruido Gaussiano. Em (Ristic
et al., 2004), informacdes mais detalhadas sobre filtragem de modelos ndo lineares podem ser

encontradas.

2.4 Formulacao do Problema

Sistemas lineares sujeito a saltos Markovianos sio sistemas lineares cujos parametros
evoluem no tempo de acordo com uma cadeia de Markov de estados finitos. Deixe k &
{1,2,.-} representar o tempo discreto e b, a parcela discreta do vetor de estados ou estado
de Markov com um total de s estados possiveis, cujas probabilidades de transi¢ao sao dadas

por

pi = plbens = |0 =49 20,Vij€S={12--- 8}
com » _py = 1 para cada i € S, em que a matriz de transi¢io de probabilidade é dada

=1
por P = [py; 4,7 € S]. Representamos também a distribuicio de probabilidade 1mcla1 por

7 = {m}, em que m; = p(¢) = i) para i € S, de tal forma que m; = OparavViec Se Zm = 1.
=1
Desta forma, o sistema linear sujeito a saltos markovianos, a tempo discreto, 9? pode ser

descrito por

@ - Tpp1 = Alfkr1) 2k + B{fey1)vee + F(Ort1)up41,
"y = C0)m + D(Or)2r + GOk Jur,

sendo que z; € R™* & a parcela continua do vetor de estados ou estado continuo do sistema,
yr € R™ ¢ o vetor de observagao, ug € R™ & uma entrada conhecida determinfstica, v, € R™
é uma seqiiéncia de ruido branco gaussiano com média nula cuja varidncia é identidade I,
e zx € R™ é uma seqiiéncia de ruido brauco gaussiano com média nula cuja variancia é
identidade I, .

A, B, C, D, F e (G representam. colegbes de matrizes que sao funcdes do estado da cadeia

de Markov 8 e evoluem de acordo com a realizagéo da cadeia de Markov finita. Se 8; = 1,
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temos At} = A;, B(6x) = B, C(6x) = Cy, D(6) = Dy, F(6x) = F, e G(6;) = G,
Assumimos que zg ~ N{(Zy,P;) e consideramos que zg, v e 2; sao mutuamente inde-

pendentes para todo k. Por conveniéncia de notagéo, temos 114 = {y1, - %}, Tox =

{zo0,21, , T} € b14 = {b1,--- B;}, representando o conjunto de vetores de observacéo, os

estados continuos e os estados de Markov, respectivamente.

2.5 C(Cenarios

Para facilitar didaticamente o entendimento das técnicas de filtragem de sistemas SLSM,
quatro grandes cendrios baseados na observagao ou néo dos estados de Markov 6y e dos

estados continuos z;, foram definidos. Estes cenarios séo:

CenAario 1 - Ambos 0s estado sao observaveis: o estado continuo z; e o estado de Markov
f), sao observaveis a todo instante k. Neste cenario, as técnicas de filtragem néo sao

necessarias, pois temos acesso direto a todos os estados do sistema.

Cendrio 2 - Estado de Markov observavel e estado continuo néo observavel: o estado de
Markov 8, e o vetor de observagio y; 880 observaveis para todo instante k. Temos que

recuperar a estimativa do estado continuo z; para todo instante k.

Cendrio 3 - Estado continuo observivel e estado de Markov ndo observavel: apenas o estado
continuo z, é observavel para todo instante k. Temos que recuperar a estimativa do

estado de Markov 6, para todo instante k.

Cenadrio 4 - Sem observagao de ambos os estados: nao temos acesso nem ao estado continuo
T, € nem ao estado de Markov ;. Temos que recuperar as estimativas destes estados

baseadas no vetor de observago y.

Nos dividimos as técnicas de filtragem em dois grandes sub-grupos dados pelos algoritmos
em batch e pelos filtros recursivos. O primeiro grupo calcula as estimativas dos estados
condicionadas a um conjunto fixo de observacgbes e o segundo, por sua vez, considera os
filtros recursivos que recuperam os estados através da seqiiéncia de observacées obtida até o
instante em que se deseja calcular a estimativa. O estudo e andlise destes grupos podem ser

vistos nos capitulos 3 e 4.




Capitulo 3

Filtragem em batch

A palavra batch em inglés significa batelada, conjunto de bens produzidos num dado in-
tervalo de tempo com uma determinada especificacio e configuracio da maquina ou processo
que o produziu. Com base nesta definicdo temos que filtragem em batch representa as técni-
cas de filtragem que geram estimativas dos estados nao observaveis a partir de um conjunto
de observagtes Oy.p = {01,02, - -+ ,Or}. Estes algoritmos tendem a considerar que se temos
acesso a duas observagtes, podemos obter estimativas mais precisas, se compararmos ao ¢aso
em que temos acesso apenas a uma observagao.

Na situacao em que o estado de Markov 8, é conhecido para todo k, cenério 2, a filtragem
é dada pela extracio do estado continuo zj, de um processo linear de Gauss-Markov. Sabe-se
que a estimativa 6tima da seqiiéncia de estados continuos 1.3 € obtida pelo Kalman smoother
(Anderson e Moore, 1979) apresentado na segéo 3.1.

Por outro lado, se o estado continuo zy, é perfeitamente conhecido para todo &, cendrio
3, a tarefa do célculo das estimativas da seqiiéncia 6.7 se reduz a um problema de extragéo
do estado de Markov ), em ruido branco de observagao. Neste caso, o vetor de observacéo
é O = x e as estimativas do estado de Markov 6,.+ podem ser obtidas pela adaptagao do

smoother do modelo de cadeia escondida (Rabiner, 1989) que sera apresentado na secéo 3.2.

Quando nio se tem acesso a0s estados, cendrio 4, o unico dado consistente € a seqiiéncia
de observacoes y1.7 € as estimativas dos estados de Markov 6.7 e dos estados continuos xy.7
sdo obtidas, em principio, & partir da distribui¢iio conjunta a posteriori p(61.7,x1.7)y1.1).

Vamos entender melhor a dificuldade de encontrarmos as estimativas do estado continuo
zy ¢ do estado de Markov 8, tendo acesso apenas as observagtes imersas em ruido .
Inicialmente, temos acesso a funcgao de distribuicdo de probabilidade do estado continuo no
instante k = 0, que é representada por uma gaussiana cuja média é 7y e a varidncia Fy. Como

néo temos acesso ao estado de Markov no tempo & = 1, temos s possiveis sistemas lineares,

15
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representando todos os estados possiveis da cadeia de Markov. Para sistemas lineares imersos
em rufdo branco e gaussiano com vetor de estados de entrada também gaussiano, temos que a
observacdo de saida também é representada por uma fungao de distribuicéo de probabilidade

gaussiana.

Com isso, ao final do instate k& = 1 teremos s gaussianas, representando a observagao
de saida, uma para cada estado de Markov. Como ndo temos acesso ao verdadeiro estado
de Markov, teremos s* distribui¢des gaussianas no instante k. Infelizmente, podemos perce-
ber que o custo computacional do cdlculo exato destas estimativas cresce exponencialmente
com o nimero de observacdes, o que acarreta um custo computacional proibitivo {Doucet
et al., 2000). Por este motivo, algoritmos que aproximam a distribuigao conjunta a posterior
p(QLT,:cl.,T]yl:T) e que possuem custo computacional linearmente crescente com o numero de

observacdes serao levados em consideracio na secao 3.3.

3.1 Kalman Smoother

Se o estado de Markov 6, é conhecido para todo instante k, cendrio 2, 0 modelo linear
com saltos markovianos se reduz a um modelo linear gaussiano e a filtragem, a um problema
de extragio do estado continuo zy do processo linear Gauss-Markov. £ conhecido que as
estimativas étimas do estado continuo z;.p sdo obtidas pelo Kalman smoother (Anderson e
Moore, 1979). Como Smoothers sio estimadores baseados em um conjunto de observacoes,

esperamos obter estimativas mais precisas do que os filtros.

Normalmente os smoothers podem ser divididos em dois procedimentos: o procedimento
em avanco, geralmente representado por um filtro, e o retrocedente, em que a informagaco
obtida pelo procedimento em avango retorna, agregando e adaptando as informagées obtidas
nos instantes anteriores. Para aplicar o0 Kalman smoother, supomos que B; B} > 0e D;D; > 0

para Vi € 5.

No Kalman smoother, o procedimento em avango é um banco de filtros de Kalman, pois
a cada instante k& o modelo linear de espago de estados definido por 63 é conhecido. O

procedimento em avango pode ser descrito por:

- Deixe mojo = Zo e Foo = %, entao compute as equagdes do filtro de Kalman para k =
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l,--- T

Mi—1 = A(Or)Mi—15—1 + F (O )y (3.1)

Frgp—1 = A(0k)Pro1jp1A'(6) + B(6,)B'(6;) (3.2)

Zgk-1 = C{O)mupp—1 + G(Or)us (3.3)

Uklk—1 = Yk — Zkk—1 (3.4)

Sk = ClOk)Pop—1C'(0) + D(6,) D' (8;) (3.5)

M = Mie—1 + Prp—1C"(04) Sy g1 (3.6)

Par = Pt — Pupa1C'(0)S, " C6) Pee (3.7)

e armazene para k = 1,--- Tt myy., = E[xklylzk_l,ﬂl:k], My = E[:r;kfyl:k,ﬁ]:k],

FPijg—1 = E[($k—mk|k—1)(fﬂk—mkmul)'19‘1:k—1,91:k] e Pur = E[(zp—myi) (e —mu) |y1s,
Brx] .

O procedimento retrocedente faz o caminho inverso, trazendo a informagéo de tras para

frente. O procedimento retrocedente é dado por:

- Para k=1,..- 1, calcule

Mgy = Mp—_15-1+ Sk—l(mle - mk|k—1) (3.8)

Peoyr = Peapp1+ Sk—1(Poyr — Prig—1) 851, (3.9)

sendo 81 = Pk—1|k—1A’(9k—l)Pk_u:—1'

3.2 Smoother do Modelo de Cadeia Escondida

No caso em que apenas o estado continuo z é observavel, cendrio 3, as estimativas dos
estados de Markov 8.7 podem ser obtidas através do smoother do modelo de cadeia escondida
desenvolvido por (Rabiner, 1989). Sua versao cldssica serd detalhada na subseco 3.2.1 e sua

adaptacdo para o sistema G na segdo 3.2.2.
3.2.1 Versao Classica
Primeiramente, temos a varidvel em avanco definida por
ay () = p(On: 1,0k = 1), (3.10)

que representa a probabilidade da seqiiéncia de observagdes O = {Oy, - - - ,Or} e do estado
de Markov 8 ser igual a ¢ no instante k. Gostarfamos de ressaltar que Oy é uma varidvel

aleatdria discreta.,
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Nés podemos calcular a(i) recursivamente de acordo com o procedimento:
1) Inicializagdo: Parai=1,--- s, calcule
ar(i) = m p(O1lfh =1); (3.11)
2) Indugio: Para j=1,---,sel1 <k < T, calcule

e (§) = {Zak(é)p(gk-ﬂ = Jjl0x = i):lp(ok+1| Orx.0kc+1 = J)

= [Zak(i)pij]p(ok-l-l‘ Ovpesbrt1 = 5 (3.12)
=1

sendo que Oy representa o vetor de observagoes no instante k.
Se tivermos o valor de ax(i) para Vi € S em um dado instante k, podemos calcular
a probabilidade do estado de Markov 6, ser igual a ¢ condicionada & seqiiéncia parcial de

observagdes Oy = {01, -+ ,Ok}, isto é,

p(f = i|01%) = = (O;‘(’“(’fl’_‘k):i)= P O =19 _ ;“““(i) . (3.13)
) > op(Oube=3) 2 oxld)

Segundo Rabiner (1989) é necessario utilizar técnicas de escalonamento para implementar
os procedimentos do modelo de cadeia escondida porque para um k suficientemente grande,
o range dinamico computacional de oy (¢) ird exceder o range de preciso do processador

atilizado. Considerando o fator de escala c;, € o coeficiente escalonado ay(i)}, temos que

auli) = 2. (3.14)

O coeficiente escalonado para k = 1 é dado por

_ T P(01|91 = 3)

(55

(3.15)

a1 (1)

com ¢; = Z m p(O1|6h = £).
=1
Para k > 1, o coeficiente escalonado pode ser calculado por

[z ak_l(j)pjé]p(ok|01:k—1=9k = Z)

i) = = - . (3.16)
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com
tv= 3 |13 8- slpsp(OuO1 6= )] 17
=1
Ao reescrever (3.12) com {3.14), (3.16) e (3.17), temos

j=1

are1(f) = [ en(i)pi]p(Okra| Oresr = J)

i=1

= [Z kG (1)pij | POk 1] OrpOpar = 5)

i=1
8

= Ck[z ak(i)pij} p(0k+1| 01:k39k+1 = 3)

i=1

= dek+1ak+1(j). (318)

De acordo com (3.18) podemos obter o fator de escala ¢; para todo instante & recursiva-

mente através de
Cp = Cp_1 dk. (3.19)

De maneira analoga podemos definir a variavel retrocedente
B(@) = p(Optr.7|be = 7) (3.20)

que representa a probabilidade da seqiiéncia parcial de observagoes a partir de &k + 1 até 7',
considerando que o estado de Markov assume o estado ¢ no tempo k. De novo podemos

seqilencialmente calcular 3;(2) através de
1) Inicializagiio: Para 1 <4 < s, considere
Br{i) = const, (3.21)
em que const representa uma constante arbitrdria diferente de zero;

2) Indugdo: Para1<i<Sek=T-1,---,1, calcule

5

Bi(d) = ZP(9k+1 = jl6x = 1) Brr1(J) P(Or11|O11:0k41 = 7)

i=1

= Zpijfsk+1(j) P(Ok+1[01:k,9k+1 = j)- (3.22)
j=1

Considerando o fator de escala g e 0 coeficiente escalonado Bk(i), temos que

Ek(z')=ﬁ;f)- BIBLIOTECA CENTRAL] (3.23)
DESENYVOLVIMEKTC
COLEGAOD

finrsov K REDY




20 Capitulo 3. Filtragem em batch

O escalonamento aplicado a varidvel retrocedente gera

ET(%) _ SﬁT(i) _ sconst _ %1 (3.24)
ZﬁT(E) Zconst
=1 =1
sz'jz@k+l(j) P(Op41]Ov1:4,8k 11 = 7)

Beli) = = (3.25)

€k
com .
ex =2 > piBus1(d) P(Oks1|OviBrs1 = 5)- (3.26)

=1 j=1
Seguindo o mesmo procedimento descrito no escalonamento da varidvel em avango e con-

siderando o fator de escala gr no instante 7" igual a s, temos que para k < T
Gk = Gk+1 €k- (3.27)
Para finalizar o smoother de cadeia escondida precisamos definir a varidvel

(i) = plbe =ilOur)

_ p{On78, =1)

B p(OI:T)

POy 1,8k = D)p(Opy 17l = 4)
B p(OI:T)

_ p(Os bk = )P(Onyrrlh = 9) (3.28)

ZP(OL k.0 = Op(Okpr.7|0k = £)

=1

que representa a probabilidade da cadeia de Markov 6 estar no estado i no instante &
condicionada & seqiiéncia de observagoes O.r. A equagdo (3.28) pode ser expressa em termo

das varidveis oy, e S

. o (1) B2
i) =~ LAONS (3.29)
> aw(f)Belt)
=1
Ainda, podemos representar (3.28) através dos coeficientes escalonados
(i) ckan(DgeBe(t) (Bl (3.30)

S aa@adk(t) > @)
£=1 =1

Em cada instante k& nés temos pelo smoother da cadeia escondida um vetor de proba-

bilidade, associando uma probabilidade dc ocorréncia a cada estado de Markov. Na tentativa
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de obter uma estimativa da seqiiéncia de estados de Markov 8y.p, alguns critérios podem ser
utilizados. Um critério seria escolher os estados de Markov que sdo individualmente mais

provaveis, o que leva a

8, = argmazv(i)], 1<k < T. (3.31)

1<i<s

Embora este critério maximize o niimero esperado de estados individualmente, alguns
problemas podem ocorrer na seqiiéncia estimada de estados de Markov. Por exemplo, quando
o modelo de cadeia escondida tiver transigbes de estados com probabilidade nula, a segiiéncia
obtida pode nédo representar uma seqiiéncia valida. Isso ocorre porque a solucao deste critério
determina o estado mais provavel a cada instante, sem se preocupar com a probabilidade de
transicéo entre os estados.

Qutro critério muito utilizado é encontrar a melhor seqliéncia estimada de estados de

Markov (Unico caminho) que maximiza p(f,.7|O1.r), equivalente a maximizar p(61.7,01.7),

pois
10(91:5",01::") p(911T101:T)
01.7|0v7) = = 3.32
p(61.7|017) P(Orr) P (3.32)
p(gliT = maol:T)
mz{l'...‘l}
{18}
em que Z p(6h.r = m,On7) representa uma constante de normalizacio dada pelo
m={1,,1}
somatdrio de todas as possiveis combinagtes da seqiiéncia 8.r para 6 € {1,--- ,s}.

O algoritmo de Viterbi, baseado nos métodos de programagao dinamica, é a técnica formal
utilizada para encontrar este caminho. Para isso é necessario definir a quantidade

5&(2) = max p(gl: k—13 91'6: = 3‘} Ol:k:); (333)

91 792 [ :QT

que representa a maior probabilidade ao longo de um dnico caminho, no instante k, que leva
em conta as k primeiras observacoes e termina no estado de Markov i. Como o processo ¢é

Markoviano, temos recursivamente que

Sk (f) = [mgx5k(i) (b1 = 710x = 9)] P(Ors1|O1ks Ogr = J)
= [max (%) py] P(Or41|Ovk, Oria = 5)- (3.34)

Para realmente rastrear a seqiiéncia de estados, nés precisamos guardar os argumentos
que maximizam a funcio para cada k e j. Isso é feito através do vetor ¢z (7). O procedimento

completo do algoritmo de Viterbi para achar a melhor seqiiéncia de estados é dado por:
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1) Inicializagdo: Para 1 < ¢ < s, calcule

61(1) = mp(01|91=i) (335)
() = 0 (3.36)

2) Indugao: Para 1 <j<se2<k <7, calcule

8(f) = max (8 1(1)pip(Os|Or-1,0% = 1) (3.37)
W) = G?’lg??zaiﬂ[(sk—l(i)l?ij]; (3.38)
3) Término:
Or = argmaz|o7(i)); (3.39)
1<i<s

4) Caminho retrocedente (seqiiéncia de estados): Para k=7 —11—2,---,1

O = i1 (O1)- (3.40)

Para ilustrar o funcionamento do smoother de cadeia escondida, vamos retornar ao modelo
de bolas e urnas do final da secdo 2.2. Como a probabilidade de ocorrer uma cor depende

unicamente da urna sorteada, temos que
p(OkIOlzk_l,Qk = Z) = p(0k|9k = ?:), (341)

que corresponde & probabilidade de uma bola ter uma determinada cor dado que esta bola

foi sorteada da i-ésima urna.
Podemos, a partir do vetor de observagdes O1.5 = {V, L, A, R, V'}, calcular os coeficientes

escalonados das varidvels em avango e retrocedente

[ 0,13 ] 0,18 0,65 0,44 0,55
G = | 0,00 | &g = 0 da=| 0,35 | ,Gs= | 056 | 45 = | 0,28

| 0,78 | 0,82 0 0 0,17
o [029] | 0411 034 ] 0291 | 0,33
Br=1018 | ,Bo=|035|,Aa=]042 | ,A=1]025]|5=|033].
| 0,58 | 0,24 0,24 0,46 0,33

Com estas duas varidveis ¢ possivel calcular (i) que representa a probabilidade no

instante & do estado de Markov & ser igual a i condicionada ao vetor observagio Or.r

0,08 0,27 0,60 0,47 0,565
= | 0,03 | 2= 0 vya= | 040 | ya= | 0,53 | 5= 0,28

0,89 0,73 0 0 0,17
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Na tentativa de recuperar o estado de Markov, podemos utilizar o critério que maximize
o nimero de estados esperados individualmente ou o algoritmo de Viterbi. Aplicando estes
procedimentos ao modelo das bolas e urnas, temos que no primeiro caso apenas 4 urnas foram
identificadas corretamente, enquanto no segundo, todas as urnas foram identificadas corre-
tamente. Devemos ter em mente que ao definirmos um dado critério, ndo necessariamente
estaremos recuperando corretamente os estados de Markov.

Se a aplicagiio exigir um procedimento on line, o procedimento em avanco do smoother
do modelo de cadeia escondida e poderd ser utilizado para calcular p(fy, = ¢|O1.), gerando
um estimativa do estado de Markov no instante k. Este procedimento on line serd utilizado

na secao 6.2.2, recebendo o nome de filtro do modelo de cadeia escondida.

3.2.2 Smoother Adaptado

Para entendermos o porqué da adaptagio do smoother do modelo de cadeia escondida,
alguns conceitos bdsicos de probabilidade serdo apresentados como fungdio de distribuicao
acumulada, fun¢io densidade de probabilidade (pdf) e verossimilhanga.

A funggo de distribuicdo acumulada F,, de uma varivel aleatéria continua a no instante

k pode ser representada por
Fo,(a) = play, < a), (3.42)

definida para todo a de —co até co. Reescrevendo (3.42) em funcio da densidade de proba-
bilidade f, obtemos .
Faula) = / fe(y)dy, (3.43)

para todo a € (—00,00).
Podemos dizer que a probabilidade de ocorréncia de um resultado particular ¢ em uma

distribui¢do acumulada de uma varidvel continua ay é nula, pois
plag = a) =pla < a; < a) = F, (a) — Fy,{a) = 0. (3.44)
Tendo como base 0 modelo G aplicado ao cenério 3 com O = zi, temos
P(Ok11|015,05+1 = 8) = (2| T10, 0541 = 1) = 0. (3.45)

Infelizmente, o resultado de (3.45) inviabiliza o uso da versao cldssica do smoother do
modelo de cadeia escondida apresentado na secfio 3.2.1, entretanto, uma versio adaptada
que substitui p(Og11|O14,6k+1 = ) por wma fungdo de mérito b(Ogy1|O14,0k41 = 1) foi

proposta. Esta funcgdo associa um custo & ocorréncia da observacao Opyq condicionada a
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seqiiéncia de observagdes O e & f = i para Vi € S, o que gera uma medida comparativa
entre os diversos estados da cadeia de Markov.

Como perdemos a nogao de probabilidade, cabe ao pesquisador escolher a funcao de mérito
qie mais the apraz. Na literatura, o uso da verossimilhanca como funcdo de mérito € muito
recorrente, pois seu custo é dado pela fungao de densidade de probabilidade fi aplicada ao

resultado particular O, gerando pesos
w? = fo(Ok]| 011,86 = i), Vi € 5, (3.46)

que normalizados levam & verossimithanga
w'?
g‘)(OklOl:k_l,Hk = 2) = — k ,Vie S, (347)

S u)

j=1

A verossimilhanga baseada no modelo § com Og = 2y pode ser calculada através de (3.46)
e (3.47), considerando
L= Az —FiueY (B B)Y ' ee— Aiwg—1— Fittg)

exp 2
(2m)=| B.B)

Sulmeleie 1.8 = 1) = , (3.48)

com B; B! definida positiva para Vi € 5.

O smoother adaptado do modelo de cadeia escondida ¢ dado pela substituicdo de p(Ox41]
Ore,0ir1 = 1) por p{Or+1|01:4,0k+1 = 1) nas equacoes de (3.10) até (3.40) da versdo classica,
calculada por (3.46), (3.47) e (3.48). Gostarfamos de lembrar que o smoother adaptado gera
uma estimativa da distribuicio de probabilidade do estado de Markov 8, para todo instante
k.

3.3 Filtragem sem Observacao de Estados

Quando ndo se tem acesso aos estados de Markov 0.7 e aos estados continuos zi.r,
algoritmos que aproximam a distribuicéo de probabilidade a posteriors {67,217 |YLT) 580
utilizados, pois o custo da estimativa exata é proibitivo como mostrado intuitivamente no
infcio deste capitulo. Os primeiros algoritmos utilizados para o cdleulo das estimativas dos
estados tinham como estrutura padréo a combinagao de dois estimadores, um relacionado ao
estado de Markov, estado finito, e outro ao estado continuo como pode ser visto na figura
3.1,

Com a evolucio do estado da arte, foi se dando mais importancia aos estimadores dos

estados de Markov, pois percebeu-se que o estado continuo poderia ser recuperado facilmente
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Estimativa do Estado Finito

Estimador

—

Otimo do

Estado Finito

Observagles

Estimador

Otimo do Estimativa do Estade Continuo

Estado Continuo

Figura 3.1: Estrutura geral com combinacio de dois estimadores.

a partir do estado de Markov estimado. A busca pela melhor estimativa da distribuicao
de probabilidade a posteriori p(61.7,21.7|y1.r) permeara o desenvolvimento desta secdo, pois
mostraremos como a partir dos algoritmos bésicos quase inoperantes chegou-se a uma eficiente
decomposigéio da distribuigéio de probabilidade marginal de p(61.7|y1.7).

Um conceito por nds utilizade e que facilitard o entendimento das préximas segoes é a
distingao entre algoritmos deterministicos e estocésticos. O primeiro tipo de algoritmo leva em
consideracao a melhor seqiiéncia de estados no sentido de maximizar uma dada distribuicao
de probabilidade a posteriori. O segundo, por sua vez, simula aleatoriamente seqiiéncias
provaveis de estados, utilizando a melhor distribuicio encontrada até aquele instante.

Saber quando usar um ou outro algoritmo & uma tarefa muito complexa, pois além da
formulacdo ter sempre uma l6gica interna, eles sdo apresentados na literatura sempre do
ponto de vista de suas vantagens. Nosso intuito é desenvolver uma andlise comparativa entre
0s algoritmos, tendo como referéncia o custo computacional € o erro associado. Destacamos
o fato de que esta abordagem é bastante recente e a literatura atual ndo apresenta nenhumn
estudo de natureza comparativa até onde pudemos investigar.

Em cada uma das segOes seguintes, vamos apresentar o conteido e a estrutura dos algo-
ritmos utilizados na filtragem sem observacgio de estados. O estudo dos algoritmos é iniciado
pelos algoritmos deterministicos baseados na maximizagao do valor esperado proposto em
(Logothetis e Krishnamurthy, 1999) e desenvolvidos na segao 3.3.1. A passagem dos algorit-
mos deterministicos para os estocdsticos fica a cargo do método de Monte Carlo para cadeia
de Markov, no qual algoritmos de amostragem estocastica relativos ac Data Augmentation
(Doucet et al., 2000) sdo utilizados para a obtencdo das estimativas do estado continuo zq.7.

Estes algoritmos estao descritos nas sec¢des 3.3.2 e 3.3.3. Outra evolugéo séo os algoritmos
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iterativos como o erro minimo quadratico (MMSE) e o magimum a posteriori no sentido
marginal (MMAP) (Doucet e Andrieu, 2001), que serdo apresentados nas segoes 3.3.4 € 3.3.5,

finalizando o estudo dos algoritmos em batch

3.3.1 Algoritmo de Maximizagdo do Valor Esperado

O algoritmo de Maximizagio do Valor Esperado (EM) é um algoritmo iterativo deter-
ministico utilizado para o computo da seqiiéncia estimada via mazimum a posterior: (MAP)
dos estados através da maximizacio da funcéo de densidade conjunta p(ziz.f17iyrr). As
estimativas de 81+ € 2.7 880 dadas por

(r.r, 17) = argmaz p(xrr.brrlyiT). (3.49)
z1T1,s fur

A estrutura do algoritmo EM é caracterizada pela combinagdo de dois estimadores de
estado: o smoother para o modelo de Markov de cadeia escondida, apresentado na segao 3.2,
e o Kalman smoother, apresentado na secio 3.1. O primeiro smoother ¢ utilizado para obter
as estimativas no sentido MAP do estado de Markov e o segundo, do estado continuo.

Para maximizar a funcao de densidade conjunta a posteriori de z,.7 e 8.7 dado conjunto
de observagdo gy, um método iterativo chamado método de coordenada descendente foi
utilizado. Dadas as estimativas iniciais dos estados m?} e 6»‘5?%, cada iteracfio consiste no

seguintc passo duplo:

e Passo 1: Com y1.7 € 9% obtido da iteragho anterior, obtemos :z:g'?;l), maximizando

D (a:l:T, 658} | yl:T) em funcao de 1.7

Y = argmos p(zir, 6 | i) (3.50)

1T
(3.51)

Este passo é implementado através do Kalman smoother de intervalo fixo apresentado

na secao 3.1.

e Passo 2: Com y1.7 € :cgf;f” de (3.50) noés obtemos 6’5?;51) através de
9?’;1) = argmax p (:B&E;l): lf’ll:T i yl:T) . (352)

o1.T
Este passo é implementado através da adaptagao do algoritmo de Viterbi com a sub-

stituicdo de p(Ops1|Opyes1 = 1) POr P(Or11|Ork P11 = i) nas equacoes de (3.32) até

(3.40) da versao classica.
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Supondo B;B. > 0 e D;D, > 0, a verossimilhanca p baseada no modelo § com O =

(yk,mgc” ) pode ser calculada através de (3.46) e (3.47), considerando

FueasEVS 0 00 = Flle 60 £ @D Y 6., (3.53)

lembrando que

exp Ly —Cua™ Gy (D: D5y ~Ciad T Giuy)

(+1) _
Flley ™ 06 =14) = D] (3.54)

(£41) Aa$1 +1) .y uk) (B%B;)_l( (£41) —Ax gﬂ;—l)l F't'u-k)

(2m)"=| B; B}

Lz,
£+1); (441 exp 2
FaE G e =1) =

(3.55)

Em (Logothetis e Krishnamurthy, 1999), 815" & calculado através do logaritmo neperiano
de p (ylzT; fﬂg;l), 91:?), dado por

9(g+1) = argmaz In {;6 (ymﬂ, acf;l), Gl;T)} ) (3.56)

6.

que pode ser substituido por

.

T
QJ(LE;:I) = argmazt [Z Jn[p Yk 1$k£+1)|w1£:1)1 :Gk)] + Z‘En(pﬁk—l,ﬂk) + 3?1,(71'91 )] :

k=2

(3.57)

Dai, o estado estimado de Markov QE";I na £ + 1-ésima iteracfio, dado z{} & calculado por
1. Inicializacido: Parai=1,--- s, calcule

01() = Inm) + Infp(yn,a8 V|61 = )] (3.58)

Pi(t) = 0; (3.59)

2. Recursividade: Para 2 <k <T e1 < j < N, calcule

5(7) = tnlplyeay 16 = )] + max(Fe-1(2) + infpy)] (3.60)
Ye(j)y = a’?"g’zmﬁ?[(’ik—l(%) + In(pi)]; (3.61)

3. Término:

OS+Y = argmax[bp(i)); (3.62)

i
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4. Caminho tnico (seqiiéncia de estados) backtracking: Parak =T-1,T-2,---,1, temos
65 = i (0. (3.63)

Logothetis e Krishnamurthy (1999) garantem que o EM aumenta a verossimilhanga con-

junta dos estados .7 e é1.r na £ + 1-ésima iteracao pela escolha de :z:{?;l) e ng;l), mas nao

conseguem provar que se £ — 00, entao (9?;1)@18;1)) tenderd para (91:2“, Z1.r) dado por
(3.49). Além disso, afirmam apenas que o algoritmo tende a um ponto estacionario dado por
um maximo local ou ponto de inflexao.

Apés implementarmos este algoritmo, tendo como base os exemplos numéricos apresen-
tados na secdio 5, chegamos & conclusdo que o algoritmo EM néo consegue transpor a sua
prépria condicio inicial. Isso ocorre porque quando o primeiro passo é executado, o Kalman

(¢ +1)

smoother calcula a estimativa do estado continuo z.; ' baseado no conjunto de estados de

Markov 61:T e ao realizar o segundo passo, percebemos que o smoother de ca.dela escondida
baseado em x&“; U restaura a mesma sequéncia de estados de Markov Q(E'H} = 6‘

A idéia de combinar dois estimadores é a principal contribuicdo deste algoritmo na
evolucio dos algoritmos de filtragem sem observagdo de estados, mas baseados no resultado
obtido pelas simulagdes, nao podemos corroborar a eficicia deste algoritmo. Por isso, um
estudo futuro mais detalhado, abrangendo um nimero maior de exemplos, se faz necessario.

Este resultado nao serd apresentado, devido a sua ineficacia.

3.3.2 Data Augmentation

O Data Augmentation (DA) desenvolvido por (Doucet et al., 2000) inicia a séric de algo-
ritmos estocasticos baseados nos métodos de Monte Carlo que permite, a partir de simulagoes
aleatdrias, gerar uma estimativa do estado continuo E[x1¢T|y1:T]. Se nds pudéssernos obter
N iid. amostras aleatdrias {6’5 )k,:zrl i £=1,--- N} de p{bh. k,%1: £|¥1: &), entdo o estimador

empirico desta distribuigdo seria dado por

P (01: ko1 wly1: k) = 259@: @ (01 621 5) (3.64)

e, como corolrio a estimativa de p(6x,Z¢|y1. &) seria dada por

B (Oselyi: i) 25 (&) 70y (Or,zx) (3.65)

‘@ A, c<A<d
/ f(m)aA(:z)dm:{ Jiesasd

com



3.3. Filtragem sem Observacio de Estados 29

Como o valor esperado de uma fungio (6,2, é dado por

E(pmr) = / Pl (O, T )P(O1: ko1 kl01: 1) dOrdicy, (3.66)

temos que uma estimativa deste valor esperado através do estimador empirico (3.65) pode

ser dada por

En{owr) = /(.ka(ﬂk,%)ﬂv((?’k,mklyhse)dt‘?kdivk

N
1
= 2wl ). (3.67)

£=1

Esta estimativa é nao tendenciosa e, pela lei forte dos grandes nimeros (LFGN), "EN(gok!k)
converge quase certamente para E(pyi) quando N — +o00. Se J‘?"klk L 0arpo, welun »)

(wrik(Or,31)) < +o00, entéo o teorema do limite central (TLC) garante que
VN ]_—EN(QOklk) = E(‘Pk]k)] N:—=+>Do N(Uﬂiklk) (3.68)

em que ‘=" denota convergéncia na distribuicio. Além da facilidade de estimar E(pur) para
qualquer g, os métodos de Monte Carlo possuem taxa de convergéncia independente de &.
Como infelizmente, a obtencdo de tais amostras ndo é direta, um esquema de amostragem
utilizando métodos de Monte Carlo para cadeia de Markov (MCMC) foi adotado. A prin-
cipal idéia dos métodos MCMC é simular uma cadeia de Markov ergédica. cuja distribuicio
invariante é a propria distribuicio de inferesse.

Com esta poderosa ferramenta estocéstica, capaz de amostrar distribui¢des multivaridveis

complexas, dois problemas de estimagfo Bayesianos podem ser aplicados ao DA:

1. Céleulo da estimativa da média condicional no sentido médio quadratico de . repre-

sentada por
Tyr = E[ﬁ‘fl:T]%:T] (3.69)

2. Céleulo da estimativa MAP de 6.7 através da maximizacdo da distribuigio posterior
marginal

f1.r = argmaz p(drrlyrr). (3.70)

b0

Tendo, como base, os dois problemas de estimagéo Bayesianos considerados, dois algorit-
mos baseados em métodos de amostragem estocéstica da distribuicio p(6y. 7,21, Tl 7) com
convergéncia global e custo por iteragéo linear em relagio ao nimero de observacoes sio es-

tudados. O primeiro algoritmo, apresentado nesta secho, é o Data Augmentation (DA) que
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calcula a média condicional do estado continuo g, e o segundo, que serd detalhado na secao
3.3.3, 6 uma versao do DA com Simulated Annealing (SA) que calcula a estimativa no sentido
MAP do estado de Markov com amostragem a partir do algoritmo de Metropolis.

Como explicado na se¢do 3.2.2, ao invés da probabilidade p, utilizaremos a verossimilhanca
7 quando necessario. O algoritmo Data Augmentation pode ser resumido no procedimento

descrito a seguir.

1. Inicializacdo: Selegao aleatdria (950%, :.:9})

2. Tteragdo: Dado (HE‘;?TU :rieTl)) calcule (9%,3:”«) para f-ésima iteragdo (£ = 1,2,---)
segundo:

Simule :c(le%q a partir de

mﬂﬂ ~ ﬁ(ml.;T|y1;T,95_€;l}); (3.71)

Simule 9&% a partir de

95 ’1“ (61:T|'91:T:$(12“) ; (3.72)

3. Estimacao do Estado: Céleulo da estimativa da média condicional, usando o estimador

empirico (3.65) é dado por

Zrr(N) 2 er- 249 (3.73)
A amostragem representada, no segundo passo, pode ser dividida em duas partes, a
filtragem em avango (Forward Filtering) e a amostragem retrocedente (Backward Sampling).
Para facilitar o entendimento de ambas, o desenvolvimento da amostragem a partir das
distribui¢bes condicionais de ﬁ(mlzﬂyl:gﬂ,ﬂ% 1)) e p(ﬂl:ﬂyl:g«,mﬁ}r) serd explicitado para os dois
CAS0S.
Em (3.71), p{zrr|vir, §"’T )} pode ser decomposta por

-1

plzyriyrdir N = pzrlyir.f ! H (@ilyra 8l 2 @hsir). (3.74)
k=0

Esta decomposicio associada a distribuigdo de probabilidade gaussiana de zgy1, P(xrlvnk

95?;1),:1:“1@), sugere o seguinte algoritmo para amostrar ﬁ(ml:ﬂylg,ﬂfgl)):
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1. Filtragem em avanco: Filtro de Kalman apresentado na segdo 3.1;

2. Amostragem reversa: Para & =T, --- ,0, amostre :r:,(f) de N(m;!T,PF:'T)} em que My, =
mrr, Pryr = =Ppr,epara0 <k <T
" ¢
Myr = Dk + Pk|kA (9k+1) k+1]k(m§g.|)_1 - mk+1|k) (375)

PI:IT = P — PklkA (Ort1) k+1]k-A(9k+1)Pk|k— (3.76)
Em (3.72), temos a seguinte decomposicao para a distribuigao p(@l:ﬂyl:T,m%)

Pt
p(61. T|y1Ta$§2r) 9T|le>$1%“) H p( 9k|ylzk;$ﬁc,9k+1ﬂ“)- (3.77)
k=1

Esta decomposicio associada a distribuigdio discreta 8gy1, p(9k|y1;k,x(ﬂg,9k+l;;n), sugere o

seguinte algoritmo para amostragem de p(91:T1yl:T,:c§%):

1. Filtragem em avango: Para k=2,--- T ei=1,--- s, calcule
£
PO = iy 1:395 k1) ijtp (Be—1 = Jltee— 1>~cg}c ) (3.78)
=1
. ¢
p(ﬂk — il'yl X 3,:(3]) _ p(yk:’-b"k)lyk 1a$§c)1:9k = z)p(gk = rl"'|yl:k—-l'Jx(l:.t')c—l) (3 79)
= ko L1k) = T -
- £ . [
Zp(yeri)lyk lawk 1?9-’6 = .?) (9.‘6 — jlyl:k—lamgzgc—l)
j=1

e guarde p(fy = ilyra 1,20 1) e POk = ilyrsaid) para k=1, Tei=1, s

2. Amostragem reversa: Amostre ng) de p(9T|y1:T,$g'?2p) e HS) de p(9k|yl,k,$ﬂ,9k+l¢) para

k=T-1,---,1 com
‘ Ors |00 = Pk = ilyrs,z )
(B, :3|yl:k:$g€l;9k+1:T) - SIO( k1/0 = 9)p(O |[y1:6:%1 1) (3.80)
> 0B lbr = PO = Glyrwail)

j=1

para Vi € S.

Normalmente, as primeiras iteracdes no devemn ser utilizadas no cémputo das estimativas
do estado continuo Z;.7, pois tendem a estar correlacionadas a condi¢ado inicial proposta,
podendo gerar estimativas tendenciosas. A este conjunto de iteragoes desconsideradas é dado

o nome de tempo de queima.
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Como ndo sabemos a partir de qual iteracio £, a seqiiéncia de estados continuos mﬁq deixa
de estar correlacionada & condigio imicial 3:5?%, assim como ndo conseguimos determinar a
partir de quantas iteracoes N as estimativas Z;.7(N) se aproximam &,.0(/N) dado por (3.69},
dois parametros arbitrarios, o tempo de queima e o ntimero total de iteragoes, sao utilizados
no DA. Nao encontramos nenhuma metodologia que possa nos auxiliar na escolha destes
parametros.

O Data Augmeniation ¢ o primeiro algoritmo da vertente estocastica que utiliza a sele¢do
aleatdoria. Com a evolugfo dos algoritmos o sorteio dos estados de Markov baseado na dis-
tribuicao discreta de probabilidade passa a ser a chave primordial da filtragem de sistemas
lineares com saltos. Isso difere do algoritmo de maximizacio do valor esperado, que determi-
nisticamente escolhe o estado de Markov mais provavel. Uma outra melhora detectada esta
relacionada & decomposicao desenvolvida para o cdlculo da distribuigio de probabilidade do
estado de Markov. Aliando o sorteio do estado de Markov a uma decomposi¢do mais refinada

da distribuicdo de probabilidade, temos um ferramental cada vez mais desenvolvido na busca

de uma melhor estimativa dos estados.

3.3.3 Algoritmo Metropolis-Hastings/ Data Augmentation com Si-
mulated Annealing

Este algoritmo é utilizado na obtencdo de uma seqiiéncia, no sentido MAP, de estimativas
dos estados #1.7. O Datae Augumentation com Simulated Annealing (DASA) é uma verséo
nao homogénea do algoritmo DA que depende de uma regra de resfriamento deterministica
{T,(£); £ € N}, de tal modo que

T.(l+1)<T.(8ye lim T.({) =0 (3.81)

£—+o00
O algoritmo Metropolis-Hastings/Data Augmentation com Simulated Annealing (Doucet

et al., 2000) pode ser resumido no procedimento descrito a seguir:

i. Inicializacao: Selegao aleatdria (950%,3:50%1) com £ = 1.

2. Tteragio: Dado (67",2\5"), compute (6{9,2'%.) para £-ésima iteragao segundo:

Simule xﬁp a partir de

2 ~ p(xl:rlymﬂf;”). (3.82)

Simule o candidato 6%, a partir de
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QT:T ~ p(glleyl:Tamf’}) . (383)
3. Célculo da taxa de aceitagéo a(()g'?;l),gff):

_ ge. _ 1/T- (-1
(0 050) = min{ | ZERT [T (3.84)
p(el:T [yI:T)

4. Simule uma varidvel aleatéria v em [0,1], u v U(0,1).

3. Seu < a(ﬂf;l),ﬂff) entao deixe Gﬁr = 0{.p, caso contrario deixe 9{{'} = 95?;”.

Para o calculo da taxa de aceitagao (3.84), nds precisamos calcular p(61.r|y1.7) sobre uma,
constante de normalizagio. Nés temos que a distribuicéo p(6y1.7|y.7) o p(f1.7)8(y1.7|01.7). O

primeiro termo é a distribuigao conhecida a priori da realizagho da cadeia de Markov,

p(bur) = 7(01)p(62161) - - - p(Or|0r_1), (3.85)

e o segundo, ¢ a verossimilhanga calculada através da seqiiéncia ponderada de inovacoes dadas

pelo filtro de Kalman. A inovagdo ponderada € dada por

Pylyr: s-1,01: 1) = Ziﬁ(’yﬁclyt -1:01: k-1,6k = m)p(Ox = m|0p_1)
m=1

(3.86)

em que

o D{Yely1 x-1,01 2-1,0c = m) é uma distribuicso normal N{(Fee—1(01: k-1,0r = m), Skl
01 k1,0, = m)) com Ypjk—1(61: &) € Si(61: k—1,0x = m) representando, respectivamente,
a inovacao € a covariancia predita de um passo a frente da observacao i, condicionada
& 81, com ¢ = m. Essas informagdes podem ser obtidas através do filtro de Kalman

apresentado na segéo 3.1;
e p(f, = m|6x_1) é dado pela matriz P.

Duas inovacdes foram implementadas no Date Augmentation, a primeira diz respeito &
velocidade de convergéncia do algoritmo, que estd associada ao Simulated Annealing. Esta
técnica permite que iniciaimente o algoritmo tenha uma maior liberdade de escolha e que com
0 passar do tempo, esta liberdade vai sendo restringida pela taxa de resfriamento. A outra

inovagio esta relacionada & utilizagdo de uma. selegdo, feita pelo algoritmo de Metropolis,
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que tem como principal objetivo aceitar ou rejeitar uma nova seqiiéncia aleatdria. Se a nova
seqiiéncia sorteada possuir uma probabilidade muito menor do que a atual, esta seqiiéncia
é rejeitada, caso contrdrio ela passa por um processo de selecdo aleatdria, podendo ainda
ser rejeitada. Se for aceita, ela passa a ser a seqiiéncia atual. Devido ao SA, fica cada vez
mais dificil aceitar uma nova seqiiéncia e esta seqiiéncia sé serd aceita se ela possuir um
probabilidade de ocorréncia muito maior do que a anteriormente aceita. Para um melhor

entendimento sobre o método de amostragem de Metropolis vide apéndice A.

3.3.4 Algoritmo do Minimo Erro Quadratico Médio

O algoritmo do Minimo Erro Quadrético utiliza os métodos de Monte Carlo (Doucet
e Andrieu, 2001) para amostrar a distribuigao marginal p(f,.r|yi.7), ao contrdrio dos algo-
ritmos anteriores que se baseiam na amostragem da distribuicao de probabilidade conjumnta
p(61.7217|yr). Aliando a facilidade de recuperar o estado continuo z; a partir do estado
de Markov 8, ao conhecimento da evolugio do estado de Markov representado pela proba-
bilidade inicial 7 e pela matriz de transi¢io PP, os algoritmos tenderam a utilizar o estado de
Markov em detrimento do estado continuo.

O algoritmo para obter as estimativas do Minimo Erro Quadratico Médio (MMSE) dos

estados .p e 2.7 pode ser descrito por:
1. Inicializagio: Sorteie aleatoriamente 6&?} € R.
2. f-ésima iteragao, £ > 1

e para k= 1,--- T, amostre 9,(5) ~ p(Bk[ylzT,Gﬂ), onde
09 260, o 00 ).
Apés N iteragoes, a estimativa MMSE baseada no estimador (3.65) pode ser calculada
e,
Tup(N) & =D i (3.87)
¢=0

Outra grande evolucdo deste método é o aprimoramento da decomposicao da distribuicao

p(9k|y1:;n,9(_£2c), que leva em consideragao os estados de Markov ng], e ,6‘,&‘2_)1 da iteragdo £ e
os estados de Markov 9,{\78;11), e ﬁg_” da iteragdo £ — 1.

A seguinte decomposi¢do de p(yr.r|01.7) permite o calculo eficiente da distribuigdo p(Gx|yrr,
6_) parak=1,---T

plypr|fir) = ﬁ(yl:k—llgl:k—l)lﬁ(yk|'y1:k—1,81:k)/ﬁ(yk+1:Tl9k+1:Ta$k)p($kIyl:kaglzk)(3-88)
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em que

Plyrr|rr Tr—1) = f P(Wks1:7 O+ 17,21 )P Y, T | O Tie—1 ) A (3.89)

Os dois primeiros termos do lado direito de (3.88) podem ser calculados através da utilizacao
da recursdo em avanco baseada no filtro de Kalman. J4 o terceiro termo pode ser calculado,

utilizando uma recursdo em retrocesso desenvolvida abaixo.

1. Inicializagao

Prr(br) = C'(6r) [D(62)D' ()] C(62); (3.90)
Prpmipp(8r) = C'(6r) [DOr)D'(67)] " [yr — G(Br)ur]. (3.91)
2. Recursdo retrocedente: Para k=7 -1,--- 1,
F—1 -1
Agy1 = [Im + Bf(9k+1)Pﬁe+1[k+1(9k+1:T)B(9k+1)] ; (3.92)

P;:«;j_kl+1(9k+1:T) = A'{6p)P ;;:1|k+1(9k+1:T) [ I, — B(Ors1) Dbt (Okt1:7)

X B'(Ber1) P jps 1] AlBrs); (3.93)
P,(::;_kl-q.](gk-f—l:T)m;qk-}_l(gk-i—l:T) = A'Bk1) 1 — PF;-_I-llik—i—l (Opr1:1) B(Ort1) D1 (Opq11)
X B'(0141)] P et Orerer) Ml (Brori)
—F (01 Yttger1 )5 (3.94)
Pl (ur) = Pl (Brerir) + C'(6:) [D(6:) D' (6:)] ~ C(6); (3.95)

Pl miu(0u) = P k1) Moy (Okrr)C'(0) [D(01) D (6)] ™
X [‘yk - G(Ok)'u,k] . (396)

Combinando a recursio retrocedente com (3.88), temos que a expressio de p(6;|y1.7,0_x)
para Pyi(01:) = Onyxn, € 6 =2,--- T — 1, é dada por
N 1,
POy, f-k) & pek_l,gkpek,9k+1N(ykfk—1(91;k)=5k(91:k))eiﬁp( - §mk|k(91:k)
X Pporr (s )maga (Bra) — 2migi (B14) P (Biyrr)

m‘L|k+1(9k+1:T)) . (3.97)
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Se Pyi(01:x) # Ongxn,, entdo existe uma matriz ﬁkm(ﬁm) diagonal ng X ng, 1 < np < Ny,
com os autovalores diferentes de zero da matriz Py(f14) € uma matriz Qk[k(ﬂlzk) tal que
Pk|k(91:k) = Qk1k(91:k)ﬁk|k(91::9)@;4;;(91*)- Dai, temos

p(gklyli'rae—k) x pﬂk_l,ﬂkpek,9k+1w(E}Hk—l(gl:k))sk(gl:k))|ﬁk|k(91:k)Q;c|k(91:k)

F—1 e 1 1 ;
X Pt Orsr) Qupp(O1:) + Iy |72 653}0( - §mk]k(91:k)

% Pepeys (O )i (Bs) — 2y (O1) Pigipr 1)
Mg Okrrr) — [P (Onr) — Mg (O1:6)]

¢ Pyt (Brer0) R (0r:) [Migper (Brn.7) = mk[k(ﬂl:k)})

(3.98)
em que
Rige(0rx) = Qui61x) [ﬁﬁ(%:k)+Q}c|k(91:k)PJ;|_::+1(%H:T)Qk{k(&:k)]_1Q’km(@l;k)-
(3.99)

Os valores myk_1(016), Prix—1(014), mai(B1k)s Prpe(Orx)s 7(61.¢) € Sp(61.x) séo respectiva-
mente, predicdo e a covaridncia de um passo a frente de y, estimativa e covariancia filtrada
de 7, a inovacio no instante k e a covariancia da inovagao. Essas quantidades sao dadas
pelo filtro de Kalman aplicado ao sistema %, apresentado na segao 3.1.

Para finalizar, amostrar p(6g|y1.m,0_7) requer primeiro o cdiculo da informacéo retroce-
dente do filtro e segundo, o calculo de p{6k|y1.7,0-7), que combina esta informacéo as quan-
tidades obtidas pelo filtro de Kalman. Finalmente, p(Ox|y1.7,0-7) é amostrada e os valores

iﬁz_l,fa'}ck)) sao armazenados.

atualizados mmk(EJEﬁz_l) e P

Encontramos neste algoritmo uma decomposicdo eficiente de p(9k|y1:T,9ﬂ) que leva em
consideragio tanto os estados de Markov anteriores quanto os posteriores em relagdo ao
instante em que o sorteio é realizado. Podemos perceber que o estado continuo passa a ser
uma conseqiiéncia do sorteio do estado de Markov. Além do mais, esta decomposi¢do nao
exige que a matriz de covarifncia seja estritamente positiva e nem que a matriz de transicao

do modelo de espaco de estados seja regular.

3.3.5 Estimativa de 617 no Sentido MAP Marginal

O algoritmo deterministico para o calculo da estimativa de 6,.r no sentido Mazimum
o Posteriori Marginal (MMAP) (Doucet e Andrieu, 2001) utiliza um método de coorde-

nada ascendente para maximizar iterativamente e sucessivamente p(0x|yv.r,0—x) sobre 6 para
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k=1,---, 7. Um algoritmo estocdstico ndo homogéneo, utilizando o Simulated Annealing
(SA) também é proposto como uma verséo estocdstica do algoritmo deterministico. Sua nao
homogeneidade da cadeia de Markov est4 relacionada a dependeéncia do kernel de transigéo
na iteracdo ¢ com uma taxa de resfriamento {v; £ € N}, tal que yer1 > ve, lime—i00ve = +00
e v > 0. O algoritmo deterministico e o estocastico para estimar MMAP da seqiiéncia 6.7

seguem abaixo:

1. Inicializagdo. Sorteio aleatdrio de 95?} e R

2. Tteragdo £, £ > 1

e Algoritmo Deterministico (MMAP1): Para k=1,--- T,

gg) = arigma,:c p(ﬂklyma@ﬂ)-
a8

o Algoritmo Estocastico (MMAP2): Para k =1,--- T,

amostre 9,{5] ~ P (9k|y1::'”,9(_€))-

Lembrando que p* (9k|y1;T,9_(2.) o [p(9k|y1:T,9ﬂ)]’”.

Tanto o algoritmo estocastico quanto o deterministico utilizam a decomposigio eficiente
apresentada na segio anterior ¢ 0 método de Monte Carlo para Cadeia de Markov. O algo-
ritmo determinfstico, ao invés de sorteio, escolhe o estado que possui a maior probabilidade

de ocorréncia e o estocastico, por sua vez, utiliza-se do Simulated Annealing.

BIBLIOTECA CENTRAL)
DESENVOLVIMENTO
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ershlip




Capitulo 4

Filtragem Recursiva

Em muitos problemas, uma estimativa dos estados do sistema é necesséria a cada instante
de tempo em que uma nova observagao é incorporada, sendo conveniente o uso de um filtro
recursivo. Nesta abordagem, nem todo o conjunto de informacdes precisa ser armazenado
e, além do mais, ndo ¢ necessirio reprocessar a informacio existente quando uma nova ob-
servagao estiver disponivel. No filtro recursivo toda a informagio recebida é processada
seqiienctalmente.

O filtro recursivo consiste essencialmente de dois estégios: predicio e atualizagio. O passo
de predigdo utiliza o modelo do sistema para prever a fungio de distribuicio de probabilidade
dos estados a frente entre uma medigéo e outra. Como os estados continuos estio sujeitos a
pertubagdes desconhecidas, modeladas como ruido aleatdrio, a predicéio geralmente translada,
alarga ou deforma a verdadeira funcio de distribuigéo de probabilidade. A operagio de
atualizagao utiliza-se da ltima medicdo para modificar e corrigir a fungéo distribuicio de
probabilidade. Isso pode ser obtido de maneira precisa através do teorema de Bayes, que é
o mecanismo de atualizagio do conhecimento sobre os estados baseado na nova informacéo
adquirida.

Atualmente, um filtro recursivo muito em voga ¢ o filtro de particulas utilizado tanto em
abordagens lineares quanto néo lineares. O filtro de particulas de Monte Carlo desenvolvido
por Doucet et al. (2001) serd apresentado em toda a sua plenitude nas préximas scgdes para

que fique claro o seu funcionamento e simplicidade.

4.1 Filtro de Particulas de Monte Carlo

Filtro de particulas de Monte Carlo é um algoritmo recursivo de filtragem baseado em
simulagtes de Monte Carlo para calcular a distribuicdo condicional estimada dos estados Ty

e ¥, dado o histérico de observacoes y1.4. Este filtro de partfculas pode ser visto aproximada-

39
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mente como uma grade aleatéria adaptativa, onde as particulas (valores da grade) evoluem
aleatoriamente no tempo de acordo com uma regra de simulagao. Cada particula possui
um peso associado 3 verossimilhanga que € atualizado de acordo com a regra de Dayes a
cada observacéo. Os procedimentos para o cdlculo dos pesos e as regras de simulagdo serao
explicitados nas préximas secoes.

O filtro de particulas combina com propriedade a amostragem seqiiencial por importancia
e os métodos de Monte Carlo para cadeia de Markov (MCMC) associados a um esquema
seletivo que replica/descarta particulas a cada instante de tempo. Além de sua simplicidade,
o que torna este filtro ainda mais atrativo é que a taxa com que o erro das estimativas
converge para zero independente da dimensé&o do estado de Markov.

Como apresentado na secao 3.3.2, se nés pudéssemos amostrar N = N, iid. amostras
aleatdrias {85’3 k,m{le)k} =1,---,N,}, denominadas aqui de particulas, de acordo com p{#1. k.

Z1 k|1 &), UMa estimativa para o valor esperado da fungéo @ik (Or,<x) seria dada por

En,(ons) = /@kik(9k,$k)ﬁ;vp(91:k,$1zkly1;k)d91:kd$1;k

= N Z@klk 1: k?mlk (4.1)

Lo

Infelizmente, é impossivel amostrar eficientemente da distribuigdo “alvo” p(f1. k, T1.k |11 &)
em qualquer tempo k. Associamos entéo o método de Monte Carlo para cadeia de Markov
3 técnica de amostragem por importancia, em que uma distribuicao arbitraria proposta
Y (81. g,21: k|71: &), chamada distribuicio de amostragem ou densidade por importancia, € in-
troduzida, tal que p(f1. k21 kY. ) > O implica T(01: ky21; kv &) > 0. Isso significa que a
medida T é absolutamente cont{nua em relacdo a p. Além disso, podemos dizer que T é dom-
inada por p e que esta relagao é indicada por T < p. Para facilitar a obtengao de amostras,

multiplicamos e dividimos E{ypx) por T (01, 6,1 k|15 1)

P(91: kL1 ic]yl: k) T(
T(gl: iyt k'yl: k)

/‘Pk|k(6k;$k)w(91: 0,1 1) T (01 6,21: &Y. £)dO0. dT1: & (4.2)

01. 1,1 k| Y1 k)01 kodTL K

Elome) = /{Pklk(ﬁ’k,ﬁ?k)

i

com o peso por importancia igual &

p{f1: 6521 £1Y1 &) (4.3)

’w(91: kLl k) = T(f?'l: k&1 kl’yl: k)'



4.1. Filtro de Particulas de Monte Carlo 41

Uma outra maneira de representar o valor esperado de ok pode ser dado por

Pl ko1 kY1 &) ) ’
/‘Pk]k(gksxk) T(6r, 071 £ 0r. 1) T(01. k.21 6|y1: &) dbr. pdiy,

Eloge) =
P01 6,21 k|th: &) b1 xdzy. 4

, p(gllijltk[yllk)
f@km(ﬁkwl?k) T(Or e 218l 1) T(01: &,%1: k|91 1) Ay, rdz. 1

P01 1,21 k|Y1: &) 1
T 91:ka$1:k|y1:k)

/kak(gkamk) w1 k1 k) TO1: k21 klyn: k) b1 wdy. 4

(01: k,%1- kY1 &) dB1. 1y, &

= (4.4)
/’w(91:ka$1:k) T(01: k:%1: kY1 ) dBy. pdzy. &
Temos ainda que E{¢pg) também pode ser expresso por
By, vom wlvn o) [Pk (Gr,50) w01, 6,71 1)
E(Wklk) _ (. w1 elyn: &) [ | ] (4.5)
By, vy w1 (W05 1521 )]
com

af*") ff a,lb (46)
Se tivermos N, i.i.d. amostras aleatérias {67, 2\%; ¢ =1, ,Np} distribuidas de acordo

com Y{(0:. x,21. &|¥1. ), entdo uma estimativa de Monte Carlo de E(cpm,c), combinando (4.1) e

(4.4) com Py, = T, é dada por

(# ¢
Zsoku« 6 o Yw o, l0)
By (o) = N
2
Z '“-’(95 )k,a:g )k)
=1
‘Np
~(¢ 6 (¢
= D @ en0 ) (47)
e=1
em que 08 pesos por importancia normalizados ﬂiiﬁk 880 iguais a
N g(e ’ E)

Z w( 953 k@gﬂk

Este método é equivalente a segumte aproximagao pontual de massa da distribuicdo

p(ﬁl: ko k|y1: k):

P, (01: 1. |y 1) Zwl xd (09, 20 (61 5,71 1) (4.9)

Pg_
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pr(9k1$k|ylk Z’w 59(3 (z) Qk,mk) (410)

Ny —1

No caso de simulacao “perfeita”; i.e., T{8:. .21 k&) = P01 k1 k|91 k), teriamos w% )k
N -1 para todo £. Na prética, iremos tentar selecionar a distribuicdo por importancia mais
perto possivel da distribuigio alvo. Como explicitado na secéo 3.3.2, para N, finito, El N, (Orike)
é tendencioso (razao das estimativas), mas assintoticamente de acordo com LFGN, ENP (Pxlk)
converge quase certamente para E(pgjk). Sobre restrigoes adicionais, a convergéncia via TLC
em (3.68) também é garantida. Entretanto, iremos mostrar primeiro cotno a variancia do

estimador E}VP (ujx) pode ser diminuida.

4.2 Reducgao da Variancia

A distribuicdo p(61.x,7x|y1:) pode ser decomposta por

p(glik;xklylzk) - p(ﬁl:k‘lyl:k)p(xklgl:kayl:k)s (41 1)

em que p(xg!61.k,¥1:%) é uma distribuicao Gaussiana cujos pardmetros sao dados pelo Filtro
de Kalman. Portanto, se tivermos uma aproximacao de p(61.4|t1:%), nés teremos diretamente
uma aproximacio de p(fk.TrlYix)-

Além disso, se Ep(mﬂylm,ﬁil;k)[‘pk|k(9k;$k)] puder ser calculada numa expressao de forma
fechada, entdo a seguinte alternativa bayesiana de amostra por importancia da estimativa de

E () pode ser proposta

NP
EY (pri) = = )
PILICIEN
=1
(4.12)
em que )
(61 kU1 0
(B ) Y(61; kl2n: &) ( )
e
T (61 klyr: ) = —/T(gl:k:xlzk]yltk)dg;l: Je- (4.14)

Intuitivamente, para alcangar uma dada precisao, Ei,p ir4 requisitar um nimero N, re-
duzido de amostras se comparado com E}Vp, pois precisamos amostrar a partir de uma dis-

tribuicio de dimensdo menor. Isso pode ser provado através da proposigao 1 apresentada
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em (Doucet et al., 2001). Dado este resultado, focaremos na amostragem por importan-
cia para conseguir uma aproximagio de p(fy. £|y1. &) € E(pkx), usando uma distribuicdo por

importancia T (61 x|y1. &)

4.3 Amostragem Seqiiencial por Importancia

Como 8, é um processo Markoviano, podemos sempre decompor a fungao por importancia

no tempo k através de

k
T lyr: &) = TOlyra) | [ TOlyrnbre—r). (4.15)
=

Para desenvolver um filtro recursivo como descrito na introduco deste capitulo é preciso
substituir T(f¢|y1.,01.0-1) no lado direito de (4.15) por Y(8e|yn.0,61.0—1). Esta aproximacéo
se faz necessiria na obtencdo, em qualquer instante &k, de uma estimativa da distribuigao
p(01. x|v1. &) € na propagagio desta estimativa no tempo sem modificar, subseqiientemente,
as trajetdrias passadas simuladas {Hf)k; £=1,--- ,Ny}. Ao fazermos uso desta aproximacéo,
estamos diminuindo ¢ tempo computacional requerido para o filtro e desconsiderando parte
do conjunto de observaglo yei1.k-

As fungdes por importancia aproximadas sao da forma

k
(O wlys. 1) & T(Oulwn) [] T Oelyriebres)- (4.16)
£=2

e permitem o cdlculo recursivo dos pesos por importancia através de
'w((?l; k) = W 'w(91: k—l) (417)
em que wy ¢ o peso incremental. Combinando (4.13) com a restricdo das fun¢des por im-

portancia descrita acima, temos

p(gl:klylzk) _ p(9k|ylzk:91:k—1)p(91: k—llyl:k-—l) (4 18)
T(91; kl'yl: k) T(9k|3}1: k01 k—1)T(91: k—l[ylz k—l) '

Ao compararmos (4.17) com (4.18), temos que o peso incremental wy, é dado por

w(91: k) =

P(ely1: .01 k1)
T(Ox|y1: £:01: k1)
p{uely: k1,01 1) (O] 0k—1)
P(yk|yl:k—1,91:k—1)
T(9k|yl:k:91 k— 1)
P(Yslyr: e—1,01: )00k |Fh_ 1)

x 4.19
(9k|yl k01 k1) ( )

W =
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4.3.1 Escolha da Distribuicao por Importancia

Duas distribuictes Y(#). |1 x) que minimizam a variancia dos pesos por importéancia no

instante k serdo apresentadas.

e Distribuicio de amostragem 6tima: A distribuicéo 6tima satisfaz

(Urlyr k1,01 k1,0 = m)p(th = m|f_1) (4.20)
p(yk‘.|y1: k—1,01: k—l)

p(0r = mlye,1: k1) =

e o peso por importancia associado wy € proporcional &

plyelyr k-1.01 6-1) = Y P(kltn: k1,01 k-1,06 = m)p(fs = mibp1)  (4.21)

m=1

em que

— plylyn: k=1,01. k—1,0 = m) é uma distribuicdo normal N(§k|k_1(91:k_1,9k = m),
Sp(01. k—1,0c = m)) com Fi—1(01: 1) € Sp(fr: k—1,0 = m) representando respecti-
vamente a inovacio e a covariancia predita de um passo a frente da observagao i
condicionada & #y. , com 8, = m. Essas informagdes podem ser obtidas através do

filtro de Kalman apresentado na secao 3.1;

— p(6y = m|0r_1) é dado pela matriz P.

Caleular p(yely1. k1,61, k1) Tequer o calculo de 8 passos de um passo a frente do Filtro

de Kalman. Isso acarretars em um elevado custo computacional se s for grande.

e Distribui¢io a priori: se utilizarmos a distribuigdo a priori p(fx|dx_1) como a dis-
tribuicio por importancia, o peso por importéncia sers proporcional a p{ye|yr: k1,
1. k) = N{Tipp—1(01: &),5%(01: £)) com Uie—1{01 &) € Sulbr.x-1.0k = m) representando,
respectivamente, a inovagio e a covariancia predita de um passo a frente da observagao
ye condicionada & 1., com = m. O que permitird o célculo de apenas um passo do

filtro de Kalman.

4.3.2 Degeneracao do Algoritmo

(Doucet et al., 2001, proposigdo 4) mostra que para fungdes por importancia na forma
(4.15), a variancia de w(#.) cresce com tempo, 0 que provoca a degeneragdo do fenémeno.
Praticamente, apés algumas iteracdes do algoritmo, todos menos um dos pesos por importan-

cia normalizados estarfo perto de zero e um custo computacional muito grande é utilizado
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para atualizar as trajetérias cujas contribuigdes para o estado final sdo quase nulas. Por isso,
¢ de crucial importancia introduzir um passo de selecéo no algoritmo.

O objetivo do passo de sele¢io é descartar as particulas #,, com pequeno peso por im-
portancia normalizado w(f). ;) e replicar as com alto w(#, ;). Isso evita a degeneragéo do
algoritmo, além de selecionar uma regido mais interessante do espaco amostral. A cada ins-
tante em que o passo de selegao é utilizado, os pesos retornam para N, !, Ao mecanismo de

geragdo de particulas filhas a partir das particulas originais se d4 o nome de reamostragem.

4.3.3 Reamostragem

Seja é%"‘?c(f = 1,---,N,) o conjunto de particulas antes da reamostragem e 9{3) (é’ =
1,---,Np) o conjunto depois. A reamostragem associa a cada particula 9 (E =1,---,Ny)

um nimero de filhos ni € N, tal que

Np
S nl = n, (4.22)
=1

{8

para obter N, novas particulas 6’?}0 Se n;’ = 0, entdo a particula éﬂ ¢ descartada, caso

contrario, ela possuird n,(f) filhos no instante k.
Na literatura sobre filtro de particulas quatro algoritmos de reamostragem nio tenden-

ciosos 530 conmumente utilizados:

1. Reamostragem Aleatdria Simples

— Para h = N, --- 1 calcule w,

1 1
-~ -~ I, -
Up = Un1ly , Un, =ty com iy ~ U[0,1);

— Alocar n,[f) filhos de cada particula de acordo com a distribuicio
ny) = n de valores de uy, € (Zﬁ}f ,Zw ]

2. Reamostragem Estratificada

— Para b =1,--- N, calcule uy

S Gl & 0TS Ul0,1);
NP




46 Capitulo 4. Filtragem Recursiva

— Alocar nf) filhos de cada particula de acordo com a distribuigao

n = n? devalwesdeuhE(Zw ZM(S].

=1

3. Reamostragem Sistemética

— Para b =1,--- N, calcule up
(h—1)+1u

Up = _—.N___ com U ~ U[O,l),
p

— Alocar ngf) filhos de cada particula de acordo com a distribuigao

-1 £
nf) = nP de valores de uj, € (Z?ﬁfﬂs)a Z’f‘jf(cs)jl'
a=1 =1

4. Reamostragem Residual

— Alocar fn,k = | Nyw w 9| copias da particula £ para a nova distribuigao;
— Adicionalmente, reamostrar my = N — Z 101 ?‘?i) particulas, fazendo ng)” filhos

da particula £ com probabilidade proporcional a w,(f) = Npﬁg) - ng’)}’

, utilizando
um dos esquemas de amostragem utilizados anteriormente;

— (Calcular ngf) = n,{c) + ni Y.

A principal diferenca entre as reamostragens esté relacionada & varidncia do niimero de
filhos de uma particula n.'¥ em cada iteragao k. As reamostragens estratificada, sistematica
e residual possuem menores variancias se comparadas & reamostragem simples aleatéria, pois
utilizam métodos de redugdo de varidncia. A reamostragem que possui & menor varidncia €
a. sistematica.

Em relacio ao custo computacional temos que a reamostragem aleatéria simples € a que
possui o maior custo computacional, seguida da estratificada e finalmente, da sistematica. A
residual, por sua vez, tem uma parte das particulas determinadas deterministicamente e a
outra por um dos algoritmos de reamostragem ja especificados. Portanto, o custo computa-
cional pode ser maior ou menor do que o custo do algoritmo de reamostragem utilizado para
complementar a parte deterministica.

Duas estimativas de E(pg) podem ser propostas antes ENp () e depois ENp(r,oMk) da

reamostragem no instante k£, em que

En,(one) = f Ep(mkiyl:kﬂi;k)[Sok|k(9kamk)]-f’Np(glzk'yl:k)dglzk (4.23)

ENp(SOkm) = /Ep(mﬂyl:k,ﬂhk}[(Pk]k(gk}mk)}-ﬁNp(gl:klylzk)dgl:k (4.24)
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COI

P, (Orklvne) = Zwk 6,fe) (O1:1) (4.25)

P, (Orlyiin) oA Z Gy (4.26)

Mais informagcoes sobre reamostragem podem ser obtidas em (Bolic et al., 2004).

4.4 Algoritmo do Filtro de Particulas de Monte Carlo

Supondo que no instante k — 1, N, amostras aleatérias 6‘52_1,18 =1, ,N,, distribuidas
aproximadamente de acordo com p(61.4—1|y1:x-1), 0 filtro de particulas de Monte Carlo evolui

no instante k¥ conforme o procedimento descrito abaixo.

o Passo da amostragem seqiiencial por importancia

Para £ =1,--- ,N,, amostre é,(c ~ Y (Ok|y1:1,¢ 1k 1), e faga 9 % (95?,1_1,5,&3)).

Para £ = 1,---,N,, calcule os pesos incrementais sobre uma constante de norma-
lizacao
A(8)
o Pkl din POy 10i,)
w® « TG . (4.27)
T |y1e, 014 1)
Para £ =1,--- ,N,, normalize 0s pesos incrementais
il 1
7. -1 (e
0= 1S ol 28
j=1

¢ Passo de Selegao

Obter N, particulas filhas (6‘&2;:‘2 = 1,+++ ,N,) a partir da replicagio/descarte das

. A E
particulas 65:;1; ¢=1,---,N,, considerando os pesos incrementais normalizados w(e)
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e (Calculo das estimativas

E[gk = Z‘|y1:.k::|

E[wk|y1:k]

Elz1zy1601:6,01:4]

&

Q

Q

Q

&

u

Q

i=1

Z“

3

Ell{g,=it |y1:]
Ny
S 1
=1 ,
Ny k

Z Elzelbr = 1,51:6) E[L{op=i |91:4]

i=1

(4.29)

L (4.30)

Z Elzpz)|01.6-1,00 = 1,715 E[1{6, =0} |Y1:4]

(f) (£}
Zl o z}z U mk1k + B ] {00=iy

Ny Z 1{93":@}
h=1

ZZ [ridamiy) + Pl Loy

i=1 #=1

NP

Z [mkz|k m:’c|k + P ;Efk]

(4.31)

Ny

f -g ra ’ . - .~ -
sendo Ny, mm e P,EI ,1, o ndmero total de particulas, a estimativa e a variéncia do estado

continuo, no instante k da particula £, respectivamente.
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Podemos também calcular o valor esperado de z; e ;) condicionado a ¢ dado por

Np

(0)
kalkl{ef)=i}
(=1

NI'-‘
Z 1{0,‘;‘): }

N,
Z m’k|k mk|k) +Pfc]k} {09=i

Elzyz) |0k = i,y1:6] — % , (4.33)

Z 1{95::.]: }
h=1

(4.32)

Q

Elz|0k = 1,y1:4]

Q

sendo N, mkl 1, B P Kl © nimero total de particulas, a estimativa e a variancia do estado

continuo no instante k da particula ¢, respectivamente.

4.5 Questoes de Implementagao

A primeira vista, pode parecer que precisamos manter na memoria os caminhos de todas as
trajetorias (55‘}6,1 =1,---,N, paraVk. Neste caso, o requisito de armazenamento iria aumentar
linearmente com o tempo. Como p(8x|0k—1) € p(0k|y1:x,01.4—1) geram a restri¢ao padrao de que
Y (0k|y1.k,01:6-1) depende apenas de 6141, nés sé precisamos manter na memoria o conjunto
estatistico de baixa dimensao caracterizado por @SL, mfﬁk 1 Pm , para i = 1,--- ,Np.

Portanto, os requisitos de armazenamento sao O(N,) e nao crescem com o tempo.

Para verificar a influéncia do ntimero de particulas N, no filtro, utilizamos o exemplo
do rastreamento de alvo mével que serd apresentada na secao 5.2. Tendo com base um
conjunto com 400 amostras, variamos o numero de particulas de acordo com a seqiiéncia

= {25, 50, 75, 100, 250, 500, 750, 1000} e realizamos 29 simulagoes/estimativas para cada
ntimero de particulas da seqiiéncia. Na figura 4.1 podemos ver como o erro quadratico médio
(RMS) da estimativa diminui exponencialmente com o aumento do nimero de particulas.
Além disso, podemos detectar a diminui¢ao da variancia com o aumento do numero de

particulas, aumentando a confiabilidade da amostra.
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Figura 4.1: Evolucao do erro quadréatico médio com o aumento do nimero de particulas com
confiabilidade de 95%.

Ja na figura 4.2 podemos ver o aumento do tempo computacional devido ao aumento do

niumero de particulas utilizado.
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-
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Tempo computacional por iteragao |s|.

200 . 400 600 800 1000
Nimero de particulas

(=]
(=]

Figura 4.2: Comportamento do tempo computacional por iteragao com o aumento do nimero
de particulas.



Capitulo 5

Aplicacoes

Neste capitulo, apresentamos duas aplicagoes dos algoritmos de filtragem sem observagao
de estados estudados nos capitulos 3 e 4: a identificagao de facies litologicas a partir de um
perfil de resposta real (Ruanaidh e Fitzgerald, 1996; Salomao, 2006) e o rastreamento de alvo
mével (Doucet et al., 2000). A segunda aplicagao, por sua vez, foi simulada, permitindo uma

andlise comparativa criteriosa associada a eficiéncia e robustez destes algoritmos.

5.1 Identificacao de Facies Litolégicas

Na indistria do petréleo é muito importante conhecer com precisao se uma facie litolégica
dentro de uma formacdo geolégica é ou nao produtora de petréleo. Como os custos para
realizar testes de producio siao muito elevados, a anélise preliminar desta facie é feita através
de perfis litologicos.

Intmeras ferramentas de perfilagem que levam em conta a salinidade, a resistividade
nuclear-magnética e até a velocidade de propagagao do som nas formagoes (perfis sonicos)
estio disponiveis para analise dos perfis. Com base nestes perfis, um gedlogo consegue identi-
ficar com razovel precisao as caracteristicas litolégicas das vérias facies de uma determinada
formacao geoldgica, suas propriedades fisicas, bem como a natureza dos fluidos por ventura
nelas contidos.

Uma caracteristica muito importante na geologia é que dentro de uma mesma facie, as
propriedades das rochas tendem a ser muito semelhantes. Ao se passar de uma facie para
outra, mudancas abruptas nestas propriedades sao detectadas, permitindo a aplicagao do
modelo de cadeia escondida apresentado na secao 2.2.

Conseguir identificar, em tempo real, qual facie litologica estd sendo perfurada é uma outra
importante aplicagao dos perfis que vem sendo estudada recentemente. Para que isso possa

ocorrer, é necessario que os perfis sejam obtidos de maneira on-line. Ao detectar mudangas

51
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litol6gicas, poderemos otimizar os parametros de perfuracao, modificando a velocidade de
rotacao da broca, a forga aplicada sobre a broca, ou até mesmo identificar uma zona de alta
pressao e temperatura, minimizando custos operacionais.

Um exemplo ilustrativo de aplicacao de sistemas SLSM a identificagao de facies litolégicas
¢ a utilizacao do perfil de resposta nuclear-magnética (Ruanaidh e Fitzgerald, 1996; Salomao,
2006) cujos os ruidos podem ser modelados por distribuigoes Gaussianas. Como temos acesso
apenas as observacoes ruidosas provenientes do perfil, podemos recuperar estimativas dos
estados continuos (resistividade nuclear-magnética), assim como detectar mudancas de facies.

A resistividade nuclear-magnética de uma formacao A, conjunto de facies litologicas, pode
ser representada por uma distribui¢ao normal N (radV var¥) com rad®) e varV, represen-
tando a média e a variancia da resistividade da formacao. Considerando que a resistividade
nuclear-magnética dentro de uma mesma facie é constante e que a resistividade de uma facie
nao influencia a das facies vizinhas, varidveis independentes, temos que a resistividade da

facie z; contida na formagao geologica A é dada por
'radg’:‘) ~ N(?'ad(A) ,var("‘)). (5.1)

Para completar o modelo vamos considerar ora um ruido branco gaussiano de obser-
vacao com variancia var(®® e ora uma observagao erronea (outlier) dada pelo mau fun-
cionamento da ferramenta de perfilagem. Podemos caracterizar o outlier por uma gaussiana

(out)

N (rad ) var®®)) com média e variancia dadas por rad ™ e var®™, respectivamente.

Quatro estados de Markov foram utilizados no modelo:

e Istado 1 - Evolucao da resistividade dentro de uma mesma facie com observagao ruidosa

Tyl = Tk (52)

ye = zxp+var®zy; (5.3)
e Estado 2 - Evolugao da resistividade dentro de uma mesma facie com outlier

Try1 = Tk (

o
n —
E

o

ye = rad®? + var®®z; (

e Listado 3 - Mudanca de facie com observacao ruidosa

A)

T = rad? +var@®uy, (5.6)

ye = zp +var®z; (5.7)
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e Estado 4 - Mudanga de facie com outlier

Tk = rad® +varPy, (5.8)

g = rad +varlz,, (5.9)

Embora nao haja acao de controle, nés definimos u;, para Vk dada por
rad™
u —
k rad©w)
como artificio matematico para inserir as médias nao nulas do outlier rad ) e da resistivi-

dade nuclear-magnética da formacao rad.

As matrizes do sistema G sao dadas por
Ay=Ay=1, Ay=A4=0, B = B, =0, By = By = var'¥,

Cy=Cs=1, Cy=Cy=0, D; = D3 = var®), Dy = Dy = var®®,

0] 1]
r=k=[o] m=n=[g]

D ! 0 7
G1:G:z=[0] ,GQZGcl:ll}-

As médias, variancias e a matriz de transigdo do modelo dependem da formagao e da ter-
ramenta de perfilagem que sera utilizada. Consideramos um perfil real (Ruanaidh e Fitzger-
ald, 1996) origindrio da Schlumberger que foi coletado durante uma operagao de perfuragao
para 6leo Log-While-Drilling cujos parametros identificados por (Salomao, 2006) sao dados
por rad® = 115.000, vard = 10.000, var©®) = 2.500, rad©®" = 85.000 e var©) = 12.500.

Ao invés de um cadeia de Markov com quatro estados, Salomao (2006) utiliza duas cadeias
de Markov com dois estados cada uma. Por isso, tivemos que transformar as duas matrizes de
transicoes em uma tinica, considerando que a cadeia do modelo do sistema ¢ independente da
de medicao. A matriz de transigao para a cadeia de Markov com quatro estados, considerando
as transigoes identificadas em (Salomao, 2006) ¢ dada por
0,992813 0,003487 0,003687 0,000013
0,199260 0,797040 0,000740 0,002960

0,992813 0,003487 0,003687 0,000013
0,199260 0,797040 0,000740 0,002960

P=

O perfil real possui 7' = 4050 com 7" representando o ntimero total de amostras.
Para finalizar o modelo, consideramos que o primeiro estado de Markov seja sempre igual
a0 estado 1, isto é, 7 = [1 00 0, zp = rad = 115.000 e Py = var® = 10.000. Lembramos

que z; representa a resistividade nuclear-magnética na amostra k.
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Com a velocidade constante e a posigao inicial da ferramenta podemos transformar as
amostras de tempo em posigoes no espago. Os graficos contendo os perfis apresentarao as
amostras com sinal negativo para representar a passagem da ferramenta de cima para baixo.

Em cada um dos algoritmos estudados alguns parametros precisam ser definidos. No Data
Augmentation (DA) o tempo de queima foi igual a 100 e N = 300 com N representando
o numero total de iteracoes. No Data Augmentation com Simulated Annealing (DASA)

utilizamos N = 200 com a taxa de resfriamento, para ¢ = 1,--- N, dada por
Tr(¢) = 0,98¢. (5.10)

Tanto no Minimo Erro Quadritico (MMSE), quanto nos algoritmos no sentido MAP
Marginal, deterministico (MMAP1) e estocastico (MMAP2), utilizamos N = 200 com a taxa
de resfriamento do MMAP2, para ¢ = 1,--- ,N, dada por

9.9
’}’g=U,]+ W (511)
Por tltimo, no filtro de particulas (FP) consideramos N, = 500 com N, representando o
ntmero total de particulas.

Para comparar a eficiéncia entre os diversos algoritmos foram calculados o erro quadratico

pars k= Leve 0

EQYi = (yx — @) (yr — %), (5.12)
o erro quadratico médio
T
: 1
EQY = = ) EQYj, 5.13
=7 g i (5.13)

o desvio padrao do erro quadratico

T
Trqy = || 7 S (EQY: ~ FQVY(EQY; — FQY), (5.14)

k=1

e o tempo de simulacio, tendo como base o mesmo processador.

O erro quadrético médio, seu desvio e o tempo de simulagao para cada algoritmo podem ser
vistos na tabela 5.1. Podemos verificar também nesta tabela que os erros quadraticos médios
baseados na observacao ., além de serem da mesma ordem de grandeza, apresentam valores

muito proximos, o que dificulta uma anélise comparativa minuciosa entre os algoritmos.
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Tabela 5.1: Erro quadratico médio, desvio padrao do erro quadratico e tempo computacional
dos algoritmos de filtragem sem observacao.

Algoritmo | EQY[107] | ooy [10°] | Tempols]
DA 2,562 1,620 1.562,28
DASA 3,780 1,684 591,61
MMSE 2,065 1,622 1.851,36
MMAPI | 2,022 1502 | 1.854,43
MMAP2 3,071 1,718 1.826,65
FP 1,703 1,362 2.838,81

Procuramos entdo uma outra maneira de comparar as estimativas obtidas. Primeira-
mente, tentamos plotar o erro quadratico em fungao das amostra, mas infelizmente visual-

mente nao conseguimos distinguir uma estimativa da outra.

0 T 0 T
450 B —450
-1260F -1260f .
e e
& o
— -
+ ey
& 2070 & -2070F
g g
< <
-2880 1 -2880 R
-3690+ 1 -3690
b i ! 5 == BT .-l‘ XA I
0.6 08 .1 12 14 16 06 08 1 12 14 16
Resisteéncia Nuclear-Magnética, o8 Resisténcia Nuclear-Magnética, ;5

Figura 5.1: Perfil radioativo associado a estimativa via (A) Data Augmentation e (B) Data
Augmentation com Simulated Annealing.

Outra alternativa foi plotarmos sobre o mesmo grafico a observacao y e o estado continuo
estimado 7. Neste caso, com a observacdo y; representada pelos pontos vermelhos e estado

continuo estimado Z, pelo traco continuo em azul, conseguimos através de inspegao visual
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evidenciar algumas diferengas entre os algoritmos. Para facilitar a comparagao entre os

diversos algoritmos, suas estimativas foram comparadas duas a duas.

Como pode ser visto na figura 5.1, o Data Augmentation (DA) detecta as mudangas entre
facies litologicas, mas apresenta um offset entre o estado estimado Zj e a observagao yg. Ja
sua vertente com Simulated Annealing (DASA) falha na detec¢do de algumas mudangas de
facie proximo a iteracao k£ = —1000 e £ = —1700.

Na figura 5.2, podemos ver que tanto o algoritmo deterministico (MMAP1) quanto o
estocastico (MMAP2), que calculam as estimativas baseadas na distribuicao marginal ma-
zimum a posteriori, conseguem detectar os saltos com maior sensibilidade, evidenciando
pequenas modificagoes dentro de uma mesma facie (sub-facie). Este detalhamento permite
uma analise geoldgica mais precisa, pois evidencia com mais clareza a seqiiencia de proces-
sos fisico-quimicos que deram origem a formagao estudada. Ambos os algoritmos possuem
uma boa performance computacional, mas a principal diferenca entre eles ¢ que a vertente
estocastica nao consegue eliminar alguns outliers como evidenciado nas primeiras iteracoes e

na iteragao proxima a k = —4000.
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. -1500 X i
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= £ 2000t 1
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£ =
-5 -
-2430 sl |
~3000 - .
3240} .
-3500 i
il s ’ ——. S ’ A
Fian : -4000 :
i 08 1 12 14, 16 06_ 08 1 12 14 . 16
Resistividade Nuclear-Magnéticg, Resistividade Nuclear-Magnética,

Figura 5.2: Perfil radioativo associado a estimativa via (A) MMAP2 versao estocastica e (B)
MMAP1 versao deterministica.
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Na figura 5.3, podemos comparar o funcionamento do filtro de particulas (FP) com o al-
goritmo do minimo erro quadratico (MMSE). Tanto o FP como o MMSE conseguem detectar
com maior sensibilidade os saltos, evidenciando as sub-facies como os algoritmos baseados na
distribuicdo marginal mazimum a posteriori (MMAP). Neste caso, verificamos que o filtro
de particulas tem uma maior dificuldade em relagao aos algoritmos em batch de eliminar os
outliers. Isso se deve a caracteristica on line do filtro de particulas que leva em consideragao
apenas as observagoes y1.; obtidas até um dado instante k., ao contrario dos algoritmos em
batch que utilizam uma janela de observagoes yi.r. Em relagao ao MMSE e os algoritmos
MMAP, podemos perceber que o primeiro consegue suavizar e minimizar a presenga dos

outliers, pois as estimativas sao calculadas através da média das iteragoes.

0 i T
450 <
-B10+ .
~1260F -
i o ~1620} .
] o
et Tt
D o070t - b7
€5 <]
= =
< < _2a30} i
2880} K
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s op @ L e .
: ; : ~4050
0.6 1.6 06 1.6

0.8 1 12 e .08 | 1 1.2 14
Resistividade Nuclear-Magnéticas Resistividade Nuclear-Magnética, s

Figura 5.3: Perfil radioativo associado & estimativa via (A) Minimo Erro Quadrético ¢ (B)
Filtro de Particulas.

Em relacio & aplicacao dos algoritmos de filtragem sem observagao na identificagao de
facies litolégicas podemos concluir que o MMSE é o que melhor se aplica e que tanto o DA
quanto o DASA nao sao indicados ou por recuperarem a resistividade nuclear-magnética com
erro ou por nao detectarem a mudanca de facies apropriadamente. Se for necessario, o uso de

uma aplicacao on-line o filtro de particulas podera ser utilizado. Embora ele consiga detectar
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os saltos com precisao, as estimativas das propriedades, os estado continuos zy, logo apos
os saltos, podem nao representar o valor da propriedade real. Apds algumas iteragoes, estas

estimativas tendem ao valor real.

5.2 Rastreamento de Alvo Mdvel

Outro exemplo de aplicacao é o rastreamento de um alvo mével imerso em ruido (Doucet
et al., 2000) cuja parcela continua do vetor de estados no instante & é representada por
Tk £ (SzhyVoksSyk,Vyk), sendo sgp/syr a posigao e Vy4i/Vy a velocidade do alvo nas
direcoes z e y. A dificuldade deste problema estd associada a incerteza no comando de
manobra que dirige o alvo em movimento.

Para modelar estes comandos, consideramos uma cadeia de Markov de tres estados que

correspondem, respectivamente, a trés possiveis comandos de manobra:
e Estado 1 - Andar para frente;
e Estado 2 - Virar a esquerda;
e Estado 3 - Virar a direita;

Com isso, o sistema G evolui de acordo com o modelo linear sujeito a saltos Markovianos

com os seguintes parametros (Bar-Shalom e Li, 1995),

I p 00
010 0 - B
A=|4611 , o =T, O i, =18y,
000 1
20 0 0 0 0 —1,295 1.995
=d O 1% 8 1o | -035 | 035
D=v3 0 020 | 1=|o]| 2= 1,225 efs=1 _j 905
00 0 1 0 0.350 —0.350

com Ay =As =As=A, Bi=By=By3=B, 01 =0C=0C=€ Di=D,=D3 =D&
G, =Gy = Gy = G. A acao de controle deterministica u é igual a 1 para Yk. Por notacgao,
o numero maximo de amostras serd representado por 1.

Além disso, consideramos a mesma probabilidade de ocorréncia inicial para todos os
estados da cadeia 7 = [+ 2 1], Assumimos que o ponto inicial é conhecido e dado por
o = (=500 — 20 500 10)" e Py = Ogx4.

Com o conjunto original

A2 {m P A B,C,D,F, G,% P} (5.15)
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simulamos com 7' = 400 e p = 0.3 uma trajetdria e armazenamos as seqiiéncias de estados
continuos z,.7, de estados de Markov 6.7 e de observagoes yi.p, conjunto este denominado
de realizacio. Podemos ver na figura 5.4 o caminho percorrido pelo alvo mével representado

pela linha continua e sua observagao dada pelos pontos em vermelho para esta realizagao.

800 T T T T

700

300 - g -

200 1 L
-1800 -1600 -1400 -1200 -1000 -800 -600 -400

Sg.k

Figura 5.4: Trajetéria do alvo moével e sua observagao com s, = —500 e 5,0 = 500.

Calculamos a velocidade absoluta |Vy| e a velocidade absoluta observada VLO), para k =

1,---,T, segundo

Vil = o/V2,+ V2, (5.16)

VY = Vye(2)? + u(4)? (5.17)

com yr = (ye(1) yx(2) y(3) yk(él))’. Na figura 5.5 podemos visualizar a velocidade absoluta

representada pela linha continua, e a observada, pelos pontos em vermelho.
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Figura 5.5: Mdédulo da velocidade e sua observa¢ao em fungao da amostra & com V, g = —20
e vy,g =10

Para que pudéssemos ter um dado estatistico consistente, cada algoritmo de filtragem foi
executado 50 vezes. Por notagao, o nimero maximo de execugoes serd representado por 7.
No Data Augmentation (DA) utilizamos o tempo de queima igual a 50 e o niimero de
iteracoes, a 150. Ao utilizar o Simulated Annealing (DASA), consideramos N = 100 e a taxa

de resfriamento igual a

Tr(¢) = 0,98, (5.18)

para { = 1,--- N. Nos algoritmos Minimo Erro Médio Quadratico (MMSE) e nas vertentes
deterministicas (MMAP1) ¢ estocastica (MMAP2) do mazimum a posteriori marginal, N =
100 foi considerado. A taxa de resfriamento do MMAP2, para ¢ = 1,--- ,N, foi dada por
9,9
T
Tk E N

Nas simulagoes com o filtro de particula utilizamos N, = 500.

(5.19)

Para cada um dos algoritmos foram calculados, para k = 1--- T, a média das estimativas

T.
— 1 . _=)
Tjy = T ‘E_l :Jr;Ec ; (5.20)
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o desvio padrao das estimativas
1 &
_ S s il e
o = | ;(wﬁc ~ 2 (@) - ), (5.21)
o erro quadratico
EQk = (zx — Zx) (T — Tt), (5.22)
o erro quadratico médio
T,
Q=75 EQ (5.23)
k=1
e o desvio padrao médio
1 T
B= > o (5.24)

(s)

em que T, representa a estimativa do estado continuo xy, no instante k e na s-ésima execugao

de um dos algoritmo.

Na tabela 5.2 podemos encontrar o erro quadratico médio, o desvio padrao médio e o

tempo de execugao, tendo por base o mesmo computador, e na figura 5.6, o erro quadratico

para o conjunto A.

Tabela 5.2: Erro quadratico médio, desvio padrao médio e tempo computacional dos algorit-

mos de filtragem sem observagao para o conjunto .

Algoritmo | EQ o | Tempols]
DA 3444 | 407,3 53,8
DASA 384,2 | 136,8 39,9
MMSE 35,1 | 274 81,3
MMAP1 | 44,2 | 26,4 81,8
MMAP2 | 38,1 | 289 79,9
FP 50,4 | 36,9 230,3

Os algoritmos baseados no Data Augmentation, embora possuam o menor custo com-

putacional, possuem os maiores erro quadratico e desvio padrao médios como apresentado

na tabela 5.2. Este elevado desvio garante uma grande variabilidade por simulagao das esti-

- s — 8
mativas dos estados continuos ;z:s:)
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Figura 5.6: (A) Evolugao do erro quadratico para A no célculo das estimativas. (B) Detalhe
de (A).

Podemos comparar os demais algoritmos com o auxilio da tabela 5.2 e do detalhe (B)
da figura 5.6. Os melhores algoritmos siao o minimo erro quadratico médio (MMSE) e as
vertentes deterministica (MMAP1) e estocastica (MMAP2) do MAP marginal, pois tanto
seus erros quadraticos médios quanto suas variancias médias sdo pequenas. Embora o fil-
tro de particulas (FP) também possua essas mesmas propriedades, ele possui um elevado
custo computacional se comparado aos outros. Este custo sé é compensado pelo seu uso em

aplicacoes on-line.

5.3 Sensibilidade Paramétrica

Como os algoritmos de filtragem assumem que o conjunto de parametros A do modelo G é
conhecido, testes de sensibilidade paramétrica sao necessarios para verificar o efeito de falhas
na identificacao destes parametros, principalmente das matrizes de transi¢ao e dos ruidos
associados, no calculo das estimativas dos estados continuos Z.p.

Para testar a sensibilidade paramétrica dos algoritmos de filtragem sem observacao man-
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tivemos a realizacio obtida na se¢do anterior e modificamos alguns elemento do conjunto A

utilizado pelo filtro no calculo das estimativas.

Estes testes poderao aprimorar as técnicas de identificagao dos parametros dos sistemas
lineares com saltos através da aplicacao dos algoritmos de filtragem. Nas se¢oes subseqiientes

serdo apresentados os resultados obtidos para cada um dos parametros modificados.

5.3.1 Ponto Inicial

O primeiro conjunto alterado ¢ dado por

/\l é {ﬂ-:‘ IP'; Aa B} C"? Dﬂ F? G'-‘ ma’ Pa}

A nossa intencdo é verificar o comportamento dos algoritmos para erros de identificagao
no ponto inicial. Primeiramente, escolhemos um ponto inicial diferente do conjunto original

o~ . - [}
xff’} = —Z, mas com variancia nula Pé ) = Ofxa-

Baseados no conjunto AE“), a média das estimativas, o erro quadrético e o erro quadratico
médio foram calculados segundo (5.20), (5.22) e (5.23). Com o intuito de compararmos o
comportamento do filtro para os conjuntos A e A(la), apresentamos o erro quadratico médio
destes conjuntos na tabela 5.3. Para analisarmos o comportamento do filtro para /\5“) a0
longo do nimero de amostras, o erro quadratico para cada um dos algoritmos de filtragem

sem observacao foi plotado na figura 5.7.

Tabela 5.3: Erro quadratico médio dos algoritmos de filtragem sem observagao para )\(la) e A
Algoritmo | EQIAY] | EQ[\]
DA 291.690,0 | 3444
DASA 276.580,0 | 384,2
MMSE | 415.650,0 | 35,1
MMAP1 | 415.630,0 | 44,2
MMAP2 | 415.590,0 | 38,1
FP 449.570,0 | 50,4




64 Capitulo 5. Aplicagoes
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Figura 5.7: (A) Evolugao do erro quadratico para A;" no célculo das estimativas. (B) Detalhe

de (A).

Na figura 5.7 podemos perceber a transi¢ao entre dois regimes: o transiente e o perma-
nente. O primeiro é caracterizado pelo decaimento do erro quadratico e o segundo, por sua
vez, pelo intervalo em que este erro se assemelha ao comportamento do erro associado ao
filtro quando se tem acesso ao conjunto original A.

Embora os algoritmos relacionados ao Data Augmentation apresentem elevados erros as-
sociados as estimativas dos estados continuos Z;.r no regime permanente, eles, no regime
transiente, conseguem corrigir rapidamente as trajetdrias estimadas ocasionadas por falhas
de identificacao do ponto inicial ou, até mesmo, por pertubagoes localizadas. A rapidez com
que o erro quadratico no regime transiente converge para o permanente corrobora o uso destes
algoritmos nas aplicacoes associadas a falhas de identificagdo do ponto inicial com variancias
nulas ou pequenas, assim como nas aplicagoes em que pertubagoes nao modeladas atuam
sobre o sistema.

Seguindo a proposta de escolher um ponto inicial diferente do original P =

—Tp, mas
s 5(b Y . .
com uma variancia elevada P = 100000144, calculamos a média das estimativas, o erro

quadratico e o erro quadratico médio segundo (5.20), (5.22) e (5.23) baseados no conjunto
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b Fil Fda i

)\g ) . Na tabela 5.4 podemos encontrar os erros quadraticos médios de cada algoritmo para
. b s :

os conjuntos A\” e A. Os erros quadraticos nos instantes k = 1,-+-,50 para A’ podem ser

visualizados na figura 5.8. Neste caso, o transiente ¢ menor se comparado ao caso anterior e

nos algoritmos relacionados ao Data Augmention, ele nem ¢é perceptivel.

Tabela 5.4: Erro quadrético médio dos algoritmos de filtragem sem observagao para /\5‘” e A
Algoritmo | EQ | EQ[]
DA 4273 | 3444
DASA | 348,1 | 384,2
MMSE | 45,5 | 35,1
MMAP1 | 53,9 | 44,2
MMAP2 | 48,3 | 38,1
FP 58,2 | 504
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Figura 5.8: Evolugao do erro quadrético para /\Q") no calculo das estimativas.

Ao aumentarmos a variancia do ponto inicial P,, permitimos a excursao dos algoritmos

sobre uma maior drea de busca determinada pela Gaussiana N(z,,P,), ocasionando um



66 Capitulo 5. Aplicagoes

pequeno transiente, diferentemente do caso anterior em que se considerava a variancia do
ponto inicial nula P = 04y4.

Se tivermos acesso ao estado inicial x,, poderemos ter P, = 0,,xn,, caso contrario,
teremos que definir P, diferente de zero. Quanto maior a confiabilidade sobre a identificagao
do ponto inicial, menor podera ser a variancia estimada deste ponto. Lembramos que falhas de
identificacao associadas a pequenas variancias acarretam elevados erros entre as estimativas

e o valor real do conjunto de estados continuos z.7.

5.3.2 Ruido Associado

Nesta se¢ao verificaremos como erros de identificagao das matrizes associadas aos ruidos
afetam os algoritmos de filtragem sem observa¢ao. Quando assumimos um erro menor do
que ele realmente é, estamos sub-dimensionando as matrizes B ¢ D. No extremo oposto, se
considerarmos o erro maior, estaremos super-dimensionando essas matrizes. Para testar o
funcionamento dos algoritmos, definimos quatro novos conjuntos de parametros, utilizando

dois fatores de escala 0,1 e 10. Os conjuntos associados a alteracao da matriz B sao

Ay = {'fr1 P, A 01x B,C, D, F, G, Ty, P} (5.25)

Ay = {r,P, A,10 x B, C, D, F, G, y, Py} (5.26)
e 0s da matriz D sao

X = {x P, A B,C,01xD,F,G,Z P} (5.27)

/\6' = {ﬂ.: ]P A': B, C‘a 10 x Da Fa Ga .:?-_?['J, PU} (528)

Para cada conjunto, a média das estimativas, o erro quadratico e o erro quadratico médio
foram calculados segundo (5.20), (5.22) e (5.23), respectivamente. Na tabela 5.5 podemos
encontrar os erros quadraticos médios de cada algoritmo para os conjuntos A3 até A e A.

Pela tabela 5.5 temos que os algoritmos associados ao Data Augmentation sao muito sen-
siveis tanto ao sub-dimensionamento da matriz B (A3) quanto ao super-dimensionamento da
Matriz D (Xg). Quando o filtro tem como parametros Az, ele assume que o erro de identifi-
cacao do modelo do sistema é menor do que o real, prejudicando o estdgio de predigao através
da diminuicao da variancia da estimativa predita. Quando o filtro tem como parametros Ag,
ele assume que o erro de identificagio do modelo de medicao é maior do que o real, preju-

dicando o estdgio de atualizacao através da aumento da variancia da estimativa atualizada.
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Nestes algoritmos nos surpreendeu o fato do erro quadratico médio ser menor nos conjuntos

s € X5 do que no conjunto original A.

Tabela 5.5: Erro quadrético médio dos algoritmos de filtragem sem observagao para A e A
El.-té )\5.

Algoritmo | BQ] | EQDul | EQD] | BQD] | EQD
DA 10.207,0 | 143,3 1286 | 10.432,0 | 3444
DASA 3.119,0 154,2 149,5 5.710,00 | 384.2
MMSE 60,0 379,0 58,9 182.0 35,1
MMAP1 101,0 379,6 58,9 453,0 44 2
MMAP2 82,0 379,6 58,8 194,0 38,1
FP 60,0 405,7 89,01 201,0 50,4

Em relacdo aos outros algoritmos podemos dizer que existe uma tendéncia comum en-
tre eles, pois em todos os conjuntos testados o erro quadratico médio foi maior do que o
erro do conjunto original X\. Observamos ainda que o erro médio associado as matrizes
super-dimensionadas possui uma ordem de grandeza superior ao erro relacionado ao sub-
dimensionamento das matrizes.

Baseados nas simulagdes obtidas, quando ndo se tem uma boa identificagao do sistema
é indicado super-dimensionar a matriz B do modelo do sistema, aumentando a variancia
predita das estimativas, mas deve se evitar super-dimensionar a matriz D do modelo de
medicio. Quando o sistema for identificado corretamente tanto o uso do MMSE quanto dos
algoritmos relacionados ao MMAP poderao ser utilizados na obtencao das estimativas do
conjunto de estados continuos zy.7. Se for necessério o uso de um procedimento on-line, o

filtro de particulas podera ser aplicado.

5.3.3 Matriz de Transicao

Para finalizar a anélise de sensibilidade modificamos a matriz de transi¢ao, mantendo a

trajetéria gerada pelo conjunto original. As matrizes de transigao testadas foram

0,6 0,2 0,2 0,3 04 04 0,1 045 0,45
P, = (0.2 06 02|,P,= |04 03 04| eP;3= 1045 0,1 045],
0,2 0,2 0,6 04 04 03 0,45 045 0,1

gerando os conjuntos de parametros

M & {m Py, A B,C,D,F, G, Po}
{m, Py, A, B, C, D, F, G, Ty, R} (5.29)
{n,B3, A, B,C, D, F, G, &y, Po}. (5.30)

(>

As
Ag

li>
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Para compararmos quantitativamente como a mudanga nos parametros afeta os algorit-
mos de filtragem sem observagao, calculamos a média das estimativas, os erros quadratico
e quadratico médio segundo (5.20), (5.22) e (5.23), respectivamente. Os erros quadraticos

médios para os conjuntos Ay até Ag ¢ A podem ser visto na tabela 5.6.

Tabela 5.6: Erro quadratico médio dos algoritmos de filtragem sem observagao para A e Ay
até Ag.

Algoritmo | EQ[M] | EQ[As] | EQ[Xe] | EQ[A]

DA 343.0 340,4 338,7 | 3444
DASA 260,7 2788 2934 | 334,2
MMSE 37,94 46,6 63.1 35,1
MMAP1 39,6 38,4 58,5 44,2
MMAP2 36,9 38,7 58,3 38,1
FP 62,1 93,4 165,2 | 504

Na tabela 5.6 temos que o Data Augmentation (DA) é insensivel a variacdo da matriz
de transicao. Ja sua vertente com Simulated Annealing (DASA) apresenta uma pequena
diminuicao do erro quadratico médio com esta variagao. Tanto o filtro de particulas (FP)
quanto o minimo erro quadratico( MMSE) apresentam um aumento do erro quadratico médio
com o afastamento da matriz de transicao de seu valor original. Os algoritmos MAP marginais
apresentam caracteristicas semelhantes de erros menores ou proximos do erro do conjunto

original nos conjuntos A; ¢ Ag ¢ maiores no conjunto Ag.

5.4 Trajetérias para Diferentes Matrizes de Transicao

Para corroborar os resultados obtidos na se¢ao anterior, simulamos uma trajetoria para
cada um dos conjuntos A7, Ag e Ag, obtendo trés novas realizagoes. Isso foi feito para verificar
a adequacao do filtro a mudangas nos parametros do sistema. Calculamos as estimativas dos
estados para cada um dos conjuntos, aplicando a realizagao correspondente, para determinar
o comportamento do filtro para diferentes matrizes de transicoes.

Para cada conjunto e realizacao, a média das estimativas, os erros quadratico e quadratico
médio foram calculados de acordo com (5.20), (5.22) e (5.23). Podemos ver os erros médios
para as quatro realizacoes na tabela 5.7 e os erros quadraticos associados aos conjuntos Az,

Ag € Ag nas figuras 5.9, 5.10 e 5.11, respectivamente.
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Tabela 5.7: Erro quadrético médio dos algoritmos de filtragem para diferentes trajetorias
para A e A7 até Ag.

Algoritmo | EQ[\] | EQ[Ns] | EQ[Xo] | EQ[A]
DA 1524 86,6 17,6 344 .4
DASA 137,9 81,5 43,2 384,2
MMSE 35,4 30,3 25,0 35,1
MMAP1 40,5 36,1 29,1 44,2
MMAP2 40,2 35,9 29,2 38,1
FP 47,4 42.3 33,9 50,4

Embora o erro médio quadrético diminua para todos os algoritmos com a alteragao da
matriz de transicao de P; até P3 como mostra a tabela 5.7, os algoritmos associados ao DA
apresentam uma diminui¢ao mais acentuada. Estes algoritmos que possuiam elevados erros
médios nos exemplos apresentados nas secoes 5.2 e 5.3, dependendo da matriz de transicao,
apresentam erros compativeis ou até menores se comparados aos outros algoritmos. Isso
também pode ser detectado através das figuras 5.9, 5.10 e 5.11, onde podemos visualizar os

erros quadréticos associados aos conjuntos Ay até Ag.

T
~—— DA
- DASA
— MMSE
—— MMAP1
e MMAP2
——FP

GO0 -

: 8

150 200
Amostra, k

(B)

0 50 100

— MMSE

50 200
Amostra, k

Figura 5.9: (A) Evolugdo do erro quadrético para A7 no calculo das estimativas. (B)Detalhe
de (A).
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Aqui fica bem claro quando se deve utilizar os algoritmos associados ao Data Augmenta-
tion. Como ja haviamos detectado na segao 5.3.1, estes algoritmos conseguem rapidamente
passar do regime transiente para o permanente, mas quando as transicoes sao sucessivas, o
sistema se encontrard constantemente em regime transiente e nunca tendera a permanecer

em um mesmo estado de Markov, indicando o uso do Data Augmentation.

zsu - =

Figura 5.11: Evolucao do erro quadratico para Ag no célculo das estimativas.

Quando houver um tendéncia de permanéncia em algum dos estados de Markov, mini-
mizando as transicoes de estados, o sistema tendera a sair do regime transiente para o per-
manente e nestes casos o MMSE, os algoritmos associados ao MMAP e o filtro de particulas

devem ser utilizados.



Capitulo 6

Controle via Horizonte Retrocedente

Ao estudarmos as técnicas de filtragem nos deparamos com o desafio de controlar o sistema
G a partir das estimativas dos estados do sistema obtidas a partir dos algoritmos apresen-
tados nos capitulos 3 e 4. Por conveniéncia, buscamos selecionar uma acio de controle uy
condicionada ao vetor de observacdes do sistema Oy, Se temos acesso direto a todos os
estados do sistema, podemos controlar o cendrio 1 através da realimentacéo de Oy = (6y,z;)
com ux = Ug(Br,k). No caso de observagao parcial, em que ndo temos acesso direto a todos
estes estados, demais cendrios, o controle deve ser baseado em todo conjunto do observagoes
disponiveis O,.; com uy = Up(Orx).

Nés dedicamos este capitulo a problemas de regulacdo cujo objetivo é levar os estados
continuos z; para 0 sem utilizar muita energia associada &s agdes de controle 1. Para isso,
escolhemos como critério a minimizagio da esperanga matematica de um funcional de custo na
forma quadrética relacionado as variaveis de estado ¢ de controle ao longo de um horizonte
finito de tempo N (Soderstrom, 1994). Em termos praticos queremos uma estratégia de
controle que minimize o custo médio ao longo de um conjunto de realizagdes. Este controle

recebe o nome de controle via horizonte retrocedente.

Quando nio temos acesso direto a todos os estados do sistema, o controle recai no conceito
de controle dual, pois além de satisfazer a estratégia de controle proposta, a agao de controle
deve excitar o sistema para melhorar as estimativas dos estados nio observados (Davis e
Vinter, 1985; Astrom, 1970). Dois objetivos completamente duais e opostos.

Contudo, devido & complexidade e ao esforgo computacional requeride para a solugac
do controle dual, utilizaremos, por simplificagdo, o principio de equivaléncia a certeza, em
que a estratégia de controle é dividida em duas partes: um estimador que produz a melhor
estimativa. do vetor de estados do sistema a partir do conjunto de observagdes O, e uma lei

de controle via realimentacio cuja agio u ¢ uma fungéo linear das estimativas dos estados

71
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continuos ;. O cdleulo da acio de controle para cada cenario serd explicitado nas préximas
secoes.

Para avaliar a interagio entre o filtro e o controle em diferentes situagdes de observagao
do estado continuo z; e do estado de Markov 8y, dois exemplos ilustrativos foram implemen-
tados: o modelo linear de uma junta do European Robot Arm (ERA) (Yang e Blanke, 2000)
modificado em {Vargas, 2004) e o exemplo 6.4 extraido de Ji ¢ Chizeck (1990b).

6.1 Formulacao do Problema

Ao estudarmos o controle via horizonte retrocedente nos deparamos com um modelo
linear diferente do modelo encontrado nos artigos relacionados a filtragem, em que o calculo
de zy41 depende de z; e de 8 e nao mais de zx e de Oy4;. Para compatibilizar os algoritmos

de filtragem e controle, resolvemnos adotar o sistema G, deserito por

. Tetl = A(Qk)iﬂk + B(Hk)ka + F(Gk)uk
Je { yi = C(B)ax + DO + ClOg)u (6.1)

em que T € R™ é a parcela continua do vetor de estados ou estado continuo do sistema,

yr € R™ é o vetor de observagio no tempo k, u, € R™ ¢ uma entrada conhecida determinis-

tica, v, € R™ é uma seqiiéncia de ruido branco gaussiano com média nula cuja variéncia é

identidade I,,, e 2, € R™ é uma seqiiéncia de ruido branco gaussiano com média nula cuja

variancia é identidade 7I,,. A distribui¢do de probabilidade inicial deste sistema é dada por
]

7; = p(fp = 1) para i € S, de tal forma que m; > O para Vi€ S e Zm =1.

i=1
O controle por horizonte retrocedente busca uma estratégia de controle admissivel que

além de estabilizar o sistema G, possa otimizar um determinado critério de desempenho em
termos do valor esperado. Como ndo possuimos observagdes dos estados futurcs, nos resta
apenas calcular o valor esperado da evolugio do sistema baseado em todas as informagdes
conhecidas até o instante presente. O critério adotado neste trabalho minimiza o indice de
desempenho, que corresponde a um funcional de custo esperado, num horizonte finito de NV
estagios condicionado a todas as informagdes conhecidas até o instante k. O funcional de
custo considerado possui forma quadratica em z e u dado por
N-1
TN = E > (@hye @Okre)Trre + e ROure)unre) + Than V (Oren) s v |OrisA |
=0 (6.2)

sendo ) e R matrizes associadas ao custo por estagio e V' ao custo final.
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A B, C, D, F G, Q, ReV representam colegbes de matrizes que sao fungoes do estado
da cadeia de Markov 8 e evoluem de acordo com a realizagado da cadeia de Markov finita.
Assumimos zg v N{Zg,Fp) e consideramos zg, vy € z mutuamente independentes para todo

k. Os parametros do modelo sfo conhecidos e seu conjunto é dado por
Aé{?T,]P?A,B,C,D,F,G,Q,R,V,EQ,P[)},

de tal forma que se 8, = i, temos A(6y) = Ay, B(6x) = Bi, Clbe) = Ci, D) = D;,
F(6) = Fy, G6k) = G, QO) = Qi R(6) = Rie V(b)) = V..
Como veremos na secio 6.2, a agao de controle via horizonte retrocedente quc minimiza

o funcional de custo estara associada & distribuigdo g, dada por
(1) = p(Br = i|O1s,A), (6.3)
¢ a0 conjunto de matrizes de segundo momento de estado definidas por
X' = Blag, @bl {00=53| O Al Vi € S, (6.4)

pata t = 0,--- ,N. Adotamos a notagdo semelhante & (do Val e Basar, 1999}, com le

representando fungédo indicadora do conjunto €.

6.2 Calculo da Acao de Controle

Como a acao de controle via horizonte retrocedente depende do acesso as informagdes dos
estados, uma metodologia especifica para cada um dos cendrios definidos na segao 2.5 sera
apresentada. Para facilitar o entendimento destas metodologias dividiremos esta sego em

duas partes de acordo com a observagio ou néo do estado de Markov ;.

6.2.1 Cendrios com Observagao do estado de Markov

Tanto o cendrio 1 quanto o 2 possuem observagao direta do estado de Markov 8, mas
diferem um do outro pela observagio do estado continuo z;. Como no cenario 1, temos acesso

ao cstado continuo 2y, poderemos aplicar controle via realimentacao de estados dado por
k..
U = ngmk, (65)

para ¥V 0, € 8. No cenério 2, como nio temos acesso ao estado continuo z, aplicaremos o

principio da equivaléncia & certeza e ao invés de utilizarmos o estado continuo z; no controle
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por realimentacio, utilizaremos £, = Elzg|fo._1,A], obtida através do banco de filtros de

Kalman apresentado na secéo 3.1. A agdo de controle no instante k neste cendrio ¢ dada por
U = Ké“kﬁzk, (6.6)

para ¥ 8, € S.
Podemos perceber que tanto em (6.5) quanto em (6.6) a agdo de controle u; depende do
vetor de realimentacio Ky, que, por sua vez, ¢ funcdo do estado de Markov 6. Antes de

calcularmos o valor de Kjp,, vamos definir, para Vi € S, o operador £;(¢)
ki3
Ei() =D iy (6.7)
=1

Segundo (do Val e Basar, 1999) a solugdo étima de Kj, que minimiza o funcional de custo

para & observivel satisfaz, paraVi€ Set=0,--- N -1, a
KB~ _[R, + FI&,(MPHOF] TR (MM A, (6.8)

Parat=0,--- ,N —1, o conjunto de matrizes M** é determinado pelo conjunto de equagdes

tipo Riccati

MP = A (METIT — F[R; + FI&(MM ORI TVFE (MM IA+Q; (6.9)

2

com M®Y =V, para Vi € S.

O funcional de custo para o cenério 1 é dado por

TN = 2l My, (6.10)
e para o cenario 2 por
TN = g My 2, + wg (6.11)
em que
wi = &(w® ) + tr{€(M* ) BB} (6.12)

com w ¥ = 0 para Vi ¢ S.

6.2.2 Cendrios sem Observacio do estado de Markov

Para representar, nos cendrios sem observacio do estado de Markov, o custo JoN de

maneira mais conveniente & otimizacio, alguns operadores definidos em (do Val e Basar, 1999)
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serao aqui apresentados

Eilg) = > piy¢;Vies (6.13)
LEYS) = (APDYE($)AT Ve s (6.14)
Fol(g) = > pdy e (AT, Vie S (6.15)

=1

com Af'c = A, + F,K% 1,
Outro modo de representar o custo funcional J*¥ demonstrado em (Vargas, 2004) ¢ dado

pela proposicao 6.1.

Proposicao 6.1 O custo J*Y em (6.2) equivale &

N = Bl Ly e g { ] =< LNOXBE > iyt (6.16)
em que
LEt = Qi+ (KR RKR ! 4 (AP e (LM Ay (6.17)
wht = &(w T +tr{&,(L5P) BB} (6.18)
fiye = P (6.19)

com LMY =V, ewr Y =0 paraVie S

Temos ainda que as matrizes do scgundo momento associadas ao ruido descritas em

(Vargas, 2004) sdo dadas por
TPt =" piipe, (i) B; Bj, Vi € . (6.20)
j=1

Tanto no cendrio 3 quanto no 4 precisamos de uma estimativa da distribuicao de proba-
bilidade g dada por (6.3). Para o cendrio 3, esta estimativa pode ser obtida a partir do filtro
do modelo de cadeia escondida. Como o modelo de cadeia escondida j4 foi apresentado na
se¢do 3.2, iremos apresentar nesta segdo apenas sua adaptagio para o sistema Ge. A varidvel

em avanco deste sistema é dada por
C{g(?:) = p($1:3+1,9g = E|A) (621)

A varidvel em avanco o pode ser calculada recursivamente através do procedimento:
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1) Inicializa¢do: Para i =1,--- s, calcule

0.’0(?:) = M p(xl]ﬁ'g = i,)\); (622)
2) Indugéo: Paraj=1,--- sel1 <£ <k -1, calcule
8
i) = | S0 sp0e =100 =) |plorua] 2 = )
i=1

= [Zaf—l(i);%] P($£+1| T1.0,00 = j,)\)— (6-23)
i=1

Se tivermos o valor de ay_1 (i) para Vi € § em um dado instante £ —1, podemos calcular a
probabilidade do estado de Markov 8;_; ser igual & ¢ condicionada ao modelo A e a seqiiéncia

parcial de observagoes 14 = {z1, -+ Tk}

. T10,Fu_1 = 2|A 3;:’9__:3‘)\
P01 = tlz1p,A} = (@1 -1 |)= SP( Lky Vg1 |A)

T1:k|A
Pl > pl@rk, Ok1 = jIA)

= el (6.24)

Za’fe—l(j)

Se substituirmos p(zx|z1.k-1,0k-1 = ,A) pela verossimilhanca

e

5
w?
; :

(6.25)

ﬁ(mk|$1:k—1,9k_1 = ?},A) =

com 'w,(:) dado por (3.46) e ay(i) por éx(¢) nas equagdes de (6.22) e (6.24), uma estimativa

de p(6x—1 = i|z1,) pode ser obtida por

P(Br_1 = i|T1p.A) & ————. (6.26)

Com (6.26), temos

() = Ellig—i|2z16A] = 00 = i|z14,A) = ijip(gk—l = j|z1k, A)

i=1

A~ ) it () (6.27)
=1
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A partir de (4.29), uma estimativa de yy para cendrio 4 pode ser obtida através do filtro

de particulas

pr(i) = E[1{0k21}|yl:ka)\] = P(ak = Y1k, A)

Ny

sendo NN, o nilmero total de particulas e 9,(:) o estado de Markov da particula £ no instante k.
No cendrio 3, como o estado continuo 7, é observavel teremos o vetor observagio dado

por Oy.x = T1.4 € 0 conjunto de matrizes de segundo momento por
k, .
XM = Elog i@ Lo, .= | 7122, Vi € S. (6.29)
Se t = 0, as matrizes de segundo momento, para Vi € 5, se resuinem a
X?’D = Elzxxil{o=i}|TreAl

= Elxpzi|8c = 1, 214, A B[ Yoy =i3 | T1:0:A]
= s Blig,—|T1k,Al- (6.30)
Como
E[1{9k=i}|$1:ka)\] = P(Qk = i|Z15,A) = (), (6.31)

a equacdo (6.30) é equivalente a
X0 = (i)l (6.32)

A partir de (4.33), estimativas das matrizes do segundo momento para o cenario 4 podem

ser obtidas através do filtro de particulas

Xf‘o = E[xkxjclﬂk = L, Y1057

Z [mk|k k|k +F ;Efk} =)

Z 1{9;“%%'}
h=1

sendo N, mfd L € Pé”g, o mitmero total de particulas, a estimativa e a variancia do estado

continuo no tempo k da particula h, respectivamente.

: (6.33)

X

Como supomos acesso a0 estado continuo #, cendrio 3, aplicaremos controle por reali-

mentagao de estados dado por
= K"z, (6.34)
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para cada instante de tempo &.
No cendrio 4, aplicaremos o principio da equivaléncia a certeza e ao invés de utilizarmos o
estado continuo @, que é inacessivel neste caso, no controle por realimentagdo, utilizaremos

Zr = Elze|yie,)], cuja a estimativa (4.30) é obtida através do filtro de particula

j}k = E[mklylzk})\]

NP
>
. =1
ol (6.35)

A acdo de controle no instante & neste cendrio € dada por
up = K*y, (6.36)

para cada instante de tempo &
Podemos perceber que tanto em (6.34) quanto em (6.36) a acdio de controle u; depende
do vetor de realimentacio K que, por sua vez, independe do estado de Markov &g.

Segundo (Vargas, 2004) temos que para cadat =0,--- ,N — 1, a relagao
Xt —ght ki L gRt yie § (6.37)

¢ vélida com 7 ¢ U* apresentados em (6.15) e (6.20), respectivamente. Pelo teorema 3.1
de {Vargas, 2004) o conjunto de vetores de realimentagio K = {K*0, -.. K®N1}1 que

minimiza o custo satisfaz
> IR+ F&(LF Y R)K" + Fi&, (L™ HOAIXR =0Vt =0, - N (6.38)
€8

com X5 e L¥" definidos conforme (6.37) e (6.17).

6.2.3 Método Variacional

A solucio das equacOes matriciais acopladas (6.17), (6.18), (6.37) e (6.38) representa um
problema complexo. Neste trabalho proveremos, adiante, um método variacional apresentado
em (do Val e Basar, 1999; Vargas, 2004} para encontrar o vetor de realimentagdo que minimiza
o funcional de custo para os cendrios 3 e 4. Definimos G*(n) := {G*%(n),--- .G ¥ (1)} como

uma, seqiiéncia de controle. A partir desta seqiiéncia temos que

APLi= A+ BiGPH(n), Af' = Ry + Fi&(LM ' (n))F,,Yi € S, (6.39)
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que associado aos operadores J e £ geram

Wie) = ZpﬁAkt (Ap Yy vie s (6.40)
Lhig) = (Af,;)a(cb)Af;,wes (6.41)
(6.42)

Um algoritmo que envolve célculos recursivos é apresentado a seguir:

Passo 1: Grave o contador de iteracoes 5 = 0. Escolha a seqiiéncia inicial G*(0);

Passo 2: Parat=1,--- N, encontre X* (n), solugao do seguinte conjunto de equagdes:
XEHm) =g (XP T ) + 0T Vie S (6.43)

com X, ° igual & (6.32) no cenario com observagao do estado continuo ou igual & (6.33)

no cendrio sem observacao dos estados. Fagan=n+1let =N —1;

Passo 3: Encontre G definido por
N (R + FLE(LM () )G + Fey(LP ) A)X (n - 1) = 0. (6.44)
ies
Calcule L% (n) e w®t(n), através de
, kvty k. i : .
LPYm) = Qi+ (GM(m)YRG™ (n) + Ly (L5 () Vie S (6.45)
whin) = &uwht™y +er{E{LF T (p))BB}, Vi€ S (6.46)

com LN () =V, e wP™ () = 0, ¥i € 8. Grave t =t — 1; se ¢ <0, retorne ao infcio do

Passo 3;

Passo 4: O critério de parada deve ser baseado na variagio do custo entre J* ¥ (n) e J& ¥ (n—

1). Se o critério de parada nao for satisfeito, entao retorne ao inicio do Passo 2.

Vide Vargas (2004) para maiores detalhes como a prova de convergencia deste método.

6.3 Critério de Comparacgao

Para gerar uma andlise comparativa da aplica¢do controle via horizonte retrocedente nos
diversos cendrios podemos calcular o custo real no horizonte N a partir do instante & para
0<k<T-N

N—1

Custo®" := Z (5'3;;-4-3 Q(Ok+)Trre + Uy R(9k+e)ﬂk+€) + 2 NV (O n )$k+N) (6.47)
=0
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com. T' representando o nimero maximo de amostras.

Se definirmos o custo associado ao cendrio 1 como sendo padrio, podemos comparar
os custos associados & ndo observaciao de estados, aplicando uma determinada técnica de
filtragem/controle, lembrando-se de utilizar a mesma realizagdo da cadeia para todos os
casos. Com isso podemos verificar quio distante este custo estd do custo padrdo, quanto

mais préximo deste custo, melhor seré a eficiéncia desta técnica.

6.4 Aplicagoes de Controle

Dois exemplos ilustrativos serdo utilizados na comparago entre os cendrios, o modelo
linear de uma junta do European Robot Arm (ERA) (Yang e Blanke, 2000) modificado em
(Vargas, 2004) e o exemplo 6.4 exemplo extraido de Ji e Chizeck (1990b). Nesta ultima,

alteramos a matriz de transicio [P para verificar o comportamento do conjunto controle-filtro.

6.4.1 O Braco do Robo

O modelo linear de uma junta do Furopean Robot Arm (ERA) (Yang e Blanke, 2000)
adaptado por Vargas (2004), adotando &’ = (2,82, €, €| composto pelo angulo 2 e velocidade
angular ! da junta do eixo inercial e pelo angulo ¢ e velocidade angular ¢ da junta do eixo

de saida, é descrito por
z(k +1) = Agz(k) + Baw(k) + Fu(k) (6.48)

em que as matrizes A; e F; sdo definidas conforme

1005 af db fiof
0 1 a& a i f )
A = 3 T4 L= |2 /2
0 0 @) o fi N4
nos quais os valores al, . ..,a%,f5, .. ..fi sdo obtidos conforme Tabela 6.1.

Em Vargas (2004) adotou-se

90.000 0 300 300

Qi=| 0 4 10 20 R:llm 0

T30 10 26 501 |7 [0 1,02
300 20 501 10.001

],Vz‘eS,

V, = I, e B; = 0,07071,,Vi € S; zo = [0,8808 1,0902 — 0,4943 1,4825|; N = 5; o =
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Tabela 6.1: Valores dos parametros sujeitos a saltos markovianos para robo ERA.

Parametros i=1 1 =2 t=3 i=4 1=2>5 1=6
at 1,3864 1,8277 1,3864 1,8277 1,3864 1,8277
al 0,028  0,0449 0,028  0,0449 0,028  0,0449
al 29,2528  3,2249 29,2528  3,2249 20,2528  3,2249
al 1,3864 1,8277 1,3864 1,8277 1,3864 11,8277
ag —0,6453 —0,9984 —0,6453 09984 —0,6453 --0,9984
ak 0,0168  0,0009 0,0168  0,0009 0,0168  0,0009
at —34,7158 —3,5259 —34,7158 —3,5259 —34,7158 —3,5259
ab —0,6453 —0,9984 —0,6453 —-0,9984 —0,6453 —0,9984
fi —0,0009 -0,0012 -0,0011 -0,0015 —0,0001 --0,0001
fé‘ -0,0231 -0,0107 -0,0277 -0,0129 —0,0028 -—0,0013
f; 0,0008 0,0011  —0,0046 (3,001 0,6001 0,0001
fi 0,0176 0,0019 0,0211 0,0023 0,0021 0,0002

[0,9 0,05 0,05 0 0 O], além de estabelecer a matriz de transido de probabilidade

09 007 003 0 0 0]
07 01 005 015 0 0
085 005 00 0 0 0
06 005 0,05 025 005 0
06 0 0 0 035 005
05 0 0 005 0,15 03]

Para que pudéssemos estender o problema para todos os cendrios, adicionamos a obser-

vacao ¥ ao sistema

y(k) = Cyz(k) + D(k) + Grulk)

em que as matrizes C; = Iy, D; = 0.011; € Gy = 04g1, Vi € 5.

Com objetivo de obter dados estatisticos confldveis obtivemos 50 simulages independentes

(6.49)

com 50 amostras em cada cendrio. O nimero méximo de simulagoes serd representado por

T.m. De posse deste conjunto de dados calculamos, para cada cenario e 0 < k < 7, a

estimativa média de z;

a a¢do de controle média

o funcional de custo médio

1 Tst'.m
Ty, = 2,(€),
Tsim =1
1 Tsi‘m
ﬂk - uk(g):
T.sz'm =1
1 Tsim
=) J
k Tsim k ( )

(6.50)

(6.51)

(6.52)
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e o custo médio para 0 <k <T - N

Taim
Z Custol (£) (6.53)

BT =1

C"u;stc:';;V =

em que 7(£) representa o valor da varidvel r na simulagéo £.

Para o horizonte N igual a 5, os valores médios do angulo da junta inercial {2 e da acéo

de controle u; podem ser visualizados na figura 6.1.

= Genarno 1
—%— Cenario 2
——- Genano 3|
Cenario 4

]
i
0
-05
4 ! I l 1 ! I l ! I
a 5 10 15 20 25 a0 35 40 45 &0
Amostra, &
300— T T T T ( T ) T ; T x
N —&— Cenario 1
200+ . —%— Cenario 2| |
—--&-- Cenanio 3
Conario 4

Figura 6.1: {(A) Evolugdo do dngulo médio da junta inercial £2;{B) Evolugio da agao de
controle média i para T = 90.

Na figura 6.1 podemos perceber que o tempo de estabilizagdo é menor nos cendrios 1 e 2
com observacao do estado de Markov 8, do que nos cendrios 3 e 4 em que este estado néo é
observado. O cenério 4, por sua vez, apresenta o maior tempo de estabilizagao.

J4 os valores médios das estimativas do funcional de custo J{¥ e do custo realizado Custo}

podem ser vistos na figura 6.2.
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Figura 6.2: (A)Evolugao da estimativa média do custo funcional J;(B) Evolugéo da média
do custo real realizado CustokN para Ty, = 50.

O cenério 1 apresentou o menor custo real, seguido pelos cendrios 2 ¢ 3. O cendrio com
maior custo real foi o 4. Isso significa que quanto menor for o acesso & informacao dos estados,
maior o custo real associado, observando que ter acesso ao estado de Markov acarreta um
custo menor do que ter acesso ao estado continuo.

O funcional de custo das primeiras amostras referente ao cendrio 4 se diferencia dos outros

funcionais, pois apresenta um custo superior aos demais.

i
i
i
i
i
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6.4.2 Sensibilidade do Conjunto Filtro-Controle a Alteracao da IP

A seguir, apresentamos o exemplo 6.4 extraido de Ji e Chizeck (1990b) com o objetivo de
ilustrar o comportamento do conjunto controle-filtro ao alteramos a matriz de transicao P.

Considere um sistema com dois modos distintos de operacio, sendo que o primeiro é con-
troldvel e representa as condicdes normais de operacéo e o segundo, além de ndo controldvel,
representa uma falha de atuador.

Os dados do sistema sdo

2 2 2 025 0 2 0
Al:|:3 1]$F1=[1]:Blz[0 02}1@]2[0 2:|:R1:1)%:0}

10 0 05 0 1o _ _
AQ:{&5:J’P5=lJ’BT=[0 QJ’Qz_lO:J*RQ"LI@_

com N =5, 2z =[—10 6] e uy =[0,85 0,15].

O conjunto de matrizes de transicio testadas foram

09 01] , _[05 05 _fo1 09
E_bB&J%_&5&46H_hQ%}

Para que pudéssemos comparar a aplicagao do controle via horizonte retrocedente, real-

izamos uma Unica simulacio para cada cenério.

—
—
——
»Sd .
82 g —e-— Cenatio 1| _|
—#—— Cenatrlo 2
- r--- Cenario 3
Cenario 4
21 1 I L 1 ] L
o 5 10 15 20 25 30 a5 40
k
15 T T T T T T

—&— Cenatio 1
—#— Cenario 2
——&— Cenario 3| 7
—— Cenarnio 4

Figura 6.3: (A) Evolucfio da primeira componente do vetor de estados zx(1) ;(B) Evolugéo
da aglo de controle uy com Py.

Com a matriz P, o sistema foi capaz de regular e apds algumas iteracdes, o custo tendeu

a zero em todos os cenarios. Através da evolugio da primeira componente do vetor de estados
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(1), apresentada na letra (A) da figura 6.3, podemos verificar que quando se tem acesso
a0 estado de Markov temos uma melhor regulagio se comparada & observacdo do estado
continuo ou & ndo observagao total dos estados.

Em relacdo a acdo de controle, temos que a observabilidade do estado de Markov acarreta
um menor esforco de controle se comparado & observabilidade do estado continuo como pode
ser visto na letra (B) da figura 6.3. Além disso, a a¢do de controle uy nos cendrios 1 e 2 86
ndo ser4 nula, quando o modo de funcionamento do sistema estiver operando normalmente,
pois sabemos que no modo de falha o sistema nao é controldvel.

Na matriz P, embora o sistema tenha regulado, houve uma perda qualitativa na regu-
lagéo, devido ao aumento da regiéo de excursio tanto dos estados quanto da acdo de controle.

A evolugio de z(1) e do esforgo de controle %, podem ser visualizados na figura 6.4.

10 T T T T T

T
—&— Cenario 1
—*--— Cenario 2
sl e ----- Cenario 3
Cenarlo 4

—&— Cenario 1
—#e- GONANO 2
10 A ] - - Cenario 3| T

Figura 6.4: {A) Evolugéo da primeira componente do vetor de estados z4(1);(B) Evolugao
da acdo de controle u; com Ps.

Ao utilizarmos a matriz Py, detectamos uma maior deterioragao da regulagéo. A evolugao

de (1) e do esforco de controle uy podem ser verificados na figura 6.5.
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15 I | ¥ I T T 1 :
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Figura 6.5: (A) Evolugao da primeira componente do vetor de estados z;(1);{B) Evolugao
da acdo de controle u; com Py.

Analisando as figuras 6.3, 6.4 e 6.5 podemos perceber que quanto menor a probabilidade
do sistema estar no modo de operagdo normal, pior é a regulagao. Quando alteramos a
matriz de transi¢io de Py até s, o sistema perde controlabilidade no sentido estocistico,
porque o estado controldvel fica cada vez menos freqiiente. Se a probabilidade de ocorréncia,
do modo normal tender a zero, o sistema tenderd & instabilidade, pois 0 modo de falha nao

é controlavel.



Capitulo 7

Conclusoes

O estudo das técnicas de filtragem aplicadas a sistemas lineares sujeitos a saltos Marko-
vianos sem observagdo de estados teve uma grande evolugdo a partir do uso dos métodos
de Monte Carlo para cadcia de Markov, pois foi possivel obter estimativas dos estados do
sistema condicionadas ao conjunto disponivel de observagoes ruidosas através de algoritmos

estocasticos com custo linear pelo nimero de observagoes.

Ao estudarmos a bibliografia, nos deparamos com alguns algoritmos inoperantes ou que s6
funcionavam para uma determinada aplicagfo. Deixando de lado estes algoritmos, estudamos
e analisamos nesta dissertagio as principais técnicas de filtragem via métodos de Monte Carlo
aplicadas a sistemas linearcs com saltos Markovianos.

Os primeiros algoritmos (Logothetis e Krishnamurthy, 1999) eram deterministicos e uti-
lizavam a combinacéo de dois estimadores, um associado ao estado de Markov e outro ao
estado continuo. Nos algoritmos em batch, os smoothers eram considerados e nos on-line, os
filtros. O smoother ou filtro de Kalman (Anderson e Moore, 1979) era utilizado para calcular
as estimativas do estado continuo a partir da observagdo dos estados de Markov e smoother
ou filtro do modelo de cadeia escondida (Rabiner, 1989), as estimativas do estado de Markov a
partir da observagéo dos estados de continuos. Os dois estimadores eram combinados através
do método de coordenada descendente.

A passagem dos algoritmos deterministicos para os estocasticos ficou a cargo das técnicas
de amostragem baseadas nos métodos de Monte Carlo para cadeia de Markov cuja evolugao
e aplicacBes sfio o cerne desta dissertacdo. A sintese de comparagéo entre os algoritmos de
filtragem sem observacio baseada nos resultados obtidos das simulagoes e apresentados nos
capitulo b € 6, assim como alguns comentarios e observagoes, serao apresentados a seguir.

Os algoritmos associados ao Data Augmentation, primeiros algoritmos estocasticos, sio

indicados para sistemas que apresentam um grande niimero de transigoes entre os estados de

87
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Markov e que, além do mais, sofrem acao de pertubagtes ndo-modeladas. Isso se deve a alta
capacidade de adaptacdo destes algoritmos, que conseguem minimizar rapidamente o erro
associado a estimativa no regime transiente. Como estes algoritmos possuem uma elevada
varidncia do erro quadratico em cada instante k&, as estimativas de uma dada execucdo podem

ser bem diferente das de outra execugao.

Se, além do sistema ter sido identificado corretamente, houver uma tendéncia deste de
permanecer em algum dos estados de Markov, minimizando as transicdes de estados, o sis-
tema tenderd a sair do regime transiente para o permanente e nestes casos, o Minimo Erro
Quadratico (MMSE) (Doucet e Andrieu, 2001}, os algoritmos associados ao mazimum a poste-
riori marginal (MMAP) (Doucet e Andrieu, 2001} e o filtro de particulas {(Doucet et al., 2001}

devem scr considerados no célculo das estimativas dos estados do sistema.

Ao compararmos o MMSE aos algoritmos MMAP, podemos perceber que o primeiro
consegue suavizar e minimizar o erro associado as estimativas do estado continuo, pois suas
estimativas sio calculadas através da média das estimativas de todas as iteragoes, ao contrario
dos algoritmos MMAP que consideram as estimativas obtidas da ultima iteragdo. Além
disso, o MMSE gera uma estimativa da distribui¢io de probabilidade de 8, para Vk, ao
contrario do MMAP, que recupera um seqiiéncia de estados de Markov. Esta seqiiéncia pode
ndo representar a seqiiéncia real e sim uma seqiiéncia relacionada a um maximo local da
distribuigao a posteriori p(61.7|y1.T). A escolha de uma tnica seqiiéncia provoca uma maior
variacado do erro ao longo das amostras e inviabiliza o uso das estimativas dos estados de
Markov no calculo das acoes de controle, pois uma estimativa errada podera levar o sistema
4 instabilidade.

0 filtro de particulas, o 1inico representante recursivo que pode ser aplicado em tempo
real, apresenta tanto uma boa estimativa do estado continuo, quanto uma boa estimativa da
distribuicho de probabilidade do estado de Markov 8; para Vk. Fica evidente que o filtro
de particulas nao consegue obter erros menores do que o Minimo Erro Quadratico, pois os
filtros em batch tém acesso a todo o conjunto de observagbes Oy, ao contrario do filtro on

line, que num dado instante &, s6 tem acesso s observagOes até este instante Op..

Para que o filtro de particulas (Doucet et al., 2001) pudesse ser desenvolvido foi necessario
a evolucio dos algoritmos, partindo da Maximizagao do Valor Esperado (Logothetis e Kr-
ishnamurthy, 1999) até o Minimo Erro Quadrético (Doucet e Andrieu, 2001). No inicio,
as estimativas eram baseadas na distribuicdo conjunta a posteriori p(0:.k,21.k|t:4,A) € DO
uso de dois estimadores, um associado ao estado contfnuo e outro ao estado de Markov.

Com o tempo, foi se percebendo que o estado continuo era uma consegiiéncia do estado
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de Markov e passou-se a calcular as estimativas baseadas na distribuigdo marginal a pos-
teriors p(B1x|yie,A). Esta evolugdo foi associada ao aperfeicoamento da decomposicao das
distribui¢des de probabilidade conjunta a posteriort.

Tendo o estado de Markov como elemento chave da filtragem, foi possivel desenvolver o
filtro de particulas que simula indmeras trajetdrias simultaneamente e através do processo de
selecio em que as particulas com baixos pesos sdo eliminadas e as com alto pesos sio repli-
cadas, é possivel calcular as estimativas do estado continuo e da distribuigao de probabilidade
do estado de Markov.

Com estas informagdes foi possivel aplicar o controle via horizonte retrocedente para
regular o sistema, além de verificar a variagio do desempenho da regulagao para os diversos
cendrios de observacio. Detectamos que quanto menor o acesso as informacoes dos estados
pior é o desempenho da regulagéo e que os melhores desempenhos foram atingidos com o
acesso direto ao estado de Markov.

Uma das dificuldades encontradas ao longo do desenvolvimento desta dissertagao foi a
falta de uma notagio comum entre os diversos artigos encontrados na literatura. Para con-
tornar este problema, tentamos unificar da melhor maneira possivel as notagoes, levando em
consideracéo tanto as varidveis dos filtros quanto as de controle.

Duas propostas devem ser consideradas para trabalhos futuros, a primeira diz respeito a
observabilidade e a segunda, a controlabilidade de Sistemas Lineares com Saltos Markovianos
uma visdo estocdstica. Como € foi igual & matriz identidade para todos os estados de
Markov, as aplicagdes de filtragem apresentadas se resumem a um problema de observagao
completa dos estados cont{nuos com ruido. Além da necessidade do desenvolvimento analitico
dos filtros estocasticos, faz-se necessirio verificar o comportamento dos filtros para C diferente
da matriz identidade, tal como matrizes cujos elementos da diagonal principal sao iguais
a zero. FEm relagio a controlabilidade, deve-se determinar as condigbes necessarias e/ou

suficientes para estabilizar e controlar o sistema, além de entender como filtro ¢ o controle se

relacionam.




Apéndice A

Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Metropolis é de grande simplicidade e poder e pode ser usado para
amostrar essencialmente qualquer fungio de densidade ndo importando sua complexidade
analitica ou dimensao. Por sistema nds queremos dizer aqui simplesmente um ponto  no
espaco € que pode ser dito como uma possivel descrigao de um problem fisico. Por cinética
nds queremos representar a transico estocastica que governa a evolugéo do sistema: a funcao
de densidade de probabilidade K({X|Y) representa a evolugdo do sisiema, que se sabe que
estd em Y, para a proximidade de X. K pode ser descrito como o modelo do processo fisico
pelo qual as mudangas do sistema ocorrem. Uma das condigoes para que o sistema caminhe
para o equilibrio e 14 fique é do sistema mover, na média, tanto para uma vizinhanga especi-
fica de X a partir da vizinhanga de ¥ quanto de mover na diregdo reversa. Se a densidade
de probabilidade de observar o sistema préximo de X em equilibrio & p(X), entdo a cinética

precisa satisfazer:
K(X[Y)p(Y) = K(Y|X)p(X) (A.1)

Essa relacao é chamada de equilibrio detalhado. Em se tratando de um sistema fisico, nds
usualmente assumimos que K{X|Y) é conhecido e nés temos a tarefa de encontrar p(X). O
algoritmo de Metropolis reverte isso: nés temos a tarefa de encontrar a correta e conveniente
cinética que ird equilibrar o sistema para que uma dada p(X) acabe representando a chance
de observar o sistema préximo de X . Isso acaba sendo extremamente ticil e elegante com o
dispositivo dado por Metropolis. Transi¢des sdo propostas de Y para X " usando simplesmente
qualquer distribuigio T(X’|T). Entdo comparando p(X') com p(Y) e levando em conta
também T, o sistema se move ou para X' ( movimento aceito) ou retorna para Y’ (movimento
rejeitado). A aceitagiio do movimento ocorre com probabilidade A(X'|Y), que deve ser

calculada para satisfazer o equilibrio detalhado. Nés temos que
K(X|Y)=AXIYT(X]Y). (A.2)
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O equilibrio detalhado requer que
AXIYYT(XIY p(Y) = AYIX)T(Y | X)p(X). (A3)

Dado uma pdf p(X), onde X é um vetor de muitas dimensGes, a técnica de Metropolis
estabelece um caminho aleatério cujos passos sio designados de tal maneira que repetido
vérias vezes, a distribuigdo de X’s é p(X). Suponha que X;,X3,X3, -+ , X, sdo passos num
caminho aleatério. Cada um dos X's é uma varidvel aleatdria e possui uma probabilidade
associada a ©1(X),P,(X),P3(X),
oo B, (X)), em que ®1(X) pode ser qualquer distribuigao de X. O ®,(X) tem a propriedade
que assintoticamente
lim ®,(X) = p(X). (A4)
=00
A cada passo no caminho aleatdrio existe uma densidade de transicio T(X|Y) que é a fungao
de densidade de probabilidade para um movimento de uma tentativa de mover de X para Y.

A T(X|Y) é normalizada de maneira que

/ T(X|Y)dX = 1 (A.5)
para todos os valores de Y. A quantidade g(X|Y") é definida como
TY[X)p(X)
XY) = ———— >0, A6
1) = T W) = (A9

onde nds explicitamente assumimos que é possivel mover de X para Y se é possivel mover
de Y para X e vice versa. De q{X|Y) a probabilidade de aceitagdo do movimento pode ser

calculado; uma possibilidade usada {reqiientemente é
A(X]Y) = min{l,¢(X,Y})). (A7)

O algoritmo pode agora ser descrito concretamente. No passo n do caminho aleatério, o valor

de X é X,,; um possivel valor para X, X}, é amostrado de (X, ;| X.), € a probabilidade de

aceitar X/, é computada. Se ¢(X; |Xs) > 1, entdio A(X] 1|Xs) = 1; Se ¢( X, |X0) <1,

entdo A{X] | Xn) = ¢(X,,]X.), onde

T(X| X5 )P X5 0) ' (A.8)
(X1 | X )p(Xn)

Com probabilidade A{X/,.,|X,) nds temos que X,y = X ,,; caso contrario temos que

X1 = X, Isso &, se A(X,,|Xn) > &, entdo X1 = X 1,5 caso contrario X1 = X, O

Q(X:Hl[Xn) =

caminho aleatério gera uma relacio recursiva para as fungdes de densidade, dada por

&,1(X) = / AX|YT(X[YV)®,(YV)AY + f 1 — AY|X)T(TIX)@u(X)dY.  (AD)
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