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Resumo
Apresentamos aqui alguns métodos de minimizacdo para problemas nédo-lineares com coeficientes
fuzzy, visando sua aplicacao em problemas com coeficientes incertos ou em problemas de dificil solugao.
Estabelecemos algumas propriedades basicas, como: definicao de fungoes convexas, diferenciabilidade e
minimo em contexto fuzzy, culminando com as condicoes de otimalidade fuzzy. Algoritmos sdo propostos
e suas funcionalidades e sua eficiéncia sao comprovadas através da resolucao de diversos problemas testes
encontrados na literatura, fuzzificados.

Abstract
We present some minimization methods for nonlinear problems with fuzzy coefficients, seeking for
applications in problems with uncertain coefficients or in hard to solve problems. With these purposes
we establish some basic properties, such as: definition of convex functions, differentiability and minimum
in the fuzzy framework, and finally the fuzzy optimality conditions. We propose algorithms to solve
fuzzy nonlinear optimization problems and we applied these ones in many fuzzified bet test problems
found in the literature, to validate their correctness and efficiency.
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Capitulo 1

Introducao

Motivacao

Para trabalhar matematicamente conceitos de natureza vaga e ambigua, L. A. Zadeh desenvolveu a
Teoria Fuzzy, tendo como marco inicial a publicac¢ao do artigo Fuzzy Sets em 1965 (vide [71]). Tal trabalho
gerou uma ampla drea de pesquisa, desde sua fundamentacao tedrica até a analise de sua aplicabilidade
em diversas areas de conhecimento, como nas Engenharias e na Matemadtica, entre outros.

Em 1970, R. E. Bellman, juntamente com L. A. Zadeh, publicaram o artigo intitulado Decision—
Making in a Fuzzy Environment (vide [4]), onde é introduzida a Teoria Fuzzy em problemas de Pro-
gramacdo Matematica. A incerteza por eles introduzida foi tratada de maneira qualitativa; por exemplo,
o custo do problema pode ser em torno de x, a i-ésima restricdo pode estar entre a e b, etc. A formulacao
matematica deste tipo de problema ¢é dada por:

min  f(x)
S.a g(x)<0 (1.1)
x € R",

onde f: R" - R, g € R™ (cada g : R” — R) é um vetor de fungoes, 0 € R™ um vetor nulo, e o simbolo
“~” indica a incerteza presente no problema.

Estas abordagens abriram um amplo campo de aplicagoes para problemas de Programacao Ma-
tematica, principalmente em Programacao Linear. Este fato deve-se a maior facilidade em trabalhar com
a caracteristica linear (vide as referéncias citadas por M. Inuiguchi e J. Ramik em [39]).

Na area de Programagdo N3o-Linear, foram publicados trabalhos onde se aplicou diretamente a idéia
de R. E. Bellman e L. A. Zadeh [4] em problemas classicos ou reais (por exemplo [66]). Esta mesma
proposta, juntamente com Redes Neurais, Regras Fuzzy, entre outras, geraram formas alternativas de
tratar e resolver o problema (1.1) (vide por exemplo [45], [65] e [68]).

Por outro lado, a incerteza pode ser interpretada de forma quantitativa:

min  f(a;x)
S.a g(@x)<b (1.2)
x € R",

onde @ e b sio vetores com parametros (coeficientes) fuzzy, e @,b € F(R), sendo F(R) um conjunto
fuzzy sobre R. Os parametros fuzzy podem ocorrer somente na fungao objetivo, somente no conjunto
de restrigcoes ou em ambos os casos.

Neste sentido, a Programacao Linear ganhou vérias publicagdes, entre elas [6], [46] e [50], assim
como problemas de Programagdo Linear Inteira: [33], [34], [36], entre outros.
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Trabalhos na area de Programacao Nao—Linear que abordam o aspecto de parametros fuzzy sao
mais escassos, como menciona [50]. Trabalhos como de P. Ekel et al [22] e de B. Liu e K. Iwamura [46]
nos mostram o quao delicada é esta situagao. Por isso, a nossa proposta é a de tratar esta abordagem
de maneira mais simples.

Portanto, tratamos do caso onde os parametros fuzzy ocorrem na fungao objetivo de problemas
de Programacao Nao-Linear, buscando uma generalizacao dos resultados dos problemas classicos e
verificando a validade das propostas através de exemplos testes da literatura.

A seguir uma breve preliminar sobre os conceitos fundamentais da Teoria Fuzzy é apresentada, assim
como a organizacao dos tépicos desta dissertacao.

1.1 Preliminares

A Teoria Fuzzy nos permite trabalhar com conceitos subjetivos presentes no nosso dia-a-dia. Por
exemplo, ao falar sobre a temperatura de um copo, hd um consenso geral sobre temperatura extrema-
mente quente e extremamente baixa, mas hd um nivel de temperatura que é suportavel para uma pessoa
enquanto que para outra, ainda é muito quente. Ou ainda, para uma pessoa a temperatura pode ser
extremamente agraddvel e para outra, muito quente ou fria. Este conjunto de sensacoes de temperatura
pode ser definido como um conjunto fuzzy.

Assim, um conjunto fuzzy, como definido em [4], é uma classe de objetos onde ndo hd uma fronteira
exata entre os objetos que pertencem a classe ou n3o. Matematicamente, considere a definicao que
segue.

Definicao 1.1.1. [}/ Seja X = {x} uma colecao de objetos (pontos) genericamente denotados por x.
Assim, um conjunto fuzzy A em X € um conjunto de pares ordenados:

A= {(x, ug(x)) tal que = € X} ,
onde ju5(x) € conhecida como fungdo de pertinéncia de x em A, py:X —[0,1] e X CR".

Os valores no intervalo [0, 1] representam o grau de compatibilidade de um determinado objeto em
relagao a classe estudada. Assim, os valores 0 e 1 expressam respectivamente, a completa exclusao e a
compatibilidade total de determinado objeto. Este grau de compatibilidade é conhecido como grau de
pertinéncia.

A funcao de pertinéncia pode ser definida, por exemplo, como:

1. Funcao Triangular

0] sex <a
T —a
se x € [a,al
a—a
pile)=q -
— se = € [a,al
a—a
0 se x> a,

onde a é o valor modal, ou seja, uz(z) = 1 se x = a, e @ e @ sdo os limites inferior e superior,
respectivamente.
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2. I'-"Funcao
0 serx<a
i@ ={ k- a)?
1+k:(x—g)2 se x> a,
onde k > 0.
3. S—-Fungéao
0 ser<a
2
2<f Q) se T € [a,a]
a—a
i) = r—a\2
1—2<_ ) se x € [a,al
a—a
(1 se T > a.
4. Funcao Trapezoidal
(0 sex <a
T—a
— sex € [a,a1]
ai—a
pilr) =< 1 se z € [ay, as]
a—x .
— se x € [ag,ad]
a — ag
0 se x> a.

5. Fungdo Gaussiana: jz(z) = e @=a)” onde k > 1.

6. Funcao tipo Exponencial

(2) ! k1
pi(r) = —————5, para ou
4 1+ k(z —a)?’
k(z — a)?
pwi(r) = ——————= parak > 0.
alo) 14 k(z — a)?
As figuras 1.1, 1.2 e 1.3 ilustram as fungdes acima.
Funcao triangular Funcao Gama

1 T T T T T 1 T T T T T
09 41 oof -
08 41 osf -
071 41 o7t -
0.6 41 osf -
05 41 osf -
04t 41 oaf -
03 41 os3f -
0.2 1 0.2 1
0.1F 1 0.1 1

0 | | | | 1 0 1 1 1 | | |

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Figura 1.1: Funcao triangular (a = —4,a=5e a=2) e I'-funcdo (a=1¢e k = 2).

Algumas caracteristicas podem ser atribuidas a um conjunto fuzzy, dentre elas:
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S-funcao Fungao trapezoidal

1 T T T T T T 1 T T T T T
0.8 - 0.8 F m
0.6 - 0.6 - -
0.4 - 0.4 F m
0.2 - 0.2 -

0 ! ! 1 1 1 1 0 ! 1 1 1 1 !

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Figura 1.2: S-funcdo (a = —1, @ = 3 e a = 1) e fungao trapezoidal (e = —2.5, a =5, a1 =0 e ag = 2.5).

Funcao gaussiana Funcao tipo exponencial

1 T T T T T 1
0.9 T 09 T
0.8 T 0.8 T
0.7 T 0.7 1
0.6 - T 0.6 T
0.5 T 0.5 N
0.4 r T 0.4 r N
0.3 T 0.3 N
0.2 - b 0.2 -
0.1 b 0.1 -

0 I I 1 I 0

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 -6 8

1. Um conjunto fuzzy A é normal se, e somente se, sup, pz(z) = 1. E subnormal se sup, pz(z) < 1.

O valor supremo de um conjunto fuzzy A é conhecido como altura e é denotado por hgt(A).
2. O suporte de um conjunto fuzzy A é supp(p 7) = {x € R tal que pz(z) > 0}.
3. Um conjunto fuzzy A é vazio se, e somente se, pi(r)=0Vre X,
4. Dois conjuntos fuzzy A e B sao iguais se, e somente se, pi(r) = pg(x) vz € X.

5. Um conjunto fuzzy A esté contido em ou é um subconjunto do conjunto fuzzy B (g C E) se, e
somente se p3(z) < pg(r) Vo € X.

6. O conjunto de a-cortes de um conjunto fuzzy K, denotado por Za, ¢é definido como:

Aq(z) = {z € X tal que pj(x) > a}, para « € [0, 1].

Outras caracteristicas podem ser atribuidas a conjuntos fuzzy, como as apresentadas em [4] e [55].
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1.2 Organizacao da Tese

No capitulo 2, os parametros fuzzy sao tratados como nimeros fuzzy e sua implementacao é apre-
sentada; também neste capitulo, alguns métodos de comparacao sao discutidos. No capitulo 3, apresen-
tamos as definigoes para convexidade fuzzy do ponto de vista de conjunto fuzzy e fungoes fuzzy. Nos
capitulos 4 e 5 sao apresentadas as condigoes de otimalidade para problemas de Programacao Nao—
Linear com Parametros Fuzzy e a proposta algoritmica para alguns métodos desta classe. Finalmente,
no capitulo 6 alguns resultados computacionais sao apresentados e discutidos; e posteriormente, algumas

consideragoes finais sao apresentadas.



Capitulo 2

Ndameros Fuzzy

Introducao

Como o objetivo do nosso trabalho é o de usar parametros (coeficientes) fuzzy em Problemas de Pro-
gramacao Nao-Linear, alguns aspectos sao indispenséaveis de serem estudados: operacoes e comparagoes
de ntmeros fuzzy.

Para as operacgoes de niimeros fuzzy abordamos, de maneira breve, as propostas de D. Dubois e H.
Prade, [18] (onde usa-se a representagao L — R) e posteriormente, as operagoes dadas por A. Kaufmann
e M. M. Gupta, [42], nas quais fizemos adaptacoes para facilitar sua implementagao.

Para a comparacao de ntimeros fuzzy, apresentamos os métodos propostos por F. Choobineh e H.
Li, [13] ¢ o Indice de Yager [5].

2.1 Nuameros Fuzzy

Dois tipos de representacao para numeros fuzzy sao apresentadas: a primeira é a representacao
L — R, e a segunda, a representacao como Intervalos de Confianca, escolhida para implementagao
devido a utilizagao de a-cortes.

2.1.1 Representacdo L — R de Numeros Fuzzy

A representacdo de um nimero fuzzy do tipo L — R é feita através da notagao:
a= ((17 a, a)L*R;

onde a € F(R) é um ndmero fuzzy, F(R) é o conjunto fuzzy sobre R, a é o valor modal (valor méximo
da fungao de pertinéncia associada), a é o espalhamento & esquerda do valor modal, @ o espalhamento
a direita do valor modal e o termo L — R indica a funcao representante dos espalhamentos a esquerda e
a direita (left e right), respectivamente, do valor modal. A funcao de pertinéncia adotada para modelar
o numero fuzzy é a fungdo triangular. A ilustragdo grafica de um nimero L — R fuzzy pode ser visto
na Figura 2.1.

As fungoes do tipo L — R, como em [18] e [12], sdo denominadas por funcao shape (f(+)) se:

1. f é uma fungao continua nao-crescente em [0, 00);
2. f(0)=1;

3. f é estritamente decrescente na parte do dominio onde é positiva.
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pa ()
1 ________ I
L)/ ' \R()

Figura 2.1: Representacao grafica de um nimero fuzzy do tipo L — R.

Em [12] hé alguns exemplos de fungdes com as propriedades acima, como segue:

Fungao Linear: f(z) =max{0,1 -z}, ze€RTU{0};

Funcao Exponencial: f(z) = e, p>1,z € RTU{0};
Fungao Poténcia: f(z) =max{0,1 — 2P}, p>1,2eR"U{0};
Fungao Racional: flz) = ! p>1,zeRTU{0}.

14 apr’

A fungao de pertinéncia associada ao numero fuzzy na representacao L — R pode ser escrita da

seguinte forma:

L<a—:c> sex<aea>0
a

pa(z) =

R<$:a> sex>aea>0
a

Quando ¢ =@ = 0 entdo a é um numero crisp; e quando ¢ = —oo0 e @ = 00, entdo a = R.

As operacoes com numeros na representacao L — R, para o caso em que L — R define um numero
triangular fuzzy, podem ser encontradas em [18], e seguem abaixo. O simbolo & representa uma apro-
ximagao das operagoes algébricas envolvidas a fim de manter a linearidade da funcao triangular.

Sejam a = (a,a,a)—R € b= (b,b,b)1_ R, niimeros triangulares fuzzy.

e Adicdo: (a,a,a);_r® (b,b,b)_r=(a+b,a+b, a+b)r g;

e Simetria: —(a,a,a)r-r = (—a,a,a)r—1,

Subtragéo: (a7 a, a)L—R S (b7 Qa 5)R—L = (a - ba a+ 57 a+ Q)L—R;

e Multiplicagao:
1.Sea>0eb>0: (a,a,a@)L—r® (b,b,b)—r = (ab, ab + ba, ab + ba) —g;
2. Sea>0eb<0: (a,a,a)_r® (b,b,b)r_1 = (ab,aa — bb,ad@ — bb)r_1;
3.8 a<0eb>0: (a,a,a)p_1 ® (b,b,b)_r = (ab, ba — ab, ba — ab)p_r;
4. Sea<0eb<0: (a,a,a)_r ® (b,b,b)_Rr = (ab, —ba — ab, —ba — ab)r_r;

Multiplicagao por escalar:
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1. Vk >0,k eR: k©® (a, a,a)L—gr = (ka, ka, ka)_g;
2.VE<0,keR: kO (a, a, a)L_R = (k:a, —ka, —ka)r_r;

e Inverso de um niimero triangular fuzzy (a > 0): (a,a,@);* R =

!
—
gI

—
Q|
Q|

N
=
QI

[\o}

~—

R—L’

e Divisao (a >0e b > 0):

B _ _{a ba+ab ba-+ab
(av a, a)L—R @ (ba ba b)R—L =~ <g7 b2 ) b2 )LR .

2.1.2 Numeros Fuzzy como Intervalos de Confianca

Uma outra maneira de representar niimeros fuzzy é usando Intervalos de Confianca, como apresen-
tado em [42]. Seja @ € F(R) um numero fuzzy qualquer, com uma fungao de pertinéncia triangular

associada:
v-(a-a) e [(a — a); a)],
a
pa(z) = —r+(@+a) se z € [a; (a +a)] (2.1)
a ? )
0 caso contrério.
Se escrevermos a funcao inversa de (2.1) na forma de intervalo e usando a-cortes, temos:
o = [aa+ (a—a),—aa+ (a+a)] €F(R),
(2.2)
= [af,a3].

onde af e a§ representam a parte crescente e decrescente de pz(-), respectivamente, Vo € [0, 1]. Logo:
(1 < az) = ([a7?, a3%] C [a7", a3']).

Um numero ordinario também pode ser escrito como um Intervalo de Confianca. Considere k =
(k,0,0) € R, e seja ko = [k, k], Vo € [0, 1]. Neste caso, a fungao de pertinéncia é substituida pela fungao
caracteristica, dada por [55], como segue:

Mk(l’)z{ 1 sex=k (2.3)

0 caso contrario.

2.1.3 Implementacao Computacional dos Nimeros Fuzzy como Intervalos de Confianca

O uso de a-cortes nos permite operar com numeros fuzzy ponto-a-ponto, ou seja, discretizamos
os numeros fuzzy em n a-cortes, e efetuamos as operacoes aritméticas em cada a-corte, usando as
operacoes algébricas usuais. Desta forma verificamos ainda as condig¢oes impostas pela aritmética fuzzy,
permitindo-nos uma implementacao mais simples e sem distorgoes de suas caracteristicas fuzzy, como
aquelas que podem ocorrer usando as operagoes fuzzy dadas por [18]. Outro motivo para o uso desta
representagao é devido a facilidade em trabalhar, por exemplo, com ntumeros fuzzy trigonométricos e
exponenciais.

A construcdo algoritmica de um nimero fuzzy como intervalo de confianga, supondo inicialmente que
o ndmero ¢é triangular como em (2.2), é dada pelo Algoritmo 2.1.1.

As operagoes com nimeros fuzzy, como em [42], e seus algoritmos computacionais seguem nas segoes
subseqiientes.

10
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Algoritmo 2.1.1 Construgao do Numero Fuzzy

Dados § = ﬁ, para n € N tal que n > 1 (tamanho da discretizagao); o = 0, e a, a e @ constantes.
1: Parai=0atéi=n, faca
2. aq1fil =a-a+ (a—a)
30 wlil=—-a-a+ (a+a)
4 a=a+d
5: Fim do laco

Adicdo
Sejam 5,5 e F(R), Vz,y,z € R:

taei(2) = \/ (wa(@) Aup(y) o,
" Z=x+Yy
(o © by = [a?aa%]_‘_[ (llvbg]

= [af + b, a5 + 5],
As seguintes propriedades sao vélidas:
1. Comutativa: a®b=b® a;

2. Associativa: (a®b)@c=a® (bD ¢);

3. Se existe um elemento neutro a direita e & esquerda do nimero fuzzy, este elemento é o nimero
ordinario 0:

4. A imagem é nao simétrica:

onde a, = [—a$, —af].

O Algoritmo 2.1.2 executa a soma entre dois niimeros fuzzy.

Algoritmo 2.1.2 Adicdo de Numeros Fuzzy

Dados a,b € F(R), construidos de acordo com o Algoritmo 2.1.1.
1: Parai =0 até i =n, faga
2:  soma[i| = ay[i] + b[i]
3: somaz[i] = as[i] + bali]
4: Fim do laco

Um outro caso a considerar é a soma entre um numero fuzzy e um numero ordinario, apresentado
no Algoritmo 2.1.3.
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Capitulo 2 2.1 Ndmeros Fuzzy

Algoritmo 2.1.3 Adi¢ao de Numero Fuzzy com Niumero Ordinario

Dados a € F(R), construido de acordo com o Algoritmo 2.1.1, e k € R.
1: Parai=0até i=n, faga

2:  somay[i| = k + a1[i]

W

somasli] = k + ali]
4: Fim do laco

Subtracio

Considere @, b € F(R), Vz,y,z € R:
Hzep(2) = (na(@) A ps(y)) ou,

" )
Zia © ba = a%a ag] - [btlx’ b%]

Ao contrario da adigao, a subtracao nao é associativa nem comutativa. O Algoritmo 2.1.4 efetua tal
operacao.

Algoritmo 2.1.4 Subtracao de Numeros Fuzzy

Dados a,b € F(R), construidos de acordo com o Algoritmo 2.1.1.
1: Parai=0atéi=n, faca
2:  subili] = a1[i] — boi]
3: subs[i] = asli] — b1]]
4: Fim do lago

O Algoritmo 2.1.5 apresenta a subtragao entre um nimero fuzzy e um nimero ordinério.

Algoritmo 2.1.5 Subtragdo de Nimero Fuzzy com Numero Ordinério

Dados a € F(R), construido de acordo com o Algoritmo 2.1.1, e k € R.
1: Parai =0 até i =n, faga
2: subi[i] = k — asli]
3: subqli] = k — ay[i]
4: Fim do laco

Multiplicacdo
Sejam @, b € F(R), Vx,y,z € R:
paop(2) =\ (pa(@) A ps(y)),

=Ty

ou na forma de Intervalos de Confianga (Tabela 2.1), onde usaremos a seguinte notacdo: a = aq,
conseqilentemente, a = [aj, as]. A prova para cada um dos casos apresentados na Tabela 2.1 estd em

[42].
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a b a®b=[a1,a2) @ [b1, bs]
1 <ar<az 0<b1 <b [a1 - b1, a2 - ba]
2 a1 <az b1 <0<b [az - b1, a2 - ba)
3 0<ar<ax b1 <ba<0 [az - b1, a1 - ba]
4 || a1 <0<az 0<b <by [a1 - b2, a2 - bo]
5 || a1 <0<as b <0<by [min(as-b2,azb1),max(ai - b1,az - b2)]
6 a1 <0<az b <b<0 [az - b1, a1 - b1]
7| ar<ar<0 0<by <bo [a1 - ba, az - bi]
8 a1 <ax <0 b <0<by [a1 - b2, a1 - b1]
9 a1 <az <0 b <by <0 [az - b2, a1 - bi]

Tabela 2.1: Multiplicacao de Intervalos de Confianca.

2.1 Ndmeros Fuzzy

A Tabela 2.1 pode ser resumida no seguinte Intervalo de Confianca, como em [55]:

a1, a2] ® [b1, ba] =

Para a multiplicacao, as seguintes propriedades se verificam:

1. Comutativa: 4 ®b=0b® a;

2. Associativa: (a©b)©c=a® (b®¢);

[min(ayb1, aibs, azby, azbz), max(aiby, arba, azby, azbs)].

(2.4)

3. Se existe um elemento neutro & direita e & esquerda do nimero fuzzy, este elemento é o nimero

ordindrio 1:

4. Se representarmos o inverso de @ por a !, ele serd nao-simétrico:

como podemos verificar através dos resultados apresentados na Tabela 2.2.

aoat

=atoa#l,

| Casos

Intervalo

1| 0<a1<ae
2| 0=a1<a2
3| 0=a1 =as
4 a1 <az<0
5| a1<axz=0

6| a<0<a

[al»QQ]_l

[a1, az] ™"

11
ag’ aj
[L7(X)>
a2

um ponto que tende para co

[al?a2]71

[a1,a2] ™"

[a1,a2]”

1

Tabela 2.2: Inverso de um nimero fuzzy a.
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Algoritmo 2.1.6 Multiplicacao de Niumeros Fuzzy

Dados a,b € F(R), construidos de acordo com o Algoritmo 2.1.1.
1: Parai =0 até i =n, faga

2: dl,l[i = al[i} - by Z]

3

4

5

6:  mult1[i] = min(di1,d12,d2,1,d22)
7. multeli] = max(di1,di2,d21,d22)
8

: Fim do lago

Através da equagao (2.4), elaboramos o Algoritmo 2.1.6, para a multiplicacao entre ntimeros fuzzy.
Como nas demais operagoes, também pode ocorrer a multiplicacdo de um nimero fuzzy por um
nimero ordinédrio qualquer. Assim, considere os seguinte casos:

1. V>0, keR: k-[ar,a2] = [k- a1,k - ag;
2.Vk <0,k eR: k-[ar,a2] = [k-az, k- ai];
3. Para k=0: k- [a1,a2] = [0,0].

O Algoritmo 2.1.7 ilustra tal situagao.

Algoritmo 2.1.7 Multiplicagdo de Nimero Fuzzy por Nimero Ordinario

Dados a, construido de acordo com o Algoritmo 2.1.1 e k € R.
1: Parai =0 até i =n, faga
2: dq [Z] = al[i] -k

3: do [Z] = a9 [Z] -k
4: multy[i] = min(dy, d2)
5. multa]i] = max(dy, da)
6: Fim do lago

Divisdo

Sejam Zi,g e F(R), Vz,y,z € R:

peos(2) =\ (nal@) Aus(y) ou,
_ z=x/y
Ao @ba = laf,a8] © [bF, b5]

_ et ey
RN

Note que a divisao é a multiplicacdo pelo inverso, e estamos considerando apenas o caso 1 da Tabela
2.2. Uma outra maneira de escrever o Intervalo de Confianca é usando a abordagem encontrada em
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[55]:
ad af a§ a§ ad af a§ ag
af,a] © [b¢, 03] = |min | =, =, =2, 2 ) ;max | —, =+, =2, 2 ]|. 2.5
o b, B TR TR %)
Analogamente a subtracao, a divisao nao é associativa nem comutativa. Os Algoritmos 2.1.8, 2.1.9 e
2.1.10 apresentam a implementacao da equacao (2.5), a divisao entre numeros fuzzy e ordinérios, e entre
um numero ordindrio e um numero fuzzy, respectivamente.

Algoritmo 2.1.8 Divisao de Nimeros Fuzzy

Dados 5,5 € F(R), construidos de acordo com o Algoritmo 2.1.1.
1: Parai=0atéi=n, faca
2:  Se bi[i] #0 e bafi] # 0, entao

L a1ld]
3: d = —=
a[d]
4 d =
1,2[7] bl
as|d]
5 d =
2,17] il
a9 [Z]
6 d =
2,2[1] NG
7 divl [Z] = min(dlyl, d172, d271, d272)
8: divg [Z] = Inax(dlyl, d172, d271, dg,g)

9: Caso contrario
10: Erro! Divisao por zero!

11:  Fim do condicional
12: Fim do lacgo

Algoritmo 2.1.9 Divisao de Niumeros Fuzzy por Niumeros Ordinarios

Dados a € F(R), construidos de acordo com o Algoritmo 2.1.1, e k € R.
1: Parai=0atéi=n, faca

2:  Sek #0, entao

3: dy [l] = alT[i]
4 doli] = C‘Qk[”

5 div1[i] = min(dy, d2)

6 dive[i] = max(dy, ds)

7.  Caso contrario

8 Erro! Divisao por zero!

9:  Fim do condicional
10: Fim do laco
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Algoritmo 2.1.10 Divisao de Nimeros Ordinédrios por Nimeros Fuzzy

Dados a € F(R), construidos de acordo com o Algoritmo 2.1.1, e k € R.

1:

2:

3:

4:

5
6
T
8

9:
10:

Para i =0 atéi=n, faga
Se a1[1] # 0 e asli] # 0, entao

.k
R

ok
=

div1[i] = min(dy, d2)

dive[i] = max(dy, d2)
Caso contrario

Erro! Divisao por zero!

Fim do condicional
Fim do laco

Poténcias Inteiras de Nimeros Fuzzy

Sejam a € F(R) en € N (n > 0):

Ay =0q © Uy O ...0aq . (2.6)

n vezes

A equagao (2.6) pode ser simplificada se considerarmos os casos apresentados na Tabela 2.3, para

n € Nen >0, os quais utilizamos na implementacao do Algoritmo 2.1.11.

‘ a € F(R) ‘ n ‘ [a1, ag)™ ‘
a; <ax <0 par (a3, al]
impar [al, ab]
a1 <0 <ap | [ay] < ag] laray ™, ap)
la1] > |az| | par | [a" 'ag,a}]
fmpar | [af,a} ag)
0<a <a [a7, a3]

Tabela 2.3: Estudo dos casos para a poténcia de Ntumeros Fuzzy.

Raiz Quadrada de Nimeros Fuzzy

Para efetuar a raiz quadrada de um nimero fuzzy a € F(R), consideramos apenas o caso a; > 0 e

as > 0, onde:

Va =V = | afi /a3

Embora sua implementacao algoritmica seja imediata, nos algoritmos computacionais em que eventu-

almente este caso possa ocorrer, optamos pela defuzzificagao deste nimero. O processo de defuzzificacao

segue na secao 2.2 deste capitulo, na comparagdo entre nimeros fuzzy.
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Algoritmo 2.1.11 Poténcias Inteiras de Nuimeros Fuzzy

Dados a € F(R), construidos de acordo com o Algoritmo 2.1.1, e n € N (n > 0).
1: Parai=0até i=n, faga
2:  Se (a1[l] < agfi]) e (azfi] <0), entao

Se (n mod 2) =0, entao
pili] = azfi]"
pali] = ax[i]"

Caso contrario
pili] = a1[i]"
p2[i] = az[i]"

Fim do condicional

10:  Fim do condicional
11:  Se (a1]i] <0) e (azli] > 0) entao

12: Se |a1[i]| < |az]i]|, entao

13: pili] = ai[dagfi]*

14: pali] = azld]”

15: Caso contrario Se (n mod 2) =0, entao
16: pili] = a1fi]" " asli]

17: pali] = a1 [i]"

18: Caso contrario

19: pili] = ar[i]"

20: p2li] = a1[i]" " asli]

21: Fim do condicional

22:  Fim do condicional

23:  Se ai[i] > 0 e a1]i] < agli], entao
24: pi[i] = axfi]”

25: pa[i] = az[i]™

26: Fim do condicional

27: Fim do laco

Generalizagdo de Fungées com Nimeros Fuzzy

Em problemas de Programacdo N3o—Linear podemos encontrar situagoes envolvendo funcées trigo-
nométricas e exponenciais, tais como: f(z) = senaz, f(x) = cosaz, f(x) = expazx, entre outras, para
a € R. A abordagem aqui apresentada para numeros fuzzy nos permite calcular estas fungbes com
coeficientes fuzzy (a € F(R)), por exemplo, para f(a;x) = senaz, f(a;z) = cosax e f(a;z) = expax.
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Capitulo 2 2.2 Comparacdo de Nimeros Fuzzy

A extensao algoritmica para estas fungoes é imediata, pois:

f(a;z) = senax
fY@;x) = senax
= [senafz;senafz].

2.2 Comparacao de Numeros Fuzzy

Os métodos para comparagao de nimeros fuzzy apresentados em F. Choobineh e H. Li. [13], deno-
tado por Comparagdo CL e os indices de ordenagdo de Yager, apresentados em [5], sao abordados.

Na comparacdo CL hd uma adaptacao exclusiva para nimeros fuzzy triangulares, ou seja, nimeros
na forma L — R. Ja os indices de ordenacao de Yager podem ser usados nos dois casos aqui discutidos:
nimeros L — R ou nimeros na forma de intervalos de confianca. Assim, apresentamos inicialmente, a
comparacdo CL e, posteriormente, os indices de ordenacdo de Yager.

2.2.1 Comparacao CL

Seja a € F(R) um ntmero fuzzy, ug(z) sua funcao de pertinéncia, hz = max ug(z) a altura de a e
aq(z) = {x tal que = € R, uz(x) > a}, o conjunto a-corte de pg(x).
Sejam Ly e Ry, funcoes a esquerda e a direita de aq(x), respectivamente, da seguinte forma:

L;, (z) = min{z tal que = € ao(z)}, 0<a <hg,

R; (v) = max{z tal que x € an(z)}, 0<a <h;.

Definicao 2.2.1. A funcao de pertinéncia de uma barreira mazimizante crisp, Uy, para o conjunto
fuzzy a € definida como:
(@) = 1
\T) = —,
Hug M

onde max,{R;, (z)} = u* <u < 0.

Definigao 2.2.2. A funcao de pertinéncia de wma barreira minimizante crisp, Ly, para o conjunto fuzzy
a ¢ definida como:
(@) =2,
onde | <1* =miny,{Lg,(x)}.
Assim, o indice de ordenacao de conjuntos fuzzy (a), proposto por [13], é dado pela equagao:

D(pa, pu,) — D(pa, p,)
u—1

F@) = % [h& +

O termo D(ug, pu,) representa a drea entre Ry (x) e Uz(z), e o termo D(ug, ur,) a area entre
L;, (z) e Lz(z). Ou seja:

ha
D(pa, pu,) = /0 [u — Rg, (2)] de,

ha
D(,U/d, N]La) = /0 [Laa (JZ) — ” da.
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Para o caso onde a fungao de pertinéncia é do tipo triangular (ou L — R), ou seja, uz(z) = (x;a,a,a)
sendo a o valor modal, a e @ os espalhamentos a esquerda e a direita do valor modal, as equacoes

D(pa, pu,) e D(pg, p,) sao dadas pelas equagoes (2.7a) e (2.7b), respectivamente. Um exemplo ilus-

trativo para esta comparacao é dado pela Figura 2.2.

D(ia, ;) = u—a— 3, (2.72)
© a
D(pa ;) =a—1-7. (2.7b)
~(x) D(Ma? /"L]La)
fa | D(pa, puw,)
HLg Huz
L(z)

\ R(z)

0 I U T

Figura 2.2: Comparacao CL.

Assim, dizemos que @ < b, b € F(R), se F(a) < F(b).

2.2.2 indices de Ordenacido de Yager

Em [5], G. Bortolan e R. Degani apresentam uma revisao sobre os métodos de ordenacao de conjuntos
fuzzy. Destes métodos, escolhemos os indices de ordenacdo de Yager para utilizarmos em nossos algoritmos
de programacgao nao-linear com parametros fuzzy, na comparagao entre niimeros fuzzy.

Os indices que apresentamos a seguir condensam as informagoes de um nimero fuzzy em um ntmero

crisp, ou seja, dizemos que a < b se F(a) < F(g)
O primeiro indice de Yager calcula o centro de gravidade do nimero fuzzy:
fol aaq,do

@)= Jo Gada ‘

Usamos aqui a férmula do trapézio repetido, como em [14], para o célculo das integrais de F}.
O segundo indice de Yager é dado por:

F>(a) = max min{a, pgz(x)}.
a€g0,1] a=x

Pela Figura 2.3, vemos que o cdlculo de F5 corresponde ao x responsavel pela interseccao de maior valor

entre a reta a = = e ug(z).
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O terceiro indice de Yager calcula o valor médio de a,, dado por:

1
Fy(@) = /O M(d,) da.

Como mostra a Figura 2.3, F3 envolve o célculo da area de um retangulo (dreay = base - altura), sendo
a altura igual a 1 pois estamos considerando que os numeros fuzzy sao normalizados, e a base como
sendo a distancia entre d (d < a) e o valor modal do niimero fuzzy a. Por exemplo, na comparacao

entre dois nimeros fuzzy, a e b, temos d = min{a, b}.

|

|

\

! I

! I

! I

! I
T 0 Fy(a) 1 T
Figura 2.3: Indices de ordenagao de Yager.

Na Figura 2.4 detalhamos a comparacao entre dois nimeros fuzzy para o segundo e terceiro indices
de Yager.

Figura 2.4: Segundo e Terceiro Indice de ordenacao de Yager.
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Convexidade Fuzzy

Introducao

A convexidade fuzzy pode ser aqui abordada de duas maneiras: (i) nos conjuntos de pertinéncia
(funcoes de pertinéncia), e (ii) nas fungdes com parametros fuzzy.

Na secao 3.1 uma revisao sobre convexidade de conjuntos de pertinéncia é apresentada, baseando-se
nos artigos de Zadeh [71], E. Ammar e J. Metz [2], R. Lowen [48] e Y.-M. Liu [47].

Na secao 3.2, alguns resultados apresentados em [18], [21] e [40], entre outros, sdo usados na extensao
da teoria ordindria de funcoes convexas para funcoes convexas com parametros fuzzy.

3.1 Conjunto Convexo Fuzzy

Em [2], a caracterizagdo de conjuntos convexos fuzzy diferencia-se daquela atribuida por muitos
autores, entre eles [18, 47, 48, 55, 71], seguindo aquela aplicada na teoria ordinaria para func¢ao quasi-
concava.

Considere inicialmente algumas definigoes apresentadas por [2], [47], [48] e [71]:

1. [47, 48] O envoltdrio convexo de um conjunto fuzzy A ¢ dado por:
convpz(z) = inf{v(r) > pz(x) tal que v(z) é convexo fuzzy},
= menor conjunto convexo fuzzy contendo u ().

2. [71] A combinagdo convexa de conjuntos fuzzy AeB , expressa pelas suas respectivas fungoes de
pertinéncia p 3(-), pg(-), e A € [0,1], denotada por (A, B; \), define-se como:

iy (@) = Aug(@) + (1= Npg(z).
3. [2] Um conjunto fuzzy A é convexo se
pi(Az1 + (1= A)z2) = Apg(zr) + (1= MNpg(z2),
onde Vxy,z2 € supp(pz) = {z tal que pz(x) >0} e € [0,1].

4. [2] O hipografo fuzzy de p(-), denotado por hip(u), define-se como: hip(p) = {(z,t) tal que x €
R™,t € (0, ()]}

5. [47, 48] Um conjunto convexo fuzzy A ¢ um cone convexo fuzzy se, e somente se, (i) A é convexo
e (ii) para cada z € R e a € Ry, pz(ar) = pz(z). Note que, se um conjunto fuzzy A satisfaz
apenas a segunda condicao, ele é chamado apenas de cone fuzzy.
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Teorema 3.1.1. [2/ Um conjunto fuzzy A é um conjunto convezo fuzzy se, e somente se, hip(uz) €
convezo fuzzy.

Demonstragao 1. [2] (=) Suponha que 1,72 € supp(pyz) e (v1,pz(x1)), (w2, pz(22)) € hip(pz)-
Devido a converidade de hip(py), temos que:

(Azy + (1 = Mg, Apg(z1) + (1 = MNpz(z2)) € hip(pg),
para cada X € [0,1]. Entdo:

pi(Azy + (L= A)x2) 2 Ap (1) + (1= A)pz(a2),

para cada X € [0, 1].

(<) Seja pz() um conjunto convexo fuzzy e (x1,t1), (x2,t2) € hip(pz). Como pz(-) € um conjunto
convezo fuzzy, para cada \ € [0,1] e x1, 22 € supp(uz) temos:

pi(Az + (1= Nz2) > Apglzr) + (1= Npg(22),
> A1+ (1= Nto,
entao:
()\.CCl + (1 — )\)(L‘Q, A+ (1 — )\)tg) € hip(,ug).
Ul
Lema 3.1.1. Seja A um conjunto convero fuzzy, e seja py @ R — [0,1] uma funcdo de pertinéncia
conveza. Entdo o conjunto a-corte de A, Ay = {x € R tal que pz(x) > a}, onde a € [0,1], € um
conjunto convero.
Demonstragao 2. Sejam x1, 9 € /Ta. Assim, x1, 12 € R e pz(z1) > a e pz(r2) > a. Considere
agora A € (0,1) e x € R tal que x = Av1 + (1 — A\)xa. Pela converidade de A e de 3, temos:
pi(r) =pi(Az1 + (1= Nx2) > Apg(rr) + (1= ANpz(z2) > Aa+ (1 - Na = a.

Assim, x € Za e, portanto, Ea € convexo. O

Teorema 3.1.2. [71] Se A e B sao conjuntos convexos fuzzy, entdo a sua intersec¢do também é um
conjunto converxo fuzzy.

Demonstra(;ao 3. Sejam AeB conjuntos converos fuzzy Tomemos o seguinte conjunto C’ tal que
C=AnN B entao, Vri,x9 € C isto implica que x1,xo € Ae T1,To € B. Como A e B sdo CONVET0S,
temos:

=
b N}
5
=
_|_
—
|
>
SN—
&
N
1V

Ap () + (1= Mpg(z),
pp (@1 + (1 =XNz2) = Apglzr) + (1= Npp(x2).
Entao ps(-) € dado por:
pe(Aey + (1= Nwg) = min [pz(Azr + (1= Naa), pg(Azr + (1= N)a2)]
min [Apz(21) + (1= Npg(z2), Aug(er) + (1= Npg(z2)] -

(@), pp@)], e portanto vale puz(x) = pe(x) e pg(x) 2 pa(x), entio
qualquer que seja o resultado do minimo acima teremos:

min [Ap(z1) + (1= Npg(za), Aug(er) + (1= Npp(xe)] >
> Mg (1) + (1= A pe(x2).

Portanto, C' € um conjunto convexo. U

(3.1)

Y

Lembrando que ps(r) = min
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3.1.1 Conjunto Quasi-Convexo Fuzzy

Nesta se¢do abordaremos conjuntos quasi-convexos fuzzy, seguindo a defini¢do de E. Ammar e J.
Metz em [2].

Um conjunto fuzzy Aé quasi-convexo se:
pi(Azy + (1= A)xz) = minfp 5(21), pgz(22)],
para cada 1,72 € supp(pz) e A € [0,1].

Teorema 3.1.3. [2] Um conjunto A é quasi-convezo se, e somente se, os conjuntos Ay (Ag(z) =
{x tal que pz(x) > a}) sdo convezos para cada o € [0, 1].

Demonstracao 4. [2] Seja A um conjunto quasi-convexo fuzzy. Se ﬁa € Unico ou vazio, entao A ¢
convezo fuzzy.

(=) Suponha que x1, 5 € Ay, ou seja, p(xy) > o e p(za) > a, para o € [0,1]. Entdo pi(rr) A
pi(w2) > a. Como pz(-) € um conjunto quasi-convexo fuzzy, vale a desigualdade:

pi(Ary + (1= N)xg) > a,

VA € [0,1]. Assim todos os pontos da forma Axi + (1 — N)xg, VA € [0,1] pertencem a A, entio Ay é
convexo fuzzy.

(<) Suponha que A, € convezo fuzzy. Sejam, Va1, xs € supp(pz) e o = pz(r1) A pi(r2), para
a € [0,1]. Entao x1, w9 € Ay, e pela converidade de A, seque que Axy + (1 — Nz € Ay, VA € [0,1].
Logo:

pi(Az1+ (L= A)z2) = a = pz(1) A pg(e).
]

Teorema 3.1.4. [71] A interseccao de dois conjuntos quasi-convezros fuzzy AeB éum conjunto quasi-
convezxo fuzzy.

Demonstragao 5. [71] Seja C = AN B. Entdio:
po(Ary + (1 = M) = minfp z(Azy + (1 — N)x2), pz(Azy + (1 — A)x2)].
Como A e B sio conjuntos quasi-converos fuzzy:

pi(Azy + (1= A)xz) = minfp z(21), pz(22)],
pg(Az1 + (1 = Na2) > min[ug(z1), pg(z)]

e entao:
po(Aey + (1= Nz2) > min [[ug(e1) A pg(ea)]s [ug(e1) A pg(2)]]

> min [[py(z1) A pg(e)], [1g(ze) A pg(z2)]],

pe(Az1 + (1 = A)zg) > min[uc(z1), pe(z2)]-

Outras definigoes baseadas em [71] referentes a conjuntos quasi-convexos fuzzy seguem:
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1. Um conjunto fuzzy A ¢ estritamente quasi-convexo se, e somente se:
pi(Azy + (1 = A)x2) > minfp 3 (21), pz(22)],
Vo, x2 € supp(py), 1 # w2, A € (0,1].
2. Um conjunto fuzzy A ¢ fortemente quasi-convexo se, e somente se:
pi(Azy + (1 = A)a2) > minfp 3 (21), pz(22)],
Va1, m € supp(py), v1 # w2, A € (0,1).

3. Sejam A e B conjuntos fuzzy estritamente (fortemente) quasi-convexos, entao a sua intersecgao
serd um conjunto estritamente (fortemente) quasi-convexo.

4. Fortemente quasi-convexo nao implica estritamente quasi-convexo, e vice-versa.

3.1.2 Relacoes entre Convexidade de Conjuntos Fuzzy

Nesta segao apresentamos um teorema, proposto por [2], para ilustrar a relagdo de conjuntos quasi-
convexos e convexos fuzzy.

Dizemos que um conjunto fuzzy Aé convexo, estritamente convexo, quasi-convexo ou fortemente
quasi-convexo por transformacdo, se, e somente se existir uma funcado mondtona estritamente crescente
f:(0,1] — F(R) que satisfaca as seguintes condigdes:

o Para cada 1,75 € supp(s;) e A € [0, 1],
FluzAzr 4+ (1= Nx2)) > M (pg(e1)) + (1= N f(pz(22));
e Para cada 21,22 € supp(py), 1 # 22 ¢ A € (0,1),
flpzAzr + (1= N)z2)) > Af(nz(x1)) + (1 = N f(rz(22));
e Para cada x1, 72 € supp(uz) e A € [0,1],
FluzOar + (1 = Na2)) > min[f (pz(21)), f(pz(22)));
e Para cada 71,15 € supp(pz), 71 # 72 ¢ A € (0,1),

fpzAzy + (1= A)z2)) > minlf (uz(21)), f(p(22)].

Teorema 3.1.5. [2] No seguinte diagrama as flechas denotam as implicagoes entre os atributos dos
conjuntos fuzzy:
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estritamente (5)
= convexo
convexo
1) )
U 4
estritamente convexro g COTVETO POT
por transformacao transformagao
(2 (10)
Y 4
fortemente quasi-convezo % quasi-convexo
por transformacado por transformacdo
(3) (4 (11) (12)
) )
fortemente (8) .
_ = quasi-convexo
quasi-convexo

Demonstracao 6. [2] As implicagoes (1), (4), (9) e (12) sequem da fun¢io f identidade. As im-
plicagoes (5), (6), (7) e (8) obtém-se diretamente das correspondentes definigoes. As demais implicagoes
sequem abaizo:

e (2), (3): Como f € uma fungdo mondtona estritamente crescente, para cada x1,v2 € supp(fiz)
com w1 # w9, A € (0,1), temos:

ez + (1= A)z2)) > Af(pg (1)) + (L= N f(pz(e2)) = fug(en) A f(pz(e2),

pz(Az1 + (L= A)za) > pg(@1) A pg(z).

e (10), (11): Analogamente, para cada x1,T2 € supp(py) com x1 # x2, A € [0, 1], temos:

oz + (1= A)z2)) 2 Af(pg(21) + (L= N f(pg(e2)) = fug(en) A f(pg(e),

piAzy + (1= A)az) = pg(we) A pgla).

Nas secoes seguintes resultados referentes a conjuntos fuzzy sao apresentados.

3.1.3 Conjunto Fuzzy Limitado

Considere as seguintes defini¢oes dadas por Zadeh [71]:

1. Um conjunto fuzzy A se diz limitado se, e somente se, os conjuntos Za sao limitados, Yo > 0, isto
é, para cada o > 0 existe um raio R(«) finito, tal que ||z|| < R(a), Vo € Ay;

2. Se A é um conjunto limitado, entdo para cada e > 0 existe um hiperplano’ H tal que pi(r) <e,
para todo x no lado de H que nao contém a origem.

'Um hiperplano H € R™ é um conjunto de pontos da forma: H = {x ccTx = /{}, ondeceR" c#0ek €R.
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X

core(A)

Figura 3.2: Nucleo (core) de um conjunto fuzzy.

Lema 3.1.2. [71] Seja A um conjunto fuzzy limitado e seja M = sup, p (). Entdo, eriste no minimo
um ponto xg que fornece o grau mdzrimo para M tal que, para cada € > 0, toda vizinhanca esférica de
xg contém pontos no conjunto Q.(xr) = {x € R tal que pz(x) > M — €}.

Demonstracao 7. Vide [71]. 0

Para uma interpretagao gréfica do Lema 3.1.2 vide a Figura 3.1, onde e = 0.3, M =1 e Q(x) =
{z € R tal que pz(z) > 0.7}
Observagoes:

1. A unido e a interseccdo de conjuntos fuzzy limitados sdo conjuntos fuzzy limitados.

2. O ndcleo de um conjunto fuzzy A — denotado por core(ﬁ) — é composto por todos os pontos que
fornecem o valor maximo em M. Ou seja:

core(A) = {z € R tal que pi(r) =1}
Para um exemplo ilustrativo vide a Figura 3.2.

Teorema 3.1.6. [71] Se A é um conjunto convezo fuzzy, entao o seu nicleo € um conjunto convezo.

Demonstracao 8. Vide [71]. O
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3.1.4 Projecao de Conjuntos

Considere o seguinte conjunto fuzzy A em F(R™), com fun¢ao de pertinéncia pi(r) = pi(rr, 20, .., 20)
e seja H um hlperplano coordenado, isto é, H = {x € R" tal que z; = 0}.

A projecio de A em H ¢ definida como um conjunto fuzzy Sg(A) em F(R"!) com ,U,SH(A‘)(') dado
por:

MSH(AV) - MSH(AV)(J:27:E3’ o xn) = Sillpiug(xla Z2,... axn)‘

Temos a seguinte propriedade [71]:

1. Se A é um conjunto convexo fuzzy, entdo a sua projecao em qualquer hiperplano é também um
conjunto convexo fuzzy.

3.1.5 Separacao de Conjuntos Convexos Fuzzy

Para conjuntos crisp, isto é, conjuntos ordindrios, o teorema da separacao estabelece que, se existem
dois conjuntos convexos disjuntos A e B, estdo existe um hiperplano H tal que A estd de um lado de H
e B do outro lado. Para o caso fuzzy, podemos aplicar este teorema sem exigir que os conjuntos fuzzy
AeB SeJam dlSJuntOS

Sejam AeB conjuntos fuzzy limitados e H uma hipersuperficie em R"™ definida pela equagao h(x) = 0,
tal que todos os pontos para os quais h(x) > 0 estdo em um lado de H, e todos os pontos para os quais
h(z) < 0 estao no outro lado. Seja Kx um nimero dependente de H tal que p3(v) < Ky de um lado
de H e ,ug(ac) < K do outro lado. Seja My = inf Kf7. O nimero Dy = 1 — My, é o grau de separagao
de Ae B por H.

Uma extensao do grau da separacao para conjuntos convexos fuzzy é dada abaixo.

Teorema 3.1.7. [71] Sejam A e B conjuntos convexos fuzzy limitados em F (R™), com graus mdzximos
My e Mg, respectivamente, onde My = sup, pi(xr) e Mg = sup, pgz(x). Seja M o grau mdzimo da
intersecgio AN B, ou seja, M = sup, min[y 3(x), uz(x)]. Entdo D =1— M.

Demonstracao 9. Vide [71]. O

Este teorema estabelece que o maior grau de separacao de dois conjuntos convexos fuzzy AeB
obtido com um hiperplano em F(R™), é igual a um menos o grau maximo da intersecgao ANB. A
ilustragao grafica do Teorema 3.1.7 pode ser vista pela Figura 3.3, apresentando trés situagoes distintas:
M é a interseccao de dois conjuntos convexos fuzzy distintos Ae B A e B sdo idénticos; e, A e B sdo
dois conjuntos convexos fuzzy disjuntos, respectivamente.

Na proxima secao trataremos de funcoes com parametros fuzzy, onde a cada parametro estd associada
uma funcao de pertinéncia.

3.2 Funcoes Convexas com Parametros Fuzzy

Nesta secao, denominamos de fungdo fuzzy aquela que possui pardmetros fuzzy caracterizados por
numeros fuzzy. Esta caracterizacdo pode ocorrer, como j& definido por [19] e [42], da seguinte maneira:

1. Fungao com coeficientes fuzzy:
f(a;x) : F(R™) x R" — F(R),

onde a € F(R™) e x € R™;
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iperplano H

Hiperplano H
Figura 3.3: Teorema da Separagao para conjuntos fuzzy em R.

y = f(a;x)
=
(\_@/
S
|<
! I
! 1
1 o T

Figura 3.4: Funcao com parametros fuzzy.

2. Fungao com variaveis fuzzy:
f(a;x) : R™ x F(R") — F(R),

onde a € R™ e x € F(R");

3. Funcgao com coeficientes e varidveis fuzzy:

f(a;x) : F(R™) x F(R") — F(R),

onde a € F(R™) e x € F(R").

Generalizando, seja X o parametro fuzzy presente nas fungoes acima. Cada parametro fuzzy estd
associado a uma fungao de pertinéncia pug : R — [0, 1], logo, a funcao f ()~() também estd associada a uma
funcao de pertinéncia ) R— [0,1]. Como utilizaremos a primeira fungao (f(a;x) : F(R™) x R" —
F(R)), sua imagem y = f(a;x) serd uma regido fuzzy (um nimero fuzzy), e sua fungao de pertinéncia é
definida como g s x)(y) : R — [0,1]. A Figura 3.4 ilustra este caso.

Considere as seguintes definigoes:

1. Uma fungao f(a;x) é convexa se:

f@Axy + (1= A)x) S Af(asx1) + (1 - A)f(a %),
para cada x1,xs € R, x1 # x2, a € F(R™) e A € [0,1];

28



Capitulo 3 3.2 Fungdes Convexas com Pardmetros Fuzzy

2. Uma fungao f(a;x) é concava se:
F(E A%+ (1= A)xa) 2 Af(@x1) + (1 — A) (@ x2),
para cada x1,x2 € R, x1 Zx3,a€ Re A €[0,1].
Teorema 3.2.1. Se f(a;x) é conveza, entdo o conjunto
fe(@x) ={x €R" tal que f(a;x) < r}
€ convezo, Vk € R.

Demonstragao 10. Andloga a demonstragdo do lema 3.1.1. O

Teorema 3.2.2. Uma combinacdo linear positiva de funcgoes convexas € conveza.

n
Demonstragao 11. Para todo a € F(R™), Z ki=1ereRy, X €[0,1], considere:

=1

Zn: i fi (8 Ax1 + (1 — \)xa) =
A A+ (L A)) 4+ o (& Aot + (1= A)a) <
S rAi@x) + (1= A fi(@x2)] + -+ mn[Afu(a;x1) + (1= A) fu(aix2)] =
= Arifi(@ix) + -+ mnfa(@xa)] + (1= A)[rrfi(@xa) 4+ 4 mnfu(@ix)] =
= A(r1fr+ -+ mnfa)(@x)] + (1= N[(kuf1 4 + Ko fn) (@ %2)]-
O

A defini¢ao de derivada de uma funcao fuzzy f(a;x) : F(R™) x R” — F(R) seguird aquela dada por
O. Kaleva em [40] e [41], como segue:

Definigao 3.2.1. [40], [/1] Uma func¢ao fuzzy f(a;x) : F(R™) xR™ — F(R), onde a € F(R™) ex € R,
é diferenciavel em xg € R™ se ezistir uma funcao f'(a;x) € F(R™) tal que os seus limites:
f@x0+A) - f(a;xo) f(asxo) — f(a;xo — A)

lim e lim
A—0+ A A—0t A

existam e sejam 1guais.
Entre os resultados apresentados por O. Kaleva, [40], destacamos aqui o seguinte:

Teorema 3.2.3. Seja f(a;x) : F(R™) x R — F(R) diferencidvel, onde a € F(R™) e x € R™. Denote
fa(a;x) = [fi(a;x); fs'(a; x)], a € [0,1]. Entao f{'(a;x) e f$(a;x) sdo diferencidveis e

fa(@x) = [(f1) (@& x); (fs") (& %)].

Demonstragao 12. Vide [40]. O
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Derivada Direcional

Outro conceito importante é o de Derivada Direcional de uma Fung¢3o Convexa Fuzzy, onde a variagao

de uma funcao é dada ao longo de uma direcao especifica.

Definigao 3.2.2. Seja f(a;x) : F(R™) x R" — R, onde a € F(R™) ex € R. Sejam X € R" ed € R",

d # 0, vetores tais que X+ Ad € R, para A > 0 e suficientemente pequeno. A derivada direcional de f

em X ao longo do vetor d, f'(a;X,d), € definida quando os limites indicados existem e sdo iguais:
f@xX+Ad) - f(a;X) f@X) - f(a;X - Ad)

lim e lim
A—0+ A A—0+ A

Proposicao 3.2.1. f'(a;x,d) = Vf(a;x)7d.

Demonstragao 13. Seja 6(a; ) := f(a;X + A\d), para a € F(R™), obtém-se:

o _ 00 0 .~ _
f/(a; X, d) = a‘/\:o = af(aﬂ X+ )\d)|/\:07
e pela regra da cadeia:
. 0f(a;x) 0f(a;x) 0f(a;x)
(. — e
f(a;x,d) O, dy + %5 do+ -+ Ox., dy,
= Vf@Eax)7'd

O

Teorema 3.2.4. Uma funcio f(a;x) : F(R™) x R” — F(R), onde a € F(R™) e x € R", é convezra
fuzzy se, e somente se, a funcao de uma varidvel f(a; \) : F(R™) x R — R, com a € F(R™) e X € R, tal
que 0(a; \) = f(a;x + Ad) € conveza fuzzy Vx,d € R" fizos e d # 0.

Demonstragao 14. Sejam A € R e x € [0, 1].
(=) Seja f(a;x) : F(R™) x R™ — F(R), com a € F(R™) e x € R", uma func¢ao convezra fuzzy,
entdo para A1, A2 € R e para qualquer k € [0, 1] temos:
O(a; kA1 + (1 —kr)A2) = f(ask[x+ Aid] + (1 — k)[x + A2d])
Skf@x+Md) 4+ (1—k)f(a;x+ Aad)
~ kf(a; A1) + (1 — k)0(a; \2).

Portanto, 0(a; \), com a € F(R™) e A € R, € convexa fuzzy.
(<) Suponha que 6(a;\), com a € F(R™) e A € R, € convezxa fuzzy Vx,d € R™ e d # 0. Entao,
Vx1,x2 € R" e k € [0, 1] temos:

kf(@;xi) + (1 — k) f(a;x2)

rkfla;xi 4+ 0(x2 —x1)] + (1 — k) fla; x1 + 1(x2 — x1)]

50152 —x1)] (B 0) + (1 = £) Oy (300 —x1)) (A5 1)

ZJ g[xl;(xz—xl)} (5a (1 - KZ))
~ flayx;+ (1 —k)(x2 —x1)] = fla;rx1 + (1 — K)x2).
Logo, f(a;x), para a € F(R™) e x € R", € conveza fuzzy. O
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Derivacdo de Funcbes Convexas com Pardmetros Fuzzy

Abordamos aqui a definicdo de derivada de funcbes convexas fuzzy de primeira e segunda ordens
como uma aproximacao da expansao da série de Taylor. Inicialmente, apresentamos suas respectivas
definigbes e posteriormente, um teorema agregando estes conceitos.

Definicao 3.2.3. Seja S um conjunto ndo-vazio no R", e seja f(a;x) : F(R™) x R® — F(R), onde
acFR™) ex e R™

1. f € diferencidvel em X € S se existir um vetor V f(a;X), tal que:

(81"(5; X) 0f(a; f))T,

Vi(@ax) = e v

conhecido como vetor gradiente. Entdo a aproximagdo da série de Taylor de primeira-ordem de f €

dada por:
f@x) = f(&%) + V(&%) (x - X), (3.2)

para cada X € S.

2. f € duas vezes diferencidvel em X € S se existir um vetor V f(a;X) e uma matriz n X n simétrica
V2f(a;X) com parametros fuzzy, tal que:

[ O’ f(a;x) 0% f(a;X) Pfax) |
Ox? Ox122 T Oz,
’f@ax) f(ax) 9’ f(a;X)
Vam) = | Om Om o O
’fax) °f(a;x) 9? f(a;X)
0T,11 0T, To o ox2

conhecida como matriz Hessiana fuzzy. Entao a aproximagdo da série de Taylor de segunda ordem
de f ¢ dada por:

f@x) &= f(&%) + VI ER)" (x - %) + %(X - %) V(&%) (x - %), (3-3)

para cada X € S.

Teorema 3.2.5. Sejam S um conjunto ndo-vazio convexo no R", e f(a;x) : F(R™) x S — F(R), com
acFR™) ex €S, com derivadas parciais de primeira e sequnda ordem continuas. Entao as sequintes

afirmacgodes sao equivalentes:
1. f(a;x) € convexa VX € S;
2. f(a;x) 2 f(&;X) + Vf(@ax)T (x — %), para cada x € S;

3. A matriz Hessiana V2f(a;x) é semidefinida positiva fuzzy para cada x € S.
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Demonstracao 15. (1) = (2): Suponha que f(a;x) é convexa para qualquer X € S, isto é, X =
Ax1+ (1 —=X)x2 €S e A€ [0,1]. Entdo:

f@Mx+(1-Nx2) < Af@x)+ (1 —N)f(&x2)

(3.4a)
= AM(@x1) = Af(aixz) + f(a;x2)
Subtraindo f(a;x2) em ambos os lados,
fladxi+ (1= Nxo) — f(a;x2) = Af(asxi) — Af(asx2) + f(a;x2) — f(a;x2)
= M@Ex1) - Af(@x2) +0 (3.4b)
S M@x) - Af(axa)

Assim, para X € (0,1]:

f@Axi + (1 —V)x2) — f(a;x2)

. < F@Ex1) = f(&x)

Tomando o limite quando A — 0, obtemos:
Vi@ x2)" (x1 = x2) S f@x1) — f(&%2).
Portanto, analogamente a (3.4), temos:
f@x1) 2 f@x2) + VF(@5x2)" (x1 — x2).
(2) = (1): Suponha que:
f@x1) 2 f@x2) + Vf(a;x2)" (x1 — x2),

Vxi,x2 € S ea € F(R™). Dados t1, ta e A € [0, 1] fizos, porém arbitrdrios. Fazendo x = At1+ (1 —A\)ta

e alternativamente, x1 = t1 ou X9 = to, temos:

f@t) 2 f@Ex) + VIEx)" (t —x), (3.5)

G t2) 2 @) + V@) (62— ), (3:6)

Somando (3.5) com (3.6) multiplicando por A e (1 — \), respectivamente, temos:
(@) + (- N (@ te) 2 f@Ex) + VFE )T M+ (1 Mt — x.
Substituindo x = At1 + (1 — N)ta, obtemos:
M@ 1) + (1= ) f(@ ) 2 F(@ Ay + (1 - Abo).
(2) = (3): Considere a sequinte desigualdade:
f@x) 2 f@%) + ViEx) (x -x), (3.7)
Vx,X € S.
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O que falta na desigualdade (3.7), do lado direito, para tornar-se uma expansdio da série de Taylor

de sequnda ordem é 3(x —X)TV2f(a;X)(x — X), assim:

F(@5%) & f(&%) + V(@R (x— %) + 5 (x— %) V2A(ER)(x - %),

Vx,Xx €S eXel0,1].
Como a desigualdade € vdlida Vx,X € S, isto implica que:

1 - ~
S -RVER)(x-%) 20
Portanto, V2 f(a,X) é uma matriz semi-definida positiva fuzzy.
(3) = (2): Seja V?f(a,X) wma matriz semi-definida positiva fuzzy. Pela aprozimagcio da série de
Taylor de sequnda ordem.:

F(@5%) = F(&%) + V@R (x— %) + 5 (x - 0T V2@ %) (x - %)
Se V2f(a;%) > 0, para qualquer x,X € S, entdo:

fEx) 2 f@&%) + V@D (x - %).

3.2.1 Minimos de Funcdes Convexas com Parametros Fuzzy

Nesta secao tratamos de minimos de fungoes convexas com parametros fuzzy. Neste caso é possivel
fazer uma extensao de alguns dos resultados obtidos para o caso crisp, como veremos, por exemplo,
no Teorema 3.2.6, pois 0 mesmo permite uma comparacgao fuzzy e nos fornecerd a condigao necessaria
de otimalidade para problemas com funcao objetivo convexa com parametros fuzzy em um conjunto
convexo S C R".

Definicao 3.2.4. Seja f(a;z) : F(R™) x R™ — F(R), onde a € F(R™) e x € R"™, uma fun¢ao conveza
com parametros fuzzy, S um conjunto convexo do R™, e considere o sequinte problema:

min  f(a;x)

S.a x€S (3.8)

O ponto x € S € uma solugao vidvel para o problema (3.8). SeX € S e f(a;x) 2 f(a;X), para cada
X € S, entdo X € uma solugdo étima global. Se X € S e existe uma vizinhan¢a esférica Q.(X), onde
Qc(x) = {x tal que ||x —X| <€, Vx € R"}, tal que f(a;x) 2 f(a;X) para cada x € SN Qe(X), entdo
X € uma solugdo dtima local.

Teorema 3.2.6. Considere o problema (3.8) com f(a;x), uma fungdo convera com parametros fuzzy,
e S, um conjunto convexo do R™. Suponha que X € S € uma solugdo étima local para o problema, entdo

X € uma solucao dtima global.

Demonstragao 16. Seja X uma solugao dtima local, entdo existe uma vizinhanca esférica de X, X €
SN Qe(x), tal que:
fla;x) 2 f(a;%), (3.9)
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para cada x € SN Qc(x). Por contradi¢do, suponha que X nao € uma solu¢ao dtima global, tal que
fa;x) < f(a;X), para algum x € S. Pela convezidade de f(a;x), para cada X\ € (0,1), temos:

f@xx+(1-X3%) < AM@Ex)+(1-Nf(&x)
S M@+ (A=) f(a5%)
= M@x) - (&%) + f(a;x) (3.10)
= 0+ f(ax)
S f@x);

Porém, para A > 0 e suficientemente pequeno,
AX 4+ (1 = A)X € SN Qe(x).
Entao a desigualdade (3.10) contradiz (3.9). O

3.2.2 Generalizacoes de Funcao Convexa com Parametros Fuzzy

Nesta secao apresentamos a definicdo para funcdo quasi-convexa e pseudoconvexa com parametros
fuzzy, e suas relagoes.

Definicao 3.2.5. Seja f(a;x) : F(R™) xS — R, onde a € F(R™), x € S.

1. Seja’S um conjunto convero nao-vazio do R™. Entao f € uma fung¢do quasi—convexa com pardmetros
fuzzy se, para cada x1,X2 € S, a sequinte desigualdade se verifica:

f@Ax1 + (1= N)x2) S max {f(a;x1), f(a;x2)},
para cada X € (0,1).

2. Sejam S um conjunto aberto e ndo-vazio do R™, e f wma funcao diferencidvel. Entao f € uma
fungio pseudoconvexa com pardmetros fuzzy se para cada X1,X2 € S com V f(a;x1)T (xo —x1) 20
temos que (& x2) 2, f(&x1).

Teorema 3.2.7. Seja f(a;x) : F(R™) xS — F(R), onde a € F(R™), x € S € S é um conjunto convezo
nao-vazio do R™. A funcao f(a;x) € quasi—conveza se, e somente se, S,, = {x € S tal que f(a;x) < k}
€ convexa para cada K € R.

Demonstracao 17. (=) Suponha que f(a;x) : F(R™) xS — F(R) € uma fung¢do quasi-convexa, onde
acFR™),xeS eS € um conjunto convero nao-vazio do R"™, e sejam x1,Xa € S.

Logo, x1,x2 € S e max{f(a;x1), f(a;x2)} < k.

Seja A € (0,1), e sejax = Ax1 + (1 — A)x2. Pela convexidade de S, x € S, e pela quasi-convexidade
da funcao f(a;x), f(a;x) S max{f(a;x1), f(a;x2)} < k.

Portanto, x € S, e S, € convexo.

(<) Suponha agora que S,, € um conjunto convexo para cada k € R. Sejam x1,x3 € S, A € (0,1)
eX = )\Xl + (1 —)\)Xg.

Note que x1,%x3 € S, para Kk = max{f(a;x1), f(a;x2)}. Como S, € convero, x € S,,. E assim,
F(@%) S 5 = max {f (@ %), f(@ %)}

Portanto, f(a;x) € quasi-conveza. O
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Capitulo 3 3.2 Fungdes Convexas com Pardmetros Fuzzy

A Definicao 3.2.6 abaixo mostra a relacio entre funcoes convexas, quasi-convexas e pseudoconvexas

com parametros fuzzy.
Definicao 3.2.6. Seja S C R™ um conjunto convero nao-vazio e f(a;x) : F(R™) xS — F(R) uma
funcdo com parametros fuzzy. Considere as seguintes relagdes:

Convexidade: Uma func¢ao fuzzy f(a;x) é convexa em X € S se:

F@AX+ (1 - N)x) SAf(@X) + (1 - f(a;x).

Quasi-Convexidade: Uma funcao fuzzy f(a;x) € quasi-convera em X € S se:

f@Ax + (1 - A)x) S max{f(a;%), f(a;x)}.

Pseudoconvexidade: Uma funcdo fuzzy f(a;x) € pseudoconvera em X € S se Vf(a;%X)1 (x—%) > 0

para cada x € S, implica que f(a;x) 2 f(a;X).
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Capitulo 4

Programacao Nao-Linear Irrestrita com
Parametros Fuzzy

Introducao

Um problema de otimizag3o irrestrita fuzzy pode ser formulado da seguinte maneira:

min  f(a;x)

4.1
S.a z€S (4.1)

onde f(a;x) : F(R™) x R" — F(R), a € F(R™) e x € R", é uma funcdo com coeficientes fuzzy e S C R"
é o conjunto de solucoes viaveis.

Na segao 4.1, abordamos as condigdes de otimalidade para o problema (4.1) definido acima. Nas
secoes 4.2 e 4.3, apresentamos as seguintes classes de métodos de otimizacao irrestrita unidimensional
e multidimensional, com caracteristicas fuzzy nos coeficientes:

1. Métodos para funcoes unidimensionais:

(a) Métodos de busca sem uso de derivadas;

(b) Métodos de busca com derivadas.
2. Métodos para fungoes multidimensional:

(a) Métodos de busca sem uso de derivadas;
(b) Métodos de busca com uso de derivadas;

(c) Métodos de busca: Gradiente Conjugado.

4.1 Condicoes de Otimalidade

Nesta se¢ao apresentamos a extensao das Condi¢Ses Necessarias e Suficientes de Otimalidade, baseado
em [3] e [49], para problemas com parametros (coeficientes) fuzzy na funcgao a ser otimizada.

Neste capitulo e nos préximos, denotamos por vizinhanga esférica QQ(x) o conjunto de pontos distando
e de X, ou seja, Q.(x) = {x tal que |[|x —X|| <e¢, Vx € R"}.

A comparagdo em x que adotaremos sera crisp, pois X sera um numero crisp, ao passo que as
comparacoes baseadas nas fungoes objetivos serao fuzzy.



Capitulo 4 4.1 Condigées de Otimalidade

Condicoes Necessarias de Otimalidade

Dado um ponto x € R"™, pretendemos caracteriza-lo como um ponto de minimo supondo que a
)
funcao fuzzy associada seja diferenciavel.

Teorema 4.1.1. Suponha que f(a;X) : F(R™)xR"™ — F(R), a € F(R™) ex € R", seja diferencidvel em
X. Se existe um vetor d tal que Vf(a;%)Td <0, entdo existe um 6 > 0 tal que f(&;X + M) < f(&;X)
para cada \ € (0,9), onde d € uma direcdo de descida de f(a;X).

Demonstracao 18. Pela diferenciabilidade de f(a;X) em X, temos:
f@ER + M) = f@R) + AV (@R)d, (4.2)

Rearrumando os termos e dividindo por X\, para A > 0, temos:

f(@;x+d) - f(a; %)
A

~ Vf(@x)’d.

Como A — 0 e Vf(a;x)Td < 0 eziste um & > 0 que minimiza o erro da aprozimacio da série de
Taylor da equagdo (4.2) para todo A € (0,6), entao f(a; X+ Ad) S f(a;X). O

Corolario 4.1.1. Suponha que f(a;X) : F(R™) x R” — F(R), a € F(R™) e X € R", seja diferencidvel
em X. Se X é um minimo local, entio, V f(a;X) ~ 0.

Demonstracao 19. Suponha que V f(a;X) seja diferente de zero. Entdo, tomando —d = V f(a;X),
temos Vf(a;%)Td ~ —||Vf(@;X)||2 < 0; pelo Teorema 4.1.1, existe um & > 0 tal que f(a;X + Ad) <
f(a;X), para cada X\ € (0,9), contradizendo a suposi¢ao de que X € um minimo local. Entdo, V f(a;X) ~

L]

0.
O Corolério 4.1.1 do Teorema 4.1.1 nos fornece as condi¢bes de primeira ordem, uma vez que as

componentes de Vf(a;X), a € F(R™) e X € R", sdo compostas pelas derivadas parciais de primeira
ordem de f(a;X). O Teorema 4.1.2 nos fornece as condi¢des de segunda ordem.

Teorema 4.1.2. Suponha que f(a;X) : F(R™) x R” — F(R), a € F(R™) e X € R", seja duas vezes
diferencidvel em X. Se X é um ponto de minimo local, entdo Vf(a;X) ~ 0 e V2f(a;X) ¢ uma matriz
semi-definida positiva com parametros fuzzy.

Demonstracao 20. Considere uma diregcao arbitraria d. Entao, da diferenciabilidade de f(a;X) em
X, temos que:

f@EX+ M) = f(a;X) + AWV @;x)d + %)\QdTV2 f@;x)d (4.3)

Como X € um ponto de minimo local, do Coroldrio 4.1.1, temos que V f(a;X) ~ 0. Rearrumando os
termos em (4.3) e dividindo por \* (A > 0), temos:
f@X+Ad) - f(a;X)

22

1 ~
~ §dTV2 f@x)d. (4.4)
Como X € um ponto de minimo local, f(a;X+Ad) 2 f(a;X), para X suficientemente pequeno. Entao

A — 0, dTV2f(@;%)d > 0; e assim, V2f(a;X) ¢ wma matriz semi-definida positiva com parametros
fuzzy. O
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Capitulo 4 4.2 Métodos de Busca Unidimensional com Pardmetros Fuzzy

Condicoes Suficientes de Otimalidade

Teorema 4.1.3. Seja f(a;x) : F(R™) x R — R uma func¢do pseudoconvera em X. FEntao, X € um

ponto de minimo local se, e somente se, V f(&;X) ~ 0.

Demonstracao 21. (=) Pelo Coroldrio 4.1.1, se X € um ponto de minimo global, entao V f(a;X) ~ 0.
(<=) Suponha que Vf(a;X) ~ 0, de modo que Vf(a;X)T(x — X) ~ 0, para cada x € R™. Pela
pseudoconvezidade de f(a;X), temos entao f(a;x) 2 f(a;X), para cada x € R™. O

4.2 Métodos de Busca Unidimensional com Parametros Fuzzy

Tratamos aqui de alguns métodos classicos de minimizagao de fungoes unidimensionais, tais como os
métodos de busca sem o uso de derivadas (busca dicotomica, seccao durea (Golden Section) e Fibonacci),
e os métodos que usam derivadas (método da bissecgao, Newton, Falsa Posicao e Interpolagao Cibica).
Estes métodos foram baseados em [3], [49] e [52], e adaptados para minimizar fungdes com coeficientes
fuzzy.

Os métodos de busca unidimensional sao usados em muitos algoritmos para funcoes multidimensi-
onais, e procedem da seguinte maneira: dado um ponto Xj, encontra-se uma direcao dj e usando um
passo A de tamanho conveniente, encontra-se um novo ponto x;1 = X; + Axdyi. Repete-se o processo
até satisfazer a um critério de parada estabelecido. Encontrar o melhor A\; envolve a resolugao do sub-
problema: min f(a;xy + Adg), onde a € F(R™) (m é o total de coeficientes fuzzy). A varidvel A pode
ser qualquer valor real ndo-negativo que minimize a funcao dada, ou A tal que xj + Ady seja vidvel.
Assim, para x;, e dy fixos, a fung@o objetivo pode ser reescrita como:

f@xp + Adi) = 0(a; ).

Nesta secao abordamos os métodos que minimizam uma funcdo unidimensional. Para os métodos
que nao usam derivadas, esta minimizacao é dada em um intervalo limitado e fechado, conhecido como
intervalo de incerteza. O problema pode ser formulado como segue:

min  6(a; \)

S.a Aell,ul (4:5)

onde a € F(R™), A\, [, u € R tais que [ < A < w.

4.2.1 Métodos de Busca Sem Uso de Derivadas

Os métodos de busca sem o uso de derivadas resolvem o problema (4.5) diminuindo o intervalo de
incerteza. Geralmente, [I,u] é conhecido como intervalo de incerteza se um ponto de minimo A pertence
ao intervalo, isto é, A € [[,u], embora o seu valor exato seja desconhecido.

Como estamos minimizando uma fun¢do com parametros fuzzy 6(a; \) : F(R™) x R — F(R), com
a € F(R™) e A € R, a comparagao desta fungdo em diferentes valores de A é uma comparagao entre
nameros fuzzy, e isto é feito usando o processo de defuzzificagdo: os indices de Yager, como apresentados
em [5]. Para efeito de simplificacao, denotamos por F' (6(a; A)) um processo genérico de defuzzificagao.

Busca Dicotémica

Seja f(a; A) : F(R™) x R — F(R), com a € F(R™) e A € R, uma fungdo quasi-convexa fuzzy a ser

minimizada no intervalo de incerteza [l1,u;].
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Capitulo 4 4.2 Métodos de Busca Unidimensional com Pardmetros Fuzzy

A (a; x)

\25
:ll i s lltl x
~

lg U9

Figura 4.1: Busca dicotoémica.

O método de busca dicotomica divide o intervalo de incerteza em duas partes iguais, e a cada uma
destas duas partes atribui uma distancia § a partir do ponto médio do intervalo, gerando os pontos y
e zi. Se 0(a;yr) < 0(a; z;), o novo intervalo de incerteza é [lx41; 2x+1], caso contréario, temos o seguinte
intervalo: [yxy1;uk+1]. A Figura 4.1, ilustra uma fungao onde se obtém o intervalo [lx11; zk11].

O Algoritmo 4.2.1 resume o método de busca dicotomica.

Algoritmo 4.2.1 Algoritmo de Busca Dicotomica
Dados Sejam 2§ > 0 o tamanho do intervalo de incerteza final, € > 0 o critério de parada, [l1,u1] o
intervalo de incerteza inicial e k = 1 a iteracao inicial.

1: Enquanto (uy — I > €) faga

lk+uk—6ezk:lk+uk
2

2:  Calcule: y, = + 4.

3:  Se F(0(a;yx)) < F(6(a; zx)) entao
4: lgv1 =1k e upp1 = 2.
5.  Caso contrario
6: lk41 = Yk € Upq1 = U
7. Fim do condicional
8: kE=k+1.
9: Fim do enquanto

I, + ug
10: A = .

2

Método da Seccio Aurea

Como no método da bissecgao, o método da seccdo durea — Golden Section — minimiza uma fungao
quasi-convexa com parametros fuzzy ou crisp. Porém, este difere na maneira de reduzir o intervalo de
incerteza.

Seja [lg, ug] o intervalo de incerteza na k-ésima iteragao. Duas situagoes distintas podem ocorrer:

e Se f(a;yi) 2 0(a; z;), onde a € F(R™), entdo o novo intervalo de incerteza [lj1, ug+1] é dado por

[yk, ux| (altera-se o extremo inferior);
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Capitulo 4 4.2 Métodos de Busca Unidimensional com Pardmetros Fuzzy

Iy Yk 2k up,
| [ |
Caso 1: | I |
lk—i—l Yk+1 Zkt1 Uk+1
Caso 2: | - |
lk+1 Yk+1 2k+1 Uk+1

Figura 4.2: Método da Seccao Aurea.

e Caso contrario, [lg4+1,ug+1] é dado por [lg, 2| (altera-se o extremo superior).

Os pontos yi. e 2 sao obtidos da seguinte maneira:

1. O tamanho do intervalo de incerteza ugy+1 — lx+1 nd3o depende do resultado da k-ésima iteracao,
ou seja, up — Yr = 2k — li. Assim, se y; é da forma:

Yo =l + (1 =) (uk — l), (4.6)
onde v € (0,1), entao zj é:

2 =l + ’y(uk — lk), (4.7)

e o tamanho do novo intervalo de incerteza é:
U1 — U1 = Y(ug — l).

2. No célculo de yg11 € zx+1 para uma nova iteracao, ou yxy1 coincide com zx, ou zxy1 coincide com
Yk, como ilustra a Figura 4.2. Analisaremos cada caso.

Caso 1: 0(a;yx) 2 0(a; zx), com a € F(R™):

Neste caso lx11 = yr € upr1 = ug. Para satisfazer yy1 = zp, aplicando (4.6) com k = k + 1,
temos:
2 =Yk+1 = by + (1= 7)(Whkt1 — les1)

= e+ (1 =) (ur — k).

Substituindo as expressoes (4.6) e (4.7) na expressao (4.8) acima, temos v2 +v — 1 = 0.

(4.8)

Caso 2: O(a;yx) < 0(a; 2,), com a € F(R™):
Neste caso lp11 = I e up1 = 2. Para satisfazer z;11 = yi, aplicando (4.7) com k = k+ 1, temos:

Y = 2k+1 = ley1 +7(uk+1 — let1)

(4.9)
= b+ Q=) — ).

Novamente, substituindo as expressoes (4.6) e (4.7) na expressao (4.9) acima, temos 72+~ —1 = 0.

Os dois casos discutidos acima resultaram na equacio 72+ — 1 = 0, que possui duas raizes reais
distintas: v = 0.618 e vy = —1.618. Como 7 € (0,1), entdo tomamos vy = 0.618.

Desta forma, na k-ésima iteracao, yi ou zj sao calculados de acordo com as equagoes (4.6) e (4.7),
respectivamente, com v = 0.618. O Algoritmo 4.2.2 resume este método.
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Capitulo 4 4.2 Métodos de Busca Unidimensional com Pardmetros Fuzzy

Algoritmo 4.2.2 Algoritmo da Sec¢ao Aurea
Dados Sejam € > 0 o tamanho do intervalo de incerteza final, v = 0.618, [I1, u1] o intervalo de incerteza

inicial e k£ = 1.
1 Caleule: y1 =01+ (1 —7y) (w1 — 1) e 21 =11 +y(u1 — ly).
2: Enquanto (ux — I > €) faga

3 Se F(f8(a;yr)) > F(6(a; z,)) entao
4: lk+1 = Yk € Upq1 = Up.
5: Ykl = 2k € 241 = leg1 + Y (U1 — legn)-
6: Calcule 6(a; z+1).
7.  Caso contrario
8: lky1 = lk e ugy1 = 2.
9: Ykr1 = b1 + (1= 7) (uks1 — lig1) € 2kp1 = Yk
10: Calcule 0(a; yx+1).
11:  Fim do condicional
122 k=k+1.
13: Fim do enquanto
14: A= M
2

Método de Fibonacci

O método de busca de Fibonacci também minimiza uma fungao quasi-convexa (com parametros fuzzy
ou crisp) em um intervalo fechado. Analogamente ao método de secgao durea, o método de Fibonacci
calcula a funcao em dois pontos no passo principal do algoritmo, e nas demais iteragoes, calcula a fungao
em apenas um ponto. Este destaca-se na técnica de reducao do intervalo de incerteza pois baseia-se na
sequéncia de Fibonacci:

FSpi1 =FSy+FSy—1; v=1,2,...
FSo =FS1 =1,

onde a seqiiéncia sera: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ....
Os valores de yi e z; na k-ésima iteracao, sao calculados como seguem:

(4.10)

fSn—k—2
= o TOnh20,
Yk T (up — U),
. fSnfkfl
2z = lp+ 7S, . (uk lk),

onde FSy é um elemento da seqiiéncia de Fibonacci obtido através de (4.10), n é o nimero total de
calculos na funcao a ser minimizada dado no Algoritmo 4.2.3.

4.2.2 Métodos de Busca com Uso de Derivadas

Nesta secao abordamos os métodos de busca unidimensional que usam derivadas, tais como: o
método da bissec¢do, o método de Newton, o método da Falsa Posicao e Interpolacao Cubica. O
método da bisseccao utiliza derivadas de primeira ordem, o método de Newton usa derivadas de primeira
e segunda ordens da funcao, e o método da Falsa Posicao e Interpolacao Cubica usam derivadas de
primeira ordem em diferentes pontos .
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Algoritmo 4.2.3 Algoritmo de Busca de Fibonacci

Dados Sejam ¢ > 0 o tamanho do intervalo de incerteza final e § > 0. Sejam [l1,u1] o intervalo de

—1
incerteza inicial e n tal que: FS, > M.
€
FSn- FSn_
1: Calcule: y; =11 + F§n2(u1 —lh)ez=L+ ]__gnl (up — ).
2: Calcule (a;y1) e 0(a; z1), e seja k = 1.
3: Enquanto (k > n — 2) faga
4:  Se F(0)(a;yx)) > F(0(a; zx)) entao
_ _ _ o fSn—k—l
5: lkt1 = Yy Ukt+1 = Uky Yht1 = 2k € 2p+1 = L1 + Tk(ukﬂ — lg11)-
n—
6: Calcule 6(a; z+1).
7. Caso contrario
_ _ _ _ ]:Sn—k—2
8: lep1 = Uk, W1 = 2k 2641 = Yk € Yhy1 = lgy1 + T(Ukﬂ = lkg1)-
" n—k
9: Calcule 6(a; yx+1)-

10: Fim do condicional

11: k=k+1.

12: Fim do enquanto

13: Yo = Yn—1 € 2pn = Zp—1.

14: Se F(6(a;yn)) > F(0(a; z,)) entao
15: Iy = Yn € Up = Up—1

16: Caso contrario

170 Ay =lp—1 € up = yp.

18: Fim d(—)i- condicional
U
19: A= 2—2
2

Meétodo da Bissec¢io

Suponha agora que f(a; A) : F(R™) x S — F(R), com a € F(R™), A € S e S um conjunto convexo,
nao-vazio e limitado do R", e seja f(a; \) uma fungao pseudoconvexa com parametros fuzzy.

O método da bisseccdo, em cada iteracao k calcula o valor de 6'(a;yg), onde y; é o ponto médio
do intervalo de incerteza. Dependendo do valor da derivada da fun¢ao em g, o algoritmo termina ou
obtém um novo intervalo de incerteza, com metade do tamanho do intervalo anterior.

O método da bisseccao finaliza quando o tamanho do intervalo de incerteza é suficientemente pe-
queno, como nos métodos de busca sem o uso de derivadas, ou quando 6’'(\) = 0 (para o caso crisp).
Neste tltimo caso, temos entao a seguinte comparacao F(6'(a; A)) < €, para e suficientemente pequeno.
Este método serd apresentado no Algoritmo 4.2.4.

Método de Newton

O método de Newton estd baseado na exploracao da aproximagao quadrética (série de Taylor de
segunda ordem) da funcao a ser minimizada, em um dado ponto \; € R. Esta aproximagao quadrética
é dada por:

(@ N) = 08 M) + (& M)~ M) + 50" (E A= AP, (111)
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Algoritmo 4.2.4 Algoritmo da Bissecgao

Dados Sejam €; > 0 o tamanho do intervalo de incerteza final, €2 > 0 suficientemente pequeno, [l1, u1]
o intervalo de incerteza inicial e k = 1. Calcule n e y;, respectivamente, como:

—_ e = = u
9 S =1 Y1 =35 1

1: Enquanto (k >n) e (|F (0.,(a;yx))| > €2) faca
2:  Se k # 1 entao

3: Calcule y; = %(lk + uk)

4 Fim do condicional

5. Se |F(0'(a;yk))| < e2 entao
6 V4 ao passo (18).

7. Caso contrario Se F(¢'(a;y;)) > 0 entao
8 lkv1 =l € ugr1 = Yy

9 Caso contrario

10: lk+1 = Yk € ugp1 = ug.

11:  Fim do condicional

12: Se k =n entao

13: V4 ao passo (19).
14: Caso contrario
15: k=k+1.

16: Fim do condicional
17: Fim do enquanto
18: A =y € solugao 6tima, PARE.

U pARE

19: A =

onde a € F(R™), A € S e S, um conjunto convexo, nao-vazio de R.
O ponto A1 é calculado quando a derivada de g esta préxima a zero, ou seja, 6’ (a; A\ )+0" (a; \g) (Ags1—
M) ~ 0, assim:
0'(a; \x)
0@ M)

Da equagao (4.12) temos que A1 é um numero fuzzy apds cada iteracdo. Se continuarmos a

Abs1 = A (4.12)

calculd-lo como um nimero fuzzy, nas demais iteracGes este niimero aumenta sua incerteza devido as
operagoes aritméticas envolvidas na sua atualizacao.

Note que um numero fuzzy a € F(R) pode ser representado através de um intervalo de confianga,
usando a-cortes, ou seja, ao = [ac + (a — a), —aa + (a + @)], onde a é o seu valor modal (ugz(x) =1), @
e a o seu espalhamento a direita e a esquerda, respectivamente.

Para evitar o excessivo espalhamento da incerteza, aplicamos a cada atualizagao de A\ um método
de busca unidimensional sem derivada, usando como intervalo de incerteza aqueles valores definidos
pelo a-corte, através do intervalo de confianca do ntimero fuzzy, com « pré—definido e fixo.

Devemos lembrar também que o método de Newton sé pode ser aplicado as fungoes que tenham
derivada de segunda ordem. Além disso, o algoritmo é bem comportado se 6”(a; \y) # 6, para cada
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A €S.
O Algoritmo 4.2.5 apresenta a proposta aqui discutida para o método de Newton.

Algoritmo 4.2.5 Algoritmo para o Método de Newton

Dados Sejam € > 0 e A\; um ponto inicial. Escolha a € [0,1) e seja k = 1.
1: loop

~ e
2 Caleule X = A, — 2 @M)

0" (a; Ak)
Resolva Aip+1 = minf(a; \) sujeito a A € Ao usando um dos Algoritmos 4.2.1, 4.2.2 ou 4.2.3.
Se |A\k+1 — Ak| < € entao
PARE, \; 1 é solucao 6tima.
Caso contrario
Faca k = k + 1 e volte ao passo (2).
Fim do condicional

© P TS T e w

: Fim do loop

Meétodo da Falsa Posicdo

O método da falsa posi¢do usa uma aproximagao da fungao quadratica (4.11) do método de Newton,

ou seja,
(=, o=, . 2
08 ) = 003 )+ 0 A1~ Ay TENED @A) ATy g
k—1 — Ak

onde a equagao (4.13) fornece o valor aproximado da equacao (4.11). Para a equagao (4.13) trés

informagoes sao necessdrias: 6(a; ), 0'(a; \x) e 0'(a; \g_1), com a € F(R™); observe que na terceira
informagao, usa-se a derivada da fungao no ponto anterior e na equacgao (4.11) (ou no método de
Newton), usa-se a derivada de segunda ordem no ponto Ag.

Assim, o novo ponto Ary1 € obtido quando a derivada da fungdo ¢ esta préxima de zero, ou seja:

Ak—1 — Ak

Ve =X =@M | Gy, = 0@

Analogamente ao que acontece no método de Newton, o método da falsa posicdo gera um nimero
fuzzy ao obter Agi;. Entao o mesmo procedimento aplicado ao método de Newton é utilizado para
encontrar o melhor valor ;11 crisp, como segue no Algoritmo 4.2.6.

Interpolacdo Cibica

Dados um intervalo de incerteza inicial [ly, ug], 6(a;-) e 6'(a;-) é possivel interpolar uma fungao
cubica e obter o seu minimo. Este processo pode ser usado para determinar o tamanho do passo Ay
iterativamente.

Uma outra ferramenta interessante a ser aplicada é a condicdo de Wolfe. A extensao da condicao de
Wolfe, como apresentada em [51] e [52], para fungdes com parametros fuzzy é dada por:

0(a; Ax)
10" (a; M)

0(a;0) + c1\0'(a; 0)
c2|0'(2;0)]

AN N
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Algoritmo 4.2.6 Algoritmo para o Método da Falsa Posigao
Dados Sejam € > 0 e A\; um ponto inicial. Escolha « € [0,1) e seja k = 1.
1: loop

Calcule: )‘k-‘rl == )\k — 9,(5; )\k) .

Ak—1— Ak
0 (a; A\k—1) — 0'(a; i) |
Resolva Apy1 = min 0(a; ) sujeito a A € Aq usando os Algoritmos 4.2.1, 4.2.2 ou 4.2.3.

o

3

4: Se |Ap+1 — Ak| < € entao

5 PARE, )\, é solucao étima.

6: Caso contrario

7 Faca k = k + 1 e volte ao passo (2).
8 Fim do condicional

9: Fim do loop

onde 0 < ¢ < ¢2 < 1. Ou ainda, usando o processo de defuzzificacao (F(+)):
F(0(& X)) < F(0(a;0)) + c1 A\ F (0 (a;0)) (4.14a)
|F(0'@ X)) | < 2| F(0'(&;0)) | (4.14Db)

Note que 6(a;\) = f(a;x + Ad) e 0'(a;\) = Vf(a;x + AMd)Td. A desigualdade (4.14a) representa a
condigao de diminuigao suficiente da funcao otimizada, e a desigualdade (4.14b) a condi¢ao de curvatura.
Em [51] estas condigoes sdo usadas no desenvolvimento algoritmico de um método de busca, e os autores
ndo garantem o seu desempenho para os casos patoldgicos.

Assim, usando interpolacao cibica e a condi¢ao de Wolfe (4.14), desenvolvemos um algoritmo, como
em [52], em duas fases:

1. Busca Linear: Dado um intervalo de incerteza [Amin, Amax), onde Apin > 0 é pequeno e Ayax grande,
a busca linear obtém um A\, que satisfaca a condigdo de Wolfe (4.14), ou toma uma intervalo de
incerteza menor contendo A\ e executa-se a segunda fase (Interpolacao — Algoritmo 4.2.7);

2. Interpolagdo: Calculamos sucessivos A reduzindo o intervalo de incerteza até que satisfaga (4.14)
(Algoritmo 4.2.8).

4.3 Métodos de Busca Multidimensional com Parametros Fuzzy

Considere aqui o seguinte problema de otimizagao fuzzy multidimensional:

min  f(a;x)
S.a xze€R", (4.15)
a e F(R™).

Para a resolucao desta classe de problemas podemos destacar os seguintes métodos: métodos que nao
usam derivadas (método de Rosenbrock), métodos que usam derivadas (método de maxima descida —
Steepest Descent — e 0 método de Newton) e o método do gradiente conjugado.
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Algoritmo 4.2.7 Algoritmo de Busca Linear — Fase 1
Dados Seja [Amin, Amax] 0 intervalo de incerteza inicial. Denote A\g = 0, A\; = Apin = 0.0001, ¢ = 1,
c1 = 0.0001 e co =0.9.
1: Calcule 0(a;0) e 6'(a;0).
2: loop
3:  Calcule f(a; \;).
Se [F(6(a; \i)) > F(0(a;0)) + c1 A F (0'(a;0))] ou [F(6(a; \i)) > F(6(a; A\i—1)) e i > 1] entao
Seja [Ai—1,A;] o intervalo de incerteza para executar o Algoritmo 4.2.8. PARE, \; fornecido

pelo algoritmo na fase I é a solucao.
Fim do condicional
Calcule 0'(a; \;).
Se |F(0'(a; \;)) | < —coF (0'(a;0)) entao
Seja \; = A a solucao e PARE.
10: Fim do condicional
11:  Se F(0'(a; \;)) > 0 entao
12: Seja [A\i—1, A;] o intervalo de incerteza para executar o Algoritmo 4.2.8. PARE, \; fornecido

pelo algoritmo na fase I é a solucao.
13:  Fim do condicional
14 Ai=Aie = %
15:  Faga i =i+ 1 e volte ao passo (3).

16: Fim do loop

4.3.1 Métodos de Busca Sem Derivadas

Considere o problema (4.15). Abordamos a seguir um método de busca sem o uso de derivadas da
funcao cujo procedimento é dado por: dado um vetor x € R", uma direcao d é encontrada, e entao a
funcao objetivo é minimizada em x na dire¢ao d: min f(a;x + Ad), A € S, S um subconjunto do R™. O
método abordado é o método de Rosenbrock, como em [3].

Método de Rosenbrock

O método de Rosenbrock toma passos discretos ao longo de uma dire¢do d. Em cada iteracao, o
método busca iterativamente n diregoes ortogonais; quando um novo ponto é obtido, um novo vetor de
direcoes ortogonais é construido.

Sejam di,ds,...,d, vetores linearmente independentes, onde cada vetor tem norma igual a 1.
Suponha que estes vetores sao ortogonais entre si, ou seja ddej =0, para i # j. Dado um vetor xy, a
funcao objetivo com parametros fuzzy é minimizada ao longo de cada diregao iterativamente, resultando

: n 7 . ~
em um novo vetor Xg1. A_SSHB, X1 —Xp = ijl Ajd;, onde \; é o tamanho do passo na direcao d;. O
novo conjunto de vetores di,ds,...,d, é obtido usando o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt,
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Algoritmo 4.2.8 Algoritmo de Busca (Interpolacao Cibica) — Fase 11
Dados Sejam [Aj—1, A\i] = [Amin, Amax], €1 = 0.0001, c2 =09 e a € [0,1).
1: Calcule 0(a;0) e 6'(a;0).
2: loop
3:  Calcule lyin = 0(&; Amin) € Umin = €(8; Min); Imax = 0(8; Amax) € Umax = 0'(2; Amax)-
4:  Célculo da Interpolagao Cubica:

. llmin - lmax

= Umin + Umax — 3
Zfl * )\min - )\max
icg = ic% — Uminllmax
’iCQ = F (7762)
~ Umax + tco — ic1
A = )\max - /\max - )\min .

( ) |:”max — Uin + 21co

5. Resolva A = min6(a; \) sujeito a A € A, usando os Algoritmos 4.2.1, 4.2.2 ou 4.2.3.
6:  Calcule (a; \).
7. Se [F (6(a;\)) > a1 AF (0'(&;0))] ou [F (A(a; X)) > F (6(a; Amin))] entao
8: Amax = A
9: Caso contrario
10: Calcule 0'(a; \).
11: Se |F (¢'(a;)))| < —c2 F (#'(a;0)) entao
12: X é solucao. PARE.
13: Fim do condicional
14: Se F (0’(5; 5\)) (Amax — Amin) > 0 entao
15: Amax = Amin-
16: Fim do condicional
17: Amin = A. Volte ao passo (3).

18: Fim do condicional

19: Fim do loop

como segue:

d?g se )\j =0
BT D Ndi se N #£0

i=j

a se j=1
. J i1 (4.16)

J aj — Z(a?az)az se ] > 2
i=1

— b
d; = J

[y

De (4.16), se A; = 0, a nova direcao aj serd igual a direcao d; anterior. Assim, s6 calculamos a nova
diregao quando A; # 0.

Note que o parametro fuzzy a € F(R™) sé é utilizado no passo 2 do Algoritmo 4.3.1, retornando A
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Algoritmo 4.3.1 Algoritmo de Rosenbrock
Dados Seja € > 0. Escolha di,ds,...,d, ortogonais, x1, faga y; = x1, k =j = 1, e v ao passo (1).

1: Para j =1 até j = n, faga

2 N\ = minf(a; y; +Ad;) = 0(a; \), sujeito a A € R.

33 Y=y +ANdj,ej=7j+1

4: Fim do laco

5 Xg41 = Yn-

6: Se ||xk11 — Xk|| < € entao

7 PARE, x;.1 € solugao 6tima.

8: Caso contrario

9 Y1i=Xpt1, k=k+1lej=1.

10:  Forme um novo conjunto de direcoes ortogonais usando (4.16). Denote estas diregoes por
d;,ds,...,d, e volte ao passo (1).

11: Fim do condicional

crisp (A é obtido executando um método de busca unidimensional sem derivadas, por exemplo, o método
da Seccdo Aurea — Algoritmo 4.2.2).

4.3.2 Métodos de Busca com Uso de Derivadas

Nesta se¢ao sao abordados métodos que usam a derivada da funcao a ser minimizada para obter a
direcao de busca, tais como o método de maxima descida, o método de Newton e o Método do Gradiente
Conjugado.

Nestes algoritmos, o processo de atualizagao é dado por:

Xp+1 = Xp + Ady,

onde A minimiza f(a;xx+Adg), e dy é uma dire¢ao de busca que pode ser obtida de diferentes maneiras;
nos métodos que seguem, esta direcao de busca d; sera um vetor com elementos fuzzy.

A complicacao extra associada a uma diregdo fuzzy é que se a mantivermos fuzzy, x;;1 serd um
vetor com elementos fuzzy e, conseqiientemente, teremos uma propagacao da caracteristica fuzzy. A fim
de evitar esta propagacao da caracteristica fuzzy, propomos uma discretizacao de Hk antes do célculo
de xj4+1, e tomamos o vetor dj discretizado que mais se aproxime do valor étimo da funcao objetivo.

Assim, discretizamos cada elemento da direcao fuzzy Ja, a € [0,1], em I fatores, como ilustra a
Figura 4.3. Denotaremos por di e do os extremos do numero fuzzy ga, para a = 0, expresso por
intervalos de confianca, ou seja, C,i% = [d},d3], onde a € [0,1]. Assim, tomando a € [0,1), podemos

discretizar &k como no Algoritmo 4.3.2.

Método de Maxima Descida

O método de méxima descida (Steepest Descent) é um dos métodos mais conhecidos para mini-
mizagao de fungoes multivaridveis, também conhecido como o método do gradiente [3].

Este método usa o vetor d como uma direcdo de descida da fungao f(-) a ser otimizada. Aqui, esta
fungao apresenta parametros fuzzy f(a;x): F(R™) x R" — F(R), a € F(R™) e x € R". Consideramos
que d é uma diregao de descida, se existe um § > 0 tal que f(a;x+ Ad) < f(a;x) para todo A € (0, 9).

Devemos destacar que dj é um vetor de componentes fuzzy, pois d, = —V f(a;x), ou seja, dj aponta
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Figura 4.3: Discretizagdo do nimero fuzzy Jk

Algoritmo 4.3.2 Discretizagao da direcao de busca

dy —df

Dados I € N maior que zero e « € [0,1) fixo, calcule § = 7

1: Parai=0até: =1, faga

2. Para cada elemento de d, calcule d§ =df + (6 -1)
3:  Minimize f(a;xx + Ad;), sujeito a A € R.

4: Fim do lago

5 Xpi1 = {%; = xp + Ad; - minger[f (& x;)]}

na dire¢ao de maior decréscimo da fungao objetivo. Entao, aplicamos o Algoritmo 4.3.2 para obter a
direcao crisp que mais se aproxime do valor 6timo da funcao objetivo.

Algoritmo 4.3.3 Algoritmo para o Método de Méaxima Descida
Dados Sejam ¢; > 0 e €2 > 0, x;1 a solucgao inicial, A > e e k = 1.

: Enquanto (F1(||Vf(a;xg)||) > €1) e (A > €3) faga
2:  Faga d = —V f(a;xy), e execute o Algoritmo (4.3.2) para obter Xy .

—_

Faca A — [Xk41 — x|
I |

4: Fim do enquanto

W

,ek=k+1.

O Método de Newton

De maneira andloga a otimizacao de funcoes unidimensionais, o método de Newton pode ser aplicado
a funcoes multidimensionais, com a diferenca de que a funcao com derivada de segunda ordem gera uma
matriz de derivadas parciais de segunda ordem, a qual denominamos de matriz Hessiana.

Assim, o método de Newton usa a aproximacao da série de Taylor de segunda-ordem no ponto Xj:

@ x) = f@&xp) + ViExp)? (x —xp) + %(x —x,) V2 (@ %) (x — x3),

onde V2f(a;x;) é a matriz Hessiana com parametros fuzzy de f(a;xj). A condicdo necessdria para a
minimizagao de ¢ é que ¢'(a;x) ~ 0 ou Vf(a;xx) + V2f(a;xx)(x — xx) ~ 0. Assumindo que a inversa
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de V2f(a;x}) exista, entdo x;41 é dado por:
X1 = Xk — V2 f (@ x0) T V(& x0),

onde V2 f(a;x;) 'V f(a; x) substitui a direcdo de méaxima descida e o célculo de \,. Como esta direcao
é fuzzy, utilizamos a idéia do Algoritmo 4.3.2.
Seja d = V2f(a;x;) 'V f(a;x), e supondo que a inversa da matriz Hessiana exista, temos:

V2@ xp)dy = V(& xp). (4.17)

Resolvendo o sistema fornecido por (4.17), obtemos Hk, onde o discretizamos usando os passos 1 e 2 do
Algoritmo 4.3.2, e escolhemos xj11 tal que xj41 = {x; = x; —d; tal que min;er[f(a;x;)]}. O Algoritmo
4.3.4 esboga tais procedimentos.

Algoritmo 4.3.4 Algoritmo para o Método de Newton
Dados Sejam € > 0, x; a solugao inicial, A > § e k = 1.

1: Enquanto (A > ¢€) faga
2:  Resolva o sistema (4.17) e obtenha dj, execute o Algoritmo 4.3.2 até o passo (2).
3: Xk41 = {Xi =x —d;: I;l\l;lze][f(ZNL Xz)]}

]

||kl
5: Fim do enquanto

4:  Faca A = ,ek=k+1.

Para a resolucao do sistema (4.17) usamos o método de Eliminagdo de Gauss baseado em [14], utili-
zando a aritmética fuzzy, como apresentada no Capitulo 2.

4.3.3 Método do Gradiente Conjugado
Na abordagem tratada, o método do gradiente conjugado minimiza uma funcao fuzzy diferencidvel
f(ax) : F(R™) x R — F(R) gerando iteragoes y; como:
Yi+1 =y + Ady,

onde d; é a diregao de busca e \; é o tamanho do passo que minimiza f(a;x) na diregao d; a partir do
ponto y;, ou seja, \; = min f(a;y; + Ad;) = minf(a; \).

Para | = 1, a diregao inicial serd dj = —V f(a;y1), e para as demais iteragoes, dado y;y; com
Vf(@a;yir1) # 0, para cada a € F(R™) e [ > 1, temos:

dir1 = =V f(a y1) + ud,

onde y; é um parametro de deflacao que caracteriza um método particular do gradiente conjugado. No
algoritmo implementado, usamos o parametro dado por Fletcher e Reeves, como apresentado em [3]:

o IV G|
i@yl

Novamente, note que d; é uma diregao fuzzy (cada componente é um ntmero fuzzy) e, portanto,

usamos o Algoritmo 4.3.2.
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Algoritmo 4.3.5 Algoritmo do Gradiente Conjugado
Dados Sejam €1 > 0, €5 > 0, X1 a solucdo inicial, Ay > 6, y1 =x1ek=[1=1.

LAy =PIV F (& x)])-
2: Enquanto (A; > ¢;) e (Ag > €3) faga

3:  dy =-Vf(a;y1), e execute o Algoritmo 4.3.2.

4:  Verifique o critério de parada: A1 e Ay = w
yi

5 Paral=1atél=n faca
6: _ IVf(@yi)]?

IVf@y)|]?
T: dit1 = -Vf(@y) +nd.
8: Execute o Algoritmo 4.3.2.

. ) s . Ny — vl B
9: Verifique o critério de parada: A1 e Ay = W Faca l=1+1.
yi

10  Fim do laco
11:  Xp41 =y, k=k+1,1=1e véd ao passo (3).
12: Fim do enquanto

o1



Capitulo 5

Programacao Nao-Linear Restrita com
Parametros Fuzzy

Introducao

Para problemas com restri¢oes, os parametros (ou coeficientes) fuzzy podem ocorrer na fungao
objetivo, no conjunto de restrigcoes, ou em ambos os casos. Tratamos do caso onde tais parametros
fuzzy ocorrem apenas na funcao objetivo do problema. Assim, um problema de Programacdo N3o-Linear
Restrita com Parametros Fuzzy é estabelecido como:

min f(a;x)

S.a gi(x)<0 i=1,2,...,p
hij(x)=0 j=1,2,...,q
x e R”

(5.1)

onde a € F(R™). As restri¢oes dadas por g;(x), para i =1,2,...p, e hj(x), para j =1,2,...,q, podem
ser lineares ou nao-lineares. O conjunto S é dado por:

S ={x € R" tal que g(x) <0, h(x) =0},

onde g = [g1,92,-.-,9p] € h = [h1, ha, ... hyl.
Como no capitulo anterior, apresentamos inicialmente a extensao das condigoes de otimalidade para
o problema (5.1), e na segao 5.2, os seguinte métodos:

1. Funcao Penalidade:

(a) Método de Funcao Penalidade;
(b) Método do Lagrangeano Aumentado.

2. Método de Direcoes Viaveis:

(a) Método do Gradiente Projetado de Rosen (para restricoes lineares).

5.1 Condicoes de Otimalidade

Considere algumas definigoes.

Definicao 5.1.1. [60]



Capitulo 5 5.1 Condiges de Otimalidade
1. Uma restrigao de desigualdade g;(x) < 0, para i = 1,2,...,p, se diz ativa em um ponto X se
9i(X) = 0; onde o conjunto de indices para as restri¢oes ativas é dado por I = {i : ¢;(X) = 0};

2. Um ponto X satisfazendo ¢;(X) < 0, para i = 1,2,...,p, e hj(X) =0, para j = 1,2,...q, se diz
regular se os vetores gradientes Vg;(X), para i € I, e Vhj(X), para j =1,2,...,q, sdo linearmente

independentes;

3. A fungdo Lagrangeana associada ao problema (5.1) é dada por:
P q
L(a;x,u,v) = f(a;x) + Zuigi(x) + Z'Ujhj(x),
i=1 j=1

onde u = [uy,ug, .. .,up}T ev = [v,v... ,vq]T sao os multiplicadores de Lagrange para as res-
tricoes de desigualdade e igualdade, respectivamente;

4. Uma restricdo ativa se diz ndo-degenerada se os correspondentes multiplicadores de Lagrange sdo
estritamente positivos; o conjunto de indices é definido por [T ={i € I : u; > 0}.

Definigao 5.1.2. [2/] Considere as sequintes defini¢oes de curva sobre superficie para uma familia de

pontos X € S continuamente parametrizada por 1 <t < wu:
1. Uma curva € diferencidqvel se x(t) = dx/dt eziste, e duas vezes diferencidvel se X existe;
2. Uma curva passa por X se x =t para algum | <t < u;
3. A derivada de uma curva em X € x(t).

As condigBes de otimalidade de KKT (Karush (1939) e Kuhn e Tucker (1951)), vide [3] e [49], podem
ser extendidas para o problema (5.1) apresentado. Entre os resultados obtidos por KKT, apresentamos
as condicdes necessarias de primeira e segunda ordens e a condicdo suficiente de segunda ordem.

Teorema 5.1.1. Condigdo Necessdria de Primeira Ordem: Seja X wm ponto reqular para o conjunto de
restri¢oes do problema (5.1) e suponha que as fun¢ées f(a;x), gi(x), para i =1,2,...,p e hj(x), para
Jj=1,2,...,q, sejam diferencidveis. Se X é um ponto de minimo local para o problema (5.1), entdo
existem multiplicadores de Lagrange u > 0 e v, tais que:

q
VL@ X,u,v) = V&%) + > uVgi(X) + > v;Vhi(X) ~ 0, (5.2a)
iel j=1
u; gi(X) =0, i=1,2,...,p. (5.2b)

Demonstracao 22. Se X é um ponto de minimo local de f(a;X), entdo X € também um ponto de
minimo local de f sobre o conjunto de restrigoes:

g:i(X) =0, iel
hi(X) =0, j=1,2,...,q

e a existéncia de multiplicadores de Lagrange satisfazendo (5.2) € garantida. Resta mostrar que u > 0.
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Suponha que ux < 0 para algum k € I. Sejam S e M uma superficie e um plano tangente, respecti-
vamente, definido por todas as restricdes ativas em X exceto a k-ésima restricdo. Como X € um ponto
reqular, existe um vetor d € M tal que Vgi(X)d < 0. Seja x(t) uma curva em S passando por X (em
t =0) com %(0) = d. Entao, para t > 0 pequeno, x(t) € vidvel, e

of

L (<00 = V(&%) S0,

pela equagao (5.2a), contradiz a otimalidade de X. O

Teorema 5.1.2. Condicdo Necessaria de Segunda Ordem: Suponha que a fun¢ao f(a;x) : F(R™) xR"™ —
F(R) e as funcoes g;(x) : R* = R, parai=1,2,...,pehj(x):R" =R, para j =1,2,...,q, sejam duas
vezes diferencidveis, e seja X um ponto regular de g;(x), parai=1,2,...,p, eh;(x), paraj=1,2,...,q.
Se X é um ponto de minimo local para o problema (5.1), entao existem multiplicadores de Lagrange u > 0
e v, tais que as condicoes (5.2) se verificam e a matriz Hessiana com parametros fuzzy:

p q
VL@ X, u,v) = V2 f(@X) + > w;V2g(X) + > 0, V?h;(X) (5.3)
i=1 j=1

¢ semi-definida positiva fuzzy no subespago tangente as restri¢oes ativas em X. Logo, d'V2L(a;X,u,v)d >

0,vde M'={d#0 : Vg(x)Td<0,Vie I, Vhj(x)Td=0,7=1,2,...,q}.

Demonstracao 23. Do Teorema 5.1.1, temos que X é um ponto de minimo local para o problema (5.1).
Se M’ =0, o resultado € trivial. Caso contrdrio, sejad € M', e denote I(d) = {i € I : Vg;(X)Td = 0}.
Para X\ > 0, definimos ¥(\) : R — R™, pela sequinte equagdo diferencial e condicdo de fronteira:

di(X) _

= P(M\)d, 9¥(0) =X,

onde P(X\) é a matriz que projeta qualquer vetor no espago nulo da matriz com linhas Vg;(¥(X)), i € I,

e Vhi(9(N)), para j =1,2,...,q. De [3], temos que 9(X\) € vidvel para 0 < A <5, para algum 6 > 0.
Considere a seqiéncia {\} — 07 e denote X = 9(\;) para todo k. Denotando L(a;x,u,v) =

L(a;x), considere a sequinte aproximagao da expansdo da série de Taylor para a fungdo Lagrangeana

com parametros fuzzy:

L(&; x) = L(&%;X) + VL@ X)T (x4 — %) + %(xk — %) TV2L(3; %) (x5 — X). (5.4)

Como gi(xi) = 0, Vi € I, e hj(x;) = 0, para j = 1,2,...,q, temos que L(a;x;) = f(a;xy), e
conseqiientemente, L(a;X) = f(a;X). De maneira andloga, se X satisfaz a equagao (5.2a), temos que,
VIL(a;X) ~ 0. E ainda, como xj = I(N) € vidvel, xx — X quando N\, — 07 ou quando k — oo,
e como X € um ponto de minimo local, temos que f(a;xx) 2 f(a;X) para k suficientemente grande.

Conseqiientemente, da equacao (5.4), temos:

JER) -~ f@x) 1%, (k—%)
= — L N 5.
)\z 2 )\k \% (a7 xk) >\k: ) ( 5&)
para k suficientemente grande. Mas note que,
-X P(Ap) — 9
im %) g YOW ZYO) o) poyd = a, (5.5b)
k—o0 Ak k—o0 Ak
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como d € M’ implica que d jd estd no espaco nulo da matriz com linhas Vg;(X) e Vh;(X), parai € 1(d)
ej=1,2,...,q. Tomando o limite em (5.5a) quando k — oo e usando a equacao (5.5b), temos que
d"V2L(a;%)d > 0. O

Teorema 5.1.3. Condicdo Suficiente de Segunda Ordem: Seja X um ponto regular para o problema (5.1).
Suponha que existam multiplicadores de Lagrange u > 0 e v tais que as condigoes em (5.2) se verificam,
e a matriz Hessiana com parametros fuzzy (5.3) seja semi-definida positiva fuzzy. Entdo X é um ponto

de minimo local.

Demonstragao 24. Suponha que X nao € um ponto de minimo local. Entdo, existe uma seqiéncia
{xr} convergindo para X tal que x}, # X e f(a;xx) < f(a;X) Vk. Definindo dy, = (x, — X)/||xx — X|| e
Ak = ||xx — X|| Vk, temos x = X + A\dg, onde ||dg|| = 1 Vk, e temos que {\x} — 01 quando k — oo.

Como ||dg|| = 1 Vk, uma seqiiéncia convergente existe. Suponha, sem perda de generalidade, que a
seqiiéncia dada represente a subseqiéncia convergente. Entao, {dy} — d, onde ||di|| = 1. Além disso,
temos que:
~ _ _ _ 1 -
02 f@X+\dy) = f(&5%) = V(@ %) dy + 5 AR V2 (2 %)dy (5.62)
1
0> gi(X + Mdi) — gi(X) = M Vg (X) " di + 5)\idiv2%(i)dkv el (5.6b)
1
0> hj(X + Medg) — hj(X) = M VA (X)Tdy + §Azdzv2hj(i)dk, j=1,...,q (5.6¢)

Dividindo cada expressio em (5.6) por A\, > 0 e tomando k — oo, obtemos:

Vi@x)"d <0
Vg:(x)Td <0, icl (5.7)
Vh;®)Td <0, j=1,2,...,q.

Como X € um ponto reqular, obtemos (5.2a). Tomando o seu produto interno com d e usando (5.7),
concluimos que
Vi@Ex)Td ~0
Vg x)Td =0, iel*
Vg x)Td <0, iel
VhiX)Td =0, j=1,2,...,¢

(5.8)

onde IV ={i €T :u; >0} el ={icl: u =0} Entio, em particular, d € M. E ainda,
multiplicando (5.6b) por w;, para i € I, e (5.6¢c) por vj, para j = 1,2,...,q, somando-o0s e usando

(5.2a), temos:
A7
k

7d£V25(5; %;u,v)dg S 0. (5.9)
Dividindo a desigualdade (5.9) por )\z > 0 e tomando k — o0, obtemos dTV2E(5; Xu,v)d < 0,
onde ||d|| =1 ed € M, o que é uma contradi¢io. Portanto, X € um ponto de minimo local para o
problema (5.1). 0

As demonstragoes dos Teoremas 5.1.1, 5.1.2 e 5.1.3 sdo adaptagoes daquelas apresentadas por M. S.
Bazaraa et al [3] e por D. G. Luenberger [49], para problemas crisp.
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5.2 Métodos de Programacao Nao-Linear Restrita com Parametros Fuzzy

Entre os diversos métodos de Programacdo N3ao-Linear Restrita, abordamos os métodos de Fungao
Penalidade, Lagrangeano Aumentado e o método de direcoes vidveis de Rosen. Estes métodos sao
adaptados para resolver problemas que apresentam incerteza nos coeficientes da funcao objetivo, e
tomamos como base os métodos/algoritmos apresentados em [3], [24], [49] e [52].

5.2.1 Método de Funcao Penalidade e Lagrangeano Aumentado

A caracteristica mais importante dos métodos de Funcdo Penalidade e Lagrangeano Aumentado é a
transformagao do problema restrito (5.1) em um problema irrestrito, ou em uma seqiiéncia de problemas

irrestritos.

Meétodo de Funcdo Penalidade

Considere o problema (5.1). O método de Funcao Penalidade transforma este problema em um
problema irrestrito, cuja funcao objetivo é obtida combinando-se trés ingredientes:

1. A funcao objetivo do problema restrito original;
2. um termo de penalizagao de violacao para cada restricao;
3. um parametro de penalidade p > 0, para controlar o nivel de penalizagao.

Quando p — oo, o problema restrito torna-se mais preciso, ou seja, caminha para a solugao vidvel do
problema original.
A funcao penalidade é dada por:

p q

P(x) = ¢[g:()] + Y _ v [h(x)], (5.10)

i=1 j=1
onde ¢(-) e ¥(-) sao fungdes continuas satisfazendo:

p(y) =0 sey<0 e ¢(y)>0 sey>0

P(y)=0 sey=0 e P(y)>0 sey#0. (5.11)

As fungoes ¢(-) e ¥(-) em geral sao da forma:

o(y) = [max{0,y}]"
Yy) = [yl

onde r é um valor inteiro e positivo. Assim, a fungao penalidade P, dada por (5.10), é reformulada

como:
p

P(x) =Y [max{0,g:(x)}]" + > |h;(x)[".
j=1

i=1
Tomando r = 2 obtemos P(x) como uma funcao diferencidvel. Assim, a funcao f(a;x) + pP(x) é
chamada de funcdo auxiliar.
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O Algoritmo 5.2.1 resolve o problema (5.1) usando a func¢ao penalidade, ou seja, resolve o problema:

p
min  f(a;x) +p ZmaX{O gi(x —|—Z|h (5.12)
i=1 ’

S.a xeR".

Algoritmo 5.2.1 Algoritmo de Fungao Penalidade

Dados Sejam e > 0, x; uma solugao inicial, p; >0, 3 >1e k= 1.
: loop
Resolva o problema (5.12) usando os Algoritmos 4.3.4 ou 4.3.5 para obter Xj1.
Se ppP(Xk4+1) < € entao
PARE, xj1 € solucao 6tima do problema.

Faca ppi1=pr -0, k=k+ 1.

1

2

3

4

5. Caso contrario
6

7 Fim do condicional
8

: Fim do loop

Meétodo do Lagrangeano Aumentado

Como foi visto na se¢ao anterior, no método de penalidade o problema (5.1) é modificado pela adigao
de uma funcao penalidade (auxiliar) quadrética, resultando em um novo problema (5.12). Neste caso,
é preciso que p — oo para obter uma solucao étima para o problema (5.1). Apresentamos o método do
Lagrangeano Aumentado (ALAG), que esta relacionado ao método de Funcao Penalidade, introduzindo
os multiplicadores de Lagrange.

Considere, inicialmente, o seguinte problema:

min f(a;x)

5.13
S.a hj(x)=0 j=1,2,...,q (5.13)

Se usarmos a fungao penalidade para minimizé-lo, teremos: f(a;x) + pz(;:l h? (x), e quando p — oo
obtemos uma solugao 6tima para (5.13).

Considere agora uma perturbagao no termo penalidade original de t = (¢, j = 1,2, ..., q) e considere
a funcao Penalidade (ou auxiliar) f(a;x) + p > 7, [h;(x) — t;]>. Entdo é possivel obter uma solucio
6tima para o problema (5.13) sem precisar que p — oo. Expandindo esta tltima funcdo, temos:

q q q
fax) — Qpthhj(x) + pz hjz(x) + pZt?.
Jj=1 Jj=1 J=1
Denotando v; = —2pt;, para j = 1,2,...,q e eliminando o tltimo termo constante desta funcao,
podemos reescreveé-la como:
q
Folag(a;x,v) = f(a;x) + Z vjh;(x) + pz h?(x). (5.14)

Considere agora o problema (5.1). A extensado da fungao (5.14) para problemas com restrigdes
de desigualdade (g(x) < 0), é obtida transformando-se a restrigdo de desigualdade em restricao de
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igualdade pela inclusdo de varigveis de folga s? = [s2,53,..., sg], tal que g(x) +s? = 0. Entdo Fyq,
pode ser dada por:

p q
Fug@x,u,v) = f@x) + > u[gi(x)+s7]+ ) vihi(x)
i=1 j=1

p q
+ p Zl )+ 52) +Zlh§.(x)
i= j=

Note que esta representacao pode ser simplificada tomando p > 0. Seja t = (u,v) como sua repre-
sentagao em (x,s) para o conjunto de multiplicadores de Lagrange (u,v). Entao:

=, - 2 Wi - 2
f(a,x)+p; [gz(x)—ksZ + QP] 24p+;% +p;h](x). (5.15)

Portanto, no célculo de ¢ = (u, V), minimizamos (5.15) sobre (x,s), primeiramente, minimizando
[gi (x) + 812 + (ul/2p)] ? sobre s; em termos de x para cada i = 1,2,...,p, e depois a expressao resultante
sobre x € R". Para efetuar tal operacio, tomamos s? = — [g(x) + (u/2p)] se este for ndo-negativo e
zero caso contrario. Assim, obtemos:

L5

Py

=1

Z +p)_ h(x) (5.16)

J=1

P
tu,v) = m}in{f(ﬁ;x)+p2max [gi(x)—i-g—;,()]

p
=1 =

= min{Fye(a;x,u,v)}.
X
A atualizacdo dos multiplicadores de Lagrange (u, v) estd mostrada no Algoritmo 5.2.2.

5.2.2 Métodos de Direcoes Viaveis

Discutimos a modificagdo no método do Gradiente Projetado de Rosen para restrigoes lineares, apli-
cado aos problemas com parametros fuzzy nos coeficientes da fungao objetivo.

Os métodos de direcdes vidveis geram uma seqiiencia de pontos exclusivamente dentro da regiao viavel.
Portanto, dados xj; (um ponto vidvel) e uma dire¢ao de busca dj determina-se A > 0, suficientemente
pequeno, através de uma busca unidimensional, de maneira que:

1. xp4+1 = X + Adg seja vidvel,
2. flasxpq1) S f(@xg).
Repete-se o procedimento até satisfazer a um critério de parada estabelecido.

Método do Gradiente Projetado de Rosen

Considere o seguinte problema:
min f(a;x)
S.a Ax<b (5.17)

Ex=¢
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Algoritmo 5.2.2 Algoritmo para Lagrangeano Aumentado
Dados Sejam u; e vi os multiplicadores de Lagrange iniciais, p; o parametro penalidade inicial, x3

um vetor nulo, e >0e k = 1.
1: Calcule viol(xy) = max{|g;(xx)|: i =1,2,...,p, |hj(xx)| : 7 =1,2,...,¢}.
2: Enquanto viol(xy) > € faga
3:  Resolva o problema irrestrito min Fy.4(a; Xg, ug, vi) sujeito a x;, € R™ usando a funcao penalidade
(5.16), através dos Algoritmos 4.3.4 ou 4.3.5 para obter xj1.
Calcule viol(xp+1) = max{|gi(xx4+1)| 1 i =1,2,...,p, |hj(xk41)| : 7 =1,2,...,¢}.
Se viol(x;11) < € entao
PARE, x;1 é solucao étima.
Fim do condicional
Se viol(xy) < tviol(xj11) entdo

Calcule:
(Ugt1)i = (Ak); + max{g;(2ppxg+1), —(Wg)i} for 1=1,2,...,p,
(Vit1); = (Vi)j + 2pkh; (Xp41) for j=1,2,....q

10: Faca k =k + 1 e volte ao passo (3).

11:  Caso contrario

12: Faga pr11 = 10pg, Uk = Uy, Vi1 = Vi € k = k + 1. Retorne ao passo (3).

13:  Fim do condicional

14: Fim do enquanto

onde a € F(R™), A € RP*" ¢ E € R7*™ sao matrizes; b € RP e e € R? os vetores associados.

O método do Gradiente Projetado de Rosen é baseado no método de Méxima Descida para problemas
irrestritos. Se usarmos somente a diregdo de busca —V f(a;xy) discretizada no problema (5.17), a
viabilidade requerida pode ser perdida; logo, para manté-la ao longo do processo de busca projeta-se
—V f(a;xx) no espago nulo dos gradientes das restrigoes ativas.

Definicao 5.2.1. [3] Uma matriz P € R™" ¢é chamada de matriz de projecio se P = PT ¢ PP = P.
Lema 5.2.1. Considere a matriz P € R™" e as sequintes afirmagées:
1. Se P é uma matriz de projecao, entdo P é semi-definida positiva;
2. P € uma matriz de projecdo se, e somente se, I — P € uma matriz de proje¢ao.
Demonstracao 25. Vide [3].
A matriz de projecao é dada por:
P=1I-M'(MMT")"'M, (5.18)

onde M = (A{,ET) e A agrega as restricoes ativas de A, isto é, A pode ser decomposta em AT =
(AT AT, tal que AT = by e AT < by. A matriz (5.18) satisfaz a Defini¢io 5.2.1 ¢ MP = 0. Neste
altimo caso, temos que AP =0 e EP = 0 pois A; e E sdo matrizes compostas pelas restrigoes ativas.
Conseqiientemente, para o caso crisp, PV f(xy) é a projegao de V f(xx) no espago nulo das restrigoes
ativas. Para o caso onde o gradiente da funcao objetivo é dado por V f(a;xy), calculamos a projecao
para PV f(a,; x)) discretizado e « € [0,1), seguindo a idéia do Algoritmo 4.3.2.
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Se PV f(a,;xk) # 0, entao a diregao de descida para o método do Gradiente Projetado de Rosen é
dada por dy, = —PV f(a,;x;). Caso contrério,

0=PVf@Ewx;) = [I-M(MM?)"'M]Vf(da;xz)
= f(aa;xp) +MTw
= f@uxp) +Afu+Ey

onde w = —(MMT)"IMVf(a,;xx) e wl = (ul,vT). Se u > 0, entdao x;, satisfaz as condicdes de
otimalidade de KKT. Caso contrario, uma nova matriz de projecao P ¢ gerada pela eliminagao da linha
correspondente a u = min{u < 0}.

No Algoritmo 5.2.3, estamos usando uma variagdo do método do Gradiente Projetado de Rosen,

onde a direcao di é dada por:

a4 el >l
dél caso contrario

onde df = ~PVf(3s;xx) # 0, dif = PV f(aa;x%) € ¢ > 0.
O Algoritmo 5.2.3 resume o procedimento discutido.
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Algoritmo 5.2.3 Algoritmo para o Gradiente Projetado de Rosen
Dados Sejam x; a solugao inicial, J € N maior que zero, ¢ > 0e k = 1.

1: loop

2:  M!=(A!E!).

3 dp=-Vf@Ex).

4: Se M ¢ vazia entao

5: Se Vf(a;x) = 0 entdo

6: PARE, x;, é solucao.

7 Caso contrario

8: Seja c~l;f a direcao de descida fuzzy e execute o Algoritmo de discretizagao 4.3.2 para obter x;1. Faca
k=k+1.

9: Fim do condicional

10:  Caso contrario o o

11: Para cada elemento de &,W calcule: § = Q

12: Para j =0 até j = J, faca

13: d;j=d+(6-7).

14: Calcule df = P -d; e (u’,v)) = w = —(MM?')" ' M - d; (os vetores u e v correspondem aos

multiplicadores de Lagrange para as restri¢oes de desigualdade e igualdade, respectivamente).
15: Se u > 0 entao

16: Se d; = 0 entao

17: PARE, x; é um ponto de KKT.

18: Caso contrario

19: dj, = d} e v4 ao passo (26).

20: Fim do condicional

21: Caso contrario

22: 7 = min{u; < 0}. Atualize M = (A%, E), onde A’ é obtido de A; eliminando a linha correspon-
dente a 7, e construa P = I — M*(MM?) "1 M.

23: Calcule df! = P -d;

24: Faca

d, :{ di s [[di]| > [u] ¢

dI!  caso contrério

V4 ao passo (26).

25: Fim do condicional
26: Faga b = by — Asxy, d = Aody e calcule:
R ifd <0
27: Calcule \; = r;livnf(ﬁ; Xg + Ad;j), sujeito a A € [0, Amax]-
28: X; = Xp + \jdy.
29: Fim do lago
30: Faca x11 = minje s [f(ﬁ; xj)} ek=k+1.

31: Fim do condicional
32: Fim do loop
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Capitulo 6

Resultados Computacionais

Introducao

Apresentamos agora alguns resultados computacionais para os métodos de Programacao Nao-Linear
com Parametros Fuzzy como implementados e discutidos nos Capitulos 4 e 5.

Nas tabelas contendo os problemas teste, os nimeros fuzzy sao indicados pelo simbolo ~ e a coluna
denominada como “Variagao Fuzzy” mostra a porcentagem de variagao do nimero fuzzy; por exemplo,
se um nuamero fuzzy 2 tem uma porcentagem de variacao de 10%, entdo sua fungao de pertinéncia

triangular pode ser dada por:

x—1.8
05 %€ [1.8,2.0]
_ 22—x
py () = 2.0,2.2
02 TEi20:22
0.0, caso contrario.

Este nimero fuzzy também pode ser denotado por [2.0;1.8,2.2], onde o primeiro elemento corresponde
ao seu valor modal, e os outros valores aos extremos a esquerda e a direita do valor modal. Utilizamos
esta notac@o nas tabelas de resultados, mais precisamente, na coluna denotada por f(a;x). A coluna
denotada por F(f(a;x)) representa o valor defuzzificado de f(a;x) pelo Primeiro indice de Yager.

Neste capitulo, a segao 6.1 apresenta os resultados obtidos para os métodos de busca Unidimensional
e de busca Multidimensional. J4 a secao 6.2 aborda os resultados de alguns problemas para os casos
onde o conjunto de restrigoes sao Nao-Lineares e Lineares.

6.1 Problemas de Programacao Nao-Linear Irrestrita

Nesta secao, apresentamos separadamente os resultados para problemas de busca Unidimensional
(se¢ao 6.1.1) e Multidimensional (segao 6.1.2).

6.1.1 Problemas Unidimensionais

Apresentamos na Tabela 6.1 os problemas Unidimensionais, e nas Tabelas 6.2, 6.3, 6.4 e 6.5 seus
respectivos resultados. Os problemas PU2, PU3 e PU4 foram obtidos de [25]. Note que o método de
Interpolacao Cubica é omitido nas tabelas de resultados, pois este foi implementado e testado apenas
para o calculo de A, e aplicado diretamente nos algoritmos de busca multidimensional.

A funcéo teste PU2 tem como minimos locais os pontos z* = 0 e 2* = 2 para a funcdo crisp no
intervalo de incerteza sugerido pela literatura (vide [25]); assim, um desses pontos pode ser obtido
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Variacao | Intervalo de Sol. crisp

Prob. f(a;z) Fuzzy | Incerteza x* ‘ f(z*)
PU1 0.7522% — 6z 4 13 1% | zel[1,9] 4 1
PU2 422 — 4a® 4 2t 10% | = € [-5,5] 0 0

2 0
PU3 | - 2.082° + 0.48752% 10% | ze[-2,11] || —1.1913 | —7.4873

+ﬁx3—§v%x2—x+(ﬁ

PU4 | a*—32% — 1522+ 10z 10% | = € [-5,5] -1.0 ~7.5

Tabela 6.1: Funcgoes teste para problemas Unidimensionais.

Minimo de f(a;z*)

Método | f@e) | F(f@Ee) | It
Dicotémico | 3.9999 | [1.0;0.51,1.49] 1.0 17
Secao Aurea | 4.0000 [1.0;0.51, 1.49] 1.0 25

Fibonacci 3.9999 | [1.0;0.51,1.49] 1.0 24
Bisseccao 4.0 [1.0;0.51, 1.49] 1.0 03

Newton 40 | [1.0;0.51,1.49] 1.0 02
Falsa Pos. | 3.9999 | [1.0;0.51,1.49] 1.0 02

Tabela 6.2: Resultado para o Problema PUIL.

20 T T T T T T T

Figura 6.1: Representacao Grafica do Problema PUL.

pelos métodos de busca, como confirmam os dados da Tabela 6.3. Os demais problemas (PU1, PU3 e
PU4) apresentam uma unica solu¢do 6tima no intervalo de incerteza sugerido, distinguindo-se apenas
na precisao em cada método, embora tenhamos usado o mesmo valor (€) como critério de parada.
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6.1 Problemas de Programacdo Nao-Linear Irrestrita

Minimo de f(a;x*)

Método x* ‘ fla;z*) ‘ F(f(a;z*)) | It.
Dicotomico 2.0000 [6.98 x 1079; —4.8003,4.8003] | 6.98 x 1072 | 17
Secio Aurea | —2.81 x 1076 | [(3.16;2.84,3.47) x 10711 | 3.16 x 107! | 26

Fibonacci | 4.12 x 107° [(6.79;6.11,7.46) x 1077 6.79 x 1079 | 24

Bissecgao 0.0 [0.0;0.0,0.0] 0.0 01

Newton 1.05 x 10~7 [(4.44;3.99,4.89) x 107 ] | 4.44 x 10714 | 08

Falsa Pos. | —1.26 x 107° | [(6.37;5.74,7.01) x 107%0] | 6.37 x 10719 | 04
Tabela 6.3: Resultado para o Problema PU2.

1400 T T T T T

1200 .

1000 i

800 - .

600 - .

400 - .

200 - .

0
-6 -4 -2 L0 ____ 2__ 1 4 6
Figura 6.2: Representacao Grafica do Problema PU2.
Minimo de f(a;z*)

Método v f(a;z*) | P(f@a") | 16,
Dicotémico | —1.1913 | [~7.4873;—9.8556, —5.119] —7.4873 |18
Secio Aurea | —1.1913 | [—7.4873;—9.8555, —5.1191] | —7.4873 | 26

Fibonacci | —1.1913 | [~7.4873;—9.8556, —5.119] —7.4873 | 25
Bissecgio | —1.19137 | [~7.4873;—9.856, —5.1186] —7.4873 | 16

Newton | —1.19137 | [—7.4871; —9.8708, —5.1034] | —7.4871 | 05
Falsa Pos. | —1.19369 | [-7.4871; —9.8706, —5.1036] | —7.4871 | 06

As Figuras 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4 ilustram as fungoes crisp relativas aos problemas PU1, PU2, PU3 e PU4,
respectivamente, e mostram claramente que as solucées obtidas para o problema fuzzificado também

Tabela 6.4: Resultado para o Problema PU3.

sao solucoes dos problemas crisp associdados.

64




Capitulo 6 6.1 Problemas de Programagcdo Nao-Linear Irrestrita
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Figura 6.3: Representacao Grafica do Problema PUS3.

Minimo de f(a;z*)

Método v f(a;z*) | P(f@2") | It
Dicotomico | —0.9999 [—7.5; —8.95, —6.05] —7.5 17
Secio Aurea | —1.000 [—7.5; —8.95, —6.05] -7.5 26

Fibonacci —1.0000 [—7.5;—8.95, —6.05] —7.5 24
Bisseccao | —1.00098 [—7.5; —8.9521, —6.0478] —7.5 11

Newton —0.9976 | [—7.4999; —8.9445, —6.0553] —7.4999 05
Falsa Pos. —0.9999 [—7.5; —8.95, —6.05] —7.5 03

Tabela 6.5: Resultado para o Problema PU4.
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Figura 6.4: Representacao Grafica do Problema PU4.
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Capitulo 6 6.1 Problemas de Programagcdo Nao-Linear Irrestrita

6.1.2 Problemas Multidimensionais

A Tabela 6.6 apresenta os problemas aplicidveis a métodos de busca Multidimensional extraidos de
[37]; as Tabelas 6.7, 6.8, 6.9, 6.10, 6.11, 6.12 e 6.13 apresentam seus respectivos resultados, e as Figuras
6.5, 6.6, 6.7, 6.8 € 6.9 a trajetoria dos problemas PM3, PM4, PM5, PM6 e PM7, respectivamente.

Variagao Solugao crisp
Prob. f(a;x) Fuzzy Xinicial X | f(%)
PM1 100(z2 — 21)2 4+ (1 — 21)? 3% [-3,-1,-3,-1]7 [1,1,1,1)7 0
+§6(m4 —x3)? 4+ (1 —x3)?
+10.1[(w2 — 1)° + (x4 — 1)7]
+19.8(z2 — 1) (x4 — 1)
PM2 (21 + 1022) + 5(z3 — 24)? 10% [-3,-1,0,1]7 [0,0,0,0]" 0
+(x2 — 223)* +10(z1 — 24)*
PM3 4(z1 —5)% + (z2 — 6)? 2% 8,97 [5,6]" 0
PM4 100(z2 — 23) + (1 — 1)? 10% [—1.2,1]7 1, 17" 0
PM5 (z2 — 22)? +100(1 — 21)? 10% [-1.2,1]7 1,17 0
PM6 | (e102)2(0 = 21)? [T— 21 —2a(@—20)®] | 2% —1.2,1]" [1, ilimitado]” 0
[0, ilimitado]”
[ilimitado, 0"
PM7 (1 —2)% + (z2 — 1)% + % + (% 1% 2,2]" [1.7954,1.3779] | 0.16904
gz—%—m%+]eh:x1—§mg+1

Tabela 6.6: Funcoes teste para problemas Multidimensionais.

Minimo de f(a;x*)
Método x* | f(a;x*) | F(f@x) | 1.
Rosenbrock | [0.9642,0.9301,1.016,1.033]7 0.0163;0.01306, 0.0194] 0.0163 | 33

Méx. Desc. | [0.9968,0.9939,1.0016,1.0033]7 | [0.0001;7.6 x 1075,0.00013] | ~ 0.0001 | 31
Newton | [0.9992,0.9983,1.0008,1.0017)7 | [(2.65; —0.88,6.17) x 106] | 2.65 x 1076 | 64
Grad. Conj. | [0.9905,0.9811,1.00995,1.020] | [0.0004; —0.0001,0.00081] 0.0004 | 04

Tabela 6.7: Resultado para o Problema PM1.

Em particular, o método de Rosenbrock obteve um desempenho muito bom para os problemas PM4 e
PMS5, pois este é especifico para tais problemas. Para os demais casos, obteve-se um ntimero de iteracoes
e precisao semelhantes ao caso crisp, uma vez que a caracteristica fuzzy do problema sé influencia no
calculo do tamanho do passo. Neste caso, usamos o método da Seccao Aurea que trabalha de maneira

analoga quando o problema é crisp.
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6.1 Problemas de Programacdo Nao-Linear Irrestrita

Tabela 6.9: Resultado para o Problema PM3.
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Figura 6.5: Trajetéria para o problema PM3.

Minimo de f(a;x*)

Método x* | f(@x*) | F(f@E X)) | It
Rosenbrock | [0.0102, —0.00102,0.0043,0.0043]7 | [(2.19;1.11,3.43) x 10~%]7 | 2.24 x 10~% | 26
Méx. Desc. | [—0.0942,0.0094, —0.0452, —0.0458]7 | [0.000156;0.00015,0.00016] | 0.000156 | 45

Newton [0.0299, —0.0029, 0.0131,0.0131] [(1.52;1.39,1.66) x 1075 | 1.53 x 1076 | 15
Grad. Conj. | [-0.1065,0.0106, —0.0536, —0.0543]7 | [0.000269;0.00026,0.00028] | 0.00027 | 10

Tabela 6.8: Resultado para o Problema PM2.
Minimo de f(a;x*)

Método x* | f(a;x*) | F(f(ax") | It.
Rosenbrock | [5,6]7 | [7.026 x 10712, —-0.0552,0.0552] | 3.97 x 107 | 02 |
Méx. Desc. | [5,6.00008]T | [6.47 x 1079;—0.0552,0.0552] | 7.24 x 107¢ | 03

Newton | [5.00003,6]7 | [2.76 x 107?; —0.0552,0.05522] | 7.96 x 1076 | 02
Grad. Conj. | [5,5.9993]7 | [5.11 x 1077; —0.0552,0.0554] | 6.47 x 1075 | 02

O método de Newton, embora tenha obtido a solucao para todos os problemas aqui apresentados,

em muitos casos, executa um numero grande de iteragoes (vide a Figura 6.6), talvez maior do que a
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Capitulo 6 6.1 Problemas de Programagcdo Nao-Linear Irrestrita

Minimo de f(a;x*)

Método x* | f(a;x*) | F(f&xY) | It
Rosenbrock | [1.0,1.00001]7 | [1.0998 x 1075, -0.01,0.01] | 1.2818 x 1075 | 04 |
Méx. Desc. [1,0.99998]7 | [~4.44 x 1078, -0.001,0.01]7 | 3.42x 107% | 26

Newton | [0.9999,0.9999]7 [3.54 x 1079; —0.01,0.01] 2.12 x 1076 | 161
Grad. Conj. [1.0,1.0)7 [6.27 x 1079; —0.01,0.01] 3.71 x 1078 | 07

Tabela 6.10: Resultado para o Problema PM4.

PM4 — Met. de Rosenbrock PM4 — Met. de Max. Descida
2 2
1 —% 1
><C\I ><N
0 0
-1 -1
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X

1 1

PM4 — Met. de Newton

PM4 - Met. do Grad. Conjugado

1

o

2

Figura 6.6: Trajetéria para o problema PMA4.

Minimo de f(a;x*)
Método x* | f(a;x*) | F(fEx) | I
Rosenbrock [1,0.99999]7 [1.5579 x 10719 —1.1,1.1]7 | 3.4798 x 1076 | 03

Méx. Desc. | [0.9999,1.0038]7 | [1.46 x 107%; —1.1,1.1001]7 | 3.88 x 1075 | 02
Newton [1.0,1.0)F [1.98 x 10710, —1.1,1.1] 1.14 x 107> | 03
Grad. Conj. | [0.9999,1.0038] [1.45 x 1075; —1.1, 1.1] 2.16 x 1075 | 01

Tabela 6.11: Resultado para o Problema PM5.

versao sem a caracteristica fuzzy. Este fato é devido ao cédlculo da direcdo de busca que se dé pela
resolugao do sistema (4.17) executando muitas operacgoes com nimeros fuzzy, e assim, a caracteristica
fuzzy aumenta mais que para os demais métodos implementados e testados.
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PMS5 — Met. de Rosenbrock PMS5 — Met. de Max. Descida
2 2
1 ( 3 1 J -
0 0
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X1 X1
PM5 — Met. de Newton PM5 — Met. do Grad. Conjugado
2 2
1 3 1 J ) ¥
XN ><N
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-1 1
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X1 X1
Figura 6.7: Trajetéria para o problema PM5.
Minimo de f(a;x*)

Método x* | F@xY) | F(f@x)) | 1.
Rosenbrock | [1,1.9 x 10-6]7 | 1126 x 106, (~5.784,5.784¢) x 107] | 420 x 10-2° | 04 |
Méx. Desc. [1.0053, —0.0695]T [(0.0039; —1.16,2.006) x 10~7] 2.67 x 10710 | 02

Newton [—0.0225, —1.8213 x 10~°]7 [(1.83;1.69,1.97) x 10713 1.83 x 10713 | 13
Grad. Conj. [0.9988, —0.1512]7 [(0.000049; —4.09,4.62) x 10~ 1.63 x 10710 | 01

Tabela 6.12: Resultado para o Problema PMG6.
Minimo de f(a;x*)
Método x* f(a;x®) \ F(f(a;x*)) | It.

|
Rosenbrock | [1.7946,1.3775]7 | [0.16904;0.14545,0.208] |  0.1729 | 05 |

Méx. Desc. | [1.7956,1.378]7 | [0.16904;0.1455,0.208] 0.1729 03
Newton [1.7953,1.3778]7 | [0.16904;0.1455,0.208] 0.1729 03
Grad. Conj. | [1.7949,1.3776]7 | [0.16904;0.14546,0.208] 0.17288 02

Tabela 6.13: Resultado para o Problema PM?7.

O método de Maxima Descida executou um niimero bastante reduzido de iteragoes para os proble-
mas testados, e encontrou a solugao para todos os casos, o que é um ganho bastante significativo se
resolvéssemos tais problemas sem a caracteristica fuzzy, pois para os casos patoldgicos crisp este método
dificilmente encontra a solugao.
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PM6 — Met. de Rosenbrock
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Figura 6.8: Trajetéria para o problema PM6.

Finalmente, o método do Gradiente Conjugado resolveu todos os problemas teste com um niimero
reduzido de iteragoes e uma boa precisao dos resultados (exceto para a funcao de Fletcher—Powell —
PM2). Devido aos bons resultados, este método é usado para resolver os subproblemas gerados para
métodos de Fungao Penalidade e Lagrangeano Aumentado.

Para o célculo do tamanho do passo, nos métodos de Maxima Descida e Gradiente Conjugado, foram
usados os métodos da Segao Aurea e Interpolacao Cubica, escolhendo aquele com melhor desempenho
para o problema em questao.

6.2 Problemas de Programacao Nao-Linear Restrita

Os problemas de Programacao Nao-Linear Restrita podem apresentar conjuntos de restrigoes nao-
lineares e lineares, e cada um desses conjuntos pode conter restricoes de igualdade, desigualdade ou
ambas. Apresentamos os resultados para conjuntos de restricoes nao-lineares, usando os métodos de
Funcao Penalidade e Fungao Lagrangeana, e para conjuntos de restricoes lineares usando o método do
Gradiente Projetado de Rosen.

6.2.1 Restricoes Nao-Lineares

Os problemas com restrigbes nao-lineares podem ser divididos em problemas com restrigoes de
igualdade (h(x) = 0), desigualdade (g(x) < 0) ou ambos. Os problemas com restrigdes de igualdade
serao denotados por PH, como apresentados na Tabela 6.14 e os demais (aqueles com restri¢oes de
desigualdade e igualdade) por PG, Tabela 6.16. Os problemas PH1 ao PH11 e PG5 ao PG7 foram
obtidos de [61] e os problemas PG1 ao PG4 de [37].
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PM7 - Met. de Rosenbrock PM7 - Met. de Max. Descida
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Figura 6.9: Trajetéria para o problema PM7.

Os problemas PH1 ao PHI11 (vide seus resultados na Tabela 6.15) foram resolvidos facilmente,
ou seja, o ajuste dos parametros de penalidade para o método de Funcao Penalidade e Lagrangeano
Aumentado foram facilmente obtidos, e seus resultados foram satisfatérios para todos os casos testados.
Para problemas com restrigao de desigualdade PG1 ao PGS8 (vide seus resultados na Tabela 6.18), o
método de Funcao Penalidade resolveu todos os casos testados, sem grandes dificuldades para o ajuste
do parametro penalidade, ao contrario do método do Lagrangeano Aumentado, pois neste caso, o ajuste
de parametros foi muito mais trabalhoso, embora este tenha executado um ntimero menor de iteracoes
para todos os casos em relacao ao método de Funcao Penalidade.

6.2.2 Restricoes Lineares

Considere os problemas apresentados na Tabela 6.19 e seus respectivos resultados na Tabela 6.23.
O problema PP1 é um exemplo teste de [3], os problemas PP2, PP2 e PP4 foram extraidos de [37] e
o PP5 de [61]. Estes problemas teste foram resolvidos usando o método do Gradiente Projetado de
Rosen, embora eles também possam ser resolvidos pelo método de Funcao Penalidade e Lagrangeano
Aumentado, nestes casos, ajustando adequadamente os seus respectivos parametros.

O método do Gradiente Projetado de Rosen resolveu os problemas testados de maneira satisfatéria,
executando um numero razoavel de iteragoes e com boa precisao. Enfim, este método, com a utilizacao
de parametros fuzzy, mostrou-se bastante eficiente e confidvel.
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Variacao Solugao crisp

Prob. f(a;x) Fuzzy Xinicial Restrigoes xT I Fx)
PH1 | 100(z2 — 22)2 + (z1 — 1)2 1% [-1.2,1)7 z1(x1 —4) —2x2 +12=0 [2,4]T 1
PH2 | 0.01(z; —1)% 4 (22 — 22)2 10% [-2,3, 1] 1422 4+1=0 [-1,1,0]7 0.04
PH3 (z1 — 20)2 + (w2 + 20)2 10% (0,01 22/100 4+ 22/100 -1 =0 [7.071,7.071]T 334.315
PH4 (x1 — 20)2 + (w2 + 20)2 10% [0,0]T 22/100 4+ 22/64 —1=0 [7.352, —5.423]T | 372.467
PH5 (x1 — 20)2 + (z2 + 20)2 10% [0,01 22/100 4+ 22/36 — 1 =0 (7.809, —3.746]T 412.75
PH6 (z1 — 20)2 + (22 + 20)2 10% [0,0]7 22/100 4+ 22/16 =1 =0 [8.492, —2.112]T | 452.404
PH7 (z1 — 20)2 + (22 + 20)2 10% [0,0]7 22/100 4+ 22/4 —1=0 [9.395, —0.6846]T | 485.531
PHS8 (1 — 20)2 + (w2 + 20)2 10% [0,0]T 22/100 + 22/1—1=0 [9.816,—0.1909]T | 496.112
PH9 (z1 — 20)2 + (z2 + 20)2 10% [0,0T 22/100 4 23/0.01 — 1 =0 [9.998,0.0019]T 499.96
PH10 —(0.001z1 + x2) 10% 1,1,1)7 100022 + 10022 — 23 =0 [0.000002, —0.00447

100z? + 400z3 + z3 — 0.01 = 0 0.0045,0.002] 7
PH11 Tz1 — 6z9 + dx3 10% [0,0,0] 571 4+ 5x0 —3x3 — 6 =10 [0.5346, —0.3379

2?4+ 223 4323 -1=0 0.534, —0.2191]T

Tabela 6.14: Problemas teste com restricoes de igualdade nao-lineares.
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Minimo de f(a;x*)

Prob. | Método x* \ F@xY) \ F(f@Ex*) | It.
PHI | Penalidade [1.9993,3.9999]7 [0.9993;0.9794, 1.0194] 0.9994 05
Lagrange [1.9994, 4] [0.9994;0.9795,1.0195] 0.9994 06
PH2 | Penalidade | [—0.9981,0.9962, —0.0003]T [0.0399; 0.0324, 0.0484] 0.0484 05
Lagrange | [—1.0005,1.0009, —0.0229]7 [0.04002; 0.0325, 0.0485] 0.0427 04
PH3 | Penalidade [7.074, —7.0741]T [334.16; 238.75, 445.57) 338.14 54
Lagrange 7.07107, —7.07107]7 [334.31; 238.88, 445.75] 338.3 09
PH4 | Penalidade [7.3551, —5.4252]T [372.31;271.43,489.19] 376.29 35
Lagrange [7.3519, —5.4229]7 [372.47;271.57,489.37] 376.45 10
PH5 | Penalidade [7.8119, —3.7496]T [412.62; 306.87, 534.38] 416.61 35
Lagrange [7.8092, —3.7478]T [412.75; 306.98, 534.52] 416.73 10
PH6 | Penalidade [8.4961, —2.1133]T [452.27;342.71,577.83] 456.25 41
Lagrange 8.49229, —2.1121]7 [452.4; 342.82, 577.99] 456.39 10
PH7 | Penalidade [9.4007, —0.6845]7 [485.43; 373.77, 613.09)] 489.41 34
Lagrange [9.3961, —0.6845]T [485.53;373.85,613.21] 489.51 12
PH8 | Penalidade 9.8199, —0.1911]7 [496.03; 384.07, 623.98] 500.01 34
Lagrange [9.8160, —0.1909]7 [496.11; 384.14, 624.08] 500.09 12
PH9 | Penalidade [10.003, —0.002]7 [499.86; 387.88, 627.84] 503.84 31
Lagrange [9.998, —0.00199]T [499.96; 387.96, 627.96] 503.94 12
PHI0 | Penalidade | [0.0032,0.0036,0.0065]7 | [(—6.77; —7.45,—6.09) x 106] | —6.77 x 10~ | 41
Lagrange 0.0002,0.0045,0.002]7 | [(—4.62; —5.08, —4.15) x 106 | —4.62 x 10~ | 08
PH11 | Penalidade | [0.5348,0.5365, —0.2146]7 [—0.3341; —1.1161, 0.448) —0.3341 29
Lagrange [0.5346,0.5348, 70.2179]T [—0.3381; —1.12,0.4441] —0.3381 10

Tabela 6.15: Resultados dos Problemas PH1 ao PHI11.
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Variacao

Solucao crisp

Prob. f(a;x) Fuzzy Xinicial Restrigoes xT | fx)
PG1 (#1 —2)2 + (22 — 1)2 10% [2,2]T 1 —2x24+1=0 [0.823,0.911]T 1.393
z?/44+22-1<0
PG2 1000 — z? — 223 — 3 1% [2,2,2]T 22 +22+22-25=0 [3.512,0.217, 961.715
—x1T2 — T123 8x1 + 14z + T — 56 =0 3.552]T
x; >0, i€ 1,3
PG3 100(zg — 22)2 + (1 — 21)2 3% [-3,-1,-3,-1]T —z; <10 1,1,1, 117 0
+90(zq4 — z3)? + (1 — 23)2 z; <10
+10.1[(z2 — 1) + (x4 — 1)?] i€ [1,4]
+19.8(w2 — 1) (x4 — 1)
PG4 | 5.357854722 + 0.8356891z125 | 0.01% | [78,33,27,27,27]T Vide Tabela 6.17. [78,33,29.995, | —30665.5
1+37.29323921 — 40792.141 45,36.776]7
PG5 (#1 —2)2 + (22 — 1)2 5% [0.5,0.5]T 3 —x2 <0 [1,1]7 1
—x1 + z% <0
PG6 100(z2 — 22)2 + (1 — 21)2 1% [-1.2,1)7 —1/3z1 —22 — 0.1 <0 [1,1)7 0
1/3z1 —x2 —0.1 <0
PG7 100(z2 — 22)2 + (1 — z1)?2 1% [-1.2,1)T —z2 —234+025<0 1,17 0
PGS —[9 — (=1 — 3)2)(23/27V/3) 5% [2,0.5]T —21/V3+ 12 <0 (3,1.732)7 -1

—21+ V322 <0
—6+2z1 +V322 <0

Tabela 6.16: Problemas teste com restrigoes de igualdade e desigualdade nao-lineares.

0 < 85.334407 + 0.0056858z 225 + 0.0006262z 124 — 0.002053x325 < 92
90 < 80.51249 + 0.0071317x925 + 0.002995521 22 + 0.0021813z3 < 110
20 < 9.300961 + 0.0047026z 325 + 0.0012547x 123 + 0.00190852324 < 25
78 <z <102
33 < x9 <45
27 < x3 <45
27 < x4 <45
27 < x5 <45

Tabela 6.17: Restricoes do problema PG4.
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Minimo de f(a;x")

®

Prob. Método X fax™) F(f(a;x")) | It.
PG1 | Penalidade [0.8238,0.9116]" [1.3912;0.9508, 1.9294] 1.416 15
Lagrange [0.8228,0.9114]7 [1.3936;0.9527,1.9321] 1.4183 10
PG2 | Penalidade [3.6735,0.2074, 3.3868] " [961.75;951.75,971.75] 961.75 11
Lagrange [3.5057;0.2174, 3.5586] " [961.71;951.71,971.72] 961.71 08
PG3 | Penalidade [1.0004, 1.0009, 0.9996, 0.9992] " [(6.49; —2.12,15.12) x 1077] 6.49 x 1077 | 01
Lagrange [0.9999, 0.9999, 0.9999, 0.9999] " [(9.85;9.56,10.14) x 107¥) 9.85 x 107% | 01
PG4 | Penalidade | [78.005,33.001,29.996,44.986, 36.779]" [—30665; —30670, —30659)] —30665 23
Lagrange 78, 33,29.9949, 45, 36.7762] " [—30666; —30671, —30661] —30666 07
PG5 | Penalidade [1.0005,1.0004] " (0.999; 0.8066, 1.2115] 1.004 13
Lagrange [1,1)" [1;0.8075,1.2125] 1.005 09
PG6 | Penalidade (1,17 [2.76 x 107'2; —0.0001,0.0001] | 3.49 x 10'* | 01
Lagrange (1,17 [9.67 x 107'%; —0.00009,0.0001] | 1.01 x 107° | 01
PG7 | Penalidade (1,17 [6.63 x 107, —0.00009,0.0001] | 6.76 x 10'° | 01
Lagrange 1,17 [1.39 x 107*; —0.0001,0.0001] | 2.83 x 10™'* | 01
PG8 | Penalidade [2.9984,1.7323]" [~1.0005; —1.1084, —0.9027] —1.003 03
Lagrange [2.9999,1.7321]7 [—1; —1.1079, —0.9024] —1.0026 06

Tabela 6.18: Resultados dos Problemas PG1 ao PG7.

75




Variacao Sol. crisp |
Prob. f(a;x) Fuzzy Xinicial Restrigoes x | f(x) |
PP1 222 + 222 — 22123 — dzq — 622 1% 0,07 21 4+ 20 <2 [1.129, —7.16
21 + 529 < 5 0.7742]7
z1,x3 >0
10 zi
PP2 Z T Ei+lnT 3% xz; = 0.1 x1 + 229 + 223 + 26 + 10 —2=0 vide [37].
i=1 i=j Ti
i€ [1,10] 24 + 225 +x6+27 —1=0
¢;: vide Tabela 6.20 z3 + a7 +x8 + 229 + 10— 1=0
z; >0, € [1,10]

PP3 100(zy — 22)% + (1 — 1)? 3% [-3, -1, —z; <10 [,1,1,17 0

+90(z4 — 23)% 4+ (1 — 23)? -3, -1]7 z; <10

+10.1[(z2 — 1) + (x4 — 1)?] i€ [1,4]

+19.8(zy — 1)(zg — 1)
5 5 5 5 _ 5
PP4 SEmi > Y Cjmimy Yy djzg 2% [0,0,0, > —ai;+b; <0, €[1,10] [0.3,0.3335, —32.349
j=1 i=1j=1 j=1 j=1
0,17 —z; <0,j€[L,4] 0.4,0.4285,

€j, Cij € Ej; vide Tabela 6.21 ai; e b;: vide Tabela 6.22. 0.224]T
PP5 (x1 4 1022)2 4+ 5(z3 — 4)? 1% [20, 20, —z) —wg —x3 —x4+1<0 0.5034, —0.0456, 0.1138

(zg — 2 4, TA _ 4 T i . P T

2 z3)* + 10(z1 — z4) 20, 20] z; <20, € [1,4] 0.2358, 0.3064]

Tabela 6.19: Problemas teste com restricoes lineares.

¢1 = —6.089
Gy = —24.721
Gy = —26.662

Gy = —17.164
G = —14.986
G0 = —10.708

c3 = —34.054 | ¢4 = —5.914
¢7 = —21.100 | ¢g = —10.708

Tabela 6.20: Coeficientes Fuzzy do Problema PP2.

(g [ 1] 2] 3] 4] 5]
& | -5 | 37| 36| -8 | —12
&, | 30| 20| 10| 32| -10
oy | 30| | 6| -5 B
& | -T0| 5| 10| 5| -0
a | 2| -] 5| |-
&y | =10 | —%2 | —10 | —20 | 30
i | 1| s8] 0] §| 2

Tabela 6.21: Coeficientes da Funcao Objetivo do Problema PP4.
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L | 1l 2] 3] 4] 5[] b
a;j | —16 | 2 1 0 b | —40
ag, —2 0.4 2 || b —2
azj | =35 0 0 0 bs | —0.25
4 2| 0| 4| —1| by —4
as, 9| —2| 1] -28]| bs —4
ag, 0| —4| 0 0 b -1
arj | -1 —1|—=1|-1] =1 by | —40
agj | —1]—2|-=3|-2] —1| bs | —60
ag, 1] 2| 3| 4 5 bo 5
a10j 1] 1] 1| 1 1 [ bio 1

Tabela 6.22: Coeficientes das Restricoes do Problema PP4.

Minimo de f(a;x*)

Prob. x* ‘ fla;x*) ‘ F(f(a;x*)) | It.

PP1 [1.1277,0.7722)7 [—7.1498; —7.296, —7.0036] | —7.1498 | 03

PP2 | [0.042,0.1564,0.7741,0.0014,0.4845, | [—47.476;—48.83,—46.122] | —47.476 | 13

0.0007,0.0243, 0.0368, 0.0315, 0.09095] 7

| PP3 | [0.9991,0.9979,1.0035,1.0069]7 | [0.00026;0.00024,0.00028] | 0.00026 | 37 |
| PP4 | [0.2965,0.3329,0.3961,0.4312,0.2254]7 | [~32.189; —34.105,—30.272] | —32.189 |15 |
| PP5 | [0.5094,-0.0469,0.2339,0.3038)7 | [0.11409;0.1108,0.1175] | 0.11412 |23 |

Tabela 6.23: Resultados para os Problemas usando o mét. do Grad. Projetado de Rosen.
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Comentarios Finais

Uma das principais propostas deste trabalho foi a de fundamentar a base teérica de Programacao
Nao-Linear com Parametros Fuzzy, e este objetivo foi alcancado. Muitos resultados podem ser esten-
didos da teoria crisp para o caso aqui abordado, relaxando as relagoes de desigualdades e igualdades,
permitindo um certo grau de violacao das restrigoes, ou mesmo permitindo imprecisoes nos parametros
do problema. Vale ressaltar que:

1. Geralmente, em problemas reais, desconhecemos os valores exatos de alguns (ou de todos) coefi-
cientes da funcao objetivo;

2. Em problemas de dificil resolucao, o processo de fuzzificacao dos coeficientes da funcao objetivo
nos fornece um problema relaxado, o que pode facilitar a obtencao da solucao.

Outro aspecto importante foi o desenvolvimento de algoritmos computacionais para a resolugao de
problemas. Neste caso, a proposta apresentada mostrou-se bastante satisfatéria, pois:

1. Para alguns problemas fuzzificados encontramos solugoes melhores, quando comparadas & solugao
do problema crisp;

2. Os algoritmos, embora simples, mostraram-se eficientes.

Um exemplo para as afirmagoes acima é a minimizac¢ao da fungao de Rosenbrock (problema PM4),
onde esta foi resolvida por todos os métodos propostos, sendo que a sua fungao original (sem a fuzzi-
ficacao de seus coeficientes) ndo foi resolvida pelo Método de Maxima Descida, e para os demais métodos
(exceto o método de Newton) executou um nimero de iteragoes muito elevado se comparado aqueles
apresentados na Tabela 6.10.

Para todos os exemplos testados, podemos afirmar que os tempos de execucao dos métodos fo-
ram satisfatorios, embora nao se tenham efetuado medidas acuradas. Todos os algoritmos elabora-
dos mostraram-se eficientes, apesar das dificuldades inerentes dos mesmos (por exemplo, o ajuste do
parametro de Penalidade).

Apresentamos algumas propostas de trabalhos futuros:

1. Explorar, teoricamente e algoritmicamente, a dualidade em Programagcao Nao-Linear com Parametros

Fuzzy;

2. Extensao dos resultados tedricos para problemas do tipo:

min f(a;x)
S.a ga;x) S
h(a;x) ~

3. Propostas algoritmicas para a resolugdo do problema (6.1), utilizando, por exemplo, a proposta

0 (6.1)
0

de R. E. Belmman e L. A. Zadeh [4] como aquelas apresentadas por J.-F. C. Trappey et al [66],
T. Takahama e S. Sakai [65], entre outros;



4. Utilizar a teoria fuzzy em problemas de Programacao Nao-Linear nao-convexos para relaxar o
espaco de solucgoes;

5. Aplicacao das propostas aqui apresentadas em problemas reais.
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