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Resumo

Esta Disserta¢ao tem como objetivos o projeto de sistemas de controle e a andlise de esta-
bilidade de plantas lineares e invariantes no tempo imprecisamente conhecidas (com incertezas
do tipo intervalar). O problema de projeto de controladores € tratado através da técnica de alo-
cacdo de pdlos. A técnica de alocacdo robusta de pdlos proposta nesta Dissertacdo é uma
extensao da técnica de projeto cldssica e utiliza resultados de Andlise Intervalar. A extensao
proposta resulta numa equagdo Diofantina intervalar. Busca-se, entdo, a reducdo do raio de
sua solucdo através do tratamento de multiincidéncias de elementos intervalares. Outro tema
tratado € o projeto de controladores que visem o rastreamento de sinais de referéncia e a re-
jeicao de disturbios, assintoticamente. Estuda-se ainda o problema da estabilidade de sistemas
intervalares formulado como o problema de encontrar uma matriz intervalar simétrica definida

positiva como solucdo de uma equagdo de Lyapunov intervalar.

Palavras-chave: Alocagdo de pdlos, andlise intervalar, equacdo Diofantina, equagdo de
Sylvester, controle robusto.

Abstract

This Dissertation is focused on control system design and stability analysis of linear time-
invariant uncertain plants, with uncertainties of interval nature. The control system design
problem is treated in the context of the pole placement technique. An extension of the classical
technique to robust pole placement based on Interval Analysis is proposed. The main objective
of the work is to handle multiple incidences of plant parameters in order to reduce the radii
of the solutions of the resulting interval Diophantine equations. Another subject treated is
the design of robust controllers for interval plants which guarantee reference tracking and
disturbance rejection asymptotically. The stability of linear interval systems as the problem of
finding a symmetric positive definite interval solution of an interval Lyapunov equation is also
considered.

Keywords: Pole placement, interval analysis, Diophantine equation, Sylvester equation,
robust control.
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Notacao ix

A Matriz

AT Transposta de A

O, Matriz de zeros de dimensdo n x n
I, Matriz identidade de dimensdon x n

[A] = [A,A] Matriz intervalar

[Ai;] = [A;;, Aij]  ij-ésimo elemento de [A]
A Limitante inferior de [A]
A Limitante superior de [A]
A" Largura de [A]
Ac Ponto central de [A]
A Raio de [A]
I[A]| Valor absoluto de [A]
a(s) =" ;s Polindmio em s de grau n
i=0
la(s)] = " [u] s* Polindmio em s de grau n com coeficientes intervalares

S ([a(s)]) Espaco de raizes de um polindmio com coeficientes intervalares [a(s)]



Capitulo 1

Introducao Geral

O projeto de sistemas de controle para plantas lineares e invariantes no tempo precisa-
mente conhecidas, através de alocacdo de polos pode ser reduzido a solucdo de um sistema
de equacdes lineares (dependente da ordem da planta e do controlador). Assume-se que os
comportamentos transitorio e de regime desejados para o sistema em malha fechada podem
ser conseguidos posicionando-se adequadamente os polos de malha fechada do sistema no
semi-plano esquerdo do plano complexo através da realimentacdo dinamica da saida.

A técnica descrita acima pode ser estendida para plantas imprecisamente conhecidas (com
incertezas do tipo intervalar) utilizando-se resultados de Andlise Intervalar. Sistemas de equagdes
lineares intervalares sdo entdo obtidos. Plantas incertas intervalares podem ser representadas
por funcdes de transferéncia préprias com coeficientes pertencentes a intervalos reais. Nesta
Dissertacdo, o problema de alocagdo robusta de p6los € formulado como o problema de se
alocar robustamente os pélos de malha fechada do sistema em uma regido especificada através
das raizes de um polindmio caracteristico intervalar.

A base para a técnica de alocagdo robusta de polos apresentada nesta Dissertagdo € a téc-
nica de projeto clédssica de alocacdo de pdlos. Como descrito em (Chen, 1999), a solugao
do problema cldssico de alocag¢do de pélos pode ser reduzida, sob condi¢des apropriadas, a
solucdo da conhecida equacdo Diofantina, cuja versao matricial assume a forma de um sis-
tema linear, Ax = b, no qual A € a matriz de Sylvester associada a uma dada planta de ordem
n, X € o vetor com os coeficientes de um controlador de ordem r a ser projetado e b é o vetor
com os coeficientes de um dado polindmio caracteristico de grau n + r. Dadas A e b, existe
um controlador x, tal que Ax = b se e somente se os dois polindmios que descrevem a planta

forem coprimos e » > n — 1. Dois polindmios sdo coprimos se € somente se a resultante de



Sylvester associada € ndo-singular.

A partir da técnica de projeto cldssica de alocacdo de pdlos, uma técnica de alocagado ro-
busta de polos € desenvolvida como uma extensao dos métodos cldssicos por meio de resulta-
dos de Andlise Intervalar. Considerando intervalares os coeficientes da planta e os coeficientes
do polindmio caracteristico de malha fechada, a solu¢do do problema de alocagdo robusta de
polos reduz-se a solucdo de uma equacdo Diofantina intervalar. A versdao matricial da equacao
Diofantina intervalar assume a forma de um sistema linear intervalar [A]x = [b], no qual [A]
e [b] sdo a matriz de Sylvester intervalar e o vetor intervalar associados a uma dada planta
intervalar e a um dado polindmio caracteristico intervalar, respectivamente.

O raio da solucdo de um sistema linear intervalar € sensivel ao método de solu¢do utilizado.
A abordagem adotada nesta Dissertacdo para a solu¢do da equagdo Diofantina intervalar €
baseada no trabalho de (Rump, 1994). Através do tratamento de multiincidéncias de elemen-
tos intervalares na equacdo Diofantina intervalar, busca-se a redu¢do do raio de sua solugdo.
Contrariamente aos métodos cldssicos, nos quais cada incidéncia de um mesmo elemento in-
tervalar € considerada como um elemento diferente, nesta Dissertagdo explora-se a dependén-
cia linear existente entre elementos multiincidentes de forma a reduzir o conservadorismo da
solucdo de equacdes Diofantinas intervalares. Outros dois métodos cldssicos para a solugdo de
sistemas lineares intervalares, o que se encontra implementado em um pacote para Matlab, o
Intlab, e outro que calcula a casca intervalar de sistemas lineares intervalares, o Sign-accord,
sdo comparados ao método descrito em (Rump, 1994).

Além de garantir um desempenho transitério satisfatorio para o sistema em malha fechada,
a técnica de alocacdo de pdlos pode ser empregada no projeto de controladores que visem
o rastreamento de sinais de referéncia e rejeicio de distirbios assintoticamente. E possivel
estender estes métodos para plantas, sinais de referéncia e distirbios intervalares com base em
Andlise Intervalar. Neste trabalho € proposta uma técnica de alocag@o robusta de pdlos que
leva ao rastreamento robusto de sinais de referéncia e a rejeicdo robusta de disturbios.

A segunda parte da Dissertacdo consiste no estudo da estabilidade robusta de sistemas
lineares intervalares. Sistemas incertos sdo representados no espago de estados por matrizes
intervalares, ou seja, matrizes cujos elementos pertencem a intervalos reais. O estudo de esta-
bilidade € formulado como o problema de encontrar uma matriz intervalar simétrica definida
positiva como solucdo de uma equacdo de Lyapunov intervalar. Se toda matriz simétrica
(contida na solucdo da equacdo de Lyapunov intervalar) for definida positiva, entdo qualquer
matriz contida na matriz de estados intervalar do sistema apresentard autovalores com parte

real negativa.



A equagao de Sylvester intervalar é uma equagao matricial da forma [A]X 4+ X[B] = [C],
sendo que [A] € IR™ ™ e [B] € IR"*", enquanto que [C] e [X] € TR™*". Esta equagéo pode
ser reescrita como um sistema linear intervalar da forma [G|x = [c] a partir do produto de
Kronecker. Neste caso, os métodos utilizados para a solu¢do da equacao Diofantina intervalar
podem ser aplicados para a solucdo da equagdo de Sylvester intervalar.

A equagdo de Lyapunov intervalar apresenta a forma [A]X + X[A] = [C] e é um caso
particular da equagao de Sylvester intervalar. A estrutura da equacdo de Lyapunov intervalar
motiva o tratamento de multiincidéncias de elementos intervalares presentes no sistema linear
equivalente [G|x = [c].

A Dissertacao estd organizada como segue.

O Capitulo 2 apresenta uma revisao de conceitos e definicdes sobre Andlise Intervalar.
Este capitulo fornece uma base para o entendimento dos métodos apresentados nos capitulos
seguintes.

O Capitulo 3 apresenta inicialmente uma revisdo da técnica de alocacdo de pdlos para
sistemas lineares e invariantes no tempo via realimenta¢do dindmica da saida, que resulta na
chamada equacao Diofantina. Em seguida é apresentada uma extensao deste método para sis-
temas intervalares que caracteriza a equagdo Diofantina intervalar. E apresentada uma técnica
de resolucdo de sistemas lineares intervalares baseada no tratamento de multiincidéncia de
elementos intervalares, com vistas a reducdo do raio da solucdo. Exemplos e comparacdes
de resultados utilizando métodos diferentes na resolu¢do da equacao Diofantina intervalar sao
também apresentados.

No Capitulo 4 s@o discutidos os problemas de rastreamento e regulagdo robustas por meio
de alocacdo de pdlos. Uma extensdo do principio do modelo interno para o caso intervalar €
proposta. A técnica de tratamento de multiincidéncias de elementos intervalares, apresentada
no Capitulo 3, € aplicada ao problema de alocagdo robusta de polos de um sistema visando o
rastreamento e regulacdo robustos. Um exemplo ilustrativo e simula¢des ilustram os principais
resultados deste capitulo.

O Capitulo 5 discute inicialmente a solucao de equacdes de Sylvester intervalares. Trans-
formando a equacgdo de Sylvester intervalar em um sistema linear intervalar equivalente através
do produto de Kronecker, € possivel aplicar a técnica introduzida no Capitulo 3. O tratamento
de multiincidéncias de elementos intervalares reduz o raio da solug@o do sistema linear in-
tervalar equivalente. A solucdo da equacdo de Lyapunov intervalar € tratada como um caso
particular da equagdo de Sylvester intervalar. A partir da solucdo da equagao de Lyapunov

intervalar estuda-se a estabilidade robusta de sistemas lineares intervalares. Um exemplo ilus-



trativo da aplicacdo da técnica no estudo de estabilidade de sistemas intervalares € apresentado
no final do Capitulo.

A conclusdo da Dissertacdo e perspectivas para trabalhos futuros sdo apresentadas no Capi-
tulo 6.



Capitulo 2

Analise intervalar

2.1 Introducao

Este Capitulo 2 apresenta defini¢des relacionadas a conjuntos intervalares fechados e a
operacdes com Algebra Intervalar. O objetivo é introduzir no¢des suficientes para o entendi-
mento dos métodos apresentados nos capitulos seguintes. Detalhes adicionais sdo descritos em
(Alefeld and Mayer, 2000), (Moore, 1979) e (Rohn, 1989).

2.2 Notacao e definicoes

Intervalos podem ser entendidos como uma extensdo da classe de nimeros reais. Esta
nova classe de nimeros, representada por um par ordenado de nimeros reais, os extremos
inferior e superior, apresenta algumas particularidades que serdo descritas no decorrer desta
secdo. Além da definicdo dos elementos que compdem esta nova classe, € necessario estender
operacdes existentes para a classe de nimeros reais de forma consistente.

Por um intervalo real entende-se um conjunto fechado de elementos pertencentes ao con-
junto dos nimeros reais. Intervalos sdao representados por letras mindsculas entre colchetes.

Se [a] € um intervalo, entdo
[a] = [a,a] = {2 :a <z <a}, 2.1

no qual a,a € R.
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Assim como podem ser definidas operagdes com nimeros complexos como uma extensao
das operagdes realizadas com niimeros reais, deve-se definir operagdes para elementos inter-
valares.

Um numero real pode ser representado por meio de um intervalo degenerado, no qual seus
limites inferior e superior coincidem. Neste trabalho ndo h4 distin¢@o entre a representacio de
um nimero real = e o intervalo degenerado [z].

Sejam os intervalos [a] e [b]. As operagdes de soma, subtracdo, multiplica¢do e divisdo de

[a] e [b] sdo definidas genericamente como
[a]o[b] ={acb:aca],be[b], o€ {+ — - /}}. (2.2)

Férmulas explicitas para estas operagdes podem ser caracterizadas em termos dos extremos
de [a] e [b]:

[a] +[b] = [a+ba+b], (2.3)
[a] -] = [a—ba—}], (2.4)
[a] - [b] = [min (a_b, ab, ab, %) , max (a_b, ab, ab, %)} . (2.5)

Pode-se definir a divisdo de dois intervalos como a multiplicacdo do numerador pelo in-

verso do denominador. Se [b] é um intervalo, entdo seu inverso é definido como
1 1

H:{g:be[b]} se 0 ¢ [b]. (2.6)

A partir da definicdo de inverso de um elemento intervalar, define-se a divisdo entre dois

1 . (a aaa aaaa
[a] : m = {mln (E, Z,E, z) , max (E, z> Ea z)} : 2.7)

O valor absoluto (ou médulo) de um intervalo corresponde ao maximo, em moédulo, de seus

intervalos:

extremos. Assim como para numeros reais, o valor absoluto de um intervalo é uma grandeza

ndo-negativa, valendo zero apenas para o intervalo [0, 0]:
[a]] = max (la], [a]) (2.8)

Operacdes como intersecgdo e unido de intervalos também podem ser definidas a partir dos
extremos dos mesmos. A intersec¢do entre dois intervalos [a] e [b] resultard em um conjunto

vazio (&) se a > bou b > @. Caso contrério,

[a] N [b] = [max (a,b) , min (a,d)] . (2.9)
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Para dois intervalos cuja intersec¢do ndo resulta em um conjunto vazio, a unido pode ser

definida da seguinte maneira:
[a] U [b] = [min (a,b) , max (@,b)] . (2.10)

Do mesmo modo que para os nimeros reais, € possivel definir a seguinte relacao de ordem

entre dois intervalos:
[a] < [b] & @ < b. (2.11)

Como os intervalos sdo conjuntos (fechados) de nimeros reais, as operacdes aplicaveis a
conjuntos reais podem ser aplicadas a intervalos. Entre conjuntos reais, é possivel definir a
operacao relacional de inclusdo sem igualdade. A defini¢do de tais operacgdes entre intervalos

€ expressa por

[a] C [b] seesomenteseb <aea <b, (2.12)

[a] S [b] seesomenteseb<aea<b (2.13)

A diferenca entre as expressoes (2.12) e (2.13) reside no fato de que na expressao (2.13),
tem-se que @ # be @ # b.
Outras defini¢cdes importantes em Andlise Intervalar sdo as de centro (ou ponto médio),

largura e raio de intervalos.

Centro: a® = mid([a]) = ¢ —; Q; (2.14)
Largura: ¢ = wid([a]) =a — g; (2.15)
Raio: a" = rad([a]) = ¢ ; g (2.16)

Neste trabalho as notagdes a® e mid ([al]), a* e wid ([a]) e a” e rad ([a]) serdo utilizadas
indistintamente.
A partir das defini¢cdes de valor central (expressdo (2.14)) e raio intervalar (expressao

(2.16)), é possivel descrever qualquer intervalo como

[a] = [a®—a",a®+a']. (2.17)
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2.3 Propriedades algébricas

Assim como para os nimeros reais, adicdo e a multiplicacao intervalares sdo operagdes

associativas e comutativas. Dados os intervalos [a],[b] e [¢],

[a] + [b] = [b] + [a], (2.18)

[a] - [b] = [b] - [a], (2.19)

[a] + ([b] + [e]) = (la] + [b]) + [d], (2.20)
[a] - (8] - [¢]) = (la] - [b]) - [c] (2.21)

Embora a adi¢do e a multiplicacdo intervalares sejam associativas € comutativas, a pro-

priedade distributiva nem sempre € verdadeira. Em geral,
[a] - ([b] + [c]) & la] - [b] + [a] - [¢]. (2.22)

Esta propriedade é chamada de subdistributiva. Alguns casos em que a propriedade dis-

tributiva é verificada para operagdes intervalares sao:

x-([a]+ b)) =z [a] + x - [b], (2.23)
[a] - ([b] + [c]) = [a] - [b] + [a] - [¢] para [b] - [c] > O, (2.24)

sendo x € R, [a], [b], [c] € IR.

2.4 Vetores intervalares

Neste trabalho, qualquer vetor (intervalar ou ndo) € um vetor coluna, a ndo ser quando ex-
plicitado o contrdrio. Vetores intervalares sdo representados por letras mintsculas, em negrito
e entre colchetes. Se [a] € IR" é um vetor intervalar, entdo todos seus elementos [a;| para
1=1,2,...,n sdo intervalares.

O centro de um vetor intervalar [a] € o vetor real definido pelos valores centrais de cada

elemento do vetor intervalar. Por construgdo, a® € [a] e

(a%), = (mid ([a])), = mid([a;]) ,1=1,2,...,n. (2.25)
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A largura de um vetor [a] é definida como a maxima largura entre todos os elementos |a;]
de [a] e, por construgdo, é um escalar:

a¥ = wid ([a]) = maxwid ([a;]) . (2.26)

7

O raio de um vetor [a] € IR" é definido como o vetor formado pelos raios de seus elemen-
tos:

(0a)i :=(a"), =rad([a;]) , 1 =1,2,...,n. (2.27)

Por construgdo, se [a] € IR", 0, € R™.

Dois vetores intervalares [a] = [a,a] e [b] = [b, b] sdo iguais, ou seja, [a] = [b], se e
somente sea = bea=b.

Para [a] e [b] € IR" e ¢ € R", diz-se que [a] C [b] se e somente se [a;] C [b;], para
i=1,2,...,n. Do mesmo modo, ¢ € [b] se e somente se ¢; C [b;] paratodoi =1,2,... n.

Se [a] e [b] sdo vetores intervalares de dimensdes apropriadas e se o € um operador bindrio,
entdo

[a] o [b] = {aobparatodoa € [a]eb € [b]}. (2.28)
Seja [a] e [b] € IR", [c] € R" e o € R, entdo, parai =1,2,...,n,

) = alai,

(a[a]),
(la] + [b]);

c = Z [CLZ] C;.

=1

Dado um vetor intervalar [a] € IR", sua norma pode ser definida por

[a]ll = max (| [a1] |, [{az] |, - . [[an] [) - (2.29)

Caso um vetor real b esteja contido em um vetor intervalar [a], entdo ||b|| < ||[a]]|.
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2.5 Matrizes intervalares

Matrizes intervalares sdo representadas por letras maitsculas, em negrito e entre colchetes.
Se [A] € IR™*" é uma matriz intervalar, entdo todos seus elementos [a;;] parai = 1,2,...,n,
7 =1,2,...,m sdo intervalares.

O centro de uma matriz intervalar [A] é a matriz real definida pelos valores centrais de

cada elemento da matriz intervalar. Por construgdo, A° € [A] e
(A®);; = (mid ([A]));; = mid ([Ay]) .- (2.30)

A largura de uma matriz [A] é definida como a médxima largura entre todos os elementos
la;;] de [A] e, por construgdo, é um escalar. Especificamente,
a = wid ([A]) = max wid ([a;]) - (2.31)
irj
O raio de uma matriz [A] € IR"*™ é definido como a matriz formada pelos raios de seus

elementos:
(Aa)ij = (A7), =rad([ay]) ,i=1,2,...,nej=1,2,...,m. (2.32)

Por construgdo, se [A] € IR"*™, entdo A € R™*™,

Duas matrizes intervalares [A] = [A, A] e [B] = [B, B] sdo iguais, ou seja, [A] = [B], se
e somente se A = Be A = B.

Para [A] e [B] e IR"™™ e C € R™™, comi = 1,2,...,nej=1,2,...,m,diz-se que
[A] C [B] se e somente se [a;;] C [b;;]. Do mesmo modo, C € [B] se e somente se ¢;; C [b;;]
para todo ¢ e todo j.

Se [A] e [B] s@o matrizes intervalares de dimensdes apropriadas e se o é um operador

binario, entao

[A]o[B] ={A oBparatoda A € [A]e B € [B]}. (2.33)
Sejam [A] e [B] € IR"™", [c] € IR" e a € R. Entélo, parai =1,2,...,nej=1,...,n,
(Q[A])zj = afay),
([Al+[B]); = layl+[byl,
([AIB]); = > lawllb);
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A norma de uma matriz intervalar pode ser definida como

1Al = miaxz |lai]] - (2.34)

Caso uma matriz real B esteja contida em um matriz intervalar [A], entdo ||B|| < ||[A]|].

2.6 Solucao de sistemas de equacoes lineares intervalares

Considere um sistema linear descrito por Ax = b. Suponha que existam perturba¢des em
A e b, quer seja por imprecisdo em dados, por se adotar representagdo finita para nimeros
reais, por incertezas no modelo da planta, ou mesmo por plantas variantes no tempo dentro
dos limites estabelecidos. Se as incertezas nos dados puderem ser representadas por meio de

intervalos, obtém-se um sistema linear intervalar

[A]lx = [b]. (2.35)

O conjunto solugdo de [A]x = [b] é definido como
3([A], [b]) = {x : Ax = b, para alguma A € [A] ealgum b € [b]}. (2.36)

O teorema a seguir apresenta uma caracterizagdo de 3([A], [b]) em termos dos centros e
raios de [A] e [b], introduzida em (Oettli and Pragger, 1964) e (Oettli, 1965).

Teorema 2.6.1. (Desigualdade de Oettli-Prager) O conjunto X([A], [b]) pode ser descrito
por

3([A], [b]) = {x: |A°x = b°| < Ax[x[+db} (2.37)

Prova. Ver (Rohn, 1989).

O conjunto solugdo 3 ([A], [b]) é, em geral, ndo-convexo, e sua determinagdo exata é um
problema de complexidade ndo-polinomial. E possivel, alternativamente, trabalhar com uma
aproximagdo externa de X([A], [b]), sua casca intervalar, ou o vetor intervalar de menor raio
que contém X ([A], [b]).
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A casca intervalar de 3([A], [b]) € o vetor intervalar com menor raio contendo X([A], [b]),
definida como
3 ([A],[b]) ={z :min¥ <z <max X}, (2.38)

no qual min e max denotam o minimo € 0 maximo componente-a-componente sobre todos os
vetores de 3([A], [b]).
A casca intervalar de 3([A], [b]) é um conjunto convexo e sua determinagio é computa-

cionalmente mais simples do que a determinagdo de 3([A], [b]).

2.6.1 Nao-singularidade robusta

Uma matriz intervalar quadrada [A|] é robustamente ndo-singular (ou regular) se toda ma-
triz A € [A] for ndo-singular. Uma condi¢@o suficiente para a ndo-singularidade robusta de

[A] é descrita em (Lordelo et al., 2006): [A] é robustamente ndo-singular se

p (I(A9)HAT) <1, (2.39)

com p(e) denotando raio espectral. O raio espectral de uma matriz A é definido como
p(A) = maz {|\| : Ax = Ax para algum x # 0}.

O raio de ndo-singularidade robusta de uma matriz intervalar [A] é definido como

e"=inf{e>0: A°—ecApx < A < A°+eA,, paraalguma A € [A] ndo-singular} .

O célculo de €* é um problema NP-dificil. Uma aproximagdo para €* pode ser obtida
através do procedimento descrito a seguir, proposto em (Jansson and Rohn, 1999).
Defina
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1 —1
1 —1
e=| | eR", f=—-e= ) eR" (2.40)
1 -1
e
Y={yeR":|y|=¢e}. (2.41)

E possivel entio verificar que ) apresenta 2" vetores (combinagdes de elementos 1 e —1

em vetores y € R"). Para z € R", defina T, como uma a matriz diagonal com o vetor z na

diagonal.
0 29 ... 0
T, = diag(z1,22,...,20) = | . . - (2.42)
0 O Zn

Teorema 2.6.2. A matriz intervalar [A] = [A° — A, A°+ A A] é robustamente néo-singular

se e somente se o problema de programacdo linear

max yTx

sujeitoa  (A°— Ap)x <0
(A°+ Ap)x >0
Tyx >0

(Py)

é limitado para todoy € ).
Prova. Ver (Jansson and Rohn, 1999).

O raio de ndo-singularidade de [A] pode ser computado por meio do Algoritmo da Bisse¢do

descrito a seguir. Por conveniéncia substitua A por eAa em (P,) e defina flag(e) = 1 se
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(P,) é limitado para todo y € ), e flag(e) = 0, caso contrario.

Passo 0: Encontre ¢, > 0 e ea > 0, de maneira que flag(e;) = 1 e flag(es) = 0,
respectivamente;

Passo 1: Se |e; — €1] < 7, na qual, 7 > 0 é uma tolerincia suficientemente pequena, entdo
pare: um limitante inferior para €* € ;. Caso contrdrio, calcule

1
€= 5(61 + €9);

Passo 2: Defina ¢; = e se flag(e) = 1 ou ey = e se flag(e) = 0 e volte para o Passo 1.

2.6.2 Algoritmo sign-accord

Em (Rohn, 1989) € apresentado um algoritmo para a obten¢do de cascas intervalares
chamado de sign-accord. O nome do algoritmo deve-se ao fato deste utilizar o sinal de de-
terminadas grandezas, ao invés de seus valores absolutos, como serd explicitado no decorrer
desta secdo.

Considere a fungao real sign : R" — R" definida por

1, sex; >0

(sign(x)); = { (2.43)

—1,sex; <0

A partir das grandezas intervalares [A] € IR"" ¢ [b] € IR", ey e z € ), sdo também
definidas as matrizes

Ay, = A°—T,A'T,, (2.44)
by = b®+T,b". (2.45)

O algoritmo Sign-accord resolve sistemas Ay,x = b, para diferentes valores de z até que
a condicao T,x > 0 seja satisfeita.
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Algoritmo 1. Algoritmo Sign-accord.

Passo 0:  Selecionar z € Y (recomendado: z = sign(by));
Passo 1:  Resolver o sistema Ay,x = by,

Passo 2:  Se T,x > 0, fazer X, := X e sair do algoritmo;
Passo 3: Caso contrdrio, encontrar k — min { Jizjry < 0};

Passo 4: Fazer zy := —zy e voltar para o Passo 1.
Entdo, a casca intervalar x = [x,X| € dada por

X = min{xy:y €Y},
X = max{xy:y €V},

onde x, é o resultado da aplicag¢do do algoritmo para'y € Y e min (max) indica valores

minimos (mdximos) de todos os vetores X,.

E possivel perceber a natureza combinatorial do Algoritmo 1. De fato, para um sistema

linear intervalar de ordem n, o algoritmo acima requer a resolucio de 2" sistemas lineares.

2.6.3 Pacote Intlab

O Intlab € um pacote para Matlab que implementa algoritmos de andlise intervalar. Este

pacote estd disponivel em
http://www.ti3.tu-harburg.de/~rump/intlab/index.html

juntamente com informagdes sobre instalac¢do e utilizacao. O Intlab fornece a funcdo verifylss
para a solucdo de sistemas lineares intervalares, fornecendo uma aproximag¢do externa inter-
valar de excelente qualidade. Se A ou b (de um sistema Ax = b) forem intervalares, o
comando “\” é equivalente a chamar o comando verifylss.

Numa primeira etapa, a fun¢do verifylss implementa o método de Krawczyk residual
(uma variacdo do método de Krawczyk apresentado em (Neumaier, 1990)). Caso o método
baseado no operador de Krawczyk ndo fornega solucdo apos 7 iteragdes, a funcdo verifylss

implementa o método de Hansen-Bliek-Rohn-Ning-Kearfott-Neumaier (Hargreaves, 2002).
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Método de Krawczyk

A seguir € apresentado o principal método utilizado pelo Intlab para a resolucao de sistemas
lineares intervalares, o método de Krawczyk, baseado em (Hargreaves, 2002). Define-se um
pré-condicionador C € R"*" como sendo a inversa da matriz central de [A] (ou seja, C =
(A9)7H).

Assumindo que existe [x]) tal que X.(A,b) C [x]™, para toda iteracio 4, & vdlido

A"'b=Cb+ (I- CA)A'b e Cb] + (I - C[A]) [x],

para qualquer A € [A]eb € [b]. Assim,

Se([A] [b]) € ] = Sc([A], [b]) € (Clb] + (I~ C[A]) [x]) N [x]".

Esta expressdo gera a itera¢do de Krawczyk
[x]"*Y = (C[b] + (I~ CA]) [x]") N [x]®.

Definindo X = A~'b para alguma A € [A] e b € [b], o vetor inicial [x](”) deve respeitar
as condigdes X € [x](©) e B([A], [b]) C [x](*). Entdo, satisfeito o critério de parada do algo-
ritmo (que pode ser definido como (x")) — (x")(+1) < ¢, com € definido a priori), a solugio

[x] é uma aproximagdo externa da casca intervalar 3. ([A], [b]).

A implementacdo do método de Krawczyk (fun¢do verifylss) € um pouco diferente da
apresentada anteriormente, pois € aplicado o método de Krawczyk residual. A implementagao
do método de Krawczyk residual requer 2n? operacdes para calcular a inversa de uma matriz e
4n? operacdes para multiplicacdes matriciais intervalares, resultando em um termo dominante
de 6n> operagdes. As outras operagdes apresentam complexidade assintStica de ordem menor

e foram omitidas desta analise.

2.7 Coprimo-robustez de polinomios intervalares

O projeto de controladores para plantas incertas do tipo intervalar estd ligado a questdes
como determinar se dois polindmios intervalares dados sdo coprimos. A seguir € apresentada

uma condig¢do suficiente para a coprimo-robustez de dois polindmios intervalares.
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Considere dois polindmios com coeficientes intervalares:

n n

()] =) lels' e [ds) =) [d]s, (2.46)

=0 =0

com [¢;] = [¢j,¢f] € IRe[d;] = [d;,df] € IR, parai =0,1,...,n.

O espaco de raizes ou espectro de um polindmio com coeficientes intervalares [c(s)], de-
notado por S ([¢(s)]), € definido como o conjunto de todas as raizes de todos os polindmios
contidos em [c¢(s)]. Dois polindmios [c(s)] e [d(s)], como descritos em (2.46), sdo robusta-

mente coprimos se S ([c(s)]) (NS ([d(s)]) = 0.

Teorema 2.7.1. (Teorema das Arestas) O espago de raizes S ([c(s)]) de um polindmio inter-

valar [c(s)] € limitado pelas raizes das arestas de |c, T|.
Prova. Veja (Bhattacharyya et al., 1995).

Assumindo que 0 ¢ [¢,], o Teorema 2.7.1 estabelece que a fronteira S ([c(s)]) estd contida
no espectro das arestas do politopo de polindmios [c(s)] ((Bhattacharyya et al., 1995)).

Um procedimento empirico para a verificagdo da coprimo-robustez de polindmios inter-
valares, baseado em tentativa-e-erro, € descrito em (Bhattacharyya et al., 1995). O procedi-
mento utiliza o Teorema das Arestas para o célculo dos espectros dos polindmios intervalares
e, por meio de uma anélise visual, verifica-se se os espectros dos polindmios se interceptam.

Uma condig¢io suficiente para a coprimo-robustez de dois polindmios intervalares proposta

em (Lordelo et al., 2006), € apresentada a seguir.

Sejam dois polindmios com coeficientes intervalares

[a()] = lails’ e [b(s)] =D _[Bls",
com [a;] = [y, a] e [Bi] = [, B;] € IR, parai = 0,1,...,n. Assume-se que 0 ¢ [a,], mas

outros coeficientes podem ser nulos, tanto em [a(s)] quanto em [b(s)].
A resultante de Sylvester intervalar associada a [a(s)] e [b(s)] é a matriz m x m definida

por
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[6n] [ovn]
[Br-1] [8a]  [en—1] ™
[A] = : :
[5o] [Bn-a] o] 1]
i [Go] [ao] |
com m = 2n. Observa-se que a resultante de Sylvester intervalar [A] = [A, A] contém

matrizes que ndo sdo do tipo Sylvester, assim como matrizes simétricas intervalares podem
conter matrizes nao-simétricas.
A seguinte condicdo suficiente para a coprimo-robustez de dois polindmios intervalares

utiliza a resultante de Sylvester intervalar.

Teorema 2.7.2. Dois polindmios intervalares [c(s)] e [d(s)] sdo robustamente coprimos se a

resultante de Sylvester intervalar [A| associada é robustamente ndo-singular.

Prova. Se [A] é robustamente ndo-singular, entdo todas as resultantes de Sylvester em [A]

sd@o ndo-singulares, implicando que [c(s)] e [d(s)] sdo polindmios robustamente coprimos.

Diferentemente do caso deterministico, tratado em (Chen, 1999), a coprimo-robustez de
[c(s)] e [d(s)] ndo implica na ndo-singularidade robusta de [A]. Isto deve-se ao fato de que
[A] contém também indimeras matrizes que ndo sdo do tipo Sylvester, devido ao problema
da dependéncia em Andlise Intervalar: cada ocorréncia de um coeficiente intervalar em [A] é

tratada como se fosse um coeficiente intervalar diferente.

2.7.1 Exemplo numérico

Considere os seguintes polindmios intervalares em s:

[p1(s)] = s*+[3.5,4.5]s+[5,5.5]
[pa(s)] = s°4[6.2,6.7] s* + [18.8,19.2] s + [14.8,15.3]
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A Figura 2.1 representa o espago das raizes de [p; (s)] e [p2(s)], em pontos escuros e claros,
respectivamente. A partir da Figura 2.1 pode-se concluir que [p;(s)] e [p2(s)] s@o robustamente

coprimos, pois S ([p1(s)]) NS ([p2(s)]) = 0.

Pole-Zero Map

3 T U T T - =T T
0.66 0.52 04 0.28 0.18 0.09 :
25
2
2l 082 : T
15
1}0.94 13 il
05
2 :
% .
o O - )(X X ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, —
g ‘
S
0.5
_1}-0.94 1 |
15
0.82 |
2+ 5
25
0.66 0.52 0.4 0.28 0.18 0.09 |
_3 ! I I I |
25 -2 15 -1 -05 0
Real Axis

Fig. 2.1: Espaco de raizes de [p; (s)] (pontos escuros) e [p2(s)] (pontos claros).

A resultante de Sylvester intervalar de [p;(s)] e [p2(s)] é dada por:

0 0 0 1 0 0
1 0 0 [6.2,6.7] 1 0
A= 35,45 1 0  [188,19.2] [6.2,6.7] 1
5,5.5] [3.5,45] 1  [14.8,15.3] [18.8,19.2] [6.2,6.7]
0 [5,5.5] [3.5,4.5] 0 [14.8,15.3] [18.8,19.2]
0 0 [5,5.5] 0 0 [14.8,15.3] |
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Embora S ([p1(s)]) NS ([p2(s)]) = 0, nem toda matriz A € [A] é ndo-singular. Um
exemplo € a matriz Ag,e € [A] dada por

0O 0 0 1 0 0
065 1 0
A _ |35 1 01965 1
>ne 55 45 1 15 19 6.5
0 4 0 15 19
0 5 0 0 15 |

Pode-se perceber, por exemplo, que a quinta coluna de Ag;ng € a soma da primeira coluna

com a segunda coluna multiplicada por 3.

2.8 Conclusao

As defini¢des apresentadas sobre conjuntos intervalares, dlgebra intervalar e a caracteri-
zacdo e a solucdo de equacdes lineares intervalares introduzidas neste capitulo permitem um
entendimento dos conceitos e metodologias apresentadas nos préximos capitulos e que com-

pdem os principais resultados desta Dissertacao.



Capitulo 3

Equacao Diofantina intervalar

3.1 Introducao

Este capitulo apresenta uma breve revisiao sobre controle por alocacdo de pdlos para sis-
temas lineares invariantes no tempo. Os sistemas tratados inicialmente sdo precisamente con-
hecidos, ndo envolvendo quaisquer tipos de incertezas. Serd apresentada a técnica de alocagao
de podlos e a caracterizagdo da equagdo Diofantina associada. Em seguida apresenta-se uma
técnica de alocagdo robusta de pdlos para sistemas lineares intervalares com a conseqiiente
caracterizacdo de uma equacdo Diofantina intervalar. Um método de resolucdo de sistemas
lineares baseado em resultados de Andlise Intervalar que considera multiincidéncias de ele-
mentos intervalares € proposto. O método € entdo aplicado ao problema de alocagdo robusta
de pélos.

O projeto de controladores robustos é obtido na forma de um controlador intervalar, ou
seja, um controlador com coeficientes intervalares que contém todas as solucdes possiveis
do problema de alocagdo dos polos. Através do Teorema das Arestas (Bhattacharyya et al.,
1995), caracteriza-se entdo a regido do plano complexo s atingivel pelo controlador intervalar
que, deste modo, fornece um desempenho garantido para o sistema em malha fechada.

Um exemplo numérico comparando o método que trata multiincidéncias na equacgdo Dio-
fantina intervalar com soluc¢des obtidas por métodos cldssicos de resolucio de sistemas lineares

intervalares (como descritos nas Sec¢des 2.6.2 e 2.6.3) € apresentado.

21
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3.2 Alocacao de poélos: definicao do problema

Considere o sistema de controle linear invariante no tempo representado na figura 3.1.

r(t) u(t) y(t)

—>» Controlador ———>»| Planta ——7F—>

Fig. 3.1: Sistema de controle.

O sinal u(t) representa a entrada (sinal de controle) da planta, y(¢) representa sua saida
(sinal controlado) e r(t) representa um sinal de referéncia. O sistema de controle representado
na Figura 3.1 pode ser classificado de acordo com a dependéncia do sinal de controle em
relagdo a saida da planta. Caso u(t) dependa de y(t), o sistema é chamado de sistema de
controle em malha fechada. Caso wu(t) ndo dependa de y(t), o sistema é chamado de sistema
de controle em malha aberta. No segundo caso, ndo havera a realimenta¢do indicada pela linha
tracejada da Figura 3.1.

Sistemas de controle em malha fechada sdo muito utilizados na prética por apresentarem
menor sensibilidade a distdrbios. Porém, a implementacao de sistemas de controle em malha
fechada € mais cara do que a de sistemas em malha aberta, pelos primeiros incorporarem, por
exemplo, sensores e comparadores. Discute-se nesta secdo o projeto de sistemas de controle
em malha fechada com vista a fazer a saida y(t) seguir a referéncia r(t).

Seja o sistema de controle linear invariante no tempo em malha fechada, com realimentacdo
unitdria, ilustrado na Figura 3.2. Supde-se que o controlador e a planta sao representados por
funcdes de transferéncia precisamente conhecidas.

Dadas as fungdes de transferéncia da planta e do controlador, pode-se calcular a funcao
de transferéncia e os pélos do sistema em malha fechada. O problema inverso, denominado
de problema de alocacdo de p6los consiste em, dada a funcdo de transferéncia da planta e os
polos desejados para o sistema de controle em malha fechada, obter a funcao de transferéncia

do controlador que produzird a alocacao desejada.
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w(t

)
t) T ++¢ u(t t
L»Q—V Controlador ) Planta y( )>

Fig. 3.2: Sistema de controle realimentado.

O primeiro passo para o projeto de controladores por alocacdo de pélos € decidir a localiza-
¢do dos polos do sistema em malha fechada. Ao se selecionar polos, deve-se considerar que,
quanto mais afastados os p6los de malha fechada estiverem dos p6los de malha aberta, maior
terd de ser o esfor¢o de controle empregado. Além disso, quando um zero encontra-se proximo
de um pdlo de malha aberta, o sistema pode ser pouco controldvel e mover este pélo podera re-
querer maior esforco de controle. A técnica de alocacdo de polos visa principalmente corrigir
os aspectos indesejdveis da resposta do sistema em malha aberta e evitar grandes esfor¢os de
controle para mover pélos que estdo proximos de zeros. Isso é conseguido alterando-se apenas
os pdlos em posicoes indesejadas. Outros polos e zeros do sistema em malha aberta podem ser
mantidos nas suas posi¢cdes originais.

A partir do diagrama de blocos do sistema de controle representado na Figura 3.2, a fun¢do

de transferéncia (de r(t) para y(t)) do sistema em malha fechada é

C(s)P(s)

REYEEIEE) o

com C(s) e P(s) representando as fungdes de transferéncia do controlador e da planta a ser
controlada. Controlador e planta sdo func¢des racionais na freqii€ncia complexa s e podem ser

descritas por seus numeradores e denominadores:

C(s) = Zgég e P(s)= ") (3.2)

Substituindo (3.2) em (3.1), obtém-se a funcdo de transferéncia do sistema em malha

fechada em termos dos numeradores e denominadores do controlador e da planta:

_nr(s) _ nc(s)np(s)
F) =206 = 0)dn(s) + ne(s)inn(s)” (3-3)
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A equacdo (3.3) torna evidente que a realimentacdo desloca os pélos d¢(s) e dp(s) para
dr(s) = do(s)dp(s) +ne(s)np(s).

A escolha das raizes de dp(s) deve ser feita de modo a garantir que pdlos complexos
sempre aparecam em pares conjugados. Desta forma, todos os coeficientes de dp(s) serdo
reais. Para sistemas continuos no tempo, como os tratados neste trabalho, p6los estdveis sdo
aqueles cujas partes reais sao negativas. Caso contrario, os pélos sdo denominados instaveis.

Escolhidos os p6los do sistema de controle em malha fechada (raizes de dr(s)), o projeto
do controlador resume-se a solu¢do da equagao

de(s)dp(s) + ne(s)np(s) = dp(s), (3.4

chamada de equacdo Diofantina.

3.2.1 Equacao Diofantina

Ao invés de resolver diretamente a equacdo (3.4), pode-se transformé-la em um sistema
de equagdes lineares. Sejam m e n os graus dos polindmios d¢(s), dp(s), respectivamente.
Assume-se que as funcdes de transferéncia do controlador e da planta sdo proprias. O grau de
dr(s) ém+n.

Os polindmios d¢(s), na(s), dp(s), np(s) e dp(s) podem ser escritos como

de(s) = deo+ders+ ...+ doms™,

ne(s) = neo+neis+ ...+ nems™,

dp(s) = dpo+dp1s+ ...+ dpys", (3.5)
np(s) = npo+np1s+...+npps”,

dp(s) = dpo+dpis+ ...+ dpaem)s™ ™,

com dp, # 0; outros coeficientes podem ser nulos. Substituindo (3.5) em (3.4), pode-se
igualar os coeficientes de mesma poténcia em s e obter

dcodpo + nconpo = dro,
dcodpr + deidpo + neinpo +neonpr =  dpr,
dedPn + nemnpn = dF(m+n)~

O sistema de equacOes lineares acima pode ser expresso matricialmente na forma
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np, 0 0 dp, O 0 i nem 7 - dF(ner) -
0 0 0 0
npey ... dpl ce ncot dp(n+2)
Npo ... 0 0 dp() e 0 0 Nco _ dF(n+1) (36)
0 Npn 0 dPn de an
np1 Ce dpl
0 ... NMpg nNpp 0 dpo dp1 dCl dr1
0 ... 0 nmp O ... 0 dp | Ldoo ] [ dro |
ou Ax = b, com
_ new -
Xnum nco
x=| ... |=1]..1]. (3.7)
Xden an

Para que o sistema linear (3.6) apresente uma dnica solu¢@o, o grau do controlador deve
ser m = n — 1 e a matriz A, a resultante de Sylvester dos polindmios np e dp, ndo-singular.
Em geral, a matriz A apresenta 2(m + 1) colunas e m + n + 1 linhas e é chamada de matriz
de Sylvester do sistema.

A matriz A é obtida a partir da planta P(s) da seguinte maneira: a primeira coluna de A
¢ construida com os coeficientes de np(s) em ordem decrescente de poténcias em s; a coluna
seguinte € construida de forma idéntica a anterior, mas deslocada de uma posi¢do para baixo
(o procedimento € o mesmo para as primeiras m + 1 colunas de A). A segunda metade das
colunas de A segue o mesmo procedimento, porém utilizando os coeficientes de dp(s).

Caso a matriz A tenha rank completo de linhas, ou seja, se A for ndo-singular, é possivel
alocar arbitrariamente os pdlos do sistema. Caso contrério, a equacao (3.6) pode ter solugcao
para determinados vetores b, porém nao é mais possivel garantir uma alocagdo arbitraria de
polos do sistema em malha fechada.
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Um tratamento mais completo sobre alocacdo de pdlos por meio da equacdo Diofantina
pode ser encontrado em (Chen, 1999).

3.2.2 Exemplo numérico

Considere o Exemplo 9.2 de (Chen, 1999). Dada uma planta com func¢ao de transferéncia

Pls) = S22 (3.8)

52 —1

e tendo em vista o sistema da Figura 3.2, deseja-se encontrar um controlador C'(s) que aloque
os polos do sistema em —2, —1 £ 51. O polindmio associado a estes polos é

dp(s) = s° 4+ 45% + 65 + 4.

Assim, a equagdo (3.6) pode ser escrita como

0 0 1 0 nes 1
1 0 0 1 neo || 4
-2 1 -1 0 derv | | 6
0 -2 0 -1 deo 4

Esta equacdo resulta em

dCO = ?7 dCl = 17

—-23 —22
nco = ——» ney = —(—-

O controlador que aloca os pélos do sistema em malha fechada em —2, —1 £ 51 € dado por

B —225 — 23

Cl) = =573 (3.9)
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3.3 Equacao Diofantina intervalar

Plantas com parametros imprecisamente conhecidos originam matrizes de Sylvester com
incertezas. Para incertezas do tipo intervalar, o problema de aloca¢do de pdlos se reduz a
solucdo de uma equacdo Diofantina intervalar.

A obten¢do da matriz de Sylvester a partir dos coeficientes intervalares da planta € similar
a utilizada para plantas precisamente conhecidas. A equacdo Diofantina intervalar assume a
forma

[A]x = [b] (3.10)

sendo que [A] € IR", x € IR", [b] € IR, parar = 2(m + 1) et = m + n + 1. A solugio
do sistema de equagdes intervalares (3.10) € definida por (2.36).

O vetor intervalar [b] descreve possiveis incertezas (devidas a aproximagdes, por exemplo)
com respeito ao polindmio caracteristico do sistema em malha fechada e define um espacgo no

plano complexo.

3.4 Tratamento de multiincidéncias

A solugdo do sistema (3.10) por meio de técnicas cldssicas de Andlise Intervalar produz
resultados conservadores. Uma forma de redugdo do conservadorismo (ou, de forma equiv-
alente, de redugdo do raio da solugdo [x]) é o tratamento de multiincidéncias de elementos
intervalares presentes na matriz de Sylvester.

A idéia bésica € tratar multiplas incidéncias de um mesmo intervalo em varios elementos
da matriz, tornando-os dependentes. Para ilustrar o problema, suponha que p € [1,4] é um
coeficiente intervalar incidindo multiplas vezes em A. Embora o valor exato de p seja de-
sconhecido no intervalo [1, 4], seu valor serd sempre o mesmo, independentemente de quantas
vezes o elemento aparece em A. Entretanto, técnicas cldssicas de solucao para (3.10) tratariam
cada ocorréncia de p como um valor possivelmente diferente.

Percebem-se multiplas incidéncias de elementos intervalares na equacdo (3.10), derivados
da constru¢do da matriz de Sylvester. Explorar a estrutura da matriz de Sylvester em termos
de multiincidéncias permite reduzir o conservadorismo da solugdo intervalar [x].

Um algoritmo baseado em Anélise Intervalar para a solu¢ido de sistemas intervalares na

forma [A]x = [b], que considera multiincidéncias de elementos intervalares, é proposto em
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(Rump, 1994). Este algoritmo pode ser adaptado ao problema de alocacdo de pélos como
segue.

Seja [p] um vetor intervalar, de modo que qualquer grandeza (intervalar ou ndo) da planta
(ou do polindmio caracteristico intervalar descrito por [b]) possa ser obtida a partir da multi-

plicagdo de um vetor real w(i, j) por [p]:

(3.11)

Teorema 3.4.1. Seja A([p])x = b([p]), com A([p]) € IR, b([p]) € IR", [p] € IR*, um
sistema linear parametrizado como em (3.11). Seja R € R™", [y] € IR", x € R" e defina
z] € IR", [C] € IR™*" por

[2i] = ZH;R@' w(0,7) — nliW(j,U) T [p], (3.12)
[C] =1-RA([p)). (3.13)
Obtenha [v] € IR" por meio de
il ={lz] + [C][u]}; 1<i<n (3.14)
Seja [u] definido por
[ = (Vi) - [vied) [yal o fya) (3.15)

Se [v] G [y, entdo a solugdo [x] do sistema [A]x = [b] satisfaz [x] € X + [v].

Prova. Ver (Rump, 1994).

3.4.1 Exemplo ilustrativo

Para exemplificar a utiliza¢do do Teorema 3.4.1, considere o sistema abordado em (Rump,
1994):
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3 1,2 10, 10.5

[ 9 ] X = [ ) } (3 . 16)
[1,2] 3 (10, 10.5]

Primeiramente é necessério escolher um vetor intervalar [p] que seja capaz de representar

todos os elementos do sistema (3.16). Uma possivel escolha para [p] é

3
pl=1| [1,2]
[10,10.5]

Todos os elementos do sistema (3.16) podem ser representados pela multiplicagao de um
vetor real w pelo vetor intervalar [p]. Considerando que o sistema (3.16) apresenta a forma
[A]x = [b], existe w tal que [A;;] = w(i,5)” [p] e [b;] = w(0,7)" [p]. A representacio de
[b] requer os seguintes vetores:

0 0
w(0,1)=1 0 e w(0,2)=10
1 1

Para a representacdo de [A], utilizam-se

1 0
w(l,1) = {0 . w(l,2) = 1],
0 0
0 1
1 0
0 0

w(2,1) = e w(2,2) =

Além das defini¢des de [p] e w, é necessdrio definir as grandezas X € R", R € R™" ¢
ly] € IR". Estas defini¢cdes sdo usadas para centralizar a casca intervalar [v]. Informacdes
adicionais sobre as definicdes destes parametros sdo apresentadas em (Rump, 1994). Em par-
ticular, Rump (1994) sugere
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b
I

(A°) ' be,
R = (A9

e [y] como solugdo do sistema linear intervalar
(I-[C) Iyl = [2].

Para este exemplo, o vetor intervalar [y] foi obtido resolvendo-se o sistema linear intervalar
acima usando o Intlab.
A partir de [A] e [b] dados por (3.16), obtém-se entdo

_ 2.2778
X:
2.2778
R 0.4444 —0.2222
| 02222 0.4444 |

Ap6s encontrar [C] e [z] como definidas no Teorema 3.4.1, obtém-se

| [-0.4661,0.4661]
ly] = [—0.4661,0.4661] |

A partir de [z], [C] e [u] obtém-se

| [-0.4640, 0.4640]
V= | (0.4636,0.4636] |°

Como [v] & [y], a solugdo do sistema estd contida em Z + [v]. Definidos X, R, [y], [p] e

w, pode-se aplicar o resultado do Teorema 3.4.1 para a obtencdo da solucdo do sistema (3.16):

(3.17)

[1.8142,2.7414]

o] [ [1.8137, 2.7418) ]
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Este resultado pode ser comparado ao obtido utilizando o Intlab, toolbox do Matlab para
Andlise Intervalar, que implementa um método para solucio de sistemas lineares intervalares
sem levar em conta multiincidéncias de coeficientes intervalares. A solu¢do fornecida pelo
Intlab é

(3.18)

[Xintlab] =

[0.8614, 3.6942)
[0.8614,3.6942] |

A comparagdo dos raios de [Xmuti] € [Xintiap] torna mais evidente a redug¢do no conser-
vadorismo das solucdes ao utilizar-se o tratamento de multiincidéncias na solucao de sistemas

lineares intervalares.

0.4640
0.4635

multi —

1.4163
6in ab — . 319
tlab [ 1.4163 ] 3-19)

3.5 Aplicaciao em alocacao de pélos

Considere a planta intervalar de (Lordelo et al., 2006):

L 1] Ipal?
P = s D + wols + D) (320

com [p1], [pe] , [ps] € [0.99,1.01]. Deseja-se projetar um controlador de segunda ordem para

alocar os poélos da funcdo de transferéncia do sistema em malha fechada (representado pela
Figura 3.3) em —4, —2 + 52 e —1 £ j, que correspondem ao polindmio

b(s) = s° + 10s* + 425 + 965% + 1125 + 64. (3.21)

A equacdo Diofantina associada a este problema de alocacdo de pdlos, como definida na
secdo 3.2.1, é dada por

0 0 0 [ag] O 0 N9 1
0 0 0 lag] las] O n 10
0 0 0 Jad las] [ao] | | mo | _ | 42
] 0 0 fas] fad fag] | | do | | 96 |’ (3.22)
0 fa] 0 0 f[as] [ag] | | 112
L 0 0 [al] 0 0 [as] 1L dO ] i 64 |
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Fig. 3.3: Sistema de controle com realimentagdo unitdria.

com [a;] = [p1] (D3], [az] = [pa], [as] = [pa] [ps] + 1, [aa] = [p2] [ps]” + [ps] € [as] = [ps]".
E possivel encontrar a solu¢do intervalar para a equacdo (3.22) se a matriz de Sylvester
associada for regular. Um teste pratico para a verificagdo da regularidade de uma matriz inter-
valar é o cdlculo de seu raio espectral (p(|(A°)~!|A¥)), como discutido na Se¢do 2.6.1.
Para [p1], [p2] , [p3] € [0.99,1.01], p(](A¢)~!AT) = 0.3000 < 1. Neste caso, sdo obtidas
as seguintes solu¢des para a equagio (3.22):

[29.1946, 32.7810] [ 1.7932
[52.6129, 59.3414] 3.3643
[37.9775, 41.9955] 2.0090
[Xmulti] = € 5multi = ;
[0.9899,1.0101] 0.0101
[7.9187,8.0811] 0.0812
| [23.7322,24.2660] | | 0.2669 |
[ [28.2160, 33.8982] | [ 2.8411 |
[52.0654, 60.0680] 4.0013
[37.9417, 42.1433] 2.1008
[Xsign] = € 5sign = ;
[0.9901, 1.0101] 0.0100
[7.8807,8.1207] 0.1200
| [23.3418,24.6620] | | 0.6601 |
[ [28.0114,33.9642] | [ 2.9764 ]
[51.7897, 60.1645] 4.1874
: | [37.7997,42.1781) | 2.1892
Xintlab| = intlab —
fab [0.9899, 1.0101] b 0.0101
[7.8781,8.1217] 0.1218
| [23.3255,24.6727] | | 0.6736

Sejam [d () muis] 0 denominador da fungio de transferéncia do sistema em malha fechada

para o controlador [Xmuiti], [dF($)sign] © denominador da fungdo de transferéncia do sistema
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em malha fechada para o controlador [Xsign| € [d#($)intias) © denominador da fungdo de trans-
feréncia do sistema em malha fechada para o controlador [Xint1an]- A Figura 3.4 apresenta,
em pontos de tonalidade intermedidria (mais externos), S([dr(s)inua]) , €m pontos claros,

S([dr(s)sign]) € em pontos escuros (mais internos), S([dp(S)mauti])-

Pole-Zero Map

Imaginary Axis

Real Axis

Fig. 3.4: Espaco de raizes de [dp(s)intiab]s [dr(S)sign] € [dr(S)muiti]-

A real solucdo do problema de alocag@o de pélos estd contida em [Xintiab), [Xsign),» OU
[Xmuti]- Usando o controlador obtido a partir do tratamento de multiincidéncias de elementos
intervalares na matriz de Sylvester foi possivel reduzir a regido no plano complexo na qual
encontra-se S([dr(s)]). Isto significa que foi possivel reduzir o conservadorismo no que diz
respeito as especificacdes de desempenho do sistema em malha fechada.

O amortecimento e a freqiiéncia natural dos pélos do sistema em malha fechada sdo lim-
itadas inferiormente por { = 0.494 e w,, = 0.996 rad/s, respectivamente, quando é usado o
controlador [Xpyuiti]. O amortecimento e a freqiiéncia natural dos pélos do sistema em malha

fechada sdo limitadas inferiormente por £ = 0.408 e w,, = 0.856 rad/s quando € usado o con-
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trolador [Xgign| € por £ = 0.402 e w,, = 0.847 rad/s quando é usado o controlador [Xintiab)-

E importante que pequenas varia¢des no controlador, devido a imprecisdes (arredonda-
mentos) durante a implementacao, por exemplo, ndo afetem de maneira significativa o desem-
penho do sistema em malha fechada. Este problema, chamado de problema de fragilidade, é
resolvido utilizando-se o controlador central x¢ = %(i + x). O controlador central admite

maior variacdo em seus coeficientes, relativamente aos controladores da familia [x].

Pole-Zero Map

2.5 T - - T
© 086 076, 0.16
2 . T . ; 3 i
0.94 : 9
1+ > i
0.985. 3 X o
X 05F : v _ .
> ; N
© - 1
= 0 I#* rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
©
E : e
-05F - . s
‘0.985
1t .
15F .
0.94
2} i
- 0.86 ) 0.5 0.34 0.16
_25 | | | | - | | | |
-5 -45 -4 -3.5 -3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0

Real Axis

C

Fig. 3.5: Espaco de raizes de [d($)muti] para o controlador central XS, ;-

A Figura 3.5 apresenta o conjunto espectral do sistema em malha fechada usando o contro-

c
multi®

em malha fechada sdo limitadas inferiormente por £ = 0.604 e w,, = 1.250 rad/s respectiva-

lador central x Neste caso, o amortecimento e a freqiiéncia natural dos polos do sistema

mente. Os trés métodos de soluc¢do da equagao Diofantina intervalar forneceram controladores

centrais semelhantes. Deste modo ndo existem diferencas significativas entre 0os conjuntos es-

C

. . o c
pectrais dos sistemas em malha fechada que utilizam-se x5, ).}, X e ultic

C
signs OU X
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Para tornar ainda mais evidente a diferenca entre os dois métodos de resolucdo da equacao
Diofantina, aumentou-se os raios intervalares de [p1], [p2] € [p3] para [p1], [p2] , [p3] € [0.95,1.05].
Como p(|(A°)~'|Ar) = 0.1490 < 1, a ndo-singularidade robusta da matriz A € preservada.
Para os novos valores de [p1], [p2] € [p3], obtém-se as seguintes solugdes:

[20.0694, 41.3252)] [ 10.6279
35.8206, 75.0433] 19.6113
[28.0790, 51.2512] 11.5861
[Xmulti] = € (5multi = )

[0.9474, 1.0526] 0.0526
[7.5656, 8.4294] 0.4319

| [22.4925,25.4625] | | 1.4850 |

[ [18.0983, 46.7784] ] [ 14.3401 |
[37.5176, 77.8401] 20.1612
[30.4726, 51.6669)] 10.5972

[Xsign] - € 5sign - ;

[0.9524, 1.0526] 0.0501
[7.4160, 8.6190] 0.6015

| [20.7390, 27.3563] | | 3.3086 |

[ [12.6515,48.7431] ] [ 18.0458 ]
[30.1515, 80.7124] 25.2805
[26.7443, 52.7048] 12.9802

[Xintlab] = € Ointlab =

[0.9471, 1.0529] 0.0529
[7.3507, 8.6443] 0.6468

| [20.3093,27.6457] | | 3.6682 |

Ao se aumentar o raio de incerteza dos elementos intervalares da planta, percebe-se um
aumento da diferenca entre os espacgos das raizes do polindmio intervalar [dr(s)] quando os
controladores descritos por [Xmuiti, [Xsign] € [Xintiab] 30 utilizados, como ilustra a Figura 3.6.
A Figura 3.6 apresenta, em pontos de tonalidade intermedidria (mais externos), S([dr()intab)])
, em pontos claros, S([dr(s)sign]) € em pontos escuros (mais internos), S([dp(S)mauti])-

Usando o controlador obtido a partir do tratamento de multiincidéncias foi possivel reduzir
a regido no plano complexo na qual encontra-se S([dr(s)]). Isto significa que foi possivel
reduzir o conservadorismo no que diz respeito as especificacdes de desempenho do sistema
em malha fechada.

A partir da Figura 3.7 € possivel perceber que o sistema de controle permanece estavel para
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Pole-Zero Map
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Fig. 3.6: Espaco de raizes de [dr($)intiab)> [dF(S)sign) € [dr(S)muiti]-

qualquer controlador Xmuiti € [Xmuiti]- Porém existe Xintlab € [Xintlab) tal que a parte real
dos pdlos deste sistema em malha fechada é nao-negativa.

A Figura 3.8 apresenta o conjunto espectral do sistema em malha fechada usando o contro-
lador central xj,1,;- O amortecimento e a freqii€ncia natural dos polos do sistema em malha

fechada sdo limitadas inferiormente por £ = 0.307 e w,, = 0.652 rad/s, respectivamente.

3.6 Conclusao

Neste capitulo apresentou-se uma extensdo da técnica de projeto por alocacido de poélos
baseada em resultados de Andlise Intervalar. O objetivo foi encontrar solu¢des menos conser-
vadoras para o problema de alocacdo de pélos quando os coeficientes da planta sdo represen-

tados por intervalos.
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Pole-Zero Map

Imaginary Axis

Real Axis

Fig. 3.7: Zoom no espago de raizes de [dp(s)intiab)> [dr(S)sign] € [dr(S)muiti]-

O método de tratamento de multiincidéncias proposto mostrou-se bastante adequado a
solugdo da equagdo Diofantina intervalar, reduzindo o conservadorismo da solucdo sem au-

mentar significativamente o esfor¢co computacional relativamente aos métodos classicos.
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Pole-Zero Map
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Fig. 3.8: Espaco de raizes de [dr($)muti] para o controlador central xS ;-



Capitulo 4

Rastreamento e regulacao robustos

4.1 Introducao

Este capitulo discute o problema de rastreamento e regulacdo robustos por meio de alo-
cacdo de polos. Uma extensdo do principio do modelo interno para o caso intervalar € proposta
afim de modelar e cancelar os pdlos instdveis do sinal de referéncia e de possiveis disturbios.
A técnica de tratamento de multincidéncias de elementos intervalares apresentada no Capitulo
3 ¢ aplicada ao problema de alocag@o robusta de pdlos de um sistema para garantir rastrea-
mento e regulacdo robustos. Simulagdes demonstram que rastreamento e regulacdo robustos

para diferentes sinais de referéncia e distirbios sdo obtidos ao se utilizar a técnica proposta.

4.2 Defini¢ao do problema

A técnica de alocacdo de polos pode ser estendida ao chamado problema de regulagdo.
Neste caso, assumindo-se a configuracdo de sistema de controle com realimentacao unitdria,
representado na Figura 3.1, referéncia r(t) = 0, deseja-se que qualquer resposta do sistema a
estados iniciais nao-nulos seja eliminada assintoticamente.

Para tanto, € necessério que todos os pdlos do sistema em malha fechada estejam local-
izados no semiplano esquerdo do plano complexo, ou seja, que suas partes reais devem ser
negativas. A localizacdo dos pdlos determinard o tempo necessario para eliminar, na pratica,

39
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quaisquer respostas a estados iniciais nao-nulos.

O problema de obter o rastreamento assintético de um dado sinal de referéncia é mais
complexo que o problema de regulacdo. A técnica de alocacdo de pdlos também pode ser
estendida para assegurar o rastreamento assinttico de uma referéncia dada.

Sistemas de controle em malha fechada sdao muito utilizados por serem menos sensiveis
a perturbacdes. Considere a configuracdo de sistema de controle com realimentagcdo unitaria
ilustrada na Figura 4.1.

r +
Dol 1 (sl cs) b Pis) 2

Fig. 4.1: Sistema de controle com realimenta¢do unitaria.

Na Figura 4.1, C(s) e P(s) sdo fungdes racionais préprias na freqiiéncia complexa s. As-
sim, C'(s) e P(s) podem ser escritas como

ne(s) np(s)
C(s) = e P(s) = ,
(s) o (s) (s) I (s)
com
deo +do1s+ ... +doms™,

(s)
no(s) = neo+neis+ ...+ nems™,
( ) dp0—|—dp18+...+dpn8n,

np(s) = npo+npis+ ...+ np,s".

4.1)

Para P(s) de ordem n, é necessdrio que dp,, # 0, embora outros coeficientes de dp(s) e
np(s) possam ser nulos. Analogamente, para C'(s) de ordem m, é necessario que d¢y, # 0;
outros coeficientes de d¢(s) e ne(s) podem ser nulos.

A func@o de transferéncia de r () para y(t) é

knc(s)np(s) knc(s)np(s)

1) = Goan(s) + nene® — de(s) 42)

sendo que dp(s) = do(s)dp(s) +ne(s)np(s) € o polindmio caracteristico desejado, podendo

ser obtido por meio de alocagdo de pdlos. O problema de regulagdo € solucionado escolhendo-
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se os polos de dr(s) de maneira que todos apresentem parte real negativa. Para o tratamento
do problema de rastreamento assintético, assuma inicialmente que a referéncia é um sinal do

tipo degrau de amplitude a. A transformada de Laplace de r(t¢) é dada por

R(s) = L{r(t)} = % 4.3)

A transformada de Laplace do sinal controlado pode ser expressa como
Y(s)=T(s)R(s) =T(s)—. 4.4)

Se T'(s) for estdvel no sentido entrada-saida, y(t) tenderd assintoticamente a constante
T(0)a. Para que haja o rastreamento assintdtico de qualquer referéncia do tipo degrau, 7'(s)
deve ser estavel no sentido entrada-saida e 7'(0) = 1. Com T'(s) dado por (4.2), para garantir
a condi¢do 7'(0) = 1, o ganho de malha direta k deve ser

dro

k= 4.5)

npoTico
A partir da equacdo (4.5), observa-se que o rastreamento assintotico de uma referéncia do

tipo degrau € possivel apenas se npy # 0 e nco # 0. O coeficiente nco do controlador pode

ser feito diferente de zero; npy € um coeficiente da planta.

4.3 Rastreamento robusto e rejeicao a distarbios

Considere o sistema de controle com realimentacao unitdria e planta intervalar represen-
tado pela Figura 4.2. A saida do sistema (sinal controlado) deve seguir assintoticamente a
referéncia r(t). O sinal w(t) representa eventuais distirbios e deve ser rejeitado para que o
sinal controlado siga assintoticamente a referéncia.

Caso os sinais 7(t) e w(t) tendam a zero quando ¢ — oo, o sinal controlado tenderd a
zero quando ¢ — o0, se o sistema realimentado for estavel no sentido entrada-saida. Por-
tanto, mesmo que haja varia¢do na planta P(s), o sinal controlado tenderd a zero desde que a
condi¢do de estabilidade no sentido entrada-saida do sistema realimentado nao seja violada.

Nao € possivel assegurar o rastreamento nem a rejei¢do a distirbios caso ndo se tenha
conhecimento sobre 7(t) e w(t) quando estes sinais ndo se aproximam de zero quando ¢ — oo.

Entdo, sejam as transformadas de Laplace de r(¢) e w(t) abaixo:
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RS = Llr) = 55, @6)
W) = Llw) = 45, @

sendo que dg(s), dw(s), nr(s) e ny(s) sdo polindmios em s. Com a finalidade de garantir o
rastreamento assintético e a rejei¢@o a distdrbios, é necessdrio que tanto dg(s) quanto dyy (s)
sejam precisamente conhecidos. Os numeradores ng(s) e ny (s) de (4.6) e (4.7), respecti-
vamente, podem ndo ser conhecidos, o que, juntamente com a natureza intervalar da planta

P(s) € [P(s)], conferird a qualidade de robustez ao projeto.

4.3.1 Modelo interno

De acordo com o principio do modelo interno, assume-se que os sinais r(¢) e w(t) sdo
dados. Define-se entdo a fun¢do ®(s) como sendo o menor denominador comum dos pélos
instaveis de R(s) e W (s). Os pdlos estaveis de R(s) e W (s) ndo afetam o sinal controlado
quando t — oo. A partir da defini¢do de ®(s) tem-se que todas as raizes de ®(s) = 0
apresentam partes reais nao-negativas.

A seguir € apresentada uma extensdo do Teorema 9.3 de (Chen, 1999).

Teorema 4.3.1. Considere o sistema realimentado representado na Figura 4.2. Assuma que a
planta intervalar [P(s)] é estritamente propria e que [dp(s)] e [np(s)] sdo polindmios robus-

tamente coprimos. (Um método para a verificacdo da coprimo-robustez de dois polinomios



4.3 Rastreamento robusto e rejeicao a distirbios 43

intervalares é apresentado na secdo (2.7).) Assuma também que os sinais de referéncia e

distiirbio sdo modelados por

Defina ®(s) como o menor denominador comum dos pdlos instdveis de [R(s)] e [W (s)].
Suponha que nenhuma raiz de [dp(s)|P(s) é zero de [P(s)], ou seja,
S([dp(s)]®(s)) N S([np(s)]) = 0, e que as raizes da equagdo Diofantina intervalar

[do ()] [dp(s)] ©(s) + [nc(s)] [np(s)] = [dr(s)]

situam-se no semiplano esquerdo aberto do plano complexo s.

Entdo qualquer controlador na familia

[nc(s)]
[do(s)] (s)

estabiliza o sistema em malha fechada e rejeita assintoticamente o distiirbio w(t), quaisquer
que sejam P(s) € [P(s)], R(s) € [R(s)] e W(s) € [W(s)].

[C(s)] =

Prova. Se nenhuma raiz de [dp(s)|P(s) pertence ao espectro de [np(s)], entdo [dp(s)|P(s) e
[np(s)] sd@o robustamente coprimos, ou seja, S([dp(s)|®(s)) (N S([np(s)]) = 0. Desta forma

é possivel encontrar a solugdo para a equag¢do Diofantina intervalar

[do(s)][dp(s)]®(s) + [no(s)llne(s)] = [dr(s)], (4.8)

qualquer que seja [dp(s)| desejado. Assuma que todas as raizes de [dc(s)][dp(s)]P(s) +
nc(s)][np(s)] = [dr(s)] estdo situadas no semiplano esquerdo aberto do plano complexo s.
Uma verificacdo disto pode ser feita a partir do Teorema 2.7.1 (Teorema das Arestas).

Considere o seguinte controlador:

ne(s)

Cls) = do(5)0(s)

4.9)

com C(s) € [C(s)]. A partir da Figura 4.2, a fungdo de transferéncia de w(t) para y(t) é
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[np(s)]dc(s)P(s)

o) = G (R) + eI ] 10
O sinal controlado, excitado por w(t), € [Yy,(s)] = [Twy(s)][W (s)], ou
Yu(s) np(s)do(s)®(s) nw(s) @.11)

" do(s)dp(s)®(s) + no(s)np(s) dw(s)’

para quaisquer P(s) € [P(s)] e W(s) € [W(s)]. Como todos os pdlos instdaveis de [W (s)]
sdo cancelados por ®(s) e todas as raizes de dc(s)dp(s)P(s)+nc(s)np(s) estdo localizadas
no semiplano esquerdo aberto do plano complexo s, todos os pdlos de Y,,(s) apresentam parte
real negativa. Portanto y,,(t) — 0 quando t — oo, isto é, a resposta do sistema ao distirbio
é rejeitada assintoticamente.

A partir da Figura 4.2, a funcdo de transferéncia de r(t) para y(t) é

nc(s)np(s)]

T = o) + eI o) w12
O sinal controlado, excitado por r(t), é [Y,.(s)] = [T,,(5)][R(s)], ou
Yi(s) = nc(s)np(s) nr(s) 4.13)

~ de(s)dp(s)®(s) + nc(s)np(s) dr(s)’

para quaisquer P(s) € [P(s)] e R(s) € [R(s)]. O sinal de erro, e.(t), relativo ao sinal de
referéncia, pode ser obtido por meio da equacdo (4.13) como

A expressdo para o erro [E,.(s)| assume a forma

dc(s)dp(s)®(s) ng(s)

B = Ge0)ar(5)8(5) + nelsnr(s) dals)’

4.14)
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para quaisquer P(s) € [P(s)] e R(s) € [R(s)]. Todos os pdlos instdveis de R(s) sdo
cancelados por ®(s). Como todas as raizes de dc(s)dp(s)®(s) + nc(s)np(s) estdo lo-
calizadas no semiplano esquerdo aberto do plano complexo s, pode-se entdo concluir que
e(t) = r(t) — y,(t) — 0 quando t — oo. Por tratar-se de um sistema linear, o Teorema da
Superposi¢do permite afirmar que r(t) — y(t) = r(t) — (y-(t) + yw(t)) — 0 quando t — oo,
o que demonstra o rastreamento da referéncia e a rejeicdo do distiirbio, assintoticamente.

4.4 Exemplo numérico

Considere a variante do Exemplo 9.3 de (Chen, 1999), representado na Figura 4.3, cuja

planta, agora intervalar, apresenta a seguinte funcao de transferéncia:

np(s)]  s—[1.9,2.1]

POl = e ~ 7= po.1]

(4.15)

r(t) | no(s) 1+ Rult) | s+ [=2.1,-1.9] | y(t)
() d(f(s) > o(s) ‘|’< ) 2+ 11,09 [

Fig. 4.3: Exemplo 9.3 de (Chen, 1999) modificado.

Deseja-se determinar um controlador de forma que os pélos do sistema em malha fechada
sejam —4, —3 £ 2i, —2 + 1.54, —1 + 3¢, —2.5 £ 4.
A partir de [P(s)] e sabendo-se que ®(s) = s(s* + w?) (significando que a referéncia e o

distirbio podem ser sinais do tipo degrau ou senoidal), para w = 2rad/s, tem-se que

O(s)[dp(s)] = (s* —10.9,1.1])(s* + w?s)

4.16
= &° +[2.9,3.1]s® + [—4.4, —3.6]s. (*-10)

Usando o tratamento de multiincidéncias, a solu¢do da equagdo Diofantina intervalar re-
sultante, para um controlador de ordem 4, é
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[—20020.8782, —13847.0280]
[—24783.4281, —16278.8844]
[—80913.2926, —56198.0511]
[—92100.5892, —59857.8483]
[—12401.3233, —11161.1767]
[1.0000, 1.0000]
21.0000, 21.0000]
205.4000, 205.6000]
[1226.1500, 1230.3500]
[18735.2031, 24949.3281]

[Xmulti] -

O controlador central é dado por

[ —16933.9531
—20531.1562
—68555.6719
—75979.2187
—11781.2500

1.0000
21.0000
205.5000
1228.2500
21842.2656

(4.17)

(4.18)

Usando o controlador central, foram realizadas simulagdes para alguns valores de np(s) €

np(s)] e dp(s) € [dp(s)]. Nas figuras a seguir, em linhas mais claras sdo apresentadas as

respostas para valores selecionados de P(s) € [P(s)] e referéncias e distdrbios dos tipos onda

quadrada ou senoidal. A linha mais escura representa o sinal de referéncia (onda quadrada ou

senoidal).

Para a primeira simula¢do, apresentada na Figura 4.4, foi utilizada como referéncia uma

onda quadrada com periodo de 160 segundos e amplitude 1. Em ¢ = 30 segundos foi adi-

cionada uma perturbacgdo do tipo degrau de magnitude 5. Outra perturbagdo do tipo degrau, de

magnitude 3, foi adicionada em ¢ = 130 segundos.
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Fig. 4.4: Simulacdo para referéncia do tipo onda quadrada e distdrbios do tipo degrau.

A simulacdo apresentada na Figura 4.5 € idéntica a anterior, exceto que em ¢t = 30 segundos
foi adicionada uma perturbagdo do tipo senoidal de amplitude 3 e fase O rad. Outra perturbagao
senoidal de freqiiéncia 2 rad/s foi adicionada em ¢ = 130 segundos, esta de amplitude 3 e fase
I rad.

A simulacdo apresentada na Figura 4.6 utiliza como sinal de referéncia uma onda senoidal
de freqiiéncia 2 rad/s e amplitude 1. Em ¢ = 25 segundos foi adicionada uma perturbacio
do tipo degrau de amplitude 5. Outra perturbacdo do tipo degrau foi adicionada em ¢ = 55
segundos, esta de amplitude 3.

A simulacio apresentada na Figura 4.7 € idéntica a da Figura 4.6, exceto que em ¢t = 25
segundos foi adicionada uma perturbacdo do tipo senoidal de amplitude 3 e fase O rad. Outra
perturbacdo senoidal de freqii€éncia 2 rad/s foi adicionada em ¢ = 55 segundos, esta com
amplitude 3 e fase 1 rad.

Em todos os casos € possivel verificar tanto o rastreamento do sinal de referéncia quanto a
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Fig. 4.5: Simulacdo para referéncia do tipo do tipo onda quadrada e disttirbios senoidais.

rejei¢do aos distdrbios para todas as fungdes de transferéncia P(s) € [P(s)] consideradas.

4.5 Conclusao

A conclusio mais importante deste Capitulo 4 € que os problemas de rastreamento e regu-
lagdo robustos por alocag@o de pélos podem ser abordados através de Andlise Intervalar. Uma
extensao do principio do modelo interno para o caso intervalar foi proposta afim de modelar e
cancelar os p6los instdveis do sinal de referéncia e de possiveis disttirbios.

Simulagdes demonstraram o rastreamento e regulacdo robustos para diferentes sinais de
referéncia e distirbios.
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Fig. 4.6: Simulacgdo para referéncia senoidal e distdrbios do tipo degrau.
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Fig. 4.7: Simulagdo para referéncia e distirbios senoidais.
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Capitulo 5

Equacao de Sylvester intervalar

5.1 Introducao

Neste capitulo € apresentada uma metodologia baseada em Andlise Intervalar para a andlise
de estabilidade assintética de sistemas intervalares autonomos na forma x = [A]x. A metodolo-
gia é baseada em uma extensdo do Teorema de Lyapunov para sistemas intervalares.

Equacdes de Lyapunov intervalares sdo tratadas como casos particulares de equagoes de
Sylvester intervalares, que por sua vez podem ser reescritas como sistemas lineares inter-
valares na forma [G]x = [c|. Assim sendo, equagdes de Sylvester (Lyapunov) intervalares
sdo passiveis de resolucdo através dos métodos descritos nos capitulos anteriores desta Dis-
sertacdo. ComparacOes entre diferentes métodos de resolucdo de equacdes de Lyapunov inter-

valares sdo realizadas. Exemplos numéricos ilustram os principais resultados apresentados.

5.2 Equacao de Sylvester intervalar

A equacgdo de Sylvester intervalar ¢ uma equacio matricial da forma

[A]X + X [B] = [C], (5.1)

51
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sendo que [A] € IR™™ ¢ B € IR™™", enquanto que [C] e [X] € IR™*". O conjunto solugio
de (5.1) pode ser caracterizado como

Sew = {X € IR™"AX + XB = C, paraalguma A € [A],

(5.2)
alguma B € [B], alguma C € [C]}.

Teorema 5.2.1. Uma condicdo necessdria e suficiente para que a equacdo de Sylvester inter-
valar (5.1) tenha solugdo para todo C € [C] é que 0 ¢ [\ + 1], quaisquer que sejam i < m
ej < n, com[N] = {AAya = Aya, A € [Al,ya # 0} e 1] = {u/Bys = pys,B €
[B|,yB # 0} denotando os espectros de [A] e [B|, respectivamente.

Prova. Ver (Seif et al., 1994).

Como proposto em (Seif et al., 1994), a equacdo intervalar [A]X + X[B] = [C] pode ser
escrita na forma equivalente

[G]x =[], (5.3)
Gl = (AloLy)+ (e B),
X = VveC (X) = (X117X12, Ce 7X1n, c. 7Xm1,Xm2, ce ,an)T,
[c] = vec([C]) = ([Cu],[Cia],-- -, [Cin]s-- s [Cont] s [Comz] s - - -5 [Con]) " -

O produto de Kronecker [W] ® [Z] entre duas matrizes intervalares, resulta em uma matriz
intervalar cujo bloco (7, ) é dado por |w;;][Z], com [w;;] representando o elemento i, j da
matriz [W]. A solucdo da equacdo de Sylvester intervalar (5.1) pode ser obtida através da

solu¢do de um sistema linear intervalar da forma

(([A] © L) + (In ® [B]T>> x = [c]. (5.4)
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Caso as condicdes do Teorema 5.2.1 sejam satisfeitas, o tratamento de multiincidéncias
apresentado no Capitulo 4 pode ser aplicado a equacdo (5.4), proporcionando raios menores
para a solugdo [X] da equagdo (5.1).

5.3 Equacao de Lyapunov intervalar

A equagdo de Lyapunov intervalar € um importante caso particular da equacao de Sylvester
intervalar, relacionada a problemas de controle e estabilidade de sistemas lineares dinamicos
com incertezas.

A equacdo de Lyapunov intervalar € uma equagdo matricial da seguinte forma:

[A]X + X [A]" = [C]. (5.5)

O método de solugdo da equacdo de Sylvester intervalar via produto de Kronecker pode ser
aplicado a solugdo da equacdo de Lyapunov intervalar (5.5). Neste caso, obtém-se o seguinte

sistema linear equivalente:

(G]x = [c], (5.6)
G] = ([Al®@In) + (In®[A]),
x = vec(X) = (X1, X12, s Xm0 s Xonts Xomzs - -+ Xom) |
[c] = vec([C]) = ([Cu1],[Cra]s-- - [Cinl s [Coni] s [Cona] s - - [Conm])

A equacdo de Lyapunov intervalar (5.5) é resolvida ao se solucionar o seguinte sistema

linear intervalar equivalente:

(Al ®@Tm) + (Im ® [A])) x = [c]. (5.7)
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5.3.1 Exemplo numérico

Considere a equacgdo de Lyapunov intervalar discutida em (Seif et al., 1994):

[A]X +X[A]" =[C], (5.8)

com

a= R0 e

[—1.25,—0.75]  [~0.25,0.25]
[-0.25,0.25] [-1.25,-0.75] |

A partir da utiliza¢do do produto de Kronecker, obtém-se

[G]x = [c], (5.9)
com
[—2.50, —1.50]  [0.75,1.25] 0.75,1.25] 0.00,0.00]
Q= [—2.50, —1.50] [—6.25,—3.75]  [0.00,0.00] 0.75,1.25]
| [-2.50,—1.50]  [0.00,0.00] [-6.25,—3.75]  [0.75,1.25] ’
0.00,0.00]  [-2.50,—1.50] [—2.50,—1.50] [—10.00,—6.00]
[—1.25, —0.75]
o = [—0.25,0.25]
| [-0.25,0.25]

[—1.25, —0.75]
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Além de possiveis multiincidéncias de parimetros em [A] e [C], o emprego do produto de
Kronecker leva a novas multiincidéncias, tornando a solu¢@o da equacdo intervalar resultante
conservadora quando métodos classicos de Analise Intervalar sdo utilizados. O tratamento de
multiincidéncias proposto elimina o conservadorismo excessivo da solucéo.

Conforme visto no Capitulo 3 deste trabalho, os elementos do sistema (5.9) podem ser
representados como a multiplicagdo de um vetor real w por um vetor intervalar [p]. Uma
possivel escolha para [p] é

| [~1.2500, —0.7500]
p] = [ L1 ] :

Para a explorar as multincidéncias do sistema (5.9), a representacao de [c] requer os seguintes
vetores:

Assim, o elemento i de [c] é representado por w(0,7)”[p]. A mesma técnica € entdo apli-
cada a representacdo de [G]|. Desta forma, para a representagdo de |G/, utilizam-se

R g B R R AR
w<2,1>=_§_, w<2,2>=_2—, w<2,3>=_8_, w<2,4>=_;_,
w<3,1>=_§_, w<3,2>=_8_, w<3,3>=_2_, w<3,4>=_;_,
wan=| o] wea= 2] wwa 2] wan- 0]
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A solugdo para a equacdo intervalar (5.9) foi obtida através de trés métodos: Sign-accord
(apresentado na Se¢do 2.6.2), Intlab e tratamento das multiincidéncias.

Foram obtidos os seguintes resultados:

K] [ [0.1542,0.7492]  [0.4266,0.0612] | A [ 02075 02439 ]
TE | [-0.4266,0.0612]  [0.0789,0.4722] | T U®" | 0.2439 0.1966 |
Koo = [ [-0.3070,1.0736] [—0.6629,0.4296] | A [ 06903 05463 ]
meabl T 0.6629,0.4206] [—0.2689,0.6355] | T MY T | 0.5463 0.4522 |
o] = | 10276404902 (01553, —0.0780] | [ 0.1069 003860
w1 0.1553, —-0.0780]  [0.1579, 0.2087] mlt T 0.0386 0 0.0254 |

Como o tratamento das multiincidéncias considera apenas equacgdes de Lyapunov dentro
da familia de equacdes (5.9), o raio da sua solucdo € substancialmente menor se comparado
aos raios apresentados pelas solucdes via Sign-accord e Intlab. (O tratamento de multiincidén-
cias encontra-se implementado em Intlab, mas este ndo considera sistemas de equagdes com
coeficientes multiincidentes.)

A natureza do algoritmo Sign-accord é diferente das demais utilizadas neste exemplo. En-
quanto o método de tratamento de multiincidéncias e o método implementado pelo Intlab
encontram a solu¢do de um sistema linear intervalar por meio de uma extensdo do método
de Newton para sistemas intervalares, o Sign-accord utiliza um método combinatorial que
envolve a resolucdo de 2 sistemas de equagdes, sendo m a ordem da matriz [A].

5.4 Analise de estabilidade

A equacdo de Lyapunov intervalar surge no estudo da estabilidade assintética de sistemas
da forma x = [A]x. O sistema x = [A]|x é robusta e assintoticamente estdvel se todos os
autovalores de cada matriz A € [A] possuem partes reais negativas. A seguir é apresentada

uma extensao para o teorema de Lyapunov (Chen, 1999).
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Teorema 5.4.1. O sistema X = [A|x € robusta e assintoticamente estdvel se para qualquer

matriz intervalar simétrica definida positiva [C), a equagdo de Lyapunov intervalar
A]X + X [A]" = —[C] (5.10)
apresentar solucdo [X| simétrica definida positiva.

Uma matriz intervalar quadrada [X] é simétrica se os elementos intervalares [x;;] e [z;i]
sd0 iguais para todo i e todo j. Uma matriz intervalar simétrica [X] é definida positiva se
todos os autovalores de cada matriz simétrica extraida de [X] sdo positivos. Uma forma de se
visualizar os autovalores de uma matriz intervalar [X] é encontrar seu polindémio caracteristico

intervalar e representar seu espaco de raizes.

5.4.1 Exemplo numérico

Considere o sistema massa-mola-atrito representado pela Figura 5.1.

kl k’g kd
Fowd = b o P
4>
F(t)

THE THE

1 C2

Fig. 5.1: Sistema massa-mola-atrito.

As dinamicas relativas as massas m; e mo sdo descritas, respectivamente, pelas seguintes
equacgoes:
mli’l + Cli'l -+ (lﬁ -+ kg)l‘l — kgl’g = F(t), (511)

mgi‘Q + CQZ'L’Q -+ (kg -+ /{73)332 — k‘Qﬂfl =0. (512)

Uma realizacdo no espago de estados para estas equacoes €
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[ 0 1 0 0 ] o ]
—(k’l + /{32) —C1 ﬁ 0 1
% = m m m x+ | my | F(b), 5.13
0 0 ; . 01 (t) (5.13)
E 0 —(k‘g + k?g) —C9 0
L mo mo mo - =

Os seguintes valores numéricos foram adotados para os parametros da planta:

my = 2.77kg, ¢ =12N/m/s, [ki]
me = 2.59kg, ¢ =10.2N/m/s, [ks]
(3]

198, 202] N/m,
386.1,393.9|N/m,
[386.1, 393.9| N /m.

Poderiam ser tomados como intervalares quaisquer parametros do sistema da Figura fig-
ure:Rectilinear.

A estabilidade assintética do sistema representado por (5.13) serd analisada através do
Teorema 5.4.1. A matriz intervalar [A] da equagfo (5.13) apresentard todos os autovalores

com partes reais negativas se a solucio da seguinte equagdo de Lyapunov intervalar

[A]X + X[A]T = —[C], (5.14)
com
[0.0000, 0.0000] [1.0000, 1.0000] [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
A] = [~215.1264, —210.8664] [—0.4332,—-0.4332]  [139.3863, 142.2022] [0.0000, 0.0000]
[0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000] [1.0000, 1.0000]
[149.0734,152.0849] [0.0000, 0.0000] [—304.1699, —298.1467] [—3.9382, —3.9382]

1.0000, 1.0000] |0.0000, 0.0000

[ | ] [0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000
0.0000,0.0000]  [1.0000, 1.0000]
[ [ ]
[ I [ ]

[ I ]
(0.0000,0.0000]  [0.0000, 0.0000]
0.0000,0.0000]  [0.0000,0.0000] | || ]
0.0000,0.0000]  [0.0000,0.0000] | I ]

1.0000, 1.0000] [0.0000, 0.0000
0.0000, 0.0000] [1.0000, 1.0000

for uma matriz intervalar simétrica definida positiva.
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Trés métodos foram utilizados para resolver a equacdo de Lyapunov intervalar (5.14): Sign-
accord (apresentado na Secdo 2.6.2), Intlab e tratamento de multiincidéncias, introduzido no

Capitulo 3. Foram obtidas as seguintes solucdes para (5.14):

0.2317,0.3269] [—1.1654,0.1654] [0.0269, 0.0962] [0.1535, 1.0550]
Kimes] = [~1.1654,0.1654]  [43.8873,57.3288]  [—1.0550,—0.1535] [—25.5293, —16.7521] ;
[0.0269,0.0962]  [—1.0550, —0.1535] [0.2170, 0.2658] [—0.9368, —0.0632]
[0.1535,1.0550]  [—25.5293, —16.7521] [—0.9368, —0.0632]  [58.9405, 63.9910]
[ [0.2516,0.3102) [~1.0590, 0.0590] [0.0414,0.0838] [0.2457,0.9734]
Kug] = [—1.0590,0.0590]  [46.4803,55.3558]  [—0.9734,—0.2457] [—23.8690, —18.2459)] ;
[0.0414,0.0838]  [—0.9734, —0.2457] 0.2275, 0.2566] [—0.8844, —0.1156]
0.2457,0.9734]  [~23.8690, —18.2459] [—0.8844, —0.1156]  [60.0780, 62.8599)]
[ [0.2741,0.2852] [—0.6518, —0.3482) [0.0543,0.0703] [0.5394, 0.6777]
K] = [~0.6518,—0.3482]  [48.8713,51.8284]  [—0.6777,—0.5394] [—22.4301, —19.5927]
[0.0543,0.0703] [~0.6777, —0.5394] [0.2374,0.2459] [~0.6036, —0.3964]
(0.5394,0.6777]  [—22.4301,—19.5927] [—0.6036,—0.3964]  [60.4610, 62.5311]

O tratamento de multiincidéncias resultou na solucdo intervalar de menor raio. Embora o
algoritmo Sign-accord tenha obtido uma solu¢do com menor raio do que a solugdo obtida pelo
Intlab, seu tempo de execucdo € muito maior. Para a equacdo (5.14), em um Pentium 4 com
1GB de memdria RAM, os tempos de execugdo de cada algoritmo sdo apresentados na tabela
abaixo.

Algoritmo Tempo (segundos)
Intlab 0.013
Sign-accord 1647.8200
Multiincidéncias 0.042

Uma forma de se visualizar os autovalores de [Xintiab), [Xsign] © [Xmuiti] € encontrar
o polindmio caracteristico intervalar associado a cada uma destas solugdes. Os polindmios
caracteristicos intervalares associados a [Xintiab)» [Xsign] € [Xmuiti] s30 dados respectivamente
por:
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Pintiab(s) = det (sI — [Xintiab)) »
Psign(s) = det (sI — [Xsign]) )
pmulti(s) = det (SI - [XmultiD .

A partir do Teorema 2.7.1 (Teorema das Arestas) e dos polindmios caracteristicos inter-
valares, é possivel determinar a regido em que se encontram os autovalores de [Xintiab) [Xsign]
e [Xyuiti]- Uma matriz intervalar serd definida positiva se o espectro de seu polindmio carac-
teristico estiver localizado no semiplano direito do plano complexo s.

Matrizes simétricas intervalares contém indmeras matrizes nao-simétricas. Como apenas
solucdes simétricas X, € [X] s@o consideradas no estudo de estabilidade, é suficiente para
a estabilidade assintdtica do sistema que apenas os autovalores com parte imagindria nula
estejam localizados no semiplano direito do plano complexo s.

As Figuras 5.2 e 5.3 apresentam em linhas de tonalidade intermedidria (mais externas)
S ([pintiab(s)]), linhas claras S ([psign(s)]) e em linhas escuras (mais internas) S ([ppui(s)]).
A Figura 5.3 detalha a regido da Figura 5.2 mais proxima da origem.

As Figuras 5.2 e 5.3 permitem concluir que as solu¢des [Xintlab)s [Xsign] € [Xmulti] $30
definidas positivas. Desta forma, € possivel afirmar que os todos os autovalores de cada matriz
A € [A] apresentam partes reais negativas, o que garante a estabilidade assintética do sistema
representado por (5.13) para os dados numéricos adotados inicialmente.

Utilizando o mesmo sistema massa-mola-atrito, aumentou-se os raios de incertezas para as

constantes de mola. Os novos pardmetros da planta sdo

my =2.7Tkg, ¢ =12N/m/s, [ki]
me = 2.59kg, ¢ =10.2N/m/s, [ks]
(3]

A matriz intervalar [A] da equagdo (5.13) apresentard todos os autovalores com partes reais

(196, 204|N/m,
382.2,397.8|N/m,
382.2,397.8|N/m.

negativas se a solucdo da seguinte equacao de Lyapunov intervalar
[AJX + X[A]" = —[C], (5.15)

com
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Pole-Zero Map
50 T T T

40

30|~

20 -

Imag Axis
o
- - .

_20

-30 |-

_50 I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Real Axis

Fig. 5.2: Espectro de pintiab(S)s Psign(S) € Dimauiri(5)-

[0.0000, 0.0000] [1.0000, 1.0000] [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000]
A] = [~217.2563, —208.7365] [—0.4332, —0.4332]  [137.9783,143.6101] [0.0000, 0.0000]
[0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000] [0.0000, 0.0000] [1.0000, 1.0000]

[147.5676, 153.5907] 0.0000,0.0000]  [—307.1815,—295.1351] [—3.9382, —3.9382]

[1.0000, 1.0000] [0.0000, 0.0000]
[0.0000,0.0000] [1.0000, 1.0000]
[0.0000, 0.0000]  [0.0000,0.0000]
[0.0000,0.0000]  [0.0000,0.0000]

0.0000,0.0000]  [0.0000, 0.0000]
0.0000,0.0000]  [0.0000, 0.0000]
[1.0000, 1.0000]  [0.0000, 0.0000]
0.0000,0.0000]  [1.0000, 1.0000]

for uma matriz intervalar definida positiva.

Foram obtidas as seguintes solugdes para (5.15):
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[Xintlab]

[Xsign]

[Xmulti]

Imag Axis

0.4

0.3

0.2

0.1

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

Pole-Zero Map

1 1

-0.2 0

0.2 0.4
Real Axis

0.6

Fig. 5.3: Detalhe da Figura 5.2.

[0.1122,0.4464]
[—2.4515, 1.4515]
[—0.0604, 0.1835]
[—0.7749, 1.9833]

[0.2268, 0.3448]
[—1.7937,0.7937]
[0.0232,0.1115]
[—0.2012, 1.4586]

0.2612, 0.2980]
[—0.7777, —0.2223]
0.0434, 0.0823]
[0.4535,0.7706]

[—2.4515,1.4515]

[27.9192, 73.2970]

[—1.9833,0.7749]
[—36.2361, —6.0454]

[—1.7937,0.7937]

[42.9281, 60.7657]

[—1.4586,0.2012]
[—26.4325, —14.7783]

[—0.7777, —0.2223]
[46.4206, 54.2791]
[—0.7706, —0.4535]
[—23.9757, —17.8217]

[—0.0604, 0.1835]
[—1.9833,0.7749]

0.8 1

[—0.7749, 1.9833]
[—36.2361, —6.0454]

0.1545,0.3283]  [—1.7235,0.7235]

[—1.7235,0.7235]

[0.0232,0.1115]

52.1490, 70.7824]

[—0.2012, 1.4586]

[—1.4586,0.2012] [—26.4325, —14.7783]

[0.2146, 0.2748]
[—1.3547,0.3547]

[0.0434,0.0823]
[~0.7706, —0.4535]
0.2294, 0.2539]
[—0.6796, —0.3204]

[~1.3547,0.3547]
[58.3955, 64.7358]

[0.4535,0.7706]
[—23.9757, —17.8217]
[—0.6796, —0.3204]
[59.0085, 63.9837]
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O tratamento de multiincidéncias resultou na solugdo intervalar de menor raio.

As Figuras 5.4 e 5.5 apresentam em linhas de tonalidade intermedidria S ([pintian(S)]), em

linhas claras S ([psign(s)]) € em linhas escuras S ([ppuiti(S)])-

Pole-Zero Map

20| 0.64
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0.985
0.985
0.94
086
0.76

~20 " 0.64

70

60

40

30

20

20

30

40

60

70

40 60 80 100 120 140
Real Axis

Fig. 5.4: Espectro de pintian(S), Dsign(S) € Dmuiri(S)-

As Figuras 5.4 e 5.5 permitem concluir que apenas [Xp,ui| € definida positiva. Desta

forma, [X muii] € a dnica solugdo que permite afirmar que os todos os autovalores de qualquer

matriz A € [A] apresentam parte real negativa, o que garante a estabilidade assintdtica do

sistema representado por (5.13) para os valores numéricos adotados. As solucdes [Xintiab] €

[Xsign| na0 sdo definidas positivas e ndo permitem afirmar que [A] é robusta e assintoticamente

estavel.

5.5 Conclusao

Neste capitulo demonstrou-se que a resolucdo da equacao de Lyapunov intervalar permite

conclusdes importantes a respeito da estabilidade de sistemas lineares intervalares.
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Fig. 5.5: Detalhe da Figura 5.4.

Solugdes para a equagdo de Lyapunov intervalar foram obtidas a partir da aplicacdo de trés
métodos: algoritmo Sign-accord, Intlab (toolbox para Matlab) e tratamento de multiincidén-
cias. Como a equacdo de Lyapunov intervalar apresenta multiplas incidéncias de elementos

intervalares, o tratamento de multiincidéncias € o método menos conservador.



Capitulo 6

Conclusao Geral

Esta Dissertagdo abordou o tratamento de multiincidéncias de elementos intervalares pre-
sentes em sistemas lineares relacionados ao projeto de controladores e a andlise de estabilidade
de sistemas incertos de natureza intervalar.

Demonstrou-se que o projeto de controladores para sistemas lineares intervalares e invari-
antes no tempo pode ser sistematizado através de resultados de Andlise Intervalar. Esta sistem-
atizacdo conduziu a obtencdo de uma equagdo Diofantina intervalar, cuja solucdo € sensivel
ao método de resolucdo empregado. Nesta Dissertagdo investigou-se a utilizagao do método
proposto em (Rump, 1994), o qual leva em conta multiincidéncias de elementos intervalares
de forma a reduzir o conservadorismo da solugdo de sistemas lineares intervalares. Compara-
coes entre métodos classicos de resolucio de sistemas lineares intervalares com o proposto em
(Rump, 1994) tendo como base as equagdes Diofantina e de Lyapunov foram realizadas.

Quanto maior o raio dos elementos da planta, maior serd a diferenca entre os raios das
solugdes obtidas por meio dos métodos cldssicos e o da solucdo obtida a partir do tratamento de
multiincidéncias. Nao havendo qualquer multiincidéncia de elementos intervalares, o método
proposto em (Rump, 1994) nao apresenta solucao pior do que a solug¢do obtida através do Int-
lab. Embora a aplicacdo do algoritmo Sign-accord resulte em solu¢des menos conservadoras
se comparado a aplicacao do Intlab, este algoritmo apresenta natureza combinatorial: um sis-
tema de ordem n exige a resolucdo de 2" sistemas de equagdes e, conseqiientemente, esfor¢o
computacional maior do que os outros métodos descritos.

Além da sua aplicacdo em alocagao regional de pélos, a equagdo Diofantina intervalar foi

também utilizada no projeto de controladores visando o rastreamento robusto de um sinal de
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referéncia e a rejeicdo robusta a distdrbios para plantas intervalares. Uma extensdo do principio
do modelo interno para o caso intervalar foi proposta afim de cancelar os pélos instaveis do
sinal de referéncia e de possiveis distirbios. O método de resolu¢do de sistemas lineares
intervalares que considera multiincidéncias apresentado no Capitulo 3, garantiu mais uma vez
a reducao do raio da solucao da equacdo Diofantina intervalar.

A ultima parte da Dissertacdo abordou a andlise de estabilidade assintdtica de um sis-
tema linear intervalar autdnomo da forma X = [A]x. A partir de uma extensdo do Teo-
rema de Lyapunov a sistemas intervalares, foi possivel analisar a estabilidade assintética de
x = [A]x através de solugdes simétricas de uma equacdo de Lyapunov intervalar. O Teo-
rema das Arestas ((Bhattacharyya et al., 1995)) permitiu uma andlise das possiveis solucdes
da equagdo de Lyapunov intervalar através dos polinomios caracteristicos associados a estas
solu¢des Demonstrou-se que o método que emprega o tratamento de multiincidéncias garante a
estabilidade assintética de sistemas intervalares quando métodos classicos de resolucao falham
em assegurar estabilidade assint6tica.

Como principal sugestdo para trabalhos futuros, propde-se a extensao da técnica empregada
nesta Dissertacdo a equacoes do tipo Riccati intervalares, o que permitiria tratar problemas de
Controle Otimo de sistemas intervalares. Trabalhos nesta linha ja foram iniciados pelo Autor,

mas estudos aprofundados ainda sdo necessdrios.
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