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Resumo

A principal contribuigao desta tese é a proposta de uma metodologia para solucao
de desigualdades matriciais lineares dependentes de parametros que freqiientemente
aparecem em problemas de andlise e controle robusto de sistema lineares com in-
certezas na forma politopica. O método consiste na parametrizacao das solugoes
em termos de polindmios homogéneos com coeficientes matriciais de grau arbitra-
rio. Para a construcao dessas solugoes, um procedimento baseado em resolugoes de
problemas de otimizagao na forma de um nitimero finito de desigualdades matriciais
lineares é proposto, resultando em seqiiéncias de relaxagoes que convergem para uma
solucao polinomial homogénea sempre que uma solucao existe. Problemas de analise
robusta e custo garantido sao analisados em detalhes tanto para sistemas a tempo
continuo quanto para sistemas discretos no tempo. Vérios exemplos numéricos sao
apresentados ilustrando a eficiéncia dos métodos propostos em termos da acuracia
dos resultados e do esfor¢co computacional quando comparados com outros métodos
da literatura.

Palavras-chave: Sistemas lineares incertos. Dominio politépico. Estabilidade ro-
busta. Normas H-2 e H-infinito. Fungoes de Lyapunov polinomiais homogéneas.
Desigualdades matriciais lineares. Lema de Finsler. Teorema de Podlya. Relaxagoes
convergentes.



Abstract

This thesis proposes, as main contribution, a new methodology to solve parameter-
dependent linear matrix inequalities which frequently appear in robust analysis
and control problems of linear system with polytopic uncertainties. The propo-
sed method relies on the parametrization of the solutions in terms of homogeneous
polynomials of arbitrary degree with matrix valued coefficients. For constructing
such solutions, a procedure based on optimization problems formulated in terms of
a finite number of linear matrix inequalities is proposed, yielding sequences of rela-
xations which converge to a homogeneous polynomial solution whenever a solution
exists. Problems of robust analysis and guaranteed costs are analyzed in details
for continuous and discrete-time uncertain systems. Several numerical examples are
presented illustrating the efficiency of the proposed methods in terms of accuracy
and computational burden when compared to other methods from the literature.

Key-words: Uncertain linear systems. Polytopic domains. Robust stability. H-2
and H-infinity norms. Homogeneous polynomial Lyapunov functions. Linear matrix
inequalities. Finsler’'s Lemma. Pdlya’s Theorem. Convergent relaxations.
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Introducao Geral

Robustez é um assunto que se faz presente em diversas areas do conhecimento como ciéncias
sociais, ciéncias fisicas e engenharia, e ha tempos é considerada um requisito indispensavel em
qualquer projeto, como por exemplo no estudo de modelos economicos [EA56, AM58, AF74],
projeto de controladores para sistemas dinamicos [DFT92, SIG98], roteamento e controle de
congestionamento em redes de alta velocidade [GAN91, KMT98], etc. Todo projeto é baseado
em um modelo adotado pelo projetista, e os modelos fornecem, por natureza, somente uma
descricao aproximada dos fenomenos que representam. Assim, uma questao relevante que surge
¢ qual a qualidade de um determinado projeto se o modelo no qual esta baseado nao é acurado.
Em outras palavras: até que ponto um projeto pode ter sucesso frente as imprecisoes inerentes
ao modelo adotado. Projetos que obtém sucesso nessas questoes dentro de certas especificacoes
sao chamados robustos. Em termos gerais, um projeto é robusto se suas caracteristicas nomi-
nais (isto é, as caracteristicas fornecidas para um modelo nominal), tais como estabilidade e
desempenho, sao preservadas mediante a presenca de incertezas nao modeladas ou modeladas
parcialmente.

Por um lado, nota-se a escassez de ferramentas numéricas para tratar modelos matematicos
nao-lineares, capazes de representar fenomenos reais de forma mais precisa. Por outro lado,
percebem-se os intensos progressos da modelagem linear, que incorpora cada vez mais informa-
¢oes sobre a dinamica que nao pode ser modelada, como nao-linearidades, presenca de ruidos,
retardos, etc. Essas informagoes sao na maioria das vezes consideradas na forma de incertezas,
que podem ser modeladas de diversas maneiras, como transformagao linear fracionaria (do in-
glés, Linear Fractional Transformation — LFT ), representagoes nas formas afim, politépica,
limitada por norma, etc.

A analise robusta e a sintese de controladores para sistemas lineares que dependem de para-
metros incertos sao problemas importantes em teoria de controle e tém atraido grande atencao
por parte dos pesquisadores da area. Dentre as técnicas propostas para abordar tais problemas,
vale destacar a andalise u [PD93], [PDB93], abordagens baseadas no Teorema de Kharitonov
[Kha78], [BCK95|, método freqiienciais [NT73] e métodos baseados na teoria de Lyapunov.
Esses tltimos tiveram um grande desenvolvimento nos anos recentes, em correspondéncia di-

reta com o desenvolvimento dos métodos de otimizagao baseados em desigualdades matriciais
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lineares (em inglés, Linear Matrixz Inequalities — LMIs).

Na ultima década, as LMIs emergiram como uma ferramenta simples e eficiente para abor-
dar problemas de controle que parecem dificeis, senao impossiveis, de resolver analiticamente.
Embora a histéria das LMIs remonte aos anos quarenta, com uma énfase maior em controle
nos anos sessenta (Kalman, Yakubovich e Popov) do século XX, somente recentemente métodos
numéricos foram desenvolvidos para resolver as LMIs de maneira eficiente [NN94]. Atualmente,
varios resolvedores de LMIs (SeDuMi [Stu99], SDPT3 [T'TT99], CSDP [Bor99], DSDP [BY01],
KYPD [Wal03], LMIRank [OHMO04], MAXDET [VBW98], PENNON [KS03], SDPA [YFKO3],
SDPLR [BMO03], SDPLab [FKGO06], etc.) e interfaces de programagcao (LMILab [GNLC95],
SeDuMi Interface [LPH02], YALMIP [L6f04], etc.) estdo disponiveis, permitindo uma progra-
macao simples e consistente de problemas gerais envolvendo LMIs.

Impulsionada pela grande disponibilidade de resolvedores e interfaces de programagao, a
pesquisa em controle robusto tem experienciado uma mudanca de paradigma — ao invés de
buscar a solucao analitica, o objetivo é reformular um dado problema na forma de existéncia de
solucao de uma LMI, ou otimizar um funcional sob restricoes LMIs. A importancia e impacto
dessa abordagem podem ser comprovados observando-se nas edigoes dos tltimos dez anos de
congressos da area de controle, como o IEEE Conference on Decision and Controlou o American
Control Conference, o grande nimero de artigos que usam LMIs.

Os métodos de Lyapunov baseados no conceito de estabilidade quadratica [Bar85] sdo os
precursores da abordagem LMI no contexto de andlise e projeto de controladores de sistemas
lineares com incertezas politopicas. A esséncia desses métodos é a formulacao de problemas
em termos da existéncia de uma funcao de Lyapunov quadratica que independe da incerteza,
gerando um conjunto de LMIs que devem ser verificadas somente nos vértices do politopo. Em
funcao do conservadorismo dos métodos baseados na estabilidade quadratica, métodos baseados
em fungoes de Lyapunov que dependem explicitamente da incerteza apareceram na seqiiéncia.
A evolugao dos métodos apds a estabilidade quadratica é revisada em detalhes na introdugao
dos préximos capitulos.

Esta tese aborda o problema de solu¢ao de LMIs dependentes de parametros, isto é, LMIs
cujas matrizes solucao dependem de parametros. Sao tratadas em particular LMIs cujos para-
metros pertencem ao simplex unitario (isto é, parametros reais maiores ou iguais a zero cuja
soma ¢ igual a unidade), que surgem naturalmente em problemas de andlise de robustez de
sistemas lineares incertos com descri¢ao politopica. Mais especificamente, é proposta uma me-
todologia para a solucao do problema de andlise de estabilidade robusta de sistemas lineares
incertos na forma politopica e algumas extensoes também sao apresentadas para o computo de

normas Hsy e Hy. A apresentagao obedece a seguinte organizacao:

Estrutura da Tese

e Capitulo 1: Neste capitulo é apresentada uma breve revisao de conceitos de estabilidade
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e computo de normas Hs e H,, para sistemas lineares incertos na forma politopica pela
teoria de Lyapunov. Também é apresentada uma metodologia para estender as condi-
¢oes classicas pela utilizagao do Lema de Finsler. Finalmente, é apresentada a notacao
necessaria para parametrizar a metodologia proposta de maneira que a programagao seja

sistematica.

e Capitulo 2: Neste capitulo é estudada a solucao de uma LMI dependente de parame-
tros resultante da andlise de estabilidade robusta de um sistema politépico por meio de
uma funcao de Lyapunov que possui uma dependéncia afim nos parametros. O principal
resultado apresentado neste capitulo fundamenta-se no Teorema de Polya, que sustenta
a prova de convergencia dos métodos apresentados nos capitulos posteriores. Sistemas a

tempo continuo e a tempo discreto sao abordados.

e Capitulo 3: O objetivo deste capitulo é apresentar condigoes de estabilidade robusta
baseadas em uma nova parametrizagao de func¢oes de Lyapunov quadraticas no estado e que
apresentam uma dependéncia polinomial homogénea de grau arbitrario nos parametros.
E mostrado que essa classe de fungoes apresenta resultados cada vez menos conservadores
a medida que o grau da funcao de Lyapunov aumenta. Sao apresentadas simulacoes

numéricas exaustivas e diversas comparagoes com outros métodos da literatura.

e Capitulo 4: As condicoes do Capitulo 3 sao estendidas para tratarem do problema de
computo de normas Hs e H,, de sistemas lineares incertos na forma politépica. As funcoes
de Lyapunov polinomiais homogéneas sao empregadas de forma sistematica, fornecendo
custos garantidos cada vez menos conservadores a medida que o grau aumenta. Varios
exemplos da literatura sao apresentados na secao de exemplos numéricos, ilustrando a

eficacia das condigoes propostas quando comparadas com outros métodos.

e Capitulo 5: Este capitulo tem como principal contribuicao um resultado que mostra
que qualquer LMI dependente de parametros que pertencem ao simplex unitario pode
ser completamente caracterizada por solugoes polinomiais homogéneas de grau arbitrério.
Esse resultado é usado para generalizar as condi¢oes apresentadas nos capitulos anteriores
e garantir a caracterizacao completa dos problemas de estabilidade robusta por meio de
uma seqiiéncia de relaxagoes LMIs. A generalidade e abrangéncia dos resultados sao
comprovadas através da aplicagdo das condigbes em restrigoes integrais quadriticas (em
inglés, Integral Quadratic Constraints — 1QCs). Experimentos numéricos também sao

apresentados.

e Capitulo 6: Apresenta as conclusoes finais da tese e algumas perspectivas de trabalhos

futuros.



Capitulo

Conceitos Preliminares e Definicoes

A principal funcao deste capitulo é introduzir os problemas que sao estudados ao longo da
tese, isto é, analise de estabilidade robusta de sistemas lineares politépicos bem como indices
de desempenho dados pelas normas Hy e H,,. Basicamente, sao apresentadas as condigoes
que permitem caracterizar esses problemas de forma exata por meio da teoria de Lyapunov,
muito embora as condigoes sejam de dimensao infinita. A esséncia dos resultados desta tese é
justamente apresentar uma metodologia que permite a solucao desses problemas, transformando
as condicoes de dimensao infinita em uma seqiiéncia de condigoes suficientes de dimensao finita,
que tendem as condigoes necessarias e suficientes a medida que o nimero de LMIs e de varidveis
envolvidas aumenta. Também é feita uma revisao da técnica que permite estender as condigoes
classicas por meio do Lema de Finsler. A utilidade dessas condicoes estendidas é discutida nos
capitulos posteriores. A notagao necessaria para construir a metodologia proposta é apresentada
no final do capitulo, com detalhes e exemplos para que a leitura dos capitulos posteriores seja

facilitada.

1.1 Fundamentos e resultados preliminares

Considere o sistema linear incerto invariante no tempo descrito pelas equacoes de estado

{ Slz(t)] = Ala)z(t) + Bla)w(t),  2(0)=zp=0 )
y(t) = Cla)z(t) + D(a)w(t) '

nas quais x € IR" é o vetor de estados, w € IR™ é o vetor de disturbios e y € IR? é o vetor de
saidas. Para simplificar a notacao, a dependéncia do tempo das varidveis x,w e y serd omitida
em geral, sendo usada somente quando for conveniente. As matrizes do sistema (A, B, C, D)(«)

nao sao precisamente conhecidas mas pertencem a um dominio politopico S dado por
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1=1

S2 {(A, B,C,D)(a): (A4, B,C,D)(a) = > a,(A;, B, Ci. D;), ae€ AN} (1.2)

N
AN:{QGIRN:ZQZ-:L a,-zo,z':L...,N} (1.3)
i=1

Note que Ay (usualmente chamado de simplex unitario) é um conjunto compacto e que
qualquer quadrupla incerta (A, B, C, D)(a) pode ser escrita como a combinagdo convexa dos
vértices (A;, B;,Ci, D;), i = 1,...,N. O valor do parametro o é desconhecido e nao varia no
tempo. As matrizes dos vértices do sistema sdo reais e com dimensoes A; € R™*", B; € R™"™,
C; € RP"" e D; € RP*™ i =1,...,N. O simbolo §[-] representa a derivada em rela¢ao ao
tempo para sistemas continuos e o operador avango para sistemas discretos no tempo. Para um

a fixo, a funcao de transferéncia da entrada w para a saida y é dada por
H,,(s) = C(a)(sI — A(a))"'B(a) + D(a) (1.4)

com a variavel freqiiéncia s substituida pelo operador deslocamento z no caso discreto. Para
fins de computo de norma H, considera-se o politopo & com D; =0, ¢ = 1,..., N, denotado
por S*. Quando o problema em estudo apenas considerar a estabilidade do sistema auténomo,

utiliza-se o seguinte sistema
d[z] = Ala)z, 2(0) = xo; Ala) € A (1.5)

com

A= {A(a) s Ala) = Z%‘Ai, a € AN} (1.6)

1.1.1 Estabilidade

Considere o sistema linear incerto a tempo continuo representado pela equacao diferencial

dada em (1.5) (no caso, & = A(a)z). Defina a forma quadrética v : R™ x R — IR como
v(z,a) 2 2'Pa)r (1.7)

com P(a) = P(a) € R™". Claramente, se v(z,a) > 0, Va € Ay,Vz # 0, entdo a ma-
triz P(a) é definida positiva. O ponto de equilibrio z = 0 do sistema (1.5) é (globalmente)
assintoticamente estavel se

lim z(t) =0, Vz(0) =z (1.8)

t—o0
sendo z(t) a solucao da equagao diferencial (1.5). Se (1.8) é verificada, entdo o sistema (1.5) é
considerado assintoticamente estavel. Uma condicao necessaria e suficiente para que o sistema

(1.5) seja assintoticamente estdvel é que a matriz A(«) seja Hurwitz, isto é, que todos os
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autovalores da matriz A(«) € A possuam parte real estritamente negativa. De acordo com a
teoria de estabilidade de Lyapunov, o sistema (1.5) é assintoticamente estéavel se existir v(zx, ) >
0, YVa € Ay, Vx # 0 tal que

U(z,a) <0, VaeAn,Vi=A(a)r, x#0 (1.9)

Isto é, se existir P(a) = P(a)’ > 0 tal que a derivada da forma quadratica (1.7) seja negativa
ao longo de todas as trajetérias do sistema (1.5). Reciprocamente, se o sistema linear (1.5)
¢ assintoticamente estdvel entdo sempre existe uma matriz P(a) = P(a)’ > 0 que torna (1.9)

factivel. Substituindo a restri¢ao dinamica (1.5) em (1.9), tem-se a seguinte condicao equivalente
(x,a) = 2'(A(a)'Pla) + P(a)A(a))r <0, Va e Ay,Vo #0 (1.10)
Assim, a estabilidade assintdtica de (1.5) pode ser verificada pelo seguinte lema.

Lema 1.1 (Lyapunov) O sistema (1.5) é Hurwitz assintoticamente estdvel se e somente se

existir wma matriz de Lyapunov dependente de parametros P(a) = P(«a) € R™" tal que
P(a) >0, A(a) P(a) + P(a)A(a) < 0, Va € Ay (1.11)

As condicoes de estabilidade para sistemas a tempo discreto, isto é, todos os autovalores
da matriz A(a) € A com valor absoluto estritamente menor do que um, podem ser obtidas de

maneira analoga e sao apresentadas no préximo lema.

Lema 1.2 O sistema (1.5) é Schur assintoticamente estdvel se e somente se ezistir uma matriz

de Lyapunov dependente de parametros P(a) = P(a) € R™" tal que
P(a) >0, A(a) P(a)A(a) — P(a) < 0, Va € Ay (1.12)

O aspecto mais relevante nos Lemas 1.1 e 1.2 é que as desigualdades matriciais apresentadas
devem ser verificadas em todos os infinitos pontos do dominio Ay por uma matriz de Lyapunov
P(a) que, a principio, ndo possui uma estrutura particular em termos do vetor de parametros
o € Ay.

Considere o politopo de matrizes com cinco vértices ilustrado na Figura 1.1. A matriz de
Lyapunov dependente de parametros P(«) deve ser tal que para qualquer matriz genérica dentro
do dominio, dada por Z?Zl a; A;, as desigualdades dos Lemas 1.1 e 1.2 sejam verificadas. Ou

seja, as desigualdades precisam ser verificadas nos infinitos pontos do dominio Ay.

1.1.2 Norma H-

A norma H, (para um « fixo) da func¢ao de transferéncia H,, é definida como:

1 [~ N .
| Hay 3= 5 [ Tr(Huy(io) HuslGo))d (113)

o0
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A

A5 5

Ay

. . . . s g . ;. 5 ,
Figura 1.1: Politopo de matrizes com cinco vértices. A matriz genérica ) ., a;A; é gerada a
partir de uma combinacao convexa dos vértices do politopo A.

para sistemas a tempo continuo e
1 " jw\ * jw
I Huy 3= 5 [ Tr(Hun(e5) Hun () (1.14)

para sistemas a tempo discreto [DGKF89]. A norma H, também pode ser calculada no dominio
do tempo usando o Teorema de Parseval, ou por meio dos gramianos de controlabilidade e

observabilidade. Assumindo que a matriz A(«) é estavel Va € Ay, para um « fixo tem-se
| Huy 3= Tr(C(a)Le(a)C(a)') = Tr(B(a) Lo(e) B(e)) (1.15)

em que L.(«) e L,(«) sdo os gramianos de controlabilidade e observabilidade, respectivamente,

que podem ser obtidos a partir das solucoes das seguintes equagoes matriciais

A(a)L.(a) + Le(a)A(a) + B(a)B(a) =0 (1.16)

A(a) Ly(a) + Lo(a)A(a) + C(a)'Cla) =0 (1.17)
para o caso continuo ou

A(a)L(a)A(a) = Lo(a) + B(a)B(a)' =0 (1.18)

A(a) Ly(a)A(a) — Ly(a) + C(a)'Cla) = 0 (1.19)

para o caso discreto.
No caso de sistemas incertos, o objetivo é determinar um limitante superior para a norma

‘H, para qualquer a pertencente ao dominio Ay, isto é, um custo garantido ~ tal que

Y 2|| Hwy ||2a v (Aa B,O)(Oé) S (120)
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com o custo garantido étimo Hy dado por
~* = min -y (1.21)

tal que (1.20) é verificada. Usando este procedimento, pode-se enunciar o seguinte problema de
otimizacao para determinar o custo garantido 6timo Hs para o sistema dado em (1.1) (resolvido

para todo )

v = min T'r(T), (1.22)
tal que
T > Cla)P(a)C(a) (1.23)
A(a)P(a) + P(a)A(a) + B(a)B(a) <0 (1.24)
para o caso continuo ou
A(a)P(a)A(a) — P(a) + B(a)B(a) < 0 (1.25)

para o caso discreto, sendo que P(a) = P(a)’ > 0 é uma matriz de Lyapunov dependente de
parametros tal que P(a) > L.(a) (A(«a) é estavel para todo o € Ay) com L.(«) solucao de
(1.16) ou (1.18). A desigualdade (1.23) garante que T'r(T) > Tr(C(a)P(a)C(«)') e assim ~v*
assume o valor do custo garantindo 6timo Hs dado por (1.21). Um problema de otimizacao
equivalente poderia ser obtido substituindo (A, B, C)(«) (sistema original) por (A’,C’, B")(«)
(sistema dual'), fornecendo o mesmo custo garantido 6timo v* em fungiao do gramiano de ob-
servabilidade L,(«)). Note que essa equivaléncia é valida somente se todas as desigualdades
do problema de otimizagao puderem ser resolvidas de forma exata, isto é, sem introduzir con-
servadorismo. Por exemplo, se for arbitrada uma estrutura para a matriz de Lyapunov P(«),
os resultados com o sistema dual podem ser melhores do que os com o sistema original, ou

vice-versa.

1.1.3 Norma H,,

Assumindo que A(«) é assintoticamente estavel para todo o € Ay, a norma H,, da fungao

de transferéncia H,, pode ser computada por meio do bounded-real lemma [BEFB94]:

Lema 1.3 || Hyy [[co< ( se e somente se existir uma matriz de Lyapunov dependente de
parametros P(a) = P(a) > 0 tal que

A(@)'P(a) + P(a)A(a) + (7*C(a)'C(a)  Pla)B(a) + (~*C(a) D(e)

x ¢2D() D) -1 | =%

Va € Ay (1.26)

10O termo “dual” ndo tem correlacdo nenhuma com a formulacdo dual de um problema de otimizacdo, sendo
usado aqui para denotar a fungao de transferéncia transposta do sistema.
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para o caso continuo ou

A(a) P(a)A(a) = P(a) + (7*C(a) Cla) ( )'P(a) B(a) + (*Ca )’D(a)
* (7*D(e)'D(a) + B(a)' P(e) B(a) —

<0,

Ya € AN (127)
para o caso discreto.

Assim como no caso da norma Hs, na andlise de desempenho de um sistema incerto o objetivo
é determinar um limitante superior para a norma H,, valido para qualquer « pertencente ao

dominio Ay, isto é, um custo garantido ¢ tal que
(> Huy s V(A B,C,D)(a) €S (1.28)
com o custo garantido 6timo H,, dado por
(" =min¢ (1.29)

tal que (1.28) é verificada. Assim, pode-se enunciar o seguinte problema de otimizac¢ao usado
para determinar o custo garantido 6timo H.,, para o sistema dado em (1.1) com (A, B, C, D)(«) €

S (resolvido para todo )

¢** = minp (1.30)
tal que
A(a)'P(a) + P(a)A(a) P(a)B(a) Cla)
M,(a) & * —1I D(a) | <0 (1.31)
* * —ul

para o caso continuo ou

—P(a) A(a)'P(a) 0 Cla)

My(a) 2 : _P*@ P(O‘E(O‘) D(Oa), <0 (1.32)
* * * —pl

para o caso discreto, sendo P(a) = P(«) > 0 uma matriz de Lyapunov dependente de parame-
tros a ser determinada. Novamente, problemas de otimizacao equivalentes podem ser obtidos
substituindo-se (A, B,C, D)(«) (sistema original) por (A’,C’, B', D")(«) (sistema dual), uma
vez que || Hyy |loo = || H,, |lcc para um « fixo. Note que as desigualdades (1.31) e (1.32)

exploram o complemento de Schur nas desigualdades (1.26) e (1.27), respectivamente.

1.1.4 Lema de Finsler

O seguinte lema? é originalmente atribuido a Paul Finsler (1894-1970), nascido na Alemanha
(veja também [Uhl79)).

?Na versdo original as matrizes ndo dependem de «. Aqui esta consideracdo é acrescentada para melhor
caracterizar os resultados da tese, sem comprometer a esséncia do resultado do lema.
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Lema 1.4 (Finsler) Considere ¢ € R", Q(a) € R™" e B(a) € R : rank(B(a)) < 7,

Va € Ay. As sequintes condicdes sao equivalentes:
(a) £Q(a)€ <0, V& #0: B(a)f =0;

(b) B(a)Y Q(a)B(a)r < 0, sendo que B(a)* ¢ tal que B(a)B(a)t = 0 e B(a)B(a) +
B(a)*Y B(a)* > 0;

(¢) 3 ple) € R: Qo) — p(@)B(a)Bla) < 0;

(d) 3 X(a) e R : Q(a) + X (a)B(a) + B(a) X (a) < 0;

A prova do Lema 1.4 pode ser encontrada, por exemplo, em [dOS01]. A condicdo (a)
no Lema 1.4 é uma forma quadratica com restricoes, sendo que o vetor £ € IR" pertence ao
espaco nulo de B(a). Ou seja, o vetor £ pode ser parametrizado como & = B(a)ty, y €
R®, s £ rank(B(a)) < r. Substituindo essa informagao explicitamente na condicio (a), tem-se
a condigao (b), que é uma forma quadratica irrestrita no IR*. As condigoes (c) e (d) fornecem
formas quadraticas irrestritas no espaco original IR", sendo que as restrigoes sao consideradas
por meio da inser¢ao de multiplicadores. Em (c¢) o multiplicador é um escalar enquanto que em
(d) o multiplicador é uma matriz. A referéncia [Ham99] identifica explicitamente (o)) como um
multiplicador de Lagrange. Na seqiiéncia mostra-se como o Lema 1.4 pode ser utilizado para
estender as condicoes cléssicas de estabilidade apresentadas anteriormente.

Considere novamente o conjunto de desigualdades com restri¢oes dindmicas (1.9) obtidas

da teoria de estabilidade de Lyapunov para o sistema (1.5). Defina a forma quadréatica v :
R" x R" x RY — IR como

O(z, &, a) £ 2'Pla)i + 7' P(a)x (1.33)

que é a derivada no tempo da forma quadratica (1.7) expressa como fun¢ao de = e . Neste

caso, & nao ¢ substituida explicitamente em (1.33) e o seguinte conjunto é construido
O(x, &, ) <0, Vae Ay, Vi=A(a)r, (x,&)#0 (1.34)

Por meio do Lema 1.4, pode-se caracterizar a estabilidade de A(«) em funcao de (1.34) ao invés

de (1.9). Esta substituicao é possivel mesmo que (1.9) exija somente z # 0 enquanto (1.34) exige

(x,2) # 0. Uma discussao sobre este aspecto pode ser encontrada em [BEFB94, pp. 62-63].
Como a condigao v(z,a) > 0, Yo € Ay, Vo # 0 pode ser estabelecida por meio da restri¢ao

P(a) > 0, reescrevendo (1.34) na forma

(« f’){%ﬁ}(i)a), V[ A) —I}(ﬁ):o, <§)7é0 (1.35)

percebe-se que o Lema 1.4 pode ser aplicado em (1.34).
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Lema 1.5 As sequintes condigoes sao equivalentes, Vo € Ay
(a) O sistema linear dado em (1.5) é Hurwitz assintoticamente estdvel.
(b) 3 P(a) = P(a) € R™" tal que P(a) > 0 e A(a)'P(a) + P(a)A(a) < 0
(¢) 3 P(a) = P(a) € R™", p(a) € R tais que P(a) >0 e

{ —pa)A()Ala) p(@)A(Q)' + Pla) | _ (1.36)

* —u(a)I

(d) 3 P(a) = P(a) € R™", Xi(«), Xao(a) € R™™ tais que P(a) >0 e

[ AlQ) X1 (@) + Xi(@)A(@) Ala)Xs(a) — X1(a) + Pla)

A (o) Xala) <0 (137

Prova: O item (a) pode ser estabelecido como P(a) = P(a)’ > 0 e (1.34). O Lema 1.4 pode

ser usado com

= (1) @@= ppy W @ =[a@ 1) sy
X(a) = { ?;EZ% } , Bla)t = { A(Ia) } (1.39)
e (1.34) para gerar os items (b), () e (d). .

Note que a condigao (b) do Lema 1.5 é exatamente a condigao de estabilidade fornecida pelo
Lema 1.1. De maneira anédloga, obtém-se novas condigoes baseadas no Lema de Finsler para o
caso discreto (estabilidade Schur).

Lema 1.6 As sequintes condigoes sao equivalentes, Vo € Ay
(a) O sistema linear dado em (1.5) é Schur assintoticamente estdvel.
(b) 3 P(a) = P(a)" € R™" tal que P(a) > 0 e A(a)P(a)A(a) — P(a) <0
(¢) 3 P(a) = P(a) € R™", p(a) € R tais que P(a) >0 e

[ —@)A(a)Ala) = Pla)  pla)A(a)

. Pla) - p(a)T <0 (1.40)

(d) 3 P(a) = P(a) € R™", X1(«), Xao(a) € R™™ tais que P(a) >0 e

[ Ala) X (o) + Xi(a)A(a) — Pla)  A(a)Xy(a) — Xi(«) } <0

. Pla) — Xo(a) — Xa(a) (1.41)
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Observam-se aplicagoes do Lema de Finsler em diversos contextos da literatura de controle.
Uma de suas aplicacoes é a eliminacao de variaveis de projeto em desigualdades matriciais.
Nesse contexto, o Lema de Finsler é conhecido como o Lema da Eliminagao. A maioria das
aplicagoes parte da condi¢do (d) para a condigdo (b), eliminando a varidavel (multiplicador)
X (a). Outro contexto importante em que o Lema de Finsler mostrou grande utilidade é na
sintese de controladores robustos por meio de fungoes de Lyapunov dependentes de parametros.
Nesse caso, o controlador é sintetizado em fun¢ao dos multiplicadores e nao em termos da funcao
de Lyapunov [dOBG99]. Um caso especial da condigao (d) do Lema de Finsler serve de base
para o livro [SIG98], que mostra como diversos problemas de controle podem ser resolvidos por
meio do Lema de Finsler.

Finalmente, note que a equivaléncia entre as condi¢oes do Lema de Finsler s6 pode ser
garantida se as desigualdades apresentadas forem verificadas para todo a € Ay, isto é, a
verificagao deve ser feita por meio de condigoes necessarias e suficientes. Caso a verificagao
seja feita por meio de condigoes suficientes, impondo-se estruturas particulares para as matrizes
P(a), X(«) e u(a), as condigoes (c) e (d) podem oferecer testes menos conservadores em fungao
das varidveis extras pu(a) e X (). As condigoes estendidas pelo Lema de Finsler para o computo

das normas Hs e Ho, sao apresentadas no Capitulo 4.

1.1.5 Sistemas precisamente conhecidos e LMIs

Apesar das desigualdades matriciais apresentadas anteriormente serem convexas em termos
das variaveis dos problemas e fornecerem condi¢oes necessarias e suficientes para a analise de
estabilidade bem como para o computo de normas Hy e H,, de sistemas lineares incertos na
forma politépica, as condigoes sao de dimensao infinita, pois precisam ser testadas em todos
os pontos do dominio, ou seja, nao sao trataveis numericamente. Assumindo que o sistema em
estudo seja precisamente conhecido (N = 1), isto é, S = (A, B,C, D), a matriz de Lyapunov
torna-se independente dos parametros nas condigoes apresentadas, isto é, P(a) = P = P’ e

as condigoes resultantes sao finitas e podem ser colocadas na forma do seguinte problema de

otimizacgao
min 'z
zeR”
tal que F(x) 2 Fy+ o1 F) +29F + -+ 2,F,. > 0 (1.42)
sendo que ¢ € R", F; = F/ € R™, i =1,...,7r e x € R" sdo as variaveis de decisdao do

problema. Este tipo de problema de otimizacao é conhecido como programacao semidefinida
(do inglés, Semidefinite Programming — SDP) e tem a convexidade como principal aspecto,
permitindo uma solugao numérica eficiente por meio de pacotes computacionais especializa-
dos. Freqiientemente, a programacao semidefinida é usada para resolver o seguinte problema
de factibilidade: encontre z € IR" tal que F(z) > 0. A desigualdade F'(x) > 0 ¢é linear ou,

mais especificamente, é afim nas varidveis de decisao z, e assim esse problema de factibilidade
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é usualmente chamado na literatura de desigualdade matricial linear (LMI). Para o caso de
sistemas precisamente conhecidos, as condigoes apresentadas nas secoes anteriores sao bem co-
nhecidas e amplamente difundidas na literatura e, dentre as ferramentas numéricas existentes
para a resolugdo de uma LMI, destacam-se o algoritmo de pontos interiores [GN97] implemen-
tado no LMI Control Toolbox [GNLCI5] e a técnica de otimizagao sobre cones homogéneos duais
implementada no pacote de dominio piblico SeDuMi [Stu99], que é utilizado dentro da plata-
forma MATLAB. Outros aspectos tedricos importantes da programacao semidefinida podem ser

encontrados no tutorial [VB96].

1.1.6 LMIs dependentes de parametros

Para sistemas lineares incertos, as desigualdades matriciais apresentadas nas se¢oes anteriores

podem ser colocadas em uma representacao mais geral dada por: Ya € Qy, Ip € RM tal que
G(p,a) 2 Go(a) + p1Gi(a) + -+ pyGu(a) >0 (1.43)

sendo Qu um subconjunto compacto do IRY. As matrizes Go(-), G1(-),...,Gu(+) sdo funcoes
definidas em €y e assumem valores no conjunto das matrizes simétricas de dimensao R™"
(para as desigualdades de andlise de estabilidade). De fato, (1.43) representa uma forma geral
de um problema de factibilidade para uma LMI dependente de parametros, no caso, dependente
do vetor de parametros incertos o € Q. As variaveis p;, i = 1,..., M (a serem determinadas)
surgem a partir de uma escolha particular para a estrutura da matriz de Lyapunov dependente
de parametros P(«) = P(«)’, sendo esta a primeira fonte possivel de suficiéncia introduzida na
avaliagao da factibilidade das desigualdades matriciais. Por outro lado, a escolha particular de
uma estrutura para a matriz de Lyapunov permite que a LMI dependente de parametros possa
ser resolvida por meio de um conjunto finito de LMIs que independem dos parametros. A escolha
mais simples e usual é P(a) = P, gerando os resultados baseados na estabilidade quadrética,
que permitiram uma caracterizacao convexa para varios problemas de analise, sintese e filtragem
robusta. Em funcao do alto grau de conservadorismo dos resultados baseados na estabilidade
quadratica, principalmente no caso de parametros incertos invariantes no tempo, a proxima
estrutura investigada na literatura foi a afim nos parametros, isto é, P(a) = 3. a;P;. Uma
discussao mais completa desta estrutura é feita no Capitulo 2. A principal contribui¢ao desta
tese é caracterizar as solugoes de (1.43) de forma exata quando Qy = Ay, isto é, por meio
de uma estrutura para a funcao de Lyapunov sem que haja perda de generalidade quando
Qn = Apn. No Capitulo 5 é mostrado que (1.43) pode ser completamente caracterizada por
meio da estrutura polinomial homogénea para a fun¢ao de Lyapunov P(a). A préxima segao
apresenta notacoes e defini¢oes para a que parametrizacao dos testes de estabilidade e o computo
de normas Hs e H,, por meio de matrizes de Lyapunov polinomiais homogéneas possa ser feita

de forma sistemaética.
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1.2 Notacoes e Definicoes

Considere que a func¢ao de Lyapunov P(«a) possua uma dependéncia afim nos parametros

incertos a € Ay e é representada por
P(a):a1P1+a2P2+...—|—aNPN (]_44)

sendo que P; € R™", i =1,..., N sdo matrizes simétricas com n(n + 1)/2 varidveis escalares
a serem determinadas. Note que as matrizes de Lyapunov P podem ser denotadas de maneira
simples por meio do acréscimo do subindice ¢. Para o caso de uma dependéncia polinomial de
grau maior que um, essa notac¢ao nao é adequada. Por exemplo, considere que P(a) possui uma
dependéncia polinomial homogénea de grau dois para um sistema com dois parametros incertos

(O{ = [O(l 052]/). Em princfpio, a escolha usual seria
Pla) = a2P1 + alang + a2P3 1.45
1 2

Entretanto, essa notacao nao permite a generalizacao necessaria para os métodos propostos na

tese. Por outro lado, a notagao
Py(ar) = i Pyg + ana Py + a3 Poo (1.46)

para esse mesmo exemplo, pode ser expressa de forma sistematica, ou seja, fazendo que os indices
das matrizes P’s acompanhem os indices de seus respectivos monomios. Observe também que

o grau da fungao é colocado de forma explicita como subindice de P(«).

Exemplos:
(a) N =2, 9=23: P(a) = a3 Pp3 + a103 Py + 2o Pyy + 3 Pa.
(b) N =3,9=1: Pi(a) = azPoor + a2Fo10 + 1 Pigo-
() N=3,g=2: Py(a)= Oégpooz + a3 Pory + Oégpozo + oz Pror + apanPrig + Oéfpzoo-

Note, por exemplo, que no item (c) os subindices (N-uplas) das P’s podem ser agrupados em
um conjunto dado por {002,011, 020, 101, 110, 200}. Doravante esse conjunto serd denotado por
K(g), que é definido formalmente como o conjunto das N-uplas obtidas como todas as possiveis
combinacoes de kiky---ky, ki € Zy,i=1,...,N tal que ky + ky + - -- 4+ ky = g. O ntimero de

N-uplas em K(g) é dado por
_ (N4g-1)!
T9) =" =1

O elemento Ky(g) é a f-ésima N-upla de K(g), que, por questoes de padrao, sao ordenadas

(1.47)

lexicamente, ¢ = 1,...,J(g). Exemplos:

(a) N=2eg=>5 J(5) =6eK(5) = {05,14,23,32, 41,50}, com K;(5) = 05, Ky(5) = 14,

etc.
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(b) N =3eg=2 J2) =6 e k(2 = {002,011,020,101, 110,200}, com K3(2) = 020,
Ke(2) = 200, etc.

(c) N=4eg=1: J(1)=4eK(2) ={0001,0010,0100, 1000}, com k(1) = 0001, Ky(1) =
0010, etc.

Com o conjunto K(g), pode-se definir de maneira genérica a matriz de Lyapunov P(a) com

dependeéncia polinomial homogeénea de grau arbitrario g nos parametros incertos a € Ay como

J(g)
Py(a) £ Z akrakz .. ~oz§€VNP;Cj(g) ;o kike -k = Kj(9) (1.48)
j=1

Freqiientemente, também sera necessario tratar o produto de polinomios homogéneos, por

exemplo:
P,(a)A(a), Ala) € A (1.49)

Esse produto resulta em um polinémio homogéneo com grau g + 1, pois A(a) € A é afim nos
parametros. A parametrizacao para esse produto necessita de mais definigoes.

A soma e a subtracao entre duas N-uplas ;(g) e K;(g) sao feitas elemento a elemento:
Ka(5) + Ks(5) = 32 + 23 = 55

Cada elemento /Cy(g) define um conjunto G obtido a partir da seguinte operagao: para um dado
deZy, G=Kig) — K. (d), r=1,...,J(d). Claramente, quando d = 0, G = {KC,(g9)}. As
N-uplas G,, r =1,...,J(d) com k;’s nao negativos sao usadas para construir o procedimento
sistematico para geracao de LMIs. As N-uplas com k;’s negativos sao descartadas. Associado

a cada N-upla G,, define-se:

(1) o conjunto Z, com elementos dados por subconjuntos de i, i € {1,2,..., N}, com k;’s

diferentes de zero.

(2) G' como sendo igual a G, mas com k; > 0 substituido por k; — 1. Note que G calculado a
partir de G = Ky(g+d+1) — K,.(d), r =1, ..., J(d) produz N-uplas pertencentes a K(g).
Em particular, a fungao de G¢ é indexar produtos do tipo (1.49).

(8) o coeficiente C, dado por d!/(kilks!---kn!) com kiks---kn = K,(d).

Exemplos:

() N=2g=5ed=2 J5) =6 K5 = {0514,23,32,41,50}, J(2) = 3, K(2) =
{02,11,20}. Para ¢ =1 (a primeira N-upla de K(5)), tem-se K;(5) — K,(2), r=1,...,3,
que fornece G = {05} —{02, 11,20} = {03, 04, 05}, sendo que ¢ indica um inteiro negativo.
As N-uplas com ¢ (r = 2,3) sao ignoradas na geracao das LMIs. O conjunto Z; é dado
por {2}, G2 = {02} e C; = 2!/(012!) = 1. Para ¢ = 4 (quarta N-upla), K4(5) — K.(2), r =
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1,...,3 que fornece G = {32} — {02,11,20} = {30,21,12}. Os conjuntos associados sao
I, = {1}, I, = {1,2}, I3 = {1,2}, os elementos de G sao G} = {20}, G4 = {11}, G2 =
{20}, G1 = {02}, G2 = {11}, e G, = 2/(012)) = 1, Cy = 21/(1111) = 2, C5 = 2!/(210!) = 1.

As outras N-uplas Ky(g) sao geradas de maneira analoga.

(b) N=3,g=3ed=1 J(3) = 10, K(3) = {003,012, 021, 030, 102, 111, 120, 201, 210, 300},
J(1) = 3, K£(2) = {001,010,100}. Para ¢ = 3 (a terceira N-upla de K(3)), tem-se
Ks(3) — K.(1), m=1,...,3, que fornece G = {021} — {001,010, 100} = {020,011, $21}.
Os conjuntos associados sdo Z; = {2}, Z, = {2,3}, os elementos de G sao G = {010},
G2 = {001}, G3 = {010}, e C; = L1/(0I0IL1) = 1, Cy = 11/(0!1101) = 1,

A razao para a geracdo do conjunto G em funcao dos conjuntos Ky(g), £ = 1,...,J(g) e

K.(d), r=1,...,J(d) é para parametrizagao de, por exemplo:
(1 + a1 + ...+ an)Pya)A(a), Ala) € A (1.50)

nesse caso, o nimero de monomios é parametrizado como funcao de g e d. Note que no caso
d = 0, o conjunto G é a prépria N-upla K(g) e os itens 1, 2 e 3 definidos para o conjunto G
aplicam-se diretamente sobre a N-upla K,(g). Esse caso em particular é usado nos Capitulos 3

e 4, que também necessitam da definigao de um coeficiente escalar 3;(g + 1) dado por
Bilg+1) = g!/(kilka! ... kn!), com kiky ... ky = Ki(g+1)

Especialmente para o Capitulo 2, no qual sao consideradas apenas funcoes de Lyapunov com

dependéncia afim nos parametros (g = 1), é necessario definir trés coeficientes, dados por

d!
Cid,a) =< Kyl (ki —a)l--ky! se k; —a€Zy
0 , caso contrario
z se ki—a€Zy
0 , caso contrario
ije(daa, b,c) =
d! :Z _ Cg c §+
, Se . — b e n
=9 kil (ki —a)l (k=) (kg — )l k! k;—ceZ+
0 , caso contrario

com todos dependendo de kiks - - -k, = Ky(d), £ =1,...,J(d).
A notacao apresentada é necessaria para parametrizar testes de estabilidade robusta e com-
puto de normas Hs e H,, baseados em fungoes de Lyapunov polinomiais homogéneas de grau

arbitrario e em relaxagoes baseadas no Teorema de Pdlya, apresentadas no Capitulo 2. Com
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a parametrizacao, a metodologia proposta é baseada em condigoes LMIs, geradas da maneira
sistematica a partir de parametros arbitrados pelo usuario. O ponto principal da notacao ¢é a

geragao do conjunto K(g), ou seja, a geragao do conjunto solugao da igualdade
kv+ke+...+kn=g, g€Zy, ki€ly, 1=1,...,N (151)

Este problema pode ser resolvido a partir de um algoritmo recursivo, que pode ser encontrado
no livro [NW78]. Para aumentar a eficiéncia computacional, os conjuntos solugdes para valores

de N e g podem ser calculados previamente e armazenados em arquivo.

Plataforma Computacional

Todos os experimentos numéricos apresentados nos proximos capitulos foram realizados em

um computador pessoal com as seguintes caracteristicas:

Processador: Pentium IV 2.6 GHz
Memoéria RAM: 512 MB

Sistema Operacional: Windows 2000
MATLAB: Versao 7.0.1



Capitulo

Funcoes de Lyapunov Afins nos Parametros

A proposta deste capitulo é fornecer uma caracterizacao para LMIs dependentes de para-
metros ligadas a estabilidade robusta de sistemas lineares politopicos por meio de fungoes de
Lyapunov com dependéncia afim nos parametros. Como é mostrado nos capitulos posteriores,
as fungoes de Lyapunov com dependéncia afim nos parametros nao sao capazes de caracterizar
completamente as solucoes de uma LMI dependente de parametros. Entretanto, caracterizar
de forma completa os resultados baseados nessas func¢oes é um resultado importante pois essa
classe de fungoes ainda continua sendo usada na literatura recente em diversos contextos da
teoria de controle. A primeira secao deste capitulo faz uma revisao dos resultados mais impor-
tantes baseados em fungoes de Lyapunov com dependéncia afim nos parametros no contexto de

estabilidade e sintese de controladores para sistemas lineares incertos.

2.1 Introducao

Testes de estabilidade robusta para sistemas lineares incertos baseados na estabilidade qua-
drética, isto é, por meio do uso da funcao quadrética v(x) = 2/ Pz sendo P uma matriz simétrica
definida positiva que independe dos parametros incertos, sao formulados em termos de um con-
junto de LMIs definidas somente nos vértices do politopo. A existéncia de uma solucao factivel
garante a estabilidade de todo o dominio de incertezas. Em contraste com a simplicidade na
programagao dos testes ([GNLC95], [Stu99]), o grau de conservadorismo dos resultados aumenta
drasticamente a medida que a ordem do sistema e o niimero de vértices aumentam (veja a anélise
numérica feita em [LMRP02], [dOOL*02a]), principalmente no contexto de sistemas invariantes
no tempo. O fato de a matriz de Lyapunov independer dos parametros torna os resultados da
estabilidade quadratica mais adequados para tratar sistemas variantes no tempo sujeitos a taxas
de variagoes paramétricas arbitrarias.

Abordagens baseadas em fungoes de Lyapunov que dependem linearmente dos parametros
incertos v(x) = 2/ P(a)x, sendo que P(«) depende de forma afim de a, surgiram com o objetivo

de fornecer resultados menos conservadores do que a estabilidade quadratica. O principal desafio
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era, assim como no caso da estabilidade quadratica, obter testes convexos baseados em um
numero finito de LMIs definidas apenas nos vértices do dominio de incertezas. De modo geral,
a dificuldade encontrada foi como tratar de maneira convexa produtos entre as matrizes do
sistema e a matriz de Lyapunov, sendo que ambas dependem de forma afim nos parametros
incertos. Essa dificuldade foi pela primeira vez solucionada em [GAC96|, [FAG96], por meio de
restrigoes adicionais sobre a matriz de Lyapunov (multiconvexidade). Essa abordagem também
permite tratar incertezas variantes no tempo bem como computar custos garantidos H.

Uma importante contribuicao para a estabilidade robusta de sistemas politopicos surgiu em
[GAOH98]. Pela primeira vez, a construcao da fungao de Lyapunov com dependéncia afim nos
parametros usada para garantir a estabilidade robusta pode ser feita de maneira sistematica, a
partir de um teste de factibilidade de LMIs definidas nos vértices do dominio incerto. Desse teste
obtém-se um conjunto de matrizes de Lyapunov cuja combinacao convexa constitui a funcao de
Lyapunov com dependéncia afim nos parametros. A esséncia desse resultado é o desacoplamento
entre a matriz dinamica do sistema e a matriz de Lyapunov por meio da insercao de variaveis
adicionais. Apesar desse resultado ter sido obtido no contexto de positividade real de sistemas,
uma caracteriza¢ao similar pode ser obtida por meio do Lema de Finsler [dOS01]. Resultados
equivalentes para o caso discreto foram apresentados em [dOGH99], sendo que esses permitem
a extensao imediata das condigbes de andlise para a sintese de controladores [dOBG99] e filtros
robustos [dOGB02]. Em [PABB00], os resultados de [GAOH98| e [dOGH99] foram generalizados
para tratarem qualquer regiao convexa (D-estabilidade) no plano complexo.

Explorando a estrutura algébrica da condi¢gao de Lyapunov aplicada a uma matriz genérica
dentro do politopo, condicoes suficientes para a existéncia de uma matriz de Lyapunov com
dependéncia afim nos parametros que garante a estabilidade do politopo sao apresentadas em
[RPO1] (caso Schur) e [RP02] (caso Hurwitz). As condigoes em [RPO01], [RP02] sdo, em geral,
menos conservadoras que as condigdes apresentadas em [dOGH99], [GAOH98], [PABBO00], e to-
das contém a estabilidade quadratica como caso particular. Uma comparacao numérica entre
essas condigoes pode ser encontrada em [dOOLT02b] e um resultado mais geral pode ser encon-
trado em [LP03], que apresenta resultados menos conservadores introduzindo varidveis extras
que também dependem linearmente dos parametros.

O objetivo deste capitulo é investigar a estabilidade Hurwitz (Schur) de um sistema linear
politépico por meio da existéncia de uma fungao de Lyapunov linearmente dependente de para-
metros. Usando o resultado de [RP02] como ponto de partida, é definida uma familia de LMIs
de precisao crescente que fornece resultados cada vez menos conservadores. O nimero de varia-
veis de decisao permanece constante, sendo determinado pelo niimero de vértices do politopo e
pela ordem das matrizes, e o nimero de LMIs aumenta a cada passo. Sempre que uma funcao
de Lyapunov linearmente dependente de parametros existe, a necessidade é atingida através do
procedimento de relaxacao convergente. As condi¢oes propostas podem ser vistas como uma ex-
tensao do Teorema de Pdlya aplicado a fungoes polinomiais com coeficientes matriciais [HLP52].

Essa estratégia foi usada em [Sch05] para analise de estabilidade de sistemas na forma LFT e
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em outros contextos envolvendo programacao copositiva [dKP02].

2.2 Preliminares

Considere o sistema linear politépico dado em (1.5). O objetivo é obter condigdes necessarias
e suficientes computacionalmente verificaveis de forma que uma matriz de Lyapunov simétrica

definida positiva com dependéncia afim nos parametros
N
P(a) =) P,  a€Ay (2.1)
i=1

com P, =P/ >0,i=1,...,N a determinar, garanta a estabilidade Hurwitz (Schur) de A por
meio do uso da funcao de Lyapunov v(z) = 2’ P(«)x.

Assim como nos Lemas 1.1 e 1.2, os proximos lemas fornecem condigoes necessarias e sufici-
entes para estabilidade Hurwitz (Schur) de A em termos de uma matriz de Lyapunov dependente
de parametros genérica P(a) = P(a)’ > 0, resultando também em problemas de otimizacao de

dimensao infinita.

Lema 2.1 O sistema (1.5) € Hurwitz estdvel se e somente se existir uma matriz simétrica
definida positiva P(a) € IR™™ tal que uma das sequintes condigoes equivalentes seja verificada
VaeAy:

(a) T(a) 2 A(a)'P(a) + P(a)A(a) < 0

(b) Ta(a) & (a1 + as + ...+ ay)(A(e) P(a) + P(a)A(a)) <0, VdeZ;

A condigao (a) é equivalente ao Lema 1.1. Para qualquer o € Ay fixo e para todos d € Z,,
a equivaléncia entre (a) e (b) é imediata uma vez que a € Ay implica (3.~ ;)% = 1 para
todo d € Z,. Note que P(a) no Lema 2.1 ndo possui uma estrutura particular. O objetivo
¢ investigar condigoes necessarias e suficientes para a existéncia de P(«) dado por (2.1), uma
classe de fungoes que pode fornecer resultados menos conservadores para a analise da estabilidade
robusta de A do que a estabilidade quadrética. As propriedades algébricas da condicao (b) do
Lema 2.1, que define uma familia de polindmios cujo niimero de monémios é parametrizado por
d, sao usadas para fornecer uma caracterizagao completa da existéncia de P(«) dada por (2.1)
garantindo a estabilidade Hurwitz de A4 em termos de um numero finito de LMIs formuladas
somente nos vértices de A.

Um lema similar pode ser apresentado para a estabilidade Schur de A.

Lema 2.2 O sistema (1.5) é Schur estdvel se e somente se ezistir uma matriz simétrica de-
finida positiva P(a) € R™™ tal que uma das sequintes condigoes equivalentes seja verificada
VaeAy:

(a) A(a)' P(a)A(a) — P(a) < 0

(b) (a1 +as+ ...+ an)*(A(@) P(a)A(a) — P(a)) <0, VdeZ
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Os mesmos comentarios do Lema 2.1 também se aplicam ao Lema 2.2.

Diversos resultados surgiram na literatura fornecendo condigoes suficientes para a existéncia
de P(«) dada por (2.1) satisfazendo as condigoes (a) dos Lemas 2.1 (caso Hurwitz) e 2.2 (caso
Schur) [GAOH98, dOGH99, PABB00, RP01, RP02]. Na maioria dos casos, as condigoes sao
simples de serem testadas, sendo formuladas em termos de LMIs definidas nos vértices de A
mas nada é dito a respeito da necessidade das condigoes. Este capitulo é dedicado a resolver
esse problema, explorando as propriedades algébricas da condigao (b) dos Lemas 2.1 e 2.2 para
construir uma familia de condi¢oes LMIs que convergem para a necessidade a medida que d
aumenta. O préximo teorema é instrumental para a obtencao dos resultados propostos e é

conhecido na literatura como Teorema de Pdlya [HLP52].

Teorema 2.1 Seja F(a) 2 F(ay, s, ...,ay) um polindmio homogéneo real que € positivo

Va € Ay. Entao para um d € Z, suficientemente grande, o produto
(g +ag+ ... +an)'Fla)
tem todos os seus coeficientes estritamente positivos.

Atualmente, a maneira mais precisa para se determinar um limitante para o valor de d pode

ser encontrada em [PRO1], reproduzida no contexto desta tese no préximo teorema.

Teorema 2.2 Seja
J(9)
F(a) =) C'(g)Bai*as® -y
=1
com
C'(g) = g!/(kal---knY); Kiky - kn = Ko(g)

uma funcdao polinomial homogénea de grau g que € positiva no dominio Ay. O polinomio
(a1 +az + -+ an)'F(a)

tem todos os seus coeficientes estritamente positivos se

— 1)L
2K

sendo
L=max{|G|, (=1,...,J(9)}, n:aréliArjlvF(a)
Na préxima secao sao apresentadas, como principais contribuicoes deste capitulo, condigoes
de estabilidade robusta que sao suficientes e, para um d suficientemente grande, necessarias. A
prova da necessidade é baseada na generalizacao do Teorema 2.1 para o caso de polindmios com

coeficientes matriciais.
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2.3 Resultados Principais

Nesta se¢ao, ¢ mostrado como construir uma seqiiéncia de condi¢oes LMIs de precisao cres-
cente de tal forma que uma fun¢ao de Lyapunov com dependéncia afim nos parametros P(a)
dada por (2.1) garanta a estabilidade Hurwitz (Schur) de A.

2.3.1 Caso Hurwitz

Note que, quando P(«) é dada por (2.1), o lado esquerdo da condicao (a) no Lema 2.1 pode

ser escrito como

N
+ 3> aia; (AjPy + PjA; + AP+ PA;) (2.2)
- T;

ij

Uma condigao simples que garante a estabilidade Hurwitz de A é obtida impondo que P, =
P/ > 0 deve ser tal que Ty, <0e Ty, <0,i=1,...,N, j=i+1,...,N. Claramente, essa
¢ uma condigao suficiente para garantir que P(«) dada por (2.1) é uma matriz de Lyapunov
com dependéncia afim nos parametros que satisfaz as condigbes do Lema 2.1 (a). Esta idéia,
primeiramente explorada em [RP02], introduz algum conservadorismo, uma vez que, embora a
existéencia de P, = P/ > 0 tal que Ty, < 0 seja uma condi¢@o necessaria para a estabilidade de
A (os vértices devem ser estdveis), Ty, nao necessariamente precisa ser definida negativa para
garantir que a soma geral seja definida negativa.

Observe que o lado direito de (2.2) é um polinémio homogéneo com coeficientes matriciais
de grau dois no parametro o. Usando o lado esquerdo da condigao (b) do Lema 2.1, polinémios

de graus maiores podem ser obtidos, fornecendo para um d € Z, genérico

J(d+2)
Z (Zcé (d,2)Ty, +Z Z Cly(d 1, 1) i, ) ol --afy;
= =1 j=i+1
TZH

que é um polindomio homogeéneo de grau d 4+ 2. O principal resultado deste capitulo, em relagao

a estabilidade Hurwitz, é apresentado na seqiiéncia.

Teorema 2.3 Uma matriz de Lyapunov com dependéncia afim nos parametros P(«) dada por
(2.1) garante a estabilidade Hurwitz de A se e somente se existirem matrizes simétricas definidas

positivas Py, i =1,...,N eum d € Z, suficientemente grande tais que, para { =1, ..., J(d+2),
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as sequintes LMIs sao verificadas

ZcfdzTH+ZZcfd11TH <0; kiky---ky = Ko(d+2) (2.4)

i=1 j=1+1

Prova: Suficiéncia: E imediato mostrar que, se existirem matrizes simétricas definidas positivas
P,i=1,...,N ed € Z, tais que (2.4) seja verificada para ¢ = 1,...,J(d + 2) entdo, da
expressao (2.3), pode-se concluir que as condigoes do Lema 2.1 (b) sao verificadas.
Necessidade: Definindo

L S )\max _TH ; S ' )\mm —I
max (=17"); £ = min Apin(=T(a))

é claro que para qualquer vetor w tal que w'w = 1 tem-se

L> "(—THw: in w'(=I >
> max of(~T{)w;  min w(-T(@)w >

Escolhendo d € Z, tal que d > L/k — 2, o Teorema 2.2 garante que todos os coeficientes
w' (=T w, £ =1,...,J(d+2) do polinémio w'(—T'4(cr))w sdo positivos. Uma vez que a escolha
de w é arbitraria, a conclusao é que todas as LMIs Ty, £ = 1,..., J(d+2) sdo definidas negativas.

A principal idéia do Teorema 2.3 é simplesmente explorar a positividade dos parametros
o € Ay, impondo que cada termo em (2.4) seja definido negativo para garantir Tg(e) < 0. A
medida que d aumenta, um conjunto maior de LMIs que sao progressivamente menos restritivas
precisa ser verificado. Uma solucao factivel P, = P/ > 0, i = 1,..., N para qualquer d fixo é
suficiente para garantir [';(a) < 0 e é também factivel para valores maiores de d. O nimero de
linhas de LMIs no Teorema 2.3 é dado por nJ(d + 2). Por outro lado, note que o nimero de
varidveis escalares é dado por N(n+1)n/2 (elementos das matrizes simétricas P;, i = 1,..., N)
e nao depende de d. Sempre que existir uma matriz de Lyapunov com dependéncia afim nos
parametros dada por (2.1), tal que I'(or) < 0, o procedimento de relaxagdo converge para a
necessidade a medida que d aumenta. Este resultado pode ser visto como a generalizacao do
Teorema de Pélya para o caso de fungoes com coeficientes matriciais. O computo de um limitante
exato para d, entretanto, nao pode ser obtido a partir do Teorema 2.2, pois os coeficientes do
polinémio original (considerando-se d = 0) s@o expressoes matriciais a serem determinadas,

impossibilitando o calculo de L e k.

Vale a pena mencionar que o caso d = 0 fornece uma condicao suficiente que é equivalente
a condicao apresentada em [RP02]. Note também que, como discutido no Capitulo 5, a carac-
terizacao completa da estabilidade Hurwitz (ou Schur) do politopo A pode necessitar, no caso

geral, de fungoes de Lyapunov com dependéncia nao-linear (polinomial) em «.
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2.3.2 Caso Schur

Um desenvolvimento similar pode ser aplicado ao caso Schur. O lado esquerdo da condigcao
(a) no Lema 2.2 pode ser escrito como

A(a)'P(a)A(a) — P(a) = A(a) P(a)A(a) — (Zai)2P a) =

N N N

=1 =

N
+ Z Z 071871877 (A;RAk + A;PZAJ
i=1 j=i+1k=j+1

+ AlPjAp + AL PjA; + AjP Aj + AL P A; — 2(Pi 4+ P+ P))  (2.5)

m [RPO01], uma condigao suficiente para a existéncia de P(a) dada por (2.1) que garante a
estabilidade Schur de A foi apresentada em termos dos coeficientes matriciais do polindmio
homogéneo de grau trés dado em (2.5). Novamente, polinémios de graus maiores podem ser
obtidos a partir do lado esquerdo da condi¢do (b) do Lema 2.2, fornecendo para um d € Z,

genérico
J(d+3)
Z (Zcfd3T5+Z > Chi(d.2,1)T]
i i=1 j#i;j=1
N—-2 N-1
+y ) Z Clyn(d,1,1,1)Ts, k) aftak ..ok
i=1 j=i+1k=j+1
kiko -+ ky = Ko(d+3) (2.6)
sendo que

Ts,,, = A’PAk + AL PA; + ALP; Ak +A’PA +A’PkA + A’PkA —2(P+ Py + Py)
Teorema 2.4 Uma matriz de Lyapunov com dependéncia afim nos parametros P(«) dada por
(2.1) garante a estabilidade Schur de A se e somente se ezistirem matrizes simétricas definidas

positivas Py, i =1,...,N eum d € Z, suficientemente grande tais que, para ¢ =1, ..., J(d+3),
as sequintes LMIs sdao verificadas

Zcfd3T5+Z Z Cli(d, 2, 1)T,
i=1 j#i;5=1
N—-2 N-1 N

+Z Z Z Czyk d,l,l,l TSW <O;

i=1 j=i+1 k=j+1

fevks -k = Ko(d+3) (2.7)

Prova: Similar a prova do Teorema 2.3. "
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2.3.3 Estudo de caso: N =2

Considere que as condi¢oes do Teorema 2.3 sao aplicadas a um politopo A com N = 2

vértices. Nesse caso,

Ty, = A|P + P Ay, T, = AyPs + Py Ay,

TH12:A/1P2+P2A1+A/2P1+P1A2

Entao, para d = 0, o nimero de LMIs é J(2) = 3, K£(2) = {02, 11,20} e as LMIs sao
TH1 < O, TH2 <0 (28)

que sao condigoes necessarias e

TH12 <0 (29)

Para d = 1, o numero de LMIs é J(3) = 4, £(3) = {03,12,21,30} e as LMIs sao (2.8) e
Ty, +TH, <0, Ty, +Th, <0 (210)

Note que uma solugao factivel para (2.8)-(2.9) também ¢ factivel para (2.8)-(2.10), mas a re-
ciproca nao é necessariamente verdade, uma vez que a condi¢ao (2.9) é mais restritiva do que
(2.10). Para d = 2, o nimero de LMIs é J(4) = 5, K(4) = {04,13,22,31,40} e as LMIs sao
(2.8) e

2TH1 + TH12 < O, TH1 -+ TH2 -+ 2TH12 < O, 2TH2 + TH12 <0

Para d = 3, o numero de LMIs é J(5) = 6, K(5) = {05, 14, 23,32,41,50} e as LMIs sao (2.8) e

3TH1 + TH12 < O, 3TH2 + TH12 <0

3TH1 -+ TH2 -+ 3TH12 < 0, 3TH2 + TH1 —+ 3TH12 <0

e assim por diante. E importante enfatizar que a existéncia de P, = P/ > 0e P, = P; > 0
satisfazendo as LMIs (2.8) é uma condigao necesséria para a estabilidade e que as novas LMIs
sao obtidas como combinagoes lineares positivas de T, Ty, € Thy,,. Isso também é verificado
para valores maiores de N, isto é, a existéncia de P, = P/ > 0 tal que Ty, < 0,i=1,...,N é
uma condi¢do necesséaria para estabilidade Hurwitz de A (estabilidade dos vértices) e as novas
LMIs sao escritas como combinagoes lineares positivas de Ty, e Ty, . A medida que d aumenta,
as novas LMIs tornam-se mais faceis de serem verificadas e, se uma matriz de Lyapunov com
dependéncia afim nos parametros existe, a necessidade é atingida para um d suficientemente

grande.
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2.3.4 Condicoes Estendidas

Assim como nos Lemas 2.1 e 2.2, o proximo lema fornece a condi¢ao extra para explorar o

Teorema de Polya nas condigoes estendidas por meio do Lema de Finsler nos Lemas 1.5 e 1.6.

Lema 2.3 O sistema (1.5) é Hurwitz (Schur) estdvel se e somente se existir uma matriz
simétrica definida positiva P(a)) € R™™ e uma matriz dependente de parametros X (a) € IR*™"
tais que uma das sequintes condicoes equivalentes seja verificada ¥V o € Ay :

(a) O(a) = Q(a) + X(a)B(a) + B(a)'X(a) <0

(b) Oa(e) £ (a1 + oz + ...+ an) (Q(a) + X (a)B(a) + B(a) X (a)) <0; VdeZ,

com

e Q(«) dada por

Qe =[ iy T = TR 0]

para os casos Hurwitz e Schur, respectivamente.

Assim como nos Lemas 2.1 e 2.2, « € Ay e a equivaléncia entre (a) e (b) é imediata. Para
um « fixo, a equivaléncia entre o Lema 2.3 e os Lemas 2.1 (a) e 2.2 (a) pode ser provada pelo
Lema de Finsler.

Se uma estrutura especial para P(«) é considerada, como por exemplo (2.1), do Lema 2.3
(a) podem ser obtidas condi¢oes LMIs menos conservadoras para avaliar a estabilidade Hurwitz
(Schur) de A seguindo as linhas apresentadas em [LP03]. Gragas a varidvel extra X («), cuja
estrutura também é considerada como dependente de forma afim nos parametros, os resultados
obtidos em [LP03] sdo menos conservadores do que os resultados de [RP01] (caso Schur) e [RP02]
(caso Hurwitz). O método de relaxacao proposto neste capitulo também pode ser aplicado a

condi¢ao (b) no Lema 2.3, como enuncia o préximo teorema.

Teorema 2.5 Uma matriz de Lyapunov com dependéncia afim nos parametros P(«) dada
por (2.1) garante a estabilidade de A se e somente se existirem matrizes simétricas definidas
positivas P;, i = 1,..., N, matrizes X; € R* ", i =1,...,N e um d € Z, suficientemente
grande tais que, para L =1, ... J(d +2), as sequintes LMIs sdao verificadas

T _Zc’gd2Tp+Z Zc (d,1,1)Tr, < 0;  hiky- -k = Ko(d +2) (2.11)

=1 j=i+1
sendo que
Bi=[A -1 eQ;i=1,...,N sao dadas respectivamente, para o0s casos Hurwitz e Schur,
por
0 P | =B 0
S PRI
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Prova: A prova é similar & do Teorema 2.3, sendo baseada no fato de que a parte (b) do

Lema 2.3 pode ser escrita como um polinomio homogéneo de grau d 4+ 2 dado por

J(d+2)
3 (Z (d,2)Tr, + Z Z c(d,1,1) TFM) abrake . ahy,
(=1 i=1 i=1 j=i+1

frks - ky = Ko(d+2) (2.13)

com P(a) dada por (2.1), X («) por

N
:ZOQ‘XZ', OéEAN

e N i
- ZaiQHi , Qs(a) = Z%’Qsi ; a € Ay
i=1 i=1
As LMIs do Teorema 2.5 garantem O4(«) < 0 para todo o € Ay, Vd € Z. .

Em funcio das varidveis extras X; € R**", i = 1,..., N, os resultados obtidos por meio do
Teorema 2.5 sao menos conservadores e contém os resultados fornecidos pelos Teoremas 2.3 e 2.4
para um dado d. Veja [LP03] para uma discussao sobre este aspecto quando d = 0. Além disso,
essas matrizes extras permitem uma convergéncia mais rapida para a necessidade a medida que
d cresce, como serd ilustrado por meio de exemplos numéricos na préxima secao.

Finalmente, note que é imediato estender o Teorema 2.5 para tratar analise de estabilidade
robusta em relagao a uma regiao convexa no plano complexo (D-estabilidade) com uma escolha
apropriada de Q(«), seguindo as linhas de [PABB00], [LP03].

2.4 Experimentos Numeéricos

Primeiramente, séries de mil politopos de matrizes estaveis foram geradas seguindo a meto-
dologia descrita em [LP03] para n = 2,3,4, N = 2,3,4. E importante enfatizar que esses mil
politopos nao sao necessariamente identificaveis como estaveis por meio de fungoes de Lyapunov
com dependéncia afim nos parametros.

Estes politopos estaveis foram testados por meio das condigoes do Teorema 2.3 e do Teo-
rema 2.5 (caso Hurwitz, mostrado na Tabela 2.1) e Teorema 2.4 e Teorema 2.5 (caso Schur,
mostrado na Tabela 2.2) parad = 0,1,2,3,4,5,6,7. Note que os resultados obtidos pelas condi-
¢oes do Teorema 2.5 sdo sempre menos conservadores do que (ou igual, pelo menos) os resultados
dos Teoremas 2.3 (estabilidade Hurwitz) e 2.4 (estabilidade Schur). Note também que o nimero
maximo de avaliacoes positivas usando o Teorema 2.5 ocorre para valores de d que sao sempre
menores do que os valores correspondentes de d quando os Teoremas 2.3 e 2.4 sao usados. De
fato, o numero de politopos estaveis identificados pelo Teorema 2.3 e pelo Teorema 2.4 estéd

(em geral) ainda aumentando com d e valores maiores de d seriam necessarios para atingir os
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Tabela 2.1: Numero de politopos identificados como estéveis pelo Teorema 2.3 (T2.3) e pelo

Teorema 2.5 (T2.5), para n =

2,3,4 e N = 2,3,4 (mil politopos estéveis foram gerados para

cada par n, N) como uma funcao de d € {0,1,2,3,4,5,6,7} (caso Hurwitz).

mesmos numeros fornecidos pelo Teorema 2.5. As tabelas também indicam que o niimero ma-
ximo de politopos estaveis que admitem uma funcao de Lyapunov com dependéncia afim nos
parametros dada por (2.1) provavelmente jé foi alcan¢ado pelas condigoes do Teorema 2.5 para
d < 4 em todos os casos analisados. Como discutido no Capitulo 5, fungoes de Lyapunov com
dependéncia polinomial nos parametros sao necessarias para afirmar a estabilidade robusta de

todos os politopos.

Para ilustrar como o procedimento de relaxacao evolui a medida que d cresce, dois exemplos

sao considerados. O primeiro avalia a estabilidade Schur de um sistema politépico de N = 2

0
T2.4T2.5
8981995
7221988
592|984
8711969
700|915
568 | 887
8771960
686 | 905
548 | 848

1
T2.4/T2.5
9151995
7781989
685 | 988
8981969
7641920
677|895
8911960
7411907
633 | 858

2
T2.4/T2.5
9201995
818|989
7331988
907|969
7971921
720 | 896
905 | 960
786 1909
685 | 859

3
T2.4/T2.5
9271995
8371990
7741988
916 | 969
8221921
739 | 897
912960
8071909
714|861

4
T2.4/T2.5
9381995
8491991
796 | 988
919969
836|921
760 | 898
919960
8221909
737|861

5
T2.4|T2.5
942 1995
6868|991
817|988
924 |1 969
8491921
782|898
922 1960
830|910
755|861

6
T2.4/T2.5
946 | 995
8821991
8301988
9271969
8571921
798 | 898
926 | 960
8411910
766 | 861

7
T2.4/T2.5
948 1 995
8931991
8411988
9341969
866 | 921
811|898
9311960
8481910
773|861

=

=W N W N W N

Tabela 2.2: Numero de politopos identificados como estéveis pelo Teorema 2.4 (T2.4) e pelo
Teorema 2.5 (T2.5), paran = 2,3,4 e N = 2,3,4 (mil politopos estaveis foram gerados para
cada par n, N) como uma fungao de d € {0,1,2,3,4,5,6,7} (caso Schur).
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Amaz (T7)

—0.024| 3.175 | 0.718 |—0.006
—0.024| 1.464 | 0.605 | 0.378 |—0.006
—0.024|—-0.195| 1.519 | 0.191 | 0.164 |—0.006
—0.024| -1.737| 1.250 | 0.643 | 0.222 | 0.020 |—0.006
—0.024|-3.008| —-0.491| 1.252 | 0.111 | 0.228 |—0.083|—0.006
—0.024|—-3.814|—-3.692| 0.479 | 0.277 |—-0.066| 0.144 |—-0.161|—0.006
—0.024|—-4.219| -8.241| —3.281| —0.242| -0.910 | —0.114 | —0.029 | —0.223 | —0.006

S| O =W I N | O &

Tabela 2.3: Evolucio do maior autovalor de T} em (2.7), ¢ =1,...,J(d + 3), parad =0, ...,6
na andlise de estabilidade do sistema politépico descrito pelos vértices (2.14) (caso Schur).

vértices descrito pelas matrizes

4 = { 0.4041 1.4504 ] oA - { —0.1177 —0.2375 ] (2.14)

0.0368 0.4325 1.7534  —0.0484

Usando o procedimento de relaxagao proposto no Teorema 2.4, a fungao de Lyapunov com

dependéncia afim nos parametros v(z) = 2'(a1 Py + aePy)x, oy + ag = 1, com vértices

P 0.7523 —0.7189 P 24793  —0.1631
V7| —0.7189 29316 |’ "2 | —0.1631 0.2065

foi obtida para d = 6. A Tabela 2.3 mostra os maiores autovalores das LMIs dadas por (2.7),
¢=1,...,J(d+3), parad=0,...,6. Note que os valores nos vértices, dados respectivamente
pelo maior autovalor de AjPiA; — P e A,P,A; — P5, sdo mantidos enquanto que os outros
evoluem até todos tornarem-se negativos. Veja também a Figura 2.1, na qual o maior valor
de cada linha da Tabela 2.3 é mostrado em funcao de d, ilustrando como todos os coeficientes
matriciais tornam-se definidos negativos.

O segundo exemplo ilustra a evolu¢do das LMIs do Teorema 2.3 (caso Hurwitz) em funcao

de d. O sistema politépico é definido por N = 3 vértices dados por

—0.0996 0.9846 —0.4496 —-0.4061 09017 —0.3194
Ay = | —0.9045 —0.0387 0.9657 |, As=| —0.3740 —0.1498 0.5358 |, (2.15)
0.6933 —0.7612 —0.4179 —0.4592 —0.5424 —0.3608

—0.6327 —0.3142 0.8716
As = | 0.6263 —0.6932 0.9598 (2.16)
—0.0090 —0.9367 0.3422

Todos os coeficientes matriciais tornam-se definidos negativos para d = 4, fornecendo a funcao

de Lyapunov com dependéncia afim nos parametros

v(x) = 2’ (1 Py + 0o Py + a3 Ps)x, a € Ay
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Figura 2.1: Maior valor de A\, (T) dado por (2.7), ¢ =1,...,J(d+3) em funciode d = 0, ...,6
para a andlise de estabilidade do sistema politépico descrito pelos vértices (2.14) (caso Schur).

descrita pelos vértices

0.2125 —0.0922 —0.1425 0.3590 0.0932 0.0335
P =1 —0.0922 0.2555 —0.0179 |, Po= | 0.0932 0.6263 0.0476 |,
—0.1425 -0.0179 0.2127 0.0335 0.0476 0.5642

0.2062  0.0694 —0.0249
P;= 1| 0.0694 0.5477 —0.2869
—0.0249 —-0.2869 0.8296

A Figura 2.2 mostra o maior valor de \,,., de T} dado por (2.4), £ =1,...,J(d+2) em funcio
de d = 0,...,4. Note que, sempre que uma funcao de Lyapunov com dependéncia afim nos
parametros existe, a convergéncia é garantida pelo Teorema 2.2. Infelizmente, nada pode ser
dito sobre a evolugao do maior valor de A, de T/, dado por (2.4), £ =1,...,J(d + 2). Por
exemplo, nao existe garantia de um decrescimento monotonico.

Como observacao final, é interessante perceber que as variaveis de decisao extras no Teo-
rema 2.5 permitem que uma solucao factivel seja obtida com d = 0 em ambos os exemplos

considerados.

2.5 Conclusao

Este capitulo apresentou um procedimento de relaxacao usado para construir uma seqiiéncia
de condigoes LMIs que garantem a existéncia de uma fungdao de Lyapunov com dependéncia

afim nos parametros para a estabilidade Hurwitz (ou Schur) de um sistema linear na forma
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0.35

0.25 i

0.15 i

max A\az (TZH)

0.05F

-0.05
0

Figura 2.2: Maior valor de A,q.(T/7), dado por (2.4), £ =1,...,J(d + 2), em fungao de d =
0,...,4 para a andlise de estabilidade do sistema politépico descrito pelos vértices (2.15)-(2.16)
(caso Hurwitz).

politopica. A medida que o numero de LMIs aumenta as condicoes suficientes tornam-se também
necessarias para a existéncia de tal funcao. Os resultados podem ser facilmente estendidos para
tratar outros requisitos baseados em fungoes de Lyapunov com dependéncia afim nos parametros
no contexto de sistemas de controle. Vale a pena ressaltar novamente que, no caso geral, a
estabilidade de sistemas politopicos pode requerer fungoes de Lyapunov com dependéncia nao

linear (polinomial) nos parametros, como discutido em detalhes no Capitulo 5.



Capitulo

Funcoes de Lyapunov Polinomiais Homogeneas

As condicoes de estabilidade robusta apresentadas no Capitulo 2 exploram a positividade
de polindmios homogéneos definidos no simplex unitario. As relaxagoes propostas baseiam-se
no Teorema de Pdlya e convergem a medida que o grau do polinomio em estudo cresce, sendo
que o numero de variaveis de decisao permanece constante. O objetivo deste capitulo é também
analisar a estabilidade robusta de sistemas lineares politépicos por meio da positividade de
polinomios. Entretanto, as relaxagoes propostas baseiam-se no aumento do grau da funcao de
Lyapunov e conseqiientemente, aumentam o ntimero de variaveis de decisao e também o niimero
de LMIs envolvidas a medida que o grau da funcao cresce. A préxima secao revisa alguns
resultados importantes baseados em fungoes de Lyapunov polinomiais aplicadas na analise de

estabilidade robusta de sistemas lineares incertos.

3.1 Introducao

Em funcao do conservadorismo dos resultados baseados em fungoes de Lyapunov com depen-
déncia afim nos parametros, funcoes de Lyapunov com dependéncia polinomial nos parametros
apareceram naturalmente como o préximo passo na direcao de caracterizar de forma menos
conservadora a estabilidade robusta de sistemas lineares incertos.

Em [Bli04a], condi¢oes na forma de LMIs baseadas em fungdes de Lyapunov quadraticas
cuja matriz de Lyapunov possui dependéncia polinomial nos parametros usadas na analise de
estabilidade robusta de sistemas lineares com incertezas descritas na forma afim foram apre-
sentadas. As condigOes sao necesséarias e suficientes no sentido de que a medida que o grau
da funcao de Lyapunov cresce, a caracterizacao da estabilidade robusta torna-se cada vez mais
precisa e, se o sistema é robustamente estavel, as LMIs fornecerao uma solugao factivel para
um grau finito. A principal desvantagem das condicGes propostas é o esforco computacional
demandando & medida que a complexidade (que depende do nimero de estados, pardmetros
incertos e grau do polindmio) aumenta.

Outra abordagem baseada em fun¢ao de Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea

33
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de grau arbitrario nos parametros foi apresentada em [CGTV05b]. Nesse trabalho as condigoes
de estabilidade robusta foram expressas por meio de uma representacao completa de matriz
quadrada (do inglés, complete square matriz representation — CSMR) de polindmios homoge-
neos com coeficientes matriciais, fornecendo familias de condi¢oes LMIs suficientes de precisao
crescente a medida que o grau da fungao de Lyapunov aumenta. A idéia de CSMR de polinémios
homogéneos ¢é interessante, e tem sido aplicada em diversos contextos como sistemas variantes
no tempo [CGTVO03a], [CGTV04al, sistemas com incertezas LF'T [CGTV04b], problemas de
distancia [CGTV03b], etc.

Em relacao a condicoes de estabilidade robusta que nao sao baseadas na abordagem de Lya-
punov, vale a pena mencionar alguns resultados recentes baseados na otimizacao de polindmios
positivos sobre conjuntos compactos [Las01]. Condigdes necessdrias e suficientes para estabi-
lidade de sistemas lineares com incertezas na forma afim sdo dadas em [Che03], no qual uma
familia de condi¢oes LMIs de precisao crescente foi apresentada, porém a convergéncia global
nao é garantida. Uma abordagem similar surgiu em [HAPLO04], transformando o teste de esta-
bilidade robusta na minimizacao de um polinomio multivaridvel sobre um conjunto compacto
por meio de uma matriz de Hermite associada. No caso, essa matriz de Hermite pode ser vista
com uma func¢ao de Lyapunov dependente de parametros. As condi¢oes sao dadas em termos
de uma seqiiéncia de relaxagoes LMIs com convergéncia garantida (diferentemente de [Che03]).
Os dois métodos mencionados acima foram formulados para tratar de sistemas com incertezas
na forma afim (sistema nominal afetado linearmente por parametros incertos) e podem tratar
de sistemas a tempo continuo e a tempo discreto.

Sistemas lineares com incertezas que admitem uma representacao LFT foram investigados
por meio de fungoes de Lyapunov que apresentam uma dependéncia racional nos parametros
incertos [PAO1, DS00, Sch01, IS01, EHO5]. Essas abordagens exploram a representagao LFT e
podem também tratar incertezas na forma afim como um caso particular. Nesse caso a matriz
de Lyapunov é restrita a possuir uma dependéncia similar nos parametros (isto é, afim), o que
pode levar a avaliagoes conservadoras. Relaxacgoes assintoticamente exatas baseadas na extensao
do Teorema de Poélya para o caso de fungoes com coeficientes matriciais foram apresentas para
sistemas na forma LFT em [Sch05]. Mais recentemente, esses resultados foram estendidos para
tratar de uma classe maior de incertezas por meio da decomposicao de soma de quadrados
[SHO6, Sch06, Par03].

Neste capitulo é apresentada uma metodologia para analisar a estabilidade robusta (Hurwitz
e Schur) de sistemas lineares politépicos por meio da existéncia de fungdes de Lyapunov com
dependéncia polinomial homogénea de grau arbitrario nos parametros. Os testes sao formulados
em termos de condigoes LMIs suficientes que tornam-se cada vez menos conservadoras a medida
que o grau da funcao de Lyapunov aumenta. A metodologia também é aplicada nas condigoes
de estabilidade estendidas por meio de Lema de Finsler, fornecendo testes de estabilidade alter-
nativos, de diferentes complexidades. Comparagoes com outros métodos da literatura sao feitas

na se¢ao de exemplos numéricos, mostrando a eficiéncia da metodologia proposta.
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3.2 Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar novas caracterizagoes para as LMIs dependentes de
parametros ligadas a estabilidade robusta de sistemas lineares politépicos dadas nos Lemas 1.1
(Hurwitz) e 1.2 (Schur) bem como para as LMIs dependentes de parametros estendidas por
meio do Lema de Finsler, dadas nos Lemas 1.5 (d) (Hurwitz) e 1.6 (d) (Schur). As condicoes
de estabilidade derivadas baseiam-se na particularizacao da estrutura da fungao de Lyapunov
em (1.7), restringindo a matriz de Lyapunov P(«) a matrizes polinomiais homogéneas de grau

arbitrario nos parametros, dadas por

J(9)
Py(a) £ Zo/flo/gz - ~0szNP;Cj(g) i kiko -k = Kj(9) (3.1)
j=1
sendo que Py, € R™™™, j =1,...,J(g) sdo matrizes simétricas (n(n+1)/2 varidveis escalares)

a serem determinadas. Note que, para g = 0, Py(a) = Py é a matriz de Lyapunov quadratica
convencional. Similarmente, g = 1 gera a matriz de Lyapunov com dependéncia afim nos
parametros, considerada no Capitulo 2. Uma condigao suficiente para garantir que P,(c) > 0
Va € Ay € aimposicao Py, > 0,7 =1,...,J(g).

Para abordar a estabilidade Schur, um lema equivalente ao Lema 1.2 se faz necessario.

Lema 3.1 O sistema (1.5) é Schur assintoticamente estdvel se e somente se existir uma matriz
de Lyapunov dependente de parametros P(a) = P(a) € R™" tal que

—P(a) Pla)A(e)

P(a) >0, N ~P(a)

<0, Va € Ay (3.2)

A segunda desigualdade em (3.2) explora o complemento de Schur da condigao original de
estabilidade apresentada no Lema 1.2, dada por A(a) P(a)A(a) — P(a) < 0. A razao para
trabalhar-se com o Lema 3.1 é a nao existéncia de produtos triplos (como A(«a)' P(a)A(«a)), que

demandaria mais notagoes e definigoes.

3.3 Resultados Principais

Na seqiiéncia sao apresentadas condicoes suficientes para a existéncia de P,(a) dada por (3.1)
tal que as condigoes dos Lemas 1.1 e 1.5 (d) (caso Hurwitz) e Lemas 3.1 ¢ 1.6 (d) (caso Schur)
sao satisfeitas, garantido a estabilidade robusta de (1.5). O desenvolvimento é apresentado em

detalhes somente para a condicao do Lema 1.1, pois os outros casos sao similares.

Teorema 3.1 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Pc, € R™", K;(g) €
K(g),7i=1,...,J(g), tais que as sequintes LMIs sao verificadas para todo KCo(g+1) € K(g+1),
(=1,...,J(g+1)

> (AP + P Ai) < 0 (3.3)

i€Zy(g+1)
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entao a matriz de Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea nos parametros dada por
(8.1) garante a estabilidade Hurwitz de A. Além disso, se as LMIs de (3.83) sao verificadas para

um dado grau g, entao as LMIs correspondentes a qualquer grau g > ¢ também sao verificadas.
Prova: Uma vez que P,y = P//cj(g) >0, K;(9) e K(g), j=1,...,J(g), entdo P,(cr) > 0 para
todo @ € Ay. Por outro lado, note que a expressao A(a) P(a) + P(a)A(a) com A(a) € A e

P,(a) dada por (3.1) é uma matriz polinomial homogeénea de grau g + 1 que pode ser escrita

€como
J(g+1)

A0 P(a) + Ple)A0) = 3 otk ol | 30 (AP + PagenA) |
=1 i€T,(g+1)

]{71]{32 ce ]{IN = ]Cg(g + 1) (34)

A condigao (3.3) imposta para todo ¢, £ = 1,...,J(g+ 1) garante A(a)' P(a) + P(a)A(a) <0
para todo o € Ay.

Suponha que as LMIs de (3.3) sao verificadas para um certo g, isto é, existem J(§) matrizes
simétricas definidas positivas P;), j = 1,...,J(g) tais que P;(«) é uma matriz de Lyapunov
com dependéncia polinomial homogénea nos parametros garantindo a estabilidade robusta do
sistema. Entdo, os termos da matriz polinomial Pjq(a) = (o + -+ - + an) Py(«) satisfazem as
LMIs do Teorema 3.1 correspondentes ao grau g+ 1, que podem ser obtidas nesse caso por uma
combinagao linear positiva das LMIs do Teorema 3.1 para g. "

Algumas observagdes sao necessarias neste momento. A principal idéia do Teorema 3.1
é simplesmente explorar a positividade de @ € Ay, impondo que cada termo em (3.4) seja
definido negativo para garantir A(a)'P(a) + P(a)A(a) < 0 para todo a@ € Ay. As matrizes
que compodem a matriz de Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea P,(«) bem como
as LMIs de (3.3) podem ser geradas a partir dos conjuntos K(g) e Z(g). A medida que o
grau g cresce, as condicoes tornam-se menos conservadoras uma vez que novas variaveis sao
introduzidas nas LMIs. Embora o nimero de LMIs também cresca, cada LMI torna-se mais
facil de ser verificada em funcao dos graus de liberdade fornecidos pelas novas variaveis. Para

qualquer grau g, as condigoes de (3.3) sempre contém as LMIs dadas por

A;P().,,g...(] + PQ...Q.,,oAi <0, 1=1,...,N (35)

que sdo, de fato, condigbes necessarias para a estabilidade robusta de A (estabilidade dos vérti-
ces). Note que A(a) Py(a) + Py(a)A(ar) < 0 com oy; = 1 e oy, = 0, k # 4, corresponde a condigao
necessaria e suficiente para a estabilidade do vértice A;. Finalmente, vale a pena mencionar
que, para g = 0, as LMIs (3.3) reduzem-se ao bem conhecido teste de estabilidade quadrética,
isto é, Py > 0, A} Py + PyA; <0,7=1,..., N e para uma matriz de Lyapunov com dependéncia

afim nos parametros (isto é, g = 1) dada por

N
P1(04> = ZOQPO%O
=1
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tém-se as condicoes de estabilidade apresentadas no Capitulo 2 pelo Teorema 2.3 para d = 0.
Na seqiiéncia s@o apresentadas condigoes suficientes para o Lema 1.5 (d) (Hurwitz) e para os
Lemas 3.1 e 1.6 (d) (Schur). Note que os Lemas 1.1 e 1.5 (d) sao equivalentes para a € Ay fixo.
Entretanto, gracas as matrizes extras G(«o) = G,(«), H(a) = Hy(a), as condigoes suficientes
obtidas para o Lema 1.5 (d) sdo menos conservadoras do que (e também contém) as condigoes
correspondentes obtidas para o Lema 1.1, ao preco de trabalharem com mais variaveis para o

mesmo grau g. O mesmo comentdrio vale para os Lemas 3.1 e 1.6 (d) (caso Schur).

Teorema 3.2 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Pc e € R"™" e matrizes
Gr,g € R™™", Hi, € R™" K;(9) € K(g), j =1,...,J(g), tais que as sequintes LMIs sao
satisfeitas para todo Ko(g+1) € K(g+1), £=1,...,J(g+1)

3 AiGii g T CritrnAi Prig+n) = Grigrn) T Aillici(g+y)

ol _H’C};(QH) - HI/C;;(gH)

<0 (3.6)

1€Ze(g+1)

entdao a matriz de Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea nos parametros dada por
(3.1), com Gy(a) e Hy(cv) dadas por

J(9) J(9)
Gyla) = al'as? - Gry),  Hyla) =) af'ah? - oy He,(g); (3.7)
j=1 j=1

sao tais que as desigualdades do Lema 1.5 (d) sao satisfeitas, garantindo a estabilidade Hurwitz
de A. Além disso, se as LMIs de (3.6) sao satisfeitas para um dado grau g, entao as LMIs

correspondentes a qualquer grau g > ¢ também sao satisfeitas.

Prova: A prova é similar a prova do Teorema 3.1. Com P,(cr) > 0 dado por (3.1), Gy(w),
H,(o) dadas por (3.7) e A(a) € A, o lado esquerdo de (1.37) pode ser escrito como uma matriz
polinomial homogénea com coeficientes matriciais envolvendo o lado esquerdo das LMIs de (3.6).
Ao impor que cada LMI seja definida negativa, uma condigao suficiente para que (1.37) seja
satisfeita é obtida. Novamente, se as condig¢oes de (3.6) sao satisfeitas para um dado g, entao
Pya(a) = (Zih, ai)Py(a), Gaa(a) = (Zis, ai)Gy(a), Hypa(a) = (31, a;)Hy() sio uma
solucao factivel para as LMIs de (3.6) para g = g + 1. .

Para o mesmo grau ¢, as condicoes do Teorema 3.2 contéem as condicoes do Teorema 3.1,
sendo em geral menos conservadoras. Outra observagao interessante é que os graus dos po-
lindmios ndo necessariamente precisam ser os mesmos em FPy(a) e em Gy(«) e Hy(ar), gerando

familias de condicoes suficientes de diferentes complexidades.

Teorema 3.3 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Pc, € R™", K;(g) €
K(g),7=1,...,J(g), tais que as sequintes LMIs sao satisfeitas para todo Ko(g+1) € K(g+1),
(=1,....J(g+1)

> {_PKi(g+1) i I (3.8)
i€Z,(g+1) Kilg+1)
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entao a matriz de Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea nos parametros dada por
(3.1) garante a estabilidade Schur de A. Além disso, se as LMIs de (3.8) sao satisfeitas para

um dado grau ¢, entao as LMIs correspondentes a qualquer grau g > g também sao satisfeitas.
Prova: Similar a prova do Teorema 3.1, sendo portanto omitida. "

Teorema 3.4 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Py, € IR™™" e matrizes
Gi,;q € R™™", Hy, g € R"" K;(g) € K(g), j = 1,...,J(g), tais que as sequintes LMIs sdo
satisfeitas para todo Ko(g+1) € K(g+1), £=1,...,J(g+1)

AiGlei gy T Grigrndi = Pjgrny =Gy + il

2. s

1€Zp(g+1)

< 0 (3.9
Pritgrn) = Hicitgrn) = Hyy g
entao a matriz de Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea nos parametros dada por
(3.1), com G,(a) e Hy(a) dadas por (3.7) sao tais que as condi¢oes do Lema 1.6 (d) sao satis-
feitas, garantido a estabilidade Schur de A. Além disso, se as LMIs de (3.9) sao satisfeitas para

um dado grau ¢, entao as LMIs correspondentes a qualquer grau g > § também sao satisfeitas.

Prova: Similar a prova do Teorema 3.2, sendo portanto omitida. "
Equivalentemente ao caso Hurwitz, o Teorema 3.4 fornece condi¢oes mais gerais do que o
Teorema 3.3 para o mesmo grau g. Do mesmo modo, outras condigoes suficientes poderiam ser

obtidas ao considerarem-se diferentes graus para os polinoémios Py(a), Gy4(a) e Hy(a).

3.4 Complexidade Numérica

A complexidade numérica associada as condicOes suficientes para a estabilidade robusta
apresentadas neste capitulo pode ser estimada a partir do nimero K de varidveis escalares e o
nimero L de linhas de LMIs, que podem ser obtidos a partir do nimero de estados n, niimero
de vértices N do politopo A e o grau g da matriz de Lyapunov P,(«) e das matrizes extras
Gy4(o) e Hy(ov) (supondo que todas as matrizes tém o mesmo grau ¢). A Tabela 3.1 mostra os
valores de K e L para os Teoremas 3.1 (T3.1), 3.2 (T3.2), 3.3 (T3.3), 3.4 (T3.4).

Se um resolvedor de LMIs baseado no método de pontos interiores é usado, por exemplo o

LMI Control Toolbox [GNLC95], a complexidade pode ser estimada como sendo proporcional

K L
T3.1| (n(n+1)/2)J(g) | n((N +9)/(g+1)+1)J(g)
T3.2|(n(5n+1)/2)J(g) |n(2(N +¢)/(g+1)+1)J(9)
T3.3| (n(n+1)/2)J(g) |n(2(N +9)/(g+1)+1)J(g)
T3.4|(n(5n+1)/2)J(g) |n(2(N +¢g)/(g+1)+1)J(9)

Tabela 3.1: Numero de variaveis escalares X e numero de linhas de LMIs L associadas aos
Teoremas 3.1 (T3.1), 3.2 (T3.2), 3.3 (T3.3), 3.4 (T3.4).



3.5. Métodos da Literatura 39

a K3L enquanto que para o resolvedor SeDuMi [Stu99] estima-se uma complexidade numérica
proporcional a K2L?5 4 L3,

3.5 Métodos da Literatura

O objetivo desta secao é fazer um breve resumo dos métodos da literatura que sao usados

na comparagoes numéricas feitas na proxima segao.

[Bli04a]

O método de [Bli04a] foi especialmente criado para analisar a estabilidade robusta de um
sistema linear com incertezas na forma afim. Mais precisamente, a matriz dinamica do sistema

¢ dada por
A(T) :A0+T1A1+T2A2+"'+AST37 r; € [_1,1], 7= 1,...,8

O teste de estabilidade robusta é formulado em termos de uma seqiiéncia de condigoes LMIs
suficientes cuja factibilidade fornece uma funcao de Lyapunov polinomial de grau k que garante
a estabilidade Hurwitz de A(r). As LMIs sdo obtidas pela aplicacdo sucessiva do Lema de
Kalman-Yakubovich-Popov [Yak62, Ran96]. E mostrado que sempre que A(r) for Hurwtiz,
existe um inteiro k£ > 0 finito tal que as LMIs correspondentes sao factiveis. Vale a pena
mencionar que essa metodologia, baseada em condigoes suficientes e necessarias para um nimero
suficientemente elevado de LMIs, foi a primeira condi¢ao necessaria e suficiente a aparecer na
literatura. O autor também apresenta uma estratégia para tratar sistemas politopicos. Nesse
caso, € necessario investigar a estabilidade de N sistemas na forma afim, com N — 1 parametros
incertos no intervalo [—1,1]. A principal desvantagem do método é a complexidade das LMIs,

que cresce rapidamente com k.

[HAPLO04]

Um maneira de alternativa de determinar a estabilidade robusta de A(«) é por meio da
analise da positividade da matriz de Hermite, que pode ser obtida a partir dos coeficientes do
polinémio caracteristico da expressao det(sI — A(a)). A andlise da positividade da matriz de
Hermite pode ser expressa por meio de uma problema de otimizacao com func¢ao objetivo poli-
nomial sujeito a restrigdes polinomiais. Em [HAPLO04], esse problema de otimizagao é resolvido
por meio da uma hierarquia de relaxacoes LMIs convergentes. Essa hierarquia de relaxagoes
estd implementada no toolbox de dominio publico GloptiPoly [HL03| (que necessita do SeDuMi
internamente). Assim como em [Bli04a], as condigoes apresentadas em [HAPLO04] sao para sis-
temas na forma afim. Nas comparacoes feitas nesta tese, a restricao ZZN:1 «; = 1 foi adicionada
ao problema de otimizagdo (uma vez que o GloptiPoly consegue tratar restri¢oes de igualdade)

para a analise de estabilidade de politopos, considerando o sistema nominal como Ay = 0 e
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N parametros incertos «; € [0,1], ¢ = 1,..., N. A seqiiéncia de relaxagdes LMIs usadas pelo
GloptiPoly é parametrizada por um inteiro k (que nao é relacionado com o k usado em [Bli04a]),

e nao se conhece um limite superior para o nimero de relaxagoes.

[CGTVO05b]

A abordagem de [CGTVO05b] é, assim como os métodos apresentados neste capitulo, espe-
cialmente adequada para tratar de estabilidade robusta de sistemas lineares politopicos. As
condigoes também garantem a estabilidade robusta por meio da existéncia de uma funcao de
Lyapunov polinomial homogénea de grau arbitrario. As LMIs sao derivadas a partir da analise
da positividade de uma matriz de Gram, também conhecida como representagao completa de
matriz quadrada (CSMR). De maneira genérica, a constru¢ao da matriz de Gram nao é imediata,
necessitando de um algoritmo somente para a sua montagem. Embora a partir de uma solugao
factivel seja possivel obter P,(«) (como nesta tese), a parametrizagdo proposta em [CGTVO05b]
usa um numero bem maior de varidveis auxiliares. A medida que o grau m da matriz de Lya-
punov cresce, as condicoes tornam-se cada vez menos conservadoras. Uma solucao factivel para

m = 0 é equivalente a existéncia de uma fungao quadréatica (matriz fixa) de Lyapunov.

3.6 Exemplos Numéricos

O numero de varidveis escalares e o numero de linhas de LMIs demandadas por cada método
sao fornecidos em todos os exemplos para o propdsito de comparagoes, assim como também os
tempos computacionais usando-se o LMI Control Toolbox [GNLC95] e o SeDuMi [Stu99].

Antes de apresentar os exemplos, note que os métodos [CGTV05b], [HAPLO04] e os métodos
propostos neste capitulo necessitam de uma quantidade prévia de céalculos para construir as
LMIs, que podem consumir tempo e memoria para sistemas grandes. Entretanto, os conjuntos
K(g) e Z(g) usados aqui, assim como também algumas matrizes usadas em [CGTVO05b], podem
ser construidos previamente e armazenados, uma vez que nao dependem de A(a). Vale a
pena mencionar que a preparacao prévia poderia ser otimizada com a ajuda de algebra linear
simbodlica, mas o foco das comparagoes feitas na seqiiéncia é o tempo computacional necessario
para resolver as LMIs.

Primeiramente, os exemplos apresentados em [CGTV05b] (exemplos 1, 2 e 3) sao investigados
com os Teoremas 3.1 e 3.2 e os métodos da literatura [Bli04a, HAPL04, CGTVO05b]. Para esses
exemplos, os politopos a serem investigados sao gerados da seguinte maneira: para uma matriz
estavel Ay e um dado conjunto de N matrizes 4;, i =1,..., N, o problema é encontrar o maior

valor positivo do niimero real p para que o politopo gerado pelos vértices
AZ:AQ—FpAZ, 221,,N

seja Hurwitz estével. Os valores de p foram computados como em [CGTV05b] e o valor do maior

p possivel foi obtido por meio de busca exaustiva no espago de parametros o. Para o maior p



3.6. Exemplos Numéricos 41

possivel, os métodos também sao comparados em termos do tempo computacional. Nesse caso,
os tempos apresentados sao aqueles necessarios para avaliar a estabilidade robusta somente para
o grau (ou nivel de relaxacao) indicado. Os tempos das relaxagdes anteriores (que falharam)

nao sao considerados.

Exemplo 1

Considere o primeiro exemplo em [CGTV05b], comn =2e¢ N = 2.

o 1] 5 [-10 5 [t oo
S SR P A

Usando os resultados de [CGTV05b], tem-se pgm—oy = 0.321 (ntimero de varidveis escalares
K = 4, nimero de linhas de LMIs L = 6) e pgr—1y = 0.463 (K = 13, L = 10), que é
igual & margem de estabilidade robusta méxima. Usando os resultados de [Bli04al, tem-se
[Bli0da];—1 = 0.399 (K = 6, L = 6) e [Bli0da]y—o = 0.463 (K = 20, L = 10). Note que
neste caso N = 2 sistemas afins com um parametro incerto foram testados. A abordagem
polinomial de [HAPL04] fornece [HAPLO04];—o = 0.463 (K = 14, L = 21). O Teorema 3.1 fornece
pig—oy = 0.320 (K =3, L = 6) e prg—1y = 0.463 (K = 6, L = 10) enquanto que o Teorema 3.2
fornece prg—oy = 0.320 (K =11, L = 10) e prg—1; = 0.463 (K = 22, L = 16). Para esse exemplo
simples, todos os métodos implementados demandaram baixos esforcos computacionais para
chegar até o valor 6timo de p. O melhor desempenho é obtido com o Teorema 3.1, g = 1, que
fornece o valor 6timo p = 0.463 com o menor niimero de varidveis escalares e linhas de LMIs. A
medida que n e N crescem, as complexidades numéricas dos métodos tornam-se bem diferentes,

como pode ser verificado a seguir.

Exemplo 2

A Tabela 3.2 mostra uma comparagao para o segundo exemplo em [CGTV05b] (n = 3 e
N = 2) em termos de p enquanto que a Tabela 3.3 mostra o nimero K de varidveis escalares e
o nimero L de linhas de LMIs necessarias para obter o valor 6timo de p = 3.551, assim como
o tempo computacional exigido pelo LMI Control Toolbox [GNLC95] e SeDuMi [Stu99]. As

matrizes do sistema sao dadas por

o [=2 1 -1 [-07 -05 -2]  [07 05 2
Ao=|25 -3 05|, Ai=|-08 0 0|, A=|08 0 0
-1 1 =35 15 2 24 ~15 -2 —24

Como pode ser visto, o Teorema 3.1 com g = 4 alcanga o valor de p de pior caso com os

menores tempos, em ambos os resolvedores [GNLC95] e [Stu99].
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Método P

[CGTVO05b]m—0, 1, 2|1.676, 3.208, 3.551

[Bli04a];—1, 2 1.702, 3.551

[HAPLO4|;—4 3.551

T31,00 12 54 |1.676,2.279, 3.146, 3.524, 3.551
T3.2,0 1, 2 1.676, 3.207, 3.551

Tabela 3.2: Comparagao dos resultados dos Teoremas 3.1 (T3.1) e 3.2 (T3.2) com os resultados
apresentados em [CGTVO05b], as condi¢oes LMIs de [Bli04a] e com a abordagem polinomial de

[HAPLO4] para o segundo exemplo em [CGTV05b] (n =3 e N = 2). Uma busca exaustiva no
espaco de parametros foi usada para computar o maior valor possivel de p = 3.551.

Método K | L | Tempo [GNLC95] | Tempo [Stu99]
[CQTVO5b],ms | 6921 455 0235
[Bli0dal,— 42|15 0.11s 0.265
[HAPLO4),—;, |44|65 - 0.71s
T3.14—4 30|33 0.04s 0.16s
T3.24— 72133 0.11s 0.59s

Tabela 3.3: Comparacao dos resultados dos Teoremas 3.1 (T3.1) e 3.2 (T3.2) com os resultados
apresentados em [CGTVO05b], as condi¢oes LMIs de [Bli04a] e com a abordagem polinomial de
[HAPLO4] para o segundo exemplo em [CGTVO05b] (n = 3, N = 2 e p = 3.551) em termos
de esforco computacional. K é o numero de varidveis escalares, L é o numero de linhas de
LMIs. O método em [HAPLO04] foi implementado por meio do GloptiPoly, que usa o SeDuMi

internamente. O simbolo — indica que o método de [HAPLO04] ndo pode ser resolvido por
[GNLC95].
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Exemplo 3

Quando a dimensao do problema cresce, a menor complexidade numérica demandada pelos
Teoremas 3.1 e 3.2 fica evidente, como é mostrado na Tabela 3.4 para o terceiro exemplo de
[CGTVO05b] (n =4 e N =3). O tempo computacional exigido por cada método para alcangar
p = 2.2237 é dado na Tabela 3.5. As matrizes do sistema sao dadas por

—24 —06 —-1.7 3.1 1.1 —06 —-0.3 —0.1
1. |07 -21 -26 -36] . _|-08 02 -11 28
°~ 105 24 —-50 —-16|> "' |-19 08 -—1.1 20|’

—06 29 —20 —06 —24 —-31 -3.7 —0.1

09 34 17 15 ~1.0 —-1.4 —-0.7 —0.7
A |34 14 13 14 A |21 06 -01 —21
27111 20 —-15 =34|’ 37104 -14 13 07

—04 05 23 15 1.5 09 04 —05

Método P

[CGTVO05b],—0. 1, 2|1.019, 1.968, 2.2237
[Bli04a]p=1, 2 1.122, 2.2237
[HAPLO4];—6 2.2237

T3.14-0. 1, 2. 3 1.019, 1.471, 1.983, 2.2237
T3.29=0, 1, 2 1.019, 1.863, 2.2237

Tabela 3.4: Comparacao dos resultados dos Teoremas 3.1 (T3.1) e 3.2 (T3.2) com os resultados
apresentados em [CGTV05b], com as condigoes LMIs de [Bli04a] e a abordagem polinomial de
[HAPLO4] para o terceiro exemplo em [CGTVO05b] (n =4 ¢ N = 3). Uma malha fina foi usada
para calcular o maior valor possivel de p = 2.2237.

Método K | L |Tempo [GNLC95]| Tempo [Stu99]
[CQTVO5b],—s | 750 64 124005 10.97s
Bli0da)y—,  |572] 52 615 8.665
[HAPLO4),—s |454|476 - 29.27s
T3.14—3 100|100 0.41s 0.31s
T3.24— 2521104 7.1s 2.65s

Tabela 3.5: Comparacao dos resultados dos Teoremas 3.1 (T3.1) e 3.2 (T3.2) com os resultados
apresentados em [CGTV05b], as condi¢oes LMIs de [Bli04a] e com a abordagem polinomial de
[HAPLO4] para o terceiro exemplo de [CGTVO05b] (n = 4, N = 3 e p = 2.2237) em termos
de esforco computacional. K é o numero de varidveis escalares, L é o numero de linhas de
LMIs. O método em [HAPLO04] foi implementado por meio do GloptiPoly, que usa o SeDuMi
internamente.

Note que as condigoes de [CGTV05b] usam uma estrutura especial para as varidveis nas

LMIs que, neste caso, demandam muito mais tempo quando usa-se o LMI Control Toolboz. Os
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métodos propostos nos Teoremas 3.1 e 3.2 claramente fornecem os melhores resultados (menor

complexidade para atingir o valor 6timo de p).

Exemplo 4

O exemplo 4 de [HAPLO04], que considera um sistema incerto a tempo discreto na forma
afim é investigado por meio dos Teoremas 3.3 e 3.4, como mostrado na Tabela 3.6. O sistema
original com dimensao n = 3 e dois parametros incertos na forma afim foi convertido em um
politopo com N = 4 vértices (tomando-se todas as combinagdes de valores maximos e minimos

de cada parametro incerto).

Método p
[HAPLO4]x=10|0.38409

T3.35=0, 1, 2, 3]0.181, 0.260, 0.378, 0.38409
T34, 1,2 ]0.181, 0.339, 0.38409

Tabela 3.6: Comparacao dos resultados dos Teoremas 3.3 (T3.3) e 3.4 (T3.4) com a abordagem
polinomial de [HAPLO04] para o quarto exemplo em [HAPLO4] com n = 3 e N = 4 (forma
politépica) ou N = 2 (forma afim). Um procedimento de busca exaustiva foi usado para
calcular o maior valor possivel de p = 0.38409.

O numero de variaveis escalares K, linhas de LMIs L e o tempo demandado para atingir o
valor 6timo p = 0.38409 sao mostrados na Tabela 3.7. Como pode ser notado, as condigoes dos
Teoremas 3.3 e 3.4 fornecem os melhores resultados mesmo nesse caso, no qual um sistema afim
com dois parametros foi transformado em um politopo com N = 4 vértices (quatro parametros

incertos).

Método K | L |Tempo [GNLC95]| Tempo [Stu99]
[MAPLO4],_y | 230|286 - 1.96s
T3.34=3 120|270 1.48s 0.45s
T3.44— 2401150 3.01s 0.51s

Tabela 3.7: Comparacao dos resultados dos Teoremas 3.3 (T3.3) e 3.4 (T3.4) com a abordagem
polinomial de [HAPLO04] para o quarto exemplo de [HAPLO4] com n = 3 e N = 4 (forma
politépica) ou N = 2 (forma afim) e p = 0.38409 em termos de esforgo computacional.
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Exemplo 5

Outro sistema incerto a tempo discreto com dimensao n = 3 foi investigado, descrito por

um politopo com N = 3 vértices dados por

05 =02 04 04 -09 -1.3 02 03 04
Ai=100 -05 —02 |, A,=]| —-08 04 12 |, A3=| —-0.3 —-0.1 0.7
0.3 0.0 =09 1.2 03 -0.2 03 02 0.5

Para usar a abordagem polinomial de [HAPLO4], a restricao de igualdade Z?:1 a; = 1 foi
incluida no problema de otimizacao, resolvido pelo GloptiPoly, considerando como sistema no-
minal Ay = 0 e trés parametros incertos «;, i = 1,...,3 pertencentes ao intervalo [0,1]. A
Tabela 3.8 mostra o tempo computacional demandado por cada método para fornecer uma so-

lugao factivel garantindo a estabilidade robusta do politopo, assim como os nimeros K e L.

Método K | L |Tempo |[GNLC95||Tempo [Stu99|
[TAPLOA4],_, | 1770|1826 = 6035

T3.34—2 36 | 78 0.09 s 0.13 s

T3.44-1 72 | 45 0.13s 0.16s

Tabela 3.8: Comparacao dos resultados dos Teoremas 3.3 (T3.3) e 3.4 (T3.4) com a abordagem
polinomial de [HAPL04] para o exemplo 5 com dimensao n =3 e N = 3 em termos de esforgo
computacional. K é o numero de variaveis escalares, L é nimero de linhas de LMI.

A superioridade das condi¢oes dos Teoremas 3.3 e 3.4 é clara. O pacote computacional
GloptiPoly demandou 1059 s somente para construir o sistema de LMIs, que foi resolvido pelo
SeDuMi em 603 s (tempo total maior que 27 minutos), enquanto que neste caso os Teoremas 3.3 e
3.4 demandaram menos do que 1 segundo para construir o conjunto de LMIs. Como conclusao, a
abordagem polinomial de [HAPLO04| é mais adequada para tratar de sistemas lineares incertos na
forma afim com pequenas dimensoes e poucos parametros incertos, principalmente no contexto
de sistemas a tempo continuo (nos quais a matriz de Hermite pode ser simplificada). Mesmo
nesses casos, os resultados propostos neste capitulo demandam menos esfor¢co computacional.
Além disso, a abordagem polinomial torna-se rapidamente muito onerosa com o aumento do
numero de parametros incertos, enquanto que as condi¢oes propostas neste capitulo sao capazes
de fornecer avaliagoes de estabilidade robusta em tempo razodveis, mesmo para sistemas de

dimensoes maiores.

Exemplo 6: Avaliacao de politopos estaveis

Finalmente, familias de mil politopos estaveis para n = 2,3,4 e N = 2, 3,4 foram geradas
seguindo as linhas de [LLP03]. O ntimero de politopos estaveis identificados por cada teorema
para g = 1,...,5 é dado na Tabela 3.9 (estabilidade Hurwitz) e na Tabela 3.10 (estabilidade
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Schur), ilustrando a eficdcia dos métodos propostos. De fato, dos resultados numéricos é possivel
inferir que a medida que g aumenta o niimero de avaliacoes positivas de politopos estaveis atinge
a totalidade de casos. Em relacao aos testes referentes a estabilidade Hurwitz, o Teorema 3.1
(T3.1) precisa de g = 5 para identificar a totalidade de politopos estaveis enquanto que o
Teorema 3.2 (T3.2) atinge quase o mesmo desempenho (exceto por um caso) com g = 3. Por
outro lado, a Tabela 3.10 mostra que o Teorema 3.4 (T3.4) identifica todos os politopos como
Schur estdveis com g = 3 enquanto que o Teorema 3.3 (T3.3) necessita de valores maiores de g

para produzir os mesmos resultados.

g 1 2 3 4 5

T3.1[T3.2|T3.1[T3.2[T3.1[T3.2|T3.1[T3.2| T3.1[T3.2
1000|1000 | 1000|1000 | 1000|1000 | 1000|1000| 1000|1000
1000|1000 1000|1000 | 1000|1000 | 1000|1000| 1000|1000
1000|1000 | 1000|1000 | 1000|1000 | 1000|1000 | 1000|1000
950 | 977 | 987 | 997 | 994 [1000] 995 | 1000|1000 1000
905 | 962 | 981 | 997 | 993 | 999 | 998 | 100010001000
906 | 965 | 986 | 998 | 994 [1000] 999 | 100010001000
941 | 978 [ 986 | 998 | 999 [1000] 1000|1000 1000|1000
878 | 952 | 978 | 996 | 991 [1000] 997 | 100010001000
877 | 951 | 976 | 997 | 993 [1000] 998 | 100010001000

=

w
B O DO o DO o

Tabela 3.9: Numero de politopos identificados como Hurwitz estéveis para (nimero de estados)
n = 2,3,4 e (nimero de vértices) N = 2,3,4 usando os Teoremas 3.1 (T3.1) e 3.2 (T3.2) para
g=1,2,3,4,5.

g 1 2 3 4 5

T3.3[T3.4|T3.3]T3.4|T3.3]T3.4|T3.3]T3.4| T3.3] T3.
717 | 995 | 790 | 1000 | 841 [1000| 862 | 1000 | 888 [1000
456 | 988 | 568 [1000]| 655 |1000| 717 [1000| 774 [ 1000
265 | 984 [ 400 | 1000 | 499 [1000| 589 | 1000 671 1000
701 | 969 | 824 | 999 | 876 [1000] 905 | 1000 | 929 [1000
394 [ 915 [ 623 | 998 [ 717 [1000] 788 | 1000 853 [1000
208 | 887 [ 435 | 999 [ 557 [1000] 666 | 1000 750 | 1000
663 | 960 | 850 | 1000 | 901 [1000] 929 |1000| 950 1000
371905 [ 642 [ 999 [ 776 [1000 | 844 | 1000 899 [1000
109 | 848 | 474 [1000| 628 [1000| 740 [1000[ 806 | 1000

=

w
=~ W N WN - WD

Tabela 3.10: Nimero de politopos identificados como Schur estéveis para (nimero de estados)
n = 2,3,4 e (nimero de vértices) N = 2,3,4 usando os Teoremas 3.3 (T3.3) e 3.4 (T3.4) para
g=1,2,3,4,5.

Com o objetivo de analisar o comportamento dos métodos propostos em termos do tempos

computacionais demandados com o aumento de g, o seguinte experimento é realizado: Para
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cada caso n = 2,3,4 e N = 2,3,4, o tempo médio para cada método afirmar a estabilidade
de 50 politopos estaveis é calculado para ¢ variando de um até cinco. As Figuras 3.1 e 3.2
mostram os tempos obtidos pelos Teoremas 3.1 e 3.2, respectivamente. Somente o resolvedor
SeDuMi foi utilizado. As Figuras 3.3 e 3.4 mostram os tempos obtidos pelos Teoremas 3.3 e

3.4, respectivamente.

n=2 n=3 n=4

2.5 2.5 2.5

2 2 2
315 1.5 1.5
S
S

0.5 : I 0.5 0.5

0 0 0
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Figura 3.1: Tempo médio em segundos requerido pelo Teorema 3.1 para afirmar a estabilidade
de 50 politopos estaveis variando g de um até cinco paran = 2,3,4 e N = 2,3,4. As cinco

barras horizontais agrupadas significam a variagao de g = {1,...,5}.
50 50 50
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N
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230 30 30
5
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Figura 3.2: Tempo médio em segundos requerido pelo Teorema 3.2 para afirmar a estabilidade
de 50 politopos estaveis variando g de um até cinco paran = 2,3,4 e N = 2,3,4. As cinco
barras horizontais agrupadas significam a variagao de g = {1,...,5}.

Como se observa das figuras, os melhores desempenhos sao dos Teoremas 3.1 e 3.3 (que nao
usam varidveis extras do Lema de Finsler). Por outro lado, o maior esforgo demandando pelos
Teoremas 3.3 e 3.4 é compensado com a necessidade de graus menores para atingir convergéencia.
Para esse experimento, o aumento de g revela um aspecto surpreendente, como pode ser notado
nas Figuras 3.1-3.4. Note que a medida que n cresce, o grau quatro sempre apresenta uma
complexidade maior que o grau cinco, em todas as condigoes propostas. Esse comportamento
nao ¢é esperado, uma vez que as condi¢oes para o grau cinco tém mais linhas de LMIs e mais
variaveis que as condigoes para o grau quatro. Um estudo sobre essa caracteristica é deixado

para trabalho futuro.
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Figura 3.3: Tempo médio em segundos requerido pelo Teorema 3.3 para afirmar a estabilidade
de 50 politopos estaveis variando g de um até cinco paran = 2,3,4 e N = 2,3,4. As cinco

barras horizontais agrupadas significam a variacao de g = {1,...,5}.
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Figura 3.4: Tempo médio em segundos requerido pelo Teorema 3.4 para afirmar a estabilidade
de 50 politopos estaveis variando g de um até cinco paran = 2,3,4 e N = 2,3,4. As cinco
barras horizontais agrupadas significam a variacao de g = {1,...,5}.
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Para proporcionar mais informacgoes sobre o comportamento das diferentes abordagens, a
Tabela 3.11 mostra a quantidade de tempo e os niveis de relaxagao requeridos por cada método
para decidir positivamente sobre a estabilidade robusta do nimero total de um conjunto de
mil politopos estaveis para n = 3, N = 3 (caso continuo, topo da tabela), incluindo quantos
politopos estaveis foram identificados para cada nivel de relaxacao. Essa situagao (complexidade
média) ilustra o comportamento geral de cada método para decidir sobre a estabilidade de todo o
conjunto de politopos. A superioridade das condigoes dos Teoremas 3.1 e 3.2 implementadas com
o LMI Control Toolbox, é evidente. Similarmente, uma comparacao entre os resultados obtidos
pelos Teoremas 3.4 e a abordagem polinomial de [HAPL04] também é mostrada na parte de
baixo da Tabela 3.11 para n = 2, N = 3 (caso discreto). Para valores maiores de n e N,
o tempo demandado pela abordagem polinomial de [HAPLO04] para reconhecer positivamente
a Schur estabilidade dos politopos torna-se muito grande quando comparado com os tempos
exigidos pelos métodos propostos neste capitulo. Em todos os casos, o tempo demandado por

cada método para construir o conjunto de LMIs nao foi incluido.

Método | Tempos (s) | Tempo Total (s)
n =3, N =3 (caso continuo)
casos (g) | 905 (1) 76 (2) 12 (3) 5 (4) 2 (5)

T3.1 [GNLC95]| 24.05 475 159 125 148 33.12
[Stu99] 93.73 11.17 223 1.51 1.22 109.86
casos (¢g) [ 962 (1) 35(2) 2(3) 1(4)
T3.2 [GNLCO95]| 123.39 25.18 13.56 12.73 174.86
[Stu99] 13548 10.26 1.77 1.94 149.45
[CGTVO5b] | ¢asos (m) | 963 (1) 37 (2)
[Stug9] | 190.80 57.44 248.33
[Blioda] | €208 (k) | 505 (1) 488 (2) 7 (3)
[Stu99] 138.79 882.26 693.50 1714.55
[HAPLO4] | casos (k) {1000 (4)
[Stu09] | 2342.3% 2342.38

n =2, N =3 (caso discreto)
casos (g) | 988 (1) 12 (2)

T3.4 [GNLCO5|| 43.74 1.52 45.26
[Stug9] | 91.24 151 92.75
[HAPLO4] | Casos (k) | 981 (4) 19 (b)
[Stu99] |2299.16 67.78 2366.94

Tabela 3.11: Para o Teorema 3.1 (T3.1), a tabela mostra o nimero de politopos identificados
como estaveis para cada grau g, g = {1,2,3,4,5} de um conjunto de mil politopos estaveis para
para n = 3, N = 3 (caso continuo). O tempo computacional (em segundos) usando [GNLC95]
e [Stu99] para cada grau é apresentado assim como o tempo total. O mesmo procedimento é
aplicado para os outros métodos, incluindo a andlise de um conjunto de mil politopos Schur
estaveis com dimensao n = 2, N = 3. Somente o tempo requerido para resolver as LMIs foi
considerado.
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3.7 Conclusao

Um procedimento sistematico para construir fungoes de Lyapunov com dependéncia polino-
mial homogénea nos parametros, de grau crescente, usadas para avaliar a estabilidade robusta
de sistemas lineares politépicos foi apresentado. A estabilidade robusta (Hurwitz e Schur) é
garantida (condigoes suficientes) por meio da factibilidade de um conjunto de LMIs descritas
em termos dos vértices do politopo. Os resultados podem ser estendidos de forma imediata
para tratar da estabilidade robusta de sistemas lineares em relagao a regioes convexas no plano
complexo (D-estabilidade). A medida que o grau da funcao de Lyapunov aumenta, as condi-
¢oes obtidas tornam-se progressivamente menos conservadoras, fornecendo um teste simples e
eficiente para avaliar a estabilidade robusta de sistemas politéopicos, que requer menos esforco
computacional que outros métodos similares da literatura. No Capitulo 5 é mostrado que as
condicoes propostas também tornam-se necessarias a medida que o grau da funcao de Lyapunov

aumenta.



Capitulo

Aplicacoes em Computo de Normas Ho € Hoo

A principal vantagem da metodologia proposta no Capitulo 3 é a sua imediata extensao para
tratar outros problemas de andlise e sintese robusta descritos em termos de LMIs dependentes
de parametros. Este capitulo estende essa metodologia para abordar computos de custos garan-
tidos Hsy e Ho para sistemas lineares politopicos. A préxima secao introduz alguns resultados

importantes referentes a computos de custos garantidos Hs e H, para sistemas lineares incertos.

4.1 Introducao

E incontestével que a busca por atender certas especificacoes de desempenho é um dos
propositos mais importantes em sistemas de controle e as normas Hs e H, surgem naturalmente
como medidas de desempenho para muitas classes de sistemas [ZGD96]. A teoria de controle
6timo Hy foi extensivamente estudada nos anos sessenta (século XX) como o problema 6timo
linear quadratico, e a norma Hy é amplamente reconhecida como o custo mais representativo
na sintese de leis de controle. A norma H,, alcancou um grande nivel de importancia dentro da
teoria de controle robusto principalmente em funcao do sucesso de sua aplicabilidade como um
indice de desempenho na presenca de incertezas para a andlise e sintese de controle de sistemas
lineares invariantes no tempo [DGKF89].

Muitas técnicas de projeto foram desenvolvidas para fornecer filtros e controladores robustos
Hs e H, para sistemas lineares a tempo continuo e discreto, incluindo parametros incertos em
dominios convexos ou limitados por norma. Embora um grande nimero de trabalhos basea-
dos na abordagem pela equacdo de Riccati [MP96b], [MP96a], [Pet95] tenha aparecido como
a primeira ferramenta para tratar esse tipo de problema, um passo importante para estabele-
cer procedimentos convexos de otimizacao para projetar controladores Hs e H,, robustos foi
dado pelos resultados da estabilizagdo quadrética [Bar85], [GPB91], [BEFB94]. A estabilidade
quadratica aplicada a sistemas com incertezas politépicas forneceu uma familia de métodos de
anélise e projeto que sao formulados diretamente em termos de LMIs [Bar94], [GZ1.90], [PGB93].

Em [PTP97], computos de custos garantidos Hs e Ho, baseados na estabilidade quadratica para

o1
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sistemas continuos e discretos foram apresentados em termos de LMIs. Veja também [GPdS92],
[GPS93], [KKR93] e [KRI1] para sintese de controladores Hsy e Ho, para sistemas politépicos a
tempo continuo e discreto. Entretanto, os resultados da estabilidade quadrética sao conserva-
dores para analisar estabilidade e indices de desempenhos para sistemas invariantes no tempo.

Assim como no caso de estabilidade robusta, métodos para computar custos garantidos Hs e
'Hs baseados em fungoes de Lyapunov com dependéncia afim nos parametros apareceram como
alternativa para fornecer resultados menos conservadores do que os baseados na estabilidade
quadrética. Em [FAG96], condi¢oes LMIs suficientes para computar custos garantidos He, de
sistemas lineares incertos na forma afim foram apresentadas. Extensdes de [PABBO00] para
computar custos garantidos Hy e H,, de sistemas lineares politopicos podem ser encontradas
em [ABP02] e, para o caso discreto, condigbes LMIs para sintese de controladores podem ser
encontradas em [dOGB02]. As extensoes de [RPO01], [RP02] e [LP03] para computar custos
garantidos Hy e Hoo s@o encontradas em [dOOLT04a] e [dOOLT04b]. Embora boas estimativas
das normas Hs e H,, de pior caso possam ser obtidas por meio de fungoes de Lyapunov com
dependeéncia afim nos parametros, em alguns casos essa classe de fungoes nao é capaz de garantir
a estabilidade robusta do sistema e, conseqiientemente, nao pode ser usada para calcular custos
garantidos, fazendo-se necessario o uso de funcoes de Lyapunov com dependéncia polinomial
nos parametros. A extensado da abordagem polinomial de [Bli04a] para tratar do problema de
controle H, de sistemas lineares na forma afim com retardo nos estados pode ser encontrada em
[KMLMO5]. Para calcular normas Hs e H, de pior caso dentro de uma precisao pré-estabelecida,
vale a pena mencionar o algoritmo branch-and-bound proposto em [GPT05, Section 3.2] que
divide recursivamente o espago de parametros usando a triangulagao de Delaunay [dBvKOS97].

Neste capitulo, func¢oes de Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea de grau arbi-
trario nos parametros sao usadas para obter um procedimento sistematico para gerar condicoes
LMIs de precisao crescente para computar custos garantidos Hs e H,, de sistemas lineares poli-
topicos. Assim como no caso de estabilidade robusta, as condicoes sao construidas de forma que:
a medida que o grau da funcao aumenta, o numero de LMIs e de varidveis livres aumenta e os
testes tornam-se menos conservadores; se uma solucao existe para um certo grau, as condicoes
também sao verificadas para graus maiores. Para o grau zero, custos garantidos baseados na
estabilidade quadratica [PTP97], assim como, para grau um, custos garantidos baseados em
fungoes de Lyapunov com dependéncia afim [dOOL*04al, [dOOL*04b] sdo recuperados como

casos particulares. Exemplos numéricos sao apresentados para ilustrar os resultados.

4.2 Preliminares

Neste capitulo considera-se o sistema linear politépico dado em (1.1). Antes de apresen-
tar os resultados principais, duas tarefas preliminares sao necessarias: assim como no caso da
estabilidade robusta, as condi¢oes para o computo da norma Hsy apresentadas no Capitulo 1

precisam ser redefinidas de modo que haja no maximo produtos duplos nas desigualdades; e
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pode-se também estender as condicoes de computo de normas Hs e Hy por meio do Lema de

Finsler, introduzindo novas variaveis nos problemas de otimizacao.

4.2.1 Norma H-

Lema 4.1 A desigualdade || Hyy(a) |[3< v € verificada se e somente se existir wuma matriz
simétrica definida positiva P(a) € R™™ e uma matriz simétrica semidefinida positiva T €

R™ ™ tais que

tr(T) <~ ,
{ _*T B(f‘g@()“) ] <0 (4.1)
1) & [ AP PG € ] g »
sdo verificadas para todo o € Ay (caso continuo) ou (4.1) e
—P(a) A)'P(a) Cla)
Ty(a) £ * —P(«) 0 <0 (4.3)

* * —I
sao verificadas para todo o € Ay (caso discreto).

Usando-se o Lema de Finsler, novas condigoes com variaveis extras podem ser obtidas.

Lema 4.2 A desigualdade || Hyy(a) [[3< v € verificada se e somente se existir wuma matriz
simétrica definida positiva P(a) € R™™, matrizes H(a) € R™", L(a) € R™", F(a) € R™",

G(a) € R™" e uma matriz simétrica semidefinida positiva T € R™ ™ tais que

tr(T) <7,
H(a)B(a)+ B(a)H(a) =T B(a)'L(a) — H(a)
« Pla) = L(a) = L(ay | <0 (4.4)
Fla)A(a)+ A(a) F(a) A(a)G(a) — F(a) C(a)
* —G(a) — G(a) 0 +O(a) <0 (4.5)
* * -1
sao verificadas para todo o« € Ay, com ©(«) dado por
0 Pla) O —P(a) 0 O
Ofa)y=1| 0 0|, O4(ar) = * P(a) 0O
* % 0 * * 0

para os casos continuo e discreto, respectivamente.

As variaveis adicionais F(«), G(a), H(«) e L(a) do Lema 4.2 fornecem graus de liberdade
extras que podem ser uteis quando uma estrutura particular for imposta para a dependéncia
dos parametros. A hipdtese de que F(a), G(a), H(a) e L(a) dependem de forma afim no
parametro « foi explorada em [ABP02], [dOOL*04b] e [dOOL*04a].
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4.2.2 Norma H,

Condigoes equivalentes para o computo da norma H,, podem ser obtidas por meio do Lema

de Finsler, resultando no seguinte problema de otimizagao.

Lema 4.3 A desigualdade || Hyy(o) |2 < p € satisfeita se e somente se existir wuma matriz

simétrica definida positiva P(a) € R™™ e matrizes X (o) € RETMPX0HP) 1445 qye
O(a) £ Q(a) + X (a)B(a) + B(a)' X (a) < 0 (4.6)

sao verificadas para todo o € Ay, com

B@)=| o “om 1 Do)
e Q() dadas por
0 Pla) 0 O Pag 0 0 O
=7 0 1 o | ew=| 1 T g
A | * *x % —pgl

para 0s casos continuo e discreto, respectivamente.

A matriz dependente de parametros X («) pode ser usada para fornecer condi¢oes LMIs
menos conservadoras para o computo de custos garantidos H,, quando estruturas particulares
para P(a) e X(«) forem consideradas, como foi feito em [ABP02] impondo X (a) = X e em
[dOOLT04b], em que as matrizes X («) e P(a) sao consideradas com dependéncia afim nos
parametros o € Ay.

Na seqiiéncia, matrizes de Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea de grau arbi-
trario nos parametros dadas em (3.1) sao usadas para derivar condigoes LMIs suficientes que
sao progressivamente menos conservadoras para computar custos garantidos Hy e Hoo. Im-
pondo estruturas similares nas variaveis extras, resultados mais precisos (para um grau dado)

sao obtidos.

4.3 Resultados Principais

4.3.1 Condicoes para custos garantidos H

Teorema 4.1 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Py, € R™™, K;(g) €
K(g),7=1,...,J(g), tais que as sequintes LMIs sao satisfeitas para todo Ky(g+1) € K(g+1),
(=1,...,J(g+1)

AP + Peigindi PeinyBi - Bilg +1)C;
Hi= ) * ~Bilg+ DI Bi(g+1)D, | <0 (47)
€T (g+1) * * —0Bi(g + Dl
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entao a matriz de Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea nos parametros dada em
(8.1) garante que M.(«) dada em (1.31) é definida negativa todo o € Ay. Além disso, se as
LMIs de (4.7) sao satisfeitas para um dado grau g, entdo as LMIs correspondentes a qualquer

grau g > g também sao satisfeitas.

Prova: Como Py, = Py, > 0, K;(9) € K(g), j = 1,..., J(g), entao Py(a) > 0 para todo
a € Ay. Por outro lado, note que M.(«) em (1.31) para (A, B,C, D)(a) € S e P,(a) dada por

(3.1) é uma matriz polinomial homogénea de grau g + 1 que pode ser escrita como

g+1

J(g+1)
Ma)= > abtake---a¥(H);  kike---ky = Kelg+ 1) (4.8)
=1

A condicao H, < 0 imposta para todo ¢, £ = 1,...,J(g + 1) garante M.(a) < 0 para todo
o € Ay.

Suponha que as LMIs de (4.7) sdo verificadas para um certo grau g, isto é, existem J(§)
matrizes simétricas definidas positivas P, j = 1,...,J(g) tais que Py(a) é uma matriz de
Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea nos parametros que garante M.(«a) < 0.
Entao, os termos da matriz polinomial Py(a) = (oq + - - - + an) P;(a) satisfazem as LMIs do
Teorema 4.1 correspondentes ao grau g + 1, que podem ser obtidas nesse caso por combinagoes
lineares positivas das LMIs do Teorema 4.1 para g. "

A medida que o grau g da matriz de Lyapunov aumenta, as condi¢oes tornam-se menos
conservadoras uma vez que novas variaveis sao adicionadas nas LMIs. Embora o ntimero de
LMIs também esteja aumentando, cada LMI torna-se mais facil de ser verificada em fungao dos
graus de liberdade extras fornecidos pelas novas varidaveis. As mesmas observacoes aplicam-se

ao caso discreto, apresentado no préximo teorema.

Teorema 4.2 Se eristirem matrizes simétricas definidas positivas Pc ) € R™", K;(g) €
K(g),7=1,...,J(g), tais que as sequintes LMIs sao satisfeitas para todo Ke(g+1) € K(g+1),
(=1,...,J(g+1)

_P’Cé(gﬂ) Agplc;(gﬂ) 0 /55(9 + 1)C!
* —P,Ci( P i B' 0
¢ g+1) lCz(g-‘rl) [ ' < O 49
%gin * ©  —Blg+ DI Bilg+1)D, (4.9)
o * * —By(g + 1) pql

entao a matriz de Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea nos parametros dada em
(8.1) garante que My(a) dada em (1.32) € definida negativa todo o € Ay. Além disso, se as
LMIs de (4.9) sao satisfeitas para um dado grau g, entdo as LMIs correspondentes a qualquer

grau g > g também sao satisfeitas.

Prova: Similar a prova do Teorema 4.1. "
Impondo-se a estrutura polinomial homogénea na varidvel X («) do Lema 4.3, custos garan-

tidos Ho, menos conservadores podem ser obtidos para o mesmo grau g.
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Teorema 4.3 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Py, € IR"™", e matri-
zes Xic,(g) € REFx4) jCi(g) € K(g), 5 = 1,...,J(g) tais que as sequintes LMIs sio
satisfeitas para todo KCo(g+1) € K(g+ 1), =1,...,J(g+ 1)

> (ch;;(gﬂ) + Xkig+1)Bi + BQX;/C;(QH)) <0 (4.10)

1€Zp(g+1)

com

I -4, 0 —B &
Bi=lo _o 1 —DZ}’ Xylo) =3 ofogt ot Xyt ko ok = Kl0) (411)

e Q,Cz(gﬂ) dada por

0 PIC;;(g—i-l) 0 0
o _|* 0 0 0
Kilg+1) = | & * Bi(g + 1)I -0 ’
o ox * —Bi(g+1)ul
T 0 0
ol. | * “hhewn 0 0
Kilg+1) * * Bi(g + I 0
* * * —Bi(g + 1)ul

para 0s casos continuo e discreto, respectivamente, entao a matriz de Lyapunov com dependéncia
polinomial homogénea nos parametros dada em (3.1) garante que O(a) dada em (4.6) é definida
negativa todo o« € Ay. Além disso, se as LMIs de (4.10) sao satisfeitas para um dado grau g,

entao as LMIs correspondentes a qualquer grau g > § também sao satisfeitas.

Prova: Similar a prova do Teorema 4.1. Com P,(a) > 0 dada em (3.1), X (a) em (4.11) e
(A,B,C,D)(a) € S, O(a) em (4.6) pode ser escrita como uma combinagao positiva dos «a;’s
envolvendo o lado esquerdo das LMIs (4.10). Impondo que cada LMI seja definida negativa,
uma condicao suficiente para ©(«) < 0 é obtida. Novamente, se as condigoes (4.6) sdo satisfeitas
para um dado grau g, entdo Pyyi(a) = (3N, i) Py(a) e Xgpi(a) = (0N, i) X;() sdo uma
solugao factivel para as LMIs (4.10) para g = g + 1. .

Minimizando o valor de u tal que as condi¢oes dos Teoremas 4.1, 4.1 e 4.3 sao verificadas,
custos garantidos H.,, podem ser computados por meio de procedimentos convexos de otimiza-
¢ao. Para g dado, os resultados do Teorema 4.3 sdo menos conservadores (e contém os resultados

dos Teoremas 4.1 e 4.2) em fungdo da varidvel matricial adicional X (a).

4.3.2 Condicgoes para custos garantidos H,

Os proximos dois teoremas fornecem condigoes suficientes para que as condigoes que envol-

vem T (condigbes do tracgo) (4.1) e (4.4) sejam satisfeitas.
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Teorema 4.4 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Py, € IR™", K;(g) €
K(g), j =1,...,J(g), e uma matriz simétrica semidefinida positiva T € IR™™ tais que as
sequintes LMIs sao satisfeitas para todo Ke(g+1) e K(g+ 1), 0=1,...,J(g+ 1)
—B(g+ 1T B!Py:
Z [ Bi(g ) it Ko+ | (4.12)
)

* —P i
i€Zy(g+1 Kilg+1)

entao (4.1) € verificada para todo o € Ay com a matriz de Lyapunov com dependéncia po-
linomial homogénea nos parametros dada por (3.1). Além disso, se as LMIs de (4.12) sao
satisfeitas para um dado grau ¢, entao as LMIs correspondentes a qualquer grau g > ¢ também

sao satisfeitas.

Prova: Similar & prova do Teorema 4.1. Com P,(«) > 0 dada por (3.1), (4.1) é uma matriz

polinomial homogénea de grau g + 1 que pode ser escrita como

J(g+1) ;
—0i(g+1)T B!Pi
Z abaf a3 | TV BB 11 gy = Kalg+ 1) (413)
. * Prig+1)
1€Zp(g+1) 9

A condigao (4.12) imposta para todo ¢, £ = 1,...,J(g + 1) garante que (4.1) é verificada para
todo v € Apy. "
Note que coeficientes (3i(g + 1) sdo necessarios em (4.12) com o objetivo de reescrever

(4.1) como uma matriz polinomial homogénea, o que é feito simplesmente multiplicando T
por (ZzNzl ;)7

Teorema 4.5 Se existirem matrizes siméltricas definidas positivas Py, € R™™, matrizes
Hic,g) € R™", Ly, € R, K;(g) € K(9), 7 =1,...,J(g), euma matmz simétrica semidefi-
nida positiva T € ]Rme tais que as sequintes LMIs sao satisfeitas para todo KCo(g+1) € K(g+1),
(=1,...,J(g+1)

5 Hi,(g41)Bi + B{Hy (y41) = Bilg + DT BiLi;(g+1) — Hi(g41) <0 (4.14)

/
i€Zy(g+1) * Pie;ot1) = Licjgvn) — Lic Kj(g+1)

entdo a matriz de Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea nos parametros dada em
(8.1) garante que (4.4) € verificada para todo o € Ay. Além disso, se as LMIs de (4.14) sdo
satisfeitas para um dado grau g, entdo as LMIs correspondentes a qualquer grau g > ¢ também
sao satisfeitas.

Prova: Similar a prova do Teorema 4.1. Note que as varidveis extras H(a) e L(«) também sao

consideradas como matrizes polinomiais homogéneas, isto é,

J(g) J(9)

kn k1 ko kn .
E al 0‘2 oy H/Cj(g)v E :041 Qo™ -y L/Cj(g) )

kiky - ky = /Cj(g)
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|
Os proximos trés teoremas fornecem condicoes suficientes para garantir que as condicoes
dos gramianos (4.2), (4.3) e (4.5) sejam satisfeitas. As provas sao similares as dos teoremas

anteriores, sendo portanto omitidas.

Teorema 4.6 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Py, € R™™, K;(g) €
K(g),7=1,...,J(g), tais que as sequintes LMIs sao satisfeitas para todo IC;,(g+1) € K(g+1),
C=1,...,J(g+1)

Z { AgP}C;L(gH) + Prig+nAi Bilg + 1) 0 (4.15)

— G I
i€Ty(g+1) * Bilg+1)

entao a matriz de Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea nos parametros dada em
(8.1) garante que Y () dada em (4.2) é definida negativa para todo o € Ay. Além disso, se as
LMIs de (4.15) sao satisfeitas para um dado grau g, entdo as LMIs correspondentes a qualquer

grau g > g também sao satisfeitas.

Teorema 4.7 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Py, € R™™, K;(g) €
K(g),7=1,...,J(g), tais que as sequintes LMIs sao satisfeitas para todo IC;,(g+1) € K(g+1),
C=1,...,J(g+1)

_Plc;}(g+1) A;PK}(g+1) Bi(g+1)C!
> * —Prigry 0 <0 (4.16)
i€Zp(g9+1) * * _ﬁ;(g_‘_ 1)1

entao a matriz de Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea nos parametros dada em
(8.1) garante que Yy(a) dada em (4.3) € definida negativa para todo o € Ay . Além disso, se as
LMIs de (4.16) sao satisfeitas para um dado grau g, entdo as LMIs correspondentes a qualquer

grau g > g também sao satisfeitas.

Teorema 4.8 Se ewistirem matrizes simétricas definidas positivas P, € IR"™", matrizes
Fy,q) € R™™", G, € R™™", K;(9) € K(9), j = 1,...,J(g), tais que as segumtes LMIs sao
satisfeitas para todo Ky(g+1) € K(g+ 1), 0=1,...,J(g+ 1)

FICZ (9+1) A + AZF//O +1) AgGICf;(g—l—l) - FIC};(g+1) C{ﬁé(g + 1)

> * ~Grigry ~ Grygrny 0 + Opygrn) <0
i€Zy(g+1) * * —Bi(g+ 1)1
(4.17)
com
J(9) J(9)
Fy(a) =) a'as? - af Fie,(g), ZO@ ag? - oY Gyg)
j=1



4.4. Complexidade 99

€ Oi(g1) dada por

) 0 Peigeny O ) “Peigry 00
@zc;(gﬂ) I 0 g v @zc;;(gﬂ) - * Pritg+1) g
* * * *

para 0s casos continuo e discreto, respectivamente, entao a matriz de Lyapunov com dependéncia
polinomial homogénea nos parametros dada em (3.1) garante que (4.5) € satisfeita para todo
a € Ay. Além disso, se as LMlIs de (4.17) sdo satisfeitas para um dado grau g, entdo as LMIs

correspondentes a qualquer grau g > g também sao satisfeitas.

Com os Teoremas 4.4 (T4.4) e 4.5 (T4.5), e os Teoremas 4.6 (T4.6), 4.7 (T4.7) e 4.8 (T4.8),
pode-se formular quatro problemas de otimizacao diferentes para avaliar custos garantidos Ha

para o caso continuo, dados por:

72 = min tr(T)
tal que os Teoremas (i, j) sao satisfeitos; (4.18)
(i,7) € {(4.4,4.6), (4.4, 4.8), (4.5,4.6), (4.5,4.8)}
Como T4.4 e T4.5 sdo condigdes suficientes para (4.1) e (4.4) e T4.6 e T4.8 sdo condigoes
suficientes para (4.2) e (4.5), a minimizagao do tr(T') garante que 7, estard o mais perto possivel

da norma Hs de pior caso. Similarmente, os problemas de otimizacao para o caso discreto sao:

72 =min tr(T)

tal que os Teoremas (i, j) sao satisfeitos; (4.19)
(i,7) € {(4.4,4.7), (4.4,4.8), (4.5,4.7), (4.5,4.8)}

Para propdsitos de comparagoes numéricas, somente os pares (T4.4,T4.6) e (T4.5,T4.8) sao
considerados no caso continuo. O ultimo par usa variaveis extras nas condicoes do trago e do
gramiano, fornecendo avaliacoes menos conservadoras para o mesmo grau g, ao preco de um
esforgo computacional maior. Similarmente, somente os pares (T4.4,T4.7) e (T4.5,T4.8) sao

considerados no caso discreto.

4.4 Complexidade

A complexidade numeérica associada as condigbes LMIs apresentadas pode ser estimada a
partir do nimero K de variaveis escalares e o nimero L de linhas de LMIs nos problemas de
otimizagao. A Tabela 4.1 mostra os valores de K e L em fungao de n (estados), m (entradas), p
(saidas), N (numero de vértices) e J(g) para os Teoremas 4.1 (T4.1), 4.2 (T4.2), 4.3 (T4.3), 4.4
(T4.4),4.5 (T4.5), 4.6 (T4.6), 4.7 (T4.7) e 4.8 (T4.8). J(g) é dado por (N+g—1)!/(g!(N —1)!).
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K
T4.1e T4.2 1+n(n+1)J(g)/2
T4.3 1+ (n(n+1)/2+ (2n+m+p)(n +p))J(g)
T4.4 n(n+1)J(g)/2+m(m+1)/2
T4.5 n(n+1)J(g)/2+m(m+1)/24+n(m+n)J(g)
T4.6 e T4.7 n(n+1)J(g)/2
T4.8 n(n+1)J(g)/2+ 2n?J(g)
L
T4.1 (n+m+p)J(g+1)+nJ(g)
T4.2 e T4.3 2n+m+p)J(g+1)+nJ(g)
T4.4 e T4.5 (n+m)J(g+1)+nJ(g)
T4.6 (n+p)J(g+1)+nJ(g)
T4.7 ¢ T4.8 2n +p)J(g+ 1) +nJ(g)

Tabela 4.1: Valores de K (ndimero de variaveis escalares) e L (ntmero de linhas de LMIs)
em fungao de n (estados), m (entradas), p (saidas), N (numero de vértices) e J(g) para os
Teoremas 4.1 (T4.1), 4.2 (T4.2), 4.3 (T4.3), 4.4 (T4.4), 4.5 (T4.5), 4.6 (T4.6), 4.7 (T4.7) ¢ 4.8
(T4.8). J(g) é dado por (N 4+ g — 1)!/(g!(N — 1)1).

Note que condigoes alternativas podem ser obtidas simplesmente substituindo (A;, B;, C;, D;)

(sistema original) por (Aj, CI, Bl, D}) (sistema dual) nos teoremas com as respectivas mudancas
nas dimensdes das varidveis (que dependem de m e p), provavelmente fornecendo diferentes

complexidades e avaliacoes distintas de custos garantidos Hs € Heo.

4.5 Experimentos Numéricos

Alguns exemplos numéricos, apresentados na seqiiéncia, ilustram como as condigoes propos-
tas neste capitulo podem fornecer estimativas cada vez mais acuradas de custos garantidos Hs e
Ho & medida que g cresce (em todos os casos apresentados, os custos garantidos chegam muito
préximos das normas de pior caso com valores relativamente pequenos de g e podem ser com-
putados em poucos segundos). As normas de pior caso Hy e H,, foram computadas por meio
de uma busca exaustiva no espago de parametros. O SeDuMi [Stu99] foi usado como resolvedor
de LMIs.

Exemplo 1

Considere uma sistema discreto com uma entrada e uma saida com n = 2 estados e N = 2

vértices dados por

A4 [ 005 097 A | —1e8 —144
V= —1.00 001 |7 “27 | 094 022 |’

Bi=[10],C=[0 1], D;=0;i=1,2
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As condigoes de [dOOL*04a] e [ABP02] nao sao capazes de encontrar uma solugao factivel,
enquanto que as condi¢oes de T4.2 e T4.3, e os pares (T4.4,T4.7) e (T4.5,T4.8) sdo capazes
de computar custos garantidos H., e Hs, respectivamente. A Tabela 4.2 mostra os custos

garantidos computados e as normas H, e Ho de pior caso para este exemplo.

Hoo | H
Método (O) (D) Método (0) (D)
Td2,0r  —  — | (T4.4T4.7) e
T4.2, 7 134.36 302.35| (T4.4,T4.7)
T4.2,_ 86.79 103.59|(T4.4,T4.7)
T4.2,9 86.77 86.77 |(T4.4,T4.7)
( )
( )

g7 24.78 73.40
g=8 8.96 29.33
gm0 779 17.15
g=1
g=2

T43,., - — [(T45,T438
T4.3,o 86.77 86.77 | (T4.5,T4.8

779 7.79

Tabela 4.2: Custos garantidos para o sistema incerto a tempo discreto do Exemplo 1, computa-
dos usando-se T4.2 e T4.3 (caso Heo) € (T4.4,T4.7) e (T4.5,T4.8) (caso Hy) para (A;, B;, C;) (sis-
tema original - O) e (A}, C!, B) (sistema dual - D). A norma H, de pior caso é || H ||ocp... = 86.77
e a norma Hsy de pior caso é || H||2p... = 7.79. O simbolo ‘-’ significa que nenhuma solugao factivel
foi encontrada.

Esse exemplo ilustra o fato de que algumas vezes funcoes de Lyapunov com dependéncia afim
nos parametros nao podem computar custos garantidos Hs ou H,, mas fungoes de Lyapunov
com dependéncia polinomial nos parametros sao capazes de fornecer resultados precisos. O
Teorema 4.3 atinge a norma H,, de pior caso para g = 2 enquanto que o Teorema 4.2 precisa
de g = 9. O mesmo ocorre com os pares (T4.4,T4.7) e (T4.5,T4.8) para o caso Hs. O melhor
desempenho do Teorema 4.3 e do par (T4.5,T4.8) é devido as varidveis extras. Os tempos
computacionais correspondentes para os métodos propostos neste capitulo sao mostrados na
Tabela 4.3. O Teorema 4.3 e o par (T4.5,T4.8) fornecem os melhores resultados em termos

esforco computacional e resultados precisos.

Hoo | Ho
Método (O) (D) Método (0) (D)
T4.2,-7 1.02 0.87|(T4.4,T4.7),—7 0.52 0.72
T4.2,-5 1.04 0.97|(T4.4,T4.7),—s 0.47 0.52
T4.2,_9 1.07 1.32|(T4.4,T4.7),—9 0.36 0.49
T4.3,00 0.44 0.52|(T4.5,T4.8),—» 0.30 0.26

Tabela 4.3: Tempos de execucao (em segundos) fornecidos pelos Teoremas propostos para o
Exemplo 1. (O) denota o sistema original e (D) o sistema dual.
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Exemplo 2

Este exemplo considera os indices de desempenhos Hs e Ho, de um controlador de reali-
mentagao de estados robusto dado em [GPT04, Exemplo 1]. O modelo representa um satélite
que possui dois corpos rigidos conectados por uma ligacao elastica que é modelada como uma
mola com torque constante k£ e um amortecimento viscoso p que possuem incertezas nas faixas
0.07 <k <0.49 e 0.0038 < p < 0.05. As matrizes do sistema sao:

0 0 1 0 0 0 ]
0 0 0 1 0 0
A= & ® _r s Bu=| 1 |, Bu=1| 1 |,
le Jlk le Jlf J1 Jl
A A 0 0|
1 000 0]
Cooe=[0100],Co=[0 10 0|, Dyo=10
0000 1]

Considerando J; = 1 e Jy = 1, o objetivo é avaliar o custo Hy de Ty(s) = (Coo+ D2 K)[sI —
(A+B,K)]™'B, e 0 custo Hy, de T (s) = Cloo[sI — (A+ B,K)| ' B,, usando o ganho fornecido
em [GPT04]

K=]-53 24 —35 —10.7 |

A Tabela 4.4 mostra os resultados fornecidos pelos teoremas apresentados neste capitulo para

os custos garantidos H., e Hs.

Hoo | H
Método (O) (D) Método (O) (D)
T4.1,-; 0.5509 0.4391|(T4.4,T4.6),-; 1.6961 1.6620
(T4.4,T4.6),_ 1.6585 1.6611
T4.3,21 0.4744 0.4391|(T4.5,T74.8),—1 1.6709 1.6616
(T4.5,T4.8),_5 1.6585 1.6611

Tabela 4.4: Custos garantidos para o sistema incerto a tempo continuo do Exemplo 2, computa-
dos usando T4.1 e T4.3 (caso Hy) € (T4.4,T4.6) e (T4.5,T4.8) (caso Hz) para (A;, B;, C;) (sis-
tema original - O) e (A}, C!, BY) (sistema dual - D). A norma H, de pior caso é || H ||ocp... = 0.4391
e norma Hy de pior caso é ||H || = 1.6585.

Exemplo 3

Considere o problema de controle robusto por realimentacao de estados baseado em [VMP92].

As matrizes do sistema nominal sao:

2 1 1 1 0 0 1

0 0 0 2 a 0 0
A=1_1 ¢ —2 —3| B 00| Be=]1]

2 -1 2 -1 0 A 0
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10 -10 00 0
C,=100 0 O0f,D,p=1|10/|,D,=10
00 0 O 01 0

Trés diferentes esquemas sao considerados:
(a) =1, f =1 (planta nominal)
(b) o =0, 8 =1 (falha do primeiro atuador)
(¢) a=1, 8 =0 (falha do segundo atuador)

gerando um politopo de N = 3 vértices. O objetivo é avaliar as normas Hsy e Ho, de G(s) =
(C,+ D,,K)[s1 - (A+ B,K)|"'B, + D, para todo o dominio de incertezas com

| —0.1054 —-0.8668 0.1745 —0.3445

K= —0.8626 —0.0352 —0.5810 0.1525

Em relagdo ao caso Heo, T4.1 e T4.3 forneceram a norma de pior caso ||H ||ocp... = 10.4237
para g = 1, garantindo que neste caso, uma matriz de Lyapunov com dependéncia afim nos
parametros é suficiente para avaliar a norma H, de pior caso. O caso Hy apresenta um cenario
diferente, necessitando de matrizes de Lyapunov de graus maiores. Note que o par (T4.5,T4.8)
alcancou o pior caso com g = 3, enquanto que o par (T4.4,T4.6) precisaria de graus ainda

maiores. Os resultados para o computo dos custos garantidos Hs sao mostrados na Tabela 4.5.

Método (O) Tempo (s) (D) Tempo (s)
(T4.4,T4.6),-1 2.4991 0.57 3.2156 0.59
(T4.4,T4.6),—0 2.4929 0.72 2.9887 0.66
(T4.4,T4.6),_5 2.4850 1.86 27244  1.91
(T4.4,T4.6),_19 2.4766  4.87  2.6207  5.27
(T4.5,T4.8),-1 2.4527 1.34 2.9172 1.32
(T4.5,T4.8),— 2.4484 2.79 2.7385 3.20
(T4.5,T4.8),—5 2.4482 6.80 2.7038  11.37

Tabela 4.5: Custos garantidos Hs e os tempos de execucao correspondentes para o sistema
incerto a tempo continuo do Exemplo 3 usando os pares (T4.4,T4.6) e (T4.5,T4.8) para
(A;, B;, C;) (sistema original - O) e (A%, CI, B!) (sistema dual - D). A norma H, de pior caso é
| H ||2p.c. = 2.4482.

Exemplo 4

Como 1ltimo exemplo, considere o sistema massa-mola de quarta ordem apresentado em
[Iwa96], reproduzido na Figura 4.1.
A funcao de transferéncia considerada é da forga de entrada d aplicada a massa m; para o

sinal de erro e = x5 (posicao da massa msy). Os parametros nominais sdo: massas m; = 1 e
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A T

Figura 4.1: Sistema massa-mola apresentado em [Iwa96].

Hoo | Ho
Método (O) (D) Método (0) (D)
dOy.. 1.021 1.080 dOy, 0.501 0.588
T4.1,-1 1.056 1.169|(T4.4,T4.6),—; 0.588 0.522
T4.1,- 1.011 1.084|(T4.4,T4.6),—o 0.495 0.496
T4.1,-3 1.002 1.064|(T4.4,T4.6),—5 0.488 0.488
( )
( )

T4.3,=1 1.019 1.084|(T4.5,T4.8),=1 0.509 0.500
T4.34—o 1.002 1.021|(T4.5,T4.8),—2 0.488 0.438

Tabela 4.6: Custos garantidos para o sistema a tempo continuo do Exemplo 4, calculados
pelos métodos em (dOg ), T4.1 e T4.3 (caso Hy) € pelos métodos em (dOyy,), (T4.4,T4.6) e
(T4.5,T4.8) (caso Ha) para (A;, B;, C;) (sistema original - O) e (A}, C!, B;) (sistema dual - D).
A norma Ho, de pior caso é ||H ||ocp.c. = 1.000 e a norma Hy de pior caso é ||H||2p. = 0.488.

mo = 0.5; rigidez das molas k; = ks = 1 e coeficiente de atrito viscoso ¢y = 2. Assume-se que as
incertezas afetam o sistema da seguinte maneira: my + 0y, M2+ dpy € Co 4 Oy, COM |Gy, | < 0.5,
|0my| < 0.25 € |de,| < 1.0, resultando em um politopo de N = 8 vértices. A Tabela 4.6 mostra
os resultados fornecidos pelos teoremas propostos e as melhores avaliacoes dos métodos em
[dOOLT04b] (dO4,) e [dOOLT04a] (dO4_, ). Os tempos de execugao correspondentes para os
métodos propostos neste capitulo sao mostrados na Tabela 4.7.

Tempos Computacionais

Para avaliar o comportamento geral dos métodos propostos em termos do tempo computaci-
onal necessario para fornecer estimativas de custos garantidos Hs e H,, 0 seguinte experimento
foi realizado: Para cada cason =2,3,4e N = 2, 3,4, o tempo médio para cada método fornecer
uma estimativa da norma Hsy ou H,, de 25 sistemas a tempo continuo estaveis é calculado para
g variando de um até trés. As matrizes dinamicas dos sistemas (A(«)) a serem testados foram

retiradas da base de dados usada para gerar a Tabela 3.9 do Capitulo 3. As matrizes B(«),
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Hoo | Ho
Método (O) (D) Método (O) (D)
dOy,, 4.6 2.85 dOyy, 8.62 4.10

T4.1,-1 089 097 (T4.4,T4.6)g:1 1.33 1.23
T4.1,.0 291 3.95 (T4.4,T4.6)g:2 4.20 4.30
T4.1,.5 33.92 38.09 (T4.4,T4.6)g:3 23.31 24.96
( )g=1
( )g=2

T4.3,-1 839 7.25 |(T4.5,T4.8 10.30 8.22
T4.3,—0 158.00 142.28|(T4.5,T4.8 69.65 78.23

Tabela 4.7: Tempos de execucao (em segundos) exigidos pelos teoremas propostos neste capitulo
e pelos métodos de dOyy, e dOyy para o Exemplo 4. (O) denota o sistema original e (D) o
sistema dual.

C(a) e D(«) foram consideradas precisamente conhecidas com vértices dados por

As Figuras 4.2 e 4.3 mostram os tempos obtidos pelos pares (T4.4,T4.6) e (T4.5,T4.8),
respectivamente, para obter estimativas da norma Hs. As Figuras 4.4 e 4.5 mostram os tem-
pos obtidos pelos Teoremas 4.1 e 4.3, respectivamente, para obter estimativas da norma H..

Somente o resolvedor SeDuMi foi utilizado.

n=2 n=3 n=4
3 3 3
25 : 25 : 25
- 2 2 2
§15 . 1.5 : 1.5
St } :
2 : 1 . 1
0.5 : DI 0.5 : . 0.5
0 0 0
N=2 N=3 N=4 N=2 N=3 N=4 N=2 N=3 N=4

Figura 4.2: Tempo médio em segundos requerido pelo par (T4.4,T4.6) para fornecer custos
garantidos Hsy de 25 sistemas a tempo continuo estaveis variando g de um até trés paran = 2, 3,4
e N =2,3,4. As trés barras verticais agrupadas significam a variagdo de g = {1, 2, 3}.

Como se observa das figuras, o par (T4.4,T4.6) e o Teorema 3.1 (que nao usam varidveis
extras do Lema de Finsler) exigem os menores tempos computationais. Por outro lado, o maior
esfor¢o demandando pelo Teorema 3.3 e pelo par (T4.5,T4.8) é compensado com a necessidade

de graus menores para fornecer as mesmas estimativas das normas Hsy € Ho.
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n=2 n=3 n—=4

100 100 100
80 80 80
=z
S
S, 60 , : 60 , : 60
g
2 40 40 40

20 20 I 20

0 e 0 0

N=2 N=3 N=4 N=2 N=3 N=4 N=2 N=3 N=4

Figura 4.3: Tempo médio em segundos requerido pelo par (T4.5,T4.8) para fornecer custos
garantidos Hy de 25 sistemas a tempo continuo estaveis variando g de um até trés paran = 2, 3,4
e N =2 3,4. As trés barras verticais agrupadas significam a variacao de g = {1, 2, 3}.

n=2 n=3 n=4

8 8 8

6 6 6
=
R4 4 4
S
N

2 2 2

0 0 0

N=2 N=3 N=4 N=2 N=3 N=4 N=2 N=3 N=4

Figura 4.4: Tempo médio em segundos requerido pelo Teorema T4.1 para fornecer custos ga-
rantidos H, de 25 sistemas a tempo continuo estaveis variando g de um até trés paran = 2, 3,4
e N =23,4. As trés barras verticais agrupadas significam a variacao de g = {1, 2, 3}.
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Figura 4.5: Tempo médio em segundos requerido pelo Teorema T4.3 para fornecer custos ga-
rantidos H, de 25 sistemas a tempo continuo estaveis variando g de um até trés paran = 2, 3,4
e N =2,3,4. As trés barras verticais agrupadas significam a variacao de g = {1, 2, 3}.
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4.6 Conclusao

Um procedimento sistematico para construir fungoes de Lyapunov com dependéncia polino-
mial homogénea nos parametros usadas para computar custos garantidos Hs e H., de sistemas
lineares politopicos foi apresentado neste capitulo. A medida que o grau da fungao aumenta, a
condicoes tornam-se progressivamente menos conservadoras, fornecendo testes simples e eficien-

tes para avaliar custos garantidos H,., e Hs de sistemas lineares politopicos.



Capitulo

Relaxacoes LMIs Exatas

O objetivo deste capitulo é caracterizar a existéncia de uma matriz de Lyapunov com depen-
déncia polinomial homogénea de grau arbitrario nos parametros que seja solucao de uma LMI
dependente de parametros. Em particular, LMIs dependentes de parametros ligadas a estabili-
dade robusta e a IQCs serao estudadas em detalhes. A metodologia baseia-se no uso do Teorema
de Pdlya aplicado a polinomios homogéneos de grau arbitrario, fornecendo uma seqiiéncia de
condi¢oes LMIs suficientes que sao progressivamente necessarias. A principal vantagem dessa
metodologia é a generalidade de suas aplicagoes, permitindo que qualquer LMI dependente de
parametros pertencentes ao simplex unitario ligada a problemas de analise e controle robusto
possa ser resolvida de forma sistematica. A introducao deste capitulo revisa alguns resultados

importantes ligados a LMIs dependentes de parametros dentro da Teoria de Controle.

5.1 Introducao

Analise e sintese robusta de sistemas lineares que dependem de parametros incertos sao pro-
blemas classicos dentro da teoria de controle robusto e tém atraido grandes esforgos de pesquisa
nas ultimas décadas. Freqiientemente, problemas como esses podem ser expressos na forma de
LMIs dependentes de parametros [AT00]. Em geral, a factibilidade de uma LMI dependente
de parametros associada a um problema de analise deve ser verificada em todo o espaco de
parametros, sendo portanto um problema de dimensao infinita. Os problemas de estabilidade
robusta e computo de normas Hy e H,, apresentados nos Lemas 1.1-1.6 ilustram bem esse
cendrio. E bastante comum que problemas de robustez em sistemas lineares investigados por
meio da teoria de Lyapunov se expressem naturalmente por LMIs dependentes de parametros.

Dentro do contexto de sistemas politopicos, LMIs dependentes de parametros, envolvidas
em problemas de andlise e sintese robusta, tém sido extensivamente abordadas na literatura
por fungoes de Lyapunov quadraticas e por fungoes de Lyapunov com dependéncia afim nos
parametros. Apesar das parametrizagoes convexas e dos bons resultados, o conservadorismo é

inerente aos métodos em funcao da estrutura particular da matriz de Lyapunov. Recentemente,
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um resultado importante para LMIs dependentes de parametros, apresentado em [Bli04b], mos-
tra que qualquer LMI dependente de parametros escalares definidos em um conjunto compacto
pode ser caracterizada por uma solugao polinomial de grau arbitrario nos parametros, sem perda
de generalidade.

No caso dos sistemas politopicos estudados nesta tese, os parametros incertos estao restritos
ao simplex unitdrio, que é um conjunto compacto. Assim, a solu¢ao polinomial (garantida por
[Bli04b]) pode ser restrita a polindmios homogéneos de grau arbitrério, conforme serd provado
no decorrer do capitulo. Com esse resultado, é possivel afirmar que os problemas estudados
nesta tese sempre podem ser resolvidos por meio de uma funcao de Lyapunov com dependén-
cia polinomial homogénea nos parametros, sem perda de generalidade, sendo esta a primeira
contribuicao deste capitulo. Em principio, os resultados dos Capitulos 3 e 4 nao sao capazes
de garantir que sempre que uma solugao polinomial homogénea existe, as relaxacoes propostas
apresentarao convergéncia. Note que a esséncia das relaxagoes propostas é garantir que um
polinomio homogéneo seja definido negativo (ou positivo) impondo que o coeficiente de cada
monomio seja definido negativo (ou positivo), sendo esta apenas uma condigao suficiente. A
segunda contribuicao deste capitulo é fornecer uma relaxacao convergente para garantir a exis-
téncia de uma fungao de Lyapunov de um dado grau. Essa relaxacao, assim como no Capitulo 2,
é baseada no Teorema de Polya aplicado a polindmios com coeficientes matriciais. Surpreen-
dentemente, com simples argumentos baseados no Teorema de Pélya, é possivel provar que
as relaxacoes dos Capitulos 3 e 4 também tornam-se necessarias para grau ¢ suficientemente
elevado.

As LMIs dependentes de parametros ligadas aos problemas de estabilidade robusta de sis-
temas politépicos e IQCs sao investigadas em detalhes neste capitulo. Exemplos numéricos
comparando a metodologia proposta com outros métodos da literatura finalizam as contribui-

coes.

5.2 Preliminares

Considere, por exemplo, as LMIs dependentes de parametros ligadas a estabilidade robusta
apresentadas nos Lemas 2.1 (caso Hurwitz) e 2.2 (caso Schur). Essas LMIs dependentes de

parametros podem ser reescritas na seguinte forma: ¥ a € Qu, 3 p € R tal que
G(p, @) £ Go(a) + piGi(@) + -+ + puGula) > 0 (5.1)

sendo que Qy é um subconjunto compacto do R™. As matrizes Go(-), G1(-),...,Gun(+) sio
fungoes definidas em €2, assumindo valores no conjunto das matrizes simétricas de dimensao
IR"*"™. De fato, (5.1) representa uma forma geral de um problema de factibilidade para uma
LMI dependente dos parametros o = [a; g - - ~ozN]/ € Qy ecom p € RM desconhecido. Re-
centemente, foi provado (sob a hipétese de que Go(+), Gi(-),...,Gu(+) s@o fungdes continuas)

que as solugoes para (5.1) podem ser restritas, sem perda de generalidade, a classe de solugoes
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polinomiais [Bli04b]. Levando em conta que o espago de parametros considerado é o simplex

unitdrio, isto é, Qy = Ay, o seguinte resultado pode ser estabelecido.

Teorema 5.1 Assuma que Go(-), G1(+),...,Gu(+) sao continuas. Se para todo o € Ay existe
p(a) € RM tal que G(p(a),a) > 0, entdo existe uma funcdo polinomial homogénea pj, : Ay —
RM tal que, para todo o € Ay, G(pi(a), o) > 0.

Prova: Em [Bli04b], foi mostrado que, com a hipétese de continuidade em G;(+), i =1,..., M,
se existir uma solucdo p(a) € IRM entdo existe, sem perda de generalidade, uma solucio polino-
mial p*(«) tal que, para todo a € Ay, G(p*(a), @) > 0. Denotando por g o maior grau possivel

dentre os monomios de p*(«), pode-se escrever

* _ ]{,‘1 k?N
p(a) = g Chyky O - QY
0<ki+--+kn<g; k;>0

Considere agora o seguinte polinémio homogéneo de grau g denotado por pj («), dado por

p;(oz) = Z Ckl...kNOélfl .. .OszN(Z ozi)g_ziki

0<ki+-+kn<g; ki>0 i=1

Claramente, p*(«) coincide com pj(a) em Ay. Como conclusdo, o polinomio homogéneo pj ()
é portanto uma solugao para a LMI dependente de parametros (5.1) para qualquer valor de
o € Ay. "

Com o resultado do Teorema 5.1, as solugoes para LMIs dependentes de parametros que estao
no simplex unitario podem ser caracterizadas por meio de solugoes polinomiais homogéneas,
sem perda de generalidade. Assim como nos Capitulos 3 e 4, condi¢oes suficientes podem
ser obtidas para a existéncia de uma funcao de Lyapunov polinomial homogénea de um dado
grau simplesmente impondo-se que os coeficientes dos polinomios resultantes sejam definidos
negativos (ou positivos). Para que as condigoes tornem-se necessarias, condigdes como nos itens
(b) dos Lemas 1.1, 1.2 e 1.5 precisam ser exploradas, de modo a fornecer relaxagdes exatas
baseadas no Teorema de Pdlya.

Como principal contribuigao, este capitulo apresenta relaxacoes LMIs parametrizadas em d e
no grau da fungao de Lyapunov g, fornecendo familias de testes de diferentes complexidades. O
caso de estabilidade robusta ¢é analisado em detalhes na préxima secao. Gragas a generalidade da

abordagem proposta, a extensao para tratar outras LMIs dependentes de parametros é imediata.

5.3 Resultados Principais

5.3.1 Estabilidade Robusta

Teorema 5.2 Uma matriz de Lyapunov polinomial homogénea de grau arbitrdrio Py(«) dada

por (3.1) garante a estabilidade Hurwitz de A se e somente se existirem matrizes simétricas
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Py, € R™ ", Kj(g) € K(9), j=1,...,J(9), e um d € Z, suficientemente grande tais que as
sequintes LMIs sao verificadas

J(d)
T,=)_ (ZCT (AiPg: + Pg};Ai)) <0; G=Kylg+d+1)—=K.(d), r=1,...,J(d),
r=1 €Ly
(=1,...,J(g+d+1) (5.2)
J(d)
R, = (cTPgT) >0, G=Ky(g+d) —K.(d), r=1,...,J(d),

1

\z
Il

v=1,...,J(g+d) (5.3)

Além disso, para um d fizo, se as LMIs (5.2)-(5.3) sao verificadas para um dado grau g, entdo
as LMIs correspondentes a qualquer grau g > § também sao verificadas. Similarmente, para um
dado grau g, se as LMIs (5.2)-(5.3) fornecem uma solugao factivel para d, entdo as LMIs para

d > d também possuem solugoes factiveis.

Prova: Suficiéncia: Uma vez que I'y(a) no Lema 2.1 (b) com Py(a) dada por (3.1) pode ser

escrita como

J(d)

Ty(a) = (Z (ZCT (AlPg + Pgi A)) ))o/fl NE
r=1 €Ly
G=Kig+d+1)—K.(d), r=1,...,J(d),
(=1,....J(g+d+1), ky---kn =Ke(g+d+1) (5.4)
¢ imediato concluir que, se existirem matrizes simétricas Py, (), K;(9) € K(g), 7 =1,...,J(9)

e d € Z, tais que (5.2) é satisfeita para £ = 1,...,J(g +d + 1) e (5.3) é satisfeita para
v=1,...,J(g + d) entdo, de (5.4), as condi¢oes do Lema 2.1 (b) sdo verificadas para todo
a € Ay.

Necessidade: Definindo

= “T); k2 min Ap(—
L_ézl’mlyl:l]?;id_i_l))\mam( Tv);  k algg}v)\"“”( I'(a))

é claro que para qualquer vetor w tal que w'w = 1 tem-se

L> "(—=T))w; i "(-T >
2 o, ey @ T min wi=Ta)w 2 «
Com a escolha de d € Z, tal que d > g(g+ 1)L/(2k) — g, o Teorema 2.2 garante que todos os
coeficientes w'(=Ty)w, ¢ = 1,...,J(g + d+ 1) do polindémio w'(—I'g(a))w sdo positivos. Uma
vez que w é arbitrdrio, a conclusao é que todas as LMIs Ty, £ =1,..., J(g+d+1) sdo definidas

negativas. Uma andlise similar pode ser aplicada para a restricao R, > 0.
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Suponha que as LMIs de (5.2)-(5.3) sao verificadas para um d fixo e um certo g, isto é, existem
J(g) matrizes simétricas P, ), j = 1,. .., J(g) tais que (5.2)-(5.3) sao verificadas, ou seja, P(«a)
¢ uma matriz de Lyapunov polinomial homogénea definida positiva que garante a estabilidade
robusta do sistema. Entao, os termos da matriz polinomial Py () = (o1 + -+ - + an)P(«)
satisfazem as LMIs do Teorema 5.2 correspondentes ao grau g + 1, que podem ser obtidas nesse
caso por combinagoes lineares positivas das LMIs do Teorema 5.2 para g. Como as LMIs de
(5.2)-(5.3) para um dado d > 0 sdo combinacoes lineares das LMIs de (5.2)-(5.3) para d — 1 (g
fixo) ¢ imediato mostrar que se as LMIs de (5.2)-(5.3) sdo factiveis para um dado d, entdo as
LMIs para d > d também sdo factiveis (combinagao positiva de termos de mesmo sinal). "

As LMIs (5.3) no Teorema 5.2 garantem que P,(«) dada por (3.1) é definida positiva para
todo @ € Ay. Note que para g = 0 (Py(a) = P, isto é, estabilidade quadrética) e para g = 1
(Py(a) afim em «), a condicao (5.3) também é necessaria para garantir Py(cr) > 0 e nao hé a
necessidade de usar d > 0 em (5.3). Para g > 1, as relaxac¢oes devem ser aplicadas tanto em
(5.2) quanto em (5.3) para produzir condigoes necessarias.

A idéia central na parte da necessidade do Teorema 5.2 é que polindmios homogéneos de-
finidos positivos no simplex unitario podem ser representados por polinomios de graus mai-
ores com todos os coeficientes definidos positivos. Para um dado grau g, a relaxacao em d
proposta no Teorema 5.2 explora essa propriedade nos dois polinémios homogéneos P,(«a) e
A(a)'Py(a) + Py(a)A(cv). Esta propriedade interessante pode ser um pouco mais explorada
para fornecer relaxagoes exatas em termos do grau g da funcao de Lyapunov polinomial homo-

génea, como apresenta o proximo corolario.

Corolario 5.1 O conjunto A é Hurwitz se e somente se existir um g € Z, suficientemente
grande e matrizes simétricas definidas positivas P, € R"™", K;(g) € K(g), j =1,...,J(g),

tais que as sequintes LMIs sao satisfeitas

> (AjPg+ PuA) < 05 G=Ki(g+1), £=1,....,J(g+1) (5.5)
i€,
Além disso, se as LMIs de (5.5) sao satisfeitas para um dado grau g, entdo as LMIs corres-

pondentes a qualquer grau g > § também sdo satisfeitas.

Prova: A suficiéncia é imediata, uma vez que a factibilidade de (5.5) garante a existéncia de
uma matriz de Lyapunov polinomial homogénea definida positiva P,(«) tal que o Lema 2.1 é
verificado.

Para a necessidade, considere que a estabilidade Hurwitz de A pode ser caracterizada exa-
tamente por uma matriz de Lyapunov de grau g, isto é, existe P;(«) > 0 dada por (3.1) tal que
A(a)'Py(ar) + Py(a)A(a) < 0 é satisfeita Vo € Ay. Suponha também que para g = g, as LMIs
do Corolario 5.1 nao conseguem encontrar uma solugao factivel P;(a). De fato, para um dado
grau g as LMIs (5.5) sdo somente suficientes para a existéncia da matriz de Lyapunov polino-

mial homogénea de grau g. Entretanto, uma vez que P;(«) > 0 para Va € Ay, do Teorema 5.2
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tem-se que para um f € Z, suficientemente grande todos os coeficientes matriciais de

N
Py(a) = (Y ;) Pyla) > 0 (5.6)

i=1
sao definidos positivos. Similarmente, uma vez que A(a) P;(a) + Pj(a)A(a) < 0, para um

d € Z grande o suficiente e P;(«) dada por (5.6) todos os coeficientes matriciais de

Al@) Pyfa) + Pyfa) ) = (3 o ( Ala) Pya) + Pya)fa) ) <0
i=1
sao definidos negativos. Para concluir a prova, note que esses coeficientes matriciais sao gerados
pelas LMIs do Corolério 5.1 em termos de g = g+ d + f. .

As condicoes do Corolario 5.1 podem ser derivadas do Teorema 5.2 simplesmente consi-
derando d = 0. Nesse caso, as condigoes do Coroldrio 5.1 sao as mesmas do Teorema 3.1,
apresentado no Capitulo 3. A contribuicao do Corolario 5.1 é garantir que todas as relaxagoes
propostas nos Capitulos 3 e 4 tornam-se necessarias a medida que o grau da matriz de Lyapunov
polinomial homogénea cresce. Este tipo de relaxacao é mais adequado para os casos em que
nada se sabe sobre o grau méaximo necessario para caracterizar uma dada LMI dependente de
parametros. A medida que ¢ cresce, mais varidveis sdo introduzidas e uma representacio mais
precisa da matriz de Lyapunov é obtida. Além disso, as LMIs obtidas com o aumento de g
podem ser vistas como relaxagoes implicitas em termos de g e d, com garantia de convergéncia

sempre que uma solucao factivel existe.

Teorema 5.3 Uma matriz de Lyapunov polinomial homogénea de grau arbitrdrio Py(c) dada
por (8.1) garante a estabilidade Schur de A se e somente se ezistirem matrizes simétricas
P, € R™™, Kj(g9) € K(g9), j=1,...,J(g9), e um d € Z, suficientemente grande tais que as
LMIs (5.3) e as sequintes LMIs sdo verificadas

S S —Fgi PgiAi
B R

) <0, G=Kg+d+1)—K.(d), r=1,...,J(d),
(=1,...,J(g+d+1) (5.7)

Além disso, para um d fizo, se as LMIs (5.3) e (5.7) sao verificadas para um dado grau g,
entdao as LMIs correspondentes a qualquer grau g > g também sao verificadas. Similarmente,
para um dado grau g, se as LMIs (5.3) e (5.7) fornecem uma solugao factivel para d, entio as

LMIs para d > d também possuem solugoes factiveis.

Prova: Similar a prova do Teorema 5.2. "
Assim como nas condigoes de estabilidade Schur apresentadas no Capitulo 3, o Teorema 5.3

explora o Lema 3.1, que usa o complemento de Schur das desigualdades originais (Lema 1.2).
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Novamente, isso se deve ao fato de trabalhar-se somente com produtos duplos, evitando a
definicao de mais notagoes.
As condigoes de estabilidade (Hurwitz e Schur) estendidas (Lema 2.3) pelo Lema de Finsler

sao exploradas no préximo teorema.

Teorema 5.4 Uma matriz de Lyapunov polinomial homogénea de grau arbitrdrio Py(«) dada
por (3.1) garante a estabilidade Hurwitz (Schur) de A se e somente se existirem matrizes simé-
tricas P, € R™™, K;(9) € K(g), j =1,...,J(g), matrizes Xic, € R™", K;(g9) € K(g),
j=1,...,J(9), e um d € Z, suficientemente grande tais que as LMIs (5.3) e as sequintes
LMIs sao satisfeitas

J(d)

Z <Zcr (Qgg; +Xg$Bi+BZ{X/£>) < 0;

r=1 iEI’r

G=Kilg+d+1)=K.(d), r=1,...,J(d),
(=1,....J(g+d+1) (58)

sendo que Qgi sao dadas respectivamente para os casos Hurwitz e Schur por

H O Pgi S —Pg% 0
Qg;" - [ Pgi O ’ Qg; - O Pg;

T

e B; = [A; —1]. Além disso, para um d fizo, se as LMIs (5.8) e (5.8) sao verificadas para
um dado grau g, entao as LMIs correspondentes a qualquer grau g > g também sao verificadas.
Similarmente, para um dado grau g, se as LMIs (5.3) e (5.8) fornecem uma solugao factivel

para az, entao as LMIs para d > d também possuem solugoes factiveis.

Prova: A prova é similar a prova do Teorema 5.2. Com P,(a)) > 0 dada por (3.1), X,(«) dada

por
J(g)

Xy(@) = af'ag?---af X, kika---kn = K;(9)
j=1

e A(a) € A, ©4(a) dada no Lema 2.3 (b) pode ser escrita como um polinémio homogéneo de
um dado grau g+ d+ 1 com coeficientes matriciais dados por (5.8). Novamente, para um d fixo,
se as condigoes (5.3) e (5.8) sdo satisfeitas para um dado g, entdo Pyii(a) = (3N, a;)Py(a),
Xp1(@) = (N, i) X;(a) sio solucdes factiveis para as LMIs (5.3) e (5.8) para g = § + 1. Se
uma solucao factivel existe para d entdo existem solugoes factiveis para d > d. "

As varidveis extras X;(g),J = 1,...,J(g) no Teorema 5.4 fornecem avaliagoes menos conser-
vadoras do que as avaliagoes dos Teoremas 5.2 e 5.3 para valores fixos de d e g. Além disso, essas
varidveis extras permitem uma convergéncia mais rapida (& medida que d cresce) em diregao
a condicao necessaria para a existéncia de uma matriz de Lyapunov polinomial homogénea de

grau g, como ¢ ilustrado pelos exemplos numeéricos.
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Note que as condigoes do Teorema 5.4 podem ser facilmente estendidas para tratar de qual-
quer regiao convexa no plano complexo seguindo as linhas de [PABB00, LP03]. Finalmente,
note que o nimero de varidveis nas LMIs do Teorema 5.4 pode ser reduzido impondo-se a X ()
graus menores do que o grau da matriz de Lyapunov P,(«a), provavelmente gerando resultados

diferentes.

5.3.2 Estudo de Caso: N =2, g =2

Considere as condigoes do Teorema 5.2 com g = 2 aplicadas a um politopo A com N = 2

vértices. Nesse caso, Ry = Py, Ry = P, R3 = P,

Ty = A Py + PyAy, T, = APy + Py A,
T3 = A} Py + P Ay + Ay Py + Py Ay,
T4 — A;PQO + P20A2 + A/IPH + P11A1

Ent&o, para d = 0, o ndmero de LMIs é J(3) + J(2) =7, K(3) = {03, 12,21, 30}, e as LMIs sao
T, <0, T, <0, Ry >0, Ry >0 (5.9)

que sdo condigoes necessarias (estabilidade dos vértices) e
T3 <0, T, <0, Ry >0 (5.10)

Para d = 1, sio J(4) + J(3) = 9 LMIs, K(4) = {04,13,22,31,40}, K(1) = {01,10}. As LMIs
sao (5.9) e

T1+T4<O, T3+T4<O, T2+T3<0,
R+ Ry >0, R2+R3 >0 (511)

Note que uma solucdo factivel para (5.9)-(5.10) também é factivel para (5.9)-(5.11), mas a
reciproca nao é verdadeira, uma vez que (5.10) é mais restritiva do que (5.11). Note também
que, diferentemente de (5.10), as LMIs (5.11) nao impoem Ry = P;; > 0. Para d = 2, 0 nimero
de LMIs é J(5) + J(4) = 11, K(5) = {05, 14, 23,32,41,50}, K(2) = {02,11,20} e as LMIs sao
(5.9) e

2T1—|—T4<0, T1+T3+2T4<0, T2—|—2T3—|—T4<0,
215+ 15 <0, 2R+ Ry >0, Ry{+2Ry+ R3 >0,
Ry +2R3 >0

A medida que d cresce, as novas LMIs tornam-se mais faceis de serem verificadas e, se uma matriz
de Lyapunov polinomial homogénea que garante a estabilidade Hurwitz existe, a necessidade é

atingida com um d suficientemente grande.
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5.4 Restricoes Integrais Quadraticas

Diversas especificagoes de desempenho de sistemas lineares podem ser colocadas na forma
de IQCs [MR97]. Considerando o sistema linear politopico definido em (1.1), a seguinte IQC

associada a fungao de Lyapunov v(x) = 2/ P(a)z > 0 pode ser imposta

Slo(w, da])] < — (v w' ) H? g] ( 4 ) (5.12)

w

V(z, 0[], w,y) # 0 satisfazendo (1.1).
Usando o Lema de Finsler, a IQC dada por (5.12) pode ser garantida pelas condigoes ex-

pressas no préoximo lema.
Lema 5.1 As sequintes condigoes sao equivalentes:

(a) Existe uma matriz de Lyapunov dependente de parametros definida positiva P(a) = P(a)" €
IR™™ tal que (5.12) € verificada;

(b) Existe uma matriz de Lyapunov dependente de parametros definida positiva P(a) = P(a) €

IR™™ e uma matriz dependente de parametros X (o) € RET™HPX04P) 1445 que, V d € Z,.

(o + g+ ... +ay) (Q(a) + X(a)B(a) + B(a)’X(a)') <0

com

I —-A(e) 0 —B(«)
Bla) = [0 _Cla) T —D(a)]

e Q(a) dada por

0 Pla) 0 O —P(«) 0 00
* 0 00 * Pla) 0 O
Qc(a) = * * R T ) Qd(a) = * i ) R T
* * * S * * * S

para 0s casos continuo e discreto, respectivamente.

Asescolhas R=1, S = 4, T=0e R=0,5S =0,T = —I em (b) fornecem a versao
estendida do bounded-real lemma dependente de parametros e do positive-real lemma dependente
de parametros, respectivamente (veja [dOS01] para detalhes). No caso da primeira escolha, o
Lema 5.1 torna-se equivalente ao Lema 4.3 para d = 0. Impondo-se a estrutura polinomial

homogénea de grau arbitrario em P(a) e X («) tem-se o seguinte teorema.

Teorema 5.5 Uma matriz de Lyapunov polinomial homogénea de grau arbitrdrio Py(«) dada
por (3.1) garante que a condi¢io dada no Lema 5.1 (b) é satisfeita se e somente se existi-

rem matrizes simétricas P, € R"™", K;(g) € K(g), 7 = 1,...,J(g), matrizes Xi,q4 €
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Teoremas K L
T5.2 n(n+1)J(g)/2 n(J(g+d)+J(g+d+1))
T5.3 n(n+1)J(g)/2 nJ(g+d)+2nJ(g+d+1)
T5.4 n(bn+1)J(g)/2 nJ(g+d)+2nJ(g+d+1)
T5 .5 1+ (n(n+1)/2 nJ(g + d)
' +2n+m+p)(n+p)Jlg) | +Cn+m+p)J(g+d+1)

Tabela 5.1: Ntmero de varidveis escalares K e numero de linhas de LMIs L nos Teoremas 5.2
(T5.2), 5.3 (T5.3), 5.4 (T5.4) e 5.5 (T5.5).

R m <) xe(g) € K(g), 5 =1,...,J(9), e wum d € Zy suficientemente grande tais que
as LMIs (5.3) e as sequintes LMIs sdo satisfeitas

J(d)

§:<§:Q(QQ+XQ&+BMQ>><&Q=%Mg+d+U—KM®,r:L“wJML

r=1 iEI’r

0=1,...,J(g+d+1) (513)

sendo que Qg € dada para os casos continuo e discreto respectivamente por

0 Pi 0 0 ~P; 0 0 0
. |+~ 0 0o ol —| * Pa 00
9" |« %« R T |’ g — * * R T
* *x x S * * *x S
‘ I —A B

0 —C; 1 —-D,

Além disso, para um d fizo, se as LMIs (5.3) e (5.13) sao verificadas para um dado grau g,
entdao as LMIs correspondentes a qualquer grau g > g também sao verificadas. Similarmente,
para um dado grau g, se as LMIs (5.3) e (5.18) fornecem uma solugdo factivel para d, entio as

LMIs para d > d também possuem solugoes factiveis.

Prova: Similar a prova do Teorema 5.4. "

O Teorema 5.5 fornece avaliagoes robustas de IQCs por meio de relaxagoes exatas para
sistemas lineares politopicos. Um exemplo numérico que trata o computo de custo garantido
Heoo (com R =1, S = —y2 ¢ T = 0) mostra a eficiéncia da metodologia proposta quando

comparada com outros métodos da literatura.

5.5 Complexidade Numérica

A Tabela 5.1 mostra as complexidades associadas aos Teoremas 5.2 (T5.2), 5.3 (T5.3),
5.4 (T5.4) e 5.5 (T5.5).
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10%10(K SL)
T

Figura 5.1: Complexidade numérica associada as condigoes do Teorema 5.2 usando log,,(K>L)

para d € [0,20], g € [1,15] e considerando um sistema politépico a tempo continuo com n =
3, N =3.

Como pode ser visto, K e L crescem polinomialmente com d e g em todos os teoremas. Note
também que o nimero de variaveis escalares nao depende de d, implicando que a seqiiéncia de
relaxacoes é menos custosa com o aumento de d. A superficie mostrada na Figura 5.1 ilustra a
complexidade associada as condigoes do Teorema 5.2 usando log,,(K3L) para d € [0,20], g €
[1,15] e considerando um sistema politépico a tempo continuo com n = 3, N = 3.

Como esperado, aumentar g demanda mais esforco computacional do que aumentar d. As
melhores escolhas de g e d para obter resultados precisos com o menor esforco computacional

sao estudadas na préxima secao por meio de exemplos numéricos.

5.6 Experimentos Numeéricos

Exemplo 1

Este exemplo ilustra como o processo de relaxacao evolui a medida que d cresce. Considere

um sistema linear politopico a tempo continuo com n =3 e N = 2, e vértices dados por

—-0.29 —-0.94 0.64 —-094 0.75 —0.54
Ar=1| 074 —-0.03 023 |, Ay=1| —-093 027 0.89
012 —-0.77 —-0.81 0.88 —0.90 0.35

Escolhendo g = 1, isto é, uma funcao de Lyapunov com dependéncia afim nos parametros, os
Teoremas 5.2 e 5.4 nao foram capazes de encontrar uma solucao factivel para d = 0, ..., 30,

levando a conclusao de que uma funcao com dependéncia afim nos parametros nao é capaz
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)\max(T£>
Cld=0ld=1|d=2|d=3|d=4|d=5|d=6|d=T7|d=8|d=
11-0.03]-0.03|-0.03]-0.03|-0.03|-0.03|-0.03{-0.03 | -0.03 | -0.03
211384 722 | 3.13 | 0.52 |-0.08 | -0.11 [ -0.13 | -0.16 | -0.19 | -0.21
3122221162 | 3.78 | 6.75 | 7.15 | 5.33 | 1.84 | -0.23| -0.39 | -0.58
41-0.33(15.99| 9.23 | 0.39 | 0.19 | 4.39 | 9.40 |11.23| 8.03 | -0.53
) -0.331 9.79 116.36| 3.87 |-0.99 |-1.11|-1.08 | -1.11 | -1.35
6 -0.33 | 3.64 |18.53|13.70|-4.02 | -6.53 | -8.01 | -9.37
7 -0.33 1-2.30 | 14.94|22.47|-7.31 |-20.80|-30.08
8 -0.331-2.91| 5.41 {23.01] -7.95 |-50.91
9 -0.331-3.491-9.90| 8.74 |-18.31
10 -0.33 | -4.06 |-16.02]-26.13
11 -0.33 | -4.64 [-20.72
12 -0.33 | -5.20
13 -0.33

Tabela 5.2: Evolugao dos méximos autovalores das LMIs dadas em (5.2), ¢ =1,..., J(d+g+1),
para g =2 e d = {0,...,9} na andlise de estabilidade do Exemplo 1.

de afirmar sobre a estabilidade do sistema (o método proposto em [CGTVO05b] também nao
encontrou uma solu¢do para m = 1). Entretanto, para ¢ = 2, o Teorema 5.2 encontrou uma
solucao factivel com d = 9. A seqiiéncia de relaxacoes parad = 0, ..., 9 é mostrada na Tabela 5.2

(K = 18 variaveis escalares e L = 75 linhas de LMIs foram usadas no Teorema 5.2 para d = 9).

A Figura 5.2 mostra o maior valor A, (Ty) paral =1, ..., J(d+2+1) parad = 0,...,9. Esse
exemplo deixa evidente que nao existe garantia de decrescimento monotonico de max (a2 (77))

a medida que d cresce.

Exemplo 2

Considere o sistema linear politépico a tempo continuo dado em [CGTVO05b, Exemplo 2].
A Tabela 5.3 mostra o nimero de varidveis escalares e linhas de LMIs necessarias para atingir
o valor étimo de p, como também o tempo de execucao requerido pelo LMI Control Toolbox
[GNLC95] e pelo SeDuMi [Stu99], para os Teoremas 5.2, 5.4 e para os métodos propostos em
[CGTVO05b] e [HAPLO04]. Como pode ser visto, para esse exemplo de dimensao pequena (n = 3,

N = 2) todos os métodos analisados apresentam um comportamento similar.
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Figura 5.2: Maior valor de A4, (7%), dado por (5.2), ¢ =1,...,J(d+ g+ 1), g = 2, em fungao

de d =0,...,9 para a andlise de estabilidade do sistema politépico do Exemplo 1.
Método K | L | Tempo [GNLC95] | Tempo [Stu99]
[CGTVO05b],,—2(69 |21 4.6 s 0.24 s
[HAPLO4],—, |44|65 — 0.71 s
T5.29:27d:12 18193 0.64 s 0.47 s
T5.2,—34=1 [24]33 0.06 s 0.19 s
T5.2g—44=0 |[30]33 0.04 s 0.16 s
T5.4y—04=0 |[72]33 0.13 s 0.60 s
T5.4g—0a=1 |72]42 0.21 s 0.45 s
T5.4g—04=2 |72]51 0.30 s 0.39 s
T5.4y—04=3 |72]60 0.38 s 0.25 s

Tabela 5.3: Comparac@o dos resultados dos Teoremas 5.2 e 5.4 com [CGTV05b] e [HAPLO4]
para o segundo exemplo em [CGTVO05b] (n = 3, N = 2 e p = 3.551) em termos de esforgo
computacional.

Exemplo 3
Considere o sistema politépico a tempo discreto (n = 2, N = 4) dado por

A _ | —0468 0845 A, _ | 0825 0427
Y71 0272 —0423 |7 7271 0.299 —0.346 |’

A | 0744 0214 A, | 0330 —1.140
370 1242 0545 |0 4T —0.322 0.309

A Tabela 5.4 mostra uma comparagao numérica com o método de [CGTVO05b], a abordagem

polinomial de [HAPLO4] e os resultados apresentados neste capitulo. O melhor resultado (isto
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é, o método que demanda menor esfor¢o computacional) é fornecido pelo Teorema 5.4 com
g =1, d =0, garantindo que uma funcao de Lyapunov com dependéncia afim nos parametros

é suficiente para caracterizar a estabilidade robusta.

Método K | L |Tempo [GNLC95]| Tempo [Stu99]
[HAPLOA],_, |494]385 - 0.76 s
[CGTVO5b],,_; [586] 48 > 60 s 411 s
T5.3, 10 | 12 | 232 273 s 0.25 s
T5.3, 042 |30 |294 5.20 s 0.32 5
T5.3g—34—0 | 60 |180 0.31 s 0.21 s
T54, 140 |44 |43 0.09 s 0.10

Tabela 5.4: Comparacao dos resultados dos Teoremas 5.3 e 5.4 com os métodos apresentados em
[CGTVO05b] e [HAPLO4] para o Exemplo 3 (n =2, N = 4) em termos de esfor¢o computacional.
K é o numero de variaveis escalares, L é o nimero de linhas de LMIs.

Exemplo 4
Considere um sistema politépico a tempo continuo de dimensao n = 3 com N = 4 vértices
dados por
—0.789 —0.533 0.353 —1.091 —0.349 0.498
A= —0.469 —0.390 0.676 |, As= 0.498 —0.772 0.223 |,
—0.970 —0.914 0.053 —0.113  0.640 —0.493
—0.419 0.896 —0.854 —0.646 —0.875 —0.997
Az = | —0.198 —0.417 0592 |, Ay,=| —0.732 —-0.993 —0.126
0.574  0.113 —0.970 0.707  0.289  0.019

A Tabela 5.5 mostra uma comparacao numérica dos resultados dos Teoremas 5.2 e 5.4 com
os métodos apresentados em [CGTV05b] e com abordagem polinomial de [HAPLO04]. Todos os
métodos identificaram o politopo como estavel mas, claramente, os Teoremas 5.2 e 5.4 apre-

sentam os melhores resultados (medidos pelo esfor¢o computacional significativamente menor).

Exemplo 5

Considere os exemplos de computo de custos garantidos Ho, do artigo [CGTVO05al. A Ta-
bela 5.6 mostra uma comparacao numérica entre os resultados do Teorema 5.5 e os resultados
de [CGTVO0b5a] em termos de esfor¢o computacional. Embora para [CGTV05a, Exemplo 1], o
método proposto em [CGTVO05al forneca uma caracterizagdo exata com um pouco menos de
varidveis e linhas de LMIs, no [CGTV05a, Exemplo 2|, o Teorema 5.5 alcan¢ou a norma H,, de
pior caso com muito menos esfor¢o computacional (em termos de K3L). Note que a relaxagao
no grau da func¢ao de Lyapunov (¢ = 3, d = 0) forneceu um resultado um pouco melhor do que

as relaxacoes em d para g = 2.
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Método K | L |Tempo [GNLC95]| Tempo [Stu99]
[CGTVO5D],,y [414] 48 > 600 s 78.9 s
[HAPLOA],—, [494|385 - 19.07 s
T5.2, 245 | 60 |420 5.82 5 0.99 s
T5.24—34-1 |120]273 2.01 s 0.50 s
T5.24—44—0 |210]273 1.35 s 0.65 s
T5.4g—24—0 |240|150 3.99 s 0.61 s

Tabela 5.5: Comparagao dos resultados dos Teoremas 5.2 e 5.4 com [CGTV05b] e [HAPLO4]
para o Exemplo 4 (n = 3, N = 4) em termos de esforco computacional. K é o nimero de
variaveis escalares, L é o numero de linhas de LMIs.

Exemplo Método K | L | ~* |Tempo [Stu99)
[CQTVO0hal,n—s | 100 | 25 |6.201 -
[(CGTVO5a, Exemplo 1)\ W 5 7 W7 L 115 |41 |6.201] 066
[CGTV05a], | 1066| 74 |1.215 =
T5.54—24—0 | 361 |124|1.405 2.28 s
T5.5g=24=1 | 361 [190|1.271 3.30 s
[CGTVOSa, Exemplo 2] T5.5g:2,d:2 361 |270]1.246 4.72 s
T5.54—24-3 | 361 |364|1.231 7.04 s
T5.54—04-4 | 361 |472|1.221 9.96 s
T5.54—04-5 | 361 |594|1.215 11.38 s
T5.54=34=0 | 601 |[190|1.215 9.79 s

Tabela 5.6: Comparagao dos resultados do Teorema 5.5 com o método de [CGTV05a] para os
exemplos [CGTV0ba, Exemplo 1] (k = 3.5) e [CGTV05a, Exemplo 2] em termos de esforco
computacional. K é o numero de variaveis escalares, L é o numero de linhas de LMIs. As
normas H,, de pior caso para [CGTV05a, Exemplo 1] e [CGTV05a, Exemplo 2] sdo 77 = 6.201
e 745 = 1.215, respectivamente. O método proposto em [CGTV05a] nao foi implementado.
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5.7 Observacoes Finais

Deve ser enfatizado que, diferentemente das outras abordagens para resolver LMIs dependen-
tes de parametros na literatura, como relaxagoes SOS (do inglés, Sum of Squares) [SH06, Par03],
matrizes de Gram [CGTVO05b] e representagoes pela matriz de Hermite [HAPL04|, os métodos
propostos neste capitulo (e de modo geral, nesta tese) exploram a estrutura das LMIs dependen-
tes de parametros e trabalham diretamente com as matrizes coeficientes da matriz de Lyapunov
polinomial homogénea candidata. As principais vantagens desta abordagem sao a extensao ime-
diata para resolver outras LMIs dependentes de parametros, como as obtidas com especificagoes
IQCs e, mais importante, a habilidade de escrever as LMIs a serem programadas diretamente em
termos dos vértices do politopo em andlise e dos elementos do conjunto K(g). Uma comparagao
entre o método baseado em relaxagdes SOS proposto em [SHO6] para testar a positividade de
matrizes polinomiais (que, em principio, pode ser aplicado as condigoes dos Lemas 1.1. 1.2, 1.5

e 1.6) e o método proposto neste capitulo é deixada para investigagao futura.

Limitantes para g

Em [CGTVO05b] é mostrado que o grau da fun¢ao de Lyapunov polinomial homogénea nao
precisa ser maior que n(n + 1)/2 — 1 para caracterizar a estabilidade Hurwitz de um sistema
politépico a tempo continuo (A(a) P(a) + P(a)A(a) = —Q(a) < 0). Em [HAPLO04], o grau
da funcao de Lyapunov é limitado por 2n/N para esse mesmo problema. A partir dos exemplos
numéricos apresentados, nota-se que esses limitantes estao longe de serem acurados. Esse topico
de pesquisa é um problema em aberto, principalmente no caso de LMIs dependentes de para-

metros com estruturas mais complexas, como as que caracterizam [1QCs, computo de normas
Hy e Hoo, etc.

Limitantes para d

Limitantes para d podem ser encontrados na literatura para o caso de polinomios escala-
res com coeficientes conhecidos [dLS96], [PRO1]. Mesmo nesses casos, os resultados sdo muito
conservadores quando consideram-se polinomios com grau maior do que dois. Como pode ser
notado no Teorema 2.2, a estimativa do limitante para d (fornecida em [PRO1]) depende dos
coeficientes do polinomio. No caso das condig¢oes propostas nesta tese, os coeficientes dos po-
linbmios sao matrizes a determinar, proibindo completamente o uso dessa estimativa. Este é

outro problema em aberto.

5.8 Conclusao

Este capitulo apresentou procedimentos de relaxacoes LMIs para a analise de estabilidade

robusta de sistemas politopicos invariantes no tempo. A metodologia proposta é baseada na
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existéncia de uma fungao de Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea de grau arbi-
trario, que pode caracterizar completamente LMIs dependentes de parametros, com parametros
que pertencem ao simplex unitario. As relaxagdes propostas tendem, com o aumento de g e do
nivel de relaxacao d, as condigOes necessarias para a existéncia de uma solucao dependente de
parametros e podem ser usadas para procurar tanto uma funcao de Lyapunov polinomial homo-
génea de grau dado quanto uma funcao de Lyapunov polinomial de grau arbitrario, fornecendo
duas estratégias diferentes para lidar com a relagao custo-beneficio entre esfor¢o computacional
e resultados precisos. A metodologia pode ser aplicada para obter solucées dependentes de
parametros de grau arbitrario para qualquer problema de andlise robusta descrito em termos
de uma LMI dependente de parametros definida no simplex unitario, como por exemplo, espe-
cificagoes na forma de IQCs. Varios exemplos ilustram que a metodologia proposta fornece os
melhores resultados (em termos de um menor esforgo computacional para atingir o mesmo nivel

de precisao) do que outros métodos da literatura.
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Conclusoes e Perspectivas

A principal contribuicao desta tese é propor uma metodologia sistematica para solucionar
LMIs dependentes de parametros que pertencem ao simplex unitario. Esta metodologia é sus-
tentada por dois resultados importantes: (a) LMIs dependentes de parametros que pertencem
ao simplex unitario podem ser completamente caracterizadas por solugoes polinomiais homo-
géneas de grau arbitrario; (b) polinémios homogéneos que sao definidos positivos no simplex
unitario podem ser representados por polindomios homogéneos de graus maiores cujos coeficien-
tes sao todos definidos positivos, sendo esta propriedade derivada diretamente do Teorema de
Polya. Essas duas propriedades permitem que as LMIs dependentes de parametros possam ser
solucionadas em termos da existéncia de uma matriz de Lyapunov com dependéncia polinomial
homogénea de grau arbitrario nos parametros, obtida por meio de relaxacoes LMIs que sao

suficientes e progressivamente tornam-se necessarias.

A primeira relaxagao proposta consiste na busca de uma solucao parametrizada em termos
de uma matriz de Lyapunov polinomial homogénea de grau fixo. Essa relaxacao explora o
resultado em (b) aumentando o grau do polinomio, resultante da LMI dependente de parametros,
de maneira sistemdatica. Sempre que uma solucao existe, a relaxacao encontra uma solucao
factivel. A segunda relaxacao proposta aumenta o grau da funcdo de Lyapunov e também
apresenta factibilidade sempre que uma solucao existe. No Capitulo 5 essas duas relaxacoes sao
colocadas em uma unica abordagem, fornecendo um método de solucao para LMIs dependentes
de parametros com dois graus de liberdade que permite ao usuario balancear o compromisso

entre a necessidade de resultados precisos e o esfor¢o computacional demandado pelos métodos.

A parametrizacao das relaxagoes torna a metodologia proposta uma ferramenta eficiente e
genérica para buscar solucoes polinomiais homogéneas para qualquer LMI dependente de para-
metros no simplex unitario. Para as LMIs dependentes de parametros resultantes da andlise de
estabilidade robusta de sistemas lineares politopicos invariantes no tempo, as relaxagoes propos-
tas surgem como alternativa interessante frente a outras relaxacoes existentes que tratam esse
mesmo problema de maneiras diferentes [CGTV05b] (matrizes de Gram), [HAPLO04] (matriz de

Hermite) e [Bli04a] (matrizes de Lyapunov polinomiais gerais). Os experimentos numéricos mos-

87
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tram que as relaxacoes propostas fornecem o melhor compromisso entre esfor¢co computacional

e resultados precisos. Além dos bons resultados numéricos, a metodologia proposta apresenta

maior flexibilidade em relagao aos métodos da literatura, pois permite extensao imediata para

abordar outros problemas como computo de custos garantidos Hs e Ho, € 0 tratamento de 1QCs.

Perspectivas

(a)

Um ponto importante para ser investigado relaciona-se com as variaveis dependentes de
parametros X («) que aparecem nas condigoes estendidas por meio do Lema de Finsler.
Embora as condicgoes estendidas sejam completamente equivalentes as condicoes originais
(formuladas apenas em termos da matriz de Lyapunov P(«)), quando uma estrutura
é imposta para P(«a) e X(«) as condigoes estendidas resultantes (suficientes) fornecem
avaliagdoes menos conservadoras para g e d dados. Além disso, as condigoes estendidas
resultantes tendem para a necessidade mais rapido do que as condicoes formuladas so-
mente em termos de P(«). Entretanto, as varidveis X («) surgem a partir do Lema de
Finsler e poderiam ter uma estrutura especial, por exemplo, X(a) = X (¢ = 0) ou
X(a) = 2V, X; (9 = 1), reduzindo drasticamente o niimero de varidveis de decisao
nos problemas. O impacto destas escolhas na avaliacao dos resultados nao é conhecido
e merece investigagao. Um estudo interessante foi feito para a sintese de controladores
para sistemas politépicos discretos em [dOGO5], no qual foi mostrado que X («) deve ser
independente dos parametros (¢ = 0) para fornecer condigbes convexas para existéncia
de um controlador robusto. Nesse caso, a matriz de Lyapunov P(a) pode ser restrita a
g = 1 sem perda de generalidade. Como outras escolhas de X («a) afetam a existéncia de
uma solugao dependente de parametros no caso geral e como o projeto de controladores
robustos pode ser investigado dentro da abordagem proposta nesta tese sao questoes em

aberto.

Outras extensoes possiveis seriam considerar parametros variantes no tempo, levando em
consideracao essa variacao no computo da derivada da funcao de Lyapunov e impor limi-
tantes para &. Seguindo essas condigoes de andlise para parametros variantes no tempo
que pertencem a um politopo, o proximo passo seria derivar condi¢oes LMIs para compu-
tar controladores de ganho escalonado (em inglés, gain-scheduling) baseados em fungoes

de Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea nos parametros.

Uma frente de trabalho promissora é considerar novas estruturas para a funcao de Lyapu-
nov v(x, ). Uma estratégia interessante é trabalhar nao somente com z e &, mas também
com as derivadas sucessivas I, 7, etc. Por meio do Lema de Finsler, é possivel gerar novas
LMIs dependentes de parametros que podem caracterizar de forma equivalente a estabi-

lidade do sistema, computo de normas Hy e Hoo, etc. Um resultado preliminar pode ser
encontrado em [OLdOPO05].
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