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Resumo

Este trabalho apresenta resultados no contexto de estabilidade de sistemas
com atraso. A estabilidade de sistemas incertos com atraso é estudada utilizando
o Teorema do Pequeno Ganho Escalonado a partir de um sistema de comparacao.
Aplicando resultados do Lema de Finsler e empregando matrizes de Lyapunov
dependentes de parametro nas desigualdades matriciais lineares do Teorema do
Pequeno Ganho, sao obtidas condi¢oes independentes e condigoes dependentes do
atraso para sistemas incertos.

Sistemas com atraso que apresentam entrada com saturacao em posicao sao
estudados visando obter condigoes para computo de ganhos de realimentacao de
estados e visando obter uma estimativa para a regiao de atragao do sistema em
malha fechada. E considerada uma lei de controle com realimentacao do estado
atual e do estado atrasado. Funcionais de Lyapunov-Krasovskii sao utilizados na
obtencao das condigoes de estabilizabilidade. A maximizacao das estimativas das
regioes de atracao ¢é feita a partir da solucao de problemas de otimizacao com

restricoes na forma de desigualdades matriciais lineares.

Abstract

This work presents results in the context of time-delay system stability. Uncer-
tain time-delay systems are studied by means of the Scaled Small-Gain Theorem.
By applying results from Finsler’s Lemma and using parameter-dependent Lya-
punov matrices, delay-dependent and delay-independent conditions for uncertain
systems are obtained in terms of linear matrix inequalities.

Time-delay system presenting amplitude-saturating inputs are analyzed ai-
ming to establish conditions to compute state-feedback gains and to obtain an
estimate of the bassin of attraction of the system. A control law composed by
a current state-feedback and a delayed state-feedback is considered. Lyapunov-
Krasovskii functionals are the starting point to obtain the stabilizability conditi-
ons. The maximization the estimates of the bassin of attraction is carried out by

solving an optimization problem whose constraints are linear matrix inequalities.
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“DEFER NO TIME; DELAYS HAVE DANGEROUS ENDS.”
William Shakespeare (Henry VI, Part I, Act 3)
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Introducao

Uma caracteristica presente em diversos sistemas dinamicos ¢ a influéncia de atraso nas
equacoes que descrevem o sistema. Tais sistemas sao chamados de sistemas com atraso,
hereditarios ou com retardo. Atrasos de medicao e de atuacgao, atrasos de transporte e
comunicagao e até mesmo atrasos introduzidos intencionalmente no sistema com o propésito
de melhora de desempenho sao a causa da presenca de variaveis deslocadas no tempo nesses
sistemas. Para a andlise de caracteristicas do sistema e para projeto de controladores mais
realistas e eficazes, atrasos devem ser considerados nos modelos. Como exemplo de sistemas
é possivel citar processos de reaproveitamento de reagentes em reatores quimicos [Mah97],
sistemas biolégicos como dinamica de populagoes e avango de epidemias [Kua93], [MacT78],
processos de fabricacao [MK98], [DK94], comboios de veiculos [HR98], motores de combustao
interna [CP88| e amortecedores em que o atraso é induzido [OHH94].

Os primeiros registros de equagodes com atraso foram feitos no século XVIII e sao credita-
dos a Bernoulli e Euler. Uma anélise mais elaborada foi feita na década de 1920 por Volterra
[Vol28], [Vol31] em seus estudos sobre dinamica populacional e avango de epidemias. Mais
contribuigbes foram feitas, depois, por Bellmann [BD54], Mishkis [Mis49] que formulou o
problema de condigao inicial pela primeira vez e Minorsky [Min42], que estudou o problema
de estabilizagao de navios. O estudo de estabilidade de tais sistemas com a abordagem de
Lyapunov s6 foi possivel com as idéias de Krasovskii [Kra59] que propos que o funcional de
Lyapunov deveria ponderar os valores do estado entre o instante atual e o instante atrasado
que influencia o sistema. Nos tltimos vinte anos tem-se percebido um aumento de interesse
por tais sistemas, principalmente devido ao fato de que sistemas que possuem atraso podem
ser mais bem controlados por leis de controle projetadas para modelos nao simplificados pela
desconsideragao do atraso. Uma cobertura da teoria de equagoes funcionais diferenciais, das
quais fazem parte os sistemas com atraso, pode ser vista em [HVL93]. Resultados recentes
sobre sistemas com atraso e sobre a influéncia dos atrasos na estabilidade podem ser vistos
em [Ric03], [Nic01] e [GKCO3].

A classe de sistemas a ser estudada nesta dissertacao é dada pelas equagoes abaixo

&(t) = Ax(t) + Age(t — 7) (1)

x(to+0)=9¢(0), —1<0<0 (2)



Introducao

Trata-se de um sistema de dimensao infinita representado por um estado de dimensao
finita. Para resolver a equacao é necessario o conhecimento do valor de ¢(#) para 6 € [—7,0],
que ¢ a condicao inicial do sistema. O atraso aparece apenas nos estados, nao havendo
influéncia da derivada de estados atrasados na derivada do instante atual, o que caracterizaria
um sistema neutral [HVL93].

Sistemas lineares com atraso podem ser classificados como possuindo atrasos concentra-
dos, atrasos distribuidos ou ambos. Em um sistema com atrasos distribuidos, a derivada do
estado atual é influenciada por todos os valores do estado () com 0 € [t — 7,t]. Por sua vez,
um sistema com atrasos concentrados tem sua dinamica influenciada por um ntmero finito
de valores atrasados do estado. Sistemas com atrasos concentrados podem ser classificados
como sistemas com atrasos comensuraveis e sistemas com atrasos nao-comensuraveis. O pri-
meiro tipo considera que a razao entre quaisquer atrasos do sistema é um numero racional e
um sistema com atrasos nao-comensuraveis é caracterizado por atrasos cuja razao nao é um
nimero racional. As equagoes (1)-(2) apresentam um sistema continuo com atrasos concen-
trados. No decorrer deste trabalho sao apresentadas condi¢oes com apenas um atraso, mas
que podem ser generalizadas para diversos atrasos, comensuraveis ou nao. A disting¢ao acerca
da comensurabilidade é feita principalmente na formulagao de condigoes de estabilidade no
dominio da freqiiéncia [NicO1].

O interesse em analisar a estabilidade dos modelos é devido ao fato de que apenas com
modelos estaveis é possivel assegurar um funcionamento eficaz e seguro do sistema real que o
modelo representa. Os primeiros estudos significativos para analisar a estabilidade de sistemas
foram feitos no final dos anos 1950. Krasovskii e Razumikhin publicaram, separadamente,
seus estudos empregando o método direto de Lyapunov em sistemas com atraso. A principal
diferenca entre as abordagens propostas é que, com a abordagem de Razumikhin, é necessario
que a derivada da funcao de Lyapunov seja negativa apenas em pontos em que a norma do
estado no instante t seja igual ao méximo da norma do intervalo [t — 7, ], enquanto que os
funcionais de Lyapunov-Krasovskii devem possuir derivada negativa para todo instante t.

Atrasos possuem efeitos complexos na estabilidade de sistemas. Em alguns casos, deses-
tabilizam sistemas e, em outros casos particulares, podem estabiliza-los. O comportamento
do sistema influenciado por atrasos, assim como a definicao exata de regides no espaco dos
atrasos nas quais o sistema ¢ estdvel, ainda sdo problemas em aberto [Ric03], [Nic01].

A andlise de estabilidade de sistemas incertos, ou estabilidade robusta em relagao a in-
certezas paramétricas, é tarefa mais complexa. Uma maneira de diminuir o conservadorismo
na analise de estabilidade de sistemas incertos com atraso é utilizar funcionais de Lyapunov-
Krasovskii dependentes de parametro, similarmente ao que é feito para sistemas sem a pre-
senca de atrasos [LP03], [PAO1].

Uma das vantagens do uso de funcionais de Lyapunov-Krasovskii para anélise de estabi-
lidade é que, com estes, podem ser obtidas condicoes de estabilidade de dimensao finita que

podem ser escritas como LMIs (Linear Matriz Inequalities, em portugués Desigualdades Ma-



Introducao

triciais Lineares) [BEFBO94]. A formulagao de um problema na forma de LMIs é interessante,
pois a resolugao de LMIs é feita com algoritmos de tempo polinomial (em fun¢ao do niimero
de varidveis e de linhas de LMIs). Ou seja, formular o problema como uma LMI, em muitos
casos, equivale a resolvé-lo.

Uma vez formulado como LMI, outra ferramenta que pode ser empregada para a reducao
de conservadorismo da andlise é a insergao de varidveis extras ao problema [dOS01]. Os
resultados do Lema de Finsler sao utilizados para tal fim.

Uma caracteristica de quase todos os problemas reais de controle é a presenca de nao-
linearidades, sendo a saturacao de atuadores uma das principais. Limitacoes fisicas, tecnolo-
gicas ou de seguranca podem ser fonte dessa nao-linearidade que, assim como atrasos, pode
levar o sistema a apresentar um comportamento instavel.

A andlise de estabilidade e estabilizabilidade local e global de sistemas com saturacao tem
sido amplamente estudada nos ultimos anos [BM95], [TG97], [KG02]. Caso um sistema insta-
vel com atraso seja considerado com entrada saturada em amplitude, é de interesse obter, com
ganhos de realimentacao de estado, uma regiao na qual a estabilidade é garantida. Algumas
condicoes de estabilizabilidade foram propostas considerando realimentacao do estado atual
[TGOO0], [CLHO2], porém, se for considerada a realimentagao de estados atrasados, é possi-
vel fazer uma andlise mais realista, incorporando possiveis atrasos inerentes aos atuadores e
sensores do sistema.

Resultados para anélise de estabilidade de sistemas incertos com atraso e resultados para
sintese de controladores para sistemas com atraso e saturagao na entrada sao apresentados
nesta dissertagao, que é dividida em quatro capitulos. O primeiro apresenta as ferramentas
necessarias para desenvolvimento e compreensao do trabalho. O segundo capitulo apresenta
resultados obtidos para andlise de estabilidade dependente e independente do atraso, empre-
gando funcionais de Lyapunov dependentes de parametro e variaveis extras utilizando um
sistema de comparagao e o Teorema do Pequeno Ganho. O terceiro capitulo considera sis-
temas com atraso e saturacao e mostra um procedimento com o qual, a partir da busca de
ganhos de realimentacao de estados e de estados atrasados com a solucao de um problema
de otimizacao linear, obtém-se estimativas para a regiao de atracao do sistema. O capitulo
final apresenta as conclusoes e uma analise dos resultados obtidos. Exemplos numéricos sao
apresentados no final dos capitulos 2 e 3 para ilustrar os resultados e sua aplicabilidade.

A analise feita nesta dissertacao considera apenas a representacao do sistema no dominio
do tempo e apresenta resultados para sistemas continuos com atraso. Os resultados sao
apresentados para sistemas com apenas um atraso, porém podem facilmente ser estendidos
para sistemas com mais de um atraso. A ferramenta empregada para programacao e resolucao
das LMIs presentes nas condigoes de estabilidade é o LMI Control Toolbox [GNLCI5] para
Matlab.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Sistemas com Atrasos

A classe de sistemas considerados neste trabalho é a de sistemas lineares com atraso,
descritos pela equacao abaixo

&(t) = Ax(t) + Agx(t — 7) (1.1)

x(to+0)=¢(0), —71<0<0 (1.2)
em que x € R", A, Aj € R"™" e 7> 0. O conceito de estado inicial é substituido pelo de
funcao inicial, pois, para solucionar a equagao (1.1), é necessario conhecer os valores de x(t)
com t € [to—T,tp]. Tem-se, portanto, que em tog—7 <t < ty, x(t) = ¢(t) € C, . O espago de

funcoes iniciais admissiveis é um espaco de Banach com a norma de seus elementos definida

por || ¢x ||c: Supge[_ﬂo] H ¢(9) || [HVL93]

Os sistemas estudados sao invariantes no tempo e com atraso invariante no tempo.

1.2 Teoria de Estabilidade

A abordagem empregada para o estudo de estabilidade neste trabalho é o segundo mé-
todo de Lyapunov ou método direto de Lyapunov. O estudo de estabilidade empregando
essa técnica consiste na busca de um funcional definido positivo cuja derivada seja definida
negativa para todas as trajetorias do sistema. No caso de sistemas lineares sem atraso, um

funcional de Lyapunov amplamente utilizado é dado pela forma quadrética

V(x(t)) = z(t) Px(t) (1.3)

com P € R”"™ P = P’ > 0, cuja derivada, considerando um sistema sem atraso e sem

entrada de controle, é dada por:

V(x(t)) = &(t) Px + 2’ Pi(t) = 2’ A'Px 4+ 2’/ PAx (1.4)

4



1.2. Teoria de Estabilidade

Se a derivada for definida negativa o sistema ¢é estavel. Portanto, o teste de estabilidade do
sistema linear precisamente conhecido reduz-se a verificagao de factibilidade das seguintes
LMIs:

P >0 (1.5)
AP+ PA < 0 (1.6)

A vantagem da formulacao com esta funcao de Lyapunov é que a verificacao de estabili-
dade reduz-se a um teste de factibilidade de LMIs. A analise de estabilidade para sistemas
com atraso feita neste trabalho utiliza funcionais de Lyapunov, o que permite que proble-
mas relacionados a andlise sejam resolvidos com testes de factibilidade de LMIs ou sejam

transformados em problemas de otimizagao com restrigoes na forma de LMIs.

1.2.1 Estabilidade de Sistemas com Atraso

Para sistemas lineares com atraso ¢ possivel enunciar o seguinte lema [GKCO03].
Lema 1.1 Considerando o sistema (1.1)-(1.2), as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) O sistema é assintoticamente estdvel;

it) As raizes da equagao caracteristica P(s) = det (s — A — e Ay) = 0 obedecem a ay =
max; { Re(s)|det(P(s)) =0} <0

Como ¢ dificil identificar as raizes da equagao caracteristica do sistema [Hal77], busca-se
obter condigoes de dimensao finita empregando a representacao no tempo de sistemas com
atraso. O teorema a seguir é a adaptagao do Teorema de Lyapunov para a classe de sistemas
tratada neste trabalho. Apresentado em [Krah9], o teorema estd enunciado para equagoes

funcionais diferenciais que possuem como caso particular sistemas lineares com atraso.

Teorema 1.1 (Estabilidade de Lyapunov-Krasovskii) Suponha f : R x C,, — IR"
que mapeia conjuntos limitados de C,, . em conjuntos limitados em R"™, e u, v, w: R, — IR,
fungdes continuas ndao-decrescentes com u(t) e v(t) tais que u(0) = v(0) = 0 e u(t) > 0,

v(t) > 0 parat > 0. Se existir um funcional continuo diferencidvel V : IR x C,,» — IR tal que

u([l ¢(0) [[) V(¢ ¢) < o]l ¢x ) (1.7)

V(t,é) < —w(] $(0) |, (18)
entdo a solu¢do do sistema (1.1)-(1.2) é uniformemente estdvel. Se w(t) > 0 para t > 0,

entao o sistema € uniformemente assintoticamente estavel. Se, além disso , lim;_, u(t) = oo,

entdo o sistema € assintotica, global e uniformemente estdvel.

Prova: Pode ser vista em [GKCO03]. n
Para sistemas lineares com atraso (1.1)-(1.2), objeto de estudo desta dissertacdo, um

sistema ¢ estavel se e somente se for assintética, global e uniformemente estavel.



1.3. Lema de Finsler

1.2.2 Estabilidade Independente do Atraso

Uma das abordagens para o estudo de estabilidade de sistemas com atraso ¢ a que define se
um sistema é estavel independentemente da magnitude do atraso. Esse tipo de estabilidade
¢ chamada de estabilidade independente do atraso. Nessa abordagem, o valor do atraso
nao aparece explicitamente nas condicoes de teste de estabilidade. Para que um sistema
seja estavel independentemente da magnitude do atraso, as matrizes A e A + A, devem ser
Hurwitz, isto é, devem possuir todos os autovalores com parte real negativa. Esses casos
particulares correspondem respectivamente as possibilidades de o atraso ser ilimitado e de o

atraso ser nulo.

1.2.3 Estabilidade Dependente do Atraso

As condicoes dependentes do atraso ocupam-se de verificar intervalos de valores dos atra-
sos de maneira que o sistema seja estdvel se os atrasos estiverem em tais intervalos. A
caracterizacdo exata de tais intervalos ainda é um problema sem solucao [KNR99.

As condigoes obtidas nesse caso sao dependentes dos valores dos atrasos para os quais
se deseja testar a estabilidade. As condi¢bes dependentes do atraso aqui apresentadas sao
estabelecidas para sistemas com apenas um atraso e sao formuladas para encontrar o primeiro
intervalo de estabilidade que contenha o ponto 7 = 0, ou seja o intervalo v = [0,7] de
forma que o sistema seja estavel para qualquer valor 7 € v. Para encontrar o limitante do
atraso T € realizada uma busca linear. As condigoes apresentadas na dissertagao consideram

desigualdades matriciais, as quais, para valores conhecidos de 7, tornam-se LMIs.

1.3 Lema de Finsler

Formulacoes equivalentes para teste de LMIs, sujeitas a restricoes de igualdade dadas pela
definicao da dinamica dos sistemas, sao obtidas com o Lema de Finsler. A principal diferenca
dessas formulagoes alternativas é que as restricoes nao sao explicitamente substituidas nas
LMIs, o que acarreta um problema de dimensao aumentada. Para sistemas precisamente
conhecidos, a formulagao de dimensao aumentada é equivalente a formulagao original, porém,
para problemas de teste de estabilidade de sistemas incertos, cujos resultados sao apenas
suficientes, a introdugao de variaveis extras acrescenta graus de liberdade ao problema, o que
pode reduzir o conservadorismo na analise de tais sistemas. O Lema de Finsler é enunciado

abaixo.

Lema 1.2 Sejam, x € R", Q = Q@ € R™" e B € R™" tais que posto(B) < n. As

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
i) 2'Qr < 0,VBx =0, x#0

i) BY QB+ <0, B* sendo uma base para o espaco nulo de B (BB =0)
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1.4. Sistemas Incertos

iii) 3p € R: Q —uB'B <0
i) 3IX e R™™: Q4+ XB+B'X' <0

Prova: Uma prova pode ser vista em [dOS01]. n

1.4 Sistemas Incertos

Os modelos de sistemas que servem de base para estudo da estabilidade de sistemas reais
estao sujeitos a incertezas. Dentre as fontes de incertezas é possivel citar simplificagoes no
modelo e incertezas nos parametros.

Frente a essas incertezas, o interesse é verificar se propriedades do sistema sao mantidas
com diferentes valores dos parametros incertos, ou seja, é de interesse verificar se determinadas
propriedades sao robustas em relacao a incerteza. Este trabalho se preocupa em verificar a
robustez da estabilidade de sistemas com atraso.

Existem diferentes representacoes para incertezas paramétricas, sendo possivel citar o uso
de incertezas intervalares [JKDWO1], representacdes lineares fraciondrias [Doy82] e incertezas
politépicas [BEFB94]. Esta ltima sera utilizada nas analises desenvolvidas neste trabalho.

Um politopo é um conjunto cujos elementos podem ser descritos como a soma convexa
de um numero finito de pontos, chamados vértices do politopo. Um politopo de matrizes P,

representando a incerteza de uma matriz, é dado por

P = {A(Ct) = i@w‘li;i% =L 2 0} (1.9)

Uma interpretacao grafica é dada na Figura 1.1:

Ay

As
Ay

Figura 1.1: Conjunto politopico definido pelos vértices A;, 1 =1,...,5.

1.4.1 Aproximacao de LMIs por Polindomios

Um problema que surge no estudo de estabilidade de sistemas incertos é a verificagao de
factibilidade de LMIs dependentes de parametros e que pertencem a politopos. Em [RP0O1b]

e [RP02] é apresentada uma sistematizacao para a solugao dessas LMIs. Uma condicao
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suficiente para a solucao desse problema é obtida a partir de outro problema de otimizacao
que nao é parametrizado em «, a variavel que define um ponto no politopo.

Seja a LMI parametrizada em « com varidvel de otimizagao r

M(r,a) <0 (1.10)

considerando respectivamente M (r, &) com produtos duplos e triplos de matrizes que depen-

dem linearmente de «, ou seja, de grau dois e trés em «, a matriz pode ser escrita como:

ZaQM +Z Z a;o M ( (1.11)

=1 j=i+1

_9N—

Za3M —i—Z Z ococ] i )+Zl

i=1 j=1;j#i

N
Z OéiOéjOékMijk(’f’) (112)
k=1

1
j=1 k=

Dessa forma, para garantir a factibilidade de (1.10), basta assegurar a negatividade de

M;, M;j e M;j, em (1.11) e (1.12) uma vez que os valores de a; sdo sempre nao-negativos.

1.5 Teorema do Pequeno (Ganho Escalonado

1.5.1 Norma H

Para apresentar o Teorema do Pequeno Ganho é necessario definir a norma H,, de um

sistema linear. No espago freqiiencial tem-se [Fra87]

I H(s) [loo= sup & (H(jw)) (1.13)

weR
sendo que & () denota o valor singular méximo de (-). A norma H,, também pode ser obtida
através do procedimento que considera uma matriz definida positiva associada a teoria de

estabilidade de Lyapunov. Esse procedimento é definido no lema abaixo [ZDG96]:

Lema 1.3 Dado um sistema linear sem atraso H(s), as sequintes afirmacoes sio equiva-

lentes:

i) | H(s) [5<~
ii) (D) < /7 e eziste uma matriz P € R™", P = P" > 0 de forma que

A'P+PA+ (PB+C'D)(\1+D'D)" (BP+D'C)+C'C =0 (1.14)

iii) a(D) < /7 e existe uma matriz P € R™", P = P" >0 de forma que

AP + PA' + (PC' + BD') (Y1 + DD')"" (CP + DB') + BB' = 0 (1.15)



1.5. Teorema do Pequeno Ganho Escalonado

w) Ezxiste uma matriz P = P € R™" de forma que

AP+ PA PB ('

* —I D' | <0 (1.16)
* I |
P>0 (1.17)

v) Existe uma matriz P = P € R™" de forma que

AP+ PA" B PC

* —~I D <0 (1.18)
* * -1
P>0 (1.19)

E o valor da norma H, pode ser calculado resolvendo-se um dos sequintes problemas de

otimizacao convera:

| H(s) |2 =min{y: (1.16), (1.17)} (1.20)

| H(s) |2 = min{y: (1.18), (1.19)} (1.21)

1.5.2 Analise de Estabilidade com o Teorema do Pequeno Ganho

O estudo da estabilidade robusta de um sistema incerto, cuja estrutura é dada pela
realimentacao da saida de um sistema precisamente conhecido que multiplica uma incerteza
estruturada, pode ser feito com o Teorema do Pequeno Ganho Escalonado. Tal sistema,

representado na Figura 1.2, pode ser escrito como

i(t) = (A+BA(I - AD)'C)x(t) (1.22)
ou como
x(t) = Ax(t) + Bw(t)
2(t) = Cx(t) + Dw(t) (1.23)
w(t) = Az(t)
em que A = diag {611, ..., 0L, Ay, ..., Ay}, com §; e A; sendo incertezas escalares e matriciais

afetando o sistema.
A versao do Teorema do Pequeno Ganho que considera a estrutura da incerteza é chamada
de Teorema do Pequeno Ganho Escalonado pois utiliza a matriz de escalonamento Q = Q" > 0

com a estrutura @ = diag {Q1,...,Qr, ¢11,...,ql}, que garante

Q:AQ 2 = A (1.24)



1.6. Sistemas com Saturacao

G(s)

Y

Figura 1.2: Sistema G(s) afetado pela incerteza A.

Teorema 1.2 (Pequeno Ganho Escalonado) Seja G(s) £ C(sI — A)"'B+D, e A tal
que || A ||o< 1. Se existe Q > 0 tal que (1.24) e || Q%G(S)Qfé lo< 1 sdo satisfeitas, ou
seja, se existem P =P >0 eQ =@ >0 tais que

AP+ PA PB C’
Bjrp _Q}Jr[p,}Q[C D]<0

ou, equivalentemente, tais que

AP+ PA PB CQ
* -Q DQ | <0 (1.25)
* * —Q

entao o sistema incerto é estdvel.

Prova: Veja [SIG9S]. .

1.6 Sistemas com Saturacao

Devido a restrigoes fisicas, tecnoldgicas ou de seguranca, muitos sistemas possuem atua-
dores com limites em amplitude de posicao e velocidade. Uma descricao com mais detalhes
e diversos problemas relacionados a sistemas saturados podem ser vistos em [TG97] [HLO1],
[KG02].

Considerando que o sistema (1.1)-(1.2) possui uma entrada de controle que satura em

posicao, pode-se escrever

t(t) = Ax(t) + Agx(t — 7) + Bsaty, (u(t)) (1.26)

E possivel realizar a analise de sistemas saturados a partir de trés diferentes representacoes
para a saturacao. Pode-se utilizar regides de saturacdo, ou representagao exata [BM95],
representagao politopica [HLO1] e representagao por nao-linearidade do setor [TPG04]. Esta
serd empregada neste trabalho pois facilita a andlise de estabilidade. Assim, define-se a

nao-linearidade

P(u(t)) = satu, (u(t)) — u(t) (1.27)
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1.6. Sistemas com Saturacao

Na regiao linear do atuador tem-se ¢ (t) = 0. Considerando uma lei de controle com

realimentacao

u(t) = Kx(t) (1.28)

Em malha fechada o sistema torna-se:
t(t) = (A+ BK)z(t) + Agz(t — 7) + B (t) (1.29)

1.6.1 Estabilidade de Sistemas com Atraso e Entrada Saturada

O sistema (1.29) é globalmente assintoticamente estavel se para toda condi¢do inicial
satisfazendo || ¢, ||> v, para todo v finito tal que v > 0, as trajetdrias do sistema convergem
assintoticamente para a origem. A definicdo de uma lei de controle globalmente estabilizante
s6 é possivel se o sistema em malha aberta for estavel [TGG04], [Ouc96]. Caso essa hipdtese
nao seja verificada, apenas a estabilidade local do sistema pode ser estudada. Ou seja, é
possivel definir uma regiao de atracao em torno da origem = = 0, que corresponde a regiao em
que qualquer condigao inicial ¢, € C/,, converge para a origem. E dificil definir exatamente
a regiao de atracao; dessa forma, sao feitas aproximacoes na forma de bolas para definicao

das mesmas.

1.6.2 Condicao do Setor

Seja o conjunto poliedral:

S(ug) ={ve R™weR™; —up < v—w = up} (1.30)
Lema 1.4 Sev e w pertencem a S(ug) entdo a nao-linearidade genérica

»(v) = saty,(v) —v

satisfaz a inequag¢ao

YU (W (v) +w) <0 (1.31)

para toda matriz diagonal definida positiva U € IR™ ™.

Prova: A prova pode ser vista em [TPGO4]. n

11



Capitulo 2

Condicoes para Sistemas Incertos com

Atraso

Aplicando a transformada de Laplace no sistema (1.1)-(1.2), considerando a condigao

inicial nula, tem-se

sX(s) =

AX(s)+e TTAGX(s) (2.1)
AX(s)+e (I — M)AgX(s) +e T MAX(s)

(A + MAYX(s) + e~ (I — M)AX(s) + (%) FMAgsX(s)

(A+ MA)X (s) + e (I — M)AX(s)
+ (6” - 1) FMASAX (5) + e AX (s))

TS

(A + MAYX(s) + e~ (I — M)AX(s) + (%) FMALAX (s)

7
s (e =1 L
+e ¢ ( — )TMAdAdX(s) (2.2)
TS
+51(5277'MAdAdX(S) (23)

O desenvolvimento das equagdes (2.1)-(2.3) é apresentado em [ZKTO01]. As equagoes

apresentam o sistema com atraso (2.1) sendo descrito por um sistema sem atraso realimentado

dinamicamente por uma incerteza limitada em norma (2.3) tal como na equagao (1.22),

cuja representacao grafica é dada pela Figura 1.2. Esse sistema interconectado é chamado

de sistema de comparacao. A estabilidade desse sistema implica a estabilidade do sistema
original [ZKTO01], [GKCO03].

O problema de teste de estabilidade do sistema com atraso é transformado em um pro-

blema de analise de estabilidade robusta por meio da andlise da incerteza estruturada que

multiplica um sistema com realiza¢do minima G(s). Tal andlise é feita com o Teorema do

Pequeno Ganho Escalonado (se¢do 1.5). Escolhas particulares para as matrizes do sistema
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G(s) recuperam (2.3) quando fechada a malha com a incerteza A. A andlise com o Teorema
do Pequeno Ganho ¢é realizada levando em consideracao que os blocos 611, d2I e 6191, que
formam A, satisfazem || A ||< 1.

O seguinte lema combina os resultados do Teorema do Pequeno Ganho Escalonado e do
Lema de Finsler, introduzindo variaveis extras na condicao do Teorema do Pequeno Ganho
(1.25).

Lema 2.1 Ezistem matrizes P = P' > 0, P € R, ¢ Q = diag{Q1,...,Q,} >0, Q; €
Rrixmi o= 1,...,r tais que a (1.25) € satisfeita se e somente se existirem P = P’ > 0,
Q = diag{Q1,...,Q,} >0, Q; € R"*™ i=1,...,r e X de dimensao apropriada tais que

Q+XB+BX <0 (2.4)
com

O P O O

~ = 0 0 O

Q= « x Q 0 (2.5)
* Kk ok —Q

~ I -A 0 -B

B[l 40 2] 25

Prova: Usando o complemento de Schur, pode ser mostrado que (1.25) é equivalente a
[a:’ w’}Q[:B’ w’],<Ocom
Q- AP+ PA+C'QC PB+CQD 0
- * —Q+DQD

satisfazendo
(' A"+ w'B")Px + ' P(Az + Bw) + (2'C' + w'D")Q(Cx + Dw) — w'Qw < 0
Seja a realizagdo minima para o sistema G(s) dada por

{ Tz = Az + Bw

z = Cx + Dw (2.7)

definindo ¢ = [ &' 2/ 2/ W' ],, obtém-se B¢ = 0 com B dado por (2.6) e i’ Pz + 2/ Pi +
ZQz — w'Quw = (QC¢ com Q dada por (2.5). Finalmente, usando resultados do Lema de
Finsler (ver secao 1.3), existe Q tal que ( QC <0,V(: BC = 0 se e somente se existirem Q e
X tais que a equacao (2.4) é satisfeita. .

A condigao apresentada no Lema 2.1 é equivalente a condigao (1.25) quando A, B, C,
e D sao matrizes precisamente conhecidas. Entretanto, as varidaveis matriciais introduzi-
das proporcionam graus de liberdade titeis para a andlise de sistemas incertos em dominios
politépicos, como apresentado em [LP03], [RP01a], [RP02].

Nas préoximas segoes serd mostrado como as escolhas particulares para (A, B, C, D) usadas
em [ZKTO01] também podem ser aplicadas nas condigoes do Lema 2.1. Além disso, serao
apresentadas condicoes LMI dependentes de parametro assegurando a estabilidade robusta

do sistema (1.1)-(1.2) com matrizes incertas (A, A;) pertencendo a um dominio politépico.
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2.1. Sistemas Precisamente Conhecidos

2.1 Sistemas Precisamente Conhecidos

Trés condigoes suficientes para anélise de estabilidade do sistema (1.1)-(1.2) sao obtidas

com escolhas especiais de (A, B,C, D) aplicadas ao Lema 2.1.

Lema 2.2 O sistema (1.1)-(1.2) € assintoticamente estdvel independentemente do valor do
atraso se existirem P =P >0, Q =Q >0, F;, G;,i=1,...,4 tais que

F+F —-FRA-G+F,+P G+ Fj —F1 Ay + F)
* —HA-AF) -Gy — Gy Gy —AF, -Gy —F2A;—AF, -G, <0 (2.8)
* * Q+ Gs + G F;A;+ G '
* * * _Q+F4Ad+A;szi
Prova: Em [ZKTO01], mostra-se que a escolha
A=AB=A4;,C=1D=0 (2.9)

substituida em (1.25) resulta em condigbes suficientes para a estabilidade do sistema (1.1)-
(1.2) independentemente do valor do atraso. A mesma escolha aplicada ao Lema 2.1 leva as
LMIs do Lema 2.2, com Q descrito por (2.5) e

!
Fy By F3 F

Y=l o a6

(2.10)

Vale destacar que para a escolha A=A, B=A,;,C =1 D =0 tem-se A = §;L.

Lema 2.3 O sistema (1.1)-(1.2) € assintoticamente estdvel para 0 < 7 < T se ezistirem
P=P>0,V=V'>0,U=U">0, F;,, G;, H;,i=1,...,6 tais que

[ L+ F] ¥, G+ F H, + F}
* Uy S Uy
* * G3+GL+V Hs; +G)
* * * H,+H;+U
* * * *
| * * * *
—7FAg+ FY —7F Ay + F ]
U, U
—TF5A.+ G —TF3A.+ Gy
—T7F,Aq+ Hi —TF,Aq+ Hj <0 (211)
—TF;Ay —TALF, -V —TF;Ay — TALF
* —’77'F6Ad—7iAiiFé—U_
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com

U, =—F(A+Ay) —GiA— HAg+ F5+ P
Uy = —Fy(A+ Ay) — GoA — H3Ag — (A + A)DFy — A'GY, — AL H|,
Uy =Gy — (A + A)Fy — AGy — AL H;
U, =Hs— (A +A)F,— AG), — A, H,
Uy = —ThA;— (A + A)F. — A'Gy — AL H;
Vg = —TFyA;— (A" + A) F; — AGy — AL Hj,
Prova: Em [ZKTO01], mostra-se que a escolha

A

A:A—FAd,B:[fAd fAd],C: |:Ad

],D:O (2.12)

substituida em (1.25) resulta em condigoes suficientes para a estabilidade do sistema (1.1)-
(1.2) para 0 < 7 < 7. A mesma escolha aplicada ao Lema 2.1 leva as LMIs do Lema 2.3,
com @ descrito por (2.5) e

Q = diag{V, U}
F F Fp Fp FOFp )
x=\|aG G, G & G G, (2.13)

H H, H, H, H H

Para a escolha de matrizes do sistema apresentada na prova do Lema 2.3 tem-se

(&1 0
A‘{ 0 @@1}

Lema 2.4 O sistema (1.1)-(1.2) € assintoticamente estdvel para 0 < 7 < T se ezistirem
P=P>0,V=V'>0,U=U>0,N;, F;, G;, H;, i =1,...,6 tais que

[ L+ F] &, G+ F} H, + F}
* P, 02 P,y
* * G3+Gy+V Hs; + G
* * * H,+H;+U
* * * *
| * * * *
—7F — TN, + F} N1 Ay — G1AA; + F )
i Py
—TF5 — TN5 + Gj N3 Ay — G3AAqL+ G <0 (2.14)
—7F, — TN, + H} NyA; — G4AAL + H '
—TFs — TNy —TF, — TN, —V N;A; — G5AqAq — T(F§ + N§)
* o,
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com
Oy = —FA— (Fi+N)Ag— GiAA— H + F,+ P
Oy = —FA— A'F) — (Fy + Ny)Ag — AY(F)+ N}) — GoAgA — A'ALG)y — Hy — H,
Oy = Gy — A'F) — AY(N} + F}) — A'A,GY — H}
O, = Hy— A'F| — A(N| + G — AAG, — H,
Oy = —7Fy — 7Ny — A'Fl — AY(NL + Fl) — AA,G. — H,
Dg = —NyAy — GoAgAq — A'F) — AY(N, + Fl) — A'A,Gl — H,
O; = —NoAg — GeAgAq + AN, — ALALGL — U

Prova: Semelhantemente, em [ZKT01] mostra-se que a escolha

A=A+MA;, B=[7TM (I-M)A;],

C:{ACIIA},D:H A%Ad} (2.15)

substituida (1.25) resulta em condigoes suficientes para a estabilidade do sistema (1.1)-(1.2)
para 0 < 7 < 7 com M sendo considerada uma variavel matricial livre. Como feito em

[ZKTO01], a introducao das variaveis N; é possivel pois M e N; sdo varidveis livres, relacionadas

entre si pela expressao N; = F;(M —1),i=1,...,6. .
Para a escolha de matrizes do sistema apresentada na prova do Lema 2.4 tem-se
01 0
a= 1% sl

2.1.1 Condicoes sem Variaveis extras e Funcionais de Lyapunov
Krasovskii

E importante destacar que as condicoes obtidas a partir do Teorema do Pequeno Ganho,
com as escolhas (2.9), (2.12) e (2.15), apresentadas em [ZKT01], também podem ser obtidas
a partir de funcionais de Lyapunov-Krasovskii.

A condigao independente do atraso obtida com a escolha (2.9) é obtida em [VFK93| a
partir do funcional de Lyapunov-Krasovskii dado por

V(x) = x(t) Px(t) + /0 z(t + 0)' Qx(t + 0)do

A condicao dependente do atraso correspondente a escolha (2.12) foi proposta em [LdS96]
e pode ser obtida com o funcional:

t

/ 2(B) Ay Aw(8)d5 + / 2(B) AL0s Aga(8)d3| o

+0 t+0—1

Vi(z,) = a(t) Pa(t) + / : [

-7
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Por sua vez, a condi¢ao dependente do atraso correspondente a escolha (2.15), proposta

em [Par99], é obtida com o funcional:
0 t t
Vi) =s('Pot)+ [ [ a9y, aui()dsas+ [ o(6)Quolo)ds
—7 Jt+0 t—1

2.2 Analise de Sistemas Incertos

Considera-se que as matrizes A e A; nao sao precisamente conhecidas, mas pertencem a

um dominio politépico de incerteza P dado por

N N
P = {(A,Ad)(a) (A A =S (A A =15 a2 o} (2.16)
i=1 i=1
Nas LMIs seguintes, as matrizes A; e Ag;, ainda que aparecam separadamente, correspondem
ao vértice (A, Aqg); de P, j=1,...,N.

Na literatura, as condicoes de estabilidade robusta para sistemas com atraso, descritos
por (1.1)-(1.2) com (A, Ay) € P, geralmente empregam estabilidade quadratica (P e @ sao
consideradas matrizes constantes na LMI (1.25) e no Lema 2.1). A estabilidade quadratica
pode ser verificada para todo (A, A4) € P testando as condigdes (por exemplo (1.25)) nos
vértices (A, Aq);, 7 =1,..., N do politopo P. Resultados menos conservadores, que contém
a estabilidade quadratica como um caso particular, podem ser obtidos considerando matrizes
dependentes de parametro P(a) = P(a)' > 0 e Q(a) = Q(«) > 0 dadas por

N N N
P(a) = Zochj; Qa) = Zoszj; Zaj =10, >0 (2.17)
=1 j=1 j=1

em (1.25).
Empregando a escolha dada por (2.9) para (A, B,C, D), nos vértices de P, a estabilidade
robusta do sistema (1.1)-(1.2) com (A, A4) € P ¢é garantida pelos seguintes lemas:

Lema 2.5 O sistema (1.1)-(1.2) com (A, Ag) € P dado por (2.16) é robustamente estdvel

independentemente da magnitude do atraso se existirem P; = Pj’ >0 e Q; = Q) tais que

AP+ PiA; BBy CiQ;
W, = * —Q; DQ; | <0;j=1,... N (2.18)
* * —Q;

I' P.B;+ P;By C]’-Qk +C,.Q;
Wi =1 —Q;j—Qs D;Qk—l—D;Qj < 0;
* * —Qj — Q
j=1,...,N—-1, k=j5+1,...,N (2.19)
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2.2. Anélise de Sistemas Incertos

ComF:A;-Pk—FPkAj—FA%Pj‘FPj.Ak €
Aj:Aj, Bj:Adj7
Cj=1,D;=0; j=1,...,N (2.20)

Prova: Com a escolha A;, B;, C;, D; dada por (2.20), P(«) = P(a) > 0e Qo) = Q) > 0

dadas por (2.17), substituindo-se nas condigdes do Lema 2.5 tem-se

A(a)'P(a) + P(a)A(a) P(a)B(a) C(a)Q(a)
W(CY) = * — (a) D(Oé)’@(a)
* * —Q(a)
- ZOZ?WJ + Z_: Z ajouWi, <0 (2.21)

0 que assegura que o sistema incerto (1.1)-(1.2) com (A4, A;) € P dado por (2.16) é robusta-
mente estavel independentemente do atraso. n
Usando os graus de liberdade extras proporcionados pelas matrizes X no Lema 2.1, o

seguinte resultado é proposto.

Lema 2.6 O sistema (1.1)-(1.2) com (A, Ag) € P dado por (2.16) é robustamente estdvel
independentemente do atraso se existirem Py =P} >0, Q; =Q>0eX;, j=1,...,N com

dimensoes adequadas tais que
Q; +X;B; + BLlX] <0; j=1,...,N (2.22)
Qi+ Qu+X;By + XBj + BLX, + ByX < 0;5=1,....N -1 k=j+1,...,N (223)
com A;, B;, C;, D; dadas em (2.20) e

0 P O 0

~ * 0 0 0 :

Q; = « % Q 0 ;g=1,...,N (2.24)
* % % =@

Prova: A prova é bastante semelhante a prova do Lema 2.5. As LMIs do Lema 2.6 asseguram
que existem P(a) = P(a) >0 e Q(a) = Q(a) > 0 como em (2.17) e X'(«) dada por

N N
X(a) = Z%‘Xja Z%‘ =1, 0;20 (2.25)
j=1 j=1
tais que
Q(a) + X () B(a) + B(a)' X (a)' <0 (2.26)
que, de acordo com o Lema 2.1, garante que a LMI (2.21) também é satisfeita. .

Com a escolha dada por (2.12) para (A, B,C, D), nos vértices de P, a estabilidade robusta
do sistema (1.1)-(1.2) com (A, A;) € P é garantida pelos lemas abaixo.
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Lema 2.7 O sistema (1.1)-(1.2) com (A, Ag) € P dado por (2.16) é robustamente estdvel

pam0§7'§7_'seem’stireij:PJ{>Oe

Q; = @, = diaglV;,Uj} > 0 (2.27)
tais que
AP+ PjA; BB CQ; 4
W, = * -Q; DiQ; | <0;j=1,...,N (2.28)
* * —Q;

Q PB;+ PB. CQx+CQ,
ij: * _Qj_Qlc D;Qk—l—D;CQ] <O;j:1,...,N—1; k:]—i-l,,N (229)
* * —Qj — Qk

Aj:Aj+Adj7 Bj: [ ’T'Adj fAdj},

A
G= [ Agj

],Djzo; j=1,....N (2.30)
Prova: Com a escolha A;, B;, C;, D; dada por (2.30), P(a) = P(a)’ > 0e Q(a) = Q) >0
dadas por (2.17), substituindo-se nas condigoes do Lema 2.7 tem-se (2.21), o que assegura
que o sistema incerto (1.1)-(1.2) com (A, A4) € P dado por (2.16) é robustamente estével
para 0 <7 < 7. n

Resultados menos conservadores sao obtidos usando as varidveis matriciais extras intro-

duzidas pelo Lema 2.1.

Lema 2.8 O sistema (1.1)-(1.2) com (A, Ag) € P dado por (2.16) é robustamente estdvel
para 0 < 7 < 7 se existirem Py = P} >0, Q; = Q) > 0 dadas por (2.27) e X, j =1,...,N

com dimensoes adequadas tais que
Q; +X;B; + BX] <0; j=1,...,N (2.31)

Qi+ Qu+X;By+ XB; + BiX, + BlX/ <0; j=1,...,N-1; k=j+1,....N (2.32)
com A;, B;, C;, D; dadas em (2.30) e

0 P O 0
~ * 0 0 0
Q= ;g=1,...,N 2.33
J x* * Q; 0 (2.33)
* k& =@

Prova: A prova é bastante semelhante a prova do Lema 2.7. As LMIs do Lema 2.8 asseguram
que existem P(a) = P(a)' > 0e Q(a) = Q(a) > 0 como em (2.17) e X(a) dada por (2.25)
tais que (2.26) é vélida, o que, de acordo com o Lema 2.1, garante que (2.21) também é

verificada. "
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2.2. Anélise de Sistemas Incertos

E importante enfatizar que, embora as LMIs dependentes de parametro (2.21) e (2.26)
sejam equivalentes, as variaveis matriciais extras &; fazem com que as condigoes suficientes
do Lema 2.8 assegurando (2.26) sejam menos conservadoras que as condigdes suficientes do
Lema 2.7, que asseguram que (2.21) é satisfeita.

Como feito para sistemas precisamente conhecidos, a escolha de (A, B,C,D) dada por
(2.15) nos vértices do politopo P resulta em condigoes de estabilidade robusta dependentes
do atraso para o sistema (1.1)-(1.2). Como existem produtos de matrizes tais como VA, A e

VA Ay, as LMIs devem considerar trés indices: j, k e £.

Lema 2.9 O sistema (1.1)-(1.2) com (A, Ag) € P dado por (2.16) é robustamente estdvel
0 <7 <7 seexistirem Py = P, >0, V; =V >0, Uj:UJ/.>06/\/'j,j:1,...,N com

dimensoes adequadas tais que

ASPy 4+ Ay (NG + Pj) + PiAj + (N + Py Ay TNG + Pj) =N Ay

* -V; 0
* * —U]
* * *
* * *

ALALV; U

0 0
A&jA&jV}- 0 <0;j=1,...,N (2.34)
-V 0
* —Uj
'y 27N+ P;) + 7(Ni + Pr) Iy
* * =2U; = Uy,
* * *
* * *
A;Angj + A;A’de} + A;Angk 2U; + Uy,
0 0
AfjkAfijj + AfijA:iij + A&jA&ij 0 < 0;
—2V; = Vg 0
* —2Uj — Uk

j=1,...,N; k=1,...,N;k#j (2.35)
com
[y = ASPj + Ay(Nj + Pj) + PjAj + (N + Pj)Ag + AS P 4 Ay (N + Pr)

+P A+ Nj + Pj)Aak + APy + AN + Py) + Pid;j + (N + Py) Ay
[y = —N;Ay — NiAgj — NjAar
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2.2. Anélise de Sistemas Incertos

E1 2(F(Nj + Py) + T(Ni + Br) + T(Ne + Pr)) =
* 2V + Vi + Vo) 0
* * —Q(UJ—FUk—i-Ug)
* * *
* * *
=3 2(U; + Uy + Uy)
0 0
=4 0 < 0;
—2(V; + Vi + Vi) 0
* —2U; + Uy + Uy)

j=1,...,N—=2 k=1,.... N—1; (=1,...,N (2.36)

com

E1 = APy + ALP; + A\ P+ APy + AL P+ ALPs + Ay(Ni + P) + Ay (N + Py)

+ AN+ Pr) + AN + Py) + Ay (Ne + Po) + Ay (Ny + Pr) + PjAy + PeAj + P A,
+PAj 4 PoAp + PrAy + (N + Py)Agr + (N + Pe)Agy + (N] + Py) Aae + (N} + Pr) Ay
+(WN + Po)Aae + (N + Po) Aa
Ey = ~NjAak — NiAgj — NjAay — NeAgi — Ny Ay — NeAay
B3 = ALAGVE+ AL ALV + AJAL Ve + AV ARV + AJAG Vi + AL AG Vi
Ba = ApAyVe + ApAyVi + Ay AaVe + AuAnV; + Ay AuVi + AuAy Vi
Prova: A prova é semelhante as provas dos lemas 2.7 e 2.8. As LMIs (2.34), (2.35) e (2.36)
sao suficientes para garantir que P(a) = P(a) > 0, Q(a) = Q(a) > 0 dadas por (2.17)

com (Q; definida em (2.27) verifiquem as condigdes do Teorema do Pequeno Ganho para todo
(A, Ad) S 7) u

Lema 2.10 O sistema (1.1)-(1.2) com (A, Ag) € P dado por (2.16) é robustamente estdvel
para 0 < 7 < 7 se existirem P; = P; >0, V; =V/ >0, Uj = Uj > 0 e Ny, Gyj, Hyj, ...,
Nsj, Gej, Hej, 7 =1,...,N de dimensoes adequadas tais que
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[ F1j+F1/j Algj G1j+Féj Hlj‘f‘inj
* A22j A23j A24j
* * ng + Géj + ‘/J ng + Gil]
* * * A44j
* * * *
* * * *

Nledj - Glededj + Féj
A25j A26j

—TF3; — TN3j + Gg] N3jAdj - G3jAdedj + GIG] <0:

Ass; Ase;

* AGﬁj

com

Mgy = —F1;A; — (Fyj + Nyj)Ag — GijAgA; — Hyy + F,
Nggj = —FyjA; — A;Féj — (Fy; 4+ Noj) Ay — A;lj(Féj + Néj) —GojAgiA;— A;AfijG’Qj — Hs; — Héj
Nosj = Goj — AjFy; — Ay(Ny; + Fy;) — AJALGL; — Hy,
Nogyj = Hsy — ASFy — Ay(Ny, + GY;) — ASALGY, — Hy;
Ngsj = —TFy; — TNy — A;Féj - A&j(Néj + Féj) — A;A'degj — Héj
Aag; = —NojAgs — GojAgi Ay — ALFL — Aly(NL + Fly) — ALAL Gl — HY
MNyaj = Hyj + Hy; +Uj
Assj = —TF5; — TNs; — TF5; — TNg; =V
Asej = NajAgy — GajAgAg — 7(Fl; + Ni)
Agsj = —NejAgy — Goj Agi Agy + Al Nj, — Al AL Gl — U
A -+ ANk
<0; j=1,....N, k=1,...,N, j £k (2.38)
* A66jk
com
Avjr = 2(Fy + Fy;) + Fu + F,
Migji = —F1jAj — F1j A — FiAj — (Fij + Nij)Agy — (Frj + Nij)Aae — (Fie + Nig) Ags
—GhjAG Ak — G1jAa A — GipAgiAj — 2Hyj — Hy, + 2Fy; + Fy + 2P + Py,
Augjr = 2(Ghj + Fyj) + Gup + Fay 5 Mg = 2(Hyy + Fyy) + Hup + Fiy,
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Misje = 2(=TFy; — TNy + Fy;) — TFip — TNy + Fy,

Aigji = N1jAg + NijAa + NigAg — GrjAg Aa — GrjAacAgy — GirAgjAg + 2F6'j + Fg,
Nogji, = —FojAj — Fyj Ay — FopAj — A;-Féj — A;Fék — A;FQ']- — (Fy; + Naj)Agj
—(Foj + Noj) Agr — (Far + Now) Agy — Ay (Fy; 4+ Noj) — Ay (Foy, + Noy)
—A;k(Féj + Néj) — G Agj Ay — GojAaAj — GopAarAj — A;A%G’Qk — A;A;kGIQj
— AL Ay GY; — 2Hs; — Hsy, — 2Hs,; — Hy,

Agsje = 2Gaj + Gop — AjFy; — ATy, — AL Fy; — Ay(Ng; + Fyy) — Ay (Nay + Fyy)

— A (Ny; + Fy;) — AjAG Gy — AjAG Gy — Ay Ay Gy — 2Hy, — Hy,

Noyji = 2Hz; + Hyy, — AjFy; — AGFy, — AL Fy; — Ay (Ny; + GY;) — Ay (Ny, + Gly)
—Ag(Ny; + Gy) — AjAG Gy — AJAL G — Ay Ay GYy — 2H Y, — Hy,

Mosji = —2TFyj — TFy — 2T Noj — TNy, — ALFY; — AVFy, — AL Fy; — Al(N5; + F;)
— AL (N5, + Fgp)x — A (N, + Fj) — AjAL Gy — ASAL Gy — Ay A, GS; — 2HY, — H;
Aogji, = —NajAgj — NojAagw — NowAgj — GojAgjAar — GojAaAgj — GarAgj Agj
ALY — AL — ARG — AN+ Fy) — ANt Bl — (NG 1 L)
—ASAL Gy — AV A G — AL ALGL — 2H( — HE,

Assji = 2Gs; + Gy + 2G5 + Gy, + 2V, + Vi
Asaje = 2Hs; + Hp + 2G; + G,

Assje = =27 F35 — TFy, — 2T N3j — T N3, 4 2G5, + Gy,

Asgje = N3jAgy + NajAge + NapAgy — GsjAgAar — GsjAaAgy — GarAgAgs + 2G5, + Gy,
ANsajr = 2Hyj + Hyy + 2Hy; + Hy, +2U; 4 Uy
Aysj = =27 Fy; — TFy, — 27 Nyj — TNy, + 2Hy; + Hy,,

Ausji = N3jAgi + NajAax + NapAgy — GsjAgiAar — G AarAg — GarAgiAg + 2G5, + Gy,
Assj = —2TF5; — TFsp — 2T N5j — TNsp — 27F5; — TFg;, — 2T Ng; — TNy, — 2V, =V
Asej = NsjAgp + NsjAax + NspAgy — GsjAgiAar — GsjAarAgy — GsrAgiAg
—27(Fg; + Ng;) — 7(Fg + Neg)

Nesj = —NgjAdgj — NojAae — NowAgj — GojAgiAar — GojAarAgs — GerAgiAgy + Ay Ne;
+ Ay Nge + AuNe; — A Ay Goy — Ay AuGe; — AuAyGe; — 2U; — Uy
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Anjke A16jk€
<0; 7=1,....N=2 k=1,.... N—-1,¢(=1,....N (2.39)
* A66jkz

com

Miijre = 2(Fyy + Fuy + Fuo) + 2(Fy; + Fiy, + Fyp);

Mgjre = —F1jAL — Fij A — FipAj — FiAg — FireAj — FuAy — (Fiyj + Nuj) Aak
—(F1; + Nij)Age — (Fig + Nig) Agj — (Fik + Nik)Aae — (Fio + Nio)Agg — (Fre + Nig) A
—GrjAaAr — GrjAaAr — GuAgjAr — GirAwAj — GuAgAr — GuAarA;
—2H\; — 2Hy — 2H,y, + 2F}, + 2F}; + 2F), + 2P, + 2P, + 2P,

Migjre = 2G5 + 2G 1, + 2G 1o + 2Fy; + 2Fy;, + 2Fy,

Miajee = 2Hyj + 2Fy; + 2Hyy, + 2Fy;, + 2Hy, + 2F),

Misjee = —2TFy; — 27Ny + 2F5; — 27 Fyy — 27Ny, + 2Fy;, — 27Fy — 27Ny + 2F,
Asjre = NijAgk + NijAg + NigAgy + NigAae + NigAgy + NygAagr — GrjAarAae
—GjAawAa — GuAgAg — GuAaAg — GrAgAa — GrAaAg + 2Fg; + 2Fg, + 2F,
Nogjue = —Foj A — Foj Ay — FopAj — Fop Ay — FoAj — Fo Ay — AL Fyy, — AFy — ALFY;
— AL Fy — AyFy; — Ay — (Foj + Noj) Aay — (For + Nag) Agj — (Foj + Naj) Aae
—(Far + Nag)Ag — (Far + No) Aae — (Foe + Nao) Aaw — Ay (Fy + Nag,) — Ay (Fyp + Nyp)
— Al (Fy; + Nyj) — Ay (Fyp + Nyg) — Ay (Fgp + Nyg) — Ayy(Foy + Noy) — GojAar Ay
—GojAg Ay — GopAgj Ay — Go AawAj — GopAg A, — GiapAgi Ar, — A;A&kG/% — A;-AZMG’%
— AL AL GYy — ALALGY — AV AL Gl — Ay AL Gy — 2Hs; — 2Hy, — 2Hy — 2Hy, — 2Hy, — 2Hj,
Aosjne = 2Gj + 2Goy, + 2Goy — ALy, — AL Fy, — ASFy, — Ay, — AL F, — AL Fy,
—AG (N3 + Fyj) — A (N, + Fi) — Ay (N3 + Fyj) — Ay (N3 + Fyy)

— Ay (N3; + Fy;) — Ay (N3 + Fyp) — Aly(Nay, + Fyp) — ASAL G,

—AJAY Gy — AL A Gy — AL AY Gy — A Ay Gy, — Ay Ay Gy — 2H3; — 2Hy, — 2Hy,
Nosjre = Hsj — A;-Fij — Afjj(Nij + Gﬁlj) — A;AZUGZU — Hflj + Hsp — AL F),

— Ay (N + Gly.) — A Ay Gly, — Hiy, + Hye — AYFy, — Ay (N + GYyy) — ApAG Gl — Hi,
Nosjue = —2TFyj — 27 Foy, — 2T Fyy — 27 Noj — 2T Ny, — 27 Ny — A Fy — AL Fy; — AL F,
—AVFy; — AL FS, — ApFg, — Ay(Ngy, + Fgy) — Al (N + Fj) — Ay (Ng, + Fy)

— Ay (Ng; + Fy;) — Ay (N5 + F5y) — Ay (Ngy, + Fyy) — AG A Gy — AL AL G,
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— A Ay Gy — AL AW Gy — AYAG Gy — ApAGGyy — 2Hy; — 2Hy, — 215,
Aosjie = —NojAge — NowAgj — NojAar — NogAgj — NogAar — NogAgr, — Goj AgrAac
—GoAuAar — GorAgjAae — G AaeAg — GorAgAar — GaAarAgy — A Fg,
AR — ARy — AL — ALY — AR — Al (N F) — AN + L)

— Ay (Neg + Fp) — Age(Ng; + Fj) — Aqe(Neg + F) — Age(Ngy, + Fei) — A3 4G
AL Gl — A A Gly — A AL Gl — Ay Gl — ALY Gl — 2HY, — 2H, — 2,
Aszjee = 2G35 4+ 2G3; + 2G4 2Gy; + 2Gy, + 2G5, + 2V + 2V, + 2V,

Asyjee = 2Hzs; + 2Hzy, + 2Hz + 2GY; + 2G7y, + 2GY,

Assjee = —2TFy; — 27 Fyy, — 2T Fy — TN3j — TN3j, — N3 + 2G5, + 2Gy, + 2GY,
Assjre = N3jAgr + NapAg; + N3jAg + NagAg; + NapAge + NygAgr — GajAarAae
—GjAuAar — GarAgAa — GarAawAgy — GzeAgi Aar
—GyAarAgy + 2G5, + 2Gg, + 2Gy,

Aggjre = 2Hyj + 2Hyy, + 2Hyy + QHQj +2H}, + 2H,, + 2U; + 2U;, + 2U,

Aysjue = —2TFy; — 27 Fy, — 2TFy — 27Ny — 27Ny, — 27Ny + 2H;; + 2HY, + 2H;,
Assjre = NajAgr + NapAgj + NajAge + NagAgy + NarAge + NagAagr, — GajAarAae
—GujAuAay — GueAgjAa — GuAwAg — GuAgiAaw — GueAaAgy + 2Héj + 2Hg, + 2H,
Assjue = —27Fysj — 27 Fyj, — 27 Fyy — 27 N5j — 27 Ny, — 27 Ny — 27 Fy; — 27Fy;, — 27Fy,
—27Ng; — 27Ny, — 27 N5, — 2V; — 2V, — 2V,

Asejre = NsjAar + NogAgj + NsjAae + NspAgi + NsiAge + NsgAar — G5 AaeAae
—GsjAaAar — GsrAgAa — GspAaAgy — GseAgjAar — GseAarAgj
—27(Fg; + Ng;) — 27(Fg), + Ngi,) — 27 (Fgp + Ngy)

Agsjie = —Ngj Aak — NewAgj — NojAge — NoeAgj — NewAae — NeoAar — GejAarAac
—GejAuAar — GerAgjAae — GerAaAgy — GeeAgiAar — GerAarAgy + Ay Ny
+ AW NG + Ay Neg + AgeNg; + Ay Neg + A Nig — Ay A Gop — Ay AuGon
_AilkAilj %e - AélkAéwG%j - A/dEA/dj /ﬁk - A/eAldelﬁj - 2Uj —2U, — 20,

T
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Prova: Semelhante a prova do Lema 2.9. As LMIs (2.37), (2.38) e (2.39) sao suficientes para
garantir que P(a) = P(a) > 0, Q(a) = Q(a)’ > 0 dadas por (2.17) com ; definida em
(2.27) e X(«) dada por (2.25) com A&; particionada como em (2.13) verificam as condigoes
do Lema 2.4 para todo (A, Ay) € P. .

Vale destacar que os lemas 2.8 e 2.10 podem ser usados com a matriz X fixa, resultando
em uma condi¢ao mais simples porém mais conservadora.

Os lemas 2.9 e 2.10 mantém o grau de liberdade representado pela matriz M, como em
[ZKTO01], sendo que os melhores resultados para estabilidade dependente do atraso foram
obtidos quando M é considerada uma variavel matricial livre independente do parametro a.
Através de manipulagoes semelhantes as feitas nesta dissertacao, os resultados para estabi-
lidade robusta de sistemas incertos poderiam ser melhorados se M fosse considerada uma

matriz afim dependente de parametro M («).

2.3 Exemplos Numéricos

Os exemplos abaixo apresentam resultados numéricos das condig¢oes obtidas para a analise
de estabilidade de sistemas incertos. As condigdes obtidas nos lemas 2.5, 2.6 (condigoes inde-
pendentes do atraso), 2.7, 2.8, 2.9 e 2.10 (condigdes dependentes do atraso) sao referenciadas
respectivamente por CI, CIX, CD1, CDX1, CD2 e CDX2.

Exemplo 1

Considere o sistema incerto apresentado em [PTGLO3] com vértices dados por

(A, A) = ( —1.3451 0.6510 0.0025 —0.7350 )
e 0.6135 —0.3007 || 0.0859 —0.0086

(A, A)s = ( —0.1849 0.1202 —0.3219 0.1123 )
P2 09822 01787 || 04372 —0.1571

O atraso maximo 7 para o qual a estabilidade robusta é assegurada foi calculado testando
as condi¢oes CD1, CDX1, CD2 e CDX2, resultando nos valores da Tabela 2.3.

Condicao T
CD1 0.448
CDX1 0.712
CD2 1.288
CDX2 2.191

Tabela 2.1: Maximo valor do atraso T para o sistema do Exemplo 1.

O vértice 2 foi utilizado para simular o sistema com o objetivo de verificar o comporta-

mento das variaveis de estado para diferentes valores do atraso e identificar o limitante do
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primeiro intervalo do atraso para o qual o sistema é estavel. A Figura 2.1 mostra a evolucao
no tempo da varidavel x5 considerando que o sistema nominal é o vértice 2, situagao de pior
caso para a estabilidade.Observa-se que uma boa aproximagao para o maximo 7 ¢é obtida pela
condicao CDX2, pois a partir de valores 7 > 2.45 o sistema apresenta um comportamento

instavel.

-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 2.1: Evolugao da varidvel x5 considerando que o sistema nominal é dado por (A, A;)s
(Exemplo 1).

Em [PTGLO03] o melhor resultado obtido foi 7 = 1.480, aqui superado pela avalia¢do
obtida com CDX2.

Exemplo 2

Considere o seguinte modelo para a dinamica de um processo de fresagem, no qual algumas

incertezas foram inseridas [ZTKO02]:

&(t) = A(k, p)x(t) + A (k)z(t — 7) (2.40)
Ccom
0 0 1 0
0 0 0 1
AkP) = qa(kip) 954p 0 0 (2.41)
AT5+82 —155+4p 0 —0.25
A(k)y=[00 k 0][1 00 0] (2.42)

O elemento az; na matriz dinamica A é dado por az(k,p) = —(9.5+ p + k), sendo que
k representa a rigidez de corte, e 0 < p < 1. O sistema precisamente conhecido apresentado

em [ZKTO01] é obtido com o valor p = 0.5. Primeiramente, considere & = 0.1, definindo
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assim um politopo com dois vértices ((A, Ag)1 para p = 0 e (A, Aqg)2 para p = 1). Para
este caso, as condigoes CD2 e CDX1 asseguram a estabilidade robusta dependente do atraso
para o sistema incerto até o valor 7 = 1 x 107, o que pode ser um indicativo de que o
sistema ¢é estavel independentemente do atraso. As condigoes CI e CIX confirmam que o
sistema é estavel para qualquer valor do atraso. Porém, as condigoes CD1 e CDX1 garantem
a estabilidade robusta dependente do atraso para 7 = 1.0484 e 7 = 1.0498 respectivamente,
mostrando que sao condigoes apenas suficientes para teste de estabilidade.

Considerando o caso em que k = 0.4, tem-se outro politopo com dois vértices. As condi-
¢oes CD1, CDX1, CD2 e CDX2 asseguram a estabilidade robusta dependente do atraso para

os valores maximos de atraso apresentados na Tabela 2.3.

Condicao T
CD1 0.298
CDX1 | 0.298
CD2 0.188
CDX2 0.320

Tabela 2.2: Limites para o valor maximo do atraso para o sistema do Exemplo 2.

Exemplo 3

As condigoes propostas para analise de estabilidade independente do atraso de sistemas
incertos CI e CIX foram testadas para o seguinte sistema incerto de ordem trés e com dois

vértices randomicamente gerados

—30.761 —308.96 —449.269 0 10 20

(A4, A = ( 1 1.749 0 oo o |
0 1 0.749 0 0 3.749
—41.259 —585.225 —2347.695 0 10 130

(A, A)s = ( 1 1.749 0 oo 0o |
0 1 0.749 0 0 3.749

Novamente, a condigdo com matrizes extras CIX identificou o sistema incerto como estavel
independentemente da magnitude do atraso, enquanto que as LMIs da condi¢ao sem variaveis

extras CI sao infactiveis para este sistema.
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Capitulo 3

Sistemas com Atraso e Saturacao na
Entrada

3.1 Condicoes de Estabilidade

Considere o sistema com atraso e entrada limitada em amplitude dado por (1.26). Levando
em consideragao que o atraso do sistema 7 pode ser conhecido ou nao, é de interesse formular

uma lei de controle da forma

u(t) = Ka(t) + Kgx(t — 70), 7. >0 (3.1)

que possui uma realimentacao do estado atual ponderada pelo ganho K e uma realimentacao
de estado atrasada de 7. ponderada pelo ganho K;. Com essa lei de controle o sistema em

malha fechada é descrito por

t(t) = (A+ BK)xz(t) + Agx(t — 7) + BKqx(t — 7.) + B (t) (3.2)

A lei de controle (3.1) serd empregada para obtengao de condigoes de estabilizabilidade
que tém como objetivo definir estimativas de regioes de atracao, isto é, regioes em torno
da origem para as quais as condigoes iniciais, caso contidas nessas regioes, garantem que o
sistema é estavel.

Este capitulo apresenta condicoes dependentes e independentes do atraso para sintese
de controladores, obtidas a partir de funcionais de Lyapunov-Krasovskii e de uma condicao
de setor generalizada (1.31) que, associadas a problemas de otimizagao, buscam maximizar

estimativas de regioes de atracao.

3.1.1 Condicao Independente do Atraso

Esta segao apresenta uma condigao de sintese de controladores com a estrutura de (3.1),
independente do valor do atraso do sistema, para sistemas com atraso e saturacao. A con-
dicao é obtida a partir de um funcional de Lyapunov-Krasovskii e uma condi¢cao do setor

generalizada [TPGO4]. A deteminacdo da regiao de atragdo em torno da origem é feita,
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3.1. Condigoes de Estabilidade

de maneira aproximada, por uma bola fechada que depende das matrizes do funcional de

Lyapunov.

Teorema 3.1 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas W, Ry e Ry, matrizes

Y1, Ys e Z e uma matriz diagonal definida positiva U satisfazendo as LMIs abaizo:

WA + AW +Y/B'"+ BY: + Ri + R, AW BY, BU-Z

* —R1 0 0
N v —Ry v} <0 (3.3)
* * * —2U
W Y., —Z,.
1(4) ) @ >0,i=1--,m (3.4)
RO

entdo a realimentacio de estado Kx(t) + Kgx(t — 7.), com K = YIW™! e K; = Yo,W!
garante a estabilidade assintotica do sistema em malha fechada, independentemente do va-
lor do atraso para todas as condigoes iniciais ¢(0) € B(¢y,€),¥0 € [—71,0], B(¢s, &) =
{¢s € C 5 |0]|2 < &} com & dado por

1

- Amax(W™1) + T Anax (WL RIW 1) + 7oA pax (WL Ry W) (3:5)

Prova: Seja o funcional de Lyapunov-Krasovskii

V(xy) ::L'(t)'P:U(t)—i-/tj x(&)’Plx(G)dQ—l—/tj x(0) Pyx(6)do (3.6)

Te

cuja derivada é dada por

V(z) = (t) Px(t) + x(t) Pi(t) + z(t) Pa(t)
—x(t —7) Pt —7)+x@) Px(t) — x(t — 7.) Pax(t — 7.) (3.7)

Utilizando a condi¢ao do setor (1.31) com w = Gx(t) + Kqx(t — 7.), é possivel garantir

que V(z;) < 0 para todo = € S(ug) se

V() — 20() U ((t) + Ga(t) + Kgx(t —7.)) <0 (3.8)

equivalentemente, na forma matricial tem-se

x(t)

[2(t) a(t—7) a(t—7) () |M j((f_‘?) <0
V(1)
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3.1. Condigoes de Estabilidade

com M dada por

AN PA, PBK, PB-G'T
. * —P1 0 0
M= * ok —P -K,T (3.9)
* * * =27

eAN=(A+BK)P+P(A+BK)+ P+ P,eT=U""'. Aplicando em M a transformagao
de congruéncia definida pela matriz diag {W, W, W, U}, com W = P~! chega-se & seguinte

condicao equivalente:

r AW BK,W BU -WG'

* —WPW 0 0 <0
* * —WPRW -WK),

* * * —2U

com'=WA+WK'B'+AW+BKW+W PLW+W P,W. Definindo GW = Z, WP,{W = Ry,
WP,W = Ry, KW =Y e K4W = Y5, recupera-se a condicao (3.3).
Dessa forma, aplicando o Teorema de Lyapunov-Krasovskii (segdo 1.2.1), considerando

que z(t) € S(uyp), se a inequagao (3.3) for satisfeita, tem-se que
(i) Viw) < mela@)]® <0
(i) millz(@)]? < V() < msllae2

Para o célculo de 7 e 73, tem-se que se V' < 0, entao:

r()Wa(t) < V(z) < Vir,) <
Amax(W ™) 4 TAmax (W RIW Y + 7 dina (W ReW )62 12

Assim pode-se definir

T = )\min<W71)
e
T3 = Amax(W 1) + TAnax (W RIW ™) + 7hax (W RoW )
Substituindo as expressoes obtidas da forma quadratica
[x(t — 1) — PLrALPo(t)] Py [a(t — 7) — PTYALPa(t)] >0
ou seja,
—z(t — 7)) Pia(t — 1) + 22(t) PAgx(t — 7) < x(t) PAGP] P AL Pa(t)

e

—z(t — 1) Pyx(t — 7) + 22(t) PBK 2(t — 7) < 2(t) PBK4P; ' K,B' Px(t)
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3.1. Condigoes de Estabilidade

na equagao (3.7), tem-se

V <a(t)[(A+ BK)P+ P(A+ BK) + P,
+Py + PAPTTALP + PBK, Py ' K)B'P] (1) (3.10)

Como a verificacao de (3.9) garante que o lado direito de (3.10) é negativo, tem-se que

um valor possivel para m, é dado por:

T2 = Amax((A + BK)'P 4 P(A + BK)) + Amax(P1) + Amax(P2)
+ Amax (PAaPT AL P) + Apax(PBK 4Py ' K, B'P)
Dessa forma, se ¢, € B(£), com & dado por (3.5), tem-se

z(t) e EW ) ={zeR"; x(t)W'z(t) < 1}.

A satisfagao da inequagao (3.4) garante a inclusao do elipséide £(W ™) no conjunto polie-
dral S(ug) = {z € R" ; |Kx(t) +Kax(t — 1) — w(t)| 2 ug} comw(t) = ZWtz(t)+Kqx(t—
7.). Dessa maneira, para qualquer ¢, € B(§), garante-se que x(t) € S(ug). Assim é possivel
concluir que a factibilidade de (3.3) e (3.4) permite garantir a estabilidade do sistema em
malha fechada (3.2) para toda condicao inicial ¢, € B(§).

|
No caso de 7 ser conhecido, é possivel utilizar seu valor na realimentacao fazendo 7. = 7.

Nesse caso as condigoes sao diretamente obtidas utilizando o funcional

t

V(x) = x(t) Px(t) +/ x(0)' Px(0)do

t—1

Se o sistema em malha aberta for estavel, é possivel considerar a estabilidade global do

sistema em malha fechada [Ouc96], [TGGO04], como descrito no préximo coroldrio

Corolario 3.1 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas W, Ry e Ry, matrizes

Y) eYs e U diagonal definida positiva tais que a inequacdo abaizo seja satisfeita

WA+ AW +Y/B'+ BY: + Ri + R, AW BY, BU-Y/
* —Rl 0 0
* * _R2 —YQ/
* * * —2U
entao a realimentacao de estado Kx(t)+ Kyz(t—7), com K = YiW™!, Ky =Y,W~! garante
a estabilidade global do sistema (3.2).

<0 (3.11)

Prova: Basta considerar G = K = Y;WW~!. Nesse caso, a inequagao (1.31) do Lema 1.4 ¢
satisfeita globalmente (ou seja, Vo € IR). A factibilidade de (3.11) garante dessa forma a

estabilidade assintdtica global do sistema (3.2), ou seja, V¢, € C7 . u
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3.1. Condigoes de Estabilidade

3.1.2 Condicao Dependente do Atraso

A partir da mesma condi¢ao do setor empregada no Teorema 3.1 e de um funcional
de Lyapunov-Krasovskii, é obtida uma condicao dependente da magnitude do atraso para
sintese de controladores para sistemas com saturacao na entrada e com atraso. O Teorema
3.2 apresenta a condigao que define os ganhos de realimentacao e uma estimativa da regiao

de atracao do sistema, que depende da magnitude do estado inicial e de sua derivada.

Teorema 3.2 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas W, X1, Xo, Ry e Ry de
dimensao compativel, matrizes Y1, Yo € Z, uma matriz diagonal definida positiva U, um valor
mdximo para o atraso do sistema T e um valor para o atraso na realimentacdo 7. satisfazendo

as inequacoes abairo:

W(A+ Ay + (A+ Al)W + BY, + Y| B’ 0 0 BU_Z
+BY; + Y;Bl + R+ Ry + fAXmAél
* —-R;, O 0
* * —Ry =Y]
* * * —2U
* * * *
* * * *
i * * * *
TWA +Y/B) 0 7.BY, ]|
TW A, 0 0
7Y, B 0 0
TUB’ 0 0 <0 (3.12)
—’7_'X1 7_'TCX{ 0
* —77'7'62X1—77'27'CX2 0
* * T W]
!/ !
V*V Yl(’i;ﬂ Z) } >0, i=1---,m (3.13)
0(3)

entao a realimentacio de estado Kz(t) + Kgz(t — 7.) com K = VYW, Ky = Y,W™ e a
bola de condigoes iniciais B(¢., gbz)

B(oude) = (0 € Coi [ 162l 1.0 12] |31 ] <13 B4
com
Oonaal ) ‘
T A (WLR W 0
= _ A (W R Y) (3.15)
0 T2_2)‘max(X1_1)
| +%2)\maac(X_1)>_
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3.1. Condigoes de Estabilidade

garantem a estabilidade assintotica do sistema em malha fechada para todas as condigoes
iniciais ¢ (w) € B(qbgg,(ﬁz),Vw €[-7,0,0<T<T.

Prova: Como z(t) é continuamente diferenciavel para t > t,—7 é possivel representar z(t—7)
utilizando a férmula de Leibnitz-Newton:
¢

2t — 7) = 2(t) —/ (0)d0

t—1

Entao, é possivel reescrever o sistema (3.2) da seguinte forma:

#(t) = (A+ BE + Ay + BK)a(t) — Ay / t #(0)d0 — BK, / t #(0)d0 + By (3.16)

Te

considerando o funcional de Lyapunov-Krasovskii definido como

V(zy) = z(t)' Px(t) + /t_ z(0)' Q1x(0)do + /t_ z(0) Qax(0)dl + Q3(x) (3.17)

Te

com @3(x) sendo uma forma quadratica definida positiva e 0 < 7. < 7.

A derivada temporal de V' (z;), considerando o sistema na forma (3.16) é dada por

Vi) =2(t)(Q1+ Qo+ (A+ BK + Ag+ BK,)P + P(A+ BK + Ay + BKy))x(t)
+2x(t) PBY(t) —2(t — 7)'Qux(t — 7) — z(t — 7.) Qo (t — 7o)

Te

Considerando que

—2u(t) PAq / t #(0)d0 < Ta(t) PAX AP (t) + / t #(0) X7 %(0)do (3.18)

e que
t t
9x(t) PBK, / #(0)d0 < rua(t) PBK XK' B Pa(t) + / HO)XSLE(0)d0 (3.19)
t—T1c t—T1c
definindo
0 t 0 t
Qs(zy) = / / H(0)XLi(0)d0d + / / #(0) X5 (0)d0d3
-1 Jt—p3 —Tc Jt—p

e considerando a condigao do setor (1.31) com w = Gx(t)+ Kyx(t—7.) para todo z(t) € S(up),

a derivada temporal V (z(t)) pode ser majorada da seguinte maneira:
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3.1. Condigoes de Estabilidade

V() < z(t)(Q1 + Qo+ (A+ BK + Ay + BK,)'P + P(A+ BK + Aq+ BK,))x(t)
— a2t —7)Qur(t — 7) — x(t — 7.) Qox(t — 7.) + 22(t) (PB — G'U " )h(t)
—22(t — 7.) KU Y(t) — 29 (t) U 1p(t) + Ta(t) PA X, A, Px(t)
+ 7.0(t) PBK ¢ Xo K, B'Px(t) + ta(t)' X1 'a(t) + 7.2(t)' X, 'a(t)  (3.20)

Substituindo #(t) por (3.2) e exprimindo as condi¢bes na forma matricial com n =
[a(t) a(t—7) zt—7) ¥ ]/ , tem-se o lado direito de (3.20) igual a

ALP 4+ PAy+ Q1 + Q, |
+7PAX, AL P 0 0 PB-GU!
| +nPBK,X,K!B'P
N =1 N ~Q, 0 0 "
* x  —Q, —KWU!
I * * * 207" ]
(A+ BK)
AI
+17 Kﬁ%” (X' + 7 X; ) [(A+ BK) A; BKs Bln (3.21)
Bl

com Ay = A+ BK + A; + BK,;. Se N < 0 tem-se V(a:t) < 0. Aplicando o complemento de
Schur em (3.21) tem-se que V(z,) < 0 se for satisfeita a desigualdade

AP+ PAy+ Q1 + Qs ]
+7PA X AP 0 0 PB-GU! A+ K'B
+7.PBK;X,K,B'P
« ~Q, 0 0 Al <0 (3.22)
« . Qs KU KB’
* * * —2U! B
i * * * * —(r X7 X )T

Pré- e pés-multiplicando (3.22) pela matriz diag {W, W, W, U,1}, definindo GW = Z,
WW = Ry, WQW = Ry, KW =Y, K;ZW =Y, e Xo = W e aplicando o lema da

inversdo matricial no termo —(7X; " + 7.X, )71, ou seja,

—(r X X T =T X+ T_le(Tc_lXQ +771 X)X

tem-se que, caso a LMI (3.22) seja satisfeita, entdo o sistema é estdvel pois a inequagao
V(x(t)) < 0 serd verificada. Aplicando complemento de Schur no termo 7.BK;X,K'B' =
7.BY, W XoW1Y)B' e ao termo 771X (771X, + 771 X,) "7 X, da inequagio N < 0,

obtém-se a seguinte inequacao:
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3.1. Condigoes de Estabilidade

W(A+ Ay)' + (A+ Ay))W + BY, +Y/B’

/
+BYs + YyB' 4+ Ry + Ry + TA X1 A 0 0 BU-Z
* —R1 0 0
* * —RQ —Yg
* * * —2U
* * * *
* * * *
i * * * *
WA +Y/B 0 1.BY5 ]|
WA, 0 0
Y, B’ 0 0
UB’ 0 0 <0
—7m1 X 1 1 0
* —1X) - 77X 0
* * —TW

Finalmente, pré- e pdés-multiplicando a inequacao acima por diag{I,I,I, 1,71 77.I 1},

obtém-se a inequagao (3.12). Dessa forma, com z(t) € S(ug), se (3.12) for factivel, entao
(1) V(w) < mella(@)]® <0
(i) mlle( < V(o) < msllalf2

Os limitantes do funcional e de sua derivada, 7, my e m3 sao obtidos de maneira similar a
do Teorema 3.1. O conjunto de condigoes iniciais admissiveis é dado por B(¢,, @) tais que
(3.14) ¢ satisfeita. A condigao de inclusdao de E(W ') em S(up) ndo se altera em relagao
ao Teorema 3.1, portanto é possivel garantir a estabilidade assintética do sistema em malha
fechada para toda a condicdo inicial ¢,, ¢, que satisfaca (3.14). n

Para o caso de 7 nao ser conhecido, pode-se utilizar 7 na inequagao (3.12) e na expressao de
=. Se 1 for conhecido, seu valor pode ser utilizado diretamente na lei de controle considerando

T. = 7. Nesse caso, as condig¢oes sao obtidas utilizando o funcional

t
V(xy) = z(t) Px(t) +/ z(0)' Q1x(0)do
t—r1
e considerando o sistema

t

#(t) = (A+ BEK + Ay + BEK)a(t) — (Ag— BK) / #(8)d0 + B

t—T1
Para definir o conjunto de condicoes iniciais estabelecido no Teorema 3.2 é necessario
conhecer um limitante da derivada de ¢,, o que pode ser restritivo em alguns casos. Para
contornar esse problema, pode-se substituir #(t) por seu valor, dado por (3.2) em cada termo
integral e, assim, pode-se limitar a soma dos termos obtidos. A tnica dificuldade restante é

limitar a norma de (t), e para isso pode-se recorrer a proposta apresentada em [TGGO04].
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3.2. Estratégias de Otimizacao

Caso o sistema em malha aberta seja estavel, a estabilidade assintética global dependente

do atraso pode ser considerada, utilizando o mesmo procedimento da segao anterior.

3.2 Estratégias de Otimizacao

Para assegurar uma maior faixa de operacao segura de um sistema com atraso e entrada
saturada, é de interesse maximizar os conjuntos de condigoes iniciais de maneira que o sis-
tema em malha fechada seja assintoticamente estavel para qualquer condigao dentro desses
conjuntos [TG00], [TGG04]. A maximizacdo desses conjuntos é obtida com a maximizagao
de £ e a minimizacao do maximo autovalor de =.

Se os valores de T e 7, forem fixados, a inequagao do Teorema 3.2 torna-se uma LMI.

Para que o problema de otimizacao torne-se linear, além de 7 e 7, serem fixados, é neces-
sario definir uma formulagao linear que corresponda a minimizacao dos autovalores maximos
de W IRW =t ede W Ry, W1, garantindo a maximizacao de £ e a minimizacao do méaximo

autovalor de Z. Essa tarefa é realizada com uma estratégia da forma

min oy + 09 + 03

sujeito a
{ o3l 1
I W
pois, considerando oI — Ry > 0, tem-se que oW W= — W=IR,W~! > 0 e utilizando
o3l — W= > 0 é possivel deduzir que o021 — W1R, W~ > 0.
Para limitar a magnitude dos ganhos K e Ky, sdo consideradas as restrigbes KWK’ =
Y1PY/ <ol e KWK =Y, PY] < 05I e minimizam-se o4 e 05. A matriz W também ¢é limi-

tada pela relacao o < W < gg¢n.lI, com n. sendo um limitante escolhido convenientemente.

:|ZO, 011—R120; O'QI—RQZO (323)

O problema de otimizacao para o caso independente do atraso pode ser escrito da seguinte

maneira;:

min 7,01 + 1202 + 7303 + N404 + 1505 + 1606

sujeito a (3.3), (3.4), (3.23) (3.24)
o Y1 i osl Yo |
|iY71/ W:|20, |iyv2, W:|, U6I§W§06n01

com 7); representando ponderagoes nos termos da otimizacao.
Da mesma forma, o problema de otimizagao associado ao caso dependente do atraso é

definido da seguinte maneira:
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3.3. Exemplos Numéricos

min 1101 + 17202 + N303 + N104 + 505 + N0 + N707
sujeito a (3.12), (3.13)

0'31 I . O'4I I
{I W]ZO’ [I Xl]zo (3.25)
0’11—R120 ; O'QI—RQZO

051 Yi . 06]: }/2 .

|:}/1/ W:|207 [}/; W:| ) 0-7I§W§0-7n01

Outro problema de interesse é a maximizacao do limite 7 ou seja, a resolucao do problema

de otimizacao abaixo:

Tmax = Max T

sujeito a (3.12), (3.13)

Como T é um escalar que multiplica algumas variaveis de decisao, é possivel realizar uma

(3.26)

busca linear nessa variavel, testando a factibilidade das LMIs (3.12) e (3.13) a cada passo da

busca.

3.3 Exemplos Numéricos

3.3.1 Estabilidade Independente do Atraso
Exemplo 1

Considere o sistema (1.26) definido pelas matrizes:

A:{O%B ig];Ad:{aé —01};32{110} (3.27)

e up = 10. Com atraso nulo, o sistema ¢ instavel (pélos em 0.3574 e —3.3574). O problema
de otimizacao (3.24) é resolvido considerando que o valor do atraso 7 é conhecido, portanto
o valor 7. = 7 pode ser empregado. Aplicando as condigoes (3.3) e (3.4) verifica-se que o

sistema é estdavel independentemente do atraso. Os ganhos K e K, sao dados por:

K =] —-0.1498 —0.02294 |; (3.28)
Ky=1[0.09113 0.01511 ] (3.29)

O valor de £ que define a bola de condigoes iniciais depende do valor de 7 de acordo com
a equagao (3.5). A Tabela 3.1 apresenta alguns valores para T e os valores correspondentes
de &.

A Figura 3.1 mostra as regioes £(W™') (linha cheia) e B(¢,) (linha tracejada) para
T="T.=1.

Como as condicoes de estabilidade sao formuladas em termos de LMIs, é possivel obter

ganhos que definem um controlador descentralizado com a defini¢ao de estruturas particulares
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3.3. Exemplos Numéricos

T §

0 | 199.08
1 |157.10
10 | 54.21
100 | 7.18

Tabela 3.1: Valores para 7 e valores correspondentes de £ para o Exemplo 1.

T2

Figura 3.1: Elipse 2/Pz <1 e bola B(¢,) relativos ao sistema definido pelas matrizes (3.27)
(Exemplo 1).

para as matrizes usadas para computar K e Ky, ou seja, caso W e Y; forem bloco-diagonais
com blocos de dimensoes compativeis, tem-se que K = Y;W ™! também terd estrutura bloco-
diagonal. O exemplo abaixo é analogo ao anterior, porém considera a obtencao de um ganho
descentralizado.

Exemplo 2

Considere o sistema (1.26), definido pelas matrizes:

1 15 -1 -1 0 05 10 0
A=03 =2 05 |;44=]05 -1 0 |[;:B=] 1 0 (3.30)
0 05 —05 0 03 -1 0 5

e ug = [10 10]". Para atraso nulo, tem-se que o sistema é instével (pSlos em —3.572, —1.257
e 0.3295). Considerando que o atraso 7 é conhecido, pode-se empregar 7. = T na solucdo
do problema (3.24) com as matrizes Y} e W com estrutura bloco diagonal, sendo W =
diag {W7, W5}, sendo W de ordem 2 e W5 de ordem 1. Os ganhos obtidos, que verificam que

o sistema ¢é estabilizavel independentemente do atraso, sao dados por:

o [ —0.2022 —0.009808 0 .
- 0 0 —0.2212 |’

o _ [ 000727 0.01417 0
d— 0 0 0.2034
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3.3. Exemplos Numéricos

A Tabela 3.2 apresenta os valores de £ que definiem a bola de condigoes iniciais corres-

pondentes a diferentes valores para o atraso do sistema.

RS

0 |76.23
1 |60.12
10 | 20.71
100 | 2.742

Tabela 3.2: Relacao entre 7 e £ para o Exemplo 2.

A Figura 3.2 apresenta as regioes £(W ') em cinza e B(¢,) em preto para 7 = 7. = 10.

T3

| | L |
b 5 A b o v & o o

X2
T

Figura 3.2: Elipséide E(W™!) e a bola de condigoes iniciais B(¢,) para o sistema formado
por (3.30) (Exemplo 2).

3.3.2 Estabilidade Dependente do Atraso
Exemplo 3

Considere o sistema (1.26) definido pelas matrizes:

Az{_(f _8_9};&1:{:} g};B:{H

e ug = 5. Com atraso nulo, o sistema é instével (p6los em 4.1 e —3). Utilizando as condigdes
(3.3) e (3.4) verifica-se que o sistema nao ¢ estabilizdvel independentemente do valor do
atraso. O problema de otimizacao (3.25) é resolvido considerando que o valor do atraso T
¢ desconhecido, portanto o valor 7, sera considerado diferente de 7. Busca-se um valor do

limitante 7 para o atraso de maneira a ter os autovalores de = limitados superiormente. A
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3.3. Exemplos Numéricos

T T Te EH EQQ

1 | 1 [05)21.39]3.341 x 10~*
1 1 101122821 1.195 x 107
050503 7.045 | 7.508 x 1074
0.5/05]0.1]7.018|4.838x10°*

Tabela 3.3: Diferentes combinacgoes de 7, 7. e 7 e valores de =11, =99 correspondentes para o

Exemplo 3.

Tabela 3.3 apresenta resultados para diferentes combinagoes dos valores de 7, 7. e 7 e os
valores dos elementos de = correspondentes.
Efetuando uma busca linear para encontrar 7,,.., 0 valor obtido é 159.7. Porém, o maximo

autovalor da matriz = correspondente ¢ da ordem de 10'3, resultando em uma estimativa da

regiao de atragao desprezivel.
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

O trabalho apresenta um resultado que utiliza o Teorema do Pequeno Ganho Escalonado
para testar a estabilidade de um sistema de comparagao obtido a partir de um sistema auto-
nomo com atraso nos estados. As condicoes de estabilidade s@o apresentadas na forma de
LMIs que, caso verificadas, asseguram que o sistema original é estavel. Diferentes escolhas
para as matrizes do sistema do Teorema do Pequeno Ganho recuperam o sistema de com-
paracao. Essas escolhas levam a condicoes de estabilidade dependentes e independentes do
atraso do sistema original.

O Lema de Finsler foi empregado para inserir varidveis extras na condi¢cao do Teorema do
Pequeno Ganho, levando a novas condicoes de estabilidade que podem ser empregadas para
sistemas precisamente conhecidos e para sistemas incertos. Para o caso incerto, o teorema
¢ empregado utilizando matrizes de Lyapunov dependentes de parametro para diferentes
escolhas das matrizes do sistema (lemas 2.5, 2.7 e 2.9).

A condicao obtida com a insercao de variaveis extras por meio do Lema de Finsler leva
a trés condicoes de estabilidade de sistemas incertos com atraso, sendo uma independente
do atraso (Lema 2.6) e duas dependentes do atraso (Lemas 2.8 e 2.10), todas empregando
matrizes de Lyapunov dependentes de parametro. Uma comparagao com os resultados dos
Lemas 2.5, 2.7 e 2.9 mostra uma melhora na andlise de estabilidade de sistemas incertos. A
verificacao de factibilidade das LMIs apresentadas nos lemas sao condigoes suficientes para a
estabilidade.

Dessa maneira, pode-se concluir que os graus de liberdade produzidos devido as varidveis
extras introduzidas pelo Lema de Finsler e o emprego de variaveis dependentes de parame-
tro reduzem o conservadorismo da anélise de estabilidade de sistemas incertos com atraso.
Essa redugao no conservadorismo da analise implica condi¢oes com complexidade computa-
cional maior em relagao a condigoes que nao empregam variaveis extras tampouco matrizes
dependentes de parametros nas LMIs.

Um método para obtencao de uma lei de controle saturante, dependente do estado atual
e de um estado atrasado, foi apresentado no capitulo 3.

Condigoes dependentes e independentes do atraso foram propostas para sintese de con-
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troladores que garantem estabilidade local ou, se possivel, global do sistema. Funcionais de
Lyapunov-Krasovskii e uma condicao de setor generalizada foram utilizados para obter as
condicoes.

Para o caso da estabilidade local, sao definidos critérios para determinar a regiao de
condigoes iniciais para as quais a estabilidade do sistema é assegurada. Também foi definido
o conjunto que contém as trajetorias estaveis do sistema.

Problemas de otimizacao foram formulados com o objetivo de maximizar a regiao de
estabilidade e, para condigoes dependentes do atraso, também é considerado o problema de
maximizacao de um limitante do valor do atraso para o qual o sistema permanece estavel.

Os exemplos numéricos mostram que, para ambos os casos, independente e dependente
do atraso, a regiao de atracao depende da magnitude do atraso do sistema. Para o caso
dependente do atraso devem ser ponderados interesses conflitantes, ou seja, deve-se definir se
a otimizagao deve privilegiar a maximizacao do intervalo de estabilidade ou a maximizagao
da regiao de atracao.

Alguns trabalhos em perspectiva, relacionados a sistemas com atraso sao:

e Obter condicoes de estabilidade de sistemas com atraso usando Lema de Finsler em-

pregando derivadas sucessivas do estado e do estado atrasado.

e Usar fungoes de Lyapunov-Krasovskii com dependéncia nao-linear nos parametros (po-

linomiais homogéneas) para estudar estabilidade de sistemas com atraso.

e Estender as condigoes obtidas no capitulo 3 para sistemas que possuam incertezas

politopicas empregando funcionais de Lyapunov dependentes de parametro.

e Obter condicoes de estabilidade para sistemas com atraso na presenca de outras nao-

linearidades, tais como histereses, folgas e quantizacao.

e Empregar a matriz M dependente de parametro nos resultados do capitulo 2 e estender

o resultados para sintese de controladores.

Os resultados deste trabalho foram apresentados nas publicagoes [VP05al, [VLPO06] e
[VQPTO06].

Outras publicacoes, que tratam de assuntos correlatos aos descritos na dissertacao, sao
apresentadas abaixo, juntamente com seus resumos:
IMVPO06] “H., Guaranteed Cost of Linear Systems with Arbitrarily Time-Varying Uncertain
Parameters trough Piecewise Lyapunov Functions” O objetivo do artigo é o computo do custo
garantido H,, para sistemas lineares continuos com parametros variantes no tempo de vari-
acao arbitraria dentro de um politopo. As condig¢oes propostas baseiam-se na solucao de um
problema de otimizacao para o qual as restrigoes sao dadas na forma de desigualdades matri-
ciais lineares, cujos parametros pertencem a espacgos nao-limitados. Um algoritmo genético é

empregado para realizar a busca por conjunto de parametros que permitem calcular o indice
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de desempenho através de um problema de otimizacao convexa. Também é mostrado que,
para o caso particular de politopos de dois vértices, é possivel realizar a busca dos conjuntos
de parametros em um espaco limitado por meio de procedimentos de busca exaustiva. Exem-
plos numéricos demonstram que as condigoes propostas sao menos conservadoras que outras

existentes na literatura.

[VP05b] “Estabilizacao robusta de saida para sistemas com atraso: uma abordagem por LMIs
e algoritmos genéticos” O artigo trata do problema de estabilizacao robusta de sistemas linea-
res continuos invariantes no tempo com presenca de atrasos através de realimentacao estatica
de saida. As matrizes que descrevem o sistema sao consideradas incertas e pertencentes a
um politopo com vértices conhecidos. Sao propostas condigoes suficientes na forma de de-
sigualdades matriciais lineares, independentes do atraso, assegurando a estabilidade robusta
do sistema em malha fechada por meio de um funcional de Lyapunov-Krasovskii com matri-
zes dependentes de parametros. A partir dessas condigbes convexas de andlise robusta, um
procedimento baseado em algoritmo genético é proposto para a determinacao de um ganho

robusto estabilizante de realimentacao de saida.
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