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Resumo

Esta dissertação provê uma análise das estatísticas de ordem superior para canais de desvaneci-
mento Weibull e Nakagami-m. Considerando canais de desvanecimento Weibull, devido à ausência
de um modelo físico para tais canais, estatísticas conjuntas de duas variáveis Weibull correlacionadas
foram obtidas em forma fechada e em função de parâmetros físicos bem conhecidos. Outra esta-
tística encontrada foi a taxa de cruzamento de nível e a duração média de desvanecimento usando
diversidade com dois ramos para canais Weibull correlacionados, desbalanceados e não-idênticos.
Além disso, uma caracterização do comportamento do processo de fase e de sua derivada temporal
para sinais Weibull foi realizada. Analisando canais de desvanecimento Nakagami-m, uma expressão
simples e em forma fechada para a taxa de cruzamento de fase generalizada foi obtida. Resultados
de simulação completamente validaram a formulação proposta. Além disso, novas estatísticas em
forma fechada para a envoltória, para as componentes em fase e em quadratura, para a fase e para
suas respectivas derivadas temporais foram obtidas.

Palavras-chave: Canais correlacionados; desvanecimento Nakagami-m; desvanecimento Wei-
bull; diversidade; duração média de desvanecimento; ruído FM aleatório; taxa de cruzamento de
nível; taxa de cruzamento de fase.

Abstract

This dissertation provides an analysis of the higher order statistics for Weibull and Nakagami-m
fading channels. Concerning Weibull fading channels, due to the absence of a fading model related
of such channels, joint statistics for two correlated Weibull variates were obtained in closed-form and
in terms of well-known physical parameters. Other statistics found were the level crossing rate and
the average fade duration for unbalanced, non-identical, correlated Weibull channels operating over
two branches of diversity. Furthermore, a characterization of the behaviour of the phase process and
its time derivative for Weibull signals was accomplish. Concerning Nakagami-m fading channels,
a simple and closed-form expression for the generalized phase crossing rate was obtained. Results
of simulation thoroughly validated the formulation proposed. Moreover, new closed-form statistics
for the envelope, for the in-phase and quadrature components, for the phase and its respective time
derivative were derived.

Keywords: Correlated channel; Nakagami-m fading; Weibull fading; diversity; average fade du-
ration; random FM noise; level crossing rate; phase crossing rate .
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σṘi,Ṙl
(r1, r2, θ1, θ2) - Covariância entre Ṙi e Ṙl dado R1, R2, Θ1 e Θ2
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Capítulo 1

Introdução

Em comunicações sem fio, um grande número de fatores afeta diretamente a qualidade do sinal

recebido. A intensidade do sinal sofre freqüentes flutuações, ora proporcionando um sinal de boa

qualidade, ora degradando o sinal. Torna-se, portanto, necessária uma caracterização mais precisa

do mesmo, de forma que se possa ter uma melhor previsão de como será o comportamento do sinal

quando sujeito a determinadas condições de propagação. Baseado nisso, o sinal rádio-móvel costuma

ser tratado de forma estatística.

1.1 O Sinal em Comunicações sem Fio

A intensidade do sinal em comunicações sem fio é caracterizada por três fenômenos: perda de

percurso, desvanecimento de longo prazo ou lento e desvanecimento de curto prazo ou rápido. A

perda de percurso diz respeito à atenuação sofrida pelo sinal ao longo do percurso entre transmissor

e receptor. Ela depende de um grande número de fatores que incluem altura da antena, freqüência

de operação, ambiente de propagação, distância entre transmissor e receptor, entre outros. O desva-

necimento lento é caracterizado pelo efeito do sombreamento provocado por obstruções topográficas

ou morfológicas de larga escala. Tal desvanecimento determina a variação da média global do sinal

recebido e ocorre ao longo de dezenas de comprimento de onda. O desvanecimento rápido decorre da

propagação por múltiplos percursos, ou seja, da ação conjunta de múltiplas reflexões, espalhamento e

difrações do sinal rádio-móvel ao longo do seu percurso. Esse tipo de desvanecimento afeta a média

local do sinal e ocorre em intervalos de aproximadamente frações de comprimento de onda. Dentre

os modelos utilizados para a caracterização das flutuações lentas do sinal, o mais utilizado está rela-

cionado à distribuição Lognormal e, para as flutuações rápidas, os mais utilizados estão relacionados

às distribuições Rayleigh, Hoyt, Rice e Nakagami-m. Entretanto, um outro modelo que recentemente

tem despertado interesse é o relativo à distribuição Weibull. Nesta dissertação apresentaremos algu-
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2 Introdução

mas estatísticas de ordem superior importantes relacionadas a ambientes de desvanecimento Weibull

e Nakagami-m (desvanecimento rápido), dando uma ênfase maior ao primeiro.

Os fenômenos que influenciam a propagação por multipercurso são muitos e uma caracterização

precisa destes é muito complexa. Devido a isso, uma análise determinística do sinal recebido torna-se

extremamente difícil [1, 2]. Costuma-se então caracterizar a propagação por multipercurso de forma

estatística, ou seja, o sinal recebido é tratado como um processo estocástico.

Como conseqüência do Teorema Central do Limite, para um número de ondas do sinal de mul-

tipercurso suficientemente grande, o sinal recebido pode ser considerado um processo estocástico

gaussiano complexo. O módulo desse processo corresponde à envoltória do sinal. As componentes

em fase e em quadratura do sinal em banda base, quando analisados no mesmo instante e na mesma

freqüência, são descorrelacionadas e, conseqüentemente, independentes. Além disso, quando a va-

riância da componente em fase é igual à variância da componente em quadratura, a densidade de

probabilidade (estatística de primeira ordem do processo estacionário) da envoltória do processo se-

gue a distribuição Rayleigh [1, 3, 4]. Uma maneira de estender a distribuição Rayleigh é considerar

que as componentes em fase e em quadratura do sinal possuem variâncias distintas. Neste caso, a

função densidade de probabilidade segue a distribuição Hoyt [5]. Outra generalização da distribui-

ção Rayleigh é a Nakagami-m [6], no qual o sinal que chega ao receptor pode ser modelado como

um conjunto de clusters de ondas de multipercurso, onde o número de clusters, não necessariamente

inteiro, é um parâmetro da distribuição (parâmetro m). As componentes em fase e em quadratura de

cada um dos clusters são variáveis gaussianas de média nula e variâncias idênticas. A distribuição

Weibull constitui outro caso de generalização de Rayleigh, mas a interpretação do fenômeno físico

representado por tal ainda é objeto de investigação. Há outras distribuições generalizadas que carac-

terizam o fenômeno de multipercurso, tais como distribuição η − µ [7, 8], distribuição κ − µ [8, 9]

e distribuição α − µ [10, 11]. A distribuição η − µ engloba as distribuições Nakagami-m e Hoyt; a

distribuição κ−µ compreende as distribuições Nakagami-m e Rice; e a distribuição α−µ tem como

casos particulares as distribuições Nakagami-m e Weibull.

1.2 Diversidade

Contornar os efeitos prejudiciais da propagação por multipercurso é uma das difíceis tarefas no

projeto de sistemas de comunicação sem fio. Há muitas técnicas de combate a esses efeitos. Técnicas

de diversidade por combinação, codificação e equalização adaptativa são exemplos representativos. A

combinação por diversidade, presente em sistemas de comunicação desde os anos 20, é uma técnica

interessante por sua eficiência e relativa simplicidade de implementação.

O princípio de diversidade estabelece que desvanecimentos em canais independentes são eventos
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independentes. Assim, se determinada informação é disponibilizada com redundância em um certo

número M de canais (ramos de diversidade), a probabilidade de que seja afetada por um desvaneci-

mento profundo, simultaneamente em todos os canais, é menor que a probabilidade de ocorrência em

qualquer um dos M canais. Por fim, combinando os sinais de informação dos diversos ramos com

um algoritmo adequado (método de combinação), obtém-se um sinal resultante menos deteriorado

pelo desvanecimento do que os sinais de cada ramo individualmente. Usualmente, existem dois tipos

de esquemas de diversidade. Um deles é chamado diversidade macroscópica e o outro é denominado

diversidade microscópica. A diversidade macroscópica é usada para combinar dois ou mais sinais

sujeitos a desvanecimento lento (sinais Lognormal), por exemplo, sinais recebidos por caminhos in-

dependentes oriundos de duas ou mais antenas distintas de estações bases distintas. Por outro lado, a

diversidade microscópica é usada para combinar dois ou mais sinais sujeitos a desvanecimento rápido

(sinais Rayleigh, Hoyt, Rice, Weibull, dentre outros) e obtidos por caminhos independentes através

de duas ou mais antenas distintas da mesma estação transmissora. Nesta dissertação, em especial no

Capítulo 4, será analisada a diversidade microscópica para sinais Weibull.

1.2.1 Métodos de Combinação

A literatura costuma mencionar seis métodos de combinação, classificados em três grupos se-

gundo o princípio de operação: combinação por seleção, combinação por adição e métodos híbridos.

A combinação por seleção escolhe como saída um dos M sinais de diversidade, conforme algum

critério. Na combinação por adição, o sinal resultante é uma combinação linear dos M sinais de

diversidade. Uma mescla ocorre nos métodos híbridos: 1 ≤ l ≤ M sinais são selecionados e combi-

nados adequadamente.

A seguir, apresentaremos uma breve descrição dos três métodos de combinação analisados no

Capítulo 4 desta dissertação.

Combinação por Seleção Pura

Na combinação por seleção pura (SC, do inglês selection combining) os sinais de diversidade são

monitorados continuamente e o melhor sinal é selecionado. O critério de seleção é a maior relação

sinal-ruído. Na prática, entretanto, a presença de ruído dificulta a estimativa da potência do sinal

puro, e o ramo com maior potência de “sinal+ruído” é selecionado. A necessidade de um receptor

para cada ramo de diversidade e de monitoramento dos sinais a uma taxa superior à da ocorrência de

desvanecimento são limitações desta técnica.
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Combinação por Ganho Igual

O sinal resultante da combinação por ganho igual (EGC, do inglês equal-gain combining) cor-

responde à soma coerente dos M sinais de diversidade. Faz-se necessária, portanto, circuitaria para

alinhar em fase os sinais dos ramos. Tal necessidade inexiste no método de seleção. Apesar disto, a

simplicidade de implementação e a eficiência são características da EGC. Seu desempenho se apro-

xima do desempenho da combinação ótima (descrita a seguir), mesmo sendo substancialmente menos

complexa.

Combinação por Razão Máxima

A combinação por razão máxima (MRC, do inglês maximal ratio combining) realiza uma soma

ponderada dos sinais de diversidade, onde o coeficiente de ponderação de cada ramo é proporcional

à razão entre o valor do seu sinal e a potência média do ruído correspondente. Este método resulta na

combinação ótima, atingindo o limite máximo teórico de ganho com uso de diversidade com sinais

para ramos identicamente distribuídos. O desempenho ideal não é atingido na prática devido a erros

na estimativa dos ganhos de cada ramo. Recentes avanços na área de processamento digital de sinais,

no entanto, impulsionaram o uso da MRC em sistemas atuais envolvendo receptores RAKE e arrays

de antenas.

1.3 Estatísticas do Sinal Rádio-Móvel

Ao longo de toda esta dissertação, o sinal rádio-móvel será tratado estatisticamente. Dessa forma,

torna-se importante um breve entendimento das principais estatísticas analisadas aqui.

Dentre as estatísticas de primeira ordem, o valor médio, a variância, a função densidade de proba-

bilidade (PDF, do inglês probability density function) e a função de distribuição cumulativa (CDF, do

inglês cumulative distribution function) podem ser citados como exemplos. Uma descrição completa

de tais estatísticas e de suas respectivas propriedades podem ser encontradas em [12].

Dentre as estatísticas de segunda ordem, temos aquelas relacionadas a derivadas temporais, a

autocorrelação e a autocovariância. As funções de autocorrelação e de autocovariância fornecem,

respectivamente, a correlação e a covariância entre duas variáveis aleatórias do sinal, uma tomada no

instante t1 e na freqüência ω1 e outra no instante t2 e na freqüência ω2. Para processos estocásticos

estacionários (no sentido estrito ou mesmo no sentido amplo), estas funções não dependem dos ins-

tantes específicos t1 e t2 ou das freqüências específicas ω1 e ω2, mas apenas das diferenças τ = t2−t1
e ∆ω = ω2 − ω1 [12]. Nestes processos, a razão entre a covariância e a variância do processo é de-

finida como coeficiente de correlação. Interpretando fisicamente, o coeficiente de correlação de um
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processo representa um meio de descrever a interdependência entre duas variáveis aleatórias deste

processo, observando tal processo em instantes separados por τ segundos. Deste modo, processos

que variam mais rapidamente com o tempo terão um coeficiente de correlação que decresce rapida-

mente com o aumento de τ [13]. O mesmo ocorre no domínio da freqüência.

Outras estatísticas de segunda ordem utilizadas na caracterização do sinal rádio-móvel estão re-

lacionadas às distribuições conjuntas do sinal e de suas respectivas derivadas temporais. Para o caso

da envoltória do sinal temos a taxa de cruzamento de nível (LCR, do inglês level crossing rate) e a

duração média de desvanecimento (AFD, do inglês average fade duration). A LCR é uma estatística

que mostra quantas vezes em média, por unidade de tempo, a envoltória do sinal em desvanecimento

cruza no sentido positivo (ou negativo) um determinado limiar estabelecido. Tal estatística é bastante

utilizada em códigos corretores de erros e algoritmos de handoff. A AFD representa o tempo médio

total que a envoltória do sinal permanece abaixo de um determinado valor uma vez que ela o cruza no

sentido decrescente. Uma de suas aplicações é na estimativa do tamanho de quadros e no entrelaça-

mento de bits. Relacionado à fase do sinal, temos a taxa de cruzamento de fase (PCR, do inglês phase

crossing rate) cujo conceito é similar a LCR mas com um enfoque para a fase. Poucos trabalhos na

literatura abordam este tipo de estatística (PCR), embora o estudo do processo de fase, assim como

de sua derivada no tempo, seja de importância no projeto de sistemas de comunicação [14–17].

1.4 Objetivos

O objetivo desta dissertação é apresentar algumas estatísticas de primeira e segunda ordem para

canais de desvanecimento Weibull e Nakagami-m. De forma resumida, tais estatísticas podem ser

listadas abaixo para cada um dos modelos de desvanecimento analisados:

Modelo de Weibull: PDF conjunta de duas envoltórias correlacionadas, momentos conjuntos e coe-

ficiente de correlação das envoltórias generalizado; LCR e AFD para as técnicas de diversidade

SC, EGC e MRC com dois ramos e operando em canais correlacionados, desbalanceados e

não-idênticos; taxa de cruzamento de fase generalizada (obviamente a PCR, isto é, a taxa de

cruzamento de fase usual, é obtida como um caso particular), PDF e CDF do ruído FM aleatório,

PDFs da envoltória e do ruído FM aleatório condicionada a eventos de cruzamento ascendentes

da fase.

Modelo de Nakagami-m: PDF conjunta da envoltória, da fase e de suas respectivas derivadas no

tempo, CDF da derivada da fase; taxa de cruzamento de fase generalizada (GPCR, do inglês

generalized phase crossing rate).
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Ressalta-se que os resultados a serem mostrados nesta dissertação são totalmente originais e cons-

tituem parte dos fundamentos para as comunicações sem fio.

1.5 Descrição dos Capítulos

Esta dissertação está estruturada da seguinte forma:

• Capítulo 2: Neste Capítulo, alguns trabalhos anteriores relacionados ao tema desta dissertação

são mencionados. Apresentamos também as contribuições deste trabalho.

• Capítulo 3: Este Capítulo tem como objetivo apresentar algumas estatísticas conjuntas de duas

variáveis Weibull correlacionadas em função de parâmetros físicos de desvanecimento bem co-

nhecidos. Em particular, a PDF conjunta, os momentos conjuntos generalizados e o coeficiente

de correlação generalizado das envoltórias serão obtidos.

• Capítulo 4: Neste Capítulo, são apresentadas estatísticas de segunda ordem (LCR e AFD) para

sinais Weibull correlacionados, desbalanceados e não-idênticos usando as técnicas de diversi-

dade SC, EGC e MRC com dois ramos (M = 2). Diferentemente da abordagem feita em muitas

trabalhos já publicados, nesta dissertação usamos aquela feita em [18, 19] para ambientes de

desvanecimento Rayleigh que, de fato, é a mais correta.

• Capítulo 5: Neste Capítulo, uma caracterização do comportamento da fase e de sua derivada no

tempo (ruído FM aleatório) para canais de desvanecimento Weibull é realizada. Uma expressão

em forma fechada para a PCR condicionada ao fato que a envoltória desvanecida está dentro

de um intervalo arbitrário (GPCR) é apresentada assim como são obtidas algumas estatísticas

relacionadas ao ruído FM aleatório. Além disso, as PDFs da envoltória do sinal e do ruído FM

aleatório condicionada a cruzamentos ascendentes da fase em um nível fixo são obtidas.

• Capítulo 6: Este Capítulo provê uma expressão simples, exata, nova e em forma fechada para

a GPCR de canais sujeitos a desvanecimento Nakagami-m. Além disso, novas estatísticas em

forma fechada da envoltória, de suas componentes em fase e em quadratura, da fase, e de

suas respectivas derivadas temporais são obtidas. Nossa formulação baseia-se num modelo de

desvanecimento recentemente proposto em [20], no qual uma PDF conjunta da envoltória e da

fase para desvanecimento Nakagami-m foi apresentada.

• Capítulo 7: Neste Capítulo, considerações finais e perspectivas de investigações futuras são

apresentadas.
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• Apêndice A: Neste Apêndice, uma derivação da PDF marginal de um processo Weibull é reali-

zada.

• Apêndice B: Neste Apêndice é apresentada uma formulação da matriz de covariância complexa

de uma variável aleatória gaussiana e suas derivadas.

• Apêndice C: Neste Apêndice é feita uma demonstração das estatísticas condicionais (média,

variância e covariância) da derivada da envoltória na entrada do combinador.



Capítulo 2

Trabalhos Anteriores e Contribuições

A caracterização estatística do sinal rádio-móvel é um tópico da área de comunicações sem fio

que tem sido extensivamente estudado na literatura para modelos estatísticos de desvanecimento bem

conhecidos, tais como Rayleigh, Rice, Nakagami-m e Hoyt. O modelo de Weibull passou a despertar

interesse apenas recentemente, mas devido ao não conhecimento do fenômeno físico envolvido com a

obtenção de tal distribuição, ainda são escassos estudos no ramo da pesquisa usando este modelo em

ambientes de desvanecimento. Além disso, quando a distribuição Nakagami-m foi proposta [6], ne-

nhuma informação relacionada à fase do sinal foi fornecida. Sendo assim, era comum supor-se que a

fase do sinal Nakagami-m seguia uma PDF uniforme, independente do parâmetro de desvanecimento

m. Um modelo físico para a fase foi recentemente apresentada em [20]. Neste Capítulo apresentare-

mos alguns trabalhos anteriores relacionados a esta dissertação, ressaltando as contribuições.

Usando um resultado obtido em [21], Sagias et al. em [22] propôs uma PDF conjunta para o

sinal Weibull com o intuito de investigar o desempenho da diversidade por seleção com dois ramos

em canais de desvanecimento correlacionados. Tal PDF conjunta é obtida em [21] como uma com-

binação de duas PDFs marginais de Weibull, sendo esta apresentada em termos de um “parâmetro

de dependência” ̺, que não é o coeficiente de correlação δ de duas variáveis Weibull correlaciona-

das. A definição matemática δ = f(̺) foi encontrada usando a definição estatística de coeficiente de

correlação. A equação resultante era tal que o parâmetro de dependência não poderia ser expresso

diretamente em termos do coeficiente de correlação, isto é, ̺ = f−1(δ) não poderia ser encontrado ex-

plicitamente. Portanto, a distribuição conjunta, que é escrita em termos do parâmetro de dependência

̺, aparece somente indiretamente em termos do coeficiente de correlação δ de suas variáveis. Ambos

̺ e δ são basicamente variáveis adimensionais variando de zero a 1, e não possuem nenhuma relação

com os parâmetros físicos que afetam o fenômeno do desvanecimento. Uma evidência mostrada pe-

los autores em [22] foi que, apesar do fato da PDF marginal Weibull incluir a PDF marginal Rayleigh

como caso especial, a PDF conjunta Weibull resultante em [22] não compreendia a PDF conjunta

9
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Rayleigh como caso especial. Uma das contribuições desta dissertação, apresentada no Capítulo 3,

é a obtenção da PDF conjunta Weibull, no qual o coeficiente de correlação aparece explicitamente

na equação resultante. Tal coeficiente de correlação é obtido em termos de parâmetros físicos de

desvanecimento bem conhecidos. Portanto, todas as estatísticas conjuntas podem ser escritas como

funções desses parâmetros de desvanecimento. Além disso, a PDF conjunta Rayleigh constitui um

caso especial da distribuição proposta. É importante mencionar que ambas as PDFs, aquela de [22]

e a apresentada no Capítulo 3, são PDFs conjuntas Weibull, em que a validade em comunicações

sem fio pode somente ser mostrada com experimentos em campo. Existem, contudo, algumas vanta-

gens importantes referente à PDF conjunta Weibull proposta nesta dissertação, dentre elas: é simples;

é completamente caracterizada em termos de parâmetros físicos de desvanecimento; é consistente

com outras PDFs conjuntas mais gerais usadas em comunicações sem fio, tais como Rice [23, 24] e

Nakagami-m [6], desde que ela compreende a PDF conjunta de Rayleigh como caso particular.

Embora, em sistemas práticos, os sinais dos ramos na entrada do combinador possam ser corre-

lacionados e não-identicamente distribuídos [18, 19, 25–27], ainda são escassos na literatura traba-

lhos relacionados a LCR e AFD usando técnicas de diversidade com ramos correlacionados e não-

idênticos. Um trabalho pioneiro nesse assunto foi feito por Adachi et al. [18] para sistemas SC, EGC

e MRC sobre canais de desvanecimento Rayleigh correlacionados e balanceados. Uma extensão do

trabalho realizado em [18] foi feito em [19] para canais desbalanceados. O caso de canais de desva-

necimento Rayleigh correlacionados e desbalanceados foi analisado em [26] para dois, três e quatro

ramos MRC. Mais recentemente, [25] apresentou um tratamento unificado para a LCR e a AFD para

SC com M ramos sobre canais Rayleigh, Rice, e Nakagami-m correlacionados e desbalanceados.

Em [27], a LCR e a AFD para MRC foi calculada para um ambiente de desvanecimento Nakagami-m

desbalanceado e correlacionado. Mas, diferentemente de [18,19], uma restrição foi feita em [25–27],

em que os processos descritos pelas derivadas no tempo das envoltórias dos ramos foram assumidos

ser independentes entre si e com as envoltórias dos demais ramos. Em geral, isso não é verdadeiro

para desvanecimento Rayleigh, Rice e Nakagami-m correlacionados; embora a envoltória do i-ésimo

ramo seja de fato independente de sua derivada, esta última é geralmente correlacionada com a en-

voltória e a derivada no tempo da envoltória do l-ésimo ramo, i 6= l, como corretamente demonstrado

em [18] e posteriormente em [19]. Outra contribuição dessa dissertação, apresentada no Capítulo 4, é

então a obtenção da LCR e AFD para sistemas SC, EGC e MRC com dois ramos operando em canais

de desvanecimento Weibull correlacionados, desbalanceados e não-idênticos usando a abordagem

feita em [18, 19].

Apesar do conhecimento da variação da fase do sinal desvanecido ter um papel importante no

projeto de qualquer técnica de comunicação, pouca atenção tem sido dada para o estudo do processo

de fase e de sua derivada no tempo, conhecida como ruído FM aleatório. Em [17], estatísticas de
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cruzamento dos processos de fase e do ruído FM aleatório são apresentadas para canais de desva-

necimento Hoyt. A taxa de cruzamento de fase é obtida para qualquer nível de cruzamento da fase.

Além disso, as PDFs condicionais da envoltória e do ruído FM aleatório, condicionada a um nível

de cruzamento ascendente da fase, são introduzidas. Nesta dissertação (em especial nos Capítulos 5

e 6), é feita uma generalização do conceito da taxa de cruzamento de fase, no qual esta fica então

condicionada a envoltória do sinal estar dentro de um certo intervalo arbitrário. No Capítulo 5 uma

análise semelhante à feita em [17] é realizada para canais de desvanecimento Weibull, no qual a fase

é considerada uniformemente distribuída de −2π/α a 2π/α, onde α representa o parâmetro de des-

vanecimento de Weibull. A grande contribuição deste Capítulo é então a de que não existem estudos

na literatura reportando as estatísticas do processo de fase e do ruído FM aleatório em canais Weibull,

além de extender o conceito de taxa de cruzamento de fase (que também é feita no Capítulo 6).

Um trabalho pioneiro relacionado à taxa de cruzamento de fase foi realizado por Rice no seu

artigo clássico [14], no qual o objetivo era avaliar o comportamento do ruído click em sistemas FM,

assumindo o espectro do ruído ser simétrico sobre a freqüência da onda. Desse modo, Rice obteve

a taxa de cruzamento de fase para níveis de fase particulares θ = 0 e θ = π com a envoltória

pertencendo a um intervalo arbitrário. Em [16], o trabalho de Rice foi estendido considerando-se

espectro do ruído assimétrico assim como níveis de fase arbitrários. A caracterização do processo

de fase para canais de desvanecimento Nakagami-m ainda não existe na literatura. Sendo assim, o

Capítulo 6 desta dissertação propõe uma expressão simples e em forma fechada para a GPCR de

canais de desvanecimento Nakagami-m, baseado numa formulação recentemente publicada em [20].

Diferentemente do que já foi apresentado em muitos trabalhos, é mostrado que, exceto para o caso

m = 1, a distribuição da fase não é uniforme. Novas estatísticas referentes a densidade conjunta da

envoltória, de suas componentes em fase e em quadratura, da fase e de suas respectivas derivadas

no tempo também são apresentadas. Resultados numéricos obtidos por simulação completamente

validam tal formulação proposta neste Capítulo.



Capítulo 3

Estatísticas Conjuntas de Duas Variáveis

Weibull Correlacionadas

A distribuição de Weibull é uma distribuição empírica que foi originalmente utilizada como um

modelo estatístico para análise de confiabilidade. Devido à sua simplicidade, flexibilidade e ao ex-

celente ajuste que se tem conseguido com medidas de campo em ambientes indoor [2, 28] e out-

door [29, 30], sua aplicação foi logo estendida a sistemas de comunicação sem fio [29–34]. É claro

que, por ter sido utilizada primeiramente em estudos de confiabilidade, nenhum modelo físico tem

sido associado a tal distribuição. Em [10, 11], um modelo físico para uma distribuição de desvaneci-

mento generalizada foi proposta, no qual Weibull aparece como um caso especial. Na realidade, como

proposto em [10, 11], o modelo de desvanecimento para a distribuição Weibull considera um sinal

composto por um cluster de ondas de multipercurso propagando em um ambiente não-homogêneo.

Dentro do cluster, as fases das ondas espalhadas são aleatórias. A envoltória resultante é então ob-

tida como uma função não-linear do módulo da soma das componentes de multipercurso. Tal não-

linearidade é manifestada em termos de um parâmetro de potência, de forma que a intensidade do

sinal resultante é obtido não apenas como o módulo da soma das componentes de multipercurso, mas

como esse módulo elevado a um certo expoente. O autor em [10, 11] não tenta explicar o porquê ou

como tal não-linearidade acontece ou se até mesmo ela ocorre. O que o autor conjectura é que o efeito

resultante do sinal propagado em um certo meio é manifestado em termos de uma não-linearidade.

Além do fenômeno relacionado ao meio de propagação, tal não-linearidade pode advir das limitações

práticas do processo de detecção no receptor.

Este Capítulo tem como objetivo apresentar expressões simples e em forma fechada para as es-

tatísticas conjuntas de duas variáveis Weibull correlacionadas. Em particular, a PDF conjunta, os

momentos conjuntos generalizados e o coeficiente de correlacão generalizado das envoltórias serão

obtidos em termos de parâmetros físicos de desvanecimento bem conhecidos, tais como: ângulo da

13
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potência incidente, velocidade do receptor, freqüência de operação, diretividade de recepção, desvio

Doppler máximo, dentre outros. Alguns aspectos referentes ao coeficiente de correlação generalizado

serão também apresentados e discutidos, onde se obter-se-ão conclusões interessantes.

3.1 Modelo de Weibull - Estatísticas Marginais da Envoltória

Antes de obtermos as estatísticas conjuntas de duas variáveis Weibull correlacionadas, torna-

se necessária uma breve apresentação de algumas estatísticas marginais da envoltória de um sinal

Weibull. De acordo com o modelo descrito em [10,11], a envoltória do sinal resultante de um processo

Weibull é um processo não-linear obtido não apenas como o módulo da soma das componentes de

multipercurso, mas como esse módulo elevado a um certo expoente. Supondo que tal não-linearidade

é na forma de um parâmetro de potência α, a envoltória resultante R pode ser expressa como

Rα = X2 + Y 2 (3.1)

onde X e Y são processos gaussianos mutuamente independentes com médias nula, ou seja, E(X) =

E(Y ) = 0, e variâncias idênticas σ2 = r̂α/2 tal que E(X2) = E(Y 2) = r̂α/2, onde E(·) denota

média estatística. A partir de (3.1), pode ser mostrado que a PDF fR(·) deR é dada por (ver Apêndice

A)

fR(r) =
αrα−1

r̂α
exp

(

−r
α

r̂α

)

(3.2)

O parâmetro r̂ definido aqui representa o valor médio da raiz α-ésima de Rα, isto é, α
√

E(Rα). Para

uma envoltória normalizada P = R/r̂, a PDF fP(·) de P pode ser escrita como

fP(ρ)dρ = fR(r)dr ∴ fP(ρ) = fR(r)
dr

dρ
= r̂fR(r)

fP(ρ) = αρα−1 exp(−ρα) (3.3)

Figura 3.1 esboça a PDF da envoltória normalizada de Weibull, dada em (3.3), para diversos valores

do parâmetro de potência α. É bom salientar que para α = 1 e α = 2 tal PDF reduz a uma Exponen-

cial Negativa e a Rayleigh, respectivamente. A CDF FR(·) da envoltória R pode ser obtida a partir de

sua PDF por meio da expressão FR(r) =
∫ r

−∞ fU(u)du. Logo, a CDF de R é dada por

FR(r) = 1 − exp

(

−r
α

r̂α

)

(3.4)
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Equivalentemente,

FP(ρ) = 1 − exp(−ρα) (3.5)

Aplicando os conceitos de teoria da probabilidade, temos que o k-ésimo momento da envoltória nor-

malizada P é obtido como

E(Pk) =

∫ ∞

0

ρkfP(ρ)dρ = Γ(1 + k/α) (3.6)

onde Γ(z) =
∫∞

0
tz−1 exp(−t)dt é a função Gamma. Obviamente, E(Rk) = r̂kE(Pk). De (3.1)

segue a seguinte relação

Rα = R2
R (3.7)

ondeRR é a envoltória do sinal Rayleigh. Devido à relação existente entre as envoltórias dos modelos

de Weibull e Rayleigh dada em (3.7), as estatísticas conjuntas das envoltórias de Weibull podem ser

obtidas capitalizando alguns resultados já disponíveis na literatura para a distribuição de Rayleigh.

Para as próximas Seções adotar-se-ão RR1 e RR2 como sendo duas variáveis Rayleigh cujas estatís-

ticas marginais serão, respectivamente, descritas pelos parâmetros E(R2
R1) = Ω1 e E(R2

R2) = Ω2;

R1 e R2 duas variáveis Weibull cujas estatísticas marginais serão, respectivamente, descritas pelos

parâmetros α1, r̂1, α2 e r̂2; e 0 ≤ δ ≤ 1 denotará um parâmetro de correlação (na Seção 3.4 uma

análise mais detalhada é feita acerca deste parâmetro).

Fig. 3.1: PDF da envoltória normalizada de Weibull.
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3.2 PDF Conjunta das Envoltórias

A PDF conjunta fRR1,RR2
(·, ·) de duas variáveis Rayleigh correlacionadas com estatísticas mar-

ginais conforme descritas anteriormente é dada por [6, Eq. 122] (ou, equivalentemente, por [24, Eq.

3.7-13]). De (3.7), temos as seguintes relaçõesRα1

1 = R2
R1 eRα2

2 = R2
R2, o que implica que r̂1

α1 = Ω1

e r̂2
α2 = Ω2. A partir de [6, Eq. 122] e das relações dadas, a PDF conjunta de duas variáveis Weibull

correlacionadas é encontrada como [12, Eq. 6-115]

fR1,R2
(r1, r2) = |J |fRR1,RR2

(r1, r2) (3.8)

no qual

fRR1,RR2
(r1, r2) =

4r1r2
Ω1Ω2(1 − δ)

exp

(

−(r2
1/Ω1) + (r2

2/Ω2)

1 − δ

)

I0

(

2r1r2
1 − δ

√

δ

Ω1Ω2

)

(3.9)

e J é o jacobiano da transformação tal que |J | = (α1α2/4) r
α1/2−1
1 r

α2/2−1
2 , onde | · | representa o

operador determinante. Fazendo as substituições apropriadas temos

fR1,R2
(r1, r2) =

α1 α2 r
α1−1
1 rα2−1

2

r̂1
α1 r̂2

α2(1 − δ)
exp

(

−(r1/r̂1)
α1 + (r2/r̂2)

α2

1 − δ

)

I0





2

1 − δ

√

δrα1

1 rα2

2

r̂1
α1 r̂2

α2



 (3.10)

onde Iν(·) é a função de Bessel modificada de primeira espécie e ordem ν ( [35, eq. 9.6.18]). Para

α1 = α2 = 2, (3.10) reduz a [6, Eq. 122], ou seja, para essa condição, (3.10) resulta na distribuição

conjunta de duas envoltórias Rayleigh correlacionadas, como esperado. É bom enfatizar que (3.10)

está expresso em função de parâmetros físicos bem conhecidos pois está explicitamente escrita em

função do parâmetro de correlação δ (ver Seção 3.4), ao contrário de [22]. Nesta dissertação, em

particular na Seção 3.4, utilizaremos o modelo de Jakes [36] para expressar δ.

Seguindo o procedimento estatístico padrão de transformação de variáveis e após algumas mani-

pulações algébricas, a PDF conjunta fP1,P2
(·, ·) das variáveis Weibull normalizadas P1 = R1/r̂1 e

P2 = R2/r̂2 é dada por

fP1,P2
(ρ1, ρ2) =

α1 α2 ρ
α1−1
1 ρα2−1

2

1 − δ
exp

(

−ρ
α1

1 + ρα2

2

1 − δ

)

I0

(

2
√

δρα1

1 ρ
α2

2

1 − δ

)

(3.11)



3.3 Momentos Conjuntos Generalizados 17

3.3 Momentos Conjuntos Generalizados

Os momentos conjuntos generalizados E(Pp
1P

q
2) de duas variáveis Weibull normalizadas podem

ser encontrados a partir de (3.11) usando o procedimento padrão de teoria da probabilidade, ou seja,

E(Pp
1P

q
2) =

∫∞
0

∫∞
0
ρp

1 ρ
q
2 fP1,P2

(ρ1, ρ2)dρ1dρ2. Portanto, após manipulações algébricas, temos

E(Pp
1P

q
2) = Γ

(

1 +
p

α1

)

Γ

(

1 +
q

α2

)

2F1

(

− p

α1

,− q

α2

; 1; δ

)

(3.12)

onde 2F1(·, ·; ·; ·) é a função hipergeométrica [35, Eq. 15.1.1]. Obviamente, E(Rp
1R

q
2) pode ser obtido

a partir de (3.12) pois E(Rp
1R

q
2) = r̂1

pr̂2
qE(Pp

1P
q
2). Logo,

E(Rp
1R

q
2) = r̂1

pr̂2
q Γ

(

1 +
p

α1

)

Γ

(

1 +
q

α2

)

2F1

(

− p

α1

,− q

α2

; 1; δ

)

(3.13)

Para α1 = α2 = 2, (3.13) reduz a [6, Eq. 137] com m = 1, ou seja, para esta condição, (3.13) resulta

nos momentos conjuntos generalizados de duas envoltórias Rayleigh. Assim como na Seção anterior,

pode-se perceber que as equações aqui obtidas são simples e expressas diretamente em termos de

parâmetros físicos (ou seja, de δ).

3.4 Coeficiente de Correlação Generalizado

O coeficiente de correlação generalizado δp,q de duas variáveis Weibull é definido como

δp,q =
Cov(Rp

1, R
q
2)

√

V ar(Rp
1)V ar(R

q
2)

=
Cov(Pp

1,P
q
2)

√

V ar(Pp
1)V ar(P

q
2)

(3.14)

onde V ar(·) e Cov(·) são os operadores variância [12, Eq. 5-61] e covariância [12, Eq. 6-164],

respectivamente. Substituindo (3.6) e (3.12) em (3.14), e após manipulações algébricas, a expressão

final para o coeficiente de correlação generalizado é

δp,q =
Γ
(

1 + p
α1

)

Γ
(

1 + q
α2

)(

2F1

(

− p
α1
,− q

α2
; 1; δ

)

− 1
)

√

(

Γ
(

1 + 2p
α1

)

− Γ2
(

1 + p
α1

))(

Γ
(

1 + 2q
α2

)

− Γ2
(

1 + q
α2

))

(3.15)

Para α1 = α2 = 2, (3.15) resulta no coeficiente de correlação generalizado de duas envoltórias

Rayleigh. Para α1 = α2 = 2 e p = q, (3.15) reduz a [6, Eq. 139] com m = 1. Em seguida, algumas

particularidades de (3.15) serão apresentadas e discutidas.
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3.4.1 Alguns aspectos relacionados ao coeficiente de correlação

Seja δR
p,q o coeficiente de correlação generalizado de Rayleigh tal que

δR
p,q =

Cov(Rp
R1, R

q
R2)

√

V ar(Rp
R1)V ar(R

q
R2)

(3.16)

Aplicando a relação (3.7) em (3.14) e (3.16), obtemos a seguinte igualdade δα1,α2
= δR

2,2. Além disso,

fazendo p = α1 e q = α2 em (3.15), obtemos também que δα1,α2
= δ. Isso é um resultado importante,

pois mostra que o coeficiente de correlação δ iguala tanto ao coeficiente de correlação da distribuição

de Weibull para p = α1 e q = α2 quanto ao coeficiente de correlação de duas envoltórias quadráticas

de Rayleigh (coeficiente de correlação de potência). Portanto

δ = δα1,α2
= δR

2,2 (3.17)

Dessa forma, o coeficiente de correlação generalizado de Weibull δp,q pode agora ser expresso em

termos do coeficiente de correlação de potência de Rayleigh δR
2,2. Escrevendo então os processos

Rayleigh em função dos processos gaussianos em fase e em quadratura, temos que R2
Ri = X2

i + Y 2
i ,

i = 1, 2. As componentes gaussianas Xi e Yi possuem médias nulas e variâncias idênticas. Para

o processo Rayleigh valem as relações E(XiXj) = E(YiYj), ∀i, j, E(XiYj) = −E(XjYi), i 6= j.

Temos também que, para dois processos gaussianos Gi quaisquer para o qual E(Gi) = 0, são válidas

as relações E(G4
i ) = 3E(G2

i ) e E(G2
1G

2
2) = E(G2

1)E(G2
2) + 2E2(G1G2). Usando isso em (3.17) e

após manipulações algébricas, obtemos

δ =
E2(X1X2) + E2(X1Y2)

E(X2
1 )E(X2

2 )
(3.18)

As estatísticas acima, presentes em (3.18), podem ser aplicadas a qualquer modelo de desvane-

cimento de maneira a obter δ = δR
2,2. Portanto, o coeficiente de correlação de Weibull δp,q pode ser

expresso em função das estatísticas conjuntas das componentes em fase e em quadratura do processo

Rayleigh. Em particular, para o modelo de Jakes [36], usando (1.5-11), (1.5-14) e (1.5-15) de [36],

temos que

δ =
E2(D(φ) cos(ωτ cosφ− ∆ωT )) + E2(D(φ) sin(ωτ cosφ− ∆ωT ))

E2(D(φ))
(3.19)

onde: D(φ) é a diretividade horizontal da antena receptora; φ representa o ângulo da potência inci-

dente; ω é o desvio Doppler máximo em rad/s; τ é a diferença de tempo entre os dois sinais desva-

necidos; ∆ω é a diferença de freqüência entre esses sinais, e T representa o atraso no tempo. Para
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um espalhamento isotrópico, ou seja, distribuição angular uniforme da potência incidente, antenas

receptoras omnidirecionais (D(φ) = 1), e o atraso no tempo T distribuído exponencialmente, (3.19)

reduz a

δ =
J2

0 (ωτ)

1 + (∆ωt)2
(3.20)

no qual t é o espalhamento do atraso e J0(·) é a função de Bessel de ordem zero. Com os resulta-

dos obtidos nessa Seção para o parâmetro de correlação δ, fica agora claro que tanto os momentos

conjuntos generalizados quanto a PDF conjunta das envoltória de Weibull podem ser expressos expli-

citamente em função de parâmetros físicos.

3.5 Resultados Numéricos

Esta Seção ilustra como o coeficiente de correlação das envoltórias de Weibull varia na condição

isotrópica. Dessa forma, δ, dado em (3.20), é substituído em (3.15) com p = q = 1. Figura 3.2

descreve δ1,1 em função de ωτ para diferentes valores do parâmetro de Weibull nas condições α1 = α2

e ∆ω = 0. Figura 3.3 mostra δ1,1 em função de ∆ωt para diferentes valores do parâmetro de Weibull

com α1 = α2 e ωτ = 0. Note que em ambas as Figuras, para α1 = α2 > 1, uma grande variação do

parâmetro de Weibull, indo de α1 = α2 = 1 a α1 = α2 = 100, implica numa pequena variação das

curvas. De fato, foi observado que a curva, para o qual α1 = α2 = 100, é praticamente coincidente

com aquela para o qual α1 = α2 → ∞. Portanto, conclui-se que o coeficiente de correlação não varia

muito para α1 = α2 > 1. O mesmo não pode ser dito para α1 = α2 < 1. De fato, para α1 = α2 → 0

o coeficiente de correlação tende ao impulso na origem.

Sabendo que a condição α1 = α2 = 2 corresponde ao caso Rayleigh, as propriedades de cor-

relação para o ambiente de desvanecimento Weibull são aproximadas aquelas para o ambiente de

desvanecimento Rayleigh quando o parâmetro de Weibull é maior que 1. De forma contrária, as pro-

priedades de correlação diferem substancialmente entre os ambientes Rayleigh e Weibull quando o

parâmetro de Weibull é menor que 1.

Figuras 3.4 e 3.5 descrevem δ1,1 em função de ωτ (para ∆ωt = 0) e em função de ∆ωt (para

ωτ = 0), respectivamente. Em ambas as Figuras, variou-se α2 e manteve-se α1 = 0.5. Perceba que,

à medida que α2 diminui, de forma a se aproximar do valor de α1 (envoltórias assumindo parâmetros

de desvanecimento próximos), o coeficiente de correlação se aproxima da unidade na origem.
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3.6 Conclusões

Neste Capítulo apresentamos expressões simples e em forma fechada para as estatísticas conjuntas

de duas variáveis Weibull correlacionadas. Estas estatísticas foram escritas em termos de parâmetros

físicos de desvanecimento bem conhecidos. Além disso observou-se que, na condição isotrópica,

as propriedades de correlação para o ambiente de desvanecimento Weibull são aproximadamente as

mesmas que as do ambiente Rayleigh para o caso em que o parâmetro de Weibull foi maior que 1.

Por outro lado, elas diferiram substancialmente umas das outras quando o parâmetro de Weibull era

menor que 1.
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Fig. 3.2: Coeficiente de correlação das envoltórias de Weibull em função de ωτ .

Fig. 3.3: Coeficiente de correlação das envoltórias de Weibull em função de ∆ωt.
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Fig. 3.4: Coeficiente de correlação das envoltórias de Weibull em função de ωτ para α1 = 0.5.

Fig. 3.5: Coeficiente de correlação das envoltórias de Weibull em função de ∆ωt para α1 = 0.5.



Capítulo 4

Estatísticas de Segunda Ordem para Sinais

Weibull Correlacionados, Desbalanceados e

Não-Idênticos

Diversidade constitui uma técnica eficaz no combate ao efeito prejudicial do desvanecimento

causado por multipercurso, que afeta o desempenho de sistemas de comunicação sem fio. Esse de-

sempenho pode ser avaliado por algumas métricas importantes, dentre as quais podemos destacar a

LCR e a AFD.

Este Capítulo obtém expressões exatas para a LCR e a AFD das técnicas SC, EGC e MRC com

dois ramos operando em ambiente de desvanecimento Weibull. As expressões aplicam-se a canais de

desvanecimento correlacionados, desbalanceados e não-idênticos. Usando diversidade de espaço com

antenas espaçadas horizontalmente na estação móvel, alguns resultados numéricos serão apresenta-

dos e discutidos. É verificado que quando o espaçamento entre as antenas aumenta, a LCR diminui,

tornando-se oscilatória e convergente. Além disso, quando a direção do móvel é perpendicular ao

eixo da antena, a AFD pouco é influenciada pelo espaçamento entre as antenas. Como em ambientes

correlacionados o uso da não-diversidade (ND, do inglês no diversity) em alguns casos é preferível,

devido este apresentar uma maior eficiência [18], uma análise detalhada por meio de tabelas é rea-

lizada com o objetivo de estabelecer as condições para as quais a diversidade torna-se vantajosa ou

não. Investigando o desbalanceamento de potência entre os ramos de entrada dos combinadores, será

visto que, quando se opera com canais correlacionados, tal desbalanceamento pode tanto melhorar

quanto prejudicar o desempenho de sistemas.

23
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Estatísticas de Segunda Ordem para Sinais Weibull Correlacionados, Desbalanceados e

Não-Idênticos

4.1 Preliminares

No modelo de desvanecimento de Weibull, o sinal recebido Zi no i-ésimo ramo (i = 1, 2) pode

ser representado na forma complexa como

Zi = R
αi
2

i exp(jΘi) = Xi + jYi (4.1)

onde
√
j = −1; Ri e Θi são, respectivamente, a envoltória e a fase do sinal Weibull, sendo esta

última uniformemente distribuída no intervalo [0, 2π); Xi e Yi são processos gaussianos mutuamente

independentes de médias nula e variâncias idênticas σ2
i ; e αi > 0 representa o parâmetro de desvane-

cimento de Weibull. À medida que αi aumenta, a severidade do desvanecimento diminui, enquanto

que para os casos especiais de αi = 1 e αi = 2, (4.1) reduz ao sinal complexo de uma Exponencial

Negativa e Rayleigh, respectivamente. A PDF fRi
(·) da envoltória Ri é dada por

fRi
(ri) =

αi r
αi−1
i

Ωi

exp

(

−r
αi
i

Ωi

)

(4.2)

onde Ωi = E(Rαi
i ). A CDF FRi

(·) de Ri correspondente é dada por

FRi
(ri) = 1 − exp

(

−r
αi
i

Ωi

)

(4.3)

O k-ésimo momento de Ri é expresso da forma

E(Rk
i ) = Ω

k
αi
i Γ

(

1 +
k

αi

)

(4.4)

A partir de (4.4), a potência média Pi = E(R2
i ) do sinal Weibull é dada por

Pi = Ω
2

αi
i Γ

(

1 +
2

αi

)

(4.5)

Para canais idênticos (mesmo grau de desvanecimento), temos que α1 = α2, enquanto que para

canais balanceados (mesma potência), P1 = P2. Em seguida, a PDF conjunta da envoltória e da fase

para dois ramos correlacionados, desbalanceados (P1 6= P2), não-idênticos (α1 6= α2) e sujeitos a

desvanecimento Weibull será obtida de forma simples e consistente com os casos particulares para os

quais ela reduz.

Como visto no Capítulo 3, existe uma relação entre os modelos de Weibull e Rayleigh expressa

por um parâmetro de potência (que é o parâmetro αi). Dessa forma, a densidade conjunta da en-

voltória e fase de Weibull (JEPWD, do inglês joint envelope phase Weibull density) para dois ramos
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de desvanecimento pode ser obtida capitalizando alguns resultados já disponíveis na literatura para

a distribuição de Rayleigh, usando um procedimento similar ao realizado na Seção 3.2. A densi-

dade conjunta da envoltória e fase de Rayleigh para dois ramos fRR1,RR2,Θ1,Θ2
(r1, r2, θ1, θ2) é dada

em [3, Eq. 7.51]. Exprimindo esta última em função da JEPWD por meio de uma transformação es-

tatística, segue que fR1,R2,Θ1,Θ2
(r1, r2, θ1, θ2) = |J | fRR1,RR2,Θ1,Θ2

(r1, r2, θ1, θ2). Portanto, a JEPWD

pode ser formulada como

fR1,R2,Θ1,Θ2
(r1, r2, θ1, θ2) = |J | r

α1
2

1 r
α2
2

2

4π2|Λ| 12
exp

[

− 1

2|Λ| 12

(

rα1

1

Ω2

2
+ rα2

2

Ω1

2

)

]

× exp

[

− 1

2|Λ| 12
(

−µ1r
α1
2

1 r
α2
2

2

√

Ω1Ω2 cos θ12 + µ2r
α1
2

1 r
α2
2

2

√

Ω1Ω2 sin θ12

)

]

(4.6)

onde J é o jacobiano da transformação tal que |J | = (α1α2/4) r
α1/2−1
1 r

α2/2−1
2 , θ12 é definido como

θ12 = θ2 − θ1 e Λ é a matriz de covariância dada por

Λ =
1

2









Ω1 0 µ1

√
Ω1Ω2 −µ2

√
Ω1Ω2

0 Ω1 µ2

√
Ω1Ω2 µ1

√
Ω1Ω2

µ1

√
Ω1Ω2 µ2

√
Ω1Ω2 Ω2 0

−µ2

√
Ω1Ω2 µ1

√
Ω1Ω2 0 Ω2









(4.7)

Os coeficientes de correlação µ1 e µ2 são definidos como µ1 = E(X1X2)−E(X1)E(X2)√
V ar(X1)V ar(X2)

= E(Y1Y2)−E(Y1)E(Y2)√
V ar(Y1)V ar(Y2)

e µ2 = −E(X1Y2)−E(X1)E(Y2)√
V ar(X1)V ar(Y2)

= E(Y1X2)−E(Y1)E(X2)√
V ar(Y1)V ar(X2)

. Os elementos nulos em Λ aparecem devido a or-

togonalidade entre as componentes em fase e em quadratura. Substituindo (4.7) em (4.6) e após

algumas manipulações algébricas, a JEPWD pode ser encontrada como

fR1,R2,Θ1,Θ2
(r1, r2, θ1, θ2) =

α1 α2 r
α1−1
1 rα2−1

2

4π2 Ω1Ω2 (1 − ξ2)

× exp

(

−r
α1

1 Ω2 + rα2

2 Ω1 − 2r
α1
2

1 r
α2
2

2

√
Ω1Ω2 (µ1 cos θ12 − µ2 sin θ12)

(1 − ξ2) Ω1Ω2

)

(4.8)

no qual ξ2 = µ2
1 + µ2

2. Uma forma alternativa e mais compacta de representar (4.8) é apresentada
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abaixo

fR1,R2,Θ1,Θ2
(r1, r2, θ1, θ2) =

α1 α2 r
α1−1
1 rα2−1

2

4π2 Ω1Ω2 (1 − ξ2)

× exp

(

−r
α1

1 Ω2 + rα2

2 Ω1 − 2r
α1
2

1 r
α2
2

2

√
Ω1Ω2 ξ cos (ψ + θ12)

(1 − ξ2) Ω1Ω2

)

(4.9)

onde ξ2 = E2(X1X2)+E2(X1Y2)

σ2
1
σ2
2

e ψ = Arg [E(X1X2) + jE(X2Y1)].

4.2 LCR e AFD

Como descrito no Capítulo 1, a LCR é definida como o número médio de vezes por unidade de

tempo que a envoltória de um sinal em desvanecimento cruza um dado valor na direção negativa (ou

positiva) e pode ser formulada como

NR(r) =

∫ ∞

0

ṙfR,Ṙ(r, ṙ)dṙ (4.10)

onde fR,Ṙ(·, ·) é a PDF conjunta da envoltória R e sua respectiva derivada no tempo Ṙ. A AFD

corresponde ao intervalo médio de tempo que a envoltória permanece abaixo de um certo valor uma

vez que ela o cruza na direção negativa

TR(r) =
FR(r)

NR(r)
(4.11)

Nas próximas Seções, (4.10) and (4.11) serão calculados para um ambiente de desvanecimento Wei-

bull com dois ramos correlacionados, desbalanceados e não-idênticos usando as técnicas de diversi-

dade SC, EGC e MRC.

4.2.1 Sistemas de Diversidade

No Capítulo introdutório, foi realizada uma descrição relativa aos três métodos de combinação

abordados nesta dissertação. Foi visto que as técnicas de diversidade, presentes em sistemas de

comunicação desde os anos 20, são técnicas interessantes por sua eficiência e relativa simplicidade de

implementação. Uma das formas de medida da eficiência de tais técnicas é a LCR e a AFD, que são

estatísticas de segunda ordem que proveêm uma caracterização dinâmica do canal de comunicação e

possuem inúmeras aplicações em sistemas de comunicação sem fio. Nesta Seção, expressões para a

LCR e a AFD serão obtidas para os métodos de combinação SC, EGC e MRC.
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Sabe-se que a envoltória da saída do combinador e sua derivada no tempo para os sistemas SC,

EGC e MRC podem ser escritas em função das envoltórias de cada ramo da entrada e de suas respec-

tivas derivadas temporais como

R =











max{R1, R2} SC
R1+R2√

2
EGC

√

R2
1 +R2

2 MRC

Ṙ =



























Ṙ1 R1 ≥ R2

Ṙ2 R1 < R2

SC

Ṙ1+Ṙ2√
2

EGC
R1Ṙ1+R2Ṙ2√

R2
1
+R2

2

MRC

(4.12)

Em [37], foi mostrado que Ṙi dado Ri e Θi é uma variável gaussiana de média nula. De (4.12),

para todos os cenários de combinação, temos que a PDF de Ṙ dado Ri’s e Θi’s, expressa como

fṘ|R1,R2,Θ1,Θ2
(ṙ|r1, r2, θ1, θ2), é também gaussiana. Porém, devido à correlação existente entre os

ramos, a média de tal distribuição condicional não é nula, embora a PDF condicional de Ṙi dado Ri

e Θi seja uma gaussiana de média nula. Tal análise foi pioneiramente demonstrada em [18], para

o caso Rayleigh balanceado, e posteriormente em [19], para o caso Rayleigh desbalanceado. Seja

mṘ(r1, r2, θ1, θ2) e σ2
Ṙ
(r1, r2, θ1, θ2) a média e variância, respectivamente, da densidade condicional

fṘ|R1,R2,Θ1,Θ2
(ṙ|r1, r2, θ1, θ2). Estas estatísticas dependem do tipo de combinação utilizado e serão

determinadas nas próximas Seções. Agora, usando as propriedades de probabilidade condicional,

podemos escrever

fṘ,R1,R2,Θ1,Θ2
(ṙ, r1, r2, θ1, θ2) = fṘ|R1,R2,Θ1,Θ2

(ṙ|r1, r2, θ1, θ2)fR1,R2,Θ1,Θ2
(r1, r2, θ1, θ2) (4.13)

onde fR1,R2,Θ1,Θ2
(r1, r2, θ1, θ2) já foi obtida em (4.8) ou, numa versão mais compacta, em (4.9).

Assim, o problema se resume em determinar a média mṘ(r1, r2, θ1, θ2) e a variância σ2
Ṙ
(r1, r2, θ1, θ2)

para cada cenário de combinação. No momento assumimos que essas estatísticas são conhecidas. Por

meio de [18, Eq. 8] para SC e de [38, Eqs. 12 e 13] para EGC e MRC, respectivamente, temos que a

LCR pode ser expressa como

NR(r) =



















































∫ 2π
0

∫ 2π
0

∫ r
0 ϑ(r1, r)fR1,R2,Θ1,Θ2

(r1, r, θ1, θ2) dr1dθ1dθ2

+
∫ 2π
0

∫ 2π
0

∫ r
0 ϑ(r, r2)fR1,R2,Θ1,Θ2

(r, r2, θ1, θ2) dr2dθ1dθ2

SC
∫ 2π
0

∫ 2π
0

∫

√
2r

0

√

2ϑ(r1,
√

2r − r1)fR1,R2,Θ1,Θ2

(

r1,
√

2r − r1, θ1, θ2

)

dr1dθ1dθ2

EGC
∫ 2π
0

∫ 2π
0

∫ r
0

r
√

r2−r2
1

ϑ(r1,
√

r2
− r2

1)fR1,R2,Θ1,Θ2

(

r1,
√

r2
− r2

1, θ1, θ2

)

dr1dθ1dθ2

MRC

(4.14)
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em que

ϑ(r1, r2) ,

∫ ∞

0

ṙ fṘ|R1,R2,Θ1,Θ2
(ṙ|r1, r2, θ1, θ2) dṙ (4.15)

Uma expressão exata para (4.15) é obtida como

ϑ(r1, r2) =
σṘ(r1, r2, θ1, θ2)√

2π
exp

(

−
m2

Ṙ
(r1, r2, θ1, θ2)

2σ2
Ṙ
(r1, r2, θ1, θ2)

)

+
mṘ(r1, r2, θ1, θ2)

2

(

1 + erf

(

mṘ(r1, r2, θ1, θ2)√
2σṘ(r1, r2, θ1, θ2)

))

(4.16)

onde erf(·) é a função erro. A CDF FR(·) de R pode ser expressa como [39]

FR(r) =

∫ γ1

0

∫ γ2

0

∫ 2π

0

∫ 2π

0

fR1,R2,Θ1,Θ2
(r1, r2, θ1, θ2) dθ1dθ2dr2dr1 (4.17)

onde










γ1 = γ2 = r para SC

γ1 =
√

2 r, γ2 =
√

2 r − r1 para EGC

γ1 = r , γ2 =
√

r2 − r2
1 para MRC

(4.18)

Substituindo (4.14) e (4.17) em (4.11), a AFD é obtida.

A partir de (4.12), para cada cenário de combinação, é possível expressar a médiamṘ(r1, r2, θ1, θ2)

e a variância σ2
Ṙ
(r1, r2, θ1, θ2) da densidade gaussiana condicional de Ṙ em função das médias e va-

riâncias mṘi
(r1, r2, θ1, θ2) e σ2

Ṙi
(r1, r2, θ1, θ2), respectivamente, das densidades gaussianas condici-

onais dos Ṙi’s, fato este baseado na linearidade do operador média (ou esperança) [12, Eq. 6-162]

e usando a propriedade dada em [12, Eq. 6-167]. Então, para cada um dos métodos de combinação

aqui analisados, a partir de (4.12) segue que

Combinação por Seleção Pura (SC)

• Se R1 ≥ R2

mṘ(r1, r2, θ1, θ2) = mṘ1
(r1, r2, θ1, θ2) (4.19)

σ2
Ṙ
(r1, r2, θ1, θ2) = σ2

Ṙ1
(r1, r2, θ1, θ2) (4.20)

• Se R1 < R2

mṘ(r1, r2, θ1, θ2) = mṘ2
(r1, r2, θ1, θ2) (4.21)

σ2
Ṙ
(r1, r2, θ1, θ2) = σ2

Ṙ2
(r1, r2, θ1, θ2) (4.22)
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Combinação por Ganho Igual (EGC)

mṘ(r1, r2, θ1, θ2) =
mṘ1

(r1, r2, θ1, θ2) +mṘ2
(r1, r2, θ1, θ2)√

2
(4.23)

σ2
Ṙ
(r1, r2, θ1, θ2) =

σ2
Ṙ1

(r1, r2, θ1, θ2) + σ2
Ṙ2

(r1, r2, θ1, θ2) + 2σṘ1,Ṙ2
(r1, r2, θ1, θ2)

2
(4.24)

onde σṘ1,Ṙ2
(r1, r2, θ1, θ2) representa a covariância entre Ṙ1 and Ṙ2 dado R1, R2,Θ1,Θ2.

Combinação por Razão Máxima (MRC)

mṘ(r1, r2, θ1, θ2) =
r1mṘ1

(r1, r2, θ1, θ2) + r2mṘ2
(r1, r2, θ1, θ2)

√

r2
1 + r2

2

(4.25)

σ2
Ṙ
(r1, r2, θ1, θ2) =

r2
1 σ

2
Ṙ1

(r1, r2, θ1, θ2) + r2
2 σ

2
Ṙ2

(r1, r2, θ1, θ2) + 2 r1 r2 σṘ1,Ṙ2
(r1, r2, θ1, θ2)

r2
1 + r2

2
(4.26)

4.3 Estatísticas Condicionais de Żi

O objetivo desta Seção e da próxima Seção é encontrar a média mṘi
(r1, r2, θ1, θ2), a variância

σ2
Ṙi

(r1, r2, θ1, θ2) e a covariância σṘi,Ṙl
(r1, r2, θ1, θ2), (i, l = 1, 2), como requerido nas formulações

anteriores. De (4.1) é possível demonstrar que as estatísticas condicionais dos Ṙi’s podem ser escritas

em função das estatísticas condicionais dos Żi’s, em que Żi representa a derivada temporal de Zi. As

estatísticas de Żi são apresentadas no Apêndice B enquanto que as estatísticas condicionais de Ṙi em

função das de Żi estão no Apêndice C. Dessa forma, esta Seção constitui um passo importante para

a obtenção de mṘi
(r1, r2, θ1, θ2), σ2

Ṙi
(r1, r2, θ1, θ2) e σṘi,Ṙl

(r1, r2, θ1, θ2).

Seja Ż = [Ż1Ż2] e Z = [Z1Z2] matrizes colunas de Żi = Żi(t) e Zi = Zi(t), respectivamente.

Vale ressaltar que Ż1, Ż2, Z1, e Z2 são variáveis gaussianas complexas de média nula e mutuamente

correlacionadas. A matriz complexa de covariância, Φ(4 × 4), entre elas é definida como [18]

Φ =
1

2
E





(

Ż

Z

)∗(
Ż

Z

)T


 ,

[

a c

cH b

]

(4.27)

onde (·)∗ denota o operador conjugado, (·)T a matriz transposta e (·)H a matriz hermitiana. Definindo
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ρil(τ) como a função de correlação cruzada complexa entre o i-ésimo e l-ésimo ramos, temos

ρil(τ) =
Cov(Zi(t), Zl(t+ τ))

√

V ar(Zi(t))V ar(Zl(t+ τ))
=
E(Z∗

i (t)Zl(t+ τ))√
Ωi Ωl

(4.28)

As matrizes a, b e c podem ser expressas como

a =
1

2

[

−ρ̈11Ω1 −ρ̈12

√
Ω1Ω2

−ρ̈∗12
√

Ω1Ω2 −ρ̈11Ω2

]

(4.29)

b =
1

2

[

Ω1 ρ12

√
Ω1Ω2

ρ∗12
√

Ω1Ω2 Ω2

]

(4.30)

c =
1

2

[

0 −ρ̇12

√
Ω1Ω2

ρ̇12

√
Ω1Ω2 0

]

(4.31)

onde ρ̇il = dρil(τ)
dτ

∣

∣

∣

τ=0
, ρ̈il = d2ρil(τ)

dτ2

∣

∣

∣

τ=0
, ρil , ρil(0). No Apêndice B, há uma explicação mais

detalhada sobre a obtenção dessas matrizes. Perceba que os elementos da diagonal da matriz c são

nulos. Isso é porque para um processo estacionário a correlação entre o processo e sua derivada no

tempo é sempre nulo em τ = 0 (ρ̇11 = ρ̇22 = 0) [12]. A matriz cH corresponde ao transposto

conjugado da matriz c, sendo dessa forma obtida por meio desta.

Aplicando a teoria de matriz descrita em [40, pp. 495-496], a densidade condicional de Ż dado Z

é gaussiana com matriz média M e matriz de covariância ∆ dadas por

M =

[

E(Ż1|Z)

E(Ż2|Z)

]

= (cb−1)∗ Z (4.32)

∆ =
1

2

[

V ar(Ż1|Z) Cov(Ż1, Ż2|Z)

Cov(Ż1, Ż2|Z)∗ V ar(Ż2|Z)

]

= a − cb−1cH (4.33)

Substituindo (4.29), (4.30), (4.31) em (4.32) e (4.33), obtemos

M =
1

1 − |ρ12|2





ρ12 ρ̇
∗
12Z1 − ρ̇∗12

√

Ω1

Ω2
Z2

√

Ω2

Ω1
ρ̇∗12Z1 − ρ∗12 ρ̇

∗
12Z2



 =
1

1 − |ρ12|2





ρ12 ρ̇
∗
12R

α1/2
1 ejΘ1 − ρ̇∗12

√

Ω1

Ω2
R

α2/2
2 ejΘ2

√

Ω2

Ω1
ρ̇∗12R

α1/2
1 ejΘ1 − ρ∗12 ρ̇

∗
12R

α2/2
2 ejΘ2





(4.34)

∆ =
1

2





−Ω1

(

ρ̈11 + |ρ̇12|2
1−|ρ12|2

)

−
√

Ω1Ω2

(

ρ̈12 +
ρ∗
12
|ρ̇12|2

1−|ρ12|2

)

−
√

Ω1Ω2

(

ρ̈∗12 +
ρ12|ρ̇∗12|2
1−|ρ12|2

)

−Ω2

(

ρ̈11 + |ρ̇12|2
1−|ρ12|2

)



 (4.35)
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4.4 Estatísticas Condicionais de Ṙi

Esta Seção relaciona as estatísticas condicionais das variáveis reais Ṙi’s com as das variáveis

complexas Żi’s, sendo estas sido obtidas na Seção anterior. De (4.1), temos que Zi = R
αi
2

i exp(jΘi).

Derivando com relação ao tempo tal equação obtemos que Ṙi = 2
αi
R

1−αi
2

i Re[Żi exp(−jΘi)], onde

Re[·] denota a parte real de um número complexo. Assim, pode ser mostrado (ver Apêndice C) que

mṘi
(r1, r2, θ1, θ2) , E(Ṙi|Z) =

2

αi

R
1−αi

2

i Re[E(Żi|Z)e−jΘi ] (4.36)

σ2
Ṙi

(r1, r2, θ1, θ2) , V ar(Ṙi|Z) =
2R2−αi

i

α2
i

V ar(Żi|Z) (4.37)

σṘi,Ṙl
(r1, r2, θ1, θ2) , Cov(Ṙi, Ṙl|Z) =

2

αi αl

R
1−αi

2

i R
1−αl

2

l Re[ejΘilCov(Żi, Żl|Z)∗] (4.38)

Usando os resultados encontrados em (4.34) e (4.35), as estatísticas condicionais das variáveis reais

Ṙi’s são obtidas

mṘ1
(r1, r2, θ1, θ2) =

2

α1

1

1 − |ρ12|2

[

r1 Re[ρ12ρ̇
∗
12] − r

1−α1
2

1 r
α2
2

2

√

Ω1

Ω2

Re[ρ̇∗12e
jθ12 ]

]

(4.39)

mṘ2
(r1, r2, θ1, θ2) =

2

α2

1

1 − |ρ12|2

[

r
α1
2

1 r
1−α2

2

2

√

Ω2

Ω1

Re[ρ̇∗12e
jθ12 ] − r2 Re[ρ12ρ̇

∗
12]

]

(4.40)

σ2
Ṙi

(r1, r2, θ1, θ2) = −2 Ωi r
2−αi
i

α2
i

[

ρ̈11 +
|ρ̇12|2

1 − |ρ12|2
]

, i = 1, 2 (4.41)

σṘ1,Ṙ2
(r1, r2, θ1, θ2) = −2

√
Ω1Ω2

α1α2

r
1−α1

2

1 r
1−α2

2

2 Re

[(

ρ̈∗12 +
|ρ̇12|2 ρ12

1 − |ρ12|2

)

ejθ12

]

(4.42)

Substituindo (4.39) a (4.42) em (4.19) a (4.26), podemos expressar fṘ|R1,R2,Θ1,Θ2
(ṙ|r1, r2, θ1, θ2) para

cada uma das técnicas de diversidade, e conseqüentemente, suas respectivas LCR (equação 4.14) e

AFD (equação 4.11) são obtidas para cada cenário de combinação.
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4.4.1 Casos Especiais

Observe que para o caso Rayleigh, αi = 2 (i = 1, 2), e canais balanceados Ω1 = Ω2 = 2σ2, as

equações de (4.19) a (4.26) reduzem de maneira exata a aquelas de [18, Eqs. 26 e 27]. Em particular,

para αi = 2 e canais desbalanceados, essas expressões reduzem às apresentadas em [19, Eqs. 7 e 8].

No caso de independência entre os ramos da entrada do combinador, ou seja, havendo uma grande

separação entre as antenas, as médias e as variâncias não são mais função de R1, R2, Θ1 e Θ2 porque

ρ12 = ρ̇12 = ρ̈12 = 0. Nesse caso, os resultados coincidem com os de [41] para EGC and MRC.

4.5 Resultados Numéricos

As expressões aqui obtidas para a LCR e a AFD são gerais, exatas e podem ser aplicadas para

qualquer tipo de diversidade (espaço, freqüência ou tempo). Nesta Seção, alguns resultados numéri-

cos serão discutidos assumindo um sistema com diversidade no espaço (∆ω = 0) e usando antenas

omnidirecionais espaçadas horizontalmente na estação móvel. Para ondas de multipercurso incidentes

tendo a mesma amplitude e fases independentes, as funções de correlação cruzada são dadas por [18]

ρ11 (τ) = J0 (2πfmτ) (4.43)

ρ12 (τ) = J0

(

2π

√

(fmτ)
2 + (d/λ)2 − 2 (fmτ) (d/λ cos (β))

)

(4.44)

onde λ é o comprimento de onda da portadora, fm é o desvio Doppler máximo em Hz [36], d é o

espaçamento entre as antenas e β ∈ [0, 2π] é o ângulo entre o eixo da antena e a direção de movimento

do veículo em radianos. Os coeficientes de correlação correspondentes podem ser calculados como

ρ11 = 1 (4.45)

ρ12 = J0 (2πd/λ) (4.46)

ρ̇12 = 2πfm cos (β) J1 (2πd/λ) (4.47)

ρ̈12 = (2πfm)2

{

J1 (2πd/λ)

2πd/λ
cos (2β) − cos2 (β) J0 (2πd/λ)

}

(4.48)

ρ̈11 = −2 (πfm)2 (4.49)

onde J1 (·) é a função de Bessel de primeira ordem. O coeficiente de correlação µ1 definido na seção

4.1 corresponde agora a ρ12 pois quando utiliza-se diversidade no espaço as esperanças E(X1Y2) e

E(X2Y1) são nulas. Já o coeficiente de correlação µ2 é zero porque considera-se separação angular

de frequência nula [1].

Figuras 4.1 e 4.2, para o caso balanceado (Pi = 0.5), e Figuras 4.5 e 4.6, para o caso desba-
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lanceado (P1 = 0.1 e P2 = 0.9), esboçam a LCR (eixo da esquerda), NR(r)/fm, e a AFD (eixo

da direita), TR(r)fm, em função da envoltória normalizada r/ α
√
P1 + P2 para SC, EGC e MRC. Os

seguintes parâmetros arbitrários foram usados: d/λ = 0.2, β = 0, β = π/2, αi = 3 (Figuras 4.1 e

4.5) e αi = 1.5 (Figuras 4.2 e 4.6). Em todas elas, o caso ND foi incluído. Em geral, pode ser dito

que quando o parâmetro de desvanecimento aumenta (melhores condições de desvanecimento) o de-

sempenho melhora. Além disso, para desvanecimentos profundos, o uso de diversidade na recepção

reduz consideravelmente a LCR.

Figuras 4.3 e 4.4, para o caso balanceado, e Figuras 4.7 e 4.8, para o caso desbalanceado, mostram

a LCR e a AFD em função do parâmetro d/λ para SC, EGC e MRC, dado um nível de envoltória

normalizado r/ α
√
P1 + P2 = −20dB. Os demais parâmetros foram mantidos os mesmos que os an-

teriores. As curvas para o caso ND foram novamente incluídas. A partir das Figuras 4.3 e 4.7,

percebe-se que quando o espaçamento entre as antenas aumenta, a LCR diminui, tornando oscilatória

e convergente. Além disso, das Figuras 4.4 e 4.8, pode ser visto que o formato das curvas para SC,

EGC e MRC pouco depende do espaçamento entre as antenas quando β = π/2, sendo aproxima-

damente uniforme. Mais uma vez, é evidente que uma melhoria nas condições de desvanecimento

(aumento de α) implica num aumento do desempenho.

Dada a complexidade do modelo investigado, em que se consideram canais desbalanceados, cor-

relacionados e não-idênticos, um grande número de parâmetros podem influenciar o desempenho de

tal. Portanto, torna-se difícil estabelecer-se qual técnica é melhor do que outra ou quando é vantajoso

se utilizar diversidade. Além disso, em sistemas correlacionados, o desbalanceamento de potência

pode tanto ser favorável ou danoso ao sistema dependendo da situação e da métrica a ser analisada.

Por essa razão, um conjunto de Tabelas (Tabelas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5) é apresentado no final deste

Capítulo com todas as situações possíveis a serem analisadas. As seguintes convenções foram adota-

das: “A > B” significa “A possui melhor desempenho que B”; “A < B” significa “B possui melhor

desempenho que A”; “A ≈ B” significa “A tem desempenho similar a B”. Baseando-se na métrica

LCR, melhor desempenho significa menos cruzamentos em baixos níveis ou mais cruzamentos em

altos níveis. Já considerando a métrica AFD, melhor desempenho significa menos tempo abaixo de

qualquer nível.

4.6 Conclusões

Fórmulas exatas para a LCR e a AFD de sistemas SC, EGC e MRC com dois ramos e operando

em canais de desvanecimento Weibull correlacionados, desbalanceados e não-idênticos foram apre-

sentadas. Durante o processo de obtenção de tais expressões houve uma notação matemática um

pouco complicada de se entender, mas com a ajuda dos apêndices B e C pôde se ter um melhor en-
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tendimento de como se chegou a elas. As expressões aqui obtidas foram gerais e podem ser aplicadas

a qualquer tipo de diversidade (espaço, freqüência, tempo). Além disso, alguns resultados numéricos

foram discutidos assumindo um sistema com diversidade no espaço (∆ω = 0) e usando antenas om-

nidirecionais espaçadas horizontalmente na estação móvel. Devido ao grande número de parâmetros

que influenciaram o sistema, uma conclusão simples e geral para tais resultados não foi possível ser

traçada. Por essa razão, um conjunto de Tabelas foram apresentadas com o intuito de elucidar as pos-

síveis situações de desvanecimento. Curiosamente, situações foram encontradas nas quais o uso de

diversidade foi considerado prejudicial. Porém, para desvanecimentos profundos, em todos os casos

analisados o uso de diversidade reduziu consideravelmente a LCR.
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Tab. 4.1: Análise comparativa do desempenho das técnicas SC, EGC e MRC para canais Weibull
balanceados

LCR

α = 3, β = 0
baixos níveis MRC > EGC > SC > ND

altos níveis ND > MRC ≈ EGC > SC

α = 3, β = π/2
baixos níveis MRC > EGC > SC > ND

altos níveis ND > MRC ≈ EGC > SC

α = 1.5, β = 0
baixos níveis MRC > EGC > SC > ND

altos níveis ND > MRC ≈ EGC > SC

α = 1.5, β = π/2
baixos níveis MRC > EGC > SC > ND

altos níveis ND > MRC ≈ EGC > SC

AFD

α = 3, β = 0
baixos níveis ND > EGC > MRC ≈ SC

altos níveis ND > MRC ≈ EGC > SC

α = 3, β = π/2
baixos níveis EGC > MRC > SC > ND

altos níveis ND > MRC ≈ EGC > SC

α = 1.5, β = 0
baixos níveis ND > SC > MRC ≈ EGC

altos níveis ND > MRC ≈ EGC > SC

α = 1.5, β = π/2
baixos níveis SC > MRC > EGC > ND

altos níveis ND > MRC ≈ EGC > SC

Fig. 4.1: LCR e AFD para os casos SC (linhas dot), EGC (linhas dash), MRC (linhas sólidas) e ND
(linhas dash dot). Parâmetros empregados: d/λ = 0.2, αi = 3 e canais balanceados (Pi = 0.5).



36
Estatísticas de Segunda Ordem para Sinais Weibull Correlacionados, Desbalanceados e

Não-Idênticos

Tab. 4.2: Análise comparativa do desempenho das técnicas SC, EGC e MRC para canais Weibull
desbalanceados

LCR

α = 3, β = 0
baixos níveis MRC > EGC > SC > ND

altos níveis ND > MRC > SC > EGC

α = 3, β = π/2
baixos níveis MRC > EGC > SC > ND

altos níveis ND > MRC > SC > EGC

α = 1.5, β = 0
baixos níveis MRC > EGC > SC > ND

altos níveis ND > MRC > SC > EGC

α = 1.5, β = π/2
baixos níveis MRC > EGC > SC > ND

altos níveis ND > MRC > SC > EGC

AFD

α = 3, β = 0
baixos níveis ND > EGC > MRC > SC

altos níveis ND > MRC > SC > EGC

α = 3, β = π/2
baixos níveis EGC > MRC > SC > ND

altos níveis ND > MRC > SC > EGC

α = 1.5, β = 0
baixos níveis ND > SC > MRC ≈ EGC

altos níveis ND > MRC > SC > EGC

α = 1.5, β = π/2
baixos níveis SC ≈ MRC ≈ EGC > ND

altos níveis ND > MRC > SC > EGC

Fig. 4.2: LCR e AFD para os casos SC (linhas dot), EGC (linhas dash), MRC (linhas sólidas) e ND
(linhas dash dot). Parâmetros empregados: d/λ = 0.2, αi = 1.5 e canais balanceados (Pi = 0.5).
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Tab. 4.3: Análise comparativa do desempenho considerando canais Weibull balanceados e desbalan-
ceados e usando a técnica SC

LCR

α = 3, β = 0
baixos níveis balanc > desbalanc

altos níveis balanc < desbalanc

α = 3, β = π/2
baixos níveis balanc > desbalanc

altos níveis balanc < desbalanc

α = 1.5, β = 0
baixos níveis balanc > desbalanc

altos níveis balanc < desbalanc

α = 1.5, β = π/2
baixos níveis balanc > desbalanc

altos níveis balanc < desbalanc

AFD

α = 3, β = 0
baixos níveis balanc ≈ desbalanc

altos níveis balanc < desbalanc

α = 3, β = π/2
baixos níveis balanc ≈ desbalanc

altos níveis balanc < desbalanc

α = 1.5, β = 0
baixos níveis balanc ≈ desbalanc

altos níveis balanc < desbalanc

α = 1.5, β = π/2
baixos níveis balanc > desbalanc

altos níveis balanc < desbalanc

Fig. 4.3: LCR para os casos SC (linhas dot), EGC (linhas dash), MRC (linhas sólidas) e ND (linhas
dash dot). Parâmetros empregados: envoltória normalizada r/ α

√
P1 + P2 = −20dB, αi = 1.5, 3 e

canais balanceados (Pi = 0.5).
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Tab. 4.4: Análise comparativa do desempenho considerando canais Weibull balanceados e desbalan-
ceados e usando a técnica EGC

LCR

α = 3, β = 0
baixos níveis balanc > desbalanc

altos níveis balanc > desbalanc

α = 3, β = π/2
baixos níveis balanc > desbalanc

altos níveis balanc > desbalanc

α = 1.5, β = 0
baixos níveis balanc > desbalanc

altos níveis balanc > desbalanc

α = 1.5, β = π/2
baixos níveis balanc > desbalanc

altos níveis balanc > desbalanc

AFD

α = 3, β = 0
baixos níveis balanc < desbalanc

altos níveis balanc > desbalanc

α = 3, β = π/2
baixos níveis balanc < desbalanc

altos níveis balanc > desbalanc

α = 1.5, β = 0
baixos níveis balanc < desbalanc

altos níveis balanc > desbalanc

α = 1.5, β = π/2
baixos níveis balanc ≈ desbalanc

altos níveis balanc > desbalanc

Fig. 4.4: AFD para os casos SC (linhas dot), EGC (linhas dash), MRC (linhas sólidas) e ND (linhas
dash dot). Parâmetros empregados: envoltória normalizada r/ α

√
P1 + P2 = −20dB, αi = 1.5, 3 e

canais balanceados (Pi = 0.5).
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Tab. 4.5: Análise comparativa do desempenho considerando canais Weibull balanceados e desbalan-
ceados e usando a técnica MRC

LCR

α = 3, β = 0
baixos níveis balanc > desbalanc

altos níveis balanc ≈ desbalanc

α = 3, β = π/2
baixos níveis balanc > desbalanc

altos níveis balanc ≈ desbalanc

α = 1.5, β = 0
baixos níveis balanc > desbalanc

altos níveis balanc < desbalanc

α = 1.5, β = π/2
baixos níveis balanc > desbalanc

altos níveis balanc < desbalanc

AFD

α = 3, β = 0
baixos níveis balanc < desbalanc

altos níveis balanc < desbalanc

α = 3, β = π/2
baixos níveis balanc < desbalanc

altos níveis balanc < desbalanc

α = 1.5, β = 0
baixos níveis balanc < desbalanc

altos níveis balanc < desbalanc

α = 1.5, β = π/2
baixos níveis balanc ≈ desbalanc

altos níveis balanc < desbalanc

Fig. 4.5: LCR e AFD para os casos SC (linhas dot), EGC (linhas dash), MRC (linhas sólidas) e ND
(linhas dash dot). Parâmetros empregados: d/λ = 0.2, αi = 3 e canais desbalanceados (P1 = 0.1,
P2 = 0.9).
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Fig. 4.6: LCR e AFD para os casos SC (linhas dot), EGC (linhas dash), MRC (linhas sólidas) e ND
(linhas dash dot). Parâmetros empregados: d/λ = 0.2, αi = 1.5 e canais desbalanceados (P1 = 0.1,
P2 = 0.9).

Fig. 4.7: LCR para os casos SC (linhas dot), EGC (linhas dash), MRC (linhas sólidas) e ND (linhas
dash dot). Parâmetros empregados: envoltória normalizada r/ α

√
P1 + P2 = −20dB, αi = 1.5, 3 e

canais desbalanceados (P1 = 0.1, P2 = 0.9).
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Fig. 4.8: AFD para os casos SC (linhas dot), EGC (linhas dash), MRC (linhas sólidas) e ND (linhas
dash dot). Parâmetros empregados: envoltória normalizada r/ α

√
P1 + P2 = −20dB, αi = 1.5, 3 e

canais desbalanceados (P1 = 0.1, P2 = 0.9).



Capítulo 5

Taxa de Cruzamento de Fase Generalizada e

Ruído FM Aleatório para Canais de

Desvanecimento Weibull

Em sistemas de comunicação sem fio, a envoltória e a fase do sinal recebido variam de forma

aleatória devido ao desvanecimento causado pelo multipercurso. Dessa maneira, além de uma carac-

terização probabilística estática do sinal (estatística de primeira ordem), uma descrição dinâmica do

mesmo (estatística de segunda ordem) é de crucial interesse na análise do desempenho de sistemas.

Aliado ao estudo do comportamento da envoltória do sinal, está o estudo da fase e de sua derivada

temporal, no qual este encontra inúmeras aplicações na modelagem e projeto de sistemas práticos,

tais como o estudo das estatísticas de ruídos impulsivos ocorrendo em receptores FM. Estes ruídos,

gerados por saltos da fase, prejudicam o desempenho do sistema aumentando principalmente a taxa

de erro. Outra aplicação é investigar o fenômeno cycle slipping (número médio de giros 360◦ do

vetor em torno de um ponto) em sistemas PLL (do inglês, phase locked loop) quando considera-se a

transmissão sobre canais de desvanecimento Weibull.

Este Capítulo provê uma expressão simples e em forma fechada para a taxa de cruzamento de fase

do sinal, operando em canais de desvanecimento Weibull, condicionada ao fato que a envoltória do

mesmo está dentro de um intervalo arbitrário. Além disso, uma análise das estatísticas do ruído FM

aleatório é realizada, onde as PDFs da envoltória e do ruído FM aleatório condicionada a cruzamentos

ascendentes da fase em um nível fixo são obtidas.

43
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5.1 Preliminares e Modelo de Desvanecimento Weibull

Esta Seção relaciona a envoltória e a fase dos sinais Weibull e Rayleigh com o intuito de, poste-

riormente, obter a PDF conjunta da envoltória, da fase e de suas derivadas temporais. Tal PDF será

de extrema importância na obtenção da GPCR e na análise do ruído FM aleatório. É bom ressaltar

que no Capítulo 3 já foi apresentada a relação entre as envoltórias dos sinais Weibull e Rayleigh. Por

conveniência, ela será novamente apresentada aqui.

Em um ambiente de desvanecimento Rayleigh, a envoltória RR e a fase ΘR do sinal são descritas

como

RR =
√
X2 + Y 2 (5.1a)

ΘR = arctan

(

Y

X

)

(5.1b)

ondeX e Y são processos gaussianos mutuamente independentes de média nula e variâncias idênticas

σ2. A derivada no tempo de X e Y são denotadas, respectivamente, por Ẋ e Ẏ , e possuem variâncias

idênticas dadas por σ̇2 = 2π2f 2
mσ

2. Exprimindo o sinal Rayleigh na forma complexa a partir de (5.1),

temos que ZR = RR exp(jΘR). Dessa forma, o sinal Weibull complexo Z pode ser escrito como

Z = Z
2/α
R = R

2/α
R exp(j2ΘR/α) = R exp(jΘ) (5.2)

onde R e Θ são variáveis aleatórias representando, respectivamente, a envoltória e a fase do sinal

Weibull. Para o caso especial de α = 2 e α = 1, (5.2) reduz ao sinal complexo de Rayleigh e de uma

Exponencial Negativa, respectivamente. A PDF e a CDF da envoltória R são dadas em (3.2) e (3.4),

respectivamente. Neste Capítulo, a fase Θ é considerada ser uniformemente distribuída de −2π/α a

2π/α, diferentemente dos Capítulos anteriores e do que é comumente apresentado na literatura, no

qual é considerada ser uniformemente distribuída de −π a π. Dessa forma, a distribuição da fase

depende do parâmetro α, embora ainda permaneça sendo uniformemente distribuída. A partir de

(5.2), a seguinte relação entre a envoltória e a fase dos sinais Rayleigh e Weibull é obtida

R = R
2/α
R (5.3a)

Θ =
2ΘR

α
(5.3b)

Mais uma vez vale ressaltar que, na abordagem feita nesse Capítulo, a não-linearidade afeta tanto

a fase quanto a envoltória. Tal abordagem foi feita de maneira proposital para verificarmos se α,

afetando a distribuição da fase, as estatísticas de segunda ordem do processo de fase, em especial a

GPCR, também serão afetadas.

A seguir, estatísticas conjuntas da envoltória, da fase e de suas respectivas derivadas temporais
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para sinais Weibull serão apresentadas.

5.2 Estatísticas do Ruído FM Aleatório

A natureza aleatória da fase variante no tempo do sinal sujeito a desvanecimento, representado

como Θ̇ (derivada temporal de Θ), causa um fenômeno conhecido como ruído FM aleatório [36].

Conforme mencionado na Seção 5.1, com o intuito de obter as estatísticas do ruído FM aleatório e sua

conseqüente análise, a PDF conjunta fR,Ṙ,Θ,Θ̇(·, ·, ·, ·) das variáveis R, Ṙ, Θ e Θ̇ é requerida. Sabe-se

que fR,Ṙ,Θ,Θ̇(r, ṙ, θ, θ̇) pode ser obtida a partir da PDF conjunta de Rayleigh fRR,ṘR,ΘR,Θ̇R
(r, ṙ, θ, θ̇),

que é dada em [36]. Usando [36, Eq. 1.3-33] e as relações existentes entre as envoltórias e as fases

dos processos Weibull e Rayleigh expressas em (5.3), e seguindo o procedimento estatístico padrão

de transformação de variáveis, a PDF conjunta de Weibull pode ser formulada da seguinte maneira

fR,Ṙ,Θ,Θ̇(r, ṙ, θ, θ̇) =
rα

4π2σ2σ̇2
exp

[

−1

2

(

rα

σ2
+
α2rα−2ṙ2

4σ̇2
+
rαα2θ̇2

4σ̇2

)]

× |J | (5.4)

onde J é o jacobiano da transformação tal que |J | = α4/(16r2−α). Substituindo |J | em (5.4), a PDF

conjunta da envoltória R, da fase Θ e de suas respectivas derivadas no tempo, pode ser expressa como

fR,Ṙ,Θ,Θ̇(r, ṙ, θ, θ̇) =
α4r2α−2

64π2σ2σ̇2
exp



−
rα−2

(

α2σ2
(

ṙ2 + r2θ̇2
)

+ 4r2σ̇2
)

8σ2σ̇2



 (5.5)

onde r ≥ 0, −∞ < ṙ < −∞, −2π/α ≤ θ ≤ 2π/α e −∞ < θ̇ <∞. Para α = 2, (5.5) reduz ao caso

de desvanecimento Rayleigh dado em [36, Eq. 1.3-33], como esperado. Observe também que (5.5)

não depende da fase Θ, sendo função apenas das demais variáveis aleatórias R, Ṙ e Θ̇.

Realizando a integração apropriada em (5.5) com relação a ṙ, a PDF conjunta fR,Θ,Θ̇(r, θ, θ̇) pode

ser diretamente obtida

fR,Θ,Θ̇(r, θ, θ̇) =
α3r3α/2−1

16
√

2π3/2σ2σ̇
exp

[

−1

8
rα

(

4

σ2
+
α2θ̇2

σ̇2

)]

(5.6)

De forma similar encontram-se outras importantes estatísticas

fΘ,Θ̇(θ, θ̇) =
α2

2πσ2σ̇

(

4

σ2
+
α2θ̇2

σ̇2

)−3/2

(5.7)
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fΘ̇(θ̇) =
2α

σ2σ̇

(

4

σ2
+
α2θ̇2

σ̇2

)−3/2

(5.8)

Como a derivada no tempo da fase do sinal em desvanecimento caracteriza o ruído FM aleatório,

temos que (5.8) representa a PDF do ruído FM aleatório. Para α = 2, (5.8) reduz ao caso de desva-

necimento Rayleigh dado em [36, Eq. 1.4-1], como esperado. De (5.8) segue que a CDF de Θ̇ (ou do

ruído FM aleatório) é obtida de uma maneira exata como

FΘ̇(θ̇0) =
1

2



1 +
αθ̇0

σ̇

(

4

σ2
+
α2θ̇0

2

σ̇2

)− 1

2



 (5.9)

Novamente, para α = 2, (5.9) simplifica a [36, Eq. 1.4-4]. Uma característica interessante da PDF do

ruído FM aleatório é que, pelo fato de fΘ̇(θ̇) ser uma função par em θ̇, isto leva a E(Θ̇) = 0. Além

disso, pode ser verificado que o segundo momento de Θ̇ iguala a

E(Θ̇2) =

∫ ∞

−∞
θ̇2fΘ̇(θ̇)dθ̇ = ∞ (5.10)

Portanto, a variância de Θ̇, definida como σ2
Θ̇

= E(Θ̇2) − E(Θ̇)2, tende ao infinito.

Com fins ilustrativos, Figuras 5.1 e 5.2 esboçam fΘ̇(θ̇) e FΘ̇(θ̇) para alguns valores de α/fm. Na

Figura 5.1, perceba que Θ̇ torna-se determinístico quando α/fm tende ao infinito. Em outras palavras,

a PDF fΘ̇(θ̇) tende ao impulso. Na Figura 5.2, à medida que α/fm aumenta, mais rapidamente a CDF

converge para o valor unitário.

5.3 Taxa de Cruzamento de Fase Generalizada

Após a obtenção e análise das estatísticas de primeira ordem para a fase do sinal Weibull e sua

derivada temporal (ruído FM aleatório), torna-se agora necessário uma descrição das estatísticas de

segunda ordem do mesmo. Nesta Seção apresentaremos uma formulação para a GPCR operando em

canais de desvanecimento Weibull. Baseado nas estatísticas obtidas na Seção 5.2 e sabendo a CDF

da envoltória do sinal (equação 3.4), uma expressão simples e em forma fechada para a GPCR será

derivada.

A PCR usual, denotada aqui por NΘ(θ), é definida como o número médio de cruzamentos ascen-

dentes (ou descendentes) por segundo do sinal num nível de fase específico θ. Essa definição pode

ser extendida para um caso geral, no qual a PCR está condicionada a um intervalo arbitrário r1 e r2
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Fig. 5.1: PDF de Θ̇ para diferentes valores de α/fm

da envoltória em desvanecimento. Portanto, uma expressão geral para a GPCR pode ser formulada

como

NΘ|R(θ; r1, r2) =

∫ ∞

0

θ̇fΘ,Θ̇;R(θ, θ̇|r1 ≤ R ≤ r2)dθ̇

=

∫ r2

r1

∫∞
0
θ̇fR,Θ,Θ̇(r, θ, θ̇)dθ̇dr

FR(r2) − FR(r1)
(5.11)

Substituindo (5.6) e (3.4) em (5.11), e realizando algumas manipulações algébricas, encontramos uma

expressão exata e em forma fechada para a GPCR em canais de desvanecimento Weibull

NΘ|R(θ; r1, r2) =
σ̇

4πσ
erf

(

r
α/2
1√
2σ
,
r

α/2
2√
2σ

)

×
[

1

exp (−rα
1 /2σ

2) − exp (−rα
2 /2σ

2)

]

(5.12)

onde erf(a, b) = 2√
π

∫ b

a
exp(−t2)dt. Perceba que (5.12) é independente do nível de fase específico θ.

Isso já era esperado pois a PDF conjunta da envoltória R, da fase Θ e de sua derivada Θ̇, presente no

numerador de (5.11), assim como a CDF da envoltória, são ambas independentes de θ.
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Fig. 5.2: CDF de Θ̇ para diferentes valores de α/fm

Em particular, para α = 2 em (5.12), obtemos a GPCR para canais de desvanecimento Rayleigh

NΘR|RR
(θ; r1, r2) =

σ̇

4πσ
erf

(

r1√
2σ
,
r2√
2σ

)

×
[

1

exp (−r2
1/2σ

2) − exp (−r2
2/2σ

2)

]

(5.13)

Após obtida a GPCR, vamos agora particularizar essa estatística para o caso específico (descondicio-

nado) no qual r1 = 0 e r2 = ∞. Então, aplicando tal condição em (5.12), segue que

NΘ(θ) =
σ̇

4πσ
(5.14)

Observe queNΘ(θ) é independente tanto do nível de cruzamento da fase θ quanto do parâmetro de

potência α. É bom enfatizar também que (5.14) dá o mesmo resultado que o caso de desvanecimento

Rayleigh. Embora os resultados sejam idênticos, as expressões utilizadas para obter tais resultados

são diferentes. Portanto, apesar da GPCR para canais de desvanecimento Weibull ser afetada pela

não-linearidade α, a PCR do mesmo não é afetada por tal. Em outras palavras, a GPCR para o

caso Weibull e Rayleigh são distintas, porém a PCR (condição particular da GPCR) é a mesma.

Isso mostra que, mesmo modelando a distribuição da fase do sinal Weibull (estatística de primeira

ordem) de modo que esta seja dependente do parâmetro α, a PCR (estatística de segunda ordem) fica

independente de α e possui resultado idêntico ao caso Rayleigh. Apenas a GPCR sofre influência de
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α. Temos também que, dado α e um limite inferior e superior para o nível da envoltória, a GPCR é

constante pois independe do nível de cruzamento da fase. Sendo assim, por questão de simplicidade,

optamos por não traçar gráficos relativos a esta estatística.

5.4 PDFs Condicionais da Envoltória e do Ruído FM Aleatório

Esta Seção relata as PDFs condicionais da envoltória e do ruído FM aleatório condicionado a

eventos de cruzamentos ascendentes da fase ocorrendo em um nível de fase arbitrário1 θ+
0 . Essas

PDFs condicionais nos permite descrever as estatísticas de R e Θ̇ nos instantes quando θ = θ+
0 . Na

seqüência, fR|θ+

0
(·) e fΘ̇|θ+

0
(·) denotam, respectivamente, a PDF condicional de R dado o nível de

cruzamento da fase θ+
0 e a PDF condicional de Θ̇ dado o nível de cruzamento da fase θ+

0 .

Para obter as PDFs descritas acima, é necessário se ter a CDF conjunta condicional FR,Θ̇|θ+

0
(r0, θ̇0)

que é definida em [42, 43] como

FR,Θ̇|θ+

0
(r0, θ̇0) =

∫ r0

0
dr
∫ θ̇0

0
θ̇fR,Θ,Θ̇(r, θ+

0 , θ̇)dθ̇

NΘ(θ+
0 )

, r0 ≥ 0, θ̇0 ≥ 0 (5.15)

Substituindo (5.6) e (5.14) em (5.15), FR,Θ̇|θ+

0
(r0, θ̇0) é obtido. A partir da CDF FR,Θ̇|θ+

0
(r0, θ̇0), a

PDF condicional fR|θ+

0
(r0) é obtida como

fR|θ+

0
(r0) =

d

dr
FR,Θ̇|θ+

0
(r0,∞) =

αr
α/2−1
0√
2πσ

exp

(

− rα
0

2σ2

)

(5.16)

Seguindo o mesmo raciocínio, a PDF condicional fΘ̇|θ+

0
(θ̇0) pode ser expressa como

fΘ̇|θ+

0
(θ̇0) =

d

dθ̇0

FR,Θ̇|θ+

0
(∞, θ̇0) =

2α2θ̇0

σ2σ̇

(

4

σ2
+
α2θ̇0

2

σ̇2

)− 3

2

(5.17)

Figuras 5.3 e 5.4 esboçam as PDFs condicionais fR|θ+

0
(r0) e fΘ̇|θ+

0
(θ̇0) para alguns parâmetros de

desvanecimento (α = 1, 2, ..., 5). Na Figura 5.3 perceba que a curva reduz a uma função gaussiana

quando α = 2, que é verificado em (5.16) para α = 2. Além disso, quando α tende ao infinito, observe

que as variáveis aleatórias R e Θ̇ tornam-se determinísticas (nas Figuras 5.3 e 5.4, respectivamente).

1O superscrito + refere-se a cruzamentos ascendentes. Perceba que em cruzamentos ascendentes temos que 0 ≤ Θ̇ <

∞.
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Fig. 5.3: PDF condicional fR|θ+

0
(r0) para alguns parâmetros de desvanecimento

5.5 Conclusões

Neste Capítulo uma expressão simples e em forma fechada para a GPCR em canais de desvaneci-

mento Weibull foi obtida. Particularizando esta expressão para o caso em que o intervalo da envoltória

r1 e r2 assumia valores 0 e ∞, a PCR também foi derivada. Percebeu-se que, embora a distribuição

da fase dependesse do parâmetro α, apenas a GPCR sofria influência de tal-não linearidade. Indo

mais além, dado α, r1 e r2, a GPCR assumiu valores constantes para qualquer nível de cruzamento

da fase θ. Isto mostra que a GPCR independe de θ. É bom salientar que uma análise desse tipo nunca

tinha sido feita na literatura para canais de desvanecimento Weibull. Além de abordar as estatísticas

de segunda ordem da fase do sinal Weibull, uma análise para as estatísticas de primeira ordem do

ruído FM aleatório foi feita assim como as PDFs condicionais da envoltória e do ruído FM aleatório

condicionado a um nível de fase arbitrário foram apresentadas neste Capítulo.
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Capítulo 6

Taxa de Cruzamento de Fase Generalizada

para Canais de Desvanecimento Nakagami-m

Como descrito no Capítulo 5, em sistemas de comunicação sem fio, a envoltória e a fase do si-

nal recebido variam de maneira aleatória devido ao desvanecimento causado por multipercurso, no

qual o sinal que chega ao receptor é composto por um grande número de ondas espalhadas. O com-

portamento da envoltória em ambientes de desvanecimento tem sido extensivamente explorado na

literatura. Por outro lado, embora o conhecimento da variação da fase do sinal recebido exerça um

papel crucial no projeto de qualquer técnica de comunicação, sua caracterização para um canal de

desvanecimento importante, denominado Nakagami-m, permanece desconhecida. O estudo do com-

portamento da fase pode ser útil, por exemplo, no projeto de recuperação de portadoras em sistemas

de sincronismo de receptores coerentes [15].

Este Capítulo provê uma expressão nova, simples, exata e em forma fechada para a GPCR de

canais de desvanecimento Nakagami-m. É claro que a PCR é também obtida como um caso especial.

Simulações exaustivas validam completamente a formulação proposta aqui. Além disso, algumas

estatísticas em forma fechada da envoltória, da fase e de suas derivadas temporais, até então nunca

apresentadas na literatura, serão obtidas. Nossa formulação faz uso do modelo de desvanecimento

recentemente apresentado em [20], no qual a PDF conjunta da envoltória e da fase do sinal Nakagami-

m foi obtida.

6.1 O Modelo da Envoltória e Fase do Sinal Nakagami-m

Quando a distribuição da envoltória do sinal Nakagami-m foi proposta (por meios empíricos) [6],

nenhuma informação a respeito da distribuição da fase foi fornecida. Dessa forma, correntemente

adotava-se que a PDF da fase era uniforme e independente do parâmetro m de desvanecimento.

53
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Em [20], os autores suspeitaram da veracidade de tal suposição devido as seguintes razões que serão

explicadas a seguir. É largamente conhecido que a distribuição Nakagami-m aproxima-se da de Hoyt,

para m < 1, e da de Rice, para m > 1. De fato, quando os parâmetros de Hoyt b e Rice k igualam a 0

e o parâmetro de Nakagami-m iguala a 1, estas três distribuições reduzem ao caso Rayleigh, em que a

uniformidade da fase é válida. Exceto para estes casos muito especiais, as distribuições (ou PDFs) da

fase de Hoyt e Rice não são uniformes. Além disso, para b = ±1 e m = 0.5, as PDFs da envoltória

de Hoyt e Nakagami-m coincidem com uma gaussiana unilateral, e a PDF da fase de Hoyt consiste de

impulsos em 0 e π, ou em π/2 e 3π/2. Também, para k → ∞ e m → ∞, as PDFs da fase de Rice e

Nakagami-m tendem a coincidir uma com a outra, e a fase de Rice nesse caso tende a um impulso na

fase onde a componente dominante se encontra. Dessa forma, qualquer modelo proposto para a fase

do sinal Nakagami-m deve coincidir com os modelos da fase de Hoyt e Rice no qual as respectivas

PDFs da envoltória se igualam.

Em [20], um modelo de desvanecimento para a envoltória e a fase do sinal Nakagami-m foi

proposto. Nesta Seção faremos uma revisão deste modelo [20], apresentando as principais estatísticas

obtidas. Sejam Rm e Θm variáveis aleatórias representando, respectivamente, a envoltória e a fase do

sinal Nakagami-m. A PDF conjunta da envoltória e fase fRm,Θm(r, θ) do sinal Nakagami-m é dada

por [20]

fRm,Θm(r, θ) =
mm| sin(2θ)|m−1 r2m−1

2m−1Ωm Γ2(m/2)
exp

(

−mr
2

Ω

)

(6.1)

onde Ω = E(R2
m) e m = E2(R2

m)/(E(R4
m) − E2(R2

m)). Mostrou-se em [20] que, ao contrário da

suposição feita nos demais trabalhos existentes na literatura, a PDF da fase não é uniforme, exceto

para o caso m = 1, e tem como expressão

fΘm(θ) =
Γ(m)| sin(2θ)|m−1

2m Γ2(m/2)
(6.2)

Ainda de acordo com tal modelo [20], se assumirmos X e Y como, respectivamente, as componentes

em fase e em quadratura do sinal Nakagami-m, temos que fW (w), W = X or W = Y , é dada por

fW (w) =
mm/2 |w|m−1

Ωm/2 Γ(m/2)
exp

(

−mw
2

Ω

)

,−∞ < w <∞ (6.3)

Perceba que X e Y são as componentes em fase e em quadratura do sinal Nakagami-m e não dos

clusters das ondas de multipercurso que compõe esse sinal. De fato, as componentes em fase e em

quadratura de cada um dos clusters que constitui o sinal são variáveis gaussianas de média nula e

variâncias idênticas. A variável W pode ser escrita como W = S |W |, onde S representa sgn (W )

(sinal de W ) e |W | segue a distribuição de Nakagami-m. Por simplicidade matemática, escrevemos
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W = SN , onde N denota uma variável Nakagami-m.

6.2 Estatísticas Conjuntas do Sinal Nakagami-m

Nesta Seção algumas estatísticas conjuntas da envoltória, da fase e de suas respectivas derivadas

temporais serão apresentadas após uma demonstração minuciosa que X , Ẋ , Y , Ẏ são independentes

entre si (a prova de tal independência está a seguir). Seja Ẇ a derivada no tempo deW . Da Seção 6.1,

podemos tirar a seguinte relação Ẇ = ṠN +SṄ . Como S assume valores constantes ±1, exceto nos

instante de transição (−1 → +1 e +1 → −1), sua derivada no tempo é nula. Além disso, como W é

contínuo, os instantes de transição ocorrem exatamente, e somente, nos instantes em que W cruza o

zero de forma queN = |W | é nulo. Portanto, ṠN será sempre nulo e Ẇ = SṄ . Foi mostrado em [44]

que Ṅ é independente de N e segue uma distribuição gaussiana com média nula e desvio padrão

σ̇ = πfm

√

Ω/m. Sabendo-se que Ẇ = SṄ , então Ẇ condicionado a W = SN também segue uma

distribuição gaussiana, tendo os mesmos parâmetros da distribuição de Ṅ . Conseqüentemente, Ẇ é

independente de W . De forma mais clara, X é independente de Ẋ e Y é independente de Ẏ . No

modelo proposto em [20], X e Y são processos independentes. Portanto, X é independente de Ẏ e

Y é independente de Ẋ . Usando (6.3) para a PDF de W e sabendo que Ẇ segue uma distribuição

gaussiana com os parâmetros citados, então a PDF conjunta fX,Ẋ,Y,Ẏ (x, ẋ, y, ẏ) é dada por

fX,Ẋ,Y,Ẏ (x, ẋ, y, ẏ) = fX (x) fẊ (ẋ) fY (y) fẎ (ẏ) =
mm+1 |x|m−1|y|m−1

Ωm+1 Γ2(m
2
) 2π3 f 2

m

× exp

(

−m
Ω

(

x2 + y2 +
1

2π2f 2
m

ẋ2 +
1

2π2f 2
m

ẏ2

))

(6.4)

Sabe-se que as componentes em fase e em quadratura do sinal Nakagami-m podem ser escritas em

função da envoltória e da fase do mesmo tal que X = Rm cos Θm e Y = Rm sin Θm. Portanto,

derivando X e Y , segue que Ẋ = Ṙm cos Θm − RmΘ̇m sin Θm e Ẏ = Ṙm sin Θm + RmΘ̇m cos Θm.

Aplicando o procedimento estatístico padrão de transformação de variáveis e após manipulações al-

gébricas, a PDF conjunta fRm,Ṙm,Θm,Θ̇m
(·, ·, ·, ·) da envoltória, da fase, e de suas respectivas derivadas

temporais, é obtida como

fRm,Ṙm,Θm,Θ̇m
(r, ṙ, θ, θ̇) =

mm+1 r2m | sin(2θ)|m−1

Ωm+1 Γ2(m
2
) 2mπ3f 2

m

exp

(

−m
Ω

(

r2 +
ṙ2 + r2 θ̇2

2π2 f 2
m

))

(6.5)

Para m = 1, (6.5) reduz ao caso de desvanecimento Rayleigh dado em [36, Eq. 1.3-33]. Perceba

também que fRm,Ṙm,Θm,Θ̇m
(r, ṙ, θ, θ̇) = fṘm

(ṙ)fΘm(θ)fRm,Θ̇m
(r, θ̇), ou seja, a fase e a derivada tem-



56 Taxa de Cruzamento de Fase Generalizada para Canais de Desvanecimento Nakagami-m

poral da envoltória constituem processos independentes. O mesmo não pode ser dito para a envoltória

e a derivada temporal da fase. Algumas densidades importantes são obtidas realizando a integração

apropriada em (6.5) e serão mostradas em seguida

fRm,Θm,Θ̇m
(r, θ, θ̇) =

mm+ 1

2 r2m| sin(2θ)|m−1

2m− 1

2 Ωm+ 1

2 Γ2(m
2
) fm π3/2

exp

(

−mr
2

Ω

(

1 +
θ̇2

2π2 f 2
m

))

(6.6)

fΘm,Θ̇m
(θ, θ̇) =

| sin(2θ)|m−1 Γ(m+ 1
2
)

2m+ 1

2

(

1 + θ̇2

2π2 f2
d

)m+ 1

2

Γ2(m
2
) fm π3/2

(6.7)

fΘ̇m
(θ̇) =

Γ(m+ 1
2
)

√
2
(

1 + θ̇2

2π2 f2
d

)m+ 1

2

Γ(m) fm π3/2

(6.8)

A distribuição FΘ̇m
(θ̇) de Θ̇m é obtida como

FΘ̇m
(θ̇) =

1

2
+
θ̇ Γ(m+ 1

2
) 2F1

(

m, 1
2

+m; 3
2
;− θ̇2

2π2f2
m

)

√
2 fm π3/2Γ(m)

(6.9)

É bom salientar que as equações de (6.4) a (6.9) nunca tinham sido apresentadas na literatura devido

a inexistência de um modelo para a fase do sinal Nakagami-m (os autores consideravam a distribuição

da fase uniforme). Porém, de posse do modelo proposto em [20] e após provarmos que X , Ẋ , Y , Ẏ

são independentes entre si, tais expressões foram encontradas. A partir destes resultados, uma carac-

terização dinâmica (estatísticas de ordem superior) mais detalhada e confiável do canal pode agora ser

realizada. Em particular, na próxima Seção apresentaremos a GPCR para canais de desvanecimento

Nakagami-m, que no caso será completamente validada por simulação.

6.3 Taxa de Cruzamento de Fase Generalizada

Esta Seção apresenta e analisa as mesmas estatísticas da Seção 5.3 mas agora para canais de

desvanecimento Nakagami-m. Optamos por colocá-la em um outro Capítulo pois a abordagem reali-

zada neste para obter as estatísticas de primeira ordem, que são de vital importância para se chegar a

expressão final da GPCR, é completamente diferente daquela feita no Capítulo 5.

Como visto na Seção 5.3 para o caso Weibull, a PCR usual, denotada neste Capítulo como

NΘm(θ), é definida como o número médio de cruzamentos ascendentes (ou descendentes) por se-

gundo do sinal num nível de fase específico θ. Essa definição pode ser extendida para um caso geral

(GPCR), na qual a taxa de cruzamento da fase está condicionada a envoltória está dentro de um in-
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tervalo arbitrário r1 ≤ Rm ≤ r2, como realizado por Rice [14] na investigação de ruídos click em

sistemas FM. Portanto, a GPCR para canais Nakagami-m (que é a mesma formulação para canais

Weibull) é expressa como

NΘm|Rm(θ; r1, r2) =

∫ ∞

0

θ̇fΘm,Θ̇m;Rm
(θ, θ̇|r1 ≤ Rm ≤ r2)dθ̇

=

∫ r2

r1

∫∞
0
θ̇fRm,Θm,Θ̇m

(r, θ, θ̇)dθ̇dr

FRm(r2) − FRm(r1)
(6.10)

Temos que FRm(·) é dada por FRm(r) = γ(m,mr2/Ω)/Γ(m), onde γ(·, ·) é a função Gamma incom-

pleta [35, Eq. 6.5.2], e fRm,Θm,Θ̇m
(·, ·, ·) já foi anteriormente obtida em (6.6). Fazendo as substituições

apropriadas e realizando as manipulações algébricas necessárias, uma expressão simples e em forma

fechada para a GPCR é encontrada

NΘm|Rm(θ; r1, r2) =

√
πfm | sin(2θ)|m−1

2m+ 1

2 Γ2(m
2
)

Γ(−1
2

+m;mρ2
1,mρ

2
2) Γ(m)

Γ(m,mρ2
2,mρ

2
1)

(6.11)

onde Γ(a; b, c) = γ(a, b)− γ(a, c) é a função Gamma generalizada incompleta e ρ2
i = r2

i /Ω, i = 1, 2.

Em particular, param = 1, obtemos a GPCR para canais de desvanecimento Rayleigh, que é expressa

da seguinte forma

NΘR|RR
(θ; r1, r2) =

fm Γ(1
2
; ρ2

1, ρ
2
2)

2
√

2π (exp(−ρ2
1) − exp(−ρ2

2))
(6.12)

Como era de se esperar, (5.13) e (6.12) são iguais pois ambas representam a GPCR para canais

Rayleigh, apesar do procedimento realizado para se chegar a tais expressões ser diferente. Uma

peculariedade interessante relativa a (6.12) (ou (5.13)) é que elas independem do nível de cruzamento

da fase do sinal, dependendo apenas do intervalo arbitrário da envoltória. Tal peculariedade não se

aplica em (6.11) para canais Nakagami-m, com exceção de m = 1. Para o caso específico no qual

r1 = 0 e r2 = ∞, (6.11) resulta na PCR usual, ou seja, descondicionada do intervalo arbitrário da

envoltória

NΘm(θ) =

√
π fm | sin(2θ)|m−1 Γ(m− 1

2
)

2m+ 1

2 Γ2(m
2
)

(6.13)

Reduzindo (6.13) para o caso Rayleigh (m = 1), temos

NΘR
(θ) =

fm

2
√

2
(6.14)

Observe que, assim como em (6.12), (6.14) também é independente do nível de fase θ, que é coerente

com o resultado obtido por Rice [14], e é idêntico a (5.14), pois σ̇ dado em (5.14) pode também ser
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expresso como σ̇ =
√

2πfm σ. Em contrapartida, esta independência relacionada a fase não se aplica

a (6.13). É bom salientar que estes resultados (equações 6.11 a 6.14), que por sinal são simples e em

forma fechada, nunca tinham sido apresentados na literatura.

6.4 Resultados Numéricos

Após a obtenção das equações analíticas, alguns gráficos serão traçados nesta Seção de forma

que ilustrem tais equações. Assim, analisando algumas propriedades das curvas, poderemos ter uma

noção do comportamento dinâmico da fase do sinal Nakagami-m, estando este sujeito a determinadas

condições de desvanecimento. Além disso, a validade da formulação proposta é checada comparando

as curvas teóricas com os resultados simulados. A simulação foi feita usando o software desenvolvido

em [45,46]. Como será observado, uma excelente concordância irá ser atingida entre os resultados de

simulação e as expressões analíticas. Nas Figuras 6.1 e 6.2, a PCR, NΘm(θ)/fm, é traçada em função

de θ para alguns parâmetros de desvanecimento m. Para m = 1 (caso Rayleigh), esta estatística é

independente do nível de fase, como já constatado em (6.14), assumindo um valor constante igual

a 1/(2
√

2), que é coerente com o resultado obtido por Rice [14]. Para m = 1.5, 2, 2.5, 4, 4.5, a

PCR é periódica com período π/2 e nula para inteiros múltiplos de π/2. Observe uma excelente

concordância entre as curvas teóricas e simuladas. Perceba que, assim como para a PDF da fase dada

em (6.2), exceto para m = 1, a PCR não é uniforme.

Para m = 2, Figura 6.3 mostra a GPCR, NΘm|Rm(θ; r1, r2)/fm. Fazendo ρ1 = 0 e variando ρ2,

observe que as curvas não diferem muito umas das outras para ρ2 = 2 e ρ2 = 50. De fato, nota-se que

a curva para ρ2 = 2 é praticamente coincidente com aquela na qual ρ2 → ∞, ou seja, a envoltória

tendo intensidade de duas ou cinqüenta vezes do seu valor rms (do inglês root mean square), não

altera a GPCR. Assim, para fins práticos, considera-se ρ2 assumindo no máximo valor 2, caso se

mantenha ρ1 nulo.

Figura 6.4 esboça a PCR para alguns parâmetros de desvanecimento. Para valores de m maiores

que 1, as curvas atingem o máximo em múltiplos ímpares de π/4. Para valores de m entre 0.5 e 1,

as curvas são convexas com mínimo em múltiplos ímpares de π/4 e tendem ao infinito em múltiplos

inteiros de π/2, que é coerente com [17, Eq.10].

6.5 Conclusões

Neste Capítulo estatísticas de ordem superior da fase para canais de desvanecimento Nakagami-

m foram apresentadas. Em especial, uma expressão simples e em forma fechada para a GPCR foi

encontrada, sendo esta possível através da obtenção das estatísticas conjuntas da envoltória, da fase
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e de suas respectivas derivadas temporais, até então nunca reportadas na literatura. Obviamente, a

PCR foi também obtida como um caso particular da GPCR. Dessa forma, pôde se ter uma noção do

comportamento dinâmico da fase sob determinadas condições de desvanecimento. Foi verificado que,

exceto para m = 1, a PCR não era uniforme. Alguns resultados numéricos obtidos por simulação fo-

ram apresentados e validaram completamente a formulação proposta aqui. Percebeu-se um excelente

ajuste entre as curvas teóricas e as simuladas.
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Fig. 6.1: Comparação entre as curvas teóricas e simuladas relacionadas a PCR.

Fig. 6.2: Comparação entre as curvas teóricas e simuladas relacionadas a PCR.
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Fig. 6.3: GPCR para um parâmetro de desvanecimento m = 2.

Fig. 6.4: PCR em função de alguns parâmetros de desvanecimento.



Capítulo 7

Considerações Finais

A distribuição Weibull é uma das distribuições de tempo de vida mais utilizadas em engenharia de

confiabilidade. Devido à sua origem, apenas recentemente tal distribuição passou a ser utilizada para

aplicações em comunicações sem fio. Portanto, ainda existem poucos estudos na literatura analisando

o comportamento estatístico do sinal em um ambiente de desvanecimento Weibull. Nos Capítulos 3,

4 e 5 algumas estatísticas do sinal Weibull até então nunca abordada na literatura para tal ambiente

de desvanecimento foram obtidas e discutidas. Diferentemente dos Capítulos anteriores, o Capítulo

6 reportou algumas estatísticas do sinal operando em um ambiente de desvanecimento Nakagami-m.

No Capítulo 3, estatísticas conjuntas de duas variáveis Weibull correlacionadas foram apresenta-

das. Em particular, a PDF conjunta, os momentos conjuntos generalizados e o coeficiente de corre-

lação generalizado das envoltórias foram obtidos em termos de parâmetros físicos bem conhecidos,

tais como potência (DC e AC), comprimento de onda, velocidade do receptor, tempo de chegada das

amostras do sinal no receptor, dentre outros. A PDF conjunta Weibull apresentada nesse Capítulo

possuía algumas peculariedades, pois era simples, era completamente caracterizada em termos de pa-

râmetros físicos e era consistente com outras PDFs conjuntas mais gerais utilizadas em comunicações

sem fio, tais como Rice [23, 24] e Nakagami-m [6], desde que ela compreendia a PDF conjunta Ray-

leigh como caso especial. Observou-se também que as propriedades de correlação para o ambiente

de desvanecimento Weibull eram aproximadamente iguais as do caso Rayleigh quando o parâmetro

de potência (ou parâmetro de Weibull) α era maior que 1. Por outro lado, elas diferiram substancial-

mente uma das outras quando α foi menor que 1. O Capítulo 4 apresentou expressões para estatísticas

de ordem superior (LCR e AFD) de sinais Weibull correlacionados, desbalanceados e não-idênticos

usando diversidade SC, EGC e MRC com dois ramos. As expressões obtidas para a LCR e a AFD

foram gerais e podiam ser aplicadas a qualquer tipo de diversidade. Além disso, a restrição feita

em [25–27] no qual os processos descritos pelas derivadas no tempo das envoltórias dos ramos eram

assumidos ser independentes entre si e com as envoltórias dos demais ramos, foi desprezada na de-
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rivação das expressões. A envoltória do i-ésimo ramo foi considerada de fato independente de sua

derivada, mas esta última era correlacionada com a envoltória e a derivada no tempo da envoltória do

l-ésimo ramo, i 6= l.

O Capítulo 5 investigou as estatísticas de ordem superior, em especial a GPCR, do processo de

fase e analisou as estatísticas de primeira ordem da derivada temporal da fase (ruído FM aleatório) em

um ambiente Weibull sem diversidade. A fase foi assumida ser uniformemente distribuída de −2π/α

a 2π/α, diferentemente dos Capítulos 3 e 4. Tal consideração foi feita de maneira proposital pois,

fazendo a distribuição da fase dependente de α, pretendíamos verificar se a GPCR ou até mesmo a

PCR eram afetadas por tal não-linearidade. A expressão final para a GPCR foi função do parâmetro

α, mas a PCR, além de não ser influenciada por α, resultava na mesma expressão que a do caso

Rayleigh, embora as estatísticas utilizadas para obter tais resultados fossem diferentes. O Capítulo

6 obteve uma expressão para a GPCR de canais de desvanecimento Nakagami-m. Nossa abordagem

baseou-se num modelo recentemente proposto em [20]. Após demonstrarmos que as componentes em

fase, em quadratura e suas derivadas no tempo eram independentes entre si, estatísticas conjuntas da

envoltória, da fase e de suas respectivas derivadas no tempo foram apresentadas. Por fim, resultados

numéricos obtidos por simulação validaram a formulação proposta nesse Capítulo.

Vale à pena ressaltar que o conteúdo desta dissertação é totalmente original, motivo pelo qual

originou duas publicações em revistas internacionais do IEEE e quatro em congressos. Com exceção

das expressões apresentadas no Capítulo 4, todas as demais expressões são simples e em forma fe-

chada. Através destas, alguns tópicos da pesquisa relacionados à caracterização estatística do canal

rádio-móvel poderão, em trabalhos futuros, ser explorados de uma forma mais elegante, sem tediosos

procedimentos matemáticos.

7.1 Investigações Futuras

Esta dissertação é fruto de um trabalho em andamento e possui uma vasta área no ramo da pes-

quisa, voltada à caracterização estatística do sinal em desvanecimento, que pode ser investigada ba-

seada nos resultados, e acima de tudo, nas idéias aqui propostas.

Em seguida, listamos algumas propostas de trabalhos futuros a serem feitos relacionados a esta

dissertação:

• Relacionado aos modelos de desvanecimento generalizados α − µ, η − µ e κ − µ, estatísticas

de ordem superior, em especial a LCR e a AFD, podem ser obtidas para ambientes com e sem

diversidade. Além disso, uma caracterização estática e dinâmica para a fase do sinal de cada um

dos modelos pode ser realizada. Quando tais modelos foram propostos, nenhuma informação

a respeito da fase do sinal foi fornecida. Dessa forma, a PDF conjunta da envoltória e fase
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do sinal bem com a GPCR são umas das estatísticas da fase que também podem ser estudadas.

Baseado nesta PDF conjunta, uma análise do comportamento da fase para cada um dos modelos

poderá ser feita. Outros parâmetros que podem ser analisados são o coeficiente de correlação da

fase, largura de banda de coerência da fase e tempo/distância de coerência da fase. Por último,

uma caracterização do ruído FM aleatório (derivada temporal do processo de fase) para cada

um dos modelos poderá ser investigada.

• Dando continuidade à análise apresentada no Capítulo 4 para sistemas SC, EGC e MRC com

dois ramos de diversidade, expressões gerais e exatas para a LCR e AFD operando em tais sis-

temas com multi-ramos desbalanceados, correlacionados e não-idênticos poderão ser obtidas.

Tais estatísticas podem ser encontradas para os diversos modelos de desvanecimento existentes

na literatura (Weibull, Rice, Hoyt, Nakagami-m). De fato, a abordagem é uma generalização

da apresentada no Capítulo 4. Resultados numéricos podem ser discutidos particularizando as

expressões gerais para os casos apresentados na literatura.

• Outra proposta de trabalho é a implementação de um simulador para ramos de diversidade cor-

relacionados. No ramo de comunicações, um grande número de algoritmos têm sido propostos

para a geração de variáveis aleatórias Rayleigh correlacionadas através de gaussianas corre-

lacionadas [47–50]. Entre estes, simuladores baseados na soma de senóides, no método de

filtragem do ruído branco, ou na transformada discreta inversa de Fourier (IDFT, do inglês in-

verse discrete Fourier transform) tornaram-se populares. Porém, algumas limitações inerentes

a estes simuladores nos impede de simular o que propusemos no item anterior. A seguir, algu-

mas dessas limitações serão comentadas. Sérios problemas afetam o comportamento estatístico

dos simuladores via soma de senóides. Em particular, foi mostrado em [51] que o simulador

clássico de Jakes produz sinais de desvanecimento que não são estacionários no sentido amplo.

Novos métodos de soma de senóides, tais como os propostos em [52,53], foram sugeridos com

o objetivo de resolver o problema da não-estacionariedade. A técnica IDFT, por outro lado, é

bem conhecida por gerar um simulador eficiente e de alta qualidade [47]. Infelizmente, uma

desvantagem do método IDFT é que todas as amostras são geradas de uma só vez com uma

única operação do algoritmo, utilizando a transformada rápida de Fourier. Essa abordagem

torna-se pouco atrativa na geração de um grande número de variáveis aleatórias correlaciona-

das, devido às exigências de armazenamento. Certamente, é mais viável e interessante gerar

as amostras à medida que for necessário. Uma outra peculariedade dos simuladores existentes

na literatura (principal motivo para propormos esse novo simulador) é que eles não consideram

diversidade e, os que fazem, não a consideram como um fenômeno espacial. O simulador pro-

posto tem que levar em conta a diversidade de ramos correlacionados, tratando-o da maneira
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correta, ou seja, como um fenômeno espacial.

• Dando seqüência à caracterização da fase do sinal Nakagami-m, outra proposta de trabalho é

descrever e caracterizar alguns dos vários efeitos da propagação por multipercurso na fase do

mesmo. O coeficiente de correlação da fase, a largura de banda de coerência e o tempo/distância

de coerência da fase são algumas das estatísticas que podem ser calculadas para parâmetros

de desvanecimento arbitrários. É bom enfatizar que estas estatísticas já foram obtidas para a

envoltória do sinal Nakagami-m [54]. Para a obtenção de tais estatísticas relacionadas à fase,

a PDF conjunta da envoltória e da fase para dois sinais Nakagami-m terá de ser determinada.

Este processo de derivação consiste numa generalização ao realizado em [20].

As propostas de trabalhos futuros aqui apresentadas pretendem preencher uma lacuna ainda exis-

tente relacionada aos fundamentos das comunicações sem fio. Esse campo tem despertado interesse

em diversos pesquisadores da área que recentemente têm publicado com o objetivo de melhor funda-

mentar o fenômeno de rádio propagação. Acreditamos que tais propostas poderão contribuir de forma

significativa neste sentido.
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Apêndice A

PDF marginal da envoltória de um processo

Weibull

Este Apêndice mostra a dedução da PDF da envoltória resultante R de um processo Weibull. De

(3.1), temos que Rα = X2 + Y 2. A CDF de R pode ser escrita como [12]

FR(r) = Pr (R ≤ r) = Pr(
α
√
X2 + Y 2 ≤ r) =

x

x2+y2≤rα

fX,Y (x, y)dxdy (A.1)

onde Pr(·) denota probabilidade e fX,Y (·, ·) representa a PDF conjunta das componentes em fase e

em quadratura do sinal. A região delimitada por x2 + y2 ≤ rα representa a área de um círculo com

raio
√
rα. Portanto, a CDF de R pode ser reescrita como

FR(r) =

∫ rα/2

y=−rα/2

∫

√
rα−y2

x=−
√

rα−y2

fX,Y (x, y)dxdy (A.2)

Derivando (A.2) com relação a r, temos que a PDF de R pode ser expressa como

fR(r) =
dFR(r)

dr
=

∫ rα/2

−rα/2

α rα−1

2
√

rα − y2

[

fX,Y (
√

rα − y2, y) + fX,Y (−
√

rα − y2, y)
]

dy (A.3)

Como X e Y são processos gaussianos mutuamente independentes de média nula e variâncias idên-

ticas iguais a σ2 = r̂α/2, então (A.3) reduz a

fR(r) =

∫ rα/2

0

2α rα−1

√

rα − y2
fX,Y (

√

rα − y2, y)dy (A.4)
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Pela independência entre X e Y , temos também que

fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y) =
1√
πr̂α

exp

(

−x
2

r̂α

)

1√
πr̂α

exp

(

−y
2

r̂α

)

∴ fX,Y (x, y) =
1

πr̂α
exp

(

−x
2 + y2

r̂α

)

(A.5)

Substituindo (A.5) em (A.4), a PDF da envoltória R segue

fR(r) =
2α rα−1

πr̂α
exp

(

−r
α

r̂α

)∫ rα/2

0

1
√

rα − y2
dy

∴ fR(r) =
αrα−1

r̂α
exp

(

−r
α

r̂α

)

(A.6)



Apêndice B

Formulação da matriz de covariância

complexa

Este Apêndice tem por finalidade obter de maneira detalhada os termos da matriz de covariância

complexa Φ dada em (4.27). Inicialmente, Φ é definida como

Φ =
1

2
E





(

Ż

Z

)∗(
Ż

Z

)T


 (B.1)

onde Ż = [Ż1Ż2] e Z = [Z1Z2] são as matrizes colunas de Żi = Żi(t) e Zi = Zi(t), respectivamente.

As variáveis Ż1, Ż2, Z1 e Z2 são variáveis gaussinas complexas de média nula e mutuamente corre-

lacionadas. Realizando a multiplicação entre os termos das matrizes colunas, a matriz de covariância

complexa Φ pode ser expressa como

Φ =
1

2













Cov(Ż1, Ż1) Cov(Ż1, Ż2) Cov(Ż1, Z1) Cov(Ż1, Z2)

Cov(Ż2, Ż1) Cov(Ż2, Ż2) Cov(Ż2, Z1) Cov(Ż2, Z2)

Cov(Z1, Ż1) Cov(Z1, Ż2) Cov(Z1, Z1) Cov(Z1, Z2)

Cov(Z2, Ż1) Cov(Z2, Ż2) Cov(Z2, Z1) Cov(Z2, Z2)













=
1

2













Cov(Ż1, Ż1) Cov(Ż1, Ż2) Cov(Ż1, Z1) Cov(Ż1, Z2)

Cov(Ż1, Ż2)
∗ Cov(Ż2, Ż2) Cov(Ż2, Z1) Cov(Ż2, Z2)

Cov(Ż1, Z1)
∗ Cov(Ż2, Z1)

∗ Cov(Z1, Z1) Cov(Z1, Z2)

Cov(Ż1, Z2)
∗ Cov(Ż2, Z2)

∗ Cov(Z1, Z2)
∗ Cov(Z2, Z2)













,

[

a c

cH b

]

(B.2)
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Igualando os termos das matrizes em (B.2), temos que as matrizes a, b e c são dadas por

a =
1

2

[

Cov(Ż1, Ż1) Cov(Ż1, Ż2)

Cov(Ż1, Ż2)
∗ Cov(Ż2, Ż2)

]

(B.3)

b =
1

2

[

Cov(Z1, Z1) Cov(Z1, Z2)

Cov(Z1, Z2)
∗ Cov(Z2, Z2)

]

(B.4)

c =
1

2

[

Cov(Ż1, Z1) Cov(Ż1, Z2)

Cov(Ż2, Z1) Cov(Ż2, Z2)

]

(B.5)

Definindo ρil(τ) como a função de correlação cruzada complexa entre o i-ésimo e l-ésimo ramos,

dada em (4.28), e sendo ρ̇il = dρil(τ)
dτ

∣

∣

∣

τ=0
, ρ̈il = d2ρil(τ)

dτ2

∣

∣

∣

τ=0
, ρil , ρil(0), calcularemos em seguida

cada um dos termos das matrizes a, b e c:

• Cálculo de Cov(Ż1, Ż1):

Cov(Z1(t), Z1(t+ τ)) = ρ11(τ) Ω1

∴ Cov(Ż1, Ż1) = −Ω1
d2ρ11(τ)

dτ 2

∣

∣

∣

∣

τ=0

= −ρ̈11Ω1 (B.6)

• Cálculo de Cov(Ż1, Ż2):

Cov(Z1(t), Z2(t+ τ)) = ρ12(τ)
√

Ω1Ω2

∴ Cov(Ż1, Ż2) = −
√

Ω1Ω2
d2ρ12(τ)

dτ 2

∣

∣

∣

∣

τ=0

= −ρ̈12

√

Ω1Ω2 (B.7)

• Cálculo de Cov(Ż2, Ż2):

Cov(Z2(t), Z2(t+ τ)) = ρ22(τ) Ω2

∴ Cov(Ż2, Ż2) = −Ω2
d2ρ22(τ)

dτ 2

∣

∣

∣

∣

τ=0

= −ρ̈22Ω2 = −ρ̈11Ω2 (B.8)

Sabendo que ρ11(τ) = ρ22(τ) = J0(2πfmτ), isso implica que ρ̈11 = ρ̈22.
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• Cálculo de Cov(Z1, Z1):

Cov(Z1, Z1) = Cov(Z1(t), Z1(t+ τ))|τ=0 = ρ11(τ)|τ=0 Ω1 = Ω1 (B.9)

• Cálculo de Cov(Z2, Z2):

Cov(Z2, Z2) = Cov(Z2(t), Z2(t+ τ))|τ=0 = ρ22(τ)|τ=0 Ω2 = Ω2 (B.10)

• Cálculo de Cov(Z1, Z2):

Cov(Z1, Z2) = Cov(Z1(t), Z2(t+ τ))|τ=0 = ρ12(τ)|τ=0

√

Ω1Ω2 = ρ12

√

Ω1Ω2 (B.11)

• Cálculo de Cov(Ż1, Z1):

Cov(Z1(t), Z1(t+ τ)) = ρ11(τ) Ω1

∴ Cov(Ż1, Z1) = Ω1
dρ11(τ)

dτ

∣

∣

∣

∣

τ=0

= 0 = Cov(Ż2, Z2) (B.12)

pois ρ11(τ) = ρ22(τ) = J0(2πfmτ).

• Cálculo de Cov(Ż1, Z2):

Cov(Z1(t), Z2(t+ τ)) = ρ12(τ)
√

Ω1Ω2

∴ Cov(Ż1, Z2) = −
√

Ω1Ω2
dρ12(τ)

dτ

∣

∣

∣

∣

τ=0

= −ρ̇12

√

Ω1Ω2 (B.13)

• Cálculo de Cov(Ż2, Z1):

Cov(Z2(t+ τ), Z1(t)) = Cov(Z1(t), Z2(t+ τ)) = ρ12(τ)
√

Ω1Ω2

∴ Cov(Ż2, Z1) =
√

Ω1Ω2
dρ12(τ)

dτ

∣

∣

∣

∣

τ=0

= ρ̇12

√

Ω1Ω2 (B.14)



Apêndice C

Demonstração das estatísticas condicionais

de Ṙi

Neste Apêndice mostraremos as deduções das relações dadas em (4.36), (4.37) e (4.38).

• Prova de E(Ṙi|Z):

De (4.1) temos que

Zi = R
αi/2
i ejΘi (C.1)

onde ejΘi , exp(jΘi). Derivando ambos os lados da equação acima

Żi =
αi

2
R

αi/2−1
i Ṙi e

jΘi + jΘ̇iR
αi/2
i ejΘi (C.2)

Rearranjando os termos

Żi e
−jΘi =

αi

2
R

αi/2−1
i Ṙi + jΘ̇iR

αi/2
i

∴ Ṙi =
2

αi

R
1−αi/2
i Re[Żie

−jΘi ] (C.3)

Portanto, aplicando o operador média, condicionado a Z, em cada um dos lados da igualdade,

concluímos a demonstração

E(Ṙi|Z) =
2

αi

R
1−αi/2
i Re[E(Żi|Z)e−jΘi ] (C.4)

• Prova de V ar(Ṙi|Z):
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Usando a identidade Re[x] = x+x∗

2
em (C.3), podemos escrever

Ṙi =
2

αi

R
1−αi/2
i Re[Żi e

−jΘi ] =
2

αi

R
1−αi/2
i

(

Żi e
−jΘi + Ż∗

i e
jΘi

2

)

(C.5)

Usando a definição de variância complexa, segue que

V ar(Ṙi|Z) = E(|Ṙi|2|Z) − |E(Ṙi|Z)|2 (C.6)

O primeiro termo do lado direito da igualdade dada em (C.6) pode ser escrito como

E(|Ṙi|2|Z) = E(Ṙi Ṙ∗
i |Z) =

= E

((

2

αi

R
1−αi/2
i

Żi e
−jΘi + Ż∗

i e
jΘi

2

)(

2

αi

R
1−αi/2
i

Ż∗
i e

jΘi + Żi e
−jΘi

2

)

|Z
)

=
R2−αi

i

α2
i

(

2E(|Żi|2|Z) + e−j2ΘiE(Ż2
i |Z) + ej2ΘiE((Ż∗

i )2|Z)
)

(C.7)

O segundo termo do lado direito da igualdade dada em (C.6) pode ser escrito como

|E(Ṙi|Z)|2 = E(Ṙi|Z)E(Ṙ∗
i |Z) =

= E

(

2

αi

R
1−αi/2
i

Żi e
−jΘi + Ż∗

i e
jΘi

2
|Z
)

E

(

2

αi

R
1−αi/2
i

Ż∗
i e

jΘi + Żi e
−jΘi

2
|Z
)

=
R2−αi

i

α2
i

(

2|E(Żi|Z)|2 + e−j2ΘiE(Żi|Z)2 + ej2ΘiE(Ż∗
i |Z)2

)

(C.8)

Usando os resultados de (C.7) e (C.8) em (C.6), temos

V ar(Ṙi|Z) =

=
R2−αi

i

α2
i

(

2V ar(Żi|Z) + e−j2Θi(E(Ż2
i |Z) − E(Żi|Z)2) + ej2Θi(E((Ż∗

i )2|Z) − E(Ż∗
i |Z)2)

)

=
R2−αi

i

α2
i

(

2V ar(Żi|Z) + e−j2Θi(E(Ż2
i |Z) − E(Żi|Z)2) + (e−j2Θi(E(Ż2

i |Z) − E(Żi|Z)2)∗
)

=
2R2−αi

i

α2
i

(

V ar(Żi|Z) + Re[e−j2Θi((E(Ż2
i |Z) − E(Żi|Z)2))]

)

=
2R2−αi

i

α2
i

(

V ar(Żi|Z) + Re[e−j2ΘiCov(Żi, Ż∗
i |Z)∗]

)

(C.9)
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Sabendo que o termo Cov(Żi, Ż∗
i |Z)∗ é sempre nulo, (C.9) reduz a

V ar(Ṙi|Z) =
2R2−αi

i

α2
i

V ar(Żi|Z) (C.10)

Para a demonstração de (4.37) ficar completa, falta agora provarmos que Cov(Żi, Ż∗
i |Z)∗ é

sempre nula. Provando que Cov(Ż1, Ż∗
1 |Z)∗ é nula, a prova para Cov(Ż2, Ż∗

2 |Z)∗ é análoga.

Seguiremos um procedimento similar ao realizado na Seção 4.3. Seja Ż′
1

= [Ż1Ż∗
1 ] e Z =

[Z1Z2] matrizes colunas de Ż ′
1 = Ż ′

1(t) e Zi = Zi(t), respectivamente. A matriz complexa de

covariância, Φ′(4 × 4), entre elas é definida como [18]

Φ′ =
1

2
E





(

Ż′
1

Z

)∗(
Ż′

1

Z

)T


 ,

[

m n

nH p

]

(C.11)

Realizando a multiplicação entre os termos de (C.11), as matrizes m, n e p são expressas como

m =
1

2

[

Cov(Ż1, Ż1) Cov(Ż1, Ż∗
1)

Cov(Ż∗
1 , Ż1) Cov(Ż∗

1 , Ż
∗
1)

]

=
1

2

[

−ρ̈11Ω1 0

0 0

]

(C.12)

n =
1

2

[

Cov(Ż1, Z1) Cov(Ż1, Z2)

Cov(Ż∗
1 , Z1) Cov(Ż∗

1 , Z2)

]

=
1

2

[

0 −ρ̇12

√
Ω1Ω2

0 0

]

(C.13)

p =
1

2

[

Cov(Z1, Z1) Cov(Z1, Z2)

Cov(Z1, Z2)
∗ Cov(Z2, Z2)

]

=
1

2

[

Ω1 ρ12

√
Ω1Ω2

ρ∗12
√

Ω1Ω2 Ω2

]

(C.14)

Aplicando a teoria de matriz descrita em [40, pp. 495-496], a densidade condicional de Ż′
1

dado Z é gaussiana com matriz média M′ e matriz de covariância ∆′ dada por

M′ =

[

E(Ż1|Z)

E(Ż∗
1 |Z)

]

= (np−1)∗ Z (C.15)

∆′ =
1

2

[

V ar(Ż1|Z) Cov(Ż1, Ż∗
1 |Z)

Cov(Ż1, Ż∗
1 |Z)∗ V ar(Ż∗

1 |Z)

]

= m − np−1nH (C.16)

Substituindo (C.12), (C.13) e (C.14) em (C.16), temos que o termo Cov(Ż1, Ż∗
1 |Z)∗ da matriz

∆′ é nulo. Usando a matriz coluna Ż′
2

= [Ż2Ż∗
2 ] ao invés da Ż′

1
= [Ż1Ż∗

1 ], provamos de forma
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análoga que Cov(Ż2, Ż∗
2 |Z)∗ também é nula. Portanto Cov(Żi, Ż∗

i |Z)∗ é sempre nula.

• Prova de Cov(Ṙi, Ṙl|Z):

Esta demonstração é análoga a anterior. Usando a definição de covariância, segue que

Cov(Ṙi, Ṙl|Z) = E(ṘiṘl|Z) − E(Ṙi|Z)E(Ṙl|Z) (C.17)

Sabendo que Ṙi é dado em (C.5), Ṙl também pode ser obtido a partir de (C.5) apenas substitu-

indo o subscrito i por l. Dessa forma, o primeiro termo do lado direito da igualdade em (C.17)

pode ser escrito como

E(ṘiṘl|Z) =
4

αiαl

R
1−αi/2
i R

1−αl/2
l E

((

Żi e
−jΘi + Ż∗

i e
jΘi

2

)(

Żl e
−jΘl + Ż∗

l e
jΘl

2

)

|Z
)

=
1

αiαl

R
1−αi/2
i R

1−αl/2
l E

(

(ŻiŻl e
−j(Θi+Θl) + ŻiŻ∗

l e
j(Θl−Θi) + Ż∗

i Żl e
j(Θi−Θl) + Ż∗

i Ż
∗
l e

j(Θi+Θl))|Z
)

(C.18)

O segundo termo do lado direito da igualdade em (C.17) pode ser escrito como

E(Ṙi|Z)E(Ṙl|Z) =
4

αiαl

R
1−αi/2
i R

1−αl/2
l E

(

Żi e
−jΘi + Ż∗

i e
jΘi

2
|Z
)

E

(

Żl e
−jΘl + Ż∗

l e
jΘl

2
|Z
)

=

1

αiαl

R
1−αi/2
i R

1−αl/2
l

(

E(Żi e
−jΘi|Z)E(Żl e

−jΘl|Z) + E(Żi e
−jΘi|Z)E(Ż∗

l e
jΘl|Z)

+E(Ż∗
i e

jΘi|Z)E(Żl e
−jΘl|Z) + E(Ż∗

i e
jΘi|Z)E(Ż∗

l e
jΘl|Z)

)

(C.19)

Substituindo (C.18) e (C.19) em (C.17) obtemos

Cov(Ṙi, Ṙl|Z) =
1

αiαl

R
1−αi/2
i R

1−αl/2
l

[

(E(ŻiŻl e
−j(Θi+Θl)|Z) − E(Żi e

−jΘi|Z)E(Żl e
−jΘl|Z))

+(E(Ż∗
i Ż

∗
l e

j(Θi+Θl)|Z) − E(Ż∗
i e

jΘi|Z)E(Ż∗
l e

jΘl|Z))
]

+
[

(E(ŻiŻ∗
l e

j(Θl−Θi)|Z)−

E(Żi e
−jΘi|Z)E(Ż∗

l e
jΘl|Z)) + (E(Ż∗

i Żl e
j(Θi−Θl)|Z) − E(Ż∗

i e
jΘi|Z)E(Żl e

−jΘl|Z))
]

(C.20)
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Mas (C.20) também pode ser escrito como

Cov(Ṙi, Ṙl|Z) =
1

αiαl

R
1−αi/2
i R

1−αl/2
l

[

(E(ŻiŻl e
−j(Θi+Θl)|Z) − E(Żi e

−jΘi|Z)E(Żl e
−jΘl|Z))

+(E(ŻiŻl e
−j(Θi+Θl)|Z) − E(Żi e

−jΘi|Z)E(Żl e
−jΘl|Z))∗

]

+
[

(E(ŻiŻ∗
l e

j(Θl−Θi)|Z)−

E(Żi e
−jΘi|Z)E(Ż∗

l e
jΘl|Z)) + (E(ŻiŻ∗

l e
j(Θl−Θi)|Z) − E(Żi e

−jΘi|Z)E(Ż∗
l e

jΘl|Z))∗
]

(C.21)

Usando as seguintes identidades em (C.21)

2 Re[e−j(Θi+Θl)Cov(Żi, Ż∗
l |Z)∗] =

[

(E(ŻiŻl e
−j(Θi+Θl)|Z) − E(Żi e

−jΘi|Z)E(Żl e
−jΘl|Z))

+(E(ŻiŻl e
−j(Θi+Θl)|Z) − E(Żi e

−jΘi|Z)E(Żl e
−jΘl|Z))∗

]

(C.22)

2 Re[ej(Θl−Θi)Cov(Żi, Żl|Z)∗] =
[

(E(ŻiŻ∗
l e

j(Θl−Θi)|Z) − E(Żi e
−jΘi|Z)E(Ż∗

l e
jΘl|Z))+

(E(ŻiŻ∗
l e

j(Θl−Θi)|Z) − E(Żi e
−jΘi|Z)E(Ż∗

l e
jΘl|Z))∗

]

(C.23)

obtemos que

Cov(Ṙi, Ṙl|Z) =
2

αiαl

R
1−αi/2
i R

1−αl/2
l

(

Re[e−j(Θi+Θl)Cov(Żi, Ż∗
l |Z)∗]+

Re[ej(Θl−Θi)Cov(Żi, Żl|Z)∗]
)

(C.24)

Sabendo que Cov(Żi, Ż∗
l |Z)∗ (demonstração análoga a de Cov(Żi, Ż∗

i |Z)∗) é sempre nula, ob-

temos finalmente

Cov(Ṙi, Ṙl|Z) =
2

αi αl

R
1−αi/2
i R

1−αl/2
l Re[ejΘil Cov(Żi, Żl|Z)∗] (C.25)


