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Resumo

Este trabalho trata da construcao de codigos de bloco lineares so-
bre o anel A, dos inteiros algébricos das extensoes (\/E) ,d= —1le
d = -3, projetados principalmente para a distancia de Mannheim. Tal
construgio ¢é feita sobre um alfabeto A, definido como um conjunto com-
pleto de representantes de um ideal primo nao nulo p de A. Inicialmente,
identificamos A com um subconjunto do espago R* e consideramos o
corpo com p elementos A/p, que se identifica com o corpo GF (p) . Obte-
mos um rotulamento para os elementos de A através do grupo aditivo de
GF (p) e também determinamos a distdncia méxima de Mannheim en-
tre os elementos de A. Sao apresentados cédigos lineares constaciclicos,
gerados por um polindémio g (x) que divide 2" — w, onde w é wmna raiz
primitiva quarta da unidade se d = —1 e w é uma raiz primitiva sexta da
unidade se d = —3. Estes cddigos também sao apresentados em termos de
sua matriz verificacao de paridade. Determinamos algoritmos eficientes
de decodificagdo para tais codigos, apresentando wm procedimento que
permite decodificar cédigos pertencentes a cada uma das classes construi

das.



Abstract

This research is based on the construction of linear block codes over
rings of algebraic integers of the extensions @ (\/ﬁ), where d = —1 and
d = —3. These rings are denoted interchangeably by A. The codes being
proposed are mainly designed for the Mannheim metric. The codes are
constructed over an alphabet A, which is defined as a complete set of
representatives of a nonzero prime ideal p of A.. Initially, we identify
A with a subset of R? and consider the field with p elements, namely,
A/p which is isomorphic to GF (p). A labeling of the elements of A is
obtained through the additive group of GF (p) and also we determine
the maximum Mannheim distance between any pair of elements of A.
We also show that these codes are constacyclic, and are generated by a
polynomial g(x) that divides 7" — w, where w is a fourth primitive root
of unity if d = —1, and w is a sixth primitive root of unity if d = —3.
Four classes of codes over rings of algebraic integers are presented in
terms of parity-check matrices. Finally, efficient decoding algorithms are

presented for the classes being proposed.

vi



Lista de Simbolos

A anel
A anel dos inteiros algébricos de um corpo de nimeros K
Zjw] : anel dos inteiros algébricos de Q (w)

A= K[X]/(X™—1): anel dos polindmios sobre K, médulo X™ — 1

F[X]: anel dos polinémios na varidvel X sobre o corpo F
Ala: anel quociente

#(Afa) : cardinalidade do conjunto quociente A/a

[ classe lateral do elemento a

C: codigo de bloco linear

a = b(modp) : a congruente a b médulo o ideal p

C: conjunto dos niimeros complexos

Z: conjunto dos numeros inteiros

Z ] : conjunto dos nimeros inteiros de Gauss

Q: conjunto dos nimeros racionais

R: conjunto dos nimeros reais

A conjunto de sinais

qgoyp: g contém pou g estd acima de p

F K COTPOS

GF (p): corpo de Galois com p elementos

df (x,y) : distancia de Hamming entre x e y

a" (x,y) : distancia de Mannheim entre x e y

d, d? (C): distincia minima de Hamming do cédigo C
dM(C): distdncia minima de Mannheim do cédigo C
dM (C): distancia maxima de Mannheim do cédigo C
K (a) extensio de K pela adjunc¢do do elemento algébrico o

vil



Fo>K, F/IK:
o

£, f(a/p)
o(f):

w: A— B
a,p,q:

(7) :

mi

pA

Im () :
e,e(a/p):
A~B:

G:

H:
mdc{a,b} = (a,b) :
|2

mmec {a,b} :
New(a) :
Ny (a):

ker (i) :
wy

Wy
i=~/—1:
o=y
Vi (P):

ol

F extensao de K

funcao ¢ de Euler

grau de inércia de gsobre p

grau do polinoémio f

homomorfismo de A em B

ideais

ideal gerado por r

ideal gerado por m em Z

ideal gerado pelo ideal p em A
imagem de ¢

indice de ramificagdo de q sobre p
Aisomorfo a B

matriz geradora do codigo C

matriz verificacao de paridade do c¢édigo C
maximo divisor comum entre a e b
menor inteiro maior ou igual a z
minimo multiplo comum entre a e b
norma de «, relativo & extenséo F O K
norma do ideal a no anel A

micleo de @

peso de Hamming

peso de Mannheim

raiz primitiva guarte da unidade

raiz primitiva sexta da unidade

regiao de Voronoi do ponto P € A
simbolo de Legendre

subreticulado de A gerado por {w,wn}
traco de «, relativo a extensao F D K

valor absoluto de =

vill



2-1
3-1
3-2
3-3
3-4
3-5
3-6
3-7
3-8
3-9

Lista de Figuras

Sistema de Comunicages Digitais............ ... .. . oL 37
Constelagao com 13 sinais rotulada por GF' (13),d=-1.............. 51
Constelacao com 37 sinais rotulada por GF(37), d=—1.............. 53
Constelacgo com 13 sinais rotulada por GF (13), d=—=3.............. 55
Constelagdo com 19 sinais rotulada por GF(19),d=~3. ............. 57
Constelagao com 37 sinais rotulada por GF(37),d=-3.............. 59
Constelagao com 61 sinais rotulada por GF (61),d=~3........... ... 61
Regidao de Voronoi de GF (37) , d == —1........ .. .. oo ... 72
Regido de Voronoide GF (29}, d=—5..... ... .. ....iiiiiiiiiiia.. 75
Regiao de Voronoi de GF (37),d=—=3..... ... ... 7

ix



2-1
3-1
3-2
3-3
3-4
3-5
3-6
3-7
3-8
3-9

Lista de Tabelas

Adigfo e multiplicagdo em Z/3Z. ...t i0
Arotulado por GF (13), d=—1.. .. ... i i 49
Arotulado por GF (37),d=—1..... .. ... .. ... .. 50
Arotulado por GF(13),d= =3 ... .. 52
A rotulado por GF(19),d=—3.. ... . o 54
A rotulado por GF (37}, d = —3. .. .o o 56
A rotulado por GF (61), d= —3.. ... 58
Distancia dos pontos Cj’ aorigem, j=1,2,---,6; k= 1,2, ............ 65
Distancia dos pontos Cf aorigem, j=1,2,---,6; k=34 ............ 66
A rotulado por GF (37), d= —5. ... oo 73



Conteudo

1 InbroduGa ... .o e e 1
2 Anéis, Ideais, Corpos e COdigos............. ... i, 5
2.1 Introdugao ..o e 5
2.2 Anéis, Ideais € Corpos. .ttt e e 6
2.3 Extenstes de Corpos . .o e oo 12
2.4 Corpos e Anéis de Nimeros ... i i e 15
2.4.1 Tracos @ NOTTIaS . . ..ottt et e e e 19

2.5 Decomposicio de Ideais Primos em Anéis de Ntimeros............. .. ... 22
2.5.1 Decomposicio de ideais primos em extensdes ...................... 24

2.5.2 Decomposicao de um ideal primo em corpos quadraticos . .......... 28

2.6 COdigos TANeares . ... .o 33
2.6.1 Principios de decodificacao . ... .. ... i 37

2.6.2 Codigos clclicos. ... oo 38

2.6.3 Codigos BOH ... e 41

2.7 ConCluISAO . ... 42

3 Conjunto de Sinais Casadoa GF (p) ....... ... ....................... 43
3.1 Introdugao. . ..o e 43
3.2 Constelagdes de Sinais Casadas a GF(p) ... .. it 44
3.2.1 Distanciade Mannheim ........ . ... . . i 46

3.2.2 Exemplos. .. 47

3.3 Distancia MAXIMAa. ... 61
3.4 ConclUSOeS . L ot e 77

4 Cdbdigos sobre Anéis de Inteiros Algébricos............ ... ... .. .... 78
4.1 Introducao . .. ... 78
4.2 Cédigos sobre Z [w] : Preliminares . ........ ... i 80
4.3 Cédigos sobre Z [i] ... oo 82
4.4 Cédigos sobre Z wl. ..o 99



4.5 Comparagio entre Cédigos sobre Z[ij e Z|w] ......... ..., 117

4.6 Propriedades da Distancia de Hamming em Cédigos sobre Z[w] ......... 118
4.7 Correcao de erros miltiplos ... ... 121
4.8 Conclus0es. .. e 130

5 Conclusoes e Sugestoes. ... ... i 131
5.1 Conclus0es. . ... 131
B2 eSO . o oo e e 132
Apéndice. ... ... 134
Bibliografia ... ... . 140

xii



Capitulo 1

Introducao

Eiste trabalho tem como proposta estender o estudo de cddigos sobre estruturas algébricas
cada vez mais complexas, do ponto de vista matematico. Como sabemos, inicialmente os
cédigos foram projetados para o corpo GF' (2), em seguida este estudo foi estendido para
GF (p), p primo e depois para GF {gq) , onde ¢ é uma poténcia de primo. O estudo de c¢édigos
sobre anéis de inteiros residuais da forma Z s, onde M é um inteiro maior ou igual a 2, teve
infcio com os trabalhos de Blake [3], [4], Spiegel [29], [30] e Shankar [27]. Em [24], Massey el
al. propuseram coédigos convolucionais sobre Zy; e mostraram que tais cddigos sao casados a
modulacio do tipo M — PSK (M > 2}, sendo o casamento entendido no sentido estabelecido
por Loeliger [20].

O estudo de céddigos sobre grupos foi iniciado por Slepian em [28], mas foi somente
em [11], que Forney mostrou a sua real importéncia, isto €, para que um cédigo C esteja
casado a uma dada constelacdo de sinais S, o alfabeto de C deve ser um grupo gerador de S.
Também neste trabalho, Forney mostrou que cédigos sobre grupos sao titeis na construcéao
de novos conjuntos de sinais geometricamente uniformes, a partir de sinais geometricamente
uniformes ja conhecidos. Em [2], Biglieri e Elia propuseram construgdes de cédigos sobre
grupos abelianos e mostraram que estes podem ser estudados via codigos lineares sobre anéis
de inteiros residuais.

Em 1994, Huber [15] propés a construcao de cédigos sobre um subconjunto conveniente



de Z [i] , que vem a ser o anel dos inteiros algébricos de Q (\/~_1) . Neste trabalho foi definida a
distancia de Mannheim, que representa o analogo da distancia de Manhattan, para o conjunto
em questao. Tais cddigos foram projetados para a distdncia de Mannheim, que é a distancia
apropriada quando se usa modulagbes do tipo QAM, onde nem a distancia de Hamming,
nem a disténcia de Lee sao adequadas. Este trabalho de Huber serviu como motivacio para
o estudo dos cédigos sobre o anel dos inteiros algébricos de outros corpos quadraticos. No
presente trabalho conseguimos ampliar, nos inteiros de Gauss, varios resultados do trabalho
de Huber, mas foi no anel dos inteiros algébricos de Q (\/::3) que conseguimos os melhores
resultados.

Em [12] Giraud et al., usam o anel de inteiros algébricos de uma extensao totalmente
real de grau n para projetar conjuntos de sinais baseados em reticulados para canais com
desvanecimento do tipo Rayleigh. Também Boutros et al., em [5], apresentam duas familias
de reticulados para atingir bom desempenho sobre canais (Gaussianos e canais com desvanec-
imento de Rayleigh, com alta eficiéncia espectral. Para canais Gaussianos, a familia de
reticulados é gerada pelas imersoes candnicas de anéis de inteiros algébricos em R". As
constelagoes baseadas em reticulados sobre corpos totalmente reais apresentam bom desem-
penho sobre canais com desvanecimento de Rayleigh com a maxima diversidade de n, mas
apresentamm ganho negativo sobre canais Gaussianos, devido a fraca densidade de empacota-
mento dos reticulados associados. Os reticulados sobre corpos totalmente complexos, gerados
pelas imerstes em corpos ciclotomicos totalmente complexos, apresentam boa relagao entre
diversidade e densidade de empacotamento. Eles apresentam ganho positivo sobre canais
Gaussianos e bom desempenho sobre canais de Rayleigh com a diversidade de n/2.

Podemos ver assim que a teoria dos niimeros algébricos comeca ser uma ferramenta
apropriada, ndo sé para a constru¢ao de cédigos com distancias diferentes da convencional
distancia de Hamming, Uteis quando se usam modulacoes do tipo QAM, como também
quando se usam constelacoes baseadas em reticulados que podem ser aplicadas tanto em
canais Gaussianos, quanto em canais com desvanecimento de Rayleigh. Nesta direco e

motivados pelos resultados de Huber em [15], nos propomos a apresentar neste trabalho



uma extensao da classe de codigos projetados por Huber para o caso Z[i] e paralelamente
a isto construir cédigos sobre o anel dos inteiros algébricos Z [w], w = 122/;_5 do corpo de
nimeros @ (\/:—g) , apresentando também algoritmos de decodificacao.

Para a construcao desta classe de cédigos, consideramos o anel A dos inteiros algébricos
de Q(+v/d), onde d = —1 ou d = —3 e um conveniente ideal primo p de A de norma p,
p=1(mod4)sed=—1ep=1(mod6) se d = —3. Identificamos A com um subconjunto
do espaco RZ, via a representagao geométrica de corpos de nimeros, e consideramos o corpo
A/p com p elementos, e portanto, isomorfo a GF (p). O alfabeto para a construgao destes
cédigos sobre Z [i] e Z [w] , que denotaremos por A, é um conjunto completo de representantes
do ideal primo p de A, que herda a estrutura de corpo do quociente A/p. Logo, podemos

considerar A isomorfo a GF (p), isto é, A ~ GF (p).

O contendo deste trabalho esta distribuido em quatro capitulos, além deste.

No Capitulo 2, apresentamos os resultados basicos necessérios para melhor compreensao
dos capitulos seguintes. Sao revistos, dentre outros, os conceitos de grupos, anéis, corpos,
modulos e cddigos de bloco lineares. Especial atencao é atribuida a Teoria dos Nilmeros
Algébricos, sobre os quais serao construidos os cddigos propostos no Capitulo 4.

No Capitulo 3, inicialmente construimos um conjunto de sinais A que é um conjunto
completo de classes latrerais de um ideal primo p do anel A dos inteiros algébricos de A =
Q{vd), onde d = —1,d = ~3 e p = () é o ideal principal de A gerado por 7 € A, tal que
N {m) = p e o ideal primo pZ se decompode completamente em A. Apresentamos em seguida
o resultado mais importante desse capitulo que ¢ um procedimento para se determinar o
rotulamento do conjunto de sinais A casado ao grupo aditivo de GF' (p). A seguir estendemos
o conceito de distancia de Mannheim para A, generalizando assim a proposta de Huber em
(15]. Obtemos a distancia médxima de Mannheim entre os elementos de A, no caso d = —3.
Um outro resultado central desse capitulo € apresentado no Teorema 3.9, onde mostramos

que no caso de A ser o anel dos inteiros algébricos de @ (\/&) d = —1oud= -3, este

pode ser visto como wm reticulado gerado por {lL,w}, w =tsed = ~1 e w = % se
d = —3, assim sendo, A possui um subreticulado &, gerado por {mw, wr}, onde 7 = a + bw,



a,b € Z é tal que sua norma N () é igual a p. Nesse mesmo teorema determinamos a regido
de Voronoi da origem de § e mostramos que o conjunto de sinais A, casado a GF (p), estd
contido na regiao de Voronoi da origem de S.

No Capitulo 4, propomos cddigos sobre o anel dos inteiros algébricos de Q(+v/d), onde
d = —1 ou d = —3. Completamos os resultados de Huber e apresentamos novas propostas
para construgao e decodificacao de cédigos sobre tais anéis. O alfabeto para tais cédigos é o
conjunto de sinais A, definido no Capitulo 3, identificado com GF {p) e a disténcia serd a de
Mannheim, introduzida por Huber em [15], a qual serd estendida e formalizada para o caso
de anéis de inteiros algébricos de @ (\/E) ,onded = —1ed= —3. Na Secao 4.1 definimos os
cédigos sobre o anel dos inteiros algébricos de @ (\/?3) em termos de uma matriz verificacio
de paridade e mostramos que tais cédigos sao constaciclicos, gerados por um polinémio g (z)
que divide 2" —w, onde w € uma raiz primitiva sexta da unidade. A partir disto, os principais
resultados do Capitulo 4 sdo: i) propriedades da distancia de Hamming para cédigos sobre
anéis de inteiros algébricos, onde mostramos que tais cédigos sio MDS (Corolério 4.5); i1)
determinacdo de classes de cddigos. Sao propostas quatro classes de cédigos para cada um
dos anéis Z |i] e Z[w], para a métrica de Mannheim, a saber: wma projetada para corrigir
um erro de Mannheim; outra para corrigir todo padrao de erro que apresenta 1ma posicao
alterada de qualquer peso de Mannheim; uma outra que é capaz de corrigir todo padrio
de erro com até duas posicoes alteradas, cada uma com peso de Mannheim igual a um
e uma quarta classe que corrige todo padrao de erros, com duas posicdes alteradas, cada
uma delas de qualquer peso de Mannheim. Nas demonstragoes dos teoremas garantindo
as capacidades de correcao de erros das classes sendo propostas, derivamos os respectivos
algoritmos de decodificagao. Na Secao 4.6 fazemos uso do algoritmo de Berlekamp-Massey,
adaptado para corrigir multiplos erros de Hamming. Finalmente, na Secio 4.7 fazemos uma
anslise comparativa entre os cédigos sobre Z [i] e Z [w].

No Capitulo 5, as conclusées deste trabalho bem como propostas para estudos futuros

sao apresentadas.



Capitulo 2

Anéis, Ideais, Corpos e Cdédigos

2.1 Introducao

Neste Capitulo apresentamos os resultados basicos necessarios para o desenvolvimento
e o entendimento dos capitulos seguintes. Para tanto, serdo definidas as estruturas de grupos,
anéis, corpos, médulos, codigos e todos os dermais conceitos matematicos que surgem de modo
natural agregados a estas estruturas tais como homomorfismos, isomorfismos, ideais, anéis
quociente, ete.

Com o objetivo de tornar o texto auto explicativo, incluiremos as definicbes usuais
das estruturas algébricas tradicionais que constam neste trabalho. Todavia, o leitor podera
encontrar estas consideragdes nos textos tradicionais de Aigebra Abstrata constante nas
referéncias.

Muito embora as defini¢des a que se refere o pardgrafo anterior sejam as mais genéricas
possiveis, o interesse central da tese se restringe a wma classe particular de anéis que sio
os anéis de inteiros algébricos de um corpo de mimeros. Dentre tantas propriedades destes
anéis, podemos ressaltar que sao comutativos com identidade; com isto, o termo anel, neste
contexto, significa anel comutativo com identidade. Outras propriedades, que serdo oportu-
namente listadas, dos anéis de inteiros algébricos serao incorporadas ao termo anéis.

Quanto as demonstragoes dos resultados deste Capitulo, serao feitas algumas adaptagoes



com a finalidade de tornar a leitura mais agradavel. Outros resultados terdo suas demons-
tragOes omitidas neste texto por considerarmos que as técnicas utilizadas no processo nao
enriquecem este trabalho.

O contetido deste capitulo estd distribuido nas préximas quatro segbes da seguinte
maneira: Na Sec@o 2.2, apresentamos os principais resultados sobre anéis, ideais e corpos.
Na Secio 2.3, fazemos uma revisao de extenstes de corpos. Na Secéo 2.4, abordamos os
conceitos de corpos e anéis de ndmeros, bem como os conceitos de tracos e normas de um
elemento de uma extencao K de . Na Secio 2.5 tratamos da decomposicio de ideais primos
em anéis de nmiimeros algébricos e em extensotes; em particular, mostramos a decomposicao
de um ideal primo em corpos quadraticos. Dedicamos & Seco 2.6 uma breve revisao de
cédigos lineares de bloco de um modo geral, em particular, cddigos ciclicos e dentre estes,
fazemos algumas consideracoes sobre cédigos BC H. Também fazemos uma breve revisao dos

principios de decodificacao, os quais serao utilizados no Capitulo 4.

2.2 Anéis, Ideais e Corpos

Dizemos que um conjunto nao vazio ¢ é um grupo se em G estd definida uma operacao,
que indicaremos por -, tal que para todos a, b, ¢ em G temos:
i)a-(b-c)=(a-b) ¢
i1) existe um elemento, e € G, talque a-e=c-.a = q;
iii) dado a € A, existe um elemento, que denotaremos por —a, tal que a-{a™?) = (a™').a = e.
Um grupo G ¢ dito comutativo se G satisfaz a propriedade
w)a-b="b-a,Va,beG.

Dizemos que um conjunto nao vazio A é um anel se em A estao definidas duas operagoes,
que indicaremos por + e -, tais que para todos a, b, ¢ em A temos:
iy (a+b)+c=a+(b+c);
iya+b=>b+q;

111) existe um elemento, 0 € A, tal que a +0 =0+ a = qg;



iv}dadoa € A, existe um elemento, que denotaremos por —a tal que a-+(—a) = (—a)+a = 0,
v)a-(b-e)=(a-b)-c
viya-(b+c¢)=a-b+a-¢ e (b+c)-a=b-a+c-a
As quatro primeiras propriedades nos dizem que A é um grupo abeliane em relacio i operacao
+ (adicdo). Dizemos que o anel A é comutativo se A satisfaz a propriedade:
vit) a-b=b-a, para todos a,b € A

Notagao: Denotaremos o produto a - b, em num anel A, simplesmente por ab.

Um anel A pode possuir propriedades diversas. Por exemplo,

1. Se existir um elemento 1 em A tal que al = la = q, para todo ¢ em A dizemos que A
¢ wm anel com elemento identidade 1. Iremos considerar 1 s 0, pois do contrario, A

seria o anel nulo.

2. Um elemento nao nulo a de A diz-se um divisor de zero se existe um elemento nao nulo

bem A tal que ab =0 ou ba = 0.

3. Suponhamos que A possua elemento identidade. Dizemos que um elemento a de A é

uma unidade se existe b emn A tal que ab = ba = 1. Além disso, & é chamado de inverso

de a e denotado por a™.

Observemos que wm divisor de zero nunca pode ser uma unidade.

Definicdo 2.1 Um anel comutativo A, com identidade € dito wm dominio de integridade se

nao eriste divisor de zero em A.

O conjunto Z dos nimeros intejros e o conjunto dos inteiros de Gauss Z i, i = /~1,

sao exemplos de dominios de integridade.

Defini¢ao 2.2 Dizemos que um anel comutativo A, com identidade € um corpo se todo

elemento ndo nulo de A € uma unidade.

Como exemplo de um corpo podemos citar o conjunto @ dos niimeros racionais, com as

operacdes habituais de adi¢ao e multiplicacdo de fragdes.
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Definicao 2.3 Dizemos que um subcongunio B de um anel A € um subanel se B € um anel

com as operagdes induzidas por A.

A no¢ao de médulo sobre um anel A (ou de A — mdédulo) é a generalizacio da nocio de

espaco vetorial sobre um corpo.

Definicao 2.4 Um A —médulo M € um grupo abeliano (aditive) munido de uma aplicacdo
Ax M — M (geralmente escrita como multiplicacio) tal que, para quaisquer a,b € A e x,
y € M valem as propriedades:

i) a(z +y) = az + ay, i) (a+b)z=az+bx iti) (ab)x = a (bx) iv) lz = =.

Logo, todo grupo abeliano, escrito aditivamente, é win Z—médulo, onde a multiplicacio

(#n)x é definida por (x4 ---+z).
R S

inj—vezes
Definicao 2.5 Sejam A um anel e a um subanel de A. Dizemos que a € um ideal de A se

ar € A, para quaisquer que sejoma € A ez € a.

Um exemplo importante de ideal é o chamado ideal principal gerado por a, isto é, o

subconjunto

{az:x € A}
de A, que serd denotado por aA ou (a) quando ndo houver ambigiiidade sobre o anel.
Por exemplo, se A =Z e m & Z, entao

(m) =mZ={mz:zcZ}.

A partir de agora, os anéis considerados serao anéis comutativos com elemento identi-

dade 1 # 0, a menos que se explicite o contrario

Definicao 2.6 Se todo ideal de um anel A € principal, entdo dizemos que A ¢ um anel de
ideais principais. Em particular, guando A € um dominio de integridade, dizemos que A €

um dominio de ideais principais, ou simplesmente um DIP.
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Como exemplos de DI P, temos o anel dos niimeros inteiros Z e o conjunto dos polindmios
na varidgvel X com coeficientes num corpo F, o qual serd denotado por F [X].

Dizemos que um elemento nao nulo a de um anel A divide b € A, se existe ¢ € A tal
que b = ac. Também dizemos neste caso que b é um miltiplo de a. Agora podemos redefinir
um ideal principal gerado por a € A como sendo o conjunto dos multiplos de a.

Dois elementos a e b de um anel A sao ditos associados se existir um elemento invertivel
u de A tal que a = ub. Dizemos que um elemento a € A nao nulo e nao invertivel é irredutivel
se seus linicos divisores sdo os elementos invertiveis do anel e seus proéprios associados.
Dizemos que um elemento a nao nulo e nao invertivel de um anel A é primo se toda vez
que a dividir o produto de dois elementos de A, ¢ dividir também um dos fatores. A relacio

entre elementos primos e irredutiveis é dada pela proposiciao a seguir.

Proposicao 2.1 i) Num dominio de integridade, todo elemento primo € irredutivel.

i1) Num dominio principal, todo elemento irredutivel € primo.

Exemplo 2.1 EmZ o elemento 2 € irredutivel, mas no entanto em Z [i] = {a + bi; a,b e Z},

temos 2 = {1 +14) (1 — 1) e 1 +14, 1 — i sdo irredutiveis em Z|i].

Lema 2.1 (Lema de Euclides)Sejamn a, b, ¢ elementos de um anel principal A; se a divide be

e a € primo com b, entdo a divide c.

O conceito de anel quociente, que veremos a seguir, desempenhard um importante papel
no trabalho em consideracao.
Sejam A um anel e a um ideal de A. Dados a,b € A, dizemos que a = b{moda) se

a — b ¢ a. F fato conhecido que esta é uma relacao de equivaléncia, sendo
a=a+a={e+z:2z€a}

a classe de equivaléncia do elemento a € A. Um elemento b € A é dito um representante da

classe @ se b € 4.



+1011]2 0112
010712 010700
111120 110112
2127071 2101211

Tabela 2.1: Adicdo e multiplicagdo em Z/3Z

Seja A/a o conjunto das classes de equivaléncia dos elementos de A. Em A/a definimos

as operacoes soma e produfo entre as classes laterais:

G+b=a+b(istoé (a+a)+(b+a)=(a+b)+a)

@G-b=a-b(istoé (a+a)-(b+a)=(a-b)+a)

Uma verificacao simples mostra gue as operagoes acima estao bem definidas, isto é, o
resultado das operacoes independem da escolha dos representantes das classes. O conjunto
A/a, munido destas duas operagoes, é um anel, denominado anel quociente de A pelo ideal
a.

Um exemplo de anel quociente é o conjunto Z/37Z, onde as operagdes -+ e - sfo mostradas
na Tabela 2.1.

Um ideal m de A, m # A, é dito maximal se o nico ideal que o contém propriamente
é o proprio A.

Dizemos que uwm ideal p de A, p % A, é um ideal primo se sempre que z - y € p, entdo
r&pouycp.

No anel dos inteiros Z, o ideal 27 é maximal e o ideal nulo {0} é primo. Alids, A é um
dominio de integridade se, e somente se, {0} é primo.

Observamos que no conjunto Z, os ideais maximais coincidem com os ideais primos nao
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nulos, porém isto nao € verdade em geral, como mostra a proposicao a seguir.

Proposigcao 2.2 Sejam A um anel e a um ideal de A. Entdo temos:
a) A/a € um dominio de integridade se, e somente se, a € um ideal primo.

b) Afa é um corpo se, e somente se, a € um ideal mazimal.

Portanto, todo ideal maximal é primo. Em geral, a reciproca nao é verdadeira. Entre-

tanto, quando A é um dominio de ideais principais vale a reciproca, ou seja:

Proposicao 2.3 Se A € um dominio de ideais principais, entdo todo ideal primo ndo nulo

€ mazimal.

Demonstracgao: De fato, seja p um ideal primo nao nulo de A e suponhamos que p < q C A,
onde g é um ideal de A. Como A é um DIP, p = (a) e q = (b) para alguns a,b € A. Entdo,
a = be para algum ¢ € A; logo bc € p, pois a € p, portanto b € pouc € p. Se b € p entao
p = q. Se ¢ € p entdo ¢ = ad para algum d € A, e assim a = bc = bad, dai temos que a = 0, e
portanto, p = 0, o que contradiz a hipétese, ou bd = 1, pois A ¢ um dominio de integridade.
Portanto, b é uma unidade e, assim, g = A. Logo, nao existe um ideal q de A, diferente de p

e A, tal que p C q C A, e portanto, p ¢ maximal. [ |

Portanto, em Z e em F[X] os ideais maximais coincidem com os ideais primos nao

nulos, pois estes anéis sao DI P,

Definicao 2.7 Definimos a soma de dois idems a e b de A por:
a+b={at+b:aca beb},

que também € um ideal. Dizemos que os ideais a e b sdo relativamente primos se a+b = A.
O produto de dois ideais a € b € definido como sendo o conjunto de todas as somas finitas

de produtos a.-b, com a € a, b € b, isto ¢

ahm{Zaibi:aiEa, bméb}
qz==]
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As defini¢oes acima estendem-se de forma andloga para o caso de um ntimero finito de
ideais a;, as, - - -, a, de A.
No estudo de anéis existe uma familia de func¢des entre anéis que desempenha um papel

fundamental.

Definicao 2.8 Sejam A e B dois anéis com elementos identidades 1 e 1, respectivamente.
Um homomorfismo ¢ : A — B € uma aplicacdo v de A em B tal que o (a +b) = ¢ (a)+¢ (b),
plab) =@{a)p () e (1) =1, Ya,b € A

Se ¢ : A — B é um homomorfismo bijetor, entdo dizermos que ¢ € urn isomorfismo de A
em B. Dizemos que dois anéis A e B sdo isomorfos (e denotamos por A ~ B) se existir um

isomorfismo entre eles. Um automorfismo do anel A é um isomorfismo de A em A.

Teorema 2.1 Sejam A e B anéis e ¢ : A — B um homomorfismo. Entio,
i) A imagem de o, Im(p) = {¢(a) : a € A} € um subanel de B;

ii) O nicleo de @, ker (¢) = {a € A: p(a) =0} € um ideal de A;

i1} A aplicagio @ € injetiva se, e somente se, ker (¢) = {0};

in) Os anéis A/ ker (¢) e Im (@) sdo isomorfos, isto €, %4(@ ~ I'm(A).

2.3 Extensoes de Corpos

Uma extensao de um corpo K ¢é qualquer corpo F contendo K como subcorpo. A
notagdo adotada para este conceito é F O K ou F/K.

Quando o corpo F' é nma extensao do corpo K, entdo F' pode ser visto como um espaco
vetorial sobre K, bastando para isto considerarmos as operagoes adigdo e multiplicacio por

escalar definidos de forma usual, isto é,

+: FxF — F

(u,v) = u-w
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KxF - F
(Ao) — v

Usando as propriedades dos corpos K e [ podemos ver que F ¢ um espago vetorial
sobre K. O grau (ou indice) de uma extensdo F'/K, denotado por [F: K|, ¢ a dimensfo
de F visto como espaco vetorial sobre K. A extensdo é dita finita se [F': K] é finito; caso

contrario a extensao é dita infinita.

Definigao 2.9 Sejam F uma extensio de K e oo um elemento de F. Dizemos que o €
algébrico sobre K se existem elementos ag,a1,---,a, (n>1) em K, ndo todos nulos, tais
que ag -+ ayox + -+ apa” =0, 1sto €, se a € raiz de um polinémio nao nulo com coeficientes
em K. Caso contrdrio, « € dito transcendente sobre K. Dizemos que um nidmero complezo
¢ algébrico, se ele € algébrico sobre o corpo Q dos nimeros racionais. Uma extensio F D
K ¢ algébrica, se todo elemento de I € algébrico sobre K. Dizemos que um corpo K €
algebricamente fechado se todo polindmio em K [X], de grou positivo, possui uma raiz em

K.

Podemos ver que o = 4/—1 € C é algébrico sobre Z, pois a é raiz do polinémio f (X) =
X? 41, por outro lado 3 = 7 é transcendente sobre Z.

O corpo € dos nidmeros complexos é um exemplo de corpo algebricamente fechado,
enquanto que Q (i) = {a+bi; a,b € Q} é uma extensio algébrica, de grau 2, de Q.

Observemos que se K ¢ algebricamente fechado, entdo todo polindmio f(X) € K [X]
possui todas as suas raizes em K.

Seja o« € F' algébrico sobre K e seja
o: K[X]— F

o homomorfismo definido por ¢ (f (X)) = f{a}, f € K[X]. Entdo a imagem de ¢, que
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denotamos por K [o], é dada por
K[a]={f(a):féK[X]}z{Zaiai:aiEK, nzO}.
=0

Pode-se mostrar que K [o] é um dominio de integridade, pois K [o] C F. Por outro lado,
como ker (@) € um ideal ndo nulo de K [X] e K sendo um corpo, o ideal ker (¢) ¢ principal,
que podemos supor gerado por wm polinémio ménico p(X) € K [X], isto é, um polindémio
com coeficiente lider igual a 1. Pelo Teorema 2.1, temos um isomorfismo entre K [X7] / (p (X))

e K |al, isto é:

Pelo isomorfizmo acima o quociente K [X]/ (p (X)) é um dominio de integridade, logo o ideal
(p(X)) é primo, portanto, p (X) é irredutivel. Considerando p (X)) ménico e tendo o como
raiz, entdo pode-se ver que p(X) é univocamente determinado por «. Logo, podemos ver
que p(X) é o polinémio de menor grau com esta propriedade. Assim, dizemos que p(X) é
o polinémio minimal de o sobre K.

Como p{X) é irredutivel, pois do contrario p (X} nfo seria o polindmio minimal de
a, o ideal (p (X)) é primo, logo é maximal, pois F'[X] é um dominio de ideais principais.
Portanto, o quociente F' [ X] / (p (X))} é um corpo, assim o dominio K [a] também é um corpo.
Observemos que K [a] é uma extensao de K de grau n, onde n é o grau do polindémio minimal
de « sobre K, isto porque K [a] é o conjunto das expressoes polinomiais En: a0, a; € K e
a sendo algébrico, temos que {1, o, a® -+, a" '} é uma base de K [a] SOb;: OK . As raizes de
p (X} em C sdo chamadas os conjugados de « sobre K e o mimero destas raizes é n.

O processo usado acima para obtermos K [0 é denominado adjun¢io de raizes. B
facil ver que K [a] é o menor corpo que contém A e o. Também podemos ver que K [o]

coincide com o corpo K («) formado pelas razbes polinomiais f (o) /g (a); [f,9 € K[X],

g(a) #0, isto &,
K(e)={f(a)/g(a): f,ge K[X], g{a)#0}.
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De agora em diante, usaremos a notagao K (o) ao invés de K [a] .
Proposicao 2.4 Se F' D K € uma extensdo finita , entdo a extensdo F de K € algébrica.

Proposicao 2.5 Sea € F D K, entio as sequintes afirmagdes sdo equivalentes:
i} a € algébrico sobre K;
ii) A extensdo K (o) D K € finita;

i11) K {@) € uma extensdo algébrica de K.

Proposicdo 2.6 Sejam E O F 2 K corpos tais que [E : F) e [F': K| sdo finitos. Entao
[E : K] € finito e vale:
£ K|=IE: F|[F:K]|.

Uma extensdo L D K é dita simples, se existe o € L, tal que L = K {a).

Teorema 2.2 Sejam L, K subcorpos de C. Se a extensio L 2 K € finita, entdo L = K {«)

para algum o € L, isto é, L ¢ uma extensao simples de K.

2.4 Corpos e Anéis de Niimeros

Um corpo de nimeros K é uma extensao finita de Q. Pelo Teorema 2.2 | K é da forma
Q (o) para algum elemento o € K, mais ainda, se o polinomio minimal de « sobre Q é de

grau n entao
Qo) = {a0+a1@"§"'--+anw1a”“1 ca, e Q,i=0,1,2,- -, 0~ 1}

e esta representacao € tnica, ou seja, {1,q, -+, 2" !} é uma base para o espago vetorial

Q@ («) sobre Q.
Como exemplos de tais extensdes podemos citar os corpos ciclotémicos Q((,,)}, onde

Zri

Cm == e'm , m € Z, é uma raiz primitiva m — ésima da unidade. O grau do corpo ciclotémico
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Q {¢n) é dado pela funcao ¢ de Euler, que ¢ o ntimero de inteiros positivos menores que m

e primos com m, isto é,
d{m)=#{n:1<n<m, {mn)=1}

Por exemplo, se m = 8, entdo ¢ (8) = 4, enquanto ¢ (7) = 6.

Uma outra classe importante de corpos de nimeros é a classe dos corpos quadrdticos,
isto é, extensoes K O @, de grau 2 que, pelo Teorema 2.2, é da forma @ {«) . No entanto,
mostraremos que existe d € Z, livre de quadrados, tal que K = (\/c_i) De fato, seja
f{z) = X?+bX +c € Qlz], o polindmio minimal de a sobre @, entdo 2a = —b 4 /b2 — 4c.
Assim, Q (o) = Q (M) , mas b — 4c¢ é wn mimero racional, assim b? — 4¢ = r/s =
rs/s? € Q, dai Q (a) =Q (\/m) = Q (y/75) . Suponhamos que rs = k?d; k,d € Z, d livre
de quadrados, logo @ (a) = Q(Vrs) =Q (\/ﬁ&‘) = @ (\/E) . Assim, K = Q (x/g) ,deZ
livre de quadrados. Portanto, {1, \/3} é uma base do espaco vetorial (§ (\/3) sobre Q.

Quando d > 0, dizemos que @ (\/c_i) éum corpo quadratico real, e quando d < 0, dizemos
que (\/&) é um corpo quadrdtico tmagindrio. Por exemplo, Q (i), (i = v/—1), é um corpo
quadratico imagindrio, e também um corpo ciclotémico, pois ¢ ¢ uma raiz primitiva quarta

da unidade, enquanto que (\/ﬁ) é um corpo quadratico real.

Definicao 2.10 a} Um nimero complexo o diz-se um inteiro algébrico se « € raiz de um
polinémio f, ménico com coeficientes em Z. A equacio [ (a) = 0, diz-se, uma equacdo de
dependéncia integral de a sobre Z.

b) Dizemos que um anel A ¢ integralmente fechado, se todo elemento de seu corpo de fracdes

K, que é inteiro sobre A, pertence a A.

O anel Z, dos niuneros inteiros, é um exemplo de anel integralmente fechado. Este

exernplo néo é um fato isolado, pois, em geral, temos o seguinte:

Proposicao 2.7 Todo dominio D de ideais principais € integralmente fechado.
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Demonstracao: Seja F o corpo de fragoes do dominio D e a € F inteiro sobre D. Entao «

satisfaz uma equacdo de dependéncia integral

A"+ ™ g tag =0, a € F

Como « esta em F, podemos escrever o = a/b, a,b € A, primos entre si. Logo,
a™ 4 b(ap1a™ b agab™ A agh™ ) = 0,

ou seja b divide a™, como (a,b} = 1, com a aplicacio repetida do Lema 2.1, temos que b

divide a, assim a = a/b € A, portanto, A é integralmente fechado. [}

Embora, na definicao, nio exigimos que f seja irredutivel sobre @), ele na verdade o é,

como mostra o Teorema 2.3 a seguir.

Teorema 2.3 Sejam o € C um inteiro algébrico e f o polindmio minimal de o sobre Q.

Entao [ € irredutivel sobre Q.
Na demonstragao deste Teorema, faz-se uso do Lema a seguir.

Lema 2.2 (Lema de Gauss) Seja f um polinémio ménico com coeficientes em Z, e supon-
hamos que f = gh, com g.h € Q[X]. Entdo g e h possuem coeficientes em Z, isto €,
g, h e ZiX].

Demonstracao: (do Teorema 2.3 ). Suponhamos que f ndo seja irredutivel sobre Q, entéao
f = gh, com g, h € Q[X], g e h néo constantes. Sem perda de generalidade, podemos supor
f e g monicos, Entéo, pelo Lema 2.2, g,h € Z[X]. De f (&) = 0, temos g (a)h{a) = 0,
como Z [c] é um dominio, temos g (o) = 0 ou h (&) = 0. Como ambos possuem grau menor

que f, temos uma contradi¢ao. n
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Corolério 2.1 Us tnicos inteiros algébricos em () sdo os nimeros inteiros ordinarios, isto

€, os elementos de Z.

Vamos agora determinar os inteiros algébricos de uma extensao quadrética.

Denotaremos por A o conjunto dos inteiros algébricos de um corpo de ntimeros K.

Proposicao 2.8 Seja K = Q (\/E) um corpo quadratico, com d inteiro livre de quadrados.
Vd, sed =2 ou 3(mod4)

5’—2‘—@, se d = 1{mod 4).

Entdo A = Z|w|, onde w =

Demonstracao: Seja o =a+bvd € A, a,b € Q. Se b =10, entdo X —a é o polinémio
minimal de « sobre ), logo a € Z. Se b # 0 o polindmio minimal de « sobre {Q é de gran
2 e, podemos ver que, este polinémio é dado por m (X) = X? — 2aX 4+ a? — db?, entao 2a,
a® — db* € Z. Como d é livre de quadrados, 2b € Z, pois se 2b possuisse um denominador ¢,
entao este conteria um fator primo p, cujo quadrado ndo se cancelaria com algum fator de
d, pois este n&o possui fatores quadrados, e assim, d (25)2 nao seria inteiro. Logo, 2b € Z.

Portanto; 2a, a® — db? € Z, Vo = a + by/d € A. Assim, podemos escrever:
a=u/2, b=uv/2 wvel.

Logo (2a)* — d (2b)* € 4Z. Substituindo a por u/2 e b por v/2, temos u? — dv* € 47

(1) Se b € Z, entdao v é par, logo u é par, e portanto, a € Z.

(IT) Se b ¢ Z, entdo v é impar, logo, d = 1 (mod 4) e u é {mpar. Portanto, a ¢ 7Z.

Se d = 2 ou 3 (mod 4) entdo ocorre a condicio (I}, isto é, a, b € Z. Portanto, o = a+bvd € Z
e, mais ainda, a-+by/d é raiz do polinémio X?-2aX +a*—db? € Z[X], portanto, A = Z {\/E} :
Se d = 1 (mod 4), entdo u e v possuem mesma paridade, isto é, ambos s&o pares ou fmpares.
Se u e v sdo pares, entdo a,b € Z. Logo, a = a+b/d € Z [\/E} . Se u e v sdo Impares, entao
a=a+b/d=u/2 +v/2V/d = (u—v)/2+v ((1 + \/E/Z)) €7Z [(1 + \/&) /2} Portanto,
aez{(yﬂ/&)/ﬂ Vo € A. Logo, A C Z [(1+ vd) /2]

Seja o = a+b((1+\/c_i)/2) € Z{(l—i-\/c-i)/Q] ;a,b € Z. Logo, 2a+b € Z e (a+b/2)° —
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d(b/2)° = a? + ab+ (1— d)b?/4 € Z, pois d = 1 (mod4) . Logo, Z [(1 + v/d) /2] C A, pois
m(X) = X2~ (2a+b) X + (@*+ab+ {1 —d)b*/4) € Z|X] ¢ o polindmio minimal de «.
Logo, Z KI + \/(_1) /2] < A. Portanto, Z [(1 e \@) /2} = A. n

Pela Proposicio 2.8, o conjunto A, dos inteiros algébricos de @@ (\/E) , ¢ um anel. Na
verdade, isto vale para qualquer corpo de ntmeros; para verificarmos este fato basta mostrar-
mos que a soma e o produto de dois inteiros algébricos sdo também inteiros algébricos, ver

[26]. Assim, para vermos que ¢ = V2 4+ /3 é um inteiro algébrico, basta fazermos

¢ depois
(1) = (23a)"
para obtermos

at —8a? —2a+1 =0,

e este é, de fato, o polindémio minimal de « sobre Q.

2.4.1 Tracos e Normas

Sejam o € C um inteiro algébrico e f € Z[X] o polinémio minimal de o sobre Q, de

grau n. Entdo f possui n raizes em C, ou seja, o possui n conjugados em C.

Definicao 2.11 Uma funcdo o de K em C € dita uma imersio se o € um homomorfismo

mnjetivo.

Portanto, existemn n imersdes de K em C e, estas sao determinadas pelos n conjugados
de a.

Por exemplo, o corpo quadritico @ (ﬁ) , d um inteiro livre de quadrados, possul duas
imersoes em C; a aplicacao identidade que leva « em si mesmo, e a que leva o = ¢+ bv/d no

sen conjugado & = a — bv/d. Por outro lado, os corpos ciclotémicos possuem ¢ (m) imersdes.
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Sejam K wm corpo de niimeros de graun, 3 € K e 01,09, -+, 0, as n imersoes de K

em C. Chamaremos de traco de 3, relativo a extensdo K/Q, o elemento

Txg(8) = o1 (B) +02(8) + - + 00 (B)

e a norma de 3, relativo a extensdo K/(Q, o elemento

Nig(B) =01 (B) o2 (B) -+ 0, (3).

Podemos ver que as funcgoes trago e norma gozam das seguintes propriedades, para todos
a,Be K, ereQ, (lembre que n = [K : Q))
T;)TK/Q (a+p3)= TK/Q (o) + TK/-Q (8);

iz’)TK/Q (r) = nr;

#i)T,,, (ray =T, (a);

W) Njq (@B) = Ny (@) Ny (B);
V)N, o (P} =17

VI)N, o (ra) = "N, . (o).

Suponhamos, agora, que « seja de grau s sobre , isto é, [Q («) : Q] = s, como o grau

de K sobre Q é n, temos, pela Proposicio 2.6, que n/s é um inteiro, pois

K :Q]=[K: Q)] [Q{a) : Q] =n.

Portanto, n/s = [K : Ql¢]].
Sejam ¢ (a) e n{«) a soma e o produto, respectivamente, dos conjugados de « sobre Q,

isto &, ¢ (8) = T8} e n (3) = Now)ol(8).

Teorema 2.4 De acordo com a notacdo acima temos:
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By =n(p):.

ol

Obs. 2.1 Vamos denotar T, (a) e Noo {a) por T{a) e N (a) respectivamente, quando

nao houver ambigiidade de notacdo.
Corolario 2.2 Os elementos T (a) e N {a) sdo nidmeros racionais, para todo oo € C algébrico.

Demonstragao: Como ¢ (o) é a soma e n («) é o produto dos conjugados de « sobre @ e o
polinémio minimal f de « sobre @ se escreve como f(a) =a” —t(a)+--- + (=1)"n(a),

logo, t (o) e n (¢} sBo nimeros racionais. |

Corolario 2.3 Se « € um inteiro algébrico, entdo T («) e N (&) sdo nimeros inteiros.

Demonstracao: De fato, pois a sendo um inteiro algébrico, o seu polinémio minimal sobre

Q possui coeficientes em Z. n

Proposi¢ao 2.9 Nos corpos quadrdticos Q (ﬁ) temos:
T (a+b6Vd) = 2a,

N (wbx/é) = a? — db?.

Neste caso « ¢ um inteiro algébrico se, e somente se, seu trago e sua norma forem
inteiros.
Uma das aplicaches importantes das funcgdes traco e norma é a determinacao das

unidades do anel de inteiros algébricos A do corpo K.

Definicdo 2.12 Chamarmnos de unidades de um corpo de numeros K os elementos invertivets

do anel dos inteiros algébricos de K.

[ facil ver que as unidades formam um grupo multiplicativo. A seguir veremos uma

proposicio que relaciona normas e unidades, caracterizando estas.
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Proposicdo 2.10 Seja K um corpo de ndmeros e w € K. Entdo u € uma unidade de K se,

e somente se, u € um inteiro algébrico e N (u) = £1.

Demonstragao: De fato, se u ¢ uma unidade de K, entdo, como N (u) e N (u™!) sdo
elementos de Z, cujo produto é 1, (N (1) = N (u/u) = N (u} N (uv1) = 1). Assim, N (u) =
+1. Reciprocamente, seja u wn inteiro algébrico de K, de norma +1, entao sabemos que a

equacao de dependéncia integral de u é dada por:
Wy " b b auk 1 =0, g € Z,

entao,

U (u”“i +oapy Ut al) = F1.

Logo, & (u™ ' + apqu™ % + -« 4+ ay) é um inteiro algébrico e é o inverso de u, portanto, u

é uma unidade de K. -

Em wm corpo quadratico real K = (\/3) temos infinitas unidades. Pode-se mostrar
que as unidades, neste caso, formam um grupo multiplicativo abeliano infinito. Por outro
lado, as unidades de um corpo quadrético imagindrio sao: 1 e —1, exceto nos casos d = —1
e d = —3, nestes casos temos:

i) Se d = —1, entdo as unidades de K = (\/:T) sao as raizes quartas da unidade: {1, —1,
i, =i}

ii) Se d = —3, entdao as unidades de K = @(\/‘:5) sio as raizes sextas da unidade:
{(},iﬁ)j, j=0,1,---,5}

2

2.5 Decomposicao de Ideais Primos em Anéis de Niimeros

Vamos iniciar esta se¢do mostrando que todo anel de ntimeros A possui trés propriedades
especiais e que em todo dominio com estas propriedades vale a fatorizagao inica para ideais,

embora os elementos do anel A nfo possuam tal fatoracido tnica, como um produto de
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elementos irredutiveis. Em Z [\/W_S} , por exemplo, temos
14=2.7=(3+v=5)(3-v=5),

isto é, 14 se decompde no produto dos elementos irredutiveis 2, 7, 3 ++/ -5 e 3 —+/ -5 de

Z[\/Z‘s‘].

Definicao 2.13 Dizemos que um dominie D ¢ um dominio de Dedekind se:
i} Todo ideal de D € finitamente gerado;
it} Todo ideal primo ndo nulo de 1D € mazimal;

iit) D € integralmente fechado em seu corpo de fragdes,
F={a/b: abeD, b#0}.

Teorema 2.5 Todo anel de ndmeros é wm dominio de Dedekind.

Teorema 2.6 Todo ideal, emn um dominio de Dedekind D, € univocamente representado por

um produto finito de ideais primos.
Como consequéncia dos Teoremas 2.5 e 2.6 , temos,

Corolario 2.4 Os ideais, em um anel de nimeros, se fatoram univocamente em um produto
]
finito de ideais primos, isto €, se a € um ideal de A, entdo a = [] p;*, p; ideal primo de A,
i=1
e; €N, i=1,2,---,5.
Definicao 2.14 Dizemos que M é um Z—modulo livre de poston se M € uma soma direta

de n submddulos cada um deles isomorfo a Z.

Teorema 2.7 Se K € um corpo de nidmeros algébricos de grau n, entdo o anel A dos inteiros

algébricos de K € um Z—mddulo livre de posto n.
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Portanto, o anel A possui uma Z —base, isto é, A = Za; & Zag & -+ & Zax,, o; € A,

i =1,2,---,n, ou seja gualquer elemento o de A se escreve de modo 1inico como
o= aoy F ason + b apoy,, G €L, =12, n.
O conjunto {oq,as,- -, a,} é dito uma base integral para A, ou uma base de A sobre
Z. Podemos ver ainda que {og,aq, -, &, } ¢ também uma base de K sobre Q.

Proposicdo 2.11 Sejo a um ideal ndo nulo em um anel de nidmeros A; entdo o quociente

Aja € finito.

Demonstracio: Sejam o € A, o % 0 e m = N (&), logo m € Z e m é nao nulo. Vamos
mostrar que m € A. Sabemos que N {a) = af, onde § é o produto dos conjugados de
o, assim m = o, e o elemento 3 pertence a A, pois § = «a/m. Como a,m € K temos
8 = a/m € K. Como  é um inteiro algébrico, entdo 3 € A, e portanto, como a € a,
o produto af = m pertence a a, logo o ideal (m} C a e, assim, A/a C A/{(m), mas
A/ (m) =Zon/ (m)® Lo/ (m) & - B Zo,/ (m), logo # (t—%) =m". Como A/a C A/ (m)
temos # (A/a) < m", ou seja o quociente A/a é finito. [

2.5.1 Decomposicao de ideais primos em extensoes

Quando passamos do anel Z para um outro anel que o contém, como por exemplo,
Z {\/w«_f)] , podemos perder algumas propriedades que vale naquele, mas nao neste.
Por exemplo, na extensio Z [\/—_5} > Z o mimero 41 é irredutivel, em Z, mas em
Z [\/:.5‘] temos,
41 = (6++=5) (6~ V=5,

os elementos 6 ++/—5 e 6 — +/—5 nao sao unidades em Z [\/ —5] , pois pela Proposicio 2.10,
uma unidade possui norma =1 e no entanto N(6 + «/=5} == N(6 — /—5) = 41.
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Fato semelhante pode ocorrer com ideais de A que estendidos (Defini¢do 2.15 a seguir) a
B o A mudam suas caracteristicas. Por exemplo, o ideal 27 é primo em Z mas sua extensao
em Z [\/:5] é o quadrado do ideal gerado por 2 e 1 4+ v/—35, ou seja, ndo é um ideal primo.
Podemos ver também que o ideal 3Z é primo em 7 mas sua extensao 37Z [\/:3] em Z {\/M_S}
é o produto do ideal gerado por 3 e 1 + /=5 pelo ideal gerado por 3 e 1 — /=5, ou seja,
37 {\f;—f)] nao é um ideal primo em Z [\/M_S} De maneira simbdlica podemos escrever

(2)=(2.1+ \/»»»_5)2

(3)=(3.1+v=3) (3,1-V=5).

Obs. 2.2 As wvezes, diremos apenas que, p se decompée em um produto de primos no anel
de inteiros A, ao invés de, o ideal (p) se decompde em um produto de ideais primos no anel

de inteiros &

Nosso objetivo, agora, é determinar a decomposicdo de ideais primos em um anel de

nuameros A.

Definicao 2.15 Sejam B D A, anéis, e a C A um ideal; o conjunto

{Zambz 7 a; € d, b € B}

g=1

€ um tdeal de B que serd denotado por aB e dito a extensdo de a em B.

Sejam L O K uma extensdo de corpos de niimercs, B O A seus respectivos anéis de
inteiros e seja p um ideal primo de A. Vamos determinar a decomposicao da extensao de p

em B.

Teorema 2.8 Sejam p um wdeal primo de A e q um ideal primo de B. Entdo as condicdes

sequintes sdo equivalentes:
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i) qD P

) qnA=p
i) qNK =p
i) q>pB

No decorrer deste trabalho usaremos, de modo mais constante, as condigbes i) e i) do
Teorema 2.8. Vamos entao, demonstrar a equivaléncia entre elas.
Demonstragao: Vamos mostrar que ) = ). E claro que p C g M A. Também é facil de
ver que ¢ M A é um ideal de A. Como p ¢ maximal, entdo gNA =pou A SeqnNA = A,

entao 1 € q e daf q = B, absurdo. Portanto, q M A = p. A implicagdo i1) = i} é trivial. W

Definicao 2.16 Quando vale uma das, e portanto todas, condigdes do Teorema 2.8, dizemos

que o prime q estd acima (ou sobre} de p, ou que p estd abaixo {ou sob) q.

Teorema 2.9 Todo ideal primo q de B estd acima de um unico ideal primo p de A. Todo

ideal primo p de A estd abaizo de pelo menos um ideal primo q de B.

Os ideals primos q;, que estao sobre p, sao aqueles que ocorrem na decomposicdo prima

de pB. Portanto,
g
pB =[] a7
de==]

Os expoentes e; 880 chamados de fndices de ramificagdo de g, sobre p, denotado por e; (g, | p} .

Definigao 2.17 Dizemos que p se ramifica em B, se pelo menos um dos e; > 2. Se pB = q,

dizemos que p € inerte emn B.

Sabemos que os anéis quocientes A/p e B/q sdo corpos, pois p e ¢ sko maximais. Como
A ¢ B, podemos ver que B/q é uma extensio de A/p. Estes corpos sdo chamados de corpos
restduais associados a p e q. Sabemos, pela Proposicao 2.11, que estes quocientes sao finitos,
portanto B/q é um espacgo vetorial de dimensao finita sobre A/p. Seja [ esta dimenséo, logo

f=[B/q:A/p}. Dizemos que f é o grau de inércia de q sobre p, denotado por f = f(q/p).
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Teorema 2.10 (Igualdade Fundamental) Sejan o grau de B sobre A. Dado wm primo p de
A, sejam qq, 2, -+, 4y 05 tdeais primos distintos de B que estdo sobre p. Sejom eq,ea,- -+, ¢,

e f1, fa, -, fg 08 indices de ramificacdo e os graus de inércia correspondentes. Entdo:

Iremos demonstrar o Teorema 2.10 para o caso de K = {§. Para tanto, necessitamos do
conceito de norma de uwm ideal. O ideal nulo terd norma zero. Se a é um ideal ndo mulo de

A, entdo a norma de a, que serd denotada por N4 (@), é o mimero finito # (A/a).

Obs. 2.3 Quando nao houwver divida quanto ao anel A, que contém o ideal a, usaremos

N (a) ao invés de Ny (a).

Proposic¢ao 2.12 Sejam L. O K corpos de nimeros, B D A seus anéis de nimeros, respec-
tivamente e n = [L : K].

i) Sejam a e b ideais de A, entdo

N{ab) = N {a) N (b},

i) Seja a um ideal de A, para o ideal alB femos:

Ng (CIE) = Ny (&)n )

i1} Seje o € A, a0, para o ideal principal (o) temos:

isto €, o valor absolulo da norma de o, na extensdo K D ().
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Demonstracao: ( Do Teorema 2.10, no caso de K = Q.) Como K = Q temos A = Z.
Seja. p um ideal primo de Z, logo p = pZ, para algum primo p € Z. Ent&o temos:

g
pB =[] a7,
t==]

logo,
g
deah

o e
m pz‘:l

Ne () = [TV (9)* = f[l [

i==]

Por outro lado, sabemos que

Ng (p) = (Na (p))" = p",

portanto,

g
Z e fi = n.
i=1

2.5.2 Decomposicao de um ideal primo em corpos quadraticos

Sejam d um inteiro livre de quadrados, K = Q) (\/E) e A o anel de inteiros de K. Seja
p um nimero primo. Vamos determinar a decomposicao do ideal gerado por p em A, que
denotaremos por ph.

Do Teorema 2.10 temos que pB = _IQI q;*, com _Zgj e.fi = 2, logo g < 2. Desse modo,
temos trés possiveis casos a considerar. 1Széto cles: .
iyg=2, esr=ey=1, [fi = fy=1, dizemos, neste caso, que p se decompée em K, isto &,
pA = pipg, onde Py e ps 580 ideais primos de A acima de pZ e # (A/p;) =p, 1= 1,2;
i)g=1, e =1, fi=2; dizemos, neste caso, que p é inerte em K, isto é pA = p, onde
p é um ideal primo de A acima de pZ. Aqui A/p tem p? elementos;
iii) g =1, e =1, fi =1, dizemos, neste caso, que p se ramifica em K, isto é pA =p?,

onde p é um ideal primo de A acima de pZ, e além disso N (p) = p.
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Definicao 2.18 Dados wm numero primo impar p e um inteiro d, primo com p, dizemos
que d € wm residuo quadratico modp se a classe de d mddulo p for um quadrado em Z/pZ,

ou seja, a equagio T° = d tem solugdo modulo p.

Exemplo 2.2 Quando p = 5 entdo —1 é um residuo quadrdtico mod 5, enquanto que —1

ndo € residuo quadrdtico mod?7.

Teorema 2.11 Sejo K = (§ (\/c_i) , onde d um inteiro livre de quadrados. Temos:

i) Sdo decompostos em K os mimeros primos fmpares p tais que d € um residuo quadrdtico
modp, e p=2 se d = 1(mod8),

i1) Sdo inertes em K os primos impares p tais que d ndo ¢ um residuo quadrdtico modp,

ii1) Se ramificam em K os divisores primos tmpares de d, e o primo 2 se d = 2 ou 3{mod 4).

Para aplicarmos o Teorema 2.11 € necessario saber quando um dado numero é um
quadrado mod p. Isto pode ser feito, de um modo relativamente simples, usando-se a Lei da

Reciprocidade Quadrdtica de (zauss. Para tanto, vamos introduzir o simbolo de Legendre
d
(P)'

Definicdo 2.19 Sejam p um inteiro primo e d um inteiro primo com p. Definimos o sitmbolo

de Legendre (ﬁ) por,
(ﬁ) = 1,se d € um residuo quadrdtico (mod p)
(«E) = 1, sed nido ¢é um residuo quadrdtico (mod p)

Proposicao 2.13 Sejam a,b € Z, primos com p. Entdao vale:

9)-(0

ii) (Critério de Euler) Se p é um primo impar, entdo

(ﬁ) = "7 (modp),

o
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em particular,

i1i} Se p € um primo {mpar, entdo

Teorema 2.12 (Lei da Reciprocidade Quadrdtica de Gauss). Se p e g sao nidmeros primos

@) (%) = (—1)E

Vamos agora reescrever o Teorema 2.11 fazendo uso do simbolo de Legendre (1”]-_’“;)

impares distintos, entdo:

Teorema 2.13 Sejo K = @ (\/EE) , onde d um inteiro livre de quadrados.

a) Seja p wm primo impar.

i) Se p|d, entdo pA = (p, \/3)2, wsto €, p se ramifica em K;

1) Se (g) = —1, entdo pA € um ideal primo em K, isto €, p ¢ inerte em K

1i2) Se @) =1, entdo pA = (p,\/am a) (p,\/a+a) , a€Z, a°=d(modp), isto & p se
decompée em K.

b} Seja agora p = 2.

i) Se d = 2(mod4), entio 2A = (2,\/3)2, e se d = 3(mod4), entio 2A = (2, Vid — 1)2;
em ambos os casos, 2 se ramifica;

1) Se d = 1(mod8), entdo 2A = (2, 1"*”2‘/3) (2, 1""2‘/3) , isto €, 2 se decompdie em K;

it1) Se d = 5 (mod8), entdo 2A € um ideal primo em K, isto €, 2 € inerte em K.

Exemplo 2.3 K =Q (\/71) .

1) p se ramafica se, e somente se, p = 2,

i1) p € inerte se, e somente se, p = —1 (mod4),

i14}) p se decompde se, e somente se, p = 1 (mod 4) . Portanto os primosp = 5,13,17,29,37, -

se decompiem em K = (\/w_l) .
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Exemplo 2.4 K =Q (\/Tg) ‘

i) p se ramifica se, e somente se p = 3;

i1) p € inerte se, e somente se p = —1 (mod 3} ;

ii1) p se decompde se, e somente se p = 1 (mod 3) . Portanto, os primoesp = 7,13,19,31,37,- --

se decompoem em K = Q (\/—_3) :

A seguir, veremos um Teorema que relaciona a decomposicao de ideais primos as solucoes
da forma quadrética N («), a € A. Como vimos na Proposiciio 2.9, se K = Q [\/&] , entao
N (a+ b\/&) = a* — db?.

Teorema 2.14 Sejam K uwm corpe quadrdtico, A seu anel de inteiros algébricos e N a
norma relativa de K em Q. Sejan = f[zp?’;, a; € N, p; primos, i =1,2,--- 5.

i) Se existe o € A, tal que N (a) = plf‘imentdo a; € par quando p; € inerte;

i1} Se A € um dominio de ideais principats, e a; € par quando p; € inerte, entdo existe o € A

tal que N () = n.

Demonstracao: Seja a € A, entao («) = pi*p3? ---p%, onde p; séo os ideais primos de A,

acima dos primos p; de Z.

Seja o a conjugagio de K. De N (o) = ao (o), temos

(N(a)) = (a)-(o{a)) = (p{p5* - -ps) - (o (p1)" o (p2)™ - 0 (9)™) =
= (P o)™ - (920 (p2))? - (ps-a (p:))™

Se p; é inerte, entdo p; = o (p;) e p;A = p;, onde p; = p; N 7Z.
Se p; se decompde, entdo p;A = p,; - o (p;), o (1) =p;.
Se p; se ramifica, entdo p;A = p?

Visto que numa extensdo quadrdtica todo primo se ramifica, € inerte ou se decompde, temos

(N = ] Gia@)™ I (o) I Gi-o@m))®=

p; ¢é inerte p; se decompie 7 se ramifica
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= I » II » I o~

P; € inerte p; se decompde p; se ramifica

Portanto, o expoente do ideal primo que é inerte é semnpre par.

Reciprocamente, seja n um ndmero inteiro, cuja fatoracdo em numeros primos seja:

no= J[ » I o I »=

p;i é inerte p; se decompoe u; se ramifica
= II N I NG I Ne)*=
p; é inerte 1; se decornpde n; se ramifica

= N (prl) , O & N.
i==1

5
Portanto, n é a norma de um ideal. Como A é um DIP o ideal [] pJ* é principal, que
i=1

suponhamos gerado por a € A, logo

ne N (Hp) — N () = N(a).

Conforme vimos na Secdo 2.2, a norma de um elemento a = x +wy do anel dos inteiros

algébricos de K = @ (\/E) ¢ dada por N () = 12 — dy*. Portanto:
1. Se d = —1, entio N (a) = 22 +¢% pois a =z +/—1 y.
2. Se d = —3, entdo N (o) = 2% + 2y +3*, pois o = x + (F=2) y = (z + ¥) + iy,

No Capitulo 3, as solugdes destas formas quadraticas serdo fundamentais para se de-
terminar o rétulo de um elemento pertencente a um conjunto de sinais, através do corpo

GF (p) . Veremos, a seguir, um exemplo que serd usado de maneira intensa naquele capitulo.

Exemplo 2.5 Seja A = Z|w}, w = /-1 ov w = bzg, o anel dos inteiros algébricos de
K=0Q (\/c‘i) ,d = —1 ou d = =3, respectivamente. Pelo Teorema 2.57, combinado com os
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Ezemplos 2.5b € 2.56, os valores assumidos pela fungdo norma sdo:

i) Se d = —1, entdo N (o) = 2%23%s50s72a7 112001393 ... | qlém do valor nulo.
Portanto, neste caso, N («) assume os valores 0,1,2,4,5,8 9,10, - -

ii) Se d = -3, entdo N () = 2223952707 11201 ... glém do valor nulo.

Portanto, neste caso, N («) assume os valores 0,1,3,4,7,9, - -.

2.6 Cobdigos Lineares

Nesta secao faremos uma breve revisao a respeito de conceitos basicos da teoria de
codigos de bloco lineares. Tais conceitos incluem: descricao de um cédigo de bloco € em
termos das matrizes geradora e verificagao de paridade; distancia minima de Hamming entre
palavras codigo e algoritmos de decodificagdo. Serao revistas também as duas principais
classes de codigos lineares, isto é, cédigos ciclicos e codigos BC H. Essas classes serao descritas
algebricamente em termos de polindmios e das relagdes que possuem com a teoria de anéis,
apresentada na Segao 2.2.

Nesta secdo denotaremos por K o corpo de Galois com ¢ elementos GF (q).

Definicao 2.20 Um codigo linear C de comprimento n e dimensdo k sobre um corpo finito

K com q elementos € um subespago vetorial de dimensido £ do espago vetorial K.

Aos vetores de C déa-se o nome de palavras cddigo, ou simplesmente palavras. Portanto,
C possui ¢* palavras. Dizemos, nestas condigoes, que C é um (n, k) cédigo linear sobre K.

Como C é um subespago vetorial de K™ de dimensio k, entéo existem k vetores em C,
Vi, Va, -+, Vg, linearmente independentes, e que geram C. Seja, agora, (G a matriz k x n,
cujas linhas sdo os vetores vy, vy, -, vy, Tal matriz (¢ é denominada a matriz geradora do
cédigo linear C. Note que C é na verdade o espaco linha de G.

Consideremos em K™ o produto interno definido por:

(u,v) = wyvy +Ugty + -+ + Up¥n,
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onde u = (uy, Ug, -+, U,) €V =(V1, ¥, -+, U,) 880 elementos de K.

Seja C C K™ um cédigo linear de dimensao k. Consideremos o conjunto
Ct = {veK": {u,v) =0, Yuek"}.

Sabemos da dlgebra linear que C*+ é um subespaco de K" de dimenséo n — k, chamado de
espago ortogonal de C. Portanto, C+ é também um cédigo linear, que ¢ chamado cddigo dual

de C.

Definicio 2.21 Dado um cddigo linear C, a matriz H geradora de C*+ € chamada de matriz

verificacdo de paridade de C.

Além do comprimento n e da dimensao k& de um cddigo linear C, temos um outro
parametro importante, que é a distdncia minima de Hamming entre as palavras de C, cuja

definicdo veremos a seguir.

Definicao 2.22 A distancia de Hamming dy (x,y) entre dois vetores X == (@1,22, -, Tn)

ey = (Y1, ¥z, Un) de K" € 0 niimero de posi¢ées onde eles diferem.

Defini¢ao 2.23 A distdncia minima de Hamming, d, de um cddigo C € dada por
d = min{dy(x,y), x,y€l, x#y}.

Um cédigo linear de comprimento n, dimensao k e distancia minima d serd chamado

um (n, k., d} cédigo linear.

Definicao 2.24 O peso de Hamming wy (x) de wm vetor X = (21, %2, -+, Zn) € K™ € dado
por

Wi (X) = dH (X, 0) s

onde 0 é o vetor todo nulo.
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Como conseqguéncia, temos que

dy (x,y) =dg (x~y,0) =wg (x — y}.

Agora, sejam C um cédigo linear, e x, ¥ € C. Entao x — y € C, e portanto, o teorema a

seguir ¢ valido.

Teorema 2.15 Em wm cédigo linear C a distancia minima de Hamming € igual ao peso

minimo de Hamming de suas palavras codigo, isto €,
d = min {wy(x), x €C}.
x # 0

Suponhamos que seja transmitida uma palavra cédigo v = (v1, v9, - - -, 1) através de um
canal ruidoso. Devido ao ruido introduzido pelo canal, o vetor recebido r = (ry,re, -+, 1)

pode ser diferente de v. Define-se entao o vetor erro por
e=r1-—-v=/_ey,ey, ", e,).

Dizemos que um cédigo C detecta erros quando ele € capaz de decidir se o vetor recebido
¢ ou nao uma palavra cédigo. Se, além de detectar erros, ele ainda é capaz de determinar a

palavra transmitida, entdo dizemos que C corrige erros.

Teorema 2.16 Seja C um cddigo com distincia minima d. Se C for usado somente para
deteccdo, entdo C é capaz de detectar a presenga de erros se ocorrerem até d— 1 erros. Se C
d—1

for usado somente para correcio, ele € capaz de corrigir até {TJ erros, onde |m| denota o

maior inteiro menor ou wqual go nidmero m.

Teorema 2.17 Um cddigo C, com distancia minima d, ¢ capaz de detectar até X erros e

corrigir até t erros, stimultaneamente, se A+t +1<d et <A

Dados um cédigo C, com matriz verificacdo de paridade H, e um vetor v € K",

chamamos o vetor s = Hv? de sindrome de v.
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Quando v é uma palavra de C, temos Hv' = 0. Logo,
HG' = 0.

Portanto, a sindrome s = Hr' = 0 se, e somente se, r é uma palavra cédigo.
Seja v € C a palavra transmitida, e o padrao de erro introduzido pelo canal, e r a

palavra recebida. Logo, a sindrome de r &
s = Hr' = H{v+e)' = Hv' + He' = He',

isto é, a sindrome de r ¢ igual a sindrome de e.

Assim, a sindrome do vetor recebido pode ser atil na detecgio de erros, no seguinte
sentido. Se s = 0, entao certamente o canal introduziu um padrao de erro. Agora, se o canal
nao introduziu erros, isto é, e = 0, ou se o padrao de erro € uma palavra cddigo, entao s = 0.

Entretanto, sempre que a sindrome do vetor recebido r for nula, assumiremos que nao
OCOTTEraIm erros.

Veremos, agora, um teorema bastante 1til na determinacio da distancia minima de

Hamming de um cédigo C.

Teorema 2.18 Seja H o matriz verificacio de paridade de um cédigo C. Tem-se que o peso
de C é d se, e somente se, quaisquer d — 1 colunas de H sdo linearmente independentes,

(1.i.), € existem d colunas de H que sao linearmente dependentes, (l.d.).

Corolario 2.5 (Cota de Singleton) Os pardmetros (n, k, d)de um cddigo linear C satisfazem
a desigualdade

d<n-—Fk+1.

Definicaoc 2.25 Cddigos comd = n—k+1 sdo chamados de ¢ddigos com maxima distancia

de separac¢do, ou cddigos M DS (marimum distance separable).

Isto significa que a distancia minima de Hamming de um cédigo M DS € a maior possivel.
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Teorema 2.19 Um cédigo C, com matriz verificacdo de paridade H, ¢ M DS se, e somente

se, quaisquer n — k colunas de H sdo linearmente independentes.

2.6.1 Principios de decodificacao

Seja o sistema de comunicagoes digitais como mostrado na Figura 2-1.

H
!
: Codificador Codificador
Fonte P de » de | Modulador
: fonte canal ;
X '
i t
1 !
1 !
H 1
1 1 L 4
1 1
H 1
H ! Canal  p#Ruido
: |
: )
H 1
3 ]
H 1
i 1
3 i
H i
! [Decodificador Decodificador] X
Usuaric | de < de * Demodulador]ge h
: fonte canal ;
H

Figura 2-1: Sistema de Comunicagdes Digitais

Vamos supor que a palavra cédigo a ser enviada através do canal seja v. Suponhamos

também que o canal introduza um padrao de erro e. Assim, a palavra recebida serd

r=v-e.

O decodificador deve decidir a partir de r qual foi a palavra transmitida. Devido a
natureza aleatéria do ruido, o decodificador ndo é capaz de determinar com certeza absoluta
qual foi o erro que realmente ocorren. Diante disto, ele escolherd o vetor erro que tenha ocor-
rido com maior probabilidade, dado que r foi recebido. Supondo que todas as palavras sejam
igualmente provéveis, esta estratégia é 6tima no sentido de que ela minimiza a probabilidade

de erro de palavra, e é conhecida como decodificacio de mdxima verossimilhancga.
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Diz-se que nao ocorreram erros durante a transmissio, em uma determinada palavra
cédigo, quando o vetor erro for todo nulo.

Seja, agora, X uma variavel aleatdria que representa o niimero de erros ocorridos em
uma transmissao, isto ¢, X é o ntunero de componentes ndo nulas de e. Em geral, se os erros

forem independentes, tem-se que:

P(X=0>PX=1)>->PFP(X=n).

Portanto, a estratégia de decodificacao de maxima verossimilhanca é tomar o vetor erro

de menor peso de Hamming, isto é, a palavra recebida serd decodificada como a palavra

[}

cédigo mais préxima, no espago de Hamming. Fm particular, este tipo de decodificacio
conhecida por decodifica¢do pelo vizinho mais proximo. Uma maneira de implementa-la é
a seguinte: recebida uma palavra, compare-a com todas as palavras cédigo e tome a mais
proxima. Entretanto, em geral, o ntimero de palavras cédigo € muito grande e este método
torna-se altamente complexo e impraticavel. Ao estudarmos codigos sobre anéis de inteiros

algébricos, no Capitulo 4, optaremos por métodos alternativos de decodificagao.

2.6.2 Codigos ciclicos

Dentre os codigos lineares, a classe dos codigos ciclicos constitui a mais importante, nao
somente do ponto de vista préatico (redugdo da complexidade de codificadores e decodifi-
cadores), como também do ponto de vista tedrico, pelas suas estreitas relagbes com a teoria

de anéis e ideais.

Definicao 2.26 Um cddigo linear C ¢ ciclico se todo deslocamento ciclico de wma palavra de
- . . . ~ i
C € ainda uma palavra de C, isto €, sec = (cg,¢1, -+, 1) €C, entdoc = (¢y_1,¢0,"*,Cr2)

também pertence a C.

Para descrevermos os codigos ciclicos numa linguagem algébrica, associamos ao vetor
sdi - Kn lindmi - n—1 16
CcOalIgo C© ¢y, C1, ,Cn-1) € O pOolnOmIO ClE cp + it + + Cpo , 0 gqual €

denominado o polindémio cédigo associado a c.
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Dados um corpo finito K e n um inteiro positivo, {n representa o comprimento de C),
definimos A,, como sendo o anel quociente K [z] / (2™ ~ 1) . Em outras palavras, A, é o anel
formado pelas classes residuais de K [z] médulo 2™ ~ 1. Cada polindémio de grau menor ou
igual a n — 1 pertence a uma classe residual distinta, e consequentemente, podemos tomar
este polindmio como representante de sua classe residual. Portanto, podemos dizer que

— n—1
c(z) =co+ 1z + -+ o1z pertence a A,.

Agora, multiplicando ¢ (z) por z em A, obtemos

ze{z) = cpr 4oz + -+ cpoz™ b oyqz”
— 2 -1
= Cp] + G ot 4oz,
- P - -~ - - ! .
pois 2™ = 1 em A,. Mas este é o polinémio associado a ¢ = (¢,—1,¢0," -+, Cyz). Assim
multiplicar ¢ (z) por z em A, corresponde a fazer um deslocamento ciclico em c.

Portanto, podemos reescrever a Definigao 2.26.
Definicao 2.27 Um cddigo ciclico de comprimento n € um ideal do anel A,,.

Como K é wm corpo, K [z] e K [z] /(2™ — 1) sfo anéis de ideais principais. Portanto,
cada ideal a de Kz] é gerado por uma expressao polinomial emn z. Se escolhermos um gerador
g {z) ménico de grau minimo, entdo g {x) é tnico.

Podemos resumir estes fatos no seguinte teorema:

Teorema 2.20 Seja C um cddigo ciclico de comprimento n, isto €, um ideal nao nulo de
A, Entdo:

a) Eziste um dnico polinémio ménico g {x) de grau minimo em C;

b) C = (g(x)), isto €, g(z) € um polindmio gerador de C;

c) g(z) é um divisor de 2™ — 1;

d) Qualquer c(z) € C pode ser escrito de modo tnico como c(z) = f(z)g(z) em K [z],
onde f(x)e Kiz], d(f) <n-—r,r=0(g). A dimensdo deC én —r;

e) Seg(z) =go+qix+-- +g.a", entio C ¢ gerado (como um subespago de K™) pelas linhas
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da muatriz

g 9 g - g 0O - 0
G- 0 9 g - g1 g - 0
0 - O gD gl P - g’f'

Definicao 2.28 A matriz G, acima, € dita a matriz geradora do cédigo ciclico C.

Seja C wm ¢6digo ciclico com polindémio gerador g () . Pelo item ¢) do Teorema 2.20,
temos que g (z) divide z™ — 1, isto é, existe h(z) € K |z] tal que h(z)g{z) = 2™ — L.
k .
Suponhamos h (z) = 5 ha'.
i=0

k :
Seja ¢(z) € C, onde c(z) = 3 ¢zt = f(x) g (z). Entdo,
=0

c(z)h(z) =) ca’ ;hja:j = f(z)g{z)h{z)= f(z) (" — 1) =0 em A,. (2.1)

i==0

. -1

O coeficiente de 27 no produto ¢(z)h (z) é dado por 3 ¢h,s, j=0,1,---,n— 1. Logo,
2=l

os coeficientes do produto ¢ (z) k{z) sdo todos nulos. Portanto, as equagbes em (2.1} sdo

equacoes de verificagao de paridade. Isto justifica a seguinte definigao:

Definicao 2.29 O polindmio h(z} diz-se o polindmio verificagdo de paridade de C.

Seja
6 - v hy - hs hy hg
. 0 -+ hy hir_y -+ b1 hyg O
hg -~ --- hy hy 0O --- 0

Portanto, as equagfes {2.1) mostram que Hc' = 0.

Definicao 2.30 A matriz I diz-se a matriz de verificacio de paridade do cddigo C.
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2.6.3 C(Cddigos BCH

Dentre os codigos ciclicos, existe uma classe de cédigos de muito interesse pratico, devido
a facilidade de implementacio de algoritmos de decodificacao. Estes cddigos sdo chamados
cédigos BCH, em homenagem a seus descobridores R.C. Bose e D K. Ray-Chaudhuri (1960)
e, independentemente, por A. Hocquenghem (1959).

Definicao 2.31 Um cddigo ciclico C de comprimento n sobre K = GF (q) € dito um cédigo
BCH com distancia projetada é, se seu polindmio gerador g () € o minimo maltiplo comum
dos polinémios minimais de 3, pY, .. B2, para algum | € N, onde 3 é uma raiz

primitiva n — ésima da unidade,isto €,

I 141 4+5-2
g(I)meC{m (E), m+ ($), ;m+ (.’E)},
onde m!*7 (z) € o polinémio minimel de 87 sobre K, j = 0,1,---,8 — 2, ou seja ,q (x) € o
polinémio ménico de menor grau sobre K que possui 3, B+, --- | 392 como raizes.

Obs. 2.4 o) Normalmente usa-se | = 1, e neste caso temos os chamados cédigos BCH no
sentido estrito, (narrow-sense).
b) Se n = g™ — 1, isto €, 8 € um elemento primitive de GF (¢™), entdo C € dito um cédigo

BCH primitivo.

Como consequéncia da Definigdo 2.31, ¢ (z) é um polindémio cédigo de C se, e somente

se

c (ﬁi) = c (ﬁl%l) =g (}8l+6g2) = (. (2‘2)

Logo, o cédigo C possui uma seqiiéncia de 6 — 1 poténcias consecutivas de 3 como raizes.
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A Eguagao 2.2 mostra que a matriz verificacio de paridade de C é dada por

1 ]81 621 . ﬁ(nml)l

1 I+1 20+1}y . (n—-1){I+1)
PO A 8

1 ﬁf“’“lﬁ“‘Q ﬁ2(1+6—2) L. 5(n—1)(£+6m2)

Um exemplo de cédigos BC'H sdo os codigos Reed-Solomon.

Definicao 2.32 Um cddigo Reed-Solomon, (ou um codigo RS), € um cédigo BC H primitivo

de comprimento n = q— 1 sobre GF (q). O polinémio gerador deste cddigo € da forma,

g{z} = (z - a) (Iwaz)...(m_ad——l)?

onde o € um elemento primitivo de GF {q) .

2.7 Conclusao

Neste Capitulo revimos, principalmente, os conceitos basicos da teoria de anéis, ideais, cor-
pos, extensoes de corpos, corpos e anéis de mimeros algébricos, decomposicao de ideais primos
em anéis de niimeros. Também fizemos uma breve revisiao dos conceitos basicos envolvendo

cédigos lineares, ciclicos e BOH.
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Capitulo 3

Conjunto de Sinais Casado a GF (p)

3.1 Introducao

Em [15], Huber propds a construgdo de cédigos sobre o anel dos inteiros algébricos
Z[i], da extensao Q (\/—_1) de @, usando como alfabeto um subconjunto A de Z[i] com p
elementos, onde p é um ntimero primo congruente a 1 médulo 4. Uma proposta importante,
naquele trabalho foi projetar cédigos sobre A, com a distancia de Mannheim. Estes cédigos
juntamente com a distancia de Mannheim sao apropriados para o caso em que a modulagéo é
do tipo QAM, onde as disténcias de Hamming e de Lee ndo séo apropriadas, isto deve-se ao
fato que, dentre estas trés distancias, a de Mannheim ¢ a que mais se aproxima da distancia
enclidiana, no sentido que vetores que estao préximos segundo a métrica euclidiana também
estao praoximos segundo a métrica de Mannheim. Disto deduzimos que esta distancia também
se aplica em processos de decodificagdo com decisao suave.

O objetivo, neste capitulo, serd o de estender os resultados de Huber, bem como outros,
considerando o anel dos inteiros algébricos Z [w] da extensao Q (\/c_i) deQ,d=~led= -3,
onde w = /=1 ou w = lﬁzg, respectivamente. Na Secdo 3.2, inicialmente, construfmos
umn conjunto de sinais A, rotulado pelo grupo aditivo de GF (p), sendo A visto como o
quociente A/p, do anel dos inteiros algébricos A, da extensdo quadrdtica K = Q (\/E), onde

d é um inteiro livre de quadrados, por um ideal primo p de A, gerado por wm elemento
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7 de A, com norma p, onde p é um primo que se decompde completamente em A. Em
seguida, apresentamos um procedimento para determinar o rotulamento do conjunto de
sinais A casado, sob a distdncia de Mannheim, com o corpo GF(p), que é o resultado mais
importante deste capitulo. A Secéo 3.3, é dedicada a obtencio da distancia méxima de
Mannheim entre os elementos de A, no caso d = —3. Mostramos também que o anel A,
quando visto como um reticulado gerado por {l,w}, w = /~1sed = -1 e w = —1—"-‘1%;—3 se
d = —3, possui um subreticulado § gerado por {m,wr}, onde 7 = a + bw, a,b € Z é tal que
a norma de m, N {7) é igual a p, isto é, N (1) = p. Para este subreticulado S, determinamos
a regido de Voronoi, Vs (0), da origem de S e mostramos que o conjunto de sinais A4 casado

a GF (p) estd contido nesta regido Vs (0} . Apresentamos também a regiao de Voronoi para

um subreticulado § C Z (\/—5) .

Nosso objetivo, na préxima secio, é determinar um rotulamento para um particular

conjunto de sinais A casado com um corpo GF (p).

3.2 Constelagoes de Sinais Casadas a GF (p)

Uma constelagdo de sinais é um subconjunto discreto S de R™ e seus elementos séo
chamados pontos de sinais.
Uma constelacao de sinais S é casada com um grupo G, segundo wma distéancia d de 9,

se existe uma aplicacdo p de G sobre S tal que

d(p(9) e (h)) =d (pu(e),n(g'h)),

para todo g,h € G, onde e é o elemento neutro de G e d(. ,.) é uma distdncia em S. A
aplicacio p é chamada de aeplicagdo casade. Além disso, se p é injetivo dizemos que u~t é
um rotulamento casado.

Nossa intencdo ¢ determinar um rotulamento casado entre o grupo aditivo GF (p) e
um conveniente subconjunto A de R*. Para tanto, consideraremos A < C, identificando C

com R2, De fato, A serd um subconjunto do anel dos inteiros algébricos A de uma extensio
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quadratica K = Q (\/3), d = —1 e d = —3. Nestes casos, o anel A, dos intiros algébricos de
K éZw],onde w=+~1louws= ;.mgzﬁ se d = —1 ou d = -3, respectivamente.
O anel A, dos inteiros algébricos de K, é um dominio de ideais principais; em particular

os ideais primos p de A sdo da forma:
p=(7), mw=a+by, a,beclZ. (3.1)

Além disso, os ideais primos p nao nulos de A sédo maximais. Assim, o quociente A/p é
um corpo.

Doravante os ideais primos pZ de Z, aqui considerados, se decompdem completamente
em A, a menos que se explicite o contrdrio. Logo, os quocientes A/p sdo corpos com p
elementos e consequentemente {0, 1,---,p — 1} sempre serd um conjunto completo de classes
laterais de p em A, onde p é um ideal primo de A acima de pZ.

Pela observagio acima, w pertence a alguma classe lateral 3¢ A/p, onde 0 < s < p—1.
Assim, Vz,y € Z, T+ yw =T+ JW =T +JS=z2+ys =1, L € {0,1,---,p— 1} . Agora,
TFys=Ilex+ys—1€pnNZ=pZ. Em resumo:

z + yw = (mod p) & z +ys = {modp), (3.2)

onde s ¢ um representante da classe lateral contendo w.

Para determinar s, de uwma maneira simples, basta observarmos que 0 € o rétulo do
elemento 7 = a + bw. A relagio (3.2) serd fundamental para determinarmos os rétulos dos
pontos de A pelos elementos de GF (p) .

Voltando ao conjunto A, sejam K wma extensdo quadratica de Q, A seu anel de inteiros
algébricos e p um nimero primo de Z. Tomemos A como o conjunto {ag, ay, -, a,.1} de
modo que A seja um conjunto completo de representantes de p em A, satisfazendo «o; =
i (modp) e N (o;) minimo, onde p é um ideal primo de A acima de pZ e N («;) é a norma

relativa a K para @ de o;. O conjunto A estard munido das seguintes operacoes, de adicao
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e multiplicacio, definidas por
o+ oy =0y, ondek=i+j(modp), Vi j=01--,p—1,

- =, ondek =i -j(modp), Vi j=01-,p—1

Pode-se ver que A, com estas operacoes, é um corpo com p elementos, e portanto, isomorfo

a GF (p).

3.2.1 Distancia de Mannheim

Dado um conjunto nao vazio S, uma disténcia em S é wma fungdo d: S x S — R que

satisfaz:
1. d(z,y) >0 Vz,yeS, d(z,y) =0z =y.
2. d{z,y) =d(y,z) Vz,yes.
3. d{z,y) <d(z,z)+d{(z,y) Vz,y,z& 8.

Definigao 3.1 i) Dado v = a + bw € A, definimos o peso de Mannheim de vy, por:

w (y) = |a} + [b],

it) Sea,fe Aea—7F3=vy(modp), vy e A, definimos a distancia de Mannheim, entre a ¢
3, por:
d" (a, 8) = w" (7).

E fdcil ver que d™ (. ,.) € uma distdncia em A.

Obs. 3.1 Esta definicio de distancia de Mannheim generaliza aquele com mesmo nome

definida em [15] por Huber.
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Portanto, pelo exposto, temos um rotulamento casado, definido de modo natural, do
conjunto de sinais A = {ag, a1, -+, p_1} C A com o grupo aditivo de GF' (p). A aplicacio

casada p de GF (p) sobre A é definida por 4 (F) =a,, r=01,---,p— L

A seguir, veremos um procedimento que reproduz o processo acima e determina o rétulo

de um elemento do conjunto de sinais 4, através do corpo GF (p).

Procedimento para Rotular um Conjunto de Sinais
Casado a GF (p)

1. Dado um ntimero primo p, que se decompde completamente em A, seja m = a + bw

uma solugdo de N (a) =p, a € A.
2. Seja s € Z a tnica solugao em r da equacio a + br = 0 (modp), 0<r <p~— 1.

3. O elemento [ € GF (p) serd o rétulo do ponto z +yw € A se z + ys = [ (modp) e

N (z + yw) minimo. O elemento z + yw serd denotado por ;.
A unicidade do ponto oy é consequéncia do Lema A, (veja Apéndice A).

Obs. 3.2 i) No Erxemplo 2.5 apresentamos um método para resolver as equagées N (o) = p.
11) Podemos otimizar o processo se ordenarmos inicialmente os valores de N («) em ordem
crescente e a sequir, para cada ponto o« = x + yw de A, atribuirmos o rétulo 1, onde | =

T -+ ys (mod p) .

Tendo em vista o passo 3, {ag, @, -, 0,1} é um conjunto completo de residuos mod p.
Portanto, A/p = {Gp, @, -, Gp1}.
Veremos, agora, alguns exemplos de rotulamento, que serdo utilizados no decorrer deste

trabalho.

3.2.2 Exemplos

Em todos os exemplos a seguir a = x + wy denota um elemento genérico de A.
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Exemplos em Z [\/—_1] .

Neste caso temos a forma quadradtica N (z + iy} = 2% + y?. Como vimos no Exemplo
2.5, N (x + ty) assume os valores (,1,2,4,5,8,9,10,--. Também observemos que, conforme
vimos no Exemplo 2.3, os primos p que se decompdem completamente em Z {i] sao aqueles
congruentes a 1 médulo 4, isto é, p = 1 (mod4) . Veremos em seguida exemplos para p = 13
ep=37.

a) p= 13 =1(mod4).

1. Uma solucdo para a equagao N (o) = z% + y* = 13 é o par {a,b) = (3,2). Assim,

podemos considerar m = 3 + 2i.
2. Como 7 = 3 + 2¢ o niimero inteiro s = b satisfaz s = 7 (mod p) .

3. Assim, | € GF (13) serd o rétulo do ponto a = z + wy de A que satisfaz z + 5y =
I (mod 13) e N (o) minimo. Portanto, N (o) € {0,1,2,4} e A = {ay, 1 =0,1,.--,36},

vide Tabela 3.1. Os pontos do conjunto de sinais A estdo representados na Figura 3-1.
b) p == 37 = 1(mod 4) .
1. Agora, N (o) = 2 +y* = 37. Logo, m = 6 + 1.
2. O namero inteiro s = 31 é tal que s = i (modp) .

3. Assim, | € GF (37) serd o rétulo do ponto o = z + wy de A que satisfaz = +
31y = I {mod 37) e N («) minimo. Portanto, N (o) € {0,1,2,4,5,8,9,10,13} ¢ A =
{ay, 1 =0,1,---,36}, vide Tabela 3.2. Os pontos de .4 estdo representados na Figura

?7.
_ L+y/=3
Exemplos em Z[w], w = =¥
Neste caso temos a forma quadratica inteira N (z + wy) = 22 +zy+y?, onde w = £¥=2,
Conforme vimos no Exemplo 2.5, N (z + wy) assume os valores 0,1, 3.4,7,9, - - - . Observemos
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(z,y) | N(a)|l=2z+ 5y (mod13)
(0,00 | 0 0
(1,00 | 1 1
(-1, 0| 1 12
(0, 1) 1 5
(0,-1) 1 8
(1, 1) | 2 6
(—1,-1) | 2 7
(1,-1) | 2 9
(-1, 1) | 2 4
(2,0 | 4 2
(2, 0) | 4 11
(0,2) | 4 10
(0,-2) | 4 3

Tabela 3.1: A rotulado por GF(13),d = —1.
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{(z,y) | N(o)|l=2+3ly(mod3T)
(0, 0) 0 0
(1,00 | 1 1
(-1, 0) 1 36
(0,1) | 1 31
(0,-1) | 1 6
(1, 1) | 2 32
(-1,-1) | 2 5
(L,-1) | 2 7
(—~1, 1) 2 30
(2,00 | 4 2
(—2,0) | 4 35
(0, 2) 4 25
(0,-2) 4 12
(1, 2) 5 26
(-1,-2) | 5 1
(1,-2) | 5 13
(-1,2) | 5 24
(2,1) | 5 33
(—2,—~1) 5 4

Tabela 3.2: A rotulado por GF(37),d = —1.

a0

(z, y) | N(o) | =2+ 3ly(mod37)
(2,-1) 5 8
(~2,1) | 5 29
(2,2) | 8 27
(~2,-2)| 8 10
(2,-2) | 8 14
(—2,2) | 8 23
(3,00 | 9 3
(=3, 00| 9 34
(0,3 | 9 19
(0,-3) | 9 18
(1,3 | 10 20
(-1,-3)| 10 17
(3,-1) | 10 9
(-3, 1) | 10 28
(2,3 | 13 21
(~2,-3) | 13 16
(3,-2) | 13 15
(-3, 2) | 13 22




4 5 6
[ ® ®
11 12 0 1 2
® @ ® ® —
7 8 9
® ® ®
3

Figura 3-1: Constelag@o com 13 sinais rotulada por GF (13), d = —1.

também que, os primos p que se decompde completamente em Z [w], (conforme Exemplo 2.4),
sao aqueles congruentes a 1 médulo 3, isto é, p = 1 {mod 3}, logo p # 2, ¢ podemos considerar
p = 1(mod 6) . Veremos em seguida exemplos para p = 13, 19, 37, 61.

c) p=13=1(mod6).

1. Visto que o par (—1,4), é uma solucio de N (z + wy) = 2% + zy + y? = 13, podemos

considerar m = —1 + dw.

2. Vamos, agora, determinar s € {0,1,--- 12} tal que s = w (modp). Como 7 = —1 + 4w,

podemos ver que s = 10.

3. Assim, [ € GF (13) serd o rétulo do ponto a = z + wy de A que satisfaz = + 10y =
I (mod13) e N (a) minimo. Portanto, N (a) € {0,1,3} e A = {ap, o1, -+, 12}, vide

Tabela 3.3. A Figura 3-3 mostra os elementos do conjunto de sinais A.
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(z, y) | N{a) | = z+ 10y (mod13)
(0,00 | o 0
(1,0 | 1 1
(-1, 0 | 1 12
(0,1) | 1 10
(0,—-1) 1 3
(1,~1) 1 4
(—1, 1) 1 9
(1,1) | 3 11
(-1,-1) 3 2
(1,-2) | 3 7
(-1,2) | 3 6
(2,~1) 3 5
(=2, 1) 3 8

Tabela 3.3: A rotulado por GF{13),d = —3.
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22 23 24 25 26 27
@ ® L ®

34 35 36 0 1 2 3
@ &

10 11 12 13 14 15
| ® ® ® ®

16 17 18
@ ®

Figura 3-2: Constelagdo com 37 sinais rotulada por GF(37), d = —1,

d) p=19 = 1{mod6}).

1. Como o par (2,3), ¢ uma solugio de N {z +wy) = z% + 2y + ¥* = 19, podemos

considerar n = 2 -+ 3w.

2. Vamos, agora, determinar s € {0, 1,-- - 18} tal que s = w (mod (7). Como 7 = 2+ 3w,

podemos ver que s = 12.

3. Assim, I € GF (19) serd o rétulo do ponto a = z + wy de A que satisfaz z + 12y =
[{mod 19) e N (o) minimo. Portanto, N (a) € {0,1,3} e A = {ay, a1, -+, g}, vide

Tabela 3.4. os pontos de A estio representados na Figura 3-4.
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(z, ¥y} | N{a) | l=2z+12y{mod19)
(0,00 | 0 0
(1, 0) 1 1
(-1, 0) | 1 18
(0,1) | 1 12
(0,~1) | 1 7
(-1, 1) | 1 8
(1,-1) | 1 11
(2,-1) 3 9
(-2, 1) | 3 10
(-1, 2) 3 15
(1,-2) 3 4
(1, 1) 3 13
(=1,-1) 3 6
(2,0 | 4 2
(=2, 0) 4 17
(0, 2) 4 5
(0,-2) | 4 14
(2,-2) | 4 16
(—2,2) | 4 3

Tabela 3.4: A rotulado por GF(19),d = —3
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Figura 3-3: Constelagiio com 13 sinais rotulada por GF(13), d = —3.

e) p=237=1(mod6).
1. Neste caso N {a) = z? + zy + * = 37. Logo 7 = 3 + 4dw.
2. Como 7 = 3 + 4w, temos que s = 27, satisfaz s = w {mod p) .

3. Assim, [ € GF (37) sera o rétulo do ponto o = = + wy de A que satisfaz = 4+ 27y =
! (mod 37) e N (o) minimo. Logo, N (a) € {0,1,3,4,7,9 e A= {a, [ =0,1,---,36},

vide Tabela 3.5. A Figura 3-5 mostra os elementos da constelacao A.
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x + 27y (mod 37)

[

13
24

14
23

29

32

18
19

31

34

30
33

N (o)

7
7
7
7
7
7
7
7
7

7
7
7
9

9
9

9
9
9

(z, )

(Wgz 1)

(_3: 2)
( 35 MQ)

(m27 ml)

(2, 1)

(_21 3)

(2,-3)
(1,2)
(-1,-2)
(-1, 3)
(1,-3)

(3, 0)

(_37 0)
(0, 3)

( O: _3)
( 31 _3)

(W37 3)

x + 27y (mod 37)

{

36
27

10
26

11

12
25
16
21

28

35
17
20
22

15

N (e)

0
1
1

1

1

1

1
3
3
3
3
3
3

4
4
4

4

4

4

(z, y)
(0, 0)

(1,0
(Mla O)

(0, 1)

( G} “"1)

(_'L 1)

( 1:—1)

( 27 _1)

(—"2? 1)

(""""17 2)
( 1!—‘2)

(1, 1

("1: '—1)

(2, 0)

(‘27 O)

(0, 2)

( O: _2)

( 2?,_“2)

(_Ev 2)

-3

Tabela 3.5: A rotulado por GF(37),d
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Figura 3-4: Constelacdo com 19 sinais rotulada por GF(19), d = —3.
f) p=61=1(mod6}.
1. Agora, N{a) = z% + ay + y* = 61, logo 7 = 5 + 4w.
2. O mimero inteiro s = 14 € tal que s = w {(mod p).

3. Assim, | € GF(61) serd o rétulo do ponto o = z + wy de A que satisfaz = +
14y = {(mod61) e N (o) minimo. Logo, N{a) € {0,1,3,4,7,9,12,13,16} e A =
{oy, 1 =0,1,---,60}, vide Tabela 3.6.
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(z,y) | Nla)|l=a+ 14y (tnod 61)
(0,0 | 0 0
(1, 0) 1 1
(-1, 0) | 1 60
(0,1) | 1 14
(0,-1) 1 47
(1,-1) | 1 48
(-1, 1) | 1 13
(1,1) | 3 15
(-1,-1) | 3 46
(2,-1) | 3 19
(~2, 1) | 3 12
(1,-2) | 3 34
(1,2 | 3 27
(2,0 | 4 2
(-2, 00 | 4 59
(0, 2) 4 28
(0,-2) 4 33
(2,-2) | 4 35
(-2, 2) | 4 26

Tabela 3.6: A rotulado por GF(61),d = —3.

38

(z, y) | N(a)|!l=2z+ 14y (mod 61)
(1,2) | 7 29
(—1,-2)| 7 32
(2,1) | 7 16
(=2,-1)| 7 45
(1,-3) | 7 20
(~1,3) | 7 41
(2,-3) | 7 21
(—2,3) | 7 40
(3,-1) | 7 50
(=3, 1) | 7 11
(3,-2) | 7 36
(-3, 2) 7 25
(3,00 | 9 3
(-3, 0) | 9 58
(0,3 | 9 42
(0,-3) | 9 19
(3,-3) | 9 22
(-3, 3) | 9 39




Figura 3-5: Constelagio com 37 sinais rotulada por GF(37), d = —3.
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z -+ 14y (mod 61)
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continuacao da Tabela 3.6.
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Figura 3-6: Constelacio com 61 sinais rotulada por GF(61), d = —3.

Obs. 3.3 Quando p € um primo, p = 1{mod 12) ,entdo o corpo GF (p) € representado por

dois tipos de constelagdes de sinais, wma contida em Z {\/wl} e a outra em Z[ﬁaﬁ], ao

primeiro temos associado o reticulado Z* e ao sequndo o reticulado Ay,

3.3 Distancia Maxima

Sejam A = Z|[w] o anel dos inteiros algébricos de (\/w3) , onde w = W e =
a4+ bw € A, tal que N (r) = a? + ab + b* seja um niimero primo p = 1{mod6). Assim,

o ideal pZ se decompoe completamente em A. Podemos escolher # = a + bw com a,b > 0,
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pois sabemos que (7} = (um) onde y é uma unidade de A, isto é, p = w', para algum
i=0,1,---,5. Defato: Sea,b <0, entdo multiplicando 7 por w® = —1, temos —a — bw, com
—a,—b> 0. Sea>0eb <0, entdo multiplicando = por w, temos aw + bw? = (a + b)w — b.
Aqui, temos duas possibilidades: a) a +b > 0 ou b) a + b < 0. Se ocorrer a) entdo —b > O e
a-+b > 0. Se ocorrer b) entdo multiplicando 7 por w?, temos aw — a — b = — (a + b) + aw,
onde —(a+b) >0ea>0. Sea < 0eb >0, entdo basta trocarmos a por b. Portanto,
qualquer outra relagao envolvendo a e b pode ser reduzida a esta através de uma multiplicacao

conveniente de 7 por uma unidade de A.

Nosso objetivo, a partir de agora, serd determinar a distancia maxima de Mannheim
entre os elementos de A, e determinar a regido de Voronoi da origem do subreticulado S de

A gerado por {7, wr}.

Obs. 3.4 Em [15] Huber determinou o distincia mdzima de Mannheim entre os elementos
de A onde m € um elemento do anel A = Zi] dos inteiros algébricos de Q (\/m—l), (Teorema
3.2)

Definicdo 3.2 Sejam P um subconjunto discreto de R™ ¢ X € P. A regido de Voronoi de
X em P consiste dos pontos de R™ que estao mais prézimos de X do que de qualguer outro

ponte de P, ou seja,
VX)={zeR " :d(z,X)<d(z,Y), YYeP, Y#X}

O ponto Y de P, Y # X, € um vizinho do ponto X de P se d(X,Y) < d(X,Z), VZe&P.

Estaremos interessados nos casos em que o subconjunto discreto P de R” tem estrutura
de Z—mddulo, o qual serd chamado de reticulado.

(Juando X ¢é um ponto do reticulado P, V (X) = X + V (0} e Y é vizinho de X se, e
somente se, ¥ — X é vizinho de 0.

Em A = Z[w], os vizinhos da origem sdo as rafzes sextas da unidade w?, j = 0,1,---, 5.

Logo, os vizinhos da origem do subreticulado S de A gerado por {m, wr} sao: wim, i =
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0,1,---,5. De fato, seja a € {n), digamos que o = y=, v € A. Logo, d*(a,0) = N {a) =
N (yry = N (y) N (x) , onde d é a distancia euclidiana. Para que a seja um vizinho da origem,
sua distincia a esta deve ser minima, logo devemos ter N (y) = 1. Portanto, v é uma unidade

em A. Assim, v =w’, j=0,1,---,5, e consequentemente, o = wim, 7 =0,1,---,5.

A préxima etapa consiste na determinagdo da distancia maxima de Mannheim entre os
pontos de A.

Identifiquemos A com um subconjunto de R? e seja m € A, 7 ndo nulo. Consideremos os
segmentos de reta com extremidades na origem e nos pontos w'n, j = 0,1, .-+, 5, Para cada
um destes segmentos, tomemos a reta perpendicular a este passando pelo seu ponto médio.

Fazendo m = a + bw, ndo mulo em A, as intersectes das retas acima citadas constituem os

vértices de um hexdgono regular H, cujas coordenadas sdo dadas por: C; = (“T““b, ‘”3"25) :

o = (o, 33) 0y = (L3, 22); 0, = (oo, oxt) G, = (s ) ¢
Ce = (gﬂfé, :L%:-Q) , expressos na base {1,w}.

De fato: Sejam =a+bw=a+ E -+ 93@ = (a + 9) bJ@ Assim, 7 possui coordenadas
(a,b) na base {1, w}e (2‘”6 WYC) na base canénica {1,i} . Seja 7t = (%, —2—3‘2;&’) um vetor

ortogonal a 7, em coordenadas retangulares. Vamos determinar as coordenadas do ponto

", que é um dos vértices do hexdgono H acima.

—— (2a+b b\/’é) +\/§(—-52\/§3 2a2-f—b) N

45@? = (2a+b, b\/g) + (~b, M) = (2a, W) -

Logo, podemos escrever

5 - ¢ atMVB o a+2b (VI3 a+ a+2b
2 6 2 3 2 6 6



2 2

a -+ 2b T /3 3a—a—2b a—b a4+ 26
( 3 )( + )+ 6 3 T3 ¢

Portanto, as coordenadas do ponto Ci, na base, {1, w} séo: (‘—‘—g—b, 9—45—%) :

As coordenadas dos demais vértices do hexdgono sao obtidas tomando-se os vetores wn,
Wi, win, Wt e win. De = a + bw, temos: wrr = —b+ (a +b)w, wr = — (@ + b) + aw,
Wi = —a — bw, W =b— (a+ bjw e w T = (a4 b) — aw.

Vamos agora considerar as regioes semi-abertas R, Rq e R limitadas, respectivamente,

pelos pares de retas determinadas por: C1Cy e C3C%, C1Ch e C4Cs, CyCy e CsCy. Logo:
Ri= {($,y) eR*: ~N(m) < (a+2b)y+ (2a+b)z < N('zr)},

Ro={(z,1) €R*: =N () < 2a+b)y+(a—b)z < N(m)},
Ry ={(z,9) €R*: =N (7) < (a=b)y — (a+2)z < N (m)}.

O conjunto R = R; N Ry N R3 tem como fronteira o hexdgono H.

Vamos determinar as coordenadas inteiras, na base {1, w}, dos pontos de R mais
proximos dos vértices de 'H, e consequentemente, mais distantes da origem.

Obs: Se a = b(mod 3}, entdo p = a® + ab + b* = a* + a* + a® = 3a”. Logo, p ndo serd
um primo congruente a 1 {mod 6) .

Portanto, vamos considerar apenas os casos: ¢ — b= 1(mod3) ea—b=2{mod3).

Temos dois casos a considerar: 12:a>6>0e22:6>a>0
12 Caso: a > b >0

1. a) a—b=1(mod3).

Para 7 = 1,2,...,6; seja C’j o ponto de coordenadas inteiras na base {1,w}, mais
s = 1 __ fe=b=1 a+2—1\ ., __ [—a—2b+1 2a+b-2\. 1 __ [—2a—b42 a—b—1).
proximo de C;. Entao, C} = (*’r:—%‘-—),(?g = ( bl fad )’CS = (__a_S__:t_’ 2__3___>

Gi _ (maﬁztwml, -—a,—325—§—1) : Cg - (a.—}-23b—§, —2agb+2) e Cé . (2(1—6—31)——2’ —a%éb—é—l) _
1. b a—b=2{mod3).

Para 7 = 1,2,...,6; seja Cf o ponto de coordenadas inteiras na base {1,w}, mais
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a—bz=1(mod3) | a—b=2(mod3)

P 2a4+b—2 2a+b—4
j=1 _+T_ _._4:3__._..
j=2 a+b—1 a+b—-1
ji=3 a—1 a—1

o 2a-+b—2 Za+b—4
j=4 S N
j=5 a-+b—1 a-+b-—1
j=0 a—1 a—1

b2 242

préximo de C;. Entéo, C} =

(a —h— 2 a+2b 2) 02

3

a-t2b—
3

2 w2awb%~1) o Cz

Tabela 3.7: Distancia dos pontos Cf aorigem, 7=1,2,---,

( e 22 2a+b 1) Oz

3 ?

2a+b—1
3 ? 3

—2a—b+] a—b—32
j

1 —a+b42

Consideremos a Tabela 3.7 definida por A = (a;), onde aj = wM (C’f)
k=12

y1=12.6
A Tabela 3.7 mostra as distancias de Mannheim da origem aos pontos C‘;? com coor-

denadas inteiras na base {1,w}, no 12 Caso. Esia mesma tabela mostra que a distancia

maxima de Mannheim entre os pontos de A éa+b— 1.
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a—b=1(mod3) a—b=2(mod3)

- 204b—2 2atb—4
g =1 ._SL %_
j=2 a+b—1 a+b—1
j=3 a—1 a1
;L 2a+b—2 2a+b—4
j=4 3 5

j=95 a+b—1 a-+b—1
j=56 a—1 a—1

Tabela 3.8: Distancia dos pontos CF & origem,j = 1,2,--+,6, k = 3,4,

2¢ Caso: b>a >0

2. a)a—b=1{mod3).

Para 7 = 1,2,...,6; seja 03 o ponto de coordenadas inteiras na base {1,w}, mais
o ) ~ 3. (azbe2 a+2b 1 3 [—a—2b+1 2a+b 2 3 _ {—20-b42 g-b42) .
préximo de C;. Entéo, C ﬁm( 2 ) C3 = ( 251 ) C3 = (ij_g__)?
3 __ f ~et+b—2 —a—2b+1Y. /3 . fa+20—1 —2a—b42 3 ... [ 2a+b-2 —atbh-2
G} = (==t =) OF = (5=, =2 )ec’sw(—g ===

2. b) a—bz=2{mod3}.

Para j = 1,2,...,6; seja C“-l o ponto de coordenadas inteiras na base {1,w}, mais
préximo de C;. Entéo, Cf = (“ bl et 2) = ( a=2t Jath- 1) Ch = (“2G§b+1} av§+1>;
4 _ {—atb—1 —a—2642\ . /4 _ {a426-2 —2a—b+l 4 _ 2aib—1 —atb-1
Cé““"‘( El 3 3 ):Cg,m( 3 s 3 )eC’ﬁ_( 3 , 3 )

Consideremos a Tabela 3.8 definida por B = (by,) , onde b = w™ (Cf) ,i=1,2---,6,
k=34

A Tabela 3.8 mostra as distancias de Mannheim da origem aos pontos CJ’? com coor-
denadas inteiras na base {1, w}, no 22 Caso. Esta tabela também mostra que a distancia

maxima de Mannheim entre os pontosde A éa+ b — 1.
Com estes argumentos acabamos de provar o seguinte teorema.
Teorema 3.1 Sejam A = Z|w! o anel dos inteiros algébricos de Q (\/MS) en=a+t+bw € A,
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tal que N (m) = a® + ab + b? seja wm primo p = 1 (mod6). Entdo o distdncia mdrima de
Mannheim entre os elementos de A € dada por

dM, (A) = max{al, (8], la+bl} 1.

max

Para o caso A = Z[i| , Huber em {15|, demonstrou o seguinte teorema.

Teorema 3.2 [15/ Sejam A = Z[i] o anel dos inteiros algébricos de Q@ (\/mi) em=a+bi €
A, tal que N (w) = a* + b* seja um primo p = 1(mod4). Entdo a distdncia mdzima de

Mannheim entre os elementos de A € dada por d™1_{A) = max {|a], |b|} — 1.

Este resultado também pode ser obtido, fazendo-se uso das mesmas técnicas acima
utilizadas.

O Teorema a seguir, estabelece as relagoes entre os conjuntos A, R, S e H.

Teorema 3.3 a) Os pontos de coordenadas inteiras na base {1,w} localizados no interior
de R constituem um conjunto completo de residuos maodulo .

b) O conjunto R pode ser visto como o regidgo de Voronoi da origem do subreticulado S.

c) Além disso pode-se ver R como sendo uma rotacdo sequida de uma expansio da regido de

Voronot da origem como ponto do reticulado A.

A demonstragao deste Teorema serd consequéncia das observages que faremos a seguir
e dos Lemas 3.1, 3.2 e 3.3.

Por conveniéncia, os conjuntos A, R, § e H serao considerados tanto como subconjuntos
de R? como subconjuntos de C.

Inicialmente, determinamos as coordenadas cartesianas dos vértices de H. Como vi-

mos, estes vértices tém coordenadas na base {1,w} dadas por C; = (“T”b, %—%), Cy =
—(a+2b) ~{2atb) a— —(a—b) —(a+2b) —(20+b)
( a;- ’Qag—b); Oy = ( g+ 1&36); C, = ( 413 ’ a; )’ 05 — (aﬁéQb? g*?" ) e Oy =
—fa—b . . _
(?—%i‘—b, J‘;—l) . Consideremos o vértice Cy = (252, =2 que como elemento de C pode ser

at2b, . __ a—b  at2b (143N . 2a—2b4at2b , {a+20)V3 _ o, (2+20)V/3i
W=t T )T A

escrito como Cf = %Q + 5 5
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3
denadas dos demais vértices na base {1,i} : Cy = (%,&fﬁ); Cy = (%ﬁ,m?—\/—g)
Oy = (ma «ga+2bgv’§) Oy = (%? wgzaugbgﬁ) e Cp = (GT.H;’ gwawzb)\/g) .

. 263-/3 . . - .
ou seja, C; = (%, M) na base {1,i}. De maneira andloga, determinamos as coor-

?

2 6
Vamos agora determinar a distancia de cada vértice C;, 7 = 0,1,---,5 & origem. Seja
~ - 2 ( )2 2 2 2 2 2
7 = a+bw € A, nio nulo, entdo d* (C;,0) = (%) + 2 a;j@zb = & o tdebdl - Ao dehidl o

' » . - - ~ N
Qwéffl. Como 'H ¢ um hexagono regular centrado na origem, a distancia de qualquer um de

seus vértices a origem ¢ a mesma, logo d(C;,0) = /N (7} /3, j=1,2,..-,6.

Faremos agora algumas observacoes que serio utilizadas nas demonstracdes a seguir.

1. Em coordenadas cartesianas as retas r;, j = 1,2, -, 6 sdo dadas por
711 3by + (2a + b) V3z + V3N (1) = 0,

ry 1 3by + (2a + b V3z — V3N () = 0,
ry: 3(a+ by + (a — b) V3z — V3N (1) =0,
r4: 3(a+ by + (a — b) V3z + V3N (n) = 0,

rs : 3ay — (@ + 2b) V3z — /3N (%) = 0,

re : 3ay — (a -+ 2b) V3z + V3N (1) = 0.

2. R;, 7 =1,2,3 é a regiao limitada pelas retas 7; e ;4.

3. A distancia d{ry,72) = d(r3,7) = d(rs,7¢) = /N{m) = d{(w’n,0). Portanto, a

largura da cada faixa R;, 7 =1,2,3; é dada por | = /N ().

4. Fazendo uma mudanca de base em R?, da base {1, i} para a base {Tr, TF'L} a primeira
coordenada z de qualquer ponto @ = (z,y) € R, nesta nova base, é tal que —1/2 <
x < 1/2. Portanto, o ponto a+n = (z,y)+(1,0) = (1 + z,y) e 1/2 < 142z < 3/2, logo
a+nm ¢ Ry, também a—7 = (z,y)+ (1,0 = (~1+z,y) e ~-3/2< ~1+2 < —1/2,

. . . i
logo o — 7 ¢ R4. De maneira anédloga, se considerarmos as novas bases {unr, (wr) }
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e {w%r, (wgﬁ)l} de R? os pontos o £ wnr ¢ Ry e a &+ w?m ¢ Rs, respectivamente.

Portanto, se @ € R, entdo a + wn ¢ R, Vj =0,1,---,5.

5. Observemos que o tinico elemento de & contido em H é a origem, pois Va € S, o =

am + bww #0; a,b € Z é tal que

N(a) = N{m)N(a+b)=(a®+ab+b) N () = N (x).

Lema 3.1 SejaV = Vg (0) a regido de Voronoi da origem de S, isto é,
V:{$€R2:d($,0)§d(:ﬁ?y), Yy € S, y;é()}.

Entdo V =R.

Demonstragao:

a) VCR.

Seja o € V' e suponhamos que o ¢ R = {3) R;, entdo « ¢ R, para algum j € {1,2,3}. Sem
perda. de generalidade, podemos supor (;(13 « ¢ Ry, logo d(a,7) < d{a,0) ou d{a, —m) <
d (e, 0), logo a ¢ V. Absurdo, portanto V C R.

HV2R

Sejam o € R ez € 8§, z s 0. Suponhamos, por absurdo, que d{«a,z) < d{a,0), isto &,
que o ¢ V. Assim, d(a,z) < d{e,0) < \/W Logo, d(z,0) < d{(z,a) + d{a,0) <
2\/]*\/:('1?);/3‘ Como z € §, z = my, v € A, temos N (z) = N{m)N (v), aqui temos duas
possibilidades: a) N (v) = 1 oub) N (y) > 1.

a) Se N(v) = 1, entdo v = w’, j = 0,1,---,5. Suponhamos que v = +1, como a &
(3} R, = a € Ry & d(o,0) < d(a,n) e d{a,0} < d{a,—n). Absurdo, pois estamos
gl;ondo d(e,z) < d{a,0), Vz € &, portanto j # 0,3. Analogamente, mostramos que
i#1,2,4eb.

b) Se N (v) > 1, entdo d{z,0) > /2N (x), logo /2N (x) < d(x,0) < 2,/N (%) /3, o que é

um absurdo. Portanto, a hipdtese d (o, x) < d (@, 0} é falsa, e assim o € V. |
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Lema 3.2 Os pontos de coordenadas inteiras de R formam um conjunto completo de residuos

mod ({m)}, m € A.

Demonstragao:

Vimos, no Lema 3.1 que R = Vs (0) . Também ¢ fato conhecido que Vs {0) é um mosaico de
R?, isto &, R? = XUS (X +V(0)), esta unido é disjunta exceto possivelmente pelas arestas
que podem se autoﬁfinterceptarem. Logo, dado Y € A, qualquer, existe um unico X € § tal
queY € X+V (0),logoY —X =Y € V(0) = R. Portanto, VY € A, Y =Y (mod (7)), isto
é, em R sempre existe um representante do conjunto de residuos mod (7). Mostremos agora

que este elemento é tinico. De fato, suponhamos que do, 3 € R, tais que o = 3 (mod (),

logo a — § = vy, para algum v € A.

d(a, ) =d(a=B,0)=d(yr,0) = /N (y7) = {/N (r) N ().

a) Se N (v) = 2, entdo /2N (7)) < d{e, ) < d{e,0) +d(8,0) < 2,/N (=) /3, portanto

2N (m) < 4N (7)/3. Absurdo. b) Se N (v) = 1, entéo o — 3 = wim, j = 0,1,---,5. Supon-
3

hamos que o — 3 = 7, entdo o = J+w, mas como 3 € R = (| R, entdo F+ 7 ¢ Ry,
g=1

portanto « ¢ Ry, logo a ¢ R. Absurdo. Analogamente se j == 0,2,3,4 e 5. [ |

Lema 3.3 O conjunto S pode ser obtido a partir de A através de uma rotacdo segquida de
uma expanso. Além disso, a regido de Voronoi da origem de S € obtida da regido de Voronoi
da origem de A pela mesma acdo. A rotacio ¢é determinada por 8 = arg (%) e a expansdo

sendo o multiplicagdo por /N {n), onde ® = a + bw; a,b € Z; € um elemento de A.

Demonstracao:
Seja v € A, m = /N (m)e®. Visto que o ideal gerado por 7 é o mesmo ideal gerado por
wim, j=0,1,---,5, podemos considerar 0 < # < 60°, pois sendo w = 1"{"2—3 uma raiz sexta
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da unidade, existe j € {0,1,--+,5} tal que 0 < arg(w'w) < 60°. Assim sendo, podemos

considerar, sem perda de generalidade, que 0 < 8 < 60°. Consideremos a rotacio p,

p: R? — .

(z,y) r— (zcosl — ysend, zsend + ycost)

e a expansao ¢,
p: R*®  — R?

(w,y) — /N(m)(z,y)

Seja ¥ a transformac8o linear ¢ o p. Identificando S como um subconjunto de R?%, 1 e

W= ii’—‘*zg podem ser vistos como os pares (1,0) e (%, 325) e portanto,

(1) = (1,0) = ¢ (p(1,0)) = ¢ (cosh, senb) = /N () {cosh, senf) = 7,

w(w)=w(§, g) zgﬁ(p(—;—, ?)) _

1 V3 1 V3
= o | Zcosh — Zsend. - Y2 eosl ) =
@ (2005 5 send, 256n9+ 7 Cosé?)

==/ N () (%cos@ — ?sen@, %sené) + gcost?) =

= /N (7) (cosb -+ isenf) (é« + g) = WT;

logo, ¢ leva 1 em 7 e w em wm, e assim, por linearidade, ¥ leva A = Z + Zw em § = Zn+Zwm.
E facil ver que v leva a regido de Voronoi da origem de A na regido de Voronoi da origem

de S. |

Considerando outros corpos quadraticos {§ (\/E) , d um nimero inteiro livre de quadra-

dos, d = 2 ou 3(mod 4), pode-se observar que as respectivas regides R sao retangulos.

Exemplos 3.1 ) Sejam d = -1 = 3 (mod4), p=37 e m = 6 + 1, como no Exemplo

¥
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d) da Secdo 3.2.2, aqui w = 1. Consideremos 0s segmentos de reta com extremidades
na origem e nos pontos £, £wi. Para cada um destes segmentos, tormemos a reta
perpendicular a este passando pelo seu ponto médio. Assim, temos as retas perpendic-
ulares aos segmentos de extremidades (6, —1) e (6,1) passando pelos pontos & (3, %)
e as retas perpendiculares ao segmento de extremidades (—1,6) e (1, —6)} passando pelos
pontos % (—"2—1, 3) (as coordenadas dos pontos estio expressas na base {1, i}). Seja R o
interior da regido limitada pelas retas acima. Vemos, assim, que R é um quadrado de
vértices & (%, g) e+ (g, —“ff) . Vale observar que os vetores m e mi possuem o mesmo

comprimento e § = arg (1} = 90°. A Figura 3-7 mostra o conjunto de sinais A repre-

sentado na regiao R.

in/2

— in/2
Figura 8-7: Regido de Voronoi de GF (37), d = --3.
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(z, y) | N{a) | | =2+ 13y (mod 29)

(z, y) | N(a) | Il =2+ 13y (mod 29)
(0,0) | 0 0

(3,-1)| 14 19
(1,0 | 1 1

(=3, 1) | 14 10
(-1, 0) | 1 28

(4,0) | 16 4
(2, 0) 4 p

(—4, 0) | 16 25
(-2, 0) | 4 27

(4,-1)| 21 20
(0,1) | 5 13

(-4, 1)| 21 9
(0,-1) | 5 16

(2,-2); 24 5
(1,1) | 6 14

(-2, 2)| 24 24
“1,-1)| 6 15

(3,-2)| 29 6
(1,-1) | 6 17

(-3, 2) | 29 23
(-1, 1) | 6 12

(5-1)| 30 21
(3,0 | 9 3

(~5, 1) | 30 8
(3,0 | 9 2%

(4,-2)| 36 7
(2,-1) | 9 18

(-4, 2) | 36 22
(-2, 1) | 9 11

Tabela 3.9: A rotulado por GF(37),d = —5.
2) Sejam d = —5 = 3(mod4) e p = 29, Neste caso A=Zw], w = /—5. Se

a =1z +yw € A, entdo N (a) = z* + by’.

Sequindo o procedimento dos exemplos da Secdo 3.2.2, determinamos 7 =3 + 2w € A
e 0 elemento ! € GF (29) serd o rétulo do ponto o = x +wy de A. Note que este rétulo
satisfaz = + 13y = (mod 29) e que torna N () = 2% + 5y® minimo. Assim, de modo
andlogo aos exemplos da Se¢do 3.2.2, temos a Taubela 3.9

Conforme o modelo de 1) dos exemplos da Segdo 3.2.2, temos as retas perpendiculares
aos segmentos de reta determinados pelos vetores £ e Zhww, passando pelos seus pon-

tos médios, gque neste caso sio + (% 1) e+ (5, "73) , respectivamente, (as coordenadas
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sdo expressas na base {1, w}). Seja R o interior da regido limitada pelas retas acima.
Vemos, assim, que R é um retangulo de vértices + (%, ““75) e+ (%‘3, —?3) . Vale observar
que N (wr) = N (W) N (7) = /5N () # N (7). Portanto, R ndo é um quadrado. Na

Figura 3-8 vemos a distribui¢do dos pontos da constelacdo A em R.
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® [ ]
int/2
/2
8. 9. 10. 11. 12‘ 13‘ 14.
25 26 27 28 (Q 1 2 3 4
& & - L 2 . 2 L 2 &
5 ° 16. 17 . 18 ° 19 20 . 21
~7t/2
—in/2

5 6. 7.

Figura 3-8: Regido de Voronoi de GF(29), d = —5.

Exemplos 3.2 3} Sejam d = -3 = 1(mod4), p= 37 e m = 3+4w, como no Exemplo
e) da Secdo 3.2.2, aqui w = L@

Consideremos os segmentos de reta com extremidades na origem e nos ponlos =+,
+wn e dwin = £ (wr — 7). Para cada um destes segmentos, tomemos a rela perpen-
dicular a este passando pelo sew ponto médio. Assim, temos as retas perpendiculares
aos segmentos de extremidades (0,0) e £(3,4); (0,0) e £(—4,7); (0,0) e £(-7,3)

passando pelos seus pontos médios + (3,2) , = (—2, %) e & (“77, %) , respectivamente.
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(as coordenadas dos pontos sdo expressas na base {1, w}). Seja R o interior da regido

limitada pelas retas acima. Vemos, assim, que R € wm hexdgono regular de vértices

+ (ﬁé}—, %1) , = (%0, %) e i(’Tu, 13-{3) Vale observar que os vetores w, wm e w*m possuem
o mesmo comprimento, pois N (w) =1, e § = arg (w) = 60°. A Figura 3-9 mostra o

conjunto de sinais A representado na regido R.
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— On/2

Figura 3-9: Regido de Voronoi de GF(37), d = —3.

3.4 Conclusoes

Neste Capitulo, obtivemos um procedimento para o rotulamento dos elementos de um con-
junto de sinais A, pelo grupo aditivo do corpo GF (p). Mostramos que este rotulamento
¢ casado, segundo a distancia de Mannheim, ao corpo GF (p). Determinamos a distancia
maxima de Mannheim entre os elementos de A, e também a regiao de Voronoi de um sub-

reticulado & do anel dos inteiros algébricos Z [w] .
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Capitulo 4

Cdédigos sobre Anéis de Inteiros

Algébricos

4.1 Introducao

Em [15], Huber apresenta algumas construgdes de cédigos sobre os inteiros gaussianos,
Z{i], isto é, o anel dos inteiros algébricos de Q@ (\/w_l) . Duas classes foram consideradas, a
saber, os cédigos corretores de um erro de Mannheim (codigos OMEC), e os cddigos com
distancia de Mannheim maior do que trés. Os cddigos destas classes sdo cédigos i—ciclicos
[1]. Naquele trabalho, o principal objetivo era projetar cédigos para a métrica de Mannheim,
a qual é apropriada para uso com modulagdes do tipo QAM. Para os cédigos OMEC, um
algoritmo eficiente de decodificagao foi apresentado. Também foi apresentado um exemplo de
decodificagao de um codigo com distancia de Mannheim maior ou igual a quatro. Entretanto,
nao se pode desse exemplo, deduzir nm método geral de decodificacio.

Neste capitulo sdo propostos codigos sobre o anel dos inteiros algébricos de Q@ (\/c_i) )
para d = —1 e d = —3. Nosso objetivo consiste em completar os resultados de [15] e
apresentar novas propostas de construgao de codigos sobre tais anéis. Por exemplo, todos
os codigos tratados em [15] sdo sobre o anel dos inteiros algébricos de Q@ (\/—_1) . Os cédigos
aqui propostos sdo sobre os inteiros algébricos de @ (\/3) ,parad = —1 e d = —3. Tais
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inteiros algébricos sdo Z [i] (inteiros de Gauss) e Z[w], onde w = Lﬁ@, respectivamente, e
serdo denotados por A.

Os alfabetos dos codigos sendo propostos sdo, na verdade, subconjuntos finitos dos
anéis A, tendo p elementos, onde p € um primo congruente a 1 médulo 4 se d = ~1, e
congruente a 1 mddulo 6 se d = —3. Este alfabeto, denotado por A, é um conjunto completo
de representantes em A de um conveniente ideal primo p, e portanto, herda uma estrutura
natural de corpo, isto é, podemos considerar o conjunto A como sendo isomorfo ao corpo
GF (p). Mediante esta identificacio, foi introduzido por Huber, wma distincia em GF (p),
denominada distancia de Mannheim. Neste trabalho estendemos o conceito de distincia de
Mannheim para o caso de um anel A de inteiros algébricos de Q (\/E) ,d=—led= —-3.
(Capitulo 3, Secao 3.2). Na Secéo 4.2, projetamos cédigos sobre Z [w], para a métrica de
Mannheim.

Essencialmente, quatro classes de cddigos sdo propostas. Uma classe é projetada para
corrigir um erro de Mannheim; outra para corrigir um erro de Hamming de qualquer peso de
Mannheim; outra para corrigir dois erros de Hamming, cada um de peso de Mannheim igual
a um; e finalmente, uma outra para corrigir dois erros de Hamming, cada um de qualguer
peso de Mannheim. Todos os cédigos sendo propostos sdo constaciclicos [1]. Nas Segoes 4.3 e
4.4, apresentamos algoritmos eficientes de decodificacio, para as classes de cddigos sobre Z 1]
e Z[w], respectivamente. Embora as demonstracdes nos dois casos sejam semelhantes, elas
diferem quanto a sua complexidade, o que exige um tratamento diferenciado para cada caso,
um exemplo dessa situacgao sao as demonstragoes dos Teoremas 4.5 e 4.9, onde tratamos com
polindmios de graus 4 e 8, no primeiro caso e com polindmios de graus 6 ¢ 12 no segundo. Na
Secdo 4.5 fazemos uma andlise comparativa entre os cédigos sobre Z [i] e Z jw], com respeito
a taxa, capacidade de correcao e energia média entre as respectivas constelacoes.

Na Segao 4.6 apresentamos alguns resultados a respeito dos cddigos projetados sobre
Z{w], quando considerados sob a distancia de Hamming. Finalmente, na Se¢io 4.7 fazemos
uso do algoritmo de Berlekamp-Massey [23] para correcéo de miltiplos erros de Hamming.

O interesse pratico nesses codigos sobre anéis de inteiros algébricos com distancia de
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Mannheim é para uso em canais gaussianos e em esquemas de modulacaoe codificada usando
constelagtes do tipo QAM, onde nem a distdncia de Hamming nem a distancia de Lee sfo
apropriadas. Especificamente, cédigos sobre Z [i] sdo usados quando a constelacdo de sinais
for um subconjunto do reticulado Z* e os cédigos sobre Z [w] , quando a constelagao de sinais

for um subconjunto do reticulado As.

4.2 Cébdigos sobre Z|[w] : Preliminares

Nosso objetivo, nesta secaio, serd caracterizar cédigos sobre o anel dos inteiros algébricos
de Q@ (\/————?;) , em termos de polinémios geradores. Para tanto, sejam p um ndmero primo,
p=1(mod6}, p um ideal primo de A acima de pZ, 7 € A um gerador de p e A um conjunto
completo de representantes de p em A, como na Secdo 3.2, ou seja, A =~ GF (p). Seja 8 € A,
um elemento de ordem 6n = p—1, isto é, o (F) = 6n e tal que 4" = w. Logo, 3 é um elemento
primitivo, e portanto, podemos considerar A = (3) U {0} .

Seja C o codigo definido pela matriz verificago de paridade H,

1 )6 ﬁ2 . ﬁn—l
1 e 732 . 7yn-1
po| 1 7@ ) |
6t-+1 6t+1y2 Bt+1yn—1
1 '6 (ﬁ ) (ﬂ ) (t+1)xn
onde 6 <t<n—1.
Um vetor ¢ = (cp,¢1,++,Cpq) de A” é uma palavra cédigo de C se, e somente se,

Hct =0, isto é,

4

cot et e =0
ot e+ e (BT =0

| o + Clﬁﬁﬁ-l oo (ﬁetﬂ)nwl =0
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Identificando ¢ com o polinémio ¢ (z) = n‘;ol 7, temos ¢ (ﬁ%“) =0 parak=0,1---,1.

Sejag(z)=(x—B)(z— A7) (z —Ewﬁ&‘*‘l) . Entdo 8 (g) =t + 1 e os elementos 3, 37,

-, 3% de A s@o distintos. Como podemnos ver, eles sio rafzes de ¢ () e sdo todas as £+ 1

raizes de g (x). Agora, como (ﬁﬁk“)n —w = kg = 8" — w = 0, temos que g (z)
divide " — w.

Teorema 4.1 O polindmio g{z) € um gerador do cédigo C, isto €, todo polinémio codigo

c(z) € C € wm multiplo de g (x).

Demonstragao: De fato, para que ¢ pertenca a C é necesséario e suficiente que ¢ (z) tenha

3,67, -+, 3% como raizes; mas isto é verdade se, e somente se, ¢(z) é miiltiplo de g (x),

que é o polinémio de menor grau que tem 3,37, ..., 4% como rafzes. Portanto, ¢ (z) é um

multiplo do polinémio g (z) que divide 2™ — w. |
Agora, se

c(x)=co+erx+- -+t el

entao,
ze(x) — a1 (2" —w) = wep1 + T+ -+ en_az™ ! € C.
Assim, multiplicando-se ¢ («) por 2 mod (¢" - w) , obtemos o seguinte:

1. Um deslocamento para a direita de uma posigao da palavra cédigo.

2. O coeficiente ¢,..1 é rotacionado de 60° e torna-se o primeiro simbolo da palavra obtida.

Portanto, o cédigo € pertence & familia dos codigos constaciclicos, ou cédigos w—ciclicos

Os resultados ja discutidos nesta se¢ao podem ser facilmente adaptados se considerarmos
O = —w.
Definigao 4.1 Cddigos w-ciclicos (respectivamente —w-ciclicos ) sdo cédigos sobre A | cujas

i
palavras sdo multiplos de un polindmio gerador g (z) = [] (z — %), que divide f () =

" —w, (resp. 2™ +w).
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Portanto, cddigos w--ciclicos (ou —w—-ciclicos) sdo invariantes por rotacdo de 60°, assim

como 0s c¢bdigos i—ciclicos (ou —i—ciclicos) sfo invariantes por rotacio de 90°,

Obs. 4.1 Da mesma forma que associamos um polindmio c(z) é palavra céddigo ¢ = (cp, 1, -

também assoctamos ao padrdo de erro e = {eg,e1,---,e,-1) 0 seguinte polinémio e (z) =

en T ez 4 Feat, onde 0 < iy <ip <o <i;<n—lee; #£0, para0<j < s,

4.3 Codigos sobre Z|i].

Nosso objetivo nesta se¢fo serd projetar novos cédigos sobre Z [i] e desenvolver algorit-
mos eficientes de decodificagao para os mesmos, com a finalidade de estender os resultados
de Huber em [15].

Em toda esta se¢ao, p denotard wm niimero primmo congruente a 1 médulo 4 e 3 designara
um elemento de A ~ GF (p), de ordem 4n = p — 1, tal que 5" =i (ou 8” = —i). Portanto,
3 é primitivo e podemos considerar A = (3} U {0} . Logo, nestas condicbes, A = Z[i] é o
anel dos inteiros algébricos de Q@ (\/—_1) .

Em [15], Huber construiu os cédigos OMEC, isto ¢, cédigos que corrigem um erro de

Mannheim e demonstrou o seguinte teorema.

Teorema 4.2 [15] Seja C o c¢ddigo definido pela matriz verificagio de paridade H,

Hm(l g - ﬁ”*)-

Entiao C € capaz de corrigir todo padrdo de wm erro de Mannheim. Portanto d™ (C) > 3.

O teorema a seguir, generaliza o anterior, e fornece um algoritmo para a corregdo de

um erro de de qualquer peso de Mannheim.

Teorema 4.3 Seja C o codigo definido pela matriz verificacdo de paridade H,

1 38 ... gt
i 55 ﬁﬁ(nwl)

H =

82

y Cn—1



Entio C € capaz de corrigir todo padrdo de erro da forma e(x) = e;x', onde 1 < wM (g;) <

d™_(A), 0 <i<n~—1. Portanto, d™ (C) > 2dM (A} + 1.

Demonstragao: Suponhamos que tenha ocorrido um erro de magnitude 8%, 0 < k < 4n -1,
na posigio 7,0 < 7 <n~—1. Sejar = (0,0, R L 0,0) a palavra recebida.

Assim, a sindrome S é dada por

i+ S
S = Hr' = & = 1
3oi+k Sy
Mas,
ﬁjwkk =8 =j+k= L}(m()d(p o 1))>
FE = 8o = 55 + k = Ly(mod(p — 1)).
() sistema

j+k = Li(mod(p — 1))
57+ k = Lo(mod(p — 1))

possui uma tinica solugao,
ALy
j= ) (modn),

k=L — j(mod{p — 1)).

Lo — L

Deste modo, temos que 0 erro ocorren na posicao (modn) e que sua magnitude é

3% onde k = L1 — j(mod{p — 1)). =

Exemplo 4.1 Consideremos p =37 =4-94+1, logo n = 9. Sejam A como no Ezemnplo b)
da Se¢do 3.2.2 e f = —1 —1i. Assim, os rétulos | € GF (37) dos elementos x +wy de A sdo
dados por | = x + 31y (mod 37). Seja v = (0,0,0,0,0,0,3%,0,0) a palavra recebida, onde
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3% =3 — 2, wM (r) = 5. Assim, a matriz H ¢ dada por

18 g g gt pop g s
1 ,35 610 )615 ﬂQD ﬁ?S /6:38 ;835 64

H =

Logo,
41 5
Hr' = 565 e ﬁzg (mod (7)),

B B
entdo,

7+ k= 5{mod 36)

5j + k = 29 (1nod 36) .
Disto temos que

ji= % = 6 (mod 9)

E=5—-6=—1=35(mod36).

Portanto, o erro ocorrew na 7% posicio e sua magnitude ¢ 5, isto ¢,
e = (0,0,0,0,0,0,3%,0,0) foi o erro cometido. Loge, v =1 —e = (0,0,0,0,0,0,0,0,0)

foi a palavra transmitida.

Huber propds, em [15], coédigos que corrigem dois erros de Mannheim de peso um, e

demonstron o seguinte teorema:

Teorema 4.4 [15/ Seja C o cddigo definido pela matriz verificagdo de paridade H,

1 /3 ﬁQ ﬁnml
1 ﬁS :810 i65(11—1)

H=

Se p = 5 (mod 12), entdo d™ (C) > 4.

(O resultado a seguir, generaliza o teorema anterior.
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Teorema 4.5 Seja C o cédigo definido pela matriz verificacdo de paridade H,

1 B )82 ﬁnml
H=1|1 g5 pwo ... g1

1 )69 ﬁlS ﬁg(nfl)

Entio C € capaz de corrigir todo padrdo de erro da forma e (z) = e;z’ +e;27, onde w (e;) =

wM (e;) =1, 0 <i# j <n—1 Portanto, d™ (C) > 5.

Demonstracao: Sejam v € C a palavra transmitida, e o erro cometido e r a palavra
recebida. Suponhamos que os erros, de peso de Mannheim igual a um, ocorreram nas
posicdes 7 e k, 0 < j,k < n — 1 e que seus valores sejam, respectivamente, g% e F7,

onde, 0 < u,v < 3. Sejam

184 ../ oopge L gl
H=|1 8 ... g ... gk ... pgiln-1)

1 59 59}' 59& ﬁg(nml)

a matriz verificacao de paridade, e r = ( 00 v g ..o B oLl ) a palavra rece-
bida.
Entao,
I@Hun + ﬁk+vn Sl
Hy'= | poitun 4 goktem | = | g
59j+un + ﬁ9k+vn Sy

é a sindrome.

Como 3% = 1, segue que §" = ghngemn = goun .. glungun . gdun (analogamente 3" =
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3% = %) Logo, temos o seguinte sistema de equacoes:

ﬁjHHm 1 ﬁkwf-vn — Sl
ﬁ5(j»{>~un) + 55(k+wn} o SB
IBQ(jJrun) +ﬁ9{k+’un) — Sg

Fazendo S99 = g, ¥ =y §) = a, S5 = b e Sy = ¢ temos

rty=a
2ty =b (1)
mg—{—ygmc

O codigo C serd capaz de corrigir todo padrao contendo dois erros de Mannheim de peso
um se, e somente, se o sistema (1) admitir somente duas solugdes.

Como estamos admitindo que ocorreram dois erros, temos as seguintes possibilidades:
a) a0 eb) O sistema (1) admite pelo menos duas solucoes.

A seguir, mostramos a veracidade destas possibilidades.

a) Mostremos que a s 0. Suponhamos, por absurdo, que a = 0. Logo, g7 = —ghktom,
Assim, b = 65(j+un) + ﬁ5(k+vn} — (5j+un)5 + (ﬂk+vn)5 — w(ﬂk+un)5 + (ﬁkwi-mz)S = 0. Analoga-
mente, ¢ = 0. Logo, a = b = ¢ = 0. Portanto, nao ocorreram erros. Absurdo.

b) Seja {xo, yo) uma solucio de (1), mostraremos que xp # yo.

De fato, se zg = 9 = G0 = 4y entdo fFW = 1 Mas k — j + n{v —u) <
n-—1+n-3=4n—~1 < 4n = o(f), o que é uma contradi¢io. Assim, zg # yo. Como o
sistema (1) é simétrico em relagio a z e y, temos entio que (yo, zp) também é uma solugso.
Observamos, assim, que as solugdes de (1} ocorrem sempre aos pares.

No sistema (1) temos y = a — x, portanto podemos considerar os polinémios :
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f,g € GF (p)[z]. Seja zp uma raiz de f (x), isto é, f (xo) = 0.

Agora, f(a—20) = (a—20)° + (a —a+zg)” — c=z) + (a~20)° — ¢ = f (x0) == 0.
Portanto, f{zp) = 0<> f(a— o) = [ {yo) = 0. Analogamente, para g (r).

Considerando, entdo os polindémios f (z} e g (x) e usando o Algoritmo de Fuclides temos:
g, h € GF (p) [z] tais que: f(z) = ¢ (z)g(z)+ h(z) onde d(h) < 3.

De fato, neste caso, h (r) = 5 (4a'° + 12a% + 9b° — 25ac) — 22 (a® + 4b) m+ 3 (05 4b) 22,
Assim, 8 (h) =2ou d(h) =0

1) Se d(h) = 2, entdo as raizes comms a f (z) e g (z) s@o as rafzes de h (z).

2) Se @ (h) = 0, visto que as raizes de [ (z) e ¢ {z) ocorrem aos pares, h(z) é o polinébmio

identicamente nulo, ou seja:

a® +4b =10

7=(4a'? + 12a° + 9b% — 25ac) = 0

ou de modo equivalente,
b= —a’/4
c=a’/16 ‘
Portanto,
i) Se b # —a’/4 ou ¢ # a’/16, entdo f(z) e g (x) possuem apenas duas raizes em comum,

que sao as raizes de h (x).

- 2 . 2 N
ii)Seb = —a’/dec = a’/16, entho g (z) = ba (¢? — az + 5 ) = 5a (z — 152)" (5 — L402)"
Neste caso f(2) = ¢ (z}g(x), entdo f(z) e g(r) possuem apenas duas raizes distintas em
COIMIm.

Assim, em ambas as situagdes, o sistema (1) possul somente duas solugdes, e portanto C é

capaz de corrigir dois erros de Mannheim de peso um. [ |
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Obs. 4.2 Mostraremos que este procedimento também se aplica no caso de ocorrer apenas
um erro de peso um de Mannheim.
De fato, suponhamos que ocorreu apenas um erro de peso um de Mannheim, logo S; # 0.

Entao do sisterma (1) temos,

5

logo, b = a® e c = a’. Portanto,

Portanto, as raizes x = 0 e x = a, sGo também raizes de [ (x) e g{z).

a) Se x =0 entdo, ndo ocorreram erros pois x = Sy, mas por hipétese Sy # 0.

b) Sex = a entdo, do sistema (1), temos que y = 0, mas y = 5™ 0 que € uma contradicdo,
a4 MENnos que 0COTTel aPenas um erro.

Concluimos, asstm, que o procedimento se aplica no caso de ocorrer um tnico erro de

Mannheim de peso um.

A seguir fornecemos um procedimento de correcao de erros para os codigos do Teorema

4.5.

Algoritmo de decodificacao para os cédigos definidos
no Teorema 4.5

1. Se S = 0, entao nao ocorreram erros, logo r == v.
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2. 8eb=2qa"ec=ad isto é se S5 = 57 e Sy = S}, entdo ocorreu apenas um erro e

procedemos como no Teorema 4.3.

3. Se b # a° ouc st d isto é se S5 # S ou Sg # S, entdo ocorreram dois erros e
procedemos como segiie.

Resolvendo h (z) = 0, (ou g (z) = 0, se h for identicamente nulo) , temos as rafzes:

Ty = ﬂj+un — )BLI’

Ty = ﬁkHHm, . ﬁLg}

entao,

j=Li{modn),
k= Ly (modn),

¢ isto nos da a localizacdo dos erros.

¥i = gh,

4. As magnitudes dos erros serac dadas por:
Yy = phak

5. Obtemos a palavra v € C transmitida calculando a diferenca v =r — e.

Exemplo 4.2 Sejop =37 =4 941, logo n = 9. Sejam A como no Exemplo b) da Secio
3.2.2 e B = —1 —1i. Portanto, os elementos x +wy de A sio rotulados por ! € GF (37), onde
| =z + 31y (mod37) . Sejam C o cédigo definido pela matriz verificacio de paridade:

g g g gt g g B
H o= 1 ,65 51{} 5&5 )820 ﬁ25 ﬁ30 635 64
1 }69 518 527 1 ﬁg ,6'18 ﬁZT 1

er = (0,0,0,4'%,0,0,6%0,0) a palavra recebida, onde 8% = —1, 8% = —i, wM (#°) =
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wM (3'®) = 1. Entdo a sindrome ¢ obtida como

B2 s 23429 15 3%
He'=| g4 | =] 8+14 |(mod(m)=| 22 |(mod(m)=| g7 | (mod(r)).
39+ %7 6+ 31 0 0
Portanto,
z+y=15=a
P4yt =22=10 (2)

P+ =0=c
Assim, temos —a® /4 = 9a° = 9-(15)° = 31 # 22 = b. Portanto, b # —a®/4. Logo, as solugées
de (2) sdo as solucées de h(z) = 24 (x — 23) (z — 29) = 0, isto §,

zy = 23 = % (mod (7)),

T2 = 29 = B (mod (7))

Logo,
j=21=3(mod9},

k= 15= 6(mod 9),

com 1550 Ly = 21 — 3 = 18 e Ly = 15 — 6 = 9. Portanto, os dois erros ocorreram nas
posigdes § = 3 (42} e k = 6 (7%) ¢ seus valores sio 3" e 3°, respectivamente. Logo,

v =1{0,0,0,0,0,0,0,0,0) foi a palavra transmitida.

Nossa proposta, agora serd apresentar um cédigo, com o respectivo algoritmo de deco-

dificagao, que permite corrigir até dois erros de Hamming,
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Teorema 4.6 Seja C o cddigo definido pela matriz verificacdo de paridade H,

,6 )62 o ﬂnml

N N (D
,[39 (69)2 L. (ﬁg)n——l
513 (ﬁiS)Q . (ﬁliﬂ)n—l

FINE S S S S

Entdo C é capaz de corrigir todo padrdo de erro da forma e(z) = ¢a' + e;af, onde 1 <

wM (eg),w™ (e;) < dM_(A), 0<i+#j<n-—1 Portanto, d*(C) > 4dM (A) + 1.

Demonstracao: Sejam v € C a palavra transmitida, e o erro cometido e r a palavra
recebida. Suponhamos que os erros ocorreram nas posicoes 7 e 7, 0 < 4,7 < n—1 e que seus

valores sejam, respectivamente, 5% e @ 0 < k,I < p — 1 = 4n. Sejam

1 3 e B Y cee ol
P T R N
1 g (B (8% (87
1 ﬂlB . (513)1' (ﬁiS)j . (ﬁlS)nwl
a matriz verificacio de paridadeer = ( 00 ... g5 ... 8 ...0 ) a palavra recebida.
Entao,
Fitk 4 gitt s,
5’i+k + 5j+§ S
S = Hr' = g 4 b . m °
ﬁgz—}—k + [893+l Sg
ﬁlBHk 4 ,Blng 813

¢ a sindrome.

91



Fazendo = = 8% e y = A temos o seguinte sistema de equacdes:

'

r+y=9]

Bz 4 B4y = S
3%z + 3%y = S
Bl 4 812y — G

O cédigo C serd capaz de corrigir dois erros se, e somente se, o sistema acima admitir
somente duas solugoes. Como estamos supondo que ocorreram pelo menos dois erros, entao
o sistema admite pelo menos duas solugoes. Vamos mostrar que existem somente duas.

De fato, de z + y = 5y, temos y = 5; — x e, assim, o sistema (3) transforma-se em:

( y=951 -z

< Gz + 898 — g2 = S;
¥z + Y8 — %0 = S,

\ % 4 312G — B\%p — S,

ou seja
(8" — 8"z = S5 — Y5,
(8% —B¥)z = Sy — B¥S1
(BY% — Bi2)g = S5 — B4 S,

o que implica em

(8% — Bz = S5 — Y5, (0
(8% — Y (BY + )2 = G — B9, (IT)
(8" — 8% (8% + B B + BY) = = i3 — 548, (I1D)

Agora, substituindo (I) em (II) e em (I1I} obtemos

(8% -+ 8%) (S5 — BYS1) = Sy — 8% 51, (Iv)
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(8% + 848Y + 8Y) (S5 — 8Y81) = S13 — 8451,

Sejam B% + 3% = S e ¥3% = P. Entao temos

S (S5 — BYS)) = Sy — B¥S,
(52 = P) (S5 — 848, ) = Sy — 148,

isto &,
585 — 39345, — 8%8) = Sy — 5Y5,,
(32 — P) (S5~ B8, ) = Si5— 898,

De {(VI) concluimos que:

555 — PS) = 5.
Logo,
885 — Sy
P=—-:
St

(51 # 0, pois estamos assumindo que ocorreram pelo menos dois erros).

De (VII) temos:
S (Sz _ P) — 348, (ﬁsz' o BYTY ﬁSj) = 85 — B8,

o que implica que,

85 (32 = P) n ﬁéj+8‘isl - ,88j+4i51 . ﬁi?jsz — SES = 612;581.

Assim,

S (S?‘ . P) _ ﬁ4j+4isl (641 i ﬁ&ij) = Sys.

Portanto,

Ss (52 - P) — PSSy = 8.
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Substituindo (VIII} em (IX), temos

S85 — Sg
51

8855 — Sq

Sl == SlSy

&(ﬁ— )—&S

o que implica que
S1555% — 525 + 5555 — 51555 + $1598 = S 813.

Assim,
S (818 — 82) = $1513 — S5Ss.
Portanto,

51513 — 558y

§= et ) X)

(*)No Lema 4.1 mostraremos que 515y — 57 # 0, a menos que tenha ocorrido um tinico erro
de Hamming.

Substituindo (X) em (VIII ), obtemos:

o 85813 - Sg}

p =3280
S1S, — S2

Resolvendo a equacdo: X? — SX + P = 0, determinamos suas rafzes:
Xl — ﬂ4i, XQ — ﬁ‘ij}

e, consequentemente, determinamos ¢ e 7.

Por outro lado, usando as duas primeiras equagdes de (3) temos:

$+ym81;

B + By = 5,
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o que implica em

S5 — BH5,
= B4 _ gt
55 — 84S,

assim, determinamos k e [, pois z = 7% e y = 71,

Lema 4.1 Com a notagdo acima adotada, temos:
a) S18 — 5% # 0, a nao ser que ocorreu apenas um erro.

by B4 — Y% £0, ondei,j€Z, 0<i,j<4n.

Demonstragio: a) Suponhamos que S;5y — S2 = 0.
Mas
S]Sg - Sg = O, isto é, S}Sg = Sg,

ge e somente se,

FiSim + BYST — 8951w = (8% — 8¥)’a” + Y S} +28Y (% - BY) Siz.

Logo,
(B — BY9Y2® + 2597481z — 25Y Sz — §¥ 512 = 0,
ou seja,
()842' _ ﬁ4j)2$2 + 2643’-&—41‘813: - ﬂ8j81$ . ﬁgislm = 0.
Portanto,
z == {},
ou
(8% — )2 + 289+45, — B8, — B¥S, = 0.
Agora,

x = 0 é impossivel pois F7* £ 0.
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Se
(8% — 392 + 209453, — 45, — F4S, =0,

entao,
_ (ﬁSj +38i " 2/84@-%—43')81 _ (ﬁzlz Mﬁéj)2gl _g
ECERY S CEE D

se e somente se,

y =0, isto &, #7 =0,

o que é um absurdo, a nao ser que tenha ocorrido um tnico erro. Portanto, 515y — 52 # 0,

sempre que ocorrerem dois erros.

b) Suponhamos, por absurdo, que 3% — 8% = 0. Mas, 3% = % se, e somente se, 349 = 1,

portanto, 4n | 4 (¢ — 7). Mas como 4 (i — j) < 4 (n — 1) < 4n, temos uma contradigdo. M

Apresentaremos a seguir um procedimento de correcao de erros para os cédigos do

Teorema 4.6.

Algoritmo de decodificacao para os cdédigos definidos
no Teorema 4.6

1. Se &y = 0, entdo nao ocorreram erros, logo r == v,

2. Se 515y — S2 = 0, entdo ocorreu apenas um erro de magnitude £* na posicao i.

Determinamos 7 e & como no Teorema 4.3.

3. Se 515 — 5% # 0, logo ocorreram dois erros, ent@o procedemos como segue:
a) Resolvemos a equagiio X2 — §X + P =0, onde S = 3% + 3% e P = 3%3Y, cujas
rafzes sdo X; = 3% e X, = 8%, logo, determinamos i e j.

b} Usando as duas primeiras equagoes de (3}, temos

T4y =5
By 4 gY = G, ’
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o que implica em

. S5-BH 5y

€T == T[4
¥

 Sy—fYS,

Yy == 577 A

daqui determinamos k e [, pois, z = 3% e y = /1L,

Exemplo 4.3 Consideremos p = 37 = 4-94 1, logo n = 9. Sejam A como no Exemplo b)
da Secdo 3.2.2 ¢ 3 = —1 —i. Portanto, os rétulos | € GF (37) dos elemento x + wy de A
sdo dados por | = x + 3ly (mod 37) . Sejam C o cddigo definido pela matriz verifica¢do de
paridade H,

g g opopopog g B

g g0 g5 B g% 530 @35

R L T I L

B3 % g8 16 g2 g8 pls a2

er = (0,0,5%0,0,5%2,0,0,0), a palavra recebida, onde * = —2 — 3i ¢ 2 = -2 — 4,

Pt et

wM (3%) = 5, wM (§%2) = 3.
A sindrome € dada por
310 4 g27 s,
ot 318 4 gt _ S,
3% 4 g3 Sy
B+ gl S13

Porianio,

S = B + 8% = 30 + 31 = 24 (mod (7))
Sy =384+ 8" =36 +2 =1 (mod (7))
Sp = 3% + 3% = 21 4 24 = 8 (mod (7))

Sy = 3% + 8% = 3429 = 32 (mod (7))

97



Logo,

S5Sis — 52 1.32—87
o OsS3—5y _ 1-32-8 E?-E?mOd(ﬂ')a

P = =
S8~ 52 24.8-12 6

518513 — 555 24-32-—-1-8 20
o = = — =2 d .
55— 52 I 5 8 (mod (7))}

Assim,

X? - 8SX 4+ P=0, logo, X* - 28X +7=10

entao,

X, =16 = 3% (mod (7)), entdo, 8% = %, assim i =2 (3% posicdo)
X, =12 = % (mod (7)), logo, 8% = 3%, portanto, j =5 (6% posicio) .
Determinacdo das magnitudes dos erros:

xms5—,64f31_1—12-24
T T 16— 12

]
il
g N dw]
i
[PS]
&S
il
o)
=
=
S
o
A

S -pMS  1-16-24 24

Y

= ﬁ4j — B4i = 4 —
ou seja,
© = B = 2 = 41 (mod (7)),
y = F+ = g5+ = 4% (mod (r))
logo,

Portanto, ocorreu um erro de magnitude 3° na 3% posicdo ¢ um erro de magnitude 5% na

62 posicao. Entdo, v = (0,0,0,0,0,0,0,0,0) foi a palavra transmitida.
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4.4 Cébdigos sobre Z |w]

Nosso objetivo nesta secao serd determinar a capacidade de corre¢do e obter algoritmos
de decodificacao para codigos construidos sobre o anel A dos inteiros algébricos de Q@ (\/ WS)

o qual é dado por A = Z|w|, w = 54?, conforme vimos na Proposicao 2.23.

Sejam p um numero primo, p = 1 (inod 6) , p um ideal primo de A acima de pZ, » € A um
gerador de p e A um conjunto completo de representantes de p em A. Como ja vimos na Secao
3.2, podemos considerar A ~ GF (p) . Seja 3 € A um elemento de ordem 6n = p — 1, isto &,
o () = 6n. Logo, B é um elemento primitivo e portanto, podemos considerar A = (3)U {0} .

Vamos iniciar esta se¢ao mostrando o andlogo do Teorema 4.2, para o caso Z[w], ob-

servando que, neste caso, a capacidade de corregdo de C ¢ maior do que em [15].

Teorema 4.7 Seja C o codigo definido pela matriz verificagio de paridade H,

Hz(l g8 3 - ﬁn-i).

Entdo C € capaz de corrigir todo padrio de erro da forma e(z) = e;z’, onde w™ (e) =1 ¢

os padries de erro e (z) = tw?z*, onde w™ (+w?) = 2. Portanto, d” (C) > 3.

Demonstragao: Recordemos que os elementos de peso 1 do alfabeto A sdo 4-1 e 4w, onde
W == bzé_@ ¢ uma raiz 62 da unidade. As outras raizes da unidade, a saber, +w? = + (w — 1),
sao elementos de peso 2. Notemos que o conjunto {+1, +w, +w?} pode ser representado por
{8™ u=1,2,---,6}. Sem perda de generalidade, podemos supor que a palavra toda nula

tenha sido transmitidae quer = (0, -, ™, - - -, 0) seja a palavra recebida. Entio a sindrome

S = Hr' serd dada por:

§=p"""=p3" onde, L,j€Z, 0<L,j<n-—1.

Reduzindo L mdédulo n, determinamos j e posteriormente u serd determinado por u = L—;"l
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e assim temos a localizacao e a magnitude do erro. [ ]

Exemplo 4.4 Sejap = 37 = 6-6+ 1, logo n = 6. Sejam A e = 2 como no Ezemplo
e) da Seg¢io 3.2.2. Assim, os elementos x +wy € A sdo rotulados por I € GF (37), onde
I =z + 2Ty (mod 37).

a) Sejar = (0,0,0,0,8%,0) a palavra recebida, onde f* = —w, logo §** € de peso 1, a

sindrome de v € dada por S,

S:Hr‘fz(z 8 8 B p 65)(0,0,0,0,;82“,0)%628.

Portanto, 3% = % logo L = 28 = j + 6u = j (mod6) = 4(mod6). Dai j = 4 e u = 4.
Assim, o erro ocorreu na 5% posicdo e seu valor é 3**. Logo, ¢ = (0,0,0,0,0,0) foi a palavra
transmitida.

b)Seja agora ¥ = (0,0,4%,0,0,0) a palavra recebida, onde 3°° = 1 —w. Logo, 5°° € de peso

2, mas é uma raiz 6% da unidade. Assim sendo, a sindrome S € dada por
S = Hr' = ( 1 8 B 3 g B ) (0,0,8%,0,0,0)" = g*.

Portanto, % = 3%, logo, L = 32 = j + 6u = j(mod6) = 2{mod6). Daij = 2 e u = 5.
Assim, o erro ocorreu na 3% posicdo e sew valor é 3*°. Portanto, ¢ = (0,0,0,0,0,0) foi a

palavra transmitida.

Veremos agora cédigos que corrigem um erro de Mannheim de qualquer peso.

Teorema 4.8 Seja C o codigo definido pela matriz verificacdo de paridade H,

13 ... gt
R LA ﬂ7{nw1)

H =

Entao C € capaz de corrigir todo padrdo de erro do forma e(z) = e;xt, onde 1 < wM (g;) <

dM (A), 0 <i<mn— 1. Portanto, d™ (C) > 2dM _ (A)+ 1.

max
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Demonstragao: Suponhamos que tenha ocorrido um erro de magnitude 5%, 0 < &k < 6n—1,
na posicao 7, 0 < 7 <n-—1. Sejar = (G,O, - ,5’“,---,0,0) a palavra recebida. Assim, a

sindrome 5 é dada por

j+k Ry
S = Hrt = /8 = 1
[Ttk S~
Logo,
ﬁjJrk: — Sl o J + k= Ll (mod(p— 1)) 3
B = 8y = Tj+ k = L (mod(p — 1)) .
() sistema

j+ k=L (mod(p—1))
7j+k = Ly (mod (p—1))

possui uma nica solugao:
Ly — 1y

J= (modn)
k= L) — j(mod(p — 1))

Desse modo, temos que na posicio j ocorreu o erro cuja magnitude é 3% |

Exemplo 4.5 Sejap = 37T =66+ 1, logo n = 6. Sejam A e § = 2, como no Eremplo
e) da Segdo 3.2.2. Portanto, os rétulos | € GF (37) dos elementos z + wy de A sdo dados
por | = x + 27y (mod 37) . Sejar = (0,0,0,0,815,0) a palavra recebida, onde 8% = 3 — 2w,

wM (r) = 5. Seja H a matriz verificacio de paridade,

g @ g gt B
1 ]8’7’ ﬁl!i 62} ,628 635

H =

Entao a sindrome da palavra recebida € dada por

6 19
543

S = Hrt =
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logo,
7+ k = 19(mod 36)
7§ + k = 7(mod 36)

FPortanto, 7 = Z%E = ~2 = 4(mod6) e k =19 — 4 = 15(mod 36) . Assim, o erro ocorren
na 5% posigdo e seu valor é B, isto é, e = (0,0,0,0,85,0) foi o erro cometido. Logo,

c=(0,0,0,0,0,0) foi a palavra transmitida. Neste caso, d™ (C) > 2-2+1=5.

A seguir veremos codigos que corrigem dois erros de Mannheim de peso wmn.

Teorema 4.9 Seja C o codigo definido pela matriz verificacdo de paridade H,

L g g
H = 1 ,87 614 .. ﬁ?’(nfi)
1 )813 ﬁ?ﬁ L. ﬁ13(n—i}

Entio C é capaz de corrigir todo padrde de erro da forma e (x) = e;x* +e;27, onde wM (&) =

wM(e;)=1,0< i j <n-—1 Portanto, d¥ (C) > 5.

Demonstracao: Sejam v € C a palavra transmitida, e o erro cometido e r a palavra
recebida. Suponhamos que os erros ocorreram nas posicoes j e k, 0 < 7,k < n—1 e que suas

magnitudes sejam, respectivamente, 4" e ", 0 < u,v < 5. Sejam ainda

1 3 ﬁj ﬁk ﬁn—i
H=|1 8" ... g% ... gk ... giin-1)
1 )813 . ﬁlSj L. ﬁlEkz . ﬂls(nml)

a matriz verificacio de paridade e r = ( 00 .. B .ol ) a palavra rece-
bida. Entao,
ﬁjJrun + ﬁkm}w'un S
S = Hyt = glitun o gikion =1 5
Gi3itun 4 gi3kion Sy
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é a sindrome. Como 3% = 1, segue que, B3*" = poungm = plun = pl2ungun _ gliun

(analogamente "™ = 37" = G} e portanto, temos o sistema de equacdes:

Bj—}—un m%“ﬁk—*-?m — SE
ﬁ'?(j—f—un) + 67(!9-}-1)1;) — 37
ﬁlS(j-HLn) + ﬁ13(k+2m) — SLS

Fazendo: 37T =g, ¥ =y S, = a, S; = be Si3 = ¢ temos:

T+y=a
'y’ =b . (4)

2Byl = ¢

O cddigo C serd capaz de corrigir toda palavra com dois erros de Hamming, cada um
com peso de Mannheim igual a um se, e somente se, o sistema (4} acima admitir somente
duas solucoes.

Como estamos admitindo que ocorreram dois erros, entao temos os seguintes casos a consi-
derar.

1) a 0,

2) O sistema em (4) admite pelo menos duas solugdes.

1) Mostremos que a # 0. De fato, suponhamos por absurdo, que ocorreram pelo menos dois
erros e que a = 0. Mas @ = 7 4 ghton — ( = gitun — _ ghton — = 370+un) 4 g7(kton) ..o
(6j+un)7 ot (ﬁk+vﬂ)7 — (__ﬁkﬂm)? + (ﬁk+vn)7 = 0,
Portanto, b = 0. De modo analogo mostramos que ¢ = 0. Mas entdo a sindrome § =
(a,b,¢) = (0,0,0) e portanto nfo ocorrerarm erros, ¢ que & wna contradigdo.
2) Seja agora (g, o) uma solugio de {5); mostraremos que x4 # 7. Defato: Sexy = F 1" =
FEF = g entdo BRI = 1 mas k—j+n(v—u) < n—14n-(5) = bn—1 < 6n = o (B),
o que é uma contradi¢io. Assim, xg 5 y9. Como o sistema (4) é simétrico em relagio a z e
y, temos entdo que (yo, zo) também é uma solugio. Sendo assim, as solugdes de (4) ocorrem

sempre aos pares.
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No sistema (4), fazendo y = a — z, teremos os polinémios :
flo)=a"+(a-5)" ¢

g(z)=a"+(a—-2)" b,

f,g € GF{(p)[z]. Seja zguma raiz de f{z}, isto é, f(zo) = 0. Agora, f(a—xy) =

Y la—a+z0)® —c=al+ (a—30)" ~ ¢ = f(z0) =0.

(o — xq
Entao, f{zo) = 0 & f(a—z¢) = 0. Analogamente, este desenvolvimento se aplica para
g (z). Portanto, as raizes de f(z) e g (z) ocorrem sempre aos pares. Considerando entio
os polinémios f e g e usando o Algoritmo de Euclides temos: 3 ¢, h € GF (p) [z] tais que
flx) = q(z)g(z) + h(z), com d(h) < 5. Neste caso h(z) = £ (b—a') [392* — T8az® +
65a%z? — 26a®x] + - (—29a' + 65a’b + 13b” — 49ac). Como as raizes ocorrem sempre aos
pares, temos entdo quatro possibilidades: h =0, 9(h) =2, {h) = 3 ou d(h) = 4.

Se (k) = 2 ou 3 entdao b = o’ = h(z) = a'® — c. Mas como f(z) e g(z) possuem ao
menos duas raizes em comum, ent3o h (z) também as possui, logo h (z) é identicamente nulo
e portanto, ¢ = a'®. Assim, estes casos sfo equivalentes ao caso a) a seguir.

a) Se 3 (h) = 0, segue que h (z) é o polindmio identicamente nulo. Mas A(x) =0 = a =0

7

oub=a ec=a? Mas a # 0, pois estamos admitindo que houve pelo menos dois erros.

13

Se b=a’, entdo ¢ = a'? e com isso

a(l — \/‘:3))2 ( a(l +2\/w_3) 2

g(m)m:r:(:cwa)(ww 5 :cmmwmm)2:m(x—a)($—aw)2(m+aw2) .

Assim, as raizes distintas de g (z) sdo: z =0,z =qa,z = ﬂ%——gl = —aw’ ez = M =
aw . Mas z = 0 implica em 3% = 0, o que é impossivel, Também z = ¢ implica em
y = 0, isto &, f¥*'™ = 0 o que também é impossivel. Portanto, g (z) possui somente duas
raizes distintas. Logo, f (x) e g (x) possuem apenas duas raizes distintas em comum que sao

1= alw — 1) e zp = aw.

b) Se 8(h) = 4, entdo aplicando o algoritmo de Euclides aos polinémios g e h, existem
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polinémios s,k € GF (p) [z] tais que ¢ (z) = s(z) h(z) + %k (z), onde 8 (k) < 3. Ora, como
as raizes de f(x) e g (z) (consequentemente de h (z) e k(z)) ocorrem aos pares, temos que:
¢} (k) =

4)ak) =0

c) Se 9 (k) = 2, entdo g (x) e h(z) (e também f (z)) possuem duas raizes em comum, que

sdo exatamente as duas raizes de k ().

d) Se d{k) = 0, entdo k(z) é identicamente nulo, pois estamos admitindo que ocorreram
pelo menos dois erros, e portanto, os polindmios f (z), g{z) e h{z) possuem pelo menos

duas raizes distintas em comum. Suponhamos k (z) = ko + k17 + ko2°. Logo,

at* + 26a7b + 16952
hg = 0 = ¢ =
0 ¢ 196a ’ (5)

40 + 104a"b + 3962
ky=0:=¢=
! ¢ 1470 ) (6)

4a + 104a”b + 3002
ko=0=¢c= .
2 ¢ 1474 (7)

Igualando (6) e (7) temos a seguinte equacao do 2% grau em b:

m (b) = 637a'* + 16562a"b - 171994°.

7

Resolvendo a equagdo m (b) = 0, temos as raizes, b=a’ e b= Zx.

O caso b = a’ j4 examinamos.

Se b = *Q—f entdao ¢ = f‘,’”—;z, e neste caso f(z) e g(z) possuem somente as raizes x; =
M f(1+w)e zp= M 3 {2~ w) em comum.

De fato:

4 () _ (:EM"‘@ V=3) ( a§3+g/1‘§})2<$ma3m6u39 ) (mwa3+6w39 ) o

() 0 po (A52) = g [57]" m  02001))

= () & a = 0, o que é impossivel. [
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Obs. 4.3 Vamos mostrar gque este procedimento também se aplica no caso de ocorrer apenas
um erro de peso um de Mannheimn.

De fato, suponhamos entdo que tenha ocorrido um erro de peso um na posigio 7, 0 < j <

n — 1. Entdo:
T = ﬁj»&wun =
27 = ﬁ?{j%un) —=b=qa ,
713 ﬁlS(jJrun) = = g3
ou seja,
T4y =aq
T+ y T =b (8)

2B Ly =

Analisando o sistema em (8) temos:

Deb=a" ec=a'® temos que h(x) € identicamente nulo. Assim, como vimos no caso a)
as raizes comuns a f () eg(x) sdfox =0, x=a, z=alw—1)e z=aw. Portanto, as
solucdes de (8) sdo (a,0), (0,a), (—aw?, aw) e (aw, ~aw?).

a) Sex =0, entdoy = a = B = Bl logo, j +un = L; = j (modn). Portanto, ocorreu
WM erro na posieao j.

b) Se z = a, entdo y = 0, logo © = 7" = 1 daf j +un = Ly = j (modn). Portanto,
OCOTTEN UM €TTO NA POSICAO j.

¢) Se x = aw, entdo, x = FHngr = Gitnl+l) = gl oge j4+n(u+1) = Ly = 7 (modn).
Fortanto, ocorreu um erro na posigao j.

d) Se x = —aw?, temos © = F¥pitmgin = pitnutt) = gls Jogo j 4 n(u+5) = Ly =
7 (modn). Portanto ocorreu wm erro na posigdo j.

Assim, se b= a’, entdo ocorreu wm erro na posicdo j.

Com isso, a afirmagdo fica demonstrada.
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Obs. 4.4 O codigo C definido pela matriz verificacdo de paridade H, do Teorema 4.9, também
€ capaz de corrigir todo padrdo de erro do forma e(x) = e;a' + e;27, onde w™ (e;) < 2,
wMf(e;) <2, 0<isj<n-—1, desde que ¢; e e; sejam raizes sextas da unidade. Assim,

eventualmente, d™ (C) > 9.

A seguir fornecemos um procedimento de corre¢do de erros para os cédigos do Teorema

4.9.

Algoritmo de decodificacao para os codigos definidos
no Teorema 4.9

1. Se g == 0, entio nédo ocorreram erros, entdo v = r.
2. Se b = a’, entdo ocorreu apenas um erro e procedemos como no Teorema 4.8.

3. Se b+ a’, entdo ocorreram dois erros e procedemos como na demonstracao do Teorema

4.6, isto é, resolvendo A (z) = 0, (ou g (x) = 0, ou k (z) = 0 conforme o caso) , temos

as rafzes:
xy = FT = gl
zy = G = gl
entao
j = L; (modn),
k= Ly {rmodn),

e isto nos d4 a localizacao dos erros.

4. As magnitudes dos erros sdo dadas por:

ﬁlej e BLgf}e‘

5. Obtemos a palavra v € C transmitida calculando a diferenca: v=r — e.
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Exemplo 4.6 Consideremos p = 37 = 6-6+ 1, logo n = 6. Sejam A ¢ 3 = 2 como no
Ezemplo e) da Secdo 3.2.2, assim os rdtulos | € GF (37) dos elementos x + wy de A sdo
dados por | = x + 27y (nod 37) .

Sejam C o cddigo definido pela matriz verificacdo de paridade
1 g p g opop

H oo 1 ﬁ"f ,814 ﬁ?l 1828 /335

] 613 626 ﬁS 616 ,629

er=(0,350,0,0,5%) apalavra recebida, onde 3% = w, 38 = ~1; wM (F%) = wM (3'8) = 1.

A sindrome S € dada por

g7+ % 17 +5 22
S=Hrt=1] 8487 | =] 15418 | (mod (7)) = | —4 | (mod(n)).
B+ gt 35+ 13 11
Portanio,
=22 b=—4 e c=11
Logo,

a’ =22" =2 # —4 = b,
—aT 27 = -2/27 =211 =15%# —4 =,

Sejam entdo:

fla) =2+ (22— 2)"® - 11,
gz) =27+ (22~ z)" +4

e h{x) o resto da divisdo de f (z) por g (x). Entdo h{zx) = 292* + 302% + 34z? + 32z + 32.
Dividindo g (x) por h{xz) obtemos o polinomio k{z) =9 (z — 17) (x — 5).
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Agora
x1 =17 = " (mod (7))

k ($) =0 ’
@y = 5 = 3% (mod (7))
togo,

j =Ly (mod6) =7 (mod6) = 1(2% posi¢do),
k = Ly {mod 6} = 23 (mod 6) = 5 (62 posi¢do) .

Portanto, os erros ocorreram nas posigdes § = 1 (22) e k = 5 (62) e suas magnitudes sdo,
respectivamente: 371 = 3% ¢ g5 = 318 ¢ portanto ¢ = (0,0,0,0,0,0) foi a palavra

transmitida.

Finalizando esta secao, veremos cddigos que corrigem dois erros de Mannheim de qual-

quer peso.

Teorema 4.10 Seja C o cédigo definido pela matriz verificagio de paridade H,

ﬂ 52 L. ﬂnw—l

N S i
ﬂlS (613)2 - (,613)”""1
519 (619)2 . (ﬁlg)nml

e S S

Entédo C € capaz de corrigir todo padrdo de erro da forma e(z) = e’ + e;7, onde 1 <

wM (), wM (e;) < dM (A), 0< i j<n—1 Portanto, d™ (C) > 4d¥_ (A) + 1.

Demonstragao: Sejam v € C a palavra transmitida, e o erro cometido e r a palavra

recebida. Suponhamos que os erros ocorreram nas posicoes i e 7, 0 < 4,7 < n - 1 e que seus
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valores sejam, respectivamente, 3% e 3", 0 < k,1 < p — 1 = 6n. Sejam entéo:

1 g 51 gj ﬁnml
g | L B @y
1B . (BB . (B L. (BBl
1 5 (B) .. (B9 ... (B9l
a matriz verificacdo de paridadeer = ( 00 .- pg5 ... 8 ...0 ) a palavra recebida.
Entao,
gitk 4 S
P @itk 4 g+l _ S,
Btk 313541 Sis
199tk g 3195+ S1o

& a sindrome.

Fazendo z = 3% e y = 4+ temos o seguinte sistema de equacoes:

(& +y=235]
A%z + %y = S
Blig ¢ @12y = Sy,
k g 4 G185y — S

O cédigo C seré capaz de corrigir dois erros se, e somente se, o sistema acima admitir somente
duas solugoes. Como estamos supondo que ocorreram pelo menos dois erros, entao o sistema
admite pelo menos duas solugbes. Vamos mostrar que existemn somente duas.

De fato: de z +y = 5y temos y = S — z , assim o sistema (9) transforma-se em:

( Y= 81 - L
B + 5V, — Bz = Sy
'8121'3j - ﬁ}?jsl _ ﬁlzjx - 313 '
| 18181‘1. 4 ﬁisjsl _ ﬁlSj:E . 819
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logo,
(8% — %)z = Sy — 398,
(1% — B1%)g = 3 — B128,
(318 — 6183‘)1: = S — 188,

portanto,

(8% — 8%z = 8; - g% 5y,

(8% ~ 89 (6% + 8¥)x = S13 — 1% S,

(ﬁﬁi _ ﬁﬁj) (51% + ﬁﬁiﬂﬁj + ﬁuj) T = 89 — 5183'81.

Agora substituindo (XI) em (XII) e em (XIII) temos:

(8% + B%) (7 — BYS1) = S15 — B8y,

(ﬂlzi _E_ﬁﬁiﬁﬁj _l__ﬁl?j) (57 . [363"31) = S0 — ngij

Sejam 3% + 3% = S e 3%3% = P, entao temos:
S (87— pYS)) = Sis — 48y,

(5" = P) (Sr =751 ) = 519 = 8995,

dai,
SS7 - BYB%S, — g8 = S5 - ¥,

(32 - P) (57 ~ ﬂﬁfsl) = Sy — 39S,

De (XVI) temos,
SS’( - PSl = 813,
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logo,
_ 557 =515

P 5 (XVIID)
(81 # 0, pois estamos assumindo que ocorrem pelo menos dois erros).
De (XVII) temos:
S, (SQ N P) m 663'31 (ﬁi?i + ﬁsé%j +ﬁl2j) = Sy — ﬁi&jsi -
S, (5’2 N P) . ﬁﬁj-{—l?igl . ﬁle—‘rGiSl » ﬁlajsl = S — 618_7'51 =
Se (8% = P) = 970, (8% + 59) = 519 =
S7(8* — P) — P§S; = S (XIX)
Substituindo (XVII} em (XIX) temos:
557 — 7 —
S, (52 - N) _ SISM = G =
S; SE
818782 -— S?S -+ S’?Slg — 815782 R 818138 = 81519 =>
S (51813 s Sg) = 51519 s 57513 =
G o 51519 — S?SES. (%) (XX)

51813 — 57
(*) No Lema 4.2 mostraremos que 51513 — 5% # 0.
Substituindo {XX) em (XVIIT ) temos:

_ 57819 — Shy

P = .
51513 — 53

Resolvendo a equacdo: X? — SX + P = 0, determinamos suas raizes,

Xf{ :l@ﬁia X2:)66j1

112



e consequentemente, determinamos i e j.

Por outro lado, usando as duas primeiras equagoes de (9) temos,

T+y =25
Bz + By =S
ou seja _
8 = p%8,
- ﬁﬁi . ﬁﬁj
Sy — B%S,
Y= 357 — i

Assim, determinamos k e [ pois z = 3% e y = g7+,

Lema 4.2 Com a notagdo acima adotada temos:

a) S1S13 — 5% # 0, a ndo ser que tenha ocorrido somente um erro.

by 8% — 3% £ 0, ondei,j € Z,0<14,j < 6n.

Demonstracdo: a) Suponhamos que 51513 — 52 = 0.

Mas,
81813 - S-? = O, isto é, 518;3 = Sg,
logo,
,612'551:.9 + ﬁmjslz _ 612j81$ — (,8672 _ ﬁﬁj)zmz +512j332 + 266_7‘ (ﬁﬁi N ﬁﬁj) Sz,
entao,
(ﬂﬁi . ﬂGj)?'ZEZ + 256j+6i8§$ = 2ﬁ12j81.’13 . 'BZQ'L'SI:C - O,
ou seja,

(8% = 3%)%a® + 2079510 — FH 51 — 3882 = 0,
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portanto,
=0
ol

(0% — B8%)2x + 285708, — 138 — 313G =0,

z = () impossivel pois F7% = 0.

Se
(ﬁﬁz’ = ﬂﬁj)2$ + 2ﬁ6j-}—6i511 . ﬁleSI . ﬁin’Sl - O,
entao
(ﬁin + Bl2i - 2ﬁ6i+6j)31 _ (ﬁﬁz - ﬁﬁj)2$
IR ZI N CEEY )
€ temos,

x = 8 logo, y = 0, e portanto, 37 =0,

o que é uma contradi¢iio, a ndo ser que tenha ocorrido apenas wm erro. Portanto, S;.813—S2 #

( sempre que ocorrerem dois erros.

b) Suponhamos, por absurdo, que 5% — 3% = (
De (3% — 35 = 0, temos 3% = 8% isto é, #%¢~7) = 1, portanto, 6n | 6 (i — j) mas como

6(i —j) < 6{n — 1} < 6n temos uma contradigio. »

A seguir apresentamos nm procedimento de correcao de erros para os cédigos do Teorema

4.10.

Algoritmo de decodificagao para os cddigos definidos
no Teorema 4.10

1. Se §; = 0, entdo nao ocorreram erros, logo r = v.

2. Se S;S13 — S2 = 0, entdo ocorreu apenas um erro de magnitude 3%, na posigio i.

DPeterminamos i e &k como no Teorema 4.8,
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3. Se 51513 — S% # 0, logo ocorreram dois erros, entdo procedemos como segue:
51519 — S7513 0P = S7S19 — 8%y

. _ 81813 — 5% 51513 — 527
cujas raizes sao X; = 8% e Xy = 3%, determinamos assim, as posigdes ¢ e j onde

a) Resolvemos a equacio X*—SX+P = 0,onde S =

ocorreran 08 erros.

b) Para determinarmos as magnitudes 5% e 3' dos erros, primeiro resolvemos o sistema,

ac~l~y=.5'3
Boig 4+ By = G

determinando
S = %S
= W’
(&
5 - 0%8,
y= W‘

Agora, usando o fato que z = #** e y = 71 calculamos as magnitudes 3* e 4 dos

erros ocorridos.

4. Obtemos a palavra v € C transmitida calculando a diferenga: v =r — e.

Exemplo 4.7 Sejap =37 =6-6+1, logo n = 6. Sejam A ¢ § = 2 como no Exemplo
e} da Segdo 3.2.2. Assim, os elementos  + wy de A sdo rotulados por 1 € GF (37), onde
| =z + 27y(mod 37).

Sejam C o codigo definido pela matriz verificacdo de paridade H,

Lg g g g

1 57 ,614 ﬁQl ﬁ28 ﬁSS
1 ﬁES /826 63 516 ﬁzg
1 ﬁig 52 ﬁEl 64 623

H =

er = (0,5',0,0,0,5%), a palavra recebida, onde M = 3w e 2 = 3+ 3w, w (1) = 4,
w (3%) = 6.
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Temos assim, a sindrome,

)612 “{"67 Sl
S = It = R I
524_!_631 813
g+ 5% Sty
Entao,
S, =Y 4+ 87 =26+ 17 = 6 (mod (7)),
Sy = 4 8=136+2=1(mod (m)),
Sy = 4% + 5% =10 + 22 = 32 (mod (7)),
Sho = 8% + 4% = 11 + 20 = 31 (mod {7)) .
Logo,
57809 —S%  1-31-32%2 _ 6
P = = =-=
S 5s—52 6.32-12 6 Hmod (m)),
SS9 —S5:5; 6-31-1-32 6
S = = = - = d .
S5 — 52 s g L med(m)
Portanto,

X? - SX + P =0 ouseja, X> ~ X +1=0, assim,
X, =27 = 8% (mod ()}, logo 8% = 8°, i =1 portanto (2% posigdo),
X, = 11 = % (mod (1)), entdo 3% = A% assim j =5 (6% posigdo).
Determinacio dos valores dos erros:

—_ 5%y 1—-6.
eS8 126U 9 o5 52 (mod(n)),

3% g% T 2711 16

I

S-S, _1-27-6 _ 24 _ o
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ou s€ja,

o= G = % = B (mod (r))
y = B+ = g = B7 (mod ()
logo,
E=11 e =2

Portanto, ocorreuw wm erro de magnitude 3'' na 2% posicdo e um erro de magnitude 3* na
6% posigdo. Logo, v ={0,0,0,0,0,0) foi a palavra transmitida.
Neste caso d™ (C) > 2-8+1=1T.

4.5 Comparagao entre c6digos sobre Z[i] e Z |w]

Faremos aqui uma comparagio entre cédigos sobre Z[w] e Zi] quando os alfabetos em
consideraciio possuem o mesmo niimero de elementos.

Por exemplo, quando p = 1 (mod 12}, temos também que p = 1 {mod 4) ep = 1 (mod6) .
Neste caso, um cédigo C; sobre Z [w] tem comprimento n; = E2 e um cédigo Cp sobre Z [{]
tem comprimento ny = E—z—l. (de acordo com o exposto nas Secbes 4.3).

Assim, se as dimensdes k; e ky dos cédigos C; e Cy forem ignais a k, (isto é C; e Co
possuem o mesmo nimero de palavras cédigo), entéo a taxa g, de C; € sempre maior do

6k

que a taxa Rg, de Cy, pois He, = e Re, = }%. Dessa forma, o cédigo C; ird ocupar uma

faixa menor que o cédigo Cy, isto é, 1%};1 xT)

Com relacio & capacidade de correciio temos a seguinte comparagdo. Se k = 1, os
codigos sobre Z [i] sdo perfeitos, of [15], isto é, corrigem todo padrdo de erro com peso de
Mannheim menor ou ignal a um e nenhum outro. Por outro lado, os cddigos sobre Z [w]
com k = 1 corrige todo padrdo de erro com peso de Mannheim igual a um e alguns outros
padrées de erro com peso dois. (Ver Teorema 4.7 e Exemplo 4.4 b))

Finalmente, pelo fato de que a constelagao de sinais associada a cédigos sobre Z [4] ser

um subconjunto do reticulado Z? e a constelagio de sinais associada a cédigos sobre Z [w]

ser um subconjunto do reticulado Ay, e sendo A, mais denso do que Z?, temos que a energia
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GF (13) | Taxa | Energia média
Zlw] |k/2 | 185
Z[i] k/3 | 215

Tabela 4.1: Comparacao entre os cédigos sobre Z [w] e Z [i

GF (37) | Taxa | Energia média
Zl | k/6 |5.03
7 i) k/9 |6.16

Tabela 4.2: Comparagio entre os cédigos sobre Zw] e Z i

média gasta para constelagbes com mesmo mimero de sinais, é menor no caso Z |w| do que

no caso Z[7]. (Ver Tabelas 4.1, 4.2, ¢ 4.3)

4.6 Propriedades da Distancia de Hamming dos Cdédigos
sobre Z [w]

-1
Sejam p = 1 (mod6) e n = P—é——— Suponhamos r,t € Ztaisque 0 <r<n,i<p—1le
(t:p'_ 1) < 6.

GF (61) | Taxa | Energia média
Z [w] k/10 | 8.36
Z1i] k/15 | 10.82

Tabela 4.3: Comparagdo entre os cddigos sobre Z [w] e Z [i]
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Considere a matriz H :

1 ﬁ ﬁZ . 671—1

t+1 t+1\2 ., tb 1y re1
go| b AT ERR

1 ﬁrb{d (ﬁri+l)2 (ﬁrﬁwl)nwl

(r41}xn

onde S é um elemento primitivo de A, conforme definido na secio anterior. Entao temos,
Lema 4.3 Quaisquer r -+ 2 colunas de H sdo linearmente dependentes (1.d.).

Demonstracao: Imediato, pelo fato de H possuir apenas r + 1 linhas.

Teorema 4.11 Quaisquer v + 1 colunas de H sdo linearmente independentes (1.1.) .

Demonstragao: Seja hy, = (8% (7)5... (")), j = 1,2,---,r + 1, a j—ésima
coluna de H.

Considere L a matriz formada pelas colunas 4y, -+, 4,4 de H, isto é,

ﬁil ﬁiz . ﬁi‘rvil
L (6t+1)i1 (ﬁt+1 )ig o (ﬁt'Fl )ir+1

(5%4;1)1‘1 (ﬁ?t+1)’i2 (ﬁri+1)ir+1

Provar que as r + 1 colunas de H sao Li. equivale a provar que det L £ 0.

Mas

r+1
i

det L = 3482 ... g+ det Ly = #7=' det L,
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onde
i | P |

ﬁtii ,Bti2 . ﬁtz’,—
I = ‘
ﬁ'ﬂf‘il ,Brt‘ig . ﬁ'f’ﬁr
Portanto,

det L =0 det L) =0.

Sabemos que

det Ly =+ J] (8% —p")

0<j<k<r+1

pois det L; ¢ um determinante de Vandermonde.

Logo,

det Ly =0 ¢ 34,k € Z com j < k tal que 8% = gl
Agora,

[ = gl o TR = 1 &t (i; — ig) = 0 (mod 6n) .
Mas

(t,6n) =5 <6 = (E,@):
5 s

Suponhamos ¢ {i; — i) = 0 (mod 6n) ; disto conclufmos que
. . 6n  t . i , 6n . . [/t 6n
6n |t (i; — i), logo, — | = (i; — &) e dai, — | (i; — i), pois (—, —ﬂ) =
5 S s s
) , _ bn 6n ) . . .
Como 6 > s e (i; — i) < n—1, entdo — > n, e portanto — > {i; — ), ou seja, é im-
s s
possivel que . | (i; — i) . Logo t{i; — x) % 0(mod 6n) conduzindo a 3% # 3% para i < k.

Assim, det £ # 0, e conclui-se que as r -+ 1 colunas de H sao [.i. |
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Corolario 4.1 Seja C o cédigo definido pela matriz verificagdo de paridade H,

1 6 )62 s 6nw1
-1 -+1y2 t+1yn—1

O A e B
1 ﬁrt»i»l (ﬁrtﬁ&)? L. (ﬁrt+1)n~1

com (t,p—1)<6,0<r < %1, t < p-—1. Entdo a distancia minima de Hamming de C €

df (C) = r + 2. Portanto, C corrige |“E1] erros de Hamming.

Coroldrio 4.2 Os cédigos definidos pela matriz verificagdo de paridade H, nas condigoes

do Corolario 4.1, sio codigos MDS, em relagio a distdncia de Hamming.

Obs. 4.5 Todos os resultados desta secdo continuam wvdlidos, se considerarmos o numero

primo p = 1(mod4), n =22 e (t,p—1) <4 e A =Z[i], 0 anel dos inteiros algébricos de
Q(v-1).

A demonstragdo destes fatos é totalmente andloga aos casos anteriores, (Lema 4.1,

Teorema 4.3 e Coroldrios 4.4 e 4.5).

4.7 Correcao de Erros Miltiplos

Nosso objetivo nesta secao € fazer uso do algoritmo de Berlekamp-Massey para decodi-
ficar cédigos sobre anéis de inteiros algébricos, quando ocorrem erros miltiplos de Hamming.

Seja C o codigo definido pela matriz verificacido de paridade H,

1 38 ﬁz - ﬁn—l
1 )87 )614 . 7(n—1)

po| b0 O (10)
1 ﬁﬁt%l 62(6t+1} L }B{nAl)(GbH)

onde &€ A= GF (p), p um inteiro primo, p = 1 (mod 6) e o(8) = 6n, t < n.
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Lembremos que, pelo Corolario 4.4, C é capaz de corrigir [%J erros de Hamming.

Vamos agora descrever o procedimento de decodificagao para o cddigo C, definido pela
matriz (10). Tal procedimento ¢ uma adaptacao daquele usado na decodificacio de cédigos
BCH, conforme [25]. Como consequéncia, C serd capaz de corrigir l%J erros de qualquer
peso.

Seja e (z) = e;, a7 + ;17 + ... + €;,2% o padrdo de erro, onde v < F‘zﬂ—J representa o
mimero de posigoes afetadas na palavra cédigo transmitida.

Suponhamos que as sindromes sejam dadas por:

T o= Sus = e(B) = o (BN 4 en (BN 4 4 e, (5O,
1=1,2,---, 1+ 1.

Fagamos:
Yi=ey, i=12,---,v,
XiZﬁji, i=1,2,--+ 1.
Entao
12
EZZK’szwsv i=12---,t+1 (11)
j=1

Seja agora o (z) o polindmio localizador de erros, definido por:

v

c(X) =TI (X -XJ) = X"+ X"+ .. 401X +a,, (12)
j=1
onde oy, 09, ..., 7, 880 as fungdes simétricas elementares dos ntimeros de localizagdo de erro
X8, XS, XE.

Multiplicando-se a equagao em (12} por Y; X fi-5 e substituindo X por X ;-3 , temos:

VX0 L o XS o, XTI 0 VXS 1< i< (13)

Agora somando-se as equacoes em {13) para 1 < j < v e substituindo em (11), obtemos:
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ﬂ+u+Ulﬂ+v——1‘f‘"'+(}'v—1ﬂ-§—l+gyﬂ30: 1= 172at+1

Este é o conjunto de equagoes lineares que relaciona as sindromes aos coeficientes de

o (X). As primeiras v equagdes podem ser escritas na forma matricial como:

Tl T2 T Tu Ty A1
T Tz - T, Ty1 _ — 42 , (14)
T, Tu+1 e Touen aJy Ty

onde T, = Sgis

Esta equacio matricial possui solugo tinica se a matriz de sindromes (7}) for néo

XY
singular.
Proposicao 4.1 A matriz de sindromes:
T Ty - T, S S7 o Seu-s
T, T3 - Tuu Sy Siz o Sept
M = - - - = - a el 3
Ty Tuvr 0 Topey Sep—-5 Oeprl T Slzp-i
é nao singular se p = v. Se pp > v entdo M € singular.
Demonstracao: Consideremos as matrizes:
1 1 e 1 wx, o0 .- 0
Ao X5 x5 .. ij e B — 0 YoXy - 0
X?‘”*ﬁ Xgﬂfﬁ . ngﬁ 0 o - VX,
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Calculando-se o produto ABA”, onde A” denota a transposta da matriz A, temos M =
ABAT. Portanto,
det (M) = det (A) det (B) det (A) .

v
Se pp = v, entdo det (B) = [] Y:X,, é ndo nulo pois os elementos Y; e X; sdo todos nio
i=1
nulos, 1 = 1,2,---,v. Também det (A) é ndo nulo, pois A é uma matriz de Vandermonde
e os elementos X;, 7 = 1,2, -, v, sdo distintos e ndo nulos. Assim, det (M) é néo nulo, e

portanto, M é nao singular.
Se pp > v, entdo X; =0,1=1,2,---,v; logo det (B) = 0, e portanto, det (M) = 0, e assim,

a matriz M é singular. »

Portanto, sempre que v ou menos posicdes forem afetadas, o algoritmo serd capaz de
fazer a corregdo, resolvendo as equactes em (14) .

Tais equacgOes nas variaveis oy, s, -+ -, d,, podem ser resolvidas eficientemente pelo al-
goritmo de Berlekamp-Massey. A partir do conhecimento de 04,03, ---, ¢, determinamos o
polinémio localizador de erros, como na equagao em (12). Suas raizes sao XP X8 ... X5
onde X, = 3%, i=1,2,---, v sao os niimeros localizadores de erros.

Agora, a partir do conhecimento das varidveis X, Xs,--+, X, determinamos as mag-

nitudes dos erros através das equagOes em (11), que na forma matricial sdo dadas por:

Ty X1 Xe -0 Xy Y

T X7 X7 ... X7 Y.
= A . (15)

jvt+1 X?t-*—l Tzﬁt-%-l L. Xﬁt-{—l Yy
Ao invés de invertermos a matriz em (15) para encontrar as magnitudes Y3, Ys,---,Y,,

usaremos o procedimento de Forney, como a seguir.

Primeiro definimos as fungbes simétricas elementares o dos niimeros de localizagdo de
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6 36 6 6y
erro X7, Xg,--+, X7 ;r+i> .-, X} por:

11 (X - Xf) = gaﬂ 1 G (15)

i

De {12} temos:

v

p1
[T(x-x2)=> o, X"* (16)
=l =0

onde g = ;0 = 1.

De (15) e (16) temos:

v—1 v—1
(X=X0) Do X =Y o X7, (17)
=0 =0
Disso obtemos:
— w—1 p—3
Do XN oy XKi XV =3 "0, - XVTH (18)
= =0 =

Ignalando os coeficientes em (18), temos que os elementos o;; podem ser obtidos recursiva-

mente, através de X; e o;, por:
6
Ujiszi“*“Xj * T i1y (19)

para 0 <i < v — 1, com gy = 09 = 1. Assim, denotando a magnitude do [-ésimo erro por

Y;, temos:

Z GﬂTy = Z o ZY X~5+ﬁ(uﬁl) Z Vi X 5+6 Z o 6(ymlm1). (20)

Usando {15} em (20}, temos:

Z ol = ZY}CX““ﬁ I1 (x5 - X8) =v;x;750 . [T (%7 - X7, (21)

ity ity

onde a iltima igualdade em (21) vale pois na soma mais & direita, somente o termo para o
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qual k = 7 é nao nulo. Portanto,
p--1 vl ;
ZUﬂT _gm}/}X;5-ZO‘ﬂ'X?(V—). (22)
{==0 {=0

Assim, cada magnitude de erro Y;, 1 < j < v, é determinada por:

-1
> Ty
=l
Y, = o

_5 =l G(le}’
Xj.a. zgogﬂ.XA

I

para 1 < j < v, e onde 0s 7 s&o obtidos recursivamente por:
=g+ X6
T4q = 0 + i’ Tjim1-

Exemplo 4.8 Sejamn =9, p =61, 7 =5+ 4w, w = &2@, 3 =17, 0(3) =60 e A como
no Exemplo f) da Secio 3.2.2, logo 0s elementos z +wy € A sdo rotulados por ! € GF (61),
onde [ = z + 14y (mod 61) .

Seja C o codigo de comprimento n = 10 definido pela matriz verificagdo de paridade H,

gopgog gt P g B
)6? 634 )821 ﬁZS /635 ﬁ42 )6?49 ,856 )63
,613 ﬁ?ﬁ 1839 352 )6)5 ﬁlS 631 ﬂzltl ,857
)6'19 )638 ,65? ,816 ,635 654 ’513 ,832 ,851
1825 ,650 )615 ,840 ﬁS [330 555 1620 ﬁ45
ﬁBl }62 ,833 64 ﬁ35 ﬁﬁ 637 ,68 639

—_ =

— = =t

Este codigo C corrige até 3 erros de qualquer peso.
Sejam ¢ = (0,0 ,...,0) a palavra transmitida e r = (0,3%0,0,3%,0,0,0,5%,0) a

palavra recebida, onde, 3% = —2w, % =2-3we % =4 — 4w, logo w™ ( r) = 15.

A matriz de sindromes M sera:
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T, Ty Ty S 87 S 33 43 48
M=|T, T3 T, |=1 S 8535 S 43 48 31 | {mod61).
Ty T, Ty Sis Sig S 48 31 6

il

Passo 1) Localizagio dos erros:

Como det (M) = 55 (mod 61) , o sistema (14) possui solugéo.

33 43 48 3 ~Ty -31
43 48 31 o | =1 ~Ts | =| -6 |(mod6l), (24)
48 31 6 a1 ~T% -9

Resolvendo (24) encontramos: o = 39, 03 = 46 e 03 = ~3. Portanto, o polinémio localizador

de erros sera:

o{X)=X*+39X"+46X — 3
o {X) = (X +3) (X —52) (X - 34) (mod 61),

o (X) = (X —6°) (X =) (X = 3") (mod (m)).

Assim,

Xlzﬁa X2:ﬂ4: X3:J68-

Portanto, 0os erros ocorreram na 22 5% e 9% posicoes.
i b3

Passo 2) Determinacdo das magnitudes dos erros:

Sabemos que T} = 33, T, = 43, T} = 48. Neste caso a relaco recursiva e a equagio (23)
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se apresentam Como:

5jimoi+X?'Uj,iwly 0<7<3 1<i<2, (25)

onde o0 = 1, j = 1,2, e

2
E: 20 Tv—l
Y; = = ,0<9<3, 1<i<2 (26)
X;S 2 Tl 'X;?(V“”
=0
Logo,
a)y j=1
o1 = o1 + X = 39 + 52 = 30(mod 61),
o12 = 03 + Xooqy = 46 + 52 - 30 = 20(mod 61),
1-48+30-43+20-33 5
- =33= d(m).
L 32(3+30-20 + 20 - 52) F" (mod (m))
b)j=2
o9 = 01 + Xoag = 39 + 34 = 12(mod 61),
ooy = 09 + Xy = 46 4+ 34 - 12 = 27(mod 61),
1-48 +43.12+33.27 a6
= = G oo d .
2T A7(20 + 12- 58 + 27 - 34) §7 (mod ()
c)j=3

031 = 01 + X{o30 = 39 + 58 = 36{mod 61),

Oag = 0 + Xgoz = 46 + 58 - 36 = —1(mod 61),

1-48 +43-36 —1-33
13(34+36- 9 — 58)

Ys = = 21 = 3 (mod (7)).

Portanto, ocorreram erros na 22, 5% e 92 posigdes, com magnitudes 32, 3%¢ e 3°, respec-
tivamente. Logo, 1= (0,5°%0,0,5%,0,0,0,3%,0) foi o erro cometido e assim, ¢= r—e =

(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), foi a palavra transmitida.
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Exemplo 4.9 O ezemplo que segue wvisa mostrar o contraste entre o espectro de pesos de
um codigo C, quando consideramos as distancias de Hamming e de Mannheim.

Sejam entdo p =61, =3+ w € A, como no Ezxemplo f), da Segdo 3.2.2, assim, usando o
rotulamento dado por | = z + 14y (mod 61), temos que { = 17 € o rétulo de 3.

Seja C o cédigo definido pela matriz verificacio de paridade H

1 g @ g g g g s
1 ;87 1614 621 /828 635 642 649 )656 ﬁ?’
ﬁlS ,626 /839 652 ﬁS ﬁls 631 }644 557
,619 ﬁ38 /857 616 ,835 654 ﬁ13 ﬁ32 65}
,615 ﬁéﬁ ﬁS ﬁ3[} 555 ﬁQO /345
631 ﬁZ ﬁ33 ﬁfi ,635 56 /337 ﬁS ,639

f— — [—y ol
e
=]
ot
T
L
[

ou, apds efetuarmos o rotulamento,

17 45 33 12 21 52 30 22 8

30 46 38 42 40 41 10 56 33
35 5 983 25 21 3 44 15 37
51 39 37 57 40 27 35 16 23
29 48 50 47 21 60 32 13 11
44 45 28 12 40 52 31 22 53

T VS S A U S S 'y

O cddigo C possui um total de 13.845.841 palavras. Segundo o distincia de Hamming, C

possui 7.200 palavras cédigos com peso minimo wi._(¢) =7, c¢€C = {19,4?dH} , {que

wi (¢} =T € uma consequéncia do Coroldrio 4.1). Por outro lado, sequndo a distincia
de Mannheim, C possui 2 palavras cddigos com peso minimo w™_(v) = 13, v € C =
{Iﬂ,é,dM} , (uma € a palavra v =(46,14,60,51,0,1,14,0,14,47}, a outra é — v}. Quanto
ao peso maximo temos que: o peso mazimo de Hamming de wma palavra de C € 10, enguanto

que o peso mdzrimo de Mannheim € 69.
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4.8 Conclusoes

Neste capitulo foram tratados cddigos sobre os anéis de inteiros algébricos de @ (\/—_1) e
Q (\/*_3) , principalmente com enfoque sobre a distancia de Mannheim. Mostramos que tais
cédigos sdo M DS com respeito a distancia de Hamming.

Todos os cédigos sobre Z [i] e Z [w] foram caracterizados em termos de suas respectivas
matrizes verificagdo de paridade. Propusemos algoritmos de decodificagdo para cada classe
de cédigos proposta. Em particular, o algoritmo de Berlekamp-Massey foi proposto para a
decodificacao de erros multiplos de Hamming.

Estabelecemos uma comparagao entre cédigos sobre Z [i] e sobre Z [w], a qual mostrou
serem os codigos sobre Z [w]| melhores do que os cédigos sobre Z [i], com relagao aos aspectos,

taxa, capacidade de correcao e energia média.
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Capitulo 5

Conclusoes e Sugestoes

5.1 Conclusoes

Nossa proposta, neste trabalho, foi estender os resultados de Huber obtidos em [15],
tanto no anel dos inteiros gaussianos, ali tratados, quanto no anel do inteiros algébricos de
Q (\/3) , d um inteiro livre de quadrados, além de pesquisar novos resultados envolvendo
conjuntos de sinais e a determinagao de um alfabeto apropriado A, sobre o qual foram
projetados cédigos, usando-se a distincia de Mannheim.

Com este objetivo, o principal resultado obtido no Capitulo 3, foi a determinacio de
um procedimento que permite rotular os elementos de wm conjunto de sinais A, pelo grupo
aditivo de GF (p), onde A é um conjunto completo de representantes de um ideal primo p
no anel A dos inteiros algébricos de uma extensdo de grau 2, K = (\/;i) , d um inteiro
livre de quadrados, onde p é um ideal primo de A, gerado por um elemento n# € A com
norma. N (7) igual a um ndmero primo p, isto é, N {7) = p e p se decompde completamente
em A. Em seguida estendemos o conceito de distancia de Mannheim para A, generalizando

assim a proposta de Huber em [15]. Determinamos a distincia mdxima de Mannheim entre

dois elementos quaisquer de A, nos casos d = —1 e d = -3 e mostramos ainda que, quando
consideramos A como um reticulado gerado por {l,w}, w=ised=~-lew = Ltmgl:_é se
d = —3, este possul um subreticulado § gerado por {w,wr}. Determinamos a regido de
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Voronoi da origem de S e mostramos que o conjunto de sinais A, rotulado por GF (p) , estd
contido na regiao de Voronoi da origem de S.

No Capitulo 4, construimos c6digos constaciclicos, (com métrica de Mannheim), sobre o
anel dos inteiros algébricos de (\/E) , d € Z livre de quadrados, gerados por um polinémio
g(z) quedivide " —w,w =tised = —lew = L‘"@ se d = —3. Mostramos que estes cddigos,
sob a distancia de Hamming, sdo cédigos MDS. A seguir, estendemos o trabalho de Huber

para codigos sobre um alfabeto A4 = A/ (n), apresentando algoritmos de decodificagio para

14y —3

as classes de codigos estudadas. Em seguida, propusemos cédigos sobre Z [w], w = ~F¥==,

com a distancia de Mannheim e apresentamos, também neste caso, quatro classes de codigos,
a saber: uma classe proposta para corrigir um erro de Mannheim, outra capaz de corrigir todo
padrdo de erro que apresenta wma posicao alterada, com qualquer peso de Mannheim, isto
¢, um erro de Hamming, uma outra classe projetada para corrigir dois erros de Mannheim
e finalmente uma classe de cédigos capaz de corrigir todo padrao de erro que apresenta
duas posigoes alteradas, com qualquer peso de Mannheim, isto é, dois erros de Hamming.
Apresentamos, a seguir, o algoritmo de Berlekamp-Massey, adaptado para estes cédigos sobre
o anel dos inteiros algébricos de (\/3) , d = —1,—3. Na Secao 4.7, fizemos uma analise
comparativa entre os cédigos sobre Z[i] e Z|w], onde comparamos a taxa k/n do cédigo
e a energia média das respectivas constelagbes de sinais e notamos uma supremacia dos
cédigos construidos em Z [w] sobre aqueles projetados sobre Z [i] , nflo somente em relacdo

aos parametros acima, mas também quanto a capacidade de correcao de erros.

5.2 Sugestoes

Durante o desenvolvimento deste trabalho, nos deparamos com tépicos que despertaram
nossa atencao e que podem ser objeto de pesquisas futuras. Dentre eles, podemos citar os

seguintes:

1. Determinar a verdadeira distincia minima de Mannheim de um cédigo C, ou mesmo

uma cota inferior para distncia minima de Mannheim de um cédigo C, d¥ (C).
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. Desenvolver um algoritmo de decodificagaoc, do tipo Berlekamp-Massey para a distancia

de Mannheim.
. Usar a distancia de Mannheim para empacotamento esférico.
. Construir cédigos em extensoes de grau 3 (ou maiores) de Q.

. Considerar o caso onde o ideal primo p do anel de inteiros algébricos é inerte, por

exemplo, em Q(v/d) considerar o conjunto de sinais A ~ A/p.

. Generalizar os trabalhos [12] e [5], de Giraud et al. e Boutros et al., respectivamente,

para uma extensao finita de Q.

133



Apéndice

Teorema A (Teorema 90 de Hilbert) Sejarn K O k uma extensao ciclica finita, o um
gerador de G = Gal (K/k) e « € K. Entdo N, (@) = 1 se, e somente se, existe § € K, nao
milo, tal que o = B“(%’)”

Com a notacgao das Secoes 3.1 e 3.2, temos,

Lema A O elemento oy € A, | = 0,1,---,p — 1, tal que oy = [(mod (7)) e N ()
minimo, € inico.

Demonstragao: De fato, suponhamos que para um dado [ € {0,1,---,p— 1} existem
oy, ap € A tais que o, = ay, (mod (7)) e N (e, ) = N (o) minimas. Se [ = 0 entao, pela
minimalidade de N (ag), ap = 0 e a unicidade é verificada.

De N (o, ) = N{ay,}, com oy, # 0,7 = 1,2, temos pelo Teorema A,

o )
ap o {f)
para algum § € Q (w).

E claro que se ¢ € QF, entdo ¢f também ¢ uma solugio de (1), de modo que podemos
supor 3 =a+bw, coma,b& Ze (a,b) =1

De (1) obtemos oy, 0 (3) = Bey,, de modo que, se 3 € (7), entdo op,0 (8) € (7}, ou seja,
7 (3) € (w) pois {m) é um ideal primmo e ¢y, ¢ {m). Neste caso 3 € ¢ (7) e consequentemente
B € (m){o(m)) =pA, ouseja, pl{a,b), o que é uma contradigio, isto é, o ¢ (7). A condicao
{a,b) = 1 implica que na fatoracdo do ideal principal (@) ndo aparecem ideais primos inertes,
nem pares de ideais primos distintos conjugados e nem poténcia maior do que um de ideais
primos acima de primos que se ramificam. Assim sendo, podemos supor %z-“; = E;(%'ﬁ, onde

os ideais (31) e (o (£1}) sdo relativamente primos e £ é uma unidade de A, e portanto, N (3;)

divide N {«y, ). Por outro lado,
— 12
N < (B=) @



pela minimalidade de N (¢) ; logo

p—1)?
N () < (—2 ) . (3)
Agora suponhamos o, = a; + biw e oy, = ay + byw. De (1} temos, Z;igéz = U?ﬁbz)’
; 12
portanto, a; + bhw = {ay + wa)]\?(:zubw)'
Caso 1: Km@(v—l):wmi-
ap +bii  (a? — B2 + 2abi)
ay + boyi a? + b?
az(a?--b?)—2abby
ay = a2 b
(4)

b bo{ a2 b2 )} -+ 2abas
1= a2 +-b2

De a; + byr = az + bpr {mod p) e N (o) # 0 (mod p), temos:

a9 ((12 — 62) — 2abby + [Eabag + by (a2 -~ 52)] r = (ag + bar) (a2 + 62) (mod p)

asa® — anh?® — 2abby + 2abasr + baa®r — bob*r = aga® + ash® + byd®r + bobr (mod p)

—2asb* — 2abby + 2abagr — 2bab’r = 0 (mod p) =
anlh® + abby — abagr + byb*r = 0 (mod p) .

1) Se b # 0 (mod p) , entdo dividindo por b a expresséo acima temos
agb + aby — aagr + bobr = 0 (mod p) =

b ({1,2 -+ bg?") “+a (bg - Clg?") ={ (modp) =

b{ag + bor) + g (ag -+ bar) = 0 {mod p), pois r = i (mod p),
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logo
(ag + byr) (_?a: + b) = 0 (mod p) =
(ag + bor) (a + br) = 0 (mod p) ,
portanto,
Qo -+ bgi‘" =0 (I}'J.Odp)
ou ,
a + br = 0 (mod p)

e isto é um absurdo, pois ay + ber = oy, (mod{#}), a + br = 3 (mod {r)) e ambos sdo nio

nulos mod (7).

2) Se b = 0 (mod p), temos dois casos a considerar:

i) Se b =0, entdo de (3), tem-se oy, = oy, e a unicidade estd verificada.
11} Se b # 0, digamos b = pb', b 0, temos = a + pbw. B facil ver que 8= 51 ou § =

(1+14) By, isto é, N (8} = N (f1) ou N{3) = 2N (B:) . Visto que N (3} = o® +p? (b’)g > p?;
tem-se que, N (41) > p? ou N (1) = p*/2, conforme 3 = 3; ou 8 = (1 +i) 5;. Em ambos os

casos tem-se uma contradicao com (3) .

Caso 2: Kz@(\/—_S),w:ﬁ—gE.

Dew == ;i%j—:i temos w? = w1, portanto (a + bw)” = a?+2abw+b*w? = 02— +(2ab + b2) w.

Assim, de 2
a1 + bw = (az + byw) %}
temos
i b = (0 4 ) L OO
a4y + brw = a*ay — bPas — 2abby — Wby + (2abag + 2abby + bag + a’by) w

a? + ab <+ b2 ’
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portanto,

e a%ag—b%ao—Zabby—biby
aZ4-ab-be

a3

by = Zabas--2abba+ bzaz—i—agbz
1= attab+b?

De a; + b7 = ag + byr (mod p) , e N (a) % 0 (mod p) , temos
a’ay — bPag — 2abby — b*bs + 2abasr + 2abbyr + BRagr + albor =

= a’ay + abag + bPas + a®bor + abbar + b2har (modp) =
blagr + abbor + 2abayr — b2by — 2abby — blas — abas — Fag — bPber =0 {mod p) .

1) Se b= 0 (mod p) , temos
bagr + abyr + 2aasr — bby — 2aby — bag ~ aaz — bag — bbyr = 0 (mod p) =

bay (r — 1) +aby (r — 1) +aay (r — 1) — bby (v + 1) — aby — bas + aagr — aas + aas = 0 (mod p)
(r — 1) (bag + aby + aaz) — (aby + bay + aag) + aag + aagr — bbyr — bby = 0 (mod p)
(bag + abg + aag) {r — 1 — 1) 4+ aay (r+ 1) — by {r + 1) = 0 (mod p) .

Como r = w (mod (7)), temos 72 = r — 1 (mod ()}, logo r — 2 = r% — 1 (mod (r)) . Assim,
(bay + aby + aaz) (r — 1) (r + 1) + aag (r + 1) + (r + 1) (aas — bbs) = 0 (mod p)

(r 4+ 1) [(bag + aby + aaz) (r — 1) + (aag — bby)] = 0 (mod p).

Visto que p = 1{mod6) e N (1 +w) = 3 segue que, w + 1 ¢ (), isto é r + 1 £ 0 (modp) .
Portanto,

(bag + aby + aas) (r — 1) + (aag — bb:)] = 0 (mod p) =
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bagr + abyr 4 aasr — bas — aby — aaq + aay — bby = 0 (mod p) =
ar {(as + by) — b{as + by) + bagr — aby = 0 (mod p) =
(ag -+ bg) (ar — b} + bagr — aby = 0 (mod p) .

Como w é uma unidade de A, temos 7 2 0 (mod p) . Logo, multiplicando-se a equagio acima

por ¢ temos:
(@2 + by} (ar — a — br) -+ bagr — bag — abyr = 0 {mod p) =>

— (a -+ br) (as + by) + aayr + aber + bagr — bay — aber = 0 (mod p) =
— (o +br) {ag + bo) + as(ar — b) + bagr = 0 (mod p) =
1
— (a -+ br) (ag—i-bg)+E?:2-(a';"wawbr)wfvbagr%O(modp), pois = 1—r,

logo,
—(a + br) {ag + by) — %Z—(a + br) + aay + basr = 0 {mod p) =

— (a -+ br) (agmfwbg+%%) +az(a+br) = 0(modp) =
— (a+br) (az + be + aa — asr — a2) = 0 (mod p) .

Como a -+ br # 0 (mod p) , temos
s + by — apr = 0 (mod p) = az(r — 1) = by (mod p).
Logo,
Ay +bor = ag +ag (r — 1) 7 = ag + agr? — agr = ag + asr — ag_asr = 0 (mod p) |

Portanto,

ag + bor = 0 (mod p},
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o que é uma contradicio.

2) Se b = 0 (modp), temos dois casos a analisar:

i) Se b =0, entéo de (4), tem-se ¢y, = o, e a unicidade estd verificada.
ii) Se b # 0, digamos b = pb', b # 0, temos § = a + pbw. E facil ver que § = B3: ou
B = (1+w)p,isto é N () = N{(B) ou N(3) =3N(B1). Visto que N (8) = a® + apb +

2% N2 N2
3{ pb 3(pb 2
p? (b’)g > ip_l, tem-se que, N (3,) > p4 > (E%}-)Qou N(B) = £p_l ~ (12@%)2?

4 4 s 3

conforme J = 4 on f = (1 +w) 3. Em ambos os casos tem-se uma contradicdo com (3). M
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