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INTRODUCAO

As primeiras publicagdes formais, na area da ;:rcgramac;éo
linear apareceram ha revista Bconométrica(Julho-Outubro 1949) .
com &nfase situada na resolugac de problemas seguencials (dinami-
~os) lineares. Nessces artigos (Wood-Dantzig, 1949; Dantzig, 1549)
s3c discutidos modelos matemiticos aplicados & economia e formu-
lado o modelo sequencial "escada'(staircase) ou dinamicorna for-

ma s

max Y X e S P Y X

suijeito a

(1y (1) RS
[ pad -
Loyt (2) (2) _ L2

o2 () (3 (3) )

oD (D) (D (D (D)

- {t)

Ty - n ~ .
(L} 2 um vetor em B de clementos nao negativos e « .

onde x
()

o matrizes de dimensoes coerentes.

Logo apds a formulacac deste modelo ficou claro para ©s aud
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tores cque, mesmo vara problemas simples, o tamanno do  programa
linear resultante era excessivo para ser resolvido com as técni-

cas e recursos disponiveis.

Desde sua apresentacgao inicial até hoje o método Simplex
foi implementado em pacotes comercials que resolven probliemas
com milhares de variaveis. Um histdrico interessante sobre 03

primeiros passos no desenvesvimento de pacotes comerciails de Pro
gramacao Linear P.L. encontra-se no artigo de Orchard-Havs (1978 4a)
Para mais detalhes sobre o proijeto e implementagao de Programas
de P.L. ver Orchard-Hays (1968, 1978b,c ), Benichou e outros{1977)
e Murtagh (1981).

Os métodos de resolucao de P.L.diferem essencialmente na
maneira em gue ©s sistemas Bx=b e 3'=d sac resolvidos. As pri-
meiras implementacdes armazenavam explicitamente a inversa da ma
triz B. Isto & proibitivo guando os problemas sac de grande por-
te, mesmo usando o método Simplex revisado. A maioria dos proble
mas de grande porte tém a propriedade de que a matriz associada
tem poucos elementos nio nulcs, fato gque pode ser aproveitado pe
io Simplex revisado utilizando a forma produto come esquemna de
armazenamento da inversa da base {Orchard-Hays ,19068; Lasdon 19707},
Desde 1962 tem aumentado o interesse em esguenas de representa-
cac compacta da matriz basica. Dantzig(l963) Sugere uma repre-
Sentagéo compacta para uma base com estrutura escada baseada na
forma produto da inversa. Mas atd entio, o problema da estabilida

de numérica dos algoritmos nao € comtemplada. Bartels e Golub
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(1969) apontam a vulnerabilidade dos métodos gue usam a forma
produto da inversa, do ponto de vista da estabilidade numérica e
apresentamn come alternativa o uso da decomposigac L-U da base.
Uma analise dos efeitos dos erros de arredondamento sobre os céi
culos realizados no métode Simplex guando a forma produtoe & usada
& apresentada por Bartels(1971). No mesmo artigo & analisado ]
comportamento da implementacao que utiliza a decomposicgaoc L-U da
base e & mostrado gque o algoritmo introduzido em Bartels-Golub(
1969) & estavel numéricamente.

Os avangos em P.L.devemn—s¢ em grande parte ao crascente
conhecimento concernente a resclugao de sistemas lineares degran
de porte.

Um sistema linear de equacgoes Bx=b & chamado esparso se &
possivel resolve-lo mais eficientemente através do conhecimento
da distribuicac dos elementos nulos e nac nulos, respectivamente,
na matriz B. Dizemes gque um sistema B estruturalmente eSParsoe
se o0s elementos nao nules da matriz estac confinados a certas par
tes de B conhecidas.

O método de eliminacdo gaussiana(Forsythe-Moler,1%67) & o
mais usado na resolugao de sistemas esparsos. Este método consis
te essencialmente, na fatoragac B=LU , onde L & uma matriz trian
gular infericr e U uma matriz triangular superior. O sistema
Bx=b & reduzido & resolucao de dois sistemas triangulares L{lx)=b

gque sao simples de resolver. Eliminacao esparsa gaussiana € o no
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me dado a qualauer adaptacgac deste métode basico gque aproveite a
esparsidade de B, no sentido de gue a proporcac Jde elementos nao
nulos e a cstrutura de B, s for o casae, seiam mantldas nas ma-
trizes L & U.

Um dos primeires esguemas de selecac de pivds na elimina-
cao duma matriz esparsa deve-se a Markowitz(1957). Neste esguema
as linhas e cclunas da matriz sao escolhidas a cada passo da fa-
toracac L-U de modo a minimizar a criagdao de novos elementos nao
nulos nas linhas e colunas que ainda restam para ser fatoradas
fill—-in). Este esquema foi implementado por Reid(1975,1976) .

Hellerman e Rarick{1971,1972) apresentaram um outro asgue-
ma para eliminacao gausslana esparsa, no qual a ordem das linhas
e colunas é determinada antes de vroceder a fateoragao da matriz.
No procedimento por eles descrito, a matriz tem as suas linhas e
colunas permutadas de maneira tal gque a matriz resultante & tri

angular inferior exceptuando um certo namero de blocos diagonais

chamados "bumps". A segulr cada "bump' € processado até trans-
formd—-lo em triangular inferior a menos de algumas colunas com
elementos nao nulos acima da diagonal do "bump", chamadas "spi
kes" {0 conceito de colunas "spikes"” sera muito usado em nosSso
trabalho, portantoe chamaremos as colunas “spikes” de colunas

"espeto™) . £ possivel demcnstrar gue o processo de fatoracac 1=U

aplicado sobre uma matrliz com a estrutura assim obtida, s6 pode

provocar a aparicido de novos elementos nao nulos nas colunas “espe
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Atualmente, os métodos mais eficientes para resolver pPro-
blemas de programacao linear esparsa de grande porte utilizam a
fatoragac L-U. As duas técnicas mais conhecidas para atualizar a
fatoracao L-U sac as de Bartels e GColub(1969) e Forrest e Tomlin
(1972) . O esquema de Forrest e Tomlin & atrativo do ponto de visg
ta de esparsidade mas nao garante a estabilidade numérica do pro
cesso de atualizacao. O método de Bartels e Golub & o Gnico méto
do estdvel de atualizacdo da fatoragao L-U, mas sua aplicagao di
reta provoca a perda da esv-rsidade nos fatores. Saunders (1976 )
mostrou gue qguando & aplicada a pré-selegao de pivos de llelleruan
e Rarick{1971,1972) antes da fatoragac inicial, & possivel pre-
dizer a regiac de U na gual serao criados novos elementos nao nu
los na atualizacao seguinte, permitindo uma implementacao do es-
quema de Bartels e Golub que trabalhe exclusivamente con esta
parte da matriz U.

O desenvolvimento de algoritmos especializados para apro
veitar estruturas particulares, pode resultar em ganhos signifi
cativos, tanto na eficiéncia da resolucao dos problemas como na
utilizacac da memdria do computador. Estes métodos sao obrigatd-
rios no caso de problemas resalmente grandes, Jque nao poderiam
ser resolvidos com técnicas gerals devido a limitagoes de tempo
e membria dos eguipamentos disponivels.

Virios trabalhos tem sido feitos na tentativa de resclver



problemas de P.L. com estrutura escada, tambén chamados problemas
de programacac linear dinadmica(P.L.D.) Metodos baseados na decom
vosicao de Dantzig-Wolfe (1900) sao apresentados por Glassev (1971,
1973) e Ho e Manne(1974).

Um outro enfogque, encontrado nos artigos de Grinold(1l972)e
ronuma(1978), utiliza os métodos chamados de transformagac, gue
comegam com um P.L. mals simples e a partir da solugao deste ca-
minham para a resolugao do P.i. original.

Finalmente, temos os métodos de representacao compacta da
base ou da sua inversa, junto com alguma variante do método pri-
mal Simplex. Este tratamento do problema fol sugerido por Dantzig
(1955 , 1963) . Alguns algoritmos com este enfogue 530 apresen-
tados nos trabalhos de Heesterman e Sandee(1963), Dantzig(l973}),
Propoi e Krivonzhko (1978), Wollmer(1977) e Perold e Dantzig
1878) .

Nenhum método tem se mostrado mais eficiente gue o Simplex
classico para a resolugac duma grande variedade de problemas com
estrutura escada. Isto motivou o desenvolvimento de pesgulisas
gque procuran melhoramentos adicionais no método Simplex para o©
caso de problemas com estrutura escada. Alguns desses trabalhos
tem sido muito bem sucedidos.

Simultineanente surgiram técnicas novas para problemas de
P.,. de grande porte esparses, sem uma estrutura particular. Es-—

tas técnicas fcran adaptadas por Fourer(1979,1982,1983,1984)para



exaustive das varticularidaces das matrizes com estrutura escade,

atoracao, de resclucgao dos siste
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custos
reduzidos apropriadas a este caso.

Iimm nosso trabalho Qamos.conblnu dade a esta linha de pes-
guisa intrcoduzindo um novo método para modificar as fatoragoes

-U duma matriz guando uma unica coluna desta & trocada. O pro-
cesso, conhecido como de "atualizagao da fatoragao" & necessario
a cada iteracao do métode Simplex, guando ha efetivamente uma
troca de colunas. No método apresentado estabelecemos um COmpro-
misso entre a estabilidade numérica do algoritmo € a preservagao
‘da estrutura escada.Elaboramos um algoritmo para a resolugao do
P.L.D. utilizando este novo esquema de atualizacao e desenvolvenos
um programa computacicnal para este algoritmo.

No capitule I apresentamos o algoritmo. No capitulo II dis
cutimos alguns aspectos computacicnais do prograna implementado
¢ apresentamos resultados de experiféncias numéricas. A aplicacgac
deste algoritmoe na resclugao do problema de otimizagao da opera-
cdo dum sistema hidroelétrico & comentada no capitulo III.

As técnicas desenvolvidas para P.L.D. podem ser utilizadas
tamb&m, na resolucdo de problemas dinamicos com funcao objetivo

nio linear. Uma extensa discusio sobre as particularidades deste

roblema, encontra-se nco livro de Gill, Murray e Wright (1981}. O

£
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primeiro objetivo no desenvolvimento de algoritmos para resolver

estes problemas & a determinacao de direcgoes de decréscimo  efi-
cientes. Rosen{l960) propds o nétode do gradiente projetado e

Wolfe (1962) apresentou o conhecide método do gradiente  reduzido
(G.R.) . Murtagh e Saunders(1978) desenvolveram uma especializacao
do G.R. para problemas de grande porte com fungac objetiveo nao 1i
near. As idéias deste algoritmo foram implementadas num  progra-
ma computacional de muito sucesso MINCS, (Murtagh e Saunders,1977)
desenvolvido na Universidade de Stanford.

No capitulo IV moctrames como as técnicas desenvolvidas
nos capitulo I e II para P.L.D. podem ser usadas na resolugac de
problemas dinimicos com restricgoes lineares e fFun-—
cao okrjetivo nao linear. Discutimos também a implementacao dum
programa baseado no método do gradiente reduzido para problemas
de grande porte com essas caracteristicas e estrutura escada. O
programa utiliza o conceito de variaveis superbasicas proposto
por Murtagh e Saunders(1977). No mesno capitule fazemos uma ex-
posicao detalhada deste conceito e sua vinculacao a estratégia
de restricoes ativas e discutimos a aplicagao do algoritmo em
problema andlogo ao tratado no capitulo IIXI.

O problema de minimizar uma funcao objetive sujelta a res-
tricoes nao lineares & consideravelmente mais complicado. Esta
complicacgac resulta em métodos bem mais complexos gue ©s8 utiliza

dos para restrigoes lineares. Uma ampla discussao sobre ©s pro-



blemas gue surgem e os varios métodes de resolucdo destes, estao
no livre de Gill, Murray € Wright (1931). Rosen (1961)sugeriu um

nétodo de cradiente projetado para restricoes nao lineares bhasea

Ao no prdprio matodo para roestriooes Lineres. Lmome todo ca
qradian e rodunido generalizodde (GLRaey fol aprvoentado pela pri-

meira ves por Abadio ¢ Coarpenciori{idoh, 1909 . O prograna G.ROG.
1 i r i .

implementadso na Fletricité de Prance (Abadie © Guigou,1970;Abadie

1978) tem sido usado com sSUCCHE0 DA solugao de muitos problemas

reaisg. Nunm estudo comparativo de colville (1968) os métodos G.R.G.

Fay

foram considerados os mais eficlentes para tratar restricoes nao

lineares. Trabalhos nesta linha foram realizados por Sargent =

3757 .

~

Murtagh (18732} e Tasdon e outros(l974,1

S

Entrando especificamente nha utilizacao de métodos G.R.G. pa
ra resolugao de problemas dindmicos de grande porte esSparsos o
com restricoes nao lineares, temos OS frabalhos de Abadie e Bicha
ra(l973), rFacd(1977) e Drudl(liita, 1976k, 1985} .

No capitulo V eXpomos &as idéias fundamentals para © proje~

to de al

e

roritmos do tipo G.R.G. para o ¢aso de problemas dinamicos

com restrigoes nao lineares. ApPresentancs também a discussac de
uma implementagéo computacional & um estudo de caso, em planeja-

mento da operacac de sistemas hidroelé&tricos.



CAPITULO I
UM ALGORTTMC PARA PROGRAMACAO LINEAR DINAMICA
1. FORMULACAC DO PROBLEMA

O problema de programagac linear dinamica (P.L.D.}) & re-

presentado como segue
min J{x,u) = I (cl{t+l)"' x(t+1) + d{t)'ult))
sujeito a

(1) x(t+1) = A(t)x{t) + B{t)ult)

(2)  Ciloyx(t)y + D(v)ult) = £{t)
(P.L.D.Yy (3) =x(0) = Y
(4) = < x(t+l) < X
(5) u < ult) < u
para t = 0,1,...,T-1
onde :

x({t): vetor de estados de E” no pericdo t.
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fitl: vetor de recursos, conhecidos de E com m o< r.
O - . 3 S s s :
®(0) = 7 votor de estados inicials, conhecido.

T: horizonte de planeiamentce considerade fixo.

Ale) ,Bity,C{t),0{t): matrizes conhecidas der dimonsoes
e, nEr,  mEn o me resopecbivamento,

. n r :
cit+l), 4(t): vetores dados de E ¢ E respectivamente.

As eguacoes (1), chamadas equagtes dinamicas, caracteri-
zam © aspecto dinamico do P.L.D.

2. ASPECTOS GERAIS DO METODO DE SOLUCAO

0O problema P.L.D. pode ser reescrito na forma padrao de

um programa linear

min J{s)
sujeito a

As = b
558 <5

A matriz R de restrigoes do P.L.D. & representada na fi

3

gura I.1l.
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b....i
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Esta matriz € estruturalmente esparsa, e a sua estrutura
& chamada escada (staircase). Neste capitulc apresentamos um al-
goritmo baseado na implementacac estavel do meétode Simplex de

Bartels~Golub (1969) para rescolver o problema P.L.D.

o

cada iteracac do método Simplex & necessaria a resolu-

-
UL e

cao de sistomas lincares do tipoe Bx = b e B = b, onde B &

uma submatriz da matriz A, formada pelas colunas basicas. O es-
forgo computacional para a solugac do problema, concentra-se,pre

cisamente na resolucao desses sistemas.

No caso do P.L.D., as matrizes B {bases), com as suas I0
lunas reordenadas convenientemente, herdam a estrutura escada de
A conforme mostra a figura I1.2. Os elementos nao nulos concen-

tram-se na escada (parte hachurada).
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Figura ©.2.

Para resolver os sistemas lineares usaremos a conhecida
decomposicac LU de B (Forsythe-Moler, 1967), ou seja, a ma-
triz B sera fatorada (salvo permutag¢les) na forma B =LU  onde
L e uma matriz triangular inferior com 1°'s na diagonal e U tri-

angular superior.

Lembramos gue na passagem de uma iteracac do Simplex para
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matrizces B consiste na troca de
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Nosscs obietivos no algoritmo discutido neste capitulo sao:

a) Fatorar a matriz B de modo gue o fatores L & U man

tenham a estrutura escada.

) Resolver ¢s sistemas lineares aproveitando essa estru-

tura.
c) Meodificar a fatoragéo de B, a cada troca de cocluna,de

moedo a continuar mantendoe a estrutura.

Os itens a seguir detalham os aspectos a) e ¢} do algo-

ritmo. A gquestao b) serad discutida no capitulo II.

3. FATORACAO DA BASE

Para fatorar a base B, vamos zerar os elementos gue es-

tac abaixc da diagonal, coluna por coluna. Isto equivale a pre=-

multiplicar a matriz B por uma sucessac de matrizes elementares

do tipc
1
O
. .
Li = ‘9
<1
Ok E
e X © 1
=

Figura I.3



O produto de todas essas matrizes constitul a matriz L que

L e -1 L
verifica L "B = U. {Forstythe-Moler, 1967}.

n fatoragao implementada no algoritmo que apresentamos bus-
ca um compromisso entre a estabilidade e a preservagao da estru-
tura.

Se pensassemos somente na estabilidade nossa estrategia de
pivotamento seria, por exemplo, a de pivotamente parcial por co-
lunas, gue escolhe como pivd o elemento de maior wvalor absoluto

da coluna. 2 figura I.4 ilustra as conseguencias desta escolha

sobre a estrutura escada.

- T P R S I i
o P
permutacac ol iminaco at M
axx (e Linhas oo wowow ... A
- - S T
f‘l\ e
; e
; ;
| % L
|
clemento de maximo
valoxr absoluto da
o luana Figura 1.4

Os elementos marcados + foram criados durante as operagoes de

eliminacao, mudando a estrutur da matriz. Este fenlmeno &
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conhecidoe como preenchimento {(fill-in! sendo desejivel evita-lo
0 maximo possivel; portanto, a escolha dos pivos também deve con

siderar este obietivo.

vVamos agora explicar em detalhe o processo de fatoragao
usado para bases B com a estrutura escada ilusirada na figura

Bll tem m linhas © como B & uma base nesse blo

co deve haver mw  colunas linearnente independentes. Comecando ©
processo de fatoracao, escolhemos como pivd na primeira coluna o

elemento de malor valor absocoluto entre as m primeiras Linhas.

(Na pratica, para evitar algumas permutacgfes, esta exigeéncia po-

- - . . -~ |
de ser relaxada aceitando como plvo © elemento bil , Se ;bilg >
> efbkl; para k € {1,2,...,m, k # 1 e ¢ dado). Permutamcs as

linhas se for necessario e passamos a zerar todos o0s elementos
da coluna gue estac abaixo do pivd. Observe-se gue assim nao @
preenchida nenhuma posicao estruturalmente nula dea matriz B. A
coluna gue caracteriza a matriz elementar aplicada sobre B nes

5.

0

=

tas operacoes estd representada na figura

I-

|
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linha

[l

Fr
[
®]
o
ia
jsH
o
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As marcas © indicam os elementos estruturalmente nao nu

los da primeira coluna de B e 'p! 5 0 pivd.
Para fiwxar as ideias, vamos chamar P] a matriz de permu
tacac e L, A4 matriz elementar gue representa as operagoes de

zliminagao realizadas neste passo. O pivo 'p' caracteriza a pri-

meira coluna de U. Note~se gue a coluna da figura 1.5 tem, ne

mAximo, tantos elementos nac nulos guantos tinha a primeira coliu

na de B antes de ser eliminada. Portanto, para representar Ll

precisamos somente desses elementos. Tomamos agora a segunda co-
luna de R. Aplicamos sobre eia Pl e L} , depois escolhemos co-
Mo pivd o elemento de maior valor absolutco dessa coluna entre as

linhas 2 a m. Se estes elementos forem todos nulos, significa

gque esta coluna de Bll depende linearmente da anterior. Neste



caso a abandonamos temporariamente ¢ passamos a testar a  coluna
seguinte. Uma vez aceita uma coluna e escolhide ¢ segundo  pivo,
fazemos a permutacao P, e as operacoes necessarias  para  zerar
os elementos abaixo da terceira linha desta coluna. Estas opera-
coes definem uma matriz LZ caracterizada pela coluna da figura
I.6
0
1
-e/p
-9/p
linha {(m+n?} > -8/
0
0
G
L o
Figura 1.6

2s duas primeiras linhas da

terizam a segunda coluna de

Repetimos o0 processo

]

primeiras linhas de B . I

S

P .
Lm-l mwleHQva2

segunda coluna eliminada em B carac.

U .
até obter um pivo para cada uma das
sto & garantido pelo fato da matriz

ser uma base. Até aguil teremcs efetuado as seguintes operagoes:

L2P2L1P18



v N, 7 e P T v 4 w111 T
3 & is IO MOSTYrA 0 DraTura L.

" A Area hachurada representa o conjunto das colunas de Bll gue fo
ram abandonadas ou que nao chegaram a ser testadas no processc

antericr, as qgualis chamaremos de colunas "sobrantes” e gue cons-
4 1

tituem uma nmatriz gue chamaremos ¢, . Durante todo este procedi-
mento nenhuma posigao estruturalmente nula de B foi preenchida
acima da diagonal e o numero de elementos necessarios para carac

terizar as L & exatamente o numero de elementos nao nulos abai

x0 da diagonal em B,

Para continuar o processco de fatoracao consideramos a ma-—
triz cujas cclunas sao as sobrantes e as colunas de B » © cujas
22

linhas sao as n linhas a partir da linha do tltimo pivd
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estabelecido. oMo no caso anterior, o fato de B sery uma  base
garante a obtencac de n pivds, os guails serao escolhides entre
estas . 1linhas como antes,

Repetimos o processo descrite até completar a fatoragac de

B. A configuracao final de U estd representada na figura I.8

coluna scbrante de le pivoteada em Gq
g 11k

o
HONG
n L @2
®3 %

U] o

- \\rwm)wu \

n‘\ Usp E

Figura I.8



- T b e T-1 T (men) T-1

N
]
1_)
o

temos que LﬁlEEQ = U onde Q e uma matriz de permutacoes.

Observe-se gue as variavels de controle do periodo t com
0 < t < T-1 estao associadas a matriz Uspey © @s variaveis de
estado do mesmo periodo estao associadas & matriz Us (g41) - No
entanto, as colunas de gualqguer Ui com 2 < i < 2T podem re-

presentar variaveis de controle ou de estado correspondentes a

periodos anteriores devido a existéncia das colunas sobrantes.

O processc completo sO provoca preenchimento fora da esca
da, guando uma coluna 'sobrante’ foi pivoteada num periodo poste
rior ao gque estd associada e o preenchimentoe restringe-se a essa
coluna.

A matriz de permutacoes Q , aparece devido as permuta-
coes de colunas gue ocasiona a existéncia de colunas ‘sobrantes”®.

by 17

Chamamos 2 matriz cujas cclunas sac as colunas so-—

brantes' a direita da ultima coluna de U; e cujas linhas 30 as
linhas asscciladas a Ui ;com 1 < i < 2T7=-1 {¥igura I.8).

4. ATUALIZACAC DA FATORACAC LU.

A cada iteracao do Simplex uma coluna & escolhida para



entrar na base, e en funcao desta, uma coluna da base & determi-

nada parxra sair,

Antes de descrever o processo de modificacao da fatoracgao
LI, mais conhecico como atualizacao da fatoracgao, faremos algu
mas consideracoes sobre as posicoes relativas entre as colunas a

ser trocadas.

A coluna a sair da base esta representada na figura 1.9
S -
em Qi e a coluna a entrar na base, A, corresponde a um perio-
do t associado a U. con . » 1. Podemes supor Q=1 sem per
-
. , e I . ~s_.—-1.8
da de generalidade, para simplificar a exposicao. Seja A =L A
=] =5 =
e A t.g. UA~ = A .,
Vamos supor gque ‘k' & a posicao da variavel a sair rela
. B, , S - . .
tiva a U,. Como mostra a figura I.9, A tem zeros ate a primel
e —_—
. . =S -1.8 -
ra linha de U.,. A" = L A" mantem todos esses zZeros.

}

- =5 ~
A k-esima componente de A deve ser nao nula, Caso con-
- s ) , N
trarioc A seria linearmente dependente das colunas de B que
restam guando tiramcs a gue esta saindo de B, contradizendo O

fato de gue a nova matriz deve ser também uma base.
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Entac seja a = (a,,.,a, ce . A e, ), Cujlas compo-

nentes sao as de A Jue estae nas linhas associadas a Ui' {Su~

. . el =5
pomos U, com n linhas). Como UAT = A , temocs gue
1 1
v.a, + a, =0
i1 i i
- ‘ -5 - . ~
onde a consiste dos elementos de A nas linhas abaixo da ul
i -
tima linha de Ui' Obtemos
- -1 —
a, =—-U,7 ¢,.a4&a
i i i i
-~ _ ‘ X - . —1
Como Ay 7 0, necessariamente a k-ésima linha de Ui @i deve

possuir algum elemento naoc nulo. Este resultado, aliado ao fato
. . n

de que as colunas de Ui constituem uma base de E nos assegu

ra gue alguma coluna de éi pode substituir a k-ésima coluna de

. . , n
Ui’ de maneira a continuar formando uma base de EO.

Estamos agora em condic¢oes de descrever o processo deatua

lizagéo. Considorames dols casos:

a) A variavel a sair da base esta em U, e a variaveal a
entrar estd associada a Uj com 3 > 1.

b) A variavel de saida esta em_rUi com J < i.
Analisamos © primeirc caso:

a) A coluna gue sal estad em U, com 0> 1.

Seja k a posicac da variavel a sair, relativamente a Ui

{(ver figura I1.9).



[
N

T claro que se fizermos a troca diretamente, U, torna~-se

}
jur

uma matriz singular. Cualcy - permutacao de linhas para introdu-

zir um pivd aceitivel ¢ as operagoes necessarias para eliminar os

elementoes nao nulos abaixo da linha k de

o

. ogque resultariam de
i
fazer uma troca direta, provocariam um proonchinento indesejavel em Ul

Para evitar isto, elaboramos a a2strategia descrita a segulr.

Caminhamos com a coluna a sair até a posicac da ultima co
luna de Ui e trazeuwos cada uma das outras colunas a partir de
(k+1)—&sima uma posicac para tras. A matriz U fica com a forma

representada na figura I.10.




A permutacac de colunas faz com que ti verca a triangu-

laridade, transformando-a numa matriz Hessenberg, H,. A matriz
1

i

]

Hi & triangularirzada, escolhendo como pivo em cada coluna a ser

eliminada o elemento de maior valor absolute entre U, el e
s ; A\
u%+l,9+1 para ¢ = kK,...,n-1. (Bartels-Golub , 1969). Estas

— - - - 1
operagoes aunentam O numero de Si s 2 bi s em L ;€ uma vez

aplicadas tornam a matriz U novamente triancular, com a varia-
vel a sair colocada na posicdc da Gltima coluna de U,. Embora a

matriz Ui seja modificada, para facilitar a exposicao, conti-

L

nuaremos a chamar Ui 3 nova matriz triangular obtida.

Note-~se gque somente as colunas de Ui e de éi sao modi

ficadas pelas operacoes descritas acima. As colunas de @i gue

no fim deste passo apresentem um zero na linha n S&o linearmen

te dependentes das (n-1) primeiras colunas de Gi , em consequén

cia, elas nao serao consideradas candidatas para substituir a co:

luna gue esta saindo da base, em Uy

Escolhemos a primeira coluna de & com um elemento nac
nulo na linka n. [(As consideracoes feitas no comego deste item
garantem a viabilidade desta escolha) . Permutamos esta coluna de

@i com a coluna gue sai da base. A matriz U fica com O aspec-

+o apresentado na figura I.11.
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rosicac da primeira
colina em $i can elemento

nao mile na linha n de Ui
I

. /
N !
~ /
LY
. g
Y
~
X X x
U, -
i b'e 4 X
X =% X
® = X
X X ®
oo Ogrrm e T e — — e
U,
NS ) X ©
X = O
. i - O
® .
.
® 1+2 )
o
b .
e .
x o
® < .
N :
X “ o
bre ~
~ o
x ~
~ O
X
S S S
Y
N
AN

Figura I.11 -~ Aspecto parcial da matriz U apds

a permutacac das colunas
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Cem esta permutacac de colunas, U perde novamente a tri-

angularidade. Passamos, entac, a eliminar os elementos nao nulos

abaixo da diagonal (ver figura I.11).

Fensemos na linha n : ©8 zeros presentes nas colunas de
@i anteriores a coluna escolhila garantem gque nao & alterado ne
nhum elemento da matriz U  situado entre as duas colunas permu-
tadas. Além disso, sO sofrerao alteragoes os elementos situados
em colunas postericres a coluna de éi escolhida gue tiverem um

elemento nao nulo na linha correspondente a n-&sima linha de U, -

- - - -1
Estas operacoes tambéem aumentam o numerc de Li‘s em L 7.

*

Agora a nossa coluna de saida estd em U, com & > i. Re-

A
petimos este proces: o até colocar a coluna de saida na posigao da
Gitima coluna de Ur com r > j. Esta situacao configura o se-

gundo ¢aso:

b} A coluna gue sai esta em Ui com j < 1.

A diferenca reside em gue neste caso, & possivel gue toda
a linha de @i na qual estamos procurando um elemento nao nule,
seja nula. Quando isto acontece retiramos definitivamente a colu
na que sai da base colocande no seu lugar a coluna que entra de-
vidamente atualizada, istc &, todas as operacoes feitas sobre B
e U, devem ser aplicadas sobre a coluna gue entra. Quando faze-
mos esta troca de colunas, mais uma vez & possivel gue elementos
nic nulos surijam abaixo da diagonal de U. Mas como toda a linha

de @i correspondente a linha do pivd da eliminacao gue segue,



U

& nula, estas cperacoes nac provocan preenchiment
de pesguisada existe algum elomonto nao nuloe
procedemos come em  a) até gque para algum COn
nha a sua ultima linha nula cu § = 27, isto ¢, a
da esteda colocada na posigac da Gltima coluna da

~ . . N S
tac fazemos a troca de colunas introduzindo A
lizada na base.

AN

~
™~
.
.

coluna que éentra

FPigura I.12

20
O. Se na linha
(figura I.12)
S QQte—
coluna de sal-
matriz U. En-
devidamente atua
= =
F:y A
O O
O Q
o O
@] O
O 0
e} o
@] O

OO 0000000000000 KKK KKK

i

|
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Tode este Processc preserva a estrutura escada, exceptuan

H

do as colunas 'sobrantes' da fatoragao. Durante o processo de

atualizacao alguma nova coluna sobrante pode ser criada

nas @i ou aloumas colunas de ¢, existentes podem ser elimina
i =

das.

6
$1)

O algoritmo gue propomos para reselver o P.L.D. o clas-
sico método Simplex revisado com decomposicao LU da base,usan
do os esqguemas apresentados para fatorar as matrizes basicas e
atualizar essas fatoracoes. Também na resclugao dos sistemas l1i-
neares que surgem a cada iteracao do Simplex faremos usc da es-
trutura escada das LU obtidas. Depois de varias iteracoes nas
quais a fatoracgaoc inicial foi sucessivamente modificada, & possi
vel gue o© processc se desestabilize numericamente ou gque as po-
sicoes de memdria necessarias para armazenar o crescente arquivo
das Li e Pi sejam excessivas. Para evitar estes preoblemas a
matriz basica & refatorada quando o nimero de atualizagOes atin-

ge um valor dado, gue depende das particularidades de cada pro-

blema e dos recurscs computacionais disponiveis.
5. EXEMPLO NUMERICO

Tlustrames a seguir o algoritmo com um peguenc exemplo nu
merico.

Sedja B a matriz representada na figura I.13.



B h S
=3 2611 2 i
3
1&50 2

_ 522
4 ¢ 1 060 ~1 G 1
S T = 2
o010 2 o 0
| men)-T =14
SERt O G 1 1 00 ( )
] £
<————B.~13
B = Boq 10 00 121
G 1 0 -1 11
B32“T00 |1 210
0 0 2 -1 01100
Gt B
0 0 2 0 1 06110 44
B S
42 0 0 1 0 2 ¢, 010
0 G i 2107001
A
|
B
43
Figura I.13.
Em B escolhemos como pivd na primeira coluna o primei

Jod

1

ro elemento e zeramos essa coluna até a guarta linha. Nao haven-—

do permutagao de linhas P, = I. O vetor que caracteriza I, =

{1y_3ig"l/2,—'}_/2,0,0, nw.,G)!



o)
1

oL P ime el i Vl AR L
Aplloamos L. 2*1 a2 segqunda coluna rosul tande om
3
__“‘ ) “" 7-’7 I '\\_ ]
iz., i 1 . i_;'k, Loy sty ,{;

EBEscolhemnos o pivé entre os elementos sublinhados, obtendo ¢ wva-

lor ~1. Temos P2 = I e L_ caracterizada por
£

(O,l, 1/21 —}-*/zllfof"'lo)'

e a segunda coluna de U, & dada por {1,-1,0)"'.
Aplicamos L2P2L1P1 & terceira coluna, obtendo

(21 —l—r _Qr _1/2, “E,,}A,O,Q,...,D)Q

O tnico elemento candidato a pivd nesta coluna & zero, portanto
esta coluna & abkandonada temporariamente.

-

hplicamos entac, L.P.L.P. a guarta coluna o obhtemos
i 2 2 H pl

£ !

(1, 0, =1/2, -1/2, 0,0,1,0,...,0)"

Esta coluna & aceita e o pivo vale -1/2, 1 =1 e L2 e repre

sentada por

(0,0,1,-1,0,0,2,0,0,...,0})"



tJ

A tercelira coluna de Ul e v, 0,

A malriz ﬁl foi comploetada,
}
2 1 1 }
U, = -1 0
1
!
-1/2 g
a
Temos duas colunas 'sobrantes', a terceira e a guinta gque nao

chegou a ser testada.

Comecamos o processo de construcgao de Uz. Pegamos a pri-
meira coluna scbhrante que & a terceira. Aplicamos a ela

D ,
L3P3L2P2lel obtendo

(2, =1, 0, =31/2, =1, 1, 0,0,...,0)"

O pivd deve ser escolhido entre os valores sublinhados. Elegemos

o valor -1. Entao permutamos as linhas 4 e 5. Py representa es
ta operacgac e L, & caracterizada por
(O;O!Or i, '"”'1./2, 1,0, Ol"'IO)!

A primeira coluna de @l & (2,-1,0)', e estara colocada na po-

sigao da guarta ccluna de 7. A primeira coluna de U, & {(-1,0,0,0)".

j ] P L. P L. P L.P 3 na sobrante que € a
Aplicamos L2, 3Pl PPy a segunda colu o 1



cquinba dde Heooresulbando

{Or 21 3! l.r —7/21 3! 7! OI“‘IO)I
0 pivd escoihide & 7. PS consiste em permutar as linhas 5 e 7
e Lg & caracterizada por
(¢, ¢, 0, 0, 1, =-3/7, 172, C,0,...0)"
A segunda coluna de Ol & (0,2,3)' e estarad situada na posigao
da guinta coluna de U. A segunda coluna de U2 e (1,7,0,0)¢'.
Todas as colunas correspondentes a B¥1 foram usadas e

-

passamos a testar colunas de B para determinar os dois pivds

22

gue faltam para completar Uz.

A primeira coluna correspondente a 822 @

As operacoss L. e P, com i =1,2,3 nac a modificam. Se

aplicamos L P_L P4 socbre ela resulta

Escolhemos como pivo o valor 1 e P congiste em permutar as



linhas ¢ e 7. 6 & caracterizada por
(Or Or Ofof Orlr Or "l: G!OI IO}'
A terceira coluna de u, e {(0,0,1,0)"
Testamcos agora, a Gltima coluna de 322 . Tanbém sobre ela

s0 precisamos aplicar as operagoes L,P, com 1 > 4. Obtemos

6, ¢, 0,1,0, 3/2,1,-3/2,1,0,...,0!

O tnico candidato a pivd & o valor 1. Entdo P, =1 e L, &
caracterizada por
(¢ ,0,0,0,0, 0, 1,3/2,-1,0, L0}
A guarta e a ultima coluna de T, e (1, 0, 3/2, 1yv' .
A matriz U, completa &
-1 1 0 1
7 0 0
g, = .
2 13,2
1

Nao temos nenhuma coluna sobrante portanto para formar 83

comecamos pela primeira coluna de B As colunas correspondentes

33



b
~t

o B tem rores ate o setima 1inha, portanto as orovracoes anto

O pivo deve ser escolhido entre os elementos sublinhados

que constituem a primeira coluna de BE

-~
2
-

(0, 06,. . .,0,0,1,2,2,1, 1} .

O valor do pivo & 1 e indica a permutacao das linhas 8 e

4
8
© representada por

0
10. LS

—

A primeira coluna de U3 e (1,0,0)"' .

Apiicamcs “""'8p8 a coluna correspondente a segunda coluna
de B, obtendo
(O, . ., 0,2, "L, 1, =~5,=-4,2,0°" .
O pivo escolhide & -1, Py = I e Lg & representada por

A segunda coluna de U, e {2,-1,0)' .

Aplicamos L9P9L8P8 a coluna correspondente a terceira

coluna de }333 resultando



(0, , -1 ,1 ,3 ,-32,-1,1,2)"
O pivd & 3 , Pig =T e Ly, & caracterizada por
(0,0, , L .1 ,1/3,-1/3,=-2/3)"

1
!
}.....J

-
[
5

A terceira e Ultima coluna de U

A matriz U, completa e
G, = -1 1

Temos una coluna sobrante de

By, que nao foi testada.
Aplicamos sobre ela L16P10L9P9L8P8 obtendo
(0, . . . , 0,1, 2,1/3,-1/3, -2/3)"

O pivo escolhido & 2 e P,y =TI, L, e caracterizada por
A
(0, . . . . L ,-=-1/6 ,1/6 ,1/3)" .
Assim, a Gnica coluna de ©3 & (0,0,1)' e a primeira coluna de

Uy e {(2,0,0,0)" .

Para formar as colunas restantes de U4 , testaremcs as



colunas de B (g0 EStas sao modificadas somento povr L P S
| - i i
i > 11. Entao aplicamos L., pﬁl sokbre a primeira coluna de 814
— i1 1 - 4

2 temos

O pivo escclhido & S5/6 e P o= 1. 1, & representada por

¢, . . ., 0,0,1,=-1/5 -2/5}" .

A segunda coluna de U, & (1, 5/6,0,0)"' .
Aplicamos L12P12L1lpll sobre a segunda coluna de B44
cbtendoc
(¢6,. . .,0,1,4/5, =2/5)"
0 pivd escolhidoc & 4/5, P = I & L & caracterizada por

(¢, . . . ,1,1/2)"

A terceira coluna de U, a (0,1, 4/5,0)"

=i on i 7 1 I L = 3 i
Finalmente aplicamos 313Pl3p12P12 iiPll sobre a ultima

coluna de B obtendo

44

6, . . ., 0,0,0,1"

Fica determinada a tultima coluna de U4 como (O, 0, 0,1yt .



A matriz U, completa e
3
2 1 O 0
576 1 {
T =

\.a{_‘l -
PS50
1

A matriz U esta representada na figura I.1d.

-1/2r 0 3

Ficura I.14




i}

A matriz Q tal que I, RO = U neste cas

9]
]

0 1 G Q 0 YL L. o
o
- o . 0 : 1 0 ]
FERYITILL L';:_lig‘c,‘;(,_‘; | B
oo 1 o0 v )

sO houve permutacgao das celunas 3 e 4 de B.

td
Qn

0
0o
T

Para ilustrar o processo de atualizagao da fatoragao

una de U sai da base & gue no

Yot

vamos supor gus a segunda <o

lugar deve entrar a seguinte coluna

A coluna de salda & a segunda de U,



2 1 1 2 1 1
17 = ] 7} — = \\.\ i -
4 1 F! ‘\f L
-1/2 mlf;\\
permutando as linhas 2 e 3  temos
i . ! [
gk\\f X 1 i 2 1 1
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Com o elemento da subdiagonal de ﬁi jd & zero a nova Ul & ime
diata.

Para caracterizar estas operacoes precisamos de tres valo
res:

a) a posicao da coluna de salda em Ui; neste caso & 2.

b} um parametro gue indigue se houve ou nac permutagao

de linhas.

¢} o fator gue caracteriza a eliminagao do elemento na sub

diagonal.Neste caso 0.

Aplicamos as operacgoes anteriores sobre @l . obtendo
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Tomento nao nuid Na terceira

e

A primeira coluna de 3 1 tem um

linha. IEntac permutamos as colunas 3 ¢ 4 de U, Obtemos {com pe-

quenda abuso de notacaoc)

2 1 2 1 0
U, = -1/2 0 e o, = 0 3 :
1 1
~1 -1 2
~1
Com esta permutacao de colunas U2 também foi modificada
sendo
Q 1 0 1
- 7 a 0
U2 =
1 /2
1
Devemos triangular 61. As operagdOes para isto ficam ca=

racterizadas por:
a) linha do pivso destas operagdes. Neste caso 3.

L) fatores caracteristicos desta eliminacaoc. Neste caso -1.

A

<) linhas a ser zeradas. Neste caso 4.

Aplicamos €ocie wpw. ey oS a u, e U, obtendo
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g 2 1 2 1 -1 U 1
! H
U, = -1,/2 0 e U, o= 7 0 0
L <
1

N
\»-1,/2 0 0 3 <,
RS T NS 1
\\\\ E
o
\\i\\
1 -1 0 1
7000
U,
SRS G Ve
\'\
\\}
N

Agora a coluna de salda estd na posicac da primeira colu-

na de U,. Levamos esta coluna at® a posicao da quarta coluna de

U retrocedendc uma posigéo com as outras, obtendo H

27 2

i..,...l




Permutande as linhas 1 e 2 em EE,), temos

~1
]
o
o]

Esta operacao ¢ representada por

a) fator 1/7

b) linha 5

Permutando as linhas 2 e 3 enm UZ tanos

7 Q o 0
E: _ 1 32 0
i 2 -
0 i 1
L

NZo havendo necessidade de eliminagdo a operacgac € repre-—

sentada por



o
)

Finalmente obtemos a nova U,

|3

70 0 0
Y L322 0
"2 T 11

-1

Nao permutamos linhas e a operacac de eliminacdoc & representada
por
a}) fator -1

b) linha 7

Como a matriz ¢, e nula nao temos modificacdes adicio-

nais em U, que apds as operagdes apresenta a forma ilustrada na

figura I.15.
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Se aplicamos

luna gue entra na base

<OfO!O? —l,i,

Figura I.15

obtemos

7 6/71 1«/71 illl}-f 0 ,0,0,0)g

todas as operacgoes efetuadas sobre

I........I

a co-~




Como ¥, @ nula trocamos a coluna gue sai, gue
posicao da setima coluna de U, pela coluna gue
Entac obtemos
N2 1 2 0
N
<1203
o, = " ;
1 AN ;
~, L 2
|
S
N
N7 o0 0 -1
Z
"
132 1
S SN
167
/7
U= lk\} 2 -1
1 -1 1
g, -
3 -
1 3

esta ocupando a

entra modificada,

Figura 1.16




los no tri-

@]
fJ a4
Pl
(e
0]
-

3
o
b
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& nula
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angulo inferior de U
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estas operacces nao modificam o resto da matriz U. As operacdes

J0r

n
it
]
W
&
0
o+
I8
e
.L‘J‘
N
5

by

a) linha do pivd. Neste caso 7.
b} fatores da eliminacao. Neste caso -7, -7, ~-7.

¢) linhas zeradas., Neste caso 8§, 9 & 10.

Finaimente a fatoragao da base que corresponde ao novo

. = s - - . -1
conjunto de colunas basicas e representado por uma matriz L

ue consiste nas operacoes L. _P._ L. .P ... L.P seguidas das
4 peras 13713712712 11 7
operacoes definidas na parte da atualizagao e uma matriz U como

segue:
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N2 1 0
N |
=2 0l 3 ey
Ll e \_\\ ““l 5
N7 0 0 1
o1 321
7 .
Yo TN 16 /7
"
\<J7

N
U = \ﬁ? 2
| m@-\\fl

™

Figura I.17

Finalmente a matriz O

coes de colunas feitas sobre a B inicial &:

40

0
0 <« o,
1

\2 1 0 0

A 10
AN
R ~,

a5 0

1

gue renresenta todas as permuta —



4]

1 § 0
£ G L U . P N . . . .
0 C 0 1 e . .. e e
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No capltulo seguinte veremos detalhadamente  os aspectos

computacionais relacionados com este algoritmo.



CAPITULO II
PROGRAMA COMPUTACIONAL PARA PROGRAMACAO LINEAR DINAMICA
1. INTRODUCAO

Neste capltulo consideramcs o projeto e desenvolvimento de
rotinas para calculos matriciais envolvendc matrizes com estrutu
ra escada, necessarias a implementacao do algoritmo proposto no

capitulo anterior.

Desenvolvemos um programa com 27 subrctinas. Uma delas
EIMESC (Simplex escada) controla a chamada 3s restantes. A SIMESC
& chamada uma Tnica vez pelo programa principal onde sao introdu

zidos os dados do problema.

O programa implementado contempla a possibilidade da exis
téncia de atrasos tanto no vetor de estados gquanto no de contro-
! ™ te o ~ T4 By e 4 - hlem oy e
iles, este Caso as equacoes dinamicas do problema sao:

NATRAS

x(t+1) = T e (e=d) +8}.(t)u{t—j}}

3=0 -
onde NATRAS indica o maximo atraso. A (nica conseguéncia da in-
trodugao dos atrasos & gue as matrizes do problema tém o triingu
lo inferior mais denso (menos esparso). O método de resolugaoc

nao sofre alteracoes.
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2. DIAGRAMA DE BLCOCOS DO ALGORITMO

o I -
¢ diagrama de blocos salientando os passcos princlpais  do

algoritmo & tado a seguir:

NGRO DA SOLUCAOD BASICHA A

| B

HOMERD DE
ITERACOES EXCEDE
O MAXINO
PERMITIOO?
r:f-.c‘\i
TROCURA DI UMA VAR
BAESICA PARA ENTRAR

!
i
I

C OTIMA

I i
lmur.uza;:ﬁo DA COLUNAL
QUE ENTRA NA BASE |

RUINACAD DA COL -
| B QUE SAT DA BASE |

RGN
VARTAVEL
PCOE CRESCER

INDEFINIDAMENTE?

T N

SOLUCAC S P
IL MTTAD'__} ’

TR
—
//mh B QUE EWTRA T
" ATINGE 3 QUTRO LIMITE ANTES QUE AN
1 I

— LIMITES?

\¢
REG |
//O
_~HOMERO DR ATUALIZRS
S~ GUES ATINGL O MAXIND

URICAEWMP
mIBLIOTECA CEHMTRAL

! %
el DA AT \m(,a‘m‘




3. TECNICAS DE ARMAZENAMENTO UTILIZADAS

As colunas da matriz A de restricdes devem estar dispo-
niveis para a implementacac dc processoc iterativo do Método Sim-
blex. Em muitos casos a matriz A obedece a uma lei de formagao,
possibilitando gue suas colunas sejam fornecidas por uma rotina
de geracgac. Quando isto nao acontece, um armazenamento explicito
& necessario; usamos a forma compacta de armazenamento de A por
colunas.,

Cs elementos nao nulos de A sao guardades num vaetor

VALORA ( ). Dois vetores inteiros sdc usados como apontadores:

a) LINHAR(I) indica a linha de A na gual estid situado o

elemento VALORA (T

) ICOLA{J) indica a posicac de VALORA{ ), que contém o
primeiro elemento nao nulo da coluna J de A .
Estes vetores nao sofrem nenhuma alteracdoc durante a execugio do

algoritmo.

5@ gulsermos recuperar a coluna J de A num vetor auxi-

liar VAUX( ), inicialmente zerado, o procedimento & o seguinte:

DG 1 I = ICOLA(J), ICOLA(J+1) -1

1 VAUX{LINHAA{I))} = VALORR{I} .

O vetor de custos do problema também pode ser esparso e
armazenamos 0s elementos nao nulos num vetor VALORC( }. Um vetor

inteiro ICOLC( ) aponta as posigdes nac nulas do vetor de custos.



1CoLe (1) indica quo posigao ovupa o olamento VALORU (L) no vetor

de custos. Analo

\
A
~
i4
il

mente definimos VALORV( } e ICOLV( } para o ve

tor de recursos do problema.

v

Um vetor INDR{ ) de dimensac {m+n)-T, indicara a cada ite
racao o subconjunto de Indices correspondentes as colunas  basi-
cas. INDNB( ) 1indicard os Iindices nac basicos. Quando uma varia
vel nac basica assumir o valor do seu limite infericr, o 1iIndice

dela sera multiplicado por {(-1).

A submatriz B de A formada pelas colunas basicas €& fato
rada no comego do algoritmo ¢ esta fatoracao devera ser atualiza

da nas sucessivas iteracOes. Durante estes processos & provavel

cgue as operagoes aplicadas sobre B provoguen preenchimento ou
eliminacac de elementos ndo nulos em posigoes nao conhecidas a

priori. Contemplandc esta possibilidade pensamos numa estrutura
de dados que permita atribuir dinamicamente posigoes para os ele
mentos novos criados e também aproveitar as posigoes dos elemen-

tos eliminados.

. -1 ~ L -
A matriz L gerada na fatoracaco de B e um produto de

matrizes elementares Li , & matrizes de permutacgoes. Cada matriz

L. & caracterizada por uma unica coluna. Como o0s elementos das

diagonais das L. sao sempre 1's, nao ha necessidade de guardd

. -1 o
los. Armazenamos a matriz L na forma produte, guardando  su-

cessivamente as colunas gue caracterizam as L, na forma compac

ta num wvetor VALORL{ ). Usamos os apontadores LINHAL( ) e

TCOLL{ ) com funcdbes analogas as de VALORA( ) , LINHAA( ) e
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dei

TCOILAL Y om AL Quando as :fnt‘mzxa;_‘(_‘)o:: oy medifieada

i

a5 NOovas i‘z‘ai
trizes elementares sao arguivadas na continuacac das anteriores.

Os vetores VALORL{ ) e LINHAL{ ) tem um contador, KL,
gue aponta sempre para a primelra posigao livre neles, Um conta-

dor KICOL & usado para o mesmo fim exn relacao a ICOLL( ).

Um vetor IPERM{ ), indicari se houve permutagéo de 1li-

nhas no processo de fatoracao. Se IPERM{I) = I para
I =1,2,...,(m+n)-T-1, significa que nao foi necessaria nenhuma
permutacac de linhas. Se IPERM(I) = J significa que a linha I

foi permutada com a linha J. As posicoes de IPERM( ) situadas

apds a (m+n).T-ésima »Hosic~~ saoc usadas para:

a) determinar se houve permutagac de linhas durante as

eliminagoes das matrizes My
b} Verificar se a Li a ser considerada corresponde a:

- triangularizacaoc de uma matriz H, ;

~ eliminacoes feitas apds permutar colunas de Ui e Uj
com i # 3 ;

- eliminacces feitas apbs trocar definitivamente a colu

na qgue sai da base pela coluna gue entra na iteragao

atual.

A forma como as informacdes acima saoc registradas & ilustrada no
exemplo apresentado no proximo Item. Para IPERM( )} temos um con

tador KIPER.

O vetor IBALO( ) registrarid as permutagoes de colunas.
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isto e, U © constitulda de matrizes  trianculares SUPOriores

Ui’Uz’ ...,U?m , com dimensdes @, n,m,n, . ..,0,n rospectivamente,
it ke

e de algumas colunas iscoladas gue 520 as colunas sobrantes. A

partir de agora usaremos para estas colunas a denominacao de co-

lunas ‘'espeto' (spikes). Lembramos gue a parte das colunas espe-

1

to cujas linhas sao as correspondentes as linhas de Ui' consti-
tuem a nmatriz ;i' Fara armazenar a matriz U guardamcs separadsa
mente as partes correspondentes as matrizes v, (i = 1,2,...,2T)

incluindo os zeros, e as partes correspondentes as colunas espe-
to. As matrizes Ui sao armazenadas por colunas, uma apds a ou-

tra num vetor U{ ) de dimensao [ mim+1)/2 + n{n+i}/ 2] .7,

Se desejamos obter a coluna J de U?, com kK par, proce=-

1)

demos da forma seguinte:

1, = fm{m+l) /2 + nin+l) /2] x (k -2)/2

IZ = El + m{m+1) /2

13 = Iz + (J-1) =J/2

I4 = 13 + 1
Entao, i, indica a posicac de U, conde estada o primeiro elemen-—
to da coluna J de Uk‘ As (J-1) posigées segulntes completam es

sa coluna. O procedimento & analogo guando k & impar.

Precisamos de varios vetores para caracterizar as colunas
espeto. O primeiro deles, USUJ( ), contém os valores de cada co-

luna, incluindo os zeros, a partir da primeira iinha da ®i onde
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a4 coluna comega. O vetor IPROSC ), dadica om que LDOS LA de
et o g T e e Aximo Aocrim o mreas SRt Ay 3
USUJ () =2s3t3 ¢ elemento proxime daquele gue estames avpontando. Se

IPROS (1) = J, significa cue o clementc situvado na linha seguinte

3

& linha corresponderte a USUJ(I) est3 armazenado  em UsSug(J) .

i

{Nao necessariamente & J = I +1). Quando apontanes a0 altimo ele

mento de uma coluna espeto, digamos USUJT(X), definimos IPROS (K)=0

para indicar gue a coluna acabou. A primeira  posicao livre em
USUJ () & registrada numa variavel chamada LIVRES . Um  vetor

TCONSU( ) aponta para as posigoes em USUJ({ ) onde comegam as co
lunas espetc. Por exemplo, se ICONSU(K) = J, significa que a K-
ésima coluna espeto tem seu primeiro elemento armazenado em
USUJ (J) . Um pardmetro LIVREC aponta para a primeira posicao 1i
vre de ICONSU( ). Os vetores TIPROS{ ) e ICONSU( ) fornecem in
dices para a leitura dos elementos de USUJ( }. Temos também dos
vetores gue forﬁeceﬁ indices de cclocagao das colunas espeto re-

lativas a matriz U:

TCOSUI (X} : indica a posicldo na matriz U da K-esima colu-

na espeto;

LINHAS (K)

indica a linha da matriz U onde comega  a K-

csima coluna espeto;
Pinalmente, usaremos os vetores auxiliares:

IPROC(K) :  aponta o Indice J para © gual obtemos as  in-
formagoes dadas em ICOSUJ{ ) , ICoNSsU( ),

LINHAS ( ) correspondentes 3 coluna espeto mals
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provima a direita da E-ésinma.

Se temes I co-
lunas espeto no total definimos IPROCI{I) = 0.
TANT (X} ; andlogo ao vetor IPROC( ), aponta

ao Indice
correspondente a coluna espeto mais proxima

a
esquerda da K-2sima.

C parametro LIVREC, definido antes, também

aponta
posicao livre destes vetores.

para a
IPRIMC & uma variavel gue indica em gue posigdo dos veto
res definidos acima, estd a informacao da primeira coluna espeto
de U . IULT tem significado analogo a

IPRIMC, para a Ultima co
luna espeto de U.

4. EXEMPLO NUMERICO
Mostraremos agqui como alguns vetores descritos no item an
terior sac montados para o exemplo do Capitulo I.
Inicialmente, vrremo~ - representacac da matriz 1L ~, ar-
mazenada na forma produto, através das matrizes elementares Li'
VALORL
- , T L 5 bo By T g
[P SRR /Mg%rww\,wﬁww\wxwﬁwﬂ_ﬂmﬁﬁ
; [ f i BE R i ] . I [ e N '
alhaby el b R R R RERE R R
% 7 4 i3 13 14 1f i) 24 B 31 i3 0M
FL w34
- LITNHAL
5 : , e — S
121314{{3!4 SJAI?Eslsisl?Ea1819iuluguizalzc}uiuiu%ugugméu[glugméﬁilslm§ g
M\/.__pm_f_;,,._u__ Rt e e S e e i s e o st ————— - N :
B 2 by Ly g by Iy Iy Ty

s




L2 3 4 5 & 7 0§ 9 10 11 17 13 11 1.
TCOLL [ 1 |4 |7 |9 ]ilng!_M%ié|20:24328§31 33 134 !
oo g i % s i ! | [ 5 J

RICOL = 15

Us vetores IPERM( ) = IBALO{ resultam:

~J
~J
1.......1
Lo}
o
‘,_.J
[
}.—J
i._.'
'—mj
N
i—-.l
Lad

IPERM | 1 213 5 7

KIPER = 14

TBALO 1;”;‘4§3!5'617f8’9i10 11

Finalmente, apresentamos os vetores gque representam a ma-
triz U . No wvetor U( ) colocamos sucessivamente as colunas das

Ui , Obtemos:

1234SE‘?39lGlllflJié‘;Slﬁl?15',53232.132324252
F

@ 7 2
e P P R D R DI o Te [ o]




na

dem ser utilizadas.

coes associadas a L

i
J

2 3004 5 & 7 8 9 10
ST, 5 . - o
LIVRES = 10
IPROS
L3 0 5 & 0 8 9 1 0
1 2 3 4
ICONsU 1 4 7
IPRIMC = 1
ont = 3
LIVREC = 4
1 3 4
ICOSUT 4 11 !
LINHAS 1 8 I
IPROC 2 0 |
IANT 0o 2
vetores e demails parametros apresentados acima Sao obtidos

fatoracgac inicial de matriz basica.

Vejamos agora como as informacces dadas nesses vetores jsle]

10

F

Se guizermos,

DCr exemplo,

aplicar as opera-

precisamos localizar os elementos gue a
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definem no vetor VAICRT.( “ara 18S0 usamnes as seguintes infor
macoes do vetor ICOLLI{ ) ;
rCOLLI1O) 24 ( ICconelly = 28

Deduzimos gue existem 4 valores nao nulos gue caracterizam LlO'
Esses valores estac em VALORL( ) a partir da posicao 24. S3o:

24 25 26 27

P L.t 22

| 3 7 3 3

As posi¢oes gue ocupan

L estao em LINHAL{ )

10

24 25 26

estes ele

a parti

mentos no vetor que  caracteriza

r da posigaoc 24,

27

12 13

14

Veijamos agora come reconstruir colunas da matriz U.
Por exemplo, se proguranos a terceira coluna de UB’ re-
presentada na figura I.13, fazemos inicialmente
Zl = {3 % (3+1)/2 +4 x (4+1) /2] x {3-1)/2 = 16
I, = 6 + (3-1) x 3/2 = 19
= 1% + 1 = 20.
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Entac na posicas 20 do vetor U, temos ¢ primeire elemento da co
luna procurada, gue por ser a terceira coluna duma U neste

caso U,, consta de trés elementos, que saoc:

Exempliificamos a seguir como reconstruir a segunda coluna
espeto.

Comegamos observando gue IPRIMC = 1, o que significa gue
os dados da primeira coluna espeto estdo na posicao 1 dos veto-
res associados a este tipo de goluna. Portanto, IPROC{1L) aponta
ao Indice gue nos interessa. Neste caso IPROC(1l) = 2, o gue sig
nifica gue as informag¢oOes correspondentes 3 ccluna deseiada es-

tao na posicao 2 dos vetores que a caracterizam:

. , . &

ICONSU(2) = 4 dindica gque os elementos da 2= coluna espe-
to estao guardados em USUJ( ), a partir da
DOSLCAs 4.

UsUJ (4)

I
[

Para sabermos a posigao do elemento seoguinte consultames o vetor
IPRCS ( ). Assim,

IPROS(4) = 5
diz gue esse elemento &

Uusug(s) = 2.
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Analogamontoe

IPROS(5) = 6

diz gue © elemento seguinte a USUJ(5) &

UsuJ(6) = 3

IPROS(6) = O

diz gue a coluna espeto acabou.

As demais caracteristicas desta coluna espeto sao dadas

por:

ICOSUI(2) = 5

- e - .. =4
diz gue a 2~ coluna espeto & parte da 5= coluna de U.

LINHAS(2) = 1

diz gue o primeiro elementco desta coluna, USUJ(4) = 0, esta na
primeira linha de U
IANT(2) = 1

diz gue o©s dados da coluna espeto imediatamente anteriory a esta

celuna estaoc em IPROC{Ll), ICOSUJ{(1l), etc:

IPROC (2 = 3
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ra a cgluna espeto exemplificada.
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Analisamos agora as informacoes fornecidas peleos vetores

IPERM( ) e IBALO{ ).

diz gque P5 consiste em permutar as linhas 5 e 7.

IPERM(6} = 7
diz que P, & a operagao de permutacac das linhas 6 e 7.
Como IPERM(8) = 10 temos gque P consiste em  permutar

8

as ilinhas 8 e 10C.

IPERM(7) = 7

diz gue P7 = T.

Chserve-se, que de forma analoga a P-, as demais posicoes de

IPERM( ) indicam gue nao houve outras permutagces de linhas.

Vamos agora supor gue ¢ conjunto de indices basicos @

|

JINDB = ! li 2 1 4 5 Top10 11413 41

E 18

(93]
ot
o

entao
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TBALC(3) = 4
diz que a terceira coluna da base & TNDR(4) = 5, ou seja a 59
de A .
Como IBALO(4)y = 3
@

THDB(3) = 4

a . -
temos que a 4- coluna da base & a quarta de A.

Para as outras posicgoes de IBALO( ) temos

IBALOITJ) = J

significando gque a J-ésima coluna da base corresponde a posicgao
em A& dada por INDB(J).

Vamos exemplificar como sao registradas as mudancas nos
vetores guande a fatcoragao & atualizada. Continuemos com o exem—
plo do Capitulo I,

Enumeramos a segulr as coperagoes feitas naquele exemplo

durante o processo de atualizacao.
1) Permutag¢zo das colunas 2 e 3 de U, obtendo-se H,.
2) Permutacgao das linhas 2 e 3 (escolha do pivd).
3} Pivoteamentoc com

- fator 0O

- linha zeradsa 3,
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10}

11)

Permutacan <23 o’ 3 de U, com a 1 de U,
Pivoteamento com

-~ linha de pivo 3

- fator -1

- linha zerada 4.
Permutagoes de U, que resultam em H.,.

Coluna 1 de U, (4 de U) passa para 4 de U, (7 de U)

2 2

e

as colunas 2,3,4 de U, (5,6,7 de U) passam para 1,2,

2 de U

Us (4,3,6 de U).

Permutacac das linhas 4 e 5 (escolha de pivd).

Pivotesamento com
- fTator 1/7

~ linha zerada 5.
Permutacac das linhas 5 e 6 (escolha do pivd).

Pivoteamento com
- fatoxr O

-~ linha zerada 5.

Pivoteamento sem permutagac prévia

~ fator -1

~ linha zerada 7.
Pivoteanento apds troca definitiva da coluna que
pela que entra na base

- linha do pivd 7

sai
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Antes do comegar com as operacces definimos alouns paraneiros que

serao usados:

M= 3 ,N=4 - dimensoes das U, com i impar e 1 par, respec
tivamente.

ICCS = 2 ~- posicac da coluna gue sai na matriz basica.

IRBL = 2 ~ posigao relativa da coluna gue sai em U, . Neste

Ccaso 2§ de Ul'

Podemos calcular a linha na matriz U gue corresponde a Oltima

linha de Ul

IUBL = ICCS + M - IRBL = 2 +3 -2 = 3.

Como estamos em U, & IRBL = 2 o primeirc elemento que seréd
pivo na triangularizacao de H, estari na posigcao no vetor U
dada por

IPIV = IRBL =% {IRBL + 1}/2 + IRBL .

Negte caso IPIV = 2 x3/2 + 2 = 5.

Este elemento estd na linha IC0S = 2 da matriz U. Definimos

Agora podemos comecar as operacoes nesta ordem.



Comparamgs JULIrLIvy o UiLlery «+ 13
S . 1
Neste caso Cidy = 0 « Uley = 5 portanto permutanos
D = U(IPIV)
U{IPIV) = U(IPIV + 1)
U{IPIV + 1) = D .
Agora o vetor U{ )} ficou:

7 —» segue comne antes

SO0, Y, - . L L L .
Esta permutacao a registramos fazendo
IPERM (14} = -1

e fizemos a operacac 2).

O pivoteamento de 3} vem dado pelo fator
- U(EPIV «+ 1} /0(IPIV)

Neste caso =U{6) /U(5) = =0/5 = 0 .
A linha zerada & LIN + 1 = 3.
(Esta eliminacaoc apesar de ter fator 0, & registrada, pois

estamcos considerando a esparsidade dentro das Ui).

Registramos estas informagces em

fl
]

VALORL (34

I
W

LINHATL (34)

o0

nao



A linha do pivd das Li correspondentes ao preocesso de Bartels-

Golub & sempre & linha qgue esti imediatamente acima da linha ze-

rada. Os dados registrades definem Lég e L}r sera armazenada
a partir de KL = 35, fazenmos entace JTCOLLIIBY = 35,
Como estamos coperando sobre a Qltima coluna de U1 defi-
nimos
IPERM(15} = IUBL = 3

que avisa pelo fato de ser 3 # -1 ¢ 3 # 0 que a triangulari-
zacac de H, acabou e da a linha do pivd da proxima L;, ou seja

Devemos aplicar sobre a coluna gue sai da base, para

e
T 14

issc a coleocamos num vetor auxiliar VAUX({ }, occupando as duas

LlS'

prineiras posicoes, zerando as posicoes restantes

Uu2) u(3)
+ 4
VAUX = (1 , -1 ,0,0,. . .. )
Aplicamos Ty 4 sobre  VAUX( ) obtendo:

Agora passamcs a realizar as operagées de 1) sem perigo
de perder informacao. Retrocedemos com os valores U(4) e U(5)

para as posicoes 2 e 3 de U( )} obtendo

6 — segue como antes

5
1
- "'ZT s O 3 u - - - o 3 - - }
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Registramos esta permutacac de cclunas fazendo
IBALO(Z) = 3

IBALO(3) = 2

Agora aplicamos a permutacac de linhas e socbre @ que

L
14 1
consta das duas primeiras colunas espeto, que estao armazenadas

em USUJ({ ) que fica como segue:

e nao ha necessidade de outras modificagoes nos vetores o para-
metros Correspondeli.es . .. . ....as espeto. A primeira coluna de Qi
tem um elemonto nac nulo na linha TUupRL = 3 farzendo com que a
coluna que sai, que deveria estar na 35 coluna de U, seja permuta
da com esta primeira coluna espeto que estid na quarta coluna de

U. Este dado estd em ICOSUJ(1l) = 4. Esta permutacaoc (operacao 4)

& registrada fazendo:

IBALO(3) = 4

IBATO(4)

i
&g

. - a
A coljuna gue sal passari agora a ocupar o lugar da 1% co-

luna de U Fazemos entao  IRBL = 1.

5

. s
A 1% coluna de U

5 possul um Gnico  elemento nac nulo



abraixo da linha IUBL

e
O

a = 3, «aue selomnes eliminar antes de levar
esta coluna nara U O pive desta Gltima eliminacao estd na po-
sicao 3 de USUJ{ }, ou seija &

UsUJ(3) = -1.
0O elemento a ser zerade & o primeire de U, cuja posicac em U( )
& obtida assim:
M>x (M+1) /2 + 1 = 3x4/2 + 1 = 7,
Entac o fator desta eliminacdo &:
~U(7) /0SUT(3) = ~{(-1/=1)1= =1.

e registramos

VALORL (35)

NHAL(35)

Estes walores junto com

comegara entac na posicdo dada por

A eliminacao Lyg

nas espetoe

nao nulo na linka IUBL = 3.

LINHAS( 1},

magoes de

todas essas colunas. Neste caso sd temos uma gque & a

deve

. . a
a direita da 1~ coluna de

ICousu( ),

framd

o=

ERM( = 3 i :
IPERM(15) 32 caracterizam 215' Ll6
ICOLL{1i6) = 36,

ser aplicada sobre todas as colu-

Uz Jue tenham um  elemento

Varrende IPROC( } e usando as infor
USUJ{ } e IPROS{ } detectamos

52 coluna
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I fu

da matriz U {2- coluna espeto). O valor nestz coluna cCorrespon-
dente & linha do pivd & USUJ(6) = 2. Anlicar L. a esta coluna
= ™

3

consiste enm fazer:

U{8) = U(8) + VALORL(33) ™~ USUJT {6}

Uig) = 1+ (=13 ~ 2 = -1
O vetoxr U{ )} ficou:

& 7 8§ 9 — segue como antes

Aplicamos agora Lis & coluna de saida que estd em VAUX, obten-

a0

VAUX = {(1,0,-1,1,0 ,. . . . . ).

Passamos &agora a rearrumar 0s vetores e redefinir alguns parame-
tros antes de continuar com as operacocs gue seguemn. Estas opera
¢oes correspondem a um Novo processo do tipo Bartels-Golub em Us-
A coluna gue sai estara na matriz U na posicao dada agora por

-

ICCs = 4. Fla ocupa a primeira coluna de Uy, portanto IRBL =1.

4,

As posicgoOes 1, 2, 3 de USUJ( ) passam a ocupar as posigoes

5, 6 de U{ }); temos entao:

1 2 3 4 5 65 7 8 Y - segue como antes

1
U = {27 _lr “”5‘1 2; O,v _:’L, l; -1, ?, s s 2 s s s s a a .}



)}
L1

AS POSBILLOUS L,o2y 20 de VAUN{ ) passan g ocupay as posicoes 1,

2., 3 de USUJ(

[
e

vslJd = {1, &, -1, 0, 3, 2, 0, 0, 1.

Os outros vetores e pardmetros nao sao modificados.

O nove valor IURL & obtido como:

IUBL = ICOS5 + N - IRBL = 4 + 4 -1 =7

-

e da a linha da matriz U na qgual estd a Gltima linha de U, -

O processo para eliminar a matriz I, ¢ analogo ao expos

to para i, portanto, nac o repetimos em detalhe agui.

As operacoes correspondentes ficam registradas nos veto-

res associados como segue:

IPERM (16) =-1 , VALORL{386) = LINHAL{36) = 5, ICOLL{l7) = 37

Lo T |
-

IPERM (17) =~-1 , VALORL(37) = ; LINHAL{(37) = & , ICOLL{18} =38
IPERM (18) = 0 , VALORL(38) =-1 , TLINHAL{38) = 7 , ICOLL(19) =39

IPERM {19} = 7

O vetbor U{ ) resultante apds as permutagoes que dac H,

e as operacgoes registradas acima &:

r z 304 5 o7 B 9 10 11 12 13 14 15 16 -
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As permutacoes de colunas feitas estac representadas em:

IBALO(4) = 5
IBALO(S) = 6
IBALO(6) = 7.

Como a goluna gue sai estard colocada na posigao da Ultima colu-

na de U2 teremos

IBALO(7) = 2.

Como acima da submatriz U2 , existem colunas espeto, estas per-—

nutacoes devem modificar alguns dos vetores que as representam.

MNeste caso basta redefinir

ICONSY = (4, 1, 7)
ICOSuUT = (4, 7, 11).
Neste exemplo a matriz @2 2 nula e podemeos trocar defi-
nitivamente a coluna que sai da base pela gue entra. A coluna

gque entra, guardada num vetor auxiliar VAIX(2), devidamente mo-

dificada por todas as operacoes feitas até aqui é:

VAUX2 = (0, 0, 0, -1, 1, =
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Os elementos VAUXZ(8), VAUXZ2(9) e VAUXZ(10) devem ser zerados
se pretendemos colocar estce - tor no lugar da coluna que sai. Re

gistramos agora esta eliminacao fazendo:

VALORL(39) = -7 LINitAL (39) = 8
VALORL (40} = ~7 LINHAL(40) = O
VALORL(41) = -7 LINHAL(41) = 10
e definimos ICOLL(20) = 42.
A linha do pivdo ja estad em IPERM(19) = 7.

As posigées 4, 5, 6 e 7 de VAUXZ passam a formar a Ultima colu

na de U2 portanto ocuparao em U( ) as posicoes 13, 14, 15 e

16, temos:

r 2 3 4 5 4 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
2 6 1
U (21 1: "1:2: O; '"lar 7: o, lr 0 I “2" ' lr 1 r 1 1‘-'?" . '7 '“">)

Como as posicoes 1, 2 e 3 de VAUX2 sao nuleos, perdemos nesta

troca uma coluna espeto. Para registrar esta perda fazemos

IPROC = (3, ®, 0)
IANT = (0, ®, 1)
e definimos LIVREC = 2.
- = s
Isto significa gue os elementos que estao na 2- posicao

dos wvetores ICONSU( ), ICOSUJ( ), LINHAS({ }, IPRCC{ } e IANT( )
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nao interessam mais e podemos usar essa posigac para armazenar
dados de alguma nova coluna espeto gque possa surglr numa oukra
iteragao. Analogamente as posigoes 1,2,3 de USUJ({ ) e IPROC( )}

nac nos interessam mais e Ffazemos LIVRES = 1.

Para tlustrar como registrariamnos a introdugao de uma co-
luna espeto nova, suponhamos gue a matriz U atualizada com es-

sa nova coluna corresponde a matriz apresentada na PPigura 1I1.2.

A

Figura TIT.2

Isto &, uma coluna espeto foi criada na coluna 8 de U, a partir
da primeira linha. Os valores dessa coluna espeto devem ser guar
dados em USUJI( ). Em relagac a USUJI{ ), temos gque  LIVRES =1,
3

portanto usaremos inicialmente cessa posigéo, Os veltores UsuJ{ )

e IPROS () atualizados sao:
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5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

[ [ v R R T
i

IPROS |2 | 310/ 5|6 (018 |9 |oli1]12:13 0

tem-se também que LIV

Note-se que 08
todos em sequeéncia em

gque IPROS(3) = 10 &

Para os demails

IPRIMC =

RES = 14.

elementos da nova coluna espeto nac estao
UsUJ( ). Quando chegamos a USUJ{(3) itemos

a coluna continua na posicao 10 de USUJ{ ).

vetores e parametros, tem-se

1 TULT = 3 .

Como LIVREC = 2 usanmcs a posicac 2 dos vetores restantes para

caracterizar esta colu

na. Entao, fazemos

TCONSU | 4} 117
rcosus | 4| 811
LINHAS 1 1 a8
ITPROC i 2 3 O
TANT 0112
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definindoe em seguida

LIVREC = 4.

5. O PROGRAMA

5.0,

FATORACAC DA BASE

0 processo de fatoracao de B & realizado através de cin-

co subrotinas. Detalhamos agui os passos essenciails de cada uma

delas.

a} DELUST {(chamada pela subrotina SIMESC).

rara J = 1,2,...,2T, esta subrotina faz as seguintes opera -
coes:
i) Determina o nimero de colunas basicas candidatas a forma-

ii)

iii)

ivi

cao de uy

Para cada coluna entre as cbtidas em i) cria os elementos
-1 ] .
correspondentes a L e U. Para isso c¢hama a subrotina

CRIALU

Determina guais sao as colunas sobrantes entre as determi~

nadas em i) guando Uj foi completada, caso elas existam;

Quando uma coluna sobrante & aceita para formar parte de
Uj , chama a subrotina CRIASU para gerar ©0S elementos dos

vetores que caracterizam as colunas espeto ;
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v) Define os paramectros LIVRES, LIVREC, KICOL, KL , KIPER,

TPRIMC e IULT.

CRIALU {chamada pela subrotina DELUST)

Realiza as seguintes operacdes:

i) Quando a coluna testada € sobrante aplica sobre ela as Lk
anteriores gue a modificam. (Nao necessariamente sao todas).
As operagoes feitas neste passo nao usam as posi¢Ses estru
turalmente nulas, com excegac das que estao nas colunas es

peto ;

ii) Chama a subrotina AMAXT para escolher o pivd entre os ele-

mentos da coluna correspondente as linhas de Uj ;

iii} Quando nenhum elemento dos pesquisados em ii) & aceito co

<)

mo pivo, a coluna @ rejeitada. Se ela ndo for ja uma colu-

na scbrante, & acrescentada a este conjuntoc de coluras;:

iv) Se a coluna & aceita cria os elementos de VALORL{ ) .

ICOLL( ), LINHAL( ) e U( )} correspondentes :

v) Define o vetor IBALO( ).

CRIASU (chamada também pela DELUST).

Esta rotina cria oz elementos gue caracterizam as colunas es-

peto.

AMANT (chamada pela subrotina CRIALU).

Escolhe o pivo para cada coluna ou avisa que a coluna foi re

Jeitada.



e) CRIANT {(chamada pela SIMESC).

Cria o vetor TANT( ).

Um parametro EXSUJ toma valor 1 se existem colunas espe

to no fim da fatoragéo da matriz B . Caso contrario EXS5UJ = 0.

5.2. OBTENCAQ DOS MULTIPLICADORES

O vetor de multiplicadores VMULT( )} & obtido através da

resolucac do sistema {1).

(1) B*'VMULT = CB

onde Cq e o vetor de custos basicos.

Come B  esa fatorada na forma

B = LU
&
temos
OB' = U'L’
entao
OB 'VMULT = QCB
e

UYLTVMULT == QCB .
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Assim, (1) pode ser reduzido a resolucgao de (2) e (3)

(2) Uy = 0Cy

(3) LYVMULT = v ou VMULT = (n 'y

No programa implementado QCB & obtido, aplicando sobre CB as
permutagdes registradas no vetor IBALC( ). Trés subrotinas sao

utilizadas na resolugéo de {(2) e (3}: MULTL, MULT12Z e UTRINF.

a) MULTI (chamada pela SIMESC).
Esta subrotina resolve o sistema (2).
A matriz asscociada ac sistema (2), U' , & triangular inferior

com a configuracao na figura II.3.
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h
Y
I-
i
!
1
i
i
i
1
{
t P!
| 1
[
4
!
[
i
i
1
I
i ~
1
1
! .
! 2T
! -
Pigura IT.3
0O esguema para resolver um sistema U'y = CB com esta ma
triz pode ser resumido nos passos i) e 1i) a seguir, repetidos
para 3 1,2,.¢..,2T.
i) chama-se a subrotina UTRINF gue resolver U%yjm(cg}j
onde yj e (CB)j indicam as componentes d4dos vetores
y e Cy corregpondentes a Uﬁ. Se 3 = 2T o procedi-

mento estd terminade. Caso contrario, se j < 27, exe=

cutamos ii).
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i) Se BXsSuJ = 0 fazemos 3 o= 3+ 1 @ wvamos a i). Se
EXSUJd = 1 analisamos se existem colunas espeto asso-
ciadas a Ué+1 . Im casc negative fazemos J = 3 +1 e
vamos a i) . Bm caso afirmativo fazemos o produto esca-
lar entre essas cclunas espeto e Yj e modificamos
(Lg)j+l , de acordo.
Fazemos Jj = 3 4+ 1 e vamos a 1i). HNesta parte usamos
IPRIMC, USUJ( )}, IPROS{ ), ICOSUJ( }, ICONSU( }, LINHAS( } e

IPROCY{ ) para identificar as colunas espeto gue interessam Jjun-

to com seus elementos.

b) MULTIZ2 {chamada pela SIMESC).

Calcula vMOLT = (L %) 'y .

Lenbramos Jue

et
-y, o ™

ses ® LlPl

® ®

_ 5
L * = 1, P S ee. ? P

(m+n) T+k © (m+n) T+k (m+n) T~1" (m+n) T-1

onde as operagoes dentro de <:> indicam modificagoes de uma fa
toracao inicial e as correspondentes a <:> sao as proprias ope

racoes dessa fatoragac inicial.

Entac, como B! = P, temos
A a.
mle
=P LIP.L. . . . X oL | )
L) =PI P 0, P -1 Plmin) T-1 P ) Tk © (mbn) Tk
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As matrizes L; sac elementares com uma 1linha nao trivial. Esta
linha & exatamente a coluna de L. cujoes valores e apontadores

estaco armazenados em  VALCORL ( ), LINHAL( ), ICOLL( } e IPERM{ ).

¥

Quando (1, 1} & aplicada sobre um vetor, a leitura dos vetores
mencionados acima deve ser feita de +rias Ppara frente. KICOL @
KIPER indicam quais sao as Gltimas posicdes de TCOLL( ) e
IPERM( ), respectivamente. KI. indica qual € a Gltima posicdo de

VALORI ( } e LINHAL( ).

5.3. OBTENGAO DA SOLUCAO BASICA

Seja v o vetor de recursos do problema e S a solugdo

basica asscciada 2 base B, temos que

{4) BSB = vy
Como
(5) L g =
.

ot =0
resulta
(6) 17's = vo

de (4) e (6) deduzimos que

{(7) GQSB R Vo
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mtao a scuucnoia de operacoes para obter 8 O
: I - I I

-~ Aplicar L 1 sobre v

- Resolver UQSB = I, l-v.

Chamaremos simplesmente S ao velor QSB . Realizamos o©s

PasSsos acima atraves de trés subrotinas: ALCOLU, AUCOLU < UTRISPE,
a) ALCOLU {chamada pela SIMESC).

Esta rotina aplica a sucessac de operacoes de 171 sobre O

vetor V.

b) AUCOLU {(chamada pela SIMESC).
Esta rotina resolve um sistema triangular supericr com as ca-

racteristicas da fiqura TIT.1 deste capitulo.

Para $=2T,2T-1,...,2,1 ela executa as operagodoes i) e ii)

a segulr:

i) Chama UTRISP, subrotina gue resolve Ujsj i (L"lv)j ’
cnde 5. e (L“1V)§ indicam as componentes dos veto-

=
res 5 e Lﬁlv correspondentes a U.. Se I=1 termi-

nou © procedimento. Caso contrario, se 3 » 1, wvai-se

para 1ii).

ii) Se EXSUJ = 0 faz J = 3-1 ¢ vai para 1). Se EXSUuJ=1
analisa se existem colunas espeto scbre as colunas de
Uj' Em caso negativo faz J=3j-1 e val para i} . BEm ca-

so afirmativo usando os valores obtidos em i) para Sj
-1 . . . .
modifica (L v)j_l . Faz 4 = 3-1 e vai para 1i}.
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LINHAS( ) e

ressam e 05

Para

Cabe
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UsyJg( )y, IPrROS( ), ICOSUJ{ :, ICONSU{ ),

usamos 1ULT,

IaNT{ ) para identificar as colunas espeto gue inte-

seus elementos.

obter S, = Q_ls

B utilizamos o vetor IBALO{ ).

aqui um esclarecimento acerca da resolugao de um sis

tema triangular superlor,

11

Para aproveitar o armazenamento por

e e e e e ulm Xl bl
Yom *2 b,

i, ., u. ] b
33 Jm %5 .

colunas deste sistema,

procede~-se da forma seguinte:

Calculamos

X =

m

bm/umm .

Modificamos © termo a direita da igualdade

Ficamos assim com um sistema  triangular superior

dimensao
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(m—1) , cujas colunas sao as (m-1) primeiras da matriz inicial.Re
petimos o processo até obter x,- A rotina UTRISP utiliza este

procedimento de calculo.
Se considerarmos gue a matriz U completa & triangular su
perior esparsa com estrutura escada, & claro que fora da escada

o procedimento descrito € feito exclusivamente com as colunas es

poeto.
5.4. ESCOLHA DA VARIAVEL A ENTRAR NA BASE

Seja 'k' o Indice de uma variavel nao basica. A condi-
¢3o de otimalidade para essa variavel &:
k

- ' T
Ck VMULT'A ™ < 0 se Xk Xk

SR & _
Ck VMULT' A 3“0 se Xk = Ek .

onde Ck & o rusto associado a variavel X

A subrotina VAENBA escolhe entre as variavels gue nao ve
rificam as condigoes de otimalidade aguela para a gqual
] - -

Eck - VMULT‘Aqg toma o maximo valor. OQutros esquemas de selecao

podem ser adotados, dependendo das caracteristicas de cada pro-

blaema (Fourexr, 1983).
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5.5. OBTENCAO DA COLUNA ATUALIZADA

s . -
Se A e a coluna gue entrara na base, devemos achar
S
iy tal que

-5 s

{(8) BAT = A

como em I1I.5.3 deduzimos gque (1) & eguivalente a

~5

(9) UoA® = 1,7t

A% .

- . ~ 5 .
A seguencia de operacoes para obter A e:

- Aplicar Lml sobre AS .

-~ Resolver Uz = LMEAS onde z = QAS

- Calilcular ﬁs = Q~lz.

O esguema & praticamente o mesmo usade na obtengao da so-

lugac basica atual do Item II.5.3. A Gnica diferencga & gue a es-

. - . . -1
parsidade das colunas de A e aproveitada. Quando aplicamos L

5 - \
sobre A, as Li gue correspondenm a- periocdos anteriores ao as

. g ~ - ,
sociado com AT , nac sac aplicadas.
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5.6. DETERMINACACO DA COLUNA QUE SAI DA BASE.
£ feita da maneira usual atravées da subrotina VASABL.
5.7. ATUALIZACAC DA FATORACAO LU DA BASE.

Gostariamos de enfatizar o fato de que o armazenamento es
parsco, © aproveitamento da esparsidade nos calculos matriciais e
a preservagao da esparsidade durante estes calculos, resultam em
programas mais complexos do gque agueles gque nao contemplam essas
caracteristicas. E precisamente nesta parte do programa gue isto

se torna mals evidente.
A atualizagao LU & feita através de treze subrotinas:

a) DANSUTJ {chamada pela SIMESC).

Retorna a subrotina SIMESC com as seguintes informagdes:
i} Se a coluna gue sal da base & coluna espeto ou nao ;
ii) O numero de coluias copebo existentes acima de Ui r sendo

U, a submatriz de U, onde estd colocada a coluna gue sai

da base;

iii)} ©s indices gque caracterizam as colunas espeto imediatamen-

te anterior e posterior a coluna de saida;

iv) & posicao em 7 da fGltima coluna de U, :

) DPPBGL {chamada pela SIMESC).

Localiza em U a posigao do primeiro pivd usade para eliminar
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-

a matriz H.
1

c) ZEMATH (chamada pela SIMESC).

i) Efetuz as eliminacoes na matriz Hi :
ii) Cria os novos elementos de VALORL( ), LINHALC ), ICOLL{ 3,
IPERM{ )}, gue representam as operagoes feitas em 1).

d) BGVAUX (chamada pela SIMESC).
Aplica as operacoes feitas em ZEMATH a coluna gue sai da ba

< ) ~ 75
se e a atualizacao da coluna que entra (A7).

e) PERUZI (chamada pela SIMESC).
i) Permuta as colunas de Ui de acordo com o processo de Bar-

tels-Golub;

ii) Redefine IBALO({ ) de acordo com as permutagoes feitas em

i).

f) PERSUJ (chamada pela SIMESC).
Redefine oz vetores que caracterizam as colunas espeto acima
de Ui ., guando estas existem, de acorde com as permutagﬁes

feitas em PLERUZIL.

g) BGUSUJ (chamada pela SIMESC).

Esta rotina & chamada sonente quando existem colunas espeto
(EXSUJ = 1}. Neste caso,

i)} Aplica as operactes feitas em ZEMATH sobre as colunas espe

to A direita da Ultima coluna de U, 7
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ii) Analisa se entre essas colunas existe alguma com elemento
nao nulo na linha gque corresponde a Gltima linha de U,.
Fm caso afirmativo, deveolve o indice caracteristico desta

coluna espeto. Em caso negativo avisa que nao existe colu

na espeto com essa propriedade.

As proximas cinco subrotinas sao chamadas scmente guando
existe a coluna espeto procurada em g} —ii}, acima. Neste caso
csta coluna sera permutada com a coluna que sai da base que atual
mente se encontra na posigdo da Gltima coluna de U, . A coluna
cue ird ocupar este lugar tem elementos nao nulos em algumas li-
nhas abaixo da linha correspondente & Ultima de Ui' Uma parte
destes elementos estac representados numa coluna espeto e outra

em Uj com J » i. O trabalho a ser realizado e repartido entre

as subrotinas gue seguem:

h) ZESUJL (chamada pela SIMESC).
i) Efetua as eliminacoes da coluna citada acima, na parte gue
ccrresponde a coluna espeto;
11} Cria os elementos de VALORL( )}, LINHAL( ) correspondentes

as operacoes feitas em 1).

i) ZESUJ2 (chamada pela SIMESC).
i) Efetua as eliminagoes da mesma coluna gue en ZESUJL, mas

na parte correspondente a Gj ;
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i1} Cria os elementos de VALORL( ), LINHAL( ), ICOLL{ } coxr-

respondantes as operacoeas feitas em il

3} LTROCA (chamada pela SIMESC) .
i) Aplica sobre a coluna de saida as operagoes feitas am
ZESUJ1T e ZESUJZ;
ii) Aplica sobre a coluna gue entra na base ja modificada as

operacoes feitas em ZESUJL e ZESUJZ.

k) TTROCA (chamada pela SIMESC) .
i) Redefine os elementos gue caracterizam as colunas espeto,
de accrdo com as mudancas resultantes da iltima permutacaoc

de colunas;

ii) Redefine os elementos de U( ). Partes de i) e ii) sao fei

tas numa sSubrolline weosominada TRVAUX;
i1i) Redefine IBALO( ).
£y TRODEF (chamada pela SIMESC).

i} Faz a troca definitiva da coluna que sai da base pela dJue

entra;

ii) Redefine os vetores gue caracterizam as colunas espetc guan

do houve alguma modificacao causada pela troca anterior;
1ii) Redefine o vetor U( };

iv) Realiza, guando & necessario, as operacbes para triangula-

rizar a matriz U depois da troca de colunas ;
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v) Cria os clementos de VALORL( ), LINHAL{ )}, ICOLL({ ) cor-

respondentes as operagoes feitas em iv).

5.8. ROTINA PRINCIPAL

A rotina principal SIMESC reallza essencialmente © seguin

te trabalho:

|4 .
—

Inicializa todos os parametros;
ii) Recrdena os elementos de INDB( ) na ordem crescente;

i4i) Chama as subrotinas DELUST, CRIANT, MULTI), MULTIZ2 ;

YAENEA, ALCOLU, AUCOLU, VASABA;
i) Redefine INDB( } e INDNB{ };

v) Decide se refatoriza a matriz basica atual ou atualiza
a fatoracac disponivel. Se refatoriza, volta a iii). Se
atualiza prepara Os parametros necesgarios para roti-

nas de atualizagao;
i) Chama sucessivamente essas rotinas;

vii) Imprime as mensagens finais.
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6. EXPERIENCIAS COMPUTACTIONAIS

O programa

fol testado em uma série de problemas cujas ca

racteristicas indicamos a secuir. Os principais parametros des

problemas sao:

n - numero

de restricdes dinamicas por periodo, também &

o nimero de variaveis de estado por periocdo.

m — numero

r - nUmero

T — nimero

O primeiro

n = 6 e o= 12

tra os resultados

de restricdes nao dinamicas por periodo.

de controles por perilodo.

total de periodos considerados.

teste foil feito para um problema com m = 6

para varios valores de T. A tabela II.6.1 mos

de uma fase 1 para diferentes valores de T .

Além de T, as entradas da tabela representam

D - densidade da matriz de restrigoes

NR - nimeroc

NV - nimero

total de restrigoes

+otal de variavels

P.R. - posicoes de memdria ocupadas por variaveis reais.

P.I. — posicdes de memdria ocupadas por variavels inteiras.
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NATUAL - nimerco maximo de atualizagdbes permitido, ou seja, ca-
da NATUAL atualizagoes a matriz e refatorizada.
ITER - numerc de iteracoes até o otimo.

C.P.U. - tempo de CPU em segundos por iteracao
FASE 1.

T D NR NV PR PT NATUAL TTER Ccru
12 1.33% 144 432 3890 4151 50 156 0.36
1z 1.33% 144 432 - - G 156 0.5
24 0.67% 288 864 7504 6982 50 307 1
24 0.67% 288 864 - - O 307 1.7
36 0.33% 432 1728 12246 103846 50 458 2.13
36 0.33% 432 1728 - - 0 458 3.78
96 0.13% 1152 4608 32414 27871 50 1213 13

TABELA IT.6.1.

A tabela II.6.2 mostra os resultados para a Fase 2
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FASE 2.

i NRE NV PR PI NATUAL ITER CPy
12 144 288 4546 4592 50 47 0.15
12 144 288 - - 0 47 0.32
24 288 576 7576 7118 50 47 0.34
24 . 288 576 - - 0 47 0.83
35 432 1296 11758 10508 50 47 0.6l
35 432 1296 - - 0 47 1.75
956 1152 3456 29078 24588 50 47 3
96 1152 3456 - - 0 47 £.93

TABELA IT.6.2.

0 segundo teste & a aplicacao do algoritmo a um problema de pla-

nejamento da operacac de um sistema hidroelétrico, discutido em

detalhe no capitulc IIT1. Neste problema temos nm=l, n=2, r = 6 ,
T = A47. A tabela IT.5.3. mostra os resultados da fase 2.

T D NR NV PR BT NATUAL ITER CPU
42

128 336 3678 3247 10 25 0.3

ot pud
o

o0

42 126 336 - - 8 1B 0.8



CAPITULO  TIT
EXAPERIENCIA COMPUTACIONAL COM UM PROBLLMA LINEAR
1. INTRODUCAQ

Discukimos neste capeiulo a aplicacao do algoritmo e pro-
grama apresentados nos capitulos anteriores a um problema de pla
nejamentc da operagao de um sistema hidroelétrico situado no mé-

dio Sao Francisco.
2. DESCRICAO DO PROBLEMA

Unma descricao fisica do sistema e a formulagao dum modelo
matemdtico para o problema em estudo encontra-se no trabalho . de
Cardoso (1981). O sistema representado na figura IIr.1 & formado
por guatro usinas, sendo duas com reservatorio, Sobradinho a
Moxotd; as outras usinas, Paulo Afonso I-II-III{P.A.I-IXI-III} e

raulo Afconso IVI(P.A.IV) sao a fio d'agua

Sobradinho

Moxotd

pA, I-11-1IIL
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Asa&quagées dinamicas gue correspondem a conservagéo d'agua noes
reservatorios sao:
T LU
& F ‘1 = ®q yl L.l “Fj_
(2) Xt+1 _ Kt + t + ut—T 4 vt—T I ut _ vt _ vt
b ¥ Sy T Y2 ] 1 Y2 3 2 3
t =4, 1,..., T-1
onde
t  _t . , -
Koo oy ot velumes d'agua armazenada em Sobradinho e Moxoto ,
respectivamente, no intervaloc de tempo t.
t ot ; . ~ ~
Yo ¥y ® volumes d'agua correspondente as vazoes nao contro

LX)

e

laveis afluentes aos reservatdrios no intervalo .

volume d'agua turbinada nas maguinas de Sobra-

dinho no intervalo t.

volume de agura vertido em Sobradinho no intervalo

t.

volume d'agua turbinada em Moxotd e P.A. I-II-III.

volume d'agua vertida em Moxotdé e P.A. I-II-IIT.



mites :

Tema

onde

et

u

T

v

{nd

Qg

(5}

Uma,

(7)

(8)

R

volume d'agua turbinada em P.A. IV

volume d’agua vertida em P.A. IV

numero de intervalos correspondente ac tempo de

transporte da onda d'agua entre Sobradinho e Moxo

.

instante final do horizonte de estudoc.

volumes, turbinagens e vertimentos estao suijeitos a 1i

< xT o< % i=1, 2; t=1,..., T
- i = i
t —
<ouyo<uy i=1l, 2, 3; t=0,..., T-1
>0 =1, 2, 3 t=0,... T-1

outra equagaoc representa o balanco energético do sis=-

h

E.....l

et F

t

hy

+ ho + AT = 4 t=0,..., T-1

™

. (t t ‘;,.}
T 9yptREy Yy Yy

_ £t t_t £t



t . :

d : demanda de energia no intervalo t.
t - - .

A : corte de carga ou geragao térmica.

Iyr Gor Iyr Iy fungoes de geracao de energia correspondentes as

usinas de Sobradinho, Moxoltd, PL.A. I-IT-IIT & P.A., IV respecti-
vamente.

As fungoes g, sao nac lineares. No trabalho citado foram
usadas as aproximayoes .iacales representadas nas equagoes {(9) e

(10} .

(10) hy = ajus + ajub + B,x5 + C,
onde A ., B, e Ci sao constantes.

Deseja-se coordenar a operacac semanal deste sistema de
modo que as necessidades de energia sejam atendidas apenas com
geragao hidraulica, ou seja, A= 0 em {6}, para todos 08 inter-

valos t considerados. Todas as restrigoes de operacao devem ser
atendidas e a reserva de energia, que neste sistema é a Agua ar-
mazenada em Sobradinho, deve ser poupada a0 maximo.
Consideram—-se duas semanas de Bperagéo, divididas em 42
intervalos de 8 horas. O tempo de viagem dlagua entre os resexva
t&rios de Sobradinho e Moxotd, & de 3 dias cue resultam num re-

tardo de 9 periodos, ou sedja T =9 em (2).
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O problema € resolvido em duas etapas:
A primeira, denominada fase térmica, consiste em verificar se &
Factivel atender toda a demanda sem geracac térmica ou corte de
de carga. Bn ternos das variaveis do modelo matematico, isto
significa gue procuramos uma solugao factivel de nosso problema
t . . .
com A = 0, para todos os intervalos t considerados. Resolvida

positivamente a primeira etapa a segunda consistira em procurar

entre todas as solucoes factiveis da primeira etapa aquela que
maximize o volume de agua armazenada em Sobradinho no instante
final.

A,formulagao matematica para a primeira etapa &:

41
% t

min J o= A
=0

sujeito as restrig@es (1Y, (2), (3)y, 4y, (5), (6}, (2} e (10) e

2t > 0
0 o]
dados ®4, Xy
yi, y; £t =0, 1,...., 41
-9 -9 B
uy By =0, 1l,...., 8
dt + = 0, 1,...., 41

3. EXPERIENCIA NUMERICA
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Obtém~se uma solugac factivel inicial para a etapa 1
considerando gue os reservatdrios vertem toda vazao afluente.

ba simples observagao das eguagoes dinamicas (1) e ({2)
nota—se gue os coeficlentes das variaveis do problema nestas
equagées sao 1, -1 ou 0. A partir dos dados para Ai, Ei a Ci que
estao no trabalho citado de Cardoso, obtivemos a seguinte egquacao
de balango energético, ja considerada a compatibilizacao das uni

dades' das variaveis .do problema:

t

(11) o.oa?3xl+o.1871x§+7.8u§+34.3u§+37u§m354.7+at = d

£

A equacgdo(ll) substitui as equagoes(6), (9) e (10). A uni

t . 6 3
&

dade usada para xi, us 10"m™., Para At & ﬂt adotou-se Mw médio.

0s coeficientes na equacao(ll) estac coerentes com estas
unidades.

A matriz de restricoes do sistema tem 3126 linhas e 378
colunas. A forma desta matriz A estd representada na figura ITT.Z.

A dimensao da matriz bisica deste problema & 126x126.

uy Vi uy Vo Uy v % iy ui v ug v% vy vy Iy &) e
B 3{ s o 34.3 e 37 1 1
j b 1 o o 0 a o b )
ne20 e 9 1 1 1 i g o 1

0.6073 0.1871: 7.8 8 38.3 o 37, a 1

-3 b T itnnbe 30

-3 -1 linha 33

Figura ITI.2 .
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Vamos {azeyr algumas consideracoes sobre a cstabilidade nu
nérica do algoritmo proposto quando aplicado a este problema. Co
mo  m=1l, o pivo da primeira Linha de cada periodo ostd botalmen—
e e e e e A e SR en e er - i e oL t
te determinado. Sc acontocor gue as colunas associadas a X €@ Uug
para © mesmo t, este’jam presentes numa base, pode acontecer gue
o pivo scja o valor 0.0073. O quociente entre o coeficiente de

t P
ug e este pivo & =
3 /0.0073= 5068.4921
se fizermos os calculos com oito digitos significativos. Este va
lor, razoavelmente grande, repetido através de varios periodos

desestabiliza numéricamente o algoritmo. Como exemplo,considere-

mos uma submatriz que corresponda a um Gnico periodo nessa situa

géo:
]0.0073 0 37
B = ! -1 1 0
! 0 0 1)
4 4

seja b = (370073., -107, 107)

Se para resolver Bx=b fatoramos B sem permutar a primeira linha,

}0.00?3 0 37 I

o= | 1 5068.4931
! [
| |
E

1 |

] . -1 . - .
A matriz L consiste numa unica matyriz elementar Ll representa
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da pelo vetor:

(1, 136.9863, Q)

Entao Lemos

i
o
I

(370073.,50684930, 10°)

e resolvendo

ochtemos

mas a solugao de

Bz = ph & z' = (104, Q, 104)

No probiema estudado, esta desestabilizacgao se manifestou
através da aparicao de solucoes basicas gue nao verificam al-
guma das restrigées de limites(3), (4} ou (5). Para verificar =e
a causa desta infactibilidade era realmente a presencga desse quo-—
ciente, retomamos uma solucao biasica correspondente a uma iltera-
cao anterior agquela em gue aparece a primeira infactibilidade. A
partir desta solugro bisica factivel fizemos un certo nimero de
iteracgoes "nac esparsas", quer dizer, liberamos a escolha do pi-
vd em prejuizo da preservacao da estrutura. Desta maneira nao
aconteceu a infactibilidade confirmando nossa hipdtese. Finaliza
das as iteragoes nao esparsas retomamcs novamente o algoritmo
esparso. Assim conseguimos convergilr para uma solugaoc Stima ~des
ta primeira etapa do problema, mas com o sacrificio da esparsida

de .
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4. MODIFT CAQ@ES PARA MELHORAR A ESTABILIDADE

Para evitar o proizlema descrito em IZ1.3. pensanos en

duas opgoes:
a) controlar a entrada das variiveis nao bésicas,eliminaﬂ
do gquando possivel a presenca dos coeficientes desesta

bilizadores.

b) modificar a equacao de balanco energético.

Como inicialmente & de nosso interesse testar a eficien
cia do algoritmo proposto, em problemas estaveis optamos pela al
ternativa b). Para isso usamos uma outra forma de linearizar as
fungoes de geragao. Consideramos a geracdo média de cada usina
para os volumes variando entre os limites inferior e superior is

-

to 2: _
X,
£ R

gi€u} = gi(xi, u}&xi

X,

3
as fungoes §i(u) nao lineares em u foram aproximadas por uma fun
cao linear das turbinagens utilizandd um ajuste de 1000 pontos
entre u e u. As funcoes de geragao g; (%, u) consideradas sao os

polinomios utilizados no trabalho de Lyra, Friedlander e Geramwel

{1882 .
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Com estas mudangas a equacac (11) foil substituida por:

(12) 8.26u§ + 32,98u§ + 34.39u5 + At = gt

Usando a equagao de balanco energético(l2) o algoritmo
convergiu sem nenhum problema intermediario de infactibilidade .
O programa foi rodadc  no computador VAX/785 com sistema opera-
cional VMS, utilizando o compilador Fortran 77.

Uma solugao Otima para a primeira etapa foi obtida em 195
iteragoes, demorando em média 1 segundo de C.P.U por iteracio.

Com a solugao da etapa 1, passamnos a resolugac da segunda
etapa, denominada fase hidraulica. Neste caso, o objetivo foi a
maximizacao do volume d'agua que permanece em Sobradinho no fim

do horizonte de estudo.

ETAPA 2: Considerando a nova funcao objetivo e a inexis-—
teéncia de geracao térmica ou corte de carga tem-se:

N 42
max o4 = Xi

sujeito a (1}, (2}, (3}, {4y, (5) e (13}

onde

(13) 8.26u§ . 32.98u§ + 34.39u§ = gt

a - s t b . . -~
(note—-se gque as variaveis A nao figuram malis nas eguagoes).
0 algoritmo convergiu aco Otimo em 25 iteragoes usando em média ,
0,3 segundos de C.P.U por iteracao.

0s valores minimo e maximoe consideradoes para X, saoc res-—
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. & ) - :
pectivamente 19054 e 19484 (em 10 mB). 0O valor otimo obtido com
este modelo &

x?z =  19466.27

A tabela I1I1I1.1 representa a guantidade de energia agerada
em cada periodo pela solugao dtima obtida na etapa 2, consideran
do como fungoes de geragao os polinomios usados no . artige  de
ILyra, Friedlander e Geromel({1982).

As duas primeiras entradas desta tabela fornecem os valo-

res vorrespondentes a:

1) As Linearizagoes dos Polinomios(Estes valores coinci
dem em todos os digitos impressos com os va-
lores das domand: dadas) .

2) Os polinomios de geragao.
A terceira entrada dessa tabela representa as diferencas entre
esses valores, ou em outras palavras, o erro cometido guando as
aproximagoes lineares saoc usadas. Observar gue o errc maximo &
de 1,8%, gue € aceitavel quando se leva em conta outras aproxima

¢oes e a qualidade las informacoes disponiveis.
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PEul LR POLIROMECS EREOD
i L0 Gy B2 696 G104
2 140,000 2076776 13,224
3 2463000 2460.971 2024
4 1879.,000 1867 .349 11.651
5 2276000 2257.687 18,313
5 2559000 2535.734 23.266
7 18146.000 1813.029 2.971
8 2209, 000 2179.214 20.786
G 24740460 2454 .79G 19,210
14 Taagad, Qoo 842,357 PL0d3
Il 2234.000 2223.56% 14,435
iz d512.000 2498796 13.204
13 1913.000 900,925 14,070
i4 23150000 2298.671 16.329
15 2604 .000 45748, 5489 CoZ%.411
16 1835.000 1825.159 9.841
17 1456, 000 1940, 364 15,036
18 2413.,000 2391.0635 21.3065
19 1738.000 1728.922 G.078
, 20 1571.000 1352.0082 18,992
21 2176.000 ¢ 2155.323 20.677
22 1859.000 1647.7G9 11.291
23 2253.000 2234.861 18.139
24 2533.000 2522.551 16.449
25 1906.000 1887.,156 18.844
26 2309.000 2265.320 43.680
27 2596600 2557.843 38.157
28 1864.000 1842,926 21.074
29 2255.000 2234.418 23.582
30 2539.000 2500, 360 38.640
1 1833.000 1825.781 7.219
32 2220,000 2208.721 11.279
33 2497.000 2470.465 26.535
34 1833.000 1836.941 ~3.941
35 2220.000 2224.773 ~4.773
36 2497.000 2504.400 ~7.400
37 1894.000 1899, 759 -5.759
36 2019.000 2025.139 -6.139
39 2491.000 2496.397 -7.397
40 1698, 000 1703.163 -5.163
41 1535.000 1538.300 -3.300
42 2126.000 2130.571 ~4.571
Tabela III.1 Energia gerada e erro de aproximagac para a so

lucao Otima da etapa 2 do problema.

5. COMBENTARICS

E interessante cbservar que a duragio média de cada ite
ragao e o nimero de iteracdes da etapa 1 sao significativamen-

te maiores que os da etapa 2. Como as dimensoes e caracteristi-
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cas dos sistemas lineares resolvidos em cada caso sao as mesmas,

suspeitanos que o tempo adicional por iteragao na etapa 1, é
consumido em sua maitor parte pela roling que faz a escolha da
variavel que entra na base om cada iteracao. O nimero de ite-

racoes poderia ser reduzido dando prioridade para entrar na ba-
se as variaveis gque ocasionem incrementos maiores na fungao
objetivo. Algumas idéias neste sentido, para este problema par
ticular estao no trabalho de Carneiro da Silva(l1984).

Fourer (1983) tem propostas gerais para matrizes com es-
trutura escada para esta parte do método Simplex. Em trabalho
futuro pretendemos estudar a incorporacao de técnicas similares

asc NnosSso programa.



CAFPITULO IV

PROGRAMACAO NAO LINEAR DINAMICA

1. INTRODUCAO

Neste capitulo descrevemos um algoritmo de programagad nao
linear para problemas de grande porte caracterizados por restri-
¢oes lineares com estrutura escada. Bstamos particularmente inte
ressados na resolugao de problemas onde o numero de varifveis qgue
aparecem nao linearmente na funcac objetivo seja pequeno em rela

cao ao numero total de variaveis.

Os problemas a considerar podem ser representados como

. N

(1) min fix) = FP{x )} + <¢'x

REE
sujeite a
{2 Ax = b
{3} X %X < ®

B lES e I = n
onde A & E , m<n , b&E e e B .
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Partimos o vetor x na forma =% = (x7,x )" onde as com
I, N ~ , N
ponentes de x e X aparecem de forma linear e nao linear,
respectivamente, na funcao objetivo. Note-se gque A e c Operam
_ , , N, -
sobre todas as componentes de x. Assumimos gque F(x )} & uma fun

cao de classe @l na regiao de factibilidade com gradiente

VF(XN}.

O algoritmo gue apresentamos esta baseado no método<kegr§
diente reduzido (Wolfe, 1962). Mais especificamente, estid basea-
de na implementacao desenvolvida por Murtagh @& Saunders (1978).
Este método estende o conceitc de solugdo bisica em programacao
linear permitindo gue mais de m variaveis estejam estritamente

entre 0s seus limites.

Devido a estreita ligagac do método gue apresentamos com
a programacgaco linear, varias partes do algoritmo descrito nos ca
pitulos T e II podcm ser incorporados na implementacdo deste mé-

todo.

A particac de x e fix) nas suas partes lineares e nao
lineares & de import&ncia pratica, mas para descrever o algorit-
mo que usaremos e conveniente considerar as varilveis e a funcao
globalmente. Chamamos a nossa funcao objetivo simplesmente £(x)

e denotamos o seu gradiente VI(x).

2. VARTAVEIS SUPERBASICAS

Quando tratamos com problemas de programagac linear,
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sabemos que a existéncia de ums solucao Otima implica na existén

i

cia de uma solucao &tima basica. Sc o problema nao  for  linear
nac podemos mais csperar que a solugao Stima seja uma solugao ba
sica. Mas se 0 numero de variaveis gque entram nao linearmente no
problema & pequeno, parece razodvel supor gue existira uma solu-
cao Otima "guase” basica. Fazendo uma generalizacgao simples (Mur
tagh e Saundexrs, 1978) & introduzido o conceito de variaveis su-
perbasicas. Para isso define-se uma particac da matriz de restri

coes da seguinte forma

[ oxg
m’ S n-m-s. | B
Ax—;B|SIN.iji:b.
|
CN

. ™ -
As colunas da matriz B Fformam uma base de B, como no metodo

mxs _ .
E com 0 < s < n-m, @ N & a matriz formada

m

Simpliex, &
pelas colunas restantes de A. As variaveis associadas XB,XS,XN
sao chamadas basicas, superbisicas ¢ nao basicas respectivamente,
As variaveis basicas e superbasicas podem tomar gualguer valor
entre os limites dados. O nome de superbasicas fol escolhido por
Murtagh e Saunders (1978) para salientar o papel destas varii-
veis na escolha de diregoes de deslocamento. Estas varizveis po-
dem ser movidas em gualguer direcgao, é\em consequéncia, as varia

vels basicas sao forgadas a mudar de maneira gue a factibilidade

de {(2) seja mantida.

A expectativa de gue as solugoes Otimas de problemas com
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poucas variaveis nao lincares scjam 'quase' basicas & confirmada

pelo teorema que enunciamos a soqguir:

TEOREMA 1 {Jain}. fe um problema de programagac nac linear pos—
sui t variaveis que aparecem nao lincarmente, e se o problema
tem solucao Otima; entdo existe uma solucdo dtima do problema com

no maximo t varidveis superbisicas. (Ver Apéndice) .

O conceito de variaveis superbasicas & utilizado na imple

mentagéo do pacote computacional MINOS {(Murtagh e Saunders, 1977).

3. DESILOCAMENTOS CONSERVANDO AS RESTRICOES ATIVAS

Supcnhamos a existéncia de um ponto factivel %, onde as variaveis es

tao divididas em basicas, superbasicas e nao bisicas.

P :ixB'XS'XN} .

Entac x satisfaz

+ + =
{43} BXB SXS NXN b
{51} XN =

onde di vale Ay ou Xi .
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Queremos nog deslocar para um ponto v onde as variaveis
nao basicas fiquem inalteradas. Im outras palavras, gueremos que
o subconjunto de restricoes ativas de (3) continue o mesmo e com
as variavels nao basicas nos mesmes valores. Bntao, também as va
riaveis basicas ¢ superbasicas podem continuar sendo as mesmas,e

y deve satisfazer

(6) By, + Syg + N

(7) Yy = 4 -

Subtraindo {(4) de (6) e (5) de (7) e definindo-se AxX =y-x

temos

! A k! —_
(8) Blhxy + Shxg + NAxg 0
(9) Ly = 0 .

Multiplicando {8) por B 1 obtemos gue (8) e (9) eguivalem a:
(1.0) Ax_ 4+ B TSAx = 0
{113 Ax., = O

Assim, as candigSes que deve satisfazer wm deslocamento

N

o]

gue conserve as restrigoes ativas de (3) sao:
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{12} Aw =

A equagao (12) mostra como & determinado o© deslocamento

das variaveis basicas quando as variaveis superbisicas sao movi-

mentadas. Note-se a analogia

com o metodo de gradiente reduzido.

4., CALCULD DO GRADIENTE REDUZIDO EM RELACAQ AS VARIAVEIS
SUPERBASICAS,

A partir de (4) deduzimos gue:

G B R
(14} XB = 1B b B SXS B TNx

(15) x. = d

Como Ko esti fixo, os valoress de .

dependem dos valores de

R Ou seja, temos:

- -1 51 et -
(16) h(xs) = f{B "bh~-B SXS B Nd,.;{s,d; f(xB,xS,xN) .
Entao
- ; —_ T \ I
(17} ngﬂxs) = VXSf{xB,xS,xN} (B 783 ,XBf{xB,xS,xN),
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5. DESCRICAO CGERAL DO ALGORITMO.
Pados XK, um ponto que satisfaz (2} e (3y, = » 0, e uma
partigao de A = [B,S5,N]. Seja s O nimero de variaveis superba
sicas.

A cada iteracao, o algoritmo executa oS seguintes passcos:

1
PASGSO 1 - Calcula Vf(xﬂ)
Lk K
PASSO 2 - Resclve B'MA = VX (=)
B
3 ) ]
pASSO 3 - Caleula V. hix©) = 7. £(xf) - 52"
e S =
S5
Se s = 0 ou |V h(xk)H'<ﬁ vai ac passo 8.
X o
B caso contririo ainda existe uma diregao de desloca-
mento factivel na regiao dada por (14) e (15) gue pro-=
voca um decréscimo em f£{x). Vai ao passo 4.
DASSO 4 ~ Determina uma direcdo de decréscimo para h{xz), ou
. k k k
i 3 i} < “
seja  Aug tal gue <ﬂxS,£hXS(xS}> 0
PASSO 5 - Determina a diregao de deslocamento correspondente &s

varifveis basicas resolvendo

ko aa Kk
BAXB - SL!XS

A direcic de deslocamento total & Ax



PASSO 6

PASSCQ 7

PASSC 8

l1og

w1 k k

fo = (Az PN !

brs ( Xp XS ,

Calcula rxl o [12 tais qgue

i k k. — B

(L = & 1 Y/ G

y max (o /XB + (x/\xB b, % J 3

2 k k. — 5,

o 7 €
e max(&/xs -} quS EE;S P G

2
Define o* = min{al S I
. k k ¥
Procura v €[ 0,0% | tal gque £{x +yhx ) < £(x7) o
seja; h(xS + Yﬁxg) < h(xg).
1
L

Faz xﬁ 1 = xk + yhu
Se v < a* , faz k = k+l1 e val ac passo 1.
Se v = a* , significa gue uma variavel basica Ou  uma

superbasica atingiu um limite. Se foi uma superbasica,
ela & declarada nao bisica. Redefine S e N, faz
g = -1, k¥ = k+1 e wvai ac passo 1.

Se foi uma basica ela & declarada nao basica. Redefine

B,5, e faz s = s~1 , k = k+1 e val ao passo 1.

k
Chega-se a este passo guando HVX h(XS}ﬁ < g ou s=0.
- S
Assim, resta verificar as condicces de otimalidade pa-

ra as varifveis nac biasicas, isto &,
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T—"' 0 S xk = %
BT RS IS S
k P
M,
N k = % ,
> 0 se XN,j = N,
onde Ck o= Y f{xk} - N‘Ak). .
N:_J XN J
k . .
Chamamos aos CN 5 custos reduzidos por analcgia com o©

Método Simplex. Se os custos reduzidos de todas as - variaveis
nao hasicas satisfazem as condicoes de otimalidade acima,
k- ~ P
x e uma solugaoc otima do problema. Em caso contrario
o algoritmo escolhe uma varifvel nao basica cujo custo

reduzido nao satisfaz a otimalidade, e a declara super

basica. Redefine §,N faz s = s+l e vai aoc passo 4.

Observe-se que a cada iteragao & definido um subproblema
gque consiste em minimizar a fungao objetivo restrita a uma varie
dade linear afim cuja dimensac coincide com o numero de varifiveis
superbasicas. Quando este problema & resolvido passamos a resol-
vey cutro subproblema similar cuija variedads linear afim corres-—
pondente & obtida acrescentando uma variavel nao basica ao con
junto de varidveis superbidsicas, o que aumenta em 1 a dimensao
da variedade linear afim resultante. O Teorema de Jain enuvnciado
em IV.2 nos diz gue se o numero de vafiéveis gue intervém nao 1i
nearmente & pegueno podemos esperar gue as dimensoes das varieda

des afins destes subproblemas também o sejam.

Por outro lado, guande estamos perto da solugao Otima @&
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de se esperar que as restricgoes de limites ativas sejam  as gue

corresponden & solugac &tima, portanto a estratfgia do algoritmo

& boa no sentido de que conserva cstas restricoes.

6. ESPECIALIZACAQO PARA O PROBLEMA DE RESTRICOES

COM BSTRUTURA ESCADA.

Na resolugac de problemas dinamicos com restricdes linea-
res e fungac objetivo nac linear usando o algoritmo descrito em
IV.5 & possivel incorporar as técnicas descritas nos capitulos I

e II.

Oz sistemas lineares que precisam ser resolvidos a cada

iteragac tém as mesmas caracteristicas gue no caso linear discu-

tidos nos capitulcos T e II. No caso do sistema linear que obtém
. . k 14 £ . - -

os multipiicadores A {(Passoc 2) a diferenca reside so no fa

to de gue em lugar do vetor de custos basicos constantes tem-se

o k \ . - ) .
Vv, T{x7) gue deve ser calculado a cada iteragao. O sistema 1i-

3
near gque determina o deslocamento das variaveis basicas em fun-

cao das superbasicas tem as mesmas caracteristicas gue o sistema

resolvido no caso linear para achar as solugoes bisicas.

Para resolver estes sistemas também fatoramos a matriz B

na forma LU.

Quando uma variavel basica & trocada por uma superbasica,

precisamos modificar a fatoragao LU como no caso linear. A
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variavel superbasica que substitui a varifvel basica ten uma co-
luna assccliada em S gue deve ser atualizada quandoe uma troca
de colunas & feita. A atualizacao desta coluna & feita resol-
vendo wum sistema linear com as mesmas caracteristicas do sistema

Jue aparace no caso linear para a atualizacac de colunas.

Mencionamos a seguir os passos do algoritmo descrito em
IV.5 nos quais incorporamos as técnicas especificas para matri-

zZzes com estrutura escada,

PASS50 2 - Para a resolucao do sistema AP Ve f(xk) usamos as
B
rotinas MULTIL, MULTI2 e UTRINF (descritas no capitu-
lo IT).
. k Lk . . ,

PASSO 5 - 0O sistema BAxB m—SAxS e resolvido mediante as roti-

nas ALCOLL, AUCOLU e UTRISP (descritas no capitulo II).
PASS0O 7 - Quando & feita uma troca de colunas entre B e 5 usanmos

© esquema para atualizar a fatoragac LU de B intro
duzide no capitulo I e as rotinas gue o© implementam
apresentadas no capitulo II. A coluna de § gue passa
para B & atualizada resolvendo o sistema linear cor-

respondente mediante as rotinas ALCOLU, AUCOLU e UIRISE.
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7. 0 PROGRAMA

Comentaremos neste item apenas as rotinas nao descritas

anteriormente.

A rotina principal & chamada GRST e o seu trabalho es-

sencial consiste em:
i) Inicializar parametros;
ii)} Reordenar os indices b&sicos na ordem crescente;
iii) Chamar a DELUST para fatorar a matriz B;

iv) Chamar a rotina GRFOBJ gue calcula o gradiente e © va
lor da fungao obijetivo. Nesta rotina deve ser explora-
do o fatc de ter poucas variaveis envolvidas nao 1li-

nearmente;

v) Chamar MULTIL, MULTIZ para obter lk ;

vi) Calcular o gradiente em relagdo as variaveis superbasi
cas. Se este gradiente for "guase nulo”, chamar a

VAENBR prra ~rnco o uma varidvel nao basica gue nao

verifigque as condig¢oes de otimalidade;

vii) Calcular direcoes de decréscimo nas varidveis superba-
sicas. Isto & feito usando o métocdo do gradiente . con-

jugado a partir do gradiente reduzido. superbasico;

viiil) Chamar ALCOLU e AUCOLU para obter o deslocamento corres

pondente as variaAvels basicas;
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ixy Determinar o
¥} Chamar 4 subrotina DUSCA que procura vy tal gquoe
Flx ™ + yﬁxk} =< f{xk};
®i} Quando vy = a* avisar gual & a varidvel que atingiu
um limite;
xii) Se em xi) a varidvel que bateu num limite for basica,
procurar uma coluna superbasica em condicdes de substi

tuir a que sai de B. Chamar ALCOLU e AUCOLU para atua

lizar essa coluna:

¥iii}) Se for preciso trocar colunas entre B e S, chamar as
subrotinas enumeradas no capitulo II que correspondem

a atualizagdo da fatoracidoc LU de B.

A menos de VALORC( ) no gqual @ armazenado o Vf(xk} a cada
iteragao, todos os vetores apresentados no capitulo II sao usa-
dos neste programa com o mesmo significado. Um vetor INDSRB( ) in
dicard o conjunto de Indices correspondentes ds varidveis super-
basicas.

A subrotina de busca unidimensional BUSCA utiliza o se-

uinte rocedimento:
g
Seja 89 = %
i} Considera os pontos

: i . I
(xk,ﬁixk)) e {xk + 0Ax§ ,f(x{ 4 GAxTTY)
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. . I o k ) !
© 05 gradientes VE{xT) o VE (T o+ Uﬁyk)

interpola una cubica para estes dados (Luenberger,1984).

. _ , k L -
Scja Yy o paramcikro tal gque  [{x + YAxT) minimivze a cubi-

ca interpolada.

. k k }
ii) Se f{x + vAx) < f(xK) retorna a GRST e faz xk+l =
k k
= x4+ yAR -
Em caso contrario faz § = v e refaz a interp@lagéo,ig

to &, volta para i).

8. EXPERIENCIA COMPUTACIONAL

O programa foi aplicado ac problema de planejamento da ope

ragac de um sistema hidrociétrico discutido no capituleo TIT.

Lembramos gue as funcgoes de geracao de energia sdc origi-
nalmente fungoes nao lineares gue, no capitulo III, foram ! inea-

rizadas.

As fungoes de geragao foram aproximadas por

Esta aproximacac & aceitavel para o problema em guestac = evita

eventuals problemas de establlidade (devidos acs coeficientes de

eAo gl () aparéefe nas restricdes do problema (capitulo V).

N



116

A funcao de geracgao total de energia para o sistema & da-

da por
- 2
(19} giu) = —O.OOSSBHE + 8.,3u1 + 32.98u2 + 34.39u3 .
2 formulagao matematica da etapa 1 (fase t@rmica) & dada
DOY
41
(20) min & (g(ut) - a5?
t=0)
sujeita a
b+l _ Lt t ot %

(21) *y = Xy -+ Yq uy vy

= R t L= S =k S vt t t
{(22) % = %, + y2 + uy + vy by Uy Vs Vs

t = 0,1,...,41
i — -

(23) X . < x, < X ;1= 1,2 3 bt o= 1,2,...,42

i - 71
24 R :
(24} B, o<us<cw, oy i=1,2,3 5 0t =01,2,...,41

_ t . ] , '

(25) v, > 0 ; io= 1,2,3 : £ = 0,1,....,41

O significado de todas estas variaveis €& o mesmo gue no capitulo

I. Nesse capitule, obtivemos na resolucgac da etapa 1 uma solu-

4

T

a0 Otima, considerando como eguagao de halango energético uma

{3

i
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aproximagao linear de {19) dada por

(26) glu) = 8.26u, + 32.98u, + 34.39u, .

1

Vamos aproveitar aguela solucac e colocar o problema da seguinte

maneira:
(27) min % (g(u) - a%)

sujeita a (21), (22), (23), (24) e (25).

Colocado desta forma o problema fica somente com restrigoes dina

micas. Isto significa gue se m & o nimero de equac¢Oes nac dina

i

micas do problema por periocdo, neste caso m 0. O programa im-
plementado nao contempla essa possibilidade (as mudangas necessa
rias para issc nao sac muits=s e serao feitas futuramente):; entdo
para testa-lo consideramos o problema

min % (g - a5’

sujeito a (21), (22), (23), (24), {(25) e

sl t . .
a com e irrestrito.

(27) gt + e

Uma sclugao inicial factivel & a solugao Stima obtida na etapa 1

do capitulo II1I.
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Rodamos este problema  no computador VAX/78% com  sistena
cperacional VMS usando o compilador TORTRAN 77 . Ume solugcao oti-
ma fol obtida em 126 iteragoes demorando em midia 0.7 sequndos de

CPU  por iteragao.

Ho capitulo seguinte vamos considerar a equacao de balan-
¢o energeético dada por (19), como uma restricac. Isto nos coloca
na situagao de resolver um problema dindmico de otimizacio com

restrigoes nao lineares.



CAPITULO V

PROGRAMACAC NAC LINEAR DINAMICA COM RESTRICOES NAO LINEARES

1. INTRODUCAO

Neste capitulo vamos estudar a aplicacgac das técnicas de-
senvolvidas neste trabalho para programacao linear dindmica apro

blemas onde algumas restrig¢oes sac nac lineares.

Muitos problemas reais dao origem a formulacoes matemati-
cas onde aparecem poucas varlaveis envelvidas nao linearmente em
proporgac ac numerc total de variidveis. Também & freguente gue o
nomero de restrigoes nao lineares seja pequenc em relagdo ao to-

tal de restrigoes.

Mostramos a viabilidade de um algoritme para resolver pro
blemas nao lineares dinamicos com sstas catacteristicas vtilizan

do as técnicas dogs capitulos I e II.

0 algoritmo proposto se enguadra na categoria dos métodos
de gradiente reduzido generalizado (G R.G.). O primeiro metodo
G.R.G. fol apresentado por Abadie e Carpentier {(1965,1962). Se-
guiram—-se o0s trabalhos de Abadie {(1978), Lasdon e outros (19783

e Sargent e Murtagh (1873).

Na perspectiva de aplicar o método C.R.G. a problemas de
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controle otime (dindmicos) com restricdes nido lineares surgiram
os trabalhos de Abadie (1972), Abadie ¢ Bichara (1873) ; Facl
(1977) e Drud (1976 , 1985). No artigo de Drud (1985) & apresen
tado um programa computacional CONOPT para resolver problemas

dinamicos com o seqgulnte modelo

ne i

min

sujeito a

X < x < x , t=1,...,T7

t o N L o~ - . t - _m ful -
onde xS B , h e uma fungao nao linear, b € E . X e a

j-esima compeonente de x© , T €@ o maximo atraso permitido e T &
o instante final do horizonte de tempo considerado. Este artigo
& extremamente interessante porgue apresenta discussoes detalha~
das da implementagao feita para todos os passos essenciais de um
GL.R.G. Os diferentes cbdigos G.R.G. se caracterizam pela imple-
mentagao particular realizada para esses passos, por exemplo, fa
toragac das matrizes na resolugao dos sistemas lineares, método
iterativo usado para resolucao dos sistemas de equagdes nao li-

nearaes, etc.

Unm programa computacional foil inplementado no computador
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VAX/TBS5  com sistema operacional  VMS o compilador FORTRAN 77.
Este programa foi aplicado na resolucao da etapa 2 do problema
de otimizagao da operagao de um sistema hidroclétrico, discutido

nos capitulos I1L e TV.

2. O METODD G.R.G.

HNo intuito de facilitar a compreensac do método proposto,

expomos neste Item as idéias basicas do métecdo G.R.G.

Seja o problema
(1) min f{x)
sujeito a
{2) h(x) = b
onde x € E7 , hix}) e f(x) s@o funcoes de classe @l, b e g7,

Seja x um vetor qgue satisfaca (2) e (3). Supde-se a exis

téncia de wna particao de x,



tal gue

a) i tem m  componentes, ¥, tem 5 compeonentes com
2 o
0~ 5 e X consta das n-m—-s conponentes restantes.
b) » . < x_ < x
-5 i B’
P < X < EZ
=5 S s !
e w, = d .
N
onde d, = x , ou d, = x, .
i — i i i

Y

<) a matriz jacobiana v h(xB,xS,xN) de dimensac mxm
Xy

(1}

nac singular.

Analogamente ao caso de restricoes lineares chamaimos as

variaveis #, basicas, as x, superbisicas ¢ as X nac basi-
W3

CaAS .

No caso linear, onde as restrigoes (2) sao da forma Ax =b

e A = |B,3,Nl, a matriz Vv, h(x) coincide com B. A hipltese
B

de B ser uma base, permite no caso linear, obter facilmente Xp

em fungac de o € X como vimos no-capitulo anterior.

Nce caso de restrigoes nao lineares, a hipdtese ¢) garante
. ;o gl (- 3! ciste Uncao ﬁ(x }
gue numa  vizinhanca de {AR,XG,XN existe uma fung Xg
i s T

tal gque x, = hxg). (Teorema das fungoes implicitas). Entao,
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ilocalmente teremos que

(4) £(x) = fhixg) ,xg ,d) = £lxg) .
O gradiente reduzido com respeitc as variaveis x (dedi~

s

xando fixas as variaveis Xy & obtido como segue: (guando nao ha
ja davida sobre gua.: & U aryuuento das funcoes utilizamos X ou

(XB r Xg ,XN} indistintamente).

(5) v, Flxg) =1V, ﬁ(xs)}'vx £(x) + YV £(0)

g OB s B S
COmo h(xB,xS,xN} = h e XN e fixo temos:
(6) 7 hi{x) ¥V hix.} + ¥ hix) = 0
XB XS 3 XS
(7 Y ohix ) +1v hix)1 T v n(x) =0
b 5 x
s B S
ol
(8) 7. h(x.) = - 17 h(x)] 17 hi(x)
Eego0® *5 s
~ : ) ~1 .
¥ = ) ESRERY r _ Y L w W y 1¢¥ iy
(9) VX ﬁ(“S} Vx f(x} i « h(x)) V. h{x)] . £ix)

S S ‘B S B
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O procedinento para resolver problemas con rcstrig@es naoc
lireares ¢ analogo ac scguido no caso lincar, no sentido de que
escolhidas diregoes de deslocamento para as variaveis R ficam
determinadas as diregoes correspondentes ds variaveis dependen —
tas M A diferenca & que embora os movimentos de Xg sejam 1i

neares, o035 movimentos resultantes de XB nac sac lineares, dea-

vendo satisfazer as restricgoes (2).

Computacionalmente, isto & obtido deslocando b4 para

x + Ax de maneira linear dentro do espago tangente a superficie

definida por hi{x} = b . Ou se’ja, se
Ax't = (AXB ,AXS,G)
entao
(10) Y onixiAx, = — Y hix} Ax. .
XB B XS s

Este movimento dentro do espage tangente resulta num  ponto
x + Ax gue nac necessariamente verifica as restrigoes hix) =bh.
Fm consequeéncia um procedimento para retornar a regiac de facti-

pilidade dessas restrigoes & necessario.

Enumeranos a segulr og passos esgencilais de um algoritmo

G.R.G. com decomposicao LU.
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pPassos
PASSO 1
PASSO 2
FASEO 3
PASSE0 4

PASSO 5

Dados uma solugao inicial factivel

x

O

o

>0,
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farzemos

¢ iniciamos o processo iterativo expresso na sequéncia de

abalxo.

H

Calcular Vh(Xk)
. k k k
1'))' - - = .
artir = (AB,XS
. k m k .
a) gy = B, X & E
. — B
b —}EB ~ XB < X
o)) ?-!-'-S < X}S{ < <5
1
a) B = v hxSy) &
!

Analogamente,

matriz V h(xk).
*N

Fatorar Bk = Kok

Rasolver

’XN

chamamos Sk

Vf(xk}

-

;, 0 < g, prd

nao singular.

Calcular © gradiente reduzido

£ (%)

- stk (9)

J<
N

) de modo gue

a matriz

[

E

AVl

n-—

s

m-—s

h(xk)

e

{1t



PASS0O

PASEO

PAESSO

PRESC

PRSS0O

10

=,k . c o A
o BT fixH sionifica gque x. &
Ao S - s
funcao objetive rrostrita as varlaveis

atuais. Fntdo vai-sc ao Passo 11,

4

NS BERE

o G ac Passo 6.

S valiL—se

Definir uma direcao de deslocamento para

partir do gradiente reduzido calculado no

Calcular

o, = max{a/xk -+ a&xk e [ x EEBV
S 5 =g -

1

Achar v = | 0,01 tal que

1

PR S k, oL
f{XS~%yAxS) o f(xs)
Resolver
,
ka“:xg = ~s‘f\xg (11}
Definir X§+l = Xg + vAx
s ~k k k.-
A partir de Ky = Hp + YAXB ’
‘ K+
retivo, obter X; . tal que
k+1 k+1 5
: 1Lz ¢ s Kiad =
a) F(AB Xe g b

um
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minimo da

superbasicas

xk A k
g B XS a
Passo 5.

mediante algum método cox
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, ., k41 k+1 k ., K
) E(XB ; Xg ; N) L{x )
+ —_—
c) o®o, - xi e B
k+1 k+1 k+1 k
- e (
Chamamos X (3%, ; Hg ,XN}

Este passo consiste essencialmente na resolugac de um
sistema de equacdes ndo lineares por algum método ite-
rative, por exemplo o método de Newton (Luenberger,1984)

Fazer k = k+1 , ir ao Pasgso 1.

verificar as condigoes de otimalidade

Cu,3 20 % Fnys T Mwyg

k k

“N,3 20 S Fn,y T Ew,j

onde Ck L= (V f(xk) - Nk Ak).
N, XN 7

Por analogia ao caso linear chamamos de custos reduzi-

Ik \ - -
dog aopsg O Se +odos oz custos reduzidos nao basi-

N,3
cos satisfazem a otimalidade xk & uma solucac Otima
do problema. Caso contrario escolhemos uma varidvel nao
basica gue nao verifigue a condic¢oes de otimalidade pa
ra entrar no conjunto de varidveis superbasicas. Rede-

finimos S e N , fazenmos 8 = s+ 1 & vamos ao  Pas-

5.

Note-se gue nos passos 4 e 2 os sistemas lineares gque deven
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cer resolvidos sfc os caracteristicos do Método Simplex.

3. TSPERCTIALIZACAC DO C.R.G. A PROBLEMAS DINAMICOS

Ouando falamos em problemas com restrigées nao lineares
dinimicas gueremcs dizer gue a matriz jacobiana Vhi{x) das res-

tricdes dos problemas tem estrutura escada.

Da inspecao dos passos do algoritmo do ftem anterior ob-
serva—se gque no Passo 3 podemos usar as rotinas de fatoragao LU

especificas para matrizes escada apresentadas neste trabalho.

Og sigtemas lineares dos Passos 4 e 9, podem ser resolvi-

dos com as rotinas utilizadas no caso linear.

O Passc 11 & executado usando & rotina VAENBA, discutida

no capitulec IT.

No Passo 1 @ preciso calcular a matriz jacobiana das res-—
- X . s .
tricoes no ponto X . Isto deve ser feito mediante uma subrotina

que aproveite o fato de gue O nhmero de varidveils gue aparecem

nho linearmente & pegueno.

s colunas da matriz Jjacoblana correspondente a0 ponto
inicial sao armazenadas da mesma forma gue a matriz de restrigoes
do casco linear. A cada iteracao esta matriz deve ser recalculada,
tomando o cuidado de modificar somente os elementos que COorres—

pondem &s variaveis qgue intervém nfo linearmente nas restrigoes.
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Para melhor clareza da exposigac os Passos 8, 9 e 10 do
algoritmo G.RLG, foram cenumorados indepondontomoente. Na pratica
as rotinas gue os aexecubam, BUSCA.GRG, VOLIAC ¢ RESID estao in

terligadas através de um subprocesso iterativo gue descrevemos

agui .

Suponhamos ter efetuado atée o Passo 7 {inclusive) do G.R.G.
e estarmos prontos para executar o Passo 8, ou seja, achar
vy € [ 0,00 tal gue

1

%(Xg 4 YAxg) < %(xg) .

O processo de busca unidimensional & executado da forma seguinte:

Fazemos incialmente 0 = o

i} Testamos se

~ . k X ~ .k
) SRy £
(113 f(ys + \XS) < (KS)
Para isto & preciso calcular
ok ke e, koL oo ke koL .k
{12) f(XS + vuxs) = f(h(xS + UMXS),)és + VLAS}

mas para obter {(12) & necessario resolver

= . K k _
{13} h(xg P xg F @AXS . 30 b .
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Para resolver o sistema nao lincar (13} utilizamos a rotina de
rasolugéo de =isztemas lineares propria para o Passo 10, com pon-

to inicial

£14) X, = X, * OAXE

Obtido #y o que satisfaz a eguacao {13) calculamos (12) e verifi

camos {(11i).

Se (il) nao & satisfeito, vamos a 1ii}.
Caco contririo, se {(11) & satisfeito testamos se

x, & | x

B B’ B

Em caso negativo fazemos 6 = 6/2 e voltamos a 1)

Em caso afirmative pesquisamos se alguma componente de Xy
atingiu um dos limites. Se nenhuma varifvel bésica bateu num li-
mite fazemos vy = 0.

Se alguma varidvel bisica bateu num limite a declaramos
nAc basica e procuramos uma varidvel superbasica para substitui-
la. Atualizamos a coluna associada & variadvel superbasica achada
com as mesmas ryotinas usadas para este fim no caso linear.

4

Atualizanmos a fatoracgao X" ae Bk, usando também as 1o

tinas proprias do caso linear.

ii} Chegamos a este passo se

F (% k

- @sz) > %(x yo.

n =
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Intorpolamos uma cublica conbro (", Tl{=")) o

= LB E
(xg + Oy, £(x

i
I

ok .
5 + Hﬂxs)) da mesma forma gue no capitulo IV.

Se U e o parametro gue minimiza esta cubica fazemos § = 1 e va-

nos a  ij.
A resolucido do sistema nao linear (13) & feita usando um
maetodo de Newton modificado. Queremocs resolver o sistema (15),

(15) h(xg X ,XN) = b com {(x.,=x.)' dado.

fntao (15) & um sistema de m eguagdes com m  incdgnitas. O me
rodo de Newton modificado para resolver este sistema & descrito

a seguir.

s e . O ~ ~

Dados wm valor inicial para S onde Xp

verifica (14), ¢ » 0 , o passo inicial congiste em fazer Jj = 0 e
calculax

rm seguida, tem-se a seguéncia de calculo abaixo:

i} Resolver éﬁxg = mh(xé X ”XN)
ii) Fazer xéTl = xé +.ﬁx% P
iii) Se ﬁh(x% . Ky ,xN)ﬁ < & ,xé & uma solugao de (15).

Caso contrario ir ao Passo 1).
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Note—so que om i) B onao depende de 9§, quer diver. usomos o jaco
hianoc com respeito as variaveis basicas caloulado o nonto inicial %B.
0O sistema de i) tambeéem tem estrutura escada e as rotinas discutil

das no capitulo IT sao usadas na sua resoclugaoc.

4. EXPERIENCIA COMPUTACIONAL

No capitulo IV resolvemos a etapa 1 (fase térmica) do pro
blema de planejamento da operacac de um sistema hidroelétrico
apresentadc no capiltuleo III. Obtivemos uma solucaoc para o seguin

te problema:

43
. -k t, 2
(16) min % (g{u’) - d7)
t=0
sujeito a
(17 e+l _ ot o, ot bt
L ‘1 17 Y T M TV
t+1 .t t t-T -1 L t R, =
(18) X = X + Y. + Uy + vy u, Vs 2oy Vo
i= 1,2 ; t=90,1,...,4%
(19) ¥oaox < XT L= 1,25 b= 12,000,482
€ —
(20) w, <u <u- , i=1,2,3; t=0,1,...,41
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(21) vi s 0 . 1= 1,2,2 ;£ =0,1,...,41
onde
(22) Jlu) = —0.00853u§ + 8.3u, + 32.98u, + 34.39%u, .

Oueremos resolver agora a etapa 2 (fasc hidraulica) utili
zando a funcac (22) como fungac de geracac total de energia. Lem
bramos que a etapa 2 consiste em maximizar o volume de agua de
Sobradinho no instante final. ¢ problema & formulado da seguinte

Fformas:

4
max X%,
i

sujeito a (17), (18), (19), (20}, (21), (22) e

(23) Sty = at

Zste problema fol rodado no computador VAX/785 com siste-
ma operacional VMS usando o compilador FORTRAN 77 . Uma solugao
otima foi obtida em 25 iteragces usando em média 2 segundos  de

C.p.U. por iteracao.
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CONCLUSOES

Neste trabaiho mostramos como pode ser eficientemente apro
veitada a estrutura escada das matrizes associadas as restricoes

em problemas de otimizacgao.

Introduzimos um novo método de atualizacgac das fatoragdes
LU de uma matriz com essa estrutura e implementamos um programa
computacional (SIMESC) que consiste na adaptacac do Método Sim-—
plex para problemas lineares cujas restrigOes tém estrutura esca
da. Este programa foi testado em alguns problemas. Esta expﬁi@g
cia computacional preliminar aponta para boas perspectivas de uti

lizacao da metodologia proposta.

Mostramos também a viabilidade da implementagéo de  algo-
ritmos do tipo gradiente reduzido e aradiente reduzido ceneralizado que uti
lizem as técnicas desenvolvidas. Algumas aplicacbes e experien-

cias computacionais neste sentido sac apresentadas.

A construcao destes programas computacionais nos levou a
conviver com muitos detalhes gue sdo essenciails na preparagao de
pacotes de otimizacao, como MINOS, (Murtagh e Saunders, 1977y e

MPS¥ (Benichou e outros, 1977).
O programa implementado, SIMESC, pode ainda ser aperfeil -

coado. Varios assuntos de pesguisa podem ser considerados nesta

1linha.
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TEonicas de escalamentoe dos ceoeficientes das matrizes

de restricoes;

Bstudo do comportamento do algoritmo em relacao & pro-
pagagao de erros de arredondamento com o intuito de de

finir parimetros e tolerincias variaveis;

Extensao do algoritmo de maneira a considerar a espar-

sidade dentro dos blocos da escada;

Métodos de calculo dos cusitos reduzidos (pricing) es-

pecificos para estruture escada.



APENDICE

G TEOREMA DE JAIN

Consideremos o problema

min ()

XEEn
sujeito a
Ax = b
_ (P1)
xS ox s ox
1 N
onde f£({x) € €7 , A€ g , b € " e posto de A = m.

Se na funcgao £(x) ha t variaveis gue aparecem nao-li-
nearmente e se o problema tem solugdc Otima, entao ha uma solu-

¢ic do problema com no maximo t variaveis superbasicas.

o~ T . - . .
DEMONSTRACAO: Dado x € E , consideramos &le particionadona for
ma

! B -
| % .}t variaveis
|

| L C
; 4 P n-t variaveis

X
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I . .. ‘
onde X sho as variaveis que aparecem naco linecarmente em fix).
Entao
. - [ L
=y = (= + Chu”
) l( )
T - -
onde fl{x ) 2 wma fungao nac linear.
o - 3
l N
Loz -~ -
Suponhamos gque 2 = | I & uma solugao Otima do proble
P L
! P2 |
ma {(P1). - -
O problema PL pode serx escrito da seguinte forma
. N i
min fl(x )+ C'x
sujelto a
NN AL L
L x + A x = b
(P2)
o N —
¥ < ow Z X
I.: IJ - I_J
R S 1 .

sujeito a

]

uxiliar
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ATxT = b — A m {(PA)

- ~ . — . i
FA ¢ um problema de programacao linear nas varlavels x7. Este
problema e obtido a partir de P2 fixando as variaveis nao 1i-

neares nos seus valores otimos.

O problema PA & um problema de P.L. com solucao, de fa-

L - - . Lo
to 2 e uma sclucao de P.A. Reciprocamente se V e uma g0-
Ton
| Z
lugao de PA  entao & uma solucao de P2. O problema
Rl
PA  pode ser colocado na forma standard de um PL.L. eliminando

as restricoes de igualdade redundantes, resultando o problema

sequinte eguivalente a PA

min C’XL

sujeito a
O N T (PAS)
L I L

- _ . . . L
onde A" esta formade por um subconjunto de linhas de A7 . Ana

. - -~ ~
logamente sac formados b e A .

Temos agoera gue
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independentes de A
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com < < m , posto de A = .

Pelo Teorema fundamental da Programacao Linear PAS admite

1
‘ L
L S
uma solucac basica Y . Entac 1 I & uma solucao de P2.
YT
L L o B
b4 tem n-—t-g variaveis nos limites e as outras  varaia-
: ~L
veis correspondem a g

colunas linearmente independentes de A .

Fagquematizando

o1 n-t-g
~ i"‘_ A ! _
| t
E z L~
B c ra A
: |
|
m < — J
‘ D E
. o -
t n—t
M
A AL
A matriz B esta formada pelas d colunas linearmente

. As colunas de C sao combinacoes linea-

res das colunas de B,

I - ~ .
Como &7  tem posto g e B tambem, entao as colunas de

N - -
: i - . o~ . B s
| c | saoc combinacoes lineares das colunas de | ! . Portanto
LB D
L. o ‘ - ; —«1} -
. A B
a matxriz . A s

P tem posto m = posto A.



Doscolhoemos uama submatoie G de A ; como colu

nas ¢ posto m e classificamos as variaveis na soliucao de (P2)

Y

-

da seguintc form
BAasicas, as associadas as colunas de G.
NZao bisicas as gue nao sendo basicas, encontram-se nos li
mites inferior ou superior.
Superbasicas as restantes.
Se =T & o nimeroc de variaveis naoc basicas, entao r >

>n -t -g.

Mas ¢ < m = r > n-t-m =
Mas s = n-m-r & por definicac o nimerc de variaveis su-

perbasicas.

Entac temos gue 8 < £ gue é o gque gueriamos demongtrar.
) = 1 dq
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