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R E 8 U M O

0 assunto deste trabalhe é relativo aos problemas
de localizac3o. Numa rede onde circula um certo produto en-
tre pontos que o produzem (ou estocam) e pontos que o conso-
mem (ou demandam), o problema de localizagao procura  encon-
tpar locais para instalagdo de centros produtores (ou distri
buidores) de modo a tornar minimosos custos que intervem nes-
se sistema de distribuigao. Entre outros, destacam-se os cus
tos de transportar o produto, o custo de construir e/ou ope-

rar o centro produtor e o custo de produzir o produto.

Distinguem-se trés partes no conteuddo deste traba
lho. Na primeira, constitufda pelo capitulo I, € feita umare
vis3o geral da literatura que se ocupa do problema de locali-
zagdo onde sdo discutidos modelos e técnicas do  problema.
Devida a grande proliferagac de formulagoes e métodos para
esse problema, sua anilise geral € feita sob uma classifica -
cdo que procura agrupar problemas tipicos. Numa segunda par-
te - capitulos Il e III - € estudado um problema  especifico
de localizacdo, o problema de localizacdo estocdstico (PLE),
onde as demandas s3o consideradas varidveis aleatdrias. Esse
problema - um problema de programagac mista nao-linear - sen-
do encaradc comoc a fusao do problema de localizagao de arma-
zéns e o problema de transporte estocéstico, sugere a aplica-
¢do de um método de decomposigdo, onde cada um desses proble-
mas pode ser separadamente resolvidos, fugindo-se assim da
nao-convexidade imposta pelo problema global. A técnica de
decomposigdo utilizada é a decomposigao de Benders generaliza
da (DBG) e no capitulo III sdo relatadas experiéncias computa
cionais que atestam o bom comportamento do método numa série
de problemas. E enfatizada uma regra de escolha de multipli-
cadores que fornece um eficiente "corte de Benders”. Por fim
sao apresentadas extensoes ao PLE e discutido o modo de resol

va-las.
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CAPTTULOD I

PROBLEMAS DE LOCALIZACAOQ: MODELOS E TECNICAS DE SOLUCAD

I.1 - INTRODUCAD

A intencgdo deste capitulo é apresentar um panorama
do problema de localizagdo, através de uma revisado da literatu-
ra no assunto. O rdpido e diversificado desenvolvimento de pro
blemas, modelos e técnicas de solucdo envolvendo a analise de
localizagdo destrdi qualquer intengdo de ser exaustiva esta re-
visio e mesmo uma tentativa de mostrar o assunto dentro de um
enfoque unificado e coerente. Procurar-se-a neste capitulo a-
presentar nZo sé modelos mas também discutir técnicas de resolu
gao até agora aplicadas ao problema. Depois de uma breve dis-
cussi3o na area geral da analise de localizagdo e na area dos
problemas continuos, a atencdoc serd concentrada em modelos etég
nicas para os problemas discretos, onde se desenvolve esta te-
se.

A preocupagdo matemitica sobre decisdes de localiza
g3c &€ bem antiga. Este problema ja aparecia no século XV  com
Cavalieri e posteriormente com Fagnano, Tedenat, Steiner e ou-
tros [31}. Fermat também & considerado o introdutor do problema
e consta que Torricelli vesolveu-o para o caso de trés pontos
(achar o ponto cuja soma das distancias a 3 pontos dados & mini
ma)., Mas, contemporaneamente foi Alfred Weber [92] quem forma-
lizou o problema de localizar uma fabrica com o objetivo de mi-
nimizar os custos de transporte em relacao a trés pontecs, dois
fornecedores e um outro de consumo. Desde entdo mulito se tem
publicado no assunto, como pode ser atestado, por exemplo, pelo
artigo de Francis e Goldstein [28] que relaciona 226 trabalhos
numa tentativa de dar uma bibliografia relativa a assunto. Ou
tros artigos tipo "survey" foram feitos, como o exaustive ( 273
paginas) trabalho de lLea [58] , ou Filon et al. [2@,'cap. 2,
Revelle et al. [78] , Scott [81], Galvdo [31]. Ma mesma linha
ha trabalhos gue vrocuvam discutir uma classe particular de pro
blemas como em McGinnis [69] que analisa e compara os problemas

de localizagdo que usam a técnica de solucdo MIP (mixed-integer



programming) ou ainda El-Shaieb {2%] que se oecupa sd do problema
de Weber simples.

- Um problema de localizagdo pode ser motivado de duas
maneiras em relacao ao objetivo & alcangar. A primeira quando
quer~se tomar uma decisaoc de localizagao, procurando-se minimi -
zar custos, por exemplo, de transportar mercadorias entre pontos
de uma rede, custos de construir instalagoes na rede, ou ainda
custos de armazenagem. Uma outra maneira se apresenta  quando
os custos ou beneficios sao diffceis de quantificar e ent3do pro-
curam-se tomar decisOes de localizar baseado em critérios de dis
tancia ou tempo minimo. Os critérios de minimizag3o de  custos
aparecem frequentemente em problemas que afetam o setor privado,
como construgdo de fabricas, armazéns, entrepostos, onde os cri-
térios de minimizagdo de custos ou maximizagao de lucros sao im-
perativos. Outros critérios que procuram retratar a maximizagio
de alguma utilidade s3o mais comuns nos problemas que afetam o
setor pitblico {78}, como localizar escolas, hospitais, servigos

publicos, bombeiros, etc.

A motivagao de um problema de localizagao pode ainda
ser visualizada quando consideramos, por exemplo, o casc de loca
lizar armazéns numa rede de distribuigdo, onde intervém  custos
de armazenagem do produto, custos de trangsporte e custos de cons
trucdo dos armazéns. F intuitivo que quanto maior o nimero de
armazéns na rede, menores os custos de distribuicao e maiores
os custos de construcdo e armazaﬁagem. Na procura de uma solu-
gao de compromisso, encontra-se o nimero ideal de armazéns e sua

localizagao. A figura I.1 mostra isso.

N , custo total
custod \ P

custo de

cons trucao

custo de ar
mazenagem

custo de
transporte

1 2 3 4 5 % 7 8 9 10 numero de
armazéens




Alguns artigos discutem objetivos a serem alcangados
e tracam orientagoes metodolégicas para a escolha de mode los , fun
coes objetivos e técnicas para diferentes problemas de localiza-
¢3o. Entre outros destacam os trabalhos de Geoffrion [34] ,
Rand [76] , Revelle et al. {78] e Beattie [6].

Nas duas proximas secgdes sera feito um esforco ana-
17itico no sentido de classificar os problemas de localizagao. De
ve-se entretanto ressalvar que nao se pode enquadrar todos Qs
problemas e modelos nessa classificagdo ou qualquer outra, devi-
do a existéncia de problemas combinados que escapam a gqualquer
rigidez que se queira impor a andlise. Porém, num sentido amplo,
ha consenso sobre uma divisao dos problemas de locaiiZagéo en
duas grandes categorias: os problemas continuos e os discretos.
Esta divisdo apresenta-se também com outros nomes, guardando po-
rém a sua esséncia. Reconhecem-se, por exemplo, os problemas de
localizagdo no plano e em redes [78] ou ainda como problemas de

localizacao com espago infinito de solugoes e espago finito de

solugdes [31].

I.2 - PROBLEMAS DE LOCALIZACAO CONTINUOS

Os problemas continuos caracterizam-se:

a. por procurar localizar pontos de servigos (faci
- - ' . . - —

lities) num espago infinito de solugoes (no pla

no, por exemplo) e ndo se restringe aos nds e

arcos de uma rede.

b. por usar uma medida de distd@ncia de acordo com

uma métrica particular.

A utilizagdo de uma certa métrica serve para subdi-
vidir os problemas continuos. Assim reconhecem-se os problemas
com distlncia Buclidiana e os problemas com distancia retilinea.

Usando métrica Euclidiana define-se distiancia como:

w

- 2
d 507 (xi - xj) + (yi - yj) (1)

| ]

onde



dij = distancia entre pontos i e j

(xi, yi) = coordenadas do ponto i, nun sistema retangular

Nos problemas com distancia retilinea, (métrica das

cidades), define-se:

a = Ixi - x.| + lyi -y

3 l | . (2)

1) 3

Como j4 dito, foi A. Weber no comego do século quem
examinou o problema de localizar uma fibrica para atender um rey
cado e dois fornecedores de matéria pfima. Posteriormente o
problema de Weber foi generalizado para achar um ponto cuja so-
ma das distdncias ponderadas a m pontos dados no plano seja mi-

nima.

Este dificil problema foi solucionado, com métrica
Euclidiana, pela primeira vez por Weiszfeld [93] em 1937, que
usou um procedimento iterativo ainda hoje considerado um exce -
lente algoritmo. Os trabalhos mais recentes de Kuhn e Kuén-
ne [56] e Cooper [13] redescobriram este procedimento ao esten-
der o problema para a localizagdo de n pontos no plano (fabri -
cas) para atender a m pontos dados (consumidores). Quer-se, en

tao, formalmente

n om
minimizar f = iél jél 23 3 €5 di5»
cnde
Ej = fator que pondera o consumidor j.
dij = distancia entre fibrica 1 e consumidor j, defi-
nida por (1) ou (2).
1 se consumidor j € servico pela fibrica i
zy5 = :

0 caso contrario

Na ausencia de restrigoes, tomam-se derivadas par-

ciais para a obtengio da solugdo Stima:



i ? [ ( )/ ]

— = Z2.. E.{x,-x.)/d,.| = 0, 1i=1,2, 5N
. 1] 3] 1 ] 1

axi 1=1

o If [ ( )/

— = 2. E- y‘—Yl d-o] = 0, i=l,2,..-,n.
s 1] 71 T 7] 13

dy; 371

A solugao das equagoes acima fornece

' m m

i=l

m m
yi = z (Zij Ej yj/dij)/(jgl Zij Ej/dij) s 131,2,...,1'1.

Essas equagodes podem ser resolvidas iterativamente. Seja k um -

fndice que indica a iteracdo. Entdo:

k+1 v | k T k
X5 = 'g (zij Ej xj/dij)/ .é (Zij Ej/dij), i=1,1,...,n
3=1 S
m _
k+1 k m S
- £ o .
yi - .Zl(z j Ej yj/dij)/ X \uij Ej/dij) 5 1 192,.0 .,I‘l
j= =
1=1
. . k+1 k k+l k
0 procedimento termina quando (xi - xi) e (yi - yi) forem
despreziveis.
E demonstrado que este procedimento converge para
uma Unica solugao no caso que n = 1, {veja, e.g.,Kunn e Kuenne

[66] e E1 - Shaieb [24] ) pois a fungdo f(-) & convexa. No ca
so geral ;{(n > 1), apenas & garantido um otimo local. Os-

tresh [74] discute a convergéncia desses métodos iterativos pa-
ra o problema de Weber. Em [24] & sugerido o uso de métodos de
busca para solugdo do caso {n = 1) e & relatada uma experiéncia
usando os métodos de Fibonacci e aproximacdo quadrdtica. Bell-
man [7] aplicou a programagdo dinamica neste caso também sem
alcangar muito sucesso. HA um conjunto de trabalhos que procu-

ram tratar o problema geral (n > 1) sob o enfoque de programagdo



linear. Entre outros, sac conhecidos os trabalhos de Juel e
Love [51], Wesolowsky e Love [96], Cabot e al. [11], Pritsker
e Ghare [75], Sherali e Shetty [83] que se utilizam de teécni -
cas primais e duais. Os dois Uitimos levam em conta a existén-
cia de fluxos entre os pontos e satisfacdo de demandas dos con-

sumidores.

Algumas extensdes aos problemas continuos de locali
zacdo foram realizadas. Watson-Gandy e Eilon [91] estudaram o
caso de fungoes custo descontinuas, Em Drezner e Wesolowsky[18] -
& considerada a generalizagdo de se localizar um ponto numa es-
fera usando diversas normas. O interessante trabalho de McGin
nis e White [70] funde sob o enfoque multicritério as formula-
¢bes classicas de minisoma e minimax , que sdo discutidas na
segdo I.3. Usando o conceito de restrigdo de risco, Seppala[82]
desenvolveu um algoritmo para o caso em que as ponderagoes na
distancis sd3o varidveis aleatdrias. Cooper [14} +também consi-

dera o caso estocastico.

1.3 - PROBLEMAS DE LOCALIZACKO DISCRETOS

Os problemas de localizacao discretos sac caracteri

zados fundamentalmente por:

a. um espago de solugbes que consiste dos pontos &

uma rede (podendo ser néds ou pontos nos arcos).

b, uma distdncia medida ao longo da rede,

por exemplc, dij = comprimento do caminho minimo entre os nGs
ie 1,

Como o5 problemas discretos supoem implicitamente a
existéncia de uma rede para selecionar locais, eles também sao
chamados de problemas de localizagao em redes. Verifica-se tam
bém que s30 esses problemas que tém recebido maior atengao e de

senvolvimento.

De acordo com a natureza da fungao objetivo, os pro

blemas discretos se dividem em dois grupos:

* quando os pontos de servigo a serem localizados



tém um carater de atendimento de emergéncia, como
hospitais ou bombeiros, etc., o objetivo mais ra-

cional € procurar localiza-los de modo a minimizar

a maior distancia que separa um ponto de demanda

da rede do ponto de servigo mais préximo. Nesse ca

so tratamos os problemas minimax.

quando procura=-se localizar armazens, fabricas, es
colas, ete., uma fungao objetivo mais apropriada €
minimizar a distadncia total a ser percorrida para

a satisfagao da demanda. Sao os problemas  mini-

soma. EBstudaremos resumidamente algums resultados

alcancados em minimax e mals extensivamente em mi-

nisoma.

1.3.1 - PROBLEMAS MINIMAX DE LOCALIZACAO

H& uma grande variedade de problemas minimax.
Handler [ﬁﬂ propos uma classificagdo para distinguir os diferen

tes modelos; composta de 4 caracteres:

- eonjunto dos locais possiveis para localizar: N ou P.
- conjunto dos pontos de demanda: N ou P
- numero de ceftros a localizar ou maxima distancia: p ou

8 (respectivamente).

- tipo da rede: T ou G.

onde N denota s& os nos da rede e P compreende o3 nos ou pontes
rnos arcos; p & o niumero de centros a localizar e 8 a distancia

eritica, ou seja, a maxima dista3ncia permitida entre um centro
de demanda e o ponto de servigo mais proximo. 0 simbolo st &
usado para o problema inverso, ou seja, determinar o minimo ni-
mero de pontos de servigo de modo que todos os centros de deman
da fiquem a uma distd@ncia de pelo menos &, de no minimo um
ponto de servigo. 7T significa estarmos lidando com arvores; G
caso contrario. Um problema seria entao definido como, por eoem
plo, P/N/P/G,alids,0 mais clissico dos problemas minimax. Deve
-se ressaltar que o problema acima, assim como todos os demais
onde os pontos de servigo podem ser localizados em locais quais
quer da rede (nds e arcos), o espago de solugdes ndo é discreto
mais sim o continuo de pontos do grafo. Porém, manteremos tais
casos dentro da classificagao dos problemas discretos, por sim-

plicidade.



0 problema N/N/1/G foi introduzido e resolvide  por
Hakimi [41] e sua generalizagdo para p centros, N/N/p/G, foi
tratada por Toregas et al. [89]. Em Hakimi [L1] também € intro-
duzido e solucionado o problema P/N/1/G e a generalizagao para
P/P/1/G fol feita por Frank [30] . A variedade P/N/v/G, também
chamado do problema dos p - centros, foi proposto por Hakimi (u2]
e solucionado por Minieka [71], Christofides e Viola [12], Han
dler [46] e Garfinkel et al. [32], entre outros.. Em Handler[46]
também sao vistos os problemas P/P/p/G e N/P/p/G. Os algorit -
mos desenvolvidos nos trabalhos acima baseiam-se na solugao su-
cessiva de uma série de problemas de recobrimento. Porém, no
caso de arvores, algoritmos fundamentados da teoria de grafos
mostram-se mais eficlentes, como mostrado em Handler [47] para
o caso de um Unico centro, em Handler [48] para o caso de  p=2
(P/P/2/G e P/N/2/G) e Hakimi et al [44] quando p > 2. outros
resultados que tratam com localizagdes em drvores foram conse -

guidos por Dearing e Francis [168], Goldman [38] e Halfin [45].

Ha uma variante aos problemas minimax qgue trabalhan
com distancias Buclidianas ou retilineas. Nesses casos quer-se
instalar, por exemplo, N novas facilidades entre M j& existentes
com o objetivo de minimizar a maxima distancia Euclidiana ponde
rada entre todos os pontos de servigo. Um exemplo de aplicagao
desses problemas € quando se deseja instalar um certo numerc de
radares para cobyrir o trifege de determinados aeroportos. Cada
radar precisa estar o mais proximo de algum aeroporto para con-
trolar seu trafege e perto o suficiente de outreo radar para que
se tenha uma rede integrada de radares. Dearing e Francis [17j,
Love et al [61], Wesolowsky [96], Morris [73], e Elzinga et al.
[27] sBo alguns dos trabalhos nessa linha. Em geral os métodos
usados sio de programacao nio-linear (teoria de dualidade [27]

e SUMT [61]) ou programagdo linear({96],[73]).

T.3.? - PROBLEMAS MINISOMA DE LOCALIZAGCAQ

Dentro do contexto de fluxos em redes, Baumol e
Wolfe [5] foram os primeiros a formularem um problema de locall
zacdo onde o objetivo era minimizar a soma total dos custos en-
volvidos. Este trabalho criou o problema conhecido comoc o pro=

bilema de localizag3o de armazéns (PLA) - ("plant", "warehouse"

ou "facility location problem") onde concentrou-se grande parte



do esforco da andlise de localizagoes.

Dentre as multiplas variagdes de formulagao gue esse
problema sofreu, a introduzida por Hakimi [¥1,42] foi particular
mente importante pela atengac que despertou e pelo desenwvolvimen

to que apresentou posteriormente. Trata-se do problema das p-me

dianas ou p-centrosl. Esta formulagd@o néo trabalha com os flu-~
xos das mercadorias, e ao contrdrio do PLA, inclui como _possf-
veis pontos de localizagao toda a rede considerada, ou sela, nos
e arcos. Nos ocuparemos brevemente dos problemas dasp-medianas

e a seguir serd feito um levantamento do estado atual de desenvol

vimento dos PLA,

I.3.2.1 ~ Problema das p-medianas

0 problema das p-medianas & um problema
de localizagao minisoma'que procura localizar um certo namerc{p)
de pontos de servigo numa rede, tal que a soma das minimas dis -
t&ncias de cada nd da rede ao mais proximo ponto de servigo seja

minimizada.

Seja um grafo conexc, ndo ordenado,
G={N,A) onde N & o conjunto dos k nos e A o de arcos. Define-se
um ponto do grafo G, a gqualquer ponto situvado sobre G, sendo um
nd ou nio. O comprimento do caminho minimo entre dois pontos X
e vy e definido por d(x,y);a distancia entre x e y. Seja
Xp = {Xl= Xosen- XP} um conjunto de p pontos que devem ser loca-

lizados em G e define-se para cada 1l¢igk
d(ni,Xp} = min {dln;,x;), dlngux,), vne, d(ni,xp)},

que ¢ a minima distancia de n; ao mais proximo ponto de X_.  Se

w(ni).d(ni,Xb) & o0 custo de satisfazer a demanda no nd nihentéo

1enm geral o problema dos p-centros ¢ identificado como um pro-

blema minimax, ficando a denominagao p-medianas para os pro-

blemas minisoma, mas esse rigor nem sempre & observado pelos

autores.
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w(ni) d(ni,Xp)

€ o custo de satisfazer todas as demandas, assumindo que os p pon
tos de servigo estdo localizados em G, correspondem a Xp € que
nio existem restricoes nos seus tama?hos. Os locais otimos de
instalacao correspondem aos pontos X; em G tal que

f(Xg) £ f(Xp) para todo XP em G,

Esse € um problema muito complexo para resol
ver. A fim de mostrar os resultados tedricos que permitem solu-
ciona-lo, vamos simplificar a formulagdo. Suponha o caso
onde k=1, Deve-se achar, entao um ponto y* em G tal que
fly*) ¢ f(y), para todo y em G. Goldstein provou que no cas o
de G ser uma arvore, y* estard sempre sobre um né. Hakimi [u1]

generalizou este resultado para G, ao provar o teorema abaixo.

Teorema 1 '::- Ha pelo menos um né n de € = (N,A) para o qual

f(n) € f(y) para gualquer y em G.

Posteriormente, Hakimi [42] generalizou o teorema 1 para o caso
de k=p21,

Teorema 2 - Ha pelo menos um subconjuhto XPC:N contendo P
nds, tal que f(Xp) § £{¥p) para qualquer conjunto Yp de p pontos

situados em nos ou arcos de G,

0 importante resultado desses teoremas diz, em outras palavras ,
que a procura das solugdes Otimas do problema dos p-medianas po-

de ficar restrita aos nos da rede.

Esses resultados foram ainda ampliados por
Levy [BO] que provou serem validos os teoremas 1 e 2 no caso de
custos cOncavos e por Goldman [39] que mostrou também a aplica-
bilidade dos teoremas 1 e 2 no casc de um né ser ponto de deman-
da e/ou de oferta. Hakimi e Maheshwari [23] e Wendell e Hur-
ter [SH] provaram a validade dos teoremas mesmo quando estao pre
sentes restrigdes de capacidade nos arcos e mesmo regstrigoes de
tamanhoc dos centros, desde que se permita localizar mais de um

centro num né.
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Quanto aos metodos de solugdo para o proble-

ma das p-medianas distinguem-se:
%% algoritmos heuristicos; Maranzana [65], Teitz e Bart [88].
** algoritmos de separagao e avaliagao (branch-and-bound).

Entre outros, citam-se os trabalhos de El-Shaieb [25] e  Jarvi-
nem et al. [49] '

*% algoritmos baseados na programagao linear,

Um enfoque € formular o problema como programagdo inteira e solu
ciond~lo por relaxagdo. Os problemas relaxados sdo de programa-
gdo linear e algoritmos foram desenvolvidos por Revelle e Swain

[79], Garfinkel et al [33]. O enfoque de Marsten [68] usa duali
dade e programagaoc paramétrica para propor um interessante algo-
ritmo. Para uma discussi@o aprofundada de modelos e métodos do

problema das p-medianas veja o trabalho de Galvao [31].

1.3.2.2 - Problema de Localizagao de Armazens -(PLA)

Foram os problemas de localizagao de ar-
mazéns gue ha vinte anos atras devam inicio ao ripido desenvolvi
mento contempordneo da analise de localizagdes. O problema, que
parece ter sido proposto inicialmente por Baumol e Wolfe [5], te
ve sua formulagdo inspirada no classico problema de transporte da
programag@o linear. Apesar de na formulagdo original os autores
tratarem especificamente do caso de localizagZo de armazéns, o
problema estendeu-se para localizagdo de fabricas e depois, mais

genericamente, para "facilidades".

0 problema pode ser encarado como  en=-
contrar locais Stimos para instalacdc de armazéns (fabricas,etc.)
dentre um nimero finito de locais candidatos e de modo a satisfa
zer a demanda de centros consumidores, procurando minimizar ©s
custos envolvidos (transporte, estocagem, operagao, construgao ,

etc.).

0 que caracteriza fundamentalmente 0s
PLA sdo ¢ tipo de sua fungao objetive e a presenga ou ndo de res
trigSes de capacidade. Em geral os problemas suplem fungdoc obje

tivo linear (custos de transporte) com custo fixo de instalagao.



-12-

Esses modelos serao analisados na proxima seccdo. O caso de fun
¢oes nao-lineares (custos concavos ou lineares por partes)  sao
estudadeos na secgao I.5.4. 0Os PLA sofrem outras caracterizagaes,
como a presencga ou nao de centros intermedidrios (secclo I.5.2),
se € considerado um s6 produto ou varios (seccdo I.5.2) e ainda
se a demanda €& sazonal (seccdo I.5.3) ou entao se ela é estocas-

tica (secgao 1.5.1}).

T.4 - PRINCIPAIS MODELQOS E TEENICﬁS DE SOLUCAQ DOS PLA

Em relagdo ao modelamento, distinguem-se duas formu-
lagbes gerais, os modelos com capacidade ilimitada e os com capa
cidade restrita. Em relagdo as técnicas usadas na solucdo dos
problemas reconhecem-se tres grupos:

% métodos heuristicos

ata
FH

algoritmos de separagao e avaliagao

wta

* enfoque de programacao mista e decomposigao.

I.4,1 - METODOS HEURISTICOS

A preocupagdo de se desenvolver métodos heuristi-
cos para resolver os PLA se deve a dificuldade computacional i-
nerente a resolver de maneira &tima (exata) tais problemas. Os
algoritmos heuristicos contentam-se com solugdes boas (nfo~8ti-
mas) e sua utilizacdo precisa ser precedida de uma analise do
que se quer retirar dos resultados da otimizagaoc do sistema. Em
alguns casos .praticos, a utilizagdo de tais métodos imposgibili
ta respostas a perguntas importantes, como analise de sensibili
dade , prioridades de implementagdo, etc. [34]. Além disso o
aparecimento de métodos exatos de otimizac3io poderosos e  efi-
cientes, permite resolver mesmo problemas de grandes dimensdes
sem necessidade de langar m3o de heuristicas. Uma exposigdo da
filosofia do enfoque heuristico & encontrada em Kuehn e Hambur
ger [55].

Um significante esforge, porém, foi dedicado aos
algoritmos heuristicos. Um dos primeiros algoritmos bem sucedi.
dos foi o de Xuehn e Hamburger [55]. Eles dividem sua heuristi

ca em duas partes: Na primeira, um programa principal localiza
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armazéns, um de cada vez, até que nenhum mais possa ser colocado
na rede sem que aumente o custo total. Depois, uma outra roti-
na tenta modificar a solugao do pfograma principal, trocando ou
tivando armazéns de modo a melhorar a solugao atual. Feldman et
al. [28] propuseram uma heuristica semelhante, e consideram eco-
nomias de escala, assim como o trabalho de Manne [B4]. Outros
metodos heuristicos foram propostos por Sa [80], Marks e Lieb-
man [67]. O ja citado pioneiro trebalho de Baumol e Wolfe [5]su
gere um algoritmo heuristico para encontrar boas solugoes de um
problema com fungdo objeto concava (custo de armazenagem concavo)
e restricdes sobre a capacidade dos armazéns. Trabalhos aplica-
dos ou estudo de casos sugerem heuristicas apropriadas (e.g.
Burstall et al. [10], Lavrence e Pengilly [57], Monterosso {72],
e Silva e Lins [84]).

T.4.2 - ALGORITMOS DE SEPARACAQ E AVALTACAQ - (BRANCH-AND-

BOUND)

A técnica de separagdc e avaliagao, em geral, se
aplica bem aos modelos mais simples dos PLA, ou seja, modelos
com um Unico produto, custos lineares de transporte e operagac
e um Unico estigio de distribuigio (fabrieca - armazém ou arma -
2z8m - consumidor). Aqui s6 relataremos os principais al gorit -
mos propostos em separagdo € avaliagdo especificamente endere-
cados a esses problemas mais simples, visto que os problemas com
varios produtos e dois estédgios s&c analisados em I.5.2 e oS

custos nao-lineares em I.5.4%.

0 primeirc algoritmo exato proposto para resolver
o PLA foi o de separacdo e avaliagao de Efroymson e Ray [19]. o
modelo deles & sem restricio de capacidade e € a generalizagao

de um modelo mais simples devido a Balinsky [3]. O problema for

mulado €
m n m
minimizar z = } ) Cis ¥yy ] k.z.
i=1 321 *d 5 4=1 b
sujeito a
X = 1 5 77 1,2,...,0n,
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0 g} xij € ngz. o, i=1,2,..., m,
jEP.,
Jer;
,» 2, = 0,1
onde

c.. = t.. . D

1] 1] J

tyy T custo unitdrio de transporte do armazén i ao consu
midor 7,

D:.I =  demanda do consumidor j,

k; = custo fixo de instalacao do armazém i,

z; = lseo armazém for instalado em i; 0 caso contra-
rio,

Xij =  fracdo da demanda do consumidor j aque € suprida pe
lo armazém i,

m = nUmero de possiveis locais dos armazéns,

n = namero de centros consumidores,

P. = conjunto de consumidores que sao supridos pelo ar-
mazém i,

n, = nimero de elementos de P.,

Nj = conjunto de armazéns gue podem suprir o consumi-

dor 7.

A eficiéncia do enfoque de Efroymson e Ray estd ba-
seada na solugdo imediata do problema de programagac linear gue
resulta da fixagdo do vetor de localizagdes z. Uma experiéncia
computacional relatada com um problema de 50 armazéns (50 varia
veis 0-1) e 200 pontos de consumo, consumiu cerca de 10 minutos
de CPU (IBM 7084). O algoritmo pode ser estendido para fungoes
custo lineares por partes. Spilelberg [85] discute o mesmo pro -
blema e sugere melhorias para aumsntar a eficiencia computacio-
nal do algoritmo, alem de incorporar ao modelo algumas restri -
¢oes adicionals, como orgamento disponivel. Muites outros algo

ritmos foram desenvolvidos para o PLA sem restrigoes de cavaci-
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®
dade , mas o de Khumawala [5{] parece ser o melhor do ponto de
vista de eficiéncia ¢ flexibilidade.

. 0 chamado PLA capacitado considera que os armazéns
t&m uma capacidade limitada de armazenamento (ou as fabricas tém
uma limitada capacidade de produgao) e vidrios algoritmos de se-
paragdo e avaliagdo foram propostos para resolvé-lo. Uma possi

vel formulacdo &

minimizar } ) ciy %34 * I k.z
ie1  jeJ i€I

sujeito a

1 X3 5 $ 8:z; ie1={1,2,,..m ,
jed
PR , jEJT = {1,2,...,n}
1€
z; = 0,1 R i€ I

onde

xij = fluxo de produto entre i e j

z, = 0 se o armazém i & instalado; 0 caso contrario

55 = custo unitario de transporte

Dj = demanda do consumidor 3

§; = capacidade do armazém i

ky = custo fixo associado e instalagao (operagao) do ar

- L]
fnazemm 1.

Dentre os varios algoritmos propostos citam-se 0s

de Davis e Ray [15] , Ellewein e Gray [22]}, Ellewein [21], Sa

f80]. Os dois Ultimos sdo comparados com o algoritmo desenvol

e

" veja Balinsky e Spielberg [4]
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vido por Akinc e Xhumawala [1] que se mostrou bem mais eficiente
numa série de 12 problemas de dimensdes variadas. Nesta mesma
classe de modelos, Geoffrion e McBride [3@ desenvolveram um al-
goritmo capaz de tratar varias restrigoes adicicnais, como limi-
tantes inferiores e superiores na capacidade dos armazéns, res-
trigoes adicionais scbre as variaveis de fluxo e de localizacdo
e podem restringir a satisfacao da demanda de um consumidor atra
vés de um inico armazém. Eles relatam que um problema médio (25
armazéns e 100 consumidores) pode ser resolvido em aproximadamen
te 1 minuto de CPU (IBM 360/91).

I.%.3 - ENFOQUE DE PROGRAMACAO MISTA E DECOMPOSICAO

Um PLA pode ser encarado como um problema de pro-
gramagio mista -MIP- (contém variiveis reais e inteiras). 0
desenvolvimento de técnicas eficientes em programagido inteira ,
em conjunto com o aparecimento da técnica de separagdo e avalia
gdo, criou condigSes de se desenvolverem sistemas de programa -
c3o mista de uso geral. Dentro entdo, de certas  limitagbes, um
PLA pode ser solucionado com esses pacotes comerciais de MIP.Os
de uso geral mais conhecidos saoc o UMPIRE da UNIVAC, o MPSX-MIP
para os 350 e 370 da IBM e Ophelie Mixed da CDC. Todos eles u-
sam algoritmbs de separacdo e avaliacdo. Esses sistemas permi-
tem tratar de maneira otima versoes bastante sofisticados do
PLA, como fungdes custo linear por partes, restrigles sobre ca-
pacidade e outras restrigdes sobre varidveis reais e inteiras ,
permitindo muita flexibilidade no tratamento do problema. A
mais séria limitacdo no usc desses pacotes se encontra no tama-
nho possivel dos problemas tratados e na eficiéncia computacio-
nal [34]. No caso ‘do tempo de maquina disponivel ser um fa-~
tor limitado e desde que os erros de calculo acumulados nao com
prometam o resultadc, esses pacotes se destinam mais a subotimi
zagSes. Além disso, sd problemas de pegqueno ou médio porte po-

dem ser tratados.

Uma outra categoria de pacotes de otimizagéolé cons
tituida por sistemas especialmente desenvolvidos para os proble
mas de distribulgdo e localizacac, Os sistemasPoligami para o
CDC 6600 e Capflo permitem que os modelos incorporem relativa

flexibilidade, como,um Unico produto, dois estigios de distri-
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buigio, restrigbes na capacidade dos armazéns , fungdes custo com

economias de escala {lineares por partes). Poligami trabalha den
tro de um enfoque convencional de separagao & avaliagdo que resol
ve um problema de fluxo em redes pelo método  "out-of-kilter" para
fazer a avaliagdo. Como relatado em Geoffrion [34] o sistema €
apropriado a solugdo de problemas de no maximo 40 variaveis zero-

um. Capflo guarda quase as mesmas caracteristicas.

Sao raras as publicagoes que trazem.experiéﬁcia compu
tacional com esse tipo de sistemas. Tentando mostrar a aplicabi-
lidade do sistema Ophelie Mixed, Elson [26] relata que levou em
torno de 8 minutos para resolver um problema com 15 fabricas, 3

produtos, 45 armazéns e 50 pontos de consumo.

Decomposigio € um outro enfoque divisado para resol -
ver problemas mistos de programagdo matematica. A idéia intuiti-
va da decomposigao & dividir um problema em warios outros menores
e de mais simples solugdo. Como decorréncia dbvia, os métodos de
decomposicdo se mostraram adequados aocs problemas grandes, de mui
tas variaveis e porisso passaram a pertencer ao ferramental de so
lugdo dos sistemas de grande porte. No caso dos PLA o enfoque de
decomposigdo se aplica procurando separar a parte inteira da par-
te real do problema e resolvé-las em separado, com a supervisao
de um esquema coordenador. O algoritmo de decomposigao de Ben-
ders [8] procura realizar isso. Ele ndo foi muito utilizado de
infcio, para problemas de localizagao, mas quando os problemas
praticos comegaram a exigir modelos de grandes dimensces, de mui-

tos produtos e boa flexibilidade, ela ganhou importéncia.

0 algoritmo "linear" de Benders foi desenvolvido para
problemas de programagac mista onde o PLA & um caso particularmas

ele se aplica a problemas de forma geral.

minimizar ox + fly)

sujeito a Ax+ Fly) &b , x20, ye¥
onde as varidveis y sao "complicantes", no sentido que qﬁando fi
xadas tempprariamernte num valor, o problema resultante € um pro-

grama linear. Dal o sentido de chamar algoritmo de Benders "li-

near". No caso do PLA, y sdo as variaveis zero-um.
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Balinsky [3] foi o primeiro a usar a decomposicdo de
Benders num PLA com capacidade ilimitada dos armazéns, mas foi
o trabalho de Geoffrion e Graves [37]| que consolidou-a como  um
pederoso método para solugao dos PLA, principalmente no caso de
varios produtos. Eles relatam extensa experiéncia computacional
no projetoc de uma rede de distribuicac de alimentos com 14 fébri
cas, 17 produtos diferentes, 45 locais possiveis de instalacdo
de centros de distribuigdo, e 121 zonas consumidoras. FEm média,
a solugdo do problema levou em torno de 1 minuto de CPU (IBM 360/
81). Num trabalho posterior, Geoffrion et al. [35] ampliam o
modelo anteriormente usado permitindo maior sofisticacdo do pro-
blema tratado e usando basicamente o mesmo enfoque da decomposi-
gao de Benders. Eles relatam que para problemas com 100 produ ~
tos, 100 centros de distribuigao e 400 zonas de demanda, um com-
putador de grande porte nac leva mais que 15 minutos de CPU, conm

critérios de tolerancia em torno de 1%.

I.5 - QUTROS PROBLEMAS DE LOCALIZACAQ

T.5.1 - PROBLEMA DE LOCALIZACAO ESTOCASTICO

O problema de localizagdo estocdstico (PLE) € uma
extens&do natural dos PLA e ele aparece quandc o conhecimento sO
bre algum parametro ndo € completo. Supondo porém que tais in-
certezas seguem uma lei conhecida (distribuigdo de probabilida-
des), a resolugao do problema deve apelar para o campo da pro -
gramagao estocdstica, A idéia fundamental & formular um proble
ma equivalente deterministico e a partir dal olhar o PLE como
um simples problema de localizagao. Como acontece geralmente,a
inclusdo de consideragles estocdsticas dificultam a solugdo dos
problemas, e no caso considerado, o equivalente obtido cai no

campo da programagao mista ndo-linear.

G PLE pode ser descrito como saber definir lo-
cals S6timos para a instalacdo de. "facilidades” (fébricas, arma-
zéns, ediflicios, etec.) dentre um conjunto finito de loecais can-

didatos, de modo a satisfazer as cdemandas aleatérias de um con-

junte de pontos consumidores procurando minimizar os custos de
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de instalagdo (e produgao) e de transporte envolvidos.

0 problema acima, numa formulagdo especifica é resol
vido nos capitulos II e III através de um enfoque de decomposi -
cao.

Alguns trabalhos ja foram publicados tendo o PLE co-
mo objetivo. Leblanc [59] apresenta um método heuristico de re-
solucao do PLE dentro de uma formulagiao classica considerando as
demandas aleatérias. O Stimo do problema n3o € garantido nesse
caso e a eficdcia da heuristica proposta ndo € possivel de ser
avaliada devida 3 caréncia de aplicagdes praticas, principalmen-
te considerando problemas de grande porte. Usando o enfoque de
separag&o-e avaliagdo, Balachandran e Jain [2] formularam um PLE
mais geral, considerando as demandas aleatorias e fungoes de cus
to descontfnuas. O algoritmo proposto generaliza, para o caso
estocastico, uma técnica de parametrizagdo para problemas linea-
res ("operator theory"), mas ndo traz experiencia computacional

que valide o procedimento iterativo.

Fazendo um paralelo com o desenvolvido campo dos pro
blemas de localizacdo deterministicos, a solugdo do PLE apresen-
tada nos capitulos II e III, através de um enfoque de programa -
cio mista tratada por decomposigadoc, vem preencher uma lacuna nos
modos de resolver os problemas de localizagdo estocasticos e prin

ciplamente aqueles de grande porte.

Vale ainda ressaltar o trabalho de Jucker e Carl-
son [Sﬂ , mas cuja formulagdoc nZo usual, com consideragdes multi

n - . -~ + - -
~gritério, ndoc permite enquadra-lo aqui.

T.5.2 - MODELOS COM CENTROS INTERMEDIARIOS (2 ESTAGIOS) E
vARIQOS PRODUTOS

Até apora todos os modelos de PLA estudados eram
de um tnico estagio (fibrica - consumidor ou armazém - consumi-
dor) e um tnico produto. Porém, sistemas de distribuicaoc mais
complexos frequentemente tem necessidade de considerar dois es-
tdgios na distribuigdo e tawbém trabalham com diferentes produ-
tos. Esses modelos mais elaborados, geralmente nao podem ser
resolvidos pelos algoritmos simples relatados anteriormente. Ao

nivel das técnicas, as que encontram mais sucessoc nestes Casos
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s3o a programagdo mista e decomposigao.

Uma possivel formulagio de um problema de dois esta

gios e um Unico produto €

minimizar } I e Xiq * 2 2 S F5x 7t Ly, z,
16T j€d jeJ k€K jeg

sujeito a

]
onde
Xj5 ° fluxe de produﬁo entre fabrica i e armazém j,
xjk = fluxo de produto entre armazém j e ponto de consumo k,
2 = 1 se o armazém j estd aberto; U caso gontrério,
Cij = Cij ¥ 'I‘i + Vj = custo unitario para transferir o pro-

duto de i para j,

= custo unitario de transporte de i para i,

T; = custo varidvel unitario de produgao da fabrica i,
Vj = custo variivel unitarioc por usar o armazem j,

t - n *
cjk = Cjk + Rk = custo unitario para transferir o produto

de 3§ para k,
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Cik = custo unitario de transporte entre j e k,

R, = custo varidvel unitirioc por usar o ponto de consumo
. X,

kj = custo fixo de operacao do armazém Jj,

8; * quantidade de produto fabricado em 1,

D, * limitante inferior da quantidade demandada em- X,

Cj = capacidade do armazém J,

5R = limitante superior da quantidade demandada em k.

Marks [66] aplicou um procedimento de separagao e
avaliacdo convencional para o modelo acima, onde a fungao obje-
tivo com custo fixo (fixed charge) & substituida por uma  fun-
gao substimadora linear. A partir dail o esquema convencionalde
separagado e avaliagao & aplicado, com a avaliagao sendo feita
pela resolugdo de um problema de transbordo pelo método "out-of
~kilter".

Estendendo os modelos de dois estagios para varios
produtos, encontram-se os artigos de Elson [26] e Goeffrion e
Graves [37] . O primeiro considera um modelo parecido com 0
descrito acima, mas incorpora além de varics produtos, a possSi-
bilidade de construir-se novos armazéns ou aumentar a capacida-
de dos ja construfdos. Ele usa o pacote MIP da CDC, o Ophelie
Mixed, e relata tempos aceitdveis na solugao de problemas de
porte médio. O modelo usado por Geoffrion & diferente e langa

mio de vapiiveis de indices quidruplos. 0 modelo &

minimizar ] Cig1 Xigq * 2 [f}c Ze * v APy ykl]-
x303y,2=0,1 ijkl k 11

sujeito a

X1 3%1 < Sij » para todo 13
k1l
Z xijkl = Dil ykl , Dara todo ikl,
]
(1}
z Vi1 ¢ 1 s para todo k,
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Y para todo k,

I D1 Vi € Vi B
i1
e restrigdes adicionais lineares sobre y e/ou z, onde

fndice de produto,

i =

3 = 4indice de fabricas

k = indice de possivel centro de distribuicdo (armazém),

1 = {indice de zona de consumo,

8;5 * ‘capgcidade de produgdo do produto i na.fébrica I

Dil = demanda pelo produto i na zona de consumo 1,

Vs Gk = minima e mixima capacidade do centro no local Kk,

fk = custo fixo de operagao e/ou construgao do centro k,

v, = custo variavel unitario de operagao do centro k,

Cisx1 T custo unitirio médio de produzir e transportar o
produto i, da fabrica j, através do centro Kk, até a
zcna de consumo 1.

X3kl fluxo do produto i, da fabrica j, através do centro
k, até a zona de consumo 1.

Vi1 zero-um que sera 1 se o centro de distribuigadc k ser-
vir a zona de consumo 1, e 0 caso contrario.

Zy s variavel zero-um que sera 1 se um centro de digstri-

buigido for colocado em K e zero caso contrario.

As possiveis restrigdes adicionais sobre z e y dao
flexibilidade ao modelo no sentido de incorporarem, por exemplo,
niumerc maximo ou minimo de centros funcionando, especificagao de
qual subconjunto de centros que devem permanecer abertos ou fe-
chados, restrigdes adicionais de capacidade conjunta de varios

centros que lidam com mesmo produto, etc.

0 enfoque de decomposi¢do de Benders aplicado por
Geoffrion e Graves ao problema acima separa a sua resolugao em
duas partes, uma resolvendo um problema 56 em varidveis zero-um
e outra resolvendo uma série de problemas simples de transporte,
wn para cada produto i. Como 34 dito na segao anterior, a apli
cacdo de decomposigao em problemas de grandes dimensdes foi.

bem sucedida, com esforgos computacionais bastante aceitaveis,
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Além disso, uma vantagem desse enfoque € permitir um modelamento
bastante complexo*, alem de permitir, devido ao método de decom-
posigao empregado, interpretagdes econdomicas que enriquecem a
analise da solugdo do problema [62, 63].

I.5.3 - PROBLEMA DE LOCALIZACAQ DINAMICO

Nos problemas até agora estudados as decisdes de lo-
lizacao eram feitas procurando satisfazer uma demanda agregada de
produto, por exemplo, a demanda anual. Porém, gquando a demanda
(ou produgdo € altamente sazonal , o erro que se comete com a a-
gregagao pode ser grande. Nestes casos, as melhores decisoes de
localizacao devem variar ao longo do tempo, Se alterando de manel
ra Otima para acompanhar as variagdes ocorridas na demanda e/ou

produgao.

Classicamente, o artificio matemdtico que extende os
problemas de distribuig&o para o caso dinamico consiste em repe-
tir o nimero de fontes e destinos tantos quantos os perfodos de
tempos considerados relevantes. Os arcos de transporte so devem
ligar uma fonte aos destinos situados depois no tempo. No caso
geral ,do PLA, esse artificio aumenta consideravelmente as dimen-
soes do problema, podendo comprometer sua SOlugado. Swenevy e
Thatan [87] desenvplveram, porém, um algoritmo dindmico para o
PLA com centros intermediirios (demanda razoavel), que evita a
maneira cliassica apresentada. Basicamente, eles calculam para
cada instante de tempo uma série de configuragdes de localiza -
¢do com valores crescentes de custo. Como € imputado um custo pa
ra se mudar o estado de um armazém (fechar - abrir ou abrir - fe
char), eles provam que ha uma trajetgria otima de configuragdes
no tempo. A configuragdo otima e as sub-Stimas de um instante de
tempo sac calculadas pelo algoritmo de decomposicdo de Benders e

a trajetdria posterior calcula-se aplicando programacdo dinimica,

Outro trabalho que apresenta uma solugao do PLA para
o caso dinamico € o de Warszawski [90] . Ele sugere trés algo-
ritmos diferentes e aplica-os ao caso de localizar usinas produ-

toras de concreto numa obra ciwvil.

em [35] e descrito um outro modelo pmaic complexo gue o anterior
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I.5.4 - EXTENSAO PARA FUNCOES CUSTO NAO-LINEARES

Até agora s6 foram considerados fungdes custo onde
os custos de transporte e/ou de produgdo aumentam linearmente com
a quantidade transportada ou produzida, como mostra a figura I1.2.
Em muitos casos reais estas suposigoes tornam o modelo pouco ade
quado ao problema que se deseja resolver; por exemplo, quando se
consideram que o aumento no tamanho de uma unidade produtora ou

da capacidade de um armazém proporcionam economias de escala. De

modo geral os custos unitarios de produgdc tendem a diminuir 2
medida que aumenta o nivel da atividade econdmica, como mostra a
figura I.3.
4
4
k.
k., *
i
m.
i my
rre. I.z FIG, I.3

T, =~ custo de produgao na unidade i

i
m, - volume produzido na unidade 1
k; - custo fixo da unidade 1

Por outro lado, em relagao aos custos de transporte também podem
ocorrey custos marginais decrescentes para maiores quantidades
transportadas. Analogamente entao, pode-se admitir os custos de

transporte lineares (fig.T.W) ou concavos (fig. I.5).
A 4
T

T3 i3

¥
¥

*i3 X
FIG. I.u FIG. T.5
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Tij - custo de transporte entre i e j
xij - fluxo entre i e j

Genericamente a fungdo objetiva de um problema de lo

calizacdo pode ser escrita como

minimizar } milm ) + 77 Tij(x..)

1]
iel i€ jed
I=4{1,2,...,m
J = {1,2,...,n}

Os trabalhos de Efroymson e Ray [19], Spielberg[86],
Khumawala (53], Davis e Ray [15], Ellwein [21], Gray [u0], Akinc
e Khumawala [1] e Marks [66], entre outros, assumem que'rij(xij)

€ linear e ﬂi(mi) da forma abaixo -("fixed~charge").

Porém,varios dos autores acima sugerem modificagoes
em seus algoritmos de separacao e avaliagao de modo a comporta-
rem fungoes custo lineares por partes. Entretanto; ha traba-
lhos que desenvolvem dispositivos especificos para tratarem fun
¢Oes que ndo sejam lineares. Dentro desta Otica pode-se citar
o trabalho de Klein e Klimpel [54] que supdem os custos de pro-
‘ducao da forma da fig. I.5 e sugerem um aogoritmo de programa -
cdo ndo-linear baseado no método de Rosen. Num estudo para lo-
calizagdo de departamentos hospitalares, Elshafei [23] +tanbém
considera custos do tipo da fig. I.6 e aplica um método de par-
ticdo para chegar a solugdo do problema. Marks e Liebman [67)
consideram custos da forma da fig. I.7 para problemas de locali

— - . -,
zacao com centros intermediarios.
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|

xe

.
¥

FIG. TI.6 FiGg. I.7

0 artigo de Rech e Barton [77] pede somente que as
fungoes 7, e Tij sejam lineares por parte, nao exigindo continui
dade e utiliza envelopes convexos lineares por partes para subes
timar as fungoes. Daf, resolvem uma sequencia finita de proble
mas de fluxo de custo minimo pelo algoritmo "out-of-kilter" com

a qual chegam a solugac do problema coriginal.

S& [8@ desenvolveu um algoritmo de separacao e ava-
liacao que permite que os custos de produgdoc sejam concavos e
continuos, como mostra a fig. I.3, sendo os custos de transporte
lineares. Sua experiéncia computacional relata que o metodo se
aplica a problemas até com 25 ovigens (varidveis inteiras), com
aproximadamente 15 minutos de CPU para achar a solugio Stima. O
trabalho de Soland [84] admite que os custos de transporte e/ou
produgao sejam igualmente concavos e seu algoritmo tambem de se-
paracac e avallacao caminha para a solucdo Otima resolvendo uma
série de problemas de transporte comuns obtidos através de subes
imagoes lineares de m. e Tij' Supondo como Sa, custos concavos
para produgdc e lineares para transporte, Feldman, Lehrer e Ray

[?8] desenvolveram uma heuristica para achar boas solugdes.
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CAPITULO IT

PROBLEMA DE LOCALIZAGAO ESTOCASTICO RESOLVIDO PELA DECOM-

POSICAO DE BENDERS GENERALIZADA

II.1 - INTRODUCAQ

0 contelido principal deste capitulo & a resolucgdo do
problema de localizagdo com demandas estocasticas. Como levanta
do no item I.5.,1 as propostas de resolugdo de tal problema n3o
se apresentam satisfatdrias do ponto de vista da solucdo global
e da dimensdo do problema tratado. Aqui € sugerida a especiali-
zacdo da técnica de otimizagdo de decomposicdo de Benders genera
lizada (DBG), que permite com um modelamento bastante geral, en-
contrar a solugdoc Stima global do problema, além de abrir a pos-

sibilidade de tratamento de problemas de grande porte.

Neste capitulo € apresentado um resumoc da programa-
gdo matematica de grande porte e como as técnicas de decomposi -
cdo - e em particular a de Benders - se enguadram nela. A se-
guir, ha um resumo da DBG e levados pela necessidade de criar um
problema equivalente deterministico,saocapresentadasas duas manei
ras classicas de fazé-lo. SO a primeira maneira é usada na reso
lugdo apresentada, mas a outra maneira sugere uma interessante

variagdo que € explorada no capitulo IV.

II.1.1 - PROGRAMACAO MATEMATICA DE GRANDE PORTE

Paralelamente ac grande desenvolvimento experi -
mentado nos Ultimos vinte anos no campo da otimizacdo e programa
¢3o matematica, verificou-se uma crescente preocupacdo com  uma
classe particular de problemas, que devido as suas dimensoes nao
eram satisfatoriamente resolvidos pelastécnicasclassicas. Foi
entdo, que no final da Ultima década, técnicas jd desenvolvidas
foram sendo adaptadas e outras sendo criadas para tratarem  es-

ses problemas de grande porte. O principio de decomposicdo de
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Dantzig-olfe da inicio,em 1350,2 uma série de algoritmos  que
explorando a estrutura particular de alguns problemas conseguen
resolve-los com grande vantagem er termos de tempo de processa-
mento e/ou capacidade de memdria. Dentre outras, algumas estru
turas especiais que podem ser exploradas sao, por exemplo, a
forma bloco diagonal do conjunto de restricdes, problemas ndo-
lineares ou nao-convexos que tornam-se lineares ou COnVexXos
quando algumas variaveis sdo fixadas, ou ainda quando estdo pre

sentes fungodes aditivamente separaveis.

Do ponto de vista computacional da programacio mate
matica de grande porte pode-se dizer que as pesquisas tem se
concentrado em duas categorias distintas: trabalhos que procu-
ram melhorar a eficiéncia computacional de métodos ja conheci -
dos, e trabalhos que desenvolvem novas técnicas. Na primeira
categoria, as maiores contribuic¢oes se deram sobre o método Sim
plex de programagao linear: algoritmos de fluxos em rede, for-
ma produto da inversa, triangularizacdo, técnicas de 1limitacdo
superior ("upper bounding"), geracdo de colunas, etc. Ha segun
da categoria, tornaram-se classicos os métodes de Dantzig-Wolfe,
Rosen, Benders, Aproximagac Tangencial, Uzawa, ete. Cabe notar
que o desenvolvimento dessas técnicas foi possivel gracas ao
avango do suporte tedrico necessario, principalmente da teoria
da dualidade, em que as malores contribuicles partiram de Rock:

fellar, Lasdon ¢ Geoffrion.

Porém, € fundamental repetir a importancia da estru
tura especial dos problemas a que se referen a programagaoc nate
matica de grande porte. Somente o tamanho dos problemas n&ao
serve para caracterizar a aplicsbilidade destas técnicas especi
ficas. Porisso, talvez, o nome de "programacido matematica es-
trutural’ fizesse maior justiga para essa classe de problemas

considerados.

A literatura classifica diversos tipos de estrutu-
ras: multidivisional, combinatorial, dinamica e estocdstica.Mul
tidivisional diz respeito aqueles problemas naturalmente subdi-
vididos {(subproblemas) como reservatdorios de sistemas hidrauli-
cos, divisoes de uma firma, setores de uma economia. Os proble
mas de estrutura corbinatorial ter geralmante zrande nlmerc de
varijveis, devido ao grande nimero de possibilidades (alternat:

vas}) bpresentes, por exemplo nos problemas de fluxoS. Problemas
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dindmicos s&o grandes quando as restrigles tém que ser repetidas
para os diversos instantes de tempo ou tornam uma estrutura par-
ticular que permite a sua divisdo temporal. O© cardter estocasti
co de alguns problemas também pode induzir estruturas especiais

ou aumentar muito suas dimensdes.

0s métodos da programacdo matematica de grande porte,
explorando a estrutura particular de um problema,geralmente o de
compGe em outros mais simples de se resclver. O mecanismo que
faz essa decomposicao pode ser visto como se primeiro se efetuas

se uma manipulacgao que procura uma forma alternmativa para o pro-

blema original e que seja mais simples de resolver. Manipulagoes

geralmente dao origem aos problemas mestres. A seguir, uma es-

tratégia de resolugdo visa gerar uma sequéncia de problemas sim-

plificados para resolugao do problema mestre. T onde aparecemos

subproblemas de solugdo mais facil e mais rdpida.

As manipulag¢oes mais conhecidas sao dualizagao, pro-
jegdo, linearizagao externa e interna. Como estratégias, apare-
cem a restrigado, relaxagdo, direcSes factiveis e otimizagdo por
partes. Um método geralmente caracteriza-se por uma combinacdo
de uma (ou mais) manipulagao acima com uma estratégia. Para um
aprofundamento, ver o trabalho de Geoffrion [6] que &€ uma tenta-
tiva de dar uma visao unificada da programacdo matematica de

grande porte,

IT.2 - DECOMPOSICAO DE BENDERS GENERALIZADA (DBG)

A DBG desenvolvida por Geoffrion [7], & uma extensio
para o caso nao-linear do algoritmo de Benders "linear” (no sen-
tido j& explicado no Cap., I), e € uma decorrdncia natural do de-
senvolvimento recente da teoria da dualidade para problemas nao-
lineares. A exemplo de seu ancestral, a DBG trata problemas cn-
de interveém variiveis "complicantes", no sentido gue guando elas
sdao fixadas temporariamente o problema resultante se torna de
solugdo mais simples. Casos tipicos onde ela se aplica com van~

tagens sao:

~ quando o problema resultante se separa em  varios

subproblemas independentes.
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- quando o problema resultante assume uma estrutura
especial e conhecida (problema de transporte, por

exemplo) para o qual hi solugdo eficiente.

- quando o problema original é ndo-convexo, mas o
resultante €, permitindo com isso que as nao-con-

vexidades sejam tratadas separadamente.

Apresenta~se agui um resumo com interpretagdes  do

método, que trata com problemas da forma geral

minimizar 6(x,2)
X,Z
(1)
sujeito a G{x,z2}) €0 , x€X, ze€el ,

onde z & um vetor do R™Z que faz ¢ papel das varidveis Eompli -
cantes e x & um vetor do R, G & uma fungdo vetorial de m com
ponentes definida em X x Z,.0 algoritmo € desenvolvide fazendo
-se uma manipulagac fundamental de projecdo e a seguir duas
outras manipulagoes de dualizacdo.

A projegac de (1) sobre o espado dos z significa

minimizar v(z) sujeito a z € Z Ny (2)
z
onde
v(z) = Infimo ¢(x,z) sujeito a 'G{x,z) € 0, x € X (3)
X
e
V = z/6(x,z) £ 0 para algum x € ¥ . (4)

Esta projegao ¢ justificada pelo fato que resolver
(2) € mais faeil, em principioc, que resolver (1). A introdugio
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de V € necessaria para garantir a existéncia de v(z), o que po-

‘de ser visto na figura abaixo.

B
z .
“— ZNV =
FIG., II.1
A expressaoc (3) pode ser obtida resolvendo-se um problema de
otimizacgao '
minimizar ¢{x,z)} sujeito a G({x,z) €0 . {5
x & X

0 problema acima € o subproblema do algoritme e posteriormente

sera explicado o papel que exercerd no procedimento iterativo.

ApSs a manipulagdo de projetar (1) sobre o espago
z (que visa sepavar o problema nos dois conjuntos de variaveis),
a tarefa de resolver (2) é equivalente a resolver (1). Duas
outras manipulagdes sao feitas para deixar (2) numa forma mais

tratavel:

a) apelar para a representacdo dual de V de modo a

facilitar a verificagdc da satisfagdo das restrigdes de (2).

b) apelar para a forma dual de v(z) como um maximo
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ponto a ponto de uma colegdo de fungoes que a englobe.

As trés manipulagbes discutidas sao precisadas res-

pectivamente através dos seguintes teoremas:

Teorema 1 - Projecgao

0 problema (1) & infactivel ou tem valor &timo ili-
mitado se e somente se ocorre o mesmo para (2). Se (x¥%, z*) &
solugdo Stima de (1), ent3o z* & solugdo Gtima de (2). Se z* é

Stimo de (2) e x* fornece o infimo de (3) com z = 2%, entao

[Ov

(x%, z%) & Stimo de (1). Se z € g; - Otimo em (2) e X & €2 ~
timo em (5), entdo (%X, z) & (gy + £,) - Otimo em (1). A prova
esta em [7].

Teorema ? ~ Representagadao de V

_ Assumindo que X & convexo e nao-vazio e que G g con
vexa em X para cada z € Z fixado; e assumindo ainda que ¢ con-
junte K, = { k € ®1/6(x,z) € kX para'algum x € X} seja fecha-
do para cada z € Z, ent3o um ponto 2z € % estd também no conjun

to V se e somente se z satisfizer o sistema (infinito)

[-fnfimo A G(x,z)] <90 para todo A€ A , (6)
x €X

onde

m
Az{XxeRrRWX 20 e ] i =1}
1=l
A prova estd em [7].
Teorema 3 - Forma dual de v{z)

Assuma gque X é um conjunto convexo nao-vazio e que
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$ e G sejan convexas em X para cada z € Z. Assuma que para ca-

NV pelo menos uma das trés seguintes condigdes ocor-

ol
]
N1
fh
SN

a) v(z) & finito e (5) possui um vetor multiplica-

.. %
dor otimo .

b) v(z) & finito, 6(x,z) e ¢{x,Z) sdo continuas em
X, X € fechado e o conjuntoc de solugdes € - Stimas de (5) para

z = z & nac-vazio e limitado para algum € 2 0.

e) v(iz) = -

Entdo o valor otimo de (5) & igual ao seu dual em Z N V, ou se-

Ja,

v(z) £ supremo [ Infimo ¢{x,2) + uG{x,z) ]
x €

u = 0 X

para todo z € 2 0 V"

A prova também estd em [7]. A hipdtese (a) & satisfeita quan-.
do se verifica alguma condigao de regularidade {(cualificacdo de
restricdo) para o prcblema, que sendo imposta somente para evitar
casos patoldgicos, faz de (a) uma hipdtese usualmente satisfei-
ta, A hipdtese {(c) considera o caso do dual ser infactivel, on

de tora-s2 0 SUPremo COmO -m,

Verificadas as hipoteses dos teoramas 2 e 3, o pro-

blema {?) se escreve

minimizar lsupremo [;nfimo d(x,z) + uG(x,z)J sujeito a (6)

z € 2 u = 0 x € X

Para perfeita compreensao desses teoremas e de suas provas €
essenclal o conhecimento da teoria da dualidade em programacao
nZo-linear apresentada em Lasdon {3], ou em Geoffrion [8] no

seu aspecto estritamente convexo.
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Usando ainda o fato que um supremo pode ser representado pelo
menoy limitante superior, chega-se apds a sequéncia de manipula

¢coes, ao seguinte preoblema mestre:

minimizar Yy (7.1
Y, 2€ 2
sujeito a
v 2 infimo [¢(x,z) + uG(x,z)}, para todo u > 0 (7.2}
xeX
infimo [}G(x,z)] £ 0 , para todo A € A (7.3)
xeX

A forma a que o problema mestre acima foi levado
a assumir (com infinitas restrigdes) sugere a aplicagdoc da es-
tratégia de resolugao da relaxagac, ou seja, ignoram-se quase
todas as restrigoes de (7) e resolve-se o problema  relaxado.
Se a solugdo resultante ndo satisfizer todas as restrigdes ig-
noradas, gerar e adicionar uma ou mais restrigoes que foram vi
oladas e resolver novamente, até que a solugdo relaxada satis-
fagca todas as restrigles ignoradas. Suponha, entdo que (i,;)
& um Stimo relaxado de (7). Como testar a factibilidade de
tal solugdo com respeito as restrigdes de (7)? E se  ocorrer
infactibilidade como gerar uma restrigao viclada? A resposta
a estas perguntas € dada pela resolugdc do subproblema (5). Ou
seja, resolva (5) para z = Z; se a solugao achada for factivel,
ent3o 7 € V e pelo teorema 2, satisfaz (7.3). A reciproca €
vilida. Suponha ainda que a solugdo de (5) para z = Z & fac-
tivel e ¥ » v(2), entao pelo teorema 3, (f,ﬁ) satisfaz (7.2).
A reciproca também & valida. Até o momento, pode~se escrever
o seguinte diagrama simplificado do algoritmo (sem considera -

gdes de como inicializar).
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-

l

resolva o problema mestre

relaxado de solugao (;,5)

ki

resolva o subproblema

-

(5) para z = 7

3

k]

restrigbes (7.3)

NAO

foram violadas. & factfvel? SIM

Gere nova restricao

L

obtido V(E)

TERMINOU vy > v(z)?

¥

NAO

3

restrigoes (7.2)

foram violadas.

Gere nova

restricao

Vejamos como gerar uma restrigaoc que foi violada.
Um vetor 2 > 0 ou X € A gera uma restrigac violada se verifi

car respectivamente as relagoes

v < Infimo | ¢(x,2) + 4 6(x,3) (8.1)

% eX i
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ou

Tnfimo [i a{x,%) ] > g (8.2)
x € X

Sabe-se da teoria da dualidade gue se se tomar

My )

como o vetor multiplicador &timo do subproblema (5) para z =
(8.1) nio s6 serd satisfeita como seu lado direito alcangari
maximo valor (devido & fungdo dual ser cdncava e o vetor multi
plicador Stimo ser solugdo otima do dual, cujo valor € igual a
solugdo otima do primal ). Com isso conclui-gse que quando o©
subproblema for factivel e tiver solugdo o6tima finita o seu
vetor multiplicador 6timo gera a restrigao mais violada dentre
as restrigdes (7.2). No caso de (5) ser infactivel, a utiliza

cdo de um algoritmo de tipo dual facilita a obtengao de .

0 algoritmo da DBG pode entao ser formalizado Num
procedimento iterativo. Antes_é conveniente definir as seguin -

tes fungoes auxiliares:

L* (z,u) = infimo [@(x,z) + u G(x,z)] , 2 €2, u=o0 {9.1)
x€EX

L, (z,A\) = Infimo [A G(x,z)] s z €Z , X €Ai (9.2}
X €X

Passo 1 - Seja um ponto z € 2 NV conhecido. Resolva o sub-
problema (5) para z = Z e obtenha um vetor multi -
plicador 6timo U e a fungado 17(z,0). Faca p = 1
g=0,ut =10, Ls= vz, |

Selecione um parametro de convergencia e > O



Passo 2 -

Passo 3 -

passo 3A - O valor de v(2) é finito.

AT,

Resolva o prcblema mestre relaxado corrente

minimizar Y sujeito a
zZ € 2,Y
y > L (z,ud) , 3212 ..., . (10)

Ly (z,A%) €0, 3

"
[N

w
%}

N

Seja (%Z,¥) uma solugdo Stima; ¥ € um limitante infe-

rioy do valor otimo de (1).

Se 13 £ ¥ + £, TERMINGU.

Resolva o subproblema (5) para z = Z. Um dos seguin-

tes ¢asos val ocorrer:

Se v(Z) ¢ ¥ + e, TERMINOU.
Senfdo determine o vetor multiplicador Stimo 4 e a
funcdo L° (z,0). Incremente p de 1 e faga w = 4. Se
v(Z) < 13, faca LS = v(Z). 1S & pois um limitante

superior do valor &timo de (1). Volte ao PASSO Z.

Passo 3B - O subproblema & infactivel., Determine X € A sa-

tisfazendo (8.2) e a fungdo Ly (z,%). Aumente g de

-

1 e faga A% = A. Volte ao PASSO 2.

Algumas observagles para efeito de implementagac

computacional fazem-se necessarias. O problema mestre relaxado

(10) € sempre factivel, mas pode ocorrer uma solucdo ilimitada,



-1 Q-

que pode ser evitada tomando Z como um conjunto compacto (hipo-
tese frequente na pratica, por exemplo, nos problemas de locali
zagdo onde Z &€ um conjunto discreto}. A inicializagdc  através
do passo 1, escolhendo um z € Z 1 V, possibilita através de um
bom conhecimento pratico do problema,uma boa escolha inicial.Ca
so tal ponto factivel seja desconhecido, é necessario langar mao
de um procedimento tipo fase-um capaz de obté-lo. Uma outra
inicializagio, muito Gtil em problemas de grande dimensdo, & re
solver varios subproblemas para um subeconjunto dos z € Z nv

que suspeita-se serem bons candidatos, e sO depois executar 0

problema mestre relaxado.

No passo 2 resolve-se a cada iteragao um problema
mestre que é uma versdo cada vez menos relaxada do problema (7)
e cujo valor Stimo € Y. Entdo ¥ € um limitante inferior do
problema (2), e sua sequéncia de valores € mondtona ndo-decres

cente.

Deve-se notar que quando seresolve um subproblema com
z = 7, a solucdo Stima obtida -~ X - fornece uma solugdc (X, 2)
de (1) cujo valor &€ v(Z). Dentro de LS & sempre colocada a me-
lhor avaliagao ja feita pelo subproblema das diferentes propos-
tas 7 e porisso fornece o melhor limitante superior até agora
conhecido do problema (2). Note gque a sequéncia de valores de

1S nio & necessariamente monotona ndo-crescente,

A luz desses limitantes, o critério de parada da
DBG é quando eles se encontrarem, respeitando uma tolerancia.Is
to pode ocorrer tanto no passo 2 ~ avaliagao do limitante infe

rior -, quanto no passo 3A - avaliagaoc do limitante superior.

Uma outra cbservacgdo importante € a ndo necessidade
da funcio Ly e do passo 3B caso a factibilidade do subproblema
seja sempre garantida, qualquer que seja 2z € Z selecionado -

"0 que, al’ds, ocorre também nos problemas de localizagdo -.

Um detalhe até agora ndo comentado &€ que a avalia -
cdo das fungoes L* e L; envolve um problema de otimizagdo, que
pode representar um problema crucial na solugdo de (1). Porem
em muitos casos, tais fungoOes podem ser cobtidas sem qualquer es
forgo adicional. E o caso quando as fungoes ¢ e G sao linear -

mente superaveis, ou seja

b (x,2) = d1(x) + $2(2)
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G{x,z) = Gl(x) + Gz(z)

Como sera mostrado no jtem II.5, esta propriedade (que chamare-
mos de propriedade P) que estd preéente no problema de localiza
cdo estocdstico, serd aplicada de tal modo que a obtencio da
fungao L* sera feita usando simplesmente resultados da resolu-

cio do subproblema da iteragdo anterior.

A prova de convergéncia da DBG & imediata no caso
em que 2 € um conjunto discreto: como um Z nao pode ser repeti-
do a cada execugdo do passo 2 e Z tem um nimero finito de ele-
mentos, a convergéncia pode ser garantida num numero finito de

iteracSes. A prova para o caso geral estd en [7].

II.3 - PROGCRAMACAO LINEAR ESTQCKSTICA:'EQUIUALENTES DETE RMINTS-
TICOS

11.3.1 - INTRODUCAO

No presente item, levados pela necessidade de
fazer usoc da programagao estocdstica para resolver o PLE, faze-
mos um breve resumo das técnicas mais usadas e em especial de-
senvolvemos os fundamentos tedricos do problema de dois esta-
gios e da restrigao de risco. Esses dois enfoques da programa-
c3o estocdstica linear serac usades, o primeiro no presente ca-
pitule, e o segundo no capitulo IV,para a sclugac do problema

de localizacdo estocdstico.

Dentro do campo dos problemas matematicos apli-
cados, o3 problemas de otimizagdo tem recebido muita atengacnas
Gltimas décadas, em grande parte devido ao aparecimento e rapi-
do desenvolvimento do computador. KNa tentativa de modelar um
problema real e definir um objetivo a otimizar, verifica-se a
existéncia de certos coeficientes ou parametros gue intervem no
problema mas sobre Os quais ndo ha um pleno conhecimento, ou
que sdo afetados de uma incerteza. Os problemas onde se verifi

cam a presenga de tais coeficientes podem ser de dols tipos:
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- quando os possiveis valores dos coeficientes to-
mam a forma de uma funcdo de um ou mais parame
tros com dominios conhecidos, estamos frente a um
problema embutido dentro do campo da programagao

paramétrica.

~ quando os coeficientes obedecem uma determinada
distribuicdo de probabilidades, estamos tratande

com a programacio estocastica.

I esperado supor que a dificuldade em tratar os pro
blemas de programagao estocastica seja maior que no caso deter-
minfstico. Porisso, s& a programacdc linear estocdstica experi
mentou um desenvolvimento satisfatdrio até o momento. Apesar
dos resultados de Rockafellar e Wets sobre a teoria da dualida-
de estocastica, o campo da programagdo nio-linear estoedstica

nio apresenta ainda resultados passivels de aplicagdes.

Varias atitudes foram propostas para encarar a Yeso
lugdo de um problema de programagao estocastica linear. O enfo
que passivo, ou também chamado por Mandansky [10] como enfoque
"egperar e olhar", consiste em levantar a fungao de distribui -
cio do Stimo da fungdo objetivo. A partir de Tintner [1t] mui-
tog trabalhos foram desenvolvidos nesta linha. Um coutro enfo -
que {ativo) procura colocar o problema original numa forma de-
terministica equivalente Esse ultimo enfoque coloca a reso-
lugdo do problema como um problema de decisdo, no sentido qu=
uma atitude deve ser tomada "aqui e agora', antes do conhecimen

to do valor que a variavel aleatoria vai tomar.

0 enfoaue ativo por sua vez apresenta duas maneiras
fundamentais de ser aplicado, ou seja, um equivalente determinis

tico pode ser achado através do problema de dois estagios, pro-

posto por Dantzig [5] ou através da adogdo de "restricies de

risco®, proposto por Charnes e Cooper [1].

I7.3.2 - O PROBLEMA DE DOIS ESTAGIOS

Seja o problema linzar de
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minimizar CX (13

sujeito a Ax =b , x20 )

com

Alnxn) , e<lnxl) , b{mxl)

Vamos assumir que b € uma variavel aleatdria e que conhecemos

sua fungao de distribuicdo de média b. WNestas condigSes & im-
possivel determinar um vetor x que satisfagca (12) para qualquer
valor de b. Porém, podemos observar a discrepincia entre Ax
e b, que por sua vez serd também uma variavel aleatdria e cuja
fungdo de distribuigao dependera de x. Se imaginarmos que se
deve pagar uma penalidade por essas discrepancias, podemos con
tornar o problema da aleatoriedade schre b, procurando minimi-
zar a soma de cx com o valor esperado das penalidades. E pos-
sivel penalizar as discrepancias de muitas maneiras. Um modo
simples € supo-1la progo?cional ao valor absoluto da diferenca

.esima

(erro) cbservada na i restricac, porém punindo de modo di

ferente se a diferenga for para mais ou para menos.

Formalmente Temos as penalidades

p: (b

(b, - A.x) quando b
itvi i

x

(T4
oy
|_l-

h.(A.x ~ b.) quando A
1 1 1

[

0 sao os pesos considerados.

W
[ ]
®
oy

W

sendo gque p

e

aj Y

e+
i
oy
o
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se Dy 2z Acx
b) yi =0 e V. = A.x - b,
i i i i
se A;x 2 by
) - - + + + +
A adogao das variavels Yy T Yy, Vos ... ¥y | @
v o= [y:, y;, e Ym] pode ser vista como uma correcdo que de-

ve ser feita guando, sendo escelhido "a priori" um vetor x » 0,
ocorrer uma realizagdo da variavel aleatdria b. Tendo como ob -
Jjetivo minimizar o custo de tal corregac, podemos definir a es-
colha &tima dos vy~ e y como um problema de otimizag3o, conhe-

cido como o problema do segundo estagio.

o oo
minimizar Py + hy
Y+9Y—20 J

sujeito a (13>

tssume-se no problema acima que os Dy e hy sdo nao negativos, a-

l1ém de ndo poderem ser simultanearente iguais a zero para al-~

gum 1. Com isso assegura-se que a solugdo de (13) terad pelo
+ - . :

rencs y ouy igual a zero para cada 1. Contudo, para que tal
- 3 [) L) . - ) - -

ocorra e suficiente pedir p + h > 0, que € uma condigcdo menos

restritiva e como veremos adiante, acompanhada de um significa-

do economico.

Como ja ditc, o valor otimo de (13) depende de x.
Entdo o problema (11) - (12) com b aleatdrio pode ser escrito

na forma final equivalente e deterrministica
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minimizar { cx + E min (py+ + hy )

x 20 y20
(14%)
] » ) + -
sujeito a y -~y =Db - Ax
onde E  denota a esperanca matematica.
Teorema 4 -~ A funcgdo cx + E min (py+ + hy ) € convexa em X.
Prova -~ Mostraremos primeiro que min (py’ + hy™) = 7(x) =

uma fungdo convexa em Xx. Queremos provar ent3c que

m{ix, + (l—l)xz) < lv(xl) + (l-l)ﬁ(xg); Dgagl (15>

1

Para uma determinada ocorréncia aleatdria B, seja
¥q T YI - Y; e Yo = y; - y; as solucgoes dtimas do problema

(13) para x; e x, respectivamente. Entdo

b - Axy (16)

e
s
L

v, = b - Ax - an

Multiplicando (18) por A e (17) por (1 - A) e somando

Ay * (l—l)y2 = b - AChxy + (1-l)x2) (18)

Se (18) tiramos que ryy, o+ (1= Wy, é uma solugdo factivel de
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(13) para x = Axqy + (1 - X)x,. Isto significa que

. | . -
T(axy + (1-)x%y) € pOy] + (1-Dyy) + n(iy] + (1-0y)) =

= Mpy] +hy]) + (1-X) (py, + hy,)

Am{x P+ (1-32) 7 (X))
Como (15) & valida para qualquer occorréncia de b

En(lxl + (1—A)x2) £ E[ﬁw(xl) + (1-2) 7 (XZ)] =

= AEﬂ(xl) + (1~A)Eﬁ(x2)

Como cx é uma fungdo linear, o teorema estd provado.

Em decorréncia do teorema 4 podemos afirmar que o
problema (11) - (12} com b estocastico € equivalente a (1i4), um
problema de programagao convexa com restricdes lineares. Dant-
zig [5] enunciou o problema de dois estagios (que também leva

o seu nome) numa forma mals geral.

min ¢X + E min dy
X ¥
Ax + By = b
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onde d{mx1l) € um vetor de penalidades e B{rxm)

II1.3.3 = PROBLEMAS ESTOCASTICOS COM RESTRICOES DE RISCO

0 enfoque de restrigdo de risco em programagio
estocdstica recebeu muitas contribuicdes desde os trabalhos pio
neiros de Charnes e Cooper {1, 2, 3]. Ele consiste basicamen
te em n3o requerer que as restrigdes com coeficientes aleatdrios
sejam satisfeitas completamente, ou seja, & suficiente gue
elas sejam satisfeitas numa dada proporgdc de casos. Para tal,
arbitra-se uma determinada probabilidade em que uma restrigdo
deve ser satisfeita. Formalmente, um dos problemas mais sim-

ples de serem tratados &:

minimizar c¢x

sujeito a i (19)

prob

1t et 33
)]
¢
W
lw
W
™
-
Ha
it}
H
t
-
|_l
N
]
L]

L]
=]
et

]

onde B;, I€I s&o probabilidades dadas e bes i€I variiaveis
aleatérias independentes com fungSes distribuicdo de probabili
dades Fi’ i€l.

0 lado esquerdo da restrigao acima pode ser vig~
to como a expressdo de uma fungdo de distribuicido acumulada

n
prob| } a3 X5 2 b, = Fi( 7oa.. xj) , 1el

j=1 | 3

0 que se quer € o menor valor bj; tal que
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ou seja

As restrigdes podem entdo assumir uma forma deterministica equi

valente

Sende que a fung3o Fy € caracterizada pela area sobre a curva
abaixo (fungac densidade), a figura IIL.2 ilustra a equivalén-

cia pretendida,

FIG. I1.2
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0 problema (19) pode ser mais complicado. Vejamos

algumas extensdes possiveis.

0 vetor ¢ e a matriz [aij] podem ser  variaveis
aleatérias também (o caso de ¢ aleatério & trivial, bastando
substituf-lo pela sua média) e em Vajda [15] & mostrado o
desenvolvimento de um equivalente deterministico para o caso

das fungoes de distribuicdo chamadas estaveis.

Em Miller e Wagner [11] €& visto o caso em que
os by sdo varidveis aleatdrias independentes, mas se deseja

que a distribuigdo de probabilidades conjunta de todas ine-

quagdes seja satisfeita a um nivel 8. Ou seja, quer-se

minimizar ex
sujeito a prob [ Ax 2 b } > B

x>0 0

/A

™
A
'_J

Para o caso em que a suposigdao de independéncia
entre os bi’ ie€I & uma hipdtese ndo razoavel, Prékopa
[12, 13] desenvolveu a teoria de fungdo logaritmico-cdncava
que permite ©resolver problemas para uma classe de distribui
goes (inclusive a normal), através da aplicacio de algorit-
mos da programagdo nao-linear, como o de diregdes factiveis

e o SUMT.
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Até agora, nos problemas com restrigao de risco, a
solugcio Stima do problema era achada a priori, ou seja, antes
do valor da varidvel aleatdria tornar-se conhecido. Um outro
método consiste em esperar que esses valores tornem-se conheci
dos, mas decidir antecipadamente como esse conhecimento sera
utilizado, através de uma regra pré-fixada. Por exemplo, con-
sideremos o problema (19). Charnes e Cooper [4%] sugerem uma

regra linear do tipo
m
xg = ] dj b (20)

qubstituindo (20) na funcido objetivo e nas restrigdes de (19) e
desenvolvendo para o caso da distribuigao normal, chega-se a
um problema equivalente de programagao convexa nas variaveis
djk' Esse modelo encontra aplicagdes em problemas dinamicos
onde existe dependéncia no tempo entre as variaveis aleatorias.

TI.% - FORMULACAOD DO PROBLEMA

0 problema de localizagado estocastico consiste em
encontrar locais Otimos para a instalagao de plantas produtivas
de modo a satisfazer uma demanda aleatdria e procurando minimi-
zar os custos fixos de instalagfo {construgac) e os custos de
transporte, Uma possivel formulagao apela para um problema de-
terministico equivalente através do enfoque de dois estagios,on
de a ndo satisfacgao completa das demandas, para um dade  plano
de localizagio, produgio e transporte & penalizada no critério.
Seja a varidvel aleatdria Dy a demanda por produto num desti -~
no 3. Supondo que ai seja alocada uma guantidade de produto A
e que apds a observagdo da ocorréncia da varidvel aleatoria, o-
correr que vj > Dj, entdo haveré um excesso de produto em j que
deve ser armazenade e portanto incorre-se num custo hj(yj - Dj).

Por outro lado, se Vi < Dj, havera falta de produto que deve
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ser emergencialmente suprida com um custo pj(Dj - yj)} 0s cus-
tos hy e Pj quase sempre tem significagao fisica cuja definigdo
depende de cada modelamento feito e porisso pode ser avaliado

sem dificuldade. Considerando ainda que o transporte de mercado
ria de um centro de produgdo i1 a um centro de consumo j incorre
num custo ciy € a instalagao de uma planta tem um custo fixo,uma
possivel formulagdo matemdtica baseada no equivalente determinis

tico de dois estagios e:

Minimizar ¢(x,2z} =} } Ciq Xi3y * E{z ej(Dj—yj)] + 7 kiz,
X,Z i€l jed Jjed iel

sujeito a

jed
(21}
I X5 = V3 > 3 €4d
i1eX
z2; = 0,1 s Le 1 i}
Xij?/o ’ iel , 3 € J,

onde E significa esperanga matemdtica,

M
hj(Dj - y]) se yj >,Dj
AD, - y.) =
B](D] - Yy <
-(D- - -) ] -S D-
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i Tndice de possivel localizacdo de planta, ieTI = {1,2,...m},

3 indice de ponto de demanda, j € J = {1,2,...n},

€5 custo unitdrio de transporte da origem i ao destino i,
(cij >,D), ’

k4 custo fixo de instalagdo de uma planta no local i(k; % 0),

83 capacidade de produgao no local i,

PS custo unitario de falta no destino j, (pj » 0),

hj custo unitdrio de excesso no destino j, (pj - hy 2 0D,

X314 variavel quantidade de produto transportado da planta i
para o ponto de demanda j (x € um vetor de componentes
Xi_:i, i€ I, jEJ),

25 variavel zero-um que representa a decisdo de localizagdo
de planta: sera 1 se o local i for escolhido e O caso

contrario (z € um vetor de componentes z., i € T1).

1

As hipdteses de p; 20 e py 2hj sdo importantes do ponto de
vista econdmico. O caso py < hy nao tem nenhum interesse. Além
disso sao necessarias para a convexidade do problema, como  ja
levantado quando se tratou o problema de dois estagios. A in-
versao de sinal sobre hy se deve a definigdo da fungdo penalida
de ej(-). Dependendo do problema considerado, hj pode ser ne-
gativo ou positivo, sendo interpretado num caso como um custo
(por exempleo, custo de armazenagem) e noutro como uma receita

extra (por exemplo, receita por exportagao).

A formulagao (21) €& muito semelhante ao problema de

dois estagios apresentado em IT.3.2 sendo que a restricac
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’ X535 % Y5 & apenas definicional.
i€l
| Un fato muito importante que deve ser notado & que
para uma dada estrutura fixa de localizagdo (zi, i € I fixado),
o problema resultante & de encontrar um fluxo &timo que satisfa-
¢a uma demanda aleatoria. Tal problema € um cldssico problema

de transporte estocdstico (PTE), que como veremos mais tarde, se

ra o subproblema a ser resolvido quando da aplicagio da de compo-
sigdo de Benders. Por ora € suficiente cbservar que desprezando
o termo constante que aparece com a fixagdo de z, a fung3o obje-
tivo de (21) € andloga a de (1%), garantindo através do teorema

Y que o problema de transporte estocastico € convexo.

Supondo que F(vi,... Vv4,... vp) seja a fungdo .= de
distribui¢io acumulada conjunta das demandas satisfazendo as
condigdes, (i) assume valor zero se qualquer de seus argumentos
for negativo, (ii) cada uma de suas fungdes de distribui¢3o mar-
ginal € continua, a func3o objetivo pode ser desenvolvida apli -

cando-se a definigao de esperancga matematica.

dlx,zy = §J F i3 X35 * { y Gj(Vj—yj) £lvisees V500 V)
iel jed : Y jed
dvy ... de cos dv i kjzi,

i€

onde f(v,,... .. v.) €& a funcdo densidade de probabilidade.
1 n

Vj,-

Tirando a somatoria para fora da integral observa-se que o inte-
- 2 .- - - -

grando so depende da variavel Vis © que permite integrar direta -

mente em relagao a todas as outras.

o(x,z) = } }oCis Xo. # ) Iaj("j"yj')fj(\’j)dvj + N kyz
iel jed jeg © =h
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onde fj(Vj) é a funcdo densidade marginal da demanda 3.

Substituindo a fungao Gj pela sua expressao, tem-se

Y3
¢(X,Z) = Z Z cij xij + z I hj(Vj"Yj)fj(Vj)de +
. ]

iel jed jed
I p5{vi-y5)E3(vyddvy + ;I kizi
jeJ Yi iel

Desenvolvendo a expressao acima, tem-se

Y3
olx,zY = § ] eq3 i3+ f { hylvy-ysd£5(vyddvy +
ieT jeJ jeg | ©
Pj[ {J (vi-y3)£5(vydavy - {] (vj—yj)fj(vj)dvj] + 7 kgzg
' 1€l

Y3
) ) ciy Xiy *+ ) hy f (Vj-yj)fj(vj)de + pj[ U3y 3

i€l jed jed ©

v :
- j (Vj"}/j)fj(\!j)dvj:l + E kizi
e
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onde s ¢ o valor médio da demanda no destino j. Realizando uma
integragao por partes na expressdo acima e omitindo o termo
constante ; Pj M, & fungdo objetivo fica

jed

Y3
d(x,z) = Z z cij xij + E [—pjyj —,(hj—Pj) fo Fj(le)deJ +

iel jedJd jed
: kizs,
ieT

onde Fj(vj) € a fungdo de distribuigdo marginal da demanda em 7.
Substituindo o valor de Y3 chega-se a forma equivalente determi
nistica final do PLE:

Minimizar ¢(x,z) = } J i35 %9 + ] gj( 2 Xij) *
x20,z=0,1 i€l Jjed Jjed i€x
i kizs (22)
iel
sujeito a ) Xi5 € 9423 , iel (23)
jed

(restricces lineares adicionais sobre z)

(243

onde

gi( z Xij ) - Py Z xij + (Pj”hj) Fj(Vj)dvj
i€l i€T

O
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€ uma fungdo convexa e diferenciavel

Algumas observagdes devem ser feitas, As réstrigSes
(24) d3o flexibilidade para incorporar ao modelo restrigSes 1i-
neares que contenham somente varidveis z, por exemplo, uma limi-
tagdo no numero total de locais que devam existir ou acoplamentos
logicos entre diferentes locais, etc. A diferenciabilidade da
funcao g4 € garantida pela suposigdo que F;, j&J sdo contfnuas e
sua convexidade € imediata, podendo ainda ser verificada por ana
logia com o problema de dois estagios e usando o teovema 4. Va-
le yessaltar que a aplicagdo da DBG do problema (22-24) exige a
convexidade da fungdio objetivo, mas nao a diferenciabilidade. Es
sa Gltima exigéncia € no sentido de possibilitar a eficiente re-
gra de recuperagdo do vetor multiplicador otimo explicada no
item IXT1.3. Essa observacdo abre a possibilidade de se tratar
fungbes de distribuicdo discretas com ligeiras mudangas no desen
volvimento apresentado, A formulagao escolhida procura ser sim-
ples para facilitar a apresentagao da solu¢ao do problema. Porém
outras consideragbes podem ser incorporadas sem prejudicar o mé-
todo de resolugdo apresentado neste capitulo. Por exemplo, se
considerados os custos de produgac devem ser incluidos nos coe

ficientes cij-

IT.5 - ESPECTALIZACAD DA DBG

O problema (22-2Y4) & um problema de programacdo mis-
ta nao-linear (ndo-convexo) mas quando um vetor z & fixado ele se
trans forma em um problema cldssico de programagdo ndo-linear con
vexa (PTE). Ent3oc, as variaveis z sao cbviamente identif3icadas

como variaveis "complicantes'.

Definindo .

Gj(x,2) = | .Xij - 8323 e
jed
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X={x/x201} e Z=12z/z =(20,...,2;,...,25), 23=0,1 e

z satisfazendo (2u4) 1},

a manipulagdo de projetar (22-2%) no espago dos z fornece

minimizar v{(z) sujeito a =z € Z . _ ' (25)
” _
onde v(z) = infimo ¢{(x,z) - sujeito a C(x,z) €0 .  (25)
x €X

0 problema de otimizagdo embutido em (26) & identificado como o
problema de transporte estocdstico (PTE), que aparece guando tem

ala
-y

porariamente € fixado (projecdo) um vetor de localizacido z = z

no probiema (22-24); é o subproblema do esquema de decomposigao:

Minimizar ¢(x,z“) = 7 7 i3 Xy ¥y gj( ) Xij) + ) kijzs
iel jed jed iel il
{(PTE)
sujeito a ) Xjqy € Sizz , 1€l |
jed

Note que o valor Otimo do subproblema acima € v(z%), que é uma
avaliagdc dos custos totais (instalagdo e distribuicdo) da deci
sdo de localizagdo z*, a menos do termo constante ) uj p§y Qque
foi omitido. ' 3

Deve-se notar que para qualquer 2z € Z sempre exis
te um x € X que satisfaz G(x,z) £ 0, por exemplo, x=0 -~ ndo

transportar nada - sempre satisfaz as restricdes de producdo,
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qualquer que seja a configuracdo de localizagdo escolhida. Tsso
significa que ndo & necessiario considerar o conjunto V definido
em IT.2, e em consequénecia o teorema ? n3o se aplica na presen~

te especializacdo.

A dualizagao do problema projetado (25) atravds da
aplicagao do teorema 3 & possivel, visto que suas hipdteses sdo
satisfeitas. A hipdtese de regularidade & satisfeita (restrigdes
lineares) e as condigoes de KXuhn - Tucker sZo necessarias. e su-

ficientes para Stimo. Ent3o

v(z) = supremo fnfimo[é(x,z) + uG(x,z)} s Para todoz € Z , (27)
u 20 xe X

E o problema (25) & equivalente a

minimizar < supremo Infiﬁo[¢(x,z) + uG(x,z)] ,
z €72 u 20 xe X

ou usando o fato de um supremo ser o menor limitante superior, o

PLE (22-24) & equivalente ao problema mestre

minimizar vy (28)
Y, Z€ Z
sujeito a
vy 2 infimo [¢(x,z) + uG(x,z)} , para tedo uzl (29)

Xec X
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0 sucesso da aplicagdo-da DBG ac PLE se deve em gran
de parte & separabilidade das fungdes ¢ e G em x e z. Isto per-
mite dizer que o PLE tem a propriedade P, ou seja, o problema de
otimizagao que aparece do lado direito da restrig3c do problema
mestre pode ser resolvido utilizando-se de informagles da solu -
¢do do subproblema da iteracdo anterior e com desprezivel esfor-
go computacional. Seja entdo um vetor dado de localizacao z* e
que para o qual a solugac do subprocblema (PTE} & v(z%*). Se u* &
o vetor multiplicador Stimo associado, entdo, de (27) o valor &-

- ‘},‘ - M -,
timo de v(z") ocorre para u=u* e é dado por

v(z#*) = fnfimo[-z 7 cij.xij + 7 g5( } xij) + } kizg

xe X *iel j&eg jed  iel i€l
+ 77 u; xij - ’ us S5 zg } = 7 kiz£ -
i€l jed i€l ieT
s ..
; uf¥ 8; z; + Infimo ) Cis Xgg *
iel x20 1€l jed
Y S .
7 g4( ; X33 ) + )} Ui %54 } . (30)
jed iel i€l jed :

De (239) segue que associado a u® tem~se

Y » infimo [ ${x,2) + u* G(x,z) J = Iinfimo [ ) )

x e X x>0 iel sed

Ciy *i] + z g4 ( E X313 ) o+ Z kizi +
jed iel ieT



i€l Jjed - iel ' ieT

n

) u; Siz4 + infimo [ ) : i3 X33 *
i€l xeX- 1€l Jed

.z gj ( Z Kij )+ z Z ui Xij :l .

jed iel ieT Jed

Subs tituindo acima a expressac do infimo tirado de (30), tem-se

Y > Z kizg - Z ui S;z; 4 v(z¥) - Z k;z; =
iel iel iel
+ Z u{ Sizi
1€l

Rearranjando os termos chega-se finalmente ao corte gerado por

) &
z" e u

v 3 v(z®) ¢ ] (k; - uy 83) (z; - z)) (31)

icl

IT.5,1 - ALGORITMO

A resolucao do problema se da por um procedimen

to iterativo a dois niveis, onde a cada vez & gerado no nivel
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superior do problema mestre um novo corte (31) através do vetor
multiplicador Stimo obtido da resolucao do PTE no nivel infe-
rior. O problema mestre é, a cada iteragéb, menos 7relaxado no
sentido que sdoc geradas novas restrigdes e ele produz um timitan
te inferior (y*) do valor otimo do PLE. A resolugio do subpro -
blema PTE fornece uma solugdo factivel do PLE cujo valor v(z*)
node ou ndo constituir-se no melhor limitante superior até agora
conhecido, dependendo do valor da solugao incumbente (define-se
solug&o incumbente ao par (X, z) onde Z & o melhor vetor de loca
lizagGes até agora conhecido e x é o vetor de fluxos Stimos as-

sociado).

Para um dado parametro de tolerancia € > 0, um proce

dimento iterativo €:

Passo 1 - Inicialize com qualquer vetor de localizagdes conveni-
enterente escolhido z°. Resolva o subproblema PTE pa-
ra z = z9 e obtenha o vetor multiplicador Stimo u®. Fa
ca p = 0, o limitante suverior LS = v(z®, e o limitan

te inferior LI = 0.
Pagsso 2 - Resclva o problema mestre corrente

minimizar ¥ sujeito a

Y 2 viz®) + ’ (ki-uE Si)(zi—zg) , t=0,1,... p,

iel

através de uma rotina zero-um gue leve em conta a va-

ridvel real y. Seja (y#*,z%) uma solucdo otima; y% &

o novo limitante inferior, i.e., LI = v*, Se LS-LIge,

pare: a solugdo incumbente € uma sclucdoc Stima.

o

Passo 3 - Resolva o PTE para z = 2" e determine a sua solugao o

tima x%* e o valor da funcao objetivo w(z#*)., Se wvw(z®)

< L8, faga LS = v(z*) e atualize a solucio incumbente,

e wta Ta

i.e., faga (x, z) = (x*, z*), Se LS - LI g e, pare:

a solugdo otima € (x, z). Senao, obtenha o vetor
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. - - ] kR
multiplicador Otimo u , faga p = p + 1, ub = u”,

zP = ¥ e volte ao passo 2.

Una interpretagio geométrica torna mais eclaroc o fun-
c1onamento do algoritmo. Suponhamos um problema de localizacgdo
com o vetor z de uma sO dimensdo. Othando para o problema (22-
24) vemos que ele pode ser encarado come o problema perturbado
da teoria da dualldade**,onde 0 lado direito da restrigao (23)
faz o papel do vetor de perturbagao e v(z) € a solugdo Stima do
problema perturbado. Para simplificar a analogia imaginemos que
Z € um conjunto continuo e n3o discreto. I possivel mostrar que
a fungao v{(z) € convexa nesse caso, mas nio necessariamente nao
-crescente, pelo fato de o vetor de perturbacdo z estar presen-
te na fungao objetiva. A figura II.3 ilustra o procedimento i-

terativo.

v{(z)

LS

v(z®

v(z?)

FIG.II.3

ah
1

&
ver Geoffrion [8]
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Sendo 2z° a solugdo inicial, o primeiro problema

mestre a ser resolvido tem somente um corte, cujo "coeficien-
te angular" & k - u%S e a solugdo Stima & 21, Na segunda
iteragdo vamos achar um ¥y? minimo, que & superior acs dois
cortes. O terceiro corte, a exemplo dos outros ndo necessita
ria passar tangente a curva em 22; gqualquer corte passando
tangente 3 curva entre (z!, 2°) geraria uma restrigdo viola

? n3o conseguiria ser superior aos trés

da, no sentido que ¥
cortes simultaneamente. F também possivel verificar que o
terceirco corte - construido com o vetor multiplicador Stimo -
gera a restrigdo mais violada dentre todas. A observagdo de
que os valores de LS n3o seguem uma sequéncia mondtona  nio-
crescente & verificada aqui (no caso de 2z discreto isso &
mais evidente); e também se verifica que os valores de LY
sdo mondtonos ndo-decrescentes e que a cada iteragdo & .resol-
vido um mestre cada vez menos relaxado, no sentido que a

linearizagao externa que aproxima v(z) & cada vez mais exa-

ta. 0 cpitério de parada fica também evidente na figura.

Pensando o problema de localizacdo, o problema
mestre pode ser interpretado ainda, aproveitando-se das
observagoes acima. Cada lade direito de suas restrigoes

constitui-se numa fungao (linear) que sub-estima qualquer
v(z), z & Z. Povém o conjunto das restricoes fornece a me-
lhor fungdo (minimo ponto a ponto) sub-estimadora de  v(z)
e o problema mestre procura o vetor de localizagdo que minimi
za tal fungdo. A solugdo do mestre sendo (y™, z%), signifi
ca que v* & o sub-estimador do custo esperado relativo a no

kS

va proposta de localizagao z e o correspondente subpro -

blema de transporte estocdstico fornece um nove multiplicador

- - *
otimo u que gera novo corite e ete.
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I1.5.2 - UM ALGORITMO ALTERNATIVO

A observacdo de que a solugao do problema mes-
tre nas primeiras iteragdes lida com aproximag¢des ainda pobres,
faz sugerir um algoritmo alternativo onde nao  necessariamente
se busca otimalidade estrita quande da resolugao do mestre. A
idfia é procurar somente factibilidade, principalmente gquando p
€ pequeno, oOu seja, procurar uma solugdo cujo valor seja infe
rior a LS -~ €. O problema mestre pode entao ser formulado como

achar z € Z tal que

2
W

t t t -
viz™) + E (ki - ui Si)(zi - ?i) » T =0,1 ... p
i€l

vy L8 - ¢

Eliminando v, temos que

Achar 2z € Z , tal que
(32)

t t t -
vz} + ] (k.-u; S§)(z;-2;) ¢ LS - e , £t =0,1 ... p
iel

0 problema (32) busca simplesmente uma solucao

z ¢ 2 que seja factivel e qualquer fungao objetivo linear po-
de ser considerada para efeito de resolvé-lo através de um al-
goritmo de programagaoc Zero-um. Experiéncias computacionais

mostraram bons resultados se se considerar o lado direito do
iltimo corte gerado como a prépria fungao cobjetive. Uma cer-
ta vantagem desse algoritmo alternativo & que o problema nmes-
tre tornou-se um problema de programaga® zZa2ro-um puro Com a

eliminacdo da varidvel real y e pode ser resolvido por rotinas
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padroes .
Com a subotimizacdo do mestre, sua solugao 6tima ndo
mais fornece necessariamente um limitante inferior da solugdo &-

tima de PLE. A variavel LI pode ser eliminada e o algoritmo tem

a seguinte forma:

Passo 1 - Escolhido um pardmetro de tolerancia e > 0, iniciali-
ze com qualquer vetor de localizagoes convenientemente
‘escolhido z°. Resolva o subproblema PTE para z = z° e
obtenha o vetor multiplicador Stimo u®, Faca p = 0, o

limitante superior LS = v(z9),

Passo 2 - Resolva o problema mestre modificado corrente

n v(gP - WP _ 4P
min v(z®) + [} (e - wuy 8;)(zy - z3)
iex

sujeito a

wz® + § g -ufs) C(zy -2t

iel

) gl8~-¢ ,t =0,1...p

por uma rotina zero-um. Se o problema ndo tem solugao
factivel, terminou: a solugdo incumbente & uma solu-

cdo otima. Se uma solugdo Stima € z*, va ao passo 3.

Passo 3 - Resolva o PTE para z = z*. Seja x* uma solugdo otima
e viz¥*) o valor otimo da funcao objetivo. Se v(z*) <

18, faca LS = v(z*} e atualize a solugao incumbente ,

isto €, faga (%, z) =(x*, z%). Fagap =p + 1, uP=u*,

(vetor multiplicador Stimo) e zP = z*, Volte ao pas

so 2.
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CcAPITULO IIX

SOLUCAO COMPUTACIONAL DO PROBLEMA DE LOCALIZACAO ESTOCASTICO

IIT.1 -~ INTRODUCAQ

0 método de Benders quando aplicado a um problema,
o decompde através da manipulacio matematica de projetar tal
problema sobre o espago das varidveis "complicantes" - z - co-
mo ja visto no item II.2. GEssa decomposicdo pode ser vista den
tro de uma estrutura de dois niveis, onde no inferior resolve-
se um subproblema decorrente da fixagdo das variiveis =z num
nivel superior. Estabelece-se uma troca de informagoes entre
os 2 niveis,onde,no caso do PLE, o nivel superior envia o ve-
tor zero-um de localizagbes calculado - z%* - e o nivel infe~
rior retorna o vetor de fluxos &timos calculado - x¥ - para
aquelas localizagdes, assim como o vetor multiplicador otimo

associado - u® -,

Resolve o proble

ma mestre zero-un

L A

b

Resolve o subpro-~
blema de transpor

te estocastico

FIG. IIT.1
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_ 0 presente capitulo ocupa-se de resolver o problema
mestre e o subproblema., Inicialmente discutem-se os.principais
métodos adequados a resolver o subproblema de transporte esto -
cistico e faz-se a aplicacdo de um deles. E dada énfase & ob-
tengao e ao papel que os multiplicadores otimos desempenham no
algoritmo de Benders. A seguir desenvolve~se um método de gﬁu-
meragdo implicita para resolver o problema mestre de programa-
gdo zero-um. F relatada, por final, as experimentacdes computa

cionais realizadas e as conclusdes que foram dai tiradas.

TIT1.2 - RESOLUCAO DO SUBPROBLEMA

Varios métodos 3ja foram propostos para resolver o
problema de transporte estocdscito. Tal problera foi colocado
originalmente por Ferguson e Dantzig [8] para demandas com dis-
tribuigdo discreta. Para o caso continuo, Elmaghraby [7] propos
um procedimento iterativo que, variando fluxos, busca satisfa -
zer as condigoes de otimalidade de Kuhn - Tucker. Posteriormen
te Szwarc [18] estendeu o caso tratado em [8] para aproxima -
cBes contfnuas da demanda. Hadley [13] e willians [19] apresen
tam téenicas semelhantes entre si, armbas apelando para o uso do
principio de decomposicdo de Dantzig - Wolfe generalizado, mas
o ultimo estende a solugao para funcgdes densidade de demanda
mais gerais. Usando um equivalente deterministice alternativo,
Balachandran e Jain [l] propuseram uma técnica paramétrica gque
trabalha com problemas classicos de transporte mas nao apresen
tam um exemplo numérico para mostrar a aplicabilidade do método.
0 trabalho de Ermolev e Mirzoakhmedov [6] resolve o PTE usando
conceitos de quasi - gradientes estocdsticos e o método de dire
gOes factivels sem requerer que a funcgio densidade exista, bas-
tando conhecer a sequéncié de realizacdes da demanda aleatdria.
Mais recentemente,Cooper e Leblanc [5] propuseram um algoritmo
baseado no método de Frank-Wolfe para pProgramacac nao-linear .
Devido a simplicidade do algoritmo e da possibilidade relatada

de tratar eficientemente problemas de grande dimensdo, este foi

o metodo selecionado para a resolugac do subproblema.
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III.2.)1 - 0 ALGORITMO DE FRANK~WOLFE

0 método proposto por Frank e Wolfe [9] origi
nalmente destinava-se para resolver problemas com fungoes ocbje-

tivas convexas (quadraticas) e restrigdes lineares. Sejam entdo

problemas da forma
minimizar ¢{(x) (1)
sujeito a Ax = b s x 20 (2)

onde ¢(x) € uma fungio convexa diferenciavel. A aproximagao
de primeira ordem de Taylor de 4(.) sobre o ponto factivel X

fornece o seguinte problema de programacac linear:

minimizar ¢(xk) + V¢(xk) (yk - xk) (3)

sujeito a Ayk = b yk >0 ) ' ¢y

onde V¢(xk) & o vetor gradiente avaliado no ponto xk. 0s ter-
mos ¢(xK) e V¢(xk).xk sao constantes e podem ser omitidos de

(3).
Seja agora X uma solugdo Otima de (3)~(4). Podemos definir

entdo uma direcaoc de busca

K = §k - xK

Um novo ponto factivel pode ser calculado com
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sendo o parametro o determinado através da resolucio do pro-

blema de busca unidimensional

minimizar ¢(xX + adk) - _ ‘ (5)
0gagl

Prova-se (e.g. [20] e [14] ) que a sequéncia de pontos gera-
dos {x°, x', ... xK ...} converge para x¥, solucdo &tima de

(1)-(2).

I11.2.2 - APLICAGCAC DO ALGORITMO DE FRANK-WOLFE PARA O

PROBLEMA DE TRANSPORTE ESTOCASTICO

Trabalharemos com o PTE em uma forma reduzida,
ou seja, eliminando as fontes produtoras que estfo fechadas tem
porariamente pela solugao z*, fornecida pelo problema mestre nu
ma certa iteragio. Pode-se entdo definir para tal vetor de lo-
calizagdes z%, um subconjunto de indices I% & I, tal que z; = 1,
Para cada ZE = 0 (ou seja, 1€I - I*), o subproblema tem uma res

‘tr-ig'éio Z X33 € 0, resultando em solugoes degeneradas xij:O,
jed

para todo 1 €I - I*, jedJ. Eliminando-se tais restrigSes e va

riaveis definimos o PTE reduzido (PTER):

minimizar 4(x} = J > Ciy X34 * i g3 2 . xij) + ) . k;

x 20 ier® 3eg jer  ier je1”
(PTER)
sujeito a | Xi5 € S;: ier® R



-80-

. . L :’:Xij
. : 1€1
onde gj(.z &xij) z . pj E *xij + (pj - hj) f Pj(vj)dvj
1€l ieT

e x € o vetor de fluxos de componentes xij‘

E obvia a vantagem computacional de se trabalhar com

o PTER, um problema de menor dimensdo.

0 vetor gradiente de ¢(x) & definido como V¢(x)=ag;X)
com componentes
S (x) _ ng(iéIﬁxij) '
: = c,. t = C,s = Py + (pa~h.) F.C 7  x..),
$Xse s 13 8%. . 1] k! 1 3 " . 13
1] 13 1€I”
%
i1el , jJed
se xX & uma solugio factivel do PTER podemos definir
_ §p(x)
C.. = (6)
1]
le] x=xK

Substituindo (8) em (3) e omitindo os termos constantes podemos

construir o PL

minimizar } ) 7 i3 Vi
iel” jeJ
_ . (7>
sujeito a f yij £ 5y E 1 & I
jed

Yij >0 ’ i1el’ s J€J
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0 problema (7) tem uma estrutura angular particular
que nac tem presente qualquer restrigdo de acoplamento entre va
rigveis, o que o deixa completameﬁte decomponivel em cada ori-
gem. FE esta particularidade que torna o método de Frank-Wolfe
atrativo para a resolugdo do PTER. Se I* tem m* componentes,en
tdo teremos m* subproblemas independentes - um para cada origem

ieI® - do tivpo

\\

minimizar ] i3 Y13

jed
o 'g subproblema i

sujeito a y i3 < 55

jed
2 2 0 e d
yl} > s 1 )
A solugao dos subproblemas acima € por simples inspec3o. Ini-

cialmente acha-se o indice s de modo que

is ij

0Ol
)
=)
0l

- . e
A solugdo Otima serd

!
A
[an)

se -
1s

?

iy ® 0 , jed -~ {s}

W
o

jed se

bt}
1

o
o

ii is
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A interpretacdo desta solugdo a luz do problema de
transporte € evidente: se o menor estimador de primeira ordem
dos custos esperados totais (de transporte, deficit e excesso )
- Eis - for negativo, entao deveremos transportar todo o produ-
to disponfvel‘na origem i para o destino s; caso contrario, nio
tpransportaremos nada. Tal solugdo simples &€ possivel porque
n3o hi3 restricdo impondo satisfagdc de demanda nos destinos. O
problema (5} de minimizacdo unidimensional pode ser resolvido
por qualquer rotina de busca que leve em conta a restrigac de

0 £ a £ 1.

IIT.2.3 - ANALISE DA CONVERGENCIA DO METODO DE FRANK-
WOLFE

Procuraremos aqui estabelecer condigles para
uma boca convergéncia do algoritmo de Frank-Wolfe proposto para
resolver o PTER. Inicialmente calculemos o otimo irrestrito do
PTER, ou seja, o Otimo de sua fungdo objetivo assumindo que =&
capacidade das fontes € ilimitada. Lembrando que a fungao obje
tivo do PTER € convexa e diferencial, as condigGes de Xuhn -
Tucker sao condigdes necessarias e suficientes para otimalidade.
Um par (x,u), x 2 0, u > 0 satisfaz tails condigCes se e somente

se (ver Apéendice I):

cjy = Pyt (pj—-hj) Fj( ; &xij) - w3 20, i€IT, jeJ (8)
jeI”®
- 2 + n"'h. - [ - » x = E =
x5 |€55 ~ Py (ps ]) P](.Z xlj) ”11] 0, I€I1* , jed
léIﬁ
(9)
M.ee Xe2 =0 , 1€I° , 3eg (10)

13 1]

Supondo um determinado destino J€J e os fluxos convergentes
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& ' . . &
xii >0, 1€T , conclui-se de (10) que Mi3 ® 0, para todo 1€17,

De (9) pode-se escrever

.1-.2 wo- = - h= bt T A ] * .
c;z = P3 (pJ ]) Fs (.ZI* xlj) , icr (11)
1€

Como o segundo membro € constante, ¥ ie1” conclui-se quelpara
jed somente um fIUfO convergente xig deve ser ndo nulo, supon
do que os ciﬁ’ 1€ I” sejam diferentes entre si.

0 valor de XT3 pode ser calculado de (11)

Como Fi & uma funcdo distribuicdo de probabilidades, deve sa-

tisfazer 0 & Ff £ 1, implicando que

Caso pi NS Cii’ temes que xiﬁ =0 .

Resta saber como escolher 3 entre os 1€ I . Para isso tenta-
se satisfazer (8)., De (11) e para i = I, vé-se qua (8) € sa~-

tisfeita na igualdade. Para os demais i€ T tem-se

- (px - hz) Fs ) -
(px ~ h=) FJ 7 Xy R u.rz > 0

L.t
-
i

Como o segundo membro ¢ constante V1€ I”, sO se encontrara um

M3 > 0 que satisfaga (12) se escolher-sge c33 como

ciﬁ = mlnﬂ cif \ (12)
qer®
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. - -~ ' . £ ~ .
Por fim, ve-se que a solugac xi5 =0, 1 €I" nao satisfaz a

condigac (8), supondo-se que no caso geral c; pj ¥ ieI*

Extendendo-se agora o mesmo raciocinio para todos
os destinos j, conclui-se que o minimo irrestrito do PTER pode

ser calculado como

- _l po - Ci—. \
xg. = F. (—l—32d)
13 1 p: — h.
J J
X3 5 = 0, i#1i \ para todo j€J (13)
do ¢v. = min c..
sendo i3 MR e
1€l
- /
Deve-ge salientar ainda que quando c—j < h para

pelo menos um j€J, a fungao objetiva nio & llmltada 1nfer10r~

mente.

A andlise da convergdncia do algoritmo proposto no
item anterior € baseada em experimentacac computacional e expli
cacbes de alguns comportamentos sao reforgados analiticamente,
tentando estabelecer condigoes para que o algoritmo tenha um
bom desempenho. O algoritmo de Frank-Wolfe trabalha iterativa
mente fazendo aproximagoes lineares da fungao objetivo ndo-1i
near. E fundamental e intuitivo num método desse tipo que a
qualidade de tais aproximagbes influencie diretamente na sua
eficiéncia. Ou seja, a convergéncia do algoritmo devera sepr
melhor tanto quanto a funcao objetivo seja proxima da linear.
(veja ref., [15] pag. 24%). Porém, como o objetivo a otimizar
esta em presenca de restrigdes, essa linearidade pretendida &
fungao da posigao relativa que ocupa o subconjunto de solugdes
factiveis definido pelo conjunto de restrigoes, assim como é
fungdo também do "tamanho!" desse subconjunto, O exemplo bidi
mensional abaixo onde estao representados quatro conjuntos de
restricdes e as curvas de nivel de uma fung3o convexa explica

estes aspectos levantados.
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Y

F evidente que uma aproximagdo linear da fungdo objetivo & muito
melhor sobre o conjunto 1 do que sobre o 2, mostrando que a pro-
ximidade do centro piora a aproximagdo, O mesmo ocorre em rela-
cdo a 3 etH, O Qltimo,por ser mais restrito, da uma aproximagao
mais realista do gque o primeiro. Conjugado a esses fatores: ha
também de se evidenciar a influéncia do mau condicionamento da
fungdo que pode, em certos casos, agravar a gualidade da aproxi-

macao .

Varios testes computacionals com o PTER foram reali-
zados e pode-se concluir que as condigoes para se cbter conver -

" + L4 - - - -
géncia em intervalos de tempo satisrfatorios sao:

1 -~ 0 ponto de otimo da fungao objetivo - calculado
em(13) - deve estar fora do conjunto de solugcdes
factiveis, e dai as restrigdes do PTER serdo sem
pre saturadas. Isso ocorrerd sempre que ’ .54

iE :{-{
for significativamente menor que a soma das de-

mandas medias.

2 - A condigdo acima nao € suficiente para garantir
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boa convergéncia. E ainda necessario garantir
que o conjunto de solugoes situe-se sobre uma
regido suave da fungao obijetivo. Essa suavida-
de acentua-se tanto mais quanto o ponto de mini
mo tende para o infinito. Para todos os dados
do problema fixados e em particular P4 > hj s
¥+ jeJ verifica-se que a diminuigdo de  todos
os custos de transporte tende, por (13), a fa-
zer aumentar os fluxos otimos e melhorar a con-
vergéncia. Essa constatagao pode levar % errd-
nea exigéncia de custos de transporte relativa-
mente baixos como condigao fundamental de con-
vergéncia do método, como afirmado em Cooper e
Leblanc [5]. Por exemplo, consegue-se boa con-
vergéncia no caso de hj > cij’ para algum 3J€J
(nesse caso o minimo € ilimitado inferiormente)

e custos relativamente altos de transporte.

Concluinde, o algoritmo de Frank-Wolfe se  mostrou
eficiente para uma classe de problemas de transporte estocasti-
co e abre possibilidades de, a partir dele procurar-se outros
métodos que aproveitem o cardter especifico do conjunto de res-
trigoes, como por exemplo levar em conta a informagac obtida conm

linearizacdes Jja feitas em iteragdes anteriores.

III.3 - O SUBPROBLEMA E 0SS MULTIPLICADORES

Como visto em II.5.1 a geragao de um novo corte da
Bendeys exige o conhecimento do vetor multiplicador Stimo - u¥ -
do subproblema. A obtengdo de tal vetor esbarra em dois proble
mas: a técnica escolhida para resolver o PTER € priral e nao
fornece o vetor multiplicader &timo como subproduto; a outra dai
ficuldade é gque resolve-se o PTER no nivel inferior, ou seja,sd
sac consideradas as restricoes sobre ié.I*, mas necessitam-se
tarbém as variiveis duais das restrigdes i €I - I* para a cons-
trucdo do corte. Sabe-se também gue dentre os varios possiveis

multiplicadores, deve-se escolher aguele que fornece o mais efi
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ciente corte de Benders.

Fstas dificuldades sio contornadas através da anali
se das condigles de otimalidade de Kuhn-Tucker para o PTE defi-
nido em II,5. Um par (x,u}, x >0, u > 0 satisfaz essas condi

cdes de otimalidade se e somente se (ver Apendice I):

- py @jﬁﬁ)Fj( Zxﬁ)-ku.aﬂ , i€l , JeJd (14,1

ij 1

ieT
7 X5 = Sy € 0 , i€T1 : ) Xj3 €0, 1€l -1 (14.2)
j€J jed

xij[cij - pj + (pj'—hj) Fj ( z Kij) + U.i:| = 0 2 1€ I, :|€.J (1”.3)
1€l

u, ¢ ) X33 " s,y =6 , i€l u, € ) xij) =0 , ieT - 1" (1u.W)

A partir de (1%) os ug, fex podem ser calculados como

u; = max {}Cij tpy - (pj—hj) Fj( ) *xij)] (15, 1)
jed 1eT
se ) X537 8y o ier (15.2)
jeJ
ou u, = 0 (16.1)
se ) X34 €85 s ierT . (16.2)
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Se para um determinado iEEI*, vale (15.2), entdo (15.1) € dedu
zido primeiro analisando (14.3) e considerando as equagoes on-
de xij # 0, jed, de onde se tiram diferentes valores possi -
veis de u;. Para se satisfazer (14%.1) para todo j&J, deve-se
tomar ui definido por (15.1). Se, caso contrario verifica-se

(16.2), a adocao de (16.1) € evidente.

Analisemos agora o caso da obtencdo dos ui, ier-1*,
Para isso apelaremos para o conceito de fungac de perturbagiol
do PTE, quando z=2% que nos guiard para uma boa escolha de

tais multiplicadores. Primeiro definimos a fungao

P

»

Yy - _ : %
w(z") = { ’ Py ¥j : k, 24 ] + v{z")
je7 €T

que representa o custo minimo esperado de distribuicao ( que

inclui custos de transporte e custos esperados de defict e ex-
- . - . - P - -

cesso) associado com o vetor de localizagdes z”. F &bvie que

uma solugdo otima x* (e multiplicador Stimo u*) de PTE & tam-

bém Stima num problema similar onde se elimina |} ks z. e se
. i¢T N
inclui } Py My no critéric. Pode-se entao dizer que -u e

3€d - -
um subgradiente da fungao de perturbagao2 associada com tal pro

blema, e

wi(z) > wl(z ) - X us Si(zi—zg),
ieT

1 - Da teoria de dualidade em programagdo nao-linear. Para maior
compreensao ver o classico Geoffrion [10] ou o trabalho com-

pacto de Soares Filho [17].

2 - Note que, a fim de simplificar a notagao, e sem perda de ge-
neralidade, usamos z como argumento da fungao de perturbagao

w(+:), em vez do lado direito (Slzl, v szm).
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ou, o termo - uz Si(zi—zi) € um sub-estimador da variagdo dos
1¢l

ninimos custes esperados de distribuigao quando seleciona-se a

localizagao z em vez de 2%,  Por outro 1lado, a express 3o

Z ki(ziﬁzz) avalia a efetiva variagao dos custos de instalacao

jeT | ,
quando seleciona-se a estrutura de localizagdo z em vez de z”.

Entdo,o lado direito de qualquer corte (31), definido em II.5,
gerado por algum vetor multiplicador Stimo u associado ac ve-
tor z* e somado a N P4 uj,fornece um sub-estimador do custo es

j€d
perado total (distribuigdo e instalagao), relacionade com qual

quer outra localizagao z€ 7. Ou ainda, o custo esperado v(z)

vode ser estimado com base no custo esperado conhecido v(z¥)por

v(z®) + P (kg - u Si? (z, - =
1€l

_ ’" .
Como estamos interessados em escolher Uy ieI-I°
que satisfazendo (14) ainda fornega o melhor sub-estimador de

- Fid .
v(z) , z€2Z, devemos entao tomar u; o menor possivel, ou seja

., = max [;Cij t Py - (pj—hj) Pj ¢ x..)J,
€

para i¢ I -~ I” (17)

Observamos que gualquer ug > 0 satisfazendo (14) pode ser usa-
do para gerar os cortes. A adocao de (17) fornece porém uma
melhor escolha, com desprez{vel esforge computacional adicio -
nal. Fm III.5 & relatada a melhoria obtida com o uso da  re-

gra (17).
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ITT,4 - RESOLUCAQ DO PROBLEMA MESTRE

Foge dos objetivos desse estudo uma analise ‘dos
intmeros métodos e técnicas existentes para a resolucdo de um
problema de programagdo inteira ou zero-um., Nem mesmo nos per
mitimos uma incursdo exploratéria a tais métodos, como foi fei
to no caso da resolugcdo do subproblema devido ac seu carater
mais especifico. Dos quatro enfoques cldssicos de programagao
inteira - enumerativo, decomposigac de Benders, plano-de-corte
e teoria de grupo - escolhemos o primeiro para solugao do pro-
blema mestre com base em experiéncias bem sucedidas, para pro-
blemas de médio porte, relatadas em Geofrion e Marsten [12].
Mais informagdo pode ser obtida em artigos da mesma linha, e.
g. Beale [4#], Balinski [3] e Salkxin [16].

TIT.%.1 - INTRODUCAO: METODOS DE ENUMERACAC IMPLICITA

Dentro dQ enfoque enumerativo,os métodos de
enumeracao implicita se destacam pela simplicidade algoritmica.
Uma maneira obvia de resolver um problema zero-um de n variid -
veis seria enumerar caompletamente as 2" possiveis solugdes e
avaliar aquela de custo minimo. A idéia de enumeracdo implifci

"iﬂ

ta traz consigo a de exclusao de solugCes e nisso reside a
teligénecia" do metodo.

0 algoritmo aqui apresentado & baseado no trabalho original de
Balas [2] e na versdo melhorada de Geoffrion [11].

0s problemas resolvidos saoc da forma:

minimizar T = 2

A
o

sujeito a AZ + b g

Almxn) , e¢(l xn) , blmx 1)
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S@o necessarias algumas definigdes:

- ” ' . = .7
0 numero total de solugdes possiveis e 2, Todas essas solu-

coes constituem uma enumeracdo completa das solugles.

Seja S uma solucao parcial, subconjunto de variaveis binirias.

Diz~se que quem nao estd em S estd livre.

Seja j um elemento de S

Ll
v
=

¥
N

H
bt

Considere-se& que se

Exemplo: (n = 5)

1,2 =0 .

Se S = {3,5,-2} » zy = 1,z 5

5 -

Uma solucdo complementar de S é uma solugao definida por 8 e

» L g = s . + .
mais uma especificac¢ao binaria das variaveis livres. Para o S

acima existem as seguintes solugoes complementares

(0, 0, 1,0, 1)
(0, 0, 1, 1, 1)
(1, 0, 1, 0, 1)
(1,0, 1,1, 1)

n-s

Uma solugdo parcial S com s elementos determina 2 solugoes

complementares (inclui B5).

A melhor solucdao complementar factivel € uma solucdo complemen

tar que minimiza ¢z gobre todas as solugoes complementares fac

tiveis de S.

Sondar S significa:

1) Achar a melhor solugio complementar factivel de S
ou

?) Determinar que nenhuma solugdo complementar factivel
de S acarreta um valor na fungio objetivo menor que
o da solugdo incumbente (a melhor até agora conheci-
da).
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Quando uma solugao parcial S fol sondada significa que todas as

suas solugdes complementares foram implicitamente enumeradas,ou

» w . -
seja, podem ser excluidas de outras consideragoes, exceto a me-
lhor solugdo complementar factivel, caso ela substitua a incum-

bente.

0 procedimento geral do método consiste em gerar uma sequéncia
de solugdes parciais e ir tentando sonda-las. Veremos entao ¢o
mo gerar uma sequéncia inteligente de solugoes parciais e = de-

pois veremos como sonda-las.

TII.4.2 - GERACAQO DE SOLUCOES PARCIAIS

A

Uma sequéncia < SY > de solugdes parciais &

nio-redundante se nenhuma solucdoc complementar de uma solugao

parcial da sequéncia repete alguma solugcao complementar de uma
solugdo parcial ja sondada. A geragao de uma sequéncia nao-re

dundante de solugdes parciais pode ser feita da seguinte forma:
Seja inicialmente s° = ¢

se 8° puder ser sondado,entdo nio ha solugdo factivel, ou ha e

a melhor solugdc complementar factivel € achadase fim.

— 0 . - .
se s° nao puder ser sondado, aumentar S~ dando um valor binario
. . . k
a uma varidvel livre de cada vez, até que na tentativa kl’ S 1

seja sondivel.

¥ facil de verificar que para garantir gue a
seguéncia < sV >, v = k1+i, i=1,2 ... seja nao-redundante €
necessario e suficiente que se tenham todos os futuros sV com

pelo menos um elemeito complementar a Skl. Entdo, para gerar
kqt1 : DI . o
g1 basta tomar S 1 como seu Ultimo elemento multiplicado por

- ~ k
~1 ¢ marca-lo com um trago., A marcagac traduz o fato gque S 1

L] - [l -r - k
foli sondado. MNac e necessario guardar S 1

Seja o exemplo:
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-0 3.

foi sondado * S = {3,565, 2}

A partir dal dois casos podem ocorrer:

a)

b)

Su pode ser sondado

Basta entao considerar que todos os complemen
3 . . . s R
tos de S° sem o Oltimo elemento foram implicitamente enume

3

rados , pois sondar S e Sq & equivalente a sondar {3, S5}.

Note que para continuagao da seQuéncia,SS j& esta determi-
nado: g% = {3,-5}.

Su'néo pode ser sondado

. Q Ll‘ N .

Como no caso de S, aumentar S5 de uma varia-

vel livre bindria de cada vez, tentando sondar a solugao
parcial resultante, até que na tentativa Koy S 2 seja son-—

dado.
- . kitd kg . . .
Note que a sequencia S ees O e nao redundante, como

L 5

k
mostra o exemplo: S, S .. 52 conserva sempre zp, = 1~

X .
enguanto 53 tem z, = 0. S 2 precisa ser armazenado e To-

dos os SV sucessores ndo s6 precisam ser ndo-redundantes em
relagao a Skz,como também em relacdo a sX1,  Estes dois
objetivos podem ser conseguidos fazendo Sk2+l igual a
Sk2 com o Ultimo elemento complementado e marcado. No e~
xemplo, s* nio pdde ser sondado, entdo 57 = {3, 5, 2, 1},

6

digamos. Supondo que g° pode ser sondado, S sera

{3, 5, ~2_) -__1__}.:

Até o momento, o método pode ser esquematizado da seguin-

te maneira:
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Faca S = @

F 3

NEO Tente sondar S. STM
F possivel?

\ 3
Se o melhor complemento factivel de

Aumente S pela di

. s A S foi achado e € melhor que a solu-
reita com ] ou =7,

L onde z. € qualquer cado incumbente, troque asolugao in-
variivgl 15 vre cunbente. Caso contrdrio ndo faga

nada.

» - b d - -
Localize o elemento mais a direita de

S que nAo estd marcado. Se ndo exis-

+ip, FIM. Caso contrdrio, troque o©

elemento pelo seu complemento marca-
do e apague todos os elementos a di-

relta.

Resta saber como sondar S,

TIT.L,3 - SONDAGEM DE S

Inicialmente tentamcs sondar S procurando a-
char a melhor solugdo complementar factivel de S, que chamare-

mos de zs.

- s . - 5
Se c. > 0, entao zj = 03 se ¢. < U, entao zy = 1, sendo j uma

variavel livre. Supondo, scm perda d= generalidade, gue todos

os custos sao nao-negativos (basta uma mudanca de variaveis,
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caso eles nac sejam) basta fazermos z? = 0 para todas as varii
veis livres e verificarmos se z° & factivel. Caso seja, S foi
sondado. Caso contpario, procuramos verificar se ndo ha com-
plemento factIvel de S que melhore a solugac incumbente. Veri
ficar isso & equivalente a constatar que &€ impossivel tirar a
infactibilidade de z° e ainda melhorar a solugio  incumbente.
Para demonstrar a ultima afirmagdao arbitremos valor 1 para as

variaveis do conjunto

T° { 9 livre: cz® + c5 <T e a3 < 0 para

algum i tal que yi >0},

onde y° = Az® + b , T € o valor da solugdo incumbente e a3 e
elemento da matriz A; arbitrando valor 1 para gualquer outra
variavel nao de Ts,obterfamos uma solugao de valor maior que
T ou nado contribuiriamos para a diminuigdo éa infactibilidade
de z5. Ent3o, se T° for vazio ndo hi complemento factivel de
S que melhore a solugao incumbente e 5 foi sondado. A mesma

conclusao € valida se

s .
ys + 7 min {0, aij} > 0

para algum 1 tal que yi > 0.

Caso S nao seja sondado devemos aumenta~lo de

uma varidvel livre. Tal variavel pode ser joéiTs tal que

m
[ [ [ - [} S

minimize Z maximo {yi + a
jeTs i=1

ij, 0} -

Com isso procuramos selecionar uma variavel livre de > que
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.. s . iy 4o . - S+ -
minimiza a infactibilidade "total" da nova solugaoc z 1. Ha ou-
S

tros critérios para.o mecanismo de aumentar S, e.g., selecionar

o ]IE'T tal que ele factibilize ao maximo a restrigao mais vio

lada,
coes infactfveis.

ou que j factibilize ao miximo o maior numerc de restri-

Em uma versao detalhada o algoritmo pode ser, saben
e - - - . -~ - — -
do que n- €& o valor da solugac otima € z e a solugac incumben

te:

7 + limitante superior

da solugdo otima 7*

S« B
4N Td
la g =} - ~
(/_ o \\ SIM Se ¢z < ®w, entao
o y~ ¢ 0% j/_ 1w+ cz® e 7o+ zZ8
. NAQ
ib 3 3 |

. s
Construir T

le y

y?-&- 7

R %

para algum i tal

min{O,aij}>D

que

NAO
Z r

m
minimize
i=l

sobre todo S

jeT

)X max{j *a.

Aumente S por j e T que

i]

.,07

IIIL. 4.4

minimizar

- EXEMPLO

STIM

localize o elemento mais a
direita de S que nao este-
ja marcado. Se nao existe,
FIM, Caso contrario,troque
o elemento pelo seu comple
mento marcado e apague to-

dos os elementos a direita.

Apligquemos o algoritmo acima ao problema

521

+.

+ 32L+ + 2c




sujeito a

2

-9 7=

yA sendo

.- .
varliavels zZero-um

Ya. iteracao
la y = (-3,3,-1)
b T = {5}
¢ i =2 :3-2 >0 » 85 sondado
3 sh= {-3} |
5a. iteragao
la y = (2,0,1)
ib T = {1,4}
ie i =1 : 2-1-1 = 0
i=3:1>0 » 8" sondado
3 FIM. A solugdo otima €

y = {0,-3,0} <0 ~ s? sondado

inicializagao

T e

S = ¢

la. iteracao

la y = (2,0,1)

1b T = {1,3,4}

ic 1 =121 :2-7¢g
i=3:1-2 ¢

2 j o= 1 ¢ 14241
i=3:3=[3
o= 4 1 14242
Slz {3}

2a. iteragaoc

la ¥y = {-3333-1}

1 T = {2,5}

le 1 =2 -5 <0

2 j =2 :[j
3 =5 : 141l =
s2= {3,2}

3a. iteragao

la

1d c¢2z8 =

3§83 = {3,-2}

17<¢e0; 74173 z«(0,1,1,0,0)

(0,1,1,0,0) e o valor oti-

mo da fungdo objetivo & 17.
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III.5 - IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL E RESULTADOS

0 algoritmo que resolve o PLE escolhido para ser
implementado em computador foli ¢ algoritmo élternativo descri-
to em II.5.2. A estrutura do programa'compreende num nivel, um
programa principal da coordenagao cuja fungao fundamental & ler
os dados, escrever os resultados, monitorar a chamada de subro-
tinas e gerar novas restrigdes do problema mestre. Em outro ni
vel esta a subrotina que resolve o problema mestre e a subroti
na que resclve o subproblema. Ainda h3 outras subrotinas que
desempenham fungdss auxiliares, como a subrotina de avaliagao
da fungac objetivo, a subrotina de busca unidimensional, etc.Pa
ra esta Gltima, usamos um método de interpolagdo quadrdtica, mo
dificado para aproveitar a particularidade da busca se efetuar

sobre um dominio restrito.

Para mostrar a exequibilidade e eficiéncia do enfo
que de decomposigao de Benders resolvendo o PLE, foram processa
dos varios exemplos numéricos. Foram também feitas alteragdes
nos dados e parametros de convergéncia para se analisar a sensi

bilidade do método a esses parametros.

Inicialmente foi processado um pegueno exemplo

(m = n = 3) para efeito de acerto do programa e ajuste de para-
metros. Este problema convergiu em & iteragoes. Em  seguida,
foram rodados 10 exemplos de dimensdes maiores (m = 10, n = 50),

cujos resultados estdo na tabela 2. 0s dados dos problemas fo-

ram tomados dentro dos seguintes limites:

custos de transporte - [6,10]
custos de excesso - [0,9 J
custos de deficit -~ [9,33]
ofertas nas origens - [600,900]

custos fixes de instalagio - [6000,9000 |

demandas mEdias - {50,500]

As fungoes de distribuig¢iao das demandas foram su-
postas exponenciais negativas pela facilidade de integracao.
0 problema 1 € o fundamental e todos os outros sdo derivacdes

dele. A tabela 1 mostra como a decomposicgao de Benders se com-
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orta. iteracdo por iteragao, neste problema. Os valores otimos:
3 : L ’ L

encontrades foram normalizados para efeito de comparagao .

1 109 .62 96 .56
2 101.62 §2.57
3 104.03 -~ g3.8%
H 101.15 86.95
5 103.68 96.07
6 102.78 86. 71
7 100. 54 30.06
8 103.59 99. 70
2 100. 00 convergéncia
TABELA 1

A segunda coluna registra os valores otimos do subproblema que
sZo limitantes superiores (LS) do problema global e a tercelra
coluna os valores otimos do problema mestre resolvido em segul
da. Pelo fato de ter sido utilizado o algoritmo alternativo
descrito em II.5.2 esses Ultimos valores ndo significam um li-
mitante inferior e explicam porgue no Stimo ndo hd coincidénda

de valores. Notar que LS segue uma sequéncia mondtona nao-cres

cente.
problg_ = f itgiagges totaﬁempo d;egiie regra
ma % % (seg.) (%) dual?
1 0.1 0.1 9 17.71 3 sim
2 0.1 p.00o1 | 3 20.02 1 sim
3 1 0.1 5 11.87 2 sim
4 0.1 0.1 15 30,14 y " nio
5 0.1 0.1 10 29,10 1 sim
6 0.1 0.1 1k 4G, 34 2 sim
7 0.1 0.1 11 31,07 1 sim
8 0.1 0.1 8 24,52 1 sim
9 0.1 0.001 6 18.52 1 sim
10 0.1 0,001 16 43,64 4 nao
TABELA 2

Na tabela acima € € o parametro de convergencia do
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problema global e § € o paraimetro de convergencia do subproble-
ma de transporte estocastico, ambos em porcentagem de custo to-
tal Stimo respectivo. Em seguida € dado o numero de iteracdes
de Benders para convergéncia, o tempo total de CPU dispendido
na execugadc e a porcentagem do tempo total gasto ocupada pelo
problema mestre, Toda experimentagac computacional foi realiza
da no computador PDP-10 da UNICAMP. A {iltima coluna indica se
é ou nao usada a regra do item III.3 para recuperagac dos multi
plicadores otimos do subproblema. Todas as rodadas foram ini -
cializadas do mesmo modo (z; = 1, ¥ i €T) a excegdo do problema
7. Os parametros de convergéncia internos das outras subroti -
nas foram tomados coerentes com os exigidos para os seus proble

mas fontes .

0s problemas 2, 3 e 4 usam os mesmos dados gerais
que 1. A experlenCLa com o problema 2 mostra que exigindo maior
significanecia para a solucdo do subproblema (e para suas varia-
veis duais) a convergéncia € mais rapida, devido a melhor quali
dade dos cortes gerados mas o tempo total fica comprometide pe-
lo maior esforgo de calculo, ao nivel do subproblema. O proble
ma 3 mostra que o tempo de resolugao € fortemente afetado pela
tolerincia exigida para convergir. O nimero de iteragles e o
tempo necessario para resolver o problema ¥ mostra a oportunida

de e eficiéneia do uso da regra de recuperagac proposta.

0 problema 5 € semelhante ao 1 & excegdc dos  cus-

tos de transporte tomados pela metade.

No problema 6 os custos de deficit foram aumentados
em 20%. O aumento no niimero de iteragdbes faz aumentar o tempo
pasto com o mestre pelo fato de ele estar resolvendo problemas
com crescente numero de restricoes. O problema 7 e o mesmo que
6, apenas inicializado num melhor limitante superior. Em 8 é
tentada uma experiencia, executando-se o problema & com e va-
ridvel, ou seja, a tolerdncia € suposta grande no inicio e wvai
sendo restringida para o valor 0.1% no curso da otimizagao. Os
resultados saoc excelentes e explicam—sé devido ao menor esforgo
computacional requerido nas primeiras iteragdes. Os problemas
3 ¢ 10 sdo os mesmos que § e comprovam o que j& havia sido obser

vado em ralagdo ao 2 e 4.

Existem outras alternativas para tentar melhorar a

performance do enfoque de Benders. Em alguns casos € vantajoso

Ui O PN VI S
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gerar varios cortes antes de perfazer uma iteracao do nmestre -
(4til em problemas com grande nimero de varidveis binarias, on
de o esforge maior concentra-se no mestre) - , ou ainda estu-
dar outras fungodes objetivo para o mestre da versao alternati-

va.

0 tempo total de processamento de um problema pode
ser melhorado substancialmente se a resolugac de um subproble-
ma partir da solugao conseguida na iteragdo anterior, visto
que de iferagéo para iteracdo a distribuigdo Stima dos fluxos

nae varia muito.

IIT.6 - CONCLUSOES

A {(nica experiénecia computacional com a aplicagao
da DBG que foi levantada, nao traz informagtes sobre tempo de
execugdo e outros detalhes, mas mostra para problemas de varia
dos tamanhos, aquilo que & fundamental e tipico no uso da téc-
nica de decomposicao de Benders na resolugdo de problemas : 0
pequeno ntmero de iteragdes requeridas para a convergencia. 0
uso do Benders "linear" (subproblemaslineares) € bastante di-
fundido principelmente na solugdao de problemas de programag3io
mista e em particular nos problemas de localizagao - distribui
¢do confirmando a alta eficiéncia na exploragdo das alternati-
vas possiveis. Esta eficiencia pode ser vislumbrada se enca-
rarmos a técnica de Bendeys como um pProcesso automatico {e in-
teligente) de estudo de cada alternativa de localizagdo. Para
o caso de termos 10 variaveis zero-um as alternativas possi-
veis sdo 2!'° = 1024, Como mostrado, em média, basta ana-

l1isar "inteligentemente™ apenas 1% dessas possibilidades.

0 enfoque da DBG para solugdo do PLE mostrou a mes
ma tendéncia geral de convergéncia ripida verificada em outras
apliecagfes do algoritmo de Benders e abre, no campo estocdasti-
co dos problemas de localizagao, boas perspectivas para aplica
gdo a problemas de grande porte e em particular para problemas
com multi—pfodutos e para modelos mais sofisticados de siste-

mas de distribuigao.
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CAPTTULO IV

EXTENSOES DO PROBLEMA DE LOCALIZACAC ESTOCASTICO

IV.1 ~ PROBLEMA DE LOCALIZACAQ ESTOCASTICO COM RESTRICOES DE
RISCO | C

No item II.3 discutimos e apresentamos duas manei-
ras de se formular um problema deterministico equivalente a um
problema estocastico linear. A resolugdc do problema de loca-
lizaga@o estocastico apresentada até agora fez uso da primeira
maneira - através do problema de dois estdgios de Dahtzig -
Apresentaremos em seguida uma maneira alternativa de formular
o PLE - atraves de restrigdes de risco - que envolve uma visdo
diferente de tratar a estocasticidade presente. Como j& dito,
neste caso otimiza-se um critério procurando-se satisfazer as
restrigdes que contém varifveis aleatdrias, dentro de um nivel

pre-determinado de satisfagio.

Consideremos o problema de localizagdo ja enuncia-
do em I.5.1 porém com a demanda tendo de ser satisfeita acima
de uma porcentagem requerida, 0 < Bj € 1 e geralmente elevada,

Matematicamente o problema pode ser formulado como

minimizar } } C1 Xy + ] kizi (1)
X,z 1€ jed ieT
sujeito a Xij £ Si 2. i1el . (2)
jed
.« 2 D. 2 B. ., Je
prob [-E X35 > Dy ] B jed (3)
1€l ' :
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z. = 0,1 ,iel (%)

Supondo que as variaveis aleatdOrias D. sdo independentes, com
funcgdo distribuigac marginal acumulada Fj(bj) = prob [Djsbj],
as restrigoes {3) podem ser escritas numa forma naoc-probabilis
tica. Para isso basta procurar o menor valor Bj tal que

Fj(Dj) = Bj, ou seja

X.: 3 Dj , jed (3-a)

0 problema (1), (2), (3-a), (4) & um problema de
programagao linear mista e pode ser resolvido por qualquer das
técnicas de otimizagao apresentadas no CAP, I, e em particular
pela decomposigao de Benders, cuja aplicagao resulta em sub-
problemas lineares de transporfe. Beve-gse notar gue as fun-
goes densidads das demandas podem ser qualsquer desde que se-
jam independentemente distribuidas e truncadas de modo a satis

fazerem F(E) = 0 para £ < 0,

Além disso as inversas das suas fungdes acumuladas
precisam ser calculadas. O esforgo computacional para  obter
as inversas das fungbes de probabilidade € reconhecido no cam-
po da programagdo estocastica como sendo relativamente grande.

Mas a competéncia do enfoque de restricdo de risco deve ser
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analisada a luz da experilncia computacional e de comparagoes .
Nao é inten¢do nossa aqui tracar paralelos de eficidneia entre
os dois enfoques de tratar um problema de programacdo matemati
ca estocastica, e sim apresentar duas maneiras distintas , duas
filosofias diferentes de encarar tais problemas.

Porém, quando as fungdes densidade sdo particula -
res - por exemplo, a uniforme - os PLE com restricaoc de risco
tornam-se muito simples e ficeis de sevem resolvidos, como se-
ra mostrado em seguida. Em Reese e Stedry[u] um problema de
distribuigdo € tratado de maneira semelhante.

Suponde entdo, cada demanda Dj » ] €J como variavel aleatdria
independente e uniformemente distribufda no intervalo [25, 5j}
e fj(bj) as suas fungoes densidade de probabilidade, temos

1 b. - D.

e Fi(by) = =1
. =~ D. . = Db.
P72 P72

Sendo (3) da forma Fj( X,
. €

tado anterior

L. 2 .(5. - D } + D. , jeudJ.
Exlj,ﬁj Dy > 3

Definindo
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Obedecendo o limitante superior das demandas, temos finalmente

D. < z Xx., ¢ D. . (3-b)

A decomposigdio de Benders aplicada a (1), (2),
(3-b), (4) resulta em subproblemas lineares de transporte com
demandas limitadas inferior e superiormente. Charnes e Kling-
man [2] apresentam uma maneira de resolver tal problema formu-
lando um equivalente com variaveis limitadas onde acrescenta-
se somente mais uma linha em relacdo a resolugdc do problema
classico de transporte. Seja entdo o subproblema de transpor
te resultante da fixagao do vetor de localizacBes em z, = zz

At

. % %
ie€T e considers I" €1 tal que z, = 1

?

minimizar [ ;oc.

sujeito a Jox.. €8, i€l

(53

Definindo Iz = 1% 4 {m+ 1} e

exligindo que para cada j eJ
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E.., ij ¥ Fme1,y TP
i1el”
podemos escrever
*m#1,5 - 05 © Dy - | (6)
Como D. £ D. ¢ D.
S I e
0 £ xm+l,j £ Dj = _D_:] . (7}
De (6) tiramos
jed jed i€l

Finalmente, o problema (5) é equivalente a

minimizar } IoCL. X,
2 13 13
ieI” jed
1
sujeito a E xij £ Si s, 1€1
Jed
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T N
L m+1,j Z Dj z . Sl
jed jed 1€1"
0 € Xpey,3 $P5 7Dy 5 ey
3520 5 i€l jey

onde o .
m+l ,3

C problema acima &€ um cldssico problema de transporte com algu
mas variaveis limitadas e pode ser resolvido por qualquer algo

ritmo de fluxos ("out-of-kilter", por exemplo).

IV.2 - PROBLEMA DE LOCALIZACAO ESTOCASTICO CON3SIDERANDO CENTROS
DE DISTRIBUICAO INTERMEDIARZOS

No item I.5.2 j& foil relevada a importancia de  se
considerar centros intermedidrios nur problema de distribuicao.
Neste item mostraremos como tratar a estocasticidade guando se
consideram esses centros. Uma outra formulagio classica dife-

rente da j& apresentada é:

T T .
minimizar L 5 Xy t ) 3 ij ) Z, by (3.1)
1€l keX keK jeJ keX
sujeito a Z Xy € Si ) iel = { 1,2, ... 2} (9.2)

kel
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] % . = D, , jed={1, 2, ... n} (9.3)

i€l jed
iel
xik > 0y xkj 20 , 11 ,kGK , JE&J
Z) = 0,1 , k€K
onde
e custo fixo para operar o centro de distribuicao k
Ck capacidade do centro Qe distribuicdo k .

e as demais variaveis e parametros conservam as significagoes
ja definidas. Considerando agora que as demandas Dj’ J€J se~
jam variiveis aleatérias com uma dada distribuigdo de probabi-
lidades, a manipulacdo de penalizar excessos e deficits nos
destinos atraves da eliminacdo da restricdo (9.3) e inclusfona
fungao objetivo de um termo penalizador, pode ser realizada sem
dificuldades. - A decomposicao de Benders generalizada € uma 'téic_:
nica que pode ser empregada para resolver (3), lembrando que
para uma determinada estrutura binaria de localizacdo, o sub-
problema resultante € um cldssico problema de entreposto
("transshipment problem") com fungao objetivo convexa e cujas
restrigoes podem ser transformadas para um problema de trans -

porte (veja, e.g., Orden [3], Wagner [5])
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Podem ser encontrados sistemas de distribuicdc on-
de nao se tem controle sobre a variivel de quanto produzir.Até
agora todos os sistemas imaginados supoem que uma firma, tendo
o controle sobre o volume de produgis e transporte, procura
encontrar locals otimos para instalacdo de plantas. Porém, se

1 do exceden-

um setor governamental preocupa-se com a absorgao
te comercializivel de uma safra agricola, dispondo de uma rede
de armazenagem e tendo de satisfazesr as demandas por tais pro-
dutos, configura~se uma situagac onde o controle s4 pode  ser
efetuado sobre o volume a armazenar e sobre a maneira de trans
portar o produto. Além disso, a gquantidade a ser ofertada pe-
los produtores € afetada de muita incerteza, assim como as de-
mandas nos centros consumidores. llesses casos & necessério*ﬁg
tar as ofertas também como variaveis aleatdorias. Escolhendo-

se pesos que penalizem as discrepéncias na satisfacao das res-
trigdes de oferta (os pesos por "falta" de produto nas origens
deve ser muito grande),as restrigoss (9.2) podem ser adiciona-

das a funcado objetivo de modo semelhante as (9.3).

0 enfoque de restrigdc de risco pode ser usado tamn
bém sobre a formulagdo do problema (1) do CAP. I, sendo porém,

i indice de fdbricas, k de armazém = j de demandas.

min ‘2 i ‘Z x5 Fiky * Pz v ] (v | D, ykj)
1€l keK jed keX k&K jed

¥ ¥

Sua. pmb( L L Xikj \< Si) ;; ':tl - iGI
keX- &g
(10)
¥ . ) . ) i
prob( } X513 > D yk]) > 33 , K €X , jeJ
iel
Py =2 : k€K /
keK
1 0 governo compromete-se a comprar o excedente através da

fixagao de uma politica de pregos minimos, por exemplo.
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Yk Z S 7 Dj ykj £ Vk 2, 5 kek
j€J
xikjao 2 i€l , k=K , jeJ .

IV.3 ~ EXTENSAQ PARA.FUNQGES CUSTO DESCONTINUAS

No item I.5.4 foram mostradas varias maneiras de
se levar em conta ganhos por economias de escala no planejamen
to de instalagao de estabelecimentos e da distribuicdo Stima
de seus produtos. Neste item fazemos o mesmo tipo de extensao
para os problemas de localizagdo estocastico, considerando po-
rém uma forma mais generalizada, ou seja, permitindo que 0s
custos de produgao sejam lineares por parte, mas nép—c5ncavos
(descontinuos). Suporemos, entde, que os custos de producioc de

uma determinada planta i séjam do tipo da figura IV.1.

ig

e
T

i i, ia - producio

FIG. Iv.1
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Usando tal estrutura de custos, pode-se chegar a uma formulacao

do problema que permite a aplicagac da DGB. Considere

D. - demanda aleatdria no destino i , j&€J = {1, 2, ... n}

c.. - custo de transporte entre origem i , i€l = {1, 2, ... m}
e destino J€J

X,. — fluxo entre i e j

m. = quantidade produzida em i a um custo marginal

Aijn3 1€l , reR = {1, 2, ... 2}

Zi, " variiveis zero-um .

As varidveis LT indicam a guantidade produzida, devends si-
tuar-se entre os limites Sip-1 @ S5p © somente uma deve ser po-

sitiva para cada i¢ I, Para isso sao definidas as rvestrigles

z, . < m. £ 2z, S, i€l {11.1
ir “ir-1 Y Tir >~ iy Tip ? : )

¥z._ =1, z._ =0,1 , i€l , reRrR _ (11.2)
ir ir .

- - - .
Deve ser garantido que so sera transportado aguilo que for pro

duzido, logo

X,. = } m, , 1erI (11.3)
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Usando o equivalente deterministico de dois estdgios de Dantzig,
apresentado II1.3.2, as restrigcoes de demanda desaparecem e a
fungao objetivo de minimizacio dos custos de transporte , produ-

gdo e instalagdo fica

mininizar } ) S5 Xi5 * : gj( ¥ X 4) * ) Ajp Mot
i€l jeJ jeJ  diel 1€l reR
i Pzin Oy = Ansiay) (11.4)
1eI 1veR .

onde gj( ) xij) € a mesma fungio 33 definida em II.5 e  os
iel

dois Ultimos termos saem de relagdessobre a fig. IV.1. Usando

um artificio semelhante, Busby [ﬂ aplicou a decomﬁosig&o ge

Benders no caso das demandas deterministicas.

No caso estocastico a aplicagdo da DBG & 1med1ata. Seja entao
um conjunto de variiveis binarias determinado Zir’ ieI, reR
satisfazendo as restrigdes (11.2). F equivalente escolher um
inico r* para cada I€I +tal que z;% =1lez, =0 para os

_ ir
demais. Com isso a restrigdo (11.3) torna-se

Dx,ccrm s
5eg 13 1p*

e pode ser substitufda em (11.1) gerando o seguinte subproble-
ma

min [ ) °j5 X5 ¥ : gj( ) Xij) ) 3 Ajpr X553 *
1€l jeg jed iel 1€ JeJ

iel
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sujeite a

s - L S, s 5 iGI (12.2)

As restrigdes (12.2) podem ser transformadas em restrigoes sim
ples de transporte através do mesmo artificio usado em IV.1.

A obtengdo do problema mestre € imediata a partir
do conhecimento das variaveis duais associadas a (12.2). Como
no caso da aplicagdo da DBG ao problema com custos lineares, o
teorema 2 do CAP. II nao se aplica pois (12) serd sempre facti
vel qualquer gque seja o Z?r escolhido. Aqui, a propriedade P
também & valida devido a separabilidade entre as varidveis  x
e z na fungao objetivo e nas restricdes. Da mesma maneira an-
terior os valores otimos dos subproblemas pedem ser usados pa-
ra gerar os cortes do problema mestre sem esforgo computacio -
nal adicional. A versao com custos de producdo descontfnuos%p
troduz mais variaveis bindrias (m x & variiveis zero-um no to-
tal) e faz prever um esforgo computacional concentrado na reso

" lugdo do problema mestre.



(1]

(2]
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APENDICE I

CONDIGCOES DE ESTACIONALIDADE PARA MINIMO

(Condicdes de Kuhn - Tucker)

Seja um problema de programacadoc nio-linear com res

trigcoes
minimizar f(x)
X

sujeito a x€ 8,0 8,0 84
onde sl'= et

8y = {x/wi(x) =0, 1i=1,2, ... nw}

84 = {x/gi(x) £0, 1i=123,2, ... ng}

X = n-vetor de varidveis reais
f(x), wi(x), gi(x) = fungoes reais definidas em S, e diferen-
ciaveis.

Define~-se a fun¢ao lagrangeana

n n

: W g
Lix,A,u) = £{x) + Ay wi(x) + ) uigi(x)
1=1 , i=1
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. © ,0 0O . .
Dizemos que um ponto (x”, A”, u’) satisfaz as condi
~ . . %
goes de estacionalidade™ se

I.ov, L(x%, 2% u% s o0

x°, v, L(x%, 2%, u% =0

xo > 0
2. w. (™ =0 i=1,2, ...0n,
o
3. gi(x ? £ 0
0 oy .
ui,gi(x ) = 0
Uy >0 s 1= 1,2, ... ng“
" Desde que o problema original satisfaga alguma condigdo de

regularidade.



