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Resumo

Como principais contribuigoes desta tese, apresentamos novos métodos de cons-
trucao que geram novas familias de codigos quanticos CSS. As construgoes sao
baseadas em codigos ciclicos (classicos) BCH, Reed-Solomon, Reed-Muller, Resi-
duos quadraticos e também nos cédigos derivados do produto tensorial de dois
cédigos Reed-Solomon. Os principais cédigos quanticos construidos neste traba-
lho, em termos de parametros, sao os derivados dos codigos BCH classicos. Além
disso, estudamos as condigoes necessarias para analisar as situacoes nas quais
os codigos ciclicos quanticos (classicos) sao codigos MDS (do inglés, Maximum-
Distance-Separable codes). Apresentamos, também, novas conexoes entre a teoria
de matréides e a teoria dos codigos quanticos CSS, que acreditamos serem as pri-
meiras conexoes entre tais teorias. Mais especificamente, demonstramos que a
funcao enumeradora de pesos de um codigo quantico CSS é uma avaliacao do
polinomio de Tutte da soma direta dos matréides originados a partir dos codigos
classicos utilizados na construgao CSS.

Palavras-chave: Cddigos Quanticos Calderbank-Shor-Steane CSS.
Cédigos Ciclicos: BCH, Reed-Solomon, Reed-Muller, Residuos quadrdticos. Teoria
de Matroides.



Abstract

This thesis proposes, as the main contributions, constructions method of new
families of quantum CSS codes. These constructions are based on classical cyclic
codes of the types BCH, Reed-Solomon, Reed-Muller, Quadratic Residue and also
are based on product codes of classical Reed-Solomon codes. The main family
of quantum codes constructed in this work, i. e., quantum codes having better
parameters, are the ones derived from classical BCH codes. Moreover, we present
some new conditions in which quantum CSS cyclic codes are quantum MDS codes.
In addition, we provide the elements to connect matroid theory and quantum
coding theory. More specifically, we show that the weight enumerator of a CSS
quantum code is equivalent to evaluating the Tutte polynomial of the direct sum
of the matroid associated to the classical codes used in the CSS construction.

Key-words: Quantum Calderbank-Shor-Steane (CSS) Codes. Cyclic Codes: BCH,
Reed-Solomon, Reed-Muller, Quadratic Residue. Matroid Theory.
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Introducao Geral

A teoria dos cddigos quanticos corretores de erros [1-3] tem recebido muita aten¢ao na
ultima década, devido a sua importancia na transmissao e armazenamento de informacao
quantica. Com o provavel advento do computador quantico, pesquisas em relacao a tais
assuntos tém avancado rapidamente. De fato, esta teoria se infiltra em muitas areas de
pesquisa. Os exemplos mais conhecidos de cédigos quanticos corretores de erros sao os coédigos
de Shor [1] e a classe de cddigos denominados CSS (Calderbank-Shor-Steane) [1]. O cédigo
de Shor foi o primeiro cédigo quantico construido. Este codifica 1 qubit em 9 qubits e é capaz
de corrigir 1 erro quantico arbitrario em qualquer um dos qubits. E um codigo quantico de

repeticao.

Os cédigos CSS formam uma subclasse contida na classe de c6digos estabilizadores [1], e
tal subclasse é a principal ferramenta utilizada para a construcao de bons cédigos quanticos,
[2,4-20]. Poucos trabalhos existentes na literatura nao utilizam a construgao CSS para a

geragao de c6digos quanticos, como, por exemplo, [21-24].

Em relacao a criagao de novos codigos quanticos, a maioria dos trabalhos apresentados na
literatura sao baseados em construgoes de codigos CSS derivados de um tinico codigo classico
auto-ortogonal C' [2,5-15,17-20]. Em [11] sao apresentados cédigos CSS derivados de um

unico cédigo convolucional classico, auto-ortogonal.

Existem poucos trabalhos disponiveis na literatura com respeito a construcao de codi-
gos CSS derivados de dois cédigos cléassicos lineares distintos, nao necessariamente auto-
ortogonais, como, por exemplo, [4,16,25], onde os c6digos classicos lineares envolvidos na
construcao CSS sao codigos de bloco. Motivados por este fato, estabelecemos o objetivo

principal deste trabalho.

O objetivo principal deste trabalho é propor novos métodos de construcao que possibilitem
a geracao de novas familias de bons cédigos quanticos CSS, ou seja, cdédigos CSS compard-
veis ou melhores que os codigos disponiveis na literatura. Para estabelecer tais métodos
de construcao, serao utilizados dois codigos classicos distintos, nao necessariamente auto-

ortogonais. Uma das vantagens oferecidas por estes métodos de construcao é que é possivel



2 Introducao Geral

gerar cddigos quanticos que agem nos qudits de forma a proteger os mesmos de forma desi-
gual, ou seja, o cédigo fornece protecoes desiguais para os qudits. Desta forma, considerando
construcoes de cédigos CSS a partir de dois cédigos classicos distintos, nao necessariamente
auto-ortogonais, geramos novas familias de cédigos CSS, derivados de codigos cléssicos ci-
clicos, BCH, Reed-Solomon, Reed-Muller e Residuos Quadrdticos. Além disso, baseado em
idéias contidas em [14], construimos novas familias de cédigos quanticos CSS derivados de

cédigos gerados pelo produto tensorial de cédigos classicos Reed-Solomon.

Enfatizamos que em todos os novos métodos de construcao que estao sendo propostos
neste trabalho, sao utilizados cédigos classicos lineares de bloco. As familias de cédigos
quanticos gerados neste trabalho sao compostas por bons cédigos e, com excecao da familia
de codigos CSS derivados de cédigos Reed-Muller, as demais sao novas e nao disponiveis na
literatura. Pretendemos, futuramente, apresentar trabalhos onde sao utilizados dois cédigos

convolucionais (nao necessariamente auto-ortogonais) para a obtencao de novas familias de

cédigos CSS.

Uma segunda etapa do desenvolvimento deste trabalho foi estabelecer condicoes para
garantir que um codigo ciclico cldssico (quantico) seja um cédigo MDS (do inglés, maximum

distance separable codes).

A terceira etapa deste trabalho consiste de conexoes estabelecidas entre a teoria de co-
digos quanticos CSS e a teoria de matrdides. Apesar deste nao ser o objetivo principal,
conseguimos resultados relevantes neste sentido, como, por exemplo, demonstrar que a fun-
cao enumeradora de pesos de um cédigos quantico CSS é uma avaliagao do polinomio de
Tutte do matréide soma direta derivado dos codigos classicos utilizados na construgao CSS.

A tese esta organizada como segue.

O Capitulo 1 apresenta uma revisao da Teoria de Codificacao Quantica, contendo, como

elemento principal a definicao dos cédigos quanticos de Calderbank-Shor-Steane, CSS.

No Capitulo 2, estabelecemos as primeiras contribuicoes desta tese. Apresentamos um mé-
todo de construcao que gera novas familias de bons cédigos quanticos CSS g-arios, derivados

de dois codigos Reed-Solomon classicos distintos, nao necessariamente auto-ortogonais.

No Capitulo 3, que é o principal e mais importante capitulo deste trabalho, apresentamos
seis novos métodos de construcao, onde tais métodos produzem intimeras novas familias de
bons cédigos quanticos CSS, derivados de dois codigos classicos ciclicos distintos g-arios,
nao necessariamente auto-ortogonais. Os principais métodos de construgao apresentados no
Capitulo 3 sao os Métodos de Construcao 11, IIT e VI. Entretanto, o Método de Construcao IV
também gera novas familias de bons codigos quanticos ternarios. Tal método de construcao
tem como base algumas propriedades convenientes que as classes laterais ciclotomicas para

p=3en=3"—1 possuem.



Introducao Geral 3

O Capitulo 4 estabelece um método de construcao de cédigos CSS derivados de codigos
Reed-Muller e um método de construcao de cédigos CSS derivados de dois cddigos do tipo

Residuos quadrdticos.

O Capitulo 5 apresenta um novo método de construcao de codigos CSS a partir de cdédigos-

produto. Tal método de construcao ¢ baseado em propriedades de cédigos produto classicos.

No Capitulo 6, estabelecemos novas conexdes entre a teoria dos cdédigos quanticos (classi-
cos) ciclicos e cddigos quanticos (classicos) MDS. Mais precisamente, estabelecemos condigoes

para que um codigo quantico (cldssico) ciclico seja um cédigo MDS.

No Capitulo 7, que é um dos principais capitulos deste trabalho, estabelecemos as pri-

meiras conexoes entre a teoria de matréides e a teoria dos coédigos quanticos CSS.
Finalmente, no Capitulo 8, relatamos as consideracoes finais deste trabalho.

As principais contribuicoes deste trabalho estao presentes nos Capitulos 3, 6 e 7.



Capitulo

Revisao de Codificacao Quantica

Este capitulo apresenta uma revisao da teoria de codificacao quantica. Sao definidos
alguns conceitos e resultados necessarios ao devenvolvimento desta tese, tais como, os Axi-
omas da Mecanica Quantica [1], os tipos mais comuns de erros quanticos [1], o Teorema
da Discretizagao de Erros [1] e o principal elemento desta tese, ou seja, a classe dos codi-
gos estabilizadores Calderbank-Shor-Steane (CSS) [1]. Enfatizamos que todos os resultados
pertencentes a este capitulo podem ser encontrados em [1]. Algumas demonstracoes de re-
sultados em [1] nao sao encontradas na literatura, assim as apresentaremos no decorrer deste

capitulo.

Ressaltamos que todos os métodos de construcao de codigos quanticos propostos neste tra-
balho sao métodos que utilizam a construcao CSS, onde os codigos classicos necessarios para
tais construcoes sempre serao dois codigos ciclicos classicos distintos, nao necessariamente

auto-ortogonais.

O capitulo esta organizado como segue. Na Secao 1.1, apresentamos os conceitos prelimi-
nares. Na Secao 1.2, descrevemos alguns tipos de ruidos quanticos e de operagoes quanticas

e na Secao 1.3, introduzimos a teoria da correcao quantica de erros.

1.1 Conceitos Preliminares

Enfatizamos, mais uma vez, que todos os resultados pertencentes a este capitulo podem
ser encontrados em [1]. Comegaremos esta segao definindo bit quantico, ou qubit, e depois

enunciaremos os quatro postulados da mecanica quantica.

Definicao 1.1.1 Um qubit é um vetor unitdrio em um espaco vetorial complexo de duas

dimensoes. Podemos representar o estado geral de um qubit por
) =al0)+5]1),

5
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onde o e (3 sio nimeros complezos e os vetores | 0) e | 1) sdo vetores dados por | 0) = [1 0]"
e 1) =[01]", onde | " indica a operacio de transposicio de matrizes e | . | denota o

médulo de um mimero complezo. Além disso, | a |*+| G ]* = 1.

A notagao | .) é chamada de notagao de Dirac.

Os vetores | 0) e | 1) sdo denominados estados da base computacional e formam uma base
ortonormal no espaco vetorial complexo de duas dimensoes. Quando medimos um qubit,

encontramos o estado | 0) com probabilidade | o |* e o estado | 1) com probabilidade | 3 |*.

Antes de prosseguir, enunciaremos as definicées de espaco de Hilbert, operador adjunto,

operador hermitiano e operador unitdrio.

Definicao 1.1.2 Dizemos que V € um espaco de Hilbert se V' € um espaco vetorial com pro-
duto interno, completo em relacdao a este produto interno. Em outras palavras, toda seqiiéncia
de Cauchy converge para um elemento do conjunto, onde a convergéncia é em relagao a este

produto interno de V.

Definicao 1.1.3 Seja T' um operador linear em um espaco de Hilbert V. Entao, existe um

tinico operador linear T em V, tal que, para todos vetores | v), | w) em V,
(| v), A w)) = (A" | v), | w)),

onde (-,-) denota o produto interno de V. Tal operador é denominado operador adjunto ou

conjugado hermitiano de T

Definicao 1.1.4 O operador linear |w)(v| de V para W (V' e W sdo espagos vetoriais) é
um operador cuja acdo € dada por (Jw)(v|)(|v')) = (v |v") | w), onde | v) e | V') sio vetores
de V e | w) é um vetor de W.

Definicao 1.1.5 Seja T um operador linear em um espaco vetorial V. Se o operador adjunto
de T, denotado T, é o préprio operador T, ou seja TT =T, dizemos que T € operador auto-

adjunto ou hermitiano.

Definicao 1.1.6 Seja U um operador linear em um espago vetorial V. Suponha que a matriz
Ty seja a matriz que representa o operador U. Entao, dizemos que U é um operador unitario
se Ty'Ty = I, onde I é a matriz identidade e t é o conjugado (complexo) tranposto da

respectiva matriz.

Enunciaremos, a seguir, os quatro postulados que regem a mecanica quantica. O Postu-
lado 1.1.1 estabelece o local no qual a mecanica quantica se desenrola, ou seja, o espaco de
Hilbert.
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Postulado 1.1.1 A qualquer sistema fisico isolado, existe associado um espaco vetorial com-
plezo com produto interno (ou seja, um espago de Hilbert), conhecido como espaco de estados
do sistema. O sistema € completamente descrito pelo seu vetor de estado, um vetor unitdario

no espaco de estados.

Ja sabemos qual é o local que se desenrola a mecanica quantica. O Postulado 1.1.2,

descreve como o sistema quantico evolui com o tempo.

Postulado 1.1.2 A evolucdo de um sistema quantico fechado € descrita por uma transfor-
magao unitaria. Em outras palavras, o estado | ¥) de um sistema em um tempo 1, estd
relacionado ao estado | ¢/) do sistema em ty por um operador unitario U que depende so-

mente de t; e ty:
[0y =U | ).

Conforme o postulado anterior, a evolucao de um sistema quantico fechado ¢ descrita por
um operador unitario. Mas o que acontece se quisermos inferir a respeito desse sistema? O
que ocorre € que, para sabermos o que esta acontecendo em um sistema quantico, precisaremos
realizar uma medida sobre este. Para explicar o que acontece nessas situacoes, introduzimos
o Postulado 1.1.3, que fornece o modo como as medidas sobre sistemas quanticos devem ser

descritas.

Postulado 1.1.3 As medidas quanticas sao descritas por operadores de medida { M, }. Esses
operadores atuam sobre o espaco de estados do sistema. O indice m se refere aos possiveis
resultados da medida. Se o estado de um sistema quantico for | 1), imediatamente antes da

medida, a probabilidade de um estado m ocorrer € dada por:

p(m) = (& | MY My | ) = (Mo | ), Mu | 9)),
e o estado do sistema apos a medida serd:

My | )
Vi | MM, | )

onde (.) denota o produto interno.
Os operadores de medida satisfazem a relacdo de completitude:

> MM, =1,

m

onde I é o operador identidade.



8 Capitulo 1. Revisao de Codificacao Quantica

O Postulado 1.1.4, dado a seguir, descreve estados de um sistema composto, ou seja,
descreve como o espaco de estados de um sistema composto deve ser construido a partir dos

espacos de estados dos sistemas individuais.

Postulado 1.1.4 O espaco de estados de um sistema fisico composto é o produto tensorial
dos espacos de estados dos sistemas fisicos individuais. Se os sistemas forem numerados de
1 até n e o sistema i for preparado no estado | 1), decorre que o estado do sistema composto

serd dado por

| P1)® [ h2) @ - ® | hn).
Tendo como base o Postulado 1.1.4, segue a definicao de estados com n qubits.

Definicao 1.1.7 O estado geral de n qubits é uma combinacao linear de estados da base

computacional, onde os estados da base sao dados por produtos tensoriais da forma

| 212 - wn) = 1)@ | h2) @ -+ @ [ ),

onde x; =| 0) ou x; =| 1), para todo i =1,2,--- n.

Na seqiiéncia, apresentamos conceitos tais como ruido quantico e operagoes quanticas.

Antes disso, alguns conceitos preliminares serao estabelecidos.

Definicao 1.1.8 Seja A uma matriz. Definimos trago de A, denotado Tr(A), como sendo

a soma dos elementos de sua diagonal principal, ou seja,

Tr(A) =Y A

O trago possui duas propriedades:
1) Tr(A+ B) =Tr(A) +Tr(B) (linearidade),

2) Tr(AB) = Tr(BA) (propriedade ciclica),

onde A e B sao duas matrizes quaisquer.

Definigao 1.1.9 Seja T um operador linear sobre um espaco vetorial V, |1p) € V e (.) um

produto interno em V. Dizemos que T é um operador positivo se (1|Al) > 0, para todo

) € V.
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Defini¢ao 1.1.10 Considere um sistema qudntico em um dentre muitos estados |1;), com
probabilidade p;, sendo i um indice. Chamaremos o conjunto {p;, |1;)} um ensemble de

estados puros. O operador densidade do sistema € definido por

p=> pilthi)(til.
O operador densidade é também denominado matriz densidade.

Teorema 1.1.1 Um operador p é operador densidade de um ensemble {p;,|V;)} se, e so-
mente se, satisfizer as sequintes condigoes:
1. O traco de p deve ser igual a 1.

2. p deve ser positivo.

Definigao 1.1.11 Suponha que se tenha dois sistemas A e B, cujo estado seja descrito por

um operador densidade pAP. O operador reduzido para o sistema A € definido por
pA = TTB(pAB)7

onde Trg € uma operacao conhecida como traco parcial sobre B. O traco parcial € definido

por
Trg(lar)(as| @ |b1)(b2]) = |a1)(aa|Trp(|b1) (b2]),

onde |ai) e |ay) sao quaisquer dois vetores do espaco de A e |by) e |by) sao quaisquer dois

vetores do espaco de B. Além disso, o traco parcial € uma operacao linear.

O operador densidade reduzido de um sistema A é, de fato, uma descricao para o estado

desse sistema (vide [1], pagina 136).

Definigao 1.1.12 Dizemos que um sistema quantico cujo vetor de estado |1) € conhecido
exatamente estd em um estado puro. Nesse caso, o operador densidade ¢ simplesmente p =
[)(Y]. Quando isso nao ocorre, dizemos que p € uma mistura de estados; em outras palavras

dizemos que hd uma mistura de diferentes estados puros no ensemble que define p.

Teorema 1.1.2 (Decomposicio de Schmidt) Seja 1) um estado puro de um sistema AB.

Entao, existem estados ortonormais |ia) de A e lig) de B tais que
) =D Ailia)lis),

onde \; sao numeros reais nao negativos satisfazendo a condi¢do Y. \2 = 1. Esses nimeros

sao denominados coeficientes de Schmidt.
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O Teorema da Decomposicao de Schmidt é uma ferramenta importante e sera utilizado
na demonstragao do Teorema 1.1.3. Como nao encontramos a demonstragao de tal resultado

em nenhuma referéncia utilizada para a confeccao desta tese, o faremos aqui.
Teorema 1.1.3 Operadores densidade reduzidos sao operadores densidade.

Demonstragao: Caso 1: Sejam A e B dois sistemas. Provaremos, sem perda de generali-

dade, que p? é, de fato, um operador densidade para o sistema A.

Como p?P é operador densidade para o sistema composto AB, entdo
AB
PP =" pijlaib;) (aiby,
2%

onde |a;) sao estados de A e |b;) s@o estados de B; aqui, consideramos que nenhum estado
¢ emaranhado, onde estado emaranhado significa um estado quantico que nao pode ser de-

composto em produto tensorial de estados de um qubit.

Entao, temos que
ph = Trp(p"?) = Tr() | pijlaib;){aib;)- (1.1)
]
Agora, demonstraremos que a equagao

|[T1@2) (Y192] = |21) (Y1| © |22) (92 (1.2)
é verdadeira, para quaisquer estados |1)) do sistema composto AB.

Seja [1) um estado qualquer do sistema composto AB. Conseqiientemente,

|z122) (1y2|([20)) = ,
dec.Schmidt ‘I1$2><yly2|(z Az‘ZA>|ZB>>

= (Z Ai<y1y2|i,4i3>) |$15E2>7

ou ainda

(o) (91| ® J2) {yal] (19)) = |
dec.SC:hmldt [|{E1><y1| X |l‘2><y2”(z )\Z|ZA>|ZB>)

D (AN EN EICAAES)
- Z)‘i[<yl|iA><y2|iB>]|:U1x2>

wf (Z )\i<y1y2’iAiB>> |z129).
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Como para quaisquer estados do sistema composto as imagens das aplicagoes sao iguais,

podemos concluir que
|w122) (y1ye| = [21)(Y1] © |z2) (w2l
donde a equagao (1.1) é igual a:

def
=Trg( pr\az (a;] @ 1bj)(bs]) pr|az (a;|Trp(|b;)(bj]) sz|az a;l.

2 2%

Logo,
= E pilas)(ai|
i
e assim, concluimos que p? é um operador densidade para o sistema A.

Caso 2: No caso de existir estados emaranhados, utilizaremos a Decomposigao de Sch-
midt. A demonstragao que apresentaremos agora abrange todos os casos possiveis. O Caso 1

é um caso particular desta.

Sabemos que
= pili) (W,

Utilizando a Decomposi¢ao de Schmidt, segue que

pt=Trp(p*?) = Trp sz > XN i adig) Giadin))
P

= Z Ai”

sz Z Aji”

= n) Ajl rayGral + - 4 20 > A3 ldna) (G al

Jn
ZPM;‘?

Zv]z

Z Cji -
Ji

jzA ]1A’TTB ’sz> <J@B‘

jzA ]1A’

Jia)(Jial

Jia) ial;
onde
Cji = Pi Z )\ji27 Zle = 17
Ji Ji

e 0s (j, sao numeros reais nao negativos.

Assim, p# é um operador densidade para o sistema A. (]
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1.2 Ruido Quantico e Operacoes Quanticas

O formalismo das operacgoes quanticas é uma ferramenta genérica para a descricao da evo-
lugao de sistemas quanticos em diversas situacoes, incluindo mudancas de estados quanticos,
assim como processos Markovianos descrevem mudancas aleatérias em estados classicos. Da
mesma forma que um estado cldssico é descrito por um vetor de probabilidades, os estados
quanticos serao descritos por um operador densidade (matriz densidade) p, cujas proprieda-
des ja foram listadas. De forma andloga ao caso classico, estados quanticos se transformam

COo1mo

p'=e(p), (1.3)

onde € é uma operacao quantica. Dois exemplos de operagoes quanticas sao as transformacgoes

unitarias e as medidas, para as quais, £(p) = UpUT e £(p) = M,,pM,,", respectivamente.

As operagoes quanticas refletem as mudancas dinamicas de um estado quantico que resulta
de algum processo fisico; p é o estado antes de o processo ocorrer e £(p) é o estado final ap6s

o processo ter ocorrido, possivelmente, a menos de um fator de normalizacao.

Apresentaremos trés definicoes equivalentes para as operagdes quanticas, que oferecem

diferentes vantagens, dependendo das aplicacoes desejadas.

A primeira definigao é baseada na idéia do estudo da dindmica como resultado da interagao
de um sistema e sua vizinhanca. Essa definicao é concreta e facil de ser relacionada ao mundo

real, mas nao é matematicamente adequada.

A segunda é conhecida como representacao de operador soma e a terceira definicao é feita

através dos axiomas fisicamente motivados.

1.2.1 O Ambiente e as operagoes quanticas

A dinamica de um sistema quantico fechado é descrita por transformacoes unitarias. Uma
forma geral de se descrever a dinamica de um sistema quantico aberto é vé-la como surgindo
de uma interacao entre o sistema de interesse, que chamamos de sistema principal, e um
ambiente. Juntos, o sistema e o ambiente formam um sistema quantico fechado. Em outras
palavras, suponha que se tenha um sistema em um estado p e que seja mandado através
de uma caixa (transformacao unitéria) acoplada ao ambiente. Em geral, o estado final do
sistema, (p), pode nao estar relacionado a p por uma transformagao unitaria. Suporemos
que o estado de entrada do sistema seja o produto p ® pemp. Apds a transformacao U da
caixa, o sistema nao interage mais com o ambiente, e podemos fazer o traco parcial sobre o

ambiente para obtermos o estado reduzido do sistema em separado:

E(p) = Tramb[U<p ® pamb)UT]- (14)
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Essa é a primeira das trés defini¢oes equivalentes. Em geral, nao é necessario que o sistema
e 0 ambiente iniciem em um estado produto. Contudo, em muitos casos de interesse pratico,
essa suposicao é razoavel e, na maior parte de nossas discussoes, as operacoes quanticas serao
sobre um mesmo espaco A. Mesmo assim, o formalismo das operagoes quanticas permite que
se descreva a dinamica quantica quando o sistema e a vizinhanca nao partem de um estado

produto.

Convém notar que estamos descrevendo operagoes quanticas como surgindo da interagao
de um sistema principal e do ambiente. Porém, é conveniente generalizar a definicao de modo

a permitir espagos de entrada e saida diferentes.

1.2.2 Representacao de operador-soma

Podemos reformular a equacao (1.4) de forma que esta se apresente somente em termos
de operadores do espaco de Hilbert do sistema principal. Este fato produz uma melhoria

para a manipulacao de operagoes quanticas. Explicitaremos agora, tal reformulacao.

Seja |er) uma base ortonormal do espago de estados (que possui dimensao finita) do
ambiente, e pump = |€0) (€o| seu estado inicial, que é o operador densidade associado ao estado
puro inicial |eg) do ambiente. A suposigao de que o ambiente parte de um estado puro pode
ser feita sem perda de generalidade, pois se o estado fosse um estado misto, poderiamos

introduzir um sistema extra para “purificar” o ambiente (vide [1], Se¢ao 2.5).

Embora o sistema extra seja “ficticio”, nao faz diferenga para a dinamica do sistema prin-
cipal, e portanto, pode ser usado em passos intermediarios do calculo. Logo, a equagao (1.4)

pode ser escrita como

ep) 2 S (erlUlp ® leo)eollUTer) 2 S ErpEid, (1.5)

onde Ej = (ex|Uleg) é um operador (*) sobre o espago de estados do sistema principal. A

equacao acima é conhecida como a representacao de operador-soma de €.
A passagem a) se explica pelos fatos considerados a seguir.

Um operador linear pode ser representado de maneira tinica por uma matriz, uma vez
fixada a base. Calculando, entao, o produto interno do estado resultante da aplicacao da
matriz correspondente ao operador linear, a cada estado da base, pelo mesmo estado, teremos
os elementos da diagonal principal da matriz, pois quando fazemos esses produtos internos,
estamos calculando os coeficientes de Ule;), em relagdo ao estado |e;). Somando-se esses
produtos internos, que sao numeros complexos, resultarda na operacao de trago. Podemos

proceder desta forma, pois sabemos que o ambiente nao afeta o sistema principal.

A passagem b) se deve essencialmente ao fato de que portas de 1 qubit e a porta CNOT
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sao portas universais, ou seja, qualquer operador unitario arbitrario pode ser expresso como

produto de operadores unitarios com o operador CNOT..

(*) Para melhor entendimento, segue um exemplo. Em termos de matrizes a porta CNOT

pode ser representada por

1000
0100
CNOT = 000 1
0010

De outro modo, pode ser escrita em termos de operadores lineares como sendo

CNOT = ‘OPOA><OPOA‘ + ‘OP1A><OP1A’ + ’1P1A><1P1A’ + |1P1A><1P1A‘-

Logo,

Eo = (04]U]04) = [0p){0p|

Ey = (1a[U]04) = [1p)(Lp],
e assim,

€(p) = EopEo + ElpEl.

Na verdade, (*) é um exemplo que mostra que Ej, = (ex|Ulep) é um operador sobre o
espaco de estados do sistema principal, e nao um escalar. Qualquer transformacao unitaria
pode agir em qubits separadamente, deixando invariante os demais qubits. Isso porque, além
dos projetores constituintes da porta C'NOT possuirem essa caracteristica, claramente todas

as portas de 1 qubit também agem em cada qubit separadamente.

Os elementos E}, sao chamados de elementos de operacdo da operacao quantica . Como no
caso classico, temos uma distribuicao de probabilidade descrevendo a relacao sistema-ruido.

Analogamente para o caso quantico, requeremos que o traco de £(p) seja igual a 1:

1= Tr(e(p) = Tr(>_ BxpE) “LY S Tr( BB (1.6)
k k

defly
=" " Tr(EEwp) = Tr(d _ Ei'Exp). (1.7)
k k

Como essa relagao deve valer para todo p, devemos ter

Y EES =1 (1.8)
k
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Em seguida, demonstraremos essa ultima afirmagao para o espaco de um qubit.

Suponha que 7" seja um operador no espago de estados de um qubit. Suponha também
que, para todo operador densidade p, Tr(Tp) = 1. Assim, segue que E = I, onde [ é a matriz
identidade.

Demonstracao: Seja T um operador linear no espago de estados de um qubit, representado

a b
|0

onde a, b, ¢, d sdo numeros complexos. Seja p = |0)(0]. Escrevendo em forma matricial,

10 a 0
p‘{o 0} GT”_[C 0]

Como Tr(Tp) =1, temos a = 1.

pela matriz

sabemos que

Analogamente, considerando p = [1)(1|, temos que

00 0 b
=[5 ] e mee o]

donde d = 1. Conseqiientemente, a matriz de T' é dada por
1 b
T = [ L ]
Fazendo p = 1/2(]0) + |1))({0] + (1), concluimos que
o[ e[z 2] _[1/240/2 1/2+40/2
P=1 e 1| 1/2 1/2| " | 1/24¢/2 1/24¢/2 |

Como Tr(Tp) = 1, sao validas as equagoes

b—;c+1—1, donde b+C:

1 b
1],
0]

A equagao (1.11) é conhecida como relagdo de completitude. Essa relacao ¢ satisfeita para

0 e b=—c.

Logo, concluimos que

operagoes que preservam o trago. Existem também operacoes que nao preservam o traco,

para as quais

ZEkEkT <I (1.9)
K
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A notagao A < B denota A(x) < B(z), para todo x pertencente ao dominio de A, que é

igual ao dominio de B.
Aplicagoes € como a equagao (1.3), para os quais ZEkEkT < I, fornecem a segunda

k
definicao de operacao quantica. A representacao de operador soma é importante porque
fornece uma forma intrinseca de caracterizacao da dinamica do sistema principal, pois os

elementos de operagao atuam somente neste.

1.2.3 Interpretacao fisica do operador-soma

Consideremos o principio da medida implicita: sem perda de generalidade, qualquer “con-
dutor quantico aberto” (qubits nao sofrem medigdes), ao final de um circuito, pode ser consi-
derado medido. Em outras palavras, se o sistema possui 2 qubits, a matriz densidade reduzida

do primeiro qubit nao é afetada por medidas sobre o segundo qubit.

Suponha que seja feita uma medida na base |ex) do ambiente, apds a transformacao U ter
atuado. Aplicando o principio da medida implicita, decorre que tal operacao afeta somente

o estado do ambiente e nao muda o estado do sistema principal.
Se pr é o estado do sistema principal e k é o resultado da medida, segue que

pr o< Tri(lex)(ex|U(p @ leo) (eo U Tlex) (ex])
= <€k|U<p® |€0><€0‘)U”€k> = ElkakJr

Normalizando py,

EppEy!

Pk = =,
Tr(EwpEy")

encontramos a probabilidade de que o resultado seja k:
Tr(lex)(exlU(p @ leo) (e )UT lex) (exl) = Tr(ErpEL),
donde

e(p) =Y _p(k)pr = ExpExl.

Isso fornece uma interpretagao fisica do que acontece com os elementos de operacao { Ey},
em uma operacao quantica. A acao da operacao quantica é equivalente a tomar o estado p e

substitui-lo aleatoriamente por
pr. = ExpEyt ) Tr(EppEy'),

com probabilidade T'r(E, pEkT). Nesse sentido, a situagao ¢ muito semelhante ao que ocorre

com o conceito de canais de comunicacao ruidosos.



1.2. Ruido Quantico e Operacoes Quanticas 17

1.2.4 Medidas e representacao do operador-soma

Estenderemos o resultado anterior, realizando uma medida sobre o sistema combinado.
Essa possibilidade fisica esta naturalmente conectada as operacoes quanticas que nao preser-

vam o traco.

Suponha que o sistema principal se encontre inicialmente em um estado p. Denotaremos
o sistema principal pela letra () e o ambiente pela letra E, onde () e F sao independentes.

O estado inicial do sistema composto serd, entao,

pQE=p®a.

Seja U uma transformagao unitaria entre os sistemas. Apds essa interagao, uma medida
projetiva é realizada no sistema conjunto, descrita pelos projetores P,,. O estado final de QF

é dado por

P,U(p®ao)U'P,
Tr(P,U(p®o)Ut)’

para o resultado m da medida. Aplicando o traco sobre os estados de F, obtemos o estado

final somente de (@),

Tra(PnU(p®o)UTP,,)
Tr(P,U(p® o)UT)

para o resultado m da medida. Essa representacao do estado final envolve o estado inicial o

do ambiente, a interacao U e os operadores de medida P,,.

Definamos uma aplicacao
em(p) = Tra(PaU(p @ o)UTP,,),

de forma que o estado final de @) se torne o estado &,,(p)/Tr(em(p)). Seja o = X,q,|7) (j| uma
decomposicao de ensemble para o. Introduzindo uma base ortonormal |e;) para o ambiente

E, concluimos que

em(p) = D asTrallex)(exl Pal (p ® [7) (1)U Puler)(ex]) =

jk

Z EjpEj!,
ik

onde Ej, = /qj{ex| PrU]j).
Essa equagao é uma generalizacao da equagao (1.3) e fornece uma maneira explicita para

o calculo dos operadores que aparecem na representacao de operador-soma.
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1.2.5 Modelos de sistema-ambiente para operador-soma

Foi demonstrado que sistemas quanticos que interagem dao origem de forma natural a
uma representacao de operador-soma para operacoes quanticas. E o problema reciproco?
Dado um conjunto de operadores E}, existe algum modelo razoavel para o ambiente, para o
sistema e para a dinamica, que dé origem a operagoes quanticas com aqueles elementos de
operagao? Em particular, mostraremos que, para qualquer operacao quantica € que preserve
ou nao o traco, com elementos de operacao Ej, existe um modelo de ambiente F, partindo
de um estado puro |ep), uma dinamica especificada pelo operador unitario U e um projetor

P, sobre E, tais que

e(p) = Tra(PU(p ® leo) el )UTP).

Primeiramente, suponha que ¢ seja uma operacao quantica que preserva o trago. Suponha
também que € possua representacao de operador-soma gerada pelos elementos de operagao
E), que satisfazem a relacao de completitude. Assim, precisamos encontrar um operador

unitario apropriado, U, que modele a dinamica.

Seja |er) uma base ortonormal de E em correspondéncia 1-1 com o indice k dos operadores
E}.. Note que, por definicao, E possui tal base; o que se deseja é encontrar um modelo para
o ambiente que dé origem a dinamica descrita pelos elementos de operacao Ej. Defina um

operador U do seguinte modo,
Uly)leo) = ZEk|¢>|€k>,
k

onde |eg) é um estado-padrao do ambiente modelo. Ainda, observe que, para estados arbi-

trarios [1)|¢) do sistema principal, sao vélidas as seguintes equagoes

(WeolUTU ) eo) = Y _(¥1EExlp) = (4l

k
onde foi utilizada a relacao de completitude.

Assim, o operador U pode ser visto como um operador unitario que atua sobre todo o

espago de estados do sistema conjunto, devido ao teorema dado a seguir.

Teorema 1.2.1 Seja V um espaco de Hilbert com subespaco W e U : W — V' um operador

unitdrio que preserva o produto interno, ou seja, para quaisquer |wi), |ws) em W,
(w1 |UTU [ws) = (wi]ws).

Entdo, existe um operador unitdrio UV — V que estende U.
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Demonstragao: Suponha que U(WV) tenha dimensao d e que V tenha dimensao n. Suponha
ainda que 3 = {|e1), -+ ,|eq)} seja uma base ortonormal de U(W). Completamos essa base

para formar uma base ortonormal de V', utilizando o processo de Gram-Schmidt.

Sejam |egqy1), -, |en) 08 vetores ortonormais que completam [ para formar uma base de

. / 7z
V. Definimos, agora, o operador U , que serd o operador que estende U:

U'lw) = Ulw), |w)e W,
U,|€d+1> = |€d+1>

/
U leara) = |edsa)
/
U len) = len).
.~ . r,
Decorrente dessa definicao, a matriz do operador U = é composta somente por vetores orto-

. r ., s . . . ~
normais, donde o operador U = ¢ unitario e ainda estende U, o que conclui a demonstragao. [

Falta demonstrar que a seguinte equacao é valida:

Tra(U(p ® |eo){eo)UT) = ZEkak

Demonstracao: De fato,

Tra(U(p @ |eo){eo])UT) = Z(ekw[f)@ |eo) (eo|JUT|er) = ZFkPFk :

onde Fy, = (ex|Uleg). Mas, Ul)|eg) = Z Exl)|ex). Assim, pela ortonormalidade dos esta-
k

dos |e), vale a seguinte equacao
F = (ex|Uleo) = (ex| ZEk’|¢>|ek’> =
k/
Logo,

Tra(U(p ® |eo){eo)UT) = ZEkak,

e portanto, o modelo fornece operagdes quanticas € com elementos de operagao {Ey}. 0]

1.2.6 Abordagem axiomatica para as operagoes quanticas

Definiremos uma operagao quantica £ como sendo uma aplicagao de um conjunto de
operadores densidade de um espaco de entrada () para um conjunto de operadores densidade

de um espaco @)y, com as seguintes propriedades axiomdticas (no nosso caso @1 = Q2 = Q):
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A1) Tr[e(p)] é a probabilidade de que o processo representado por e ocorra, quando p for o
estado inicial. Logo, 0 < T'r[e(p)] < 1.

A2) e é uma aplicacao linear convexa sobre o primeiro conjunto de matrizes densidade, ou

seja, para probabilidades {p;}, é vélida a equagao

A3) e é uma aplicacao positiva completa, isto é, se e mapeia operadores densidade de um
sistema )1 para operadores densidade de um sistema s, £(A) deve ser positivo para
qualquer operador positivo A. Além disso, se introduzirmos um sistema extra R com
dimensao arbitréria, deve valer que (/®¢)(A) é positivo para qualquer operador positivo

A sobre o sistema combinado R(Q)1, onde [ é a aplicacao identidade sobre R.

Esses trés axiomas, que formam a abordagem axiomatica para operagoes quanticas, sao
equivalentes a representacao de operador-soma, como veremos no Teorema 1.2.2; dado a se-
guir. Essa abordagem axiomatica para operacoes quanticas ¢ um outro modo de se interpretar

0 que ocorre em um sistema quantico aberto, quando um ruido age sobre este.

Teorema 1.2.2 A aplicacdo € satisfaz os axiomas Al, A2 e A3 se, e somente se,

para algum conjunto de operadores {E;} que mapeiam o espaco de Hilbert de entrada para o

espaco de Hilbert de saida, onde ZEkEkT <.
k

A notagao A < B denota A(zx) < B(z), para todo x pertencente ao dominio de A, que é

igual ao dominio de B.

Uma pergunta surge naturalmente. Serda que o conjunto de operadores {F;} que mapeia
o espaco de Hilbert de entrada para o espaco de Hilbert de saida é tinico? A resposta para

essa pergunta é dada pelo Teorema 1.2.3.

Teorema 1.2.3 (Liberdade Unitdria na representa¢do de operador-soma) Sejam

{E1, ..., By} e {Fy,...,F,} elementos de operag¢ao que originam as operagoes quanticas € e
F, respectivamente. Adicionando operadores nulos na lista menor, podemos assequrar que m
= n. Logo, e = F se, e somente se, existirem niumeros complexos u;; tais que E; = Xju;;F;

e ui; sejam os elementos de uma matriz unitdria m por m.
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A positividade completa é uma propriedade muito importante das operacoes quanticas,
pois permite que operadores densidade sejam “levados” em operadores densidade, além de

transformar operadores densidade do sistema conjunto em operadores densidade.

Exemplo 1.2.1 (Ezemplo de um operador que € positivo mas ndao € positivo completo) Con-

sidere a transposicao de um unico qubit, que transpoe o operador densidade na base compu-

el L]

Essa aplicacao preserva a positividade de um unico qubit.

tacional:

De fato, a operacao de transposicdao leva operadores densidade em operadores densidade,
PoiS

me (Wil)” sz i) (i) me, ("

Além disso, se A € um operador positivo, onde
a b
=[ral)
temos que
(c(N)a =det(A— M) = (a—X)(d— ) —cb.

Como

concluimos que
(c(A\))ar = det(AT — XI) = (a — \)(d — \) — be,

donde (c¢(N))a = (c ()\))AT.
Como o operador A € positivo, seu transposto possui os mesmos autovalores. Assim, a

transposicao também é um operador positivo.

Suponha agora que o qubit seja parte de um sistema de dois qubits, inicialmente no es-

|00)+]11)
f

tado emaranhado . Suponha também que a operacdo de transposicao seja aplicada ao

primeiro dos dois qubits, enquanto o sequndo qubit evolui com a dinamica usual. Calculando
o operador densidade apos as operacoes, deduzimos que
T ® Z(|00)(00] + [11)(00] + |00)(11| 4 |11)(11])
(3)
= T @ Z(]0)0] ®[0)€0[ 4 [1){0] @ [1){0] + [0) (1] @ [0} (L] + |1){1| @ [1){1])
= 1/2(]0)(0] @ [0) (0 4 |0){1] @ [1){0] + [1) (0] @ |0) (1] + [1)(1] @ [1)(1])
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1 000 0000 0000 0000
—1/2 0000+0010+0000+0000
N 0000 0000 0100 0000
0000 0000 0000 0001
1000
0010
=1/2 0100
0001

FEsse operador tem autovalores 1/2, 1/2, 1/2 e —1/2, donde nao é um operador positivo.

Portanto, tal operador nao pode ser um operador densidade.

1.2.7 Exemplos de operagoes e ruidos quanticos

Traco
A operacao mais simples relacionada & medida é a aplicagao traco: p — Tr(p), que é,

de fato, uma operacao quantica.

Para verificar este fato, seja Hg um espaco de Hilbert gerado por uma base ortonormal

1), ...,]d), e seja Hg' um espaco de saida unidimensional, gerado pelo estado |0).

Definamos

d

e(p) = Y 10)(ilpli)(0].

i=1
Pelo Teorema 1.2.2, £(p) é uma operagao quantica.

Agora, demonstraremos que é valida a equacao

e(p) = Tr(p)[0)(0].

Demonstragao: Sabemos que

(ilpl) = Tr(pl) (i)

(vide [1], equagoes (2.60) e (2.61)).
Além disso, vale que

d d

elp) = D l0)ilpla){0] = Y 10)Tr(pli) (i) {O]- (1.11)

i=1 i=1
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Utilizaremos e demonstraremos a equacao a seguir:

Z [w) vl = |w) () _{vil). (1.12)

i

Considere |v) sendo um vetor qualquer do sistema. Entao,

- lw)wl(0) = Y- w)edv) D ((wilo) ). (1.13)

1

Ainda, sao validas as equacoes

[IM(Z(%I)] ([v)) = |w) [(Z(vil)(lv»] “ Juw) [Z((vilvﬂ] = ((wifo))lw),

donde concluimos a equagao (1.12).

A equagao (1.11) é igual a
= !0>T7“(pz @) (@l) (0] = [0)tr(pI)(0 = T (p)|0)(0],

e(p) = Tr(p)|0)(0].

Portanto, a menos do fator multiplicativo |0) (0|, essa opera¢ao quantica é idéntica a operagao

trago. [

Tracgo parcial

Suponha que se tenha um sistema conjunto QR e que se queira realizar o traco sobre o

subsistema R. Seja |j) uma base para o sistema R e defina um operador linear

Ei . HQR — HQ,

E; (Z )\j|q]‘>|j>> = \ilai),

onde \; sdo nimeros complexos e |¢;) sdo estados arbitrarios do sistema (). Defina uma

operagao quantica £ com elementos de operagao {E;} dada por

e(p) = Z E;pE;l.
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Pelo Teorema 1.2.2, essa é uma operacao quantica do sistema QR para o sistema (). Note

que

e(p@ )G |) = pd, ;= Trrlp® 5)(']),

onde p é um operador hermitiano no espaco de estados de @ e |5) e [j) sdo elementos de uma
base ortonormal de R. Pela linearidade de € e pelas propriedades da operacao Trg, segue

que € = T'rg.

Canal de inversao de bit e inversao de fase

O canal de inversao de bit inverte o estado de um qubit de |0) para |1) (e vice-versa) com

probabilidade de 1-p. Seus elementos de operacao sao dados por
10 0 1
Ey=/pl =/ 0 1 e Ei=+\/1—-pX=+/1—p Lol
O canal de nversao de fase tem os seguintes elementos de operagao:

10 1 0
Eoz\/ﬁ]:\/ﬁ{o 1} e FE,= l—pZ:\/l—p{O _1}.

Canal de despolarizacao

O canal de despolarizacao é um importante tipo de ruido quantico. Suponha que se tenha
um qubit com probabilidade p de ser despolarizado, ou seja, de ser substituido pelo estado
completamente misturado I/2. A probabilidade de que ele permanega polarizado é 1 — p. O

estado do sistema apds esse processo de ruido é:

) =2+ -p

Essa equacao pode ser colocada na forma de operagao quantica:

3
e(p) = (1 - Zp) p+ g(XpX +YpY + ZpZ).

Atenuacgao de amplitude

Uma importante aplicacao das operacoes quanticas ¢ a dissipagao de energia de sistemas
quanticos. Qual a dinamica de um atomo que espontaneamente emite um féton? Como um
sistema de spins a altas temperaturas se aproxima do equilibrio com o ambiente? Cada um

desses processos tém caracteristicas particulares, mas o comportamento geral de todos eles é
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bem caracterizado por uma operacao quantica conhecida como atenuacao de amplitude. Os

elementos de operacao sao dados por:

web ] 5e[37]

1.2.8 Limitacoes do formalismo de operacoes quanticas

Suponha que um tunico qubit seja preparado em algum estado desconhecido p. Imagine
que dentre os graus de liberdade esteja um qubit que, como conseqiiéncia secundaria da
preparacao, sera posto no estado |0), caso p pertenca a metade inferior da esfera de Bloch,
ou no estado |1), caso p pertenga a metade superior da esfera de Bloch. Entao, o estado do

sistema apos a preparacao sera igual a

p®10)(0| ® outros graus de liberdade,
se p estiver na parte inferior da esfera, ou

p®|1){(1| ® outros graus de liberdade,

se p estiver na parte superior da esfera.

Suponha que a interagao seja tal que uma operacao C'NOT' seja implementada entre o
sistema principal e o qubit extra no sistema de laboratério. Dessa forma, se o vetor inicial
estiver na metade inferior da esfera de Bloch, o estado permanecera invariante no processo,
mas se estiver na metade superior, ele sera rodado para a metade inferior, donde nao se
tem, obviamente, uma aplicacao afim atuando na esfera de Bloch. Pelo Teorema 1.2.2, essa
operacao nao pode ser uma operacao quantica. Logo, nao podemos esquecer que, existem
circunstancias fisicamente razoaveis sob as quais o formalismo de operagoes quanticas pode

nao descrever adequadamente o que ocorre com o sistema.

1.3 Teoria da Correcao Quantica de Erro

Para desenvolver uma teoria geral de correcao quantica de erro, devemos fazer o menor
nimero possivel de suposicoes acerca da natureza do ruido e do procedimento utilizado para
a correcao de erro. Serao feitas duas suposicoes gerais: a de que o ruido é descrito por uma
operacao quantica £ e a de que o procedimento completo para a correcao de erro é efetuado
por uma operacao quantica R que preserva o trago, a qual é denominada de corregao de
erro. Essa operacao de correcao unifica, em uma tnica etapa, os dois passos da deteccao-

recuperacao.
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Para que a correcao seja considerada bem sucedida, requeremos que, para qualquer estado

p cujo suporte pertenca ao subespaco do cédigo C', seja valida a expressao
(Ro&)(p) o« p.

As condicoes para a correcdo quantica de erro sao um conjunto simples de equacoes que
podem ser verificadas para determinar se um dado cddigo de correcao de fato protege o
estado contra um tipo particular de ruido £. Todas essas consideragoes sao retratadas no

Teorema 1.3.1:

Teorema 1.3.1 (Condigoes para corre¢cdo quantica de erro) Seja C um cddigo quan-
tico e P um projetor sobre C'. Seja £ uma operacdao quantica com elementos de operacao
{E;}. Uma condi¢ao necessaria e suficiente para a existéncia de uma opera¢ao de corre¢do

de erro R corrigindo € sobre C € que
PE'E;P = a;;P,

para alguma matriz hermitiana « de nimeros complexos. Os elementos de operagao {E;} do
ruido € sao denominados erros, e, se existir tal opera¢io R, dizemos que {E;} constitui um

conjunto de erros corrigiveis.

1.3.1 Discretizacao dos erros

Nesta subsecao, enunciaremos o Teorema 1.3.2, conhecido como teorema da Discretizacao
dos Erros, que é de fundamental importancia na teoria da codificacao quantica. O teorema
afirma que, se um cédigo quantico corrige erros quanticos num determinado conjunto finito de
elementos de operacao, entao o cdédigo também corrige qualquer erro que é dado por qualquer

combinacao linear destes elementos de operagao.

Teorema 1.3.2 Seja C' um cédigo quantico e R a operacgao de corregao de erro, construida
na demonstracao do Teorema 1.3.1, para a recuperacao de um processo de ruido £ com
elementos de opera¢ao {E;}. Seja F uma operagao quantica com elementos de operagdo
{F;}, que sao combinagoes lineares dos elementos { E;}, isto €, F; = Y. m;; E;, para alguma
matriz de nimeros complexos mj;. Entao, a operacao de correcao de erro R também corrige

os efeitos do processo de ruido F sobre o codigo C.

1.3.2 C(Cobdigos degenerados

Existe uma classe interessante de cédigos quanticos, conhecida como cédigos degenerados,

que apresentam uma propriedade notavel que nao existe nos coédigos classicos.
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Definicao 1.3.1 Um cddigo € denominado degenerado se o efeito de dois tipos diferentes de

erros a uma palavra-codigo dd origem a uma mesma palavra corrompida.

Esse efeito nao ocorre nos cédigos classicos, pois erros em bits diferentes necessariamente

levam a diferentes palavras corrompidas.

A vantagem de se ter um cédigo degenerado é que, de algum modo, estes sao capazes
de “empacotar” mais informacao do que os cédigos classicos, pois erros distintos nao neces-
sariamente levam o espago do c6digo para espagos ortogonais, e é possivel (embora ainda
nao demonstrado) que esta capacidade extra possa levar a codigos degenerados capazes de

armazenar informacao quantica mais eficientemente do que os c6édigos nao-degenerados.

A desvantagem é que algumas das técnicas de demonstragao utilizadas classicamente para
provar certos limites para correcao de erros ficam invalidadas, pois nao podem ser aplicadas

aos codigos degenerados.

1.3.3 O limitante quantico de Hamming

O limitante quantico de Hamming é aplicavel somente aos c6digos nao-degenerados.

Suponha que um codigo nao-degenerado seja usado para codificar k£ qubits em n qubits, de
forma que este possa corrigir erros em qualquer subconjunto com ¢ ou menos qubits. Suponha

que ocorram j erros, nos quais j < t. Entao, existem

(5)

conjuntos de posicoes possiveis para o erro ocorrer. Para cada um destes conjuntos, existem
trés tipos de erros possiveis, as trés matrizes de Pauli X, Y, Z, que podem ocorrer em cada
qubit, resultando num total de 37 erros possiveis, pois as combinacoes lineares de X, Y e Z

também sao erros possiveis. As matrizes X, Y, Z, sdo dadas, respectivamente, por

0 1 0 —i 1 0
A IR S IR Y
O numero total de erros que podem ocorrer em ¢ ou menos qubits é, portanto:
t
3 ( " ) 3
Jj=0 J

Para codificar k qubits de forma nao-degenerada, cada um destes erros deve corresponder

a um subespaco ortogonal com 2* dimensoes. Todos esses subespacos devem estar contidos
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em um espaco total com 2" dimensoes dos n qubits, o que implica na inequacao

t
Z(@):’#zkgw,
j

J=0
denominada limite quantico de Hamming.

Introduziremos, agora, um limitante que ¢é utilizado para todo tipo de cddigo quantico,

denominado limitante quantico de Singleton:

Teorema 1.3.3 [1] Suponha que um cddigo quantico C' codifique k qubits em n qubits e
¢ capaz de corrigir erros em quaisquer t qubits. Entdo o codigo deve satisfazer a relagao
n>2d—2+k.

1.3.4 Coddigos Calderbank-Shor-Steane, C'SS

Os codigos de Calderbank-Shor-Steane, ou mais resumidamente codigos CSS, formam

uma importante subclasse de uma classe mais geral de cédigos estabilizadores.

Sejam C e Cy c6digos classicos lineares com parametros [n, ki] e [n, ko], respectivamente,
tais que Cy C C e tanto C; quanto Cy' corrigem t erros. Entdo, existe um cédigo quantico
CSS(Cy, Cy), com parametros [n, ki — ko], capaz de corrigir erros arbitrarios em ¢ qubits,
denominado cédigo CSS de C; sobre Cy. Tal cédigo CSS(Cy, Cs) é gerado pela seguinte

construcao.

Seja x € C uma codificagao no codigo C. O estado quantico | x + Cy) por:

|.TJ+CQ

|z +y),

onde “+” indica a adicao binaria médulo 2.

Seja ' um elemento de Cy tal que z — z' € Cy. Entéo, concluimos que
|2+ Cy) =| 2" + Cy),

e, portanto, o estado | # + C3) depende somente do espago quociente de C/Cy no qual se
encontra x, o que explica o notacao de espagos quociente utilizada para | x + Cy). Além
disso, se x e 2’ pertencem a diferentes classes laterais de C,, resulta que, para nenhum
y,y € Cy ocorre © +1y =z + v, e, conseqiientemente, | x4+ Cy) e | r + C5) sao estados
ortogonais. O cédigo quantico C'SS(Cy, Cy) é definido como sendo o espago vetorial gerado
pelos estados | x+Cy), para todo z € C. O ntimero de espagos quociente de Cy em C é igual a
| C1 | /| Cy |, e portanto, a dimensdo do cédigo CSS(Cy, Cy) éiguala| Cy | /| Cy |= 2k17F2,

donde CSS(Cy, Cy) é um codigo quantico com parametros [n, k; — ks).
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Explorando as propriedades bésicas de correcao de erros de Cy e Cyt para detectar e
corrigir erros quanticos, observamos que é possivel corrigir erros em até t bits e erros de
inversao de fase no cédigo C'SS(Cy, Cy), utilizando as propriedades de corregao de C e Cy™t,
respectivamente. Suponha que erros de inversao de bit sejam descritos por um vetor de n bits
e; com componentes iguais a 1, onde ocorreram as inversoes, e 0, onde elas nao ocorreram,
e que erros de inversao de fase sejam descritos por um vetor de n bits e com componentes
iguais a 1 onde ocorreram as inversoes, e 0 onde elas nao ocorreram. Se o estado original era

|  + C3), o estado corrompido sera:

2: DI gy toe).

\ ’02 yeCsa

Para detectar onde ocorreu uma inversao de bit, é conveniente introduzir um sistema
auxiliar contendo qubits suficientes para armazenar a sindrome para o codigo C e que sejam
todos inicializados no estado | 0). Utilizamos a computagao reversivel [1] para aplicar a

matriz de paridade H; para o cédigo C', levando o estado
|z+y+er)]0)
para o estado
|z+y+e)|0) | Hi(z+y+e)) =[z+y+er) | Hier),

ja que (z+vy) € Cy é aniquilado pela matriz verificadora de paridade. O efeito desta operacao

é produzir o estado

Z £C+y).62 | X +y + 61) | H161>.

v |02 yels

A deteccao de erros de inversao de bit é completada medindo-se o sistema auxiliar para ob-
ter o resultado Hyeq. Apds este procedimento, o sistema auxiliar é descartado, permanecendo

o estado

}: DEE gy toe).

\ ’02 yeCa

Conhecendo a sindrome de erro Hye;, podemos inferir sobre o erro e, pois C; corrige até
t erros, o que completa a etapa da deteccao. A recuperacao é obtida simplesmente aplicando
portas CNOT aos qubits cujas posicoes em e; acusaram uma inversao de bit. Dessa forma,

todos os erros serao corrigidos, permanecendo o estado
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Z ($+y)-62 ’ T+ y>.
\ yECb

Considere a porta légica (ou matriz unitdria) Hadamard H dada por
1 1
H=1/V2 { A ] .

Para detectar erros de inversao de fase, aplicamos portas Hadamard a cada qubit, donde

o estado passa a ser o estado

vike IQnZZ p)Eeta o),

z yeCy

7 . ’ . . . ’
onde a soma é realizada para todos os valores possiveis z de n bits. Definindo z = z + e,

esse estado pode ser reescrito como:

)+
\/T?§;7_§E'§£: zéi . ’ z %‘62>

Supondo que 2z € Cy*, decorre que Z (—=1)* =| Cy |. Se z ¢ Cy", teremos
yeCs

i

g (—1)¥% =0, e entao, podemos escrever o estado como sendo
yels

n ZE: /| Z,*_62>7
WeTaroy

que possui a mesma forma de um erro de inversao de bit descrito pelo vetor e;. Como no
caso da deteccao de erros de inversao de bit, introduzimos um sistema auxiliar e aplicamos
reversivelmente a matriz verificadora de paridade H, para o cédigo Co™, para obter Hses, e

implementamos a correcao de “inversao de bit” para ey, o que resulta no estado

1 L

e (=" | 2).
V 2n/ | 02 | ZIEZ@J_

Aplicando portas de Hadamard a cada um dos qubits, como a porta Hadamard é auto-

inversa, concluimos que a operagao leva de volta ao estado codificado original

‘$‘+'Cé

|z +y).
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Resumindo o processo: Sejam C e Cy cddigos classicos lineares com parametros [n, k1| e
[n, ko], respectivamente, tais que Cy C C; e ambos, C e Cyt corrigem erros em até ¢ bits.
Entao, o cédigo quantico CSS(Cy, Cy) possui parametros [n, ki — ko] e é capaz de corrigir
erros arbitrarios em até t qubits. Além disso, as etapas de deteccao e correcao dos erros
requerem somente a aplicacao de portas Hadamard e CNOT', onde a porta logica CNOT' é

dada pela matriz unitaria

100 0
0100
CNOT = 000 1
0010

Em cada caso, é necessario apenas um numero linear de portas quanticas no tamanho do
cédigo. Além disso, a codificacao e a decodificacao também podem ser realizadas utilizando-se

apenas um numero linear de portas quanticas no tamanho do codigo.

Observacgao 1.3.1 E conveniente enfatizar que todas as construcoes e conceitos relativos
aos codigos quanticos CSS bindrios também sao vdlidos quando considerados se o alfabeto é
um alfabeto q-drio, onde q € poténcia de primo, [2,16]. Nestes casos, ao invés de escrevermos
qubits, escreveremos qudits, conforme a notacao adotada em [2,16] e também empregada na

matoria dos trabalhos disponiveis na literatura.



Capitulo

Construcoes de Codigos €SS Derivados de
Codigos Reed-Solomon

Uma classe bem conhecida de c6digos quanticos é a classe dos cédigos CSS (Calderbank-
Shor-Steane), [1]. Em relagao a construgao de tais cédigos, grande parte dos trabalhos dispo-
niveis na literatura sao baseados na construcao do cédigo CSS a partir de um tnico codigo
classico auto-ortogonal C, [3,5-11,13-15,17-20,26-31]. Recentemente, os autores em [32]
unificaram a construcao de cédigos quanticos MDS, aplicando o método de construcao her-
mitiano derivados de codigos Reed-Solomon generalizados classicos, auto-ortogonais, onde o

produto interno considerado é o produto interno hermitiano.

Por outro lado, poucos trabalhos disponiveis na literatura utilizam dois codigos classi-
cos (nao necessariamente auto-ortogonais) para a obtencao de codigos CSS. Exemplos de

trabalhos neste contexto sao [4,16,25].

Sabemos que ao se considerar métodos de construcao de codigos quanticos CSS derivados
de dois codigos classicos distintos, nao necessariamente auto-ortogonais, estes geram cddigos
quanticos com distancias minimas maiores e mais proximas entre si. Além disso, os cddigos
CSS resultantes podem agir nos qudits fornecendo protecoes desiguais para os mesmos. Essas
vantagens possibilitam a construcao de cédigos quanticos CSS com melhores parametros
quando comparados aos cédigos quanticos CSS gerados a partir de um tnico cédigo classico
auto-ortogonal disponiveis na literatura. Baseados nestes fatos, definimos o objetivo principal

do capitulo.

A principal contribuicao deste capitulo é a proposta de um novo método de construcao
que produz familias de bons cddigos quanticos CSS g¢-arios, (¢ é uma poténcia de primo),
utilizando para isso, dois cédigos (classicos) Reed-Solomon q'-arios (I é um inteiro positivo)
distintos, nao necessariamente auto-ortogonais. Além disso, quando a construcao CSS é

realizada sobre o corpo F; em si mesmo, os cédigos quanticos resultantes sao codigos MDS.

33



34 Capitulo 2. Construgoes de Codigos CSS Derivados de Cédigos Reed-Solomon

Para garantir que os cédigos CSS g-arios possuam distancia minima maior ou igual a
d, onde d > 2 é um numero inteiro, devemos encontrar o valor minimo de [ tal que a
desigualdade ¢! > 2(d — 1) + 1 = 2d — 1 seja satisfeita. Essa desigualdade fornece o corpo de
menor cardinalidade no qual os c6digos classicos RS g-arios C) e Cy deverao ser construfdos
para que possuam distancia minima maior ou igual a d, e ao mesmo tempo fornece a menor
expansao g-aria dos cédigos C; e Cy com respeito & uma base (3 (fixa, porém qualquer) de
F, sobre Iy,

Depois da construciao dos cédigos Cp, Cy e Cy pelo método proposto, construiremos os
c6digos cléssicos g-drios B(Cy), B(Ch) e (B(Cy))". Uma vantagem fornecida por esse método
¢ a flexibilidade na escolha de cada cédigo classico para a geracao do codigo €SS, resultando

em coédigos quanticos com distancias minimas tao grandes quanto desejado.

E bem conhecido o fato que, para ¢ = 2™, sempre existem bases auto-duais (3, de Fym sobre
F,. Em outras palavras, a propriedade § = 4+ ¢ utilizada para garantir que [3(C)]" = 8(C4),
implicando na auto-ortogonalidade do cédigo binario 3(C), isto 6, S(C) € [B(C)]". Em [3]
esse fato foi empregado para a construgao de cédigos CSS, uma vez que a imagem de cédigos
auto-ortogonais resulta em codigos que também sao auto-ortogonais. Para cédigos g-arios,
(g = p™, p # 2), nem sempre é possivel garantir a existéncia de bases auto-duais, impos-
sibilitando tais construcoes. Como para o método de construcao utilizando-se dois cédigos
classicos na geragao do coédigo CSS a condigao de auto-ortogonalidade nao é necessaria, essa
estratégia permite maior flexibilidade na escolha dos codigos classicos apropriados, generali-
zando o método de construcao proposto em [3] para codigos CSS g-arios. Uma desvantagem
do método de construcao CSS utilizando-se dois codigos classicos para a geracao do codigo
CSS ao invés de se considerar um tunico codigo auto-ortogonal é que este apresenta um

aumento de complexidade no processo de decodificagao.

O capitulo esta organizado como segue. Na Secao 2.1, descrevemos os conceitos prelimi-
nares necessarios ao desenvolvimento do capitulo. Na Secao 2.2, propomos novos métodos
de construcao de coédigos quanticos CSS. Mais especificamente, nas Subsecoes 2.2.1 e 2.2.2,
apresentamos os métodos de construgao p-arios e g-arios, respectivamente, onde p é um primo
e ¢ é poténcia de primo. Na Secao 2.3, calculamos a taxa dos novos cédigos quanticos Reed-
Solomon gerados pelos métodos de construgao sendo propostos, e, na Secao 2.4, exibimos
tabelas contendo alguns desses bons cédigos quanticos. Finalmente, na Secao 2.5, estabele-

cemos os comentérios finais do capitulo.

2.1 Revisao de cdédigos ciclicos

Nesta secao apresentamos uma revisao sobre cédigos ciclicos, necessaria ao desenvolvi-

mento deste capitulo. Para todo o contexto deste trabalho, salvo mencao em contrario,
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consideramos o corpo de Galois F, = GF'(q) e ¢ = p™, onde p é um ntimero primo. Todos os

resultados desta secao (Segao 2.1) sdo encontrados em [33].

Considere o anel quociente R,, = F,[z]/(z™ — 1), consistindo de classes de residuos F,[z]
mod (z" —1).

Defini¢ao 2.1.1 [33]/ Um ideal C' de R,, é um subespaco linear de R, tal que, se c(x) € C,
entao r(x)c(x) € C, onde r(x) € R,.

Definicao 2.1.2 [33] Um cddigo ciclico de comprimento n € um ideal de R,,.

O préximo teorema infere a respeito ao codigo dual de um codigo ciclico.

Teorema 2.1.1 [33] Seja g(x) o polindmio gerador para o cédigo ciclico C. Entao, o cédigo
dual de C, denotado por C*, € ciclico e tem polinémio gerador g(:z:)L = 2@ h (271, onde

h(z) = (2" — 1)/g(x) e O denota o grau do polinémio.

Observacao 2.1.1 E bem conhecido que o cddigo que possui polinomio gerador h(x) é equi-
valente ao cédigo dual C+. Baseado nesse fato e para simplificacdo da notacao, identificamos

o cédigo dual C*+ com o cddigo gerado pelo polinémio h(x).
O Teorema 2.1.2 fornece um limitante para a distancia minima de um cédigo ciclico.

Teorema 2.1.2 [33](Teorema do Limitante do BCH) Seja C' um cddigo ciclico com polino-
mio gerador g(xz) tal que, para algum inteiro b > 0,6 > 1, a € Fym e g(a®) = g(a®*) =
A g<ab+6—2)

a como zeros. Entao, a distancia minima de C' €, no minimo, igual a 0.

=0, ou seja, o codigo tem uma seqiiéncia de 6 — 1 poténcias consecutivas de

Definicao 2.1.3 [33] Seja a € Fpm e MW (x) o polinémio minimal de a® sobre F,. Um
codigo ciclico de comprimento n sobre F, é um cdédigo BCH com distancia de projeto o se,

para algum inteiro b > 0, g(x) = mmc{M® (z), MO+ (z), ... ME=2 ()}, ou seja, g(z)

DHL L be

€ o polinomio monico de menor grau sobre Iy tendo al, abtt, cOmo 2eros.

Assim, a distancia minima de um cédigo BCH é maior ou igual a distancia de projeto 9.

Segue a defini¢do do cédigo cléssico Reed-Solomon (RS).

Definigao 2.1.4 [33/ Um cddigo Reed-Solomon sobre o corpo Fy, (q é poténcia de primo)

¢ um codigo BCH de comprimento n = q — 1.

A dimensao do cédigo RS ¢é dada por k =n —09(g(z)) =n— 0+ 1, e a distancia minima,

dymin, coincide com a distancia de projeto, isto é, d,;, =n — k + 1.
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2.2 Novos Métodos de Construcao

A principal contribui¢ao desta se¢ao é o Teorema 2.2.2. Este afirma que existe um codigo
quantico g-ario C'SS(5(Ch), 5(Cs)) com parametros

[[N = l<ql - 1))K - lk7D Z d“qa
k=¢ —2d+1ed>2éum nimero inteiro.

A seguir, apresentamos o processo de construcao CSS (veja, por exemplo, [16]).

Lema 2.2.1 Sejam Cy e (5 dois codigos cldssicos lineares com parametros

n, k1, d1]q e [n, ks, dg]q, respectivamente, tal que Co C C1. Entao, existe um codigo quantico
[[n, K = ki — ko, D]],, onde D = min{wt(c) | ¢ € (C1\C2) U (CyM\C1 )Y, A codificacio e a
decodificacao do codigo CSS € baseada na codificacdo e na decodificacao dos codigos cldssicos

considerados no processo de construcao.

2.2.1 Meétodo de construcao p-ario

Nesta subsecao é considerado o caso onde os cédigos classicos RS Cp, Cy e Cyt serdo
construidos sobre F,m, onde p é um primo e m > 1 é um numero inteiro. O caso cujos
cédigos classicos RS Cy, Cy e Cyt serdo construidos sobre F,, onde ¢ é poténcia de primo e

[ > 1 é um inteiro, é andlogo ao primeiro caso e sera apresentado na Subsecao 2.2.2.

Suponha que d > 2 seja um inteiro fixo. Iniciamos a construcao dos codigos quanticos
CSS p-arios (p primo) escolhendo o menor inteiro positivo m > 1 que satisfaz a desigualdade
p™ > 2d — 1. Essa desigualdade fornece o corpo de menor cardinalidade no qual os codigos
cléssicos RS C, Cy e Cy™t serdo construidos para que os cédigos Cy e Cy possuam distancia
minima maior ou igual a d, e a0 mesmo tempo, produz a menor expansao g-aria de C; e Cy
com respeito a uma base (fixa, porém qualquer) 5 de F,m sobre F,. Note que Cy, Cs e Cyt

possuem comprimento n = ¢ — 1, onde ¢ = p™.

Seja C7 um cédigo RS sobre Fym, gerado pelo polinomio
01(@) = (2= 1)(@ - a')(@ - a?) -+~ (z — a®2),

onde a ¢ um elemento primitivo do corpo F,m e d > 2 é um numero natural. Sabemos que
0g1(z) = d — 1, onde 0 denota o grau do polinomio g;(x). Pelo Teorema 2.1.2 (limitante do
BCH) e usando o fato de C} ser um c6digo Reed-Solomon, a distancia minima de C; é igual
ad. A dimensaode Cy é ky =p" —1—(d—1)=p™ —d.

Considere, agora, todas as poténcias de a ordenadas em ordem crescente de seus expoen-

tes:

a®=1,a,0, 0 - ,af

m_2
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Sabemos que o conjunto das “nao raizes” de g;(z) é o conjunto

NRgl — {a(dil)’ ad’ a(d+1) P ’@(pm72)}.

Y

Além disso, considere o conjunto das tltimas d — 1 “nao raizes” de g;(z) ordenado em ordem

crescente de seus expoentes, dado por

A= {aP"=D P @D] P d=2)] P d=S)]  f (08) o 2Y

Seja C o cédigo RS gerado pelo polinomio

m_d—1

go(z) = | (z — o).

Por construgao, Cy, C C e Cy possui dimensao ko = d — 1.

Sabemos que o dual do cédigo Cs, denotado por Cyt, é equivalente ao cédigo Cy, gerado
pelo polinémio gs(z) = (" ~Y — 1) /gs2(z), que é o produto de (z — o), para cada o/ € A,
ou seja,

gs(z) = H (x— o) = (z — a®P" D) (z — [P -E=Dhy (g — o)),
aleA

Assim, identificamos o cédigo Cy™ com o cédigo Cs. Como d(gs(x)) = d— 1, o cédigo C5-

possui distancia minima igual a d.

Antes de continuarmos, é apropriado revisar os conceitos de aplicacdo traco e base dual.

Para maiores detalhes, indicamos [34].

Definicao 2.2.1 [34] Seja ¢ = p™ uma poténcia de primo. A aplicacdo trago I'r : F,, — F,
m—1

¢ definida como sendo Tr(a) := Z a” | para todo a € F,.
i=0

Definigao 2.2.2 [3/] Dada uma base = {by,ba, -+ , by} de Fpym sobre F,, uma base dual
a base B, denotada por B+, é uma base 3+ = {b1*,by", -+ b, } com Tr(bib;*) = b, para
todo i,5 € {1,--- ,m}.

Os préximos trés resultados podem ser encontrados em [3]:

e (i) Toda base admite base dual;



38 Capitulo 2. Construgoes de Codigos CSS Derivados de Cédigos Reed-Solomon

e (ii) Seja C' = [N, K, D] um cédigo linear de comprimento N, dimensao K, e distancia
minima Dy sobre Fym. Seja 3 = {b1, b2, - ,b,} uma base de F,m sobre F,. Entao, a
expansao p-aria de C' com respeito a 3, denotada por 3(C'), é o cédigo linear p-ario
Cp = [mN,mK, Dy > D] dado por C), = B(C) := {(cy5), ; € F;lN | c = (Z ciib;); €

J
Cl;

e (iii) Seja C' = [N, K, D] um cé6digo linear sobre F,m. Seja C*+ o cédigo dual de C'. Entdo,

o cédigo dual da expansao p-aria 5(C') do cédigo C' com respeito a base [ é a expansao

p-aria B+ (C*) do cédigo dual C* com respeito a base 5.

Aplicando esses trés resultados aos cédigos Cy, Cy e Cy, previamente construidos, produz-

se codigos B(Ch), B(Cy) e [B(Cy)] ", respectivamente, satisfazendo o seguinte teorema:

Teorema 2.2.1 Seja g = p™ uma poténcia de primo. Entao, existem codigos quanticos
CSS(B(Ch), B(Ca)) p-drios com parametros [N = m(p™ — 1), K = mk, D > d]] ,
onde k =p™ —2d + 1.

Demonstragao: Considere 3 como sendo uma base qualquer de F,m sobre F), e seja 3+ sua
respectiva base dual. Inicialmente, demonstraremos que os cédigos 5(C1), B(Cs) e [ﬂ(CQ)]J_
satisfazem as seguintes condicdes: ((Cy) C B(Ch) e cada um dos codigos B(Ch) e [B(Cy)]™

possuem distancia minima maior ou igual a d.

Considere os cédigos C4, Cy e Cyt, previamente construidos. Como Cy, C (4, é claro que
B(Cy) C B(Cy). Além disso, como C possui distancia minima igual a d, por (ii), obtemos o

codigo G(C1), que também possui distancia minima maior ou igual a d.

Sabemos que Cy™’ possui distancia minima igual a d. Aplicando (iii) ao cédigo Cyt, segue
que [B(Cy)]" = FH(Cyh). Como L é uma base de Fym sobre F,, aplicando (ii) ao cédigo
B (Cyh) concluimos que tal cédigo também possui distancia minima maior ou igual a d,

donde [3(Cy)]*" possui distancia minima maior ou igual a d.
Por (i), os cédigos 5(Cy), B(Cy) e [B(Cy)]*" sio lineares.

Sabemos que os codigos C7 e Cy téem dimensoes k; = p™ —d e ky = d — 1, respec-
tivamente. Novamente, por (ii), segue que a dimensao dos codigos B(C1) e [(Cy) sao
Ky = mky = m(p™ — d) e Ky = mky = m(d — 1), respectivamente. Conseqiientemente,
aplicando a construgao CSS aos cdédigos F(C) e 5(Cy), geramos um codigo quantico CSS
com parametros [[N = m(p™ — 1), K = mk, D > dJ] ,, onde k = p™ — 2d + 1. O

A construcao proposta consiste dos seguintes passos:
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e Construa cddigos classicos RS g¢-arios (¢ = p™) C1, Cy e Cyt sobre F,m, onde m é o
menor inteiro positivo satisfazendo p™ > 2d — 1, com polinémios geradores ¢, (), go(z),

e g3(z). Os cédigos C e Co® possuem distancia minima maior ou igual a d;

e Escolha uma base 3 de Fjm sobre F),. Expanda os cddigos C e Cy com respeito a base
B. Os codigos resultantes 3(Ch) e 5(Cy) sao p-arios e lineares. Além disso, é vélida a

inclusao (Cy) C B(CY);

e Considere a base dual & 3, denotada por 5, e expanda o cédigo Cyt com respeito &
base 4. Assim, geramos o cédigo f(Cy™), que é p-drio e linear. Note que o Item (iii)
garante que a igualdade (3(Ch))" = (Cyh) é verdadeira, e assim, por (i), o cédigo
[B(Cy)]" possui distancia minima maior ou igual a d. Além disso, por (ii), o cédigo

B(C1) também possui distancia minima maior ou igual a d;

e Aplique o Teorema 2.2.1.

2.2.2 Meétodo de construcao ¢-ario

Nesta subsegao, estendemos o método de construcao p-ario, demonstrado na Subse-
¢ao 2.2.1, ao método de construcao ¢-ario, onde ¢ é poténcia de primo. O Lema 2.2.2,

dado na seqiiéncia, é uma generalizacao de (iii), encontrado em [3].

Lema 2.2.2 /3] Seja C' = [N, K, D] um cddigo linear sobre F,. Seja C*+ o cddigo dual de
C'. Entao, o cédigo dual da expansao g-dria (C) do cédigo C' com respeito a base 3 € a

ezpansao q-dria 5-(CF) do cédigo dual C+ com respeito a base 3.

Demonstracao: Considere ¢ € C' e d € C* como sendo elementos arbitrarios do cédigo e

de seu respectivo dual. Entao,
N N ! !
i=1 i=1 \j=1 r=1

onde 3 = {by,--- ,b;} ¢ uma base de F sobre F, e f+ = {by,--- b} é a base dual corres-

pondente. Aplicando o tra¢o na equagao (2.1) e reescrevendo os somatorios, resulta em

0=

=17

N k

l
Z CijdirTT(bjb;) = Z Z Cijdij7

l
=1 r=1 i=1 j=1

e assim, +(C) C [3(C)]". Como cada um dos conjuntos possuem ¢“N=K) elementos, fica

demonstrado que A-(CL) = [B(C)]", como desejado. O
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Observacao 2.2.1 Note que a demonstracao do Lema 2.2.2 € somente a demonstracao de
(11) (dada em [3]) trocando p por q.

Tendo como base tais resultados, demonstraremos o principal teorema desta subsecao:

Teorema 2.2.2 Seja q uma poténcia de primo. FEntao, existem cddigos quanticos q-drios
CSS(B(Ch), B(Cy)) com parametros [N =1(¢' = 1), K =1k, D > dJ],, onde k = ¢ —2d + 1

ed>2,1>1 sao numeros inteiros.

Demonstragio: E bem conhecido que (i)( [3]) também é valido se considerarmos o corpo
F, como sendo um espaco vetorial sobre Fy. Além disso, (ii)( [3]) pode ser generalizado de
forma direta quando consideramos Fj; ao invés de Fpm, onde g é poténcia de primo e [ é
um inteiro positivo. Em outras palavras, para generalizar (ii)( [3]), é suficiente considerar
(ii)( [3]) (dado em [3]) trocando p por g. Além disso, o Lema 2.2.2 é uma generalizacao
de (iii)( [3]) e ja foi demonstrado. Entao, [(i), (ii) e (iii)]( [3]) também sdo validos quando

aplicados ao espaco vetorial (de dimensao [) F; sobre Fj,.

q

Aplicando o mesmo método de construcao realizado na Subsecao 3.1, geramos codigos
cléssicos RS Oy, Oy e Oy sobre F,. Além disso, como [(i), (ii) e (iii)]( [3]) sdo vélidos,
procedendo como na demonstragao do Teorema 2.2.1, podemos construir coédigos classicos
B(CY), B(Cy) e [B(Cy)] ", sobre F,, satisfazendo as seguintes condigoes: 3(Cy) C B(C)) e
cada um dos cédigos G(Cy) e [B(Cy)]" possui distancia minima maior ou igual a d. Assim,
aplicando a construcio CSS a cada um dos cédigos 3(C1), B(Cy) e [3(Co)]*, obtemos codigos
quanticos g-arios C'SS(3(C1), 3(Cy)) com parametros [N = I(¢' — 1), K = lk, D > d]] , onde
k=q —2d+1. O

Observagao 2.2.2 Se no método de construcao proposto nao considerarmos nenhuma ez-
pansdo, ou seja, se o método de construgdo for aplicado ao espaco vetorial F(q') sobre si
mesmo, entao o espaco vetorial possuird dimensao 1, e assim, aplicando o Teorema 2.2.2, os
codigos CSS resultantes sao MDS e reproduzem algumas familias de codigos quanticos MDS

construidos em [27].
Em seguida, mostraremos como o método proposto funciona.

Exemplo 2.2.1 Considere a construcao de um codigo CSS 3-drio que corrige erros arbitrd-
rios em 4 qudits. Calculando m seque que 2d —1 = 2.9 —1 = 17 < 33. Assim, os cddigos C,

Cy e Cyt sio construidos sobre Fys e possuem comprimento 26.

Seja o um elemento primitivo do corpo Fy; e considere os codigos ciclicos dados por

Cr = (g1(2)) = ((z = (@ —a)(x — a?) -+ (z — a)),
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Cy = (g2(2)) = ((z = 1)(z — ) (x — Oz2) (2 — a17)>

Com = (g75(@)) = ((z — a®)(z = a) - (x — ™).

Calculando os parametros dos codigos Cy e Cy seque que n = 26, k1 =26 —8 =18, ks =8 ¢
k = 18—8 = 10. Pelo Teorema 2.2.2, o cidigo quantico CSS(3(Ch), B(Cs)) possui parametros
[[78,30, D > 9]] e corrige erros arbitrdrios em 4 qudits.

Exemplo 2.2.2 Considere a construcao de um codigo CSS 3-drio que corrige erros em 5
qudits. Os cddigos Cy, Cy e Cob possuem comprimento 26 pois 2d+1 =2.11 —1 = 21 < 3%.

Seja o um elemento primitivo de Fis e considere

Cr = (gi(2)) = ((z = D(z —a)(z —a?) - (z —a")),

Cy = (ga(2)) = ((z = D(x = a)(z —a?) - (z —a'?))

Cyt = (g75(2)) = ((x = ') - - (x — ™)),
Sabemos que C e Cy possuem parametros n = 26, k1 = 26—10 =16, ks =10 e k =16—10 =

6. Pelo Teorema 2.2.2, o codigo CSS(B(Ch), B(Cs)) possui parametros [[78,18, D > 11]],.

Exemplo 2.2.3 Considere a construgcao de um codigo CSS sobre o corpo Fsm corrigindo

erros arbitrarios em 22 qudits.

Os cdédigos Cy, Cy e Cot possuem comprimento 5%, pois 2d — 1 = 89 < 53. Considere o

um elemento primitivo do corpo Fss. Sejam

Cr = (gi(@)) = ((z = D)(z — a)(z —a?) - (z — ™)),

Cy = (go(2)) = ((z = D(w =)+ (z —a™))

Cot = (g75(2)) = {(z — a™) (@ — ™) - (z — a'™)).

Os codigos C e Cy possuem parametros, respectivamente, dados por ki = 124 — 44 = 80,
ko =44, k =80 — 44 = 36, e assim, K = 108 e N = 372. Pela aplicacao do Teorema 2.2.2,
o cddigo CSS(B(Ch), B(Cs)) possui parametros [[372,108, D > 45]]..
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Exemplo 2.2.4 Considere a construcao de um codigo CSS 7-drio com distancia minima
maior ou igual a 10. Cy, Cy e Cy* possuem comprimento 7> — 1 = 48, pois 2d — 1 =

2.10 — 1 =19 < 7%, Seja o um elemento primitivo de Fye.
Seja

Cr = (gi(2)) = ((z = D)(z —a)(z —a?) - (z — a¥)),

Cy = (g2(2)) = ((z — 1)(z — ) (x — 042) (- Q16)>

|7

Gy = (g75(2)) = {(z —a'T) -+ (z = a™)).

Os cddigos C e Cy possuem parametros, respectivamente, dados por ki = 49 — 10 = 39,
ko = 10—1 =19, k = 30, e assim, K = 60 e N = 96. Pelo Teorema 2.2.2, o codigo
CSS(B(Cy), B(Cy)) tem parametros [[96,60, D > 10]]..

2.3 Taxas dos Novos Cddigos CSS

Nesta secao, calcularemos a taxa das novas familias de codigos CSS gerados pelos métodos

propostos deste capitulo.

Sabemos que os codigos quanticos CSS propostos possuem parametros
[N=1(¢"=1),K =1k,D >d]|,, onde k = ¢' —2d + 1. A taxa do cédigo é uma funcao de I
e d, a qual é dada por

I(¢" —2d+1)
l,d) = ————= 2.2
T( ) ) l(ql _ 1) ( )
Fixando d e fazendo [ tender ao infinito, temos que
l(¢" —2d +1
lim 7 (1, d) = lim =240 (2.3)

l—o00 l—o00 l(ql — ]_)

Assim, concluimos que, quando o valor de [ tende ao infinito, a taxa entre a dimensao e
o comprimento da palavra-cédigo dos codigos quanticos propostos tende ao valor 1, o que é
um bom resultado. Em outras palavras, fixando o nimero de erros que se quer corrigir, é

possivel obter cédigos quanticos com taxas tao altas quanto desejado.

2.4 Tabelas de Novos Cdédigos CSS

Nas Tabelas 2.1 e 2.2, N é o comprimento da palavra-cédigo, K ¢ a dimensao, e D ¢é a

distancia minima do cédigo.
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Tabela 2.1: Parametros de alguns Novos Cédigos CSS para p = 3,5,7,11,13
’ [N=m@" —1),K=m(" —-2d+1),D >d]], ‘
[[16,8, D > 3],
[16,4, D > 4]],
48,32, D > 5],
(48,28, D > 6]
|
[
[

(S

]
]
48,24, D > 7],
48,20, D > 8]];
48,16, D > 9],

.12, D > 10]];
488D>11
48,4, D > 12
96,80,D > 5
96,72, D > 7],
6,60, D > 10]],
96,40, D > 15]|,
96,32, D > 17]]
96,24, D > 19]],
96,16, D > 21]],
196,8, D > 23]],

240,200, D > 11]],,
[240, 156, D > 22

[

5

J]
s
J]
]

7

[
[
[
[

-3

[
[
[
[
[
[48
[
[
[
[
[9
[
[
[
[

[
[
[
[
[

[ Il

[ I
240,120, D > 31]],,
[240,80, D > 41]],,
Il ]
[ ]
[ ]
[

240,36, D > 52]],,
336,256, D > 21
336,216, D > 31]] 5
336,132, D > 52|,

[336,4, D > &4]],,

his
]

Observacao 2.4.1 Ressaltamos um fato interessante: Na Tabela 2.2, exibimos alguns no-
vos codigos quanticos construidos pelo métodos propostos neste capitulo, que estendem uma
familia de cédigos apresentados em [19]. Em outras palavras, os autores de [19] apresentam
codigos quanticos com parametros [[189,183,2]]s, até [[189,69,21]s,, com distancias mini-
mas até 21. Utilizando o método de construcao proposto neste capitulo, reproduzimos todos
esses codigos e, além disso, também estendemos tal familia, ou seja, também construimos
codigos com pardmetros [[189, 66, > 22|, até [[189,6,> 32]]s,, com distancias minimas até
32. FEste fato decorre da restrigao que o processo de construcao CSS derivado de um tunico
codigo cldssico auto-ortogonal apresenta quando comparado ao processo de construg¢ao CSS

derivado de dois codigos cldssicos distintos, nao necessariamente auto-ortogonais.
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Tabela 2.2: Parametros de alguns Novos Cédigos CSS para ¢ = 64
[N=1d-1),K=1(¢ =2d+1),D>d], |

(189,69, D > 21,
(189,63, D > 22]]4,
(189,57, D > 23],
(189,51, D > 244,
(189,45, D > 25|,
(189,39, D > 264,
(189,33, D > 27|,
[ ]

[ ]

[ ]

| ]
[ ]

=

=~

189,27, D > 28],
189,21, D > 29]],
189,15, D > 30|,
[189,9, D > 31]],,
[189,3, D > 32]],,

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[

2.5 Consideracoes Finais

Foram construidas novas familias de codigos CSS g-arios, onde ¢ é uma poténcia de primo.
Essas familias generalizam as construgoes de codigos CSS bindrios apresentadas em [3] e
possuem taxa de codificacao tendendo ao valor 1. Além disso, na Tabela 2.2, exibimos alguns
novos codigos quanticos construidos pelo métodos propostos neste capitulo, que estendem

uma familia de c6digos apresentados em [19].



Capitulo

Construcoes de Codigos €SS Derivados de
Codigos Ciclicos

Em relagao a construcao de codigos quanticos, grande parte dos trabalhos disponiveis na
literatura sao baseados na construgao do cédigo CSS a partir de um tnico cédigo cléssico
auto-ortogonal C', [3,5-11,13-15,17-20,26-31].

Por outro lado, poucos trabalhos disponiveis na literatura utilizam dois codigos classi-
cos (ndo necessariamente auto-ortogonais) para a obtengao de codigos CSS. Exemplos de

trabalhos neste contexto sao [4,16,25].

Em [25] foram construidos c6digos CSS a partir de dois cédigos classicos LDPC' e em [4,16]

foram estabelecidas as condigoes de existéncia para cédigos quanticos BCH.

O objetivo principal do capitulo é propor seis novos métodos de construgao de familias de
bons codigos CSS g-arios (g é poténcia de primo), onde cada cédigo CSS é derivado de dois
cédigos classicos ciclicos distintos, nao necessariamente auto-ortogonais. Para explicarmos

um pouco mais detalhadamente tais construgoes faremos um breve resumo.

O primeiro método de construgao sendo proposto é baseado na construgao de codigos ci-
clicos (cldssicos) bindrios com comprimento n = 2173 — 1, para garantir que o cédigo quantico
CSS resultante seja capaz de corrigir erros quanticos arbitrarios em ¢ qubits. Mais espe-
cificamente, utilizaremos essencialmente o Teorema 3.1.10 encontrado em [33]: para ¢ = 2
en = 2" — 1, as classes laterais C;,C3,Cs,--- ,C; sao todas distintas e cada uma contém
exatamente m elementos, desde que i < 2™/21 4+ 1, onde [x] denota o menor inteiro maior ou
igual a x, para garantir a existéncia de um nimero suficientemente grande de classes laterais
distintas, cada uma possuindo cardinalidade igual a t + 3, permitindo a geracao de cédigos
ciclicos (classicos) Cy, Cy e Cyt de tal modo que C] e Cyt corrijam t erros e que também
seja verdadeira a inclusao Cs ;Cé C1. Depois destes procedimentos, aplicaremos a construcao

CSS. Além disso, demonstramos que as taxas de codificacao destas novas familias de codigos

45
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CSS tendem para o valor 1.

O segundo método de construgao é baseado na construcao de cédigos ciclicos (classicos) g-
arios com comprimentos n = ¢'*! — 1, para garantir que o cédigo quantico CSS seja capaz de
corrigir erros quanticos arbitrarios em ¢ qudits. Utilizaremos dois lemas contidos em [16] para
garantir a existéncia de um numero suficientemente grande de classes laterais ciclotomicas
distintas, todas estas com cardinalidade t + 1, para que seja possivel a construgao de cédigos
ciclicos (classicos) Cy, Cy e Co™ de tal forma que C) e Cy™ corrijam t erros e que também seja
verdadeira a inclusao Cy ;Cé (1. Depois disso, aplicaremos a construgao CSS. Analogamente
ao primeiro método de construcao sendo proposto, as taxas das novas familias de cédigos

CSS derivadas do segundo método de construgao proposto também tendem ao valor 1.

O terceiro método de construcao ¢ baseado na construgao de codigos ciclicos g-arios com
comprimentos ¢?—1, onde ¢ é uma poténcia de primo maior ou igual a 5. A principal diferenca
entre esse método e os anteriores é que sao demonstradas condicoes especiais, para este caso,
que produzem um aumento do nimero de classes laterais distintas, aprimorando-se, entao,
os parametros das familias de cédigos quanticos CSS geradas por tal método. Em outras
palavras, os resultados demonstrados em [16] restringem a quantidade de classes laterais
ciclotomicas distintas. Tendo com base tais consideracoes, ¢ claro que tais cédigos também

possuem taxa de codificacao tendendo ao valor 1.

No quarto método de construcao, sao geradas novas familias de cédigos quanticos com
parametros [[3" — 1,k > 3™ — 8m — 3,> 85, [[n,k > n—2m —2,d > 3]|,,
[[n,k>n—4m,> 4], [[n,k >n—4m —2,> 5]|;e[[n,k >n—6m—2,d > 6],, respectiva-
mente. Este método de construcao é um tipo especial de construcao que também gera bons
codigos quanticos, devido a propriedades convenientes que algumas classes laterais possuem.

Tais familias de cédigos 3-arios também possuem taxa de codificacao tendendo ao valor 1.

O quinto método de construgao gera novas familias de bons c6digos quanticos p-arios (p

primo) com parametros [[p* —1,p* —21,> 5]] .

Finalmente, o sexto método de construcao consiste na construcao de codigos CSS a partir
de cddigos ciclicos (classicos) nao primitivos. Tal método de construcao também gera cédigos
quanticos g-arios cujos comprimentos das palavras-codigo também sao préximos ao limitante

de Singleton.

O capitulo esta organizado como segue. Na Secao 3.1, apresentamos os conceitos pre-
liminares sobre corpos, classes ciclotomicas e cédigos ciclicos. Na Secao 3.2, apresentamos
nossas contribuicoes: estabelecemos novos métodos de construcao de codigos CSS derivados
de cédigos ciclicos classicos, ou seja, os seis métodos de construgao aqui citados. Na Se-
¢ao 3.3, exibimos tabelas contendo parametros de alguns bons cédigos CSS gerados pelos
métodos propostos. Na Secao 3.4 comparamos esses parametros com parametros dos coédigos

disponiveis na literatura e, na Secao 3.5, relatamos as consideracoes finais do capitulo.
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3.1 Conceitos Preliminares

Esta secao tem por objetivo apresentar uma revisao dos conceitos sobre codigos ciclicos,
necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Para maiores detalhes sobre esses con-
ceitos, sugerimos as referéncias [33,35,36]. Todos os resultados apresentados nesta se¢ao sao

encontrados em [33].

Seja F,[x] o anel de polindomios com coeficientes num corpo F;,. Considere o anel quociente
R, = F,[z]/(z™ — 1), consistindo das classes de residuos do anel F[z] mddulo (2" —1). Cada
polinémio de grau menor ou igual a (n — 1) pertence a classes residuais diferentes, donde sao

considerados representantes das mesmas.

Considere 3 € Fj,. Pelo Teorema de Fermat, podemos afirmar que cada 3 € Fj, satisfaz a

equacao

2?9 — 2 =0.

Esse polinomio é monico, ou seja, possui coeficiente lider igual a 1, e possui coeficientes
no corpo Fj,. Mas 3 pode ser raiz de uma equacao polinomial de menor grau. Isso origina a

seguinte definicao:

Defini¢ao 3.1.1 [33/ Seja ¢ = p™, onde p € um nimero primo. O polindmio minimal sobre
F, de 8 € o polinomio ménico de menor grau, M(x), com coeficientes em F,, tal que M() =

0.

Evidentemente, o polinomio minimal é sempre irredutivel. Podemos calcular polinomios

irredutiveis utilizando o Teorema 3.1.1, dado a seguir:

Teorema 3.1.1 [33] aP" — x = produto de todos polindmios monicos e irredutiveis sobre

F,, cujo grau divide m.
Segue a definicao de classes laterais ciclotomicas:

Defini¢ao 3.1.2 [33] A operacio de multiplicagao por p divide os inteiros mddulo (p™ — 1)
em conguntos denominados classes laterais ciclotomicas mod (p™ — 1). As classes laterais

ciclotomicas contendo um elemento s sao definidas por
2. .3 ms—1
{S7psap S, P Sy P 8}7
onde mg € 0 menor inteiro positivo tal que

p™s = s mod (p"t —1).
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Se s é o menor numero na classe lateral, a classe lateral é denotada por C;.

Podemos pensar também que um codigo C' é ciclico se ¢ um cddigo linear e se qual-
quer deslocamento ciclico de uma palavra-cédigo é também uma palavra cédigo, isto é, se
(co,C1y++ yen1) € C entdo (¢p_1,¢o, -+ ,Cn_o) € C. Geralmente identifica-se cada palavra-

codigo (co,c1,+++ ,¢n1) € FV

. com o polinomio de coeficientes ¢; € Fy, a saber, clx) =

co+ x4 Fepa L

O Teorema 3.1.2 enumera algumas propriedades dos cédigos ciclicos:

Teorema 3.1.2 [33] Seja C' um ideal nao nulo em R, ou seja, um cddigo ciclico de com-
primento n. Entao

(a) Eziste um unico polinomio moénico g(x) com grau minimal em C.

(b) C = (g(x)), isto é, g(x) € um polindmio gerador de C.

(c) g(x) é um fator de x™ — 1.

(d) Qualquer c(x) € C pode ser escrito unicamente como c(x) = f(z)g(x) em F[z|, onde
f(z) € Flz] tem grau menor que n —r, r = dg(x). A dimensao do cddigo C' € igual a n —r.
Assim, a mensagem f(x) se torna a palavra-cédigo f(x)g(z).

(e) Se g(x) = go+ qrz + -+ -+ g.x", entao C € gerado como subespago de F™, pelas linhas da

matriz geradora

g9 91 g2 - - - - - g 0 0 0 0 7

0 g9 91 9o - - - - - g 00 0

0 0 g9 91 g2 - -~ -~ - - g 0 0

T = . .
Lo o - - 09 9 g2 - - - - G

Pelo Teorema 2.1.3, sabemos que o c6digo que possui polinomio gerador h(z) é equivalente
ao cédigo dual C+. Esse fato serd utilizado exaustivamente neste capitulo, onde considerare-

mos o cédigo ciclico Cy™ como sendo o cédigo gerado pelo polinémio h(z) = (2" — 1)/g(x).

Suponha agora que C' seja um cédigo BCH, sobre o corpo Fj, de comprimento n = ¢™ —1

e distancia de projeto 9. Com essa notagao, temos:

Teorema 3.1.3 [33] Para ¢ = 2 en = 2™ — 1, as classes laterais Cy,Cs,Cs, -+ ,C; sao

todas distintas e cada uma contém exatamente m elementos, desde que
i< 2im2l 4,

onde [x] denota o menor inteiro maior ou igual a x.

O Teorema 3.1.3 serda uma ferramenta fundamental para a realizacao do primeiro método

de construcao proposto neste capitulo.
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3.2 Construcoes de Cddigos CSS Binarios e ¢-arios

Esta secao tem como objetivos principais, a elaboracao dos seis métodos de construcao

de codigos quanticos €SS, anteriormente mencionados.

O primeiro método de construcao, descrito na Subsecao 3.2.1, é baseado em cddigos
(cldssicos) ciclicos bindrios, e os demais métodos sao derivados de cédigos ciclicos p-drios (p
primo) ou g-arios, onde ¢ é poténcia de primo. Enfatizamos, novamente, que todos esses seis
novos métodos de construgao propostos neste capitulo, que geram novas familias de cédigos

CSS, utilizam dois c6digos ciclicos (cldssicos) distintos.

Os cinco primeiros métodos de construgao sao derivados de codigos ciclicos (classicos)

primitivos e o sexto método é derivado de cédigos ciclicos (cldssicos) ndo primitivos.

3.2.1 Meétodo de construcao I - CSS binarios

Nesta subsecao, apresentaremos um novo método de construcao de cédigos quanticos CSS
binarios. Tal método é fundamentalmente descrito no Teorema 3.2.1. Este teorema garante
a construcao de trés cédigos ciclicos binarios C, Cy e Co™, com parametros [n, k1], [n, ks], e
[n,n — ky], respectivamente, tal que Cy C C) e tanto C; quanto Co™ corrigem ¢ erros, para
todo t > 2.

Com este propésito, construiremos tais codigos sobre o corpo Foe+s, para assegurar que
o codigo quantico CSS corrija erros quanticos arbitrarios em ¢ qubits. Este é o argumento

principal de tal construcao.
O primeiro método de construgao que apresentaremos pode ser resumido como segue.

Para que o c6digo quantico C'SS(Cy, Cy) corrija erros quanticos arbitrarios em ¢ qubits,

construiremos cédigos ciclicos C e Cy (e assim, CQL) sobre o corpo Fhi+s.

Entretanto, para fornecer um aumento da taxa, construiremos também cédigos ciclicos
sobre o corpo Fy, onde | < t + 3. Este procedimento ¢ possivel quando utilizadas as idéias
contidas no Teorema 3.1.3. Devido a sua importancia, enfatizaremos esta afirmacao na
Observacao 3.2.2, dada em seguida. De fato, este processo de construcao sera exaustivamente

utilizado na construcao dos cédigos quanticos CSS desta tese.

Iniciaremos o método de construcao demonstrando o Lema 3.2.1.
Lema 3.2.1 Parat > 4, vale a desigualdade 2773 > (4t + 1)(t + 3) = 4¢* + 13t + 3.
Demonstragao: Considere a funcio h(t) = 273 — 4 — 13t — 3. Entao I/(t) = (In2)2/+3 —

8t — 13 e W'(t) = (In2)°2'*3 — 8. Como R’(t) > 0, para todo t > 4, h'(t) é uma funcio

estritamente crescente. Além disso, como h'(4) > 0 temos que h'(t) > 0, para todo ¢t > 4.
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Assim, h(t) é estritamente crescente. Como h(4) > 0, h(t) > 0, para todo t > 4 donde
213 > 442 + 13t + 3, para todo t > 4, concluindo a demonstracao. [l

Enfatizamos a expressao do Lema 3.2.1 para esclarecer as idéias utilizadas aqui. De fato,
suponha que C; seja uma classe lateral ciclotomica contendo o elemento s. Suponha também
que M (i)(x) seja o polindmio minimal do elemento o € F,m, onde a é um elemento primitivo

do corpo Fpm. Entao, se i € C,, temos que

M (z) = ] (= = o). (3.1)

J€Cs

O nimero de elementos de C; (nesse caso, n = 213 —1) é igual a m = t+ 3 ou um divisor
de t + 3; como o grau de M) (z) é a cardinalidade de Cs, o Lema 3.2.1 garanete a existéncia
de, “pelo menos”, 4t + 1 polindbmios monicos, irredutiveis sobre o corpo F3, cujo grau divide
m =t + 3. Conseqiientemente, pelo Lema 3.2.1 e pela equagao (3.1), existem, sobre o corpo
Fyi+3, no minimo 4t +1 classes ciclotomicas distintas, permitindo a escolha dos cédigos C, Cy
e Oyt satisfazendo as hipéteses da construcao do cédigo quantico CSS. Mais especificamente,
o Lemma 3.2.1 mostra que o corpo Fy+s é um candidato eficaz para tal construcao, pois
nesse corpo existem muitas classes laterais ciclotomicas distintas. Explicaremos estes fatos

detalhadamente na seqiiéncia.

Como a idéia é a construcao de cédigos BCH € contendo t classes laterais ciclotomicas
distintas (donde o cédigo C conterd uma seqiiéncia de, no minimo, 2t niimeros consecutivos,
e assim, C) corrigird ¢ ou mais erros), e cédigos ciclicos Co™ contendo 2t classes laterais
ciclotomicas distintas de tal modo que essas classes laterais contenham uma seqiiéncia de,
no minimo, 2t nimeros consecutivos, ¢ assim, o cédigo Cy’ corrigird ¢ ou mais erros, temos
que garantir que o corpo utilizado em tal construcao contenha mais que 3t classes laterais

ciclotomicas distintas.

Provaremos agora o Lema 3.2.2, que relata uma propriedade importante da distancia de

projeto do cédigo Cf.

Lema 3.2.2 Sejap = 2 en = 23 — 1. Suponha que C,,Cs,Cs,---,Co_1 sejam classes

laterais distintas. Entao, o conjunto A = C1U---UCqy_1 contém todos os numeros 1 < j < 2t.

Demonstracao: Por hipotese, as classes laterais ciclotomicas C;,Cs, -+ ,Cqo_1 sao dis-
tintas. Seja C, = {s,2s,2%s,23s,---,2™ 715} onde m, é o menor inteiro positivo tal que
2™ss = s mod (2™ — 1), onde m = t + 3. Pela definicao de classes laterais ciclotomicas, o
conjunto A contém todos os nuimeros impares menores do que 2t — 1. Falta demonstrar que

A contém todos os niimeros pares.
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Para tal, suponha que r = 2ky,r < 2t — 1. Se ky é impar, entao k; € C;, C A, e assim

r € A. Se ky é par, entaioour =21 <1 <m —1our = 2%, onde ky é impar.
Caso 1: Ser =2" onde 1 <1 <m—1, entaor € C; C A.
Caso 2: Se r = 2°ky, onde ky é impar, r € Ci, C A, e assim, r € A.

Sejar =2t. Setéparer =2, 1<1<m-—1,entdor € C; C A. De outro modo, se
r = 2°ks, onde k3 é impar, r € Cy, C A, donde r € A. Note que, como k3 < 2t — 1, temos
que Gy, C A.

Uma demonstracao alternativa para este lema é apresentada a seguir.

Por hipdtese, as classes laterais ciclotomicas Cq, - -+, Cy_1 sao distintas. Se s é o menor
elemento da classe lateral, entao sua respectiva classe lateral é denotada por C,. Assim, todos
os numeros 7, onde 1 < j < 2t, pertencem ao conjunto A = C; U --- U Cy_;. Provaremos

esta afirmacao por absurdo.

Suponha que exista um ndmero j;, 1 < j; < 2¢, tal que j; ¢ A. Entao, existe uma classe
lateral Cy, tal que j; € Cy, onde Cp € A, caso contrdrio, j; € A. Como as classes laterais
ciclotomicas sao todas disjuntas, segue que k > 2t + 1, pois k é o menor elemento contido na
classe lateral Cy. Conseqiientemente, como j; € Cy, temos que j; > k > 2t + 1, o que é um
absurdo. 0

Lema 3.2.3 Sejap =2 en =23 — 1. Entao, as classes laterais ciclotomicas
Cy,C3,Cs, -+ ,Copy1 sao distintas, para todo t > 4. Além disso, cada classe lateral contém

t + 3 elementos.

Demonstragao: Para demonstrar este lema, utilizaremos o Teorema 3.1.3, com ¢ = 2t + 1.
E suficiente provar que 2/(#3/21 4 1 > 2¢ 4+ 1.

Considere a funcdo g(t) = 20+3/2 — 2t ¢ > 4. Calculando sua derivada temos que:
g(t) = 1/2(In2)20+3/2 — 2 Como ¢'(t) > 0, para todo t > 4, segue que g(t) é uma funcio
estritamente crescente, para todo ¢ > 4. Além disso, g(4) = 8v/2 — 8 > 0. Assim, concluimos
que g(t) > 0, para todo ¢t > 4. Portanto, 20+3/2 11 > 2t + 1 e assim, 2/+3/21 £ 1 > 2t + 1.
O]

O Lema 3.2.3 assegura que os codigos Cy e C sao diferentes, ou seja, Cy ; (. Esboga-

remos a seguir, a construcao dos codigos quanticos CS5S.

Considere o corpo Fyers e seja C) o cédigo BCH bindrio de comprimento n = 2073 — 1,

gerado pelo produto dos polinomios minimais

gi(z) = (MOMO A6 . pree=D)y,
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Seja Cyt 0 cédigo ciclico gerado pelo polinomio go* (), que é o produto dos 2t polinémios

minimais
<M(2t+3)M(2t+5)M(2t+7) o M(2t+4t+1)> _ <M(2t+3)M(2t+5)M(2t+7) o M(6t+1)>

e seja Cy o cédigo ciclico de comprimento n = 2173 — 1, gerado pelo polinémio g»(z), que é o

produto dos polinomios minimais dados por

92(1,) — <M(O)M(1)M(3)M(5) L. M(2t—1)M(2t+1) . H M(Z)>,

onde M@ sio os polinémios minimais tais que
i ¢ {2t +3,2t+52t4+7,--- ,6t+1},

e 7 percorre os representantes das classes laterais ciclotomicas mod 203 — 1.
Entao, Cy C C} e ambos os codigos C e Cyt corrigem erros em t bits.

Pelo Lema 3.2.2, o cdédigo C'; possui uma seqiiéncia de pelo menos 2t poténcias conse-
cutivas de a como raizes, a saber, a', o2, o?, a*, -+, o®', onde o é um elemento primi-
tivo do corpo Fye+s. Isso ocorre porque todos elementos contidos nas classes laterais C; sao
tais que, se j € C;, entdo o/ é uma raiz do polinémio minimal M. Devido a este fato e
pela aplicacdo do Lema 3.2.2; o polinomio gerador do cédigo C1, g1(x), possui, no minimo,
al, o2, o, at, -, a® como respectivas rafzes, porque sao zeros dos polindmios minimais
MO MO MO oo MY Assim, pelo Teorema 2.1.5, a distancia minima do cédigo €y

é, no minimo, igual a 2t 4+ 1. Portanto, o cédigo C corrige, no minimo, t erros.

Provaremos, agora, que a distancia de projeto do cédigo Co™ é, de fato, maior que 2t + 1,

e assim, o cédigo Cy™ corrige ¢ ou mais erros.

O Lema 3.2.4 mostra dois resultados diferentes. O primeiro resultado afirma que no

conjunto

B — {C2t+37 C2t+57 C2t+77 e 7(C2((t+3>/21+1}7

existem 2t ou mais classes laterais ciclotomicas distintas, todas elas contendo ¢ + 3 elementos.

O segundo resultado assegura que essas classes laterais distintas sao distintas das classes
laterais {Cy,Cg,- -+, Cop1}.

Para situar o leitor, o Lema 3.2.4 é essencial para a construcao porque garante que as
classes laterais ciclotomicas dos cédigos Cy e Cyt sdo todas distintas. Pelo Teorema 2.1.5,
concluimos que o cédigo Cy tendo polinémio gerador h(z), onde h(z) = (22 —1)/ga(z), é
equivalente ao cédigo dual Co™. Assim, sem perda de generalidade, identificamos os c6digos

Cyt e Cs, ou seja,

CQL = 05
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Este fato sera utilizado exaustivamente neste trabalho. Entao, podemos considerar que o
conjunto de definicio do cédigo Cy™, contenha 2t classes laterais ciclotomicas do conjunto
B = {Cy43,Co45,Co47,- -+, Cyray/21,1 }. Como, pelo Lema 3.2.5, os dltimos elementos de
tais classes laterais formam uma seqiiéncia de, no minimo, 2¢ niimeros naturais consecutivos,
entdao o polinémio gerador do cédigo Co® possui, no minimo, uma seqiiéncia de 2t ou mais
poténcias consecutivas de o como raizes. Pelo Teorema 2.1.5, a distancia minima do codigo

Cyt é, pelo menos, igual a 2t + 1. Assim, o c6digo Cy corrige ¢ ou mais erros.

[lustraremos a idéia acima mencionada, ou seja, o novo método de construgao, através de

um esquema grafico:

Cl CQL

A\

COECl C3 CB (C2t—1 C2t+1 @2t+3 (Cﬁt-i-l (Csl Cs
~ > \ ,

n*

C 2 C2

Os conjuntos Cy, Cq, --- ,C,, sao todas as classes laterais ciclotomicas parap =2 en =
2t+3 —1.

Lema 3.2.4 Sejap =2 en = 2" —1. O nimero de classes laterais ciclotémicas distintas,

consecutivas, todas com cardinalidade t + 3, contidas no conjunto

B = {Cx3,Coty5, Coryr, - -+, Coreevarsaipr 1

s

(que contém o conjunto de defini¢cio de Cot, como serd explicitado no Teorema 3.2.1) é
maior ou igual a 2t. Além disso, essas classes laterais sao distintas das classes laterais
Cy,C3,Cs, -+ ,Copr1. Em outras palavras, € valida a sequinte desigualdade: 2lt+3)/21 4 1 >
2(2t + 1) + 2t + 3, para todo t > 9.

Demonstragao: Primeiramente, observe no Lema 3.2.4, que a expressao “classes laterais
ciclotomicas consecutivas” significa classes laterais da forma C; e C; 5, onde ¢ é um niimero

natural satisfazendo 1 < i < 213 — 1.

Agora, devemos mostrar que 2/(3)/21 —6t —4 > 0. Se isso ocorre, pelo Teorema 3.1.3 (no
Teorema 3.1.3, substituimos o valor de i por i = 2(2t+ 1) + (2t 4 3)), segue que, no conjunto
B, existem pelo menos 2t + 1 classes laterais ciclotomicas distintas, consecutivas, sendo que

todas estas possuem cardinalidade ¢ + 3.

E claro que, se provarmos a desigualdade 20t3/2 — 6t — 4 > 0, o lema estara provado.

Para provar esta desigualdade, considere a funcdo f(t) = 2¢+3/2 — 6t — 4. Calculando sua

derivada, temos que f’(t) = (1‘;—2)2(”3)/ 2 — 6. Calculando a segunda derivada de f(t), resulta

que f"(t) = %2(”3)/2. Evidentemente, f”(t) > 0, e assim, a fungao f’(¢) é uma fungao

estritamente crescente, para todo t > 9. Como f/(9) > 0, implica que f'(¢) > 0, para todo
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t >9. Assim, f(t) é uma funcdo estritamente crescente, para todo ¢t > 9. Mas f(9) =6 > 0,
e entdo f(t) > 0, para todo ¢ > 9. Portanto, existem pelo menos 2t + 1 classes laterais
ciclotomicas distintas consecutivas (cada uma delas contendo t + 3 elementos), do cdédigo
Cyt, e essas classes laterais sao distintas das classes laterais Cq, Cs, - - - , Co;q. Assim, segue

a demonstracao deste resultado. 0

Lema 3.2.5 Sejap =2 en =23 — 1. Entdo, os ultimos elementos nas 2t ou mais classes
laterais ciclotomicas, distintas e consecutivas, cada uma destas com t + 3 elementos, dadas

por

{C2t+37 C2t+5a C2t+77 T 62(2t71)+(2t+3)7 e }a

(que contém o conjunto de defini¢ao do cddigo Cyt, dadas no Lema 3.2.4), formam uma

seqiiencia de, no minimo, 2t niumeros naturais consecutivos.

Demonstracao: Pelo Lema 3.2.4, existem 2¢ ou mais classes laterais ciclotomicas distintas

consecutivas, todas contendo t + 3 elementos. Sejam

{(C2t+37 CQt+57 C2t+7, T 7C2(2t—1)+(2t+3)7 co }
tais classes laterais.

Considere C4 e Cy, 5 sendo duas dessas classes. Sejam u e v os tltimos elementos de Cq

e C,,9, respectivamente, sem levar em conta a operagao mod. Portanto, segue que

u=s2""1=52" ¢  y=(s+2)2"" = (s+2).2"

Assim, temos que v = 5.2/72 + 2173 ou seja,

v=252"24+1 mod (2% —1).

Entao,

v=u+1 mod (2 —1).

Seja g = 2173 — 1 e expanda v e u+ 1 em termos do algoritmo de Euclides sobre ¢q. Entao,
existem nuimeros inteiros a,b,r; e ro, onde 0 < ry < ge 0 < ry < g, tais que

v=aq+nr e u+1=>bqg+ rs.

Como v =u+1 mod (213 — 1), segue que r; = ry. Denotaremos este niimero comum por

v*. Assim, temos que

v=aq+v" e u+1l=bg+0",
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onde 0 < v* < ¢. Portanto,

u=>bqg+v*—1.

Considere u* = v* — 1; é claro que 1 < u* < ¢. Além disso, pela unicidade do resto no
algoritmo da divisao de Euclides, concluimos que u* ¢ o resto da divisao do nimero u pelo

nimero ¢ = 273 — 1.

Entao, os representantes v* e ©* dos niimeros v e u respectivamente, sao nimeros conse-

cutivos, ou seja, v* = u* 4 1, concluindo a demonstragao. (]

Observe que o Lema 3.2.5 continua vélido mesmo sem considerar a hipdtese que cada
uma destas classes laterais contenha t + 3 elementos: Suponha que ¢ =2 en =2 — 1. Se
Cs # Cyyn e s+ 2 # 0 entdo os termos u = s2™ 1 € Cy e v = (s +2)2m 1 € C,yp sd0
consecutivos mod n. Entretanto, preferimos manter tal hipétese para que o leitor saiba que
cada classe lateral contida no conjunto de definicdo do cédigo Cyt, que serd construido no
Teorema 3.2.1, possui t + 3 elementos, e isso possibilita explicitar a dimensao do cédigo CSS

resultante do método de construgao proposto.

Enunciamos entao, a contribuicao principal desta subsecao:

Teorema 3.2.1 Seja Fyivs o corpo de Galois e seja Cy o codigo BCH bindrio, primitivo e
senso estrito de comprimento n = 273 — 1, gerado pelo polinémio gi(x), que é o produto dos

polinomios minimais
g1 (x) = (M(I)M(S)M(5) L M(Qt—1)>‘

Escolha as primeiras 2t classes laterais ciclotomicas distintas, consecutivas, contidas no con-

Junto B = {(C2t+37 C2t+57 (C2t+77 T ,Czr<t+3>/2w71}-

Seja Co™ o0 cddigo ciclico de comprimento n = 243 — 1, gerado pelo polinémio go™(x),

que € o produto dos 2t polinomios minimais

<M(2t+3)M(2t+5)M(2t+7) o M(2t+4t+1)> _ <M(2t+3)M(2t+5)M(2t+7) o M(6t+1)>'

Considere ainda, o cédigo ciclico Cy de comprimento n = 273 — 1, gerado pelo polinémio

g2(x), que € o produto dos polinémios minimais

ga() = MOMD NG RO o ppR=D) ppen) H M

onde M® sdo os polinomios minimais tais que

i ¢ {2t+3,20+5,2t+7,--- 6t +1},
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onde 1 percorre o conjunto dos representantes de todas as classes laterais ciclotomicas mod
213 1. Entao, Cy C Cy e tanto Cy quanto Cy™- corrigem erros em t bits. Consegiientemente,

o codigo CSS(Cy, Cy) possui os sequintes parametros

1. Dimensao (k): k=n — 3t* — 9t;
2. Comprimento da Palavra-cédigo (n): n = 2173 —1;

3. Distancia Minima (d): d > 2t + 1.

Equivalentemente, o codigo possui parametros
203 — 1,23 — 1 - 3¢* — 9t,d > 2t + 1]],

sendo capaz de corrigir erros quanticos arbitrarios em t qubits, para todo t > 9.

Demonstragao:

Pelas aplicagoes sucessivas dos Lemas 3.2.1 ao Lema 3.2.5, concluimos que ¢é valida a
inclusao Cy C C4 e que o codigo quantico C'SS(Cy, Cy) corrige t ou mais erros. Calculemos,

agora, a dimensao dos codigos CSS.

Relembremos a equacio (3.1): se i € C, entdao MY (x) = H (z — o).
JECs

A equacdo (3.1) significa que o grau do polinémio minimal M (z) é igual & cardinalidade
da respectiva classe lateral Cy, e assim, o grau do polinomio gerador de um cédigo ciclico é

igual a cardinalidade de seu conjunto de definicao.

Como C é um cédigo ciclico sua dimensao, ki, é dada por k&; = n — d(g1(x)), onde
n = 273 — 1 é o comprimento da palavra-cédigo. Ainda, pela equagao (3.1), 9(gi(z)) ¢
igual a cardinalidade do conjunto de definicao do codigo €. Além disso, pelo Lema 3.2.3 o

conjunto de defini¢ao do c6digo C; tem ¢(t + 3) elementos, e assim

ky =23 — 1 —t(t + 3).

Similarmente, a dimensao do cédigo ciclico Cy, a saber ko, é igual a
kg =p™ =1 —kyt =2 1 —[273 1 — (¢t + 3)(2t)] = (2t)(t + 3),

onde ky™ é a dimensao do cédigo Co™.

Entao,

ky —ky =23 — 1 — (£ +3)t — (2t)(t +3) =23 — 3¢ — 0t — 1,
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e assim, a dimensao do cédigo quantico C'SS(Cy, Cy) é igual a 2073 — 1 — 3t — 9t — 1, com-

pletando a demonstragcao. 0

Calcularemos, em seguida, a taxa desses cddigos quanticos. Para isso, suponha que

B 203 — 1 — 32 — 9t
f(t) = oN+3 _ 1 )

Entao, segue que

lim f(t) =1.

t—00

Conseqiientemente, a taxa assintética dos codigos €SS tendem para um.

Listamos abaixo, os pontos principais do método de construgao.

1. Os codigos quanticos CSS que corrigem erros quanticos arbitrarios em ¢ qubits sao

construidos sobre o corpo Fyi+s.

2. O Lema 3.2.1 possibilita a escolha dos polinémios ¢;(x) e ga(x), geradores dos c6digos

C1 e (5, respectivamente, dados por

gi(z) = (MOME O pE=D)

92(1.) — <M(0)M(1)M(3)M(5) L M(2t—1)M(2t+1) . H M(Z)>,

onde M@ sdo os polindmios minimais tais que
i ¢ {2t4+3,2t+52+7,-,6t+1},

onde i percorre o conjunto dos representantes de todas as classes laterais ciclotomicas

mod 23 — 1.

3. Pelo Teorema 2.1.5 e pelos Lemas 3.2.2 e 3.2.3, concluimos que a distancia minima do

cédigo C é maior ou igual a 2t 4+ 1, para todo ¢t > 9.

4. Pelos Lemas 3.2.4 e 3.2.5, concluimos que a distancia minima do c6digo dual Cy™* é maior
ou igual a 2t 4+ 1. Assim, o cédigo quantico CSS corrige erros quanticos arbitrarios em

t qubits, para todo t > 9.

Embora o Teorema 3.2.1 garanta a construgao de cédigos quanticos CSS para todo t > 9,

apresentaremos exemplos de construgoes, que sao similares ao método de construcao utilizado
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no Teorema 3.2.1, que originam codigos quanticos CSS que corrigem erros quanticos arbi-
trarios para t = 2,3,4,5,6,7,8 qubits. Esse fato ocorre pois, no Teorema 3.1.3, o limitante
superior 2/™/2l 41 é relativamente baixo, e isso induz que o Teorema 3.2.1 seja verdadeiro
para todo t > 9.

Entretanto, por verificacao direta, notamos que, para os casos t = 2, 3,4, 5,6, 7,8 também
é possivel realizar uma construcao similar aquela utilizada no Teorema 3.2.1. De fato, o
limitante superior 2/™/21 4+ 1, dado no Teorema 3.1.3, pode ser melhorado. Além disso, pela
aplicacao do método de construcao descrito na Observacao 3.2.2, garantimos a aplicacao do
mesmo método de construcao descrito no Teorema 3.2.1, para gerar codigos quanticos CSS,
para os casos onde t = 2,3,4,5,6,7,8. Conseqiientemente, podemos supor, sem perda de

generalidade, que o Teorema 3.2.1 é verdadeiro para todo ¢t > 2.

Novamente, ressaltamos que, como o cédigo Cyt é equivalente ao cédigo gerado pelo
polinémio h(z), podemos considerar, sem perda de generalidade, que o cédigo Cot é gerado
pelo polinémio h(z). Note que todas as construgoes, para t = 2,3,4,5,7, sdo similares as

desenvolvidas no Teorema 3.2.1.

Observacao 3.2.2 F possivel construir cédigos ciclicos bindrios Cy, Cy e Cor, de compri-
menton = 2' —1, onde | < t+3 que também corrigem t erros. Para isso, € suficiente verificar
que as classes ciclotomicas relacionadas aos cdédigos Cy e Cy’, sdo todas distintas e que cada

uma destas contém | elementos. Descrevemos o método de construcao em sequida.

Seja Cy o cédigo BCH de comprimento n = 2! — 1, gerado pelo polinémio gi(x), que € o

produto dos polinomios minimais
gr(z) = (MO MO MO ... pp@=Dy,

Seja Cyt o cddigo ciclico de comprimento n = 28 — 1, gerado pelo polinémio got (), que

¢ o produto dos 2t polinomios minimais

<M(2t+3)M(2t+5)M(2t+7) o M(2t+4t+1)> _ <M(2t+3)M(2t+5)M(2t+7) o M(6t+1)>

e seja Cy o codigo ciclico de comprimento n = 2! — 1, gerado pelo polinémio go(x), que € o

produto dos polinomios minimais

go(z) = <M(U)M(1)M(3)M(5) VIR VCER VN HM(i)>’

onde MY sdo todos os polindmios minimais tais que
i {2t +3,2t+5,2t+7,--- 6L+ 1}
e i percorre os representantes das classes laterais ciclotomicas mod 2! — 1.

Entio, Cy C Cy e tanto Cy quanto Cy™ corrigem erros em t bits. Estes fatos possibilitam

as construcoes dos codigos quanticos CSS.
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Exemplo 3.2.1 Considere os cédigos ciclicos Cy e Cy com comprimento 26 —1 = 63, cujos

polinomios geradores sao dados por

Cy = (r(@) = (MOMO),

Cot = (g2 (x)) = (MU MEY),

Cy = (ga(z)) = <M(O)M(1)M(3)M(5)M(7)M(g)M(H)M(lg)M(zl)M(%)M(m>.

Por construgao, o codigo Cy corrige 2 erros e ainda vale a inclusio Cy C Cy. Além disso,
existe uma seqiiéncia de numeros naturais consecutivos, 59, 60,61, 62, relacionada ao codigo
Cyt. Disso decorre que o cédigo Cy™ também corrige 2 erros. A dimensdo do c¢ddigo CSS €
63 — 24 = 39.

Pelo mesmo método utilizado no Teorema 3.2.1 e pela Observacao 3.2.2, geramos o codigo

CSS(Cy,Cy), com parametros [[63,39,5]] que corrige erros quanticos arbitrdrios em 2 qubits.

Exemplo 3.2.2 Neste exemplo, reproduzimos, por inspecao direta, todos os codigos quanti-
cos BCH, exceto trés, construidos em [13]. Além disso, geramos um novo cddigo [[63, 10, 8]].

Exibiremos alguns destes codigos apresentando os respectivos polinomios geradores:

1) [7,1,3]);
Cy= (MM, C1[7,4,3] e Cyt=(M®); C,M[7,4,3];

2) [[31,1,7]];
Cy = (MOMOMO)N, €1[31,16,7] e Cy- = (MOMODNME)Y, CyH[31,16,7)].

3) 163,10, 8]];
Cp = (MOMOMO MDY, C1[63,39,9] e
Co = (MUDM DALY M@ AEDNED): - Cy (63,34, 7).

4) [[127,29, 15]];
Oy = (MOMSO MO MO MO MADNADY: C1[127,78,15] e
Oyt = (MU M @3 D) DGO ArAD NG ALE3)), - Cy 127, 78, 15].

Exemplo 3.2.3 Pelo mesmo método utilizado no Teorema 3.2.1 e pela

Observacao 3.2.2, construimos o novo codigo quantico
CSS(Cl, CQ) = [[255, 143, 15]],
Cp = (MOMEO MO MO O MOD A3, 01255,199,15] e
Co™ = (MBYMED ALY f(63) pp (1D ppA29) ppA20y. - Cy+[255,199, 15].
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Exemplo 3.2.4 Neste exemplo, construimos trés novos codigos CSS:
1) CSS(Cy,Cy) = [[511,241, > 31]], onde

Cp = (MOMO MO MO . pCO AR C1[512,376,31] e

Oyt = (MO2D) Jf(259) (90 \7(63) 7 (223) \(125) N7 (95) N (31) g (289) pr123)
- M) N6 A prmo) priny . 0yt [512, 376, 31].

2) CSS(Cy,Cy) = [[1023, 743, > 29]], onde

Cy = (MOMSOMOMD ... M) MDY (1[1023,883,29] e

C«QL — <M(511)M( )M(383)M(127)M(447)M(253)M(IQI)M(GS)M(251)M(479) .
- MG N (25) r(223) pr(159)y. - 04,1023, 883, 29].

) [[1023,723,> 31]], onde

C, = <M(1)M(3)M(5)M(7)M(9)M(11)M(13)M(15)M(17)

M V@Y Np@3) ppeo) ppRo A0y, ¢1[1023,873,31] e

C«QL _ <M(511)M(255)M(383)M(127)M(447)M(253)M(191)M(63)M(251)M(479)M(351)
M (125) N (223) prs9) pr99)y. - ¢, 111023, 873, 31].

3.2.2 Método de construcgao II - CSS g-arios

A principal contribuicao desta subsecao é o Teorema 3.2.6. Este teorema mostra que,
para que os codigos quanticos €SS corrijam erros quanticos arbitrarios em ¢ qudits, devemos

. s s ’ . s . . J_
construir cédigos ciclicos p-arios (p primo) Cy, Cy e Cy™ sobre o corpo Fy+1.

Uma importante diferenca entre o caso binario e o caso p-ario é que os métodos de
construgao p-arios serao realizados sobre o corpo Fji+1, enquanto que no caso binario os

cédigos CSS sao construidos sobre o corpo Fyits.

O Teorema 3.2.6, fornece um método de construcao de codigos quanticos CSS, baseado
na construcao de trés cdédigos ciclicos p-arios. Tal teorema gera familia de bons cédigos
CSS(Cy,Cy) com parametros [[n,k = ky — ko, d > 2t + 1]], que corrigem erros quanticos
arbitrarios em t qubits, para todo t > 2. Enfatizamos, novamente, que os cédigos ciclicos
p-arios Cy, Cy e Oyt serdo construidos sobre o corpo F,+1. Na seqiiéncia, definimos os cédigos

quanticos CSS g-arios.

Defini¢ao 3.2.1 [16] Sejam Cy e Cy dois cédigos classicos lineares com parametros

n, k1, dﬂq e [n, ks, dg]q, respectivamente, tal que Co C C1. Entao, existe um codigo quantico
[[n, K = ki — ko, D]],, onde D = min{wt(c) | ¢ € (C1\C2) U (Cy"\C1 M)}, A codificagdo e a
decodificacao do codigo CSS € baseada na codificacdo e na decodificacao dos codigos cldssicos

considerados no processo de constru¢ao.

Os Lemas 3.2.6 e 3.2.7 também sao encontrados em [16]. Denotaremos m = ord,(q) a
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ordem multiplicativa de ¢ médulo m, ou seja, m é o menor inteiro tal que n | (¢™—1). Assim,
os zeros do polinomio 2™ — 1 pertencem ao corpo Fym e nao pertence a nenhum corpo de

menor cardinalidade.

Lema 3.2.6 [16] Seja n um inteiro positivo e considere q uma poténcia de primo tal que
mde(n,q) = 1 e ¢ < n < ¢" —1, onde m = ord,(q) e |z| denota o maior inteiro
menor ou igual a x. As classes laterais ciclotomicas C, = {xq’ modn | 0 < j < m} possuem

cardinalidade m, para todo x tal que 1 < x < ngl™/?1 /(g™ — 1).

Lema 3.2.7 [16] Seja n > 1 um inteiro e ¢ uma poténcia de primo tal que mdc(n,q) = 1
e g < n < g™ —1, onde m = ord,(q). Se x ey sao nimeros distintos pertencentes ao
intervalo 1 < x,y < min {|ng™?/(¢™ — 1) — 1],n — 1} tais que ndo vale a congruéncia

x,y = 0 mod q, entao as classes laterais ciclotomicas g-arias de x e y modulo n sao distintas.

Para todo o contexto desta subsecao, utilizaremos a seguinte afirmacao, que prova que a
funcio g(p) = p**/2 — 2pt — 2t — 4 é uma funcio estritamente crescente e também prova
que g(p) > 0, para todo p > 3 e para todo nimero inteiro fixo ¢ > 7. Este resultado serd
utilizado nas demonstracoes dos Lemas 3.2.8, 3.2.9, 3.2.10, 3.2.11 e 3.2.12, onde provaremos
que tais lemas sao validos para todo primo p, p > 3. Mais especificamente, utilizaremos esta

afirmagao implicitamente na demonstracao desses cinco lemas.

Afirmacao 3.2.3 Para todo niumero inteiro t > 7 fizo, e para todo inteiro p > 3, a func¢ao

g(p) = p+Y/2 —2pt — 2t — 4 ¢ uma funcdo estritamente crescente da varidvel p. Além disso,
9(p) > 0.

Demonstragao: Calculando a derivada da fungao g(p), temos que ¢'(p) = %p% — 2t.
Calculando a derivada da funcao ¢'(p), segue que ¢"(p) = %%p%

Como ¢"(p) > 0, para todo p > 0 e para todo t > 1 fixo, deduzimos que ¢'(p) é uma
funcao estritamente crescente, para todo p > 0 e para todo ¢ > 1 fixado. Como ¢'(3) > 0,
para todo p > 3 e para todo t > 4, ¢’(p) > 0, para todo p > 3 e para todo t > 4. Entao
g(p) é uma fungao estritamente crescente, onde p > 3 e ¢ > 4 é um inteiro fixado. Como
g(3) = 3+D/2 _ 8t — 4 > 0, para todo t > 7, conclufimos que g(p) > 0, para todo p > 3 e
para todo inteiro t > 7. O

Comecaremos a construcao dos cédigos quanticos CSS p-arios considerando o
Lema 3.2.8 que, como no caso binério, garante a escolha dos polinomios minimais que gerarao
os codigos Cy, Cy e Cyt.
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Lema 3.2.8 Para t > 3 e para todo niumero primo firado p > 3, € vdlida a desigualdade
Pt > (At +1)(t+1).

Demonstragao: Considere a fungao h(t) = p** — 4t? — 5t — 1. Podemos gerar uma funcgao
similar & fun¢ao dada na Afirmacao 3.2.3, e assim, é suficiente mostrar que h(t) > 0, para

p = 3 e para todo t > 3.

Calculando as primeiras derivadas obtemos 2/(t) = (Inp)p'™' —8t—5e¢ h”(t) = (Inp)°p'+'—
8. Como h"(t) > 0, para todo t > 3 e para p = 3, h/(t) é uma fungao estritamente cres-
cente. Além disso, como h'(3) > 0, segue que h'(t) > 0, para todo ¢ > 3. Assim, h(t)
é estritamente crescente. Como h(3) > 0, temos que h(t) > 0, para todo t > 3. Logo,
ptt > (4t 4+ 1)(t + 1), ¢t > 3, como requerido. O

Novamente, de acordo com o Teorema 3.1.1, o Lema 3.2.8 afirma sobre a existéncia de
“pelo menos” 4t + 1 polinomios monicos irredutiveis, sobre o corpo F),, cujo grau divide
m = t+ 1. Pela definicao de classes laterais ciclotomicas, existe um conjunto com pelo menos
4t + 1 tais classes laterais distintas, permitindo a escolha para os cédigos Cy, Cs e Co™, onde
estes satisfazem as hipoteses da construcao do cédigo CSS. Mais especificamente, o Lema 3.2.8
afirma que o corpo Fji+1 € um candidato eficaz para a construcao dos codigos quanticos CSS,
pois nesse corpo, existem muitas classes laterais ciclotomicas distintas. Adiante, explicaremos

esse fato em detalhes.

Como no caso binario, a idéia é a construcao de um cédigo BCH €' contendo “no maximo”
2t classes laterais ciclotomicas distintas de tal modo que a uniao de tais classes contenha uma
seqiiencia de, pelo menos, 2t nimeros naturais consecutivos. Isso significa que o cédigo C
corrigird t erros. Além disso, também queremos construir um cédigo ciclico Co™ contendo 2t
classes laterais ciclotomicas distintas, de tal modo que tais classes laterais contenham uma
seqiiéncia de, no minimo, 2¢ nimeros naturais consecutivos, donde o cédigo Co™® corrigird t
erros. Baseados nessas afirmagoes, precisamos garantir que o corpo utilizado para tais cons-
trugoes possua cardinalidade grande o suficiente para conter mais do que 4t classes laterais

distintas, o que foi demonstrado no Lema 3.2.8.

Observacao 3.2.4 No caso bindrio sabemos que, se k for um nimero par, as classes laterais
ciclotomicas Cy, sao iguais as classes laterais da forma C;, onde j € um nimero impar.
FEuvidentemente, no caso p-drio, as unicas classes laterais consideradas sao as classes da

forma

{(Ch C27 e 7Cp717 Cerl?(CerQu (Cp+37 T 7<C2p717 e 7(C2n+1}7

onde n € um numero natural. Assim, serao consideradas apenas as classes laterais da forma
Cyn, onde p 1 m, onde utilizamos a notacao 1 significando que p nao divide m. Suporemos

que esta condicao serd satisfeita em todo contexto desta tese.
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Na seqiiéncia, demonstramos o Lema 3.2.9.

Lema 3.2.9 Seja p > 3 um primo fixzo e n = p'™t — 1. Sejam
{Ch (CQa e 7(Cp—17 (Cp-i-la (Cp—l-Qa e 7C2p—17 CQp+17 C2p+27 Tt 7(C2t}7

classes laterais ciclotomicas distintas. Entao, o conjunto A = CyU---UCq contém todos os

numeros 1 < j < 2t.

Demonstracao: Demonstraremos este lema por absurdo. Por hipdtese, as classes laterais
{C,Cy, -+ ,Cy} sao distintas. Suponha que exista um numero ji, 1 < j; < 2¢, tal que
Jj1 ¢ A. Entao, existe uma classe lateral Cy, tal que j; € Ci, onde Cy Q A, caso contrario
j1 € A. Como todas as classes laterais ciclotomicas sao distintas, segue que k > 2t, onde k
é o menor elemento da classe lateral Cg. Assim, como j; € Cy, segue que j; > k > 2t, uma

contradicao. 0

Lema 3.2.10 Seja p > 3 um primo fivo e n = p'™ — 1. Se p 1 2t + 1, entao as classes

laterais ciclotomicas

{(Cb CQa o 7Cp717 (Cerla (Cp+2> (Cp+37 T 7C2p717 CQerla C2p+27 T 7(C2t7 (C2t+1}

sao distintas, para todo t > 4, e cada classe lateral contém t + 1 elementos.

Demonstragao: Considere, no Lema 3.2.7, p=qgen =pt! —1. Sejaz =1ey =2t + 1.

Comom =t+ 1> 1, temos que
sy < [P 1] <1,

Ainda, sabemos que mdc(n, ¢) = 1. Pela Observagao 3.2.4, a congruéncia x,y = 0 mod g nao

é valida. Entdo, é suficiente provar que |[pl+D/21 — 1] > 2¢ + 1.

Considere a funcio g(t) = p*Y/2 — 2t — 3, t > 4. Calculando a derivada da funcdo g(t)
resulta ¢'(t) = (Inp)/2p®*1/2 —2. Como ¢/(t) > 0, para todo t > 4 e para p = 3, isso implica
que g(t) é uma funcado estritamente crescente, para todo ¢t > 4. Ainda, g(4) = 4,58 > 0,
no caso p = 3. Analogamente ao que ja foi utilizado na demonstracao do Lema 3.2.8, po-
demos gerar uma fungao similar a fungdo dada na Afirmacao 3.2.3 de tal forma que, como
para todo nimero primo p > 3, temos que g(4) > 0, entado, g(t) > 0, para todo t > 4 e

H1/2 2 > 2t e assim,

para todo primo p > 3. Conseqiientemente, vale a desigualdade p
|pl®+1/21 — 1| > 2t 4+ 1. Pelo Lema 3.2.6, como n = p™ — 1, obtemos que as classes laterais

ciclotomicas distintas, consideradas na hipdtese, possuem cardinalidade ¢ + 1. O

O Lema 3.2.10 garante que os cédigos Cy e (' sao diferentes, ou seja, Cy ;Ct Ch.
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Lema 3.2.11 Seja p > 3 um primo fizo, pt 2t + 2, e n = p'™' — 1. Entao, as 2t (ou mais)

classes laterais ciclotomicas dadas por

{Csta, Cotro1p, Corpotop, Corpoysp, - - 7(C2t+2+(2t—1)p7 - 1

(que contém o conjunto de defini¢io do cédigo Co™, como serd explicitado no

Teorema 3.2.6) sao todas distintas e cada uma destas contém t + 1 elementos, para todo
t > 7. Além disso, essas classes laterais ciclotomicas distintas, também sao distintas das
classes laterais Cy,Cy, -+, Corp1. Em outras palavras, vale a desigualdade |p/+)/21 — 1] >
p(2t — 1) + 2t + 2, para todo t > 7.

Demonstragao: No Lema 3.2.7, considere p=¢q,n=p"' -1,z =1ley =p(2t—1)+2t+2.
Devemos mostrar que pl#t1/21 —2pt — 2t —p—2 > 0. Se tal desigualdade é verdadeira, pelos

Lemas 3.2.7 e 3.2.6, concluimos o resultado.

Analogamente ao que foi utilizado na demonstracao dos Lemas 3.2.8 e 3.2.10, podemos
gerar uma fungao similar a fungao dada na Afirmagao 3.2.3 de tal forma que é suficiente

t+1)/2

mostrar que a desigualdade p( —2pt —2t —p—2 > 0 ¢é verdadeira para todo t > 7 e para

p = 3, para que se prove esse lema.

Fixemos, entdo, p primo e considere a funcao f(t) = p+1/2 —2pt — 2t — p—2. Calculando
a derivada de f(t), temos que f'(t) = np),(t4+1)/2 _ 9y — 9. Calculando, agora, a derivada
segunda de f(t) temos que f"(t) = %p(t“)/? Claramente, f”(t) > 0, para todo primo
p > 3 e assim, f'(t) é uma funcao estritamente crescente, para todo ¢t > 7. Como f'(7) > 0,
implica que f'(t) > 0, para todo t > 7 e para todo primo p. Disso decorre que f(t) é uma
funcao estritamente crescente, para todo t > 7. Como f(7) > 0, para p = 3, f(t) > 0, para
todo t > 7 e para todo p > 3, donde a prova esta completa. O

Observagao 3.2.5 Note que se supuséssemos que p | 2t + 2, seria suficiente mostrar que as

2t ou mais classes laterais ciclotomicas

{(CZt+37 CQtJrBera (CZtJr3+2p7 T 7C2t+3+(2t71)p7 T }7

satisfariam a equacdo |p'*TV/21 — 1] > p(2t —1)+2t+3, para todo t > 7, a qual é verdadeira:
seja g(t) = ptD/2 _opt — 2t — 5. Similarmente & demonstraciao do Lema 3.2.11, concluimos

que g(t) > 0, para todo t > 7 e para todo primo p > 3. Assim, o resultado seque diretamente.

O Lema 3.2.12 demonstra a existéncia de uma seqiiéncia de, no minimo, 2¢ nimeros
naturais consecutivos, pertencentes ao conjunto de definicao do cédigo Cy™, como serd exibido
no Teorema 3.2.6. Conseqiientemente, o cédigo Cht possuird distancia minima pelo menos

2t + 1, e assim, o codigo corrigira t erros.
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Lema 3.2.12 Seja p > 3 um primo fizo e n = p'™ — 1. Suponha que p t 2t + 2. Entaio,
0s ltimos elementos das 2t (ou mais) classes laterais ciclotomicas distintas (que contém o
conjunto de definicao do do cédigo Cy™, como serd explicitado no Teorema 3.2.6), cada uma

destas contendo t + 1 elementos, dadas por

{Co+2, Catro1ps Cotrotap, Coryorap, - - 7C2t+2+(2t71)p7 SRS

formam uma seqiiencia de, no minimo, 2t niumeros naturais consecutivos.

Demonstracao: Pelo Lema 3.2.11, existem 2¢ ou mais classes laterais ciclotomicas distintas,

cada uma contendo t + 1 elementos, dadas por
{Caty2, Corarp, Coryorop, Corrorap, -+, Corporae—1yp, - }-

Demonstraremos que os tltimos elementos destas classes laterais formam uma seqiiéncia

de, no minimo, 2t niimeros naturais consecutivos.
Sejam
{Catr2,Cotyz, -+, Corpare1yp, -+ }

classes laterais ciclotomicas distintas, todas contendo exatamente ¢ + 1 elementos.

Sejam C; e C,,, duas destas classes. Considere u e v os ultimos elementos das classes

laterais C, e Csy,, respectivamente, sem considerar a operacao mod. Entao, segue que

v=_(s+p).p" " =(s+p)p.

Assim, v = s.p' + p!™!, donde

v=sp' +1 mod (p —1).

Em outras palavras,
v=u+1 mod (p' —1).

t

Considere ¢ = p'™ — 1 e expanda v e u + 1 em termos do algoritmo de Euclides sobre g¢.

Entao, existem numeros inteiros a, b, r; e 19, onde 0 < r; < g e 0 < ry < ¢ tais que

v=aq+m e u+1=0bq+r,.
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Como v =u+ 1 mod (2173 — 1), deduzimos que 7; = 5. Denotaremos este ntimero comum

por v*. Assim, temos que
v=aq+v" e u+1=bg+0",
onde 0 < v* < ¢. Assim,

u=>bqg+v*—1.

Se u* =v* — 1, entao 1 < u* <q.

Além disso, pela unicidade do resto no algoritmo da divisao de Euclides, concluimos que
u* é o resto da divisao do nidmero u pelo nimero ¢ = p!*!t — 1. Isso significa que os repre-
sentantes v* e u* dos ntmeros v e u, respectivamente, sao numeros consecutivos, ou seja,

v* =u* + 1, concluindo a demonstracao. O

Observe que o Lema 3.2.12 continua valido mesmo sem considerar a hipotese que cada
uma destas classes laterais contém ¢ + 1 elementos, ou seja: suponha que ¢ =pen =p™ —1.
Se Cs # Cyyp € s+ p # 0 entao os termos u = sp™ € Cs e v = (s + p)p™ ! € Cyy, sa0
consecutivos mod n. Entretanto, preferimos manter tal hipotese para que o leitor saiba que
cada classe lateral contida no conjunto de definicio do cédigo Cy™, que serd construido no
Teorema 3.2.6, possui t + 1 elementos, e isso possibilita explicitar a dimensao do cédigo CSS

resultante deste novo método de construcao sendo proposto.

Como resultado de aplicagoes sucessivas dos cinco lemas demonstrados, enunciamos a

contribuicao principal desta subsecao:

Teorema 3.2.6 Sejam C, Cy e Cy™ cddigos ciclicos p-drios de comprimento n = ptt' — 1.
Caso 1: pt2t ept2t+ 1. Seja Cy o cédigo BCH gerado pelo produto dos polinémios
minimais
C1 = (@) = (MOMOMD . M),
Se p12t+ 2, considere as primeiras 2t classes laterais ciclotomicas distintas, consecutivas,
contidas no conjunto

B = {C2t+27 C2t+2+p7 C2t+2+2p7 e 7(C2t+2+(2t—1)p7 e }7

(sendo seria suficiente trocar Copiorip por Copysyip, onde i é um nidmero natural tal que
0<i<2t)

Seja Cor o cédigo ciclico gerado pelo produto dos 2t polinémios minimais

N 2t42) g p2t+2+p) g r(26+2+42p) g p(2t+2+(2t-1)p)
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e Cy o codigo ciclico gerado pelo produto dos polinomios minimais
<M(0)M(1)M(2)M(3) c M@ g2t H M(i)> :

onde M sdo todos os polinémios minimais tais que
i¢ {1,2,3,--+ 26,2t + 2,2t + 24 p, 2t + 2+ 2p,- -+, 2t + 2+ (2t — 1)p},

e i percorre o conjunto dos representantes de todas as classes laterais ciclotémicas mod pt+t —
1.

Caso 2: p | 2t. Seja Cy o cddigo BCH gerado pelo produto dos polindmios minimais
Cl — <g1(;[;)> — <M(1)M(2)M(3) - M(Qt*l)%
Cot 0 cddigo ciclico gerado pelo produto dos 2t polinémios minimais

<M(2t+2)M(2t+2+p)M(2t+2+2p) o M(2t+2+(2t71)p)>

Y

e Cy 0 codigo ciclico gerado pelo polinomio

(2

Cy = (go(x)) = <M(0)M(1)M(2)M(3) ViRV H M(i)> ’

onde MY sdo todos os polindmios minimais tais que
i ¢4{1,2,3,--- 2t — 1,2+ 2,2t +2+p,2t + 24 2p,--- ,2t + 2+ (2t — 1)p},

e i percorre o conjunto dos representantes de todas as classes laterais ciclotémicas mod pt+t —
1.

Caso 3: pt2t ep|2t+1. Seja Cy o cédigo BCH gerado pelo polinémio
gl(x) = M(l)M(Q)M(?’) . .]\4(275)7
Cob 0 cddigo ciclico gerado pelo produto dos 2t polindmios minimais

<M(2t+3)M(2t+3+p)M(2t+3+2p) . M(2t+3+(2t—1)p)>

e Cy o codigo ciclico gerado pelo produto dos polinomios minimais
Co = {go(x)) = <M(0)M(1)M(2)M(3) co MY HM(Z‘)> :

onde MY sdo todos os polindmios minimais tais que

i@ {1,2,3,- 20,20+ 3,2t+34+p, 2 +3+2p, - 2t +3+ (2t — 1)p}
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e i percorre o conjunto dos representantes de todas as classes laterais ciclotomicas mod p'™' —

1.

Entao, para todo os casos, vale a inclusaio Cy C Cy e cada um dos codigos C e Cyt
corrigem erros em t dits. Além disso, n = p'™* — 1, o cdédigo quantico CSS(Cy,Cy) possui

dimensao
k=n—2t{t+1)— (2t —5)t+1)=p" —1—(t+1)(4t —j),

onde j € o numero de classes laterais ciclotomicas do codigo Cy, indexadas por maultiplos de

p, J < 2t+ 1 e possui parametros
t+1 t+1 ;
[P —1,p™ = 1= (t+1)4t —j),d =2t + 1],

e corrige erros quanticos arbitrarios em t qudits, para todo t > 7.

Demonstracgao:

Pelas aplicacgoes sucessivas dos Lemas 3.2.8, 3.2.9, 3.2.10, 3.2.11 e 3.2.12, concluimos que
Cy C O e que o cddigo quantico C'SS(Ch, Cy) corrige t ou mais erros. Calculemos a dimensao

dos novos cédigos CSS.

Sabemos que a equacao (3.1): se i € C, entao

MO(@) = [ (x - o),

jeCs

significa que o grau do polinémio minimal M@ () é igual & cardinalidade da respectiva classe
lateral C, e assim, o grau do polinomio gerador de um cdédigo ciclico é igual a cardinalidade

de seu conjunto de definicao.

Como (4 é um cédigo ciclico sua dimensao, ki, é dada por k; = n — 9(¢gi(x)), onde
n = p™' — 1 é o comprimento da palavra-cédigo. Ainda, pela equagao (3.1), d(gi(z)) é
igual a cardinalidade do conjunto de definicao do cédigo C;. Além disso, pelo Lema 3.2.10 o

conjunto de definicao do cédigo C; tem (¢ + 1)(2t — j) elementos, e assim

by =p Tt —1— (t+1)(2t — j).

Similarmente, a dimensao do cédigo ciclico Csy, a saber ko, é igual a
ko =pt =1 —kyt = p™t =1 = P =1 = (L D(20)] = (20)(¢ + 1),

onde ky* é a dimensao do cédigo Co™.

Entao,

ky—hy=p™ —1—(t+1)(2t — ) — )t +1) = p'™ — 1 — (t+ 1)(4t — j),
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e assim, a dimensao do cédigo quantico C'SS(Cy, Cy) é igual a p'™ — 1 — (t + 1)(4t — 7).
U

[lustraremos o Caso 1 do Teorema 3.2.6, através de um esquema grafico:

Cl 612L
CoCy C3 -+ Co Copyr Corpo Copyoyyp Copyoynp -+ Copparoiryy Crp -0 Gy
~~ ﬁ,—/
CQ 02
onde Cy, Cy, --- ,C, sdo todas as classes laterais ciclotomicas para g =p e n = p'*t — 1.

Assim como no caso bindrio, também é valido para o caso p-ario o resultado a seguir:
tlim fit) =1,
onde
pt— 1 — (t+1)(4t — j)
il — 1

ft) =
Entao, assintoticamente, a taxa desses codigos quanticos CSS tende para o valor 1.

Observacgao 3.2.7 Note que o método de construgao adotado no Teorema 3.2.6 também é
valido quando for considerado ¢ = p™ ao invés de p (p primo) e Fy, onde l > 2, ao invés de
F,, pois tanto as propriedades das classes laterais ciclotomicas quanto as propriedades dos
polinomios minimais sao as mesmas quando consideradas sobre Iy, ou quando consideradas

sobre F,,. Em outras palavras, sabemos que as propriedades, descritas a sequir, sao vdlidas:

1. 29" — x = produto de todos os polinémios monicos, irredutiveis sobre F,, cujo grau

divide m, onde ¢ = p", p primo;

2. M©®(z) = H(x —a'), onde MY sdo todos os polinémios minimais e i percorre os
1€l
representantes das classes laterais modulo n = ¢™ — 1.

Observagao 3.2.8 Assim como no caso bindrio, € possivel construir codigos ciclicos de

comprimento n = p' — 1, onde | <t + 1, que também corrigem t erros:

Seja Cy o cddigo (cldssico) BCH gerado pelo polinémio
gi(z) = MOM@ M@ e,

Cot 0 cddigo (cldssico) ciclico gerado pelo produto dos 2t polindomios minimais

<M(i1)M(i2)M(i3) e M(i2t)>

Y
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onde o conjunto de definicio do cédigo Cy™ possui uma seqiiéncia de, pelo menos, 2t nimeros

naturais consecutivos e

Cy = (go()) = <M(0)M(1)M(2)M(3) co M2 HM(i)> ’

onde MY sdo todos os polindmios minimais tais que

i ¢ {ila i27 2:37 o aiQt—la iQt}a
onde 1 percorre o conjunto dos representantes de todas as classes laterais ciclotomicas mod

pt+1 _ 17 e

Note que o Teorema 3.2.6 contém a restricao ¢ > 7. Entretanto, assim como no caso
binéario, podemos mostrar, por verificacao direta, que nos casos t = 2, 3,4, 5,6, o método de
construcao é similar ao método utilizado na construcao generalizada. Para isso, utilizaremos

a construcao descrita na Observacao 3.2.8.
Exemplo 3.2.5 Considerando na Observacao 3.2.7 o valor de g = 4, construimos um codigo
quantico CSS 4-drio com parametros [[15,9,3]],.

Para isso, considere Cy o cédigo BCH, primitivo, sobre Fy e Cy™ o cddigo ciclico sobre
? J )

Fy gerados, respectivamente, pelo produto dos polinomios minimais:

Gy = (@) = (MO M)

Cyt = (MO MO,

O codigo quantico CSS gerado por tal construcao atinge a mdrima distancia minima,

como demonstrado em [26].

Exemplo 3.2.6 Considere ainda, na Observacao 3.2.7, ¢ = 4. Seja Cy o codigo BCH sobre
Fy e Cyt o cddigo ciclico sobre Fy gerados, respectivamente, pelo produto dos polinémios

MINIMALS:

Cy = {gi(z)) = (MO MD M)

Oyt = <M(5)M(6)M(7)>.

Entao, construimos um cddigo CSS 4-drio com parametros [[15,5,4]],. Este codigo quan-

tico também atinge a mdzxima distancia minima, como demonstrado em [26].
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Exemplo 3.2.7 Considere os codigos ciclicos Cy e Co, sobre o corpo Fr, com comprimento

2400, dados pelos produto de polinomios minimais:
Ci = (q1(x)) = <M(1)M(2)M(3)M(4)M(5) . M(46)>,
e seja Cy gerado pelo produto de polinomios minimais
Cy = (ga(x)) = (MO MO NP A ALO ppE pr© pre) .. ppo) pran .. 057y,

exceto pelos polinomios HM(i), onde

i € C = {48,97,146, 195, 244, 293, 331, 332, 333, 334,
335, 337, 342, 440, 489, 538, 587, 674, 675, 676,
677,678,880, 929,978, 1018, 1019, 1020, 1021, 1027,
1223,1272, 1321, 1362, 1363, 1364, 1370, 1615, 1664,
1706, 1707, 1713, 2001, 2008, 2050, 2057},

onde C pode ser escrito da forma C = {48 +49j : 7 =0,1,--- ,41}.

Note que Cy* possui uma seqiiéncia de pelo menos 46 nimeros naturais consecutivos, a
saber, os numeros 2317 até o numero 2363 como raizes. A dimensao deste codigo quantico é

2400 — 274 = 2126. FEwidentemente, Cy C Cy. Além disso, tanto Cy quanto Cyt corrigem 23

erros.

Entao, pelo Teorema 3.2.6 e pela Observagao 3.2.8, o codigo CSS(Cy,Cy) possui pard-
metros [[2400, 2126, d > 47]], e corrige erros em 23 qudits.

Observacao 3.2.9 F conveniente ressaltar que, no exemplo anterior, utilizamos as idéias
contidas no Teorema 3.2.6 e também escolhemos classes laterais especificas relacionadas ao
cédigo Cy para garantir a existéncia de pelo menos wma seqiéncia de 46 ou mais nimeros

naturais consecutivos.

Exemplo 3.2.8 Considere os cédigos ciclicos Cy, Cy e Cyt sobre o corpo Fy, com compri-

mento 26, dados pelos produto de polinomios minimasis:
€1 = (g1(a)) = (MOMOMD),
Cs gerado pelo produto de polinomios minimais

Co = (go(2)) = <M(O)M(I)M(Q)MM)M(7)M(8)M(17)>

C2L _ <g2<x>> _ <M(5)M(13)M(14)>
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Como as classes laterais ciclotomicas Cqi, Cy, Cs, C14 possuem trés elementos e as classes

laterais Cy e Ci3 possuem somente um elemento, seque que a dimensdao do codigo quantico
CSS(Cy,Cy) € igual a 12.

Entao, pelo Teorema 3.2.6 e pela Observagao 3.2.8, o codigo quantico C'SS(Cy, Cy) possui

parametros [[26,12,d > 5], e corrige erros quanticos arbitrdrios em 2 qudits.

Exemplo 3.2.9 Sejam Cy, Cy e Cot c¢ddigos ciclicos sobre o corpo Fs, com comprimento

124, dados pelos produto de polinomios minimais:
C, = <91 ($)> _ (M(gl)M(32)M(33)M(34)M(7)>,
Cs gerado pelo produto de todos os polinomios minimais, exceto os polinomios

]\4(62)7 M(63), M(M), M3) 6]\/[(38)7

C2L _ <g2 (.’L’)> _ <M(62)M(bd)M(bll)M(l?))M(dS)>

Construimos, entdo, o codigo CSS(Cy,Cs) com parametros [[124,98,d > 7]]..

3.2.3 Método de construcao III - CSS ¢-arios com comprimento
2
n=q —1

A principal contribui¢do desta subsegao é o Teorema 3.2.10. Este afirma que podemos
construir bons cédigos quanticos, melhores do que a maioria dos codigos existentes na litera-
tura. A idéia principal de tal construcao é o fato de desenvolvermos um método diferenciado

no qual nao precisaremos utilizar os Lemas 3.2.6 e 3.2.7.

Esses dois lemas, assim como o Teorema 3.1.3 para o caso bindrio, limitam bastante o
processo e construcao. Em outras palavras, para grandes valores do niimero natural n > 1,
onde ¢ é uma poténcia de primo tal que mdc(n, ¢) = 1, o limitante superior para o nimero de
classes laterais ciclotomicas distintas sao baixos. Devido a esses fatos, desenvolveremos o mé-
todo de construcao trés, denominado Construgcao Especial, que gera bons cédigos quanticos.
Demonstraremos inicialmente que existem bons coédigos quanticos p-arios de comprimento
p? — 1, onde p é um primo maior ou igual a 5, e depois generalizaremos naturalmente este
teorema para o caso ¢-ario de comprimento ¢ — 1, onde ¢ é uma poténcia de primo maior

ou igual a 5.

Iniciaremos o método de construcao acima referido, demonstrando o Lema 3.2.13.
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Lema 3.2.13 Seja p um primo, p > 5, en = p*> — 1. Considere as primeiras 2p — 2 classes

laterais ciclotomicas dadas por

Co = {0},

C, =1{1,p},

G, = {27217}7

Cy ={3,3p}, -,
Cp2={p—2,(p—2)p},
Cpri={p+Llpp+1)=1+p}
Cpra={p+2,pp+2)=1+2p},--,
Cyp1={2p—1,2p—1)p=1+(p—1)p}.

Entao, todas essas classes laterais ciclotomicas sao distintas e possuem dois elementos, exceto

as classes laterais Cy e C,y1, que possuem somente um elemento cada.

Demonstragao: Primeiramente, iremos demonstrar que sao verdadeiras as seguintes desi-

gualdades: p> —1>1+(p—1)pep*—1> (p—2)p.

Caso 1: Como p > 5, segue que 2 — p < —3. Entao, temos que p? > 2 — p + p? e assim,
é verdadeira a desigualdade p* — 1> 1+ (p — 1)p.

Caso 2: Como (p — 2)p = p? — 2p e 2p > 10, concluimos que p?> — 1 > (p — 2)p.
Demonstraremos, agora, que todas essas classes laterais sao distintas.

Caso 1: Suponha que 1 <[,k < p—1, onde 1 + Ip = kp. Assim, deduzimos que p | 1,
um absurdo, pois p é um ndmero primo.

Caso 2: Similarmente, se 1 +Ip = 1+ kp, como 1 +Ip =1+ kp < p*> — 1, entao segue
que | = k.

Caso 3: Além disso, se kp = Ip, como a desigualdade kp = Ip < p* — 1 é verdadeira,
deduzimos que [ = k.

Caso 4: Sep+j=kponde 1 <k,j <p-—1, obtemos p(k — 1) = j, e assim p | j, uma
contradicao, pois j < p.

Caso 5: Sep+j=Ip+londel <[,j<p—1,comol+Ip<p*—Tlentaop(i—1)=j—1,
e assim p | j — 1, uma contradigao, pois j — 1 < p.

Caso 6: E claro que as classes laterais C, C,41 sao distintas entre si e distintas das outras

classes laterais.

Provaremos, agora, que, com excecao das classes laterais Cy e C,1 1, todas as outras classes

laterais possuem exatamente dois elementos.
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Caso 1: Se | = Ip, como | = lp < p* — 1 entdo p = 1, o que é um absurdo, pois p é um

nimero primo.

Caso 2: Além disso, suponha que p+1 = 1-+Ip, onde 2 <[ < p—1 é um ntmero inteiro.
Entao, segue que [ — 1 =1Ip —p,eassim —1=p(l—1). Comop+Ii=1+Ilp<p?>—1le
[ —1+# 0, deduzimos que p = 1, um absurdo.

Conseqiientemente, todas as classes laterais ciclotomicas, exceto as classes laterais Cy e

Cp41, contém exatamente dois elementos.

Por verificacao imediata concluimos que as classes laterais ciclotomicas Cy e C, 41 contém

somente um elemento cada. Assim, segue o resultado. O

Com a ajuda do Lema 3.2.13, provaremos o Teorema 3.2.10.

Teorema 3.2.10 Seja p um nimero primo, p > 5 e n = p?> — 1. Entdo, existem cddigos
quanticos CSS com parametros [[p* — 1,p*> —4p+5,d > p]]p. Além disso, os codigos ciclicos

envolvidos em tais construcoes sao gerados pelos polinomios

o= <M(0)M(1)M(2)M(3) e M(p72)>’

Cot = (MPHDf+2) . o1

Cy = <M(0)M(1)M(2)M(3) M) H M(i)),

i

onde MY sdo todos os polindmios minimais tais que

e percorre o conjunto dos representantes de todas as classes laterais ciclotomicas mod p* —1.

Note que o codigo C é um coédigo BCH.
Demonstragao:

Cada um dos conjuntos de definicdo dos cédigos Cy e Cyt possui p — 1 classes laterais
ciclotomicas distintas. Além disso, pelo Lema 3.2.13, todas tais classes, exceto as classes

laterais Cy (de C) e Cpyy (de Cy™), possuem dois elementos.
A equacdo (3.1) significa que o grau do polinémio minimal M (z) é igual & cardinalidade
da respectiva classe lateral C, e assim, o grau do polinomio gerador de um cédigo ciclico é

igual a cardinalidade de seu conjunto de definicao.
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Como (4 é um cdédigo ciclico, sua dimensao, ki, é dada por k; = n — d(gi(x)), onde
n = p? — 1 é o comprimento da palavra-cédigo. Ainda, pela equagao (3.1), d(g;(x)) é igual
a cardinalidade do conjunto de definicao do cédigo €. Além disso, pelo Lema 3.2.13, o

conjunto de definigdo do codigo C; tem 2(p — 2) + 1 = 2p — 3 elementos, e assim

ki=p*—1—-2p+3=p>—2p+2.

Similarmente, a dimensao do cddigo ciclico Cy, a saber ko, é igual a
ko=p* —1—ky =p>—1—-(p*—1—-2p+3)=2p—3,
onde kot é a dimensao do codigo Cot.
Entao
ki —ko=p*—2p+2—2p+3=p>—4p+5,
e assim, a dimensao do cddigo quantico C'SS(Cy, Cy) é igual a p? — 4p + 5.

Por construcao, existem duas seqiiéncias de p — 1 niimeros inteiros positivos consecutivos,
onde uma pertence ao conjunto de definicao do cédigo ' e a outra esta contida no conjunto
de definicao do cédigo Co™. Assim, C; e Cyt tém distancia minima pelo menos p. Além

disso, por construgao, é valida a inclusao Cy C Cf.
Conseqiientemente, sao geradas novas familias de codigos quanticos CSS com parametros

[p* —1,p* —4p+5,d > p],.

Corolario 3.2.1 Pelo mesmo método de construcao apresentado no Teorema 3.2.10, po-
demos gerar bons cédigos CSS com parametros [[p? — 1,p* —4c+5,d > cl],, onde ¢ < p,
p primo. Os codigos ciclicos cldssicos considerados em tais construgoes sao gerados pelos

polinomios

Oy = (MOMO @@ . pple=2)y

Oyt = <M(p+1)M(p+2) . M(p+(cfl)>

Cy = (MOMDA@p@) .. ppe=2) H M)y,

onde M sdo todos os polinémios minimais tais que

i¢{p—|—1,p+2,--~,p+(c—1)},

e percorre o conjunto dos representantes de todas as classes laterais ciclotomicas mod p* —1.
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Demonstracao: Da mesma forma como foi feito na demonstracao do teorema anterior,
existem 2¢ — 2 classes laterais ciclotémicas distintas, dos cédigos C; e Cyt. Todas estas
contém dois elementos cada, exceto as classes Cy e Cp4q, que contém somente um elemento

cada.

Como (4 é um cédigo ciclico sua dimensao, ki, é dada por k; = n — 9(¢gi(x)), onde
n = p? — 1 é o comprimento da palavra-cédigo. Ainda, pela equagao (3.1), d(g;(x)) é igual
a cardinalidade do conjunto de definicdo do cédigo C;. Além disso, pelo Lema 3.2.13, o

conjunto de definigdo do codigo C tem 2(c — 2) + 1 = 2¢ — 3 elementos, e assim

ki =p*—1—2c+3=p>—2c+2.

Similarmente, a dimensao do cddigo ciclico Cy, a saber ko, é igual a
ky=p>—1—hkyt=p>—1—(p* —1—2c+3) =2c—3,

onde kot é a dimensao do codigo Cyt.

Entao
ki —ky=p>—2c4+2—2c+3=p*—4c+5,

e assim, a dimensao do cédigo quantico C'SS(Cy, Cy) é igual a p* — 4c + 5.

Por construcao, observamos que existem duas seqiiéncias de ¢ — 1 elementos consecutivos,
contidas nos conjuntos de definicao dos cédigos C; e Co™. Assim, os c6digos C; e Co™ corrigem

erros em, pelo menos, ¢ qudits. Além disso, ainda por construcao, segue que Cy C Cf.

Portanto, o método de construcao gera outras familias de bons cdédigos quanticos com

parametros

[[p2 - 1,]72 —dc+ 57 d=> CHp'

Aplicando o mesmo método de construcao descrito no Teorema 3.2.10 ao corpo Fie2, onde

g ¢ um poteéncia de primo, generalizamos naturalmente o Teorema 3.2.10:

Teorema 3.2.11 Seja ¢ uma poténcia de primo, ¢ > 5, en = ¢*—1. Entao, existem cddigos
quanticos CSS com pardametros [[¢* — 1,¢*> — 4q + 5,d > Q]]q. Além disso, os codigos ciclicos

envolvidos em tais construcoes sao gerados pelos polinomios

Cy = (MOMD M@ G ppla=2)y

Y

Cyt = <M(Q+1)M(Q+2) e M(2q—1)>
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Cy = (MOMDA@p@) . ppla=2). H M)y,

onde M sdo todos os polindmios minimais tais que

e percorre o conjunto dos representantes de todas as classes laterais ciclotomicas mod ¢*>—1.

Demonstragao: Andloga a demonstragao do Teorema 3.2.10. U

Para calcular a taxa das novas familias de codigos CSS geradas a partir do Método de
Construgao 111, seja f(p) : ZT — R a aplicagao dada por
2
¢ —4q9+5
fla) = —F%———,
g —1

onde Z" e R sao o conjunto dos niimeros inteiros positivos e o conjunto dos niimeros reais,
respectivamente, n = ¢> — 1 é o comprimento da palavra-cédigo, k = ¢*> —4q+5 ¢ a dimensao

e d é a distancia minima do cédigo.

Calculando o limite de f(¢q) quando ¢ tende ao infinito deduzimos que

lim f(q) = 1.

q—0

Assim, para grandes valores para variavel ¢, a taxa das novas familias de codigos CSS

tende ao valor 1.

3.2.4 Método de construcao IV - CSS ternarios

As principais contribui¢oes dessa subsecao sao o Lema 3.2.18 e o Teorema 3.2.12. O
Teorema 3.2.12 afirma que é possivel a construcao de familias de bons codigos quanti-
cos CSS ternarios. Em outras palavras, é gerada uma familia de cédigos CSS ternarios
com parametros [[3" — 1,k > 3™ —8m — 3,d > §]]
Além disso, sao propostas construcoes de novas familias de cédigos C'SS com parametros
[n,k>n—2m—2,d>3|; [[n,k>n—4m,d > 4]],, [n,k >n—4m —2,d > 5]]; e

[[n,k >n—6m —2,d > 6]],, respectivamente, onde n = 3™ — 1.

4, onde m é um inteiro positivo m > 3.

Iniciaremos a subsecao demonstrando varios lemas que sao essenciais na demonstracao do
Teorema 3.2.12.

Lema 3.2.14 Sejan = 3™ — 1, onde m é um inteiro positivo m > 3. Entdo a classe lateral

3m—1
5 -

C(3m—1) possui somente o elemento
2
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Demonstracao: Sabemos que os elementos da classe lateral C<3m71> sao descritos por

2
=3 onde t € {1,2,--- ,m — 1}.

Calculando a expressao (&2_1) .3 obtemos

3m—1\., 3"—1 ., 3m —1
= ~1 .

Como 3! — 1 é par, segue que

- () =i,

onde [ é um inteiro, e assim

3m—1 M —1
< 5 )3t5 5 mod (3™ — 1),

donde segue o lema. 0

A seguir, demonstraremos os Lemas 3.2.15, 3.2.16 e 3.2.17.

Lema 3.2.15 Considere n = 3™ — 1, onde m € um inteiro positivo m > 3. Entao, a classe

mo__
321_3.

lateral C(3m—1_1) contém o elemento
2

Demonstracao: E suficiente demonstrar que

3 —1 3m—1

( -1)3= — 3 mod (3™ —1).
De fato,
3m—1
( —1). =
2
3am—1
= —1+3"=-1-2=
5 +
m_1
53 — 3 mod (3™ — 1),
2
donde

3m 1 3 — 1 -
( 5 —1>.3: 5 — 3 mod (3™ —1).

Lema 3.2.16 Sejan = 3" —1, onde m € um inteiro positivo m > 3. Entdao, a classe lateral

C(3m2_1+1) contém o elemento 3m2’1 + 3.
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Demonstragao: Andloga a demonstracao anterior (]
Lema 3.2.17 Sen =3™ — 1, onde m é um inteiro positivo m > 3, entao as classes laterais
Cq,Cy,Cy, Cy sao distintas e cada uma destas contém m elementos.

Demonstracao: Aplicando os Lemas 3.2.7 e 3.2.6, como 5 < 3/™/21| o resultado segue

diretamente. ]

O Lema 3.2.18, dado a seguir, é um resultado importante para a demonstragao do Teo-
rema 3.2.12.

Lema 3.2.18 Sejan =3"—1, m > 4. Entdo, as classes laterais Cy,Cq, Cy, C5 sao distintas

das classes laterais C(iﬁ"”;—l), C(3m2_1+1), C(3m2_1+2), C(3m2—1_1), (C(Bm2—1_2).

Demonstragao: Adotaremos, para essa demonstracao, [ como sendo um inteiro positivo

tal que 1 <[ < m — 1, e que a operacao considerada é a operacao médulo 3™ — 1.
E claro que a classe lateral (C(sm—1) ¢ distinta das classes Cq, Cy, Cy, Cs.
2

Caso 1: Provaremos que a classe lateral C(Bmflil) ¢é distinta das classes laterais mencio-
2

nadas anteriormente.

De fato, se (37712’1 —1).3" =1, temos que

(3m-1)3 -23 =2=—=23"= -2

Como 2.3' < 3™ —1e 2.3 42 < 3™ — 1, é suficiente demonstrar que a equacao 2.3' = —2
nao possui solucao. Como a equacao 2.3' = —2 nfo é satisfeita, segue que a classe lateral
C(S”L—lil) ¢é distinta da classe C;.

2

3m—1
2

Similarmente, se ( —1).3" = 2, sabemos que

(3m—-1)3 -23 =4—=23"= 4.

Como 2.3" < 3™ —1 e 23 +4 < 3™ — 1, precisamos apenas demonstrar que a equacao
2.3! = —4 nao possui solucdo, mas isso é 6bvio. Assim, a classe lateral C(Smflil) é diferente
2

da classe C,.

Para provar que a classe Csm_1 ) é diferente da classe Cy, assuma (5L -1)3 =4
2

Entao,

(3m—1).3" —23 =8 =23 = -8
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Como a equacao 2.3 = —8 nao é verdadeira, o resultado estd demonstrado. Analogamente,

podemos demonstrar que a classe (C(Zimflil) é diferente da classe Cs.
2

Caso 2: A classe lateral C(Sm—l ) ¢ distinta das classes laterais mencionadas anterior-
2

+
mente.

Se (351 +2).3' = 1 entao
(3" —1)3' +43 =2—= 43 =2.

Sel <1< m-—2,asdesigualdades 4.3' < 3™ —1 e 4.3' =2 < 3™ — 1 sdo verdadeiras, e assim,
é suficiente demonstrar que a equacdo 4.3 = 2 nao é valida. Como a equacio 4.3' = 2 nao

possui solucao, as classes C(Smfl 2 € C, sao distintas.
2

+

Por outro lado, se [ = m — 1, segue que

3m—1
2).3ml=1
()

= (3" —1).3""" +4.3m71

I

2.

Sabemos que (3™ —1).3™" ! +4.3""! = 4.3™~1 Continuando com as manipulagoes algébricas

resulta em
43m=(3" 1) +3" T+ 1=3"" 4 1L

Como 3™ 1 +1 < 3™ —1 e como a equacao 3™ ! 4+ 1 = 2 possui somente a solucao m = 1,

concluimos que as classes C(Bm—l 1) € C, sao diferentes.
2

Considerando (3";—’1 +2).3! = 2, deduzimos que
(3m—1)3 +43' =4—= 43 =4.

Sel<l<m-—2, entdao 4.3 —4 < 3™ — 1. Como 4.3' = 4 possui somente a solugao [ =0 (e

assim m = 1), deduzimos que as classes (C(sm_1 )€ C, sao distintas.
2

+2

Considere [ = m — 1. Sabemos que
43" =3" 1) +3" 41 =3 4+ 1,
Como 3™ 1 +1 < 3™ — 1 e como a equacao 3™ ! + 1 = 4 possui somente a solucao m = 2,
as classes laterais C,sm—1 ,,, e Cy sao distintas.
(F7—+2)
Se (¥ +2).3" = 4, obtemos

(3™ —1).3" +43' =8 = 43" =3.

Sel<Il<m-—2, entdo 4.3' —8 < 3™ — 1, e assim, ¢ suficiente verificar se a equacio

4.3 = 8 é valida. Mas como tal equacao nao possui solucdo, as classes laterais C(Bm—l e

o t2)
C, sao distintas.
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Sel=m—1, como 3™ ' +1< 3" —1 e como a equacao 3™ ! 4+ 1 = 8 nao possui solucao,

deduzimos que C 8oty g) © C,4 sao distintas.

Em relagao ao caso (% +2).3! = 5, segue que

(3™ —1).3" +4.3' = 10 = 4.3' = 10.

Sel<1l<m-—2, entao 4.3' — 10 < 3™ — 1 e assim, a equacao 4.3' = 10 nao é satisfeita.

Entao, (C oty g) © C5 sao diferentes.

Sel =m—1, como 3™ ! +1 < 3™ — 1, a classe lateral (C smoi ¢ distinta da classe

lateral Cs.

+2)

Para demonstrar que as classes laterais (C smo1 gy € (C(Sm—l_Q) sao distintas das classes
2

+1)
laterais Cq, Cy, Cy4, Cs, € suficiente proceder de forma analoga aos Casos 1 e 2. O]

Teorema 3.2.12 Sejan = 3™ — 1, onde m > 3. entao, existem codigos quanticos CSS com
parametros [[n,k >n —8m —2,d > §]],.

Demonstracgao: Seja C; o cédigo classico BOCH gerado pelo produto dos polinomios mini-
mais

MO O N @ pre),
e seja Cy™ 0 codigo ciclico gerado pelo produto dos polinémios minimais

M@=2) ppla=b) ppla) prlatd) pplat2)

3m—1

onde a = 5

Ainda, considere C'; como sendo o cddigo ciclico gerado pelo produto dos polinomios

minimais
MOAO A @ a6 pf . H M@
onde M@ sdo os polindmios minimais tais que

i¢{a—2,a—1,a, a+1, a+2}

e 1 percorre os representantes das classes laterais mod 3™ — 1. Entao, Cy C 4. Aplicando
os Lemas 3.2.14 ao 3.2.18 concluimos que cada um dos cédigos C; e Co™ possuem distancia

minima d > 8.



82 Capitulo 3. Construgoes de Codigos CSS Derivados de Cédigos Ciclicos

Procedendo como na demonstracao do Teorema 3.2.6 e utilizando a construcao CSS sao

gerados cédigos quanticos com parametros [[n,k > n —8m — 2,d > 8]|,, como desejado. [

Calculando as taxas dos codigos construidos no Teorema 3.2.12 temos que

3" —8m — 3
A T
lim f(m)=1.

Assim, como foi demonstrado nos métodos de construcao anteriores, quando m tende ao

infinito, a taxa de tais cédigos quanticos também tende para 1.

Exemplo 3.2.10 Seja C; o cddigo BCH com comprimento 80 sobre Fs, e Cob o cddigo
ciclico sobre F3, com comprimento 80, dados, respectivamente, pelo produto dos polinomios

minIMmaiLs

C1 = {(g1(z)) = <M(O)M(1)M(2)M(4)M(5)>,

CQJ_ — <92 (I)> — <M(22)M(lg)M(14)M(4O)M(41)>.
Entao, o codigo CSS(Cy,Cy) possui parametros [[80,46,d > 8]],.

Em seguida, serao demonstrados resultados diretos da aplicacao do Teorema 3.2.12. Mais
precisamente, em tais corolarios sao construidos novos cédigos C'SS com distancias minimas

iguais a 3,4, 5 e 6, respectivamente.

Corolario 3.2.2 Sejan = 3™ — 1, onde m é um inteiro positivo m > 3. Entdo, existem
codigos CSS com parametros [[n,k >n —2m —2,d > 3||; e [[n,k > n —4m,d > 4]];.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, demonstraremos somente a construcao dos
novos cédigos quanticos com parametros [[n,k > n —4m,d > 4]];, pois a demonstracdo da

construcao dos cédigos com parametros [[n,k > n — 2m — 2,d > 3], é andloga a primeira.
E suficiente considerar C; como sendo o cédigo classico BCH gerado pelo produto dos
polinomios minimais
MO,
Cyt o cédigo ciclico gerado pelo produto dos polinémios minimais

M(G_Q)M(a_l),
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3m—1
2

onde a = e Cy o codigo ciclico gerado pelo produto dos polindmios minimais

MO MDA @ . H M@,

onde M® sdo os polindomios minimais tais que i ¢ {a—2, a—1}, e i percorre os representantes

das classes laterais modulo 3™ — 1.

Posteriormente, basta proceder como na demonstracao do Teorema 3.2.6, aplicar os Le-
mas 3.2.14-3.2.18 e utilizar a construgao CSS. U

Corolario 3.2.3 Sejan = 3™ — 1, onde m é um inteiro positivo m > 3. Entdo, existem

codigos quanticos CSS com parametros ([n,k > n —4m —2,d > 5]];.

Demonstracgao: Seja C; o codigo BCH gerado pelo produto dos polindomios minimais
]\4(0)]\/‘[(1)]\4(2)7

Cyt 0 codigo ciclico gerado pelo produto dos polinémios minimais

]\4(a—2)]\4(a—1)]\4(a)7

3m—1

onde a = 5

e Cy o codigo ciclico gerado pelo produto dos polindmios minimais

MOAOAr@ p@ . H M,

onde M@ sdo os polindmios minimais tais que
i¢{a—2,a—1, a}

e 1 percorre os representantes das classes laterais moédulo 3™ — 1. Assim, como ja foi demons-

trado anteriormente, segue o resultado. O

Exemplo 3.2.11 O cddigo CSS(Cy,Cy) com parametros [[80,62,d > 5]], € um exemplo de
codigo gerado pela aplicagao do Corolario 3.2.5.

Corolario 3.2.4 Seja n = 3™ — 1, onde m € wm inteiro positivo tal que m > 3. FEntao,
existem codigos qudnticos CSS com pardametros [[n,k > n —6m — 2,d > 6]],.
Demonstragao: Seja () gerado pelo produto dos polindmios minimais

MO AW A2 pr4)

Y
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Cyt gerado pelo produto dos polinémios minimais
M@=2) pple=1) ppla) pplat)

onde a =

3m_1 A .
5 polinémios minimais

MO MA@ pp® HM

onde M® sdo os polindmios minimais tais que
i¢{a—2 a—-1, a, a+1}

e 1 percorre os representantes das classes laterais modulo 3™ — 1. Similarmente como ja foi

demonstrado anteriormente, o resultado é verdadeiro. O

Exemplo 3.2.12 Pelo Coroldrio 3.2.4 podemos construir codigos quanticos CSS com para-
metros [[80,54,d > 6], e [[242,210,d > 6]],, por exemplo.

3.2.5 Meétodo de construcao V - CSS p-arios com comprimento
3
n=p —1

O Teorema 3.2.13 é a principal contribuicao dessa subsecao; este produz uma nova familia

de bons codigos CSS p-drios, com parametros [[p* — 1,p* — 21,d > 511,,-

Teorema 3.2.13 Sejap > 5 um primo en = p3 — 1. Entdo, existem coédigos quanticos CSS

com pardmetros [[p* —1,p* —21,d > 5]] .

Demonstragao: Comecaremos a demonstracao provando que a classe lateral C ( possui

P 71)

p’-1
somente o elemento =)

Pelo Teorema 3.1.1, sabemos que cada classe lateral possui 1 ou 3. elementos. Além disso,

(757)r=(") vo-n ()

Como p é fmpar, p — 1 é par, donde

(5 -0 (5 = (5 v -

onde [ é um inteiro.

Il
VR
i
w
N1
—_
N——
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(5= (55) vt -0 (7).

Como p é impar, p? é impar, e assim p? — 1 é par, donde

(5 -0 (5) - (557) +-0

onde r é um inteiro, concluindo a demonstracao.

Analogamente,

(7).

C

Em seguida, demonstramos que as classes laterais C (21 C @ e

_ 3_
2 pTl-H)’ (%4_2)

L9 sao distintas das classes laterais C;, Cy e Cs.

C (2
Consideraremos, no decorrer dessa demonstracao, que ¢ = 1,2 e que o simbolo = denota

a operacao médulo p? — 1.

Claramente a classe lateral C (21, ¢ distinta de tais classes.
2

Caso 1: Considere as classes laterais (C( . Se (’% +1)p' = 1, entao

31
PT+1)

(PP —1p'+2p'=2= (p* - 1)p'+2p' =2p' =2.

Como 2p° —2 < p* — 1 e como a equacao 2p° = 2 é valida somente quando ¢ = 0, concluimos

que a classe lateral C (21 ¢ diferente da classe lateral C;.

7 +1)

Se (1% +1)p' = 2, temos que

P = +2p' =d= P’ - 1)p' +2p' =2p' = 4.

Como 2p' —4 < p® —1 e como a equacao 2p' = 4 nao possui solucao, a classe lateral C(#H)
¢ diferente da classe lateral C,.
Se (I% +1)p' = 3, obtemos
(P —1)p'+2p'=6= (p° — 1)p' +2p" =2p' =6.
Como 2p' —6 < p® —1 e como a equacio 2p’ = 6 nao possui solucao, a classe lateral C(#H)

¢ diferente da classe lateral Cs.

. Se (E +2)p' =1, entao

Caso 2: Considere a classe lateral C (o1 5

)

P -+ =2= @’ - p' +4p' =4’ =2.

Como 4p' —2 < p? —1 e como a equacido 4p’ = 2 nao é satisfeita, as classes laterais C (2149
2

e C; sao distintas.

Se (1% +2)p' = 2, deduzimos que

(P’ = Dp' +4p' =d = (p° = 1)p' +4p' = 4p’ = 4.
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Como a equacao 4p’ = 4 possui somente a solucao i = 0, as classes laterais C (P e Gy

5 12)

sao distintas.
Se (7% +2)p' = 3, sabemos que
(p* —1)p' +4p' =6 = (p* — 1)p' +4p’" = 4p' = 6.

e Cq4 sao distintas.

Como 4p° = 6 nao possui solucao, as classes laterais C (21 )
2

. Se (’E + 3)p' = 1, temos que

Caso 3: Considere a classe lateral C (B=14g 5
2

+3)
(p* —1)p' +6p' =2 = (p® — 1)p' +6p’ = 6p' = 2.

Sep>7,6p° —2 < p®—1 e entdo, a demonstracao é idéntica a anterior. Se p =5, 6p° £ 2 e

¢ distinta da classe lateral C;.

assim, a classe lateral C s,
(F5—=+3)

Se (’% + 3)p’ = 2, segue que
(P’ = Dp' +6p' =4 = (p° = 1)p’ + 6p’ = 6p' = 4.

Se p > 7 entao 6p' —4 < p® — 1, e assim a demonstracao ¢ idéntica & anterior. Se p = 5

sabemos que 6p’ # 4, e assim, a classe lateral C (21 é diferente da classe Cs.
2

3)
3

Se (51 + 3)p' = 3, deduzimos que

(p* —1)p' +6p' =6 = (p® — 1)p' + 6p’ = 6p' = 6.

Se p > 7 entao 6p' — 6 < p® — 1, e assim, a demonstracdo ¢ idéntica & anterior. Se p = 5

¢ distinta da classe Cs.

entao 6p’ Z 6, e assim, a classe lateral C(ps_l

7 +3)

Aplicando os Lemas 3.2.7 ¢ 3.2.6, como 4 < pl3/2] sabemos que as classes Cy, Cy ¢ Cy sdo

distintas e possuem 3 elementos.

Demonstraremos, agora, que cada uma das classes laterais C (21

1y Gy ¢ €

3_
pTl-‘rS)
sao distintas.

Caso 4: Se

concluimos que
pPP-1+2=0p -1 +4p = 4p' =2.

Como a inequacao 4p° — 2 < p3 — 1 e a equacao 4p' = 2 nao sao satisfeitas, a classe lateral

C

¢ distinta da classe C (o1
2

==} +2)°
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Caso 5: Para demonstrar que a classe C (211 ¢ diferente da classe lateral C (221
2

considere a seguinte equacao:
3 3
p—1 p—1 ;
= 3)p".
()= ()

pP—1+2=p"—1)p'+6p' = 6p' =

Assim, temos que

Como a equivaléncia 6p° = 2 nao é satisfeita, o resultado segue.

Caso 6: Suponha que

Entao,
pP—1+4=p'—-1)p' +6p' = 6p' =

Como a equivaléncia 6p’ = 4 nao possui solucao, a classe lateral C ¢ distinta da classe

lateral C (£t

p 31 2
2 )

Agora, provaremos que cada uma das classes laterais C (B 41y C (Bl ) © C =

+3)
possui trés elementos.

Caso 7: Mostraremos que a classe lateral C (21 possui tres elementos. Por simples
2

+1)
manipulacao algébrica temos que

31 341
(p2 +1> -

(p—1) (p32_1> +p—1.

Como p — 1 é par, segue que

e entao

Além disso,
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Como p? — 1 é par,

e assim

3_1 3_1
(p2 +1>p2:<p2 +1)+p(p—1).

Caso 8: A classe lateral C, 5,
(F5=+2

) possui trés elementos. Considere

Similarmente ao Caso 7 temos que

(p32_1+2>p= (p32_1+2)+2(p—1).

Analogamente,

Caso 9: Como

entao

Similarmente,

Considere C] o codigo classico BCH code gerado pelo produto dos polindmios minimais

MO O A prG)
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Cyt 0 c6digo ciclico gerado pelo produto dos polindémios minimais

M(b)M(b+1)M(b+2)M(b+3)

Y

onde b = }%. Além disso, seja Cy o cédigo ciclico gerado pelo produto dos polinomios

minimais

MOADO @6 @ . H M.

onde M@ sdo os polindmios minimais tais que
ig{b, b+1, b+2, b+ 3},

e 1 percorre os representantes das classes laterais ciclotomicas mod p?® — 1.

Procedendo como na demonstragao do Teorema 3.2.6 e utilizando a construgao CSS segue

o resultado. O

Exemplo 3.2.13 Aplicando o Teorema 3.2.13, construimos codigos com parametros
[[124,104,d > 5]}, [[342,322,d > 5], [[1330,1310,d > 5]],;, e assim por diante.

Procedendo como no Teorema 3.2.13 obtemos codigos quanticos com distancias minimas
3e4:

Corolario 3.2.5 Sejap > 5 um primo e n = p> — 1. Entdo, existem cédigos quanticos CSS

com parametros [[p* —1,p° —9,d > 3]| e [[p* — 1,p* — 15,d > 4] ,, respectivamente.

Demonstragao: Para a primeira construgao, considere C; como sendo o cédigo BCH

gerado pelo produto de polinomios minimais
MO
Cyt o cédigo ciclico gerado pelo produto de polinémios minimais
MO ppo+H
onde b = Z%, e (5 o cbdigo ciclico gerado pelo produto de polindmios minimais

MO . H M®,

onde M@ sdo os polinémios minimais tais que

i¢{b, b+ 1},
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e i percorre os representantes das classes laterais mod (p* — 1).
Para a segunda construcao, considere C; como sendo o cédigo BCH gerado pelo produto
de polindmios minimais
]\4(0)]\4(1)]\4(2)7
Cyt o cédigo ciclico gerado pelo produto de polinémios minimais
47\4(17)J\4(b—i-1)]\4(b-i-2)7

37 7’ . /7 . . A . . . .
onde b = ]’Tl, e (5 o codigo ciclico gerado pelo produto de polinomios minimais

MO MO @ 6 . H M(i)’

onde M@ sio os polinémios minimais tais que
ig¢{b, b+1, b+2}

e 1 percorre os representantes das classes laterais mod (p* — 1).

Procedendo como na demonstracao do Teorema 3.2.6 e utilizando a construcao CSS segue

o resultado. O

Exemplo 3.2.14 Aplicando o Coroldrio 3.2.5 geramos codigos quanticos com parametros
[[1330,1322,d > 3]],,, [[1330,1316,d > 4]],, e assim por diante.

3.2.6 Método de construcao VI - CSS nao primitivos

Nesta subsecao construimos cédigos quanticos C'SS a partir de codigos ciclicos (incluindo
codigos BCH nao primitivos). A principal contribui¢ao é o Teorema 3.2.16. Este produz

novas familias de cédigos CSS, como veremos em seguida.

Antes de continuarmos, é apropriado relembrar o conceito de corpo de decomposicao. Para

maiores detalhes referimos ao leitor [33].

E bem conhecido que o polinomio gerador de um cédigo ciclico com comprimento n sobre
F, deve ser um fator de 2" —1. Suporemos sempre que n e g sao relativamente primos, ou seja,
mdc(n,q) = 1. Entao, existe um menor inteiro m tal que n | (¢™ — 1), denominado ordem
multiplicativa de ¢ modulo n. Assim, os zeros do polinomio x™ — 1, denotados raizes n-ésimas

da unidade, pertence ao corpo Fym e nao pertence a nenhum corpo de menor cardinalidade.
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n—1
Como 2™ —1 possui zeros distintos, a saber, o, a1, -+, -1 € Fym, entao 2" —1 = H(m—ai)
. i=0
e [ym é denominado corpo de decomposi¢cao de x™ — 1.
Por outro lado, é possivel fatorar ™ — 1 sobre o corpo [ considerando as classes laterais

ciclotomicas médulo n sobre Fy:
o 2 3 ms—1
CS_{878Q7SQ ySq 0,84 ° }7

onde my é o menor inteiro positivo tal que ¢™ss = s mod n.

Baseados em tais conceitos estamos aptos a prosseguir com nosso trabalho.

Lema 3.2.19 Se n é um inteiro positivo, entio n | [(n—1)> =1 en | [(n+1)* —1]. Em

particular se ¢ = p™ entio q | [(q—1)*=1] eq|[(¢+1)* —1].
Demonstragao: A verificacao é imediata. O]

Seguem os Teoremas 3.2.14 e 3.2.15, que sao resultados importantes desta subsecao:

Teorema 3.2.14 Sejan > q— 1 um inteiro tal que n | [(q¢ — 1)% — 1], ondeq—1=p™ >7¢
uma poténcia de primo. Suponha também que mdc(n,q) = 1. Entdo, cddigos quanticos CSS
com parametros [[n, k,d|],_, podem ser construidos. Em particular, cédigos qudnticos com

parametros [[q, k, d|] 41 bodem ser construidos.

Demonstragao: Por hipétese, n > 8 e mdc(n,q) = 1. Como cada classe possui um

ou dois elementos, existem, no minimo, cinco classes laterais distintas sobre F,_;. Escolha

C, como sendo o cédigo ciclico gerado pelo polinémio minimal M, Cyt gerado pelo po-

linomio minimal M e C, gerado pelo produto dos polindmios minimais HM @) onde i
i#1

percorre o conjunto dos representantes médulo n. Sabemos que M© ¢ distinto de M) e

C5 C (. Aplicando, entao, a construcao CSS, obtemos um cédigo quantico com parametros

([n,n—3,d>2]], . O

Teorema 3.2.15 Assuma que q e ¢+ 1 sao poténcias de primos. Entao codigos quanticos

q + 1-drios MDS podem ser construidos.

Demonstracao:  Claramente mdc(q + 1,¢q) = 1. Além disso, pelo Lema 3.2.19, ¢ |

[(g+1)* —1]. E facil ver que todas as classes laterais possuem somente um elemento, quando
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consideradas sobre F,.;, onde a operagao é a operagao mod ¢. Conseqiientemente, esco-
lhendo C = H M@ e Cyt = H MY aplicando a construcio CSS obtemos cédigos

i<[5]-1 i> 5 |+1
quanticos MDS sobre Fj ;. O

Observacgao 3.2.1 As familias de codigos construidos a partir do Teorema 3.2.15 foram
descobertas por Grassl et al., [27]. Entretanto, temos construido tais familias de um modo

diferenciado.

Alguns exemplos de codigos quanticos construidos a partir dos Teoremas 3.2.14 e 3.2.15

sao apresentados em seguida.

Exemplo 3.2.15 Sabemos que mdc(8,9) = 1 ¢ 9 | (82 — 1). Além disso, tanto 8 quanto
9 sao poténcias de primos. Assim, podemos construir um codigo quantico com parametros
[9,4,d > 3]]5.

Para isso, considere as classes laterais mod 9:

Co = {0}, C, = {1,8}, Co = {2,7}, Cs = {3,6}, Cs = {4,5}.

Se Cy ¢ o cddigo BCH gerado pelo produto dos polinémios minimais MOM® e Cyt ¢ o

cédigo ciclico gerado por M®, o resultado seque, como desejado.

Exemplo 3.2.16 Sabemos que 17 | (16* — 1) e mdc(16,17) = 1. Como 17 e 16 sdio po-
téncias de primos, podemos construir um cédigo quantico com parametros [[17,6,d > 5]] 5.
Basta considerar Cy como sendo o codigo BCH gerado pelo produto dos polinomios minimais
MOMOMRAME) e Cyt como sendo o c¢ddigo ciclico gerado pelo produto dos polinémios
mianimais M M®) .

Similarmente podemos construir um codigo quantico com parametros [[17,2,d > 6]]4.

Exemplo 3.2.17 Como mdc(8,21) =1 e 21 | (8% — 1) podemos gerar cédigos quanticos com
pardmetros [[21,15,d > 3]]; e [[21,9,d > 5], por exzemplo. Além disso, como 32 | (31% — 1)

também existe um codigo quantico com parametros [[32,6,d > 10]],,.

Exemplo 3.2.18 Considerando q = 31, seque que 31 | (32?2 — 1) e mdc(31,32) = 1. Pelo
Teorema 3.2.15, existem cddigos quanticos MDS com parametros [[31,23,d > 5]]
[[31,21,d > 6]]5,, [[31,19,d > 7]],,, [[31,17,d > 8]],,, e assim por diante.

327

Utilizando o Lema 3.2.20, podemos construir mais cédigos CSS"
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Lema 3.2.20 Seja ¢ uma poténcia de primo e n um inteiro positivo tal que mdc(q,n) = 1.
Assuma também que (q—1) | n, n| (¢*—1) en > q—1. Entio cada uma das classes laterais

Cyr, onder étal quen =7r(qg—1) e 1 <1< q—2 éum inteiro, possui somente um elemento.

Demonstragao: Como n | (¢* — 1), cada classe lateral possui um ou dois elementos. Na

classe lateral C;,., onde 1 <[ < g — 1, considere o elemento (Ir)g. Entao,
n=rq—1r=—1rq="n-+r.
Conseqiientemente,
(Ir)yg=1ln+r)=In+Ir =1r mod n,

donde cada classe lateral C;,. possui somente um elemento, a saber, o elemento [r. O

O Teorema 3.2.16 é o resultado principal dessa subsecao, a principal contribuicao, que

gera codigos quanticos nao primitivos:

Teorema 3.2.16 Seja ¢ uma poténcia de primo en > q—1 um inteiro tal que mde(q,n) = 1.
Assuma que (g —1) | nen | (¢> — 1), onde m = 2 é a ordem multiplicativa de q mod n.

Entao, existem cddigos quanticos com parametros [[n,n — [4(r — 1) —2],d > r]] .

Demonstracao: Seja C; o cddigo ciclico gerado pelo produto dos polindmios minimais
MO D =3 pr=2),
Cy™t 0 codigo ciclico gerado pelo produto dos polinémios minimais
M@ ppr+1) oo pp@r=3) prr-2)

e Cy gerado pelo produto dos polindomios minimais
H M(i)’

onde ¢ ¢ {r,r+1,---,2r — 2} e i percorre o conjunto dos representantes mod n. Sabemos
que o conjunto de definicdo do cédigo C, é disjunto do conjunto de defini¢io do cédigo Cyt.

Além disso, por construcao, Cy C (.

Procedendo como na demonstragao do Teorema 3.2.6 e utilizando a construgao CSS segue

o resultado. O
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Observagao 3.2.2 Obviamente podemos construir codigos quanticos com distancias mini-
mas maiores. Para isso, € suficiente que o numero r, definido anteriormente, seja suficien-
temente grande de forma a permitir que o codigo quantico corrija mais erros. Esse fato serd

enfatizado nos exemplos.

Corolario 3.2.6 Assuma que as hipoteses do Teorema 3.2.16 sejam vdlidas. Entdo existem

cddigos quanticos com pardmetros [[n,n — [4(c — 1) — 2],d > c]].

Demonstracao: Seja ('} o codigo ciclico gerado pelo produto dos polindmios minimais
MO O pple=3) pple=2)
Cyt 0 c6digo ciclico gerado pelo produto dos polindémios minimais
MO pper+1) oo pp(2e=3) pr(2e-2)

e Cy o codigo ciclico gerado pelo produto dos polindmios minimais
H M@,
i
onde i ¢ {r,r +1,---,2c — 2} e i percorre o conjunto dos representantes mod n.

Procedendo como na demonstracao do Teorema 3.2.6 e utilizando a construcao CSS segue

o resultado. O

Exemplo 3.2.19 Considere ¢ = 9 e n = 40. Entdo mdc(9,40) = 1 e 40 | (9> — 1).
Nesse caso r = 5. O Teorema 3.2.16 afirma que existe um codigo quantico com parame-

tros [[40,26,d > 5]|,. As respectivas classes laterais associadas sao:

Co = {0}, C,=1{1,9}, C,={2,18},

Cs = {3,27}, C,={4,36}, C;={6,14}---

oo Co={6,14}, C;={7,23}, Cs={8,32},
Cip = {10}, Cos = {11,19}, Cyy = {12,28},
Cis = {13,37}, Ci5 = {15}, Cis = {16,24},---,

e assim por diante.

Entretanto, como r € suficientemente grande, € possivel construir codigos quanticos com
distancias minimas maiores, ou seja, escolhendo Cy como sendo o cédigo ciclico gerado pelo

produto dos polinomios minimais

MOATDO @ a6 A o)

’
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e Cot 0 cddigo ciclico gerado pelo produto dos polinémios minimais
M(G)M(IO)M(H)M(12)M(13)M(15),

obtemos um cddigo qudintico com parametros [[40,20,d > 7]],

Exemplo 3.2.20 Considere ¢ = 11 e n = 20; entdo mdc(11,20) =1, 20 | (112 —=1) e r = 2.
Procedendo da mesma forma como no exemplo anterior, construimos um codigo quantico

com parametros [[20,6,d > 6]],,.

Exemplo 3.2.21 Considerando ¢ = 11 e n = 30 sabemos que mdc(11,30) =1, 30 | (112—1)
er = 3. Escolhendo Cy como sendo o cddigo ciclico gerado pelo produto dos polinomios

minimais
MOAMOAr@ pr@ pr pre) p o),
e Cyt 0 cddigo ciclico gerado pelo produto dos polindmios minimais
M a0 pras) g r(6) yrQas) prao) prn.

obtemos um cddigo quantico com parametros [[30,7,d > 8]],;.

3.3 Parametros de alguns Coédigos Novos

Apresentamos algumas tabelas contendo novos codigos quanticos construidos pelos mé-
todos propostos neste capitulo. Nas tabelas, n é o comprimento da palavra-cédigo, k é a

dimensao e d é a distancia minima do cédigo.

3.4 Comparacoes

A Tabela 3.7 mostra os parametros de alguns cédigos quanticos g-arios construidos pelos
métodos propostos em comparacao aos parametros de bons cdédigos quanticos g-arios dispo-
niveis na literatura. Os cédigos apresentados em [5,26] sdo os melhores c6digos quanticos
quaternarios conhecidos até o presente momento. Podemos ver que, baseado no Método de
Construgao II, podemos reproduz os parametros dos cédigos construidos em [26]. Além disso,

este método proposto gera codigos melhores que os apresentados em [5].

Outro fato que deve ser observado é que devido ao fato da teoria da codificacao quantica
ser uma teoria recente, existem na literatura pouquissimos cédigos quanticos g-arios, q # 2.
Além disso, alguns destes possuem parametros muito diferentes dos codigos gerados pelos

métodos de construcao propostos neste trabalho, o que dificulta as comparacoes.
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Tabela 3.1: Construgao I, p = 2
| k4,
[[255, 239, > 3]
[[255, 223, > 5]
[[255,207, > 7]]

255,143, > 15]]
(11,475, > 5]
[511, 457, > 7|
| |

[511, 439, > 9]
[511,421, > 11]]

[[511,33:1, > 21]]

[B11, 24:1, > 31]]
[1023,983, > 5]]
[[1023,963, > 7]]

[1023,912, > 12]
[[1023,903, > 13]
[[1023, 883, > 15]
[[1023,863, > 17]

fa—Y o— — —

1023, 723, > 31]]

Tabela 3.2: Construgao II, para p =4,5,7
| [[n, k, d]], |
21,13, 3],
21,7,4],
(63,43, > 6],
[85,69,4]],
[85,61,5]],
(85,53, 7]],
[[124,98,> 7)),
(124,72, > 12]],
[[124, 64, > 13]],
624,503, > 19]],

| [[2400,2126, > 47]], |
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Tabela 3.3: Construcao III, para p =4,5,7,8,9,11,13,16,17,19
Hq2 T 1,(]2 - 4q + 57d Z q]]q
[~ L@ dctb.d>d,
[15,9,> 3]],

[[15,5,> 4]],
[24,18,> 3|,
(24,10, > 5]|,
(48,42, > 3]
(48,34, > 5]],
48,26, > 7]],
63,57, > 3]]q
(63,49, > 5]|,
[ ]
| Il
[ ]
[ I
[ ]

I

7

63,41, > 7]],
63,37,> 8
80,74, > 3],
80,70, > 4],
80,66, > 5],
80,50, > 9
120,114, > 3

8

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
1
1

[ I
[120, 106, > 5]],,
[120,98, > 7]],,
[120,90, > 9]],,
(120,82, > 11]
[ ]
[ ]
[ )
[ ]

11
168,162, > 3],

168,154, > 5]] 5

168,146, > 7]] 5

168,138, > 9]] 5

[[168,130, > 11]] 5
168,122, > 13]] 5
]

| [[256, 198, > 16]] |

288,282, > 3],
288,274, > 5],
[
[

288,266, > 7|

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
1 ]
[ 3]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
(288,258, > 9],
(288,250, > 11]],,
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
3 ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

288,234, > 15]],,
288,226, > 17|

— | —|—|—

]
283,242, > 13]],

]

]

360,354, > 3]]

[

360, 346, > 5)]
360,338, > 7],
360,330, > 9],
60,322, > 11]],,

]
360,314, > 13]],,
360,306, > 15]],
]
]

360,298, > 17),,
360,290, > 19]],,

[
[
[
[
[
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Tabela 3.4: Construgao IV, p=3en=3"—1
[,k >n—2m—2,d> 3],
[n,k>n—4m,d > 4]],
[n,k>n—4m—2,d > 5],
[,k >n—6m—2,d> 6],
([n,k>n—8m—2,d> 8],

26,18, > 3]],
26,12, > 5]|,
(80,70, > 3|,

30, 64, > 4]]
80,62, > 5],
[ I
[ I

o

80,54, > 6],
80,46, > 8],

[
[
[
[
[
[
[

242,230, > 3],
242,222, > 4],

I /]
I /]
242,220, > 5],
I ]
I /]

242,210, > 6]),
242,200, > 8],

Tabela 3.5: Construgao V, parap =>5,7,11
lp’ —1,p° —9,d >3],
[[p?—1,p° —15,d > 4]]p
lp* —1,p° —21,d > 5]]
124,116, > 3]
124,110, > 4]]
(124,104, > 5],
[[342, 334, > 3],
[l ]
]

342,328, > 4]].
342,322, > 5]
1330, 1322, > 3]
[[1330, 1316, > 4]
[[1330, 1310, > 5]

11

Ju
}
}

11
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Tabela 3.6: Construcao VI, para ¢ = 8,9,11, 16, 31
L [kd],
[[97 47 > 3“8
[10,2, > 4]],
[ 177 67 Z 5]]16
]
]

[

[

[[177 27 2 6] 16
[[20,6, > 6]l
[
[
[

[[20,6, > 6],
[21,15,> 3]]4
(21,9, > 5],
[[30,7,d > 8]],
[[327 67 Z 10“31
140,20, > 7]],
[[40, 26, > 5]],

Ainda, chamamos a atencao para o seguinte fato: os parametros dos codigos
[[124,94,d > 7], [[124,100,d > 5]];, [[124,64,d > 13]] e [[26,8,> 5]],, construidos em [16],
sao parametros de codigos que os autores demonstraram a existéncia mas nao apresentaram

as construgoes explicitas.

3.5 Consideracoes Finais

Foram apresentados seis novos métodos de construcao que geram novas familias de bons
codigos quanticos CSS g-arios, ou seja, as novas familias de codigos construidas pelos métodos
propostos possuem taxa de codificagao tendendo para o valor 1. Além disso, reproduzimos
muitos dos cédigos apresentados em [26] e, principalmente, conseguimos construir cédigos

melhores que aqueles apresentados em [5,14,16,18].
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Tabela 3.7: Comparacao entre Cédigos

Codigos do Artigo

Cédigos Construidos pelos Métodos Propostos

[[144,94, 6],

168,146, > 7]]

[[256, 158, 8]],.,

[[2887 2627 Z 8]]17

21,12, 3]], 21,13, 3]],

163,39, 6]], 163,43, > 6],
[5] 85, 69, 4]], [[85, 69, 4]],
[5] [[85,61,5]], [[85,61,5]],
[5] (85,53, 7]], [[85,53, 7],
[18] [[256, 126, 12]], 255,159, > 13]],
[18] [[512, 336, 12]], [511,403,> 13]]
[16] [[124,94, > 7]], [124,98, > 7],
[16] | [[124,100,> 5]]. (124,104, > 5],
[16] [[124,64, > 13]]; [[124, 64, > 13]],
[16] 26,8, > 5]], [26,12,> 5],
[26] 15,5, 4]], 15,5, 4]],
[26] [[15,9,3]], [[15,9,3]],
[26] (85,69, 4]], (85,69, 4]],
26] (85,61, 5], (85,61, 5]],
[26] (185,53, 7]], [[85,53,7]],




Capitulo

CSS Derivados de Codigos Reed-Muller e

Residuos Quadraticos

Assim como nos capitulos anteriores, os métodos de construcao de coédigos CSS, propos-
tos neste capitulo, também serao realizados a partir de dois codigos classicos distintos, nao
necessariamente auto-ortogonais, devido as vantagens que tal método apresenta. O primeiro
método de construcao sendo proposto utiliza dois codigos classicos Reed-Muller (RM) e o

segundo método utiliza dois codigos classicos do tipo Residuos Quadrdticos (RQ).

O capitulo estd organizado como segue. Na Secao 4.1, apresentamos uma revisao da
teoria dos codigos Reed-Muller e Residuos Quadrdticos. Nas Secoes 4.2 e 4.3, explicitamos
as contribuicoes do capitulo, ou seja, os métodos de construgao de cédigos CSS baseados
em codigos classicos Reed-Muller e Residuos Quadrdticos, respectivamente, e na Secao 4.4,

descrevemos as consideragoes finais do capitulo.

4.1 Conceitos Preliminares

Esta secao tem por objetivo apresentar uma breve revisao dos conceitos sobre os codigos
Reed-Muller e Residuos Quadrdticos, necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Para

maiores detalhes sobre esses conceitos, sugerimos a referéncia [33].

4.1.1 Cbdigos Reed-Muller

Definicao 4.1.1 [33] Uma fungao booleana é uma funcgao f(v) = f(vy, - ,vm) que assume
valores 0 ou 1. Tal funcao pode ser especificada por uma tabela verdade, que mostra os valores

de f em todos os seus 2™ arqumentos.

101
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Por exemplo, quando m = 3, uma funcao booleana é especificada pela Tabela-
-Verdade 4.1.

vy | 00001111
vy | 00110011
vy | 01010101
f 1 00011000

Tabela 4.1: Tabela-Verdade

A 1ultima linha da tabela fornece os valores assumidos por f, que é um vetor de compri-
mento n = 2™, denotado por f. As operacoes l6gicas usuais podem ser aplicadas as fungoes

booleanas. Ou seja,

f OU EXCLUSIVO g = f & g,
JEg=/fg,
fQngf@g@fg,
NAO f=f=1af.

A funcao booleana, estabelecida na Tabela-Verdade 4.1, pode ser escrita da seguinte

maneira:
f =wvivu3 OU wrov3.

Com todos esses conceitos em mente, enunciamos a seguir, a definicao do codigo Reed-
Muller (RM).

Defini¢ao 4.1.2 [33] Seja f o vetor de comprimento 2™ obtido a partir de uma fung¢ao
booleana f(vy,--+ ,vy). O cddigo binario Reed-Muller, ou R(r,m), de ordem r e comprimento
n=2" para 0 <r <m € o conjunto de todos os vetores f, onde f(vy, -+ ,v,) € uma fung¢ao
booleana, que, por sua vez, é um polinomio de grau mo mdximo r.

Segue um exemplo para melhor entendimento do texto.

Exemplo 4.1.1 O cddigo R(1,3), de comprimento 8, consiste de 16 palavras-cédigo

agl + ayvy + agvy + azws,

onde a; =0 ou a; =1, e 0o vetor 1 = (1,1,--- ,1). A Tabela 4.2 mostra todos os 16 vetores.
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0 00000000

V3 00001111

Vo 00110011

Vi 01010101

Vo —|— V3 00111100
Vi + V3 01011010
Vi + Vo 01100110
Vi -+ Vy + Vg 01101001
1 11111111

1+ vs 11110000
14+ vy 11001100
1+wvy 10101010
14+ vy + vy 11000011
14+vy+vs 10100101
14+vi+ vy 10011001
14+vy+vy+ vy | 10010110

Tabela 4.2: Tabela

A Proposigao 4.1.1 permite calcular a dimensao do codigo R(r, m).

Proposicao 4.1.1 [33] A dimensdo de um cddigo Reed-Muller R(r,m) € dada por

e (1)(3) 0 (2)

Em seguida, enunciaremos dois teoremas e uma proposi¢ao que serao utilizadas na cons-

trugao dos codigos quanticos deste capitulo.

Teorema 4.1.1 [33] O cdédigo Reed-Muller R(r,m) possui distancia minima, denotada por

Amin, tqual a 2™,

Teorema 4.1.2 [33] O cédigo Reed-Muller R(m — r — 1,m) é o cdédigo dual do cddigo
R(r,m), para 0 <r <m — 1.

Proposigao 4.1.2 [33] Vale a sequinte inclusao: R(r,m) C R(r + 1, m).

O proximo passo é a introducao da classe dos codigos classicos do tipo Residuos Quadrad-
ticos.
Definigao 4.1.3 [33] Se a congruéncia x> = n mod p possui solucio, entdo n é chamado

residuo quadrdtico modulo p, onde n € um niumero natural e p € um niumero primo.
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Os c6digos do tipo Residuos Quadrdticos (RQ) tém comprimento p primo e sao construi-
dos sobre Fj, onde [ é um outro niimero primo, também residuo quadratico mod p. Conside-
raremos [ = 2, o que, de acordo com [33], implica que p é da forma p = 8k + 1 ou da forma
p=38k—1.

Seja @ o conjunto de residuos quadraticos mod p, N o conjunto de nao residuos ¢ R o
anel Fylz|/(aP —1).

Definigao 4.1.4 [33] Os cddigos do tipo RQ Q, Q*, N e N* sdo cddigos ciclicos de R,

com polinomios geradores q(x), (x — 1)q(z), n(z), (x— 1)n(x), respectivamente, onde
g(z) = [[(z = a"), n(@)=]]@—-am
reQ neN

e a € uma p-ésima raiz primitiva da unidade em algum corpo contendo F.

Salientamos que ¢(z) e n(x) tém coeficientes em Fy, Q D Q" e N D N*. Além disso,
Q e N sao cédigos equivalentes e tém dimensao %(p +1); Q@ e N* também sao c6digos

equivalentes e possuem dimensao 3(p — 1) [33].

Enunciaremos, em seguida, dois teoremas que serao fundamentais para a construgao de

codigos CSS a partir de codigos classicos do tipo RQ.

Teorema 4.1.3 [33] Se dpin, = d € a distancia minima do cédigo @ ou N (que sao do tipo
RQ), entdao d*> > p. Além disso, se p = 4k — 1, entdo d*> —d +1 > p.

Teorema 4.1.4 [35] Se p = 4k — 1, entao Q+ = Q* e N+t = N*. Se p = 4k + 1, entao
QJ_:N* GNJ‘:Q*.

4.2 Construcao de Cddigos CSS a Partir de Cdodigos
Reed-Muller

Iniciaremos esta se¢gao com a construcao de alguns codigos quanticos CSS, e a posteriori,

generalizaremos o procedimento pelo método dedutivo.

Exemplo 4.2.1 (Cddigo CSS construido a partir de cédigos Reed-Muller, que corrige erros
arbitrdrios em 3 qubits) De acordo com a Proposi¢ao 4.1.2, vale a inclusio R(2,6) C R(3,6).

Considerando C; = R(3,6) e Cy = R(2,6), sabemos que Cy C Cy. Pela Proposigio 4.1.1,

a dimensao de Cy € igual a

e (B)(8) () -
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e a dimensao de Cy € igual a

mrr(1)+(2) =

Assim, a dimensao do cddigo CSS(Cy,Cy) serd k = ki — ko = 20.

O comprimento deste cédigo serd n = 2° = 64. Calculemos agora, a distancia minima do
codigo C'SS(Cy, Cy).

Pelo Teorema 4.1.1, a distancia minima de Cy € igual a d = 2573 = 8. Utilizando o
Teorema 4.1.2 com m =6 e r = 2, o cddigo dual Cy™ possui pardmetros (m—r—1,6) =
(6—2—1,6) = (3,6). Ainda, pelo Teorema 4.1.1, a distancia minima de Co™ também, € igual
a 8.

Aplicando a constru¢ao CSS, podemos concluir que o cédigo C'SS(Cy,Cy) possui para-

metros [[64,20,d = 8|] e corrige erros arbitrdrios em 3 qubits.

Exemplo 4.2.2 Neste exemplo, apresentaremos a construc¢ao de um codigo CSS, a partir

de codigos RM, com capacidade de correcao de 7 erros quanticos arbitrarios.

Utilizando novamente a Proposi¢io 4.1.2, vale a inclusio R(3,8) C R(4,8). Considere
C1 =R(4,8) e Cy = R(3,8). Entao Cy C Cy. Pela Proposicio 4.1.1, a dimensdo de Cy €

1qual a
8 8 8 8
=t (1) (5)+(5)+(F) =0

e a dimensao de Cy € igual a

8 8 8
k%4+(1>+<2)+(3)—%
Portanto, a dimensao do codigo CSS(Ch,Cs) serd k = ky — ko = 70.

Calculando o comprimento deste cédigo temos que n = 28 = 256. A distancia minima do

cddigo CSS(Cy, Cy) serd calculada a sequir.

Pelo Teorema 4.1.1, a distancia minima de C, é d = 284 = 16. Aplicando o Teo-
rema 4.1.2 comm =8 er = 3, o cddigo dual Cy" possui parametros (8 —3 — 1,8) = (4,8).
Ainda, pelo Teorema 4.1.1, a distancia minima de Cy* também € igual a 16. Utilizando-se a
construgao CSS, podemos concluir que o cédigo C'SS(Cy, Cy) possui parametros [[256, 70, d =

16]] e corrige erros arbitrdrios em 7 qubits.

Com isso estamos aptos a realizar a construcao generalizada. Construiremos codigos

quanticos CSS capazes de corrigir erros quanticos arbitrarios em

2% —1
bit
{ 5 J qubits,
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onde |z| denota o maior inteiro menor ou igual a z.

Observe que ¢é verdadeiro o seguinte esquema:

Ain = 2° — C1 = R(3,6) D R(2,6) = Oy,
Apmin = 28— C) = R(4,8) D R(3,8) = Oy,

dmin = 2° — C, = R(5,10) D R(4,10) = Cs.

Conseqiientemente,
Amin =2° — C) = R(S725) D R(S — 1,25) = C27

onde d,,;, € a distancia minima do codigo.

Pelo Teorema 4.1.2, segue que Cy™ = R(2]—(s—1)—1,2s) = R(s, 2s). Portanto, Cy C C4,
Ain(C1) = 2° € dpin(Cy™) = 2% = 25 Calcularemos agora, a dimensdo do cédigo CSS

gerado a partir destes dois codigos.

Sabemos que a dimensao do cédigo C ¢ igual a

k1:1+(25)+...+(82_81)+(2;)

e a dimensao de (5 é igual a

2s 2s
e (2) e (7))

donde

k:h—@:(f).

Analisando os resultados, concluimos que os cédigos quanticos CSS, construidos neste capi-

tulo, possuem parametros

k) = 2, (%) 21

4.3 Construgao de Cddigos CSS a Partir de Cdodigos
Residuos Quadraticos

Fixadas as notacoes e estabelidos os pré-requisitos, propomos, entao, a construcao de um

codigo CSS com parametros [[31,1,5]].
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Construiremos um cédigo €SS, onde C; e Cy sao codigos classicos residuos quadraticos
mod p, com p = 31 e | = 2. Como a equacao modular 22 = 2 mod 31 possui uma solucao

para x = 8, escolhemos p = 31.

Pelo Teorema 4.1.3, como p é da forma 4k — 1, segue que
*—d+1>31=d>6.

Além disso, pelo Teorema 4.1.4, como p = 4k — 1, concluimos que QO+ = Q*.

Considerando €} = Q e Cy = @+ = Q*, segue que Cy, C C e Cot = (QL)l >O=C. A
distancia minima de C; é maior ou igual a 6 e a distancia minima de Cy™ também é maior ou
igual a 6, donde o codigo C'SS(C, Cy) corrige erros arbitrarios em até 2 qubits. A dimensao
de €} é 1(31+ 1) =16 e a dimensao de Cy ¢ $(31 — 1) = 15.

Assim, o c6digo C'SS(Cy, Cy) possui parametros [[31,1,5]] e corrige erros arbitrarios em
2 qubits.

4.4 Consideracoes Finais

Neste capitulo foram propostos métodos de construcao de codigos quanticos CSS, deri-
vados de codigos classicos Reed-Muller e Residuos Quadrdticos. Enfatizamos que a primeira
familia de cédigos ja foi apresentada anteriormente por Zang and Fuzz [31], porém, a cons-
trucao de tal familia foi realizada por um método de construcao diferente do apresentado

neste capitulo.



Capitulo

Construcao de Codigos €SS Derivados de
Cdédigos Produto

Neste capitulo, a partir do produto tensorial de dois codigos classicos Reed-Solomon,
propomos um método de construcao de codigos CSS . Apesar das vantagens que tal processo
proporciona, como ja foi mencionado nos capitulos anteriores, a construgao sendo proposta
nao gera codigos com bons parametros, devido ao fato do comprimento das palavras-codigo
aumentarem muito rapidamente a medida que o produto tensorial é aplicado aos codigos
classicos Reed-Solomon. Entretanto, motivados pela geracao de novos codigos quanticos que
sao facilmente construidos e com o intuito de gerar codigos quanticos atuando nos qudits de
forma desigual (protecao desigual), justifica-se a proposta de construgao realizada no decorrer
do capitulo. Relembremos que se considerarmos um unico codigo classico auto-ortogonal no
processo de construcao CSS nao é possivel a construcao de coédigos quanticos atuando de

forma desigual na protecao contra erros quanticos.

O capitulo estd organizado como segue. Na Secao 5.1, apresentamos uma revisao de
cédigos produto. Na Secao 5.2, apresentamos as contribuicoes do capitulo, ou seja, o método
de construcao proposto. Na Secao 5.3, exibimos uma tabela com alguns cédigos gerados pelo

método proposto, e na Secao 5.4, relatamos as consideragoes finais do capitulo.

5.1 Revisao de Cédigo Produto

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados ja conhecidos sobre cédigos produto, que
serao fundamentais para a construgao sendo proposta. Os proximos trés resultados podem

ser encontrados em [14].

Lema 5.1.1 [14] Sejam C; = [n, kl,dl]q e Cy = [na, kg,dg]q codigos lineares sobre o corpo

F,, (onde g = p™, p primo) com matrizes geradoras G e G?, respectivamente. Entdo, o

109
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cddigo produto Cr := C1®Cy € o cddigo linear Cy := [ning, kika, dldQ]q, gerado pela matriz
G :=GY @GP onde ® denota o produto de Kronecker:

w'G? g)G® - gl G

1 1 1
G- gél)G(z) 952)G(2) T 957711@(2)
921?10(2) 91(622@2) . g’(;)’mgw)

Teorema 5.1.1 [14] Sejam Cy = [ny, k1| e Cy = [ng, ko] cédigos lineares ciclicos com po-
linomios geradores g1(X) e go(Y'), respectivamente. Entao C := C1®Cy € o cddigo biciclico
gerado por g1(X)g2(Y). As palavras-cédigo de C, correspondem a todos os polinémios de
duas varidveis da forma c¢(X,Y) = i(X,Y)q1(X)g2(Y) mddulo o ideal gerado por X™ — 1 e
Y™ —1, onde i(X,Y) € Fpm[X,Y]| € um polinomio arbitrdrio de duas varidveis. O cddigo
dual Fuclidiano (C7 ® C’g)L do codigo produto C7RCy consiste de todos os polinomios que sao
multiplos de hy(X) ou ho(Y'), onde hi(X) e hao(Y) sao os polinémios geradores dos cddigos

duais Ci*+ e Cy", respectivamente.

Teorema 5.1.2 [14] O cddigo produto de dois cédigos Reed-Solomon
Cr=1[p"—1,p™—d, 51]pm e Cy=[p™ —1,p™ — 0o, 52]pm sobre o corpo Fym € o codigo

C1®Cy=[(p™ = 1)%, (p" = 61)(p™ — 62), 0162] -
O codigo dual Fuclidiano,
(Ol ® CZ)J_ - [(pm - 1)27 KJ_? dl]pma

possui parametros

[(L :pm(51 —I—(Sz - 2) —5152 + 1,

dL - mln(pm - 517pm - 52)7

onde 01 e 09 sao as distancias minimas dos codigos C7 e Cs, respectivamente.

Além disso, o codigo produto é auto-ortogonal se Cy ou Cy sao auto-ortogonais.

5.2 Cdbdigos CSS Derivados de Cédigos Produto

Nesta secao, apresentaremos nossas contribuicoes. O resultado principal deste capitulo é

o Teorema 5.2.1.
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Seja p um numero primo. O primeiro passo deste método de construgao consiste em

encontrar o menor numero natural m satisfazendo

P> V2 + 1] +1+2t+1=[V2t+ 1] +2t+2,

onde [y]|, y € R, denota o menor inteiro maior ou igual a y. Iniciaremos o processo de

construcao encontrando o menor nimero inteiro m que satisfaga esta condigao.

Pelo Principio do Menor Inteiro, é claro que existem esses numeros (o Principio do Me-
nor Inteiro afirma que cada subconjunto nao vazio do conjunto dos nimeros inteiros possui
um elemento minimo). Uma questao natural se origina com respeito a este fato. Por que

escolhemos este limitante?

Para que possamos construir cédigos quanticos que corrijam erros quanticos arbitrarios
em t qudits, para todo t > 2, devemos considerar espacos suficientemente amplos. A raiz
quadrada que aparece na desigualdade esta diretamente relacionada com o valor da distancia
minima, a saber, d,,;,, do codigo C7, antes da aplicacao da construgao dos cédigos produto.
Mais especificamente, se sabemos que d,,;, deve ser igual a a, devemos considerar o valor real
Va, visto que, quando aplicarmos a construgao dos c6digos produto, teremos d;, = (\/5)2 =

Q.

O outro valor, a saber, o valor 2t + 2, esta relacionado com o valor do d,,;, do cédigo
dual (Cy ® Cg)l. De fato, pelo Teorema 5.1.2, concluimos que a distancia minima do codigo

(Co® Cg)L é igual a p™ — d,, onde 5 é a distancia minima do codigo Cs.

Assim, através deste passo, é possivel construir cédigos Reed-Solomon Cp e Cy, sobre o
corpo F,m, de tal modo que a distancia minima dos respectivos cédigos C; e C; satisfacam as
condicoes impostas pela construcao dos codigos CSS, quando aplicadas aos cédigos produto.

Note que os codigos C e Cs terao comprimentos n = p”™ — 1, p primo.
O segundo passo ja é a construgao explicita.
Seja C o cédigo Reed-Solomon sobre o corpo Fym, gerado pelo polinomio
9(0) = (o = (e = a)(o = a) o (o = a2,

onde a ¢ um elemento primitivo do corpo F,m e d = 2t + 1 é a suposta distancia minima que
o codigo (7 ® C7 devera ter para corrigir erros quanticos arbitrarios em t qudits.

Sabemos que dg;(z) = [V/d] — 1, onde d denota o grau do polinomio g;(z), e que a

distancia minima do cédigo C; é igual a [v/d]. Assim, os parametros do cédigo C sdo:
" = L™ = (Vd]), [Vd]] .
Aplicando o Teorema 5.1.2 e utilizando o fato de que o coédigo C; é um codigo Reed-

Solomon, sabemos que a distancia minima do cédigo C; ® C é, no minimo, igual a d, ou

2
seja, ([V/d])" > d. Assim, o cédigo C; ® C; corrige, no minimo, t erros.



112 Capitulo 5. Construgao de Codigos CSS Derivados de Cddigos Produto

Os parametros do cédigo C ® C sao:

2
] pm

CroC =" —1)% (" — [Vd]), ([Vd])

onde ([Vd])* >d =2t + 1.

Considere, agora, todas as poténcias de a ordenadas em ordem crescente:

mo__
o =1a,0%a -, a?" 2,

Sabemos que o conjunto das unidades do corpo Fjm (exceto as raizes de g;()) é o conjunto

NRgy = {oVA) o(VA)_o(IVaH1) . (0" =2))

Considere o conjunto das tltimas 2¢ + 1 unidades do corpo F,~ cujas poténcias estao

ordenadas em ordem crescente, a saber:

A = {alP" 2] G =] G 0720 P =RED] TR0 L 07 8) =2y
Seja Cy o codigo Reed-Solomon gerado pelo polindmio

@) =@@-1D(z—a) - (z— a(h/&D) o (@ — a2,
Por construcgao, temos que Cy C C;. Além disso, os parametros do cédigo Cy sao dados por
[p" =1, 2t +1, p" =2t — 1] .
Conseqiientemente, os parametros do codigo Cy ® Cy sao dados por
Co®Cy=[(p" = 1)%, (2t+1)% (p™ =2t —1)*] ..
O terceiro passo da construgao generalizada é dado a seguir.

Considere o cédigo produto (Co ® CQ)L. Pelo Teorema 5.1.2, este codigo tem parametros

(Co®Cy)t =[(p™ —1)%, p*™ —2p™ — 4> — 4t 2t + 1] ..

Demonstraremos, agora, o Lemma 5.2.1, que afirma sobre a veracidade da inclusao Cy ®

Cs C () ® (', requerida para a construcao dos coédigos CSS.

Lema 5.2.1 Sejam Cy e Cy dois cédigos classicos lineares com parametros [n, ky, d1]pm e
[n,kz,dg]pm, respectivamente, tal que Cy C Cy. Entdo, o codigo produto Cy ® Cy contém o
codigo Cy ® Cs.
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Demonstragao: Seja C; = (g1(X)). Como Cy C (1, existe um polinomio b(X) tal que
Cy = (b(X)g1(X)). Pelo Teorema 5.1.1, o codigo C; ®@ C é o cédigo biciclico gerado pelo
polinémio (p1(X,Y)) = (g1(X)g:1(Y)). Além disso, aplicando novamente o Teorema 5.1.1,
temos o c6digo biciclico Cy ® Cy, gerado pelo polinomio (po(X,Y)) = (b(X)g1(X)b(Y)g1(Y)).

Como o polinémio p; (X, Y") divide o polindémio p, (X, Y'), vale a inclusdo Co®@Cy C C1@CY.
[

Combinando todos esses fatos, obtém-se ferramentas necessarias para a demonstracao do

resultado principal deste capitulo, a saber, o Teorema 5.2.1.

Teorema 5.2.1 Sejam Cy = [p™ — 1,p™ — ([Vd]), [\/c_ﬂ]pm e
Cy = [p™—1,2t+1,p™ — 2t — 1]pm codigos Reed-Solomon cldssicos construidos anterior-

mente. Considere os codigos produto

CieCy=[(p" - 1)2= (™ — (\/a)

CQ ® 02 = [(pm - 1>27 (Zt + 1>27 (pm — 2t — 1)2]pm

(Co@ Co) = [(p™ — 1)°, p*™ — 2™ — 4% — 48,2t + 1] ..

Entao, os cddigos quanticos CSS(Cy @ Cp,Cy @ Cy) possuem parametros
[ = 1% (™ = [VA))" = (2t + 1), D > 2t + ]|, taza p™ = 2p"d/(p™ — 1)° ¢ corrigem

erros quanticos arbitrdrios em t qudits, para todo t > 2.

Demonstracao: Aplique o Teorema 5.1.2 e todas as construgoes realizadas anteriormente.
O

Facamos, agora, um sumario do processo de construcao.
Passo 1) Escolha um ntimero primo p apropriado.

Passo 2) Construa os cddigos classicos Reed-Solomon g-érios, (¢ = p™, p primo) C

e Cy sobre o corpo F,m, onde m é o menor nimero natural satisfazendo a desigualdade

p" > [V2t+ 1] + 2t +2.
Passo 3) Construa os c6digos cldssicos g-arios C7 ® C1, Co @ Cy e (Cy ® CQ)J_.

Passo 4) Aplique a construgao dos codigos CSS.
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Observacao 5.2.1 Baseado neste método de construcao sendo proposto, podemos deduzir
que o Teorema 5.2.1 pode ser generalizado, se considerarmos o produto de n codigos Reed-
Solomon C,%*" e também o produto de n cédigos Reed-Solomon C,®", onde n sdo os nimeros
{2,4,8,---}. Isto significa que devemos considerar somente os casos C, ® Cq, (C; @ Cy) ®
(CreC), (C1eC)R(C1eC)® (C;eC)®(Cy®CY), -+, pois somente nestes casos

podemos aplicar o Teorema 5.1.2.

Estabelecemos o Teorema 5.2.2, que é a generalizacao do Teorema 5.2.1. Para simplificar

a notacao consideraremos o caso de se ter apenas dois produtos tensoriais dos codigos Cy e

Cs.

Escolha um nimero primo p apropriado. A seguir, encontre um o menor natural m que

satisfaca a condicao

P> V2 + 1]+ 1+ 26+ 1= [V2U + 1] +2t + 2,

onde [y], y € R, denota o menor niimero inteiro maior ou igual a y.

Teorema 5.2.2 Sejam

C1@Cy = [(p™ — 1), [ — (V)]s (V)]

Cy=[(p" —1)% (2t +1)%, (p™ — d)?]

pm

codigos produto derivados dos codigos RS. Considere os codigos produto

(Crec) e (o) =" -1, " - [Va)', (Vd)'].

(Co®Cy) @ (Ca®Co) = [(p" — )Y, (2t + 1)*, (p™ — 2t — 1)*]

(OQ X Cz) X (02 & C2>L
=" =D @ - D" —d)? =2 — 1" = (p" — d)’] .

Entéo, o cddigo quantico C'SS(C1%*, C2®*Y) construido desta forma possui pardmetros

(™ = 1% " = V) = 2t + 1), D > p™ — (" — d)7]

pm

e corrige erros quanticos arbitrdrios em min{p™ — (p™ — d)?, ((\/8})4} qudits.
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Demonstracao: Veja a Observagao 5.2.1. (]

A seguir, sao apresentados alguns exemplos para ilustrar a construcao proposta.

Exemplo 5.2.1 (CSS que corrige erros quanticos arbitrdrios em 4 qubits) Escolha p = 5.
Calculando o valor de m, temos que [/2t + 1] +2t+2 = 13 < 5%, Disso seque que 0s cddigos

C1 e Cy serao construidos sobre o corpo Fs2 e terao comprimento 24.

Seja o um elemento primitivo do corpo Fs2 e considere

Gy =(q1(z)) = (z - 1)(z — @)

e
Gy = (g2(2)) = (2 — 1)(2 = a)(z — &) (z — &”) -+ (x — ™).
Sejam C, @ C1, Co @ Cy e (Cy ® C'Q)L 0s cddigos produto com pardametros
Oy ® Oy = 247,222 3%,
Cy ® Cy = [24%,9%,16%]
e

(Co® Cy)" = [24%,25(2.16 — 2) — 16 + 1,9],..

Pelo Teorema 5.2.1, o cddigo resultante CSS(Cy; @ Cp, Cy @ Cy) possui pardametros

[[576,403,9]),5 e corrige erros quanticos arbitrdrios em 4 qudits.

Exemplo 5.2.2 (CSS que corrige erros quanticos arbitrdrios em 6 qudits) Escolha p = 3.
Calculando o valor de m, seque que [/2t + 1] + 2t + 2 = 18 < 33. Assim, o0s cddigos C e

Cy serao construidos sobre o corpo Fss e terao comprimento 26.

Seja o um elemento primitivo do corpo Fss e considere

Cr = (g1(2)) = (@ = D(z — a)(z — o)

O = {ga(@)) = (& — D — a) & — a?)(& — ) - (& — a®).

Considere os codigos produto

Cy ® Cy = [676,529, 16],,,,
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Cy @ Cy = [676,169, 225],,-

(Cy ® Cy)" = [676,507,13),..

Entao, pelo Teorema 5.2.1, temos que o cdodigo quantico CSS(Cy @ Cp,Cy @ Cy) possui

parametros [[676, 360, 13]],. e corrige erros quanticos arbitrdrios em 6 qudits.

Exemplo 5.2.3 (CSS que corrige erros quéanticos arbitrdrios em 8 qudits) FEscolha p = 2.
Um possivel valor para o nimero m € [/2t + 1] + 2t + 2 = 23 < 2°,

Sabemos que os codigos C7 e Cy serao construidos sobre o corpo Fos. O comprimento da

palavra-codigo é 31. Considere os codigos

Cr = (@) = (z = D(z — a)(z — a*)(z — o)

e
_ _ 2 3 13
Co=(g(z)) =(z -z -a)(z—a)(x—a’)- - (z—a”).
Considere também os codigos
Ch ® Cy = (961,729, 25],,,
Cy ® Cy = [961, 289, 225],,
e

(Cy ® Cy)" =[961,672,17].,.

Pelo Teorema 5.2.1, o codigo CSS(Cy @ Cy,Cy ® Cy) possui parametros [[961,440,17]],,

e corrige erros quanticos arbitrdrios em 8 qudits.

5.3 Parametros dos Novos Cdédigos CSS

Na Tabela 5.1, n é o comprimento da palavra-cédigo do cédigo quantico CSS, k é a
dimensao, d,,;, é a distancia minima e ¢ é o nimero de qudits que o coédigo CSS é capaz de

corrigir.
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576 | 403 9 |4
676 | 360 | 13 |6
961 | 440 | 17 |8

Tabela 5.1: Parametros de Cédigos Construidos pelo Método Proposto

5.4 Consideracoes Finais

Neste capitulo, foi construida uma nova familia de cédigos quanticos CSS baseados no

produto tensorial de cédigos Reed-Solomon. Destacamos que esses codigos sao facilmente

construidos. Essa familia de c6digos C'SS nao possui taxa de codificagao k/n alta, devido ao

fato do comprimento da palavra-cédigo crescer muito rapidamente a medida que se aplica o

produto tensorial dos codigos classicos envolvidos no processo de construcao do cédigo CSS.

Entretanto, podemos utilizar tais codigos no caso de processos quanticos que necessitem de

protecao desigual aplicados aos qudits.



Capitulo

Codigos Ciclicos MDS Classicos e Quanticos

A classe dos codigos MDS (méaxima distancia de separagao) é uma classe importante e
amplamente estudada, pois a distancia minima de tais codigos é maxima. As familias mais
conhecidas de cédigos MDS classicos e quanticos sao as familias de cédigos Reed-Solomon e
Reed-Solomon estendidos (veja [33,35,36]).

Os codigos ciclicos sao exaustivamente estudados na literatura nao somente no caso clas-

sico bem como no caso quantico, veja, por exemplo, [4,6,7,13,16,19,20,29, 30, 37-44].

A maioria dos trabalhos disponiveis na literatura tratam da existéncia de certas familias de
codigos cldssicos (quanticos) MDS. Mais precisamente, para o caso classico é bem conhecido
que existem cédigos ciclicos MDS, sobre F,, com parametros [¢ + 1, k, ¢ — k + 2|, para todo
k,onde 1 < k < ¢+ 1, [33]. Em [44], Roth e Seroussi provam que um cddigo ciclico C,
de comprimento ¢, sobre o corpo Fj, ¢ um cédigo MDS se, e somente se, ¢ ¢ um nimero
primo, e nesse caso C' é equivalente, a menos de permutagoes de coordenadas, a um codigo
Reed-Solomon estendido; ou C' é um cddigo trivial de dimensao k& € {1,¢ — 1,¢}. Entao,
existe um cédigo ciclico nao-trivial Reed-Solomon estendido, de comprimento g, sobre Fj se,
e somente se, ¢ ¢ um nimero primo. Em [45], Georgiades prova que se n, onde n é um divisor
de ¢+ 1, for um nimero par, entdo cédigos ciclicos MDS com parametros [n, k] nao existem

se k é par.

No caso quantico, os trabalhos mais relevantes sao [27] e [29]. Em [27], Grassl, Beth e
Rotteler construiram cédigos quanticos MDS com parametros [[n,n — 2d + 2, d|] o+ bara todo
3<n<qg+1lel<d<n/2+1, ondeqé uma poténcia de primo. Em [29], Sarvepalli e
Klappenecker fornecem uma resposta parcial sobre a existéncia de cédigos quanticos g-arios
MDS de comprimento n, onde ¢ < n < ¢®> — 1, por meio da construcao CSS, utilizando,
para isso, codigos classicos Reed-Muller generalizados. Todos os trabalhos disponiveis na

literatura tratam da existéncia e construgao de tais codigos.

Neste capitulo, propomos novos critérios que possibilitam caracterizar cédigos cléssicos

119
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(quanticos) ciclicos MDS. Desta forma, generalizamos as construgoes anteriores, ndo somente

para o caso classico mas também para o caso quantico.

No caso classico, provamos que, se a uniao das classes laterais ciclotomicas de um deter-
minado cédigo ciclico, denominada conjunto de definigao, é igual a uma seqiiéncia de d — 1

numeros inteiros positivos consecutivos, entao C' é MDS e possui distancia minima igual a d.

Para o caso quantico, provamos um resultado analogo: dado um cédigo quantico ciclico
CSS(Cy,Cs), se o conjunto de definicdo do cédigo Oy e do cédigo Cy™ sdo iguais a conjuntos
de seqiiéncias disjuntas de niimeros inteiros nao-negativos consecutivos com d — 1 elementos
cada, e se é adicionada uma hipé6tese conveniente, entdo o cédigo quantico C'SS(Cy,Cy) é
MDS com distancia minima igual a d. Reciprocamente provamos que, se um cédigo cldssico
ciclico C' é MDS com distancia minima d, entao seu conjunto de definicao possui exatamente
d — 1 elementos. Além disso, para o caso quantico, demonstraremos que, se C'SS(Cy, Cy) é
MDS com distancia minima D e adicionando uma hipdtese conveniente, entao cada conjunto

de definicdo dos cédigos C e Cy™ possui exatamente D — 1 elementos.

O objetivo deste capitulo é propor novos critérios para classificar cédigos classicos (quanti-
cos) ciclicos MDS. Reciprocamente, dado um cédigo quantico (classico) ciclico MDS, podemos
determinar a cardinalidade do conjunto de definicao. Além disso, demonstramos um analogo

quantico ao Teorema do Limitante do BCH para codigos ciclicos CSS.

O capitulo esta organizado como segue. Na Se¢ao 6.1, apresentamos nossas contribuicoes
para o caso classico. Mais especificamente, fornecemos condigoes sob as quais um codigo
ciclico se torna MDS. Reciprocamente, calculamos o nimero de elementos do conjunto de
definicao dos cédigos cléssicos ciclicos MDS. Na Se¢ao 6.2, apresentamos nossas contribuigoes
para o caso quantico: estabelecemos condigoes para que um cédigo ciclico quantico seja um
cédigo MDS. Da mesma forma que no caso classico, calculamos o nimero de elementos do
conjunto de defini¢do dos codigos quanticos ciclicos MDS. Ainda, generalizamos o Teorema
do Limitante do BCH para cédigos quanticos ciclicos CSS. As consideracoes finais do capitulo

estao contidas na Secao 6.3.

6.1 Coddigos Classicos Ciclicos MDS

Nesta secao, apresentamos nossas contribuicoes para o caso classico. O resultado principal
dessa secao é o Teorema 6.1.2. Este afirma que, se o conjunto de definicao de um cédigo ciclico
C ¢ igual a uma seqiiéncia de d — 1 niimeros inteiros nao-negativos consecutivos, entao C' é

um codigo MDS com distancia minima igual a d.

Descrevemos abaixo, o Teorema do Limitante de Singleton (classico), que é vélido para

todo cédigo linear sobre qualquer corpo.
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Teorema 6.1.1 [33/(Limitante Cldssico de Singleton) Se C é um cddigo [n,k,d], entao
d<n—Fk+1.

Segue a definicao dos cédigos MDS.

Defini¢ao 6.1.1 [33/ Seja C' um cddigo cldssico com parametros [n,k,d]. Se C atinge o
limitante de Singleton, i. e., d = n —k+ 1, entao C' € denominado codigo com maxima

distancia de separacao, ou codigo MDS.

Aqui, apresentamos o resultado principal dessa secao, a saber, o Teorema 6.1.2. Denota-
remos por M), j=1,--- r, o conjunto dos polindmos minimais de o/ € F,m, onde av é um
elemento primitivo do corpo em questao.

Teorema 6.1.2 (Cddigos MDS Cldssicos) Seja p um nimero primo e C = [n = p™ —
1,k,d*] o cdédigo ciclico gerado pelo produto dos polinomios minimais dados por g(z) =
M@ ()M (x) - M) (z).  Além disso, sejam x), > 0 miimeros inteiros nao-negativos
tais que 1 = ) + 1, para todo 1 < k < d —1, e Cy as classes laterais ciclotomicas com

representantes s € S, onde S = {iy,ig,--+ ,i,}. Se U(Cs = {:rk}z:, entao C € MDS e
ses

d=d".

Demonstragao: Observe que é suficiente demonstrar que as equagoes d* =ded =n—k+1

sao verdadeiras, i. e., o cddigo atinge o limitante de Singleton.

Seja C' = [p™ — 1, k,d*] o codigo ciclico gerado pelo polinomio
o) = MO ()M () -+ MO ),

onde M) (x) sdo os respectivos polinomios minimais dos elementos a/ € F,m. Note que, por
hipétese, existe um elemento primitivo a. Além disso, considere C; a classe ciclotomica onde

s € seu respectivo representante. E bem conhecido que, se i € C, entao

MY (z) = ] (= = o). (6.1)

Jels

Pela equacao (6.1), deduzimos que o nimero total de elementos na uniao das classes ci-
clotomicas (conjunto de defini¢ao), do codigo ciclico C' = (g(z)), é igual ao grau do polindémio
g(x).

De fato, como os nimeros n = p™ — 1 e p sao relativamente primos, todas as raizes do

PN . mo__ ~ . . . . .. ~ ~ .
polinomio 27" ~! — 1 sao distintas. Conseqiientemente, existe uma bijecao entre as poténcias
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do elemento primitivo « (do corpo Fjm) e os elementos o, 1 < i < p™—2, dada por i — o'
Como todos os polindmios da forma z — o’ na equagao (6.1) possuem grau 1, e como as
classes ciclotomicas sao disjuntas, concluimos que o nimero total de elementos no conjunto

de definigao do cédigo C' = (g(x)) é igual ao grau do polinémio g(x).

Retornando a demonstracao, observe que, por hipotese

U Cs = {xk}i;i

seS

Assim, temos que

0(g(x) = JCs |=d -1,

seS

onde | . | denota a cardinalidade do conjunto. Ainda, a dimensao k do cédigo C' é igual a
k=mn—r,onde r =09(g(x)). Entdo k =n — (d —1).

Considere o Teorema do Limitante de Singleton:
d"<n-—Fk-+1.
Substituindo os valores encontrados previamente, deduzimos que
n—k+l=n—-n—(d-1)]+1=d

e assim, segue que d* < d.

De outra forma, como C' é um cédigo ciclico, pelo Teorema do Limitante do BCH e por

hipotese, sabemos que d* > d, donde d* = d. Como d* =d en —k + 1 = d, concluimos que
d=n—Fk+1.

Conseqiientemente, o codigo C' é MDS e d = d*, demonstrando o resultado. O

O Teorema 6.1.2 é uma ferramenta 1til na procura por cédigos ciclicos MDS. Em seguida,

provamos alguns corolarios do Teorema 6.1.2.

Corolario 6.1.1 Suponha que sejam wvalidas todas as hipoteses do Teorema 6.1.2. Entao o
cédigo C+ é MDS.

Coroléario 6.1.2 Seja C' = [N = p™ — 1, K, D] um cédigo Reed-Solomon. Entio C = [N =
p" —1,K,D] é MDS.
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Tabela 6.1: Classes laterais sobre a multiplicagao por 32 médulo 33
{ 0}
{1,32}] {9,24}
{2,31}]{10,23}
{3,30 } | {11,22}
{4,29 } | {12,21}
{5,28}]{13,20}
{6,27} | {14,19}
{7,26} {15 18}
{8,25} 416,17}

Demonstracao: Seja C = [N = p” — 1, K, D] um cédigo Reed-Solomon. Sabemos que
todas as classes ciclotomicas dos cédigos Reed-Solomon contém exatamente um elemento.
Como tais codigos possuem D — 1 classes ciclotomicas e como o conjunto de definicao possui

uma seqiiencia de D — 1 nimeros inteiros nao negativos consecutivos, concluimos que

D-1

U Cs = {yk’}kzl )

seS
onde y, > 0 e ypy1 = yr + 1, para todo 1 < k < D — 1. Aplicando o Teorema 6.1.2, segue
que o cédigo C' = [N = p™ — 1, K, D] é MDS. O

Corolério 6.1.3 Os cddigos MDS construidos em [44] satisfazem as hipdteses do
Teorema 6.1.2, e assim essas familias de codigos MDS sao casos particulares dos codigos

gerados pelo Teorema 6.1.2.

Exemplo 6.1.1 Considere as classes laterais sobre a multiplicacao por 2™ mddulo 2™ + 1.
Se 2™ + 1 = 33, as classes laterais sao dadas na Tabela 6.1. Construa codigos ciclicos
tendo respectivos conjuntos de definicao dados por: Di = Ci5 U Cyg, Dy = C14 U Cy5 U Cyg,
D3 =Ci3UC,UC;5UCq4, Dy =CoUC13UC,UC5UCqq, ete. Como esses conjuntos de
definicao satisfazem as hipoteses do Teorema 6.1.2, concluimos que tais codigos ciclicos sao

MDS.

A distancia de projeto é um parametro tutil de um codigo ciclico, pois é um limitante
inferior para a distancia minima real de tais codigos. Embora seja um parametro tutil, geral-
mente este nao coincide com a valor da distancia minima real. Por essa razao, nao podemos
provar a reciproca do Teorema 6.1.2. De qualquer modo, demonstramos uma varia¢cao mais

fraca para a reciproca desse teorema.



124 Capitulo 6. Codigos Ciclicos MDS Classicos e Quanticos

Teorema 6.1.3 Assim como no Teorema 6.1.2, seja p primo e considere C = [n = p™ —

1,k,d] o cddigo ciclico gerado pelo produto dos polindmios minimais
g(z) = MO ()M (). MO (z).

Se C' € MDS, entao seu conjunto de defini¢cao U Cs contém exatamente d — 1 elementos.
ses

Demonstragao: Por hipdtese, sabemos que
d=n—-k+1, (6.2)

ou seja, o cddigo atinge o limitante de Singleton. Além disso, como C' é um cédigo ciclico,

segue que k =n — Jd(g(x)).

Substituindo os valores da dimensao k na equagao (6.2), concluimos que d(g(x)) = d — 1.
Ainda, pela equagao (6.1) e se raciocinarmos como na demonstragao do Teorema 6.1.2, veri-

ficamos que o conjunto U C4 contém exatamente d — 1 elementos. 0
ses

Observacao 6.1.1 Ressaltamos que os Teoremas 6.1.2 e 6.1.3 também sao vdlidos se subs-
tituirmos o valor n = p"™ — 1 por um valor de n* o qual € relativamente primo com q; neste
caso o corpo considerado € o corpo F,. Além disso, se o corpo Fym € o corpo de decomposi¢cao
do polinomio x™ — 1, entao os Teoremas 6.1.2 ¢ 6.1.3 também sao validos. De fato, podemos

demonstrar tais afirmacoes pelos mesmos métodos adotados anteriormente na demonstra¢ao
do Teorema 6.1.2.

6.2 Codigos Quanticos Ciclicos MDS

As principais contribuicoes dessa secao sao os Teoremas 6.2.2, 6.2.3 e 6.2.5. Mais explici-
tamente, os Teoremas 6.2.2 e 6.2.5 produzem critérios para que os codigos quanticos ciclicos
se tornem codigos MDS, e o Teorema 6.2.3 é uma generalizacao do Teorema do Limitante do

BCH para cédigos CSS ciclicos quanticos.

O limitante quantico de Singleton e a definicao de cédigos quanticos MDS sao descritos

na seqiiéncia:

Teorema 6.2.1 [27](Limitante Quantico de Singleton) Se C' é um cddigo quantico
[[n, k,d]],, entdo k+2d < n+ 2.

q7

Definigao 6.2.1 [27] Seja C = [[n, k,d]], um cddigo quantico. Se C atinge o limitante
quantico de Singleton, i. e., k+2d = n+ 2, C € denominado cddigo quantico com md-
xima distancia de separagao ou codigo MDS. Assim, os codigos MDS possuem parametros
[[n,n —2d +2,d]].
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Provaremos, agora, o Teorema 6.2.2, que é uma versao similar do Teorema 6.1.2. No

Teorema 6.2.2 utilizamos a mesma notagao que a adotada no Teorema 6.1.2: U Cs, e
51€51

U Cs,1 sao os conjuntos de definicao dos cédigos C e Cy, respectivamente.

saleSyt

Considere ¢ = p™, p primo e mdc(n,p) = 1, i. e., n e p sao relativamente primos, onde n
¢ o comprimento da palavra-cédigo. Suponha que Cy = [n, ki, di], e Cy = [n, ka, do], sejam
cédigos ciclicos classicos. Além disso, assuma que Cy C C;. E bem conhecido o fato de que é
possivel gerar cddigos quanticos através da construgao C'SS(C, Cy) baseada em dois cddigos
lineares classicos C e Cy. Motivados por essa classe de codigos, que é a classe mais estudada
dentre as classes de cédigos quanticos, definimos o que serd entendido neste trabalho, por

codigos quanticos ciclicos:

Defini¢ao 6.2.2 Sejam Cy = [n, k1, d1]q e Cy = [n, ko, dg]q codigos ciclicos classicos tais que
Cy C Cy. Entdo, o cddigo quantico CSS(Cy, Ca) com pardmetros [[n, ki — ky, D], onde D ¢

dado pela construgcao CSS, serd denominado codigo ciclico quantico.

Baseado em todas essas assercoes, estamos aptos a demonstrar o Teorema 6.2.2. No

Teorema 6.2.2 consideramos o conjunto A como sendo o conjunto A = (C,\Cy) U (Cy\C1 ).

Teorema 6.2.2 (Cddigos MDS Quanticos) Seja C'SS(Cy,Cy) um cddigo quantico ciclico
construido através de dois cddigos cldssicos ciclicos C1 = [n = p™ — 1,ki,dy] e Oy = [n =
P =1, ko, dyt], onde Cy e Co™ sio gerados pelos polinémios gi(x) e go™(x), respectivamente,
como no Teorema 6.1.2. Ainda, suponha que x, > 0 e y; > 0 sejam nimeros inteiros tais
que Ty = o + 1, para todo 1 <k <d—1, eyjy1 =y; +1, para todo 1 < 5 <d—1, onde

‘ d—1 d=1 _~ .. , :
esses conjuntos, a saber, {zy},_; e {yj}j:1 sao disjuntos. Suponha também que exista uma

palavra-codigo ¢ € A tal que wt(c) = d. Se U Cs, = {xk}z;i, e se U C,r = {y; 0]

Jj=L
51€51 spteSyt

entao CSS(Ch,Cy) € um cddigo quantico MDS com parametros [[n = p™ —1, K = ky — ko, d]],

onde ko =n — kot

Demonstracao: Para provar que o codigo C'SS(Cy, Cs) é MDS com parametros dados na

hipdtese do teorema, utilizaremos basicamente o Teorema 6.1.2.

A idéia principal desta demonstragao é aplicar o Teorema 6.1.2 para os cédigos ciclicos C
e Co™. Identificaremos o cédigo dual Cy™ com o dual do cédigo ciclico Cy = (ga(z)), gerado

pelo polinémio

ga(w) = ("7 = 1) /9o ().
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Suponha que n = p™ — 1, onde p é um numero primo. Considere o cédigo C. Note
que, por hipotese, podemos garantir, baseados no Teorema 6.1.2, que o codigo classico C é
MDS com parametros Cy = [n,k; = n — d + 1,d]. Por outro lado, aplicando novamente o
Teorema 6.1.2 ao cédigo Co™®, verificamos que este cédigo também é MDS com parametros
Oyt = [ ket =n —d+1,d].

Seja Cy o cédigo gerado pelo polindomio
ga(x) = (a7 = 1) /go™(2).
E claro que Cy é ciclico. Por definicao, concluimos que este possui parametros dados por

Cg = [TL, k?g =n — k‘QL,dQ].

Sabemos que

ky=n—d+1 (6.3)

kot =n —d+1. (6.4)

Considere esses trés cédigos Cp, Co e Cot. Por hipdtese, sabemos que os conjuntos
{xk}z;i e {y; }j;i sao disjuntos. Logo, os cédigos C; e Cy™ ndo possuem rafzes comuns. Pela
construcao CSS, segue que Cy C C;. Por conveniéncia, podemos supor que o corpo em que oS
cédigos estao sendo construidos tenha cardinalidade suficientemente grande, donde Cy ?Cﬁ Ch.
Além disso, aplicando novamente o Teorema 6.1.2 aos cédigos C; e Cy*, concluimos que

ambos possuem distancias minimas iguais a d.

Provaremos, agora, que o cédigo quantico C'SS(Cy,Cy) é MDS, i. e., que este atinge o
limitante de Singleton K = n—2D +2, onde D é a distancia minima do cédigo C'SS(C1, Cs).

Primeiramente, observe que por hip6tese, existe uma palavra-cédigo ¢ € A tal que wt(c) =
d. Entao, d é o menor valor para os pesos das palavras-codigo contidas no conjunto A =
(C1\Cy) U (CoR\C1 ). Como a distancia minima D de CSS(Cy,Cy) é D = min{wt(c) |
c € A}, deduzimos que D < d. Por outro lado, como d é o menor valor para os pesos das

palavras-cédigo contidas no conjunto A, segue que d < D, donde D = d.

Verificaremos que o cédigo C'SS(C, Cy) satisfaz a igualdade no Teorema do Limitante

(quantico) de Singleton. De fato, pela equacao (6.4) e como D = d, sabemos que
ky=n—k't=n—(n—d+1)=d-1.
Assim, segue que
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donde K =n — 2d + 2. Conseqiientemente, o cédigo C'SS(Cy, Cy) é MDS com parametros

[n=p"—1,K =k —ky,d]].

Observagao 6.2.1 Assim como no caso classico, ressaltamos que o Teorema 6.2.2 também
€ vdlido se substituirmos n = p™ — 1 por um numero inteiro n* relativamente primo com p.
Ainda, se o corpo Fym € o corpo de decomposicao do polinomio x™ —1, entao o Teorema 6.2.2
também € wvdlido. De fato, tais assercoes sao facilmente verificadas pelo mesmo método

utilizado na demonstracao do Teorema 6.2.2.

Coroldrio 6.2.1 Seja C = [N =p™ — 1, K, D], um cddigo Reed-Solomon qudntico gerado
pelo método proposto do Capitulo 2. Entao C € um codigo MDS.

Demonstragao: Pelo método de construcao proposto do Capitulo 2, verificamos direta-

mente que os conjuntos de definicao dos cédigos C; e Cy™, respectivamente, sdo disjuntos e

dados por
d—1
U Cs, ={zrhimy
51€51
e
d—1
U CSQL = {yj}jzl'
82l€S2J‘
Assim, aplicando o Teorema 6.2.2, concluimos o resultado. (]

Assumiremos, ao longo deste capitulo, que os conjuntos de definicao dos cédigos C; e Co™

sao disjuntos e que o ¢ um elemento primitivo do corpo F7j.

O Teorema 2.1.5 (Limitante do BCH) ¢é uma ferramenta poderosa para se calcular um
limitante inferior para a distancia minima de um cédigo ciclico. Assim, como no caso cléssico,

provaremos um teorema analogo ao Teorema 2.1.5 para o caso de cédigos ciclicos quanticos

CSS.

Teorema 6.2.3 (Teorema do Limitante do BCH Qudntico) Seja CSS(Cy,Cs) um cddigo
ciclico quantico com parametros [[N, K, D]]q. Assuma que o codigo C possua uma seqiiéncia
de 61 — 1 poténcias de o como zeros, e que o cddigo Co™ possua uma seqiiéncia de 5" — 1
poténcias de o como zeros. Entdo, a distancia minima D do cédigo quantico CSS(Cy,Cs)

¢, no minimo, min{4;, 0y }.
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Demonstragao: Sejam d; e dot as respectivas distancias minimas dos codigos ciclicos C

e Cyh. Entdo, pelo Teorema (cldssico) do Limitante do BCH, segue que
dy >0y dyt > 6y
Pela construcao CSS, sabemos que
D = min{wt(c) | ¢ € (C1\C2) U (Co\C1H)}.

Analisemos essa situacao.

Se ¢ € (C1\Cs), entdo wt(c) > di. De outra forma, se ¢ € (Cy\Ci%), temos que
wt(c) > dy*. Sabemos que D > min{d;, dzl}. Como sao validas as desigualdades d; > 6; e
dot > 52L, segue que

D Z min{51, 62L},

concluindo a demonstracao. (]

Teorema 6.2.4 (A Dimensao do Cddigo Ciclico Quantico CSS) Seja C'SS(Cy,Cy) um cd-
digo ciclico qudntico com pardmetros [[N, K, D]| , onde Cy = [N, ki,d1], e Co = [N, ka, dy],
sao o0s codigos ciclicos classicos utilizados na construcao do mesmo. FEntao, K = N —
(0(g1(x)) + O(gat(2)), onde gi(z) e got(x) sdo os polinémios geradores dos cédigos Cy e

Cyt, respectivamente.

Demonstragao: Como () e (5 sao codigos ciclicos, temos

ki =N —9(g1(z));
ky =N — 0(ga(x)).

Pela construcao €SS, segue que K = k1 — ko. Logo,

K = 9(g2(x)) — 9(g1(2))-

Como

d(ga(w)) = N — (g2 (2)),
deduzimos que

K =N — (0(g1(x)) + 0(g2" (x)).
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Similarmente ao caso classico, nao podemos demonstrar a reciproca do Teorema 6.2.2.

Entretanto, provaremos uma variacao mais fraca para sua reciproca. No Teorema 6.2.5, con-

sideramos que C possui conjunto de definicao U C,,, e que o c6digo Cy™ possui conjunto
51€51

de definicao U C,,+. Além disso, o conjunto A serd dado por A = (C;\Cs), o conjunto
SQJ‘ESQL

B dado por B = (Cy"\C1%) e o conjunto P igual a P = {wt(c) | ¢ € (C1\Cy) U (Co\C1H)}.

Teorema 6.2.5 Seja CSS(Ch,C2) = [[N, K, D]|, o cddigo ciclico quantico gerado a partir
dos cddigos ciclicos C; = [N, k1,d1]q e Cy = [N, kQ,dQ]q. Assuma que os conjuntos de defi-
nicio dos cddigos Cy e Cot sejam disjuntos. Se CSS(Cy,Cy) € MDS e se existem palavras-
cddigo ¢y € A com wt(cy) = dy e ca € B com wt(cy) = dyt, entao cada conjunto de definicdo

dos codigos C e Cyt contém exatamente D — 1 elementos.

Demonstracao: Como o cédigo dual de um cédigo ciclico também ¢é ciclico, segue que Co™
é ciclico.

Por hipétese, sabemos que

K=k —ky=N—-2D+2, (6.5)

i. e., o cédigo quantico C'SS(Cy,Cy) atinge o limitante de Singleton. Como C; e Cy™ sio

ciclicos, segue que

ki =N —09(g1(2)) (6.6)

e também que
ky =N —ky" =N — [N —09(g2"(x))], (6.7)
ky = 0(g2™ (), (6.8)

onde os polinémios ¢;(x) e go*(x) sdo polinomios geradores dos cédigos C; e Cy™, respecti-

vamente.

Substituindo (6.6) e (6.8) em (6.5), deduzimos que
N —2D+2=N —09(g:(x)) — d(go"()),
e assim,

0(g1(2)) + 0(g2™(x)) = 2(D — 1).



130 Capitulo 6. Codigos Ciclicos MDS Classicos e Quanticos

Por hipétese, o conjunto de definicao dos cédigos C; e Cy™ sdo disjuntos. Logo, aplicando
a equacao (6.1) e procedendo como na demonstra¢ao do Teorema 6.1.2, concluimos que o

conjunto dado por

(JecolUdo U ¢

s1€51 soleSyt
possui exatamente 2(D — 1) elementos.

Como préxima etapa, demonstraremos que cada conjunto de definicao dos codigos C e

Cyt possui exatamente D — 1 elementos.

Utilizando o limitante (cldssico) de Singleton para C; e Cyt, segue que

di <N—-Fk+1 (6.9)
e
dot < N —kyt +1. (6.10)
Como C; e Cyt sdo ciclicos, deduzimos que
ki =N —0(g1(x)) (6.11)
e
kot = N — 0(gy™ (2)). (6.12)

Combinando as equagoes (6.9), (6.10), (6.11) e (6.12) temos que

Pela equacao (6.1) e repetindo a demonstracao do Teorema 6.1.2, concluimos que o con-

junto de definigao do cédigo Cy possui d(g:1(z)) elementos, i. e.,

51€51
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onde | . | denota a cardinalidade do conjunto.

Suponha que o conjunto de definigao do cédigo C; possua menos que D — 1 elementos.
Por (6.14), segue que 9(g1(z)) < D — 1. Por hipdtese, existe uma palavra-cédigo ¢; € A tal

que wt(cy) = dy. Assim, concluimos que
min P < d; < D,

e esse fato contradiz a construcao CSS. Conseqiientemente, o conjunto de definicao de C4

possui D — 1 ou mais elementos.

Substituindo o cédigo €} pelo cédigo Cyt, existe uma palavra-cédigo ¢, € B tal que
wt(cy) = dy™. Analogamente, supondo que o conjunto de definicio de Cy™ possua menos que
D — 1 elementos, temos que do™ < D, onde dy’ é a distancia minima do cédigo Cy™. Assim,

segue que
D =minP < dy" < D, (6.15)

um absurdo.

Entéo, o conjunto de definicao do cédigo Cy também possui D — 1 ou mais elementos.

Conseqiientemente, cada um dos conjuntos de definicao possui D — 1 ou mais elementos.

Sabemos que a unido dos conjuntos de definicio de C; e Co™ possui 2(D — 1) elemen-
tos. Como cada um destes possui D — 1 ou mais elementos e tais conjuntos sao disjuntos,
concluimos que cada conjunto de definicao possui exatamente D — 1 elementos, provando o

teorema. O

6.3 Consideracoes Finais

Foram determinadas condigoes sob as quais cddigos ciclicos cldssicos (quanticos) sao codi-
gos MDS. Além disso, demonstramos que a cardinalidade do conjunto de defini¢ao dos cédigos
ciclicos classicos (quanticos) MDS sdo naturalmente determinados. Ainda, generalizamos a

nocao de distancia de projeto para codigos estabilizadores do tipo CSS.



Capitulo

Conexoes entre Matroides e Codigos Quanticos

Em seu artigo seminal sobre teoria de matréides, [46], Hassler Whitney chamou atengao
para o problema de caracterizar matréides representaveis sobre um dado corpo. A conexao
entre codigos lineares sobre corpos e matréides representaveis sobre estes é bem conhecido e
foi apresentado em [47], onde foi demonstrado que a fun¢ao enumeradora de peso de um cédigo
linear classico pode ser avaliada a partir do polinomio de Tutte de seu matrdide associado.
Outras caracterizacoes entre matroides representaveis e codigos corretores de erros, seguindo
essa proposta, podem ser encontradas em [48-50]. Nos artigos [48,51], os matrdides sao
associados as matrizes geradoras dos respectivos codigos através de conceitos tais como o

polinomio de Tutte ou suporte de vetor.

O objetivo principal deste capitulo é demonstrar que a funcao enumeradora de pesos de
um cédigo quantico CSS é uma avaliacao do polinomio de Tutte do matréide soma direta dos
codigos classicos envolvidos na construcao do mesmo, estendendendo o resultado demonstrado
por Greene em [47|, para cddigos quanticos CSS. Acreditamos que tais conexoes sejam as

primeiras entre a teoria de matrdides e a teoria de codigos quanticos CSS.

O capitulo estd organizado como segue. Na Secao 7.1, enunciamos os conceitos basicos da
teoria de matroides. Na Segao 7.2, faremos uma breve revisao da teoria dos cédigos de bloco
lineares. Na Secao 7.3, apresentamos nossos resultados relativos a novas conexoes entre teoria
de matroides e a teoria dos codigos quanticos CSS e, na Secao 7.4, relatamos as consideragoes

finais do capitulo.

7.1 Teoria de Matroides

Nesta secao, apresentamos conceitos e teoremas sobre a teoria de matroides que serao
necessarios para o desenvolvimento do capitulo. Todos os resultados listados em seguida sao

encontrados em [52].

133
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Defini¢ao 7.1.1 [52] Um matrdide M é um par ordenado (E,T) consistindo de um conjunto

finito E' e uma colecao I de subconjuntos de E satisfazendo as sequintes condigoes:

1. DeT.
2. SeleT el CI,entaol €T.

3. Sel, I, €T el |<| 1], entao existe um elemento e € Iy — Iy tal que [y Ue € T,

onde | . | denota a cardinalidade do conjunto.

Se M é o matréide (E,Z), entao M é denominado matrdide em E. Os membros de T
sao denominados conjuntos independentes de M, e E é o conjunto base de M. Escreveremos
freqiientemente Z(M ) para Z e E(M ) para E, particularmente quando varios matrdides estao
sendo considerados. Um subconjunto de E que nao pertence a Z é denominado dependente.

Um multiconjunto é um conjunto que contém ou pode conter elementos repetidos.

O teorema a seguir ¢ folclérico na literatura; é fundamental para o desenvolvimento deste

capitulo.

Teorema 7.1.1 Seja E o conjunto de rdtulos de cada coluna de uma matriz A,,x, sobre
o corpo F, e seja T o conjunto de subconjuntos X de E para os quais o multiconjunto de
colunas rotuladas por X € linearmente independente (LI) no espago vetorial m-dimensional

sobre o corpo F', denotado por V(m, F). Entio (E,ZT) € um matrdide.

Um matréide obtido a partir da matriz A sera denotado por M[A] e denominado matrdide
vetorial de A. Dizemos que dois matréides My e M, sao isomorfos, isto é, M =2 M, se existe
uma bijegao ¢ de E(M;) para E (M) tal que, para todo X C E(M;), ¢(X) é independente
em M, se, e somente se, X é independente em M;. Se um matrdide é isomorfo a um ma-
tréide vetorial de uma matriz D sobre um corpo F, entao M é dito ser representdvel sobre
F ou F-representdvel. D é dito ser uma representacao para M sobre o corpo F'. Conjuntos
dependentes minimais sao conjuntos dependentes cujos subconjuntos proprios sao conjuntos
independentes. Um conjunto dependente minimal em um matroide arbitrario M sera deno-
minado circuito de M e o conjunto de todos os circuitos de M serd denotado por C ou C(M).
Um conjunto independente ¢ maximal se a inclusao de qualquer elemento no conjunto resulta
em um outro conjunto dependente. Denominaremos um conjunto independente maximal em
um matréide M de base de M. O conjunto de todas as bases de M sera denotado por B.
Os membros de B sao equicardinais, ou seja, contém o mesmo numero de elementos. Seja
M = (F,Z) um matréide e suponha que X C E. SejaZ | X ={I C X : I € T}. Entao
o par (X,Z]|X) é um matréide e serd denotado por M|X. Como M | X é um matrdide,
todas as suas bases sao equicardinais. Definimos o posto de X como sendo o comprimento

de uma base B de M | X e denominaremos o conjunto B uma base de X. A fungao posto
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de M é uma fungao r : 2P — Z7 tal que, para todo X C F, associa um ntimero r(X). Tal
fungao serd denotada por r ou ry,. Evidentemente, r(M) é igual ao comprimento de uma (e

portanto, de todas as) base de M.

Seja r a funcao posto de M. O operador fecho, de M, denotado por cl, é uma aplicacao
cl : 2¥ — 2P definida para todo X C E, como sendo cl(X) ={r € F:r(X Uz) =r(X)}.
Seja M = (E,Z) um matréide e X C E. Se X = cl(X), dizemos que X é um flat de M.
Enunciaremos agora, um teorema sobre soma direta de matréides. Soma direta de matréides

comporta-se bem em relagao a estrutura de seu codigo associado.
Teorema 7.1.2 [52] Sejam M, e My matrdides em conjuntos disjuntos Ey e Ey. Sejam
ainda = E1U Ey e
IT={LUl:1 €Z(M), Iy €I(Ms)}.

Entao (E,T) é um matréide.

O matréide (E,7), dado no Teorema 7.1.2, é denominado soma direta de M e M, e serd
denotado por M;® M,. Mais geralmente, se consideramos n matréides e se procedermos como
no teorema anterior, teremos a n-soma direta de matréides M; & My @ - - - & M,,. Em seguida

enunciaremos o Teorema 7.1.3 que afirma que a soma direta de matrdides comporta-se bem

em relacao a F-representabilidade:

Teorema 7.1.3 [52] As classes de matréides F-representdveis sao fechadas em relagdo a

operacao de soma direta.

Dado um espaco vetorial V, considere o espaco vetorial dual V*. Analogamente, dado
um matréide M, existe um matréide dual de M, denotado por M*:
Defini¢ao 7.1.2 [52] Seja M um matrdide. O conjunto

B*(M)={E(M)—B:BecB(M)}

¢ o conjunto das bases de um matrdide M* em E(M).

Os conjuntos independentes, as bases e os circuitos de M* sao denominados conjuntos
cotndependentes, cobases e cocircuitos de M, respectivamente.

O Teorema 7.1.4 permite identificar a estrutura do matréide dual de um matréide vetorial.

Essa estrutura coincide com a estrutura do codigo dual.

Teorema 7.1.4 [52] Seja M wm matréide vetorial da matriz [1.|D] sobre o corpo F. Entao
M* € o matrdide vetorial da matriz [—D™|I,_,], onde DT é a transposta da matriz Dy (n—r),
definida sobre o corpo F, e I. ¢ a matriz identidade r X v, onde r é a cardinalidade de uma

(e assim, de todas as) base de M.
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7.2 (Cdbdigos de Bloco

Supomos que o leitor esteja familiarizado com o teoria dos codigos de bloco lineares. Mais
detalhes podem ser encontrados em [33,35,36]. Relembremos dois resultados bésicos da teoria

de cédigos de bloco:

Corolario 7.2.1 [36] Seja C(n,k) um cddigo de bloco linear com matriz verificagdo de
paridade H. FEntao, C(n,k) possui peso minimo (e assim, distancia minima) no minimo
wqual a d se, e somente se, cada combinacao de d — 1 ou menos colunas de H ¢ linearmente

independente.

Corolario 7.2.2 [36] Seja C(n,k) um cédigo de bloco linear com matriz verificagio de
paridade H. O peso minimo (e entao, a distancia minima) de C(n,k) é igual ao menor

numero de colunas linearmente dependentes de H.

7.3 Matrodides e Cédigos CSS

Nesta secao, apresentamos nossas contribuicoes. Enunciaremos e demonstramos novos

resultados relativos a conexao entre codigos cldssicos e quanticos e a teoria de matroéides.

O Teorema 7.3.1 é bem conhecido na literatura; ¢ uma aplicacao do Teorema 7.1.1.

Teorema 7.3.1 Seja C(n, k) um cédigo de bloco linear com matriz verificagao de paridade
Hy gn. Seja E = {1,2,--- ,n} o conjunto de rdtulos das n colunas da matriz H e seja
T o conjunto de rotulos de colunas de H tal que os respectivos vetores sao linearmente in-
dependentes no espaco vetorial V(n — k, F,). Entao, o par ordenado (E,T) é um matrdide
vetorial da matriz H sobre o corpo Iy. Reciprocamente, se M € um matrdide Iy -representdvel
da matriz Apxn, tal que as linhas de A sdo vetores linearmente independentes em V (n, Fy),
entao o matroide M dd origem a uma matriz verificacao de paridade de um codigo de bloco

linear C'(n,n —m).

O matrdéide derivado do cdédigo C(n, k) sera denotado por M¢ e, reciprocamente, o codigo

C(n, k) derivado do matréide M serd denotado por C)y.

Observacao 7.3.1 Dado o cddigo C(n, k), seu matrdide associado Me nao depende da es-
colha da matriz verificacao de paridade H. Porém, existem propriedades de codigos que nao

sao determinadas por seu matroide vetorial Mq, como por exemplo, o raio de recobrimento

do cddigo (veja, [53]).
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Observagao 7.3.2 Podemos sempre supor que as linhas da matriz A,xn, que geram o ma-
troide vetorial M[A], sdo linearmente independentes. Isso vale devido ao fato que as opera-
coes elementares com linhas e colunas da matriz A tornam invariante o matroide vetorial
MI[A] (veja [52] §2.2, propriedades 2.2.1 - 2.2.6).

[lustraremos o Teorema 7.3.1 apresentando um exemplo, no qual geramos um matréide

M¢ a partir do cédigo de Hamming (7,4).

Exemplo 7.3.1 Considere o codigo de Hamming (7,4), cuja matriz verificagao de paridade

¢ dada por

H =

O O =
O = O
_ O O

1011
1110
0111
Considerando os rotulos das colunas de H como sendo os numeros 1 até 7, temos

E=1{1,2,3,4,5,6,7}. Os elementos do conjunto I sao rétulos de vetores-coluna linearmente

independentes em V (3, F,), ou seja,

T = {1}, {2}, {3} {4}, {5}, {6}, {7}, {1, 2},
{1,3},{1,4},{1,5},{1,6},{1,7},
{2,3},{2,4},{2,5},{2,6},{2, 7},
{3,4},{3,5},{3,6},{3, 7}, {4,5},
{4,6},{4,7},{5,6},{5,7},{6, 7},

{1,2,3},{1,2,5},{1,2,6},{1,2,7},
{1,3,4},{1,3,5},{1,3,6},{1,4,5},
{1,4,6},{1,4,7},{1,5,7},{2, 3,4},
{2,3,6},{2,3,7},{2,4,5},{2,4,6},
{2,4,7},{2,5,6},{2,5,7},{3,4,5},
{3,4,7},{3,5,6},{3,5,7},{3,6,7},{4,5,6},
{4,6,7},{5,6,7}}.
O conjunto das bases deste matroide é dado por
B={{1,2,3},{1,2,5},{1,2,6},{1,2,7}
{1,3,4},{1,3,5},{1,3,6},{1,4,5},
{1,4,6},{1,4,7},{1,5,7},{2,3,4},
{2,3,6},{2,3,7},{2,4,5},{2,4,6},
{2,4,7},{2,5,6},{2,5,7},{3,4,5},
{3,4,7},{3,5,6},{3,5,7},{3,6,7},
{4,5,6},{4,6,7},{5,6,7}}.



138 Capitulo 7. Conexoes entre Matroides e Codigos Quanticos

E claro que, utilizando a notacao dual de Mg, conceitos tais como polinomio de Tutte
sao facilmente calculados através de conceitos existentes na literatura; para esse propdsito,

veja por exemplo, [51](Equagao (7)).

A primeira contribuicao deste capitulo é o Teorema 7.3.2. E um método alternativo para
se calcular a distancia minima de um cédigo de bloco linear, sem o uso de conceitos tais como

polinomio de Tutte e suporte de vetor.

Teorema 7.3.2 Seja C(n,k) um cddigo de bloco com matriz verificacio de paridade H e
seja Mo o matréide derivado do cédigo C(n, k). Suponha que o circuito C do matréide Me
tenha o menor nimero de elementos (ou seja, menor comprimento) dentre todos os circuitos

de M¢, |C| = c. Entao, a distancia minima do cédigo C(n, k) € igual a c.

Demonstragao: Pelo Teorema 7.3.1, o c¢6digo C'(n, k) origina um matrdide vetorial da
matriz H. Como o comprimento do menor circuito C é igual a ¢, entao todo conjunto con-
tendo menos do que ¢ elementos é necessariamente um conjunto independente. Em outras
palavras, todo conjunto contendo menos que ¢ elementos, origina um conjunto de vetores
linearmente independentes em V(n — k, F;). Pelo Corolario 7.2.1, podemos garantir que a
distancia minima do cédigo C'(n, k) é, pelo menos, c. Entretanto, existe um conjunto depen-
dente contendo c¢ elementos, por exemplo, o conjunto C. Entao, existe um conjunto contendo
¢ vetores linearmente dependentes em V(n — k, F;). Como o menor nimero de colunas line-
armente dependentes da matriz H é ¢, segue, pelo Corolario 7.2.2, que a distancia minima

do cddigo C'(n, k) é exatamente igual a c. O

Pelo Teorema 7.3.2, é possivel calcular a distancia minima de um cédigo linear C'(n, k)
através do comprimento do menor circuito dentre todos os circuitos de seu matroide asso-
ciado M. Conseqiientemente, fornece um método alternativo para, nao somente calcular a
distancia minima de um cddigo linear C'(n, k), mas também para investigar o comprimento

do menor circuito derivado do matréide M.

Enunciamos, agora, o Teorema 7.3.3, que conecta o cdédigo dual com seu repectivo ma-

tréide dual. Este teorema é bem conhecido na literatura.

Teorema 7.3.3 Seja C(n,k) um cdédigo de bloco linear com matriz geradora G e matriz
verificacao de paridade H. Entao, o respectivo matroide vetorial e seu dual possuem matrizes

que preservam as estruturas existentes entre G e H.

A soma direta de matroéides é um matroide que possui estrutura que nos permite calcular a
distancia minima do respectivo codigo gerado por este. Em outras palavras, o Teorema 7.3.4
afirma que a soma direta de dois matréides gera um cédigo linear com parametros C(ny +

No, My + mao, min{dl, dz})
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Teorema 7.3.4 Sejam M, e M, matroides representdveis sobre F, com matrizes de repre-
sentacao Am,xn, € Bmyxn,, respectivamente, onde A e B possuem linhas linearmente indepen-
dentes em V (ny, Fy) e V(ng, Fy), respectivamente, definidos em conjuntos disjuntos. Entdo o
matrdoide My @ My gera um cddigo linear C(ny + ne, my +ms) cuja distancia minima € igual
a min{cy, o}, onde ¢1 e ¢y sao os menores comprimentos dentre todos os circuitos de My e

My, respectivamente.

Demonstracao: Pelo Teorema 7.1.3, My @ M, é F-representavel. Além disso, a matriz

o[t

¢ uma representacao deste matréide (veja [52], §21, exercicio 6). Considere que esta matriz
H seja a matriz verificacao de paridade de um c6digo linear C'(ny + ng, m; +ms). Analisemos

a matriz H. Considerando a submatriz

n-[4]

temos que, pelo Teorema 7.3.2, o menor nimero de colunas linearmente dependentes de H;

é igual a ¢;. Similarmente, considerando a submatriz

m-[ 3]

concluimos novamente pelo Teorema 7.3.2, que o menor niimero de colunas linearmente de-
pendentes de Hy ¢é igual a cy. Claramente, a matriz H possui todas as linhas linearmente
independentes. Além disso, a matriz H satisfaz a seguinte propriedade: o menor nimero
de colunas linearmente dependentes de H ¢ igual a ¢y, se ¢; < ¢ ou 0 menor nimero de
colunas linearmente dependentes de H é igual a ¢y, se ¢o < ¢;. Isso ocorre pela aplicacao
do Teorema 7.3.2 e pela estrutura de H. Assim, segue que a distancia minima do codigo

C(ny + ng, my + msy), com matriz verificacao de paridade H, é igual a min{cy, ca}. OJ

Observagao 7.3.3 Analogamente ao caso de dois matroides, o teorema anterior também €
vdlido quando sao considerados um niumero finito de matroides Fy-representdveis. De fato,
podemos demonstrar esta afirmacao pelo mesmo método de demonstracao utilizado no Teo-
rema 7.5.4.

Teorema 7.3.5 Considerando as mesmas hipoteses do Teorema 7.3.4, considere n matroides

F,-representaveis My, My, - -+, M, definidos em conjuntos disjuntos. Entao o matréide M, @
My®- - -® M, gera um cddigo linear cuja distancia minima € igual a min{cy, co, -+ ,cp}, onde
¢, t=1,---,n, sao os menores comprimentos dentre todos os circuitos de My, My, --- , M,,

respectivamente.
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Na seqiiéncia, demonstramos o Teorema 7.3.6. Estamos supondo que os codigos classicos

que geram o cdédigo CSS sao codigos de bloco.

Teorema 7.3.6 Seja C'SS(Cy, Cy) um cédigo CSS com parametros [[n, k = ki — k]|, onde
g € uma poténcia de primo. Entao, existe um par de matroides Fy-representdveis M, =
(B, T)) e My" = (Ey", Ty") tal que o cédigo CSS(Cy, Cy) € gerado pela soma direta Mo™ @
M, dos matrdides My™ e M. Reciprocamente, assuma que existam matrdoides My = (Ey,7;)
e My = (Es,T,), representdveis sobre F,, cujas matrizes de representa¢do sio Ay e As, res-
pectivamente. Suponha que o espaco linha de Ay esteja contido no espaco linha de Ay. Entao,
existe um codigo quantico CSS representado pela matriz H, onde H € uma Fy-representacgao

de Myt @ My, onde My € o matrdide dual de M.

Demonstragao: (=) Sejam C) e C c6digos de bloco lineares g-arios que geram o cédigo
CSS(Cy,Cy). Considere a matriz verificacdo de paridade H(C1) e H(Cy™) dos cédigos Oy
e Oyt respectivamente. Pelo Teorema 7.3.4, sabemos que existem matréides M; = (E1,Th)
e Myt = (Ey*, T,") que sdo matrdides vetoriais das matrizes H(Cy) e H(Cy™), respectiva-
mente, sobre Fy,. Além disso, pelo processo de construcao CSS (veja Eq. 10.106 em [1]), segue
que o codigo CSS(Cy, Cy) possui matriz verificagdo de paridade

n= |5 |

Além disso, a soma direta Myt & M, dos matréides My e My™ é F,-representavel, cuja matriz

- [if3)

onde A e B sao Fj-representacoes de M; e Myt respectivamente. Considerando A =

de representacao é a matriz

H(Cy) e B = H(Cy"), concluimos que a matriz verificacio de paridade do cédigo quan-
tico C'SS(Cy,Cy) é a matriz H, onde H é uma Fj-representacao do matréide soma direta

My & M, concluindo a demonstracao.

(«<=) Como, por hipétese, os matrodes My = (Ey,Z,) e My = (Ey, T,) sdo representaveis
sobre [, a soma direta Myt @& M, também é F,representavel. Suponha, sem perda de
generalidade, que as matrizes A; e Ay possuam todas as linhas linearmente independentes.
Pelo Teorema 7.3.4, sabemos que existem cddigos (classicos) de bloco C e Cy cujas matrizes
verificacao de paridade sao as matrizes A; e As, respectivamente. Como o espaco linha de A,
esta contido no espaco linha de A;, temos que Cy C C4. Aplicando o processo de construcao
CSS, geramos um codigo C'SS(Cy, Cy) cuja matriz verificagdo de paridade é a matriz

A0
me [
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onde A,® é a matriz verificacao de paridade do cédigo

Cyt. Como H é uma F,-representacao do matroéide Myt @ My, o resultado segue diretamente.
O

Observacgao 7.3.4 O Teorema 7.3.6 estabelece uma nova conexao entre matroides e codigos
quanticos CSS como veremos a sequir. De fato, geramos a func¢ao enumeradora de pesos
do codigo CSS por meio da avaliagdo do polinomio de Tutte do matroide soma correspon-

dente aos codigos cldssicos utilizados na construcao do codigo CSS, como explicitado no
Teorema 7.3.6.

Defini¢ao 7.3.1 O polinoémio de Tutte Ty (z,y) de um matréide M = (E,Z), com fungao

posto r, € definido como sendo

Ty(w,y) =Y (x— 1) — =, (7.1)
ACE

onde (M) é o comprimento de uma (e portanto de todas as) base(s) do matréide M,
r(A) € o comprimento de uma (e, portanto, todas as) base(s) contida no subconjunto A C E

e | .| denota a cardinalidade do conjunto.

Tal polinomio possui, entre outras, as seguintes propriedades:

1. TM(ZU,Z/) = TM*(yax)7

2. TMl@Mz (Q?, y) = TMl (xay)TMz <x>y);

onde M* é o matrdide dual de M e M; @& Ms é a soma direta dos matroides M; e M.

Greene [47] demonstrou que a fun¢ao enumeradora de pesos Ac(z) de um codigo linear
g-ario C'(n, k) é uma avaliacao especial do polinémio de Tutte de seu respectivo matréide
M (C), derivado a partir da matriz geradora de C'(n, k):

1—|—(q—1)zjl).

1—2 z

Ac(z) = (1= 2)" 2" Ty ( (7.2)

Tendo como base esse resultado, estamos aptos a demonstrar o Teorema 7.3.7 que gene-
raliza, para cédigos quanticos CSS, o resultado demonstrado por Greene [47] para c6digos

(de bloco) clédssicos lineares.
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Teorema 7.3.7 Seja C = [[n, K, D], o cddigo quantico CSS gerado pelos cddigos cldssicos

C1 = [n, k1], e C2 = [n, ksl,. Entao, a fungao enumeradora de pesos de C' é dada por

Lo I+(¢—1)z 1
Ao(z) = (1= 2Ty ) (L —) -

11—z z
_ 1+(¢g—1)z 1
n—=k
(1= 2)"2 2" Ty 0,0 <? z)’
onde M(C}) e M(Cy™) sio os respectivos matrdides associados aos cédigos Cy = [n, ki, e

Cyt = [n,n — ]{72](1, respectivamente, e Thrcy) € Tyy(c,ty G0 0s polinomios de Tutte de M(Ch)
e M(Cy), respectivamente.

Demonstragao: Pelo Teorema 7.3.6, sabemos que o cédigo C = [[N, K, DJ|, é representado
pela soma direta Myt @ M, de M e MQL, onde M; é o matréide F-representavel relacionado
ao cédigo C; e Myt é o matréide F,-representavel relacionado ao cédigo Cyt. Pelo Item 2)

e utilizando a equacgao (7.1), concluimos o resultado. 0

Para ilustrar o Teorema 7.3.7 apresentamos um exemplo:

Considere C' = [[7,1,3]], o cédigo quantico construido no Capitulo 3. Sabemos que
C, = (MWD = 23 4 2 +1) é o cédigo de Hamming [7,4, 3], Cy™ é o cédigo ciclico gerado
pelo polinémio minimal M®) = 23 + 22 + 1, C, é o c6digo ciclico gerado pelo produto dos
polinémios minimais M@ M® = 2* + 23 + 22 + 1 ¢ C;* é o cédigo simplex [7,3,4]. As

matrizes geradoras para C; e Cy™ sdao dadas, respectivamente, por

1101000
0110100
G(Cl)_0011010
000110 1]

e
1 01 1 0 0 0]
LW 0101100
G(CQ)_0010110
00010 1 1]

Tendo como base as Tabelas 7.1 e 7.2, verificamos que o polinomio enumerador de pesos
de C} e de Cyt sao dados por

Aoy (2) = A (2) = 14728 + 724 + 27

Calcularemos o polinomio enumerador de pesos do cédigo C' a partir do polindmio de

Tutte de seu respectivo matroide soma direta.
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cédigo C
Ag=1
Ag - 7
A4 = 7
A7 =1

Tabela 7.1: Enumerador de Pesos de C}

cédigo Cyt
AO =1
A3 — 7
A4 = 7
A =1

Tabela 7.2: Enumerador de Pesos de Cy™*

Sabemos que r(M;) = r(My™) = 4, r(A) € {1,2,3,4}, para todo subconjunto A C
Ey, onde By = {1,---,7}, e r(B) € {1,2,3,4}, para todo subconjunto B C Fy, onde

Ey = {1,---,7}. Os conjuntos E; e E, sao os conjuntos base dos matréides M; e Myt
respectivamente. Além disso, n = 7, k1 = 4, k; =4 e ¢ = 2. Fazendo uso desses dados,
calcularemos o polinomio enumerador de pesos do cdédigo quantico C' = [[7, 1, 3]],.

Primeiramente calcularemos A¢, (2):

Ao (2) = (1= 2)F2"* 0, (B2, 1) = Acy(2) = (1= 2)*2*Trey (12, 152).

z 'z

Substituindo a expressao Ty (c) (}f‘z 1”3) na equagao (7.1), segue que:

oo (1) () (1) () () (=)
- () (22) s e-n(22) (52
s (D) () () (D) (=)

e (D) () ()] -
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Acl<z>=<1—z>4z3[(12_2)4”(12_22) (
e () () (5
+<1—z>4z3[7(12_z2) (tz) a1

() (5

= 1627 +56(1 — 2)2° + 84(1 — 2)*2° + 70(1 — 2)*2*

)

)
)

+(1—2)*°

+42(1 = 2)* 22 +21(1 — 2)° 22+ 71— 2)°2 4+ (1 — 2)" =

= 1627 + 562% — 5627 + 842° — 1682° + 842" — 7027
+21025% — 21025 4+ 702* 4+ 4227 — 1682° + 2522° — 1682* +
+422° — 2127 +1052° — 2102° + 2102* — 1052% + 2127
+727 — 4225 4 1052° — 1402* + 1052% — 422° + 72 — 27
+72% —212° + 352" — 352 + 2122 — 72 +1 =

14+ 728+ 724+ 2.

Similarmente,

Agyi(2) =147+ 72 + 27

Aplicando o Teorema 7.3.7, segue que o polinomio enumerador de pesos do codigo C' é

dado por
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Aclz) = 1+ 72+ 74+ 27" =
2 4 142 4+ 14210 4+ 4928 + 10027 + 4920 + 142 + 1422 + 1.

E conveniente enfatizarmos alguns fatos interessantes:

Definigao 7.3.2 Para a classe dos cddigos estabilizadores q-drios, da qual os cédigos CSS
sao parte integrante, define-se o peso, w(E), de um elemento E pertencente ao grupo de

erros do codigo como sendo
w(E) = swi((a | b)),
onde swt € o peso simplético de um vetor (a | b) € F;" dado por

swi((a | b)) =[{k [ (ar,be) 7 (0,0)} | .

A Definigao 7.3.2 é um importante conceito para a generalizagao do processo de construgao
CSS binério para o processo de construcao CSS g-ario. Tendo como base esses conceitos,
podemos afirmar que o cédigo C'SS(C, Cy) possui matriz verificacao de paridade

H(Cy) | 0

=0 Ty |

De fato, tal interpretacao ja foi anteriormente mencionada e utilizada na demonstragao do
Teorema 7.3.6.

Observacao 7.3.5 Quando calculamos a fun¢ao enumeradora de pesos do codigo

CSS(Cy,Cy) estamos considerando, na verdade, o peso de Hamming dos vetores pertencentes
ao codigo originado de seu respetivo matroide soma direta. E claro que Precisamos consi-
derar o peso simplético correspondente as palavras-cédigo do codigo CSS(Cy,Cs). Porém,
se a distribuicao de pesos de Hamming do cédigo é conhecida, o cdlculo da fun¢do enume-
radora simplética de pesos € apenas uma questao de ordenacao das componentes dos vetores

pertencentes ao codigo.

Para ilustrar a observacao anterior, apresentamos um exemplo:

Seja C = [[7,1, 3]], o cédigo quantico considerado no Exemplo 1. Analisando sua funcao
enumeradora (Hamming) de pesos, sabemos que tal cédigo possui uma palavra-cédigo com
peso de Hamming igual a 14. Evidentemente, quando consideramos o peso simplético, tal
palavra possui peso 7, conforme a Definicao 7.3.2. Ainda, sabemos que tal cédigo possui 14
palavras-cddigo com peso de Hamming igual a 11. Conseqiientemente, C' = [[7, 1, 3], possui

pelo menos uma palavra-codigo com peso simplético igual a 6, e assim por diante.
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7.4 Comentarios Finais

Neste capitulo, foram apresentadas as primeiras conexoes entre a teoria de matréides e
a teoria de codigos quanticos CSS. Dentre tais conexoes, demonstramos que a funcao enu-
meradora de pesos de um cédigo quantico CSS é a avaliacao do polinomio de Tutte do
matréide soma direta dos cédigos classicos envolvidos na construcao do mesmo. Além disso,
acreditamos que, assim como foi demonstrado para cédigos de bloco, também seja possivel a
generalizacao da fungao enumeradora de pesos para codigos CSS ¢-arios, derivados de cédigos

convolucionais classicos.



Capitulo

Conclusoes e Propostas de Trabalhos Futuros

Neste capitulo faremos um breve sumério dos assuntos abordados nesta tese.

No Capitulo 1, tratamos de definir e enunciar conceitos fundamentais da mecanica quan-
tica e da teoria de codificacao quantica, que foram necessarios para o desenvolvimento desta
tese. Foram apresentadas, também, algumas demonstracoes alternativas para resultados
importantes da teoria de codificacao quantica, pois nenhuma dessas demonstragoes foram

encontradas na literatura.

No Capitulo 2, estabelecemos um novo método de construcao para familias de bons cédigos
quanticos CSS, derivados de codigos Reed-Solomon classicos g-arios (¢ é poténcia de primo),
distintos, nao necessariamente auto-ortogonais. Demonstramos que, quando o comprimento
da palavra-cédigo tende ao infinito a taxa de codificagao dos respectivos codigos quanticos
tende ao valor 1, o que é um bom resultado. Além disso, tal método generaliza o método
de construcao apresentado em [3]. Ainda, baseado neste método proposto, conseguimos
reproduzir algumas familias de cédigos quanticos MDS apresentadas em [27], bem como
conseguimos estender uma (e possivelmente mais do que uma) familia de cédigos quanticos

apresentada em [19].

No Capitulo 3, estabelecemos seis novos métodos de construcao de cédigos quanticos CSS
derivados de cédigos ciclicos classicos. Esses métodos geram diversas familias de bons cédigos
quanticos, ou seja, a taxa de codificacao de tais familias também tende ao valor 1. Esse é o
capitulo mais importante da tese em nosso ponto de vista, pois conseguimos gerar métodos

de construcao eficientes e inovadores.

No Capitulo 4, fornecemos dois novos métodos de construcao de coédigos quanticos CSS
derivados de cédigos classicos Reed-Muller e Residuos Quadrdticos, respectivamente. O pri-
meiro método somente reproduz familias ja conhecidas de cédigos quanticos. Entretanto,
esse método de construcao é mais sucinto e de facil aplicacao, quando comparado ao método

apresentando por Zang and Fuzz [31].

147
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No Capitulo 5, construimos uma nova familia de cédigos quanticos CSS baseados no
produto tensorial de cédigos Reed-Solomon. Destacamos que esses codigos sao facilmente
construidos. Entretanto, tal familia ndo possui taxa de codificagdo k/n alta, devido ao
fato do comprimento da palavra-cédigo crescer muito rapidamente a medida que aplica-se o
produto tensorial dos codigos classicos envolvidos no processo de construcao do cédigo CSS.
Mesmo assim, podemos utilizar tais codigos no caso de processos quanticos que necessitem

de protecao desigual aplicados aos qudits.

No Capitulo 6, foram determinadas condigoes sob as quais codigos ciclicos cldssicos (quan-
ticos) sao codigos MDS. Além disso, demonstramos que a cardinalidade do conjunto de defi-
nigao dos cddigos ciclicos cldssicos (quanticos) MDS sao naturalmente determinados. Ainda,

generalizamos a noc¢ao de distancia de projeto para cédigos estabilizadores do tipo CSS.

No Capitulo 7, demonstramos que a funcao enumeradora de pesos de um coédigo quantico
CSS é uma avaliagao do polinomio de Tutte do matréide soma direta dos cédigos classicos
envolvidos na constru¢ao do mesmo, estendendendo o resultado demonstrado por Greene em
[47], para c6digos quanticos CSS. Tais conexdes sdo as primeiras entre a teoria de matrdides

e a teoria de cédigos quanticos CSS.

Tendo como base todos esses comentarios inferimos que o objetivo principal deste trabalho
de tese foi gerar novos métodos de construgao de familias de bons cédigos quanticos CSS.
A maioria dessas familias possuem taxa de codificacao tendendo ao valor 1, e muitos dos
codigos contruidos pelos métodos propostos possuem palavras-codigo cujos comprimentos

sao préoximos ao limitante quantico de Singleton.

Além disso, estabelecemos novas conexoes entre a teoria de matroides e a teoria de cédigos
quanticos, onde a contribuicao mais significativa foi demonstrar que a funcao enumeradora
de pesos de um cédigo quantico CSS é uma avaliacao do polinomio de Tutte do matroide

soma direta derivado dos cédigos classicos utilizados no processo de construgao CSS.

Acreditamos, entao, que os objetivos foram alcancados.

8.1 Propostas de Trabalhos Futuros

Como possiveis propostas de trabalhos futuros decorrentes da pesquisa realizada temos:

e Criagao de novos métodos de construcao para cédigos quanticos CSS derivados de

codigos (cldssicos) sobre anéis;
e Generalizacao do processo de construcao CSS para anéis finitos;

e Busca de outras conexoes entre a teoria de matrdides e a teoria dos cddigos quanticos
CSS;
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e Possiveis conexoes entre teoria de matroides e a teoria dos codigos convolucionais clas-
sicos (quanticos).
Publicacoes

e Construcao de cédigos corretores de erros quanticos CSS, a partir de cédigos BCH, Reed-

Solomon e Residuos quadrdticos, 2° Workshop de Computagao e Informacao Quantica

- WECIQ 2007, Campina Grande;

e Uma proposta de critério de separabilidade para estados quanticos com n qubits.
2° Workshop de Computacao e Informacao Quantica - WECIQ 2007, Campina Grande;

e Relacoes entre Matrodides e Cédigos de Bloco Lineares, Congresso Nacional de Mate-
matica Aplicada e Computacional - XXX CNMAC 2007, Florianépolis.

Submissoes

e Construction of New g-ary Quantum Reed-Solomon Codes - IEEE-IT.
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