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Resumo

Durante a tltima década foram desenvolvidas novas ferramentas para o projeto e analise
da decodificacao iterativa de codigos concatenados. Duas destas ferramentas sao: o algoritmo
de evolugao de densidades de probabilidade (conhecido em inglés como density evolution)
e as fun¢oes EXIT (do inglés, Extrinsic Information Transfer Functions). As curvas EXIT
foram primeiramente desenvolvidas para codigos concatenados paralelos (PCC, do inglés,
Parallel Concatenated Codes). Posteriormente, estas curvas foram utilizadas para analisar
a decodificacao da classe de codigos conhecida como LDPC (do inglés, Low-Density Parity-
Check Codes). Como se sabe, o desempenho dos codigos LDPC pode se aproximar bastante
da capacidade de canal.

Neste trabalho utilizamos as funcoes EXIT para analisar um sistema de transmissao
digital composto pela concatenacao serial de um codificador LDPC, um modulador M-APSK
e um codificador diferencial. O canal considerado é o AWGN nao-coerente de bloco. O
processo de decodificagao/demodulagao é descrito através de um algoritmo iterativo baseado
em um grafo-fator. Da analise concluimos que cédigos LDPC regulares possuem um bom
desempenho, mas ainda estao afastados da capacidade de canal.

Palavras-chave: codificacao de canal; codigos LDPC; receptores iterativos; funcoes
EXIT.



Abstract

Late 1990s, new tools for evalution and design of iterative decoding of concatenated
codes were developed. Two of these tools are: the density evolution algorithm and the EXIT
charts. The EXIT charts were first developed for Parallel Concatenated Codes (PCC) and
then used for evaluating the decoding process of Low-Density Parity-Check codes (LDPC
Codes). As already known, the LDPC codes perform close to channel capacity limits.

In this work we use the EXIT Charts to evaluate a digital transmission system com-
posed by the concatenation of a LDPC encoder, a M-APSK modulator and a diferencial
encoder. The channel considered is an AWGN block noncoherent channel and the deco-
ding/demodulating process is described through an iterative algorithm based on a factor
graph. The analisys of this system we conclude that LDPC codes have good performance,
but are still far from channel capacity.

Keywords: channel coding; LDPC codes; iterative receivers; EXIT Charts.

vi



Sumario

Lista de Figuras ix
1 Introducgao 1
2 Conceitos Basicos 3
2.1 Modulagao e canais ruidosos . . . . . . . . ... 4
2.2 Teoria da informacao . . . . . . . ... L 5
2.2.1 Modelos matematicos de canais . . . . . . . . ... ... 5

2.2.2 Informacao mutua . . . . . .. .. ..o 7

2.2.3 Codificagao de canal . . . . . ... ... oo 9

2.3 Regrasdedecisao . . . . . . . ..o 12

3 Grafos-fatores e algoritmo soma-produto 14
3.1 Grafos-fatores . . . . . . . 15
3.1.1 Calculo das fungoes marginais . . . . . . . .. ... ... 17

3.2 Codigos LDPC . . . . . . . . 20
3.2.1 Propriedades . . . ... .. ... 21

3.3 Grafo-fator de coédigo LDPC e algoritmoSP . . . . ... ... .. ... ... 22
3.4 O problema da decodificacao e o algoritmo SP em canal gaussiano . . . . . . 24
3.4.1 Oalgoritmo SP . . . . . ... 25

4 Funcgoes EXIT 28
4.1 Informacao intriseca e extrinseca de codigos PCC e LDPC . . . . . .. . .. 28
4.2 Calculo da informacao matua . . . . . . . . .. ..o 30
4.2.1 Fungoes EXIT . . . . . . . . oo 32

4.3 Fungoes EXIT dos nos de variavel . . . . . . . ... ... ... 33
4.4 Curvas EXIT dos noés de verificagao . . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 36
4.5 Curvas EXIT para codigos LDPC irregulares . . . . . . ... ... ... ... 39
4.6 Projeto de Codigos LDPC utilizando Curvas EXIT . .. .. ... ... ... 40

5 Fungoes EXIT para Modulacao codificada 43
5.1 Curvas EXIT para receptores iterativos . . . . . . . .. ... ... ... ... 43
5.1.1 Mensagens do demodulador . . . . . ... ... ..o 45

5.1.2 Curvas EXIT para o decodificador A . . . . . ... ... ... .... 46

5.1.3 Curvas EXIT para o decodificador B . . . . ... .. ... ... ... 47

vii



SUMARIO viii

6

5.2 Canal M-APSK/AWGN nao-coerente de bloco . . . . .. .. ... ... ... 48
5.2.1 Modelo do Canal e Modulador . . . . . .. ... ... ... ...... 48
5.2.2  Receptor para o canal M-APSK/AWGN néo coerente de bloco e suas

MENSAZENS . . . . o v v o e e e e e e e e e o1

5.3 Resultados . . . . . . . 57

Conclusoes 63

A Informacao mutua de uma V.A. gaussiana. 68



Lista de Figuras

2.1
2.2
2.3

3.1
3.2
3.3

3.4

3.5
3.6

3.7
3.8

4.1
4.2
4.3
4.4

4.5

4.6
4.7
4.8
4.9

4.10
4.11
4.12

5.1
5.2

Diagrama de blocos de um canal de comunicagao. . . . . .. ... ... ...
Constelacao da modulacao BPSK. . . . . . . ... ... ... .. .. .....
Modelo de canal BSC. . . . . . .. ...

Grafo-fator da fungao f(z1,2o, ..., &n). -« « « o o
Grafo fator da fungao g(z1,x2, 3, z4) = f1(z1) fo(z1, T2, x3) f3(x3, T4).

[teragdes para o célculo da funcdo marginal ¢;(z;) no grafo da funcao
G(T1, T2, T3, Tg) . o o o
Caminho das mensagens ao percorrerem o grafo. Generalizacao do algoritmo
soma-produto. . . . . ..o
Grafo-fator do codigo definido pela matriz de paridade da equacao 3.16 . . .

Exemplo de mensagem que sai de um n6 de variavel . . . . . ... ... ...
Exemplo de mensagem que sai de um no6 de verificagao . . . . . ... . ...

Diagrama de blocos do decodificador PCC. . . . . . . .. ... .. ... ...
Diagrama de blocos do decodificador LDPC. . . . . . . ... ... ... ...
Curvas EXIT de um cédigo de taxa r = 0,5 e % =3dB.. ... .. ... ..
Grafico da informacao intrinseca /4, variando-se o4 na entrada do decodifi-
cador. . ..o e
Gréfico da informagao extrinseca na saida dos nés de variavel utilizando apro-
ximacao gaussiana e variando a quantidade de ligagoes nos nos de variavel. .
Resultado comparativo das curvas de informacao extrinseca. . . . . . . . ..
Histograma da saida dos nos de varidavel. . . . . . . ... ... ... .. ...
Histograma da saida dos nos de verificacao de paridade. . . . . . . . . . ...
Curvas EXIT para o decodificador referente aos nos de verificacao com varia-
¢ao do grau dos nés em w, =2,4,6,8e 16. . . . . . ... ...
Exemplo de obtencao do ponto-de-queda utilizando as curvas EXIT. . . . . .
Variacao das curvas EXIT pela relagdo sinal /ruido. . . . . . .. ... .. ..
Medidas de pontos-de-queda para codigos de taxa r=0,5 e de complexidades
diferentes. . . . . . . .

Diagrama em blocos do transmissor. . . . . . . .. .. ...
Diagrama em blocos do receptor. . . . . . ... ... Lo

ix

ot

16
16

18

19
23

23
26
26

29
29
32

35



LISTA DE FIGURAS X
5.3 Diagramas das constelagoes APSK com dois niveis de amplitude A e rA. 48
5.4 Diagrama de bloco do transmissor M-APSK. . . . . .. ... ... ... ... 49
5.6 Divisao em blocos do receptor, diferenciando o bloco demodulador do bloco

decodificador. . . . ... Lo 52
5.7 Bloco demodulador para o canal M-APSK/AWGN nao coerente de bloco. O

indice L indica o tamanho do bloco de memoria do canal. . . . . . . . . . .. 53
5.8 Decodificadores em relacao as curvas EXIT. A divisao em dois blocos se refere

a divisao em decodificadores A e B da Figura 5.2. O decodificador A é formado

parte pelos blocos demoduladores e parte pelos nos de variavel. . . . . . . . . 26
5.9 Divisao entre blocos demodulador, nés de variavel e nos de verificacao de

paridade. As setas indicam os sentidos das variaveis aleatorias A, B, C' e D. 57
5.10 Curva EXIT para canal M-APSK/AWGN nao coerente de bloco L = 9 em

seu ponto-de-queda. C(3,6) e, =0,5. . . . . . .. ... ... 58
5.11 Curva EXIT para canal M-APSK/AWGN nao coerente de bloco L = 29 em

seu ponto-de-queda. C(3,6) er.=0,5. . . . . . .. ... ... ... .. 59
5.12 Curva EXIT para canal M-APSK/AWGN nao coerente de bloco L = 10 em

seu ponto-de-queda. C(3,6) e, =0,5. . . . . . .. ... ... 61
5.13 Curva EXIT para canal M-APSK/AWGN nao coerente de bloco L = 20 em

seu ponto-de-queda. C(3,6) er.=0,5. . . . . . .. ... ... ..., 61
5.14 Curva EXIT para canal M-APSK/AWGN nao coerente de bloco L = 30 em

seu ponto-de-queda. C(3,6) er.=0,5. . . . . . .. ... ... ... .. 62



Capitulo 1

Introducao

A humanidade sempre sentiu a necessidade de se comunicar, repassar noticias, compar-
tilhar conhecimento. Devido a esta necessidade, diversas formas de transmitir informacao
foram criadas. A invencao do radio, por exemplo, diminuiu as distancias geograficas de tal
forma que instantaneamente ja era possivel saber o que acontecia do outro lado do mundo.

Com a comunicacao digital, a distancia que separa geograficamente a informagao das
pessoas se tornou ainda menor. A partir disso, diversos dispositivos foram adaptados com a
finalidade de oferecer maior confiabilidade e variedade de servicos e equipamentos. A comu-
nicagao sem fio, por exemplo, tende em alguns anos a substituir completamente os meios de
transmissao com fio, convergindo diversos servigos, como TV digital e video conferéncia, em
um unico aparelho. Entretanto, para isso é necessario uma forte confiabilidade na transmis-
sao de dados, além de ferramentas que ajudem na criacao dos sistemas de comunicacao.

No final da década de quarenta Claude E. Shannon, em um trabalho pioneiro [1], de-
monstrou conceitos importantes para a comunicacao digital. Neste trabalho, ele afirma que
existe um limite maximo de transmissao que relaciona a poténcia transmitida, a largura de
faixa e a taxa méaxima com que a informagcao pode ser enviada confiavelmente por um canal.
Esse limite ficou conhecido como capacidade de canal. Além disso, Shannon afirma que existe
uma maneira confiavel de transmitir a informacao utilizando cddigos de corre¢ao de erros.
Nasce entao uma nova area de estudo conhecida como teoria da informacao.

Neste trabalho, mostramos uma maneira de analisar os codigos corretores de erro de
uma familia especifica, conhecida como codigos LDPC (do inglés, Low-Density Parity-Check

codes). Essa familia de codigos foi criada por Gallager em 1963 em sua tese de doutorado [2]



e permaneceu pouco estudada durante mais ou menos trinta anos, quando na década de
noventa estudos feitos por MacKay et al. |3] e [4], mostraram que essa familia de codigos
pode chegar perto do limite determinado por Shannon.

O intuito desse trabalho é esclarecer aspectos importantes do projeto de sistemas de
transmissao que utilizam codigos LDPC, através de uma nova ferramenta criada por Stephan
ten Brink em [5] e [6] para andlise desses sistemas.

Na intencao de elucidar a proposta desse trabalho, o dividimos da seguinte forma: No
Capitulo 2 mostramos um apanhado de técnicas necessarias para o entendimento de sistemas
de comunicagao e de codificagao/decodificagao, bem como alguns conceitos necessarios de
teoria de informacao. No Capitulo 3 , introduzimos os grafos-fatores [7] e o algoritmo soma-
produto, ferramentas indispenséaveis na decodificagao de codigos LDPC. No Capitulo 4, é
introduzido um estudo estrutural sobre as curvas EXIT, onde comparamos as caracteristi-
cas das curvas EXIT de codigos LDPC e de codigos concatenados paralelamente, além de
mostrarmos algumas caracteristicas dessas curvas. Ja no Capitulo 5, uma analise utilizando
curvas EXIT sobre o sistema proposto em [8] é feita. Ainda nesse capitulo, uma forma gene-
ralizada é apresentada para andlise de codigos em conjunto a modulagao, utilizando codigos
EXIT. No Capitulo 6, mostramos os aspectos mais importantes desse trabalho e algumas

idéias para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Conceltos Basicos

O processo de comunicacao consiste, em grosso modo, em transmitir informagao de um
ponto a outro. A informacao a ser transmitida pode ser digital ou analédgica e isso depende
de sua fonte. A Figura 2.1 mostra um diagrama de blocos e alguns elementos de um sistema
de comunicacao digital. A fonte de sinal pode ser digital, no caso de uma foto digitalizada;
ou analdgica, como um sinal de dudio, nesse caso, o sinal de dudio precisa ser digitalizado
de alguma forma. Apods esse sinal passar por um codificador de fonte ele terd uma nova
representacao digital, onde se retira informacao desnecessaria para sua representacao. A

esse processo da-se o nome de codificacao de fonte.

1 transmissor |
| I
| |
| |
| fonte de codificador codificador de modulador !
1 sinal de fonte canal digital
I
| |
Lo e e e e I
canal
-~~~ -~ -~ ~-~"°""7°"°~"°"°"°"°"°"°"°"°"°"°"°"°"°"°7"°"*"°"¢7"°"°"°"°"°"°" ;" ;‘; ;" ;;‘ °~°~°~°o°TTOTTOTTTTTTTTTTTTTTT |
} 1
} sinal decodificador decodificador de demodulador l
! recomposto de fonte canal digital 3
I
| |
I
1 receptor |

Figura 2.1: Diagrama de blocos de um canal de comunicacao.

No proximo passo, o sinal que sai do primeiro bloco é novamente codificado, entretanto,
agora sao adicionados bits de redundancia, que servem para controle de erros durante a

transmissao do sinal no canal. Esses bits de redundancia sao inseridos de maneira controlada
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para que possam, depois, serem utilizados para correcao de erros.

Na saida do codificador de canal, o sinal precisa de uma nova representacao para satisfazer
as limitacgoes fisicas de canal que pertence ao sistema de comunicagao. Portanto, o sinal
ainda passa pelo bloco de modulagao, que serve para mapear sequéncias de bits codificadas
em formas de ondas que serao entao transmitidas pelo canal.

O quadrado cinza inferior da Figura 2.1 mostra o receptor, onde se executam tarefas
inversas as do transmissor, até que o sinal seja recomposto. No caso de o sinal na entrada
do transmissor nao ser um sinal digital, algum tipo de transdutor deve ser inserido na saida
do sistema receptor para que o sinal seja iteiramente recomposto.

A diferenca entre o processo de codificacao de fonte e de canal é que a codificacao de
fonte retira bits de redundancia desnecessarios para descrever a informacao, por exemplo, a
voz € um sinal que tém componentes em varias faixas de freqiiéncia, mas nem todas essas
faixas sao perceptiveis pelo ouvido humano, portanto retirar essas faixas de freqiiéncia pode
reduzir a representacao do sinal de voz como um sinal digital. J4 no caso da codificacao
de canal, bits para controle de erro sao adicionados, dessa forma é possivel que erros sejam

encontrados e possivelmente corrigidos pelo receptor na saida do canal.

2.1 Modulacao e canais ruidosos

Os sinais enviados ao canal pelo transmissor sao formas de onda definidas pelo modulador
em intervalos de tempo 7. A esses sinais, na representacao de espago de sinais, dé-se o
nome de simbolos. A cada simbolo é atribuido um mapeamento de bits, e dependendo do
nimero de simbolos que existem na modulacao a taxa do sistema de comunicacao digital
pode modificar-se.

Um mapeamento de bits em simbolos é mostrado na equacao 2.1, os bits 0 e 1 sao
mapeados para 1 e —1,

onde ¢; é o bit codificado e a; é o valor de amplitude da modulagao, no caso BPSK (do inglés,
Binary Phase Shift-Keying). A Figura 2.2 mostra a constela¢ao referente a essa modulagao.

Os simbolos da modulagao sao expressos por s;(t) = a; cos(2m f.t) por exemplo, onde f. é a
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freqiiéncia da onda portadora.

O principal problema que deve ser combatido em sistemas de comunicacao ¢ o ruido
inserido no sinal pelo canal. De fato, a maioria dos canais de transmissao sao ruidosos de
alguma forma, por exemplo, canais de comunicacao com fio, canais de comunicacao sem fio

e mesmo canais de comunicagao 6pticos.

-1

Figura 2.2: Constelagao da modulacao BPSK.

O ruido mais comum estudado em sistemas digitais de comunicacao é o ruido chamado
de ruido aditivo branco gaussiano. Sua densidade espectral de poténcia tém componentes em
todas as faixas de freqiiéncia, e como seu nome diz, ele interfere de forma aditiva no simbolo
ay, enviado, isto é,

T = ap + ng, (2.2)

em que 71 é o simbolo na saida do canal e n; é o ruido gaussiano adicionado ao simbolo ay.

2.2 Teoria da informacao

A teoria da informacao investiga as limitacoes teoricas dos sistemas de comunicagoes, ela
lida com os aspectos mais fundamentais desses sistemas e d& subsidios para construcao de
codificadores e decodificadores para modelos de fontes e canais reais.

A modelagem matematica de um sistema de comunicacao fornece as estruturas necessarias
para o projeto de sistemas reais, projeto esse que é feito para prever os problemas estruturais

que podem existir, e combaté-los.

2.2.1 Modelos matematicos de canais

Em todos os sistemas de comunicacao existe um canal, que é o meio pelo qual a informagao
trafega entre o transmissor e o receptor. A modelagem de canais é importante pois cria-se
um modelo referente as caracteristicas fisicas do canal, sem que seja preciso a implementacao

fisica para avaliacao do sistema estudado.
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Nessa secao trataremos de alguns modelos que demonstram a simplicidade na descricao

de canais reais.

Canal sem memoria

Um canal dito sem memoria ¢ um modelo de canal em que cada simbolo na entrada do re-
ceptor depende, estatisticamente, apenas do simbolo de entrada no canal. Matematicamente

ele é descrito como p

p(y|x) = [ [ p(yslze), (2.3)

k=1

ou seja, dada uma sequéncia de entrada x = (z1,21,...,2), a sequéncia de saida y =
(y1,Y1,---,Yys), representada na Figura 2.3, é definida através da fungdo de probabilidade
dada pela equagao 2.3. Um exemplo de modelo de canal sem memoria é o canal DMC (do
inglés, Discrete Memoryless Channel), que se caracteriza pelos alfabetos de entrada e saida

do canal serem finitos.
Canal binario simétrico

Talvez o exemplo mais importante de canais DMC seja o canal BSC (do inglés, Binary
Symmetric Channel). Neste canal, os simbolos de entrada e saida pertencem a um alfabeto
binério, e os bits, quando passam por ele, se trocam com probabilidade p. ou seja, dado

(1-p)
p

p

(1-p)

Figura 2.3: Modelo de canal BSC.

um bit de entrada do canal igual a 1, a saida do canal tem probabilidade (1 — p) do bit
nao ter sido trocado pelo canal, e probabilidade p do bit ter sofrido troca, representado na

Figura 2.3. O mesmo acontece com o bit 0 na entrada do canal. Ou seja, p(yx = 1|z =0) =

plyr = 0lz,, = 1) = p.
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Canal aditivo Gaussiano

Esse canal ja foi mostrado através da equacao 2.2. Sua probabilidade de transicao é
definida pela da densidade de probabilidade de uma variavel aleatoria gaussiana. Ou seja,
dado um simbolo de entrada a; no canal gaussiano, a saida é um nimero r € R, descrito por

uma fungio gaussiana de média zero e variancia o2 do ruido inserido pelo canal. Isto ¢

1 (ry — ax)?
p(rilay) = oo exp <—kT‘%k) : (2.4)

O canal aditivo gaussiano ¢ um bom modelo para transmissao via satélite, no entanto para

transmissoes terrestres ele ¢ comumente utilizado junto com multicaminhos, desvanecimento,

bloqueio terrestre, e outros tipos de interferéncias previstas para esse tipo de comunicacao.

2.2.2 Informacao miuitua

Em termos gerais, a informagao mitua é uma medida da quantidade de informacao que
o conhecimento de uma variavel aleatoria nos traz em relacao a outra. Essa medida deriva
de conceitos importantes como entropia, entropia condicional e entropia relativa [9].

Primeiramente definimos entropia, que é uma medida de incerteza de uma variavel ale-
atoria. Considere X uma variavel aleatoria discreta de alfabeto X e funcao massa de pro-
babilidade p(z) = P(X = x), x € X. Define-se x e y como duas variaveis aleatorias e suas
respectivas fungoes massa de probabilidade p(z) e p(y). A entropia de = é definida como o

valor esperado de log[1/p(z)], onde p(z) é a probabilidade do evento = acontecer. Portanto,

H(X)=F {logp(i() } = — ;(p(x) log p(z). (2.5)

E a entropia conjunta de duas variaveis aleatorias é
H(X,Y) ==Y plx,y)logp(z,y), (2.6)
zeX yey

que é definida como

HX,Y) = E {log]ﬁ} | (2.7)

O calculo da entropia condicional ¢ definida como o valor esperado da entropia das

variaveis condicionadas multiplicadas pela funcao de distribuicao de probabilidade da variavel
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aleatoria x, isto é,

HX|Y) = =) plz,y)logp(z|y) (2.8)

zeX yey

= B} 29

A medida de entropia nos da a quantidade de informacao necessaria para descrever uma
variavel aleatoria, como ela é uma medida de informacao, define-se sua unidade como depen-
dente da base do log; portanto, no caso do log ter base dois, diz-se que a unidade da entropia
¢ medida em bits.

Por sua vez, o conceito de entropia relativa ¢ uma medida de distancia entre duas distri-
bui¢oes. Por definicao essa distancia é

D(pllg) = > p(x)log i (2.10)
zeX

O que, finalmente, nos leva ao conceito de informag¢ao mitua 1(X,Y), que é a entro-
pia relativa entre uma distribuigdo conjunta e o produto de distribuicoes p(x;)p(y;). Por

definicao:

Zprylog () ) (2.11)

zeX yey p(y)
No caso de a distribui¢ao de probabilidade p(y) ser continua, entdo a infomac¢ao mitua

I(X,Y)é
I(X,Y) Z/ z,y)log () (i)dy (2.12)

reX

A equacao 2.12 nos mostra o calculo da informacao mutua no caso especifico em que a
entrada x do canal é uma variavel discreta, mas gracas ao ruido inserido no sinal pelo canal,
a saida pertence aos nimeros reais, levando a uma distribuicao de probabilidade continua
na saida do canal.

Além disso, a informacao miutua entre duas variaveis aleatorias é medida através das
relagoes

H(X,Y) = H(X) — HX|Y) = HY) — HY|X). (2.13)

Em outras palavras, a informacao mutua nos diz a quantidade de informagao que uma

variavel aleatoria y tém em relagao a outra .
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A capacidade de canal, que diz qual é o limite maximo de informagao em bits possivel de

se transmitir por uso do canal, é medida através da maxima informacao miutua.

2.2.3 Codificacao de canal

Quando bits trafegam através de um canal ruidoso existe a possibilidade deles serem
trocados durante o trafego. Ou seja, o que ¢ 0 passa a ser 1 ou o que é 1 passa a ser
0. Isso acontece dependendo da regra de decisao do demodulador, que pode interpretar
um simbolo ruidoso como um outro simbolo. Com o intuito de recuperar essas trocas de
simbolos provenientes do ruido do canal, alguns bits de redunddncia sao adicionados aos bits
de informagao. Esses bits sao adicionados de maneira regular, controlando a quantidade de
trocas de bits que podem ser recuperados. Além disso, com a insercao desses bits existe a
possibilidade de se corrigir os erros introduzidos pelo canal.

Ao processo de se adicionar bits de redundancia aos bits de informacao é dado o nome de
codificacao de canal. Quanto mais bits de redundancia sao adicionados a informacao, maior

capacidade de correcao tera o receptor.

Codigos de bloco e convolucionais

Uma divisao bastante simplificada pode ser feita do conceito geral de codificagao de ca-
nal utilizando dois tipos de codigos, os de bloco e os convolucionais. Além de os codigos
convolucionais serem relativamente mais faceis de se decodificar que os codigos de bloco, eles
ficaram muito famosos gracas aos c6digos conhecidos como codigos turbo, que chegam muito
proximos a capacidade de canal. Apesar disso, os codigos de bloco ainda sao bastante utili-
zados e diversas pesquisas recentes demonstram a possibilidade de se chegar muito proximo
a capacidade de canal, utilizando uma familia especifica de codigos de bloco, como mostrado
em [3].

Estruturalmente se diz que a diferenga mais bésica entre esses dois tipos de codigos é que
o codigo convolucional tem memoria, enquanto o codigo de bloco nao. Durante o processo
de codificacao dos codigos convolucionais cada bit na saida do codificador depende de bits
anteriores. Esse processo pode ser interpretado como uma maquina de estados de memoria

finita, em que cada bit ¢, na saida do codificador depende de m bits x; na entrada do
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decodificador, onde m é o tamanho da memoria da maquina de estados referente ao codigo.

Codigos de bloco lineares

Define-se um codigo de bloco C(n, k) linear, como o conjunto de seqiiéncias resultantes de
uma fun¢ao linear que mapeia um vetor de k bits de informagao u = [uy, ug, ..., u] em um
outro bloco de n bits, que é a palavra codificada com os bits de paridade!, onde & < n. Esse
mapeamento é feito através de uma combinacao linear de k vetores g de base linearmente

independentes de tamanho n, gerando a palavra codificada ¢ = [c1, ¢a, . . ., ¢,], isto &,

k
Cp = Zuz “Gin- (2.14)
i=1

No caso de codigos binarios a operacao de soma e multiplicacao? sao executadas em
modulo-2.  As leis cumulativa, associativa e distributiva sao satisfeitas pelas operacoes

modulo-2. Portanto a equacao 2.14 é representada em forma binaria por
Cp = U 'gl,n@u2 '92,n@ s D ug *Jkn- (215)

Arranjando os vetores base em uma matriz G de tamanho k x n, pode-se representar

uma palavra cédigo pela equagao

g1 912 - Gin
921 G22 - Gon

c = [uy,ug,. .., ug i i ) i =uG; (2.16)
k1 Y9k2 " Gkn

em que u é um vetor de bits de informacao e G é chamada de matriz geradora do codigo
C(n, k).

O codigo de bloco C'(n, k) é chamado de cddigo sistemdtico quando G = [I; PT], em que
I é a matriz identidade de ordem % e Py (,,—i) € @ matriz de paridade, a qual seus elementos
determinam os bits de paridade obtidos a partir dos bits de informacao. Os codigos de bloco

que nao apresentam essa construcao recebem a denominacao de codigos nao-sistemdticos.

'De agora em diante chamaremos os bits de redundancia de bits de verificacdo de paridade, ou simples-
mente de bits de paridade.

2Denotados pelos operadores ® e @, que representam multiplicacdo e soma respectivamente. Em todo
caso omitimos o operador de multiplicacdo, uma vez que a operacao de multiplicacao fica implicita.
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Uma das razoes para a utilizacao de coddigos sistematicos é a implementacao do codi-
ficador. Ao recuperar a palavra-codigo, o decodificador simplesmente descarta os bits de
paridade.

Para um codigo de bloco C(n, k) definido por uma matriz geradora G, existe uma matriz
H,.«», em que m = n — k, tal que

GH” =0. (2.17)

A matriz H é chamada de matriz de verificacao de paridade, e recebe este nome porque
todas as palavras codigos ¢ por ela multiplicadas tém como resultado um vetor nulo de

tamanho m. Dessa forma, para saber se a palavra c6digo ¢ é uma palavra valida, verificamos:
cH” =0. (2.18)

No caso de o codigo C'(n, k) ser um codigo sistematico, a matriz H é definida como
H = [PT;1,).

E necessario enfatizar que a equacao 2.18 nao é uma equacao de decodificacdo, ela somente
informa se a palavra codigo pertence ao codigo. Isso é importante durante o processo de
recepgao, pois apos o receptor fazer a estimacao do bit r; corrompido pelo ruido do canal
a palavra codigo pode ser classificada como uma palavra pertencente ao c6digo ou nao. No
caso de receptores iterativos, a equacao 2.18 é utilizada como critério de parada das iteracoes,
como serd visto no Capitulo 3.

Ezemplo:
A matriz geradora de um codigo C'(6, 3) é mostrada pela matriz geradora
G da equacao 2.19. Para este codigo, existem 8 vetores de informagcao, uma

vez que 2F = 23 =8, e portanto, oito palavras codigo.

g 100110
G=|g|=]|010011 (2.19)
g 001101

As linhas da matriz G sao os vetores linearmente independentes g1, g2
e g3 que formam todas as palavras codigo do codigo C.

Seja, por exemplo, o vetor de informagao u = [0 1 1]. Utilizando a
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equacao 2.16, encontramos a palavra codificada, isto é

81
c=uG=(011)]|g |=0-g®l-gdl-gz=[011110 (220)
g3

Como o codigo C' é um coddigo sisteméatico, podemos encontrar a matriz

de verificacao de paridade do codigo, isto é

H= (2.21)

[ -
G )
—_ O =
oo
o= O
— o o

2.3 Regras de decisao

Seja r a seqiiéncia tomada na saida do canal de comunicacao. P(c|r) é chamada de
probabilidade a posteriori e representa a probabilidade de ¢ ser o modelo (nesse caso, a
sequéncia de bits) que melhor representa a sequéncia recebida r. Ela é dada por:

P(rlc)P(c).

Plelr) = —Fo

(2.22)

Onde as probabilidades P(c) e P(r) sao as probabilidades a priori e evidéncia respectiva-
mente.

Diretamente da equagao 2.22 deriva-se a regra de decisao MAP (do inglés, Mazimum a
posteriori), que consiste em maximizar a probabilidade a posteriori. Esta regra é definida
como

cMAP — argmax P(c|r). (2.23)

Note que a supressao de P(r) na equacao 2.22 nao altera a regra de decisao MAP,
isso porque, para efeitos numéricos, esse ¢ apenas um parametro de normalizagao. Caso as
probabilidades P(c) para os valores do alfabeto de ¢ sejam igualmente provaveis, entao pode-
se suprimir P(c) da equagao 2.22 também, uma vez que o efeito de classificacao permanece
0o mesmo, levando & uma forma simplificada do classificador. Ou seja, com a supressao
da probabilidade a prior:i e da evidéncia, simplificamos a regra de decisao a tal ponto que

precisa-se apenas da verossimilhanca.
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Isto nos leva a outra regra de decisdo chamada de ML (Méaxima Verossimilhanca, do
inglés, Mazimum Likelihood).

Ml = argmax P(r|c). (2.24)

Naturalmente a regra MAP oferece melhor confiabilidade de decisao, isso se da pelo fato
de nao existir garantia de que as probabilidades P(c) sejam idénticas, entretanto, em apli-
cagoes praticas em que dificilmente é possivel obter as probabilidades P(c), MV é utilizada
mesmo nao sendo uma regra o6tima.

Um dos algoritmos mais conhecidos que utiliza a regra de decisao MAP é o algoritmo
BCJR [10]. Este algoritmo é utilizado em varias areas de aprendizagem computacional, e,
inclusive em problemas de decodificagao. Para a regra MV, o algoritmo de Viterbi [11] é um
dos algoritmos mais conhecidos, esse algoritmo é uma simplificacao do algoritmo BCJR.

No Capitulo 3, serd mostrado um algoritmo que pode chegar muito proximo da regra
MAP para alguns tipos de codigos. Esse algoritmo é conhecido como algoritmo de passagem

de mensagem, ou, em alguns casos, como algoritmo soma-produto.



Capitulo 3

Grafos-fatores e algoritmo soma-produto

Codigos LDPC, coédigos concatenados, e qualquer outro tipo de c6digo podem de alguma
forma serem definidos por grafos-fatores. Esses grafos nao somente descrevem o codigo,
como também estruturam o algoritmo soma-produto (SP) para o processo de decodificagao,
o que pode ser reconhecido como uma das caracteristicas mais importantes dos grafos-fatores.
Utilizando o algoritmo SP no processo de decodificacao é possivel chegar a probabilidades
de erro muito pequenas, caso esse algoritmo seja utilizado iterativamente. E claro que esse
desempenho depende da estrutura do codigo utilizado no sistema de comunicacao, entretanto,
em muitos casos a decodificacao iterativa baseada em grafos-fatores e algoritmo soma-produto
alcanca valores proximos ao limite de Shannon.

Os grafos-fatores mostram uma maneira facil de visualizar as limitagoes do sistema que
definem o codigo. Essas limitagoes estao diretamente ligadas ao algoritmo de decodifica-
cao referentes, por exemplo, & complexidade ou mais qualitativamente ao desempenho do
decodificador iterativo.

E possivel descrever um sistema de transmissao digital inteiro através de um grafo-fator,
desde a fonte de bits, passando pelo modulador, canal, entrelacador, todos conectados ao
grafo do codigo, o que leva a idéia de um receptor unificado que apresenta func¢oes como

estimacao de canal, equalizacao, sincronizagao, entre outras.

14
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3.1 Grafos-fatores

Grafos-fatores sdo uma generalizacao dos grafos de Tanner [12], eles sao capazes de des-
crever os codigos LDPC, facilitando o processo de decodificacao pelo algoritmo SP. Estes
grafos sao chamados de grafos-fatores, pois com eles é possivel fatorar as fun¢oes marginais
de probabilidade para cada bit da palavra codigo.

Para que os grafos-fatores possam ser definidos, precisamos primeiramente introduzir
o conceito de verificagdo marginal. Assim, considere uma fungao ¢(zq,zs,...,2,) com n
argumentos, e que para cada ¢ = 1,2,...,n existe um namero finito de simbolos possiveis
chamado dominio (ou alfabeto), definidos por A;. Entao o domino da fungao g(z1, z, ..., x,)
é

S=A; x Ay X -+ X Ay; (3.1)
e o contradominio R € R. O dominio S é chamado de espago de configuragao, e cada
elemento de S é uma configuracao particular de varidveis.

Supondo que a soma em R seja bem definida, entao, associadas com cada funcao

g(x1,z9,...,x,) existem n fun¢des marginais g;(x;); e para cada a € A;, o valor de g;(a)
é obtido somando o valor de g(x1, s, ...,2,) em todas as configuragoes de variavel em que
T; = Q.

gi(zi) == > glar,xa,. .. 70); (3.2)

~{z;}

essa notagao ¢ chamada de nao-soma' |7].

Suponha agora que a funcao g(z1, zs, . .., x,) pode ser fatorada em varias fungoes locais,
cada uma tendo um subconjunto de xy, x5, ..., z, como argumento:
g(wy, w2, ) = [ 1(X)); (3.3)
jeJ
onde J é um conjunto de indices, X; é um subconjunto de {z1,...,z,} e f;(X;) é uma

funcao com os elementos de X; como argumentos.

Ipor exemplo, considere h uma funcdo de trés varidveis 1, x2, z3, entdo, a ndo-soma é definida como:

Z h(xq,xo,23) := Z Z h(x1, 2, z3)

~{z2} z1€A1 T3€A3
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Define-se entdo um grafo fator como um modelo grafico biparticionado® (Figura 3.1)
capaz de representar a fatorizagao de fun¢oes marginais de forma simples, através de nos de
verificagao, que representam as fungoes f;(X;) e nos de variavel, que representam as variaveis

z;, conectados quando a variavel z; é argumento da funcao f;(X;) [7].

x3

Figura 3.1: Grafo-fator da fungao f(x1,za,...,2,).

B—oO0

T3 f3 Xy

T2

Figura 3.2: Grafo fator da funcao g(x1,xe, x3,x4) = fi(x1) fo(x1, 2, x3) f3(23, 4).

Seja, por exemplo, a fungao global g(xy, z9, 3, x4) que pode ser fatorada no produto de
funcoes:

g(w1, 2, 23, 24) = f1(21) f2(21, T2, 73) f3(23, 24) (3.4)

Onde deseja-se calcular as fungdes marginais gi(xy), k € 1,2,3,4. A Figura 3.2 repre-
senta o grafo-fator da equacao 3.4, e através dela podemos calcular as fung¢oes marginais

gr(zr). Considere, por exemplo, que queremos obter a fungao marginal g;(x1), pelo grafo da

20 termo biparticionado deve-se ao fato de o grafo-fator possuir apenas dois tipos de nos, os de varidvel
e os de verificagao.
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Figura 3.2, sabemos que o n6 de variavel esta ligado aos nos de funcao fi, fo e f3, ou seja:

gi(z1) = Z 9(w1, T2, T3) (3.5)

= Z fl(I1)f2(I1,$2,$3)f3(x3,x4) (3.6)
= Z f1($1)f2(l’1,x2,$3)f3(x3,x4). (3_7)
~{z1}

E para calcular as outras ¢ funcoes marginais procedemos da mesma forma.
E importante ressaltar que em grafos biparticionados a conexao entre os nos se realiza
somente entre nos de tipos diferentes. Ou seja, em grafos-fatores os nés de verificagao nao

se conectam com noés de verificagao, e noés de variavel nao se conectam com noés de variavel.

3.1.1 Calculo das funcoes marginais

Existem dois tipos de mensagens que precisam ser calculadas: as que saem dos nos de
variavel e chegam aos nos de verificacao, denotadas por i, (), e as que saem dos nos de
verificacao e chegam aos nos de variavel, denotadas por pis.,(z). A mensagem que trafega
por uma conexao entre um né de variavel x e um né de verificacao f, é uma funcao de
argumento z. Portanto, a mensagem nao assume um valor categorico, e sim um conjunto de
valores que dependem das variaveis e interligacoes do grafo-fator relacionado.

A execugao do algoritmo é iniciada pelos nos de extremidade, ou seja, pelas extremidades
do grafo fator, e calculadas passo-a-passo. Cada célculo referente a um passo do algoritmo é
executado atdmicamente, o que significa que cada né espera as mensagens provenientes dos
outros nos conectados a ele para calcular a mensagem de saida. As mensagens que saem dos

nos de extremidade sao definidas pelas equacoes:
po—p(z) =1 (3.8)

pp—a(®) = f(2) (3.9)

O célculo das mensagens é feito da seguinte forma: a mensagem que sai de um noé de
variavel x e segue a um n6 de verificagao f conectado a este no de variavel, é o produto das

mensagens que chegam de outros nos de verificacao conectados ao n6 de variavel menos a
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mensagem que chega do n6 de verificacao f, que é o n6 para qual a mensagem de saida seré
enviada. J& para os nos de verificacao, o calculo da mensagem que sai desses nos e vai até

os nos de variavel é feito em dois passos.

e Primeiro se calcula o produto da fungao que o no6 representa pelas mensagens recebidas,

exceto a do n6 de destino;

e Depois, o produto gerado é submetido ao operador nao-soma, para a obtencao da

mensagem que sai do no>.

Como exemplo a funcao marginal do grafo-fator da Figura 3.2 é calculado de acordo com

os passos descritos na Figura 3.3.
(2) (1)

f3 Xy

Figura 3.3: Iteragbes para o calculo da func¢do marginal ¢i(z;) no grafo da funcao
g(x17x27x37x4>'

e Passo (1)

> pfy—a (T1) = fr(21)
> ,U/:B4—>f3(x4) =1

e Passo (2)
> ru’f3—>$2(x2) = {Z:}Mr4—>f3(x4> f1($€3,l’4)
~{x1
e Passo (3)

D> Mgz fo (x3) = (1) :U’f3—>903(x3>

3A nao-soma ¢ definida pelo sentido da mensagem, o né que ndo serd somado é o né que receberd a
mensagern.
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D> gy fo (552) =1

e Passo (4)
D Hfy—ay (Il) = {Z}fl (ZL’l, T2, 553) Hzo—fo (I2) Hazz—fo (1'3)
~{x1

e Finalizacao
> 91(1'1) = Hfi—an (I) Hfa—ay (I)

As outras fungbes sao calculadas da mesma forma, cada fungao g;(z;) por vez, entre-
tanto calcular as funcoes uma a uma é pouco eficiente, uma vez que mensagens podem ser
reutilizadas no célculo de fungoes g(z) diferentes. Portanto, executa-se um processo onde é
possivel calcular todas as fungoes marginais simultaneamente.

O calculo das mensagens de saida em cada nd, envolve todos os nos conectados a ele
menos o no que serd o destino da mensagem enviada. Tomamos como exemplo a Figura 3.4,
a mensagem /i, r(x), que sai do no6 de variavel x e destina-se ao no6 de verificacao f, envolve
todos os nos de verificagao ligados a  menos o f. O mesmo acontece ao n6 de verificacao f

na mensagem /i, (z) enviada a .

Figura 3.4: Caminho das mensagens ao percorrerem o grafo. Generalizagao do algoritmo
soma-produto.

Dessa forma, define-se a notacao y € n(f)\z, que indica que a opera¢ao do calculo das

mensagens ¢é feita em todos os nos y ligados ao nd f exceto o n6 x. As equagoes 3.10 e 3.11
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utilizam a notacgao que seleciona qual dos nos esta envolvido na operacao e dizem respeito as

mensagens que serao enviadas aos nos de verificacao e aos nos de variavel respectivamente:

paefzy = I mn-rlvh: (3.10)

yen(f)\z

preafzy =Y f@ | I me—rly} |- (3.11)

~{z} yen(f)\»

A utilizacao das equagoes 3.10 e 3.11 é de suma importancia quando se deseja trabalhar
com grafos-fatores muito grandes, uma vez que calcular as fun¢oes marginais uma a uma se
transforma numa tarefa muito exaustiva. Na verdade, sistemas descritos por grafos-fatores
em geral sao sistemas complexos que envolvem um nimero de nés muito grande, como
exemplos desses sistemas citamos codigos de bloco, Cadeias de Markov, Modelos de Markov

Escondidos, e trelicas de cddigos convolucionais.

3.2 Codigos LDPC

Seu nome é uma sigla do que no inglés é conhecido como Low-Density Parity-Check Codes.
Esta familia de codigos corretores de erros sao definidas pela quantidade de 1’s em sua matriz
de paridade, e foi proposta na década de sessenta por Gallager em sua tese de doutorado [2].
Na época, com a tecnologia que existia, nao era possivel a criacao de sistemas de comunicacao
que utilizassem esses tipos de codigos, e apesar de esses codigos alcancarem probabilidade
de erro muito baixa, eles permaneceram pouco estudados, até que em 1981 Tanner estudou
uma representagao para codigos de bloco através de grafos [12]. Mas foi gragas ao trabalho
de MacKay et al [3| [13], que mostrou as vantagens de codigos lineares de bloco baseados
em matrizes de paridade esparsas, que os codigos LDPC tomaram notoriedade, quase trinta
anos depois de sua descoberta.

Somente no inicio desse século é que as primeiras aplicacoes que utilizam esta familia
de cédigos comecaram a aparecer. Padroes novos, e importantes, comecaram a utilizar este
codigo, exemplos sao: WiMAX, e DVB-S2 (segunda geragao de transmissao de video digital

via satélite).
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3.2.1 Propriedades

Um codigo LDPC é um cédigo linear de bloco, definido por uma matriz de paridade
H com baixa densidades de 1’s. Existem varias maneiras de se construir um cédigo
LDPC [14] [15] [16], entretanto, pode-se dividir os codigos LDPC em duas classes que di-
zem respeito a quantidade de 1’s em suas linhas e colunas. Essas classes sao chamadas de
requlares e irrequlares.

Os codigos regulares sao codigos que tem o mesmo grau, nimero de 1’s, em todas as
colunas e em todas as linhas, e nao necessariamente as colunas tém o mesmo grau das
linhas. O grau das colunas é medido por w,. e o grau das linhas por w,.

A Equagao 3.12 mostra um exemplo de uma matriz esparsa de paridade para um codigo

LDPC regular* C(3,4).

(3.12)

o
I

OO0 O0O+- OO0 COOOCOH
OCOoOO0OHO OO0OO0ORO COCOOCOH
OO OO OOHOO OOOOH
OHOO0OO OHOOO OO0 O0OH
HOOOO O0O0O0O~ OO0OOHO

OO0+ COO0OO0OHO OO0OOHO
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OCOO0OHO OHOOO OOFOO
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OHOOO OCOHOO OHOOO
HOOO0OO OHOOO OHOOO
OO0 HOORO OFROOO
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OCOHOO OFHOOO HOOOO
HOOOO HOOOO HOOOO

0
Para codigos regulares a taxa R = k/n é relacionada aos parametros w, e w, através da

formula R = 1 — w./w,. Isso é facilmente demonstrado ja que m - w, = n - w,, onde m e n
sao as dimencoes da matriz de paridade H do codigo.

Os codigos irregulares, como é de se esperar, nao mantém a regularidade de 1’s em suas
linhas e colunas, ou seja, os parametros w, e w, nao sao medidos como nos codigos regulares.
Ao invés disso, sao definidos polindmios de distribuicao de grau que definem os graus das
linhas e colunas da matriz de paridade.

Os polinomios A(z) e p(z) representam os graus das linhas e colunas respectivamente [16],
e sao definidos através das equacoes 3.13 e 3.14, como segue.

Seja A(z) o polinémio de distribui¢ao de grau para as linhas da matriz, entao

Az) = ZU Mgzt (3.13)

4A notacdo em negrito representa os graus das linhas e colunas da matriz de paridade respectivamente,
utilizaremos essa notagdo para descrever os codigos LDPC, ao contrario da notag¢ao em italico que descreve
os tamanhos em bits das linhas e colunas da matriz geradora do cédigo.
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O parametro \; representa a fracao de colunas da matriz H de grau d, e d, representa
o grau méaximo entre as colunas. Para os nos de verificagao utiliza-se a mesma abordagem,
isto é

de
plx) = par™, (3.14)
d=1

onde d. é o grau maximo entre as colunas. A taxa de cddigos LDPC irregulares é dada pela
equagao

R.=1— Jo p(@)dz (3.15)

fol Aaz)dx
Os codigos LDPC irregulares alcancam probabilidades de erro muito menores que os

codigos LDPC regulares, além disso, eles ficam muito proximos a capacidade de canal imposta
por Shannon [3] [4]. E correto afirmar ainda, que esses codigos sdo uma generalizagao dos
codigos LDPC regulares, onde os graus dos nos de variavel sao os mesmos para todos os nos
de variavel, assim como para os nos de verificacao.

Deve-se notar que codigos LDPC irregulares, apresentam uma quantidade menor de ciclos

do que nos codigos LDPC regulares, o que leva a um melhor desempenho do algoritmo SP.

3.3 Grafo-fator de c6digo LDPC e algoritmo SP

O algoritmo de decodificagao (algoritmo SP) de cédigos LDPC é baseado no grafo-fator
deste codigo. E necessario entdo que se tenha a matriz de paridade H para definicio das
mensagens que sao repassadas. O grafo-fator de um coédigo qualquer com matriz de paridade
H é obtido como segue.

As colunas da matriz H do cédigo LDPC C(n, k) representam os nos de variavel,
enquanto as linhas da mesma matriz representam os nos de verificacao. Portanto, tem-se
que o grafo-fator relacionado ao codigo C(n, k) terd k nos de verificacao e n — k nos de
variavel. As conexdes entre os noés de verificacao e os nos de variavel no grafo-fator sao
caracterizadas pelos 1’s que existem na matriz H de verificagao, ou seja, um 1 presente na
posi¢ao a;; da matriz, onde ¢« = 1,2,...,n —k e j = 1,2,... k, indica que no grafo fator

existird uma coneccao entre o i-ésimo n6 de variavel com o j-ésimo né de verificacao.
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Ezxemplo:
Considere um codigo LDPC C(2,4) de taxa r. = 0,5, cujo a matriz de

verificacao ¢ dada por:

1111000000
1000111000

H=|[0100100110 (3.16)
00100107101
0001001011

Seu grafo-fator é:

Figura 3.5: Grafo-fator do codigo definido pela matriz de paridade da equacao 3.16

O grafo-fator de um codigo de bloco é um tipo de grafo particular pois ele apresenta ciclos.
Ciclos em um grafo-fator indicam que o calculo das mensagens sera feito iterativamente, e
por isso, o valor calculado das funcoes marginais nao alcancard o valor exato. A Figura 3.6

mostra um exemplo de um grafo com ciclo.

Figura 3.6: Exemplo de grafo de um codigo C'(3,4), as conexoes em negrito indicam um ciclo.

Como o grafo-fator é um grafo biparticionado, as equacoes de decodificagao para codigos
de bloco sao bem definidas (equagoes 3.10 e 3.11). Na sessdo seguinte mostraremos as
equagoes de mensagem entre os noés de verificagao e os nos de variavel. Entretanto, apesar

das equagoes serem bem definidas, os ciclos nos grafos-fatores dos co6digos nao calculam o
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valor exato da funcao marginal. Por isso, quanto menos ciclos o codigo tiver, um desempenho
mais proximo do 6timo serd alcancado. Essa observagao indica empiricamente que codigos

LDPC irregulares tém desempenho superior do que cédigos LDPC regulares.

3.4 O problema da decodificacao e o algoritmo SP em
canal gaussiano

Dado um codigo LDPC definido por uma matriz H,,y,, tem-se que a saida r =

[r1,79,... 1] de um canal gaussiano é relacionada com a palavra codigo transmitida por:
r=2c—1+n, (3.17)

onde os componentes do vetor n sao variaveis aleatorias gaussianas de média zero e variancia
a2

O problema da decodificacao se divide em duas etapas:

1. O detector que minimiza a a probabilidade de erro do n-ésimo bit pode ser um LLR-

MAP, que maximiza a probabilidade a posteriori do valor LLR do bit recebido:

p(cn = 1|r)

LLR(é) = In o (3.18)
- plen = 1 {rizn)
b en = Ol {7z )’ (3.19)

2. e entao decide entre ¢ = 1, caso LLR(¢) > 0, ou ¢ = 1, no caso contrario.

Entretanto, um detalhamento da primeira etapa deve ser feito. Utilizando a regra de
Bayes no numerador e no denominador, podemos reescrever a equacao 3.19 de uma maneira
simplificada, isto é:

prden=1) | plen = 1{ria))
p(ralen =0) ™ plen = 0[{rem])

Para simplificar ainda mais, reescrevemos p(ry|c, = 1)/p(rnlc, = 0), como 2/0?r,, uma

LLR(é,) = In (3.20)

vez que o canal € AWGN. Chegamos entao a equagao:

lnp(cn =1 | {T#N})

2
_/r’n _I_

LLR(&) = , (3.21)
o2 plen = 0{rizn})
intrinseco extri‘r;seco
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O primeiro termo representa a contribuicao da n-ésima observacao do canal, e é chamado
de informacao intrinseca, enquanto o segundo termo representa a contribuicao das outras

observacoes, e ¢ chamado de informacao extrinseca.

3.4.1 O algoritmo SP

O algoritmo soma-produto para c6digos LDPC binarios é determinado pelos conjuntos de
indices M,, = {m : H,,,, = 1} e N;,, = {n: H,,,, = 1}, onde H,,,, = 1, sdo todos os indices
m e n na matriz de verificacao de paridade que sao iguais a 1. Fazendo ug@),n serem as
mensagens que vao dos nos de verificacao de indice m aos nos de variavel de indice n durante

a [-ésima iteracao, obtemos o algoritmo como no quadro abaixo [17]:

1. inicializacao -
e ulY, =0, para todos m € {1,....M}eneN,;
o« 2\ — U—ern, para todos n € {1,..., N}.

2. iteracoes - conta em [ até o maximo de iteracoes l,q.

o - atualizacao dos nos de verificacao -
para todos m € {1,..., M} e n € N:

=1 0D
ugb)’n:—2tanh_1< H tanh( - 5 ! ;o (3.22)

i € Nim—n

e - atualizacao dos nos de varidvel -
para todos n € {1,..., N}:

2
AD = — Tn+ Z ull) . (3.23)
O— ’

Na primeira fase, a de inicializacao, as varidveis u e A sao inicializadas. Lambda é
inicializado com os bits que saem do canal r = [ry,71,...,7,| enquanto u é uma variavel que
auxilia no calculo das mensagens parciais até que o algoritmo alcance alguma condicao de
parada.

A segunda fase, que ¢ a fase iterativa, se divide em dois passos: o de atualizacao dos nos

de verificacao de paridade e o de atualizacao dos nos de variavel. As iteracoes continuam
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ocorrendo até que se alcance uma das condicoes de parada, que sao:

1. O nimero maximo l,,,, de iteracoes foi alcancado;
2. Uma palavra codigo valida foi encontrada.

Caso nao exista uma das duas condicoes de parada o sistema pode ficar na fase de iteracao
indefinidamente, sem encontrar uma palavra codigo valida. As equagoes 3.22 e 3.23 calculam
as mensagens que chegarao aos nos de variavel e aos nos de verificagao. As Figuras 3.7 e 3.8
mostram o comportamento dos passos de atualizacao dos nds de verificagao e atualiza¢ao

dos nos de varidvel.

Figura 3.7: Exemplo de mensagem que sai de um né de variavel

—2tanh ™' (tanh(=2)tanh(52)tanh(52))

Figura 3.8: Exemplo de mensagem que sai de um né de verificagao

As mensagens a, b e ¢ que chegam ao n6 de variavel sao somadas, como mostrado na
Figura 3.7. As mensagens que saem dos nos de verificagao, entretanto, sao processadas de
acordo com a equacao 3.22, onde o resultado obtido é a tangente hiperbolica do produto da

tangente das mensagens que chegam ao no.
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A utilizacao do operador tanh e tanh™!, vem diretamente da equacao 3.11 com a utilizacao
de valores LLR para o calculo das fun¢bes marginais [17|. Existe ainda uma aproximagao

da equacao 3.11 que pode ser utilizada, como visto em [18] e [19].



Capitulo 4

Funcoes EXIT

As funcgoes EXIT sao uma proposta recente para examinar a transferéncia da informacao
extrinseca durante a decodificacdo em receptores iterativos. Essas curvas foram primeira-
mente propostas em [5| e depois extendidas para o uso em codigos paralelos concatenados
(PCC, do inglés Parallel Concatenated Codes) [6]. A motivacao para a utilizagao dessas cur-
vas no projeto de codigos LDPC surgiu pois estudos para PCC mostraram bons resultados
para analise de codigos, de forma rapida.

O nome EXIT vem do inglés, EXtrinsic Information Transfer Function. As curvas sao
calculadas utilizando as informagoes mituas entre os bits nas saidas dos decodificadores e

os bits transmitidos, que sao conhecidos, monitorando o comportamento do decodificador.

4.1 Informacao intriseca e extrinseca de coédigos PCC e
LDPC

Considere a Figura 4.1, que representa um modelo em blocos de um decodificador PCC.
No caso do codigo PCC ser sisteméatico, os bits na saida do canal sao representados por p;
e P2, que sao, respectivamente, os bits de paridade para os decodificadores A e B, e 7, que
sao os bits de informacao. Para cada iteragao, o primeiro decodificador (Dec. A) recebe a
informacao intrinseca, as observacoes do canal 77, e entao repassa a informacao como E; que
é a informacao extrinseca do decodificador A, mas que passa a ser a informacao a priori para
o segundo decodificador (Dec. B). O processo se repete continuamente por varias iteragoes,

até que se obtenha uma estimacao valida da palavra codigo recebida, essa estimagao pode

28
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Al E2 -D2
II
Dec. Dec.
A B
Dy l E, Ay
H—l
7o Z
2

HiA

Figura 4.1: Diagrama de blocos do decodificador PCC.

ser obtida através de uma das duas variaveis Dy e Ds.

Nos codigos PCC, cada curva EXIT é referente a um decodificador |5]. No caso desses
decodificadores serem iguais, ou em outras palavras os co6digos concatenados serem iguais,
as curvas EXIT para esses decodificadores também serao iguais.

Em coédigos LDPC, as curvas sao diferentes das curvas para PCC. A decodificagao desses
codigos é feita através de um grafo fator biparticionado, e por definicao, cada né do grafo
de decodificacao realiza operacoes bem definidas. Diferente das curvas dos PCC, as curvas
EXIT dos codigos LDPC sempre serao diferentes, pois os nos de variavel e de verificacao de

paridade tém caracteristicas distintas.

D
Z | , E Anp |
; Nés de ; NV T ; Nos de ;
! variavel | ; paridade !
l Anv 3 Enp !
| + 7T + |
i Decodificador A | Decodificador B

Figura 4.2: Diagrama de blocos do decodificador LDPC.
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A Figura 4.2 mostra os decodificadores para codigos LDPC. Em comparagao com o
decodificador do codigo PCC, o decodificador A representa os nos de variavel e cada n6 de
variavel esta ligado a w, nos de verificacao, enquanto o decodificador B representa os nos de

verificacao e cada né esta ligado a w. nos de variavel.

4.2 Calculo da informacao mitua

Em [20] alguns esclarecimentos sao dados a respeito de porque utilizar informagao mu-
tua para as curvas EXIT. Duas informacoes mutuas sao calculadas: uma entre os sinais de
entrada dos decodificadores e os bits codificados, e outra entra os sinais de saida dos deco-
dificadores e, também, os bits codificados. Para isso, é preciso obter os sinais da saida dos
decodificadores de acordo com a saida do canal. As mensagens de saida do canal sao pro-
babilidades de transicao dos bits, e seus valores sao calculados na forma de LLR. Considere
7 a saida de um canal gaussiano, onde n é distribuida com média p = 0 e variancia o2. As

probabilidades de transi¢ao do canal sao dadas por:

p(rle = £1) = M] : (4.1)

1
ex —
V2ro, T { 207,

A entrada dos decodificadores ¢ uma LLR, obtida com as probabilidades da equagao 4.1:

Lz =LLR(r) =1In [%] = %7’ = %(ZB +n) (4.2)

n
que agora passa a ser uma nova variavel aleatoria gaussiana, chamada Z, onde:

Z =z -r+ng, (4.3)
de média
2
Hz = a_,% (4.4)

e nyz sendo uma variavel aleatoria gaussiana de média zero e variancia

4
2 _
A média e a variancia de Z sao relacionadas por
2
o
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Uma vez definido o sinal de entrada do decodificador como uma variavel aleatoria gaussi-
ana Z, tem-se que definir agora, a distribuicao de probabilidades na saida dos decodificadores
A e B para que o calculo da informacgao mutua possa ser efetuado. Como serd visto mais
a frente, considerar a variavel aleatoria na saida dos noés, tanto os de variavel como os de
verificacao, como uma variavel aleatoria gaussiana é condicao suficiente. Portanto, supondo
A como uma LLR de distribuicao gaussiana, assim como no caso da equagao 4.3, a média
deve obedecer a equacao 5.28. Assim, a fun¢ao densidade de probabilidade condicional para

as mensagens que entram no decodificador A é

(= (03/2)2)

2
20%

pall|X =x) = exp — (4.7)

1
\V2mo

Para o medir o contetido de informacao do conhecimento a priori, a informagao mutua |9)

2pA(§|X = )
fa=1(X;4) = 2/ paltlX =ollogz | X = )t pagx =) © 4P

entre os bits sisteméaticos X transmitidos e o sinal A é utilizada, e 0 < I, < 1.

Substituindo a equacao 4.7 na equacao 4.8, encontramos a informacao mitua calculada

em funcao de o4:

o 4 ({ O'A/2> /205
Li=Jo) =1~ [ " logy[1 + ¢4, (4.9)
—o0 2moy
e, por definicao:
hr% J(oa) =0, lim J(oa) = 1; para g4 > 0.

Além disso, a fun¢ao J(o4) é reversivel, e sua inversa é expressa por:
op = J_l(]A). (410)

As curvas das fungoes J(o4) e J7'(I4) podem ser calculadas através de simulagiao monte
carlo (medidas de histograma). Em [6] e [21] ¢ feita uma aproximagao numérica das curvas
J(oa) e J71(I4) (vide anexo A), tornando possivel substituir o processo de simulagio da
decodificagao.

Nao se pode afirmar, entretanto, que a distribuicao de probabilidade da variavel extrinseca

dos decodificadores é uma variavel aleatoria normal. Para codigos LDPC afirmar que os nos
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de variavel apresentam uma variavel aleatoria normal em sua saida é plausivel, mas para os
nos de verificagao as mensagens E nao sao varidveis aleatorias normais e sua distribuicao de
probabilidade deve ser obtida por medidas de histograma.

Para quantificar a informacao extrinsica, a informacao mitua também é utilizada. Atra-
vés da equacao 4.11, é obtido a informacao mitua entre as variaveis F, que nao sao variaveis

aleatorias normais, e X.

2pp(E|X = )
Ip=I(X;E) Zﬂ/ pe(£]X = x)log, o @X = 1) 1 Pe X =T de.  (4.11)

Em outras palavras, a informacao intriseca /4 nos diz o quanto de informacao a variavel
aleatoria A contém do sinal enviado X, analogamente, a informacao extrinsseca Iz nos diz

o quanto de informagao a variavel aleatéria E contém sobre o sinal enviado X.

4.2.1 Funcoes EXIT

A Figura 4.3 mostra um exemplo de uma curva EXIT para um cédigo de taxa R = 0,5

em um canal gaussiano de Ej,/Ny = 3 dB. A curva superior mostra a informacao mutua das

1,0 T
|
0,84
1]
Z
@ 0,64
(=
"
< 0,44
[
0,24
O’O T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
I

Figura 4.3: Curvas EXIT de um cédigo de taxa r =0,5e =+ = 3 dB.
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variaveis de saida dos nos de variavel, I, , como fungao da informagao mitua da entrada
desses mesmos nos 14, , enquanto a inferior mostra a informagao mitua do sinal de entrada
dos nos de verificagao, 14, como funcao da informagao mutua da saida desses mesmos nos,
Igyp-

A trajetoria da decodificagao também é mostrada na Figura 4.3 representada pelas retas
em negrito. Como na decodificacao iterativa as mensagens passam pelos nos de variavel e
de verificagao em cada iteragao, a trajetoria de decodificacao vai dos nos de variavel aos
no6s de verificagao, e novamente retornam aos nos de variavel, esse processo se repete em
cada iteracao. As fun¢oes EXIT sao, portanto, fun¢oes recursivas, onde em cada iteracao a
informacgao mutua calculada é funcao da informacao mitua calculada no outro decodificador,
isto é,

I, =T 10 =7 -1 =TI =), (4.12)

NV ANnv NP Anp NV Anv

onde [ é o nimero de iteracoes do decodificador.

Com o auxilio das funcoes EXIT, é possivel prever o comportamento do decodificador
durante o processo de decodificacao, essas funcoes mostram a trajetéria da decodificacao
iterativa através da informacao mutua. Em outras palavras, elas mostram o quanto as
variaveis intrinsecas e extrinsecas tém de informacao sobre o bit transmitido z no decorrer
do processo de decodificacao, além disso, a trajetoria da decodificacao varia sobre o nivel de

ruido inserido pelo canal.

4.3 Funcoes EXIT dos noés de variavel

As curvas dos dois decodificadores sao calculadas de maneiras distintas, portanto, para
cada decodificador é necessario que se obtenha a distribui¢ao de probabilidade em sua saida.
Para o calculo das curvas EXIT dos nos de variavel tem-se que, da defini¢ao do algoritmo
soma-produto, a saida dos nos de variavel é a soma das mensagens que chegam até o no,
menos a mensagem do néd de destino. Supondo que um né de variavel tem grau w,, entao
existem w,+1 mensagens de entrada (as w, mensagens dos nos de verificagao conectados, mais

uma que vem do canal) e a operagao realizada pelo algoritmo soma-produto na decodificagao
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dos noés de variavel faz a saida do decodificador A ser

Env, = Zi+ Y _ Anv,, (4.13)
j#i

onde Ayy, sao as w, varidveis aleatorias que vém dos nos de verificagao ligados ao no6 ¢ de
variavel, Z; é o valor-L dos bits na saida do canal gaussiano e 7 e 7 sao os indices dos nds de
variavel e verificacao, respectivamente. Note que para cada Eyy;, apenas w, mensagens sao
repassadas (w, — 1 dos nos e uma do canal).

Através de medidas de histograma encontra-se a distribuicao de probabilidade da saida
dos nods de variavel e se executa o célculo da informagao matua. As medidas de histogramas
devem ser tomadas para vérios valores de oz na entrada do decodificador, calculando a
informacao mutua até que se encontre a funcao EXIT dos nos de variavel.

Entretanto, podemos evitar os calculo de histograma utilizando uma aproximacao da
fungao J(-). Para os nos de verificagdo, vemos que a func¢ao extrinseca I, (o) é fungao de
Iayy, Wy, Ep/Ny, e R, e, portanto, calcula-se o valor da informagao mitua como J(oz) na

saida do decodificador:

Igy, (IANV,wr, %, R) =J (\/(wr — DT Y (Lay,)]? + a%) : (4.14)

Pelo teorema central do limite tem-se que a variavel aleatoéria gerada pela soma de um
numero grande de varidveis aleatorias se aproxima de uma variavel aleatoria normal. A
variancia da variavel normal gerada é a soma de todas as variancias envolvidas na soma. Por
isso, no argumento da equacao 4.14 as variancias sao somadas.

No caso de cédigos LDPC a distribuicao de Ayy, é gaussiana para um numero grande
de iteragbes, como mostrado em [22] e [23]. A Figura 4.4 mostra o comportamento da
informagao mutua I, (). Nao é preciso uma variacdo muito grande de o4 para obter
I4,,(0) =1. De fato, um valor de o4 proximo a 7,2 é suficiente.

A distribuigao de Eyy, pode ser aproximada por uma gaussiana (Figura 4.7) ou mesmo
utilizar as medidas de histograma. A Figura 4.5 foi obtida através de aproximagoes por
Gaussianas para diferentes valores de w,. No entanto utilizar as aproximagoes das funcoes

J(+) e J7!(-) mostradas em |21| ¢ uma maneira mais facil, rapida e bem confiavel de conseguir



4.3 Funcoes EXIT dos nés de variavel 35

dor.

E

Figura 4.5: Grafico da informacao extrinseca na saida dos nos de variavel utilizando aproxi-
macao gaussiana e variando a quantidade de ligagoes nos nos de variavel.

as curvas EXIT, como mostrado na Figura 4.6, onde sao plotadas as trés formas de obtecao

das curvas.



4.4 Curvas EXIT dos nés de verificagao 36

No caso de se utilizar a distribuigao do sinal na saida dos nos, o calculo de pg(¢|X =) é
feito através de medidas de histograma, Figura 4.7. Como, os resultados sao muito proximos

e é preferivel trabalhar com as aproximacoes.

H 0,5+

0,41

0,3

0,29 —— Aproximagao polinomial das curvas

014 T Aproximacao gaussiana da distribuicao

J - Medidas de histograma da distribuigdo
0,0 . T T T T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Figura 4.6: Resultado comparativo das curvas de informacao extrinseca.

4.4 Curvas EXIT dos nés de verificacao

Assim como os nos de variavel, os nos de verificacao também sao considerados como um
tnico decodificador no processo de obtencao das curvas EXIT. As mensagens que passam
pelos nos de verificacao sao diferentes das mensagens que passam pelos nos de variavel e a

regra que rege essas mensagens ¢ mostrada pela equagao

ANP.

_ l-e 77
L= I 1+e N Ej (4.15)
1—eANPj ' ’

1 ‘|‘ H];éz 1+5ANPj

ENPZ- =In

Novamente Ayp, pode ser aproximada como a saida de um canal gaussiano, isso por que
essas mensagens sao as mesmas mensagens que saem do decodificador A (Figura 4.2), em que

a saida é uma soma de variaveis aleatorias gaussianas. Apesar das mensagems Eyp de saida
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Figura 4.7: Histograma da saida dos nds de variavel.

dos nos de verificagao nao se parecerem com variaveis aleatorias gaussianas, como mostrado
na Figura 4.8, a utilizacao da funcao gaussiana para descrever essa variavel aleatoria pode
ser utilizada como aproximagao [24] [22] e [23].

Com as equagoes 4.13 e 4.15, pode-se analisar o comportamento dos nés do grafo-fator do
codigo LDPC como duas caixas onde nao se tem preocupacao sobre as operagoes realizadas
em seu interior. Apos a obtencao das distribui¢oes de probabilidade de entrada e de saida
de cada no, efetua-se o calculo das informagoes miituas na entrada (intrinsecas) e na saida
(extrinsecas) de ambos os tipos de nos.

Portanto, uma vez que tenhamos as distribuicoes de saida dos nos de verificacao, ainda
é preciso calcular a informagao mutua na saida desse decodificador, obtendo I, ,. Assim
conseguimos calcular as curvas EXIT do segundo decodificador.

Como, apesar da distribuicao de mensagens na saida dos nos de verificacao nao ser uma
gaussiana, utiliza-se uma aproximacao gaussiana da variavel aleatoria Eyp de saida dos nos
de verificagao, podemos utilizar novamente a fungao J(-) mostrada no Anexo A. Existe uma

propriedade de dualidade para o canal BEC (do inglés, Binary Erase Channel), mostrada
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Figura 4.8: Histograma da saida dos nos de verificacao de paridade.

em [21], que diz que a curva Ig para um codigo de grau w,. pode ser funcao da curva Ig,,,

de um codigo de repetigdo de tamanho w, (ou seja, taxa 1/w,), isto é,
]E([A,’UJC) = 1 —IE’REp(l—[a,wc) (416)
A curva Ip np é entao obtida utilizando-se as aproximagoes

Iy, (In,we) ~ 1—1Ig,, (1 —I,,w,) (4.17)
= 1-J(Vw.—1-J'(1-14)) (4.18)

(4.19)

JH -1
IMle—J< ( “Q).

w, — 1

Essa aproximacao é bastante confidvel no que diz respeito aos resultados, e dado a fa-
cilidade de se obter Ig, ., € mais utilizada. A Figura 4.9 mostra as curvas EXIT para o
decodificador referente aos nos de verificagao, variando o grau dos nés. Note que quanto

maior o grau dos nés as funcoes apresentam maior curvatura.
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Figura 4.9: Curvas EXIT para o decodificador referente aos nos de verificacao com variacao
do grau dos nos em w, = 2,4,6,8 e 16.

4.5 Curvas EXIT para cédigos LDPC irregulares

Para os codigos irregulares as curvas sao obtidas das mesmas formas que para codigos
regulares no caso de se obter as distribuicoes de saida, tanto dos nos de variavel quanto dos
nos de verificagao. Entretanto as ligacoes feitas entre os nos serd ditada de acordo com a
matriz de paridade H do c6digo e os polindmios de grau do cdédigo. Novamente utilizamos as

equacoes 4.14 e 4.18, substituindo w. e w, por d. e d, respectivamente, obtendo as equacoes

Ty (Laywsdon g 1) = 7 (/= D T )7+ 03 ) (420)

Ipep(In,d) =1—J (\/ﬁ gl 1—]A> (4.21)

e, assim como para os codigos regulares, o mapeamento da fungao 14, p ¢ feito utilizando a

equacao:

T = In,,)
I ~1—J SEA I 4.22
(=) 422)
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4.6 Projeto de Codigos LDPC utilizando Curvas EXIT

As funcoes EXIT fornecem informacoes muito importantes para o projeto de codigos sem
que seja preciso simular um sistema de comunicagao para obter as curvas de probabilidade
de erro. Entretanto, dois pontos importantes precisam ser abordados quanto ao projeto de
codigos utilizando curvas EXIT: o ponto-de-queda e a complexidade dos codigos LDPC. O
ponto-de-queda é o valor Ej, /Ny onde acontece a queda brusca na probabilidade de erro de
bit. Este ponto também é conhecido como water-fall. Nas curvas EXIT esse ponto é o valor
de E,/Np exatamente no limiar onde as curvas se encontram (Figura 4.10).

O ponto-de-queda é obtido variando o valor de Ej/Ny. Assim as curvas para o decodifi-
cador A, que é o decodificador referente aos nos de variavel e onde chega o sinal que sai do
canal, sobem ou descem no grafico como mostra a Figura 4.11. A relagao sinal ruido influ-
encia apenas nas curvas EXIT dos nos de variavel, pois a relagao ¢ argumento da equacao
de informagcao mutua para os nos de variavel (equagao 4.20).0 ponto-de-queda pode variar
também de acordo com a complexidade ou com a taxa do codigo. Por exemplo, aumentar o
peso w, dos nos de variavel faz com que a curva EXIT para esses nos suba mais rapidamente
(Figura 4.5), e possibilitando diminuir a razao sinal ruido.

Por esse motivo as curvas EXIT dos nos de verificagao sempre saem de zero, ja que no
momento em que o receptor recebe a saida do canal para iniciar o processo de decodificacao
a informagao que os nos de verificacao tém sobre o sinal é nenhuma.

Diz-se que um coédigo LDPC é mais ou menos complexo quando nos referimos a quanti-
dade de 1’s presentes em sua matriz de verificacao de paridade, ou seja, quanto mais esparsa
for a matriz de verificacao de paridade, menos complexa serd sua decodificacao.

Além da complexidade de informacao, a esparsidade da matriz interfere no ponto-de-
queda do codigo. Quanto mais esparsa for a matriz, mais baixo serd o ponto-de-queda. O
que fortalece a afirmacgao de que quanto mais esparsa for a matriz, melhor sera o codigo. A
Figura 4.12 mostra a variacao dos valores de queda para codigos LDPC regulares de taxa
r = 0,5, variando-se apenas os valores de w, e w,., ou seja, a complexidade do codigo.

As fungoes EXIT nao sao ferramentas de criacao de cédigo, entretanto elas ajudam a

entender o comportamento da decodificacao iterativa e fornece a informacao de que existe
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Figura 4.11: Variacao das curvas EXIT pela relagao sinal/ruido.

um codigo com os parametros w, e w. de tamanho infinito que consegue chegar a esses
limiares de decodificacao. Para codigos de tamanhos muito longos ela é uma ferramenta que

ajuda muito a escolha de valores dos parametros dos codigos a serem utilizados, ja que nos
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Figura 4.12: Medidas de pontos-de-queda para coédigos de taxa r=0,5 e de complexidades
diferentes.

fornece o limiar de convergéncia do algoritmo sem que seja preciso simular o sistema.

Para o caso dos codigos LDPC irregulares, as curvas EXIT auxiliam ainda no processo
do projeto de codigos de uma maneira efetiva, no que diz respeito a distribuicao de pesos
pa e A\g dos graus das linhas e das colunas nas equacoes 3.13 e 3.14. Esse é um processo de
otimizacao, onde se deve encontrar a melhor distribuicao de pesos de acordo com as curvas

EXIT consideradas 6timas.



Capitulo 5

Funcoes EXIT para Modulacao
codificada

Existem diversas técnicas para se combinar codificacao e modulacao. Uma destas técnicas
consiste na concatenacao serial de um codificador binario, um entrelacador de bits e um
modulador ¢-ario (¢ > 2) [25| [26]. Esta técnica é conhecida como BICM (do inglés, Bit
Interleaved Coded Modulation). Recentemente, muita atencao foi dada a BICM onde o
codigo binario é um codigo LDPC [21] [27]. Varios aspectos explicam esta aten¢ao. Como
ja citado anteriormente os codigos LDPC permitem uma decodificacao iterativa eficiente.
Além desta qualidade, quando combinados com modulagao, a decodificacao iterativa pode
ser aplicada de maneira conjunta com a demodulacao. E também, dada a natureza esparsa
e aleatoria das suas matrizes de paridade, os codigos LDPC nao precisam do entrelacador
para se obter um bom desempenho (baixas probabilidades de erro).

Neste capitulo utilizaremos funcoes EXIT para analisar um algoritmo iterativo para de-
modulagao e decodificacao conjuntas. Desta anélise, serda possivel encontrar os parametros
de um codigo LDPC que melhor se adequam ao canal e ao esquema de codificagao combinado

com modulagao .

5.1 Curvas EXIT para receptores iterativos

A Figura 5.1 mostra um modelo em blocos do transmissor. Apds os bits de fonte {z;}
serem codificados gerando bits {¢;}, eles sao entao mapeados em formas de onda na conste-

lagao, gerando {s;} e sdo enviados ao canal.

43
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Figura 5.1: Diagrama em blocos do transmissor.
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Figura 5.2: Diagrama em blocos do receptor.

No canal, os simbolos {s;} sofrem interferéncia e ruido, e chegam ao receptor na forma
{r;}. A Figura 5.2 mostra o diagrama de blocos do receptor. Os simbolos {r;} chegam ao
bloco demodulador e sao demodulados. Nesse ponto, eles sao mensagens que descrevem uma
probabilidade do bit de informacao ser reconhecido como 0 ou 1.

Depois de demodulados, os sinais sao passados aos outros blocos de acordo com a Fi-
gura 5.2. As letras A, B, C' e D se referem as mensagens que saem de cada bloco. Os blocos
nds de varidvel e nds de paridade se referem aos blocos do grafo-fator relativos ao codigo
LDPC. Os retangulos cinzas, chamados de Decodificadores A e B, sao os retangulos aos
quais as curvas EXIT se referem, as mensagens B e C sao as mensagens que se referem as
informacoes mituas das curvas.

Antes de tracar as curvas EXIT para esse decodificador é preciso entender as passagens
de mensagens entre os blocos decodificadores da Figura 5.2. O algoritmo de passagem de
mensagens segue algumas regras referentes a cada bloco e de acordo com o seguinte processo

de decodificacao:
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e O primeiro passo na decodificacao é referente ao bloco demodulador. Os simbolos

r; chegam ao demodulador e com as mensagems a priori D obtém as mensagens

A, que sao as mensagens que entram no proximo bloco, o de nos de variavel;

As mensagens que chegam aos nos de variavel sao as mensagens que saem do bloco
demodulador A. Apos isso, os nos de variavel repassam as mensagens B ao bloco
de verificacao de paridade. Em uma situacao de decodificacao real, é aqui que os

bits passam para a estimacao da palavra codigo;

Ao bloco de verificagao de paridade chegam d, mensagens, e apds as operagoes
serem executadas sobre essas mensagens, elas sao novamente passadas ao bloco

de nos de variavel. Essas sao as mensagens C

Os nos de varidvel entao recebem as mensagens C', operam sobre essas mensagens
e repassam novas mensagens [ ao bloco demodulador. Na Figura 5.2, é feita essa
distingao entre os dois nos de variavel pois as mensagens que sao passadas sao
bem diferentes. No bloco inferior de nés de variavel, as d. mensagens que vém dos
nos de paridade sao somadas e passadas ao demodulador, enquanto no superior

as mensagens seguem a regra da Equacao 4.13.

As informacoes mutuas na entrada e na saida do decodificador B, Ig e I, respectiva-

mente, sao calculadas da mesma forma que no Capitulo 4, pois o decodificador B continua

sendo os nos de paridade. Entretanto, para se obter a curva EXIT do decodificador A é

preciso uma série de operagoes diferentes das do Capitulo 4.

No decodificador B as mensagens de entrada podem ser consideradas como variaveis

aleatorias gaussianas, ja que elas sao referentes a saida do decodificador A e podem, portanto,

ser aproximadas por gaussianas.

5.1.1 Mensagens do demodulador

E necessario que um tratamento especial seja dado a essas mensagens, porque dessa

forma pode-se generalizar os graficos EXIT para qualquer outra modulacao combinada aos

no6s de variavel. Ou seja, com essa abordagem o demodulador pode ser um grafo fator
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de um demodulador M-APSK, que é o caso apresentado nesse trabalho, ou qualquer outro
demodulador. As mensagens D sao a soma das mensagens provenientes dos nos de verificagao
de paridade ligados a cada n6 de variavel do bloco de nos de variavel, portanto, através de

uma pequena modificacao na Equacao 4.13, mostramos que a mensagem D é
de
D=Y ¢, (5.1)
j=1

Novamente as mensagens C' que saem do decodificador B (que s@o os nos de verificagao
de paridade) sao aproximadas por variaveis aleatorias gaussianas, podemos portanto, utilizar

novamente a aproximacao J(-) para o calculo das curvas EXIT [27]. Isto é,
Ip =7 (Vi-JIe)). (5.2)

Para cada sistema de comunicacao, ¢é possivel que exista um tipo de modula-
dor/demodulador, e, consequentemente, as mensagens D sdao varidveis aleatorias em que
suas distribuicoes de probabilidade tem caracteristicas que dependem do demodulador, e,
por isso, dependem tabém do tipo de modulagdo empregada. Portanto, apesar de em [21]
ser feito uma aproximacao para as fun¢oes EXIT para tipos especificos de demoduladores,
nesse trabalho preferimos obter as distribuicoes de probabilidade na saida do demodulador
através de simulagao. Ja que dessa forma, é possivel generalizar para diferentes demodula-
dores.

As distribuigoes de probabilidade na saida do demodulador foram obtidas considerando
o fato de as mensagens D assumirem comportamento de uma variavel aleatoria gaussiana, o
que é esperado, ja que, de acordo com a Equagao 5.1, a mensagem D é uma soma de variaveis
aleatorias gaussianas. Portanto, para facilitar, é dito que a variancia de D na entrada do

decodificador ¢ medida como fungdo J inversa, ou seja: o = J(Ip).

5.1.2 Curvas EXIT para o decodificador A

As curvas EXIT sao funcoes das informacoes mituas variando ¢ no sinal de informacao
intrinseca no bloco decodificador e simulando as distribui¢oes de probabilidade das mensa-

gens nas iteragoes do decodificador. No caso do decodificador A nao é diferente, as mensagens
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D sao enviadas ao demodulador e a distribuicao de probabilidade da mensagem A é obtida
através de medidas de histograma. Apos isso, calcula-se a informagcao mutua (Equagao 4.11)
para cada valor de o da variavel de entrada D.

Dizemos que B é uma variavel aleatoria gaussiana, assim como a variavel aleatoria A.
Portanto, é preciso simular apenas o demodulador, para que se obtenha as distribuicoes de
probabilidade na sua saida [21|. Com as distribui¢ées de probabilidade da saida do demodu-
lador, podemos calcular a informagao mutua 4(oy,), ja que Ip é conhecido (equagao 5.2).
As funcoes EXIT dos noés de variavel ja sao conhecidas, portanto, através de um mapeamento

conseguimos as curvas EXIT do deodulador A, e a informagao mitua I é calculada por:

1o (T du 5 1) = (V& — DI TGP + T TIT). (5.3

Note que a Equagdo 5.3 é obtida substituindo oz por J~!(14) em 4.16, como em [27].
A fungao EXIT do decodificador A é aproximada pela fungao J(-) porque as mensagens B
ainda saem dos nos de variavel, e para nimeros muito grandes de amostras, a aproximagcao

gaussiana é razoavel.

5.1.3 Curvas EXIT para o decodificador B

Nas curvas EXIT para codigos LDPC, considera-se os nos de variavel e de paridade como
decodificadores, como mostrado na Figura 5.2. O fato de inserirmos o demodulador na
analise das curvas EXIT, interfere apenas nas curvas dos nos de variavel, ja que é onde o
demodulador estd diretamente ligado.

Portanto, as operacoes realizadas pelo decodificador B sao as mesmas operacoes regidas
pela Equagao 4.15. Dessa forma, podemos obter as curvas EXIT utilizando as equacoes 4.18

e 4.19, reescritas como

Io(Ia,d) ~1—J <\/d7—<] 1—1,4) (5.4)

Ig~1—1J (%) , (5.5)

onde /o é a informacao mutua da variavel intrinseca e /g a informacao mutua da variavel
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extrinsseca. Como mostrado no Capitulo 4, a aproximagao gaussiana das distribui¢oes dos

sinais de entrada e saida para esses nos é possivel, e portanto utiliza-se a fungao J(+).

5.2 Canal M-APSK/AWGN nao-coerente de bloco

Para esse estudo de caso, foi utilizada a modulacao 8-APSK, que é uma modulacao
M-APSK de oito simbolos. A modulacao M-APSK é uma denominacao formada por cons-
telacoes APSK compostas de N anéis de amplitudes diferentes, e cada amplitude contendo
P valores de fase alinhados. Os raios dos anéis diferem por um fator constante r denomi-

nado fator de raito. As constelagoes M-APSK sao caracterizadas pelas constantes N e P,

I )
K()jA rA \ KQ\( )/J A ]m
e B

(a) 8-APSK. (b) 16-APSK.

Figura 5.3: Diagramas das constelagoes APSK com dois niveis de amplitude A e rA.

onde M = NP, portanto, no nosso exemplo, a constelacao 8-APSK tem N =2e P =4
(Figura 5.3a). A constelacao 16-APSK da Figura 5.3b, que tem N =2 e P = 8.
A configuragao 8-APSK da Figura 5.3a foi escolhida para esse trabalho pois é a mesma

utilizada em |[8], portanto para efeitos de comparagao essa é a escolha natural.

5.2.1 Modelo do Canal e Modulador

O canal M-APSK/AWGN nao coerente de bloco é definido através da equagao 5.6, e

recebe o nome M-APSK pois os simbolos s; da constelacao sao simbolos APSK definidos
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anteriormente. A saida r = (7, ..

onde L é o tamanho do bloco, s; sao os simbolos da saida do modulador e n; é um ruido
gaussiano i.i.d. Uma fase aleatoria 6 é introduzida pelo canal, e é representada por uma
variavel aleatoria continua com distribui¢ao uniforme entre [0,27). A fase ¢ aleatoria, mas

constante em cada bloco de L simbolos enviados. O transmissor desse sistema é mostrado

0
r; = s’ +ny,

.,rr) é da forma:

na Figura 5.4 através de diagrama de blocos.
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(a) Rotulamento de simbolos para a constelagdo (b) Mapeamento de simbolos para a constela-
M-APSK. cao M-APSK.
Figura 5.5

O bloco modulador recebe a saida de bits do bloco codificador, onde acontece a codificagao

LDPC dos bits de informagao, e inicia 0 mapeamento de bits em simbolos da constelagao.

M-APSK
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Como mostrado na Figura 5.5b, cada conjunto de 3 bits é mapeado em um simbolo s; da
constelagao. O bloco entrelacador da Figura 5.4 nao influencia na analise através das funcoes
EXIT, isto porque, apesar do entrelagador melhorar o desempenho em sistemas codificados,
ele apenas modifica a matriz de verificagao de paridade do codigo utilizado no sistema.

Na Figura 5.5b é mostrado como é feito o mapeamento do conjunto de bits em simbolos
da modulacao. O anel interno da modulacao se refere as sequéncias que tém 0 como o bit
mais significativo (by), ao passo que as sequéncias de bits que iniciam com 1 fazem parte do
anel externo. A fase também é mapeada de acordo com as sequéncias, os dois bits seguintes
ao bit mais significativo (by e bs3) indicam qual é a fase do simbolo no qual a sequéncia

completa deve ser mapeada, de acordo com a tabela abaixo:

bobs || ¢

00 0
01 || 7/2
11 ™
10 || 37w/2

A funcao de mapeamento dos bits codificados em simbolos da modulacao, rotulados na

Figura 5.5a, é descrita através da tabela:

b1b2b3 S
000 | O
001 1
011 2
010 | 3

100 | 4
D
6
7

101
111
110

Além disso, utilizamos uma modulagao diferencial, assim como em [8], isso implica dizer
que os simbolos enviados nao sao exatamente os simbolos mapeados, ao invés disso, é enviado
um simbolo s, onde:

na qual s;_; é o simbolo diferencial anterior, s;_; é o simbolo proveniente do mapeador
M-APSK e o operador &, representa a soma modulo M.

Ezxemplo:
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Digamos que o simbolo s;_; = 001 é o simbolo que foi enviado anterior-
mente pelo canal e agora o modulador recebe o simbolo s;_; = 010. Seguindo a
operacao descrita pela equacao 5.7 o simbolo enviado pelo canal sera o simbolo
st =100, pois

100 = 010 @p 001. (5.8)

No nosso caso de estudo em particular, cada bloco de tamanho L (que é o tamanho do
bloco do canal) tem um simbolo de referéncia. Além disso, cada bloco é independente do
bloco anterior, ou seja, o primeiro simbolo de um bloco nao depende do ultimo simbolo do
bloco anterior, e cada bloco tem um simbolo de referéncia. O simbolo de referencia utilizado
é o simbolo rotulado como 000, e é o primeiro simbolo de cada bloco enviado de tamanho L.

Em outras palavras, o transmissor codifica os bits de informacao através de um codificador
LDPC, apos isto, os bits codificados passam por um processo de entrelacamento. O processo
de entrelagamento modifica a matriz geradora do coédigo diminuindo a probabilidade de
erro do sistema [8]. Depois do entrelagamento dos bits codificados, o transmissor faz o
mapeamento de sequéncias de bits codificados em sinais que sao simbolos da modulacao que

sao enviados pelo canal.

5.2.2 Receptor para o canal M-APSK/AWGN nao coerente de
bloco e suas mensagens

O grafo fator do receptor iterativo por sua vez, é mostrado na Figura 5.6 e é descrito
em detalhes em [8]. Na Figura 5.6 fica clara a divisdo do bloco demodulador do bloco
decodificador. O bloco demodulador é mostrado em separado gracas ao caso particular em
que estamos trabalhando.

Além disso, dividimos ainda o bloco demodulador pois a analise utilizando fun¢oes EXIT é
feita independente do codigo que serd utilizado efetivamente no sistema. Portanto é razoéavel
utilizar somente o que chamamos de bloco demodulador (Figura 5.7) para uma analise em
camadas. Esses blocos sao blocos de tamanho L, e no caso da simulacao de um sistema de
comunicagao dessa natureza, a matriz de paridade do cdédigo LDPC deve ser de tamanho

n. = Nymy [L — 1], onde N, é a quantidade de blocos demoduladores para cada palavra de
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Demodulador

Figura 5.6: Divisao em blocos do receptor, diferenciando o bloco demodulador do bloco
decodificador.

tamanho n., e m; é o numero de bits necessarios para o mapeamento da modulagao. Por
exemplo no caso de a modulacao ter 8 simbolos, m; = 3 pois 2% = 8.

Portanto considera-se o demodulador apenas um tunico bloco de demodulacao ao invés
dos N, blocos necessarios para formar a palavra codigo de tamanho n.. A Figura 5.7 mostra
o grafo de apenas um bloco de demodulagao.

As mensagens repassadas entre os nos sao definidas como:
> N6s 6:

As mensagens fig, 1, (6x) sdo estimacoes da fase aleatoria do canal no bloco k. Essas

mensagens sao calculadas para cada simbolo r; recebido:

kL
po,—;(Or) = prr, 6, (Ok) - H 6, (O ); (5.9)

j=(k—1)L+1
J#i
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Vi Va e Vi1

Figura 5.7: Bloco demodulador para o canal M-APSK/AWGN nao coerente de bloco. O
indice L indica o tamanho do bloco de memoria do canal.

1 ||ri — 7 exp(j6)||*
HT;—0, (ek‘) = Z \/% €Xp <_ 20_2 : MS{”—TZ(S;)7 (510)

i : é z 2
- (_Hr s, exp(jy. )| >; (5.11)

EI)\

MTi*SQ(Sg) =

N
||MNN
X

202

onde a, = g, —1,(0r = O.) que é a mensagem fig, 7. (0x) quantizada em Z niveis. Essa

mensagem é quantizada apenas para efeito de computacao. A mensagem original

ol [I7: — 57 exp(jfy) |
0, (Or) = - ! - oo, —1; (0 ) dO 0.12
tr—o0, (Ok) /0 N e exp ( 952 tho, —; (Or ) Oy, ( )

envolve um operador de integragao, o que eleva o niimero de operacoes realizadas no re-

ceptor e, ceonsequentemente a velocidade na decodificacao. Como a quantizacao dessa
mensagem reduz substancialmente o nimero de operacoes realizadas pelo computador,

preferimos utiliza-la.

> Nos Hk:
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1

Z Y
Essas mensagens sao importantes para efeito de normalizacao da aproximagao da men-
sagem i1,y (8}), que é uma versao quantizada da mensagem original calculada através

de uma integral.
> Nos s, e A;:

Esses nos merecem atencao no demodulador, pois eles fazem a decodificacao do co-
dificador diferencial inserido no transmissor, que é feita em duas etapas através do

algoritmo forward-backward.

Parte forward:

st —np (S5) = pia—s(87) - piry—sr(87) (5.14)
/LAiﬁs;(Sg) = Z I{S; = S;—1DPm 5;—1} . ,us;il_mi(sg_l) . /L8¢71—>Ai(5i—1) (515)
~{s;}

Parte backward:

fsi—1,(55) = Ha s (87) - pa—s(S7) (5.16)

:U’S;—U\i(S;) = /’LTi_’Sg(Sé).I[’LAiJrl_’S;(S;) (517)

Chegando finalmente as mensagens

s (sio) = D T{si=si1 @ sio} - e (51) - gty —an(si1) (5.18)
~{si_4}

s (sic1) = > {5 = s ©u iy} - pg—a(si1) - g —a(s7) (5.19)
~{si-1}

. o , <
Especificamente, tem-se que no inicio de cada bloco as mensagens ,UAZ-—ns;,l(Si—l) Sa0:

Vi - S
e G0 ={ 0 5200 (5.20)

ja que é conhecido que o primeiro simbolo de cada bloco k é o simbolo zero. A funcao

I{f(x) =y} é chamada de func¢ao indicadora, essa fungao é definida como:

I(2) :{ L flz) =y (5.21)

0; caso contrdrio.
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Ou seja, resulta em 1 caso a o peracao realizada seja verdadeira, e em 0 caso a operacao

seja falsa.
> NO&s s;:

Os nods s; sao noés unitarios, ou seja, esses nOS apenas repassam as mensagens que

chegam neles :

HAi—siy (S;) = Msi1—Vi (Si); (5'22)

fhsi—ni1 (i) = Hyi—s,(8i)- (5.23)

> Noés V;:

As mensagens na saida dos noés V; sao as probabilidades de o bit transmitido ser 0 ou
1. Como existe um mapeamento entre os bits na saida do codificador e o modulador,
as m mensagens (estimativas de bits) na saida desse n6 dependem da posi¢ao de cada

bit nos sinais da modulagao, o que justifica a utilizacao da funcao indicadora nessas

mensagens
s (si) = > I{si =V} [ ] mer—vi(0): (5.24)
i (0F) = D Hsi = V()Y - tsmvi(Si) [T mep—vi (87): (5.25)
<) nol
n#a
> Nos b':

Os nos b sao os nos de variavel do codigo LDPC. As mensagens que sao tratadas nesses
nos, assim como nos de verificacao de paridade, sao estimativas das LLR, e portanto
quando passadas ao demodulador devem ser passadas no dominio das probabilidades.

Isso é feito através das formulas definidas abaixo:

. exp(LLR(b))
o ; 2
oS %(bz) 1+exp(LLR(b?)) (5 6)
1
g (1) = e

1+ exp(LLR(b?))
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As variaveis D sao as mensagens que saem dos nos de varidvel e entram no bloco de-
modulador (v, (b5), e e v, (b)) e as varidveis A sao as que saem do demodulador e

chegam ao bloco de nos de variavel (v, e (b5)).

Decodificador A |

Figura 5.8: Decodificadores em relagao as curvas EXIT. A divisao em dois blocos se refere
a divisao em decodificadores A e B da Figura 5.2. O decodificador A é formado parte pelos
blocos demoduladores e parte pelos nos de variavel.

Apos essas mensagens serem definidas, temos os instrumentos necessarios para obter as
curvas EXIT para o demodulador desse sistema. Como mostrado na Figura 5.8, dividimos
o receptor em dois blocos decodificadores.

As mensagens A e D do decodificador, necessarias para o calculo da informacao mutua,
sao as mensagens que saem dos nos de variavel e as que saem dos nos de verificagao de
paridade, respectivamente. As mensagens que saem dos nos de variavel by e vao aos nos de
paridade sao estimativas de probabilidades no dominio de LLR, e sao repassadas seguindo
as mensagens A que saem do bloco demodulador.

A Figura 5.9 mostra as variaveis aleatorias A, B, C' e D como as mensagens que passam
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Figura 5.9: Divisao entre blocos demodulador, nés de variavel e nos de verificacao de pari-
dade. As setas indicam os sentidos das variaveis aleatérias A, B, C' e D.

entre os blocos do grafo fator do demodulador. A mensagem A que vai do bloco demodulador
aos nos de variavel, a mensagem B, que vai dos nos de variavel aos nos de verificacao e as

mensagens C' e D, que sao as mensagens que fazem o caminho inverso.

5.3 Resultados

As curvas EXIT das figuras 5.10 e 5.11, mostram os pontos-de-queda para um decodi-
ficador do canal M-APSK/AWGN para L = 9 e L = 29 respectivamente. Para L = 9 o
ponto-de-queda do codigo chega em 4.7dB e para L = 29 chega em 2.5dB, como mostrado
em [8] a capacidade de canal para o canal M-APSK/AWGN de bloco L = 9 e L = 29
sao, respectivamente, C' &~ 1.7dB e C' ~ 1.4dB, isso nos indica que as curvas EXIT podem
servir para calcular o ponto de queda de um sistema de comunicacao codificado de forma
aproximada.

O comportamento de aproximacao da capacidade aumentando o tamanho dos codigos
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LDPC, foi demonstrado em [8] através de curvas de probabilidade de erros de bits. Entre-
tanto, aumentar o tamanho do cédigo acarreta em outros problemas, como, por exemplo, o
incremento da espera do decodificador.

Para o sistema considerado nesses resultados utilizamos um c6digo LDPC regular de taxa
r. = 0,5, modulacao 8-APSK, r = 2,45. Os resultados foram concentrados apenas na varia-
¢ao do tamanho L do bloco de ruido de fase. Dessa forma podemos prever o comportamento

da decodificacao para canais de memorias de tamanhos que variam.

IA,DEC_A' IE,DEC B

IE,DEC_A’ IA,DEC_B

Figura 5.10: Curva EXIT para canal M-APSK/AWGN nao coerente de bloco L =9 em seu
ponto-de-queda. C(3,6) e r. =0, 5.

As curvas EXIT para esse sistema descrito, foram obtidas utilizando o mesmo cronograma
utilizado em [8]. Entretanto, as mensagens iniciais jiy 7, (s;) sao calculadas primeiramente
através do algoritmo forward-backward, que faz a decodificacao diferencial no demodulador.
E entao, apos a estimacao de fase, as mensagens sao novamente calculadas e repassadas aos
no6s de variavel. Essas mensagens precisam ser calculadas, pois as variagoes nas estatisticas
das variaveis aleatorias dos sinais no decodificador, acontecem como resultado das iteracoes

do algoritmo de decodificacao. Portanto, as mensagens também variam. Caso a mensagem
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IA,DEC_A’ IE,DEC B

I I

E,DEC_A’ “~A,DEC_B

Figura 5.11: Curva EXIT para canal M-APSK/AWGN nao coerente de bloco L = 29 em
seu ponto-de-queda. C(3,6) e r. =0, 5.

seja inicializada com valores regulares, o cronograma funcionaria como se a cada iteragao do
algoritmo de decodificacao essa mensagem fosse reinicializada.

O cronograma para o bloco demodulador funciona entao da seguinte forma:

e Primeiramente, sabemos que as mensagens iy _7,(s;) devem ser calculadas, entdo sao
gerados valores igualmente provaveis para as os s sinais possiveis da modulagao que
serdo as mensagens /ir, ¢ (s;). Depois sio gerados valores aleatorios para as mensagens
e —v; ('), sabemos que essas mensagens sdao varidveis aleatorias gaussianas D de
variancia igual a todos os valores relacionados ao mapeamento da funcao J—!(Ip),
e cada valor de o correspondendos a um passo no processo de decodificagao, e média
relacionada a equacao

o
fp = 71? (5.28)

Assim podemos calcular as mensagens pis, ., (si—1), necessarias na proxima etapa.

e Depois disso o passo forward-backward no processo de decodificacao é executado, ob-
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tendo as mensagens jiy 7, (S}), necessdrias para o passo de estimagao de fase. O pro-
cesso de estimacao de fase é descrito pelas mensagens (1, (0;) e dependem do valor

Z de amostragem de fase no receptor.

e Apos isso, novamente as mensagens jue v, (bf') sdo calculadas aleatoriamente com mes-
mos valores de variancia para executar o passo forward-backward do algoritmo, dessa
vez como uma fotografia instantanéa do decodificador no momento em que a informagao

a priori ¢é utilizada pelo demodulador para fazer a estimacao de fase.

e Agora as mensagens jiy, o (b) sao calculadas. Essas mensagens, sao os valores da
variavel aleatoria A que saem do demodulador e que sao utilizadas para calcular a

informacao mutua [4.

Esse cronograma é repetido tantas vezes quanto forem os valores de op na entrada no
demodulador necessarios para fazer o mapeamento da funcao EXIT do demodulador.

Os tamanhos de L, sao referentes ao tamanho do bloco de simbolos s; enviados pelo canal.
Portanto, no caso de L = 10, por exemplo, significa que 30 bits foram enviados através do
canal, ja para m. = 3 temos 3 - 10 = 30. Os sinais decodificados desses 30 bits, no entanto,
tém apenas 27 bits de informacao, ja que um simbolo é o simbolo de referéncia.

As figura 5.12, 5.13 e 5.14, deixam claro que quanto maior o valor de L, mais baixo é o
ponto-de-queda. Esse comportamento é explicado pois quando L — oo o canal se transforma
em um canal AWGN nao coerente de memoria infinita. No entanto, para valores de L muito
grandes as curvas EXIT mostram que o decodificador nao melhora tanto o sistema, como
evidenciado pelas figuras 5.13 e 5.14 onde aumentando o valor de L = 20 para L = 30 o
ganho de 0.3dB nao ¢ tao grande quando comparado ao ganho de L = 10 para L = 20 que
¢ de 1.5dB no ponto-de-queda.

Os valores de ponto-de-queda para os sistemas com L = 10, L = 20 e L = 30, sao 4.1dB,
2.6dB e 2.3 dB respectivamente, o que nos leva a crer que mesmo para canais com memoria
finita com L muito grande, o ponto-de-queda nao modifica em escala linear.

E importante ressaltar que os exemplos mostrados utilizam apenas codigos LDPC re-

gulares, o que concorda com |27], é mostrado que a utiliza¢ao de codigos LDPC irregulares
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IA,DEC_A' IE,DEC B
o
o
|

I I

E,DEC_A’ ~A,DEC_B

Figura 5.12: Curva EXIT para canal M-APSK/AWGN nao coerente de bloco L = 10 em
seu ponto-de-queda. C(3,6) e r. =0, 5.

IA,DEC_A’ IE,DEC B

I I

E,DEC_A’ ~A,DEC_B

Figura 5.13: Curva EXIT para canal M-APSK/AWGN nao coerente de bloco L = 20 em
seu ponto-de-queda. C(3,6) e . =0, 5.
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IA,DEC_A’ IE,DEC B

I I

E,DEC_A’ ~A,DEC_B

Figura 5.14: Curva EXIT para canal M-APSK/AWGN nao coerente de bloco L = 30 em
seu ponto-de-queda. C(3,6) e r. =0, 5.

podem melhorar o desempenho do sistema, podendo chegar a um ponto-de-queda mais baixo
que o obtido para os codigos regulares.

O Projeto desse sistema, através de curvas EXIT demonstra a capacidade de andlise que
as funcoes EXIT podem oferecer. Nesse caso, as funcoes EXIT nos dizem que existe um
codigo LDPC, que pode chegar proximo da capacidade calculada em [8], para varios valores
de bloco L do canal M-APSK/AWGN, assim como para diversos parametros da modulagao,
como constante de raio e amostragem de fase. No entanto elas nao nos dizem qual é esse
codigo, que de forma geral sao codigos muito grandes, com palavras codigo maiores que
50 mil bits. Esses codigos conseguem chegar a uma baixa probabilidade de erro com uma

relagao sinal-ruido baixa.
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Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos aspectos fundamentais sobre a descri¢ao de receptores itera-
tivos utilizando grafos-fatores com decodificagao de codigos conhecidos como LDPC. Através
dessas descricoes, foi possivel analisar o processo de decodificacao, utilizando uma ferramenta
relativamente nova na literatura, as funcoes EXIT. Essas funcoes conseguem descrever o
comportamento do receptor iterativo de um sistema de comunicacao sem que seja preciso
simulé-lo completamente.

Através de exemplos, mostramos claramente como se obter as curvas EXIT de um sistema
conjunto de demodulador e decodificador. Com esse estudo é possivel generalizar o projeto
de sistemas utilizando Fun¢oes EXIT para qualquer combinagao demodulador/decodificador.
Isso porque a obtengao das curvas EXIT do processo de decodificacao LDPC ¢ baseada em
expressoes analiticas. Com essas expressoes, ¢ possivel obter as distribuigoes de probabilidade
das mensagens. Essas distribuicoes podem, no entanto, ser aproximadas por distribuicoes
normais de probabilidade.

Apresentamos um estudo de caso utilizando o mesmo sistema de transmissao mostrado
em [8]. Graficos mostram que as curvas EXIT proporcionam as informagoes necessarias para
a escolha de codigos LDPC, capazes de alcangar baixa probabilidade de erro de bits. Além
da escolha dos codigos, é possivel dizer que, como as funcoes EXIT sao feitas sobre um
bloco onde também esté presente o demodulador, a escolha da modulagao pode ser feita em
conjunto a do codigo utilizando as curvas EXIT.

Também foi mostrado que densidade da matriz de paridade para codigos LDPC exerce

influéncia no processo de decodificagao. Melhor dizendo, quanto mais esparsa for a matriz
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de paridade, espera-se que o sistema codificado alcance a mesma probabilidade de erro para
um valor de FEj/Ny mais baixo. As caracteristicas de esparsidade da matriz de paridade,
também influenciam na complexidade do processo de decodificacao. Sendo assim, ao passo
que a matriz se torna mais esparsa, menos operacoes serao realizadas pelo algoritmo soma
produto.

O ponto-de-queda do sistema proposto em [8], pode ser ainda mais baixo, como mostram
os resultados. Para isso, esperamos que a utilizagdo de codigos mais longos e/ou codigos

irregulares seja suficiente para reduzir ainda mais o ponto-de-queda do sistema estudado.
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Apéndice A

Informacao mttua de uma V.A.
gaussiana.

Nesse anexo mostramos uma aproximacao polinémial feita em [6] e [21] sobre o calculo
da informacao miutua entre duas variaveis aleatorias gaussianas.
Considere Y = X + N, onde P(X = +1) = 1/2 e N gaussiano de média zero e o2. O

valor LLR do canal de entrada é fungao de y, e escrito como Legna(y). Note que Legna(Y)

2

LN . 2 . 2
2 na € Variancia o =4/o;.

condicionado em X = %1 & gaussiano com média piegna = £2/0 < mal

Também tem-se que

Heanal =

Fazendo J(0cuna) a informagao miutua I(X; Legna(Y)). tem-se que:

J(Ocanat) = H(X)— H(X|Leana(X)) (A1)

o e_(é_aganal/2>2/2aganal
- 1_ log,[1 + e7¢]d¢ (A.2)

/ 2
—0o 27T0_canal

onde H(X) é a entropia de X e H(X|Leuna(Y)) é a entropia condicionada a L.g,q. Note

que I(X; Leana(Y)) € 0o mesmo que I(X;Y). A capacidade do canal X =Y + N é, portanto
J(Ccanar = J(2/0n).

Para implementagao, a curva J(-) foi dividida em duas partes correspondentes ao intervalo
0 <o <o0*eo < 0" onde 0 = 1.6363. Para o primeiro intervalo foi utilizada uma
aproximacao polinomial, enquanto para o segundo uma aproximagao exponencial. O método

de busca utilizado para a aproximacao da funcao é conhecido como algoritmo Marquadrat-
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Levenberg, chegando a:

aj10% +by10% +cpi0 ,0< o <o*
J(0) & { 1 — em20 b2’ tenotdin ox < 5 < 10 (A.3)
1 ,o > 10

onde

ay, = —0.0421061 by, = 0.209252 ¢y = —0.00640081
ajo = 0.00181491 by, = —0.142675 c;2 = —0.0822054  dj2 = 0.0549608
Para a inversa da fungao J(-) divide-se a curva em dois intervalos em [* = 0.3646. A
fungao J~!(+) fica:

IR (Y LR N YRV 0<I<I
T { —Go2lnfbeo(1 = 1I)] —c,ol I* <I<1 (Ad)

onde
ay1 = 1.09542  b,; = 0.214217 ¢, = 2.33727
as2 = 0.706692 b,2 = 0.386013 ¢, = —1.75017



