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ResumoDurante a última déada foram desenvolvidas novas ferramentas para o projeto e análiseda deodi�ação iterativa de ódigos onatenados. Duas destas ferramentas são: o algoritmode evolução de densidades de probabilidade (onheido em inglês omo density evolution)e as funções EXIT (do inglês, Extrinsi Information Transfer Funtions). As urvas EXITforam primeiramente desenvolvidas para ódigos onatenados paralelos (PCC, do inglês,Parallel Conatenated Codes). Posteriormente, estas urvas foram utilizadas para analisara deodi�ação da lasse de ódigos onheida omo LDPC (do inglês, Low-Density Parity-Chek Codes). Como se sabe, o desempenho dos ódigos LDPC pode se aproximar bastanteda apaidade de anal.Neste trabalho utilizamos as funções EXIT para analisar um sistema de transmissãodigital omposto pela onatenação serial de um odi�ador LDPC, um modulador M-APSKe um odi�ador diferenial. O anal onsiderado é o AWGN não-oerente de bloo. Oproesso de deodi�ação/demodulação é desrito através de um algoritmo iterativo baseadoem um grafo-fator. Da análise onluímos que ódigos LDPC regulares possuem um bomdesempenho, mas ainda estão afastados da apaidade de anal.Palavras-have: odi�ação de anal; ódigos LDPC; reeptores iterativos; funçõesEXIT.
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AbstratLate 1990s, new tools for evalution and design of iterative deoding of onatenatedodes were developed. Two of these tools are: the density evolution algorithm and the EXITharts. The EXIT harts were �rst developed for Parallel Conatenated Codes (PCC) andthen used for evaluating the deoding proess of Low-Density Parity-Chek odes (LDPCCodes). As already known, the LDPC odes perform lose to hannel apaity limits.In this work we use the EXIT Charts to evaluate a digital transmission system om-posed by the onatenation of a LDPC enoder, a M-APSK modulator and a diferenialenoder. The hannel onsidered is an AWGN blok nonoherent hannel and the deo-ding/demodulating proess is desribed through an iterative algorithm based on a fatorgraph. The analisys of this system we onlude that LDPC odes have good performane,but are still far from hannel apaity.Keywords: hannel oding; LDPC odes; iterative reeivers; EXIT Charts.
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Capítulo 1Introdução
A humanidade sempre sentiu a neessidade de se omuniar, repassar notíias, ompar-tilhar onheimento. Devido a esta neessidade, diversas formas de transmitir informaçãoforam riadas. A invenção do rádio, por exemplo, diminuiu as distânias geográ�as de talforma que instantaneamente já era possível saber o que aonteia do outro lado do mundo.Com a omuniação digital, a distânia que separa geogra�amente a informação daspessoas se tornou ainda menor. A partir disso, diversos dispositivos foram adaptados om a�nalidade de ofereer maior on�abilidade e variedade de serviços e equipamentos. A omu-niação sem �o, por exemplo, tende em alguns anos a substituir ompletamente os meios detransmissão om �o, onvergindo diversos serviços, omo TV digital e vídeo onferênia, emum únio aparelho. Entretanto, para isso é neessário uma forte on�abilidade na transmis-são de dados, além de ferramentas que ajudem na riação dos sistemas de omuniação.No �nal da déada de quarenta Claude E. Shannon, em um trabalho pioneiro [1℄, de-monstrou oneitos importantes para a omuniação digital. Neste trabalho, ele a�rma queexiste um limite máximo de transmissão que relaiona a potênia transmitida, a largura defaixa e a taxa máxima om que a informação pode ser enviada on�avelmente por um anal.Esse limite �ou onheido omo apaidade de anal. Além disso, Shannon a�rma que existeuma maneira on�ável de transmitir a informação utilizando ódigos de orreção de erros.Nase então uma nova área de estudo onheida omo teoria da informação.Neste trabalho, mostramos uma maneira de analisar os ódigos orretores de erro deuma família espeí�a, onheida omo ódigos LDPC (do inglês, Low-Density Parity-Chekodes). Essa família de ódigos foi riada por Gallager em 1963 em sua tese de doutorado [2℄1



2e permaneeu pouo estudada durante mais ou menos trinta anos, quando na déada denoventa estudos feitos por MaKay et al. [3℄ e [4℄, mostraram que essa família de ódigospode hegar perto do limite determinado por Shannon.O intuito desse trabalho é eslareer aspetos importantes do projeto de sistemas detransmissão que utilizam ódigos LDPC, através de uma nova ferramenta riada por Stephanten Brink em [5℄ e [6℄ para análise desses sistemas.Na intenção de eluidar a proposta desse trabalho, o dividimos da seguinte forma: NoCapítulo 2 mostramos um apanhado de ténias neessárias para o entendimento de sistemasde omuniação e de odi�ação/deodi�ação, bem omo alguns oneitos neessários deteoria de informação. No Capítulo 3 , introduzimos os grafos-fatores [7℄ e o algoritmo soma-produto, ferramentas indispensáveis na deodi�ação de ódigos LDPC. No Capítulo 4, éintroduzido um estudo estrutural sobre as urvas EXIT, onde omparamos as araterísti-as das urvas EXIT de ódigos LDPC e de ódigos onatenados paralelamente, além demostrarmos algumas araterístias dessas urvas. Já no Capítulo 5, uma análise utilizandourvas EXIT sobre o sistema proposto em [8℄ é feita. Ainda nesse apítulo, uma forma gene-ralizada é apresentada para análise de ódigos em onjunto à modulação, utilizando ódigosEXIT. No Capítulo 6, mostramos os aspetos mais importantes desse trabalho e algumasidéias para trabalhos futuros.



Capítulo 2Coneitos Básios
O proesso de omuniação onsiste, em grosso modo, em transmitir informação de umponto a outro. A informação a ser transmitida pode ser digital ou analógia e isso dependede sua fonte. A Figura 2.1 mostra um diagrama de bloos e alguns elementos de um sistemade omuniação digital. A fonte de sinal pode ser digital, no aso de uma foto digitalizada;ou analógia, omo um sinal de áudio, nesse aso, o sinal de áudio preisa ser digitalizadode alguma forma. Após esse sinal passar por um odi�ador de fonte ele terá uma novarepresentação digital, onde se retira informação desneessária para sua representação. Aesse proesso dá-se o nome de odi�ação de fonte.

fonte de

sinal canal

codificador de

canal

decodificador de

digital

digital

modulador

demodulador

canal

recomposto

sinal decodificador

codificador
de fonte

transmissor

de fonte

receptor

PSfrag replaementsfonte de mensagemonjunto de mensagemanal de omuniaçãodetetormensagem reebida Figura 2.1: Diagrama de bloos de um anal de omuniação.No próximo passo, o sinal que sai do primeiro bloo é novamente odi�ado, entretanto,agora são adiionados bits de redundânia, que servem para ontrole de erros durante atransmissão do sinal no anal. Esses bits de redundânia são inseridos de maneira ontrolada3



2.1 Modulação e anais ruidosos 4para que possam, depois, serem utilizados para orreção de erros.Na saída do odi�ador de anal, o sinal preisa de uma nova representação para satisfazeras limitações físias de anal que pertene ao sistema de omuniação. Portanto, o sinalainda passa pelo bloo de modulação, que serve para mapear sequênias de bits odi�adasem formas de ondas que serão então transmitidas pelo anal.O quadrado inza inferior da Figura 2.1 mostra o reeptor, onde se exeutam tarefasinversas às do transmissor, até que o sinal seja reomposto. No aso de o sinal na entradado transmissor não ser um sinal digital, algum tipo de transdutor deve ser inserido na saídado sistema reeptor para que o sinal seja iteiramente reomposto.A diferença entre o proesso de odi�ação de fonte e de anal é que a odi�ação defonte retira bits de redundânia desneessários para desrever a informação, por exemplo, avoz é um sinal que têm omponentes em várias faixas de freqüênia, mas nem todas essasfaixas são pereptíveis pelo ouvido humano, portanto retirar essas faixas de freqüênia podereduzir a representação do sinal de voz omo um sinal digital. Já no aso da odi�açãode anal, bits para ontrole de erro são adiionados, dessa forma é possível que erros sejamenontrados e possívelmente orrigidos pelo reeptor na saída do anal.2.1 Modulação e anais ruidososOs sinais enviados ao anal pelo transmissor são formas de onda de�nidas pelo moduladorem intervalos de tempo T . A esses sinais, na representação de espaço de sinais, dá-se onome de símbolos. A ada símbolo é atribuido um mapeamento de bits, e dependendo donúmero de símbolos que existem na modulação a taxa do sistema de omuniação digitalpode modi�ar-se.Um mapeamento de bits em símbolos é mostrado na equação 2.1, os bits 0 e 1 sãomapeados para 1 e −1,
ai = 2ci − 1, (2.1)onde ci é o bit odi�ado e ai é o valor de amplitude da modulação, no aso BPSK (do inglês,Binary Phase Shift-Keying). A Figura 2.2 mostra a onstelação referente a essa modulação.Os símbolos da modulação são expressos por si(t) = ai os(2πfct) por exemplo, onde fc é a



2.2 Teoria da informação 5freqüênia da onda portadora.O prinipal problema que deve ser ombatido em sistemas de omuniação é o ruídoinserido no sinal pelo anal. De fato, a maioria dos anais de transmissão são ruidosos dealguma forma, por exemplo, anais de omuniação om �o, anais de omuniação sem �oe mesmo anais de omuniação óptios.
1−1Figura 2.2: Constelação da modulação BPSK.O ruído mais omum estudado em sistemas digitais de omuniação é o ruído hamadode ruído aditivo brano gaussiano. Sua densidade espetral de potênia têm omponentes emtodas as faixas de freqüênia, e omo seu nome diz, ele interfere de forma aditiva no símbolo

ak enviado, isto é,
rk = ak + nk, (2.2)em que rk é o símbolo na saída do anal e nk é o ruido gaussiano adiionado ao símbolo ak.2.2 Teoria da informaçãoA teoria da informação investiga as limitações teórias dos sistemas de omuniações, elalida om os aspetos mais fundamentais desses sistemas e dá subsídios para onstrução deodi�adores e deodi�adores para modelos de fontes e anais reais.A modelagemmatemátia de um sistema de omuniação fornee as estruturas neessáriaspara o projeto de sistemas reais, projeto esse que é feito para prever os problemas estruturaisque podem existir, e ombatê-los.2.2.1 Modelos matemátios de anaisEm todos os sistemas de omuniação existe um anal, que é o meio pelo qual a informaçãotrafega entre o transmissor e o reeptor. A modelagem de anais é importante pois ria-seum modelo referente às araterístias físias do anal, sem que seja preiso a implementaçãofísia para avaliação do sistema estudado.



2.2 Teoria da informação 6Nessa seção trataremos de alguns modelos que demonstram a simpliidade na desriçãode anais reais.Canal sem memóriaUm anal dito sem memória é um modelo de anal em que ada símbolo na entrada do re-eptor depende, estatistiamente, apenas do símbolo de entrada no anal. Matematiamenteele é desrito omo
p(y|x) =

J∏

k=1

p(yk|xk), (2.3)ou seja, dada uma sequênia de entrada x = (x1, x1, . . . , xJ), a sequênia de saída y =

(y1, y1, . . . , yJ), representada na Figura 2.3, é de�nida através da função de probabilidadedada pela equação 2.3. Um exemplo de modelo de anal sem memória é o anal DMC (doinglês, Disrete Memoryless Channel), que se arateriza pelos alfabetos de entrada e saídado anal serem �nitos.Canal binário simétrioTalvez o exemplo mais importante de anais DMC seja o anal BSC (do inglês, BinarySymmetri Channel). Neste anal, os símbolos de entrada e saída pertenem a um alfabetobinário, e os bits, quando passam por ele, se troam om probabilidade p. ou seja, dadoPSfrag replaements1 1

0 0

p

p

(1 − p)

(1 − p)

Figura 2.3: Modelo de anal BSC.um bit de entrada do anal igual a 1, a saída do anal tem probabilidade (1 − p) do bitnão ter sido troado pelo anal, e probabilidade p do bit ter sofrido troa, representado naFigura 2.3. O mesmo aontee om o bit 0 na entrada do anal. Ou seja, p(yk = 1|xk = 0) =

p(yk = 0|xk = 1) = p.



2.2 Teoria da informação 7Canal aditivo GaussianoEsse anal já foi mostrado através da equação 2.2. Sua probabilidade de transição éde�nida pela da densidade de probabilidade de uma variável aleatória gaussiana. Ou seja,dado um símbolo de entrada ak no anal gaussiano, a saída é um número r ∈ R, desrito poruma função gaussiana de média zero e variânia σ2
n do ruído inserido pelo anal. Isto é

p(rk|ak) =
1√

2πσn

exp(−(rk − ak)
2

2σ2
n

)

. (2.4)O anal aditivo gaussiano é um bommodelo para transmissão via satélite, no entanto paratransmissões terrestres ele é omumente utilizado junto om multiaminhos, desvaneimento,bloqueio terrestre, e outros tipos de interferênias previstas para esse tipo de omuniação.2.2.2 Informação mútuaEm termos gerais, a informação mútua é uma medida da quantidade de informação queo onheimento de uma variável aleatória nos traz em relação à outra. Essa medida derivade oneitos importantes omo entropia, entropia ondiional e entropia relativa [9℄.Primeiramente de�nimos entropia, que é uma medida de inerteza de uma variável ale-atória. Considere X uma variável aleatória disreta de alfabeto X e função massa de pro-babilidade p(x) = P (X = x), x ∈ X . De�ne-se x e y omo duas variáveis aleatórias e suasrespetivas funções massa de probabilidade p(x) e p(y). A entropia de x é de�nida omo ovalor esperado de log[1/p(x)], onde p(x) é a probabilidade do evento x aonteer. Portanto,
H(X) = E

{log 1

p(X)

}

= −
∑

x∈X

p(x) log p(x). (2.5)E a entropia onjunta de duas variáveis aleatórias é
H(X, Y ) = −

∑

x∈X

∑

y∈Y

p(x, y)log p(x, y), (2.6)que é de�nida omo
H(X, Y ) = E

{log 1

p(X, Y )

}

. (2.7)O álulo da entropia ondiional é de�nida omo o valor esperado da entropia dasvariáveis ondiionadas multipliadas pela função de distribuição de probabilidade da variável



2.2 Teoria da informação 8aleatória x, isto é,
H(X|Y ) = −

∑

x∈X

∑

y∈Y

p(x, y) logp(x|y) (2.8)
= E

{log 1

p(X|Y )

}

. (2.9)A medida de entropia nos dá a quantidade de informação neessária para desrever umavariável aleatória, omo ela é uma medida de informação, de�ne-se sua unidade omo depen-dente da base do log; portanto, no aso do log ter base dois, diz-se que a unidade da entropiaé medida em bits.Por sua vez, o oneito de entropia relativa é uma medida de distânia entre duas distri-buições. Por de�nição essa distânia é
D(p||q) =

∑

x∈X

p(x) log p(x)

q(x)
. (2.10)O que, �nalmente, nos leva ao oneito de informação mútua I(X, Y ), que é a entro-pia relativa entre uma distribuição onjunta e o produto de distribuições p(xi)p(yi). Porde�nição:

I(X, Y ) =
∑

x∈X

∑

y∈Y

p(x, y) log p(x, y)

p(x)p(y)
. (2.11)No aso de a distribuição de probabilidade p(y) ser ontínua, então a infomação mútua

I(X, Y ) é:
I(X, Y ) =

∑

x∈X

∫

p(x, y) log p(x, y)

p(x)p(y)
dy. (2.12)A equação 2.12 nos mostra o álulo da informação mútua no aso espeí�o em que aentrada x do anal é uma variável disreta, mas graças ao ruído inserido no sinal pelo anal,a saída pertene aos números reais, levando a uma distribuição de probabilidade ontínuana saída do anal.Além disso, a informação mútua entre duas variáveis aleatórias é medida através dasrelações

H(X, Y ) = H(X) − H(X|Y ) = H(Y ) − H(Y |X). (2.13)Em outras palavras, a informação mútua nos diz a quantidade de informação que umavariável aleatória y têm em relação a outra x.



2.2 Teoria da informação 9A apaidade de anal, que diz qual é o limite máximo de informação em bits possível dese transmitir por uso do anal, é medida através da máxima informação mútua.2.2.3 Codi�ação de analQuando bits trafegam através de um anal ruidoso existe a possibilidade deles seremtroados durante o tráfego. Ou seja, o que é 0 passa a ser 1 ou o que é 1 passa a ser
0. Isso aontee dependendo da regra de deisão do demodulador, que pode interpretarum símbolo ruidoso omo um outro símbolo. Com o intuito de reuperar essas troas desímbolos provenientes do ruído do anal, alguns bits de redundânia são adiionados aos bitsde informação. Esses bits são adiionados de maneira regular, ontrolando a quantidade detroas de bits que podem ser reuperados. Além disso, om a inserção desses bits existe apossibilidade de se orrigir os erros introduzidos pelo anal.Ao proesso de se adiionar bits de redundânia aos bits de informação é dado o nome deodi�ação de anal. Quanto mais bits de redundânia são adiionados à informação, maiorapaidade de orreção terá o reeptor.Códigos de bloo e onvoluionaisUma divisão bastante simpli�ada pode ser feita do oneito geral de odi�ação de a-nal utilizando dois tipos de ódigos, os de bloo e os onvoluionais. Além de os ódigosonvoluionais serem relativamente mais fáeis de se deodi�ar que os ódigos de bloo, eles�aram muito famosos graças aos ódigos onheidos omo ódigos turbo, que hegam muitopróximos à apaidade de anal. Apesar disso, os ódigos de bloo ainda são bastante utili-zados e diversas pesquisas reentes demonstram a possibilidade de se hegar muito próximoà apaidade de anal, utilizando uma família espeí�a de ódigos de bloo, omo mostradoem [3℄.Estruturalmente se diz que a diferença mais básia entre esses dois tipos de ódigos é queo ódigo onvoluional tem memória, enquanto o ódigo de bloo não. Durante o proessode odi�ação dos ódigos onvoluionais ada bit na saída do odi�ador depende de bitsanteriores. Esse proesso pode ser interpretado omo uma máquina de estados de memória�nita, em que ada bit ck na saída do odi�ador depende de m bits xi na entrada do



2.2 Teoria da informação 10deodi�ador, onde m é o tamanho da memória da máquina de estados referente ao ódigo.Códigos de bloo linearesDe�ne-se um ódigo de bloo C(n, k) linear, omo o onjunto de seqüênias resultantes deuma função linear que mapeia um vetor de k bits de informação u = [u1, u2, . . . , uk] em umoutro bloo de n bits, que é a palavra odi�ada om os bits de paridade1, onde k ≤ n. Essemapeamento é feito através de uma ombinação linear de k vetores g de base linearmenteindependentes de tamanho n, gerando a palavra odi�ada c = [c1, c2, . . . , cn], isto é,
cn =

k∑

i=1

ui · gi,n. (2.14)No aso de ódigos binários a operação de soma e multipliação2 são exeutadas emmódulo-2. As leis umulativa, assoiativa e distributiva são satisfeitas pelas operaçõesmódulo-2. Portanto a equação 2.14 é representada em forma binária por
cn = u1 · g1,n ⊕ u2 · g2,n ⊕ · · · ⊕ uk · gk,n. (2.15)Arranjando os vetores base em uma matriz G de tamanho k × n, pode-se representaruma palavra ódigo pela equação

c = [u1, u2, . . . , uk]








g1,1 g1,2 · · · g1,n

g2,1 g2,2 · · · g2,n... ... . . . ...
gk,1 gk,2 · · · gk,n








= uG; (2.16)em que u é um vetor de bits de informação e G é hamada de matriz geradora do ódigo
C(n, k).O ódigo de bloo C(n, k) é hamado de ódigo sistemátio quando G = [Ik;P

T ], em que
Ik é a matriz identidade de ordem k e Pk×(n−k) é a matriz de paridade, a qual seus elementosdeterminam os bits de paridade obtidos a partir dos bits de informação. Os ódigos de blooque não apresentam essa onstrução reebem a denominação de ódigos não-sistemátios.1De agora em diante hamaremos os bits de redundânia de bits de veri�ação de paridade, ou simples-mente de bits de paridade.2Denotados pelos operadores ⊗ e ⊕, que representam multipliação e soma respetivamente. Em todoaso omitimos o operador de multipliação, uma vez que a operação de multipliação �a implíita.



2.2 Teoria da informação 11Uma das razões para a utilização de ódigos sistemátios é a implementação do odi-�ador. Ao reuperar a palavra-ódigo, o deodi�ador simplesmente desarta os bits deparidade.Para um ódigo de bloo C(n, k) de�nido por uma matriz geradora G, existe uma matriz
Hm×n, em que m = n − k, tal que

GHT = 0. (2.17)A matriz H é hamada de matriz de veri�ação de paridade, e reebe este nome porquetodas as palavras ódigos c por ela multipliadas têm omo resultado um vetor nulo detamanho m. Dessa forma, para saber se a palavra ódigo c é uma palavra válida, veri�amos:
cHT = 0. (2.18)No aso de o ódigo C(n, k) ser um ódigo sistemátio, a matriz H é de�nida omo

H = [PT ; Im].É neessário enfatizar que a equação 2.18 não é uma equação de deodi�ação, ela somenteinforma se a palavra ódigo pertene ao ódigo. Isso é importante durante o proesso dereepção, pois após o reeptor fazer a estimação do bit rk orrompido pelo ruído do anala palavra ódigo pode ser lassi�ada omo uma palavra pertenente ao ódigo ou não. Noaso de reeptores iterativos, a equação 2.18 é utilizada omo ritério de parada das iterações,omo será visto no Capítulo 3.Exemplo: A matriz geradora de um ódigo C(6, 3) é mostrada pela matriz geradora
G da equação 2.19. Para este ódigo, existem 8 vetores de informação, umavez que 2k = 23 = 8, e portanto, oito palavras ódigo.G =





g1

g2

g3



 =





1 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 0 1



 (2.19)As linhas da matriz G são os vetores linearmente independentes g1, g2e g3 que formam todas as palavras ódigo do ódigo C.Seja, por exemplo, o vetor de informação u = [0 1 1]. Utilizando a



2.3 Regras de deisão 12equação 2.16, enontramos a palavra odi�ada, isto é
c = uG = (0 1 1)





g1

g2

g3



 = 0 · g1 ⊕ 1 · g2 ⊕ 1 · g3 = [0 1 1 1 1 0]. (2.20)Como o ódigo C é um ódigo sistemátio, podemos enontrar a matrizde veri�ação de paridade do ódigo, isto éH =





1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0
0 1 1 0 0 1



 (2.21)2.3 Regras de deisãoSeja r a seqüênia tomada na saida do anal de omuniação. P (c|r) é hamada deprobabilidade a posteriori e representa a probabilidade de c ser o modelo (nesse aso, asequênia de bits) que melhor representa a sequênia reebida r. Ela é dada por:
P (c|r) =

P (r|c)P (c)

P (r)
; (2.22)Onde as probabilidades P (c) e P (r) são as probabilidades a priori e evidênia respetiva-mente.Diretamente da equação 2.22 deriva-se a regra de deisão MAP (do inglês, Maximum aposteriori), que onsiste em maximizar a probabilidade a posteriori. Esta regra é de�nidaomo

cMAP = arg
c

maxP (c|r). (2.23)Note que a supressão de P (r) na equação 2.22 não altera a regra de deisão MAP,isso porque, para efeitos numérios, esse é apenas um parâmetro de normalização. Caso asprobabilidades P (c) para os valores do alfabeto de c sejam igualmente prováveis, então pode-se suprimir P (c) da equação 2.22 também, uma vez que o efeito de lassi�ação permaneeo mesmo, levando à uma forma simpli�ada do lassi�ador. Ou seja, om a supressãoda probabilidade a priori e da evidênia, simpli�amos a regra de deisão a tal ponto quepreisa-se apenas da verossimilhança.



2.3 Regras de deisão 13Isto nos leva à outra regra de deisão hamada de ML (Máxima Verossimilhança, doinglês, Maximum Likelihood).
cML = arg

c

maxP (r|c). (2.24)Naturalmente a regra MAP oferee melhor on�abilidade de deisão, isso se dá pelo fatode não existir garantia de que as probabilidades P (c) sejam idêntias, entretanto, em apli-ações prátias em que di�ilmente é possível obter as probabilidades P (c), MV é utilizadamesmo não sendo uma regra ótima.Um dos algoritmos mais onheidos que utiliza a regra de deisão MAP é o algoritmoBCJR [10℄. Este algoritmo é utilizado em várias áreas de aprendizagem omputaional, e,inlusive em problemas de deodi�ação. Para a regra MV, o algoritmo de Viterbi [11℄ é umdos algoritmos mais onheidos, esse algoritmo é uma simpli�ação do algoritmo BCJR.No Capítulo 3, será mostrado um algoritmo que pode hegar muito próximo da regraMAP para alguns tipos de ódigos. Esse algoritmo é onheido omo algoritmo de passagemde mensagem, ou, em alguns asos, omo algoritmo soma-produto.



Capítulo 3Grafos-fatores e algoritmo soma-produto
Códigos LDPC, ódigos onatenados, e qualquer outro tipo de ódigo podem de algumaforma serem de�nidos por grafos-fatores. Esses grafos não somente desrevem o ódigo,omo também estruturam o algoritmo soma-produto (SP) para o proesso de deodi�ação,o que pode ser reonheido omo uma das araterístias mais importantes dos grafos-fatores.Utilizando o algoritmo SP no proesso de deodi�ação é possível hegar a probabilidadesde erro muito pequenas, aso esse algoritmo seja utilizado iterativamente. É laro que essedesempenho depende da estrutura do ódigo utilizado no sistema de omuniação, entretanto,em muitos asos a deodi�ação iterativa baseada em grafos-fatores e algoritmo soma-produtoalança valores próximos ao limite de Shannon.Os grafos-fatores mostram uma maneira fáil de visualizar as limitações do sistema quede�nem o ódigo. Essas limitações estão diretamente ligadas ao algoritmo de deodi�a-ção referentes, por exemplo, à omplexidade ou mais qualitativamente ao desempenho dodeodi�ador iterativo.É possível desrever um sistema de transmissão digital inteiro através de um grafo-fator,desde a fonte de bits, passando pelo modulador, anal, entrelaçador, todos onetados aografo do ódigo, o que leva à idéia de um reeptor uni�ado que apresenta funções omoestimação de anal, equalização, sinronização, entre outras.
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3.1 Grafos-fatores 153.1 Grafos-fatoresGrafos-fatores são uma generalização dos grafos de Tanner [12℄, eles são apazes de des-rever os ódigos LDPC, failitando o proesso de deodi�ação pelo algoritmo SP. Estesgrafos são hamados de grafos-fatores, pois om eles é possível fatorar as funções marginaisde probabilidade para ada bit da palavra ódigo.Para que os grafos-fatores possam ser de�nidos, preisamos primeiramente introduziro oneito de veri�ação marginal. Assim, onsidere uma função g(x1, x2, . . . , xn) om nargumentos, e que para ada i = 1, 2, . . . , n existe um número �nito de símbolos possíveishamado domínio (ou alfabeto), de�nidos por Ai. Então o domíno da função g(x1, x2, . . . , xn)é
S = A1 × A2 × · · · × An; (3.1)e o ontradomínio R ∈ ℜ. O domínio S é hamado de espaço de on�guração, e adaelemento de S é uma on�guração partiular de variáveis.Supondo que a soma em R seja bem de�nida, então, assoiadas om ada função

g(x1, x2, . . . , xn) existem n funções marginais gi(xi); e para ada a ∈ Ai, o valor de gi(a)é obtido somando o valor de g(x1, x2, . . . , xn) em todas as on�gurações de variável em que
xi = a.

gi(xi) :=
∑

∼{xi}

g(x1, x2, . . . , xn); (3.2)essa notação é hamada de não-soma1 [7℄.Suponha agora que a função g(x1, x2, . . . , xn) pode ser fatorada em várias funções loais,ada uma tendo um subonjunto de x1, x2, . . . , xn omo argumento:
g(x1, x2, . . . , xn) =

∏

j∈J

fj(Xj); (3.3)onde J é um onjunto de índies, Xj é um subonjunto de {x1, . . . , xn} e fj(Xj) é umafunção om os elementos de Xj omo argumentos.1por exemplo, onsidere h uma função de três variáveis x1, x2, x3, então, a não-soma é de�nida omo:
∑

∼{x2}

h(x1, x2, x3) :=
∑

x1∈A1

∑

x3∈A3

h(x1, x2, x3)



3.1 Grafos-fatores 16De�ne-se então um grafo fator omo um modelo grá�o bipartiionado2 (Figura 3.1)apaz de representar a fatorização de funções marginais de forma simples, através de nós deveri�ação, que representam as funções fj(Xj) e nós de variável, que representam as variáveis
xi, onetados quando a variável xi é argumento da função fj(Xj) [7℄.PSfrag replaements

x3

x1

x2

xnfFigura 3.1: Grafo-fator da função f(x1, x2, . . . , xn).PSfrag replaements
x1

x2

x3 x4

f1 f2

f3

Figura 3.2: Grafo fator da função g(x1, x2, x3, x4) = f1(x1)f2(x1, x2, x3)f3(x3, x4).Seja, por exemplo, a função global g(x1, x2, x3, x4) que pode ser fatorada no produto defunções:
g(x1, x2, x3, x4) = f1(x1)f2(x1, x2, x3)f3(x3, x4) (3.4)Onde deseja-se alular as funções marginais gk(xk), k ∈ 1, 2, 3, 4. A Figura 3.2 repre-senta o grafo-fator da equação 3.4, e através dela podemos alular as funções marginais

gk(xk). Considere, por exemplo, que queremos obter a função marginal g1(x1), pelo grafo da2O termo bipartiionado deve-se ao fato de o grafo-fator possuir apenas dois tipos de nós, os de variávele os de veri�ação.



3.1 Grafos-fatores 17Figura 3.2, sabemos que o nó de variável está ligado aos nós de função f1, f2 e f3, ou seja:
g1(x1) =

∑

x2,x3,x4

g(x1, x2, x3) (3.5)
=

∑

x2,x3,x4

f1(x1)f2(x1, x2, x3)f3(x3, x4) (3.6)
=

∑

∼{x1}

f1(x1)f2(x1, x2, x3)f3(x3, x4). (3.7)E para alular as outras i funções marginais proedemos da mesma forma.É importante ressaltar que em grafos bipartiionados a onexão entre os nós se realizasomente entre nós de tipos diferentes. Ou seja, em grafos-fatores os nós de veri�ação nãose onetam om nós de veri�ação, e nós de variável não se onetam om nós de variável.3.1.1 Cálulo das funções marginaisExistem dois tipos de mensagens que preisam ser aluladas: as que saem dos nós devariável e hegam aos nós de veri�ação, denotadas por µx→f(x), e as que saem dos nós deveri�ação e hegam aos nós de variável, denotadas por µf→x(x). A mensagem que trafegapor uma onexão entre um nó de variável x e um nó de veri�ação f , é uma função deargumento x. Portanto, a mensagem não assume um valor ategório, e sim um onjunto devalores que dependem das variáveis e interligações do grafo-fator relaionado.A exeução do algoritmo é iniiada pelos nós de extremidade, ou seja, pelas extremidadesdo grafo fator, e aluladas passo-a-passo. Cada álulo referente a um passo do algoritmo éexeutado at�miamente, o que signi�a que ada nó espera as mensagens provenientes dosoutros nós onetados a ele para alular a mensagem de saída. As mensagens que saem dosnós de extremidade são de�nidas pelas equações:
µx→f(x) = 1 (3.8)

µf→x(x) = f(x) (3.9)O álulo das mensagens é feito da seguinte forma: a mensagem que sai de um nó devariável x e segue a um nó de veri�ação f onetado a este nó de variável, é o produto dasmensagens que hegam de outros nós de veri�ação onetados ao nó de variável menos a



3.1 Grafos-fatores 18mensagem que hega do nó de veri�ação f , que é o nó para qual a mensagem de saída seráenviada. Já para os nós de veri�ação, o álulo da mensagem que sai desses nós e vai atéos nós de variável é feito em dois passos.
• Primeiro se alula o produto da função que o nó representa pelas mensagens reebidas,exeto a do nó de destino;
• Depois, o produto gerado é submetido ao operador não-soma, para a obtenção damensagem que sai do nó3.Como exemplo a função marginal do grafo-fator da Figura 3.2 é alulado de aordo omos passos desritos na Figura 3.3.PSfrag replaements

x1

x2

x3 x4

f1 f2

f3

(1)

(1)

(2)

(3)

(3)

(4)

Figura 3.3: Iterações para o álulo da função marginal g1(x1) no grafo da função
g(x1, x2, x3, x4).

• Passo (1)
⊲ µf1→x1

(x1) = f1(x1)

⊲ µx4→f3
(x4) = 1

• Passo (2)
⊲ µf3→x2

(x2) =
∑

∼{x1}

µx4→f3
(x4) f1(x3, x4)

• Passo (3)
⊲ µx3→f2

(x3) = (1) µf3→x3
(x3)3A não-soma é de�nida pelo sentido da mensagem, o nó que não será somado é o nó que reeberá amensagem.



3.1 Grafos-fatores 19
⊲ µx2→f2

(x2) = 1

• Passo (4)
⊲ µf2→x1

(x1) =
∑

∼{x1}

f1(x1, x2, x3) µx2→f2
(x2) µx3→f2

(x3)

• Finalização
⊲ g1(x1) = µf1→x1

(x) µf2→x1
(x)As outras funções são aluladas da mesma forma, ada função gi(xi) por vez, entre-tanto alular as funções uma a uma é pouo e�iente, uma vez que mensagens podem serreutilizadas no álulo de funções g(x) diferentes. Portanto, exeuta-se um proesso onde épossível alular todas as funções marginais simultaneamente.O álulo das mensagens de saída em ada nó, envolve todos os nós onetados a elemenos o nó que será o destino da mensagem enviada. Tomamos omo exemplo a Figura 3.4,a mensagem µx→f(x), que sai do nó de variável x e destina-se ao nó de veri�ação f , envolvetodos os nós de veri�ação ligados a x menos o f . O mesmo aontee ao nó de veri�ação fna mensagem µf→x(x) enviada a x.PSfrag replaements

x f

h1

h2

y1

y2

µh1→x(x)
µy1→f(y1)

µx→f(x)

µf→x(x)

Figura 3.4: Caminho das mensagens ao perorrerem o grafo. Generalização do algoritmosoma-produto.Dessa forma, de�ne-se a notação y ∈ n(f)\x, que india que a operação do álulo dasmensagens é feita em todos os nós y ligados ao nó f exeto o nó x. As equações 3.10 e 3.11



3.2 Códigos LDPC 20utilizam a notação que seleiona qual dos nós está envolvido na operação e dizem respeito àsmensagens que serão enviadas aos nós de veri�ação e aos nós de variável respetivamente:
µx→f{x} =

∏

y∈n(f)\x

µh→f{y}; (3.10)
µf→x{x} =

∑

∼{x}

f(x)




∏

y∈n(f)\x

µy→f{y}



. (3.11)A utilização das equações 3.10 e 3.11 é de suma importânia quando se deseja trabalharom grafos-fatores muito grandes, uma vez que alular as funções marginais uma a uma setransforma numa tarefa muito exaustiva. Na verdade, sistemas desritos por grafos-fatoresem geral são sistemas omplexos que envolvem um número de nós muito grande, omoexemplos desses sistemas itamos ódigos de bloo, Cadeias de Markov, Modelos de MarkovEsondidos, e treliças de ódigos onvoluionais.3.2 Códigos LDPCSeu nome é uma sigla do que no inglês é onheido omo Low-Density Parity-Chek Codes.Esta família de ódigos orretores de erros são de�nidas pela quantidade de 1's em sua matrizde paridade, e foi proposta na déada de sessenta por Gallager em sua tese de doutorado [2℄.Na époa, om a tenologia que existia, não era possível a riação de sistemas de omuniaçãoque utilizassem esses tipos de ódigos, e apesar de esses ódigos alançarem probabilidadede erro muito baixa, eles permaneeram pouo estudados, até que em 1981 Tanner estudouuma representação para ódigos de bloo através de grafos [12℄. Mas foi graças ao trabalhode MaKay et al [3℄ [13℄, que mostrou as vantagens de ódigos lineares de bloo baseadosem matrizes de paridade esparsas, que os ódigos LDPC tomaram notoriedade, quase trintaanos depois de sua desoberta.Somente no iníio desse séulo é que as primeiras apliações que utilizam esta famíliade ódigos omeçaram a apareer. Padrões novos, e importantes, omeçaram a utilizar esteódigo, exemplos são: WiMAX, e DVB-S2 (segunda geração de transmissão de vídeo digitalvia satélite).



3.2 Códigos LDPC 213.2.1 PropriedadesUm ódigo LDPC é um ódigo linear de bloo, de�nido por uma matriz de paridade
H om baixa densidades de 1's. Existem várias maneiras de se onstruir um ódigoLDPC [14℄ [15℄ [16℄, entretanto, pode-se dividir os ódigos LDPC em duas lasses que di-zem respeito à quantidade de 1's em suas linhas e olunas. Essas lasses são hamadas deregulares e irregulares.Os ódigos regulares são ódigos que tem o mesmo grau, número de 1's, em todas asolunas e em todas as linhas, e não neessariamente as olunas têm o mesmo grau daslinhas. O grau das olunas é medido por wc e o grau das linhas por wr.A Equação 3.12 mostra um exemplo de uma matriz esparsa de paridade para um ódigoLDPC regular4 C(3, 4).

H =












1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1












(3.12)
Para ódigos regulares a taxa R = k/n é relaionada aos parâmetros wc e wr através dafórmula R = 1 − wc/wr. Isso é failmente demonstrado já que m · wr = n · wc, onde m e nsão as dimenções da matriz de paridade H do ódigo.Os ódigos irregulares, omo é de se esperar, não mantêm a regularidade de 1's em suaslinhas e olunas, ou seja, os parâmetros wc e wr não são medidos omo nos ódigos regulares.Ao invés disso, são de�nidos polin�mios de distribuição de grau que de�nem os graus daslinhas e olunas da matriz de paridade.Os polin�mios λ(x) e ρ(x) representam os graus das linhas e olunas respetivamente [16℄,e são de�nidos através das equações 3.13 e 3.14, omo segue.Seja λ(x) o polin�mio de distribuição de grau para as linhas da matriz, então

λ(x) =
dv∑

d=1

λdx
d−1 (3.13)4A notação em negrito representa os graus das linhas e olunas da matriz de paridade respetivamente,utilizaremos essa notação para desrever os ódigos LDPC, ao ontrário da notação em itálio que desreveos tamanhos em bits das linhas e olunas da matriz geradora do ódigo.



3.3 Grafo-fator de ódigo LDPC e algoritmo SP 22O parâmetro λd representa a fração de olunas da matriz H de grau d, e dv representao grau máximo entre as olunas. Para os nós de veri�ação utiliza-se a mesma abordagem,isto é
ρ(x) =

dc∑

d=1

ρdx
d−1, (3.14)onde dc é o grau máximo entre as olunas. A taxa de ódigos LDPC irregulares é dada pelaequação

Rc = 1 −
∫ 1

0
ρ(x)dx

∫ 1

0
λ(x)dx

. (3.15)Os ódigos LDPC irregulares alançam probabilidades de erro muito menores que osódigos LDPC regulares, além disso, eles �ammuito próximos à apaidade de anal impostapor Shannon [3℄ [4℄. É orreto a�rmar ainda, que esses ódigos são uma generalização dosódigos LDPC regulares, onde os graus dos nós de variável são os mesmos para todos os nósde variável, assim omo para os nós de veri�ação.Deve-se notar que ódigos LDPC irregulares, apresentam uma quantidade menor de ilosdo que nos ódigos LDPC regulares, o que leva a um melhor desempenho do algoritmo SP.3.3 Grafo-fator de ódigo LDPC e algoritmo SPO algoritmo de deodi�ação (algoritmo SP) de ódigos LDPC é baseado no grafo-fatordeste ódigo. É neessário então que se tenha a matriz de paridade H para de�nição dasmensagens que são repassadas. O grafo-fator de um ódigo qualquer om matriz de paridade
H é obtido omo segue.As olunas da matriz H do ódigo LDPC C(n, k) representam os nós de variável,enquanto as linhas da mesma matriz representam os nós de veri�ação. Portanto, tem-seque o grafo-fator relaionado ao ódigo C(n, k) terá k nós de veri�ação e n − k nós devariável. As onexões entre os nós de veri�ação e os nós de variável no grafo-fator sãoaraterizadas pelos 1's que existem na matriz H de veri�ação, ou seja, um 1 presente naposição ai,j da matriz, onde i = 1, 2, . . . , n − k e j = 1, 2, . . . , k, india que no grafo fatorexistirá uma oneção entre o i-ésimo nó de variável om o j-ésimo nó de veri�ação.



3.3 Grafo-fator de ódigo LDPC e algoritmo SP 23Exemplo: Considere um ódigo LDPC C(2, 4) de taxa rc = 0, 5, ujo a matriz deveri�ação é dada por:H =









1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 0 0 1 0 1 1









(3.16)Seu grafo-fator é:
Figura 3.5: Grafo-fator do ódigo de�nido pela matriz de paridade da equação 3.16O grafo-fator de um ódigo de bloo é um tipo de grafo partiular pois ele apresenta ilos.Cilos em um grafo-fator indiam que o álulo das mensagens será feito iterativamente, epor isso, o valor alulado das funções marginais não alançará o valor exato. A Figura 3.6mostra um exemplo de um grafo om ilo.
Figura 3.6: Exemplo de grafo de um ódigo C(3,4), as onexões em negrito indiam um ilo.Como o grafo-fator é um grafo bipartiionado, as equações de deodi�ação para ódigosde bloo são bem de�nidas (equações 3.10 e 3.11). Na sessão seguinte mostraremos asequações de mensagem entre os nós de veri�ação e os nós de variável. Entretanto, apesardas equações serem bem de�nidas, os ilos nos grafos-fatores dos ódigos não alulam o



3.4 O problema da deodi�ação e o algoritmo SP em anal gaussiano 24valor exato da função marginal. Por isso, quanto menos ilos o ódigo tiver, um desempenhomais próximo do ótimo será alançado. Essa observação india empiriamente que ódigosLDPC irregulares têm desempenho superior do que ódigos LDPC regulares.3.4 O problema da deodi�ação e o algoritmo SP emanal gaussianoDado um ódigo LDPC de�nido por uma matriz Hm×n, tem-se que a saída r =

[r1, r2, . . . rn] de um anal gaussiano é relaionada om a palavra ódigo transmitida por:
r = 2c − 1 + n, (3.17)onde os omponentes do vetor n são variáveis aleatórias gaussianas de média zero e variânia

σ2. O problema da deodi�ação se divide em duas etapas:1. O detetor que minimiza a a probabilidade de erro do n-ésimo bit pode ser um LLR-MAP, que maximiza a probabilidade a posteriori do valor LLR do bit reebido:LLR(ĉn) = ln p(cn = 1|r)
p(cn = 0|r) (3.18)

= ln p(cn = 1|rn, {ri6=n})
p(cn = 0|rn, {ri6=n})

, (3.19)2. e então deide entre ĉ = 1, aso LLR(ĉ) > 0, ou ĉ = 1, no aso ontrário.Entretanto, um detalhamento da primeira etapa deve ser feito. Utilizando a regra deBayes no numerador e no denominador, podemos reesrever a equação 3.19 de uma maneirasimpli�ada, isto é: LLR(ĉn) = ln p(rn|cn = 1)

p(rn|cn = 0)
+ ln p(cn = 1|{ri6=n})

p(cn = 0|{ri6=n})
. (3.20)Para simpli�ar ainda mais, reesrevemos p(rn|cn = 1)/p(rn|cn = 0), omo 2/σ2 rn umavez que o anal é AWGN. Chegamos então a equação:LLR(ĉn) =

2

σ2
rn

︸ ︷︷ ︸intrínseo+ lnp(cn = 1|{ri6=n})
p(cn = 0|{ri6=n})

︸ ︷︷ ︸extrínseo , (3.21)



3.4 O problema da deodi�ação e o algoritmo SP em anal gaussiano 25O primeiro termo representa a ontribuição da n-ésima observação do anal, e é hamadode informação intrínsea, enquanto o segundo termo representa a ontribuição das outrasobservações, e é hamado de informação extrínsea.3.4.1 O algoritmo SPO algoritmo soma-produto para ódigos LDPC binários é determinado pelos onjuntos deíndies Mn = {m : Hm,n = 1} e Nm = {n : Hm,n = 1}, onde Hm,n = 1, são todos os índies
m e n na matriz de veri�ação de paridade que são iguais a 1. Fazendo u

(l)
m,n serem asmensagens que vão dos nós de veri�ação de índie m aos nós de variável de índie n durantea l-ésima iteração, obtemos o algoritmo omo no quadro abaixo [17℄:1. iniialização -

• u
(0)
m,n = 0, para todos m ∈ {1, . . . , M} e n ∈ Nm;

• λ
(0)
n = 2

σ2 rn, para todos n ∈ {1, . . . , N}.2. iterações - onta em l até o máximo de iterações lmax

• - atualização dos nós de veri�ação -para todos m ∈ {1, . . . , M} e n ∈ Nm:
u(l)

m,n = −2tanh−1

(
∏

i ∈ Nm−n

tanh(−λ
(l−1)
i + u

(l−1)
m,i

2

))

; (3.22)
• - atualização dos nós de variável -para todos n ∈ {1, . . . , N}:

λ(l)
n =

2

σ2
rn +

∑

m ∈ Mn

u(l)
m,n. (3.23)Na primeira fase, a de iniialização, as variáveis u e λ são iniializadas. Lambda éiniializado om os bits que saem do anal r = [r1, r1, . . . , rn] enquanto u é uma variável queauxilia no álulo das mensagens pariais até que o algoritmo alane alguma ondição deparada.A segunda fase, que é a fase iterativa, se divide em dois passos: o de atualização dos nósde veri�ação de paridade e o de atualização dos nós de variável. As iterações ontinuam



3.4 O problema da deodi�ação e o algoritmo SP em anal gaussiano 26oorrendo até que se alane uma das ondições de parada, que são:1. O número máximo lmax de iterações foi alançado;2. Uma palavra ódigo válida foi enontrada.Caso não exista uma das duas ondições de parada o sistema pode �ar na fase de iteraçãoinde�nidamente, sem enontrar uma palavra ódigo válida. As equações 3.22 e 3.23 alulamas mensagens que hegarão aos nós de variável e aos nós de veri�ação. As Figuras 3.7 e 3.8mostram o omportamento dos passos de atualização dos nós de veri�ação e atualizaçãodos nós de variável.
PSfrag replaements a + b + c

c

b

a

Figura 3.7: Exemplo de mensagem que sai de um nó de variável
PSfrag replaements −2tanh−1(tanh(−a

2
)tanh(−b

2
)tanh(−c

2
))

a

b

c

Figura 3.8: Exemplo de mensagem que sai de um nó de veri�açãoAs mensagens a, b e c que hegam ao nó de variável são somadas, omo mostrado naFigura 3.7. As mensagens que saem dos nós de veri�ação, entretanto, são proessadas deaordo om a equação 3.22, onde o resultado obtido é a tangente hiperbólia do produto datangente das mensagens que hegam ao nó.



3.4 O problema da deodi�ação e o algoritmo SP em anal gaussiano 27A utilização do operador tanh e tanh−1, vem diretamente da equação 3.11 om a utilizaçãode valores LLR para o álulo das funções marginais [17℄. Existe ainda uma aproximaçãoda equação 3.11 que pode ser utilizada, omo visto em [18℄ e [19℄.



Capítulo 4Funções EXIT
As funções EXIT são uma proposta reente para examinar a transferênia da informaçãoextrínsea durante a deodi�ação em reeptores iterativos. Essas urvas foram primeira-mente propostas em [5℄ e depois extendidas para o uso em ódigos paralelos onatenados(PCC, do inglês Parallel Conatenated Codes) [6℄. A motivação para a utilização dessas ur-vas no projeto de ódigos LDPC surgiu pois estudos para PCC mostraram bons resultadospara análise de ódigos, de forma rápida.O nome EXIT vem do inglês, EXtrinsi Information Transfer Funtion. As urvas sãoaluladas utilizando as informações mútuas entre os bits nas saídas dos deodi�adores eos bits transmitidos, que são onheidos, monitorando o omportamento do deodi�ador.4.1 Informação intrísea e extrínsea de ódigos PCC eLDPCConsidere a Figura 4.1, que representa um modelo em bloos de um deodi�ador PCC.No aso do ódigo PCC ser sistemátio, os bits na saída do anal são representados por p1e p2, que são, respetivamente, os bits de paridade para os deodi�adores A e B, e i, quesão os bits de informação. Para ada iteração, o primeiro deodi�ador (De. A) reebe ainformação intrínsea, as observações do anal Z1, e então repassa a informação omo E1 queé a informação extrínsea do deodi�ador A, mas que passa a ser a informação a priori parao segundo deodi�ador (De. B). O proesso se repete ontinuamente por várias iterações,até que se obtenha uma estimação válida da palavra ódigo reebida, essa estimação pode28



4.1 Informação intrísea e extrínsea de ódigos PCC e LDPC 29
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Figura 4.1: Diagrama de bloos do deodi�ador PCC.ser obtida através de uma das duas variáveis D1 e D2.Nos ódigos PCC, ada urva EXIT é referente a um deodi�ador [5℄. No aso dessesdeodi�adores serem iguais, ou em outras palavras os ódigos onatenados serem iguais,as urvas EXIT para esses deodi�adores também serão iguais.Em ódigos LDPC, as urvas são diferentes das urvas para PCC. A deodi�ação dessesódigos é feita através de um grafo fator bipartiionado, e por de�nição, ada nó do grafode deodi�ação realiza operações bem de�nidas. Diferente das urvas dos PCC, as urvasEXIT dos ódigos LDPC sempre serão diferentes, pois os nós de variável e de veri�ação deparidade têm araterístias distintas.
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ANV ENPFigura 4.2: Diagrama de bloos do deodi�ador LDPC.



4.2 Cálulo da informação mútua 30A Figura 4.2 mostra os deodi�adores para ódigos LDPC. Em omparação om odeodi�ador do ódigo PCC, o deodi�ador A representa os nós de variável e ada nó devariável está ligado a wr nós de veri�ação, enquanto o deodi�ador B representa os nós deveri�ação e ada nó está ligado a wc nós de variável.4.2 Cálulo da informação mútuaEm [20℄ alguns eslareimentos são dados a respeito de porque utilizar informação mú-tua para as urvas EXIT. Duas informações mútuas são aluladas: uma entre os sinais deentrada dos deodi�adores e os bits odi�ados, e outra entra os sinais de saída dos deo-di�adores e, também, os bits odi�ados. Para isso, é preiso obter os sinais da saída dosdeodi�adores de aordo om a saída do anal. As mensagens de saída do anal são pro-babilidades de transição dos bits, e seus valores são alulados na forma de LLR. Considere
r a saída de um anal gaussiano, onde n é distribuida om média µ = 0 e variânia σ2

n. Asprobabilidades de transição do anal são dadas por:
p(r|x = ±1) =

1√
2πσn

exp [−(r − x)2

2σ2
n

]

. (4.1)A entrada dos deodi�adores é uma LLR, obtida om as probabilidades da equação 4.1:
LZ = LLR(r) = ln[p(r|x = +1)

p(r|x = −1)

]

=
2

σ2
n

r =
2

σ2
n

(x + n) (4.2)que agora passa a ser uma nova variável aleatória gaussiana, hamada Z, onde:
Z = µZ · x + nZ , (4.3)de média

µZ =
2

σ2
n

(4.4)e nZ sendo uma variável aleatória gaussiana de média zero e variânia
σ2

Z =
4

σ2
n

. (4.5)A média e a variânia de Z são relaionadas por
µZ =

σ2
Z

2
. (4.6)



4.2 Cálulo da informação mútua 31Uma vez de�nido o sinal de entrada do deodi�ador omo uma variável aleatória gaussi-ana Z, tem-se que de�nir agora, a distribuição de probabilidades na saída dos deodi�adoresA e B para que o álulo da informação mútua possa ser efetuado. Como será visto maisa frente, onsiderar a variável aleatória na saída dos nós, tanto os de variável omo os deveri�ação, omo uma variável aleatória gaussiana é ondição su�iente. Portanto, supondoA omo uma LLR de distribuição gaussiana, assim omo no aso da equação 4.3, a médiadeve obedeer a equação 5.28. Assim, a função densidade de probabilidade ondiional paraas mensagens que entram no deodi�ador A é
pA(ξ|X = x) =

1√
2πσA

exp− (ξ − (σ2
A/2)x)2

2σ2
A

. (4.7)Para o medir o onteúdo de informação do onheimento a priori, a informação mútua [9℄
IA = I(X; A) =

1

2

∑

x=±1

∫ ∞

−∞

pA(ξ|X = x)log2

[
2pA(ξ|X = x)

pA(ξ|X = −1) + pA(ξ|X = 1)

]

dξ (4.8)entre os bits sistemátios X transmitidos e o sinal A é utilizada, e 0 ≤ IA ≤ 1.Substituindo a equação 4.7 na equação 4.8, enontramos a informação mútua aluladaem função de σA:
IA = J(σA) = 1 −

∫ ∞

−∞

e−(ξ−σ2
A

/2)
2
/2σ2

A

√

2πσ2
A

· log2[1 + e−ξ]dξ, (4.9)e, por de�nição:
lim
σ→0

J(σA) = 0, lim
σ→∞

J(σA) = 1; para σA > 0.Além disso, a função J(σA) é reversível, e sua inversa é expressa por:
σA = J−1(IA). (4.10)As urvas das funções J(σA) e J−1(IA) podem ser aluladas através de simulação montearlo (medidas de histograma). Em [6℄ e [21℄ é feita uma aproximação numéria das urvas

J(σA) e J−1(IA) (vide anexo A), tornando possível substituir o proesso de simulação dadeodi�ação.Não se pode a�rmar, entretanto, que a distribuição de probabilidade da variável extrínseados deodi�adores é uma variável aleatória normal. Para ódigos LDPC a�rmar que os nós



4.2 Cálulo da informação mútua 32de variável apresentam uma variável aleatória normal em sua saída é plausível, mas para osnós de veri�ação as mensagens E não são variáveis aleatórias normais e sua distribuição deprobabilidade deve ser obtida por medidas de histograma.Para quanti�ar a informação extrínsia, a informação mútua também é utilizada. Atra-vés da equação 4.11, é obtido a informação mútua entre as variáveis E, que não são variáveisaleatórias normais, e X.
IE = I(X; E) =

1

2

∑

x=±1

∫ ∞

−∞

pE(ξ|X = x)log2

[
2pE(ξ|X = x)

pE(ξ|X = −1) + pE(ξ|X = 1)

]

dξ. (4.11)Em outras palavras, a informação intrísea IA nos diz o quanto de informação a variávelaleatória A ontém do sinal enviado X, analogamente, a informação extrínssea IE nos dizo quanto de informação a variável aleatória E ontém sobre o sinal enviado X.4.2.1 Funções EXITA Figura 4.3 mostra um exemplo de uma urva EXIT para um ódigo de taxa R = 0, 5em um anal gaussiano de Eb/N0 = 3 dB. A urva superior mostra a informação mútua das
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4.3 Funções EXIT dos nós de variável 33variáveis de saída dos nós de variável, IENV
, omo função da informação mútua da entradadesses mesmos nós IANV

, enquanto a inferior mostra a informação mútua do sinal de entradados nós de veri�ação, IANP
, omo função da informação mútua da saída desses mesmos nós,

IENP
.A trajetória da deodi�ação também é mostrada na Figura 4.3 representada pelas retasem negrito. Como na deodi�ação iterativa as mensagens passam pelos nós de variável ede veri�ação em ada iteração, a trajetória de deodi�ação vai dos nós de variável aosnós de veri�ação, e novamente retornam aos nós de variável, esse proesso se repete emada iteração. As funções EXIT são, portanto, funções reursivas, onde em ada iteração ainformação mútua alulada é função da informação mútua alulada no outro deodi�ador,isto é,

I l
ENV

= T (I l−1
ANV

→ I l−1
ENP

= T (I l−1
ANP

→ I l−1
ENV

= T (I l−2
ANV

= . . . ))), (4.12)onde l é o número de iterações do deodi�ador.Com o auxílio das funções EXIT, é possível prever o omportamento do deodi�adordurante o proesso de deodi�ação, essas funções mostram a trajetória da deodi�açãoiterativa através da informação mútua. Em outras palavras, elas mostram o quanto asvariáveis intrínseas e extrínseas têm de informação sobre o bit transmitido x no deorrerdo proesso de deodi�ação, além disso, a trajetória da deodi�ação varia sobre o nível deruído inserido pelo anal.4.3 Funções EXIT dos nós de variávelAs urvas dos dois deodi�adores são aluladas de maneiras distintas, portanto, paraada deodi�ador é neessário que se obtenha a distribuição de probabilidade em sua saída.Para o álulo das urvas EXIT dos nós de variável tem-se que, da de�nição do algoritmosoma-produto, a saída dos nós de variável é a soma das mensagens que hegam até o nó,menos a mensagem do nó de destino. Supondo que um nó de variável tem grau wr, entãoexistem wr+1 mensagens de entrada (as wr mensagens dos nós de veri�ação onetados, maisuma que vem do anal) e a operação realizada pelo algoritmo soma-produto na deodi�ação



4.3 Funções EXIT dos nós de variável 34dos nós de variável faz a saída do deodi�ador A ser
ENVi

= Zi +
∑

j 6=i

ANVj
, (4.13)onde ANVj

são as wr variáveis aleatórias que vêm dos nós de veri�ação ligados ao nó i devariável, Zi é o valor-L dos bits na saída do anal gaussiano e i e j são os índies dos nós devariável e veri�ação, respetivamente. Note que para ada ENVi
, apenas wr mensagens sãorepassadas (wr − 1 dos nós e uma do anal).Através de medidas de histograma enontra-se a distribuição de probabilidade da saídados nós de variável e se exeuta o álulo da informação mútua. As medidas de histogramasdevem ser tomadas para vários valores de σZ na entrada do deodi�ador, alulando ainformação mútua até que se enontre a função EXIT dos nós de variável.Entretanto, podemos evitar os álulo de histograma utilizando uma aproximação dafunção J(·). Para os nós de veri�ação, vemos que a função extrínsea IENV

(σ) é função de
IANV

, wr, Eb/N0, e R, e, portanto, alula-se o valor da informação mútua omo J(σZ) nasaída do deodi�ador:
IENV

(

IANV
, wr,

Eb

N0

, R

)

= J

(√

(wr − 1)[J−1(IANV
)]2 + σ2

Z

)

. (4.14)Pelo teorema entral do limite tem-se que a variável aleatória gerada pela soma de umnúmero grande de variáveis aleatórias se aproxima de uma variável aleatória normal. Avariânia da variável normal gerada é a soma de todas as variânias envolvidas na soma. Porisso, no argumento da equação 4.14 as variânias são somadas.No aso de ódigos LDPC a distribuição de ANVi
é gaussiana para um número grandede iterações, omo mostrado em [22℄ e [23℄. A Figura 4.4 mostra o omportamento dainformação mútua IANV

(σ). Não é preiso uma variação muito grande de σA para obter
IANV

(σ) = 1. De fato, um valor de σA próximo a 7,2 é su�iente.A distribuição de ENVi
pode ser aproximada por uma gaussiana (Figura 4.7) ou mesmoutilizar as medidas de histograma. A Figura 4.5 foi obtida através de aproximações porGaussianas para diferentes valores de wr. No entanto utilizar as aproximações das funções

J(·) e J−1(·) mostradas em [21℄ é uma maneira mais fáil, rápida e bem on�ável de onseguir
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Figura 4.5: Grá�o da informação extrínsea na saída dos nós de variável utilizando aproxi-mação gaussiana e variando a quantidade de ligações nos nós de variável.as urvas EXIT, omo mostrado na Figura 4.6, onde são plotadas as três formas de obteçãodas urvas.



4.4 Curvas EXIT dos nós de veri�ação 36No aso de se utilizar a distribuição do sinal na saída dos nós, o álulo de pE(ξ|X = x) éfeito através de medidas de histograma, Figura 4.7. Como, os resultados são muito próximose é preferível trabalhar om as aproximações.
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IAFigura 4.6: Resultado omparativo das urvas de informação extrínsea.4.4 Curvas EXIT dos nós de veri�açãoAssim omo os nós de variável, os nós de veri�ação também são onsiderados omo umúnio deodi�ador no proesso de obtenção das urvas EXIT. As mensagens que passampelos nós de veri�ação são diferentes das mensagens que passam pelos nós de variável e aregra que rege essas mensagens é mostrada pela equação
ENPi

= ln1 −∏j 6=i
1−e

ANPj

1+e
ANPj

1 +
∏

j 6=i
1−e

ANPj

1+e
ANPj

. (4.15)Novamente ANPj
pode ser aproximada omo a saída de um anal gaussiano, isso por queessas mensagens são as mesmas mensagens que saem do deodi�ador A (Figura 4.2), em quea saída é uma soma de variáveis aleatórias gaussianas. Apesar das mensagems ENP de saída
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Figura 4.7: Histograma da saída dos nós de variável.dos nós de veri�ação não se pareerem om variáveis aleatórias gaussianas, omo mostradona Figura 4.8, a utilização da função gaussiana para desrever essa variável aleatória podeser utilizada omo aproximação [24℄ [22℄ e [23℄.Com as equações 4.13 e 4.15, pode-se analisar o omportamento dos nós do grafo-fator doódigo LDPC omo duas aixas onde não se tem preoupação sobre as operações realizadasem seu interior. Após a obtenção das distribuições de probabilidade de entrada e de saídade ada nó, efetua-se o álulo das informações mútuas na entrada (intrínseas) e na saída(extrínseas) de ambos os tipos de nós.Portanto, uma vez que tenhamos as distribuições de saída dos nós de veri�ação, aindaé preiso alular a informação mútua na saída desse deodi�ador, obtendo IENP
. Assimonseguimos alular as urvas EXIT do segundo deodi�ador.Como, apesar da distribuição de mensagens na saída dos nós de veri�ação não ser umagaussiana, utiliza-se uma aproximação gaussiana da variável aleatória ENP de saída dos nósde veri�ação, podemos utilizar novamente a função J(·) mostrada no Anexo A. Existe umapropriedade de dualidade para o anal BEC (do inglês, Binary Erase Channel), mostrada
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Figura 4.8: Histograma da saída dos nós de veri�ação de paridade.em [21℄, que diz que a urva IE para um ódigo de grau wc pode ser função da urva IEREPde um ódigo de repetição de tamanho wc (ou seja, taxa 1/wc), isto é,
IE(IA, wc) = 1 − IE,REP (1 − Ia, wc) (4.16)A urva IE,NP é então obtida utilizando-se as aproximações

IENP
(IA, wc) ≈ 1 − IEREP

(1 − Ia, wc) (4.17)
= 1 − J

(√
wc − 1 · J−1(1 − IA)

) (4.18)e
IAN P ≈ 1 − J

(
J−1(1 − IENP

)√
wc − 1

)

. (4.19)Essa aproximação é bastante on�ável no que diz respeito aos resultados, e dado a fa-ilidade de se obter IENP
, é mais utilizada. A Figura 4.9 mostra as urvas EXIT para odeodi�ador referente aos nós de veri�ação, variando o grau dos nós. Note que quantomaior o grau dos nós as funções apresentam maior urvatura.
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Figura 4.9: Curvas EXIT para o deodi�ador referente aos nós de veri�ação om variaçãodo grau dos nós em wc = 2, 4, 6, 8 e 16.4.5 Curvas EXIT para ódigos LDPC irregularesPara os ódigos irregulares as urvas são obtidas das mesmas formas que para ódigosregulares no aso de se obter as distribuições de saída, tanto dos nós de variável quanto dosnós de veri�ação. Entretanto as ligações feitas entre os nós será ditada de aordo om amatriz de paridade H do ódigo e os polin�mios de grau do ódigo. Novamente utilizamos asequações 4.14 e 4.18, substituindo wc e wr por dc e dv respetivamente, obtendo as equações
IENV

(

IANV
, dv,

Eb

N0

, R

)

= J

(√

(dv − 1)[J−1(IANV
)]2 + σ2

Z

) (4.20)e
IENP

(IA, dc) = 1 − J
(√

dc − 1 · J−1(1 − IA)
) (4.21)e, assim omo para os ódigos regulares, o mapeamento da função IANP é feito utilizando aequação:

IAN P ≈ 1 − J

(
J−1(1 − IENP

)√
dc − 1

)

. (4.22)



4.6 Projeto de Códigos LDPC utilizando Curvas EXIT 404.6 Projeto de Códigos LDPC utilizando Curvas EXITAs funções EXIT forneem informações muito importantes para o projeto de ódigos semque seja preiso simular um sistema de omuniação para obter as urvas de probabilidadede erro. Entretanto, dois pontos importantes preisam ser abordados quanto ao projeto deódigos utilizando urvas EXIT: o ponto-de-queda e a omplexidade dos ódigos LDPC. Oponto-de-queda é o valor Eb/N0 onde aontee a queda brusa na probabilidade de erro debit. Este ponto também é onheido omo water-fall. Nas urvas EXIT esse ponto é o valorde Eb/N0 exatamente no limiar onde as urvas se enontram (Figura 4.10).O ponto-de-queda é obtido variando o valor de Eb/N0. Assim as urvas para o deodi�-ador A, que é o deodi�ador referente aos nós de variável e onde hega o sinal que sai doanal, sobem ou desem no grá�o omo mostra a Figura 4.11. A relação sinal ruído in�u-enia apenas nas urvas EXIT dos nós de variável, pois a relação é argumento da equaçãode informação mútua para os nós de variável (equação 4.20).O ponto-de-queda pode variartambém de aordo om a omplexidade ou om a taxa do ódigo. Por exemplo, aumentar opeso wr dos nós de variável faz om que a urva EXIT para esses nós suba mais rapidamente(Figura 4.5), e possibilitando diminuir a razão sinal ruido.Por esse motivo as urvas EXIT dos nós de veri�ação sempre saem de zero, já que nomomento em que o reeptor reebe a saída do anal para iniiar o proesso de deodi�açãoa informação que os nós de veri�ação têm sobre o sinal é nenhuma.Diz-se que um ódigo LDPC é mais ou menos omplexo quando nos referimos a quanti-dade de 1's presentes em sua matriz de veri�ação de paridade, ou seja, quanto mais esparsafor a matriz de veri�ação de paridade, menos omplexa será sua deodi�ação.Além da omplexidade de informação, a esparsidade da matriz interfere no ponto-de-queda do ódigo. Quanto mais esparsa for a matriz, mais baixo será o ponto-de-queda. Oque fortalee a a�rmação de que quanto mais esparsa for a matriz, melhor será o ódigo. AFigura 4.12 mostra a variação dos valores de queda para ódigos LDPC regulares de taxa
r = 0, 5, variando-se apenas os valores de wr e wc, ou seja, a omplexidade do ódigo.As funções EXIT não são ferramentas de riação de ódigo, entretanto elas ajudam aentender o omportamento da deodi�ação iterativa e fornee a informação de que existe
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Figura 4.10: Exemplo de obtenção do ponto-de-queda utilizando as urvas EXIT.

Figura 4.11: Variação das urvas EXIT pela relação sinal/ruído.um ódigo om os parâmetros wr e wc de tamanho in�nito que onsegue hegar a esseslimiares de deodi�ação. Para ódigos de tamanhos muito longos ela é uma ferramenta queajuda muito a esolha de valores dos parâmetros dos ódigos a serem utilizados, já que nos
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(dv,dc)Figura 4.12: Medidas de pontos-de-queda para ódigos de taxa r=0,5 e de omplexidadesdiferentes.fornee o limiar de onvergênia do algoritmo sem que seja preiso simular o sistema.Para o aso dos ódigos LDPC irregulares, as urvas EXIT auxiliam ainda no proessodo projeto de ódigos de uma maneira efetiva, no que diz respeito a distribuição de pesos
ρd e λd dos graus das linhas e das olunas nas equações 3.13 e 3.14. Esse é um proesso deotimização, onde se deve enontrar a melhor distribuição de pesos de aordo om as urvasEXIT onsideradas ótimas.



Capítulo 5Funções EXIT para Modulaçãoodi�ada
Existem diversas ténias para se ombinar odi�ação e modulação. Uma destas téniasonsiste na onatenação serial de um odi�ador binário, um entrelaçador de bits e ummodulador q-ário (q > 2) [25℄ [26℄. Esta ténia é onheida omo BICM (do inglês, BitInterleaved Coded Modulation). Reentemente, muita atenção foi dada a BICM onde oódigo binário é um ódigo LDPC [21℄ [27℄. Vários aspetos expliam esta atenção. Comojá itado anteriormente os ódigos LDPC permitem uma deodi�ação iterativa e�iente.Além desta qualidade, quando ombinados om modulação, a deodi�ação iterativa podeser apliada de maneira onjunta om a demodulação. E também, dada a natureza esparsae aleatória das suas matrizes de paridade, os ódigos LDPC não preisam do entrelaçadorpara se obter um bom desempenho (baixas probabilidades de erro).Neste apítulo utilizaremos funções EXIT para analisar um algoritmo iterativo para de-modulação e deodi�ação onjuntas. Desta análise, será possível enontrar os parâmetrosde um ódigo LDPC que melhor se adequam ao anal e ao esquema de odi�ação ombinadoom modulação .5.1 Curvas EXIT para reeptores iterativosA Figura 5.1 mostra um modelo em bloos do transmissor. Após os bits de fonte {xk}serem odi�ados gerando bits {ci}, eles são então mapeados em formas de onda na onste-lação, gerando {sj} e são enviados ao anal.43
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Figura 5.2: Diagrama em bloos do reeptor.No anal, os símbolos {sj} sofrem interferênia e ruído, e hegam ao reeptor na forma
{rj}. A Figura 5.2 mostra o diagrama de bloos do reeptor. Os símbolos {rj} hegam aobloo demodulador e são demodulados. Nesse ponto, eles são mensagens que desrevem umaprobabilidade do bit de informação ser reonheido omo 0 ou 1.Depois de demodulados, os sinais são passados aos outros bloos de aordo om a Fi-gura 5.2. As letras A, B, C e D se referem às mensagens que saem de ada bloo. Os bloosnós de variável e nós de paridade se referem aos bloos do grafo-fator relativos ao ódigoLDPC. Os retângulos inzas, hamados de Deodi�adores A e B, são os retângulos aosquais as urvas EXIT se referem, as mensagens B e C são as mensagens que se referem asinformações mútuas das urvas.Antes de traçar as urvas EXIT para esse deodi�ador é preiso entender as passagensde mensagens entre os bloos deodi�adores da Figura 5.2. O algoritmo de passagem demensagens segue algumas regras referentes a ada bloo e de aordo om o seguinte proessode deodi�ação:
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• O primeiro passo na deodi�ação é referente ao bloo demodulador. Os símbolos

rj hegam ao demodulador e om as mensagems a priori D obtém as mensagens
A, que são as mensagens que entram no próximo bloo, o de nós de variável;

• As mensagens que hegam aos nós de variável são as mensagens que saem do bloodemodulador A. Após isso, os nós de variável repassam as mensagens B ao bloode veri�ação de paridade. Em uma situação de deodi�ação real, é aqui que osbits passam para a estimação da palavra ódigo;
• Ao bloo de veri�ação de paridade hegam dv mensagens, e após as operaçõesserem exeutadas sobre essas mensagens, elas são novamente passadas ao bloode nós de variável. Essas são as mensagens C;
• Os nós de variável então reebem as mensagens C, operam sobre essas mensagense repassam novas mensagens D ao bloo demodulador. Na Figura 5.2, é feita essadistinção entre os dois nós de variável pois as mensagens que são passadas sãobem diferentes. No bloo inferior de nós de variável, as dc mensagens que vêm dosnós de paridade são somadas e passadas ao demodulador, enquanto no superioras mensagens seguem a regra da Equação 4.13.As informações mútuas na entrada e na saída do deodi�ador B, IB e IC , respetiva-mente, são aluladas da mesma forma que no Capítulo 4, pois o deodi�ador B ontinuasendo os nós de paridade. Entretanto, para se obter a urva EXIT do deodi�ador A épreiso uma série de operações diferentes das do Capítulo 4.No deodi�ador B as mensagens de entrada podem ser onsideradas omo variáveisaleatórias gaussianas, já que elas são referentes à saída do deodi�ador A e podem, portanto,ser aproximadas por gaussianas.5.1.1 Mensagens do demoduladorÉ neessário que um tratamento espeial seja dado a essas mensagens, porque dessaforma pode-se generalizar os grá�os EXIT para qualquer outra modulação ombinada aosnós de variável. Ou seja, om essa abordagem o demodulador pode ser um grafo fator



5.1 Curvas EXIT para reeptores iterativos 46de um demodulador M-APSK, que é o aso apresentado nesse trabalho, ou qualquer outrodemodulador. As mensagens D são a soma das mensagens provenientes dos nós de veri�açãode paridade ligados a ada nó de variável do bloo de nós de variável, portanto, através deuma pequena modi�ação na Equação 4.13, mostramos que a mensagem D é
D =

dc∑

j=1

Cj. (5.1)Novamente as mensagens C que saem do deodi�ador B (que são os nós de veri�açãode paridade) são aproximadas por variáveis aleatórias gaussianas, podemos portanto, utilizarnovamente a aproximação J(·) para o álulo das urvas EXIT [27℄. Isto é,
ID = J

(√
i · J−1(IC)

)

. (5.2)Para ada sistema de omuniação, é possível que exista um tipo de modula-dor/demodulador, e, onsequentemente, as mensagens D são variáveis aleatórias em quesuas distribuições de probabilidade tem araterístias que dependem do demodulador, e,por isso, dependem tabém do tipo de modulação empregada. Portanto, apesar de em [21℄ser feito uma aproximação para as funções EXIT para tipos espeí�os de demoduladores,nesse trabalho preferimos obter as distribuições de probabilidade na saída do demoduladoratravés de simulação. Já que dessa forma, é possível generalizar para diferentes demodula-dores.As distribuições de probabilidade na saída do demodulador foram obtidas onsiderandoo fato de as mensagens D assumirem omportamento de uma variável aleatória gaussiana, oque é esperado, já que, de aordo om a Equação 5.1, a mensagem D é uma soma de variáveisaleatórias gaussianas. Portanto, para failitar, é dito que a variânia de D na entrada dodeodi�ador é medida omo função J inversa, ou seja: σ = J−1(ID).5.1.2 Curvas EXIT para o deodi�ador AAs urvas EXIT são funções das informações mútuas variando σ no sinal de informaçãointrínsea no bloo deodi�ador e simulando as distribuições de probabilidade das mensa-gens nas iterações do deodi�ador. No aso do deodi�ador A não é diferente, as mensagens
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D são enviadas ao demodulador e a distribuição de probabilidade da mensagem A é obtidaatravés de medidas de histograma. Após isso, alula-se a informação mútua (Equação 4.11)para ada valor de σ da variável de entrada D.Dizemos que B é uma variável aleatória gaussiana, assim omo a variável aleatória A.Portanto, é preiso simular apenas o demodulador, para que se obtenha as distribuições deprobabilidade na sua saída [21℄. Com as distribuições de probabilidade da saída do demodu-lador, podemos alular a informação mútua IA(σID

), já que ID é onheido (equação 5.2).As funções EXIT dos nós de variável já são onheidas, portanto, através de um mapeamentoonseguimos as urvas EXIT do deodulador A, e a informação mútua IB é alulada por:
IB

(

IC , dv,
Eb

N0
, R

)

= J
(√

(dv − 1)[J−1(IC)]2 + [J−1(IA)]2
)

. (5.3)Note que a Equação 5.3 é obtida substituindo σZ por J−1(IA) em 4.16, omo em [27℄.A função EXIT do deodi�ador A é aproximada pela função J(·) porque as mensagens Bainda saem dos nós de variável, e para números muito grandes de amostras, a aproximaçãogaussiana é razoável.5.1.3 Curvas EXIT para o deodi�ador BNas urvas EXIT para ódigos LDPC, onsidera-se os nós de variável e de paridade omodeodi�adores, omo mostrado na Figura 5.2. O fato de inserirmos o demodulador naanálise das urvas EXIT, interfere apenas nas urvas dos nós de variável, já que é onde odemodulador está diretamente ligado.Portanto, as operações realizadas pelo deodi�ador B são as mesmas operações regidaspela Equação 4.15. Dessa forma, podemos obter as urvas EXIT utilizando as equações 4.18e 4.19, reesritas omo
IC(IA, dc) ≈ 1 − J

(√

dc − 1 · J−1(1 − IA)
) (5.4)e

IB ≈ 1 − J

(
J−1(1 − IC)√

dc − 1

)

, (5.5)onde IC é a informação mútua da variável intrínsea e IB a informação mútua da variável



5.2 Canal M-APSK/AWGN não-oerente de bloo 48extrínssea. Como mostrado no Capítulo 4, a aproximação gaussiana das distribuições dossinais de entrada e saída para esses nós é possível, e portanto utiliza-se a função J(·).5.2 Canal M-APSK/AWGN não-oerente de blooPara esse estudo de aso, foi utilizada a modulação 8-APSK, que é uma modulação
M-APSK de oito símbolos. A modulação M-APSK é uma denominação formada por ons-telações APSK ompostas de N anéis de amplitudes diferentes, e ada amplitude ontendo
P valores de fase alinhados. Os raios dos anéis diferem por um fator onstante r denomi-nado fator de raio. As onstelações M-APSK são araterizadas pelas onstantes N e P ,

(a) 8-APSK. (b) 16-APSK.Figura 5.3: Diagramas das onstelações APSK om dois níveis de amplitude A e rA.onde M = NP , portanto, no nosso exemplo, a onstelação 8-APSK tem N = 2 e P = 4(Figura 5.3a). A onstelação 16-APSK da Figura 5.3b, que tem N = 2 e P = 8.A on�guração 8-APSK da Figura 5.3a foi esolhida para esse trabalho pois é a mesmautilizada em [8℄, portanto para efeitos de omparação essa é a esolha natural.5.2.1 Modelo do Canal e ModuladorO anal M-APSK/AWGN não oerente de bloo é de�nido através da equação 5.6, ereebe o nome M-APSK pois os símbolos sl da onstelação são símbolos APSK de�nidos



5.2 Canal M-APSK/AWGN não-oerente de bloo 49anteriormente. A saída r = (r1, . . . , rL) é da forma:
rl = sle

jθ + nl, l = 1, . . . , L, (5.6)onde L é o tamanho do bloo, sl são os símbolos da saída do modulador e nl é um ruídogaussiano i.i.d. Uma fase aleatória θ é introduzida pelo anal, e é representada por umavariável aleatória ontínua om distribuição uniforme entre [0, 2π). A fase é aleatória, masonstante em ada bloo de L símbolos enviados. O transmissor desse sistema é mostradona Figura 5.4 através de diagrama de bloos.
CanalFonte

Entrelaçador
LDPC

Codificador

M−APSK

Modulador

Figura 5.4: Diagrama de bloo do transmissor M-APSK.

(a) Rotulamento de símbolos para a onstelação
M -APSK. (b) Mapeamento de símbolos para a onstela-ção M -APSK.Figura 5.5O bloo modulador reebe a saída de bits do bloo odi�ador, onde aontee a odi�açãoLDPC dos bits de informação, e iniia o mapeamento de bits em símbolos da onstelação.



5.2 Canal M-APSK/AWGN não-oerente de bloo 50Como mostrado na Figura 5.5b, ada onjunto de 3 bits é mapeado em um símbolo sl daonstelação. O bloo entrelaçador da Figura 5.4 não in�uenia na análise através das funçõesEXIT, isto porque, apesar do entrelaçador melhorar o desempenho em sistemas odi�ados,ele apenas modi�a a matriz de veri�ação de paridade do ódigo utilizado no sistema.Na Figura 5.5b é mostrado omo é feito o mapeamento do onjunto de bits em símbolosda modulação. O anel interno da modulação se refere às sequênias que têm 0 omo o bitmais signi�ativo (b1), ao passo que as sequênias de bits que iniiam om 1 fazem parte doanel externo. A fase também é mapeada de aordo om as sequênias, os dois bits seguintesao bit mais signi�ativo (b2 e b3) indiam qual é a fase do símbolo no qual a sequêniaompleta deve ser mapeada, de aordo om a tabela abaixo:
b2b3 φ

00 0
01 π/2
11 π
10 3π/2A função de mapeamento dos bits odi�ados em símbolos da modulação, rotulados naFigura 5.5a, é desrita através da tabela:
b1b2b3 s

000 0
001 1
011 2
010 3
100 4
101 5
111 6
110 7Além disso, utilizamos uma modulação diferenial, assim omo em [8℄, isso implia dizerque os símbolos enviados não são exatamente os símbolos mapeados, ao invés disso, é enviadoum símbolo s′i, onde:

s′i = si−1 ⊕M s′i−1, (5.7)na qual s′i−1 é o símbolo diferenial anterior, si−1 é o símbolo proveniente do mapeador
M-APSK e o operador ⊕M representa a soma módulo M .Exemplo:



5.2 Canal M-APSK/AWGN não-oerente de bloo 51Digamos que o símbolo s′i−1 = 001 é o símbolo que foi enviado anterior-mente pelo anal e agora o modulador reebe o símbolo si−1 = 010. Seguindo aoperação desrita pela equação 5.7 o símbolo enviado pelo anal será o símbolo
s′i = 100, pois

100 = 010 ⊕M 001. (5.8)No nosso aso de estudo em partiular, ada bloo de tamanho L (que é o tamanho dobloo do anal) tem um símbolo de referênia. Além disso, ada bloo é independente dobloo anterior, ou seja, o primeiro símbolo de um bloo não depende do ultimo símbolo dobloo anterior, e ada bloo tem um símbolo de referênia. O símbolo de referenia utilizadoé o símbolo rotulado omo 000, e é o primeiro símbolo de ada bloo enviado de tamanho L.Em outras palavras, o transmissor odi�a os bits de informação através de um odi�adorLDPC, após isto, os bits odi�ados passam por um proesso de entrelaçamento. O proessode entrelaçamento modi�a a matriz geradora do ódigo diminuindo a probabilidade deerro do sistema [8℄. Depois do entrelaçamento dos bits odi�ados, o transmissor faz omapeamento de sequênias de bits odi�ados em sinais que são símbolos da modulação quesão enviados pelo anal.5.2.2 Reeptor para o anal M-APSK/AWGN não oerente debloo e suas mensagensO grafo fator do reeptor iterativo por sua vez, é mostrado na Figura 5.6 e é desritoem detalhes em [8℄. Na Figura 5.6 �a lara a divisão do bloo demodulador do bloodeodi�ador. O bloo demodulador é mostrado em separado graças ao aso partiular emque estamos trabalhando.Além disso, dividimos ainda o bloo demodulador pois a análise utilizando funções EXIT éfeita independente do ódigo que será utilizado efetivamente no sistema. Portanto é razoávelutilizar somente o que hamamos de bloo demodulador (Figura 5.7) para uma análise emamadas. Esses bloos são bloos de tamanho L, e no aso da simulação de um sistema deomuniação dessa natureza, a matriz de paridade do ódigo LDPC deve ser de tamanho
nc = Nb mb [L − 1], onde Nb é a quantidade de bloos demoduladores para ada palavra de
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Decodificador

Demodulador

PSfrag replaements
π

Figura 5.6: Divisão em bloos do reeptor, difereniando o bloo demodulador do bloodeodi�ador.tamanho nc, e mb é o número de bits neessários para o mapeamento da modulação. Porexemplo no aso de a modulação ter 8 símbolos, mb = 3 pois 23 = 8.Portanto onsidera-se o demodulador apenas um únio bloo de demodulação ao invésdos Nb bloos neessários para formar a palavra ódigo de tamanho nc. A Figura 5.7 mostrao grafo de apenas um bloo de demodulação.As mensagens repassadas entre os nós são de�nidas omo:
⊲ Nós θ:As mensagens µθk→Ti

(θk) são estimações da fase aleatória do anal no bloo k. Essasmensagens são aluladas para ada símbolo ri reebido:
µθk→Ti

(θk) = µΠk→θk
(θk) ·

kL∏

j=(k−1)L+1
j 6=i

µTj→θk
(θk); (5.9)

⊲ Nós Ti:
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PSfrag replaements

Πk

θk

T1 T2 T3 TL

Λ1 Λ2 Λ3 ΛL

s′1 s′2 s′3 s′L

s1 s2 sL−1

V1 V2 VL−1Figura 5.7: Bloo demodulador para o anal M-APSK/AWGN não oerente de bloo. Oíndie L india o tamanho do bloo de memória do anal.
µTi→θk

(θk) =
∑

s′i

1√
2πσ

exp

(

−||ri − s′i exp(jθk)||2
2σ2

)

· µs′i←Ti
(s′i); (5.10)

µTi→s′i
(s′i) =

Z∑

z=1

az exp

(

−||ri − s′i exp(jθ̂kz)||2
2σ2

)

; (5.11)onde az = µθk→Ti
(θk = θ̂kz) que é a mensagem µθk→Ti

(θk) quantizada em Z níveis. Essamensagem é quantizada apenas para efeito de omputação. A mensagem original
µTi→θk

(θk) =

∫ 2π

0

1√
2πσ

exp

(

−||ri − s′i exp(jθ̂k)||2
2σ2

)

· µθk→Ti
(θk)dθk (5.12)envolve um operador de integração, o que eleva o número de operações realizadas no re-eptor e, eonsequentemente a veloidade na deodi�ação. Como a quantização dessamensagem reduz substanialmente o número de operações realizadas pelo omputador,preferimos utilizá-la.

⊲ Nós Πk:
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µΠk→θk

(θk) =
1

Z
; (5.13)Essas mensagens são importantes para efeito de normalização da aproximação da men-sagem µTi→s′i

(s′i), que é uma versão quantizada da mensagem original alulada atravésde uma integral.
⊲ Nós s′i e Λi:Esses nós mereem atenção no demodulador, pois eles fazem a deodi�ação do o-di�ador diferenial inserido no transmissor, que é feita em duas etapas através doalgoritmo forward-bakward.Parte forward :

µs′i→Λi+1
(s′i) = µΛi→s′i

(s′i) · µTi→s′i
(s′i) (5.14)

µΛi→s′i
(s′i) =

∑

∼{s′i}

I{s′i = si−1 ⊕M s′i−1} · µs′i−1
→Λi

(s′i−1) · µsi−1→Λi
(si−1)(5.15)Parte bakward :

µs′i→Ti
(s′i) = µΛi+1→s′i

(s′i) · µΛi→s′i
(s′i) (5.16)

µs′i→Λi
(s′i) = µTi→s′i

(s′i) · µΛi+1→s′i
(s′i) (5.17)Chegando �nalmente às mensagens

µΛi→s′i−1
(s′i−1) =

∑

∼{s′i−1
}

I{s′i = si−1 ⊕M s′i−1} · µs′i→Λi
(s′i) · µsi−1→Λi

(si−1)(5.18)
µΛi→si−1

(si−1) =
∑

∼{si−1}

I{s′i = si−1 ⊕M s′i−1} · µs′i−1
→Λi

(s′i−1) · µs′i→Λi
(s′i)(5.19)Espei�amente, tem-se que no iniio de ada bloo as mensagens µΛi→s′i−1

(s′i−1) são:
µΛi→s′i−1

(s′i−1) =

{
1, s′i = 0
0, s′i = 1, 2, . . .M − 1

(5.20)já que é onheido que o primeiro símbolo de ada bloo k é o símbolo zero. A função
I{f(x) = y} é hamada de função indiadora, essa função é de�nida omo:

I(x) =

{
1; f(x) = y;
0; caso contrário. (5.21)



5.2 Canal M-APSK/AWGN não-oerente de bloo 55Ou seja, resulta em 1 aso a o peração realizada seja verdadeira, e em 0 aso a operaçãoseja falsa.
⊲ Nós si:Os nós si são nós unitários, ou seja, esses nós apenas repassam as mensagens quehegam neles :

µΛi→si−1
(s′i) = µsi−1→Vi−1

(si); (5.22)
µsi→Λi+1

(si) = µVi→si
(si). (5.23)

⊲ Nós Vi:As mensagens na saída dos nós Vi são as probabilidades de o bit transmitido ser 0 ou
1. Como existe um mapeamento entre os bits na saída do odi�ador e o modulador,as m mensagens (estimativas de bits) na saída desse nó dependem da posição de adabit nos sinais da modulação, o que justi�a a utilização da função indiadora nessasmensagens

µVi→si
(si) =

∑

∼{si}

I{si = V (bi)}
m∏

n=1

µbn
i→Vi

(bn
i ); (5.24)

µVi→bα
i
(bα

i ) =
∑

∼{bα
i }

I{si = V (bi)} · µsi→Vi
(Si)

m∏

n=1
n 6=α

µbn
i→Vi

(bn
i ). (5.25)

⊲ Nós bα
i :Os nós bα

i são os nós de variável do ódigo LDPC. As mensagens que são tratadas nessesnós, assim omo nos de veri�ação de paridade, são estimativas das LLR, e portantoquando passadas ao demodulador devem ser passadas no domínio das probabilidades.Isso é feito através das formulas de�nidas abaixo:
µbα

i →Vi
(bα

i ) =
exp(LLR(bα

i ))

1 + exp(LLR(bα
i ))

; (5.26)
µbα

i →Vi
(bα

i ) =
1

1 + exp(LLR(bα
i ))

. (5.27)



5.2 Canal M-APSK/AWGN não-oerente de bloo 56As variáveis D são as mensagens que saem dos nós de variável e entram no bloo de-modulador (µbα
i →Vi

(bα
i ), e µbα

i →Vi
(bα

i )) e as variáveis A são as que saem do demodulador ehegam ao bloo de nós de variável (µVi→bα
i
(bα

i )).

Decodificador B

Decodificador A

PSfrag replaements
π

Figura 5.8: Deodi�adores em relação às urvas EXIT. A divisão em dois bloos se refereà divisão em deodi�adores A e B da Figura 5.2. O deodi�ador A é formado parte pelosbloos demoduladores e parte pelos nós de variável.Após essas mensagens serem de�nidas, temos os instrumentos neessários para obter asurvas EXIT para o demodulador desse sistema. Como mostrado na Figura 5.8, dividimoso reeptor em dois bloos deodi�adores.As mensagens A e D do deodi�ador, neessárias para o álulo da informação mútua,são as mensagens que saem dos nós de variável e as que saem dos nós de veri�ação deparidade, respetivamente. As mensagens que saem dos nós de variável bα
i e vão aos nós deparidade são estimativas de probabilidades no domínio de LLR, e são repassadas seguindoas mensagens A que saem do bloo demodulador.A Figura 5.9 mostra as variáveis aleatórias A, B, C e D omo as mensagens que passam
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PSfrag replaements π

A

B

C

DFigura 5.9: Divisão entre bloos demodulador, nós de variável e nós de veri�ação de pari-dade. As setas indiam os sentidos das variáveis aleatórias A, B, C e D.entre os bloos do grafo fator do demodulador. A mensagem A que vai do bloo demoduladoraos nós de variável, a mensagem B, que vai dos nós de variável aos nós de veri�ação e asmensagens C e D, que são as mensagens que fazem o aminho inverso.5.3 ResultadosAs urvas EXIT das �guras 5.10 e 5.11, mostram os pontos-de-queda para um deodi-�ador do anal M-APSK/AWGN para L = 9 e L = 29 respetivamente. Para L = 9 oponto-de-queda do ódigo hega em 4.7dB e para L = 29 hega em 2.5dB, omo mostradoem [8℄ a apaidade de anal para o anal M-APSK/AWGN de bloo L = 9 e L = 29são, respetivamente, C ≈ 1.7dB e C ≈ 1.4dB, isso nos india que as urvas EXIT podemservir para alular o ponto de queda de um sistema de omuniação odi�ado de formaaproximada.O omportamento de aproximação da apaidade aumentando o tamanho dos ódigos



5.3 Resultados 58LDPC, foi demonstrado em [8℄ através de urvas de probabilidade de erros de bits. Entre-tanto, aumentar o tamanho do ódigo aarreta em outros problemas, omo, por exemplo, oinremento da espera do deodi�ador.Para o sistema onsiderado nesses resultados utilizamos um ódigo LDPC regular de taxa
rc = 0, 5, modulação 8-APSK, r = 2, 45. Os resultados foram onentrados apenas na varia-ção do tamanho L do bloo de ruído de fase. Dessa forma podemos prever o omportamentoda deodi�ação para anais de memórias de tamanhos que variam.
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Figura 5.10: Curva EXIT para anal M-APSK/AWGN não oerente de bloo L = 9 em seuponto-de-queda. C(3,6) e rc = 0, 5.As urvas EXIT para esse sistema desrito, foram obtidas utilizando o mesmo ronogramautilizado em [8℄. Entretanto, as mensagens iniiais µs′i→Ti
(s′i) são aluladas primeiramenteatravés do algoritmo forward-bakward, que faz a deodi�ação diferenial no demodulador.E então, após a estimação de fase, as mensagens são novamente aluladas e repassadas aosnós de variável. Essas mensagens preisam ser aluladas, pois as variações nas estatístiasdas variáveis aleatórias dos sinais no deodi�ador, aonteem omo resultado das iteraçõesdo algorítmo de deodi�ação. Portanto, as mensagens também variam. Caso a mensagem
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Figura 5.11: Curva EXIT para anal M-APSK/AWGN não oerente de bloo L = 29 emseu ponto-de-queda. C(3,6) e rc = 0, 5.seja iniializada om valores regulares, o ronograma funionaria omo se a ada iteração doalgorítmo de deodi�ação essa mensagem fosse reiniializada.O ronograma para o bloo demodulador funiona então da seguinte forma:
• Primeiramente, sabemos que as mensagens µs′i→Ti

(s′i) devem ser aluladas, então sãogerados valores igualmente prováveis para as os s sinais possíveis da modulação queserão as mensagens µTi→s′i
(s′i). Depois são gerados valores aleatórios para as mensagens

µbα
i →Vi

(bα
i ), sabemos que essas mensagens são variáveis aleatórias gaussianas D devariânia igual a todos os valores relaionados ao mapeamento da função J−1(ID),e ada valor de σ orrespondendos a um passo no proesso de deodi�ação, e médiarelaionada a equação

µD =
σ2

D

2
. (5.28)Assim podemos alular as mensagens µsi−1→Λi
(si−1), neessárias na próxima etapa.

• Depois disso o passo forward-bakward no proesso de deodi�ação é exeutado, ob-



5.3 Resultados 60tendo as mensagens µs′i→Ti
(s′i), neessárias para o passo de estimação de fase. O pro-esso de estimação de fase é desrito pelas mensagens µθk→Ti

(θk) e dependem do valor
Z de amostragem de fase no reeptor.

• Após isso, novamente as mensagens µbα
i →Vi

(bα
i ) são aluladas aleatoriamente om mes-mos valores de variânia para exeutar o passo forward-bakward do algoritmo, dessavez omo uma fotogra�a instantanêa do deodi�ador no momento em que a informaçãoa priori é utilizada pelo demodulador para fazer a estimação de fase.

• Agora as mensagens µVi→bα
i
(bα

i ) são aluladas. Essas mensagens, são os valores davariável aleatória A que saem do demodulador e que são utilizadas para alular ainformação mútua IA.Esse ronograma é repetido tantas vezes quanto forem os valores de σD na entrada nodemodulador neessários para fazer o mapeamento da função EXIT do demodulador.Os tamanhos de L, são referentes ao tamanho do bloo de símbolos si enviados pelo anal.Portanto, no aso de L = 10, por exemplo, signi�a que 30 bits foram enviados através doanal, já para mc = 3 temos 3 · 10 = 30. Os sinais deodi�ados desses 30 bits, no entanto,têm apenas 27 bits de informação, já que um símbolo é o símbolo de referênia.As �gura 5.12, 5.13 e 5.14, deixam laro que quanto maior o valor de L, mais baixo é oponto-de-queda. Esse omportamento é expliado pois quando L → ∞ o anal se transformaem um anal AWGN não oerente de memória in�nita. No entanto, para valores de L muitograndes as urvas EXIT mostram que o deodi�ador não melhora tanto o sistema, omoevideniado pelas �guras 5.13 e 5.14 onde aumentando o valor de L = 20 para L = 30 oganho de 0.3 dB não é tão grande quando omparado ao ganho de L = 10 para L = 20 queé de 1.5 dB no ponto-de-queda.Os valores de ponto-de-queda para os sistemas om L = 10, L = 20 e L = 30, são 4.1 dB,
2.6 dB e 2.3 dB respetivamente, o que nos leva a rer que mesmo para anais om memória�nita om L muito grande, o ponto-de-queda não modi�a em esala linear.É importante ressaltar que os exemplos mostrados utilizam apenas ódigos LDPC re-gulares, o que onorda om [27℄, é mostrado que a utilização de ódigos LDPC irregulares
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Figura 5.12: Curva EXIT para anal M-APSK/AWGN não oerente de bloo L = 10 emseu ponto-de-queda. C(3,6) e rc = 0, 5.
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Figura 5.13: Curva EXIT para anal M-APSK/AWGN não oerente de bloo L = 20 emseu ponto-de-queda. C(3,6) e rc = 0, 5.
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Figura 5.14: Curva EXIT para anal M-APSK/AWGN não oerente de bloo L = 30 emseu ponto-de-queda. C(3,6) e rc = 0, 5.podem melhorar o desempenho do sistema, podendo hegar a um ponto-de-queda mais baixoque o obtido para os ódigos regulares.O Projeto desse sistema através de urvas EXIT demonstra a apaidade de análise queas funções EXIT podem ofereer. Nesse aso, as funções EXIT nos dizem que existe umódigo LDPC, que pode hegar próximo da apaidade alulada em [8℄, para vários valoresde bloo L do anal M-APSK/AWGN, assim omo para diversos parâmetros da modulação,omo onstante de raio e amostragem de fase. No entanto elas não nos dizem qual é esseódigo, que de forma geral são ódigos muito grandes, om palavras ódigo maiores que
50 mil bits. Esses ódigos onseguem hegar a uma baixa probabilidade de erro om umarelação sinal-ruído baixa.



Capítulo 6Conlusões
Neste trabalho, apresentamos aspetos fundamentais sobre a desrição de reeptores itera-tivos utilizando grafos-fatores om deodi�ação de ódigos onheidos omo LDPC. Atravésdessas desrições, foi possível analisar o proesso de deodi�ação, utilizando uma ferramentarelativamente nova na literatura, as funções EXIT. Essas funções onseguem desrever oomportamento do reeptor iterativo de um sistema de omuniação sem que seja preisosimulá-lo ompletamente.Através de exemplos, mostramos laramente omo se obter as urvas EXIT de um sistemaonjunto de demodulador e deodi�ador. Com esse estudo é possível generalizar o projetode sistemas utilizando Funções EXIT para qualquer ombinação demodulador/deodi�ador.Isso porque a obtenção das urvas EXIT do proesso de deodi�ação LDPC é baseada emexpressões analítias. Com essas expressões, é possível obter as distribuições de probabilidadedas mensagens. Essas distribuições podem, no entanto, ser aproximadas por distribuiçõesnormais de probabilidade.Apresentamos um estudo de aso utilizando o mesmo sistema de transmissão mostradoem [8℄. Grá�os mostram que as urvas EXIT proporionam as informações neessárias paraa esolha de ódigos LDPC, apazes de alançar baixa probabilidade de erro de bits. Alémda esolha dos ódigos, é possível dizer que, omo as funções EXIT são feitas sobre umbloo onde também está presente o demodulador, a esolha da modulação pode ser feita emonjunto à do ódigo utilizando as urvas EXIT.Também foi mostrado que densidade da matriz de paridade para ódigos LDPC exerein�uênia no proesso de deodi�ação. Melhor dizendo, quanto mais esparsa for a matriz63



64de paridade, espera-se que o sistema odi�ado alane a mesma probabilidade de erro paraum valor de Eb/N0 mais baixo. As araterístias de esparsidade da matriz de paridade,também in�ueniam na omplexidade do proesso de deodi�ação. Sendo assim, ao passoque a matriz se torna mais esparsa, menos operações serão realizadas pelo algorítmo somaproduto.O ponto-de-queda do sistema proposto em [8℄, pode ser ainda mais baixo, omo mostramos resultados. Para isso, esperamos que a utilização de ódigos mais longos e/ou ódigosirregulares seja su�iente para reduzir ainda mais o ponto-de-queda do sistema estudado.



Referênias Bibliográ�as
[1℄ C. E. Shannon, �A Mathematial Theory of Communiation,� Bell System TehnialJournal, vol. 27, pp. 379�423, 623�656, 1948.[2℄ R. Gallager, �Low-Density Parity-Chek Codes,� Tese de doutorado, 1963.[3℄ D. MaKay and R. Neal, �Good Codes Based on Very Sparse Matries,� in IMA:IMA Conferene on Cryptography and Coding, LNCS lately (earlier: Cryptography andCoding II, Edited by Chris Mithell, Clarendon Press, 1992), 1995.[4℄ D. Makay and R. Neal, �Near Shannon Limit Performane of Low-Density ParityChek Codes,� IEEE Transations on Information Theory, vol. 32, no. 18, pp. 1645�1646, 1996.[5℄ S. ten Brink, �Convergene of Iterative Deoding,� Eletronis Letters, vol. 35, pp. 806�808, 1999.[6℄ S. ten Brink, �Convergene Behavior of Iteratively Deoded Parallel ConatenatedCodes,� IEEE Transations on Communiations, vol. 49, pp. 1727�1737, 2001.[7℄ B. Frey, F. Kshishang, H. Loeliger, and N. Wiberg, �Fator Graphs and the Sum-Produt Algorithm,� IEEE Transations on Information Theory, vol. 47, no. 2, pp. 498�519, 2001.[8℄ D. Cunha, �Canal M-APSK Não-Coerente de Bloo: Capaidade e Proposta deCodi�ação para Reeptores Iterativos,� Tese de doutorado, FEEC, UNICAMP, 2006.[9℄ T. M. Cover and J. A. Thomas, Elements of Information Theory. John Wiley & Sons,In., 1991. 65



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 66[10℄ L. Bahl, J. Coke, F. Jelinek, and J. Raviv, �Optimal Deoding of Linear Codes forMinimizing Symbol Error Rate,� IEEE Transations on Information Theory, vol. vol.IT-20(2), pp. 284�287, Marh 1974.[11℄ A. Viterbi, �Error Bounds for Convolutional Codes and an Asymptotially OptimumDeoding Algorithm,� IEEE Transations on Information Theory, pp. 260� 269, Apr1967.[12℄ M. Tanner, �A Reursive Aproah to Low Complexity Codes,� IEEE Transations onInformation Theory, vol. 27, no. 5, pp. 533�547, 1981.[13℄ D. MaKay, �Good Error Correting Codes Based on Very Spare Matries,� IEEETransations on Information Theory, vol. 45, no. 2, pp. 599�618, 1999.[14℄ W. E. Ryan, �An Introdution to LDPC Codes,� teh. rep., Department of Eletrialand Computer Engineering, The University of Arizona, Aug. 19, 2003.[15℄ M. Yang, W. E. Ryan, and Y. Li, �Design of E�iently Enodable Moderate-LengthHigh-Rate Irregular LDPC Codes,� IEEE Transations on Communiations, vol. 52,no. 4, Apr 2004.[16℄ Urbanke, T. Rihardson, and A. Shokrollahi, �Design of Capaity-ApproahingIrregular Low-Density Parity-Chek Codes,� IEEE Transations on Information The-ory, vol. 47, no. 2, pp. 619�637, 2001.[17℄ J. R. Barry, E. A. Lee, and D. G. Messershmitt, Digital Communiation. KluwerAademi Publishers, 2004.[18℄ J.Hagenauer, E.O�er, and L.Papke, �Iterative Deoding of Binary Blok andConvolutional Codes,� IEEE Trans. on Information Theory, vol. 42, no. 2, pp. 429�445, Mar 1996.[19℄ X.-Y. Hu, E. Eleftheriou, D.-M. Arnold, and A. Dholakia, �E�ient Implementationsof the Sum-Produt Algorithm for Deoding LDPC Codes,� In Proeedings of IEEE



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 67Global Conferene on Teleommuniations (GLOBECOM'01), vol. 2, pp. 1036�1036E,San Antonio, Texas, EUA, Nov 2001.[20℄ S. ten Brink, A. Ashikhmin, and G. Kramer, �Extrinsi InformationTransfer Funtions:A Model and Two Properties,� IEEE Transations on Information Theory, vol. 50,pp. 2657�2673, 2004.[21℄ S. ten Brink, A. Ashikhmin, and G. Kramer, �Design of Low-Density Parity-ChekCodes forModulation and Detetion,� IEEE Transations on Communiations, vol. 52,pp. 670�678, April 2004.[22℄ S. Y. Chung, R. Urbanke, and T. J. Rihardson, �Gaussian Approximation for Sum-Produt Deoding of Low-Density Parity-Chek Codes,� ISIT, p. 318, 2000.[23℄ S. Y. Chung, R. Urbanke, and T. J. Rihardson, �Analysis of Sum-Produt Deodingof Low-Density Parity-Chek Codes Using a Gaussian Approximation,� IEEE Tran-sations on Information Theory, vol. 47, pp. 657�670, 2001.[24℄ F. R. Kshishang and M. Ardakani, �A More Aurate One-Dimensional Analysis andDesign of Irregular LDPC Codes,� IEEE Transations on Communiations, vol. 52,pp. 2106�2114, 2004.[25℄ E. Zehavi, �8-PSK Trellis Codes for a Rayleigh Channel,� IEEE Transations Com-muniations, vol. 40, no. 5, pp. 873�884, May 1992.[26℄ E. Biglieri, G. Caire, and G. Tario, �Bit-Interleaved CodedModulation,� IEEE Tran-sations on Information Theory, vol. 44, no. 5, pp. 927�946, May 1998.[27℄ M. Franeshini, G. Ferrari, R. Raheli, and A. Curtoni, �Serial Conatenation of LDPCCodes and Di�erential Modulations,� IEEE Journal on Seleted Areas in Communia-tions, vol. 23, pp. 1758�, Sep, 2005.



Apêndie AInformação mútua de uma V.A.gaussiana.
Nesse anexo mostramos uma aproximação polin�mial feita em [6℄ e [21℄ sobre o áluloda informação mútua entre duas variáveis aleatórias gaussianas.Considere Y = X + N , onde P (X = ±1) = 1/2 e N gaussiano de média zero e σ2

n. Ovalor LLR do anal de entrada é função de y, e esrito omo Lcanal(y). Note que Lcanal(Y )ondiionado em X = ±1 é gaussiano ommédia µcanal = ±2/σ2
canal e variânia σ2

canal = 4/σ2
n.Também tem-se que

µcanal =
±σ2

canal

2
.Fazendo J(σcanal) a informação mútua I(X; Lcanal(Y )). tem-se que:

J(σcanal) = H(X) − H(X|Lcanal(X)) (A.1)
= 1 −

∫ ∞

−∞

e−(ξ−σ2
canal

/2)
2
/2σ2

canal

√

2πσ2
canal

· log2[1 + e−ξ]dξ (A.2)onde H(X) é a entropia de X e H(X|Lcanal(Y )) é a entropia ondiionada a Lcanal. Noteque I(X; Lcanal(Y )) é o mesmo que I(X; Y ). A apaidade do anal X = Y +N é, portanto
J(σcanal = J(2/σn).Para implementação, a urva J(·) foi dividida em duas partes orrespondentes ao intervalo
0 ≤ σ ≤ σ∗ e σ < σ∗ onde σ∗ = 1.6363. Para o primeiro intervalo foi utilizada umaaproximação polinomial, enquanto para o segundo uma aproximação exponenial. O métodode busa utilizado para a aproximação da função é onheido omo algoritmo Marquadrat-68



69Levenberg, hegando a:
J(σ) ≈







aJ,1σ
3 + bJ,1σ

2 + cJ,1σ , 0 ≤ σ ≤ σ∗

1 − eaJ,2σ3+bJ,2σ2+cJ,2σ+dJ,2 , σ∗ < σ < 10
1 , σ ≥ 10

(A.3)onde
aJ,1 = −0.0421061 bJ,1 = 0.209252 cJ,1 = −0.00640081
aJ,2 = 0.00181491 bJ,2 = −0.142675 cJ,2 = −0.0822054 dJ,2 = 0.0549608Para a inversa da função J(·) divide-se a urva em dois intervalos em I∗ = 0.3646. Afunção J−1(·) �a:

J−1(I) ≈
{

aσ,1I
2 + bσ,1I + cσ,1

√
I , 0 ≤ I ≤ I∗

−aσ,2ln[bσ,2(1 − I)] − cσ,2I , I∗ < I < 1
(A.4)onde

aσ,1 = 1.09542 bσ,1 = 0.214217 cσ,1 = 2.33727
aσ,2 = 0.706692 bσ,2 = 0.386013 cσ,1 = −1.75017


