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Resumo

O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento de um modelo de oti-
mizagao a usinas individualizadas e de um modelo de fluxo de poténcia étimo
CC visando contribuir para o planejamento e a programagao da operacao de
sistemas hidrotérmicos, em particular do sistema elétrico brasileiro. Para
tanto, foram desenvolvidos métodos de pontos interiores que exploram as
particularidades dos problemas, em especial a estrutura de fluxo em redes,
resultando em métodos robustos e eficientes. O desempenho computacional
dos métodos é verificado em problemas testes reais de grande porte com o
Sistema Interligado Nacional. Os métodos de pontos interiores obtiveram
bom desempenho, convergindo rapidamente para os problemas testados.

Abstract

The aim of this work is to develop an optimization model for individual
hydro-plants and a model for DC optimal power flow for the hydro-thermal
operational planning and programming, in particular for the brazilian elec-
tric power system. For this purpose interior-point methods that explore
problems properties, in particular the network flow structure, has been de-
veloped resulting in robust and fast methods. The computacional results
has been extracted from real and big problems from National Interconnected
System. The interior-point methods have shown good performance achieving
fast convergence for the instances tested.
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Primeiramente segue a lista de simbolos utilizados pelos métodos de pon-

tos interiores.

§R7’l
§Rm><n

111 11 1l

Direcao afim-escala
Direcao de centragem

a, 3

Espaco real de dimensao n;
Conjunto das matrizes reais de dimensoes m X n;

n 3
Norma euclidiana; Para v € R", |Jul| = (> u]

=1
Para uma matriz M, |M|| = maz|yj=1 = |[Mull;
E a direcao de Newton pura, obtida quando o = 0;
E a direcao obtida quando o = 1;
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Residuo Dual,

definido como V(f) — Ay +w — z;
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Residuo Dual,
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R™ - Vetor das varidveis de folga primais;
R"™ - Vetor das varidveis primais;

R" - Vetor das variaveis de folga primais;
Iteragao genérica do

método de pontos interiores primal-dual;
R™ - Vetor das variaveis duais;

R™ - Vetor das variaveis duais;

R™ - Vetor das variaveis de folga duais;
R - Matriz das restrigoes
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fr F=(f1, far s fo);

Matriz diagonal dos coeficientes do termo
quadratico de geragao
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I
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T, T*
X

X, x*
W, Wk
7, 7k

H = diag(hy, ha, -+, hy) ou
Hessiana de f;

- Matriz identidade de dimensoes apropriadas;

- Matriz diagonal construida a partir do vetor p:
P = (p1,p2,- -, Pm);
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das linhas de transmissao:
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do vetor t ou t*:
T = (tl,tg, ce 7tn)7
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u

Modelo de Otimizacao a Usinas Individualizadas.
Volume do reservatério (hm?);

Vazao descarregada pela usina (defluéncia) (m?/s);
Vazao turbinada pela casa de méaquinas
(engolimento) (m3/s);

Vazao descarregada pelo vertedor

(vertimento) (m3/s);

Cota de montante do reservatério

(funcao do volume) (m);
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Cota de jusante do canal de fuga

(fungao da defluéncia) (m);

Altura de queda bruta (m);

Vazao incremental afluente & usina (m?/s);
Vazao incremental da usina i (m?3/s);

Vazao natural da usina i (m?/s);

Conjunto das usinas imediatamente a montante

da usina ;

Volume do reservatorio da usina ¢ ao final do

intervalo ¢t (hm?);

Limites minimo e méaximo de
volume para a usina i no final do intervalo ¢ (hm?),

respectivamente;

Vazao defluente da usina ¢ durante o

intervalo ¢ (m3/s);

Limites minimo e méaximo de
defluéncia da usina i no tempo t (m3/s),
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Vazao turbinada da usina ¢ durante o

intervalo ¢t (m3/s);

Limites minimo e maximo de

vazao turbinada da usina i no tempo t (m3/s),
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Vazao vertida pela usina ¢ durante o
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Vazao incremental afluente & usina 7
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volume x;
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associada aos arcos de defluéncia u ou aos
arcos de turbinagem ¢ e vertimento v;
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de d4gua do MOUI, tal que A = { AS };

e S, - Estrutura esparsa das submatrizes A e S do MOUT;

- Submatriz diagonal de A;

Submatriz de S;

- Submatriz identidade de dimensoes apropriadas;

- Submatriz de A;

Gi(xiz) - polinomio do quarto grau que representa a
relacao entre a cota de montante e o volume do
reservatorio z;; da usina i;

0i(w;z) - Polinémio do quarto grau que a partir da
defluéncia u;; fornece o valor da cota do canal
de fuga (ou de jusante) da usina i;

S

i 4 - Altura de queda bruta (m) da usina i no intervalo
t, dada por hy; s = @(%t) - ez'(ui,t);
DCit - Perda de carga hidrailica da usina ¢ no intervalo ¢;
hii ¢ - Altura de queda liquida (m) da usina i no
intervalo ¢, dada por Ay ¢ — pc; ¢
Dit - Poténcia média produzida pela usina ¢ durante
o intervalo de tempo t (MW);
k; - Constante de produtibilidade especifica da
usina i (%),
Ne, - Ntumero de conjuntos de unidades geradoras
da usina i;
Nj; - Numero de unidades geradoras do conjunto j
da usina ¢;
Qefijit - Vazao turbinada de cada conjunto gerador j que

submetida a queda efetiva produz a poténcia
efetiva peg;i+;

hetjit - Menor queda liquida sob a qual o conjunto j,
em operacao, desenvolve a sua poténcia
efetiva peyji¢;

Defiit -  Méxima poténcia ativa possivel de ser gerada
em regime permanente, para toda unidade
geradora pertencente ao conjunto j;

« - Expoente que interfere na turbinagem
maxima q; , da usina ¢ no intervalo ;

D, - Mercado de energia elétrica no intervalo t
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em MW médio;
- Complementacao termelétrica no periodo t em
MW médio;
- Coefiente de valor presente para o intervalo t;
- Numero de intervalos de tempo;
- Numero de usinas hidrelétricas do sistema;
- Funcao de custo resultante do despacho

termelétrico (-22);

Uma tultima lista importante de simbolos é aquela associada ao FPO CC.

FPO CC

AR NN

X

Pmin € Pmax
fmin € fmax

fi(f)

Py,

Abreviacao de Fluxo de Poténcia Otimo
Corrente Continua. Seu significado compreende
tanto o modelo matematico como o método de
solucao associado a otimizagao do Fluxo

de Poténcia Otimo CC;

Matriz de incidéncia no-arco;

Vetor de fluxo de poténcia em cada ramo;

Vetor de geragao de poténcia ativa em cada
barra;

Vetor de demanda por poténcia ativa em cada
barra de carga;

Matriz de lagos;

Vetores com os valores de minimo e

maximo de p, respectivamente;

Vetores com os valores minimo e

maximo de f, respectivamente;

Funcao que representa a perda de

transmissao;

Matriz diagonal dos valores das resisténcias dos ramos;
Fungao que representa o custo de geracao;
Matriz diagonal dos coeficientes quadraticos;
Vetor de coeficientes lineares;

Vetor tal que o componente ; é obtido
somando os valores das defasagens dos ramos
pertencentes ao i-ésimo lago da rede, observando
o sentido em que os ramos do laco sao percorridos;
Injecao liquida de poténcia ativa na barra k;
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Qx - Injecao liquida de poténcia reativa na barra k;

Vi - Magnitude de tensao na barra k;

O - Angulo de tensao na barra k;

Orm, - Diferenga angular entre as barras k e m (O, = 0 — 0p,);

Okm - Angulo de defasagem entre as barras k e m;

Qp - Conjunto de todas as barras m adjacentes a barra k,
incluindo a prépria barra k;

Grm € Br,n, - Correspondem aos elementos das matrizes de

condutancia e de susceptancia de barra
associados ao ramo k — m, respectivamente;

Dr - Poteéncia ativa especificada na barra k;
Py - Injecao liquida de poténcia ativa;
Qr - Injecao liquida de poténcia reativa;
Py, - Fluxo de poténcia ativa do ramo que conecta
as barras k e m;
Qrm - Fluxo de poténcia reativa do ramo que conecta
as barras k e m;
Akm - Valor do tap do ramo que conecta as barras k e m;
Jkem - Condutancia do ramo que conecta as barras k e m;
bim - Susceptancia do ramo que conecta as barras k e m;
bt - Susceptancia do shunt que conecta as barras k e m;
Thm - Reatancia do ramo k — m;
Xy - Matriz diagonal cujos elementos sao as
reatancias Ty, dos ramos;
P - Vetor de injecao liquida de poténcia para
cada barra;
pe - Vetor que contabiliza as perdas do fluxo de poténcia
como injecao liquida de poténcia nas barras;
0 - Vetor de angulo de fase para cada barra;
B - Matriz de susceptancia;
Tkm - Reatancia do ramo que liga a barra k a barra m;
(bkm = »m%m%
3 - Tolerancia estabelecida, que no caso do POCP,
é igual & 1078;
Tkm - Valor da resisténcia em série, em p.u., do ramo k — m;
Dim - Fluxo de poténcia ativa, em p.u., no ramo k — m;

Jrem - Condutancia do ramo k — m;
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Akm - Fator que representa a perda de poténcia do fluxo
no ramo k — m;

Py da - Carga incremental que representa as perdas do fluxo
no ramo k — m;

P, - Poteéncia que chega no final da linha de

transmissao k — m;




Capitulo 1

Introducao

1.1 Historia e Consumo de Energia

A energia média necessaria para um ser humano adulto permanecer vivo
¢ aproximadamente mil kcal por dia (um Kcal = mil cal). Para um adulto
engajado em atividades normais, ela é de aproximadamente duas mil kcal por
dia. Para um homem que realiza um trabalho manual pesado, sao necessarias
quatro mil kcal por dia.

Desde o homem primitivo, hda um milhao de anos atrds, até o homem
tecnologico de hoje, podem ser destacados seis estdgios no desenvolvimento
humano de acordo com o padrao do consumo didrio de energia per capita
[44]:

e O homem primitivo (Leste da Africa, aproximadamente um milhao de
anos atras) sem o uso do fogo dispunha apenas da energia dos alimentos
que ele ingeria (duas mil keal/dia).

e O homem cacador (Europa, aproximadamente um milhao de anos atras)
dispunha de mais alimentos e também queimava madeira para obter ca-
lor e para cozinhar.

e O homem agricola primitivo (Mesopotamia em 5000 a.c.) utilizava a
energia de animais de tragao.

e O homem agricola avan¢ado (Noroeste da Europa, em 1400 d.c.) usava
carvao para aquecimento, a forca da agua, do vento e o transporte
animal.
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1geladeira  +
Zlampadas  +
1ventilador  +
1liguiclificador +
1 ferro de passar

117 kwnh
30 kWh

Figura 1.1: Consumo médio mensal de alguns eletrodomésticos.

e O homem industrial (na Inglaterra, em 1875) dispunha da méquina a
vapor.

e O homem tecnoldgico (nos EUA, em 1970) consumia 230 mil kcal/dia.

De um consumo de energia muito baixo (duas mil kcal por dia), que ca-
racterizava o homem primitivo, o consumo de energia cresceu, em um milhao
de anos, para 230 mil kcal por dia, isto é, um aumento por um fator maior
que 100. O ntmero de 230 mil kcal é obtido contabilizando as atividades de
transporte, industria e agricultura, moradia e comércio, e alimentacao.

Neste sentido, cabe uma breve ilustracao do consumo médio mensal de
energia elétrica de alguns eletrodomésticos como fornecido na Figura 1.1.

A partir da Tabela 1.1, é possivel verificar que o consumo de 117 quilowatt-
hora dos aparelhos da Figura 1.1 equivale a cerca de 100 mil kcal.

Uma visao geral do consumo mundial da energia de origem elétrica, pelo
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1 joule (J) =107 ergs
1 watt (W) =1J/s
1 HP = 746W
1 cal =4, 18J
1 quilowatt-hora = 3,6x10%ergs = 3600k.J

= 860kcal = 8,6210"°TEP
1 TEP (tonelada equivalente de petrdleo) = 107kcal = 11630kwh
1 BTU - British Thermal Unit = 252cal
(unidade térmica britanica)

Tabela 1.1: Unidades de trabalho, energia e poténcia.

menos no que se refere a sua utilizagao para iluminacao, pode ser obtida com
a Figura 1.2. Quanto mais clara a cor no mapa, maior o grau de intensidade
luminosa.




Figura 1.2: Visao noturna da Terra no dia 27 de Novembro de 2000 (Fonte [65]).
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Consumo de Populagao Consumo de energia
Energia(10° TEP) (10%) per capita (TEP)
Paises em
Desenvolvimento 3,86 4,56 0,85
Paises
industrializados 6,70 1,34 5,00
Mundo 10,56 5,90 1,79

Tabela 1.2: Consumo de energia priméria em 1998 (Fonte: [44]).

Com a Figura 1.2 é possivel determinar que o consumo de energia elétrica,
pelo menos com uso na iluminacao, nao é uniforme, sendo especialmente
maior para os EUA, Europa e Japao.

Essa diferenca na iluminagao pode ser numericamente avaliada através
da energia priméaria consumida.

A diferenca entre a energia primaria consumida em valores absolutos e
valores per capita nos paises desenvolvidos e nos paises em desenvolvimento
¢ melhor visualizada com a Tabela 1.2.

A Tabela 1.2 destaca uma diferenca de mais de dez vezes entre o consumo
de energia per capita dos paises industrializados, onde vive 23% da populacao
e 63,5% da energia primdria é consumida, em contraste com os paises em
desenvolvimento, onde vive cerca de 77% da populacao mundial.

As fontes nao comerciais, como lenha, carvao vegetal, bagaco e residuos
agricolas estao incluidas no consumo per capita da Tabela 1.2.

Mesmo o consumo de energia comercial entre os paises em desenvolvi-
mento nao ¢ uniforme, como mostrado na Figura 1.3.

A composicao percentual das fontes de energia primaria usadas em paises
industrializados e em paises em desenvolvimento é fornecida nas Figuras 1.4
e 1.5, respectivamente.

Considerando que a energia priméaria cuja fonte é biomassa ou hidrelétrica
é renovavel, entao, de acordo com as Figuras 1.4 e 1.5, os paises desenvolvidos
possuem 10% e os em desenvolvimento 29% de energia renovével.

A fonte de energia primaria utilizada em cada pais esta relacionada ao
seu potencial energético. Neste sentido, a proxima secao ird fornecer um
panorama do potencial e da utilizacao das fontes primarias para o mundo e
o Brasil.
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Consumo de Energia em Economias
Emergentes por Regifo

200 1
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Figura 1.3: Energia comercial utilizada em economias emergentes (Fonte:

12].
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Figura 1.4: Composicao percentual das fontes de energia primaria usadas em

1998 (Fonte: [44]).
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Figura 1.5: Composicao percentual das fontes de energia primaria usadas em

1998 (Fonte: [44]).
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1.2 Reservas e Producao Energética
Quatro fontes distintas de energia podem ser utilizadas pelo homem:

e A energia radiante emitida pelo Sol.

e A energia das marés, proveniente da energia gravitacional do sistema
Lua-Terra-Sol.

e A energia geotérmica que se origina do interior da Terra.

e A energia nuclear.

A quase totalidade da energia contida nestas fontes é indisponivel, seja
por se dissipar ou por ser inacessivel. A quantidade estimada que de alguma
forma esta ao alcance do homem para utilizacao é denominada de recursos
energéticos. Os recursos identificados e medidos sao chamados de reservas
energéticas. As reservas, portanto, aumentam em funcao do grau de certeza
e de viabilidade de recuperacao economica dos recursos estimados.

As fontes de energia podem ser classificadas de acordo com o tipo de
reserva energética que utilizam. As fontes de energia nao-renovaveis utilizam
0s seguintes recursos:

e Carvao

e Petréleo
e Gas

e Uranio

A Figura 1.6 apresenta as reservas energéticas de combustiveis fdsseis e
uranio com destaque para os pafses com as maiores reservas .

10s dados das reservas para os combustiveis fésseis sdo de 2005, sendo que a descoberta
de grande reserva de petréleo no Canadd ocorreu em 2003. Os dados dos combustiveis
fésseis foram obtidos em [2]. As reservas de uranio consideradas s@o tais que podem ser
obtidas com um custo méximo de até US$ 130,00/kg. Os dados sobre uranio sao de 1999
e foram obtidos em [31].
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Figura 1.6: Reservas por combustivel e paises com maiores reservas (Fontes: [2, 31].
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Petroleo  Gés Natural Carvao  Uranio
1.277,702 6.043,677 1.000.912 3.281,5

Tabela 1.3: Total mundial de reservas provadas para as fontes de energia
nao-renovaveis (Fontes: [31, 2]).

A quantidade total de reservas® provadas mundiais ¢ expresso na Ta-
bela 1.3. Uma visao global da distribuicao das reservas combustiveis fésseis,
usando dados de 1998, é fornecido pelas Figuras 1.7, 1.8 e 1.9.

2Quantidade de petréleo em bilhes de barris, quantidade de gds natural em trilhdes
de metros cibicos, quantidade de carvao em milhoes de toneladas e quantidade de uranio
em mil toneladas.
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Figura 1.7: Reservas provadas de petréleo em 1998 (bilhdes de barris - Fonte: [32]).
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Figura 1.8: Reservas provadas de gds natural em 1998 (trilhdes de metros cibicos - Fonte: [32]).
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Figura 1.9: Reservas provadas de carvao em 1998 (trilhoes de toneladas - Fonte: [32]).
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Os recursos como petréleo, gas natural, carvao e uranio podem ser utili-
zados para gerar eletricidade a partir de usinas termelétricas.

O funcionamento das centrais termelétricas é semelhante, independente-
mente do combustivel utilizado. O combustivel é armazenado em parques ou
depositos adjacentes, de onde é enviado para a usina, onde sera queimado
na caldeira. Esta gera vapor a partir da dgua que circula por uma extensa
rede de tubos que revestem suas paredes. A funcao do vapor é movimentar
as pas de uma turbina, cujo rotor gira juntamente com o eixo de um gerador
que produz a energia elétrica. O vapor é resfriado em um condensador e
convertido outra vez em dgua, que volta aos tubos da caldeira, dando inicio
a um novo ciclo.

Uma central nuclear também pode ser considerada uma usina termelétrica,
onde o combustivel é um material radioativo que, em sua fissao, gera o calor
que produz o vapor necessario para seu funcionamento. Uma comparacao
entre o funcionamento de uma termelétrica que utiliza combustivel fossil e
uranio é fornecida na Figura 1.10.

A Figura 1.11 fornece mais detalhes do esquema de funcionamento de um
reator de uma usina termonuclear.

A energia renovavel pode ser gerada a partir dos seguintes recursos:

Biomassa

Geotérmica

Hidrelétrica

e (Oceanica

Solar

Vento

Das energias renovaveis, a que possui papel principal na geragao de ener-
gia no sistema elétrico brasileiro é a energia de origem hidrelétrica. Isto
se deve ao fato do Brasil ser um dos pais com grande potencial hidrailico
disponivel, como pode ser observado na Figura 1.12.




1.2. Reservas e Producao Energética 23

Caldeira

Al@_} Turbina Gerador
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Figura 1.10: Energia elétrica gerada por meios convencionais (queima de
carvao ou petréleo) e por usina nuclear (Fonte: [44]).




24 Capitulo 1. Introdugao

Vaso de
:nnhnf-:n/_////—_.:_\_\\\\

Reator Pressurizador Torre de
Vaso de Vapor fransmissas
pressac e

Barras de

e le Gearador

Turbkina
IHI'III | Condensader
:-:In vapa Bomba
| \ Elemento - _°
Combustival
»

Bomba principal de
refrigeracdo do reator R ’ Bnmb:l
I | Tangue de agua
e S | | de alimentacac
0 Cirewito prim ario —_—

O Circuite secundario
W Sistema de agua de refrigeracas

Figura 1.11: Geragao de energia elétrica em um reator nuclear que utiliza
dgua pressurizada (PWR)(Fonte: [35]).
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Figura 1.12: Potencial técnico de aproveitamento hidrelétrico no mundo em 1999 (Em TWh/ano - Fonte:
[32]).
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Pais  Capacidade (MW)

EUA 79.511
Canada 66.954
China 65.000
Brasil 57.517
Russia 44.000
India 22.083

Tabela 1.4: Capacidade de geragao hidrelétrica em operagao (Fonte: [31]).

Sistema Ntmero

de usinas
Hydro-Quebec 52
Manitoba Hydro 14
TVA 30

Tabela 1.5: Numero de usinas para cada sistema considerado.

Os maiores potenciais hidrailicos estao localizados nos EUA, Canad4,
Brasil, Russia, China e India. A Tabela 1.4 fornece detalhes acerca da capa-
cidade de geragao hidrelétrica aproveitada em cada um dos paises destacados
anteriormente no ano de 1999.

Alguns exemplos da utilizacdo da energia hidrailica no Canadéa sao as
companhias Hydro-Quebec e Manitoba-Hydro cujas usinas estao descritas
nas Figuras 1.13 e 1.14, respectivamente. Nos EUA, destaca-se a companhia
Tennesse Valey Authority (TVA), cujas usinas estao descritas na Figura 1.15.
A Tabela 1.5 fornece o nimero de usinas hidrelétricas existentes em cada um
dos sistemas das Figuras 1.13, 1.14 e 1.15, respectivamente.

No Brasil, a energia de origem hidrailica gera cerca de 90% de toda a
eletricidade produzida no pais. Afinal, o sistema brasileiro tem como carac-
teristica grandes bacias hidrograficas, descritas na Figura 1.16.
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Apesar da tendéncia de aumento de outras fontes, devido a restri¢oes soci-
oeconomicas e ambientais de projetos hidrelétricos, tudo indica que a energia
hidréulica continuard sendo, por muitos anos, a principal fonte geradora de
energia elétrica do Brasil. Estima-se que nos proximos anos, pelo menos 50%
da necessidade da expansao da capacidade de geragao seja atendida pela
hidreletricidade.

Porém, a evolugao da construcao de usinas hidrelétricas, como descrito na
Figura 1.17, fez com que os maiores potenciais remanescentes estejam loca-
lizados em regioes com fortes restricoes ambientais e distantes dos principais
centros consumidores.

De qualquer forma, a predominancia da geracao hidrelétrica tem profunda
influéncia no planejamento e programacao da operacao do sistema elétrico
brasileiro como serd discutido no Capitulo 2.

Na verdade, até o ano de 1970, a energia final consumida de origem
elétrica, no Brasil, tinha uma participacao no consumo final menor de 5, 5%,
como pode ser visto na Figura 1.18.

Apo6s o primeiro choque do petréleo, o consumo final de energia de origem
elétrica era de 5,5 x 10° Tonelada Equivalente de Petréleo (tep) em 1970,
atingindo, em 2004, o valor de 16,2 x 10° tep, ou seja, 16, 2% de participacao
no consumo final de energia.

Vale observar que as hidrelétricas sao responsaveis, atualmente, por cerca
de 75,5% da energia elétrica gerada, considerando que a geracao de Itaipu
50 Hz nao incluida nesta porcentagem, pois é considerada como importacao.
Se esta parcela for considerada, entao, a participacao hidrelétrica sobe para
92%.

Esta predominancia da hidroeletricidade fica mais clara quando é anali-
sada a evolucao da capacidade instalada do setor elétrico na Figura 1.19.

A partir do detalhamento da capacidade instalada, que consta na Figura
1.20, é possivel verificar que em 2004, dos cerca de 90GW de capacidade,
69GW sao hidroeletricidade e as térmicas possuem 22 GW.

Este quadro se deve aos investimentos feitos em hidrelétricas de grande
porte, em especial, a construgao de Itaipu Binacional, cuja capacidade ins-
talada é de 12,6GW [76]. Se por um lado estes projetos necessitaram de
investimentos de grande vulto [4], por outro lado o custo de geragao resul-
tante tem sido compensador em relacdo as demais alternativas [76].

O sistema brasileiro de geracao de energia elétrica conta com carac-
teristicas que o tornam tnico no mundo [76]:
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Figura 1.17: Evolucao da concentracao das usinas hidrelétricas no Brasil
(1950 e 2000 - Fonte: [32]).
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Figura 1.18: Evolugao do consumo final de energia por fonte (Fonte: Balango
energético nacional - Sumario Executivo, 2005).

1. Predominancia hidrelétrica.

2. Grande potencial hidrelétrico inexplorado.

3. Varios potenciais de aproveitamento em um mesmo rio.

4. Diversidade de regimes hidroldgicos e pluviométricos.

5. Grandes extensoes geograficas e grandes distancias entre as fontes ge-
radoras e os principais centros consumidores.

6. Grau de interligagao elétrica entre os sistemas (regiao sul/sudeste/centro-
oeste) relativamente alto em comparagao com outros paises.

As caracteristicas (1), (2), (3) e (4) sao relativas a parte energética e
foram a motivacao para se elaborar o modelo matematico do Capitulo 3 e o
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Figura 1.19: Evolugao da capacidade instalada de geragdo em MW (Fonte:
Balango energético nacional - Sumdrio Executivo, 2005).

correspondente método de pontos interiores, descrito no Capitulo 4.

O modelo desenvolvido no Capitulo 3 consiste em otimizar a produgao
de energia elétrica contemplando os multiplos usos que os recursos hidricos
possuem, utilizando critérios que tentam atender necessidades como [76]:

e Manutencao de condicoes de navegabilidade nos rios.

e Protecao dos portos, pontes e outras instalacoes ribeirinhas.

e Seguranca do abastecimento de agua de ntcleos populacionais.
e Controle de cheias.

e Manutencao de reservas energéticas capazes de suportar periodos de
baixas precipitagoes pluviométricas, com consequente minimizacao dos
riscos de déficits de suprimento de energia.
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Unidades 1970 1980 1990 2000 2003 2004 % 04/03°

CAPACIDADE INSTALADA DE GW 11,05 3347 5305 7371 8651 90,73 4,7
GERAgﬂO DE ENERGIA
ELETRICA
Centrais Hidroelétricas GW 884 2765 4556 6106 67,79 69,00 1,7
Centrais Elétricas de Servico % 768 809 847 815 770 74,5 1.5
Publico
Centrais Elétricas Autoprodutoras % 2 1,7 1,2 13 1,4 16 15,5
Centrais Termoelétricas’ GW 2,21 582 749 1265 1871 21,73 139
Centrais Elétricas de Servico % 14,7 104 9,1 116 158 18.2 17,2
Publico
Centrais Elétricas Autoprodutoras % 54 7.0 50 5,5 58 5,7 36
Eficiéncia Média das
Centrais Termoelétricas'
Centrais Elétricas de Servico % 25 28 28 30 35 36

Piblico

-
=

Centrais Elétricas 33 47 40 39 40 41

Autoprodutoras

" Inclusive centrais termoelétricas a partir da fonte nuclear.
?Variaco dos valores absolutos do pardmetro entre s anos de 2003 e de 2004,

Figura 1.20: Detalhamento da evolucao da capacidade instalada de geracao
em MW (Fonte: Balango energético nacional - Sumério Executivo, 2005).

As caracteristicas (5) e (6) sao relativas ao problema elétrico e sao ilus-
tradas na Figura 1.21.

Uma comparagdo da dimensdo do Sistema Interligado Nacional (SIN)
com a Furopa, dada na Figura 1.22, mostra o grande porte deste sistema e
a complexidade de se planejar o mesmo.

Estas caracteristicas mostram a importancia de que a expansao e uti-
lizacao do sistema de geracao e transmissao sejam planejadas de modo inte-
grado.

Planejar o sistema integrado de modo otimizado é uma tarefa complexa,
pois é necessario coordenar aspectos hidratlicos do problema, considerando
um horizonte de planejamento de anos, com aspectos elétricos, em base
horaria.

A idéia é conseguir operar a rede elétrica ao menor custo de comple-
mentacao termelétrica, sem deixar de considerar a sazonalidade anual das
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Figura 1.22: Comparagao do SIN com a Europa (Fonte: ONS).

afluéncias e a possibilidade de uma sequéncia de anos com baixas preci-
pitacoes pluviométricas.

Para tanto, foi adotada a Cadeia de Coordenagao Hidrotérmica descrita
no Capitulo 2.




Capitulo 2

Cadeia de Coordenacao
Hidrotérmica

2.1 Introducao

Como observado no capitulo anterior, o Brasil é um pais com geracao predo-
minantemente hidrelétrica. Isto significa que é necessario um gerenciamento
que compatibilize a gestao do armazenamento dos reservatorios das usinas
hidrelétricas com o despacho de geracao e os fluxos de poténcia no sistema
de transmissao do Sistema Interligado Nacional (SIN). Este gerenciamento
¢ denominado de problema da coordenacao da operacao de um sistema hi-
drotérmico de poténcia.

Devido a complexidade deste problema, sua resolucao requer a criagao
do que se chama cadeia de coordenacao hidrotérmica da operacao. A cadeia
consiste em um conjunto de modelos computacionais concatenados que deter-
minam a distribuicao da geracao entre as usinas hidrelétricas e termelétricas
do sistema em diferentes escalas de tempo.

Diversas cadeias de coordenacao hidrotérmica tém sido propostas na lite-
ratura especializada procurando explorar as caracteristicas especificas dos sis-
temas hidrotérmicos considerados [82]. A cadeia de coordenagao hidrotérmica
adotada pelo setor elétrico brasileiro, e que sera utilizada nesta tese, para o
sistema interligado nacional (SIN) é composta por duas etapas:

e Planejamento da Operacao: Etapa com horizonte de até cinco anos
e discretizacao mensal, sendo o primeiro meés discretizado em sema-
nas (longo prazo). O objetivo é o gerenciamento otimizado dos reser-
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vatérios de acumulacao das usinas hidrelétricas visando a minimizacao
dos custos esperados de complementacao do mercado através de geragao
termelétrica, importagao e racionamento.

e Programacao da Operacao: Etapa com horizonte de até uma semana
e discretizagao horéria, sendo o primeiro dia discretizado em meias-
horas (curto prazo). O objetivo principal é o atendimento da carga
respeitando restrigoes energéticas, hidraulicas e elétricas dos sistemas
de geracao e transmissao. Do ponto de vista energético, as restri¢oes sao
representadas pelas metas de geracao das usinas hidrelétricas estabele-
cidas pelo planejamento da operacao para a semana em consideragao.
Do ponto de vista hidraulico, as restrigoes correspondem aos limites
operacionais das usinas, aos usos miltiplos da agua, e aos tempos de
viagem da agua entre usinas em cascata. Do ponto de vista elétrico, as
restricoes correspondem aos limites de transmissao da rede elétrica.

A divisao do problema em etapas tem por finalidade permitir a consi-
deracao adequada dos aspectos mais significativos da representagao do pro-
blema em cada horizonte de andlise. Assim, por exemplo, a aleatoriedade
das vazoes deve ser considerada através de modelos estocasticos na etapa
com horizontes anuais, podendo ser considerada de forma deterministica na
etapa com horizonte de uma semana. Por outro lado, a representagao do
sistema de transmissao pode ser considerada de forma simplificada na etapa
com horizontes anuais, através de restricoes de intercambio entre regioes, mas
precisa ser considerada de forma detalhada na etapa de horizonte semanal.

A cadeia de coordenacao da operacao de sistemas hidrotérmicos tem por
objetivo assegurar uma operagao econdomica e confiavel para o sistema elétrico
de poténcia. O resultado deve ser uma seqiiéncia de decisoes de geracao que
procure minimizar o custo da operacao e garantir o atendimento da demanda
com confiabilidade.

Para tanto, é necessario utilizar modelos matematicos. No caso do plane-
jamento da operacao para o SIN, a representacao individualizada das usinas
hidrelétricas e a consideracao estocastica das afluéncias, em um tnico mo-
delo matematico, constituem o maior obstaculo para a solucao adequada do
problema.

Uma tentativa de solucao para o impasse entre a representagao estocéstica
das vazoes afluentes e a representacao individualizada das usinas hidrelétricas
tem sido a agregacao do sistema hidrelétrico através de modelagem equiva-
lente [6] para permitir o uso de técnica de solu¢ao baseada em programagao
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dinamica estocastica. Essa tem sido a linha adotada no Brasil desde a década
de 70, e que evoluiu para a utilizacao da técnica de solucao baseada em
programagao dinamica estocastica dual [83]. Uma outra alternativa [64] ao
impasse tem sido a consideracao da aleatoriedade das vazoes através de mo-
delos de previsao e a utilizacao de técnica de otimizacao deterministica com
representac¢ao individualizada das usinas hidrelétricas [23, 18, 81, 89]. Essa
segunda alternativa, desenvolvida pelo grupo de pesquisa da Unicamp, sera
a adotada nesta tese. Ela baseia-se em trés premissas principais:

e A operacao individualizada das usinas hidrelétricas e termelétricas.

e A representacao detalhada das caracteristicas de operacao dessas usi-
nas.

e A representacao indireta da estocasticidade das vazoes através de mo-
delo de previsao.

Essas trés caracteristicas sao as mais importantes para a diferenciagao
entre a metodologia proposta nessa tese e aquela em vigor no setor elétrico
brasileiro.

Para a programagao da operacao é necessario obter um cronograma de
despacho de méaquinas e de geragao para a proxima semana em base horéria,
com o primeiro dia em base de meia-hora, que seja compativel com as me-
tas de geragao das usinas hidrelétricas estabelecidas pelo planejamento da
operacao e que sirva como uma referéncia operativa para a operacao em
tempo real do sistema. Neste contexto, é fundamental uma detalhada repre-
sentacao de todos os aspectos operativos do sistema, incluindo os aspectos
energéticos, hidraulicos e elétricos. Devem ser consideradas restrigoes como
tempo de percurso de agua entre usinas, rampa de tomada de carga das
maquinas, perdas hidraulicas no sistema de adugao, eficiencia das turbinas e
geradores, e limites de fluxo de poténcia no sistema de transmissao.

Uma visao global dos modelos utilizados e as caracteristicas de cada etapa
da cadeia de planejamento considerada é apresentada na Figura 2.1.

Mais detalhes sobre os modelos adotados no planejamento e programagao
da operacao da cadeia de planejamento serao fornecidos nas Segoes 2.2 e 2.3,
respectivamente.
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Figura 2.1: Cadeia de coordenagao hidrotérmica (Fonte: [28]).
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2.2 Planejamento da Operagao

A metodologia proposta para a solucao do problema de planejamento da
operagao se denomina Controle Preditivo (CP) e se baseia na combinagao de
um modelo de otimizacao deterministica a usinas individualizadas alimen-
tado por um modelo estocastico de previsao de vazoes. A composicao desses
dois modelos permite criar uma politica de operacao para o planejamento da
operacao do sistema hidrotérmico cujo desempenho é melhor que o da pro-
gramagcao dinamica estocastica, mesmo para sistemas com uma Unica usina
hidrelétrica [64].

O controle preditivo é uma politica operacional baseada num processo
adaptativo de tomada de decisoes onde a cada intervalo de tempo as decisoes
(turbinagens e vertimentos) sao tomadas pelo modelo de otimizacao a usinas
individualizadas alimentado pelas previsoes de vazoes. O procedimento de
previsao/otimizacao é repetido a cada intervalo do horizonte de planejamento
visando minimizar os desvios na trajetoria 6tima dos reservatorios das usinas
provocados pelos erros entre os valores previstos e verificados das vazoes.

O simulador de longo prazo (LP) tem por objetivo avaliar o desempenho
de uma dada politica operacional, permitindo avaliar e comparar diferentes
politicas.

Os modelos envolvidos no planejamento da operacao, conforme a politica
operativa proposta, possuem as seguintes caracteristicas:

e HydroMax: modelo de otimizacao deterministica do planejamento da
operacao para sistemas hidrotérmicos. Esse modelo contém uma meto-
dologia baseada em algoritmos de fluxo em rede nao linear com arcos
capacitados. As usinas sdo representadas individualmente [23, 27, 81].
Este modelo serda denominado ao longo deste trabalho de modelo de
otimizacao a usinas individualizadas (MOUI).

e HydroPrev: modelo de previsao de vazoes baseado em redes neurais
combinadas com légica fuzzy. A previsao de vazoes pode utilizar um
conjunto de vazoes fornecidas, sem que essas estejam em seqiiéncia [11].

e HydroSim LP: modelo de simulacao da operacao para sistemas hi-
drotérmicos. A metodologia contida no simulador representa de forma
individualizada as usinas a serem simuladas, bem como um grande
conjunto de restrigoes reais das condigoes operativas das usinas hi-
drelétricas e termelétricas.
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Figura 2.2: Cadeia de modelos para solugao do problema de planejamento
da operacao (Fonte: [28]).

A relacao entre os modelos pode ser ilustrada através do fluxo de in-
formacoes e objetivos de cada modelo, conforme apresentado na Figura 2.2.

Como resultado dessa etapa de planejamento, sao obtidas metas semanais
de geracao por usina que servem como dados de entrada para a programacao
da operagao. Essas metas constituem o mecanismo de acoplamento entre as
etapas de planejamento e programacao da operagao, conforme descrito na
Figura 2.1.

2.3 Programacao da Operacao

As metas de geracdo por usina, obtidas pela etapa de planejamento da
operacao, sao fornecidas aos modelos de programacao da operacao, cujas
caracteristicas sao descritas a seguir.
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HydroDesp: modelo de otimizacao do despacho de maquinas e de
geracao em usinas hidrelétricas e termelétricas, tendo como objetivo
a minimizacao das perdas de geracao nas usinas hidrelétricas, do custo
de combustivel nas usinas termelétricas, e do custo de partida/parada
das unidades geradoras [5].

HydroSim CP: modelo de simulacao a usinas individualizadas em base
horaria para a programagao da operacao de sistemas hidrotérmicos.
A modelagem adotada no simulador representa de forma individuali-
zada os conjuntos turbinas/geradores a serem simulados, bem como
um grande conjunto de restricoes reais das condigoes operativas das
usinas hidrelétricas e termelétricas em horizonte de curto prazo (CP),
tais como tempo de viagem, operacao de comportas, capacidade de
vertimento e restricoes de rampa.

FPO: modelo de fluxo de poténcia étimo CC com funcao objetivo que
minimiza os desvios em relagao ao despacho de geracao fornecido pelos
modelos anteriores, visando a obtencao de uma solucao eletricamente
factivel (ou seja, que respeita os limites de geragao e transmissao) [79].

O modelo matematico do FPO CC pode ser aplicado aos seguintes pro-
blemas [22, 23]:

Analise de seguranca.

Despacho econémico.

Capacidade méxima de suprimento.

Minimo corte de carga.

Confiabilidade conjunta de geragao-transmissao.

Expansao dos sistemas de geracao e transmissao.

Assim como foi mostrado para o problema de planejamento da operagao,
a relagao entre os modelos de programacao da operacao pode ser ilustrada
através do fluxo de informacgoes e objetivos de cada modelo, conforme apre-
sentado na Figura 2.3.
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Figura 2.3: Cadeia de modelos para solucao do problema de programacao da

operacao (Fonte: [28]).
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A cadeia de modelos para a programacao da operagao considerada neste
trabalho é baseada na utilizacao de um modelo de otimizacao para o despa-
cho de méaquinas e de geracao, sendo os resultados desse modelo validados
por um simulador da operacao hidraulica de curto prazo. A composigao
desses dois modelos permite obter uma programacao da operacao que oti-
miza o ponto de operacao das maquinas e geradores ao mesmo tempo em
que respeita um grande conjunto de restrigoes do sistema hidraulico através
de simulacao de curto prazo. Restricoes hidraulicas nao atendidas pela si-
mulacao sao traduzidas em termos de restricoes de poténcia e introduzidas
no modelo de despacho de maquinas e de geracao para que um novo despacho
hidraulicamente viavel seja obtido.

Apo6s a iteracao entre os modelos HydroDesp e HydroSim CP, o despacho
de geracao é submetido a uma fase de validagao elétrica através de um mo-
delo de fluxo de poténcia 6timo CC. Esse modelo tem como funcao objetivo
minimizar desvios quadraticos em relagao ao despacho de geragao determi-
nado pelos modelos anteriores, respeitando os limites de transmissao da rede
elétrica. A técnica de solucao utilizada nesse modelo combina a representacao
por fluxo em redes com restrigoes adicionais e o método de pontos interiores
[79].

Uma vez apresentada a cadeia de coordenacao hidrotérmica da operacao
e os modelos que a compoem, a Secao 2.4 apresenta os modelos em que esta
tese fornece contribuigoes.

2.4 Objetivos e Estrutura da Tese

O objetivo deste trabalho é construir métodos de pontos interiores, pro-
pondo metodologias de solucao para dois modelos da cadeia de coordenacao
hidrotérmica:

e No planejamento da operagao de longo prazo (POLP): Construir uma
metodologia alternativa, baseada em métodos de pontos interiores, que
seja rapida e robusta em relagao a metodologia atualmente utilizada
para encontrar uma solucao ao problema matematico associado ao

MOUL

e Na programagao da operacao de curto prazo (POCP): Estender o tra-
balho de Oliveira, Soares e Nepomuceno em [79], que nao considera
transformador defasador e perdas de transmissao, permitindo que o
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método de pontos interiores seja aplicado na resolucao do Fluxo de
Poténcia Otimo Corrente Continua para o Sistema Interligado Nacio-
nal.

Este trabalho pode ser dividido em duas grandes partes.

A primeira parte consiste no desenvolvimento de um método de pontos
interiores para resolver o MOUI e é composta pelos Capitulos 3, 4 e 5.

No Capitulo 3 serd discutida a modelagem matematica referente ao pro-
blema hidraulico, que consiste em determinar o volume e a defluéncia de cada
usina em cada mes.

O Capitulo 4 fornecera o desenvolvimento de um método de pontos in-
teriores que, explorando as caracteristicas do problema, é robusto e eficiente
na resolucao do modelo descrito no Capitulo 3.

No Capitulo 5 sao mostrados os resultados obtidos ao se utilizar o método
de pontos interiores na resolucao do MOUI.

A segunda parte tem por objetivo a aplicacao do método de pontos inte-
riores para resolver o FPO CC, usando os dados do SIN, e é composta pelos
Capitulos 6, 7 e 8.

O Capitulo 6 introduz e formula o problema elétrico, cuja resolugao sera
feita pelo método de pontos interiores descrito no Capitulo 7. Os resultados
obtidos estao descritos no Capitulo 8.

Finalmente, o Capitulo 9 fornecera conclusoes e perspectivas de trabalhos
futuros.




Capitulo 3

Modelo de Otimizacao a Usinas
Individualizadas

3.1 Construindo modelos por fluxo em redes

Para construir um modelo matemaético associado ao problema de planeja-
mento da operacao de sistemas elétricos com geracao predominantemente de
origem hidrailica, é necessario considerar as caracteristicas e recursos de uma
usina hidrelétrica.

As usinas hidrelétricas téem como caracteristica a utilizagao da agua para
geracao de energia elétrica. A energia hidrelétrica é gerada quando a agua
armazenada no reservatorio é conduzida sob pressao, através de condutos
forcados, ao conjunto de turbinas chamado casa de médquinas. Esta agua
movimenta as turbinas que estao conectadas aos geradores responsaveis por
converter a energia de movimento em energia elétrica. A agua utilizada para
este processo segue para o rio pelo canal de fuga. Uma ilustracao deste
processo pode ser vista na Figura 3.1.

As turbinas sao maquinas que convertem a energia da corrente de um
fluido em energia mecanica ao girar de um sistema de pas. As partes que
constituem uma turbina hidraulica sao:

e Distribuidor: Conduz a 4dgua ao rotor, segundo a dire¢ao adequada a
um melhor rendimento.

e Rotor: A energia cinética da dgua, que chega pelo distribuidor, é trans-
formada em energia mecanica por meio de um eixo que estd ligado ao

47
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Reservatério

7Pa_letas

Vertedouro

| Saida da agua

Energia para a rede

Gerador

Figura 3.1: Geracao de energia em uma usina hidrelétrica

rotor do gerador elétrico.

No sistema elétrico brasileiro sao utilizados trés tipos de turbinas. O
modelo mais utilizado é o tipo Francis, uma vez que se adapta tanto a locais
com baixa queda quanto a locais de alta queda. Entre outros modelos de
turbinas hidraulicas, destacam-se o tipo Kaplan, adequado a locais de baixa
queda (10 m a 70 m), e o tipo Pelton, mais apropriado a locais de queda
elevada (200 m a 1500 m). A Figura 3.2 ilustra os trés modelos.

Uma outra forma da dgua seguir para o rio, mas sem gerar energia, é
através do vertedor. Uma das fungoes do vertedor é dar vazao controlada a
agua quando o reservatorio atinge seu volume maximo.

A Figura 3.3 descreve os principais componentes constituintes de usinas
hidraulicas.
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Frandis

Figura 3.2: Exemplos de turbinas hidraulicas (Francis, Kaplan e Pelton,

respectivamente).
@Vertedor

@Resewatdrio

| @Adugﬁo ¢ casa e maquinas

@Canal e fuga

Figura 3.3: Elementos de uma usina hidrelétrica

Os componentes de uma usina hidrelétrica sao associados as variaveis que
serao utilizadas no modelo matematico, como descrito na Figura 3.4.

A partir dessas informacgoes é possivel definir as seguintes variaveis de
uma usina hidrelétrica:

e x: Volume do reservatério (hm?).
e u: Vazao descarregada pela usina (defluéncia) (m?/s).

e ¢: Vazao turbinada pela casa de mdquinas (engolimento) (m?/s).
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Figura 3.4: Varidveis associadas aos elementos de uma usina hidrelétrica.

v: Vazao descarregada pelo vertedor (vertimento) (m?/s).
e ¢(x): Cota de montante do reservatério (fun¢ao do volume) (m).

e O(u): Cota de jusante do canal de fuga (funcdo da defluéncia) (m).

hy = ¢(x) — 0(u): Altura de queda bruta (m).
e y: Vazdo incremental afluente & usina (m?/s).

Em relagao as varidveis das usinas é importante observar que a defluéncia
u, a turbinagem ¢ e o vertimento v estao relacionadas pela equagao (3.1):

u=q+uv . (3.1)

Para a vazao incremental y, cabe esclarecer que esta pode ser obtida a
partir das vazoes naturais y, '. A vazdo natural contabiliza as descargas
hidraulicas a montante e inclui as vazoes do proprio manancial em questao.
Para ilustrar este conceito, serao considerados os mananciais da Figura 3.5.

'Muito embora as medicdes de campo nao fornecam os dados de vazdes naturais, sendo
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Balsa Sta. Maria

Figura 3.5: Vazoes naturais de um estacoes hidrometereolégicas.

Pelo ponto 1 é medido uma vazao natural y,;, a estacao hidromete-
reoldgica Estrada do Iguatemi mede uma vazao natural y, 2, a estagao Balsa
de Santa Maria uma vazao natural y, 3 e Guaira mede y,, 4.

A vazao natural de Guaira contabiliza as vazdes naturais de todos os
pontos a montante e a sua prépria (vazao incremental). Assim, a relagdo
entre a vazao natural y,4 € a vazao incremental y, para a estacao Guaira
serd dada por: Yna = Yn1 + Yn2 + Yn3 + Yu.

Portanto, a vazao incremental de uma usina ¢ qualquer é dada por (3.2):

Yi = Yni— Z Yn k- (3.2)
keQ;

Onde:
e y;: A vazao incremental da usina i (m?/s).
A vaza tural da usina i (m?
® y,i: A vazao natural da usina i (m°/s).
e ();: O conjunto das usinas imediatamente a montante da usina .

Existe um histérico de vazoes naturais das usinas brasileiras, com dis-
cretizacao mensal e semanal, desde 1931 até 1998. A partir destes dados é

necessario uma série de célculos para a sua obtencao, a base de dados utilizada neste
trabalho dispunha apenas dos valores de y,,. Mais detalhes do procedimento de campo
adotado para a obtenc@o das vazdes naturais no Brasil em [37].
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possivel calcular a média das vazoes para cada mes do ano para cada usina.
Esta média é conhecida como Média de Longo Termo (MLT).

E importante verificar que as usinas podem ser classificadas de acordo
com sua capacidade de regulaciao das afluéncias 2 a partir da varidvel volume
x;. Sob o ponto de vista da operacao, somente as usinas com reservatorio
de acumulacao podem variar a quantidade de agua armazenada em seus
reservatorios. As usinas a fio d’agua mantém armazenagem constante, com
vazao defluente igual a afluente. Uma selecao das usinas do sistema elétrico
brasileiro ilustra esta classificagao na Figura 3.6.

Rio Parana

llka Solteira
’ A Trés lrmos
Rio Tieté

Jupia
é Usina a Reservatiorio

Porto Primavera O Usina a Fio D’agua

Figura 3.6: Cascata com usinas de Reservatorio e a Fio D’agua.

Se a afluéncia das usinas hidrelétricas fosse suficiente para atender toda
a demanda de energia elétrica em todos os periodos, entao, tanto os reser-
vatorios, como o planejamento da operagao energética nao seriam necessarios.
Ocorre, porém, que além da afluéncia nao ser suficiente para atender toda
a demanda, ela nao é constante para todos os periodos do ano, nem uni-
forme para todas as usinas de uma mesma bacia hidrografica, muito menos
homogénea para todo o territério brasileiro.

Surge assim a necessidade do planejamento da operacao energética, em
que a utilizagao dos recursos implica na tomada de decisoes observando um
intervalo de tempo. Ou seja, é necessario descrever as decisoes a serem
tomadas para cada usina ¢ em um dado intervalo de tempo t.

2A afluéncia contabiliza a vazdo incremental da usina mais a defluéncia das usinas
imediatamente a montante
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Racionamento % Custo do Déficit

(US$/MWh)
0ab 221,00
5al10 477,00
10 a 20 997,00
> 20 1133,00

Tabela 3.1: Custos do déficit de acordo com o nivel de racionamento(fonte:
Plano Decenal 2001-2010).

Dependendo da decisao que ¢ tomada na geracao de energia hidrelétrica
em cada periodo e em cada reservatério, uma maior ou menor comple-
mentacao energética das usinas térmicas sera necessaria para atender a de-
manda.

Como o custo de geracao das usinas hidrelétricas é desprezivel frente ao
custo de geragao das usinas termelétricas, o papel dos reservatorios, portanto,
¢ o de regular as afluéncias, minimizando a utilizagao das termelétricas em
todos os periodos, sejam eles periodos de baixa ou alta afluéncia.

Dessa forma, o gerenciamento 6timo dos recursos hidricos implica em um
compromisso temporal entre o momento presente e o futuro, ja que o recurso
usado podera comprometer a disponibilidade para o restante do horizonte de
planejamento. Este é portanto um problema dinamico cuja solucao étima é
um equilibrio entre o beneficio presente do uso da agua e o beneficio futuro
decorrente do seu armazenamento.

Este equilibrio, porém, é dificil de ser equacionado devido a incerteza
das vazoes afluentes, que tornam o problema estocdstico. Ou seja, a decisao
de guardar agua pode ocasionar vertimento caso as vazoes futuras sejam
elevadas. Ja a decisao de usar muita dgua no presente pode provocar uma
complementacao termelétrica elevada, ou até mesmo déficit, caso falte agua
no futuro. A Tabela 3.1 ilustra o custo do déficit por patamares adotado no
setor elétrico brasileiro.

Além disso, o sistema brasileiro tem como caracteristica grandes bacias
hidrogréaficas com destaque para a bacia do rio Parand na Figura 3.7.

Algumas bacias, por sua vez, possuem um grande ntimero de usinas como
pode ser observado nas Figuras 3.7 e 3.8.

As usinas pertencentes a uma mesma bacia hidrografica possuem um
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Figura 3.7: Detalhamentos dos rios e usinas da bacia do rio Parand (Fonte:
ANA).

acoplamento operativo tal que a operagao de uma usina interfere na operacao
das demais usinas a sua jusante, tornando o problema interconectado.

A idéia de que a decisao da operagao de uma usina interfere na operacao
das demais usinas que pertencem a mesma bacia hidrografica e que uma de-
cisao no presente afeta a disponibilidade futura de recursos é fundamental
para construir o modelo de fluxos em redes. Este modelo fornece a inter-
ligacao da tomada de decisoes para cada usina no tempo. Dois modelos de
representacao de variaveis de decisao serao consideradas neste trabalho:

1. Considerar que para cada usina ¢ em um tempo ¢ deve ser decidido o
volume de 4dgua a ser armazenada x;, e a vazao defluente u,;;. Neste
caso, uma usina pode ser representada como o né da Figura 3.9.

2. Considerar que para cada usina ¢ em um tempo ¢ deve ser decidido o
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Figura 3.8: Usinas hidrelétricas Despachadas pelo Operador Nacional do

Sistema Elétrico (Fonte: ONS).
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Figura 3.9: Representacao do balango de dgua para uma usina considerando
vazao defluente u;;, armazenagem x;; e vazao incremental y; ;.

volume de 4gua a ser armazenada x;;, bem como a vazao turbinada g;
e a vazao a ser vertida v;;. Agora, uma usina pode ser representada
como o no6 da Figura 3.10.

z it z Vi ¢

el ke,

Figura 3.10: Representacao do balanco de 4gua para uma usina considerando
vertimento v;,, turbinagem ¢; ;, armazenagem x;; e vazao incremental y; ;.

Em principio, os dois modelos diferem apenas em como tratar a vazao
defluente. No primeiro modelo, a vazao defluente u;; engloba o vertimento e
a turbinagem tal que w;; = ¢;; + v;;. Como neste modelo as varidveis sao o
volume z;; e defluéncia wu;,, ele serd denominado modelo (z,u). No segundo
modelo, a vazao defluente passa a ser representada por meio de duas variaveis:
turbinagem ¢;; e vertimento v; ;. Assim, suas varidveis serao o volume z;;, a
turbinagem ¢, ; e o vertimento v;;, sendo denominado modelo (z, ¢, v).

A primeira vista o modelo (z, u) é mais vantajoso por requerer um nimero
menor de variaveis para representar o mesmo problema. Porém, esta eli-
minagao de variaveis trard dificuldades na obtencao da derivada primeira e
segunda da func¢ao objetivo. Esta discussao sera retomada quando a fungao
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objetivo e demais restricoes forem discutidas, e assim o modelo matematico
estiver completo.

Para ilustrar a utilizagao da representacao de grafos para um dado con-
junto de usinas e um certo ntimero de periodos de planejamento, serao con-
sideradas as quatro usinas da cascata descrita na Figura 3.6 e trés periodos
de tempo.

O processo consiste dos seguintes passos:

e Passo 1: Identificar quais usinas de uma dada bacia hidrografica serao
consideradas no estudo.

e Passo 2: Construcao do grafo que indica como as usinas selecionadas
se conectam através da bacia hidrografica.

e Passo 3: Replicar para cada periodo do planejamento o grafo construido
no passo anterior e construir arcos adicionais que conectam as decisoes
para todos os periodos de tempo.

Uma representacao do processo de consideragao dos modelos de grafos
para o modelo (z,u), aplicado na cascata da Figura 3.6, é fornecida na Figura
3.11. O processo de obtencao para o modelo (z,q,v) é andlogo.

Os elementos de fluxos em rede assumem os seguintes significados:

e Nos: representam as usinas hidrelétricas para um dado intervalo de
tempo.

e Arcos: representam transferéncias dos recursos hidricos, podendo ser:

1. Arcos de defluéncia: Entre a usina k e a usina k£ + 1 para um
mesmo intervalo de tempo t.

2. Arcos de volume: Entre intervalos de tempo t e t + 1 para uma
mesma usina k.

Vale destacar que apesar das usinas a Fio D’Agua nao possuirem capa-
cidade de regulacao entre dois periodos consecutivos, seus arcos de volume
nao serao desconsiderados para facilitar a construcao e exploragao da repre-
sentacao matricial das restrigoes de conservagao de dgua, como serd mostrado
na secao 3.2. Detalhes sobre as simplificagoes que podem ser realizadas para
usinas a Fio D’agua estdo descritos em [62].
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Figura 3.11: Etapas da modelagem matematica para quatro usinas hi-
drelétricas em cascata e trés periodos de tempo.

3.2 Representacao Matricial

Com intuito de ilustrar a estrutura esparsa da matriz associada as restri¢oes
de conservagao de fluxo da rede, a rede da Figura 3.11 é utilizada como
exemplo.

A equagao de balanco dos recursos hidricos de cada usina é dada por

(3.3):

keQ;

Tiy = Tip—1+ (?Jz‘,t + Z Ut — Uz‘,t) - Aty, Vi, t (3.3)

Onde:

e ;. volume do reservatério da usina ¢ ao final do intervalo ¢ em hm?.
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e u;;: vazao defluente da usina ¢ durante o intervalo ¢ em m?/s.
e y;: vazdo incremental afluente & usina i durante o intervalo ¢ em m?/s.
e At;: Tamanho do intervalo ¢ em segundos e dividido por 10°.

e ();: conjunto das usinas imediatamente a montante da usina .

Uma descricao detalhada da rede obtida pelo processo descrito na Figura
3.11 é dada na Figura 3.12.

v

3.3

h J

4.3

A 4

Intervalo 1 Intervalo 2 Intervalo 3

Figura 3.12: Representagao da rede exemplo considerando volume z; ; e vazao
defluente u; ;.

A esta rede é possivel associar o seguinte conjunto de equagoes:

e Periodo 1:
T1,1—1,0

Ay, Y11 — Ui
T21—T2,0 __
T AL Y21 — U2
r31—T3,0 _
AL T Y31t ULl Uzl — U3
T4,1—T4.0

A Y41t Uzl —ugg
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e Periodo 2:

7931’2;;1’1 = Y12 — U2

7562,2&;62,1 = Y22 — U22

% =Ys2 Tt U2+ U2 — U39
7“’2;;64’1 = Yg2 T U3 2 — Ug2

e Periodo 3:

T =Y —uig

7932’2;:2’2 = Y2,3 — U3

7:63’2;;63’2 = Y33+ Uiz + U3 — U33
7934’2;:4’2 = Y43+ U3z — Us3

Supondo que os valores de volume inicial z; e afluéncia y; ; sejam conhe-
cidos, e reescrevendo o sistema no formato Ax = b:

e Periodo 1:

1,1 __ 1,0

A T ULl = Ry YL

21 __T20

AL T U21 = Ry T Y21

3,1 _x30

A, Uy —u2n tuzn = x Y
4,1

_ Tap0
A, Uzt Uusr = xp T Vs

e Periodo 2:
T1,2—T1,1

A, T U2 = Y12
7562,2&;62,1 + U2 = Y22
% — Ui — Uz + U322 = Y32
% —U3z2 + Us2 = Ya2

e Periodo 3:

1,3—%1,2

A, T UL3=Y13
X2,3—T22 _
A T U23 = Y23
r3,3—T3,2 _
Al U13 — U233t U33 =Yss
T4,3—T4,2

At U3 T U3 = Y3
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Estas equagbes podem ser expressas na forma matricial descrita por (3.4).

Arx+Su=xy+y

(3.4)
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E interessante observar que o sistema (3.4) possui uma estrutura esparsa
bastante particular. Na verdade, as matrizes A e S podem ser representadas
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por:
B, 0 0 M| 0 0
A = —BQ BQ 0 y S — 0 M O
0 —Bs | Bs 0 0| M

0 AL 0 0 0 1 0 [0

Onde: B; = 0 0 Alt, 0 e M = T 1 1o

0 0 0 Alti 0 0 |—-111

Uma observacao importante é que independentemente do ntimero de in-
tervalos considerados a matriz A continuara sendo uma matriz escada por
blocos B; e a matriz S uma matriz diagonal por blocos M.

A representacao matricial do modelo (x,u) é dada por (3.4), ou ainda,

(3.5):

Ax 4+ Su="> (3.5)

Aplicando a equagao (3.1) em (3.5) é possivel obter a representaciao ma-
tricial para o modelo (z, g, v):

Az + Sq+Sv=1> (3.6)

Esta representacao matricial equivale a considerar o grafo dado pela Fi-
gura 3.13.

A exploracao da estrutura esparsa das matrizes A e S, tanto do mo-
delo (x,u) como do modelo (x,q,v), serd imprescindivel no desenvolvimento
de métodos de pontos interiores eficientes. Este assunto serda abordado no
Capitulo 4.

E importante observar, também, que a estrutura esparsa descrita anteri-
ormente foi obtida ao se numerar as usinas a partir da usina mais a montante
até a ultima usina a jusante na cascata. Depois foi necessario agrupar os arcos
de acordo com o intervalo de tempo a que pertencem.

Caso os arcos fossem ordenados de acordo com a usina a que pertencem,

entao, as matrizes A e S seriam dadas por:
A=
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3

Intervalo 1 Intervalo 2 Intervalo 3

Figura 3.13: Representacao da rede exemplo considerando volume z;;, vazao
turbinada ¢;; e vertida v; ;.
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Observe que com esta nova ordenacgao dos elementos das matrizes A e S,
as mesmas passam a possuir a seguinte estrutura esparsa:

R|{0O0O|0]O I 0 010
O|R|O0]O0 0 I 00
A= 0|0 |R|OY S = I |1 110
01010 R 0 0 | =111
1 0 A | 0 |0
Onde: 7= [0]|1|0]eR= —A%Q A%% (3
0101 0 —2a | An

A desvantagem desta ordenacao, por usina, é que a estrutura esparsa da
matriz S é tal que a ordenacao dos blocos de matrizes identidade I depende
do grafo associado a cascata formada pelas usinas escolhidas.
estrutura esparsa da matriz S, para esta ordenacao, nao independe das usinas
escolhidas. Portanto, a primeira ordenagao apresentada € a que sera utilizada
na deducao de métodos de pontos interiores.

Além das equacoes de balanco de agua, para se obter um modelo mais
completo é necessario considerar:

Ou seja, a

1. A vazao defluente u;; ¢ igual a soma do volume g;; turbinado mais o
volume v; ; vertido.

2. Além da geracao de energia elétrica, os reservatorios das usinas tém
compromissos como: manutenc¢ao da navegabilidade dos rios, irrigagao,
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protecao contra cheias, dentre outros. Portanto, é necessario estabele-
cer:

e O nivel minimo z;, e o nivel maximo T;; do reservatorio da usina
1 no tempo t.

e O atendimento de parte da demanda de energia elétrica, esta-
belecendo um volume minimo ¢,, e um volume méximo g;, de

)

turbinagem da usina ¢ no tempo ¢.

e O volume minimo u,;; e o volume méximo u;; de defluéncia da
usina ¢ no tempo ¢, garantindo a utilizagao dos recursos hidricos
para outras atividades além da geracao de eletricidade.

3. Para o vertimento nao sao estabelecidos limites, pois os vertedouros
dos reservatorios das usinas sao projetados para suportar uma vazao
associada a maior cheia que ocorre a cada dez mil anos (a cheia decami-
lenar). Portanto, o limite médximo de vertimento 7;; é um valor muito
grande e que pode ser desprezado sem maiores prejuizos na obtencao
de solucoes do modelo considerado.

As consideracoes anteriores sao expressas por meio das equacoes dadas

de (3.7) até (3.11).

Uit = Qit + Vig, Vi, T (3.7)
2, < iy < Ty, Vit (3.8)
Wiy < iy < Wy, Vi, t (3.9)
4y < Gia S Gigs Vit (3.10)

vie >0, Vi, t. (3.11)

Onde:
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® Uiy, Uiy, Uiy [m*/s] : vazdo defluente e seus limites minimo e maximo
para a usina ¢ no tempo t, respectivamente.

® i1, 4, [m’/s]: vazdo turbinada e seus limites minimo e maximo
para a usina ¢ no tempo t, respectivamente.

e v;,[m?/s]: vazao vertida pela usina ¢ no tempo t.

Z; 4, iy [hm?] : volume do seu reservatério e seus limites minimo e
maximo para a usina ¢ no tempo t, respectivamente.

® Tt L

Para o modelo (z,u), a defluéncia u;; ¢ uma variavel, tal que tanto a
turbinagem ¢; + como o vertimento v;; se tornam fungoes de u;

@i = Minfuiy, G; .}, Vit (3.12)

vy = Maz{u;, — G, 0}, Vi, t (3.13)

Com (3.12) e (3.13) é possivel observar que as varidveis ¢;; e v;; Sao
determinadas a partir dos valores de u;;. Portanto, com (3.12) e (3.13)
as restrigoes (3.10) e (3.11) podem ser eliminadas da formulagao (z,u) do
problema, cuja forma matricial passa a ser dada por (3.14).

Az +Su =10
<z <T (3.14)
u<u<u

Para construir a modelagem com volume, turbinagem e vertimento, basta

considerar as equagoes (3.6), (3.8), (3.10) e (3.11):

Ax 4+ Sq+ Sv=">
<7
= (3.15)

SRS
IV INIA

x
q
0
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3.3 Funcao Objetivo

Para completar a modelagem matematica é necessario considerar a funcao
objetivo que visa minimizar o custo da complementacao termelétrica. Para
tanto, é definida a fungao de produgao de energia de uma usina hidrelétrica
7 no tempo t:

Pit = kil Qi (3.16)

Onde: p;; é a poténcia média produzida pela usina ¢ durante o intervalo
de tempo t (MW), k; é constante de produtibilidade especifica da usina i
(%), hii: € a altura de queda liquida (m) e ¢;; é a vazdo turbinada
(m3/s). Mais detalhes da obtencao da fungao (3.16) podem ser vistos em
[27]. A produtibilidade especifica da usina k; mede o rendimento médio da
unidade geradora. J& a altura de queda liquida é obtida a partir da queda

bruta h;; menos as perdas de carga pc;

hiiy = huie — peig. (3.17)

As perdas de carga pc;; representam a perda devido ao atrito da dgua
com o duto do canal de aducao que sai do reservatério e vai até a turbina,
como ilustrado na Figura 3.1. A perda de carga pode ser representada de
trés formas:

e Como uma percentagem da altura de queda efetiva h.s, que é a menor
queda sob a qual se obtém a poténcia efetiva p.r, da usina: pc;; =
Chefiﬂg.

e Como um valor constante: pc;; = c.
e Como uma funcio da turbinagem: pc;; = cg?,.

A altura de queda bruta, ilustrada na Figura 3.4, é definida como: hy;; =
@(%t) - ei(ui,t)-

Onde: ¢;(x;¢) é um polinomio do quarto grau que representa a relacao
entre a cota de montante e o volume do reservatério x;; da usina i e 6;(u; ;)
também é um polinomio do quarto grau que a partir da defluéncia u; ; fornece
o valor da cota do canal de fuga (ou de jusante) da usina i.
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Uma observacao importante é que a funcao de producao hidraulica é
empregada em intervalos de tempo discretos. Porém, as variaveis de volume
x;; representam o volume armazenado no reservatério ao final do intervalo.

Nos trabalhos anteriores a [27], como [20, 33, 62], foi adotada a cota
de montante relativa apenas ao volume do final do periodo (ou volume ins-
tantaneo), como ilustrado na Figura 3.14.

Volme Instantaneo

bl
¢ bix) )

v

Instante 0 Instante 1
Intervalo1

Figura 3.14: Contabilizando a cota de montante usando volume do final de
um intervalo.

De acordo com [27], o célculo da cota de montante do reservatério serd
mais realistico se esta cota for calculada utilizando-se a média entre os vo-
lumes de inicio e fim do periodo (ou volume médio). A representacio desta
proposta é dada na Figura 3.15.

Assim, a altura de queda bruta a ser utilizada sera dada por:

hbi,t = @(M) - ei(ui,t)' (3-18)

2

Deve ser considerado, também, o fenomeno do afogamento. Este fenomeno
ocorre em usinas da mesma bacia e que estao relativamente proximas. O
afogamento é tal que valor da cota do canal de fuga de uma usina passa a de-
pender do volume do reservatoério da usina diretamente a jusante. Exemplos
de usinas do sistema elétrico brasileiro em que ocorre o afogamento estao na
Tabela 3.2.
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Volume Medio

bix,)

* ”fm) 4

Instante 0 Instante 1
Intervalo1

Figura 3.15: Contabilizando a cota de montante usando volume médio de
um intervalo.

Usina Afogada Usina a jusante

Sao Simao [Tha Solteira
Foz do Areia Segredo
Segredo Salto Santiago

Tabela 3.2: Algumas usinas afogadas no sistema elétrico brasileiro.

Uma ilustragado do afogamento entre as usinas Foz do Areia, Segredo e
Salto Santiago é fornecida na Figura 3.16.

Para determinar a cota de jusante de usinas com afogamento do canal
de fuga, sao ajustados polinomios Defluéncia x Cota do Canal de Fuga para
diferentes cotas do reservatério imediatamente a jusante da usina afogada.
Assim, uma usina afogada possui mais de um polindmio para a cota do
canal de fuga, sendo cada um desses polinomios associados a uma cota do
reservatério a jusante. A cota do canal de fuga destas usinas é obtida por meio
de interpolagao de polinomios, de acordo com o nivel da agua do reservatorio
que provoca o afogamento.

Como exemplo, considere que a usina de Foz do Areia esteja afogada pela
usina de Segredo, e que a usina de Segredo tem reservatério com cota z, tal
que zfef <z < sz;}l Para as duas cotas de referéncia estao associados dois
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Foz do Area

b Segredo

0, Salto Santiago

Afogamento do canal
defuga de Foz do Areia /
Afogamento do canal
defuga de Segredo

Figura 3.16: Afogamento entre usinas do rio Iguacu.

polindmios 0¥ e #¥T, respectivamente. A equacdo (3.17) fornece o polinémio
do canal de fuga da usina afogada 6, (u;) via interpolagao dos polinomios de
referéncia:

k
01 (uis) = O), + Z,f%;ﬁf(e’f“ — o). (3.19)
O ultimo aspecto que falta ser analisado na equagao (3.19) é a turbinagem
it E interessante observar que o valor de g;; ¢ limitado pela capacidade de
turbinagem ou engolimento maximo da usina, g, ,. Para calcular g, ,, pode-
se utilizar uma representacao em que g, , ¢ uma fungao da altura de queda
liquida hy; ¢ como dado na expressao (3.20):

Nc,i h «
— lit
Gt =D (Nj,z‘qefj,z',t ( ) ) : (3.20)

j=1 hefj,i,t
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Onde: 7, , ¢ a turbinagem méxima da usina, N.; é o ntimero de conjuntos
de unidades geradoras da usina ¢, N;; ¢ o numero de unidades geradoras do
conjunto j da usina ¢, gefjq: € a vazao turbinada de cada conjunto gerador
J que submetida a queda efetiva produz a poténcia efetiva pesji+, Refjic €
a menor queda liquida sob a qual o conjunto j, em operacao, desenvolve a
sua potencia efetiva peyji¢, Pefjie ¢ @ maxima poténcia ativa possivel de ser
gerada, em regime permanente, para toda unidade geradora pertencente ao
conjunto j, a é um expoente dado por:

0.5  se hyy < hesiy e Turbina=(Francis ou Pelton)
o= 0.2 se hyt < hepiy € Turbina=(Kaplan) (3.21)
—1.0 Se hli,t 2 hefiﬂg.

A expressao (3.20) tem uma propriedade interessante. Para calcular a
turbinagem mdaxima @, , ¢ necessdrio utilizar o valor da altura liquida fy; .
Esta, por sua vez, depende, como dado nas equagoes (3.17) e (3.18), dos
polinémios de montante (e portanto de z;;) e de jusante (e de u;). Porém,
u; ¢+ estd relacionada com ¢;; por meio da equagao (3.7). E por sua vez ¢;; é
decidida de acordo com g, ;.

Uma segunda representagao considera que a turbinagem maéaxima é cons-
tante, para qualquer altura de queda liquida hy; 4, e igual a turbinagem efetiva,
como dado na expressao (3.22):

Nc,i

T =2 (Njitesiit) (3.22)

=1
Assim, a turbinagem méxima g, , pode ser:

e Turbinagem Maxima Varidvel: Considera um procedimento iterativo
para o cédlculo da turbinagem mdaxima g,;,. Este procedimento esté
descrito e ilustrado em [27].

e Turbinagem Méxima Constante: Considera a turbinagem efetiva g.s;
como a turbinagem maxima, como adotado por [21, 23, 63, 81].

Para completar o modelo, é necessario estabelecer a relagao entre a fungao
de producao hidrailica p;; e a complementagao termelétrica:
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I
Gy=D; — sz’,t (3-23)
i=1

Onde: D; é a demanda de energia elétrica no intervalo t em MW médio?,
pi+ € a funcao de producao hidratlica da usina ¢ no tempo ¢ em MW médio,
G, é a complementacao termelétrica no periodo t em MW médio.

Associada a geragao termelétrica Gy existe um custo de operagao destas
usinas. O custo de operacao de um sistema termelétrico é parametrizado pela
demanda atendida, através de uma curva ¥ (G,), aproximada por polinémios
do segundo grau, resultante do despacho econémico do parque termelétrico
[13, 27, 33]. A Figura 3.17 ilustra esta curva *.

Para completar a funcao objetivo, pode se supor a existéncia de uma taxa
de juros. Assim, o custo da geracao termelétrica em um intervalo ¢ deve ser
associado a um coefiente de valor presente \;.

A expressao (3.25) reune as equagoes (3.16), (3.17), (3.18) e (3.23), mais
o coeficiente de valor presente )\, fornecendo a fungao objetivo que minimiza
a complementacao termelétrica:

& ! Tip—1 + Tig
Min Z MU | Dy — Z kz(gbz(f) — Oi(uig) —peir)giz | |+ (3.25)
t=1 i=1

A partir da funcao objetivo (3.25) e considerando todas as restri¢oes do
problema, a formulacao do modelo mateméatico do MOUI se apresenta como
segue:

3A unidade para expressar energia neste trabalho serd o MW médio. Em um dado
intervalo de tempo A; a energia produzida por uma fonte geradora de poténcia de 1 MW
é¢ 1 MW médio. Como a geragdo térmica é expressa em MW médio, e os coeficientes da
fungao de custo térmico consideram a geracao dada em MW h, é necessario realizar uma
conversao de unidades. A conversao de uma geragao G, em MW médio, produzida ao
longo de um intervalo com At segundos para MW h é dada por:

GMWh = BLGMW (3.24)

4A Figura 3.17 foi construida em dois passos. O primeiro foi considerar os dados das
usinas do parque termelétrico brasileiro cujas informacoes de poténcia, custo em reais
por MWh e MW médio constam no Apéndice E. Depois, foi encontrada a quadratica

que melhor se ajustava aos dados considerando as usinas com custo de geragao de até
R$200/ MW h.
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Fungao ¥(G,)

1200000000
1000000000 /f
800000000
o5
= /
[=]
g 600000000 /
3
400000000 /
200000000
D T T T
0 5000 10000 15000 20000

MW Médio

Figura 3.17: Curva da funcao de custo de operacao para o parque termelétrico
brasileiro.

. d Tig—1 + Tig
Min ) AW ( (D= kz(ﬁbz(f) —0;(uiz) — pcir)gie | |, (3.26)
t=1 i=1

s.a:

Tig = Tig—1+ | Yir + Z Uy — Uiy | Ay, Vit (3.27)
keQ;

Uit = it + Vig (3.28)
Ty < Ty < Ty, Vi, t (3.29)

gi,t S it S qi,ta V’L,t (330)
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iy > 0,Vi, t (3.31)

Onde:

T: numero de intervalos de tempo.

I: ntimero de usinas hidrelétricas do sistema.

M. coeficiente de valor presente para o intervalo t.

D;: mercado a ser atendido durante o periodo t em MW médio.
U: Funcao de custo resultante do despacho termelétrico em RS$.
k;: Produtibilidade especifica da usina i em %

¢; (z): polinomio da cota de montante do reservatério da usina i em
m.

0; (u): polinémio da cota de jusante do canal de fuga da usina ¢ em m.
pci ¢ perda de carga hidratlica da usina ¢ durante o intervalo ¢ em m.
x;4: volume da usina ¢ no final do intervalo ¢ em hm3.

~ . . . 3
u;4+: vazao defluente da usina 7 durante o intervalo ¢ em .

~ . . . . 3
¢it: vazao turbinada pela usina 7 durante o intervalo ¢ em ™.

~ . . . . 3
v;¢: vazao vertida pela usina ¢ durante o intervalo ¢ em “-.

. . o . . m3
Y;+: vazao incremental afluente a usina ¢ durante o intervalo 7 em o
();: conjunto das usinas imediatamente a montante da usina .

At,: tamanho do intervalo t em s dividido por 10°.

De posse do MOUI, o modelo (z,u) pode ser obtido, resultando nas se-
guintes caracteristicas:
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e O valor da turbinagem ¢;; e do vertimento v;; sao determinados a
partir do valor de u;; de acordo com as expressoes (3.32) e (3.33),
respectivamente:

Gy = Min{uy,G; .}, Vi, t. (3.32)

viy = Max{u;y — G, 0}, Vi, t. (3.33)

e Os limites de g;; e v;;, sao considerados implicitamente através das
expressoes (3.32) e (3.33), respectivamente. Assim, as restrigoes (3.30)
e (3.31) podem ser desconsideradas no modelo (x,u).

e A fungao de produgao hidraulica (3.16) depende de ¢;; e, portanto é
modificada para:

Pie = kihyg Min{uiy, G, }- (3.34)

A expressao (3.34) confere as seguintes caracteristicas a funcao de produgao
hidraulica do modelo (z,u) [20, 33]:

e A funcao é crescente em relacao a u;; para u;; < G, ;-

e A fungao ¢ constante, ou levemente decrescente em relacao a u;; para
uit > G4, devido a influéncia do vertimento no canal de fuga (perda
de altura de queda).

e A produtividade das usinas aumenta com o volume armazenado no
reservatorio, pois aumenta a altura de queda (também chamado de
efeito cota).

e A funcado de produgao hidrdulica dada por (3.34) é nao diferenciavel no
ponto u;; = g;, quando o limite da turbinagem ¢é atingido. Isto ocorre,
pois a expressao (3.32) possui o comportamento ilustrado na Figura
3.18.
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Figura 3.18: Fungao ¢;; = Min{u;;,q;,} e seu ponto de quina.

Uma denominacao alternativa, mais simples, para o ponto de nao dife-
renciabilidade, é se referir ao mesmo como ponto de quina. No ponto
de quina as derivadas de primeira e segunda ordem da fungao objetivo
nao existem.

O tratamento das quinas do modelo (z,u) é crucial no emprego dos

métodos de pontos interiores, pois estes precisam do valor do gradiente e
da Hessiana da funcao objetivo. As opcgoes de tratamento deste problema
que consideradas neste trabalho foram:

1. A obtencao do passo da direcao de descida do método de solucao de-

vera contemplar quinas, utilizando busca unidimensional especialmente
adaptada. Esta abordagem foi utilizada por [23, 27, 63, 81]. Tes-
tes computacionais utilizando métodos de pontos interiores com busca
unidimensional [34] nao obtiveram bom desempenho.

. Para o cédlculo das derivadas primeira e segunda da funcao objetivo,

desconsiderar o ponto de quina, utilizando ¢;; = u;; na funcao de
produgao hidraulica da Equacgo (3.34). O modelo (z,u) com esta con-
sideracao foi denominado de modelo (x, u) modificado ou simplesmente
(x,u)m.

Outras opgoes para o tratamento das quinas, mas que nao foram testa-

das, sdo: a suavizagao da expressao (3.32) ou a consideragao de varidveis
booleanas.

Apesar da necessidade de tratamento das quinas, a escolha do modelo

(x,u) em trabalhos anteriores foi motivada, principalmente, por um esquema
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de aproveitamento muito eficiente da estrutura de fluxo em rede do problema,
baseada em uma representagao particular das bases (drvores), como descrito

em [23, 81].

A Figura 3.19 fornece uma comparagao entre os modelos (z,u) e (z,u)m.

q=Min{u,g)

dg/ Cu

| ol

q

Modelo (x,u) §:
; u
4
\
Modelo (x,u)m l
——

u

Figura 3.19: Comparacao entre as abordagens dos modelos (z,u) e (z,u)m.

A formulagao matricial dos modelos (x,u) e (z,u)m é obtida a partir das
restrigoes (3.14) e a fungao objetivo (3.26), resultando em (3.35):

Ar+ Su=1b
r<r<T
u<u<su

(3.35)

Uma segunda deriva¢do do MOUI fornece o modelo (z, g, v).

A principal vantagem do modelo (x,¢q,v) é eliminar o problema de nao-
diferenciabilidade oferecido pela expressao (3.32). A desvantagem, porém, é
que isto ocasiona um aumento de 50% no nimero de varidveis, aumentando o
esforgco computacional por iteragao do método de resolucao a ser empregado.

Uma modificagdo do modelo (z,q,v), inspirada pelo artigo [66], é que
os valores iniciais de g;; podem desconsiderar os limites g;,. Isto pode ser
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realizado, pois o ponto inicial do método de pontos interiores s6 precisa ser
interior [97].Assim, para garantir a factibilidade da solucao final, para cada
iteragao do MPI, a varidvel ¢; ; nao pode exceder seu valor g; ,. Portanto, para
uma dada iteracao do método de resolucao, é efetuada a atribuicao dada por

(3.36):

qu>@¢:{2figi—%t (3.36)

O modelo (z, q,v) com esta consideragao é denominado de modelo (z, g, v)m.
A partir das restrigdes (3.15) e da funcao objetivo (3.26), a formulagao
matricial dos modelos (z,q,v) e (z, ¢, v)m é dada por (3.37).

Min f(x,q,v)

Ax 4+ Sq+ Sv=">

r<r<T (3.37)
]

0

SERS
(AVAVAN

Uma observagao importante é que a modificacao que resulta no modelo
(x,q,v)m visa acelerar a convergéncia do modelo (z,q,v), ao passo que a
modificagdo contida no modelo (z,u)m visa garantir a obtengdo de uma
solucao.




Capitulo 4

Meétodos de Pontos Interiores
para o Modelo de Otimizacao a
Usinas Individualizadas

4.1 Introducao

Historicamente, as primeiras técnicas aplicadas a resolucao do MOUI que
considera afluéncia deterministica, foram técnicas de programacao nao-linear
[52, 55]. Devido, porém, as grandes dimensoes que o MOUI pode assumir,
surgiram trabalhos que exploram a estrutura de fluxos em redes do problema
[89, 23, 63, 38, 81]. A partir dos anos 90, os métodos de pontos interiores
comegam a ser aplicados a resolugdo do MOUI [84, 74, 75, 36, 67, 96, 60, 25].

Existem diversas formas de se utilizar o MOUI, que é um modelo de oti-
mizagao deterministico, com o objetivo de se obter uma politica operativa
eficiente para o planejamento da operacao energética, que é um problema
estocédstico devido a incerteza sobre as vazoes futuras. Uma alternativa é
a técnica de cenarios, onde a decisao tomada é obtida ao se ponderar as
solugoes 6timas do MOUI de cada cendrio pela probabilidade de ocorréncia
[17, 36]. Outra alternativa é a metodologia proposta por Nabona em [74], que
se baseia em um modelo de fluxo multiproduto, onde cada produto é repre-
sentado por uma quantidade de dgua, a qual estd associada uma determinada
probabilidade de ocorréncia. Esta abordagem pode ser estendida para consi-
derar fornecimento de diversos tipos de combustivel para as usinas térmicas
ou mesmo representar conjuntamente a rede de fornecimento de combustivel

79
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das térmicas com a rede hidrdulica [25, 75]. Uma outra alternativa, que vem
sendo pesquisada na Unicamp, é aquela que utiliza o MOUI para o cenario
de vazoes futuras mais provavel, obtido por meio de um modelo de previsao
de vazoes [64].

Em aplicagoes de curto prazo, onde as vazoes podem ser consideradas
deterministicas, o MOUI pode ser utilizado em conjunto com as restri¢oes
de transmissao representadas por um modelo linearizado da rede elétrica
[36, 38, 60], ou com um modelo nao-linear da rede elétrica [96]. O MOUI tem
sido também aplicado na coordenacao hidrotérmica de curto prazo que consi-
dera reserva girante, restricoes de rampa e alocacao de unidades térmicas, re-
sultando em um problema linear ou quadrético inteiro misto [39, 66, 90, 101].

Em relacao aos trabalhos anteriores, cabe observar que os métodos de
pontos interiores nos ultimos anos tém sido empregados com sucesso na re-
solugao de problemas relacionados ao MOUT [60, 66, 67, 84, 96]. Porém, ne-
nhum destes trabalhos considera uma fungao objetivo nao-linear. Os artigos
[66, 67, 84] consideram uma aproximacao linear para a funcao de producao
hidrailica. J& [60, 96] consideram que a turbinagem pode ser aproximada
por uma funcao quadratica da poténcia gerada. De todos os trabalhos acerca
do MOUI analisados, o tinico que considera a rede hidrailica e a rede elétrica
com modelo nao-linear na mesma formulacao ¢ um método de pontos interi-
ores [96].

Além das observagoes anteriores para definir o desenvolvimento de um
método de pontos interiores, para a abordagem a ser adotada nesta tese é
necessario considerar trés questoes:

e A resolucao do MOUT utilizando a funcao de producao hidratlica nao-
linear, tal que a funcao objetivo seja a mais fiel possivel ao comporta-
mento real das usinas.

e Explorar a estrutura esparsa decorrente da representacao das restrigoes
de conservagao de agua via matriz de incidéncia né-arco, dado que o
problema ¢é de grande porte.

e Como o MOUI é um problema nao-convexo, o MPI deve ser capaz de
lidar com situagoes em que a Hessiana da funcao objetivo nao ¢ definida
positiva.

A resolucao adequada da primeira questao depende do procedimento ado-
tado para resolver a terceira questao. O método de pontos interiores desen-
volvido nesta tese se baseou na abordagem proposta por [3, 14] para lidar
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com o problema de que a Hessiana da funcao objetivo do MOUI nao é de-
finida positiva em alguns pontos do espago de busca [33]. Esta abordagem
consiste em somar um termo de regularizacao para garantir que a Hessiana
seja sempre definida positiva. Detalhes serao dados na segao 4.2.

Para solucionar a segunda questao foi utilizada a metodologia de ex-
ploragao de estrutura esparsa descrita em [48] que foi adaptada para a estru-
tura do MOUI, como descrito na Secao 4.3.

4.2 Métodos de Pontos Interiores

Historicamente, o desenvolvimento dos métodos de pontos interiores teve
grande impulso devido a Karmarkar [59], e aos bons resultados obtidos em [1].
Hoje em dia, os métodos de pontos interiores para programagao linear estao
bem estabelecidos tanto em termos de fundamentagao teérica [49, 97, 92|,
quanto préatica [45, 68, 77|, existindo uma série de cédigos de boa qualidade
disponiveis [97].

Em relagao ao desenvolvimento de MPIs para problemas de programacao
nao-linear, os trabalhos de Vanderbei e Gondzio apresentam resultados de
destaque. Vanderbei resolveu uma grande variedade de problemas com funcoes
objetivos e restricoes nao-lineares, e os comparou com outras abordagens
como gradiente reduzido combinado com método quase-newton do MINOS
[73] e uma combinagao de lagrangeano aumentado com regiao de confianga e
gradiente projetado do LANCELOT [30], demonstrando a robustez e eficiéncia
dos MPIs [94]. Em [15], as mesmas conclusées foram obtidas quando os
MPIs foram comparados com os pacotes SNOPT [42, 43], que utiliza pro-
gramagcao quadratica sequencial combinada com gradiente reduzido, e KNI-
TRO [19], que utiliza método de pontos interiores mais regido de confianca e
programacao quadratica sequencial. Detalhes sobre o trabalho desenvolvido
por Vanderbei na pégina: http://www.princeton.edu/ rvdb/techreps_
pdf .html.

Ja Gondzio tem aplicagoes de MPIs em problemas nao lineares e de grande
porte [47, 46]. Em [46], Gondzio consegue resolver problemas nao-lineares
com milhoes de variaveis usando MPI e computacao paralela, obtendo de-
sempenho superior ao CPLEX. No trabalho [46], Gondzio resolve um pro-
blema nao-linear expressivamente de grande porte, com mais de um bilhao
de variaveis, demonstrando o potencial dos MPIs. Detalhes sobre o tra-
balho desenvolvido por Gondzio na pagina: http://www.maths.ed.ac.uk/




Capitulo 4. Métodos de Pontos Interiores para o Modelo de
82 Otimizacao a Usinas Individualizadas

“gondzio/reports/Welcome.html.

A eficiéncia de um MPI depende da exploracao da estrutura esparsa do
problema em questao. Para tanto, existem duas abordagens de deducao de
um MPI.

A primeira abordagem consiste nas seguintes etapas:

1. Construir o lagrangeano associado ao problema.
2. Obter as condigoes de otimalidade.
3. Aplicar o método de Newton as condig¢oes de otimalidade.

4. Resolver o sistema linear resultante.

Os MPIs assim deduzidos serao denominados MPIs Tradicionais. Exem-
plos de utilizacao desta abordagem sao fornecidos por [8, 80, 16, 24].
A segunda abordagem é proposta em [48] e consiste em:

1. Construir um método de pontos interiores, sem considerar estrutura
esparsa particular, utilizando a primeira abordagem.

2. Identificar as operacoes algébricas relacionadas aos calculos dos métodos
de pontos interiores.

3. Definir as operacoes algébricas em funcao da estrutura esparsa do pro-
blema.

Os MPIs assim deduzidos serao denominados de MPIs por blocos. Esta
abordagem, porém, depende da utilizagao de conceitos de programacao ori-
entada a objetos. Ou seja, a implementacao de métodos de pontos interiores
serd restrita a linguagens de programagao como C++ e Java.

E possivel estender a abordagem de [48], permitindo que esta possa ser
utilizada em ambientes de programacao procedural, como Matlab. Detalhes
podem ser vistos em [10, 46, 48] e na segao 4.3.

Esta discussao é importante, pois para se deduzir um método de pontos
interiores capaz de resolver o MOUI eficientemente é preciso aproveitar a
estrutura esparsa das restrigoes.

Para tanto, é importante observar que podem ser utilizadas duas mo-
delagens para o problema (cada uma resultando em uma estrutura esparsa
diferente):
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1. Modelo (z,u) ou (z,u)m: As varidveis para cada usina ¢ no intervalo
de tempo ¢ sao a defluéncia u; ; e o volume do reservatério da usina x; ;.

2. Modelo (z,q,v) ou (z,q,v)m: As varidveis para cada usina i no inter-
valo de tempo ¢ sao a turbinagem g;;, o vertimento v;; e o volume do
reservatorio da usina z; ;.

Repare que a estrutura esparsa dos modelos (z, u)m e (z, ¢, v)m é a mesma
dos modelos (z,u) e (z,q,v), respectivamente. Assim, a mesma consideragao
de estrutura esparsa pode servir tanto para (z,u) como para (x,u)m, por
exemplo.

A escolha do modelo matemético a ser empregado é importante, pois
além de definir a estrutura esparsa da matriz, a partir desta informagao sera
possivel calcular o valor das derivadas da funcao e, consequemente, obter o
método de pontos interiores.

Além da escolha do modelo matematico, é necessario definir qual sera a
estrutura esparsa a ser escolhida. Considerando o modelo matemético (z, u)
é possivel definir trés estruturas esparsas:

1. Estrutura esparsa A: Considera que o MOUI pode ser modelado
por:

Min f'
Az’ =V (4.1)

I/Sl,lgfl

2. Estrutura esparsa A e S: Neste caso, considera-se que f' = [ fe fu };
fl:[A S};x’:[x ur;g’:{g QTGTIZ[T ﬂr,tal
que:

Arx+ Su=1»
S.a.: r<z<T (4.2)

u<u<u
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3. Estrutura esparsa A; e S;: Este modelo é idéntico ao anterior, ex-
ceto pelo fato de que considera a estrutura esparsa mais detalhada das
matrizes A e S. Ilustrando para apenas trés periodos de tempo:

Min  f(x,uy)
[ B1 0 0 Ty
—BQ BQ 0 T2 +

0 —Bg Bg XT3

. [ M 0 0 U1 bl (43)
S.a. : 0o M 0 w | = | b
0O 0 M usg bs

Ty < 1wy < Ty,
u < up <, VE=1,---,3.

Para considerar a estrutura esparsa do modelo (x, ¢, v), basta lembrar que
neste modelo a matriz A serd dada por: A = [ A S Sd]. Isto pode ser
realizado, pois no segundo modelo matematico, a variavel de defluéncia w;,
¢ substituida pelas varidveis de turbinagem g;; e vertimento v;, pela relacao
Uit = Qig + Vit

Os métodos de pontos interiores serao obtidos considerando a aborda-
gem de dedugao por blocos sugerida por [48]. Para tanto, serd necessiria a
dedugao do MPI tradicional para a estrutura esparsa dada por (4.1).

4.2.1 MPI Tradicional

Para ilustrar a dedugao de um MPI de acordo com a primeira abordagem,
seja o problema (4.4):

Az =b (4.4)
z<x<T,

considerando a transformagcao de variavel xr = T + z:
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Min f(Z)

A =0b— Ax

T+s=7T—zx (4.5)
T—1t=0

s,t > 0.

Sem perda de generalidade, assumindo que T = T —z, b = b — Az e
eliminando os tils, entao, a funcao Lagrangeana associada ao problema de
otimizacao, com funcao objetivo nao-linear e restricoes lineares é dada por:

L = f(x) —pyt(Ax—bz)—u?t(x—l—s—T) — 2z —t)
—p <Z: log s; + Z: log tl-) : (4.6)

As condigoes de otimalidade de primeira ordem sao dadas por:

V.L= Vf(x)—Aly—w—2 = 0
V,L= Ax - = 0
Vol= v+5-7 = 0 (4.7)
VL= —w—puSle = 0
VL= z—puXle = 0,

onde: S, X sao matrizes diagonais com elementos estritamente positivos
e e é um vetor de 1’s de dimensao apropriada.

A formulagao (4.7) pode ser simplificada para a formulagao (4.8), obser-
vando que w = —w:

Vi)—Ay+w—2 = 0
Ax —b = 0
T+s—7T = 0 (4.8)
SWe = pue
XZe = L€,

onde: X, W e Z sao matrizes diagonais com elementos estritamente po-
sitivos.
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Para simplificar a notagao, define-se H(x) = V2f(z). Aplicando o método
de Newton as condicoes de otimalidade:

—H(z) A" -1 1 0 dx Tq
A 0O 0 0 O dy Tp
I o o0 0 I dw = | rq |, (4.9)
0 o S o0 W dz Ty
7 0 0 X 0 ds Te

onde:

ra=Vf(zx) - Aly+w—z

rp=0— Az

Tq =T — T — S8

ry = pe — SWe

re = pe — XZe

Reescrevendo o sistema linear:

Aldy —dw +dz — H(x)de = 1y

Adzx = 7
dx +ds = Tq (4.10)
Sdw + Wids =
Xdz + Zdx = r.
Da terceira equagao de (4.10):
ds = r,—dx (4.11)

Considerando que Z, X, W e S sao matrizes diagonais com elementos
positivos, e portanto inversiveis, entao, com as duas tultimas equagoes de

(4.10):

{ dz = X 'r.— Zdz) (4.12)

dw = S7Y(ry, — Wds).

Aplicando (4.11) em (4.12):
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{ dz = X Yr.— Zdx) (4.13)

dw = S ry—Wr,) + S 'Wdx.

Usando (4.13) na primeira equacao de (4.10):
Aldy — S7Hry — Wry) — ST'Wdz + (X Hr. — Zdz)) — H(z)dz = rq =

Aldy — S7Hry = Wry) = S 'Wde + X 'r. — X' Zdx — H(z)dx =rg =

Aldy — (H(z)dx + S™"Wdx + X' Zdz) = rg+ S Hry — Wry)) — X e =

Aldy — Ddx = ry. (4.14)

Onde: D= (H(z)+S "W+ X"'Z)ery=rg+ S (ry,—Wr,) — X r..

Utilizando (4.14) e a segunda equagao de (4.10), o sistema é reduzido
para:

Adzx = 7
{Atdy—Ddx = 7 (4.15)

Se a matriz H(x) for definida positiva e diagonal, entdo, D pode ser
facilmente invertida, pois ela é a soma de matrizes definidas positivas. A
direcao dx pode entao ser obtida da seguinte forma:

de = D YAldy — ). (4.16)
A primeira equagao de (4.15) fornece que:

AD ' Aldy —r, = AD ry, =

dy = (AD7'AY) = (r, + AD'ry.). (4.17)

Cabe destacar que a inversao de AD~!A! para encontrar dy envolve a
maior parte do esforco computacional do método. Mas, dado que A é m X p,
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m < p, tendo m linhas linearmente independentes, e que H é p X p com
termos de regularizacao adicionados [3], entao, AD~*A? é simétrica, definida
positiva e, na pratica, é usada a decomposicao de Cholesky para resolver o
sistema linear [97].

Caso a matriz Hessiana H(z) associada a fungao objetivo nao seja de-
finida positiva, entao, é aplicado o procedimento descrito em [3, 14]. Este
procedimento, denominado em [3] de regularizacao, consiste em utilizar uma
matriz Hessiana perturbada H(z) = H(x)+ M, quando H(z) nao é definida
positiva. Em [3], é proposto ainda que ao invés de se fixar o valor da per-
turbacao A, seja adotado dinamicamente um valor que se concentre apenas
em pivos da fatoracao de Cholesky que sejam potencialmente instaveis.

As deducgoes anteriores fornecem o MPI primal dual com variaveis cana-
lizadas e restrigoes de igualdade que é resumido na Tabela 4.1.

4.2.2 Detalhes de Implementacao

Algumas observacoes adicionais se fazem necessarias para o bom funciona-
mento do método desenvolvido. Para tanto, a seguir, serao abordadas as
seguintes questoes:

e MPI Preditor-Corretor: O método de pontos interiores proposto na
Figura 4.1 é um método primal-dual. Uma pequena modificacao deste
método pode fornecer o método preditor-corretor desenvolvido por Meh-
rotra [68]. Espera-se que o preditor-corretor tenha pequenos custos
computacionais adicionais por iteragao, mas com ganho no nimero to-
tal de iteracoes. A idéia deste método é utilizar uma direcao que contém
3 componentes:

— Diregao Afim Escala (diregao preditora ou de Newton).

— Direcao de Centragem cujo tamanho é determinado pela per-
turbacao pu.

— Direcao de Correcao que tenta compensar a aproximacao linear do
método de Newton dada por (X + Dz)"(Z + Dz)e = —DxDze. O
termo —DxDze corresponde ao residuo da proxima iteragao caso
fosse tomada a dire¢ao afim com passo 1. Este termo realiza uma
correcao nao-linear, ja que é necessario resolver um sistema linear
adicional [97].




4.2. Métodos de Pontos Interiores 89

MPI Primal Dual estrutura esparsa A
Dados (2%, 5%, w?, 2%) > 0, 3° livre e T € (0, 1);
Para k=0,1, ...
p* = ok /ny,
onde: n, =dimensao do vetor (z,s), 7% é o GAP e
v /n, é o GAP médio.
rh = Vf(2*) — AlyF + wk — 2

ry=b— Ax"

rh =7 — b — s
ri = pFe — SFWke
’j—ue XFZFe

ri =k STk — Wrk) — (XF) ik
D = (H () + (811 + (x5) 12
i = (ALY 0% 4 ADR)
dz* = (D*)"H(Ady* — 1)

ds = rk dzx*

dw ( Y=L (rf — Wkdsh)

dzF = (XF) Y rk — ZFda?)

_ Min *If Min *Sf
Oép = Min dxk<0 (d:cf) » 9sk<0 (aséC

of = Min{ 2, () o (55) )
Yy =yt + agdy®

"t = ab 4+ abda®

sPH = sF 4+ afdsk

whtt = wk + akdw®

L = 2k 4 akdF

k—k+1

Até Convergir

Figura 4.1: MPI primal dual para estrutura esparsa A.

Ou seja, ao se calcular a direcao afim-escala, com p = 0, o progresso do
método ao longo desta direcao é verificado. Se o progresso nesta direcao
for grande, a perturbagao u sera pequena. Caso contrario, é conveniente
aumentar o peso da direcao de centragem, tal que a perturbacao pu seja
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grande.

Uma vez que uma segunda diregao é calculada, também é acrescentada
a corre¢ao nao-linear utilizando o mesmo Jacobiano, para que o esforgo
computacional por iteragao nao duplique.

Porém, nao é necessario calcular as diregoes dos dois sistemas, bastando
seguir as seguintes etapas:

— Calcule a dire¢ao preditora (dy,dz,dw,dz,ds), com as equagoes
(4.11), (4.12), (4.16) e (4.17), assumindo que r, = —SWe e r. =
— X Ze (ou seja, utilizando = 0).

— Usando a mesma matriz AD ' A!, calcular a direcao de COITEGAO
(dy,dx dw, dz ds) a partir do ponto (y,z,w,z,s) = (y + dy,:l: +
dr,w + W,z + dz, s + ds). Ou seja, caleular (dy, dz, dw,dz, ds)
através das equagoes (4.11), (4.12), (4.16) e (4.17), usando 7, =

ry + (pe — DsDwe) e 7. = 1. + (ue — DxDze).

Além disso, o célculo de i é funcao da direcao afim. Quanto melhor a
dire¢ao afim, menor a perturbacao e vice-versa. Ou seja:

— vy=zxlz+ stw

— = (x+ apd2)'(z + aqdZ) + (s + ,d3)* (w + dadd)

{ 122 (%) sey>1
—p= 53 AU
15 ) sey <1
Onde: v é o valor do GAP, n é o niimero de pares complementares,

sendo v/n o GAP médio e u é a perturbagdo. Maiores detalhes
acerca destes parametros podem ser vistos em [97].

e M¢étodo de Busca Unidimensional: O método de busca unidimensional
proposto em [34] foi utilizado para encontrar o valor do passo 6timo O/de
unico para as direcoes primal e dual, ou seja, para o conjunto de direcoes
dy, dx, dt, dw e dz. A busca consiste em aplicar um procedimento
de “backtracking” em uma funcao de mérito relativa ao quadrado da
norma das condicoes de otimalidade. Sua aplicacao, porém é restrita
aos modelos (z,q,v) e (z,q,v)m, devido a dificuldade de se adaptar a
busca unidimensional para considerar os pontos de quina existentes no
modelo (z,u).
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e Solucao inicial:

1. Solucao inicial para MPI genérico: Para um problema de oti-
mizacdo com f(z) genérica e restrigdes lineares Ar = b e cana-
lizacao x < z < 7, pode ser utilizada a seguinte inicializacao:

b= 2(AAYTY(b — Au/2)
i = (u— A'D)/2

7= (A +a)

5=1u

W= (Vf(z) - A'y)/2
= (4.18)
T=1I+

5=5+aq,

w =W ~+ oy

z2=ZzZ4+ ay

y = (A4 (Ac).

Onde: o, e oy sao calculados por:

~t
Z(ii‘i’éde‘i’wi‘i’éde) ’

oa,=0,+1/2x

’Y+
+ope+$i+ope)”

® (Vg = 5d+1/2* Z(iz
Onde:

e ), = Max (—1.5% Min(Z), —1.5 %« Min(3),0.01),

e 0y = Max (—1.5* Min(w),—1.5 % Min(Zz),0.01),

oyt = (7 +8,e) (24 dae) + (54 d,e)' (b + dge).

2. Solugao inicial especifica para o MOUI: Observando as carac-
teristicas especificas do MOUI e do MPI foi projetada a inicia-
lizacao dada em [66]. Apesar de neste trabalho utilizar-se uma
linearizacao da funcao de producao hidratlica, sua inicializagao

contempla aspectos importantes para o MPI como quais valores
utilizar para as variaveis duais. A inicializacao é dada por:
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T =AY(AA)D

r = max{Z;, e}

0 _

sj(.) = mazx{e1, T; — x5}

=0

- B G (4.19)

z; = (¢j + &) e w; = € e ¢ > €

2j = —C;j e w; = —2¢; Se c¢j < —€

2j = ¢j + € e w;j = € Se 0<¢j<e

Zj = €2 GWj:—Cj+€2 Se _EQSC]'SO.
Onde: € = max{1<rj”;’;~-, €3, !OH} €a = 1+ e4lc]], es = 100,

€4 =10ec=Vf(x).

3. Solucao inicial especifica para o MOUI, utilizando a informacao
de turbinagem média: Esta inicializacao é idéntica a anterior, ex-
ceto pelo valor calculado para a variavel . O valor da média
das vazoes afluentes previstas para um dado periodo de tempo é
atribuido como o valor de defluéncia de todas as usinas para todos
os intervalos de tempo. Considerando, para o modelo (z,u) que a
varidvel Z possui uma componente referente ao volume z;; e outra
referente as defluéncias u;;, entao:

zt_ Zyzt /T (4.20)
ix—A (b—Sx )

Para o modelo (z,q,v) foi assumido que a componente referente
ao vertimento de T é x7, = max{x}, — G, 0}.

4. Solugao inicial especifica para o MOUI, utilizando a informagao
de turbinagem maxima: Esta inicializacao ¢é idéntica a anterior,
exceto pelo valor calculado para a variavel x. O valor da turbi-
nagem maxima € atribuido como o valor de defluéncia para todas
as usinas em todos os intervalos de tempo. Considerando, para o
modelo (z,u) que a varidvel & possui uma componente referente
ao volume z;; e outra referente as defluéncias w;;, entao:

%32
||

(4.21)

&z
I

q
A7 (b — Szv)
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Para o modelo (z,q,v) foi assumido que a componente referente
ao vertimento de 7 é z7, = 0.

e Critério de convergéncia: A verificacao da convergéncia é realizada a
partir de um critério andlogo ao utilizado no caso em que f(z) é linear
e o problema nao é canalizado.

O primeiro passo é estabelecer um célculo alternativo para o valor do
GAP para uma fungao genérica f(x). Ou seja, demonstrar que o GAP
dado por v = 2!V f — by + T'w equivale & v = x'z + s'w, para todo
ponto factivel.

Sejam:

(i) (2'z + s'w)

(ii) Se (z,s,z,w) é um ponto factivel, logo, dual factivel também:
Vi)—Aly+w—2=0= 2z=Vf(z) — Aly + w (iii)

Usando (iii) em (i):

' (Vf(x) — Ay + w) + s'w = 'V f(z) — 2" Aly + 2w + s'w =

'V f(z) — (Az)ly + z'w + s'w (iv)

Ar=b

Como o ponto é, também, primal factivel: { et s—T

}. Assim,
usando a primal factibilidade em (iv):

'V f(x) = by+ (T — s)'w+ stw = 2'V f(x) — by + T'w — s'w + s'w =
= a'Vf(z) — by + 7w (v).

E (v) pode ser verificada para:

e Caso Linear: Se f(x) = c'z, entdo, v = 'z — by + T'w.

e Caso Quadrdtico: Se f(x) = c'x + x'Qx, entao,

v =cz+ 2'Qx — bly + T'w.

O segundo passo, é observar que o critério de convergéncia do problema

sem canalizagdo é dado pelas condigoes de otimalidade [97]:

[[o—Aat]
1+(o]
| I P
L+l -
Ctivk—btyk
]
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Onde: ¢ é tolerancia estabelecida.

Por analogia, para o problema canalizado e com f(z) genérica:

[[o—Az* |
1+([o]]
[EY
1+
H Vf(xk)—Atyk 4wk -2+
1+]| V()|
xtVf(a:k)fbtykJritwk
1+thVf(ack)+btyk+§twk H

|| ==

Para f(z) nao-linear e restricoes lineares, ¢ utilizado € = 107® para a
primeira e a segunda condigoes de otimalidade (associadas a factibi-
lidade da solugdao e as restrigoes lineares) e € = 1072 para a terceira
e quarta condigoes (que sao condigoes associadas a fungao nao-linear

f(@)).
Outros critérios de parada adicionais sao o nimero maximo de iteragoes
que ¢ fixado em 200 e v < 107, sendo o 1ltimo extraido de [60].

e Valor do Gradiente e da Hessiana: Os procedimentos para o calculo
do gradiente Vf(z) e da Hessiana H (z) associados a fungao f(x) s@o
fornecidos na préxima secao.

O desenvolvimento de métodos de pontos interiores que explorem a es-
trutura esparsa do MOUI serd abordado a seguir.

4.3 Explorando a Estrutura Esparsa

Suponha que matriz A, para a qual foi desenvolvido o MPI dado na Figura
4.1, possua uma estrutura esparsa bloco primal dada por:

A 0 0 0
0 A, 0 0
e (4.22)
0 o --- A, 0
ST Sy o S Appr |
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A deducao tradicional de um MPI que explore a estrutura bloco angular
de A implicaria em refazer os passos descritos na secao 4.2. Detalhes desta
abordagem podem ser vistos em [8, 16, 24].

Neste trabalho, ao invés da abordagem tradicional, serd empregada a
deducao por blocos, devido a facilidade de se achar possiveis erros de pro-
gramagao e reaproveitamento de cddigo que ela oferece. A grande vantagem
desta abordagem no desenvolvimento dos MPIs é a facilidade com que se
pode explorar as estruturas esparsas da matriz A. A idéia chave do processo
¢ identificar quais sao as operagoes matriciais relacionadas aos calculos dos
MPIs, como descrito na Figura 4.2.

[

Nivel 2 . Nivel1 Nivel 0
MPT Primal Dual estrotura esparsa A
Dados (2%, 8", w”, 2") = 0, o live e 7= (0.1); | = =
il Operagdes Operagoes
¥ =gt fny, Lt
onde: n, ﬂ’]’l]lu']l.\f]u do vetor (r,5), 4% f0 CAP ¢ do WI MatrlCIals
4 né o GAP édio,
rh =V f(ak) — Ay 4wk — 2
e ode ‘ Calculo dos ‘ o Aley
:J B ';,x-,. : ‘,-n:ybr. residuos » Aty

k= pte — X2 e
o =+ 57k — Wk — (XM
DF = (Hiz*)+ (5*)W* 4 (X5) 71 L5)

dy® = (A(DF) A et AR Ca L.
dyt = (D) Ayt — ) al.(:ulo
st = rk et direcies

dut = (S¥)-1(rf — Whdsh)
dok = { XE\ Lk TRk

ap = Min{ M (). s, (4—'{))}1 ﬂ Caleulo do

I T T ek i -y
g = Ming 0%, (—t s b \ T passo
= % 4 oRdy®

bt = ok Ry k
S =gk gk
W = wh 4 rll‘}du'*’
A=k ket
I |

Até Convergir

Figura 4.2: Identificagdo das operagoes matriciais de um MPI.

A Figura 4.2 mostra que para se definir um MPI de acordo com uma
estrutura esparsa particular, basta se redefinir o significado das seguintes
operacgoes matriciais Cf:

e Dados A e D, calcular: ® = AD~1 A"
e Calcular o fator L: ® = LL!.
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e Resolver o sistemas linear ®x =b: Ly =be L'z = y.

e Calcular os produtos de matriz com vetor: Nz, N'z para A, D e ®.

Ou seja, para se deduzir um MPI por blocos, cuja matriz A possui a
estrutura esparsa dada pela Eq. (4.22), basta utilizar o MPI da Figura 4.1
com operagoes matriciais Cy redefinidas de acordo com a estrutura (4.22).

A idéia deste processo é observar que a construcao de MPIs depende da
implementacao das operagoes algébricas. Isto é ilustrado na Figura 4.3.

3

& MPI MPI MPI @
E Primal- Preditor- Multiplas >
z Dual Corretor Corregdes

Complexo e especifico

=N =T~
L\ &: L

Figura 4.3: Descricao dos componentes de um método de pontos interiores.

Nivel O
ot
Simples e Geral

Portanto, a modificacao das operacoes algébricas do MPI para uma de-
terminada estrutura esparsa equivale a construir um MPI que considere esta
estrutura.

Este processo, em termos de orientagao a objeto, é realizado através dos
seguintes passos.

Suponha definida uma classe Vector que descreve os vetores associados
as matrizes. Uma possivel declaracao de uma classe abstrata Matriz seria:
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class Matrix

{
virtual void ComputeAThetaAt(Matrix theta);
virtual void Factorize();
virtual void SolveAThetaAt(Vector x, Vector y);
virtual void SolveTriang(Vector x, Vector y);
virtual void SolveTransTriang(Vector x, Vector y);
virtual void MatrixVectProd(Vector x, Vector y);
virtual void MatrixTransVectProd(Vector x, Vector y);

A classe Matriz pode ser estendida para classes concretas as quais serao
responsaveis por fornecer uma implementacao para as fungoes membro.

Ou seja, utilizando o polimorfismo de um objeto da classe Matriz (é
possivel representar diferentes objetos que compartilham os mesmos métodos)
as operacoes apropriadas sao implementadas de acordo com a estrutura es-
parsa da matriz.

A Figura 4.4 ilustra a aplicacao deste conceito para matrizes A bloco
primal.

Matrix

herda herda
Ablock Cenerica

[

msa

Figura 4.4: Classes para matriz A bloco primal.

A classe Ablock representa a matriz A bloco primal do problema. Como
a matriz A é composta por matrizes sem estrutura esparsa definida, denomi-
nada genéricas (matrizes A; e S;), entdo, ela utiliza classes que implementam
estas matrizes e suas operagoes (classe Generica).

Isto s6 é possivel, pois as classes Ablock e Generica herdam a mesma
interface, da classe Matriz, que define as operacoes C.

Com isso uma multiplicagao de um objeto matriz A da classe Ablock por
um vetor x pode ser representada em termos das operacoes definidas na classe
Generica.
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Dessa forma, parte da declaracao da classe Ablock, contendo dois vetores
de matrizes da classe Generica, sera:

class Ablock : public Matrix

{
private:
int NumBlocks
Generical] Ai;
Generical] Si;
}

A Figura 4.5 exemplifica a utilizacao de orientacao a objeto para o calculo
de y = Az, matriz A como em Eq. (4.22). Existindo a classe Generica, com
todos os métodos C; implementados, entao a operacao y = A x x da classe
Ablock utiliza a operacao de multiplicacdo de matriz por vetor da classe
Generica para calcular y = A; xx e y = 5; * x.

yi Irll X
Yz = L]
v [sdslal |

R

Yi| = '
v.| = [a]]x]
vs| = [Su]elxa|+[Safolxa ]+ [As]o]xs]

Figura 4.5: Operagao y = Ax para matriz A constituida por blocos de ma-
trizes genéricas.

Como observado na apresentagao do MPI da Figura 4.1, a operacao de
maior custo computacional é a resolugao do sistema (4.23):

(AD'AYdy = (r, + AD 'ry) = Pz =10 (4.23)

onde: D= H(x)+ S™'W + X~1Z.
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Uma observagao importante é que esta estrutura esparsa ¢é utilizada para
problemas em que em um modelo de MOUI com consideracao da estocas-
ticidade das vazoes através de uma formula¢ao multifluxo [25, 54, 74]. A
formulagao apresentada no Apéndice C pode ser facilmente adaptada para
resolver o MOUI descrito em [74].

4.3.1 Resolvendo o MOUI com modelo (z,u)

O MOUI foi modelado por fluxo em redes com restricoes lineares e funcao
objetivo nao-linear como dado no Capitulo 3.
Sua representagdo matricial simplificada é dada pelo problema (4.24):

Min  f(Z)
S.a.: At =0 (4.24)
[ <z <u.

Para explorar a estrutura esparsa do MOUI, é necessario identificar a
estrutura das matrizes A e D a serem empregadas na resolucao do sistema
linear dado por (4.17). Para tanto:

e A matriz A é formada por duas submatrizes A e S. A matriz A estd
associada a variavel z;; que representa o volume dos reservatorio ¢
no intervalo ¢. A matriz S estd relacionada com a defluéncia u;; do
reservatério ¢ no intervalo .

A=[Als].

e A matriz A tem dimensao T x T blocos matriciais tal que cada bloco
possui dimensao I x I, onde T' é o numero de intervalos de tempo e [
¢ o numero de usinas hidrelétricas. Ela possui a seguinte estrutura:

B 0 0 -~ 0 0
By, By 0 -~ 0 0
N
0 0 0 - Bry O

. 0 0 0 --- —Bp By |
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Onde: B; é a matriz identidade de dimensao I x I com cada elemento
dividido por um fator associado ao nimero de segundos para cada
intervalo de tempo 1.

e A matriz S tem dimensao de T'x T" blocos matriciais tal que cada bloco
tem dimensao I x I, e tem por estrutura:

M 0 0 0 0
0 M 0 0 0
0 0 M 0 0

S = .
0 0 M 0
0 0 0 0 M|

Onde: M é uma matriz de incidéncia né-arco associada a varidvel de
defluéncia u cujos elementos sao valores iguais a +1, —1 e 0.

e A matriz A tem dimensao T x 27T blocos, e sera dada por:

B 0 o --- 0 0O |M 0 O 0 O

—-By, By 0 0 010 M O 0 O

0 —DBs Bj 0 010 0 M 0 O

A= . . : A .
0 0 0 Br, 010 0 M 0
. 0 0 0 —Br Br{ 0 0 O 0 M

e A matriz Hessiana H da funcao objetivo é dada por:

_ | H | Hy
H_[H2H].

Onde: H; é uma matriz diagonal separada em 7' blocos de matrizes
diagonais. A obtencao da matriz Hessiana, para o modelo (z,u), estd
descrita em detalhes no Apéndice A.

Ou seja, H; é dada por:
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| Hiqy
0

0

Onde: H;(;) é matriz diagonal da componente 7 associada ao intervalo

de tempo j.

Assim, a Hessiana H tem a seguinte estrutura:

0

Hi)

0
0

- O

Hir_y)
0

0
Hyry |

I Hl(l) 0 Hg(l) 0 ]
H _ O HI(T) 0 HQ(T)
HQ(I) O H3(1) O
L 0 Hayry | 0 Hyr)

e A matriz D é formada pela soma da matriz H com uma matriz diagonal
separada em blocos D, que ¢ obtida a partir das matrizes diagonais do

MPI:

D) 0 o .- 0
D Dx‘ 0 | 0 D1y 0o - 0
P2l 0D, | O 0 | Dy 0
[ 0 0 0 Dy |
e Portanto, a matriz D sera:
[ Dl(l) 0 Dg(l) 0 |
p— |0 Diry| O Do)
D2(1) O Dg(l) O
. 0 Doy | 0 Dar)
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Onde: Dy4y = His) + Das), Doy = Hawy € Dagy = Hsa) + Dy

Observando que D e sua inversa possuem a mesma estrutura esparsa, *
e utilizando a mesma notacao das componentes de D para representar
as componentes de D~

Digy -+ 0 [Dyyy -+ 0
Dl 0 - Dyp| 0 - Dyp
Dyay -+ 0 | Dsqy - 0
0 - Dypy| 0 - Dy |

A matriz AD7'A! tem a seguinte estrutura:

rd, Ct 0 - 0 0 0

C, d CL oo 0 0 0

0 Cy o5 --- 0 0 0

ADTMA = | L =9

0 0 0 -+ Opy CL_, 0

0 0 0 - Cpy ®ry CL_,

L 0 0 0 --- 0 Cr_1 O

Onde:

C; = —=Bis1(D1))Bi + Doy M*"),Yi=1,---,n

®; = B;iDy(i—1)Bi + Bi( D13 Bi + D@y M") 4+ M (Do) B; + D3y M),
Vi=2-..,T

o, = Bl(Dl(l)Bl + Dg(l)Mt) + M(Dg(l)Bl + D3(1)Mt).

Detalhes da obtencao dos componentes da matriz AD ! A! estao descritos
no Apéndice D. A matriz AD~!A! pode ser fatorada na forma LL! desde que
AD7'A! > 0. A resolucao do sistema linear ®z = b por meio da fatoracao L
obtida consiste em verificar que:

TA inversa da matriz D além de preservar a mesma estrutura esparsa de D, pode ser
calculada rapidamente utilizando um algoritmo cujos detalhes estao descritos no Apéndice
B.
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L L = d
Ln,Z—ILf—Lﬂ_l _|'_ Lsz = ®Z7 v/[/ = 27 ceey, n.

A utilizacao dos fatores L; na resolucao do sistema ®$x = b esta resumida
em (4.26). Detalhes da obtencao de (4.26) podem ser obtidos no Apéndice
D.

2 = L'

zi=L; (b — (Cio1 L)z 1), i=2,---,n

x, =1L "2,

€Tr; = Z_t(ZZ — (LZ_IOf)ZEH_l), 1= 1, Ty, (n — 1)

(4.26)

Uma observagao importante é que em nenhum momento (4.26) utiliza
as matrizes L, ;, tal que nao é necessario calcular as mesmas. Portanto, as
fatoragoes L, ; calculadas em (4.25) sdo ditas fatoragoes implicitas.

4.3.2 Matrizes A e D do MOUI (z,q,v)

Na secao 4.3.1 foi exposto como deduzir o método de pontos interiores para
o modelo (z,u) do MOUL De forma analoga sera considerada a estrutura de
blocos das matrizes A e D para o modelo (z, g, v), cujas varidveis de decisao
sao o volume z, a turbinagem ¢ e o vertimento v.

Para tanto é importante observar que o MOUI sem considerar estrutura
esparsa ¢ como dado pelo problema (4.24).

e A matriz A é formada por duas submatrizes A e S. A matriz A estd
associada a variavel z;; que representa o volume dos reservatério ¢ no
tempo ¢. A matriz S estd relacionada com a turbinagem ¢;; e com
o vertimento v;; do reservatério ¢« no tempo t. Para maior clareza de
notacao, mas sem perda de generalidade, nas dedugoes a seguir todas
as submatrizes irao considerar apenas trées intervalos de tempo.

A=[A]s]s].
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e A matriz A tem dimensao 3 x 3 blocos matriciais com cada bloco tendo
I x I elementos, onde I é o niumero de usinas hidrelétricas. Ela possui
a seguinte estrutura:

[ B 0 0
A=|-B, B, 0
0 —By By

Onde: sendo considerado trés intervalos de tempo, B; é a matriz iden-
tidade de dimensao I x I com cada elemento dividido por um fator
associado ao numero de segundos para cada intervalo de tempo 1.

e A matriz S tem dimensao 3 x 3 blocos com [ X [ elementos. Sua
estrutura é dada por:

Onde: M é uma matriz de incidéncia né-arco associada a variavel de
turbinagem ¢ ou vertimento v com cujos elementos sao valores iguais a
+1, —1e0.

e A matriz A, com dimensao 3 x 9 blocos, serd dada por:

By 0 O|M 0 O0O(M 0 O
A=|-By, B, 0|0 M 0|0 M O
0 —-Bs B3|]0 0 M|0 0 M

e A matriz Hessiana H da funcao objetivo é dada por:

Hy|Hy| O
H: H4 H2 H5
0 | Hs | Hs

Onde: H; é matriz diagonal separada em 3 blocos de matrizes diagonais.
Detalhes da obtencao de H no Apéndice A.

Ou seja, H; é dada por:
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0
H;s)

Onde: H;(;) é uma matriz diagonal associada ao componente i e ao
intervalo de tempo j.

Assim, a Hessiana H tem a seguinte estrutura:

[ Hyqy 0 |Hyy O 0 0 0 0 ]
0 Hyg O 0 Hyy O 0 0 0
0 - Hgl| 0 0 Hysl| O 0 0
Hyiy O 0 |Hyyy O 0 |Hsqy O 0
H=| 0 Hy 0 0 Hyy O 0 Hsa O
0 0 Hygl| O 0 Hys| O 0  Hypa
0 0 0 |Hsqy O 0 |Hsyy O 0
0 0 0 0 Hyy O 0 Hya O
0 0 0 0 0 Hss| O 0  Hyg

e A matriz D é formada pela soma da matriz H com uma matriz diagonal
separada em blocos D, que ¢ dada por:

Dy | 0] 0
D,=| 0 [Dg| 0 | =
0 | 0 [Du
[ Dywy O 0 0 0 0 0 0 0 |
0 Dup 0 0 0 0 0 0 0
0 0 Dy | O 0 0 0 0 0
0 0 0 [Dyay O 0 0 0 0
0 0 0 0 Do O 0 0 0
0 0 0 0 0 Dy | O 0 0
0 0 0 0 0 0 |[Dypay O 0
0 0 0 0 0 0 0  Dup O
0 0 0 0 0 0 0 0 Dy |
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e Portanto, a matriz D sera:

[ Digyy 0 0 | Dyyy O 0 0 0 0

0 Dz O 0 Dy O 0 0 0

0 0 Dyg| O 0  Dyg| O 0 0

Dy1y O 0 [Dyyy O 0 [Dsay O 0

D=| 0 Dy O 0 Dyo O 0 Dso O
0 0 Dyz| O 0 Doz | O 0 Dsgs

0 0 0 [Dsay O 0 [Dsq O 0

0 0 0 0 Dso O 0 Dsg O

0 0 0 0 0 Dsz| O 0 Dy

Onde: Dy = Higy+Daaiy, Doy = Hoy+Dyqi,

Dagy = Hagy €

D5y = Hs ().

D3y = Hs()+ Dyyiy,

Lembrando que a estrutura esparsa da inversa de D é igual a estrutura
esparsa de D e utilizando a mesma notacao das componentes de D para
representar as componentes de D=1

Dy 0 0 Dy 0 0 D1y 0 0
0 D2 0 0 Dy 0 0 Deg2) 0
0 0 Dy 0 0 Dy 0 0 Des)
Dy 0 0 Do) 0 0 D5 0 0
D71 = 0 D4(2) 0 0 D2(2) 0 0 D5(2) 0
0 0 Dy 0 0 Doy 0 0 Ds 3
D) 0 0 D5 0 0 D3 0 0
0 Deg2) 0 0 Ds 2 0 0 D32 0
| 0 0 Dggy| 0 0 Dsy| 0 0 Dy |

Resumindo as informacoes anteriores, AD~! A possui a seguinte estrutura

esparsa:

AD 1Al =

Fd, Ct 0
C, oy, CY
0 C, Py
0 0 0
0 0 0
L0 0 0

0 0

0 0

0 0
Oy CF_y
OT—Q ®T—1

0 Croy
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Onde:

C; = _Bz-i—l(Dl(z)B + (D4() + D6 ) ) Vi = - n

®; = BiD1-1)Bi + Bi(D1) Bi + (D4<> + D6<z>)M )+

M (D4<z>B + (Dagiy + Ds(i ) M") + M (Do) Bi + (Ds) + Day) M),
Vi=2,---,T

P, = Bl(Dl(DBl + (Dary + D)) M") + M(Day Bi + (Do) + D)) M*)+
M(D6(1)Bl + (D5 + D3(1))Mt)

E importante destacar que as formulas obtidas para C; e ®; foram gene-
ralizadas para um modelo (z,q,v) com T intervalos de tempo. Detalhes da
obtencao das férmulas de C; e ®; estao no Apéndice D.

Além disso, ® possui a mesma estrutura esparsa que foi obtida na re-
solucdo de ®x = b para o modelo (z,u).

Portanto, todas as dedugoes de utilizagao de fatoracao por blocos associ-
adas a matriz L, aplicadas para o modelo (x,u), podem ser utilizadas para
o modelo (z, q,v).

Ou seja, ap6s os calculos de ®; e C;, especificos do modelo (z, ¢, v), basta
utilizar o sistema (4.26) para resolver ®z = b do modelo (z,q,v).

4.4 Resumo dos MPlIs

Segue um resumo das opgoes de implementagao dos métodos de pontos inte-
riores para o MOUI:

1. Modelagem Matemdtica: Existem 4 modelos possiveis que podem ser
adotados: (x,u), (x,u)m, (x,q,v) e (x,q,v)m

e Modelo (z,u): Considera como variaveis de decis@o o volume x; ;,
e a defluéncia u;¢. O método de pontos interiores implementado
para este modelo nao oferece nenhum tratamento especial para a
quina, usando a expressao (4.27).

Qi = Min{ui,taqi,t} (4.27)

e Modelo (z,u)m: Considera como varidveis de decisao o volume
Z;, € a defluéncia u; ;. Para calcular o valor da derivada primeira
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e segunda da fungao objetivo é utilizada a expressao ¢;; = u;¢ , no
lugar da expressao (4.27). A motiva¢ao para esta substitui¢ao é a
de se verificar o quanto a solugao obtida sera diferente para uma
solugao cujo modelo matematico trata adequadamente a expressao
(4.27) (como os modelos (x,q,v) e (x,q,v)m).

e Modelo (z,q,v): As varidveis consideradas sdo a decisao de vo-
lume z;,, a turbinagem ¢;; e o vertimento v; ;.

e Modelo (z,q,v)m: Este modelo difere do modelo (z, ¢, v) ao as-
sumir que a variavel ¢;; nao pode exceder seu valor g, ,. Portanto,
para uma dada iteragao, é efetuada a atribuicao dada por (4.28):

Qit > G = { ZZ: : gzi — i (4.28)

2. BEstrutura esparsa: Considerando um modelo em que as varidveis de
decisao sao o volume z;, e a defluéncia w;;, podem ser considerados
trés estruturas esparsas possiveis:

e Estrutura Esparsa A: Nao considera nenhuma estrutura esparsa
particular, sendo que a formulacao MOUTI sera dada pelo sistema
(4.24).

e Estrutura Esparsa A e S: Considera que
a=[als]

tal que a estrutura esparsa considera uma matriz para as variaveis
de volume z;,; e outra matriz para a defluéncia u, ;.

e Estrutura Esparsa A; e Sii Sao detalhados os blocos matriciais
que existem nas matrizes A e S de acordo com as caracteristicas
do MOUI (descritas na secao 4.3).

Para o caso em que as varidveis de decisao sao z;y, gi+ € Vi, a con-
sideracao de estrutura esparsa é analoga. Sé deve ser observado que
o sistema (4.24) serd modificado através de u;; = ¢+ + vy, tal que a
estrutura esparsa A e S para o modelo (z, ¢, v) serd dada por (4.29):
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Min  f(x,q,v)

Sa.: Ar+Sq+Sv=»b
r<zx<T (4.29)
4<q<7q
0<w.

Assim, podem ser consideradas 3 tipos de estruturas esparsas ao se
redefinir as operagoes matriciais para o método de pontos interiores.

3. Matriz Hessiana?: Para o caso em que as varidveis de decisao sao Tiyp €
u; ¢, & matriz Hessiana possui a seguinte estrutura:

HZEI qu

=\ T,

Onde: H,., H,, e H,, sao matrizes diagonais associadas aos valores
da derivada segunda da funcao objetivo.

Uma opcao, estudada neste trabalho, é considerar apenas as matrizes
H,.,. e H,, associadas a diagonal principal de H e verificar o desempe-
nho dos métodos de pontos interiores ao utilizar esta aproximacao da
Hessiana. Esta abordagem serd denominada matriz Hessiana diagonal,
ao passo que a consideracao completa da Hessiana sera denominada
matriz Hessiana Tridiagonal (devido a sua estrutura esparsa).

Para as formulacoes em que as varidveis de decisao sao x;, ¢i+ € vy, @
matriz H serda dada por:

H,, | Hyy| O
H = Hyy | Hyq | Hyg
0 | Hyg | Hyw

Onde: H,,, Hy, Hyy, Hyy, H,y sao matrizes diagonais associadas aos
valores da derivada segunda da fungao objetivo.

2Mais detalhes sobre as deducdes das derivadas parciais e a estrutura esparsa da matriz
Hessiana resultante, ilustrada brevemente na secao 4.3, podem ser vistas no Anexo A.
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Para os modelos (z,q,v) e (z,q,v)m, a consideracdo apenas das sub-
matrizes H,,, Hy,, e H,, para o célculo da Hessiana serd denominada
Hessiana Diagonal. Se toda matriz Hessiana H for considerada, entao
serd dito que a Hessiana Tridiagonal é que estd sendo utilizada.

Assim, existem duas possibilidades de consideracao de matriz Hessiana.

4. Método de pontos interiores: O MPI a ser implementado pode utili-
zar uma dire¢do preditora e outra corretora (preditor-corretor) ou nao
(primal-dual). Isto resulta em duas possibilidades de implementagao
de MPI. Detalhes na se¢ao 4.2.2.

5. Busca Unidimensional: A busca unidimensional descrita em [34] pode
ser utilizada para fornecer um tnico passo para as direcoes primais
e duais, ou ainda, pode ser adotado um tamanho fixo para o passo
primal e outro para o dual (o tamanho do passo estd relacionado com
o parametro 7).

6. Ponto inicial: Podem ser considerados quatro tipos de ponto inicial
(como descritos na segao 4.2.2).

7. Parametro de centragem o do MPI pode assumir os valores 1/n, 1/ \ﬂn)
e 0.

8. Parametro 7 que garante que o MPI permaneca interior pode assumir
os valores 0,995 ou 0,99995.

O total de MPIs possiveis é igual a: 4 x 3 x 2 X 2 x 2 x4 x 3 x 2 = 2304.
Todas as combinagoes foram implementadas e seu funcionamento verificado.

Para testar e verificar qual a melhor combinacao ¢ necessario estabelecer
dois critérios: Robustez e Velocidade.

Obviamente nao ¢ intencao deste trabalho expor testes exaustivos com
todas as combinacoes de parametros. Isto, além de resultar em uma tarefa
demorada, implicaria em dificuldades para se analisar qual combinacao é
melhor que as demais.

Por exemplo, se fossem considerados 10 casos testes, entao, armazenando
a andlise de desempenho e valor da funcao objetivo para cada opcao de
implementagao do MPI resultaria em um tabela 2304 x 20 (valor da fungao
objetivo e tempo computacional para cada um dos 10 casos). A solugao
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adotada para este problema é separar a obtencao de resultados em duas
fases.

Na primeira fase serao feitos testes verificando como cada opcao de cada
parametro se comporta em relacao aos demais, observando robustez e velo-
cidade do MPI.

Em uma segunda fase, as melhores opcoes de cada parametro serao tes-
tadas para problemas de grande porte.




Capitulo 5

Resultados para o Modelo de
Otimizacao a Usinas
Individualizadas

5.1 Introducao

A idéia fundamental deste Capitulo é selecionar uma configuracao de método
de pontos interiores, dentre as 2304 op¢oes existentes, que é robusta e eficiente
para a resolugao de MOUTI’s com grande nimero de usinas e intervalos de
tempo considerados.

Para tanto, serao realizadas duas fases de testes. Em uma primeira fase
serao selecionadas opgoes de MPI considerando apenas estudos de caso com
poucas usinas e periodos e comparando as opgoes de MPI observando dois
critérios: robustez e eficiéncia.

Na segunda fase, o MPI, com as opgoes de parametros selecionadas na pri-
meira fase, sera aplicado em problemas de grande porte, como, por exemplo,
as usinas hidrelétricas do Sistema Interligado Nacional (SIN) despachadas
pelo ONS (vide Figura 3.8).

5.2 Primeira fase de testes

Para esta primeira fase de testes foram consideradas as seguintes condigoes
gerais C}:

113
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e Discretizacao mensal das decisoes e das afluéncias.

e Afluéncia do histérico de vazoes.

e Meés inicial maio e horizontes multiplos de 12 meses.

e Volume inicial e final dos reservatdérios iguais a 100% do volume Titil.

e Sistema termelétrico representado por usina equivalente que inclui im-
portacao e racionamento, com funcao de custo quadratica dada por:
U(Gy) = %G? :

e Taxa de juros nula (A, = 1).

e Mercado de energia correspondente a 100% da poténcia instalada do
parque hidrelétrico.

e Turbinagem maxima constante.

O primeiro conjunto de testes a ser realizado com o MPI foi verificar
como a escolha do modelo matemaético ((z,u), (z,u)m, (z,q,v) e (x,q,v)m)
afeta a qualidade e a velocidade de obtencao da solugao. Neste sentido foi
necessario fixar os seguintes parametros P;:

e Matriz Hessiana: Diagonal.

e Desenvolvimento do MPI: Tradicional.

e Estrutura esparsa: A.

e Busca unidimensional: nao usa.

e Método de pontos interiores: Preditor-corretor.
e Ponto Inicial: inicializacao genérica de MPI.

e Parametro de centragem: o = 1/n.

e Tamanho do passo: 7 = 0,995.

Para o conjunto de condicoes C; e os parametros P; foram elaborados
os seguintes estudos de caso considerando apenas a usina de Furnas, cuja
potencia instalada é de 1312 MW:
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e Caso 1: Afluéncias mensais de 1950 até 1960 (inclui uma grande seca).
e Caso 2: Afluéncias mensais de 1980 até 1990 (inclui uma grande cheia).

e Caso 3: Afluéncias mensais de 1931 até 1998 (histérico disponivel).

Os resultados de tempo computacional e os valores da funcao objetivo
para as solugoes finais obtidas utilizando o MPI e o comando de otimizagao
nao-linear Fmincon [91], do Matlab, estao apresentados na Tabela 5.1. O
computador utilizado tem um processador Pentium, 1,5 GHz, 256 M de Ram
e todos os programas foram elaborados e executados em MATLAB 6.1 no
ambiente Windows 2000. Os dados marcados com * sao casos em que o limite
de tempo méaximo de 14000 segundos foi ultrapassado. A marca NM indica
que o critério de parada de niimero maximo de iteragoes foi atingido.




Tempo (s) F.o.
Caso1l Caso 2 Caso 3 Caso 1 Caso 2 Caso 3
MPI (x,u) 0,14 NM NM 155.672.856 NM NM

(x,u)m 0,14 0,17 2,23 155.672.826 79.266.935 758.746.329

(x,q,v) 0,23 0,30 5,45 155.677.740 77.959.751 757.336.964

(x,q,v)m 0,27 0,23 3,31 155.677.022 77.966.504 757.420.839
Fmincon (z,u) 110,51 NM * 155.672.828 NM *

(x,u)m 100,32 200,47 * 155.672.828 79.621.937 *

(x,q,v) 3043,03 3213,34 * 155.672.840 77.991.960 *

(x,q,v)m 3128,84 3160,31 * 155.673.029  77.994.420 *

Tabela 5.1: Tempos computacionais e custo da solucao final em segundos do MPI e do Fmincon.

91T
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O comando Fmincon empregado utiliza um método quase-Newton BFGS
[85, 29], mas seu desempenho computacional nao é competitivo com os MPIs.
Assim, seu papel nos testes realizados é o de validar as expressoes relativas
a derivada segunda da funcao objetivo que formaram a matriz Hessiana uti-
lizada pelos MPIs.

Ainda de acordo com os resultados da Tabela 5.1, nos Casos 2 e 3 verifica-
se que os modelos (x,u) e (x,u)m ou ndo convergem ou fornecem uma solugao
final com custo maior, respectivamente.

Somente no Caso 1 esses modelos conseguem bom desempenho, pois cor-
responde a um periodo de vazoes baixas onde a solucao 6tima turbina bem
abaixo do engolimento maximo e, portanto a fungao objetivo nao apresenta
quinas.

Graficos relativos as trajetorias de volume e defluéncia para o Caso 2,
obtidos com o uso dos modelos (z,u)m e (z,q,v) sao fornecidos pelas Fi-
guras 5.1 e 5.2. Apenas as trajetérias relativas ao modelo (z,q,v) serdo
mostradas, pois as trajetérias das solugoes dos modelos (z,q,v) e (x,q,v)m
se superpoem. Nestas figuras existem legendas cujos significados sao:

e y: Afluéncia do periodo histérico considerado.

gmaz: Turbinagem maxima g.

umin: Defluéncia minima wu.

MPI(z,q,v): Trajetéria de volume ou de defluéncia obtida com a re-
solugao do modelo (z,q,v).

MPI(x,u)m: Trajetéria de volume ou de defluéncia obtida com a re-
solugdo do modelo (x,u)m.

E importante lembrar que a defluéncia v acima da turbinagem méxima
gmazx corresponde a um vertimento v. A Figura 5.2 mostra que a diferenca
das trajetérias de defluéncia dos modelos (x, u)m e (x, ¢, v) existe em periodos
de grandes afluéncias onde nao é possivel evitar o vertimento. Alids, a solugao
do modelo (z, q,v) forneceu um vertimento acumulado no periodo analisado
de 4479m? /s, enquanto o modelo (x, u)m apresentou 6587m? /s de vertimento
acumulado. Assim, a solu¢ao do MPI (x, ¢, v) é melhor que do MPT (x, u)m,
pois depleciona integralmente o reservatorio em novembro de 1982 antes da
grande cheia de 1982/1983, minimizando o vertimento acumulado. A par-
tir de 1984, as duas solugoes sao idénticas, pois nao requerem vertimentos.
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As trajetérias de geracao hidrelétrica dos modelos (z,u)m e (x,q,v) para o
Caso 2 sao mostradas na Figura 5.3. O modelo (z,¢,v) tem uma geragao
hidrelétrica média ao longo do periodo de 858,32MW e o modelo (z,u)m
uma geracao média de 850,42M W sendo essa diferenca concentrada nos
anos anteriores a grande cheia de 1982/1983.
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Figura 5.1: Trajetorias dos volumes na operacao isolada da usina de Furnas no periodo de maio de 1980 até
abril de 1990, usando modelos (z,u)m e (x,q,v).

S99} Op 9sej eIPWILIJ 'Z'C

61T



Furnas
4000

1

3500 :

T

3000

2500

Defluéncia [m3/s]
n

1500
1000

500 oo

— MPI (x,q,v)
= = MPI (x,u)m

—— umin

gmax

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 El)
Tempo[ano]

Figura 5.2: Trajetérias das defluéncias, defluéncia minima, turbinagem maéaxima e afluéncia na operacao
isolada da usina de Furnas no periodo de maio de 1980 até abril de 1990, usando modelos (x,u)m e (x, q,v).
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Figura 5.3: Trajetérias das geracoes hidrelétricas na operacao isolada da usina de Furnas no periodo de
maio de 1980 até abril de 1990, usando modelos (z,u)m e (z,q,v).
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Para esclarecer a diferenga entre as trajeérias dos modelos (x, u) e (z, ¢, v),
foi elaborado o Caso 4 em que foram consideradas as mesmas condigoes C',
parametros P; e a operacao isolada de Furnas como nos Casos 1, 2 e 3, mas
com as seguintes afluéncias:

e Caso 4: Afluéncias mensais de 1982 até 1983.

Os resultados acerca da trajetéria de volume e defluéncia para os mo-
delos (xz,u)m e (z,q,v) no Caso 4 podem ser observados na Figuras 5.4 e
5.5, respectivamente. Novamente, como as trajetorias das solugoes dos mo-
delos (z,q,v) e (z,q,v)m sao coincidentes, somente as trajetérias do modelo
(z,q,v) sao mostradas. A solugao do modelo (z, ¢, v) forneceu um vertimento
acumulado no periodo analisado de 1971m3/s, enquanto o modelo (z,u)m
apresentou 2417m3/s de vertimento acumulado. As trajetérias de geragao
hidrelétrica dos modelos (x,u)m e (z,q,v) sdo mostradas na Figura 5.6. O
modelo (z,¢q,v) tem uma geragao hidrelétrica média ao longo do periodo de
1176,38 MW e o modelo (z,u)m uma geracao média de 1140, 32 MW
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Figura 5.4: Trajetéria de volume na operagao isolada da usina de Furnas no periodo de maio de 1982 até
abril de 1983, usando modelos (z,u)m e (x,q,v).
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Figura 5.6: Trajetérias das geracoes hidrelétricas na operacao isolada da usina de Furnas no periodo de
maio de 1982 até abril de 1983, usando modelos (z,u)m e (x,q,v).
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Com a Figura 5.5 é possivel observar que devido ao grande volume de
agua afluente neste periodo, as trajetérias de defluéncia dos trés modelos
apresentam vertimento. A trajetéria de defluéncia do modelo (x, u)m, porém,
verte no inicio do periodo chuvoso. Ja a trajetéria dos modelos (z,q,v) e
(z,q,v)m mantém a turbinagem no m&aximo e concentra o vertimento no
final do periodo chuvoso.

De acordo com a Figura 5.6, o inico momento em que a geracao hi-
drelétrica do modelo (x, u)m é maior que a geragao do modelo (x, ¢, v) ocorre
do meés 6 até o més 8, pois neste periodo ambos os modelos tém a turbina-
gem no maximo(vide Figura 5.5), mas a altura de queda do modelo (z,u)m
¢ maior (vide Figura 5.4).

Essa diferenca de comportamento é que justifica o valor da funcao objetivo
do modelo (z,u)m ser 73,29% maior que a solugdo dos modelos (z,q,v) e
(x,q,v)m para o Caso 2 e 0,18% no Caso 3. A menor diferenga no Caso 3 se
explica pela ocorréncia no historico de vazoes de poucas situagoes hidrolégicas
como a do Caso 2, em que a solucao final possui vertimento.

Em termos matemadticos o modelo (x,u)m forneceu uma solugao pior
que os demais modelos, pois o cdlculo das suas derivadas primeiras é tal
que despreza a presenca das quinas da funcao objetivo. Assim, quando a
solugao final for tal que existe vertimento, e portanto é necessario calcular as
derivadas primeiras para além do ponto de quina, o modelo (z,u)m fornecera
uma solucdo pior que a solugao dos modelos (x,q,v) e (x,q,v)m.

Outro teste realizado foi verificar o ganho computacional que pode existir
quando apenas a diagonal principal da Hessiana ¢é considerada nos calculos
de otimizacao do MPI. Para verificar se o custo computacional de utilizacao
da Hessiana Tridiagonal, no caso de uso do MPI, é incrementado conforme a
dimensao do problema é aumentada, foram utilizados os Casos 1, 2 e 3. Os
resultados da Tabela 5.2 sao para Hessiana Tridiagonal.




Tempo (s) F.o.
Casol Caso2 Caso3 Casol Caso 2 Caso 3
MPI (x,u) 0,28 NM NM 155672772 NM NM
(x,u)m 0,22 0,27 6,16 155672829 79282558 758755037
(x,q,v) 0,34 1,05 24,31 155672762 77933436 757335878
(x,q,v)m 0,34 0,92 61,97 155672744 77931339 757325867

Tabela 5.2: Tempos computacionais e valores da solucao final obtida em segundos para o MPI usando

Hessiana Tridiagonal.
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Comparando a Tabela 5.1 com a Tabela 5.2 é possivel verificar que o
MPI, utilizando Hessiana Tridiagonal, obteve uma ligeira melhoria na funcao
objetivo: no Caso 1 uma melhoria de 0,001%, no Caso 2 uma melhoria de
0,1% e no Caso 3 uma melhoria de 0,01%. Esta melhoria, porém, acarretou
um acréscimo no tempo computacional: até 50% no Caso 1, até 250% no
Caso 2 e até 1772% no Caso 3. Diante destes resultados, conclui-se que a
melhoria no valor da fungao objetivo nao compensa o aumento do tempo
computacional, optando-se pela utilizacao da Hessiana Diagonal.

Outro conjunto de testes acerca do comportamento dos modelos ma-
tematicos desenvolvidos com o MPI foi realizado para casos com mais de
uma usina, considerando:

e O conjunto de condigoes C'.

e O conjunto de parametros P;.

Para o conjunto de condigoes (' e de parametros P; foram consideradas
sete usinas: Emborcacao, [tumbiara, Sao Simao, Furnas, Marimbondo, Agua
Vermelha e Ilha Solteira, cuja poténcia instalada conjunta corresponde a
12824MW, ou seja, 18, 71% da capacidade instalada das usinas hidrelétricas
do SIN no ano de 2005, de acordo com o ONS (vide Figura 3.8). Com elas
foram elaborados os seguintes estudos de caso:

e Caso 5: Afluéncias mensais de 1950 até 1960 (inclui uma grande seca).

e Caso 6: Afluéncias mensais de 1980 até 1990 (inclui uma grande cheia).

Os resultados do MPI para estas consideracoes estao na Tabela 5.3. Os
Casos b e 6 confirmam que a melhor escolha para a resolucao do MOUI via
MPI, considerando robustez, é o uso dos modelos (z, ¢, v) e (z, g, v)m. Afinal,
os modelos (x,u) e (x,u)m nao convergiram para o Caso 6. Para o Caso 5
o modelo (x,u)m convergiu, mas sua solu¢ao apresenta custo maior que dos
modelos (z,q,v) e (x,q,v)m.

As Figuras 5.7 e 5.8 mostram as trajetorias de volume e defluéncia para
os modelos (z,u)m e (x,q,v), respectivamente. Novamente os resultados do
modelo (z, ¢, v)m serdo omitidos por serem coincidentes com os do modelo
(x,q,v). Observe-se que, ao contrario do Caso 1, a presenca de mais usinas
no sistema, algumas a jusante de Furnas, causa dificuldades para o modelo
(,u)m, mesmo em uma hidrologia baixa como a década de 50.
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Tempo (s) F.o.
Caso 5 Caso 6 Caso 5 Caso 6
(z,u) NM NM NM NM
(z,u)m 1,94 NM 11558276721 NM
(z,q,v) 18,52 13,89 11293032665 5771611281
(z,q,v)m 20,36 15,00 11292294907 5771446805

Tabela 5.3: Tempos computacionais e valores da solucao final em segundos
para o MPI.




Capitulo 5. Resultados para o Modelo de Otimizacao a Usinas
130 Individualizadas

60

59

58

MPI (x,q,v)
= = MPI (x,u)m

Trajet6ria de Volume de Furnas
53 54 55 56
Tempo[ano]

52

51

120
100
80

I

o

© <
]

[%] 13N dwnjop

Figura 5.7: Trajetéria de volume na operagao de Furnas para o Caso 5, usando modelos (z,u)m e (x,q,v).
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A Tabela 5.4 contém as dimensoes dos problemas relacionados com cada
um dos 6 casos ja formulados e resolvidos.

Caso Numero de varidaveis Numero de restrigoes
(z,u)e (z,qv)e (z,u)e (z,q,0)e
(z,w)m _(z,q,v)m (z,u)ym _(x,q,v)m

1 240 360 600 720
2 240 360 600 720
3 1608 2412 4020 4824
4 24 36 60 72
5 1680 2520 4200 5040
6 1680 2520 4200 5040

Tabela 5.4: Caracteristicas dos problemas resolvidos para cada caso.

Os testes realizados nos 6 casos sugerem fortemente a adogao dos modelos
(x,q,v) ou (x,q,v)m. Para os préximos testes com os demais parametros
serao considerados somente este dois modelos.

Duas outras andlises que podem ser combinadas, consistem na verificacao
de qual ponto inicial acelera a convergéncia do MPI e a decisao entre qual
MPI é o mais robusto: preditor-corretor ou primal-dual. Para tanto, foi con-
siderado um MPI com modelo (z, ¢, v) e os demais parametros como descrito
por P;. Assim, foram testados os quatro pontos iniciais ja descritos em 4.2.2:

e MPIG: Ponto inicial criado a partir de um MPI genérico.
e MOUI: Ponto inicial utilizado em [66].

e TMED: Adaptacao do ponto inicial MOUI para considerar as defluéncias
iniciais iguais ao valor de se turbinar a média das afluéncias.

e TMAX: Adaptacao do ponto inicial MOUI para considerar as defluéncias
iniciais iguais ao valor da turbinagem maxima.

A Tabela 5.5 indica o desempenho do MPI preditor-corretor para cada
uma das inicializagoes existentes, mostrando que a inicializagao mais robusta
para o MPI preditor-corretor é a MPIG.

Com a Tabela 5.6 é possivel concluir que o melhor desempenho para o
MPI primal-dual é obtido com a inicializacao MOUTI.
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Ponto Caso 5 Caso 6

Inicial

MPIG 36 39
MOUI NM 25
TMED 29 NM

TMAX NM NM

Tabela 5.5: Numero de iteracoes de MPI preditor-corretor para cada inicia-
lizacao.

Ponto Caso 5 Caso 6

Inicial

MPIG 52 51
MOUI 26 29
TMED 29 70

TMAX NM NM

Tabela 5.6: Numero de iteragoes de MPI primal-dual para cada inicializacao.

Os resultados preliminares das Tabelas 5.5 e 5.6 indicam que o MPI
primal-dual com inicializacao MOUI é a opgao mais robusta (converge para
os Casos 5 e 6) e mais rapida (menor nimero de iteragoes).

Devido ao bom desempenho dos MPIs sem a utilizacao de busca uni-
dimensional, apesar desta opcao ter sido implementada, sua utilizacao foi
descartada neste trabalho.

O parametro de centragem o = 1/n e o parametro de tamanho do passo
T = 0,995 apresentaram resultados satisfatorios ao longo dos testes dos de-
mais parametros, sendo adotados sem demais analises.

Por ultimo, o aproveitamento de estrutura esparsa da matriz A permite
a resolucao de problemas de grande porte. Assim, a adocao da estrutura
esparsa A; e S; é uma necessidade e nao serao realizados testes com as demais
estruturas esparsas. Na verdade, as estruturas esparsas A e A e S foram
desenvolvidas com o intuito de validar as solugoes obtidas para o MPI que
utiliza a estrutura esparsa A; e S;.

Resumindo, portanto, as conclusoes obtidas com os testes da primeira
fase acerca dos valores mais adequados dos parametros P, do MPI sao:
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1. Modelagem matemdtica: modelo (z,q,v) ou (z,q,v)m.
2. Estrutura esparsa: 4; e S; L.

3. Matriz Hessiana: Diagonal.

4. MPI: primal-dual.

5. Busca unidimensional: nao usar.

6. Ponto inicial: MOUI.

7. Parametro de centragem: o = 1/n.

8. Parametro do tamanho do passo: 7 = 0, 995.

5.3 Segunda fase de testes

O estudo de caso considera agora uma configuracao do SIN com 82 usinas,
descritas nas Figuras 5.9 e 5.10, que totalizam um poténcia instalada de
66858,41 MW. O problema sera resolvido para um horizonte de 12 meses,
com a afluéncia mais provavel de ocorréncia que é 80% da MLT e as condicoes
(. Cabe lembrar que a politica operativa de controle preditivo (CP) descrita
no Capitulo 2 consiste na aplicacao do modelo ao SIN em um horizonte
semelhante a este. A diferenca é que no CP se usa uma previsao de vazoes
ao invés da porcentagem mais provavel da MLT.

A resolucao deste problema foi realizada pelo MPI com os parametros
P, sendo que foram considerados os modelos (z,q,v) e (z,q,v)m. Como ja
destacado, os resultados do MPI foram obtidos utilizando Matlab 6.1 em um
computador com processador Pentium 1,5 GHz, 256 M de memoéria Ram,
Windows 2000. Além disso, a ferramenta de solucao atualmente utilizada
pelo HydroMax (cuja implementagao e descri¢ao foi realizada por [27] e se
baseia em um modelo de fluxo em redes que adota a representac¢ao (x,u) com
tratamento das quinas via busca unidimensional) também foi utilizada para
comparagao. Esta ferramenta foi desenvolvida em C++4 Builder 6 e seus re-
sultados computacionais foram obtidos em um Computador com Processador

!Testes computacionais, indicaram que a partir de 10 usinas hidrelétricas a estrutura
esparsa A, para problemas com 60 intervalos de tempo, gasta no minimo o dobro do tempo
computacional em comparagao com a estrutura esparsa A; e .S;.
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Pentium de 3,2GHz, 1024 M de memoria Ram, em ambiente Windows XP,
versao 2002.
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A Tabela 5.7 descreve o desempenho de cada método para afluéncia de
80% da MLT.

Método Iteragdes Tempo(s) F.o.

MPI (2,4, 0) 231 113,50 24325439264
MPI (z,q,v)m 81 39,78 24381942993
HydroMax 3440 13,28 24891445090

Tabela 5.7: Desempenho dos métodos para 82 usinas e 80% da MLT.

A Tabela 5.7 indica que o MPI (z,q,v) e MPI (x,q,v)m conseguiram
solucoes cujos valores da funcao objetivo sao 2,27% e 2,04% menores que a
solugdo do HydroMax, respectivamente. Neste caso, o MPI (x, ¢, v) conseguiu
uma solugao de menor custo, porém (z,q,v)m utilizou quase um ter¢o das
iteragoes de (z,q,v).

A Figura 5.11 fornece a trajetoria de geragao hidrelétrica e mercado do
sistema de 82 usinas para cada um dos métodos, considerando afluéncias de
80% da MLT. Dentre as 82 usinas, as Figuras 5.12, 5.13 e 5.14 focalizam no
comportamento da usina de Furnas para as trajetorias de geracao hidraulica,
volume do reservatério e defluéncia com cada um dos métodos, respectiva-
mente. Novamente as trajetorias de geragao hidraulica dos métodos MPI
(z,q,v) e (x,q,v)m se superpoem. A trajetéria de Figura 5.11 indica dife-
rencas entre a geracao hidrelétrica das 82 usinas proposta pela ferramenta
de solucao do HydroMax e as obtidas pelo MPI. Analisando a Figura 5.14,
observa-se que a trajetéria de defluéncia (turbinagem) de Furnas, com o MPI
(x,q,v), possui uma oscilagdo oposta a da afluéncia, indicando que o com-
portamento do reservatério da cabeceira € inverter a sazonalidade das vazoes
para regularizar as afluéncias das usinas a jusante, as quais recebem ainda
vazoes incrementais com sazonalidade normal. A solu¢ao do HydroMax nao
possui tal comportamento.
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Para indicar em termos financeiros o beneficio que as solugoes do MPI
fornecem em relacao a ferramenta atualmente em uso no HydroMax, foi cons-
truida a Tabela 5.8. A Tabela 5.8 fornece os valores de geragao hidrelétrica
média de cada método ao longo dos 12 meses de planejamento para afluéncia
de 80% da MLT. Como pode ser verificado, a solucao proposta pelo MPI
(x,q,v)m oferece um aumento da geracao hidraulica média, ao longo de 12
meses, de 279,27 MW médios para afluéncia de 80% da MLT.

Afluéncia Método MW Médio
80% MPI (z,q,v) 39259,97
MPI (z,q,v)m 3922757
HydroMax 38948,30

Tabela 5.8: Desempenho dos métodos em MW médio ao longo de 12 meses
com afluéncia de 80% da MLT.

Considerando que esta geragao adicional tivesse que ser obtida a partir de
uma termelétrica com custo de geragao ? de R$ 6,4/MW h, entao, a solugao
proposta pelos modelos corresponderia a uma economia de:

e Modelo (x, g, v)m: Fazendo-se a seguinte conta 279,27 x 6, 4 x 24 x 365
= 15.641.856, resultando em mais de quinze milhoes de reais por ano.

e Modelo (z,q,v): A energia adicional gerada ao longo de 12 meses é de
311,67 MW médios. Realizando uma conta analoga, a economia serd
de R$17.473.466 ao ano.

Para verificar o desempenho e a robustez do MPI com os parametros P,
em problemas de grande porte, foram consideradas as usinas numeradas de 1
até 61 conforme as Figuras 5.9 e 5.10. Nao foram consideradas as 82 usinas
disponiveis, pois algumas usinas apresentam incompatibilidade entre os va-
lores de defluéncia minima e afluéncia histérica. Além disso, foi considerado
todo o histérico de vazoes disponiveis para as 61 usinas, ou seja, 780 inter-
valos de tempo (que corresponde ao nimero de meses existentes entre maio
de 1931 e abril de 1996). Com isso, o problema nao-linear, para os modelos
(x,q,v) ou (z,q,v)m, resultante possui 61 x 780 x 3 = 142.740 varidveis e

2Este custo corresponde a usina térmica de menor custo marginal do Sistema Interligado
Nacional, como consta no Apéndice E.
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285.480 restricoes dentre as quais 47.580 sao restricoes de igualdade e 237.900
sao canalizacoes. O desempenho computacional do MPI com os parametros
P, e modelo (z,q,v) para este problema estéd descrito na Tabela 5.9. O re-
sultado mostra que o MPI é capaz de resolver um problema de programacao
nao-linear que é mais de dez vezes maior do que o problema resolvido pelo
MINOS no trabalho [12], com um tempo computacional razodvel.

Iteragoes Tempo(s) F.o.
61 5869,75 719663202367

Tabela 5.9: Desempenho do MPI com parametros P, em problemas do MOUI
de grande porte.

Os resultados da Tabela 5.9 devem ser analisados sob a luz do histérico
dos trabalhos que resolveram o MOUI sem realizar aproximacoes da sua
funcao objetivo nao-linear como dado na Tabela 5.10.

Ano Artigo Usinas Periodos Varidveis

(x7 q’ /U)
1987  [23] 20 60 3.600
1988  [63] 31 60 2.580
1990  [21] 51 60 9.180
1995  [33] 27 60 4.860
2003  [12] 75 60 13.500

Tabela 5.10: Artigos e maiores problemas MOUTI resolvidos.

Uma andlise das dimensoes dos problemas resolvidos por cada artigo da
Tabela 5.10 deve considerar, também, os recursos computacionais disponiveis
da época. Da Tabela 5.10, apesar de em [12] ter sido utilizado um software de
propésito geral, o MINOS [73], foi resolvido o MOUI com maior niimero de
variaveis. Para tanto, foi utilizado um computador com processador Pentium
3 de 500 MHz e 160 MB de memoria RAM, rodou o caso com 75 usinas e 60
periodos em 8340 segundos.

Isto confirma para o MOUI, portanto, a afirmacao do trabalho de Van-
derbei que mostra o desempenho superior dos métodos de pontos interiores
por ele desenvolvidos (LOQO - [94]) em relagdo a outras abordagens, tais
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como uma abordagem baseada em regiao de confianca (KNITRO - [19]) e
um método quase-newton (SNOPT - [42]). A comparacdo entre estas abor-
dagens é descrita em detalhes em [94].




Capitulo 6

Modelo do Fluxo de Poténcia
Otimo Corrente Continua

6.1 Modelagem por Fluxos em Redes

O modelo de alocagao de despacho de poténcia ativa a ser utilizado neste
trabalho foi proposto em [22], sendo um modelo de fluxo de poténcia linea-
rizado CC (Corrente Continua), representado por um modelo de fluxos em
redes com restrigoes adicionais.

Para construir o modelo, foi considerada uma simplificagdo do sistema
elétrico em que todos os elementos do sistema sao classificados como:

e Barras: podem representar geradores ou cargas.

e Ramos: podem representar linhas de transmissao ou transformadores.

O processo de construcao da representacao da rede elétrica é ilustrado na
Figura 6.1.

A partir deste processo sera elaborado um modelo de fluxo de poténcia
6timo (FPO) que contempla apenas as cargas ativas de uma rede elétrica
(modelo CC ou simplesmente CC).

Visando a melhor compreensao da construcao do FPO CC, a partir do
modelo de fluxos em redes, sera utilizada uma pequena rede elétrica.

Exemplo 1: Seja uma rede elétrica com duas barras de geracao que
podem representar ou usinas hidrelétricas ou termoelétricas, ou qualquer

147
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Barras

Ramos

o—0- @

Lmbhas de Transmissao

0@

Transformadores i, IS @,
[ Barras de Ceragio | | Barras de Carga

Figura 6.1: Representacao dos elementos de uma rede elétrica.

outra fonte de geracao de energia. Sejam, também, seis barras de carga que
podem representar o consumo de cidades, ou de grandes industrias. A Figura
6.2 ilustra esta rede.

A chave para transformar a representacao do modelo de barras e ramos
em um grafo é observar que deverao fluir pelo sistema elétrico as quantidades
de poténcia produzidas pelas barras de geracao para atender as demandas
das barras de carga.

Portanto, para construir a representacao de grafos da Figura 6.2, é preciso
observar que:

e Nos: representam as barras de geragao ou as barras de carga (barras).

e Arcos: representam as linhas de transmissdo ou transformadores (ra-
mos).
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——a

1 2 4

. Barras de Geracao D Barras de Carga

Figura 6.2: Representacao da rede elétrica do Exemplo 1.

Assim, a Figura 6.2 pode ser representada pelo grafo dado na Figura 6.3.

Figura 6.3: Representacao em grafo da rede elétrica do Exemplo 1.

Para construir o FPO CC a partir da modelagem por grafos, é preciso
considerar as leis de Kirchhoff. A lei dos nés de Kirchhoff [51, 88], fornece a
equagao (6.1).

Af =p—d. (6.1)
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Onde: A representa a matriz de incidéncia né-arco, f representa o vetor
de fluxo de poténcia ativa em cada ramo, p representa o vetor de geracao de
poténcia ativa em cada barra e d representa o vetor de demanda por poténcia
ativa em cada barra.

A equagao (6.1) expressa o balango de poténcia nos nés da rede elétrica.
Ou seja, a injecao liquida de poténcia ativa em cada né deve ser igual ao
fluxo liquido que escoa pelos arcos que se conectam a ele.

A lei dos nés, descrita com (6.1), aplicado no grafo da Figura 6.3 é dada
matricialmente por:

1 1 0 0 0 0 0 0 f12 P1 d1
-1 0 1 1 0 0 0 0 f16 D2 dg
0 0 -1 0 0 0 0 O fas 0 ds
0 0 0 -1 0 0 0 O faa | | O dy
0 0 0 01 1 0 0 fse || 0| | ds
0 -1 0 0 -1 0 1 0 57 0 de
0 0 0 0 0 -1 -1 1 fer 0 dy
0 0 0 0 0 0 0 1] | fws] [O0] |ds]|

Além do atendimento de demanda de poténcia, é necessario considerar
que a soma das tensoes em cada um dos percursos fechados existentes na rede
elétrica deve ser igual a zero, ou seja, a lei das malhas de Kirchhoff [51, 88],
conforme a equagao (6.2).

Xf=0 (6.2)

Onde: X representa a matriz de reatancias de lacos cujas linhas represen-
tam os lacos elementares ' e cujas colunas representam os ramos existentes
na rede.

Aplicando a lei das malhas no grafo da Figura 6.3, considerando os lagos
elementares 1, 2 e 3 da Figura 6.4, a representagao matricial é dada por:

TLagos elementares sdao qualquer conjunto de M-N+1 (no caso 10-8+1 = 3) lagos li-
nearmente independentes da rede, selecionado para impor a lei das malhas de Kirchhoff.
Qualquer lago ndo-elementar pode ser obtido pela combinacao dos lacos elementares. O
sinal associado & reatancia de um dado arco de um dado lago é positivo (negativo) se a
orientagao do arco (néo) coincide com a do lago.
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Figura 6.4: Representacao da lei das malhas na rede do Exemplo 1.
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Além disso, devem ser considerados os limites de geracao e transmissao
de energia elétrica que sao representados pelas equagoes (6.3) e (6.4), respec-
tivamente.

Pmin S p S Pmaz- (63)




Capitulo 6. Modelo do Fluxo de Poténcia Otimo Corrente
152 Continua

fmin S f S fmax' (64)

Onde: prin € Pmaz representam os vetores com os valores de minimo e
maximo de p, respectivamente; fo.in € fmaer representam os vetores com os
valores minimo e maximo de f, respectivamente.

Por 1ltimo, é considerada uma funcao objetivo quadratica separavel,
como dado pela Equacao (6.5).

Min afi(f) + Bf2(p), (6.5)

onde: « e (3 sdo escalares que ponderam os valores das fungdes fi(f) e
f2(p), que por sua vez sao:

e fi(f) corresponde a funcao que representa a perda de transmissao dada
por:

fi(f) = 3/'Rf, (6.6)
onde: R é a matriz diagonal dos valores das resisténcias dos ramos.

e fo(p) corresponde a fung¢ao que representa o custo de geragao dado por:

falp) = 5" Hp + ¢'p, (6.7)

onde: H é a matriz diagonal dos coeficientes quadraticos, ¢ é o vetor
de coeficientes lineares. Este custo de geracao pode representar:

1. O custo da perda de geragao em usinas hidrelétricas [5].

2. O custo do combustivel em usinas termelétricas.

Portanto, o modelo matematico do problema de FPO CC a ser conside-
rado é dado por (6.8).

Min afi(f) + Bf2(p)
Sa. :Af=p—d
Xf=0 (6.8)

Pmin Sp Spmax
fmin S f S fmax'
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A formulagao descrita por (6.8) foi utilizada por [22, 38, 79, 80].

Neste trabalho, que visa aplicagao ao Sistema Interligado Nacional, a for-
mulagao dada por (6.8) sera modificada de forma a se considerar a existéncia
de transformadores defasadores na rede elétrica. Para tanto, basta verificar
que a lei das malhas pode ser generalizada para transformadores defasadores
com a equagao (6.9).

Xf=e, (6.9)

onde: ¢ ¢ um vetor tal que a componente ¢; é obtida somando os valores
das defasagens dos ramos pertencentes ao i-ésimo laco elementar da rede,
observando o sentido em que os ramos do lago sao percorridos.

Para ilustrar a aplicagao da lei das malhas generalizada para transforma-
dores defasadores, segue o Exemplo 2.

Exemplo 2: Considere a rede elétrica da Figura 6.5. Os dados de injecao
liquida de poténcia ativa P (ou seja, P = p—d) jé estao determinados e dados

na Tabela 6.1. As reatancias x,, desta rede sdo fornecidas na Tabela 6.2.
As defasagens sao p12 = —0,1 e @95 = —0,2 (em radianos).

@% fzﬂ@ 1®
2 o 12

of] of]

Figura 6.5: Representacao da rede elétrica do Exemplo 2.
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Barra 1 2 3 4 5
P 3,5 -0, -1,0 -1,0 -1,0

Tabela 6.1: Injecao liquida de poténcia ativa para cada barra da rede do
Exemplo 2.

Reatancia x12 15 X2z Tos T34 Tas
Valor /3 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

Tabela 6.2: Valor da reatancia xy,, para cada barra da rede do Exemplo 2.

Como a geracao ja estd definida, entao, utilizando os dados das Tabelas
6.1 e 6.2 e a Figura 6.5, basta resolver o seguinte sistema para obter o valor
dos fluxos nos ramos:

1 1 0 0 0 0 ] - [ 35
-1 0 1 1 0 0 fr2 -0.5
0 0 -1 0 1 0 his -1.0
0 0 0 0o -1 1 }sz = -1.0
0 -1 0 -1 0 -1 -1.0
T2 —x15 O Ta5 0 0 ;34 P12 + P25
i 0 0 T3 —xas T34 L45 | ® L —¥25

Para obter a solucao deste sistema é necessario eliminar uma linha redu-
dante da matriz A, e o correspondente elemento do vetor de injecao liquida de
potencia P. Este procedimento em sistemas de poténcia também é denomi-
nado de escolher uma barra de referéncia. Escolher uma barra de referéncia
equivale a igualar o angulo desta ao valor zero. Os angulos das demais
barras sao obtidos considerando o angulo de referéncia. Mudando a barra
de referéncia, mudam os angulos, mas as diferencas angulares permanecem
iguais.

Assim, independentemente da escolha da linha a ser eliminada, a solugao
deste sistema é como dado na Tabela 6.3:
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Fluxo  fio fis fos3 fos fa4 fas
Valor 1,70 1,79 1,15 0,05 0,15 —0,84

Tabela 6.3: Valor dos fluxos obtidos para a rede da Figura 6.5, usando trans-
formador defasador.

Para efeito de comparacao, a solugao obtida para a mesma rede, mas sem
considerar os transformadores defasadores (resolvendo o sistema anterior com
12 = 0 e o5 = 0) é dada na Tabela 6.4.

Fluxo  fio fis fos3 fos f34 fas
Valor 1,91 1,58 1,10 0,31 0,10 -—0,89

Tabela 6.4: Valor dos fluxos obtidos para a rede da Figura 6.5, sem considerar
transformador defasador.

A generalizacao da lei das malhas para sistemas de poténcia por mode-
los de fluxos em redes serd aproveitada para o caso do Sistema Nacional
Interligado (SIN).

O modelo completo obtido por fluxos em redes é dado pelo sistema (6.10):

Min afi(f) + Bf2(p)
Sa.:Af=p—d
Xf=¢p (6.10)

Pmin S p S Pmax
fmin S f S fmaac

Na préxima secao, sera mostrada a modelagem matricial do problema de
fluxo de poténcia CC, bem como uma comparacao com a modelagem por
fluxos em redes. Detalhes da obtencao do problema de fluxo de poténcia CC
no Apéndice F.

6.2 Modelo Matricial do Fluxo de Poténcia
CC

O vetor angulo de barra 6, e abertura angular Af, de componentes dadas
pelas aberturas angulares 6y, (descritas no Apéndice F), estao relacionadas
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por (6.11):

Af = Ao . (6.11)

Considerando que f é o vetor de fluxos nos ramos, com componentes fi,
(descritas no Apéndice F), entdo, a partir de (6.11) é obtido (6.12):

f=X"A0 . (6.12)

A Equagao (6.12) relaciona as correntes (fluxos) com tensoes (angulos),
representando a segunda lei de Kirchhoff, ou lei das tensoes.
A primeira lei ou lei dos nés é dada por (6.13).

Af=p—d=P . (6.13)
Aplicando (6.12) na lei dos nés (dada por (6.13)):

(A(X;HAH =P . (6.14)

Define-se a matriz de susceptancia B como (6.15):

B = A(X,) A", (6.15)

onde: A é matriz de incidéncia barra-ramo e Xy é matriz diagonal cujos
elementos sao as reatancias x,, dos ramos.

Utilizando (6.14) e (6.15), a formulacdo matricial do fluxo de poténcia
CC é dada por (6.16):

P=Bo, (6.16)

onde: P é o vetor de injecao liquida de poténcia para cada barra e 6 é o
vetor de angulo.
O Exemplo 3 ilustra a utilizacdo da equagao (6.16).

Exemplo 3: Seja a rede elétrica do Exemplo 2. Supondo que as defasa-
gens sao iguais a zero, as matrizes para se obter o fluxo de poténcia CC nos
ramos sao dadas por:

6 = (A(X,)"'AYIP
f=X1A%
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onde: A é matriz de incidéncia barra-ramo do Exemplo 2, P é o vetor
de injecao liquida de poténcia como fornecido no Exemplo 2 e X; é matriz
diagonal de reatancias dada por:
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Os valores de fluxo encontrados para f sao como os fornecidos pela Tabela
(6.4), confirmando a equivaléncia entre o modelo de fluxos em redes e o
modelo de fluxo de poténcia CC, sem considerar transformador defasador.

Resta ainda provar a equivaléncia dos modelos quando € incluido o trans-
formador defasador.

A consideracao do transformador defasador consiste em adicionar termos
relativos aos angulos de defasagem como injecoes de poténcia na equagao
(6.16), resultando em (6.17), bem como acrescentar um angulo de defasagem
¢ ao se obter a diferenca angular da equagao (6.12), resultando em (6.18).

0 = (A(X,) LAY "Y(P + P°) | (6.17)

f=X4A%+¢) . (6.18)

Onde: P° representa o vetor de injegao de poténcia associado aos termos
relativos aos angulos de defasagem modelados como reatancias entre duas
barras. Assim, se existir uma defasagem @y, no ramo k —m, a barra k terd
uma inje¢ao de —bg;,Yrm € a barra m uma injecao de b, Prm.-

Para ilustrar a consideragao do transformador defasador segue o Exemplo
4.

Exemplo 4: Seja a rede elétrica do Exemplo 2. Supondo que as defa-
sagens sao w193 = —0,1 e o5 = —0,2, para se obter o vetor 6 é necessario
resolver o seguinte sistema:
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P —b12¢12
Py bi2p12 — baspas
P3 =+ 0 =
Py 0
Ps bas P25
(b12 + b15) —b12 0 0 —bis 01
—b12 (b12 + bag + bas) —ba3 0 —bas 02
0 —bas (ba3 + b34) —bas 0 03 |,
0 0 —bsy (bsq + bas) —bus 04
—bis —bas 0 —bus (b1s + bas + bas) 05
onde: by, = ﬁ e T, € a reatancia do ramo que liga a barra k£ a barra
m.

E importante observar que a matriz B, como dada no sistema anterior,
¢ singular, pois a soma das componentes b;;, ¢ # j para uma linha i em B ¢
igual ao elemento b;; da diagonal principal.

Para se obter o valor de # é necesséario atribuir a uma das barras a funcao
de referéncia angular. Como exemplo, adotando 65 = 0, a equacao cor-
respondente & barra 5 do sistema de equacgoes deve ser retirada. Assim, o
numero de equagoes sera igual ao nimero de incognitas.

O valor de 6 encontrado com o sistema anterior sera aplicado no sistema
a seguir para encontrar o valor de f:

[ f12 | [ 1/31712 0 0 0 0 0 |
f15 0 1/1‘15 0 0 0 0
faz | 0 0  1/ay 0 0 0
fos | 0 0 0 1/axgs 0 0
faa 0 0 0 0 1/asy 0

L fa5 | . 0 0 0 0 0 1/x45 |

1 -1 0 0 0] o [ 12 ]
1 0 0 0 -1 91 015
01 -1 0 0 > a3

0; | +
0 1 0 0 -1 0 P25
00 1 -1 0 94 V34
0 0 0 1 -1]Lt™ | 05 |

A solucgao deste sistema é dada na Tabela 6.3, comprovando a equivaléncia
dos modelos CC por fluxos em redes e o fluxo de poténcia CC, também para
os casos com transformadores defasadores.
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6.3 Consideracao das perdas de transmissao

O modelo CC é aproximado e nao considera perdas de transmissao. Para
melhorar a sua representagao da realidade é usual considerar de forma apro-
ximada as perdas de transmissao através de um processo iterativo.

A idéia é resolver o modelo inicialmente sem considerar as perdas. Ob-
tidos os fluxos de poténcia nos ramos ou os angulos nas barras, as perdas
sao estimadas e os parametros do modelo inicial sao alterados de modo a
incorporar as perdas estimadas. Repetir o procedimento até os valores das
perdas nao se alterarem.

Usualmente, a alteracao de parametros para incorporacao das perdas con-
siste no aumento do carregamento das barras no valor de metade das perdas
dos ramos aos quais estao interligadas.

Em [7], entretanto, a contabilizacdo das perdas, é feita através da al-
teracao de outros parametros, no caso os coeficientes da matriz de incidéncia,
resultando num grafo generalizado.

Neste trabalho a representagao das perdas de transmissao foi estendida,
resultando em duas expressoes para o cdlculo das perdas e duas abordagens
para contabilizar os efeitos das perdas na rede, conforme descrito a seguir:

1. Calculo das Perdas:

(a) A perda em um ramo k — m pode ser calculada em funcao da
poténcia ativa transmitida pelo mesmo [7]:

prerde — pf2 (6.19)

onde: 7y, é o valor da resisténcia em série, em p.u., do ramo k—m,
frm € o fluxo de poténcia ativa, em p.u., no ramo k — m.

(b) Essa perda também pode ser calculada a partir de aproximagoes,
das fungoes seno e co-seno, estabelecidas por meio da expansao
em série de Taylor [71]:

Plf;:da - gkmel%m = (WiTn) Ql%mv (620)

2 2
Tkm +a’,km

onde: g, € a condutancia do ramo k — m, xpm € a reatancia do
ramo k —m e O, é diferenca angular entre as barras k e m.
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Contabilizacao
A d
Calculo Equagao (6.19) Perda 1 Perda 3
Equacao (6.20) Perda 2 Perda 4

Tabela 6.5: Combinacoes possiveis de consideracoes das perdas.

2. Contabilizacao das Perdas:

(a)

Assim,

Modificacao da matriz A: A perda ja calculada no ramo &k — m
pode ser contabilizada como uma perda do fluxo pg,,, 0 que torna
a poténcia recebida na barra de destino menor que a poténcia

enviada pela barra de origem. Essa perda pode ser representada
. 17Pperda
a partir de um fator ag,, onde ay,, = km —  Portanto, se a

poténcia ativa enviada pela barra k é dadampor frm, a poténcia
que chega na barra m serd dada por ag,, frm- Esta contabilizagao
de perdas implica na modificacao dos elementos da matriz de in-
cidéncia né-ramo A.

Modificacao do vetor d: A perda também pode ser contabilizada
. da - e

como uma carga incremental Pl igualmente distribuida entre

suas barras terminais, sendo necessario alterar o vetor de demanda

ativa d, da formulagao (6.10).

sao possiveis quatro opcoes de consideragao das perdas, conforme

apresentado na Tabela 6.5.

Ao observar as equagoes (6.19) e (6.20), é possivel verificar que as perdas
sao calculadas a partir dos valores dos fluxos nos ramos ou dos angulos das
barras que dependem, por sua vez, das perdas. Isto requer um procedimento
iterativo independente da forma adotada de consideracao das perdas.

e Passo 1: Obtenha os fluxos nos ramos k£ — m por meio da formulagao
(6.10).

e Passo 2: Calcule os valores das perdas associadas aos fluxos utilizando
(6.19) ou (6.20).

e Passo 3: Contabilize as perdas modificando ou a matriz A (usando
grafo generalizado), ou o vetor d (usando inje¢ao de poténcia).
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e Passo 4: Obtenha novos fluxos que contabilizem as perdas obtidas no
Passo 2.

e Passo 5: Se a diferenca entre os novos fluxos obtidos no Passo 3 e os
anteriores for menor que uma tolerancia pré-especificada, pare. Senao
volte para o Passo 2.

Para o caso em que as perdas sao contabilizadas modificando a matriz A,
o procedimento iterativo PI é como ilustrado na Figura 6.6.

Rede] Fluxos sem Perdas IRedeEluxns com Perda

5 =
s H = E Matriz A ﬂ E
E>I :}\

5= o

Calculo a, ﬁ
a2

[ |

(o |
=

1 1 -a=

A=|-q2 -ai

Figura 6.6: Representacao esquematica da consideracao da Perda 1 ou 2.

O calculo da Perda 1 pode ser simplificado. Esta perda estd associada ao
fluxo de poténcia fi,, que passa pela linha k —m, como descrito por (6.19).

Portanto, a poténcia que chegara no final da linha de transmissao ¢ sera dada
pela equagao (6.21).

P, = (fkm - Tkmfka), (6-21)
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onde: P, é a poténcia que chega no final da linha de transmissao k — m.

A perda em uma linha de transmissao pode ser definida como sendo a
razao entre a poténcia do final da linha de transmissao sobre a poténcia
do inicio da linha de transmissao. Com esta definicao, a perda na linha de
transmissao k — m sera dada pela equagao (6.22).

o, f2
Qo = L = e Dimdin) — (1 gy py ) (6.22)

Entao, o calculo da Perda 1 dos fluxos nas linhas de transmissao, como
descrito na equagao (6.22), s6 depende dos valores de resisténcia g, e fluxo
Pyp,. Para ilustrar a utilizagao da Perda 1, segue o Exemplo 1:

Exemplo 1: Seja uma rede elétrica qualquer tal que sua topologia produz
a matriz A dada por (6.23). Entdo o procedimento de contabilizagao para as
Perdas 1 ou 2 seré como segue.

1. Considerar um FPO CC sem perdas. A solucao deste problema é o
vetor de geracao p° e o vetor de fluxos nos ramos f°. Neste problema a
matriz A é tal que tem apenas elementos 0,1 e -1, ou seja, é da forma
de (6.23).

10 0 0 -1
A=|-101 1 0 0 (6.23)
0 00 —1 -1 1

2. Para cada elemento f? do vetor dos fluxos nas linhas de transmissao

fO, calcule o coeficiente ay,, relativo a perda, utilizando a equacao
(6.24).

@Yy = 1= T fioms (6.24)

onde: af,, fornece os valores das perdas associadas ao fluxo fp . na
linha k — m e 7y, representa o valor da resisténcia da linha k — m.

3. De posse dos valores das perdas em cada linha de transmissao, é for-
mulado um novo problema, tal que a nova matriz A do problema com
grafo generalizado tem a forma dada por (6.25).
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1 1 0 0 0 —asq
—ai2 0 1 1 0 0

0 0 0 —Q93 —Q43 1 ’

0 —a14 —QAa94 0 1 0

A= (6.25)

onde: ay,, representa as perdas para cada linha de transmissao k£ — m
calculadas de acordo com a equagao (6.25).

4. Com a nova matriz A, é resolvido um novo FPO CC, determinando
novas solucoes p' e f1.

5. A diferenga das solugoes (p°, f°) e (p', f!) é calculada. Se esta diferenca
estiver abaixo de uma certa tolerancia, o procedimento para. Senao, a
partir da solucao (p', f!), é calculada uma nova matriz A de modo a
gerar um novo problema que contabilize as perdas nas restrigoes e obter
a solugao (p?, f?) do FPO CC. A diferenga entre (p*, f) e (p?, f?) é
calculada e o procedimento para ou continua de acordo esse valor.

Embora nao haja prova matematica de convergéncia do procedimento
anterior, o trabalho desenvolvido em [7] mostra que nao ¢é necessario um
numero grande de resolucoes de problemas com matrizes A diferentes. Em
geral duas ou treés iteracoes sao suficientes.

A mesma afirmacao é valida para as Perdas 3 ou 4, cujo esquema repre-
sentativo consta na Figura 6.7.

O esquema ilustrado na Figura 6.7 é o que é usualmente utilizado, ou
seja, contabilizar as perdas de transmissao através da injecao de poténcia
nas barras.

Este esquema serd empregado na obtencao dos resultados descritos no
Capitulo 8.
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Rede |Fluxos sem Perdas IRede Ii‘luxos com P,erd§
erdas

=)
= B =i 81| Vetord )

CalculoAd

B o]

Figura 6.7: Representacao esquemética da consideracao da Perda 3 ou 4.




Capitulo 7

Método de Pontos Interiores
para o Fluxo de Poténcia

Otimo CC

7.1 Introducao

As técnicas existentes para se resolver um fluxo de poténcia étimo podem ser
classificadas em [69, 70]:

e Programacao nao-linear,
e Programacao quadratica,

e Resolucao das condicoes de otimalidade via algoritmos baseados no
método de Newton,

e Programacao linear,
e Versoes hibridas de programacao linear e programacao inteira, e

e Métodos de pontos interiores.

Um historico dos trabalhos em fluxo de poténcia étimo pode ser encon-
trado em artigos de revisao bibliogréfica [53, 56, 69, 70, 86].

Estas referéncias sao indicadas, pois o foco deste trabalho nao é detalhar
as possibilidades de modelagem ou resolucao do FPO CA ou CC, mas sim
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desenvolver um método de pontos interiores para a formulacao de FPO CC
obtida no Capitulo 6.

A motivacgao para tal é que, de modo geral, os métodos de pontos interi-
ores tém sido aplicados com sucesso na area de estudo de analise de fluxo de
carga para problemas de grande porte.

Estas iniciativas abrangem:

e Estudo da flexibilidade de pontos interiores em problemas de geragao
e transmissao de energia elétrica [41, 61].

e Discussao sobre os métodos utilizados em fluxo de poténcia, abordando
inclusive a utilizagado de MPI [70, 86], e o aproveitamento da estrutura
do problema por MPI [99].

e Uso de pontos interiores em sistemas de poténcia [87, 93, 95, 98].

e Despacho de poténcia 6timo ativo e reativo [40, 50, 57, 58, 100].

De modo geral, todos os artigos argumentam que a escolha pela utilizagao
do MPI em problemas de sistemas de poténcia se deve a sua eficiéncia [41,
50, 87, 99] e a sua capacidade de lidar com problemas de grande porte [40,
41, 86, 87].

Motivados pelos resultados com MPI na literatura, utilizamos o mesmo
no problema do FPO CC como descrito em [79]. Portanto, a proposta deste
Capitulo é desenvolver um MPI que seja adequado ao problema do FPO
CC. Ou seja, assim como o Capitulo 4 forneceu deducgoes para um MPI de
propdsito geral, e que depois foi adaptado para aproveitar as especificidades
do problema do MOUI, nesta secao sera desenvolvido um MPI eficiente para
o FPO CC.

7.2 Método de Pontos Interiores Primal-Dual

A formulagao (6.10) é simplificada com:
e Mudanca de varidveis f = f — f™n e p = p — p™n,

~ ~ 1
e As ponderagoes « e 3 terao valor 3.
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Apoés estas alteracoes, temos a formulacao dada por:

Min (3)(f'Rf + ¢ f) + (3) W Hp + c,p)
Sa. :Af—-p=1;

Xf=1, (7.1)

0 <P < Pmas

0<f< fnar
Onde: ¢y = Rf™" ¢, = Hp™™, I, = —d— Afminypmin ¢ [, = o — X fmin,
Introduzindo as variaveis de folga das restricoes de capacidade e elimi-

nando os “~” para maior clareza do texto, temos (7.2).

Min (3)(f'Rf + ¢ f) + (3) ' Hp + c,p)
Sa.:Af —p=1;
Xf=1
P+ Sp = Pmax (7.2)
f +sp = fmax
0<(f s¢)
0< (p, Sp)
Ao problema primal dado por (7.2), é associado o problema dual formu-
lado em (7.3).

Maz l’y _ (fmaac)/wf _ (%)]NR]C _ (pma;v)/wp _ (%)p/Hp
Sa.:By+zy—wr—Rf =c¢4

—Yp+ 2z, —wp, — Hp=¢, (7.3)
0 < (2p, wp)
0 < (2, wy)
A l;
Onde: B = ¥ | [ = ] e yp que representa os elementos da

variavel dual y correspondentes as barras.
De posse da formulacao primal e dual do problema sao obtidas as condig¢oes

de otimalidade:
Af—p=1

Xf=I,
p+sp=p"
[+ s = free
(f73f)20
(p,sp) =0

ax

(i)Factibilidade Primal:
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Bty + zp —wp — Rf = ¢

(ii) Factibilidade Dual:

(2p,wp) 2 0

(2, wyp) 20

FZje=0

. ) PZ,e=0
(iii) Complementariedade: S Wie =0
SpyWpe =0

—Yp+2p —wp, — Hp=y¢,

Aplicando o método de Newton nas condigoes de otimalidade, é obtido o

MPT primal-dual para FPO, como a seguir:

A -1 0 o o0 0 0 O
X 0 0 o 0 0 0 O
I 0 I 0O 0 0 0 O
0 1 0 I 0 0 0 O
-R 0 0 0O B 0 I -I
0 —H 0 o 0 —-I 0 0
Zs 0 0 o 0 0 F 0
0 Z, 0 o o0 0 0 0
0 o w, 0 0 0 0 5
| 0 0 o w, 0 0 0 0
Onde:
ri=1li+p—Af
ro=1,—Xf
rp = "= f = sy
rp =P —p—sp
ry =cy — By — zp +ws + Rf
Tg = Cp+Yp — 2zp +wp+ Hp
r.p = pe — FZye
T, = pe — PZye
Twf = pe — SyWye
Twp = pe — SpWpe
Com isso obtemos as seguintes equacoes:
Adf —dp =,

Xdf =r,

df+d8f:Tf

oo o~NOocc oo OO

|
E(/Jooo,\'ooooo

T
Ty
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dp+ds, =r, (7.7)
Bldy + dzy — dwy — Rdf =1, (7.8)
—dy, + dz, — dw, — Hdp =1, (7.9)
Zdf + Fdzy =1,y (7.10)
Zydp + Pdz, =1, (7.11)
Wdsy + Spdwy = 14y (7.12)
Wyds, + Spdw, = 7y (7.13)
Utilizando (7.6), (7.7) e (7.10) até (7.13), temos:
dsy =1y —df (7.14)
ds, =1, —dp (7.15)
dzy = F~V(r.y — Zydf) (7.16)
dz, = P~ Y(r,, — Z,dp) (7.17)
dwy = S7 (rwy — Wydsy) (7.18)
dwy, = S, (1w — Wpds),) (7.19)

Substituindo (7.14), (7.16) e (7.18) em (7.8):

Bidy — F7'Zgdf — Sy 'Wedf — Rdf = ry — F'rop 4+ S; vy — Sy Wory

Bldy — Dydf =1,

(7.20)

Onde: Dy = (F_lZf—i—SJ?le—i—R) er, = ry—F‘lrzf+5;1rwf—5;1Wfrf.
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Substituindo (7.15), (7.17) e (7.19) em (7.9), temos:
—dy, — P~ Zydp — S;'Wydp — Hdp =1y — P~y + Sy — S, W,

—dy, — Dydp =1 (7.21)

Onde: D, = P'Z,+ S, "W+ H ery =1y — P '+ 5, 1wy — S, T Wy
Assim, obtemos df e dp por meio de (7.20) e (7.21):

df = —D;'(r, — B'dy) (7.22)

dp = =D, (ry + dy,) (7.23)
Usando (7.22) e (7.23) em (7.4) e (7.5), temos:

AD;'Bldy + D'y, = ri + AD;'rg — D'y (7.24)
XD;'Bldy =r, + XDj;'r, (7.25)
-1
Como temos que B = <§,>,D: < lgp ),dyp:DdyeT:
:i . Entao, utilizando conjuntamente as equagoes (7.24) e (7.25):

(BD;'B' + D)dy = r + BDy'r, — Dry (7.26)

De posse da equagao (7.26), construimos o método de pontos interiores
primal-dual:

Dados (f°, 1% s}, sp,9°, 23, w, 29, w)) > 0 ey livre e o € (0, 1)

Para £k =0,1, ...

p* = +*/n,, onde: n,= dimensao do vetor (z°,s%).

r; = lz +p— Af

ry =1, — Xf

rp == sy

=P —p—sp

ry =cy — By — zp +wp + Rf

Tg=Cp+Yp — 2zp T wp+ Hp

r.p = pe— FZge

T.p = pe — PZye

Twf = pe — SgWye
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Twp = pe — SpyWpe
Ta =Ty — Fﬁl?ﬂzf + Sf_l’lﬂwf - S;IWfT’f
Dy = (F_IZf + SJ?le + R)
dy = (BD;'B'+ D)"'(r + BD;'ry — Dry)
df = Dy (r, - B'dy)
-1
dyp, = ( gp ) dy
D, =P 'Z,+S;'W,+H
ry =1 — P7lry + Sy — SSTWr,
dp = =D, (ry + dy,)
de =Ty — df
ds, =r, —dp
de = F_I(Tzf — Zfdf)
dz, = P (r., — Z,dp)
dwf == Sf_l(T’wf — Wdef)
dw, = S, (rup — Wpds))
& ] Minéfik<0 <5fk> Mm5p <0 (5 k> Mznésfk<0 (
e, = Min ' .
MZ”&sp’?<0 (ﬁ)
i ' Ming, gr <o <g fk> Ming, k<o (g fk) Ming,
eqg = Min i
Min(;wp?<0 (ﬁ)

0/; = Mz'n(l,Te’;)
ak = Min(1,7ek)
fk+1 fk: —i—Ozkdfk
Pt =p +o/;dp
st = 5’} + afdsh
s';“ = sy + ayds)

y* ! y + alidyt
2t = zf + afidz}
wit = w + ozddwf

2t = 2k —i— addz
kil _ k

wy wp + « dwp

k—kLk+1

Até Convergir

—sf

6sfi’C

k>

)

—zpk
k )
K3

6zp

o
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7.3 Inicializacao, Parametros e Critério de Con-
vergéencia

Para a implementagao do MPI, utilizamos: 7 = 0,99995 e 0 = 1/4/n. Para
o método preditor-corretor temos que p ¢ dado por:
F=o(y%)?/n,, se yF < 1
pr=oy py S€ Y
pk = oy* /n,, caso contrario
Para ambos os métodos o ponto inicial adotado foi:
P=9%5="3
y =0
A =uwh=(R+1)e

N=wl=e
O

[e=]

~ O

b=
ritério de convergéncia é dado por:
Litpt—Af*||
1+
x|
1|l
e =g —s ]
H L[| free]] |
pmaac_pk_slg
1+||pmaac S g
s B —h st
1+HCf
[[ep—yp—=p+wp+Hp||
L Al
f‘zf—f—p‘zp-l—sz‘,wp-l—sfwf
L[l FEehph+(FE) RFF 24+ (0 )T Qp* /21Ty — (fma )t wh — (pmas) |
Onde: ¢ é tolerancia estabelecida e é igual & 1075,
Maiores detalhes de implementacao sao discutidos em [78, 79].

AT o




Capitulo 8

Resultados para o Fluxo de
Poténcia Otimo CC

8.1 Introducao

A proposta deste Capitulo é ilustrar os resultados que foram obtidos ao se
aplicar o MPI, desenvolvido no Capitulo 7, para resolver o FPO CC, descrito
no Capitulo 6, para o Sistema Interligado Nacional (SIN).

O SIN, que é a rede elétrica a ser considerada neste trabalho, consiste na
rede de transmissao, compreendendo as tensoes de 230 kV a 750 kV, seguindo
a defini¢do do ano de 2005 do Operador Nacional do Sistema (ONS).

Ainda de acordo com o ONS, o SIN atingiu em dezembro de 2004 uma
extensao de 80.022 km, englobando 815 circuitos de transmissao e uma capa-
cidade de transformagao de 178.447 MVA, em 321 subestagoes. A dimensao
dos sistemas a serem estudados é de aproximadamente 4.000 ramos e 3.400
barras. Uma representacao simplificada do SIN é fornecida na Figura 8.1.

Nos estudos relativos a operacao da rede elétrica para o dia seguinte,
o ONS programa a operacao do sistema em base de meia hora, cada uma
correspondendo a uma configuracao do SIN como, por exemplo, das 00:00 as
00:30. Como ilustrado na Figura 8.2.

Os 48 despachos de geracao P* e os correspondentes fluxos de poténcia
f* programados para o dia 03/02/2005 pelo ONS foram utilizados em expe-
rimentos computacionais para testar o FPO CC desenvolvido.

Optou-se por expor os resultados para trés configuragoes. Cada confi-
guragao foi escolhida de modo a representar um patamar de carga, dentre os
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'-':“--'I-—->

0:00 |

Horznte 2006 Horonte 206 Horzts 206

Figura 8.2: Configuracoes do SIN para cada meia-hora.

trés possiveis: leve, médio e pesado. A Tabela 8.1 ilustra as caracteristicas
das trés configuracoes escolhidas .

10s valores de carga ativa para os patamares de carga Leve e Média estdo corretos,
embora a carga ativa do patamar Leve seja maior que a do patamar Média. O patamar
de carga Média, porém, possui mais carga reativa que o patamar Leve
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Caso Meia-hora Barras Ramos Patamar de Carga Carga(MW)

1 0:00-0:30 3397 4077 Leve 4225215
2 7:30-8:00 3397 4078 Média 41581,12
3 20:00-20:30 3397 4080 Pesada 47058,04

Tabela 8.1: Resumo das caracteristicas das trés configuragoes.

Para validar os resultados obtidos ao se resolver o problema de FPO CC
para um sistema elétrico deste porte foi estabelecida a seguinte sequéncia de
testes:

e Validacao dos resultados do FPO CC com os resultados do fluxo de
poténcia CC do programa Anarede [26] para o SIN em trés confi-
guracoes, e sem considerar as perdas de transmissao.

e Validacao dos resultados do FPO CC com os resultados do FC CC do
Anarede para o SIN em trés configuracoes, e considerando as perdas
de transmissao através da Perda 4.

e Redespacho das trés configuracoes do SIN, utilizando o FPO CC com o
objetivo de minimizar as perdas de transmissao fazendoa=1e =0
em (6.10) e considerando as perdas de transmissao através da Perda 4.

Para cada um dos itens anteriormente listados sera destinada uma secao,
detalhando o trabalho realizado. O conjunto de testes relativos ao primeiro
item serd discutido na Secao 8.2. Os testes do segundo item sao fornecidos
na Secao 8.3. O terceiro e ultimo item é discutido na Secao 8.4.

8.2 Testes do FPO CC sem perdas

Para validar os resultados do MPI aplicado no FPO CC, sem considerar as
perdas de transmissao, foram utilizados os resultados obtidos com a aplicacao
de fluxo de poténcia CC do programa Anarede.

Como o objetivo é comparar as solugoes obtidas pelo Anarede com as
obtidas pelo FPO CC, para um mesmo despacho de geracao, o teste consistiu
na resolu¢ao do FPO CC com fungao objetivo dada por: Min fo(p) = 2(p—

p*)'I(p—p*).
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A p* é fornecida através da leitura dos dados de um arquivo no formato
Anarede. Estes mesmos dados de p* sao lidos pelo FC CC do Anarede.
Portanto, as solucoes a serem obtidas pelo FPO CC ou FC CC tem de ser
iguais, ou seja, fa(p) = 0.

Para comparar os fluxos de poténcia ativa f e a injecao liquida de poténcia
ativa P = p — d obtidos para cada um dos programas, foi construido um
programa em Matlab 6.1 capaz de comparar os fluxos e a injegao de poténcia
fornecidos pelos dois programas.

Colocar os quase 4000 fluxos e as cerca de 3400 injegoes de poténcia, ob-
tidos pelo FPO CC e pelo FC CC, em uma tabela, e em seguida comparar
0s mesmos, nao é uma idéia interessante. Ao invés disso, procurou-se esta-
belecer estatisticas acerca da comparacao entre os valores obtidos para cada
programa.

A Tabela 8.2 mostra as estatisticas relativas a comparacao da injecao de
poténcia entre a solugao obtida pelo FPO CC e o Anarede para o caso de
carga leve. Com a Tabela 8.2 fica claro que apenas nove barras possuem uma
diferenga maior que 1 MW.

Diferenca em MW Nuimero de barras Percentual de barras

Maior que 1 9 0,27
Entre 0,1 e 1 259 7,62
Entre 0,01 e 0,1 1320 38,86
Entre 0 e 0,01 1809 53,25

Tabela 8.2: Resumo das diferencas de injecao liquida de poténcia ativa entre
o FPO CC e o Anarede para o patamar de Carga leve.

A Tabela 8.3 fornece uma andlise detalhada destas nove barras. O campo
p* —d se utiliza do fato de que a poténcia ativa especificada p* ja esta dada,
bem como a carga d e fornece o valor que deve ser obtido tanto pelos fluxos
do FC CC (que estd no campo Poténcia Anarede) como pelos fluxos do FPO
CC (no campo Poténcia FPO CC).

Assim, o valor de injecao liquida de poténcia ativa destas nove barras
para o Anarede e o FPO CC é analisado na Tabela 8.3. Com a Tabela 8.3
é possivel verificar que a solugao do FPO CC estd de acordo com o valor
p* — d, ao passo que o FC CC chega a ter uma diferenca de 2.5 MW para
a barra 5802. Uma possivel explicacao para este fato é que o arquivo de
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Barra p*—d  Poténcia Poténcia

Anarede FPO CC
1137  —25,87 —24,80 —25,87
5131  —42,33 —40,70 —42,33
5152  —45,30 —43,80 —45,30
5673  —33,00 —31,80 —33,00
5751  —87,52  —88,70  —87,52
5753 —171,20 —172,80 —171,20
5802 —256,20 —258,70 —256,20
5822 —158,60 —160,00 —158,60
5824 —172,50 —174,20 —172,50

Tabela 8.3: Comparacao entre a solugao do Anarede e do FPO CC em nove
barras.

resultados, de onde foi extraida a solugao obtida com o programa Anarede,
sao fornecidos em MW e com apenas uma casa decimal de precisao.

Em relacao aos fluxos de poténcia, a Tabela 8.4 mostra as estatisticas
relativas a comparacao dos fluxos de poténcia para o Caso 1 (carga leve),
Caso 2 (carga média) e Caso 3 (carga pesada).




Carga Leve Carga Média Carga Pesada
Diferenca(MW)  Barras Barras(%) Barras Barras(%) Barras Barras(%)
Maior que 1 9 0,27 11 0,32 10 0,29
Entre 0,1 e 1 259 7,62 250 7,36 278 8,18

Entre 0,01 e 0,1 1320 38,86 1348 39,68 1281 37,71
Entre 0 e 0,01 1809 53,25 1788 52,64 1828 53,82
Diferenga(MW)  Ramos Ramos(%) Ramos Ramos(%) Ramos Ramos(%)

Maior que 5 1 0,02 1 0,02 60 1,47
Entre 2 e 5 3 0,07 76 1,86 48 1,18
Entre 1 e 2 26 0,64 56 1,37 85 2,08
Entre 0O e 1 4047 99,27 3937 96,55 3887 95,27

Tabela 8.4: Resumo das diferencas de injecao liquida de poténcia ativa e dos fluxos de poténcia ativa entre
o FPO CC e o Anarede para carga leve, média e pesada, sem considerar perdas.
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Pela Tabela 8.4, para o caso de carga leve, menos de 1% do ramos possuem
diferenca maior que 1 MW. O ramo 5741 —5750 é o que possui uma diferenca
maior que 5 MW. Neste ramo o fluxo obtido pela solugao do FPO CC é de
—1283,64 MW, e pela solucao do FC CC é de —1289, 10. Ou seja, a diferenca
de 5.45 MW é menos de 1% do valor total do fluxo.

Para os casos de carga média e pesada, uma analise estatistica semelhante
pode ser realizada, de modo que se pode concluir pela validagao do modelo
no caso sem perdas.

8.3 Testes do FPO CC com perdas

Esta secao é semelhante a anterior, pretendendo validar as solugoes obtidas
pelo FPO CC, ao comparar com as solugoes do Anarede, para as 3 confi-
guragoes do SIN. A diferenga fica por conta da contabilizagao das perdas de
transmissao, utilizando a Perda 4, na obtencao das solucoes. Ou seja, mos-
trar que o FPO CC elaborado e que considera perdas do tipo 4 é compativel
com o FC CC estabelecido que considera perdas.

As comparacoes de injecao liquida de poténcia ativa e fluxos nos ramos
para os caso de carga leve, média e pesada, considerando perdas de trans-
missao através da Perda 4, estao resumidas na Tabela 8.5. Pela analise dos
resultados pode-se, também, validar o resultados do FPO CC com perdas.




Carga Leve Carga Média Carga Pesada
Diferenca(MW)  Barras Barras(%) Barras Barras(%) Barras Barras(%)
Maior que 1 10 0,29 11 0,29 10 0,29
Entre 0,1 e 1 223 6,56 015 15,16 531 15,63
Entre 0,01 e 0,1 2066 60,83 1912 56,28 1930 56,81
Entre 0 e 0,01 1098 32,32 959 28,23 926 27,25
Diferenga(MW)  Ramos Ramos(%) Ramos Ramos(%) Ramos Ramos(%)
Maior que 5 1 0,02 17 0,42 25 0,61
Entre 2 e 5 21 0,52 68 1,67 133 3,26
Entre 1 e 2 80 1,96 118 2,89 161 3,95
Entre O e 1 3975 97,50 3875 95,02 3761 92,18

Tabela 8.5: Resumo das diferencas de injecao liquida de poténcia ativa e dos fluxos de poténcia ativa entre
o FPO CC e o Anarede para carga leve, média e pesada, considerando perdas.
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Um resumo das cargas e das perdas em MW para os casos do SIN anali-
sados segue na Tabela 8.6.

Caso Carga (MW) Perdas (MW) Perdas (%)

1 42252,15 1751,11 4,14
2 41581,12 1661,13 3,99
3 47058,04 1813,02 3,85

Tabela 8.6: Resumo das perdas das 3 configuragoes do SIN.

Com as informagoes estatisticas anteriores é possivel validar os resultados
obtidos para a carga leve, média e pesada do FPO CC que considera perdas
do tipo Perda 4.

8.4 Redespacho minimizando perdas de trans-
missao

O proposito desta secao é obter uma solucao com funcao objetivo que visa a
minimizagao das perdas de transmissao, respeitando os limites de geracao e
transmissao. Isso se consegue, fazendo o = 1 e # = 0 na formulacao (6.10).

Os resultados obtidos com o redespacho de geracao sao resumidos na Ta-
bela 8.7. Nota-se que o redespacho de geracao fornecido para carga leve
produz uma reducao nas perdas de transmissao de cerca de 63%, o que equi-
vale a cerca de 1000MW.

Despacho Geracao (MW) Carga (MW) Perdas (%) Ramos no

Limite
Original 44002,77 42252,15 4,14 15
Redespacho 42993,49 42252,15 1,52 41
Diferenca 1009,28 0,00 2,38 26
Reducao % 2,29 0,00 63,28 -173,33

Tabela 8.7: Resultado do redespacho para o caso de carga leve.

Como nao é possivel comparar detalhadamente a geracao proposta pelo
redespacho com a fornecida pelo despacho original, pois existem cerca de 300
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barras de geracao no SIN, foram selecionadas aquelas barras cuja diferenca
entre as injecoes liquidas de poténcia ativa fornecidas pelo despacho original
e pelo redespacho sao maiores ou iguais que 1000 MW. Informagoes sobre
alteracoes nestas barras estao na Figura 8.3 e detalhadas na Tabela 8.8.

6000

5000 b

Il Poténcia Injetada Original
[ Poténcia Injetada Redespacho

4000

3000 b

Mw

2000 4

plil I B |

-1000

1 85 303 904 1107
Barra

Figura 8.3: Barras cuja diferenca entre as injecoes liquidas de poténcia ativa
fornecidas pelo despacho original e pelo redespacho sao maiores ou iguais que
1000 MW para carga leve.

Barra Usina Original (MW) Redespacho (MW)
11 Angra 2 -67,90 1470.00
85 Itaipu 50Hz 2966,00 1541.65
303 Sao Simao 1400,00 196.59
904 Ita 269,80 1289.49
1107  Itaipu 60Hz 5741,00 1612.63

Tabela 8.8: Valores de injecao liquida de poténcia ativa para as barras da
Figura 8.3 para carga leve.

E interessante notar um aumento da geracao para a barra de Angra 2
que esta perto dos centros de carga. Alids, um dos motivos da escolha da
localizacao de Angra 2 foi a sua proximidade com os centros de carga como
mostrado na Figura 8.4.
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Figura 8.4: Localizagao das usinas de Itaipu e Angra 2 no SIN.

A Figura 8.4 é particularmente esclarecedora do motivo pelo qual a mi-
nimizacao de perdas realiza uma modificacao tao grande principalmente na
geracao de Angra 2 e Itaipu. Grandes modificagbes também ocorrem em
relagdo a geragao das usinas de Sao Simao (reducdo) e Ita (aumento).

Uma avaliacao global da modificagao entre a geragao original e a redes-
pachada para carga leve pode ser obtida com a Figura 8.5. Cada barra e
ramo do SIN possui uma informacao relativa a regiao ou empresa a que per-
cente, denominada drea. Com base nesta informagao foi construida a Figura
8.5 que fornece os valores de injecao liquida de poténcia ativa para as areas
cuja geracao do despacho original ou do redespacho é maior ou igual que
800 MW. O destaque é a reducao significativa da geragao nas areas 8 e 17
(Cesp e Itaipu) que é compensada por um aumento nas dreas 1 e 41 (Furnas
e Produtores Independentes). Oscilagdes de menor magnitude na solugao
proposta pelo redespacho ocorrem para as dreas 51 e 59 (redugao) e 19, 21 e
27 (aumento).
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Figura 8.5: Distribuicao da injecao liquida de poténcia ativa, para areas
com 800 MW de poténcia ativa ou mais, para o despacho original ou para o
redespacho no caso de carga leve.

A relacao completa entre as areas e as empresas proprietarias, bem como
os valores detalhados de poténcia ativa é fornecida na Tabela 8.9.

Uma comparacao entre a solucao do despacho original e o redespacho
minimizando perdas para carga média segue na Tabela 8.10. A reducao
de perdas é préxima do valor obtido para carga leve, ficando em torno de
1000 MW. As barras cujas diferencas de poténcia ativa, maiores ou iguais
a 1000 MW/ entre o original e o redespacho para carga média sao dadas na
Tabela 8.11, indicando uma alteracao significativa na geracao de seis barras
(que representam cinco usinas). A Figura 8.6 é construida com os dados da
Tabela 8.11.

Novamente, como no caso de carga leve, as maiores modificacoes de
geracao ocorrem para Angra 2, Itaipu e Sao Simao. Outras duas grandes
modificacoes sao especificas para carga média, a reducao drastica da geracao
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Area Empresa Original (MW) Redespacho (MW)
1 Furnas 5384,20 7344,72
2 Cemig 1029,90 633,46
8 Cesp 3684,20 1100,26
14 Aes Tiete 1769,00 1335,22
15 Duke Energy 1175,00 1299,18
17 Itaipu 8704,90 3154,12
19 Tractebel 2856,60 3877,94
Energia - Sul
21 Copel 1609,10 2601.21
27 Emae 33,00 1077.53
41 Produtores 214,60 3251.13
Independentes
51 Complexo PAF + 3948,10 2553,15
UAS + ULG + UX
59 Area Tucurui- 2852,70 1545,04
Belém

Tabela 8.9: Valores de injecao liquida de poténcia ativa para as barras da
Figura 8.5 para carga leve.

Despacho Geragao (MW) Carga (MW) Perdas (%) Ramos no

Limite
Original 4324225 41581,12 3,99 11
Redespacho 42310,78 41581,12 1,75 35
Diferenca 931,47 0,00 2,24 24
Reducao % 2,15 0,00 62,66 -218,18

Tabela 8.10: Resultado do redespacho para o caso de carga média.

das usinas de Ilha Solteira e Porto Primavera.

A Figura 8.7 fornece os valores de inje¢ao liquida de poténcia ativa para
cada area no caso da carga média, ilustrando a reducao significativa de
geragao das dreas 8 e 17 (Cesp e Itaipu) e o grande aumento das areas 1, 19
e 41 (Furnas, Tractebel Energia-Sul e Produtores Independetes).

A relacao entre as areas e as empresas proprietarias ou regioes é fornecida
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Figura 8.6: Barras cuja diferenca entre as injecoes liquidas de poténcia ativa
fornecidas despacho original e pelo redespacho que sao maiores ou iguais que
1000 MW para carga média.

Barra Usina Original (MW) Redespacho (MW)
11 Angra 2 -67,90 1470,00
85 Itaipu 50Hz 1854,33 2966,00
303 Sao Simao 187,89 1710,00
501 [Tha Solteira 968,46 2149,80
510 Porto Primavera 0,47 1300,00
1107 Itaipu 60Hz 1908,13 5041,00

Tabela 8.11: Valores de injecao liquida de poténcia ativa para as barras da
Figura 8.6 para carga média.

na Tabela 8.12.

Uma comparacao entre a solucao do despacho original e do redespacho
minimizando perdas para carga pesada segue na Tabela 8.13. Neste caso,
ocorre a maior redugao de perdas em valores absolutos, 1114, 69MW | porém
com menor aumento do nimero de ramos no limite (apenas 4).

Novamente, como no caso de carga leve e média, as maiores modificagoes
de geracao ocorrem para Angra 2 e Itaipu. Assim como na carga média, a
usina de Porto Primavera sofreu uma reducao grande de geracao no redes-
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Figura 8.7: Distribuicao da injegao liquida de poténcia ativa maior ou igual
a 800 MW/ por area, para despacho original e para o redespacho no caso de
carga média.

pacho como pode ser visto na Figura 8.8. Uma modificagao de geracao para
carga pesada, que também ocorre nos demais casos, é a reducao da geragao
da usina de Sao Simao.

Detalhes das informacoes fornecidas na Figura 8.8 podem ser observados
na Tabela 8.14.

A Figura 8.9 fornece uma melhor avaliagdo global da modificacao da
geracao, mostrando um aumento significativo de geracao nas areas 1, 19,
21, 27 e 41, de forma a compensar a reducao que ocorre nas areas 1, 8, 17,
51 e 59.

A relagao entre as areas e as empresas proprietarias é fornecida na Tabela
8.15.

Um resumo da reducao das perdas de transmissao e o respectivo aumento
do nuimero de ramos no limite para cada patamar de carga é dado na Tabela
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Area Empresa Original (MW) Redespacho (MW)
1 Furnas 5431,50 7594,02
2 Cemig 1363,70 653,69
8 Cesp 5005,90 1433,39
14 Aes Tiete 2124,00 1638,59
15 Duke Energy 1413,00 1537,32
17 Itaipu 8005,40 3762,23
19 Tractebel 2249,40 3755,85
Energia-Sul
21 Copel 1611,70 2679,99
27 Emae 32,80 1077,56
41 Produtores 186,80 3035,51
Independentes
51 Complexo PAF + 3188,80 1896,67
UAS + ULG + UX
59 Area Tucurui- 2258,60 1409,67
Belém

Tabela 8.12: Valores de injecao liquida de poténcia ativa para as barras da
Figura 8.7 para carga média.

Despacho  Geracao (MW) Carga (MW) Perdas (%) Ramos no

Limite
Anarede 48848,42 47058,04 3,85 15
FPO CC 47733,73 47058,04 1,43 19
Diferenca 1114,69 0,00 2,42 4
Reducao % 2,28 0,00 62,85 -26,67

Tabela 8.13: Resultado do redespacho para o caso de carga pesada.

8.16.
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Figura 8.8: Barras cuja diferenca entre as injecoes liquidas de poténcia ativa
fornecidas despacho original e pelo redespacho sao maiores ou iguais que 1000
MW para carga pesada.

Barra Usina Original (MW) Redespacho (MW)
11 Angra 2 -67,90 1470,00

85 Itaipu 50Hz 4618,40 2161,21

303 Sao Simao 1710,00 227,36

510 Porto Primavera 1100,00 1,28

1107  Ttaipu 60Hz 5091,00 2289,72

Tabela 8.14: Valores de injecao liquida de poténcia ativa para as barras da
Figura 8.8 para carga pesada.
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Figura 8.9: Distribuicao da injecao liquida de poténcia ativa maiores ou
iguais que 800 MW, por drea, para o despacho original e para o redespacho
no caso de carga pesada.
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Area  Empresa Original (MW) Redespacho (MW)

1 Furnas 5488.,50 8550,59

2 Cemig 1241,70 765,62

8 Cesp 4740,40 1902,70

14 Aes Tiete 1774,00 1774,33

15 Duke Energy 1888,00 1676,91

17 Itaipu 10699,30 4450,61

19 Tractebel 2402,40 3776,91
Energia-Sul

21 Copel 2402,40 2812,11

27 Emae 32,10 1076,73

41 Produtores 188,40 3475,63
Independentes

o1 Complexo PAF + 4165,90 2525,85
UAS + ULG + UX

59 Area Tucurui- 2516,30 1652,20
Belém

63 Interligacao 831,30 262,40
Norte-Sul

Tabela 8.15: Valores de injecao liquida de poténcia ativa para as barras da
Figura 8.9 para carga pesada.

Carga Reducao Aumento de
das Perdas de Ramos no
Transmissao(%)  Limite (%)
Leve 63,28 173,33
Média 62,66 218,18
Pesada 62,85 26,67

Tabela 8.16: Resumo dos resultados obtidos com o redespacho de poténcia
que minimiza as perdas de transmissao realizado pelo FPO CC.
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Conclusoes e Trabalhos Futuros

9.1 Conclusoes e Trabalhos Futuros

O Brasil é um pais com geracao predominantemente hidrelétrica, sendo ne-
cessario um gerenciamento que compatibilize a gestao do armazenamento dos
reservatorios das usinas hidrelétricas com o despacho de geracao e os fluxos
de poténcia no Sistema Interligado Nacional (SIN).

Devido a complexidade deste problema, sua resolugao requer a criagao
de uma cadeia de coordenacao hidrotérmica da operagao, composta de um
conjunto de modelos computacionais concatenados que determinam a distri-
buicao da geracao entre as usinas hidrelétricas e termelétricas do sistema em
diferentes escalas de tempo.

A cadeia de coordenagao hidrotérmica para o SIN considerada nesta tese
¢ composta de duas etapas: Planejamento da Operacao e Programacao da
Operagao.

No ambito do Planejamento da Operacao, o Modelo de Otimizacao a Usi-
nas Individualizadas (MOUTI) foi resolvido por métodos de pontos interiores,
obtendo-se uma configuracao adequada para a resolugao de problemas de
grande porte, como é o caso do SIN, destacando-se:

e Dois grupos de modelos foram analisados neste trabalho. Um grupo
considera como variaveis de decisao o volume e a defluéncia, acar-
retando pontos de nao-diferenciabilidade na funcao objetivo. Outro
grupo considera que a defluéncia é composta de turbinagem e verti-
mento, evitando os pontos de nao-diferenciabilidade da funcao obje-
tivo. Para o caso de apenas uma usina e afluéncias tais que a solucao

193
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otima nao apresenta turbinagens no maximo, as solucoes entre os dois
grupos sao iguais. Quando para uma usina sao consideradas afluéncias
tais que a solugao 6tima apresenta turbinagens no maximo, ou ainda,
mais de uma usina é considerada, entao, o tratamento inadequado des-
ses pontos para os modelos do grupo que considera volume e defluéncia
acarretou problemas de convergeéncia para os métodos de pontos in-
teriores. Portanto, os resultados obtidos indicaram que modelos que
realizam a decomposicao da variavel de defluéncia em turbinagem e
vertimento apresentaram maior robustez para problemas do MOUI de
grande porte.

e Aproveitamento da estrutura esparsa do problema através da metodo-
logia proposta por Gondzio em [48], possibilitando a implementagao
e teste de 2304 métodos de pontos interiores para o Modelo de Oti-
mizacao a Usinas Individualizadas (MOUI). Dentre estes 2304 MPI’s
foi escolhido um MPI capaz de resolver o MOUI com 82 usinas hi-
drelétricas do SIN e 12 intervalos de tempo, ou ainda, um MOUI com
61 usinas e 780 intervalos de tempo. Este ultimo MOUI resulta em
um problema com cerca de 140.000 varidveis e 280.000 restricoes. Vale
destacar que o MOUI é um problema de programacao nao-linear.

e Avaliacao dos métodos de pontos interiores primal-dual e preditor-
corretor. O preditor-corretor mostrou melhor desempenho para casos
com menor nimero de usinas, porém o primal-dual é mais robusto, pois
converge para problemas com pequeno ou grande nimero de usina.

As perspectivas de trabalhos futuros para os métodos de pontos interiores
aplicados no MOUI sao:

e Devido ao bom desempenho computacional obtido com o MPI em Ma-
tlab, é importante integrar a metodologia de métodos de pontos inte-
riores desenvolvida nesta tese no ambiente computacional HydroLab,
utilizando linguagem C ou C++, com o intuito de reduzir seu tempo
computacional.

e Desenvolvimento de um método de pontos interiores preditor-corretor
que mantenha a velocidade computacional, mas que seja robusto para
casos com muito usinas hidrelétricas.
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e A abordagem proposta por Gondzio em [48], além de possibilitar a
implementacao futura do programa de método de pontos interiores em
paradigma de programacao orientada a objeto, permite a rapida imple-
mentacao de novos métodos de pontos interiores para problemas com
estruturas esparsas que englobem a estrutura esparsa do MOUI. As-
sim, a estrutura esparsa de um problema de multifluxo (descrita no
Apéndice C)pode ser combinada com a estrutura esparsa do MOUI,
permitindo que os fluxos de agua sejam associados a uma probabili-
dade de ocorréncia, como proposto por Nabona em [74]. Como esta
consideracao implica em um aumento das dimensoes do problema, ¢
interessante utilizar inicializacoes especificas para a estrutura esparsa
do problema de multifluxo que podem reduzir em até 60% o tempo
computacional do MPT [9].

No ambito da Programacao da Operacao, o Fluxo de Poténcia Otimo
Corrente Continua (FPO CC) modelado por fluxo em redes foi resolvido por
métodos de pontos interiores, destacando-se:

e A modelagem do FPO CC via fluxo em redes proposta em [79] nao
contemplava transformadores defasadores. Esta tese contribui com uma
modificagao visando adicionar esta consideragao ao FPO CC via fluxo
em redes.

e A inclusao de transformadores defasadores no modelo de fluxos em
redes do FPO CC, permitiu uma melhor representacao e comparagao
dos resultados com programas de fluxo de carga ja estabelecidos.

e Com o auxilio de uma fungao objetivo flexivel, foi possivel tanto va-
lidar os resultados obtidos pelo método de pontos interiores com um
programa de fluxo de carga ja estabelecido, como redespachar a geragao
minimizando as perdas de transmissao.

e A aplicacao do FPO CC desenvolvido no SIN, uma rede elétrica de
grande porte com cerca de 3400 barras e de 4000 ramos, convergindo
rapidamente para todos os casos testados.

e Finalmente, foram propostas e implementadas quatro formas de repre-
sentacao das perdas de transmissao do FPO CC.

As perspectivas de trabalhos futuros para o FPO CC sao:
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e Avaliar as diferencas existentes entre as quatro formas de representacao
das perdas do FPO CC, utilizando, para tanto, a solu¢ao de um FPO
CA ou um FP CA.

e Inserir restrigoes de seguranca na modelagem do FPO CC, representa-
dos por inequagoes, que relacionam geracoes e fluxos de poténcia.

e Estender a metodologia de Gondzio, descrita em [48], para o FPO CC,
facilitando a incorporacao de restricoes de seguranga, rampa, reserva
girante, dentre outras. Um beneficio adicional é a possibilidade de se
integrar o FPO CC ao HydroLab.
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Apeéendice A

Derivadas da Funcao Objetivo

A.1 Derivadas primeiras para o modelo (z, )

Supondo que o modelo matematico utilizado possui apenas volume x e de-
fluéncia u como varidveis, entao a fun¢ao objetivo serd dada pela Eq. (A.1):

T

Min f(z,u) = 3" - ¥ (Gy)], (A1)
t=1
tal que:

Gy = Dy — P, Vt; (A.2)

I
P, = sz‘,th; (A.3)

i=1
pi,t = kihli,tQi,ta V'l, ta (A4)
hu,, = & (a54) = 0(uis) — peig; Vi t; (A.5)
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gred — Tt it g o (A.6)
2.t - 2 ) )Yy .

Qi = Min{u;y, G, }Vi, ; (A7)

Nc
Toe = > (Njiain) 5 (A.8)

j=1

_ hug \©
qjit = def,j,i (he;,jt,i) (Ag)
Uit = Qi + Vit (A.10)
Onde:

e T": nuimero de intervalos de tempo.

I: nimero de usinas hidrelétricas do sistema.

M. coeficiente de valor presente para o intervalo t.

pis: geracao de energia hidrelétrica ¢ durante o intervalo t.

G,: geracao de energia termelétrica total durante o intervalo ¢.
P;: geracao de energia hidrelétrica total durante o intervalo t.
D;: mercado a ser atendido durante o periodo t.

xmed.
i,
pciy: perda de carga hidratlica da usina ¢ durante o intervalo ¢.

u; 4 vazao defluente da usina ¢ durante o intervalo t.

.+ altura de queda liquida da usina ¢ durante o intervalo .

: volume médio do reservatério da usina ¢ durante o intervalo ¢.
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gi+: vazao turbinada pela usina ¢ durante o intervalo ¢.

v;4: vazao vertida pela usina ¢ durante o intervalo t.

y;+: vazao incremental afluente a usina ¢ durante o intervalo i.

¢; (x): polinomio da cota de montante do reservatério da usina i.
0; (u): polinémio da cota de jusante do canal de fuga da usina i.
At,: tamanho do intervalo ¢t em segundos.

N.: Numero de conjuntos de unidades geradoras da usina.

N. ;4 Numero de unidades geradoras do conjunto § na usina ¢ no
758t
periodo t.

qes,j: Turbinagem efetiva para cada unidade geradora do conjunto j. E
definida como a vazao turbinada que submetida a queda efetiva h.y;
produz a poteéncia efetiva pcy ;.

hegj: Altura de queda efetiva de cada unidade do conjunto j. E defi-
nida como a menor queda liquida sob a qual a unidade, em operagao,
desenvolve a sua poténcia efetiva.

Per,j: Poténcia efetiva de cada unidade geradora do conjunto j. A
poténcia efetiva é definida como a maxima poténcia ativa possivel de
ser gerada, em regime permanente, na unidade geradora.

0.5 se hyy < hejii e Tipo = (Francis ou Pelton)
a= 0.2 se hyy < hesjii e Tipo = (Kaplan)
—1.0 Se hli,t 2 hef,j,'i,t

As derivadas de f(z,u) em relagdo a defluéncia e ao volume, para uma
dada usina ¢ em um intervalo de tempo t sao dadas por:

Defluéncia: Para calcular as derivadas primeiras sera desconsiderado
o efeito do afogamento. Este fenomeno, descrito no Capitulo 3, é tal
que o polinomio de jusante #(u) da usina afogada passa a depender
do volume x da usina imediatamente a jusante. Desconsiderando este

: 5. Of _ \ U 3Gy OP,
efeito, entao: Buiy = A3, op s
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e Volume: Também desconsiderando o efeito de afogamento, mais obser-

vando o uso de volume médio no polinémio de cota de montante 6(x):
of _ ), 0% 0G, 0B 4 OU  0Gii1 OPg1
dxi:  "tOG; OP; dxiy t+19G, 11 OPiy1 Oxit

Ap6s as dedugoes detalhadas para cada termo das derivadas parciais, as
expressoes completas das derivadas parciais serao apresentadas resumida-
mente sob a forma de arvore, detalhando os termos mais complexos.

(1) Derivada da fungao objetivo f em relagdo a u;:

_Of _ 9f 0G: OB
Ouit ~ OGt OP; Ou;y (All)

Onde:

e Utilizando a defini¢ao de f(z,u):

8Gt - 8Gt

0 (Z (AW (Gt)]) (A.12)
of — N7 — N (Gy)

e Utilizando a equagao (A.2):

8 —
g_}GD: _ (DatPtPt) - 1 (A.13)

e Com as equagoes (A.3) e (A.4):

Buiﬁt Buiﬁt ﬁui,t ? Buiﬁt

I
d (Z kihli,tqz‘,t) ( 14)
or i=1 _ a(kihli,t(h’,t) — I 8(hli,t>qi7t + 8,9(21? hliyt]A.

Usando (A.5) para encontrar o valor de %Z—l_i’::
dhy P —0(ui)—pei,
8’1]2:: = [ - aum t t] = _el(ui,t) (A15)

a .
Para obter o valor de 3

gu usa-se (A.7):

s
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Oqit _ 1(, N\ _ 1756 Ui < Qi
dury = 4 (i) = { 0 s > Tt (A.16)

e A expressao completa de % é obtida usando as equagoes de (A.12)
até (A.16) em (A.11):

oL — )\ (Ge) ki [=0" (wig)qie + q' (i) huig] (A.17)

8ui,t

(2) Derivada da funcao objetivo f em relagao a z;,:

of _ Of 0G¢ 0P Of 9Git1 OPsq1 (A 18)
&ti,t 0G OP; axi,t QGH_l <9Pt+1 axi,t .

Onde:

e Os valores de % e % sao dados por (A.12) e (A.13), respectivamente.

O valor de gx—Pf é encontrado, utilizando a equagao (A.3):
7,t

I
0 (Z kihli,tqz‘,t) ( 19)
AP, =1 _ a(kihli,tQi,t) — I 8(hli,t>qi7t + a(qi,t)h : ]A

82?7;’,5 Bxi,t 82?7;’,5 ? Bxi,t Bxi,t ?

e Usando (A.5) para encontrar o valor de %Z—lff:
dhui, P e ") —0(uir)—pei e 1 d
axli,: — [ t axi,t ] — §¢,(x?3te ) (AQO)
e Para obter o valor de gg"_’tt usa-se (A.7):
gt
gy = 0. (A.21)
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e A expressao completa relativa ao termo Ox;; ¢ obtida usando as equacoes
de (A.18) até (A.21).

;_C];tg_% t?ax]jtt = )\t\Iﬂ (Gt) [ Qb/( med)qz t + q (xz t)hlz t} (A22)

e Em analogia a (A.12) e (A.13), os valores de <9Gf - e %%H sao dados

por Ar+1®'(Gyi1) e —1, respectivamente. O valor de 22

¢é encontrado,

utilizando a equagao (A.3):

1
P (Z kihli,tQi,t)
o P _ O(khuangiin) (A.23)

0x; 41 0x; 41 0x; 41

(hlz t+1) O(qit+1)
[ 0z Qi+ + F e R t+1

Ohyity1 .

e Usando (A.5) para encontrar o valor de 3" o

Ohpity1 [¢($Z”t"f1) (ui’t‘*‘l)_pci’t“] _ lqg/(xzﬁfgl) (A.24)

0x; ¢ 41 0x; 441 2

e Para obter o valor de q’ oy usacse (ALT):
Oqier1 _
agiﬁ = 0. (A.25)

e A expressao completa relativa ao termo Oz;.y1 ¢ obtida usando as
equagoes de (A.22) até (A.25).

agil ZJG{: %Zt:tl = A1V (Gig1) ki Bd)’(xf@efl)qz t+1 1+ ¢ (3:Z 1 hli,t+1qA-26)
e Compondo as informacoes de (A.22) e (A.26):

88_9?1 = _)‘tlpl (Gt) [%Qb/( med)qz t+4q (xz t)hlz t}
k;

(A.27)
A1V (Gigr) ki [ ¢ (x Zidl)Qi,t+l +q (xz',tﬂ)hu,tﬂ}
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E importante observar que a ordem dos elementos do gradiente é a mesma
que é utilizada na restricao de balanco de dgua Ax = b. Ou seja, primeiro
vem os elementos relativos a variavel de volume x e depois os elementos de
defluéncia u. Entre os elementos de volume ou de defluéncia, existe uma
ordenacao crescente de acordo com o intervalo de tempo e depois por nu-
merag¢ao da usina.

Maiores detalhes na secao 3.2. Como exemplo, o gradiente para a rede
com 4 usinas e 3 periodos de tempo daquela secao tem a seguinte ordenagao
dos seus elementos:

Viwu) = | Vi@u), Vi u) |, tal que

t of ..._0f of ..._0f of ..._0f
Vf(x, u)ac - [ Oz1,1 Oxzs1 Ox12 Ox42 Ox1,3 O0x43 ]

t of ... 9f of ... 9f of ... 9f
Vf(]},u)u - [ 6u1,1 6u4,1 8u1,2 a’U,4,2 8u1,3 8u473 ]

A.2 Derivadas segundas para o modelo (z,u)

Para construir a matriz Hessiana a ser utilizada pelo método de pontos in-

teriores, um método de segunda ordem, é necessario obter a expressao das
. . . O0%F  0%F *f
seguintes derivadas segundas: put,> 22, © Busiwy

A expressao % pode ser obtida a partir de (A.17):

2
7,t
2 ‘9(88f )
ocf Wit _ | Owy Owa _ /
ot = e = —M\k; [—aui’th +w1—aui’t}, tal que w; = V'(D; — B,) e

/ 9qi,
Wy = (_Qi,tei(ui,t) + hlivtaui-i)‘

’ . . 01 e7s 2
Os céleulos de derivada de wy e wo, tais que possibilitam encontrar 24

6u2t )
2
estao na Figura A.1.
. . V4 v 2
A partir dos valores de w; e wy e suas derivadas é possivel calcular (,?ugf

com A.28. "

gj{ = —\ki [_\Iﬂ,(Gt)ki (_Qi,tel(ui,t> + i gZi) (_q"’teg(ui’t) N hli’tgzzi)
+U'(Gy) (_Qi,teﬂ(ui,t) - 29/(uivt)§g—:) ]
2 . ’
2L = \V(GY) (i (—iat(ui) + hlz‘,tgiﬁi)) (A.28)

MW (G (=00} (i) — 20} (ui ) 224 )

Buiﬁt

A expressao g;f pode ser obtida a partir de (A.27):
it
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1 0w, ¥ 8G, oP
ou, 0G, OB ou,

L1, % yrg)- v, - 2)
129G _
)

13, 0h 0B 06 on &
ou,, 06 0w, 0Og; Ouy,

oq,
=—k;q, 0" (u; )+ khy —

7.

Sw og;
L= WG kg, G )+ R Ry —%)
it 14
2 6@2 5@;; a g;{ aq:‘i
- =| -4 91.” 1, ——9 U, +.;i',! 9!-' M .
61«52-1 { g ( ,s) alé!-,; ( f) Ht 52 2 ( ,f)a N

@ﬁ.?g :{ 4, J”(u”) 29 (u )Zq J

1.f

Figura A.1: Célculo das derivadas de wq e ws.

gj?f; = g%) = —\k; [dwlw + wq dw?} — Atk [ LWy + ws dwﬂ tal

que wy = W(Dy = P), ws = (3500)(Tia) + hiiy 524 ), wy = W (Di1 — Prya) e
Wy = (%Qi,t-i-lqb;(fi,t—&-l) + hyign Oqi, “’1).

Oz 141
Os calculos de derivada de wq, wy, w3 € wy tals que possibilitam encontrar
) y W3
882 , estao nas Figuras A.2 e A.3.

A partir dos valores de wy, ws, w3, wy e suas derivadas é possivel calcular
02 f
57, com (A.29).

aajgt = =Nk [V'(Gr) i@ (Tig) — V'(Gr)kiqisdi(Tit)Gind' (Tir)]
N1k [ V(Gra1) i1 (Tigs)
—V"(Gys1)kiGi 1105 (Ti141) Qi1 (Tip41) |
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1 6w, &V G, oP

Gxi’f oG, oF axi,f
11 ¥ _ v(G,)=¥"(D,- B)
129G, _ _
OF,
1.3 OF _ Ok 04 +% %4, Zk-%f%‘?ﬁi'(;hf)+kx‘hﬁ,3ai

.

it

ag, ax;, 0q; Ox; e ax;

28@2_ " ) % ag:f ag
. [4 Gy o)~ é(z,f)ax —= 1t Q(n) ”]

Iz FARaa
¥ a zf

J,f

[ g8 )+ 8, (e q”]

Figura A.2: Célculo das derivadas de w; e ws.

ZL = NU(Gy) (higi 0(T00)) = MV (G kg ! (Ti)

FA41 V" (Grp1) (FiGi 105 (Ti,t+1))2 (A.29)
M1V (Gr1)kigi i1 0 (Tip41)
A expressao 87:80u pode ser obtida a partir de (A.17):
52 a(agf )
athéful ; = ax;: = —Atk’ |:dw1 03)) + CU1 de :| tal que wp = \I//(Dt — Pf) (&

, 6(]7, t
Wy = (_Qi,tgi(ui,t) hli:taui.t). a
, . ) . 1bili :
Os calculos de derivada de W1 € Wa, tais que [)OSSlblhtam encontrar ox 'aféfu' t’

estao na Figura A 4.
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300, ¥ 8, 0n,
axi,f aGHl aPHl axi,f
o
3-1 - aG!*‘l = IPFF(GI+1)= lPFF(DI+1_lE;+1)
32 O __
aPf+1
or., OP. 8¢ OF. oy,
3.3 Y _ G ¢s+ 1 O kg, o~ ¢I (x3;+1)+khm £+1
; od o, Oqg; axi,ﬁ it
dm
— = = -¥" (G )04
.t'.f
2
4 8&% _ 1 - '%IH a'%JH '@ru
e = —qmlgéj”(xun) ¢ (x:,r+) P hh’)f+1 P ) _¢ (XJ,HI)
{')xj,r 4 i Lo ::
fali) "~
2 qm;sﬁ G+ o)
ox, , ox,

Figura A.3: Célculo das derivadas de w3 e wy.

. . / Vé 2
A partir dos valores de w; e wy e suas derivadas é possivel calcular 24

6u2t
com (A.30). |
= = —\ki | = (Gh) (kigs 8 (60)) (o0 (i) + Puig 522 )
+V'(Gy) (¢2(%)§Zﬁ;’,§) ]
g = NGk (ks (Ti)) (=05 (i) + i ot ) (430

N (G (26 (710 2t

Exemplo 1: Para mostrar a estrutura da Hessiana, considere o plane-
jamento de uma rede com duas usinas hidrelétricas para dois periodos de




A.2. Derivadas segundas para o modelo (z,u) 219

1 ow V' G, oP

&, oG, P ax,

.8
1 A I
129G _
ok
1.3 oF, :%a@ +% an =kq;, (35 (xxﬁ)"'khfxﬁ—
o, of o, og; ox;, %

6‘&}1 _

a 1
(G, g, , ~ ¢% (o) +k, hmaf )

i i

2;6&}22 q!fg(”)_l_ ¢’(er) q:f
ax:, :,r

J,I'

aﬂ:[ Wit gy, )+ - ) "’”}
x:

Figura A.4: Célculo das derivadas de w; e ws.

tempo e cujas varidveis sao x;; e u;;. A matriz Hessiana serd dada por:

H11| H12
H(x’“)_lﬂm HQQ]

Onde
82 82 82 82
H11 = [ 81{1 83:1?16];2,1 81’1,13];1,2 8x1,18fx2,2
%f % f 22f 2’ f
Ox2,1071,1 ox2 | O0x2,10x1,2 O0x2,1072,2
o2 f 2 f d?f 52 f
0x1,2071,1 0x1,2072,1 dzl 2 0x1,20222
02 f 0% f 821‘ 9% f ]

2
0x2,2071,1 Ox2,2072,1 0x2,2071,2 (9:1:2,2
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_ O*f 2*f 2%f 2*f
H12 = [ Ox1,10u1,1 Ox1,10u21  Ox1,10u12  O0r1,10u2,2
0% f 0% f 0% f 0% f
Ox2,10u1,1  Ox2,10u21  Ox2,10ui2  Or2,10u22
02 f 0% f 0%f 0% f
0x1,20u1,1  Ox120u21  Ox1,20u12  0r1,20u22
9% f 0% f 9% f 9% f ]
Ox220u1,1  Oxg20u21  Ox220uie  Or220u2:2
_ *f 2% f 2%f 2*f
H21 = [ Ou1,10x1,1  Oui10x21  Oui10zx12  Oul,10x22
0% f 0% f 0% f 0% f
Ouz,10x1,1  Ou2,10x2,1 Ou2,10x1,2 Ouz,10x22
0% f 0? 0? f
Ou1,20x1,1  Oui20x21  Oui20r12  Oui20x22
0% f 0% f 0% f 0% f ]
Ouz20x1,1  Ou220x21 Ou220x12 Ouz 20T22
_ 9% f 2*f 9% *f
H22 = [ 811%,1 Oui10uz1  Oui,10ui2  Oui,10uzs
0 f 0% f 02 f 9% f
Ouz,10u1,1 aug’l Ouz,10u1,2 Ouz,10u2,2
0% f 9% f 0 f 9% f
Ou1,20u1,1 Ou1,20u2,1 au%’Q Ou1,20u2,2
0% f 9% f 0 f 9%f ]
Ouz,20u1,1 Ouz 20u2,1 Ouz 20u1,2 Bug,g

Por meio das submatrizes, obtidas anteriormente,

matriz Hessiana H (z, u):

é possivel construir a

H(z,u) =
8%y 8%y 8%y 8%y 8%y %y %y 8%y
895? 1 dx1,10x2,1 dx1,10%1 2 Ox1,10x2 2 Ox1,10u1,1 Ox1,10u2, 1 Ox1,10u1 2 Ox1,10u2 2
o%f 8%y 8%y 8%y 8%y %y 8%y %y
dx2,10x1 1 Bacg 1 Ox2,10x1 2 Ox2,10x2 2 Oz, 10u1,1 Oz 10u2, 1 dxo,10uy 2 dxo,10uz 2
8%y o%f 8%y %y 8%y 8%y %y 8%y
Oz 20x1,1 dx1,20x21 Bz% 5 Ox1,20x2 2 Ox1,20u1,1 dx1,20u2 1 Ox1,20u1 2 Ox1,20u2 2
32 f 32 f 32 f 32 f 32 f 32 f 32 f 32 f
Ozg 20x1 1 Oz 20x2 1 Oz 20x1 2 89:% 5 Oz 20uy 1 Oz 20uz 1 Oz 20uy 2 Ox2,20uz 2
9°f 92f 9°f 9°f 92f 92f 92f 9°f
Ouy,1021 1 Ouy 10w 1 Ouy 1071 2 Ouy 103 2 ou? | Ouy 10uz 1 Ouy 10u1 2 Ouy 10uz 2
8%y %y %y %y a%f a%r 8%y %y
duo 1971 1 Qug 10wy 1 Qug 101 2 Qug 103 2 Ougz,10u1 1 Bug 1 Ougz 10U 2 Aug 10uz 2
%y %y %y %y 8%y a%f 8%y 8%y
Ouy, 20211 Ouy 20wy 1 Ouy 20w 2 Ouy 20w o Ouy 20u1 1 Ouy 20uz,1 Buf 5 Ouy 20uz 2
32 f 32 f 32 f 32 f 32 f 32 f 32 f 32 f
Oug 20T1 1 Oug 203 1 Oug 2077 2 Oug 203 2 Ougz 20uq 1 Oug 20u3z 1 Oug 20uy 2 Bug 5

Isto mostra que a matriz Hessiana H (z,u) pode ser obtida por meio do
calculo das submatrizes H11, H12, H21 e H22.
Isto é particularmente, interessante, pois os elementos das submatrizes
podem ser determinados por meio de calculos que consideram os indices da
linha e da coluna. Estes indices sao aplicados nas férmulas (A.28), (A.29) e
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(A.30).
Além disso, é importante observar que:
2 O*f —
° 0x; 10Tiy1,¢ Oxip1,0x ¢ 0
% P*f —
° 0x4,10%4 141 Ox; 410+ 0
2f 0%f _
° O0x4,10xi—1,¢ Owi_1 40T 0
9% f o f _
° 0x4,10%4 ¢ —1 Owit—10Ti 0
2 2
° o°f o f -0
Oug, 1 Ou;if1,t Ouiy1,t0u; ¢
2 2
° o°f o f -0
Oug 1 OU; 141 Oug ¢+10u; ¢
02 f 9% f
° - _ _ =
Ou;, 1 Ou;i—1,t Ou;i_1,10u4 ¢ 0
2 2
° o°f o f -0

Ou; 1 0u; ¢ —1

Oug 1—10u; ¢

Ou seja, a matriz H(z,u) pode ser simplificada para:

H gx, u) = )
. 0 0 0 | mmadar O ° "
0 0 aaz?Q 0 0 ° % .
0 0 0 ;fng 0 0 ° %
% 0 0 0 aizfﬁ 0 ° "
) % 0 0 0 ai’éff . 0 0
0 0 Tt 0 ° " . .
0 0 0 % 0 ° " 832%2

Pelo Exemplo 1 é possivel verificar que H11, H12, H21 e H22 sao sub-
matrizes esparsas cujos elementos pertencentes a diagonal principal sao dife-
rentes de zero.

Desse modo é possivel estabelecer o algoritmo descrito na Tabela A.1.
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Algoritmo para calculo da Hessiana da funcao objetivo
do MOUI com variaveis de Volume z;; e Defluéncia u;,

Dados N\, W'(Gy), ki, O(uiy), 0 (wig), 0" (wiy), o(x)e?),

04q;, dq;
¢/( med) ¢//( med) it 63 1; e 6211;

Onde: 9(x}'c) é a cota de montante,

P(uf'e) é a cota de jusante,

¢i+ ¢ a turbinagem da usina ¢ no perfodo ¢,

k; é a produtividade especifica da usina 1,

U(Gy) é funcao de custo de complementacao termelétrica e
A¢ € o coeficiente de valor presente para o periodo t.

Calcular
e Para 1 =t:
o H11(i,t) = £-L =
= =\ (Gt) [ (G @i (Tie) — V"(Go)ki(qi,05(Tir))?]
A1V (Gigr) [‘I’ (Ge41) Q410" (Tip41)
_\I///(Gt-i-l) (QZ t+1 (mz t+1)) ]
o H12(i,t) = 2 f =
MU (Gy)E; ( iQi,t¢g(Ezt>) ( Gitt(u;e) + hlztdq”)
-\ /( ) A<2¢/( Zt)gzli)
o H21(i,t) = H12(2 t)
o H22(i,t) =

= \NU"(Gy) (kz (—%‘,t@;(ui,t) + hliigZiZi))Q

—)\t\Iﬂ(Gt)kz (_qz'7t0£,(ui,t) — 20;(’&1’)5)33:1)
o Para i # t: H11(i,t) = H12(i,t) = H21(i,t) = H22(i,t) = 0.

Construir:

H21 | H22

e A Matriz Hessiana, usando: H(z,u) = { H11 | H12 w

Tabela A.1: Algoritmo para célculo da Hessiana da fungao objetivo do MOUI
para o modelo (z,u).
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A.3 Derivadas primeiras para o modelo (z, ¢, v)

A partir das informacoes e dedugoes do modelo (z,u) pode-se determinar as
expressoes das derivadas da funcao objetivo.

E importante observar que este modelo matematico tem como variaveis
Tits iyt € Vit

(1) Derivada da fungao objetivo f em relagdo a g;:

of _ Of 9G: 0P,
Dais — 00 O, Dars (A.31)
Onde:
e Os valores de aa_Gft e ‘g—% sao dados por (A.12) e (A.13), respectivamente.
O valor de gftt ¢ encontrado, utilizando a equagao (A.3):
I
0 Z kihli,tQi,t A 39
=1 A(kihii 1 q: A hy; ( : )
@ o ( i lz,t‘h,t) _ k ( lz,t) ) + h
Oqie 0q;,t - 0q;t T Ogae it list
e Usando (A.5) para encontrar o valor de %};’f’::
dhy; @@ —0(gi, e +vi,t)—pes,
8qli,: - et 8q:t . d = —0'(qip + viy) (A.33)

e A expressao completa de % é obtida usando as equagoes de (A.31)
até (A.33).

OF — _\, W' (Gy) ki [=0'(qig + vit)qip + Puig] (A.34)

0q;,t

Um resumo das dedugoes para calcular % esta descrito na Figura A.5.

(2) Derivada da fungao objetivo f em relagao a v;:

Of __ Of 9G: 0P
dvie  OG: OP; Ovis (A.35)

Onde:
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L. wG)- v B
2 G,
3 0B _ 0B 06, 0P &,
aQJ’,I‘ ag: ag:‘,r aqz' aqi,f 3_1 af; B _}‘;
“og = N4
a6,
32 - —= gz"(uir)
aqi,f ’
2225 ko,
o, , ’
3.4 9% _1
* aqs‘,x
L AR - a,0 )+ )
ir
Figura A.5: Resumo do célculo de 8?1'; -
e Os valores de aa_cj;: e g—% sao dados por (A.12) e (A.13), respectivamente.

O valor de 22 ¢ encontrado, utilizando a equagao (A.3):
7,t

O(hui )

or, __ _ s 9qit
o = ki oo, it T hli,t—avi,t

1
9 Zkihli,t%,t
_ i=1 . 8(k‘ihli,tQi,t)

8’[}1'715 8’[}1'715 81)1;,,‘,

TA.%)

oh 3
e Usando (A.5) para encontrar o valor de 7=

Ohye 0@l —0(gi +vie)—pei e = —0'(qiy + viy) (A.37)

Ov; ¢ Ov; ¢
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0qis 4 - .
e Para encontrar o valor de 83f’§, é necessario lembrar que z, ¢ e v sao
15

variaveis tais que nao podem ser escritas em funcao umas das outras.
Assim:

Qi _ ) (A.38)

6vi,t

e A expressdao completa de (,)?}—ft é obtida usando as equagoes de (A.35)

até (A.38).
8?){:1& =MV (Gy) ki [—qi10 (uiy)] (A.39)
Um resumo das dedugoes para calcular % esta descrito na Figura A.6.

(3) Derivada da fungao objetivo f em relagao a x;:

of — Of 0G: oP Of 0Gi+1 9P+1 (A 40)
axi,t 8Gt 8Pt 85!31"15 8Gt+1 aPt+1 85!31"15 *
Onde:
of . 3G o5 :
e Os valores de 54~ e 7t sao dados por (A.12) e (A.13), respectivamente.
O valor de gf - ¢ encontrado, utilizando a equagao (A.3):
I
9 Zk’z‘hzz‘,t%,t (A.41)
ap, _ _\=l _O(kihuisai) L. 0(huit) A ’
Oxiy Ox; ¢ o O ¢ B R it
Ol
e Usando (A.5) para encontrar o valor de 7 =:
Ohyit [‘z’(x;TLtEd)_G(Qi,t‘f'Ui,t)_pci,t] 1 1/ med
83,’1'715 - axi,t - §¢ (xizt ) (A42)

af of O0Gi+1 0P:+1
[} - — = 7
O termo 0w 111 0G¢y1 OPyy1 Oz

pode ser obtido de maneira analoga.
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o _, 0¥ oG on

- — Sy —

&, + 6G; 67 Ov,,

1 Y _ws)-wb -n
-6G_¢ ( .t) ( 1 .t)
s .éJG:r _
oF,
3 _OF _OR 06, 0P &g
av:’,f ag: av:’,f aQ:’ av:’,f

3.1 op

aif =—4,W'(G,)(-kq, 6, ()

it

Figura A.6: Resumo do calculo de

o5 =
32 &8
— =0,"(u,
8\)1.; i ( J,I‘)
33 on
- — ity
aqz',f
3.4 aqg‘,r =0
° ov,
of

e A expressao completa de %ft ¢ obtida usando as equagoes de (A.40)

até (A.42).

= N UGy K B¢/(x?’1ted)qi7t}
A1 - UV (Gyq) - ki - E¢/($mii1)qz‘,t+1]

(A.43)

Um resumo das deducoes para calcular % esta descrito nas Figuras A.7

ot

e A8
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aG: ai:; @:z',r
11 % y)-wi(n,-n)
12 %G _
oF,
13 _ OB _ 0P 04 0P &g,
o, o4 ax,  dg, ox, 131 aP
2 kg,
@
132 9¢ _1
_— x!
s ¢'( +)
133 0B 4
oq, ,
134 9 _o
9%, 4

Of 8G: OP:
0G¢ OP; Oz

Figura A.7: Resumo do calculo de %, termo

A.4 Derivadas segundas para o modelo (z, ¢, v)

Para construir a matriz Hessiana a ser utilizada pelo método de pontos in-

teriores, um método de segunda ordem, é necessario obter a expressao das
. . 2 2 2 2 2

seguintes derivadas segundaS' % of OFf ﬂxm e %xm.

it it it 2t 2t

A expressio 2 ,— pode ser obtida a partir de (A.34):

4t )
0%f 04; ¢ -\ k 8w1
9, —  dar t

/ 8(]7,,1&
Wy = (_qi,tei(ui,t) + hli,taq“)-

’ . . 01 e7s 2
Os calculos de derivada de w; e woq, tais que possibilitam encontrar quf ,
it

}, tal que wy = V'(Dy — P,) e

estao na Figura A.9.
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5‘1’ aG:ﬂ ai:;ﬂ )
aG a};*‘l arz
¥
2.1 - _IP(G:H) IP( +4 :+1)
1+]
22 %G _
P,
23 R, _OF, 04  OR, &
o, Jgh. O, Og. &
e 0f O, g, 0%, 4. o,
agﬁ _kz'Q:',ﬂl
232 ¢ 1
AT
1.t
233 Ps i,
" og, ’
2.34 M _
d, ,
Figura A.8: Resumo do célculo de 2~ termo dGatqu - %%Ll 65;::1.
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A partir dos valores de w; e wy e suas derivadas é possivel calcular ngf
com (A.44).

7,t

g;i = Mk [—\P"(Gt)lf' (_Qitel‘(uit) + hzitggjﬁ) (_qi,tez{(ui,t) + hui g gjji)
FU(Gy) (—ia0" (i) — 260/ (us ) 524 ) |
2
dauj = A \IJ/I(G ) (ki (_qm‘eg(uz,t) + hli,t))Q (A44)

—)\t‘I’ (Gt)/fz' (_Qi,tegl(ui,t) - 292(%’,1‘,))

A expressao gj{ pode ser obtida a partir de (A.39):




A .4. Derivadas segundas para o modelo (z,q,v) 229

1 0w, &V 0G, OP

0q,, 0G, 0F &g,
1.1 ¥

= ¥"(G,)= ¥"'(D, - B)

129G, _
or,
. éq.
1.3 o = ok 06 +% b =—k,q; 0" (u; )+ ki
dg;, 06 0g;, 0q; Og;, ’ ’ ’

-1

(alil)
L= (G kg s )+ Ry, )

¥4

%a ()= 6" )J

¥

2w
. 5 = [_ g:‘,fgi ”(Mi,f y-

1.8

Z;jj = (_ q:’,f g:’ ”(uz',f ) - 29: '('u:',! ))

Figura A.9: Calculo das derivadas de w; e ws para g;f )
it

. ]
82](‘ o d(avit)

o, ;¢
g /
wy = (—qib;(uiz))-
, . . o1 a1s 52
Os calculos de derivada de wq e wo, tais que possibilitam encontrar advgf ,
it

= —\Nk; [gv—fiW —i—wlgzi , tal que wy = V'(Dy — P,) e

estao na Figura A.10.
. . / Vé 2
A partir dos valores de w; e wy e suas derivadas é possivel calcular gqéf
it

com (A.45).

OL = Ak [0 (G (—s0y(00)) (— 5.0 )
+U'(Gy) (—qi0" (uir)) ]
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1 ow, &% 0G, oP,
5v:‘,f aGf 5Pf av:‘,x
o
L1 2wy - w(p, - B)
b
12 %G _
oF,
oP, oP, 86, 9P, &g,
13 = T4y : i =—k;q; 0" (u; )
@vi,ﬁ 5'91 é"’i,ﬁ aqi avi,ﬁ ’ ,

3,
avml = -¥"(G, )~k ad: &, '(H:;,z ),

aq:',f

i

A )J

2 O
o - [_ i 9:'”(3“‘5;',3 )—

2::}2 = (_ q:',fgz' " (ui,f ))

I,

Figura A.10: Calculo das derivadas de w; e wy para g;f .
it

52

S = MU (G) (ks (—gsabi (i)’ (A45)
ANV (Go)ki (—ai07 (wiy))

A obtencao da expressao ddjgf ¢ analoga a utilizada para o modelo (z, ¢, v),

sendo igual ao que é fornecido bela expressao (A.29). Ou seja:

L — NU(Gy) (ke (Tin))? — NV (Go)kigiad! (i)

%t, =
+A1 V" (Grsq) (h%’,ﬁl@(@,tﬂ))z
M1 V(G kigi i1 0 (Tip41)

(A.46)
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A expressao axizéfqi - pode ser obtida a partir de (A.34):

o &L
8xfngi,t - (diq:) = —\k; [8“1 Wy + wy 6“2} tal que wy = V(D — P) e

wy = (=qi 0 (uie) + hii).
2
Os célculos de derivada de wq e wo, tais que possibilitam encontrar df df
3,044, f

estao na Figura A.11.

1 oy 0¥, o

&, G, 0P v,
L1, %% wi)-w (o, )
12 G _
R);
or__oR 04 o, - a
T r AT
o, 0f o, i o, o

Zfl = (G, kg, ~ @'(E:—,z»

¥4

2.@""2:[ His oty - ¢(x”)}

é’x!,r ax!,r
om, 1, -
axi_; [2 (3’1'; ( I,f)]
92 f

Figura A.11: Célculo das derivadas de wy e wy para L

. . 7 ’ 52
A partir dos valores de w; e wy e suas derivadas é possivel calcular ax_dt afq -
1, i,

com (A.47).

axfjéfqi,t - _)‘tki [_\I/N(Gt) (kzq7fgz5;(T”)) (—qiﬁé(ui,t) + hli,t)
+WV'(Gy) (¢ (Tin)) |
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%dq” = MU (Gy) (lfz,qzt¢;(fzt)/) /_fz (= qi i (uis) + hiie) (A.47)
—NV(Gy) (Fidi(Ti))

A expressao - ad - pode ser obtida a partir de (A.39):

dx”dv” = (;;f) = —\k; [dwlwz—%mm } tal que wy = ¥'(D;, — P,) e

Wz = (_Qf tel(uf z‘))
Os célculos de derivada de wy e wo, tais que possibilitam encontrar ﬁ

estao na Figura A.12.

1 0o _ 0% 3G, 0P
I ax:',f B aGf an éai,f
L1, 2 96)=w(,- &)
12 % _
oF,
éF @P ¢ ap, ov;
13 O RO B g g,
v, of ox, Ov, O, oy
- -
O Gk, ;es;(xz-,z))
axx.ﬁ
20a, g, ¢ "
= 9 (g
axz-; [ ax;f ( If) ¢’I ( ij)}
amz ]. f —
= —— ' (x;
- -5/
9% f

Figura A.12: Célculo das derivadas de w; e wy para ErA T

. . ’ ’ 52
A partir dos valores de w; e wy e suas derivadas é possivel calcular ax_dt 8];- -
1, 1,

com (A.48).
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*f

Bxi,tﬁvi,t -

o2f
0z;,10q;¢

— Ak [_\D”(Gt) (kiQi,t¢; (fzt)) (_Qi,tez{(ui,t))
+V(Ge) (¢ (i) ]

MY (Gy) (kiqi@i(Tin)) ki (— 5005 (wir)) (A.48)
AV (Gy) (ki (Ti))

Exemplo 2: Para mostrar a estrutura da Hessiana, considere o plane-
jamento de uma rede com duas usinas hidrelétricas para dois periodos de
tempo e cujas varidveis sao ;¢, ¢;; € v;;. A matriz Hessiana serd dada por:

H11| H12 | H13

H(z,q,v)=| H21 | H22 | H23

H31 | H32| H33

Onde:
_ 9% f 2%f o2f 02 f
H11 = [ 8:5%1 01110121 Oz110x12 Ox1,1072,2
0% f 0 f 9% f 9% f
8932,1611,1 85!3%’1 612718931,2 8932,18932,2
0% f 0% f 9%f 9% f
0x1,20x1,1  Or1,20T21 89:% 5 0x1,20222
92 f 925 % f 92 f ]
Ox220x1,1  Ox220x21  Ox2,20%1,2 (99:%,2
_ 9% f 9% f 2%f 2% f
H12 = [ 0x1,10q1,1 Ox1,1092,1 071,10q1,2 0x1,10q2,2
02 f 02 f 0 f 0 f
0x2,10q1,1 0x21092,1 0x210q1,2 0x2,10q22
0% f 0% f 0 f 0 f
0x1,20q1,1 0x120921 0120912 Ox1,20q22
0% f 0% f 0 f 0% f ]
0x220q1,1 Ox220q2,1 0x220q1,2 0x220q22
_ % f 9% f % f 9%f
H12 = [ Ox1,10v1,1  Ox1,10v2,1  Ox1,10v1,2  Ox1,10v2,2

9

5% f 0% f 5% f

Ox2,10v1,1  Ox2,10v21  Ox2,10vi2  Ox2,10v22

>

f 9 f 9f

0x1,20v1,1  Ox1,20v21 0x1,20v1,2  0x1,20V22

92 f

0% f 9% f 9%f ]

Ox220v1,1  Ox220v21  Ox220v12 O0x220vV22
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_ 02 f 02 f 9% f 9% f
H21 = [ 0q1,10x1,1  0q1,10x21  0q1,10x12  0q1,1072 2
0% f 0% f 0% f 0 f
0g2,10x1,1  0q2,10x21  0q2,10x12 02,1072 2
0% f 0% f 0% f 0% f
0q1,20x1,1  0q1,20x21 0q120x12  0q1,20T22
32f 32f 62f 62f ]
0q2,2071,1  0q220x21 0q220x12 0220722
_ o2 f o2f o2 f o2 f
H22 - [ 3(1%,1 3(11,13(12,1 3(11,13(11,2 3(11,13(12,2
9% f 9% f 9% f 9% f
092,10q1,1 d43 4 092,10q1,2  0q2,10q2,2
32f 32f 32f 32f
0q1,20q1,1  0q1,20q2,1 943 5 0q1,20q2,2
92 ¢ 92 ¢ 92 F 92 ¢ ]
0g2,20q1,1  0q2,20q2,1  0g2,20q1,2 8q§,2
_ 9% f 0% f 9% f % f
H23 = [ 0q1,10v1,1  0q1,10v2;1  Oq1,10v12  0q1,10v22
0 f 0% f 0 f 0% f
0g2,10v1,1  0g2,10v2;1  Oq2,10v12  0¢2,10v22
o°f of o°f of
0q1,20v1,1 0q1,20v21  0q1,20v12  0q1,20v22
0 f 0% f 0 f 0% f ]
0q2,20v1,1  0q220v21  0q220vi2  0q220v22
_ o2f 9% f o2f 9% f
H3l = [ Ov1,10z1,1  Ov110z21  Ov1,1071,2  Ovi10x22
0 f 0% f 0% f 0 f
Ovz,1071,1 Ov2,1072,1 Ov2,10x12  Ovz,10%22
0%f 0% f 0% f 0 f
Ovi,20r1,1  Ovi20x21 Ovi20zi2  Ovi20%22
0%f 0% f 0%f 0 f ]
Ov220x1,1  Ov220x21 Ov220z12 Ov220x22

_ 2°f o2 f 2°f o2 f
H32 = [ Ov1,10q1,1  Ov1,10q21  Ov110q12  0v1,10g22
0% f 0% f 0 f 0% f
Ov210q1,1  Ov2,10q2,1  Ov2,10q1,2  Ov2,10q2,2
62f 32f 62f 32f
Ov1,20q1,1  Ov120q2,1  Ovi20q12  Ov1,20q2,2
o°f o°f 2 f of ]
Ov220q1,1  Ov220q21  Ov220q12 Ov220q22
_ 2% f 22f o2 f o2 f
H33 = [ avil Ov1,10v2,1  Ov1,10v12  Ovi,10v22
62f 62f 32f 32f
Ova,10v1 1 6”%,1 Ov2,10v1,2  Ova,10v22
0 f 02 f 0% f 0% f
Ov1,20v1,1 Ov1,20v2,1 81}%2 Ov1,20v2 2
0 f 0% f 9% f 9% f ]
Ov2,20v1,1  Ov220v2,1  Ovz 20v12 81}%2
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A matriz Hessiana H(x,q,v) pode ser construida com a utilizagdo das
submatrizes obtidas anteriormente. Além disso, com as simplificagoes an-
teriores, somente os elementos diagonais das submatrizes sao diferentes de
zero, de maneira que H(x,q,v) pode ser simplificada para:




H(z,q,v) =
o f o f
D7 (2) 0 0 5 00n (2) 0 0 0 0 0 0
9*f o°f
0 o 0 0 0 mdm O 0 0 0 0 0
0 0 o°f 0 0 0 977 0 0 0 0 0
ox3, 0x120q12
9%f 92f
0 0 0 N 0 0 0 2L 0 0 0 0
22
@Zf Ozf 62f
9q110711 (2) 0 0 842, (2) 0 0 9q110v11 (2) 0 0
0 o 0 0 0 g’q—f 0 0 0 e 0 0
2 f o’ f o f
0 0 0q120T12 (2) 0 0 943, (2) 0 0 0q120v12 (2)
o~ f o~ f o~ f
0 0 0 0q220z22 3(2)}4' 0 0 943, 6?f 0 0 0q220v22
0 0 0 0| w0 0 0 ot 0 0 0
9*f o f
0 0 0 0 0 ot 0 0 of 0 0
o°f 9% f
0 0 0 0 0 0 52 0 0 0 : 0
v120q12 ov,
0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 o°f
Ov220q22 ovZ,

9€¢C

oAalqQ oedunyg ep sepealid( 'y omiide))
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O Exemplo 3.2 ilustra a estrutura esparsa da matriz Hessiana H(x,q,v).
A estrutura esparsa obtida é particularmente interessante devido ao baixo
custo de obtencao da propria matriz como de sua inversa.




Apeéendice B

Deducao da Inversa Rapida de
Matriz Tridiagonal

B.1 Introducao

Para resolver o sistema ®x = b, é necessario, em primeiro lugar, calcular & =
AD71A?. E possivel encontrar o valor de ® utilizando apenas as seguintes
operagcoes:

1. Multiplicacao entre uma matriz e um vetor Azx.

2. Resolugao de um sistema linear Az = b.

No calculo da matriz AD~!A? utilizando apenas as operacoes descritas
anteriormente, é necessario definir que B = D1 A%

Assim, o calculo de AD!A! pode ser definido como a multiplicacao de
duas matrizes A e B, ou seja, AD71A? = AB. O algoritmo para multiplicar
duas matrizes ¢ descrito na Tabela B.1.

E importante observar o calculo de C(i,7) s6 pode ser efetuado se for
conhecido o valor da j-ésima coluna de B. O calculo da matriz B, em parti-

cular, também ¢é resultado de uma multiplicacao de matrizes, como descrito
em (B.1).

-1 t
Bj—caluna =D A

j—coluna

= D_l : Aj—linha (Bl)

Este procedimento esta descrito na Figura B.1.

239
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Algoritmo para multicagao entre duas matrizes

Dados A, Be C
Onde: A é matrix man, B é matriz nxp e C' é matriz maxp.

Parai =1 até m
Paraj =1 até p
soma = 0,0
Parak =1 atén
soma = soma + A(i, k) - B(k, j)
C(i,j) = soma

e Ou seja, o elemento (7, j) da matriz C é dado por:

C(i,j) = iA(z, k) - B(k,j)

Tabela B.1: Algoritmo para multiplicacao entre duas matrizes.

Figura B.1: Representacao do calculo de AD1A?

A obtencao da j-ésima coluna de B pode ser feita sem se inverter a matriz
D, bastando resolver o sistema linear descrito em (B.2).
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D-x= Ajflinha (BZ)

Onde: z é a j-ésima coluna de B.
Incluindo esta modificagao no calculo de AB, o algoritmo sera como dado
na Tabela B.2.

Algoritmo para obtencao de AD A,

Dados A, D, Be C
Onde: A é matrix man, D é matriz nzn, B é matriz nxp e C' é matriz mxp.

Parai =1 até m
Paraj =1 até p
Calculo da j-ésima coluna de B por meio de D - x = A;_jinng
soma = 0,0
Para k = 1 até n
soma = soma + A(i, k) - z(k)
C(i,j) = soma

e Ou seja, o elemento (7, ) da matriz C é dado por:

C(i,j) = zn:A(ia k) - (D_l : Aj—linha)

Tabela B.2: Algoritmo para obtencao de AD~1A?.

As deducoes anteriores sao validas para o caso em que a estrutura da
matriz D nao estd associada a uma estrutura particular. Caso a matriz D
tenha a mesma estrutura da matriz Hessiana do MOUI, entao, é possivel
calcular de maneira eficiente sua inversa (que serd utilizada em (B.2)).

B.2 Inversa de matrizes particulares

Suponha que uma matriz A possa ser descrita por meio de quatro submatrizes
Aqq, Aja, As e Ay, Uma maneira de encontrar a sua inversa é dada por
(B.3).
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A Ap By1 By I 0
= B.3
[Am A22]l321 B22] lo I] (B:3)
Com (B.3), é obtido o sistema (B.4).

Ay B+ AgByy =1
A11Bia + A1aBy =0

B.4
A1 B11 + A2 By = 0 (B.4)
Ag1Bia + ApgBay =1
Com a segunda e terceira equagoes de (B.4) é obtida (B.5).
Biy = —Aj (A12Ba)
- B.5
{ By = — A3 (A2 Bn) (B:5)

Desse modo, substituindo a segunda equagao de (B.5) na primeira equagao

de (B.4):

AnBiy — A Ay Ay By =1 = (B.6)

(Ain — A1pAyy Ag)Byy =1 '

De maneira analoga, Bsy pode ser obtido ao se substituir a primeira
equagao de (B.5) na quarta equacao de (B.4).

—A21A1_11A12B22 + AgBy =1 =

= B.7
(A22 - A21A111A12>322 =71 ( )

Para ilustrar a obtencao eficiente de Bj; e By, e, consequentemente, a
rapida inversao da matriz A serao invertidas trés possiveis estruturas de A:

e Primeiro Caso:
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e Segundo Caso:

Dy 0 0 0
e 0 Dp| M 0
o 0 My|Dy O
0 0 0 Do
e Terceiro Caso:
Dy 0 | My O
. 0 Dyl 0 M,
Ms 0 | Dy O
0 My| 0 Dy

e Primeiro Caso:
Se Ai1 e Ayy sao matrizes diagonais e se Ajp e Agp sdo tais que:

_ 0 M K 0 0 0
=3 2] ][5 8-

0 0 0 Koo M, 0

A1z ALy Az (BS)
o M 0 0] [ MEnM 0
0 0 KoM, 0| 0 0

Onde: My, My, K5 e Koy sao matrizes diagonais.
Entéo, é possivel obter que Ay, — A15A5) Ay é dado por (B.9).

_ D 0 My KoMy 0
A11—A12A221A21=l - ]—[ He ]

0 Dy 0 0
An A12A2_21A21 (Bg)
— Dll - M1K22M2 0
0 D12

Se Dy1 — M1 KM, # 0, entdo, A1y — ApAyy Ayy é uma matriz diagonal
e portanto, inversivel. Ou seja, By; pode ser calculada por (B.10).

Bii = (A;n — A Ay Agy) ™! (B.10)




244Capitulo B. Deducao da Inversa Rapida de Matriz Tridiagonal

Dy 0

0 Do

Onde: All = l 0 0

_ MKy M, 0
]GA12A221A21:[ 12t ]

Se A1 e Agy sao matrizes diagonais e se Ajp e Ay sao tais como descrito
anteriormente:

A2 ATt Arz (B.11)
| 0 0 0 KuM, | |0 0
| My, O 0 0 | 0 MyKy M,y
Onde: My, My, Ky, e K15 sao matrizes diagonais.

Entdo, é possivel obter que Ayy — Aoy A7 Arp é dado por (B.12).

O DQQ O M2K11M1

Az2 A2 AL} Aoy (B'12)
_ l Dy 0

- D 0 0 0
Agy — A AT Ay = [ - ] - [ ] =

0 D22 _MQKllMl

Se Doy — My K11 M, # 0, entao, Asy — A21AﬁlA12 ¢ uma matriz diagonal
e portanto, inversivel. Ou seja, Bys pode ser calculada por (B.13).

Byy = (Agy — AptAj' Apy) ™! (B.13)
) | Da O 1 10 0
Onde. All - [ 0 D22 ] € A12A22 A21 = [ O M2K11M1 ] .

De posse de By e Bgy é possivel calcular Bys e By por meio de (B.5).
A matriz Bjy é obtida aplicando Bss na primeira equagao de (B.5).
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L | [

0 Ky 0 0 0 (DQQ — M2K11M1)71
ATt A1z Ba2
[ EKn o 0 M;(Dyy — MoKy M) ] (B.14)
- 0 Ky 0 0 -

_ [ 0 Ky Mi(Dyy — MyKyy My)™ 1
N 0 0

Onde: Ki; e Ki» sao matrizes inversas de D1 e D1y, respectivamente,
que podem ser facilmente calculadas, pois Dy e D15 sao matrizes diagonais.

A matriz By é obtida aplicando Bj; na segunda equagao de (B.5).

By — — Ko 0 0 0 (DH — MlKQQMQ)il 0 _
A 0 Ky M, 0 0 (Do)~

A2_21 A2 Bi1

[ Ka 0 0 0 (B.15)
0 Ky ]\/[2(1711—]\/[1[(22]\/[2)71 0

0 0
o [ Koy My (Dyy — My Ky My)~' 0 1

Onde: Ky e Ky sao matrizes inversas de Do e Doy, respectivamente,
que podem ser facilmente calculadas, pois Dy € Dgy sao matrizes diagonais.

Exemplo 1:
Seja uma matriz A dada por:
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[dy O 0|0 b 01
0 do 010 O b
A 0 0 ds|0 0 O
0 0 O0|dy O O
bs 0 0|0 ds O
L 0 by 010 0 dg
Sua inversa é dada pela matriz B:
d —by T
(dldSEbSbl) 0? 010 (d1d5—b3b1) (I])
0 @ty 0| 0 0 @ado—b352)
B 0 0 & 0 0 0
0 0 04 0 0
—b di
(d1d5—3bsb1) 7(1)) 010 (d1ds—b3b1) O?
L 0 (d2d6:;34b2) 0 0 0 (d2d63b4b2) i

Para verificar esta afirmagao, sejam:

di 010 0lb; O
All - O d2 O - [ -Doll ; ‘|, A12 - O O bQ - % ]\gl ],
0 0|ds 12 0/0 0
0 010 dys| 0 O
A21 — b3 O 0 - [ ]\(4) 8 ] (§ A22 - 0 d5 0 — l _DO21 ; ‘|
0 b |0 2 00 ds 22
. o by 0 B bs 0 B 1/d1 0
ASSIHI. Ml—[o b2‘|,MQ—l0 b4‘|,K11—[ O 1/d2‘|’
. . B 1/d5 0 . di O
K12_|:1/d3:|7K21_|:1/d4i|7K22_[ 0 1/d6‘|’D11_[ 0 d2‘|’
ds O
DmZ[dS},Dm:[(M}eDw: 0 dg
Utilizando (B.10), By, sera:
-1
Dy — MiKooM, 0
— B.16
by = | Dt (8.16)
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Pelas defini¢coes anteriores, Dy — M Ky My sera:
| di 0 b1bs/ds 0 B
Dll - M1K22M2 - [ 0 d2 ] - [ 0 b2b4/d6 -
_ (dvds — bybs)/ds 0
0 (dads — baby)/dg
Aplicando esta informacao em (B.16):
(dvds — bibs)/ds 0 07"
By = 0 (dadg — baby)/ds O (B.17)
0 0 ds
Para encontrar By, usa-se (B.13):
D 0 !
By — | P2 B.18
2 l 0 Doy — MyKyy M,y ] ( )
O valor de My KM, é:
B | ds O | | bibs/dy 0 B
_ (dvds — bibs)/dy 0
0 (dads — baby)/d;
Aplicando esta informacao em (B.18):
dy 0 -
BQQ = 0 (d1d5 — blbg)/dl 0 (Blg)
0 0 (dadg — baby)/da
Com (B.14), By é obtido:
By = — [ 8 KuMi(Dz _0M2KHM1) ] (B.20)

O valor de KllMl(DQQ — MgKllMl)_l é:
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K11 M, (Dyy — ]\/[2K11]\/[1)_1 =
1/dy 0 by 0 dy /(dyds — bybs) 0 _
0 1/dg 0 by 0 dy/(dodg — boby)

_ [ by /(dyds — bybs) 0 ]
- 0 by /(dadg — byby)

Aplicando esta informacao em (B.20):

0 —b1/(dyds — byb3) 0
B12 = 0 0 _b2/(d2d6 — bgb4) (B21)
0 0 0
Com (B.15), By, é obtido:
0 0
By = — B.22
2 l Koy Ma(Dyy — My Ky My)™" 0 ] ( )
O valor de KQQMQ(DH — MlKQQMQ)il é:
Koo Ms(D1y — ]\41K22]\42)71 =
1/ds 0 bs 0 ds/(dyds — bibs) 0 -
0 1/dg 0 by 0 de/(dods — baby) |
_ bs/(dyds — b1b3) 0
0 by/(dadg — baby)
Aplicando esta informacao em (B.22):
0 —bs/(dyds — byb3) 0
BQl == 0 O —b4/(d2d6 - b2b4) (B23)
0 0 0

Com esse ultimo calculo, é possivel observar que a inversa da matriz A
pode ser obtida rapidamente por meio das férmulas deduzidas anteriormente.

e Segundo Caso:
Se A1 e Ags sao matrizes diagonais e se Ajp e Ay s@o tais que:
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_ 0 0 K. 0 0 M.
et =| oo [ 2 |10 |-

A1z A;; A2 (B24)
T0 010 Kudz] [0 0
M0 0 0 10 MKy My

Onde: My, Msy, K91 e K99 sao matrizes diagonais.
Entao, é possivel obter que A1 — A12A2_21A21 é dado por (B.25).

B Dy 0 0 0

An A12 AL, A (B25)

| Diy 0
0 Dip— MKy M,
Se Dy — M1 Ko My # 0, entao, A — A12A2_21A21 é uma matriz diagonal

e portanto, inversivel. Ou seja, By; pode ser calculada por (B.26).

By = (A — A1gAy) Ay) 7! (B.26)

D 0 _ 0 0
Onde: Ay = l 011 Dy ] e A12A221A21 = l 0 M, Ko M, ]

Se Ay e Ayy sao matrizes diagonais e se Ajp e Ay sao tais como descrito
anteriormente:

_ 0 My|[Ku 0 ][0 0
waitan= [0 0 ][ s o]

0 O 0 Ky M; 0O

A2y A1_11 Aq2 (B27)
(o My 0 0] [ MKsM 0
0 0 Ki,M, 0| 0 0

Onde: My, My, K11 e K15 sao matrizes diagonais.
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Entdo, é possivel obter que Ayy — Agy A7 Arp é dado por (B.28).

- D 0 MyK oM, 0
A22—A21A111A12=l - ]—[ 212 ]:

0 Do 0 0
Aago A12A2_21A21 (B28)
_ D21 - M2K12M1 0
0 Doy

Se Doy — My KoM, # 0, entao, Agy — A21A1_11A12 é uma matriz diagonal
e portanto, inversivel. Ou seja, Bys pode ser calculada por (B.29).

By = (Agy — Ag1 AT Ap) ™ (B.29)

Dy 0

0 Dy

Onde: A = [ 0 0

] e ApAyy Ay = l MoR12My 0 ]
De posse de By e Bgy é possivel calcular Bys e By por meio de (B.5).
A matriz Byy é obtida aplicando Bss na primeira equagao de (B.5).

Bmz—[K“ 0 Ho OH(Dm—MQKuMl)—l 0 ]:

0 Ky M; O 0 (DQQ)_l

Aﬁl A1z Baa

~ [EKn o0 0 0] (B.30)
B 0 Ky Ml(D21—M2K12M1)_1 0

0 0
B l KioMy(Dyy — My Ko M)~ 0 1
Onde: K, é matriz inversa de D1y, que pode ser facilmente calculada,

pois Do é matriz diagonal.

A matriz By é obtida aplicando Bj; na segunda equagao de (B.5).
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By — — Ko 0 0 M, (Dn)il 0 _
2 0 Kyp||O0 0 0 (D1g — My Ky My) ™"

A2_21 Ao Bi1

_ K21 0 0 MQ(DIQ — M1K21M2)71 . (BS].)
B 0 Ky 0 0 -

_ [ 0 Ko My(D1y — My Ky My) ™ 1
0 0

Onde: Ky é matriz inversa de Dy e que pode ser facilmente calculada,
pois Dy é matriz diagonal.

Exemplo 2:
Seja uma matriz A dada por:

"d, 0 0|0 0 0
0 do 0[by 0 0
A_ |0 0 ds)0 b 0
0 b; 0|ds 0 O
0 0 by|0 ds O
0 0 0|0 0 dg|

Sua inversa é dada pela matriz B:

d% 0 0 0 0 0
d —b

0 (d2d4jb1b3) O (d2d4*1blb3) O 0
0 0 o 0 iy

B — (d3d5—b2b4) (dBdS—b2b4)
0 B 0 O 0 0

(d2d47b1b3) b (d2d4*blb3) a3

_ —04 @9

0 O (d3d5—b2b4) O d3d5—b2b4 0
0 0 0 0 0 = |

Entao:
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di| 0 0 0 010
All - O dg O — [ DOH DO ‘|, A12 b1 O O - [ ]\2 8
00 dy 12 0 b |0 !
0163 O dy, 010
A21 = 010 b4 [ ]\g2 ] (§ A22 = 0 d5 0 = l -DO21 ;
0[0 0 0 0 |ds 22
by 0 by 0 B
Assim Ml 0 b2 ‘|, MQ l 0 b4 ‘|, Kll = |: 1/d1 },
| 1/dy O | ds 0 _
KIQ [ 0 1/d3‘|7K21 [ 0 1/d5‘|’K22_|:1/d6:|7
d, 0 1/dy 0O
Dnz[l/dl},Dm—lOQ ds 7D21—[ /04 d51€D22—[d6}
Utilizando (B.26), By sera:
D 0 -
B, — 11 B.32
H [ 0 Dy — MKy M, ] ( )

Pelas defini¢coes anteriores, Dy — M Ko My sera:

dy O bibs/d 0
D12—M1K21M2:[ 2 ]—[13/4 ]:

0 d3 0 b2b4/d5
_ | (dady — b1bs)/dy 0
0 (dsds — byby)/ds
Aplicando esta informacao em (B.32):
dy 0 0 -
Bii=| 0 (dedy— bib3)/dy 0 (B.33)
0 0 (dsds — baby)/ds

Para encontrar By usa-se (B.29):

0 D,

-1
Byy = [ Doy — My KoMy 02 ] (B.34)
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O valor de M2K12M1 é:

B [de 0] [bibg/ds 0 ]

_ [ (dady — bybs) /ds 0 1
- 0 (dsds — byby) /ds

Aplicando esta informacao em (B.34):

(dody — bibs)/ds 0 07"
By = 0 (dsds — boby)/ds O (B.35)
0 0 dg

Com (B.30), B é obtido:

0 0
By =— B.36
. l KioMy(Dyy — MoK 1o My)™! 0 ] ( )

O valor de KIQMl(D21 — MgKlng)_l é:

KoMy (Dyy — ]\/-/'2K12]\/-/’1)71 =

[ 1/od2 1/Od3] l%l b(l] [dQ/(dﬂé_blbg) dg/(d3d8—b2b4) 1 -
[ by (dady — bybs) 0
- [ 0 by (dsds — baby)

Aplicando esta informacao em (B.36):

0 —by/(dady — bybs) 0
Blg == O 0 —bg/(dgdg) - bgb4) (B37)
0 0 0
Com (B.31), By é obtido:
By = — [ 8 K1 My(D:z —01\41K21]\/f2)1 ] (B.38)

O valor de KglMQ(Dlg — MlKglMg)_l é:
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Koy My(Dyg — ]\/[1K21]\/[2)_1 =

TS E [ )

__ [ bs/(dydy — bybs) 0 ]
- 0 bs/(dsds — byby)

Aplicando esta informacao em (B.38):

0 —bs/(dady — bybs) 0
Bgl = 0 0 —b4/(d3d5 — b2b4) (B39)
0 0 0

Com esse ultimo célculo, é possivel observar que a inversa da matriz A
pode ser obtida rapidamente por meio das féormulas deduzidas anteriormente.
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e Terceiro Caso:

Sejam Ay, Aja, Ao e Ags sdo matrizes diagonais.

Entdo, Ay, também é matriz diagonal. Como a multiplicacdo de matri-
zes diagonais fornece uma matriz diagonal, logo, A12A2_21A21 fornecera uma
matriz diagonal.

Assim, se Ay # ApAy Asr, A1l — Ap Ay Asr é uma matriz diagonal e
portanto, pode ser facilmente invertida. Ou seja, a inversa de By; pode ser
calculada rapidamente por (B.40).

B = (A — A1pAsy Ag) ™! (B.40)

Se Aq; e Ayy s@o matrizes diagonais e se Ajs e Ay sdo tais como descrito
anteriormente, entao, também A21A1_11A12 ¢é matriz diagonal.

Portanto, se Agy # A21A1_11A12, a inversa de B, dada por (B.10), pode
ser calculada facilmente com (B.41), pois Ay —A21A1_11A12 ¢ matriz diagonal.

Bag = (Agy — A A Aga) ™! (B.41)

De posse de By; e Byy € possivel calcular Bjs e By por meio da primeira
e segunda equagoes de (B.5). Este cédlculo pode ser efetuado rapidamente,
pois s6 estao envolvidas matrizes diagonais.

Exemplo 3:
Seja uma matriz A dada por:
[dy 0 0 |b O 0]
0 do 010 b O
A 0 0 d3|0 0 b3
by 0 0fdy O O
0 b5 0|0 ds O
L 0O 0 b| 0 0 ds |
Sua inversa é dada pela matriz B:
r d —bl -
(d1d4*4b1b4) C? 0 (d1da—b1bs) ([); 0
O (d2d5jb2b5) O O (d2d57?)2b5) O
0 0 T 0 0 T
B = 5 (dsds—b3bs) = (dsde—b3bs)
(d1da—b1bs) (I)) 0 (d1da—b1bs) C? 0
L O O (d3d67%3b6) O O (d3d63b3b6) a
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Para calcular Bi;:

A — Ap Ay Ay =
d 0 0 by 0 0 1/dy 0 0 by 0 0
0 do 0| —1|0 b O 0 1/ds 0 0 by 0 | =
0 0 ds 0 0 b3 0 0 1/dg 0 0 bg
(dydy — biby)/dy 0 0
= 0 (dads — bobs) /ds 0
0 0 (dsdg — bsbg)/ds
Aplicando esta informacao em (B.40):
dy/(dvdy — brby) 0 0
Bll - O d5/(d2d5 - b2b5) 0 (B42)
0 0 dg/(dsdg — bsbg)
Para encontrar Bas:
Agy — A A Avy =
dg, 0 0 by 0 0 1/dy 0 0 by 0 0
0 0 dg 0 0 bg 0 0 1/ds 0 0 bs
(dydy — biby)/dy 0 0
= 0 (dads — bobs) /da 0
0 0 (dsdg — bsbg)/d3
Aplicando esta informacao em (B.41):
dy/(dydy — b1by) 0 0
ng = 0 dg/(dgdg) — bgbg)) 0 (B43)
0 0 d3/(dsdg — bsbg)
O valor de By é obtido com (B.44):
BlQ == —Afll (AlgBQQ) (B44)
Ou seja
BiQ - J
00 0 0 [y 00
-V b ? J { 0 b2 0 J 0 (dzdsszbs) C? -
0 0 d3 00 bs 0 0 (d3d63b3b6)
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by/(didy — byby) 0 0
= 0 by (dads — babs) 0
0 0 bs/(dsds — bsbe)

Com (B.45), By é obtido:

Boy = — Ay (Ay Byy) (B.45)

Assim
BQl -

= 0 0 by 0 0 (dldff“bm) 0 0

—10 é 0 ] [ 0 b 0 ] 0 ijsbm) 0 —
0 0 i 0 0 b 0 0 wgdﬁdfﬁbsb@
by/(didy — byby) 0 0
- 0 b5/(d2d5 - bgbg)) 0
0 0 be / (dsdg — b3b)

Se a matriz D tiver a estrutura descrita no terceiro caso, como é o caso
do modelo matematico do MOUT (z,u), entdao é possivel calcular D~! com
um menor custo computacional do que calcular sua fatoracao.

O algoritmo para o célculo rdpido de D~! ¢ descrito na Tabela B.3.

Algoritmo para calculo rapido da inversa de D

Dados: A matrix maxm, B matriz inversa de A e ¢ escalar auxiliar.
Para i =1 até 7

k=341

c=A(i,1) - A(k, k) — A(i, k) - A(k, 1)

B(i,i) = A(k,k)/c

B(i,k) = —A(i, k) /c
B(k,i) = —A(k,i)/c
B(k. k) = A(i,i)/c

Tabela B.3: Algoritmo para obtencao rapida de D~
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Exemplo 4:
Seja uma matriz A dada por:
(d; 0 O0]cg O OO0 0 O]
0 dg 0|0 ¢ 0|0 0O O
0 0 dy|0O 0 ¢c3|0 0 O
cg 0 O0|dy O O0]by O O
A == 0 Cx 0 0 d2 0 0 b2 0
0 0 ¢c|0 0 ds|0 0O b
0O 0 O0fby O O0fdy O O
0 0 0]0 b 0|0 ds O
0 0 00 0 b]0 0 ds |

Considerando a matriz A por blocos de matrizes, temos:

Ds;|Ci| 0
A - 02 D1 Bl
0 | B2 | Dy

Esta matriz A pode ser reescrita como:

D, | C,
A pr—
2151

omde: 612[01‘0}662:[002
Com esta nova representagao, a inversa da matriz A pode ser calculada
como segue:
Para calcular Bi;:
D3 - élD;léQ =
[d; 0 O cc 0 00 0 O
0 dg 0 |—]10 ¢ O0]0 0 O0]|=
| 0 0 dy 0 0 ¢c3/0 0 O
[ kl 0 0 P1 0 07T Cy 0 0
0 ]{?2 0 0 P2 0 0 Cx 0
0 0 k3 0 0 P3 0 0 Cg .
ps 0 0|k O O 0 0 0|
0 ps 00 ks O 0 0 0
L 0 0 ps| 0 0O k][O O O
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I d7 0 0 1 I Cll{?1€4 0 0
= 0 d8 0 - 0 CQ]{?205 0 =
L 0 0 dg ] L 0 0 031{3306
(dr 0 07 [a@hs O 0
=10 dg 0 |- 0 T 0
0 0 do| | 0 0 Tacade

Aplicando esta informacao em (B.40):

didy—biby O 0
d7(d1dg—bibg)—cicady dode b
_ 2ds—babs
Bll - 0 dg(dads —babs)—cacsds 0 (B46)
0 O d3d67b3b6

dg (d3d6 —b3 b6)7C3CGd6

Para encontrar Bss:

Dg—énglélz
(dy 0 Olb 0 0]
0 do 00 by 0
0 0 ds|0 0 b
b, 0 0]d, 0 0 |
0 bs 010 ds O
0 0 b|0 0 ds|
-C4 0 O_
8%5@0 1/dy 0 0 i 0 00 0 0
o 06 0 1/ds 0 0 cc 0/0 0 0]=
0 0 0 0 0 1/dg 0 0 ¢|0 00
0 0 0
-dl 0 0 b1 0 0 -(0104)/d7 0 0 0 0 0]
0 d2 0 0 b2 0 0 (CQC5)/dg 0 0 0 0
. 0 0 d3 0 0 b3 0 0 (0306)/d9 0 0 O
“lb 0 Old, O 0| 0 0 0 00 0
0 bs 00 dy 0 0 0 0 000
L0 0 b|0 0 ds| | O 0 0 00 0|
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[ (d1d7 — 0104)/d7 0 0 b1 0 0
0 (dgdg - CQC5)/d8 0 0 bg 0
0 0 (dgdg - 0306)/d9 0 0 b3
by 0 0 d, 0 0
0 bs 0 0 ds 0
I 0 0 b 0 0 dg
s 0 O0b 0O O]
0 So 0 0 bg 0
0 0 s3]0 0 by
S| by O 0]dy O O
0O b5 0|0 ds O
L0 0 bg|0 0 ds |

De acordo com a equagao (B.41) é necessario calcular a inversa da matriz

anterior: . o
_da __—bl
(S1d47b1b4) O O (51d4*b1b4) 0 0
0 —d— 0 0 — 0
(82d57b2b5) (52d5*b2b5)
0 0 —de 0 0 —
Boy = . (s3d6—b3be) (s3d6—b3be)
_ —by s
(S1d47b1b4) Ob O (51d4*b1b4) 0 0
__ —b5 __ S2
0 (s2d5—b2bs) (2 0 (s2d5—b2bs) 0
_ —Y% 83
L 0 O (83d6—b3b6) 0 0 (Sgde—bgbe)




dy
(51d4—b1b4)
0

0

0 0
ds 0

(s2d5—babs)

0 -

(s3ds—b3bs)

—b1
(s1da—b1ba) 0 0
0 — 0

(s2d5—b2bs)
—bs
0 0 (s3ds—b3bs)

_b4
(51d4—b1b4)
0

0

0 0
—bs 0

(s2ds5—b2bs)

0 —be

(s3ds—b3bs)

(s1 d4s—1b1 ba) 0 0
0 =

(s2d5—b2bs)
0 0 53

(s3de—bsbes)

dady 0 0 —bidy 0 0
(dyd7—cicq)dg—drbrby (dyd7—cicq)dg—drbrby
0 dsdg 0 0 —badg 0
(dgdg—cgep)ds —dgbabs ded (dgdg—cac5)ds —dgbabs bad
0 0 629 0 0 3590
(dgdg —c3cg)dg—dgbabg (d3dg—c3cg)dg—dgbabe
—T,dy 0 0 (d1d7—cicq) 0 0
(dyd7—cicq)dg—drbrby (dyd7—cicq)dg—drbrby
0 —bsdg 0 0 (dadg—caes) o
(dgdg—cgep)ds —dgbabs (dgdg—cgc5)ds —dgbybs
0 0 —bedg 0 0 (dgdg—c3ce)

(dgdg—c3cg)dg—dgb3bg

(dgdg—c3cg)dg—dgb3zbg

SGJB[HD!C}JBCI S9ZIJjewl 9p esJaAU] ‘g'd

19¢
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O valor de By é obtido com (B.44), ou seja:
By = —D3'(C1By) =
{d_7 0 O-I[clO OOOO-I

1

01

0 o 0 0 c3/0 0 O
a0 A T 0
O wawm ) O w0
—(1]24 8 (53d66b3b6) 501 8 (53d6(—)b3b6) _
(sld46b1b4) Y . (sld46b1b4) . X
. (52d56b2b5) o . (52d56b2b5) .
L (s3de—b3be) (s3de—bsbe)




c1dq

_— 0 0
d7(s1d4—b1by)
0 2 0
dg(sgds—bybs)
0 0 —_cads____
dg(s3de—b3be)
c1dg 0
(dyd7—cieq)dg—drbrby
0 c2ds
(dgdg—cacp)ds—dgbabs
0 0

___—eaby 0 0
d7(s1d4—b1by) b
—c
0 d# 0
8(s2d5—babs)
0 0 ___—ecsby
dg(s3de—b3bg)
0 —c1by
(dyd7—cicq)dg—drbrby
0 0
c3dg 0

(dgdg—c3cg)dg—dgbgbg

0
—caby

(dgdg—cgep)ds —dgbabs
0

0

0
—c3bg

(dgdg —c3cg)dg—dgb3bg

SGJB[HD!C}JBCI S9ZIJjewl 9p esJaAU] ‘g'd

€9¢
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Com (B.45), By ¢ obtido:
By = —D§1(02Bll) -

by

[ lﬂl 0 0 P1 0 0 Cq 0 0
0 k& 00 p O 0 ¢ 0
_ |0 0 k|0 0 ps|| 0 0 c
o ps 0 0|k O O 0O 0 O
0 ps 0|0 ky O 0 0 O
L0 0 ps|0 0 ksJLO O 0O
d1da—b1bs 0 0
dr(d1da—bibs)—cicads
. O d2d5—b2b5 0 —
dg(d2d5—b2b5)—0205d5
0 0 dsdg—bsbe
dg(d3d6—53b6)—0306d6
r k104(d1d4*b1b4) 0 O 1
d7(d1d4—blb4)—0104d4
0 kacs(dads —babs) 0
ds(d2d5fb2b5)76265d5
0 0 k3ce(dzds—bsbe)
_ dg(d3d6—53b6)—0306d6
- paca(dids—b1bs) 0 0
dr(d1da—biba)—cicads
0 pscs(dads —babs) 0
dg(d2d5—b2b5)—0205d5
0 0 pece(dsde—bsbs)
L dg(d3d6*b3b6)70306d6 J
. _ d o d _ d _
onde: ky = by ko = [Gads—b225) ks = Gdo-136) P4 = @ds—o1,0)"

— b - bs
P5 = Tdyds—02,5) © P6 = (dads—03,6)°
SS11m: d
4C4
d7(d1d4—b1b4)—0104d4 O 0
0 d5C5(d2d5—b2b5) 0
ds(d2d5fb2b5)*0205d5
0 0 dgce(d3de—bsbe)
B _ dg(dgde—b3b6)—0306d6
21 baca 0 0
d7(d1d4—b1b4)—0104d4
0 bscs 0
dg(d2d5—b2b5)—6205d5
0 O bscs
i dg(dgde—b3b6)—0306d6 i

Com esse ultimo calculo é obtida a inversa da matriz A.

Se a matriz D tiver a estrutura descrita no quarto caso, como é o caso
do modelo matemdtico do MOUI (z, ¢, v), entao ¢é possivel calcular D~ com
um menor custo computacional do que calcular sua fatoragao.

O algoritmo para o célculo rdpido de D~! é descrito na Tabela B.4.
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Algoritmo para calculo rapido da inversa de D

Dados: A matrix mam, B matriz inversa de A e ¢ escalar auxiliar.

Para i =1 até

J=5+1

k= 2?’” +1

¢ = A(i, i) - (A(j, k) - Ak, j) — A, J) - Ak, k)
B(i,j) = (A@t, j) - A(k, k))/c

B(j,i) = (A(j, 1) - A(k, k))/c

B(j,j) = (—A(i, 1) - A(k, k))/c

B(j, k) = (A(i,i) - A(j, k) /c

Bk, j) = (A(i, 1) - Ak, j))/c

B(i, k) = (=A(i, j) - A(j, k))/c

B(k,i) = (=A(j,4) - A(k, j))/c

B(k, k) = (A(i,J) - AU, i) — A(, 1) - A(4, )/

Tabela B.4: Algoritmo para obtencao rapida de D~
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B.3 Calculo da inversa de outra matriz tridi-
agonal

Com os resultados da secao anterior, pode ser obtida a inversa de uma matriz
tridiagonal de maneira bastante interessante.
Para tanto, é necessério estabelecer a resolucao de dois casos basicos:

e Primeiro Caso: A matriz tridiagonal A é de dimensao maxm, onde

m ¢ par e n = .

[dy f1 0 0 0 O 0 0 0 0 0 ]
es dy fo 0 0 0 0 0 0 0 0
0 €3 d3 f3 0 0 0 0 0 0 0
0 0 e di fu O 0 0 0 0 0
0 0 0 e ds fs 0 0 0 0 0
A= . . .
0 0 0 0 0 O em—s dm-3 fmsg 0 0
0 0 0 0 0 O 0 emo dnos fma O
0 0 0 0 0 0 0 0  em1 dm frmo
00 0 0 0 0 0 0 0 em  dpy |

A matriz A pode ser particionada em quatro sub-matrizes Ay, Aia, Aoy
e Ay dadas por:

[di fi O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
es do fo 0 0 0 0 0 0 0 0 0
: : : : 0 0 0 0 0 0
0 0 0 en1 dp1 faoi| O 0 0 0 0 0
0 0 0 0 n d, fn 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0  ent1 | dni1 fop1 O 0 0 0
0 0 0 0 0 0 |ent2 duyo faio 0 0 0
O O O . O O 0 O O O €m—1 dm,—l fﬂl,—l
L0 0 0 -~ 0 0 0 0 0 0 - 0 dpm fm
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Da mesma maneira como A foi separado em quatro submatrizes, A;; e
Agg também podem ser particionadas. Esse procedimento deve prosseguir até
que duas matrizes de dimensoes 4x4, como a descrita por C', sejam obtidas.

d fi]0 0

C:[CH 012]: es dy| f2 O
021 022 0 €3 dg f3

0 0 €4 d4

A inversa B dessa matriz pode ser obtida com (B.47):

By = (A — A12A§21A21)_1

Bay = (Agy — Ag1 A7 Ag) 7t

By = —Aﬁl(AmBm) (B.47)
By = —Ag_zl(AmBn)

Para obter Biy:

_ -1 _ | di fi _ 0 0 ki ko 0 es | _
A AuAmAm_[eQ AR I

T8 £ 0 [ 201 )
| e dy fo O 0 kiges | | ea do 0 foknes |

:[dl fi ]:ldl f1]
ey dy — fokiies e Ky

A inversa da matriz resultante fornece Biy:

k1 —fi
By = [ (dik1—f1e2) (d1k1dff1e2) ]

—e2 1
(diki—fie2)  (diki1—fie2)

Onde: k1 = dy — fokiiez e ki = d

d3ds—fzeq”

Para obter Bys:

~ d f 0 e di1 421 0 0
Ao = Aadii e l es dy ] [ 00 ] l Nz 422 ] [ f2 0 ]
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_[d:a f3]_[0 63][%1]02 O]Zld:a f3]_[€3Q22f2 0]:
€4 d4 0 O q22f2 0 €4 d4 0 0

_ [d3—€3%2f2 f3]: [Q2 f3]

€4 dy eq dy

A inversa da matriz resultante fornece Bas:

dg —f3
Boy = [ (d4qz;{3€4) (d4q2(1;f3€4) ]
(dag2—faea)  (dag2—fzea)

Onde: o = d3 — faqaes € g = #_2]0152'

Com Byy e Bi1, By e By podem ser calculadas:

ki1 kao OHBQQ(,P By(1,

B 1 1,2)
2 k21 k22 f2 0 322(27 ) 822(27

)

2
2

]:

| ko R 0 0 _
| ko ke faBoa(1,1)  f2By(1,2) |

_ /€12f2B22(17 1) k12f2B22(17 2)

koo foBaa(1,1) koo foBaa(1,2)
di1 qi12 0 es 311(171) 311(172
21 Q22 0 0 311(2,1) 311(2,2

B”:l J:

_ | I Q12 63311(271) 63311(272) _
21 22 0 0

_ quesBi1(2,1) quesB(2,2)
Q21€3Bn(27 1) Q21€3Bn(27 2)
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Com By, By, Bjs e B fica estabelecida a inversa (A7Y)~! de uma
submatriz de dimensao 4x4.
Seja a inversa de uma submatriz tridiagonal C"™° de dimensao 828 dada

como a seguir:
n0 n0
B0 — By | By | _
- BnO BnO -
21 22

d fi 0 0]/0 0 0 0
()] dg fg 0 0 0 0 0
0 €3 dg fg 0 0 0 0
0 0 €4 d4 f4 0 0 0
0 0 0 €5 d5 f5 0 0
0 0 0 0 € d6 f6 0
0 0 0 0 0 (& d7 f7
000 0 0|0 0 es ds|

Para obter a inversa de B™, basta utilizar (A7)}, calcular (A%9)~! de
maneira analoga ao célculo de (A7)™!, e a partir de (A7)~! e (A%9)~! obter
BiY, By, By e By

Utilizando (B.47):

Para BY:
d f1 0 0 0 0 0O
. ~1 . €2 dg f2 0 . 0 0 0 0
An = Andp dn = | es ds f3 0 000
0 0 €4 d4 f4 0 0O
ARR(1,1) AR(1,2) AR(1,3) AR(L,4) ][0 0 0 e
A(2,1) AD(2,2) AR(2.3) AR24) | |00 0 0| _
A5 (3,1) A39(3,2) A5(3,3) A3(3,4) 0000}
A(4,1) AR(4,2) A(4,3) A5(4,4) 000 0
d fi 0 0 000 0
_ e do f» 0| 1000 0 B
- 0 €3 dg f3 00O 0 -
0 0 e dy 00O f4(Ag'g(1,1))_165
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di fi O 0 d f1 0 0
es dy fo 0 _ | e d f2 O
0 e3 ds /3 0 e3 d3 f3
0 0 ey d4 — f4(Agg(]_, 1))7165 0 0 ey kl

A inversa da matriz resultante fornece B}Y. Esta inversa pode ser obtida
como no célculo de matrizes tridiagonais de dimensao 4z4. Além disso, By
pode ser obtida de maneira andloga.

Com By é possivel obter BY:

AR(L,1) A(1,2) AR(1,3) A(1,4)
B0 _ | AW(2,1) AR(2,2) AD(2,3) A(2,4)
2T AN(3,1) AT9(3,2) A(3,3) AR(3,4)
AR(4,1) AP(4,2) AW(4,3) A70(4,4)
0 0 0 077 Bun(l,1) Bxn(1,2) Bxn(1,3) Bxn(l,4)
0 0 0 0[] Byn(2,1) Bn(2,2) Bn(2,3) Bp(24) |
0 0 0 0| Bxn(3,1) Bpn(3,2) By(3,3) Bn(3,4) |
fi 00 0] [ Byu(4,1) By(4,2) Bp(4,3) Bi(4,4)
AR(L,1) AP(1,2) Af(1,3) AR(1L,4) 7]
| AR2,1) AR(2,2) AR(2,3) ATY(2,4)
AR(3,1) APR(3,2) AW(3,3) A(3,4)
AR(4,1) AP9(4,2) A1(4,3) AP(4,4)
0 0 0 0
0 0 0 0 B
0 0 0 0 o

f4322(]—71) f4322(]—72) f4B22(173) f4322(174)

A?§<1,4>—1f4822<1,1> A?’§<1,4)—1f4322<1,2> A?§<1,4>—1f4822<1,3) APD(1,4) 7! f4Baa(1, 4)
A;’b<2,4>‘1f4822<1,1> APD(2,4) 7L £4B22(1,2) A’fb<2,4>—1f4822<1,3) AP (2,4) 7L f4B22(1,4)
A;’]O(s,4)—1f4322(1,1> ATD(3,4) 7 f4 B2 (1, 2) A;’Jo(s,zx)—lfwzz(l,a) A{"]O(S,4)_1f4B22(1,4)
ATD(4,4) 7 f4Baa(1,1) AP (4,4) 71 f4B22(1,2) AT (4,47 faBaa(1,3)  ATD(4,4) 7 f4B2a(1,4)

ubmatriz r u maneira ana .
A submatriz B pode ser calculada de maneira andloga

Calculadas as submatrizes BY, By, B e By, a inversa de B™ terd
sido encontrada.
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Procedendo da mesma maneira para submatrizes de dimensoes maiores,
a inversa B da matriz original A sera obtida.

e Exemplo 1: A matriz tridiagonal A é de dimensao 4x4:

di fil0 O

A= ez dy| fa O :[An‘Am]
0 e3|ds f3 A | Ag
0 0 €4 d4

Esta matriz ¢ muito semelhante a matriz C' do segundo caso de matrizes
rapidas de serem invertidas:

Dy 0] 0 0

o | 0 DM O )} Cu | Cha
0 My|Ds 0 Co1 | Coo
0O 0| 0 Dy

A diferenca entre A e C' é o facilidade do céalculo das inversas de suas
sub-matrizes A1, Ax e Ci1, Cya.

Enquanto Bi; e Byy sao matrizes diagonais, A;; e Ags s@o matrizes cheias.

Porém, a inversa de uma matriz qualquer cheia A;; de dimensao 2x2,
desde que (dydy — fie2) > 0, é dada por:

Zeh
dide—frea  dida—fies

do —f
-1 _ did2—f1e did2—f1e
All _[ 1d2—fiez 12d1f12]

De maneira analoga é possivel calcular A;;, com (dsdy — fseq) > 0:

—eq 3
d3dy—fseqs  dzds—fzeq

dy —f3
-1 _ dsds— f3eq dsdy— f3e
A22 — 3da—f3 adas faea

De posse de A}' e Ay, a matriz B, inversa da matriz A, serd calculada
por meio de:

By = (Ajp — A1gAyy) Ay) ™t
By = (Agy — Ag A Asa) !
By = — Ay (A12Ba)
By = — A3, (A Biy)

(B.48)
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Para o calculo de By :

d4 —f3
A=A Ay Ay = l A ]—l 00 ] l dada-Joea  daday Joea ] l 0o ] =

—ey 3
€2 d2 f2 0 d3dy—fses  dzds—fseq 00

[E o o]y [ ] L |-
ex dy 2 010 gai%a ez dy 0 G foer

dl fl dl fl dl fl
= e d2(d3da—fsea)—dafoes | = do-det(Az2)—dafoes | = k
2 2

d3ds—f3eq €2 det(AQQ) €2

ko =f
B = [ d1ki;£162 d1k2d—1f162 ]
dika—firea  dika—fies

Para o calculo de By, :

d —f1
A22_A21AI11A12 _ [ d3 f3 ]_[ 0 €3 ] [ d1d2—2f162 d1d2d_f162 ] [ 0 O ] _

—€9 1
eq dy 0 0 dida—frea  dida—fiea f2 0

— d3 f3 o 0 63 dq d_Qflf‘;i eo 0 — dS f3 _ dlfl;ff;fQQ 0 —
€4 d4 0 O __difs 0 €4 d4 O 0

did2—fiez

d3(dida—fie2)—d1 foe ds-det(A11)—d foe
_ 3(d1 jld;_;l@ 1f2es f3 _ 3 ddt;‘n)l 2€3 f3 _ kl f3
€4 d4 €4 d4 €4 d4

—eq

1
kids—fseqs  kids—fzeq

d4 —f3
By = kida—fzea k1d4];f364

Os resultados anteriores permitem calcular Bis e Bai:
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d —f
By = — l d1d2::f1e2 d1d2d_}162 ] l 0 0 ] l Bay(1,1) B (1,2) ] =
d1d2—§”162 d1d2—1f162 f2 0 B22(2’1) B22(2’2)
d —f
_ l dldz—zﬁez dl%‘?lez ] l 0 0 ] _
d1d2_§c162 d1d2_1f162 foBas(1,1)  faBas(1,2)
|: f1f2B22(1,1) fi1f2B22(1,2) ]
_ det(A11) (det(A11))
7d1f2322(1,1) 7d1f2322(1,2)
det(A11) det(A11)
g — 0 es | [ Bu(1,1) By(1,2)
B21 _ [ d3d4_;{3€4 d3d4@f364 ‘| [ 3 ] [ 11(4) 114 ‘| —
d3ds—f3es  dzds—fzeq 0 0 811(2’1) 311(2’2)

—eq

dy
_ [ d3dy— fzeq
d3dy— f3eq

e Segundo Caso:

m é impar e n = |3 ].

[ di /i 0 0

ea dy fo O

0 e3 d3 fs

0 0 €4 d4

0 0 0 es5

A= . . . .
0 0 0 O

0 0 0 O

O 0 0 O

i 0O 0 0 O

dsd:f}gm ] l 63311(271) 63311(272) ]
d3 0

dsdy— fseq 0
det(Az2) det(Az2)
—ezeqB11(2,1) —eseqB11(2,2)
det(Agg) det(Agg)

A matriz tridiagonal A é de dimensao maxm, onde

0 O 0 0 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0
i 0 0 0 0 0 0
ds fs 0 0 0 0 0
0 0 €m—3 dm_g fm_3 0

0 0 0 €m—2 dm_g fm_2 0
0 0 0 0 €m—1 dm—l fm—l
0 0 0 0 0  en dy |

A matriz A pode ser particionada em quatro sub-matrizes Ay, Az, Ao

e Ay dadas por:
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A | A
A= 11 12 |

A21 A22
[di fi O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
es do fo 0 0 0 0 0 0 0 0 0
: : : 0 0 0 0 0 0
0 0 0 en1 dp-1 fao1i| O 0 0 0 0 0
0 0 0 0 n d, fn 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0  ensi | dni1 fog1 O 0 0 0
0 0 0 0 0 0 | ente dnio foao 0 0 0
0 0 0 ... 0 0 0 0 0 0 o Em—1 dm,—l fm,—l
L0 0 0 -~ 0 0 0 0 0 0o - 0 dpm fm

A submatriz A;; possui um numero de linhas e colunas par. Dessa ma-
neira, o particionamento descrito no primeiro caso pode ser aplicado a mesma.

J& a submatriz Ags possui um nimero de linhas e colunas impar. Ao se
aplicar o sucessivo particionamento de Ay, sera possivel estabelecer sempre
uma nova particao AY; com um nimero par de linhas e colunas e A%, com
um nuamero de linhas e colunas fmpar.

O processo de particionamento em Ass terminara quando se obtiver uma
matriz de dimensao 4z4 (cuja inversdo é tratada no primeiro caso) e uma
outra matriz, descrita por C, com dimensao 3z3.

Cp | C
C:[ s U N

di fi| 0
Cn 022]

Por meio de (B.47), a inversa de C' pode ser obtida, bastando utilizar a
definicao de produto exterior.
Para Bjy:

011—0120221021:[d1 f1]_[01[éH0 63}:

es dy

| di [ 0o 0 |
_€2d2_0m_
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_ dl fl _ dl fl
()] dg—% ()] ]{31

A inversa da matriz resultante fornece Biy:

—eo dy
(diki—fie2)  (diki1—fie2)

k1 7f1
By = [ (diki—fie2)  (dik1—fiez) ]

Onde: ky = dy — 2.

Para Bys:

022 - C121611_116112 = [ dS } - [ 0 es } [ dld?djf1€2 d1d2_d]:}162 ‘| [ 0 ‘| =

Zed
dide—frea  dida—fiea 2

=|ds |- | esgagmfe | = | ko |
A inversa da matriz resultante fornece Bas:
By =1 |
Onde: ky = dy — ~Gf2es

didz—frez”

Assim, Bis e By podem ser obtidos:

d2 _fl O ]
By = — [ hda"fica didz Jiea ] [ A [Ba(1,1)] =

dide—firez  dida—fies J

f -
_ l T 2Bl )
Ttz 2B (1,1) ]

1,1 1,2
By=—|ke |[0 es] [311(2,1) B(2,2

= — [ k2€3811(2, 1) kQ@gBH(Q, 2) }

De posse de B, a inversa de (', é possivel estabelecer as inversas de
submatrizes de dimensoes maiores até obter a inversa da matriz original por
meio de procedimento semelhante ao descrito no primeiro caso.
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B.4 Calculo da inversa de uma matriz penta-
diagonal

Seja uma matriz A cuja estrutura é dada por:

[ Dy 0

M, 0 N 0
0 D 0 M 0 N
A | Ms O Dy O | P 0 Ay Aw]
0 My 0 Dyp| O Py Ag | A
N3 0 Py 0 | Ms; O
L 0 Ny O P | 0O Mz |

Onde: D;;, Ni e Pi sao matrizes diagonais.
A matriz inversa de A pode ser obtida, utilizando:

(Ayg — A1gA3) An) By =1
(Ao — Aot AT A1) Bog = 1
By = — A7 (A12Bss)
By = — A5, (An Bny)

Se A1 e Ay sao matrizes facilmente inversiveis, e se Ajp e Ao sao tais
que:

(B.49)

Ny 0
0 Ny |[Kun © Ny 0 Py 0
A AflA — 2 21 3 3 _
RERIELT 0 l 0 Kn|| 0O Ny, O P
0 P ~ e
A N
Ni 0
o 0 N2 K21N3 O K21P3 0 i (B50)
o Pl 0 0 K22N4 O K22P4 o
0 P

N1K21N3 0 N1K21P3 0

_ 0 No Ky Ny 0 Ny Koo Py
| PIKyNs 0 Py Ky Py 0
0 Py KNy 0 PyKo Py

Onde: N;, P; e K;; sao matrizes diagonais.
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Entdo é possivel obter que Ay — Ao Ay Ayy é dado por:

Ar1 — A12 AL Aoy =

D11 0 My 0 N1 K21 N3 0 N1 Ko1P3 0
0 D12 0 Mo 0 NoKooNy 0 NoKoo Py .
Ms 0 D21 O T | PiK21N3 0 P1Ko1 P 0 -
(B.51)
A1 A12A2_21A21
D11 — N1K21 N3 0 My — N1K21Ps 0
. 0 D12 — N2Kaoa Ny 0 Mo — Na Koo Py
M3 — P1K21 N3 0 D2y — P1K21P3 0
0 My — Po Koo Ny 0 Doy — P2 Koo Py

A inversa desta matriz pode ser encontrada utilizando o algoritmo descrito

anteriormente.
Se Ay e Ay sao matrizes facilmente inversiveis e se Ajs e Ag; sdo tais

como descrito anteriormente:

Dy 0 My 0 Ny 0
1 7 N3 0 P3 0 0 D19 0 Mo 0 No .
A21A11A12*{ 0 Ny, 0 Py } My 0 Dy O I
0 My 0 D 0 P
A2y
AL A1z
11
D11N1+ M1 Py 0 (B-52)
[ N3 0 P3 O 0 D1a2No + MaPe | _
- 0 Ny 0 Py M3N1 + Do Py 0 -
0 MyN2 + Do P>
[ N3(D11 N1 + M1 P1) + P3(M3N1 + D21 P1) 0
0 Ny(D12N2 + M2 Po) + Py(MaN2 + D2 Ps)
Onde: D;j, M; e N; sao matrizes diagonais.
Entao, é possivel obter que Agy — A21A1_11A12 é dado por:
-1 M3y 0
Agg — Ao1Ajy A2 = [ 0 Ms } -
~—_————
Az
[ N3 (D11 N1 + M1 P1) + P3(M3sN1 + D21 Pr) 0 } _
0 N4(D12N2 +M2P2) +P4(M4N2 +D22P2) (853)
A12A;21A21
_ { M3y — N3(D11N1 + M1 P1) + P3(M3N1 + D21 Pr) 0 }
0 M3z — Ny(D12N2 + M2 P2) + Py (M4 N2 + D22 Ps)

Se as submatrizes resultantes da subtragao nao tiverem nenhum elemento
igual a zero, entdo, Ag — As A A1y é uma matriz diagonal e portanto,
inversivel.




Apéndice C

Métodos de Pontos Interiores
para Estrutura Bloco Angular

C.1 Aproveitamento da Estrutura Esparsa do
Problema

Para os casos em que a funcao f(x) é linear ou quadrética, tal que D é matriz
diagonal separada por blocos, e a matriz A é bloco primal:

4, 0 - 0 0 Dy 0 --- 0 0
0 Ay, -~ 0 0 0 Dy -~ 0 0
A= |+ 1 : D=| : = - to (G
0 0 --- A, 0 O 0 --- D, 0
| S1 Sp e Sh Apg | 0 0 - 0 Dy |

Entao, a matriz AD ' A? serd dada por:

A 0 - 0 0 Dt 0 0 0 A0 -0 St
—1
0 Ay -~ 0 0 0 D, 0 0 0o A, ... 0 SE
0 0 - A, 0 0 o - D' 0 0 0 - AL S}
S1 S22 - Sn Apta 0 0 cee 0 D;lrl 0 0 Tt 0 A;+1
A D1 At

279
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[ A\ DAY 0 0 A, D7tSt |
0 AyDyt AL 0 Ay Dyt St
- 0 0 o A,DTTAL A,D;'S!
n+1
SiD1AY SyDy AL o S,DAL > S:DIYSE 4+ Api DAL L
L i=1 i
& 0 --- 0 Bt ]
0 ® --- 0 Bt
= ¢+ 0t =0
o 0 --- &, B
By By -+ B, (I)n+1_

onde: B; = S;D;'Al e & = A;D;'Al parai = 1,---,ne &, =
n+1

Z SiDz‘_ISf + An-f—lDT:—ll—lAfz-i-l'

i=1
A fatoracao da matriz ® é dada por:
L, 0 -+ 0 o |[Z, 0o --- 0 L,
0 Ly --- 0 0 0 Ly --- 0 L,
¢=LL'=| + ¢ .1 oo
0 0 - L, 0 o 0 --- L, L,
L Ln,l Ln,2 e Ln,n Ln+1 1L 0 0 e 0 L%Jrl i
[ L L} 0 0 Ly L}, 1
0 Ly - 0 L,L}, ,
o R LLt,,
Ln,lLﬁ Ln,QLé e Ln,nL% Z Ln,iLZ’i + LnJrlL:H_l
L i=1 _
[ &, 0 --- 0 Bt ]
0 & --- 0 B
0 O ¢, B!
| Bi By -+ By Ppy |
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assim:
L; L =,
LoLi =B,
n (C.2)
Z Ln,iLz,z' + Ln+1Lf¢+1 =Py
i=1
Porém, nao ¢ necessario obter as fatoracoes Ly, ;, i = 1,---,n. Utilizando
a segunda equagao de (C.2):
L,;= B,L;* (C.3)
Utilizando (C.3) na terceira equagao de (C.2):
Logillyy = ®na = D Lngly, ;= Pogy — > (BiLy7 ) (Bl ") =
i=1 i=1
= Pny1 =Y Bil;'L7' Bl = @nyy = 3 (L' B)' (L' B))
i=1 =1
Los1Lyy = @ — Y (L BY)' (L' BY) (C.4)

i=1

E importante observar que o somatério descrito em (C.4) é melhor calcu-
lado com a seguinte consideracao:

(Ly'Bi)'(Ly ' By) = AL Ay = Ry,

Portanto, o elemento Ry(7,j) pode ser obtido com:

Rk (27 j) = AZ(iflinha)Ak(jfcoluna) = Ak(ifcoluna)Ak(jfcoluna) (05)

Para calcular o valor da t-ésima coluna de Aj:
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Ak(tfcoluna) = lelB]tg(tfcoluna) = lelBk(tflinha) (06)
Substituindo (C.6) em (C.5):

Ri(i,7) = (Ly; ' Bi(i-tinha)) (Ly, " Br(j—tinha)) (C.7)

Todas estas operagoes estao resumidas no esquema proposto na Figura
C.1.

R At A A A
At-coluna L-l Btt-coluna L-l Bt-linha

]
= |- /! e = |/},

Figura C.1: Representagao do célculo de (L; ' BY)Y(L; ' BY).

Resolver o sistema linear $x = b por meio da fatoracao L consiste em:

dr=b= LLlzr=b=

Liz =z

{ Lz=10 (C.8)
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Para a primeira equagao de (C.8):

L1 0 s 0 0 Z1 b1
0 LQ s 0 0 Z9 b2
0 0 L, 0 Zn, b,
L Ln,l Ln,Q e Ln,n LnJrl 1L Zn+1 ] L anrl ]
Lz = b
Layzy = by
L.z, =0,
Z Lyizi + Lpt12n41 = bpy
i=1
Zi:L;lbiai: L---.n
Zna1 = L1 (o =) Lnyizi)
i=1
Para a segunda equagao de (C.8):
(Lo - 0 Ly ] [ &
0 Lg cee 0 Lf.b72 i) Z9
0 0 --- L, L, Tp Zn
I 0 0 0 Lf’b-{-l_ _$n+1_ _Zn-i-l_

-1
Tpy1 = Ln+1zn+1
[ t
Tn = Ln (Zn - Ln,nxn-‘rl)

Ty = Ly (2 — L, yTny1)
ry = Li'(z1 — Ll 1 ng)

—t
Tp1 = Ln+1zn+1
_ 7t t .
z; =L "(zi = Ly, jTny1), i =1,--+,n

Aplicando (C.3) em (C.9) e (C.10):

(C.9)

(C.10)
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Zi :L;lbzazz L---n
Znit = Lty (bpgr — > BiL %)
=1

—t
Tp1 = Ln+1zn+1

ot 1t .
vi=L;"(2; —L; " Blxp41),i=1,---.n

(C.11)

O sistema (C.11) é utilizado para resolver &z = b através da fatoracao
& =LL

Uma importante observacao é que em nenhum momento sao utilizadas
as matrizes L,;, nao sendo necessario calcular as mesmas. Portanto, as
fatoragoes calculadas em (C.9) ou (C.10) sao ditas fatoragoes implicitas.




Apeéendice D

Solucao Detalhada do Sistema

AD— LAl

D.1 Resolugao de AD ' A! para o modelo (z,u)

Para o modelo (z,u) do POLP, a matriz AD~!'A" tem a seguinte estrutura
esparsa:

[ B 0 0 0 0 oM 0 0 - 0 0 0]
—-By, By 0 0 0 00 M 0 - 0 0 0
0 —DB3 DBj 0 0 00 0 M - 0 0 0
0 0 0 B, _» 0 070 0 O - M 0 O
0 0 0 —-B,1 B,-1 00 0 O -0 M 0

L 0 0 0 0 -B, B, 0 0 0 -0 0 M|
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0 0 |Dyyy O 0 0
0 0 0 Dy 0 0
Dipn—ry 0 0 0 Doy 0
0 0 D3 0 0 0
0 0 0 D39 0 0
Doy 0 0 0 D31y 0
0 Dyny| 0 0 0 Dy
D1
B, —By 0 0 0 0
By —DBj 0 0 0
0 Bs 0 0 0
0 0 B, —B,_1 0
0 0 0 B,a.1 -B,
0 0 0 0 B, |
t 0 0 0 0 0 N
M? 0 0 0 0
0 M? 0 0 0
0 0 Mt 0 0
0 0 0 Mt 0
0 0 0 0 Mt
At
[ By 0 0 0 0 O | M 0 O 0O 0 0 7
—By B, 0 0 0 010 M O 0O 0 O
0 —Bs Bs 0 0 010 0 M 0O 0 O
0 0 0 B,,_s 0 O[O0 0 O M 0 0
0 0 0 -B,.1 B,y 00 0 O 0O M 0
| 0 0 0 0 -B, B,|0 0 0 0O 0 M
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[ Dy1yBi+ | —D11) B2 0 o 0 ’

Doy M

0 Dy2)Ba+ | =Dy9)Bs | -+ 0 ’

Dy M*
9 0 D1(3)33+ .. 0 0
Doz M*
0 0 0 e Dl(n—l)Bn*l—’— —Dl(n—l)Bn
D2(7L—1)A{t
0 0 0 0 Dl(n)B”+
DQ(H)A{t —

Do1yBi+ | =Do(1) B2 0 . 0 0 =
DyyM*

0 D2(2)B2+ —DQ(Q)B3 e 0 0

D3\ M"*
0 0 D2(3)B3+ .. 0 0
D3(3)]Wt
0 0 0 . Dg(nfl)Bn—l—i_ —D2(n71)Bn
D31y M*
0 0 0 ce 0 DQ(TL)B'”J’_
I DymyM" |

D—-1At




B1(Dy1yBi+ —(B1Dy1y+ 0 0 0 0
Doy M)+
M (Dy(1yB1+ M Dy1y) B2
Dg1)M*)
—B2(DyyBi+ | B2DiqyBe+ | —(B2Dy2)+ 0 0 0
DyqyM?) B3 (D1 2y B2+
Dyay M)+ M Dy2y)Bs
M(Dy(2y B2+
Dgzy M*)
0 —B3(Dy(2)B2+ | BsDq(2)Bs+ 0 0 0
B3(Dy(3)Bs+
Doy M?) Dy(3y M)+
M(D2<3)B3+
Dg3)M*)
0 0 0 Bn72D1<n,3)Bn72+ _(Bn72D1<n72)+ 0
Bn72(D1(n72)Bn72+
Dy(p—ayM*)+ MDy(r—9))Bn-1
M (Dy(p—2)yBn—2+
D3(nf2)Mt)
0 0 0 —Bp-1(Di(n—2)Bn—2+ | Bn-1D1(n—2)Bn-1+ | —(Brn-1Di(n-1)+
Brn-1(Di(n-1)Bn-1+
Do(n_gyM?) Do(n—1yM*)+ MDs(y,—1))Bn
M(Da(p—1)Bn—1+
D3<’VL71)Mt)
0 0 0 0 _B’VL(Dl(n—l)anl—‘r B’VLDl(n—l)BTLJ’_

D2(7L71)Mt)

Bn (Dl(n) Bn+
Dan) M)+
M(DQ(,L) Bn+
D3(p) M?)

88¢C

V-V ewaIsi§ op epeyela oednjog ' omide)
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(o, CE 0 - 0 0 0
C, ® CL -~ 0 0 0
0 Cy & - 0 0 0
I L o
0 0 0 ®,, Ct, 0
0 0 0 - Cuy &,y Ct_,
L0 0 0 - 0 Chy o

Onde:

Oi = _Bz—l—l(Dl(z)Bz + DQ(Z)Mt)7VZ = ]_, R £

®; = B;D1(;—1)Bi + Bi(D1()Bi + Dy M") + M (Do) B; + D3y M),
Vi=2,---,n

Py = Bi(Di)Br + Doy M) + M(Da1) Bi + D3y M*).

A matriz AD~'A? pode ser associada a uma fatoracio LL' cuja matriz L
¢ dada por:

[ Ly o 0o -- 0 0 0 7
Lyy Ly 0 -+ 0 0 0
0 Lno Lsg --- 0 0 0
L= : ST : : :
0 0O 0 - L, 0 0
0 0O 0 - Lypo L,y 0
L 0 o 0o -- 0 Lyn1 Ly |
Os valores de L;, i = 1,---,n sao obtidos com:
L, 0 -~ 0 o1[Ly Ly -~ 0 0 |
Lni Ly --- 0 0 o Lt -+ 0 0
¢=LL'=| @ .1 Poor L=
0 0 Loy 0 0 0 Lny Ly
| 0 0 Lyna Lo | 0 O 0 L, |
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_ LlLi LlLfl . . 0 0 -
anlLi Ln,1L£171+ s 0 0
Lo Lk
- 0 0 T Ln,n72L;,n,2+ Lanz,n—l
e Lo Lt
O O e Ln,n*lLf—L Ln,nflL;’n_l‘F
- L,L |
Dy CF 0 0 ]
Cy | Py 0 0
0 0 | Py Cr 1
L O 0 C?’L—l q)n i
Assim:
LlLti =d
LLt=CiVi=1,---.n (D.1)
Lnﬂile,Z*l _'_ LZLE = ®’L) vz — 2’ s n.
Porém, nao é necessario obter as fatoragoes Ly, ;, Vi = 1,-- -, n. Utilizando

a segunda equagao de (D.1):

Substituindo (D.2) na terceira equagao de (D.1):

(Cima L1)(Cima L)' + LiLl = @; =

LiL; = & — (Cimy L) (Cima L) = @ — (L, CL_ )Y (LI CEy) =
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L;Lt = & — (L },C!_){(L;},CL_,) (D.3)

Dessa maneira, um esquema semelhante ao descrito na Figura (C.1) pode
ser aplicado para o céalculo dos fatores Ly, Vk = 2,-- -, n, tal que:

Li(i,7) = (Li s Cr—1(i—tinha)) (Li 21 Ch—1(j—tinha)) (D.4)
Resolver o sistema linear &= = b por meio da fatoracao L obtida consiste

em resolver os dois sistemas triangulares dados por (C.8):
Para a primeira equagao de (C.8):

[ Ll O e O 0 17 Z1 1 [ b1 1
Ln,l LQ s 0 0 z9 bg
A P =] =
0 0 Lnfl 0 Zn—1 bnfl
L 0 0 Ln,n—l Ln 1L Zn ] L bn ]
Lz = b
Loz = by — Ln,12’1
. =
ann = bn - Ln,n—lzn—l
Z1 = Ll_lbl
{ Zi = L;l(bz — Lm,lzi,l), 7= 2, e, n. (D5)
Para a segunda equagao de (C.8):
[ Lh L 0 0 [ = | [ = |
0 L; 0 0 T Z9
i 0 0 0 Lfl 2 | “n
w1 = Ly (21 — L, 122)
vy = Ly (2 — Lj, 513)
=

_ 17—t t
Tn—1 = Ln—l(’znfl - Ln,nflxn>
x, =1L "2,
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r, =L "2,
{ ZT; :L;t(zi—LfmmHl), 1= 1,,(n—1) (D6)

Aplicando (D.2) em (D.5) e (D.6):

21 = Lflbl
zi=L;7 (b — (CioiLiY)zion), i=2,---,n
r, =L 'z,

T; = Li_t(ZZ' — (LZ_ICf).TZJrl), 1= 1, c ',(77, — 1)

(D.7)

Uma observagao importante ¢ que em nenhum momento sao utilizadas
as matrizes L, ;, tal que nao ¢é necesséario calcular as mesmas. Portanto, as
fatoragoes calculadas em (D.5) ou (D.6) sao ditas fatoragoes implicitas.

D.2 Resolugaode AD A’ para o modelo (z, ¢, v)

Para o modelo (z, ¢, v) do POLP, a matriz AD~!A! tem a seguinte estrutura
esparsa:

By 0 O|M 0 O(M 0 O
AD'A'=| -By, B, 0|0 M 0|0 M 0
0O —-B3 B30 0 M|O0O 0 M

A

Dy 0 0 | Dy 0 0 | Den) 0

0 D2 0 0 Dya) 0 0 Deg o)

0 0 Dy 0 0 Dyg) 0 0 Degs
Dy 0 0 | Do) 0 0 | D5 0 0

0 Dyp 0 0 Dypo 0 0 Dsp 0

0 0 Dyg 0 0 Dyg 0 0 Dsg
D) 0 0 | Dsqy 0 0 | D3 0 0

0 Degw 0 0 Dsp 0 0 Dsp 0

0 0 Deg 0 0 Dy 0 0 Dsa) |
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By —B, 0
0 By, —Bs
0 0 By
0 0 0
0 0 0
0o 0 0 |
M0 0 |
0 M 0
0 0 M
M0 0
0 M 0
0 0 M|
At
B 0 0|M 0 0|M 0 0
—B, B, 0|0 M 0|0 M 0
0 —Bs B;|0O 0 M|0 0 M
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DyqyBi+ | =Di1yBe 0
D4(1)Mt+
Deq)
0 Dy2)Ba+ | —Dy(2)Bs
D4(2)Mt—|-
D4(3)Mt—|-
63 M
D4(1)B1+ _D4(1)BQ 0
D2(1)Mt+
D5(1)Mt
0 D4(2)B2+ —D4(2)Bg
D2(2)Mt+
D5(2)Mt
D2(3)Mt+
5 M
Dﬁ(l)Bl+ _Dﬁ(l)BQ 0
D5(1)Mt+
0 Dg(2yBa+ | —Dg2)Bs
D5(2)Mt+
0 0 D6(3)Bg+
D5(3)Mt+

D—lAf,




Bi(Dy1yBi + (Dyy + Dey) M)+ | —(BiDi1y + M(Dyq1y + De1))) B2 0 ]
M (Dy1yB1 + (Da(1y + Ds1)) M)+
M (Dg1yB1 + (Ds1) + D31))M")

—By(Dy(1yB1 + (Dy(1y + De1y) M?) ByDy(1)Ba+ —(B2Dy(2) + M(Dyy + Dg(2)))Bs

Ba(Dy(2)B2 + (Da(2) + De(2)) M)+

M (Dy2yBa + (Da2) + D5(2))Mt2+
)

M (Dg(2) B2 + (Ds(2) + D)) M
0 —B3(Dy(2) B2 + (Da2) + De(2)) M") B3 D2y Bs+
Bs3(Dq(3)B3 + (Da3)y + Degs)) M*)+
M (Dy(3)Bs + (Dasy + Ds3)) M")+
M (Dg(3)Bs + (D5 3) + D3 ))M?)

(a‘b‘z) oepowt o ered |/, (7 op oednjosoy ‘7'

G6¢
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(&, Cf 0 .- 0 0 0
C, & CL - 0 0 0
0 Cy &3 --- 0 0 0
=1 T " : : = .
o 0 0 -+ @, Cl_, O
0 0 0 - Cho @, Cl_,
L0 0 0 -~ 0 Chq @,

Onde:

Ci = =Bit1 (D1 Bi + (Dagiy + Deiy)M*), Vi =1,---,n

@, = B;D1(i—1yB; + B;(D1(jyB; + (D) + Dey)) M*)+

M (D) Bi + (Dagiy + Dsgiy) M') + M(De(iy Bi + (Ds(y + Dsgiy) M*),
Vi=2 .1

®y = Bi(D11)B1 + (Daqry + D)) M*) + M (Da)Bi + (Daqry + Dsay) M*)+
M (Do) B1 + (Ds1y + Ds1)) M)

E importante destacar que as formulas obtidas para C; e ®; foram gene-
ralizadas para um modelo (z, ¢, v) com n intervalos de tempo.

Além disso, ® possui a mesma estrutura esparsa que foi obtida na re-
solugao de ®x = b para o modelo (z,u).

Portanto, todas as dedugoes de utilizacao de fatoracao por blocos associ-
adas a matriz L, aplicadas para o modelo (x,u), podem ser utilizadas para
o modelo (z, q,v).

Ou seja, apos os calculos de ®; e C;, especificos do modelo (z, ¢, v), basta
utilizar o sistema (D.7) para resolver ®x = b do modelo (x,¢q,v).




Apeéendice E

Dados do Parque Termelétrico
Brasileiro

E.1 Dados das usinas termelétricas brasilei-
ras

A construgao da fun¢ao de complementacao termelétrica U(G,) ilustrada na
Figura 3.17 utilizou os dados as usinas termelétricas brasileiras que constam
na Tabela E.1.

Usina Poténcia Custo Custo
Instalada (R$/MWh) (R$/MWm)
CUIABA GCC 480 6,4 4608
ANGRA 2 1350 9,2 6646
ANGRA 1 657 10,5 7560
TERMOPE 638 40,0 28800
ARGENTINA 1 1018 42,5 30578
ARGENTINA 2B 200 46,1 33185
ARGENTINA 2A 400 46,1 33185
FORTALEZA 347 58,2 41933
FAFEN 151 71,3 51307
URUGUAIANAG 638 76,0 54713
IBIRITERMO 235 77,5 55771
TERMOCEARA 220 82,7 59558
P.MEDICI A 126 86,1 61978
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Usina Poténcia Custo Custo
Instalada (R$/MWh) (R$/MWm)
P.MEDICI B 320 86,1 61978
TERMOBAHIA 186 87,1 62726
MACAE MERCHA 923 97,2 69948
ELETROBOLT 386 100,4 72288
NORTEFLU 860 108,0 77760
CANOAS 161 110,5 79546
TRES LAGOAS 240 110,5 79546
J.LACERDA C 363 110,7 79718
TERMORIO 670 124,8 89834
JUIZ DE FORA 87 131,6 94781
CAMACARI G 216 139,1 100145
J.LACERDA B 262 147.,4 106092
J.LACERDA A2 132 153,4 110426
ARGENTINA 2C 400 157.3 113220
CHARQUEADAS 72 173,5 124891
NOVA PIRAT 400 180,0 129600
W.ARJONA G 190 185,6 133661
FIGUEIRA 20 186,6 134345
J.LACERDA Al 100 188,1 135432
ARGENTINA 2D 100 191.,5 137851
ARGENTINA 1B 60 191.,6 137938
R.SILVEIRA G 32 211,5 152302
S.JERONIMO 20 215,0 154829
COCAL 21 220.,5 158760
BAHIA I 31 237,3 170878
PETROLINA 128 244.,0 175702
ITAENGA 20 244.5 176011
ST.CRUZ 12 168 245,4 176688
ST.CRUZ 34 440 245.4 176688
TERMOCABO 48 256,3 184565
BREITENER 154 273.8 197165
IGARAPE 131 291,2 209686
PIRAT.12 G 200 299,0 215258

ST.CRUZ N.DI 166 408,4 294034
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Usina Poténcia Custo Custo
Instalada (R$/MWh) (R$/MWm)
CABO 5 4279 308059
RIO FORMOSO 5 4279 308059
PORTO 5 427.9 308059
IPOJUCA 5 427.9 308059
PRAZERES 5 427.9 308059
SUAPE 5 4279 308059
POTIGUAR 48 486,1 349963
R LARGO BRA 168 536,6 386366
TUBARAO 40 537.,9 387259
PONTA DO UBU 40 538,0 387367
JARDIM BRA 60 547.5 394229
CIVIT BRA 20 550,7 396526
VCARAPINA BRA 40 550,7 396526
XAVANTES 48 563,3 405583
DATA 44 586,9 422597
CARIOBA 36 591.,5 425866
ALEGRETE 66 779,0 560858
UTE BRASILIA 10 956.,9 688975
NUTEPA 24 1215,4 875088

Tabela E.1: Capacidade e Custo de geragao para usinas
termelétricas brasileiras no ano de 2005.




Apeéendice F

Modelagem do Fluxo de
Poténcia CC

F.1 Obtendo o Fluxo de Poténcia CC

A funcao de um sistema de transmissao é garantir o fluxo de poténcia ativa
e reativa, seguindo um conjunto de equagoes e inequacoes nao-lineares, co-
nhecidas como equagoes de Fluzo de Carga ou de Fluzo de Poténcia [72].

As injecOes de poténcia ativa e reativa, para cada barra da rede, podem
ser expressas, respectivamente, pelas equagoes (F.1) e (F.2).

Pe=Vi Y Vil Grmcos(Okm + ©km) + Bemsen(Ogm + @rm)) ., (F.1)

meQ

Qr =V Z Vin(Grmsen(Bkm + Prm) — Brmcos(Okm + ©rm)) ’ (F.2)

meQy,
onde:
e [ Injecao liquida de poténcia ativa na barra k.
e ();: Injecao liquida de poténcia reativa na barra k.
e V.: Tensao na barra k.

o 0O Angulo de tensao na barra k.

301



302 Capitulo F. Modelagem do Fluxo de Poténcia CC

Oxm: Diferenca angular 6, — 6, entre as barras k e m.

Okm: Angulo de defasagem entre as barras k e m.

Q: Conjunto de todas as barras m adjacentes a barra k, incluindo a
prépria barra k.

Grm € Bpnm,: Correspondem aos elementos das matrizes de condutancia
e de susceptancia de barra associados as barras k e m, respectivamente.

Para a linha de transmissao conectada as barras k e m, os fluxos de
poténcia ativa e reativa, respectivamente Py, € Q. sao dados por (F.3) e
(F.4):

Pkm = (akmvk)ngm

F.

Qrm = —(arm Vi)* (brm + b)) —

F.4
(@km VicVin) [gkmsen(Okm + @rm) — bemcos(Okm + ©rm)] (F.4)

onde:

e P.,.: Fluxo de poténcia ativa do ramo que conecta as barras k e m.

Qrm: Fluxo de poténcia reativa do ramo que conecta as barras k e m.
® ap,,: Valor do tap do ramo que conecta as barras k e m.

® §i,: Condutancia série do ramo que conecta as barras k e m.

® by,,: Susceptancia série do ramo que conecta as barras k e m.

e bi" . Susceptancia do shunt que conecta as barras k e m.

As equagoes (F.1), (F.2), (F.3) e (F.4) constituem um conjunto de equagoes
nao lineares, também denominado de fluxo de poténcia CA (Corrente Alter-
nada). Para sua resolucao sao desenvolvidos métodos numéricos que utilizam
processos iterativos para encontrar uma solugao. Os métodos mais utilizados
sao Newton-Raphson, Newton Desacoplado e Newton Desacoplado Répido
[71].

Para redes de transmissao de Extra-alta tensao (EHV) e Ultra-alta Tensao
(UHV), as reatancias dos ramos sdo muito maiores que as resisténcias (relagoes
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X/R > 5 sao tipicamente encontradas). Assim, a relagdo entre fluxo de
poténcia ativa e as aberturas angulares é do mesmo tipo da existente en-
tre os fluxos de corrente e as quedas de tensao em um circuito de corrente
continua, para a qual é vélida a lei de Ohm. Esta propriedade permite o
desenvolvimento de um modelo aproximado, chamado de fluxo de poténcia
CC (Corrente Continua), também chamado de modelo linearizado.

E importante observar que o fluxo de poténcia CC nao considera as mag-
nitudes das tensoes nodais, as poténcias reativas e os taps dos transforma-
dores. Porém, como este é baseado no acoplamento entre as variaveis P e
0 (poténcia ativa e angulo), apresentara resultados tanto melhores quanto
mais elevado o nivel de tensao [71].

A expressao para o fluxo de poténcia ativa no ramo k — m, no modelo
CC, é obtida desprezando-se as perdas da expressao (F.3) [71]:

E realizando algumas consideracoes tais como:

Vi 2V, = 1pu.

~

sen(@km + @km) = (ka + ()Okzm)‘

~ —1
bkm = Zhm

Para simplificar as dedugoes foi adotado que transformadores defasadores
nao sao considerados (¢, = 0). Mais a frente serd mostrado como incluir
estes transformadores.

As consideragoes anteriores sao tais que o fluxo de poténcia ativa é sim-
plificado para (F.6).

Orm
Py = 25

ol (F.6)

Ou seja, o fluxo de poténcia ativa é diretamente proporcional a abertura
angular 6y, sobre o ramo k —m e inversamente proporcional a sua reatancia
ZTrm, sendo ainda que o sentido positivo do fluxo serd da barra de maior

angulo para a de menor.




