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Resumo

O presente trabalho faz um estudo cuidadoso dos métodos de pontos interiores
para obter implementacdes eficientes na solugdo de problemas de fluxo de custo minimo.

Tendo em vista que a maior parte do esforgo computacional dos algoritmos base-
ados nos métodos de pontos interiores é dedicado & solucio de sistemas do tipo AD*ATy = b,
é feita uma andlise deste sistema, explorando-se as caracteristicas da estrutura de redes.
Implementa-se especializacbes dos métodos diretos e dos métodos iterativos.

Os métodos diretos sio especializagdes da decomposicio de Choleski. Heurfsticas
do tipo grau minimo e preenchimento local minimo sio usadas para reordenacio das linhas
e colunas, procurando conservar a esparsidade da matriz AD*A7. Para a familia dos pro-
blemas de transportes e atribuicio, desenvolve-se um método de ordenacio Stima.

Os métodos iterativos séo do tipo gradiente conjugado pré-condicionado. A
estrutura de rede permite agilizar o cdlculo das direcdes, reduzir requisitos de meméria e
construir pré-condicionadores bem informados. Um pré-condicionador do tipo diagonal é
usado nos primeiros passos dos métodos de pontos interiores. Quando a solucdo se aproxima
da otimalidade, constréi-se um outro pré-condicionador, baseado em estimagdes sobre a base
6tima.

Desenvolve-se implementacdes especializadas & problemas de fluxo de custo
minimo dos métodos primal afim, dual afim, primal dual e preditor-corretor.

Interpretagoes baseadas no método de Newton para solugio de problemas nio
lineares levaram a inovagdes nas implementacdes dos métodos afins.

Estuda-se o problema de falta de volume (ou falta de pontos interiores), as-
pecto frequente em problemas de fluxo de custo minimo. Avalia-se suas conseqiiéncias na
utilizacdo de métodos de pontos interiores.

A partir dos experimentos computacionais com os codigos desenvolvidos, procura-
se fazer uma sistematizagio dos problemas em classes, com indicacio das melhores alterna-
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tivas de solucdo para cada classe.

Finalmente, faz-se extensdes das idéias desenvolvidas para a resolu¢do de pro-
blemas de fluxos generalizados, através de métodos de pontos interiores.



Abstract

This work is a careful study of the interior point methods looking for efficient im-
plementations for network flow linear programs. Computational experiments are developed
with the primal affine, dual affine, primal dual and predictor-corrector methods looking
for the best alternatives for different classes of problems. We discuss Newton’s method
interpretations of these methods.

Since most of the computational time of the interior point methods is spent
solving systems of the type (AD*AT )y = b, for different diagonal matrices D* and the same
incidence matrix A we take advantage of the structure of such systems for networks.

We use the sparse Cholesky factorization with two heuristics: the minimum
degree and local minimum fill-in. For the family transportation and assignment problems,
it is developed an optimal ordering method.

We also use the conjugate gradient method with diagonal and maximum span-
ning tree preconditioners.

We give particular attention to the degenerescency phenomena mainly to the
lack of primal and/or dual interior feasible points. We study their consequences to interior
point methods.

Finally proposes extensions of the main ideas to the generalized network pro-
blems.



Conteudo

AGRADECIMENTOS i
RESUMO iii
ABSTRACT v
CONTEUDO vi
1 Introducido e Objetivos 1
Ll Introdugdo. . .. ... ... ... ... ... 1
1.2 Problema de Fluxo de Custo Minimo (PFCM) ... ... ..... ... .. 2
1.3 O Método Simplex . . . .. ... ... 4
1.3.1 Simplexem Rede . . ... .. ... ... ... ... ... 7

1.4 Métodos de Pontos Interiores para Solucio de Programas Lineares ... .. 12
1.4.1 Pontos Interioresem Rede . . . . . . ... ... .. ... . . . . .. . 14

15 Historico. . .. ... L L 16
1.6 Apresentagdodo Trabalho . . . . . . .. ... ... ... .. ... .. .. .. 19

2 Meétodos de Pontos Interiores 20
21 Introdugdo. . .. ... ... 20
2.2 Métodos Afins . . ... L 21

vi



2.2.1 Método Aftm Primal . . ... .. . .. ... ... . .. .. ... . . 21
222 Método Afim Dual . . . . ... ... 24
2.2.3 O Conceito de Centragem . . . .. .. ... ... .. ..... .. .. 28
2.3 Métodos Primais-Duais . . . . ... ... ... .. ... 28
2.3.1 Método Primal Dual Simples . . . ... ... .. ... ... .. .. . 29
2.3.2 Método Preditor-Corretor . . . . . .. .. ... ... ... . ... . 31
2.4 O Método de Newton e os Métodos de Pontos Interiores . . . . .. .. ... 35
2.4.1 Método Afim Primal com Centragem . . ... ............ 35
2.4.2 Método Afim Dual com Centragem . . . . ... ... ......... 37 -
2.4.3 Métodos Primais Duais . .. ... ................... 39
2.5 Métodos de Pontos Interiores com Varidveis Canalizadas . ... ... ... 40
2.5.1 Método Afim Primal .. .. ... ... . .. ... .. . .. .. . .. 40
252 MétodoAfimDual . . .. ... L L 43
2.5.3 Método Primal Dual . . ... ... ... ..., ... ... ... . 47
2.5.4 Método Preditor-Corretor . . . . ... ... ... ... ... ... . 52
2.6 Solugdes Inmiciais . . . ... ... .. .. L 56
27 Comentdrios. . . . .. ... L 57
Solugdo de (AD*AT)y = b em Redes 59
3.1 Imtrodugdo. . .. ... ... L 59
3.2 Idéia Geral dos Métodos de Solugdo . . . ... ... ... ... .. .. .. . 60
3.3 Estrutura de @ = ADAT 60
3.4 Solugdo por Métodos Diretos . . .. ... ... ... .. ... . ... ... . 62
3.4.1 Decomposicio de Choleski . . . .. ... ... ... ... ... .. . 63
3.4.2 O Método de Choleski ¢ o Problema de Ordenagio . . . ... .. .. 63
3.4.3 Ltapas para Solucio do Sistema Esparso (AD*AT)y = b ... .. .. 67

vii

3.4.4  Heuristicas de Ordenacdo . . ... ... ... ... ... .. .. .. . 67



3.4.5 Estruturade Dados . .. ..... ... ..... . ... . .. . 71
3.4.6 Implementagio da Fatoragio Simbélica . .. ... ... .. ... .. 75
3.5 Metodos Iterativos . . . .. ... ... ... 82
3.5.1 Pré-condicionador Diagonal . . .. ... ... ........ . .. .. 86
3.5.2 Pré-condicionador Arvore Geradora Maxima . .. ... ....... 86

3.6 Ordenacio Otima de (AD*AT)y = b Associado a Problemas de Transportes 95

3.6.1 Apresentagdo do Problema . ... ................ ... 95
3.6.2 Ordenacio Otima . .. ... ...... ... ... ... 97
3.7 EstudosdeCaso ... ... ... ... ... ... ... 105
3.7.1 Problemas de Transportes . . . .. ... ... ... ... ... ... . 105
3.7.2 Redes Geradas Aleatoriamente . . ... ... ... ...... ... . 106
3.8 Comentdrios. . . . .. ... ... .. 107
Resolucdo de Problemas com Falta de Pontos Interiores 108
4.1 Consideragdes Preliminares . . ... ... ... ... ... .. .. ... ... 100
4.2 Algumas Situa¢bes de Falta de Pontos Interiores . . ... ... ....... 110
4.2.1 Falta de Pontos Interiores no Problema Primal . . ... ... . ... 110
4.2.2  Falta de Pontos Interiores no Problema Dual . ... ... ... ... 127
4.3 Mal Comportados Inofensivos . . . .. ... ........ ... ... . .. 136
4.3.1 Problema com Solugéo Unica . . . .. .. ... .. ... ... .. . 136
4.3.2 Problema Primal Degenerado com Pontos Interiores . . . .. ... . 138
4.3.3 Problema Dual Degenerado com Pontos Interiores . . . .. ... .. 139
4.4 Filtragem e Reestruturacio do Sistema (AD*ATYyy=b . ........ .. 141
4.5 RecomendagBes Gerais . . . ... .. ... ... ... .. ... .. ... . 143
Anidlise das Implementages 144

5.1 Imtroducdo. . . ... ... 144



5.2 BEsparsidade da Matriz Q . . . ... ... ... ... .. ... ... 145

5.3 Resultados Computacionais . . . .. ... ... ... ... ... ... ... . 146

3.3.1 Experimentos com Redes Genéricas . . .. .............. 146

5.3.2 Problemas de Transporte e Designacdo . . . . . .. .. ... ..... 155

5.3.3 Redes com a Mesma Esparsidade e Tamanhos Distintos . . . . . . . 158

5.3.4 Problemas Muito Grandes . . . . . . ... ... .......... .. 160

5.3.5 Problemas Muito Esparsos . . .. ... ................ 161

5.3.6 Custo da Fatoragio Simbélica . . . . .. ... ... ... ... .. .. 164

5.4 Conclusdes e Informagtes Complementares . . . . . . ... ... ....... 166

6 Solugio de Problemas de Fluxos Generalizados 167

6.1 Apresentagdodo Problema. . .. .. ... . ... ... .. .. .. ... .. 167
6.2 Solugio do Sistema {AD*AT)Ay = b Associado ao Problema de Fluxo Ge-

neralizado . . . . ... L L 168

6.2.1 Métodos Diretos: Fatoragdo de Choleski . . . . ... .. ....... 169

6.2.2 Meétodos Iterativos: Gradiente Conjugado Pré-condicionado . . . . . 172

6.3 Métodos de Pontos Interiores para a Resolucio do Problema de Fluxo Gene-

ralizado . . ... L 176
7 Comentarios e Conclusdes 177
A Terminologia de Redes 179
B Simplex em Redes 181
C Gerador de Redes 183

BIBLIOGRAFIA 185



Capitulo 1

Introducao e Objetivos

1.1 Introducao

No presente trabalho, estamos interessados nos métodos de solu¢io de proble-
mas de Programagao Linear especializados ao fluxo por uma rede a custo minimo. Estes
problemas tém um grande nimero de aplicagbes em diversas dreas importantes, como por
exemplo, produgao-distribuicio, logistica, tréfego urbano, sistemas de comunicagdes, flu-
xos em redes de distribuicdo de dgua, localizagiio de recursos e fluxos de energia em redes

elétricas.

Desde o desenvolvimento do método simplex por George B. Dantzig em 1947,
que os modelos lineares de fluxos em redes tém sido estudados. O problema de fluxo de custo
minimo é um programa linear especial, cuja estrutura simplifica os métodos de resolugao,
tornando-os mais eficientes computacionalmente tanto em tempo de execucio quanto em
memoria requerida. Além disto, a geometria de uma rede pode ser facilmente representada

através de desenhos a duas dimensdes,

Este trabalho tem por objetivo realizar um estudo dos métodos de pontos inte-
riores e propor alternativas de implementacdes para resolver o Problema de Fluxo de Custo
Minimo (PFCM), comparando seu desempenho com o método simplex. Procura também
criar algumas referéncias que permitam indicar os algoritmos mais vantajosos {(pontos inte-

riores ou simplex) para solu¢io de um dado problema.



1.2 Problema de Fluxo de Custo Minimo (PFCM)

Matematicamente uma rede G é um par de conjuntos (A, .4), onde A é um
conjunto ndo vazio e finito de m nés e A é um conjunto nio vazio e finito de n arcos;
um arco é um par ordenado de nés distintos. Além disto, tem-se os seguintes vetores: um
m~vetor de demandas b = (b : i € A), tal que para cada né 4, b; > 0 indica um né
produtor de fluxo, b; < 0 indica um né consumidor e b; = 0 indica um né de transferéncia;
um n-—vetor de custos ¢ = (¢; : j € \A) associado aos arcos; e os n—vetores de canalizagio
dos fluxos [ = (l; : je A)ed=(d;:j € A).

Assim, o problema de fluxo de custo minimo consiste em determinar um vetor

de fluxos z = (z; : j € .A), solucdo Stima de

Minimizar ¢
sujeito a Az =1b (1.1)

onde A ¢ uma matriz de incidéncia com m linhas (aos quais estdo associados os nés do
grafo) e n colunas (&s quais estdo associados os arcos do grafo). As colunas de A tém
dois elementos ndo nulos, +1 na linha correspondente ao né origem do arco e —1 na kinha

correspondente ao nd destino do arco.

Ezemplo I: Considere uma rede com 5 nés e § arcos (vide Figura 1.1}. Os nés 1, 2 e 3 sao
nés produtores (by = 2, by = 5 e by = 1), ao passo que os nds 4 e 5 sio nés consumidores

(by = bs = ~4). Além disto, a Figura 1.1 também mostra os custos associados 20s arcos.

Figura 1.1: Exemplo 1 (5 nés e 8 arcos)



Eserevendo a formulagio matematica, temos:

Minimizar ( 5 -2 2 -4 0 6 3 4 ) x
1 1 1 2
-1 1 -1 5
Sujeito a -1 -1 H -1 r =
-1 1 1 —4
-1 -1 1 —4
z > 0

Observe que existe uma linha da matriz A para cada né e que o arco (1,2)
apresenta coeficientes ndo nulos +1 na linha 1 e —1 na linha 2 e apresenta coeficiente de
custo 5 na funcdo objetivo; além disto, o né 1 na primeira linha de 4 produz 2 unidades de

fluxo.

As classes de problemas de otimizag¢io linear em redes descritas a seguir sio

casos particulares de (1.1).

o Transporte: cada nd ou é produtor ou consumidor; além disto, cada arco é direcionado

de um né produtor para um né consumidor, formando uma rede bipartida.

¢ Designagdo: problema de transporte no qual b; = 1 V i € A/, formando uma rede

com igual nimero de nds produtores e consumidores.

Circulacdo: b= 0.

Fluro Mdzimodondésaondiem G: b= 0,d;, = 00, ¢y = —1, ci; =0V (4,7) # (1, 8).

o Caminho Minimo entre os nds p, q: by=1,b,=-1,b,=0VY1#p,q.

Para cada um dos problemas acima hd métodos especificos que exploram as
particularidades das estruturas e cujo estudo e desenvolvimento podem ser encontrados na

literatura classica de programacio linear [25, 64, 82, 581

Todo problema de fluxo de custo minimo (1.1) pode ser facilmente transformado
em um problema de fluxo de custe minimo com ! = 0. Assim, sem perda de generalidade,

neste trabalho vamos considerar o problema formulado com [ = 0.



E fécil verificar que o posto de A é no méximo m — 1; basta verificar que a soma
das linhas de A é o vetor nulo. Desta forma, }_ b = 0 é uma condi¢io necessaria para que

o problema (1.1) possa apresentar uma solucio z satisfazendo Az = b.

1.3 O Método Simplex

Nesta secdo é apresentado o método simplex (primal}, para resolver um problema

de programacao linear. Considere o programa linear de obter um n-vetor r = (z;), solugéo

6tima de,
Minimizar oIz
sujeito a Az = b (1.2)
z > 0

onde A € uma m X n-matriz de posto completo e m < n; b = (b;) é um m-vetor; ¢ = (c;) é

um n—vetor.

Suponha que das n colunas da matriz A selecionamos um subconjunto de m
colunas linearmente independentes, e denote por B(m x m) a matriz formada por essas
colunas. A matriz B € nédo singular (posto(A) = m). Suponha sem perda de generalidade
que B corresponde s primeiras colunas de A. Neste caso, a matriz A e os vetores z, ¢ sio

particionados em:

A=[BIN] z={ "B ) c=|[ B

TN CN

Diz-se que o vetor & é uma solugdo bdsica de (1.2}, se zx = 0, 25 = B~1b, o
que implica Az = b. Se zp > 0, entao diz-se que o vetor z é uma solugio bdsica factivel de
(1.2).

Um vetor = que satisfaz Az = b é denominado solucdo. Uma solu¢io que satisfaz

z > 0 é denominada solucdo factivel.

Uma solucdo factivel z que atinge o valor minimo da funcio objetivo (¢Tx), é

dita uma solugdo factivel étirna.



O Teorema Fundamental da Programacdo Linear {64], ressalta a importancia

das solugdes béasicas factiveis na solugdo do problema (1.2).

o Se (1.2) tem uma solugdo factivel, entdo ele tem uma solu¢do bésica factivel.

e Se (1.2) tem uma solugdo factivel étima, entdo ele tem uma solucdo basica factivel

Stima.

Desta forma, para encontrar uma solugio étima de (1.2) pode-se limitar a pro-
cura entre as solucdes basicas factiveis, que por serem em nimero limitado garantirao a sua

obtenc¢io em um nimero finito de avaliagdes.

O método simplex evolui iterativamente através de solugdes basicas factiveis,
melhorando a funcio objetivo. A cada iteragdo, verifica-se a condigdo de otimalidade,
zB 0

z= = T > 0
ZN ey~ Ny

onde z = ¢ — ATy é o vetor de custos relativos. Se ela é violada para alguma varidvel, isto

e’
JA, € N tal que z, = c,— ATy < 0
a solucdo corrente ndo é 6tima. Isto significa que o aumento da varidvel z, melhora o valor

da funcéo objetivo, pois z; é a componente do vetor de custos na direcdo de deslocamento

associado a A;.

O crescimento de z, deve ser compensado pelas varidveis bésicas, de modo que
as restrigoes funcionais continuem satisfazendo as restrigbes de igualdade. Assim, a diregéo

de movimento da solucio Az é expressa por,
Azpy=0 keN, k#s, Az,=1 Azg=-A, =-B'4,

de tal forma que,

B Y (AAz) = B"YBAzp + NAzy) = Azg + A,Az, = ~A, + A, = 0

Admitindo que o problema (1.2) é limitado, o crescimento de x, acarreta o

decréscimo de pelo menos uma das varidveis basicas, havendo um bloqueio quando ela se



anula. Este procedimento é denominado feste de razdo:

7o argmz'n{l;,;/fi,-s : Ais > 9}

Isto origina uma troca de base, com A, substituindoe A, na base B. A nova solugio é
determinada por,
T + alAr

onde o é o tamanho de passo e é calculado por,

atd
-

Assim, garante-se que Az = b,z > 0.

Caso o problema {1.2) seja ilimitado, nenhuma varidvel basica bloqueia o cres-

cimento de z,. Neste caso, A;; < 0 Vi.

O método simplex itera até que a condigdo de otimalidade ou que a condi¢io de

solugdo ilimitada seja satisfeita.

A estrutura légica do método simplex é resumida a seguir.

Seja B uma base factivel [B~1b > 0]

Repita até parar
zn «— 0 [Varidveis ndo basicas]
zg —b=B" [Varidveis basicas]
yl — ckB-1 [Varidveis duais]
z—c— Aly [Custos relativos]
Se z>0 entdo pare [Solugdo Stima]
Seja 2z, <0 [Entra Ag]
A, — B™14, [Coluna s atualizada)
o — Minlb;/ Ay : Ass > 0] [Teste de razdo]
Se a=o00 entdo pare [Solugao 6tima ilimitada]
Atualize B , B! [Sai A,]

Observagdo: Na pritica B! nido é explicitamente calculada, sendo mais eficiente manter a

sua decomposicko LU e atualizar b, A, sempre gue necessirio.



Eventualmente nio existe nenhuma base factivel inicial para o problema (1.2);
neste caso trata-se de um problema infactivel. E comum aplicar o método fase 1 do simplex

para achar uma solugio inicial bdsica factivel resolvendo o problema artificial,
Minimizar { Zw,- Az t+w=0bz,w>0}

a partir da solucgio inicial z = 0, w = b com base inicial B = 1.

O maior esforgo computacional do método simplex a cada iteragio, estd no
calculo das varidveis duais (y7 = ¢ B™!), na obten¢o da coluna atualizada (4, = B~14,),
no teste de razio (a = Min[b;/Ais 1 Ais > 0]}, e principalmente, na atualizagio da inversa
da matriz bédsica (B™'). Sdo nestas etapas que os algoritmos especializados para grafo
economizam esforgos, aproveitando as particularidades das estruturas da base B e da coluna
As.

1.3.1 Simplex em Rede

A matriz A associada a um problema de fluxo de custo minimo nio é de posto
completo (a soma de suas linhas é o vetor nulo), entretanto, pode-se adicionar um vetor
unitdrio em = (0,...,1)T € R™, de modo que a matriz [Ale,,] torna-se de posto completo;
neste caso, denominamos este né de raiz, da mesma forma que e,, é denominado arco raiz
[11].

No problema de fluxo de custo minimo, ¢ possivel mostrar que cada base é uma
matriz triangular [11, 538]. Também é possivel mostrar que existe uma correspondéncia
biunivoca entre bases triangulares de A e drvores enraizadas do grafo [58]. A estrutura des-
tas bases permite desenvolver algoritmos especializados que aproveitam as particularidades

estruturais de B e A, para resolver de modo eficiente os sistemas,

yI'B = ¢L [Célculo das varidveis duais] (1.3)
BA, = A, [Atualizacdo da coluna s -

Ezemplo 1 {continuagio)

Para facilitar a apresentacio vamos adotar a notagao x;;, z;;j, ¢;; para representar

os dados associados ao arco (4, 7). No seguinte exemplo, é feito uma iteracdo completa do



método simplex especializado para redes onde sdo analisados os passos mais importantes
para ilustrar o processo de solugdo do problema de fluxo de custo minimo e mostrar como
sdo resolvidos os sistemas definidos em (1.3). Além disto, é apresentado a relagdo que existe

entre resolucdo de sistemas triangulares e drvores enraizadas associadas a base B.

Considere a base B formada pelos arcos (2,3), (3,4), (4,5), (1,5) e o arco raiz
da Figura 1.2.

Figura 1.2: Arvore enraizada associada a solugdo inicial

a) Cdlculo das varidveis bdsicas (Bzg = b)

1 15 2
1 T3 5

-1 1 Tag | = 1

-1 1 La5 —4

-1 -1 1 5 -4

A solugdo do sistema triangular Bzg = b é obtida diretamente, percorrendo a

arvore enraizada das folhas 3 raiz (vide figura 1.2). Usando o vetor b e reordenando as



e el

- W W W W W W W W W W W W W "W W e

equagdes de conservagio de fluxo nos nds, temos:

nd 1: Tis = bhh= 2 = z15=2
né 2: g9y = ng 5 = 293=29
né 3. Tag~Toz = b3= 1 = 234=26
no 4: Tys — Tag = b= —4d = z45=2
né 5: zs—(Tas+715) = bs=—-4 = T5=0
b) Cdlculo das varidveis duais (yTB = k)
1
1
(?Jl Y2 Uz Y4 ?fs) -1 1 ;(2 m4030)
-1 1
-1 -1 1

A solugio do sistema triangular y7 B = ¢% ¢ obtido diretamente percorrendo a
irvore enraizada da raiz as folhas (vide Figura 1.3). Usando o vetor e¢g e reordenande as

equagoes de custo relativo nulo nos arcos basicos, temos:

arco b oys =0 = ys= 0
arco (1,3) @ y1—ys = ec= 2 = ;= 2
arco {4,5) @ Ya—ys = 5= 3 = = 3
arco (3,4) : ya—ys = cu= 0 = y= 3
arco (2,3) @ p—y3 = cp=-4 = yy=-1

A 4rvore enraizada associada a este sistema estd representada na Figura 1.3.
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ARCO RAIL, —

Figura 1.3: Célculo das varidveis duais

¢) Cdlculo dos custos relativos (z = ¢ — ATy)

Usando-se os valores das varidveis duais y, calcula-se o valor de z;;. Para calcular

z; Y(4,7) € N (para todos os arcos nio bdsicos), aplica-se a relagio:
Zij = G~ YitY;
d) Determinagdo da varidvel que sai e pivoteamento

No exemplo 213 = —1 < 0. Logo, z13 ¢ um candidato para entrar na base, e deve
melhorar o valor da fungio objetivo. Devemos aumentar o valor da varidvel 13, ajustando
convenientemente as varidveis bisicas, de modo a manter a factibilidade ¢ determinar a
primeira varidvel bidsica que se anula. Neste exemplo, a diregio de deslocamento Az é
definida por,

Azgz= 0 (Apiz= 0)

Azgs = —1 (Ars13 = +1)

Azzq = +1 (Agg13 = —1)

Azgs = +1 (Ags13 = —1)

Aziz = +1

Az;; = 0 para os demais arcos
o que define um ciclo no grafo (Figura 1.4). Este ciclo é formado pelo arco z13 e por alguns
arcos basicos Z34, T45, T15 {este dltimo com sentido contrdrio). A aplicacio do teste de

razdo indica que x5 deve ser escolhido para sair da base com a = 2 = 2/1.
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ARCO RAIZ o> E

'

Figura 1.4: Ciclo para determinar a varidvel que sai

e) Atualizacdo da drvore (B™1)

I obtida eliminando o arco (1,5) e incorporando o arco (1,3) (vide Figura 1.5).

ARC(O RAIZ

Figura 1.5: Nova solugdo basica factivel

f) Observagio. L importante salientar que a irvore geradora deve ser mantida com uma
estrutura de dados apropriada para que as operagoes de determinagio do ciclo e atualizagio

de fluxo, pregos e da drvore geradora sejam realizadas de modo eficiente.
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1.4 Meétodos de Pontos Interiores para Solugao de Programas

Lineares

Como ilustragio dos méitodos de pontos interiores, apresenta-se o método afim-
primal. Mostra-se também algumas particularidades desses métodos na resolucio de pro-

blemas de fluxo de custo minimo.
Considere novamente o problema (1.2).

Seja o conjunto de solugdes factiveis,
S={reR": Az = b,z > 0} -
E o conjunto de solugdes interiores factiveis,
§9={zec8:2>0}

Os metddos de pontos interiores trabalham com pontos que estio no conjunto
50, Ou seja, z € §%. A figura 1.6 mostra o conjunto de solugdes factiveis, e uma seqiiéncia

de pontos no interior deste conjunto deslocando-se em diregao a solucio 6tima.

Figura 1.6: Segiiéncia de pontos no conjunto 5°

Os diversos métodos de pontos interiores {afins, afins com centragem, primais—duais

com trajetéria central}, sdo caracterizados pelas diregoes de deslocamento no conjunto 5°.
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Para ilustrar como sdo calculadas essas direcoes de deslocamento, apresentaremos o método

afim-primal.

Dado um ponto interior factivel z, define-se:

o Uma estimativa das varidveis duais (y): y = (AX247)"14X 3¢
e Custos relativos (z): z = ¢ — ATy

¢ Direcio de movimento (Az): Az = ~X?%z

onde X = diag(z) € a matriz de escalamento.

0O método afim—primal é resumido na seqiiéncia de passos a seguir.

Seja z € 59
Repita
X e diag(z) {Matriz diagonal]
y — (AX2ATY'AX?% [Célculo de y]
z — c— ATy [Custos relativos]
Az — —X2z {Direcdo de movimento]
e min[-z;/Az;: Az; < 0] [Teste de razao]
z — 4+ foAe [Novo ponto]

até (|272] <€)

onde # é um parametro no intervalo (0, 1), usado para garantir que o novo ponto é ainda

um ponio interior, e € é uma tolerdncia pré-estabelecida.

Seja,
Q=AX2AT e b= AX7

O maior esfor¢o computacional do método afim-primal estd na construcio da

matriz @ e no célculo da estimativa das varidveis duais y (resolu¢io do sistema Qy = b).

E possivel mostrar que a matriz () é uma matriz simétrica e positiva definida.
Isto é:
Q@ = Q7
2TQxz > 0 Yz #£0 (z€RY)
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A solucdo do sistema Qy = b é realizada com métodos diretos {normalmente
usando a fatoracio de Choleski) ou métodos iterativos (normalmente usando gradiente

conjugado pré-condicionado).

1.4.1 Pontos Interiores em Rede

Uma caracterfstica importante dos problemas de fluxo de custo minimo que é
explorada nos métodos de pontos interiores estd relacionada com a matriz § = AX 24T,
Para que esta matriz seja realmente (simétrica) positiva definida é necessirio que a matriz
A seja de posto completo. Isto implica que para uma rede conectada é necessdrio eliminar
(qualquer) uma das linhas da matriz de incidéncia o que significa que a matriz ¢ ¢ uma

(m — 1) X (m — 1)-matriz quadrada.

O maior esfor¢o computacional dos métodos de pontos interiores a cada iteragio,
é composto pela construgio da matriz @ (complexidade O(m?n)) e a solugio do sistema
Qy = b (complexidade O(m?)). No caso de um Problema de Fluxo de Custo Minimo a
construgio da matriz Q é realizada com complexidade O(n) que corresponde a percorrer os

arcos da rede.

Finalmente, a resolucio do sistema Qy = b feita com o método gradiente conju-
gado pré-condicionado utilizando o pré-condicionamento diagonal é efetuado com comple-
xidade O(n) por iteragdo sem utilizar a matriz ¢ explicitamente (nao requer a construgao
desta matriz). Além disto, o pré-condicionamento com a drvore geradora méxima também

é feito de modo eficiente (vide capitulo 3).

O algoritmo abaixo ¢ utilizado para determinar o produto v = ¢v sem construir

a matriz {.

ufl...m] — [0...0]

for k- l.ndo
ufte] — ufte] + 2 + (v[te] — v[h])
ulhi] — ulhg] + 22 * (v[hg] — v[ts])

onde o arco k = {fx, hi) apresenta origem t; e destino Ag.




Ezemplo {continuagio)
Eliminando a dltima linha (nd 5)
Q) da seguinte forma,

2 9 2 2
T+ E13 T T —Tiy

2

2 2 2
0= —Zi2 Tz + T3 T i
- 2 2
—I13 —Z33

15

da matriz de incidéncia, pode-se determinar

——a:fs 0
—3, ~z%,

2dy + 235 + 23, + 285 ~234
—a3, 23 + 254 + 255

cuja diagonal é composta pela soma dos quadrados do fluxo dos arcos que incidem {com

origem ou destino) no né e cujos elementos nao-diagonais é o quadrado do fluxo do arco

que liga 0s noés, se existir.

Considere o fluxo factivel z, representado na Figura 1.7.

Figura 1.7: Fluxo factivel (vetor z)

a matriz associada é;

3 -1
-1 51
Q=1 _,
2 49
0 -1

= 0
—-49 -1
26

2l 81
~81 98
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1.5 Histdrico

Ao realizar trabalhos para a Forca Aérea dos Estados Unidos em 1947, George
B. Dantzig identificou em vérios problemas de programagio e planejamento militar, uma
carateristica comum: a tarefa puramente matemadtica de maximiza¢do ou minimizagio de
uma funcio linear cujas varidveis sdo restritas a valores satisfazendo um sistema de restrigoes
lineares, isto é, um conjunto de equagdes e/ou inequagdes lineares. Toi natural Tjallin C.
Koopmans sugerir para o assunto o nome de programagio linear, em vista do primeiro
artigo publicado por Dantzig: “Programming in a Linear Structure”, publicado na revista

Econometrica [24].

Conta a histéria que o famoso matematico Fourier foi provalmente o primeiro a
estudar sistematicamente desigualdades lineares e a mostrar sua importancia em mecanica
e teoria da probabilidade. Ele estava interessado em achar um ajuste com o menor desvio
méximo para um sistema de equagdes lineares, que ele reduziu ao problema de achar o
ponto de um poliedro com valor minimo (este é provavelmente o exemplo mais antigo de
um problema de programacio linear). A proposta de solucao de Fourier foi a de percorrer
vértice por vértice, descendo para o valor minimo. Observe que isto constitui a esséncia
do método simplex. Esse método foi desenvolvido por Dantzig em 1947 e foi durante
muitos anos reconhecido como o método mais eficiente para trabalhar com problemas de
programacdo linear. De acordo com Dantzig, o nome método simplex foi sugerido por T.
S. Motzkin.

Devido ao crescente nimero de aplicagbes, o método simplex vem sendo desde
a sua criacdo objeto de inimeras pesquisas tedricas e computacionais. Em outubro de
1947, John von Newmann, trocando idéias com Dantzig, introduziu o conceito de problema
de programacao linear dual, que estd associado a cada problema de programac8o linear

original {ou primal). Subsequentemente, Gale, Kuhn e Tucker [38] formularam e provaram
o Teorema da Dualidade.

Em 1954, C. Lemke desenvolveu o algoritmo dual simplex [63], como uma va-
riacido do primal simplex padrdo. Uma outra variante é o método primal-dual, desenvolvido

por Dantzig, Ford e Fulkerson [26].

Outra alternativa para otimizacio em redes é o método out-of-kilter de Fulkerson
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[36], posteriormente interpretado como um método primal-dual.

Qutros trabalhos contribuiram para desenvolver 4reas de programacio linear
com estruturas particulares, tais como a programacio em redes [37]. A programagio em
redes trata de uma classe de problemas que explora a estrutura especial onde cada coluna
da matriz de restricoes possul somente dois elementos nao nulos: +1 e —1. Nesta classe
de problemas destacam-se os problemas de fluxo de custo minimo, objeto de estudo deste
trabalho, e suas especializacdes; como problemas de caminho minimo, designagio, trans-
porte, transbordo e circulagio; envolve também suas ramificacdes, como problemas de fluxos

generalizados e multifluxos.

O método simplex especializado para redes, conduz a grandes economias de
memoria, e tempo de processamento. Seu desenvolvimento, iniciado com o trabalko de

Dantzig foi formalizado no artigo de Ellis Johnson [54].

Em 1975 a Academia de Ciéncias ” Royal Swedish ” atribuiu o prémio Nobel em
ciéncias econdmicas em igual cota ao professor Leonid Kantorovich da USSR e ao professor
Tjalling C. Koopmans da USA por suas contribuicdes a teoria de distribui¢io 6tima de re-
cursos. Embora estes pesquisadores tenham investigado uma grande variedade de problemas
de otimizagio, ambos estdo associados com algumas das primeiras publicagbes descrevendo
problemas de fluxos em redes como conhecemos atualmente. Em 1939, Kantorovich discutiu
uma classe de modelos de otimizacdo com exemplos especificos. A idéia por trds de cada
exemplo era o planejamento de uma elevada producéo de bens com base na utilizacio 6tima
dos recursos existentes. Um destes exemplos envolve a distribui¢o de fluxo de carga entre
as diferentes rotas da rede da estrada de ferro de tal maneira que satisfaga as restricdes de

capacidade nas rotas enquanto minimiza o gasto de combustivel.

Embora na pratica o algoritmo simplex seja eficiente, pode-se construir classes
de problemas de programagio linear mostrando que o comportamento desse algoritmo no
pior caso nao é polinomial, e sim exponencial [82, 84]. Assim, desde a primeira publicagio
do método simplex por Dantzig, tem havido muitas tentativas para achar melhores maneiras
de resolver problemas de programacio linear. Alguns aperfeigoamentos do método simplex
podem ser encontrados em {45, 53], por exemplo. Entretanto, o esforco computacional
permanece nao polinomial. Com o intuito de reduzir este esfor¢o computacional, tem sido

propostos métodos conceitualmente diferentes do simplex. Em 1979 o matemaético russo



18

Leonid G. Khachiyan, mostrou que o método para otimiza¢do convexa desenvolvido pelo
matematico russo N. Z. Shor e Gershovich [91] pode ser adaptado para produzir o método
dos elipsdides [57, 18] para resolugdo de problemas de programacio linear com complexidade

O(nlL), onde L é o tamanho dos dados do problema em bits.

Em 1984, N. Karmarkar divulgou o Método Projetivo [55}, baixando (em muito)
a complexidade teérica em rela¢do ao método dos elipséides. Ele obteve um limite superior
para o nimero de iteracbes de O(nl), e um limite para o nimero de operagdes de O(n*®°L).
Ao mesmo tempo, anunciou resultados computacionais superiores aos obtidos pelo método

simplex.

O algoritmo original proposto utilizava um formato especial para o problema
e hipdteses restritivas. Vdrios pesquisadores introduziram melhoramentos no método e
desenvolveram variantes para o problema em formato padrio. Entre outros, Anstreicher
[4], Gay [39], De Ghellinck e Vial [28], Gonzaga [47], Todd e Burrel {93], e Ye [99]. Uma
simplificacdo radical do algoritmo proposto por Karmarkar gerou o método afim-escala [1].
Embora nao fosse conhecido no ocidente, esse algoritmo ja existia havia vinte e nove anos,
publicado por Dikin na USSR [30]. Na sua forma original o método afim-escala é nio
polinomial, mas seus resultados computacionais normalmente superiores ao simplex muito

contribuiram para o desenvolvimento dos métodos de pontos interiores.

Resultados essencialmente novos foram obtidos a partir de 1986, com o estudo
de métodos de trajetéria central. A trajetéria central foi inicialmente estudada por Bayer e
Lagarias [13] e por Megiddo [74]. Renegar {86] desenvolven um algoritmo deste tipo, obtendo
pela primeira vez um limite de complexidade de O(y/nL) iteragbes, mas com complexidade
em numero de operagées aritméticas igual a de Karmarkar. Em 1987, Vaidya [95], seguindo a
metodologia de Renegar, reduziu o limite obtido por Karmarkar para O{n>L) operacées. Por
um caminho independente, Gonzaga [47]| obteve o mesmo limite simultaneamente, utilizando

um algoritmo do tipo penalidades.

Novos algoritmos foram propostos a partir do conceito de trajetéria central,
incluindo os de Koyima, Mizuno e Yoshise [62], e de Monteiro e Adler [79]. Fizeram-se
também extensOes para programacio quadritica convexa, obtendo-se os mesmos limites de
complexidade. A partir de 1989 surgiram algoritmos que procuram acompanhar a trajetdria

central por passos longos [52], ao invés dos passos curtos, essenciais para as demonstracoes



19

de complexidade da ordem de +/nL nos primeiros métodos de trajetoria central.

Aplicacdes de algoritmos de pontos interiores para solu¢do de problemas de
fluxo de custo minimo surgiram a partir de 1993 {88]. O trabalho de Resende e Veiga [88]
resolve problemas de designa¢io usando o método afim-dual. Na época, somente conseguia
competir com o método simplex para problemas de grande porte (4.10% nés e 2.10° arcos)

e, usando processamento paralelo.

Uma outra implementagio de métodos de pontos interiores para resolver proble-
mas de fluxos em redes, foi publicada em (1993) por Ramakrishnan, Karmarkar ¢ Kamath
[85]. Esta implementagio foi usada para resolver problemas de designacio com até 32768

nés e foi comparado com o cédigo AUCTION de Bertsekas e Kastafion [16].

Posteriormente Resende e Veiga obtiveram melhorias significativas com uma im-
plementagio baseada no gradiente conjugado pré-condicionado, usando pré-condicionadores
diagonal e drvore geradora méxima para resolver problemas de fluxo de custo minimo de
grande porte [89]. Eles resolveram 250 problemas com redes de 256 até 262144 nds, e fize-
ram comparagoes com os codigos NETFLO, RELAXT-3 e CPLEX. Os métodos de pontos

interiores mostraram bom desempenho com relagdo a esses trés cédigos.

1.6 Apresentagao do Trabalho

Este trabalho faz um estudo dos diversos métodos de pontos interiores e propoe
alternativas de implementacdes para resolver problemas de fluxo de custo minimo. No
capitulo 2, é feita uma apresentagio dos principais métodos de pontos interiores, dando-se
énfase aos algoritmos mais importantes do ponto de vista de implementagdes computacionais
bem sucedidas. No capitulo 3, sdo estudados diferentes métodos para solugao de sistemas
de equagdes do tipo (AD*AT)y = b, onde A é a matriz de incidéncia né-arco associada a
um problema de fluxo de custo minimo. Discute-se também questdes relacionadas com o
uso de estrutura de dados para armazenar eficientemente as informacdes deste sistema. O
capitulo 4, apresenta o problema de falta de pontos interiores e degenerescéncia. No capitulo
5, sio apresentados os resultados computacionais comparando os métodos implementados
com o método simplex. No capitulo 6, sao apresentadas extensdes dos métodos de pontos

interiores para a solucio de problemas de fluxos generalizados.



Capitulo 2

Métodos de Pontos Interiores

2.1 Introducao

Discute-se neste capitulo as principais idéias para solugdo de problemas lineares
de otimizacdo através de métodos de pontos interiores. Esses métodos podem ser classifi-

cados em trés grandes grupos:

¢ algoritmos projetivos;
e algoritmos afim—escala;

¢ algoritmos primais—duais.

Os métodos de pontos interiores ganharam notoriedade com a divulgagio do
algoritmo projetivo de Karmarkar [55]. Embora os algoritmos projetivos apresentem com-
plexidade polinomial O(nL) (Anstreicher {4, 5], De Ghellinck e Vial {28], Gonzaga [49],
Karmarkar [55], Todd e Burrel [93], Ye e Kojima [100]), sob anélise do pior caso, éles ndo

tém levado a implementagdes com bom desempenho computacional (Tomlin [94]).

Os algoritmos afim escala, embora geralmente ndo tenham complexidade po-
linomial (quando nio incluem procedimentos de centragem), tém exibido bom comporta-
mento computacional (Adler e outros [1], Barnes {8], Dikin [30, 31], Vandervei e outros [97],
Marsten e outros [71]). De fato, foram implementagdes baseadas nessas idéias que deram

credibilidade & hipdtese de que os métodos de pontos interiores poderiam superar o método

20
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simplex (Adler e outros {1}, Monma e Morton [78], Marsten e outros [71]). Curiosamente,
verificou-se que suas bases haviam sido propostas por Dikin [30], em trabalho publicado na

Unido Soviética, bem antes da divulgacao do trabalho de Karmarkar [55].

Atualmente, a maior parte das implementagoes bem sucedidas tém sido baseadas
em algoritmos primais duais (Gonzaga [49, 52], Kojima e outros [62], Lustig [66], Lustig
e outros [67, 68, 69, 70], Megiddo [74], Mehrotra [77}, Monteiro e Adler {79], Monteiro e
outros [81]). Esses métodos tém ainda propriedades de convergéncia polinomial O(\/nL),

melhores do que as do algoritmo projetivo.

Nos préximos itens, 2.2 e 2.3, apresenta-se as principais idéias dos métodos afins
e primais duais, usados no desenvolvimento de algoritmos para otimizacio de fluxos em
redes, discutidos neste trabalho. Segue-se uma interpretagdo desses métodos sob o enfoque
do método de Newton. O item 2.5 discute implementagoes de algoritmos de pontos interiores
com varidveis canalizadas. A parte final do capitulo é dedicada a inicializagbes e comentarios

adicionais, abordados, respectivamente, nos itens 2.6 e 2.7.

2.2 Meétodos Afins

Os métodos afins tém duas grandes variantes, primal e dual, ambas fundamenta-

das na minimizacio dos desvios da condic¢io de folgas complementares (Chandru e Kochar

[22]).

2.2.1 Método Afim Primal

Considere o problema de programacio linear sem variaveis canalizadas, P,

Minimizar eIy

(P)q Sujeitoa Az=5h
x>0

e seu dual, D,
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Mazimizar bTy

(D)4 Sujeito a ATy <e

y Irrestrito

onde A(m x n) é uma matriz de posto completo.

Pelo Teorema das Folgas Complementares (Luenberger [64]), se existirem
dois pontos, z* e y*, solugdes factiveis de P e D, tais que
X*(e— ATy y=0

onde X* é a matriz diagonal cujos elementos sio as componentes do vetor z* (X* =
diag(z™)),
entao z* é solugdo dtima do primal e y* é solu¢do 6tima do dual.

Seja r um ponto interior factivel, isto é, 2 > 0 e Az = b, e ¥(y) o vetor dos

desvios da condi¢do de folgas complementares,

Y(y) = X(c— ATy)
onde X = diag(z).

Para tentar atender a condicdo de folgas complementares, pode-se obter o vetor
de varidveis 7 que minimizem o quadrado do desvio «(y). Para isso, resolve-se o problema

quadratico irrestrito a seguir.

Minimizar f(y) =77 (9)1(y)
onde f: R™ +— R é uma fun¢do quadrdtica, convexa e nio negativa.

O gradiente de f(y) é dado por:

Vi) =2(-XAT)"(Xc~ XA y)

No ponto dtimo,
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Vfy)=0 = -AX*(c-ATy)=0 = (4AX’AT)y=A4X7%c
§=(AX2AT)tAX?c
Portanto, se a condicio de folgas complementares estiver satisfeita para §, éle
é o vetor de varidveis duais, solu¢io do problema D e o ponto £ associado é solugio de

P. Caso contrario, se a condigao de folgas complementares néo estiver atentida, § pode ser

interpretado como uma estimativa das varidveis duais.

A partir de #, calcula-se a estimativa do vetor de custos relativos, ¢ = ¢ — ATy,

e uma direcao factivel de descida, definida como Az = —X2¢.

Para mostrar que Az é, de fato, uma dire¢io factivel de descida, demonstra-se

o teorema a seguir.

TEOREMA 1 Az é uma diregiao factivel de descida, isto é, satisfaz as condices:

A) AAz =0 (a direcio é factivel em z interior)
B) Az <0 (a direcio é de descida)

PROVA A
Adz = A[-X%] = A[-X¥c-ATy)] = LVf(y)
= 0
PROVA B
fly) = [X(e— ATYT[X(c— ATy)]
= (e- ATyp)TX%
(¢F —yTA)(-Az)
= —cTAz+yTAAz
= ~cfAz >0 [f(y) > 0]
Portanto,
cTAz < 0

Para encontrar o novo ponto, deve-se calcular o tamanho maximo de passo, dado

pela primeira componente do vetor z a se anular, isto é:



24

a = min[-z;/Az; : Az; < 0]

Tendo em vista os conceitos acima, o algoritmo afim primal pode ser resumido

na seqiiéncia de passos a seguir.
Dado z = (z;) um ponto inicial interior factivel para P, B=0,995e¢=10"%

k20
Repita
X — diag(z)
y  — (AX2ATY 1 AX 3
¢ —c—ATy
Az — —X%
a — 3 Min[—z;/Az;: Az; < 0]
z ez 4a Az
ko e—k+1
até (jzTe < €

2.2.2 Método Afim Dual

Seja o seguinte problema dual equivalente D',

Mazimizar bTy
(D'}{ Sujeito a ATy+z=0¢
z20

onde z é o vetor de varidveis de folga associadas as restricdes do dual.

Considerando o problema dual equivalente D', o Teorema das Folgas Com-
plementares (Luenberger [64]) estabelece que, se existirem trés pontos, z*, y* e 2*, solugdes

factiveis de P e I, satisfazendo a condigio

272 =90
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onde Z* = diag{z™),
entio z* é solucdo 6tima do primal e (y*, z7) é solucdo dtima do dual.
Seja (y,2) um ponto interior dual factivel, isto &, y é tal que ATy+z=1¢,2>0,
e 7(z) o vetor dos desvios da condigdo de folgas complementares. Ou seja,
m(z) = Zz
onde Z = diag(z), 2 = ¢ — ATy,

Na tentativa de atender a condigdo de folgas complementares, pode-se obter o

vetor de varidveis # que minimize o quadrado do desvio 7(z), restrito a Az = b.

De forma andloga ao caso primal discutido no item anterior, resolve-se o seguinte

problema quadratico restrito:

Minimizar g(z) = (Zz)¥(Zz) = 7¥(z) n(z)

- (2.1)
Sujeitoa Axr=2Db

como g (g : R® — R) é uma fungio quadritica, convexa e ndo negativa, a solugio de (2.1)

pode ser obtida pelas condigdes de estacionariedade do Lagrangeano L{z, ),
L{z,\) = g(z)+ A\ (4z - b)

As condicoes de otimalidade para {2.1) (Luenberger {64]}, sio:

Vel{z,A}) = 0 Vo) + ATA= 2Z2%z+4"2= 0
ou (2.2)
Vial{z,A) = 0 Az —-b= 0 > Az = b
Pré-multiplicando a primeira equacio de (2.2) por %Z‘z, obtemos:
IZ_MEATA — — 1 -2 4T
a¢+§ =0 = :cm—-éZ AT A (2.3)

Substituindo a expressio (2.3) em Az = b, obtemos:

——%(AZ‘“ZAT),\ =b
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Logo,
A= —2(AZ77AT) b

Portanto, .
2= 272AT(AZ2 AT b = —53*2,4”,\

Observe que se verifica a restricio Az = b.

A partir de um ponto y, dual factivel, pode-se calcular:

¢ as varidveis de folga, z=c— ATy [z = ¢,

e a direcio de movimento (Ay, Az),

Ay = (AZ72AT)" 1 [Ay = —)/2]
Az = —-ATAy,
e ¢ as varidveis primais, z=72"2ATAy=~Z" %Az

Para mostrar que {Ay, Az) é uma diregio factivel de subida, demonstra-se o

teorema 2.

TEOREMA 2 {Ay,Az) é uma diregdo factivel de subida em (y, z) interior,

isto é, as condigoes A), B) e ('), abaixo, sdo verdadeiras.

A) ATAy+ 4z =
B) Ay >
) Az =

PROVA A

ATAy+ Az = AT(AZ-2AT) Y- AT(AZ72AT) '
“%VLQ:(:E, A)
= 0
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g(e) = (Zx)T(Zz) = (z71ATAy)T(Z71 AT Ay)
= (Z71AT(AZ2 ATy ') T(Z7 AT Ay)

PROVA B = bT(AZ72ATY 1AZ"Y (271 AT Ay)

= HT(AZ-2ATY"YAZ72AT)Ay

= TAy>0 l9(z) > 0]
PROVA C

Viliz,\)=Az—b=10
Portanto,

Az =b

Tendo em vista os conceitos acima, o algoritmo afim dual pode ser resumido na -

seqiiéncia de passos a seguir.

Dado (¥, z) um ponto inicial interior factivel para D', §=0,995e ¢ = 1078

k—20

Repita
z —c— ATy
Z  — diag(z)
Ay — (AZ724T)1p
z  — Z724T Ay
Az — —-ATAy
a — B Min[-z;/Az;: Az; < 0]
¥y +—yt+aldy
ko e—Fk+1

Até (|zT2] <€)

= 2Z24TAy

O vetor 2 (varidveis primais) pode ser calculado no final, ou em qualquer ponto

do lago Repita ... Até.
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2.2.3 O Conceito de Centragem

Considere novamente o par primal P dual D de programas lineares na forma
padrao
(P) Minimizar { Tz : Az =b,2>0}

(D) Mazimizar { b7y : ATy+z2=¢, 220}

Suponha que A é uma matriz de posto completo, que os problemas P e D apre-
sentam solugbes primais étimas e duais otimas limitadas, respectivamente, e que existam
pontos interiores. O ponto central ou centro do conjunto de solugdes factiveis é o dnico
ponto = que satisfaz

Minimizar { —Zlnwj Az =b, >0}
J

A funcdo ~ 3 ;Inz; é denominada fung¢do barreira. Esta funcdo tenta manter o

ponto = (z;} o mais afastado possivel da fronteira do conjunto de solugbes factiveis. A

rigor, esta fungdo é definida apenas para pontos interiores ao conjunto de solugdes factiveis,

pois, somente neste caso z > 0.

A trajetéria central, definida em termos de um parimetro o, é o conjunto de
pontos que satisfazem
Minimizar { —Zin:cj Az =b,2>0, cTe =0}
j

Observe que esta trajetdria central passa pelo ponto central e também pela solugio étima

do problema, ou pelo centro do conjunto de solugbes dtimas, caso existam varias.

Vale a pena mencionar que os algoritmos afins com centragem sio polinomiais
(Renegar [86], Fang e Puthenpura [33]).

2.3 Meétodos Primais-Duais

Os métodos primais duais, inicialmente propostos por Megiddo [74], tém diversas
variantes, sendo as mais usadas o método primal-dual simples (Lustig e outros [67], Mehrotra

[77]) e o método primal-dual preditor-corretor (Lustig e outros [69], Mehrotra [75, 77]).
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2.3.1 Método Primal Dual Simples

O Método Primal Dual tenta resolver os problemas primal (F) e dual (D'} si-
multaneamente. Este método pode ser facilmente obtido aplicando-se o método barreira

logaritmico ao problema dual I, isto é, resolvendo a seguinte familia de problemas (Mon-

teiro e Adler [79]):

(D) Mazimizar by + poinz;
g Sujeito a ATy +z=c

onde p > 0 é um pardmetro de penalizacio (barreira).

Associando as varidveis primais (z) as restri¢bes de igualdade, o Lagrangeano

associado ao problema D, é dado por:

L(z,y,2)=bTy+ ,uZln z—2T(ATy+z2-¢)

3

Aplicando as condi¢Bes de Kuhn Tucker, para y fixo, temos:

Vol(z,9,2)=0 = c—ATy—2z =0 (2.4)
Vyl{z,4,2)=0 = b— Az =10 (2.5)
V.L{z,y,2)=0 = pZle—z =10 (2.6)
onde Z = diag(z), e = [1...1}7 € R".
Tendo em vista que Z = diag(2), (2.6) pode ser escrito na forma a seguir.
ZXe = pe, onde, X = diag(z)
Pode-se reescrever o sistema (2.4) — (2.6) numa forma mais usual. Assim,
Az =b (2.7)
ATyt z=¢ (2.8)
(2.9)

ZXe = pe
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As condicdes (2.7) e (2.8) sdo as condigdes de factibilidade dos problemas primal
P e dual . Quando g — 0, (2.9) é a condi¢ao de folgas complementares.

As direcoes de deslocamento (Az,Ay,Az) sao obtidas resolvendo o seguinte

sistema de equagoes:

AAz =b— Az (2.10)
ATAy+ Az=c— ATy -2z (2.11)
ZAz + XAz =pe— ZXe (2.12)

No sistema acima, temos m + 2n equaces e m + 2n incégnitas. Para resolvé-lo,

pode-se fazer manipulagbes algébricas de forma a se obter um sistema de ordem m.

Pré-multiplicando a equagio (2.12) por Z~1, temos:

Az + Z ' XAz = pZ-le— Xe (2.13)

Pré-multiplicando a equagdo (2.13) por A, temos:

AAT + AZ7 X Az = pAZ te — AXe (2.14)

Definindo dp = b — Az, dp = ¢ — ATy — z e usando (2.10) e (2.11), temos: AAz = dp e
Az = dp — ATAy. Logo a equacio (2.14) torna-se:

(b— Az)+ AZ' Xdp — (AZ"' X AT)Ay = pAZ'e — AXe (2.15)

Portanto,
Ay = (AZ'XATY " Y b+ AZ7 ' Xdp — pAZ 'e)

Usando (2.13), Az é dado por:

Ar=—-Z"1XAz— Xe+ ;LZ“ie
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Em resumo, Ay, Az, Az sico dados pelas seguintes expressoes:

Ay=(AZT'XATY Wb+ AZ7  Xdp ~ pAZ ™ te) (2.16)
Az =dp — ATAy (2.17)
Az =-Z XAz~ Xe4 pZ e (2.18)

Nas equagbes (2.16), (2.17) e (2.18), pode-se observar que temos uma parcela
com o parametro g e outra parecela sem este parametro. Fazendo-se 4 = 0 pode-se construir
um algoritmo mais simples, denominado Primal-Dual Afim Escala (Monteiro e outros [81]).

Neste caso, as direcoes de deslocamento sio dadas pelas seguintes expressoes:

Ay=(AZ"1XAT)"Y(b+ AZ"* X dp) (2.19)
Az =dp - ATAy (2.20)
Az =-Z7'XAz -~ Xe (2.21)

Em principio, o algoritmo Primal-Dual Afim Escala teve apenas interesse tedrico,
decorrente de suas propriedades de convergéncia polinomial (Monteiro e outros {81]). No
entanto, éle pode ser interpretado como a fase de predigdo, do método preditor-corretor
(Mehrotra {77]), discutido no préximo item. O método preditor-corretor levou a imple-

mentag¢des muito bem sucedidas (Lustig e outros [70], Mehrotra {77]).

2.3.2 Meétodo Preditor-Corretor

Em 1992 Mehrotra [77] propds o método preditor-corretor. Novamente, trata-se
de resolver simultaneamente, o par de problemas primal e dual (P e D'}). Neste caso, as
estimativas das direcbes de deslocamento incluem termos de segunda ordem. Para se obter
essas diregdes, ao invés de se resolver uma familia de problemas com relagdo ao parametro

de centragem p, faz-se o seguinte procedimento:

Seja (&, 9, 2) a nova solucdo definida pelas condi¢des a seguir.

F — z+ Az
7 — y+Ay
Z — z+ Az
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Substituindo essa solucio nas equacdes (2.7), (2.8) e (2.9), obtemos:

Az + Az) b
AT(y+ Ay)+(z4+A2) = ¢
(X + AXYZ +AZ)e = pe

il

onde AX = diag{Az) e AZ = diag(Az) sio matrizes diagonais.

Escrevendo essas equacbes em termos matriciais,

A 0 0 Az b— Ax
0 AT I Ay | = c— ATy -z (2.22)
Z 0 X Az pe — XZe — AXAZe

Examinando a equacdo matricial (2.22), vemos que o lado direito da dltima linha
é similar & equagdo (2.12); a diferenca est4 no termo ndo linear (AXAZe) que aparece no
lado direito da equagdo (2.22). Este termo ndo é conhecido, no entanto, podemos calcular
1ma aproximacio para o mesmo, usando o método primal-dual afim escala, isto &, aplicando
o método primal-dual simples com o parimetro de penalizacdo p = 0. Isto corresponde &
etapa de predi¢io do método preditor-corretor proposto por Mehrotra [77]. O sistema de

equagdes a ser resolvido nesta etapa é dado por:

A 0 0 &z dp
0 AT T sy | =1 dp (2.23)
Z 0 X bz ~XZe
onde,
dp = b— Az {infactibilidade do primal),

dp = c— ATy — 2z (infactibilidade do dual),

e (8z,8y,6z) é uma aproximagio das dire¢des de deslocamento {Az, Ay, Az).

Fazendo manipulacbes algébricas, tem-se:

Sy (AZ'XAT) Y (AXe+ AZ7'Xdp + dp) = (AZ' X AT Y b+ AZ" X dp)
§z = dp— ATsy
b = Z"HW-XZe—Xbz) = ~Xe—-Z7'Xéz

B
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Uma vez obtida uma aproximacio do termo nédo linear AXAZe, denotado por
§X&Ze, deve-se substituir a aproximacao no lado direito da equacdo matricial (2.22) e

resolver o sistema. Esta é a etapa de corregao.

0 novo sistema a ser resolvido é:

A 0 0 Az b— Ax
0 AT I Ay | = e— ATy —z (2.24)
Z 0 X Az pe — XZe—86Xd6Ze

Fazendo manipulagdes algébricas, obtemos:

Ay = (AZ'XATY Y b+ AZ'Xdp+ AZ716X6Ze — pAZ 1e)
dp — AT Ay
Az = Z"Wpe— XZe—6X6Ze— XAz)

=
bt
I

Em resumo, o algoritmo preditor-corretor tem duas etapas:

¢ PREDICAO onde se calcula uma aproximagio do termo nio linear (AX AZe), de-
notado por (§X6Z¢), usando o método primal-dual afim escala; isto corresponde a
aplicar o método primal-dual simples, apresentado na se¢ao anterior, com o pardmetro

de penalizacio u = 0;

¢« CORREGAO usando a aproximacio obtida na etapa de predigio, deve-se resolver
o sistema de equacdes (2.24), para obter as direcbes de deslocamento (Az, Ay, Az)

primais-duais.

Calcula-se os passos ap e ap, nos espagos primal e dual, respectivamente, esco-

lhidos de forma que o novo ponto (z + apAz,y + apAy, z + apAz) seja ainda interior.

Tendo em vista os conceitos acima, o algoritmo preditor-corretor pode ser resu-

mido na seqiiéncia de passos a seguir.
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Dado um ponto {z,y,z) tal que 2 > 0,z =c — ATy >0,8=10,9995¢e ¢ = 1078

ke9
Repita
po e zlzfn?
0 — Z-lX
by — (AOATY Y (AXe+ AZ™1Xdp + dp)
bz — dp — ATby
bz — Z Y -XZe— X62)
Ay e (ABATY Wb+ AZ ' Xdp + AZ7 X6X6Ze — pZ7' Xe)
Az «— dp - ATAy
Az e Z7Y e — XZe - §X6Ze — XAZ)
ap «— f min[—z;/Az;: Az; < 0]
ap «— B min[—z;/Az; 1 Az < 0]
z T4 apAl
y <+« y+apldy
z  — z+apAz
ko k41

Tz
Até T+5T| < €

Pode-se fazer algumas observacdes adicionais a respeito do algoritmo preditor-

corretor:

o A cada iteragio do algoritmo, deve-se resolver dois sistemas simétricos e definido
positivos com a mesma matriz de coeficientes A®AT, porém com lados direitos dis-

tintos;

s Quando métodos diretos sdo usados para solugdo do sistema, antes de se entrar ao
laco Repita ... Até, deve-se fazer a fatoragio simbdlica da matriz AQAT (Duff e
outros [32]); ela vai ser usada duas vezes a cada iteragao (para predi¢do e corregio),

com a mesma estrutura;

e Como o método usa informacgoes dos termos de segunda ordem, espera-se que ele seja

mais robusto do gque o primal-dual, isto é, alcance a otimalidade com um ndmero
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menor de iteracoes do que o método primal-dual simples — isto normalmente se

reflete em menor tempo de processamento para resolver o problema.

2.4 O Método de Newton e 0s Métodos de Pontos Interiores

Em trabalho recente Lustig, Marsten e Shanno [70] interpretam os métodos afins,
afins com centragem e primais duais com trajetoria central a partir de um passo do método
de Newton. Nos préximos itens estende-se essa idéia, considerando-se as infactibilidades do
primal e do dual, respectivamente, nos métodos afim-primal e afim-dual, com centragem. A
interpretagio apresentada evidencia novas formas para implementagoes, onde é dispensével

a existéncia de pontos iniciais interiores factiveis.

2.4.1 Método Afim Primal com Centragem

Considere novamente o problema P,
(P) Minimizar {c'z: Az = b,z > 0} (2.25)
Resolver P equivale resolver a seguinte familia de problemas {Monteiro e Adler [79]):

Minimizar {¢Tz —py (Inz;): Az = b,z > 0} (2.26)
J

O Lagrangeano associado ao problema (2.26) é:

Lz, y)=cTz - ;LZ}n z; -yl (Az —b) (2.27)
j

Aplicando as condigdes de Kuhn-Tucker, temos:
Vol(e,y)=0=c—pX te— ATy =0 (2.28)
Vyl(z,y)=0= Az -b=0 (2.29)
onde X = diag(z;) e e = [1..1]7eR™

Para resolver os sistemas nao lineares (2.28) e (2.29) podemos dar passos do

método de Newton. Assim,



36

A 0 Az b— Az (2.30)
—uX"t AT Ay - pX te—c+ ATy ’

O sistema (2.30) tem m + n equagdes e m + n varidveis. No entanto, podemos
fazer manipulacdes algébricas para reduzir a ordem do mesmo, obtendo um sistema de

ordem m.

Definindo-se a infactibilidade do primal como dp, dp = b— Az, pode-se reescre-

ver o sistema (2.30).
AAz = dp (2.31)

—uX Az — ATAy=pXle—c+ ATy (2.32)
Pré-multiplicando (2.32) por AX?, temos:
_uAAz — (AX2AT)Ay = pAdXe — AX*(c - ATy)
Portanto,
Ay = (AX2ATY Yu(—dp ~ Az) + AX*(c - ATy)} (2.33)

Para calcular Az, podemos pré-multiplicar a equagdo (2.32) por —X 2 obtendo:
pAz = —X2AT Ay — pXe + X?*(c— ATy) (2.34)
Substituindo o valor de Ay, obtido em (2.33) na equagdo (2.34), obtemos:
Az = %{X2 ~ X2AT(AX2ATY T AX e — Xe + X2AT(AX 2 A7) Y(dp + Az)

Usando-se a matriz de proje¢do no espago transformado,

P=TI-XAT(AX?AT)1AX,
pode-se escrever: .
Ar = EXPXC — XPe+ X2AT(AX2ATY Ndp (2.35)
Na expressdo (2.35) temos trés parcelas. A primeira %X PXc representa a direcio de
otimalidade (dire¢do afim primal). A segunda —X Pe representa a dire¢do de centragem.

A terceira parcela representa a direcio de factibilidade. Se dp = 0, isto ¢, se tivermos
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factibilidade primal, pode-se fazer a interpretagio apresentada por Lustig, Marsten e Shanno

[70]. A diregao de deslocamento Az, torna-se:

Az = lXPXC — X Pe {2.36)

7

Na expressio (2.36) temos duas parcelas. Se pp — 0, obtemos a diregao afim

(método afim primal).

Usando-se a equacio (2.35), pode-se fazer uma nova implementagao do método
afim-primal (com ou sem centragem) adotada neste trabalho (Capitulo 5), onde nao se
requer a factibilidade primal da solucao inicial. Exige-se apenas que satisfaca a condicio

de positividade.

2.4.2 Método Afim Dual com Centragem

Consideremos agora o dual D’ do problema P, dado por:
(D) Mazimizar {67y : ATy +2=1¢,220} (2.37)

Mostra-se que resolver o problema (2.37) equivale resolver a seguinte familia de problemas
(com p — 0) (Kojima e outros [62], Monteiro e Adler {79]),

Mazimizar {b¥y + #Zln zjtz=c~ ATy, z > 0} {(2.38)
3

Ou simplesmente,

Magzimizar {bTy+p Z In{c¢; - afy)} (2.39)
J

onde a; é a j—ésima coluna da matriz A.

0O Lagrangeano associado ao problema (2.39) é dado por:

Lu(y) =Ty +p> In(c; ~aly) (2.40)
;

Aplicando as condi¢bes de Kuhn-Tucker, temos:

V,L(y)=0=b—pAZ 'e=0 (2.41)
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onde Z = diag(z).
Para resolver o sistema nao linear (2.41), podemos dar passos do método de
L)) e
0 pAZ7%) \ Az pAZ le — b

O sistema (2.42) tem m + n equagdes e m + n varidveis. No entanto, podemos

Newton, obtendo:

fazer manipulaces algébricas para reduzir a ordem do sistema, obtendo um sistema de

ordem m.

Definindo-se a infactibilidade do dual como dp, dp = ¢ — ATy — z, pode-se

reescrever o sistema (2.42) como:
ATAy+ Az =dp (2.43)
pAZ2Az = pAZ e —b (2.44)
Pré-multplicando a equagéo (2.43) por AZ~2, temos:
(AZ72ATYAy + AZ72A2 = AZ™%dp (2.45)

Usando (2.44), vem:
AZ7 Az = -ib + AZ" e (2.46)

Substituindo (2.46) na equagio (2.45), obtemos a direcdo de deslocamento Ay.
1
Ay = ;(AZ“QAT)‘”‘IE: —(AZ7PATY P AZ e+ (AZ72ATY T AZ2dp (2.47)

Usando (2.43), temos: Az = dp - AT Ay

Na expressio (2.47) temos trés parcelas. A primeira parcela representa a direcao
de otimalidade (direcdo afim dual). A segunda parcela representa a dire¢do de centragem.
A terceira parcela representa a direcdo de factibilidade. Se dp = 0, isto é, se tivermos
factibilidade dual temos a interpreta¢io apresentada por Lustig Marsten e Shanno {70]. A
direcao de deslocamento (Ay, Az), torna-se:

1
Ay = ;(AZ““ZAT)””‘E» —(AZ72AT) 1Az e (2.48)
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Az = —ATAy (2.49)

Na expressdo (2.48), novamente aparecem duas parcelas. Se g — 0, obtemos a

dire¢ido afim (método afim dual).

Dre forma andloga ao método afim primal com centragem, usando-se a equacgio
(2.47) pode-se fazer uma nova implementagio do método afim dual (com ou sem centragem),
adotada neste trabalho (Capftulo 5), onde se requer apenas a positividade da varidvel de
folga do dual.

2.4.3 Métodos Primais Duais

Neste caso, devemos resolver simultaneamente os problemas (2.25) e (2.37).
Novamente, consideremos o problema (2.26}, com Lagrangeano dado pela equacio (2.27).
Aplicando as condi¢bes de Kuhn-Tucker, obtemos as equagées (2.28) e (2.29). Da definigio
do dual, temos que: |

z=c~ ATy (2.50)

Substituindo-se o valor de z obtido em (2.50) no sistema (2.28), obtemos:

XZe= pe (2.51)

No meétodo primal-dual, deve-se resolver o sistema nio linear formado pelas
equagdes (2.29), (2.50) e (2.51). As directes de deslocamento (Az,Ay,Az) sdo obtidas

resolvendo o seguinte sistema de equagdes:

4 0 0 Az dp
0 AT 1 Ay | = dp (2.52)
Z 0 X Az pe - X Ze

O sistema (2.52) tem m + 2n equagbes e m + 2n varidveis. No entanto, pode-se fazer
manipulagoes algébricas para reduzir a ordem do sistema, obtendo um sistema de ordem m

(Lustig e outros [67]).
Ay=(AZT'XAT)y YAz +dp + AZ ' Xdp — pAZ e} (2.53)

Az=dp - ATAy (2.54)
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Az =—{e+Z XAz} +uZ e (2.55)

Na expressio (2.53), temos que a dire¢do de deslocamento Ay é uma combinacao

linear de quatro direcdes. A primeira parcela representa a direcio afim, a segunda parcela

representa a infactibilidade do primal, a terceira parcela representa a infactibilidade do dual

e a quarta parcela representa a direcdo de centragem.

Com relagio ao método preditor-corretor, a sua apresentacio (vide item 2.3.2),

j4 inclui essa interpretagio (Lustig e outros {70}, Mehrotra 7.

2.5 Métodos de Pontos Interiores com Variaveis Canalizadas

2.5.1 Método Afim Primal

Nesta segdo n6s estamos interessados em resolver através do método afim primal

o problema de programagéo linear na forma padrao com varidveis canalizadas,

Minimizar eIy
Sujeito a Az
0<z

<

b (2.56)
d

Associando as variaveis de folga s, as restrigdes de canalizagdo (0 <z < d). O problema

(2.56) pode ser reformulado como:

Minimizar ez

.. A 0 z
(P.){ Sujeito a {I I] [s}

e seu dual, D,

Mazimizar bTy+dlv

v

. AT T i ¢
(Do) Sujeito a [0 I} [0] < [O:‘

Yy, v

Irrestrito
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Pelo Teorema das Folgas Complementares (Luenberger [64]), se existirem

os pontos (z*,8*) e (y*,v"), solugdes factiveis de P, e D,, tais que:

X 0 ¢ AT 1 ™ _ 0
PESNE RN
onde X* = diag(z*) e §* = diag(s*),

entdo (z*,s™) é solugdo 6tima do primal e (y*, v*) é solugao étima do dual.

x rJ a #
Seja um ponto interior primal factivel, isto é, ¢ > 0,8 > 0, Ax = be
s

z+s=d,eI(y,v) o vetor dos desvios da condigido de folgas complementares,
X(c - ATy ~ )
I'(y,v) = [
—Sv
onde X = diag(z) e § = diag(s) sdo matrizes diagonais.
Para tentar atender a condicdo de folgas complementares, pode-se obter o vetor

de varidveis (¢, ?) que minimizem o quadrado do desvio I'(y,v). Para isso, resolve-se o

problema quadratico irrestrito a seguir.
Minimizar Fly,v)= I'T(y, v)[(y,v)
onde F: R™t" — R é uma fungio quadritica, convexa e nio negativa.

Diferenciamos F com relacio a y e v, obtendo:

Vo F = 2( —AX?% + AX?ATy + AX%™ )
Vo F = 2( —X?%¢ + X2ATy + (X®4+ 5% )

{ va(y,’U) = {25?)

o (AX2AT)y + (AXDv=AX3%c
VuF(y,v) = 0 (X24T)yy + (X?4 5%v= X%
Pré-multiplicando a segunda relacdo de (2.57) pela expressio —(AX?*)(X? 4+ §%)71, temos:

(AX2AT)y + (AX% = AX%
~(AX X2+ 8 HX?AT)y — (AX%w = —(AX?)(XZ+ §2)~'X%
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Somando ambos os membros, obtemos:
AX? - XAX2+ 597 x94Ty = AlX? - XH(X?+ 571X e

Fazendo X = X? — X¥(X?+ §%)71X*, temos:

(AXAT)yy = AXc

Portanto,
§ = (AXATY'AXc
cnde,
X = X°2- X2(X2—§— 5'2)“1X2
— Xz[f— (X2 + 52)—1){2}
- Xz[(X2-I— 52)—1(X2 + 52) _ (X2+ 32)_1X2]
- X2(X2 o+ 52)—1[X2 _|_5'2 — X2]
— XZ(X2 + 52)-—152
Portanto,
. 2 42
X = diag(s;), %; = 5%5 j=1,uun (2.58)

Se a condicio de folgas complementares estiver satisfeita para (§,9), €le é o
vetor de varidveis duais, solugio do problema D e o ponto (&, 4} associado é solu¢io de F..
Caso contrario, se a condicdo de folgas complementares nao estiver atendida, (§, %) pode

ser interpretado como uma estimativa das varidveis duais.

A partir de §, calcula-se a estimativa do vetor de custos relativos, ¢ = ¢ — ATy,

e uma direcio factivel de descida, definida como Az = —~X¢.
Para encontrar o novo ponto, deve-se calcular o tamanho méximo de passo, dado

£ . P
:l a se anular, isto &
8

pela primeira componente do vetor [

a = Min;{ Maz| -z;/Az; s;/Az; | }
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Tendo em vista 0s conceitos acima, o algoritmo afim primal canalizado pode ser

resumido na seqiiéncia de passos a seguir.
Dado (z, s) um ponto inicial interjor factivel para P, § = 0,995e ¢ = 1078

L.
Repita
§ e—d-=zx
X — diag(s;)
y — (AXAT) TAXc
g e—c—ATy
Az «— —X¢
a +—— B Min;{Maz[—z;/Az;, s;/Az;]}
z —ax+oalAzx
ko —k+1
até (Jz7e| <€)

onde
2.7

a:'}+sJ
2.5.2 Meétodo Afim Dual

Seja o seguinte problema dual equivalente D,

[ Mazimizar Ty — dfw
Y
(D) Sujeitoa [ AT -1 I| |w| = ¢
z
w,z » 0

\

onde z é o vetor de varidveis de folga associadas as restrigdes do dual.

Considerando o problema dual equivalente D!, o Teorema das Folgas Com-

plementares {Luenberger [64]) estabelece que, se existirem os pontos (z*, 8%} e (¥, w*, 2%),
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solucdes factiveis de P e D, satisfazendo a condigéo

Z*z* = 0 onde Z* = diag(z*)
W*s* = 0 onde W* = diag(w"),

entdo (z*, s%) é solugio 6tima do primal e (3, w", #*) é solugdo tima do dual.
€

Seja (y,w, z) um ponto interior dual factivel (isto é, y irrestrito, w,z > 0 e

ATy — w4+ z = ¢) e h(z,s) o vetor dos desvios da condicio de folgas complementares. Ou

, Zr
h($,5) = [ Ws }

onde Z = diag(z),z=c— ATy+we W = diag(w).

seja,

Na tentativa de atender a condigio de folgas complementares, pode-se obter o
vetor de varidveis primais (£,8) que minimizem o quadrado do desvio h{z,s), restrito a

Az = be o+ s = d. Para isso, resolve-se o problema quadratico restrito a seguir.

Minimizar H(z,s) = h7{z,s)h(z,s)
Sujeitoa Az = b (2.59)
T+ s = d

onde H : B*™™ — R é uma funcio quadrética, convexa e nio negativa. A solugao de

(2.59) pode ser obtida pelas condigbes de estacionariedade do Lagrangeano L(z, s, Ar, Az),

Lz, 5, M, A2) = H{z,s}+ M (Az —b) + Aj(z + 5 — d)

As condicdes de otimalidade para (2.59) (Luenberger {64]), sio:

Vol{z,8,M,)2) = 0 = V.H(z, 5) + ATXy + A = O
Vel(z,8,M1,A2) = 0 = VsH(z,s) + A2 = 0
Vi L(z,8,7,72) = 0 = Az - b =10
Vi L(z,8,A,22) = ¢ = z4+s — d = 0

Ou seja,




27% 4+ ATAN 4+ X = O
2W23 +)\2:G
Az — b = 0

t4+s — d = 0

De (2.61),
)\2 = *-QW?'S

Substituindo a expressdo (2.64) em (2.60), temos:

97% + ATXN, — 2W3%s = 0

ou
Zlx - W2 + 14TN = 0

Pré-multiplicando a relagio (2.63) por W2, obtemos:
Wir + Wis — W3d = 0
Somando (2.65) e (2.66),
(Z2+WhHz + $ATN = W3

entao
& o= (Zg+‘W?)'1 [Wzd — %AT)\l]

Substituindo # na relagdo (2.62), obtemos:

A(ZP L W W2~ éAT,\l] =b

Portanto,

M o= =2 [AZ2+WHTIATIY [ b~ A(Z2+ W)W ]

45

(2.60)
(2.61)
(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)



46

Fazendo Y = (Z% + W?)™1, obtemos:
A o= =204V AT)Tb — AYW2d)
i = V{ W+ AT(AYAT)" (b - YW?3d) }

onde YV = (22 + W™ = diag(2), 1 <G <m
H 7
A partir de um ponto (y,w), dual factivel, pode-se calcular:

e as varidveis de folga, z=c— ATy +w [E:C—ATy: z-w ],
e as dire¢des de movimento, Ay, Aw, Az,
Ay = (AYATy! [b - AYW?d ]

Aw = -WXd-3), onde & = Y(W?2d+ ATAy)
Az = =Z%,

e e as varidveis primais, I = Y(W?d + AT Ay)

Tendo em vista os conceitos acima, o algoritmo afim dual canalizado pode ser

resumido na seqgiiéncia de passos a seguir.

Dado (v, w, z) um ponto inicial interior factivel para D, § =0,995e ¢ = 1075,

k0
Repita
z —c—ATy+w
Y diag(1/(w;+ 2))
Ay e (AVAT)"1[b — AY W]
z  — Y(Wid+ ATAy)
Aw — —W?d - z) W = diag{w)]
Az «— —Z% [Z = diag(2)]
a 3 Min[min{—z;/Az; : Az < 0), min(—w;/Aw; : Aw; < 0}]
¥y —yt+tady
w o w4+ o Aw
E — k41
ats (|27 < €)
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2.5.3 Método Primal Dual

Nesta secio n6s estamos interessados em resolver os problemas lineares (P.) e
(D!), simultancamente (Lustig e outros [67]). Considere o problema de programagao linear
PC’

Minimizar Tz

. A 0 T B b
(P.)q Sujeito a {I I} ‘:s:l = [d]

z,s =2 0
e seu dual, D,
[ Mazimizar ly —dTw
¥
(Dl Sujeito a {AT I f] w = ¢
z
w,z > 0

.

O método Primal-Dual pode ser obtido aplicando-se o método barreira lo-

garitmico ao problema primal (F,), isto ¢, resolvendo-se a seguinte familia de problemas:

Minimizar oz —pYy Inz; —p);lns;
(P)§ Sujeitoa Az =5
r+s=d

onde p > 0 é um paradmetro de penalizagdo (barreira}).

Associando-se as varidveis duais (y, w) as restrigoes de igualdade, o Lagrangeano

associado ao problema Pg, é dado por:

L#(z,s,y,w)xc’fa:——pzmmj ——chlnsj; -—yT(Am—b)—wT(d——w—s)
b 3
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Aplicando as condigbes de Kuhn Tucker, para u fixo, temos:

Vel(z,s,9,2)=0 = ¢ -~ uXle—ATy + w = 0

- _ -1 -
Vsl{z,8y,2)=0 = uS e + w 0 (2.67)
VyL(z,5,4,2)=0 = 4z = b =0
V.L(z,s,y,2)=0 = z+s — d = 0

Tendo em vista que ATy — w + z = ¢, a primeira equagdo de (2.67) pode ser

escrita assim:

w1

z—uX"te=10,

onde,
z=e—ATy+w

Em resumo, temos:

Az = b

T 8 =

ATy — w + =z = ¢
XZe = pe
SWe = pue

onde X = diag(z), § = diag(s), W = diag(w} e Z = diag(z), sdo matrizes diagonais.

Supde-se que uma estimativa das varidveis primais (z,s) e duais (y,w, z) estd
disponivel, satisfazendo ambos factibilidade primal e dual, isto é, Az = b, z 4+ s = d,
ATy —w+ 2z =ce(z,s,w,z) > 0. Fixando-se g e aplicando-se um passo do método de

Newton ao sistema acima, obtem-se o seguinte sistema de equagdes:

A 0 0 0 Az 0
I I 0 0 As 0
0 0 AT -1 T Ay | = 0
Z 0 0 0 X Aw e — XZe
o w 0 5 0 Az ue — SWe

Neste sistema temos 4n + m equacdes e dn + m varidveis.
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Fazendo-se manipulagdes algébricas, obtemos o sistema de ordem m a seguir,

(ABAT)AyY = ABp(p)

onde § = (X 'Z4+ S W) lep(p)=p(S =X e+ (Z-W)e

Além disto,
Azr = 0(ATAy - p(p))
As = —-Az
Az = X Yue~ XZe— ZAx)

Aw = S Y pe— SWe+ WAz)

Conhecendo-se Az, As, Ay, Aw, Az, determina-se uma nova aproximagao para

as varidveis primais e duais. Assim,

z «—— T + oap Az
s «— 5 + ap As
y — y + op Ay
w «— w + oap Aw
z +— z + ap Az

onde ap e ap sio os tamanhos de passos nos espagos primal e dual, respectivamente,
escolhidos de tal forma que as varidveis (z,s,w, 2} sejam positivas. Lustig e outros [70]

sugerem que a cada passo o pardmetro p seja reduzido de acordo com o critério a seguir:

Tz — Ty +dlw
2

J{Lm

O numerador da equacio acima é normalmente definido como gap de dualidade.

O pardmetro no denominador, n?, é o nimero de colunas da matriz A (elevado ao quadrado).

Tendo em vista os conceitos acima, o algoritmo primal—dual canalizado pode

ser resumido na seqiliéncia de passos a seguir.

Dado (z, s, y,w, z) um ponto interior primal-dual factivel, 5 = 0,9995 e ¢ = 1078
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kE—0
Repita
p — (cFz =Ty + dTw)/n?
e (X"1Z 4 5W)1
Ay — (ABAT) T Adp(n),  p(u) = p(S™ = XN+ (Z ~ We
Az «— 0(AT Ay — p(p))
Az — X Yue—~ XZe— ZAz)
Aw — S5 pe -~ SWe + WAz)
As «— —Ar
ap +«— B Min[maz(—z;/Az;,s;/Az;)]
ap «— B Min[min(—z;/Az; 1 Az; < 0), min(—w;/Aw; : Aw; < 0)]
z +—x+ap Az
§ e~ gs4ap As
y <« y+oap Ay
W e w4 ap Aw
z <« z+4+ap Az
E — k41
até (jx7z] < ¢

Se nio tivessemos factibilidade primal e dual, isto é, se nio existisse (z, s, y, w, 2)

com (z,s,w, z) > 0 tais que z + s = d, entdo o sistema de equagdes a ser resolvido seria:

A 6 0 0 0 Az b— Az

I I 0 0 o0 As 0

0 o AY -1 1 Ay | = je-ATy—24w
Z 0 0 0 X Aw pe — X Ze

0 w 0 S 0 Az pe — SWe

Novamente, obtemos um sistema com 4n + m equagdes e 4n + m varidveis.

Fazendo-se manipulactes algébricas, obtemos o seguinte sistema de ordem m:

(A0AT)Ay = A9(p(p) + dp) + dp

onde = (X=1Z+ 5 "W lep(p)= (S5 - X Ne+(Z-W)e
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Além disto,
Az = 6 ( ATAy — plw) — dp )
Ar = XV ( pe - XZe - ZAz )
Aw = 8§1 ( we - SWe + WAz )
As = -Az

O cilculo dessas direcoes caracteriza uma outra verséo do algoritmo primal-dual,

onde apenas z + s = d, precisa ser satisfeita desde o inicio do algoritmo (Lustig e outros
[70]).
Esta implementacio do algoritmo primal-dual canalizado, adotada neste traba-

Tho, pode ser resumida na seqiiéncia de passos a seguir.

Dado um ponto interior (z, s, w, z) (isto é (z,s,w,z) > 0),tal que z + s =d, 30,9995 e

e=10"8,

k« 0
Repita
g — (Te — Ty + dTw)/n?
6 — (X~'Z+Stw)?
Ay — (AATY(A8(p(p) + dp) + dp)
Az — O(ATAy — p(p) — dp)
Az — XY ue ~ XZe - ZAx)
Aw — S pe ~ SWe + WAz)
As «— =Nz
ap «—— B Min[maz(—z;[/Azj, 5;/Az;)]
ap «— B Min[min(—z;/Az; : Az; < 0), min{—w;/Aw; 1 Aw; < 0)]

z —— z-4ap Az

§ +«—s+ap As
y ~—y+tap Ay
w — w4 ap Aw
z — z4ap Az

ko —k+1
até (|272] < €)
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ondedp =b— Az, dp=c— ATy —z+w, p(p) = p(§~ = X Ve + (Z -~ W)e

2.5.4 Método Preditor-Corretor

Considere novamente o par de problemas (P, D.). No método primal-dual
preditor-corretor ndo é necessario que as restri¢des de canalizagio sejam satisfeitas desde o
inicio. Neste caso, a nova solugao (z,s,y,w, z), obtida a partir das diregdes Az, As, Ay,
Aw, Az,

x «~— z + Az
s & s + As
y — y + Dy
w — w + Aw
z e z + Az
deve satisfazer as rela¢es a seguir.

Ar = b

z+s = d
ATy—w+z = ¢
XZe = pe

SWe = pe

Substituindo-se a nova solucdo (z + Az,s+ As,y + Ay, w + Aw, 2+ Az), nas

equagdes acima, temos:

Az +Az) = b
(z+ADz)+(s+As) = d
AT(y+ Ay) —(w+ Aw)+ {24+ A2) = ¢ (2.68)

(X +AXWZ+AZ) = pe
(S+ASHW + AW)le = pe

onde AX = diag(Az), AZ = diag{Az). AS = diag(As) e AW = diag{Aw) s8o matrizes

diagonais.
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As equacdes (2.68) sdo equivalentes ao seguinte sistera matricial:

A 0 0 0 0 Az b-— Az

I I ¢ 0 0 As d—z—s

0 0 AT -1 I Ay | = e~ ATy— 24w (2.69)
Z 0 0 0 X Aw pe - XZe — AXAZe

O W 0o &5 0 Az pe ~ SWe— ASAWe

O sistema acima tem 4n + m equagbes e 4n + m varidveis. No lado direito
aparecem os termos nio lineares (AXAZe, AS AWe). Esses termos nao sio conhecidos,
no entanto, podemos calcular uma aproximacao para 0s mesmos, usando o método primal-
dual afim escala (¢ = 0). Isto corresponde & etapa de predigao do método preditor-corretor
proposto por Mehrotra [77], j& discutido. Assim, o sistema de equacdes a ser resolvido na

etapa de predigio é dado por,

A 0 0 0 0 bz dp
r 1 o 0 0 &s de
0 0 AT -1 I by | = dp
Z 0 0 0 X Sw ~-XZe
0o w 0o 5 0 bz —SWe
onde

dp = b~ Az

de = d-—z-—3

dp = e— ATyt w—2z

e(éz,8s,8y, 6w, §z) é uma aproximagio das dire¢des de deslocamento (Az, As, Ay, Aw, Az).

Fazendo manipulagbes algébricas, obtemos o seguinte sistema de equagdes de

ordem m:
(ABAT Y6y = AB{(Z — W)e +dp — S™'Wde) +dp

onde § = (X~1Z 4+ §7IW)™!

Além disto,

bz = O(ATéy—{(Z—-We—dp+ §™'Widg)z
§s = dp - bz
bz = X Y-XZe~- Zézx)

bw = S7U~5We— Wis)
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Uma vez obtida uma aproximagio dos termos nio lineares AXAZee AS5AWe,
denotado por 6 X6Ze e 656We, respectivamente, deve-se substituir a aproximagdo no lado
direito da equacio matricial (2.69) e resolver o sistema. Esta € a etapa de corregao. O novo

sistema. a ser resolvido é,

A 0 0 0 0 Az dp

I I 90 0 As do

0 0 AT -1 I Ay | = dp (2.70)
Z 0 0 0 X Aw pe — XZe—8XéZe

o w o0 S5 0 Az pe — SWe - 656We

onde §X = diag(6z),8Z = diag(8z), 85 = diag(és), X = diag(éz), sdo matrizes diagonais.
Fazendo-se manipulagbes algébricas, obtemos:
Ay = (ABATY M Ab[p(n) + dp — ST Wdg + X 16X6Z — §T1656W] + dp)

onde p(p) = (S — X Ne+ (Z-W)e

Além disto,
Az = O(ATAy—p(p)—dp+ S~ Wde — X~ 16X6Ze+ §71656We)
As = dc RA Y
Az = X Y pe— XZe—§X6Ze— ZAx)

Aw = § Y pe- SWe— 656We — WAS)

Em resumo, temos:

¢ Predicio onde se calcula uma aproximagio dos termos nao lineares (AX AZe, ASAWe),
denotado por (6X6Ze, §S6We) usando o método primal-dual afim escala, isto equi-
vale a aplicar o algoritmo primal-dual, apresentado no item 2.5.3, com o pardmetro

de penalizacido p = 0.

e Correcio usando-se a aproximagio obtida na etapa de predigdo, deve-se resolver

o sistema de equagdes (2.70), para obter as direcbes de deslocamento primais duais
(Az, As, Ay, Aw, Az).

e Tamanho de passo deve-se calcular ap e ap, os tamanhos de passos no espagos
primal e dual, respectivamente, escolhidos de tal forma que o novo ponto (z,8,y,w,2)

seja ainda interior.
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e Novo ponto finalmente deve-se calcular o novo ponto.

O algoritmo primal-dual preditor-corretor com varidveis canalizadas pode ser

resumido na seqiiéncia de passos a seguir.
Dado uwm pouto interior (z,s,w, z) (isto é {z,s,w,2) > 0), 3=0,9995e ¢ = 10-8

k90
Repita
p — (Tz—bly+ dTw)/n?
8 — (X-'Z+ 5w
§y — (AGATY 1 (AB[(Z —W)e +dp — S™'Wdc] + dp)
bz —— H(ATSy —(Z -~ W)e—dp+ 57'Wdc)
§s —— dp —~ bz
bz — XY -XZe—- Zbz)
dw — S H—-SWe—~ WAs)
Ay — (A0AT) "1 A8(p(p) + dp — § Wde + X 16X 6Ze — §71656We) + dp)
Az — 0(ATAy— p(p) —dp + ST 'Wde -~ X 16X6Ze + S1656We)
As 4 der ~ Az
Az — X Hue - XZe—§X6Ze — ZAx)
Aw «— S pue — SWe — §56We — WASs)
ap +«—— B Min[maz(—z;/Az;,s;/Az;)]
ap «— B Min[min{—z;/Az; : Azj < 0), min(—w;/Aw; : Aw; < 0)]
z +«— x4+ ap Az
s e g4 ap AS
y ~—y+ap Ay
W e WO AW
z ~— z4+ap Az
ko — k+1
até (JaTz| < €

O algoritmo pode iniciar o processo com uma solugio inicial interior primal infactivel e dual

infactivel (isto &, satisfazendo apenas (z,s,w,z) > 0). Mas, neste caso, ¢ possivel achar
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uma solugdo inicial interior dual factivel de forma muito simples. Seja,

y = (%), ¢ = (¢), w = (w;) e 2= (2)

Tem-se a seguinte solucdo interior dual factivel:

yi=0 i
Se ¢; >0, entio {w;=1 e z =1+¢;}
Caso contrario, {zj=1 e wj=1-¢}

2.6 Solucoes Iniciais

Os métodos afins (afim primal e afim dual) precisam de uma solugdo inicial

interior factivel, para iniciar o processo de solugdo dos problemas P e D', respectivamente.

No método afim primal deve-se fazer um procedimento semelhante a fase 1 do
método simplex. Ou seja, modifica-se o problema de tal forma que seja possivel aplicar
o prépric método ao problema modificado, para encontrar um ponto interior factivel do

problema original. Assim, denominaremos o processo de inicializac¢do de fase 1.

Suponha que z° > 0 qualquer. Para se obter uma solugao inicial factivel pode-se

resolver o seguinte problema artificial, F,,

Minimizar A
(P,}){ Sujeitoa Az+Xdp = b
r,A > 0

onde p = b— AzP.

No método afim dual, devemos fazer um procedimento anilogo & fase 1 do

método simplex, neste caso, resolve-se o seguinte problema artificial, D,,

Minimizar A
(D) { Sujeito a ATy+z+Ap =
Z, A > 0

onde p = ¢ — ATy® — 20 e (0, 2%) tal que 2% > 0.
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No método primal-dual simples nio é necessdrio ter um ponto primal-dual
factivel. E possivel comegar o processo iterativo com um ponto interior {z,y,z)}talz >0 e
z > 0. Ou seja, com um ponto primal-dual interior infactivel. As diregGes de deslocamento

Ay, Az, Az levam em conta as infactibilidades do primal e do dual.

Assim, a direcio de deslocamento Ay ¢ obtida resolvendo o seguinte sistema:
(AZ'XATYAy =b+ AZ" Xdp — pAZ e

onde dp = ¢ — ATy — z é a infactibilidade do dual.

Finalmente, no método preditor corretor nao ¢ preciso ter uma solugdo primal

dual factivel; as direcdes de deslocamento levam em conta as infactibilidades primal e dual.

2.7 Comentarios

Todos os métodos apresentados nas se¢hes anteriores, levam & solugdo de um

sistema simétrico e positivo definido do tipo,

AD*ATy = b (2.71)

onde D* é uma matriz diagonal (e positiva definida}, o vetor Ay é a diregao de deslocamento

(solugio do sistema) e o vetor b é o lado direito do sistema.

No método afim primal,
D*=X? ¢ b=AX%
No método afim dual,

D*=27"2 ¢ b=b

No método primal-dual afim escala,

D*=27Z"1X e b=b+ AZ Ydp
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No método afim primal canalizado,

No método afim dual canalizado,

D*=Y e b=b- AYW?2d

No método primal dual canalizado,

D*=0 e b= A8(p(x)+dp)+dp)

No método primal-dual preditor corretor deve-se resolver dois sistemas do tipo

(2.71). O primeiro sistema a ser resolvido (etapa de predigao) é dado por:
(ABAT Y6y = AXe+ AZ7'Xdp+dp
O segundo sistema (etapa de corregao) ¢ dado por:

(A9AT)Ay = b+ AZ'Xdp+ AZ"1X6X6Ze — pZ™ Xe

Ou seja, no método primal-dual preditor-corretor, a cada iteragdo deve-se resol-
ver dois sistemas simétricos e positivo definidos da forma (2.71) com a mesma matriz de

coeficientes, porém com lados direitos (b) distintos.

O estudo da solugio do sistema (2.71) é objeto do préximo capitulo.



Capitulo 3

Solugao de (AD*AT)y = b em Redes

3.1 Introdugao

O objetivo deste capitulo é estudar os métodos para solugao de sistemas do tipo
(AD*AT)y = b, onde a matriz A é a matriz de incidéncia associada a um grafo conexo
com m nds e n arcos orientados (vide apéndice A). £ importante salientar que a matriz
de incidéncia nio é de posto completo, entretanto a eliminagio de uma linha qualquer da
matriz transforma-a numa matriz de posto completo {Kennington e Helgason [58]). Neste
trabalho denotamos por A a matriz obtida da matriz de incidéncia pela eliminagio de sua

iiltima linha (m-ésima linha).

O principal interesse no estudo destes sistemas é obter melhorias na eficiéncia
dos algoritmos de resolugdo de problemas de fluxos de custo minimo através dos métodos

de pontos interiores discutidos no capitulo anterior.

A maior parte do esforco computacional dos algoritmos baseados nos métodos
de pontos interiores ¢ dedicado ao célculo de AD*AT e 3 solugio de sistemas do tipo
{AD*AT)y = b, onde D* é uma matriz diagonal.
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3.2 1Idéia Geral dos Métodos de Solugao

A resolucdo do sistema (AD*AT)y = b pode ser obtida através de métodos
diretos ou métodos iterativos. Os métodos diretos sio variantes da decomposicdo LU =
LDLT = LIT (fatoragio de Choleski), onde L é triangular inferior com elementos da
diagonal iguais a um (1), L é triangular inferior, D é uma matriz diagonal e U é triangular

superior {Duff e outros {32]).

A solugido do sistema AD*ATy = b & obtida resolvendo o sistema equivalente:

LD Ty =%

Para encontrar a solu¢io do sistema acima, faz-se z = LTy e w = Dz. Inicial-
mente determina-se w tal que Lw = b, em seguida faz-se z = D™ 1w e finalmente resolve-se
Ty=z.

Existe uma outra familia de métodos, denominados iterativos {Luenberger [64]),
esses métodos sio baseados no fato de que a solugio do sistema (AD"AT)y = b pode ser

encontrada resolvendo o problema abaixo,
1 .
Minimizar F(y)= éyT(AD*AT)y ~47b,
onde AD*AT é Simétrica e Positiva Definida.

Observe que a funcdo F é uma fun¢do convexa quadritica e, portanto, tem um

dnico ponto de minimo y* = (AD*ATYh. Assim,
VF(y*) = 0 implica y* = {AD*AT)"'b ( solugio de AD*ATy =15 ).

Ambos os métodos, diretos e iterativos, serdo analizados neste trabalho.

3.3 Estrutura de Q = AD*AT

A matriz A é uma matriz de incidéncia associada ao grafo orientado &, com
m nés (aos quais estdo associados as linhas de A) e n arcos {aos quais estdo associados as

colunas de A). As colunas de A tém no méximo dois elementos ndo nulos, 4+1 na linha
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correspondente ao né origem do arco e —1 na linha correspondente ac no destino do arco.
O grafo G (e consequentemente a matriz A) pode ser armazenado em dois vetores, t e h, de
dimensio n. Para cada arco j,t; = i e h; = k, sendo ¢ 0 no origem doarcoj (A =+1)ek
o né destino do arco j (Ag; = —1). Assim, ¢ = AD* AT é uma matriz quadrada simétrica,
de dimensdo m com linhas e colunas associadas aos nds do grafo G. Essa matriz pode ser
facilmente obtida a partir dos vetores ¢ e h. Neste caso, a matriz @ é simétrica e positiva

definida com elementos,

0:i = ~ Sildp e =d ke = gl - aldi st =G e =] i
? Sildy s te =)+ Ealdh s hi =1 i=j

Observe que, no caso particular de D* = [, um elemento da diagonal @y, €
igual ao grau do né correspondente (7). Um elemento fora da diagonal, Qi = Q, € ignal
a0 nimero de arcos ligando os nés i e k, com sinal negativo (independente do sentido dos

arcos).

Por exemplo, considere a rede com 5 nés e 7 arcos, representada na Figura 3.1.

Figura 3.1: Rede associada a matriz de incidéncia A

Cuja matriz de incidéncia (incluindo a linha a ser eliminada) é&:
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A matriz ATA? (incluindo a linha e a coluna a serem eliminadas) é:

2 -1 -1 0| 0
~1 4 =1 =1j-1
AIAT=| -1 -1 3 -1| ©
0 -1 -1 3|-1

0 -1 0 -1| 2

Considere a matriz Q = AD*AT. Pode-se associar & matriz @ um grafo nao
orientado H, representando a localizagio dos elementos nao nulos na matriz (Duff e outros
[32]). Os nés do grafo H correspondem as linhas (e colunas) da matriz ¢ e cada arco nao
orientado {i,j} de H corresponde a um par de elementos §;;, ¢;; ndo nulos de (). Nio sdo

considerados os elementos @;; da diagonal.

Observe que, H tem um 16 correspondente a cada né do grafo G, e tem um arco
nio orientado entre os nds i e k sempre que exista pelo menos um arco (orientado) entre ¢
e k em (. Vale enfatizar que, independente da quantidade de arcos entre os nés i e k em

G, existe apenas um arco ndo orientado entre os nos correspondentes em H.

Dando continuidade ao exemplo acima, o grafo associado H (incluindo oné 5 a

T
jo4

3.4 Solugao por Métodos Diretos

ser eliminado) é&:

Métodos diretos sdo aqueles que, a menos de erros de arredondamento, fornecem

a solugdo exata do sistema Qy = b, apds um nimero finito de iteragbes. Neste trabalho,
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discutiremos apenas a decomposi¢io de Choleski (Golub e Van Loan [46], Duff e outros

f321).

3.4.1 Decomposicdao de Choleski

Seja ) uma matriz simétrica e positiva definida de ordem m. A decomposi¢io
de Choleski da matriz Q, consiste em determinar uma matriz triangular inferior L {com
elementos positivos na diagonal), tal que @ = LLT. Os elementos da matriz L = (Li;)

podem ser calculados pela férmula recursiva:

1—1 .
L = \/ij - L L% i=1,..,m
Li; "ﬁi‘(@éj - Zilll Lip*Ljr) >3

i

Para calcular os elementos da matriz triangular inferior L, pode-se aplicar o

seguinte algoritmo (Golub e Van Loan {46], Duff e outros [32]).

Ly =+v@n
for j=2tomdo Ly = @1/ 11
for j=2tomdo
S5=0
for k=1 to (j—1) do SwS-{-L?k

Lyj = Ui —
for t1=j7+1 tomdo
S=0

for k=1 to (j—1)do S =5+ Ljx* Lj;
Li; = (Qij — S)/Ljj

Neste caso, para resolver o sistema @y = b. Inicialmente obtem-se a decom-
posicio de Choleski da matriz @, em seguida faz-se w = LTy e a seguir resolvem-se os

seguintes sistemas triangulares:

Lw = b (sistema triangular inferior)

LTy = w (sistema triangular superior).
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3.4.2 O Método de Choleski e o Problema de Ordenagao

Suponha que o sistema a ser resolvido &,
Qy=b (3.1)

onde ( é uma matriz de coeficientes de ordem m, simétrica e positiva definida, e y é o vetor
solugao (y € B™), cujas componentes serdo calculadas. A aplicagio do método de Choleski

3 matriz Q leva & fatoragdo triangular,

Q=1LLT (3.2)

onde [ é triangular inferior com elementos positivos na diagonal.

Usando (3.2) em (3.1), temos:

LLTy=1} (3.3)

Fazendo-se w = LTy, a solucio y é obtida através da solugdo dos seguintes
sistemas triangulares:
Lw=h (3.4)

LTy = (35)

Como um exemplo, considere o sistema:

4 -1 -1 -1 U1
~1 1 0 Q Y
-1 0 1 0 Y3
-1 6 0 1 Y4

(3.6)

Lo B o B e B

(Observe que a estrutura da matriz de coeficientes é:

X X

®ooX X X
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O fator de Choleski da matriz de coeficientes de (3.6) é dado por:

b~
i
|
PRI STECNE STE N

|

Resolvendo Lw = b, obtemos:

Resolvendo-se LTy = w, tem-se:
1
1
1
1

O exemplo acima ilustra o aspecto mais importante acerca da aplicagao do
método de Choleski para uma matriz esparsa @: a matriz usualmente sofre preenchimento
(fill-in). Ou seja, a matriz [ tem elementos nao nulos em posicdes onde existiam elementos

nulos na parte triangular inferior da matriz ¢}.

A ocorréncia de preenchimento pode ser evitada fazendo-se permutagdes de li-

nhas/colunas no sistema (3.6).

Suponha que é feita uma permutacio das linhas da matriz {), por exemplo a
linha 1 associada & primeira equagio é permutada com a linha 5 associada & dltima equagdo,
e uma permutacio correspondente nas colunas (a coluna 1 associada a primeira variavel i

é permutada com a tltima coluna associada & varidvel ys ).

Observe que agora temos que resolver o sistema de equagdes (3.7), equivalente
ao sistema original (3.1),
(PQPT)(Py) = Pb (3.7)
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onde @ é a matriz de coeficientes, b é o vetor de termos independentes, e P é uma matriz

de permutacao.
O sistema (3.7}, pode ser escrito como,
Qi =15 (3.8)
onde ) = PQPT,§ = Pyeb= Pb.

Usando, como antes, o método de Choleski para resolver o sistema {3.8), fatora-
se ) em LIT, obtendo:

1

. 6 1

L= (3.9)
0 0 1

Resolvendo-se L4 = b e [7§ = b, obtém-se a solucdo 7, a qual é simplesmente

uma permutacdo de y.

O ponto crucial é que o reordenamento das equagdes e varidveis (permutagio F),
fornece um fator triangular L tio esparso quanto o tridngulo inferior da matriz Q. Embora
na prética isto seja raramente possivel, pois a ordenagio étima é um problema NP-Completo
(Yannakakis [98]), para muitos problemas com matrizes esparsas um reordenamento das
linhas/colunas, que produza um nimero aceitivel de fill-ins (poucos fill-ins), pode produzir
uma grande reducio no tempo de execugdo e requisitos de meméria para armazenamento
das informacoes necessdrias & solu¢do do sistema (assumindo-se que a esparsidade seja bem

explorada).

O estudo de heuristicas que levam 3 obtencdo de bons reordenamentos (no sen-
tido de preservar a esparsidade) para os sistemas que surgem na solugdo de problemas de
fluxo de custo minimo através de métodos de pontos interiores é um dos topicos a ser estu-
dados neste item, junto com um estudo de esquemas de armazenamento e necessidades de

cdlculo para a manipulacio dos fatores esparsos L fornecidos por estes reordenamentos.

O exemplo acima ilustra as caracteristicas basicas da eliminacao esparsa e o

efeito de reordenamento. Como mostra o exemplo, alguns ordenamentos podem produzir
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uma reducio dramatica na quantidade de fill-ins. A tarefa de encontrar um bom ordena-
mento, conhecido como o problema de ordenagdo, é o ponto central ao estudo de solugéo de

sistemas esparsos.

Ao longo do presente trabalho serdo estudados diversos métodos heuristicos para
encontrar um bom ordenamento das linhas/colunas (produzindo um niimero aceitavel de
fill-ins) para solugdo do sistema (AD*AT)y = b, associado a um problema de fluxos em

redes.

3.4.3 Etapas para Solugdo do Sistema Esparso (AD*AT)y = b

Considere a matriz

Q= AD"AT

Neste trabalho, estamos interessados em aplicagoes que produzem seqiiéncias de
matrizes () esparsas, isto é, apresentam uma grande proporgao de elementos nulos. De modo
caracteristico uma rede com 1000 nds e 10000 arcos produz uma matriz ¢ de 1000 x 1000

com no maximo 21000 elementos n&o nulos.

Neste caso, deve-se resolver o sistema @y = b, executando os seguintes passos:

1. Ordenacdo: Determine uma matriz de permutagio P tal que PQPT tenha um fator

de Choleski esparso L.

2. Fatoragdo Simbélica: Determine a estrutura da matriz L e escolha uma estrutura de

dados que explore a esparsidade de L.

3. Fatoragdo Numérica: Substitua os elementos ndo nulos da matriz ¢ na estrutura de

dados e calcule a matriz L.

4. Solugio Triangular: Usando o L calculado, resolva os sistemas triangulares Lu = Pb,
ITv=uefacay = Plo.

10 importante frisar que os métodos de pontos interiores necessitam resolver

sistemas do tipo {Jy = b a cada iteracio. Entretanto, a estrutura das matrizes  de cada

iteragio é a mesma; isto &, o grafo H ¢ o mesmo para todas as iteragtes. Isto permite
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que os passos de ordenagdo e fatoragio simbdlica sejam efetuados uma dnica vez, enquanto
que os passos de fatoragdo numérica e solugdo triangular sao efetuados a cada iteragdo dos

métodos de pontos interiores.

3.4.4 Heuristicas de Ordenagao

Definicoes Preliminares

As definicdes abaixo sio adaptagdes de conceitos adotados por Tinney e Walker
[92] e Ogbuobiri, Tinney e Walker [83].

e Definigdo 1

g; — Grau do né i, é o nimero de arcos incidentes no né i.

¢ Definigao 2

v; — Valéncia do né i, é o nimero de novos arcos (fill-ins) que seriam criados em H

entre os nds remanescentes se este nd fosse eliminado.

E importante observar que se o nimero total de fill-ins de uma ordenagdo for
nula, ela é 6tima. No entanto as ordenacgdes 6timas normalmente levam a preenchimentos

da matriz.

Neste item serdo apresentados os principais métodos heurfsticos encontrados na
literatura para reordenamento das linhas/colunas da matriz esparsa @ (simétrica e positiva

.definida), os quais fornecem um nimero aceitdvel de fill-ins.

Fazer um pivoteamento na matriz ) equivale a remover um né do grafo H e

criar novos arcos para formar um clique (sub-grafo completo), entre os nés adjacentes.
Considere a estrutura da matriz ¢},

X X

x X

X X

X

X X

X X X X
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cujo grafo associado é ilustrado na Figura 3.2.

Figura 3.2: Grafo associado & estrutura da matriz ¢

Suponha que & feito um pivoteamento no elemento (1,1) da matriz ¢). A estru-

tura da matriz Q apds o primeiro pivoteamento é:

® x X
X & X X
s X X
% X X
X X X

O grafo associado & matriz () apds o primeiro pivoteamento é ilustrado na Figura

3.3.

Figura 3.3: Estrutura apds o primeiro pivoteamento

Tinney 1 {Esquema 1)

A idéia do processo de reordenamento denominado Tinney I é eliminar os nds

do grafo H na seqiiéncia crescente dos graus originais. Se dois ou mais nos apresentam o
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mesmo grau, a escolha entre eles é arbitraria (Ogbuobiri, Tinney e Walker [83]).
O enunciado do esquema Tinney I em termos matriciais geria:

Numere as linhas de acordo com o nimero de elementos ndo nulos fora da
diagonal de cada linha. O processo de eliminagao é efetuado na seqiiéncia crescente das

linhas renumeradas.

Considere a seqiiéncia de matrizes reduzidas @1, Q2, @3, ey @m—1, Obtidas através
dos m — 1 pivoteamentos diagonais (a escolha do pivé € na diagonal) efetuados para obter
o fator L da decomposicio LU de Q. Considere também a seqiiéncia de grafos residuais
Hi, ..., H, 1 associados as matrizes Q1,Q2,Q3, s @m—1 (respectivamente). Isto significa
gue Hj é obtido a partir de H.—, eliminando um 16 e acresentando arcos correspondentes
aos fill-ins criados. Note que tais arcos fill-ins s3o criados apenas entre os nos adjacentes
a0 né eliminado (pivoteado). Na verdade forma-se um sub-grafo completo entre estes nds
{clique).

Cabe observar que o método de Tinney I ndo leva em consideragdo os grafos
residuais. Por esta razio ele é raramente usado preferindo-se a abordagem denominada

minimum degree (ou Esquema 2), discutido a seguir.
Minimum Degree (Esquema 2)

Na reordenacio por minimum degree, a cada passo da eliminagéo, escolthe-se,
como préximo né a ser eliminado, o né de menor grau do grafo residual. Se houver empate,

a escolha entre eles é arbitraria (Tinney e Walker [92]).

O funcionamento deste esquema exige que se conhega, a cada passo, os valores
atualizados dos graus dos nés que eventualmente tenham sido atingidos pelas sucessivas

eliminagdes.

Um ponto importante a ser observado na implementagio do minimurmn degree, é

que a eliminacio de qualquer n6 s6 afeta os graus dos nés pertencentes a sua adjacéncia.
O enunciado deste esquema em termos matricials seria:

Numere as linhas de forma que, a cada passo do processo de eliminagao, a
proxima linha a ser processada é aquela que apresente o menor ntimero de elementos nao

nulos fora da diagonal. Se houver empate, escolhe-se qualquer uma.
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Minimum Local Fill-in (Esquema 3)

A cada passo da eliminagio, elimina-se o né de menor valéncia do grafo residual.

Em caso de empate, escolha entre eles arbitrariamente (Tinney e Walker [92]).

0O esforco computacional exigido por este método ¢ bastante superior ao exigido

pelo método minimum degree.
Em termos matriciais, este esquema pode ser enunciado da seguinte forma:

Numere as linhas de maneira que, a cada passo da eliminagdo, a préxima linha
a ser processada seja aquela que introduz o menor némero de elementos nao nulos (fill-ins).

Se mais de uma linha satisfizer esta condi¢do, escolha arbitrariamente.

Na prética ambos os métodos (minimum degree e minimum local fill-in) sao
implementados fazendo uma simulagdo da estratégia de ordenamento, a qual consiste em
fazer a ordenacio antes e nio durante o processo de decomposi¢io triangular (eliminagio
gaussiana). Para que isto seja possivel, é necessario implementar algoritmos que simulem

as eliminacbes, sem efetivamente executéd-las.

Nested Dissection (Examinar parte por parte)

Existem outros métodos de ordenacio das linhas e colunas da matriz ¢, como,
por exemplo, o nested dissection, usado em implementagbes paralelas {George, Heath, Liu

e NG [40]).

3.4.5 Estrutura de Dados

Para uma implementacio eficiente dos métodos de pontos interiores, devemos
primeiro escolher uma estrutura de dados conveniente para armazenar as informacoes do
problema de fluxo a custo minimo. Tal estrutura de dados deve ser flexivel e tao simples
quanto possivel; ndo deve usar muito espaco em memoria e deve armazenar somente as
entradas nio nulas da matriz A. No presente trabalho nés usamos uma estrutura de dados
apropriada para redes { Kennington e Helgason [58]), a qual consiste em armazenar a matriz

de incidéncia A em dois vetores de tamanho n, denominados cauda t = (¢;) e cabega h = (h;)
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dos arcos. Além disto, armazena-se o vetor de demandas b = (b;), de m componentes, e 0s

vetores de custo ¢ = (¢;) e capacidade d = (d;), ambos com n componentes.

Para ilustrar a apresentacio da implementagio computacional dos métodos de
pontos interiores usando a estrutura de dados definida acima, consideremos o seguinte

exemplo de problema de fluxo de custo minimo:

Minimizar( 2 1 3 1 1 5 6) =z

-1 11 -2

. -1 1 1
Sujeito a r o=

-1 1 —4

-1 -1 1 1

\ -1 -1/ \ 3/

0 S (m1$$25$37$45$57$61$7) ..<._ 5

Neste caso, os vetores (¢, h, ¢, d) = {cauda, cabega, custo, capacidade), e o vetor

b de demandas, sio dados a seguir:

t|hicld
b

11212158
1

137115
-2
2141315 .

2(5i115
—4

3151115

416155
3

516165

Observe que ao invés de armazenar as 42 entradas da matriz A (ela tem 6 linhas
e 7 colunas) ¢ suficiente armazenar 14 entradas (elementos néo nulos da matriz A), os quais
estdo armazenados nos vetores ¢ e h. Em seguida, deve-se escolher uma estrutura de dados

conveniente para armazenar a matriz § = AD*AT.
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A matriz ¢ tem a seguinte estrutura,

X X
X X
X X
X
X X

Figura 3.4: Estrutura da matriz ¢

cujo grafo associado é ilustrado na Figura 3.5.

©

|
G

Figura 3.5: Grafo associado a estrutura da matriz Q

Tendo em vista que os métodos de pontos interiores devem resolver a cada

iteragdo um sistema simétrico e positivo definido do tipo Qy = b, onde Q = AD*AT, &

conveniente armazenar a matriz ¢ de maneira que sua esparsidade seja bem explorada.

Para armazenar a estrutura da matriz ¢ foi usada a seguinte estrutura de dados
(Knuth [60]):

ipri[i] - indice no vetor ilin do primeiro elemento nao nulo, fora da diagonal, na
i—ésima coluna. ipri[m + 1] aponta para a primeira posigido disponivel para preen-

chimento.
ilin[x] - indice de linha do k—ésimo elemento nido nulo de {.

prox[k] - indice de ilin do préximo elemento nido nulo na mesma coluna de ¢ (ou da

lista de posicbes disponiveis).

valr{k] — valor do elemento nio nulo da matriz ¢}.
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noze[i] — ntmero de elementos nio nulos fora da diagonal na i—ésima coluna.

nord[i] - ordem de pivoteamento da i—ésima coluna.

E importante salientar que os vetores acima servem para armazenar a estrutura
da matriz (, como uma estrutura de lista ligada multipla (Knuth [60}), onde cada coluna
& armazenada em uma estrutura de lista ligada simples, contendo apenas os elementos nio

nulos daquela coluna.

Considerando a estrutura da matriz Q ilustrada na Figura 3.4, inicialmente

temos os seguintes vetores {ipri, ilin, prox e valr}):

ipri 1 3 [} 8 9 11
ilin 2 3 1 4 5 1 5 2 2 3
prox 2 0 4 5 0 7 0 4 10 [ ]
valr X X X X X X X X X X

Assim, os elementos nao nulos que estdo na terceira coluna da matriz {J, estio
armazenados da seguinte forma ipri[3] = 6, significando que o primeiro elemento nao nulo
da coluna 3 estd na posicio 6 do vetor ilin; como ilin[6] = 1, trata-se do elemento
(1,3); como prox[6] = 7, entéo o préximo elemento ndo nulo estd na posicdo 7 e, como
i1in[7] = 5, estd na linha 5 (trata-se do elemento (5,3)). Finalmente, como prox([7] = 0,
entio nio existem mais elementos nio nulos nessa coluna (coluna 3).Vale lembrar que, os
vetores ipri, ilin e prox sio utilizados para armazenar os elementos ndo nulos da maftriz

Q que estdo fora da diagonal, coluna por coluna.

Um outro vetor, denominado noze armazena informacoes sobre o nimero de
elementos nio nulos em cada coluna da matriz @ (ndo incluindo os elementos da diagonal).

Por exemplo,

!noze§2[312|1%2|

significa que na matriz ¢ temos dois elementos ndo nulos fora da diagonal na coluna 1, trés

elementos nio nulos fora da diagonal na coluna 2, dois elementos nao nulos fora da diagonal
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na coluna 3, um elemento nio nulo fora da diagonal na coluna 4 e dois elementos nao nulos

fora da diagonal na coluna 5 (vide Figura 3.4).

A proxima secdo apresenta a implementagio computacional da fatoragao simbélica.

3.4.6 Implementacio da Fatoragdo Simbdlica

Uma vez escolhida uma estrutura de dados para armazenar a estrutura da matriz

Q, devemos aplicar uma estratégia de ordenagdo para fazer os pivoteamentos.

Discutiremos a implementacdo dos métodos de ordenagdo, minimum degree
(MD) e minimum local fill-in (MLF). No primeiro método usa-se os vetores ipri, ilin,
prox e noze, definidos na se¢do 3.4.5, além do vetor nord, o qual deve fornecer a ordem em

que tem que ser feito os pivoteamentos.

3.4.6.1 Minimum Degree

Nesta secdo é apresentado o algoritmo minimum degree para redes. Este método
foi inspirado na relagio que existe entre a estrutura da matriz @ e o grafo nao dirigide H
associado a esta estrutura, isto é, a cada elemento ndo nulo (4,7) e seu correspondente
elemento simétrico (7,1), fora da diagonal na matriz @, estd associada uma aresta no grafo
H. Como visto no item 3.4.4, fazer um pivoteamento na matriz ) equivale a remover um
né do grafo H e criar novos arcos para formar um clique (sub-grafo completo), entre os nés

adjacentes.

Esquematicamente, seja H = (N, £), onde N = conjunto de nés (cardinalida-
de(N) = r) e £ = conjunto de arestas (cardinalidade(£) = s).

Passo 1. Determine o grau de cada nd, no grafo H, associado & estrutura da matriz Q.

Passo 2. Escolha o n6 que tenha o menor grau. Se tiver empate, desempate arbitraria-

mente,

Passo 3. Atualize o grafo H, os conjuntos A e £, removendo o né escolhido no passo 2

e todas as arestas que incidem nele; o né que estd sendo removido deve formar um



clique (sub-grafo completo), com seus nés adjacentes. Atualize também os graus dos

n6s adjacentes ao né que fol removido.

Passo 4. Se cardinalidade(A) = 1, pare. Caso contrério volte ao passo 2.

Usando o exemplo apresentado na secéo 3.4.5, pode-se ilustrar o algoritmo mi-
nimum degree, encontrando uma estratégia de pivoteamento {vetor nord), de tal forma
que a quantidade de fill-ins na matriz PQPT seja a menor possivel, isto &, que preserve a

esparsidade da matriz Q.

Neste caso, a estrutura da matriz ¢} estd armazenada na seguinte forma:

ipri 6 8 9 11
y

ilin 3 4 5 1 5 2 2

prox ¢ 5 0 7 0 ¢} 10 4]

valr X x X X X X X

o que equivale armazenar as posi¢bes dos elementos nao nulos da matriz ¢ (por colunas).

Neste exemplo vamos adotar a seguinte representa¢io para os elementos da matriz corrente

0.

0 ® X

valor original nao alteradoe

pLud
elemento eltminado

preenchimento

Inicialmente o vetor nord é dado por,

[nord[1]2[3]4]5]

indicando a segiiéncia natural de pivoteamento.

Aplicando o algoritmo minimum degree. temos:
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Iteracao 1 :

Passo 1. O vetor noze é dado por:

{noze12|3‘211l2|

Ou seja, noze contém o grau de cada né do grafo I (grafo associado & estrutura
da matriz Q), ou seja, indica a quantidade de elementos nao nulos fora da
diagonal, na i-ésima coluna da matriz ¢ (vide figura 3.4).

Passo 2. Neste caso, 0 né que tem o menor grau é o né 4, pois noze[4] = 1. Logo
nordi4} = 1.

Passo 3. O grafo residual é obtido, removendo-se 0 nd 4 e todas as arestas que

incidem nele. Atualizando o vetor noze, temos:

]noze‘2|2i2l !2]

Além disto, devemos também atualizar os vetores ipri, ilin e prox, obtendo

a nova estrutura de informagdes ilustradas na Figura 3.6.

ipri 1 3 6

ilin 2 3 1 5 1 5

prox| 2t 0 5| 11 0 7 0 w | 6] o

X X X
X
X X X
c @
X X X

Figura 3.6: Estrutura apds o primeiro pivoteamento

Observe que, em relacio 3 estrutura da matriz ¢, é como se houvessemos eli-

minado o elemento que estd na posigao (4, 2), como ilustra a Figura 3.6.
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Passo 4. Como cardinalidade{A') = 4, voltamos ao passo 2.

Iteragao 2 :

Passo 2. Neste caso todos os nés tém o mesmo grau (grau = 2), logo pode-
se eliminar qualquer um deles. Por exemplo, o né 1 (menor indice). Logo
nord{l} = 2.

Passo 3. O grafo residual é obtido removendo-se o né 1 e todas as arestas que

incidem nele. Atualizando o vetor noze, femos:

{nozel E2|2] |2!

Devemos também atualizar os vetores ipri, ilin e prox, obtendo o conjunto

de informagdes representado na Figura 3.7.

I I
X X & X X
e X X
o ®
X X

Figura 3.7: Estrutura apds o segundo pivoteamento

Observe que, em relagio A estrutura da matriz @, é como se houvessemos elimi-
nado os elementos (1,2) e {1,3). Além disto, foram inseridos o elemento (3,2)
na coluna 2 e o elemento (2,3) na coluna 3. Ou seja, existem dois fill-ins, como

ilustra a Figura 3.7.
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Passo 4. Como cardinalidade{A) = 3, voltamos ao passo 2.
Iteragao 3 :

Passo 2. O grau de cada n6 é 2. Assim, pode-se escolher qualquer um deles, por
exemplo, o né 2. Logo nord{2} = 3.
Passo 3. O grafo residual é obtido, removendo-se o né 2 e todas as arestas que

incidem nele. Atualizando o vetor noze, temos:

[moze[ [ [1] |1]

Devemos também atualizar os vetores ipri, ilin e prox, obtendo as informagdes

ilustradas na Figura 3.8.

1¢ g
3
3 o 0

.
X

pad
>
pad

Figura 3.8: Estrutura apés o terceiro pivoteamento

Observe que, em ralacio & estrutura da matriz @, € como se houvessemos eli-

minado os elementos (2,3) e (2,5), como ilustra a Figura 3.8.

Passo 4. Como cardinalidade(\) = 2, voltamos ao passo 2.

Iteragio 4 :
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Passo 2. O grau de todos os nds é 1. Podemos escolher qualquer um deles, por

exemplo, o né 3. Logo nord|3] = 4.

Passo 3. O grafo residual é obtido, removendo-se o né 3 e todas as arestas que

jncidem nele. Atualizando o vetor noze, temos:

[moze[ [ | | [0]

Atualizando os vetores ipri, ilin e prox, obtemos as informacdes ilustradas

na Figura 3.9.

® O O

x & 0O x O
* X g
G &
xX x

Figura 3.9: Estrutura apés o quarto pivoteamento

Com respeito & estrutura da matriz @, é como se houvessemos eliminado ©

elemento (3, 5), como ilustra a Figura 3.9.

Passo 4. Como cardinalidade(N) = 1, pare.

A estrutura acima corresponde, depois de um reordenamento das linhas e colunas

de acordo com o vetor nord

inord12[3|4lil5l
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% matriz triangular, ilustrada na Figura 3.10, que é o fator de Choleski triangular inferior
L. Observe que a primeira linha/coluna desta matriz é a quarta linha/coluna da matriz

anterior, pois nord[4] = 1.

Figura 3.10: Fator de Choleski L

E importante salientar que, ao final da aplicagéo do algoritmo minimum degree,
armazena-se apenas a parte triangular inferior da matriz @ (vide Figura 3.10). A simulacao
dos pivoteamentos nos permite obter como produto da fatoragio simbdlica a seqiiéncia para
execucao dos pivoteamentos (dado pelo vetor nord} e as informagbes nao nulas que devem

ser armazenadas.

3.4.6.2 Minimum Local Fill-in

Neste método, ao invés de usar o vetor noze, usa-se o vetor vale, o qual arma-
zena a valéncia de cada né, sendo a valéncia de um determinado né o ndmero de fill-ins
gerados por esse n6 se ele fosse escolhido como pivé. Isto implica que, o esfor¢o computacio-
nal para calcular a valéncia é bem maior que o esforgo computacional para calcular o grau

de cada no.

Esquematicamente, seja H = (N, ), onde N = conjunto de nés (cardinalida-
de(NV ) = r) e £ = conjunto de arestas (cardinalidade(£) = s).

Passo 1. Determine a valéncia de cada nd, no grafo H, associado & estrutura da matriz
Passo 2. Escolha o né que tenha a menor valéncia. Se tiver empate, desempate arbitra-

riamente.
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Passo 3. Atualize o grafo H, os conjuntos A e £, removendo o n6 escolhido no passo 2
e todas as arestas que incidem nele; o né que esté sendo removido deve formar um
clique (sub-grafo completo), com seus nds adjacentes. Atualize também a valéncia

dos outros nos.

Passo 4. Se cardinalidade( A ) = 1, pare. Caso contrério volte ao passo 2.

Usando o exemplo apresentado na secdo 3.4.5, pode-se ilustrar o algoritmo mi-
nimum local fill-in, encontrando uma estratégia de pivoteamento (vetor nord), de tal forma
que a quantidade de fili-ins na matriz PQPT seja a menor possivel, isto é, que preserve a

esparsidade da matriz ¢.

Neste particular exemplo, a estrutura da matriz @ e os vetores ipri, il in, prox,
nord sio idénticos ao do minimum degree exceto o vetor vale que a cada iteracdo tem os

valores abaixo e determina a mesma ordenagao.

inicial: vale |1 (31{0]1

primeiro pivoteamento: valei111(1 1
segundo pivoteamento: vale 00 0
terceiro pivoteamento: vale 0 ]
quarto pivoteamento: vale 0

3.5 Métodos Iterativos

Os métodos iterativos, fornecem uma seqiiéncia de pontos 3°, ¥*, y*,... que
converge para a solugdo do sistema Qy = b, e resolvem este sistema através da solugio do
seguinte problema equivalente (ndo linear irrestrito):

L 1 .
Minimizar F(y) = -Q—yTQy — yTh, (3.10)
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onde a matriz Q = AD*AT é simétrica e positiva definida. Observe que F' é uma funcao

quadritica e convexa, com um Gnico ponto de minimo y* = @~ 1b.

O problema (3.10) acima é normalmente resolvido usando o método gradiente
conjugado (Golub e Van Loan [46]) (o qual consiste em usar diregoes (J—conjugadas, de

forma a minimizar a fungdo F').

A principal vantagem do uso de métodos iterativos é que inexiste o problema de
preenchimento {fill-in) na matriz AD*AT. Uma outra vantagem é que a estrutura de redes
do problema pode ser muito bem aproveitada na implementagéo do algoritmo. No entanto,
vale lembrar que os métodos iterativos ndo permitem a transferéncia de informagoes entre
iteragdes do algoritmo de pontos interiores (o gue acontece nos métodos diretos onde, por

exemplo, a simulagdo dos pivoteamentos é realizada apenas uma vez no processo de solucdo).

Seja,

Q= AD* AT

A matriz @ tende a ser mal condicionada ao longo das iteragdes dos métedos de pontos
interiores. Assim, o método gradiente conjugado pré-condicionado é usado para resolver o

sistema:
(MTIQM ™) (My) = M~'h

onde M é uma matriz positiva definida denominada pré-condicionador.

O objetivo é fazer a matriz (M~1QM ') menos mal condicionada do que a
matriz ¢ e melhorar a convergéncia do algoritmo gradiente conjugado. Na Figura 3.11 sdo

apresentados os passos do algoritmo gradiente conjugado pré-condicionado (Golub e Van
Loan [46]).



84

Algoritmo Gradiente-Conjugado-Precondicionado{ A, D~, M, b, y, €)

(1w <0

2 7 —b

3 zp — Ml

4 pp %

h 1 + 1)

6 While (Imllf > ¢ Do
6.1 % «  (AD*AT)p;
6.2 a — 2/l
6.3 Yig1 — yt+oap
6.4 Tig1 - T—ag
6.5 Mziy1 « Tipa
6.6 B — 2haria/zl T
6.7 Pivr = Zig1+Opi
6.8 i L = ¥

T Y Y

Figura 3.11: Algoritmo Gradiente Conjugado Pré-condicionado

O maior esforco computacional deste algoritmo aparece nas linhas (3,6.1e6.5).
Essas linhas correspondem & multiplicagdo matriz-vetor (6.1) e & resolugéo dos sistemas de
equagdes lineares (3 e 6.5). A linha 3 ¢ calculada uma vez, enquanto as linhas (6.1 e 6.5)
sao calculadas a cada iteracio do algoritmo gradiente conjugado. A multiplicagdo matriz-
vetor é da forma AD*A7Tp e pode ser calculada sem determinar AD* AT, explicitamente.
Uma maneira muito simples de calcular este produto matriz-vetor é decompor em tres

multiplicagées matriz-vetor.

Fazendo u = ATp, v = D*u e w = Av.
Primeiro, calcula-se: u = ATp
A seguir, calcula-se: v = D*u

Finalmente, calcula-se: w = Av
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Considerando que, a matriz 4, é a matriz de incidéncia associada ao probiema
de fluxo de custo minimo, as entradas niao nulas desta matriz podem ser armazenadas em

dois vetores de tamanho n, t = (f;) e h = (h;).
O cdlculo dos vetores u, v e w, é efetuado da seguinte forma:

for i=1 to m do w; « 0

for 7=1 to n do
aur  — pit;]—plh;]  [Célculo de u] (3.11)
aur < aur *d; [Célculo de v]
wft;] « wlt;]+aeuz  [Cdlculo de w)
wih;] — wih;] — aux

O esforco computacional para calcular u, v e w é O(n}, pois:

No célculo de u sdo efetuadas n subtragoes

No cdlculo de v sdo efetuadas n multiplicagoes

No calculo de w sdo efetuadas n somas e n subtragoes
Portanto, em total sio efetuadas n somas, 2n subtragées e n multiplicacoes.

A seguir é apresentado como é realizado o cédlculo destes trés vetores (u, v e w).

Suponha os vetores t e h, dados por:

i D] P ] b e e
GOl Qo Q0] |

Além disto,
D* — I (matriz identidade)
p o« (1 2 3 47
w — (0 0 0 0
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Usando as férmulas apresentadas em (3.11), obtemos os vetores u, v e w:
— (-1 -2 -3 -1 »f

e (-1 =2 =3 -1 1T

— (-6 0 2 4T

U
k4
w
Voltando 3 resolucio dos sistemas (3 e 6.5), no algoritmo gradiente conjugado

pré-condicionado (vide figura 3.11), deve-se resolver um sistema linear do tipo,

Mz=r (3.12)

Uma maneira eficiente de resolver este sistema, ¢ usar um pré-condicionador

(matriz M), que permita encontrar z com pouco esforgo computacional.

Dois pré-condicionadores tém-se mostrado eficientes em implementagdes com-

putacionais para resolver o sistema (AD*AT)y = b.

3.5.1 Pré-condicionador Diagonal

O pré-condicionador diagonal,

M = diag(AD*AT)

Este pré-condicionador pode ser calculado em O{n} operag¢des e o sistema (3.12)

pode ser resolvido em O{m) divisdes.

3.5.2 Pré-condicionador Arvore Geradora Maxima

Existe um outro pré-condicionador, denominado pré-condicionador de drvore
geradora maxima, que melhora o nimero de iteragbes do gradiente conjugado nas iteracoes
finais do método de pontos interiores (afins, primais-duais). Este pré-condicionador foi
usado por Resende e Veiga [88], na implementacio do método afim-dual para resolver pro-

blemas de fluxo de custo minimo.

Seja M,
M= SkaSE
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onde S é uma submatriz de A formada pelas colunas correspondentes aos arcos que apa-
recem na solugdo do problema da drvore geradora maxima, ¢ Dy € uma matriz diagonal
associada a Sx. A arvore geradora maxima é obtida a partir do grafo associado ao pro-
blema de fluxo de custo minimo, cujos pesos nos arcos sao as componentes {que estdo na
diagonal) da matriz de escalamento D*. Supondo que os arcos iy, ty, ..., Iy s30 08 arcos que

aparecem na solugio da arvore geradora maxima, entdo:
Dk = d?lag(l/dtl,1/dt2,....,1/dtq)

Logo o sistema Mz = r, torna-se
(SeDeST)z =7 (3.13)

Este sistema é resolvido em O(m) operagbes, tirando proveito da estrutura de dados da

arvore geradora méxima.

O sistema (3.13) pode ser resolvido, eficientemente, da seguinte forma.

Fazendo u = DkS;{z e b= S;{z

Inicialmente, resolve —se Siu = r
A seguir calcula — se v o= D;lu
Finalmente, resolve — se ng = v

O primeiro sistema, Spu = 7, é resolvido percorrendo a drvore geradora maxima
das folhas & raiz. O vetor v é calculado efetuando-se m divisbes. Finalmente, o sistema

S8T% = v é resolvido percorrendo a 4rvore geradora méxima da raiz s folhas.

Para resolver o sistema Sgu = r, usando os vetores ¢ = (£;), h = (h;) e r = (r;),

devemos inicialmente percorrer a drvore geradora maxima a partir de um né folha.

Para percorrer a arvore a partir de um 0o folha, usa-se dois vetores de m com-

ponentes:

fior{i] — percorre todos os nds folha e um caminho ascendente até a raiz (a partir do

dltimo né folha encontrado); a primeira componente aponta da raiz para um né folha.

arcii] - aponta o arco que incide no nd i (i # m).
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A seguinte figura (Figura 3.12}, ilustra os vetores arci e fior na drvore geradora

maxima (né raiz = 4).

j———- {proximo né folha a partir de 2)

210 A _
arcif3] =2 “\ ‘?/ arci[2] = 1 {arco que incide non6 2 )

fior[3] = 1 (nd no caminho ascendente a partir de 3)

T— no raiz {nenhum arco incide nele)

Figura 3.12: Estrutura de dados para percorrer a arvore das folhas a raiz

A seguir é apresentado o algoritmo para resolver o sistema Siu = r tirando

proveito da estrutura de rede.



89

Algoritmo 1

Seja m o nd raiz
Passo 1 Parai=1atém~—1 faca u[i] « r[i] (o Passo 1 ndo inclui o né raiz m porque
nio existe arco a partir deste nd).

Passo 2 Percorra a arvore geradora méxima das folhas a raiz.

f « fior[m]
While (f # m) Do
7« arci[f]
if  (f=t;) then u[h;] — u[h;]+ uy
olse { ult;] « uft;] + ug; up — —uy }
[+ Jior[f]

Para resolver o sistema 57 z = v, usando os vetores { = (#;), h = (hj) e v = (v;),

devemos inicialmente percorrer a arvore geradora maxima a partir do né raiz.

Para percorrer a drvore a partir do nd raiz, usa-se dois vetores de m componentes:

10i7] — aponta para o descendente mais proximo de um certo nd, ou para o primeiro
Y P

descendente do ascendente mais préximo (de um né folha).

arci[i] — aponta o arco que incide no né i (i # m).
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A seguinte figura (Figura 3.13), lustra os vetores arct e fio na drvore geradora

méxima (nd raiz = 4)

fiol2] = 4 (aponta para o né raiz, indicando que
._ foram percorridos todos os nds)

L nd raiz {nenhum arco incide nele)

Figura 3.13: Estrutura de dados para percorrer a drvore da raiz as folhas

A seguir é apresentado o algoritmo para resolver o sistema ng = o tirando

proveito da estrutura de rede.
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Algoritmo 2

Seja m 0 nod raiz
Passo 1 Para i =1 até m — 1 faga z[i] « v[i]

Passo 2 Percorra a arvore geradora méaxima da raiz as folhas.

k « fio[m]
While (k # m) Do
J e arci[k]
if (k=1;) then =z« zx+ z[h;]
else { zp «— —zk; 2z« zp + 2[L] }
k — fiolk]

A seguir é apresentado um exemplo ilustrativo para mostrar como funciona o

pré-condicionador drvore geradora maxima.

Dados os vetores t e k,

[l EEVL I I W R
EoS IR B TURS RESURY B LR e

Suponha que na iteracio k:

D* — diag(8,6,5,4,9)

Inicialmente, devemos encontrar a drvore geradora maxima do grafo associado
ao problema de fluxo de custo minimo, cujos pesos nos arcos sdo as componentes da matriz
de escalamento D*. Considere, para ilustracio o grafo representado na Figura 3.14. A

arvore geradora méaxima é mostrada na Figura 3.15.
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Figura 3.15: Arvore geradora maxima

Portanto, a solucdo é dada por,

d2=6, d1=8 € ds‘“—-"g

Assim, S; é uma submatriz de A formada pelas colunas 2, 1e 5, Dp « diag(%, %, %),

e a solugédo do sistema Mz = r é obtida na seguinte forma.
Célculo de u:

Seja r = (1,2,3)T e r4 = 0. Aplicando os passos do Algoritmo 1, temos:

Passo 1 u — (1,2,3)7
Passo 2 Para todos os arcos (7 = 2, 1 e 5) que estdo na arvore geradora maxima. Faca
Para j=2: u+ (=3,4,2)7
Para j=1: u«(-3,4,6)7
Para j=5: u+ (~3,4,6)7
Observa-se que, neste caso, estamos percorrendo a arvore das folhas (né 3) & raiz

(né 4), como ilustra a Figura 3.16. Usando-se uma estrutura de dados conveniente é

possivel identificar o n6 folha, como j4 ilustrado neste item.
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NO RAIZ

NO FOLHA ——

Figura 3.16: Solugao do sistema Syu =71

Calculo de v:

P 4 ’D;lu, entio

Calculo de z:

Aplicando os passos do Algoritmo 2, temos:

Passo 1 z — (—18,32,54)T
Passo 2 Para todos os arcos {j = 5, 1 e 2) que estdo na arvore geradora maxima. Faga
Para j=5: 2« (32,54,-18)T

Para j=1: z« (86,54,-18)T
Para j=2: z«— (86,54,104)7

Observa-se que, neste caso, estamos percorrendo a arvore da raiz (né 4) as folthas (né

3), como ilustra a Figura 3.17.
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Nimero do ace \./
y B

Gl

NG RAIZ

NO FOLHA ——

Figura 3.17: Solugao do sistema STz=v

O problema da é4rvore geradora mixima pode fornecer soluges com ciclos,
quando existe degenerescéncia no dual. Neste caso, para se obter o pré-condicionador

retira-se do ciclo o arco com menor peso.

Na pratica, o pré-condicionador diagonal é efetivo durante as primeiras iteragoes
dos métodos de pontos interiores (afins, primais-duais e preditor-corretor). Ao longo das
iteracdes (apds de um certo ntimero delas), o pré-condicionador arvore geradora méxima é
mais efetivo, pois ele se torna uma boa aproximac¢io da matriz AD*AT. A questdo funda-
mental é em que momento deve-se mudar de pré-condicionador. Adotamos a regra proposta
por Golub e Van Loan [46]: se na solugdo do sistema Qy = b 0 método gradiente conjugado
faz mais do que Ay/m iteragdes (A > 0), deve-se substituir o pré-condicionador. Em nosso
caso, faz-se a substituicio pelo pré-condicionador drvore geradora maxima — esta regra foi
usada em implementag¢des semelhantes por Resende e Veiga [89]. Nas implementacdes com-
putacionais o pré-condicionador de arvore geradora maxima foi atualizado a cada iteragio,

a partir do momento em que éle passa a ser adotado.

Com relagio ao algoritmo Gradiente Conjugado Pré-condicionado (Figura 3.11),
para determinar quando a dire¢io aproximada y; fornecida pelo Gradiente Conjugado (GC)
é satisfatéria, pode-se calcular o angulo entre os vetores (AD*AT )y; e b. Quando {1—cosf| <
¢ (nas implementagdes, atribui-se ¢ = 10~} [89], considera-se que a solu¢do do sistema foi
obtida.

O valor exato de cos 8 pode ser obtido pela seguinte expressao:

_ _BT(AD"AT)y)
[BII [(ADAT )]
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A avaliacio exata de cosf tem a complexidade de uma iteragio do GC — logo,

nio é recomendavel efetuar este cilculo a cada iteragdo do algoritmo GC.

Um procedimento mais eficiente para avaliacdo de cos # segue da observagao que
y; € aproxidamente igual a b — r;, sendo r; uma estimativa do residuo na i—ésima iteracdo
do GC (Resende e Veiga [89]). Neste caso, cosf é calculado com a seguinte aproximagao:

cosf ~ M
|16]] 116 = 7]

Esta estimativa poder ser calculada a cada iteragdo do método GC.

3.6 Ordenagio Otima de (AD*AT)y = b Associado a Proble-

mas de Transportes

Nesta secdo estuda-se a solugdo do sistema linear (AD*AT)y = b, quando a
matriz A é uma matriz de restrigdes associado a um problema de transportes. Mostra-
se que, neste caso é possivel determinar uma ordenagio tima para a matriz AD*AT, O
resultado também é valido para o problema da designagio, uma vez que se trata de um caso

particular do problema de transportes.

3.6.1 Apresentacio do Problema

Considere m; nés origem e mg nds destino (considera-se m; > 1 e mg > 1
para se evitar dificuldades de ordem trivial). O né origem i fornece f; unidades de um
determinado item; o né destino j requer d; unidades. Supde-se que f; > 0 e d; > 0. Existe
um arco orientado (¢, ) ligando cada par de nds origem—destino, ao qual estd associado um
custo unitério ¢;;. O problema de transportes consiste em determinar um fluxo factivel z;;,
de tal forma que o custo total de transporte 5.3 ¢;;2;; seja minimo. Ou seja, o problema

de transporte pode ser sintetizado na formulac¢io abaixo.

S mi M2 Lo
Minimizar 30 30520 cijti
. . m .
Sujeito a Yoy =fi i=1..,mm
] — . F —
YT =d; j=1,.,mg

Tij 2 U4 (E,j‘)
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Supde-se o problema balanceado, isto é, 370 fi = T2 dj.

A Figura 3.18 ilustra graficamente o problema,

O . : N6 origem i=1, ...

Dj : Nd  destino j=1, ., m

Figura 3.18: O problema de transportes

O grafo associado a um problema de tramsportes é bipartido, isto é, os nds
sio particionados em dois conjuntos disjuntos; todos os arcos na rede estdo dirigidos de
um né pertencente ao conjunto de nds origem a um né do conjunto de nés destino. O
grafo é também completo, no sentido que existem arcos ligando quaisquer pares de nds

origem —destino.

Retirando-se uma equacio do conjunto de restrigdes (escolheu-se a dltima), para
eliminar a redundincia, e escrevendo-se o problema de transportes na forma padrao de um

problema de programacao linear (Bazaraa e outros [11]), tem-se:

Minimizar e

Sujeito a Az =b
x>0

onde a matriz A é a matriz de incidéncia né—arco de dimensio (mq + mg — 1} X myma.
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3.6.2 Ordenagao Otima

Seja (7,
Q = AD*AT

Pode-se associar & matriz @ um grafo ndo orientado H com (m; +mz~1) nds e
(mymg — ™) arestas, representando a localizagao dos elementos nao nulos na matriz (Duff
e outros [32]). Os nés do grafo H correspondem &s linhas (e colunas) da matriz ). Existe

um arco ndo orientado j (j = (4,k) = (k, i),k # i), quando um elemento fora da diagonal

na matriz @ é ndo nulo (Qix = @ # 0).
Estudaremos dois casos: mi > my, e my < Ma.
CASO 1 (m; > my)

Suponha, por exemplo m; = 5 e my = 4. O grafo H, associado & estrutura da
matriz ¢, terd 8 nds e 15 arestas. A Figura 3.19 apresenta uma representacio esquemdtica

da matriz Q (com um “x” nas posi¢des onde existem elementos ndo nulos) e do grafo H.

1 2 3 4 51 2 3
i x X X X
2 = X X X
3 b4 X X X
4 x X X X
3 X X X X
1 X X X X M X

210X X X X X 34
3 X X X X X x

MATRIZ Q GRAFO

Figura 3.19: Estrutura da matriz ¢ e seu grafo associado H

Na resolu¢do do sistema, Qy = b, os pivoteamentos na matriz @ podem ser

analisados através do grafo H, considerando as possibilidades a} e b), descritas a seguir.

a) O pivé € um noé origem. Suponha que escolhemos como primeiro pivé um
elemento correspondente a qualquer nd origem (1,2,3,4,5) — por exemplo pivé = nd 1.
Analisando o né 1 no grafo H, vemos que ele estd ligado apenas aos nés destino (1,2,3).

Isto significa que na matriz € teriamos que eliminar os elementos das linhas 6, 7 e 8,
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correspondentes aos nos (1,2,3) — os elementos das linhas 2, 3, 4 e 5, abaixo da diagonal,

s&o nulos.

Fazendo o pivoteamento na matriz @ (posigdo (1,1)}, vemos que nas posigdes
(6,7), (6,8), (7,6, (7,8), (8,6) e (8,7) aparecem seis fill-ins (posigbes onde haviam elementos
nulos passaram a ser ocupadas por elementos nao nulos). Isto pode ser analisado no subgrafo
H' de H, formado pelo né origem 1 (n6 pivé) e todos os nds adjacentes a ele (nds destino 1,
2 e 3). Fazer o pivoteamento no no 1 na matriz () é equivalente a adicionar novas arestas ao
subgrafo H', de tal forma que ele se torne um clique (Duff e outros [32], Tinney e Walker
[92]), como ilustrado na Figura 3.20.

Figura 3.20: Clique formado no subgrafo H'

Em seguida, podemos fazer os pivoteamentos escolhendo uma seqiiéncia qual-
quer nos nés origem (2,3,4,5) e a segunir nos nds destino (1,2,3), nesta ordem. Nesta
segiiéncia, é facil ver que nio serdo gerados mais fill-ins na matriz (). Assim, neste caso, o
numero total de fill-ins na matriz L (fator de Choleski da matriz (}) é o nimero de arestas

novas entre os nos destino.

A matriz ¢} é simétrica e a solu¢io do sistema, Qy = b, serd encontrada através
da fatoracio de Choleski, ¢ = LLT. Assim, precisamos considerar apenas os fill-ins em

uma das matrizes triangulares, I ou sua transposta L7.

O ntmero de fill-ins, dado pelo nimero de arestas novas em L, com os pivotea-

mentos na ordem estabelecida acima, pode ser generalizado pela equacio (3.14).

_1
( m?g ) - !mz—-l!:z!mg-'“?! (3‘14)

No exemplo, como my = 5 e my = 4, o nlimero total de fill-ins gerados é:
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( 4 -1 ) _ -2 o o3
= L—-——H—umlz -
2

A Figura 3.21 representa o grafo G, associado a matriz triangular inferior L.

12 3451 2 3
X
X

X

X

b4

XX XXXX
X XXX XeX
XX XXXeoeoX

wWoN o~ R W N

MATRIZ L

Figura 3.21: Estrutura da matriz L e seu grafo associado G

b} O pivé € um no destino. Suponha agora que escolhemos como primeiro
pivé um elemento correspondente a qualquer né destino (1,2,3) — por exemplo pivdé =
né destino 2. Analisando o né destino 2 no grafo H, vemos que ele estd ligado aos nés
origem (1,2,3,4,5). Isto pode ser analisado no subgrafo H” de H, formado pelo né destino
2 (n6 pivéd) e todos os nds adjacentes a ele (nds origem 1, 2, 3, 4 e 5). Fazer o pivoteamento
no né destino 2 (né pivé) na matriz @ é equivalente a adicionar novas arestas ao subgrafo
H", de tal forma que ele se torne um clique (Duff e outros [32], Tinney e Walker [92]), como
ilustra a Figura 3.22.

F
<«
Figura 3.22: Clique formado no subgrafo H”

Em seguida, podemos fazer os pivoteamentos escolhendo uma seqiiéncia qual-

quer nos nds destino (1,3) e a seguir nos nds origem (1,2, 3,4, 5}, nesta ordem. Neste caso,
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é Técil ver que nio serdo gerados mais fill-ins na matriz Q. Assim, o nlimero total de fill-ins

em L é dado pela equagdo (3.15).

my m—
( 2 ) = mip= (3.15)

No exemplo, como m; = 5 e m = 4, entdo o nimero total de fill-ins gerados é:

) -
(2) _ sg5213 = 10

A Figura 3.23 ilustra o grafo G'p,, associado & matriz triangular inferior L, apos 0s
pivoteamentos na ordem estabelecida acima, e tendo em vista que PQPT = LLT (fatoragio
de Choleski) — a matriz P é uma matriz de permutagdo que coloca o n6 destino 2 na posi¢ao
adequada (faz com que a linha/coluna 1, correspondente 20 n6 origem 1, e 7 correspondente

ao 16 destino 2, sejam permutadas).

22 345113
X

X X

XxXe X
Xe e X

Xe s e X
XXX XX
Xo e e X X
X XXX X X

W e A R NN

MATRIZ L GRAFO G,

Figura 3.23: Estrutura da matriz L e seu grafo associado G,

Caso 2 (my < ma)

Suponha, por exemplo, m, = 3 e my = 5. O grafo H, associado a estrutura da

matriz @, terd 7 nds e 12 arestas, como ilustra a Iigura 3.24.
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i 231 2 3 4
i X XX XX
2 X X XXX
3 XX XXX
11 X X XX
2 XXX X
I X XX X
41 X X X X
MATRIZ Q GRAFO H

Figura 3.24: Estrutura da matriz ¢} e seu grafo associado H

Novamente, podemos analisar os pivoteamentos na matriz Q) através do Grafo

H, considerando as possibilidades a) e b) a seguir.

a) Pivoteamento em um né origem. Suponha que escolhemos como primeiro
pive qualquer né origem (1,2,3) — por exemplo pivd = né origem 1. Analisando o né 1 no
grafo H, vemos que ele estd ligado aos nés destino (1,2,3,4). Isto significa que na matriz
@ teriamos que eliminar os elementos das linhas 4, 3,6 e 7 {0s elementos das linhas 2 e 3,

abaixo da diagonal, séo nulos).

Fazendo o pivoteamento na matriz @ (posi¢ao (1,1)), vemos que nas posigdes
(4,5), (4,6), (4,7), (5:4), (5,6}, (5,7), (6,4), (6,5), (6,7), (7,4), (7,5) e (7,6} aparecem doze
fill-ins (posi¢des onde haviam elementos nulos passaram a ser ocupadas por elementos nao
nulos).

Analisando no subgrafo H' de H, formado pelo né origem 1 (né pivé) e todos os
nés adjacentes a ele (nés destino 1, 2, 3 e 4}, fazer o pivoteamento no né origem 1 (nd pivd)
na matriz ( é equivalente adicionar novas arestas ao subgrafo H’, de tal forma que ele se

torne um clique (Duff e outros [32], Tinney e Walker [92]), como ilustra a Figura 3.25.
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Figura 3.25: Clique formado no subgrafo H’

FEm seguida, podemos fazer os pivoteamentos escolhendo uma seqiiéncia qual-
quer nos nés origem (2,3) e a seguir nos nés destino (1,2,3,4), nesta ordem. Neste caso,
vemos que nio serdo gerados mais fill-ins na matriz ¢. Assim, o niimero total de fill-ins

em L é pela equacgao (3.16).

( g 1 ) _ sz—l!%mz'-“-?! (3.16)
2

No exemplo, como m; = 3 e my = 5, entdo o nimero total de fill-ins gerados é:

5-1
( , ) _ (5—1)2§5—2) - 6

A Figura 3.26 ilustra o grafo G, associado A matriz triangular inferior L, apds

os pivoteamentos na ordem estabelecida acima.

1 231 2 3 4

11 X

2 X

3 X

T{ X X X X

2 XX Xe X

3| XXX ee X

4 XXX e w9 X
MATRIZ L

Figura 3.26: Estrutura da matriz I e seu grafo associado G,



103

b) Pivoteamento em um né destino. Suponha agora que escolhemos como pri-
meiro pivd um elemento correspondente a qualquer 16 destino (1,2,3,4) — por exemplo pivd
= né destino 4. Analisando o né destino 4 no grafo H, vemos que ele estd ligado aos nds
origem (1,2,3). Isto pode ser analisado no subgrafo H " de H, formado pelo nd destino 4
(n6 pivd) e todos os nds adjacentes a ele (nds origem 1, 2 e 3). Fazer o pivoteamento no
né destino 4 (né pivd) na matriz ) é equivalente a adicionar novas arestas ao subgrafo H "
de tal forma que ele se torne um clique (Duff e outros [32], Tinney e Walker {92]), como

mostra a Figura 3.27.

Figura 3.27: Clique formado no subgrafo H"

Em seguida, podemos fazer os pivoteamentos escolhendo uma segiiéncia qual-
quer nos nds destino (1,2,3) e a seguir nos nds origem (1,2,3), nesta ordem. Nesta seqiiéncia,

é facil ver que néo serdo gerados mais fill-ins na matriz . Assim, o numero total de fill-ins

em L é dado pela equacao (3.17).

m mi{my—
( 21) = mipl (3.17)

No exemplo, como my = 2 e mq = 5, entdo o nimero total de fill-ins gerados é:

(2) - s -
0 ) P

A Figura 3.28 ilustra o grafo (7, associado a matriz triangular inferior L, apés os
pivoteamentos na ordem estabelecida acima, e tendo em vista que POQPT = LIT (Fatoragio
de Choleski) — a matriz P é uma matriz de permutagao que faz com que as linhas/colunas

1 (né origem 1) e 7 {né destino 4) sejam permutadas.
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4231231
4] x
2i X %
3l x e x
1 X X X
z Xx X
3 X X x
1] XeeX XXX
MATRIZ L GRAFO G,

Figura 3.28: Estrutura da matriz L e seu grafo associado G,

Pelos exemplos discutidos, conclui-se que o ndmero total de fill-ins na decom-
posicio é definido pela escolha do primeiro elemento pivé. No CASO 1 (my > mp) o
nimero de fill-ins serd dado pela equacdo (3.14), se o pivd corresponder a um elemento do
conjunto de nés origem, e pela equagéo (3.15), se o pivo corresponder a um elemento do con-
junto de nés destino. No CASO 2 (m; < mg) o niimero de fill-ins serd dado pela equagdo
(3.16), se o pivd corresponder a um elemento do conjunto de nds origem, e pela equagao
(3.17), se o pivd corresponder a um elemento do conjunto de nés destino. Em ambos os
casos, os pivds subsequentes tém que ser escolhidos de acordo com o primeiro pive. Ou
seja, se 0 primeiro elemento pivd for um né origem, entdo podemos fazer os pivoteamentos
escolhendo uma seqiiéncia qualquer nos nés origem e a seguir nos nds destino, nesta ordem.
Desta forma obtemos uma seqiiéncia de pivoteamentos que nao levara a fill-ins adicionais

(as seqiiéncias de escolha nos exemplos sdo apenas indicativas).
Assim, pode-se estabelecer a seguinte proposigao.

Proposigdo. Se A é a matriz de incidéncia associada a um problema de trans-
portes {ou designacio), é possivel obter uma ordenagdo 6tima dos nés (no grafo associado
3 matriz Q = AD*AT) de tal forma que a quantidade total de fill-ins gerados é minima.
Além disto, é possivel se determinar a priori a quantidade de fill-ins gerados na ordenacéo

6tima ~— fornecida pela férmula (3.14), se my > mg, e pela férmula (3.17), se mq < ma.

A ordenacio 6tima é formada pela seqiiéncia de nés 1,2, ...,m (m = my 4+ ma)

obtida pela concatenacio das seqiiéncias de nos origem e destino da seguinte forma:

¢ Se my > my, os nés 1, ..., my sA0 nds origem e os nés my + 1, ..., m sdo nds destino.
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s Se my < ma, 08 16s 1, ..., my sdo nds destino e os nés ma + 1,...,m sdo nds origem.

£ importante salientar que para uma matriz simétrica qualquer a obtengdo de
uma ordenacio 6tima é um problema NP—Completo (Yannakakis [98]). Justamente por
isso, foram desenvolvidas heuristicas ja discutidas neste capitulo, como minimum degree e
minimum local fill-in (Duff e outros {32], Tinney e Walker [92]). No caso do problema de
transportes, sendo possivel obter ordenagdes dtimas sem nenhum esfor¢o computacional,

estas heuristicas sio desnecessirias.

3.7 Estudos de Caso

Esta secio apresenta testes computacionais para solucio de sistemas simétricos
e positivo definidos do tipo (AD*AT)y = b, para diferentes classes de redes, com diversos
graus de esparsidade, usando uma estrutura de dados conveniente a cada método (métodos
diretos e iterativos). A matriz D* adotada nesses estudos foi a matriz de escalamento do

método dual-afim.

Os programas foram codificados em linguagem C e executados em estagdo de
trabalho Sun SPARC IPX (Laboratério do DENSIS). Todos os tempos de processamento

nas tabelas abaixo estao dados em segundos.

3.7.1 Problemas de Transportes

Neste caso, embora a matriz A seja esparsa {possui somente dois elementos nao
nulos, +1 e —1 em cada coluna}, a matriz ¢ = AD* AT & muito densa. No entanto, é possivel
obter uma ordenagio 6tima para esta matriz (vide se¢do 3.6). A tabela 3.1 apresenta um
sumario de resultados computacionais para solugio por métodos diretos {fatoracao de Cho-
leski com ordenacio étima) e por métodos iterativos (gradiente conjugado, GC, e gradiente

conjugado pré-condicionado, PGC, usando o pré-condicionador diagonal).
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Noés | Arcos | Choleski | GC | PGC

90 2025 24,90 | 0,30 | 0,31
160 2500 33,401 0,40 | 041
200 | 10000 719,90 | 3,75 | 3,81

Tabela 3.1: Tempo de processamento para problemas de transportes

Cabe ressaltar que os resultados da tabela 3.1 mostra os tempos necessirios a
solugio de um dnico sistema do tipo (AD*AT)y = b. O tempo requerido pelo método
Choleski envolve os tempos necessérios as fatoragdes simbédlicas e os tempos necessarios as

fatoracoes numéricas e resolugbes dos sistemas triangulares.

3.7.2 Redes Geradas Aleatoriamente

Neste caso, as redes foram gerédas aleatoriamente com graus de esparsidade
distintos. As tabelas 3.2 e 3.3 apresentam os resultados obtidos para redes onde a matriz
A é muito esparsa {a matriz Q = AD*AT é também esparsa). Choldeg denota o método
de Choleski usando a heuristica minimum degree para o reordenamento das linhas/colunas;
Cholloc denota o método de Choleski usando a heuristica minimum local fill-in; as co-
lunas PRO 1 mostram os tempos necessirios as fatoragdes simbélicas (simulagoes dos
pivoteamentos); as colunas PRO 2 mostram a soma dos tempos necessarios as resolugoes
propriamente ditas dos dois sistemas triangulares; a coluna GC mostra o tempo gasto pelo
método gradiente conjugado, e a dltima coluna (PGQC) apresenta o tempo requerido pelo

método gradiente conjugado pré-condicionado usando o pré-condicionador diagonal.

Nés | Arcos Choldeg Cholloc GC | PGC
PRO 1| PRO 2| PRO 1| PROZ2

90 180 ¢ 0,93 0,05 583 0,05 ;0,11 0,11

1060 200 0,98 0,03 7,35 0,05 0,15 | 0,13

200 400 | 7,06 0,10 47,26 | 0,30 | 0,38 | 0,43

Tabela 3.2: Redes aleatérias com nimero de arcos igual ao dobro de nimero de nés
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Nés | Arcos Choldeg Cholloc GC | PGC
PRO1|PRO2|PRO1|PRO2

90 135 0,66 0,02 2,78 0,02 0,11 1 0,11

100 150 ¢ 0,96 0,02 4,28 | 0,02 |0,13] 0,15

200 300 6,85 0,06 2033 : 0,06 |0,38 ) 0.41

Tabela 3.3: Redes aleatérias com nimero de arcos igual a 1,5 de nimero de nés

3.8 Comentarios

Fm linhas gerais, esses primeiros resultados computacionais indicam que, num
extremo, 03 métodos iterativos sio mais adequados para redes densas (vide Tabela 3.1).
Por outro lado, os métodos diretos (fatoragio de Choleski) implementados com heuristicas
apropriadas s3o mais adequados para redes esparsas. Vale lembrar que, os resultados séo
apenas indicativos, pois a fatoragdo simbdlica (PRO 1) é efetuada uma finica vez, enquanto
que a fatoragio numérica e solucio triangular (PRO 2) sdo efetuadas a cada iteracdo dos

métodos de pontos interiores.

Na simulacio dos pivoteamentos usando os métodos diretos (fatoragdo de Cho-
leski), o0 método grau minimo mostrou-se mais eficiente do que o método preenchimento

local minimo (PLM), pois o esfor¢o computacional no método PLM ¢ muito maior.

No método gradiente conjugado foi usado o pré-condicionador diagonal (M =
diag(Q)). O pré-condicionador drvore geradora méxima nfo foi utilizado porque sua aplicagdo
se torna vantajosa apenas quando a solugéo corrente () estd muito préxima de uma solugio
basica (0 que acontece nas iteragdes préximas da otimalidade nos métodos de pontos inte-

riores) — situagio que ndo ocorreu nos casos estudados.

E importante salientar que o problema de mal condicionamento pode aparecer
logo no inicio da resolucdo do sistema QQy = b. No préximo capitulo serdo estudados
problemas sem pontos interiores, onde o problema de mal condicionamento torna-se mais

visivel (na resolugdo do sistema Qy = b)



Capitulo 4

Resolucao de Problemas com Falta de

Pontos Interiores

Situacoes onde inexistem pontos interiores so freqiientes em problemas de fluxo
de custo minimo. Neste capitulo é apresentado um estudo do comportamento dos métodos
de pontos interiores para solucdo de problemas com essas caracteristicas. Essencialmente,

procura-se responder a seguinte questdo:

Serd que os métodos de pontos interiores funcionam quando ndo se dispde de

pontos interiores ¢

E importante lembrar que as matrizes de escalamento, I)*, que aparecem nos
sistemas (AD*AT)y = b, devem ser diagonais e positivas definidas. Essas propriedades

podem nio ser satisfeitas em alguns problemas mal comportados.

Vale lembrar a caracteristica da matriz D" em cada um dos métodos de pontos

interiores. Sendo z, ¥ e z pontos interiores factiveis, tem-se:

s para o método afim-primal, D = diag(:nf);
¢ para 0 método afim-dual, D™ = diag(l/zjz);

e para os métodos primais-duais, D* = diag(z;/z;).

108



109
4.1 Consideracoes Preliminares

A seguir definiremos o que significa ter um problema primal sem ponto interior

e seu correspondente dual (fambém sem ponto interior).

Considere novamente o par de problemas primal (P} e dual (D):

(P) Minimizar { efe : Az =b, 220}
(D) Mazimizar { Ty : Aly+z=0¢c, 220}

Diz-se que o problema primal P possui um ponto {uma solugdo) factivel se e
somente se existe um z tal que Az = b, z > 0. Um ponto factivel & interior se z > 0, isto

é, cada componente do vetor & tem que ser estritamente positiva.

Diz-se que o problema dual D possui um ponto (uma solugdo) factivel se e
somente se existe um vetor (y,z) com z > 0, tal que ATy 4 z = ¢. Um ponto factivel é
interior se z > 0, isto é, as varidveis de folga z do problema dual t&m que ser estritamente

positivas.

Analogamente, pode-se definir uma solu¢io interior factivel para os problemas

primal e dual canalizados, PC e D(', respectivamente,

(PC) Minimizar { Tz : Az =5,0<z<d}
(DC) Magzimizar { b7y —dTw : ATy —w+tz=c, w,z2>0}

Diz-se que o problema PC possui um ponto (uma solugdo) factivel se e somente

se existe um « tal que Az = b, 0 < z < d. Um ponto factivel é interior se 0 < z < d.

Diz-se que o problema DC possul um ponto {uma solugdo) factivel se e somente
se existe um vetor (y, w, z) tal que ATy —w+z=¢,w>0ez>0. Um ponto factivel é

interior se w > 0 e z > 0.

E importante salientar que o problema dual canalizado DC sempre admite uma
solugdo interior factivel; basta definir, por exemplo, y; = 0 ( Vi ), e escolher w = (w;) e

z = (z;) da seguinte forma.
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se (c; >0) entio {w;==k; z; = k+¢;}

caso contririe (¢; £0) entdo {wj=k~c;; z= k}

para qualquer valor &£ > 0.

4.2 Algumas Situagdes de Falta de Pontos Interiores

Nesta secio serd estudada a falta de pontos interiores nos problemas primal
P e dual D. No item 1 é apresentado um problema (exemplo 1) com solugbes Otimas
degeneradas, e auséncia de solugdes interiores primais factiveis. Na se¢io 2 é apresentado um
problema (exemplo 2) com solugdo 6tima dual degenerada e auséncia de solugdes interiores
duais factiveis. Apresenta-se também a resolugio desses problemas usando os métodos de

pontos interiores afim-primal, afim-dual e primal-dual.

4.2.1 Falta de Pontos Interiores no Problema Primal

O primeiro exemplo (exemplo 1) tem trés nds e trés arcos.

Formalmente,

Minimizar ry 4+ 229 4+ 323

1 1 ] z1 1
Sujeito a -~1 0 1 Ty = ~1 (4.1)
g ~1 -1 s 0

(wlvm%mS) 2 (010:0)

Graficamente o problema (4.1) estd representado na Fig. 4.1.
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Namero do arco

Figura 4.2: Solugdo étima do exemplo 1

A solucio 6tima para o problema (4.1), z* = (1,0,0)7, est4 representada na
Figura 4.2 (os arcos com fluxos nulos nao estao representados na figura). Nota-se que esta
solucao é primal degenerada, ou seja, existe uma varidvel bdsica (22 ou z3) com valor zero.
Além disto, o problema possui um dnico ponto extremo. De fato, fazendo-se operagdes

elementares nas restricbes do problema (4.1}, obtém-se:

I 14 T3 ]
Iq = —I3 2
L3 Z3

Logo z3 = 0. Usando-se as restrigdes originais, conclui-se que 2; = le zy = 0, confirmando a
existéncia de um dnico ponto extremo. Consequentemente, nao é possivel aplicar os métodos
de pontos interiores afim-primal, primais-duais e preditor-corretor, pois ndo existem pontos

interiores factiveis.

Para obtermos uma matriz de restricdes de posto completo, no exemplo 1, de-

vemos eliminar uma das linhas {por exemplo, a dltima}. O problema (4.1) sem a dltima
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linha torna-se;

Minimizar o1+ 222+ 323

T
110 1
Sujeito a z2 = (4.2)
-1 0 1 -1

("‘vlf E2, Ig) Z (01 G? G)

Solugdo pelo Método Afim-Primal

Vamos imaginar a solugio deste problema pelo método afim-primal. Para iniciar
o processo de solugdo precisamos de um ponto interior factivel. Como vimos, este ponto
nio existe. Vejamos entdo as conseqiiéncias para o método de tentarmos iniciar o processo

de solucdo com o tinico ponto factivel, z = (1,0, 0)7.

Logo, a matriz de escalamento, D*, para o método afim-primal, é assim definida:

[ B e B o |
oo o

A matriz Q = AD*AT é dada por:

1 ~1
Q = AD*AT =
-1 1

Para resolver o sistema @y = b, devemos encontrar uma matriz triangular infe-

rior L, com elementos estritamente positivos na diagonal, tal que, LLT = @ (fatoragio de
Choleski). Neste caso,
i 0
L=
-1 0

A matriz L tem um zero na diagonal (Lzz = 0), ou seja, é singular. Isto significa
que as linhas (e colunas) da matriz ¢} séo linearmente dependentes, ou seja, a matriz ) néo

é de posto completo (posto(Q) = 1).
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Podemos iniciar o processo de solugio com uma aproximacédo de um ponto inicial
interior infactivel (um ponto z, tal que Az # b, z > 0). Isto é, podemos tentar obter uma
solucio inicial com um procedimento semelhante 3 fase 1 do simplex, discutido no Capitulo
2. Vejamos o que acontece com este procedimento (fase 1) quando aplicarmos os passos do

método afim-primal. Considere o problema artificial a ser resolvido na fase 1:

Minimizar A
T
Suieit 110 ! N 1
ujeito a z =
I -1 0 1 2 ~1
T3

(31::527373) .>_ (07058)
A2

onde p = b~ Az%, 2% > 0 é dado.

Se encontrarmos uma solucio (z¥, A) tal que A = 0, entdo & = z* é uma solugio

interior factivel de (4.2).
Vejamos os resultados de cada iteragio do processo de solugdo do problema (4.2)

com o procedimento afim-primal. Em cada iteragio é mostrada a matriz de escalamento,

D*, a matriz @ = AD*AT, o fator de Choleski (matriz L) associado a matriz @ e o vetor

de fluxos z.
Tiniciar = (1.000000 1.000000 1.000000)T
ITERACAO 1

1.000000

D* = 1.000000

1.000000
_ 2.000000 ~1.000000

9 = (—1.000000 2.000000)

. ( 1.414214 0.000000)
—0.707107 1.224745
1.000000

z = | 0.100000

0.100000



ITERACAO 2
1.000000
D = 0.010000
0.010000
~ 1.010000 ~1.000000
@ = (—1.000000 1.010000)
L ( 1004988 0.90000(})
~0.995037 0.141071
1.600000
z = | 0.010000
0.010000
ITERACAO 3
1.000000
D = 0.000100
0.000100
~ 1.000100 —1.000000
@ = (—1,000000 1.000100)
. 1.000050 0.000000)
\ —0.999950 0.014142
{ 1.000000
z = | 0.001000

\ 0.001000
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ITERACAOQ 4

1.000000
D = 0.000001
0.0006001

1.000001 —1.000000
(-1.000000 1.090001)
L ( 1.000000 0.000900)
~1.000000 0.001414
1.000000

z = | 0.000100

0.000100

ITERACAO 5

1.000000
D* = 0.000000
0.000000
1.000000 —1.000000
@ = (mi.OOOGOO 1.000000)

1.000000 0.000000 )

L =
—1.000000 0.000141
1.000000

r = 0.000010

0.000010
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D*

D*

ITERACAO 6

1.000000
= 0.000000
0.000000
1.000000 —1.000000
(—1.000000 1‘000900)
i 1.000000 0.000000
~ \ —1.000000 0.000014
1.000000
0.000001
0.000001

il

ITERACAO 7

1.000000
= 0.000000
0.000000
~ 1.000000 —1.000000
B (wl.OOOOOO 1.000000)
1.000000 0.000000
(“1.000000 o.oooem)
1.000000
= | 0.000000
0.000000

116
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ITERACAO 8

1.000000
D* = 0.000000
0.000000
B 1.000000 —1.000000
Q= (—1.000000 1.000000)
L ( 1.000000 9.000000)
~1.000000 0.000000
1.000000
£ = | 0.000000
0.000000

Vemos que o elemento Lyz {da matriz L), vai diminuindo no decorrer das
iteracOes, até se anular (para uma certa precisao da mdquina). Isto acontece porque a
segunda e terceira componentes da diagonal da matriz de escalamento D* aproximam-se
de zero, na busca de atingir a factibilidade. Ou seja, a matriz € = AD*AT perde posto.
Consequentemente, o algoritmo néo pode convergir a um ponto interior factivel (lembre-se

que o problema ndo possui pontos interiores).

Veremos no item 4.4 que é possivel contornar o problema de perda de posto

através de um processo de filiragern da matriz L.

Solucgdo pelo Método Afim-Dual

Vejamos o que acontece se aplicarmos o método afim-dual para resolver o pro-
blema (4.2). O dual de (4.2) é dado por:

Mazimizar Y1 — Y2

0 1 vz 2 3

(2172‘2923) > (0,0,0)

1 -1 2 1
Sujeito a 1 0 (yl) + | 2 2 (4.3)
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Cuja solugzo 6tima é,
y* :(l—i—a,a)T e z* ;(0,1—a,3~—a)T, a<l

ou seja, este problema tem miltiplas solugGes Stimas.

Podemos iniciar o processo de solugao com uma aproximacio de um ponto inicial
interior infactivel (um ponto (y,2), tal que ATy 4 2z # ¢, z > 0). Isto ¢, podemos tentar
obter uma solucdo inicial com um procedimento semelhante 3 fase 1 do simplex, discutido
no capitulo 2. Vejamos o que acontece com este procedimento (fase 1) quando aplicarmos

os passos do método afim-dual. Considere o problema artificial a ser resolvido na fase 1:

Minimizar A
I -1 43
. n
Sujeito a 1 0 ( ) 4+ P + dp =
0 1 v2 Z3
(215 22323) 2 (0, 01 0)
A > 0

onde p=c— ATy - 20,20 > 0.

Se encontrarmos uma solucdo (y*,z%,)) tal que A = 0, entdo (y*,2*) é uma

solugdo interior factivel de (4.3).

Vejamos os resultados de cada iteragao do processo de solugao do problema (4.3)
com o procedimento afim-dual. Em cada iteragdo é mostrada a matriz de escalamento, D*,

a matriz Q = AD*AT, o fator de Choleski (matriz L) associado & matriz () e os vetores

(y,2).

Yinicial = {0.000000 0.000000)7
(1.000000 1.000000  1.000000)

Zinictal
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ITERACAO 1

1.000000
D = 1.000000
1.000000
~ 2.000000 ~1.000000
9 ~1.000000  2.000000
1.414214 0.090000)

L =
—0.707107 1.224745
1.333333
1.333333
y = = | 0.666667
0.666667
1.333333
ITERACAO 2
0.562500
D* = 2.250000
0.562500

-0.562500  1.125000

2.812500 —0.562500
Q =
1.677051 o.ooeooo)

L =
—0.335410 0.006231
0.606667
1.598667
¥y = = 0.401333
0.605333
2.354667



D*

D*

— . —

|

1.598849
0.598849

ITERACAO 3

22500.000000
6.208541
0.174385

122506.208541 —22500.000000
-22500.000000  22500.174385

150.020694 0.000000 )

—1490.979309 2.526106
0.000033

0.401152
2.401119

1.598848
0.598881

ITERACAOQ 4

900000000.000198
6.214152
0.173449
900000006.214350 —-900000000.000198
-900000000.000198  900000000.173648

30000.000104 0.000000
—29999.999896 2.527370

0.000000
0.401151
2.401151

|
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ITERACAO 5

35999999989935.984375

D* = 6.214180
0.173445
35999999989942.195312 —35999999989935.984375
9 = (w35999999989935.9843?5 35999999989936.156250

H

5999999.999162 0.000000
—~5999999.999161 2.527969

0.600000
1.598849

y = = 0.401151
0.598849

2.401151

Vemos que 0 método afim-dual nio tem problemas de convergéncia. Portanto,
se o problema é primal degenerado sem pontos interiores é aconselhdvel aplicar o método
afim-dual. E importante frisar que o método afim-dual trabalha com a formulagio em forma
de desigualdade, pois as varidveis de folga duais (vetor z) sdo calculadas implicitamente,

usando-se a expressao z = ¢ — ATy; isso torna o método afim-dual mais robusto.

Solugio pelo Método Primal-Dual

Vejamos o que contece se aplicarmos os métodos primais-duais para resolver o
problema (4.2) e seu dual (problema 4.3).

Podemos iniciar o processo de solu¢io com um ponto (z,y,z) tal que z > 0 e

z > 0. Ou seja, com um ponto interior primal-dual infactivel.

Vejamos os resultados de cada iteragdo do processo de solugao do problema (4.3)
com o procedimento primal-dual. Em cada iteragdo é mostrada a matriz de escalamento,
D*, a matriz Q = AD*A7, o fator de Choleski (matriz L) associado & matriz () e os vetores
(z, ¥, 2).

Tiniciat = (1.000000 1.000000  1.000000)7
Viniciat = (0.000000 0.000000)T
Zinicial = (1.000000 1.060000 1.000000)7



ITERACAO 1
1.000000
D* = 1.000000
1.000000
_ 2.000000 —1.000000
@ = (mi.GOGO{}O 2.090009)
L ( 1.414214 0.000000)
~0.707107 1.224745
0.692462 )
z = | 0615577
0.000500
( 0177778 1.111111
y = z o= | 1.222222
0.888889
2.111111
ITERACAQ 2
0.623215
D* = 0.503654
0.000237

o0 - 1.126869 —0.623215
—0.623215  0.623452
1.061541 0.900000)

L =
—0.587086 0.527999
{ 1.014685
z = | 0.000308
\ 0.020677
0.000556
0.656492
y = = | 1.343508
| —0.342052
3.342952
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D*

ITERACAOQ 3

1826.432171
0.000229
0.008877

( 1826.432400 —1826.432171
| —1826.432171  1826.441048

42.736780 0.000000
\—-42.736775 0.095428

( 0.997926
0.004162
\ 0.000015
0.006581
~0.113270
= | 2.113270
—1.106689
4.106689
ITERACAQ 4
151.641034
0.001969
0.000004

151.643004 —151.641034
( —151.641034  151.641038 )
12.314341 0.000000
( —12.314181 0.044419 )
1.000077
0.000002
0.000156
0.000653
( 2.355421

4.354768

—0.355421
A—
~1.354768
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ITERACAOQ 5

1530.777567

D* = 0.000001
0.000036
Q0 = 1530.777568 —1530.777567
T\ _1530.777567  1530.777602
L 39.125153 0.000000
— |\ —39.125153 0.006057
0.999988
z = | 0.000023
0.000000
0.000067
—1.543770
y = = | 3.543770
~2.543703
5.543703
ITERACAO 6
14985.681390
D* = 0.000007
0.000000
Q = 14985.681397 —14985.681390
~14985.681390  14985.631390
.- 122.416018 0.000000
~1922.416018 0.002578
1.000001
z = | 0.000000
0.000001
0.000007
—2.007877
y = = | 4.007877
—3.007870
6.007870
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ITERACAO 7

150017.707243

Dt = 0.000000
0.000000
2 150017.707243 —150017.707243
—150017.707243  150017.707243
L 387.321194 0.000000
~387.321194 0.000439
1.000000
z = | 0.000000
0.000000
0.000001
~3.445200
y = = | 5.445209
—4.445208
7.445208
ITERACAO 8
1499989.837811
D* = 0.000000
0.000000
0 - 1490989.837811 —1499980.837811
_1499980.837811  1499989.837811
L 1224.740723 0.000000
_1994.740723 0.000161
[ 1.000000
z = | 0.000000
\ 0.000000
0.000000
—4.258089
y = = | 6.252089
\ —5.258089
8.258089
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ITERACAO 9

15000011.034830

D = 0.060000
0.000000
~ 15000011.034830 —15000011.034830
@ = (—15000011.034830 15000011.034830)
L ( 3872.984771 0.000000)
—3872.984771 0.000043
1.000000
z = | 0.000000
0.000000
( —5.263421 ) 0.000000
y = = | 7.263421
~6.263421
9.263421
ITERACAO 10
149999992.410071
D = 0.000000
0.000000
~ 149999992.410071 —149999992.410071
@ = (—149999992.410071 149999992.410071)
. ( 12247.448404 0.000000)
~12247.448404 0.000000

Vemos que o elemento Lj; {da matriz L), vai diminuindo no decorrer das
iteracdes, até se anular. Isto acontece porque na matriz de escalamento, D*, a segunda
e terceira componentes da diagonal, aproximam-se de zero. Isto faz com que a matriz
Q = AD*AT perca posto. Consequentemente, o algoritmo n3o pode convergir para uma
solugio primal-dual. Além disto, a cada iteracio, a matriz de escalamento D* vai se tor-

nando muito mal condicionada, pois os autovalores destas matrizes sio muito grandes.
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Na secao 4.4, veremos que é possivel contornar o problema de perda de posto

através de um processo de filtragem da matriz L.

4.2.2 Falta de Pontos Interiores no Problema Dual

O segundo exemplo (exemplo 2) tem trés nés e quatro arcos.

Formalmente,

Minimizar 3zy ~ 3z0 4 3~ 24

1 -1 6 0 1 !
.. T2
Sujeito a -1 1 1 -1 = 0 (4.4)
z
0 0 -1 1 : ~1
T4

(xla Z2,T3, 34) > (07 0, 01 0)

Graficamente o problema (4.4) estd representado na Figura 4.3.

Nimero do arco

Figura 4.3: Exemplo 2 (3 nés e 4 arcos)

Eliminando-se uma das linhas na matriz de restrigdes do problema (4.4) (escolheu-
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se a dltima). O dual é:

Mazimizar 11
1 -1 2y 3
-1 1 z -3
Sujeito a n + : = (4.5)
0 1 Y2 Z3 1
0 -1 Z4 -1

(31122133124) 2 (0703078)

A solugdo étima é z* = (1 + a,a,1 + 3,8)T Yo, 8 > 0, y* = (4,17 e z* =
(0,0,0,0)T. Nota-se que esta solugio é dual degenerada, ou seja, as varidveis de folga
sa0 iguais a zero (zf = z3 = 2z = 0). Além disto, o problema (4.5) possui um tdnico

ponto extremo. De fato, fazendo-se operagdes elementares nas restri¢des do problema (4.5),

obtém-se.
21 4l 0
%) -1 0
= >
Z3 Z3 0
Z4 -2 0

Logo, 21 = 0, 22 = 0, 23 = 0, e 24 = 0. Usando-se as restri¢des originais, conclui-se que

1 =4 e yp = 1, confirmando a existéncia de um dnico ponto extremo.

Vejamos o que acontece com cada um dos métodos de pontos interiores, afins e

primais-duais, neste caso.

Solugiao pelo Méiodo Afim-Primal

Consideremos inicialmente a solugio do problema (4.4) pelo método afim-primal.
Neste caso, 0 problema (4.4) tem pontos interiores factiveis, pois o conjunto de solugtes

factiveis é dado por:

I 1+ ¢ 0

0
2= % s Yo, 8 > 0
T4 3 0
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Podemos iniciar 0 processo de solu¢io com um ponto inicial interior infactivel
(por exemplo, z = (1,1,1,1)7, tal que Az # b). Isto €, podemos tentar obter uma solugao
inicial com um procedimento semelhante 2 fase 1 do simplex, discutido no capitulo 2.
Vejamos o que acontece com este procedimento (fase 1) quando aplicarmos os passos do

método afim-primal. Considere o problema artificial a ser resolvido na fase 1:

Minimizar A
3]
Sujeito a ( 1 -1 090 ) T2 + Ap - ( 1 )
-1 1 1 -1 T3 0
L4
(z1,%2,23,74) = (0,0,0,0)
A > 0

onde p = b — Az% 2° > 0,

Se encontrarmos uma solugio (z*, A) tal que A = 0, entdo z = z* é uma solugio

interior factivel de (4.4).

Vejamos os resultados de cada iteragio do processo de solugio do problema (4.4)
com o procedimento afim-primal. Em cada iteracdo é mostrada a matriz de escalonamento,
D*, a matriz @ = AD*A7, o fator de Choleski (matriz L) associado i matriz @ e o vetor

de fluxos z=.

Tinicia = (1.000000 1.000000 1.000000 1.000000)7

ITERACAO 1

1.000000
o 1.006000
1.000000
1.000000
_ 2.000000 —1.000000
< (—1.000000 4.000000)
L ( 1.414214 0.@00@00)
~1.414214 1.414214

z = (1.500000 0.500000 1.500000 0.500000)T
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ITERACAO 2
2.250000
b - 0.250000
2.250000
0.250000
o - 2.500000 —2.500000
T —2.500000  5.000000
L =

1.581139 0.000000
—-1.581139 1.581139
z = (1.500000 0.500000 1.500000 0.500000)7

Vemos que o método afim-primal ndo tem problemas de convergéncia. Neste
caso, a matriz ¢ mantém-se bem condicionada em todas as iteragdes. Portanto, se o pro-
blema ¢é dual degenerado sem pontos interiores, é recomendivel aplicar o método afim-

primal.

Solugido pelo Método Afim-Dual

A seguir vejamos o que acontece se aplicarmos o método afim-dual para resolver

o problema (4.5).

Podemos iniciar o processo de solu¢io com uma aproximagao de um ponto inicial
interior infactivel (um ponto (y,z), tal que ATy + 2 # ¢, 2z > 0). Isto é, podemos tentar
obter uma solugio inicial com um procedimento semelhante 3 fase 1 do simplex, discutido
no capitulo 2. Vejamos o que acontece com este procedimento (fase 1) quando aplicarmos

os passos do método afim-dual. Considere o problema artificial a ser resolvido na fase 1:

Minimizar A
1 -1 Z 3
Sujeito a - ( n ) P S TV
0 1 Y2 Z3 1
0 -1 24 -1
(21,29,23,24) > (0,0,0)
A > 0
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onde p = c— ATy% — 29, 20 > 0.

Se encontrarmos uma solucdo ( yk,zk,}\) tal que A = 0, entdo (y",z"“) € uma

solucdo interior factivel de (4.5).

Vejamos os resultados de cada iteragio do processo de solugdo do problema (4.5)
com o procedimento afim-dual. Em cada iteragio é mostrada a matriz de escalamento, D*,

a matriz Q@ = AD*AT, o fator de Choleski (matriz L) associado 3 matriz ¢ e os vetores

(¥,2)-

Yinicial = (0.000000 0.000000)T
Ziniciat = (1.000000 1.000000  1.000000 1.000000)T

ITERACAO 1
1.000000
1.000000
D =
1.000000
1.000000
0 - 2.000000 —2.000000
~ | —2.000000  4.000000

I = 1.414214 0.000000
-1.414214 1.414214

0.050600
3.800000 0.050000
o FAd
Y 0.950000 0.050G00

0.050000



D*

ITERACAQ 2
400.000000
e 400.000000
400.000000
400.000000
_ 800.000000 —300.000000
9= (msoo.ooooao 1600.0000(}[})
~ 28.284271  0.000000
- (—28.284271 28.284271)
0.002500
_{ 3.990000 | 0.002500
= (0.997500) © = ] 0.002500
0.002500
ITERACAO 3

160000.000000
~ 160000.000000
B 160000.000000
160000.000000

320000.0600000 —320000.060000
—320000.000000  640000.000000

565.685425 0.000000
—565.685425 565.685425

0.000125
3.999500 0.000125

— z _—
0.999875 0.000125

0.000125

132
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ITERACAOQ 4

63999999.998395
D = 63999999.999911
63999999.998584
63999999.999722

_ 127999999.998306 —127999999.998306
@ = (-—127999999.998306 255999999.996612)
L ( 11313.708499 0.000000)
~11313.708499 11313.708499
3.999975 0.000006
y = (0.999994) = | 0.000006
0.000006
ITERACAO 5
25599999999.358154 \
b - 25599999988.448551 |
25599999997.999245 |
25599999989.807461 |
~ 51199999987.806702 —51199999987.806702
9 = | _51100099087.806702 102300999975.613403
L ( 226274.169953 0.000000)
~226274.169953 226274.169953
0.000000
_{ 3999999 | 0.000000
v = (1.000000) 7 | 0.000000
0.000000

Vemos que o método afim-dual ndo tem problemas de convergéncia. Neste caso,

a matriz ¢ mantém-se bem condicionada em todas as iteracoes.
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Solugido pelo Método Primal-Dual

Vejamos o que contece se aplicarmos os métodos primais-duais para resolver o

problema (4.4) e seu dual (problema 4.5).

Podemos iniciar o processo de solu¢io com um ponto (z,y,z) tal que z > 0 ¢

z > 0. Ou seja, com um ponto interior primal-dual infactivel.

Vejamos os resultados de cada iteragdo do processo de solugio dos problemas
(4.4) e (4.5) com o procedimento primal-dual. Em cada iteracio é mostrada a matriz de

escalamento, D*, a matriz Q = AD*AT, o fator de Choleski (matriz L) associado & matriz

Q e os vetores (z, y, z).

Tinicial = (1.000000 1.000000  1.000000 1.000000)T
Yinicial = (0.000000 0.000000)7
Zinicial = (1.000000 1.000000  1.000000 1.000000)7
ITERACAO 1
1.000000
b - 1.000000
1.000000
1.000000
_ 2.000000 —1.000000
9 = (—1.000000 4.060800)
L ( 1.414214 o.eeoooo)
~1.414214 1.414214
1.500000 0.000500
. = | 000000 | (3.331667) , _ | oe6es3s
1.500000 0.999500 0.000500

0.500000 0.666833
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ITERACAQ 2
3000.000000
Do 0.749813
3000.000000
0.749813
0 - 3000.749813 —3000.749813
~3000.749813  6001.499625
I - 54.779100  ©0.000000
~54.779100 54.779100
1.500000 0.000000
0.500000 3.999666 , 0.000333
T prond ot )
1.500000 Y 1.000000 0.000000
0.500000 0.000333
ITERACAO 3
6000000.000003
1499.625093
D = 2

5999999.995780
1499.625093

Q = 6001499.625096 —6001499.625096
~6001499.625006 12002999.245970

;o ( 2449.795833 0.0000{}0)
—2449.795833 2449.795832
1.500000 0.000000
_ | 0.500000 _( 4.000000 _ | 0.000000
* 7 | 1500000 | ¥ T (1.000000 * = 1 0.000000
0.500000 0.000000

Vemos que o método primal-dual ndo tem problemas de convergéncia, pois a ma-
triz ¢} mantém-se bem condicionada em todas as iteracdes. Além disto, o método converge

para a solu¢do dtima somente em 3 iteragdes.



136
4.3 Mal Comportados Inofensivos

Nesta segdo serdo discutidas classes de problemas de fluxo de custo minimo
que, embora apresentem algumas caracteristicas de mal comportamento, nio dificultam a
aplicagdo dos métodos de pontos interiores. No item 1 é apresentado um problema deno-
minado problema com solugdo unica, pois possui uma inica solugdo étima para ambos os
problemas primal e dual. A seguir, na segdo 2, serd apresentado um problema primal, com
solugdes dtimas degeneradas, mas com pontos interiores factiveis. Finalmente, na secio 3,
é feito um estudo de um problema cuja solugio 6tima é dual degenerada, mas com solucdes

interiores duais factiveis.

4.3.1 Problema com Solugdo Unica

Consideremos o seguinte problema (exemplo 3). Formalmente,

Minimizar 1z, + 2z5 + 373 + 414

i 1 0 0 I
-1 0 1 0 2
Sujeito a T2 = (4.6)
6 -1 0 -1 T3 -2
0 0 -1 i T4 -1

($1>x2$ T3, 1:4) Z (01010? G)

Graficamente o problema (4.6) estd representado na Figura 4.4.

el Nimero do arco b=2
\_E\@ 2 @L/
c=1
| 2]e=2 c=3{ 7]
D
4
[ 50O
b=-2 ﬁbz—l

Figura 4.4: Exemplo 3 (4 nés e 4 arcos)
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A solugdo Stima do problema (4.6) é z* = (0,1,2,1)7.

Eliminando-se uma das linhas na matriz de restri¢des do problema {4.6) (escolheu-
se a dltima). O dual é:

Mazimizar i+ 2y — 2y3

i -1 0 21 1
3
1 0 -1 Z9 2
Sujeito a + = 4.7
0 1 0 v 23 3 S
0 0 -1 vs 74 4

(21, 2'2,23,24) 2 (01 97 010)

A solugdo Stima do problema (4.7) é: y* = (~2,3,-4)T e 2* = (6,0, 0,0)7.

Antes devemos mostrar que ambos problemas (primal e dual) possuem soluges

interiores factiveis.

Fazendo pivoteamentos nas restri¢des do problema (4.6), mostra-se que as soluges

interiores primais factiveis estdo dadas pela seguinte expressio:

Ty -1
T 2—-a
T = 2 = 1<a<?
T3 l1+a
T4 44

Fazendo pivoteamentos nas restrigdes do problema (4.7), mostra-se que as solugdes

interiores duais factiveis estdo dadas pela seguinte expressio:

z 6+a~0—v 0
.= Za — [a] 2 0
Z3 ﬂ 0
Z4 Y 0

Além disto, y = (-2 - a + 7,3 - 3, -4 + )7,

Neste caso ndo temos problemas de convergéncia em nenhum dos métodos de
pontos interiores (afins, primais-duais), pois existem solucdes interiores factiveis para ambos

problemas (primal e dual).
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4.3.2 Problema Primal Degenerado com Pontos Interiores

O préximo exemplo (exemplo 4), apresenta um problema cuja solugio 6tima é
primal degenerada, mas com solugdes interiores factiveis, permitindo encontrar um ponto
inicial interior factivel. Para esse problema. pode-se aplicar qualquer dos métodos de pontos

interiores (afins ou primais-duais).
Formalmente,

Minimizar 1y + 22y + 323 + 424

1 1 0 0 Ty 1
-1 0 1 0
Sujeito a 2 = (4.8)
0 -1 0 -1 z3 ~1
0 0 -1 1 T4 -2

(1, 22,23,24) = (0,0,0,0)

A solugdo 6tima do problema (4.8) é z* = (0,1,2,0)%. Nota-se que esta solucio
é primal degenerada, ou seja, existe uma varidvel bidsica (z; ou 2z4) com valor zero.
Graficamente o problema (4.8) esta representado na Figura 4.5.

h=1 Nimero do arco

\&@ z[;ﬂl >®L///b=z

[Z]e=2 e=33]

LO—E—(O,

b=-1 b=-2

Figura 4.5: Exemplo 4 (4 nés e 4 arcos)

Fazendo pivoteamentos nas restri¢des do problema (4.8), mostra-se que as solucdes
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interiores factiveis estdo dadas pela seguinte expressio:

Ty [£4
z l-a
T o= 2 = ) <a<l
T3 2+ o
s (s

Eliminando-se uma das linhas na matriz de restri¢gdes do problema (4.8) (escolheu-

se a tltima). O dual é:

Mazimizar N+ 2y — ya
1 -1 ¢ 2 1
n
. 1 0 -1 Z9 2
Sujeito a + = 4.9
] 0 1 0 Y2 2 3 (4.9)
0 0 -1 v z4 4

(zlaz2a231 24) > (0’ 0,05 0)

A solugdo 6tima do problema (4.9)é: y* = (24 0,3,0)T e 2* = (2-@,0,0,4 +
&), onde ~4 < a < 2.

Neste caso ndo foram observadas dificuldades de convergéncia, pois a matriz Q

mantém-se bem condicionada em todas as iteracoes.

4.3.3 Problema Dual Degenerado com Pontos Interiores

Finalmente, é apresentado um problema (exemplo 5), cuja solugio 6tima é dual
degenerada, porém, ele admite solugbes interiores duais factiveis, permitindo encontrar um
ponto inicial interior dual factivel. Assim, pode-se aplicar qualquer dos métodos de pontos

interiores para sua solugdo (afins ou primais-duais).
Formalmente,

Minimizar Ty + Ty

Sujeito a ( 1 1) (zl) = ( 1) (4.10)
-1 -1 T2 -1

{z1,22) = (0,0)
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Graficamente o problema (4.10) estd representado na Figura 4.6.

P

Numere do arco

b=1 o] /)bz.
Nw'ﬂ/@

Figura 4.6: Exemplo 5 {2 néds e 2 arcos)

Eliminando-se uma das linhas na matriz de restri¢des do problema (4.10) {escolheu-

se a dltima), pode-se definir o problema dual.

Mazimizar )

Sujeito a ( ! ) (1) + ( h ) = ( 1 ) (4.11)
1 Z9 1

(21722) 2 (070)

Fazendo pivoteamentos nas restri¢gdes do problema (4.11), mostra-se que as

solugbes interiores duais factiveis estio dadas pela seguinte expressio:
zi 1-7
= no= 7
Zz T -

Neste caso ndo temos problemas de convergéncia em nenhum dos métodos de

onde v < 1.

pontos interiores (afins e primais-duais), pois existem pontos interiores duais factiveis.
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4.4 Filtragem e Reestruturacio do Sistema (AD*AT)y =}

Todos os métodos de pontos interiores resolvem sistemas do tipo (AD*AT)y = b,
onde A € a matriz de incidéncia associada a um problema de fluxo de custo minimo, D* é
uma matriz de escalamento (diagonal e positiva definida) e os vetores y e b representam as
direcoes de deslocamento préprias de cada método. Nos métodos afins e primais-duais, D*

e b sdo dados por:

Afim-primal D* = dz’ag(:c?), b AD*c
Afim-dual D* = diag(1/22), b5
Primais-duais D* = diag(z;/z;), be—b+ AZ 1 X(c— ATy~ 2) - pAZ e

onde X = diag(z;) e Z = diag(z;) sio matrizes diagonais positiva definidas.

Seja,
Q = (AD*AT)

Para encontrar a solugdo do sistema Qy = b, através da fatoracio de Choleski,
é necessario determinar uma matriz triangular inferior L, com elementos estritamente po-

sitivos na diagonal, de tal forma que LLT = Q.

Como foi apresentado na secio 4.2, existem problemas com falta de pontos
interiores factiveis. Isto compromete seriamente a convergéncia dos métodos de pontos

interiores. Para contornar esta dificuldade foi aplicado o seguinte procedimento:

Suponha que na k—ésima iteracio do método de pontos interiores verificou-se
que o elemento Ly na diagonal da matriz /, apresenta um valor muito proximo de zero
(Lxt < €, onde ¢ é um pardmetro escolhido de acordo com a precisao da maquina). A

filtragem desse elemento consiste basicamente no procedimento descrito a seguir.

Vamos supor que a estrutura corrente da matriz L (calculada em sobreposicio

a matriz Q) é:
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[ L \
Ly Ly
L=1 1Ly Lp - Lj
Liv1j Lizriz - Liyi; Qivrj+1 - Qiyim
\ L Lm2 e Lmj @m,j+1 e Q_mm }

onde L;; sao os coeficientes do fator de Choleski L j4 determinados e Q;j 840 os coeficientes

da matriz Q atualizados.

Suponhamos que L;; < €. Na resolugio do sistema Qy = §, a j—ésima linha
da matriz L ¢ substituida pelo vetor unitdrio e; = (0, ..., 1,...0) (com valor 1 na j—ésima
posi¢io) e a j—ésima componente do vetor b é anulada (5:; = Q). Isto implica que, na
resolugio do sistema Qy = b, tem-se uma linha “quase linearmente dependente” (a j—ésima

linha) das (m — j) anteriores. Essa linha é eliminada dos calculos.

O procedimento de filtragem da matriz @ é implementado com o algoritmo a

seguir.



L1
for

for

=v0u
J=2tomdo L =0Qj1/Ln
J=2tomdo
5=0
for k=1 to (j—1} do SmS’-{—L?k
Lii = /Wis =
if Lj; > ¢
then
for i=34+1 tomdo
5=0
for k=1 to (j—1)do 5 =84 Ljp+ L
Lij =(Qu — S)/Ly;
else
Li;=1
for i=j+1 tomdo L;; =0

4.5 Recomendagoes Gerais
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Na pratica, é muito dificil identificar a priori quando o problema apresenta as

caracteristicas de mal comportamento discutidas neste capitulo. Assim, em geral aplica-se

o método (afim-primal, afim-dual ou primal-dual) escolhido para a solu¢do do problema e

faz-se a filtragem quando necessirio. Se o problema apresentar indicios de falta de pontos

interiores e situagées semelhantes forem tratadas com frequéncia, é aconselhavel usar o

método de solugao mais adequado 4 classe de problemas (como discutido neste capitulo).

Vale lembrar que as situagdes de falta de pontos interiores ficam mais frequentes

em problemas grandes.

Se no problema original tivermos falta de pontos interiores e/ou restricoes re-

dundantes, é recomenddvel aplicar um pré-processamento (na matriz de restri¢des) para

identificd-los a priori. Isto pode evitar algumas das dificuldades discutidas neste capitulo.



Capitulo 5

Analise das Implementacoes

Neste capitulo sdo apresentados os resultados computacionais obtidos com a
implementagéao dos diversos métodos de pontos interiores. Os experimentos computacionais
foram realizados nas maquinas do Centro Nacional de Processamento de Alto Desempenho
em Sio Paulo (CENAPAD-SP). Utilizou-se uma das estagoes do cluster IBM Power Risc
6000, com um processador IBM Power Risc 6000 modelo 560. Cada estacdo do cluster
dispde de 128 Mbytes de meméria RAM e 2,5 GB de espago em disco (o cluster tem ao todo
8 estagdes).

5.1 Introdugao
Considere o par primal-dual de problemas de fluxo de custo minimo,
(P) Minimizar { ¢z : Az =b,0<z< d}
(D) Mazimizar { by —dTw : ATy—wt+z=c, w,2>0}

Para resolver o problema P (e seu dual D), com diferentes caracteristicas, foram

implementados os seguintes métodos de pontos interiores:

o Afins
~ afim-dual.

144
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e Primais Duais com trajetdria central
— primal-dual simples.

— primal-dual preditor-corretor.

O método afim-primal nio foi usado nas comparagdes, por apresentar dificulda-

des de convergéncia em problemas grandes.

Os programas foram batizados com os seguintes nomes:

¢ R1 método primal simplex para redes (usado como referéncia de comparagio).

s R2 método afim-dual com gradiente conjugado pré-condicionado.

¢ R3 método primal-dual simples com gradiente conjugado pré-condicionado.

¢ R3B método primal-dual simples com Choleski esparso (grau minimo).

e R3C método primal-dual simples com Choleski esparso (preenchimento local mfnjmo).
e R4 método primal-dual preditor-corretor com gradiente conjugado pré-condicionado.
¢ R4B método primal-dual preditor-corretor com Choleski esparso (grau minimo).

¢ R4C método primal-dual preditor-corretor com Choleski esparso (preenchimento local

minimo).

5.2 Esparsidade da Matriz ()

Diz-se que a matriz @, Q = AD*AT, é muito esparsa, se ela possui, no méaximo,
5% de elementos néo nulos. Definindo-se o grau de esparsidade de @, %N Z(Q), como o
percentual de elementos nao nulos em @, considera-se os seguintes conjuntos de redes muito

esparsas:
(a) Redes com grau de esparsidade menor ou igual a 1% (AN Z(@Q) £ 1%).
{b) Redes com grau de esparsidade entre 1% e 3% (1% < %N Z(@Q) < 3%).

{(c) Redes com grau de esparsidade entre 3% e 5% (3% < BN Z(Q) < 5%).
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5.3 Resultados Computacionais

5.3.1 Experimentos com Redes Genéricas

Do grupo (a) foram testadas 5 redes, com nimero de nds n = 7000 e nimero
de arcos de modo atingir o grau de esparsidade desejado. Os resultados computacionais
obtidos, sio apresentado na tabela 1. Na coluna 1, desta tabela, aparece a dimensio do
problema (nimero de nés - nimero de arcos}, nas colunas 2, 3, 4, 5 e 6, aparecem os métodos
R1, R2, R3, R4 e R4B, como definidos acima, respectivamente, e na tltima coluna (coluna

7) aparece a percentagem de elementos nao nulos que tem inicialmente a matriz Q.

TABELA 1

TEMPO DE PROCESSAMENTO EM SEGUNDOS

Méwdo | py R2 R3 R4 | R4B [BNZ(Q

Problema

(7000-7025) | 159,66 | 353696 139750 | 1597,58 | 2166,03] 0,16%
(7000-8000y | 210,73 | 397350 | 143775 | 151265, 789516 0,33%
(7000-9000) | 298,36 | 3805,95| 1932,71 | 209486 | 32927,56| 0,58%
(7000.9500) | 331,00 | 383241| 1531,15 | 1812,48 | 54980,03 | 0,75%
(7000-10000) | 364,53 | 3870,23| 1452,70 | 1656,58 | 84072,71( 091%

NUMERO DE ITERACOES
Método
Problems Rl R2 R3 R4 R4B
(7000-7025) | 12450 | 117 38 38 19
(7000-8000) | 16350 127 37 32 18
(7000-9000) | 21968 115 R 30 24
(7000-9500) | 24267 114 35 . 33 2
(7000-10000) | 27002 113 33 29 21
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Do grupo (b} foram testadas 5 redes, com nidmero de nés n = 3000 e nimero
de arcos de modo atingir o grau de esparsidade desejado. Os resultados computacionais
obtidos, sdo apresentados na tabela 2. Na coluna 1, desta tabela, aparece a dimensdo do
problema (ndmero de nds - nimero de arcos), nas colunas 2, 3, 4, 5, 6 e 7, aparecem os
métodos R1, R2, R3, R3B, R4 e R4B, como definidos acima, respectivamente e na iltima
coluna {coluna 8) aparece a percentagem de elementos ndo nulos que tem inicialmente a

matriz Q.

TABELA 2

TEMPO DE PROCESSAMENTO EM SEGUNDOS

Método | 1 | R2 R3 | R3B | R4 | R4B PNZQ

Problema

(3000-4400) 45,03 | 699,66 | 254,20 | 5660,13| 279.46| 418913 | 1,12%

(3000-4800) 53,93 | 699,60 | 300,55 | 6893,96; 340,53 3696,03 | 1,51%

(3000-5200) | 6821 | 69428 | 27013 | 9077111 321,55| 1125798 | 1,78%
(3000-5600) | 7520 | 71691 | 276,41 | 13276,03 | 328,75| 1468298 | 2,24%
(3000-6000) | 8826 | 763,21 | 301,60 | 19031,01 | 388,75| 21013,58 | 2,68%

NUMERO DE ITERACOES
b NP Rt | R2 | R3S | R3B | R4 | R4B
(3000-4400) | 10035 | 114 | 30 | 32 | 24 21
(3000-4800) | 11762 | 113 | 35 | 40 | 29 18
(3000-5200) | 14332 | 108 | 29 | 35 | 25 22
(3000-5600) | 15962 | 108 | 28 | 28 | 23 21
(3000-6000) | 18456 113 31 29 29 19
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Do grupo (¢} foram testadas 5 redes, com nimero de nés n = 1000 e ndmero
de arcos de modo atingir o grau de esparsidade desejado. Os resultados computacionais
obtidos, sdo apresentado na tabela 3. Na coluna 1 desta tabela aparece a dimensio do
problema, nas colunas 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9, aparecem os resultados com os métodos R1,
R2, R3, R3B, R3C, R4, R4B e R4C; na iltima coluna (coluna 10) aparece a percentagem

de elementos ndo nulos que tem inicialmente a matriz Q.

TABELA 3

TEMPO DE PROCESSAMENTO EM SEGUNDOS

Método
Problema

(1000-2100) 8,13 | 89351 3293 | 42306 | 157196 | 41,93 | 29891 | 193395 || 3.3%6%

Rl R2 1 R3 | RIB | R R4 | R4B | RAC | %NZ(Q

(1000-2200) 895 | 9968 | 3400 | 53295 | 191246 | 4375 | 39373 | 243020 || 382%

{1000-2300) 908 | 9878 | 3688 162315 | 240840 | 48,18 | 46330 | 306035 || 411%

{1000-2400) 945 | 10660 | 40,36 | 82238 | 290758 | 47,43 61635 | 368571 4,62%
(1000-2500) | 10,85 | 10501 | 41,18 | 94081 | 339876 | 48,11 | 678,56 | 435298 || 499%

NUMERO DE ITERACOES

Yedo | Rl { R2 | R3 | R3B| R3C | R4 | R4B | R4C
Problema

(1000-2100) 4760 | 106 | 25 27 27 21 16 17
(1000-2200) 5249 | 115 25 25 25 21 16 17

{1000-2300) 5276 117 27 26 26 23 16 16
(1000-2400) 5880 | 125 30 29 9 24 16 16

(1000-2500) 61% | 118 | 29 28 8 22 15 15
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Convém ressaltar que o ndmero de iteragdes do método simplex nio deve ser
comparado com o nimero de iteragdes dos demais métodos pois tratam-se de iteracdes bem

diferentes.

Considerando os resultados computacionais apresentados nas tabelas 1, 2 e 3,

pode-se fazer as seguinte observagdes:

¢ Com relagao  tabela 1, o método R4B apresenta o menor niimero de iteragées, porém
o tempo de processamento é maior do que os outros métodos. Os métodos R1, R3 e
R4 sdo os que apresentam menor tempo de processamento. Os métodos R3B, R3C
e R4C ndo aparecem nesta tabela por apresentar tempos de processamento muito

elevados.

e Com relagdo a tabela 2, novamente, o método R4B apresenta o menor nimero de
iteragdes, observe-se que este método, faz menos da metade de iteragdes com relacio
ao método R3B em um dos problemas testados (problema com 3000 nds e 4800
arcos), mesmo resolvendo dois sistemas a cada iteragdo. Os métodos R1, R3 e R4

$80 0s que apresentam menor tempo de processamento.

¢ Com relacio & tabela 3, os métodos R3C e R4C sdo os que apresentam maior tempo
de processamento. Os métodos R4B e R4C sio os que apresentam menor nimero de
iteragoes. Novamente, os métodos R1, R3 e R4 sd3o os que apresentam menor tempo

de processamento.

Além dos trés grupos de redes muito esparsas, foram testadas problemas com

graus de esparsidade entre 6% e 22%. Os resultados obtidos sio apresentados na tabela 4.
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TABELA 4

TEMPO DE PROCESSAMENTO EM SECUNDOS

Método
Problemn R1 R2 R3 R4 R4B GoNZ(Q)

(1000-3000) 13,28 113,36 44,43 | 57,58 1766,68 6,82%
(1000-4000) 20,23 129,31 53,45 64,26 371703 10,86%
{1000-5000) 2711 131,73 57,28 1 74,60 6456,31 14,23%
(1000-6000) 34,15 146,18 64,33 | 82,43 | 1018555 16,88%

{1000-7000) 41,00 157,20 67,43 | 90,31 | 13953,13 19,30%
(1000-8000) 48,05 175,33 79,38 | 10525 | 17966,20 21,69%

NUMERO DE ITERACOES
Método
brobioms R1 R2 R3 R4 R4B
(1000-3000) | 8152 117 28 22 17
(1000-4000) | 11769 125 29 21 17
(1000-5000) | 15648 132 28 21 16
(1000-6000) | 15001 138 30 21 19
(1000-7000) | 22619 143 29 21 20
(1000-8000) | 26412 150 31 22 20

Como podemos verificar a partir da tabela acima, o método R4B (preditor
corretor com Choleski esparso) apresenta tempos muito elevados com relacio aos outros
métodos (R1, R2, R3 e R4). No entanto o ndmero de iteragdes é menor. Novamente, R1,
R3 e R4 sao0 os métodos que apresentam o menor tempo de processamento. Além disto, foi
observado que o desempenho do método R3 com relaciio ao método R1 tende a melhorar a
medida que aumenta o nlimero de arcos — se calcularmos o quociente R1/R3 com relagéo
ao primeiro problema (rede de 1000 nés e 3000 arcos) obtém-se 0,29, enquanto que o valor
de R1/R3 associado & rede de 1000 nés e 8000 arcos é 0, 60.

Os gréaficos G1, G2, G3 e G4, apresentam o desempenho computacional dos

métodos R1, R3 e R4 (os de menor tempo de processamento) nos quatro conjuntos de
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resultados das tabelas 1, 2, 3 e 4, respectivamente.

G1: DESEMPENHO DOS METODOS R1, R3 e¢ R4 para
TNZ(Q) € (0%,1%)
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G2: DESEMPENHO DOS METODOS R1, R3 e R4 para
%NZ(Q) € (1%, 3%)
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G3: DESEMPENHO DOS METODOS R1, R3 e R4 para

WNZ(Q) € (3%,5%)
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G4: DESEMPENHO DOS METODOS R1, R3 e R4 para
%N Z(Q) € (6%, 22%)
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5.3.2 Problemas de Transporte e Designacio

No caso do problema de transporte, o grafo associado & matriz de incidéncia
A & um grafo bipartido, isto é, existem dois conjuntos disjuntos de nés {origem e destino)
e todos os arcos vido do conjunto de nés origem ao conjunto de nés destino. Neste caso,
as matrizes @ = AD*AT nos métodos diretos foram reordenadas de modo 6timo, como

discutido no capitulo 3.

E possivel encontrar uma férmula fechada para calcular o nimero de elementos

ndo nulos, N Z(Q), que aparece inicialmente na matriz = AD*A7.
Sejam

7 = nidmero de nés origem

s = ntamero de nés destino

O nimero de elementos néo nulos na matriz @ é dado por:

(r+s—1P~r(r—1)—(s—1)(s—2) se r#s

2r2 — 1 se r=a3s

NZ(Q) = (8.1)

Além disto, como visto no capitulo 3, é possivel calcular o nimero de fill-ins
que serao gerados apSs a simulagdo dos pivoteamentos (fatoragio simbélica da matriz Q)

quando se utiliza os métodos diretos.

E importante adiantar que, nos problemas de transporte e atribuicio, mesmo
utilizando ordenagao dtima, a matriz ¢ tem densidade desfavordvel para os métodos di-
retos (fatora¢io de Choleski); deve-se usar métodos iterativos (gradiente conjugado pré-

condicionado) para a resolucio do sistema Qy = b.
Consideremos as seguintes redes:

a) r = 50 e s = 100, isto é, ndmero de nds origem < ndmero de nés destino.
Usando a férmula (5.1), 0 nimero de elementos nio nulos que aparece inicialmente na matriz
¢ éigual a 10049, ou seja, a percentagem de elementos ndo nulos na matriz @ é igual a

45, 26%, sem considerar os fill-ins.
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b} r = 100 e s = 50, isto é, nimero de nds origem > nimero de nés destino.
Usando a férmula (5.1), o ndmero de elementos nao nulos que aparece inicialmente na
matriz @ € igual a 9949, ou seja, a percentagem de elementos ndo nulos na matriz Q é igual

a 44,81%, sem considerar os fill-ins.

c) r =100 e s = 100, isto é, ndmero de nds origem = niimero de nds destino.
Usando a férmula (5.1}, o ndmero de elementos ndo nulos que aparece inicialmente na matriz
@ ¢ igual a 19999, ou seja, a percentagem de elementos ndo nulos na matriz @ é igual a

50, 50%, sem considerar os fill-ins.

Os resultados computacionais sio mostrados na tabela 5 abaixo. Nesta tabela,
na coluna 1 aparece a dimensdo do problema (nimero de nés = r + s e nilmero de arcos),
nas coluna 2, 3, 4 e 5, aparecem os resultados da solugio dos problemas com os métodos
R1, R2, R3 e R4, respectivamente. Na tltima coluna (coluna 6), aparece a percentagem de

elementos nao nulos na matriz ¢ (sem considerar os fill-ins).

TABELA 5

TEMPO DE PROCESSAMENTO EM SEGUNDOS

Método
Problems

(150-4950) 1,33 1616 | 1625 | 1796 || 4526%
{150-4900) 145 510 | 2135 | 2150 | 481%
{200-9900) 4,56 4851 | 433 | H40 | 5050%

R1 R2 R3 R4 |9NZQ)

NUMERO DE ITERACOES

Metodo
Problema
{150-4950) 3347 104 34 22

(150-4900) | 3180 101 3 24
{200-9900) | 5690 150 34 22

R1 R2 R3 R4
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O problema de designagdo é um caso particular do problema de transporte, com
um grafo bipartido onde o nimero de nés origem (r) é igual ao ndmero de nés destino (s),
ou seja, a matriz {) é de ordem (2r —1). Usando a férmula (5.1), conclui-se que inicialmente
o nimero de elementos nio nulos na matriz Q é igual a 2r% — 1, onde 7 é o nimero de nés
origem (ou nds destino). Para r = 100 (100 nds origem e 100 nds destino), a percentagem de
elementos ndo nulos na matriz @ é 50, 5%, ou seja, aproximadamente metade dos elementos

da matriz ¢} sdo nao nulos (a matriz @ é muito densa).

Mesmo tendo ordenagao otima, () sofre preenchimento (fill-ins). Apés a fa-
tora¢do simbélica (simulagdo dos pivoteamentos) serdo criados (r — 1){r — 2)/2 elementos
novos. No total a matriz () vai ter 62,75% elementos n&o nulos, tornando desvantajosa a

utilizag&o dos métodos diretos (fatoracio de Choleski).

Os resultados computacionais sao mostrados na tabela 6.

TABELA 6

TEMPO DE PROCESSAMENTO EM SEGUNDOS

Método
Problema

(20010000 | 153 | 474 | 2703 | 01| 505%

Rl RZ | B3 | R4 |%NZQ

NUMERO DE ITERACOES

Método
Problema

(200-10000) | 2% | 150 | A4 | U

Ri RZ | B | M
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5.3.3 Redes com a Mesma Esparsidade e Tamanhos Distintos

Até agora foram apresentados testes computacionais com redes onde o nimero
de nés permaneceu fixo; isto para facilitar o estudo com relagio ao grau de esparsidade na
matriz (. Propomos agora avaliar os métodos em problemas onde o nimero de nds e arcos
sdo aumentados na mesma proporgdo. Ou seja, procuramos manter o grau de esparsidade na

matriz ¢ aproximadamente igual e verificar 0 que acontece com o desempenho dos diversos

métodos.

Consideremos as seguintes redes onde o nimero de nés de 5000 nds a 11000
nds (com acréscimos de 1000) e o nimero de arcos é igual a 1,1 vezes o nimero de nés

(n = 1,1m). Os resultados computacionais obtidos sio mostrados na tabela 7.

TABELA 7

TEMPO DE PROCESSAMENTO EM SEGUNDOS

Méwdo | py R2 R3 R4 R4B || ®%NZ(Q)

Problema

(5000-5500) 67,98 1678,55 633,41 | 642,55 797,75 0,269%
(6000-6600) 103,41 2602,36 933,20 | 955,65 1779,11 0,267%
(7000-7700) 142,38 3602,71 | 1286,98 | 1377,23, 2860,58 0,257%
(8000-8800) 189,48 4833,01 | 1912,00 : 2161,18] 5272,31 0,259%
{9000-9900) 250,21 6099,15 | 2209,75 | 2248,38 | 8091,36 0,258%
(10000-11000) | 306,61 7672,26 | 2990,25 | 2811,33| 11678,70 0,249%

NUMERO DE ITERACOES
Método
R1 R2 R3 R4 R4B

Problema

(5000-5500) 10218 107 32 26 18
(6000-6600) | 12829 115 33 28 23
(7000-7700) | 15173 115 33 29 20
(8000-8800) 17521 119 38 37 22
(9000-9900) | 20389 119 35 30 19

(10600-11000} | 22810 122 39 30 20




159

Com relagdo aos resultados obtidos na tabela acima (tabela 7), foi observado
o seguinte: os métodos R1, R3 e R4 sdo os que apresentam o melhor desempenho (me-
nor tempo de processamento). O método R2 apresenta maior tempo de processamento
com relagio ao método R4B, nos trés primeiros problemas testados, revertendo-se esta si-
tuacdo nos outros trés problemas. Além disto, o método R4B apresenta o menor nidmero

de iteracdes em todos os problemas testados.

O gréafico G5 mostra o tempo de processamento dos métodos R1, R3 e R4.

G5: DESEMPENHO DOS METODOS R1, R3 e R4
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5.3.4 Problemas Muito Grandes

A seguir é apresentado um novo conjunto de testes (6 problemas), onde a carac-
teristica principal é a existéncia de um ndmero muito grande de arcos. O que nos levou fazer
novos experimentos foi a observa¢do de que na tabela 4 o método R3 (método primal-dual
simples com gradiente conjugado pré-condicionado) melhora o desempenho em relagao ao

método simplex a medida que aumenta o nimero de arcos.

TABELA 8

TEMFPO DE PROCESSAMENTO EM SEGUNDOS

Problema Saan R1 R3 R4
(2000-24000) 507,76 460,31 650,45
(2000-36000) 567,46 507,96 713,08
(2000-40000) 635,56 559,06 811,73
(2000-48000) 761,53 659,83 961,35
(2000-56000) 870,51 768,01 1117.33
(2000-64000) 1011.65 829,05 1260,11

NOMERO DE ITERACOES

etodo
et | R R3 R4

(2000-24000) 138447 34 23
(2000-36000) 153366 36 24
{2000-40000) 172251 37 25
(2000-48000) 207150 39 25
{2000-56000) 234362 30 25
{(2000-64000) 272798 38 25

Dos resultados obtidos na tabela 8, conclui-se que se 0 nimero de arcos aumenta
bastante, o método R3 se torna mals interessante do que o método R1. Além disto, o método

R4 apresenta o menor nimero de iteracdes. O grifico G6 ilustra esses resultados.

Como os métodos iterativos ndo sao afetados pela esparsidade da matriz @, a

coluna correspondente a estas informacdes nao foi incluida na tabela 8,
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G6: DESEMPENHO DOS METODOS R1, R3 e R4 em
PROBLEMAS MUITO GRANDES

1300 . l ; i ] g T .

1200

i
N
i

1100 e -

—
© -
Q o
L= (=

T

T

800

CPU em segundos

700f

600

500+

£ | !

2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5
numero de arcos | 4

400 ] 1 1 !

5.3.5 Problemas Muito Esparsos

Um dltimo conjunto de testes (10 problemas) d4 énfase & existéncia de uma
quantidade muito pequena de arcos, isto é, a matriz § = AD*AT torna-se muito esparsa.
Os resultados computacionais sao mostrado na tabela 9. Na primeira coluna desta tabela

aparece a dimensdo do problema, nas colunas 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 aparecem os métodos
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R1, R2, R3, R3B, R3C, R4, R4B e R4C, respectivamente. Na dltima coluna {coluna 10)

aparece o grau de esparsidade da matriz @).

TABELA 9

TEMPO DE PROCESSAMENTO EM SEGUNDOS

Método
Problema Ri RrR2 R3 R3B R3C R4 R4B RAC FeNZ

(1006-1005) 1,83 23,48 | 27,05 9,43 24,63 | 34,36 6.81 19,78 0,00322
(1000-1010) 1,83 19,96 | 24,41 9.28 24,51 | 34,15 6,13 20,83 0,00341

{1000-1020) 1,90 22,60 | 25,95 2,38 2525 § 34,88 6,10 26,70 0.60344
{1000-1030) 1,88 21,68 | 28,86 | 10,38 26,40 : 34,68 6,65 21,56 0,00363
(1000-1040) 1,95 21,16 | 2441 9,65 2721 | 3445 7,18 22,91 0,00362

{1000-1050) 2,11 25,10 | 2536 | 10.81 24,90 |1 36,86 6,55 24,49 0,00378
(1000-1068) 2,08 2560 | 2746 11,86 31,41 | 42,13 8,58 27,21 0,00389
(1000-1070) 2,15 23,31 ¢ 2921 1281 32,73 | 4181 8,76 28,50 0,00403
(1600-1430) 2,28 24,76 1 26,61 | 13,23 33,35 | 3945 9,43 29,35 0,00423
(1600-1450) 2,35 25,23 | 27,78 | 13,83 36,03 | 39,83 9,65 31,68 0,00434

NUMERO DE ITERACOES

Método R1 R2 R3 § R3B | R3IC | R4 | R4B | R4C

Problema

(1000-1005} 1455 30 26 24 24 22 20 15
{1000-1010) 1449 25 24 20 20 23 16 17
{1000-1020) 1451 28 24 20 20 21 15 14
{1000-1030) 1475 27 29 22 22 22 16 14
{1000-1040) 1519 26 23 19 19 22 17 14
(1000-1050) 1603 31 23 22 22 22 14 14
{(1000-1066) 1596 31 24 24 24 23 19 19
(1000-1070) 1633 28 26 25 25 25 19 19
{1000-1080) 1687 29 23 23 23 22 19 19
(1000-1090) 1721 30 24 24 24 23 19 19

Com relagfo aos resultados computacionais apresentados na tabela 9, pode-se
fazer as seguintes observacdes: os métodos R1, R3B e R4B apresentam o melhor desem-
penho, em termos do tempo de processamento. Se compararmos os métodos R3B ¢ R4B
(métodos primais duais com Choleski esparso) com relagdo aos métodos R3 e R4 (métodos
primais duais com gradiente conjugado pré-condicionado), vemos que os métodos diretos
sdo melhores. No entanto esta afirmacdo ndo permanece verdadeira para redes muito es-

parsas, porém com maior nimero de néds (vide tabela 1). Ou seja, se aumenta o nimero
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de nés, mantendo-se constante o grau de esparsidade na matriz ¢, os métodos R3 e R4

tornam-se mais eficientes {em termos do tempo de processamento).

O gréfico G7, ilustra o desempenho computacional dos métodos R1, R3B e R4B.

G7: DESEMPENHO DOS METODOS R1, R3B e R4B em
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5.3.6 Custo da Fatoragao Simbdélica

Os resultados deste item ilustram a importancia do tempo computacional re-
querido pela fatoragdo simbélica, usando as heuristicas de ordenag¢do grau minimo (GM) e
preeenchimento local minimo (PLM), na solug¢do dos problemas apresentados na tabela 9

através dos métodos de pontos interiores R4B e R4C.

Os resultados computacionais sdo mostrados na tabela 10. Na primeira coluna
desta tabela aparece a dimensdo do problema. A coluna 2 mostra a quantidade de elementos
nao nulos na matriz Q. As colunas 3 e 4 apresentam os elementos novos (preenchimentos),
gerados apds a fatoragho simbélica com as heuristicas GM e PLM, respectivamente. A
coluna 5 mostra o tempo de processamento {(em segundos) requerido pela heuristica GM. A
coluna 6 apresenta o tempo médio requerido por uma iteragdo do método R4B (fatoracio
numérica e solugdo triangular). A coluna 7 mostra o tempo de processamento requerido
pela heuristica PLM. A dltima coluna (coluna 8) apresenta o tempo médio requerido por

uma itera¢do do método R4AC.

TABELA 10
preenchimento tempo de processamento (segundos)
ACTESCIMos M PLM

Problema Inicial
GM | PIM | simb | Idfer. | smb 1 iter.

{1000-1005) 24 | 188 | w0 198 | 4252 | 170 0.242

{1000-1010) MOT | 3”6 1% 185 | 0267 | 116 | 0260

{1600-1020) Mol 24t 200 022 | B 026

{1600-1030) 325 1515 | 1258 ) 233 | 0267 | 1800 | 0261
{£000-1040} 18 | 472 | 197 201 | 0288 | 1955 | 0287
{1000-1050} 201807 | 145 205 | 0364 { 209 | 030
{1000-1060) JBBG 1646 | 1615 220 | 033 | 2205 | 0314
(1000-1070} 4028 | 184 ) 1584 230 | 0342 | 226l 0,332

(1000-1080) 4227 11919 | 5| 250 | 0382 | Bl6 | 0337
{1000-1090) 4333 ) 1951 | 1R08 | 285 | 0307 | 2536 | 035
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Analizando o problema de 1000 nds e 1090 arcos na tabela 10, vemos que o
tempo gasto na fatoracio simbdlica pelo método GM (2,85 segundos) é bem menor do que
o tempo gasto pelo método PLM (25,36 segundos). E possivel fazer uma estimativa do
nimero de iteragGes que seriam necessdrias para que o método PLM seja mais interessante
(menor tempo de processamento) do que o método GM. O grafico G8 mostra que seriam
necessarias mais de 700 iteractes do método de pontos interiores (preditor-corretor) para
que o método PLM se torne mais rapido (menor tempo de processamento)} do que o método
GM. Portanto, ndo é recomenddvel usar o método PLM para fazer a fatoragio simbdlica

(simulagio dos pivoteamentos).

G8: ESTIMATIVA DO TEMPO COMPUTACIONAL EM
FUNGCAO DO NUMERO DE ITERACOES
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5.4 Conclusoes e Informagoes Complementares

Nesta secdo sdo apresentadas as conclusGes decorrentes dos testes computacio-

nais e feitas algumas informagdes complementares

¢ Os métodos primal simplex (R1), primal-dual simples com gradiente conjugado pré-
condicionado {R3) e preditor-corretor com gradiente conjugado pré-condicionado
(R4) sdo os que apresentam melhor desempenho (menor tempo de processamento),
como mostram as tabelas 1, 2, 3,4 e 7, e os grificos G1, G2, G3, G4 e G5.

¢ Em problemas muito esparsos, o método primal simplex (R1) nos parece ainda a
alternativa mais eficiente (menor tempo de processamento) para a solugio de pro-
blemas de fluxo de custo minimo, como mostram as tabelas 1, 2, 3 e 9, e os gréficos

G1, G2, G3 e GT.

¢ A medida que os problemas aumentam e diminui o grau de esparsidade da matriz Q
(o nidmero de arcos da rede aumenta tornando  menos esparsa), o método primal-
dual simples com gradiente conjugado pré-condicionado (R3) vai se tornando mais
eficiente (menor tempo de processamento) do que o método primal simplex (R1) —
vide tabela 8.

e Apesar da existéncia de uma ordenacio 6tima para solu¢io dos problemas de trans-
porte (e designacio) pelos métodos diretos, os procedimentos iterativos sio mais

adequados para estes problemas. Isto é conseqiiéncia da densidade da matriz Q.

¢ Em relagio aos métodos R3 e R4, somente em um dos problemas testados, rede de
10000 nds e 11000 arcos {vide tabela 7), o método preditor-corretor com gradiente
conjugado pré-condicionade (R4) mostrou-se mais eficiente (em termos de tempo
de processamento) do que o método primal-dual simples com gradiente conjugado
pré-condicionado (R3). Seria natural esperar que o método preditor-corretor com
gradiente conjugado pré-condicionado (R4) seja, de fato, mais eficiente do que o
método primal-dual simnples com gradiente conjugado pré-condicionado {R3) para
problemas de grande porte, pois trabalha com melhores direcdes do que os métodos
primais-duais (R3). Vale lembrar, no entanto, que apesar das melhores direces do
preditor-corretor, ele resolve dois sistemas a cada iteracio, sobrecarregando o esforco

computacional com os métodos iterativos,



Capitulo 6

Solugao de Problemas de Fluxos

Generalizados

6.1 Apresentagao do Problema

Neste capitulo é apresentado uma extensio dos métodos de pontos interiores

para a resolu¢ao do problema de fluxo generalizado.

O problema de fluxo generalizado (PFG) é um caso especial de um problema
de programacao linear, onde cada coluna da matriz de restricdes possui no maximo dois

elementos ndo nulos. Formalmente,

Minimizar of
(PFG)<{ sujeito a Az =

z 2 0

r

onde A é uma matriz de m linhas e n colunas de posto completo {(com no méaximo dois
elementos nio nulos em cada coluna). E possivel associar um grafo ao problema de fluxo

generalizado (PF(G). Este grafo consiste de arcos nido orientados, como ilustra a Figura 6.1.

Arcos correspondentes a colunas com apenas um elemento ndo nulo sio chama-

dos arcos raiz com o correspondente né raiz.,

167
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Considere o seguinte exemplo (exemplo 1):

Minimizar 5 10 G 100 100 x

-1 0
Sujeito a 2 3 1 r =
-4 =2 -1 -8
z > 0

2 3
1\/3 PAE

Figura 6.1: Grafo associado ao exemplo 1

6.2 Solucdo do Sistema (AD*AT)Ay = b Associado ao Pro-

blema de Fluxo Generalizado

De forma andloga aos problemas de fluxo de custo minimo, o maior esforgo
computacional dos métodos de pontos interiores para a solugio do problema de fluxo gene-

ralizado (PF() esta na resolugdo de um sistema simétrico e positivo definido do tipo,

AD*ATAy =5 (6.1)

onde A ¢ a matriz de restrigdes associado ao problema de fluxo generalizado (PFG), D* é

uma matriz diagonal {(matriz de escalamento), Ay é a dire¢ao de deslocamento do método
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de pontos interiores e b é o lado direito do sistema. No método primal-dual simples, por

exemplo, D* e b sio dados por:

D* diag(x;/z;)

b = b4+ AD*(c— ATy —2) - pAZ e

O sistema (6.1) pode ser resolvido usando métodos diretos (fatoragio de Cho-
leski) ou métodos iterativos (gradiente conjugado pré-condicionado). A seguir é apresentado

as especificidades na resolugdo do sistema (6.1) para cada um desses métodos.

6.2.1 Meétodos Diretos: Fatoracao de Choleski
Seja.,
Q = AD* A"
Para resolver o sistema (6.1), usando a fatoracdo de Choleski, temos que fazer
o seguinte:

{a) Fatoracdo Simbdlica:

Consiste em achar uma matriz de permutagio P (ordenacio das linhas/colunas
na matriz Q), de tal forma que a matriz PQPT produza uma quantidade razodvel de fill-ins
(poucos fill-ins). As heuristicas mais usadas para encontrar esta permuta¢io (matriz P),
sao minimum degree e minimum local fill-in (Duff e outros [32}); apresentadas no capitulo
3.

Seja,
Q= pgprT

(b) Célculo da matriz Q:

Uma vez realizada a fatoracdo simbdlica, é preciso calcular a matriz ). Para o

calculo desta matriz, deve-se escolher uma estrutura de dados para armazenar os elementos
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ndo nulos da matriz A, os elementos ndo nulos desta matriz podem ser armazenados em

quatro vetores de tamanho n, t = (t;), h = (hj), at = (at;) e ah = {ah;), onde:
t; é a cauda do arco j
h; é a cabega do arco j
at; é o coeficiente da cauda do arco j§
ah; é o coeficiente da cabe¢a do arco j
Sejam,

gtj ~ um nz-vetor que armazena os elementos ndo nulos que estio fora da dia-

gonal na parte triangular inferior da matriz ¢, por colunas.
git — um m-vetor que armazena os elementos que estdo na diagonal da matriz @

ord — um nz-vetor que armazena a ordem na qual os arcos tém gue ser conside-

rados para calcular os elementos do vetor gij.

Além disto, define-se um n-vetor D* = (d;) que armazena os clementos nio

nulos da matriz de escalamento.
Para o cdlculo da matriz @ = PQPT pode-se adotar o seguinte algoritmo:
For k = 1 to nz do qij[k] — O;
For i=1tom do qiit] — b;

Forj=1ton do

qij[ ord; | — qij[ ord; ] + at;*ah;x d;
qi] t; ] — g t;i ] + atixd; (6.2)
qi’i{ hj ] — qii[ hj ] + ah? * dj

O exemplo a seguir ilustra como é obtida a matriz . Usando os dados do
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exemplo 1 (vide Figura 6.1), os vetores ¢, h, at, ah e ord, sdo dados por:

I3 h| at!| ahjord
1 2| 49 21 1
2] 3 -4 1 3
1 3(-11-2¢ 2
21 0 11 0§ 1
3] 01-11 01 2

Além disto,
D* — diag(1,1,1,1,1}) [matriz identidade]

gij «— (0,0,0)
git — (0,0,0)

Usando o algoritmo apresentado, obtém-se os vetores ¢if e gii:

gij ~ (8 2 ~12)
gii — (17 14 21)

Logo, tem-se a matriz § abaixo.

17
G=1] &8 14
2 —12 21

Observa-se que somente é preciso armazenar a parte triangular inferior da matriz Q, pois

ela é simétrica.

O vetor b (lado direito do sistema (6.1)) é expresso na equacio abaixo.
b = b+ AD*(e— ATy —z)—pAZ e
b pode ser calculado com o algoritmo a seguir.

Forizltomdoiv,-«mbi

For j =1 to n do cc; «— ¢; — ahj * ylh;] — at; « y[t;] — z;
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For j = 1 ton do
b — b + at; + d; * ce; — ¥ atj )z
b — bi+ah;«d;ce;—prahi/z

onde o vetor cc = (cc;) é a infactibilidade do dual, isto &
ccec~ATy— 2

Finalmente, devemos calcular o vetor & permutado, ou seja, o m—vetor b = Pb.
Para o calculo deste vetor usa-se o m—vetor nord = (nord;) que armazena a ordem na qual

tem que ser feito os pivoteamentos. Logo, temos:

For i=1 to m do bnord] =25

Voltando & resolu¢io do sistema (AD*AT)Ay = b. A solu¢io deste sistema é

obtida resolvendo o sistema equivalente:
P(AD*ATYPT(PAy) = Pb (6.3)
Seja,
Q= PADATYPT = LIT
onde L é o fator de Choleski da matriz Q.

O sistema (6.3) torna-se:

LILT(PAy) = Pb (6.4)

{c) Fatoragao numeérica e solugdo triangular:

Para encontrar a solugio do sistema (6.4), faz-se v = PAy e u = LT . Inicial-
mente determina-se « tal que Lu = Pb, em seguida resolve-se L7v = u. Finalmente, faz-se
Ay = Pl
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6.2.2 Meétodos Iterativos: Gradiente Conjugado Pré-condicionado
Seja,
Q = AD*AT
O méiodo Gradiente Conjugado é usado para resolver o sistema:

(MT'QM~Y)(MAy) = M~

onde M & uma matriz positiva definida.

O objetivo é fazer a matriz (M~'QM™!) menos mal condicionada do que a
matriz ¢}, melhorando a convergéncia do algoritmo gradiente conjugado. Na Figura 6.2 sao
apresentados os passos do algoritmo gradiente conjugado pré-condicionado (ja apresentado

no capitulo 3).

Algoritmo Gradiente-Conjugado-Precondicionado{A,D*, M, b, Ay, €)

(1 Ay =0

2 =b

3 Mz =19

4 po ==

5 1 =

6 While (lIrllf > €) Do
6.1 g = (AD"AT)p;
6.2 o = 2lr/pla
6.3 Ayiyr = Ayt op;
6.4 Titl = 7 g
6.5 Mz = 74
6.6 B = zlyra/zin
6.7 Piv1 = zy1+Op
6.8 i = i+1;

|7 Ay =Ay

Figura 6.2: Algoritmo Gradiente Conjugado Pré-condicionado
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O maior esforgo computacional deste algoritmo aparece nas linhas (3,6.1e86.5)

(vide figura 6.2). Essas linhas correspondem 4 multiplicagao matriz-vetor (6.1) e & resolugao

dos sistemas de equacdes lineares (3 € 6.3). A linha 3 é calculada uma vez, enguanto as linhas

(6.1 e 6.5) sao calculadas a cada iteragio do algoritmo gradiente conjugado. A multiplicacio

matriz-vetor é da forma AD*ATp e pode ser calculada sem calcular AD* AT explicitamente.

Uma maneira muito simples de calcular este produto matriz-vetor é decompor em trés

multiplica¢gbes matriz-vetor.

Fazendo u = ATp, v = Du e w = Aw.

Primeiro, calcula-se: v = ATp
A seguir, determina-se: v = Du

Finalmente, calcula-se: w = Av

O calculo dos vetores u, v e w, é realizado da seguinte forma:

for =1 to m do w;, — 0

for j=1 to = do

u; — atj *plt;] + ah; x plh;}] [Céleulo de ]

vy L dj; *Uj;
wlt;]  — wt]+ atj x vy
w[hj] o w[hj] + ahj ® Uy

[Céleulo de v)
[Céleulo de w]

(6.5)

O esforgo computacional para calcular u, v e w é O{n), pois no célculo de u sio efetuados

n somas, 1o calculo de v sdo efetuados n multiplicacdes e no calculo de w sio efetuados 2n

somas. Portanto, em total sio efetuados 3n somas e n multiplicages.

Usando o algoritmo (6.5) e os dados do exemplo, resumidos na tabela seguir,

obtém-se os seguintes valores para os vetores u, v e w.

t hi at| ah
1 2 2
2 3 —~4
1 31 -~1]-2
2| 0 1
3 0|~1
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u = (8 -6 -7 2 -3)T
v = (8 -6 -7 2 =37
w = (39 0 41)T

Antes da aplicacdo do algoritmo 6.5, utilizou-se a seguinte inicializagdo:

D — T (matriz identidade)
p — (1 2 37
w «— (0 0 07

epgzwng).

Voltando & resolucdo dos sistemas (3 e 6.5), no algoritmo gradiente conjugado

précondicionado (vide Figura 6.2), deve-se resolver um sistema linear do tipo,

Mz=r~r (6.6)

Uma maneira eficiente de resolver este sistema é usando um pré-condicionador
(matriz M) que permita encontrar z com pouco esfor¢o computacional e que o nidmero de

iteragdes do gradiente conjugado seja pequeno.

Dois precondicionadores tém-se mostrado eficientes em implementagbes com-
putacionais para resolver eficientemente o sistema AD*ATAy = b: o pré-condicionador

diagonal e o pré-condicionador da arvore geradora maxima.

O precondicionador diagonal, M = diag(AD*AT), pode ser calculado em O(n)

operagdes e o sistema (6.6) pode ser resolvido em O(m) divisdes.

Também é possivel estender para redes generalizadas o pré-condicionador da
arvore geradora maxima proposto por Resende e Veiga [88, 89], na implementacio do método
afim-dual para resolver problemas de fluxo de custo minimo. Ressalta-se que em geral uma
base de um problema de fluxo generalizado corresponde a uma floresta formada por arvores

enraizadas ou drvores apoiadas em um (dnico) ciclo (Kennington e Helgason [58]).
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6.3 Meétodos de Pontos Interiores para a Resolugao do Pro-
blema de Fluxo Generalizado

Foram feitas implementagbes dos métodos de pontos interiores (primais duais e
preditor-corretor), apresentados no capituo 2 (vide se¢des 2.5.3 e 2.5.4). Além disto, foram
implementados as heurfsticas de reordenamento das linhas/colunas na matriz @ = AD* AT,
grau minimo (minimum degree) e preenchimento local minimo (minimum local fill-in) para

resolver eficientemente o sistema simétrico e definido positivo GQAy = b.

Os seguintes métodos de pontos interiores foram implementados:

Meétodo primal—dual simples com Choleski esparso (grau minimo).

Método primal—dual simples com Choleski esparso (preenchimento local minimo).

Método primal—dual simples com gradiente conjugado pré-condicionado.

o Método preditor—corretor com Choleski esparso (grau minimo).

Método preditor—corretor com Choleski esparso (preenchimento local minimo).

Método preditor—corretor com gradiente conjugado pré-condicionado.

Todos os programas implementados resolvem o problema de fluxo generalizado

com variaveis canalizadas.

Futuramente serao feitos experimentos computacionals comparando o desempe-
nho destes métodos com o método simplex especializado para resolver o problema de fluxo

generalizado.



Capitulo 7

Comentarios e Conclusoes

No presente trabalho foi realizado um estudo cuidadoso dos diversos métodos
de solu¢&o de problemas de fluxos em redes (problemas de fluxo de custo minimo e fluxos

generalizados), através de métodos de pontos interiores.

No capitulo 2, foram apresentados os principais métodos: afins, afins com cen-
tragem e primais-duais. Além disto, foram discutidas inovagdes em implementagdes, a partir

de interpretacdes baseadas no método de Newton.

Tendo em vista que a maior parte do esforco computacional dos algoritmos
baseados em métodos de pontos interiores ¢ dedicado A solucio de sistemas do tipo Qy = b
(sendo @ = AD*AT), no capftulo 3 foram estudados diversos métodos para solucio desses
sistemas (métodos diretos e iterativos) em problemas de fluxo de custo minimo. Além
disto, foi mostrada a identificagdo de ordenagdes 6timas para os problemas de atribuicio e

transportes.

No capitulo 4, foram identificados e analisados problemas com falta de pontos

interiores e degenerescéncias, aspectos frequentes em problemas de fluxos em redes.

No capitulo 5, foram realizadas implementa¢des computacionais e comparacfes

de diversos métodos e alternativas de implementagées.

No capitulo 6, foram propostas extensdes para a resolucio de problemas de

fluxos generalizados em redes através de métodos de pontos interiores.
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De maneira geral, sobretudo em problemas grandes, os métodos iterativos (gra-
diente conjugado) com pré-condicionadores bem informados (diagonal e drvore geradora
méxima) conseguem aproveitar melhor a estrutura de rede na soluggo do sistema AD*ATy =
b — do que, por exemplo, os métodos diretos com fatoracio de Choleski (normalmente
adotados em problemas lineares genéricos). Isto acontece tanto no problema de fluxos con-

servativos em redes (PFCM) como no problema de fluxos generalizados.

Na resolugao de problemas de programagio linear genéricos, o método de pontos
interiores preditor-corretor com fatoragao de Choleski tem-se mostrado mais eficiente do que
o método primal-dual simples com fatoragio de Choleski {Lustig, Marsten e Shanno 1?]). No
entanto, na resolu¢io de problemas de fluxo de custo minimo, o método prima-dual simples
(com gradiente conjugado pré-condicionado) mostrou-se mais eficiente do que o método
preditor-corretor (com gradiente conjugado pré-condicionado). Isto acontece porque no
método preditor-corretor é necessério resolver dois sistemas (do tipo AD*ATy = ) a cada
iteragdo do método de pontos interiores, enquanto que no método primal-dual simples é
suficiente resolver um sistema do tipo AD*ATy = b a cada iteracdo do método de pontos

interiores.

Em linhas gerais, os estudos realizados indicam que os métodos de pontos inte-
riores tornam-se uma alternativa atraente para a resolucio de problemas de fluxo de custo
minimo em problemas muito grandes. Para problemas de tamanho médio e problemas pe-
quenos (por exemplo, nimero de arcos menor do que 20.000), é recomendével usar o método

simplex.



Apéndice A

Terminologia de Redes

Seja G = {N,A) uma rede onde N = {1,...,n} é o conjunto de nés e A =
{1,...,m} é o conjunto de arcos; um arco j é um par ordenado de nés distintos (¢;, h;) onde

t; é denominado a cauda (tail) e h; a cabeca (head) do arco.

Uma rede é prépriase n > 2 e m > 1. Uma rede &' = (N’; A’) é uma sub-rede
de Gse N' C Ne A C A Se N'= N, entdo nés dizemos que G’ é uma sub-rede geradora
de G.

Seja P = {sp,€1,51,€2,..-s Sn—1, €n, Sn} Uma seqiiéncia finita alternada de nds
e arcos com €; € {{si_y,5;),(si,8i—1)}}. P é um caminho se sp,s1,..., 5, 40 noés distintos
e ¢ um ciclo se sy, 83, ..., 8, sao nds distintos e 3y = s,. Portanto, os arcos, tanto de um

caminho quanto de um ciclo, sdo distintos.

Uma rede G & aciclica se ndo contém ciclos . Uma rede é conexa se para todo

par de nds distintos, existe um caminho conectando-os.

Uma arvore é uma rede aciclica conexa. Pode-se mostrar gque para qualquer par
de nés distintos existe um tnico caminho em uma arvore conectando-os. Uma arvore que
é uma sub-rede geradora de G é chamada uma arvore geradora de G com nd raiz n, possui

n — 1 arcos e é denotada por T.
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Seja A = (@;;) a matriz de incidéncia né-arco associada a G isto &

+1 se 1=t
di; = § —1 se i=h;

0 caso contrario

Considere a matriz de incidéncia A de uma rede conexa G. Pode-se mostrar que
A nio é de posto completo pois ¥_; &;; = 0, Vj € A. Além disto, a eliminagio de uma linha
qualguer de A transforma-a numa matriz de posto completo. Neste texto vamos denotar
por A a matriz obtida de A pela eliminacio de sua dltima linha (n-ésima linha). O né6 n,

associado a esta linha que foi eliminada, é denominado né raiz.

Pode-se provar que qualquer conjunto linearmente dependente de colunas de
A corresponde a uma sub-rede com pelo menos um ciclo e qualquer conjunto gerador de
colunas de A corresponde a uma sub-rede conexa. Desta forma, existe uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto de drvores geradoras de G e o conjunto de bases formadas com
as colunas de A. Cada uma destas bases ¢ uma matriz triangular o que facilita a resolugio
de sistemas lineares que a envolvam; é comum o uso do método de substitui¢Ges sucessivas

nestes casos.



Apéndice B

Simplex em Redes

O algoritmo simplex usado nos testes computacionais, implementado em lingua-

gem C, é essencialmente o método descrito por Kennington e Helgason [58]. Adotou-se a

seguinte estrutura de dados:

¢ t = {t;) — vetor de n componentes que armazena as caudas dos arcos

o b

{h;) — vetor de n componentes que armazena as cabegas dos arcos

o b= (b;) — vetor de m componentes que armazena as demanda nos nds

* ¢ = (¢;) — vetor de n componentes que armazena 0s custos nos arcos

¢ d = {d;) — vetor de n componentes que armazena as capacidades dos arcos

s z = (z;} — vetor de n componentes que armazena os fluxos nos arcos

*

y = (i) — vetor de m componentes que armazena 0s preges nos nés

As bases utilizadas no método simplex sao drvores geradoras com raiz fixa no

n6 raiz. Trés vetores (w, u e v) sdo usados para caracterizagio das drvores (Kennington e
Helgason [58)]).

¢ w = {w;) — vetor de m componentes que armazena os arcos que antecedem o né em

questao no caminho que parte da raiz até ele.
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e u = (u;) — vetor de m componentes, denominado fio direto, que aponta para o des-
cendente mais préximo de um certo nd, ou para o primeiro descendente do ascendente
mais proximo (de um né folha).

¢ v = (v;) — vetor de m componentes, denominado pai, que aponta para o préximo

nd no caminho que vai do no até a raiz.

Seja 0 né 1 a raiz e seja a drvore (N, T) onde N = {1,2,3,4,5} e T =

{e1, €3, es.€7}. A figura abaixo ilustra os vetores w, u e v.

< 0BG raiz -~ né raiz

Onne

Figura B.1: Vetores w, © e v para percorrer a arvore enraizada T



Apéndice C

Gerador de Redes

Os problemas de fluxo de custo minimo foram gerados aleatoriamente de acordo
com o seguinte esquemas
e m, n, seed e pirans fornecidos para cada problema gerado, sendo

— m - nimero de nds
— n - nimero de arcos
- seed — semente de inicializacdo do gerador de ndmeros aleatérios

— ptrans — probabilidade do né ¢ ser de transhordo, isto é, b; = 0

LJ bm = — }:1%1% bi
s ¢; — gerado independentemente com distribui¢ao uniforme em (0,10}

e d; — gerado independentemente com distribui¢do uriforme em (0,10)

As redes foram geradas de acordo com o seguinte algoritmo:

Read(m,n.ptrans,seed)
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Begin
8«0
fori=2tomdo

if random(seed) < ptrans then b; = 0

else
b; «— 20*random(seed) — 10
8+ 5+ b;
by — —s

for j=1ton do
begin
repeat
t; = nxrandom(seed) + 1
h; = nxrandom(seed) + 1
until (f; # ki) and (b[t;] < 0) and (b[h;] > 0)
¢; «— 10 * random(seed)
d; «— 10 * random(seed)

end
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