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RESUMO

Neste trabalhe .estudam-se as operagoes .da
redes de escoamente, constituidas por atividades
integradas_de produgﬁo, transporte, estocagem e
dxstrxbu1gao, com o obgetlvo de determinar uma
politica otima de operagac desses sistemas.

Este problema & formulado como uma progra—
magac convexa multi~estagios, de grande parte,
com restrlgoes lineares representando requisitos
tecnologicos, comerciais e financeiros.

O estado do sistema & descrito peles alveis
de estocagem nos silos da rede, no fim- de cada
estagio, enguanto que o controle & efetuado sor
bre a produgaoc, o tramnsporte e a distribuigao,
durante cada um dos estagios.

_A fungao de custe, a ser minimizada, & uma

"fungao convexa dos vetores de estado e de con~

trole.

0 problema assxm formulado & prlmexramente
decomposto em dois niveis hierfrquicos através .
de um meétodo de coor&anagao pele objetivo, obten
do~se, no nivel Lnferxor, quatro sub-p:cblemas
desacoplados: de produ;ao, de transporte , de
estocagem e de dxstrzbulgao, que sac convenien=
temente manipulados, no nivel superior, por um
problema de coordenagac de escoamentos,

Por sua vez, os sub*groblemés'sSQ ignalmen
te decompostos em éois novos niveis hlerarqul-
cos, resultando, no nivel 1nferzor, varios sub-
problemas locais e instant3neos de otrimizagdo,
.devidamente manipulados por outros problemas de
coordenagac.

Um caso particular & estudado quando a fun—
gao objetivo & uma fungio ciubica do estado & uma
fun;Eo linear do contreole, para o qual os algo—
ritmos sao desenvolvidos.

Uma xntergretagao economica do processo de
decomp031§ao e apresentada.

Algumas generallzagoes sao apresentadas,
quanta & estrutura do grafo, quanto ao tlpo de
fluxo; uma indicagio para demanda aleatoria &
tambem mostrada.



PREFACIO

Este trabalho & dedicado ao estudo e mode~
lagem de um tipo particular de 51§tema dinamico
sob forma de Tede, ou grafo, destinade ac escoa-
mento de produtos desde os pontos de produgac ou
de aquisigao sendo transportados ate os pontos
de distribuigaec ou consumc, gas§§n§o por s;l?s
.de estocagem iniciais, intermediarios e Teymi~
nais.

A motivagao principal do autor no estudo
desses sistemas esta exatamente nos problemas de
otimizagac operacional de grande porte, de gran=
de interesse social e economico,

redes

0s problemas estrategicos das . de
escoamento, tals como! projeto da rede, dimen~
sionamento de silos, dimensionamento da capaci-

dade de produgac, por exemplo, ndo s3ao aqui con-
siderados. A enfase do trabalho e dada aocs pro~
blemas origimados pelas dificuldades inerentes a
programagao da operagac integrada de wmm sistema
suposto dado.

Apresentamrse de uma forma um pouco mais ri-
gorosa, 0s conceitos que serao utilizados, che-
‘gando~se a uma formulagao de um progl§ma generi~
co de programagac convexa multi~estagioc de escoz
mentos deterministicos.

Procede—se a seguir, & decomposigao hierdr-
quica do prob&ema.geranda um esquema de coorde-
nagao mulei-nivel.

DescrevaTse uma ap%icagio dos  resultados
sobre um problema especifico de otimizagao . de
escoamento, com o desenvolvimento de um algoritmo

especialmente aplicavel a forma particular do
problema tratado.
Finalmente, € mostrada uma interessante

interpretagac economica do método de coordenagan
adetado.

Algumas possiveis generalizagoes do pro-
blema sae indicadas e tratadas de forma breve e
introdutdria.

® ® K
Apesar deste trabalho ser despretencioso,
sob o ponto de vista teorico e computacional,

talvez uma rapida pincelada retrospectiva possa
dar uma idéia do valor educativo que Seu desen—
volvimento representou para ¢ autor: As origens
do presente trabalho remontam ao periodo de 1968

a 1974 durante o gual o autor teve a grata opor—
tunidade de atuar como responsavel pela organi-
zagao e funcionamento de um dos mais  antigoes
grupos de pesquisa operacional do Brasil, na
Cia. Vale do Rio Doce, em Vitdria do Espirito
Sante. Em 1974, o autor juntamente com Francisco
Oliveira Filhe, encarregados de estudar uma po-
1itica de gerenciamento dos estoques de minério
de ferro para exportacao, experimentaram, com
sucesso, uma formulagao de um caso particular de
problema, utilizande os principies de progra-
magEo dinamica para otimizar a programagdo anual
de estoques de minério de ferro no porto de Tu-
barac, E.5. Posteriormente, 03 mesmos autores,
entao trabalhando na Divisae de Engenharia - de
Sistemas da Promon Engerharia e matriculados no
curso de Mestrado em Eangenharia da UNICAMP  lo—
graram fazer, em 1976, uma extensaoc do trabalho
anterior, {67 incorporande moves conceitos de
programacao dinsmica asuxiliades ypelos profes~
sores Dr. Gerard Authié e Dr. Fernando Curado.

Entretanto, o salte significative sob o
ponto de vista de modelagem, foi obtide poste-
riormente com a introdugao dos conceitos de con-
trole otimo discreto, de fluxo em grafos com
estocagem sobre os nos e, principalmente; de
conceitos de prosramacdo hierirquica que. permi-
tiu a decomposigao de um problema de escoamento
de grande porte em muitos outros  sub-problemas
de menor porte e solugio mais simples. Para esta
fase, foram muito dteis os contatos e discus—

soes, sugestoes e estimule dos professores  Dr.
Hermano Tavares e Celsec Bottura.
Durante a fase final do trabalho, o auter

recebeu valiosa colaboragao dos colegas anilton
Garcia, na programagac, Walmir Montalvao e Maria
Luiza Goi, na codificagao e da serhorita Elza
Cotegipe, na culdadosa datilografia. O autor de-
seja expressar seu reconhecimento sincere a to-
dos esses colegas de trabalho e professores.

Deseja também agradecer o indispensavel eg- -
“timulo e incentivo recebido de amigos

dedicados
Dr. Miguel -
e Carlos M, 5.

tals como Bernardo Szpigel da CVRD,
Taube Netto do IMECC - UNICAMP

Siffert, da Promon Engemharia.

s . -

Entretanto, nada dissc seria possivel sem o
apoio incondicional de sua esposa Riitta e sem 3
motivagao recebida de seus filhos  Cristina

Carlos, Monica e Nanci.
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1. PLANOC GERAL DO TRABALHO

1.1. Apresentacdo do Problema

geral,
mesmo

Nos sistemas produtives, de maneira
o ritmo de produgao raramente segue ©
Titmo da entregas, por diversas .razoes:

. & programag3o da produgac leva em conta
fatores proprios do universc da empresa,
tais como: fatores humanos, fatores cli-
maticos, existéncia de materia prima,pro-
dutividade das instalagoes bem como
1nterrupgoes programadas tais como manu-
tengao geral ou férias coletivas,

2 entrega, por outro lado, segue as
do mercado, ditada pelo interesse dos
clientes e fatores ligados ac transporte
do produto.

‘Este descompasso entre produgio e entrega &
contornado satisfatoriamente atraves de insta-
la;5és de armazenagem de produtos convenlente—

mente geridos. E basicamente sobre a gestzo des-.

tes estogues Que procuraremos desenvolver o tra—-
baltho.

0 problema geral de gestdo operacional de
estoques abordade aqui, além da estocagem _pro-
priamente dita, envolve também a movimentagso do
produto sobre uma rede de transporte e de esto-
cagem chamada rede de escoamento,

al-
~Des-
eles
para
estoca—
estoca—

0 produto entra no sistema através de
guns pontos especiais e sao ali estocados .
seg estoques na zona de recebimento, sao
transportados por uma rede ée transportes
as zonas de entrega, cnde sac novamente
dos, sofrendo também, ao longo da rede,
gens intermediarias.

Dos estoques para entrega, sao eles retira-
dos atraves de operagoes de dxstribu:gao, aban=-
donando, assim, o sistema em questdo.

~leis

I.1

1.2, Orientacio geral do trabalho

Procurou-se estruturar o trabalho sob a-
-~ - N
forma tanto quanto possivel rigorosa, partin-—

do—se de conceitos gerais e cogsagrades, come
Teoria dos Grafos &, a partir dai, atraves de de-

fznl;oes e de h1poteses particularizadoras, cons

truir um problema suficientemente geral mas
ainda trabaihavel que represente a maioria dos

problemas praticos de otxmlzagao de escoamentos
s0bre redes.
A medida que novas hipdteses szmpilficado-

ras vac sendo lntreduzxdas.maxs trabalhavel se
torna o problema, ate o ponto de se obter solu-
gaes relativamente simples para os problemas o
sub—problemas formulados.

0 raciocinio 1dgics que orientou os traba-
lhos pode ser visto na F1gura I.1. Atra-
ves delas o leitor podera se sx:uar no  contex—
ta, sabendo exatamente quais sde as hipdteses
necessarias para validade dos algeritmos apre—
sentados.

1.3. Notacdo para as matrizes

Adotamos, para o trabalho, wma notagic para
representagac de gquadros ("arrays™), inspirada
nos escritos de Sakarovitch [20]

0 Quadro 1.1 apresenta as principais no-

tagoes adotadas, destacando-se:

- matrizes tri~dimensionais

- matrizes retangulares

- vetores linha, linhas de matrizes
~ vetores coluna, colunas de matrizes

~ elementos de gquadros,
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II. PROBLEMAS DE OTIMIZACAC DE ESCOAMENTO

1I.l. Apresentacao

0Os problemas de produgic, de transportes de
estocagem e de distribuicas tém sido separada~
mente tratados na literatura de forma exten~
siva [3, 4, 8, 9, 16, 21, 27].

Nosso propasito, entretanto, sera entre-~
lagar convenientemente estes quatro problemas de
tal forma a crLar modelos e algoritmos gque per—
mitam a otimizagao concomitante dessas quatro
atividades operativas que, na real1dade cons~
tituem-se em apenas uma unica operagio combinada
de produgdo—transparte-estocagem = distribuigio,
que chamaremos de "escoamento", a ser otimizada.

& maioria dos problemas de otimizagas de
produgao ou de transporte bem como & maioria
dos problemas de otimizacdo de estocagem ou de

“distribuicac podem ser counsiderados como Cas0s
particulares de problemas de uma classe mais ge-
ral, que aqui chamaremos de problemas de otimi-
zagao de escoamentos|d, 7].

05 escoamentos que agui veremos, s3o supos-
tos ocorrer sobre estruturas particulares, 3 se-—
melhanga de redes de transporte ao lemge da qual
se permitem pontos de acumulagac temporariz de
materia ou produto.

As areas de aplicacoes mais imediatas deste
concelto de escoamento padem ser encontradas na
geragao hidro-elétrica [13,14, 18] ,na produgdo es
tocagem e transporte de safras azricoias [i} ou
na produgao beneficiamento e transporte de mi-
nérios atg os mercados consumidores [6]. Propoi
indica outras aplicagoes [19.

11.2. Conceitos basicos

0 trabalho que se segue pretende ser, tanto
quanto possivel e, a medida da conveniéncia, ra-
zoavelmente formalizado,

Eantretanto, a formalizacde pretendida sera
construida sobre conceitos fisicos tais como :
sistema, processo, produto e tempo.

De mesma maneira, algumas fcrmalzzagoes ma-
tematicas presentes na literatura serao dqui as-
sumidas sem maiores consideragoes, tais como:
conjuntos, naturais, reais, espagos vetoriais e
grafos.

Na area especifica de otimizagao, varios
conceitos j2 consagrados serac aqui  utilizados
sem a devida formalizagde, por exemplo : fungdo
critério, algoritmo, multiplicadores de Lagran-
ge, programagao linear e ndo linear, dualidade e,
programagao .multi-nivel [ié} , .Serdoc °  também
utilizados conceitos de engenharia de . sistemas,
tais como: vetor de estado, vetor de controle,
equagdo de estado, bem como ideias gerais de
controle otimo e de dinamica xndustrzal[ln]

1I.1

1X.3. Conceitos especificos para o trabalho

3.1. Redes de escoamento

Os sxstemas sobre os quals se desenrolam
08 escoamentos Serac supostos dades e serac mo-
delados a partir de observacoes das. estruturas
reais e de seus elementos constituintes. Para
flns dessa formulagao, as Tedes de escoamentos
serac modeladas sob a forma de estruturas de
grafos, como descrito na literatura [ 3], -Essas
redes ou grafos suportfarso transportes sobre

‘$eus arcos e estocagen scbre seus nos. Receberio

prﬂdugao sobra saus nus origem e permitirac dis-
trxbulgao sobre seus nos destinao.

3.2. Processos de escoamento

A evolugﬁo, ao longo do tempo, do escoa-
mento em uma rede, sera modelada come constirui-
da a partir da evolugao de = grandezas reais
assogiados 3 produgdo e distribuicdo nos mbs, e
‘a0s transportes nos arcos, que chamaremos f1u~
Xos, e a estocagens nas nos, que chamaremos nxu
vels [10] Ao processo combinado pelos fluzos e
pelos n1v31s, chamaremos de "processos de escoa-
mento"

3.3. Escoamentos com atraso

Na maioria dos sistemas reais, o tempo
de viigem do produte ao longo de um arco nao po~
de ser negllgenCLada sem s introduzir dig-
torsoes apreclavexs nos modelos. ASSlm sendo
serao também modeladas certas situagdes simples
de atraso, (IX.2).

3.4, Discretizacac no tempo

Para efeito deste trabalhe, a varidvel
tempo sera mﬁdelada como sendo discretizada em
intervalos nac obrigatoriamente espagados 1gual—
mente. Sera suposte, portanto, que as variaveis

‘nxvel sG serdo observaveis nos instantes de dis-

cretlzagao e que as variiveis fluxo so serao .
observaveis quanto ac total produzido ou distri-
buido em cada no e tragsportade em cada arce, ao
Iougc de cada intervalo de tempo. A grande
maioria dos sistemas reais poderz vir a ser tra-
tada satisfatoriamente com o uso de modelos dis-
crefos no tempo, pelo que, esta hipotese simpli-
ficadora nac deve ser considerada como  severa-
mente limitante para o uso do modelo. O trata-
mento de escosmento continuos no tempo esta fora

_do escopo deste trabalho.

3.5. Escoamentos multi-produtos

Para as finalidades do modelamento basi-
co  inicial, serd suposto que os produtos gque
escoam na rede podem ser considerados, para
efeito de produgaa, transporte, estocagem, comd
se fossem um Unico tipo de produte. Esta hipete—
se pode ser aceita como razoavel, em um hom -
mero de problemas reais. Entretanto, sera tambem
indicado o caminho a seguir no case de varios
produtos distintos compartilharem redes de
escoamento, (IX.3),



3.6. Transformacoes de produtos

Na wmodelagem inicial, naoc se aceitari
que os produtos possam ser transformados em
outros produtos ao . 1ong0 do processo de escoa-
mente. Poreém, md;cagoes serdo farne::ldas sobre
o tratamento adet;uado aque.].es nos onde se afe-
tuem transformagoes de produtos, (IX.3).

3.7. Escoamentos estocasticos

Em toda nossa modelagem, serd suposto
que fluxos e estoques bem como suas Tespectivas
evolugdes ao longo do tempo sdo conhecidas com
certeza. Esta hipotese restritiva limita a gama
de aplicagoes dos modelos que serao desenvolvi-
doa, 0 tratamento de escoamentos est:ccastlcos
esta fora do escopo deste trabalho. Entretanto,
um Caso d.e demanda aleatoria & mostrado, (IX. 4}

II.4. Conceito de escoamento, nivel e Fluxo

Este capitule tratari de introduzir formal~
mente os conceitos de escoamento, de nivel e de
fluxo, calcados sobre conceitos e notagac da
Teoria dos Grafos e de redes de escoamento apre-—

~ sentados no Apéndice A.

Como ja mencionamos antericrmente ., os
escoamentos que nos interessam, inicialmente ,
880 considerados discretos no tempo, Ssem atra-
zos, deterministicos, e com apenas um tnico pro-
dute na rede. Algumas generahzagoes gue elimi-
nem algumas destas restrigoes serao apresentadas
posteriormente, (IX).

4.1l. Escoamento em uma Rede

Faremos a seguir a definigcaos de escoa-
mento, nivel e fluxo.

Definigdo IT.1
Sejam:

a = um grafo 6 = (X ,U) em forma de
rade de escoamento com matriz  de

incidencia T e conjunto origem X° e

conjunte destinc XV, ndo wvazios;

b ~ uma sucessdo de (K + 1) instantes de

‘de tempo .t < ¢ Y .ee
. € deterginadollc innervtfcs de
tempo (ty » :1] 2 P

tx_l N tx], numerador de 1 ate
K.

¢ = um vetor coluna «°, associado a t,
de dimensao (I % 1)

d - uma sucesszo de K vetores columa xk,
formando wna matriz x, (I x K} asso-
‘eiados a cada um dos instantes de
tempo, tl, "".tk’~"" t§3 cujas
componentes reais nao negativos xj)
estao associados a cada um dos nds

Xie:x;
k

e - uma sucessao de K vetores columa u
formando uma matriz u, {(J x K} as-
gsociados a cada um dos intervalos de

I11.2

tempo (t k-1 2 ] e cujas componen*l
tes reai§ nao  negativas u., estdo
associadas a cada uym dos arcos Uj de
G;

f - duas sucessces de K vetores coluna,

sk e vk, formando duas matrizes s o

v, ambas (Ix K), associados a cada

um dos intervalos de tempo  (t, .,

cujas tomponentes teais nao ne-

gdativas sjg e _Vik estao associadas a
cada um dos nos,

verxf;.canda 3 seguinte sucessao de eguagoes -
namicas s
xk = xk-l + T uk + sk - vk s k= 1,2,...,K
dado. x° (11.1)

'entEo, chama~se escoamento sobre o grafo G, de

ate ¥, na sucessao, tk}, ac processc des~
erito pglas quatro matrizes X, u, s, v e pelo
vetor ¥, e se denota por ¢ = {x°, %, u, s, v )

4.2, Vetor nivel e vetor fluxo

A partir da definigac de  escoamento
ac:.ma, pode~se intreduzir o conceito de wvetor
nivel & vetor fluxo, de acordo com oS conreitos
de din3mica industrial [10].

Definigao II.2
Seja um escoamento £ = (x°, %, u, s, v)
sobre um grafe G{X , )

Entao:

i) chamam-se vetores nivel no conjunto
= e
de nos X aos vetores x

ii) chamam-se vetores fluxo no conjungo
de arcos U de G, aos vetores uk, s~,

4.3, Vetor de estado e vetor de controle

Na terminologia da teoria de controle
de sistemas, o conceito de vetor nivel pode ser

"associado ao de vetor estado do sistema e estes

termos poderiam ser utilizados iundistintamente.

-A utilizacao do termo nivel, entretanto, tem a

vsrtude de associagao imediata do modelo com o
nivel de estocagem dos sistemas que se pretende
estudar. '

Analogamente, o conceito de wvetor fluxo
pode tambem ser assoclado ao de vetor de con-
trole do sistemas e estes termos poderiam ser
—_—Tu - a - s -
utilizados indistintamente., A utilizagao do

termo fluxo, entretanto, permite a asscciag_'éo

1med1ata com a ideia da mov;mentag.ao fisica de
matéria ou de produto ‘atraves dos meios de
transporte ou da produgao para os estoques, ou
ainda, dos estogues para os destinos.



A Figura II.1l, a seguir, jlustra a se-
quencia de vetores nivel {ou estado) e dos we-
tores fluxo (ou controle) de um escoamente, re-
lacionando—os no tempo. Uma xnterpretagao fisica
de escoamento a dado em VII,

W
b
&

g riwios
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-

~.
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®
i

FIGURA II.1l - Sequencia de vetores de estado e
de controle em um escoamento

I1.5.Problemas de otimizagdo de escoamentos

Os processos de  escoamento definidos
atras, ocorrendo em sistemas produtives, conso-
mem oy imobilizam reesursos gque, Por serem esca -
sos, devem ser utilizados de maneira econbmica e
e exatamente neste fato que reside a maior moti-
vagao do presente trabalho.

5.1. Restrigoes sobre as variiveis

T As var1avexs nlvel e fluxe em uma rede
de escoamento naoc estao livres para assumir
qualquer valor no campo dos reais. i

Muitas restric¢oes sio impostas aos es-

" poamentos, dadas pelas caracteristicas fisicas,

tecnclogicas, financeiras ou comerciais de fun~-
cionamento do sistema.

Em nossa formnlagao serzo comsiderados
quatro tipo de restrigoes sobre os vetores:

a - restrigoes sobre os nlveis de esto-.

cagem; _
b - resErigEes sobre os fluxos de pro—
* dugao;
¢ ~ restrigoes sobre os fluxos de trans—
portes ;

d - restrigoes sobre os fluxos de dis-
tribuigoes

5.2. Fungdo ohjetivo

A fungac objetive para a operagao de es-
coamento, que representa um real a ser minimiza-
do € considerada como constituida das seguintes
parcelas: )

a - custoe de produgdo
~ custo de estocagem

custo de tramsporte

[N I -
4

- receita da distribuigdo

I1.3

Deve-se tambem prover uma forma de valo~"
rizar estados futurcs desejaveis e penalizar es-—
tados futuros indesejaveis. Isto pode ser feito
escolhendo valores convenientes para os custos
de estocagem no fim do ultimo estagio de progra—
magao.

5.3. O ptoblema geral de otimizacao de escoa—
mentos

Com estas ccnsideragges, pode—-se formu—
lar ym problema geral de otimizagao de escoamen—
tos, como segue:

‘Sejam dados:

i) um grafo G(X , 1), com matriz de
incidencia T;

ii)  uma sucessao de (X + 1) instantes
de tempo {t; }, determinando K in-
tervalos de tempo (nk -1 tk}, nu-
merados de 1 a K

iii) um subespagco & & g 3T+ K

iv)  uma fungao real z(x, u, 5, v) de-
£finida em &

v) um estado inicial x°

Definiremos um problema geral de otimi-
zagao de escoamentos como sende © problema  de
determinar um escoamento g = (x°, x®, ug¥, g%,
v*) que minimize a fungae z{x, u, s, v) dada,
atendendo i restricdo (x¥%, u®, g%, wk) ¢ & .,

. Este problema geral de otimizagao de
escoamento, que denotaremos por (PGOE) pode ser
escrito sob forma abreviada como segue:

Min z{x, u, s, v)
(x,u,3,v}

sujeito a:

(Po0E): | x5 = #7L s 1 oK ¢ gk o oK s
K=1l,..., K
dado =°

(x, u;, 5, V) E &

Este problema tal qual acima formulado &

de solu;ao pratzcamente impossivel pelos meios
.convencionais, a nac ser que ‘certas hipoteses

simplifieadoras possam ser adotadas.

5.4. Problema convexo de otimizagao de escoa~
EEEEEE

Para tornar possivel a aplicacaoc da teo-
ria da dualldade, fagamos ipiciazlmente as seguln

“-tes hipdteses simplificadoras:

H.l; z(x, u, s, ¥v) 2 uma fungas convexa

H.2: & € um subespage convexo



Com estas hipGteses vamos construir um
problema de cotimizagao mais restrito, porem de
melhor tratamento. . :

Chamemo—lo problema convexo de otimi~
zacao de escoamentos:

Min z{x, u, s,.v) e T,
(xs:“ss:v) -

sujeito a:

dx  xa k., k_ k
(PCOE): Ijx =X +Tu + 8§ =v .
k=1,..., K

dado xa

(%, u, s, V) £ &C &

onde: .
T, & a familia das fungGes convexas em &,

&, g a fanilia dos subespagos convexos em
r3I+J

Veremos, a seguir, uma forma de decompor
o (PCOE) em dois outros problemas mais simples.

I1.4



11, DECOMPOSICAO DOS PROBLEMAS DE  OTIMI-

ZACAO DE ESCOAMENTO

II11.1. Resumo da Teoria da Dualidade

A solugao do (PGOE), ou melhor, de sua
versio sxmplelcada (PCOE) que supde a convexi-
dade da fungdo objetivo ¢ das  restrigoes 2

. dificultada pelo porte dos problemas . prazlcos
razao pela qual se torna dese;avel dispor de me-
todos que permitam executar uma decompos1§ao do
problema original.

Entre os métodos de decomposigao disponi-
veis na 11teratura optamos por um que fornega
uma separagao "natural" do problema em sub-pro~
blemas que tenham uma certa consistencia ldgica
e mesmo operacional, |8, 21| .

Isto foi feito utilizando-se os resulta-
dos da Teoria da Dualidade, conforme apresentada
no Apen&xce s [8, 13, 18] , embora haja outras

alternativas [9, 14, 19, 22] .

II1.2. Aplicacdo da Teoria da Dualidade ao (PCOE)

tepondentes ao {PCOE) :

2.1.'Analogia entre {F) e {PCOE)

Retomemos agora o problema (PCOE) apre-
sentado em II e apliquemos sobre ele os concei-
tos e resultados descritos no Apendice B, 13]

Atraves de szmples comparagao entre o
(PCOE) e (P), do Apendice pode~se observar sua
-semelhanca estrutural, bastando, para isto, fa-
zermos as seguintes currespondéﬁcias:

i) a varidvel x @ substituida pela
variavel {x, u, s, v}

ii) a fungan £{x)} & substituida peia
fungae z(x, u, s, V)

iii)} a restrigao z(x) €0 2 substi-
tuida pelas restrigoes
xk - kwl - T uk - sk + vk =0

k=1,..., K

iv) o conjunto § @ substztuldo pelo
conjunto &

Assim, com algumas modxf;cagoes ligei-

ras dltadas pela notagao e pelo fato de que a
restrigdao em (PCOE) ser uma igualdade enquanto
que em {P) & uma desigualdade, podemos escrever
os problemas resultantes.

2.2, Problema coordenador e  sub-problema
associados ao (PCOE)

Escrevamos o Lagrangeano do problema

(PCOE) :

III.1

L(x, u, 8, v, ¥} = 2(x, u, 5, v) +

+ ¥ yk[%k R T vk]
k=1 .

(111.1)
onde Y, & um vetor linha, chamado . vetor mul~
tiplicador de Lagrange para a k-esima equagao

dindmica relaxada. Seja ¥ a matriz de dimensio
(K x I) formada com os vetores linhas Y-

Escrevamos agora o par primal-dual cor-

{(PP.PCOE) : (PD.PCOE) ¢
Min 2(x, u, s, v) Max & (y)
{x,u,s,v) Y

sujeito a3

xk - Xk“l * T,uk . sk _ vk

k= 1l,..., K

¥ irrestrito

{x, u, 8, vV} £ &

onde:

q)(Y-) = Min L{X, Iy Sy Vy ‘.?)
{x,u,8,v)Ed (111.2)

e Y & um valor particular de 7.

Como a_solugac de (PD.PCOE) - implica
tambem na solugac de (PP.PCOE) e come (PD.PCOE)
& mais simples do que (PP.PCOE), pode-se .rtaesol-.
ver (PCOE) resolvendo-se (PD.PCOE). " Entretanto,
como a solugao de (PD.PCOE) nis e elementar,

. exlamos um problema equivalente, mais simples.

(eD". PCOE) :

Max r Min L(x, u, s, v, Y}]

¥ irrestrito (x,u,s,v)ed

Assim, pode-se definir dois problemas
associados a (PD.PCOE) que, resolvidos alterna—
damente, resultam na solugac de (PD.PCOE)- e,
consequentemente, de {PCOE). Analogamente a (SP)
e (PC), podemos escrever (SP,PCOE) e (PC.PCCE)} a
gseguir:

{SP.PCOE):

¢(?) = Min L(x, u, s, Vs .Y-)

(3su’$rv)

sujeito a:

(%, u, 8, V) E &

onde Y 2 dado



(PC.PCOE)
.Max &y} ¥ jrrestrito
Y-

Observe-se que no (PC.PCOE) ¥ & irres~
trito enquanto que em (FC), A era naec negative.
Essa dxstxngao prende—se aoc fato de que & res-
trigao relaxada no (PC.PCOE}) & de igualdade,
enquanto que, no (FC) 2 de desigualdade (g 03,
resultado este que e demonstrado na teoria da
dualidade.

2.3, Algoritmo para solucdo de (BD'.PCOE)

Ppdemos resolver (PCOE) resolvendo
seu dual utilizando o seguinte aigor:tmo, que e
derivado do Algoritmo (A.1) do Apendice A.
Alporitmo III.1
i) fixe um valor para y*. (Por exem-
plo, y* = 0)
i1) faga y = y*
iii) resolva (SP.PCOE), encontrando

(x*, u*, sk, v¥)

iv) faga (X, 7, 8, ¥) = (x%,u%, gk, &)
) ver&fique se xk ”k 1, Tu &+
5 &, k= 1,..., K

a - caso afirmativo, a sclugao e
otima;
Saia com ¥, 4, 5, ¥, ¥ e pare;

b - caso negative, va para (vi).

#i) resolva (PC.PCOE) modificado,
encontrando y* tal que

oy > ¢(¥);

a-= u:xlxze, (por examplo) . a
direcZo do gradiente de 4{y)
no ponto ¥ dada por:

g 1 -k

% ® ¢p -T -

-5 +v , {I1r.3)
E=l,...5 K

b = fagca uma busca unidimensional
naquela diregao, utilizando,
por exemplo, o matodo de
‘aproximagao polinomial, com-
forme veremos 3 fremte

¢ - va para (ii).

III.2

0

A solugao do _passo {(vi) de algoritmo
pode ser obtida através de um metodo qualquer de
gradiente, por exemplo, de gradiente otimo ou
gradlente con}ugado. 0 Apendice ¢ apresenta unm
método para solugdo deste groblema. Eutretanto,
a solugao do passo (iii) pode vir a se tornar
bastante trabalhosa, a nac ser que o problema
original tenha propriedades de separabilidade
conforme veremos a seguir.

FII.3. Separabilidade do (SP.PCOE)

Apresentamos as coadxgues para que se
possa efetuar uma decomposigac de problema
{SP.PCOE)} &m quatro sub-problemas separados,
envolvendo, cada um deles, apenas a prndugao, a
estocagem, o transporte e a distribuigao.

Para que isto seja possivel, & necessiario
que, alam das hipdteses de convexidade utiliza-
das (H.1) e (H.2), adicionemos também hipSteses
sobre a separabilidade do problema, (PGOE}, como
veremos & seguir.

3.1. Problema convexc-separavel de otimi-
zagao de escoamentos (POE)

Duas hipdteses sap necessarias para a
separabilidade do (PCOE):

.H.3: O subespago & & separivel de forma
a poder ser eserite como produto
cartesiano de quatro subespagos
convexos: .

(x,u,8,v) e &= xT xAx0

XK.

IXK.; el CR

onde: x € R C R

sehcrt®; veopcrl®

© H.4: A fungao objetive z{x, u, s, v) &
aditivamente separavel em quatro’
fungoes - convexas f£(x), g{u), h(s)
wiv) definidas para todo @, T, A4,
9, respectivamente, com

z(x, u, 8, v} = £{x) + glu) +
+ h{s) - w(w)

Com estas hipoteses, (e mais H.l e H,2)
pode—se escrever um novo problema de otimizagao,

“.convexoc e separavel por atividades:



{POE):

Min (£ + g) + n(s) = wivy]
{(x,u,s,v)

sujeito a:

R Y uk'*-_sk . s k=1,...,k

(x, u, s, v e@xT xAxd

onde: - .
£(x), g{u), h(s) - w(v)_ sao fungdes con-
vexas e 2, I', A, e ® sac subespagos con-
Vexos.

3.2. Separabilidade do Lagrangeano

Estrevamos o Lagrangeano do (POE)  re-
laxando~se apenas as equacces dinamicas:

L(x1 Uy 8, V, Y) « f(x} + g(u} + h(s) - wiv) +

. X T o S T S

ﬁw+zmm-kﬁ+

+

[g{u) - 2 Yy T uk] +

+

&m-gngﬁwﬁwm+éykﬁ
(I11.4)

Como se pode ver, o Lagrangeano pode
ser decomposto em gquatro parcelas, cada uma
delas dependendo apenas de um dos vetores.

Chamemos, portanto:

k~1

ey = £ + ] v & - 7D
k
{311.5)
L% u,y) = glw) - T T o
(I11.6)
]  k
L(s,y) =his) - | v, s
. k
(111.7)

1I1.3

Ltv,y) = -wiv) + ] Yy W
i _
(111.8)

Donde se pode escrever que:

L(x’. U, 8, Vv, ¥} = Lx{x,‘!) + Lu{usY') +
+ 1%, + v,y - (131.9)

3.3. Separabilidade do sub-problema (SP.POE}
por atividades

~ De forma identica ao (PCOE}, pode-se
escrever um problema dual modificado para o
(]?OE) que chamaremos (m}' pog)cuja solugao po~
derd ser obtida atraves da solucdo alternada de
um problema coordenader (PC.POE) e de um sub-
problema (SP.POE)} como segue: .

(PC.POE) e identico ao (PC.PCOE)

(SP.POE):

¢(Y) = Hin
X, 8.8,V

¥, + L%u,3) +
+ L3¢, 1) + LV (v, 7))

sujeito a:

(x, u, 5, VV EQxT xAx8

| —
onde ¥ & um valor dado de v.
Gragas as caracteristicas de separabi~

lidade operacional assumidas, o {SP.POE} pode
ser separado, como segue:

$y) = Min

[ %) + L%, ®) +
{x,u,8,v) & OxxAxB :

+ 15, 7) + LY v, 7] = in L¥(x,y) +
xe0

+ Min L%u, ) + Min L3(s,§) + Min LV (v.9) =
ved

uel’ seh

n G D - 5@ 4 oG (II1.10)



Donde se conclue que a solugao (x*, u%,

s*, v¥*) gue se deseja para (SP.POE) pede ser
obtida resolvendo-se quatro problemas separados
por atividades cuja unica interligagao e dada

pelo vetor coordenador ¥, passado como parametro
a cada sub-problemsa.

3.4, 0s gquatro sub-problemas do (POE)

escrever os
como segue:

Pode~se portanto
sub-problemas do (POE)

quatro

=« gub-problema de

ques:
(SP.X: | ¢°(T) = Min L7(x,F)
b=
- gub-problema de otimizagic de trans~
portes:
sP.U): | %P = Min L, )
uel’
- sub-problema de otimizagac de pro-
dugao:
(sP.5): | ¢°(H) = Min L(s, )
| seh
~ sub-problema de otimizagdc de distri-
buigao:
(sP.V: | 4"

= Min L' (v,¥)
veQ .

donde se pode escrever que:

B = TN + @D + D + 8D
' (III.11)

2 a fungao a ser maximizada no (PC.POE).

3.5. Diagrama de blocos para solucio de

otimizagic de esto-

(PD' .POE}

0 problemz (PD'.POE) pode ser resolvido
através do mesmo algoritmo (I11.1) apresentado,

VI3 {pe.20E)
escolha uma diregdo para
aumantar ${y}: faga oma
" § busca wntdimensional na
direcao escolhida e ache
Yo
[ 4 S {1} . .
y*: w0 Lo ¥r =y . - )
{I1Ila (S5F.%) ] (£II}b  {S5P.u) {IIIje  (SP.8) (I11}d  {5°.V)
ach‘e =% que’ athe u* que ache s* gue ache v* que
minimiza minkmiza minfmiza minimza
*(x , ¥1 com 1%u , 7} eom | [L¥e= . T} it .
xt @ luer s BN -v;ei‘
L. 1 i
{IVia {IVib {IV)e {Twid
i = x* T: o e B ow os* i om oy
o : t}
v o

bastando subdividir o passo (iii) 'em  quatre
passos independentes para cada um dos quatro
sub-problemas , conforme se pode ver no. diagrama

de blocos da Figura IZI,1. )

III.4

FIGURA III.]l - Diagrama de blocos para solucdo
do (POE}




Iv. DECOMPOSICAO DO _SUB-PROBLEMA DE  OTIMI-
ZACAD DE ESTOCAGEM

Tendo em vista suas caracteristicas de
convexidade e separabilidade, o (POE) sera obje-
to de estudos detalhados no restante do
lhos e, como ele foi decomposto @ quatro pro-
blemas separados relacionados a cada uma das
guatro atividades e mais um problema coordena-

dor estudaremos, um a um, cada sub-problema. Co

mecemos por estudar o {SP.X), conforme apresen-
tado em III.3.4.

IV.1. Separabilidade Temporal do (SP.X)

0 {SP.X}, tal qual obtido apdos aplicacgao
das hipoteses de convexidade e de separabilidade
operacional assumiu a forma:

T = Mi; L) -
xE

= min [t + § 7,6 -<H]
x£l
(Iv.1)

Embora se saiba que f£(x} £ uma funcaoc con-
vexa e que R & um subg@spago CONVEX0, POUCO se
pode fazer pela solucao do (SP.X), como esta.

Algumas hipoteses simplificadoras  permi-
tirdo uma decomposigac de (SP.X) em outros sub-
problemas mais simples. A primeira delas, que
surge quase gue naturalmente, & a separabilidade
temporal do {SP.X).

Admitamos, assim, as seguintes hipoteses:

.5- A fungao £{x) pode_ser escrita como
uma soma de K fungoes escalares con
vexas dos vetores estado, a cada

estagio:

£ = ] g6
K

Isto implica que o _custo total prove-

cado pelo estoque & a soma dos custos
em cada estagio.

H.6: O conjunto R pode ser escrito como
produto cartesianc de K sube.spag.os

convexos ﬂk associados a cada estagio
k: = 52 ...xﬂkx...xnx de
forma que ‘ 1,204 K.

Isto :mphca que a cada estagio exis—
tem restrxgaes espec:.f:.cad que, se
atendidas isto serd suficiente.

Com essas hipOteses, pode reescrever ]
suyb-problema (SP.X) de fo a isclar a expres-~
sao {IV.1) em termos de x*:

traba

Iv.1

¢*(N) = Min L¥(x,§) = Min [ ] fk(xk) +
xe8l xEQ

+ Z Yk(x - kl)]

(IV.2)
mas, como

= .k k-1 = oK = k-1
] -2 = 3 x - J5 x5 =
¥ k i k b k .

K E-1

- K - k
=1 T - 1 £
k=l k=0 k+l

(Iv.3)
onde YK +1 foi definido como um wvetor linha,
nulo;

Teremos:
O°® = Minl-7, =+ ] [EGH +

€ k k

- k - O
@ V) AT e
+ } Min [f o + & = Vya) x"]

k

xksﬁk (IV.4)

pois, Yl x & uma constante para o processo da
mxnmlzagao e as fungoes a somar sao adltivamen-
te separaveis sobre subespacgos tambem separaveis.

Assim, pode~se ver que o problema {SP.X)

pode ser resolvido, resolvendo-se K sub—problemas

mais simples, desacoplados no tempo.

Chamemos
- [
o I AR £+ G~ T %

- (Iv.5)
Entao teremos:

{5P.X.k): k=1l;..., K=

Min Lk(x E) Yk, Yk"'l)
x eﬂk
onde ¥ e ?k*»l sao dados
SeJa ¢k(?k. ka!-l) ¢ resultado da wminimi-
zagao acima: )
Entao:
X, w 0 Kye
P -Fy x4 E b s Tiea1)
(Iv.6)



que & uma das quatro componentes de funcao 4(Y),
a ser maximizada no (PC.PCE).

IV.2. Sub—problema convexo~linear-canalizado de
estocagem (SP,CLC.X.k)

A solugao de cada um dos (SP.X.k) vai de-
pender agora da forma da fungdo f {x") e da for-
ma do subespago Rk.

A apllcagao, que faremos a seguir apresen—
ta a solugac dos (BP.X.k) para as seguintes ki~
poteses:

H.7: As K fungses £ (5 escalares poden
ser escritas como sendo:

£ (=5 f !
- x »
k ia1 1k

onde cada £y (x;;) 2 uma fungao esca-
lar convexa de xj,.

H.8: Os K subespacos podem ser escritos
como higerpolxedros convexos, com
restrigoes de canalizagac do tipo.

-ﬁk = {xk | kA xk € & : - <€ x Mk}

ﬁade m e Mk sao vetores coluna (ﬁxl}
A 8 matriz de dimensdo (LxI) e ¢& &

vetor coluna (Lxl}, L & o numero de

restrigoes de desigualdade.

Ao sub-problema (SP.X.k) com as hipoteses
(H.7) e (H#.8) damos o nome de sub-problema con-

vexo~linear—canalizado de estocagem (SP.CLC.X.k).

Fazendo o desenvolvimento de L:(xk, ?k’

Yk+1)’ teremos:

kK oo o ¢
L0 Tr Top) = £ ¢ - Fp =

E Fclxgd * z Me,i ™ Yo ) *

- 12 Ecd * i~ Vaens) Tnd

£ (xxk’ ka’ Y(k+1)3) {Iv.?7)

Reescrevendo o sub-problema, teremos:
(SP.CLC.X.k); k=1,...K;

Min } L )

= i

sujeito a:
k, k“ k
k k

X
n £x

e Vi Toeni

av.s
u* (1v.9)

N o

Iv.2

1V.3. Decomposicao hierdrquica do (SP.CLC.X.k)

Cada sub-problema (SP.CLC.X.k) pode vir a
ser separado em I sub-problemasum para cada ng,
aplicando-se-lhe os resultades da teoria da dua-
lidade atraz exposta.

Escrevamos o Lagrangeano do sub-problema,
relaxando as restricoes de desigualdade (IV.8):

Vamos introduzir novo vetor multiplicador
de Lagrange, Ak , vetor linha, {1 X L). Chamemos
de A a matriz fomadas com os vetores linha Ak ,
com dimensac (K % L).

kK - o k -

£ (x5 Vo Frgpr N = Ly Yoo Tpp) *
. Ak(ka LI N

x - = k

= g[iik(xik’ Yei® Vee1)io "k)]“ A ©

(Iv.10)

com

B * oy X
{IV.11)

x = & . -
LILC T () PP R

- _ ki ‘ .
% " T " Taeni e A (1v.12)

onde:
ki .o . . k
A" & a i-8sima coluna da matriz A

Pode—se ,. assim escrever um problema dual

. do (SP.CLC.X.k) como segue:

(PD.CLC.X.K) :

Max 6 Ty s X

40

onde !

b 3 . x - e 3 -
wk(Yk’Yk*l’lk} = X Mlz _Ek(xk”{k’Yk*l'Ak)
g g

. X = = 3 kY
s Min E Z £i,k(xik’yki’.¥(k+1)i,lk) e lkck]n

i€y Sy

Ak) -

. £X = =
=l M 0o g Veeni

i m-kaiksM

- k ‘ _ - -
e - E e Tiir Taenir M0~ A8
(Iv,.13)



Portanto, a solugao do (PD.CLC.X.k) pode 1¥.4. Solucao dos sub~problemas (SP.CLC.X.ik)
ser obtida hierarguicamente em dois novos niveis:
um novo problema coordenador do sub-problema, de
maximizagao de W, ) e I sub-problemagseparados
de minimizacao de (.), como segue: ‘

A solugdo dos sub-problemas (SP.CLC.X.ik}
pode ser facilmente obtida ne case da  fungao
(x,_k) ser diferenciavel e estritamente conve-

xa senao vejamos:
= gub~problemas de estocagewm: * i

{8P.CLC.X.ik) ; 4 = 1,...,I ; k=l,...K - H.9: As_fungdes fj (xj) sdo  diferen-
c:.ave;s e estrlta.merzte convexas e

B ‘ my < Xy <M.

kaﬂk * 7(1&1}1 ‘ik) = ik

5 Com esta hipdtese e possivel derivar
. x - = £ (x.y .}\) em relagao a x,, , igual

= Mi £ (x, . . * . & : 18
miksxiﬁs Mip J.k{ xk’f{kz'y(ki'l)l’xk) 158dots zlé%o SDink: o poato de mnl%xlé e

- e 'um problema coordenador: Seja, portanto, Xy B solugac da equacao:

(PC.SP.CLC.XKY ;5 Kk =1,ee., K 3

d
Max 656 7 , ) - £ (xxk) v o= {IV.15)
3o M T ik .
Como x-k pode_estar fora do " intervalo
m} k , @ solugao do sub-problema (SP.CLC.X.
onde sera dada por:
PASAR AR B IR R A ) -iE %, = Max [y, ; MinQf, s %))
kTeVerhd = Luc®aTeenotd =4 ik AL TR
(1v.14) : (1v.16)
A Figura IV.1 apresenta um diagrama de gaso uma ou mats di“’;g‘l’;z ie::s“zﬁg 2361( (::ék-}-
blocos para a solugao do {SP.CLC.X.k). sejam lineares, o mete P auo poae
) Ta apresentar prcblemas, pois, poderd haver in-
detemxaagao em Xij . Neste caso deve-se  adotar
- {PC.5P.CLE.X.k) - .
Fur Yeor escolts né diregan para . . os metodos apresentades no Apendice D.
N T aumentar {P ‘t"k’ "kfl' ik):
Faga urs hum:;\ unddinmnsinnal
na diregin excolntda e ache ?k
Ior=0 PR
 |sP.CLC. X, 1kX {SP.CLC.X. ik} | - ) !SP.C‘EC‘.X-I&!
ache ;‘}.k.;.- ache ?ﬂ‘ e ache ixk.. 3
. oinimiza . R -
.gﬂ:rh‘ﬂ;f Tk Ty,ke10 N '

1 ]

Fpper = By B b0 Ry : e ™
verifique se - “ufe
R PR
N i ST
aata com
i.:,' }k

[reromz ]

FIGURA IV.1 — Diagrama de blocos para a
solugao do (SP.CLC.X.K)

Iv.3



V. SUB~PROBLEMA DE OTIMIZAQAO DE
PORTES

~ TRANS-

Este capitulo cuida de desenvolver a so-
lugde do sub~problema de otimizacio de transpor-
tes, tal qual formulado na parte III. Algumas
hipoteses de separabilidade s3o adotadas.

V.1, Separabilidade temparai do (SP,.I)

Retomemos o (SP.U), obtxdo apos a separagao
do (POE) por atividades:

() = Min -Lu(u,?) = Min'[g(u) - ¥ ¥, Tu
uel’ uel‘[ Ekk]

(v.1)

‘A solugao desse problema sera grandemente
simplificada se pudermos supor certas hipoteses
de separabilidade do sub-problema de transportes.

Admitindo, assim uma separabilidade tempo-

ral do (SP.U) teremos:

H.10:- & fungdo escalar g(u) pode ser escri-
" ta como uma soma de fungoes escalares
convexas dos vetores de transporte em
cada perfodo:

' )4
glw) = T g (u)
P

Q conjunto T pode ser escrito  como
produto cartesiano de K subespagos
convexos [, associados a cada inter—
valo de tempe (r__,, ck}:.
=Ty xoeo XTI Xoio % I‘K

H.11:

tal que
k=1l,...y K

Valem aqui as consideragdes fextas apbs  as
hipdteses (H.8) e (H.9), em IV.

Com essas hipoteses, pode~se reescrever o
sub-problema (5P.U) de forma a isolar a expres-
sao V.l em termos de u:

F = kin L%,y) =

. k - k
= Min [] g ) - ¥ . Tu] =
uel' [’k % E k ]
. k. = k
= Min {0 -¥ Tu =
el E [gk k ] :
e 7 Min [ * -7 1

¥.1

gos Fk‘

pois a fungdo a minimizar & aditivamente separa-
vel em vy, sobre espagos tamb2m separiveis.

Escrevendo:

k .3

u, k - .3 =

L (uhy) . g} -F Tu
o sub-problema (SP.U) pode ser resolvido aoc se
resolverem K outros sub-problemas wais simples,

desacoplados no tempo, como segues

(SP.UK) ;3 ke=1,..., K
Min L(s,5))

aker,

onde: ¥, & dado

U, . s 2
Chamando de ¢, (¥, ) ao resultado da minimi-
zagao acima, teremos: ’

o = E & ) V.4

que & uma das quatro compomentes da funcao ¢(y),
a ser minimizada no (PC.POE).

V.2. Sub~problema convexe—~linear—canalizade de
transporte {SP.CLC.U.k)

A solugao de caéa (sp. U.k) vai depender da
forma das fungoes gk(u J & da forma dos subespa~

Analogamente 2o que gizemos em IV, <{faremos
a seguir as seguintes hipoteses simplificadoras:

H.12: As K fungGes gk(u } podem ser ' escri-
tas como sendo?

Sk(uk) -u_jzl 8y (v

onde cada g, k(u } & uma fung3o con-
vexa de qu.

H.13: 0s K subespagos T, podeﬁ ser escritos
como_hiperpoliedros convexos com res-

trigoes de canalizagdo do tipo:

-{ul by e d ;¥ uk< N}

onde n , Nk sao vetores coluna (JX1),
kB & matriz de dimensao (LxJ) e df &
vetor coluna (Ix1). .

L € o numero de restrigoes de
gualdade.

desi~



Estamos usando aqm. 4 mesma 1etra I utili-
zada para designar o numero de testnu;oes de de-
sigualdade no (8P.X.k), embora eles nao - sejam
obrigatoriamente iguais. O contexto 1udicar§ a
qual deles estamos nos referindo.

Analogamente ao {SP.X.k), com as hipoteses
{H.12) e {H.13) pode~se escrever um sub—problema
convexo-linear—canalizado:

k= 1,..., K:

(SP.CLC.U.k)
Min z [s; k(qu) 'I‘ 3 u'k}
sujeito a:
kg of g & (v.5)
¥ £ oF £ e . {V.6}

V.3, Decomposicac hierdrquica do (SP.CLC,U.k)

Cada (SP.CLC.U.k) pode ser, separados em J
sub=-problemas, um para cada arco,aplicando~se—lhe
os resultados de teoria da dualidade.

Relaxando a restrigao v.5) e in~
troduzindo~se um outro wultiplicador de Lagrange
By, vetor linha (1xL) podemos escrever o Lagran~
geanc do sub-problema. Chamemos de 4 a  matriz
formada com os vetores linha By com dimensao
(ExL). Assim:

Ez(uk,?k.uk) - L:(uk,?k) fnk(ks-uk - dk) -

= § (e tus) - (Yk'fj)“jk] . uk(kn X gy o

- P N N _ k
32 8k Cuyy) G - w B Juge T By d

= ): [e¥ FLCTR uk}_'l uk d* .7
onde
u ¥ -
{v.8)
com
o ol i
%j"fk'r*‘“g-k“ v.9)
" onde ki g a j-ésima coluna de ks,
Donde se pode escrever um problema’ dual

para (SP.CLC.U.k) e, consequentemente, um  novo

v.2

problema coordenador de sub-problemas, (PC SP.CIC.
U.k) e J sub-problemas separados (SP. CLC.U.jk) de
minimizagao, como segue:

(SP.CLC.U.jk) - 1,..., Jik=1,...,K

U - ‘ .
‘f»‘jk(Yk,!lk) - Min

£y (. LY, 0)
< jk njk.‘Yk,Hk
k qu"' ik

(PC.SP.CLC.U.K) ; k = 1., K

uk>0
onde

k

¥ (5 by § w‘;kﬁk,uk) -y d

(v.10)

A solugao do (SP.CLC.U.k) & obtida atraves
da sclugac alternada do conjunto dos {JxK} sub-
problemas, (SP.CLC.U.jk) e dos K problemas coor—
denadores {PC.CLC.SP.U.k) atraves de um diagra—
ma de blocos anilogo ao apresentado na Figura
IV.1 e utilizando algoritmos tambem similares.

As mesmas consmderagoes feitas em IV.3,
IV.4 e no Apendice € sao tambem vilidas aqui.

Entretanto, caso a fungao objetivo se_}a 1li-
near pode—se optar por nao fazer a duahzagaﬂ da
restrigac de desigualdade resclvendo-se direta-
mente {SP.CLC.U.k) atraves de um dos algo-
ritmos classico de programagan linear. ~ Pode-se
também usar o métods apreseatado mo Apendice D.

Se, porem, k13 tiver apenas uma linha, oOu
seja, apenas uma restrigao envolvends o conjunte
dos_valores de u;,, como acontece em wuitas apli
cagoes, o mei:ado simplexo pode ser ‘evitado, uti
lizando-se entao, a s:.mplz.f:.ca:;ao mostrada tame
bem, ne Apendice D. .



VI. SUB-PROELEMAS DE OTIMIZAGAD DE PRODUCAD
¥ DE DISTRIBUICAOD

Os sub-problemas de produgao e de dis=~
tribuigdo podem ter. estruturas bastante seme~
lhantes, razso pela qual seris tratados no mesmo
capitulo, sendo apenas indicados os pontos onde
eles divergem. Tratemos inicialmente o problema
de produgao.

Vf.l. Separabilidade nodal do (SP.S)_

As Testrigoes norealmente encontradas para
produgao e distribuigaoc nao permitem escrever
uma hipotese de separabilidade temporal como o
fizemos para o estoque e para o transporte, por-
tanto, fagamos uma hipotese de separabilidade o
. dal para (SF.S). Isto quer dizer que as restri—
goes relacionam todas 2s quantidades produzidas
em cada no.

H.l4: A funczo his) pode ser escrita como
uma soma de fungoes convexas das
quantidades produzidas, da forma:

(s) = b(s))
1

onde‘s. 2 um vetor linha formado com
a i—esima linha da matriz s.

H.15: O conjunte A pode ser esecrito como
produto cartesiano de I  subespagos

convexos Ai associado a cada no i.
A=Rpy oo x Ay x..0 x A tal que

Siﬁl\i . i‘l,no-, I

Com ¢ que sera possivel separar o {(5P.S)

am I sub-problemas de otimizagao.
Retomando (SP.8), dado por:

Min L® (s .?)
sed

O

Chamando T ao vetor coluna
i-gsima colunz de Y, teremos:

formado com a

= .k

L*(s, /) =his) - J AR

=

- z By (s;) - E P % ™
1
-1 by s - Loy Tl =

'Z(h(s)-s 7 =
1

Donde:

(SP. 8.4) ; i‘- 1,000, I :

Min L% (s.,y )
8;

Chamando de QE(fl) ao resultado da minimi-

' zagdo acima, Teremos;
D = § eI H (VI.2)
i
que & uma das quatrc compenentes da fumgdo ¢{Y)

a ser minimizada no (PC.POE).

Sub-problema convexo—linear-canalizado de

_grodggao

vi.z.

Fagamos algumas hipoteses simplificadoras
{SP.5.i), para permitir wm melhor trata-
do problema:

sabre
mento

H.16: a3 1 fnngoes escalares h (s; )poderao
ser escritas como sendo:.

by (s;) = E By (55900

onde cada h,, (s;.) € uma fungao

escalar convexa de S5y

H.17: 0s I subespagos A: podem ser escri-
tos como hiperpoliedros_convexos com

restri¢oes de canalizagao do czpo.

i

onde 9> Q 830 . vetores linha ,
{1xK).

*C & uma matriz (KxL).

Pis Py s 830 vetores linha (IxL)

L e o uumero de restr;goas do tipo

Py € ic g ?-.

. Vale aqui tawbem a observaqu sobre a le-
tra L, feita anteriormente.

Com o que se pode escrever I sub-problemas
convexo-linear-canalizados do ripo:

(SP.S.CLC.I) 5 i =1,..., It

Min Z LAACTRR I |
8i
sujeito a: -
Py ¥ 8; ie £ P (VI.3)
L 9 € 5 'S‘Qi (V1.4)



VI.3. Decomposicac hierdrquica do (SP.CLC.S.i)

_Utilizando—se dos resultados da teoria da
dualidade, pode-se obter a - separabilidade de
(SP.CLC.5.1i) relaxando—se algumas restricoes, tal
como s¢ fez em IV e em V.

Chamemos N~ e R+, vetores coluna (Ixl) os
vetores multxplx;adoras de Lagranpge para as res—
trigoes p; € sj 'C, s§ ic g § Pi, respectxvamen:e.

3 =i _i-i ~
Ei(ai,y s 5N ) = E[hi];(sik) T Bk Yki] *

L3 (si lc - pi)ﬂx + (ﬁi lc - Pi)ﬁl =

* I [ 030 femt + fh -

T %k kil T8

i =i .

‘PS.

ck(n +n)]-(pn +Pn} -

= E Eik(s-k,vk.,n Ahy - (p; nt+p i )
(vI.5)
onde zCk 2 a k-esima linha da matriz C.
Donde

8 - i =i
f‘ik(si‘k' Yeir Mo M ) = hik(sik) +

ckm + #iy] (VI.6)

* ®ik {} Ykz

Donde se pode escrever K sub-problemas
tipo:
E=1,000, K2

(SP.CLC.S3ik} 3 i =i,..., I 3

wi i

Mia £~k(s.k,Yk1,n 1)

8 .. =i ~l
‘f'ik(Yki’“ M) = s
%51 1k

e o problema coordenador sera:

(PC.CLC.SP.5.1)
Max W, A, A0
nt,it
com ni £0 ﬁl 20

do -

vi.2

onde
8, 1 i - R i-i S R §
P FanTA0) - E Ygp (Fpgom a0 ) = (pgn +°B.AD)
vVi.m

A solucao final de (SP.CLC.S5.i) @& obtida
iterativamente como nos casos anteriores.
Vi.%, Sub*problema {88.V)

Para o sub—problema de distribuigdo fare-
mos tudo anzlogo ao (SP.S), apenas substituindo
letras e alguns sinais,

Assim, com as hipoteses:

H.18: A fungao - w{v) pode ser escrita

como sendo:
-wv) e § - wi(v)
i
onde - w; & uma fungdo convexa IS
onde v{ e um vetor linha formado
com a i-esima linha da matriz v.
H.19: O conjunto O pode ser escrito como

sendo: ’

=0y X... X9y X... %Oy
tal que

vi€e8 , i=1,...,1

obtem-se , analogamente, uma deccmposigio nodal

de (5P.5) sob a forma de I sub-problemas de oti-
mizacgao:

(sP.Vv.i) ;5 i=1,..., 1I:

O;(F) = Min LI(v;,7)

v;e04
onde
Ly (v, 70 = = wy () + vy V1.8
e
D - 1 DY) (v1.9)

Pode~se tambem obter novas decomposxgao en
cada {SP.v.i)



H.20: As I fungdes ~ wi(v;) podem ser es~ ' - onde
critas como sendo' -

: (V- 57 »V Y ) - - (v- ) o+
ik* ki ik
- vy - g = i (i) '
- i i =i
. * Vi * O 9] 113
onde cada - wig(vie) @ uma  fungao
convexa em vj .

Donde se podem escrever X  sub-problemas,

H.21: Os I subespagos 8: podem‘se.r escri- separados no tempo, do tipo:

tos como hx.perpohedms COnvVExos com (SP.CLC.V.iK)

restrigoes de canahzagao, de tipo: ii=l,.e., T5k= 1""9 K

i . v - oizi .
8; = _{"'i | Ty€v; DER; 5 ejv;<Ey; ) _ g’ik(yki’v SV <M1n k(v.k,‘fk ,v R )
- . e:.k“vik‘
gnde e;, E; sac vetores linha (1%K) _
ip e uma | matriz (KxL) e o problema coordenador sera do tipo:
T, R1 sao vatores 13.1.111& {1xL) -
L'Z o npmero de restrigoes do tipo iy e o ..
T; € V'€ B (PC.SP.CLC.5.i) 5 & =1,..., It
v,— i =i
Com o que se pode escrever I.sub-problemas Mafl *iwi’ v, V)
convexos lineares canalizados do tipo: LR
(SP.CLC.V.i) ; i =1,..., It .l em vis0o e F 20
w =i =i - =i El -1 =i
*:-T(Yisu Y } = I lplfk(‘fki:\’ 95 } - (ri\’ + Ri\’ }
sujeito a: . ' . k (V1.14)
i
r;$viDsRy (V1.10)
que serao resclvxdos, altemadamente, como ‘des-
e; € Vi S B {(VI.11) crito anteriormente. Entretantc, tanto para os
sub-prablemas de producao como para. os de dis-
. tnbmgao valem as mesmas observa;oes e conside-
A separabilidade temporal de ({SP.CLC.V.1) ragoes feitas anteriormente scbre as fungoes
& obtida escrevendo—ae o seu problema dual, e~ objetivos IJ.neares, cujo tratamento detalhado =2
laxando as res:rxqoes Iy € v; 1p ¢ R;. feito no Apendice D,

Chamemos v:, ¥* os vetores multiplicadores
de Lagrange, vejores coluna (LXl) para as res—
tru;oes pi € vl"!) e s-‘D € R, respectivamen-
te, temos:

g1 (v, 7 o0l - E (e wg ) + v T b+

%+ (vi_i‘n e ri)vi + (viip - Ri)\'f' -

E{ “ Vi) Vi Vgt ot
* viln(v” + ;‘) - {riv" +RIY) =

S R, e YO
-

- {rivi + Riﬁi) = E Qk(’ikﬁki’“l’gl) -
- vt 42 3h v1.12)



Vil. EXEMPLO DE APLICACEO A UM SISTEMA REAL .

VII.1. Apresentacao do Problema

Com o objetivo de ilustrar a aplicabili-
dade dos metodos propostos, scbre problemas
reais de otimizacdo de escoaments, formulou-se
um problema de produgdo, estocagem, tramsporte e
dxstr1bu19ao de um produtoe, inspirado nos siste-
mas produtivos da Cia. Vale do Rio Doce e da
Cooperativa Triticola Serrana - COTRIJUI. Na
CVRD o autor desenvolveu atividades profissio-
nais em um grupo de pesquisa operacional encar-
regado, - entre outras tarefas, de fornecer apoio
a programagao e otimizagao operaciomal do escoa-
mento de minerio de ferro para exportagao e con-
sumo interno {17 .

A COTRLIUL foi objeto de wisita  téecnica
do autor durante a qual pode conhecer o sistema
de escoamento de soja para exporta;ao e para
1ndusttxalxzagao visando produgac de oleo de
soja e farelo.

VII.2. Descricaoc do sistema

Facamos um modelo para o complexo minera~
dor, constituido por duas unidades produtivos Py
e Fye dois pontos de destino Dy e Dy. O produte
e escoado atraves de 9 arcos de transporte Uysse
Ug, passando por 6 silos de estocagem X1s0e-5%g5.

Procura-se otimizar o funcionamento desse
sistema ao lengo 'do horizonte de 12 Tmeses subdi-
vididos em 12 estagios espagades de 1 mes.

Esquematicaments, o sistema pode ser re-
presentado pela Figura VII.l, a seguir.

FIGURA VII.1 - Esquema geral do sistema estudado

A estrutura do sistema adotado pode ser -
assim descrita:

A prndugao Py 3 alimenta o silo X atravas
do arco Sy e a produgac Py alimenta o silo X5
atraves do arco 33.

0 silo Xy dispoe de uma area de estocagem
de emergencia, Xp para onde pode enviar seus
excessos pelo arco U e traze*los de volta pelo
arco Uy. O silo intermediario X, pode receber
produtos dos silos X3 e Xy pelos arcos U3 e Uj;
respectivamente, entregando produtos aos siles
X5 e X5 pelos arcos Us e Uy respectivamente., Os
silo X5 pode alimentar o ponto de entrega Dy pe-
lo arce Vi bem come transferir produtos ac silo
X pelo arco Ug.

0 silo X5, que & o ponto de entrega ao
destino Dy pelo arco V, rTecebe tambem dos silos
X1s X4 e X4 diretamente, pelog arces Ug, Ug e
Uy, respectivamente, Embora o grafo contenha cir
cuxtos{(xl,XB), (X3,%1)}, © item IX,l garante a

“walidade dos resultados.

VII.3. Equacao dindmica do sistema

Seja o grafo ¢ = (X,Y) associado ao sis-
tema em questac onde

X={%,..., X%l e U={Up,..., Ug}

Eptdo a matriz de incidencia do grafo G e
dada por:

-1 1 =1 0 0 -1
1 -1 0 0 ¢ 0 0 0
T e (Tij) «l® 0 0 -1 0 0 g -1
¢ 0 1 1 -1 o0 -} & O
0 0 o ¢ 1 -1 0 O
o 0 ¢ ¢ 0 1 1 1 B
onde +1 indica que o arco Uj chega  ac 0d
xis

T&j = -1 indica que o arco U; deixa o no Xy
0 nos demais casos. . .

Chaman&d:

X © n1ve1 de estoque no sile i; mo fim
do estag1o k

us, a quantidade transportada pelo arco .

3 U; no estagio k

i 4 qusntldade produzida e alimentada
ao sistema no silo X ne estagio k

Vi @ quantxdade entregue ao_ destinog  a
partir do silo ¥ no estagio k.



temos: .
9
Xk < S-1) * j§1 Tig ik ¥ Six 7 Vi
(VII,1) -

com

i® 1,000, 6

k= i,..., 12

X 4eaep X sao dados

onde x esss
1,87 "

i,0 6,0

Em notagdo matricial, podemos escrever:

k¥ k-l k

- &5 =X

que & chamada a equagao din3mica do

+Tu e k=1, 12

. (VII.2)

sistema ,

onde x, e dade, B3, = S4k T S5 = sg = 0, peis

‘ nao ha entrada nos silos 2, 4, 5 e b e
= vy = 0, pois nac ha entregas  a

*Vz = W

+, =

partir dos silos 1, 2, 3 e 4.

VII.4. As restricoes do problema

4.1. Restrigoes scbre 0 estoque

¢ estade do 51stema 2 representado pelo
vetor x, que obedece as seguintes limitagoes:

i)

i)

restricoes tecnologicas

M

M. i=1l,..., 6
k=l,..., 12

- Vir.3)
Estas restrigoes indicam gque, em
cada silo e em cada estagio o es-
toque de mingrio nac pode assumir
qualquer valor, Ele @ limitade a
um 1ntervalu dado pelas restrlgoas
:ecnologzcas, tais como dimensces
fisicas, etc.

g € Xy

restrigoes de recursos

deve-se introduzir restricoes 1li-
gadas & totalidade dos  estoques,
do tipo: '

Badfe &y ke, 12

{VII.4)
Isto indica que, em cada estﬁgzq
o8 estoques imobilizam algum(s) ti
po(s) de recursc ( por exemplo, ca

'pxtal de giro) cuja dis onibilida=

de & representada por c Ne de-
senvolvimento que f;zemas conside—
TAMOS apenas um recurso restritivo,

4,2, Restrigio sobre os transportes

i)

[
X
.

. 0 tramsporte uk obedece 3s seguintes
limitagoes: .

restricoes tecnologicas ligadas a
cada arco

nik & Uk £ Njk s i=1,..., 9

k=1,..., 12
{VILI.5)
Isto gignifica que o transporte em
cads arco e em cada estagio nao

poede assumir gualquer valor. Ele &
limitado 2 um intervalo dado pelas
restrigoes tecnoldgicas tais  como
capacidade de transporte, etc.

restricoes de recursos

deve-se infroduzir uma  restrigao
ligada a totalidade transportada em
cada estagio, do tipo:

ke k k

Bu €4 {V1I.6)

Isto significa que, em cada esta-

gio, 0s transportes imobilizam
algum(s) tipo(s) de recursos (por
exemplo, veiculos) cuja dlsgonlbl-
lidade & representada por 4 No
desenvolvimento feite ccn51deramus
apenas um recurso restritivo.

4.3, Restricoes sobre a produtao

i)

ii)

a produgao recebe as seguintes 1i-
mitagoes: .

U € ik € Qk 3 i=1,3
k=1,.,.., 12
. ILm
gue representam restrigoes tecnolo-
gicas e de capacidade produtiva.

alem dlsse, 2 producas total =~ em
cada 1o, 20 longo dos 12 estagios,
esta limitada por condx;oes comer—
ciais ou de exaustao de jazzdas do
tipo:

r;esCeRy 5 i=1,3
(v11.8)

No trabalhe fexto consideramos ape-
nas uma restrigao.

i)

4.4. Restricio sobre a distribuicio

a distribui¢do recebe limitagoes do
tipo:

ek € Vig $ By 31 %5, 6
k..., 12 (VII1.9)



que repregsentam res tnq.oes tecno—

logicas de’ capacxdade e comerciais,

iil) analogamente a produgac foram ado-
tadas restrigoes do tipo:
T; € v'DSR; ; i=56
{VI1.10)

Estas restrigoes significam que em
cada no, ha limitagoes . envolvendo
o conjunte das distribuigoes ao
longo dos 12 estagios. Admitimos
apenas uma restrigao desse tipo.

V1I.5. Fungao objetivo

5.1. Custos de estocagem

Sao supostos aproximaveis a um polind-
mio de 39 grau {(em sua regiac convexa) no inter—
valo {mik’ H:.k] : portanto!

= 1
i = By * B %y *
(x. ) + ? (x. 3
i= 1,..., 9;k= 1 12 (VII.11)
Q termo de ordem zero foi omitido por
nao interferir no processo de otimizagdo e nmao

altetar a solugao ctima. as constantes F . F .
F3. 330 obtidas por ajustamento cub;co a %ungao
dé custo real.

5.2. Custos de transportes

530 supostos lineares com a_  quantidade

transportada, no intervale Exk, ikl considera~
do.

Portanto:

B3 (ujic) = Gy * Gy Vg

k*1l,..., 12
(VEI1.12)
0 termo de ordem zero fai omitide por
3o znterferxr no processoe de otimzzagaa, A consg
tante ij & obtida pelo processo da agustamento
linear a curva de custos reais.

I®1l.cces 2 3

5.3. Custos de producao

0 custo de produgzo (ou alternativamen-
te, pre¢o de compra a terceiros) e supesto  li~

near com as gquantidades produzidas { ou' compra~
das}, para o intervalo [gik, Qig] considerado.
Portanto:
o ohp (s ) THL 45 ka i (VI

i=1,13 : k= 1,..., 12

VIiI.3

0 termo de ordem zerc foi omitido.

5.4. Receitas da venda

0 pre¢o de venda £ suposto linear com
as quantidades entregues, no Lntarvalo elk, 1&]
considerado.

"Portanto:
Wi Orpd F W * v Wi s
ie5,68 ; 1=1,,,.; 12 {VI1.14)

0 termo de ordem zero foi omitido.

Observe—se que, como O prage de venda
representa entrada de recursos financeiros tendo,
assxm, sinal comtrario aos demais custos, ale
vai aparecer com sinal negatxvu na fuugao obje-
t:.vo -

5.5. Funcao objetivo escolhida

Adotou-se, como fungao objetivo, o wva~
lor atual da serie financeira representando cus-
tos _menos recextas.SeJa 2, o custo liquide no
estagio k:

Entao:

z, = £ () + g @) ¢ b ) - wk(v“a

) {VII.15)
Portanto:

0<p<1

k
z = ) p 3
£ %y

(VII.16)

onde p & o fator de atualizagdo do capital em
cada estagio.

Para nac sobrecarregar a notagac, omi~
timos p~, admitindo que ele Ja esta incorporado
no valor de T

Lewbre-se _que, como o sistema tem um
funcionamento contxnuo, emhara ¢ horizonte de
tempo esteja, por razoes praticas, em 12 meses ,
ha necessidade de_ levar em conta interesses fu-
turo na programagac. Neste sentide £17(x*°) deve
levar em conta esses interesses, penalizando
artificialmente os estoques indesejaveis, e es—

-timulande os estogues desejados.

VII.6. O problema formalizado

Com esta farmnlagaa o problema apresenta=
do podera ser escrito como:



(POE.CLC)

Min 2(x%,u, s,v) - 2 { f (x } + gk(uk)f
XyUy5,V k=1

+ hk(sk) - wk(vl.‘}}

sujeito a:

EedF o ey fYk)
2 ¢ x& kg ()
nk £ uks Nk; kB u® £ dg. (uk)
q; €8.50Q; p;s siic £ Pi Cﬂi N ﬁi)
e; € v, € Eij Ty £ viiD £ 19 Cvi s Gi)

com k=1,..., 12 Cim i, 9

i =i i =i - Lo
onde Y, lk' ].lk, n,n, v,V sac multiplica-
dores de Ligrange associados as restrigoes indi-
cadas.

Como as parcelas da fum;.;o objetive, re-

lativas ao tramsporte, a produgao e a digeri-
bl.u.gao 530 supostas hneares, para estes sub~
problemas pode ser preferivel a adoq.ao de um

algoritmo qualqnet de ptugrgmagao linear, dis~

' pensando, assim, a duahzagao.‘

VII.7. Apresentacdo dos sub-problemas

_ Aplicando—se ao problema (POE.CLC) as
tecnicas apresentadas em ITI, IV, VeVl obte-
Ve-ge a seguinte decomposigae hierarquica:

(PC.POE.CLC)

(SPCLC. Xk} | {SRLC.U. k} {SP.LC.54) (SP. LC. Vi)

A uk : i b{

FIGURA VII.2 - Decomposigao hierdrquica
do (POE,CLL)

‘onde

(SP.CLC.X.K); k= 1,..., 12:

K= = . 1 2 2
e eoTyay) = e { g Pt ®ipe * Fig G
x

N 3 - - k
RG] (B - W) x D

k¢ o

sujeito a: kA = g &K ; m € x

{SP.LC.U.K); k = 1,...7 L2¢
U : -

u

sujeito a: kBukg dk 3 nk{:u &N

(SP.LC.5.1); i=1,..., 9:
s 1 i
¢(‘Y)=M1n{[):s.kﬂh i 3
l
jei : fcgp, ; €s, €
sujeiro a: P; € 55 [+38 3 Pi H qi $s; 8 Qi

(SP.LC.V.1i); i=1,..., 9

v =i : ~i
67 = Mo {- [{E"ik"ki] MR
1

" sujei :r. v, DSR, ;e $v, $E,
su;e_:toa.rxs ln\n ’e1\v1‘E1

{PC.POE.CLC):

Max  $0Y)
Y.

¥ irrestrito

onde
IO ICER A DGt *

AR R )
x i i
(VI1.17}




VII.8. Solugao dos sub-problemas

0 sub-problema {PC.POE.CLC), sendo nso
linear irrestrito fol resolvido utilizando-se o
metodo gradiente otimo com busca unidimensional
urilizando aproximacao cubica, conforme descrito
no Apendice C, algoritmo C.1.

0s sub-problemas (SP.LC.U.k), (SP.LC.S.i)
{8P.LC.¥.1), por serem lineares e com apenas uma

restrigao linear envolvendo todas as wvariiveis, .

foram resolvidos utilizande o algoritmo apresen—
tado no Apendice D.

0 sub-problema (SP.CLC.X.k) por ser nao
linear; com restrigoes lineares foi novamente de
composto, COmo Segue:

(PC.SP.CLC.X.k)

i .Tx*k .
v

(8P .CLC.X.ik) @

i, k

onde

(S?.CLC.X-ik); i=1,,00,9; k=1,..., 12;

x. - —
Ui Vi Toeenyin X0~

) 2 :
= Min { B G) Fes Gy o Fii (xik}B *
X.

ik R

* Wy~ Taen: * A By

sujeito a: m £ %, % Hﬁk

(PC.SP.CLC.X.K) ; kK =1,..., 12:

X, - -
Max “‘k(Tka Yk"‘l’ X-k)

A20

onde
kP =
e Yiwre X0

Xz - - - k
tg ‘iéyk‘i’ Y(k"’l)i.’ lk)] - xkc v

{Vi1.18)

"VIL.5

0 sub-problema coordenador (PC.SP.CLC.X.Kk),

sendo nao linear, foi resolvido utilizando ]
algoritmo €.2 apresentado no Apéndice C.

0 sub-problema (SP.CLC.X.ik), foi resolvi-
do utilizando—se o algoritmo apresentado em IV.4,
tomando~se os cuidados lembrados no Apendice D
para o casc de alguma fungao £, (%, )ser limear ;

- i k . s

porem, neste c¢aso, o problema &PA} ali memcio-
nado ficou extremamente simplificado, peis a ma~
triz'Ak para o problema estudado, 0 tem uma
linha,



VIII. INTERPRETACAOQ ECONOMICA DA COORDENA-
GAC POR OBJETIVOS

VIII.l. As fungOes e caracteristicas do _Eerente

ggeracxonal

0 metodo de coordenagao hierdrquica por
ob;etlvos adotada neste trabalho permite inter-
pretagoes econow1¢o—gerenc1axs do problema muito
interessantes [13}-

A propria ideia da decompos1gaa, em 8i,
ja pcde ser interpretada como uma subdivisaoc da
tarefa otimizadora e, consequentemente, geren~
ciadora. Admite-se que o gerente {ou sub-geren-
te) de operagoes de um sistema {ou sub~sistema )}
& uma ?assoa ou entidade que:

. conhece exatamente as restrigoes e
condicionantes operacionais comer—
ciais ou tecnologicos do (sub) 81ste-
ma sob sua responsabilidade;

. dispoe de um conjunto de variaveis
operacxonazs sob seu controle, isto
2, que podam ser fixados livremente

. por ele,e sabe como fixa-las de forma
a nao violar as restricoes do seu
{sub) sistema;

. conhece claramente seus Custos e re-
ceitas de forma a poder formular uma
funcao chjetivo para ser minimizada
{ou maximizada);

. dispoe de um algor1tmo que lhe petm;*
ta descobrir quais os valores numeri-

¢os para fxxagao das variaveis sob-
seu controle de forma a minimizar {ou

maximizar) sua fuagau ohietivo, den~
tro de suas restrigoes;

. dispoe de meios de comunicagao com
0s (sub) gerentes de outros {sub)sis—
temas interconectades com o seu, de
forma a poder receber xuforma;oas que
possam alterar sua fungao objetive
(ou suas restrigdes) e transmitir
informagoes que possam afetar o3
outros {sub)sistemas.

‘Neste trabalho nos nos fixamos na opgao
na qual o sub-gerente recebhe Lnformagaes que
apenas alteram a suz funcao objetive, dal o nome
de coordenacao pelo objetivo. A outra alternari-
va, pa qual as restrigoes sao alteradas, tambem
chamada coordenagac pelo modelo, ndo e agui
estudada.

VIII.2. Fatores de interconexao do sistema

Em uma rede de escoameuta para a qual se
definiu o problema geral de otzmlzagao de escoa-
meate (PGOE) ou, em particular, o (POE.CLC),cinco
830 os fatores que criam a intercomexaoc do

VIII.l

sistema.

i}  conexao por atividade

0 sistema possue quatro  atividades
digtintas, devidamente interconecta-
dos: produgao, transporte, estocagem
e distribuicao, ligadas entre si pe-
la equagdo dipamica

xk = xk-l + T uk_+ sk - vk

(VII1.1)

interconexzao dos estigios

Py
[
St

e estadu do sxstema, a cada estagio
' tempo, xk, esta conectado com R
estados nos estagios adjacentes, x
(antecessor) e *1 (sucessor), tam—
bém atraves da mesma equagao d1uam1~
ca. Alem disso, outras restrigbes
sobre alguma das atividades ( tipos
p; £ 811C £ P; ourgy € vlin £ 8
por exemplo) podem interconectar
aquela atividade do longo de todos
o8 estag1os.

i3i) conexdac pela estrutura da rede

0 estado do sistema, em cada_ ne i,
da rede, & o controle, atraves da
atuag3o sobre o transporte em cada
arco j, estao intercomectados atra-
ves da matriz de 1ncxdenc1a T=(T; ),
também presents na equagao dznamlca.

iv) interconexao nodal

Algumas atividades {estocagem,  por
exemplo) podem ter restrlgnes que
interconectem og valores das varia-
{exsksob rg os nos da rede (tipo

£ e ).

v} interconexao dos arcos

A atividade de transporte pode  ter
restrigoes que_ interconectam o5 va-
lores das varidveis Eobre todos os
arcos da rede (tipo *B uk ¢ dK) .

As demais restrigoes admitidas em (POE.
CLC) (VII.7} apenas limitam inferior e su-
periormente o valor de cada variavel, criando

" assim uma caracteristica chamada de can&l;zagao
‘das variaveis {tipo g € xip € My ns ik g Ui £

§ Bik € Six € Qiii eqr € Vi € Elks 1=l,.%.,5
seaeyd} k=1,...,K), sem intercomexac direta
en;re as variaveis.

0 {POE.CLC), come formulado, normalmente
de gtaude porce, merece um tratamento via decom-
pos1gao. 0 metodo .de decomposigao adotado foi a
relaxagaa sucessiva ou simultanea de restrigoes
ou equagoes pela introdugac dos raespectivos mul-
tiplicadores de Lagrange mna fuugao ocbjetivo ori~
ginal. Este metodo, como se viu, acaba criando
um problema de caordenagaa via multiplicadores
de Lagrange, resolvido em nivel hierarquico



guperior aos dos sub-problemaé gerados.

A interpretagio economica que se segue
procura associar um sub—gerente a cada um dos
sub~problemas cbt1dos apos as  decomposigoes
obtidas.

VIII1.3. Tipos de decomposicaio

A sequencxa de decomposxgoes adotadas
neste trabalho & apenas uma entre dxversas pus—
s:vexs, pois, cada uma das interconexoces cztadas
em VIII.2 pode ser eliminada pela relaxagao da
restricio que a provoca.

0 problema convexc-linear-canalizado
{FOS CLC) & decomposto em uma combinigao dos se-
guintes tipos:

i)

-decomposicdc por atividades (ripoAd')

O sistema e decomposte em quatTo
gub+sistemas, de produgae, de trans
porte, de estocagem e de dlstribui-
gan, obtida relaxando~se a equagao
dinamica.

decomposicao por estagios (tipo kk')

[
e
r

0 sistema 2 decomposto em K sub~sis
temas, cada um relativo a cada
estaglo do sxstema' ohtida relaxan~
do~se a equagaoc dindmica e as res-
trigoes p; £ 8; § Py ey £ vy £ By

decomposicao estrutural {tipo ii)

0 sistema & decomposto em um  sub—
sistema que S0 envolve o5 nos i e
outro que s0 envolve os arcos j 3
obtida relaxando-se a equagac dina-
mica.

iv) decomposicao nodal (tipe ii')

0 sub~sistema de estocagem & decom
posto em I sub—~sistemas, cada wm
relativo a cada no i, obtida rela-
xando-se as restrigao Xa ¥* g ok,

v} decomposicac em arcos (tipo ji")

C sub-sistema de transportes & de~
composto em J suh—sistemas, cada um
relativo a cada arco J, obttda Ee—
* laxando-se a restrx;ao

VYIIi.4. Sequencia de decomposigio escolhida

Daqui € possivel imaginar que a sequen—
cia de :elaxagoes mais conveniente, sob o ponto
de vista de vantagens na decomposigdo, € a se-

guinte:

i) relaxagao da equagao dindmica, pois
ela permite, de imediato, as decom—
posigoes do tipo AA' e do tipo ij ,
favorecendo, ainda,, as do ripe

viiI.z

kk' para os sub-sistemas de estoca=—
gem & de transporte e com as do ti-
po ii' para os sub-sistemas de pro=-
ducao e de distribuigae.

ii) em seguida, cada um dos sub-siste-
mas pode ser novamente decomposto,
atraves de relaxagoes convenientes:
- o sub-sistema de estocagem, ne
tipo ii'

= o sub-sistema de transporte, no
tipo jj'

- os sub-sistemas de producac e de
distribuicao, no tipo kk'.

iii) as restrigoes de canal1zagao nac

$d0 relaxadas, pois nao conduzem a
decomposigaes.,

VIII.5. Sequencias alternativas de decomposicac

£ facil ver que outras sequsncias de de-

composigao seriam possiveis. Por exemplo:
12 decgmpo- @
sigao:
2 dg“"} &) (3 @ _
T OOO©E QO®

A sequencia de decomposzgees que adota-
mos, entretanto, foi uma solugao mista, tentando
tirar o maximo proveito da estrutura particu—
lar do problems em estudo, conforme abaixo:

relaxagao da
equagao dina~
micat

relaxagao das
restr1§oes
sobre as va«
riaveis;

onde X, U, S e V representam: estocagem, trans-—

porte, produgao e d;strlbu;gao, respectivamente.

Note-se, entretanto, que a 39 decompasxv
gao, indicada em tracejada na Figura podeta sex




omitida em um ou mais sub-sistemas:

~ se a fungao objetivo do  sub-sistema
for llnear,ter-se-a um problema tzpzco de pro-
gramacao linear para o qual se podera aplicar um
dos algoritmos cl3ssicos de programagao linear,
sem necessidade, portanto, de nova decamposxgao'

~ se a fungao eb;etxvu do  sub—sistema
for nao linear, . ha tambem a poss1b111dade de
se utilizar um dos aigcrxtmﬁs de programagao 1i-
near-por-partes, oOu mesmo de programacio uao*ll
near, dispensande-se a decomposicio [2, 11, 12},

Finalmente, cabe dizer que, em princi-
. pio, nao se paﬂe assegurar que, computac;onal-
mente, uma sequenciz de decomp051goes & melhor
que outra. Os valores numericos de I, J e K, o
nimero de restrxgues L para cada sub*groblema, a
forma da fun@ac ocbjetivo, ete., 2 que vao  di-
tar a forma mais conveniente de se fazer a de~-
compos:gao. Da mesma forma, a omissac da 39 de~
cnmposxgao 35 pode ser decxdxda caso a caso, con
siderando-se as caracteristicas particulares de
cada sub-sistema.

VII1.6. Interpretacio economica dz  decomposicac

Faremos _agora, a titulo de
uma interpretagdc economica da
da alterpativa escolhida.

11ust:agao,
19 decomposigao

Suponhamos que o gerente geral, respon-
savel pela otimizag3o do sistema de  escoamento
em estudo, resolva descentralizar a atividade de
gerenciar o sistema. Para isto, ele constitue,
h;pocetxcamente, guatro cutras companhias subsi-
diarias, encarregadas, respectivamente, de pro-
duzir, transpertar, estocar e distribuir o pro~=
duto.

Cada um dos gerentes das quatro com-
panhias tem sob sua respomsabilidade uma parte
do sistema, exercendo, sobre ele, as fungEes
descritas em VIII.1, ignorando as restrxgoes »
custos, objetivos e niveis operativos dos demais
suh-sxsnemas. Consequentemente, o atendimentc da
equagao dindmica nao poderi ser intencionalmente
obtido pelos quatro gerentes,

_Por sua vez, o gerente geral que agora
assumira uma fungao apenas cnordenadora, passa a
desconbecer as restrigoes e as fungdes objetive
de cada um dos sub-sistemas. Ele se preocupara
exclus:vamen:e com o atendimento da equagae di-
namica.

0 programa otimo para o sxstema, para um
pet;ndo de K estagios serz obtido apds uma sy~
cessiva troca de informagoes entre o Coordenador
e cada ym dos Gerentes. Os quatro Gerentes Eﬁ&
‘trocam nem lnfc:magaes nem.pradutos entre si : O
Coordenador "ccmpra e "vende" produtos  a cada
Cerente em cada n5 i e em cada estigio k, obede~
cendo a uma tabela de preges ¥ = (¥, 1) fixada
por_ele. Por sua vez, cada Gerenta COm 08 Pregos
tabelados,estabeleeara seu nivel operatxvo, pro-
curandu maxlm;zar seus lucras, obedecendo, ape—
nas, a4s suas proprias restricoes.

Vejamos cada um dos quatrn problemas de
otimizagao:

LS

a - Problema de otimizagao de producao

- O Gerente da empresa de produgdo

"vende" sua pradugao 8 = (s;,) av Coordenador,

a0 prego mitaric ¥ = Cykl), tendo como ohjetivo

maximizar seu lucro Ilqux&o, dado pela diferenga

entre sua "receita” de vendas, I ) Yk' Siks e
ik ’

seus custos de produgao h(s). Esta ~maximizagio
deve satisfazer, entretanto, as restr;;ces deter
minadas pelo conjunto . Portanto sew problema
sera:

uﬁ [Z%?.s > h(s) |

{VIII.2)

Recorde~se que este problema @ exatamente o mes-
mo problema (SP, S),apresenta&o em IIT.3.4., basg~
tande substituir a mznxm;zagao por maxxmlzagan e
trocando~se 6 sinal da fungao objetivo.

Seja s*(¥) a solngao do problema
acima e *@s(y) o valor da fungao ohjetivo no
ponto de atimo.

b - Problema de otimizacio de distri-

0 Gerente da empresa de distribuicae

“compra® ao Coordenador, a quantidade v = (vjy),

pagando o prego unitario ¥ = (¥ ) e revende ao

mercado, apurando uma receita w v) Isto sera

feitoc de forma a maximizar seu lucro iiquide ,
obedecendo as restr1§oas dadas pelo coniunto 6

Disto resulta o seguinte problema de otimizacdo:

Max wiv) - Y2 ¥ -
ved [ ; E ki Tik ] .
{VI11.3)

que & o mesmo problema (SP. V), em I1L.3.4., fazen-
do-gse as devidas substlauzgoes mencionadas = em

(a).

Seja v*(¥) a solu;ao do problema aci
ma e -¢ (¥) o valor da fungao objetivo no ponto
de otimo.

c - Problema de otimizacio de estocagem

De forma analoga, o Gerente da firma
de estocagem "compra" e vende do Coordenador,
de forma a prcmcver var1agoes em seu sstogue. No
estagxo k¥, nond i, a redugao de estoque sera
dada algebrlcamenta por [xl(k_ 1) T xlk] pela
qual ele recebera uma receita unitaria Tk . Como
seu ob;etzvo sera maximizar seu lucro l1quido,
tera ¢ seguinte problema:

z:; [g E Yki(xifk-l) - xg) - f(x)]

‘ . (VIII.4)

que & © mesmo problemaGSP X), com as devidas
substltuzgues.

Seja x*(Y) a solugao do problema aci
ma e -¢ (¥) o valor da fungao objetive no yonto
de otimo.

VIII.3 -



C o

d = Problema de otimizacac de

trans-
portes
O Gerente da fzrma de trangportes
"compra ° produto ¢m um 1o, transporta—o  pelo

arco j e "vende~o" em qutre no. Em um no i, num
estdgio k o saldo entre chegadas e saldas de Pro
duto, por conta do transporte, e dada por

z 'I.‘. 3 “'k’ O que gerara wuma receu:a 11quida de
3
’?h( Z i3 u.k) Como seu ob_}etlvo serad maximi-

zar seu Iucrn liquido, seu problema sera:

et

- giu) ]
(VII1.5)

Max [E X Yki{z Tij' ujk)

que @ o mésmo problema (SP.V), com  as

substituigoes.

: Seja u*{¥) a salug.ao do  problema
acima ~¢ (Y} o valer da fungao objetivo no ponto
de’ otimo,

e = Problema coordenador

£ obvio que, as solugdes indepen-
dentes dos quatro sub-problemas de otuuzagac
nao conduz:.raa sutomaticamente a satisfa:;ao da
equagao dinamica. Pode-se dizer gque, ao nivel
dos sub-sistemas, a equagan din%mica foi relaza-
da. Por sua vez, o Coordenador tera sob seu con—
trole exclusivo, a f:.xaq.ao dos pregos Y = (yyji)
com o qual ele podera influir indiretamente
gobre © comportamento dos quatro Gereutes, estx.-
mulando maiores volumes de "vendas" atraves do
aumento de preges ou estimulando maiores wvolumes
de "compras" através da redugao de pregos.

Vejamos como isto pode ser feito, ao
- - - -—
nivel da interpretagac economica em curso.

Os lucros maxims daos quatro sub-»s:.s
temas para um dado ¥ sera:

~[ED D D D] = - oD

Como o Coordenador negocia contra os
quatro Gerentes, qualquer lucro dos Gerentes
sera obtido em detrimento dos interesses do Coor
denador. -

Coloquemos , portanto, come obietivo
para o Coordenador, minimizar & soma dos
cros liquidos dos Gerentes, manipulando apenas Y.
Assim seu problema sera:

Min [ - 9] ;. com Yy irrestrito
¥

(VII1I.6)
que & o mesmo problema coordenador (PC.PCOE)
apresen:ado em IX1.2. 2., bastando substituiy a
mmmzagao por mmmzag:ac e trocar o ginal da
fungao objetivo. Veja tambem (PC.POE. CLC), vii.7.

Seja Y% a solugao neste problema.

‘ Vejamos a que conduzira este compor—
" tamento do Coordenador. Estudemos ¢(y):

WD 2D D PP D =

devidas

lu-

.2 u¥

- ¥ o, ? -
E E Yii E’flk -1 § i3 Tk

ms*

LI v*] + £{x*) + g(u*) + his*) - wivk) =

= z(x¥*,u*,s* v¥} + z ?k(x*k - x*(k"l) -
. k

R L LT RPN PR ) i gk
: x-
onde {(Vi11.m
o m a (D) o op ok guk L ogak . pak
(VII1.8)

A varidvel £*% pode ser_interpretada
como uma perturbagao da equagao dinZmica: quando

E*k = 0 para todo k = 1,004y K isto quer dizer
que a equagao dinamica fol atendida plenamente
pelos valores x% , u¥®, g*, v%,

A mmmzssao de ~$(Y) ou, alterna

tivamente, a maximizagao de $(Y) implicara o se~
guinte: .

- 5e E >0, entio deve-se aumentar
alge §1camenx:e Yi Dara aumentar
¢{Y);

- se E* < 0, deve-se diminuir alge
bncémente ka para aumentar 4{y};

- 38 g* -0, nao s¢ deve alterar

Yyi Pois isto nao teria influgn~
_cia sobre $(y).

HAS este couq:artamnto Tem 2 seguxn‘
te 1nterpteta<;ao econonuca‘

- Efy > 0 significa que

* * -~ oy
> e Ei'iju}kinsk Vi
(VIII.9)

ou se_‘;a, ha deficiSneia de produto no ne i no
estagio k e o procedimento sera aumentar o prego
Yy ; para ess.xmular entradas (vendas) e desesti-
milar as saidas (compras).

- E’.'k < 0 terd raciocinie oposto;
i

- Ei*k = { indicara balange perfeito
ne no i no estagio k, portanto, o
prego Y, ja estava justo,

A solugac do ptoblema  global sera
feita atraves de uma sucessao de solugoes do
problema coordenador e dos quatre problemas de
otlmzagao, com troca de informagoes dos resul-

" tados parciazis, er um esquema semelhante aoc da

VIII.4

Figura II1I.1.

1?1nahzam§o—se a xaterpretao;ao eco-
nomca, pode-se, dizer que, apos obtida a
solugao otima  =x*, u*, gk, y* os valores



encontrados atendem 2 equagaa dinamlca e o Coor—
denador pode sa1r do negﬁcxc » permitindo assim
que as "compras" e "vendas" se fagam diretamente
entre o3 quatro gerentes aos pregos Y* encontra-
dos,

Por outrc lado Y* = (Yf;), valor de
equxlibrlo do prego, tem tambem a seguinte inter—
. pretacac interessante: SuPOﬁhamss existirem pro—
dutores (ou consumidores) marginais que oferecem
produtos para venda (ou procuram para compra) no
no i, no estadgio k.

Pode-se mostrar fac11mente que a po~
1itica otima em relagdo a eles serd a seguinte:

. 8¢ o prego oferecido para venda
for inferior a Yf; , haverda van-
tagens em realizar alguma compra,
para qualquer dos quatro Gerentes
oy mesmo para o Coordenador;

+ Se o prego oferecido para_ compra
for superior a Ygl , havera van~
tagens em realizar alguma  wvenda,
para gualquer dos quatro Cerentes
ou meswo para o Coordenador..

Isto leva a um conceito de utilidade
marginal de uma pertnrbagao Eik:

= & precos inferiores a y¥ ; pertur-
bagoes E positivas reduzem o
custo glogal,

= a pregos superiores a Yf; pertur-
bagoes £¥ negativas reduzem o
custo. global .

Entendendo~se por custo global o
custo z{x*, u¥*, s*, v¥*} acrescido dos pagamentos
as compras feitas a terceires { ou decrescido
das receitas de vendas feitas a terceiros).

Interpretagoes econdmicas analogas
poden ser feitas em outras decomposicoes via re-
laxagao de restrigoes ou igualdades.

?1n&1mente, pode-se utilizar esta
Lnterpretagac economica para se preparar uma
inicializacao mais conveniente do problema: 0
algoritmo desenvolvido exige um walor inmicial
Y%, Em vez de se utilizar v% = 0 , por exemplo,
calcule-se uma estxmatxva dos custos de prcdugao,
transporte, sstocagem ate aquele no i no estagxo
k e utilize-se estes custos como pregos iniciais.

Este procedxmento reduzzra o mimero
de xteragoes necessarias ate o atimo.

VIII.5



IX. GENERALIZAQﬁES DOS PROBLEMAS DE  OTIMI-
ZACAQ DE ESCOAMENTOS

Algumas das hipoteses restritivas ex-
plicitss colocadas na formulagac do problema de
otlwlzagao de escoamentos, podem ser facilmente
dispensaveis e so foram adotadas para simplifi-
car & formulagao ou para nac sobrecarregar a
noLagac ou Mesmo para permitir soiugoes mais
simples. OQutras hipoteses, porem, representam
realmente premissas muito fortes, cujo abandono
implicaria en mudangas radicais na formulagao do
problema ou em impossibilidades de solugdo com
as teecnicas utilizadas.

) 0 propdsito deste capitule &
a2lgumas restrigoes gue sao facilmante relaxa-
veis, mostrando, se possivel, o caminho para o
tratamento resultante.

IX.1, Generglizagaes quanto i estrutura do grafo

Admitamos, no Apendice A, uma  estrutura
particular de grafe G: orientado, conexo, sem
circuitos e invariante com o tempo. Vejamos como
seria possivel relaxar estas restrigbes, uma de
cada vez,

1.1, 0 _grafo nac precisa ser orientado

Se o grafo for nao orlentado, como 2. 0
caso de uma mazlha viaria generica, basta substi-
tuir cada aresta por um par de arces orientados
em sentidos opostos. Por faecilidade notacional e
para manter a consistencia notacional da matriz
T, pode~se fazer como segue:

A introduco do no fantasma i’

e do arco fan-
tasma " tem a finalidade exclusiva de garan—
tir a correspondeéncia univoca entre arcos e
pares ordenados de nds.

1.2. 0 grafo nao precigsa ser conexo

Na realidade, os problemas de otimizagao
de escoamentos em grafos ndo conexos podem ser
facilmente decomponiveis em tantos outros  pro-
blemas 1ndependentes quantos sejam os sub—grafos
conexos obteniveis a partir do grafo originmal.

1.3. O grafo pode conter circuitos

0s grafes com circuites podem, em prin-
cipio, permltir recirculagao de produtos ao lon-
go dos circuitos. Entretanco, se nao houver

indicar .

IX.1

custos negat;vos ao longo do circuito, e se

houver escoamento vzavel, sem reclrculagao, a
solugde otima nao cuntera recireulagao, pois
elas, se presente, causariam aumento dos cus tos

globais.
Pruhlemas especzfxcos podem ser 1maglna-

- dos com test:ng.oes tais que somente a existencia

de recxreulagao vxab;lxzar;a algum escoamento.
Neste cago, com Custos nac negativos, alguma re-
circulagac estara presente na solugac otima, mas
apenas a 1nélspensaVe1 para garantir a viabi-
lidade do escoamento otimo.

Quando hauver custos negativos ac - longo
de wm circuito, e passxvel que o surgimento ou o
ineremento da recxrculagao reduza o custo global,
Reste caso, a solugdo otima contera o waximo de
rec1rcu1a§ao permitida pelas restrigoes de cana-
lxzagao no transporte e na estocagem. Lembre—-se
que, neste caso, a 1nexxstenc1s de canalizagéo
poderia resultar em inexisténcia de solugao ati-
ma (caso de solugac ilimirada).

cam *]

1.4. O grafo pode scfrer variacoes

teggo

Para isto, basta que as alteragoes . ag=
truturais {(novos arces, novos nas, extingao tem-
poraria de arcos ou nos) coincidam com algum
instante ty.

Seja kpa watriz de incidencia do grafo

vigente, ao longe do periodo k. Entac a equacio
dinamica ficara:
xk - xkdl * kT uk + sk - vk (IX.1)

e todo o desenvolvimento feito permanece valide,
g * .
com alteragoes minimas.

1X.2. Generalizacoes quanto ac escoamento

0 capitulo II introduziu o conceito de es=-
coamento que, entretanto, pode sofrer, facxlmenv
te, as seguintes generalzzagoes.

2.1. 0 escoamente nac precisa ser conserva-

LLvo

Admitimos que n3o hi perdas nem acrésci-
mos de produﬁo ao longe do escoamento. Seja, en-
tretanto, = {£;1) a gquantidade {conhecida)

. de produto ganha {ou perdida, no caso de £1k<0),

no no 1, no periodo k. Entac a equagdo dinamica
ficara:

x? --xk-l +T uk + sk - vk + gk

- (I1%.2)

' e todo o desenvolvimento feito podera ser facil-

mente adaptado para esta alteragac.



2.2. 0 £fluxo podera conter atrasos nos arcos

Suponhamos os t,. igualmente espagados
tal que Byl ~ t = 6 e sejam os atrasos sob a
forma T8 , com T inteiro e Ty o maior dos valo
res de T.

Construa~se, a partir de G, um novo gra-
fo ac longo dos gquais o atraso seja T. Chama=-se
T{r) a matriz de incidencia do grafo G(1). Obser
ve-se que T = [ T(1). . -

Pode-se hostrar que a nova equagac dina-
mica pode ser escrita como segue:

L T ¥ +...4 ) KT sl

+ T(rm) uTme + sk - vk_ N ot

T
m
L I T Tt o T4 gk o gk
™0 :
(1X.3)
~(ty~1)

o o -
dados X ,u ,...,u ,...,u

e todo o desenvolvimento poderi ser facilmente

refeito para acomodar esta alteragao.

Esta gemeralizagao & muito atil, pois |,
em grande parte das possiveis aplicagoes, o tem—
po de transporte ao longe de um arco pode supe~
rar o intervalo de tempo entre dois instantes
consecutivos,

IX.3. Generalizacoes quanto ao fluxo

No capitulo II assumimos que um imico pro—
duto & produzide, transportado, estocado e dis—
tribuido. Vejamos que generalizacoes podem  ser
feitas quaanto 2o nimero de produtos.

3.1. A rede pode escoar mais de um produto

Suponhamos que a rede possa permitir o
escoamento de mais de um produto, compartilhando
as instalagaes de tramsporte e de estocagem, om-
bora utilizando instalagGes de producao especia-
lizada por produto & atendendo a mercados . espe-
cificos, por produto.

Chamemos y = 1,..., Y o {ndice que desig
nz os produtos sendo escoados. Eufau, para cada

produto se pode escrever -uma equacao dinamica:

yrxl:__B yxk-l + T yuk +_y5k - yvk

, _ (1.4)
k*l,...; K ' ; y#=1,...,7¢

Tlustremos a generalizacio para o (POE)
' com as hipOteses de separabilidade e linearida-
des adotadas em (POE.CLC), como em VII.7.

A fungzo objetive sera:

IX.2

-nagdo hierarquica pode seguir a seguinte

Y K

z{x,u,8,v) = X Z

[fz(yxk) A
y=i k=l

+ h{(ysk) o w{(yvk)} {IX.5)

E as restrig3es sobre os estoques, trans
portes, produgac e distribuigao que sofrerao al-
teragces sao as seguintes:

m £ Z yxk < Mk 3 k=1,.,., K
¥
(1X.6)
s ] Tufer®  ke1,...,x
y
(1X.7)

As demais restricoes permanecerio ag mes
mas, sendo uma para cada um dos produtos y,

ceorde—
linha
de trabalho: Cria-se um novo nfvel hierarquico,
mais alto, fazendo-se inicialmente a relaxagao
simult3nea das restricoes IX.6 e IX.7, que sao
aquelas que fazem a interconexio des produtos.

0 tratamento deste problema via

Dal por diante, se obters um sub~proble-
ma separado para cada produto ¥, pAra o gqual se

pode aplicar tratamento analogo ac que ja foi
feito neste trabalho,
3.2. A rede pode permitir tambem transfor-

magoes de produtos

Suponha-se que, em um nd especial i, ha~
ja instalagoes tais que permitam a transformagae,

sem perdas, de um produto em varios outros ou ,
vicewversa, de varios produtos em um s0.
. i i i i -
Seja "H = (*Hyron) onde Hyn 3 oa

fragio do produto y' que se transforma’ em produ~
to y" no estagio segninte, no nd i.

T
Entzo yxi{k*l)' guantidade de produto y'
disponivel no ué 1, ne final do estagio (k-1) se
transformara em (H ¢ yXi(k—I}} de produto y'!
no final do estigio {.

Assim, a equagdo dindmica para o nd i

sera:
y H i y! 3 4
*ik 'yfgl y'y  “i(k-1) +j§1 Tii Ykt
Ye . . ¥
+ 8:i Vik (IX.8)

para k= 1,,.., K -; y = l,..., Y

Czso um nd i nao permita transformagdes,

a matriz ‘H sera simplesmente a matriz identida-
de recaindo-gse, assim, no caso particular para
© qual o trabalho original  tinha sido
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APBNDICE A

RESIMD DOS CONCEITOS DA TEORIA DOS GRAFOS

Este Apend;ce sera dedicado a apresentagac
formal dos conceicos, nat:agoes e - terminclogias
que serao adotados na formulagaoc dos problemas
de otimizacao de escoamentos.

Alguns termos serao aqui definidos de forma
identica aguela apresentada na literatura e ser—
vem apenas para @struturar a agresenta;ao e inm-
troduzir a terminologia e notagac que sera uti-
lizada ao longo do trabalho. Outros _termos pre~

tendem ser extensoes de conceitos j& consagrados

visando facilitar as atividades de modelagem [3].

A.l. Grafo, nd e arco

Os sistemas de ‘escoamento se?¥8® - siipustos
sob a estrutura de grafos, abaixe definida a
partir do conceito de conjuntos e de par ordena-
do. O conceito de no estara associade ao com~
ce:.tn de locais de estocagem de produtos; pode
tambem estar assac1ado a pontos onde exista con-
vergencla ou d:.vergenc:.a de fluxos de transporte.
] conce:.ta de arco estd associado ao meio fs,ss.co
atraves do gual o transporte se efetua, de um ne
para outro no.

_ Definigao A.1

Sejam:
a - um conjmmto finito
X -{xz,..., Xi,..., X.I_} e
b- uwm conjunto U = {Uy,.esy Uspeun, U}

J J

formado por pares ordenados U (Xi,

i

-
Xz')de elementogdeX, obedecendd & res~

trigao:
. 88 Uj " (xi,xi'} eld 3
’ - '
entao (xi ’Xi) }{ U
i) chama~se grafo, orientado 6, a uma

estrutura descrita univocamerte pelo
par ordenado de conjuntes X e U, ou

seja,
G = (X,0)
ii)  chama-se n8 de um grafo G = (X,U) a
2 cada um dos elementos X; £ X ;
iii) chama-se arco de um grafo G = (X,U)

a cada um dos elemento Uj U

Al

A restricac colocada em (b) tem por finali~
dade eliminar, do grafo, os lagos, ou sejam oS
arcos do tipo Uj = (¥, Xl ) bem como cr1ar ut
caso particular de grafo, chamado anti-simetrico
{ou orientado) que e o que nos interessa.

A.2. Matriz de incidencia

Um grafo 6 = (X,U) pode ser associado bi~

tn;ivocamnte a uma matriz de I linhas e J colu=
nas com elementos valendo 0, +1 ou -1, chamada
matriz de ineidencia, abaixo definida:

Definic@o 4.2

Chama-se matriz de incidencia de um grafo

G = (X,U), a matriz T = (Tjj} de dimensao
I x J, onde:

-1 se U; = (%5,
Ty * +1 se Uy = (%'7,%)
0 se U5 d (xi,xp e Uj # (x;,xi)
L Lid .
XX X €% ; Ul

A i-esima ligha da matriz T denotada -pa;'
T, enquanto a j-esima coluna & denctada por T3

Esta definig3o cobre apenas as situacoes de
escoamentos com fluxos sem ALrasoes. Posterior-
mente o conceito de matriz de incidencia sera
redefinido para cobrir situagoes onde o .atraso
deva ser comnsiderado.

4.3, Arcos convergentes e divergentes

Os conce:.:os de arcos convergentes e d:.ver-

'geutes serao necessarios para definigaoc de nos

origem e nos destino de um grafo.

Definicdo 4.3
Seja um grafo G = (X,0)
i) chama-se feixe convergente ac o

X. € %, e se denota por !IX-P ap con-
jumto dado por: CH

U+ ={U, | U, £U; U,
(o, | 05207

- ' . vt
xi (Xi:xi)s xi. £ x}‘

ii) chama-se feixe divergente do nd X; € X
e se denota por U - , 2o conjunto dado
por: Xy

Uy, ={U; | U5 € T; U5 = (X3,X]); X € X}



A.4. Nos origem e nds destino

0s grafos com os quazs trabalharemos
gempre, pelo menos um no, chamado no origem _a
partir do gual apenas fexms d:.vargentes sao
admiridos e pele mencs um no, chamado no destr—

no, para o gqual apenas feixes convergentes sao
admitidos.

Quando mais de um no pagsa funcionar como
nd origem (ou como no destmo) pode-se  criar

artificialmente um no origem umico ( ou um nd
destino unico) a partir do qual divergem (ou con
vergem) arcos para todos os nos inicialmente
considerados como origem {ou de todos os nos
inicialmente considerados como destine}.

Definicdo 4.4

Se;a um grafo ¢ = (X,U} ¢ @ cothmto va~
zio. .
i) chama~se conjunts origpem do grafo
. G{X,U), e se denota por X°, ao conjun-
to dade por
fm{xi}ux+-ﬂ}
i
ii) chama~se conjunto destino do grafo

G(X,U}, e se denota por XY, ac conjun—
to dado por:

x”_-a{xilux;wﬂ}

Definicao A.5

i) Se o conjunto X° tiver um um.co gle~
mento, este elemento ¢ chamado no ori-
gem do grafo G e se demota por Xc,
onde:

fu{a}

Se o conjunto % tiver um unico ele-

- mento, este elemento ¢ chamado no des~
tmo do grafo G e se denota. por xD.
‘onde:

ii)

X ={ X}

A.5, Redes de escoamento

As redes de escoamento sao definidas a
partir de certas estruturas particulares de gra-
fos, como Veremos a seguir: :

terao

A.2

Defim'.gﬁ;o A6

Dadec um arco U, = %, Xf), chama-se extre-
widade inicial de U: ao no X’_ e extremidade
final de U; ao no KJ_ . Tanto X,_ como Xj
sao chamados extremidades de Uj.

'Definigio A.7

Chama-se caminho de um grafo 6 a uma se-
quencia de arcos U1 Ugswens Uipnnns uﬂ, de
G, onde a extremidade final de um arco U
" coincide com a extremidade inicial do arcd

Ujpqr 3 = Loveey (N1,

Definicdo A.8

Chama-se gcircuito de um grafo G a um ca~
minho onde a extremidade final do ultimo
arco coincide com a extremidade inicial do
primeiro. .

Definicdo A.9

Chama-~se cadeia de um grafo G a uma sequen-
cia de arcos Ug, Uz,..., UJ,..., UN, de G,

onde a extremidade de um arco U' ccmel&e
com a extremidade do arco U3+1’ i=1,..

(N-1}.

Definicdo A.10

Um grafo & dito conexo quando existe pelo
menos uma cadeia entre cada par de seus nos.

Definicao A.11

Chamamos de rede de escozmento ocom matriz
de incidencia T a um tipe particular de
grafo orientado, com as seguintes propne—
dades:

i) o grafo & conexo

ii) o grafo nao contem circuitos

Portanto, dagqui para frente, toda vez que
nos referimos a grafos, estaremos subentendendo
tratar~se dessas redes de escoamento tais como
acima definidas, descritas univocamente pela ma-
triz de incidencia T. -



APENDICE B

RESUMD DOS RESULTADOS DA TEQRIA DA DUALIDADE

B.l. Teoria da dualidade para problemas convexos

de otimizacao

A fim de introduzir o método de cootdenag.ao
hierirquica multinivel com coordenagan pelo
objetivo, veremos sua syhcagac T problema
convexo genérico de otimizagao com restrigoes.

A simbologia que utilizaremos neste Apendx-
ce, & diferente daquele utilizada na- formu}.agao

do {PCOE). O item II1.2 mostra a correspondencia .

entre elas.

_ Seja dado um_ problems gengrico de otimi-
zagao com restrigoes do tipo:

[ Min £(x)
=

(8.1)

sujeito a:

(P):

Si(x)$o 5 i"ls---rm

(8.2)
a
xeSCER (B.3)
onde:

% & um vetor qualquer,x & R*
f(x) e g{x) sao fungoes reais definidas
para x € 8 :

Para o problema (P) acima pode-se definir
uma funcao chamada “fung3c de Lagrange" como se-
gue:

L{x,A) = £{x) + A g{x) {B.4)

onde:
A= (1 yeoes K ) o
gi{x) = (gl(x},..., gm(x}) , vetor coluna

» vetor linhg

A partir de (P),[15 | 16] pode-se definmir
um novo problema de otxmzagao, chamwado "proble-
ma de Lagrange”.

Min L{x,}) {B.5)
x,A
(PL): ) .
sujeito a:
Z€ES (8.6)

Para L(x,}) define-se um ponto 2% cha~
mado "ponto de sela” com as seguintes proprieda-
des: :

3.1

(8.7

L A% ¢ L(x,A% 5 Yxes
1AM 20 s A0 (B.8)
0 vetor X £ R recebs o nome de Ymultipli-

cador de Lagrange" e tem papel destacado na so-
lugao do problems inicial (P).

Karlin [15} provou que, se § & um con=

junto fechado, se f£(x) 2 uma fungio convexa de-

f:.n:.da em § e se g{x) 2 um vetor de fum;.oes tam-
bem convexas definidas em S, e, aindz se x 2 um
ponte no qual f(x) assume seu valor minimo su~
jeito a g(x) £ ; xe S, entio existe um vetor
%2 0 ral que (x° A% & um ponto de sela para
L(x ,A). Provou ainda que, se (x° lo) e um ponto
de sela para L{x,1), entao x° minimiza f£(x) su-

) jeito a g(x) §0 , =xe S.
Seja
D={A|Az0O, tal que Min L{x,A) existe}

z=Ss
(8.9

Em particular, se L{x,i) e continuo em  x
para todo x £ S ¢ se S 2 um conjunto fechado e
limitade, entao, peln teorema de Weierstrass .,
teremos:

p=E®H" ={x 220} (8.10)

Com estes resultados, pode-se . definir -um

par de problemas, chamados "probiema-primal
(PP) & "problema-dual" (D), respectivamente,
como segue:
(PP): (PD):
Min £(x) Max $(A}
3 A
sujeito a: sujeito a:
gi(x) £0, i=l,...,n Aeld
xe S
onde:
$(A) = Min L(x,A) (B.11)
b+
Lasdon mostra, em {15], que:
Min £(x) = Min [Sup L(x,A)] (8.12)
x€5 | xe8 A0
A partir dos resultados resumidos acima,

pode~se mostrar gue {PP) & {PD) podem ser rees
‘critos como segue:



(P?')= ' ' (¥D');

Min [i?s L(x,x)] [;i:g [H].n L(x,l)]

£, finalmente,. Kgrhn mostrou tambem que,
se o ponto de sela (x A% existe, entio:

¥in[sup Lex,A)]= Max[Mm L] 6.13)
xS Az0 Az0

e, consequentemente, o8 valores das ftmg.oes obje
tivo de (PP7) e do (PD') nos respectives pontes
de Otimo coicidem e, alem disso, o ponto de sela
(x° LA9) fornece as solugdes x° para (PP') e A°
para o (PD*}. )

Lasdon mostra, em_{lS] que a golugao de
{PD') implica na solug.a.o de (PP'). Vamos entao

. resolver (FD') que e mais simples que (PP'), que
& equivalente ac problema original (P).

B.2. Solugde do problema dual (PD")

2.1. Conceituacao dos metodos hierarquicos

& solugdo de (PD ) nao & trwxal, poxs
implica numa maximizagao em A 3 0 apos uma mini-
zag3o em x £ S do Lagrangeano L{x,A). :

Uma maneira de resolve-lo @ substitui-lo
por dois outres problemas, resolvidos alternada-

mente: um problema de maximizagao &(A), cha—

mado problema coordenador (PC), 2 um problema de
mnxmxzagao de L(x, A) chamado sub-problema (3%},
onde A 2 um valor dado de ) , conforme abaixo
descrito: :

(SP): : (®C)

#() = Min L(x,1) Max  $(A)
xeS : Az0

dado A

Estes 2 problemas sac resclvidos alterna-
damente, trocando entre si informagoes: {SP) en-
contra x* e informa a {Pc) (PC) encontra A* e
envia a (SP). Uma solugao inicial (A =0 por
exemplo) e um critério de parada devem ser adi-
cionados.

2.2. Um algoritmo para solucao de {PD')

Como a fungao ¢(A), em geral nac 2 dis-
ponzvel analiticamente, sua maximizacao e impos-
sivel. Em vez de mammzagao vamos$ nos contentar
em achar, a cada iteragao, um novoe valor para i

‘que resulte um aumento de $(d) conforme se pode
ver no seguinte algoritmo.

Algoritme B.1
i}  inieiali zag-a'o:

arbitre A* 2 0 ;
AR =0

faga, por exemplo,
ii) faga A =A%
iii) solugao do (5P):
minimize L(x,i} em %X, com x¢€ 5,
achando x* como solugao.

iv) faga X = x*

v) criterio de parada:

verifique se g(X) £ 0

e se li gi{i) =0 ,i=1,....,m

a - caso afirmativo, a solugao s
otima. o =
faca x®* = % e A7 w1 e pare

b ~ caso negativo va para (vi)

vi) resolucao de (PC) (modificado):

resolva o (PC}, modificado,_ encon—
trando k* tal que $(A%) > (L)

a - utilize (por exemplo) a diregzo
do gradiente de ¢(A) no ponto A,
dado por:

IO TR ICN

b - faga uma busca unidimensional na
diregao escolhida (conforme wve-
remos no Apendice C)

¢ -~ va para (ii)

A Figura B.l a geguir, apresenta um dia—
grama de blocos para implementagaoc do algoritmo
proposto.

E basicamente este algoritmo gue sera.
utilizade neste trabalhe. :

A primeira vantagem deste procedimento ja -
pode ser vista pelo fato de que o problema (SP)
a ser resolvido no passo (iii) do algoritme =&

-majs simples que o problema (F) original, pois

as restrigoes g(x) < 0 foram relaxadas.

A vantagem seguinte, que ainda nao  foi
matrada, constitue~gse exatamente na decomposi~
gao de (Si’} que, dependendo do problema, pode—-se
consepguir, desde que se sa:.ha escolher cmwem.en
tememte quais as restrigoes que devem COmpOT 'y
conjunto $ e quais as :estr;goes devem ser
incluidas em g(x) £ 0



Em compensag.ao, uma comphcagao adicional
foi incorporada, que &, justamente, 2 necessida-
de de se resolver um novo problema, descm.to "o
passa (vi) do algoritmo,

No entanto,.as v§ntagens que se pode
ganhar com a decomposigac do (SP), podem compen—
sar de muitc as desvantagens do problema adicio—
nal.

vy ey
excolha uma diregio para
aumentar #{1)

faga uba busca unidifen~
sional na diregie esco-
Ihida & ache A+

T dan
A* = - . 3omar

C pmEny o C(sm)
- ache x* que minimiza
T, TEi% , A comx £ 8

W

: {B)
verifique se g(¥) £ 0 8 se NEM

11 . giti, =074 = )k U

i {a} : -
SIM .
_saia com
* e X

FIGURA B,l - Diagrama de blocos para o
algoritmo (8.1) :




: APEN’!;ICE c

METODO DE GRADIENTE OTIMO COM
BUSCA UNIDIMENSIONAL

0s problemas coordenadores {pc. PCOE) e
(PC.SP.CLC.X.k), de maxxmzagao de ftmgoes nzo0
lineares tem soiugao analirica mspcss:.vel, po:s

a expressae matematica da fungao objetivo nao &
disponivel.

. 0s inicos elementos facilmente disponiveis
da fungan objetivo sas ¢ seu valor e o seu vetor
gradiente, a cada ponto,.

A Unica diferenga significativa entre estas
dois problemas, entretanto, esta ne fato de que
o primeiro deve maximizar ${y) para ¥ irrestri-

to, enquanto o segundo deve maximizar W{A) para

A0,

Resolvamos, portante, o prgneiro deles, e
mostravemos, depois, as alteragoes necessarias
para atacar o segundo [ 2, 12, 16 ]

C.l. Metodo de Gradiente dtime para problemas
irrestritos
Seja o problema:
Max #{y) ', vy irrestrito {C.1)
Y .

Pa fungao ¢$(¥), dls;:oe-se apenas, para um
¥ dado, das seguintes mfomas;eea.

i) o valor da fungao ¢{¥), dado por:
o) = 45D + °® + D + TP

(C.2)

ii) o gradiente da fungzo, dado por:

V¢('f)’_-x*k-x*k'1—'r.u*k—a*k+v*"
Y .

AC.3)

basicamente , (]
que descreveremos

Ent2o o algoritmo sera,
I1X.1 apresentado em I11.2.3,
wajs detalhadamente aqui,

Algoritmo (C.1)

i)} ,fixe um valor para y, por exsmplo
Y¥=0;
. fixe um passo arbitrdrio, § > 0

ii} resolva os (SP.X), (5?.0); (s5r.8) e

iii)

iv)

W)

vi)

vii)

viii)

ix)

eV ¢(Y)' s

(SP.V) achando, respectivamente x*%,

uk, g% v* bem como ¢X(¥), )

(), V(P

caleule )

P = 5D + 9D + 05D + VD
{C.4)

c_alcule

-ml R

-s*k+v'_"l_" N k=1,..., K

(€.5)

faga ¥ =¥+ &r {c.6)

ende r = Vd;(y)l {€.7}
' - 1§

repita os passos (ii), {iii) e (iy)
para ¥ em lugar de ‘{. encontrando ¢(Y)
ko=

seeay

Y

a~ se |]V¢(Y)| “: 0 , pare; o oti~ -
mo foi encoltrado.

b - caso contraric, va para (vii).

tendo os valores da fungae ${.) em
dois pontos ¥ & ¥ bem os reSpect:.vos
gradientes, faz-se uma apronmaga.o cli=
bica da funggo 9(8) = ¢(¥ + 8¢ )
encontra-se o maxime do_ polindmio
ajustade, encontrando-se &

a-seﬁﬂﬁ N omaxmo da fungao $(8)
na diregao r ja foi alcangado:

- faga ¥ = ¥ _
~ faga r = V¢('r}| £ mude . a diw
regac)

~ faca B: = § {por exemplo)’
- faga y: =¥ + Sr
-~ va para (vi)
b - caso contrario:
~ faca ¥ =¥+ 8r

- retorne para (vi) .

0s passos (vii) e (viii) podem ser obtidos
como segue!

Seja
$(8)

=a, + a16 + az§2 + 3363 (C.8)



Q(G)I«S;c =a, = $( (€.9)
4O ot ud s 2,8 + a38® = o)
(€.10)
2
4 $(8) | o= =l =o' ® €.1n
a8 =0 .
4 (3 2
= + 22,8 + 3a.8" =
p” |5_5 i W 3
. ,s < v¢('r)1, r> = ¢lﬁj‘ ‘ (C.lZ)
: _

- Resolvendo o sistema de equacdes lineares
em  a,, 31b 329 331 {C.8) a {c-}-z)j temos !

3, = ¢ 5 s = l=ll?

a, = 3P - o - ¢’ .8 + & -

LA RENOIER] (€.13)

a, =B -e@] -

2B - D -0 @.E] + 8 (cas

0 valor de § que maximiza a aproximagan

polinomidl & obrida derivando-se a igualando a
zero:

S - :
2+ 208 ¢ 32,82 « 0, donde  (c.15)

a1 : 2 0.5
8= [~ a3 ¢ (2 - 32580 ] (C.16)
3
se a, <0 , utilize o sinal +
se  ay >0 , utilize o ginal =
se a5 = 0 ; use a formula:
~ .
d=-a +¥2a, {C.17)
Quando a,*a,=0,0 polinomio se de-
generou em uma rega: :

se 2,> 0, faga T >0 arbitrario
se a, <0, ha erro

se a, = 0 , caso degenerado, pare.

€.2, Metodo do gradiente otimo para problemas

com restricoes

0 problema coordenador do sub-problema de
estocagem, (PC.SP.CLC.X.k) tem a seguinte formu—
lagao. -

Max $x (Fy» Tpppr Xy) » oW ¥, e T, dados.
A 20
{C.18)

Dispensando a indicagBe de ¥, , ?kﬂl na
fnngio,_ escrevamos, simplificadamente.

x

Max Y (A ) . {C.19)
x30 K e

Este problema & resolvido de forma seme—

lhante a0 indicade para o (PC.POE), com pequenas
difarengas provocadas pelo tipe de restrigao)s,k;ﬁ
principalmente .no cdlculo de £, no cdleuls do
passo e na condigio de parada.

Algoritmo (C.2)

i) fixe um valor para ik por exemplo,
A, =0
fixe um passo arbitraric 3§ > 0

ii) resolva os sub-problemas {(5P.CLC.X.ik),
*
achando x¥ e ¥f O)

iii) calcule

e &) = T G - R
b 3

{C.20)
iv) calecule _
Vklﬁ(lk-) = kA 2T - ck (C.21)
lk )
v) calcule r, vetor coluna de L elemen—

toa, ComD segue:

Ty =| 0 se ik!. =0 e se [Vkél(lk:) ]£<0
- xk

Casos

katb(lk) ;.._]2. em todos os demais
8

£=1,..., L (C.22)



E preczsa dar um passo § na d:l.re;ao ¥ desde
gue isto nac torne’ aegatwo nenhuma dos com™
penentes de l

geja &'~ Min (=%, *r, }
i!riﬂ) K .
.23
se 5'<5,faga §wg
agora calcule ’Xvk - ‘ik + §r - {C.248)

a

vi) repita os passos (ii}, (iii) e {(iv)
' para Ak em lugar de i » encontrando:

$A) e v"q:m!i sk =10y K

a - se ]:Vk\h(l)l__jz 0 ou,
_ A

se mmiij"< 0 comAy, =0

para todo L = 1,...,L ;
pares o otimo foi encontrado

b ~ caso contrario, va para (vii)
]

vii} faga-se uma aproximagdo clbica da .
funqao p(s8) = V#(Xk + 8r)

viii) encontre o miximo da fzmg'éo ${8),

-~

chamado §

ix) a - se 8= 5 o manmo da fungao
$(8) na du'egao T ja foi atingido

- faca kk - Ak
= recalcule r como em (v)
- faga § = :S‘ , { por exemplo)
- vecaleule X como em (v)
- va para (vi)
b - caso contrario

~ calcule §' como em (v)
-gse §'< 8, faga § =g
- faga Xk = Ak + ér

- va para (vi)
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Os passos (vii) e (viii) terio tratameste
gnalogo aos de (C.1).

c.3



Porém, pode-se aproveitar a restrlgao relan

xada para se tentar obter uma solugac viavel
para o problema.
Entao, uma solugao para x1 pode ser obtida
como segues:
Sejam:
1° o canjunto dos Indices 1 de 'iik

para os duais 3 =0 e

_I' o conjunto dos éem:.s indices.
Reordenando convenientemente os nos i e fa—

zendo-se uma particac da matriz A e do vetor x
teremos:

o
G I
A=l Ialye x= [T,
. - xI"
Entdo a restrigao relaxada ficara:
Q It
%o + A X < ¢ (D.4&)
Fazendo of um vetar folga. coluna {Ix1)20

e w? um vetor variavel arrifieial, coluna (Lx1),
t eremos:

Q . L
al on+ufﬂc-AIxI,-c'
{n.5)
- Entao o pode ser determinado resolven-

do-se o seguifite problema auxiliar:

(PA):
Min L (1:15'--| 1)
xxo,uf,ma

e o™

o
AI'ZIO " uf_,ma

Como solugao :.n:.cml pode~se proceder como
- sague:

» fagarse X0 =

Pro

por exemplo

calcule o' - Al

‘:ID-E

- para T, <0 . fagam:-O e

I'_-
vy 4,
- para Ez;o ,Vfa;aw:-o e

w,fuaz

Este problema (PA), uma vez resolvido,

., pode
resultar em duas gituagoes:

D.2

ewd>0 ou ewdwo

Casole M= 0, o problema esta resolvido e
o X.g obtido 2 a solugdo desejada, pois com
estés valores, a restriqic relaxada acabou sendo
satisfeita.

Casc (e @)> 0 isto indica que a restrigao

nao foi satisfeita e, portanto, o vetor multi-
plicador deve ser alterado, portanto, deve-se
retornar ao problema coordenador para corrigir
1 ;
e

Cabe, finalmente, ressaltar que, se algumas
das ftmgaes £ip{x1y) forem estritamente comve~
xas {nao llneares), 0s respectivos sub-problemas
poderao tambem ser resolvidos sem  dificuldades
maiores {(derivando~se e 1gua}.ando a zero, por
exemplo); portanto, os nos i correspondentes po-
dem ser incluidos no conjunto 17, conforme acima

* exposto, procedendo~se da mesma maneira.

[r.2. Com uma unica restricao

Quando a.matriz kA contem apenas uma linha,
o sub-problema ficarz extremsmente simplificado,
come segue:

H.9: A matriz kA no sub—~problema {(8P. LC X.

k) tem apenas uma ligha.

Seja, entao, o problema restrito:

(SPILC.X.K); k =1,...,K:

Min [} a', x
:k i K :l.k}

k
I %,

1

xksck

s {com apenas uma linha)

mikS xiksuik » 1i=1,..., 1

A solugao deste problema pode ser desenvol—
vida atraves de um algoritmo simples e intui~
tive, do qual se eliminou o subescrito k.

Algoritmo D.]

i} estabelega ums solug.ao otima, ignoran=
do a restricao,

paratodoj[a{'ct) » faga xf=M

para todo j | a;. =0 ,

faga x* = m,



e
s
A

iv}

calcule a folga da restrigdo

xfac—gaiq ’ . (D.B)

a -~ se xf;c,gar 3
x* @ dtima (e viavel)

b - se x < 0, va para (iii)-

(A solugao nao & vidvel).

para reduzir a inviabilidade de solu

¢@0 %%, duas providencias sdo possi-

veis:

a ~ uma variavel com 4.> O e com
xF - Mi pode passar a valer m. 3

ave-3e este conjunto de Indices:

de 1%;

b = uma variavel com A, < 0 e com

x* = m, pode passar a valer L
chame-Se este conjunto de Tndices
de 1 H

A escolha da primeira‘_vatiﬁvel X, que
mudara de extremo sera

. al
Max [_“1.] - 22 (.7)
viertur "M Ajo g

1
com ailb.i <0

a-sel”uI = ¢ (vazio)  ; pare;
o problema nao tem sclugao v'iami

b ~ caso contrario, cbtemha i,.

. +
A = se i, el
Xg
a=-se M, + o= 3 m
i
A °
faga x* =M, + it {D.8)
io o A, .

e pare, pois a solugao e Stima

b - caso contririo,
~fagax* = m 3
o - %o
. . s +
= retire i, do conjunto I

- volte para (ii)

B~se igel ,

- e
doee st
faga x{o -m - ZE {p.9)

0

pare, pois a solugao & otima

D.3

b - caso contrario

.

< faga x* =M ,
o ig

~ retire io do conjunto I

= volte para (ii)




