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Resumo

BRITO JUNIOR, A. M. Aplicacio dos elementos das polinomiais ciitbicas de
Hermite na discriminacio de formas. Campinas: DCA/FEEC/UNICAMP, 1996.

(Dissertacdo de Mestrado)

Este trabalho apresenta um método para discriminagiio de curvas baseado na
representagdio polinomial cibica de Hermite. Os elementos da representagio de
Hermite sfo utilizados como descritores de curvas e o seu potencial discriminatério é
exemplificado através da identificaciio de duas espécies de plantas. O trabalho
contribui com um descritor simples ¢ vidvel para discriminagio de curvas na visdo
computacional e introduz um método formal e preciso para descricio de formas na

biologia, que poderia ser considerado em adi¢io aos métodos normalmente utilizados.

Palavras-chave: Polinémios de Hermite, Percep¢do da forma, Folhas-morfologia,

Ajuste de curva.



Abstract

BRITO JUNIOR,. M. Application of Hermite cubiec polynomials elements in
shape discrimination. Campinas: DCA/FEEC/UNICAMP, 1996. (Dissertacio de
Mestrado)

This work presents a method for curve discrimination based on Hermite cubic
polynomial representation. The elements of Hermite representation are taken as curve
descriptors and their discriminatory potential is exemplified by identifying two species
of plants. It contributes with a simple and viable descriptor for curve discrimination in
computer vision and introduces a formal and accurate method for description of shape

in biclogy, that might be considered in addition to commonly used methods.

Keywords: Hermite polynomial, Shape perception, Leaf-morphology, Curve fitting.
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Capitulo 1

Introducao

1.1. Motivacio

A Visao Computacional tem sido uma das dreas de maior desenvolvimento e
significincia na resolucdo de diversos problemas em engenharia, medicina, biologia,
cartografia, etc.. A evolugdo tecnolégica dos sistemas de processamento de imagens vem
transformando algumas tarefas antes manuais em processos automaticos, aumentando
assim a velocidade e a capacidade analftica dos sistemas. Deste modo, sio estendidas as

habilidades e facilitado o trabalho dos profissionais destes ramos da ciéncia.

Em todas estas dreas, a identificacdo dos objetos presentes numa imagem por um
ser humano € feita com base nas caracteristicas de cor, textura ¢ forma destes objetos.
Entretanto, experimentos psicolégicos indicam que estamos aptos a reconhecer objetos
considerando principalmente a sua forma (VANDERHEIT et al., 1981), o que a coloca
numa posi¢do preponderante no contexto das varidveis envolvidas no processo de visio e

reconhecimento.

Em se tratando de visdo por computador, os processos de reconhecimento de
formas em geral sdo complicados e néo séo realizados diretamente sobre os pixels da
imagem. Tais processos demandam uma representagio mais abstrata dos dados presentes

na mesma, que pode ser obtida a partir de técnicas de segmentac@o que particionam a
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imagem em conjuntos de pixels pela semelhanca de seus atributos. O reconhecimento,
entdo, € realizado pela analise de descritores calculados com base nestes atributos. Diante
disto, os pesquisadores tém sido encorajados a buscar métodos cada vez mais eficientes

para segmentagio e representacio de objetos.

Diversas sdo as maneiras de descrever a forma de um objeto. Entre elas, podemos
destacar: dngulo tangente e curvatura (TSAI & CHEN, 1994), momentos (GONZALES
& WOODS, 1992), descritores de Fourier (BOOKSTEIN et al., [982; EHRLICH et al.,
1983; PERSOON & FU, 1986; LIN & HUANG, 1987; FERSON et al, 1985;
McLELLAN, 1993) e invariantes algébricos ou geométricos (RIVLIN & WEISS, 1995;

KEREN, 1994). Em todo caso, se desejarmos reconhecer um objeto pelos seus

descritores, € necessdrio que os mesmos possam representar de maneira adequada as

caracteristicas que o discriminam de outros objetos.

1.2. Objetivos

Diante disto, este trabalho propde o uso dos elementos da forma de Hermite para
modelagem de curvas planas na descriciio global da forma destas curvas. Nosso intuito
nio ¢ o de realizar uma andlise comparativa do desempenho desta representacio frente a
outras, mas de analisar o seu potencial ¢ de sugeri-la como uma opgio simples ¢
mteressante para a descricio de curvas, dado que o seu uso possibilita uma representaciio
explicita associada a uma ficil visualizacdo dos pardmetros que determinam o

comportamento de uma curva.

Para exemplificar o potencial dos elementos da forma de Hermite face a
discriminagdo de classes de curvas procuramos solucionar um problema da drea de
biologia sistemdtica que envolve a andlise de curvas bidimensionais. A biologia, em
especial a boténica, € uma ciéncia que apresenta elevado potencial para utilizagio das
técnicas de visdo computacional, visto que a identificagio de espécimes vegetais se faz
com base na comparacdo com padrdes pré-determinados, tais como as caracteristicas das
flores, dos frutos, das folhas e do arranjo destes eclementos no espécime.
Conseqgiientemente, a compreensio da forma e dos componentes externos de uma planta

deve ser o alicerce de qualquer investigagio boténica. Procuramos, entfo, discriminar duas
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A entrada de um sistema de reconhecimento de padrdes consiste em wm
conjunto de caracteristicas que podem ser extraidas do dominio do problema e
utilizadas no processo de reconhecimento. Tais caracteristicas podem ser sinais
elétricos, nimeros, formas, elementos simb6licos como cor ou palavras, ou qualquer

outra variavel que esteja envolvida no problema.

Classificar significa associar um dado de entrada a uma determinada classe
pré-especificada com base em suas caracteristicas. Estas classes sdo determinadas de

acordo com a natureza do problema de reconhecimento que se deseja solucionar.

Dependendo do modo como o reconhecimento de padroes é realizado, o

mesmo ser (SHALKOFF, 1992y

1. estatistico, quando os dados de entrada do sistema de reconhecimento sio
organizados em vetores de caracteristicas, que sdo assumidos gerados por
fendmenos naturais e, em geral, sfio tratados por fungdes de decisdo baseadas em

modelos paramétricos ou ndo-paramétricos para o arranjo espacial dos dados.

2. sintdtico ou estrutural, quando as interconexdes entre os elementos de entrada do
sistema de reconhecimento contém informagdes essenciais para que a identificacio
dos padrdes possa ser feita, como no casos do reconhecimento de palavras, notas
em uma partitura, circuitos elétricos, etc. Neste caso, 0 uso de gramdticas que
definam as possiveis associacOes lingiifsticas entre os elementos em estudo se faz

necessario.

3. por redes neurais, onde os elementos sdo identificados por um sistema neural
artificial previamente treinado com base em um conjunto de elementos
representativos das classes que se deseja identificar. As redes neurais sio uma
tentativa de simular o comportamento bioldgico das interacdes que ocorrem no
cérebro humano e tem gerado bons resultados e expectativas na drea de

reconhecimento de padrbes.

No caso da abordagem estatistica, aplicada neste trabalho, a identificaciio dos
padrdes € feita com base na andlise de fungdes discriminantes e para que os conjuntos

ou classes possam ser corretamente discriminados, € necessdrio que os mesmos
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espécies aparentadas e simpdtricas de leguminosas (Lonchocarpus subglaucescens Mart.
ex Benth. ¢ L. muehlbergianus Hassl), que apresentam grande semelhanca nas
caracteristicas vegetativas incluindo as formas de suas nervuras e de seus contornos.
utilizando o modelo de Hermite na representacio das suas nervuras foliolares secunddrias

¢ 0s seus parimetros como discriminadores para as espécies de plantas,

As nervuras (anatornicamente falando, os feixes vasculares) sfo caracteristicas
notdveis de muitas folhas. O padriio de venagfio é frequentemente distintivo para uma
dada espécie de planta ou pode ser caracteristico de um grupo taxondémico maior. Na
literatura, existem poucos trabalhos sobre a classificacio para a venacfio das folhas,
destacando-se os elaborados por HICKEY (1973, 1979), MELVILLE (1969, 1976) e
RIZZINI(1977). Nestes trabalhos, a descricio da venacio limita-se a uma caracterizacfio
qualitativa do curso das nervuras. da localizagdo do ponto de inser¢iio e da terminacio, do
comprimento relativo e da espessura, além das medidas de Angulos formados entre as
mesmas (angulos de insercdo ou de divergéneia). Estas medidas, em geral, apresentam
resolugdo lhimitada, visto que séo feitas dentro de faixas muito largas, resultando numa
quantificacdo pouco precisa e conseqiientemente de pequena importincia no processo
taxondmico (HICKEY, 1979). Além disso, a medida de dngulos realizada é de natureza

local, ndo refletindo o comportamento da nervura do foliolo.

Assim, a abordagem por polindmios de Hermite estende as medidas de angulo de
inser¢ao das nervuras secunddrias (tradicionalmente consideradas no processo taxondmico
(HICKEY, 1973)) passando os seus elementos a serem medidas de forma mais adequadas
para testes de homologia, visto que estes ndo se limitam a uma simples medida de angulo

mas sim a um descritor representativo global da forma da curva considerada.

Descreveremos no nosso trabalho as caracterfsticas mais importantes da forma de
Hermite para curvas e de como curvas reais podem ser modeladas utilizando esta
representagdo, bem como toda a metodologia empregada na modelagem das nervuras
pelas equagtes ciibicas na forma de Hermite ¢ do modo como os parimetros desta

representacdo so utilizados na caracterizagéio das curvas analisadas.
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1.3. Organizacio do trabalho

Este trabalho encontra-se organizado como segue.

No capitulo 2 fazemos uma revisdo das principais formas de representacio de

curvas, reconhecimento ¢ classificacio de objetos.

No capitulo 3 discutimos os aspectos tedricos da representaciio de curvas na
forma de Hermite e o método de ajuste paramétrico que utilizamos para realizar o

modelagem das nervuras pelas curvas bidimensionais.

No capitulo 4 apresentamos as caracteristicas bdsicas dos objetos de estudo
envolvidos no problema de discriminagio de espécies que desejamos solucionar utilizando
os elementos da representaciio de Hermite e descrevemos os procedimentos necessarios
para que seu uso na caracterizaciio dos modelos para as nervuras secunddrias possa ser

concretizado.

No capitulo 5, os resultados obtidos para os conjuntos de amostras analisadas sdo
apresentados e discutidos. Calculamos as estimativas dos erros de classificacio
proporcionados pelos classificadores utilizados para cada um dos descritores que
proporcionaram a discriminagio das duas espécies de leguminosas e observamos o seu

desempenho no processo de reconhecimento.

No capitulo 6, desfechamos as conclusdes sobre o tema e resultados deste trabalho
€ apresentamos sugestdes para trabalhos futuros dedicados a esta linha de pesquisa:

discriminacdo de curvas e formas.

Inclufmos também neste documento dois apéndices: um no qual realizamos uma
revisdo das caracteristicas vetoriais de uma curva no plano e outro a respeito de algumas

técnicas de andlise estatistica que utilizamos na andlise de dados.
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Capitulo 2

Conceitos Basicos em Representacao de
Curvas e Reconhecimento de Padroes

2.1. Introducio

Apresentamos neste capitulo os conceitos bésicos envolvidos num problema
de reconhecimento de padrbes. Apresentamos também uma breve revisio dos
modelos polinomiais mais difundidos e utilizados na representacdo de curvas
bidimensionais, discutindo a formulagdio ¢ as caracteristicas principais de cada um

deles.

Além disso, discutimos 0s aspectos teéricos de duas ferramentas utilizadas
para reduciio dimensional de espago de varidveis: a transformada de Hotelling e a
fungdo discriminante linear de Fisher. Suas propriedades sdo empregadas na andlise
dos parlmetros do modelo para representagiio de curvas e no célculo das fronteiras de

separacdo de classes para a aplicacdo enfocada neste trabalho.
2.2. Revisao de reconhecimento de padroes

Reconhecimento de padrbes € a ciéncia que trata da descricio efou
classificagio de medidas, sendo as suas técnicas bastante tteis em sistemas que

necessitam de realizar tomada de decisdes (SCHALKOFF, 1992).
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estejam separados no espago de padrdes, como mostra a figura 2.1a. Desse modo, é
possivel definir fronteiras que separem as classes, particionando o espaco de varidveis
em regides associadas a cada tipo de padrdo. Ja na figura 2.1b os conjuntos nio se
encontram espacialmente separados e a determinacgio de uma fronteira ndo se faz
possivel. Estas fronteiras, por sua vez, siio estabelecidas a partir da andlise de fungdes

discriminantes associadas as varidveis analisadas (SHALKOFF, 1992).

I Classe 1
R &
o
B B 5 o o0 O Classe 2
0 O
- O
o 0 40 — Fungio
o OEI g © discrimi C
- o , iscriminante
ot g O
----- Fronteira de
. > separacio
" A parag
(a) (b)

Figura 2.1: Exemplos de conjuntos de padrdes separdveis (a) e nio-separdveis (b).

Assim, a selegdio do conjunto adequado de descritores para a representaciio de
um padriio, ou seja, um conjunto que possibilite a separacio espacial dos padrdes, é

tarefa primordial para que o seu reconhecimento possa se concretizar,

Em se tratando do reconhecimento de curvas, 0s seus pardmetros siio os mais
fortes candidatos a compor o vetor de caracteristicas a ser utilizado na sua descricio.
Dai a necessidade do uso de pardmetros adequados para a representacio de uma

curva ou modelo de curva.

Na segdo 2.3 a seguir mostramos alguns dos modelos mais utilizados na

representacdo de curvas bidimensionais.
2.3. Modelos para representacio de curvas

Dentre os resultados que um sistema de visdo computacional fornece podemos
destacar os modelos para a cena ou para os objetos da imagem. A utilizacio de
modelos matemadticos para representagdo de sistemas é de grande conveniéncia para o

seu estudo. O uso do modelo adequado facilita o entendimento do sistema,
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proporcionando uma visdo concreta do seu comportamento, das suas caracteristicas e

das transformacdes que ocorrem no seu contexto.

Uma caracteristica importante de um modelo é que os seus parimetros podem
ser utilizados para descrever a instincias deste modelo e resolvemos, por isto, realizar
neste trabalho um estudo que trata do uso dos pardmetros de modelos de curvas

bidimensionais na descri¢do ¢ reconhecimento de formas.

Os modelos mais conhecidos ¢ utilizados na representacdo de curvas sio
apresentados nas secdes 2.3.1 e 2.3.2, a seguir. Discutimos as caracteristicas das
equagOes polinomiais explicitas e implicitas, curvas de Bézier, splines cibicas e B-

splines, todas descritas em ROGERS & ADAMS(1990).

2.3.1. Curvas nao-paramétricas
2.3.1.1. Equacdoes explicitas

Uma das formas mais simples de se representar uma curva no plano € através

de uma equacdo polinomial explicita, cuja expressio matemdtica € dada por

y=fx)= ia,.x“, (2.1

onde n € o grau do polinémio.

As equagdes explicitas apresentam alguns problemas quando sdo utilizadas no
modelagem de uma curva. Quando o grau do polindmio € pequeno, a qualidade do
ajuste do modelo pode nio ser satisfatdria. Se aumentarmos este grau, o conjunto de
equagdes que leva ao cdlculo do ajuste pode ser mal-condicionado e dificil de ser
resolvido (ZHOU et al., 1985). Além disto, curvas fechadas ou de muiltiplos valores

como uma circunferéncia ndo pode ser representada por este tipo de equagdes.

2.3.1.2. Eguacoes implicitas

Equacdes implicitas sdo aquelas que podem ser escritas na forma

fley)y=0. (2.2)
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Representaces implicitas apresentam diversas e atrativas vantagens que
incentivam o seu uso para modelagem de objetos. Entre outras, podemos citar

algumas encontradas em KEREN et al. (1994):

1. Capacidade de descrever objetos de formas irregulares por um pequeno nimero de

pardmetros.

2. Reconhecimento de objetos por verificagdo se um conjunto de dados que & bem

ajustado a um polinémio implicito especifico € rapida.
3. O ajuste de polindmios é pouco sensivel a ruidos do conjunto de dados.

4. Ajuste de polindmios implicitos fechados a dados ruidosos possui baixo custo

computacional.

5. Sua natureza permite verificar facilmente se um objeto estd dentro ou fora do

contorno que um determinado polindmio representa.

Entretanto, tanto os polindmios explicitos quanto os implicitos apresentam a
limitacdo de serem dependentes dos eixos em que sdo representados. Os seus
parametros ndo podem ser utilizados diretamente como descritores para as curvas,
sendo necessdrio o cdlculo de invariantes algébricos a partir destes parimetros e

demandando um custo computacional maior.

As curvas paramétricas, por sua vez, sio independentes dos eixos. Os pontos
final e inicial das curvas sio fixados por uma faixa de pardmetros e, desse modo, as
curvas podem ser facilmente manipuladas por transformacdes afins (ROGERS &

ADAMS, 1990).

2.3.2. Curvas paramétricas

Curvas paramétricas sdo conjuntos de pontos expressos sob a forma
Q(t) = |x(r) y(t)], onde x(1) e y(f) sdio fungBes paramétricas em ¢ e cada valor t=t,

define um ponto (x;, v;) sobre a curva.
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Dependendo das caracteristicas desejadas para as curvas paramétricas, as
fungbes x(1) e y(r) podem assumir diversas formulacBes matemdticas. Algumas delas

sao apresentadas nas secoes 2.3.2.1 2 2.3.2.3,

2.3.2.1. Curvas ciibicas paramétricas

Curvas cibicas paramétricas sdo aquelas cujas componentes x(1) e y(r) sdo
equagdes polinomiais cibicas. As equagbes polinomiais ciibicas que definem uma
curva paramétrica genérica (1) séo do tipo:

x(t)y=at’+b 1’ +et+d,
P C, (2.3)
vt)=a t’ +b 1 +et+d,

onde {t3 NaNs ,3‘0} formam a base monomial das funcdes polinomiais.

Uma representagdo mais compacta das equagdes 2.3 é obtida utilizando-se

uma representacio matricial da forma.

Q) =T-C 2.4
onde;
T:[r" S (2.5)
a_t al_v
b, b,
e c=|* Tl=le. ¢ (2.6)
¢, c, :
d.d

A opgdo pela utilizacio de fungbes paramétricas de terceiro grau conduz a
uma boa flexibilidade no controle da forma da curva. Fungdes paramétricas de gran
inferior nio permitem um ajuste adequado da forma, enquanto fungdes de grau
superior, além de proporcionarem ondulagdes indesejadas na forma da curva,
requerem um custo computacional maior. Um exemplo de curva cibica gerada pelas

fungGes paramétricas

x(t) =100 - 141" + 5t e




Capitulo 2 - Conceitos Bdsicos em Representaciio de Curvas ¢ Reconhecimento de Padrdes 1

V()= 200 =510+ 3.0t

¢ mostrado na figura 2.2.

0.6

05 b 4

0.4

¥t}

0 0.2 .4 0.6 0.8 L

Figura 2.2: Exemplo de curva ciibica.
O modelo de Hermite para curvas é uma representagiio alternativa para curvas

ciibicas dadas pela equacdo 2.3 e, por ser o escolhido neste trabalho, resolvemos

apresentd-lo em detalhes no capitulo 3.

2.3.2.2. Curvas de Bézier

Na representacdo de Bézier para curvas, o segmento de curva é determinado
pelo posicionamento de pontos de controle arranjados numa estrutura poligonal.
Curvas de Bézier sio bastante utilizadas quando é necessdrio modelar um objeto cujo
comportamento quantitativo ainda ndo ¢ conhecido e se procura definir um esboco

inicial para 0 mesmo. O esbogo de um curva de Bézier ¢ mostrado na figura 2.3,

A expressio matemdtica que define uma curva de Bézier é dada por

N
P(t)=3"BJ () 0<t<1, (2.7

i=t

onde
jm(f): ?-1 l‘f(]* t)n—f
i

¢ conhecida como fung¢io de blending ou de base de Bernstein.
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Os elementos B; siio 0s ponios de controle da curva constituintes do poligono

caracteristico e

i n!

SETCED

para um poligono de n+/ vértices.

B:
B(}
B,
Figura 2.3: Curva de Bézier com seu poligono caracterfstico definido pelos pontos By, B1, By, Bs.

Na figura 2.4 é mostrado o comportamento das funcdes de base Jui para um

poligono com quatro vértices,

Dentre as propriedades das curvas de Bézier, podemos destacar:
* A curva sempre passa pelos pontos inicial e final do poligono que a define.

* A direcdio dos vetores tangentes 4 curva nos pontos final e inicial coincidem com a

diregio dos primeiro e 1iltimo segmentos de reta do poligono, respectivamente.
* A curvaem geral tende a acompanhar o comportamento do poligono, sendo o grau
do polinbmio que a define igual ao nimero de pontos do seu poligono

caracteristico menos 1,

As curvas de Bézier ndo passam obrigatoriamente pelos pontos de controle e

sdo adequadas quando se deseja realizar um ajuste visual da sua forma.
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13,1 J3.2 /
04t - ™~ 7. 4
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Figura 2.4: Exemplo de funcoes de base de Bernstein para as curvas de Bézier (n=2).

2.3.2.3. B-Splines

Embora a abordagem de Bézier para representaciio de curvas seja uma boa
solugdo para o problema do modelagem inicial de wm determinado objeto, ela
apresenta algumas limitagdes decorrentes de sua formulagio matemdtica. Podemos
citar como exemplo o fato de o grau do polindmio que define uma curva ser
dependente do mimero de vértices do poligono caracteristico, ou também a
dificuldade de se realizar mudancas locais na curva, visto que as fungdes de base de

Bernstein assumem valores diferentes de zero para toda a faixa do parmetro 7.

As curvas chamadas B-Splines contornam este problema, pois utilizam
fungdes de base independentes para cada vértice do poligono caracteristico da curva.

As B-Splines sio definidas matematicamente como:

n+i

P(t)y=3 BN, (1) t,<t<q, 2<k<n+] (2.8)
Fux}

onde os elementos B; sao os pontos do poligono caracteristico, que possui n+]
vértices. Os elementos N, sdo as funcdes de base normalizadas para B-Splines e sio

definidas como
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. 1 sex, St Ex,,
NL}(I):: . (2.9)
0 L CASO CONtrario
N, K(f)“'“' (i - X )Ni,kﬂl(t) + (xm; - I)Niﬂ,k—-.f(t) (2.10)
‘ Ltokmr T K X — gy

Os elementos x; constituem um vetor de nds que determinam o

comportamento das fungdes de base e devem satisfazer a relagio x, <x,,, .

Observe na figura 2.5 o comportamento das funces de blending para um

poligono caracteristico de cinco vértices, com fungdes de base de terceira ordem
(k=3) utilizando um vetor de nés x=[0 0 0 | I 3 3 3]. Podemos notar
que cada ponto do poligono exerce influéncia sobre uma regido pequena da curva,

exemplificando a maleabilidade desta em se tratando da necessidade de se realizar

ajustes locais na forma do modelo.

1 ¥ T T T
Ni3 N33 N5,3
08+ .
Y
&
¥ 06F -
g N23 N4,3
i
e
o)
5 04 F -
3
o3
=
0.2 F -
0 1 Il 1 1
0 0.5 1 1.5 2z 2.5 3

Figura 2.5; Exemplo de fun¢fes de blending para B-splines.
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2.4 Ferramentas de reducio dimensional

Um dos problemas que podemos encontrar na andlise de um conjunto de
dados reside no tamanho da varidvel amostral que representa um elemento da
populagdo que estamos estudando. Quando realizada em espacos n-dimensionais, a
andlise matematica pode se tornar complicada e a existéncia de ferramentas que
possibilitem a reduzir a dimensdo do espaco de andlise sem perda de informagcio é de

grande interesse para o tratamento dos dados.

A primeira ferramenta que apresentamos se trata do discriminante linear de
Fisher, utilizada para determinar a melhor regidio de separacio entre duas classes de
dados arranjadas no espago n-dimensional. A fronteira separadora de classes &
determinada pela teoria de Bayes. Apresentamos na segiio 2.4.1 um resumo da teoria

relacionada a este discriminante e que pode ser encontrada em SCHALKOFF (1992).

A segunda delas € a transformada de Hotelling, ou das componentes principais
(PCA), que consiste numa transformagdo linear que faz uso das propriedades
estatisticas do conjunto de dados multidimensional a ser transformado (GONZALES
& WOODS, 1993). Esta transformagdo descorrelaciona as componentes vetoriais do
conjunto de dados e condensa nas primeiras dimensdes do sistema transformado a

grande maioria da informacgéo original.

2.4.1 Discriminante linear de Fisher

O método de Fisher determina uma reta no espago n-dimensional cuja
orientacdo w assegura que os conjuntos dos dados projetados ortogonalmente na

mesma posstam a maxima separaco possivel.

Dado um conjunto de treinamento Cr{_gf,gz,...,gN}e que contém dois
subconjuntos C; e C;, o vetor dos dados projetados ¢ determinado pelos valores de y
na equacio a seguir.

y=wx (2.11)
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A ortentagdo w, quando baseada em um conjunto de amostras, é calculada

maximizando uma fungo que relaciona as estimativas das médias e varidncias das

amostras projetadas, tal como na equagio 2.12.

(ﬁf — )2

J = 57452
s+

(2.12)

O método define uma matriz de espalhamento S; dentro de cada classe como

Si= Y(e-m)(x-m) ,i=12 (2.13)

& clusse §

e uma matriz de espalhamento Sy como

S, =8, +S, (2.14)

Logo, o denominador da equacfo 2.12 poderd ser reescrito como

545 =w'S,w (2.15)

De modo analogo,

(m, ) = w' (m, o, N, — ) w=w'S,w (2.16)

onde Sg é a matriz de espathamento entre as classes. Com estas novas relacdes, a

equagio 2.12 pode ser reescrita como

S o (2.17)

Minimizando a equagio 2.17 em relagdio aos elementos do vetor w, ou seja,

dJ/dw =0, chegaremos i equagio matricial a seguir.

Sy = 8, (S, w)5s, &) 2.18)

A equacdo 2.18 nos leva a um problema de autovetores generalizados do tipo
. -1
~T ~ AT -~ ,\
A-x=ABx onde, neste caso, A = (y Sy wvgi)(y S, 11_/) ; 0 que nos leva a reescrevé-

-lacomo S, w=2AS,w.
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Se Sw possuir matriz inversa, entdo uma solugio para a direcéio do vetor w
pode ser

W=8,08, 0 (2.19)

Sabendo que S,w=(m, —m, Xm, —m,) w=k(m, —m,), ou scja, possui a

mesma dire¢io do vetor W, podemos encontrar este vetor pela equacio 2.20.

~

w= S;(m: “ﬂz) (2.20)

Para cada conjunto de dados projetados na reta correspondente as classes

consideradas assumimos uma distribui¢éo normal ML, o.). Enfim, definindo intervalos

de confianga para as médias e para as varidncias calculamos, pelo método de Bayes, o

ponto de separagio entre classes na reta de projegdo.

2.4.2 A transformada de Hotelling

Considere um conjunto de M vetores aleatérios da forma:

X=/ (2.21)

Seja m, o valor médio do conjunto de vetores, onde:

M
my = E{X}= %2 X, (2.22)
Pl

onde E{varidvel} é o valor esperado de varidvel.
A matriz de covaridncia desta populagio de vetores serd dada por:

Co = E{(X =my )-(X =my)'} (2.23)

Sendo X um vetor n-dimensional, a matriz de covarincia C, serd de ordem 1 x

n. Como X € um vetor real e x,x; = x; x; a matriz C, seré real e simétrica (C, i = Cei).
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A populagdo de vetores terd seus elementos x; e x; descorrelacionados se os elementos

C.yy = C,y; forem iguais a zero.

Expandindo a equacio 2.23 teremos:
C,=E(X X"-Xmp-m, - X" +m, m,}=
=E{X-X")-E{X}m)~m, E{X"}+m, ml, =
=E{X X"} -my -m)

Logo,

M
C, = éz X, X7 —m, -m’ (2.24)

i=]

Como Cx € real e simétrica entdio possui um conjunto N de autovetores reais e
ortonormais. Podemos dispor estes autovetores nas linhas de uma matriz A na ordem
decrescente dos autovalores a que cada autovetor estd associado, ou seja, Aihi.,

onde i=1, 2,...,n-1 é o indice da linha da matriz,

A transformacio da forma

y=A-(X-my), (2.25)
¢ conhecida como transformada de Hotelling e tem as seguintes propriedades:

1) Os dados transformados possuem valor médio igual a zero.
B{y}=E{A-(X=m,}= 4 E{X ~m }= A E{X}- 4 E{m, }
Ey}=A-m,—A-m, =0 (2.26)

i) €, = E{A-(v=my) [ (X -m, ) = E{a (x-m) (x-m,) a7}

C, = A-B{(X ~my)-(X ~m, y]aT=a.c, a7 (2.27)

1ii)Os dados transformados sio totalmente descorrelacionados, ou seja, C, é uma

matriz diagonal.
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Como sabemos, Cy -Z =4, Z,, se A é autovalor de Cy e Z, é um autovetor

pertencente a A,

Podemos mostrar que

Cy Z=Z diag(h  h,,..hy), (2.28)
onde Z € uma matriz onde suas colunas siio os autovetores de Cy.

Expandindo o primeiro membro da equagio 2.28 teremos

Cry Cyy Civ 4 L1z Zin
Cyy Coz Cow | | 222 T2z ST
Cyr Uyg Cow § LTv: Ly T
CpZyt ety Colppte T CnZy, Crplyy Tt Cry Ty
Colpp e CnZyy Colppte e T Ty Colln T Conlyy |
Ol te T Oy, CylptedCuly, 0 CyZin e O Ty
Az, Xz, o Ay
Aizy Aazy AnZan _
xfzw ;\22:\#2 ?\‘NZNN
Zn 12 Lin A 0
Ly <2 Loy A,

= . . E . =Z-diag(h,, A,,....hy)
Twr Ine ot w0 Ay
A matriz de autovetores Z corresponde ao transposto da matriz de
transformacdo A. Assim sendo,

Cy-A" = AT -diag(h, hyoih ) (2.29)

Multiplicando ambos os membros da equagiio 2.29 por A, teremos

A-Cy A" = A A diag(h, ks, k) = C, (2.30)
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Sendo os autovetores arranjados na matriz A ortonormais entre si, o produto
.. T N L. . ~ . R
matricial A- A’ serd igual 4 matriz identidade. Logo, & equaciio 2.30 serd reescrita

como

¢ = . : (2.31)

n

Podemos notar que, pela equacio 2.31, a correlagiio entre as componentes

descorrelacionadas de indices i e j, i#/, é nuia.
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Capitulo 3

Aproximacio de Curvas por Polindmios
de Hermite

3.1. Introducio

Descreveremos neste capitulo a representacio de curvas através de equacoes
cibicas paramétricas na forma de Hermite (FOLEY et al., 1990). O uso da forma de
Hermite, além de possuir uma formulagio matemdtica simples, possibilita uma
representacdo explicita dos pardmetros tém interpretacoes geometricas e intuitivas

(vetores de geometria), facilitando o estudo do seu comportamento.

Nas se¢des 3.2 a 3.6 apresentamos uma revisio dos conceitos relacionados i
representagio de Hermite e ajuste polinomial de curvas, destacando a técnica de

parametrizacdo utilizada.
3.2. Representacio na forma de Hermite

Quando a curva € representada na forma de Hermite o segmento polinomial é

determinado pelos valores dos seus pontos finais P; ¢ P; e dos vetores tangentes
&

curva nestes pontos, R; ¢ R, onde t assume valores no intervalo [0,1]. Estes vetores

530 denominados vetores de geometria da curva e estio representados na figura 3.1.
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3
2

Ay R,

R, P,

P,

X

-
\ i

Figura 3.1: Curva de Hermite com os vetores de geometria Py, Po, Ry e Ry

Os vetores de geometria podem ser expressos em fungdio do vetor de posicio

(1) dado pela equacio 2.4, ou seja,

P=|p. p,)=000) (3.1 a)
B=p. p.]=00) (3.1 b)
R=[r, n]=010) G3.1¢)
R =[n n]=00 (3.1d)
onde
Q(Hh=dow)/di=[3" 2t 1 0]c (3.2)

Definindo a matriz de geometria

})}x Pf‘r
P, P
Gy=| 7 7 3.3
" R.’.\' Rf‘v ( )
RZX RE\'

¢ possivel mostrar que o vetor de posigio O(f) pode ser escrito como fungio da

matriz de geometria Gy.

De acordo com as equacdes 3.1 os vetores de geometria serdo dados por:

P=00)=[0 0 0 I]C
P=0)=[1 1 1 I]C

(3.4)
R, =0'(0)=[0 0 1 o]cC

R,=0'()=[3 2 1 0]cC




Capitulo 3 - Aproximacio de Curvas por Polindmios de Hermile 23

Logo, poderemos relacionar Gy e C pela equacio matricial a seguir:

0 0 01
G = | c 3.5)
““loo 1o '
321 0
Se definirmos uma matriz My tal que: _
GH:MH-C:C:M;"GH (3.6)
ou seja,
0 0 0 |
u 11 (3.7)
oo 10 '
32 10

¢ possivel expressar a matriz de coeficientes C em fungio da matriz de geometria de

Hermite Gy, realizando uma simples inversio na matriz M.

2 =2 1 1

» -3 3 -2 -]
C=M,-G, = (C= 0 0 1 0 -G, (3.8)

I 0 0 0

Podemos agora reescrever a equagio 2.4 na forma;
QN =[x(t) »]=T C=T M} -G, , (3.9)
onde os elementos da matriz

B, =T-M (3.10)

sao conhecidos como funcdes de blending de Hermite e servem para ponderar a
influéncia de cada elemento da matriz Gy ao longo da curva Q(r), e a equacdo 3.9, a

representacdo de uma curva na forma de Hermite.

Realizando o produto 7 M chegaremos as expressoes para as func¢bes de

blending.
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(2 374 1)

=2t + 342
B, = (3.11)
=21 4y

Os graficos das funcdes de blending de Hermite estiio apresentadas na figura

3.2 a seguir.

Valor da funcio de blending

Figura 3.2: Funges de blending de Hermite associadas aos elementos do vetor de geometria Gy, .

2

E importante salientarmos que todos os elementos da representacio de
Hermite sdo importantes na representagio da curva. Se observarmos a figura 3.2,
poderemos notar que, com excegio dos pontos inicial (f = 0} e fimal (t=1), as
fungdes de hlending assumem valores ndo nulos em toda a faixa de variacdo do
parametro t. Deste modo, caso apenas um deles seja alterado, toda a forma da curva
serd influenciada por esta alteracio. Esta afirmagio pode ser verificada pelos
exemplos mostrados nas figuras 3.3a a 3.3d. Elas mostram situagdes onde cada um
dos elementos € alterado enquanto que os outros permanecem inalterados. Na figura
3.3a, apenas o vetor de geometria P, muda na matriz de geometria. Ji na figura 3.3b,
quem muda € o vetor P,. Na figura 3.3¢ a mudanca ocorre por parte de R,

Finalmente na figura 3.3d, a mudanga ocorre em R, Nestes dltimos dois casos g
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associagdo entre as curvas e os correspondentes vetores de geomeltria pode ser feita

pelo tipo de tracejado do desenho. Em todos as situagdes, podemos constatar que a

forma da curva muda completamente quando apenas um elemento sofre alteracio, o

que nos leva mais uma vez a reforcar que todos os vetores de geometria devem ser

levados em consideracdo na andlise da curva.

»

T8 e b e 4 = e —

R

?-‘

R,

Z

—
~

-
R
R;
. .
%/M PZ
b P
{a)
}{2 - P,
. .'R i‘
{c)

(b)
F 3 Ri
T PR
Ry
‘r."-l / " - - . —
i/
i
1
P;
(d)

Figura 3.3: Exemplos de curvas para diferentes vetores de geometria.
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3.3. Ajuste polinomial pelo método dos minimos quadrados

Para uma dada curva real, desejamos encontrar os parmetros da matriz de
geometria que  proporcionam a sua melhor representacao. Duas formas para
determinacdo destes parametros podem ser consideradas. A primeira delas consiste no
ajuste iterativo dos médulos e diregbes dos vetores de geometria, até que a
aproximacgio desejada para a curva real seja obtida. Tal abordagem ndo &
recomendada pois, além de exigir um trabalho exaustivo para o ajuste, depende da
experiéncia de quem o realiza. Na segunda forma, os pardmetros ideais da matriz sio
obtidos pela minimizacdo do erro entre um conjunto de pontos amostrados sobre a
curva real e o correspondente modelo para esta curva, calculado com base nestes
pontos. Esta tiltima abordagem, por ser a mais apropriada, foi utilizada neste trabalho

€ 0s aspectos relacionados a sua implementagdo sdo apresentados a seguir.

O ajuste da curva a ser modelada ¢ feito através do método dos minimos
quadrados (PRESS et al., 1992), sendo os seus pardmetros ideais obtidos através da

minimizagio de uma funcio de erro entre a curva modelada e a curva real.

3.3.1. Ajuste polinomial para uma funcio explicita

O ajuste polinomial consiste em encontrar para um polinémio de grau p o
conjunto de coeficientes b; que minimize a fungio de erro para um conjunto de N
pontos com coordenadas (x, y,), i=/,..,N, amostrados sobre a curva. O valor

ajustado y, relativo a x;é dado por
Y = b, +b,x, +b2xf+...+bpr (3.12)

que, numa representagdo matricial, equivale a

5, =X,-B, (3.13)

f

onde
X=[1 x5 x]e (3.14)

B=[b, b .. b,]. P<N, (3.15)
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Para um dado conjunto de coeficientes /; definimos um erro e;, diferenca entre

cada valor y; da amostra e seu respectivo ajuste y;» € uma matriz de erro E, que

contém os valores dos desvios ¢, , ou seja,

&=y, (3.16)
e 7 ¥,
E=| 7 |=] "o V'Z Y-V (3.17)
ev] Lyw] Liw
onde:
r={ v - wl. (3.18)
P=[5 3 3] e (3.19)

Combinando as equagdes 3.13 e 3.17 chegamos a uma eXpressao que

relaciona a matriz de erro E com a matriz de coeficientes B.

E=Y-Y=Y-XB, (3.20)
onde:
X, 1 ox, X x!
I 321
O I TR

O erro quadritico £ ¢ definido como a soma dos quadrados dos desvios ¢,

(1‘ = 1,...,N) para os pontos da amostra, ou seja,

N
E_,:Zefxeief+ezez teteve, =ETE (3.22)

1=

Logo,
E=E"-E=(Y- XB)' (Y- XB)
=Y'Y-B"X"Y-Y"XB+(XB) XB (3.23)
=Y'Y-2B"X"y+B"X" XB
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O ajuste polinomial consiste em encontrar o conjunto de coeficientes #; que

minimize o erro quadrdtico& dos pontos (x;, yi} em relacdo a cada elemento B.

Diferenciando-se a equaciio 3.23 em relagiio a cada elemento da matriz B e
igualando o resultado a zero, chegaremos a um valor minimo para o erro quadritico.

Assim procedendo, chegaremos a:

0=-2X"Y+2X"XB = X'XxB=XxTy (3.24)

Expandindo o primeiro e o segundo membros da equaciio 3.24 obteremos um

sistema de equacdes lineares que fornecerd a matriz de coeficientes B.

1* membro:
1 1 | , ,
Iox, x7 - x
X, X, X | ) o
2 3 2 X Xy e X
XT-X= xXpooxy e xptelL TEOTR Pl=
. : ' I x X x!
P bid N N N
X X Xy
B - r
LD TS ¥ B
!
2 5 Pl
So o ¥r ¥x oo 3
Iy !
= fo fo Zx?’* zxﬂz (3.25)
! i
Fad P+l P+ 2P
DDA WA Y
2¢ membro:

RN B Yy
A Xy e Xy ' 2 Yy
~ A (3.26)

P P P Yy P
T AZ YiX; )

e
~
=
|
bad
[ TR 81
I
=
it

I

Combinando as expressdes 3.25 e 3.26 chegaremos a uma expressdo final para

o sistema de equacdes lineares.
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‘SU s ‘S.? SP b() 0]
St b 53 Spor i | by k,
S, S8y v Spn i b=k, (3.27)
R S | Lbe) ke
onde;
N N
_— i — i
S‘j—zxé e k}‘_zy;'xf
Py oy

3.4. Ajuste de curvas para um modelo paramétrico

Em se tratando de uma representagio polinomial paramétrica, a abordagem
apresentada no item 3.3 deve ser modificada de modo que as equacdes paramétricas
x(#) e y(t) sejam ajustadas adeguadamente 4 curva real no plano xy ¢ de uma forma
conjunta. Como decorréncia, os ajustes das duas curvas [1, x(1)] e [, v(1}] deverio ser

efetunados iterativamente.

Salientamos aqui dois aspectos importantes para o ajuste de curvas aplicado
representacio de Hermite. O primeiro deles trata de uma modificagio que realizamos
no método dos minimos quadrados no intuito de assegurar que a curva passe pelos
pontos inicial e final do conjunto de dados a ser ajustado, proporcionando uma

representacdo adequada para a curva quando colocada na forma de Hermite.

O segundo € o fato de os valores numéricos do parimetro ¢ necessérios para
realizar o ajuste das curvas paramétricas niio serem conhecidos a priori. Neste caso, é
necessario que exista um método para determinar os valores ideais de ¢ para cada um
dos pontos da curva real, possibilitando uma modelagem correta da curva

paramétrica.

As discussdes para estes aspectos estdio apresentadas nas se¢des 3.4.1 e 3.5.2,

a seguir.

B - 17 TSI
g‘ §
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3.4.1. Modificaciio no método dos minimos quadrados

Tendo em vista o uso das caracteristicas do modelo polinomial de Hermite,
fizemos modificagdes no método dos minimos quadrados de modo a introduzir
restrigdes garantindo que os pontos inicial e final da curva modelada coincidam com
0s pontos inicial e final da curva real, respectivamente. Deste modo, o método dos

minimos quadrados serd desenvolvido como segue.

Xt =at’ +bt’ vet+d, (3.28)

Se observarmos as componentes da matriz de geometria, veremos que:

X0)=d =P, (3.29)

Xh=a, +b +c +d, =P, = a =P, -P, —b —c (3.30)
Logo,

X, =x(t)= (P, P, —b ~c )t +hit+ct +P, (3.31)

Eo=x()= (00 =) P+t~ 1 )e, + (P - P+ P, (3.32)

X, =k.b +kyc +k, (3.33)

Oerro ¢; (eq. 3.16) sera entiio

e, =X, —x,=k.b +hyo +k, —x =k

i Yy

b, +k,c +k,

iy 2ivx

e, =K. L+k, (3.34)
onde k, =k, - x., K =[k, k,JeL=[b, ¢].

De acordo com as equagdes 3.17 ¢ 3.22, teremos:
E=E"-E=(KL+K,) (KL+K,), (3.35)
onde
K, =k, ky, - ky] e (3.36)
r
K:[kii ku kw} (3.37)

2t kzz kZN
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Submetendo a equagido 3.35 a uma minimizagdo semelhante A apresentada na

se¢do 3.3 chegaremos a equacio matricial 3.38.

K'KL=-K"K, (3.38)

Expandindo ambos os membros da equagio 3.38, obteremos:

zk}zz Zkﬁk2f ) b.\— _ ——Zk}ik‘h‘ (3.39)
Zkﬁkm Zkzzf C, "zszkzi .

Por fim, reescrevemos a equacéo 3.39 , explicitando os pardmetros conhecidos

da curva real.

Z] 3k ),
SE--0) 86 -o)

—z (rz‘z - t?)[(pz,r - Pl.r)‘tf3 + R, - xf]
_Z(ti - tf)[(Pz.r - })ix)rf + Pix - xi]

(3.40)

3.4.2. Determinacio do parametro t

Para o ajuste das curvas paramétricas x(f) e W(7) € necessario que o pardmetro ¢
seja estabelecido. Os valores ideais de #; associados a cada ponto amostrado (x;, y;)
sd0 determinados pelo algoritmo de otimizacio proposto por PLASS & STONE

(1983), que minimiza o erro entre a curva modelada e os pontos amostrados.

O algoritmo € iterativo e utiliza inicialmente uma distribuigdo uniforme para os
valores do pardmetro t. O ajuste das curvas x(f) e y(f) é feito pelo método dos
minimos quadrados ¢ em cada iteracio seguinte sdo calculados, pelo método de
Newton-Raphson (PRESS et al., 1992), os valores de £,.; {(onde Lin ¢ 0 valor do

parimetro ¢ na iteragdo n) que minimizam o guadrado da distancia,

di%H‘i = (xf - 'Q(If.nirl ))2 “1‘(}’,‘ - ;}(t‘f,n-i-l ))2 ’ (34 1)
de cada ponto amostrado  curva modelada.

Na equagio 3.42, ;,, é o valor de # para a n-ésima iteracdo durante a

passagemn peio método de Newton-Raphson.
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Com estes novos valores de t; o método dos minimos quadrados € utilizado
para o ajuste das novas curvas [1,x(1)] e [r.y(1)], sendo este processo de ajuste
repetido até que um critério de convergéncia seja satisfeito. O critério adotado foi a
estabilizagdo do erro entre a curva modelada e os pontos amostrados, onde este erro é

a soma de todos valores de d;". ou seja,

§=2.d; (3.43)

Um exemplo do processo de ajuste é mostrado na figura 3.3 a seguir,

(a) b (c)

Figura 3.3: Ajuste de uma curva paramétrica ap6s uma iteracdo (a), trés (b) e dez iteracdes (c).



Capitulo 4 - Uso da Representacio de Hermite na Discriminacio de Espécies de Plantas 33

Capitulo 4

Uso da Representacao de Hermite na
Discriminacao de Espécies de Plantas

4.1. Introducao

Embora a forma apresente um importante papel no processo de
reconhecimento na biologia, a sua descri¢io e a comparacio entre formas nio é uma
tareta trivial (NIKLAS, 1994), A subjetividade associada a descricio  das
caracteristicas relacionadas a forma para cada espécie ainda se faz bastante presente,
podendo estabelecer restrigdes de uso para algumas peculiaridades que também sio

importantes na caracterizagdo geral de uma espécie analisada.

Um dos érgios vegetais de grande interesse no estudo taxondmico € a folha.
Devido & sua disponibilidade e & ampla faixa de variagdes morfoldgicas que as folhas
apresentam, a forma da folha tem sido um rica fonte de dados sistemdticos desde o

inicio do estudo da classificacio de plantas (DICKINSON et al., 1987).

Entretanto, a utilizagio de métodos de descricio quantitativa baseados em
medidas ndo permite determinar onde a diferenca de forma estd localizada e, embora
haja correspondéncia entre pontos da estrutura, a comparacio nio pode ser estendida

a todas as partes do organismo, nem determinada a extensio das regides que diferem
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entre si. Nestes casos o que se compara ¢ uma mera lista de medidas ou coeficientes,
que algumas vezes podem ser redundantes ou altamente correlatos (WEST &

NOBLE, 1984).

Nos estudos taxonémicos, a terminologia utilizada na descricio de formas é
derivada mais ou menos diretamente da terminologia genérica existente, que por sua
vez deriva mais da propensdo humana de reconhecer do que analisar formas. Deste
modo, folhas tem sido descritas principalmente pela comparagdo com folhas de
plantas bem conhecidas ou por comparagio com 6rgdos ou artefatos. O uso de
algumas formas geométricas tem sido considerado na busca de uma padronizacéo,
incluindo algumas relagdes preestabelecidas como, por exemplo, as relagbes entre
comprimento e largura e a posicio relativa do ponto de maior largura (DICKINSON
et al., 1987).

Ainda assim, estas medidas ndo posicionam a forma num ambito global e o uso
de descritores para representacdo destas de formas com base em modelos tem se
tornado cada vez mais difundido na biologia. Os mais comuns so os descritores de

Fourier.

Assim, tendo em vista analisar o potencial discriminatério dos elementos da
forma de Hermite no processo de caracterizacio de curvas, utilizamos sua formulacio
na identificacio de duas espécies aparentadas de leguminosas  (Lonchocarpus
subglaucescens e L. muehlbergianus) através das nervuras secundarias de seus foliolos.
Acrescentamos assim mais um conjunto de elementos a serem utilizados na taxonomia

destas espécies, sendo estes de natureza global.

A dificuldade associada  discriminagiio destas espécies por caracteres vegetativos
como os dos foliolos reside no fato de eles apresentarem grande semelhanca nas formas de

suas nervuras e de seu contorno, como pode ser observado na figura 4.1

Neste contexto, o processo de reconhecimento das espécies consiste em realizar a
modelagem das nervuras secundérias através de equacdes polinomiais ctibicas de Hermite

com base num conjunto de pontos amostrados nas imagens dos foliolos e, em seguida,
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utilizar os elementos associados a esta representacdo na caracterizacio da forma das

nervuras e posterior discriminacio dos foliolos para cada uma das espécies.

(b)

Figura 4.1: Foliolos de Lonchocarpus muehlbergianus Hassl.(a) ¢ L. subglaucescens

Mart. ex Benth (b).

O que apresentamos neste capitulo é uma descricio geral da estrutura das
folhas das espécies estudadas no trabalho e do método que utilizamos para realizar a
modelagem das nervuras dos foliolos, detalhando todas as etapas envolvidas neste

processo, desde a aquisicio dos dados até o calculo dos descritores de curva,
4.2. As estruturas das folhas e foliolos

A estrutura de uma folha de Lonchocarpus consiste num conjunto de foliolos
Opostos presos a uma raquis, tal como exemplificado na figura 4.2. Cada foliolo é
classificado de acordo com a sua posigdo ao longo da folha. Os foliolos situados mais
proximos da base da folha sdo chamados de foliolos basais. Quando seguimos em
dire¢do ao dpice da folha encontramos o primeiro par, o segundo, até o n-ésimo par
de foliolos, seguidos dos foliolos sub-terminais e, por fim, do foliolo terminal ou

apical.

Embora a estrutura da figura 4.2 seja representativa para ambas as espécies
analisadas, o mimero de foliolos que podem ser encontrados tanto em uma quanto em
outra pode variar, e portanto a amostragem de foliolos numa posicfio pré-determinada
da folha se faz necessdria. Assim sendo, em todos os casos, a amostragem foi feita no

terceiro foliolo contado a partir da base.
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Figura 4.2: Estrutura da folha

Cada foliolo possui uma tnica nervura primdria de onde emergem as nervuras

secunddrias e sua estrutura € apresentada na figura 4.3.

nervira

nervuras
primdria

secundirias

peciciule - . dpice

Figura 4.3 : Estrutura de um foliolo
4.3. Condicdes para invariincia dos descritores

Antes de passarmos 2 fase de modelagem das nervuras é necessirio que

tomemos alguns cuidados na aquisiclio e tratamento de dados, de modo que os

conjuntos de descritores que venhamos a calcular com base nos modelos possam ser

corretamente analisados e a comparados. Quando realizamos a amostragem dos

pontos podemos nos deparar com alguns problemas, como mostram os pardgrafos a

seguir.

Embora para uma mesma espécie exista uma grande variacdo no tamanho dos

foliolos, as formas de seus contornos e de swas nervuras nio se alteram

significativamente.  Assim, se realizarmos a comparacao entre parmetros dos



Capitulo 4 - Uso da Representacio dz Hermite na Discriminagio de Hspécies de Plantas 37

modelos de Hermite para as nervuras sem realizar algum tipo de normalizacio em
relagdo ao tamanho provavelmente chegaremos a conclusées equivocadas sobre a

natureza dos espécimes,

Além disso, as imagens analisadas podem ser capturadas com os foliolos
assumindo diferentes orientagdes no dispositivo de aquisicio, podendo levar mais uma
vez a uma andlise errada de pardmetros se os pontos forem amostrados em sisternas
referenciais com orientagGes diferentes. Conseqgiientemente, a origem do sistema
referencial também € importante para normalizagio em relacio a rotacdo ¢ a
translagdo, pois, como sabemos, os vetores de geometria P, ¢ P, dependem da

posi¢do da curva no espago.

Assim, temos que garantir aos elementos a serem utilizados como descritores

para as curvas invariincia as transformagdes afins de translagdo, rotac@o e escala.

Também associada ao estudo da forma de seres vivos encontra-se a questao
do tamanho. Dentre as constantes discussdes que podemos encontrar na literatura
existem aquelas tratam das correlag@es existentes entre um e outro e do modo como
este conjunto “size-shape” pode ser definido e analisado (BOOKSTEIN, 1989;
SOMERS, 1989).

Tradicionalmente, a forma tem sido considerada como o elemento mais
importante no estudo das variaces entre classes. O tamanho, por sua vez, tem sido
considerado por muitos autores como um “quido aleatério” e descartado de suas

andlises, embora isto tenha sido bastante criticado por alguns estudiosos
(SUNDBERG, 1989).

Existem situacdes onde tamanho e forma devem ser tratados
independentemente, mas existem aquelas onde o tamanho esti intimamente
correlacionado com a forma e o estudo destas varidveis deve ser feito em conjunto

(SUNDBERG, 1989).

Considerando os descritores de curvas do nosso trabalho ¢ a partir de andlises
preliminares dos resultados, assumimos nio haver relacio direta entre a forma das

nervuras e o tamanho do folfolo, bem como entre a forma das nervuras e a forma do
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foliolo. Em virtude disto, resolvemos incluir medidas de tamanho e forma para os
foliolos na andlise morfométrica e verificar o grau de correlagdio entre forma ¢
tamanho na aplicacdo em pauta. Utilizamos, entio, como elementos para

determinagdo dos tamanhos geométricos de cada foliolo a sua drea, o comprimento
do semi-eixo maior do foliolo ¢ a medida +/xy (MOSIMANN, 1970), onde x e y sdo

os comprimentos dos semi-eixos maior e menor do foliolo.

Para isso, realizamos um Threshold global manual na imagem do foliolo de
modo a separar a parte da imagem que contivesse somente a regiio abrangida pela
sua base, como mostrado na figura 4.4. Deste modo, o cilculo da drea se torna uma
tarefa trivial, bastando para isto determinar a propor¢do dos pixels “cscuros” em

relacdo a totalidade da imagem.

(a) (b}
Figura 4.4: Imagem de um folfolo antes (a) e depois (b) da limiarizagdo.

A andhse da relagio “shape-size” é feita com base no cilculo de um
coeficiente que expressa a correlagdo que existe entre a varidvel que define o tamanho
€ uma outra que expressa a forma para a nervura secunddria. Escolhieremos como
varidvel determinante da forma uma que possa servir como bom descritor para as

nervuras secundarias.

Caso este grau de correlagiio seja pequeno, entdo nossas andlise sio validas e
0 método para medida da varidvel forma pode ser utilizado sem a preocupacio com a
varidvel tamanho. Esta mesma observagdo também € valida para a varidvel que define

a forma do foliolo.

A medida da correlagiio entre estas duas varidveis é dada pelo coeficiente de

correlacdo linear, discutido no apéndice 2.
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4.4. Aquisicio de pontos ¢ determinacio do modelo de curva

O primeiro passo do processo de modelagem das curvas consiste na aquisicio
de conjuntos de pontos associados a cada nervura secunddria.  Para isso,
desenvolvemos uma ferramenta computacional que possibilita a leitura, visualizacio e
marcagdo de pontos sobre imagens do tipo Windows BITMAP - 8/4/1 bits (BRITO
JONIOR, 1996). Para o ajuste das curvas foram estabelecidos sistemas referenciais
para cada nervura, como mostra a figura 4.5. De modo a manter consisténcia entre os
sisternas referenciais de todas as nervuras secundarias e possibilitar a andlise dos

dados modelados, os eixos horizontais dos sistemas referenciais estabelecidos $80
coincidentes com a nervura principal do foliolo, tendo o sentido base — dpice, € 0s

eixos verticais de cada nervura o sentido nervura principal — borda lateral
correspondente. A origem dos eixos, para cada nervura modelada, é colocada no
ponto de inser¢io da nervura secunddria analisada. Assim, a invaridncia dos
descritores as transformagGes de rotacdo e translagio € assegurada. Quanto a
invariincia & escala, a solugdo adotada é realizar uma mudanca de escala global nas

coordenadas dos pontos amostrados de modo a colocd-los numa faixa xe[(),l] e

ye[0,1], ou seja, garantir que as coordenadas dos pontos estardao encerradas dentro

de um quadrado de lado 1. Portanto, quando a projecio horizontal da nervura for
maior que sua projecio vertical, o valor maximo de x serd 1 enguanto o valor maximo

de y estard situado entre O e 1, e vice-versa.

y

Figura 4.5: Colocagio dos sistemas referenciais sobre as nervuras do foliolo.

Quando ¢ feita a aquisicdo das imagens ndio temos a garantia de que oS eixos
horizontais dos folfolos estardo alinhados com o eixo horizontal da tela gréifica, sendo
muitas vezes preciso realizar uma rotagio na imagem de forma que 0s pontos sejam
amostrados no sistema referencial correto. O programa de manipulacio de imagens

possibilita a realizacfio de rotagGes nas imagens Bitmap. Para isto, ¢ feita a colocagido
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manual de um segmento de reta que aproxime a nervura principal do foliolo e que
servird de referéncia que realizard o alinhamento do eixo principal do foliolo com o
eixo horizontal do dispositivo de exibicio. Realizado o alinhamento da nervura
principal, os pontos sdo entfic marcados sobre as nervuras, tal como observado na

figura 4.6.

Figura 4.6: Imagem de um foliolo com a marcagio dos pontos amostrados

Em resumo, o programa para aquisicio de dados e determinacdo dos
elementos da matriz de geometria que caracterizam as curvas correspondentes as
nervuras foliolares secunddrias analisadas foi implementado conforme as fases a

seguir.

I. Aproximaggo da nervura principal do foliolo por uma reta, rotagdo da imagem
para coincidéncia do eixo horizontal do dispositivo de exibi¢io com a nervura

principal ¢ amostragem de pontos sobre as nervuras secunddrias:

2. Modelagem das respectivas curvas paramétricas pelo método apresentado no
capitulo 3 e obtencdo dos elementos de geometria de Hermite através das

equacoes 3.5.
4.5. Descritores utilizados na discriminaciio das espécies

Antes de relacionarmos os descritores para curva e forma que utilizamos é
necessario que fagamos algumas observagdes. A primeira delas € sobre o modelagem
da curva. A amostragem dos pontos foi realizada sobre toda a extensio da nervura
secunddria. Entretanto, a parte da nervura que fica mais proxima & borda é muitas
vezes sujeita a irregularidades decorrentes da forma do folfolo. Por isto, resolvemos
fazer tr€s tipos de modelagem com diferentes faixas de amostragem e analisar o

desempenho discriminatério relativo a cada estratégia.
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As trés faixas de amostragem, definidas pelos valores de a (fig. 4.7), sdo as

seguintes:
1. Nervura inteira (a=1).
2. Pontos considerados até a metade da projecio horizontal da nervura (a=2).
3. Pontos considerados até um ter¢o da projecdo horizontal da nervura {a=3).

.................. nervura
secunddria

Figura 4.7: Faixa de amostragem de pontos sobre cada nervura.

A segunda observagiio ¢ sobre a determinacio dos descritores. O cdlculo de
cada descritor de curva pode ser feito para todas as nervuras dos foliolos. Entretanto,
procuramos encontrar um valor que melhor pudesse representar o descritor em cada
folfolo. Decidimos entdo fazer a escolha de uma nervura representativa para o foliolo

com base no vetor de geometria R,. Uma transformacio da forma

8, =(R,)=tan"' (R, /R,,) 4.1

¢ realizada e o valor de 6, calculado para todas as curvas do foliolo. Aquela
associada com o valor mediano para 8, ¢ considerada a nervura representativa no

foliolo e, como veremos posteriormente, demostrou ser uma boa solugdio. Sendo P, o
ponto da curva escolhido para o cdlculo do elemento determinante da nervura
representativa, resolvemos realizar as estimativas das curvatura e aceleracdo da curva

neste ponto especifico.

Apresentamos a seguir uma listagem dos descritores de curva que utilizamos

para discriminac@io das espécies de foliolos.

1. Valor dos elementos da representagfio de Hermite utilizando as combinagdes:

1.1. R],RQGPQ(P;EOI).
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1.2, RyeR,.
1.3, ReP..
14, R,
1.5. R,
1.6. P,

2. (R{,), dngulo que o vetor R, forma com o eixo horizontal.
3. Valor da curvatura no ponto inicial da curva, k(f = 0).

4. Valor da aceleragido da curva no seu ponto inicial, A(r = 0),

5. Primeira e segunda componentes principais do resultado da transformada de
Hotelling quando aplicada aos coeficientes das equacdes paramétricas das

curvas,
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Capitulo 5

Experimentos, Resultados e Discussoes

3.1. Introducéo

Para estudarmos a viabilidade do uso dos elementos representativos da forma
de Hermite (vetores de geometria) como discriminadores para as espécies
consideradas, analisamos um conjunto de 76 amostras de foliolos, sendo 38 amostras
da espécie Lonchocarpus subglaucescens e 38 de L. muehlbergianus, coletadas de
diversos individuos (incluindo jovens e adultos) e de diferentes partes da drvore

(foliolos sombreados e expostos ao sol).

Fizemos o cdleulo dos vetores de geometria com base na nervura
representativa do folfolo e analisamos o potencial de discriminacdo para a
representacao proposta considerando as seis combinacBes de vetores descritas no
capitulo 4. Este potencial por sua vez foi quantificado e qualificado de acordo com as
propriedades estatisticas dos conjuntos de dados, mais especificamente no que tange
as probabilidades de classificagio correta de uma determinada amostra a ser

identificada pelo classificador,

Calculamos também as outras caracteristicas mencionadas no capftulo 4 para
as curvas modeladas: o ingulo que o vetor R, faz com o eixo horizontal, a derivada

segunda no ponto inicial da curva, o valor da curvatura neste ponto e as primeira ¢
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segunda compenentes principais da transformada de Hotelling aplicada aos

coeficientes das equacdes paramétricas.

O classificador que utilizamos foi o discriminante linear de Fisher associado i
teorta de Bayes. Como discutimos na secdo 2.4.1, o método de Bayes determina o
ponto de fronteira na reta de projegiio que assegura a melhor separacdo estatistica
entre as classes. Entretanto, se levarmos em conta que estamos trabalhando com
amostras, devemos considerar intervalos de confianca para as estimativas das médias
e das varifincias dos dados projetados. Por isso, assumindo uma distribui¢io normal

N (ui ,crj) para estes dados, utilizamos intervalos de confianca de 95% no cilculo das

fronteiras.

A teoria envolvida no célculo dos outros descritores para curvas (curvatura e
derivada segunda) € discutida no apéndice 1 deste documento ¢ os fundamentos de

analise estatistica de dados que utilizamos sio apresentados no apéndice 2.

Finalizando o capitulo, apresentamos uma se¢io que trata das relagbes entre

tamanho e forma nos foliolos.

5.2. Vetores de geometria de Hermite calculados a partir dos

modelos

Fizemos a modelagem das curvas polinomiais levando em conta as vérias
faixas de amostragem mencionadas na secdo 4.4 (a=1,2,3). Os resultados obtidos

para as combinages de vetores de geometria sio apresentados nas segdes 5.2.1 a
5.2.3.

Nos casos onde o subconjunto de vetores de geometria possibiliton a
separacdo de classes, apresentamos nos graficos correspondentes as fronteiras de
separacdo calculadas pelo método de Fisher, onde o vetor de treinamento C, discutido
na secio 2.4.1, é composto de todas as componerntes dos vetores de geometria

envolvidos na andlise discriminatéria.
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Quando somente o vetor de geometria R, é considerado resolvemos
apresentar as fronteiras no espago de varidveis Rj, x Ry, isto porque, além de
estarmos tratando de um espaco de andlise bidimensional, esta forma de visualizagiio €
mais adequada que a simples apresentagdo dos dados projetados, como nos casos em
que ¢ feita a combinagdo de vetores. Deste modo, teremos que a fronteira de
separacdo de classes considerando R; serd dada por uma reta, enquanto que nos
demais casos a fronteira de separacio serd um ponto sobre a reta de projecdo de

dados, aqui denominado de Virons-

As expressOes matemdticas para as fronteiras de separacio entre as classes e
os valores dos erros de classificagio para cada faixa de amostragem serdo
apresentados em diferentes tabelas ao fim de cada subsecdo. O caleulo destes erros
estd descrito no anexo I, juntamente com a revisio dos conceitos de anslise

estatistica.

5.2.1. Faixa de amostragem de pontos: curva inteira {a=I)

Nos grificos das figuras 5.1 a 5.6 apresentamos os valores calculados para as
combinagbes dos vetores de geomeltria considerando uma faixa de amostragem de

pontos sobre toda a extensiio da nervura secundéria.
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Figura 5.1: Componentes do vetor de geometria R, para a=/,
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Figura 5.3: Componentes do vetor de geometria Py para a=1.
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Figura 5.6: Valores das projegGes para a combinagio dos vetores de geometria R, R, ¢ P, para a=1.

As fronteiras de separaciio apresentadas para as combinagdes de descritores

que possibilitaram a separagdo das espécies estdo dispostas na tabela 5.1.

R1 Rly - 1,572477 Rix = -0,260170
RleR2 yfront = 0,036489
R1eP2 yfront = -0,078592

RI,R2e P2 yfront = -0,217606

Tabela 5.1: Equagdes das fronteiras de separaciio entre as classes para a=1.
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Para as fronteiras discriminadas na tabela 5.1, o desempenho discriminatério

pode ser observado na tabela 5.2,

R1 14,57 % 12,50 %
RleR2 14,15 % 10,39 %
RleP2 14,54 % 12,41 %

RILR2e P2 13,79 % 9,94 %

Tabela 5.2: Probabilidades de classificago de um foliolo da espécie A como sendo da espécie B
considerando [aixa de amostragem com a=1.

Os dados da tabela 5.2 nos mostram que a discriminagio das espécies peios
descritores de Hermite para um modelo calculado com base numa faixa de
amostragem de pontos sobre toda a nervura nio é uma boa alternativa. Obtivemos
probabilidades de classificacdo incorreta na faixa dos 14%, o que ndo dd uma boa

garantia de que a discriminagdo serd realizada corretamente.

5.2.2. Faixa de amostragem de pontos: metade da projeciio horizontal (a=2)

A segunda estratégia de modelagem foi realizada considerando pontos
amostrados até somente metade da projecio horizontal da nervura e os descritores

calculados a partir dos modelos de nervuras sdo apresentados nas figuras 5.7 a 5.12.
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Figura 5.10: Valores das projegtes para a combinagio dos vetores de geometria R e R, para a=2.
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Figura 5.11: Valores das projecdes para a combinagio dos vetores de geometria R, e P, para a=2.
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Figura 5.12: Valores das projegdes para a combinagio dos vetores de geometria Ry, Ry e P, para a=2,

De modo analogo & subsecio anterior, mostramos as fronteiras de separagio
entre classes para as combinagdes de descritores que possibilitaram a discriminagio

das espécies (tabela 5.3).
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L
(¥

Rl Rly-1,701764 R1x = -0,176729
RleR2 yiront = 0,059864
RleP2 yfront = 0,154930

R1,RZ2eP2 yfront = 0,166641

Tabela 5.3: EquacGes das fronteiras de separagiio entre as classes para a=2.

Considerando estas fronteiras, a andlise estatisticas dos dados projetados nos

leva as probabilidades de classifica¢iio incorretas apresentas na tabela 5.3.

R1 726 % 8,63 %
R1eR2 7,00 % 8,38 %
RleP2 7,12 % 8,14 %

R1,R2e P2 7.02 % 8,14 %

Tabela 5.4: Probabilidades de classificagdo de um foliolo da espécie A como sendo da espécie B
considerando faixa de amostragem com a=2.

Podemos observar que esta abordagem de modelagem nos leva a melhor

discriminacdo das espécies, com erros médximos de classificagdo estimados em torno
de 8%.

5.2.3. Faixa de amostragem de pontos: um terco da projecio horizontal (a=3)

A dltima forma de modelagem foi feita considerando pontos amostrados até
somente a terga parte da projegio horizontal da nervura e o resultado desta estratégia

estd apresentado nos grdficos das figuras 5.13 a 5.18.
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Figura 5.14: Componentes do vetor de geometria R; para a=3.
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Figura 5.15: Componentes do vetor de geometria Py para a=3.
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Figura 5.16: Valores das projecdes para a combinagdo dos vetores de peometria R, ¢ R, para a=3.
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Figura 5.17: Valores das projecies para a combinagiio dos vetores de geometria R, e P, para a=3.
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Figura 5.18: Valores das projecdes para a combinagiio dos vetores de geometria Ry, Ry e P, para a=3.

As equagbes que descrevem as fronteiras de separacdo entre classes para esta

estratégia de modelagem siio apresentadas na tabela 5.5.
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Rly -1,808584R1x = -0,383671
yfront =0,159511
RleP2 yfront = 0,056966
RI,R2 ¢ P2 yfront = 0,063331

Tabela 5.5: Equagdes das fronteiras de separagio entre as classes para a=3,

As probabilidades de classificacio para esta abordagem sdio apresentadas na
tabela 5.6,

Rl 4,29 % 2,45 %
RleR2 323 % 1,97 %
RleP2 3,81 % 2,52 %

RI,R2eP2 3,19 % 1,95 %

Tabela 5.6: Probabilidades de classificacdo de um foliolo da espécic A como sendo da espécie B
considerando faixa de amostragem com a=3.

A andlise estatistica dos dados da tabela 5.6 nos mostra que esta estratégia de
modelagem foi a que melhor conseguiu discriminar as duas espécies de plantas.
Podemos observar que os erros méaximos calculados para nossa estimativa encontram-

se na ordem de 5%, garantindo uma boa confiabilidade na classificacio.

Com isto, podemos concluir que a parte da nervura secunddria que se encontra
mais préxima ao ponto de inser¢do na nervura principal do foliolo ¢ a regido
determinante no processo de classificagio. Quando extensdes maiores da nervura
secunddria foram consideradas na modelagem, a qualidade do ajuste do modelo sobre
a curva real da nervara era boa, mas nio o suficiente para a representacdo ideal da
parte da curva mais préxima ao ponto de insercdo. A medida que a faixa de

amostragem de pontos era diminuida, a curva real a ser modelada se apresentava mais
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suave, a curva ajustada se adequava melhor 4 curva real e a porcio inicial da curva
ficava mais bem superposta 4 por¢fo inicial da curva real, o que diminuia os erros de
classificagdo. Isto nos mostra que um polindmio de terceiro grau ndo é totalmente

adequado &s nossas necessidades quando aplicado a toda a extensio da nervura.

Outra observaciio importante é que o vetor de geometria R, mostrou ser o
descritor dominante sobre todos os outros vetores de geometria. E evidente o fato de
que quando outros vetores foram utilizados em combinacio com R;, o resultado da
andlise estatistica mostrou que a diminuicdo da probabilidade de classificagdo
incorreta ndo foi sensivel. Além disso, quando R, e P, foram considerados

separadamente, a discriminacio néo foi possivel.

Numa andlise visual comparativa realizada entre dois foliolos de espéeies
diferentes, poderiamos sugerir que, aqueles cujas nervuras secunddrias que saem com
inclinagdo vertical mais acentuada pertencem 2 espécies L.subglauscecens enquanto
que aqueles cuja inclinacio € menos acentuada pertencem a espécie

L.muehlberghianus.
5.3. Outros descritores para as curvas

Consideramos outros descritores para os modelos de curvas para as nervuras
dos foliolos. Nos gréficos das secdes 5.6.1 a 5.6.3 apresentamos os valores do dngulo
que o vetor de geometria R, faz com o eixo horizontal (<R(>) e os valores da
derivada segunda da curva ¢ da curvatura, ambos no ponto inicial da curva (t=0).
Escolhemos este ponto para realizar o calculo destas caracteristica por estd situado na
regido da curva que possibilita a melfhor discriminagdo entre as espécies analisadas.
Apresentamos também grificos com a primeira X segunda componentes principais da
transformada de Hotelling, condensando a informacdo existente nos coeficientes das

curvas modeladas.

5.3.1. Faixa de amostragem de pontos : Curva inteira (a=1)}

Na figura 5.19 observamos os valores de <R,> considerando uma faixa de

amostragem de pontos sobre toda a extensio da nervura secundaria.
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Figura 5.19: Fase do vetor R para a=/ (em graus).

Para esta estratégia de modelagem, as probabilidades de classificacdo errada
quando o limiar <R>= 53.17 graus ¢ utilizado sio de 12,99% para se classificar um
foliolo de L.subglauscecens como sendo de L.muehlbergianus e de 14,92%, caso

contrario,

Além disto, podemos observar nos graficos das figuras 5.20 e 5.22 que os
descritores apresentados em cada um ndo se mostraram eficientes no processo de

classificaciio.
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Figura 5.21: Vetor derivada segunda da curva em 1=0 para a=].
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das curvas purzTeiricas para awm /.

5.3.2. Faixa de amostragem de pontos : metade da prejecio horizontal (a=2)

Caleziando os descritores para a=2, obtivemos os valores apresentados nos
graficos dus Tzuras 5.23 a 5.26. Novamente, apenas <R;> foi capaz de realizar a
discriminacZc Jas espécies. Considerando um valor de limiar <R, >=57,38 graus, as
probabilidaces de classificagdo incorreta sdo de 9,57% para se classificar um foliolo

de Lsubgli:..;cecens como sendo de L.muehlbergianus ¢ de 7,49%, caso contrario.
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Figura 5.26: Primeira e segunda componentes principais resultantes da descorrelagio dos coeficientes

das curvas paramétricas para a=2.

5.3.3. Faixa de amostragem de pontos: um terco da projecdo horizontal (a=3)

Para a=3, os resultados obtidos ndo diferiram muito qualitativamente dos

resultados correspondentes &s estratégias anteriores (figuras 5.27 a 5.30). Entretanto,
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esta estratégia € a que possibilita a melhor discriminagdo para <R,>. Considerando
esta faixa de amostragem a analise estatisticas dos dados calculados mostra que as
probabilidades méaximas de classificagdio incorreta considerando um limiar <R;> =
56,12 graus sdo de 6,13% para se classificar um foliolo de L.subglaucescens como

sendo de L.muehlbergianus ¢ de 6,70%, caso contrario.
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Figura 5.27: Valor de <R,> para a=3.
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Figura 5.28: Valor da curvatura no ponto inicial da curva para a=3.
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Figura 5.30: Primeira e segunda componentes principais resultantes da descorrelagio dos coeficientes

das curvas paramétricas para a=3.

Como pdde ser visto nestes graficos, os valores da curvatura e da derivada

segunda ndo conseguiram discriminar as curvas, o que pode ser explicado pelo fato de

ambas as classes de curvas modeladas apresentarem um comportamento suave ¢

aproximadamente semelhante.

Da mesma forma, os coeficientes das curvas

parameétricas também no se mostraram eficientes como elementos para discriminagdo

da forma das nervuras dos foliolos. Portanto, nenhum destas variaveis {curvatura,

derivada segunda e coeficientes) foram utilizadas na discriminagio das espécies.
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Observamos que apenas <R,> conseguiu discriminar corretamente, visto que
se trata de uma transformagdo aplicada ao vetor R;. Entretanto, a informacio de
médulo para o vetor R, também € importante na caracterizagdo da curva. Ainda que
pequena para a nossa aplicacfio, a diminuiciio dos erros de classificagio pdde ser

constatada (tabela 5.7), reforcando assim a importancia do uso desta caracteristica em

outros casos.

R, 4.29 % 2.45 %
0, 6.70% 6.13%

Tabela 5.7: Probabilidades de classificacdo incorreta de um foliolo da espécie A como sendo da
espécie B considerando os elementos R e 8.

Um exemplo bem ilustrativo para isto pode ser observado na figura 5.31.
Temos representadas duas curvas com pontos inicial e final iguais, bem como vetores
R, idénticos. Para ambas as curvas o dngulo do vetor de saida R, é mantido, mas as
suas magnitudes alteradas. E bastante notdvel que utilizando apenas a informacdo de
angulo para caracterizar a forma das curvas chegarfamos a conclusio (errada) que

ambas seriam idénticas, o que néo constifui uma verdade para este caso.

Figura 5.31: Modelos de Hermite com diferentes vetores de geometria.
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Mais uma vez, notamos a melhoria do classificador quando utilizamos faixas

de amostragens menores, reforcando as observacdes feitas no final da secfio 5.2.

Uma observacio importante € a de os coeficientes das curvas paramétricas nio
terem sido descritores eficientes para a forma, pois nio conseguiram discriminar as
duas classes de curvas. Imaginamos que o fato de combinagdes diferentes de curvas
paramétricas conseguirem refletir a mesma instincia do vetor de geometria R; pode
ter levado a superposicdo entre as classes no espaco de varidveis dos coeficientes das

curvas.

Isto nos leva a concluir que o uso de uma representagdo alternativa para
curvas como a de Hermite € mais apropriado quando desejamos estudar a forma de

um determinado objeto.

5.4. Analise das relacdes entre tamanho e forma para os foliolos

De acordo com a secdo 4.5, calculamos o coeficiente de correlagio entre
varidveis associadas ao foliolo: o dngulo de inser¢fio da nervura secundéria na nervura
principal (<R,>) que, como vimos, também mostrou ser um bom descritor global para
a forma da nervura, e outras tais como drea e comprimento do foliolo, como
elementos representativos para o seu tamanho, e a relagiio entre semi-eixos do foliolo

como representativa para a sua forma.

Para <R,> escolhemos a faixa de amostragem que propiciou a melhor
separagao entre as espécies: a=3. Assim, através da equacdo 4.2 e considerando
todas as amostras para cada uma das espécies, calculamos os coeficientes de
correlagiio r, entre as varidveis relativas d espécie L.muehlbergianus e r, entre as

relativas a espécie L.subglaucescens e apresentamos os seus valores na tabela 5.7.
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L. muehbergianus L. .sqbfgl_z_z_uc_:escens. o

 Medidade _Coeficiente de| Nivelde | Coeficiente de i Nivelde

tamanho ou forma | correlagdo i, | significancia | - correlagio ;. ‘| Significancia.
~para abasé.do. : L (%) e o (%)
_ foliolo _
 dreadabase 0,005252 97,64 0,344752 3,42
iy | ootess 91,84 02188 18,75
x| 003677 82,50 0,1599 33,85
x/y -0,04578 78,34 -0.2078 20.99

Tabela 5.8: Coeficientes de correlagio entre <R ;> (a=3) e medidas de forma e tamanho para o

foliolo.

Podemos observar pelos dados da tabela 5.7 que a correlagio existente entre

os elementos descritores de tamanho ¢ forma para foliolos de L.muehlbergianus é

quase nula, enquanto que para os folfolos de L.subglaucescens esta correlaciio é

pequena, podendo ser desconsiderada, mostrando que o método para medida de

forma ¢ valido quando realizado independente do tamanho.

Assim, considerando a hipdtese Hy: p=0, podemos aceitar os valores

estimados para as correlagdes, vistos os niveis de significincia dos testes.
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Capitulo 6

Conclusoes

Discutimos neste trabalho a utilizagio da representaciio polinomial de Hermite na
modelagem, caracterizacdo e discriminaciio de curvas. Diante da flexibilidade que pode
ser obtida na modelagem ¢ do modo como os pardmetros de controle da forma podem
ser observados e analisados, podemos concluir que o uso da representaciio de Hermite é

uma boa opgdo no processo de discriminagio de curvas.

Pelos resultados expostos no capitulo 5 verificamos que este potencial é
decorrente da influéncia que os vetores de geometria exercem sobre toda a extensio da

curva.

Para a aplicagiio particular discutida em detalhes neste trabalho, o modelo de
Hermite revelou ser dtil na descricio de forma para espécimes vegetais. Procurando
distinguir duas espécies de plantas semelhantes, exemplificamos o potencial

discriminatério dos elementos associados i representagio proposta.

Neste caso, os vetores se mostraram como bons separadores para as duas

espécies de plantas, sendo R, o mais representativo dentre eles, isto porque o dngulo que
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R, forma com o eixo horizontal pode ser comparado com o angulo de insercéio da
nervura secundaria, € a sua magnitude indica o quio rapido a curva se afasta deste vetor.
Desse modo, para as espécies consideradas, a quantificacio do vetor R, se torna uma
grandeza de caracterizagdo de forma mais confidvel que uma medida aproximada do

angulo formado entre as nervuras principal e secunddria, como feita usualmente.

E importante enfatizarmos que os vetores de geometria R; e P> ndo devem ser
desconsiderados em outras aplicacdes. Nesta em particular, nfo se mostraram
necessdrios, pois ndo salientaram a caracteristica decisiva na discriminagio das duas
espécies.  Entretanto, em outras aplicagdes podem ser cruciais na caracterizagcdo do
elemento forma. Assim, todos os elementos sio importantes na determinacdo da forma de

uma curva.

Além disso, quando nos valemos dos coeficientes das curvas paramétricas para
tentar caracterizar e discriminar as nervuras, os resultados obtidos nio foram
satisfatorios, ndo se caracterizando estes como descritores adequados para a forma no

processo de identificacdo desejado.

O estudo que realizamos mostrou que um problema de discriminacio de duas
classes de curvas bastante semelthantes foi resolvido de maneira satisfatdria, indicando

que o uso desta representagiio pode ser estendido para outras classes de aplicacio.

Seguindo esta linha de pesquisa, poderiamos sugerir o uso de representacoes
alternativas para curvas como a de Bézier que, para a aplicacdo deste trabalho,
provavelmente viesse a fornecer resultados bem semelhantes aos que obtivemos para o

modelo de Hermite.

Caracterfsticas como a forma do contorno das folhas podem ser modeladas
utilizando as representagdes de Hermite, Bézier ou B-splines, que demandam custo
computacional inferior aquele necessdrio para o cilculo dos tradicionais descritores de

Fourier.
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Além disto, podemos sugerir a aplicacio do modelo considerado na solucdo de
outros problemas de interesse na Botinica tratando da caracterizacio ¢ identificaciio

automatica da forma de espécimes vegetais.



Referéncias Bibliograficas 72

Referéncias Bibliograficas

BOOKSTEIN, F. L. “Size and shape™ a comment on semantics. Systematic zoology,
v. 38, n. 2, p. 173-180, 1989.

BOOKSTEIN, F. L., STRAUSS, R. E, HUMPHRIES, J. M., CHERNOFF, B.,
ELDER, R. L., SMITH, G. R. A comment upon the uses of Fourier methods in
systematics. Systematic zoology, v. 31, n. 1, p. 85-92, 1982,

BOX, G. E. P., HUNTER . S. Statistics for experimenters: an introduction to
design, data analysis, and model building. New York: John Wiley & Sons, 1978.

BRITO JUNIOR, A. M. Ferramentas computacionais para modelagem de curvas
e reducdo dimensional. Campinas: DCA/FEEC/UNICAMP, 1996. (relatério
interno n. 04/96)

DICKINSON, T. A,, PARKER, W. H., STRAUSS. R. E. Another approach to leaf

shape comparisons. Taxen, v. 36, n. I, p. 1-20, fevereiro 1987.

EHRLICH, R., PHARR, R. B., JR.,, HEALY-WILLIAMS, N. Comments on the
validity of Fourier descriptors in systematics: a reply to Bookstein et al.,

Systematic zoology, v. 32, n. 2, p. 202-206, 1983.



Referéncias Bibliograficas 73

FERSON, S., ROHLF, F. J., KOEHN, R. K. Measuring shape variations of two-

dimensional outlines. Systematic zoology, v. 34, n. 1, p. 59-68, 1985.

FOLEY, I. D., VAN DAM, A., FEINER, S. K., HUGHES, I. F. Computer
graphics: principles and pratice. 2. ed.. New York: Addison-Wesley, 1993,
1175 p.

GONZALEZ, R. C,, WOODS, R. E. Digital image processing. New York:
Addison-Wesley, 1993, 716 p.

HICKEY., L. J.  Classification of the architecture of Dicotyledonous leaves.

American journal of botany, v. 60, n. 1, p. 17-33, 1973.

HICKEY, L. J. A revised classification of the architecture of Dicotyledonous leaves.
In: METCALFE, C. R., CHALK, 1.. Anatomy of the Dicotyledons. 2. ¢d., vol. 1,
Oxford: Claredon, 1979,

KEREN, D., COOPER, D., SUBRAHMONIA, J. Describing complicated objects by
implicit polynomials. IEEE transactions on pattern analysis and machine

intelligence, v. 16, n. 1, p. 38-53, 1994.

KEREN, D. Using symbolic computation to find algebraic invariants. IEEE
transactions on pattern analysis and machine intelligence, v. 16, n. 11, p.
1143-1149, 1994.

LIN, C.-S., HWANG, C.-L. New forms of shape invariants from elliptic Fourier
descriptors, Pattern recognition, v. 20, n. 5, p. 535-545, 1987.

McLELLAN, T. The roles of heterochrony and heteroblasty in the diversification of

lear shapes in Begonia dregei (begoniaceae). American journal of botany, v. 80,
n. 7, p. 796-804, 1993,

MELVILLE, R. The terminology of leaf architecture. Taxon, v. 25, n. 5, p. 549-561,
1969.



Referéncias Bibliograficas 74

MELVILLE, R. Leaf venation patterns and the origin of the Angiosperms. Nature, v.
224, p. 121-125, 1976.

MOSIMANN, I. E. Size alometry: size and shape variables with characterizations of
the lognormal and generalized gamma distributions. Journal of the american

statistical association, v. 65, n. 330, p. 930-945, 1970.

NIKLAS, K. J. Plant allometry: the scaling of form and process. Chicago: The
University of Chicago, 1994,

PERSOON, E., FU, K.-S. Shape discrimination using Fourier descriptors. IEEE
transactions on pattern analysis and machine intelligence, v. 8, n. 3, p. 388-
397, 1986.

PLASS, M., STONE, M. Curve-fitting with plecewise parametric cubics. Computer
graphics, v. 17, n. 3, p. 229-239, Julho 1983,

PRESS W. H., TEUKOLSKY S. A., VETTERLING W. T., FLANNERY B. P.
Numerical recipes in C. New York: Cambridge, 1992, 994 p.

RIVLIN, E., WEISS, L Local invariants for recognition. IEEE transactions on

pattern analysis and machine intelligence, v. 17, n. 3, p. 226-238, marco 1995.

RIZZINI, C. T. Sistematizaco terminolégica da folha. Rodriguesia, n. 42, p. 103-
125, 1977.

ROGERS, D. F., ADAMS, J.A. Mathematical elements for computer graphics. 2.
ed.. Singapure: McGraw-Hill, 1990, 611 p.

SCHALKOFF, R. Pattern recognition. New York: John Wiley & Sons, 1992, 653 p.

SOMERS, K. M. Allometry, isometry and shape in principal components analysis.
Systematic zoology, v. 38, n. 2, p. 169-173, 1989.

SUNDBERG, P. Shape and size-constrained principal component analysis.
Systematic zoology, v. 38, n. 2, p. 166-168, 1989,



Referéncias Bibliograficas 75

THORNDIKE, R. M. Correlation procedures for research. New York: Gardner,
1978, 340p.

TOU, J. T., GONZALEZ, R. C. Pattern recognition principles. Leading: Addison-
Wesley, 1974.

TSAI D.-M., CHEN M.-F., Curve fitting approach for tangent angle and curvature

measurements, Pattern recognition, v. 27, n. 3, p. 699-711, 1994,

VANDERHEIT, C., DOM, F., OOSTERLINCK, VAN DER BERGHE, H. Two-
dimensional shape decomposition using fuzzy subset theory applied to automated

chromosome analysis. Pattern recognition, v. 13, n. 2, p. 147-151, 1981,

WEST, J. G., NOBLE, 1. R. Analyses of digitised leaf images of the Dodonaea

viscosa complex in Australia. Taxon, v. 33, n. 4, p. 595-613, novembro 1984.

ZELDITCH, M. L., FINK, W. L., SWIDERSKIL D. L. Morphometrics, homology,
and phylogenetics: quantified characters as synapomorphies. Systematic biology,
v.44,n. 2, p. 179-189, 1995.

ZHOU, Y.-H., LING, L.-B., ROHLF, F. J. Automatic description of the venation of
mosquito wings from digitized images. Systematie zoology, v. 34, n. 3, p. 346-
358, 1985.




Apéndice [ - Revisdo de Conceitos Relacionados a Curvas 76

Apéndice 1

Revisao de Conceitos Relacionados a
Curvas

Al.l Introducio

Além dos descritores enfatizados neste trabalho (vetores de geometria de
Hermite), estudamos outras caracteristicas das curvas, tais como derivadas segunda e
curvatura, ¢ analisamos seu potencial discriminatério quando comparado com os
elemtentos da representagio de Hermite. Para isto, apresentamos na seciio Al.2

deste anexo o desenvolvimento matematico para a obtencédo destas caracteristicas.
Al.2 Caracteristicas vetoriais de uma curva no plano

Definimos inicialmente uma curva paramétrica genérica C e um conjunto de

grandezas a ela associadas (Fig. Al.1).
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y
F 9 C
A T
\QP 7
R(x(1), y(1))
0 " x

Figura Al.1: Curva paramétrica e grandezas associadas.

Seja R(1) o vetor posigéio dos pontos da curva e 1 o parimetro que definird
cada ponto P sobre a curva C. R(r) ters duas componentes vetoriais: uma horizontal,
x(t), e uma vertical, y(t), tal como explicitadas na equagiio Al.1. Teremos ainda
associadas a cada ponto um vetor velocidade V(r) € um vetor aceleracio E( 1),

R(t) = x()T +y(1)] (ALD)
V() = R(t) = dR(t)Jdt = () +y' (1) (A1.2)

3

A = R (1) =dV (1) de = *R()/dr* = X" ()7 +y"(1)] (Al3)

Das equacbes Al.2 e Al.3 podemos calcular o médulo e fase dos vetores

velocidade e aceleragio.

Vol =[x of +[yof (A1.4)
Vo) = [y /2] (A15)
Aw| =0T + o] (AL6)
(Aw) =15y rx) (ALT)

A velocidade escalar de um corpo com movimento descrito por f?(t) em um

ponto qualquer da curva é definida como

V(1) =|V ()| = ds()/dt (AL8)

sendo s(¢) o comprimento de arco sobre a curva C.
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Definimos 7(t} como sendo o vetor unitario tangente a curva em cada ponto.

O angulo formado entre T(r} e o eixo x sera denominado o(r) (fig. AL.2).

sen{oL (1))

alt) cos{a(t))
v >

Figura A1.2: Cornponentes do vetor tangente.

Sendo o vetor 7(f) tangente a curva, terd também a mesma direcdo do vetor
velocidade V (1), ou seja,

V(f) V(t) dR/dt _ x'(t)f-i—y’([)}"
o] v ikl JrOF Dol

(A1.9)

Como podemos observar na Figura A1.2, o vetor unitério 7(z) possui duas
componentes vetoriais, tal como na equagio A1.10.

T(1) = cos(a(n)i +sen{o()) ] (A1.10)

Logo, pelas equages A1.9e Al.10,

() sen(oz(t) y )

JEOT+[yoT JroT +[yoT

cos{oi(r)) =

(AL.11)

Podemos ainda obter o valor do angulo o.(f) em fungdo das componentes
vetoriais g(1) e A(t), como mostram as equacdes Al.12e Al.13.
’(r)

sen(eu(t)) ol +[yo] _yw
cos(ou(t)) x'(1) X

JEOT o

() =1g7 (y'()/x'(1)) (A1.13)

rg{o(n))=

(Al.12)
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Quando a curva enverga mais sensivelmente, o vetor tangente unitario T(¢)
muda sua diregiio com uma rapidez mais acentuada, isto é, a taxa de variacdo
doft)/dsdo Angulo () em relago ao comprimento de arco s(r) é maior em

modulo. Esta taxa de variagdo é denominada curvatura da curva C no ponto P.

No caso de uma curva paramétrica, a curvatura é definida pela equacio Al.14
a seguir.

k(1) = dou(t)/ ds (A1.14)

Procurando estabelecer uma relagdo entre o vetor de aceleracio ﬁ(r)e 0 vetor
tangente a curva 7(r), nos reportamos i equagdo Al.9 e isolamos o vetor velocidade
V).

Vt)y=wv()T () (Al.15)

O vetor aceleracdo poderd ser entfio reescrito na forma da equacgao Al.16,

dv(i ) (
dt

dT(r)

A== S (o)=L D) 1y LD (4

Sabendo que

dT(f) _ dT (1) ds(t) o) df (o

(Al.17)
dt ds dt ds
podemos chegar a uma nova expressio para o vetor aceleragio:
Aq) = d( ) Tty +v2 (1) dT(” (A1.18)

Definimos também o vetor unitdrio N, (¢) , perpendicular ¢ rotacionado de 90°
em relacio a T(f) (fig. AL.3). O vetor N{(t) ficard sempre & esquerda de um

observador que caminhe na curva na direcdo ¢ sentido do vetor tangente. Sua

espressdo € dada pela equacdo A1.61.

N, (£) = cos(ou(n) + 2)7 + sen(c(t) +%) 7
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Figura A1.3: O Vetor N (1).

N (£) = —sen(a ()7 +cos(a(2)) ] (A1.19)

Das equacdes Al.11 e AL.19, teremos:

N.(t) =

= (~y' (0T +x'()}) (A1.20)

JeoF ol
Derivando a equagio A1.10 em relagiio a s, teremos:

i@ (. do(t) ). do() -
" _( sen(ou(r)) " ]z+(cos((x(r)) ” Jj (Al.21)

De acordo com as equacdes Al.14 e Al.19, a equacdo Al.21 poderd ser
reescrita como:

dT (1
ds

do(n)

= [— sen(o(1))7 + cos(oc(t))f]T =Nt dou(t)

ds

= k()N (1) (A1.22)

Fazendo o produto escalar de A(t) por N ,(2), podemos chegar a uma nova

expressdo para a fungio curvatura k(r).

d"(;) T(ye N,(6) +v2 (1) dz(r) o« N,(1) (A1.23)
A)

A(t)o N, (1) =

Algumas modificagdes podem ainda ser feitas na equagio Al.21. Podemos ver

que, pela equaciio A1.22,
dT(t)

o N, =k(t)N, (1) o N, (1) = k(1) (A1.24)

Além disso, T(t)e 1\7[ (t)=0, pois T(t) e ]Vi(t) $d0 vetores normais entre si.

Desse modo, a expressiio A1.23 se transforma em
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Ao N, (1) = v (Dk(r) (A1.25)

Isolando k(#) na equacdo Al.25, encontraremos uma nova expressio para a

curvatura.

A e N,(t)

k e
“ vi(t)

(A1.26)

Fazendo o produto escalar de A1.3 por A1.23 e substituindo o resultado na

equacéo A1.26 chegaremos a

AneN@® _ 1 =Y'Oi+x"(10) )

k(t) = 5 (X" +y"(1)])e = (AL27)
Ve Vo JOF +yoT
onde, pela equaciio Al1.24,
v()' =) =[x +[yoT (A1.28)

E, finalmente, fazendo o produto interno na equacio Al.21, encontramos uma

expressdo final para a curvatura k(t) em fungdo das componentes x(¢) e y(1).
Xy -y (O (1)

(EXO1 +[y'(t)]2)%

k(t)= (A1.29)
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Apéndice 2

Revisao de Conceitos Relacionados a
Analise Estatistica de Dados

A2.1 Introducio

Incluimos neste apéndice uma revisio de conceitos relacionados a andlise
estatistica de um conjunto de dados, tais como média, varidncia e intervalos de
confianga, necessdrios na etapa de classificacio pelo método de Fisher e na anlise de

erro decorrente da classificacio de dados.
A2.2 Descri¢iio estatistica dos dados

A teoria estatistica estd intimamente ligada aos fendmenos que ocorrem na
natureza. Os fendmenos estudados pela estatistica sdo aqueles cujo resultado, mesmo
em condigBes normais de experimentacdo, variam de uma observagdo para outra,

dificultando dessa maneira a previsio de um resultado futuro.

O comportamento destes fendmenos aleatérios na maijoria das vezes pode ser

explicado por modelos matemdticos probabilfsticos dentre os quais encontram-se as
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fungbes de distribuicdo (BOX, 1978), que modelam a ocorréncia das varidveis
envolvidas neste fendmenos. A fungio de distribuicio mais utilizada para representar
varidveis naturais ¢ uma gaussiana, ou fun¢do Normal, sendo aplicada em intimeras
situagdes e constantemente utilizada para o desenvolvimento teérico da inferéncia

estatistica. A sua expressdo materndtica é dada pela equagio A2.1.

_ -y
p(x) - -JE;{G’ exp 262

(A2.1)

A notacdo utilizada é N (u,cs:), significando que uma varidvel amostral x

possui distribui¢io normal de média |t e varifincia o7, considerando todos os elementos

do espago amostral.

Quando ndo podemos tomar conhecimento de todos os elementos de um
determinado espago amostral, as andlises que realizamos sobre as caracteristicas deste

espago sdo feitas sobre um subconjunto do mesmo e o que calculamos sio estimativas

para a média e a varidncia de x, que chamamos aqui de X e s°, respectivamente, sendo

os seus valores sdo dados pelas equacdes A2.2 e A2.3 a seguir,

N

}L—Zx (A2.2)

=3

x =

2 I u 2
57— 3 {x~X) A2.3
Nﬂfg( ) (A2.3)
A2.2.1 Intervalos de confianca

A medida que anmentamos o nimero de amostras, as estimativas xe s° se

tornam mais confidveis, isto é, mais proximas dos valores da média e varidncia reais.

E possivel estimar intervalos onde os valores da média e da varifincia real do

espago amostral podem ser encontrados com um determinado nivel de probabilidade.
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Estes intervalos sdo chamado intervalos de confianga. Um exemplo de intervalo de
confianca pode ser: “a altura média da populagdo X encontra-se entre 1.65m e 1.75m
com 95% de confianga”. 95%, neste caso, seria a probabilidade da média da altura

certamente se encontrar entre 1.65me 1.75m.

Os intervalos de confianga sdo bastante \iteis, por exemplo, no cilculo de testes
de significancia quando tratamos da classificagio de varidveis através da teoria de
Bayes. Nas segbes A2.2.1.1 e A2.2.1.2 mostramos como é feito o cilculo de
intervalos de confianga para a média e para a varidncia de uma populacio com base

nos valores de suas estimativas.

A2.2.1.1 Intervalo de Confianca para a média

Para uma amostra de tamanho N, cujo valor médio estimado é X e a varidncia
estimada € s°. a distribuicio de X também é normal e varidncia desta distribuicao €
dada por sz/ N, sendo o intervalo de confianga para a média desta amostra

determinado pela equacido A 4.

. Kk -
T——=s<P<X+

JN

(A2.4)

ks
JN
ou seja,

ma <\ <mb

O valor da varidvel k serve para determinar o nivel de confianga que se deseja
para o intervalo de variagao da média. Na figura A2.1, por exemplo, onde a média da
fungdo de distribuicdio encontra-se entre ma e mb, podemos observar o variagio

posicionamento da funcio de distribuiciio dentro do intervalo.
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Distribuigao de
Probabilidade

ma X mb

Figura A2.1: Variagio da média considerando intervalos de confianca.

A2.2.1.2 Intervalo de confianca para a variancia

Do mesmo modo que para a média, podemos também definir intervalos de
confianga para a varidncia da amostra. As varidncias de amostras calculadas de um

conjunto de dados distribuidos normalmente assumem uma distribui¢do chi-quadrada

X ?  sendo o intervalo de confianga para os valores da varidncia dado por

(n - Ds? coi< (n—Ds

B - (A2.5)

2 - 3
Os valores de A e B correspondem aos valores do y” que asseguram niveis de

probabilidade para iguais a 1-0/2 e o/2 na fungfio de distribuicio, respectivamente,

onde 1-00 € o nivel de confianca desejado.

Na figura A2.2 mostra o comportamento da varidncia quando um intervalo de
confianga para a mesma € considerado. A linha continua representa a distribuicdo de
uma amostra para o valor da varidncia estimado pela equagio A2.3. As outras linhas
mostram como seria a mesma distribuicdo para os valores midximo e minimo das

variancias calculados pela equagiio A2.5.
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Distribuiciio de
Probabilidade

Figura A2.2: Variagiio da varidncia considerando intervalos de confianga.

A2.2.2 A teoria de Bayes

Uma ferramenta importante que utilizamos para realizar a classificacio dos
elementos estudados neste trabalho € o classificador de Bayes (TOU & GONZALEZ
,1974).  Este classificador possibilita associar um padrio desconhecido a uma das

classes conhecidas num determinado problema.

Considere duas classes C, e C; com médias Hi e Ua, Hi < My, varidncias ¢ e

ci, ¢ que apresentam distribuicdes de probabilidade de ocorréncia pi(x) e pa(x). O

classificador de Bayes procura encontrar um valor de limiar T que delimite as classes e

que possibilite classificar um elemento com um minimo de erro.

A probabilidade de classificar um objeto pertencente 2 classe C, como sendo

pertencente a classe C, é dada por
;
E (D)= [ p(2)dz (A2.6)

Do mesmo modo, a probabilidade de classificar um objeto pertencente i classe

C, como sendo pertencente a classe C, é dada por
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E.(T) = p,(2)dz (A2.7)
r

A probabilidade de erro total ¢ dada por
E(T)= PE(T)+ RE,(T) (A2.8)

onde Py e P, (P, +P,=1) sdo as probabilidades de ocorréncia dos elementos das

classes C; e C; no universo amostral, respectivamente.

O valor ideal para T serd dado quando E(T) assumir seu valor minimo. Assim,
diferenciando a equacdo A2.8 em relacio a T e igualando o resultado a zero,

poderemos encontrar este minimo, apresentado na expressio A2.9 a seguir.
P.p(T)=Bp,(T) (A2.9)

Quando os elementos das duas classes podem ocorrer em quantidades iguais
(caso discutido neste trabalho), P; = P, = 0.5, podemos mostrar que o valor desejado

de T serd dado por

T = (A2.10)

onde: «=6-0o:,

G
c=pic +ulo!? WZG;"Gglog«&—f :
2

Quando tratamos de amostras de uma populacdo, devemos levar em conta o

uso de intervalos de confianga para as estimativas das médias e das varidncias dos dois

subconjuntos C, e C, estudados no cileulo do limiar T e dos erros de classificacio
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associados. Desse modo, a determinacio do valor de limiar deve ser calculado para os
valores de média e varidncia que impliquem na maior superposicio das gaussianas

pi(x) e pa(x), como mostra a figura A2.3.

DistribuicSes originais =
Distribuigtes ¢/ interv. confianga - - -

Figura A2.3: Fungbes de distribuiio utilizadas no cdlculo do limiar T.

Assim, o valor da média da classe C, utilizado no cileulo do limiar deve ser
igual ao limite superior do seu intervalo de confianga, enquanto que para a classe C,
este valor deve corresponder ao limite inferior. Além disso, em ambos os casos, as
varidncias consideradas no calculo do limiar devem corresponder aos limites

superiores dos intervalos de confianga para a varidncia de cada uma das classes.

Os erros de classificacio sdo calculados pelas integrais definidas pelas
equagdes A2.6 ¢ A2.7. E conveniente observar que os valores destas integrais
correspondem aos erros miximos de classificacio para as espécies. Como pode ser
visto no exemplo da figura A2.4, quanto mais o valor de um dado correspondente a
um elemento da classe C; ou Cs se afasta do limiar de separacao T, maior a certeza na

sua classificacio e menor o risco de classificacio incorreta.
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Figura A2.4: Exemplos de distribui¢des hipotéticas de probabilidade para os dados dos descritores das
amostras analisadas.

A2.2.3 Anilise de correlagio

Podemos encontrar em PRESS et al. (1992) uma medida que expressa o
quanto duas varidveis estdo correlacionadas, ou associadas. FEsta medida chama
coeficiente de correlagio linear ou coeficiente de Pearson ( P ) e sua estimativa é dada
pela férmula

(x,~ B\t -7)
F= : . (AZ2.11)

N
=]

onde os pares (X, Y), i=1,...,N sdo as amostras disponiveis para analise da

correlagdo entre as varidveis X e Y. As varidveis X ¢ ¥ sio os valores médios de X e
Y, respectivamente. O valor numérico de r encontra-se entre -1 e 1, e quanto mais

préximo de zero ele estiver, mais descorrelacionadas as varidveis X e Y estarao.

O coeficiente de correlagio linear entre duas varidveis pode ser utilizado para

verificar a precisdo associada & predicio de varidveis via regresséio linear. Definindo
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as x=X-Xe y=Y-Y,eo0erro de predicdo como y—y’, onde y" é o valor da

predicdo, a varidncia da distribui¢do destes erros (variancia de y dado x) serd dada por

oy = 20-y) (A2.12)

5.

! N
A variincia desta distribuic@o € a diferenca entre os valores real (sf) € previsto

() da varifincia da amostra y (THORNDIKE, 1978), ou seja,

sy=8L st (A2.13)
E possivel mostrar a partir da equagdo A2.12 que a varidncia s;"’,_x ¢ igual a
syo=si{l=r7), (A2.14)

ou seja, quanto mais proximo de 1 o valor de #* estiver, maior serd a correlacao entre
as duas varidveis e mais confidve] serd a predicdo da varidvel y com base em x através

da regressdo linear.

Das equagBes A2.13 e A2.14, podemos notar que

3 A}

2
rt= (A2.15)
S,

indicando que o quadrado deste coeficiente consiste na propor¢do da variincia no

escore de y que € previsivel de x.

Assim, um coeficiente de correlagio r =04 indica que apenas 16 % (= r*) da

varidncia de uma varidvel € previsivel da outra, com um erro de previsio s:,

associado de aproximadamente 84 % do valor real de s’. Um coeficiente de
correlagdo r =09, por sua vez, indica que 81 % da varidncia pode ser prevista,

reduzindo o erro de previsio para aproximadamente 19 % do valor real de st
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A confianca na estimativa do coeficiente de correlagiio é funcio do nimero de
amostras que foram utilizadas e quanto maior este niimero, maior serd a confianca no
coeficiente calculado. E possivel analisar esta confianga com base na distribui¢io da
variavel r, pois, sendo o coeficiente de correlagio uma varidvel amostral, ele possui
uma distribuicdo de probabilidades. E possivel mostrar que, no caso da distribuicio

das varidveis X e ¥ ser normal, a varidvel

-2

—“\/I_W~—2— : er-Z
-

(A2.16)

apresenta uma distribuigdo s de Student com N-2 graus de liberdade para a hipétese
Ho:p=0. Com isto, a probabilidade de ocorréncia de valores maiores ou 1guais ao
valor r = r, calculados, ou seja, o nivel de significincia do teste de hipotese realizado,

¢ dada pela drea sobre a cauda da fungdo de distribuiciio considerando um teste
bicaudal e, portanto, quanto maior for o valor desta drea, maior serd a confianca na

hipdtese Hp.




