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ABSTRACT

Scheduling in unrelated parallel machines subject to job splitting

In this thesis new methods and procedures to solve the multimachine scheduling

problem with early and tardy costs are proposed. The machines are unrelated, job
splitting is allowed, the jobs may have different due dates and the changeover time to
process a new job on a machine depends on the job previously processed on the same
machine.

This problem is new, hard to solve and no references have been found in
especialized literature. However, it has many applications in the manufacturing.

Two linear mixed-integer programming models one stated when job splitting is
allowed, as well as similar model is proposed for the case without job splitting.

Since the problem is NP-hard, the models can only be used to solve small test
problems. Based on the mixed-integer formulation, a tree search method is developed to
be used in a Branch & Bound and in a Filtered Beam Search procedures. Two lower
bounds are developed for the Branch & Bound and four bounds for the Filtered Beam
Search. Some properties of the original problem and an efficient decomposition method
to solve the LP model derived from the mixed-integer problem are presented. Many test
problems with up to 120 jobs and 6 machines has been used to show the performance of
the proposed methods.

Keywords: multiprocessor scheduling, mived integer models, tree search
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RESUMO

Programaciio em maquinas paralelas niio-relacionadas, sujeitas a divisio de tarefas

Nesta tese novos meétodos e procedimentos para resolver o problema de
programacgdo de tarefas em multiplas maquinas paralelas com custos de atraso e
adiantamento sdo propostos. As maquinas sdio ndo-relacionadas, a divisdo de tarefas é
permitida, as tarefas podem ter datas previstas de entrega diferentes e os tempos de
prepara¢do de maquina para executar uma tarefa depende da tarefa anterior processada
na mesma maquina.

Este € um problema novo, de dificil resolu¢do e ndo foram encontradas
referéncias na literatura especializada. Apesar disso, tem muitas possiveis aplicagdes na
manufatura.

O problema ¢ formulado através de um modelo linear de programacio inteira
mista para o caso sem divisfio de tarefas e, posteriormente, dois outros modelos lineares
s30 propostos para o caso onde a divisio de tarefas é permitida. Como o problema de
minimizagdo foi mostrado ser NP-completo, os modelos podem apenas ser utilizados
para resolver pequenos problemas de teste. A partir do modelo de programacio inteira
mista, um método de busca em arvore € desenvolvido para uso com procedimentos
Branch & Bound ¢ Busca em Feixe Filtrada. Dois limitantes inferiores sio desenvolvidos
para o Branch & Bound e quatro limitantes para a Busca em Feixe Filtrada. Algumas
propriedades e teoremas do problema original e um método de decomposicio eficiente
para resolver o modelo linear derivado do modelo de programacio inteira mista, também
sdo apresentados. Muitos problemas de teste com até 120 tarefas e 6 maquinas sdo

utilizados para mostrar o desempenho dos métodos desenvolvidos aqui.
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1. Introducgao

Problemas de programagdo de tarefas (scheduling) podem ser entendidos, de forma
ampla, como problemas de alocagio de recursos no tempo para a execucio de um conjunto de
tarefas. Por recursos, entendem-se meios arbitrarios que sdo objeto de competicio entre as
tarefas. Estes podem ser tdo diversos como: mdo-de-obra, capital, processadores (maquinas),
energia ou ferramentas. Também as tarefas podem ser interpretadas de varias maneiras, desde
produtos acabados saindo de uma linha de produgdo industrial até o processamento de
informagdes em sistemas computacionais. As tarefas estdo associados diversos atributos como
datas previstas de inicio e/ou término, tempos de processamento e tempos de preparagio. E
possivel ainda que as caracteristicas sejam fungfo da alocagio decidida ou da tarefa precedente
executada pelo mesmo recurso. Define-se programa como uma determinada escolha de
alocagOes das tarefas nos recursos disponiveis, seqiienciamento das tarefas em cada recurso e
definicio precisa do instante de inicio (ou término) de execucio de cada tarefa. Para medir a
qualidade de um certo programa, existem também varios critérios,

A importdncia pratica deste assunto ¢ tdo clara, que ele tem sido objeto de pesquisas

desde a década de 1950. Atualmente existe uma quantidade grande de literatura dedicada a



esta area. Como referéncias gerais, pode-se citar o livro clissico de CONWAY, MAXWELL
& MILLER (1967), os textos introdutérios de BAKER (1974), além de revisdes como
LAWLER et al (1993), BLAZEWICZ et al (1993) e MORTON & PENTICO (1993).

1.1 Limitacdo do problema

Devido & enorme variedade de tipos de problemas de programaciio de tarefas, existe a
necessidade de caracterizar claramente o problema tratado neste trabalho. Ha duas hipéteses
iniciais:

1) Tipos de recursos e atividades: Uma méquina ou processador é um recurso capaz de

executar no maximo uma atividade de cada vez e a qualquer instante. As atividades sdo

normalmente chamadas de tarefas, que poderio ser divididas e executadas em mais de uma
maquina num mesmo instante de tempo.

2) Problemas deterministicos: Todas as informagées que definem uma instancia do problema
sdo conhecidas com certeza. Para tratar os casos em que novas tarefas surgem durante a
execucdo das atuais, € preciso formular um novo problema incluindo as novas tarefas junto
com as que ainda ndo foram executadas.

O ponto de vista abordado é estritamente operacional e nio opina sobre decisSes
taticas como determinagio de datas previstas para a finalizagio das tarefas e nimero ou
caracteristicas das maquinas a serem adquiridas. O objetivo é minimizar um critério de
otimalidade simples (fungio objetivo) que inclui atrasos e adiantamentos das tarefas em relagdo
as suas datas previstas, além de custos de troca entre tarefas que podem ser dependentes da

seqiiéncia destas em cada maquina.

1.2 Atrasos e adiantamentos de tarefas

Até pouco tempo atras, a literatura de programagio de tarefas era dominada por
medidas de desempenho simples conhecidas como medidas regulares. Uma medida regular Z é
definida como: 1) o objetivo da programagio é minimizar Z. 2) Z s6 pode aumentar se pelo
menos um dos tempos de término do programa aumentar. Tempo de fluxo médio, atraso
médio e nimero de tarefas atrasadas sio alguns exemplos de medidas regulares (BAKER,
1974).

O adiantamento de tarefas ¢ claramente uma medida de desempenho nio-regular, visto

aue esta node dimimir com o anmenta de im nn maie temnne da términa Ao tarafae An



programa. No entanto, ¢ importante considerar os adiantamentos de tarefas, visto que estes
estdo associados a custos de armazenamento e depreciagio dos produtos.

A introdugio de atrasos e adiantamentos dentro da funcio objetivo é uma pratica
relativamente recente, devido ao crescente interesse na filosofia Just-In-Time (JIT) da
produgdo que desencoraja tanto os adiantamentos como os atrasos das tarefas. Cabe ressaltar
que a filosofia JIT ndo se limita a especificar que atrasos e adiantamentos devem ser
minimizados, mas do ponto de vista da programagio de tarefas ¢ uma aproximacio razoavel.

A idéia de penalizar tanto o atraso como o adiantamento torna o problema mais
complexo, visto que a medida de desempenho nfio-regular exige o desenvolvimento de novos

métodos para a resolugdo do problema. A introdugio de tempos ociosos entre as tarefas a

serem executadas em cada maquina, aumenta ainda mais a complexidade do problema, porém,
devido a penalizagio de adiantamentos de tarefas, estes ndo devem ser desprezados. A
abordagem que sera feita nesta tese baseia-se na fungdo objetivo basica de um programa §
{BAKER & SCUDDER, 1990),

f(S)= 2 la,e(N+ B,2()] (1. 1)

jeT
onde:

I'= conjunto de tarefas a serem executadas.
a, = coeficiente de custo de adiantamento da tarefa j na funcéo objetivo (diferente para cada

tarefa).
ﬁf = coeficiente de custo de atraso da tarefa j na fungdo objetivo (diferente para cada tarefa).

a(j) = instante de término da tarefa j.
c{j - = data prevista (dwe date) para o término da tarefa j (diferente para cada tarefa).

2(7) = max(0, a(f) - dj) = atraso da tarefa .
e(j) = max(0, d; - a(j)) = adiantamento da tarefa ;.

Mais adiante sera introduzido mais um termo na funciio objetivo para medir o custo
total de trocas entre tarefas, mas serfio os atrasos e adiantamentos os principais motivadores

do método desenvolvido.

1.3 Defini¢do do problema

Apesar da riqueza da literatura de programagio em maquinas paralelas, pouco pode ser
encontrado sobre programagic em maquinas paralelas ndo relacionadas (unrelated),

principalmente quando existe a necessidade de inserir entre as tarefas tempos de troca



(changeover) dependentes da seqiiéncia, isto €, dependentes da tiltima tarefa processada. Além
disso, € permitida a divisio de cada tarefa entre as varias maquinas da planta (job splitting),
considera-se que as tarefas tém diferentes datas previstas de término (due dates), é possivel (e
desejavel) inserir tempos ociosos (idle times) entre as tarefas com o objetivo de minimizar uma
fungio objetivo composta pelos atrasos (tardiness), pelos adiantamentos (earliness) e também
por custos de preparagio de maquina para executar uma nova tarefa (custos de troca). O
problema considerado neste trabalho possui todas estas caracteristicas, porém nfio permite que
as tarefas sofram preempcio em uma tnica maquina, isto €, uma vez iniciado o processamento
de uma tarefa ou fragio em uma maquina, ndo ¢ permitida a interrupgio do processamento
para a execugdo de uma segunda tarefa para posteriormente continuar o processamento da
primeira. Além disso, como ja explicado, o problema é deterministico e supde que todas as
tarefas estdo disponiveis no momento inicial (£ = 0).

Uma programacdo de tarefas que considere estas caracteristicas é conveniente para
muitas industrias, como as de produgio de papel, de produgdo de tecidos, plasticos, quimicas
ou de produgio de alimentos. Muitos trabalhos relativos & programagio em méaquinas paralelas
sdo dirigidos a aplicacdo industrial mas, quase sempre, sdo feitas varias hipoteses restritivas
com o intuito de simplificar o modelo, talvez para adequé-lo a uma limitada capacidade de
resolugdo disponivel. Modelos com algumas das caracteristicas enfocadas nesta tese podem ser
encontrados em SERAFINI & SPERANZA (1992) e GUINET (1991).

A tese esta organizada da seguinte forma:

- Capitulo 1. Defini¢fio, caracterizagdo ¢ justificativa do problema enfocado.

- Capitulo 2: Explicacio simplificada sobre complexidade de problemas de decisio e
otimizacdo e avaliagdo da complexidade do problema enfocado.

- Capitulo 3. Utilizando um modelo de programagdo inteira-mista desenvolvido por
GUINET (1991), como ponto de partida, este é melhorado com a distingio dos tempos de
troca entre as maquinas, acrescido com tempos ociosos entre as tarefas e adicionados o
adiantamento e tempo de troca entre tarefas na funglio objetivo. Em seguida, a divisdo das
tarefas entre as maquinas, como descrito por SERAFINI & SPERANZA (1992), ¢ introdu-
zida. Também ¢ apresentado um segundo modelo com divisio de tarefas como um

aperfeicoamento do primeiro.



- Capitulo 4: Os modelos de programagiio inteira-mista com divisio de tarefas do
capitulo 3 sfo separados em um gabarito para a alocagdo e sequenciamento de fragdes de
tarefas e um novo modelo sem variaveis inteiras. Algumas propriedades relativas ao problema
de programagdo definido em 1.3 sdo demonstradas com a utilizacdo do modelo sem variaveis
inteiras.

- Capitulo 5: E desenvolvida uma busca em rvore do tipo Branch and Bound para
preencher o gabarito e dois limitantes inferiores desenvolvidos a partir do modelo sem
variaveis inteiras, o que leva a resolugio 6tima de problemas de pequenas dimensdes

- Capitulo 6: E desenvolvida uma busca em 4rvore do tipo Busca em Feixe Filtrada
(Filtered Beam Search) para preencher o gabarito, e quatro limitantes desenvolvidos a partir
do modelo sem varidveis inteiras, o que leva a resolugio sub-6tima de problemas de porte
médio.

- Capitulo 7: Séo feitas experiéncias computacionais com os modelos de programagio
inteira-mista e varias outras com a busca em feixe filtrada, que atestam o bom desempenho do
método em problemas com até 120 tarefas em 6 maquinas.

- Capitulos 8 e 9: Conclusdes sobre 0 método, resultados obtidos e bibliografia.

- No apéndice sdo dados detalhes das técnicas desenvolvidas para a resolugdo do

modelo de programagio linear sem variaveis inteiras de maneira rapida e econdmica.



2. Complexidade do problema

Entende-se como funcio de complexidade temporal de um algoritmo A4 resolvendo um
problema IT, como a fungéo que mapeia cada comprimento de entrada de uma instancia / de IT
no méaximo namero de passos elementares (ou unidades de tempo) de um computador, que sdo
necessarios para resolver uma instincia daquele tamanho pelo algoritmo 4. Esta fungdo nio
estard bem definida sem que o esquema de codificagdo e o modelo de computador estejam
precisamente definidos.

Do ponto de vista de complexidade computacional, existem dois tipos principais de
algoritmos que sdo os de tempo polinomial e de tempo exponencial, isto &, o tempo de
computagdo cresce polinomialmente ou exponencialmente com o tamanho da entrada. Neste
sentido, todos os modelos reais de computadores s@o equivalentes, pois embora possam
apresentar velocidades diferentes na resolugio desta ou daquela instincia, uma vez
determinado que o algoritmo 4 resolve o problema IT em um tempo polinomial, isto é valido
para qualquer computador capaz de resolver o mesmo problema com o algoritmo A
(BLAZEWICZ et al, 1993). Um problema de tempo polinomial pode ser considerado “facil”

em comparago com um problema exponencial (“dificil”), pois mesmo que o primeiro seja mais



lento com entradas suficientemente pequenas, com o crescimento do tamanho da entrada,
fatalmente o problema de tempo exponencial se tornara tdo lento que a sua execugio serd
impraticavel. Evidentemente, o tempo de computagio também pode crescer rapidamente nos
problemas de tempo polinomial mas, comparativamente, o crescimento é muito menor.

Para a analise da dificuldade computacional dos problemas de otimiza¢do é conveniente
transforma-los em problemas de decisdo, onde a saida pode ser apenas “sim” ou “nio”. Um
problema de minimizagdio f pode ser visto como uma pergunta: f(x) < £ para qualquer &
dado? Se o problema de deciséo for “facil”, é possivel obter um algoritmo de tempo polinomial
para f, aplicando busca binaria sobre k. A classe de problemas de decisio que pode ser
resolvida em tempo limitado acima por um polindmio no comprimento da entrada é chamada
de P. O computador tomado como referéncia € a maquina de Turing deterministica, mas isto
ndo afeta a generalidade das definigdes, visto que todos os modelos de computadores sio
relacionados polinomialmente.

Existe uma classe maior de problemas de decisio na qual nfo sdo conhecidos
algoritmos de tempo polinomial, porém, uma resposta positiva pode ser verificada em tempo
polinomial desde que haja alguma informagdo adicional. Esta caracteristica de verificacio em
tempo polinomial em vez de resolugdo, € capturada pela maquina de Turing nio-deterministica
(BLAZEWICZ et al, 1993).

A classe de problemas de decisio NP é definida como consistindo de todos os
problemas de decisdo que podem ser resolvidos em tempo polinomial pela maquina de Turing
ndo-deterministica. Pertencer a classe NP, ndo significa necessariamente o nfo conhecimento
de algoritmos polinomiais capazes de resolver o problema, visto que existem problemas que
pertencem a classe NP e sabe-se que podem ser resolvidos em tempo polinomial. Um dos
maiores desafios da matematica moderna ¢ estabelecer se ou quando P é igual a NP, pois no
momento SO existem conjecturas sobre este assunto.

Um problema NP-completo €, a grosso modo, um problema dos mais dificeis da classe
NP, de tal maneira que se um destes problemas puder ser resolvido em tempo polinomial,
entdo todos os problemas da classe NP poderio também ser resolvidos em tempo polinomial,
isto €, P seria igual a NP. Determinar que um problema é NP-completo ¢ uma forte evidéncia
de que ndo existem algoritmos capazes de resolve-lo em um tempo polinomial. A principal

nog¢do na defini¢do de um problema como NP-completo, é a da redugio entre dois problemas



da classe NP. Considera-se que um problema P se reduz a O (ou P o () se existir uma funcéo
de tempo polinomial que transforma as entradas de P em entradas para (0 de tal maneira que
qualquer entrada de P depois de transformada fara Q responder exatamente da mesma forma
que . Um problema é NP-completo se for NP e todos os problemas em NP se reduzirem a
ele. Um problema de otimizagio é chamado NP-dificil (NP-hard) se o problema de decisio
associado for NP-completo. Existe ainda uma outra defini¢io devido ao fato de existirem
problemas NP-completos sobre determinada codificagio da entrada (binaria) e polinomiais
sobre outra (unaria). Problemas que permanecem NP-completos sobre codificagdio unaria da
entrada, s3o ditos fortemente NP-completos, o que sugere que ¢ impossivel encontrar sempre
uma solugio 6tima rapidamente.

Para provar que um problema £ ¢ NP-completo, basta apenas provar que um outro
problema O é NP e que P a (), resultado conhecido como técnica de restricio (GAREY &
JOHNSON, 1979). Para este objetivo, existem vérios problemas basicos que sdo conhecidos
serem NP ou NP-completos, como por exemplo, o problema classico do caxeiro viajante ou
mesmo alguns problemas bésicos de maquinas simples.

GAREY, TARJAN & WILFONG (1988), provaram que o problema de minimizacio

da discrepancia total (ocj = ﬁj = constante para todo j em (1. 1)) em uma Unica maquina ¢ NP-

completo, resultado que se estende imediatamente para problemas em uma tnica maquina que
utilizam a fungao objetivo basica (1. 1). O problema descrito no item 1.3, pode ser reduzido ao
de uma unica maquina simplesmente fazendo o pardmetro niimero de magquinas igual a 1 e os
custos de troca nulos para todas as tarefas, o que é suficiente para considera-lo como NP-
completo (ou mais precisamente NP-dificil) e de resolugfio exata impraticavel se as entradas

tiverem dimensdes grandes.



3. Modelos de programagio matematica

Programagdo matematica é um rico formalismo que permite a construgio de modelos
de otimizagdo aplicaveis tanto em programagio de tarefas como em planejamento da
produg@o. Recentemente tem havido um interesse crescente na descri¢sio do problema por este
enfoque, que fornece aos gerentes de produ¢io uma melhor visio global do problema,
permitindo a identificagio de custos altos, além de fornecer sugestdes no campo tatico para
aumento da produciio (SHAPIRO, 1993).

No caso do problema tratado nesta tese esta descri¢io seré utilizada apenas como
ponto de partida na anilise dos problemas de larga escala que ocorrem em industrias reais,
visto que, uma vez caracterizado o problema como NP-dificil, as solugdes exatas dos modelos
serdo inatingiveis em exemplos médios ou grandes. Os modelos desenvolvidos a seguir,
apresentam um grande nimero de varidveis binarias e também continuas. A funcio objetivo e
todas as restrigdes sdo lineares, caracterizando-os como modelos de programacdo linear
inteira-mista. Existem varios softwares no mercado para a resolugio de tais modelos, mas estes

tem pouca utilidade para resolver problemas reais nos modelos a seguir.
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3.1 Modelo sem divisdo de tarefas - modelo S

O modelo abaixo baseia-se na proposta de GUINET (1991) para a resoluciio do
problema de programagcfo da produgio onde nfio é permitida a divisdo de tarefas, ndo existem

tempos ociosos entre as tarefas e nem adiantamentos na funciio objetivo.

Minimize Z o, e()+ B,z(N]+ Z Z Zci;k.x(i,j,k) 3.1
je T ke Pie KO, Je Ky
Je i
Sujeito a:
> 3 x(i,j,k)=1 VjeT (3.2)
keP igK0,
s f
3 x(0,5,k)< 1 YkeP (3.3)
js Ky
Zx(i,h,k) - Zx(h,j,k): 0 Vke P,Vhe K, (3. 4)
ig KOy je KOy
i h J*h
. N . Viel0
A= iy id, ) ATyt put W) GjbN= HY o G.9)
a()+ e()- 2()=d, Vel (3.6)

id(i, )z 0, a(i)2 0, z2(j)2 0, e(j)2 0 Vie I0Yje T
x(i, jk)e {0}  Vie T0,Yje T0,Yke P

onde:
P = conjunto de maquinas (ou processadores) disponiveis.
K, = conjunto de tarefas executaveis pela maquina & No devera conter a tarefa 0.

I'= conjunto de tarefas a serem executadas (7= KiUKZv“"UK:M)'
K0, = 00K, . conjunto de tarefas executiveis pela maguina £, incluindo a tarefa 0,

10 = 0UT. conjunto de tarefas a serem executadas, incluindo a tarefa 0.
af,_ = data prevista (due date) para o término da tarefa j.

p,, = tempo de processamento da tarefa j na maquina £.

€, = tempo de troca da tarefa / para a / na maquina k (changeover ou setup time).
¢’z = custo de troca da tarefa / para a j na méquina .

o= coeficiente de custo de adiantamento da tarefa j na fungdo objetivo.

/ij = coeficiente de custo de atraso da tarefa j na fungio objetivo.

HYV = limite superior de tempo (deve ser maior do que o maior a(j) de qualquer tarefa em
qualquer solugio factivel).

x(i,/,k) = 1 se a tarefa / € processada imediatamente antes da tarefa j na maquina & (i antecede j
ou i—/), ou 0 em caso contrario. Se i for nulo, a tarefa j é a primeira a ser executada;
se j for nulo, a tarefa 7 é a (ltima a ser executada.(variavel binaria)
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a(j) = instante de término da tarefa j (variavel continua)

z(j) = atraso da tarefa j (variavel continua)

e(j) = adiantamento da tarefa j (variavel continua)

id(i,j) = tempo ocioso (idle time) entre a tarefa / e a tarefa j na maquina onde ocorrer a
seqiiéncia i—/ (variavel continua).

Em relagdo ao modelo original de GUINET (1991), foram introduzidos os conjuntos

P,TK,70.K0, , que tornam mais facil o manuseio, eliminando uma das maquinas da

programacdo, ou proibindo uma determinada maquina de executar certas tarefas. A tarefa 0
(ficticia), citada acima, serve apenas para indicar que a tarefa seguinte é a primeira da
sequéncia, ou que a tarefa anterior é a ultima da seqiiéncia na maquina. Além disso, foi
introduzida a restrigio (3. 3) que corrige uma falha da modelagem original, protbindo que
exista mais de uma tarefa como primeira da seqiiéncia em cada maquina, sem impor que todas
as maquinas sejam utilizadas na solugio.

A fungdo objetivo utilizada no modelo § acima (3. 1) é certamente uma das mais com-
pletas entre as que ja foram consideradas na literatura especializada (BAKER & SCUDDER,
1990) e com isto pretende satisfazer um grande nimero de aplicagdes. Ela visa a minimizacio
conjunta de atrasos, adiantamentos e custos de troca entre tarefas,

A restri¢ao (3. 2) determina que cada tarefa deve ser executada exatamente 1 vez e que
36 pode haver uma unica tarefa antecessora. A restrigio (3. 4) estabelece que cada tarefa deve
ter um antecessor e um sucessor, mesmo que estes sejam a tarefa 0. Se existir uma 1? tarefa
ndo nula na maquina &, devera haver uma tarefa sucessora (2%). Se existir uma 2* tarefa ndo
nula na maquina £, devera haver uma tarefa sucessora (3%), etc.... Desta maneira, as restrigdes
(3. 3) e (3. 4) garantem a existéncia de uma Unica seqiiéncia na maquina £, iniciando e
terminando com a tarefa nula. As restri¢des (3. 3) e (3. 4), nio evitam que ocorra um ciclo
como, por exemplo, 1-2->1 ou 1-52-33—1, supondo que as tarefas sdo representadas por
nimeros inteiros. No entanto, a restrigdo (3. 5) s6 permitira tal situaco se os tempos de troca
e de processamento das tarefas do ciclo forem nulos.

A restrigdo (3. 5) determina que uma tarefa nfio pode se sobrepor a uma outra da
mesma maquina. Os termos com a variavel binaria x(7,j,k) e o pardmetro HV, fazem parte de
um mecanismo que tornara a restricio sem efeito para o problema, se a tarefa i ndo for
imediatamente anterior a j na maquina k. Se a tarefa / for imediatamente anterior a J na

maquina £, os termos se transformario em cu + Pr. A restricio (3. 5} é uma adantacin da
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restrigdo (20) de GUINET (1991), onde os tempos de troca foram feitos dependentes da
maquina (o que ¢ razoavel, ja que as maquinas sdo nio-relacionadas) e a variavel de folga da
restrigio original foi colocada explicitamente como id(i,j). Porém, esta sé sera valida como
tempo ocioso entre tarefas, se existir uma varidvel x(i,j,4) = 1, com os mesmos /, j e qualquer &
€ P. Caso isto ndo acontega, id(i,j) cumprira seu papel de variavel de folga, isto é, seu valor
ndo tera um significado fisico e podera ser ignorado. Finalmente, a restricio (3. 6) também
original de GUINET (1991), sendo que a variavel de folga da restricdo foi definida como e().

A variavel a(0), podera ser feita igual a um valor fixo qualquer, significando o instante
de inicio de execucdo das tarefas. E possivel fazer uma distingio entre os instantes de inicio de
operagdo enire as maquinas da planta, somando uma constante a todos os tempos iniciais de
todas as tarefas em uma determinada méaquina. Para considerar os termos constantes a(0,4),
a(0,B),...a(0,k) que sdo os instantes de disponibilidade inicial em cada maquina, estes sdo
somados aos tempos de troca iniciais cqx, formando os novos parimetros coy. Isto é,

cop=cypara i € T (1 #0) ecomy=co+a(0,k) paratodoje T; ke P. 3.7

Exemplo:

Considere-se um exemplo com apenas 1 méaquina e 2 tarefas. Os dados do exemplo

sdo:
P={4};, K,=T={12}; HV =100, a(0)= 0
00 0 0 3 3 y 0
=9 o) feul={0 oF [n]=} lal[3} -]} )]s
0 0 0 0

Desta forma, o problema no modelo S seria;
Minimize z(1) +z(2)
Sujeito a:

6.2 {x(O,I, A)+x(21, 4) =1
x(0,2, 4) +x(1,2, 4) = 1

(3.3) {x(01, A)+x(02,4)<1

s g [FOLA+XQLA)-x(1,0,4)-x(12,4)= 0
G4 ¥(0.2, A)+x(1,2, A) - x(2,0, )~ x(21, A) = 0
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(a(1) = 0+id(0,1) + £, (01, 4)
|a)=a(@)+id2D)+ £y (21, 4)
a(2)=0+id(0.2)+ £ (0,2, 4)

a2) = a(l)+id(1,2) + £. (1,2, 4)

seg

G.5)

D+e(l)-z(1)=3

G [ADTeD =)
a2)y+e(2)~z(2)=4

idi, )2 0, a2 0, z2(j)2 0, e)=0 Vie T0Vje T
x{i, j,k)ye {0,1} Vie 10Yje T0O,Yke P
onde fieqli,j. k) = cyuct pp se a tarefa i for imediatamente anterior a j na maquina £, ou fi(7,/,k)
=-HV =-100 em caso contririo. O exemplo acima possui a seguinte solugdo 6tima com valor
da fungfo objetivo igual a 1:

0—>1-52-50 (%(0,1, A) = x(1,2, A) = x(2,0, 4) = |
x(0,2,4) = x(2,1, 4) = x(1,0, 4) = 0
Ja(l) =3,z() =Ge(l) = 0,
a(2y=5z{2) = ,e(2) = 0,
id(0,1) = 0;id(1,2) = 0
id(0,2) = 105;id(2,1) = 98

dii d2i

Mag A

!.-

0 2 4 &
Fig 3. 1 - Exemplo sem divisiio de tarefas

Este exemplo serve para ilustrar a necessidade da restrigio (3. 3), pois na auséncia
desta a seguinte solugdo, com valor da funcdo objetivo igual a zero, seria factivel e 6tima:
¥(0,1, 4) = x(1,0, 4) = x(0,2, A) = x(2,0, 4) =1
%(1,2, 4) = x(2,1, A} = 0
a(ly=3;z(1)= 0,e(1) = 0;id(0,1) = 0,id(1,2) = 99
a(2)=2,2(2) = 0;e(2) = 2,id(0,2) = 0;id(2,1) = 101

0—>1-20e 0220

E claro que a solugio acima ndio pode ser implementada na pratica, o que justifica a

presenca da restricdo (3. 3) para torna-la infactivel.
3.2 Divisdo de tarefas através de programacdo linear

Muitos autores ja analisaram o caso de maquinas paralelas sujeitas a preempcdo de
tarefas (BAKER, 1974, LAWLER & LABETOULLE, 1978). Em maquinas paralelas,
preempgao significa que uma tarefa pode ter a sua execugio interrompida antes do seu término

e pode ser completada em uma outra maquina qualquer, ou mesmo podera ser executada em
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varias maquinas até o término de sua execugdio. Mas, a preempcio exige que, a cada instante
de tempo, a tarefa sO esteja no maximo em uma maquina (nio simultaneidade). No caso
analisado aqui, esta limitagdo ndo se aplica, pois este & justamente o grande trunfo da divisdo
das tarefas, o processamento simultinec em mais de uma maquina.

Enquanto a preempgio de tarefas € admitida em muitos problemas classicos, a divisio
de uma ou mais tarefas entre as maquinas disponiveis ¢ um assunto particularmente pouco
estudado. A divisdo de tarefas ¢ considerada uma caracteristica rara que depende da natureza
particular do processo fisico. SERAFINI & SPERANZA (1992) estudam um problema que se
aproxima muito daquele definido no item 1.3, inclusive com divisdo de tarefas via programacio
linear, mas nfo consideram adiantamentos de tarefas e nem tempos ociosos (o que eles
chamam de tempos ociosos sdo, na realidade, tempos de troca). Também os autores utilizam
uma modelagem especifica para a industria téxtil com generalizagio dificil para outras
industrias.

LAWLER & LABETOULLE (1978), desenvolveram um modelo linear, capaz de
minimizar o atraso maximo em um programa sujeito 4 preempgio em maquinas paralelas nio-
relacionadas. Basta eliminar as restrigdes de ndo simultaneidade daquele modelo, para se
chegar a um modelo de otimizagdo linear capaz de fazer a divisdo de tarefas em maquinas
paralelas ndo-relacionadas. No entanto, uma generalizagdo a partir do modelo S ¢é mais
conveniente devido, principalmente, 4 necessidade de considerar uma data prevista diferente

para cada tarefa.

3.2.1 Modelo de programacio inteira-mista com divisio de tarefas - modelo C

No modelo S as varidveis binarias x(7,j,k) estdo sub-utilizadas. Devido aos trés indices,
estas poderdo se referir a uma fragdo de tarefa alocada & maquina &, pois mesmo que todas as
tarefas / ¢ T tenham uma fragdo alocada nesta maquina, as variaveis x(i,j.k) poderfio descrever
0 seqiienciamento destas fragdes corretamente,

Existe a necessidade de se definir uma nova variavel r(j.k), informando qual a fragdo

(quantidade) da tarefa j alocada & maquina £ e um novo pardmetro q, informando qual a

quantidade total da tarefa /. Supondo que o tempo de processamento da fracdo da tarefa j
alocada 2 maquina k € proporcional a r(j,k), constréi-se o seguinte modelo a partir do modelo

S:
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Minimize Dla,e(y+ Bz (N + > e x(i, jk) (3. 8)
je T ke Poie KO je £
e i
Sujeito a;
dr(jk)= g, Vie T (3.9)
ke P
kS g, x(, j,k) Vke PVjeT (3. 10)
ie K
i j
Y x(0,,k)< 1  VkeP (3. 1D
je K
Yox(ih k) =X x(h jk)= 0 Vke PVhe K, (3.12)
ie KO je K0
i h jeh
VkeP,
a(j, k)= a(i,ky+ id(i, j, k)+ Cyt Sﬂf(j,k)-f- [x(d, j, k)~ 1. HV Vie KO, (3.13)
Vie K,,j+#i
a(j,k)— d; < z()) Vke PVje K, (3. 14)
d,— a(j, k)< e(j) Vke PVje K, (3. 15)

di, j,k)= 0, r( k)20, z(j)=2 0, e(j)= 0 Vie T0,Vje T'Vke P
a(j, k)= 0, x(i,jk)e {01} Vie T0O,Vje T0O,Vke P

onde:

x(i,j,k) = 1 se a fragdo da tarefa 7 ¢ processada imediatamente antes da fragéo da tarefa jna
maéquina 4 (i antecede j ou i-»/), ou 0 em caso negativo. Se 7 for nulo, a fracdo da
tarefa j € a primeira a ser executada; se j for nulo, a fragdo da tarefa i é a Gltima a ser
executada (variavel bindria).

r{j,k) = fragdo (quantidade) da tarefa j alocada 4 maquina & (variavel continua).

a(j,k) = instante de término da fragdo da tarefa j na maquina £ (variavel continua).

id(i,j,k) = tempo ocioso (idle time) entre a fracio da tarefaiea fragdo da tarefa j alocadas a
maquina & (variavel continua).

g. = quantidade total a ser produzida pela tarefa j

§, = tempo de processamento de uma quantidade unitaria da tarefa j na méaquina k.

Neste novo modelo C foram mantidos os conjuntos 2, TK,Tt 0.K0,, a fungio objetivo

multi-critério e as restrigdes (3. 11) e (3. 12), que tém o mesmo significado das restrigdes (3.
3) e (3. 4) do modelo S. A restrigio (3. 13) ¢ uma adaptagio que cumpre a necessidade de
colocar um conjunto de restrigdes (3. 5) em cada uma das maquinas. A substituigio de p,, por

sjk.r(j,k), deveria resultar em um produto de variaveis, se fosse mantido o mesmo formato das

restricdes (3. 5), mas neste caso ¢ possivel remover o produto, pois o Gltimo termo de (3. 13)

tornari a restrigio sem efeito no caso onde x(i k) ¢ nulo. Analogamente, id(i,j k) sé tera
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significado de tempo ocioso entre fragdes de tarefas, se a variavel correspondente x(7,j,k) for
iguala 1.

De forma semelhante ao que foi feito por SERAFINI & SPERANZA (1992), as
restrigdes (3. 14) e (3. 15) estabelecem que o atraso ou adiantamento da tarefa Jj € o maior
entre os atrasos ou adiantamentos de fragdes da tarefa j. Estas tltimas poderiam facilmente ser
alteradas juntamente com a fungdo objetivo (3. 8), caso se desejasse penalizar o
atraso/adiantamento de cada fragdo de tarefa em cada maquina.

As restrigdes (3. 9) e (3. 10), substituem a restriciio (3. 2) do modelo S. Neste caso,
ndo se devera forgar a existéncia de uma fragfio de tarefa particular, mas sera necessario apenas
que as frages de tarefas produzam, no total, a quantidade requerida, o que leva a restricio (3.
9), originaria de SERAFINI & SPERANZA, (1992). A restrigio (3. 10) é apenas um artificio
utilizado para forgar #(j,£) a ser nulo, caso ndo exista uma fragdo da tarefa j alocada a maquina
k, sem impor limites a 7(j,k) em caso contrario (apenas o limite ja imposto por (3. 9)). Isto ¢
necessario, sob pena de se chegar a solu¢des ndo implementaveis.

Caso se deseje dividir as tarefas em um numero inteiro de quantidades fixas, basta
fazer q, igual ao nimero inteiro de padrdes desejado para a tarefa j e definir as variaveis r(jk)
como inteiras. Se uma determinada tarefa j nio deve ser dividida, q, pode ser | e r(j,k) uma
variavel binéria.

A variavel a(0,k), poderd ser feita igual a um valor fixo qualquer, significando o
instante de inicio de execugdo das tarefas ou fragdes na maquina k, o que permite a distingdo
entre o instante de inicio de operacdo entre as maquinas da planta, nfo havendo a necessidade

de todas estarem disponiveis no mesmo instante, quando se inicia a programacdo de tarefas.

3.2.2 Modelo com divisio de tarefas melthorado - modelo C°

Apesar do modelo C funcionar corretamente e, portanto, ser capaz de obter uma
solugdo otima implementavel onde a divisdo de tarefas é permitida, constatou-se que ele ndo é
eficiente do ponto de vista computacional. Isto foi descoberto através da comparacio do
tempo de processamento e numero de nos gerados, na solugéo de um exemplo com apenas 1
magquina disponivel, quando se resolvem os modelos 8 e C usando o pacote AMPL (FOURER,
GAY, & KERNIGHAN, 1993).
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E claro que o modelo C tem, de fato, mais restrigdes e varidveis que o modelo S, mas
no caso de apenas uma maquina disponivel estas diferengas nio justificam um aumento grande
do tempo de processamento e nos gerados pelo método Branch and Bound usado pelo AMPL,
como pode ser observado no primeiro exemplo do item 7.1.

Este efeito ¢ atribuido as alteragdes introduzidas nas restrigdes que impdem limites as
variaveis bingrias. No caso do modelo S, a restrigio (3. 2), que substitui (3. 9) e (3. 10), forga
a maioria das variaveis x(7,j,k) para zero, como deve ocorrer em qualquer solugdo factivel, mas
no modelo C falta um mecanismo direto para isto.

Para forgar a maioria das varidveis binarias para zero as seguintes restrigdes podem ser
definidas:

S x(i,hk)<1 Vke PVhe K, 3. 16)

ie KO,
i h

> x(h,jk)s1  Yke PVhe KO, (3.17)
je Ko,
j=h
Elas impdem que cada tarefa ou fragio pode ter, no maximo, um antecessor e, no
maximo, um sucessor. Nas restrigdes (3. 16) e (3. 17) acima as variaveis de folga terdo seus
valores completamente definidos:
sla(h,k) = 0 se existir uma fragio de tarefa qualquer (mesmo que seja a tarefa 0), alocada a
maquina & imediatamente anterior a 4. Em caso contréario sla(h,k) = 1.
sip(h,k) = 0 se existir uma fracio de tarefa qualquer (mesmo que seja a tarefa 0), alocada a
maquina & imediatamente posterior a 4. Em caso contrario sip(hk) = 1.

Fazendo (3. 16) - (3. 17) com as variaveis de folga colocadas, chega-se a:

x(i,hk) — > x(h, j k)+ sla(h k) — slp(h k)= 0 Vke PVYhe K (3.18)
k

it K0, Jje KOy
i=h J=h

Substituindo (3. 12) em (3. 18), conclui-se que sta(h,k) = sip(h,k) para quaisquer i k. A
restriio (3. 11) € idéntica a (3. 17) quando 4 = 0, portanto, é possivel substituir as restri¢des
(3. 11) e (3. 12) do modelo C, pelas restri¢des (3. 16) e (3. 17) definindo uma tnica varidvel
de folga si(j,£). O novo modelo C* é:

Minimize 3 [ae()+ Bz(D1+2, Y. S el.x(, j,k) (3. 19)
jer ke Poie KOy Je K
FEN]
Sujeito a:
2rik=q, VjeT (3. 20)

ke P
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(LK) + q.sl(jk)s q,.  Vke P¥je T (3.2D)
2ox(i, . k)+ sl(jky=1 Vke PVje K, (3.22)
F
sl k) + D x(i, j, k)= 1 Vk € PVie KO, (3.23)

je Ky

P

VkeP
a(j.k)= a(i,ky+ id(i, jk)+ ¢+ s, (G, h)+ [x(, j,k)- 1) HY Vie KO, (3.29)
Viek,,j#i

a(j.k)- d, < z2(j) Vke PVje K, (3. 25)
d,~ a(jk)y< e(j) Vke PVje Kk, (3. 26)

d(i, j,kyz 0, r(j,k)2 0, z(j)z 0, e(j)= 0 Vie I'0Vie I'Vke P
a(j,ky= 0, sl(jky= 0, x(i,jk)e {01} Vie T0Vje TO,Vke P

onde:

sl(j.k) = variavel auxiliar igual a zero quando uma fragiio da tarefa ; estd alocada & maquina k

ou igual a 1 em caso contrario (tratada como varidvel continua apesar de possuir
valores binérios).

A variavel auxiliar s/(7,4), também foi utilizada na restrigio (3. 21) (que pode ser de-
duzida a partir de (3. 22) e (3. 10)) e com isto ajudou a reduzir o niimero de termos em relagio
a restrigdo original.

Uma vez demonstrada a equivaléncia do modelo C para €, a equivaléncia de C* para
C ¢ obvia, 0 que garante a plena equivaléncia dos dois modelos. A relaxagio do modelo C’ é
methor do que a de C, produzindo limitantes de melhor qualidade e maior eficiéncia
computacional do método Branch and Bound utilizado pelo AMPL.,

Este novo modelo conserva todo o potencial do modelo C, porém a introducdo das
restrigbes (3. 22) e (3. 23) torna o modelo com divisio de tarefas bastante mais eficiente

computacionalmente, como ¢ mostrado nos exemplos do capitulo 7.



19

4. Modelo com seqiienciamento e alocagdes fixas -

modelo F.

Apesar dos aperfeicoamentos introduzidos nas modelagens anteriores, o grande
namero de variaveis 0-1 presentes nos modelos de programacio inteira-mista limita a sua
utilizagio a problemas de pequenas dimensdes, como sera demonstrado computacionalmente
mais adiante no item 7.1,

Analisando 0 modelo de programacio inteira-mista C°, é possivel idealizar a sua
resolu¢do em 2 fases: 1) seqiienciamento e alocacio de fragdes de tarefas, feito pelas variaveis
0-1 e 2) defini¢o de frages de tarefa, tempos ociosos, tempos de término das fracdes, atrasos
e adiantamentos, feito pelas variaveis continuas.

A alternativa que serd empregada aqui € a utilizagio de um algoritmo de busca em
arvore para a execugdo da fase 1, dispensando a resoluciio do modelo inteiro-misto. A busca,
do tipo informada, sera guiada por fungdes heuristicas de avaliagdo (ou limitantes) baseadas
em um modelo onde as varidveis 0-1 podem ser descartadas. GAREY, TARJAN &
WILFONG (1988), BAKER & SCUDDER (1990) e outros j4 empregaram este enfoque de
decomposi¢io em problemas de uma (inica maquina com custos de atraso e adiantamento.

DAVIS & KANET (1993), utilizam o método Branch and Bound vara a minimizacso de
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atrasos e adiantamentos em uma (nica maquina de maneira bastante semelhante & proposta
acima, embora ndo utilizem um modelo linear como o que é mostrado abaixo,

A partir do modelo C ou C, as restri¢des relativas as varidveis 0-1 e termos auxiliares
dependentes destas sdo removidos, o que fornece o modelo de Programagdo Linear (PL) F

relativo 4 fase 2

minimize )" [B,.2()+ ;. €() + n,] 4.1
jel

Syjeito a:
a(j,k) - ali.k)—idG k)= s (k) = cus Vil vk €M, Vied, (4. 2)
Zr(j,k) =q, VjeT 4.3)
L
ak)-z()<d,;; Yjel,vk eM, 4. 4)
a(ik)re)2d;; Vjiel,VkeM, (4. 5)

a(7.k) 2 0,r(j,k) 2 0,id(j,k) 2 0, (/) 2 0.2(/) 2 0; VjeT,Vk e M,
onde:
P = conjunto de maquinas (ou processadores) disponiveis.
T = conjunto de tarefas a serem executadas.
M; = conjunto de maquinas onde existe uma fragéio da tarefa j alocada.
Ay = conjunto unitario contendo a tarefa / anterior a j na maquina &,

a(j,k} = mstante de término da fragiio da tarefa j na maquina £.
r{j, k) = fragio (quantidade) da tarefa ; alocada & maquina k.
id(j,k) = tempo ocioso anterior & execugdo da fragio da tarefa j na maquina k. Note que é possivel

retirar o indice da tarefa anterior a j, pois esta dependera do seqiienciamento decidido
para a maquina na fase 1.
z(j) = atraso da tarefa j.

e(j) = adiantamento da tarefa j.

¢; = quantidade total a ser produzida pela tarefa ;.

d; = data prevista (due date) para o término da tarefa J.

a; = coeficiente de custo de adiantamento da tarefa j na fingio objetivo.

B, = coeficiente de custo de atraso da tarefa j na fungiio objetivo.

s; = tempo de processamento de uma quantidade unitaria da tarefa jna maquina £,

cyx = tempo de troca (changeover) entre a tarefa i e a tarefa j na maquina £.

17, = total dos custos de troca para a execugo da tarefa j (constante para uma determinada escolha
de seqiienciamentos e alocagdes da tarefa j e anteriores).

No modelo acima os conjuntos M, e 4 sdo fixados na fase 1.

4.1 Resolucédo do sistema linear

O modelo acima, como um PL, pode ser resolvido pelos métodos tradicionais como
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Simplex, Dual Simplex ou Simplex Revisado. Entretanto, apesar de dramaticamente menor,
menos complexo ¢ de resolugio mais rapida do que o modelo de programagdo inteira-mista, o
modelo acima representa ainda um PL relativamente grande. Em um exemplo com 100 tarefas
em 6 maquinas, se todas as tarefas possuirem fragdes em todas as maquinas, o PL resultante
do modelo F possuira 3x(6x100) + 2x100 = 2000 varidveis e 3x(6x100) + 100 = 1900
restrigbes. Além disso, o modelo devera ser utilizado em uma busca em arvore calculando
limitantes, o que significa que muitos problemas de diversos tamanhos devem ser resolvidos
até o final da busca. A resolugio eficiente e rapida do PL resultante do modelo F é de extrema
importancia para viabilizar a aplicacdo dos métodos e procedimentos desenvolvidos nos
capitulos 5 e 6 a exemplos de porte médio em aplicacBes industriais.

Uma das principais contribuigdes deste trabalho de tese é o desenvolvimento de
técnicas capazes de resolver o PL acima em um tempo bastante curio se comparado com os
métodos tradicionais. Isto pode ser feito explorando certas caracteristicas do modelo F que 08
métodos tradicionais ndo consideram, justamente porque sio métodos de ambito geral. As
descri¢Bes detalhadas destas técnicas, que sio um tanto extensas, foram colocadas no

apéndice, mas basicamente sfo:

1) Adigdo de tarefas a uma solucio parcial: utilizando um quadro Simplex Revisado para
representar uma solucio parcial (onde faltam tarefas), uma outra solucio parcial (com tarefas
diferentes) pode ser adicionada, chegando-se a um novo quadro contendo as duas solucdes
parciais a partir dos dois anteriores (Apéndice A.1.2).

2) Decomposigio do modelo: Aproveitando a estrutura que se aproxima a uma bloco diagonal da

matriz de bases B, aplica-se a decomposi¢io de Dantzig-Wolfe a0 modelo acima, gerando um
problema principal formado pelas restrigdes (4. 2) e N (nimero de tarefas presentes no
problema) subproblemas formados pelas restrigdes (4. 3), (4. 4) e (4. 5). Existe uma solugio
analitica capaz de resolver os subproblemas de maneira rapida e exata, sem a necessidade de
quadros ou iteragdes. O problema principal € representado em um quadro Simplex Revisado
(Apéndice A.1.3).

4.2 Representag¢do das alocagées e seqiienciamentos.

Com o modelo F, € possivel deixar a decisdo sobre que quantidades serdio produzidas
de cada tarefa em cada maquina, para um céleulo posterior, voltando, entdo, a atencdo para o

problema do seqiienciamento e alocagio das tarefas. Ele pode ser esquematizado assim:
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ot LT T T ]

Fig. 4. 1 Gabarito de segiiéncias e alocacies

No esquema acima, cada maquina terd N (= namero de tarefas a serem executadas})
posicdes para alocar fracdes de tarefas. Estas posicdes serfo chamadas de slots virtuais, pois
se referem apenas ao seqiienciamento de fracdes na maquina, uma vez que ainda ndo foi
definida qual a quantidade a ser executada na maquina e, portanto, nfo sendo possivel fixar
ainda o inicio, dura¢io e término de cada siof (isto sera feito pelo modelo F). O slof mais a
esquerda em uma méquina qualquer representara a primeira fracio a ser executada, o slot
contiguo serd ocupado pela segunda fragio a ser executada, e assim até o slof mais 4 direita,
que devera conter a ultima fragdo de tarefa a ser executada naquela maquina.

Para representar um programa qualquer, cada slof serd preenchido com um nimero
inteiro de 1 a NV representando a tarefa que possui uma fragio alocada naquela posi¢do, ou 0 se
a posi¢do ndo estiver ocupada. Este ltimo O servira para indicar que o slot devers ser pulado
quando na determinacio de ¢y e ¢’ e ndo deve ser confundido com a tarefa 0 utilizada nos

modelos inteiro-mistos. Um esquema desse tipo sera chamado de gabarito.

4.3 Programas de permutacéo.

Nos modelos inteiro-mistos, no gabarito da Fig. 4.1 e no modelo F, cada maquina pode
ter um seqiienciamento diferente para as suas fragdes, o que implica em um niimero grande de
combinagBes possiveis nos gabaritos. Este niimero de combina¢des serda muito menor se
apenas os programas de permutagio forem considerados. Nestes, uma mesma tarefa sempre
ocupa a mesma posi¢iio em todas as miquinas, isto €, se a tarefa J foi programada como a
primeira da seqiiéncia, suas fracdes estario sempre nos primeiros slots de todas as maquinas.
Se a tarefa j ndo estiver alocada a maquina &, o primeiro slor desta maquina devera ser
preenchido com 0.

Embora nfio seja possivel garantir que os gabaritos dtimos dos programas completos
correspondam sempre a programas de permutacio, eles certamente serio uma boa escolha,

pois sdo a melhor maneira de garantir que os tempos de término das fragdes componentes de
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uma mesma tarefa estardo sempre proximos uns dos outros para todas as tarefas. Isto &
importante em uma boa solugdo, pois o objetivo ¢ minimizar atrasos e adiantamentos de cada
tarefa.

As duas cartas de Gantt abaixo se referem a um mesmo exemplo de duas tarefas com
fragdes em duas maquinas. As areas mais claras sio tempos de troca entre tarefas e as areas

mais escuras se referem a execugio de fracbes.

did  d2d

Magq A O primeiro grafico, ¢ um programa de

Mag B} permutacio e as diferengas entre os tempos de

0 2 4 6 8 término das fragSes de uma mesma tarefa é
pequeno.

O segundo grafico ndio € um programa
Mag A .
o de permutagéo e as diferencas entre os tempos
Mag B} |-

de término das fragdes ¢ consideravelmente
0 2 4 6 8
maior, 0 que se reflete como maiores atrasos
Fig. 4. 2 Programas com e sem permutacio  ¢/oy adiantamentos das tarefas.

Nos exemplos do item 7.1, os programas 6timos do modelo inteiro-misto, que nio se
restringem aos programas de permutagdo, sempre estio nesta classe nos exemplos rodados,
embora ndo seja garantido que sempre estario.

Com os programas de permutacfo, pode-se considerar que todas as maquinas terdo
uma mesma seqiiéncia, mesmo que algumas posigdes desta nio estejam ocupadas em uma ou
mais maquinas. Para definir em que méaquinas estario as fragdes de uma determinada posi¢io
da seqiiéncia, existe a alocagdo da posicio ou da tarefa que ocupa a posi¢do. Isto torna o
problema de programagdo em méquinas paralelas uma generalizacio do problema de uma
unica maquina. Neste Gltimo, s6 existe uma alocagdo possivel para cada posi¢io da seqiéncia,

0 que torna desnecessario defini-la.
4.4 Propriedades das solugdes do modelo F

Com o problema modelado matematicamente, é possivel deduzir algumas propriedades
basicas que serdo fundamentais para o calculo das fungBes heuristicas de avaliagio (ou

limitantes) utilizados durante a busca em arvore desenvolvida nos capitulos 5 e 6.
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4.4.1 Grupos, gabaritos e solucées

Definimos grupo de tarefas como um subconjunto qualquer de 7. O grupo sera
chamado de grupo completo se possuir todas as tarefas do problema original, isto &, N tarefas.
Um grupo incompleto possui menos do que N tarefas e o grupo complementar correspondente
possui as tarefas do problema original ndo pertencentes ao grupo incompleto. O conceito de
grupo € importante pois no método de busca em arvore uma solugdo € construida passo a
passo, com a adi¢fo sucessiva de novas tarefas a seqiiéncia daquelas que ja estio definidas. A
busca termina quando o grupo complementar torna-se vazio.

Chamamos de gabarito de um grupo de tarefas, ndo apenas ao seqiienciamento das
tarefas dentro do grupo, mas também as alocagbes de suas fragdes as maquinas., Em outras
palavras sequenciar e alocar um determinado grupo € colocar as fragdes das suas tarefas no
gabarito do item 4.1 acima. A defini¢io do gabarito corresponde, assim, a fase 1 da solucgdo do
problema.

Uma solugdo para um determinado grupo, ¢ a definido exata de tempos ociosos,
tempos de término, atrasos e adiantamentos de cada fragdo de tarefa. A solugo é encontrada
durante a fase 2 de resolugdo do problema. Uma solugdo so pode ser definida depois de
definido o gabarito do grupo e, para cada gabarito, havera infinitas solucdes distintas. O
modelo F permite determinar a solugio 6tima sobre um dado gabarito, isto é, uma solugio
com fungdo objetivo minima possivel para o gabarito dado.

E preciso algum cuidado para ndo confundir solugdo dtima de um grupo, solucio 6tima

de um gabarito e gabarito 6timo de um grupo. Qualquer gabarito de grupo, seja ou ndo 6timo,

possui pelo menos uma solugdo 4tima que pode ser determinada pela resolugio do PL
correspondente a0 modelo F. E possivel que um mesmo gabarito tenha varias solu¢des 6timas.
O gabarito 6timo do grupo é definido da seguinte maneira:

Se g* ¢ um gabarito 6timo de um grupo G, entio para um outro gabarito g de G-

fo*(G, g*) < foX(G, g) (4.6)

onde:
foX(G, g*) = valor da fungHo objetivo da solugdo 6tima do grupo G no gabarito g*.
Jo*(G, g) = valor da fungdo objetivo da solugdo 6tima do grupo G no gabarito g,

A solugdo 6tima do grupo € a solugiio 6tima do gabarito otimo do grupo. O sobrescrito

* significa otimo. Como nas solugdes 6timas, podera haver diversos gabaritos 6timos para nm
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mesmo grupo. O procedimento de busca Branch & Bound desenvolvido mais adiante, permite
chegar a um gabarito otimo do grupo completo e fornece a solugiio 6tima deste gabarito, isto
¢, a solugdo otima do grupo completo que possui a menor funcio objetivo possivel de se obter

para o problema original.

4.4.2 Parcelas da funcio objetivo

A funcdo objetivo pode ser separada em duas parcelas, uma devido a atrasos e
adiantamentos, que depende da solugdo do modelo F, e outra devido a custos de trocas, que
ndo depende dela, mas apenas do grupo e do gabarito. A partir da fungio objetivo do modelo

F, a fun¢do objetivo de uma solugio qualquer de um grupo G em um gabarito geé

foG, =3 1B, ) +a,e@] + D, 4.7
Jj&l Jjer
Definindo,
foez(Gv g) Zz{ﬂf-z(])"*a;-eﬁﬂ (4 8)
fo™(G, 9= T, (4.9)
temos:
fo(G,g)= fo™(G,g) + fo'(G,g) (4. 10)

As propriedades abaixo, sio demonstradas para dois grupos, mas podem ser
prontamente estendidas a um nimero qualquer de grupos ndo superior ao ntimero de tarefas

constderadas (N).

4.4.3 Acoplamento entre grupos

Sejam G e G, grupos de tarefas seguidas com gabaritos 21 ¢ g&. Se as tarefas em G,
forem todas diferentes das tarefas em G, e os grupos forem colocados juntos no modelo de
sequienciamentos e alocagdes fixas (modelo F), devido 2 soma de termos para o célculo da
funclo objetivo, pode-se escrever:

foX (GG g} = fo(Grg) +  fo(Gy ) (4. 11)
onde:
Jo*(GiGy, gigz) = valor 6timo da fungio objetivo avaliada no “grupo composto” G;G, no
“gabarito composto” g;g,.
Jo(Gy, g1), fo(Go, g2) = parcelas do valor 6timo da fungio objetivo para G; e G; nos gabaritos g; e

g, respectivamente.
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Observe que:

foU(Grg) 2 fo™*(Gig) e fo(Grg) = fOTMGhLg) (4.12)
pois fo™*(Gy, g1) e fo™*(G,, g) sdo relativos as solugdes dtimas de seus respectivos grupos e
gabaritos quando considerados sozinhos no modelo F. Estes Gltimos resultados podem ser
estendidos as fungBes objetivo completas, desde que os custos de troca na presenca do outro
grupo € os custos de troca com o grupo sozinho sejam idénticos, para manter fo™(G,, g)) e

fo™(Gy, g,) inalterados. O efeito causado na solucdo de um grupo devido 4 presenca de outros

grupos, sera chamado de acoplamento entre grupos.

Na figura abaixo, ilustra-se o efeito acima, em um problema com 2 maquinas e 3
tarefas:

a1l Considere Gy ={1} e G, ={2,3}

com os gabaritos definidos na figura ao

lado. Os dois primeiros graficos sio as

0 cartas de Gantt das solugdes étimas de G,

e G nos seus gabaritos, quando

colocados sozinhos no modelo F.

Quando G, ¢ G; sdo colocados

0 2 4 6 8 ' juntos, sdo forgados a se deslocar de suas

a1l @l a3 solugdes Otimas, como ¢ mostrado no 32

grafico. Observe que aumentou o atraso da

tarefa 1 em G, e também a tarefa 3 em G,

0 2 4 & 8 10 passou a ter um pequeno atraso, mesmo
Fig. 4. 3 Exempio de grupos acoplados com as novas solugtes contidas na solugio
otima de GG,

Quando os grupos, em seus respectivos gabaritos e solugdes, podem ser colocados
juntos sem que as suas fungdes objetivo se desviem dos valores 6timos obtidos com cada

grupo sozinho, os grupos s3o ditos mutuamente desacoplados. Portanto, define-se que se os

grupos Gy e G nos gabaritos g, e g, respectivamente, sio mutuamente desacoplados, ou
simplesmente desacoplados, entdio:
fo(Grg) = fo™Grg) ¢ foHGhg) = fo™MGy ) (4.13)

Se o0s custos de troca na presenga do outro grupo e os custos de troca com o grupo

sozinho forem idénticos:
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fo*(GiGo, gig2) = foX(Gig) + fo*(Gy, 22) (4. 14)
Nas trés figuras abaixo, exemplifica-se o desacoplamento entre grupos utilizando um

exemplo que se aproxima bastante do anterior:

Nos graficos ao lado, os grupos e
a1l gabaritos sdo idénticos aos do 1° exemplo,
exceto pelas datas previstas das tarefas 2 e 3

do grupo G: que tiveram 2 unidades de

2 tempo adicionadas.
A solucio otima de G, isolado se “encaixa”

nos tempos ociosos da solugio 4tima de G,

isolado, sem ter que ser modificada. Como

0 2 4 6 8 10 2 na solugdo do grupo composto as solugdes
a1l de G, e G; sdo idénticas as obtidas com

estes grupos sozinhos (exceto pelos tempos

ociosos de Gj), pode-se afirmar que a

o 2 4 6 8 10 12 fungdo objetivo do grupo composto é a
Fig. 4. 4 Exemplo de grupos desacoplados soma das fungBes objetivo otimas de seus
grupos componentes, dado que ndo se

penalizam tempos 0ciosos.

No exemplo apresentado acima o desacoplamento é ébvio porque 0s grupos nio se
tocam. Entretanto, existem casos em que a presenca do outro grupo for¢a uma mudanca na
solugdo obtida com ¢ grupo sozinho e mesmo assim oS grupos podem ser considerados
desacoplados, basta que a nova solugio do grupo em que a mudanca ocorreu tenha a mesma

fungdo objetivo 6tima.
4.4.4 Propriedade da substituicio de tempos de troca entre tarefas.

Seja G um grupo de tarefas no gabarito g e fo'*(G, g) o valor da fungdo objetivo na
solugdo otima de G em g. Seja "y o tempo de troca entre as fragdes de tarefas i e j na

maquina k. A substitui¢io de ¢’y por ¢'y tal que ¢'w < ¢’y implica em um novo valor da

fungio objetivo otima fo'*(G, g) tal que f0'*(G, g) < fo'*(G, g).
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Prova:
1) Parcela fo™(G)
Se ¢!, € menor ou igual a ", entdo, apos a substitui¢do, a solu¢do original pode
conservar todos os tempos de término originais, isto &, o valor da funcio objetivo ndo se
altera na nova solugdo, como é mostrado na figura abaixo que mostra apenas as duas

fragdes afetadas pela substituicio.
a{ik) ak)

Original

afik) afj k)
idle | :

Substituido
Fig. 4. 5 Substituigio de tempos de troca

Escrevendo a restrigio (4. 2) do modelo F para a fracio j da magquina k, antes e apos

a substituicio, tem-se:

a(j k) - a(i,k) - id" (j, k) - S .k = oy (4. 15)

a k) — afik)—id' G,k) - s 4.rG.h) = 1 (4. 16)
onde id’(j k) e id'(jk) se referem aos tempo ocioso original e apés a substituicio
respectivamente. Se as outras variaveis e pardmetros nfo se alteram, a subtra¢iio (4. 15)
- (4. 16) fornece;

id'G,k) = id G, k)+ o~ ¢1 4. 17)
Como id"(jk) =0 e ¢l < i, (4.17) implica em id'(j,k) > 0, isto &, existira sempre uma
solugdo factivel com os mesmos tempos de término e mesmo valor da fungdo objetivo da
solugdo original. Porém, uma restrigio e uma variavel do PL foram alterados e ndo é
mais possivel garantir que a nova solugio é Gtima, isto &, uma nova otimizagdo reduzira
o valor da fungio objetivo obtida imediatamente apos a substitui¢io.

Desta forma conclui-se que:

fo'™*(G, g) < fo"*(G, g) (4. 18)

2) Parcela fo™(G, g)
Esta nfio se altera, pois nio depende da solugio do grupo G no gabarito g.
fo"*(G,g) = fo"*(G,g) “.19
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Juntando os itens 1) e 2) acima:
f0'(G, g) < fo'*(G, g) (4.20)
A propriedade também pode ser usada no sentido inverso, isto &, a substituicio de o
por ¢'; tal que ' > ¢’ implica em um novo valor da fungdio objetivo otima fo'*(G, g) tal

que fo'*(G, g) > fo’*(G, g).

Prova: Percorrer a demonstracfo acima no sentido inverso.

4.4.5 Propriedade da substituiciio de custos de troca entre tarefas.

A substituigdo de ¢’ por ¢\ tal que ¢’y = ¢® + h implica que o novo valor da

funcdo objetivo otima fo'*(G, g) sera tal que fo'*(G, g) = fo'*(G, g) + h.

Prova: Decorre imediatamente do fato da parcela fo™(G, g) nfio se alterar neste caso e

da parcela fo™(G, g) ser formada pelo somatdrio de todos os custos de trocas envolvidos.

4.4.6 Desigualdade triangular dos tempos e custos de troca

A desigualdade triangular de tempos e custos de troca é uma hipotese utilizada para
tornar o problema “bem comportado”, isto é, mais facil de se encontrar boas solugdes. Isto
ficara mais claro nos préximos itens, quando algumas propriedades do problema exigirdo o uso
desta hipotese.

Seja / uma tarefa do grupo G, com fragio na maquina £ e i/ tarefas do grupo G¢ que

também possuem fragdes na maquina k. Desigualdade triangular entre tempos de troca,

significa que:
l
mﬂc Cok < Cae + Cpe (4.21)
N

Esta hipotese ¢ aparentemente respeitada pela maioria dos processos no mundo real.
Além disso, se existir um tempo de troca que desrespeita a desigualdade triangular, entdo este
tempo podera ser substituido pela menor soma de dois outros que levern de J a J, 0 que sera
menor que o tempo de troca direto. O mesmo pode ser dito em relagdo aos custos de troca.
Porém, € possivel supor que o tempo de troca direto, mesmo sendo maior, possui um pequeno
custo e poderd ser empregado na prética, daf a necessidade de informar se a desigualdade

triangular € ou ndo respeitada em um problema especifico.
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4.4.7 Propriedade do acoplamento entre grupos de tarefas intercalados

Com a suposi¢do da desigualdade triangular e limitando os custos de troca a serem
independentes da sequéncia de tarefas, é possivel estender as propriedades do acoplamento
entre grupos ao caso em que as tarefas de um grupo se misturam as tarefas do outro. Isto &,
poderd haver fragbes de tarefas de G, entre duas fragdes de G, e vice-versa, embora o
sequenciamento relativo as tarefas do grupo nos gabaritos de Gie G, no possa ser alterado.

A necessidade de impor que os custos de troca sejam independentes da seqiiéncia se
justifica porque a parcela fo™(G, g) ndo deve se alterar ou deve apresentar alteragles no
mesmo sentido de fo™(G, g). Como se deseja que as intercalagdes possam ocorrer
simultaneamente com varios grupos, o melhor & impor a limitagdo de custos de troca

independentes da seqiiéncia.

PROPOSICAO: Se a desigualdade triangular de tempos de troca entre grupos se
verificar e os custos de troca do grupo G, forem independentes da seqiiéncia, a fungdo
objetivo otima de Giem g1, fo*(Gi, g1), nfio sera diminuida se tarefas de um outro grupo

G, forem colocadas entre as tarefas de Gi. Isto &, fo(Gy, g1) = fo*(G,, g1).

Prova: Basta fazer a demonstragdo para uma tnica fragio de G, entre fracdes de Gy,
que o caso com varias fra¢Ges ficara evidente.

Em um primeiroc momento o efeito de acoplamento entre grupos descrito no item
4.4.3 ¢ desprezado para isolar o efeito da intercalagio. Seja / uma tarefa de G, com
alocagdo na méquina & e jj tarefas de G, com alocacio na mesma maquina k. A
colocacdo da fracio de / entre as fragdes i e , implica em substituir o tempo de troca
original ¢ pelo equivalente a um tempo de troca ' tal que:

¢ = e+ sur(l, k) + e (4. 22)
Pela desigualdade triangular, para qualquer valor nio negativo de r(J, k), tem-se;

S < p=ca + s k) + Cia (4. 23)
A propriedade da substituicdo de tempos de troca garante que, nestes casos, o valor da
fungdo objetivo apos a substituicio fo™(G, g;), sera maior ou igual ao valor da funcdo
objetivo original fo™* (G, g;). Isto é:

fo™ (G, g1) 2 fo™*(Gi, g1) (4. 24)
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Uma vez que o efeito de acoplamento produz precisamente o mesmo efeito acima e

como, neste caso, a parcela fo™(Gi, g;) nfo se altera, a conclusio se estende até a
fungdo objetivo completa:

fo(Gi, 81) = foX(Gy, g1) (4.25)

Observe que a desigualdade triangular € exigida entre duas tarefas de G, e uma de G,

ou o oposto, para haver simetria. A rigor, esta ndo é necesséaria entre as tarefas pertencentes a

G e nem entre as de G.. Entretanto, a desigualdade triangular entre as tarefas de um mesmo

grupo possibilita a remogio de um efeito indesejado que é o aparecimento de fragdes nulas na

solugdo otima de um grupo 6timo, como é mostrado no item seguinte.
4.4.8 Propriedade da remocio de fragies nulas

Uma fragio nula (r(k) = 0), costuma ser indesejada em solugdes finais, pois
corresponde a dois tempos/custos de troca seguidos sem o processamento de uma fracio de
tarefa entre eles. Como o bom senso sugere, o custo e o tempo de troca de uma fragio nula
devem ser removidos para corrigir o efeito do seu aparecimento. Isto melhora o valor da

fungBo objetivo, desde que a desigualdade triangular seja respeitada.

PROPOSICAQ: Se a desigualdade triangular se verificar para tempos e custos de troca
entre tarefas de um grupo G, a remogdo de uma fragio do gabarito g correspondente a uma

fragio nula em uma solugdo Otima de G em g produzird um gabarito g’ tal que,

fo*(G, g') < fo*(G, g).

Prova:
1) Parcela fo™*(G, g)

Se a fragdo nula correspondente & tarefa / alocada 4 maquina £, ndo ¢ a mais
adiantada nem a mais atrasada dentre as fragdes de / alocadas as demais maquinas, a
fragio nula nfio determina o atraso nem o adiantamento de /. Neste caso, a remogdo da
frag@o nula nfio pode influenciar diretamente a fungdo objetivo. A remoc¢ao corresponde
atroca cyt Cy > ey Pela desigualdade triangular, 5 + Cie 2 C € pela propriedade da
substitui¢do de tempos de troca, fo™(G, g’) < fo™*(G, g).

Se a fragdo nula corresponder 4 mais adiantada ou 4 mais atrasada dentre as fragdes

de /, a remogio causara uma redugiio imediata no atraso ou adiantamento de / €,
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consequentemente, em fo™*(G, g’) em relagio a fo™*(G, g). A este efeito se soma o

efeito demonstrado no paragrafo anterior, causando uma redugfio ainda maior em

Jo™(G, g).

2) Parcela fo™(G, g)
A desigualdade triangular entre custos de troca, ¢’y + ¢’y > ¢ ‘i, pode ser colocada
como ¢ + ¢’ = ¢’ + h, onde A = 0. Pela propriedade da substituicdo dos custos de

troca, fo™*(G, g) = fo™™(G, g’) + A, que € equivalente a fo™*(G, g) > fo**(G, 2’).

Combnando os itens 1) € 2) acima;
f0*(G, &) < foX(G, g) (4. 26)

Corolirio 1: Se a desigualdade triangular for valida, sempre havera um gabarito 6timo cuja

solugdo 6tima ndo apresenta fragGes nulas.

Prova: Seja um grupo G que possui um gabarito 6timo g* tal que a solucdo 6tima de G
em g* tem fragdes nulas. Pela propriedade da remogio de frages nulas, o gabarito g*’
(g* com as fragdes nulas removidas) néio podera apresentar uma solugdo otima cujo
valor da fun¢do objetivo é maior que fo*(G, g*). Portanto, g*’ também sera um gabarito

otimo sem que sua solugdo Gtima apresente fragdes nulas.

Coroldrio 2: Se a desigualdade triangular for vélida e os custos de troca forem nio-nulos, a

solugdo 6tima de um gabarito 6timo jamais apresentara fragBes nulas.

Prova: Suponha, por absurdo, que existe um gabarito otimo cuja solugio otima
apresenta fragdes nulas. Pelo corolario anterior, a remogio das fracdes nulas gera um
novo gabarito 6timo cuja solugdo 6tima ndo tem fragdes nulas. Entretanto, a remogdo
das fragOes nulas representa uma diminuigdo de custos de troca, se estes sdo nio-nulos.
Portanto, o gabarito sem fragBes nulas possui um menor valor da fungdio objetivo dtima,

0 que significa que o gabarito com fracdes nulas nio ¢é 6timo.
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5. Busca em arvore

Com o modelo de seqiienciamentos e alocagdes fixas (modelo F), o problema de obter
uma solu¢do a partir de um grupo, esta resolvido e de forma 6tima. Resta entdo, a obtencgio de
um gabarito para o grupo cuja solugdo otima se aproxime o mais possivel da solugiio 6tima do
grupo. O procedimento proposto aqui para resolver este segundo problema, € a busca em
arvore do tipo Branch and Bound para chegar a um programa otimo, ou Filtered Beam Search
para chegar a um programa cuja funcéo objetivo da solugdo otima se aproxima do menor valor
possivel.

Considerando somente os programas de permutaciio, existirdo apenas duas decisdes a
serem tomadas; seqiienciamento global e alocago das tarefas as maquinas disponiveis. Partindo de
um programa vazio, o caminho natural a ser seguido, é o preenchimento simultineo de todos os
slots em uma determinada posigdo da seqiiéncia (nivel). Na Fig 5.1 abaixo, esta representada uma
arborizagdo que se inicia com os primeiros slots da seqliéncia e prossegue linearmente até os
ultimos, embora pudesse iniciar pelos Ultimos. Desta maneira tem-se uma Arvore uniforme de
profundidade A, com um grau de ramificagio maior nos primeiros nos e menor proximo as folhas
(PEARL, 1984).
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A cada nivel, ambas as decisdes (segiienciamento e alocagdo) sio tomadas
simultaneamente, o que permite chegar a qualquer combinagfo possivel envolvendo tais decisdes.
Em cada né da arvore, o programa parcial relativo aquelas posicbes na seqiiéncia pode ser
representado por apenas dois niimeros. O primeiro representa a tarefa que foi designada para a
posi¢do da seqiiéncia € o nimero inteiro entre parénteses representa a aloca¢io decidida para aquela
tarefa. Este dltimo poderd variar entre 1 e 2*-1 (bindrio de M bits), onde M é o nimero de
maquinas dispontveis. Quando colocado no formato bindrio, cada digito informa se a maquina
correspondente recebe (1) ou ndo (0) uma fragio da tarefa.

Um programa completo corresponde a uma cadeia de N nds que inicia no no raiz.

nivel 1 nivel 2 nivel 3

ETET

Fig 5. 1 Arvore de Busca

A figura acima representa apenas uns poucos nos da arvore em somente trés posigles
da seqiiéncia, pois a arvore completa ¢ muito grande mesmo em pequenos exemplos. A arvore

de busca completa corresponde 4 enumeragdo de todas as sequéncias e alocacdes possiveis.
8.1 Busca Branch and Bound.

Uma forma segura de se chegar ao gabarito 6timo do problema é enumerar e testar
todas as combinagGes possiveis ou, de forma equivalente, examinar todos os nos de nivel N na
arvore de busca. O né que apresentar a menor medida de qualidade, ou valor da fungdo

objetivo da solugdo étima, corresponde ao gabarito 6timo procurado.
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O método Branch and Bound permite simplificar a enumeracio, eliminando ramos
inteiros da arvore que jamais levardo ao gabarito 6timo. Isto pode ser feito com as fungdes
heuristicas de avaliagdo ou limitantes, que fornecem uma estimativa da medida de qualidade
possivel de se obter a partir de um né qualquer da arvore (bounding procedure). O limitante
inferior é uma fungdo heuristica de avaliagdo que garante um limite minimo para a menor
medida de qualidade possivel de se obter a partir do né analisado. Isto €, se Z(n) é a menor
medida de qualidade que pode ser obtida por um né descendente do né » e b(n) é um limitante
inferior calculado em n, entdo b(n) < Z(n).

Suponhamos que em um determinado estagio da busca seja conhecido um né terminal
(nivel N) cuja medida de qualidade seja Z. Qualquer né de nivel menor que apresentar um
hmitante inferior & tal que b > Z, jamais poders levar a um né terminal com medida de
qualidade menor ou igual a Z. Desta forma é possivel simplificar grandemente a busca, pois o
conjunto inteiro de possiveis combinagdes pode ser enumerado implicitamente (BAKER,
1974).

O gabarito completo ou né terminal usado nas comparagdes que permitem a eliminaco
de alguns ramos da arvore de busca (gabarito de tentativa), pode ser obtido por um
procedimento heuristico ou pode ser encontrado no curso da busca e atualizado sempre que
um nd de nivel N com uma medida de qualidade menor surgir.

Uma tatica bem conhecida utilizada para percorrer a arvore ¢ chamada de Jumpltracking
(BAKER, 1974 ¢ BLAZEWICZ et al, 1993) ou best-first (OW & MORTON, 1988). Ela
consiste em procurar na arvore o né de nivel inferior a N com o menor limitante inferior e
expandi-lo (branching) gerando novos nés descendentes. Depois que todos os novos nds
tiverem sido avaliados pelo limitante inferior, o processo é repetido. Quando ndo existirem
mais nos de nivel inferior a N com limitante inferior menor do que a medida de qualidade do
gabarito de tentativa atual, a busca pode ser terminada, pois ndo sera possivel encontrar nds
terminais melhores.

A tatica de jumptracking, utilizada nesta tese, pulara frequentemente entre os varios
ramos abertos na arvore e devera manter todos os nos gerados durante a busca, Apenas 0s nos
com limitante inferior maior do que a medida de qualidade do gabarito de tentativa atual serio
ignorados, o que significa uma exigéncia consideravel de espago de armazenamento. Quanto

maior (ou mais forte) for o limitante inferior utilizado durante a busca, menor sera o nimero de
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retornos a niveis inferiores (backtracks), menor o espago de armazenagem necessério e maior a

velocidade da busca (BAKER, 1974)

5.1.1 Limitante Inferior 1

Seja 1G> um grupo completo (com todas as tarefas a serem programadas), G; um
grupo incompleto associado a um né da arvore a ser avaliado e G, 0 grupo complementar de
G e 2122, g1 e g; os gabaritos respectivos. A expressio (4.11) do acoplamento entre grupos,
permite escrever:

Jo*(GiGn, gig2) = fo(G g) +  fo(Gy, ) (5. 1)

Um limitante inferior & solugdo 6tima f0*(GG,, gig>), jamais podera ser superior ao
menor valor possivel com g; fixo e g livre. Como o gabarito para G, (g2) € desconhecido,
assim como suas influéncias sobre G, uma boa opgdo para avaliar a primeira parcela da
expressdo acima € o calculo de fo™*(Gy, g1), pois pelas propriedades de acoplamento entre
grupos,

fo™(Gi, g)) < fo™(Gy, g1) (3.2)

Como G, € o primeiro grupo, as suas tarefas nunca serdo intercaladas com tarefas de
outros grupos, portanto, nunca havera diferengas entre fo®™*(G,, g;) e fo™(G,, 21), permitindo
estender a expressdo (5. 2) até a funcdo objetivo completa sem a necessidade de impor a
desigualdade triangular entre tempos de troca ou que os custos de troca sejam independentes
da seqiiéncia.

fo*(Gr g) < fo(Gy, g1) (5.3)

A avaliagdo da parcela fo(G,, g), sera feita de forma relaxada, pois o gabarito de G, niio
€ conhecido no momento da avaliagio. Uma alternativa é avaliar apenas o0s custos de troca,
alocando as tarefas de G, unicamente na maquina com o menor custo de troca para cada

tarefa. Desta forma, definimos:
LI1 = fo*(Gy, g1) + Y min(c],) (5.4

jeG, el
12y
keP

onde:
Iy = Gy {dltima tarefa de G; com uma fragio alocada em k)
Para facilitar o calculo, se a tarefa j nio puder ser executada na maquma £ (j ¢ Kj),

deve-se fazer seus custos infinitos nesta maquina, o que provocara sempre a sua rejeicio. O

limitante LI1 ndo exige que a desigualdade triangular de tempos ou custos de troca seja
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obedecida pelas tarefas do grupo completo GG, assim como os custos de troca entre tarefas

podem ser dependentes da seqiiéncia.

5.1.2 Limitante Inferior 2

E possivel estabelecer um limitante inferior de melhor qualidade considerando o
acoplamento entre G e uma das tarefas de G. Seja G1JG, um grupo completo, G; um grupo
incompleto representando o né da arvore a ser avaliado, JG, o grupo composto complementar
de Gi e g, j e g os gabaritos respectivos. J representa um grupo de uma Gnica tarefa. A
express3o (4.11) do acoplamento entre grupos, garante que;

o GG, gijg2) = fo(Gid. gij) +  fo(Ga g2) (5.5)

Devido as propriedades envolvendo o acoplamento entre grupos e analogamente ao
que foi feito para LI1,

for (G, gij) < fo(Gud, gij) (5.6

A idéia aqui € permitir alguma influéncia das tarefas ainda nfio programadas sobre o
grupo ja programado. Como nd3o € conhecida a posigio exata da tarefa do grupo J na
sequiéncia, pode-se utilizar a propriedade do acoplamento entre grupos de tarefas intercaladas
(item 4.4.7) para garantir que, se algumas tarefas de G; se intercalarem entre G, e J, a
inequagdo (5. 6) continuara valida. Porém, a utilizagio daquela propriedade exige que a
desigualdade triangular seja obedecida para os tempos de troca e que os custos de troca entre

tarefas sejam independentes da seqiiéncia.

Fig 5. 2 Seqiiéncia das tarefas nos grupos G, J e Gi.

Finalmente, como a alocagio das fracdes da tarefa em J também é desconhecida, sera
necessario testar todas as alocagdes possiveis para escolher a que produzir o menor valor de

Jo*(GJ, gij). Assim, o limitante LI2 se escreve:

LI2 = foX(Gud, gij*) + 3 min(c},) 5.7
jeGy 1€l
i f
keP

onde:
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Iy =JuGyuiiltima tarefa de Gy com uma fragdo alocada em k}
J* ¢ definido como um gabarito de J tal que,
for(Gud, gij*) < fo*(Gid, gij) (5. 8)

para qualquer outro gabarito j de J. A tarefa contida em J podera ser qualquer uma que nio
esteja em Gy, mas quanto maior a sua influéneia sobre G,, maior (e methor) sera a avaliacfo feita
pelo novo limitante. O ideal seria testar todas as tarefas restantes e escolher aquela que
produzir o maior limitante. Isto porém, deve dispender um esfor¢o computacional
considerdvel. Parece ser mais razodvel escolher a tarefa com a menor data prevista ou menor
folga entre as do grupo complementar de G,.

O limitante LI2 ¢ superior a LI1, o que se traduz como um niimero esperado menor de
nos a serem pesquisados até a chegada ao grupo completo Otimo. LI2 é mais Testritivo, pois
exige que a desigualdade triangular de tempos de troca seja obedecida pelas tarefas envolvidas,
assim como os custos de troca entre tarefas devem ser independentes da seqiiéncia. Também o
esfor¢o computacional para o calculo de LI2 ¢ significativamente maior. E possivel, pois, que
em alguns casos o esforgo computacional total do método utilizando LIl seja menor do que

utilizando LI2, apesar da melhor qualidade deste.
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6. Busca em Feixe (Beam Search)

Este tipo de Busca, desenvolvida a partir de meados de 1970, tem apresentado bons
resultados em problemas de programagéo (FOX, 1983), quando o objetivo nio é encontrar um
programa Otimo, mas trabalhar com problemas de maior porte obtendo programas de boa
qualidade. OW & MORTON (1988) fizeram um estudo rigoroso do desempenho deste método
em comparagio com a busca em vizinhanga e introduziram uma técnica de filtragem capaz de
melhorar ainda mais o desempenho da Busca em Feixe. Os autores concluiram que o método
com a utilizacio de filtragem adequada supera facilmente o desempenho da busca em
vizinhanga. Os problemas analisados em OW & MORTON (1988) tratam da minimizagio de
atrasos e adiantamentos em maquinas simples, sem tempos ociosos. Eles se aproximam do
problema tratado neste trabalho, quando apenas uma méquina é considerada. Os tempos
0ciosos presentes no modelo F tornam mais complexo o problema, porém podem reduzr os
custos globais computados pela fungdo objetivo.

Resumidamente, a busca em feixe utiliza a mesma arvore de busca empregada no
Capitulo 5, porém sem a necessidade de utilizagdo de limitantes inferiores. Basta a definigio de
um limitante que avalie a fungdio objetivo, sem a necessidade dele ser inferior. A busca é

executada em apenas uma direcio, isto €, ndo sdo permitidos retornos (backtracks) a um né de



nivel mais baixo. Considere a Fig 6. 1 onde é mostrada uma arvore de busca com os valores
dos limitantes calculados em cada no. Quando é feita a primeira expansdo a partir do né raiz,
ndo apenas um mas os Bm melthores nos, segundo a avaliagdo do limitante, sio escolhidos. Na
expansdo seguinte, todos 0s nds escolhidos s3o expandidos e novamente os Bm melhores entre
todos do novo nivel s3o escothidos. No caso estudado aqui, cada nivel corresponde a uma
nova tarefa adicionada, o que significa que, apds N niveis, a programagdo estara completa e
podera ser escolhido o programa com menor valor da fungdo objetivo como gabarito ¢ a

solugéio deste no modelo F sera a solugio final.

nivel 1 nivel 2 nivel 3 nivel 4 nivel 5

= s st — vt e aas
~ [ 8] - (%] - [ ] h

Fig 6. 1 - Busca em Feixe com A= 5 e largura de feixe (8m) = 2

Apesar das simplificacdes em relagiio ao Branch and Bound, a busca em feixe tem
mostrado um desempenho razoavel, mesmo sem utilizar fungdes de avaliagdo perfeitas. Os
erros de avaliagdo pelos imitantes podem fazer com que, em um determinado nivel, 0 caminho
da solugiio otima seja perdido e nunca mais recuperado, pois ndo existem retornos a niveis
anteriores. E por este motivo que sio mantidos alguns ramos da &rvore (largura de feixe)
escolhidos entre os mais promissores. Quanto maior a largura de feixe (Bm), maior o esforco

computacional € maior também a seguranca de se chegar a um bom resultado final. Ha,
portanto, um compromisso entre a largura de feixe escolhida e a qualidade do programa final

obtido.



6.1 Implementacao da Busca em Feixe Filtrada

A filtragem proposta por OW & MORTON (1988) tem o objetivo de evitar que um
limitante computacionalmente caro seja aplicado a todos os nos descendentes, uma vez feita a
expansdo dos Bm nés em um determinado nivel. No exemplo da figura acima existe um
nimero relativamente grande de nos expandidos nos niveis 1 e 2. A filtragem ¢ feita por um
critério de qualidade inferior e computacionalmente barato, que faz uma pré-seleciio dos nos a
serem avaliados pelo limitante caro.

As fungBes de avaliagio aplicadas aos nés da arvore sdo de dois tipos bésicos:

Fungbes globais tem validade em qualquer nivel, permitindo comparacdes entre niveis

diferentes ou entre ramos diferentes da arvore. Limitantes inferiores e limitantes
superiores sdo exemplos de funcdes globais. Em geral estas funces demandam
maior esfor¢o computacional,

Funcbes locais tem validade apenas local, isto €, de maneira diferente das funges globais, os
nds a serem comparados devem ser todos de um mesmo nivel e possuir um
mesmo no pai. Um exemplo de fungdo local € a folga imediata em problemas de
uma unica miquina. Esta computa a diferenga entre a data prevista da tarefa e o
instante de término da Ultima tarefa processada. Por isto nio tem sentido
comparar folgas imediatas de nods em niveis ou ramos diferentes da arvore.
Fungdes locais s#o, em geral, mais baratas do que as globais do ponto de vista

computacional.

A funggo adotada por OW & MORTON (1988) para a filtragem possui validade local,
ndo permitindo comparagdes entre nos de ramos diferentes. Por este motivo, 0s autores
consideram apenas um né de cada expans3o, embora reconhegam que isto ndo é o ideal. Na
Fig 6. 1 a escolha no nivel 2 ndo poderia ser feita pela filtragem dos autores, devido 3
necessidade de considerar um tnico nd de cada uma das expansdes feitas no nivel 1. Nagquele
caso, a conseqliéncia seria a perda do caminho que leva até o no final com medida de qualidade
igual a 7, supondo que a fungio local fornece 2 mesma avaliagio do limitante em todos os nds.

As fungdes responsaveis pela filtragem utilizada nesta tese (item 6.2.2 com todas as
tarefas), possuem uma validade global, permitindo uma comparagio equivalente em qualquer
nivel ¢ em qualquer ramo da busca. Embora sejam fungdes globais de baixa qualidade, estas

poderdo selecionar quaisquer novos nos gerados, até mesmo todos de um mesmo pai. como é
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0 caso da escolha feita no nivel 2 da Fig 6. 1. Na realidade a filosofia da filtragem se
caracteriza por uma fungio global 1 (barata) para a filtragem e outra global 2 (mais cara) para
o limitante.

Outra diferenca fundamental em relagio ao trabalho original de OW & MORTON
(1988), € que ndo existe um nimero fixo de nos selecionados pela filtragem, que podera variar
amplamente durante a busca.

As tarefas selecionadas pela filtragem deverdo satisfazer a:

cg(j) < cgmint Ft. Acg 6. 1)
onde:
cg() = caracteristica global da tarefa j. Fungdo global utilizada pela filtragem (nimero real),

Cmin = mén {cg(/)}, menor caracteristica global entre as tarefas restantes (nimero real).
J€G,y

Ft = Filtragem, niimero real entre 0 e 1 (0% e 100%)).

Acg = mcggc{cg( in- mi;a{cg( J)} . variacio maxima das caracteristicas globais (namero real).
jE je

Desta forma, muitos nds serdo escolhidos quando a caracteristica global das tarefas
correspondentes aos nds mostrar pequenas diferencas e havera apenas um {C8min ) se as
diferencas forem grandes, o que parece ser razoavel. A filtragem seleciona apenas tarefas e ndo
alocagBes especificas, isto €, para cada tarefa selecionada havers nos com todas as alocacdes
possiveis. A caracteristica global de cada tarefa podera ser a data prevista ou a folga global

como calculada adiante no item 6.2.2.

6.2 Tipos de limitantes

A equagdo (4.11) do acoplamento entre grupos mostra claramente que uma avaliagio
precisa sobre a fungdo objetivo 6tima de um grupo completo precisa considerar o grupo
complementar G, que foi avaliado de maneira bastante pobre no calculo dos limitantes
inferiores. A busca em feixe ndio exige limitantes inferiores, mas fungdes de avaliagdo com boa
capacidade de discriminagdo entre nds promissores e nés com alta probabilidade de levar a
resultados finais ruins. Com mais liberdade de escolha, ¢ possivel desenvolver limitantes muito
mais precisos ¢ discriminantes do que os utilizados na busca Branch and Bound. Isto seré
possivel através da montagem das tarefas restantes nio programadas, sobre o no a ser
avaliado, segundo uma ordem determinada por uma regra de despacho e alocagdes baseadas

em heuristicas que serdo desenvolvidas adiante.
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Dois limitantes (L3 e L5) podem ser chamados de limitantes superiores, pois serfio a
propria fungo objetivo do programa completo formado a partir do né sob avaliagio. Nestes
casos, teoricamente, o grupo final (completo) nunca possuira uma fungio objetivo Superior aos
limitantes calculados durante a busca. Na pratica, porém, em alguns raros casos esta regra
podera ser violada devido a arredondamentos de ponto flutuante durante o calculo.

Os limitantes L4 e L6 ndo garantem que o resultado seja um limitante superior, devido
as simplificagdes utilizadas no calculo de ambos, porém, sio de baixo custo computacional se
comparados com L3 e L5, o que permitird a sua aplicagio a problemas de maior porte.

Para uma avaliagdo razodvel das tarefas restantes (grupo G,) é necessario coloca-las
em um gabarito provisorio. Nos itens a seguir, 0 seqilenciamento e alocagio de tarefas de
forma provisoria para o célculo dos limitantes sera descrito;

- Itens 6.2.2, 6.2.3, 6.2.3.1e 6.2.3.2: formagdo do gabarito provisorio.

- Itens 6.2.4 ¢ 6.2.5: Descri¢do do calculo dos limitantes.

6.2.1 Calculo das varidveis da tarefa correspondente ao né sob avaliaciio

Os limitantes L4 e L6 ndo fazem reotimizagSes pelo modelo F a cada nova tarefa
adicionada, o que exige a utilizagfio de uma heuristica especial para um calculo aproximado das
variaveis relativas ao n6 sob avaliagdo.

Como uma primeira aproximagio, considere o caso onde j (a tarefa correspondente ao
né sob avaliagdo) esteja atrasada. Neste caso, ndo havera tempos ociosos anteriores as suas
fracOes e, para minimizar o atraso, os tempos de término das fragdes de j deverdo se igualar. A
partir da restri¢Zo (4.2} escrita para todas as tarefas, com id(j,k) = 0, Cue + a(0,6) = coy e a{j k)
= a(j) para todo k£ € M, , somando todas e utilizando (4.3) chega-se a:

co, +a(i, k)

R

eM; oy
a(/) _ keM; ik ] (6 2)
kgj sjk

Considerando que as tarefas anteriores a j estdo fixas (nio possuem acoplamento com
J) e que, no momento do calculo das fragdes, j ¢ a tltima tarefa da seqiiéncia, o adiantamento
pode sempre ser anulado calculando tempos ociosos adequados antes das fragdes. O atraso
serd minimo se os tempos ociosos forem anulados e os tempos de término das fragbes
igualado, com a maior divisdo possivel para a tarefa. No procedimento abaixo a melhor

solugdo possivel para j (considerando as hipéteses acima) é obtida.
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1) Calcula-se co_max = ’g’%x(c%k +a(i,k)) (6. 3)
ehty

2) Calcula-se a(j) por (6. 2).

3) Calcula-se o menor tempo de término possivel para a tarefa na alocagfio dada:
a_min(j) = max{co_max, a (j)} 6.4
4) Com o célculo de a min(j), as variaveis da tarefa j sdo calculadas pelo procedimento abaixo
escrito em uma linguagem hipotética semelhante 4 linguagem C, onde sdo permitidos os
simbolos matematicos e notagdes utilizadas aqui. Os comandos s3o separados por“;” eos
procedimentos “FOR”, “IF” ¢ “ELSE” iniciam com “{* e terminam com “}”, a, ac e fr e

sdo varidveis de ponto flutuante (armazenam numeros reais).

IF (a_min() <d;) { a_min(j)=d; }
2y =a min(j) - d; ;
e()=0;
ac=q,
FOR(% € M)
{
fr = (a_min(j) - coy - a(i,k)) sy ;
IF{ac<fr){fr=ac;}
ac=ac-fr;
r(j k) =fr;
a=a(ik) + cop + si™*r;
IF (a>d) { aGik) = a; id(,k) =0 ; }
ELSE { a(ik) = d,; idG.b)=d;- a ; }
}

onde as instrugbes IF e ELSE das tltimas linhas foram incluidas para minimizar os tempos de

término de algumas fragdes sem alterar o custo da tarefa.
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6.2.2 Seqiienciamento das tarefas restantes

Utilizam-se fungbes de baixo custo computacional (regras de despacho) para proceder
0 seqiienciamento das tarefas restantes. Regras como a escolha da tarefa com menor data
prevista de entrega (EDD) ou menor folga (LL.) como a proxima da seqiiéncia, parecem ser
boas escolhas devido a complexidade do problema global e a falta de pesquisas anteriores
sobre este tema especifico. No futuro, fungdes mais precisas poderiic surgir, melhorando a
avaliagio dos limitantes. No caso do critério EDD, ndo hi necessidade de maiores
considera¢des mas, no caso do critério LL, é necessario definir o que se entende por folga da
tarefa.

A folga ¢ definida como a diferenca entre a data prevista da tarefa e o menor tempo de
término possivel, supondo que a tarefa esta sozinha no modelo F. A folga pode ser calculada
com um algoritmo semethante ao utilizado para obter uma solugio 6tima para uma tarefa no
item anterior, porém eliminando as fragbes que se mostrarem nulas:

> co,,

1) Pardmetros d, = 0,¢0,, = iﬁ-”’N—— Vjel,Vk e M, substituindo d, e coy. —> 2)

2) M; preenchido com todas as maquinas aptas a execucgo da tarefa j. — 3)
3) Executa-se o algoritmo do item 6.2.1 com a(i,k) = 0. —» 4)

4) Se algum r(i,k) = 0, Remove-se a fragdo nula de M, — 3)

Se ndo — 5)
5) folga(j) = d - z(}), — Fim

6.2.3 Alocacido das tarefas restantes

Duas fungBes diferentes serdo combinadas para a formagiio dos quatro limitantes. Em
ambos os casos, as heuristicas estardo sempre sendo aplicadas a tiltima tarefa da seqiiéncia no
momento. Em uma solugdo 6tima, a Gltima tarefa da seqiiéncia nfo poderé estar adiantada,
mesmo porque seus adiantamentos poderiam ser facilmente anulados com a introdugio de

tempos ociosos anteriores 4s suas fragdes. Desta forma, é razoavel desprezar os adiantamentos
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da tarefa atual nas duas heuristicas de alocagio. Também em ambas, as tarefas anteriores sdo

consideradas fixas, isto é, despreza-se a influéncia da tarefa atual sobre as anteriores.

6.2.3.1 Heuristica de alocagio em uma miquina (sem splitting)

Neste caso, a hipétese é que ndo havera divisio da tarefa que est4 sendo alocada, o que
significa que sua execuc¢fo ocorrera em uma Gnica maquina. Em muitos casos, freqiientemente
na maioria deles, a alocagdo de tarefas em uma tinica maquina é uma possibilidade atraente,
como se observou em quase todos os gabaritos otimos obtidos nos exemplos de programagio
inteira-mista (veja no item 7.1).

A maquina escolhida serd aquela que apresentaria o menor custo, caso a tarefa
estivesse alocada apenas a ela. Seja Ci(j,k) o custo caso a tarefa estivesse alocada apenas a
maquina &, sem considerar o adiantamento.

(. k)=B,.2(j) +c,
onde:
o 0 se a(j,k)<d, (6.5
2= {a(j,k)-dj se a(j,k)>d,
a(j,k)=a(i,k)+coy +q,.5,

A maquina escolhida k.. sera tal que Ci{j kec) < Ci(jk) para k € M;. Como se trata
apenas de um artificio para avaliar o custo de uma tarefa pertencente ao grupo complementar
G, isto nido implicard em que todas as tarefas de G, sejam necessariamente alocadas a uma
unica maquina ou mesmo na maquina escolhida por esta heuristica. Nio existe impedimento

para que um nd com tarefas divididas em muitas maquinas possua uma pequena avaliagio pelo

limitante ¢ seja escothido como parte do programa final.

6.2.3.2 Heuristica de minimizagdo de custos (com splitting)

Aqui a hipétese € que havera divisio de tarefas na maior extensio que o custo permitir.
Isto ¢, fixando a posicdo das tarefas ja alocadas, o objetivo é encontrar a alocagdo que
minimiza o custo da tarefa que esta sendo alocada no momento, com tempos ociosos nulos e

desprezando adiantamentos. Isto € feito com o seguinte procedimento:

1) Determinar k... pelo procedimento do item anterior. — 2)
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2) sez(j) =0 — Fim (a inclusdo de fragbes nio pode reduzir o custo associado 2 alocagio de
)l
se z(/) > 0 ~» 3)

3) Procura-se entre as maquinas restantes aquela capaz de causar a maior redugdo da fungdo
objetivo determinada pelas alocagdes ja decididas. Isto pode ser feito calculando-se
inicialmente o tempo de término minimo (por (6. 2)) para a alocagio atual em M,

¥ a(i,k)+coy, ‘g
g,

keM, S ik
a(j)=— (6.6)

Com a inclusdo de uma fragio na maquina & ¢ M;:

a(i,k)+coy, a(i,k")+co,

Z + +q,

Ry LN keM, S S
a (j,k")= ! 1 6. 7)
—
.‘:E.Rtfj Sjk s}'k"

Seja e a redugio na fungdo objetivo causada pela introdugio de uma fragfio na maquina A",

Entdo, de (4.1):

Boati)-d,}+n, ~B, {a" (k") ~d }-m, —c, = e
c"‘k" e (6.8)
a" )+ () -

B, B,
Como, neste caso, a(j) € constante, a maquina &y, devera ser aquela que minimiza o lado
esquerdo de (6. 8). De (6. 7) e (6. 8), define-se a fungdo F{j,k") como:

c .
F(j,k“):a"(j,k“)+w§k— ke M, (6.9)

i

A maquina escolhida Auov, serd tal que F{j, kuow) < FGE) para B € P, K ¢ M. - 4)

4) Se F{j,kuo) 2 a(j) —» Fim (nfio pode haver melhoramento no custo de ).
Se F(j.knova) < a(f), knoa & incluida em M, | isto 6, M) = M; U kyows }.

0 se a(j,k,,)<d,

6. 10
an(j! kncwa)-df s¢€ an(j’kﬂo"ﬂ)> df ( )

2(J) *{

~» 2)
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6.2.4 Limitantes L3 e LS (com reotimizacio)

A partir do né a ser avaliado, as tarefas restantes sdo ordenadas segundo o critério
EDD ou LL (item 6.2.2). No caso de L3, a alocagio sera feita tarefa a tarefa usando a
heuristica de minimizagio de custos (item 6.2.3.2) e no caso de L5 com a heuristica de
alocagio em uma Gnica maquina (item 6.2.3.1). A cada nova tarefa adicionada, executa-se uma
reotimizagdo do quadro Simplex com a nova tarefa incluida. Com isso leva-se em conta o
efeito da tarefa incluida sobre as anteriores, o que produzira uma melhor avaliagfio da solugdo
Otima. Neste caso, o custo computacional sera elevado, mas os limitantes serio de alta

qualidade.

6.2.5 Limitantes L4 e L6 (sem reotimizacio)

A partir do n6 a ser avaliado, as tarefas restantes sdo ordenadas segundo o critério
EDD ou LL (item 6.2.2). No caso de L4, a alocacdo sera feita tarefa a tarefa usando a
heuristica de minimizacdo de custos (item 6.2.3.2) e no caso de L6 com a heuristica de
alocagfio em uma tinica maquina (item 6.2.3.1). Nestes casos, ndo serdo feitas reotimizacgbes a
cada nova tarefa adicionada, para reduzir o esforgo computacional na geracdo dos limitantes.
As minimizagdes pelo modelo F s0 ocorrerdo durante a busca nos nés escolhidos para
expansdo. Portanto, nio haverd um quadro minimizado do né a ser avaliado, mas apenas do no6
pai deste. Seguem alguns detalhes de como sdo implementados os calculos dos limitantes L4 e
L6.

Seja GiJGz um grupo completo, Gy um grupo incompleto representando os nos
antecessores do nd sob avaliagdo, J um grupo de uma unica tarefa representando o no sob
avaliagdo, G, o grupo complementar de GyJ e g, j e g> os gabaritos correspondentes. A
expressdo do item 4.4.3 (acoplamento entre grupos), garante que:

foX (GG, gijgs) = fo(Gi, g) + fo(d,j) + fo(Gy, gs) (6.11)

A primeira parcela de (6. 11), pode ser avaliada, de forma aproximada, por fo*(G,, g;)
que ¢ conhecido do quadro minimizado do né pai. Isto &,

fo(Gy, g1) = foX(Gy, 1) (6.12)
5. A tarefa em J, ja possui seqiienciamento e alocagiio definidos pelo procedimento de

busca, faltando apenas uma solugdo adequada para a avaliagiio de fo(J, §)- Fixando a
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posi¢do das tarefas em Gy, o algoritmo do item 6.2.1 sera utilizado para obter uma
solugdo para J em j. Portanto, ja que o algoritmo nio permite adiantamento,

foJ, j)=PB.z()) + n; (6.13)
Para a ultima parcela de (6. 11), fo(G, g;), os dois limitantes propdem abordagens

diferentes:

L4) A alocagdo das tarefas pertencentes a G; sera feita pela heuristica de minimizagio de
custos (item 6.2.3.2) com as tarefas sendo adicionadas uma apés a outra, procurando
sempre a minimizagdo de atrasos ¢ custos de troca. Como os tempos ociosos da heuristica
so sempre nulos, os adiantamentos das tarefas serdo desprezados, mesmo que a diferenga
entre a data prevista de uma tarefa e seu tempo de término seja grande. Isto pode ser
considerado razoavel, pois os adiantamentos deverdo ser bastante reduzidos quando for
feita a minimizac3o final sobre o grupo completo, além do que o custo de adiantamento
costuma ser sensivelmente menor que o custo dos atrasos (OW & MORTON, 1988).
Ainda assim, a omissdo dos adiantamentos em G, e o desprezo do acoplamento entre G; e
JG; enfraquecera L4, especialmente nos casos em que as datas previstas das tarefas

estiverem relativamente distantes umas das outras.

L6) A alocagio das tarefas pertencentes a G, sera feita pela heuristica de alocagio em uma
unica maquina (item 6.2.3.1), mas a cada nova adigio sera aplicado o procedimento de
minimiza¢ao de atrasos e adiantamentos em maquina simples (item 6.2.5.1), uma vez que,
estando cada tarefa em apenas uma maquina, o problema pode ser decomposto e o
procedimento executado independentemente em uma maéquina de cada vez. L6 é
computacionalmente superior a L5, mas despreza o acoplamento entre G, e JG, e,

portanto, € esperado que ele apresente um comportamento mais fraco.

6.2.5.1 Minimizacdo de atrasos e adiantamentos em mdquina simples

GAREY, TARJAN e WILFONG (1988) mostraram ser possivel minimizar atrasos e
adiantamentos com um procedimento mais simples e rapido que a resolugdo do problema de
programacio linear, embora o problema resolvido pelos autores apresentasse custos de atraso
e adiantamento simétricos, isto €, iguais para todas as tarefas. DAVIS & KANET (1993)

apresentam um procedimento semelhante para a minimizagio em uma tnica maquina com

mietne de atraen & adiantamentn difarantac nara nnda taeafh £ aeanadisania TTAATT A DT TN
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desenvolvido por DAVIS & KANET (1993), estaria proximo do ideal para o caso de L6, ndo
fosse o fato de seguir uma ordem inversa na adigdo das tarefas ao programa. O procedimento
apresentado abaixo, ¢ equivalente ao TIMETABLER, seguindo uma ordem crescente na
adi¢do das tarefas e foi desenvolvido com os conceitos presentes em ambos os artigos citados
acima.

O modelo F aplicado a uma {inica maquina fornece uma maneira simples e precisa de
entender o que ocorre com os custos das tarefas submetidas aos deslocamentos (shiffs) a que

se referem os autores acima.

dd di a4l d,i

Maq k| idle lf

0« S« &« O«
Fig 6. 2 - Bloco de tarefas
A figura acima representa um tipico bloco de tarefas segundo a definicio de GAREY,
TARJAN e WILFONG (1988), isto ¢, um certo nimero de tarefas com tempo ocioso nulo
entre elas. No bloco, as tarefas / e m estdo atrasadas, / estd adiantada e j termina exatamente

sobre a data prevista. Nestas condi¢des, e removendo os custos de troca da fungdo objetivo, o

custo do bloco sera:

Jos (Bb) = a (d, —ali,k))+a,(d, —a(j,k)+ B, (alLk)—d)+ B (a(mk)-d,) (6. 14)

onde B ¢ o grupo com as tarefas do bloco, b ¢ o gabarito da sequéncia acima ¢ fo(B,b) o
custo inicial do grupo. Observe que o termo referente 4 tarefa j é nulo e poderia ser omitido,
mas o procedimento a seguir justifica a sua presenga. Suponhamos que o bloco acima seja
deslocado para a esquerda de & unidades de tempo. O deslocamento corresponde a subtrair 5

dos tempos de término das tarefas, com o seguinte efeito sobre a fungio objetivo do grupo:
Josy (B.b)=foi (B,b)+5.(a, +a, -~ B,) (6. 15)

onde 3 >0 e fo5(B,b) ¢ o custo do grupo deslocado. Com (6. 15) fica claro que haverd uma

redugio na fungio objetivo do grupo se o, + o < B; + B,,. Neste caso, note também que quanto

maior 8, menor o7 (B,b). Entretanto, & ndo pode crescer arbitrariamente, pois logo chegara

o momento em que o tempo de término de uma outra tarefa (p.ex. /) atinge sua data prevista,
ou o tempo ocioso anterior ao bloco se anula, o primeiro que ocorrer. No primeiro caso, a

equagio (6. 14) devera ser refeita para avaliar se um novo deslocamento pode reduzir ainda
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mais a fungo objetivo. Se o tempo ocioso se anular porque o bloco atingiu ¢ inicio (t=0),
nada mais pode ser feito, mas se o bloco encontrou um outro anterior, o conjunto de ambos é
um novo bloco passivel da mesma analise.

Seguindb o procedimento basico de GAREY, TARJAN e WILFONG (1988), a
primeira tarefa da seqiiéncia ¢ programada, se possivel com o tempo de término sobre a data
prevista, ou ficara atrasada mas com o tempo ocioso nulo. Desta maneira, tem-se um programa
otimo para esta primeira tarefa. Da mesma forma, a segunda tarefa é programada, se possivel,
com o tempo de término sobre a data prevista, ou ficara atrasada mas com o tempo ocioso
nulo. Neste ponto, o bloco contendo a segunda tarefa podera sofrer um deslocamento para a
esquerda de maneira a otimizar a solu¢do do grupo incompleto atual. Procedendo desta forma
com todas as outras tarefas do grupo, ao final a solugdo sera otima, pois nfo sers possivel
deslocar qualquer bloco ou tarefa com redugfo do valor da fingio objetivo.

Observe que os deslocamentos serio sempre para a esquerda, pois uma tarefa no
momento em que for programada, jamais estara adiantada. Quando isto ocorrer, seré causado
por um deslocamento devido a uma tarefa posterior, portanto, deslocamentos para a direita s6
serdo razoaveis se tarefas ja& programadas forem removidas, o que nunca acontece.

O procedimento abaixo, resume a construgio de uma solugiio 6tima em um grupo com
N tarefas. a(j) € o tempo de término da tarefa j, p, € o tempo de processamento de J, Cy O

tempo de troca entre 7 e j e id(f) o tempo ocioso anterior a j.
1)j=0,-2)
2) j = proxima tarefa da segiiéncia.

Sej=(N+ 1) —» Fim

Sendo —» 3)

3)Sep;t+c;+a(i)<d;, entdo a(f) =d,, id(jy=d;-p,- c;, > 2)

Se nfio —» 4)
4) a(f)=p;+cy; + a(i), id({i)=0, = 5)

5) { = primeira tarefa anterior a j com um tempo ocioso ndo nuio,
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Sel/=0,-2)

Se ndo, — 6)

6) Seja B o bloco formado pelas tarefas entre / e j, incluindo estas.
Lo = somatorio dos a das tarefas em B adiantadas ou sobre a data prevista,

Zf = somatoério dos [ das tarefas em B atrasadas, — 7)

T Seif<Zo, —2)

Se ndo, — 8)

8) 6 = minimo entre atrasos das tarefas em B e id(J), — 9)

9) Subtrair 8 dos tempos de término de todas as tarefas em B, — 5)

No caso de L6, a seqiiéncia sera formada pelas tarefas de JG, alocadas na maquina k ¢
a tarefa possivelmente dividida em outras méaquinas serd sempre a primeira. No caso desta
primeira, se a fragdo j,& ndo possuir tempo ocioso, ndo podera sofrer deslocamentos para a
esquerda. Se possuir tempo ocioso, seu custo de adiantamento a; serd considerado nulo, a
menos que a fragdo possua o menor tempo de término entre todas da tarefa j, o que exige uma

verificagdo antes da execucdo do procedimento.
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7. Resultados Computacionais

Neste capitulo o desempenho computacional do método de busca desenvolvido nos
Capitulos anteriores sera avaliado em um conjunto variado de problemas. O item 7.1 sera
dedicado ao teste de desempenho dos modelos de programacio inteira mista S, C e
desenvolvidos no Capitulo 3, comparando os tempos de execugiio com os tempos do método
Branch and Bound desenvolvido no Capitulo 5. Neste item, apenas pequenos problemas seriio
resolvidos, para comprovar a capacidade de resolugio dos modelos, bem como os tempos de
computacio elevados em relagio ao método de busca em rvore.

O restante do capitulo se refere a avaliagio da busca em feixe filtrada desenvolvida no
Capitulo 6. No item 7.2 sdo apresentados os métodos de geragio aleatoria utilizados e
defini¢do dos pardmetros que relacionam as datas de entrega de tarefas (item 7.3). Em seguida,
no item 7.4 € descrito um procedimento de geragdo de exemplos cuja solugdio Otima ¢é
conhecida e as medidas de avaliagio dos resultados sio apresentadas no item 7.5. No item 7.6
¢ feita uma avaliagiio simplificada da sensibilidade 2 variagio da largura de feixe e filtragem na

busca em feixe,
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Para que seja possivel a comparacio de alguns dos resultados obtidos com as solugdes
otimas de grupos completos sem limitar o espectro dos testes, os exemplos serdo divididos em
duas partes:

1*) Exemplos formados por grupos desacoplados com custos de troca entre tarefas
independentes da seqiiéncia, o que implica na possibilidade de prever gabaritos e solugdes
Gtimas.

*) Néo havera qualquer garantia de desacoplamento entre grupos ou tarefas € os custos de
troca serdo dependentes da seqiiéncia, o que implicara no desconhecimento de solugdes ou

gabaritos 6timos.
7.1 Exemplos com os modelos de programacéo inteira mista

Estes exemplos foram incluidos aqui apenas para facilitar a compreensdo do problema e
fazer uma comparagio, embora superficial, do desempenho computacional destes modelos em
relagio a busca Branch and Bound.

e« N=6;M=1

Como primeiro exemplo, serd utilizado um problema com uma tnica maquina e 6
tarefas. Desta maneira nio podera haver divisio de tarefas, o que significa que os trés modelos
inteiro-mistos deverdo fornecer a mesma solucéo.

Neste caso, pode ser feita uma analogia com o problema classico do caxeiro viajante
(CV), que deve visitar um certo nimero de cidades a diferentes distancias umas das outras,
percorrendo a distdncia total minima possivel.. Com uma pequena alteragio no problema de
programaggo, para a minimiza¢8o do atraso méximo, os tempos de troca entre tarefas podem
ser analogos as distancias entre cidades do problema CV. Assim, se a data prevista de todas as
tarefas forem iguais 4 soma dos tempos de processamento das tarefas, a solugdo do problema
serd idéntica a do problema CV.

A alteracgo serd a introdugdo da variavel z_ .= 2, Vj € T nas restri¢des dos modelos
e também nas fungdes objetivo, que passam a ter um Gnico termo () Representando os

parémetros por matrizes, tem-se:



P={d}, K,=T= {23456} HV =500, a(0,4)= 0

0 0 0 0 0 0 - L .
| 1 5 43

0 10 6 20 30 15
1 6 43

5 0 15 15 40 20
cl=|15 8 0 15 15 20 [sﬂlzl l4,]= ! [4,]= I
1 3 43

25 20 20 0 10 5
1 10 43

40 30 10 10 0 20
1 15 43
10 6 5 30 15 0 - - -

onde os custos de troca sdo todos nulos. Observe que aﬁ = 43 corresponde & soma dos
tempos de processamento de todas as tarefas, portanto, na solugio 6tima, z_ . devera ser a
menor soma possivel dos tempos de troca entre tarefas . A matriz de tempos de troca ¢é
retangular (7x6), porque pode haver tempos de troca iniciais ¢, (que neste caso sdo nulos),
mas ndo existem tempos de troca finais ¢,

Os modelos S, C ¢ C’ alterados obtiveram a mesma solug¢io para o problema acima:

(valor da funciio objetivo = 32)

1 d1,d2,d3,04,d5,d6

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Fig 7. 1 - Exemplo com 6 tarefas em 1 magquina

As solu¢des dos modelos de programagio inteira mista foram obtidas com o
AMPL/CPLEX para MS-DOS da empresa norte americana AT&T (FOURER, GAY,
KERNIGHAN, 1993) e a solugdes do método Branch and Bound foram obtidas por um
software especifico desenvolvido em linguagem C e compilado com o IBM C/C++ para OS/2
(0 método Branch and Bound permite divisdo de tarefas). Todos os exemplos desta secdo

foram executados em um microcomputador 80486 DX2 66 Mhz em tempos de;

Modelo S. - 36,0 seg ,14.407 iteragdes inteiras (modelo sem divisio de tarefas).

Modelo C. - 405,6 seg, 113.740 iteragBes inteiras.

Modelo C’. - 44,6 seg, 18.482 iteracBes inteiras.

Branch and Bound com LI1 - 1,4 seg, 465 nos gerados. — Com a fungdo objetivo padrio

incluindo atrasos e adiantamentos,
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a = 0; =1 A solugio o6tima
obtida ¢ diferente, mas o tempo de
processamento deve se aproximar
ao que seria obtido com as
modificagGes citadas acima.
o N=3: M=2
Com duas maquinas disponiveis, é possivel haver divisio de tarefas, o que significa que
o modelo sem esta caracteristica podera fornecer uma solugio diferente. Com o objetivo de
ilustrar como o tempo ocioso é inserido, serfio definidas datas previstas relativamente grandes,
mas todas iguais, para forcar uma disputa entre as tarefas. Representando os pardmetros por

matrizes, tem-se:

P= {48}, K,= K,=T= {123}; HV = 100; [a(0.B0)]=[0 0]

00 3 2 1 8
0 3 1

eulfeal= {3 5 2 Bl |5 31 el o= [al- 1} [l
31 0 4 3 1 8

O dltimo termo da funglio objetivo (custos de troca entre tarefas) foi removido para
acelerar a computagdo. No problema sem divisio de tarefas, a matriz de tempos de
processamento foi feita igual 4 matriz de tempos unitarios de processamento dos outros dois
modelos.

A solugdo Gtima sem divisdo de tarefas, foi: (valor da fungdo objetivo = 4)

d1,d2,d3 i

Mag A idie

Magq B idie

0 2 4 6 8

Fig 7. 2 - Exemplo com 3 tarefas em 2 maquinas - sem divisio de tarefas

A solugio 6tima com diviso de tarefas, foi: (valor da funciio objetivo = 3,143)
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d1,d2, d3 4

Mag A idle

Maq B

0 2 4 6 8 10 12
Fig 7. 3 - Exemplo com 3 tarefas em 2 maquinas - com divisdo de tarefas

Os tempos de execugio foram:

Modelo § - 0,4 seg, 93 itera¢des inteiras (modelo sem divisdo de tarefas).
Modelo C - 7,4 seg, 2.568 iteracdes inteiras.

Modelo C’ - 4,7 seg, 1.697 iteragdes inteiras.

Branch and Bound com LI1 - 0,125 seg, 65 nos gerados.

o N=3; M=3
Novamente podera haver divisio de tarefas, o que significa que o modelo sem esta
caracteristica podera fornecer uma solugiio diferente. Desta vez, serio definidas datas previstas
diferentes, mas proximas. Representando os parimetros por matrizes, tem-se:
P={4BCY K,=Ky=K.=T={123}; HV =200, [a(0,k)]= [0 0 0]
25 10 15

0 25 20 4 3 6 1 10 30
[c,jA]: [crw}: 10 ¢ 10 ; [Sjk]: 2 5 3% [a'j.]: [ﬂj]z 1 [qj]: 10 ; [dj]: 35
5 15 0 3 2 2 1 10 40

Neste exemplo, os tempos de troca iniciais n3o sdo nulos e o termo da funcio objetivo
relativo a custos de troca foi removido. No problema sem divisdo de tarefas, a matriz de
tempos de processamento foi feita igual & matriz de tempos unitarios de processamento,
multiplicada por 10, dos outros dois modelos.

A solugio 6tima sem divisdo de tarefas, foi: (valor da fungdo objetivo = 25)
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g1l d2l d3i

Mag A

Mag B

Mag C

0 10 20 30 40 50 60

Fig 7. 4 - Exemplo com 3 tarefas em 3 miquinas - sem divisdo de tarefas

A solugdo 6tima com divisio de tarefas, foram: (valor da fungo objetivo = 20,714)

did dzl d3i

Mag A

Maqg B

Mag C

0 10 20 30 40 50 60

Fig 7. 5 - Exemplo com 3 tarefas em 3 maquinas - com divisio de tarefas

Os tempos de execugio foram:

Modelo § - 1,2 seg, 396 iteragdes inteiras (modelo sem divisio de tarefas)
Modelo C - 60,2 seg, 16.983 iteracdes inteiras.

Modelo C* - 22,8 seg, 7.031 iterages inteiras.

Branch and Bound com L11 - 1,1 seg, 186 nos gerados.

o N=4; M=2
Novamente podera haver divisdo de tarefas, o que significa que o modelo sem esta
caracteristica poderd fornecer uma solugiio diferente. Representando os parimetros por

matrizes, tem-se:
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P={AB};, K,=K,=T= {1234}, HV= 200 [a(0.5)]= [0 0]

0000
2 2 2 1
0232 L s , 1
eul=leal= |1 0 2 2t [s]= 0 Sh fa]= 1 [B]=[al- | e
230 1
5 4 2 l
3 2 1 0]

Neste exemplo, os tempos de troca iniciais s3o nulos e titimo termo da funcio objetivo
foi removido. No problema sem divisdo de tarefas, a matriz de tempos de processamento foi
feita igual & matriz de tempos unitarios de processamento dos outros dois modelos.

A solugdo otima com ou sem divisio de tarefas, foi: (valor da funcfio objetivo = 11)

di,d2 | d3 dd |

Mag A

Man_

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Fig 7. 6 - Exemplo com 4 tarefas em 2 miquinas

Os tempos de execugio foram:

Modelo 8 - 3,5 seg, 1.558 iteragBes inteiras (modelo sem divisio de tarefas).
Modelo C - 231,6 seg, 68.643 iteracdes inteiras.

Modelo C’- 127,8 seg, 45.700 iteracdes inteiras.

Branch and Bound com LI1 - 1,4 seg, 383 nés gerados.

Os resultados destes pequenos exemplos comprovam a exatidio dos modelos
desenvolvidos, bem como a sua flexibilidade, pois algumas alteragdes puderam ser introduzidas
com grande facilidade (pelo menos nos modelos inteiro-mistos). Em todos os exemplos acima,
confirmou-se também a superioridade computacional do modelo C° sobre o modelo C. O
desempenho muito superior do método Branch and Bound em relagio aos modelos de
programagfio inteira-mista também merece ser apontada, porém, € preciso lembrar que o
primeiro s6 examina programas de permutagio, enquanto os modelos inteiro-mistos nfio tém

esta limitagdo.

(= B R PN B VS
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7.2 Geragdo dos parametros (Busca em Feixe Filtrada)

Devido a complexidade do modelo, alguns pardmetros serio mantidos fixos enquanto
que os outros serdo numeros inteiros escolhidos dentro de intervalos fixos, Por analogia com 0
problema classico do Caxeiro Viajante, os tempos e custos de troca serdo forgados a respeitar
a desigualdade triangular de maneira a tornar a busca mais “comportada”, isto é, facilitar a
busca de uma boa “solugdo”, aqui entendida como um grupo completo com seqiienciamentos e
alocacges definidos.

Em todos os problemas, £, (coeficiente de atraso da tarefa j na funcio objetivo) sera igual
22 e a; (coeficiente de adiantamento da tarefa j na fungdo objetivo) sera 25% do primeiro (0,5),
para seguir um esquema semelhante ao de OW & MORTON (1988). Nos problemas da primeira
parte, o custo de troca entre uma tarefa i € outra ; ser constante e numericamente igual 3 média de
tempos de troca entre todas as tarefas e j. Na segunda parte dos exemplos, os custos de troca serdo
numericamente iguais aos tempos de troca respectivos entre duas tarefas. A tabela abaixo resume as

escolhas dos pardmetros utilizados.

Tabela 7. 1 - Valores dos parimetros dos exempios

pardmetro valor ou faixa de valores forma de escolha
a; 0,5 igual para todas as tarefas
i/ 2 igual para todas as tarefas
Sk {1, 10] aleatorio
Ci [1, 5] aleatorio
q [1, 10] aleatério
Cx 1 independente da seqiiéncia
@——T) it o (1* parte)
C ik Cpi dependente da seqiiéncia
(2* parte)

As datas previstas d; de cada tarefa também serdo escolhidas aleatoriamente, porém

dentro de faixas que dependerdo dos parimetros R e 7 definidos a seguir.
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7.3 Pardmetros Re r

Estes pardmetros sio amplamente utilizados para a geragio controlada de conjuntos de
problemas de programagio envolvendo datas de entrega (OW & MORTON, 1988, 1989 e
DAVIS & KANET, 1993). Eles refletem aproximadamente o grau de dificuldade em encontrar
boas solu¢Ges para um determinado problema, O parimetro R é chamado de fator de faixa de
datas previstas e mede a dispersio das datas previstas. O parimetro 7 ou fator de atraso,
fornece uma idéia da proporgdo de tarefas que deverdo ficar atrasadas. Os pardmetros 3o

definidos como:

R=:= (7.1)

T=1-— (7.2)

onde:
R = fator de faixa de datas previstas.
7= fator de atraso.

Ad = diferenga entre datas previstas maxima e minima.

d = média das datas previstas.

p= media das tempos de processamento em uma Gnica maquina.

n =numero de tarefas em uma Gnica maquina.

Para compreender melhor o significado das definiges atuais, considere um exemplo em
que todas as tarefas tem um tempo de processamento idéntico, as datas previstas estdo
igualmente afastadas e que as tarefas estdio seqiienciadas segundo a ordem das datas previstas.
Observe que R = 0 corresponde a datas previstas das tarefas iguais, R = 1 corresponde a uma
folga entre datas previstas que devera ser suficiente para que as tarefas as cumpram, desde que
o instante inicial esteja razoavelmente afastado. Com 7 = 0 as tarefas poderéio cumprir suas
datas previstas e com 7= 1, todas estarfo atrasadas. E ficil mostrar que se R+ 7 > 1 poderdo
aparecer datas previstas negativas, o que sera evitado nos exemplos que serdo desenvolvidos
adiante.

Embora sejam definidos para uma tinica maquina, ¢ razoavel generalizar as defini¢des

para o caso multimaquinas, uma vez que os métodos de solugsio dos programas multiméquinas

PPN NSRS . SIS -
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pode ser feito simplesmente substituindo o fator #F (namero de tarefas vezes o tempo de

processamento médio) presente nas duas definigdes, pelo somatorio dos menores tempos de
processamento possiveis para cada tarefa, utilizando ao méximo a divisio de tarefas. A
justificativa é que nas boas solu¢Bes os tempos de processamento deverio se aproximar dos

menores possiveis. Partindo das defini¢des acima, definimos:

m_ Ad
R - Zamin(.j) (7 3)
m_, _ d
T =] ———mwzam(j) (7. 4)
jer

onde:

R"= fator de faixa de datas previstas para multiméquinas.

7" = fator de atrasos para multimaquinas.

Ad = diferenca entre datas previstas maxima e minima.

d = média das datas previstas.

a,.,(j) = menor tempo de processamento possivel para a tarefa j, supondo-a sozinha no

modelo. Igual a 2(j) calculado no item 6.2.2.

Portanto, uma vez definidos os valores dos parimetros R" e 7" do exemplo, as

expressoes acima fornecem os valores de Ade d . A partir de um conjunto de N nimeros
aleatérios r, as datas previstas de cada tarefa podem ser calculadas pela seguinte

transformacgio:
Ad =
djzg(?‘j—f)"i“d (7 5)

onde:;
Ar = diferenga entre o maior e 0 menor dos niimeros aleatérios,

7 = média dos mimeros aleatorios.

Desta maneira, um exemplo gerado aleatoriamente poderd possuir precisamente os

pardmetros fixados.
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7.4 Exemplos formados a partir de grupos desacoplados

A idéia basica da utilizagio de grupos para a formagio de um problema maior, ¢é
viabilizar a obtengdo de solugGes 6timas para problemas maiores, através da utilizacdo do
método Branch and Bound com L11 ou LI2. Cada grupo possuir 6 tarefas e nestes exemplos
serfo utilizadas apenas 2 ou 3 magquinas.

As tarefas de cada grupo possuirdo as suas datas previstas de modo que as datas de um
outro grupo deverdo ser maiores que a maior do grupo ou menores do que 2 menor do grupo.
Como foi mostrado no item 4.4.7 ndo é possivel reduzir o valor da fun¢do objetivo otima de
um grupo, intercalando tarefas de um outro grupo (as desigualdades triangulares dos tempos
de troca sdo respeitadas em todos os exemplos). Isto garante a obten¢do de um gabarito 6timo
¢ uma solucio otima para o problema completo, simplesmente juntando os gabaritos e
solugles Otimas dos grupos que compdem o problema. Nestes exemplos, o custo de troca de
cada tarefa ndo podera depender da seqiiéncia para que a propriedade de intercalagdo de
tarefas seja valida. Com isso pode-se gerar um conjunto de problemas de teste com gabaritos e
solugbes oOtimas conhecidas. Apesar de ser um conjunto particular, ele sera de muita utilidade
para a comparagio da qualidade das heuristicas desenvolvidas na tese.

A seguir, um dos exemplos com 18 tarefas em 2 mAquinas servird como ilustragio do

procedimento empregado.
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Grupo1  6timo = 53,13 41 d2 d3d4 ds5 d6
R R

Mag A
vl T
0 20 40 60 80 100 140
Grupo 2 otimo = 31,72 d7..... d10 d11.d12
o i
Maq A
Mag B

1 éG 130 140 150 160 170 180 180 200 210 220

Grupo 3 6timo = 55,67 d13 ... di18
Mag A
Mag B
2ﬁ0 220 240 260 280 300 320 340 360

Fig 7. 7 - Grupos de tarefas componentes do exemplo 18X2 desacopladeo

O primeiro dos grupos ndo tem restrigdes quanto as datas previstas de suas tarefas,
mas nos outros grupos, estas devem ser suficientemente grandes para forcar o desacoplamento
com t = 0, que € o instante de disponibilidade das maquinas em todos os exemplos. Uma vez
obtidos os gabaritos 6timos e solugdes Gtimas, as datas previstas das tarefas de um mesmo
grupo serdo somadas ou subtraidas de uma constante de tal forma que as tarefas de Zrupos
vizinhos fiquem bastante proximas sem se tocar (grupos desacoplados) quando montadas para

a formagdo da solugdo otima do grupo completo de tarefas. Somente o primeiro grupo

mantera as datas prevista determinadas originalmente.

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3

Mag A

Mag B

0 50 100 150 200 250 300 350
Grupo completo 6timo = 53,13 + 31,72 + 55,67 = 140,52

Hg 7. 8 - Grupo completo 18X2

Observe que os grupos s6 estario desacoplados quando nos gabaritos Otimos e
solugBes otimas. Isto porque os grupos foram colocados muito proximos entre si € se um

gabarito ou solugdo diferentes dos dtimos forem tentados os limites de cada grupo poderdo ser
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ultrapassados ¢ o acoplamento fatalmente ocorrera. Durante o caleulo dos limitantes no
procedimento de busca, provavelmente os grupos estariio acoplados. Isto ¢ desejavel, porque
desta forma a busca sobre os exemplos desacoplados se aproxima do caso geral onde ndo ha
qualquer garantia de desacoplamento entre grupos de tarefas.

O procedimento de deslocamento de grupos descrito acima, altera os valores dos
pardmetros R” e " anteriormente definidos para cada grupo componente, tornando complexo
0 controle preciso destes apos a formagdo do grupo completo. Por este motivo, nio sera feito
um controle rigoroso destes pardmetros na primeira parte dos exemplos.

Para os exemplos desacoplados completos, foram construidos problemas com 18, 30,
60 ¢ 120 tarefas em 2 e 3 maquinas, em um total de 8 problemas, cada um com 5 instincias
diferentes geradas a partir de grupos aleatérios de 6 tarefas, como descrito acima. Os

resultados fornecidos nos graficos e tabelas abaixo se referem 4 média das 5 instancias.

7.5 Medidas de desempenho

Os resultados obtidos em cada um dos exemplos, constituem uma lista longa com o
sequenciamento, alocagdes, instante de inicio e término de cada fragdo, valor da funcio
objetivo da solugdo 6tima do grupo encontrado (fo) e tempo de busca em segundos. Neste
trabalho, apenas medidas comparativas de fo em relagio ao valor da fungdo objetivo da
solugio otima do gabarito 6timo do grupo (of) e também em relacdo ao limitante superior de
menor folga (wbLL), serdo utilizadas para avaliar a qualidade da soluco. O calculo de of para
os exemplos desacoplados ja foi explicado acima e para wbLL é empregado o seguinte
procedimento:

1) Todas as tarefas sdo sequienciadas segundo o critério de menor folga.

2) A partir da primeira tarefa da seqiiéncia e em ordem crescente, as tarefas sio alocadas
unicamente 4 maquina em que o aumento da fungdo objetivo for minimo. Cada tarefa &
posicionada, se possivel com o tempo de término sobre a data prevista; se ndo, com o
menor atraso possivel (tempo ocioso nulo). O modelo F, de seqiienciamentos e alocagGes
fixas, ndo € utilizado, isto €, uma vez alocadas e posicionadas as tarefas ndo se deslocam

mais.

O valor da fungdo objetivo da solugio obtida desta maneira é chamado de udlL.

Alternativamente, um outro limitante superior obtido da mesma forma, porém partindo de um
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seqiienciamento segundo as menores datas previstas, é chamado de ubEDD. Nos testes iniciais
e posteriormente em todos os exemplos, verificou-se que #bLL é menor que ubEDD em um
maior nimero de casos, o que levou 4 adogdo do seqiienciamento segundo o critério de menor
folga como o padrdo a ser utilizado em todos os exemplos. Também para a filtragem, a
caracteristica global utilizada foi a folga da tarefa e ndo a data prevista.

As medidas comparativas utilizadas para aferir a qualidade de um programa obtido sio:

fo ot = f"”;"’ X 100% (7.6)
O
fo_1L=L27BLL o0 (7.7
- ublL

onde:

Jo_ot = desvio percentual em relago ao 6timo

Jo_LL = desvio percentual em relagiio a ubl.L

Jfo = valor da fung&o objetivo na melhor solucio alcangada pelo método proposto.

ot = valor da fungdo objetivo na solugdo 6tima do problema.

ubLL = valor da funcio objetivo da solugio obtida por uma regra de despacho baseada na

seqiiéncia de menor folga.

A primeira das medidas de qualidade, fo_or, jamais sera negativa, pois fo ndo pode ser
menor do que of. Esta medida ¢ muito empregada na literatura, quando as solugdes étimas sdo
conhecidas.

A segunda das medidas de qualidade, compara a solugdo (fo) com uma outra obtida
por uma regra de despacho (#bLL). Esta medida foi desenvolvida com base no trabalho de OW
& MORTON (1988), que destaca a importancia de “descobrir o tamanho da vantagem em
termos de custo que o esforgo adicional de busca do método de busca em feixe representa,
comparada com a busca deficiente do método de despacho.” Neste caso, as boas solugdes
apresentardo fo_LL negativo, pois qualquer solugio com esta medida positiva € pior que a
obtida pela regra de despacho.

Outra medida utilizada € o splitting (sp) da soluglio, que avaliard a quantidade de
tarefas que foram submetidas a divisdo em mais de uma miquina e, portanto, fornece uma

medida sobre a oportunidade de se divir as tarefas.

@:ELJ%uN—xIOO% (7.8)



o/

onde:
sp = indice da divisio de tarefas (splitting) da solucio.
nf = numero total de fragdes do grupo completo.

N = namero de tarefas.

Esta medida sera igual a 0% se nenhuma tarefa for dividida em mais de uma maquina e
chegara a 100% em um exemplo de 2 maquinas com todas as tarefas divididas em ambas as
maquinas.

A ultima das medidas de desempenho é o tempo de busca em segundos. Este nio inclui
0 tempo gasto com leitura do arquivo de dados e inicializagdes anteriores 4 busca. Nos
exemplos de 60 e 120 tarefas o tempo ¢é incrementado devido aos acessos a disco (arquivos
RAMDISK ou SWAP), mas servem como comparagio entre exemplos de mesmo tamanho e
mesmo valor de Bm ou como referéncia sem muita precisdo. Todos os exemplos foram
executados em um microcomputador IBM PC Pentium 90 Mhz com 16 Mbytes de RAM,
programados em linguagem C e compilados com o IBM C/C++ para 0872 (32 bits).

7.6 Sensibilidade a variagdo dos pardmetros da busca.

Como um primeiro teste de desempenho, foi avaliada a sensibilidade aos pardmetros
Bm (largura do feixe de busca) e Ft (filtragem) em cada um dos problemas-exemplo, para que
os melhores ajustes sejam utilizados na segunda parte dos exemplos. Cada uma das instincias
foi submetida aos quatro limitantes (L3, L4, L5 e L6) desenvolvidos anteriormente para busca
em feixe filtrada. Alguns dos problemas de 60 e 120 tarefas ndo foram executados com
limitantes lentos (L3 e L5) ou ajustes de Bm grandes, devide ao tempo de processamento
excessivo (acima de 1200 segundos).

Segundo OW & MORTON (1988) quanto maior a largura de feixe (Bm), maior a
seguran¢a quanto a obten¢do de um bom resultado, mas no caso da filtragem (Ft) ¢ preciso
fazer uma investigacio mais apurada. Para a padronizagio dos resultados, foram adotados os
seguintes valores para Bm e Ft:

Bm-1,2,4, 8 16

Ft - 100%, 40%, 20%, 10%, 5%, 2%, 1%.

As sensibilidades foram avaliadas de maneira aproximada da seguinte maneira:
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1) Com o maior valor de Bm que nfio penalize em excesso o tempo de processsamento, Ft ¢
testado em toda a faixa acima.

2) Bm ¢ variado de 1 até um valor que ndo implique em um tempo de processamento
excessivo. Nestes testes Ft ¢ feito igual ao que forneceu o melhor dos resultados no item 1)

acima.

Os testes de sensibilidade mostrados nos graficos abaixo foram executados com os exemplos
da primeira parte (grupos desacoplados) e no eixo vertical dos graficos estd o desvio
percentual em relacio ao valor da fungio objetivo otima (of). Todos os resultados se

referem 2 média das S instincias de cada problema,

Legenda:

NXM - nimero total de tarefas X nimero de maquinas.

Bm - Largura de Feixe (Beam) .

Ft - Filtragem como porcentagem da diferenga entre o maior e o menor das caracteristicas
globais, como definido na expressio (6. 1).

13,14, L5 e L6 - Limitante utilizado na busca.

eixo vertical - desvio percentual médio em relagdo ao 6timo (fo_ot, expressdo (7. 6)).
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Os graficos mostram como € importante utilizar limitantes elaborados na busca, pois
mesmo pequenas alteragdes na qualidade destes, como é o caso de LS e L6, pode alterar
significativamente os resultados. Simplificagdes maiores nos limitantes, como no caso de L4,
podem ser desastrosas. Os graficos também deixam claro que a filtragem melhora
substancialmente o desempenho do método, ou reduzindo drasticamente o tempo de busca, ou
mesmo melhorando a qualidade do resultado final. A melhoria de qualidade da solu¢do com o
aumento de Bm, ja era esperada. O tempo de processamento cresce com o aumento de Bm e

Ft, também como seria de se esperar.
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7.7 Melhores resultados - 1% parte
As tabelas abaixo resumem os melhores resultados para cada limitante em cada

instancia, incluindo informagSes sobre o tempo de processamento e “splitting” da solugiio

encontrada.
Para L3:
EXEMPLO 18X2 Bm 16 Ft 20 30X2 Bm 16 Ft 20 60X2Bm4Ft 1
média fo ot 3.4% 2.4% 8.0%
média fo LL -74,3% -§1,2% -76,7%
média sp 5,6% 4,7% 2,7%
Tempo médio (seg) 56,5 516,7 310,0
EXEMPLO 18X3 Bm 8 Ft 10 J0X3Bm8Ft5 60X3Bm 1 Ft 5
média fo ot 1,9% 10,9% 11,6%
média fo LL -64,3% -59,4% -63,1%
média sp 1,1% 3.3% 4.3%
Tempo médio (seg) 66,9 3155 1079.6
Para L5:
EXEMPLO 18X2 Bm 16 Ft 40 30X2Bm 8 Ft 10 60X2Bm4Ft5
média fo_ot 3,7% 8.3% 12,1%
média fo LL -74,3% -80,3% -76,2%
média sp 0,0% 4,0% 3,7%
Tempo médio {seg) 40,2 39,1 868,6
EXEMPLO 18X3Bm l6 Ft 10 30X3 Bm 16 Ft 20 60X3Bm2Ft5
média fo_of 1,3% 6,2% 4,6%
média fo LL -64,6% -61,1% -63.3%
média sp 0,0% 2,0% 2.3%
Tempo médio (seg) 58,6 5382 1097.1
Para L4:
EXEMPLO 18X2 Bm 16 Ft 10 30X2 Bm 8 Ft 20 60X2 Bm 16 Ft 2 120X2 Bm 2 Ft 20
média fo_ot 35,9% 93,4% 117.8% 1872.2%
média fo LL -66,3% -66,2% -54,2% +245,9%
média sp 6, 7% 2,0% 3.0% 0,0%
Tempo médic (seg) 1.1 2.1 26.6 41,1
EXEMPLO 18X3 Bm 8 Ft 10 30X3Bm16Ft 1 60X3IBm8Ft 1 1203 Bm 4 Fe 1
média fo ot 25,1% 33,6% 37.4% 50,2%
média fo LL -56,2% -50,9% -54,3% -51,0%
média sp 14,4% 13,3% 19, 7% 16,8%
Tempo medio (seg) 1.1 4,0 14.5 78,1
Para 1.6:
EXEMPLO 182 Bm 16 Ft 1 30X2Bm 16 Ft 5 60X2Bm16Ft 1 1202 Bm 4 Ft 1
média fo_ot 11,1% 17,9% 19,7% 35,9%
média fo LL ~12.4% -78,6% -74,2% -75,6%
média sp 13,3% 6,7% 6,7% 10,7%
Tempo médio (seg) 0,8 3,3 26,2 62,4
EXEMPLO IBX3Bm 16 Ft 10 30X3Bm 16 Fi 5 60X3 Bm 16 Ft 10 120X3Bm 4Ft 10
média fo_ot 11,9% 14,8% 16,7% 19,5%
média fo LL -60,8% -57,9% -61,5% -61,1%
média sp 11,1% 12,0% 6,3% 4,.0%
Tempo médio (scg) 1,8 52 44.6 101.4
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E interessante observar a baixa média de divisio de tarefas nas tabelas de resultados
acima, como conseqiiéncia da formagio destes exemplos através de grupos de tarefas
desacoplados. Como os grupos sdo relativamente pequenos em relagio ao nimero de
méquinas, a tendéncia € que as tarefas ndo concorram muito entre si, ficando alocadas em uma
unica maquina e bem distribuidas. Isto também foi observado nas solucdes étimas de cada um
dos grupos, onde a divisdo de tarefas é pequena nos grupos com 2 maquinas e praticamente
nula nos grupos com 3 méquinas. No caso de L4 e L6, a divisdo de tarefa foi ligeiramente
maior, ¢ que pode ser explicado pela qualidade inferior destes limitantes, levando o método a

decidir de forma imprecisa pela divisdo quando o melhor teria sido a ndio divisio das tarefas.

7.8 Exemplos acoplados - 22 parte

Os exemplos a seguir foram gerados sem qualquer preocupagio com o acoplamento
entre grupos de tarefas, sendo o custo de troca entre duas tarefas dependente da seqiiéncia.
Como conseqiiéncia, ndo se conhecem os gabaritos ou solugBes otimas. Nestes casos, apenas
Jo_LL sera utilizada para avaliagio da qualidade dos resultados obtidos. Algumas instincias
onde se previa que o tempo de processamento seria excessivamente longo ndo foram
executadas. Cada insténcia foi executada com os melhores ajustes (Bm e Ft) verificados na 12
parte para 2 maquinas e também com o ajuste para 3 maquinas, mesmo nimero de tarefas e
mesmo limitante, isto €, normaimente dois ajustes para cada. Somente os resultados do melhor
dos dois ajustes (que ndo é necessariamente o melhor possivel), foi colocado nas tabelas
abaixo, exceto em alguns casos onde o valor de Bm foi reduzido para que o tempo de
processamento ficasse dentro de limites aceitaveis. Por exemplo, o problema 30X2 para L3 nas
tabelas abaixo foi executado com Bm = 16 e Ft = 20, que € o ajuste para o problema 30X2
desacoplado para L3 (item 7.7) e também foi executado com Bm = 8 e Ft = 5, que € o ajuste
para o problema 30X3 desacoplado para L3. No caso 7"= 0 e R™ = 0,33, o melhor ajuste foi
Bm = 16, Ft = 20. No caso 7"= 0 ¢ R = 0,66, 0 melhor ajuste foi Bm =8, Ft=5.



Para L3 7"=0 R" =033

I3

EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 16 Ft 20 | 30X2Bm 16 Ft 20 | 60X2Bm 1Fi 5
Média fo_LL -87,30% -85,40% -84,90%
Média sp 7,80% 4,70% 10,70%
Média tempo 69,8 663,1 580,1
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 Ft20 | 30X4 Bm 8Ft5
Média fo_LL -74,40% -76,10%
Média sp 11,10% 29,30%
Meédia fempo 8964 26127
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 16 Ft20 | 30X6Bm 2 Ft 5
Média fo_LL -57,10% -58,00%
Média sp 11,10% 51,30%
Média tempo 42742 44853
Para L5 =0 R™= (33
EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 16 Ft40 | 30X2Bm 8Ft 10 | 60X2 Bm 4 Ft 5
Média fo_LL -86,90% -82,9% -84.30%
Media sp 10,00% 11,30% 10,30%
Média tempo 51,1 107 8 10486,7
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 Ft 40 | 230X4 Bm 8Ft 10 | 60X4 Bm 2 Ft 5
Média fo_LL -76,80% -75,40% -83,70%
Média sp 13,30% 16,70% 17,70%
Média tempo 283,9 604,9 2958 4
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 16 Ft 40 | 30X6 Bm 4 Ft 10
Média fo_L.L -62,90% -68,00%
Média sp 7,80% 18,00%
Média tempo 13246 1298
Paral4 7"=0 R" 0,33
EXEMPLO/Ajuste | 18X28Bm 8Ft10 | 30X2Bm 16 Ft1 | 60X2Bm 16 Ft 1 | 120X2 B 4 Ft 20
Média fo_LL -24,90% -80,70% -15,80% -7,60%
Média sp 0,00% 4,00% 0,00% 0,00%
Média tempo 0,5 2,5 281 92,4
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 F1 10 | 30X4 Bm 8 Ft20 | 60X4 Bm 8 Ft1 | 120X4 Bm 4Ft20
Médiafo LL | -54,30% -50,90% -55,50% -39,00%
Média sp 31,10% 40,70% 34,70% 26,80%
Média tempo 4,1 10,8 28,4 359,5
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 8Ft10 | 30X6 Bm 16 Ft1 | 60X6 Bm 4 Ft1 | 120X6 Bm 2 F 1
Média fo_LL -53,70% -44 70% -40,50% -38,90%
Média sp 32,20% 54,00% 75,00% 87,80%
Média tempo 9,5 40,5 59,2 256,5

Para L6 "= 0 R™= 0,33

EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 16 Ft1 | 30X2Bm 16 Ft5 | 60X2 Bm 16 Ft 10 | 120X2 Bm 4Ft10
Média fo_LL -84,60% -75,30% -83,90% -83,10%
Média sp 12,20% 3,30% 6,70% 9,50%
Média tempo 0,9 3.1 41,1 100
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm16Ft1 | 30X4 Bm 16 FL 5 | 60X4 Bm 16 Ft 10 [ 120X4 Bm 4 Ft 10
Média fo_LL -70,40% -72,50% -81,80% -81,70%
Média sp 22,20% 23,30% 24 70% 37,20%
Média tempo 2.1 10,3 1172 299.,6
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 16 Ft 10 | 30X6 Bm 16 Ft5 | 60X6 Bm 4 Ft 10 | 120X6 Bm 2 Ft 10
Média fo_LL -57,60% -62,70% -72,50% -75,60%
Media sp 22,20% 32,70% 41,70% 80,70%
AAANIm davvirna LY A - e -




Para L3 7" =0 R™ = 0,66
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EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm & Ft 10| 30X2Bm 8 Ft 5 | 60X2Bm 2 Ft 1
Média fo_LL -80,70% -84,00% -82.60%
Média sp 12,20% 12,00% 12,30%
Media tempo 21,7 1483 622
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 Ft 20| 30X4Bm 8 Ft 5
Média fo_LL -60,70% -68,80%
Média sp 15,60% 14,70%
Média tempo 661.4 1477 .1
EXEMPLO/Ajuste [ 18X6Bm 16 Ft20| 30X6Bm 2 Ft 5
Média fo_LL ~32,70% -46,70%
Média sp 3,30% 16,00%
Média tempo 23415 11019
Para LS "= 0 R"= 0,66
EXEMPLO/Ajuste | 18X2 Bm 18 Ft 40 | 30X2Bm 8 Ft 10 | 60X2 Bm 2 Ft §
Média fo_LL -81,40% -84,00% -81,70%
Média sp 6,70% 11,30% 12,30%
Média tempo 51,3 90,2 5202
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 Ft 40 | 30X4 Bm 8Ft10 | 60X4 Bm 2 FiL 5
Média fo_LL -65,50% -70,60% -73,20%
Média sp 3,30% 9,30% 18,70%
Média tempo 2748 4439 25696
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 16 Ft 40 | 30X6 Bm 4 F1 10
Média fo_LL -33,40% -50,70%
Média sp 3,30% 6,00%
Média tempo 1186,4 1065,2
Paral4 7'=0R™= 066
EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 8 Ft10 | 30X2Bm 16 Ft 1 | 60X2 Bm 8 Ft 1 {1202 Bm 4 Ft20
Média fo_LL -29,00% «5,20% 76,90% 71,00%
Média sp 1,10% 3,30% 0,00% 0,00%
Média tempo 0,8 24 8,6 90,4
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 8 Ft 10 | 30X4 Bm 16 Ft1 | 60X4 Bm 16 Et 1 | 120X4 Bm 4 Ft 1
Média fo_LL -54,70% -50,40% «11,70% 11,80%
Média sp 17.80% 30,00% 42,70% 54,30%
Média tempo 1,8 8.4 77,4 185
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 16 Ft 10 | 30X6 Bm 16 Ft1 | 60X6 Bm 4 Ft1 | 120X6 Bm 2 Ft 1
Média fo_LL -27,90% -43,40% -13,60% 5,10%
Média sp 12.20% 21,30% 76,00% 80,80%
Média tempo 15,4 31,1 51,1 211
Para L6 7"=0 R"= 0,66
EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 18 Ft1 | 30X2Bm 16 Ft5 | 60X2 Bm 16 Ft10 | 120X2 Bm 4 Ft1
Média fo_LL -77,00% -77,60% -69,60% -82,30%
Média sp 14,40% 13,3% 3,30% 15,80%
Média tempo 0,8 3,3 38,8 75,7
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 Ft1 | 30X4 Bm 16Ft5 | 60X4Bm 18 Ft1 | 120X4 Bm 4 Ft1
Média fo_LL -59,20% -68,00% -69,60% ~11,20%
Média sp 15,60% 20,00% 30,30% 39,70%
Média tempo 1,9 8,9 60.4 137
EXEMPLO/Ajuste | 18X6Bm 16 Ft1 | 30X8Bm 16 Ft5 | 60X6 Bm 4 FL 10 12006 Bm 2 Ft1
Média fo_LL -32,40% -50,70% -59,00% -50,00%
Média sp 8,90% 8,00% 15,00% 36,50%




Para L3 "=0 R™=0,99
EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 16 F£20 | 30X2 Bm 8 Ft 5 60X2 Bm 2 Ft1
Média fo_LL -78,00% -78,70% -80,10%
Média sp 12,20% 14,00% 9,70%
Média tempo 50,3 119,7 376,86
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 Ft 20 | 30X4 Bm 8 Fi 5
Meédia fo_LL -34,30% -55,50%
Média sp 4,40% 12,00%
Média tempo 2306 8976
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 16 Ft 20 | 30X6 Bm 1 Ft 20
Média fo_LL -20,90% -24,90%
Média sp 5,60% 4,710%
Média tempo 1286,2 9118
Para L5 7"= 0 R™= 0,99
EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 16 Ft 10 | 30X2Bm 8 Ft 10 | 60X2 Bm 2Ft5
Média fo_LL -78,20% -77.40% -80,10%
Média sp 4,40% 9,30% 8,00%
Média tempo 18,4 88,3 4842
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 Ft 40 | 30X4 Bm 8 Ft 10 | 60X4 Bm 2Ft5
Media fo_LL -34,20% -62,30% -60,30%
Meédia sp 2,20% 9,30% 9,00%
Média tempo 233,3 4497 22936
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 16 Ft 40 | 30X6 Bm 4 Ft 10
Média fo_LL -23,80% -26,80%
Média sp 0,00% 2,00%
Média tempo 1079 875,0

Paral4 7"=0 R™=099
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EXEMPLO/Ajuste | 18X2 Bm 16 Ft 10 | 30X2Bm 8 Ft 20 | BOX2 Bm16Ft1 | 120X2Bm 4 Ft 1
Média fo_LL -72,30% -66,20% 214,10% 231,10%
Média sp 11,10% 4,00% 2,00% 5,00%
Média tempo 1 2,2 28,4 58,7
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 Ft 10 | 30X4 Bm 16 F11 | 60X4 Bm 8 Ft1 | 120X4 Bm 4 Ft 1
Média fo_LL -31,40% -56,70% ~31,80% -30,70%
Media sp 7,80% 10,70% 28,00% 32,00%
Média tempo 2,9 6,7 23,5 114,2
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 16 Ft 10 | 30X6 Bm 16 F1 1 | 60X6 Bm 4 Fi 1 | 120X6 Bm 2 Ft 1
Média fo_LL -20,30% -22,40% -26,40% -14,40%
Média sp 3,30% 10,00% 21,00% 47.00%
Média tempo 13,1 28,3 35,2 146.4

Para L6 "= 0 R"= 0,99

EXEMPLO/Ajuste | 18X2 Bm 16 Ft 10 | 30X2 Bm 16 Ft 5 | 60X2 Bm16Ft10 | 120X2Bm 4 Ft 1
Média fo_LL -75,20% -7T4,5% -66,30% -76,80%
Méedia sp 8,90% 12,00% 6,00% 11,00%
Média tempo 1 3,0 35,4 63,1
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 Ft1 | 30X4 Bm 16 Ft5 | 60X4 Bm 16 F110 120X4 Bm 4 Ft 10
Media fo_LL -33,70% -58,30% -58,70% -57,10%
Média sp 6,70% 13,30% 9,00% 7,00%
Média tempo 1,7 8.3 858 182,2
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 16 Ft 10 | 30X6 Bm 16 Ft5 | 60X6 Bm 4 Ft 10 120X6 Bm 2 Ft 10
Média fo_LL ~23,10% -27,00% -37.20% -40,40%
Média sp 1,10% 5,30% 7,70% 7.50%




Para L3 7"=0,33 R"=0,33

EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 16 Ft 20 | 30X2Bm 16 F120 | 60X2Bm 1 Ft5
Média fo_LL -88,30% -85,80% -84,10%
Média sp 11,10% 10,00% 12,70%
Media tempo 836 729,2 597,7
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 Ft 20 | 30X4 Bm 8 Ft 20
Média fo_LL -71,00% -79,50%
Média sp 13,30% 21,30%
Média tempo 1001,5 5236,3
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 16 Ft 20 | 30X6 Bm 1 Ft 20
Meédia fo_LL -68,00% -71,10%
Média sp 18,90% 57,30%
Media ternpo 4816 6460,7
Para L5 7"= 0,33 R"= 0,33
EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 16 Ft 40 | 30X2Bm 8Ft 10 | 60X2 Bm 4 Ft 5
Média fo_LL -88,30% -83,90% -83,30%
Média sp 8,70% 8,70% 11,30%
Média tempo 50,8 103 1063,5
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 F1 40 | 30X4 Bm 8 Ft 10 | 60X4 Bm 2 Ft 5
Meédia fo_LL -71,10% -82,00% -77,50%
Média sp 4,40% 14,70% 20,70%
Média tempo 296.8 538,3 33221
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 16 Ft 40 | 30X6 Bm 4 Ft 10
Média fo_LL -70,70% -67,50%
Meédia sp 10,00% 12,00%
Média tempo 1437,5 12456

Para L4 7"=0,33 R"=0,33

5L

EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 16 Ft 10 | 30X2Bm 16 Ft1 | 60X2Bm 16 Ft1 | 120X2 Bm 4 Ft 20
Médiafo_LL -8,80% -46,30% 40,30% 40.30%
Media sp 0,00% 8,70% 0,00% 0,00%
Média tempo 1,0 2,6 27,9 88,3
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 Ft 10 | 30X4 Bm 8 Ft 20 | 60X4 Bm 16 Ft1 | 120X4 Bm 4 Fi 20
Média fo_LL -55,70% -35,70% 20,90% 28,90%
Média sp 25,60% 20,70% 7,00% 1,70%
Média tempo 41 10,5 58,7 3148
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 16 Ft 10 | 30X6 Bm 16 Ft1 | 60X6Bm 4 Ft1 | 120X6 Bm 2 Fi 20
Media fo_LL -58,70% -35,10% -29,50% -28,80%
Media sp 38,90% 38,70% 65,30% 63,80%
Media tempo 22,8 41,1 557 851,8

Para L6 7"=0,33 R"=0,33

b B

27,30%

EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 16 Ft 10 | 30X2Bm 16 Ft 5 | 60X2 Bm 16 F1 10 [ 120X2 Bm 4 Ft 10
Média fo_LL -85,00% -64,20% -83,80% -82,70%
Média sp 11,10% 8,00% 10,30% 12,80%
Média tempo 1.1 32 40,9 101,5
EXEMPLO/Ajuste | 18X4Bm 16 Ft 10 | 30X4Bm 16 Ft5 | 60X4 Bm 16 Ft1 | 120X4 Bm 4 Ft 10
Média fo _LL -67,50% -79,90% ~74,60% -81,30%
Média sp 18,90% 20,70% 29,30% 35,00%
Média tempo 3.4 8,9 64,7 2975
EXEMPLO/Ajuste | 18X8 Bm 16 Ft 1 X6 BM 16 Ft5 60X6 Bm 4Ft1 |120X6 Bm 2 Ft 10
Media fo_LL -66,70% -62,30% -69,50% -74,80%
Media sp 28,90% 44.00% 66,20%




Para L3 7"=0,33 ™= 0,66
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EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 18 F1 20 | 30X2 Bm 16 Ft 20 | 60X2 Bm 2 Ft 1
Média fo_LL -81,30% -89,10% -84,50%
Média sp 12,20% 7,30% 14,00%
Média tempo 69,9 591,3 6432
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 Ft20 | 30X4Bm 8Ft 5
Média fo_LL -62,30% -70,60%
Média sp 10,00% 25,30%
Média tempo 495 1615,6
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 16 Ft 20 | 30X6 Bm 1 Ft 20
Média fo_LL -44.00% -54,80%
Média sp 4,40% 8,00%
Média tempo 1868,6 1882,9
Para L5 "= 033 R™=0,66
EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 16 Ft 40 | 30X2Bm 8Ft10 | 60X2Bm 4 Ft 5
Média fo_LL -80,00% -88,40% -85,00%
Média sp 10,00% 8,00% 10,70%
Média tempo 50,9 91,3 988 .5
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 Ft 40 | 30X4 Bm 8Ft10 | 60X4 Bm 2 FL 5
Média fo_LL -60,50% -72,20% -711,60%
Média sp 10,00% 15,30% 14,70%
Média tempo 260,5 499 5 24175
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 16 Ft 40 | 30X6 Bm 4 Ft 10
Média fo_LL -44.00% -56,70%
Média sp 2,20% 6,00%
Média tempo 1229,7 1114,4
Para L4 7"= 0,33 R™= 0,66
EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 16 Ft 10 | 30X2Bm 16 Ft1 | 60X2Bm 8 Ft1 | 120X2 Bm 4 Ft 20
Média fo_LL 48,60% -55,40% 225,40% 207,30%
Média sp 1,10% 6,70% 0,00% 0,00%
Média tempo 0,9 2,5 8,5 90,6
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 Ft 10 | 30X4 Bm S Ft20 | 60X4 Bm 16 Ft 1 120%4 Bm 4 Ft 1
Média fo_LL -54,00% -48,10% 8,70% 111,40%
Média sp 20,00% 17,30% 39,70% 70,30%
Média tempo 3,9 10,2 77,2 243
EXEMPLO/Ajuste | 18X6Bm 8Ft10 | 30X6 Bm 16 Ft 1 | 60X6 Bm 4 Ft1 | 120X6 Bm 2 Ft 1
Média fo_LL -38,40% -42,10% -37,60% 1,50%
Média sp 15,60% 24,70% 44,70% 68,00%
Média tempo 8,1 314 41,4 190,1
Para L6 7= 0,33 R™= 0,66
EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 16 Ft1 | 30X2Bm 16 Ft 5 | B0X2 Bm 16 Ft 10 | 120X2 B 4 Ft1
Média fo_LL -78,10% -84,00% -74,30% -83,80%
Média sp 14,40% 13,3% 5,00% 18,20%
Média tempo 0,9 3,2 37,9 776
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 Ft 10 | 30X4 Bm 16 Ft5 | 60X4 Bm 16 Ft 10 | 120X4 Bm 4 Ft1
Média fo_LL -60,00% -86,60% -68,20% -64,20%
Média sp 18,90% 23,30% 12,30% 38,80%
Media ternpo 3.1 9,1 88,7 128,1
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 16 Ft1 | 30X6 Bm 16 Ft5 | 80X6 Bm 4 Ft 10 | 120X6 Bm 2 FL 1
Média fo_LL -41,10% -55,10% -57,00% -54,80%
Média sp 11,10% 10,00% 15,70% 33,00%




Para L3 7"=0,66 R" = 0,33

EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 16 Ft 20 | 30X2 Bm 16 Ft 20 | 60X2Bm 1 Ft 5
Média fo_LL 54 20% -57.80% -59,80%
Media sp 5,60% 4,00% 10,30%
Média tempo 48,7 4568 4755
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 Ft 20 | 30X4 Bm 8 Ft 20
Média fo_LL -55,10% -61,80%
Média sp 30,00% 20,70%
Média tempo 741,5 3588
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 8 Ft20 | 30X6Bm 2 Ft 5
Média fo_LL -56,10% -81,60%
Media sp 42 20% 48,00%
Média tempo 32522 4097
Para L5 7"= 0,66 R™= 0,33
EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 16 Ft 40 | 30X2 Bm 8Ft10 | 680X2Bm 2 Ft 5
Média fo_LL -53,60% -53,00% -57,10%
Média sp 16,70% 9,30% 9,30%
Média tempo 50,2 92 4932
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 F1 40 | 30X4 Bm 8Ft 10 | 60X4 Bm 2 Fi5
Média fo_LL -57,80% -63,40% -79,20%
Média sp 16,70% 27,30% 15,30%
Média tempo 320,1 843,2 31482
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 8 Ft 40 | 30X6 Bm 4 Ft 10
Média fo_LL -57,60% -71,40%
Média sp 33,30% 19,3%
Media tempo 14497 1458,5

Para L4 7= 0,66 R™= 033
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EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 16 Ft 10 | 30X2Bm 16 Ft1 | B0X2Bm 16 Ft1 | 120X2 Bm 4 Ft 20
Média fo_LL -31,20% -47,10% 39,00% 94.20%
Média sp 7,80% 4,70% 2,00% 0,00%
Média tempo 1,1 26 29,5 90,6
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 18 Ft 10 | 30X4Bm 16 Ft 1 | 60X4 Bm 16 Ft 1 | 120%4 Bm 4 Ft1
Média fo_LL -39,00% -2,70% 45,680% 93,20%
Média sp 23,30% 9,30% 9,00% 13,80%
Média tempo 43 12,5 61,2 111,7
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 16 Ft 10 | 30X6 Bm 16 Ft 1 | 60X8Bm 4 Ft1 | 120X8 Bm 2Ft1
Média fo_LL -19,00% -10,30% 16,70% 74,50%
Média sp 40,00% 17.30% 35,70% 39,80%
Média terpo 23,5 39 53,2 187,6

Para L6 "= 0,66 R"= 0,33

EXEMPLO/Ajuste | 18X2Bm 16 Ft 10 | 30X2Bm 16 Ft5 | 60X2 Bm 16 Ft 10 [ 120X2 Bm 4 Ft 10
Média fo_LL -44 00% -42,00% -51,70% -58,50%
Média sp 12,20% 8,70% 5,00% 8,50%
Média tempo 1 3 39 93,8
EXEMPLO/Ajuste | 18X4 Bm 16 Ft1 | 30X4 Bm 16 Ft 5 | 60X4 Bm 16 Ft 10 | 120X4 Bm 4Ft 10
Média fo_LL -50,50% -53,60% -88,40% -76,10%
Média sp 27.80% 18,70% 22,30% 36,50%
Média tempo 2,1 13 111,3 285.8
EXEMPLO/Ajuste | 18X6 Bm 16 Ft1 | 30X6 Bm 16 Ft5 | 60X6 Bm 4 Ft1 | 120X8 Bm 2 Ft1
Média fo_LL -54,50% -64,10% -72,30% ~72,30%
Média sp 34,40% 26,00% 51,00% 72,30%
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7.9 Discussdo dos resultados

Apesar dos poucos e pequenos exemplos apresentados no item 7.1, a superioridade do
enfoque de busca proposto neste trabatho em relagio a programagio inteira-mista, fica
evidente no exemplo de 4 tarefas em 2 maquinas, quando o tempo de processamento pelo
método exato fica proximo a 1% do tempo necessario para 0 AMPL/CPLEX resolver o mais
eficiente dos modelos de programacdo inteira mista. Isto nfio significa que estes modelos sejam
dispensaveis sempre, mas apenas que a sua eficiéncia diminui drasticamente quando se aumenta
o nimero de variaveis binarias.

Para a analise dos resultados da busca em feixe, utilizou-se um nimero maior de

exemplos com dimensdes maiores e uma variedade maior. Na parte 1 dos testes, onde sio

conhecidas as solugGes otimas, embora os custos de troca nio sejam dependentes da seqiiéncia
€ 0s pardmetros " e R™ ndo sejam controlados de forma rigida, os resultados se parecem
bastante com os da parte 2, sugerindo que o desacoplamento entre grupos ndo teve grande
impacto no desempenho da busca. Isto sugere que o conjunto de problemas gerados de forma
desacoplada ndo apresenta particularidades exclusivas.

O julgamento da qualidade da solugéo final de cada exemplo pela observagio apenas da
medida fo_LL, pode levar a erros substanciais. No item 7.7 o exemplo 30X2 com L4 fornece
Jo_LL = -66,2% e no exemplo 18X3 com L5 fornece fo LL = -64,6%. Isto faz parecer que o
primeiro resultado é melhor que o segundo, mas a observacio dos Jo_ot correspondentes
(93,4% ¢ 1,3%) mostra que o segundo resultado esta muito mais proximo do étimo. O motivo
principal deste fato é a variagdio significativa do quociente entre of e ubLl, para duas instancias
distintas.

O fato de wbLL ser uma referéncia fraca também prejudica a anlise dos graficos de
dispersdo, pois uma parte grande, provavelmente a maior parte, da dispersdo observada nas
medidas de fo_LL se deve a variagio do quociente entre of e ubLL. Observe que no grafico de
dispersdo 5 (" = 0 e R* = 0,99), o problema 18X6 apresenta grande dispersdo com todos os
limitantes. Nio ¢ dificil de entender que neste caso onde ndo existe pressdo de atrasos (= 0)
e as datas previstas das tarefas estio bem afastadas (R™ = 0,99), wbLL pode apresentar um
resultado bastante proximo do 6timo em uma determinada instincia, ou um resultado ruim em
uma outra instincia em que algumas das datas previstas aleatorias ficaram proximas. Por outro

lado, todos os limitantes apresentaram resultados com médias e dispersdes aproximadamente
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iguais para o mesmo problema 18X6, sugerindo que sdo mais estaveis que ubLL. A variagio
relativa entre of e ubLL tanto pode aumentar como diminuir as dispersdes observadas nos
graficos. No grafico 2, o problema 120X3 com L6, apresenta menor dispersdo com Jo LL do
que com fo_ot, ja no grafico 1, 0 problema 30X2 com L3 apresenta menor dispersio com
Jo_ot do que com fo LL.

Presumindo que os resultados médios obtidos por L3 e L5 estejam sempre proximos ao
otimo na parte 2 dos exemplos, of e ubLL se aproximam quando aumenta o nimero de
maquinas ou o pardmetro R™. Também o aumento do parimetro ¢* parece produzir o mesmo
efeito, embora em menor grau.

Um fato a primeira vista surpreendente ¢ como a restrigio imposta pela filtragem ¢é
capaz de melhorar a solug@io obtida pela busca em feixe. Isto pode ser explicado reconhecendo
que todos os limitantes desenvolvidos possuem um certo grau de “miopia”. Se a filtragem ndo
impedir, as tarefas poderdo ser seqiienciadas em posi¢des inadequadas que nio seriio rejeitadas
pela avaliaglio dos limitantes, o que resulta em solugdes ruins quando Ft (filtragem) é de 100%.
Isto fica claro observando os graficos de variagio de filtragem com o limitante L4 (o mais
miope de todos pois despreza os adiantamentos em G,), a melhoria na solugdo ¢ dramatica
com menores valores de Ft em quase todos os graficos do item 7.6.

O tempo de processamento varia com cada um dos limitantes, conforme mostrado nas
tabelas do item 7.8, e cresce com o aumento de Bm e Ft, exatamente como seria de se esperar.
Outro fato observado ¢ o niimero de tarefas submetidas a divisio em mais de uma maquina,
que € pequeno no caso dos exemplos desacoplados e nos exemplos acoplados aumenta com o
numero de maquinas, com a diminuigdo de R” e parece sofrer pouca influéncia de . A
experiéncia acima mostra que os limitantes mais precisos realmente tem um desempenho
melhor no sentido de encontrar solugdes de boa qualidade. Os limitantes L3 e L5 mostraram
sua superioridade em relagdo a L6 mesmo quando utilizados com valores de Bm muito
menores. No entanto, o tempo de computagio requerido pelos limitantes L3 e L5 pode ndo ser
razodvel em muitos casos. E interessante observar que, embora equivalentes quanto aos
resultados obtidos, L3 ¢ sensivelmente mais lento que L5, como pode ser observado em alguns
exemplos (30X4, R"= 0,33 e 7" = 0,66, onde o tempo com L5 ficou proximo a 30% do tempo
com L3, mesmo com Ft maior para L5). Isto certamente ocorre devido i tendéncia do
limitante L3 de fazer muitas divisdes de tarefas durante o seu calculo, o que sobrecarrega o

modelo F com muitas fragdes, tornando-o mais lento.
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O limitante L4 mostra que as simplificacdes na modelagem dos problemas de
programacdo de tarefas podem ser desastrosas. Em muitos exemplos com L4 chegou-se a
valores positivos de fo LL, isto €, solugdes piores do que o método de despacho, Por outro
lado, os resultados com os outros limitantes mostraram que o método de busca proposto €
capaz de encontrar boas solugdes em todos os exemplos gerados e que estes resultados

superam de longe os resultados obtidos com o método de despacho.



po]

8. CONCLUSOES

Neste trabalho de tese o objetivo foi desenvolver um método para programacdo de
tarefas em maquinas paralelas sujeitas a divisio de cada tarefa em vérias maquinas. As
méquinas consideradas sdo ndo-relacionadas, o tempo de troca entre tarefas pode depender da
ultima tarefa processada e as tarefas podem ter suas proprias datas previstas. A programagdo
devera ser feita de forma a minimizar uma fungdo objetivo que inclui atrasos ¢ adiantamentos
ponderados e também custos de troca entre tarefas.

Inicialmente o problema foi escrito como um modelo de programagio linear inteira-
mista. Para aumentar a capacidade de resolugio, o modelo inteiro-misto serviu como base no
desenvolvimento de um método de busca em arvore capaz de resolver o problema de forma
exata ¢ ndo-exata. Para tanto foram desenvolvidos 6 limitantes, sendo 2 deles limitantes
inferiores para utilizagdo em uma busca Branch and Bound e também 4 limitantes utilizados
em uma busca em feixe filtrada. O método foi testado em um conjunto razoavel de problemas
diferentes, com resultados animadores.

O meétodo de busca proposto neste trabatho pretende ser aplicado principalmente em
industrias de produgdo de papel, tecidos, plasticos, laminagio de metais e possivelmente

industrias quimicas e de produgdio de alimentos. Em ambientes industriais, pode haver nio



b

apenas uma quantidade grande de pedidos de produtos diferentes, mas também pedidos de
quantidades grandes de um mesmo produto. E claro que a maneira mais adequada de lidar com
a produgdo de uma quantidade grande de um mesmo produto e data previsia relativamente
proxima, € a divisdo do trabalho entre as maquinas disponiveis. Esta e outras caracteristicas
basicas presentes nos problemas de programagio da producéo, como o tempo de troca entre
tarefas dependente da seqiiéncia, tém merecido pouca atengio na literatura de programacio em
maquinas paralelas. (Mc CARTY & LIN, 1993).

Alguns textos que tratam problemas semelhantes aplicaveis na programacio de tarefas
em indistrias téxteis (SERAFINI & SPERANZA, 1992 ¢ ESPUNA & PUIGJANER, 1989)
utilizam, basicamente, seqiienciamento de tarefas segundo a prioridade e simulagdes. Os
resultados obtidos pelo método aqui desenvolvido é sempre superior (excluindo L4) aos
obtidos por ubLL, que também seqiiencia as tarefas segundo a prioridade. Em quase todos os
casos a diferenca é grande a favor deste método, com o valor da funcdo objetivo chegando a
10% do que seria obtido pela regra de despacho. Ao mesrﬁo tempo, a velocidade de execucio,
embora inferior as obtidas pelos seqilenciamentos segundo a prioridade, é bastante grande
(com 1.6) para permitir a resolugio de problemas com mais de 100 tarefas em um
microcomputador.

A eficiéncia do método de busca em feixe filtrada aplicado a problemas de
programacio de tarefas ja havia sido demonstrada por OW & MORTON (1988) em
comparacdo com a busca em vizinhanga. Alguns testes de uma versio ainda em
desenvolvimento do modelo sem divisio de tarefas, onde um modelo linear obtido a partir do
modelo S (capitulo 3) e resolvido com os deslocamentos de blocos de tarefas descritos no item
6.2.4.1, mostram que a velocidade de execu¢fio pode ser ainda bastante aumentada. Este
modelo em desenvolvimento mostrou que é possivel obter solugdes finais equivalentes e até
superiores as da busca Tabu (esta também em fase de desenvolvimento) em problemas 80x1
(80 tarefas em 1 maquina) em tempos inferiores a 0,5% do tempo gasto pela busca Tabu.

A influéncia do pardmetro largura do Feixe (Bm) na qualidade da solugdo e no tempo
de processamento ocorre, como ja era de se esperar, com uma nitida melhoria da solugdo
quando Bm € aumentado. Porém, o tempo de processamento também aumenta de forma
aproximadamente proporcional a Bm, havendo a necessidade de avaliar caso a caso para uma
escolha adequada deste pardmetro. O parimetro filtragem (Ft) chega a ter uma influéncia

surpreendente sobre a qualidade da solugo final, pois inicialmente se esperava apenas reduzir
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o tempo de processamento sem prejudicar muito a qualidade da solu¢do. Além da melhoria no
tempo de processamento, se verificou também uma melhoria, em muitos casos substancial, na
qualidade da solugdo final, mostrando que a filtragem é mais do que importante nos métodos
de busca em feixe.

Um ponto a ser melhor explicado, € a razéio da utilizagio de 6 limitantes (2 limitantes
inferiores ¢ 4 limitantes sobre seqiiéncias completas). Talvez apenas 1 limitante inferior (Ll e
dois limitantes sobre seqiiéncia completa (L5 para boa qualidade da solugio final e L6 para
baixo tempo de processamento) ja fossem suficientes. Uma justificativa para isto & que, como
explicado na discussdo dos resultados, a avaliagio da qualidade da solugdo final
freqiientemente € imprecisa se feita apenas pelas medidas do capitulo 7 (fo LL e Jo ot quando
possivel). Neste sentido, uma comparagéo dos resultados obtidos com limitantes diferentes
fornece uma maior seguranca no julgamento das boas ou mas solucdes finais. As diferencas
pequenas entre os valores médios de fo LL obtidos com L3 e L5 (os limitantes mais lentos
porém de resultados melhores), em quase todas as insténcias testadas, sio uma indicagdo clara
de que o método possui um bom desempenho médio. Os resultados com o limitante L4 foram
em alguns casos muito fracos, piores até do que ubLL, mas servem para mostrar que 08
adiantamentos das tarefas ndo podem ser desprezados, mesmo que parcialmente como ¢ feito
em L4, sob pena de se chegar a solugdes finais inaceitiveis. O limitante inferior LI2, foi
desenvolvido numa tentativa de reduzir o tempo de processamento e niimero de nods gerados
nas buscas Branch & Bound com LIl. De fato, o nimero de nds gerados com LI2 ¢
significativamente menor e o tempo de execu¢io na maioria dos casos é menor. As principais
contribuigSes de 112 foram os desenvolvimentos (necessérios para justifica-lo) de algumas das
propriedades colocadas no capitulo 5, que permitiram o desenvolvimento de solugdes Gtimas
para alguns dos problemas do capitulo 7 e essenciais para uma adequada avaliagio do enfoque
proposto. Tais propriedades podem ser iteis no futuro para o aprofundamento das pesquisas
neste tema.

O método também permite o tratamento de alteragdes na fungdo objetivo ou mesmo no
modelo de seqiienciamentos e alocagdes fixas, sem alterar as caracteristicas basicas da busca
ou dos limitantes empregados. No item 7.1, quando a funcéio objetivo ¢ substituida pelo atraso
maximo, a altera¢do ¢ facil para o modelo de programagdo inteira-mista e, no caso da busca

em feixe, os limitantes poderiam ser obtidos a partir de procedimentos semelhantes para a
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geragdo da solugdes utilizadas pelos limitantes L3 a L6, porém retornando o atraso maximo em
vez da fungdo objetivo (4.1)

O objetivo aqui ndo foi fazer uma analise detalhada do desempenho do método,
trabalho este que sera deixado para outros pesquisadores interessados em investigar este tema.
E importante que mais exemplos sejam testados, explorando melhor a variagio de alguns
pardmetros que ficaram fixos nos testes aqui apresentados. Também ¢é importante que
exemplos obtidos a partir de casos reais, com tempos unitarios de processamento reais e
tempos de troca verdadeiros, sejam testados e as solugBes obtidas comparadas com as
tradicionalmente empregadas,

Como sugestdes para possiveis aperfeicoamentos neste método, deve-se citar a
extensdo da minimizagdo de atrasos e adiantamentos em maquinas simples (item 6.2.4.1), para
que mesmo que de maneira aproximada possa substituir o procedimento do apéndice 1 em G;
durante a busca. Isto poderia aumentar a velocidade da busca e também a qualidade da solugdo
final, desde que o limitante utilizado seja semelhante a L5 e ndo a L6. Uma outra possibilidade
¢ a investigagio mais apurada da filtragem, com a utilizagio de outras fungdes para
sequenciamento das tarefas restantes e a comparagiio entre os resultados obtidos com varias

filtragens diferentes.
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APENDICE

A.1. Técnicas de resolugdo rapida do modelo de

sequenciamento e alocagdes fixas

A.1.1 Justificativa

O Modelo F (capitulo 4) podera ser utilizado para encontrar solugBes em problemas de
porte médio com, possivelmente, 1000 frages de tarefas (como sera visto adiante, a dimensio
do problema de programagio linear cresce com o nimero de fragdes de tarefas e ndo
exatamente com N ou M). Em problemas deste tamanho, o espaco de memoria utilizado,
velocidade de processamento e precisio numérica comegam a ficar criticos, pelo menos nos
computadores atuais. Além disso, pretende-se viabilizar a utilizagio de microcomputadores
para que futuras pesquisas sobre este tema ndo se limitem a grandes corporagdes usuérias de

maquinas poderosas.
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A resolugdo do modelo F utilizando o método Simplex padrdo, em duas fases, é
ineficiente para problemas com mais do que 20 fragdes, limitando severamente o tamanho dos
problemas a serem resolvidos. Chegou-se a desenvolver um método capaz de gerar uma
solugdo dual factivel rearranjando as restrigdes do modelo e posteriormente resolvendo com
um quadro Dual Simplex, o que evita a primeira fase com suas variaveis artificiais, Apesar da
significativa melhora em relagio ao Simplex padrio, continuava havendo forte limitagdo a
resolucdo de problemas maiores. Optou-se entio por um procedimento que apela para a
decomposicdo de Dantzig-Wolfe aplicada ao problema.

Os métodos desenvolvidos nos proximos itens deste apéndice, utilizam particularidades

do modelo F, na tentativa de atingir o objetivo acima. O caminho bésico é:

- Utilizar o quadro Simplex de um grupo incompleto representando um né da arvore de busca,
para gerar 0s quadros dos grupos descendentes.
- Utilizar as caracteristicas bloco diagonal do modelo, para compactar o quadro Simplex que

representa a solugio.

A maior complexidade deste enfoque sera amplamente compensada com: velocidade de
execugdo muito superior nos problemas de maior porte, espago de armazenagem

dramaticamente inferior e precisio numérica dentro de limites aceitiveis.

A.1.2 Adi¢do de Tarefas ao Modelo

A Matriz de bases B do problema ¢ formada pelas colunas da Matriz de coeficientes A,
refativas 4s varidveis basicas. Partindo de uma solugio parcial com n tarefas cuja matriz de
bases é B", a adi¢@o de uma nova tarefa em uma posi¢do posterior as tarefas da solugdo atual,
forneceria:

B" | 0
b7 Lias T e A
B™ = [le E‘Ba} (A D)
onde:
B" = Matriz de bases da solugdo parcial antes da adigio da nova tarefa.
B™! = Matriz de bases da solugdo parcial apos a adigio da nova tarefa.
B’ = Matriz de bases da nova tarefa sozinha no modelo.

C*' = Matriz de interligaciio entre a nova tarefa e as anteriores.
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0 = Matriz nula devido a imposi¢io da nova tarefa ser posterior as antigas.

Na Matriz C"" de interligagdo, os {inicos elementos no nulos estario na coluna a(i, k)
e linha correspondente 4 restri¢do (4.2) da fragdo (j,£), se a nova tarefa for chamada de jeifor
a tarefa anterior a j na maquina k. Estes elementos ndo nulos serdo iguais a -1 e podera haver
no maximo F; (nimero de fragBes ativas da nova tarefa) elementos no nulos, pois algumas
fragbes poderfo ser as primeiras a serem executadas em uma determinada maquina.

Portanto, a inversa da nova matriz de bases é:

(B)" |- (B) - (A 2)

Esta facilidade de gerar a inversa da matriz de bases da nova solugiio ampliada a partir
da inversa da matriz de bases da antiga solugdo sugere a utilizagdo do método Simplex
Revisado para a execugo do procedimento de otimizacio do modelo. As outras sub-matrizes
do novo quadro Simplex Revisado podem ser deduzidas a partir da inversa da matriz de bases

e das sub-matrizes do antigo quadro:

— - - ! Sn

b = (Bm-l) F = (Bm) l-li_gg:f__: [%3—_—("3”6“):1“(5";]’%;:' (A 3)
W = c;ﬂ'(Bm)’g _ [c’,’, | c%],(B’”*)% = [w” w“w{’.C"“.(B"y1 i WO} (A 4)
f.obj.= e;". B =[c} | e5]x {”B;‘_”(ﬁ;;’i;‘c‘";;%;} =c;. b +e. b -5 (B°).CM b

(A%

As expressdes acima empregam as mesmas notagdes utilizadas em BAZARAA (1977),

com os superindices indicando a que quadro cada uma das sub-matrizes se refere. Para gerar
um quadro Simplex Revisado pelo procedimento acima, € necessario primeiro obter o quadro
Simplex Revisado da nova tarefa, com a alocagfio desejada, sozinha no modelo. Ele pode ser
obtido, sem a utilizagdo de varidveis artificiais, através de uma escolha apropriada de bases, o
que sera feito mais adiante. Também nos itens seguintes serd demonstrada a factibilidade da

nova solugfo gerada pelo procedimento acima.
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A.1.3 Decomposigdo do Modelo

A.1.3.1 Decomposicio de Dantzig-Wolfe aplicada ao modelo de seqiienciamentos e

alocacoes fixas

O modelo de sequienciamentos ¢ alocaces fixas apresentado no capitulo 4, possui
caracteristicas de uma estrutura bloco-diagonal, isto ¢, a exce¢io da restrigio (4.2), as
restriches e variaveis de uma mesma tarefa podem ser agrupadas em blocos independentes uns
dos outros. A teoria abaixo foi adaptada ao modelo F a partir do método de decomposi¢io de
Dantzig-Wolfe encontrado em BAZARAA (1977) (The Decomposition Principle - Block
Diagonal Structure), com pequenas alteragdes na notacio empregada.

Se X € um poliedro ou conjunto representando todas as restri¢des do problema, este
pode ser decomposto em N conjuntos X; X, . Xy, cada um envolvendo restri¢des relativas a
uma mesma tarefa. Da mesma forma o vetor x, contendo todas as variaveis do problema, ¢
decomposto nos vetores Xi, X, ..., Xy, cada um contendo todas as variaveis relativas a uma
mesma tarefa; o vetor ¢ em ¢, ¢, ..., ¢y € a matriz A, das restricdes principais (4.2), nas

matrizes A,, Ay, ..., Ay, fornecendo o seguinte problema:

Minimize ¢X, +¢,x,++¢, X,

Sujeito a:
Ax +AX,++A,x, =b
Bx, <b,
B.x <b
L C (A. 6)
B,x, <b,

X, Xy,.0.Xy 20
onde:
XJ. = {xj:Bjxj. sb,x, 20} ,j=12.. N
Supondo que os conjuntos X; sdo limitados, qualquer ponto x;, €X; pode ser
representado como uma combinagio convexa de um nimero finito de pontos extremos de X,

isto é:
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i’
xf = Z l'ﬂfxﬂ?
il

g
DA, =1 (A.7)
{=l

Ap20 =121

rheynaey by

onde x;, s30 pontos extremos do conjunto X; e A, sdo nimeros reais. A substituicio de (A.7)

no problema original, fornece o problema mestre ou principal:

N
Minimize ZZ(C Xie)hy
=1 e
Sujeito a:

N i

22(Ax M, =b (A.8)
j=l g=t

4

dA,=1 j=12,...N

£=1

Aez20 j=12..N, (= L2,....1,

O algoritmo de decomposigdo pode ser visto como uma aplicagio do Método Stmplex

Revisado ao problema mestre. Supondo que seja conhecida uma solugio basica factivel para o
problema, cuja base ¢ B e também que sejam conhecidos,

vomt 2. | _ | _a
b=18 [l] s [w i alfa]-—[w, oW, alfa, .- alfaN}—cBB (A.9)

onde €, € o custo relativo das varigveis basicas ( & i =€X  parad ,). A solugdo serd 6tima
se z, — ¢, <0 para cada variavel nfo-basica (para as variaveis basicas z 4 =€,y =0),isto é:

Afxﬂ’

02z,~¢,=[w | alfa]x l —¢,x,, x(w.Afwcf)xﬁ~i~alfaj (A. 10)

0

A condigBo acima pode ser verificada resolvendo o seguinte subproblema:
Maximize (w.A, -e¢, )x; +alfa,
sujeito a:

(A 11)
X, €X,

7
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A solugdo do subproblema (x,, que é um ponto extremo da regido X)), se tiver um

valor de fungdio objetivo positiva, indicara que A, é candidato a entrar na base. Quando
nenhum subproblema possuir uma solugo com valor da fungiio objetivo positiva, a condicio
de otimalidade (z, —¢, <0 para cada varidvel ndo-basica) tera sido atingida e, portanto, a
solugdio do problema principal sera 6tima.

O método de decomposicio ndo exige, mas nisso reside a sua potencialidade, porém o
ideal € que os subproblemas possam ser resolvidos de uma forma que dispense os quadros

Simplex. Felizmente, no caso do modelo F, existe uma solugdo analitica capaz de resolver os

subproblemas de forma rapida e exata.

A.1.3.2 Particularizaciio do problema

Seja N o nimero de tarefas e M o nimero de maquinas, /' o niimero total de fracdes de
tarefas existentes e F; o nimero de fragSes existentes (ou ativas) na tarefa J. O modelo F
POSSUira:
- F' restrigbes (4.2), (4.4), (4.5).
- N restri¢tes (4.3).

- 3F + 2N variaveis.

A decomposicio do item anterior, implicara em:
- vetores linha ¢, — 3F; + 2 componentes.

- vetores coluna x, -—» 3F; + 2 componentes,

e(J)
z(j)
a(j,. k)
c 2[(11 B, 0 - g] X, = id(j, k) (A. 12)

a(ja ij )
r(jiks,)
id(j, k)
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onde a(j, k), r(j, k ),id(j k) significam as varidveis relativas a primeira das magquinas onde

existe uma fracfio da tarefa j alocada e a(j, ke ).r(J, ky ). id(j, kr ) as varidveis relativas 4

ultima maquina onde existe uma fragio da tarefa j alocada.

- matrizes A, — (F)X(3F, + 2) componentes.

- vetor coluna b — F componentes.

—

0 --- 0 0 0

0 1 -5, -1
Aj = :

0 -1 0 0

0 0 0 0

0

Cora
ik

ik

s |

(A. 13)

onde / ¢ a tarefa anterior a j na maquina k, p ¢ a tarefa posterior a j na maquina &, co1a € Cvy

sdo tempos de troca da primeira e Gltima fragbes entre todas consideradas. Cada linha da

matriz A, se refere a restrigo (4.2) relativa a uma fragdo ativa qualquer. Como a tarefa J

ossui apenas F; fragdes ativas, somente 4 F; elementos de A, serio ndo-nulos, considerando
K J vl

que todas as fragdes de j possuem fragdes posteriores, ou 4 elementos niio nulos paracada k

M,

- matrizes B, &> (2F; + 1)X(3F; + 2) componentes.

- vetores coluna b; — 25, + 1 componentes.

0 0 01 0
1 0100
0 -1 100
B.=,. . . . .
A
1 0 00 0
0 -1 0 0 0

0
0
0

0

0

(A. 14)

A primeira linha de B; se refere a restrigio (4.3), enquanto as outras se referem as

restricdes (4.5) e (4.4), nesta ordem.

O problema mestre seré:
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Minimize 33 (8,.z,())+t, e, (/A

JeT £
Sujeito a:
y ) keP
Z(af(j)k)_id{(jnk)—sjk'ré(.j>k))l‘j£Wza&’(ink)xifzcijk JekK, (A 15)
#=t e=1 icd,

&
dh,=1 jeT
£=1

A,20 jeT, ¢=12,...

=

4

2 j
onde z,7), ed)), afjk), r{k), id{jk) sio componentes do vetor X; €, portanto, s3o

constantes neste problema.
Os subproblemas serdo, paraj e I

Maximize _ﬂj'zf(j)waj‘ei(j)+ Z{w(jsk)mw(p:k)}af(.lﬁk)

kM,

= 2 WULK).5 1 (o k)= X w(j k).id,(j, k) + alfa,

keM; keM,

Sujeito a:

Zre (J.k)= q;
kel
a,(j,k)-z,(j)<d,, keM, (A. 16)
a,(jk)+e,(j)2d,, keM,
a,(j, k)< HY, keM,
id,(j,k)< HY, keM,

z,(/)20,¢,(j) 20,a,(j, k)2 0,r,(j, k)2 0,id,(j, k) >0, k eM,
onde z,(), ef)), ai.k), r{j.k), id(jk) (componentes do vetor X, ) sdo as varidveis do
subproblema. Os pardmetros w(j,k) que surgiram na fungdo objetivo, sdo as componentes do
vetor w, colocadas em fungio da fracdo de tarefa a que se referem. Observe que foram
introduzidas duas restrigdes, ndo presentes no modelo original, com o objetivo de nfio permitir
0 crescimento das variaveis a,(j k) e id{jk) acima de valores razodveis (HY). Isto torna o
subproblema limitado e evita a necessidade de introduzir direces extremas, além dos pontos
X;; j& introduzidos. Escolhendo valores suficientemente grandes para HV (maiores do que os

valores de a(j,k) e id(j k) nas solugBes percorridas durante as iteragdes do problema mestre), as



restrigOes adicionais ndo alteraro os resultados do modelo decomposto em relagio aos

obtidos com 0 modelo padrio.

A.1.3.3 Solucio analitica dos subproblemas

A variavel id,(j.k) esta presente em um termo da fungio objetivo dos subproblemas e
em restrigdes onde ndo existem outras variaveis, o que implica em:

idf(j,k)=0 paraw(jk)>0

iddjk)=HV paraw(j,k) <0 (A. 17)

Também a varavel rgjk) estd presente em um termo da fungiio objetivo dos
subproblemas e em restrigSes onde néio existem outras variaveis, o que implica em:

rdjk)=gq;  para o menor w(j,k).su

rdjk)=0  paraos demais k € M, (A. 18)

Removendo os termos da fungdio objetivo e restrigBes relativas as variaveis id,(j k),

rdj.k) e alfa; resta o seguinte subproblema reduzido, para j e T

Maximize _ﬂj-zz(j)_ajvee(j)”*” Z {w(j, k)——w(p,k)}.ag(j,k)

kEMj
Sujeito a:
a,(j,k)-z,(jysd,, keM,
a,(j,k)+e,(j)zd,, keM,
a, (k)< HV, keM,
z,(/)20,e,(j)20,a,(j,k)20, keM,

(A 19)

No subproblema reduzido acima, qualquer solugdo com HV > ajk) > 0 pode ser

factivel, o que facilita a analise através de hipoteses.

Se em uma determinada solugio, a,{j, k) é o maior tempo de término entre as fractes da
tarefa e a,(j.k) = d, o atraso da tarefa é determinado por esta fragdo. Se uma outra fragio
adj.k’) possuir {w(jk’) - w(p,k")} > 0, a fungio objetivo do subproblema ficard maior com o
crescimento de a,(j,k’). Como esta ultima fragdo ndo determina a atraso da tarefa, estara livre

para crescer ¢ aumentar a fun¢do objetivo, mas ndo poderd ir além de a,(j.k), sob pena de

carregar o atraso. A conclusdo € que, na solu¢io 6tima do subproblema reduzido, todas as



fragdes com {w(j,k) - w(p,k}} > O possuirdo o mesmo tempo de término, que sera chamado de
Amaxlj). E claro que aum(j) 2 d,, pois apenas o atraso e HV podem limitar o seu crescimento,

De forma anéloga, como o adiantamento ¢ calculado pela fragio com menor tempo de
término, todas as fragdes com {w(j,k) - w(p,k)} < 0, possuirdo o mesmo tempo de término, que
sera chamado de @win(/) < d.

Define-se entéio os seguintes pardmetros:

W ()= 2 {w(j.k)-w(p,k)} = Somatério dos termos {w(j,k) - w(p.k)} > 0. (A. 20)
Wk p)

W-())= 2 {wl,ky-w(p,k)} = Somatorio dos termos {w(j.) - w(p,k)} <. (A.21)
WA )

A substitui¢do dos novos parémetros na fungdo objetivo do subproblema reduzido deve
ser feita com hipoteses apropriadas, para lidar corretamente com atrasos e adiantamentos.
1) Todos {w(j,k) - w(p,k)} = 0.

Neste caso o0 maximo do subproblema reduzido serd atingido com z,(j) = e{j) = 0, o

que implica em a,(j k) = d,, para k € M,

2) Todos {w(j,k) - w(p,k)} > 0.

Neste caso, aj,k) = amax(f), para k € M;, e,(7) = 0 € 24j) = Gpaxlj) - d;. Substituindo na
fun¢io objetivo do subproblema reduzido, tem-se:

maximize {W*{(j)- B1a,..(J) %ﬂj.dj (A.22)
3) Todos {w(j,k) - w(p,k)} < 0.

Neste caso, a,(j,k) = amia/), parak € M, , z{j) = 0 e ej) = d; - awin(j). Substituindo na
fun¢do objetivo do subproblema reduzido, tem-se:

maximize {W‘(j)+aj}am(j)—aj.dj (A. 23)
4) Caso geral englobando todos os outros.
adj,k) = awin()), a7, k) = d; ou a,(j.k) = anaxlf), conforme {w(j,k) - w(p,k)} correspondente seja
negativo, nulo ou positivo.

Juntando os casos 2) e 3), conclui-se que:

8, ()= HV s¢ (W*(j)-B,}>0

(A. 24)
() =d; 56 ()~ B}<0



Gy (J)=d, se W (j)+a,}20

(A. 25)
a,,(j}=0se W (j)+a,}<0
2A)) = amanlf) - d; (A. 26)
ed) = d - amin(/) (A.27)

A solugdo pelo procedimento indicado acima é 6tima e pode ser obtida em um tempo
bastante curto em comparagio com o método Simplex aplicado aos subproblemas, o que

viabiliza a utilizagdo da decomposi¢io em problemas de dimensio média.
A.1.3.4 Solucio inicial do problema mestre

Considerando que o problema mestre ser4 resolvido com um quadro Simplex Revisado
e que o procedimento de adigdo de tarefas podera ser utilizado, sera suficiente encontrar uma
solugfo inicial factivel para o caso de apenas uma tarefa j e F; fragdes ativas.

Apesar do método de decomposicio utilizar pontos extremos oriundos dos
subproblemas, ndo € necessario utiliza-los numa solugdo inicial. Nesta, qualquer ponto do
conjunto .X; poderd estar na base, mesmo porque ap6s algumas iteragdes estes serdo
substituidos pelos pontos extremos que entrarfio na base e mesmo que ndo sejam, a
factibilidade da solugfio final estard garantida se os pontos iniciais estiverem em X, como pode
ser verificado em (A. 7).

Suponhamos que X, representa uma solugdo factivel para a tarefa j com F, fragBes
ativas sozinhas no modelo. O problema mestre possui uma restrigio para cada fraciio de tarefa
ativa e mais uma para cada tarefa, o que neste caso totaliza F; + 1 restrigdes, F; + 1 pontos
“extremos” e F; + 1 varidveis A correspondentes a cada ponto. Chamando de Ao @ varidvel
correspondente a X, € A a varidvel correspondente ao ponto X1, € possivel criar uma
solugdo factivel para o problema mestre, onde A, = 1 € Aiox = 0 para k € M, Como Xioo JA
representa uma solugdo factivel para o modelo, a tnica exigéncia sobre os outros pontos
iniciais € que X, € X], pois ndo causario qualquer influéncia sobre a solugdo do modelo, como
pode ser verificado em (A. 7). Esta liberdade seré ttil para fabricar uma solugio inicial em que
a matriz de bases B é particularmente simples.

As componentes dos pontos iniciais X« serdio as seguintes:

fracio j. & outras fracdes
aw(j,k) = T+ Sp.q; audj.k’) = d,



ralik) = g radjk’y =0

idx(jk) =0 idulj k)= d; (A. 28)

k()= t+suq~-d se Trspqi=d ou zu(j)=0 €aso contrario.
ex(j) =0 se Ttspq;2d; ou ew(j)=d - r-swq caso contrario.

onde 7 ¢ uma constante com dimensio de tempo a ser definida posteriormente junto com HV.
A soluglio em x,; ndo precisa ser factivel para o modelo completo (como nio ¢). Precisa
apenas satisfazer as restrigdes do subproblema ;.

Para facilitar a compreensdo, serd considerado um caso em que existem apenas 3
fragGes ativas nas maquinas 4, B, C. Substituindo X, € X, dados acima nas restrigdes do
problema mestre (A. 15), tem-se:

Thon + { oo, 4) - idooj.A) - Sp1. Yool f,A)}. Moo = CO4
T.hjios + {@oo(f, B) = idooj.B) - 8. Yoolj,B)}. Mjoo = COup
Thioc T {0/, C) - idoo(j,C) - 5. Toolf,O)}. Mjoo = cOyc

Mos + Mg+ Ao Moo =1 (A. 29)
onde os termos com a,(i,k) foram considerados nulos, uma vez que o tratamento adequado
entre tarefas anteriores e posteriores é feito pelo procedimento de adigiio de tarefas no item
A.12. Para considerar os termos constantes a(0,4), a(0,8) e a(0,C) que sdo os instantes de
disponibilidade inicial em cada maquina, estes sdo somados aos tempos de troca iniciais Copk,
formando os novos pardmetros cog. Isto é:
cog=cppara i€ T'(i#0) ecopp=co+a(0,k) para je T ke P. (A. 30)

Os tempos de troca utilizados em (A. 29) no sero necessariamente os tempos de
troca iniciais cor, porque a tarefa considerada, nio é necessariamente a primeira a ser
executada, embora no momento esteja sozinha no modelo. Os coeficientes de Moo nas trés
primeiras equagdes, sdo iguais ao lado direito destas, pois Ap, = 1 € Mot = Moz = Ko = 0, naa
primeira solu¢do do problema mestre. A matriz B’ corresponde aos coeficientes das varisveis

basicas nas restri¢des do problema e b° a0 lado direito das restrigdes. A partir de (A. 29):

T 0 0 coy €0,y

B - 0 v 0 coy . b° COyy (A 31)
0 0 1 cop €Oy
11 1 1

Ou, no caso geral:
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B’ :F'_I_E_ch:zl'} Y :{?ﬁﬂ (A. 32)

onde [1] € um vetor linha com F; componentes iguais a 1, [co;]' é um vetor coluna com F;

componentes coy € I € uma matriz identidade de ordem F,. A matriz inversa de B?, sera:
1 l{A I+[co, ] [1]} | —[co, = _|[0T

(B°)' =—| L™ e R A R 'S R (A. 33)
A 1

onde A= 7-[1]. [co,]' e [0]'¢é um vetor coluna com F; componentes iguais a 0. Para o caso

das trés fracGes,

(A+co, )/t co, /T co, /1 —C0o,, 0
(BO)"I _ i €O, /T (A +co,.13)/ T COuy /T “~CO,p B - 0
Al copln COe /1 (A+ o)/ T —Cop 0
-} -1 -1 T 1
onde: (A. 34)

A=1-(coy +coy, +coy)

O vetor €, corresponde aos coeficientes das variaveis basicas na fungiio objetivo, que

de acordo com o problema mestre (A. 15), cada componente ser4 fo, = Brzdf) +oj.ed)),eo

vetor w' sera:

WG = é?i(BO )71 = [[fojak] i jb_,ioa]'(Bo)_I = {:l[‘fojok]__]—(fojao - ZfC) [1} : 1(fojoa - ch):!
T A LA

onde:

Sfo = [ fojok} :[coy.] _ Z fo ok CO,

kel 1

(A. 35)

Finalmente, a fungdo objetivo do problema mestre, como esperado, é:

fobj=&3.b° = fo,, =B,.z,(j)+a,.e,(j) (A. 36)
A.1.3.5 Algoritmo para a solucio 6tima de uma tarefa

Qualquer solugio factivel pode ser usada em x;,, mas como mostra (A. 36), se for
possivel gerar uma solugfio 6tima por um algoritmo qualquer, o quadro mestre inicial do
problema decomposto também sera otimo e dispensara iteracdes para a busca da otimalidade

(estas serfio necessarias apenas no quadro adicionado pelo procedimento do item A. 1.2).
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Como a tarefa € a inica no modelo, néo existe acoplamento de outras, significando que
pelo menos o adiantamento pode sempre ser anulado calculando tempos ociosos adequados
antes das fragbes. O atraso serd minimo se os tempos ociosos forem anulados e os tempos de
termino das fragdes igualado, com a maior divisdo possivel para a tarefa. O procedimento do
item 6.2.1 com a(i,k) = 0 para todo k € M, pode ser utilizado no calculo das componentes de

Xjoo, O (Ue minimizara o valor da fungio objetivo em (A. 36).
A.1.3.6 Coluna de pivoteamento do problema mestre

Depois de resolver todos os subproblemas e selecionar o que possui maior funcdo

objetivo fo;, e ponto extremo correspondente x,,, a seguinte coluna é gerada:

MAJ,.xj,f
0 coluna coluna coluna
ny-l E - . ; , , (js k) _ . (p:k) a]fa J
B x| _% {ag(],k)—-zdg(],k)msjk.rg(],k)}. g |maR] T T
: (B")" ®")' ) @y’
L O —
(A. 37)

onde (p,) é a fracdo posterior a (k). Se ndo existir uma fragfio posterior a (j,4), a coluna (n.k)
serd nula. A indicag#o das colunas de (B")" pela frago ou alfa; correspondente, é conveniente
pois, na pratica, estas colunas estario ordenadas de uma forma complexa, devido ao
procedimento de adi¢io de tarefas e possuirdo rotulos de identificagio para uma correta
correspondéncia. O ordenamento ¢ o mesmo das linhas de B” que recebem o rétulo da fracdo
relativa a cada restrigdo, que é adicionada ao problema.

Para completar a coluna de pivoteamento, uma nova componente contendo Jo, €
colocada na linha correspondente 4 w” do quadro Simplex Revisado, normalmente a primeira

componente da coluna.

A.1.3.7 Factibilidade na adicfio de tarefas

O procedimento de adicfio de tarefas, descrito no item A.1.2, pode gerar uma solu¢do
infactivel ao transformar o quadro gerado pelos itens acima, o que pode ser evitado com uma
correta escolha do pardmetro 7 . O valor das variaveis basicas da nova solugdo adicionada,
dado em (A. 3), nio pode ser negativo, o que justifica um célculo explicito destas. De (A. 15),

conclui-se que:



0« 0 -a(k) -~ -a (k) 0 -« 0] | | [aGik)

(A.38)
onde a ordem das linhas e colunas na matriz C*' se torna diferente da descrigdo no

item A.1.2, devido ao procedimento de adigio de tarefas. Portanto, as novas componentes do

vetor b™ dado em (A. 3), seréio:

0 ~a(i, k) afi, k) +coy, . Zal

_ _ : : 1 :

bo_ BU _I.Cm-l.hn: - BO “l. -

(B") 0 (B7) —a(i,kp)| ta(, kpj)+co%j ZaA

1 o | (7T W(1-ZaA)

onde: (A. 39)

TaA = 1 Za(i,k)
AL

Apenas a Ultima componente pode se tornar negativa, portanto, a factibilidade do

quadro adicionado ficara garantida se;

1-%ab20 = 12 Y {a(i,k)+co, )} (A. 40)

keM,

A.1.3.8 Escotha de 7 e HV e normalizaces

As restrigOes que devem ser obedecidas por 7 sdo:

- De (A. 33):
A>0 = 1> Y co, (A 41)
keM,
- De {(A. 40):
> Z{a(i,k)wogk} (A. 42)

keM,



118

Numericamente, existe a conveniéncia de manter A afastado de zero, 0 que nio
ocorreria se a(i,k) = coz= 0 para k ¢ M, Portanto, é razoivel inserir o tempo de

processamento da tarefa j em (A. 42), para chegar a:

12 Y a(j,k) (A. 43)

keb,

Como se pretende utilizar 7 como base para uma normalizagio dos tempos envolvidos,

este deve ser comum a todas as tarefas, o que leva a;

T mgx{ Za(j,k)} (A. 44)

Se a tarefa com maior d; possuir um grande o, e for colocada como primeira da
sequiéncia em um problema de 1 maquina, é possivel que todas as outras se coloquem além de
d;. Portanto, € possivel que o maior & ou o maior a(0,£) seja o ponto de partida. Também é
preciso considerar o maior tempo de troca possivel para cada tarefa e que a alocagio ocorrera

na maquina com maior tempo de processamento. Juntando isto a (A. 44), chega-se a:

=M ?E; maxe(s,.q,)+ rz%c(cw) +M. max{njr_g’x(d Al maee(a(0, k))} (A 45)

onde o produto por M nos dois termos, ocorre devido a possibilidade de haver fragdes (mesmo
que nulas) alocadas em todas as maquinas. O pardmetro HV, até poderia ser calculado por (A.
45) com M = 1, mas devido aos pontos iniciais contidos em Xor (A. 28), a factibilidade estara
sempre garantida se:

HV =« ~é~rzr_gx(sjk.qj) (A. 46)

keP

O valor de 7 calculado por (A. 45) logo apds a entrada dos dados, servira como base

na normakizagio dos pardmetros envolvendo tempo. Isto ¢é;

=221 o gtV

v K (A. 47)
T sﬁt T ciﬂf ds = d.f
T Cor =T T

A normalizacio simplifica as expressdes utilizadas na decomposicio, economizando
opera¢bes de ponto flutuante e ainda melhorando a precisio numérica nos casos em que a
unidades de tempo dos dados de entrada se afastam muito de 1. Na saida, todas as varidveis e
a fungdo objetivo, a excegio de r(j,£), deverdo ser multiplicados por z, para que os verdadeiros

valores sejam conhecidos. E recomendével que os parémetros relativos a custos e quantidades,
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também sejam normalizados com bases proprias, ou indicados em unidades tais que os valores

ndo se afastem muito da unidade.

A.1.4 Exemplos usando decomposicdo

Os resultados de trés exemplos de tamanhos diferentes, foram executados com o

método Dual Simplex, e com a decomposicio, fornecendo os seguintes resultados:

N M  Fragdes f obj tempo Dual  tempo Decomp
3 3 9 96.8549 06 seg 03 seg
6 3 18 35.1978 .66 seg .03 seg
9 4 36 54.2488 15.19 seg 28 seg

As duas técnicas de resolugdo foram programadas em linguagem C, (IBM C/C++ para
0S8/2) e executadas em um microcomputador tipo PC AT 486 DX2 66 Mhz. £ importante
esclarecer que os tempos acima se referem 2 resoluciio de apenas um grupo de cada problema
onde todas as fragSes de todas as tarefas estdo presentes (um né da arvore de busca). No
procedimento de busca os tempos seriam muito maiores, pois diversos grupos em diversos

gabaritos precisam ser resolvidos.



