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Resumo

Neste trabalho analisamos e comparamos extensdes dos métodos classicos de pena-
lidades: métodos da Lagrangeana aumentada e da barreira logaritmica modificada. As
penalidades podem ser classificadas como externa e interna ou também por penalidade
e barreira. Os métodos de penalidade externa geram seqiiéncias de solugdes infactiveis e
de penalidade interna seqiiéncias de solugdes factiveis. O método da Lagrangeana au-
mentada é uma combinagdo dos métodos de penalidade quadrética e dual Lagrange.
Ja o método da barreira modificada combina o método de barreira logaritmica com o
método dual Lagrange. A estrutura desses métodos é bastante similar, ambos geram pon-
tos factiveis e infactiveis. Esses métodos foram aplicados a problemas ndo-lineares com
restri¢des de desigualdade e o desempenho dos algoritmos implementados é discutido
neste trabalho.

Palavras-chave: método de penalidade, método de barreira, método da Lagrangeana

aumentada, método da barreira logaritmica modificada.

Abstract

In this work we analyze and compare extensions of traditional penalty methods: aug-
mented Lagrangian and modified logarithmic barrier methods. The penalties may be
classified as external and internal or penalty and barrier. The external penalty method
generates a sequence of unfeasible solutions and the internal penalty method produces
a sequence of feasible solutions. The augmented Lagrangian method is a combination
of quadratic penalty and Lagrange dual methods. Already the modified barrier method
combines the logarithmic penalty and Lagrange dual methods. The structure of these me-
thods is very similar, both generate feasible and unfeasible points. These methods have
been applied to nonlinear problems with inequality restrictions and the performance of
algorithms implemented is discussed in this work.

Keywords: penalty method, barrier method, augmented Lagrangian method, modi-
fied logarithmic barrier method.
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Notacoes

R"™ — conjunto dos vetores z = (x1, 2z, ...,7,)"

xTy — produto escalar entre z e y € R", 2y = z1y; + 2ays + . ..

||z|| = /2Ty (norma euclideana)

Z7 — conjunto dos niimeros inteiros positivos
f(z) — fungdo objetivo

h;(z) — j-ésima restricdo de igualdade

gi(x) — i-ésima restri¢do de desigualdade

h(x) — vetor contendo as restri¢des de igualdade h(x) = (hi(z), hao(x), ..., hy(z))

+ TpYn

T

g(z) — vetor contendo as restri¢des de desigualdade g(z) = (g1(x), ga(), ..., gm(x))T

() — conjunto da regido factivel

(2. — conjunto da regido factivel relaxada

A; —multiplicador de Lagrange ou varidvel dual relacionado a j-ésima restrigdo de igual-

dade

1; — multiplicador de Lagrange ou varidvel dual relacionado a i-ésima restri¢do de de-

sigualdade

A — vetor contendo os multiplicadores de Lagrange relacionado as retri¢des de igualdade

)\:()\1,...,>\p)T



p — vetor contendo os multiplicadores de Lagrange relacionado as retrigdes de desigual-

dade = (:ula s mum)T

C* — denota o conjunto de fungdes f : R” — R tais que todas as derivadas de ordem

menor ou igual a k sdo continuas

9f(z)
Ox1
9f(=)
Vi(x)= o2 — gradiente de f
or(x)
Oxnp
Piw) Pl )
ox? 011075 0x101,,
P Pre L)
V2f(z)=| Owxdxy  0a3 %190, | — matriz Hessiana de f
I Pl L)
0x,0x, 0x,0T 0x2

L(z,\) — funcdo Lagrangeana relacionado a problemas de otimizagdo com restri¢des de

igualdade

L(z, pn) — fungdo Lagrangeana relacionado a problemas de otimizagdo com restri¢oes de

desigualdade
P(x) — fungdo penalidade
B.(z) — fungdo barreira logaritmica
Bz(x) — fungdo barreira inversa
Fp(x) — fungdo auxiliar de penalidade
Fi(x) — fungdo auxiliar de barreira

L 4(z,\) — funcdo Lagrangeana aumentada relacionado a problemas de otimizagdo com

restrigdes de igualdade

L A(z, ) — funcdo Lagrangeana aumentada relacionado a problemas de otimiza¢do com

restrigdes de desigualdade
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M (z, ) — fungdo barreira logaritmica modificada de Polyak

Mz (z, n) — funcdo barreira inversa modificada de Polyak

s; — variavel de excesso

¢ — parametro de penalidade ou relaxac¢do no caso da fungdo barreira modificada

3 — constante que incrementa ou decrementa o parametro de penalidade ou relaxac¢do
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Capitulo 1

Introducao

Desde o surgimento de um dos métodos mais conhecidos da otimizacdo, método do
gradiente ou método da maxima descida, desenvolvido pelo matemaético francés Augus-
tin-Louis Cauchy (1789-1857), sdo mais de um século e meio de estudos e aprimoramentos
de técnicas para solucionar problemas da programagao ndo-linear. O desenvolvimento de
métodos para otimizacado foi mais significativo na década de quarenta apds o surgimento
dos computadores. O primeiro método a destacar-se foi o método Simplex, criado por
Dantzig, para otimizacao linear. Aproximadamente na década de cinqiienta originaram-
se os métodos para otimizagdo ndo-linear restrita que visam solucionar esse problema
resolvendo uma seqiiéncia de problemas aproximados. Esses métodos sdo conhecidos
como métodos de penalidades.

Os métodos de penalidades dividem-se em penalidade externa e interna. Esses dois
métodos podem ser chamados, respectivamente, por penalidade e barreira classicas. A
estrutura algoritmica desses métodos é andloga, o que difere é a seqtiéncia de problemas
irrestritos que cada método gera.

O método de penalidade externa penaliza os pontos infactiveis tornando-os mais pré-
ximos da regido factivel. Ja o método de penalidade interna evita que os pontos factiveis
tornem-se infactiveis, penalizando os pontos que se aproximam da fronteira da factibi-
lidade. Os métodos de barreira foram introduzidos por Frisch [Fri55] e Carrol [CF61].
Tanto a teoria quanto a implementacdo do método de barreira foram extensivamente estu-
dadas na década de sessenta por Fiacco e McCormick [FM68]. Mas devido ao problema de
mal condicionamento da Hessiana da fungao barreira, causado quando seu parametro de

penalidade c torna-se muito grande, esses métodos deixaram de ser investigados durante

1



algum tempo. Esse mal condicionamento estd relacionado com o niimero de condigdo da
matriz Hessiana que se aproxima do infinito quando c cresce muito [BS93]. Os métodos
de barreiras sdo os mais antigos métodos de pontos interiores e voltaram a ter destaque
com os métodos de Karmarkar [Kar84] para programacao linear.

O problema de mal condicionamento ndo aparece somente nos métodos de penali-
dade interna, mas também no método de penalidade externa [BS93, Lue86]. Diante disso,
reformula¢bes que melhorem o desempenho desses métodos foram propostas [Hes69,
Pol92]. Esses métodos melhorados sdo o da Lagrangeana aumentada e o da barreira mo-
dificada.

O método da Lagrangeana aumentada foi desenvolvida por Hestenes [Hes69] e Pow-
ell [Pow69] e estudado por Rockafellar [Roc74] e Bertsekas [Ber76]. A Lagrangeana au-
mentada combina aspectos dos métodos de penalidade e dual Lagrange. Os dois métodos
operados em conjunto eliminam algumas desvantagens existentes quando esses sdo uti-
lizados individualmente. O método de barreira modificada introduzida por Polyak [Pol92]
insere multiplicadores de Lagrange e uma relaxacdo nas restrigdes em relagdo ao método
de barreira cldssica. Essa relaxacdo permite ao método operar com pontos infactiveis.
Tanto o método Lagrangeana aumentada quanto a barreira modificada sdo empregados
em problemas de grande porte como, por exemplo, o problema do fluxo de poténcia
otimo [Car04, Sou06].

No trabalho de Nash, Polyak e Sofer [NPS94] foram comparados os métodos da bar-
reira estabilizada com o método da barreira modificada. Neste artigo, o método da bar-
reira modificada obteve melhor desempenho comparado com o método da barreira es-
tabilizada. O método da barreira estabilizada opera somente com pontos factiveis e o
método da barreira modificada opera tanto com pontos factiveis quanto infactiveis. Como
este tltimo método, o método da Lagrangeana aumentada também ndo faz distin¢do de
gerar pontos factiveis ou infactiveis. Essa similaridade dos métodos da barreira modifi-
cada e da Lagrangeana aumentada nos motivou a analisar e comparar esses métodos.

Neste trabalho estudamos e implementamos os métodos primordiais da Lagrangeana
aumentada e da barreira modificada, como mostrados nos trabalhos [Roc74] e [Pol92],
respectivamente. Ndo usamos nenhuma técnica adicional que melhore o desempenho
desses algoritmos justamente para efeito de comparagao.

Esta dissertagao foi estruturada da seguinte maneira:

No Capitulo 2 apresentaremos os métodos de penalidades clédssicas: penalidade ex-



terna e interna. No Capitulo 3 veremos a extensdo do método de penalidade externa,
Lagrangeana aumentada. Mostraremos no Capitulo 4 a teoria do método da barreira mo-
dificada. Os testes e a maneira como foram implementados os métodos da Lagrangeana
aumentada e da barreira modificada veremos no Capitulo 5. A conclusdo deste trabalho
apresentaremos no Capitulo 6.



Capitulo 2

Método de Penalidade e Método da

Barreira

Neste capitulo apresentaremos os métodos primordiais utilizados na resolugao de pro-
blemas de otimizagdo restrita. Os métodos de penalidade e barreira, conhecidos respec-
tivamente por método de penalidade externa e método de penalidade interna, nos aju-
dardo na compreensdo dos métodos que veremos nos capitulos seguintes: método da
Lagrangeana aumentada e método da barreira logaritmica modificada. Os métodos de
penalidades (externa e interna) consistem em transformar um problema restrito em uma
seqiiéncia de problemas irrestritos parametrizados. Podemos resolver esses problemas
irrestritos através de métodos como o de Newton, quase-Newton, gradiente conjugado
entre outros. O método de penalidade externa, precursor do método dos multiplicadores
ou método da Lagrangeana aumentada, visa atuar sobre as restricdes nado factiveis por
meio de uma func¢do penalidade, com o propésito de “pressiona-las” no sentido de sua
factibilizacdo. Ja o método de penalidade interna evita que os pontos gerados “escapem”
da regido factivel, utilizando algum tipo de funcdo que penaliza os pontos que se apro-
ximam da fronteira do conjunto. Na Figura 2.1 podemos ter uma nogdo de como esses
métodos funcionam. Este capitulo foi elaborado tendo como referéncias [BS93], [Ber99],
[Fle81] ,[Lue86], [MS95], [NW99] e [PSU93] com a finalidade de ilustrar o funcionamento
desses métodos.



Regido Factivel Regido Factivel

*
LIS B el

(a) Penalidade externa (b) Penalidade interna

Figura 2.1: Comportamento dos pontos gerados pelos métodos penalidade e barreira.

2.1 Meétodo de Penalidade

Consideremos o seguinte problema

Minimizar f(x) @.1)
sujeito a z € €, '

onde [ : R" — R e {2 é o conjunto formado pelas restri¢cdes de igualdade e/ou desigual-
dade do problema (2.1). O método de penalidade visa resolver uma seqiiéncia de pro-
blemas irrestritos parametrizados, que chamaremos de subproblemas. Acrescentamos a
funcao objetivo do problema (2.1) uma penalizacdo obtendo o seguinte subproblema,

Minimizar Fp(x) = f(z) + ¢P(z), (2.2)

onde Fp(z) é a fungdo auxiliar de penalidade, ¢ é uma constante positiva, denominada
de parametro de penalidade, e P(z) é a fun¢do penalidade definida no R". A funcao
penalidade deve satisfazer as seguintes propriedades:

e P é continua;



e P(x) > 0 paratodo z € R";

e P(xz) = 0se somente se z € (2.

A seguir apresentamos alguns exemplos de fun¢des de penalidades classicas.

e Fungdo penalidade para problemas com restri¢des de igualdade:
p
P(x) = Ih(@), ¢ € Z}.
j=1

e Funcado penalidade para problemas com restri¢des de desigualdade:

P(z) = Z(max{o, —gi(x)})", ¢ € Z3.

i=1

e Funcdo penalidade para problemas com restri¢cdes de desigualdade e igualdade:
P m
P(z) =Y |h(@)"+ Y (max{0,—gi(x)})", q € Z.
j=1 i=1

Na Figura 2.2 exemplificamos o comportamento das fun¢des penalidades para restrigdes

de desigualdade, ou seja, P(z) = » _(max{0, —g;(x)})* para ¢ = 1 e ¢ = 2. Para ilustrar-
i=1
mos utilizamos a seguinte restri¢do,

g(x)=—2+3>0
A funcdo penalidade para esta restrigdo é
P(z) = (max{0,z — 3})".

Esta pode ser reescrita como,



(a) Py (x) = max{0,z — 3} (b) () = (max{0,x — 3})2

Figura 2.2: Representacdo grafica das fungdes penalidade com ¢ = 1 e ¢ = 2 para a
restri¢do g(z) = —x +3 > 0.

A fungdo penalidade mais utilizada é a func¢do penalidade quadratica’, ou seja, q=2.
E conveniente usarmos a fungdo penalidade quadrética para assegurar a sua diferencia-
bilidade na fronteira da regido factivel. Vejamos o caso mencionado anteriormente para
a restricao g(z) = —z + 3 > 0. Repare na figura 2.3 que a derivada da fun¢do penalidade
com ¢ = 1 ndo é continua em x = 3. Ja para ¢ = 2 preserva-se a diferenciabilidade da
fungdo P, e a continuidade de sua func¢do derivada. O termo de penalidade quadratico é
também conhecido por funcdo de penalidade Courant-Beltrami [PSU93].

Agora discutiremos um outro exemplo utilizando as seguintes restri¢des:

glx)= x—-2 >0

g(r)= —x+3 >0.
Observe na Figura 2.4 o comportamento da fungdo penalidade quadratica para essas
restrigdes, P(z) = (max{0, —z + 2}) gt (max{0,z — 3}) ? utilizando diferentes parametros

de penalidades.

!Neste trabalho seguiremos a descri¢ao da fungdo penalidade quadrética de algumas literaturas, [Ber99],
[Lue86] e [NW99].



@re={y wo2) (b) P4 (x) = maxc{0,2( ~ 3)}

Figura 2.3: Em (a) temos a derivada de primeira ordem da fung¢do penalidade P, e em (b)
temos a derivada de Ps.

Antes de apresentarmos o algoritmo do método da penalidade ilustraremos a fung¢do

auxiliar Fp(z, c) para o seguinte exemplo [BS93]:

Minimizar f(z) = 2% + 23 2.3)
sujeito a hz)=x1+x5—1=0 '

_ U2
cuja solugdo é z* = 3'3) -
A fungdo auxiliar de penalidade para esse exemplo é

c
Fp(r) =23 + 25+ 5(:{:1 + 9 — 1)7.

Na figura 2.5 temos as curvas de nivel da fungdo Fp(x) parac = 1, ¢ = 10, ¢ = 100 e

¢ = 1000. Note que para c=100 o ponto minimo da fun¢do Fp(z) estd bem préxima da
1 INT

solucdo 6tima do problema (2.3), z* = <§, 5) , € que para ¢ = 1000 visivelmente ndo

had nenhuma diferenga entre o ponto minimo da fungdo Fp(x) e a solugdo 6tima z*. Para

alguns problemas, podemos encontrar a solugdo resolvendo um tinico subproblema (2.2)
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Figura 2.4: Representagao grafica da funcdo penalidade quadratica com diferentes valores

para o parametro c.

com uma valor de ¢ muito grande. Essa estratégia recebe o nome shortcut (atalho) em

[Fle81] e nem sempre € eficiente.

Esquimatizaremos o método de penalidade no Algoritmo 2.1.1:

Algoritmo 2.1.1 Método de Penalidade

Dados 2° e R, e 3 > 1

k=0

Repetir até a convergéncia

1. 28 € argmin {f(z) + P (z)}

2. Ck—i—l — ﬁck

3. k=k+1

Os passos principais desse método sdo a resolugdo do subproblema (2.2) e a atualizagdo

do parametro de penalidade.
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Figura 2.5: Funcdo auxiliar Fp(x) para o problema (2.3) com diferentes parametros de
penalidade.
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Como em cada iteragdo k, c*™' > ¢* significa que ¢* sempre aumenta e s6 se consegue
mostrar a convergéncia do Algoritmo 2.1.1 quando ¢* — cc. Isso pode gerar problema de
mal condicionamento.

A dificuldade do método de penalidade, descrito no Algoritmo 2.1.1, cresce com o au-
mento do pardmetro c. Quando ¢ — oo os subproblemas (2.2) tornam-se computacional-
mente mais dificeis de serem resolvidos. Vejamos como isso acontece com o seguinte
exemplo,

Minimizar f(z) = (z1 +1)* + (23 — 1)?

.. (2.4)
sujeito a x1 =0

cuja solugdo é z* = (0,1)”. A fungdo a ser minimizada do subproblema (2.2) para (2.4) é

C

Fp(e) = (214 1" + (22 = 1)° + 3

7. (2.5)

A Hessiana da fun¢ido Fp(z) (2.5) é

24c¢ 0
V2 F = )
vl P(T) ( 0 2)

Observamos que o numero de condi¢do da matriz V2 Fp(x) tende para infinito quando
¢ — oo. Esse fato implica no mal condicionamento da matriz Hessiana V2, Fp(z) provo-
cando uma instabilidade numérica no método. Veremos no Capitulo 3 que um dos proble-
mas que a funcdo Lagrangeana aumentada elimina é a instabilidade originada na matriz

Hessiana presente no método de penalidade.

2.2 Método de Barreira

Consideremos o seguinte problema:

Minimizar f(x) (2.6)
sujeito a z € €, |

onde Q = {z|g;(x) >0,i=1,...,m} e f e g; sdo fun¢des continuas.
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Seja () o interior do conjunto €2 definido como,
0= {r € Qlgi(x) >0,i=1,...,m}.

Assumimos que 0 é um conjunto ndo-vazio e que qualquer ponto factivel que nao esta
em Q) pode ser aproximado arbitrariamente por um vetor de 592, isto é, dado qualquer =
factivel, x € (2 e qualquer 6 > 0, existe & Q) tal que ||z — z|| < 4. Esse tipo de conjunto
é conhecido como robusto. Na Figura 2.6 temos exemplos de conjuntos robustos e nido
robustos.

(a) Robusto (b) Nao Robusto

Figura 2.6: Exemplos de conjuntos robustos e ndo robustos.

No método de barreira, consideramos inicialmente uma funcao B(z) que é definida no
interior do conjunto €.

Uma fungio barreira B(x) definida no interior de €2 é tal que:
e 3 é continua;
o B(z) >0;

e B(x) — oo quando z se aproxima da fronteira de €.

12



As fungdes barreiras mais citadas na literatura sdo a inversa, definida como,

e a a logaritmica

A funcédo barreira inversa também denominada por barreira classica foi estudada por
Carrol [CF61] e a logaritmica foi estudada por Frisch [Fri55]. Note que ambas fun¢des
citadas acima sdo convexas se todas as restrigdes —g;(x) sdo convexas.

Para ilustrar a forma da fungdo barreira consideremos as seguintes restri¢oes,

gi(x)=2—2x>0

v

e a logaritmica como,
Be(x) =—In(2 —x) —In(4 — x).
Na Figura 2.7 apresentamos o grafico da fungdo barreira B(z) = —In(2 —z) —In(4 —z)
com diferentes parametros de penalidade c.

1
Notemos pela Figura 2.7 que o termo de barreira —5(z) se aproxima de zero para todos
c

o
os pontos interiores x €() quando ¢ — oo.

O método de barreira consiste em resolver uma seqiiéncia de problemas irrestritos

1
Minimizar ff(az) = f(z) + - B(x) 2.7)
sujeito a z €(),

onde Fp(z) € a funcdo auxiliar de barreira e ¢ é o parametro de penalidade. A seqtiéncia
de solugdes geradas {z"} do problema (2.7) esta relacionada com uma seqiiéncia de para-
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45

! * ¢=0.1

(1/c) BL(x)

Figura 2.7: Representacgdo gréfica da funcdo barreira com diferentes parametros c.

metros {c*} onde

F > k>, k=0,1,..., " — o0,

Desde que a fungdo barreira seja definida somente no interior de €2, os sucessivos x*'s
gerados pelo problema (2.7) devem ser pontos interiores. Como no método de penali-
dade, os subproblemas (2.7) podem ser resolvidos por qualquer método para problemas
irrestritos, como o método de Newton, quase-Newton, gradientes conjugados entre ou-
tros.

A funcdo barreira logaritmica tem sido muito pesquisada em métodos que geram
solugdes pertencentes ao interior de 2. Esses métodos sdo geralmente referidos como
métodos de pontos interiores e tém sido amplamente aplicados a problemas de programa-
¢do quadratica e linear seguindo o trabalho do matematico indiano Karmarkar [Kar84].

Agora analisaremos o comportamento da funcdo auxiliar de barreira logaritmica Fz(z)

para diferentes valores do pardmetro c. Para isto, utilizaremos o problema exemplo

14



[Ber99].

1
Minimizar §(xf + z3)

(2.8)
sujeito a 1 —2>0
cuja a solugdo 6tima é z* = (2,0)”.
A funcdo auxiliar de barreira para esse problema tem a seguinte forma:
1, 4 1

Na Figura 2.8 temos os gréficos da fungdo F3(x) para os valores de parametros, ¢ = 5,
¢ = 10, ¢ = 150 e ¢ = 500. Note que para ¢ = 500 o ponto minimo da fungdo Fp(x) esta
bem préximo da solugdo 6tima do problema (2.8). A estratégia shortcut, vista na Se¢do
2.1 para a penalizacdo externa, pode ser empregada também para a penalizagdo interna
utilizando um ¢ muito grande. Infelizmente essa estratégia nem sempre funciona.

Como ocorre no método da penalidade, a dificuldade em resolver os subproblemas
(2.7) cresce com o aumento do parametro c. Essa dificuldade se reflete em instabilidade
numérica e estd relacionada com o ntimero de condi¢do da Hessiana da funcdo Fx(z).

Utilizaremos o exemplo (2.8) para ver como isso ocorre. A Hessiana da fungdo (2.9) é

1
1+—— 0
V2, Fu(z) = c(ry —2)?

0 1

[ 1 \T
Os pontos estaciondrios de (2.9) para z; > 2 sdo da forma z = (1 +4/1+ -, 0) .
C

Substituindo esse ponto na Hessiana V2, F(x) obtemos,

1

1+ 0
V2, Fi(r) = 2c+1—-2vc?+c
0 1

1
uando lim 1 +
< c—00 2c+1 -2y +c

também tende ao infinito. Assim podemos comprovar a dificuldade em resolver os sub-

= 00, 0 namero de condi¢do da matriz V2, Fi(z)

problemas (2.7) a medida que c cresce.
No algoritmo (2.2.1) descrevemos o método de barreira. Os passos principais desse
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Figura 2.8: Funcado auxiliar F3(z) para o problema (2.8) com diferentes parametros de

penalidade.
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k

método sdo encontrar uma solugdo z* para o subproblema (2.7) e atualizar ¢* aumentando

seu valor por um fator (.

Algoritmo 2.2.1 Meétodo de Barreira
Dados 2° €0, e B>1
k=0

Repetir até a convergéncia

. 1
1. 2" € argmin Lealf(@) + c—kB(x)}

2. Ck—l—l — ﬁck

3. k=k+1

Praticamente as mesmas propriedades de convergéncia sdo validas para o método de
penalidade quanto para o método de barreira.

Os métodos de penalidade interna e externa sdo similares em alguns aspectos. Ob-
serve que o Algoritmo 2.2.1 é bem parecido com o Algorimo 2.1.1 visto na segdo ante-
rior. Tendo em vista que os objetivos de ambos os métodos sdo parecidos, penalizar para
aproximar-se da solucdo, a forma das fung¢des utilizadas nos métodos de penalidade e de
barreira sdo diferentes. Um penaliza pontos infactiveis e outro penaliza pontos que estdo
perto da fronteira da regido factivel.

Neste capitulo apresentamos os métodos cladssicos de penalidades externa e interna.
Esses combinandos com outros métodos, como por exemplo, o0 método dual Lagrange
geram outros métodos mais eficazes. No préximo capitulo veremos o método da Lagran-
geana aumentada que é uma extensdo do método de penalidade externa.
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Capitulo 3

Lagrangeana Aumentada

O método da Lagrangeana aumentada e da barreira modificada, este tltimo veremos
no Capitulo 4, sdo oriundos dos métodos classicos de penalidades. Os métodos de penali-
dades externa e interna geram, respectivamente, seqiiéncia de solugdes primais infactiveis
e factiveis. Para que esses métodos convirjam é preciso que o parametro de penalidade ¢
cresga infinitamente. Isso pode causar uma instabilidade ntiimerica nesses métodos.

Hestenes [Hes69], Powell [Pow69] e Polyak [Pol92] introduziram extensdes dos méto-
dos classicos de penalidades. Isso foi motivado devido a algumas desvantagens encon-
tradas nos métodos de penalidade e da barreira. Hestene e Powell criaram a Lagrangeana
aumentada, uma extensdo da penalidade externa. Polyak introduziu a barreira modifi-
cada baseada na penalidade interna, permitindo a esse método gerar pontos infactiveis.
Uma das diferencas dessas extensdes com os métodos cldssicos de penalidade, é que a
Lagrangeana aumentada e barreira modificada além de gerarem solugdes aproximadas
primais geram também solu¢des aproximadas duais.

Daqui em diante, focalizaremos nossa atencdo, neste capitulo, na Lagrangeana au-
mentada.

O método de Lagrangeana aumentada, chamado também de métodos dos multipli-
cadores, foi apresentando a comunidade académica em uma conferéncia de 1968 [Roc73b]
pelos matemaéticos Hestenes [Hes69] e Powell [Pow69]. Cada um desenvolveu seu tra-
balho de forma independente.

O método dos multiplicadores foi aplicado inicialmente & problemas de otimizagdo
com restri¢des de igualdade. Outros pesquisadores como Miele, Cragg, Levy, Moseley
dentre outros [MCIL71, MCL71, MMLC72] trabalharam nesses métodos modificando-
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os computacionalmente ou desenvolvendo novas técnicas de atualizagdes dos multipli-
cadores. Mas todas essas técnicas foram desenvolvidas para problemas com restri¢des de
igualdade. Rockafellar [Roc74] foi o primeiro a propor um algoritmo andlogo ao método
dos multiplicadores de Hestenes e Powell para problemas de desigualdade.

Para facilitar a explanagdo do método da Lagrangeana aumentada apresentaremos
primeiro sua aplicagdo em problemas com restri¢des de igualdade e depois extenderemos
sua aplicacdo para os problemas com restri¢des de desigualdade.

3.1 A Funcao Lagrangeana Aumentada - Restri¢des de igual-
dade

Consideremos o seguinte problema de otimiza¢do com restri¢des de igualdade

Minimizar f(z) 3.1)
sujeito a hij(z) =0, j7=1,...,p .

onden>p, f:R"—=R h:R*" =R, j=1,....,pe f,h,...,h, € C".
Inserindo pertubacdes ¢; nas restricdes de igualdade de (3.1), obtemos o seguinte pro-

blema pertubado:
Mi'n.imizar f(x) | (3.2)
sujeitoa h;(z) =¢&;, j=1...,p.
Aplicando a penalizacdo quadrética em (3.2) obtemos,
c p
Minimizar f(x) + B Z[hj (z) — &%, (3.3)
j=1
Notemos que com as pertubagdes {;, j = 1,...,p, ¢ ndo precisa tender ao infinito.
Expandindo a fung¢do objetivo do problema (3.3) obtemos,
c p p c p
f@)+5 ) hi(w) =Y i)+ 5D & (3.4)
j=1 j=1 i=1
c p
Considerando \; = c¢§; para j = 1,...,p e ignorando a constante 3 Z 532 ficamos com

J=1
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a seguinte fun¢do que é denominada fungio da Lagrangeana aumentada:

Lalw.X) = F(@) = D Nhye) + 5D R). (3.5)

Podemos ver que a fungao (3.5) é a funcdo auxiliar de penalidade Fp(x) aplicada ao
seguinte problema:

Minimizar f(z) — Z Ajh;i(z)

sujeito a hi(z) =0 j=1,...,p.

Observamos que a fungdo objetivo desse problema é a Lagrangeana do problema (3.1)
sujeita as mesmas restri¢des de igualdade. Isso significa que a Lagrangeana aumentada
escrita em (3.5) pode ser interpretada como a fung¢do auxiliar de penalidade Fp(z) associ-
ada ao problema (3.1), ou seja,

p
Fnl Z )+ = Zh2 = Lz, ) c).

Desse modo, podemos observar também que a funcéo (3.5) difere da fun¢do Lagran-
geana do problema (3.1) pelo termo quadratico. Por outro lado, o termo envolvendo os
A,’s diferenciam a fungdo definida em (3.5) da fun¢do auxiliar de penalidade associada ao
problema (3.1). Assim, podemos dizer que a funcdo Lagrangeana aumentada £4 é uma
combinacdo das fun¢des Lagrangeana £ e penalidade P.

Seja z* = (z},23,...,25)" e X* = (A}, A5,..., ;)" a solugdo 6tima primal e dual, res-
pectivamente, do problema (3.1). Observe que o gradiente da Lagrangeana aumentada é

igual a zero no ponto (z*, \*) para qualquer c,
p
VLa(z*, \) = Z A Vhy(x*) + ¢ hj(a*)Vhy(z*) = 0. (3.6)

Isso ndo necessariamente ocorre com a fungdo de penalidade quadratica. Sabendo que
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x* é a solugdo de (3.1) e aplicando a penalidade quadratica a esse problema,
c p
Fplw) = fla) + > hyx)?, (3.7)
j=1

note que o gradiente da funcao Fp s6 serd igual a zero se V f(z*) também for,

VaFp(r*) = Vf(z*) + > hi(a*)Vhy(z*) = Vf(27). (3.8)

j=1

Para ilustrar o comportamento da funcdo Lagrangeana aumentada utilizaremos o
exemplo (2.3) da Segdo 2.1, onde as solugdes 6timas do primal e dual sdo respectivamente,

"= (1, 1)T e \* = 1. A funcdo Lagrangeana aumentada para esse problema ¢é

272
La(z,\) =a]+25 — Moy +a0 — 1) + g(azl + xy — 1)%. (3.9)
Na Figura (3.1) apresentamos o grafico da funcdo (3.9) para diferentes valores de A
ec: (a) La(z,0), ¢ = 1; (b) [,A<x,%>, = %; © @@,%), c=1le(d £A<:1:,§>, ¢ =

2. Para os valores ¢ = 1 e A = 0 a fungdo L 4(x,0) coincide com a fun¢do auxiliar de

penalidade Fp(z), com parametro de penalidade igual a 1. Os mimizadores de cada caso

sdo respectivamente, x = (1 1)T T = (1 1>T T = (§ §>T er = (é é>T Note que
474) 7 373/ 8’8 99

para os valores ¢ = 2 e A = — o ponto minimo de £ 4(z, \) estd bem préximo da solugdo

6tima do problema (2.3).
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Figura 3.1: Gréficos da fun¢do Lagrangeana aumentada (3.9) com diferentes valores de
parametros de penalidade e multiplicadores de Lagrange.
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3.2 A Funcao Lagrangeana Aumentada - Restri¢oes de de-

sigualdade

Da mesma forma como abordamos o problema com restri¢des de igualdade, con-
duziremos a defini¢do da fungdo Lagrangeana aumentada para o problema com restri¢oes
de desigualdade. Consideremos o seguinte problema:

Minimizar f(x)

. . (3.10)
sujeitoa  gi(z) >0, i=1,....,m

onde f:R*" =R, g :R*" =R, i=1,....me f,g1,...,gm € CL.
Vamos representar o problema (3.10) transformando as restrigdes de desigualdade em

restri¢des de igualdade inserindo variaveis auxiliares de excesso como,

Minimizar f(x)
sujeito a gi(r)—s;,=0, i=1,...,m (3.11)

SiZO, z:l,,m

Consideremos um subproblema de (3.11) para o qual sdo ignoradas temporariamente

as restricoes s; > 0, 1 =1,...,m,

Minimizar f(z)

sujeito a gi(x) —s;, =0, i=1,...,m.

Definimos entdo uma fungdo Lagrangeana aumentada auxiliar para esse subproblema

comao:
m m

La(aops) = fl@) = D ulgi(e) = s+ 5 2 loi(a) - sif” (3.12)

i=1 i=1
A Lagrangeana aumentada (3.12) nos permite calcular a condicdo de estacionariedade

em relacdo as varidveis de excesso s;, ou seja,

0 LA (x,p,s) = 0.

887: S :§¢
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Dessa condic¢do concluimos que
i — clgi(x) — 8] = 0. (3.13)

Da equagédo (3.13) obtemos a solugdo §; para o minimo da Lagrangeana aumentada
auxiliar £ 4/,
5 = —% + gi(x). (3.14)

Considerando agora a restricdo sobre a varidvel de excesso s; > 0 no ponto de minimo
irrestrito (3.14) da Lagrangeana aumentada, obtemos:

2
m ,uz ~
— ,ses; >0
min{Ly' (. 1, )} = f(&) = 2, . (3.15)

=1 | Migi(x) — §gi($)2 ;e 5, >0

Assim definimos a fun¢do Lagrangeana aumentada associada ao problema (3.1) como

LA (x,p,s) = msin{EA'(x, w,s)}

que resulta na expressao:

2

a5 , S€ gl(m) Z -
Lalw,p) = flx) =) 2, c (3.16)
i1 | pagi(z) — §gi(a;)2 , caso contrério.

Para o problema com restricdo de desigualdade (2.8) da Sec¢do 2.2, a fungdo Lagrange-
ana aumentada tem a seguinte forma,
2
1 0
1 —, sex; > 2— —
Lalw,p) = (@} +a3) = 20 . e
p(ry —2) — 5(1’1 —2)%,  caso contrério.

Nesta secdo apresentamos os passos para a constru¢do da funcgao (3.16). Esta funcdo
sera utitilizada para encontrar a solucdo primal no método da Lagrangeana aumentada

que veremos na Segao 3.3.
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3.3 Método da Lagrangeana Aumentada

Consideremos o problema com restri¢des de desigualdade(3.10). A aproximagao pri-

mal desse problema é

Minimizar f(x) + g Z max{0, —g;(z)}?, ¢ — oo. (3.17)
i=1

A aproximagdo dual, baseada nas condi¢des de KKT, substitui o problema (3.10) pela

seqliéncia de problemas da forma,
Minimizar f(x) — > pigi(x). (3.18)
i=1

Os p;’s de (3.18) constituem uma seqiiéncia de maximizadores para o problema dual or-
dinario [Roc73a],
max P (u) 2 inf Lo(x, p) (3.19)

onde
fe) = migi(x), sepu>0
Lo(w,p) = i=1
—00, caso contrario.

A desvantagem do método de penalidade é que quando ¢ — oo, o problema (3.17)
pode-se tornar instavel. Ja para o método dual, caso a fungdo objetivo f ndo seja es-
tritamente convexa, a seqiiéncia gerada {z*} do problema (3.18) ndo é necessariamente
a sequiéncia do problema primal (3.10). A Lagrangeana aumentada mescla esses dois
métodos para eliminar as desvantagens inerentes aos métodos de penalidade e dual.

Na figura 3.2 temos os passos principais do método da Lagrangeana aumentada.

Como comentado no inicio deste capitulo, o método Lagrangeana aumentada apre-
senta dois ciclos: interno e externo. O ciclo interno envolve a minimizacdo da fungao
Lagrangeana aumentada onde o parametro de penalidade e os multiplicadores de La-
grange sdo fixos. Nesse ciclo pode-se usar qualquer método para minimizagdo irrestrita.

Neste trabalho optamos pelo método de Newton:

V2L (2" NF) A = =V L4 (2% \F) (3.20)
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para o problema

Minimizar L p

Figura 3.2: Passos principais do método da Lagrangeana aumentada.

onde Az é a direcdo de descida [BS93, DS93, Lue86, PSU93]. Esse ciclo acaba quando
VL A(z%, A\¥) < ¢, onde €; é um valor pequeno. No Apéndice B temos um pouco da teoria
sobre o método de Newton.

O ciclo externo constitue-se nas atualizagdes dos multiplicadores de Lagrange e do
parametro de penalidade c. Primeiramente, vamos ver a atualizagdo dos multiplicadores
de Lagrange para os problemas com restri¢des de igualdade. Faremos isso para facilitar
o entendimento para os problemas com restrigdes de desigualdade.

Calculando o gradiente da fungdo(3.5) obtemos:

m

VL(z, ) ) = > [N — chy(x)] Vhy(x). (3.21)

J=1



Comparando (3.21) com a condigdo de estacionaridade do problema (3.1)
p
VL(w,N) = Vf(x) = Y NVhy(a),
j=1
temos a seguinte regra de atualizagado:
)\"H—l _ /\k‘ _ Ckhi(l’k+1).

Reescrevendo (3.22) de forma vetorial temos,

)\k—i-l — )\k: . Ckh([Ek—H).

(3.22)

Observe que essa atualizagdo nada mais é que a aplicagdo do método do gradiente! ao

problema,

k
Maximizar L4 (¥ \) = f(2F) — ATh(2"h) + %Hh(zkH)HQ

em relacdo a variavel dual \. A diregdo de subida é dada pelo vetor —c*h(zF+1).

(3.23)

Para problemas com desigualdade a regra de atualizagdo dos multiplicadores de La-

grange é obtida de maneira analoga ao problema (3.1).

Calculando o gradiente da funcao (3.16) obtemos:

0 i > ——
VLA, ) = Vi)~ seaile) 2~
= | [ —cgi(x)] Vgi(z) ,caso contrério.

Comparando (3.24) com a condic¢do de estacionaridade do problema (3.10)

VL(z,p) =V f(z)- ZMngi($)7

(3.24)

!Esse método é também conhecido como método de subida quando o problema for de maximizar uma
fungdo objetivo e método de descida caso queira encontrar o valor minimo de uma fungdo [BS93, DS93,

Lue86, PSU93].
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obtemos a seguinte atualizacdo para os multiplicadores de Lagrange:

i
0 ,se g;(x) > ——

i = 9:(@) 2 = (3.25)
uk — cFg;(z**1) | caso contrario.

O 2" utilizado nas atualizagoes (3.22) e (3.25) é a solugdo aproximada obtida no ciclo
interno.

E no ciclo externo também que ocorre a atualizacdo do parametro de penalidade
c. Apresentaremos agora, algumas atualiza¢des do pardmetro ¢ encontradas em alguns
trabalhos da literatura. No artigo de Hestenes [Hes69] ndo se dd4 muita énfase nas re-
gras de atualiza¢do, mas ressalta-se que ndo é dificil obter um critério o qual assegure
a convergéncia do método. Vale lembrar que neste artigo, Hestenes sugere um método
para problemas com restrigdes de igualdade. Powell demonstrou em [Pow69], que se a
condicdo suficiente de segunda ordem for satisfeita, o algoritmo do método dos multipli-
cadores aplicado ao problema (3.1) converge localmente com um raio linear, sem precisar
que ¢ — oo. No trabalho de Miele, Moseley, Levy e Coggins [MMLC72] sdo sugeridas
duas técnicas de atualizagdo de c. Uma foi desenvolvida para ser usada com o método do

gradiente ordindrio
A

Oxk+1

1
- p
23" [3hj($’““)] 2
j=1
e a outra com os métodos de gradientes conjugados e de quase-linearizacdo modificado

p b (k1
Ml Z )\Jh](: 1 2>'
j=1 hj (CE N )
Esses métodos mencionados sdo utilizados no ciclo interno. Uma outra abordagem
para atualizagdo vem do algoritmo LANCELOT? implementado por Conn, Gould e Toint
[CGT92]. A atualizagdo de ¢ funciona assim: quando z"™ estd longe da factibilidade

mantém-se os multiplicadores de Lagrange inalterados, \*™! = A\*, e aumenta-se o valor

2Esse algoritmo é designado a resolver problemas com restricdes de igualdade e canalizadas, isto &,
l; <z; <wuj,j7 =1,...,p, onde l; é o limite inferior (lower) e u; é o limite superior (upper). A fungdo
Lagrangeana aumentada do LANCELOT s6 incorpora as restri¢des de igualdade.
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de ¢**1, ou seja,
A = Bc*, onde 5 > 1 (3.26)

para penalizar a fungdo £ 4. Agora quando z* estd bem proximo da factibilidade atualizam-

se os multiplicadores pela formula (3.22) e ndo se aumenta c**!.

Para problemas com
restrigdes de desigualdade Rockafellar [Roc73a] mostrou que se —g;(z),i = 1,...,m, sdo
convexas e ndo necessariamente diferencidveis, o método converge globalmente com um
valor de c fixo.

Neste trabalho implementamos o método da Lagrangeana aumentada com c variando
conforme a regra 3.26 e com um valor ¢ > 1 fixo.

Na Secdo 2.1, vimos que as solugdes geradas pelos subproblemas (2.2), aproximam-se
da solugdo 6tima quando o pardmetro de penalidade tende a infinito. Isso pode oca-
sionar problemas de mal-condicionamento e instabilidade numérica associados a fungao
Fp. Diferente do método de penalidade, o método Lagrangeana aumentada atualiza dois
parametros: a penalidade e os multiplicadores de Lagrange. O que o método faz real-
mente é aproximar os multiplicadores de Lagrange, A e/ou 1, dos multiplicadores 6timos,
A" e/ou p*. Assim ndo precisa que o parametro c tenda a infinito para que o método con-
virja para a solugdo 6tima.

Explicaremos agora, o que ocorre entre o método de penalidade e Lagrangeana au-
mentada. Para isso, utilizaremos a funcdo auxiliar de penalidade quadrética para o pro-
blema (3.1)

B D
Fplz, ) = fa*) + % Z hy(z)2. (3.27)

Omitiremos a explicacdo para os problemas com restri¢des de desigualdade. Mas o
que ocorre entre os dois problemas, tanto com os de restri¢des de igualdade quanto com

os de desigualdade, é muito parecido. Derivando a fungédo (3.27) em relagdo a =, obtemos
p
VoFp(z, ) = Vo f(z) + &Y hi(x)Vahy(z). (3.28)
j=1
Comparando com a condigdo de estacionaridade

VoL(z, M) = Vo f(z) = > N Vahy(x)
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obtemos a seguinte aproximagao
)\j ~ —Ckhj<l'k+1) (329)

onde z**! ¢ a solugdo inexata do problema de minimizar a fungdo (3.27), ou seja, satisfaz
apenas as condic¢des de primeira ordem de KKT.
O teorema 17.2, pagina 497, de [NW99], nos diz que o limite do lado direito de (3.29)
quando k — oo é A,
lim —c*h;(a") = AL (3.30)

k—oo

Observamos em (3.30) que a factibiliade somente é obtida quando ¢* — oco. Ja no método

Lagrangeana aumentada temos de (3.22) a seguinte aproximacdo

hj(z"th) = —Clk(x;f — ). (3.31)
Note que se A} estiver muito préoximo de )}, a infactibilidade de z* é bem menor. Isso
taz com que c ndo precise tender ao infinito para que esse método convirja para a solugdo
6tima. Dessa maneira, a fun¢do Lagrangeana aumentada elimina o problema de mal
condicionamento existente no método de penalidade.

[lustraremos agora o comportamento da fungdo L4(z, \,) quando A — A\ e c — o0

através do seguinte exemplo,

Minimizar 2% + 23

. (3.32)
sujeito a 29 —2=0
com solucdo 6tima em z* = (0,2)” e A = 4. A Lagrangeana aumentada é
2, .2 ¢ 2
La(x,\) =27 +x5— N2 —2)+ 5(9(:2 —2)°. (3.33)

Utilizando a condigado de estacionariedade obtemos

A+ 2c
z1(Ac) =0 Ta(\, ¢) = S
Para ¢ > 0 temos
lim (A, ¢) =0 e lim z5(\, ¢) = 2.
A—A* A—AF
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Na Figura 3.3 podemos ver que quando A — \*,  fica mais préximo da solugao 6tima,

ouseja, r — x”.

4 T T T
] ) J/
15 15 9 T 5 v
350 350
é)
o , N\
L 6‘ 4 3 L
T"o 7
251 >
)
" )
2 *
2 1
& 15 N ;
- o
1 X a
N
05 d 05f N
0 1 00 4
05l x  Valor minimo da fungao LA(x,k), x=(0,1)|| 05l x  Valor minimo da fungdo LA(x,x), x=(0,11/6)| |
* Solugo do problema, x'=(0,2) 15 * Solugdo do problema, x*=(0,2)
_1 1 1 A} 1 1 M _1 1 ) D Lo
-1 0 1 2 3 4 -1 0 1 2 3 4
X X
7
@A=lec=1 (b))\:gec:l

Figura 3.3: Comportamento da funcao (3.26) quando A — \*.
Agora vamos estabelecer A constante e ¢ variavel,

lim z1(\,¢) =0 e lim z5(\, ¢) = 2.

C—00 Cc—00

Como acontece também com o método da penalidade, a Figura 3.4 mostra que quando
¢ — oo temos que r — z*.

Para comegar o algoritmo, alguma suposigdo para o parametro e os multiplicadores
sdo necessarias. Geralmente, atribui-se o vetor nulo como vetor inicial para o multipli-
cador de Lagrange. O método é finalizado quando as condi¢oes de KKT do problema sdo
satisfeitas. Apresentamos nos algoritmos 3.3.1 e 3.3.2, respectivamente, os métodos da
Lagrangeana aumentada para os problemas com restri¢des de igualdade e desigualdade.
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Figura 3.4: Comportamento da fungdo (3.26) quando ¢ — oc.

Algoritmo 3.3.1 (Lagrangeana Aumentada - Para o Problema (3.1))

Dados 2° e R*, N0 e RPe ¥ > 0
k=20

Passo 1: z" € argmin {L 4(x, \¥)}

Passo 2: Atualizar \;, i =1,...,p
/\§+1 _ )\;? + Ckhj(xk+1)

Passo 3: Atualizar cFt!

Passo 4: Testar as condicoes de KKT.
Se satisfeitas, pare.
Sendo, wvolte para o Passo 1
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Algoritmo 3.3.2 (Lagrangeana Aumentada - Para o problema (3.10))
Dados 2° € R, i’ € R™ e ® > 0
k=0

Passo 1: 2" € argmin {L 4(z, u*)}

Passo 2: Atualizar y;, i=1,...,m
Se gi(a*+) > —pf /e, pitt =0
Sendo, pufT = 4 Fgi(aF)

Passo 3: Atualizar ¢F+!

Passo 4: Testar as condicoes de KKT.
Se satisfeitas, pare.

Sendo, wvolte para o Passo 1

Neste capitulo vimos a extensdao do método de penalidade quadratica. No préximo,
veremos a extensdo do método da barreira logaritmica: método da barreira logaritmica

modificada.
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Capitulo 4

Barreira Modificada

O método da barreira modificada foi introduzido por Polyak [Pol92] em 1992. Este
método é uma extensdo do método de barreira cldssica, mas diferentemente deste aceita
pontos infactiveis. Os métodos barreiras modificadas combinam as melhores propriedades
das fung¢des lagrangeanas e barreiras cldssicas, e eliminam as deficiéncias existentes dessas.
A Hessiana da funcéo barreira torna-se mal condicionada quando os pontos gerados se
aproximam da solugdo 6tima. Isto ndo acontece com a Hessiana da fungdo barreira mo-
dificada. A convergéncia do método da barreira modificada é finita enquanto que o do
método de barreira cladssica é assintética. O método da barreira modificada permite que a
solucdo gerada possa estar na fronteira da regido factivel. Ja o método da barreira cléssica
a solugdo pode estar proxima a fronteira mas nunca alcanga-la. Uma qualidade impor-
tante é a representacdo explicita dos multiplicadores de Lagrange. Para obter a solugao,
o pardmetro de barrreira do método barreira modificada ndo precisa crescer indefinida-
mente, mas isso s6 é valido se os multiplicadores de Lagrange estiverem convergindo
para a solugdo dual 6tima do problema. Para iniciar o0 método da barreira modificado
ndo precisamos de um ponto factivel como no método da barreira classica. O método
de barreira modificada desenvolvido por Polyak trata apenas de restri¢cdes de desigual-
dades. Mas extensdes desse método foram criadas podendo ser aplicados a problemas
com restri¢des de igualdade e desigualdade, como é o caso do método primal-dual bar-
reira modificada de Sousa [Sou06].
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4.1 A Funcgao Barreira Modificada

Considere o seguinte problema,

Minimizar f(x) 1)
sujeito a gi(x) >0, i=1,...,m '
onde f:R*" - R, g, :R*" =R, i=1,....me f,g1,...,gm € C%
As fungdes barreiras modificadas citadas por Polyak [Pol92], como o nome ja diz, sdo

modificacoes das funcdes de barreiras classicas de Frisch e Carrol.

1 m
xr)— — Ing;(z) ,se x €
Funcao de Frisch: ¢(x) = ) c ; ()
\ 00 ,se x &)
( 1 m
- - ,se x € ()
Funcio de Carrol: x(z) = c ; gi(x
\ 00 ,se x &)

Essas fun¢des conhecidas também como funcado logaritmica e inversa, respectivamente,
sdo as mais famosas das fungdes barreiras. A desvantagem de uséa-las é que essas, tal
como suas derivadas, ndo estdo definidas na solu¢do 6tima z* do problema e estas func¢des
crescem infinitamente quando x — z*. A solucdo para isso, proposta por Polyak foi re-
laxar o conjunto das restri¢oes factiveis.

As fungdes barreiras modificadas definidas por Polyak associadas ao problema (4.1)
sao:

e Funcao barreira logaritmica modificada de Polyak

1
x) p ; pilnfcgi(z) +1] ,se z €

Mp(z,p) = (4.2)
00 ,se x &)
¢ Funcao barreira inversa modificada de Polyak
! i se x¢€)
M(w,p) = ¢ & cgila (4.3)
00 ,se x &)
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Antes de apresentarmos o desenvolvimento dessas fun¢ées vamos observar o exem-
plo abaixo retirado do artigo de Polyak [Pol92]. Nesse exemplo inserimos algumas restri-
¢Oes que limitam x; superiormente e inferiormente. Isso foi feito para limitarmos a regido

factivel. Vamos considerar o seguinte problema:

Minimizar f(z) = 23 — 3

sujeitoa  gi(r)=2—-1 >0
g2(x) = 22 >0 (4.4)
g3(x)=4—x; >0
gu(x) =2+ >0

Nesse exemplo vamos considerar apenas o conjunto factivel do problema (4.4). De-
fineremos o conjunto factivel como Q2 = {z € R" |2—zy > 0, 2 > 0, 4—x1 > 0, 2427 > 0}.
Expandindo por um fator ¢ (neste exemplo vamos considerar ¢ = 1) e deslocando por
um fator unitdrio cada uma das restricdes do problema (4.4), temos o seguinte conjunto
Qe={zeR"|c(2—22)+1>0, cra+1>0,c(4d—21)+1>0, ¢(24+z1)+ 1> 0}. Na
Figura 4.1 temos a representagdo grafica dos conjuntos €2 e (..

_2 I I I I I I I I I

Figura 4.1: Representacdo gréfica dos conjuntos (2 e (2. do problema 4.4.
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Note que (2 esta contido em €2.. Independente da escolha das fungdes barreira modi-
ficada Polyak, seja a logaritmica ou a inversa, é no conjunto 2. que o método trabalha.
Veja na Figura 4.1, que o método barreira modificada permite gerar pontos infactiveis em
relacdo ao conjunto 2. Eis ai o porqué de comparar com o método Lagrangeana aumen-
tada. Observe também que quando aumentamos o pardmetro ¢ expandimos ainda mais
o conjunto §2.. A fungdo barreira modifificada é considerada uma Lagrangeana interna,
pois mesmo que produza pontos infactiveis de 2, 0 método ndo gera pontos que nao
pertencam a €2..

Vamos agora conferir como chegamos na funcdo barreira modificada. O desenvolvi-
mento da fungdo (4.3) é andloga a funcédo (4.2).

Desenvolvimento da Funcdo de barreira logaritmica modificada de Polyak
1. Multiplicamos por ¢ > 0 as desigualdades do problema 4.1

Minimizar f(x)

sujeito a cgi(x) >0 i=1,...,m
2. Adicionamos uma unidade as retri¢des

Minimizar f(x)

sujeito a cgi(x)+1>1, i=1,....m
3. Aplicamos a fungdo logaritmica e dividimos as desigualdades por ¢ > 0

Minimizar f(z)
. 1 . (4.5)
sujeito a Eln[cgi(x)—i—l] >0, i=1,...,m

No problema (4.5) a condicado de existéncia para a funcdo logaritmica é:
cgi(e) +1>0 1=1,...,m.

Isso implica
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Assim as solugdes do problema (4.5) se aproximam da solugao de (4.1) quando c cresce
indefinidamente.

4. Ao problema (4.5) associa-se uma fun¢do Lagrangeana

Me(z, ) = f(z) — % > silnlegi(e) + 1)

Assim obtemos a fungdo barreira logaritmica modificada (4.2). A obtengdo da funcao
barreira inversa modificada de Polyak obtém-se de forma andloga a da funcao (4.2).

Uma vantagem das fung¢des barreiras modificadas é que elas e suas derivadas sdo
definidas na solu¢do 6tima z*. Ja nas fungdes barreiras cldssicas isso ndo ocorre. Légico,
se x* for ponto interior da regido factivel, tanto as fun¢des quanto suas derivadas sdo
definidas neste ponto. Voltando ao exemplo (4.4), os valores da fun¢do da barreira classica
de Frisch deste problema e sua derivada sdo indefinidos,

1 1
Fpr(x*) = o — 23 — E(IH(Q —a5) +In(z}) +In(4 —2]) +1In(2+27)) = -4 — E(an +41n2)

. 1 1 1 1
2x1_2<_4—x*+2+x*) 4e
Rt o ]1 +11) | 1(61+1)
T\ T Ty T c\ 02

Além das fungdes barreira classicas e suas derivadas serem indefinidas na solugdo do
problema, Fpr cresce infinitamente quando x — z*.

Agora vamos calcular o valor da fungdo barreira logaritmica modificada de Polyak
nas respectivas solugdes 6timas primais e duais, z* = (0,2)" e u* = (4,0,0,0)” para o
problema (4.4),

1
Me(a®, i) = 272 — 232 — ;{M{ Infe(2 — a3) + 1] + sy Infea + 1] + 3 Infe(4 — o) + 1

g In [e(2 + 27) + 1] }: 4

13 1
227 + —
T Ma(a® 1) = A=) 1" dErap L | ( ) |
—205 + 0

c2+a)+1  cap+1

Note que os valores obtidos acima de M e V.M coincidem com os valores da funcao
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objetivo e com o gradiente da Lagrangeana do problema (4.4) nos pontos z* = (0,2)” e
w = (4,0,,0,0)", dado qualquer c,

fa®) = —4

20T + s — W 0
V(" i) = 5151}k ,u3* ,u4* _
=2y + py — o 0

onde L(z, p) = 2] — x5 — (2 — 22) — pa(4d — 1) — p3(4 — 21) — pua(2 + 1),

Isso que acabamos de ver faz parte das propriedades da fun¢do barreira modificada.
Sejam z* e u*, respectivamente, a solugdo primal e dual do problema (4.1), as fungdes
barreira modificadas tém as seguintes propriedades para ¢ > 0,

P1. Mﬁ(x*7ﬂ*> = MI(*T*v :U’*a C) = f(x*)l
P2. V Mg (x*, u*) = Vo Mz(x*, u*) = Vf(z) — Z,ungi(x) = 0.

i

Se (4.1) for um problema convexo e se u* for conhecido, entdo para qualquer ¢ > 0
podemos resolvé-lo minimizando M ou Mz através de algum método para programagdo
irrestrita.

P3. z* = argmin M (x, u*) = argmin Mz(x, p*).

Vamos agora analisar o comportamento da fungdo barreira modificada para o pro-
blema (2.8), pagina 15. A funcdo barreira logaritmica modificada de Polyak para este

problema é
1 1
Me(z, 1) = 5@% +3) — - Infe(z; —2) +1]. (4.6)
Na Figura 4.2 temos o gréfico da funcdo M (z, ) para valores diferentes de c e p.
Observando essa figura podemos notar que (4.6) é definida no ponto 6timo z* = (2,0),

ao contrario da funcao barreira classica
1, 9 1

onde nao é definida em z; = 2.
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Figura 4.2: Comportamento da fungéo (4.6).

4.2 Meétodo da Barreira Modificada

Polyak apresenta em seu artigo [Pol92] mais de uma versdo para o método da barreira
modificada. Ele apresenta versdes tanto para problemas de programagao convexa quanto
para problemas ndo-convexos. A versdo que mantém o pardmetro de barreira c constante
tem um raio de convergéncia linear. J4 aumentando o pardmetro passo a passo obtém-se
raio de convergéncia superlinear. Os métodos apresentados por ele sdo: PPV (Permanent
Parameter Version), APV(Adjusted Parameter Version) e VPV (Varying Parameter Version).

Os dois primeiros métodos, PPV e APV, sdo para problemas de programacdo convexa.
O primeiro, como o nome ja diz, mantém o parametro de barreira constante e no método
APV ¢ aumenta a cada passo. O método VPV é uma versdo do APV para probemas
ndo-convexos. Esses métodos diferem em seus ciclos externos, pois o interno todos pos-

suem iguais, ou seja, a solugdo primal de uma determinada iteracdo é obtida resolvendo
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o seguinte subproblema:
Minimizar M, (z, j1)

4.7
r € R™ (47)

A seguir apresentamos a versdo mais simples de Polyak, o algoritmo PPV. As outras
versOes podem ser encontradas em [P0l92].

Algoritmo 4.2.1 (PPV - Para problemas de programacao convexa)
Dados 2° € int Q., i’ =e=(1,..., )T € R™ec>¢c >0
k=0

Passo 1: "1 = argmin {M(z,u*) : x € R"}
Passo 2: Atualizar p;, i =1,...,m

Passo 3: Testar as condicoes de KKT.
Se satisfeitas, pare.
Sendo, wvolte para o Passo 1

A forma como os métodos PPV, APV e VPV sdo apresentados ndo é computacional-
mente vidvel. Uma maneira de torné-la viavel é substituir o procedimento infinito z**! =
argmin {M,(x, u¥) : * € R"} por um procedimento finito. Para isso, Polyak utilizou o
método de Newton.

Como visto no método da Lagrangeana aumentada, o método da barreira modificada

também se constitui em dois passos principais:
1. argmin {M,(z, u*) : x € R"};
2. Atualizar os multiplicadores de Lagrange 1;, t = 1,...,m.

A minimizac¢do de M (x, ;1) ocorre no espago primal em relacdo a varidvel x enquanto
que as atualizag¢des dos (;’s ocorrem no espago dual.

Para obter a regra de atualizagdo dos multiplicadores de Lagrange, voltemos ao sub-
problema do método da barreira modificada argmin {M,(z,pu*) : = € R"}. Se 2" é

solugdo do subproblema para um dado /* e ¢* entdo

VM (e, i, &) = V f(H) Z W Ty Vet =0, (4.8)
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Comparando (4.8) com o gradiente fun¢do Lagrange do problema (4.1)
VL(x,p) = Vf(x) =D miVgi(x)
i=1
obtemos a atualizacdo dos multiplicadores
k+1 I
My :W, Z:1,...,m. (49)

A atualizagdo do pardmetro de penalidade apresentada com maior freqiiéncia em tra-
balhos que utilizam o método de barreira modificada [BS06, CV03, VF97, VB98] é a regra

que multiplica ¢ por um fator positivo,
M =3k B>1.

Para problemas de programacado convexa foi provado por Jensen e Polyak [JP94] que
as solugdes geradas pelo método barreira modificada converge para a solucdo 6tima para

qualquer paramentro de penalidade positivo fixo, ou seja,

Mesmo que o método da barreira modificada permita pontos infactiveis, os pontos
gerados deverdo pertencer ao conjunto (2.. No algoritmo (4.2.2) hd duas condi¢des para
controlar as solugdes geradas. A primeira é verificar se z* é factivel em relagdo ao conjunto
2., ou seja,

r €, (4.10)

e o segundo critério é do decréscimo suficiente. Existem vdrios critérios como a condicao
de Wolfe, a condi¢do de Armijo (também denominada de condi¢do de curvatura) e con-
dicdo de Goldstein [NW99]. No artigo de Polyak [Pol92] utilizou-se a seguinte condi¢do
Goldstein-Armijo [DS93],

Mz + alz, p) < Me(z, p) + pa(VeMe(z, p), Az). (4.11)

onde « é o tamanho do passo e p é uma constante pertencente ao intervalo (0,1). Em
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1
[Pol92] se utiliza p = 3

Algoritmo 4.2.2 (Método da Barreira Logaritmica Modificada para problemas nao-convexos)

Dados2° € int Q, u’ =e=(1,..., )T €eR™ec’ > >0
k=0

Passo1: = = 2%, i =y, c = c*

Passo 2: 21 = argmin {F(z, u*) : x € R"}

a=1
Passo 3: Verificar z* + aAx € Q. e condigio de Armijo (4.11)

Passo 4: Se xz + aAx € Q. e Armijo satisfeitoe o = 1
2* = 2% + Aw e vd para o Passo 5
Se x + aAx € Q. e Armijo satisfeito e o < 1

o = 2% + Aw e vd para o Passo 2

Passo 5: Atualizar jiy11, conformae (4.8)

Atualizar cj

Passo 6: Testar as condicoes de KKT.
Se satisfeitas, pare.
Sendo, k = k + 1 e volte para o Passo 1

O algoritmo 4.2.2 vale para problemas convexos e ndo-convexos.
O método apresentado neste capitulo e do anterior (métodos barreira logaritmica mo-
dificada e Lagrangeana aumentada) foram implementados, testados e comparados. Os

resultados obtidos veremos no capitulo a seguir.
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Capitulo 5

Resultados

Diferentemente do paper de Nash, Polyak e Sofer [NPS94], apresentaremos neste ca-
pitulo os resultados dos métodos Lagrangeana aumentada e barreira modificada para al-
guns problemas de programacao nado-linear. Em [NPS94] vemos a comparac¢do do método
barreira estabilizada! com o da barreira modificada. Esse primeiro método citado é o
método da barreira cldssica, porém, com alguns recursos adicionais que eliminem o mal
condicionamneto da Hessiana da fun¢do F3(c) quando o parametro tende ao infinito. A a-
tualizagdo do pardmetro de penalidade utilizada em [NPS94] é a regra simples "™ = 3c*.
Para cada método foi fixado um valor diferente de 3. Dos trinta e trés problemas tes-
tados apenas nove tiveram um desempenho melhor com o método da barreira estabi-
lizada. O desempenho dos métodos nesse paper caracteriza-se pelo ntiimero de itera¢des
e avaliacdes das fung¢des auxiliares e suas derivadas.

Em nosso trabalho utilizamos a mesma regra de atualizacdo do parametro citada an-
teriormente. Mas diferente de [NPS94] fixamos valores iguais de (3 para os dois métodos.
O que queremos mostrar aqui, € a seqiiéncia gerada pelos métodos e analisar qual dos
métodos alcangou a melhor solucdo tanto no primal quanto no dual.

Os testes foram realizados com problemas no R?. Para que possamos mostrar o com-
portamento dos pontos gerados pelos métodos achamos adequado implementarmos em
problemas pequenos. Como ndo queremos saber somente o niimero de iteragdes e a-
valiagdes do gradiente de F3(c), nada melhor que um problema de pequeno porte para

sabermos o quao precisa é a solucdo gerada.

!Esse método utiliza a técnica de substituir a diregdo de Newton por uma aproximagio numericamente
estdvel no ciclo interno quando o parametro c estd muito grande [NP594, NS93]
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Iniciaremos este capitulo apresentando os problemas testes e suas representagdes gra-

ficas para depois mostrarmos os resultados obtidos.

5.1 Problemas Testes

Apresentaremos nesta segdo os cinco problemas de programacao ndo-linear definidos
no R? onde foram aplicados os métodos da Lagrangeana aumentada e da barreira modifi-
cada. Esses problemas foram retirados do livro [Sch87]. Eis aqui a expressao matemaética

desses problemas bem como sua representagdo gréafica no R*.

Problema 1:
Minimizar f(z) = (2, — 2)? + (25 — 1)?
sujeitoa  gi(z) = —x{ + 22 >0
g2(r) = 1y — 23 >0

Solugo: * = (1, 1)7, j* = (4, )7, f(a") = 1

Problema 2:
Minimizar f(x) =

sujeitoa  gi(z) =x2— 27 >0
g2(x) = 2 >0
Solugdo: 2 = (0,0)7, j* = (1, 1)T, (%) = 0
Problema 3:
Minimizar f(x) = x5
sujeitoa  ¢1(z) = =227 + 23 + x5 >0
ga(w) = =2(L—21)* + (L= 21)* + 25 20

Solugao: a* = (4 7. = (3 D7 f(a) = 3
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Problema 4:

Minimizar f(z) = 100(xy — 22)* + (1 — ;)?
sujeitoa  g1(x) = 321 + 22 + 0.1
gg(ﬂi) = —%.ﬁL’l + 29 + 0.1

Solugdo: z* = (1, 1)T, u* = (0,0)T, f(z*) =0

Problema 5
Minimizar f(x) = x9
sujeitoa  gi(z) =x2— 27 >0
g2(x) = a1 >0

Solugao: z* = (0,0)", u* = (1,0)T, f(z*) =0

A seguir temos os graficos dos problemas apresentados anteriormente com suas res-

pectivas solugdes primais.

1581
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v 76\| 1
2 1.5 1 05 0 0.a 1 15 2

Figura 5.1: Representagdo Gréfica do Problema 1.
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Figura 5.2: Representagdo Gréfica do Problema 2.
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Figura 5.3: Representac¢do Grafica do Problema 3.
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Figura 5.4: Representagdo Gréfica do Problema 4.
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Figura 5.5: Representacdo Grafica do Problema 5.
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5.2 Implementacao

Os métodos da Lagrangeana aumentada e da barreira modificada foram implemen-
tados no Matlab 7.2.0.232 (R2006a). Os algoritmos utilizados na implementagdo desses
métodos sdo os apresentados na Se¢des 3.3 e 4.2. Nas Figuras 5.6 e 5.7 temos os fluxogra-

mas dos métodos implementados.

(Inicio)
(k=0)

[Passo 1: 28 = {argmin L 4(z, 1) : = € R”}F

[Passo 2: Atualizar ™ i=1,... ,mj

(Passo 3:Atualizar ¢ +!]

nao

Satisfaz KKT?|

sim

Fim

Figura 5.6: Fluxograma do método da Lagrangeana aumentada.

Em ambos os métodos utilizamos como critério de parada as condi¢oes de KKT (ver
Apéndice A). Determinamos em nossa implementacdo como sendo zero o valor tol =

le — 4. Assim as condig¢des de KKT serdo satisfeitas quando

VL(x, 1) < tol

gi(x) >tol, i=1,....m
W >tol, 1=1,...,m
gi(z)p; <tol, i=1,...,m.

Foram realizados testes onde o pardmetro c variou com o decorrer das itera¢des e para
um c fixo. Os valores de c e f foram iguais para os dois métodos. Os valores estabelecidos,
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(Inicio)
(k=0)

{Passo Lzt = {argmin M, (z, %) : z € R”}%

{Passo 2:Atualizar i = 1,.

.,m

J

(Passo 3:Atualizar ¢*+!]

nao

Satisfaz KKT?)

sim

Figura 5.7: Fluxograma do método da barreira modificada.

respectivamente sdo:
e paracndo fixo: * =le—3ef =3;
e paracfixo:c=1ef=1.

Para encontrar a solugdo primal de ambos os métodos utilizamos o método de Newton
(ver Apéndice B). A atualizagdo das varidveis duais no método da Lagrangeana aumen-
tada é dada pela férmula (3.25), pagina 28. Ja para o método da barreira modificada a
atualizacdo é dada por (4.9), pagina 42. O parametro de penalidade é atualizado pela
regra,

ML = Bk

ondec>0e > 1.

Para iniciar esses métodos devemos dar estimativas das solu¢des primais e duais.
Tanto para o método da Lagrangeana aumentada (LA) quanto para o barreira da mo-
dificada (BM) nado hd restricdes em que regido iniciar. Neste caso, podemos iniciar tanto

com pontos factiveis quanto infactiveis. As aproximagoes iniciais das varidveis duais sao
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; =0, 4 =1,...,mpara o método Lagrangeana aumentadae p; =1, 7 =1,...,m
para a barreira modificada. Em alguns casos quando a solu¢do do problema ndo converge

com o método da Lagrangena aumentada iniciamos com p; =1, ¢=1,...,m.

5.3 Resultados dos testes

Apresentaremos agora os resultados obtidos dos métodos da Lagrangeana aumentada
e da barreira modificada. Os testes fora realizados levando-se em conta quatro aborda-

gens:
1* abordagem: variando c e solugdes iniciais z° factiveis;

22 abordagem: variando c e solugdes iniciais 2 infactiveis;
3% abordagem: valor fixo de c e solugdes iniciais 2 factiveis;
4% abordagem: valor fixo c e solugdes iniciais z° infactiveis.

No Apéndice C as figuras C.1, C.2, C.3, C.4 e C.5 mostram as seqiiéncias geradas
pelos métodos utilizando as abordagens mencionadas anteriormente. Na primeira e na
segunda abordagens utilizamos ¢’ = le — 3 e § = 3.

As solugdes obtidas para cada método podemos conferir nas tabelas 5.1 e 5.2. Na
Tabela 5.3 temos o ntimero de iteragdes interna e externa para cada método. A iteracdo
externa compreende os passos 1, 2 e 3 dos algoritmos 5.6 e 5.7. O ntimero de iteracdo
interna esté relacionada com o subproblema do passo 1. Na Tabela 5.4 apresentamos os
erros das solucdes geradas.

Os erros que utilizamos nas andlises foram o relativo e o absoluto. Em alguns proble-
mas onde a solugdo 6tima real primal ou dual foi em (0, 0)” utilizamos o erro absoluto.
Em (5.1) e (5.2) podemos ver os erros, respectivamente, absoluto e relativo de uma solugao
obtida 7,

|17 — =7

(5.1)
2%

Iz — o (5.2)
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Tabela 5.1: Solugdes obtidas pelo método Lagrangeana aumentada.

Problema 1
Abordagens TrA Hra
12 (1.0000000e+000,1.0000000e+000) | (1.3333333e+000,6.6666672e-001)
22 (1.0000000e+000,1.0000000e+000) | (1.3333333e+000,6.6666672e-001)
32 (1.0000509e+000,1.0000443e+000) | (1.3331388e+000,6.6651420e-001)
42 (1.9999707e+000 9.9997972e-001) | (2.2516063e-005 3.1536572e-005)
Problema 2
Abordagens T A A
12 - -
A (8.3276870e-010,-2.9811027e-005) | (5.0000009e-001,5.0000009e-001)
3? - -
42 (1.7958553e-007,5.1595836e-007) | (5.0000003e-001,5.0000003e-001)
Problema 3
Abordagens TrA LA
12 - -
22 (4.9999982e-001,3.7497323e-001) | (5.0000009e-001,5.0000009e-001)
32 - -
42 (4.9999995e-001,3.7500008e-001) | (4.9999996e-001,4.9999998e-001)
Problema 4
Abordagens TrA Hra
12 (1.0000000e+000,9.9999999¢-001) | (0.0000000e+000,0.0000000e+000)
22 (1.0000000e+000,1.0000000e+000) | (0.0000000e+000,0.0000000e+000)
3? (1.0000000e+000,9.9999999¢-001) | (0.0000000e+000,0.0000000e+000)
42 (9.9959999¢-001,9.9999999¢-001) | (0.0000000e+000,0.0000000e+000)
Problema 5
Abordagens TraA KA
12 (1.1584773e-006 -1.0550885e-008) | (1.0000019e+000 2.3213686e-006)
2@ (1.9722690e-007 -6.3472433e-005) | (1.0000002e+000 0.0000000e+000)
32 (6.6824939¢-005,5.8610640e-009) | (1.0000000e+000,1.3364987e-004)
42 (1.8495844e-007,-3.8785623e-007) | (1.0000001e+000,0.0000000e+000)

A € pura solucdes geradas pelo método da Lagrangeana aumentada

- : método ndo convergiu
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Tabela 5.2: Solugdes obtidas pelo método barreira modificada.

Problema 1

—_
o

(9.9995463e-001,9.9994383e-001)

(1.3335371e+000,6.6686229e-001)

(9.9995463e-001,9.9994383e-001)

(1.3335371e+000,6.6686229e-001)

(9.9996207e-001, 9.9995319e-001)

(1.3335034e+000,6.6682970e-001)

(1.0000509e+000 1.0000443e+000)

(1.3331388e+000 6.6651420e-001)

Problema 2

(3.0788989¢e-014,7.3044462e-008)

(5.0000000e-001,5.0000000e-001)

(1.1252921e-018,8.7536348e-012)

(5.0000000e-001,5.0000000e-001)

(-2.3743763e-011,-5.5577520e-005)

(5.0000000e-001,5.0000000e-001)

Problema 3

1a

(5.0000025e-001,3.7500002e-001)

(5.0000055e-001,4.9999945e-001)

261

(5.0000105e-001,3.7508824e-001)

(5.0000001e-001,5.0000000e-001)

3a

(5.0000178e-001,3.7500714e-001)

(5.0000506€e-001,4.9999503e-001)

4a

Problema 4

1a

(1.0000069e+000,1.0000138e+000)

(4.7088482e-007,7.5873872e-006)

23

(1.0000346e+000,1.0000694e+000)

(2.6648571e-006,3.7768799e-005)

3a

(1.0001653e+000,1.0003316e+000)

(1.2997027e-006,1.0971731e-004 )

4&1

(1.0001653e+000,1.0003316e+000)

(1.2997013e-006,1.0971718e-004)

Problema 5

161

(3.3179145e-003,1.0991941e-005)

(9.9999914e-001,6.6341886e-003)

2a

(3.3179145e-003,1.0991941e-005)

(9.9999914e-001,6.6341886e-003)

3a

4a

xpum € ppa solugdes geradas pelo método da barreira modificada

- : método ndo convergiu

53




i)

Tabela 5.3: Ntmero de iteracdes interna e externa.

|

Método Lagrangeana Aumentada

Método Barreira Modificada

Abordagem 1 | inter. nter; Abordagem 1 | inter. inter;
Problema 1 14 (3)3,4,5,6,6,45,5,3,3,2,2 Problema 1 11 3,(3)2,3,3,(3)4,3,3
Problema 2 - - Problema 2 3 3,3,2
Problema 3 - - Problema 3 7 3,2,3)1,2,2
Problema 4 1 9 Problema 4 11 (4)21,8,7,7,54,3,2
Problema 5 12 3,4)2,3,3,4,4,3,3,2 Problema 5 13 3,(4)2,3,3,4,5,6,(3)5

Abordagem 2 | inter. nter; Abordagem 2 | inter. inter;
Problema 1 14 43,3,4,5,6,6,4,55,3,3,2,2 Problema 1 11 3,(3)2,3,3,(3)4,3,3
Problema 2 2 5,2 Problema 2 7 9,3,(3)1,2,2
Problema 3 2 7,2 Problema 3 2 3,2
Problema 4 1 3 Problema 4 11 (8)21,54,3
Problema 5 2 6,2 Problema 5 13 3,(4)2,3,3,4,5,6,(3)5

Abordagem 3 | inter. inter; Abordagem 3 | inter. inter;
Problema 1 36 7,6,5,6,(5)7,(4)6,(8)5,(4)4,(7)3,2,3,2,3 | Problema 1 30 4,(3)3,(24)2,1,2
Problema 2 - - Problema 2 2 20,3
Problema 3 - - Problema 3 2 7,2
Problema 4 1 9 Problema 4 14 10,8,(3)4,(5)3,(3)2,1
Problema 5 22 4,(6)3,(15)2 Problema 5 - -

Abordagem 4 | inter. nter; Abordagem 4 | inter. inter;
Problema 1 36 9,6,5,6,(5)7,4)6,(8)5,(4)4,(7)3,2,3,2,3, | Problema 1 - -
Problema 2 2 8,2 Problema 2 - -
Problema 3 2 3,2 Problema 3 - -
Problema 4 1 4 Problema 4 14 9,8,(3)4,(5)3,(3)2,1
Problema 5 2 4,2 Problema 5 - -

inter.: Numero de iteracOes externas

inter;: Seqliéncia das sucessivas iteracdes internas em cada iteragdo externa

(a)b: essa notagdo significa a sucessivas iteragoes externas que foram obtidas b como iteragdo interna




1)

Tabela 5.4: Erros absolutos das solu¢des primais e duais.

|

Método Lagrangeana Aumentada

Método Barreira Modificada

Abordagem 1 Erroq Erro, Abordagem 1 Erro; Erro,
Problema 1 | 0.00000000000 | 4.219005e-008 Problema 1 5.105637e-005 | 1.894867¢e-004
Problema 2 - - Problema 2 | 7.346934e-008* | 0.00000000000
Problema 3 - - Problema 3 4.012779e-007 | 1.099999e-006
Problema 4 | 7.071068e-009 | 0.00000000000* | Problema 4 1.090986e-005 | 7.601985e-006*
Problema 5 | 1.158525e-006* | 2.999792e-006 Problema 5 | 0.00331793271* | 0.00663418865

Abordagem 2 Errog Erro, Abordagem 2 Erro; Erro,
Problema 1 | 0.00000000000 | 4.219005e-008 Problema 1 5.105637e-005 | 1.894867e-004
Problema 2 | 2.981102e-005* | 1.800000e-007 Problema 2 | 8.753635e-012* | 0.00000000000
Problema 3 | 4.283296e-005 | 1.800000e-007 Problema 3 1.411939e-004 | 1.414213e-008
Problema 4 | 0.00000000000 | 0.00000000000* | Problema 4 5.483393e-005 | 3.786269e-005*
Problema 5 | 6.347274e-005* | 1.999999¢-007 Problema 5 | 0.00331793271* | 0.00663418865

Abordagem 3 Errog Errog Abordagem 3 Erro; Erroy
Problema1 | 4.771425e-005 | 1.658016e-004 Problema 1 4.260200e-005 | 1.580384e-004
Problema 2 - - Problema 2 | 5.557752e-005* | 0.00000000000
Problema 3 - - Problema 3 1.177365e-005 | 1.003040e-005
Problema 4 | 7.071068e-009 | 0.00000000000* | Problema 4 2.619949¢-004 | 1.097250e-004*
Problema 5 | 6.682494e-005* | 1.336499e-004 Problema 5 - -

Abordagem 4 Errog Erroy Abordagem 4 Erro; Erroy
Problema 1 4.771425e-005 | 1.658016e-004 Problema 1 - -
Problema 2 | 5.463186e-007* | 6.000000e-008 Problema 2 - -
Problema 3 1.509437e-007 | 6.324555e-008 Problema 3 - -
Problema 4 1.000000e-008 | 0.00000000000* | Problema 4 2.619949¢-004 | 1.097249e-004*
Problema 5 | 4.296871e-007* | 1.000000e-007 Problema 5 - -

Erroq: Erro relativo a solugdo primal

Errog: Erro relativo a solugdo dual

* Valores que correspondem a erros absolutos




Capitulo 6

Conclusao

Nesta dissertagdo apresentamos um pouco da teoria de alguns dos principais métodos
para resolver problemas ndo-lineares com restri¢des: penalidade, barreira, Lagrangeana
aumentada e barreira modificada. Nosso intuito foi comparar esses dois tltimos métodos
mencionados. Foi apresentado um estudo introdutério dos métodos de penalidade e
barreira com o propésito de derivar os métodos de Lagrangeana aumentada e barreira
logaritmica modificada.

Sabemos que tanto o método de penalidade quanto o método da barreira apresentam
problemas de mal condicionamento quando o pardmetro c cresce. Mas o primeiro método
possui uma vantagem sobre o segundo: a fungdo penalidade é definida na solugdo 6tima
do problema enquanto a fungdo barreira cresce indefinidamente quando os pontos se
aproximam da solugdo 6tima.

No trabalho de Nash, Polyak e Sofer [NPS94] foi realizada uma comparagdo entre os
métodos barreira estabilizada e a da barreira logaritmica modificada. Este tltimo teve um
desempenho muito melhor em relagdo ao primeiro. Neste trabalho procuramos comparar
o método da barreira modificada com o método da Lagrangeana aumentada, pois ambos
buscam solugdes atraves de atualiza¢des sistemadticas nas varidveis primais e duais

Apesar de ndo trabalharmos com problemas reais, ao compararmos os métodos da
Lagrangeana aumentada e da barreira modificada nos preocupamos em analisar a con-
sisténcia das solucdes obtidas. Analisando o namero de iteracdes e o erro absoluto e/ou
relativo das solugdes podemos inferir qual método é eficaz. No nosso caso, como a es-
trutura dos dois métodos s6 se diferencia na resolucdo dos subproblemas e nas regras

de atualizagdo da varidvel dual, ndo achamos necessdrio a comparacdo do ntimero de
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avalia¢des da funcdo e gradientes.

Nos estudos de caso que apresentamos, o método da Lagrangeana aumentada exigiu
menos itera¢des que o método da barreira logaritmica modificada. Entretanto, no tinico
problema ndo-convexo, o problema 3, o método da barreira logaritmica modificada con-
vergiu na primeira, na segunda e na terceira abordagens. Ja o método da Lagrangeana
aumentada, para o mesmo problema, falhou na primeira e na terceira abordagens.

Sugerimos para trabalhos futuros a aplicacdo do método barreira modificada em pro-
blemas de grande porte como é o caso de problemas de fluxo de poténcia e fazer algumas
alteracdes na resolucdo dos subproblemas e atualizacdo do pardmetro de penalidade para

tornéa-lo mais eficiente.
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Apéndice A
Definicoes

Convexidade

Definic¢ao 1 (Conjunto Convexo) Um conjunto C C R" é convexo se para todo x e y em C, 0

segmento que liga x e y estd contido em C, ou seja,

C C R™éconvexoseVx,y € C,{\z+ (1 — Ny | e 0,1]} CC.

A Figura A.1 ilustra dois exemplos de conjuntos, um convexo e outro ndo-convexo no
R?.

CONVEXO NAO-CONVEXO

o

A/A
 _
7
)

\
MNT
DUOULILONN
\4

Figura A.1: [lustragdo de um conjunto convexo e ndo-convexo.

Definicdo 2 (Funcdo Convexa) Uma fungio f definida em um conjunto convexo C € R" é
convexa se para todo x,y € C, A € [0,1], f(Az + (1 — N)y) < Af(z) + (1 — N)f(y). Se para
todo A € (0,1)ex # vy, f(Az + (1 — N)y) < Af(z) + (1 — X)f(y), diz-se que f é uma fungdo
estritamente convexa.
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A figura A.2 mostra exemplos de uma fungdo convexa, estritamente convexa e ndo-

convexa no R.

Funcio Convexa Fungéo Estritamente Convexa Fun¢do Nao—Convexa

VA

Figura A.2: Exemplos de fun¢des convexas e ndo-convexa.

Condicoes de KKT

Consideremos o seguinte problema de programacao nédo linear com restri¢oes de igual-

dade

Minimizar f(x) (A1)
sujeito a hij(x)=0, i=1,...,p. '

A funcdo Lagrangeana associada ao problema (A.1) é
p
L, A) = f(@) = 3 Ashj(w)
j=1

onde );’s sdo os multiplicadores de Lagrange. As varidveis z e A também sdo chamadas,
respectivamente, de varidveis primais e duais.
Suponhamos que z* e y* sejam solugdes 6timas do problema (A.1). As condigdes

necessdrias de primeira ordem para esse problema sdo,

V.L(z*,\*) =0 (condigdo de estacionaridade) (A.2)
hij(z*)=0,7=1,...,p (condigdo de factibilidade) (A.3)
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Consideremos agora o seguinte problema de programagdo ndo-linear com restri¢des
de desigualdade

Mi.n.imizar f(zx) | (A4)
sujeitoa  gi(z) >0, i=1,....,m

a fungdo Lagrangeana associada ao problema (A.4) é

L(z,p) = f(z)— Z 1igi(x)

onde ;s sdo os multiplicadores de Lagrange.
Suponhamos que z* e p* sejam solugdes 6timas do problema (A.4). As condicOes

necessarias de primeira ordem para esse problema sao,

V.L(x", p*) =0 (condigdo de estacionaridade) (A.5)
gi(z")>0,i=1,...,m (condicdo de factibilidade) (A.6)

w; >0,i=1,...,m (condicdo de factibilidade) (A7)

pigi(z*) =0,i=1,...,m (condigdo de complementariedadde) (A.8)

As condicoes (A.2), (A.3) e (A.5)-(A.8) sdo conhecidas também como condigdes de
Karush-Kuhn-Tucker ou apenas por condi¢des de KKT.
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Apéndice B

Método de Newton

Método de Newton
A direcdo de Newton é dada por
d=—V*f(z)"'Vf(x).

O principio desse método é minimizar uma funcdo f através de uma aproximacao

local por uma fungdo quadrética,

FlaN) & fo(x(N) = f(@*) + V(@) (2()) — 2*) + %(w(k) SRR ICICVES Y

sendo z(\) = 2% + \d.
A iteracdo do método de Newton é definida como

" = 2 AV () TV f(2F).

Algoritmo B.0.1 Algoritmo do método de Newton
Dado z° € R™ arbitrdrio

k=0

Enquanto V f (2*) # 0

1. Resolver V2 f(z*)d), = =V f(x")
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2. Busca linear para encontar \j
3. Fazer z*t! = zF + \pd,

4. k=k+1

Nem sempre serd possivel determinar a dire¢do de descida dj, no passo 1 do Algoritmo
B.0.1, pois a matriz pode ndo ser definida positiva. Caso isso ocorra, uma estratégia seria
dar continuidade com a iteracdo do método do gradiente até que a hessiana seja definida
positiva.

Para o Algoritmo B.0.1 tem-se o seguinte resultado:

Teorema B.0.1 Sejam [ : R" — R, f € C? e ¥ € R™ um minimizador local de f,tal que a
matriz V? f(x*) é definida positiva. Entdo, existe ¢ > 0 tal que se 2° € B(x*,e) e A\, = 1 para
todo k € N, a segiiéncia {z*} gerada pelo Algoritmo B.0.1 verifica:

(i) V2f(x*) é definida positiva para todo k € N;

(43) lim 2" = z%;

k—o0

(4ii) Existe c > 0 tal que ||z"t1 — 2*|| < ¢||2* — 2*||? para todo k € N.

Prova: Ver [Lue86]. [J

Esse é um resultado de convergéncia local que diz que se escolher um z° suficiente-

mente proximo de z* garante-se que,

(i) ossistemas lineares do passo 1 sempre serdo possiveis de resolver, dj, estd bem-definido
paratodo k € N;

(i1) aseqiiéncia converge a z*;

(i7) a ordem de convergéncia é pelo menos quadratica.
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Apéndice C

Graficos

Neste apéndice apresentamos as seqiiéncias de solu¢des primais geradas pelos métodos
da Lagrangeana aumentada e barreira modificada. Cada figura representa a seqiiéncia de

um dos problemas apresentados no Capitulo 5 com as seguintes abordagens:
1% abordagem: variando c e solugdes iniciais 2 factiveis;

2 abordagem: variando c e solugdes iniciais 2V infactiveis;

3% abordagem: valor fixo de c e solugdes iniciais z° factiveis,

4% abordagem: valor fixo c e solugdes iniciais 2° infactiveis.

onde c para a primeira e segunda abordagens vale le — 3 com 3 = 3 e para a terceira e
quarta abordagens ¢ = 1.

67



(c) Terceira abordagem

(b) Segunda abordagem

-

L T f\‘\
//
f

(d) Quarta abordagem

Figura C.1: Seqiiéncias de solugdes primais geradas pelos métodos para o problema 1.
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Figura C.2: Seqiiéncias de solu¢des primais geradas pelos métodos para o problema 2.
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Figura C.3: Seqiiéncias de solu¢des primais geradas pelos métodos para o problema 3.
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Figura C.4: Seqiiéncias de solug¢des primais geradas pelos métodos para o problema 4.
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Figura C.5: Funcdo auxiliar Fp(z) para o problema (2.3) com diferentes pardmetros de
penalidade.

72



