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Resumo

Propde-se, neste estudo, um novo método para o projeto de controladores para
sistemas ndo lineares com base numa proposta de flexibilizagcdo da técnica de backstepping
usual e de suas premissas basicas, contemplando-se o caso em que a derivada da funcgdo de
Lyapunov ao longo das solu¢des do sistema ¢ definida positiva em regides ilimitadas do
espago de estados. O emprego de algoritmos evolutivos na busca de valores mais
adequados para os parametros da lei de controle obtida segundo essa nova estratégia
conduz a resultados significativamente superiores em relagdo aos conseguidos através do
backstepping tradicional em termos de esforco de controle e desempenho no transitorio.

Abstract

It is proposed in this thesis a new version of the backstepping method based on the
relaxation of its premises. It is explored the case in which the derivative of the Lyapunov
function along the system solutions may be positive definite in unbounded regions of the
state space. The deployment of evolutionary computation techniques in search of suitable
parameter values for the control law thus achieved leads to results considerably better than
those obtained through the traditional backstepping as far as the control effort and the
transient performance are concerned.
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Capitulo 1

Introducao

1.1. Objetivos

O objetivo principal desta tese ¢ o desenvolvimento de esquemas recursivos de
sintese de controladores eficientes para sistemas ndo lineares baseados numa flexibilizagdo
do backstepping e de suas premissas basicas. Para tanto, constata-se que ndo ¢ necessario
que a derivada da fun¢do de Lyapunov ao longo das solugdes do sistema seja, no minimo,
semidefinida negativa. De fato, a derivada da fun¢do de Lyapunov pode ser positiva em

regides ilimitadas do espaco de estados.

A possibilidade de se obter controladores em condigdes menos restritivas torna
viavel o emprego de ferramentas de otimiza¢do que resultem em uma maior eficiéncia no
processo de controle. A utilizacdo de computacdo evolutiva na busca de valores mais
adequados para os parametros da lei de controle obtida por meio do backstepping
flexibilizado conduz a resultados significativamente superiores em comparagdo aos

conseguidos através do backstepping tradicional.

1.2. Organizacao

Este trabalho compde-se de cinco capitulos.

Os conceitos relacionados as nogdes de convergéncia e estabilidade em sistemas

dindmicos ndo lineares genéricos sdo apresentados no Capitulo 2.



O Capitulo 3 trata da construgdo de controladores para sistemas ndo lineares e
apresenta 0 método de backstepping tradicional para sistemas de realimentagdo estrita. Sao

abordados o caso regulador e o caso seguidor.

O Capitulo 4 propde a flexibilizacdo do backstepping e traz resultados que
comprovam que a convergéncia para um ponto fixo e o seguimento de referéncias pré-
determinadas sdo obtidos mesmo quando a derivada da fun¢do de Lyapunov do sistema
assume valores positivos. Dois exemplos sdo tratados: a sincronizacdo de dois sistemas
cadticos de Chua e o controle de um sistema massa-mola ndo linear. Empregam-se
ferramentas de computacdo evolutiva na otimizagdo dos pardmetros do controlador nio

linear.

O Capitulo 5 traz as conclusdes e os comentdrios pertinentes, assim como apresenta

perspectivas de trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Estabilidade e Convergéncia em Sistemas Dinamicos

2.1. Introducao

Este capitulo trata de conceitos fundamentais de estabilidade e convergéncia em
sistemas dinamicos. O Método Direto de Lyapunov, o Principio de Invaridncia de La Salle
e o Teorema de La Salle-Yoshizawa sdo os pilares sobre os quais se sustentam os processos
tradicionais de sintese de controladores para sistemas ndo lineares por meio de
procedimentos recursivos, como o backstepping. Apds uma exposi¢do dos conceitos
principais associados a teoria de sistemas dindmicos, contida na se¢do 2.2, a se¢do 2.3.1
dedica-se a expor as definicdes basicas utilizadas na elaboragdo dessas ferramentas. A
secdo 2.3.2 versa sobre os requisitos para existéncia e unicidade de solu¢des em um sistema
ndo linear genérico. A secdo 2.3.3 aborda o caso de sistemas autdonomos e apresenta
aspectos importantes relacionados ao M¢étodo Direto de Lyapunov e ao Principio de
Invariancia de La Salle, juntamente com uma extensdo desse principio introduzida
recentemente. A secdo 2.3.4 trata do caso de sistemas ndo autdbnomos e expde 0s conceitos
essenciais relativos ao Teorema de La Salle-Yoshizawa. Por fim, a secdo 2.4 traz as

conclusdes pertinentes.
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2.2. Sistemas Dinamicos

2.2.1. Definicao e Caracterizacao

O termo dindmico associa-se a fendOmenos que produzem padrdes variantes no
tempo, estando as caracteristicas de um dado padrio em determinado instante inter-
relacionadas com aquelas de outros instantes. Refere-se, portanto, ao desenrolar de eventos

num processo que se desenvolve seqiiencialmente (Luenberger, 1979).

Praticamente todas as situagdes observadas no cotidiano ou em investigacdes
cientificas apresentam aspectos dindmicos importantes. Em vista disso, muitos fendmenos
dindmicos podem ser percebidos e examinados de forma intuitiva. No entanto, é necessaria
a introdugdo de esquemas sistematicos que empreguem ferramentas matematicas quando se

deseja analisar tais fendmenos com maior eficiéncia e profundidade.

Dindmico adquire, dessa maneira, duas acepc¢des: a primeira vincula-se aos
fendmenos em si e sua evolucdo ao longo do tempo; a segunda, aos procedimentos

matematicos utilizados para sua representacao e analise.

O termo sistema designa uma cole¢do de elementos unidos por algum tipo de
interacdo ou interdependéncia, possuindo cada elemento um conjunto de atributos
relevantes que o descreve (Luenberger, 1979). Um sistema massa-mola, por exemplo, ¢

composto de varios elementos (objeto mével, mola, atrito, etc.).

O padrdo de resposta relativo ao fendmeno associado a um sistema (por exemplo, o
tipo de movimento do objeto mdével num sistema massa-mola) recebe influéncias, em maior
ou menor grau, de todos os elementos que constituem o sistema. Dessa forma, uma
investigacdo que se queira produtiva acerca de algum fendmeno especifico requer que se
leve em conta o meio no qual ele estd inserido. Os elementos selecionados para analise,
contudo, possivelmente representardo apenas algum(alguns) aspecto(s) dentre os varios que
compdem todo o complexo formado pelo fendmeno e os eventos que o cercam e o afetam.
No exemplo do sistema massa-mola, uma analise minimamente eficaz devera levar em
conta os seguintes aspectos: massa do objeto movel, caracterizagdo da mola e do atrito e

condigdes iniciais.
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Encontrar a descricdo matematica de um sistema equivale a determinar um conjunto
de relacdes matematicas entre os atributos dos elementos que compdem o sistema a partir
do conhecimento das relagdes entre esses elementos ¢ entre os atributos de um mesmo
elemento. Isso significa que modelos matematicos de sistemas envolvem, de forma geral,

uma pluralidade de variaveis inter-relacionadas (sistemas multivaridveis).

Um sistema dindmico equivale, portanto, a uma estrutura multivaridvel (ou
monovariavel, caso se considere apenas um aspecto dessa estrutura) que se desenvolve no
decorrer do tempo. Todos os sistemas examinados neste trabalho serdo sistemas dinamicos.
Os sistemas dindmicos sdo usualmente representados através de equacdes diferenciais e
equacdes a diferengas. O emprego de equacdes diferenciais ou a diferencas se da,
respectivamente, conforme a evolugdo do fendmeno por elas descrito ¢ considerada ocorrer
em tempo continuo ou discreto. Os sistemas estudados neste trabalho restringir-se-3o ao

caso continuo.

O estado de um sistema dinamico ¢ definido como o conjunto de valores de suas
varidveis necessario e suficiente para caracterizar univocamente a situacdo fisica desse

sistema (Kalman et al., 1969).

A representacdo matematica de um sistema dindmico adota, habitualmente, a

seguinte notagao:
e Sistema dindmico: X:x= f(¢,X,u);
e Variavel temporal: e T (neste trabalho, 7 =R, );
e Funcdo de entrada: u:7 — U (neste trabalho, U =R);
e Fungdo de saida: y:7 — Y (emgeral, Y =R");,
e Funcdo de estado: x:7 — X (em geral, X =R").

Supondo-se que, para cada te T, ¥ receba alguma entrada u(f)e U e produza alguma
saida y(¢f)e Y, a saida y dependerd tanto da entrada instantdnea u quanto da histéria

pregressa de Y. A introdugdo da classe de fungbes de entrada A(z,f,) que assumem

valores instantdneos em U e estdo definidas no intervalo [7,,¢,] — logo, u:[t,t,]>U e
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ue A(t,t,;) —, com 0<¢ <t,, permite que se enuncie a defini¢do de estado consoante a

nota¢do apresentada (cf. Kalman et al. (1969)):

Definicdo 2.1. O estado x(¢t)e X de um sistema dindmico X ¢ um atributo interno de X,
no instante de tempo te T, que descreve completamente a parte da historia passada de X

que € relevante na determinacdo da saida y(¢#)e Y para uma dada entrada ue A(¢,,¢,) .

Assim, se x(¢,) for o estado do sistema dindmico no instante ¢, <?,, o conhecimento de

ue A(t,,t,) devera ser necessario e suficiente para determinar x(,).

As variaveis de estado de um sistema dinamico sdo as varidveis que pertencem ao
menor conjunto de varidveis que determina o estado do sistema dindmico (Ogata, 1997).
Todo estado pode ser expresso por um ponto no espaco de estados, sendo que cada
coordenada representa uma variavel de estado. A evolucdo do estado de um sistema
dindmico ao longo do tempo no espaco de estados ¢ denominada trajetoria (ou fluxo, ou
orbita).

Parte do estudo efetuado neste trabalho ird lidar com a equagdo de estado

x = f(¢,x,u) ; na maioria das vezes, sem a presenca explicita de uma entrada u, ou seja,

Y:x=f(t,x). (2.1)

Isso nao significa, contudo, que a entrada do sistema ¢ nula. De fato, a entrada pode ter sido

expressa como func¢do do tempo, u = ¥(¢), funcdo do estado, u = ¥(x), ou ambos 0s casos,

u=7y(t,x). A substituicdo de u =y em x= f(¢,x,u) conduz, entdo, a configuragdo (2.1).

Quando a fungdo f ndo depende explicitamente de #, é possivel reescrever (2.1) da

seguinte forma:

X = f(x). (2.2)

Diz-se, nesse caso, que o sistema ¢ autonomo ou invariante no tempo. Um sistema

autobnomo ¢ invariante a deslocamentos temporais na origem, pois uma mudanga na
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variavel de tempo de ¢ para 7 =¢—a ndo altera o lado direito da equagdo de estado (2.2). Se

o sistema ndo for autonomo, ele sera denominado ndo autonomo ou variante no tempo.

Um sistema dindmico serd /inear se acaso for possivel o emprego do principio da
superposicdo (Ogata, 1997). Esse principio afirma que a resposta produzida pela aplicacio
da soma de duas entradas diferentes num sistema ¢ a soma das respostas individuais de
cada uma das entradas. Na impossibilidade de aplicagdo do principio da superposi¢do, o
sistema dindmico serd ndo linear. Embora muitos sistemas reais sejam representados por
modelos lineares, na maior parte dos casos as relagdes fisicas que os constituem sdo ndo
lineares. Na préatica, portanto, muitos sistemas eletromecanicos, hidraulicos, pneumaticos,
etc., envolvem interagdes nao lineares de suas variaveis. Os sistemas tratados neste trabalho

serdo todos ndo lineares.

2.2.2. Estados Estacionarios em Sistemas Nao Lineares

Nesta se¢do, os sistemas dinamicos ndo lineares autonomos sao classificados em
termos de seu comportamento de estado estaciondrio (ou de regime). A razdo de se
restringir as classificagdes expostas a seguir apenas para o caso de sistemas autdnomos se
deve ao fato de o campo vetorial de sistemas ndo autdnomos ser dependente do tempo, ndo

fazendo sentido analisé-los com base em conceitos definidos para ¢ — .

A despeito de um mesmo sistema dinamico poder apresentar trajetorias iniciais
completamente diferentes, essas trajetorias convergem para um padrdo caracteristico
quando ¢ — oo, conhecido como comportamento de estado estaciondrio (ou de regime).
Para um dado sistema, o caminho percorrido pela trajetoria de estado entre o estado inicial

e o estado final denomina-se transitorio (Ogata, 1997).

2.2.2.1. Ponto de Equilibrio

Um estado x=x_, serd um estado de equilibrio (ou ponto de equilibrio, ou ponto

fixo) de um dado sistema dindmico X caso ele seja invariante sob a dindmica associada ao

sistema, ou seja, se se constatar que X, = f(x,)=0. Um sistema ndo linear pode possuir

multiplos pontos de equilibrio.
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2.2.2.2. Solucoes Periodicas

Sistemas ndo lineares podem apresentar oscilagdes de amplitude e periodo
constantes sem que sejam verificadas excitagdes externas continuadas. Essas oscilagdes,

solugoes periddicas, sdo, grosso modo, denominadas ciclos-limites.

2.2.2.3. Solucoes Quase-Periddicas

Uma solugdo quase-periodica, por sua vez, corresponde a uma oscilagdo cuja

freqiiéncia ¢ a soma de freqiiéncias de oscilagdes periddicas ndo multiplas entre si.

2.2.2.4. Caos

Um sistema ndo linear pode exibir um comportamento de regime mais complicado
que ndo se insere em nenhum dos trés padrdes acima descritos (ponto de equilibrio, solugdo
periddica ou solucdo quase-periddica) e que aparenta ser aleatdrio. Tal comportamento ¢é
designado por caos. Uma solugdo cadtica ndo ¢, de fato, aleatoria. Aleatoriedade implicaria
em que o modelo do sistema ou sua entrada contivessem incertezas, o que resultaria na
impossibilidade de se analisar as solugdes produzidas por esse sistema sem recorrer a
métodos estatisticos. No caso de ocorréncia de caos, ao contrario, o problema em questao ¢é

deterministico, isto €, ndo ha incertezas no modelo, entrada ou condi¢des iniciais.

Mais detalhes sobre estados estacionarios em sistemas dindmicos ndo lineares

podem ser encontrados em Slotine & Li (1991) e Mira (1990).

2.2.3. Aspectos Relativos ao Estudo de Sistemas Dindmicos

Como descreve Luenberger (1979), o estudo de um sistema dindmico pode ser
dividido em quatro estdgios: representacdo, geracdo de solugdes, exploracdo de relagdes
estruturais e controle. Dependendo dos objetivos a que se propde o estudo, na maior parte

dos casos enfatiza-se um ou dois desses aspectos.

16



2.2.3.1. Representacao

O processo de obtencdo de uma descricdo matemadtica associada a um sistema
dindmico real ¢ denominado modelagem, sendo o resultado final um modelo. Esta etapa ¢
essencial, pois deve assegurar um grau de fidelidade aceitavel entre o comportamento do
fendmeno real sob investigagdo e os padrdes produzidos pela interacdo das varidveis

. ~ . 1
selecionadas que compdem o estado do sistema-modelo .

2.2.3.2. Geracao de Solucoes

O uso mais imediato de um modelo dindmico se d4 na geracdo de solugoes que
atendem as equacdes que descrevem o sistema. O padrdo temporal das varidveis que
compdem o estado do sistema numa solugdo especifica ¢ estudado visando-se aos mais

variados propdsitos.

Uma solucdo pode, as vezes, ser expressa analiticamente; mais freqiientemente, e
especialmente no caso de sistemas ndo lineares, porém, faz-se necessaria a geragdo
numérica de solugdes especificas por meio de simulagdes. As simulagdes podem ser
empregadas para se testar a validade de um modelo, de maneira que uma dada solugao
devera apresentar as propriedades comumente associadas ao fendmeno representado pelo
sistema-modelo. As simulagdes contidas neste trabalho foram efetuadas no aplicativo

Matlab.

Um modelo representa um rol de solugdes, cada uma delas determinada por

diferentes entradas, diferentes valores de parametros e diferentes condi¢des iniciais.

2.2.3.3. Exploracao de Relacoes Estruturais

Boa parte da teoria de sistemas dinamicos ¢ motivada pelo desejo de se ir além do
estagio do simples computo de solucdes particulares de um modelo, tendo como meta a
investigacdo e o estabelecimento de relagcoes estruturais entre, por exemplo, um dado

parametro do sistema e sua interferéncia na solugdo. Tais relagdes sdo obtidas

1 P . . . , ~ . .
Neste capitulo e nos ulteriores, a palavra sistema incorporara a acepgao associada a modelo, devendo o sentido ficar claro conforme o

contexto em que o termo for utilizado.
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indiretamente, através do uso de conceitos analiticos auxiliares. Um exemplo disso ¢ a
averiguacdo da estabilidade de um dado sistema por meio de fungdes auxiliares que levem
em conta a estrutura do sistema-modelo, sem que seja necessaria a geracao prévia de

solugdes.

2.2.3.4. Controle

Muitas das metodologias de estudo de sistemas dindmicos sdo movidas pelo
objetivo de se criar maneiras eficazes de mudar um dado sistema de sorte que sua resposta
seja melhorada segundo algum aspecto. Dessa forma, o controle ¢ uma atividade
continuada executada sobre e ao longo da operacdo do sistema que deverd ter como
resultado uma resposta tdo proxima da ideal quanto for possivel de acordo com algum

Critério.

Este trabalho enfatiza o terceiro e o quarto aspectos no estudo de sistemas
dindmicos ndo lineares — respectivamente, a exploracdo de relagdes estruturais e a

determinagdo de estratégias para um controle eficiente desses sistemas.

2.3. Estabilidade e Convergéncia

2.3.1. Propriedades de Conjuntos

Esta secdo apresenta alguns conceitos basilares que serdo empregados nas secdes

subseqiientes.

O termo conjunto, neste trabalho, esta relacionado a uma colecdo finita ou infinita

de pontos. Por exemplo, os pontos que compdem uma reta ou que se localizam dentro de

uma esfera no R" sdo conjuntos. Um conjunto S < R" sera limitado caso exista um

escalar >0 tal que ||X||< r para todos os pontos xe S. Neste estudo, ||:|||| , (norma

Euclidiana).
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Definicio 2.2. Seja um escalar £>0 ¢ sejam x e y pontos no R". O conjunto
N(x,¢) ::{ye R" |||y—x||<€} ¢ denominado vizinhanga de x com raio €. O vetor X

chama-se centro. Caso o valor do raio ndo seja relevante, representa-se a vizinhanga de x

por N(x).

Supondo-se que S seja um subconjunto do R", o vetor xe S sera um ponto interior

de § se todos os pontos da vizinhanga N(x) pertencerem a S. Admitindo-se, por outro

lado, que x ndo necessariamente pertenga a S, X serd um ponto de acumulagdo de S se

toda vizinhanga de x contiver pelo menos um ponto de S distinto de x.

Teorema 2.3. Se xe R” for um ponto de acumulagdo de S < R", toda vizinhanga N(x)

conterd infinitos pontos de S.

Prova. Cf. Apostol (1965), p.49.

Estd implicito nesse teorema o fato de que ndo se observam pontos de acumulagdo em

conjuntos com finitos pontos. A afirmagdo contraria, todavia, ndo se verifica. O conjunto
Z. =1{1,2,3,..}, por exemplo, ¢ composto de infinitos termos e ndo possui pontos de

acumulacdo. Por outro lado, um conjunto com infinitos termos /imitado sempre apresenta
um ponto de acumulagdo. Esse resultado ¢ conhecido como Teorema de Bolzano-

Weierstrass.
Teorema 2.4 (Bolzano-Weierstrass). Se um conjunto limitado § < R" possuir infinitos
pontos, havera pelo menos um ponto no R” que sera um ponto de acumulagio de S.

Prova. Cf. Apostol (1965), pp.49-51.

Uma seqiiéncia de vetores no R" {x,,X,....X,,...}, representada por {x, },

convergira para um vetor-limite x caso se verifique |Xn - X|| — 0 quando n — . Um vetor
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x serd um ponto de acumulacdo da seqiiéncia {x,} se existir alguma subseqiiéncia de {x, }
que convirja para X, ou seja, se houver um conjunto E com infinitos termos pertencentes a
Z, tal que {x,},- convirja para x. De acordo com o Teorema de Bolzano-Weierstrass,
uma seqiiéncia limitada {x,} no R" possui pelo menos um ponto de acumulagdo no R".
Uma seqiiéncia de nimeros reais {r,} mondtona, ndo decrescente e superiormente limitada
converge para um nimero real. De forma similar, uma seqiiéncia de numeros reais {r,}

monotona, ndo crescente € inferiormente limitada também converge para um niimero real.

Exemplo 2.5. O conjunto S de nimeros da forma 1/n, comn =1, 2, 3, ... tem 0 como ponto

de acumulagdo. Deve-se atentar ao fato de 0 ndo pertencer ao conjunto S.

Um conjunto S < R" sera aberto se todo ponto de S for um ponto interior de S. Por

exemplo, um intervalo aberto (a, b) € um conjunto aberto em %R . No entanto, ndo ¢ um

conjunto aberto no R", pois vizinhangas n-dimensionais ndo estdo definidas em (a, b).

Um conjunto S cR" sera fechado se ele contiver todos os seus pontos de
acumulagdo. Por exemplo, um intervalo fechado [a, ] é um conjunto fechado em R e
também no R". Intervalos abertos em R ndo sdo conjuntos fechados porque ndo contém
seus extremos, ambos pontos de acumulacdao. Pelo mesmo motivo, intervalos semi-abertos
do tipo (a, b] ou [a, b) ndo sdo conjuntos fechados. Entretanto, tais intervalos tampouco sao
conjuntos abertos. Com efeito, para o caso (a, b] a vizinhanga N(b) ndo contém apenas
pontos interiores. O R" é um conjunto aberto e, simultaneamente, um conjunto fechado. O

mesmo vale para o conjunto vazio.
Um conjunto §  R" sera compacto se for limitado e fechado.

Um ponto pe R" sera um ponto-limite de um conjunto S < R" se toda vizinhanga
de p contiver pelo menos um ponto de S € um ponto ndo pertencente a S. O conjunto de
todos os pontos-limites de S, expresso por dS, ¢ denominado limite (ou fronteira) de S. Um
conjunto fechado contém todos os seus pontos-limites. Um conjunto aberto ndo contém

nenhum de seus pontos-limites. O interior de S é designado por S —9S. Um conjunto
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aberto ¢ igual ao seu interior. Um conjunto fechado ¢ igual a S+9d5S, i.e., a unido de S e sua

fronteira.

Um conjunto aberto S ¢ R" sera conexo se todo par de pontos em S puder ser
interligado por um arco contido em S. A unido de um conjunto S aberto e conexo com
alguns, nenhum ou todos os seus pontos-limites denomina-se regido. Caso nenhum dos
pontos de fronteira pertenga a unido, a regido em questdo serd designada por dominio ou

regido aberta.

2.3.2. Existéncia e Unicidade

Considerando-se o problema de valor inicial
x = f(t,x), comXx(t,)=X,, (2.3)

onde xe R" e R, xR" - R", como a representacdo matematica de um sistema fisico
sob experimentagdo, deseja-se que, ao partir de um estado inicial x, no instante ¢,, o
sistema (2.3) assuma um estado definido no instante futuro # =¢,>¢,, ou seja, demanda-se a

existéncia de uma solucdo para o problema (2.3). Além disso, caso o sistema seja
deterministico, espera-se que, se as condicdes do experimento anterior puderem ser
repetidas de maneira exata, a dinamica do sistema seja a mesma e se alcance novamente o
mesmo estado em ¢, >¢,. Para que o modelo matematico (2.3) preveja de forma correta o

estado futuro de um sistema dindmico a partir do estado atual em ¢ =¢,, o problema (2.3)
devera ter solugdo unica para cada condi¢do inicial.

Entende-se como solugcdo de (2.3) num intervalo [#,, #,] uma funcdo continua
x:[t,,t,] > R" tal que x(¢) seja definida e x(¢) = f(¢,x(¢)) Vte[¢,,¢]. Se f(t,x) for
continua em ¢ € em X, entdo a solugdo x(¢) sera continuamente diferenciavel. Caso f(¢,x)

seja continua em X, mas somente continua por partes em ¢, a solucdo x(¢#) serd apenas

continuamente diferencidvel por partes. A suposicdo de continuidade por partes em ¢

remonta aos casos em que o sistema f(z,x) depende de uma entrada varidvel no tempo

com descontinuidades do tipo degrau, por exemplo.
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A questdo de existéncia e unicidade, que serd abordada por meio de restri¢cdes

introduzidas em f(¢,x), € essencial para que o modelo descrito por equacdes diferenciais

(2.3) seja valido como representacdo do comportamento de um sistema dindmico real.

Definicdo 2.6. Seja f: R, XxR" - R" uma fungdo f(#,x). Se a desigualdade

|/ @y) = f@y,)|< Ly, -y, (2.4)

for satisfeita para todo (¢,y,) e (¢,y,) em alguma vizinhanca de (¢,,X,), a fungdo f serd

Lipschitz em x. A constante positiva L ¢ denominada constante de Lipschitz.

Diz-se que uma fungdo f(x) € localmente Lipschitz num dado dominio D c R" se cada
ponto de D possuir uma vizinhanga D, de tal forma que f atenda a condi¢do de Lipschitz
(2.4) para todos os pontos de D, com alguma constante de Lipschitz L,. Uma fun¢do

f(x) sera Lipschitz num conjunto W se (2.4) for satisfeita para todos os pontos de /' com a

mesma constante de Lipschitz L. Uma fungdo localmente Lipschitz num dominio D ndo ¢
necessariamente Lipschitz em D, uma vez que a condi¢do (2.4) pode ndo valer de maneira
uniforme (i.e., com a mesma constante L) para todos os pontos em D. No entanto, uma
funcdo localmente Lipschitz num dominio D serd Lipschitz em todo subconjunto compacto

de D (Khalil, 1992). Diz-se que uma fungdo ¢ globalmente Lipschitz caso ela seja Lipschitz
no R". Pode-se mostrar que o fato de uma fungdo f(x) ser Lipschitz num conjunto W

implica continuidade de f(x) em W (Khalil, 1992).

Essa terminologia permanece sendo valida no caso de uma funcdo dependente do

tempo f'(¢,x), contanto que a condi¢do de Lipschitz valha de maneira uniforme em ¢ para

todos os instantes num dado intervalo de tempo.

Teorema 2.7 (Existéncia e Unicidade Locais). Seja f:R, XR" ->R" uma fungio

f(¢,x) continua por partes na varidvel ¢ que satisfaz a condi¢do de Lipschitz (2.4) para
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todo y,,y, € B={xeR" |||x—x0||Sr}, Vtelt,,t,]. Existira, entdo, um J>0,
dependente de x,, tal que a equacdo de estado (2.3) possua solugdo tnica em [7,, ¢, +O].

Prova. Cf. Khalil (1992), p.74.

No Teorema 2.7, a principal restricdo introduzida em f(¢,x) corresponde a exigéncia de
satisfacdo de (2.4). Todavia, o resultado obtido ¢ local, pois existéncia e unicidade sdo

conseguidas apenas no intervalo [¢,,7,+0J], onde & pode ser muito pequeno. Pode-se

requerer, a fim de se garantir existéncia e unicidade globais, que f atenda a condigdes
globais de Lipschitz, i.e., aumenta-se o peso das restricdes as quais f deve obedecer. Esse ¢
um recurso limitador, entretanto. Muitos modelos de sistemas fisicos que apresentam
solucdes Unicas e globais ndo atendem a condi¢des globais de Lipschitz. Ainda, exemplos
de fungdes f continuas e continuas por partes que ndo satisfazem condi¢des locais de
Lipschitz sdo raros, sendo razoavel supor que representagdes matematicas de sistemas
praticos como (2.3) atendam a condi¢des locais de Lipschitz (Khalil, 1992). Pode-se, dessa
maneira, buscar um teorema que garanta existéncia e unicidade globais requerendo-se
apenas a validade de condicdes locais de Lipschitz, a custa de se ter mais informagdes sobre
a solucdo do sistema. Para o caso de sistemas autdnomos, por exemplo, tem-se o teorema a

seguir (a extensdo para sistemas ndo autonomos pode ser encontrada em Hahn (1967)):

Teorema 2.8. Secja f:R" - R" uma fungdo f(x) localmente Lipschitz em x num
dominio D c R" e seja W um subconjunto compacto de D. Suponha que x, € W e que se
sabe que toda solucdo de x= f(x), com x(¢,)=X,, localiza-se inteiramente em W.

Existir4, entdo, uma solugdo Unica para cada x,, definida para todo ¢ >1¢,.

Prova. Cf. Khalil (1992), p.83.

O ponto a ser destacado nesse teorema ¢ a necessidade de se saber que a solucdo esta de
fato num conjunto compacto sem que se tenha de resolver o sistema de equacdes

diferenciais. O Método Direto de Lyapunov é uma ferramenta muito util nesse sentido.
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2.3.3. Sistemas Autonomos

Considere o sistema ndo linear invariante no tempo
x= f(x), comx(?,)=X,, (2.5)

onde xe R" e f:R" — R" ¢é suposta localmente Lipschitz em x. Uma solucdo x(z) desse
sistema sera /imitada caso exista uma funcdo ¥(x(#)) ndo negativa continua por partes tal

que
[x(0)] < ¥(x(2)), Vi=t,. (2.6)
Designa-se x, como o ponto de equilibrio de (2.5), ou seja,

f(x,)=0. (2.7)

Por conveniéncia, todas as defini¢des e teoremas deste capitulo referem-se ao caso em que
o ponto de equilibrio localiza-se na origem do R", ou seja, x, =0. Essa suposi¢do ndo

acarreta perda de generalidade, pois qualquer ponto de equilibrio pode ser transladado para

a origem através de uma mudanca de variaveis.
O equilibrio x, de (2.5) sera
e estavel, caso haja, para cada £ >0, um o(€)> 0 tal que
x| < 6 =[x <&, Vi1 (2.8)

® instavel, se nao for estavel,

® atrativo, no caso de existir algum escalar »(x(¢)) >0 tal que
()] < = lim|x(2)| = 0; (2.9)

® (localmente) assintoticamente estdvel (AE), se acaso x, for estavel e atrativo;

Um ponto de equilibrio AE possui uma regido de atragdo — um conjunto ¥ de

estados iniciais x(Z,) tal que x(¢#) = x, com ¢t — o paratodo x, € V.
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e globalmente estavel (GE), se x, for estdvel e se todas as solugdes x(¢) de (2.5)

forem limitadas;

e globalmente assintoticamente estavel (GAE), se a regido de atragdo de x, foro R";

e (localmente) exponencialmente estivel (EE), caso existam constantes positivas «,

A e rtal que

x(ty)]| < 7 = |x(0)]| < 2e™|[x(2,)

, Vitxt,; (2.10)

e globalmente exponencialmente estavel (GEE), se existirem constantes positivas & e

A tal que para todo x(z,)e R" (i.e., aregido de atragdo de x, ¢ o R")

()] < ae“sct,)

. Vi, . 2.11)

Essas defini¢des partem do pressuposto de que as solugdes de (2.5) sdo definidas para todo

t2t,. Essa suposicdo ndo ¢ garantida pela condi¢do local de Lipschitz atendida por f.

Todavia, as exigéncias adicionais demandadas pelo Método Direto de Lyapunov no

Teorema 2.9 a seguir garantirdo existéncia global de x(¢), para todo ¢ >¢,, no contexto do
Teorema 2.8.

Para sistemas dindmicos ndo autdbnomos, os conceitos listados acima podem variar
de acordo com o instante inicial #,. Se forem independentes de ¢,, serdo denominados

uniformes.

Mais detalhes sobre estabilidade de pontos de equilibrio podem ser encontrados em

Vidyasagar (1978).

2.3.3.1. Método Direto de Lyapunov

A idéia central do Método Direto de Lyapunov resulta da extensdo matematica de
uma constatagdo fisica fundamental: se a energia total de um sistema mecanico ou elétrico
for continuamente dissipada, o sistema, seja linear ou nao linear, devera tender a um estado
de equilibrio. Logo, ¢ possivel entrever a estabilidade de um sistema dindmico por meio do

exame da variagdo de alguma funcdo escalar (como a fun¢do da energia).
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Considere, por exemplo, o sistema descrito pela equagdo a seguir (Slotine & Li,
1991):
mi+bx | % | +kyx +kx’ =0. (2.12)

A expressao (2.12) representa um sistema massa-mola ndo linear (a ndo-linearidade da
mola ¢ indicada pelo termo k,x + k,x>) com amortecimento bx | % | também ndo linear (v.

Figura 2.1).

L==1

) o

X

Figura 2.1. Sistema massa-mola ndo linear

Supondo-se que o objeto movel seja deslocado para além do comprimento normal da mola
e entdo solto, deseja-se saber se 0 movimento resultante sera estavel. Como ndo se dispoe
da solucdo analitica de (2.12) e linearizagdes podem prejudicar uma correta avaliagdo do
comportamento do sistema, torna-se necessario recorrer a outros métodos que efetuem uma

analise satisfatoria de sua estabilidade. Verificando-se a equacdo da energia

X

1 1
V) =smi + | (kg +k g )dy =—me + Lk + Lk, (2.13)
2 . 2 2 4
onde x=[x x|, observa-se que a estabilidade assintdtica equivale & convergéncia da
energia mecanica para zero, ou seja, a afluéncia do estado do sistema para o ponto de

equilibrio [x )'C]T = [0 O]T. A taxa de variacdo da energia durante a operagdo do sistema

corresponde a derivada de V(x) levando-se em consideragdo (2.12):
V(x) = mix + (kyx + b, x2 e = #(—bi | ¥ ) =—b | % . (2.14)

A equacgdo (2.14) indica que a energia do sistema, a partir de algum valor inicial, ¢

continuamente dissipada até que o movimento da massa seja cessado, i.e., até que x =0.
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O Método Direto de Lyapunov corresponde a uma generalizagdo dos conceitos
empregados no exemplo do sistema massa-mola ndo linear para sistemas mais complexos.
A partir de um conjunto de equagdes diferenciais ndo lineares, o procedimento requer a
introducdo de uma funcdo escalar cuja derivada ird indicar o grau de estabilidade e

convergéncia das solu¢des do sistema em questao.

Teorema 2.9 (Método Direto de Lyapunov). Seja x, um ponto de equilibrio de (2.5) e

presuma que f(x) seja localmente Lipschitz em x. Seja V:R" - R, uma funcdo V(x)

continuamente diferenciavel que satisfaz
e J(x)>0,1e., M(x) ¢ definida positiva, e V(0) =0;

aV(X)

« V=" (0 <W(R)<O0;

e J(x) > com ||X|| — oo, 1.e., V(X) ¢ ilimitada radialmente.

Entdo, V(x) serd uma fung¢do de Lyapunov € o ponto de equilibrio x, serd GE caso

W(x) 20 (W semidefinida positiva) ou GAE caso W (x) >0 (W definida positiva).

Prova. Cf. Hahn (1967), pp.102-103, e Khalil (1992), pp.101-102. Deve-se ressaltar que a

prova desse teorema, que foge dos propositos deste capitulo, garante existéncia e unicidade

das solugdes de (2.5) no R" para r>1,.

A exigéncia de que V(x) seja ilimitada radialmente ¢ necessaria para que os resultados do
Teorema 2.9 sejam globais (conforme Teorema de Barbashin-Krasovskii em Khalil
(1992)). Entretanto, as condi¢des do teorema sdo apenas suficientes, pois o fato de ndo se
satisfazer as condi¢des de estabilidade ou estabilidade assintotica para uma dada candidata
a func¢do de Lyapunov ndo significa que o ponto de equilibrio em questdo ndo seja GE ou
GAE. Indica, apenas, que tais caracteristicas ndo podem ser estabelecidas utilizando-se tal
candidata a fun¢cdo de Lyapunov. De fato, ndo hd um procedimento sistematico que

construa fungdes de Lyapunov adequadas para todos os tipos de problemas. A introducao
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dos métodos recursivos de backstepping configura-se, nesse sentido, num grande avango,

pois resolve essa questdo para diversas classes de sistemas nao lineares.

Se acaso o sistema autonomo (2.5) for linear, ou seja,
X = AX, (2.15)

uma candidata a fungdo de Lyapunov é a fungdo quadratica V' (x) =x'Px, onde P é uma

matriz simétrica real definida positiva. A derivada de 7 ao longo das trajetdrias do sistema

linear ¢ dada por

V(x)=x"Px+x"Px
=x"(PA+ A" P)x (2.16)

=—x"Qx,

onde O ¢ uma matriz simétrica definida pela equagdo de Lyapunov

PA+A"P=-0. (2.17)

Se QO for definida positiva, a origem sera assintoticamente estdvel. Mais detalhes sobre o

caso linear podem ser encontrados em Franklin et al. (1995).

2.3.3.2. Principio de Invariincia de La Salle

A necessidade de se ter W(x) >0 (ou V(x)<0) para que se consiga estabilidade

assintotica global ¢, em muitos casos, dificil de ser satisfeita (Fossen & Strand, 1999). O

Principio de Invaridncia de La Salle pode, entdo, ser empregado para que se consiga
verificar se um sistema ndo linear autdbnomo ¢ GAE mesmo com V(x) semidefinida

negativa. Algumas defini¢des, porém, devem ser introduzidas antes de se enunciar o

Teorema de La Salle.
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Definicio 2.10. Seja x(#) uma solucdo do sistema ndo linear X = f(x), com x(¢,) =X, .

Um ponto p serd um ponto-limite positivo de x(t) caso haja uma seqiiéncia {f,}, com
t, = oo para n —> oo, de tal forma que x(¢,) - p quando n — . O conjunto de todos os

pontos-limites positivos de x(¢) ¢ denominado conjunto-limite positivo de x(t).

Deve-se destacar que o conceito de ponto-limite positivo é de natureza inteiramente diversa
do de ponto-limite apresentado na se¢do 2.3.1. A defini¢cdo de ponto-limite positivo associa-

se ao conceito de ponto de acumulagdo.

Definiciio 2.11. Seja um sistema ndo linear x = f(x), com x(¢,) =X,. Um conjunto M

sera denominado invariante se qualquer solucdo x(¢z) desse sistema que pertenca a M em
algum instante ¢, pertencer a M em todos os instantes:
x(t)eM = x(t)e M, Vte R. (2.18)

Um conjunto Q serd positivamente invariante caso a definicdo acima seja verdadeira

apenas para instantes futuros:

X(1))e Q = x(1)eQ, Vt=t,. (2.19)

Uma propriedade fundamental dos conjuntos-limites ¢ o lema a seguir, cuja prova

pode ser encontrada em Khalil (1992):

Lema 2.12. Seja x(¢) uma solucdo limitada de (2.5). Supondo-se que x(¢) pertenca ao
dominio D para todo ¢>1¢,, seu conjunto-limite positivo L* serd um conjunto compacto

invariante ndo vazio. Além disso, x(#) = L™ quando ¢ — oo.

Prova. Cf Khalil (1992), p.491.
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Apresentadas as defini¢des e comentérios necessarios, pode-se agora enunciar o

Teorema de La Salle:

Teorema 2.13 (Principio de Invariancia de La Salle). Seja Q um conjunto compacto

positivamente invariante de (2.5). Seja, ainda, V' : Q — R uma fungdo V(x) continuamente
diferenciavel tal que V(x)<0, Vxe Q. Defina E = {Xe QV(x)= 0} e seja M o maior
conjunto invariante contido em E. Entdo, toda solu¢do limitada x(#) iniciando-se em €Q
converge para M com ¢ — oo .

Prova (Khalil, 1992, p.117). Seja x(#) uma solugdo de (2.5) iniciando-se em Q. Como
V(x)<0 em Q, V(x) é uma funcio ndo crescente. Ademais, a continuidade de ¥ (x) no
conjunto compacto Q implica que V(x) ¢ inferiormente limitada em Q. Logo, V(x)

possui um limite a para ¢ — oo . Note, ainda, que o conjunto-limite positivo L localiza-se
em Q, pois Q ¢ um conjunto fechado (um conjunto compacto ¢ fechado) e positivamente

invariante. Considerando-se a Definicdo 2.10 e a continuidade de V(x), tem-se que
V(p)=lim, _V(x(¢,))=a,onde pe L" e x(¢,) > p quando n — oo para uma seqiiéncia
{t,} com t — oo Portanto, V(x)=a em L*. Como, pelo Lema 2.12, L* ¢ um conjunto
invariante, verifica-se que V(x)=0 em L. Assim, L'c M c EcQ. Como x(f) é

limitado, x(¢) tende a L™ quando ¢ — oo (Lema 2.12). Conseqiientemente, x(¢) aproxima-

se de M quando ¢ — oo.

Deve-se notar que o Teorema de La Salle ndo requer que V(x) seja definida positiva. A

Figura 2.2 traz uma interpretacdo geométrica do Teorema 2.13.
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Figura 2.2. Interpretacdo geométrica do Principio de Invaridncia de La Salle.

Supondo-se, por hipdtese, que na fronteira do conjunto positivamente invariante Q a

funcdo de Lyapunov assuma o valor V' (x) =v,, define-se Q:= {xe RV (x)< vl}, uma vez

que V(x)<0 em Q. A linha tracejada representa o conjunto £ onde V' (x)=0. Admite-se
que o maior conjunto invariante M em E seja composto apenas pelo ponto de equilibrio

estavel x,. Define-se a curva de nivel I''={xe Q|V(x)=v, <v, }; seja s um ponto se I

Ems:

<0. 2.20
x (2.20)

_
==/

X=s

X=s

Como 9V /dx ¢é o vetor gradiente de V' (x) — logo, perpendicular a I' e “saindo” —e f(x)
¢ o vetor velocidade x — tangente as trajetdrias do sistema —, a equacdo (2.20) indica que o
produto escalar do vetor gradiente de V' (x) com o vetor velocidade f(x) deve ser menor
ou igual a zero. Isso significa que o angulo entre os dois vetores deve ser maior ou igual a
90°. Dado que essa relagdo ¢ verificada para todos os pontos de I', as solugdes x(¢) de
(2.5) estdo necessariamente entrando na regido delimitada por I'. Como isso ¢ valido para
todas as curvas de nivel internas a Q, conclui-se que toda solugcdo com condi¢do inicial em

Q converge para o ponto de equilibrio x,.

Corolirio 2.14 (Estabilidade Assintética). Seja x, =0 o Unico ponto de equilibrio de

(2.5). Seja V:R" - R, uma fungdo V(x) continuamente diferenciavel, definida positiva e

ilimitada radialmente tal que V(x)<0, Vxe R". Seja, ainda, E = {Xe R |V (x)= 0} e
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presuma que nenhuma solucdo sendo x(¢) =0 possa permanecer indefinidamente em E.

Entdo, a origem serda GAE.

Conclui-se, portanto, que as propriedades de convergéncia do sistema dindmico em questao
serdo tanto mais poderosas quanto menor for a dimensdo de M. No caso de estabilidade

assintotica, o maior subconjunto invariante M de E reduz-se a origem x, =0.

Rodrigues et al. (2002) propuseram uma extensdo do Principio de Invariancia de La
Salle na qual ndo se exige que a derivada da fun¢do de Lyapunov seja sempre, no minimo,
semidefinida negativa. O teorema a seguir apresenta essa versdo mais geral do Teorema
2.13 que permite que a derivada da fun¢do de Lyapunov ao longo das trajetorias do sistema

seja positiva em algumas regioes.

Teorema 2.15 (Extensao do Principio de Invaridncia de La Salle). Seja ve R uma

constante tal que Q = {XE R" |V (x)< v} seja um conjunto limitado positivamente
invariante de (2.5). Seja, ainda, V' :Q — R uma fungdo 7 (x) continuamente diferenciavel.
Defina C:= {XE Q,|V(x)> 0} e presuma que sup..V(x)=/<v. Defina, ainda,
ﬁ, ={xe Q V(x)<I} e E:= {xe Q |V(x):0}u§l e seja M o maior conjunto
invariante de (2.5) contido em E. Entdo, toda solucdo limitada x(#) iniciando-se em Q
converge para M quando ¢ — oo. Além disso, se X, € Q,, entdo x(¢)e Q, paratodo t>1¢, e

x() tende para o maior conjunto invariante de (2.5) contido em Q, .

Prova (Rodrigues et al., 2002, p.53). Suponha, primeiramente, que x, € Q, ¢ x,¢ Q,.
Seja x(#) uma solucdo de (2.5) iniciando-se em € . Admita, de inicio, que X(¢) permaneca
fora do conjunto Q, para ¢>t¢,. Como C c Q,, verifica-se, nesse caso, V(x)<0. Assim,

V(x) é uma fun¢do ndo crescente. Ainda, o conjunto-limite positivo L" de x(7) estd
contido no conjunto invariante Q ; mais precisamente, no subconjunto compacto de Q

dado por {xe Q |V(x)< V(xo)}. Como a funcdo V' (x) € ndo crescente e continua, V' (x) €
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inferiormente limitada nesse conjunto. Logo, V(x) possui um limite @ para ¢ — oo.
Considerando-se a Defini¢do 2.10 € o Lema 2.12, tem-se que V(x)=a em L' e, uma vez
que L é um conjunto invariante de (2.5), ¥(x)=0 em L*. Assim, L' c Q —C, donde se

conclui que x(¢) > L' < M quando ¢ — oo.

Admitindo-se, agora, que x,€ Q,, tem-se que V(x,)</. Afirma-se que a solugio x(¢)
permanece em €, para todo t€ [¢,,t,). Para provar essa afirmagio, suponha que ha um
instante ¢~ >¢, em que V(x(t"))>/. Existir4, entdo, um se[t,,¢ ) tal que V(x(s))=1 e
V(x(t))>1 para te (s,¢t ). Isso significa que existe algum t’€ (s,#”) em que se verifica
V(x(t)) >0, o que contradiz o fato de que V(x)<0 fora de ﬁ, DC. Assim, t, =0 € a
solugio permanece dentro de Q, para ¢ >¢,. Portanto, o conjunto-limite positivo L™ é ndo

vazio e a solugdo aproxima-se dele quando ¢ — . Ademais, L" ¢ um subconjunto

invariante contido em Q,. Logo, a solu¢do x(#) aproxima-se do maior conjunto invariante

contido em Q, quando # — oo

A Figura 2.3 traz uma interpretacdo geométrica da Extensdo do Principio de Invariancia de
La Salle. O Teorema 2.15 garante que todas as solu¢des de (2.5) com condi¢do inicial

dentro de ©Q tendem para o maior conjunto invariante contido em E. Se, em particular,
esse maior conjunto invariante estiver contido em Q,, entdo todas as solugdes com
condigdo inicial em Q  tendem para o maior conjunto invariante contido em Q,. Uma vez
dentro de Q,, as solugdes nio saem desse conjunto. Duas coisas podem ocorrer dentro de

Q, : ou as solugdes tendem para o conjunto {XE Q,|V(x)= 0} ou permanecem entrando e

saindo do conjunto C (Rodrigues et al., 2002).
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Figura 2.3. Interpretacdo geométrica da Extensdo do Teorema de La Salle.

Teorema 2.16 (Versdao Global da Extensdo do Principio de Invaridncia de La Salle).

Seja  V:R"—>R uma fungdo V(x) continuamente diferenciavel. Defina
C= {xe R |V (x)> O} e presuma que sup, .V (x)=/eR. Defina, ainda,
Q = {XE R"|V(x)< l} e E:= {XE R" |V (x)= O}U Q, e seja M o maior conjunto invariante
de (2.5) contido em E. Entdo, toda solu¢do limitada x(¢#) converge para M quando ¢ — oo.
Além disso, se x,€ Q,, entdo x(¢)e Q, paratodo ¢ >, e x(t) tende para o maior conjunto

invariante de (2.5) contido em Q, .

Prova (Rodrigues et al., 2002, p.54). Suponha, primeiramente, que X, & Q, e presuma que
a solugdo x(#) de (2.5) seja limitada para ¢ >¢,. Admitindo-se que x(¢) permaneca fora do
conjunto Q, para ¢ >1,, verificar-se-a V' (x) <0 para ¢ >¢,. Como V(x) ¢é ndo crescente e
inferiormente limitada, V' (x) > a€ R quando ¢ — . O conjunto-limite positivo L* de
x(¢) é compacto, ndo vazio e invariante (Lema 2.12). Isso implica que V(x)=a em L" e,
conseqiientemente, que V(x)=0 em L'. Assim, L' c M, donde se conclui que
x(t) > L' < M quando ¢ — .

Admitindo-se, agora, que x,€ Q,, tem-se que V(x,)</. Afirma-se que a solugio x(¢)
permanece em Q, para todo ¢ >¢,. Para provar essa afirmagio, suponha que ha um instante
t">t, em que V(x(t'))>/. Existira, entdo, um se[t,,¢ ) tal que V(x(s))=I[ e

V(x(¢))>1 para te (s,t"). Isso contradiz o fato de que ¥ <0 fora de Q, o C. Tal como
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no teorema anterior, a solu¢cdo permanece dentro de 5, para t >¢,. Portanto, o conjunto-

limite positivo L ¢é ndo vazio e a solugdo aproxima-se dele quando ¢ — oo. Ademais, L é

um subconjunto invariante de (2.5) contido em Q,. Logo, a solugio x(¢) aproxima-se do

maior conjunto invariante contido em €, quando ¢t — oo.

Se acaso, no Teorema 2.16 acima, V:R" —R for ilimitada radialmente, ou seja,

V(x) > oo com |x|— o, toda solugdo X(¢) serd limitada para 127, e as conclusdes do

Teorema 2.16 serdo validas para todas as solugdes.

2.3.4. Sistemas Nao Autonomos

No caso de sistemas autonomos, o Teorema de La Salle (Teorema 2.13) mostra que

a trajetoria do sistema em consideracdo tende ao maior subconjunto invariante contido em
E, onde E é o conjunto de todos os pontos de Q que satisfazem V' (x) = 0. Por outro lado,

no caso de um sistema ndao autonomo
X = f(t,x), comXx(t,)=X,, (2.21)

onde xe R", te R, e f: R, xR" > R" ¢ suposta localmente Lipschitz em x, mesmo o

processo de se determinar um conjunto £ pode ndo ser evidente, uma vez que V(¢,x) ¢

fun¢do tanto de # como de x. A situacdo torna-se mais clara, no entanto, quando

V(t,x)<-W(x)<0, (2.22)

visto que, nesse caso, o conjunto £ poderd ser definido como o conjunto de pontos onde

W(x)=0. Dessa forma, pode-se esperar que a trajetdria do sistema aproxime-se de £ a

medida que 1 — .

O Teorema de La Salle-Yoshizawa, importante ferramenta para a andlise de

convergéncia de sistemas ndo autonomos, formaliza esses resultados:
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Teorema 2.17 (La Salle-Yoshizawa). Seja x, =0 o ponto de equilibrio de (2.21) e

presuma que f(z,x) seja localmente Lipschitz em x uniformemente em ¢. Seja

ViR, xR" - R, uma fungdo V' (z,x) continuamente diferenciavel que satisfaz
e JV(t,x)>0,1ie., V(t,x) ¢ definida positiva;

AV (t,x) N oV (t,x)
ot ox

. V(tx)= £(t.x) S -W(x)<0;

e J(t,x) > com ||X|| — oo, 1.e., V(¢,Xx) € ilimitada radialmente,

onde W ¢ uma fun¢do continua. Entdo, todas as solu¢des de (2.21) serdo globalmente

uniformemente limitadas e atenderdo a
lim W (x(¢)) = 0. (2.23)

Ainda, se W for definida positiva (W (x) > 0), o ponto de equilibrio x, =0 de (2.21) sera
globalmente uniformemente assintoticamente estavel (GUAE).

Prova. Versdes gerais podem ser encontradas em Khalil (1992), p.187, e Krsti¢ et al.

(1995), p.492.

2.4. Conclusao

Os teoremas de estabilidade de Lyapunov tradicionais vistos neste capitulo
(Teoremas 2.9, 2.13 e 2.17) fornecem condigdes suficientes para estabilidade, estabilidade
assintotica, etc. Existem teoremas que estabelecem que estas condicdes sdo, de fato,
necessarias para algumas formas de estabilidade (Vidyasagar, 1978); ou seja, para um dado
sistema dinamico sabidamente estavel, ¢ possivel inferir a existéncia de fungdes de

Lyapunov adequadas. Esta questdo ¢ abordada em detalhes por Hahn (1967).
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Os diferentes resultados obtidos neste capitulo sdo reunidos na tabela a seguir:

Sistemas autonomos

V>0,V <0

Método Direto de Lyapunov

V<0

Teorema de La Salle

V' <0 com ¥ >0 em algumas regides

Extensao do Teorema de La Salle

Sistemas ndo auténomos

V>0, V<0

Teorema de La Salle-Yoshizawa

Tabela 2.1. Classificagdo dos teoremas de estabilidade e convergéncia.
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Capitulo 3

Métodos Recursivos para o Controle
de Sistemas Nao Lineares

3.1. Introducao

Tal como mencionado no capitulo anterior, a maior parte dos sistemas dindmicos
reais possuem interacdes ndo lineares das diversas varidveis que os compdem. A
representacdo desses sistemas por meio de modelos lineares conduz, portanto, a inevitaveis
discrepancias entre o comportamento do sistema real e as solugdes geradas por sua
descrigdo matematica. Por exemplo, a linearizacdo de um sistema ndo linear ao redor de um
ponto de operacdo ¢ valida apenas nessa regido restrita. Técnicas de controle que tenham
como objetivo uma atua¢do mais ampla sobre a resposta do sistema sdo inviaveis sob tal

enfoque.

Os ultimos anos tém assistido a um desenvolvimento crescente na teoria associada
ao estudo de sistemas ndo lineares, especialmente no campo da sintese de controladores
eficientes. A partir dos anos 80, conceitos desenvolvidos a partir da geometria diferencial
provaram ser ferramentas eficazes na andlise e sintese de sistemas ndo lineares, sendo a
técnica de linearizagdo por realimentagdo, por exemplo, um método amplamente

empregado no tratamento de alguns tipos de ndo-linearidades (cf. Isidori (1996)).

Algumas desvantagens da metodologia atrelada a geometria diferencial, no entanto,
sdo a impossibilidade de resolu¢do de varios tipos de sistemas ndo lineares e o elevado

esforco de controle despendido. A introducdo de métodos recursivos de sintese de
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controladores a partir dos anos 90 (cf. Kanellakopoulos et al. (1992)), entretanto, resolveu
varios desses problemas. A técnica de backstepping, descrita em detalhes por Krsti¢ et al.
(1995), ¢, hoje, um dos meios mais populares de tratamento de sistemas ndo lineares,

sendo, inclusive, aplicavel a varios sistemas ndo “linearizaveis” (Kokotovi¢, 1992).

O backstepping fundamenta-se no conceito de Fungdes de Lyapunov de Controle
(cf. secdo 3.3) e nas teorias de estabilidade e convergéncia de sistemas dindmicos
exploradas no Capitulo 2 deste trabalho — em especial, os Teoremas de La Salle e La Salle-
Yoshizawa e o Método Direto de Lyapunov. Apds uma breve descrigdo dos aspectos mais
relevantes das abordagens tradicionais de controle ndo linear (cf. secdo 3.2), a secdo 3.4
dedica-se a expor as caracteristicas basicas do backstepping integrador, versdo preliminar
de processos de backstepping mais genéricos. A sec¢do 3.5 traz formalizagdes conceituais
basilares. A secdo 3.6 apresenta o método de backstepping aplicado a um sistema genérico
de realimentacdo estrita e apresenta o controle de um sistema caotico de Lorenz, altamente

ndo linear. Por fim, a se¢do 3.7 traz as conclusdes pertinentes.

3.2. Técnicas Precursoras de Controle de Sistemas
Nao Lineares

Muitas tentativas de introducdo de abordagens sistematicas visando a um controle
eficaz de sistemas ndo lineares tém sido propostas nos Ultimos anos. Um dos primeiros e
mais populares métodos voltados para o projeto de controladores para sistemas ndo lineares
¢ a técnica de linearizagdo por realimentagdo, descrita em Isidori (1996). Essa metodologia
utiliza mudanca de coordenadas e controle por realimentacdo com o objetivo de transformar
um sistema dindmico ndo linear em um sistema cujas dindmicas sejam, ao menos

parcialmente, lineares.

Seja o sistema ndo linear genérico

X=f(x)+g(x)u

3.1
V= h(x), G.D
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onde xe R" é o estado, ue R é aentradae ye R ¢é a saida. As fungdes f, g e & sdo nao-
linearidades suaves conhecidas. Diz-se que o sistema (3.1) possui grau relativo p num

.. ) .
ponto x, se houver uma vizinhanga N(x,)” na qual se verifique

al/jl l/jz al/lp—l
= = - —m— = _2
x g(x)= o g(x) x g(x)=0 (3.2)
e
W,
33
x (3.3)

onde y,(x)=h(x) e w.(x)=0Qv,._/ox)f(x), i=2,..,p. Se acaso (3.2) e (3.3) forem
validos para todo xe R", o grau relativo de (3.1) sera definido globalmente.

Supondo que o sistema (3.1) apresente grau relativo p<n no ponto X,, pode-se

empregar uma mudanga de coordenadas e controle por realimentacdo para transformar

(localmente) esse sistema numa conexao em cascata de um sistema linear de dimensdo p e
um sistema ndo linear de dimensdo n— p . De fato, derivando-se p vezes a saida y =h(x),

tem-se:

d
yO = ‘”p Yo rix >+ g(x)u (3.4)

Como (8 v, /ax)g #0 numa vizinhanga de Xx,, pode-se linearizar a representacdo entrada-

saida do sistema (3.1) através de uma realimenta¢do que cancele as ndo-linearidades em

(3.4) (linearizagdo entrada-saida):

! (—a'/’f) f(x)+vj. (3.5)
ox

P
o g(x)

ox

% O conjunto de pontos onde um grau relativo pode ser definido é um subconjunto aberto e denso do conjunto
aberto U onde o sistema (3.1) ¢ definido (Isidori, 1996). Para uma defini¢do de conjunto denso, cf. Isidori

(1996), p.474.
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Assim, as dindmicas de y e suas derivadas sdo governadas por uma cadeia de p
integradores: y'”’ =v. Nio obstante, como o sistema original tem dimensio 7, ¢ necessario
considerar, ainda, as n— p varidveis de estado restantes. Através do uso de ferramentas de
geometria diferencial, ¢ possivel (Krsti¢ et al., 1995) encontrar n—p fungdes
W, (X), ... ¥,(x), com Qw,/0x)g(x)=0, i=p+1,...n, de tal forma que a mudanca de

coordenadas

¢ =y=h(x)=y(x),

& =y=y,(x),

{,=y"" =y, (x), (3.6)
;p+l = l//p+1(X),

¢ =V, ()

seja inversivel localmente e transforme, junto com (3.5), o sistema ndo linear (3.1) em

51252
é;p—lzgp
g, =v

: d
§p+1 = I/IPH f(X) = ¢p+l(§) (37)

ox

. 0
£, = (0)=9,0)
X
y=4,
onde ¢=[¢...0.]. A aplicagio do controle (3.5) torna as varidveis de estado do

subsistema ndo linear de (3.7), ¢ ,,;, ..., §,, » nd0 observaveis a partir da saida y.

A utilizacdo da nova entrada de controle v com a finalidade de estabilizar o
subsistema linear de (3.7) ndo garante a estabilidade de todo o sistema, a menos que a

estabilidade da por¢do ndo linear de (3.7) seja estabelecida separadamente.
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Quando v é empregada para manter a saida y igual a zero para todo ¢ >¢,, ou seja,

quando ¢, =..=¢, =0, as dinAmicas de ¢ ., ..., ¢, sdo descritas por

+1° *

£ =0,100,..,0, 00 )
: (3.8)

é;n = ¢n(0’ M O’ é‘p+l’ cee é‘n)

e sdo denominadas dindmicas nulas de (3.1), pois evolvem no subconjunto do espago de

estados no qual a saida do sistema ¢ nula. Se o equilibrio em ¢, =..=¢, =0 das
dindmicas nulas (3.8) for assintoticamente estavel, o sistema (3.1) sera de fase minima.

Dado que o grau relativo e as dindmicas nulas de um sistema ndo podem ser
alterados por meio de realimentagdo de saida (Kokotovi¢ & Arcak, 2001), sistemas com
dindmicas nulas instaveis (sistemas de fase ndo minima) sdo muito mais dificeis de se

controlar que sistemas de fase minima.

Considerando-se, pois, o problema de estabilizagdo por realimentacdo de um
sistema em cascata genérico formado por uma parte linear e outra parte ndo linear oriundo

de um processo de linearizagcdo entrada-saida,

¢=Ag+Bv

: 3.9
= 19,9, G2

tem-se que o fato de se constatar estabilidade assintotica global de @= f(@,0) nio ¢
suficiente para garantir estabilidade assintotica global de toda a cascata por meio de uma
realimentacdo v=Kg (Kokotovic & Arcak, 2001). Em geral, ¢ necessaria uma
realimentacdo tanto de ¢ quanto de @, ou seja, v=K¢+w(@,s). Kokotovi¢ e Sussman
(1989) propuseram, por exemplo, o método de passivacdo por realimentag¢do, no qual
busca-se converter (3.9) numa interconexdo de dois blocos passivos como a ilustrada na
Figura 3.1 e encontrar, entdo, uma expressao para a lei de controle v=Kg+w(@,5) que
traga estabilidade a todo o sistema. Destaca-se o fato de que um sistema constituido pela
interconexao de dois blocos passivos com a configuragdo indicada na Figura 3.1 ¢ passivo
(Krsti¢ et al., 1995). A nogao de passividade, que remonta a idéia de dissipacdo de energia

em resistores num circuito elétrico, tem sido muito utilizada com o proposito de se analisar
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a estabilidade de sistemas ndo lineares. Sistemas passivos, tais como circuitos lineares

contendo apenas resistores positivos, sdo estaveis (Byrnes et al., 1991).

Apesar de sua popularidade, a abordagem ligada ao conceito de passividade ¢
limitada a sistemas com grau relativo menor que dois (Kokotovi¢ et al., 1992). Devido a
impossibilidade de se alterar o grau relativo de um sistema dinadmico através de
realimentacdo de saida, tal restricdo tem sido um obstaculo na criacdo de leis de controle

eficazes para sistemas ndo lineares em geral segundo essa metodologia.

Essa limitagdo, no entanto, foi removida de forma muito eficiente por meio da
introducdo de procedimentos recursivos para a geracdo de leis de controle para sistemas
ndo lineares, especialmente o backstepping (Kokotovi¢ et al., 1992). A idéia basica do
backstepping € projetar uma seqiiéncia de sistemas virtuais de grau relativo unitario, sendo
o sistema original o ultimo elemento dessa seqiiéncia. Para cada sistema virtual, o grau
relativo € reduzido a um através da selecdo de uma entrada virtual, conseguindo-se, entdo,
passividade com relacdo a uma saida virtual. A escolha de pares entrada-saida virtuais ¢é

flexivel e o processo de estabilizagdo faz uso de fungoes de Lyapunov de controle.

r I K
T Hl 1

H i
2 HE 2

Figura 3.1. Interconexdo de dois sistemas passivos (H; e Hy).

3.3. Funcoes de Lyapunov de Controle

A nocdo de fungdo de Lyapunov de controle, uma extensdao do conceito de fungio
de Lyapunov introduzida por Artstein (1983) e Sontag (1983), representou uma mudanga
no paradigma das teorias de estabilizacdo vigente ao final dos anos 70 (Kokotovi¢ & Arcak,
2001), pois redirecionou o enfoque dessas teorias, até entdo na andlise das caracteristicas
de um dado sistema dindmico, para o objetivo de se criar sistemas em malha fechada com

propriedades de estabilidade desejaveis.
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Tradicionalmente, uma maneira de se estabilizar um sistema nao linear é selecionar

uma fun¢do de Lyapunov V' (x) e entdo tentar encontrar uma lei de controle u(x) que faga

com que V(x) seja definida negativa. Supondo que o sistema apresente a configuragio

x=f(x,u), xeR", ueR, £(0,0)=0, (3.10)

objetiva-se determinar u(x) de tal forma que o equilibrio x=0 do sistema em malha
fechada seja GAE. Pode-se tomar uma fun¢do V(x) como uma candidata a funcdo de
Lyapunov e requerer que sua derivada ao longo das solugdes de (3.10) atenda a

desigualdade V(x) <-W(x), onde W (x) ¢ uma fungdo definida positiva, ou seja,

E;—Zf(x,u)S—W(x)<0. (3.11)

Escolhas inadequadas de V' (x) e W(x) podem levar a ndo-satisfagdo de (3.11). Diz-se de
um sistema para o qual é possivel uma escolha conveniente de V' (x) e W(x) que possui

uma fungdo de Lyapunov de controle (FLC).

Definicdo 3.1. Seja V' :R" — R, uma fungdo V' (x) suave, definida positiva e ilimitada

radialmente. V' (x) serd uma fungdo de Lyapunov de controle para (3.10) se

inf{a—V £(x, u)} <0, Vx#0. (3.12)
ox

ueR

Artstein (1983) demonstra que a relagdo (3.12) ¢ suficiente para assegurar a existéncia de
uma lei de controle que satisfaga (3.11), i.e., a existéncia de uma FLC ¢ equivalente a

estabilizabilidade assintdtica global.

A principal limitacdo do conceito de FLC como ferramenta de projeto consiste em
nao se conhecer uma FLC adequada para a maior parte dos sistemas ndo lineares. A tarefa
de se encontrar uma FLC apropriada pode ser tdo complexa quanto a de se determinar uma
lei de controle estabilizadora. Para varias classes importantes de sistemas nao lineares estes

dois problemas sdo resolvidos simultaneamente por meio da utilizacdo do backstepping.
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3.4. Funcoes de Lyapunov de Controle e
Backstepping Integrador

A construgao recursiva de fun¢des de Lyapunov de controle através do backstepping
integrador — uma versdo preliminar dos processos de backstepping mais genéricos — sera

ilustrada por meio do sistema nao linear de segunda ordem (cf. Fossen & Strand (1999))

x=f(x)+¢& (3.13a)
E=u (3.13b)
V=X, (3.13¢)

onde xeR, £eR, yeR e ueR. A fungdo f{x) é uma nio-linearidade conhecida.

Tenciona-se a regulagdo de y(¢#) em zero, ou seja, deseja-se que y(f) > 0 com ¢ — o para
todo [x(0) &(0)]". Obviamente, o sinal &(¢) deverd permanecer limitado. De (3.13a), o
ponto de equilibrio com x=0 corresponde a [x &' =[0 - £(0)]". O objetivo ¢,

portanto, fazer com que esse ponto de equilibrio seja GAE. Como o sistema (3.13) compde-

se de duas variaveis de estado, x e &, o projeto compreendera dois passos. Dessa forma,

(3.13) sera encarado como uma disposicdo em cascata de dois subsistemas de primeira
ordem, cada um apresentando entrada e saida unicas. O procedimento inicia-se com o

tratamento do subsistema x e prossegue com o tratamento do subsistema &. O subsistema

& é um integrador que precede o subsistema x.

Introduzir-se-4 uma mudanca de coordenadas durante o processo recursivo dada por

z=¢(x), (3.14)

onde z:[z1 zz]T e x=[x &]'. A transformagio @(x):R" >R" sera um
difeomorfismo global se o mapeamento @(x) for valido no R” com ¢@(x) e ¢ ' (z)

continuamente diferenciaveis e local se a transformagao inversa

x=¢"'(z) (3.15)

existir apenas num dominio do R".
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3.4.1. Passo1

Inicialmente, escolhe-se a primeira variavel auxiliar do processo:
Z, =X—0,. (3.16)

Como o objetivo principal do projeto ¢ a regulacdo da saida y=x em zero, o valor

desejado para x ¢
x,=0. (3.17)

Definindo-se ¢, = x,, tem-se que a varidvel z, corresponde ao desvio de x em relagdo ao
valor desejado x,. Logo, z, é uma varidvel de erro. Se o objetivo fosse o seguimento de

algum sinal de referéncia r(¢) variante no tempo, ter-se-ia &, =r .

Para o subsistema x, divisa-se a variavel de estado & como sua entrada de controle
virtual. Do mesmo modo como foi feito para o estado x, a variavel auxiliar relativa a & tem

a forma
z,=¢-a,. (3.18)

uando ¢ — oo, , correspondera ao valor desejado para & :
1 P Jado p

o t_:mé:d =—11(0) (3.19)
e, portanto, a variavel de erro z, indica o desvio de £ em relagdo ao seu valor desejado.
O subsistema x pode ser reescrito em termos das variaveis de erro:
i =f()+a, +z,. (3.20)

A nova varidvel de estado z, ndo ¢ utilizada neste primeiro passo, mas sua presenca ¢
importante, pois ¢ o elo entre o subsistema z, (3.20) e o subsistema z, a ser tratado no

proximo passo.
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A fungdo estabilizadora ¢, representando o valor desejado para a entrada de
controle virtual &£, prové a realimentagdo necessaria para o subsistema z,. Escolhendo-se,

por exemplo,

a =—f(x)—c¢z, (3.21)
tem-se que

Z, ==z, +2z,. (3.22)

A expressdo (3.21) equivale a lei de controle para o subsistema x obtida segundo a técnica

de linearizagdo por realimentagao.

Uma candidata a fungdo de Lyapunov para o subsistema z, é

Vi==zy, (3.23)
cuja derivada ao longo de (3.22) ¢ dada por

V=24 (3.24)

_ 2
=—CZ +ZIZZ’

onde ¢, >0 ¢ um ganho de realimentacdo constante. O termo z,z,, de magnitude e sinal

desconhecidos, sera cancelado no passo seguinte.

3.4.2. Passo 2

A dindmica do subsistema z, ¢ computada derivando-se (3.18) em rela¢do ao

tempo:
. — & _ a-
=6 0 (3.25)
=u-a,.
Uma candidata a fun¢do de Lyapunov para o subsistema z, ¢
1,
FZ=K+5%, (3.26)
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cuja derivada ao longo de (3.25) ¢ dada por

Vz = Vl +z,zZ,
_ 2 :
=—CZ, +ZIZZ+ZZZZ (327)
=—cz. +z (z +z )
1<1 2 1 2
=—cz. +z (u—c't' +z )
1<1 2 1 1
Como o sistema dinamico original (3.13) ¢ composto de apenas duas varidveis de estado, a
entrada de controle real u aparece neste segundo passo. Para que se consiga estabilidade

assintotica global, consoante o Método Direto de Lyapunov, é necessario que V7, <0.

Portanto, uma expressdo conveniente para u € a seguinte:
U=Qa,—z,—C,z,, (3.28)
onde ¢, >0 ¢ uma constante. Dessa forma,
V,=—cz} —c,z2 <0, ¥z, #0, Vz,#0, (3.29)

e V, ¢ uma FLC para o sistema formado pelas equagdes (3.22) e (3.25) e, por extensdo,

para o sistema (3.13).

3.4.3. Aspectos de Implementacio

Uma caracteristica interessante do método de backstepping ¢ a ndo-utilizacdo de

diferenciadores na implementagao da derivada ¢, presente na lei de controle (3.28) (Krsti¢
et al, 1995); como ¢, ¢ uma fungdo conhecida, pode-se computar sua derivada

analiticamente:

9, . ¥, . (I
1 o i X—CX= [

- 5 +clj(f(x)+§). (3.30)
X

Conseqiientemente, a expressao final para a lei de controle ¢ dada por

. _[af(x)

. +clj(f(x)+§)—x—cz (E+ f(x)+cx). (3.31)
X
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3.4.4. Transformacao de Coordenadas do Backstepping

A transformacdo de coordenadas z = ¢(x) assume a forma:

als 3y 3.32

] [$+f@tex] B
enquanto a transformacio inversa x=¢ ' (z) é

= i 3.33

¢ - z,—f(z))—¢z ' )

3.4.5. Sistema Resultante

Ao final do projeto efetuado segundo o método de backstepping, a dindmica do
sistema em malha fechada expresso nas coordenadas (z,,z,) pode ser escrita como a soma

de uma matriz diagonal e uma matriz anti-simétrica multiplicadas pelo novo vetor de

estado. Para o sistema de segunda ordem em questao:

Z, ¢ 0]z 0 1]z
= + ; (3.34)
Z, 0 ¢,z -1 0]z,

— —

matriz matriz
diagonal anti-simétrica

ou, de forma equivalente,

z=—Cz+Sz, (3.35)

onde z:[z1 ZZ]T, C=diag{cl,cz}>0 e

s=-s=’ ! 3.36
-1 o] (3:39)

onde S atende a z'Sz=0, Vz.
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3.4.6. Avaliacao da Estabilidade
1,
Como V,=—z"z ¢
2

V,=2"(-Cz+Sz)

(3.37)
=-2"Cz,

o Método Direto de Lyapunov para sistemas auténomos — (3.35) ¢ um sistema autonomo —

garante a estabilidade assintdtica global do ponto de equilibrio [z1 ZZ]T =[o o] .

Conseqiientemente, [x &]" =[0 - £(0)]" ¢ GAE. Ademais, pode-se mostrar que esse
equilibrio serd também GEE (Fossen & Strand, 1999).

3.5. Backstepping Integrador

O backstepping integrador como ferramenta de projeto genérica baseia-se na

Suposicao 3.2 e no Lema 3.3 (cf. Krsti¢ et al. (1995)) a seguir:

Suposicao 3.2. Considere o sistema

x=f(x)+gXu, [f(0)=0, (3.38)

onde xe R" é o estado e ue R ¢ a entrada de controle. E presumida a existéncia de uma

lei de controle
u=a(x), a(0)=0, (3.39)

continuamente diferenciavel ¢ uma fungdo 7 :R" —> R, suave, definida positiva e

ilimitada radialmente tal que
14 .
" () +g@a(x)<-W(x)<0, VxeR", (3.40)
X

onde W :R" — R ¢ semidefinida positiva.
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Essa suposicdo estabelece que o controle (3.39) aplicado ao sistema (3.38) assegura

limitacdo global de x(¢) e, por via do Teorema de La Salle-Yoshizawa (Teorema 2.17), a
regulacdo de W (x(t)):

lim 7 (x()) = 0. (3.41)

Um resultado de convergéncia mais forte ¢ obtido empregando-se o Teorema de La Salle

(Teorema 2.13) com Q=%R": x(¢) ird convergir para 0 maior conjunto invariante M

contido em E = {XE R" | W(x)= O}. Se acaso W(x) for definida positiva, o controle (3.39)

fard com que x=0 seja o ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel de

(3.38).

Lema 3.3 (Backstepping Integrador). Seja o sistema (3.38) acrescido de um integrador:

x= (%) +g(x)é (3.42a)
E=u (3.42b)

e admita que (3.42a) satisfaga a Suposi¢do 3.2 com &€ R como sua entrada de controle.

(i) Se W(x) for definida positiva,

V. (x.6)= V(x)+% (E-a)’ (3.43)

sera uma FLC para o sistema (3.42) inteiro, ou seja, haverd uma lei de controle
u=a,(x,£) que fard com que [XT f]T = [OT O]T seja o ponto de equilibrio GAE de

(3.42). Uma expressao possivel para u ¢

u= —c(é—a(x>)+§)—“ (0 +2008)-L g(x), 0. (3.44)
X ox

(i) Se W(x) for apenas semidefinida positiva, existirdA entdo um controle
de realimentagio de modo que V, (3.43) atenda a V,<-W (x,£)<0, onde

W (x,£)>0 sempre que W(x)>0 ou &#a(x). Isso garante limitagdo global e
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N . T . . . . .
convergéncia de [x(t)T f:(t)] para o maior conjunto invariante M6 contido em

E, =) &0 e W) =0.£=a)]

Prova (Krsti¢ et al., 1995, p.34). Introduzindo-se a varidvel de erro
z=&(—a(x) (3.45)
e derivando-a em relagdo ao tempo, pode-se reescrever o sistema (3.42) da seguinte forma:

x = f(x)+g(x)(a(x)+2)

3.46
Z=u —g—j [f () +g(x)(e(x)+2)] G40

Utilizando-se (3.40), a derivada de (3.43) ao longo das solugdes de (3.46) sera dada por

Va =a—V(f+ga'+gz)+z{u —a—ab‘+g(a'+z)]}
0x 0x
=—V(f+ga')+z{u—a—ab‘+g(a'+z)]+a—Vg} (3.47)
0x 0x 0x
S—W(x)+z{u—a—av+g(a'+z)]+a—Vg}.
0x 0x

Com base no Teorema de La Salle-Yoshizawa (Teorema 2.17), qualquer escolha de # com
a qual se verifica V, <-W (x,£)<0, com a parcela em z=¢&-a(x) de W, definida

positiva, assegura limitagdo global de x, z e £ e regulagdo de W (x(¢)) e z(z). Além disso,
o Teorema de La Salle (Teorema 2.13) garante convergéncia de [x(t)T z(t)]T para o maior
conjunto invariante contido em E, = {[XT Z]T eR™ W(x)=0,z= O}. A maneira mais

simples de se fazer V, definida negativa em z ¢ a escolha do controle (3.44). Dessa forma,

V <-W(x)—cz’ =W, (x,£)<0. (3.48)
Ainda, se W(x) for definida positiva, o Teorema 2.17 garante estabilidade assintética
global de [XT Z]T = [OT O]T, 0 que, por sua vez, implica que ¥, (x,£) ¢ uma FLC e que

[k & =[o7 o] ¢o equilibrio GAE de (3.42), visto que £(0)=0.

52



Deve-se ressaltar o fato de que o principal resultado do backstepping tradicional nao
¢ a forma especifica do controle (3.44), mas sim a possibilidade de constru¢do de uma
funcdo de Lyapunov cuja derivada possa ser feita negativa por meio de varias leis de
controle diferentes. Por conseguinte, no caso do backstepping integrador segundo o Lema

3.3, o projeto de um controlador estabilizador se resume ao atendimento da desigualdade

V. <-W(x)+ z{a'a (x,%) —aa—“ [f+gla+ Z)]+aa—Vg} =W, (x,£)<0. (3.49)
X X

Aplicando-se o Lema 3.3 repetidas vezes, torna-se possivel o tratamento de sistemas

dindmicos da forma (3.38) precedidos de uma cadeia de integradores (Krsti¢ et al., 1995).

Corolirio 3.4. Seja o sistema (3.38), que atende a Suposi¢do 3.2 com a(x)=,(x),

acrescido de uma cadeia de k integradores:

x=f(x)+g(x)¢,

4:1 :é:z

: (3.50)
51«—1 = é:k
& o=u.
Para esse sistema, aplicagdes seguidas do Lema 3.3 com &, ..., &, como controles virtuais
resultam na fun¢do de Lyapunov
1 & 2
Va8 6) =V 0+ 2 (& = (6,610 61)) (3.51)

i=1
Qualquer escolha de controle u que resulte em V, <-W, (x,&,...&,)<0, com

W, (x,¢,,....&,)=0 apenas se W(x)=0 ¢ ¢ =a, ,(x,¢,,....¢, ), i=1,...,k, garante que

[X(t)T @ ... & (t)]T permanece limitado globalmente e converge para o maior

conjunto invariante M , contido em

E, = & o & eR™ W) =0,E =, (&l )i=lok].
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Além do mais, se W (x) for definida positiva, ou seja, se x =0 puder ser feito GAE através

de ¢, entdo (3.51) sera uma FLC para (3.50) e o equilibrio

ko™ &0 .. ol =b" o . of

sera feito GAE por meio de u.

Portanto, o cerne dos processos de backstepping (em geral) consiste em, iniciando-
se com um sistema estabilizavel por meio de uma lei de realimentagdo conhecida obtida por
meio de uma fungdo de Lyapunov conhecida, adicionar recursivamente integradores a
entrada e projetar novas leis de realimentagdo estabilizadoras através de novas fungdes de

Lyapunov.

Exemplo 3.5. Este exemplo ilustra a aplicacdo do Lema do Backstepping Integrador na

estabilizacdo de um sistema ndo linear de segunda ordem, a saber:

x=xvx +x& (3.52a)
E=u. (3.52b)

Uma observagdo importante com relagdo a esse sistema ¢ o fato de o sistema linearizado

ndo ser controlavel; de fato, a equagao linearizada relativa a (3.52a) tem a forma

x=0. (3.53)
Logo, técnicas lineares de controle ndo podem ser utilizadas neste caso.

Seguindo a notacdo da Suposi¢do 3.2 e do Lema 3.3, a derivada da candidata a

fungdo de Lyapunov do subsistema x, V' (x)=x> /2, torna-se definida negativa fazendo-se

E=a(x)=—Vx —cx’. (3.54)

De fato,

V=—cx". (3.55)
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Definindo-se a varidvel de erro z, z:=¢&—a, pode-se reescrever o subsistema x da

seguinte forma:

¥ =—cx’ +xz. (3.56)

O subsistema z, por sua vez, possui a seguinte configuragao:

z=l-a
_, 99, (3.57)
ox

_u+{57:+2cx} e, x° +xz)

Dessa maneira, a FLC do sistema serd expressa por V, =x>/2+z°/2, e sua

derivada ao longo de (3.56) e (3.57) teréd a seguinte conformacao:

V o=—cx +z{u+(T+ 2c x}( c,x’ +xz)+x2}. (3.58)

O emprego da lei de controle sugerida em (3.44),

U=—c,z—

+2¢ xJ( cx’ +xz)—x2, (3.59)

(2\/_

conduz a
V =—cx*—c,z’. (3.60)

O Lema 3.3 (por via do Teorema 2.17), portanto, assegura a estabilidade assintdtica
global de [x z]' =[0 0] . Isso implica que [x &] =[0 0] ¢ o equilibrio GAE de
(3.52).

A Figura 3.2 apresenta a evolugdo das variaveis de estado x e & e da variavel de

erro z ao longo do tempo, com condigdo inicial [x &]" =[10 —5]". As simulagdes foram
efetuadas no Matlab. Os resultados obtidos confirmam a estabilidade assintotica de x e &.

O teste com outras condi¢des iniciais confirma a estabilidade assintotica global.
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Observa-se um compromisso entre a duracao do transitorio e o esforgo de controle,
motivado pelos valores de ¢, e c,: maiores valores de ¢, e ¢, conduzem a uma resposta
mais rapida a custa de se verificar um maior esforgo de controle nos instantes iniciais e
vice-versa. Neste exemplo, foram utilizados os seguintes valores: ¢, =5 e ¢, =10. A
Figura 3.3 apresenta os valores assumidos pelo esforco de controle. A Figura 3.4 apresenta

a evolugdo da fungdo de Lyapunov de controle do sistema, V,, e sua derivada ao longo do

processo de controle. Deve-se notar que V, ¢ sempre ndo positiva.

Evolugao dos estados e da variavel de erro
10

L T T T T T T T
x 0
-10 I I I I I I I | I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 T T T T T
w OF -
-10 L L L | | | L L |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
500 T T T T T
N 0 k
-500 I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Segundos

Figura 3.2. Estabiliza¢do com backstepping. Formas de onda para x, & e z.
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V ponto
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Esforgo de controle

T T T T T T

L

L

L | | L L L |

0.001

0.002

0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
Segundos

Figura 3.3. Esforco de controle. O segundo grafico apresenta uma ampliagdo

do que ocorre nos instantes iniciais.

X 105 Fungao de Lyapunov
T T T T T T T T
L L L | | | L L |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x 10 Derivada da FLC
T T T T T T T T
| | | I I I | | I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Segundos

Figura 3.4. FLC e sua derivada.
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3.6. Backstepping

Krsti¢ et al. (1995) empregam os conceitos associados ao backstepping integrador
para construir procedimentos de projeto sistematicos para classes mais gerais de sistemas

nao lineares, tais como os sistemas de realimentagao estrita.

3.6.1. Sistemas de Realimentacao Estrita

Os sistemas ndo lineares de realimentagdo estrita apresentam a forma

X = f(x)+g(x)

é:l = ﬂ(X,§1)+g1(X,§l)§2

S Tf2(x,§u§z)"‘gz(xa§1a§z)§3 (3.61)

ék—l = fii(%8n )+ 8 (%6006 )E,

Sk = Si(XG1s 6 ) + 8 (X, 61 G

onde xe R" ¢ &, ..., £, sdo escalares. As fungdes f(.), g(.), f;() e g,(), i=1,...,k,
sdo ndo-linearidades conhecidas. O subsistema x atende a Suposicdo 3.2 com V(x), sendo
&, sua entrada de controle virtual. O processo recursivo de controle inicia-se com o

subsistema

X = f(x)+g(x)$, (3.62)

é:l :ﬂ(X,§1)+g1(X,§l)§2-

Se f,=0 ¢ g, =1, 0 Lema do Backstepping Integrador (Lema 3.3) poderia ser aplicado
diretamente em (3.62), admitindo-se £, como controle. Proceder-se-4, contudo, de maneira

analoga, introduzindo-se a fungéo de Lyapunov V,(x,¢,) para (3.62):

Vi(x&) = V(x>+% & —am), (3.63)

onde a(x) ¢ um sinal de realimentagdo estabilizador que satisfaz (3.40) para o subsistema

x. Leis de controle intermediarias — como a(x) — sdo denominadas funcoes estabilizadoras
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(como ja mencionado na secdo 3.4). A determinacdo de uma funcdo estabilizadora

a,(x,¢,) para &, , o controle virtual em (3.62), devera levar em conta a exigéncia de se ter

a derivada ¥, ndo positiva quando &, =« :

V=2 k4 (¢ —ax ))(é——Xj

ox
14
=2 L@+ sl +é -am)+

e - a(X))[f (804 8606~ 22 (100 + 209 )}
(320)_ W(X) + (é:l - CL’(X))[— g(x) + fi (X, le) + & (X, 9‘51 )al (X, 4:1) +
+8 )6~ 60)- 22 (1w + 80 )}

:_W(X)+(é: CZ(X))[—g(X)+f(X 4:1)+g1(x éjl)a' (x, 4:1)__( (X)+g(X)§l)}

Wi (x,41)
+(§ _a(x))g1(xa§1)(§z _al(Xaé:l))'
\_\/_—J
g—g(x,@)
Logo,
vV, =W, (x, §1>+ 0,82 (0 EE — e (x.) (3.64)

96,

onde W,(x,&£,)>0 quando W (x)>0 ou &, #a(x). Se g,(x,&,)#0 paratodo xe &, uma

escolha possivel para ¢, €

a, (X’é:l) = 1 [_Cl (é:l _a'(x))_a_Vg(X)_fl(Xaéjl)‘i'
gl(xaé:l) aX 3 65
™ (3.65)
2 (0+22)|
X

2 .7
com ¢, >0. Dessa forma, W,(x,&)=W(x)+c, (£, —a(x))’. Entretanto, como ja
mencionado anteriormente, outras escolhas para «,(x,&,) sdo possiveis, mesmo com

g,(x,&,)=0 em alguns pontos (Krsti¢ et al., 1995).

59



Terminado o processo de determinagdo de «,(x,&,), o proximo passo consiste em

se acrescentar em (3.62) o subsistema ¢&,. Adotando-se uma notagdo mais compacta,

obtém-se
XI =F (X))+G, (Xl)é:z (3.66)
4:2:fZ(Xl’é:Z)—i_gz(Xl’é:Z)é:}’
onde
X f(x)+g(x)¢, 0
X, = , F(X))= , G(X))= ) 3.67
H 0 { fixE) } ) {gmx,él)} eon

A estrutura de (3.66) ¢ a mesma de (3.62). Repete-se de forma similar, portanto, o

procedimento efetuado no passo anterior. Introduz-se, assim, a funcdo de Lyapunov

Vz(xl,é):mxl)%(éz —a,(X,))
(3.68)

=V(x)+ % Z (& -a (X, ),

onde, por conveniéncia, faz-se X, =x e ,(X,)=a(x). A funcdo estabilizadora «, (X,),

X] =[err g, ]T, para o controle virtual &£, ¢é entdo determinada de tal forma que se

verifique

Vz = _VVZ(Xl’é:Z) +%(Xl’§2)g2(xl’§2)(§3 _az(Xz))a (3.69)

com W,(X,,¢,) >0 quando W, (x,£,)>0 ou &, #,(X,).

O procedimento recursivo serd concluido no passo &, quando todo o sistema (3.61)
sera estabilizado por meio do controle real u. Na notacdo compacta adotada, o sistema

(3.61) ¢ reescrito da seguinte forma

Xk—l =F_ (X,)+G, (X, )é:k

(3.70)
é:k :fk(Xk—laé:k)"‘gk(xk—laé:k)u,

onde
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Xk—Z Fk—z (Xk—z) + Gk—Z (Xk—z)é:k—l
X, = , Fo(X)= >
{ & } (%) { fier X&) }

0
G (X)) = .
( ) |:gk—1(Xk—2’é:k—l):|

As expressoes (3.70) e (3.71) possuem a mesma conformacao de (3.66) e (3.67). Logo, a

(3.71)

funcdo de Lyapunov para (3.70) tera a seguinte configuragao:

Vi (x, 51 ""74:1{) =Via (Xk—l)+% (é:k —, (Xk—l))z
| & (3.72)
=V(x) +5 z (éjl - (Xi—l ))2

i=1
Uma observacdo atenta da equacdo (3.72) leva a conclusdo de que as fungdes
estabilizadoras ¢, (X,) atuam como ferramentas para se construir uma fun¢do de Lyapunov

adequada para o sistema (3.61).

Uma escolha apropriada para o controle u produz V, <-W, <0, com W, >0

quando W, >0 ou ¢, #a, ;:

Vk = aVk 1 X +(€ —, )(é:k _%Xk—lJ

X, , X,
v,
<-W (X, Z’é:k 1)+a§ gk—l(é:k _ak—1)+
k-1
+(é:k ak—l)|:fk+gku_ (Fk1+Gk 15/«)}
k-1

oo, _
gt fi +gku_¢(Fk—l +Gk—lé:k) .

= k—1(Xk—za§k—1)+(§k —O; 1){851{1 an_l

Conseqiientemente,

V, W, (X&) <0. (3.73)

Caso a condi¢do de ndo-singularidade

g (& ,..E)#0, VxeR", VEeR, i=1.k (3.74)
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seja satisfeita, a escolha mais simples para o controle u ¢ expressa por

1 av,_ oa,
U=—"1=¢; (é:k _ak—l)_¢gk-1 —fi +¢(

F G , 3.75
. . ox, . et &) (3.75)

com ¢, >0. Assim, W, =W,  +c, (& -, ). Deve-se reiterar o fato de que esta

conformagdo para u ndo € Unica, sendo possivel o emprego de outras opgoes.

Krsti¢ et al. (1995) definem procedimentos de projeto para outras classes de
sistemas ndo lineares, como os de realimentacdo pura e os de realimentagdo estrita em

bloco. Este trabalho limitar-se-a aos sistemas de realimentagdo estrita.

3.6.2. Aplicacao do Backstepping em Sistemas de Realimentac¢io
Estrita — Controle de Sistemas Caoticos

Comportamentos de estado estacionario caodticos podem ser observados em muitos
sistemas fisicos (cf. Ott (1997)). Por exemplo, fendmenos de turbuléncia em mecanica de
fluidos, vibragdes aparentemente aleatorias em sistemas elétricos ou mecénicos e oscilagdes
atmosféricas imprevisiveis. Tais acontecimentos irregulares e complexos sdo usualmente
indesejaveis. Muitas aplicagdes praticas demandam o controle de fendmenos caodticos —
para se evitar, por exemplo, falhas advindas de fadiga num sistema mecanico —, de modo
que se consiga que a trajetoria estacionaria do sistema seja periddica ou, preferencialmente,
que seja atraida para um ponto fixo. O problema de controle do caos ¢, portanto, um campo
de pesquisas importante na area de sistemas ndo lineares (cf., por exemplo, Fradkov &

Pogromsky (1998)).

3.6.2.1. Algumas Técnicas Precursoras de Controle do Caos
Denomina-se atrator estranho o ente geométrico no espago de estados para o qual

uma trajetoria caotica se encaminha. Um aspecto fundamental que denota a existéncia de

comportamento cadtico num dado sistema dinamico € a presenca de um conjunto denso de
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pontos pertencentes a Orbitas periddicas instaveis que revestem o atrator. De fato, a
existéncia de um nimero infinito de solu¢des periddicas instaveis € indicativa de caos (Ott,
1997). Essas solugdes sdo instaveis em razdo de o menor desvio (resultante de ruido ou
alteracdo esplria em algum parametro, por exemplo) entre a trajetdria do sistema e uma
dada orbita periddica do atrator crescer exponencialmente com o tempo. Como resultado,
apesar de varias Orbitas periddicas estarem presentes no espago de estados, elas ndo sdo
plenamente observadas na resposta de regime do sistema. Verifica-se, ao contrario, uma
trajetoria que vaga pelo espaco de estados de maneira erratica, aparentemente aleatoria.
Assim, o sistema pode seguir por alguns instantes um dado ciclo periddico motivado pela
proximidade em relacdo a uma determinada solugdo e logo afastar-se em direcdo a outra

solugdo presente no atrator.

Uma das estratégias pioneiras de controle de caos, proposta por Ott, Grebogi e
Yorke (1990), aproveita-se dessa extrema suscetibilidade a pequenas perturbagdes
observada em sistemas que apresentam comportamento caético. O “método OGY” consiste
na selecdo de uma resposta desejada dentre a grande variedade de padrdes naturalmente
presentes em um atrator estranho e na estabilizacdo desse padrdo por meio da aplicacdo
controlada de pequenas modificagdes em algum pardmetro acessivel do sistema. Dessa
maneira, a sensibilidade de sistemas cadticos ¢ usada para se direcionar a trajetoria do

sistema para uma solugdo conveniente pré-determinada.

A aplicacdo do método OGY ¢ limitada, contudo, devido a inevitdveis erros de
medi¢cdo (Fuh & Tung, 1995). Um sistema dindmico ndo linear com comportamento de
regime cadtico tem esse tipo de erro amplificado de forma exponencial no decorrer do
tempo, de tal modo que a trajetéria pode ndo ser controlada com a precisdo necessaria para
o método OGY. O emprego de linearizacdo por realimentacdo, todavia, permite que se
converta uma resposta de regime cadtica para qualquer padrido de estado estacionario
desejado (orbita peridodica ou ponto fixo) (cf. Fuh & Tung (1995)). Uma vantagem
importante dessa abordagem consiste no fato de que a referéncia de estado estacionario
pode ser qualquer ponto de equilibrio ou oOrbita periddica arbitraria, mesmo fora do atrator

estranho.

Com efeito, ¢ essencial o desenvolvimento de metodologias de controle que sejam

capazes nao somente de fazer com que o sistema siga uma Orbita periddica, mas também de
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fazer com que se encaminhe a um estado de equilibrio, pois solu¢des na forma de pontos
fixos representam o modo de operagdo mais vantajoso em muitos sistemas nao lineares, tais
como circuitos eletronicos (cf. Madan (1993)) ou sistemas a laser (cf. Gills et al. (1992)).
Ainda, com o proposito de se obter abordagens de aplicabilidade mais geral, ¢ desejavel
que se desenvolvam técnicas que ndo sejam relacionadas a um sistema cadtico em

particular.

Uma desvantagem importante de se utilizar linearizag@o por realimentacdo com essa
finalidade, no entanto, ¢ o elevado esforco de controle despendido. Ele pode, no entanto,
ser diminuido com a aplicagdo do backstepping. Como ja mencionado, a principal
caracteristica dessa técnica ¢ a flexibilidade na construgdo de leis de controle, o que permite
evitar cancelamentos de ndo-linearidades que possam porventura ser Uteis, de tal forma que
as metas de estabilizacdo ou seguimento de alguma referéncia pré-estabelecida sejam
alcangadas com um esfor¢o de controle reduzido. Como o backstepping € um procedimento
recursivo que entrelaga a escolha de uma funcdo de Lyapunov com o projeto de controle de
realimentagdo, pode-se utilizar o Método de Lyapunov para “quebrar” o problema original
em uma seqiiéncia de projetos para sistemas de menor ordem. Explorando-se a
simplicidade presente em sistemas de menor ordem, o backstepping pode resolver
problemas de estabilizagdo e seguimento sob condi¢gdes menos restritivas que aquelas
encontradas em outras técnicas (tais como o método OGY e linearizacdo por

realimentagao).

3.6.2.2. Backstepping Aplicado a Sistemas Caoéticos

Muitos sistemas cadticos arquetipicos, tais como o sistema de Rossler, o circuito de
Chua, o oscilador de Duffing e o sistema de Lorenz pertencem a classe de sistemas de
realimentacdo estrita (Yang et al., 2001). Mascolo & Grassi (1997) ilustram a aplicagdo do

backstepping no controle de sistemas dessa natureza com o sistema de Lorenz a seguir:

x, =—10x, +10x,
X, ==X X;—X, (3.76)

X, =xx, —x; —R, —u,
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onde u ¢ a entrada de controle. Quando R, =28, o sistema ndo controlado (i.e., u = 0) é

cadtico e ha trés pontos de equilibrio instaveis:
(V27,427-1), (0,0-28) ¢ (—/27,~/27,-D).

Se se desejar estabilizar o sistema de Lorenz em (v/27,4/27,-1), por exemplo, verifica-se

que o atrator estranho do sistema ndo inclui esse ponto de equilibrio. Logo, o método de

OGY nao ¢ aplicavel nesse caso (Fuh & Tung, 1995). Transladando-se a origem do sistema
(3.76) para o ponto fixo (\/ﬁ ,A27,-1), as equagdes do sistema podem ser reescritas da

seguinte forma:

x =—10x+10¢,

=x—& —(27 +xk, (3.77)
éiz :\/_(x"'é:l)_é:z +x§1 —u

Comparando-se (3.77) com o sistema genérico (3.61), tem-se que f(x)=-10, g(x)=10,

L&) =x-¢, gl(x’é:l):_( 27+x)’ fz(xaé:laé:z):\/2_7(x+§1)_§z+x§1 ¢

g,(x,&,,&,)=—1. Objetiva-se encontrar uma lei de controle u que estabilize o estado
x =[x & <, " do sistema (3.77) na origem. Iniciando-se pela primeira equagdo, uma
funcdo estabilizadora a(x) deve ser projetada para o controle virtual &, de forma a se fazer

com que a derivada de V(x)=x"/2,

V =-10x*+10x&,, (3.78)

seja definida negativa quando &, = a(x). Escolhendo-se a(x)=0 e definindo-se a variavel

de erro z;:

z =& —a(x), (3.79)
obtém-se o subsistema (x,z,):

x=-10x+10¢&, (3.80a)

5 =x—z - (27 +x), (3.80b)
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para o qual uma candidata a fungio de Lyapunov é V(x,z,)=V(x)+z /2. Como sua

derivada ao longo de (3.80b)

Vl=—10x2+zllllx—zl—(\/ﬁ+xkzj (3.81)

torna-se definida negativa através da escolha do controle virtual £, como

11x

S =a1(x,zl)=m, (3.82)

o desvio de &, da fungdo estabilizadora ¢,

11x

Z, =G ———
2 éz \/E+x

fornece o seguinte sistema nas coordenadas (x,&,,&,):

(3.83)

x=-10x+10z,
lex—zl—(\/ﬁ+xXzz+a'l) (3.84)

Z, =[\/ﬁ(x+zl)—z2 -, +xz, —u]—{ﬂ(—10x+1021)}.

(V27 +xf

Por fim, a derivada de V,(x,z,,z,) =V, +2;/2,

Vz:—10x2—212+22|:\/ﬁx—22— 11x _11@(—10x+10§1):|’

\/ﬁ"‘x_u (\/ﬁ+x)Z

torna-se definida negativa com a seguinte escolha de u:

- MR C1V27(=10x+10&)
V27 +x (\/E+x)z

_ (3.85)

Portanto, conforme o Método Direto de Lyapunov, o estado [x z, zz]T converge
assintoticamente para [0 0 0] . Ainda, o Teorema de La Salle-Yoshizawa garante que

[x & & =[0 0 0] ¢ um ponto de equilibrio GAE. Tendo-se em vista (3.79) e

(3.83), conclui-se, portanto, que a equagdo (3.85) representa a lei de controle que estabiliza
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o sistema (3.76) no ponto de equilibrio (\/27,\/ﬁ ,—1). As Figuras 3.5 e 3.6 apresentam

resultados de simulagdes para o caso regulador com condigdo inicial x(0)=[2 0 0] .
Apo6s um pequeno transitério, x, & e &, logo convergem para a origem. Destaca-se que

V, =0 no ponto fixo.

Estabilizagao

T T T T T T T
x ok
2 1 1 I I I I I I 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 T T T T T T
-0
s
2 I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 T T T T T T
& 0
s
1 I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Segundos

Figura 3.5. Estabilizagdo com backstepping. Formas de onda para X, f , € f 5-

Esforgo de controle
30 T T T T T T T T

20 -
10 =
s o
-10 |- —
201 -
.30 I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Derivada da Fungao de Lyapunov
50 T T T T T T T T
8
5 0
QN
>
.50 I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Segundos

Figura 3.6. Estabilizagdo com backstepping. Esfor¢o de controle e derivada da Fungdo de Lyapunov
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Como apontam Mascolo & Grassi (1997), caso se queira encontrar uma lei de

controle que faca com que a saida siga alguma referéncia r(¢) pré-estabelecida, pequenas
modificagdes no projeto sdo necessarias. Seja, por exemplo, y=¢ a saida e seja z, a

variavel de erro correspondente:

z, =& —r(t) (3.86)

A derivada da fungdo de Lyapunov V, =z} /2
V=2 —z —r() - W27 + x5, — i) (3.87)
torna-se negativa através da escolha do controle virtual £, como

_X—r-—r

=0y =—F—.
éz 1 \/E+x

Novamente, dado V, =V, +z;/2, onde z, =&, —a, é o desvio entre o controle virtual € a

(3.88)

funcao estabilizadora, a derivada

V,=-2 —zzlzlx/ﬁ+zlx—\/ﬁ(x+§l)+zz+

(3.89)
+a,—x& +u+c't'1]

¢ feita negativa pela escolha da seguinte entrada de controle:

(10x—1051)(ﬁ+r+f)+ 2+F-x4r
(V27 +xf V27 +x (3.90)
+r(\/ﬁ+x)+\/ﬁx,

que garante que &, segue o sinal de referéncia r.

As Figuras 3.7, 3.8 e 3.9 apresentam resultados de simulag¢des para o caso seguidor
com condi¢do inicial x(0)=[2 0 0] . Observa-se que y =&, segue, ap0s um pequeno
transitorio, a referéncia » =cos(f) com erro nulo. O Teorema de La Salle-Yoshizawa
garante, ainda, a limitagdo da evolugdo de x e¢ &, (Figura 3.8). A Figura 3.9 mostra o

comportamento da derivada da fungdo de Lyapunov ao longo do tempo. Destaca-se que
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V, = 0, permanecendo sempre negativa a medida que z ruma em dire¢do a origem (estado

de equilibrio).

Seguidor

—— ref

Erro
0.2 '

0.1 -

Segundos

Figura 3.7. A saida y segue o sinal de referéncia cos(t).

Sinais x e Ez limitados

Segundos

Figura 3.8. Os sinais das varidveis x e £, permanecem limitados.
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Derivada da Fungao de Lyapunov
0.02 ; :

0.015

T
1

0.01 —

0.005 - -

Vzponto
o
T

-0.005 - -

-0.01 —

-0.015 -

-0.02 L !

Segundos

Figura 3.9. Evolugdo da derivada da Fung¢io de Lyapunov do sistema.

Mascolo & Grassi (1997) apresentam resultados que comprovam que o método de
backstepping ¢ mais eficiente que esquemas baseados em geometria diferencial, pois requer
menor esforco de controle. A razdo ¢ que o backstepping persegue os objetivos de

estabilizacdo e seguimento ao invés de se ocupar com linearizacdes.

3.7. Conclusao

Como descrito neste capitulo, a sintese de controladores através do backstepping
sustenta-se na premissa de que a derivada da fun¢do de Lyapunov de controle do sistema &,
no minimo, semidefinida negativa. De fato, a cada passo ¢ introduzida uma candidata a
funcdo de Lyapunov intermediaria e escolhida uma fun¢ao estabilizadora de tal forma que a
derivada dessa funcdo-candidata resulte (semi)definida negativa. A FLC corresponde a
soma das k fungdes de Lyapunov intermediarias, onde k ¢ a ordem do sistema. Como
conseqiiéncia, chega-se, ao final do processo de backstepping, a um sistema de erros linear

Z= Az assintoticamente estdvel na origem. Os objetivos de estabilizagdo e seguimento

sdo, em vista disso, satisfatoriamente atingidos.
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Capitulo 4

Flexibilizacao do Backstepping

4.1. Introducao

Como exposto no capitulo anterior, o backstepping tradicional sustenta-se na
premissa de que um sistema dindmico ¢ estabilizdvel (ou passivel de seguir alguma
referéncia pré-estabelecida), consoante o indicado pelo Teorema de La Salle-Yoshizawa,
apenas quando a derivada de sua fun¢do de Lyapunov de controle for definida negativa.
Alternativamente, se se verificar que for semidefinida negativa, o Teorema de La Salle
classico garante que a solu¢do do sistema tende ao maior conjunto invariante contido no

conjunto onde essa derivada ¢ nula.

Este trabalho propde uma flexibilizacdo do backstepping, aplicdvel em alguns tipos
de problemas, que permite que a derivada da funcdo de Lyapunov do sistema assuma
valores positivos ao longo do processo de controle. De fato, estabilidade e convergéncia
podem ser garantidas mesmo sem a aplicagdo dos Teoremas de La Salle-Yoshizawa e de La

Salle, bastando-se assegurar que a parte real dos autovalores do sistema de erros z= A4 z

resultante seja negativa. Dessa maneira, com condi¢des menos restritivas para estabilidade,
consegue-se resultados melhores que os obtidos quando do uso do backstepping classico

em alguns problemas, como seré apresentado neste capitulo (cf. secdo 4.3).

A possibilidade de se obter controladores em condi¢des mais favoraveis torna viavel

o emprego menos restrito de ferramentas de otimiza¢do que conduzam a uma maior
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eficiéncia no processo de controle. Nos casos apresentados neste capitulo foram utilizadas

técnicas de computagdo evolutiva (cf. se¢do 4.2) com essa finalidade.

4.2. Otimizaciao Baseada em Computacao Evolutiva

Analogias entre o mecanismo biologico de selecao natural e processos matematicos
de otimizacdo conduziram ao desenvolvimento dos algoritmos evolutivos, cuja
caracteristica principal ¢ a simula¢do do processo evolutivo num computador com vistas a
solucdo de problemas de otimizacdo. Alguns paradigmas relacionados aos algoritmos
evolutivos sdo algoritmos genéticos, programacdo evolutiva e estratégias evolutivas

(Fogel, 1995).

Em geral, os algoritmos evolutivos simulam o processo de evolucdo utilizando os
seguintes elementos: representacdo matematica dos individuos candidatos a solu¢do, uma
populagdo formada por possiveis solucdes, operadores que atuam sobre os individuos da
populagdo, uma funcdo de fitness que indica a qualidade de um individuo em comparacao
aos demais e um mecanismo de selecdo para a geracdo (iteracdo) seguinte. A diferenca
entre os paradigmas citados reside nas diferentes possibilidades de configuracio e aplicagao

desses elementos. Neste trabalho sdo utilizados algoritmos genéticos.

A evolugdo (método de busca paralela de solugdes dentre um nimero muito grande
de candidatos, sujeitos a condi¢des de adaptag@o variaveis) ¢ uma estratégia promissora no
tratamento de problemas computacionais de complexidade elevada ou para os quais ndo ¢
possivel obter uma formalizacdo adequada para o emprego de técnicas convencionais. Por
exemplo, em problemas que requerem busca dentre um niimero muito grande de candidatos
a solugdo (cf., por exemplo, Paiva (1997), Ursem et al. (2002), Fleming & Purshouse
(2001) e Neto (2000)). Esses problemas podem se beneficiar do paralelismo inerente aos
processos evolutivos, em que muitas possibilidades de solu¢do s3o exploradas

simultaneamente (cf. Von Zuben (2000)).
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4.2.1. Algoritmos Genéticos

Os algoritmos genéticos foram introduzidos por Holland (1975) com o objetivo de
formalizar matematicamente e explicar rigorosamente processos de adapta¢do em sistemas
naturais e desenvolver sistemas artificiais (simulados em computador) que retivessem 0s

mecanismos encontrados em sistemas naturais.

A terminologia empregada pelos algoritmos genéticos origina-se da teoria da
evolucdo natural e da genética. Dessa forma, um individuo da popula¢do, formada por um
subconjunto de possiveis solugdes para o problema em questdo, ¢ denominado
cromossomo. Cromossomos sao usualmente implementados na forma de listas de atributos
ou vetores. Cada atributo ¢ designado por gene. Os possiveis valores que um determinado
gene pode assumir sdo denominados alelos. Um cromossomo ¢ uma codificagdo de uma
possivel solucdo para o problema. A essa codificagdo di-se o nome de genotipo. A
interpretacdo do codigo presente em um cromossomo chama-se fenodtipo. O espaco de
busca tem como elementos todos os candidatos a solu¢do do problema. A populagdo ¢ um
subconjunto do espago de busca. A fungdo de adaptagdo ou fitness atribui a cada elemento
da populacdo (cromossomo) um valor de adaptacdo, que indica a qualidade do candidato a
solugdo em relagdo aos demais. E, portanto, uma medida relativa de desempenho e

representa a pressdo do ambiente sobre o fenotipo dos individuos.

Os operadores de inicializagdo produzem a primeira geracdo de individuos
(populacao inicial) selecionando elementos do espaco de busca segundo algum critério pré-
determinado. Os operadores genéticos implementam o mecanismo de introducdo de
variabilidade aleatoria no genétipo da populacdo. Os operadores de sele¢do implementam o
mecanismo de sele¢do natural de individuos na passagem para a geracdo seguinte. A acao
desses trés operadores tende a conduzir o processo de otimizagdo rumo a uma solugdo

adequada para o problema.
Fogel (1995) descreve a estrutura bésica de um algoritmo genético:
(i) A iteracdo ¢ apresenta uma populacdo de solu¢des potenciais P();

(ii) Cada solugdo ¢ avaliada e ¢ produzida uma medida que a qualifica com relagao

a possibilidade de resolver o problema (fitness);
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(iti) Uma nova populagdo (iteracdo #+1) ¢ entdo formada, privilegiando a
participacdo dos melhores individuos através do emprego dos operadores de

selegdo;

(iv)  Alguns membros da nova populagdo passam por alteragdes, por meio da atuacao

dos operadores genéticos, para formar novas solugdes potenciais;

v) O processo se repete até que um numero pré-determinado de iteragdes
(geracdes) seja atingido, ou até que um nivel de adaptacdo esperado seja

alcangado.

O processo de evolugdo executado por um algoritmo genético corresponde a uma
busca pelo melhor individuo em um espaco de solugdes potenciais para o problema. Essa
procura requer um equilibrio entre dois objetivos aparentemente conflitantes: o
aproveitamento das melhores solugdes ja encontradas e uma exploragdo ampla do espago de
busca (exploitaiton X exploration) (Michalewicz, 1996). Tal equilibrio praticamente
inexiste quando se considera outras técnicas, como (a) métodos de otimizacao classicos (o
método do gradiente, por exemplo), que apenas aproveitam a melhor solu¢do conhecida na
investigacdo de possiveis aprimoramentos, sem realizar uma exploragdo efetiva do espaco,
e (b) métodos de busca aleatdria, que exploram o espago de possiveis solugdes ignorando o
aproveitamento de regides promissoras. Os algoritmos genéticos, por outro lado, sdo uma
classe de métodos de busca de proposito geral que apresentam um balango notavel entre

aproveitamento de boas solu¢des e exploragdo do espago de busca (Von Zuben, 2000).

O processo de pesquisa de solugdes ¢ multidirecional, encorajando a troca de
informacao entre as diregdes. A cada geragdo, solucdes relativamente boas se reproduzem,
enquanto que soluc¢des relativamente ruins sdo eliminadas. Como ja mencionado, para fazer
a distingdo entre diferentes solucdes ¢ empregada uma funcdo de avaliacdo ou de
adaptabilidade (fitness) que simula o papel da pressdo exercida pelo ambiente sobre o

individuo.

Embora apresentem etapas ndo deterministicas em seu desenvolvimento, os
algoritmos genéticos ndo sdo métodos de busca puramente aleatdrios, pois combinam
variagdes aleatorias com sele¢do, polarizada pelos valores de adequagdo atribuidos a cada

individuo (Von Zuben, 2000).
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Michalewicz (1996) relaciona os cinco componentes necessarios a um algoritmo

genético para um dado problema:

e Uma representacdo genética para os candidatos a solucao;
¢ Uma maneira de se criar uma populagdo inicial de solu¢des potenciais;

e Uma fungdo de avaliagdo que classifique os individuos da populagdo quanto a sua

capacidade de resolver o problema em questao;
e (QOperadores genéticos;

e Valores para os diversos pardmetros utilizados pelo algoritmo genético (tamanho da

populagdo, probabilidade de aplicagdo dos operadores genéticos, etc.).

4.2.1.1. Codificacao de Individuos

Cada individuo de uma populagdo representa um potencial candidato a solugdo do
problema em questdo. No algoritmo genético cldssico, proposto por Holland (1975), as

solucdes candidatas sdo codificadas em arranjos bindrios de tamanho fixo.

Entretanto, em diversas aplicacdes praticas a utilizagdo de codificagdo bindria leva a
um desempenho insatisfatorio (Von Zuben, 2000). Em problemas de otimizacdo numérica
com parametros reais, algoritmos genéticos com representagdo inteira (cada cromossomo ¢é
um vetor cujos elementos sdo nimeros inteiros) ou em ponto flutuante (cada cromossomo ¢
um vetor de niimeros na representacdo em ponto flutuante) freqiientemente apresentam
desempenho superior aqueles com codificagdo bindria. Michalewicz (1996) apresenta
simulagdes computacionais comparando o desempenho de algoritmos genéticos com
codificagdo bindria e com ponto flutuante aplicados a um problema de controle. Os
resultados apresentados mostram uma clara superioridade da codificagio em ponto

flutuante.
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4.2.1.2. Operadores de Inicializacio

O método mais comum utilizado na defini¢do da populagdo inicial ¢ a inicializa¢ao
aleatéria dos individuos. Se algum conhecimento inicial a respeito do problema estiver

disponivel, pode ser utilizado na inicializagdo da populagao.

4.2.1.3. Operadores Genéticos

Os operadores mais freqlientemente utilizados em algoritmos genéticos sdo o0s

operadores de crossover e de mutacao.

4.2.1.3.1. Operador de Crossover

O operador de crossover (ou recombinag¢do) cria novos individuos através da
combinacdo de dois ou mais individuos. A idéia intuitiva por trds do operador de crossover

¢ a troca de informacao entre diferentes solucdes candidatas.

O operador de crossover mais comumente empregado € o crossover de um ponto.
Para a aplicagdo desse operador, sdo selecionados dois individuos (pais) e, a partir de seus
cromossomos, sdo gerados dois novos individuos (filhos). Para gerar os filhos, seleciona-se
aleatoriamente um mesmo ponto de corte nos cromossomos dos pais; os segmentos de
genes a partir do ponto de corte sdo trocados. O crossover de um ponto estd ilustrado na

figura a seguir, onde os individuos possuem codificag@o binaria:

e O1EG e CoTtE

[ftfafofrfofu]n]

pads:
Li]olz]1]ofo]z]0]
Z]olz]of1]o]1]1]

filheos:

[1]1]1]:]ofo]z]0]

Figura 4.1. Crossover de um ponto.
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Muitos outros tipos de crossover tém sido propostos na literatura (cf. Béck et al.
(2000)). Por exemplo, no crossover de dois pontos, selecionam-se dois pontos de corte e
faz-se a troca do material cromossdomico entre eles. J4 no crossover uniforme (Syswerda,
1989), para cada bit do primeiro filho ¢ decidido (com alguma probabilidade fixa p) qual
pai ird contribuir com seu valor para aquela posi¢do; o segundo filho receberd o bit do outro
pai. Nao hd, no entanto, nenhum operador de crossover que claramente apresente um
desempenho superior aos demais. Os operadores de recombinag¢do para cromossomos com
codificagdo binaria podem ser utilizados em cromossomos com codificagdo em ponto
flutuante. Entretanto, existem operadores de crossover especialmente desenvolvidos para
uso em individuos com codificagdo em ponto flutuante. Um exemplo € o crossover
aritmético (Michalewicz & Schonauer, 1996). Este operador ¢ definido como uma

combinagdo de dois vetores (cromossomos): sejam X, € X, dois individuos selecionados
para crossover; os dois filhos resultantes serdo x,=ax, +(1-a)x, e x, =ax, +(1-a)x,,

onde a ¢ um nimero aleatorio pertencente ao intervalo [0, 1].

Outros operadores de recombinacdo sdo descritos em Michalewicz & Schonauer

(1996).

4.2.1.3.2. Operador de Mutacio

O operador de mutacdo modifica aleatoriamente um ou mais genes de um
cromossomo. A probabilidade de ocorréncia de mutagdo em um gene ¢ denominada taxa de
mutagdo. A idéia intuitiva por tras do operador de mutagdo ¢ criar uma variabilidade extra

na populagdo, mas sem destruir o progresso ja obtido com a busca.

No caso de problemas com codificacdo bindria, o operador de mutacdo padrio
simplesmente troca o valor de um gene em um cromossomo (Michalewicz, 1996). No caso

de problemas com codificagdo em ponto flutuante, o operador de mutagdo uniforme,
. . a

por exemplo, seleciona aleatoriamente um componente do cromossomo X = [x1 X, ...xn] ,
. . o, T r 4 O

ke{l,...,n}, e gera um individuo x'=[x,..x,..x |, em que x| ¢ um namero aleatério

(com distribui¢do de probabilidade uniforme) amostrado no intervalo [Lli, LSk]; LI e LSk

sdo, respectivamente, os limites inferior e superior para o alelo x,. Na mutacdo ndo
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uniforme, supondo que o gene x, , /€ {l,...,n}, seja selecionado pelo operador genético, o

, a
cromossomo resultante sera X' =[x,...x/...x, [, em que

, {xl +A(t, LS, — x,), se um dado indice aleatrio for 0;
X =

x, —A(t, x, — LI,), se umdado indice aleatorio for 1,

onde LI; e LS; sdo os limites inferior e superior para o alelo x,, respectivamente. Nesse
caso, a funcdo A(¢, y) retorna um valor no intervalo [0, y] de sorte que a probabilidade de
A(t, y) assumir um valor proximo de zero aumenta a medida que ¢ aumenta. Essa

caracteristica faz com que o operador explore o espago de busca de forma global

inicialmente e, em geragdes avancadas, de modo progressivamente local.

Outros operadores de mutacao sdo descritos em Michalewicz & Schonauer (1996).

4.2.1.4. Operadores de Selecao

O algoritmo genético classico utiliza um esquema de selecdo de individuos para a
proxima geracdo chamado roulette wheel (Michalewicz, 1996). O roulette wheel atribui a
cada individuo de uma populacdo uma probabilidade de passar para a proxima geragdo
proporcional ao seu fitness. Assim, quanto mais apto for um individuo, maior serd sua
probabilidade de passar para a proxima geracdo. Com a selegdo de individuos por roulette
wheel, contudo, ha o risco de que o melhor individuo da populacio seja perdido, ou seja,
ndo passe para a proxima geracdo. Uma opc¢do ¢ manter sempre o melhor individuo da
geracdo atual na geragdo seguinte, estratégia esta conhecida como sele¢do elitista. A
selecdo elitista garante convergéncia assintOtica. A taxa de convergéncia, porém, ¢

especifica para cada problema e, geralmente, desconhecida (Fogel, 1995).

Outros mecanismos de selecdo podem ser encontrados em Béck et al. (2000).
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4.3. Flexibilizacao do Backstepping

O projeto de controladores eficientes por meio do backstepping sem a
obrigatoriedade de se verificar a derivada da funcdo de Lyapunov do sistema definida
negativa (ou semidefinida negativa) serd inicialmente ilustrado através de uma aplicacao

representada por um sistema de realimentacao estrita.

4.3.1. Exemplo de Aplicacdo — Sincronizacio de Sistemas Cadticos

A sincronizagdo de sistemas cadticos ¢ uma aplicagdo importante na area de
seguranga em sistemas de comunicacdo. A finalidade de um sistema de comunicagdo ¢ a
transmissdo de sinais portadores de informacdo a partir de um transmissor, estabelecido
num dado local, para um receptor, localizado a uma certa distancia do transmissor. O envio
de informagao ¢ feito por meio de um canal de comunicagdo, que prové uma conexao fisica
entre a saida do transmissor e a entrada do receptor. Para que uma mensagem possa ser
conduzida pelo canal, ela deve ser processada numa forma adequada para transmissdo. Tal
operacdo ¢ designada modulagcdo (Haykin, 1989). Num processo de modulacao, alguma(s)
caracteristica(s) do sinal portador é(sdo) alterada(s) de acordo com um sinal modulador
(Haykin, 1989). Tradicionalmente, tanto o sinal portador quanto o modulador sdo sinais
senoidais. Disso resulta que a poténcia transmitida ¢ concentrada numa faixa estreita de
freqiiéncias, o que acarreta uma alta densidade espectral de poténcia. Como apontam
Kolumbén et al. (1997), isso traz uma série de desvantagens, dentre as quais a elevada
probabilidade de interceptacdo desses sinais por receptores ndo autorizados. Visando-se a
um maior grau de seguranca na transmissdo de informagdes, técnicas de espalhamento de
espectro tém sido propostas. Em Dixon (1994), por exemplo, adicionalmente a um esquema
de modulacao digital, uma seqiiéncia pseudo-aleatoria ¢ usada com o propdsito de espalhar
o espectro do sinal transmitido. Uma exigéncia dos métodos de espalhamento de espectro ¢
o sincronismo das seqiiéncias pseudo-aleatdrias no transmissor e no receptor, a fim de que a
informacdo seja satisfatoriamente recuperada no destinatario. Uma desvantagem dessa
abordagem, contudo, ¢ a elevada complexidade dos circuitos geradores dessas seqiiéncias

(Kolumban et al., 1997).
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Sinais cadticos, por outro lado, podem ser gerados empregando-se circuitos muito
simples. Além disso, dado que sdo sinais de banda larga — cujos espectros assemelham-se
aos de ruido —, podem ser empregados em varios contextos com o objetivo de aumentar a
seguranc¢a na transmissdo de informagdes a luz da estratégia de espalhamento de espectro
(Cuomo et al., 1993). De fato, a descoberta da possibilidade de sincronizacdo de sistemas
cadticos (Pecora & Carrol (1990)) permitiu o desenvolvimento de esquemas eficientes de
transmissdo segura de informagdes confidenciais (cf., por exemplo, Cuomo et al. (1993) e
Kolumbén et al. (1998)). Recentemente, especialistas da area de controle ndo linear
voltaram sua aten¢do ao estudo da sincronizagdo de sistemas cadticos e sua potencial
aplicagdo em comunicagdes (cf., por exemplo, Fradkov & Pogromsky (1996) e Suykens et
al. (1997)). Nesse contexto, Yang et al. (2001) propuseram a aplicacdo do backstepping
visando a sincronizagdo de dois sistemas de Chua; aqui, o estado do sistema que representa
o circuito receptor converge assintoticamente ao do transmissor. Ao se confrontar esse
método com os esquemas de sincronizagdo que fazem uso de observadores (cf. Nijmeijer &
Mareels (1997)), uma desvantagem ¢ a necessidade de utilizacdo de diversas varidveis de
estado na formacdo do controle. Todavia, a sistematizagdo proporcionada pelo
backstepping torna o método atrativo, visto que € aplicavel a uma vasta classe de sistemas
ndo lineares, incluindo-se varios sistemas caoticos e hipercadticos presentes na literatura.
Além disso, a limitagdo mencionada pode ser superada com a introdugdo de estimadores de

estado no sistema receptor (Yang et al., 2001).

Dado que o foco deste trabalho incide na introducdo e utilizacdo do backstepping
flexibilizado associado a algoritmos genéticos, a sincronizacdo de dois sistemas cadticos
sera abordada como um exemplo de problema de controle ndo linear. Logo, as
peculiaridades relacionadas ao emprego dessa técnica em sistemas de comunicacdo ndo

serdo aqui tratadas.

O circuito de Chua contém trés elementos acumuladores de energia (um indutor L e
dois capacitores C; e C;), um resistor linear R e um resistor ndo linear /(v,). Suas equacdes

dindmicas possuem a seguinte conformag¢do (Madan, 1993):
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1;2_("2 Vl)_I(V1)
dv 1 )

czjzg(vl—vz)ﬂ 4.1)
di,
a Y

onde C, C,, L e R sdo parametros do circuito, iz ¢ a corrente no indutor L e v; € v, sdo as

tensdes nos capacitores C; e C,, respectivamente. Em Yang et al. (2001), a ndo-linearidade
¢ cubica: I(v,)=Av,+Bv;. Os pardmetros podem, por exemplo, assumir os valores:
C,=1.2nF, C,=12nF, R=2kQ, L=3mH e 4=-4,285x10"*S ¢ B=5x10"SV~. Dada
a elevada discrepancia de ordens de grandeza entre esses valores, nos sistemas tratados em

Yang et al. (2001) foram introduzidas as seguintes mudancas de escala e de varidveis:

X, =V, X,=Vv,, X; =Ri, e k=t/RC, . Dessa forma, reescreve-se (4.1) de modo a se obter

o seguinte conjunto de equagdes diferenciais adimensionais:

%:a’[xz —X 1(x1)]

o ey, (4.2)
dx

dx, _

dx P,

onde I(x,)=ax,+bx; e k é uma “unidade de tempo adimensional”, com & =4,17x10%*.
Os parametros do sistema (4.2) adotam os seguintes valores: a=C,/C =10,
B=RC,/L=16, a=—-0857 e b=1.

Sob a dptica de controle de sistemas, a sincronizagdo de dois sistemas de Chua ¢ um
problema similar ao caso seguidor, pois almeja-se que um sistema-escravo X, siga um

sistema-mestre X, . Assim, tem-se:
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i =10(x, —x* —0,143x,)
XX, =x—X, +X,

x, =—l6x,
_ 3 (4.3)
n =10(y2 - ¥ —0,143y1)+u

L,y ==ty
Vy ==16y,,
T T r ~ .
onde x=[x, x, x| ey=[y, », »].Em(4.3), ¢ adotada a notagio p=dp/dx .

Objetiva-se,pois, determinar # de modo que se verifique

lim|x —y| — 0. (4.4)

[—>00

Com base nas equagdes dos sistemas X, e X,, obtém-se o seguinte sistema de erros:

e, =—l16e,

é,=e —e,+e, (4.5)

é,=10e, —1,43¢, —10x. +10y; —u,
onde e=[e, e, e]' é o erro de sincronizagio e e, =x,—y,, € =x,—y, ¢
e, =x, —,. Ressalta-se que, com essa mudanca de variaveis, o sistema de erros segue a
conformagdo de um sistema ndo linear de realimentagdo estrita. De fato, comparando-se
(4.5) com (3.61), constata-se que f(e)=0, g(e)=-16, f(e,e,)=¢ —e,, g/(e,e,)=1,
f(e,e,,e)=10e, —1,43¢e, —10x +10y; e g,(e,e,,e;)=—1. Com uma escolha adequada

de u, o sistema (4.5) sera estabilizado na origem.

4.3.1.1. Aplicacdo do Backstepping Tradicional e Proposta de Melhoria dos
Resultados Obtidos

As linhas a seguir trazem o procedimento de backstepping classico de Yang et al.

(2001) para o projeto de um controlador visando-se a estabilizacdo do sistema (4.5).
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Iniciando-se pela primeira equac¢do, uma escolha possivel para a fungdo

estabilizadora ¢, (e,) relativa ao controle virtual e,, de forma a se fazer a derivada da

fungdo de Lyapunov V,(e,)=¢; /2,

V, =-l6ee,,
definida negativa quando e, =, (¢,), € @, (e,) =e,, resultando em

V, =-l6e,.
Ap6s a defini¢do de z;:
zZ,=e,
define-se a variavel de erro z,:
z, =e,—(e)=e, —e,.

O subsistema ( z,, z, ) tem a seguinte configuragao:

z, =—16z, -16z,
z, =16z, +15z, +e,,

para o qual uma candidata a fungio de Lyapunov é V, =V, +z, /2

controle virtual e, como e, =&, (z,,z,)=-16z,, a derivada de V,

V,=-16z] —z2 +z,(e, +16z,)
torna-se definida negativa.
A defini¢do da variavel de erro z,:
z,=e; —a,(z,,z,) = e, +16z,

conduz ao sistema nas coordenadas ( z,, z,, z, ) a seguir:

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

. Escolhendo-se

4.11)

(4.12)

(0]
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z, ==16z,-16z,
z, =16z, —z, +z, (4.13)
£, =272z,+22,88z, +14,57z, —10x; +10y; —u.

Uma candidata a fung@o de Lyapunov para esse sistema ¢

Vv, =V, +%z32 :%zl +lz2 +—zi, (4.14)

cuja derivada ¢ expressa por

V,=z(-16z,—162,)+z,(162, —z, +z,)+
+2,(2722, + 22,88z, +14,57z, —=10x] +10y" —u) (4.15)
=—1622 — 22 +2,(2722, + 23,882, +14,57z, —10x> +10y] —u)

A escolha da lei de controle

u=272z,+23,88z, +15,57z, +10(y° - x?)

(4.16)
215,57()61 - )+273(x2 _yz)_(xz — V3 )"'10()’13 _x13)
resulta em
V,=—1621 -z} -z} (4.17)
e no sistema z= 4.z, onde
-16 =16 0
A =16 -1 1 (4.18)
0o -1 -1

¢ uma matriz anti-simétrica cujos autovalores tém parte real negativa.

Pelo Teorema de La Salle-Yoshizawa (ou, ainda, pelo Método Direto de Lyapunov), o
estado z = [z1 Z, Z, ]T converge para a origem (ponto fixo GAE, pois V, ¢ ilimitada

radialmente). Ainda, como a funcdo de Lyapunov do sistema (V) ¢é suave e definida

positiva, € como sua derivada V, ¢ definida negativa ao longo do tempo, tem-se que,
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conforme o Corolério 2.14, o maior conjunto invariante M de E = {ze R" |V, (z) = 0} ¢a
origem. Além disso, com base nas expressdes que definem as varidveis de erro, (4.8), (4.9)
e (4.12), conclui-se que o estado e = [e1 e, e, | também converge assintoticamente para

a origem. Consegue-se, dessa forma, a sincronizagao dos sistemas X, e X, .

As Figuras 4.2 e 4.3 ilustram a eficacia da lei de controle (4.16) na resolu¢dao do

problema. Foram utilizadas as condi¢des iniciais sugeridas em Yang et al. (2001):
x(0)=[23 12 31] e y0)=[0,1 32 L1J'. A Figura 42 mostra a evolugdo das
variaveis de estado do sistema de erros (4.5) rumo a origem. A Figura 4.3 mostra o
progresso das variaveis de erro que compdem z. O transitorio aproximado de cada variavel

para ambos os casos € de &, =3. Destaca-se a magnitude elevada do valor de pico de e,

em comparagdo aos valores de pico de e, ¢ e,.

As Figuras 4.4 ¢ 4.5 apresentam a evolucdo de e, e, e e, e das varidveis de erro

z,, Zz, € z, nos seus espagos de estados, respectivamente. As trajetorias e(t) e z(t)

12
convergem para a origem, de acordo com os resultados obtidos por intermédio do Teorema

de La Salle-Yoshizawa.
A Figura 4.6 mostra os valores assumidos pelo esforco de controle # ao longo do
tempo. Ressalta-se a magnitude extremamente elevada desses valores nos instantes iniciais.

A Figura 4.7 apresenta a evolugdo dos valores assumidos pela fun¢do de Lyapunov

do sistema, V,, e por sua derivada, V,. Como ja destacado, V, ¢é sempre negativa,

convergindo para V', =0 a medida que z e e tendem a origem.
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Evolugao de e.e,ee
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Figura 4.2. A norma ”e” — 0 com a lei de controle (4.16).
Evolugao das variaveis de erro do backstepping
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5 I I I ! I I I I L
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Figura4.3. z — 0 com a lei de controle (4.16).
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[e‘ e, ea]T para a origem

Convergencia de e

Figura 4.4. Trajetoria de e rumo a origem (ponto de equilibrio) com a lei de controle (4.16).

[z‘ z, za]T para a origem

Convergencia de z

Figura 4.5. Trajetoria de z rumo a origem (ponto de equilibrio) com a lei de controle (4.16).
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X 104 Esforgo de controle
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Figura 4.6. Esforc¢o de controle u ¢ detalhe ampliado dos instantes iniciais — equacao (4.16).
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Figura 4.7. ¥, e V, com a lei de controle (4.16).
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Uma observagdo atenta dos resultados ilustrados nas Figuras 4.2 e 4.6 leva a
conclusdo de que existem dois aspectos que podem ser melhorados na resposta conseguida:
em primeiro lugar, uma diminui¢do do transitorio e da intensidade dos picos verificados na
evolugdo das varidveis de estado de e, de sorte que se tenha uma sincroniza¢do mais rapida
e mais suave de X, e X, e, mais importante, uma redugdo do esfor¢o de controle — que,
como j& mencionado, assume valores por demasiado elevados nos instantes iniciais.
Magnitudes excessivas e variagdes abruptas do esforco de controle conduzem a valores

elevados de tensdo e corrente, o que prejudica o bom funcionamento do circuito de Chua.

Tendo em vista esses dois pontos, poder-se-ia, inicialmente, cogitar uma alteracao

nos parametros numéricos da lei de controle u (4.16), mantendo-se, todavia, a premissa de

obrigatoriedade de que a derivada V, seja definida negativa. Sugere-se, dessa forma, uma

altera¢do no coeficiente do termo z,. Por exemplo:

u=272z,+23,88z, +18,57z, +10(y’ —x’) 419
=18,57(x, — v, )+321(x, — v,)—49(x, — ;) +10(> - x*) '

Logo,
V,=—-16z] —z2 —4z:. (4.20)

As Figuras 4.8 e 4.9 apresentam, respectivamente, a evolucdo de e ao longo do
tempo e o esfor¢co de controle. Nota-se que, embora a duragdo do transitorio tenha

diminuido, os valores elevados no transitério de e, permaneceram inalterados e a

magnitude do esfor¢o de controle aumentou consideravelmente nos instantes iniciais.
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Evolugao de e.e,ee com lei de controle modificada
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Figura 4.8. Diminui¢ao do transitorio para "e” — 0 em comparagdo a Figura 4.2.

X 104 Esforgo de controle com lei de controle modificada
2 \ \ \ \ \

I
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Tempo

Figura 4.9. Aumento da magnitude do esforgo de controle u — eq. (4.19) — em comparagdo a Figura 4.6.
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Os resultados obtidos com a utilizagdo da nova lei de controle (4.19) indicam a
existéncia de uma relacdo inversa entre a duragdo do transitdrio observado na evolugdo das
varidveis componentes de e rumo ao ponto de equilibrio e o esfor¢o de controle despendido

durante o processo de estabilizagdo de (4.5) (sincronizacdo de X, e X,). Como

demonstrado pelos resultados advindos da modificacdo de um pardmetro numérico da lei de
controle u, as caracteristicas dessa relacdo sao determinadas de acordo com os valores
assumidos pelos pardmetros do controlador obtido por meio do backstepping. Conclui-se,
dessa maneira, que existem valores ideais para esses parametros que conduzam a um

balan¢o adequado entre a duracdo do transitorio e a intensidade do esfor¢o de controle.

Todavia, o imperativo de se verificar a derivada da fungdo de Lyapunov no minimo
semidefinida negativa ndo d4 margem a uma busca plenamente eficaz desses valores ideais.
Propondo-se um abrandamento dessa exigéncia, os coeficientes das trés variaveis de erro,

z,, Z, € z;, na expressdo da lei de controle u sdo substituidos por incognitas a serem

1

determinadas:

u=az, +bz, +cz, +10(yl3 —xf)

4.21
:c(xl—y1)+(b+l6c)(x2 _yz)_(a_b_16c)(x3_y3)+10(y13 _x13) ( :

Exprime-se, pois, a derivada da funcdo de Lyapunov do sistema da seguinte forma:

V,=-162 — 22 + z,[(272 — a)z, + (23,88 = b)z, + (14,57 — ¢ )z, ]

(4.22)
=—16z7 —z2 +(14,57 —c)z2 + (272 - a)z,z, + (23.88 = b)z,z,.

Tem-se, portanto, um novo problema, que consiste na procura de valores
apropriados para as incognitas a, b e ¢ que levem a melhores resultados em termos da
duracdo do transitorio de e e da intensidade do esfor¢o de controle sem que o sinal da

derivada da fun¢@o de Lyapunov seja levado em conta:

{a,b,c}=argmin

a,b,c

intensidade do esforco duragdo do transitorio (4.23)
e ) .
de controle u das variaveis de estado de e

De acordo com o Teorema de No Free Lunch (Wolpert & Macready, 1997), ndo

existe uma unica ferramenta que resolva todos os problemas de maneira Otima. Na
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resolucdo de problemas de otimizagdo, por exemplo, métodos classicos e dedicados
mostram-se mais eficientes do que algoritmos evolutivos quando sdo validas hipoteses
restritivas acerca do espaco de busca, tais como: continuidade, existéncia de derivadas,
convexidade, unimodalidade, etc. Por outro lado, como destaca Von Zuben (2000),
algoritmos evolutivos sdo capazes de lidar com problemas para os quais ndo € possivel ou ¢
muito custoso obter uma descricdo detalhada, ou ainda junto aos quais nao ¢ possivel supor
restricdes muito fortes (ambas condi¢des necessarias para a aplicacdo de ferramentas de
solucdo dedicadas). Por exemplo, algoritmos de programagdo linear requerem que a
funcdo-objetivo seja linear; caso ela ndo seja linear, algoritmos de busca baseados no
gradiente requerem que a fungdo-objetivo seja diferencidvel e que se possa calcular essa
derivada a um baixo custo computacional. Na auséncia de linearidade e na impossibilidade
de se obter a derivada (seja porque ela ndo existe ou por representar uma etapa muito
custosa) da fungdo-objetivo, os algoritmos evolutivos passam a representar uma das poucas

alternativas de se chegar a solucao.

Para o problema (4.23) ndo ¢ possivel obter formalizacdo e descricdo apropriadas
para o uso de métodos convencionais (baseados em gradientes, por exemplo). De fato, a
funcdo-objetivo em (4.23) ndo permite o computo de derivadas e caracteristicas do espaco
de busca cujo conhecimento ¢ necessario para a aplicagdo desses métodos — continuidade,
convexidade, etc. — ndo sdo passiveis de verificagdo. Opta-se, portanto, pela utilizagdo de
técnicas de otimizagdo baseadas em computacdo evolutiva na busca de valores adequados

paraa, bec.

4.3.1.2. Flexibilizacao das Premissas do Backstepping e Novos Resultados

Sao utilizados algoritmos genéticos nos processos de otimizacdo apresentados nesta
se¢do. E importante destacar, contudo, que, como enfatiza De Jong (1985), os algoritmos
genéticos ndo sao diretamente comparadveis a algoritmos tradicionais de otimizagdo, visto
que ndo garantem convergéncia para o mesmo 6timo local quando executados varias vezes.
Por outro lado, a otimiza¢dao ¢ um dos campos mais significativos do espectro de aplicagdes
dos algoritmos genéticos, pois excelentes resultados sdo obtidos quando do emprego desses

algoritmos em problemas de otimizagdo de elevada complexidade, nos quais nio ¢ possivel
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o uso de métodos tradicionais (Michalewicz, 1996). Dessa forma, posto que ndo assegurem
eficiéncia total na obtencdo da solu¢do, podendo ndo convergir para o 6timo global, os
algoritmos genéticos geralmente garantem a obten¢do de uma “boa aproximagdo” para a
solucdo. Para que um algoritmo genético encontre uma boa solugdo para um dado
problema, um dos requisitos mais importantes ¢ os termos que compdem a solu¢cdo serem
codificados de forma adequada. Assim, para o problema (4.23), cada cromossomo sera

composto de trés genes, referentes as trés incognitas, como mostra a Figura 4.10.

ponto 1
— ponto 2

¢1 b i

Figura 4.10. Cromossomo genérico.

Permite-se que os alelos (numeros reais) de cada gene (a, b e c) variem no intervalo
[-1000, 1000]. A abordagem na base decimal foi escolhida pela simplicidade no processo
de codificacdo/descodificagdo, além de oferecer a possibilidade de monitoramento da
dindmica de operacdo do algoritmo genético. Os individuos da populagdo inicial sdo

definidos aleatoriamente dentro do intervalo [-1000, 1000].

A sele¢do de individuos para a geracdo seguinte adota uma variacdo da estratégia
elitista descrita na se¢do 4.2.1.4, em que ndo apenas o melhor individuo passa intacto para a
geracdo seguinte, mas os d melhores. A motivacao por tras da selecdo elitista tradicional,
em que o melhor cromossomo sobrevive inalterado, reside no fato de que, ap6és um dado
numero de iteragdes, um candidato a solugdo que possa estar proximo da solugdo 6tima nao
corra o risco de sofrer manipulagdes por parte dos operadores genéticos que revertam em
prejuizo do desempenho do algoritmo genético. A modificacdo introduzida no esquema
elitista, que admite a manuten¢do de um grupo de individuos na passagem de uma geragao
para a subseqiiente, procura evitar a convergéncia para extremos locais. E conveniente, na
situagdo hipotética em que o melhor individuo, num dado momento do processo de

otimizagdo, aponta para um extremo local no espaco de busca, a conservagdo de outro
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individuo que aponte para o extremo global, mesmo que ndo possua, naquele instante, uma

avaliagdo tdo boa em relacdo a fungdo de fitness.

A funcdo de fitness, que indica a qualidade de um individuo em comparacao aos
demais, leva em considera¢dao a norma Euclidiana H, de e (efeito do transitério) e o modulo

de u (esforgo de controle) nas primeiras 5 unidades de tempo de simulag3o:

fitness(x,y) = < ! . (4.24)

pt (J e (1) +e;(7)+e3(7) +|M(T)|)dz'

0

Assim, quanto menores forem o esfor¢o de controle e o transitorio, maior serd o valor da

funcao de fitness.

Dois tipos de operador de crossover sdo testados: num primeiro momento, o
crossover aritmético e, posteriormente, o crossover uniforme. Tanto num caso quanto no

outro a recombinacado ¢ aplicada, em cada geracdo, a todos os 10xd melhores individuos.

O operador de mutagdo evita que o processo de otimizagdo seja conduzido a uma
solugdo local, oferecendo a possibilidade de que um cromossomo seja redirecionado a uma
localizagdo mais conveniente em relagdo a solucdo global. Como uma taxa de mutagdo
elevada resulta numa busca aleatéria pelo espago de busca (“random walk”), seu valor deve
ser relativamente pequeno. Contudo, a certeza de se dispor de boas solucdes trazida pelo
uso da estratégia de selecdo elitista modificada permite que se aumente o valor da taxa de

mutacao.

E importante salientar que, visto que a flexibilizagio do backstepping proposta
reside na eliminacdo da exigéncia de ndo-positividade da derivada da fungdo de Lyapunov
do sistema, algum mecanismo deve ser introduzido no algoritmo genético no intuito de se
evitar solugdes instaveis. E levado em conta, para tanto, o sinal da parte real dos

autovalores da matriz 4. do sistema de erros resultante do backstepping z= A.z . E imposta

uma penalidade de magnitude p = 10'° ao fitness do individuo que conduzir a partes reais
positivas de algum(alguns) dos autovalores de A.. A penalidade aplicada ¢ estatica
(Michalewicz, 1996); todos os individuos infactiveis sdo igualmente penalizados. Para os

individuos factiveis, p = 0.
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Deve-se enfatizar que o objetivo deste trabalho nido € encontrar nem o 6timo global
nem o melhor algoritmo evolutivo que resolva o problema de busca de valores para as
incognitas a, b e ¢, mas sim utilizar o algoritmo genético acima descrito de forma a se
encontrar valores para esses parametros que corroborem a proposta de ndo-obrigatoriedade
de se ter derivadas de fungdes de Lyapunov sempre negativas (ou nio positivas) na sintese

recursiva de controladores estabilizadores mais eficientes para sistemas ndo lineares.

4.3.1.2.1. Caso 1

A diferenca entre este Caso 1 e o Caso 2, a ser apresentado na proxima secao, reside

no operador de crossover utilizado. Emprega-se, aqui, o crossover aritmético.

A populagdo, em cada geragdo, ¢ composta de 400 individuos; os d =8 melhores
sdo mantidos inalterados para a geracdo seguinte. A taxa de mutacdo ¢ de 30%. A Figura

4.11 mostra a evolugdo da funcdo de fitness do melhor individuo para 1 =200 geragdes.

x 10 Fitness do melhor individuo
4.5 T T T
al d
3.5 i
3+ B
w 250 .
[%2]
[0}
£
T 2f i
150 y
1L _
0.5 - B
O | | | | L | | L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Geragoes

Figura 4.11. Otimizagdo com algoritmo genético (crossover aritmético) — fitness do melhor individuo.

O melhor individuo, apds ¢ = 200 geragdes, possui fitness igual a (2433,52)" e
equivale aos valores a=19,0078, b=-413,6282 e ¢=26,8953. Para efeito de
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comparacao, o fitness relativo aos valores a =272, b=23,88 e ¢=15,57, utilizados na lei

de controle resultante do processo tradicional de backstepping, apresenta o valor

(285111,81)".

4.3.1.2.2. Caso 2

Emprega-se, aqui, o crossover uniforme. A populagdo, em cada geragdo, ¢ composta
de 400 individuos; como no caso anterior, os d =8 melhores sdo mantidos inalterados para
a geragdo seguinte. A taxa de mutagdo permanece 30%. A Figura 4.12 mostra a evolugdo da

fun¢do de fitness do melhor individuo para ¢ =200 geracdes.

x 10 Fitness do melhor individuo
1.8 T T T
1.6 - i
1.4 1 .
1.2 ~
» 1 1
%]
[
£
w 0.8 B
0.6 - B
0.4 .
0.2 - i
O J | | | | L | | L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Geragoes

Figura 4.12. Otimizagdo com algoritmo genético (crossover uniforme) — fitness do melhor individuo.

O melhor individuo, apds ¢ = 200 geragdes, possui fitness igual a (5914,15)" e
equivale aos valores a =87,1542, b=-593,7852 ¢ ¢ =42,7071.

Dada a complexidade do problema de otimizagdo em questdo (i.e., minimizacdo de
uma funcdo de adaptacdo cuja restricdo € o padrdo temporal de quatro variaveis de um

sistema dindmico), € possivel que existam solugdes melhores que as encontradas neste Caso
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2 e no Caso 1. Contudo, os valores conseguidos servem de maneira muito adequada aos
propositos deste capitulo. Reitera-se o fato de que encontrar a melhor solu¢do para este

problema (i.e., o 6timo global) ndo faz parte dos objetivos deste trabalho.

4.3.1.2.3. Novas Leis de Controle e Analise dos Resultados

4.3.1.2.3.1. Caso 1

Os valores dos parametros a, b e ¢ obtidos no Caso 1 serdo aplicados na lei de

controle (4.217). Dessa forma:

1 =19,0078z, —413,6282z, + 26,8953z, +10(y’ - x’ )

(4.25)
=26,8953(x, — ,)+16,6975(x, — v,)—2,3104(x, — v, )+10(y? —x°)
A derivada da fun¢do de Lyapunov (4.14) ¢, entdo, dada por:
V,=-16z] —z2 —12,325327 +252,9921z,z, + 437,5082z,z,. (4.26)
A expressao (4.26) acima corresponde a uma forma quadratica V3 =-z"Qz , onde
16 0 —126,49605
0= 0 1 —218,7541 |. (4.27)

—126,49605 —218,7541 12,3253

Aplicando-se o critério de Sylvester — que afirma que as condigdes necessarias e suficientes
para uma forma quadratica x” Px ser definida positiva sdo as menores principais lideres de

P serem positivas (Strang, 1988) — em (4.27), verifica-se que:

16 >0,
16 0
>0 ¢ (4.28)
0 1
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16 0 —126,49605
0 1 —218,7541|<0.
—126,49605 —218,7541 12,3253

Como as menores principais lideres de Q ndo sdo todas positivas, ¥, ndo ¢ definida
negativa (nem semidefinida negativa).

A Figura 4.13 apresenta a evolucao de e ao longo do tempo. Note que os valores de
pico dos transitdrios sdo iguais ou menores aqueles verificados quando da aplicagdo da lei
de controle obtida por meio do backstepping tradicional (Figura 4.2). A duragdo do

transitorio (&, =5 ), contudo, € maior que a observada naquele caso.

A Figura 4.14 mostra a convergéncia dos componentes do vetor de variaveis de erro
z para o ponto fixo (origem).
As Figuras 4.15 e 4.16 exibem o progresso de e,, e, € e, e das varidveis de erro

Z,, Z, € Z, rumo a origem nos seus espagos de estados, respectivamente.

1>°

A Figura 4.17 mostra os valores assumidos pelo esfor¢o de controle # ao longo do
tempo. Destaca-se a redug@o substancial do mdédulo do valor de pico em relag@o a resposta

obtida segundo o backstepping tradicional (vide Figura 4.6).

A Figura 4.18 mostra a curva relativa a evolugdo da funcdo de Lyapunov (4.14) e a
Figura 4.19 apresenta o comportamento da derivada da fungdo de Lyapunov (4.26) ao
longo do tempo. Verifica-se que a estabilizagdo de (4.13) e do sistema de erros (4.5) foi
conseguida mesmo com a derivada da fun¢do de Lyapunov do sistema assumindo valores

positivos ao longo do processo de controle.

Definindo-se o conjunto C como o conjunto onde ¥V, >0,

Ci={ze R|1622 +22 +12,325322 — 252,992z 2, — 437,5082z,2, <0}, (4.29)

verifica-se que a fronteira de C, onde V; =0, é um cone quadrico ilimitado. De acordo com

a Versdo Global da Extensdo do Principio de Invaridncia de La Salle (cf. Cap. 2), Q, ¢ um
conjunto compacto — portanto, limitado — cuja definicdo estd atrelada ao computo do

escalar finito /=sup,_.V(z). Para o conjunto C (4.29), nio existe Q, compacto. Dessa
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forma, os Teoremas 2.15 e 2.16 ndo sdo aplicaveis nesse caso. A estabilidade ¢ garantida,
entretanto, pelo sistema de erros do backstepping 7= Az. De fato, a parte real dos

autovalores de

~16 ~16 0
A= 16 -1 1 (4.30)
252,9922  436,5082 —12,3253

¢ negativa. Efetivamente, pelo Lema 2.12, dado que z(¢) e e(¢) sdo solu¢des limitadas, elas
convergem assintoticamente a um conjunto-limite positivo invariante L — no caso, a
origem (z = 0 e e = 0) — independentemente do fato de a derivada da funcdo de Lyapunov

do sistema (4.26) ser indefinida.

Um aspecto interessante ¢ o fato de a solugdo permanecer entrando e saindo de C. A
aplicagdo da lei de controle (4.25) com o propdsito de estabilizar o sistema faz com que a
magnitude dessas oscilagdes seja continuamente reduzida no decorrer do processo de

controle; assim, a trajetdria do estado z (e, portanto, e) tende assintoticamente ao ponto de

equilibrio estavel (origem), a0 mesmo tempo que ¥, — 0 (note que a origem pertence a

fronteira de C, onde ¥, =0). De fato, um exame mais acurado do comportamento de V,

mostra que a intensidade das oscilagdes cai rapidamente, mas ndo cessa por completo,
tomando valores insignificantes apds alguns instantes. Isso pode ser verificado na Figura

4.20, em que o eixo vertical adota uma escala logaritmica.

Essa alternancia de posicionamento das trajetérias de estado z e e em relagdo ao
conjunto C pode ser visualizada por meio de sua evolucdo nos respectivos espacos de
estados. A Figura 4.15 mostra a trajetoria do estado e e a Figura 4.16, a trajetoria de z.
Observe que a oscilagdo decrescente verificada no progresso da derivada da funcdo de

Lyapunov do sistema traduz-se numa convergéncia a origem na forma de uma espiral.
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Figura 4.14. z — 0 com a lei de controle (4.25).
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Figura 4.13. A norma "e” — 0 com a lei de controle (4.25).
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[e1 e, eBJT para a origem

Convergencia de e

Figura 4.15. Trajetoria de e rumo a origem (ponto de equilibrio) com a lei de controle (4.25).

[z1 z, 23]T para a origem

Convergencia de z
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Figura 4.16. Trajetoria de z rumo a origem (ponto de equilibrio) com a lei de controle (4.25).
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Figura 4.17. Esfor¢o de controle u — equacdo (4.25) — e detalhe ampliado dos instantes iniciais.
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Figura 4.18. V, com a lei de controle (4.25).
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Figura 4.19. V', com a lei de controle (4.25).
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4.3.1.2.3.2. Caso 2

Os valores dos parametros a, b e ¢ obtidos no Caso 2 serdo agora aplicados em

(4.21). Logo,

u=87,1542z, —593,7852z, + 42,7071z, +10(y’ — x)

(4.31)
= 42,7071(x, — ,)+89,5284(x, — »,)+2,3742(x, — »,)+10(y* = x?)
E a derivada da fun¢do de Lyapunov do sistema ¢ dada por:
V,=—16z —z2 —281371z; +184,8458z,z, + 617,6652z, z,. (4.32)
A expressao (4.32) acima corresponde a uma forma quadratica V3 =-z'Qz , onde
16 0 —-92,4229
0= 0 1 —308,8326 |. (4.33)

-92,4229 -308,8326 28,1371

Pode-se comprovar o fato de (4.32) ndo ser definida negativa por meio da aplicacdo do

critério de Sylvester (Strang, 1988):

16 >0,
16 0
>0 ¢ (4.34)
0 1
16 0 -92,4229
0 1 —308,8326| < 0.

-92,4229 -308,8326 28,1371

Como as menores principais lideres de Q ndo sdo todas positivas, ¥, ndo ¢ definida
negativa (nem semidefinida negativa).

As Figuras 4.21 e 4.22 mostram a evolugdo de e ¢ z ao longo do tempo,
respectivamente. As Figuras 4.23 e 4.24 exibem o progresso das trajetorias e € z rumo a

origem nos seus espacgos de estados. A Figura 4.25 apresenta a intensidade do esforgo de

controle ao longo do processo de estabilizagao.
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Uma apreciacao dos resultados contidos nas Figuras 4.21 e 4.25 leva a conclusdo de
que o controlador (4.31), que incorpora os valores dos parametros a, b e ¢ correspondentes
ao Caso 2, pode ser considerado uma solu¢do mais adequada ao problema de sincronizagao
dos dois sistemas de Chua do que o obtido por meio do backstepping tradicional, uma vez

que todos os objetivos propostos foram atingidos com maior eficiéncia:

- reducdo significativa do esfor¢co de controle, em comparagdo a resposta verificada

quando da aplicagdo do backstepping tradicional (vide Figuras 4.25 e 4.6);

- transitérios de pequena duragdo nas variaveis de estado que compdem e (na Figura

421, K =2,5);

- resposta suave, sem a existéncia de picos de magnitude elevada (vide resposta de e,

nas Figuras 4.21 e 4.2).

Além da diminuicdo do esforco de controle conduzir a um menor dispéndio de
energia na sincronizacdo dos sistemas de Chua, a elimina¢do de variagdes excessivamente
abruptas no sinal de controle evita o surgimento de valores demasiadamente elevados de

tensdo e corrente nos componentes do circuito receptor, o que poderia danifica-los.

Tal qual ocorreu no Caso 1, a estabilizagcdo do sistema (4.5) foi conseguida mesmo
com a derivada da fun¢do de Lyapunov do sistema assumindo valores positivos ao longo do
processo de controle (Figura 4.27), sendo o resultado final, em termos do esfor¢o de
controle e da duracdo do transitorio, superior ao obtido quando da constru¢do de um
controlador conforme a premissa tradicional de derivadas no minimo semidefinidas

negativas.

O conjunto C onde ¥, >0, no caso presente, é dado por:

Ci={ze R |1627 + 22 +28,137122 —184,84582 2, — 617,66522,2, <0}, (4.35)

Novamente, a fronteira de C ¢ um cone quadrico ilimitado. Logo, tal como se verificou no
Caso 1, os Teoremas 2.15 e 2.16 também aqui ndo sdo aplicaveis. O emprego do

controlador (4.31) em (4.13) e (4.5), todavia, faz com que os sistemas resultantes,
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—-16 —-16 0

i=| 16 -1 1 |z (4.36)
184,8458  616,6652 —28,1371
| .
0 ~16 0
e=| 1 -1 1 e (4.37)
—23742 —79,5284 —44,1371
Ae

seja estaveis. De fato, os trés autovalores de 4. e os trés de 4, tém parte real negativa, o que

garante estabilidade assintotica da origem. Dessa forma, conforme pode ser verificado na

Figura 4.27, a solugdo z(¢), a partir de z,€ C, permanece entrando e saindo de C com

oscilagdes de magnitude decrescente a0 mesmo tempo em que evolui em diregdo ao ponto

fixo.

Evolugao de e.e,ee,

T T T T T T T

L L | | L L L |

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo

Figura 4.21. A norma "e” — 0 com a lei de controle (4.31).
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Evolugao das variaveis de erro

10

10

100

-100 =

10

Tempo

Figura 4.22. z — 0 com a lei de controle (4.31).

23

1

[e, e e ]T para a origem

Convergencia de e

Figura 4.23. Trajetoria de e rumo a origem (ponto de equilibrio) com a lei de controle (4.31).

107



2 3

1

[z. z_ z.]" para a origem

Convergencia de z

Figura 4.24. Trajetoria de z rumo a origem (ponto de equilibrio) com a lei de controle (4.31).

Esforgo de controle

300
200
100 -
-100
-200 -
-300

10

zoom)

(

300
200 -
100 -

-100 -
-200
-300

0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
Tempo

0.005

Figura 4.25. Esfor¢o de controle u — equacao (4.31) — e detalhe ampliado dos instantes iniciais.
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3000

2000

1000

-1000

-2000

-3000

-4000

-5000
0

V _ponto

Fungao de Lyapunov

. | | | [l [l | |

Figura 4.26. V, com a lei de controle (4.31).

3

Derivada da Fungao de Lyapunov

10

T T T T T

Figura 4.27. V, com a lei de controle (4.31).

3

10
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Os resultados obtidos no Caso 1 e no Caso 2 para o problema de sincroniza¢ao de
dois sistemas caoticos de Chua comprovam que, na sintese recursiva de controladores para
sistemas ndo lineares de realimentagdo estrita através do backstepping, a verificagdo de
derivadas de Lyapunov (semi)definidas negativa ¢ um requisito suficiente, porém ndo

necessario, para se conseguir a estabilidade do sistema resultante.

4.3.2. Algoritmo Genérico para Sintese de Controladores Eficientes
para Sistemas Nao Lineares de Realimentaciao Estrita Resultante
da Flexibilizacao do Backstepping

Esta secdo propde um procedimento genérico para a obtengdo de controladores —
cujos parametros possam ser otimizados segundo algum critério conveniente com base na
flexibilizacdo do backstepping — aplicaveis em sistemas ndo lineares de realimentagdo

estrita da forma

3= f(x)+ kS

§1 = ﬂ(xa§1)+k1§2

§2 = fz(xaglagz) + kzégz
. (4.38)

éi = [(%,8156) H kG

éék :ﬂ(x’gl""’gk)+kku’
onde x,&,....&, €R e ueR. As fungdes f(.) e f,(.), i=1,..,k, sdo ndo-linearidades
suaves conhecidas, com f{0) = 0 e f(0,.,) = 0. Os termos k ¢ k,, i=1,...,k, sdo escalares

constantes. Almeja-se a estabiliza¢do do estado & = [x & - & " € ®**' na origem.

4.3.2.1. Passo 1

O processo se inicia pela definicdo da primeira variavel de erro:

Z, =X (4.39)
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O subsistema x €, entdo, reescrito da seguinte forma:
z, = f+ké,. (4.40)

A fun¢do de Lyapunov para o subsistema z, (4.40) é expressa por

V:E# (4.41)

e sua derivada ao longo de (4.40) ¢ dada por

V=z(f+k&) (4.42)
Neste ponto, a metodologia do backstepping tradicional exige que se encontre uma
fungdo estabilizadora a para &, que faga com que V seja definida negativa (vide segdo

3.6.1). O procedimento do backstepping flexibilizado suprime esse objetivo, demandando
apenas que a func¢do intermedidria & cancele as ndo-linearidades na expressdo entre
parénteses em (4.42). Ressalta-se que ¢ necessario o conhecimento exato das ndo-

linearidades neste algoritmo. Dessa forma,

1
S=o=(-/~az) (4.43)

produz
V=—cz. (4.44)

A expressdo (4.43) inclui uma parcela com a varidvel de erro z,, de sorte que V' ndo

resulte nula.

4.3.2.2. Passo 2

Com a defini¢do da variavel de erro z,:

zZ,= é:l —a= é:l +%(f+clzl )a (4.45)

o subsistema z, pode ser reescrito em funcdo de z, e z,:
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Z, =—c¢z, +kz,. (4.46)

Derivando-se (4.45) em relagdo ao tempo, chega-se, com (4.38) e (4.46), a

z, = f+k¢& +%Bljc+cl(—clz1 +hz, )}
o (4.47)

—c] 1of .
:lel +¢,z, +fl+za—];x+k1§2.

A derivada da fungdo de Lyapunov deste passo, ¥, =V +z; /2, ao longo de (4.46) e
(4.47), ¢ dada por:

2
Vi=—czt+z|| k=L |z ez, + f +lalfc+kl(§2 . (4.48)
k k ox

A fung¢do intermediaria que, aplicada ao controle virtual &,, anula as ndo-linearidades do

termo em colchetes da equagdo (4.48) ¢

1 1of .
o ::E[_ﬂ —Eéx—czzzj. (4.49)

Como no passo anterior, foi incluida uma parcela com a variavel de erro introduzida neste

passo ( z, ). Assim,
. c2
V, ==zt +(c, —c,)z? +(k—71jzlzz. (4.50)

4.3.2.3. Passo 3

O terceiro passo se inicia com a defini¢do da variavel de erro z, :

1 1of .
N 71[ s +E£x+%j. (4.51)

Reescrevendo-se o subsistema z, (4.47), tem-se

112



z, = kcl z, +(c1 -c, )z2 +k, z;. (4.52)
A derivada de (4.51),
. —=cc c (c —c )
z, = k11€1221+ 2 lk 27,4+ ¢z, +

f af af (4.53)
TRt Hax aglf’tlj ka[a H”‘é’

permite que se expresse a derivada da fungio de Lyapunov V, =V, +z; /2 do seguinte

modo:

2
. c
v, = —clzl2 + (c1 -c, )zg + (k —?lezz +

—_— 2 —_—
+ 23{ 6% z,+ {kl +%€2)}2 +c,z, + (4.54)
1

(3, o o |
At Hax agf’tlj ka[a H”‘é}

A fun¢do intermediaria que, aplicada ao controle virtual &, anula as ndo-linearidades do

termo em chaves da equagdo acima ¢é

(o, o
k{ /2 ﬂax agf’tlj kax[ax H C3 3}' (4.55)

Tal como nos passos anteriores, foi incluida uma parcela com a varidvel de erro introduzida

neste passo (z, ). Assim,
7 2 2 2
Vy=-cz + (Cl —G )Zz + (Cz —G )Z3 +

2 2 _ 4.56
+(k—c—llez2 —ﬁzl% +{k1 +@}zzz3. (4.36)

1

4.3.2.4. Passo 4

O quarto passo se inicia com a defini¢do da varidvel de erro z,:
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Y I PN EIC AR
z, =6 az—gz"'kz{fz"'kl{ax aéé kax[axxjx]i_% 3} (4.57)

Reescrevendo-se o subsistema z, (4.53), tem-se

— 2 —
z, = ]:ll:z z,+ CZ(Clkl 62)22 + (c2 - )z3 +k,z,. (4.58)
A derivada de (4.57),
Z,= _0120203 : czcz(cl _cz)zz i cz(cz _03)23 tez, +
kk k, kk, k,
o . g s
””kz {( 't Tag e 2 A
(4.59)
ae’i 1 3(51 aé:l Rt
1 0 of .
- k
T ox {Bx[ax J } H+ o

permite que se expresse a derivada da fungdo de Lyapunov ¥, =V, +z;/2 do seguinte
modo:

2
Vy=—cz + (Cl -G )Zzz + (Cz —G )232 + (k _%jzlzz B

2
C, C C,\C, —C

_1 ZZIZ3+ k1+2(1—2) Z,Z, +
Kk k

1

2
C, C,C C,C\C, —C c,\C, —C
+z4{— 1253 7 4+ <o 2)zz+{k2+3(2—3)}3+
k
2

ek e, kk,
j (4.60)

L[ e I
+czz4+f3+k2{(ax aéé:l agzé:z

o . o .
{ax(ax a(;"tlj a(,ﬁ( a;(’t‘j"i

L — {g[g—];xjx}x}} . k@}
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A fun¢do intermediaria que, aplicada ao controle virtual &,, anula as ndo-linearidades de

Z, na equagdo acima ¢

a, ::i{_f} __{(% +%é:1 +- afz éz}"‘

ks ky [\ ox ¢, ¢,
o0 . %
{a(ax Tt ) R

el

Tal como nos passos anteriores, foi incluida uma parcela com a varidvel de erro introduzida

neste passo (z, ). Assim,

V3 = —6’1212 + (c1 —-c, )zf + (c2 —C )232 + (c3 —c4)zj +

2 2 2
c ¢c ce,c
+ k=L |zz, -2 zz, -2z, +
k kk, kk .k,

_ _ 4.62
k1+CZ(CIk cz)}zz%_i_czcz(cl cz) ( )

Z,z, +

1 172

+| k, + 86 7G) (cz — G )}2324.
k,

4.3.2.5. Passoi (2<i<k)

o, . e . ., 3
O i-ésimo passo se inicia com a defini¢do da varidvel de erro z,”:

? Obs.: De acordo com a notagdo adotada, & =x, k, =k, f,=f, a =a e c,=0.
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(i>3) .
fio + 1 —af"‘3x+...+% +

1
ko |77 k| ox &,

i—2 termos

01 |9 (of, . iy z . Jd (df, . Uiy 2 |2
+ — —(%x+...+ajg%§_4 x+...+a(%x+...+a§: fi_4J§i_4+

i—3 termos

(ij:)L i(ﬁx++L - J)'c+...+ (ﬁx++L Je&[_#

ko |ox| ox P 9& | ox &
i—4 termos
+ ..+
P19 i[i[alxjx Xpo bbbz
kox| | ox| ox\ ox s
i—3 vezes
Logo,
thé:i—l_at—z
(22) >3 1 |8 afi_3 ,
=, t —Jin + — -G, +
é:t 1 k[_z {f 2 ki_3 {/ZO aé:/ é:./
019 (S |01 S0 (S,
L g NE L IN Y s g E (4.63)
ki_4 {10 aé:, (/—0 aé:/ é:/jé: ki—S {; aé:, (; aé:/ é:/ 5
+ ...+

Reescrevendo-se o subsistema z,_,, tem-se:
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) l1e ( C/j(cl_cz) ( C_/j(cz -¢,)
. TG =2 j=2 j=3
Zia = A 2 T3 Z+ 3 Z+ i3 zZ3+
e k; Hk_/ k;
=0 JA j=2
i-2
( | C_/j(cz c4)
+2 i3 24t (e e )z +k (4.64)
[ 1%
3
i~2 =
. cl2 Hc_/ s (HC_/ (C’ c,+1)
- i= j=l+
= kl Z——3 - Zl+z = 3 Zin +(ci—2 —C 1)21 |tk ,z,
- Ilx - k;
Jj=0 J=
A derivada de (4.63)
i—1
o c ¢ s Cz+1
zZ,= ! zZ, - i_'/;z zZ + 2 Zig | Tz + [+
k k = k.
sei=2 J J
j=0 J=t
>2) zzafz,m) i3 ’38f3
+ i i "+ (4.65)
{,zoa(:"f S |Fae ,zoa(:”
SRENISEEES af A (22) ] =
+— A (f &+ + X

permite que se expresse a derivada da funcao de Lyapunov V,

modo:

Vi

=V, *z,%;,

i

,=V._, +2z/2 do seguinte

(4.66)

onde z, ¢ dado pela expressdo (4.65). A fungdo intermediaria que, aplicada ao controle
virtual £, anula as ndo-linearidades em z; é
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1 G |29, , ¢ i-3 501,
o =—A—f_ 44 - + n
R R el PO R 5 [2 e

(4.67)

o 1 i (o, (i22) 1 (=L
+ P ,Z(:‘af [/Z; 2 ¢ jé .+ _(Haxj (ij} -,z ¢

j=1

A expressdo de ¢, , inclui uma parcela com a variavel de erro introduzida neste i-ésimo
passo ( z;). Assim,

:_021+Z( /+1)/+1+(k_071

[+1
S cole, —c.) i2 (ch (crh—c;)
+ l:kﬁ-u:lz - =2
- JH1Zj+2

; Z3Z,,, F + P Z, ,Z;
1=3
[T [1%
Jj=2 j=i-3
i
2
2 O B
(€, —c )2+ k==
=767 +z /+1 Jj+l + 212, -1 21211 +
1=2
k./
j=0

i—2 | i—2 (ﬁ c./j(cz—l _cz) (4.68)

4.3.2.6. Passo k+1

A diferenca primordial entre este ultimo passo e os anteriores reside no

aparecimento da entrada real de controle u.

A definigdo da Ultima variavel de erro, z,,,, dd-se da mesma forma como foi feito

nos passos anteriores; i.e., faz-se, em (4.63), i=k+1:
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Zrn = é:k Q.

(k21) 1 (k>2) 1 k=2 afk ,
=& + —<f, + E (f +
é:k kk_l {]3{ 1 {/ —~ aé':

(k>3) k=3 p) k3afk3 (k>4) 1 k—4 k4afk4
" kkz{za_é{,oaf 5}5 {zag (z df 5}5"‘ (4.69)

izt

O subsistema z, ¢ obtido fazendo-se i =k +1 em (4.64):

. —C =2 j=I+1
_~4 j .
Z = P 4=z At =) z | e —¢ )Zk +h 2 (4.70)
—— k = k
se k=2 J J

k
2
2 G H c./‘ k-1 H ¢ —G +1
1 =2 j=l+1

. —C
Zin = A Z = zZ + Tl Zg | Yz T i
— k =1 Hk
se k=1 J ' J

k j=0

(k>3) =39 k3ak3 w21 (kg o
v 1{23(5 [z g;g g}: +Z(ng(f)(nxj}.}}+kku.

A representacdo do subsistema z,,, tal como em (4.71) permite que se expresse a

k> klaf}{l_(lo)l kzikzasz
- 1{;85(5 o {,_Oag,[zaé(’tjéJr (4.71)

derivada da fungdo de Lyapunov V, =V,  +z.,,/2 do seguinte modo:

Vk = Vk—l + 2 Zias (4.72)

A func¢do intermedidria que, aplicada ao controle real u, anula as ndo-linearidades em z,, €
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a, =

1 I T = N GO T = W =Y
R f + - #éﬁ + k=2
k, ‘ ki _/Z—(; aé:_/ ’ ki, |'= 9¢, z § §

2y | o

>3 1 |3 1, (kzl)l
B [2 8, "’E}’E i

t=0 j=0

k
—ChnZin — 2,47
j=1

A expressdao de ¢, inclui uma parcela com a varidvel de erro introduzida neste ltimo
passo (z,,,). Deve-se notar que a lei de controle u (4.73) apresenta, ainda, parcelas que
contemplam as variaveis de erro dos passos anteriores. Essas parcelas possuem coeficientes
cujos valores poderdo ser determinados por meio de processos de otimizagdo juntamente
com os valores de ¢,, 1<i<k+1. Pode-se, sem prejuizo da generalidade do algoritmo,

conjeturar a inclusdo de parcelas andlogas na expressdo de ¢, , parao passoi, 2<i<k.A

decisdo de se incluir ou ndo (e, em caso positivo, quantas) parcelas desse tipo dependera da
eficiéncia demandada pelo usudrio com relacdo aos seus objetivos e com relagdo ao

procedimento de otimiza¢do adotado. Portanto,
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!
2
k 2 k-l CIHC./
V. =—cz + (c —c )z2 b=z, - 22z -
i-1 — G4 7T Cn k 142 141+1

j+l -1
j=1 =2
k./
j=0
k
2
G ch k=2 c (c )
_ j=2 jH\& j+l
k-1 +a1 lek+1 + z k/ + Z/+IZ_/+2 +
Jj=1 J
k;
j=0
i [+1 ]
_ C (& C
c (c ) k2| k-2 . Jj (l—l l)
K \Ck—1 k) _ J=
+| ki A 122 t z ] ZZ10 |t
L k-1 =2 I=t
[1#
J=i-1
T -
i1 ch (cz—l —C,)
J=t
+ = 4, |22y (-
=2
k, (4.74)
j=t=1

4.3.2.7. Sistema Resultante
Ao final do processo, o sistema formado pelas variaveis de erro ¢ autbnomo:
2= Az, (4.75)

onde z= [z1 e Zy ["eRj ! e Ay € uma matriz. Os termos componentes de 4

sdo expressos da seguinte forma:
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Cr . G _ = B . _ -
Ay, _7, A4, =- P A4, == ) ,i=4,...,k; Ai(k+1) =—— a,;
1 k k,
j=0 =0
i-1
( ) ( ct (c/—l _c/)
C\6 6 i=j
45 = A ; Ay = = Ji=4,..,kej=2,.k;
1
kl
i=j-1
k
[Hc, (C./—l _C_/)
=) ‘
Ay = i1 —a;, j=2,..k

k

t

~

=1

O sistema (4.75) serd GAE caso os autovalores de 4 tenham a parte real negativa.
Consegue-se, nesse caso, a estabilizagio do estado &=[x & . & ' na origem,

independentemente do sinal da derivada da funcdo de Lyapunov do sistema (4.74). Caso se
queira que o processo de otimizacdo contemple apenas solugdes factiveis, o sinal da parte

real dos autovalores de 4 para um dado conjunto de parametros c¢;, 1<i<k+1, e q,,

1<i<k, podera servir como restri¢ao.

4.3.3. Outro Exemplo — Sistema Massa-Mola

Introduzindo-se uma entrada de controle no sistema massa-mola ndo linear

discutido no Capitulo 2 (cf. secdo 2.3.3.1),
mx + bx|x| +hkx+kx =u, (4.76)

a descricdo de (4.76) no espaco de estados possui a configuracdo de um sistema de

realimentagdo estrita do tipo (4.38). Supondo m = lkg, k, =100N/m, k =10N/m’ e

b =2N.s*/m?, tem-se:
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X, =x
L . 4.77)
x, =—100x, —10x; —2x2|x2|+u.

Considerando que, inicialmente, o objeto movel esta na posi¢ao x,(0)=0,30m com
velocidade nula, x,(0)=0, deseja-se determinar u de sorte que o veiculo seja estabilizado

em x, =0, x, =0. A resolucdo deste problema segue o algoritmo proposto em 4.3.2.

O procedimento se inicia pela definicdo da primeira variavel de erro

z, =X, (4.78)
Assim,

Z, = X,. (4.79)
A fungao intermediaria

X, =, =—¢z, (4.80)

faz com que a derivada da fungdo de Lyapunov do subsistema (4.79), V, =z} /2, seja igual

a
Vi=—cz. (4.81)
A introdugdo da variavel de erro
Z, =X, — (4.82)
permite reescrever o subsistema (4.79) da seguinte forma:
Z,=z,—¢z. (4.83)
Derivando-se (4.83) em relagdo ao tempo,
2, ==100x, —10x; = 2x,|x, |+ u + ¢z, — ¢ z,. (4.84)

A derivada da fungdo de Lyapunov ¥, =V, +2z;/2 ao longo de (4.83) e (4.84) corresponde

a

Vz = —clzl2 +z, |_(l—c12 )Zl + ¢z, —100x, —10)613 —2X2|)C2|+MJ- (4.85)
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O controle
u=a, =100x, +10x; +2x,|x,|—az, — ¢z, (4.86)
conduz a

V,=—czt+(c,—¢,)2 +(1—a—ct)zz,. (4.87)

Tal como no exemplo descrito em 4.3.1, que envolvia a sincronizacdo de dois
sistemas de Chua, emprega-se um algoritmo genético para a obten¢do de valores

apropriados para os parametros c¢,, ¢, € a.

De forma semelhante a 4.3.1.2, os individuos (cromossomos com trés genes, c,, ¢,

e a) iniciais sdo definidos aleatoriamente dentro do intervalo [-100, 100], e a selecdo de
cromossomos para a geragao seguinte adota a estratégia elitista modificada, com d =8 (a

populagdo ¢ composta de 400 individuos). A funcdo de fitness ¢ o inverso da integral da
soma ponderada da norma Euclidiana de x = [)c1 X, " com o médulo de u nos primeiros

10 segundos de simulacao :

1

p+f WX (7) + X3 () + (1= w)u(7)| dT

fitness = (4.88)

O valor de w ¢ uma ponderagao entre a magnitude e a duracdo do transitorio e a intensidade
do esforco de controle. Quanto maior w, maior énfase ¢ dada no comportamento do
transitorio, a custa de se verificar um maior esfor¢co de controle. Valores menores de w
visam a um melhor desempenho com relagdo a evolucdo de u. Neste problema, w = 0,6. A
penalidade estética p ¢ aplicada a todo individuo que conduzir a partes reais positivas de

algum(alguns) dos autovalores da matriz 4. do sistema de erros do backstepping z= A4z,
onde z=[z, z[ .

Utiliza-se crossover uniforme (aplicado aos 80 melhores individuos) e aplica-se
uma taxa de mutagdo de 5%. A Figura 4.28 exibe o fitness do melhor individuo para 50

geracoes.
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Fitness do melhor individuo
0.0185

0.018 -

0.0175 -

0.017 |-

0.0165 -

0.016 -

Fitness

0.0155 1

0.015 -

0.0145

0.014 |

0.0135 I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Geragoes

Figura 4.28. Otimizagdo com algoritmo genético (crossover uniforme) — fitness do melhor individuo.

O melhor individuo, apds 50 geragdes, possui fitness igual a (55,1689)" e
corresponde aos valores ¢, =26,4449, ¢, =6,8748 e a=-88,6480. A lei de controle

resultante ¢, portanto,
u =100x, +10x; +2x,|x,|+ 88,6480z, — 6,8748z, (4.89)
e a derivada da fun¢do de Lyapunov ¢ dada por

V, =-26,4449z> +19,5701z; — 609,6847z,z,

(4.90)
=z"Pz,

onde

~26,4449  —304,84235
{ } (4.91)

—304,84235 19,5701

A aplicagdo do critério de Sylvester sobre P leva a conclusdo de que (4.90) ndo ¢ definida

negativa nem semidefinida negativa.

O sistema resultante tem a seguinte configuragao:
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_ {—26,4449 1 }
= (4.92)

—-609,6847 19,5701

A:
Como os autovalores de A tém parte real negativa, a origem ¢ um ponto GAE de (4.92).

A Figura 4.29 mostra o progresso de x, e x, ao longo do tempo. A duragdo do
transitério € de ¢, =1,5s. A Figura 4.30 apresenta o comportamento do esfor¢o de controle
u. Observe que u oscila entre, aproximadamente, -4N e 8N. A Figura 4.31 traz a evolugdo
de z, e z, sobre a superficie da fung¢do de Lyapunov do sistema V. A Figura 4.32 exibe os
valores assumidos pela derivada da fun¢do de Lyapunov (4.83) ao longo do processo de

controle. Note que V, ¢ positiva em varios instantes.

O conjunto C, onde V2 >0, ¢ dado por

C:={ze R?|26,44492> —19,57012 + 609,6847z,z, < 0}, (4.93)

A Figura 4.34 apresenta a superficie correspondente a C (um conjunto ilimitado), onde
¥, >0, numa dada regido do espaco de estados de z. Traz, ainda, a trajetéria de z rumo a

origem sobre essa superficie. Pode-se verificar que a drbita do estado de erros entra e sai de
C repetidas vezes (veja também a Figura 4.33), ao mesmo tempo que caminha na dire¢do

da origem.

A aplicacdo do backstepping tradicional na resolucdo deste problema conduz, por
exemplo, aos seguintes pardmetros: ¢, =1, ¢, =2 ¢ a=0. As Figuras 4.35 e 4.36 mostram,
respectivamente, a evolugdo de x, e x, no tempo e o esfor¢o de controle. Destaca-se que o
transitorio €, aproximadamente, quatro vezes maior que o observado na Figura 4.29. Ainda,
em comparagdo a Figura 4.30, a intensidade do esfor¢o de controle assume valores quase
quatro vezes maiores. Tem-se, com efeito, no backstepping tradicional, ¢,,c, >0 e a = 0.
Quanto maiores forem as magnitudes de c; € ¢,, menor sera a duracdo do transitdrio e maior
serd a intensidade do esfor¢o de controle. Nao hé valores de ¢, c, >0 que conduzam a um
desempenho (em termos do esfor¢co de controle e duragdo do transitorio) melhor sob a
optica do backstepping classico do que o obtido com os parametros conseguidos através do

backstepping flexibilizado associado a computagdo evolutiva.
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Evolugao de X, ex,
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Figura 4.29. Estabilizac¢ao do sistema massa-mola com backstepping flexibilizado.
Esforgo de controle
T T T T T
z
=1
-6 -
-8 ! L L ! \ \
2 3 4 5 6 7 8 9 10
Segundos

Figura 4.30. Esforc¢o de controle u — equagdo (4.89).
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[z, 2,)

Fungao de Lyapunov em fungao de z

Figura 4.31. Func¢do de Lyapunov V,(z,,z,) € evolugdo de z rumo a origem.
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Derivada da Fungao de Lyapunov

300

200

-100

-200

1 1 [l [l 1

-300
0

In(|V2ponto|)

-80

| [ [ | | | [ |

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Segundos

Figura 4.32. Evolugdo de Vz com a lei de controle (4.89).

Logaritmo da Derivada da Fungao de Lyapunov

T T T T T T

| [ [ | | | [ |

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Segundos

Figura 4.33. ln‘Vz‘ com a lei de controle (4.89).
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Uma parte do conjunto C e evolugao de V_ponto em fungao de z

Figura 4.34. Uma parte do conjunto C e progresso da derivada da fun¢@o de Lyapunov do sistema em fun¢do

das variaveis de erro.
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Figura 4.35. Estabilizac¢ao do sistema massa-mola com backstepping tradicional.

Esforgo de controle
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20
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Figura 4.36. Esforgo de controle com backstepping tradicional.
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Caso se deseje que o veiculo siga alguma referéncia r(¢) pré-determinada, bastam

apenas algumas modificagdes no projeto, motivadas pela nova defini¢do da variavel de erro

z, (vide comentdario na se¢do 3.4.1). Assim,
z

| =X, —sen(?), (4.94)

para r(¢)=sen(t). O projeto efetuado com z, dado por (4.94) leva a seguinte expressao

para z,:
Z, =X, +¢,z, —cos(t). (4.95)
A lei de controle para este caso seguidor exprime-se da seguinte forma:
1 =100x, +10x; +2x,|x,| - sen(t) — ¢, z, — az, (4.96)
e a derivada da fun¢do de Lyapunov permanece igual a (4.90).

A Figura 4.37 mostra o progresso de x, € o erro e=x,—r(t). A Figura 4.38
apresenta a evolucdo de x, € x, no espago de estados; a Figura 4.39, o esforco de controle
e a Figura 4.40 traz o comportamento da derivada da fun¢do de Lyapunov ao longo do
tempo. Destaca-se o fato de que ¥, tem o mesmo padrdo do caso estabilizador, uma vez
que, em ambos os casos, as variaveis de erro z, € z, tendem a zero (a origem ¢ um ponto

de equilibrio GAE para o sistema autonomo resultante z=4.z).
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Caso seguidor

T T T T T

posigao [m]

1.5 I I I | | | | I |
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Erro
0.3 T T T T T
0.2 -
0.1 u
‘Tv_ oL
x
-0.1 - -
-0.2 - -
L L L | | | | L |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Segundos

Figura 4.37. Caso seguidor — O veiculo oscila com amplitude e freqiiéncia fixas.

Orbita de X, X, no espago de estados

T T T T T

Figura 4.38. Trajetéria de x = [x1 x, ]T .
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Esforgo de controle
200 = T T T T T

100

50

u [N]
S)

-50

-100

-150 |- i
200 ! ! I I ! ! ! I !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Segundos
Figura 4.39. Esforc¢o de controle para o caso seguidor.
Derivada da Fungao de Lyapunov
I I [l [l I
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100 i
2
s o0f
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>
-100 R
-200 R
-300 |- R
| | L L | | | L |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Segundos

Figura 4.40. Derivada da Fung¢io de Lyapunov: V2 —0,pois z; >0 e z, > 0.
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4.4. Conclusao

Os exemplos apresentados neste capitulo, i.e., a sincronizacdo de dois sistemas
cadticos e o controle de um sistema massa-mola ndo linear, s3o apenas dois casos em que a
metodologia de sintese de controladores a partir das novas premissas proporcionadas pela
flexibilizacdo do backstepping atrelada a técnicas de otimizagdo baseadas em computagdo
evolutiva ¢ aplicavel. Com efeito, para todos os sistemas de realimentacdo estrita com a

configuragdo (4.32) o algoritmo genérico apresentado na sec¢do 4.3.2 ¢ valido.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

5.1. Conclusoes

A teoria associada as nogdes de estabilidade e convergéncia em sistemas dindmicos,
apresentada no Capitulo 2, conduziu ao desenvolvimento de técnicas recursivas de sintese
de controladores para diversas classes de sistemas ndo lineares. O método de backstepping,
exposto no Capitulo 3, €, hoje, a metodologia mais popular de tratamento de sistemas ndo
lineares, pois permite uma abordagem sistemdtica mais eficiente que as observadas em

outras técnicas mais tradicionais, como processos oriundos da geometria diferencial.

A metodologia do backstepping classico, descrita em detalhes em Krsti¢ et al.
(1995), atrela o desenvolvimento de leis de controle a constru¢do de fungdes de Lyapunov
que, por via dos teoremas de La Salle, La Salle-Yoshizawa e do M¢étodo Direto de

Lyapunov, garantem estabilidade assintdtica, global ou local, do sistema.

A premissa basica contida nos conceitos relacionados ao Principio de Invaridncia de
La Salle, ao Teorema de La Salle-Yoshizawa e ao Método Direto de Lyapunov € o fato de a

derivada da fun¢@o de Lyapunov do sistema ser, no minimo, semidefinida negativa.

Os resultados obtidos neste trabalho, entretanto, comprovam que esse requisito ¢
suficiente, porém nao necessario, para se conseguir regulacao e/ou seguimento num sistema
dindmico. De fato, conforme a recente Extensdo ao Principio de Invaridncia de La Salle
apresentada em Rodrigues et al. (2002), que inclui o caso em que ¢ facultado a derivada da
func¢do de Lyapunov ao longo das solu¢des do sistema ser positiva numa regido limitada do

espago, estabilidade e convergéncia sdo conseguidas mesmo com a derivada da fungdo de
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Lyapunov assumindo valores positivos em determinadas regides do espago. O Capitulo 4
propds uma flexibilizacdo do esquema de construcdo de controladores por meio do
backstepping em que nao hé a necessidade de se considerar o sinal da derivada da funcao
de Lyapunov ao longo do processo. Efetivamente, a estabilidade ¢ garantida pelo sinal da
parte real dos autovalores da matriz do sistema de erros resultante do backstepping, nao
havendo necessidade de se pautar pelo Método Direto de Lyapunov, pelos teoremas de La
Salle e La Salle-Yoshizawa ou até mesmo pela Extensdo ao Principio de Invariancia, visto

que o sinal da derivada pode ser positivo em regides ilimitadas do espaco de estados.

A eliminagdo das restrigcdes impostas pelos teoremas de estabilidade apresentados
no Capitulo 2 no procedimento de backstepping fornece maior liberdade de utilizagdo de
técnicas de otimizacdo com vistas a um melhor desempenho dos sistemas controlados.
Técnicas baseadas em computacdo evolutiva, como mostrado no Capitulo 4, levam a
resultados claramente superiores em comparagdo aos conseguidos com o backstepping
tradicional nos casos apresentados, tanto em termos do esfor¢o de controle quanto na
duracdo e intensidade do transitério na evolucdo das varidveis de estado. O algoritmo
genérico proposto mostra que o backstepping flexibilizado associado a algoritmos genéticos

¢ aplicavel a todos os sistemas de realimentacgdo estrita do tipo (4.32).

5.2. Perspectivas

O processo de sintese de controladores através do backstepping flexibilizado
apresentado neste trabalho restringiu-se a uma classe de sistemas de realimentagdo estrita.
E possivel entrever a flexibilizagdo do backstepping em outras classes de sistemas de
realimentacdo estrita e em sistemas de realimentagdo pura e realimentacdo estrita em bloco
(cf. Krsti¢ et al. (1995)). Além disso, a introducdo dos conceitos apresentados neste

trabalho nos processos de backstepping adaptativo € um prognoéstico interessante.

Nos sistemas aqui tratados, as ndo-linearidades foram supostas todas conhecidas.
Uma perspectiva de desenvolvimento futuro do backstepping flexibilizado associado a
computagdo evolutiva reside no controle de sistemas com nao-linearidades parcialmente

conhecidas, incorporando-se técnicas de controle robusto e redes neurais.
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No que se refere a fase de otimizagdo dos parametros do controlador, os exemplos
deste trabalho fizeram uso de um algoritmo genético simples. Uma perspectiva interessante
de melhoria dos resultados obtidos ¢ a investigagdo e aplicacdo de formas mais complexas e
eficientes de algoritmos evolutivos, tais como estratégias evolutivas (cf. Bick et al. (2000)),

e a introducao e teste de diferentes operadores genéticos e de selegao.
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