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Resumo

Em geral, o espaco Fuclidiano ¢é utilizado no projeto e na anélise de desempenho da
maior parte dos sistemas de comunicagoes atuais. Nesta tese, verificamos que o modelo
de um sistema de comunicagao nao necessariamente esta restrito ao espaco Euclidiano,
mas sim a uma variedade Riemanniana. Com isso, os sistemas de comunicacoes podem
ser analisados em um contexto mais geral, no qual constatamos que a curvatura do es-
paco influencia em seus desempenhos. Como exemplo, estudamos a curvatura de meios
opticos e propomos novos perfis de guias de ondas, fibras 6pticas e lentes de interesse
pratico. Além disso, caracterizamos a curvatura de modulagoes nao-lineares (twisted)
e verificamos que o valor méximo permitido para a energia média do ruido esta relacio-
nada ao valor da curvatura da modulacao. Neste contexto, as modulacoes associadas a
superficies minimas apresentaram bons desempenhos, pois tais modulagoes sao pontos
criticos do erro quadratico médio. Mostramos também que o espaco de sinais possui
métrica induzida da superficie associada a modulacao. Com isso, foi possivel demons-
trar que os espacos de sinais com curvatura negativa sao os que apresentam melhor
desempenho segundo a probabilidade média de erro. Dessa forma, alguns exemplos
de constelacoes de sinais geometricamente uniformes foram construidos e analisados
em variedades Riemannianas. Finalizamos este trabalho notando que na maioria das
vezes que o espaco hiperbolico é utilizado nos blocos de um sistema de comunicacoes,
o desempenho desse sistema tende a se aproximar do ponto 6timo de operacao.

Palavras-chave: sistema de comunicacoes, curvatura, meios 6pticos, modulagao
nao-linear, constelagao de sinais, variedade Riemanniana.

Abstract

In general, the Euclidian space is used in the design and performance analysis in
most of the current communication systems. In this thesis, we note that the model
of a communication system is not necessarily restricted to the Euclidian space, more
precisely, the model can be linked to Riemannian manifolds. Thus, the communication
systems could be analyed in a broader context, in which the curvature of space influ-
ence on their performance. As an example, we studied the curvature of optical medium
and propose new profiles of waveguides, optical fibers and lenses of practical interest.
Moreover, we have characterized the curvature of twisted modulations and found that
the maximum value allowed for the average energy of noise is related to the value of the
curvature of the modulation. In this context, the modulation associated with minimal
surfaces showed good performance, because these modulations are critical points of
minimum the mean-square error. We show that the signal space has induced metric
associated with surface of the modulation. Thus, we have shown that the signal space
with negative curvature is the space where the average error probability decrease a
function of the curvature. Thus, some examples of geometrically uniform signal cons-
tellations were constructed and analyzed on Riemannian manifolds. Finally we note
that most of the time that hyperbolic space is considered in blocks of a communication
system, then the performance of this system tends to be closer to the optimum point
of operation.

Keywords: communication system, curvature, optical medium, twisted modula-
tion, signal constellation, Riemannian manifold.
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Capitulo

Introducao

Este capitulo apresenta de maneira sucinta uma descricao das principais razoes que
motivaram a realizacao deste trabalho. Além disso, para um melhor entendimento
deste trabalho apresentamos alguns conceitos basicos sobre geometria diferencial, geo-
metria Riemanniana, 6ptica geométrica, modulagao nao-linear (twisted) e constelagoes
de sinais. Por fim, realizamos uma descricao geral dos principais resultados obtidos em

cada um dos demais capitulos da tese.

1.1 Motivacoes

Os principais objetivos a serem alcancados na proposta de novos sistemas de comu-
nicacoes sao menor complexidade e melhor desempenho que o apresentado pelos sis-
temas conhecidos. Nesta direcao, iremos considerar cada um dos blocos da Figura 1.1
como sendo constituido basicamente por um conjunto de “pontos” FE;, juntamente com
uma métrica, d;. Tal consideracao torna possivel a interpretacao de cada bloco como

um espag¢o métrico (E;, d;).

(Eq1,d1) (Eqg, da) (E3, d3)
| Codificador _ | Codificador .
Fonte e Fonte ™ e Canal > Modulador
A
(Eo, do)
Métrica Induzida. ~ Ruido
! Em— Canal
(Eq1,d7) (E2, d2) (E3, d3)
D ifi D ifi
Destinatdrio ecodificador - ccodificador - Demodulador

Figura 1.1: Modelo em diagrama de bolcos de um sistema de comunicacoes digitais.

de Fonte

de Canal
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O que se busca entao, é determinar as caracteristicas geométricas e algébricas asso-
ciadas aos espagos métricos (E;, d;), bem como as propriedades e condigoes que deverao
ser satisfeitas pelas transformacoes que irao conecta-los, de maneira que se consiga de-
terminar o desempenho do sistema de comunicacoes sob a menor probabilidade de erro,
maior taxa de transmissao, menor poténcia de transmissao, etc. Naturalmente surge
entao a pergunta que motivou a realizagao deste trabalho: qual o desempenho dos sis-
temas de comunicacoes quando a estrutura geométrica associada aos espacos metricos
(E;, d;) nao é mais a Euclidiana?

Neste contexto, as teses [6], [7], [8], [10], [12], [13], [22], [23] e [38]| apresentaram
esquemas de codificacao, decodificagao, modulacao e demodulacao de constelagoes de
sinais em espagos hiperbolicos. Em [29], [30], [31], [32], [33], constelaces de sinais foram
propostas em variedades Riemannianas, em especial nos espacos de curvatura constante
e sobre superficies minimas, apresentando bons desempenhos quando o espaco de sinais
possui curvatura negativa. Em [34] uma métrica mais geral que as derivadas da métrica
Euclidiana foi utilizada para descrever a construcao de codigos de bloco lineares em
novos espacos métricos. Neste caso, foi verificado que os blocos modulador, canal e
demodulador, constituindo um canal discreto sem memoria, induz de maneira natural
uma métrica no espaco (FEs, ds) associado ao codificador. Além disso, em [35]| canais
opticos de curvatura constante foram propostos para a transmissao de informacao,
obtendo bons desempenhos quanto ao parametro da dispersao modal.

Neste trabalho concentramos nossos esforcos, principalmente, na identificacao de
exemplos de canais de transmissao ou esquemas de modulagao com caracteristicas que
pudessem justificar e validar os resultados apresentados no trabalhos citados anteri-
ormente. Além disso, alguns desses exemplos foram utilizados para projetar novos
sistemas de comunicacoes, cujos desempenhos foram medidos em funcao dos seguintes
critérios: menor dispersao da informacao transmitida em meios 6pticos, menor distor-
¢ao da informacao pelo erro quadratico médio em modulagoes nao-lineares e menor
probabilidade média de erro de constelacoes de sinais projetadas em variedades Rie-
mannianas. Deve-se ressaltar que as modulagoes nao-lineares analisadas neste trabalho
foram consideradas, inicialmente, para a transmissao de variaveis aleatorias continuas,
isto é, no contexto de um sistema de comunicagoes analogico, que pode ser representado
pela Figura 1.1 sem os blocos de codificacao e decodificagao.

No desenvolvimento deste trabalho foi necessario utilizar alguns conceitos mateméa-
ticos e fisicos nao muito utilizados na construcao e analise de sistemas de comunicacoes.
Por esse motivo, a seguir vamos apresentar alguns desses conceitos. Contudo, nao nos
aprofundaremos em nossa descricao mais do que o necessario para o bom entendimento
deste trabalho. Por isso, caso necessario, recomendamos a leitura das referéncias citadas
em cada um dos topicos para um estudo mais avancado. Além disso, alguns conceitos

e parametros de desempenhos utilizados na construcao e na anélise dos sistemas de
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comunicacoes considerados neste trabalho serao apresentados.

1.2 Alguns Conceitos de Geometria Diferencial

A seguir usaremos [25] para apresentar alguns conceitos introdutorios de geometria
diferencial. Neste caso, tem-se que uma curva diferenciavel parametrizada « : (a,b) €
I — R3 & dita regular se o/(t) # 0 para todo ¢ € I. O comprimento de arco de uma

curva regular parametrizada é definido por

b

L= [lold.

a

onde |- | & a norma de um vetor e

o/ ()] = V/(@'(8)? + (y/(t)* + (' (1))2,

é o parametro de comprimento de arco da curva. Na andlise de modulagoes nao-
lineares associadas a curvas, um caso muito interessante de parametrizacao é utilizada,
a parametrizagio pelo comprimento de arco (p.p.c.a), no qual |o/(¢)| = 1. Para se obter

tal parametrizacao, pode-se reparametrizar a curva «(t) pelo parametro s, de maneira

s = /t |/ (t)] dt .

A curvatura de uma curva plana é definida como

que

e erRe -y

Uma superficie regular parametrizada, ou simplesmente, uma superficie parametri-
zada é uma aplicacao X : D C R? — R?, cuja diferencial tem posto dois em todos os
pontos do dominio D.

Consequentemente, os vetores X, = %—f e X, = %—f sao linearmente independentes
em todo ponto p = (u,v) do dominio D e o espaco vetorial gerado por esses dois vetores
¢ chamado plano tangente a superficie nesse ponto, denotado por 7, X. Além disso, o

vetor normal unitario a superficie em p é dado por

Xu N X,

Nip) = N(wv) = [T

onde A denota o produto vetorial em R3. Note que | X, A X,| # 0, pois os vetores X,

e X, sao linearmente independentes.



4 Introducao

No contexto deste trabalho, um parametro que caracteriza a métrica dos espacgos
métricos associados aos blocos do sistema de comunicagoes da Figural.l é a primeira

forma fundamental de uma superficie parametrizada X (u,v) dada por
E=(X. X)), F=(X,-X,) e G=(X,-X,). (1.2)

Uma parametrizacao de interesse neste trabalho ocorre quando uma superficie é para-
metrizada por parametros isotérmicos, isto é, £ = G e F = 0.

A primeira forma fundamental de uma superficie permite o calculo do comprimento
de um segmento de uma curva regular o : I C R — R3, parametrizada por a(t) =

X (u(t),v(t)), pela seguinte expressao
b
L= / [(W)*E + 2u"V'F + (v')*G] 2 gy

duft do(t , : ] .
Zi) e v = LW Alsm disso, a drea de uma superficie regular pode ser

dt
calculada por

onde u' =

A://\/EG—FQdudv.
D

Um outro conceito importante é a segunda forma fundamental de uma superficie
parametrizada X (u,v), dada por

ez(qu~ﬁ>, fz(Xm,-ﬁ) e gz(qu-ﬁ), (1.3)

onde N & o vetor normal 2 superficie X (u,v).

Na préatica existem dois conceitos de curvatura de superficies, a curvatura média e
a curvatura Gaussiana. Neste trabalho, essas curvaturas demonstraram ser de grande
interesse para caracterizar o desempenho dos sistemas de comunicacoes considerados.

Neste caso, a curvatura média de uma superficie parametrizada X (u, v) é dada por

_leG-2fF+gE

H 1.4
2 EG-F? (1.4)
e a curvatura Gaussiana de uma superficie parametrizada X (u,v) é dada por
eg —
K=———"-—. 1.5
EG — F? (L5)

Apesar da expressao da curvatura Gaussiana (1.5) depender da segunda forma fun-
damental de uma superficie, pode-se mostrar que tal curvatura pode ser calculada ape-
nas em func¢ao da primeira forma fundamental da superficie. Tal fato serd usado para

caracterizarmos alguns sistemas de comunicacoes apenas por sua métrica e curvatura.
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1.2.1 Superficies minimas

Exemplos de sistemas de comunicagoes com bons desempenhos foram associados a
superficies minimas em todos os capitulos de resultados deste trabalho e, por isso, uma
breve descricao de tais superficies faz-se necessaria. Geometricamente, as superficies
minimas sao caracterizadas por minimizarem localmente a area da regiao determinada
por uma curva fechada no espaco. Matematicamente, as superficies minimas devem
possuir curvatura média (1.4) nula em todos seus pontos. De acordo com [17], exem-
plos de superficies minimas parametrizadas isotermicamente podem ser obtidas com o
auxilio da representacao de Weierstrass. Nesta representacao, uma superficie minima
regular em dominios simplesmente conexos, X : U C R? — R3, é dada por

1
X (u,v) = Re/ 3 [f(z)(l —g%(2)), if(2)(1 + ¢*(2)), f(z)g(z)} dz, 20, 2 €U,
Z
’ (1.6)
onde z = u + iv e as fungdes f(z) e g(z) sdo fungdes holomorfas que caracterizam a

superficie. Além disso, a primeira forma fundamental dessa superficie é dada por
1
E=G=lf@PA+19(:)F)" e F=0. (1.7)

Um outro parametro importante aos interesses deste trabalho é a curvatura Gaus-
siana, que de acordo com a representagao de Weierstrass, pode ser expressa da seguinte
maneira
N 4)g'(2)| ’

)P+ g(2)?)2 ]

A representacao de Weierstrass permite obter uma infinidade de exemplos de su-

(1.8)

K(u,v) =

perficies minimas. Tais superficies podem ser caracterizadas pelas fungoes f(z) e g(z),

como ilustra a Figura 1.2, contendo as superficies minimas catendide (f(z) = —e™*

g(z) = —e?), helicoide (f(z) = e * e g(z) = —ie*) e Enneper (f(z) =1 e g(2) = 2).

€

(a) Catenoide. (b) Helicoide. (c¢) Enneper.

Figura 1.2: Exemplo de superficies minimas.
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1.3 Alguns Conceitos de Geometria Riemanniana

Nesta secao serao apresentados, de forma sucinta, alguns conceitos de geometria
Riemanniana que serao aplicados neste e nos proximos capitulos deste trabalho. Para
uma abordagem completa sobre essa importante ferramenta matemaética recomendamos
a leitura da referéncia [27].

A geometria Riemanniana surgiu com a necessidade de estender os métodos da
geometria diferencial a espacos mais gerais que o R”. O primeiro exemplo de va-
riedade Riemanniana acessivel a nossa experiéncia é uma superficie regular no R3,
X : U C R? — R3. Isto porque, a idéia natural de uma superficie é a de um conjunto
bidimensional (U) ao qual se possa aplicar o Célculo Diferencial do R2.

Dessa forma, uma variedade diferenciavel de dimensao n é um conjunto M"™ munido
de uma familia de aplicacoes biunivocas, x,, : U, C R" — M™ de abertos U, de R" em

M™, tais que:
1. Uaxo(Uy) = M™.

2. Para todo par a e 3, com x,(U,) Nx5(Uz) = W # ¢, os conjuntos x, (W) e

X?(W) sao abertos em R" e as aplicagoes xgl o X, sao diferenciaveis.

Um outro conceito igualmente importante aos interesses deste trabalho ¢ o de mé-
trica Riemanniana, que permite medir, por exemplo, comprimentos de curvas, areas,

angulos, curvaturas, entre outros. A métrica Riemanniana de uma variedade dife-

rencidvel ¢ uma forma bilinear simétrica positiva definida como g;; = (gﬂ: . 857’;_), no
sistema de coordenadas x : U C R" — M", onde ( - ) representa o produto escalar de
dois vetores.

Em funcao da métrica Riemanniana pode-se calcular o comprimento de um seg-
mento da curva o : [ C R — M™, parametrizada por o(t) = [z1(t), ..., z,(t)], t € [a,b],

da seguinte maneira

b n n 1/2
L:/ (ZZme}gn) dt, (1.9)

o i=1 j=1

ox;
ot

Esta nocao de comprimento permite definir em M"™ certas curvas especiais, cha-

onde 7, = % parai=1,...,n.

madas geodésicas, que possuem a propriedade de minimizar localmente a distancia
entre quaisquer dois pontos suficientemente proximos. Tais curvas comportam-se em
varias situagoes como se fossem “retas” em M™ e, em [24], estao associadas as traje-
torias das ondas eletromagnéticas em meios Opticos. Neste caso, uma curva regular
v : I C R — M" parametrizada por y(t) = [z1(t),...,z,(t)] é uma geodésica em

M™ se, e somente se, satisfaz o seguinte sistema de equagoes diferenciais parciais de
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segunda ordem

w4y Thalal =0, k=1,...n, (1.10)
2%
onde =7 = 8;;’6 e Ffj representa os simbolos de Christoffel de M"™, que dependem apenas

da métrica Riemanniana, e podem ser obtidos pela seguinte expressao

RS Dgu  Ogu 0y
e L i i 99| ik 111
E 2;[0@- o, " am, |7 (L11)

onde g'* ¢ 0 elemento da linha [ e coluna k da matriz inversa de G = [g;;]. Geometrica-
mente, os simbolos de Christoffel estao associados ao conceito de derivada covariante,
uma nocao da geometria “intrinseca” de superficies, e, por essa razao, podem ser utiliza-
dos para descrever as idéias de geodésicas e de curvatura em variedades Riemannianas,
como serd realizado a seguir.

A nogao de curvatura em uma variedade Riemanniana foi introduzida por Riemann
de uma maneira bastante geométrica e de modo que fosse uma generalizacao natural
da curvatura Gaussiana de superficies no R3. A curvatura de Riemman pode ser
determinada utilizando apenas a métrica de M™ e, intuitivamente, mede o quanto uma
variedade Riemanniana deixa de ser Euclidiana. Matematicamente, essa curvatura de
Riemann esta associada ao tensor curvatura R;j;s, que serd definido a seguir e utilizado
para calcular a curvatura seccional, a curvatura de Ricci e a curvatura escalar de meios

opticos
Rijkl = Z R;?kgml y (1.12)
m=1

onde R é o operador curvatura, que pode ser expresso em termos dos simbolos de

Christoffel, equagao (1.11), da seguinte forma

- - orL, Tl
I m myl Jk ik
Rijy = mZZIijFim - mZZIszij + gz, Oz, (1.13)

O conceito de curvatura de maior interesse neste trabalho é o de curvatura seccional.

Tal curvatura é calculada para um subespaco vetorial bidimensional v contido em

T,M"™, o espago tangente de M™ no ponto p. Neste caso, quando o subespaco vetorial

ox 0x
Ox;’ Ox;

subespaco vetorial bidimensional é dada por

v possuir o conjunto de vetores { } como base, entdo a curvatura seccional desse

R
K;; = —%. (1.14)

9ii955 — Yij
Sabemos que, dentre as variedades Riemannianas, aquelas com curvatura seccional
constante sao as mais simples e possuem um nimero suficientemente grande de isome-

trias locais. Tais variedades sao conhecidas como espacos homogéneos. No Capitulo
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3, foi observado que os espacos 6pticos com curvatura seccional constante também de-
monstraram ser os de maior interesse pratico, tanto para o projeto de guias de ondas
quanto para o projeto de lentes Opticas.

Além da curvatura seccional, que é uma generalizacao da curvatura Gaussiana de
superficies, alguns outros conceitos de curvaturas também serao consideradas neste

capitulo, como o tensor curvatura de Ricci, dado por

Ry = ZR’EM ) (1.15)
k=1
e a curvatura escalar,
ij=1

que também foi considerada anteriormente em [11] e [41] para meios Opticos isotropicos
e anisotropicos, respectivamente.

Nas proximas duas subsecoes, as expressoes para o calculo das geodésicas (1.10),
do comprimento de um segmento de curva (1.9) e das curvaturas de uma variedade
Riemanniana serao novamente obtidas para variedades Riemannianas com parametros
ortogonais (tensor métrica diagonal) e para variedades Riemannianas com parametros
isotérmicos (tensor métrica diagonal com elementos iguais). Esses dois casos particu-
lares de variedades Riemannianas serao considerados, pois foram associados a meios

opticos de interesse pratico.

1.3.1 Variedades Riemannianas com parametros ortogonais

O interesse por variedades Riemannianas com parametros ortogonais provém do
fato delas terem sido associadas a espagos anisotropicos em [41]. Tais variedades Rie-

mannianas possuem métrica

i = 0i;Gi I, sei=
gi]‘ N , onde §;; = . j )
g = 0ij/ i 0, sei##j

Dessa forma, usando a métrica (1.17) em (1.9), tem-se que o comprimento de um

(1.17)

segmento de curva em M™ é dado por

1/2

b n
L:/ Zgi(x;)Q dt . (1.18)

Além disso, usando a métrica (1.17) em (1.11), pode-se verificar que se os trés
indices sao distintos, entao Ffj = 0, e se pelo menos dois de seus indices sao iguais,

entao

FE':F?Z‘:%7 ng:_@a Fzz:&v (1'19)
Tt 2g 2g; 2g;
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9gi

onde g; ; =

Ox; "
Com isso, pode-se substituir (1.19) em (1.10) para obter que as geodésicas de M"
satisfazem
1 n
xg+g;(29k7ix;—gi7;€x;)x;:0, kE=1,...,n. (1.20)

De (1.12) e (1.19) pode-se determinar que o tensor curvatura de uma variedade
com métrica (1.17) é diferente de zero apenas para R;j; e R;j;, com ¢ # j, mais

precisamente, R;j;; = —R;jj; e

Ry = 3Ry =Ry = | T8 - Y - g1 a—]
=1 J

U 9ii9i | 903955 , (95)° | (954)° ~ gi 1951
= —5|7 0 t—7 =+ = Gijj — Gjii — | (1.21)
20 g gj 2g; 29, v Z 2g1
onde 9jii = B;Igg .

Logo, com o auxilio de (1.14) e (1.21), pode-se verificar que a curvatura seccional é
igual a
Ky = — Tt (1.22)
9i9j
e, de (1.15) e (1.19), que a curvatura de Ricci, R;;, é igual a zero se ¢ for diferente de

7, e igual a
Rij = Rj; = Z Rijkig" = 9 Z Ky, (1.23)
k=1

caso contrario (i = j). Com isso, a curvatura escalar (1.16) ¢ dada por
n n
— Z Rijijglg] = Z Kij . (124)
ij=1 ij=1
1.3.2 Variedades Riemannianas com parametros isotérmicos

As variedades Riemannianas com parametros isotérmicos serao consideradas a se-
guir, pois foram associadas a meios 6pticos isotropicos em [24] e em [11]. Tais variedades

Riemannianas possuem métrica com a seguinte caracteristica

gi; =059, ¢7 = " (1.25)

Uma variedade M"™ com tal métrica possui curvas cujo comprimento, (1.18), é dado

b n 1/2
:/ <gZ(x;)Q> dt . (1.26)

por
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Além disso, pode-se substituir (1.25) em (1.20) para obter que as geodésicas de M™,

com tal métrica, satisfazem

1 n
Vi / / !
Ly, =+ % ; (2g1‘ixk - gfl‘kxi) T, = 0 ) (1'27)
_ 9g
T Ox;”
O tensor curvatura de uma variedade Riemanniana com a métrica (1.25) pode ser

onde k=1,...,ne g,

obtido com o auxilio de (1.21) como sendo igual a

1(3(g2,)%  3(9a)? Ly e
Ri'i':__ : 2 — Yz, T Yz T S5 x ) 128
onde ¢y, = gig.

Com isso, pode-se obter, com o auxilio de (1.22) e (1.28), que a curvatura seccional

seja calculada por

Rijij
g2
A curvatura de Ricci indicada em (1.23) pode ser reescrita nessa métrica da seguinte

Kij = — (1.29)

forma: R;; =0, se ¢ # j, e caso contrario é dada por

1 |4—n n—213
Rjj = — 2 V2 —(92.)* = Ga.cr, 1.30
T T\ I Rt EV e PR (')
onde V = [8%1, cee %] é um operador diferencial conhecido como nabla.

Dessa forma, a expressao da curvatura escalar (1.24) pode ser simplificada para

S =

ng-z 1 [64—gn<vg)2 B VQQ} . (1.31)

1.4 Fundamentos de Optica Geométrica

Alguns conceitos sobre 6ptica geométrica sao necessarios para o desenvolvimento
deste trabalho. Para tanto, usamos [21] como referéncia.

Inicialmente, deve-se considerar que as dimensoes dos instrumentos 6pticos tratados
neste trabalho sejam algumas vezes maior do que o comprimento de onda () das ondas
eletromagnéticas para os quais esses instrumentos foram projetados. Tal suposicao é
necessaria para que o fenomeno da difracao possa ser desprezado e os conceitos da
Optica geométrica possam ser aplicados de maneira correta. Além disso, considere que
a trajetoria de uma onda eletromagnética em um meio 6ptico isotropico seja descrita
por uma curva regular parametrizada r(s) = [z(s),y(s), z(s)], onde o parametro s

representa o comprimento Euclidiano percorrido por sua frente de onda ao longo do
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meio. Dessa forma, caso o indice de refracao desse meio seja variavel com a posicao, n =
n(zx,y,z), entdo a trajetoria r(s) deve satisfazer uma equacao diferencial de segunda

ordem conhecida como Eikonal, que, no caso particular, é dada por

g @ _ N2 N2 N2 __
5 (n&s) =Vn, quando (2')°+ (¢y)"+ ()" =1, (1.32)

onde V = (8%, a%v %) é o operador diferencial nabla em coordenadas cartesianas. Deve-
se ressaltar a necessidade de que o vetor tangente de r(s) seja realmente unitario, pois,
caso contrario a equacao Eikonal nao descreverd as trajetorias das ondas em meios
Opticos isotropicos. Além disso, a equacao Eikonal pode ser derivada do principio de
Fermat, que afirma que o caminho percorrido pela onda no meio é o de menor energia
ou de menor tempo de percurso.

Um outro conceito de muita importancia para a analise dos instrumentos 6pticos
é o conceito de comprimento 6ptico, representado por L,. Neste caso, o comprimento
Optico de uma frente de onda passando por dois pontos quaisquer P, = r(s;) e P, =

r(sy), é dado por
L,= / nds. (1.33)
S1

Com isso, desde que a densidade de energia da frente de onda seja propagada a

uma velocidade v = ¢/n ao longo do meio, temos que
c

nds = —ds = cdt,
v

onde dt é o tempo necessario para a energia percorrer uma distancia ds ao longo do
meio. Em outras palavras, o comprimento 6tico Ly é igual ao produto da velocidade

da luz no vacuo pelo tempo necessario para a luz viajar de P; a Ps.

1.5 Introdugao & Modulagao Nao-Linear (Twisted)

Em [18], as técnicas de modulagio foram associadas a curvas no RY. Tal inter-
pretagao geométrica possibilita o projeto e andlise de desempenho das modulacoes
usando algumas ferramentas da geometria diferencial, ou, mais geralmente, conceitos
da geometria Riemanniana.

Para entender essa interpretacao geométrica, considere um sistema de comunicacoes
cujo objetivo é transmitir uma mensagem representada por uma tnica variavel aleatoria
continua, m. Tal sistema é apresentado de maneira simplificada na Figura 1.3(a), onde
na entrada do transmissor esta presente a variavel aleatéria m, com funcao densidade
de probabilidade p,,, veja Figura1.3(b), e em sua saida tem-se o sinal modulado s,,(t)
que sera transmitido através do canal com ruido aditivo, n(t). Apo6s a observacao do

sinal recebido, r(t), o receptor estima uma saida m, de m.
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m
—> Transmissor Receptor |——>

—‘1 ‘ +‘1 m

(a) Diagrama de blocos de um sistema de comunicagoes. (b) Exemplo de funcdo densidade de
probabilidade a priori, p,,.

Figura 1.3: Exemplo de sistema de comunicacoes para a transmissao de uma variavel
aleatoria continua.

No sistema de comunicagoes considerado na Figura 1.3, a técnica de modulacao é
realizada no bloco transmissor. Nesse bloco, a variavel aleatéria m é modulada no sinal
Sm(t), em geral, para uma nova faixa de freqiiéncia.

A interpretagio geométrica para a técnica de modulagao proposta em [18] é base-
ada na possibilidade do sinal modulado s,,(t) ser decomposto em uma base de sinais

ortogonais de energia unitaria, ;(t), i = 1,..., N, da seguinte forma

sm(t) = s1(m)pi(t) + s2(m)pa(t) + - - + sn(m)en(t), (1.34)

onde os sinais ;(t), no caso particular das modulacoes, sdo denominados portadoras
e devem satisfazer
(o]

—00

para que os sinais sejam ortogonais e de energia unitaria, pois d;; = 1 se ¢ = j e 6;; = 0
se i #j.

Como as portadoras ;() sdo sinais ortogonais que possuem energia unitaria, entao
elas podem ser interpretadas como um conjunto de vetores ortonormais {¢;}, gerando
uma base para o RY. Com isso, o sinal modulado s,,(t) pode ser decomposto nessa

base vetorial da seguinte maneira

Smo = s1(m)e; + sa(m)py + -+ sy(m)ey
= [s1(m),sa(m),...,sy(m)]. (1.36)

Isto é, o sinal modulado s,,(t), representado vetorialmente por s,,, pode ser inter-
pretado como uma curva parametrizada s,, : I € R — RY, m € I, como sugere a
interpretagdo geométrica proposta em [18|.

Com o objetivo de analisar e medir o desempenho de sistemas de comunicacoes
como o da Figura 1.3, note que apos o processo de recepcao, a probabilidade de m ser
igual a m é, em geral, zero. Isto ocorre porque m é uma variavel aleatoria continua e o

ruido por menor que seja, perturba o sistema produzindo pequenas diferencas entre m
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e m. Por essa razao, o desempenho do sistema de comunicacoes nao pode ser medido
pela probabilidade de erro de transmitir m e receber m, como ocorreria, por exemplo,
em sistemas de comunicacoes que usam constelacoes de sinais, caso em que a variavel
aleatoria m é discreta. Dessa forma, um bom parametro para medir o desempenho do

sistema de comunicagoes considerado é o erro quadratico médio, definido como
e22E [(m — fﬁ)Q] = (m —m)?, (1.37)

onde E[-] é o operador esperanga, medido conjuntamente para todas as entradas per-
mitidas (m) e todos os possiveis valores estimados (m) pelo receptor apos a acdo do
ruido.

Além de ser util para medir o desempenho de sistemas de comunicagoes, pode-se
usar o valor do €2 para garantir que o receptor do sistema de comunicacoes da Figura 1.3
seja projetado de maneira 6tima segundo algum critério. Isto é, o valor da estimativa m
deve ser determinado de maneira que o desempenho do sistema seja o melhor possivel,
no caso particular, o que minimiza o erro quadratico médio. Neste caso, segundo [18|,
pode-se mostrar que m deve ser igual ao valor médio de m dado que seja recebido r,
ou seja,

m = E[m|r] = m(r), (1.38)

onde E[-|-] é o operador esperanca condicional, calculado em termos da fungio den-
sidade de probabilidade a posteriori, p,.. Neste momento, deve-se chamar a atengao
para o fato de que a estimativa 7, definida em (1.38), minimiza o € independente-
mente do tipo de modula¢ao (linear ou nao-linear) ou do tipo de ruido (Gaussiano ou
nao-Gaussiano).

Contudo, obter a estimativa 1 através de (1.38), em muitos casos, ndo é uma tarefa
facil, pois sua determinacao depende de uma integragao relacionada a funcao py, ., que
muitas vezes nao é conhecida. Portanto, para evitar tais dificuldades, o valor de m
considerado na andlise de desempenho das modulacoes propostas nesse capitulo é o
valor mais provavel de m dado que r seja recebido. Dessa forma, a depender da funcao
densidade de probabilidade a priori (p,,) dos sistemas de comunicagoes considerados,

pode-se fazer uso de um dos dois tipos de receptores:

1. receptor de maxima probabilidade a posteriori (MAP) - dado que r seja

recebido, entao decida pelo valor m que satisfaz

Bayes

pm(r) = pm(mlr) == pu()pe(r[im) = pp(m)pe(rlm), ¥m. (1.39)

2. receptor de maxima verossimilhanca (ML) - dado que a funcao densidade
de probabilidade a priori seja uniforme e r seja recebido, entao decida pelo valor

m que satisfaz
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pr(r|i) > pe(r|m), Vm. (1.40)

Além disso, para um melhor entendimento dos resultados descritos neste trabalho,
os desempenhos das modulacoes propostas foram apresentados em funcao de graficos
da relagao sinal ruido do canal de transmissdo (CSNR) versus a relacao sinal ruido da

informagao transmitida (SNR), definidos como

[\

csNR 2 Emoo snpe ™

o = (1.41)

onde m? é a energia média (ou variancia) da variavel aleatoria m de média nula, N é
a energia média de ruido presente no canal de transmissao e F,, é a energia média de

transmissao do sinal s,,(t), definida como

o0

En2E [snf] =E / 2t dt| (1.42)

—00

onde E[-] é o operador esperanga, medido para todos os possiveis valores de m e |- | é
a norma de um vetor.

Além disso, as curvas de desempenho (CSNR wversus SNR) dos sistemas propostos
neste capitulo foram comparadas com a curva de um sistema 6timo, denotada pela

sigla. OPTA e definida em [4] pela seguinte relagao
SNR = (1 4+ CSNR)"M (1.43)

onde (N/M) é a razao entre as dimensoes dos sinais modulado e ndo modulado, res-
pectivamente. Por exemplo, para o caso particular de modulacoes associadas a curvas

planares essa razao vale 2, pois neste caso s,, C RV=2 e m € RM=1,

1.6 Visao Geral da Tese

Neste capitulo apresentamos as principais razoes que motivaram a realizacao deste
trabalho. Além disso, situamos este trabalho no contexto de uma pesquisa que vem
sendo realizada desde 2000 e ressaltamos que os resultados aqui obtidos justificam o
desenvolvimento dessa pesquisa. Realizamos também uma breve descricao de alguns
topicos de geometria diferencial, geometria Riemanniana, 6ptica geométrica e modula-
cao twisted.

No Capitulo 2, uma interpretacao geométrica que associa a métrica do espaco ao
indice de refracao de meios Opticos é utilizada para derivar expressoes da curvatura
de tais meios. Em seguida, um estudo sobre a curvatura de guias de ondas planares

é realizado. Neste caso, alguns guias de ondas de interesse pratico sao associados a
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espacos de curvatura constante. Com isso, o fendmeno da dispersao modal é relacio-
nado ao valor da curvatura e uma expressao dessa dispersao é derivada em funcao da
curvatura do meio. Além disso, uma associacao entre superficies de rotacao e guias de
ondas planares é realizada e novos perfis de guias de ondas em meios anisotropicos com
dispersao nula sao derivados dessa associacao.

Ainda neste capitulo, fibras ¢pticas foram analisadas segundo sua curvatura e dis-
persao, sendo que novos perfis foram propostos e comparados com os utilizados co-
mumente para a transmissao de informacao. Neste caso, a fibra proposta com perfil
toroidal apresentou oito vezes menos dispersao que a fibra com perfil parabdlico e os
perfis das fibras em meios anisotropicos associadas a uma hiperesfera apresentaram dis-
persao nula. Além disso, no contexto de lentes dpticas, um instrumento 6ptico absoluto
conhecido como “fish-eye” foi associado a um meio de curvatura positiva. Com isso,
novos instrumentos 6pticos absolutos foram propostos e associados a espacos hiperbo-
licos. Neste contexto, a convergéncia em lentes foi relacionada a curvatura positiva
do meio e a divergéncia a curvatura negativa. Contudo, um novo método de conver-
géncia foi proposto para lentes com curvatura negativa, apresentando resultados muito
interessantes quanto a forma de convergéncia, que no caso foi assintotica.

No Capitulo 3, uma associacao entre modulacao twisted e curvas foi generalizada
para o contexto das variedades Riemannianas. Neste caso, foi mostrado que além do
comprimento de arco da curva ou da métrica da superficie, a curvatura da curva ou da
superficie associada a modulacao também influencia no desempenho dos sistemas de
comunicacoes. Além disso, a expressao da funcao densidade de probabilidade a poste-
riori foi obtida em funcao do comprimento de arco e da curvatura da curva associada a
modulagao. Verificamos também que é possivel realizar um “casamento” entre a funcao
densidade de probabilidade a priori e a parametrizacao da curva, de maneira que o
desempenho do sistema de comunicacoes possa ser melhorado. Ainda no Capitulo 3,
um novo esquema de modulagao nao linear foi proposto, apresentando um desempenho
melhor que a modulacao PM e a derivada da curva espiral de Arquimedes.

Ainda neste capitulo, com o intuito de diminuir o erro de ponto inicial, foram
derivadas relagoes envolvendo o valor maximo da energia média de ruido e o valor
maximo da curvatura da modulacao. Além disso, uma expressao do erro quadratico
médio foi determinada em funcao da métrica da superficie, propiciando que técnicas de
modulacao associadas a superficies minimas fossem caracterizadas por serem um ponto
critico de minimo do erro quadréatico médio. Neste contexto, uma nova modulagao nao-
linear associada a superficie minima helicoide foi proposta.

No Capitulo4, usamos modulacoes nao-lineares, como as consideradas no capitulo
anterior, para realizar a construcao e a analise de desempenho de constelagoes de sinais
em espacos mais gerais que o Euclidiano. Neste caso, foi mostrado que, localmente,

o espaco de sinais é uma variedade Riemanniana. Mais precisamente, a modulacao
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nao-linear induz de maneira natural uma nova métrica no espaco de sinais. Com isso,
resultados de trabalhos anteriores puderam ser inseridos neste contexto sem maiores
restricoes. Além disso, expressamos a probabilidade média de erro em funcao da cur-
vatura do espaco, e demonstramos que o desempenho de uma sistema de comunicagoes
pode ser melhorado com a diminuicao do valor da curvatura do espaco de sinais. Neste
contexto, apresentamos a construcao e a analise de desempenho de constelacoes de
sinais geometricamente uniformes em espacgos de curvatura constante. Neste caso, fo-
ram consideradas modulagoes M-PSK e modulacoes provenientes de tesselagoes {p, ¢}
dos espagos com curvatura constante. Além disso, constelagdes de sinais M-PSK em
espacos de sinais associados a superficies minimas foram construidas e analisadas.

Finalmente, no Capitulob expomos as consideracoes finais deste trabalho, desta-
cando os resultados mais relevantes de cada capitulo e suas implicacoes no projeto
de novos sistemas de comunicacoes. Além disso, apresentamos sugestoes de trabalhos
futuros para complementacao e continuidade dos estudos na linha de pesquisa deste
trabalho.



Capitulo

Um Estudo sobre a Curvatura de Meios
Opticos

Este capitulo apresenta um estudo sobre a curvatura de meios 6pticos isotropicos e
anisotropicos. Para tanto, fizemos uso de uma relacao que associa o tensor dielétrico
de um meio 6ptico ao tensor métrica de uma variedade Riemanniana tridimensional.
Neste caso, tal associacao permitiu que vérios conceitos importantes da geometria
diferencial e da geometria Riemanniana pudessem ser definidos também no contexto
da optica geométrica. Com isso, foi possivel derivar expressoes do tensor curvatura,
da curvatura seccional e da curvatura de Ricci em meios Opticos e, a partir dessas
expressoes, caracterizar e interpretar geometricamente tais meios. Como conseqiiéncia
dessa interpretacao, alguns instrumentos 6pticos de interesse pratico foram associados
a espacos nao-Euclidianos, como os espacos de curvatura constante. Além disso, alguns
parametros de desempenho, como a dispersao, foram calculados em funcao da curvatura
do meio e novos perfis de guias de ondas e lentes 6pticas foram propostos de acordo

com seus desempenhos e seus valores de curvaturas.

2.1 Introducao

Em [24] e [11], meios Opticos isotropicos foram associados a espagos nao-Euclidianos.
Mais precisamente, estes trabalhos verificaram que as trajetorias das ondas eletromag-
néticas em meios Opticos estao relacionadas as geodésicas de uma variedade Rieman-
niana tridimensional. Como conseqiiéncia imediata dessa associacao, foi mostrado que
o quadrado de indice de refracao de um meio isotrépico é igual a métrica de uma
variedade Riemanniana.

Em [41], tal resultado foi generalizado para meios 6pticos anisotropicos, de forma
que o tensor métrica de uma variedade Riemanniana tridimensional estivesse associado

ao tensor dielétrico de um meio 6ptico. Além disso, tal associacao foi utilizada para

17
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derivar a expressao da curvatura escalar de meios Opticos. Neste caso, o sinal da
curvatura escalar foi relacionada ao fenomeno de convergéncia e divergéncia da luz em
laser.

Mais recentemente, em [35|, novos conceitos de curvatura, como a curvatura sec-
cional e a curvatura de Ricci, foram derivados para meios 6pticos anisotropicos. Com
isso, alguns perfis de guias de ondas planares e de fibras opticas foram propostos e
associados a espacos de curvatura seccional constante. Além disso, tais perfis apresen-
taram um desempenho satisfatorio quanto ao fenomeno indesejado da dispersao modal,
que ocorre durante a transmissao do pulso de informagao, distorcendo sua forma de
maneira que sua presenca nao seja detectada pelo receptor.

Neste capitulo, usamos a associagao entre tensor métrica e tensor dielétrico, descrita
em [41], para determinar e analisar a curvatura de alguns meios Opticos de interesse
pratico. O conceito de curvatura de meios 6pticos considerado neste trabalho é similar
ao conceito de curvatura do espacgo-tempo descrito por Einstein, o qual impoe que
todos os objetos materiais, desde uma maca até um planeta, movem-se ao longo de
geodésicas no espago-tempo, a menos que sejam impedidos por uma forga exterior.
Fenomeno anélogo acontece com as trajetorias dos raios de luz em meios 6pticos, como
demonstrou [24].

Neste caso, para realizarmos um estudo da curvatura de meios 6pticos, foi necessario
calcular o tensor curvatura, a curvatura seccional, a curvatura de Ricci e a curvatura
escalar de tais meios. Além disso, verificamos que os meios Opticos com curvatura
seccional constante sao os de maior interesse pratico, pois possuem propriedades de
simetria importantes que podem ser aproveitadas no projeto de instrumentos épticos.

Apresentamos também uma interpretacao geométrica para as lentes e os guias de
ondas Opticos, além de determinarmos uma aproximagcao para a expressao da dispersao
modal em funcao da curvatura seccional do instrumento 6ptico. Usando esse tltimo
resultado, propomos novos guias de ondas em meios isotropicos com dispersao menor

que as de guias conhecidos e, em meios anisotrépicos, guias com dispersao nula.

2.2 A Curvatura de Meios Opticos

Como mencionado anteriormente, em [41], o tensor métrica [g;;] de uma variedade
Riemanniana tridimensional com parametros ortogonais, (1.17), foi associado ao tensor
dielétrico de um meio anisotropico nao condutor (o = 0) e ndo magnético no sistema
de eixos principais do dielétrico.

Neste capitulo propomos uma associagao mais geral do que a apresentada em [41]
para os tensores métrica e dielétrico. Neste caso, consideramos que o tensor métrica
[gij] de uma variedade Riemanniana tridimensional seja igual ao tensor dielétrico de um

meio homogéneo, nao condutor e nao magnético, no qual o sistema eixos do dielétrico
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nao é necessariamente o principal, como considerado anteriormente, isto é

Exx gmy Exz 911 g12 g13
E=| € €y Ey: | = | 921 g2 923 | =G, (2.1)
Erx Ezy Ezz g31 G932 033

onde [x,y, z] = [r1, 22, 23] € £ é 0 tensor dielétrico do meio 6ptico descrito em [21], que,
através da relacao D = £ - E, associa a densidade de fluxo elétrico (D) ao vetor campo
elétrico (E).

Portanto, podemos calcular o tensor curvatura (1.12), a curvatura seccional (1.14),
a curvatura de Ricci (1.15) e a curvatura escalar (1.16) de meios 6pticos usando a
associagao (2.1) e considerando que 4, j, k e [ variem de 1 até 3.

Como a densidade de energia elétrica, W, = (1/87)E-D, é considerada nao-negativa
nesse meio 6ptico, entao o tensor dielétrico deve ser simétrico, isto ¢, ;; = €;;. Tal fato
é desejavel, pois estamos considerando variedades Riemannianas cuja métrica também
satisfaz a condicao g;; = g;;. Com isso, é possivel determinar um sistema de eixos
principais do dielétrico, de maneira que £ seja reduzido para a forma diagonal. Dessa
forma, os calculos das curvaturas de meios 6pticos podem ser simplificados como rea-
lizado em [41], pois o tensor dielétrico e o tensor métrica com parametros ortogonais

podem estar relacionados da seguinte forma

e 0 0 n? 0 0 g 0 0
=10 s 0|=l0mn2 0|=|0 ¢ 0|=a, (2.2)
0 0 e 0 0 n 0 0 g

onde €1, 9 e £3 sao as permissividades principais do dielétrico e ny, ny e n3 sao os
indices de refracao principais.
Neste caso, considerando a associagao (2.2), temos que o tensor curvatura (1.21)

pode ser determinado por

+ (gi,j)2 + (gj,i)2
2g; 29; 20k 29; 29;

- [(7)*(7) ey ] .
J vt/

onde i, 5,k = {1,2,3}, i # j # k #i e n;j; = d*n/dx;dx;.
Além disso, a curvatura seccional pode ser obtida de (2.3a) e (1.22) como sendo

1 ij i i k1Y)
Kij=— (&) ’ (nj) R b (2.4)
nin; n; P n; J,; (nk)

enquanto as curvaturas de Ricci e escalar sao obtidas diretamente da substituicao de

Rijij — _% [gi,igj,i o 9935 _ YikGik

— Gijj — gj,ii] (2.3a)

(2.4) em (1.23) e em (1.24), respectivamente, resultando em

3
Rjj:n?ZKkj e 522(K12+K13‘|‘K23).
k=1
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Para o caso isotropico, considerado em [24] e [11], o tensor métrica (1.25) de uma

variedade Riemanniana tridimensional esta associado ao indice de refragao de um meio

2

isotropico, isto é, g = n*. Assim, o tensor curvatura (1.28) de um meio isotropico é

dado por
_ 92 (9x,.)°
Riji; = §Vz‘j log (g) + ﬁ (2.5a)
= nQV?j log (n) — (n,,)?, (2.5b)
onde V7, = <%2? + ;—;) eny, = g—;;.
Com isso, a curvatura seccional (1.29) é dada por
I oo (92,)°
Kij = _@vzj log (g) — 4;3 (2.6a)
(M)
= —ﬁvzj log (n) — nz : (2.6b)
a curvatura de Ricci (1.30) por
1 2 2 L oo
1, (ng,)?
= — (VP 4+ ng., | — moRt (2.7b)
onde V = [8%1, %, 8%3} e a curvatura escalar (1.31) por
213 9 9
. . 2.8
s = 2| Swar- v (2.5
2
= [(Vn)® — 2nV7n]. (2.8h)

Devemos ressaltar que a equagao (2.8b), a menos do sinal, havia sido obtida em
[11] e associada a analise de foco em laser.

Um outro resultado que pode ser obtido dessa associacao entre o tensor dielétrico
e o tensor métrica é uma generalizacao, para meios anisotropicos, da equagao Eikonal
(1.32), que caracteriza as trajetorias das ondas em meios isotropicos. Para obter tal
generalizac¢do, podemos usar a consideracao realizada em [41], de que as trajetorias das
ondas em meios anisotropicos também sao geodésicas em meios Opticos. Tal considera-
¢ao é baseada no principio de Fermat, que, além de outras implicacoes, afirma que as
ondas percorrem o menor comprimento 6ptico (ou equivalentemente o menor tempo)
em seu percurso no meio 6ptico. Portanto, uma expressao geral para a equagao Eikonal
em meios anisotropicos pode ser obtida reescrevendo a equagao das geodésicas (1.20),

para o caso em que a métrica da variedade Riemanniana tridimensional seja dada por
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(2.2). Com isso, temos que as trajetorias das ondas descritas pela curva parametrizada

x(t) = [x1(t), xo(t), z3(t)] devem satisfazer
d (dx .\ _1gldx dx\" 2.9)
dt \ dt 20 | dt dt ’ '

ou, mais precisamente, devem satisfazer o seguinte sistema de equagoes diferenciais

1

n; x) + 3 (03, (1) —n3 1 (25)? — n3 , (25)?] + nipaiah + nisaial = 0,

nj xy + 3 (15 5(5)? — n3 o(2h)? — n3 o (25)?] 4 nopaiah + nasahaly = 0, (2.10)
1

ns @ + 5 [naa(e5)” = nis(eh)” = nga(y)’] +naawial +ngsahaly = 0,

onde a variavel ¢t pode, por exemplo, representar o tempo.
Portanto, quando o meio é isotropico (G = n*I') podemos usar (2.9) para determi-

nar que as trajetorias das ondas em tal meio devem satisfazer
0 ox
pr <n2a) =n[(2})*+ (25)* + (z4)?] Vn. (2.11)

Para mostrar que a equagao Eikonal (1.32) é equivalente & equacdo (2.11), [24]
considerou uma mudanga de variaveis dada por ds = dt/n, de maneira que (1.32) seja

reescrita da seguinte maneira

d ( ,0x\ Vn ox ox\ 1

Neste caso, é possivel concluir que (2.12) esta parametrizada pelo comprimento de
arco optico, enquanto (1.32) esta parametrizada pelo comprimento de arco Euclidiano.
Tal interpretacao é bastante ttil quando se realiza uma interpretacao ou anélise das

caracteristicas geométricas das trajetorias das ondas no meio 6ptico.

2.3 Analise da Curvatura de Guias de Ondas Plana-
res

Tipicamente, um guia de ondas consiste de um meio 6ptico onde a informagao
em forma de luz é confinada e transmitida, na prética, por um percurso de longa
distancia. Nesta secao, analisamos a influéncia da curvatura 6ptica nessa importante
classe de instrumentos opticos formada pelos guias de ondas planares. Em partitular,
serao considerados apenas os guias multimodos, pois supomos que o parametro do guia
de ondas dado por

V===, —ng)',
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seja muito maior que um (V > 1), onde A é a freqiiéncia da onda eletromagnética
transmitida nesse guia, p é a metade da largura do guia, ny é o valor do indice de
refracao da casca que fornece isolacao dptica ao guia e n., € o maximo valor do indice
de refracao do material que compoe o nicleo do guia, geralmente calculado em xz = 0,

como ilustra a Figura2.1.

Tel Casca T=p Nel Casca T=p

Nicleo

n(x) Nicleo
Casca Nel Casca T=—p
(a) Guia com perfil uniforme. (b) Guia com perfil gradual.

Figura 2.1: Exemplos de modelos de guias de ondas planares.

Em geral, a diferenca entre guias de ondas monomodo e multimodos é que o segundo
possui niicleo com didmetro muito maior, permitindo a propagacao da luz em varios
modos. Além disso, sabemos que os guias multimodos nao podem ser utilizados em
aplicagoes de longas distancias, pois apresentam dispersao modal. Isto é, quando um
pulso 6ptico é transmitido em um guia de ondas multimodos, diversos modos de propa-
gacao sao excitados, fazendo com que partes do pulso percorram caminhos diferentes
no guia. Assim, as componentes do pulso que viajam nos modos de menor distancia
chegarao ao final da fibra mais rapidamente que as demais, causando um alargamento
ou dispersao do pulso transmitido. Portanto, a distancia maxima permitida para o
uso de um determinado guia de ondas multimodos depende da largura de faixa de
freqiiéncia do guia e da taxa de transmissao utilizada.

Nesta secao, o efeito nocivo da dispersao no processo de transmissao serd anali-
sado em funcao da curvatura seccional do meio 6ptico em questao, que, neste caso, é
equivalente a curvatura Gaussiana (K) de uma superficie regular no R3. Para tanto,
suponha que os guias de ondas planares considerados sejam constituidos de uma ca-
mada Optica externa (casca), composta por um material de baixo indice de refragao
(nq), que envolve uma camada Optica interna (nicleo), fornecendo-lhe isolagao éptica.
Neste caso, adotamos que o niicleo possua largura 2p e que seu indice de refragao possa
ser uniforme, isto é, n = n.,, como ilustra a Figura2.1(a) ou possa variar no eixo oz,
isto é, n = n(z) como representa a Figura2.1(b). Este altimo tipo de guia de ondas é
conhecido como gradual e representara o principal objeto de estudo desta secao. Para
um estudo das aplicagoes e dos parametros praticos de propagacao em guias de ondas
recomendamos a referéncia [2].

Antes de prosseguir com a analise de curvatura dos guias de ondas planares, alguns
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parametros de propagacao da onda no guia devem ser apresentados. Tais parametros
podem ser utilizados para se obter o desempenho dos guias de ondas, principalmente,
para se determinar o valor de sua dispersao modal. Esses parametros podem ser obtidos
com o auxilio da equagao Eikonal (1.32), que, no caso particular de n = n(z), pode ser

simplificada para o seguinte sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem

2" = N [1 _ (:El)2] ($/)2 o 5_2
" = PR (2.13)
= Dy 2 ==
n n

onde o parametro 5 = n(0)z/(0) é chamado de invariante de onda e caracteriza a
incidéncia da onda no guia. Com isso, considerando que 2’ = sin(6(z)) e 2’ = cos(0(x)),
pois (2/)? + (/)% = 1, pode-se obter que o angulo 0(x), ilustrado na Figura2.1(b), seja

0(x) = arctan ( Z—z - 1) :

Um outro parametro que pode ser encontrado com o auxilio de (2.13) é o ponto

dado por

de giro (turning-point), x,, que ¢ definido como sendo o méaximo valor alcancado pela
coordenada x(s) da trajetoria da onda no meio. Tal parametro pode ser obtido quando
2’ =0, o que implica em 2’ = 1, isto é, n(x,) = 5. Além disso, o ponto de giro pode
ser utilizado para determinar o valor do maior angulo de incidéncia do raio na origem
do guia de ondas, de maneira que a luz seja totalmente refletida em seu interior. Esse
angulo é conhecido como angulo critico, e neste caso é dado por 6, = arccos(n(p)/neo),
pois foi considerado x4, = p e § = ng, cos(6,).

Além dos parametros do guia de ondas citados anteriormente, neste momento apre-
sentamos mais quatro outros parametros de interesse, a saber: o meio periodo de onda,

representado na Figura2.1(b),

2y = /sz'(s) ds = / %, [1+ (j—;)zdx = / ﬁdz, (2.14)

0 —Tip —Tip

o comprimento Fuclidiano de meio periodo de onda

T
L, = —dx .
P / ) (2.15)

—Tip

o comprimento 6ptico de meio periodo de onda (1.33), que é igual a distancia geodésica,

= r —n2(x) dx
L, / S (2.16)

—Tp
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e o tempo transiente de uma onda que percorre um comprimento z no guia de ondas

= 2le (2.17)
c 2

Com isso, a dispersao modal, ¢4, que pode ocorrer na transmissao em guias de ondas
multimodos, é definida como sendo a maxima varia¢ao do tempo transiente (2.17) em
funcao do parametro (3 ou, equivalentemente, em funcao do angulo de incidéncia 6.
Dessa forma, note que a situacao ideal de transmissao acontece quando a expressao
(2.17) nao depende de (3, pois neste caso pode-se verificar que a dispersdo modal no

guia é nula.
Nesta se¢ao estamos considerando apenas guias de ondas planares (x; = z e x5 = 2)
em meios Opticos isotropicos, cujos indices de refracao dependem apenas de z, entao
as curvaturas opticas expressas por (2.6b), (2.7b) e (2.8b) podem ser simplificadas e

reescritas da seguinte forma

1
K = Kp=Ky=— [(nx)2 — nmn} ,  (Curvatura Gaussiana) (2.18a)
n

R = Ry = Ry =n°K, (Curvatura de Ricci) (2.18Db)
S = 2K, (Curvatura escalar) , (2.18¢)
onde n, = ‘fl—;‘, Ny = ?127;‘.

Neste momento, consideramos alguns perfis de guias de ondas planares de interesse
pratico e calculamos suas curvaturas Gaussianas. Os resultados obtidos sao apresen-
tados na Tabela 2.1, sendo que a maioria dos perfis apresentados nesta tabela foram
obtidos de [2]. Contudo, devemos chamar a atengao para o fato de que os perfis hi-
perbolico, Gaussiano e toroidal foram propostos em [35], pois apresentaram valores de
dispersao pequenos, como sera explicado mais adiante no decorrer desta secao.

Analisando mais detalhadamente as informacoes apresentadas na Tabela 2.1, po-
demos verificar que os perfis que possuem curvaturas GGaussiana e escalar constante
sao os perfis secante hiperbolica, degrau e hiperbélico, com curvaturas positiva, zero e
negativa, respectivamente. Tais perfis possuem muitas simetrias, por estarem associa-
dos a espacos homogéneos, e como serd mostrado mais adiante apresentam valores de
dispersao modal nula, positiva e negativa, respectivamente. Além disso, verifique que o
guia de ondas com perfil Gaussiano é o inico que possui curvatura de Ricci constante,
(2.18b).

Como mencionado anteriormente, os guias de ondas planares com curvatura Gaus-
siana constante estao associados a espagos homogéneos e, por este motivo, serao ana-
lisados mais detalhadamente no decorrer desta secao. Como conseqiiéncia dos valores
de suas curvaturas, o guia com perfil degrau esta associado ao espaco Fuclidiano, o

guia secante hiperbolica ao espaco eliptico e o guia hiperbolico ao espaco hiperbdlico.
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Perfil Indice de refraciao ao quadrado (n?) | Curvatura Gaussiana (K)
Degrau 0
2
Parabolico n? {1—2A <£> 28 [1 il QA(x/p)Q] 3
P PP, [1 = 2A(x/p)?]
Secante 2A
n? sech? <\/ 2A£> ——
hiperbodlica P Po
clod 2 {1-2a 2"} gAfzf? {g — 1+ 2A[z/pl")
power law “ pin2,|z|2 {1 — 2Alz/p|}?
-2
2A
Hiperbolico n?, <1 + \/2Am> -5 T#0
p p nCO
2 2
2A
Gaussiano n?, expq —2A < > — 5 €xp { 2A <E>
p*nZ, p
2) 2 2
Toroidal n? {1+A ‘ 24 1-a(Z
p*nZ, p
Tabela 2.1: Curvatura Gaussiana de guias de ondas planares.
T T
11k S Euclidiano K = 0) — -
: ~ Eliptico (K =1) -----
. § Hiperbolico (K = —1) ------
s 09—t NN =
N 7 : * AN
~ s | N
&2 08 PG e e SRR SRR =
S /’, \\\
07 -,’, """"""""" ’, """"""""""" """"""""""" \\\\\_
i EE S g
-1 -0.5 0.5 1

Figura 2.2: Curvas dos indices de refracao dos guias de ondas planares Euclidiano,
eliptico e hiperbolico.

A Figura 2.2 ilustra cada um desses trés perfis, cujos indices de refracao sao exibidos
na Tabela 2.1.

Contudo, existem outros guias de ondas com indices de refracdo na forma n(x) e
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com curvatura Gaussiana constante que nao foram considerados na Tabela 2.1. Neste
caso, podemos usar a expressao (2.18a) para verificar que os indices de refragdo desses

guias de ondas devem satisfazer a seguinte equacao diferencial
(ng)* —nng, — Kn*=0. (2.19)

Com isso, pode-se constatar que, além do perfil secante hiperboélica, nao existe
uma outra solu¢do para (2.19) quando a curvatura for constante e positiva. Entre-
tanto, quando a curvatura Gaussiana é nula temos apenas mais uma solucao, n(z) =
Neo exp(V2Az/p), e, quando a curvatura Gaussiana for constante e negativa, podemos

obter as seguintes solucoes para n(x):

Moo e Mo o fleo 2.20
V2Az/p sin(v2Az/p)’  sinh(vV2Az/p) cos(v2Az/p) (2:20)

Porém, observe que apenas o tltimo dos perfis apresentados em (2.20) nao possui

singularidade em x = 0, e talvez possa ser fisicamente realizavel. Entretanto, este
perfil nao confina luz, pois o valor de seu indice de refracao aumenta & medida que se
afasta da origem (x = 0). Por essa razao, esse perfil ndo tem aplica¢do como guia de
ondas, podendo, contudo, ser usado no projeto de lentes 6pticas, como serd mostrado
na Secao 2.5.

2.3.1 Perfil degrau

Como indicado na Tabela 2.1, o guia de ondas com perfil degrau possui curvatura
nula, isto ¢, o espaco associado a esse guia de ondas ¢ o espaco Euclidiano bidimensional.
Neste caso, poderiamos utilizar uma superficie planar para representar esse guia de
ondas. Entretanto, vamos representé-lo pela superficie de um cilindro (Figura2.3),
que também possui curvatura Gaussiana nula. Tal decisao foi tomada para manter
um padrao na interpretacao geométrica dos guias de ondas planares, dado que todos
os outros guias de ondas apresentados na Tabela2.1 puderam ser representados por
superficies de revolucao, como serd mostrado mais adiante.

Uma possivel parametrizacao regular para a superficie do cilindro associado ao guia

2

de ondas com perfil degrau e métrica igual a n?,,

é dada por

X(2,2) = neop [cos(i),sm(%), f] .

Neste guia de ondas, note que as ondas eletromagnéticas que incidem com angu-
los diferentes percorrem caminhos com comprimentos 6pticos diferentes. Além disso,
verifique que quanto maior for o angulo de incidéncia 6y maior serd a quantidade de
reflexoes e, portanto, o tempo de percurso, isto é, existe dispersao modal nesse meio.

. , . . L, . . —
Como o comprimento 6ptico da trajetoria com 6, = 0, paralela ao eixo 0z, é menor do
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(a) Guia K = 0. (b) Cilindro.

Figura 2.3: Interpretacao geométrica para o guia de ondas com perfil degrau.

que o comprimento 6ptico das trajetorias com angulo de incidéncia diferente de zero,
essa dispersao sera convencionada como sendo positiva, e caso ocorra o inverso desse

fato, a dispersao sera dita negativa.

2.3.2 Perfil secante hiperbdlica

Da Tabela2.1, note que o perfil secante hiperbodlica possui curvatura constante
positiva. Isto significa que podemos associar tal meio 6ptico a superficie de uma esfera
no R3, como ilustra a Figura2.4. Neste caso, pode-se afirmar que esse meio 6ptico
é uma variedade Riemanniana bidimensional com métrica induzida de uma superficie

esférica.

0.8
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0.4 S
0.6 ' ’
0.8
1 ] ] ]

0 0.5 1
V2Az/pm
(a) Guia K = 1. (b) Esfera.

|
7

Figura 2.4: Interpretacao geométrica para o guia de ondas com perfil secante hiperbo-
lica.
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Uma caracteristica de desempenho muito importante desse guia de ondas com perfil
secante hiperbolica é que ele possui dispersdo nula, como demonstrado em [2|. Este fato
pode ser facilmente verificado e visualizado usando a superficie da esfera associada a
esse meio 6ptico. Pois, note que todas as geodésicas que partem de um ponto qualquer
da esfera, independentemente da direcao de saida, retornam a esse ponto ap6s um
mesmo tempo, isto ¢, os comprimentos geodésicos ou 6pticos sao todos iguais, nao
indicando assim a existéncia de dispersao modal.

Uma possivel parametrizacao regular para a superficie da esfera associada ao guia

de ondas com perfil secante hiperbolica e métrica igual a n? sech®(ax) é dada por

Neo | cos(az)  sin(az)

X(z,2) = ,tanh(az) | ,

a |cosh(azr)’ cosh(azx)

onde a = V2A/p.

2.3.3 Perfil hiperbdlico

Nesta subsecao analisaremos o guia de ondas com perfil hiperbolico apresentado
na Tabela2.1. Um fato importante sobre esse guia é que sua curvatura Gaussiana é
constante e negativa para x # 0 e infinita para = = 0, pois a derivada de n(x) nao é
continua em x = 0, devido ao fato de n(x) ser fungao de |z|.

Uma outra caracteristica desse guia é que as trajetorias das ondas eletromagnéticas
possuem curvatura constante e positiva, isto é, sao semicirculos, como ilustra a Fi-
gura 2.5. Este fato é importante para a anélise do fenomeno de difracao que ocorre em
guias de ondas monomodais, porém nao serd abordado neste trabalho. Para verificar
que as trajetorias nesse meio possuem essa propriedade é necessario obter uma expres-
sdo para a curvatura das trajetorias em um meio 6ptico com indice de refracao n(x).
Para tanto, considere a forma simplificada da equacao Eikonal, (2.13), e a equacao da

curvatura de curvas planas dada em (1.1), para obter que

(2.21)

Portanto, de (2.21), o valor do médulo da curvatura das trajetorias das ondas no
perfil hiperbolico é constante e igual a GvV2A/(png,).
Assim, usando a equagao (2.13) e o fato das trajetorias nesse guia serem circulos,

pode-se obter que tais trajetorias sao descritas pela seguinte expressao

_L_Zian_TLQ_Q _22_
x_\/ﬁ( 1) |:ﬁ\/ co (co ﬁ)(l 2f) 1,

onde z; e zy sao as partes inteira e fracionaria de z/z,, respectivamente.
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Figura 2.5: Trajetorias das ondas em um guia de ondas planar com perfil hiperbolico.

Além disso, os parametros que caracterizam a propagacao da onda nesse guia de

ondas hiperboélico foram calculados, como o ponto de giro

_ _ P (Teo
n(zy) =0 = xtp—m(ﬁ 1),

o meio periodo de onda, (2.14), dado por

2p
2 =
PBVRA

o comprimento Euclidiano de meio periodo de onda, (2.15), dado por

L, = 20 Neo [z —sin~? (ﬂ)}
P BVRA |2 Neo) |

o comprimento 6ptico de meio periodo de onda, (2.16), dado por
2pn (B
L,= “ sech™! (—) ,
\/ 2A nCO
e o tempo transiente, (2.17), dado por
LO co —
t:z—:'ﬂ#sechl(ﬁ). (2.22)
C Zp C\/W Neo

Um exemplo de superficie do R? que pode ser associada ao guia de ondas com

ngo - ﬁQa

perfil hiperbolico é a pseudo-esfera, pois tal superficie possui curvatura Gaussiana
constante e negativa. Tal superficie é ilustrada na Figura 2.6, sendo que uma possivel
parametrizagao para a pseudo-esfera com métrica igual a n? (1 + v2Alz|/p)~2 ¢ dada

por
Neo | cos(az) sin(az)

X(z,2) = ,u— tanh(u) |,

a | cosh(u)’ cosh(u)

onde a = V2A/p e u(z) = cosh™ (1 + a|z|).
Esse guia apresenta uma caracteristica muito especial quanto & dispersao de seus

modos, uma dispersao invertida ou negativa, isto é, as ondas que incidem com maior
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Figura 2.6: Interpretacao geométrica para o guia de ondas com perfil hiperbolico.

inclinacao sao as que possuem menor tempo de percurso no meio. Este fato pode ser
matematicamente comprovado usando (2.22) ou graficamente verificado analisando a
Figura 2.6(b).

Com o objetivo de melhor analisar o desempenho desse guia, sua curva de dispersao
foi calculada e comparada & curva de dispersao do guia com perfil degrau. A Figura 2.7
apresenta essas curvas de dispersao modal para esses guias em func¢ao do angulo de inci-
déncia 6y em graus, onde 3 = n., cos(p). Observe que a dispersao do guia hiperbdlico

é menor do que a dispersao do guia Euclidiano.

1071 ¢ _
Euclidiano
Hiperbolico -------
——
—
/—8\ /
8 TTi 1 S S S N SR
g / ——————————————
< / e
10°3 b
4 6 8 10 12 14

00(°)

Figura 2.7: Curvas de dispersao para os meios Euclidiano (perfil degrau) e hiperbolico.

O fato do guia de ondas com perfil hiperbodlico possuir dispersao negativa pode

ser convenientemente aproveitada, pois podemos usar tal guia como um instrumento
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optico que minimize os efeitos da dispersao positiva. Por exemplo, podemos usar o
guia hiperbolico no final da transmissao realizada em um guia de ondas com dispersao

positiva, reduzindo assim a dispersao na transmissao.

2.3.4 Perfis parabdlico, Gaussiano, toroidal e clad power law

A Tabela 2.1 apresenta os indices de refracao e os valores da curvatura Gaussianas
dos guias de ondas planares com perfil paraboélico, Gaussiano, toroidal e clad power
law. A Figura 2.8 mostra as curvas dos indices de refracao desses guias e do guia com
perfil secante hiperboélica, para efeitos de comparacao. Neste caso, observe que o guia
toroidal é o que mais se aproxima do guia eliptico (perfil secante hiperbolica), que
possui dispersao modal nula.

1.1 |
Eliptico
Parabolico --------
! Gaussiano -
. Toroidal
0.9
3
Q
= 0.8
0.5 !

-1 -0.5 0 0.5 1
V2Azx/p

Figura 2.8: Indice de refracao dos guias de ondas planares eliptico, parabolico, Gaus-
siano e toroidal.

Devemos ressaltar que os parametros de propagacao do guia de ondas com perfil
Gaussiano nao serao apresentados, pois suas expressoes nao podem ser obtidas analiti-
camente, apenas na forma integral, sendo que seus valores sao mais facilmente obtidos
por integracao numérica. Por essa razao, a curva de dispersao desse guia com perfil
Gaussiano foi calculada numericamente, mas com uma precisao de aproximadamente
1077,

A denominacgao toroidal atribuida a esse guia esta relacionada a superficie de re-
volugao toroidal associada a esse guia de ondas (tal fato serd melhor explicado na
se¢ao 2.3.7). Nosso interesse por tal perfil esta associado ao valor de sua dispersdo,
que, apesar de nao ser nula, ¢ menor que a dispersao dos outros guias considerados,
principalmente, quando comparada a dispersao do guia parabolico, que é comumente
utilizado na pratica. As Figuras2.7 e 2.9 ilustram este fato.
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Figura 2.9: Curva de dispersao para os guias de ondas planares com perfis parabolico,
Gaussiano e toroidal.

A seguir serao apresentados alguns dos principais parametros que caracterizam a
propagacao da onda em um guia com perfil toroidal. Tais parametros podem ser
comparados aos dos guias com perfil degrau, parabolico, secante hiperbolica, etc. que

foram determinados em [2|. Para o caso do guia toroidal, o ponto de giro é dado por

P [neo
Tip = ~ /= B "
o meio periodo de onda por

03+mJEmmmE< g;z;>—nwEmmmK< g;z:>],

" VABB 1)

onde as funcoes elipticas EllipticE e EllipticK dependem de integrais que s6 possuem
solugbes numéricas. Para mais informagoes sobre essas fungoes consulte [20].
Além desses parametros, para se determinar a dispersao modal desse guia é neces-

sario determinar o comprimento 6ptico de meio periodo de onda (2.16), que no caso é

dado por
2pm? —
L= 2P0 plipticpi (14 e, [0 e )
VAL + 7o) BN B+ neo

onde EllipticPi é uma outra funcao eliptica.

Usando estes parametros podemos determinar que a dispersao de tal guia é apro-
ximadamente 2 vezes menor do que a dispersao do guia Gaussiano e 8 vezes menor
que a dispersao do guia parabodlico, como mostra a Figura2.9. Além disso, a dispersao
do guia de ondas toroidal é invertida, assim como ocorreu com a dispersao no guia de

ondas hiperbolico.
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2.3.5 Influéncia da curvatura Gaussiana na dispersao modal

A principio, serd determinada uma relacao qualitativa entre a dispersao modal e
a curvatura Gaussiana dos guias de ondas planares tratados nesta secao. Para tanto,
note que o guia de ondas com curvatura constante possui dispersao nula e que os guias
de ondas que apresentam alguma dispersao, por sua vez, nao tém curvatura constante.
Tal fato nos remete a esperar que uma curvatura nao constante ou sua variacao possa
estar relacionada a existéncia de dispersao.

Para verificar se esta conclusao se aplica aos guias de ondas planares considerados,
vamos analisar mais detalhadamente o comportamento das curvaturas desses guias.
Para tanto, considere a Figura 2.10, que apresenta os graficos das curvaturas Gaussianas
dos perfis parabolico, Gaussiano e toroidal, cujos valores variam dentro do guia cerca
de 8.4%, 2.0% e 1.0%, respectivamente, para A = 0.01.

1.09 T T

T
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, L ... ... Parabolico
1.08 ! 3 Gaussiano -----
1.07TFN\—- S Toroidal ----

1LO6F N\ I HRRRRS S -
1.05 -\ e e
LOAF N0 - S
LO3F N\ I HRRRRS s
102 e " S
1.01 3 3
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2
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Figura 2.10: Curvatura dos guias de ondas parabolico, Gaussiano e toroidal, com
A =0.01.

Neste caso, note que as variagoes nos valores da curvatura (Gaussiana nesses guias
de ondas sao diretamente proporcionais aos seus valores de dispersao, como ilustra a
Figura2.9. Este fato indica que a curvatura Gaussiana de um guia de ondas certamente
influéncia no valor de sua dispersao modal. Contudo, uma abordagem matemética
sobre essa influéncia da curvatura na dispersao serd detalhada apenas mais adiante.

Além disso, a Figura 2.11 apresenta as curvaturas Gaussianas de um meio com perfil
clad power law para ¢ = 1.98, 2 e 2.02, quando A = 0.01. Neste caso, note que quando
x — 0 a curvatura Gaussiana tende a zero se ¢ > 2 e tende a infinito se ¢ < 2. Dessa
forma, como a variacao de curvatura nesse guia de ondas é razoavelmente grande, entao
é de se esperar que o valor de sua dispersao seja maior do que a dispersao dos guias

apresentados.
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Figura 2.11: Curvatura dos guia de ondas clad power law para ¢ = 1.98, 2 e 2.02, com
A =0.01.

O conjunto de fatos e observacoes realizadas anteriormente nos remete a pensar que
a dispersao esta diretamente associada a variagao da curvatura no guia. Porém, se isto
for verdade, como expressar quantitativamente a dispersao em funcao da variacao da
curvatura?

Para responder a essa pergunta, usamos a série de Taylor com aproximacao de
quinta ordem para derivar uma expressao da dispersao modal em guias de ondas pla-
nares, em funcao de sua curvatura Gaussiana e de suas derivadas em relacao a =z.
A aproximacao de quinta ordem foi utilizada para que a dispersao fosse expressa em
funcao da segunda derivada da curvatura. Neste caso, foi mais adequado determi-
nar os parametros de propagacao da onda, necessarios para se obter t;, em funcao do

comprimento 6ptico (s), isto é

tqg =

(SRR

(ﬁ _ n) com  z(s) = g%z@ : (2.23)

onde z()(0) & i-ésima derivada de z(s) em relacdo a s no ponto s = 0.
Para tanto, utilizamos o fato de n,(0) = 0 e a expressao (2.12), com ¢t = s, para

determinar os seguintes valores para as derivadas de z(s) e z(s), em s = 0,

2
(@)= = (1 - ﬁ_) , 2= s ' =2"=0, %= et {i — 2(x')2] :

n?’ n | n?

2D =222 YK, W =0, e 2O =2n)% [(Ku + 120°K?) () — 4K?]
(2.24)

onde 3 = n, cos(fy) é o invariante de onda, K é curvatura Gaussiana (2.18a) e K, é
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sua segunda derivada em relagao a x, dada por

1 Z‘Z‘2
1 (Lo sl
n n

onde n' ¢ a i-ésima derivada de n(z) em relacio a .

K:m: -

Portanto, substituindo (2.24) em (2.23) podemos obter a seguinte expressao apro-

ximada para a dispersao modal em guias de ondas planares isotropicos
. . -1
_ 2 e [ cos(B)sin®(B) & [ 5 (sin(6h) (Kuw + 12K2) — AK?
) Neo 3 20 2
— Mo - 2.25
5 (2.25)

Neste caso, note que (2.25) descreve perfeitamente a dispersao de um guia com
perfil degrau (K = 0) e indica como o valor da curvatura Gaussiana de um guia de
ondas influencia em sua dispersao. Além disso, note que quando uma transmissao é
realizada em guias de ondas com indices de refracao diferentes, porém com os mesmos
valores de ng,, 0y e de K, em x = 0, entao o termo que determina a diferenca de
dispersao entre esses meios é K.

Para ilustrar tal fato, verifique, com o auxilio das Figuras2.10 e 2.9, que tanto a
curvatura como a dispersao no guia toroidal variam aproximadamente 2 vezes menos do
que no guia Gaussiano e 8 vezes menos do que no guia parabolico. Mais precisamente,
podemos verificar que a dispersao nesses guias estd relacionada a segunda derivada da

curvatura Gaussiana no ponto x = 0, pois

2A?
K,.(0) = 34 5~ (parabolico),
p nCO
8A? ,
= i (gaussiano),
4A?
= ——— (toroidal),
p nCO

que segue a mesma relacao encontrada anteriormente entre a curvatura e a dispersao.
Isto ¢, K,,(0) no guia toroidal é 2 vezes menor do que no guia Gaussiano e 8 vezes
menor do que no guia parabolico.

Além disso, notamos que a dispersao invertida que ocorre no guia de ondas com
perfis toroidal e hiperbélico esta relacionada ao sinal de K,,(0), que no caso é negativa,
indicando que K(0) é um ponto de maximo global da curvatura, pois K,(0) = 0 devido
a simetria do guia.

Neste momento apresentamos uma outra maneira de verificar como a curvatura
Gaussiana influencia no desempenho de guias de ondas planares. Para tanto, recorde

que, na pratica, um guia de ondas com perfil gradual confina luz quando n., é o
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méximo valor de seu indice de refragdo, n(z). Este fato implica que as condigbes
ny = 0 e ng < 0 devem ser satisfeitas para x = 0. Assim, por substituicao direta
dessas condigdes em (2.18a), obtemos que a seguinte condigio K = —n,,/n* > 0, deve
ser satisfeita em x = 0. Como conseqiiéncia desse fato, podemos concluir que nao
existe um guia de ondas de interesse pratico cuja curvatura seja negativa em todos os
seus pontos.

Este fato também pode ser verificado se considerarmos a associacao desse meio
optico a uma variedade Riemanniana, pois neste caso podemos aplicar em um meio
Optico o conceito de campos de Jacobi e o Teorema de Hadamard. Veja [27] para
mais informacoes sobre estes topicos da geometria Riemanniana. Dessa forma, como
as geodésicas de uma variedade Riemanniana sao equivalentes as trajetorias das ondas
no meio 6ptico, entao o vetor de Poynting pode ser associado aos campos de Jacobi
da correspondente variedade Riemanniana. Com isso, podemos aplicar o Teorema de
Hadamard para mostrar que o lugar dos pontos conjugados nessa variedade nao ¢ vazio,
isto &, existe mais do que uma geodésica que passa por dois pontos quaisquer de M?2.
Assim, a aplicacao exponencial nao é um difeomorfismo local e, conseqiientemente, a

curvatura seccional deve ser positiva em algum ponto.

2.3.6 Abertura numeérica

Para que a onda eletromagnética seja transmitida ao longo de um guia de ondas,
¢é necessario que exista uma reflexao interna total da onda no guia, consevando assim
sua energia durante a transmissao. Neste caso, a luz permanece no niicleo do guia de
ondas quando seu angulo de incidéncia na fibra seja aceitavel. Tal angulo é chamado de
angulo de aceitacao (acceptance angle) e caracteriza a abertura numérica (Numerical
Aperture) que determina a quantidade de luz que entra no guia de ondas. Por esse
motivo, esses parametros sao muito importantes e devem ser analisados em funcao da
curvatura dos guias e considerados no projeto.

Dessa forma, o angulo maximo de incidéncia da luz na fibra é dado pelo angulo
critico (0.), que depende dos indices de refragao do nicleo (n,) e da casca (ng = n(p)),

conforme mostra a Figura2.12, isto é

0. = arccos (E) . (2.26)

nCO

Além disso, em fungao do angulo critico (2.26), pode-se definir a abertura numérica

(NA) e o angulo de aceitacio (4 ) como

NA = ng,sin(6,) = /n2 —n% e A=20,.

A Tabela 2.2 apresenta os valores da abertura numérica para todos os guias de

ondas planares apresentados na Tabela2.1. Contudo, para uma melhor analise desse
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Figura 2.12: Abertura numérica e angulo de aceitacao.

parametro em funcao da curvatura dos guias de ondas planares, as curvas do angulo
critico versus A sao apresentadas na Figura 2.13, isto porque tanto K quanto ¢, depen-
dem do parametro A. Neste caso, podemos perceber que 6. é praticamente o mesmo
para todos os guias exceto para o hiperbolico, que demonstra possuir o maior angulo

de aceitacao.

Perfil: NA
Degrau n2, —n2
Parabolico NeoV 2A

Secante hiperbolica neotanh(v2A)
Hiperbolico nco\/l — (1 ++V2A)2
Gaussiano Neo \/1 — exp(—\/ﬂ)
Toroidal Neory/1 — (1 4+ A)~2

Tabela 2.2: Abertura numérica de guias de ondas planares.

2.3.7 Guias de ondas planares provenientes de superficies de
revolucao

Observe que os guias de ondas com perfis degrau, secante hiperbodlica e hiperbo-
lico considerados anteriormente foram interpretados geometricamente e associados a
superficies de revolucao, no caso um cilindro, uma esfera e uma pseudoesfera, respecti-
vamente. Apesar de essa associacao ter sido justificada pela coincidéncia de valores das

curvaturas Gaussianas dos guias de ondas e das correspondentes superficies, sabe-se
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Figura 2.13: Angulo critico para os guias de ondas planares.

que existem outras superficies que também poderiam satisfazer essa condicao. Por-
tanto, neste momento, vamos mostrar que todos os guias de ondas planares com indice
de refracao n(z) podem ser representados por uma tnica superficie de revolucao, cuja
determinacao pode facilitar a interpretacao de alguns parametros de propagacao da
onda no meio.

Para tanto, considere que uma superficie de revolucao possa ser parametrizada da

seguinte maneira
X(x,z) = % [f(ax) cos(az), f(ax)sin(az), g(ax)], (2.27)

onde a = V2A/p e as fun¢oes diferenciaveis f(ax) e g(ax) determinam uma parametri-
zaGao para a geratriz dessa superficie. Com isso, um guia de ondas nao necessariamente
isotropico associado a superficie parametrizada (2.27) possui os seguintes indices de re-

fracao principais

0X 09X 09X 09X
2 _ 24 2 _ 2 2.2
" ( dr O ) Jo ¢ < 0z 0z ) f (2.28)
one £, = 1) 0 g, = 10

Dessa forma, as trajetérias das ondas nesse meio 6ptico ou, equivalentemente, as
geodésicas da superficie de revolugdo (2.27) devem satisfazer, de (1.20), o seguinte

sistema de equacgoes diferenciais parciais de segunda ordem

syoliay — o (2.29a)

f
" ffm AV f:vf:vx_'_gmgmm n2 __
x _fg—l-g%(z) W(w) = 0. (2.29h)
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Além disso, quando a geodésica estd parametrizada pelo comprimento de arco,
(@)2(f2+ ¢?) + (2/)?f? = 1, uma solugio para o sistema (2.29) é

p 2 ( 52) 1
=" e (@)=[(1-=% , 2.30

g W 72) 7 e 230
onde 3 = 2/(0)f?(z(0)) sera convenientemente denominado invariante de onda, pois

podemos assumir z(0) = 0, f(0) = ng e tomar 2/(0) = sin(6y)/+/f2(0) + ¢2(0) e

2'(0) = cos(y)/f(0) de maneira a reobter

cos(fp)
(0)

onde #, é angulo de incidéncia em relagao ao eixo x da onda no guia.

B =2'(0)f*(0) = J2(0) = neo cos(fo),

Com isso, usando a solu¢ao (2.30), podemos determinar os principais parametros
de propagacao da onda no guia anisotrépico, a saber: o ponto de giro, obtido quando
=0,

B = f(z),

o meio periodo de onda

gEE- =t

o comprimento Fuclidiano de meio periodo de onda

B A4+ 327+ 92— %)
/vl /V T

—Ttp —Ttp

—Ttp —Ttp

e o comprimento 6ptico de meio periodo de onda

N N N T R
_/W”%f(ﬁd‘/ TR

—Ttp —Ttp

Além disso, podemos obter, com o auxilio de (1.22), que a curvatura Gaussiana de

tal meio 6ptico é dada por

fZ+a)?7

Observe que, quando o meio 6ptico é considerado isotropico, devemos assumir, de

(2.28), que
m=ny = n=f=+\[;+93

e, neste caso, essas formulas apresentadas para o caso anisotropico coincidem com as

K =

expressoes dos parametros de propagacao da onda apresentadas anteriormente para

um guia de ondas planar isotropico.
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Neste momento, vamos usar a parametriza¢ao (2.27) para obter as superficies de
revolucao associadas aos perfis parabolico, Gaussiano e toroidal. Assim, a geratriz do

guia de ondas parabolico pode ser calculada por

flax) =n(x) = nen/1— (ax)? e

(az —a/\/f2 f2dx—anw/\/1_3 az)’ (ax)‘ldx’

onde a = V2A/p e x € (0, %). Como nao foi possivel obter uma solucao analitica

para a fun¢do g(azx) no guia com perfil parabodlico, uma aproximagao numérica foi

calculada computacionalmente e apresentada na Figura 2.14.
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Figura 2.14: Geratrizes para os guias de ondas eliptico, parabdlico e Gaussiano.

Além disso, de forma similar, obtemos que o guia de ondas com perfil Gaussiano
possui a seguinte geratriz
ax

arT 2 axr 2
flaz) = nwe_( e glax) = anco/e_% V11— (ax)?dx,

0

onde a = V2A/p e x € (0, %) Com isso, a geratriz da superficie associada a esse

guia de ondas foi determinada numericamente e apresentada na Figura 2.14. Portanto,
observe que as geratrizes dos guias parabolico e Gaussiano possuem formas semelhantes
a de uma elipse, quando comparadas a geratriz do guia eliptico, que é um circulo.

Para o guia de ondas com perfil toroidal, temos a seguinte geratriz,

nco\/ﬁ@/ﬂ)
T+ A/

nCO

T = T A

g(r) =
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Assim, com o auxilio da Figura2.15 notamos que a geratriz do guia toroidal é
um circulo transladado da origem, gerando a superficie de um toro e, dessa forma,

explicando a motivacao do nome guia de ondas toroidal.

]I*]lipticoI
§ § Toroidal -----
0.8 o A NG A
T e S— — S— o
I . . . .
~ ‘ [ ‘
= P anl Tl
S 04t oo oo ISR .
. | | |
0.2 r """""" """"""" """""" """""
: ! ! ! !
0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

f(@)/neo

Figura 2.15: Geratrizes para os guias eliptico e toroidal, com A =1/2e p = 1.

2.3.8 Guias de ondas planares com dispersao nula em meios
anisotrdpicos

Como descrito anteriormente, os guias de ondas planares em meios anisotropicos
ou isotropicos podem ser localmente associados a superficies de revolucao com a para-
metrizagao apresentada em (2.27). Certamente, tal interpretagao geométrica dos guias
de ondas planares facilita sua analise e projeto. Portanto, proporemos novos perfis de
guias de ondas em meios anisotropicos com dispersao modal nula.

Para tanto, a superficie da esfera serd novamente associada ao guia de ondas com
dispersao nula, pois nesta superficie as geodésicas que partem de um ponto qualquer
retornam a este ponto ap6s um mesmo tempo. Neste caso, podemos determinar que
uma parametrizacao adequada ao projeto de guias de ondas para a superficie da esfera

na forma (2.27) é dada pelas seguintes func¢oes
flazx) = ne,cos(ax) e  glaxr) = nesin(az),
onde a = v2A/p. Com isso, o meio dptico associado a essa superficie possui, de (2.28),

os seguintes indices de refracao principais

Ny = MNe € No = Ny COS (\/QAE) ) (2.31)
p



42 Um Estudo sobre a Curvatura de Meios Opticos

Além disso, como as geodésicas de uma esfera sao circulos de raio maximo, entao a

trajetoria das ondas nesse meio 6ptico sao dadas por

tan(v QAf) = sin(V QAQ) tan(6y) ,
p p
onde 6y é o angulo de incidéncia do raio em relacao ao eixo z. Veja exemplos des-

sas trajetorias na Figura2.16. Neste caso, os valores do meio periodo de onda, do

comprimento 6ptico e do tempo transiente,

T I ; z
2y = ——— = N2, € =-n

D \/ﬂ’ o co~p c co
respectivamente, coincidem com os parametros do perfil secante hiperbolica. Contudo,

o valor do ponto d giro wy, difere, isto é,
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Figura 2.16: Guia de ondas planar anisotropico com curvatura constante positiva e
dispersao nula.

Uma outra parametrizagao possivel para esse guia de ondas planar com curvatura

constante é caracterizada pelas seguintes funcgoes
flax) =ne/1 — (ax)? e glax) = neax,

cujos indices de refracao principais sao dados por

2

Peo e nj=nl [1— (ax)’]). (2.32)

2 __
= 1 — (ax)?
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Neste caso, observe a semelhanca do indice de refragdo ns(x) com o indice de refra-
¢ao do guia de ondas parabolico e que o valor n., ndo é o maximo valor de n;(x), como
geralmente ocorre para que a luz seja confinada no guia de ondas. Portanto, como
ambos os meios anisotropicos caracterizados por (2.31) e por (2.32) possuem dispersao
nula, entao a escolha de um deles para fins praticos deve ser determinada pelo nivel de

complexidade, custo, etc. envolvido em sua fase de construcao.

2.4 Analise da Curvatura Seccional de Fibras Opticas

As fibras Opticas sao casos particulares de guias de ondas em trés dimensoes. Ge-
ralmente, o perfil ou o indice de refracio das fibras 6pticas varia apenas nos eixos oz e
0y, sendo 0% o eixo de propagacao. Além disso, os parametros de propagacao da onda
nesses meios 6pticos sao descritos em coordenas cilindricas, devido a simetria azimutal
que normalmente é assumida.

Nesta fase inicial do estudo da influéncia da curvatura seccional em fibras Opticas,
serd, considerado que o meio seja isotropico e que o indice de refracao s6 depende de
x ey, isto é, o eixo z é o de propagacao. Assim, no intuito de projetar fibras dpticas
com dispersao nula, podemos usar o fato de que o guia de ondas planar com dispersao
nula foi associado & superficie de uma esfera para afirmar que as fibras 6pticas com
curvatura constante e associadas a uma hiperesfera no R* também possuem dispersao
nula. Para comprovar este fato, podemos usar a propriedade de que as geodésicas dessa
hipersuperficie serem circulos de raio maximo, e, portando, as geodésicas que partem
de um ponto qualquer dessa hipersuperficie retornam a esse ponto apos percorrerem a
mesma distancia, ou seja, apés o0 mesmo tempo.

Entretanto, a pergunta que devemos fazer é: ¢ possivel encontrar uma parametri-
za¢ao para uma hiperesfera cuja métrica ou, equivalentemente, o indice de refracao
dependa apenas das varidveis x e y¢ Para responder a essa pergunta vamos reescrever

a expressao (2.6b), para n = n(z,y), da seguinte maneira

1

K.y = 3 [nfC + nfj —n (Nge + nyy)} , (2.33a)
Loy 2

K,, = p~ [nl, —n, — nnm} , (2.33b)
1

K,. - [n2 —n2 —nny,| . (2.33¢)

Assim, se fizermos a equagao (2.33a) menos as equacgoes (2.33b) e (2.33c) podemos

obter a seguinte relacao
Loy 2
Kuyy— K, — K. = = [ni+n2]. (2.34)

Neste caso, observe que o lado direito de (2.34) é sempre nao negativo e isso significa

que K., — K,, — K,. > 0. Por isso, nao existe uma fibra ¢ptica com indice de refracao
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n(z,y) de maneira que suas curvaturas seccionais sejam constantes, positivas e iguais,
isto é, associada a uma hiperesfera. Portanto, podemos concluir que nao existe uma
fibra optica em um meio 6ptico isotropico com indice de refracio n(z,y) e dispersao
modal nula. Contudo, caso o indice de refracao possa variar com z, y e z, entao existe
meio Optico isotropico associado & hiperesfera, porém tal meio nao possui caracteristicas
de um guia de ondas, mas sim de uma lente 6ptica, como serd mostrado na préxima
secao.

Dado que a maioria das fibras 6pticas de interesse pratico possui simetria azimutal
com indice de refracao n(z,y) = n(r), onde r = y/x% + y2, entao devemos reescrever a

equacao da curvatura seccional em coordenadas cilindricas como

1 n
Koy =— [ 2 - (_r rr)} ) 2.35
v = g n, —n . +n ( a)
1 2/ 2 2 ( o MMy
K., = o [x (n2 —nn.) —y <nr + . )] : (2.35h)
1 2/ 2 2 ( o NNy
K, = oy [y (nr — nnw) -z (nr + . )] . (2.35¢)

Dessa maneira, utilizando a expressdo da curvatura seccional (2.35), podemos veri-

ficar que uma fibra parabolica com indice de refracao
2

,
n(r) = net |1 —2A (—) )

P

possui a seguinte curvatura seccional

4An§o Ky
pPns(r) T2

22_ 2 Kz
1—2Ay72:”] e Kyzz—y[1—2A
p 2

92 2 _ .2
K, — u]

2
Além disso, propomos uma fibra 6ptica cujo indice de refracao foi baseado no perfil

de um guia de ondas toroidal. Tal fibra 6ptica possui o seguinte indice de refracao

nCO
n(r) = ————
1+A ()
e a seguinte curvatura seccional
4A K, A ?
Ty = T59 e Kzz:Kyz:—y 1__<£)]
PN 2 2 \p

Analisando a curvatura dessas duas fibras 6pticas apresentadas anteriormente, po-
demos notar que ambas tendem a zerar o lado esquerdo de (2.34), pois possuem a
seguinte propriedade

K

T
I(xz%l(yzz 2y-

Além disso, note que a curvatura seccional da fibra parabolica nao apresenta sime-

tria radial e possui uma variacao maior do que a curvatura seccional da fibra toroidal.
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Este ultimo fato, como vimos, esta associado a dispersao modal. Por esse motivo, a fi-
bra 6ptica com perfil parabolico possui dispersao maior que a da fibra 6ptica com perfil
toroidal. Contudo, nao sera necessario determinar as curvas de dispersao dessas fibras
opticas, pois elas coincidem com as curvas de dispersao apresentadas na Figura2.9,
para o caso em que os guias de ondas sao planares.

Neste momento, se considerarmos que o meio 6ptico possa ser anisotropico, podemos
obter algumas fibras com dispersao modal nula. Isto é, a fibra 6ptica pode ser associada

a uma hiperesfera parametrizada por

2(x +y)cos(z) 2(x+vy)sin(z) 2z —1vy) 2(z*+y?)

X =
({L‘,y,Z) 2+x2+y2 ) 2+l’2+y2 ’2+x2+y2’2+x2+y2 )

cujos indices de refracao principais, obtidos da métrica da hipersuperficie, sao dados

por

n% 2 8 o 2 _g (1"*‘9)2

=Ny = (2 + 22 + y2)2 n3 = 2+ 22 + y2)2’

ou pela parametrizacao
X(x,y, z) = [cos(x) cos(y) cos(z) cos(x) cos(y) sin(z) , cos(x) sin(y) , sin(x)] ,

cujos indices de refracao principais sao dados por

ni=1, n3=-cos’(z) e n3=cos’(z)cos’(y).

2.5 Analise da Curvatura de Lentes Opticas

Uma lente é um dispositivo 6ptico com simetria axial perfeita ou aproximada que
transmite e refrata a luz, podendo fazer com que a luz convirja ou divirja. Normal-
mente, as lentes sao compostas de materiais que refratam ondas eletromagnéticas, como
vidro ou plastico transparente. A maioria das lentes de uso pratico sao ditas esféricas,
pois suas superficies externas sao formadas por partes de esferas, de mesmos raios ou
nao. Além disso, dependendo do sinal da curvatura da superficie externa, essa super-
ficie pode ser chamada de convexa, concava ou planar, como ilustram os diferentes
tipos de lentes apresentados na Figura 2.17. Geralmente, as lentes apresentadas na Fi-
gura 2.17 possuem indices de refracao constante. Contudo, as lentes consideradas neste
trabalho possuem indice de refragao gradual e sao simples, isto é, sao lentes consistindo
de um tunico elemento 6ptico. Mais informacoes sobre lentes 6pticas podem ser obtidas
em [21].

Em geral, as imagens obtidas por lentes nao sao perfeitas, pois existe sempre um
certo grau de distor¢ao ou aberracao introduzida pela lente, que faz com que a imagem
recebida seja uma réplica imperfeita do objeto real. Por essa razao, o projeto de

lentes Opticas, dependendo da aplicacao, deve ser realizado de maneira que a distorcao
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Convergente Divergente

Plano - Meniscus . Plano - Meniscus
Biconcava,

Biconvexa o R .
Convexa Positivo Concava Negativo

Figura 2.17: Modelos de lentes esféricas em meios 6pticos com indice de refracao cons-
tante.

seja minimizada. Existem varios tipos de distorcao que podem afetar a qualidade
da imagem, como a aberracao esférica e a aberracao cromatica. A aberracao esférica
apresentada na Figura2.18(a) ocorre quando as curvaturas das superficies esféricas nao
sao ideais, de maneira que a distancia do cruzamento dos raios no eixo da lente nao
sao iguais, isto é, nao existe um ponto de foco. A aberracao cromética apresentada na
Figura 2.18(b) ocorre em lentes cujo indice de refracao varia para os diferentes valores
do comprimento de onda da onda luminosa. Entretanto, neste trabalho analisaremos
apenas a influéncia da curvatura seccional na aberracao esférica, desprezando assim a

existéncia de outras distorcoes.

(a) Aberracao esférica. (b) Aberragao cromética.

Figura 2.18: Exemplos de distor¢oes em lentes Opticas.

2.5.1 Instrumentos épticos absolutos

Nesta subsecao consideraremos uma classe especial de lentes, os instrumentos 6pti-
cos absolutos descritos em [21]. Nosso interesse por esses instrumentos provém do fato
de um instrumento 6ptico absoluto conhecido como ‘fish-eye’, que foi primeiramente
investigado por Maxwell em 1854, possuir curvatura seccional constante positiva.

Considerando um meio 6ptico como o apresentado na Figura2.19, note que um
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nimero infinito de raios partem de F,, mas, em geral, somente um nimero finito deles
ir4 atravessar o instrumento Z. Entretanto, em alguns casos especiais, podem passar
um ntmero infinito de raios pelo ponto P;. Neste caso, o ponto P; é chamado de
imagem de P, e ambos sao ditos conjugados. Assim, quando F, descreve uma curva
Cy no objeto, entao P; ird descrever uma curva conjugada C; na imagem. Geralmente,
essas duas curvas nao sao geometricamente similares. Contudo, caso qualquer curva
Co no objeto seja geometricamente similar a sua imagem, entao Z ¢ um instrumento

absoluto.

Figura 2.19: Um exemplo de instrumento 6ptico absoluto.

Neste caso, segundo [21]|, em um instrumento 6ptico absoluto o comprimento 6ptico
de qualquer curva no objeto ¢ igual ao comprimento Optico de sua imagem. Esta

propriedade foi mostrada no teorema de Maxwell para instrumentos absolutos e, no

/ o dSo = / nq d81 . (236)
C() Cl

Do teorema de Maxwell a seguinte conclusao pode ser imediatamente obtida. Con-

caso isotropico, é dada por

sidere um triangulo pequeno, cujos lados possuem comprimentos dsél), dséZ), dsé?’) e
sejam dsgl), dsf), dsgg') os comprimentos dos lados de sua imagem formada pelo ins-
trumento absoluto. Assim, caso ng e n; sejam os indices de refracao das regides onde

esses triangulos estejam situados, entao pelo teorema de Maxwell tem-se que
nodsél) = nydsiV nodsg) =nyds? e nodség) = nydst? . (2.37)

Com isso, os dois triangulos sao similares, pois o comprimento 6ptico de seus lados e
o angulo formado entre eles no objeto sao preservados na imagem. Neste caso, quando
a métrica é igual ao indice de refracao ao quadrado, o instrumento absoluto realiza
uma transformacao isométrica, mas, quando o comprimento Euclidiano é considerado,
o instrumento absoluto realiza uma transformacao conforme.

Além disso, verificamos que as propriedades (2.36) e (2.37) satisfeitas pelos ins-

trumentos Opticos absolutos coincidem com as propriedades de simetria dos espacos
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de curvatura seccional constante descritas em [27|. Em outras palavras, instrumentos
opticos com curvatura seccional constante sao instrumentos absolutos e o uso dessa
informacao pode facilitar a determinacao de novos instrumentos 6pticos absolutos.

Neste caso, observe que o indice de refragao em coordenadas esféricas que caracteriza
o instrumento absoluto ‘fish-eye’

o

n(r) = T+ (r/R?’ (2.38)

onde r é a distancia a origem, ng é o indice de refragao em r = 0 e R é uma constante,

é um caso particular da métrica Riemanniana isotérmica

9 1
g=n"= = 5, (2.39)
i+ Ew )

de variedades Riemannianas com curvatura seccional (K) constante. Com isso, a cur-
vatura seccional de (2.38), obtida de (2.39) ou de (2.6b), é constante e igual a 4/(n2a?),
isto é, tal instrumento é associado ao espaco nao-Euclidiano eliptico. Além disso, tal

meio 6ptico estd associado a S3, uma hiperesfera no R*, parametrizada por

R? 2?4y + 22

1

= 20,2y, 22, R — ——

T (2,y,2) B T | B ,

onde (w1, 2o, 73, 24) = (z,y,2) é a projecdo estereografica, = : S — {N} — R3,

ilustrada na Figura2.20 para N = [0,0,0, R] e R é o raio de S°.

Figura 2.20: Projecio estereografica de uma hiperesfera no R*.

O uso dessa informacao é de grande relevancia para o projeto, a identificacao e
a interpretacao de novas aplicacoes para esse instrumento 6ptico, pois podemos usar

as simetrias desse espaco ou, mais geralmente, suas transformacoes isométricas para
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melhor compreendé-lo. Em outras palavras, o estudo de um instrumento absoluto
pode ser auxiliado pela compreensao do seu grupo de automorfismos, caracterizado
pelos mapeamentos do espaco em si mesmo, mas preservando a estrutura geométrica
essencial do espago. No caso dos espacos de curvatura constante, esses automorfismos
ou mapeamentos sao descritos pela transformacao de Mobius, dada por

_az+b

F&) =g (2.40)

onde a, b, ¢, d sdo nimeros complexos satisfazendo ad — be # 0.

Exemplos de transformacgoes de Mobius sao dilatacoes, rotacoes, translagoes, inver-
soes complexas ou podem ser escritas como composicoes destas. Contudo, dependendo
do espaco (Euclidiano, eliptico ou hiperbdlico), nem todas essas transformagoes sao
isométricas. Portanto, dependendo do caso, novas restricoes devem ser impostas as
constantes a, b, ¢ e d para que o mapeamento seja isométrico, como ocorre nos instru-
mentos 6pticos absolutos.

Segundo [21], em um meio com indice de refracao com simetria esférica, as traje-
torias (geodésicas) das ondas eletromagnéticas descrevem curvas planares pertencentes
aos planos que passam pela origem. Tais trajetorias passando pelo ponto FPy(ro,6),
em coordenadas polares, sao dadas pela seguinte equacao de um circulo

r—-R i — R

rsin(@ —a)  rsin(fy —a)’

onde o angulo « é ilustrado na Figura2.21.

Figura 2.21: Exemplos de trajetorias no instrumento absoluto ‘fish-eye’ de Maxwell.

De (2.39) podemos verificar que, além do instrumento absoluto com indice de re-
fragdo constante (K = 0), um novo instrumento absoluto pode ser obtido quando

a curvatura seccional K for constante e negativa, a saber, um instrumento absoluto
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associado ao espaco hiperbolico tridimensional, conhecido como modelo da bola de
Poincaré, B3. Em tal modelo, as trajetérias também sdo curvas planas e sao descritas
por retas ou circulos cruzando ortogonalmente o bordo desse espaco, como ilustra a
Figura2.22(a). Este modelo hiperbolico também esta associado a uma projecao este-
reografica, s que no caso de um hiperboldide no R* projetado no hiperplano w = 0 a
partir do polo sul [0, 0,0, —1].

Trajetoria circular

1
|
1
|
1
|

\ ’
1
|
1
|
1
|

(a) Modelo do disco de Poincaré. (b) Modelo do semiplano positivo.

Figura 2.22: Exemplos de trajetorias em instrumentos 6pticos absolutos hiperbolicos.

Além desse instrumento absoluto hiperbolico, um outro pode ser obtido usando o
modelo do semiplano hiperbolico, H?3, cujo indice de refracao é dado em coordenadas

cartesianas por

2
o

W) =g = 2. (2.41)

As geodésicas desse espaco também sao curvas planas descritas por retas ou circulos
cruzando ortogonalmente o bordo desse espago, como ilustra a Figura2.22(b). As
transformacoes isométricas desse espaco sao dadas pelas transformacoes de Maobius
(2.40) para a, b, ¢ e d reais satisfazendo ad — be > 0.

As métricas dos espagos de curvatura seccional constante apresentadas em (2.39)
e (2.41) sao as mais conhecidas. Contudo, existem outras expressdes para a métrica
de espacgos de curvatura constante e, com isso, novos instrumentos 6pticos absolutos
podem ser determinados por elas. Além disso, existem transformacoes isométricas
entre os espacos com mesma curvatura, possibilitando a anélise do instrumento 6ptico
pelo modelo mais conveniente.

Além disso, a aplicagdo de um instrumento absoluto pode ser determinada pelo
sinal de sua curvatura seccional, pois, dependendo do caso, um feixe de raios paralelos

pode convergir em lentes com perfil de curvatura positiva e divergir em lentes com
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perfil de curvatura negativa. Tal fato serd analisado nas duas proximas subsecoes.

2.5.2 Exemplos de lentes com curvatura positiva

Um estudo sobre alguns dos principais tipos de lentes 6pticas de uso pratico foi
realizado em [36]. Como exemplo, pode-se citar a lente de Mikaelian, cujo indice de

refracao possui simetria cilindrica e é dado por

n = ngsech <%\/x2 + y2> = ng sech (%p) : (2.42)

onde ng é o indice de refracao no eixo 6ptico e d é a distancia da superficie de entrada
da lente ao foco, conforme mostra a Figura2.23(a). Como estamos considerando um
feixe de raios paralelos incidindo ortogonalmente na superficie dessa lente, entao a sua
x . — =
curvatura pode ser calculada em relacao ao plano formado pelos eixos op e 0z, no caso

a curvatura Gaussiana K (p, z) ou a curvatura seccional K,., que é constante, positiva

e igual a
2
T
K(p,z)=—=.
(p’ ) 4n(2)d2
Ap
77777 - \[ Foco
O z
d
(a) Lente de Mikaelian. (b) Interpretacio geométrica.

Figura 2.23: Exemplo de lente 6ptica com curvatura constante positiva.

Usando a interpretacao geométrica apresentada na subsecao 2.3.2, para o guia de
ondas com perfil secante hiperboélica, pode-se verificar que a superficie associada ao
plano pz dessa lente é a superficie de uma esfera com raio R é igual a 1/\/E, veja
Figura2.23(b). Com isso, os comprimentos 6pticos no interior da lente sdo iguais e
dados por m R/2 = dng, como esperado, pois os raios sdo paralelos ao eixo da lente.

Um outro exemplo de lente com curvatura constante positiva é a lente de Maxwell

‘fish-eye’. Nessa lente, para que o foco seja atingido, normalmente, utiliza-se apenas
Y ) g
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meio hemisfério (z > 0), veja ilustragdo na Figura2.24(a), caso contrario o foco pode
nao existir ou situar-se fora da lente. Além disso, devido ao fato dessa lente possuir
curvatura seccional constante e positiva, entao os comprimentos 6pticos dos raio em seu
interior serao iguais a nom R, isto é¢, um quarto do comprimento do circulo maximo de
S3. Contudo, na prética, costuma-se usar também a lente de Liineburg, Figura 2.24(b),

cujo indice de refracao também possui simetria esférica e é dado por

:L’2+y —0—22 / / P2+ 22

Ap Ap

Foco

(a) Lente de Maxwell ‘fish-eye’. (b) Lente de Liineburg.

Figura 2.24: Exemplos de lentes 6pticas com curvatura positiva e simetria esférica.

Como foi considerado que os raios incidentes na superficie externa da lente de
.. ~ . — ~ . L.
Liineburg sao paralelos ao eixo da lente, 0z, entao a curvatura de interesse pratico
dessa lente é dada por
4R* 4ng

KPZ = K(p,Z) = ng(2R2 _p2 —22)3 = nGRQ'

Neste caso, note que a curvatura dessa lente nao é constante, mas mesmo assim
foi possivel convergir os raios para um tnico ponto. Além disso, nessa lente, os raios
incidem no ponto focal com uma inclinacao em relacao ao eixo da lente menor do que
a inclinacao observada na lente ‘fish-eye’. Entretanto, a lente de Liineburg nao é um
instrumento absoluto como a lente de Maxwell, que apresenta uma quantidade grande

de isometrias e distor¢ao nula.

2.5.3 Exemplos de lentes com curvatura negativa

Nesta subsecao analisaremos dois exemplos de lentes com curvatura negativa, cujos

perfis foram baseados nos indices de refragao (2.20) e (2.39). Neste caso, consideramos
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. , — L, . ~ . .
que o eixo da lente é 0 0Z e que seus indices de refracao sejam reescritos em coordenadas

cilindricas da seguinte forma

n(p,z) = = (,OQTJLSZQ)/RQ’ (Lente hiperbolica esférica) , (2.43a)
n(p,z) = ﬁ, (Lente hiperbolica cilindrica) . (2.43h)

A lente hiperbolica esférica estd associada ao modelo do disco de Poincaré, Fi-
gura2.22(a), e, como mencionado anteriormente, suas trajetorias sao retas ou circulos
cruzando ortogonalmente o bordo do disco. Assim, considerando que essa lente seja
composta por meio hemisfério e como o indice de refracao aumenta com p, entao um

feixe de raios paralelos ao eixo da lente diverge ao passar por essa lente, veja ilustragao
na Figura2.25(a).

(a) Lente hiperbolica esférica. (b) Lente hiperbdlica cilindrica.

Figura 2.25: Exemplos de lentes ¢pticas com curvatura negativa constante.

Além disso, verificamos que a lente hiperbolica cilindrica (2.43b) também diverge
um feixe de raios paralelos, como apresentado na Figura2.25(b). Para comprovar este
fato, obtemos que as trajetorias dos raios paralelos no interior dessa lente satisfazendo
o sistema (2.13), com as condigoes iniciais z(0) = p'(0) = 0, 2/(0) = 1 e p(0) = py, sao

dadas por

e*/Bsin(py/R) = sin(p/R) + \/cos2(po/R) — cos2(p/R) .

Portanto, ao analisar as lentes descritas anteriormente podemos verificar que um
feixe de raios paralelos ao eixo da lente, em geral, converge ao passar por uma lente com
curvatura positiva e diverge ao passar por uma lente com curvatura negativa. Contudo,

a caracterizacao de uma lente quanto a convergéncia ou divergéncia esta relacionada,
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principalmente, a variacao de n(p, z) em relagao a p, isto é, se n, < 0 a lente converge
e se n, > 0 a lente diverge.

Entretanto, sob determinadas condigoes, é possivel fazer com que exista conver-
géncia na lente hiperbolica cilindrica. Neste caso, consideramos que os raio incidem
na superficie lateral da lente a um angulo 6, constante em relacao ao eixo da lente.
Assim, dependendo do valor desse angulo de incidéncia, as trajetérias podem tender

assintoticamente para o eixo da lente, como ilustra a Figura 2.26.

1.5

Figura 2.26: Convergéncia em uma lente hiperbodlica cilindrica.

Para determinarmos o angulo de incidéncia correto, de maneira a se ter a conver-
géncia, devemos garantir que p’ tenda a zero quando p tender a zero. Neste caso, de
(2.13) podemos verificar que se n> = 3% em p = 0, essa convergéncia ocorre. Portanto,
como n(0) =ng e = n(p(0))z'(0) = n(py) cos(fy), entdo o angulo de incidéncia deve

ser igual a

6y = arccos [ o } = arccos [cos(py/R)| = ay (2.44)

n(po) R
Dessa forma, as trajetorias dos raios que incidem na lente com angulo dado por

(2.44), podem ser determinadas por (2.13) e sdo iguais a

Sin(PO/R)]
sin(p/R) |

A Figura2.26 apresenta algumas dessas curvas para py = 1.5 R (6 = 86°), pois pg

z =2+ Rlog [ (2.45)

deve ser menor do que mR/2, sendo o raio incidente nao converge para o “foco”. Além

disso, devemos chamar a atencao para o fato de que as trajetorias dessa lente tenderem
. ~ . . . — 2

a um ponto de foco, pois ele nao existe, mas sim o eixo oz. Este fato é bastante

interessante, dado que os raios deixam a lente quase paralelamente e em uma regiao
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muito pequena. Esta propriedade nao estd presente nas lentes de curvatura positiva e,
por isso, a lente hiperbolica deve ser considerada em aplicagoes praticas que requeiram
essa importante caracteristica de convergéncia.

A capacidade da lente hiperboélica de concentrar paralelamente os raios em uma,
pequena regiio pode ser medida em funcio da distancia da trajetoria ao eixo oZ. Para
tanto, podemos usar a expressao (2.45) para determinar que essa distancia diminui
exponencialmente com z. Por exemplo, se z — 25 = 6R, entao essa distancia vale
0.00248R.

Algumas outros exemplos de perfis de lentes com curvatura negativa que apresen-

tam convergéncia semelhante ao da lente hiperbélica cilindrica sao apresentados na
Tabela 2.3.

Perfil Indice de refracao (n(p)) Curvatura (K)
. . no 1
Hiperbol — -
iperbolica cos(p/ ) R
Catenoide h(p/R) !
noi N COS —
0 p n2R2 cosh*(p/R)
1—(p/R)?
Parabolica no [1+ (p/R)?] - (p/R) 3
ngR? 1+ (p/R)?]
g (p\? q—1-(p/R)
Power-law no [1 4+ (p/R)?] —— (=
2 (%) ngp? L+ (p/R))°
: (p/R) 2
Gaussiana npexp [T _W exp|—(p/R)*]

Tabela 2.3: Perfis de lentes com curvatura negativa.

As lentes descritas na Tabela 2.3, cujos indices de refragdo sao mostrados na Fi-
gura2.27(a), sdo definidas em meios Opticos isotropicos. Dessa maneira, podemos usar
a interpretacao geométrica descrita na subsecao 2.3.7, a qual associa esses meios Opti-
cos a superficies de revolucao, para determinar as geratrizes associadas a essas lentes,
como ilustra a Figura2.27(b).

Dentre as lentes apresentadas na Tabela 2.3, a com perfil catenoide esta associada
a classe de superficies minimas, subsecao 1.2.1, que demonstrou ser de grande interesse
neste trabalho, como serd mostrado nos proximos capitulos. O comportamento dos
raios de luz nessa lente é apresentada na Figura2.28(a) e sua interpretagdo geométrica

sobre a superficie do catenoide é ilustrada na Figura2.28(b). Neste caso, observe
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2 ' Gaussiana ! Parabolica
Hiperbolica ----- Hiperboldide
atenoide - Catendide
Parabolica Hiperbolica
Power-law (¢ = 2.5) 0.5 L aussiana
0 0
= < NS
S =
-0.5
1 e — 1 .
-1 -0.5 0 0.5 1 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4
p/R fp/R)/no
(a) Indices de refragio. (b) Geratrizes.

Figura 2.27: Indices de refracdo e geratrizes das lentes hiperbolica, Gaussiana, para-
bolica, catenoide e power-law.

novamente a convergéncia assintotica dos raios em torno do eixo de simetria da lente.
Da equagao (2.11), obtemos que as trajetorias dos raios de luz nesta lente é dada por
z = zp + 2R arctanh [exp(—|p/R|)] — 2R arctanh [exp(—|po/R]|)] ,

quando o angulo de incidéncia é igual a

0y = arccos [sech(pg/R)] .

15
RN
0.5
= 0 x\
= — o
05
-1
/ / / Eiox
15
o 1 2 3 4 5 6 T 8
z/R
(a) Convergéncia na lente. (b) Interpretacdo geométrica.

Figura 2.28: Lente de curvatura negativa associada a superficie minima catendide.

De uma maneira semelhante, quando a lente é parabolica, veja Tabela 2.3, podemos

obter que se os raios de luz incidem & superficie lateral da lente com um angulo

0y = arccos { [1+ (po/ R)’] 71/2} ’
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entao suas trajetorias sao dadas por

z:zo+Rlog(@>.
p

Analisando as lentes propostas na Tabela 2.3, verificamos que praticamente todas
elas apresentam a mesma convergéncia, isto é, apos o raio de luz percorrer um mesmo
deslocamento no eixo 0%, a sua distancia a esse eixo é aproximadamente a mesma
nas lentes consideradas. Portanto, a opcao por uma ou outra dessas lentes em uma
determinada aplicacao vai depender da complexidade de sua realizacao pratica.

Quando o meio 6ptico é anisotropico, um exemplo de lente com curvatura negativa
cujos raios apresentam convergéncia semelhante ao da lente hiperbolica cilindrica é a
lente associada a superficie do paraboldide hiperbolico de revolucao z? + 3% — 22 = 1,

Figura 2.29, parametrizado por
X(z,z) = |V1+a2cos(z),V1+ a?sin(z), x] : (2.46)

cuja métrica ou indices de refracao principais sao dados por

1+ 222
g=nm=1+2" e gp=nj=T"—0pw

Figura 2.29: Superficie paraboldide hiperboélico de revolucao associada a uma lente de
curvatura negativa em um meio 6ptico anisotropico.

Note que essa lente é constituida de material 6ptico anisotropico, cuja curvatura
Gaussiana pode ser obtida de (1.22) e vale K = —(1+ 22%)72. Neste caso, observe que
sua curvatura é sempre negativa, porém nao é constante.

Para analisar as trajetorias dos raios nessa lente, considere uma geodésica que passa
pelo ponto p da parte superior de um paraboloide hiperbdlico, Figura2.29, e faz um
angulo ¢ com o paralelo passando por p tal que tan(¢) = z, onde v/1 + 22 ¢ a distancia
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do ponto p ao eixo z. De (1.20), podemos verificar que tal geodésica deve satisfazer o

seguinte sistema de equacoes diferenciais

' = —sin(¢) Lre? <
N 1+222 1+ 222 (2.47)
, cos(¢) 1
o _

V1t a22 1422’

cuja solucdo, quando z(0) = zg e z(0) = 0, Figura 2.30, é dada por

(2.48)

z= {tanhl (ﬁ) — tan~* (m)} x

zo

Figura 2.30: Perfil planar de uma lente com curvatura negativa em um meio 6ptico
anisotropico associado a superficie de um paraboloide hiperbolico.

Portanto, podemos verificar que as lentes 6pticas com curvatura seccional negativa
possuem propriedades de convergéncia de interesse pratico, principalmente, quando o

objetivo é convergir a luz em uma determinada dire¢ao por uma longa distancia.



Capitulo

Analise da Curvatura de Modulagoes
Nao-Lineares

Neste capitulo usaremos uma interpretacao geométrica que associa esquemas de
modulacao a curvas e superficies no espaco Euclidiano para construir e analisar novos
esquemas de modulacao. Neste caso, as técnicas de modulacao foram associadas a
imersoes em variedades Riemannianas. Com isso, foi possivel verificar que, além do
comprimento da curva e da métrica Riemanniana, a curvatura é um outro parametro
de grande relevancia no projeto de modulacoes, pois influencia diretamente em seus
desempenhos. Também foi possivel determinar algumas relacoes matematicas entre
parametros geométricos e estatisticos da modulacao que, quando satisfeitos, melhoram
o desempenho do sistema de comunicagoes. Além disso, verificamos que modulacoes
nao-lineares associadas a superficies minimas apresentam o melhor desempenho em

relacao ao erro quadratico médio, pois sao pontos criticos de minimo desse parametro.

3.1 Introducao

Inicialmente, as técnicas de modulacao presentes na maioria dos sistemas de comu-
nicagoes foram interpretadas como um método para deslocar e/ou expandir a largura
de banda do sinal de informacao a ser transmitido. Além disso, em alguns casos pra-
ticos é perfeitamente possivel projetar modulacoes para melhorar o desempenho de
um sistema de comunicacoes, seja pelo aumento da energia média de transmissao ou
pelo aumento da largura de banda de transmissao. Neste caso, com o objetivo de
projetar novos esquemas de modulagoes, [39] verificou que as técnicas de modulagao
podem ser interpretadas geometricamente como uma aplicacao (linear ou nao-linear)
que transforma um sinal pertencente ao RM em um sinal modulado pertencente ao RY,
com M < N. Entretanto, tal interpretacao nao abordou completamente o problema

do projeto “geométrico” de modulacoes e, por essa razao, tal proposta foi considerada

59
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posteriormente em [18] e [5].

Mais precisamente, em [18], as técnicas de modulagao foram interpretadas geo-
metricamente como curvas no espaco Euclidiano. Além disso, [18] verificou que o
desempenho de um sistema de comunicacoes melhora quanto maior for o comprimento
da curva associada & modulacao usada nesse sistema. Tal fato contribuiu para que o
projeto de novas técnicas de modulacao pudesse ser realizado de maneira geométrica,
ou seja, com auxilio de alguns parametros geométricos da curva associada a modulacao,
que influenciam em seu desempenho.

Dessa forma, os trabalhos [19] e [28] usaram tal interpretacao geométrica para
propor e analisar o desempenho de uma modulacao nao-linear associada a curva deno-
minada espiral de Arquimedes uniforme. Além disso, [28] generalizou a interpretagao
geométrica descrita em [18] com intuito de medir o desempenho de modulagoes que
transmitem mais do que uma variavel aleatoria. Neste caso, foi aplicado um procedi-
mento similar ao usado em [18] para curvas, porém usando superficies, para desenvolver
uma expressao aproximada para o erro quadratico médio em funcao da métrica de uma
variedade Riemanniana associada ao esquema de modulagao.

As préximas secoes fazem uso das definicoes e consideracoes descritas anterior-
mente, principalmente, da interpretagdo geométrica proposta em [18|, para realizar
analises de desempenho de algumas técnicas de modulacao conhecidas e outras pro-
postas neste capitulo, bem como determinar os principais parametros geométricos de
desempenho das técnicas de modulagao. Neste caso, consideraremos também que o
canal de transmissao seja sempre perturbado por um ruido Gaussiano aditivo branco
(AWGN) com densidade espectral de poténcia Ny/2 por dimensdo de transmissao.
Além disso, assumiremos que todas as variaveis aleatorias a serem transmitidas nos
sistemas de comunicacoes tratados pertencem ao intervalo [—1, 1].

Por questoes didéaticas, inicialmente, foram analisadas modulagoes lineares e nao-
lineares associadas a curvas, isto é, apenas o caso particular da transmissao de uma
unica variavel aleatoria. Posteriormente, foram calculados os desempenhos de modula-
¢oes nao-lineares que transmitem mais de uma variavel aleatéria, no caso, modulagoes

associadas a superficies.

3.2 Modulacao Linear

A modulacao linear foi a primeira técnica de modulacao a ser usada na pratica e,
certamente, é a mais simples de ser entendida e utilizada. Por esse motivo, ela sera
a primeira técnica de modulacao a ser considerada neste capitulo. Nesse esquema de
modulacao, a informacao é transmitida pela variacao linear da amplitude da forma de
onda ¢ (t) em fungio da entrada m, como ilustra a Figura3.1. Essa importante classe

de modula¢ao inclui os sistemas de modulagao em amplitude (AM) e suas derivagoes
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com portadora suprimida (SC), com faixa lateral inica (SSB) e com faixa lateral dupla
e portadora suprimida (DSB-SC). Uma abordagem sobre a modulagao linear, mais

detalhada do que a apresentada aqui, pode ser obtida consultando [37] e [3].

Gerador de
forma de onda

m mep1 (1) Amplificador sm(t) = mAp; (t)‘ r(t) m
> Receptor >
(Ganho A)

Figura 3.1: Diagrama de bloco de um sistema de comunicac¢oes usando modulacgao
linear.

No sistema de comunicagoes usando modulacao linear da Figura 3.1, a forma de

onda transmitida (ou o sinal modulado) é dada por
Sm(t) = Amei(t) ou s, = Amep,, (3.1)

onde A é o ganho em amplitude do transmissor e ¢;(t) é uma forma de onda com
energia unitaria que caracteriza o sinal da portadora de transmissao.

A Figura 3.2 apresenta uma interpretacao geométrica para o processo de recepcao de
um sistema de comunicacoes usando uma modulacao linear e um receptor de maxima
verossimilhan¢a que, no caso particular de um ruido AWGN (representado pelo vetor
n), calcula m como sendo o valor que minimiza |r — s;|. Observe que tal modulagao
pode ser interpretada, geometricamente, como uma curva no espaco Euclidiano, no caso
a reta associada ao eixo z variando de —A a A. Além disso, na recepcao, a obtencao
da estimativa m esta relacionada a uma projecao do sinal recebido r sobre a curva

associada a modulacao, isto porque

min|r—s;| = (r—sy) s, =0 = (r—Anhg,) ¢,=0 = m:%.
(3.2)

Com o intuito de comparar o desempenho da modulacao linear com o desempe-
nho das modulagoes nao-lineares propostas no presente capitulo, neste momento serao
apresentados alguns parametros de desempenho da modulagao linear que foram obtidos
de acordo com [18]. Neste caso, quando a func¢ao densidade de probabilidade a priori
da fonte de informacao for uniforme e independente do ruido do canal, pode-se obter,
com o auxilio de (1.37), (1.40), (1.41), (3.2) e lembrando que r = sy + n, que

A ny - No E

— ——— 2 -7 — L
Mg =—p, =5 e SNR = CSNR N2 (3.3)
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UP)

(m = —1) l (m=+1)

~A / ;\/—/\—A o

Sg = moAcp1 ‘P1

Figura 3.2: Rela¢oes geométricas de um sistema de comunicacoes usando uma modu-
lacao linear com uma tnica variavel aleatéria transmitida e um receptor de maxima
verossimilhanca.

onde F,, = A2m2 é a energia média do sinal s, e m2éa energia média de m.

Com isso, note de (3.3) que o €2 decresce com o aumento de A ou equivalentemente,
com o aumento da energia média de transmissao. Portanto, tal parametro influencia
no desempenho de uma modulacao linear e sera, convenientemente, chamado de fator
de expansdo, pois a variavel aleatéria m € [—1,1] é amplificada ou “expandida” para
o intervalo [—A, A] na transmissdo. Na proxima se¢do, serd mostrado um resultado
obtido em [18], no qual o fator de expansao esta relacionado ao comprimento da curva
associada & modulacao e influencia no desempenho de modulacoes nao-lineares, mais
precisamente no valor do €2, como acontece na modulacio linear.

Ainda segundo [18], quando a transmissdo é perturbada pela a¢do de um ruido
AWGN e p,, possui distribuicio Gaussiana e independente do ruido do canal, entao
pode-se obter de (1.37), (1.39) e (1.41) que

. r- E,, — m2 E,,
m = = , =————— ¢ SNR=1+—— =1+CSNR. (3.4
A B, +Ny/2 14+ 2F,,/No No/2 (34)

Neste caso, quando os dois sistemas de comunicagoes descritos em (3.3) e (3.4)

M
[\

sao comparados, pode-se verificar que a relacao sinal ruido é maior em (3.4) do que
m (3.3), principalmente, para valores baixos de CSNR.. Contudo, note que tal ganho é
conseqiiéncia do uso de um receptor MAP para obter (3.4) e, portanto, de um aumento
de complexidade quando comparado com o receptor de maxima verossimilhanca usado
m (3.3), que possui a vantagem de nao usar os valores de E,, e de N, para calcular a
estimativa m, pois estes geralmente nao sao determinados com facilidade.

Portanto, note que, quando a funcao densidade de probabilidade p,, é conhecida, e
este fato é usado no processo de recepgao (MAP), entdo o desempenho do sistema de
comunicacgoes usando a modulacao linear pode ser melhorado, mesmo que as custas de
um aumento de complexidade. De forma similar, serd mostrado na subsecao 3.3.3 que
este fato também é valido em sistemas de comunicacoes usando uma modulacao nao-
linear, e, por essa razao, esse ganho de desempenho deve ser considerado e analisado

nas modulacoes nao-lineares, com o intuito de melhorar seus desempenhos.
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3.3 Modulacao Nao-Linear

Na secao anterior, foi mostrado que sistemas de comunicacoes que usam uma mo-
dulacao linear em conjunto com um receptor de maxima verossimilhanca produzem um
erro quadratico médio, (3.3), que pode ser reduzido, em geral, somente pelo incremento
da energia média de transmissio (E,,).

Contudo, sabe-se que, caso a modulacao nao seja necessariamente linear, entao é
possivel, sob certas condicoes, decrescer €2 para um dado m? sem incrementar E,,.
Em particular, varios esquemas de modulacoes nao-lineares tais como a modulagao
por pulso (PPM) e a modulacio em freqiiéncia (FM) podem produzir um €2 menor
do que o permitido pela modulagao linear. Entretanto, tal ganho possui, geralmente,
a desvantagem de aumentar a largura de banda de transmissao, quando comparada a
largura de banda utilizada pela modulacao linear.

Quando a interpretagao geométrica (1.36) é utilizada para representar as técnicas
de modulagao, a largura de banda de transmissao é, primeiramente, estimada pela
dimensao do sinal a ser transmitido, que, no caso, pode pertencer ao R". Contudo,
para que o valor da largura de banda de transmissao seja determinado de uma maneira
mais eficiente e precisa, deve-se realizar uma andlise espectral do sinal modulado s(t)
usando a transformada de Fourier. Entretanto, quando a modulagao é nao-linear, entao
o sinal s(¢) é uma fung¢ao nao-linear do sinal modulante m(t) e, geralmente, o espectro
do sinal modulado nao esta relacionado de uma maneira simples ao espectro do sinal
modulante; pelo contrario, sua determinacao é muito mais dificil do que a de um sinal
proveniente de uma modulagao linear.

Portanto, a obtencao de uma expressao precisa para a largura de banda de transmis-
sao de um sinal proveniente de uma modulagao nao-linear, cujo sinal modulador m(t)
seja qualquer, geralmente, nao é possivel. Por essa razao, optou-se por usar simulacao
computacional para determinar a largura de banda de transmissao das modulacoes
nao-lineares consideradas neste capitulo. Tal simulacao foi realizada com o auxilio da
transformada discreta de Fourier (DFT), pois nao foi possivel usar aproximagoes do
sinal modulado para desenvolver uma expressao analitica que descrevesse a analise es-
pectral do sinal, como usualmente ¢é realizado para algumas modulagoes nao-lineares
conhecidas, como por exemplo as modulagoes em fase (PM) e em freqiiéncia (FM).

De acordo com os propositos deste capitulo, o primeiro passo para propor novas
modulacoes nao-lineares e analisar geometricamente seus desempenhos é identificar
quais sao os parametros geométricos que mais influenciam no desempenho dessas mo-
dulagoes. Para tanto, foi utilizada a interpretagio geométrica considerada em [18] e
descrita matematicamente por (1.36), pois a mesma possibilita o uso de conceitos da
geometria diferencial, tais como métrica e curvatura, como parametros geométricos de

desempenho das técnicas de modulacao.
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3.3.1 Consideracgoes geométricas

Como mencionado anteriormente, em [18| foi utilizada a interpretagdo geométrica
que associa modulacoes a curvas no RY para verificar que o elemento de comprimento
da curva pode diminuir o erro quadratico médio. Para mostrar tal fato, assuma que
a transmissao de s,,(t) esteja sujeita a acdo de um ruido suficientemente pequeno, de
maneira que s,, possa ser aproximado, com o auxilio da série de Taylor, da seguinte
forma,

Sm & sg + (m —mg)s;, com sy= % : (3.5)
m=my
onde s;, é a derivada de s, no ponto my. Neste caso, note que s, pode ser interpretada
como a reta tangente a curva s,, em sg.

A Figura3.3 ilustra a recepcao por méaxima verossimilhanga de uma modulagao
nao-linear usando essa aproximacao quando sy é transmitido. Nesse caso, observe que
o receptor obtém a estimativa m projetando o sinal recebido r na direcao do vetor
tangente a curva, s;. Como mencionado anteriormente, tal fato também ocorreu na
modulacao linear e serd matematicamente comprovado a seguir para uma modulacao

nao-linear.

: Tangente em sg

raio > 3\/./\T/2

Figura 3.3: Recepgao por maxima verossimilhanca de um sistema de comunicagoes
usando modulacao nao-linear quando o ruido de transmissao ¢ AWGN e suficientemente
pequeno.

Para tanto, quando sy é transmitido pode-se fazer uso da aproximacgao descrita em
(3.5) e do receptor de maxima verossimilhanga (1.40) para determinar 7 da seguinte

maneira:

() > pe(rlm) = ———ex (_'r‘sm2)> Lo (_ﬂ) N
pl‘ _pl' \/WO— p NO —\/WO p -/\[0

d
r—s;| <|r—s,| = m:n}riln|r—sm| = %|r—sm|:0 = (r—sy)s;=0

(r —50) -}
S5

= [r—so— (M —mg)syl-sp=0 = m=my+ (3.6)
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Para calcular €2(mg), o erro quadratico médio, dado que mg foi enviado, pode-se
usar a estimativa 7 obtida em (3.6) e o fato do ruido ser igual ao sinal recebido menos

o sinal transmitido, n = r — sy, como mostra a Figura 3.3, para se obter que

Poms) = Bllm ) = mo] = (o1E [( _)] e

sl

) )
2
_ Mo/ : (3.7)
S2(my)
onde S(m) ¢ o fator de expansao definido como
Som) 2 ||y e [21,1] (3.8)
- dm ’ ) ) .

que generaliza o valor do fator de expansao atribuido anteriormente para a modulagao
linear, S(m) = A, quando s,, = mAep;.

Entretanto, observe que o erro quadratico médio obtido em (3.7) depende da variavel
transmitida mg. Portanto, de acordo com (1.37), para obter €2, deve-se considerar todos
os possiveis valores de entrada, mg € [—1, 1]. Neste caso, existem duas situagoes: uma

quando o fator de expansio nao é uniforme (S(m) nio é constante), o que resulta em

=5 || - /p’”%f) i 39

1
e outra quando S(m) é uniforme, o que implica que

6_2—N0/2
= 52 .

Portanto, de (3.10), podemos observar que o fator de expansao influencia no de-

(3.10)

sempenho da modulacao, pois o erro quadratico médio é inversamente proporcional
ao quadrado de seu valor. Geometricamente, o fator de expansao estd associado ao

comprimento, I, da curva associada a modulacao, isto é,

25, caso S(m) seja uniforme,

1
L= / S| dim = fl S(m)dm, caso contrario. (3-11)

~1 -1

Por essa razio, quanto maior for o comprimento da curva, menor serd o € da
modulag¢do, como previsto em [18]. Além disso, note que o erro quadratico médio
obtido em (3.10) independe da fungiao p,,, fato que motivou [18] a pensar que um
fator de expansao uniforme minimizaria o erro quadratico médio produzido por um
receptor ML, quando p,, fosse escolhido o mais adversamente possivel. Contudo, tal
fato nao garante que nao seja possivel determinar condi¢oes apropriadas para S e p,,,

de maneira que o €2 obtido a partir de (3.9) seja menor do que o obtido em (3.10).
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Portanto, uma anélise mais detalhada de (3.9) deve ser realizada no intuito de res-
ponder ao seguinte questionamento: qualquer que seja p,,, pode existir uma erpressao
para S(m) de maneira que o valor de €2 obtido por (3.9) seja menor do que o valor
apresentado em (3.10)? Até onde é de nosso conhecimento, uma resposta para tal
questionamento é desconhecida. Responder a essa pergunta significa estudar se existe
uma relagao entre p,, e S(m), de tal forma que o sistema possa ser melhorado. A seguir
mostraremos que a resposta para esse questionamente é sim, existe um “casamento”

entre p,, ¢ S(m) de maneira que €2 seja menor do que (Np/2)/S>.

3.3.2 Casamento entre p,, e S(m)

Como mencionado anteriormente, existe uma relagao entre a fungao densidade de
probabilidade a priori p,, e o fator de expansao S(m) de uma modulagao nao-linear,
cujo objetivo é melhorar o desempenho dos sistemas de comunicacoes que satisfazem
essa relacao ou casamento.

Inicialmente, para determinar esse casamento entre p,, e S(m), considere que o erro
quadratico médio seja calculado usando (3.9) e que a fungao densidade de probabilidade

a priori e o fator de expansao sejam relacionados da seguinte forma
m = cS*(m), (3.12)

onde ¢ é uma constante de normalizacao determinada por
1
/cSQ(m)dmzl = =— (3.13)
21 [ S%(m)dm

Assim, se (3.12) e (3.13) forem substituidas em (3.9), entao o erro quadratico médio

proveniente desse sistema de comunicacoes é dado por

1
2= pmNO/2 /52 NO/Q m:2c./\/'0/2:1$. (3.14)

1 (m) [ S%(m)dm

-1

Como o objetivo é mostrar que o valor de €2, calculado por (3.14), é menor que o

encontrado em (3.10), considere a desigualdade de Schwarz

b 2 b b
/fgdm g/f2dm~/g2dm, (3.15)

com f = S(m) e g =1, para obter com o auxilio de (3.11) que
2 1

/S(m) dm | < 2/52(m) dm = /52(m) dm > L; =252 (3.16)
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Finalmente, aplicando (3.16) em (3.14), verifica-se que o erro quadratico médio

satisfaz a seguinte desigualdade

No/2
527
sendo que a igualdade ocorre justamente quando o fator de expansao é uniforme.

€< (3.17)

Portanto, comparando (3.17) com (3.10) concluimos que o erro quadratico médio
de um sistema de comunicagoes pode ser reduzido usando um receptor ML e energia de
ruido suficientemente pequena, desde que p,, satisfaca (3.12). Em outras palavras, um
fator de expansdo uniforme pode nio ser a melhor escolha para minimizar o €2, como
sugere [18], pois, dependendo da distribui¢ao de p,,, pode-se determinar um valor para
S(m) de maneira a diminuir ainda mais o €2. Além disso, é importante ressaltar que
este casamento entre p,, e S(m) pode ser realizado com o auxilio de uma mudanca de
variavel aleatoria ou, equivalentemente, por uma reparametrizacao da curva associada
a modulacao.

Com o intuito de exemplificar a diminuicdo do €2 em sistemas de comunicacoes
usando o casamento proposto em (3.12) quando comparados aos sistemas usando S(m)
uniforme, considere dois exemplos de sistemas de comunicagoes usando modulacoes
nao-lineares associadas & curva espiral de Arquimedes, cujo sinal modulado pode ser

expresso como

Sm = [mcos(2m|m|), msin(2w|m|)], m € [-1,1], (3.18)
e representado graficamente na Figura3.4(a). Devemos chamar a atencdo para o fato
de que tal esquema de modulagao havia sido considerado inicialmente em [19] e posteri-

ormente em [28], sendo que uma anéalise mais detalhada de seu desempenho é realizada

na subse¢ao 3.4.2.

1.6
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1.2

0.8

msin(27|m|)

0.6
0.4
0.2

-1 -0.5 0 0.5 1
m cos(2m|m)|) m

(a) Curva associada a modulagao. (b) Funcao densidade de probabilidade (p,,).

Figura 3.4: Um exemplo de modulagao nao-linear associada a curva espiral de Arqui-
medes.

Exemplo 1 Neste primeiro exemplo, sera calculado o desempenho de um sistema

de comunicacgoes cujo esquema de modulacao possui um fator de expansao uniforme.
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Neste caso, primeiramente, calculamos o fator de expansido com o auxilio de (3.8) e
(3.18), conduzindo a

S(m) = V1+4rw2m?, (3.19)

que no caso nao é uniforme. Em seguida, como o objetivo é obter um fator de expansao
uniforme, devemos reparametrizar a curva s,, dada em (3.18) pelo parametro s €

[—1, 1], com m = m(s), de maneira que

L 2
N ds=S(m)dm = ds= E\/l + 4m2m? dm, (3.20)
onde L é o comprimento da curva s,,, podendo ser calculado com o auxilio de (3.11),
que no caso particular dessa modulacao ¢ igual a 6.766.

Dessa forma, substituindo (3.20) em (3.10) e (3.11) obtemos que

L _ 2
S=5=3383 ¢ &= A{gé = 0.08738 Ny/2. (3.21)

Considerando que a variavel aleatoria s possua funcao densidade de probabilidade

uniforme, p, = 1/2, podemos obter que s2 = 1/3. Além disso, substituindo (3.20) em

(1.42) podemos obter que a energia média da modulagao é dada por
1 1
— 1
By = / |8 |*ps ds = 7 /mzx/l + 4m2m?2 dm = 0.476 . (3.22)
—1 —1

Os valores de CSNR e SNR podem ser obtidos pela substitui¢ao direta de (3.21) e
(3.22) em (1.41), como segue

0.476 3.815
SNR —
Ny, ¢ No/J2

Assim, com o auxilio de (3.23), o desempenho desse sistema pode ser medido pela

CSNR =

SNR = 16.038 CSNR. (3.23)

diferenca em dB entre SNR e CSNR, que nesse caso é de aproximadamente 12.0dB.

Exemplo 2 Neste exemplo seré considerado um sistema de comunicagoes cujo es-
quema de modulagdo usa o casamento entre p,, e S(m) proposto em (3.12). Ini-
cialmente, foi determinada a funcao densidade de probabilidade casada ao fator de

expansao com o auxilio de (3.19) e (3.12) como segue

3

_— 3.24
6 + 872 ( )

pm = c(1 +47*m?), com c =

Tal funcao densidade de probabilidade é representada graficamente pela Figura 3.4(b).
Em seguida, (3.19) e (3.24) foram aplicadas em (3.9) e (1.42) para obter que o erro

quadratico médio e a energia média desse esquema de modulacao sao dados por

_ 3 _ — 541272
¢ =33 0/2 e En=mt =i (3.25)
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respectivamente. Finalmente, aplicando (3.25) em (1.41) os seguintes parametros de

desempenho do sistema sao obtidos

5+ 1272 5+ 1272
CSNR = SNR = 2T
(15 + 20m )N, © 15No/2

SNR =2 (1 + %Wz) CSNR.
(3.26)

Assim, com o auxilio de (3.26) é possivel verificar que o desempenho desse sistema
¢ de aproximadamente 14.5dB. Tal desempenho esta de acordo com a desigualdade
(3.17), pois é 2.5dB maior do que o ganho do sistema de comunicagoes do exemplo
anterior que usa um fator de expansao uniforme.

Contudo, deve-se ressaltar que tal ganho nao esta associado apenas ao comprimento
da curva, mas também ao casamento que existe entre p,, e S(m), que pode ser interpre-
tado geometricamente com o auxilio da Figura 3.4. Neste caso, observe que o fator de
expansao dessa modulagao nao é uniforme, pois os pontos representados pelos simbolos
“quadrados” da Figura 3.4(a) estao associados a valores de m igualmente separados por
Am, porém, a diferenca de comprimento entre esses pontos nao é constante, sendo que
alguns estao mais proximos uns dos outros. Contudo, o casamento proposto faz com
que esses pontos mais proximos sejam aqueles menos provaveis de serem transmitidos,
como indica p,, na Figura 3.4(b), diminuindo assim o erro quadrético médio do sistema
de comunicacoes do Exemplo 2.

Os desempenhos dos dois sistemas de comunicacoes dos exemplos anteriores também
foram verificados usando simulagao computacional para construir as curvas de CSNR
versus SNR, apresentadas na Figura3.5. Em tal simulacao as variaveis aleatorias m
e n = [ng,ny] foram obtidas usando um gerador de ntimeros aleatorios baseado no
método da rejeicdo. Para obter informagao sobre esse método consulte [1]. Além disso,
cada um dos pontos das curvas simuladas foi obtido com o envio de aproximadamente
50 mil sinais aleatorios, o que garante uma confiabilidade satisfatoria dos resultados
encontrados pelo método de Monte Carlo. Com o intuito de comparar o desempenho
desses sistemas simulados com o sistema 6timo (1.43), foi tragada na Figura 3.5 a curva
OPTA, sendo que, quanto mais proxima estiver as curvas de desempenho simuladas
dessa curva OPTA, melhor serd o desempenho do sistema.

Além disso, analisando mais detalhadamente a Figura 3.5, é possivel constatar que
as aproximacoes (3.21) e (3.25) para o €2 dos sistemas de comunicaces considerados
podem ser aplicadas para medir seus desempenhos. Contudo, como esperado, tais apro-
ximagoes sao validas apenas quando a energia do ruido for suficientemente pequena,
no caso do exemplo, para valores de CSNR maiores do que 18 dB, pois, nessa situacao,
as curvas de desempenho estimadas por essas aproximacoes estao muito proximas das
curvas obtidas por simulagao.

Neste momento, cabe chamar a atencao para o fato do casamento proposto em

(3.12) ter levado em considerac¢ao apenas o valor do erro quadratico médio. Contudo,
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Figura 3.5: Exemplos de curvas de desempenho calculadas usando fatores de expansao
uniforme e nao uniforme em uma modulagao nao-linear associada a curva espiral de
Arquimedes.

quando se analisa o desempenho de um sistema de comunicacoes deve-se considerar
também os valores da energia média de transmissio e de m2, ou mais geralmente o
valor da diferenca em dB entre CSNR e SNR. Portanto, propomos um novo casamento
entre p,, e S(m) cujo objetivo é maximizar tal diferenca. Para tanto, as equagoes
(1.41), (1.42) e (3.9) foram usadas para obter que

2m2

SNR - CSNR = 10log,

1
E,, [ 1/52(m)py, dm
21

1
2 [ m*p, dm
1

1 1
[ I8ml?pm dm - [ 1/S2(m)p,, dm
S “1

onde a multiplicacao por 2 no numerador decorre da dimensao do espaco no qual a curva
associada a modulacio est4 imersa, no caso considerado o R?2. Em outras palavras, essa
multiplicacdo no numerador de (3.27) deve ser por N, caso a curva pertenca ao R,
Entretanto, determinar uma relagao entre p,,, S(m) e m de maneira que o desem-
penho descrito em (3.27) seja méaximo, em geral, ndo é tao imediado. Porém, para

alguns casos particulares, como por exemplo, quando o fator de expansao for uniforme,
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é possivel considerar que p,, = ¢/|s,,|?, onde ¢ é uma constante de normalizagao, para
minimizar a energia média de transmissdo. Além disso, caso S(m) ndo seja uniforme,
deve-se utilizar p,, como definido em (3.12) para minimizar o erro quadratico médio

ou, dependendo do caso, utilizar a desigualdade de Schwarz (3.15) com f = |s,,|\/Pm
e g = \/Pm/S(m) para obter

1
2 [ m*p, dm

, (3.28)

1
1 2
|Sm|
d
/ S(m)?m "
L \—1

em seguida, usar novamente a desigualdade de Schwarz em (3.28), porém com [ =

‘j,;n—;\(/g e g = m+/Pm, para determinar que

SNR—CSNR > 10logy, | — ) (3.29)

e, finalmente, para minimizar o denominador de (3.29), a seguinte relagao entre a
funcao densidade de probabilidade a priori e o fator de expansao deve ser satisfeita
D = cm, (3.30)
S |?
onde ¢ é uma constante de normalizacao.

Note que, se o casamento proposto em (3.30) for aplicado no sistema de comunica-
¢oes do Exemplo 2, entdo o desempenho obtido é o mesmo, pois, nesse caso |s,,|? = m?,
o que implica em p,, = ¢S?(m), como realizado anteriormente no referido exemplo.
Contudo, quando o desempenho do sistema de comunicacoes do Exemplo1 é compa-
rado ao desempenho de um sistema de comunicac¢oes usando o casamento (3.30) e um
fator de expansao uniforme, entao o resultado obtido neste tltimo caso é melhor, como

mostra o proximo exemplo.

Exemplo 3 Neste exemplo sera calculado o desempenho de um sistema de comuni-
cagoes cujo esquema de modulacao esta associado a curva espiral de Arquimedes com
fator de expansao uniforme e funcao densidade de probabilidade a prior: satisfazendo
(3.30). Para tanto, considere a mesma reparametrizagdo indicada em (3.20) e, por-

tanto, o mesmo fator de expansao indicado em (3.21). Assim, com o auxilio de (1.41),
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(1.42) e (3.9), os seguintes parametros de desempenho do sistema sdo obtidos:
€2 =0.0659Np/2, m?=0.4803, E,, =0.6275, e SNR =23.22CSNR.

Portanto, verifica-se que o desempenho desse sistema de comunicacoes é de aproxi-
madamente 13.7dB, que é 1.7dB melhor que o desempenho do sistema do Exemplo 1,

como prevé a desigualdade (3.29).

3.3.3 Uma aproximacio para o ¢ usando um receptor MAP

Nesta subsecao, desenvolveremos uma aproximacao para o erro quadratico médio
de um sistema de comunicacoes transmitindo uma variavel aleatoria Gaussiana m de
média nula e variancia 0 = m2, sujeito a acdo de um ruido AWGN de energia No/2
em cada uma das N dimensoes, usando um receptor MAP e uma modulacao nao-linear
cujo sinal s, sera aproximado por (3.5) no processo de recep¢ao.

Para tanto, considere o receptor MAP descrito em (1.39) para determinar a seguinte

regra de decisao

P (1) (x[i2) = pp (m)pe(rjm) =

2 sy 2 _lr=sm?
L (e, L) L) L (RT)
V2o (mNo)N/2 T\ 2mo (mNo)N/2
o fresalt omt fresalt
202 NO — 202 ./\[0
m? v —s,|?
n = i —_— —— 5. 3.31
" mg(lirllg) {202 * M } (3:31)

Portanto, a expressao para 1 é obtida a partir da derivada de (3.31) igualada a

zero e com o auxilio da aproximacao (3.5), o que resulta em
mNy —20%(r —s,,) s, =0 =  mNy—20%(r —sg) -8y +20%(m—mp)[sh]> =0 =

__20%[(r—s0) s} + molsp|’] (3.32)
No + 202|sp|?

Para calcular €2(my), o erro quadratico médio dado que my foi enviado, pode-se
usar a estimativa 1 obtida em (3.32), o fato de o ruido ser igual ao sinal recebido
menos o sinal transmitido (n = r —sg) e o fato de que n-s{/|sy| € uma componente do
ruido AWGN em uma tnica dimensdo com média nula e energia Ny/2, para verificar

que

_ X 202(r — s9) - s — moNp \
Ez(mo) = E[(m—m)2|m:m0]:E [( NO<£20_20|S,0|2 0 0) |m:m0]

_ N2 sl moNG (3.33)
(Mo + 202]s(]2)*




3.3 Modulagao Nao-Linear 73

onde E[-] & o operador esperanga medido para todos os possiveis valores recebidos r,
quando sj é transmitido.

Observe que o erro quadratico médio obtido em (3.33) depende da variavel my.
Assim, para encontrar o valor do €2 para o sistema considerado, deve-se calcular a
média dos valores de €2(my) para todos os possiveis valores de mg € [—1, 1], isto é,

— 204|sp|? + miNy 2045% + 02N, o’ Ny m2Ny /2
e =E|N, 5| =M 5 = o s — ,
(No + 202|s(|?) (No + 20252) No + 2028 m252 + Ny/2
(3.34)

no qual foi considerado um fator de expansao uniforme (independente do valor de my).

além disso, ressaltamos que a estimativa (3.34), para o €2 usando um receptor MAP,
nao havia sido obtida anteriormente.

Para uma melhor anélise dos desempenhos das modulacoes nao-lineares, sao apre-
sentadas a seguir algumas relacoes entre os parametros de desempenho SNR e CSNR
de sistemas de comunicacoes que fazem uso de modulacoes lineares ou nao-lineares e
receptores MAP ou ML. Para tanto, foram utilizadas as equacoes (1.41), (3.3), (3.4),
(3.10) e (3.34) com fator de expansiao uniforme e N'= N - Ny/2, onde N é a dimenséao

do espaco que contém a curva associada a modulacao, para obter as seguintes relacoes

SNR = N -CSNR, modulagio linear e receptor ML (3.35a)
Nm?S? L
SNR = ?CSNR, modulacao nao-linear e receptor ML (3.35b)
SNR = 1+ N-CSNR, modulacao linear e receptor MAP (3.35¢)
Nm2S? .
SNR = 1+ ?CSNR, modulagao nao-linear e receptor MAP (3.35d)

3.3.4 Influéncia da curvatura no projeto de modulacoes

Analisando o desempenho dos sistemas de comunicagoes com o auxilio das rela-
¢Oes apresentadas em (3.35), é possivel verificar que o uso de uma modulagio linear
(E,, = 5?m?2) em RY produz um ganho, SNR = 1 + N CSNR, diretamente proporci-
onal a N, porém muito abaixo do ganho esperado pelo limitante superior (1.43), que
aumenta exponencialmente com a dimensao N. Portanto, o uso de modulagoes nao-
lineares demonstra ser uma alternativa para melhorar o desempenho dos sistemas de
comunicagoes, como constatado nos exemplos de modulacoes nao-lineares considerados
anteriormente usando a curva espiral de Arquimedes.

Sabendo que a curvatura esta associada a variacao do vetor tangente de uma curva,
entdo a curvatura de uma modulacao linear é nula. Neste caso, é possivel afirmar
qualitativamente que, se o desempenho de um sistema de comunicagoes pode ser me-

lhorado usando uma modulagao nao-linear e, como a curva associada a essa modulacao
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possui curvatura diferente de zero, entao a existéncia de curvatura pode influenciar no
desempenho do sistema de comunicagao.

Contudo, antes de quantificar a influéncia da curvatura no projeto de modulacoes,
é necessario introduzir o conceito de erro de ponto inicial (threshold) definido em [18].
Para tanto, considere inicialmente a modulagao linear apresentada na Figura (3.6(a)),
com sg transmitido e r recebido. A Figura3.6(b) exemplifica o processo de demodulagao
usando um receptor ML considerando que o sinal r pertenca a um dos circulos ¢;, ¢y
ou ¢z, que caracterizam a regiao de acao de um ruido AWGN com diferentes valores de
energia média. Neste caso, note que o receptor determina trés regioes para os possiveis

valores de m, sendo cada uma delas associada a um dos circulos considerados.

e L NF - N

/e, 7 y :

;e ’\//n{. Y $1 : L

1 R e Ll gy
m=—1 Vo S0 s g m=1 Lo s

Nl Ly ) L L ) m

N - e T - ' -
Sel -7 m=—1 m =0 m =1
(a) Exemplo na modulacao linear. (b) Possiveis valores para m.

Figura 3.6: Interpretacao geométrica do erro de ponto inicial em uma modulacao linear
sob a acao de um ruido AWGN.

Em seguida, considere a modulagao nao-linear ilustrada na Figura 3.7(a), também
com sy transmitido e r recebido. Nesse caso, observe que o comprimento da curva
associada a uma modulacao nao-linear, em geral, ¢ maior do que o comprimento da
reta associada a uma modulacao linear de mesma energia média. Contudo, caso a
energia de ruido nao seja suficientemente pequena, entao esse aumento de comprimento
das curvas associadas as modulagoes nao-lineares pode causar um novo tipo de erro
na recepcao, o erro de ponto inicial. Isto porque, com o aumento do comprimento da
curva, alguns sinais transmitidos que estao mais afastados em termos do comprimento
da curva deveriam estar se distanciando, contudo, tendem a se aproximar cada vez
mais, causando uma espécie de “confusao” no receptor. Esse fato ficard mais claro no
decorrer desse capitulo, porém, é relevante ressaltar que tal erro é certamente o principal
responsavel por impedir que o comprimento da curva seja aumentado indefinidamente
dentro de uma regiao limitada com o objetivo de melhorar o desempenho da modulacao.

O erro de ponto inicial em modulagoes nao-lineares pode ser interpretado geome-
tricamente com o auxilio da Figura 3.7 da seguinte maneira: caso o sinal recebido r
pertenca a regiao delimitada pelo circulo c¢;, entao o receptor determinard um tnico
intervalo na vizinhanca de m = 0 para os possiveis valores de m, Figura3.7(b); caso
contrario, se r pertencer as regioes limitadas pelos circulos ¢y ou c3, entao o receptor
indicard um conjunto de intervalos para os possiveis valores de m que, necessariamente,
nao estao proximos da vizinhanca de m = 0. Em outras palavras, o fato do receptor

estimar valores de m muito diferentes do enviado mg, quando a energia de ruido é
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(a) Exemplo na modulagdo nao-linear. (b) Possiveis valores para m.

Figura 3.7: Interpretacao geométrica do erro de ponto inicial em uma modulagao nao-
linear sob a acao de um ruido AWGN.

“insuficiente” para isso, é que caracteriza a confusao do receptor de nao identificar com
precisao qual foi o ponto inicial transmitido. Portanto, esse erro pode aumentar sig-
nificativamente o erro quadréatico médio e, conseqiientemente, diminuir o desempenho
do sistema, uma vez que, do ponto de vista do sistema de comunicacoes, é como se a

energia do ruido fosse aparentemente maior do que é realmente.

Com isso, pode-se afirmar que, caso a energia de ruido seja suficientemente pequena,
entao é possivel desprezar o erro de ponto inicial e o desempenho da modulacao nao-
linear supera o desempenho da modulacao linear, pois o fator de expansao aumenta,
o que implica em um €2 menor. Contudo, caso a energia média do ruido seja grande
a ponto do erro de ponto inicial ser significativo, entao o desempenho da modulacao
nao-linear pode cair rapidamente, atingindo valores inferiores ao da modulacgao linear,

como serd mostrado nos exemplos considerados na subsecao 3.4.

Além disso, é interessante observar que, para a modulacao linear nao ha erro de
ponto inicial. Este fato serd associado a seguir com o valor da curvatura da curva

associada a modulacao, que, no caso da modulacao linear, é nula.

Para medir a influéncia da curvatura no projeto de modulagoes, considere que a
Figura3.8(a) represente uma modulagao linear e a Figura3.8(b) uma modulacdo nao-
linear, ambas sob a acao de um ruido AWGN. Além disso, considere que os circulos
apresentados nessas figuras sejam interpretados como a regiao de agao do ruido dado
que os sinais S,,,_,, Sy, € Sy, onde m;_; = m; — Am e m;y; = m; + Am, possam
ser transmitidos. Assuma também que o fator de expansao é uniforme em ambas as
modulacoes, o que implica que a diferenca de comprimento entre os sinais é igual a As =

SAm. Portanto, fazendo uso de tais consideragoes, é possivel realizar uma comparacao
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geométrica entre essas duas modulagoes e verificar que a distancia Euclidiana (Ad)
entre os sinais da modulacao nao-linear é, em geral, menor do que a mesma distancia
na modulagao linear. Tal idéia pode ser melhor compreendida verificando que na
modulacao nao-linear existe uma regiao de intersecao entre os circulos, fato que nao

ocorre na modulagao linear, ou simplesmente notando que Ad < As na Figura3.8(b).

Sm; v Smi

(a) Modulagao linear (k = 0). (b) Modulacao nao-linear. (c) Ad, As e Aa..
Figura 3.8: Analise da influéncia da curvatura na modulacao s,,.

Em outras palavras, pode-se verificar da Figura 3.8, que quando o ruido for AWGN e
o receptor for ML, entao o erro de ponto inicial é influenciado pela distancia Euclidiana
entre os sinais. A seguir, serda mostrado que tal distancia diminui na modulacao nao-
linear por causa do valor de sua curvatura, sendo portanto essas modulacoes mais
sujeitas a acao do erro de ponto inicial.

Geometricamente, a curvatura esta relacionada com a variacao do vetor tangente a
curva associada a modula¢ao ou, mais precisamente, com a variagao do angulo de s,

por comprimento da curva. Neste tltimo caso, a curvatura pode ser definida como

A
= I, 5 630

/

onde A« é a variagao do angulo de s/ ,

como ilustra a Figura3.8(c). Além disso,
dependendo da parametrizacao da curva associada a modulacao, parametrizada pelo

comprimento de arco (p.p.c.a, |s.| = 1) ou nao, a curvatura pode ser calculada por

ko= s, (p.p.c.a) ou (3.37a)
AN/} _ ! N
— ; /«?252 : ;9)2;]1(3/2), (caso contrario). (3.37b)
§1)7 4+ (Sy

Entretanto, para mostrar a influéncia da curvatura, nao podemos utilizar a apro-

ximagao (3.5), pois ela é de primeira ordem e k envolve uma derivada segunda de s,,.
Portanto, faz-se necessaria a utilizacao de uma aproximagcao para s,, de ordem maior,
como a indicada em [25|, onde a série de Taylor foi utilizada para realizar uma aproxi-
macao de terceira ordem da curva associada a uma modulagao com fator de expansao

uniforme. Tal aproximacao é expressa em fun¢ao de sua curvatura da seguinte forma

N S
Sm — So = AS—E(AS) : §<AS) +E<AS) : (3.38)
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onde As = S Am. Como o interesse é medir o quanto a distancia entre os sinais diminui
de uma modulagao nao-linear para uma modulagao linear, a equagao (3.38) foi usada

com Ad = |s,, — sg| para obter a seguinte relacao

Ad k2 kk! ()2 + k*
_ _ 2 _ 3 N/
i \/ 1= 5 (A8)2 4 == (As)? 4

5 ; (As). (3.39)

Portanto, além da verificacao geométrica realizada com o auxilio da Figura 3.8,
¢ provado matematicamente a partir de (3.39) que, se a curvatura for zero, entdo
Ad = As. Contudo, se a curvatura for diferente de zero, entao localmente Ad < As,
quando As — 0, condi¢do na qual a aproximagao (3.38) é bem definida.

Uma outra expressao matematica que descreve Ad/As em fungao da curvatura pode
ser obtida usando a lei dos senos na Figura 3.8(c), a aproximacao sin(6) ~ 6 — 6%/6 e
a definigao (3.36) para obter que

Ad sin(Aef2) o (Ba)” | K\ e (3.40)

As  Aaj2 12 12

Assim, de (3.39) e (3.40), é possivel novamente concluir que a curvatura influencia
no desempenho dos sistemas de comunicagoes, pois se k # 0, entao Ad < As, o que
propicia a ocorréncia de erro de ponto inicial. Contudo, a perda de desempenho decor-
rente da existéncia de erros de ponto inicial, geralmente, é compensada pela diminuicao
da energia média ou pelo aumento do fator de expansao propiciado pelo uso de uma
modulacao nao-linear. Entretanto, se o valor de k for suficientemente grande, a ponto
da distancia entre quaisquer dois sinais sg e s1, com mg > my, diminuir ou até chegar
a zero em um ponto de intersecao, entao o erro de ponto inicial pode aumentar de ma-
neira significativa, aumentando o erro quadratico médio e prejudicando o desempenho
do sistema de comunicagoes. Por este motivo, a seguir serd determinado um limitante
superior para o valor da curvatura em funcao do ruido do canal de transmissao, de
maneira que o erro de ponto inicial seja aceitavel.

Para obter tal limitante, considere que as estimativas m sao obtidas usando uma
recepcao de maxima verossimilhanca sob a acao de um ruido AWGN, isto é, m sao
solucoes do problema de minimizar |r — s,,|. Além disso, é interesse desse capitulo
analisar a relacao entre curvatura e erro de ponto inicial. Para isso, é necessario definir
o conceito de “estabilidade” de m associada ao seguinte problema: para quais valores
recebidos r a estimativa m continua sendo a melhor solucao para esse problema de
otimizacao? Em outras palavras, quais sao os valores de r que podem ser estimados
por um mesmo valor m de maneira que o receptor nao cometa erro de ponto inicial?
Neste caso, tal estabilidade pode ser calculada pela determinacao da condicao suficiente
para que m continue sendo um ponto de minimo local de [s; — r|, ou, no melhor dos

casos, que seja o0 mais proximo de r.
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Geometricamente, o conceito de estabilidade associado a determinacao da estima-
tiva m pode ser interpretado com o auxilio da Figura3.9. Neste caso, os possiveis
valores de r que sao estimados por um mesmo valor de m sao representados pelas
linhas tracejadas associadas aos valores de m. Tal fato decorre do problema de otimi-
zagao considerado, cuja solucao deve satisfazer (s; —r) - s, = 0, implicando que tais

retas podem ser parametrizadas por
r =sy; + hn, (3.41)

onde 77 é o vetor normal & curva s,, no ponto m e h é a variavel de parametrizacao da
reta.

Com isso, note que, quando a modulacao é linear, essas retas nao se intersectam,
vide Figura3.9(a), implicando que existe apenas um valor de m para todo valor r
recebido em sua correspondente linha tracejada. Contudo, caso a modulagao seja nao-
linear, as linhas tracejadas se cruzam e esses pontos de intersecao gerados caracterizam
mais que um valor para m que podem ser demodulados para o mesmo valor de r, fato
que ¢é indesejavel, veja Figura3.9(b) na proximidade de m = —0.5. Portanto, quando
a modulacao é nao-linear, tal fato pode propiciar erros de ponto inicial dependendo do

valor da energia média de ruido.

I
I
]
Regiao de erro / o ! [N N
. , I N
de ponto inicial s, h |
I
I

(a) Em uma modulacéo linear. (b) Em uma modulagdo nao-linear.

Figura 3.9: Exemplos de aplicacoes do conceito de estabilidade em modulagoes.

Dessa forma, a estabilidade da modulagao pode ser medida em funcao do parametro
h de cada uma das linhas tracejadas, equacao (3.41), associadas a um determinado valor
de m, como ilustra a Figura3.9. Note que, no caso da modulacao ser linear, h varia
de —oo a oo. Contudo, quando a modulacao é nao-linear, tal parametro pertence a
um intervalo mais restrito, que depende da curvatura da modulacao, como mostrado a
seguir.

Para tanto, considerando um receptor de méxima verossimilhanca, pode-se obter

que m é um ponto de minimo local de |r — s,,| se satisfaz

S5

4 (85 —1)-sl, >0, quando (sz —r1)- s, =0. (3.42)

m
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No caso particular em que a modulacao possua fator de expansao uniforme, entao

si, - sl = 0 e a componente (s; — r) ¢ paralela a s, pois, segundo (3.42), essa

!
m?

componente é ortogonal a s/ , veja representacao na Figura3.10(a). Assim, com o

auxilio de (3.41), a condigao descrita em (3.42) pode ser reescrita como

=

! 1
TS,AS|’2”>O = 1-hk>0 = h<E’ (3.43)

sL|>+hit-slh >0 = 1+h

m

onde 7 o vetor normal dado por [sh, —s)], k é a curvatura de s,, dada por (3.37b) e
h pode ser obtida de (3.41) e da aproximacao (3.5) como sendo aproximadamente a

projecao do ruido n na dire¢ao de s/, isto &,

h~n-—%. (3.44)

Sm —i —o.é 0 0.5 1
(a) Exemplo de recepgio. (b) Exemplo de estabilidade na parabola.

Figura 3.10: Uma relacao geométrica entre estabilidade e curvatura (k = 1/R) em uma
modulacao nao-linear, s,,.

Neste caso, note que, se o ruido ¢ AWGN com densidade de poténcia Ny, entao h é
aproximadamente uma variavel aleatoria Gaussiana com média nula e variancia Ny/2.
Além disso, o valor 1/k é conhecido como raio de curvatura R, e, portanto, para que
m seja um minimo local, A deve ser menor do que o raio de curvatura da curva.

Com isso, observe que a condigao apresentada em (3.43) representa um limitante
superior para o parametro h definido em (3.41). Contudo, tal limitante garante apenas
que m seja um minimo local, podendo existir outros minimos locais que sao mais
proximos de r e causar um erro de ponto inicial. Entao, para evitar tal erro deve-se
restringir o limitante superior para

h < min {%} (3.45)

me(—1,1)

Finalmente, pode-se usar (3.44) e (3.45) para projetar geometricamente uma mo-
dulacao com tolerancia satisfatoria ao erro de ponto inicial, caso o raio de curvatura

seja sempre menor ou igual a energia média de ruido por dimensao (Ny/2).
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Para exemplificar o conceito de estabilidade descrito anteriormente e o uso do li-
mitante (3.45), considere um esquema de modulagdo cuja curva associada seja uma

parabola s,, = [m, m?], Figura3.10(b). Neste exemplo, a curvatura calculada com o
auxilio de (3.37h) é dada por

2

k(m) = AT e (3.46)

Assim, de (3.45) e (3.46), verifica-se que a condigao de estabilidade é satisfeita
quando h < 1/2. Portanto, caso o ponto so = [0, 0] seja enviado e a norma do vetor
ruido, |n|, seja menor do que R = 1/2, entdo o receptor identifica apenas um minimo
local de |r —s,,| na vizinhanga de sy. Contudo, quando h =1 > 1/2 = R, caso em que
n seja por exemplo [0, 1], entdo o receptor comete erro de ponto inicial, pois identifica
trés minimos locais: s(—?), s(0) e s(g), com distancias ?, le @ em relagao a r,
respectivamente.

Uma andlise geométrica do parametro h pode ser realizada através da curva e, (m) =
S, + h1, pois dependendo do valor de A, principalmente se o mesmo variar com m,
¢ possivel associar tais curvas a um limiar de ocorréncia do erro de ponto inicial. A
Figura3.11 apresenta algumas dessas curvas para alguns valores de h quando s,, ¢é
uma parabola. Neste caso, quando h > 1/2 a curva possui auto-interse¢ao, mostrando
a existéncia de uma regiao delimitando pontos de recepcao que possivelmente estao

sujeitos a erros de ponto inicial.

=S, + h1l

en(m)

Figura 3.11: Exemplos de curvas e,(m) = s,, + hii da pardbola s,, = [m, m?] quando
Ih| =0, 0.25, 0.5 e 0.75.

Portanto, o valor da curvatura deve ser levado em consideracao no projeto das

modulagoes, pois, caso seu valor seja grande, entao a energia de ruido deve ser sufi-
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cientemente pequena para garantir que os erros de ponto inicial nao influenciem no

desenvolvimento do sistema.

3.3.5 Uma expressao para p,,, em funcao de S e de k

Nesta subsecao, serd obtida uma expressao para a funcao densidade de probabili-
dade de 1 dado que my for transmitido, pyjm,, em funcao do fator de expansao (5) e
da curvatura (k) da curva associada a uma modulac¢ao nao-linear. O conhecimento de
Prjmo € de grande importancia para a anélise de desempenho dos sistemas de comu-
nicacoes, pois tal distribuicao pode ser usada para auxiliar no calculo tedrico do erro
quadratico médio definido em (1.37). A relevancia da obtencio do valor teérico de €2 é
verificada quando o mesmo é comparado com o valor aproximado de €2 obtido em (3.7)
e que nao leva em consideragao o erro de ponto inicial (ou a curvatura da modulagao),
pois, em tal aproximacao, foi considerado um ruido suficientemente pequeno em (3.5)
e, portanto, na vizinhanca do sinal transmitido so. Além disso, pode-se usar pym,, para
caracterizar a agao de um ruido aditivo em espagos mais gerais do que o Euclidiano
(k = 0), mais precisamente o espaco dos sinais cuja métrica é induzida pela curva
associada a uma modulag¢ao nao-linear. Tal fato estd associado a dependéncia de pyjm,
as curvaturas (k) e as métricas (S) das curvas associadas as modulagoes consideradas
neste capitulo.

Daremos uma atengao especial a determinagao de pym,, para modulagoes nao-
lineares, pois, no caso de uma modulagao linear, tal distribuicao pode ser obtida facil-
mente, pois, quando um sistema de comunicacoes usa uma modulacao linear com fator
de expansao A e esta sujeito a acao de um ruido AWGN com densidade espectral de
poténcia Ny/2, entao pode-se verificar de (3.2) que py possui distribuigdo Gaussiana
com média mg e variancia Ny/(24?). Isto porque, na saida do receptor, 1 assume o
valor mg + ny /A, onde ny é a projecao do ruido na dire¢ao de ¢5.

Contudo, quando se considera uma modulacao nao-linear, geralmente, a relacao
entre m e mq deixa de ser linear e muitas vezes dificil de ser expressa analiticamente,
comprometendo assim a obten¢ao de p,j;,,. Para amenizar tal problema foi utilizado
um artificio mateméatico (uma mudanga de variaveis aleatorias conveniente) que possi-
bilitou expressar p; em funcao do ruido do canal de transmissao, do fator de expansao
e da curvatura da curva associada a modulacao.

Com o intuito de caracterizar a mudanca de varidveis citada anteriormente, con-
sidere inicialmente que o ruido seja aditivo, isto é, o sinal recebido é igual ao sinal
enviado mais o ruido do canal, r = sy +n. Além disso, caso o receptor seja de méxima
verossimilhanca, entdo a estimativa m satisfaz (r —s;) - s, = 0 e o vetor (r —sy) ¢
normal & curva, podendo ser escrito da forma r = s + hfi, como indica (3.41). Por-

tanto, fazendo uso desses resultados, é possivel expressar a mudanca de variaveis da



82 Analise da Curvatura de Modulagoes Nao-Lineares

seguinte maneira,

n=s; —so+hi, = {nl}:{sl}—{sl(0>}+ﬁ{ & ] (3.47)

o S s2(0) S| =5

onde 77 & o vetor normal da curva s,, em m = m, h é a variavel aleatoria continua
citada anteriormente e S é o fator de expansao.

Em outras palavras, a equacao (3.47) expressa variaveis aleatorias do ruido (n; e
ny) em fungdo das variaveis aleatorias m e h. Como a densidade de probabilidade
do ruido é geralmente conhecida (p,), entao pode-se usa-la para obter a densidade
de probabilidade conjunta de 7 e h por ps, = pn|J|, onde |J| é o Jacobiano dessa

mudanca de variareis. Neste caso, podemos obter que o Jacobiano é dado por

" / T 7

/
ddzl Cfﬁl s—; sy +h %2 — %(5'1 + 55)
m i i
|J| = det = det =S(1+hk),
dny dng sy s s |
T A

(3.48)

onde k é a curvatura da curva s,,, definida em (3.37b).
Assim, para o caso particular em que o ruido do canal de transmissao é AWGN,
pode-se usar a mudanca de variaveis (3.47) e seu correspondente Jacobiano (3.48) para

determinar que a funcao densidade de probabilidade conjunta de m e h é dada por

1 In|? 1 S — s + hii|?
= L = — 1 : 4
Pini = —7 eXp ( N ) || N exp ( N S(1+hk). (3.49)

Para obter a distribuicao de pym,, deve-se integrar p;;, em funcao de h, para h

variando de h; a ho,

1-— kf(Sm —So) 'ﬁeXp (_|(S7§1 —SQ) .

_5 Sl (rf—rf)—i—ﬁ( —ey)
pm\mo—Q SN, SZN, eriy — erty 7r61 €2)1

(3.50)
onde

e~—exp< |Sm_so+hiﬁ‘2) e erf—erf(hi—usm_so)'ﬁ
(2 - NO T /N—O )

com

2 x
erf(x) = NG /et2 dt.
0

Portanto, como proposto, o valor tedrico de pym, foi expresso em funcao do fator
de expansao () e da curvatura (k) da modulac¢do. Além disso, deve-se ressaltar que o

resultado obtido em (3.50) é valido mesmo que o fator de expansao S nao seja uniforme.
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A fim de determinar os limites h; e hy deste resultado, considere que h delimita
o conjunto de valores de r que sao mais proximos de s; do que de qualquer outro
valor de s,,. Tal conjunto de pontos serd chamado de regiao de decisao, R,,, para
cada valor de m, e serd melhor entendido com o auxilio dos exemplos apresentados a
seguir. Contudo, o valor de h, geralmente, nao deve variar de —oo a oo, senao alguns
sinais que nao deveriam ser decididos por m sao computados no calculo dessa integral,
principalmente, aqueles pontos que caracterizam erros de ponto inicial no processo de
recepcao.

Com o intuito de exemplificar a validade da densidade de probabilidade expressa
em (3.50), considere uma modulagao linear s,, = Am¢p,, na qual os limitantes de h sao
dados por hy = —00 e hy = 0o como ilustra a Figura3.9(a), para obter

o _ 5 _|(Sm—50)'s%z\2) k(s — ).
pm|m0 - \/WOGXP ( S2N0 (1 l{?(Sm So) n), (351)

mas como k =0 e S = A na modulacao linear, entao este resultado pode ser reescrito

A A2<m — m0)2
Priyme = \/TWOQXP —T )

que como esperado é a densidade de probabilidade Gaussiana com média mg e variancia
o2 = No/(2A%), pois € = (1 —my)? = 0% = Ny/(242%). Neste caso, note que esse
resultado obtido esta de acordo com (3.3).

como

A seguir, apresentamos um outro exemplo de aplicagio da expressao (3.50), s0
que agora considerando uma modulacao nao-linear cuja curva associada é a parabola,
S, = [m, m?], abordada anteriormente. Neste caso, inicialmente, deve-se determinar os
valores de hy e hy estudando as regioes de decisao representadas pelas retas tracejadas
da Figura3.12 que sao associadas aos valores de r e sao estimados pelo mesmo valor

de m.

Figura 3.12: Exemplos de regioes de decisao, R,,, para a pardbola quando mgy = 0.

Assim, com o auxilio da Figura 3.12, note que, devido & simetria da modulacao em
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~ . — e g ~ .~ . , . . .
relacao ao eixo oy, pode-se dividir a recepgao em duas regioes, isto ¢, os sinais recebidos
com z > 0 (z < 0) sempre sao estimados para valores de m > 0 (m < 0). Com base

neste fato, é possivel usar (3.41) e determinar que

VIFam?
hy = —% e hy=oco. (3.52)

A Figura3.13 apresenta os graficos da distribuicao de probabilidade p; obtidos
teoricamente por (3.50) quando (3.52) é satisfeita e via simulagdo computacional para
o exemplo em questao, considerando que foram transmitidos mg = 0 e mg =1 e o
sistema esté sujeito a acao de um ruido AWGN com Ny = 2. Observe que os resultados
obtidos usando simulacao nao apresentam grande discrepancia quando comparados aos
resultados teoricos, indicando assim a aplicabilidade do uso de (3.50) como ferramenta
pratica no calculo teorico de €2 e também a validade do uso da simulacio para medir
esse parametro de desempenho.
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(a) mo =0, m =0 e e2(mg) = 0.45235. (b) mo =1, 7 = 0.72253 e €2(myg) = 0.70047.

Figura 3.13: Resultados tedricos e de simulagao para pym,, considerando um esquema
de modulacao associado a parabola, sob a acao de um ruido AWGN com Nj = 2.

Como neste capitulo também foram realizadas analises de desempenho de sistemas
de comunicagoes usando modulagoes nao-lineares com fator de expansao uniforme,
entao considere que a parabola tratada anteriormente seja parametrizada pelo compri-

mento de arco, usando o seguinte parametro de reparametrizacao
m 1 1 -1
v=SV 1+4m* + Zsmh (2m).

Nestas condicoes, as distribuicoes de p; para os mesmos sinais de transmissao e
mesmas condicoes de ruido considerados no sistema anterior sao apresentadas na Fi-
gura 3.14.

Observe que, neste caso, também foi verificado a validade do uso de (3.50) para de-
terminar a densidade de probabilidade de py,,,, € conseqiientemente do desempenho do

sistema de comunicacoes, pois foi possivel calcular €2 em ambos os casos considerados.
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Figura 3.14: Resultados teoricos e de simulagao para pg|,, considerando um esquema de
modulacgao associado a parabola p.p.c.a, sob a acao de um ruido AWGN com Ny = 2.

3.4 Exemplos de Modulagoes Nao-Lineares

Nas secoOes anteriores, foi realizado um estudo sobre a influéncia de alguns para-
metros geométricos no desempenho de modulagoes nao-lineares. Nesta ocasiao, foi
apresentado, assim como em [18], que o fator de expansao sob determinadas condi-
¢oes pode diminuir o erro quadratico médio na transmissao. Além disso, foi mostrado
que a curvatura é um outro parametro relevante no desempenho das modulacoes con-
sideradas, principalmente quando o objetivo é diminuir o erro de ponto inicial ou,
equivalentemente, o erro quadratico médio.

Nesta se¢ao, consideramos a interpretagao geométrica (1.36), que associa modula-
¢oes a curvas do espago Fuclidiano, para analisar o desempenho de alguns sistemas de
comunicacoes usando modulacoes nao-lineares. Neste caso, serd analisada a modulacao
angular (PM e FM), uma modulagao associada a curva espiral de Arquimedes, veja
[19] e [28], e uma nova técnica de modulagao que foi proposta levando em conside-
racao o comprimento, a curvatura e a minimizacao da energia média de transmissao,
sempre com o intuito de obter um sistema de comunicacoes melhor do que os citados

anteriormente.

3.4.1 Modulacao angular

Uma maneira bastante conhecida de modular uma portadora senoidal é usando uma
modulagao angular. Nesta modulacao, a amplitude da portadora é mantida constante
e seu angulo é variado de acordo com o sinal em banda base, m(t). Este método de mo-
dulacao nao-linear possui a importante caracteristica de fornecer uma maior imunidade
ao ruido quando comparada com a modulacao em amplitude. Entretanto, o ganho de

desempenho ¢ obtido as custas do aumento da largura de banda de transmissao.

Neste caso, considere 6(t) o angulo de uma portadora senoidal modulada, entao o
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sinal modulado pode ser expresso como
s(t) = Acos[0(t)], (3.53)

onde A é a amplitude da portadora. Além disso, a freqiiéncia instantanea, f;(t), desse
1 do(t)
27 dt
Existe uma infinidade de maneiras distintas pelas quais o angulo 6(t) pode ser

sinal pode ser definida como sendo caso 0(t) varie continuamente com o tempo.

variado em fun¢do do sinal m(t). Entretanto, na pratica, sdo usados apenas dois
métodos: modula¢ao em fase (PM) e modulagao em freqiiéncia (FM).

Na modulacao em fase, o angulo 0(¢) varia linearmente com o sinal m(t), isto é
0(t) = 2m fel + kym(t),

onde f. é a freqiiéncia da portadora e k, é desvio de fase do modulador. Portanto, o

sinal modulado em fase s,,(t) é descrito por
Sm(t) = Acos 27 f.t + k,m(t)]. (3.54)

Na modulagao em freqiiéncia, é a freqiiéncia instantanea f;(t) que varia linearmente
com o sinal m(t), isto é

fit) = fe+kpm(t) = 0(t) =2nft+ 2nky /tm(t) dt,
0

onde f. é novamente a freqiiéncia da portadora e k¢ é o desvio de freqiiéncia do modu-

lador. Portanto, o sinal modulado em freqiiéncia s,,(t) é descrito por

sm(t) = Acos [Qcht + 27ky /tm(t) dt,} : (3.55)
0

No intuito de analisar o desempenho da modulacao angular consideraremos a inter-
pretacao geométrica descrita em (1.36) para o caso particular da modulac¢ao em fase,
pois pode-se generalizar os resultados obtidos para a modulacao em freqiiéncia consi-
derando na modulagao PM que m(t) seja dado por ¢ [ g(t)dt, onde ¢ é uma constante
e g(t) é o sinal modulante FM.

Com isso, usando uma expansao trigonométrica simples, o sinal (3.54) pode ser
representado na forma descrita por (1.34) com portadoras o1 (t) = cos(2m f.t) e @o(t) =
sin(27 f.t) da seguinte maneira

Sm(t) = Acos [k,m(t)] p1(t) — Asin [k,m(t)] @2(t), (3.56)
ou, equivalentemente, na forma vetorial (1.36), como mostrado a seguir

Sy = Acos(k,m)p; — Asin(k,m)ep, = Alcos(k,m), —sin(k,m)] . (3.57)
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Figura 3.15: Representagdo geométrica da modula¢ao em fase (PM), para k, = 1,2,3
e A=1.

Assim, de (3.57) verifica-se que tal equagao representa a parametrizagao de um cir-
culo de raio A, veja Figura 3.15. Tal interpretacao era esperada, pois, como mencionado
anteriormente, a amplitude da onda modulada é constante e igual a A.

Na pratica, uma conseqiiéncia nao desejavel de permitir que o angulo 0(t) da por-
tadora se torne dependente do sinal de mensagem m(t) é que os “cruzamentos de zero”
de um sinal PM ou FM podem ocasionar uma descontinuidade na fase estimada pelo
receptor; cruzamentos de zero referem-se aos instantes de tempo em que a curva asso-
ciada a modulagao cruza o eixo ox mudando de um valor negativo para um positivo ou
vice-versa. Tal fato, certamente, esta associado as auto-intersecoes da curva s,, quando
|k,| > m e ao aumento do erro de ponto inicial, veja Figura 3.16. Neste caso, mg = 0.9
é enviado, Figura3.16(a), contudo, o receptor possui uma probabilidade significativa
de estimar um valor para m proximo de —1, veja a funcao densidade de probabilidade
condicional de 7 dado que mg = 0.9, Figura3.16(b), calculada por (3.50).
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(a) Modulagao s,, dado que mg = 0.9. (b) Funcdo densidade de probabilidade condicional de
m dado que mg = 0.9.

Figura 3.16: Anélise de erro de ponto inicial para uma modula¢ao PM quando k, = ,
No/A%2 =1 e mg =0.9.

Para minimizar as conseqiiéncias dos cruzamentos de zero no processo de demo-
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dulagdo, geralmente, considera-se que o sinal 6(t) (ou m(t)) seja continuo no tempo.
Assim, pode-se projetar detectores de fase ou freqiiéncia que utilizam essa informacao
de maneira coerente, isto é, que saibam diferenciar por exemplo 6(t) = 7 de 6(t) = —,
dado que ambos os sinas sao representados pelo mesmo ponto sobre a curva associada
a modulagao, [—A4, 0].

Uma anélise espectral para a modulacao angular pode ser encontrada, por exemplo,
em [18] e em [37] para o caso particular de uma modulagao de uma tnica freqiiéncia,

cujo sinal modulante senoidal é definido por
m(t) = A, cos(2m finl), (3.58)

onde A,, é a amplitude do sinal modulante, que no nosso caso vale 1, pois foi conside-
rado que m € (—1,1).

Neste caso, a andlise espectral da modulagao angular foi realizada em funcao da
razao do desvio de freqiiéncia pela freqiiéncia modulante, que é comumente chamada
de indice de modulacao 3 e estd associada a dimensao efetiva da modulacao. Na
modulacao FM, 3 = k¢/ f,, representa o desvio de fase do sinal s,,(t) = A cos[27 f.t +
B sin (27 f,,t)], isto é, a variagdo méaxima do angulo (t) em relagao ao angulo 27 f.t da
portadora nao-modulada; portanto, 5 é medido em radianos. Na modulacao PM, o
valor do indice de modulagao ¢ igual a k.

Dessa forma, a andlise espectral descrita em [18| e [37] foi realizada primeiramente
para um sinal modulado de banda estreita (5 é pequeno em rela¢ao a um radiano),
o qual se assemelha a um sinal AM (B; = 2f,,), e, posteriormente, para um sinal
modulado de banda larga (3 é grande em relacdo a um radiano). Neste tltimo caso, o
sinal FM foi aproximado pela série exponencial de Fourier, cujos coeficientes dependem
da funcao de Bessel e do indice de modulacao (.

Seria possivel prosseguir no estudo e realizar uma analise espectral do sinal FM
ou PM para o caso mais geral de um sinal modulado por um sinal de varias freqiién-
cias. Entretanto, decidiu-se por nao fazé-lo, pois seria um aumento de complexidade
desnecessério, dado que a estimativa da largura de banda de transmissao (B;) de um
sinal FM de uma tnica freqiiéncia é obtida empiricamente por meio da regra de Carson
By =~ 2f,,(143), veja [37], e é suficiente para determinar na pratica a largura de banda
dos sinais.

A Figura3.17 apresenta alguns graficos da andlise espectral do sinal PM, s,, =
A cos[27 fot + [ cos(2 f,,t)]. Essa anélise foi obtida com o auxilio da transformada dis-
creta de Fourier (DFT), implementada computacionalmente e simulada considerando
fe = 100f,,, para alguns valores de 3. Além disso, deve-se ressaltar que, na anélise dos
resultados da simulagao, foram considerados apenas os impulsos com amplitudes nor-

malizadas maiores ou iguais a 1%. Como era de se esperar, quanto maior for o valor do
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Figura 3.17: Espectros de amplitudes discretas de um sinal PM, normalizados em
relacao a amplitude da portadora, para o caso do sinal modulante senoidal de freqiiéncia
fixa f,,. Sao mostrados somente os espectros correspondentes as freqiiéncias positivas.

indice de modulagao maior é a largura de banda, pois como mencionado anteriormente,

[ esta associada a dimensao efetiva da modulacao.

A andlise espectral apresentada na Figura3.17 foi comparada com resultados ted-
ricos descritos em [37] e demonstrou estar bastante proxima do esperado (discrepancia
menor que 0.1%). Dessa forma, como a andlise espectral em modulagoes nao-lineares,
geralmente, ¢ um processo trabalhoso e com muitas aproximacoes, entao a DFT foi
implementada computacionalmente para analisar os espectros das modulacoes nao-
lineares propostas neste capitulo, dado que os resultados obtidos por simulacao de-
monstraram ser satisfatérios aos nossos propositos de obter a largura de banda de

transmissao do sinal modulado.

A seguir, proseguiremos com a analise geométrica do desempenho desse esquema
de modulacdo angular associada a curva parametrizada em (3.57). Para tanto, foi
calculado o fator de expansao (3.8) e a curvatura (3.37b) dessa curva que, como visto

anteriormente, sao parametros que influenciam no célculo do erro quadratico médio
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(3.10).
— Mo Mo 1
= A = A 2 — = = —. .
S k, B, € 2A2k12) A% e k 1 (3.59)

Portanto, a partir de (3.59), podemos verificar que, quanto maior for o valor de
AQ, melhor serd o desempenho do sistema. Em outras palavras, o sistema pode ser
melhorado com o aumento da energia de transmissao, F, = A% ou com o aumento
da largura de banda do sinal, isto é, com o aumento de (3, que é a dimensao efetiva
do sinal modulado. Este fato caracteriza bem o artificio de trocar energia média de
transmissao por banda de transmissao que é realizado na pratica.

O desempenho do sistema de comunicagoes usando uma modulagao em fase (PM)
foi calculado com o auxilio de (1.41), (3.57) e (3.59), como segue:

CSNR En _ 42 SNR m? _ 24 m? SNR = 2k*m2CSNR
TN N T TN, O T
70 T T T T | T —
OPTA _____ . //’ .
60 Simulagéo (k, =1,2,3) ------ 1 ST a
Simulacao (k, = 1.5,2.5) —— Rt

/ . . s

SNR (dB)

0 5 10 15 20 25 30 35
CSNR (dB)

Figura 3.18: Curvas de desempenho da modulagao em fase (PM), para k, = 1, 1.5, 2,
2.5 e 3.

As curvas de CSNR wversus SNR do sistema considerado sao apresentadas na Fi-
gura 3.18. Tais curvas foram obtidas usando simulacao computacional, semelhante a
realizada na obtencao da cuva apresentada na Figura3.5 para k, =1, 1.5, 2, 25 e 3
quando m é uma variavel aleatoria continua com densidade de probabilidade uniforme.
Como esperado, foi comprovado que, quanto maior o valor de k,, melhor o desempe-
nho, Porém, quando o sistema possui k, = 3 e CSNR menor do que 20dB pode-se
observar que seu desempenho ¢é inferior ao do sistema com k, < 3. Tal fato esta certa-

mente associado ao erro de ponto inicial que ocorre na vizinhanga do ponto [—1,0] da
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Figura3.15(c), na qual valores enviados de m proximos de —1 sdo demodulados para

valores proximos de 1 e vice-versa.

3.4.2 Modulacao espiral de Arquimedes

A modulagao associada a curva espiral de Arquimedes uniforme foi inicialmente
analisada em [19] e posteriormente em [28]. Tal modulac¢ao apresentou um desempenho
satisfatorio e € um dos primeiros exemplos, nao tipicos, da aplicacao da interpretacao
geométrica (1.36). Por esse motivo, tal modulacdo serda apresentada neste momento.
Além disso, uma analise espectral dessa modulacao sera apresentada, bem como seu
desempenho serd analisado em funcao dos parametros CSNR e SNR, e serao feitas
comparagcoes com os sistemas de comunicacgoes considerados neste capitulo.

O sinal modulado proveniente desse esquema de modulagao sera definido de duas

formas diferentes, a saber

sm(t) = Am(t)cos [2m f.t + k,|/m(t)]], (AM-PM) (3.60a)

= Am(t) cos {2wf6t+27rkf /Otm(t)dtH, (AM-FM)  (3.60b)

onde k, e kf sao constantes que medem o desvio da modulacao em relacao a fase e a
freqiiéncia, respectivamente.

Comparando o sinal modulado (3.60) com os sinais derivados das modulagoes li-
near (3.1) e angular (3.53), podemos verificar que a modulagao espiral de Arquimedes
possui simultaneamente caracteristicas desses dois esquemas de modulagao. Mais pre-
cisamente, (3.60a) possui simultaneamente caracteristicas das modula¢ées AM e PM,
enquanto (3.60b) possui simultaneamente caracteristicas das modulagoes AM e FM. A

Figura 3.19 apresenta um exemplo de gera¢do de um sinal modulado do tipo (3.60a).

Onda Sinal
modulante > Al\)/allor =k, M(;)dlfllador Modulado
m(t) soluto ¢ fase Sm(t) = Am(t) cos[2m fot + ky|m(1)][]
Acos(27 f t)

Figura 3.19: Esquema para gerar um sinal modulado associado a curva espiral de
Arquimedes utilizando um modulador de fase e um multiplicador de sinais.

Com o intuito de interpretar geometricamente esse esquema de modulagao, (3.60a)
foi reescrita em sua forma vetorial considerando o1 (t) = cos(27 f.t) e pa(t) = sin(2x f.t)
como sua base de sinais ortogonais. Com isso, foi verificado que essa modulacao esta

associada a uma curva do R? com a seguinte parametrizacao

Sm = Am [cos(k, |m]|), —sin(k,|m|)] . (3.61)
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A curva parametrizada por (3.61) é conhecida como espiral de Arquimedes uniforme

e sua representacao grafica é mostrada na Figura 3.20 para alguns valores de k.

= E T
= & 3
e = v
k= £ £
z z z

i L i Ry MUY M A

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

m cos(3m|m]) m cos(4m|m|) m cos(5m|m|)
(a) k, = 3. (b) kp = 4nm. (c) kp = bm.

Figura 3.20: Representagao geométrica da modulagao espiral de Arquimedes (AM-PM),
para k, = 7,21, 3mr e A = 1.

Observe que, geometricamente, o valor de k, indica a quantidade de voltas da
espiral e, conseqiientemente, quanto maior for o valor de k, maior serd o comprimento
da curva. Portanto, de (3.10), o erro quadratico médio de um sistema de comunicagoes
usando essa modulagao pode ser diminuido com o aumento de £, pois €2 é inversamente
proporcional ao quadrado do fator de expansao da curva. Contudo, caso o valor de
A seja mantido constante e o valor de k, seja aumentado, entao a distancia entre as
espirais certamente ira diminuir (d = 7A/k,), aumentando assim o erro de ponto inicial
pela “aproximagcao” dos sinais. Tal fato pode ser verificado com o auxilio da Figura 3.21,
que representa o envio de mg = 0.5 em um canal ruidoso, cujo raio de acao do ruido
¢ caracterizado pelo circulo tracejado da Figura3.21(a). Neste caso, o sinal enviado
possui grande probabilidade de ser estimado para m = —0.2 e m = —0.83, como sugere
p(m|mo = 0.5) na Figura3.21(b).

T
[ p(m|mg,=0.5) ——
A

I I
ol 1] I

sl | /\ ||
1 DA N \

-1 -0.5 0 0.5 1
m

(a) sy, com mg = 0.5. (b) p(rn|mo = 0.5) e €2 = 0.665.

Densidade de Probabilidade

Figura 3.21: Analise de erro de ponto inicial para uma modulacao PM quando &, = 37,
No/A?2 =1/8 e my = 0.5.

A seguir, a anélise espectral do sinal modulado (3.60b) sera obtida de uma maneira
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bastante semelhante a que foi realizada anteriormente para a modulacao angular, utili-
zando a transformada discreta de Fourier. Neste caso, considera-se novamente um sinal
modulante de uma tinica freqiiéncia como o apresentado em (3.58) e os indices de mo-
dulacdo 8 =k, e § = ky/ f,, para as modulagoes AM-PM e AM-FM, respectivamente.
Tais consideragoes sao necessarias para facilitar a comparacao dessa modulacao com a

modulacao angular. Nestas condicoes, o sinal modulado AM-PM ¢é dado por
s(t) = Acos(2m fut) cos 27 fot + (| cos(27 fint)]] - (3.62)

Com o auxilio da transformada discreta de Fourier, foi realizada uma simulagao
computacional para obter o espectro do sinal (3.62) considerando que f. = 100f,,, veja
Figura 3.22. Assim como ocorreu na modulacao angular, o valor de § também aumenta
a largura de banda de transmissao do sinal AM-PM. Contudo, podemos observar que,
para o mesmo valor de 3, a modulacao AM-PM necessita de um pouco mais de largura

de banda do que o sinal modulado em PM.
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S g
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Figura 3.22: Espectros de amplitudes discretas de um sinal AM-PM associado & curva
espiral de Arquimedes, normalizados em relacao & amplitude A, para o caso do si-
nal modulante senoidal de freqiiéncia fixa f,,. Sao mostrados somente os espectros
correspondentes as freqiiéncias positivas.

Pode-se verificar que a anélise espectral apresentada na Figura 3.22 permite estimar
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a largura de banda de transmissao da modulacao AM-FM, que é um parametro pratico
relevante na implementacao dessa técnica de modulacao.
Para a modulacao AM-PM, o fator de expansao, o erro quadratico médio e a cur-

vatura sao dados respectivamente por

— N k,(2 + k2m?)
=A/1+ k2m?2 2 — - _ P _ _
S \/ kym?*, € 2A2(1 + k2m?) e k (1+ EZm2)3l2 (3.63)

Analisando a curvatura dessa modulacao pode-se verificar que, proximo a origem

do sistema de coordenadas (quando m = 0) o sistema esta mais sujeito a a¢ao danosa
do ruido, mais precisamente a ocorréncia de erro de ponto inicial. Este fato, como
explicado anteriormente, esti associado ao valor do médulo da curvatura neste ponto,
que, no caso vale, 2k,/A e coincide com seu valor maximo. Além disso, quando k, — oo
o modulo da curvatura dessa modulacao tende a 1/A, se aproximando do valor da
curvatura da modulacao PM, e quando k, — 0, entao k& — 0, se aproximando do valor
da curvatura da modulacao AM.

Substituindo os parametros S e €2 de (3.63) em (1.41), obtemos que o desempenho

de um sistema de comunicac¢oes usando a modulacao AM-PM ¢é dado por

A?m? 2A2m2(1 + k2m?
OSNR = A7 gnp = 2R G R = CSNR(L 4 K2m?) (360
No No '
70 | | | | | l prd
OPTA _____ ///
60 L _Simulagé‘o (kp ™ = 17 37 57 77 9) ,,,,,,,,,,,, , ’/ ,,,,,,,, ‘ kp:107'l'_
Simulacao (k,/m = 2,4,6,8,10) e
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Figura 3.23: Curvas de desempenho da modulagao espiral de Arquimedes (AM-PM)
para k, = m,2m, ..., 10m.

O desempenho desse esquema de modulacao foi calculado também por simulagao

computacional. Neste caso, novamente foi considerado que m possui densidade de
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probabilidade uniforme e que o fator expansao seja uniforme. As curvas simuladas de
CSNR wversus SNR sao mostradas na Figura 3.23 e essas curvas obtidas se assemelham
aos resultados apresentados em [28].

Observe que para todas as curvas apresentadas na Figura3.23 existe um ponto
6timo de desempenho, no qual o aumento do valor de CSNR nao aumenta o ganho em
dB do sistema, pois, acima desse ponto, a curva se aproxima da reta descrita em (3.64).
Além disso, para valores de CSNR abaixo desse ponto 6timo, o desempenho cai rapi-
damente, pois, neste caso, o erro de ponto inicial se torna cada vez mais significativo,
prejudicando o sistema. Tal fato indica que, dependendo do valor da energia média
de ruido, existe um valor ideal para £, que pode maximizar o desempenho do sistema
com a diminuicao dos efeitos prejudiciais do erro de ponto inicial, mas aproveitando ao
maximo o aumento do comprimento da curva para diminuir o €2.

Tal fato pode ser melhor entendido com a andlise da Tabela3.1. Neste caso, note
que o ponto 6timo de desempenho do sistema AM-PM pode ser obtido quando o valor
de \//W for aproximadamente duas vezes menor do que A/S e d/A, que sdao

parametros que influenciam no €2 = A /252 e no erro de ponto inicial, respectivamente.

| k, (rad) | CSNR (dB) | /No/2A42 | A/S | d/A=n/2k, |

s 12 0.3076 0.5142 0.5000
2m 19 0.1374 0.2956 0.2500
3T 22 0.0973 0.2043 0.1667
4dr 25 0.0689 0.1555 0.1250
om 27 0.0547 0.1253 0.1000
6 28 0.0488 0.1049 0.0833
T 29 0.0435 0.0901 0.0714
8T 31 0.0345 0.0790 0.0625
9 32 0.0308 0.0703 0.0556
107 33 0.0274 0.0634 0.0500

Tabela 3.1: Analise dos pontos 6timos de desempenho da modulacao AM-PM em
relacao a k.

3.4.3 Modulacao senoidal

A modulacao apresentada a seguir foi projetada com o auxilio da interpretacao geo-
métrica (1.36) com o intuito de obter um novo esquema de modulagao, cujo desempenho
seja melhor do que os apresentados nas modulagoes consideradas anteriormente. Para
obter uma modulagao com esse desempenho, foi necesséario exigir que a curva associada
a essa modulacao apresentasse algumas caracteristicas geométricas importantes, tais
como: um comprimento elevado para diminuir o erro quadratico médio, nao possuir

auto-intersecao e ter uma curvatura pequena para minimizar as ocorréncias de erros de
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ponto inicial e também uma energia média de transmissao reduzida para que o aumento
no desempenho do sistema possa ser atingido.

Contudo, determinar uma curva com tais propriedades a partir da formulagao e
resolucao de um problema de otimizacao satisfazendo essas condicoes, certamente, nao
é um trabalho facil. Para facilitar a obtencao dessa curva, foi considerado que geo-
metricamente ela seja similar & curva apresentada na Figura3.7(a), que, graficamente,
aparenta satisfazer as condicoes impostas a curva desejada.

Com isso, podemos determinar empiricamente que uma possivel parametrizagao

para essa curva seja dada por
Sm = A[m, V1 —m2sin?(Bm)], m € (—1,1), (3.65)

onde § € R e v € [0,1] sdo constantes desse esquema de modulacdo que influenciam
em seu desempenho. A Figura 3.24 apresenta algumas curvas da parametrizacao (3.65)
para alguns valores de 3 e v = 1. Neste caso, observe que essas curvas sao senodides de
diferentes freqiiéncias e amplitudes limitada por um circulo de raio A. Por esse motivo,

a modulacao em questao serd denominada modulacao senoidal.

V1 —m?sin(3rm)
V1 —m?sin(4wm)
V1 —m?sin(brm)

(a) B =3m. (c) B =bm.

Figura 3.24: Representacao geométrica para a modulacao senoidal, quando 5 = 3m, 47
ebrm,y=1e A=1.

A Figura 3.25 apresenta algumas outras curvas calculadas usando a parametrizagao
(3.65) para v = 1/7. Comparando a Figura3.25 com a Figura3.24, pode-se observar
que as curvas com y = 1/7 apresentam menor curvatura e maior comprimento do
que as curvas com v = 1. Este fato serd provado matematicamente mais adiante e
relacionado ao desempenho dessa modulagao.

Além disso, no decorrer da anélise de desempenho da modulacao senoidal, as cons-
tantes (3 e v serao associadas aos seguintes parametros de um sistema de comunicagoes:
largura de banda de transmissao, erro quadratico médio e erro de ponto inicial. Con-
tudo, primeiramente, é interessante notar de (3.65) que, quando /3 = 0, essa modulagao

é semelhante & modulagdo linear (a curva é uma reta) e, quando v = 0, essa modulagao

¢ semelhante & modulagao PM com k, = 7/2 (a curva é um circulo).
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V1 —mZsin/7(3mm)
V1= m2sin*/"(3mm)

(a) 8= 3m.

Figura 3.25: Representacao geométrica para a modulacao senoidal, quando § = 3, 47
ebm,y=1/Te A=1.

Observe que, geometricamente, o valor de ( indica a quantidade de “picos” da
senoide. Conseqiientemente, quanto maior for o valor de (3, maior serd o comprimento
da respectiva curva. Com isso, o erro quadratico médio de um sistema de comunicacoes
usando essa modulacio pode ser diminuido com o aumento de 3, pois €2 é inversamente
proporcional ao quadrado do fator de expansao da curva, como indica a equacao (3.10).
Contudo, caso o valor de A seja mantido constante e o valor de [ seja aumentado,
entdo a distancia entre dois ramos da senoide certamente ira diminuir (d = 7A/f),
aumentando assim o erro de ponto inicial pela “aproximacao” dos sinais. Tal fato
pode ser melhor compreendido com o auxilio da Figura 3.26, que representa o envio de
mo = 1/3 em um canal ruidoso, cujo raio de a¢do do ruido é caracterizado pelo circulo
tracejado da Figura3.26(a). Neste caso, o sinal enviado possui grande probabilidade
de ser estimado para m = 0, m = 1/3 e m = 2/3, como sugere p(m|mo = 1/3) na
Figura 3.26(b).

‘J(fn\mo = 1/3) —— [\
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(a) sy, com mg = 1/3. (b) p(m|mo = 1/3) e €2 = 0.0703.

Figura 3.26: Analise de erro de ponto inicial para uma modulacao senoidal quando
B=3m v=1,Ng/A> =1/2emy=1/3.
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Neste momento, um fato que deve ser ressaltado é que o erro de ponto inicial na
modulacao senoidal nao aumenta o valor do erro quadratico médio tanto quanto o
mesmo erro de ponto inicial na modulacao AM-PM. Para verificar tal fato, compare as
Figuras 3.21 e 3.26 e seus respectivos valores de €2 para os pontos transmitidos. Neste
caso, note que um erro de ponto inicial na modulacaio AM-PM, geralmente, implica
em uma estimativa m de sinal contrario ao do valor enviado my, fato que normalmente
nao ocorre na modulacao senoidal, pois o segmento da curva referente a m > 0 esta
totalmente contida no semiplano z > 0. Portanto, quando ocorre um erro de ponto
inicial na modulagao senoidal, o valor de (1 — mg)? é menor do que o mesmo valor na
modulacao AM-PM, fato que certamente indica um melhor desempenho da modulagao
senoidal em relacao a modulacao AM-PM.

Além disso, para efeito de comparacao da largura de banda de transmissao da
modulacao senoidal com a largura de banda das outras modulacoes apresentadas, con-
sidere novamente o sinal modulante de uma tnica freqiiéncia, (3.58). Neste caso, o

sinal modulado usando a modulacao senoidal é dado por
Sm(t) = Alcos(27 fiut) cos(27 fot) + | sin(27 f,,t)| sin(5 cos(2m f,ut)) sin(27w ft)] . (3.66)

Com o auxilio da transformada discreta de Fourier foi realizada uma simulagao
computacional para obter a anélise espectral do sinal (3.66) considerando que f, =
100f,,, veja Figura 3.27. Note que, assim como ocorreu anteriormente, o valor de /3
também aumenta a largura de banda de transmissao da modulacao senoidal. Contudo,
podemos observar que para o mesmo valor de 5 a modulacao senoidal necessita de um
pouco menos de largura de banda que o sinal modulado em PM.

A anélise espectral apresentada na Figura 3.27 para a modulacao senoidal possibi-
lita determinar uma estimativa da largura de banda de transmissao dessa modulacao.
Entretanto, deve-se chamar a atencao para o fato dessa anélise ter sido realizada apenas
para v = 1, mas foi verificado que quando este valor diminui, entao o valor da largura
de banda de transmissao aumenta. Contudo, quando a anélise espectral é realizada
considerando um fator de expansao uniforme, entao o parametro v nao influencia tanto
no célculo de B;.

Para realizar uma analise de desempenho da modulacao senoidal, é necessario deter-
minar alguns parametros geométricos da curva associada a essa modulacao. O primeiro
desses parametros é o fator de expansao, pois o erro quadratico médio é inversamente

proporcional ao quadrado de seu valor.

mn 16V = m2) . (3.67)

V1 —m? * tan(fm)

Como a analise de desempenho dessa modulacao foi realizada considerando um fator

S? =1+ sin(Bm)* (—

de expansao uniforme, e apresentar analiticamente uma reparametrizacao para (3.65)
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Figura 3.27: Espectros de amplitudes discretas de um sinal associado & modulagao
senoidal, normalizados em relacao a amplitude A, para o caso do sinal modulante
senoidal de freqiiéncia fixa f,,. Sao mostrados somente os espectros correspondentes
as freqiiéncias positivas.

nao ¢ viavel, entao alguns valores de S uniformes foram calculados e apresentados na
Tabela 3.2 com o auxilio de (3.11), para § =m, 27,..., 9rey=1e 1/7.

S B=7m|p=2n|0=3n|0=4n | 8=bn | pB=6r | B=Tn | B=8r | f=97
y=1 2.0894 | 3.5195 | 5.0200 | 6.5472 | 8.0878 | 9.6361 | 11.189 | 12.746 | 14.305
~v=1/71 23293 | 3.8426 | 5.3544 | 6.8762 | 8.4066 | 9.9436 | 11.486 | 13.032 | 14.581

Tabela 3.2: Alguns valores para o fator de expansao uniforme da modulacao senoidal
para f=m7,2m,...,.9mrey=1e 1/7.

Como indicado anteriormente, um outro parametro geométrico que influencia no
desempenho de modulagoes é a curvatura. Contudo, devido a complexidade de sua
expressao analitica para a modulagao senoidal, ¢ mais interessante comparar algumas
de suas curvas para alguns valores de v e verificar sua influéncia no desempenho da
modulacao. A Figura3.28 mostra dois graficos da curvatura dessa modulacao para
B =3me~y =1e1/7. Neste caso, observe que um valor de 74 menor do que 1
diminui a curvatura da modulacao, fato extremamente desejavel para diminuir a perda

de desempenho causada pelo erro de ponto inicial.
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Figura 3.28: Curvatura da modulagao senoidal para =31 e~y =1e 1/7.

De posse dessas informacoes, o desempenho da modulacao senoidal foi calculado
também por simulacao computacional. Neste caso, novamente foi considerado que m
possui densidade de probabilidade uniforme e que o fator de expansao é uniforme. As
curvas simuladas de CSNR versus SNR sao mostradas na Figura 3.29.

Dessa forma, comparando as curvas de desempenho das Figuras3.23 e 3.29, po-
demos verificar que os pontos 6timos de desempenho da modulacao senoidal possuem
um valor de SNR menor do que o apresentado na modulacao AM-PM. Contudo, ana-
lisando as curvas de desempenho da modulacao senoidal, note que seus desempenhos
abaixo dos pontos 6timos nao caem tao rapidamente como na Figura3.23. Este fato
certamente estd associado a diminuicao da influéncia do erro de ponto inicial no valor
de €2, devido & geometria da curva associada & modulacio, como descrito na explicacio
da Figura 3.26.

Além do desempenho apresentado na Figura 3.29 para a modulacao senoidal, outras
curvas de CSNR wersus SNR considerando v = 1/7 foram determinadas para essa
modulacao. Tais curvas sao apresentadas na Figura 3.30 para § = 7, 27, ..., 10m. Neste
caso, note que o desempenho do sistema de comunicagoes usando essa modulacao com
tais parametros aumentou significativamente, a ponto de alcancar o desempenho da
modulacao AM-PM. Sobretudo, deve-se ressaltar que seu desempenho para valores
abaixo dos pontos 6timos nao decai tao rapidamente como na modulacao AM-PM,
demonstrando assim a superioridade da senoidal.

Neste momento, é importante chamar a atencao para o fato do aumento de desem-
penho apresentado na Figura 3.29 nao ser decorrente do aumento do fator de expansao,
que, como mostra a Tabela 3.2, nao é significativo, mas sim a diminuicao do valor de
sua curvatura, como indica a Figura 3.28. Este fato novamente comprova a importancia

de se considerar a curvatura como um parametro relevante no projeto de modulacoes.
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Figura 3.29: Curvas de desempenho da modulagao senoidal para § = 7,27,...,67 e
v=1.

A Figura 3.31 mostra as curvas 6timas de desempenho das modulagoes AM-PM e
senoidal com o objetivo de comparar seus desempenhos. Observe que os desempenhos

dessas modulagoes estdo muito proximos, desde que v = 1/7 na modulagao senoidal.
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Figura 3.30: Curvas de desempenho da modulacao senoidal para § = m,27,...,107 e
v=1/T.
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Figura 3.31: Comparagao entre os desempenhos das modulagbes AM-PM e senoidal.

3.5 Modulagao Nao-Linear (M : N)

Apresentaremos nesta secao um esquema de modulacao nao-linear que transmite
um vetor de variaveis aleatorias m = [my, ma, ..., my], m; € (—1,1) , através do

seguinte sinal modulado

sm(t) = si(m)py(t) + se(m)pa(t) + - - + sy (m)pn(t) (3.68a)
= s1(m)p; + so(m)p, + -+ sy(m)py
= [Sl(m)a SQ(m)a R SN(m)] ’ (368b)
onde ;(t), i = 1,..., N, é um conjunto de sinais ortogonais de energia unitaria e ¢,,
t=1,..., N, é uma base de vetores ortonormais do espaco Euclidiano N-dimensional.

Por este motivo, a modulagdo nao-linear tratada nesta se¢ao sera denotada por (M :
N), enquanto os esquemas de modulagao determinados por (1.36) poderiam ter sido
denotados por (1: N).

Observe que, geometricamente, a parametrizagao (3.68b) representa uma imersao
do RM no R¥, veja [27]. Exemplos comuns de imersoes sao as superficies (ou hipersu-
perficies) e as curvas (ou hipercurvas) no RY. Como as modulagoes consideradas nessa
secao estao associadas a espacos mais gerais do que o Euclidiano, faz-se necessario o
uso de alguns conceitos da geometria Riemanniana. Tais conceitos foram descritos no
capitulo de introdugao e podem ser obtidos também em [27].

Por ser mais adequado, neste momento, serao analisados apenas os desempenhos

de modulacoes associadas a superficies regulares no R?, sendo que o principal objetivo
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é determinar quais sao os parametros geométricos que mais influenciam em seus de-
sempenhos. Exemplos de desempenhos de modulagoes associadas a hipersuperficies ou
hipercurvas serao consideradas nas proximas subsecoes, momento este em que o leitor
esteja mais familiarizado com os novos conceitos geométricos expostos nesta primeira
analise.

Para tanto, considere que o sistema de comunicagoes esteja sujeito a acao de um
ruido AWGN de energia média N' = NN;/2, sendo 02 = N;/2 a energia média
de ruido por dimensao. Além disso, considere que, quando um receptor de maxima
verossimilhanca é usado, entao a estimativa m é obtida como sendo o valor de m
que minimiza |r — Sy,|, isto é, o receptor estima pelo sinal sz, mais proximo de r.

Matematicamente, a estimativa m deve satisfazer o seguinte sistema de equacoes

( 0Sm
— Sp) - =0
(r —sm) I |
0Sm
rh:mnilnr—sm = (r—srh)'amz m:mzo = (r—sm) Jm =0,
O5m
\ (I‘ — an) 8mM . =0
(3.69)
onde Jyz é a matriz Jacobiana de s,, no ponto m = m, dada por
[ 8sm 17 [ 881 881 881 i
8m1 8m1 8m2 8mM
8 Sm 8 So 8 S9 8 So
J— 8m2 o 8m1 8m2 8mM
6sm 88]\/ 88]\[ 65N
L 8mM | | 8m1 6m2 6mM |

Neste caso, observe que o vetor r — sy é simultaneamente ortogonal aos vetores

JSm
om; ?

¢ normal a s,,. Para uma melhor interpretacao desse resultado veja a Figura3.32(a),

tangentes i=1,...,M em m = m, o que implica que m é obtido quando r — sy,

no caso particular em que s, é uma superficie do R3. Dessa forma, o sinal recebido

pode ser escrito da seguinte forma
r =Sy + A1y + hotly + -+ - + Tin_r, (3.70)

onde 7;, 1 =1,..., N — M sao vetores ortonormais que geram uma base do subespaco

normal de s, e h;, 1 = 1,..., N — M sao constantes reais que posteriormente serao
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associadas a variaveis aleatorias, como realizado anteriormente na obtenc¢ao de pyjm,

para modulagoes associadas a curvas.

r

n
./ZVetor normal

Superficie Plano tangente em

Sm

Vetor normal
So

Superficie Plano tangente em mg

Sm

(a) Projecao na superficie. (b) Projecao no plano tangente aproxi-
mado.

Figura 3.32: Exemplo de recepgao por maxima verossimilhanca de um sistema de
comunicagoes usando modulacao nao-linear associada a uma superficie regular.

Quando a energia média de ruido for suficientemente pequena, de maneira que o
sinal recebido r esteja na vizinhanca do sinal enviado sg, entao o sinal s; pode ser

localmente aproximado por

Sm = So + (m — myg) - JL (3.71)

0’

veja Figura 3.32(b) para melhor entendimento. Neste caso, observe que sz é obtido
por uma projecao de r no espaco tangente de s, em mg. Tal fato implica que quando
a energia média de ruido for suficientemente pequena, entao o receptor pode usar
a geometria intrinseca da superficie para determinar m, mais precisamente, pode-se
considerar que o conjunto de sinais m possui métrica induzida de sy,. Essa consideragao
pode ser melhor entendida com a analise de desempenho descrita a seguir.

Usando a aproximagcao (3.71) no sistema de equagoes (3.69), é possivel determinar
uma aproximacao para o erro quadratico médio dos sistemas de comunicacoes que usam
uma modula¢do nao-linear (M : N). Neste caso, como Ji, = Jm, devido & aproximagao

realizada, entao a estimativa m pode ser obtida da seguinte maneira

[r—so— (h—mg) - J |+ Jmp =0

= (r—sp): Jme = (M —my) - Gy, (3.72a)
= m=mg+ (r—5So)" Jmg G, (3.72Dh)

onde Gmy = J5L, - Jmo € a matriz métrica ou o tensor métrica Riemanniana de sy, em
mg, dado por
gu g1z - Gim
921 G22 - Gam
G=| . o .

gm1 9m2 ccr gMM



3.5 Modulagao Nao-Linear (M : N) 105

_ _ OSm OSm
onde gij = gji = G G

parat,7=1,..., M.

Com o auxilio da Figura 3.32, note que o ruido do canal de transmissao é dado por
n =r — sg. Entdo, da equacdo (3.72b), podemos verificar que, para o receptor, o erro
cometido em m — mg é decorrente da projecao do ruido, n - Jy,,, no espaco tangente
de s, em mg. Dessa forma, podemos assumir que, para o receptor, é como se o sinal
recebido r estivesse sempre sobre a superficie s,,. Pois, neste caso, a parcela da energia
do ruido que age em sg de maneira que r nao pertenca a s,, foi desprezada na projecao

descrita anteriormente.

Como foi considerado que o ruido no canal de transmissao é AWGN, entao n é
um vetor de variaveis aleatorias Gaussianas independentes, de média nula e variancia
= Ny/2. Neste caso, com o auxilio de (3.72b), podemos obter uma expressao

aproximada para o erro quadratico médio, dado que mg tenha sido transmitido, como

sendo
Z(mg) = —= 11 — mo|? = —=(r — $o) - Jong - (G* 2T (e —so)T (3.73a)
M M 0 m mgo
= 7 Zzl jzl gU Z gzk gk] M d t Z Gu (373b)
2
Tt M= (3.73¢)
2 g11922 — (912)
2 _ 2 _ 2 _ 2
_ 07 gngx+gngss —|2‘ 922933 (312) (913)2 (g23) . para M =3
3 911922933 — 911(923)* — 922(913)* — 933(912)* + 2912913923
onde Gy, 1 =1,..., M sao os cofatores dos elementos da diagonal de GG e os elementos

gij sao calculados para m = my.

Neste caso, é importante informar que a expressao (3.73a) havia sido obtida em
[28]. Contudo, tal expressio nao informa claramente alguns pontos relevantes que sao
facilmente percebidos na expressao (3.73b), aqui desenvolvida. Por exemplo, o € é
inversamente proporcional ao quadrado do elemento de volume da variedade Rieman-
niana associada a s, e diretamente proporcional a soma dos quadrados dos elementos
de volume das subvariedades Riemannianas de dimensao M —1. Além disso, tal expres-
sao é mais adequada para a realizacao de técnicas de otimizacao visando a identificacao

de uma classe de hipersuperficies que melhor se adequa ao processo de modulacao.

Como mostrado anteriormente, o €2(mg) de modulacdes associadas a curvas é in-
versamente proporcional ao quadrado de seu fator de expansao, (3.7), que, dependendo
da parametrizacao da curva, pode ser uniforme (nao depende de mg) para melhorar o
desempenho da modulacao. Contudo, quando consideram-se modulacoes associadas a
superficies, o €2(mg) calculado por (3.73b) é funcdo da métrica g;;, que, geralmente,

depende do valor de mg. Isto implica que, na maioria dos casos, o erro quadratico
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médio seja calculado por

1 1
5 M
— o
2 pu— 2 pr— DY _—_— .. DR
e2=E [e (mo)] / / M et () Z;G” Pmdmy -+ -dmyy, (3.74)
-1 -1 =

onde py, é a funcao densidade de probabilidade conjunta a priori do vetor m.

Dessa forma, assim como ocorreu no caso de modulacoes associadas a curvas, note
que a parametrizacao da superficie associada a modulacao também pode influenciar
no desempenho dos sistemas de comunicagoes. Por isso, esperamos que, quanto menos
complexa seja a métrica, mais facil também seja a anélise de desempenho do sistema.
Dessa maneira, a parametrizacao isotérmica para superficies aparenta ser muito inte-
ressante aos propositos deste capitulo. Nesta parametrizacao, a métrica é caracterizada
por g; = g e g;; = 0, se i # j. Com isso, o erro quadratico médio (3.73b) pode ser
simplificado para

2
lumg) = T - NOg/ 2 (3.75)

que é muito semelhante & expressao (3.7) do €2 para o caso de modulagoes associadas

a curvas. Tal resultado, de certa forma, é bem conveniente, pois tanto o fator de ex-
pansao (S) quanto a raiz quadrada da métrica (,/g) estao relacionados ao elemento
de comprimento de s,,, fato que, posteriormente, sera associado ao comprimento geo-
désico e a curvatura seccional de variedades Riemannianas associadas a esquemas de
modulacao.

Como exemplo de aplicagao da expressao (3.75), considere um esquema de modula-
¢cao baseada em uma variedade Riemanniana com curvatura seccional constante, cuja

métrica seja definida como
1

M 2’
K 2
1+ 5 3m)

onde K é o valor da curvatura seccional da variedade Riemanniana. Se K < 0, a
métrica g;; é definida em uma bola de raio \/—4/K. Portanto, de (3.73b), obtém-se

que o erro quadratico médio é dado por

Z(mp) = Ny/2 (1 + % Zm§> , (3.76)

o qual decresce com a diminuicao do valor de K, veja Figura3.33. Tal observagao

g:

é muito importante, pois afirma que, dentre as modulacoes associadas a espacos de
curvatura constantes, aquelas associadas a espacos de curvatura negativa produzem
um erro quadratico médio menor. Um resultado semelhante a esse também foi obtido
em [29], quando foi analisado o desempenhos de constelagoes de sinais em variedades

Riemannianas.
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Figura 3.33: Erro quadrético médio de modulacoes associadas a espagos de curvatura
seccional constante, K = —1,0 e 1.

3.5.1 Uma expressao para ppm,

Neste momento, serd apresentada uma expressao para a probabilidade condicional
de m dado que mg foi enviado. Para tanto, como considerado anteriormente, a energia
média de ruido do canal de transmissao deve ser suficientemente pequena de maneira
que a aproximacao (3.71) seja valida. Neste caso, quando um receptor de maxima
verossimilhanga é usado, entdo a expressao (3.72a) é utilizada para a determinagao
da expressao de ppm, na vizinhanca de so. Além disso, um fato muito importante
que deve ser esclarecido é que a expressao obtida de pum, ¢ aproximada, sendo valida
apenas para valores de m proximos de mg, e mais precisa quanto menor for a energia
média de ruido.

Dessa forma, como ilustra a Figura3.32(b), o processo de recep¢ao é realizado
no plano tangente de s, em so. Por essa razao, para obter pum,, foi necessério
realizar uma transformacao de varidveis aleatoérias com o objetivo de determinar a
funcao densidade de probabilidade do ruido n projetado no plano tangente de s, em
Sp. Para tanto, foi considerado que, quando o ruido do canal de transmissao ¢ AWGN,
entdo o mesmo pode ser decomposto como n =n' + n', onde n' e n' sdo projecoes
do ruido em duas bases de vetores ortonormais que geram o espaco tangente e o espaco
normal de s, em sq, respectivamente.

Neste caso, note que tal decomposicao do ruido foi escolhida por facilitar a carac-
terizacao da funcao densidade de probabilidade do vetor n', que no caso ¢ Gaussiana
circular de média nula. Com isso, a transformacao de variaveis aleatorias descrita

anteriormente pode ser obtida considerando o lado esquerdo da igualdade (3.72a)

(r—so)-Jmo:n-Jmoz(nT+nL)-JmO:
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n' - Jp, =1, (3.77)
onde T é a projecio de n' na base de vetores tangentes de s, em m = mg e con-

siderando o processo de ortogonalizagéo de Gram-Schmidt que usa a base de vetores

M
linearmente independente {sm = ‘gfn“l‘, e ,sEn ) = ‘95“‘ } para obter uma base de veto-
res ortonormais {bl,bQ, . .,bM} C RY, na qual n" = n] b1 + o+ anM. No caso, o
processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt ¢ dado por
(1) 7 u
u; = ) by = —
||
(2) Sm W Y Uy
Uup = 15 by = —
u; - uq |ll2|
Mol on
(M) _ Sm " - U, 7 Un
Up, = Sm —u;, by = ——.
= Wy [u|

Portanto, para o caso particular em que M = 2, a transformacao de variaveis

T

aleatorias, n' em funcao de n, é calculada pela seguinte mudanca de base, obtida do

processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt,

o
j,— Sm j,— __ V9u (S@) _ &Su)) ,

2 — m m
V9 G11922 — (G35) g1

na qual o vetor o é determinado com o auxilio de (3.77) en" = n] by +n;—b2 da seguinte
forma
m=n-sV=n/g7 e m=n" -s® = angm (912)2,
1 — : m 11 2 — : m 12
' Vv \/
e, finalmente, a transformacao de variaveis é dada por
nl = n Ny = o (@ - @51) e
VI \/911922 — (g12)? g
on{, ng 1
’ (_1 _2) = . (3.78)
(1, z) \/911922 — (g12)?

Dessa forma, a funcao densidade de probabilidade de m é obtida com o auxilio de

(3.5.1) da seguinte forma

Pn = Dn(0)

d(n{,ny) 1 (nd)?* + (n3)*\ |9(n], ny)

BT, ) | 2ma? P <_ 202 ) ‘ O(my, 7y
1@ m1)%g20 — 2M1M2g12 + (%)2911) 1

911922 — (g12)? \/911922 — (912)?

n-G'.-al 1

207 ) det(G)

(3.79)
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Com isso, a funcao densidade de probabilidade de m dado que mg tenha sido
enviada pode ser obtida através de uma nova transformacgao de variaveis aleatorias,

determinada com o auxilio das equagoes (3.72a) e (3.77), da seguinte forma
e om) | _
n=m-mg)- Gpn, e = det(Gmg)- (3.80)

Assim, usando essa ultima transformacao de variaveis em (3.79) a funcao pujm, @

dada por

202

Primo = 27302 exp (— (th —mo) - G- (1 — mo) ) Vdet(G) (3.81)

onde a matriz métrica G é calculada em mg. Por essa razao, a expressao de pgjm,
obtida em (3.81) é valida na vizinhanga de my.

Apesar da expressao (3.81) ter sido obtida para o caso particular de M = 2, pode-se
verificar de maneira similar que tal funcao densidade de probabilidade continua valendo
para outros valores de M, apenas pela substituicdo da constante 27c? por (2rmo?)(M/2),
Com isso, para o caso particular em que a métrica é isotérmica (g;; = g d;;), a expressao
do €2 (3.75) pode facilmente ser reobtida com o auxilio de (3.81), pois neste caso Pujme ¢
Gaussiana de média mg e variancia M o?/g, logo €2(mg) = 02/g como esperado. Além
disso, a expressdao (3.73b) também pode ser obtida de (3.81), desde que se use uma
mudanga de coordenadas de maneira que pgm, seja interpretada como uma Gaussiana,
facilitando, assim, a obtencao de sua variancia.

Em [29], uma expressao de pujm,, similar a obtida em (3.81), foi utilizada para
medir o desempenho de constelacoes de sinais em variedades Riemannianas. Sendo
que o termo (m — mg) - G - (M — mg)” foi substituido pela distancia geodésica ao
quadrado entre os pontos m e mg e o valor de det(G) era fungdo de m. Por essa
razao, duas novas constantes foram inseridas na densidade pum, de [29] para que a
sua integral fosse igual a 1.

Neste caso, quando a energia média de ruido for suficientemente pequena, pode-se
verificar que as substitui¢oes realizadas por [29] em (3.81) sdo possiveis e adequadas,
justificando assim a sua utilizacao nas anélises de desempenhos de constelacoes de
sinais em variedades Riemannianas, como realizado nos trabalhos [29], [30], [31], [32] e
[33].

Além da expressao (3.81), obtida em funcao da métrica g;; e de (m — myp), uma
outra formula mais precisa para pgm, pode ser obtida em funcao da métrica g;;, de

(7) 9%5m

(Sm — So) e dos vetores Spm’ = Brmony €M M = M. Para determinar tal expressao,

considere r = sg + n em (3.69) para obter a seguinte relagao

(so+n—sm) - Ja=0 = n=n-Jz = (Sum—S0)" Ja- (3.82)
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Neste caso, a funcao densidade de probabilidade para o ruido n, representado pelo
lado esquerdo da equacdo (3.82), foi desenvolvida em (3.79), com a diferenga que a
matriz G agora é calculada em m = m em vez de mg, como realizado anteriormente.
Portanto, pmim, pode ser determinada usando da transformacao de variaveis aleatorias

de mm em fungdo de s e sg, obtida com o auxilio de (3.82) e caracterizada pelo seguinte

Jacobiano
g1 + (S — So) - Sgll) g1 + (Sm — So) - SQIM)
|| = det ; : . (3.83)
9M1+(Srh—50)'sgﬂul) QMM‘F(Srh—So)'SEyM)

Com isso, de (3.79) e (3.83), Prjm, ¢ dada por

P T (g (e T +
1 exp (_(Sm SO) Jm G Jm (Sm SO) ) |J | ’ (384)

Prmajmo = (27T0'2)M/2 252 det(G)

onde a matriz métrica G é calculada em m.

Com o objetivo de ilustrar uma aplicagao para a expressao (3.84), considere o caso
em que M = 1, mais precisamente, a modulacao é associada a uma curva do espaco
Euclidiano n-dimensional com parametrizagao s,,. Neste caso particular, J = s/ e

g1 = |8}, |%, entdo pym, obtida de (3.84) ¢ igual a

1 ‘(Sm—SO)-S;nP ’ 2 "
poi = () (=) ).

que é similar & expressao (3.51), obtida anteriormente usando um procedimento dife-

rente do aplicado aqui. Pois, em (3.51), tem-se que S = |s] |, 7 = —s! /|s! | e k = |s] ],
0 que comprova a afirmacao anterior.

Dessa forma, a expressdo (3.84) certamente caracteriza bem a funcao Prajmo de
modulacoes nao-lineares associadas a curvas ou a superficies. A tnica desvantagem da
aplicacao de (3.84) é que em sua obtengao, a partir de (3.82), foram considerados todos
os pontos criticos da fungao |r — s, |, isto &, como se o receptor estimasse 7 como sendo
todos os pontos criticos de minimo ou de méximo local do problema de otimizagao em
questao, e nao apenas o valor m = m que caracteriza a menor distancia entre r e S,

como normalmente é realizado no processo de demodulacao usando um receptor ML.

3.5.2 Primeira variacao do €2

Nesta subsecao, utilizaremos um método de otimizacao no qual foi possivel identifi-
car uma classe de superficies que, quando associadas a esquemas de modulac¢ao, podem
minimizar o erro quadratico médio. Contudo, nesta analise, foram consideradas apenas

modulagoes associadas a superficies (M = 2), pois o tratamento de um caso mais geral
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é muito mais complexo. Porém, espera-se que um resultado semelhante ao encontrado
aqui possa ser generalizado para o caso de modulacoes associadas a hipersuperficies.

Dessa forma, considere que o esquema de modulagao em questao esteja associado
a uma superficie regular parametrizada, X : D C R? — R3, na qual os parametros
a serem transmitidos sdo (u,v) e pertencem ao dominio D, em vez de (my,my) €
(—1,1)x(—1,1) como realizado anteriormente. Essa mudanca de notagao foi necesséaria
para que alguns resultados da geometria diferencial apresentados em [25] pudessem ser
aqui aplicados com maior familiaridade.

Com o objetivo de especificar a técnica de otimizacao utilizada, considere uma
fungdo diferenciavel n : D C R? — R e uma variagio normal da superficie X (u,v)
determinada por 7(u, v), caracterizada pela aplicagdo X' : D x (—¢,¢) — R3, definida
como

X'u,v) = X(u,v) +tn(u,v)N(u,v), (u,v) € D, t € (—¢,e), (3.85)

onde N(u,v) é o vetor normal unitario da superficie X (u,v). Observe que tal variagao
de X (u,v) representa, para cada valor de ¢, uma nova superficie gerada a partir de uma
“variacao” continua e normal da superficie original. Portanto, como X*(u,v) descreve
uma infinidade de possiveis superficies parametrizadas, entao essa variacao pode ser
considerada para se determinar quais caracteristicas X°(u,v) = X (u,v) deve possuir
para que o erro quadratico médio de uma modulacao associada a essa parametrizacao
possa ser minimizado.

Dessa forma, ¢ necessario determinar a primeira forma fundamental de X*(u,v)

para calcular o €2 usando (3.73c), isto é,

E' = (X, X1) = E+2t(X, - N,)+ 0 (N - N,) + 22,
F' = (XZ ) th;) = F+tn[(Xy - Ny) + (Xy - No)] + t27]2 (N - Ny) + t277u7]v> (3.86)
G' = (XL X!) =G +2tm(X, N,)+ 20 (N, Ny) + 2.

Com isso, o erro quadritico médio de uma modulacao associada a X'(u,v) pode
ser obtido com o auxilio de (3.74) e (3.86), como
- M E'+G

€2

- To— (3.87)

Assim, para caracterizar o ponto critico de (3.87), deve-se derivar €2 em relagio a
t e iguala-la a zero em ¢ = 0. Contudo, como essa integral é realizada em funcao das
variaveis u e v e a derivada em questao é em relacao a t, entao é possivel e conveniente

considerar a derivada em relac¢do a ¢t apenas do integrando de (3.87), isto é,

1 (aEt acﬁ)__ E'+G' (Cﬁaﬂﬁ oG" 6P“)

t _ t="
B (Fe \ o o ) T [EBG - (FO) E 2k

ot ot o )| =V

t=0

(3.88)
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Com o auxilio de (3.86), pode-se verificar que, em ¢ = 0, a derivada em relagao a ¢

dos coeficientes da primeira forma fundamental de X*(u,v), sdo iguais a

OF?
e = 277(Xu'Nu):—2n6,
ot |,
OF?
W =7 [(Xu : Nv) + (Xv : Nu)] = _277f7 (389)
t=0
OG!
— | = (X No) = —2ng,
ot |,

onde e, f e g sao os coeficientes da segunda forma fundamental de X (u,v), como

descrito anteriormente. Entao, usando (3.89) a equagao (3.88) pode ser reescrita como

e+g +2n(E+G)(eG—2fF+gE)

g (EG — F2)2

=0,

que é satisfeita quando X (u,v) for uma parametrizagao isotérmica (E =G e F =0) e

sua curvatura média H, (1.4), for igual a zero, isto é,

leG-2fF+gF e+g

H =
2 EG-F? 2K

0 e e=—g. (3.90)

Portanto, um esquema de modulagiao associado a uma superficie minima (H = 0)
parametrizada isotermicamente é um ponto critico para o erro quadratico médio. As
superficies minimas formam uma classe de superficies muito importante e estudada
na matematica. Tais superficies sao solucoes do problema de Plateau, isto é, dada
uma curva fechada simples (sem auto-interse¢ao), a superficie de area minima que tem
essa curva como bordo é uma superficie minima. Um breve estudo sobre as superficies
minimas pode ser encontrado em [29], enquanto que uma leitura mais avancada pode
ser obtida em [17].

Neste caso, uma técnica que pode ser utilizada para se obter superficies minimas
parametrizadas isotermicamente é a representacao de Weierstrass. Para obter mais
informagoes sobre essa representacao veja a subsecdo 1.2.1 e as referéncias [17] e [29].

Além disso, as superficies minimas haviam sido consideradas anteriormente em
[29], [31] e [14] quando constelacoes de sinais foram projetadas e analisadas sobre tais
superficies. Além disso, em [29], foi mostrado que, assim como ocorreu aqui para o €,
as superficies minimas também sao pontos criticos da probabilidade média de erro em
sistemas de comunicacoes digitais.

Contudo, um fato muito importante deve ser esclarecido neste momento. Para
tanto, é necessario recordar que o elemento de area de uma superficie é dado por
VEG — F? e que o erro quadratico médio dado em (3.73c) é inversamente proporcional
ao quadrado desse elemento de area. Assim, se as superficies minimas sao pontos

criticos de minimo desse elemento de area, entao as modulagoes associadas a superficies
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minimas deveriam maximizar o 2. Porém, na proxima seciio, sera mostrado que tal
fato na maioria das vezes nao é verdade, pois, quando a variagdo X'(u, v) esta sujeita a
determinadas restricoes como tipo de variacao, energia média de transmissao minima
ou constante, entao a superficie minima é um ponto critico de minimo para o erro

quadratico médio, ao contrario da conclusao anteriormente sugerida.

3.5.3 Segunda variacio do ¢2

Analisaremos, em ¢ = 0, a segunda derivada em relacao a t do erro quadratico

médio de uma modulagao associada a variagio X'(u, v) definida em (3.85), isto é,

- t t OE? oG? OF" oGt OF?
PEmy) N [ BE G (2 +28) (¢ + prog —2p ekt
ot? 4 ) BIGt — (F1)2 [B'Gt — (F?)?)?

(B! +GY) [G”;?t 120808 | &G g <32Ft>2 = 2Ft32Ft}

t ot ot ot? ot? ot?

[5G — (T
2
(B'+GY) (G2 + BHo5t — 2F o5t
(G = (PR

+ (3.91)

Com o auxilio de (3.86), pode-se verificar que, em ¢ = 0, a segunda derivada em

relagdo a ¢ dos coeficientes da primeira forma fundamental de X*(u, v) sdo iguais a

O*E!

= 25,
o |,_,
O*F?
ot? = 2. + 27]2 (N - Ny) (3.92)
t=0
O*°G?
t=0

Dessa forma, usando as derivadas da primeira forma fundamental descritas em
(3.89) e em (3.92) e utilizando as condigdes (3.90) necessarias para X (u,v) ser um

ponto critico de €2, entio a equacio (3.91) pode ser reescrita, em ¢t = 0, como

E3 E

922 2 2 _ f2 2 2 2
| | - el (B )
t=0

onde K é a curvatura Gaussiana da superficie X (u,v), dada em (1.5).

Com isso, note que, se a superficie X (u, v) possuir curvatura Gaussiana igual a zero,
caso da modulacao linear associada a uma superficie planar, entao pode-se verificar de
(3.93) que a segunda derivada em relagao a ¢ de €2 & negativa. Isto é, a modulacio

linear ¢ um ponto critico de maximo do erro quadratico médio. Além disso, uma
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vez que a curvatura Gaussiana seja negativa, entao é possivel que essa derivada seja
positiva, caracterizando assim um ponto critico de minimo para €2. Neste caso, as
superficies minimas se adequam perfeitamente, pois suas curvaturas Gaussianas sao
sempre negativas, exceto quando a superficie é o plano.

Portanto, a condigao para que (3.93) seja positiva, além de depender de K, depende
também da fun¢ao n(u,v). Neste caso, é necessario entdo caracterizar ou restringir as
variagoes normais X*(u,v), de maneira que uma superficie minima com parametros
isotérmicos seja um ponto critico de minimo do erro quadratico médio. Um caso
interessante para a variacao X*(u,v) ocorre quando n(u, v) é constante, pois 7, = 1, =
0 e como K < 0, entiio a segunda derivada em relacdo a ¢ de €2 é positiva. Além disso,
quando 7n(u,v) for suave (n,/n e n,/n < 1), propiciando assim pequenas variagoes em
X*(u,v), entdo a superficie minima X (u,v) parametrizada isotermicamente minimiza
o erro quadratico médio. Em outras palavras, sob pequenas perturbagoes, X (u,v) é
estavel quanto a sua minimizacio do €2.

Uma outra maneira adequada de caracterizar ou restringir a fun¢ao n(u,v), é su-
por que a energia média de transmissao permaneca praticamente constante durante
a variagdio X'(u,v), ou que a mesma seja minimizada para algum valor de ¢. Para
tanto, quando o valor médio de X (u,v) for igual a origem do sistema de coordenadas,

considere a seguinte formula para a energia média de transmissao

// - X") pwdudv—/ (X - X)+2tn(X - N)+t*0] puodudv. (3.94)

Com isso, o ponto critico da energia média de transmissao (3.94) pode ser obtido
por
OE,

o =0 = //2n[(X~N)+tn]puvdudv:0 = tn=—(X-N). (3.95)

Pode-se verificar facilmente que tal ponto critico é de minimo, pois

“ ://2n2puvdudv>0.
D

Além disso, pode-se verificar que quando tn = —2(X,N), a energia média de
transmissao (3.94) é igual & inicial. Dessa forma, é adequado escolher uma variagao
X*(u,v), t = (—¢€,€), com fungao n(u,v) = ¢ (X, N), onde ¢ pode ser, por exemplo,
igual a —2/¢, para que essa variagdo possa contemplar superficies com energia média
de transmissao maiores (—e < t < 0), igual (¢ = €) ou menores (0 < ¢t < ¢) do que a
inicial (t = 0).

Portanto, os valores de 7, e 7,, necessarios para analisar a equagao (3.93), podem

ser obtidos da consideragao anterior n(u,v) = ¢ (X, V) e de algumas rela¢oes descritas
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em [25] (pag. 154), da seguinte forma

me = el N)+ (X N)] = e (X - Ny) = =2 [F (X - Xu) +9 (X - X,)] .

n2an? = —AK[(X-X)P+ (X X)), (3.96)

onde os coeficientes da segunda forma fundamental de X (u,v) sdo relacionados por
e = —g, como indica (3.90), e K ¢é a curvatura Gaussiana dada em (1.5).

Assim, aplicando (3.96) em (3.93) pode-se determinar a seguinte condi¢do para
que uma superficie minima parametrizada isotermicamente seja um ponto critico de

minimo do erro quadratico médio,

626_2(1110) 2 2K 2 2 2
o t_0>0 = 2 CE (X)) (XX 8K >0 =
22K ( X, )2 ( X, )2 )
X - + [ X- —8(X -N)'| >0,
E | Xl | X |
mas como K < 0 e os vetores é’:', éZI e N sao ortonormais, entao essa condicao pode

ser reescrita como

20K
FE

(X - X) —9(X-N)2} >0 = |X]P-9|X[?cos’(0) <0 = |cos(d)| >
(3.

Geol =

Y
)
onde 6 é o menor angulo formado entre os vetores X e V.

Portanto, como arccos(1/3) & 70.5° entao pode-se afirmar que mesmo sujeita a va-
riacoes significativas, desde que n(u,v) = ¢ (X, N), a superficie minima X (u,v) ainda
é estavel quanto a minimizacao do €2. Por esse motivo, nas proximas secoes novos
esquemas de modulacoes sobre superficies minimas serao propostos e analisados. Além
disso, deve-se ressaltar que, apesar de projetarmos modulagoes baseadas em superficies
minimas, caracterizadas por sua curvatura média igual a zero, a sua curvatura Gaus-
siana também sera considerada. Tal fato é necessario por que o valor da curvatura
Gaussiana, assim como a curvatura de uma curva, também influencia na probabilidade

de ocorréncia de erro de ponto inicial, como mostrado na préxima secao.

3.5.4 Analise da curvatura Gaussiana em esquemas de modu-
lacao

Na subse¢do 3.3.4 obtivemos a expressao (3.43), que relaciona o valor da energia
média de ruido ao valor da curvatura da curva s,,. Naquela ocasiao, foi possivel de-

terminar que a ocorréncia de erro de ponto inicial pode ser diminuida caso a energia
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média de ruido seja menor do que o menor raio de curvatura da curva associada a
modulacao.

Nesta subsecao, um resultado similar a esse sera obtido. Mais precisamente, mos-
traremos que tanto a curvatura média quanto a curvatura Gaussiana podem influenciar
na ocorréncia de erros de ponto inicial. Para tanto, considere uma superficie regular
parametrizada X (u,v), onde u e v sdo as variaveis a serem transmitidas. Dessa forma,
quando o ruido ¢ AWGN e o receptor é de méaxima verossimilhanca, entao uma solugao

para o problema min |r — X (u,v)|, como descrito em (3.69), deve satisfazer o seguinte

) (399

sistema de equagoes

Contudo, para que as solugoes de (3.98) sejam pontos criticos de minimo, entao os

autovalores da seguinte matriz devem ser positivos

—(I‘—X) qu_'_(XuXu) _(r_X)'Xuv+ (XuXv>

Ul o0 X (XX~ = X)X + (X, - X) |

(3.99a)

Entretanto, antes de obtermos os autovalores de (3.99a), é necessario verificar de
(3.98) que o vetor (r — X) é ortogonal a X, e a X,,. Isto é, (r — X) possui a diregao
do vetor normal a superficie X (u,v) e, portanto, pode ser escrito da seguinte maneira
(r — X) = h N, como sugerido na expressao (3.70). Dessa forma, a matriz Hessiana

(3.99a) pode ser escrita como

—he+E —hf+F

H= —hf+F —hg+G |’

(3.99D)

onde os coeficientes E, F' e G sao dados por (1.2) e os coeficientes e, f e g sao dados
por (1.3).
Com isso, podemos obter os autovalores de (3.99b) como sendo as raizes do seguinte

polinomio caracteristico

det(H—X) = (~he+E—X) (=hg+G—X\) — (=h f+ F)*
=N - A[E+G—hle+9)]+ (EG—F(h*K —2hH +1), (3.100)

onde H e K sdo as curvaturas média e Gaussiana dadas por (3.90) e (1.5), respecti-
vamente. Além disso, quando os parametros sao isotérmicos F = G e F = 0, esse

polinémio pode ser escrito da seguinte forma
det(H— M) =\ —2A\E (1 —h H) + E*(h*K —2h H + 1),
e suas raizes sao dadas por

A:E(l—hHi|h|\/H2—K) . (3.101)
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Neste caso, como vV H? — K é nao negativo e F é sempre positivo, entao a condi-
¢ao necessaria para que os autovalores (3.101) sejam positivos pode ser expressa pela

seguinte desigualdade

hH+ |hWWH?—K <1, (3.102)

que, no caso particular de X (u,v) ser uma superficie minima (H = 0), pode ser con-

venientemente reescrita como
1

V=K

Portanto, note que a condigao (3.103) é mais geral que a condicao (3.43) obtida

Ih| < (3.103)

anteriormente. Além disso, o parametro h pode ser associado ao ruido de transmissao
com o auxilio da Figura3.32, da aproximagao (3.71) e da equagao (3.70) da seguinte

forma

r=Xpo+n
X = XO -+ (ﬁ — UO)Xu + (’IAJ — ’Uo)Xv = Xg+n= X0+(fL—UQ)Xu+(@—UQ)XU
r=X+hN

(n-N) = (i—up) (Xy - N)+(6—v0) (X0 N)+h(N-N) = h=(n-N). (3.104)

Dessa forma, quando o ruido do canal de transmissao ¢ AWGN, entao o parametro h
pode ser considerado como uma variavel aleatoria Gaussiana de média nula e variancia
No/2. Assim, com o auxilio de (3.103) e de (3.104), a ocorréncia de erros de ponto

inicial pode ser minimizada quando a seguinte condicao for satisfeita

N _ 1
70 < min {—K} . (3.105)

Com isso, o valor da curvatura Gaussiana deve ser considerado no projeto de es-
quemas de modulacoes, principalmente, quando essas modulagoes sao associadas a
superficies minimas com parametrizacao isotérmica, que no caso também minimizam

o erro quadratico médio, como demonstrado nas se¢oes anteriores.

3.5.5 Exemplos de modulacoes associadas a superficies mini-
mas

Nesta subsecao, serao apresentados alguns exemplos de esquemas de modulagao
nao-lineares associadas a superficies minimas no R®. A decisao por usar essa classe
de superficies esta relacionada a suas propriedades de minimizagao do erro quadratico
médio e de estabilidade da estimativa m, determinadas anteriormente. Exemplos de
superficies minimas parametrizadas isotermicamente podem ser obtidas pela represen-

tacao Weierstrass (1.6).
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Da mesma maneira que as caracteristicas geométricas de uma curva associada a um
esquema de modulacao influenciam em seu desempenho, a determinacao de uma super-
ficie entre as infinitas possibilidades de superficies minimas deve ser realizada levando-
se em consideragao alguns critérios geométricos relevantes ao processo de transmissao.
Tais critérios, certamente, nos levam a escolher uma superficie sem auto-intersecoes,
para diminuir a ocorréncia de erros de ponto inicial, e que possua uma &rea relativa-
mente grande, para uma dada energia média de transmissao, diminuindo assim o erro

quadratico médio.

Segundo estes critérios, dentre as superficies minimas consideradas neste capitulo,
a helicoide foi a que apresentou melhor desempenho. Para uma melhor analise da in-
fluéncia da parametrizacao da superficie X (u,v) no desempenho dos sistemas de comu-
nicacoes, serao consideradas trés diferentes parametrizacoes para a superficie minima

helicoide.

X(u,v) = [ucos(mfv),usin(rfv),v], (3.106a)
[sinh(u) cos(mfv), sinh(u) sin(wSv), v] , (3.106h)
[sinh(7Bu) cos(mfv),sinh(wfu)sin(rfv), 7Bv],  (3.106¢c)

onde # é um parametro da modulacao que influencia em seu desempenho. Geome-
tricamente o parametro (3 esta relacionado a quantidade de voltas da helicéide, como
indica os graficos da superficie helicoide para 3 = 1,2 e 3 na Figura 3.34. Além disso,
quando 3 = 0 na parametrizagao (3.106a), a superficie em questao é o plano e con-
seqiientemente a modulacao associada é a linear. Em outras palavras, quando 3 > 0,
a modulacao deixa de ser linear.

(a) B =1.0. (b) 8 = 1.5. (c) B = 2.0.

Figura 3.34: Superficie minima helicoide para, para 3 =1,1.5 e 2.

Neste caso, observamos que, apesar das trés parametrizacoes representarem a mes-
ma superficie, os desempenhos obtidos para cada uma dessas modulacoes foram dife-

rentes. Tal fato esta relacionado aos seguintes valores da primeira forma fundamental
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de cada uma dessas parametrizacoes,

E=1, G=1+(rBu)* e F=0, (3.107a)
E = cosh®*(u), G =1+sinh?*(u)(rp)*> e F=0, (3.107h)
E =G = (1f)*cosh®(mfu) e F=0, (3.107c)

respectivamente, pois, segundo (3.73c), o erro quadratico médio dos sistemas de comu-
nicagoes cujas modulagoes possuem as métricas (3.107), pode ser expresso por
- ME+G No(1 1
€4 = — = — | =+ —= ,
4 FEG 4 \F G

que, no caso, decresce da modulagao (3.107a) para a modulagao (3.107b) e dessa para

a modulagao (3.107¢), como ilustra a Figura 3.35.

2.5 : : . .
Parametrizagao (a)
Parametrizacao (b) ---------
2 /@metrizaqéo (C """""" |
< 15
=
U 1
0.5
o e e
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
U

Figura 3.35: Curvas do erro quadratico médio da modulagao associada a superficie
minima helicoide, para cada uma das trés parametrizacoes consideradas quando 5 = 1.

Tal fato pode ser explicado com o auxilio da subsecao 3.5.2, cujo resultado afirma
que uma superficie minima é um ponto critico de minimo do erro quadratico médio
se estiver parametrizada isotermicamente, veja condi¢ao (3.90). Neste caso, segundo
(3.107), a tnica parametrizagdo com £ = G e F' =0 ¢ a (3.106¢), e por este motivo foi
a que apresentou menor €2

Além disso, foi realizada uma simulagao computacional para determinar as curvas
de desempenho (CSNR wversus SNR) do sistema de comunicagoes associado a superficie
minima helicoide, parametrizadas por (3.106). Tais curvas de desempenho sdo apre-
sentadas nas Figuras 3.36, 3.37 e 3.38, sendo que, como esperado, o sistema associado
A parametrizacao isotérmica (3.106¢) foi o que apresentou melhor desempenho, veja
Figura 3.39 para melhor comparagao. Além disso, observe de Figura3.39 que o de-
sempenho dessa modulacao nao-linear proposta esta bastante proximo do desempenho

6timo, previsto pela curva OPTA.
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35 L "OPTA ---- | o
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Figura 3.36: Curvas de desempenho de uma modulagao nao-linear associada a superficie
minima helicoide parametrizada por (3.106a), para 5= 1,2 e 3.

Simulacao (8 =0) -
30 Simulacdo (3 =1) —— e -

Simulacdo (8 =2)
Pontos Otimos
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0 5 10 15 20 25 30
CSNR (dB)

Figura 3.37: Curvas de desempenho de uma modulagao nao-linear associada a superficie
minima helicoide parametrizada por (3.106b), para § =1,2 e 3.
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Figura 3.38: Curvas de desempenho de uma modulac¢ao nao-linear associada & superficie
minima helicoide parametrizada por (3.106¢), para 3 = 0.25, 0.5, 0.7, 0.9, 1 e 1.1.

45 . . | |
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Figura 3.39: Comparacao entre as curvas de desempenho das trés modulagoes associ-
adas a superficie minima helicoide.
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Dessa forma, é possivel verificar que os resultados obtidos nesta subse¢ao via simu-
lagao computacional estao de acordo com os resultados tedricos obtidos anteriormente,
com o auxilio da aproximagao (3.71), para modulagtes nao-lineares associadas a super-
ficies. Tal fato confirma que as caracteristicas geométricas das modulacoes nao-lineares
que foram destacadas nesta secao sao suficientes para o projeto geométrico eficiente de
modulagoes nao-lineares, desde que a superficie associada a modulacao satisfaca as
caracteristicas geométricas aqui apresentadas.

Com isso, nesta secao, podemos verificar que a interpretacao geométrica que associa
modulacoes a superficies no espaco Euclidiano permitiu o uso de conceitos da geometria
diferencial e Riemanniana no contexto de projetos de modulacoes. Além disso, a ex-
pressao aproximada para o erro quadratico médio que foi derivada e aplicada a espacos
de curvatura seccional constante, indica que o uso de espacos hiperbolicos no projeto de
modulacgoes pode melhorar o desempenho dos sistemas de comunicacoes. Nao obstante,
verificamos que as modulagoes nao-lineares associadas a superficies minimas minimi-
zam o erro quadratico médio, mostramos também que as curvaturas média e Gaussiana
influenciam no erro de ponto inicial e relacionamos essas curvaturas a energia média do
ruido. Finalmente, constatamos que modulagoes nao-lineares com bons desempenhos

podem ser projetadas geometricamente.



Capitulo

Influéncia da Curvatura no Desempenho de
Constelacoes de Sinais

Neste capitulo faremos uso de modulacoes nao-lineares, como as consideradas no
capitulo anterior, para realizar a construcao e a anélise de desempenho de constelacoes
de sinais em espacos mais gerais que o Euclidiano. Neste caso, verificamos que a
superficie associada a uma técnica de modulacao nao-linear induz de maneia natural
uma nova métrica no espago de sinais. Tal métrica, geralmente, nao é Euclidiana, e
a sua utilizacao no espaco de sinais propicia a construcao de novas constelacoes de
sinais com desempenhos, em termos da probabilidade média de erro, melhores que os
desempenhos dos sistemas de comunicagoes tradicionais usando uma modulacao linear,
isto é, a curvatura é nula e o espaco de sinais é o Euclidiano. Para tanto, serd necesséario
o uso da geometria Riemanniana para estender os principais parametros de desempenho
das constelacoes de sinais para esse contexto mais geral. Dessa forma, como os espacos
de sinais serao interpretados como variedades Riemannianas, entao alguns invariantes
geométricos dessas variedades, tal como a curvatura seccional, serao associados ao
desempenho das constelacoes de sinais. Mais precisamente, as constelacoes de sinais
projetadas em espacos de sinais com curvatura seccional constante e negativa, como o

espaco hiperbodlico, foram as que apresentaram as melhores curvas de desempenho.

4.1 Introducao

Os trabalhos [7] e [6] tratam da construcdo e da analise de desempenho de cons-
telacoes de sinais do tipo M-PSK definidas em espacos hiperbolicos. Na analise de
desempenho das constelacoes de sinais destes trabalhos, a métrica do espaco foi uti-
lizada para definir uma funcao densidade de probabilidade do tipo Gaussiana para
representar o ruido do canal de transmissdo. Em [29], [30], [31] e [32], uma aborda-

gem semelhante a essa foi realizada, mas considerando uma diversidade maior de tipos
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de constelagoes de sinais definidas em variedades Riemannianas, como, por exemplo,
constelagoes de sinais geometricamente uniformes em espacos de curvatura seccional
constante e em espacos com métrica induzida de superficies minimas.

Entretanto, nenhum destes trabalhos demonstrou precisamente a procedéncia da
expressao da funcao densidade de probabilidade Gaussiana usada na caracterizagao
do ruido do canal de transmissao, ou descreveu o sistema de comunicagoes cujo ruido
tivesse essa funcao densidade de probabilidade do ruido. Contudo, devemos ressaltar
que este fato nao compromete os resultados encontrados nestes trabalhos, pois mostra-
remos na proxima secao que essa expressao da funcao densidade de probabilidade estéa
correta, desde que seja considerada uma relacao sinal ruido suficientemente grande.
Este fato era esperado, visto que a funcao densidade de probabilidade do ruido usada
nestes trabalhos foi rigorosamente definida, de modo que seu comportamento descre-
vesse um ruido Gaussiano do ponto de vista do espaco nao Euclidiano considerado.
Neste caso, alguns parametros geométricos foram usados, como a métrica e a curva-
tura do espaco, as areas das regioes de decisao e as distancias entre os sinais, que no
caso foram associadas ao comprimento geodésico.

Dessa forma, um dos primeiros resultados deste capitulo é mostrar que a funcao
densidade de probabilidade do ruido considerada nos trabalhos anteriores esta associ-
ada a probabilidade de erro no espaco de sinais de um sistema de comunicacoes sujeito a
acao de um ruido aditivo Gaussiano branco e usando uma modulacao nao-linear. Mais
geralmente, iremos mostrar que o espaco de sinais estd associado a uma variedade Rie-
manniana quando a energia média do ruido do canal de transmissao é suficientemente
pequena. Com isso, usando essa associacao iremos propor a construcao de constelagoes
de sinais em variedades Riemannianas, bem como realizar as correspondentes analises

de desempenhos.

4.2 Funcao Densidade de Probabilidade Condicional,
p(y|x = xo)

No Capitulo 3, as técnicas de modulacao nao-lineares foram associadas a curvas
ou a superficies no R”. Com isso, considere que as variaveis (u,v) € D possam ser
transmitidas usando uma modulacao associada a uma superficie regular X : D C
R? — R3. Neste caso, uma constelacao de sinais usando essa técnica de modulacio

pode ser representa pelo seguinte conjunto de pontos
X = {Xl - [ulu U1]7 e X = [umu Um]}a

no espaco bidimensional D. Além disso, esses sinais também pertencem a superficie

X (u,v) e, por esse motivo, também podem ser representados por pontos no R?.
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Ainda no Capitulo 3 foi derivada uma expressao de p(y|x = xp), a fun¢ao densidade
de probabilidade condicional de que o sinal y = [u,v] seja recebido dado que xg =
[ug, vo] tenha sido enviado. Tal expressao pode ser obtida de (3.81) para o caso em
que a energia média do ruido seja suficientemente pequena ou por (3.84) para um caso
mais geral, onde nao haja restricio quanto a energia média de ruido. Contudo, neste
ultimo caso, alguns valores de y sao computados mais de uma vez devido a solugao do
problema de otimizacao considerado em sua obtencao.

A expressao (3.80) apresenta uma mudanca de variaveis aleatorias que, nesse caso

particular, relaciona o vetor ruido do canal, n, ao vetor erro y — X, isto &,
n=(y-x) G, (4.1)

onde G é a matriz métrica calculada no ponto xy. Neste caso, note que essa expressao
depende da métrica da superficie e este fato demonstra como a métrica no espaco de si-
nais é induzida pela métrica da superficie associada & modulacao. Entretanto, devemos
chamar a atengao para o fato de que a expressao (4.1) é valida para uma vizinhanga de
X( ou, equivalentemente, quando a energia média do ruido for suficientemente pequena.

Neste caso, a funcao densidade de probabilidade condicional de y dado xy pode ser

determinada com o auxilio de (3.81) da seguinte forma

pyix = x0) = —gexp |- C O T agEy. )

2o 202

De acordo com (3.71), quando a energia média do ruido for suficientemente pequena,
a seguinte aproximacao pode ser utilizada

X(uvv) :X(uo,v0)+(y—x0)-JT,

onde J é a matriz Jacobiana de X (u,v). Neste caso, como G = JT - J, entdo o
termo da exponencial de (4.2) é igual & distancia Euclidiana ao quadrado entre os
pontos X (u,v) e X(ug,vp), que, localmente, é uma boa aproximacao para a distancia
geodésica ao quadrado entre esses pontos, d*(y,x). Por essa raziao, a expressao da
funcao densidade de probabilidade

p(y]x = x0) = ke 200 /det(@), (4.3)

utilizada nos trabalhos [7], [6], [29], [30], [31] e [32] est4 bem definida. As constantes
ki e ko de (4.3) sdo positivas e sdo necessarias para que a integral dessa expressao em
todo o espaco de sinais seja igual a 1 e para que a variancia de p(y|x = xo) possa ser
definida em funcao dessas constantes.

Neste contexto, pode-se considerar que a superficie regular parametrizada X :

D C R? — R? induz de maneira natural uma métrica em D, isto ¢, dados p €
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D e vy,vo € T,X, o plano tangente a superficie no ponto p, entdo (vy - va), =

(dXp(v1) - pr(V2>>X(p)7
gundo o vetor v;. Observe que, nessa situacao, X passa a ser uma aplicacao isométrica

onde dX,(vy) é a diferencial da aplicacdo X no ponto p se-

de D em X (D) e que esse espago bidimensional com métrica induzida da superficie
X (u,v) é uma variedade riemanniana bidimensional, M?, com sistema de coordenadas
(D, X).

Portanto, como o espaco de sinais pode ser interpretado como uma variedade Rie-
manniana, entao a construcao e a analise de desempenho de constelacoes de sinais deve
ser realizada nesse novo contexto. Para tanto, alguns parametros de desempenho das
constelacoes de sinais devem ser redefinidos, como, por exemplo, a probabilidade de o

demodulador decidir erroneamente dado que o sinal x; seja transmitido,
P,=1- / p(y|x =x;) dudv, (4.4)
R;

onde R; ¢ a regiao de decisao do sinal x;, ou seja, o conjunto representando todos os
sinais recebidos que sao decididos como x;. Devemos ressaltar que a probabilidade de
erro (4.4) é invariante por isometrias e que a probabilidade média de erro, P., de uma

constelacao de sinais ¢ dada por
Pe - Zpipe,i 5 (45)
i=1

onde p; é a probabilidade de ocorréncia do sinal z;.
Além disso, a energia média de transmissao de uma constelacao de sinais X é

definida como

E =) pd(x;,x), (4.6)
i=1

onde d*(x;,X) é a distancia geodésica ao quadrado entre o sinal x; e o baricentro da
constelacao X. Sabemos que o baricentro de uma constelagdo de sinais é o ponto
que minimiza a energia média da constelacao de sinais. Portanto, para determinar x
devemos calcular a primeira derivada da energia média em relacao a v e v, e supor
que a mesma seja zero em X. Dessa maneira, temos que X é um ponto que satisfaz as

seguintes equagoes diferenciais parciais

0FE, 2 0dP (x4, X) B

ou |, ;pi ou | 0
OF, 2 9d? (x4, %) B

7| z; R T N 0. (4.7)

No sentido de explicitar analiticamente a relacao sinal-ruido no sistema de comu-

nicacoes, a energia média do ruido no espago de sinais, dado que x; foi transmitido, é
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definida como
o’ = / d*(y,x:)p(y|x = x;) dudv . (4.8)
D

Com o objetivo de analisar o desempenho de sistemas de comunicag¢oes usando
constelacoes de sinais e modulagoes nao-lineares, vamos considerar uma modulacao
do tipo 4-PSK sobre as superficies de um paraboldide, de um plano e de uma sela,

Figura4.1, cujas parametrizagoes sao dadas por

X(u,v) = [u,v,u*+v* (Paraboléide), (4.9a)
X(u,v) = [u,v,0] (Plano) , (4.9b)
X(u,v) = [u,v,u* —v* (Sela). (4.9¢)

. S Xig = Eixo z

Sl
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5
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Eixo y

(c) Plano. (d) Sela.

Figura 4.1: Exemplos de modulacoes 4-PSK em superficies.

Neste exemplo, consideramos que as modulacoes nao-lineares associadas a essas
superficies possuem a mesma energia média de transmissdao, (1.42). Dessa maneira,
caso as variaveis u e v pertencam ao intervalo [—a,a], entdo os valores das energias
médias de transmissao dessas modulacoes sao dadas por

— 2, 2 Iy = 2 9

E,, = = (154 4a”) (Paraboloide e Sela) e E,, = 30 (Plano),
mas como a energia média da modulagao linear (associada ao plano) é menor que
as demais, entao um fator de correcao deve ser realizado no momento da anélise de

desempenho da constelagao 4-PSK associada a essa modulacao.



128 Influéncia da Curvatura no Desempenho de Constelagoes de Sinais

As métricas ou as primeiras formas fundamentais dessas superficies podem ser ob-

tidas de (1.2) como segue

E=1+4u*, F=4uw e G=1+4v* (Paraboloide) (4.10a)
E=1, F=0 e G=1 (Plano) (4.10Db)
E=1+4?, F=—4uw e G=1+4" (Sela) (4.10¢)

Com isso, podemos usar as parametrizacoes (4.9) e as métricas (4.10) para deter-
minar p(y|x = x) usando (3.84), veja a Figura4.2. Optamos pelo uso de (3.84) devido
ao fato dessa expressao apresentar resultados mais precisos quando a energia média do
ruido nao é suficientemente pequena, no caso foi utilizado o2 = 1/2 e xo = [1,0] em

todas as modulagoes.

Eixo z

(c) Sela.

Figura 4.2: Fungoes densidades de probabilidades, p(y|xo), de exemplos de modulagoes
4-PSK em superficies, calculadas para 02 = 1/2 e x¢ = [1, 0.

Analisando a Figura 4.2, verificamos que mesmo com um ruido AWGN no canal
de transmissdo, apenas a modulagao associada a superficie planar (modulagao linear)
apresenta um ruido Gaussiano circular no espaco de sinais. Tal resultado ja era es-
perado, pois a métrica induzida por essa superficie é a métrica Euclidiana, a mesma
métrica em que o ruido foi definido para ser Gaussiano. Entretanto, as densidades de
probabilidades apresentadas nas Figuras4.2(a) e 4.2(c) ndo se assemelham a distribui-
¢oes Gaussianas, mas para o espaco de sinais das modulacoes nao-lineares associadas

as superficies parabolodide e sela esse ruido possui um comportamento Gaussiano.
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As curvas de desempenho (P, versus SNR) das modulagoes 4-PSK associadas as
superficies paraboloide, plano e sela sao apresentadas na Figura 4.3. Devemos ressaltar
que, na determinacao dessas curvas de desempenho, foi considerado que as modulacoes
nao-lineares possuem a mesma energia média de transmissao. Por essa razao, a curva
de desempenho associada ao plano possui um desempenho melhor do que a curva de
desempenho associada ao paraboloide, caso contrario seu desempenho seria igual ao do
paraboloide. Além disso, note que a modulacao 4-PSK associada a superficie da sela foi
a que apresentou melhor curva de desempenho. Este fato pode ser melhor compreendido
considerando o volume de sua fungao densidade de probabilidade, Figura4.2(c), na
vizinhanca do ponto Xg, que no caso é maior que o volume das outras fun¢oes densidades
de probabilidades. Além disso, este ganho de desempenho esta associado ao valor de sua
curvatura Gaussiana, que é negativa, contudo tal fato so serd esclarecido na préxima

secao.

10° . —
— P
107! = —— Sela —8—
‘E’\E \6
10_2 E\E\;?\:\(\:\&\\f
& 1073 . \
\ ~

1074 \

=

1076 -l
0 2 4 6 8 10
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Figura 4.3: Curvas de desempenho de modulacoes 4-PSK associadas as superficies
paraboloide, plano e sela.

As curvaturas Gaussianas dos espacos de sinais associados as superficies do para-

boloéide, do plano e da sela sao dadas por

4 4
(1+4a? +y2)32" ’ (1+ 422 + y2)3/2”

respectivamente.
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4.3 Reducao da Probabilidade Média de Erro pela
Consideracao da Curvatura

No exemplo anterior e em [7], [6], [29], [30], [31] e [32], foi observado que o desempe-
nho de constelagoes de sinais definidas em espacgos com curvatura constante e negativa,
quanto a probabilidade média de erro, &€ melhor que o desempenho das constelagoes de
sinais em espacos com curvatura nula ou constante positiva. Nesta secao mostraremos
que a probabilidade média de erro diminui com a reducao da curvatura. Para tanto,
vamos usar o conceito de sistema de coordenadas polar geodésico descrito em [25] para
estudar o comportamento da fun¢ao densidade de probabilidade p(y|x = %), dada em
(4.2), em fungio da curvatura Gaussiana (K) do espaco de sinais.

Um sistema de coordenadas polar geodésico determina um sistema de coordenadas
polar no plano tangente a superficie X (p, #) no ponto p, T, X, como ilustra a Figura4.4.
Dessa forma, note que as geodésicas partindo de p sdo radiais (0 = cte) e um circulo
geodésico (p = cte), que geralmente nao é uma geodésica, pode ser obtido. Com isso,
assumindo que o sinal transmitido x( esteja relacionado ao ponto p de um sistema de
coordenadas polar geodésico, entao podemos associar o comprimento das geodésicas
radiais (p) & distancia desse sinal aos demais sinais da constelagio, enquanto que os
circulos geodésicos podem ser relacionados a regiao de decisao do sinal xy. Neste caso,
quanto maior for a area desse circulo, em geral, menor sera a probabilidade de erro de

transmissao desse sinal.

Uma geodésica
radial

Figura 4.4: Exemplo de um sistema de coordenadas polar geodésico.

De acordo com [25], a primeira forma fundamental nesse sistema de coordenadas
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de uma superficie X (p, 0) satisfaz as condigoes

E=1, F=0 1lmG=0 lm(WVG),=1 ¢ (VG),,+KVG=0, (4.11)

p—0 p—0

onde K é a curvatura Gaussiana da superficie associada ao esquema de modulacao.
Com isso, usando uma expansao em série de Taylor, pode-se determinar uma expressao

aproximada para v/G em funcio de p e K, como segue

Gip0) ~p—LK(p9). (4.12)

12

Portanto, podemos usar esse sistema de coordenadas polar geodésico para reescrever

a expressao (4.2) da seguinte forma

1

1 _ p3
iy p- LT K. 413
2702 o2t NPT 1 (4.13)

2
e 22 VEG — F2 ~

p(ylx =xo) =

Note que a expressao (4.13) explicita a dependéncia da func¢do densidade de pro-
babilidade condicional, p(y|x = Xg), relativamente a curvatura do espaco. Deve-se
ressaltar que, até onde conhecemos, uma expressao similar a essa nao havia sido obtida
anteriormente. Em [29], as fungoes densidades de probabilidades foram determinadas
para uma métrica especifica e a influéncia da curvatura nao era percebida tao clara-
mente como em (4.13).

Como a integral de p(y|x = x) determina a probabilidade de acerto, entao podemos
concluir que, caso a curvatura do espaco de sinais seja negativa, entao a probabilidade
de erro do sistema de comunicacoes é menor que em seu sistema de comunicagoes
equivalente em espagos com curvatura nula ou positiva. Além disso, note que, quanto

menor for a curvatura do espaco, menor sera a probabilidade de erro.

O ganho de desempenho indicado pela expressao (4.13), quando a curvatura é ne-
gativa, pode ser interpretado geometricamente pelo o aumento da area da regiao de
decisdo do sinal, pois, neste caso, o elemento de area dessa regido ¢ igual a VG, que

aumenta quando K < 0.

Uma outra maneira de verificar que o sinal da curvatura influencia no desempenho
dos sistemas de comunicagoes é usar o teorema de Rauch, [26]. Contudo, tal influéncia
é descrita de maneira qualitativa, pois esse teorema, intuitivamente, exprime o fato de
que, se a curvatura diminui, entao os comprimentos geodésicos entre dois pontos fixos
quaisquer no espaco aumentam. Este fato implica que as distancias entre os sinais
devem aumentar com a diminuicao da curvatura, sendo que este ultimo fato faz com

que a probabilidade de acerto aumente, observe a expressao (4.3).
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4.4 Constelacoes de Sinais em Espacos com Curva-
tura Constante

Nesta secao apresentaremos a construcao e a analise de desempenho de constelacoes
de sinais geometricamente uniformes em espacos de curvatura constante. Inicialmente,
vamos considerar constelacoes de sinais M-PSK e, posteriormente, constelacoes de si-
nais provenientes de tesselagoes {p, ¢} em espagos bidimensionais com curvatura cons-
tante. Tais constelagoes de sinais foram analisadas nos trabalhos [30] e [32]. Por essa
razao, a descricao dos resultados desses trabalhos serd realizada de maneira sucinta,
dando maior enfoque apenas aos resultados de interesse deste capitulo.

Segundo [27], dentre as variedades Riemannianas, os espagos de curvatura cons-
tante sao os mais simples de serem estudados e possuem um ntimero suficientemente
grande de isometrias locais. Isto significa que é sempre possivel “deslocar” isometrica-
mente dois triangulos pequenos colocados em posicoes diferentes e verificar que podem
ser sobrepostos. No projeto de constelacoes de sinais nesses espacos devemos fazer
uso dessas isometrias, caso contrario, o ruido do canal de transmissao afetaria cada
sinal a ser transmitido de uma maneira diferente. Além disso, essas isometrias garan-
tem a existéncia de constelacoes de sinais geometricamente uniformes nos espagos de
curvatura constante, pois um grupo de simetrias pode ser definido nesses espacos.

Inicialmente, considere a mesma métrica que foi utilizada nos capitulos anterio-
res, mais precisamente nas equagoes (2.39) e (3.76), para caracterizar os espacos de

curvatura constante K, isto é
1
K 2
[1 + 7 (u? + vz)}

g =011 = g2 = gi2 =921 =0. (4.14)

Portanto, se a métrica (4.14) for usada na anélise de p(y|xo) dada por (4.2), entdo

podemos obter que

g |y — %ol? 1 ly = %o/”
— = — 4.15
oma? P ( I ) 2mo P 207 ’ (4.15)

onde o} = 0/g. Isto é, p(y|xo) é uma funcao densidade de probabilidade Gaussiana

p(ylxo0) =

de média x( e variancia 02. Portanto, a energia média do ruido no espaco de sinais é

inversamente proporcional a métrica g, ou seja,
K 2
N =207 = 20° l1 + Z<u2 + v2)} : (4.16)

Dessa forma, como esperado, caso a curvatura do espaco seja negativa, entao a
influéncia do ruido do canal de transmissao no espaco de sinais serd menor, bem como
a probabilidade média de erro. Além disso, a expressdo (4.16) indica uma relagao

entre energia média do ruido e curvatura, que pode ser utilizada no calculo da relacao
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sinal-ruido para determinar o ganho de energia média de transmissao em funcao da
curvatura, para um dado valor de P,.

Como este tltimo resultado foi obtido recentemente, entao os trabalhos [30] e [32]
nao utilizaram a métrica (4.14) e a relagao (4.16) na construgao e na analise de de-
sempenho de constelacoes de sinais. Contudo, esses trabalhos obtiveram resultados

semelhantes, pois utilizaram a expressao (4.3) e a métrica

Lsin®(pVK), se K >0,
G(p,0) =< p?, se K=0, (4.17)
—Lsinh*(pv/—K), se K <0,

definida em um sistema de coordenadas polar geodésico. O fato das métricas (4.14) e
(4.17) serem diferentes nao altera o desempenho das constelagoes de sinais definidas
nesses espacos, dado que existe uma transformacao isométrica entre esses espacos e
entre essas constelacoes de sinais. Tal conclusao poder ser melhor compreendida verifi-
cando que as expressoes de p(y|xo), dadas por (4.2) e (4.3), dependem exclusivamente
da métrica do espaco.

Como nesta secao iremos considerar a construcao de constelacoes de sinais em
espacos com curvatura seccional constante, K, entao a seguinte denominagao sera
utilizada: a superficie de uma esfera S? representaria o espaco com K > 0; o plano
Euclidiano R? representara o espaco com K = 0; e o plano hiperbolico H? representara
o espago com K < 0.

E importante ressaltar que os espacos S? e H? possuem uma estrutura geométrica
diferente da Euclidiana. Isto significa, por exemplo, que a distancia entre quaisquer
dois pontos seré obtida pelo menor comprimento geodésico entre eles. Esse e outros
conceitos sobre os espacos com curvatura constante e variedades Riemannianas foram
apresentados na Se¢ao 1.3 e também podem ser obtidos em [25], [26] e [40].

Neste caso, em R? a distancia entre quaisquer dois pontos 21, 2o € R? ¢ dada por

d]R = |Zl — 22| s (418)

onde | - | denota o modulo de um niimero complexo e z; = ;€% para i = 1, 2.
Em S?, a menor distancia geodésica entre quaisquer dois pontos 2z, 2o € S? é dada

por

27l 1 1n|1+2122|+j|21—22|
VK VK 1+ 2z —jla — 2|’
onde [ é o nimero de vezes que a geodésica passa pelo ponto z; ou pelo seu antipoda,
até chegar ao ponto z, z = riel® e r; = —j(eiPVE — 1) /(e?PiVE 1), para i = 1,2.

ds = (4.19)

E em H? a distancia geodésica entre quaisquer dois pontos z;, zo € H? ¢ dada por



134 Influéncia da Curvatura no Desempenho de Constelagoes de Sinais

dor — 1 1n|1—2’122|+|21—22|
H — — )
V=K |1 =212 — |z — 2]

onde z; = r;e% e ry = (ePiVE — 1) /(eriV=K 1), para i = 1,2.

Para analisar o desempenho das constelacoes de sinais nos espacos de curvatura

(4.20)

constante com métrica dada por (4.17), vamos utilizar (4.3) juntamente com as distan-
cias (4.18), (4.19) e (4.20), associadas as respectivas curvaturas do espago. Neste caso,
assim como foi realizado em [29], podemos determinar as seguintes fungoes densidades
de probabilidade no espaco de sinais associado ao R?, H? e S?, em um sistema de

coordenadas polar geodésico.

1. Para K =0, temos
pr(p,0) = ke ™7, (4.21)

onde k1 = ko /7 e a energia média do ruido é dada por NV = 1/ks, como esperado.

2. Para K < 0, temos

pu(p,0) = \/%ekwﬁ sinh (V—Kp), (4.22)

732K 4k ST
erf(vV—K/2Vky)

onde erf(z) denota a fung¢io erro, definida para todo z € C como

2 ? 2
erf(z) = ﬁ/o e dw.

Neste caso, a energia média do ruido é dada por

A= 2/ —Kkyef/%2 | frerf(\/— K [4ky) (2ky — K)
N Ak2/mert(\/—K [4ky) '

com
ky =

3. Para K > 0, temos
k1 2
,0) = ——e "2 |sin (VK)p)| 4.23
pslp,0) = e | sin (VEp) (4.23)
com

2

-1
K [ [Dr 4 ,
ki = VE (Z/ (=1)'e 2" sin (VK p)dp | .
i=0 7T
Assim, quando ky > K, temos que a constante k; pode ser aproximada por
Z'7T73/26K/4k2 /Kk’g
T ef(iVE /2VEs)
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Conseqiientemente, a energia média do ruido é dada por

2iv/Kkoef/42 1\ frerf(in/ K [4ky)(2ky — K)
4k2/merf(in/K [4ks) '

Em [29] e [30], as fungoes densidades de probabilidades (4.21), (4.22) e (4.23) foram

analisadas para alguns valores de energia média de ruido e, como esperado de (4.15),

N ~

representaram funcoes densidades de probabilidades Gaussianas nos espacos de sinais.
Este fato é muito importante para verificarmos que o modelo matematico utilizado esta
descrevendo corretamente os parametros de desempenho do sistema de comunicacao
em questao. Por este motivo, a seguir, iremos apresentar os principais resultados dos
trabalhos [30] e [32].

4.4.1 Constelacoes de sinais M-PSK em espacos de curvatura
constante

Uma constelacao de sinais M-PSK no espago de sinais com métrica (4.17) é dada
por
x;=peli. i=1,2..., M,

onde 0; = (2¢ — 1)w/M e p é a distancia geodésica entre o sinal x; e a origem (0,0) do
espaco de sinais.

Usando as fungoes densidades de probabilidades (4.21), (4.22) e (4.23) e as distan-
cias (4.18), (4.19) e (4.20) podemos determinar as curvas de desempenho das cons-
telagoes de sinais 4-PSK nos espacos de curvatura constante. Tais desempenhos sao
apresentados na Figura4.5 para K = 1,0, —1 e —2. Note que a constelacao de sinais de-
finida no espaco hiperbolico é a que apresenta melhor desempenho. Além disso, observe
que a probabilidade de erro do sistema diminui quando a curvatura do espaco de sinais
passa de K = —1 para K = —2. Tal resultado pode ser explicado matematicamente
pela analise da expressao (4.15).

O desempenho de constelagoes de sinais 8-PSK e 16-PSK também foram calculados
para os espacos de curvatura constante, como ilustra a Figura4.6. Contudo, a curva
de desempenho para o espaco de curvatura positiva nao serd apresentado, pois seu
desempenho foi muito inferior aos dos demais sistemas considerados.

Além dessas curvas de desempenho, uma outra curva determinando a variacao da
probabilidade média de erro em funcao da curvatura do espaco de sinais foi determi-
nada. A Figura4.7 mostra essa curva para as constelagoes de sinais 4-PSK e 8-PSK,
quando a relagao sinal-ruido permanece constante em torno de 6 dB. Neste caso, note
que a probabilidade de erro diminui exponencialmente com a reducao da curvatura do
espaco. Esse fato indica que, dada uma energia de transmissao fixa, o desempenho do

sistema pode ser melhorando com a reducao da curvatura. Esse resultado é semelhante
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Figura 4.5: Curvas de desempenho de constelacoes de sinais 4-PSK em espagos de
curvatura constante, K =1,0,—1 e —2.
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Figura 4.6: Curvas de desempenho de constelacoes de sinais 8-PSK e 16-PSK em
espacos de curvatura constante, K =0e K = —1.

a troca de energia média de transmissao pela largura de banda, que é freqiientemente

utilizadas em sistemas de comunicacoes.

4.4.2 Constelagoes de sinais provenientes de tesselagoes {p, ¢}
em espacos de curvatura constante

Nesta subsecao, construiremos e analisaremos o desempenho de constelacoes de
sinais geometricamente uniformes provenientes de tesselagoes {p, ¢} em espagos bidi-
mensionais com curvatura seccional constante. Neste caso, verificamos novamente que

as constelacoes de sinais em espagos com curvatura negativa apresentam os melhores
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Figura 4.7: Variacao da probabilidade média de erro em funcao da curvatura do espago
de sinais para constelacoes de sinais 4-PSK e 8-PSK e SNR fixo e igual a 6 dB.

desempenhos em termos da probabilidade de erro quando comparadas com as cons-
telacoes de sinais em espacgos com curvatura maior ou igual a zero. Para tanto, foi
utilizada uma medida de energia normalizada de uma tesselagdo, definida em [32], que
auxiliou na analise de desempenho das constelagoes de sinais nos diferentes espacos
com curvatura constante.

O interesse pela teoria dos reticulados, no contexto de sistemas de comunicacoes
digitais, foi estimulado pela sua conexao com a teoria dos niimeros e de codigos corre-
tores de erros. Neste caso, devemos ressaltar que a teoria dos reticulados demonstrou
ser uma ferramenta de grande importancia para o problema de empacotamento de esfe-
ras, auxiliando na construcao de boas constelacoes de sinais ou cédigos 6étimos dentro
do contexto dos trabalhos de Nyquist e Shannon. Para os leitores que desejam um
maior entendimento sobre a teoria dos reticulados e do problema de empacotamento
de esferas no espago Euclidiano n-dimensional, recomendamos a referéncia [16].

Devido ao grande niimero de simetrias existente nos espacos de curvatura constante,
¢ sempre possivel construir um recobrimento (ladrilhamento ou tessela¢ao) dos mes-
mos. Tal recobrimento determina, de maneira natural, constelacoes de sinais geome-
tricamente uniformes, [9], formadas pelos baricentros das regides fundamentais (regiao
de Voronoi) da tesselacao. Além disso, a regiao fundamental esté associado o corres-
pondente grupo de simetrias. Portanto, nesses espacos, é sempre possivel construir
constelacoes de sinais com espectro de distancia independente do sinal considerado e
regioes de decisao congruentes, isto é, constelacbes geometricamente uniformes.

As tesselagoes {p, ¢} sdo caracterizadas por poligonos regulares de p lados, sendo
que cada vértice é recoberto por ¢ desses poligonos. Como exemplo, considere o reticu-

lado {6, 3} que recobre o plano Euclidiano por hexagonos cujos vértices sao recobertos
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por trés hexagonos, veja Figura4.8. Para uma abordagem complementar sobre as
tesselacoes {p,q} em espacos com curvatura constante, referimos o leitor para [22] e
[29).

\ x

Figura 4.8: Recobrimento de R? pela tesselagio {6, 3}.

Através do Teorema de Gauss-Bonnet, [25], e de [29], pode-se verificar que as tes-

selagoes {p, ¢} em S?, R? e H? satisfazem as seguintes condicdes

(p—2)(¢g—2) <4, se K>0,
(p—2)(¢g—2)=4, se K=0, (4.24)
pP—2)(¢g—2)>4, se K<O0.

Como exemplo, considere a tesselacao {3, 4} na superficie de uma esfera como ilustra
a Figura4.9(a). Neste caso, note que os sinais sdo os vértices de um cubo e as regioes
fundamentais sao as faces de um octaedro. Este fato pode ser generalizado da seguinte
forma: toda tesselagao {p, ¢} tem uma tesselacao dual {q, p} e os vértices da tesselagao

{p, ¢} constituem os baricentros da tesselagao dual {q,p} e vice-versa.

X5 270°

(a) Visualizacdo na esfera. (b) No espago de sinais.

Figura 4.9: Tesselagdo {3,4} em S? em um sistema de coordenadas polar geodésico.
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A correspondente tesselagdo {3,4} em coordenadas polares geodésicas é como mos-
trada na Figura4.9(b). Note que devemos tesselar a superficie esférica por triangulos
regulares (regides de Voronoi) cujos vértices possuem quatro vizinhos. Note também
que os lados dos triangulos sao formados pelas geodésicas nesta superficie, e por esse
motivo a regiao de Voronoi do sinal é também conhecida como triangulo geodésico.

Dessa forma, através da equagao (4.24), podemos encontrar todas as tesselagoes
em S? e verificar que as mesmas sao formadas pelos solidos Platonicos em R?, veja

Tabela4.1. Além disso, essas tesselagoes geram os codigos de Slepian.

{p, q} | Namero de Regices | Poliedro
{3,3} 4 tetraedro
{3,4} 8 octaedro
{3,5} 20 icosaedro
{4,3} 6 cubo
{5,3} 12 dodecaedro

Tabela 4.1: Exemplos de tesselacoes em S? recobrindo a superficie de uma esfera por
poligonos regulares.

Neste ponto convém introduzir alguns parametros relevantes na construcao e analise
das tesselagoes {p, ¢} em espagos com curvatura constante. Para tanto, considere uma
regiao fundamental representada por um poligono regular de p lados como mostrado na
Figura4.10. Nesta situacio, os angulos « e # devem valer 27 /p e 7/q, respectivamente,
enquanto que os raios externo (p;) e interno (p,) deverao ser obtidos através das equa-
¢oes (4.18), (4.19) e (4.20) e dos correspondentes valores de o e 3. A determinagio
dos valores de p; e p, implica na utilizacao dos mesmos no calculo da densidade de
empacotamento, da energia média, da probabilidade de erro, dentre outros.

Para o caso particular do plano Euclidiano, temos que p; pode assumir qualquer va-
lor positivo. Em outras palavras, podemos construir as tesselagoes Euclidianas {4, 4},
{3,6} e {6,3} para qualquer valor positivo de p;, uma vez que a propriedade de simi-
laridade (homotetia) ¢ valida.

Contudo, quando da construcao de tesselacoes em S? e H?, verificamos que, para
valores fixados de p, ¢ e K, existe apenas um tnico valor de p;, isto porque em S? e H?>
a medida de distancia esta associada a angulos (transformacao conforme). Portanto,
em S?, p; é dado por

1 14 jn
In

pl_j\/? 1_jrl7

(4.25)
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Figura 4.10: Regiao fundamental de uma tesselagao {p, q}.

onde

cos? (a/2) — sin () sin (o + )
r = )
: sin? (3) — cos? (a/2)
No modelo do disco de Poincaré para o espaco hiperbdlico, o valor de p; é dado por

1
In " (4.26)

onde

sin? (a/2) + cos (B3) cos (a + f3)
r = )
: cos? (3) — sin? (a/2)
O valor do raio interno (ou de empacotamento), p,, pode ser facilmente obtido

utilizando a regra do seno em S?, R? e H?, conduzindo a

\/% arcsin (sin (pv/K) sin (3)) se K >0,
pp =13 psin(f), se K =0, (4.27)
\/+T< arcsinh (sinh (p;v/—K)sin (8)), se K <0.

Uma outra medida importante, para o desenvolvimento deste trabalho, é a area
de um disco de raio p, denotada por Ay4(p), em S?, R? e H?. Através do Teorema de

Gauss-Bonnet concluimos que

47 gin? (YK se K >0,
Aqlp) =< wp*, se K =0, (4.28)

Am sinh? (2%55) ) se K < 0.

K 2
Como mostrado em [29], a area, A, da regido fundamental de uma tesselagao {p, ¢}

em um espaco com K constante, é dada por

W%, se K#0,

A = (4.29)
ppitan($),  se K =0.
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Conhecendo os valores dos raios p; e p, e das areas Ay e A; podemos definir A, a
densidade de empacotamento da tesselacao, e ©, a densidade de empacotamento da

tesselagao dual (com superposigao de esferas), veja [16], como sendo

A=A g Ade) (4.30)

Os valores das densidades A e © das tesselagoes {p, ¢} sdo mostradas nas Tabelas 4.2
e 4.3. Note que o valor da densidade de uma tesselacao no plano hiperbolico, por

exemplo, nao depende da curvatura valer —1 ou —10 e que a tesselacao mais densa é
a {00, 3}.

A q=3|q=4|q=5|q=6|q=7|q=8]|---|q=0
p=3 | 0.8453 | 0.7340 | 0.6583 | 0.6046 | 0.5649 | 0.5344 | --- | 0.3094
p=4 | 08787 | 0.7854 | 0.7206 | 0.6742 | 0.6397 | 0.6131 | --- | 0.4142

=5 | 0.8961 | 0.8120 | 0.7528 | 0.7101 | 0.6781 | 0.6535 | --- | 0.4675
p==6 |0.9069 | 0.8284 | 0.7725 | 0.7321 | 0.7017 | 0.6782 | --- | 0.5000
p= 0.9143 | 0.8396 | 0.7860 | 0.7470 | 0.7177 | 0.6950 | --- | 0.5219
p=2~8 | 0.9197 | 0.8478 | 0.7958 | 0.7578 | 0.7293 | 0.7071 | --- | 0.5377

p = o0 | 0.9549 | 0.9003 | 0.8584 | 0.8270 | 0.8030 | 0.7842 | --- | 0.6366

Tabela 4.2: Valores da densidade A para uma tesselagao {p, q}.

® q=3|q=4|q=5|q=6|q=T7|q=8|---|q=0©
p=3 | 1.3333 | 1.6906 | 2.0535 | 2.4184 | 2.7843 | 3.1508 00
p=4 | 1.2679 | 1.5708 | 1.8819 | 2.1962 | 2.5119 | 2.8284 00
p= 1.2321 | 1.5055 | 1.7889 | 2.0759 | 2.3648 | 2.6547 00

=6 | 1.2092 | 1.4641 | 1.7300 | 2.0000 | 2.2721 | 2.5452 00
p= 1.1933 | 1.4354 | 1.6892 | 1.9475 | 2.2080 | 2.4696 00
p=238 | 1.1815 | 1.4142 | 1.6592 | 1.9089 | 2.1609 | 2.4142 00
p =o0 | 1.1027 | 1.2733 | 1.4604 | 1.6540 | 1.8508 | 2.0493 00

Tabela 4.3: Valores da densidade © para uma tesselagao {p, q}.

Para realizar a andlise de desempenho das constelacoes de sinais é necessario co-

nhecer a relacao sinal-ruido do sistema. Contudo, para determinar esse parametro,
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devemos conhecer a energia média da constelacao. Porém uma tesselagao vista como
uma constelacao sinais possui infinitos sinais e, conseqiientemente, possui energia média,
infinita.

Neste caso, poderiamos tentar analisar o desempenho das constelacoes de sinais
através da determinacao das probabilidades de erros condicionais associadas as corres-
pondentes regioes fundamentais de cada tesselacao, considerando um mesmo valor de
pr (metade da distancia minima da constela¢ao de sinais) e uma mesma energia média
do ruido V.

Assim, a Figura4.11 exibe a probabilidade de erro média das regioes fundamen-
tais das tesselagoes Euclidianas {3,6}, {4,4} e {6,3} em funcao da distancia minima

(dmin = 2p;) das constelagoes, para N = 1.

10°

Tesselacio (3,6)

E I ~
e, =
C N

8
Ny

1 1.5 2 2.5 3 3.
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1072
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Figura 4.11: Probabilidade de erro versus distancia minima das tesselagoes {3,6},
{4,4} e {6, 3}, para N = 1.

Note na Figura4.11 que a regido fundamental da tesselagdo {3,6} é a que apresenta
o menor valor da probabilidade de erro. Este fato pode ser melhor entendido ao analisar
a Figura4.12, pois verifica-se que a regiao fundamental da tesselagao {3,6} é a de maior
area e, por esse motivo, a probabilidade de acerto é maior (maior regiao de integragao),
uma vez que cada uma dessas regioes esta sob a acao de um mesmo tipo de ruido, o
AWGN.

Entretanto, o procedimento de analise de desempenho apresentado nas Figuras4.11
e 4.12 nao estd completo. Isto é, duas constelagoes de sinais, usando aproximada-
mente a mesma quantidade de sinais, provenientes das tesselagdes {3,6} e {6,3} nao
tém a mesma energia média, pois a tesselacao {3,6} possui a menor densidade de em-
pacotamento dentre as trés tesselagoes. Em outras palavras, deve estar claro que a

constelagao proveniente da tessela¢ao {6, 3} tem menor energia, pois apresenta a maior
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Figura 4.12: Regioes fundamentais das tesselagoes {3,6}, {4,4} e {6,3}, para um
mesmo valor de p;.

densidade de empacotamento A. Portanto, para poder comparar os desempenhos das
constelacoes de sinais de maneira correta, iremos calcular as probabilidades de erro das
regioes fundamentais das tesselagoes {p, ¢} considerando que as constelagoes de sinais
tenham aproximadamente a mesma quantidade de sinais e estao sujetas a acao de um
ruido com energia média N.

Para isso, se faz necessério definir a energia média normalizada de uma constelacao
de sinais proveniente de uma tesselagao {p, ¢}. Para tanto, inicialmente, considere que
a densidade de empacotamento A de um reticulado no R" seja dada por

A = lim <B>" S M, (4.31)

r—00 '8
m<r?

onde p = p; é o raio de empacotamento e M, é o nimero de sinais com energia igual
a m, veja [16].
Além disso, se considerarmos constelacoes de sinais com cardinalidades altas, entao

podemos aproximar (4.31) por
(P\? 2 _ p
A e (;) SoMu o= =53, (4.32)
m<r2 m<r2
Neste caso, note que, para uma esfera de raio r, o valor de > _ » M,, corresponde

ao niumero total de sinais no disco de raio r. Conseqiientemente, a energia total da

constelacdo de sinais é dada por ) _ »mM,,. Portanto, sua energia média é dada por

Znge ™M oDt Mon_ o (439
ZmSTQ My, — ZmSTQ M, B ’ .

onde utilizamos r? como o limitante maximo para cada m.

FE =

Portanto, se considerarmos duas constelacoes de sinais provenientes de tesselacoes

com densidades A; e Ay, raios de empacotamentos p; e py e nimeros de sinais aproxi-

> oMy~ Y M2 (4.34)

2 2
m<r{ m<rj

madamente iguais,
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podemos usar (4.32), (4.33) e (4.34) para determinar a seguinte relagao

B _

i ] 4.35
Ey = Ay p} ( )

A inequagao (4.35) indica o maximo ganho de energia que uma constelagao de
sinais pode alcancar usando uma tesselagao com densidade A; ao invés da tesselacao
com densidade A,. Esta inequagao também é importante no sentido de que podemos
definir uma energia média normalizada de uma tesselagao em relacao a uma outra, um
conceito que se mostrou muito 1util na anélise de desempenho das constelacoes de sinais
consideradas nesta subsecao.

A Figura4.13 apresenta um exemplo da aplicagdo da inequagdo (4.35) para as
tesselagoes Euclidianas com energia normalizada em relagao a tesselagdo {4,4} com
p1 = pa = dpmin/2, A1 = 0.7854 ¢ N1 = 1. Neste caso, consideramos Ny = AN /A,.
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Figura 4.13: Probabilidade de erro wversus distancia minima das tesselagoes {3,6},
{4,4} e {6, 3}, para uma energia normalizada em relacao a tesselacao {4,4}.

Analisando a Figura4.13 podemos constatar que a tesselacdo mais densa atingiu
o melhor desempenho em termos da probabilidade de erro. Este resultado é consis-
tente e motiva a aplicagdo da inequacgao (4.35) na anéalise de desempenho das demais
constelagoes de sinais provenientes das tesselagoes {p, q}.

Na Tabela 4.4 constata-se novamente que as tesselacoes mais densas e pertencentes
aos espacos de curvatura negativa apresentam o melhor desempenho em termos da pro-
babilidade de erro. Este resultado reproduz os casos conhecidos em R? e vai além deles
no sentido de confirmar que a curvatura do espaco desempenha um papel importante
no projeto e na anélise de desempenho das constelacoes de sinais e, conseqiientemente,

dos sistemas de comunicacgoes digitais.



4.4 Constelacoes de Sinais em Espacos com Curvatura Constante 145

102 X Pe|lq=3|q=4|q=5|q=6|q=T7|q=8|q=29
p=3 [0.7318]1.0872|1.5170{1.96182.3947|2.8036|3.1841
p=4 [0.6909|0.9334|1.2193|1.5066|1.7791|2.0312|2.2617
p=>5 [0.6764|0.8738|1.1047{1.3342|1.5497|1.7474|1.9269
p=6 [0.6702]0.8442|1.0468{1.2469(1.4340|1.6048|1.7594
p="7 (0.6673{0.8275|1.0131{1.1958|1.3660|1.5210|1.6610
p =38 [0.6661|0.8174]0.9918{1.1630(1.3222|1.4670|1.5974
p=9 |0.6657[0.8109|0.9776]|1.1408|1.2923|1.4299|1.5538

Tabela 4.4: Valores da Probabilidade de erro média, Pe, para uma tesselagao {p,q}
com energia normalizada em relacio a tesselacao {4,4}, py =2 e N7 = 1.

Figura 4.14: Probabilidade de erro média, Pe, para uma tesselacao {p,q}, veja Ta-
bela4.4.

Na Figura4.15, calculamos a variacao da probabilidade de erro média, em funcao
de din, das constelagoes de sinais provenientes das tesselacoes {5,3}, {4,4} e {9,3}
com energia média normalizada pela tesselagao {4,4}, N1 =1 e p; = 1. Como era de
se esperar, a tesselagdo {9,3} apresenta a menor probabilidade de erro entre as trés
tesselagoes consideradas, pois a mesma ladrilha o espago hiperbolico.

Nesta secao, mostramos que, quanto menor a curvatura seccional do espaco, menor
também é a probabilidade de erro de uma constelacao M-PSK. Contudo, nas constela-
¢oes de sinais provenientes de tesselagoes {p, ¢}, pode-se verificar que a probabilidade
de erro nao depende, por exemplo, da curvatura valer K = —1 ou K = —10, mas

sim do fato da curvatura ser negativa. Isto se deve ao fato de que, se aumentarmos a
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Figura 4.15: Probabilidade de erro versus distancia minima das tesselac¢oes {5, 3},
{4,4} e {9,3}, para uma energia normalizada em relacdo a tesselagdo {4,4} e p; =
Aymin /2.

distancia por uma constante ¢, a curvatura sera multiplicada por 1/c.

4.5 Constelacoes de Sinais M-PSK em Superficies Mi-
nimas

Neste secao, apresentaremos uma proposta de construcao e de anélise de desem-
penho de constelagoes de sinais M-PSK usando modulacoes nao-lineares associadas a
superficies minimas. Em [30], essas constelagoes de sinais foram estudas para a familia
de superficies minimas Enneper. Nesta secao, consideraremos constelacoes de sinais
M-PSK também sobre a superficie minima catenoide. Além disso, verificamos que o
desempenho dos sistemas usando constelacoes de sinais sobre superficies minimas é
melhor do que o desempenho dos sistemas de comunicacoes tradicionais utilizando a
modulacao M-PSK. Tal fato estd novamente associado ao valor da curvatura do espaco
de sinais desse sistema, que, no caso, é negativa.

Uma breve descricao sobre as superficies minimas foi realizada no capitulo de in-
troducao deste trabalho e foram associadas a técnicas de modulagdao nao-linear com
bons desempenhos. Neste caso, um método de obter exemplos de superficies mini-
mas, denominado representagao de Weierstrass, foi introduzido pela expressao (1.6). A
representacao de Weierstrass desempenha um papel essencial na investigacao teorica
das superficies minimas. No caso particular do projeto de constelagoes de sinais, tal
representacao permite o uso do principio de Reflexao de Schwarz, que, aplicado a te-

oria das superficies minimas, afirma que, se uma superficie minima contém uma reta
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(respectivamente, uma geodésica plana), entdo a rotagao de 7 radianos em torno dessa
reta (respectivamente, a reflexdo em relacdo ao plano da geodésica) é uma simetria da
superficie.

Neste estudo, verificamos que as simetrias de uma superficie minima sao de grande
importancia na construcao e na anélise de desempenho das constelagoes de sinais,
pois podemos utilizar tais simetrias para garantir a existéncia de estruturas algébricas
associadas a certas classes de constelacoes de sinais e também facilitar os calculos da

probabilidade média de erro e da energia média dessas constelacoes.

4.5.1 Analise de desempenho na familia de superficies minimas
de Enneper

A familia de superficies minimas Enneper é obtida da representacao de Weierstrass,
(1.6), com f(z) =1e g(z) = 2" = (u+ )", onde n é um niamero real nao negativo.
Chamamos a atencao ao fato de que, quando n = 0, a superficie minima gerada é o
plano Euclidiano e, conseqiientemente, recaimos no modelo tradicional de anéalise de
um sistema de comunicagoes.

A Figura4.16 ilustra dois exemplos da familia de superficies minimas associada
a superficie de Enneper. Para n = 1, a superficie minima gerada é a de Enneper

(Figura4.16(a)), cuja parametrizagao é dada por

1 3 3
X(u,v):§ u—%JruUZ !

,—v+——u20,u2—v2 ,
3

para (u,v) € R%

Eixoz
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T
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(a) Superficie de Enneper, n = 1 (b) Superficie de Enneper, n = 3

Figura 4.16: Familia de superficies minimas Enneper.

A escolha desta familia de superficies para o projeto de constelacoes M-PSK é
devido, principalmente, ao fato de que todas as geodésicas que partem do ponto p =
(0,0) sao geodésicas planas e, mais do que isso, usando o principio de Reflexdo de

Schwarz, temos que as rotacoes em torno de p constituem o subgrupo das simetrias das
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geodésicas, conseqiientemente formando o correspondente grupo de isometrias. Como
os elementos desse grupo podem ser associados a um conjunto de regioes, temos que,
se a cada uma dessas regioes escolhermos um ponto como o representante da “classe de
equivaléncia”, e mais, que esses pontos tenham o mesmo valor de comprimento de arco
do ponto p = (0,0), entdo o conjunto desses pontos congruentes forma uma constelagao
de sinais geometricamente uniforme do tipo M-PSK. Chamamos a atencao ao fato de
que a propriedade de congruéncia de regioes nao é tipica em superficies minimas, visto
que as mesmas nao possuem curvatura constante.

De (1.2), pode-se obter que os coeficientes da primeira forma fundamental dessa

familia de superficies minimas sao dados por

1
E=G=N=_[1+0+v)]" ¢ F=0. (4.36)

A curvatura Gaussiana da familia de superficies minimas Enneper, decorrente da
substitui¢ao de (4.36) em (1.8), é dada por
n2(u? + v2)"!

[+ (u? + o)t

K(u,v) = —16 (4.37)
onde explicitamos a dependéncia de K (u,v) com n.

Note que, substituindo n = 0 em (4.37), a curvatura Gaussiana é igual a zero
para todos os pontos (u,v) € R?: isto é consequéncia do fato ja mencionado de que
a superficie minima gerada é o plano Euclidiano. Observe que, para cada valor de n

em K (u,v), obtemos uma superficie de revolugao, como ilustrado pelas geratrizes para
n=0,1e 3 na Figura4.17.

0
)
z
=R
+
<
>
—
=
@)

1
—_
o=

-15

L a a a
0 0.5 1 1.5 2
Vu? +v?

Figura 4.17: Geratrizes da curvatura Gaussiana da familia Enneper para n =0, 1, 3.
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Da equagao (1.27), as geodésicas da familia de superficies minimas Enneper sio as
solucoes do seguinte sistema de equacoes diferenciais parciais

W B ()2 — ()] + 200} = 0,

o B (0 [(w)? — (v')?] + 2uv'u} = 0.

(4.38)
Uma constelacao de sinais M-PSK nas superficies da familia de Enneper consiste
do conjunto de pontos dados por
Xi:pejei, 1=1,2,..., M,

onde 0; = (2i — 1)7/M e p é a menor distancia geodésica entre um ponto (u,v) € R? e

a origem (0,0), que pode ser obtida de (1.26) e dada por

d(u,v) = # [1 + %] : (4.39)

Considere, por exemplo, uma constelacao 4-PSK com energia média unitaria no
espaco de sinais, M2, com métrica induzida da superficie minima de Enneper. Neste
caso, de (4.39), temos que |u| = |v| = 0.91069 e a Figura4.18(a) ilustra a regiao de
decisao do sinal x; € X', em M?, como sendo a area limitada pelas retas r = (u,0) e
ro = (0,v), para u > 0e v > 0.
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(a) No espaco de sinais. (b) No plano tangente Ty, M.

Figura 4.18: Regiao de decisao do sinal x; da constelagao 4-PSK para n = 1.

Devido a possibilidade de interpretar o esquema de modulagao como pontos sobre
uma superficie, de modo que localmente o ruido possa ser projetado em seu plano
tangente, entao podemos encontrar uma regiao de decisao equivalente ao sinal xi,
R{?, no plano tangente Ty, X, Figura4.18(b), como sendo a area limitada pelas curvas

equivalentes em Ty, X as retas 71 e ry em M?2.
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Esse conceito de regiao de decisao equivalente é um artificio muito importante,
principalmente quando a variedade M? nao for de curvatura Gaussiana constante, pois
o calculo da probabilidade de erro de simbolo, P, ,,, em M? pode se tornar um tanto
quanto dificil. Sabemos que a tnica superficie minima com curvatura Gaussiana cons-
tante é o plano, K,(u,v) = 0, e, portanto, a andlise de desempenho das constelagoes

de sinais em superficies minimas, exceto o plano, apresenta grande complexidade.

A Figura4.19 ilustra as curvas da probabilidade de erro versus a relagao sinal ruido
de uma constelagao 4-PSK nos espacos de sinais com métrica induzida da familia de
Enneper, para n = 0,1 e 3. Observe que as constelacoes de sinais definidas paran =1
e 3 possuem desempenhos superiores aos da constelacao 4-PSK no plano Euclidiano
(n = 0). Esse fato pode ser melhor entendido quando observamos a Figura4.18(b),
pois a regiao de decisao equivalente, R{?, contém a regiao de um mesmo sinal 4-PSK
quando a superficie é o plano. Além disso, as curvaturas Gaussianas das superficies
minimas, exceto o plano, sao sempre negativas, e este fato também justifica o ganho

de desempenho dessas constelagoes.
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Figura 4.19: P. x SNR de uma constelagao de sinais 4-PSK na familia de superficies
minimas Enneper, paran =0,1 e 3.

Da mesma forma que a constelagao 4-PSK, as constelacoes 8-PSK e 16-PSK apresen-
tam desempenhos superiores nos espacos bidimensionais para n = 1,3, em comparacao
com as constelagoes bidimensionais 8-PSK e 16-PSK para n = 0. As Figuras4.20(a) e
4.20(b) ilustram tal afirmacao.
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Figura 4.20: P, x SNR de uma constelagao de sinais 8-PSK e 16-PSK na familia de
superficies minimas Enneper, paran = 0,1 e 3.

4.5.2 Andlise de desempenho na superficie minima catenodide

Nesta subsecao, apresentaremos um exemplo de construcao e analise de desempenho
da constelacao de sinais 4-PSK sobre a superficie minima catenoide, Figural.2(a). A
catenoide pode ser obtida da representacao de Weierstrass, (1.6), com f(z) = —e % e

g(z) = —e*. Neste caso, sua parametrizagdo é dada por
X (u,v) = [cosh(u) cos(v), cosh(u) sin(v), u] .

Da equagao (1.2), seus coeficientes da primeira forma fundamental sdo dados por
E = G = \? = cosh®*(v) e F=0, e, da equacdo (1.8), sua curvatura Gaussiana vale
K = —cosh(v)™. Além disso, as geodésicas da catendide devem satisfazer, de (1.27),

o seguinte sistema de equacoes diferenciais
u” + 2u'v'tanh(v) = 0
n + [(1/)2 . (u/)2] = 0 (4_40)

Neste exemplo, a constelagao 4-PSK possui sinais dados por |u| = 0.7383 e |v| =
0.8843, com distancia minima entre os sinais igual a 2 e energia média de transmissao
igual a 1.7 no espaco de sinais M? com métrica induzida da superficie minima catendide.
Dessa forma, a Figura4.21(a) ilustra a regido de decisao do sinal x; € X, em M?, como
sendo a area limitada pelas retas r; = (u,0) e 7 = (0,v), para u > 0 e v > 0.

Usando o conceito de regiao de decisao equivalente ao sinal x1, R{?, no plano tan-
gente T, X, Figura4.21(b), como sendo a area limitada pelas curvas equivalentes em
Ty, M as retas r; e r5 em M?, entao podemos calcular sua curva de desempenho, Fi-
gura4.22. Neste caso, verifica-se que o desempenho desse sistema é melhor do que o
tradicional (no espa¢o Euclidiano), porém é inferior ao desempenho da mesma conste-

lacao sobre a superficie de Enneper.
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Figura 4.21: Regiao de decisao do sinal x; da constelagao 4-PSK para a catenoide.
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Capitulo

Conclusoes

O estudo de um sistema de comunicagoes como o apresentado na Figural.l, no
qual cada um de seus blocos pode ser representado por um espago métrico, propiciou
a andlise desse sistema em um contexto mais geral do que é habitualmente tratado.
Neste caso, foi possivel fazer uso da geometria Riemanniana para caracterizar cada um
desses espacgos métricos do sistema de comunicacdes como uma variedade Riemanni-
ana. Dessa forma, alguns parametros geométricos como a métrica e a curvatura da
variedade puderam ser considerados na anélise de desempenho desses sistemas. Com
isso, verificamos que a curvatura do espaco influencia no desempenho dos sistemas de
comunicacgoes considerados neste trabalho. Por essa razao, quando o objetivo a ser
alcancado na proposta de novos sistemas de comunicacoes é o melhor desempenho,
entao o estudo da influéncia da curvatura do espaco em sistemas de comunicagoes deve
ser considerado. Entretanto, deve-se chamar a atencao para o fato de que este traba-
lho apresenta apenas uma introducao a esse estudo e que foram considerados somente

alguns casos particulares de sistemas de comunicacoes.

Além disso, verificamos que a curvatura do espaco nao influencia apenas no desem-
penho dos sistemas de comunicagoes, mas também em sua complexidade. Pois, quando
0 espaco possui curvatura constante, é possivel utilizar as varias isometrias e simetrias
desses espagos para poder simplificar a construcao e analise dos sistemas de comunica-
¢oes, como ocorrel, por exemplo, no projeto dos guias de ondas, das lentes 6pticas e das
constelacgoes de sinais geometricamente uniformes. Tal fato é extremamente desejével
e implica que os espacos de curvatura constante devam ser, inicialmente, privilegiados
na proposta de novos sistemas de comunicacoes.

Um outro ponto que deve ser ressaltado, é que quando a curvatura do espaco for
negativa, geralmente, o desempenho dos sistemas de comunicacoes considerados neste
trabalho foram melhores. Portanto, podemos concluir que na maioria das vezes em que
0s espagos métricos associados aos blocos do sistema de comunicacoes da Figural.1

utilizam métrica derivadas de espacos hiperbolicos, entao o desempenho dos sistemas
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de comunicacoes tendem a se aproximar do ponto 6timo de operacao.

Neste trabalho identificamos que a curvatura nao ¢ um parametro como a dispersao,
ou o erro quadratico médio ou a probabilidade média de erro, que sao utilizados dire-
tamente no calculo de desempenho dos sistemas comunicacoes. Por essa razao é que a
influéncia da curvatura no desempenho de sistemas de comunicacoes, geralmente, nao
é percebida de maneira imediata e sua desconsideracao na analise desempenho é mui-
tas vezes realizada. Contudo, como demonstram, por exemplo, as expressoes (2.25),
(3.76), (3.105) e (4.13) a curvatura do espaco influencia diretamente nos valores dos
parametros de desempenho, portanto, no desempenho final do sistema. Este fato su-
gere algo muito interessante, que a curvatura do espaco ainda é muito pouco explorada
nos sistemas de comunicacoes e seu estudo, neste contexto, ainda pode ser considerado
um problema em aberto.

No Capitulo2, a influéncia da curvatura foi, inicialmente, percebida no guia de
ondas planar com perfil secante hiperbolica (dispersao nula) e no instrumento 6ptico
absoluto “fish-eye” (imagem perfeita), ambos com curvatura constante positiva. A
partir dessa observacao, propusemos nosvos instrumentos 6pticos com base na anélise
de suas curvaturas, demonstrando assim a importancia do estudo da curvatura em
meios O6pticos.

No Capitulo 3, os valores da curvatura da curva, da curvatura Gaussiana e da cur-
vatura média foram utilizados convenientemente para determinar o valor maximo da
energia média de ruido de maneira que o erro quadratico médio fosse pouco influenci-
ado pelo erro de ponto inicial e o ganho de desempenho da modulacao nao-linear fosse
preservado. Além disso, a curvatura média de uma superficie associada a uma modu-
lacao foi usada para caracterizar as classes de modulacoes com menor erro quadratico
médio, no caso as superficies minimas.

No Capitulo 4, verificamos que o espaco de sinais utilizados no projeto de constela-
coes de sinais possui métrica induzida da superficie associada a modulacao nao-linear.
Com isso, constatamos que a curvatura do espaco de sinais influencia no desempe-
nho dos sistemas de comunicacoes, mais precisamente na probabilidade média de erro.
Além disso, concluimos que os espacos de sinais com curvatura negativa sao os que
apresentam melhor desempenho. Por isso, propusemos e analisamos algumas constela-
coes de sinais M-PSK e geometricamente uniformes em tais espagos, como 0s espagos

de curvatura constante e outros derivados das superficies minimas.

5.1 Sugestoes de Trabalhos Futuros

Nesta se¢ao apresentaremos alguns caminhos para uma possivel continuidade e com-

plementacao deste trabalho.
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e Busca por novos exemplos de sistemas de comunicacgoes, cujos desempenhos pos-

sam ser relacionados aos valores da curvatura dos espacos associados aos sistemas.

e Caracterizacao das transformacoes que interligam os blocos de um sistema de co-
municacoes, de maneira que estes blocos sejam “casados” e o méximo desempenho

possa ser alcancado.
e Determinar a influéncia da curvatura no desempenho de fibras 6pticas monomodo.

e Expressar a taxa de variacao da energia da frente de onda em meios 6pticos em
funcao da curvatura do meio. Tal taxa pode propiciar a construcao de novos

instrumentos 6pticos.

e Definir a modulacao twisted nao apenas associada a imersoes no R", mas tam-
bém em variedades Riemannianas. Tais modulacoes seriam equivalentes a uma

modulacao de uma modulacao.

e Realizar o calculo de variacoes n-dimensional para verificar se uma imersao mi-

nima é uma ponto critico de minimo do erro quadratico médio.

e A construcao de novos esquemas de modulagoes nao-lineares associadas as super-

ficies minimas, com o auxilio do principio da reflexao de Schwarz.

e A construcao de uma modulacao associada a hiperesfera, seja com M = 1 ou
M > 1.

e Construcao e andlise de desempenho de constelacoes de sinais em variedades

Riemannianas de dimensao maior que dois.
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