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ResumoEm geral, o espaço Eulidiano é utilizado no projeto e na análise de desempenho damaior parte dos sistemas de omuniações atuais. Nesta tese, veri�amos que o modelode um sistema de omuniação não neessariamente está restrito ao espaço Eulidiano,mas sim a uma variedade Riemanniana. Com isso, os sistemas de omuniações podemser analisados em um ontexto mais geral, no qual onstatamos que a urvatura do es-paço in�uenia em seus desempenhos. Como exemplo, estudamos a urvatura de meiosóptios e propomos novos per�s de guias de ondas, �bras óptias e lentes de interesseprátio. Além disso, araterizamos a urvatura de modulações não-lineares (twisted)e veri�amos que o valor máximo permitido para a energia média do ruído está relaio-nada ao valor da urvatura da modulação. Neste ontexto, as modulações assoiadas asuperfíies mínimas apresentaram bons desempenhos, pois tais modulações são pontosrítios do erro quadrátio médio. Mostramos também que o espaço de sinais possuimétria induzida da superfíie assoiada à modulação. Com isso, foi possível demons-trar que os espaços de sinais om urvatura negativa são os que apresentam melhordesempenho segundo a probabilidade média de erro. Dessa forma, alguns exemplosde onstelações de sinais geometriamente uniformes foram onstruídos e analisadosem variedades Riemannianas. Finalizamos este trabalho notando que na maioria dasvezes que o espaço hiperbólio é utilizado nos bloos de um sistema de omuniações,o desempenho desse sistema tende a se aproximar do ponto ótimo de operação.Palavras-have: sistema de omuniações, urvatura, meios óptios, modulaçãonão-linear, onstelação de sinais, variedade Riemanniana.AbstratIn general, the Eulidian spae is used in the design and performane analysis inmost of the urrent ommuniation systems. In this thesis, we note that the modelof a ommuniation system is not neessarily restrited to the Eulidian spae, morepreisely, the model an be linked to Riemannian manifolds. Thus, the ommuniationsystems ould be analyed in a broader ontext, in whih the urvature of spae in�u-ene on their performane. As an example, we studied the urvature of optial mediumand propose new pro�les of waveguides, optial �bers and lenses of pratial interest.Moreover, we have haraterized the urvature of twisted modulations and found thatthe maximum value allowed for the average energy of noise is related to the value of theurvature of the modulation. In this ontext, the modulation assoiated with minimalsurfaes showed good performane, beause these modulations are ritial points ofminimum the mean-square error. We show that the signal spae has indued metriassoiated with surfae of the modulation. Thus, we have shown that the signal spaewith negative urvature is the spae where the average error probability derease afuntion of the urvature. Thus, some examples of geometrially uniform signal ons-tellations were onstruted and analyzed on Riemannian manifolds. Finally we notethat most of the time that hyperboli spae is onsidered in bloks of a ommuniationsystem, then the performane of this system tends to be loser to the optimum pointof operation.Keywords: ommuniation system, urvature, optial medium, twisted modula-tion, signal onstellation, Riemannian manifold.v
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Capı́tulo 1IntroduçãoEste apítulo apresenta de maneira suinta uma desrição das prinipais razões quemotivaram a realização deste trabalho. Além disso, para um melhor entendimentodeste trabalho apresentamos alguns oneitos básios sobre geometria diferenial, geo-metria Riemanniana, óptia geométria, modulação não-linear (twisted) e onstelaçõesde sinais. Por �m, realizamos uma desrição geral dos prinipais resultados obtidos emada um dos demais apítulos da tese.1.1 MotivaçõesOs prinipais objetivos a serem alançados na proposta de novos sistemas de omu-niações são menor omplexidade e melhor desempenho que o apresentado pelos sis-temas onheidos. Nesta direção, iremos onsiderar ada um dos bloos da Figura 1.1omo sendo onstituído basiamente por um onjunto de �pontos� Ei, juntamente omuma métria, di. Tal onsideração torna possível a interpretação de ada bloo omoum espaço métrio (Ei, di).
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Figura 1.1: Modelo em diagrama de bolos de um sistema de omuniações digitais.1



2 IntroduçãoO que se busa então, é determinar as araterístias geométrias e algébrias asso-iadas aos espaços métrios (Ei, di), bem omo as propriedades e ondições que deverãoser satisfeitas pelas transformações que irão onetá-los, de maneira que se onsiga de-terminar o desempenho do sistema de omuniações sob a menor probabilidade de erro,maior taxa de transmissão, menor potênia de transmissão, et. Naturalmente surgeentão a pergunta que motivou a realização deste trabalho: qual o desempenho dos sis-temas de omuniações quando a estrutura geométria assoiada aos espaços métrios
(Ei, di) não é mais a Eulidiana?Neste ontexto, as teses [6℄, [7℄, [8℄, [10℄, [12℄, [13℄, [22℄, [23℄ e [38℄ apresentaramesquemas de odi�ação, deodi�ação, modulação e demodulação de onstelações desinais em espaços hiperbólios. Em [29℄, [30℄, [31℄, [32℄, [33℄, onstelações de sinais forampropostas em variedades Riemannianas, em espeial nos espaços de urvatura onstantee sobre superfíies mínimas, apresentando bons desempenhos quando o espaço de sinaispossui urvatura negativa. Em [34℄ uma métria mais geral que as derivadas da métriaEulidiana foi utilizada para desrever a onstrução de ódigos de bloo lineares emnovos espaços métrios. Neste aso, foi veri�ado que os bloos modulador, anal edemodulador, onstituindo um anal disreto sem memória, induz de maneira naturaluma métria no espaço (E2, d2) assoiado ao odi�ador. Além disso, em [35℄ anaisóptios de urvatura onstante foram propostos para a transmissão de informação,obtendo bons desempenhos quanto ao parâmetro da dispersão modal.Neste trabalho onentramos nossos esforços, prinipalmente, na identi�ação deexemplos de anais de transmissão ou esquemas de modulação om araterístias quepudessem justi�ar e validar os resultados apresentados no trabalhos itados anteri-ormente. Além disso, alguns desses exemplos foram utilizados para projetar novossistemas de omuniações, ujos desempenhos foram medidos em função dos seguintesritérios: menor dispersão da informação transmitida em meios óptios, menor distor-ção da informação pelo erro quadrátio médio em modulações não-lineares e menorprobabilidade média de erro de onstelações de sinais projetadas em variedades Rie-mannianas. Deve-se ressaltar que as modulações não-lineares analisadas neste trabalhoforam onsideradas, iniialmente, para a transmissão de variáveis aleatórias ontínuas,isto é, no ontexto de um sistema de omuniações analógio, que pode ser representadopela Figura 1.1 sem os bloos de odi�ação e deodi�ação.No desenvolvimento deste trabalho foi neessário utilizar alguns oneitos matemá-tios e físios não muito utilizados na onstrução e análise de sistemas de omuniações.Por esse motivo, a seguir vamos apresentar alguns desses oneitos. Contudo, não nosaprofundaremos em nossa desrição mais do que o neessário para o bom entendimentodeste trabalho. Por isso, aso neessário, reomendamos a leitura das referênias itadasem ada um dos tópios para um estudo mais avançado. Além disso, alguns oneitose parâmetros de desempenhos utilizados na onstrução e na análise dos sistemas de



1.2 Alguns Coneitos de Geometria Diferenial 3omuniações onsiderados neste trabalho serão apresentados.1.2 Alguns Coneitos de Geometria DiferenialA seguir usaremos [25℄ para apresentar alguns oneitos introdutórios de geometriadiferenial. Neste aso, tem-se que uma urva difereniável parametrizada α : (a, b) ∈
I → R3 é dita regular se α′(t) 6= 0 para todo t ∈ I. O omprimento de aro de umaurva regular parametrizada é de�nido por

L =

b∫

a

|α′(t)| dt ,onde | · | é a norma de um vetor e
|α′(t)| =

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 ,é o parâmetro de omprimento de aro da urva. Na análise de modulações não-lineares assoiadas a urvas, um aso muito interessante de parametrização é utilizada,a parametrização pelo omprimento de aro (p.p..a), no qual |α′(t)| = 1. Para se obtertal parametrização, pode-se reparametrizar a urva α(t) pelo parâmetro s, de maneiraque
s =

t∫

0

|α′(t)| dt .A urvatura de uma urva plana é de�nida omo
k =

x′z′′ − x′′z′

[(x′)2 + (z′)2]3/2
. (1.1)Uma superfíie regular parametrizada, ou simplesmente, uma superfíie parametri-zada é uma apliação X : D ⊂ R2 → R3, uja diferenial tem posto dois em todos ospontos do domínio D.Consequentemente, os vetores Xu = ∂X

∂u
e Xv = ∂X

∂v
são linearmente independentesem todo ponto p = (u, v) do domínio D e o espaço vetorial gerado por esses dois vetoresé hamado plano tangente à superfíie nesse ponto, denotado por TpX. Além disso, ovetor normal unitário à superfíie em p é dado por

N(p) = N(u, v) =
Xu ∧ Xv

|Xu ∧ Xv|
,onde ∧ denota o produto vetorial em R3. Note que |Xu ∧ Xv| 6= 0, pois os vetores Xue Xv são linearmente independentes.



4 IntroduçãoNo ontexto deste trabalho, um parâmetro que arateriza a métria dos espaçosmétrios assoiados aos bloos do sistema de omuniações da Figura 1.1 é a primeiraforma fundamental de uma superfíie parametrizada X(u, v) dada por
E = (Xu · Xu) , F = (Xu · Xv) e G = (Xv · Xv) . (1.2)Uma parametrização de interesse neste trabalho oorre quando uma superfíie é para-metrizada por parâmetros isotérmios, isto é, E = G e F = 0.A primeira forma fundamental de uma superfíie permite o álulo do omprimentode um segmento de uma urva regular α : I ⊂ R → R3, parametrizada por α(t) =

X(u(t), v(t)), pela seguinte expressão
L =

b∫

a

[
(u′)2E + 2u′v′F + (v′)2G

](1/2)
dt ,onde u′ = d u(t)

dt
e v′ = d v(t)

dt
. Além disso, a área de uma superfíie regular pode seralulada por
A =

∫

D

∫ √
EG − F 2 du dv .Um outro oneito importante é a segunda forma fundamental de uma superfíieparametrizada X(u, v), dada por

e =
(
Xuu ·

−→
N
)

, f =
(
Xuv ·

−→
N
) e g =

(
Xuu ·

−→
N
)

, (1.3)onde −→
N é o vetor normal à superfíie X(u, v).Na prátia existem dois oneitos de urvatura de superfíies, a urvatura média ea urvatura Gaussiana. Neste trabalho, essas urvaturas demonstraram ser de grandeinteresse para araterizar o desempenho dos sistemas de omuniações onsiderados.Neste aso, a urvatura média de uma superfíie parametrizada X(u, v) é dada por

H =
1

2

eG − 2fF + gE

EG − F 2
, (1.4)e a urvatura Gaussiana de uma superfíie parametrizada X(u, v) é dada por

K =
eg − f 2

EG − F 2
. (1.5)Apesar da expressão da urvatura Gaussiana (1.5) depender da segunda forma fun-damental de uma superfíie, pode-se mostrar que tal urvatura pode ser alulada ape-nas em função da primeira forma fundamental da superfíie. Tal fato será usado paraaraterizarmos alguns sistemas de omuniações apenas por sua métria e urvatura.



1.2 Alguns Coneitos de Geometria Diferenial 51.2.1 Superfíies mínimasExemplos de sistemas de omuniações om bons desempenhos foram assoiados asuperfíies mínimas em todos os apítulos de resultados deste trabalho e, por isso, umabreve desrição de tais superfíies faz-se neessária. Geometriamente, as superfíiesmínimas são araterizadas por minimizarem loalmente a área da região determinadapor uma urva fehada no espaço. Matematiamente, as superfíies mínimas devempossuir urvatura média (1.4) nula em todos seus pontos. De aordo om [17℄, exem-plos de superfíies mínimas parametrizadas isotermiamente podem ser obtidas om oauxílio da representação de Weierstrass. Nesta representação, uma superfíie mínimaregular em domínios simplesmente onexos, X : U ⊂ R2 → R3, é dada por
X(u, v) = Re

∫ z

z0

1

2

[
f(z)(1 − g2(z)), if(z)(1 + g2(z)), f(z)g(z)

]
dz , z0, z ∈ U ,(1.6)onde z = u + iv e as funções f(z) e g(z) são funções holomorfas que araterizam asuperfíie. Além disso, a primeira forma fundamental dessa superfíie é dada por

E = G =
1

4
|f(z)|2(1 + |g(z)|2)2 e F = 0 . (1.7)Um outro parâmetro importante aos interesses deste trabalho é a urvatura Gaus-siana, que de aordo om a representação de Weierstrass, pode ser expressa da seguintemaneira

K(u, v) = −
[

4|g′(z)|
|f(z)|2(1 + |g(z)|2)2

]2

. (1.8)A representação de Weierstrass permite obter uma in�nidade de exemplos de su-perfíies mínimas. Tais superfíies podem ser araterizadas pelas funções f(z) e g(z),omo ilustra a Figura 1.2, ontendo as superfíies mínimas atenóide (f(z) = −e−z e
g(z) = −ez), helióide (f(z) = e−z e g(z) = −iez) e Enneper (f(z) = 1 e g(z) = z).

Eixo x

Eixo y

Eixo z

(a) Catenóide. Eixo x

Eixo y

Eixo z

(b) Helióide. Eixo x

Eixo y

Eixo z () Enneper.Figura 1.2: Exemplo de superfíies mínimas.



6 Introdução1.3 Alguns Coneitos de Geometria RiemannianaNesta seção serão apresentados, de forma suinta, alguns oneitos de geometriaRiemanniana que serão apliados neste e nos próximos apítulos deste trabalho. Parauma abordagem ompleta sobre essa importante ferramenta matemátia reomendamosa leitura da referênia [27℄.A geometria Riemanniana surgiu om a neessidade de estender os métodos dageometria diferenial a espaços mais gerais que o Rn. O primeiro exemplo de va-riedade Riemanniana aessível a nossa experiênia é uma superfíie regular no R3,
X : U ⊂ R2 → R3. Isto porque, a idéia natural de uma superfíie é a de um onjuntobidimensional (U) ao qual se possa apliar o Cálulo Diferenial do R2.Dessa forma, uma variedade difereniável de dimensão n é um onjunto Mn munidode uma família de apliações biunívoas, xα : Uα ⊂ Rn → Mn de abertos Uα de Rn em
Mn, tais que:1. ∪αxα(Uα) = Mn.2. Para todo par α e β, om xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W 6= φ, os onjuntos x−1

α (W ) e
x−1

β (W ) são abertos em Rn e as apliações x−1
β ◦ xα são difereniáveis.Um outro oneito igualmente importante aos interesses deste trabalho é o de mé-tria Riemanniana, que permite medir, por exemplo, omprimentos de urvas, áreas,ângulos, urvaturas, entre outros. A métria Riemanniana de uma variedade dife-reniável é uma forma bilinear simétria positiva de�nida omo gij =

(
∂ x

∂xi
· ∂ x

∂xj

), nosistema de oordenadas x : U ⊂ R
n → Mn, onde ( · ) representa o produto esalar dedois vetores.Em função da métria Riemanniana pode-se alular o omprimento de um seg-mento da urva α : I ⊂ R → Mn, parametrizada por α(t) = [x1(t), . . . , xn(t)], t ∈ [a, b],da seguinte maneira

L =

b∫

a

(
n∑

i=1

n∑

j=1

x′
ix

′
jgij

)1/2

dt , (1.9)onde x′
i = ∂xi

∂t
, para i = 1, . . . , n.Esta noção de omprimento permite de�nir em Mn ertas urvas espeiais, ha-madas geodésias, que possuem a propriedade de minimizar loalmente a distâniaentre quaisquer dois pontos su�ientemente próximos. Tais urvas omportam-se emvárias situações omo se fossem �retas� em Mn e, em [24℄, estão assoiadas às traje-tórias das ondas eletromagnétias em meios óptios. Neste aso, uma urva regular

γ : I ⊂ R → Mn, parametrizada por γ(t) = [x1(t), . . . , xn(t)] é uma geodésia em
Mn se, e somente se, satisfaz o seguinte sistema de equações difereniais pariais de



1.3 Alguns Coneitos de Geometria Riemanniana 7segunda ordem
x′′

k +
∑

i,j

Γk
ijx

′
ix

′
j = 0 , k = 1, . . . , n , (1.10)onde x′′

k = ∂2xk

∂t2
e Γk

ij representa os símbolos de Christo�el de Mn, que dependem apenasda métria Riemanniana, e podem ser obtidos pela seguinte expressão
Γk

ij =
1

2

n∑

l=1

[
∂ gjl

∂xi

+
∂ gli

∂xj

− ∂ gij

∂xk

]
glk, (1.11)onde glk é o elemento da linha l e oluna k da matriz inversa de G = [gij]. Geometria-mente, os símbolos de Christo�el estão assoiados ao oneito de derivada ovariante,uma noção da geometria �intrínsea� de superfíies, e, por essa razão, podem ser utiliza-dos para desrever as idéias de geodésias e de urvatura em variedades Riemannianas,omo será realizado a seguir.A noção de urvatura em uma variedade Riemanniana foi introduzida por Riemannde uma maneira bastante geométria e de modo que fosse uma generalização naturalda urvatura Gaussiana de superfíies no R3. A urvatura de Riemman pode serdeterminada utilizando apenas a métria de Mn e, intuitivamente, mede o quanto umavariedade Riemanniana deixa de ser Eulidiana. Matematiamente, essa urvatura deRiemann está assoiada ao tensor urvatura Rijks, que será de�nido a seguir e utilizadopara alular a urvatura seional, a urvatura de Rii e a urvatura esalar de meiosóptios

Rijkl =

n∑

m=1

Rm
ijkgml , (1.12)onde Rm

ijk é o operador urvatura, que pode ser expresso em termos dos símbolos deChristo�el, equação (1.11), da seguinte forma
Rl

ijk =
n∑

m=1

Γm
jkΓ

l
im −

n∑

m=1

Γm
ikΓ

l
jm +

∂ Γl
jk

∂xi
− ∂ Γl

ik

∂xj
. (1.13)O oneito de urvatura de maior interesse neste trabalho é o de urvatura seional.Tal urvatura é alulada para um subespaço vetorial bidimensional ν ontido em

TpM
n, o espaço tangente de Mn no ponto p. Neste aso, quando o subespaço vetorial

ν possuir o onjunto de vetores { ∂ x

∂xi
, ∂ x

∂xj
} omo base, então a urvatura seional dessesubespaço vetorial bidimensional é dada por

Kij = − Rijij

giigjj − g2
ij

. (1.14)Sabemos que, dentre as variedades Riemannianas, aquelas om urvatura seionalonstante são as mais simples e possuem um número su�ientemente grande de isome-trias loais. Tais variedades são onheidas omo espaços homogêneos. No Capítulo



8 Introdução3, foi observado que os espaços óptios om urvatura seional onstante também de-monstraram ser os de maior interesse prátio, tanto para o projeto de guias de ondasquanto para o projeto de lentes óptias.Além da urvatura seional, que é uma generalização da urvatura Gaussiana desuperfíies, alguns outros oneitos de urvaturas também serão onsideradas nesteapítulo, omo o tensor urvatura de Rii, dado por
Rij =

n∑

k=1

Rk
kij , (1.15)e a urvatura esalar,

S =

n∑

i,j=1

gijRij , (1.16)que também foi onsiderada anteriormente em [11℄ e [41℄ para meios óptios isotrópiose anisotrópios, respetivamente.Nas próximas duas subseções, as expressões para o álulo das geodésias (1.10),do omprimento de um segmento de urva (1.9) e das urvaturas de uma variedadeRiemanniana serão novamente obtidas para variedades Riemannianas om parâmetrosortogonais (tensor métria diagonal) e para variedades Riemannianas om parâmetrosisotérmios (tensor métria diagonal om elementos iguais). Esses dois asos partiu-lares de variedades Riemannianas serão onsiderados, pois foram assoiados a meiosóptios de interesse prátio.1.3.1 Variedades Riemannianas om parâmetros ortogonaisO interesse por variedades Riemannianas om parâmetros ortogonais provém dofato delas terem sido assoiadas a espaços anisotrópios em [41℄. Tais variedades Rie-mannianas possuem métria
{

gij = δijgi

gij = δij/gi

, onde δij =

{
1 , se i = j

0 , se i 6= j
. (1.17)Dessa forma, usando a métria (1.17) em (1.9), tem-se que o omprimento de umsegmento de urva em Mn é dado por

L =

b∫

a

(
n∑

i=1

gi(x
′
i)

2

)1/2

dt . (1.18)Além disso, usando a métria (1.17) em (1.11), pode-se veri�ar que se os trêsíndies são distintos, então Γk
ij = 0, e se pelo menos dois de seus índies são iguais,então

Γi
ij = Γi

ji =
gi,j

2gi

, Γj
ii = −gi,j

2gj

, Γi
ii =

gi,i

2gi

, (1.19)



1.3 Alguns Coneitos de Geometria Riemanniana 9onde gi,j = ∂gi

∂xj
.Com isso, pode-se substituir (1.19) em (1.10) para obter que as geodésias de Mnsatisfazem

x′′
k +

1

2gk

n∑

i=1

(2gk,ix
′
k − gi,kx

′
i)x′

i = 0 , k = 1, . . . , n . (1.20)De (1.12) e (1.19) pode-se determinar que o tensor urvatura de uma variedadeom métria (1.17) é diferente de zero apenas para Rijij e Rijji, om i 6= j, maispreisamente, Rijij = −Rijji e
Rijij =

n∑

l=1

Rl
ijiglj = Rj

ijigj =

[
n∑

l=1

Γl
jiΓ

j
il −

n∑

l=1

Γl
iiΓ

j
jl −

∂

∂xi

Γj
ji +

∂

∂xj

Γj
ii

]
gj

= −1

2

[
gi,igj,i

gi

+
gi,jgj,j

gj

+
(gi,j)

2

2gi

+
(gj,i)

2

2gj

− gi,jj − gj,ii −
n∑

l=1

gi,lgj,l

2gl

]
, (1.21)onde gj,ii =

∂2gj

∂x2
i
.Logo, om o auxílio de (1.14) e (1.21), pode-se veri�ar que a urvatura seional éigual a

Kij = −Rijij

gigj

, (1.22)e, de (1.15) e (1.19), que a urvatura de Rii, Rij , é igual a zero se i for diferente de
j, e igual a

Rij = Rjj = −
n∑

k=1

Rkjkjg
k = gj

n∑

k=1

Kkj , (1.23)aso ontrário (i = j). Com isso, a urvatura esalar (1.16) é dada por
S = −

n∑

i,j=1

Rijijg
igj =

n∑

i,j=1

Kij . (1.24)1.3.2 Variedades Riemannianas om parâmetros isotérmiosAs variedades Riemannianas om parâmetros isotérmios serão onsideradas a se-guir, pois foram assoiadas a meios óptios isotrópios em [24℄ e em [11℄. Tais variedadesRiemannianas possuem métria om a seguinte araterístia
gij = δijg , gij =

δij

g
. (1.25)Uma variedade Mn om tal métria possui urvas ujo omprimento, (1.18), é dadopor

L =

b∫

a

(
g

n∑

i=1

(x′
i)

2

)1/2

dt . (1.26)



10 IntroduçãoAlém disso, pode-se substituir (1.25) em (1.20) para obter que as geodésias de Mn,om tal métria, satisfazem
x′′

k +
1

2g

n∑

i=1

(2gxi
x′

k − gxk
x′

i) x′
i = 0 , (1.27)onde k = 1, . . . , n e gxi

= ∂ g
∂xi

.O tensor urvatura de uma variedade Riemanniana om a métria (1.25) pode serobtido om o auxílio de (1.21) omo sendo igual a
Rijij = −1

2

[
3(gxi

)2

2g
+

3(gxj
)2

2g
− gxixi

− gxjxj
− 1

2g

n∑

l=1

(gxl
)2

]

, (1.28)onde gxixi
= ∂2g

∂x2
i
.Com isso, pode-se obter, om o auxílio de (1.22) e (1.28), que a urvatura seionalseja alulada por

Kij = −Rijij

g2
. (1.29)A urvatura de Rii indiada em (1.23) pode ser reesrita nessa métria da seguinteforma: Rij = 0, se i 6= j, e aso ontrário é dada por

Rjj =
1

2g

[
4 − n

2g
(∇g)2 −∇2g

]
+

n − 2

2g

[
3

2g
(gxj

)2 − gxjxj

]
, (1.30)onde ∇ =

[
∂

∂ x1
, . . . , ∂

∂ xn

] é um operador diferenial onheido omo nabla.Dessa forma, a expressão da urvatura esalar (1.24) pode ser simpli�ada para
S =

n − 1

g2

[
6 − n

4g
(∇g)2 −∇2g

]
. (1.31)1.4 Fundamentos de Óptia GeométriaAlguns oneitos sobre óptia geométria são neessários para o desenvolvimentodeste trabalho. Para tanto, usamos [21℄ omo referênia.Iniialmente, deve-se onsiderar que as dimensões dos instrumentos óptios tratadosneste trabalho sejam algumas vezes maior do que o omprimento de onda (λ) das ondaseletromagnétias para os quais esses instrumentos foram projetados. Tal suposição éneessária para que o fen�meno da difração possa ser desprezado e os oneitos daóptia geométria possam ser apliados de maneira orreta. Além disso, onsidere quea trajetória de uma onda eletromagnétia em um meio óptio isotrópio seja desritapor uma urva regular parametrizada r(s) = [x(s), y(s), z(s)], onde o parâmetro srepresenta o omprimento Eulidiano perorrido por sua frente de onda ao longo do



1.5 Introdução à Modulação Não-Linear (Twisted) 11meio. Dessa forma, aso o índie de refração desse meio seja variável om a posição, n =

n(x, y, z), então a trajetória r(s) deve satisfazer uma equação diferenial de segundaordem onheida omo Eikonal, que, no aso partiular, é dada por
∂

∂s

(
n

∂r

∂s

)
= ∇n , quando (x′)2 + (y′)2 + (z′)2 = 1 , (1.32)onde ∇ = ( ∂

∂x
, ∂

∂y
, ∂

∂z
) é o operador diferenial nabla em oordenadas artesianas. Deve-se ressaltar a neessidade de que o vetor tangente de r(s) seja realmente unitário, pois,aso ontrário a equação Eikonal não desreverá as trajetórias das ondas em meiosóptios isotrópios. Além disso, a equação Eikonal pode ser derivada do prinípio deFermat, que a�rma que o aminho perorrido pela onda no meio é o de menor energiaou de menor tempo de perurso.Um outro oneito de muita importânia para a análise dos instrumentos óptiosé o oneito de omprimento óptio, representado por Lo. Neste aso, o omprimentoóptio de uma frente de onda passando por dois pontos quaisquer P1 = r(s1) e P2 =

r(s2), é dado por
Lo =

∫ s2

s1

n ds . (1.33)Com isso, desde que a densidade de energia da frente de onda seja propagada auma veloidade v = c/n ao longo do meio, temos que
n ds =

c

v
ds = c dt ,onde dt é o tempo neessário para a energia perorrer uma distânia ds ao longo domeio. Em outras palavras, o omprimento ótio L0 é igual ao produto da veloidadeda luz no váuo pelo tempo neessário para a luz viajar de P1 a P2.1.5 Introdução à Modulação Não-Linear (Twisted)Em [18℄, as ténias de modulação foram assoiadas a urvas no RN . Tal inter-pretação geométria possibilita o projeto e análise de desempenho das modulaçõesusando algumas ferramentas da geometria diferenial, ou, mais geralmente, oneitosda geometria Riemanniana.Para entender essa interpretação geométria, onsidere um sistema de omuniaçõesujo objetivo é transmitir uma mensagem representada por uma únia variável aleatóriaontínua, m. Tal sistema é apresentado de maneira simpli�ada na Figura 1.3(a), ondena entrada do transmissor está presente a variável aleatória m, om função densidadede probabilidade pm, veja Figura 1.3(b), e em sua saída tem-se o sinal modulado sm(t)que será transmitido através do anal om ruído aditivo, n(t). Após a observação dosinal reebido, r(t), o reeptor estima uma saída m̂, de m.
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Transmissor Receptor

n(t)

m sm(t) m̂
Σ

r(t)(a) Diagrama de bloos de um sistema de omuniações. −1 +1 m

pm

(b) Exemplo de função densidade deprobabilidade a priori, pm.Figura 1.3: Exemplo de sistema de omuniações para a transmissão de uma variávelaleatória ontínua.No sistema de omuniações onsiderado na Figura 1.3, a ténia de modulação érealizada no bloo transmissor. Nesse bloo, a variável aleatória m é modulada no sinal
sm(t), em geral, para uma nova faixa de freqüênia.A interpretação geométria para a ténia de modulação proposta em [18℄ é base-ada na possibilidade do sinal modulado sm(t) ser deomposto em uma base de sinaisortogonais de energia unitária, ϕi(t), i = 1, . . . , N , da seguinte forma

sm(t) = s1(m)ϕ1(t) + s2(m)ϕ2(t) + · · ·+ sN(m)ϕN (t), (1.34)onde os sinais ϕi(t), no aso partiular das modulações, são denominados portadorase devem satisfazer
∞∫

−∞

ϕi(t) ϕj(t) dt = δij , ∀i, j = {1, . . . , N}, (1.35)para que os sinais sejam ortogonais e de energia unitária, pois δij = 1 se i = j e δij = 0se i 6= j.Como as portadoras ϕi(t) são sinais ortogonais que possuem energia unitária, entãoelas podem ser interpretadas omo um onjunto de vetores ortonormais {ϕi}, gerandouma base para o RN . Com isso, o sinal modulado sm(t) pode ser deomposto nessabase vetorial da seguinte maneira
sm = s1(m)ϕ1 + s2(m)ϕ2 + · · ·+ sN (m)ϕN

= [s1(m), s2(m), . . . , sN(m)]. (1.36)Isto é, o sinal modulado sm(t), representado vetorialmente por sm, pode ser inter-pretado omo uma urva parametrizada sm : I ∈ R → RN , m ∈ I, omo sugere ainterpretação geométria proposta em [18℄.Com o objetivo de analisar e medir o desempenho de sistemas de omuniaçõesomo o da Figura 1.3, note que após o proesso de reepção, a probabilidade de m̂ serigual a m é, em geral, zero. Isto oorre porque m é uma variável aleatória ontínua e oruído por menor que seja, perturba o sistema produzindo pequenas diferenças entre m̂



1.5 Introdução à Modulação Não-Linear (Twisted) 13e m. Por essa razão, o desempenho do sistema de omuniações não pode ser medidopela probabilidade de erro de transmitir m e reeber m̂, omo oorreria, por exemplo,em sistemas de omuniações que usam onstelações de sinais, aso em que a variávelaleatória m é disreta. Dessa forma, um bom parâmetro para medir o desempenho dosistema de omuniações onsiderado é o erro quadrátio médio, de�nido omo
ǫ2 , E [(m − m̂)2

]
= (m − m̂)2 , (1.37)onde E[ · ] é o operador esperança, medido onjuntamente para todas as entradas per-mitidas (m) e todos os possíveis valores estimados (m̂) pelo reeptor após a ação doruído.Além de ser útil para medir o desempenho de sistemas de omuniações, pode-seusar o valor do ǫ2 para garantir que o reeptor do sistema de omuniações da Figura 1.3seja projetado de maneira ótima segundo algum ritério. Isto é, o valor da estimativa m̂deve ser determinado de maneira que o desempenho do sistema seja o melhor possível,no aso partiular, o que minimiza o erro quadrátio médio. Neste aso, segundo [18℄,pode-se mostrar que m̂ deve ser igual ao valor médio de m dado que seja reebido r,ou seja,

m̂ , E [m|r] = m(r), (1.38)onde E[ · | · ] é o operador esperança ondiional, alulado em termos da função den-sidade de probabilidade a posteriori, pm|r. Neste momento, deve-se hamar a atençãopara o fato de que a estimativa m̂, de�nida em (1.38), minimiza o ǫ2 independente-mente do tipo de modulação (linear ou não-linear) ou do tipo de ruído (Gaussiano ounão-Gaussiano).Contudo, obter a estimativa m̂ através de (1.38), em muitos asos, não é uma tarefafáil, pois sua determinação depende de uma integração relaionada à função pm|r, quemuitas vezes não é onheida. Portanto, para evitar tais di�uldades, o valor de m̂onsiderado na análise de desempenho das modulações propostas nesse apítulo é ovalor mais provável de m dado que r seja reebido. Dessa forma, a depender da funçãodensidade de probabilidade a priori (pm) dos sistemas de omuniações onsiderados,pode-se fazer uso de um dos dois tipos de reeptores:1. reeptor de máxima probabilidade a posteriori (MAP) - dado que r sejareebido, então deida pelo valor m̂ que satisfaz
pm(m̂|r) ≥ pm(m|r) Bayes−→ pm(m̂)pr(r|m̂) ≥ pm(m)pr(r|m), ∀m. (1.39)2. reeptor de máxima verossimilhança (ML) - dado que a função densidadede probabilidade a priori seja uniforme e r seja reebido, então deida pelo valor

m̂ que satisfaz
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pr(r|m̂) ≥ pr(r|m), ∀m. (1.40)Além disso, para um melhor entendimento dos resultados desritos neste trabalho,os desempenhos das modulações propostas foram apresentados em função de grá�osda relação sinal ruído do anal de transmissão (CSNR) versus a relação sinal ruído dainformação transmitida (SNR), de�nidos omoCSNR ,

Em

N e SNR ,
m2

ǫ2
, (1.41)onde m2 é a energia média (ou variânia) da variável aleatória m de média nula, N éa energia média de ruído presente no anal de transmissão e Em é a energia média detransmissão do sinal sm(t), de�nida omo

Em , E [|sm|2
]

= E ∞∫

−∞

s2
m(t) dt



 , (1.42)onde E[ · ℄ é o operador esperança, medido para todos os possíveis valores de m e | · | éa norma de um vetor.Além disso, as urvas de desempenho (CSNR versus SNR) dos sistemas propostosneste apítulo foram omparadas om a urva de um sistema ótimo, denotada pelasigla OPTA e de�nida em [4℄ pela seguinte relaçãoSNR = (1 + CSNR)N/M , (1.43)onde (N/M) é a razão entre as dimensões dos sinais modulado e não modulado, res-petivamente. Por exemplo, para o aso partiular de modulações assoiadas a urvasplanares essa razão vale 2, pois neste aso sm ⊂ RN=2 e m ∈ RM=1.1.6 Visão Geral da TeseNeste apítulo apresentamos as prinipais razões que motivaram a realização destetrabalho. Além disso, situamos este trabalho no ontexto de uma pesquisa que vemsendo realizada desde 2000 e ressaltamos que os resultados aqui obtidos justi�am odesenvolvimento dessa pesquisa. Realizamos também uma breve desrição de algunstópios de geometria diferenial, geometria Riemanniana, óptia geométria e modula-ção twisted.No Capítulo 2, uma interpretação geométria que assoia a métria do espaço aoíndie de refração de meios óptios é utilizada para derivar expressões da urvaturade tais meios. Em seguida, um estudo sobre a urvatura de guias de ondas planaresé realizado. Neste aso, alguns guias de ondas de interesse prátio são assoiados a



1.6 Visão Geral da Tese 15espaços de urvatura onstante. Com isso, o fen�meno da dispersão modal é relaio-nado ao valor da urvatura e uma expressão dessa dispersão é derivada em função daurvatura do meio. Além disso, uma assoiação entre superfíies de rotação e guias deondas planares é realizada e novos per�s de guias de ondas em meios anisotrópios omdispersão nula são derivados dessa assoiação.Ainda neste apítulo, �bras óptias foram analisadas segundo sua urvatura e dis-persão, sendo que novos per�s foram propostos e omparados om os utilizados o-mumente para a transmissão de informação. Neste aso, a �bra proposta om per�ltoroidal apresentou oito vezes menos dispersão que a �bra om per�l parabólio e osper�s das �bras em meios anisotrópios assoiadas a uma hiperesfera apresentaram dis-persão nula. Além disso, no ontexto de lentes óptias, um instrumento óptio absolutoonheido omo ��sh-eye� foi assoiado a um meio de urvatura positiva. Com isso,novos instrumentos óptios absolutos foram propostos e assoiados a espaços hiperbó-lios. Neste ontexto, a onvergênia em lentes foi relaionada à urvatura positivado meio e a divergênia à urvatura negativa. Contudo, um novo método de onver-gênia foi proposto para lentes om urvatura negativa, apresentando resultados muitointeressantes quanto à forma de onvergênia, que no aso foi assintótia.No Capítulo 3, uma assoiação entre modulação twisted e urvas foi generalizadapara o ontexto das variedades Riemannianas. Neste aso, foi mostrado que além doomprimento de aro da urva ou da métria da superfíie, a urvatura da urva ou dasuperfíie assoiada à modulação também in�uenia no desempenho dos sistemas deomuniações. Além disso, a expressão da função densidade de probabilidade a poste-riori foi obtida em função do omprimento de aro e da urvatura da urva assoiada àmodulação. Veri�amos também que é possível realizar um �asamento� entre a funçãodensidade de probabilidade a priori e a parametrização da urva, de maneira que odesempenho do sistema de omuniações possa ser melhorado. Ainda no Capítulo 3,um novo esquema de modulação não linear foi proposto, apresentando um desempenhomelhor que a modulação PM e a derivada da urva espiral de Arquimedes.Ainda neste apítulo, om o intuito de diminuir o erro de ponto iniial, foramderivadas relações envolvendo o valor máximo da energia média de ruído e o valormáximo da urvatura da modulação. Além disso, uma expressão do erro quadrátiomédio foi determinada em função da métria da superfíie, propiiando que ténias demodulação assoiadas a superfíies mínimas fossem araterizadas por serem um pontorítio de mínimo do erro quadrátio médio. Neste ontexto, uma nova modulação não-linear assoiada à superfíie mínima helióide foi proposta.No Capítulo 4, usamos modulações não-lineares, omo as onsideradas no apítuloanterior, para realizar a onstrução e a análise de desempenho de onstelações de sinaisem espaços mais gerais que o Eulidiano. Neste aso, foi mostrado que, loalmente,o espaço de sinais é uma variedade Riemanniana. Mais preisamente, a modulação



16 Introduçãonão-linear induz de maneira natural uma nova métria no espaço de sinais. Com isso,resultados de trabalhos anteriores puderam ser inseridos neste ontexto sem maioresrestrições. Além disso, expressamos a probabilidade média de erro em função da ur-vatura do espaço, e demonstramos que o desempenho de uma sistema de omuniaçõespode ser melhorado om a diminuição do valor da urvatura do espaço de sinais. Nesteontexto, apresentamos a onstrução e a análise de desempenho de onstelações desinais geometriamente uniformes em espaços de urvatura onstante. Neste aso, fo-ram onsideradas modulações M-PSK e modulações provenientes de tesselações {p, q}dos espaços om urvatura onstante. Além disso, onstelações de sinais M-PSK emespaços de sinais assoiados a superfíies mínimas foram onstruídas e analisadas.Finalmente, no Capítulo 5 expomos as onsiderações �nais deste trabalho, desta-ando os resultados mais relevantes de ada apítulo e suas impliações no projetode novos sistemas de omuniações. Além disso, apresentamos sugestões de trabalhosfuturos para omplementação e ontinuidade dos estudos na linha de pesquisa destetrabalho.



Capı́tulo 2Um Estudo sobre a Curvatura de MeiosÓptiosEste apítulo apresenta um estudo sobre a urvatura de meios óptios isotrópios eanisotrópios. Para tanto, �zemos uso de uma relação que assoia o tensor dielétriode um meio óptio ao tensor métria de uma variedade Riemanniana tridimensional.Neste aso, tal assoiação permitiu que vários oneitos importantes da geometriadiferenial e da geometria Riemanniana pudessem ser de�nidos também no ontextoda óptia geométria. Com isso, foi possível derivar expressões do tensor urvatura,da urvatura seional e da urvatura de Rii em meios óptios e, a partir dessasexpressões, araterizar e interpretar geometriamente tais meios. Como onseqüêniadessa interpretação, alguns instrumentos óptios de interesse prátio foram assoiadosa espaços não-Eulidianos, omo os espaços de urvatura onstante. Além disso, algunsparâmetros de desempenho, omo a dispersão, foram alulados em função da urvaturado meio e novos per�s de guias de ondas e lentes óptias foram propostos de aordoom seus desempenhos e seus valores de urvaturas.2.1 IntroduçãoEm [24℄ e [11℄, meios óptios isotrópios foram assoiados a espaços não-Eulidianos.Mais preisamente, estes trabalhos veri�aram que as trajetórias das ondas eletromag-nétias em meios óptios estão relaionadas às geodésias de uma variedade Rieman-niana tridimensional. Como onseqüênia imediata dessa assoiação, foi mostrado queo quadrado de índie de refração de um meio isotrópio é igual a métria de umavariedade Riemanniana.Em [41℄, tal resultado foi generalizado para meios óptios anisotrópios, de formaque o tensor métria de uma variedade Riemanniana tridimensional estivesse assoiadoao tensor dielétrio de um meio óptio. Além disso, tal assoiação foi utilizada para17



18 Um Estudo sobre a Curvatura de Meios Óptiosderivar a expressão da urvatura esalar de meios óptios. Neste aso, o sinal daurvatura esalar foi relaionada ao fen�meno de onvergênia e divergênia da luz emlaser.Mais reentemente, em [35℄, novos oneitos de urvatura, omo a urvatura se-ional e a urvatura de Rii, foram derivados para meios óptios anisotrópios. Comisso, alguns per�s de guias de ondas planares e de �bras óptias foram propostos eassoiados a espaços de urvatura seional onstante. Além disso, tais per�s apresen-taram um desempenho satisfatório quanto ao fen�meno indesejado da dispersão modal,que oorre durante a transmissão do pulso de informação, distorendo sua forma demaneira que sua presença não seja detetada pelo reeptor.Neste apítulo, usamos a assoiação entre tensor métria e tensor dielétrio, desritaem [41℄, para determinar e analisar a urvatura de alguns meios óptios de interesseprátio. O oneito de urvatura de meios óptios onsiderado neste trabalho é similarao oneito de urvatura do espaço-tempo desrito por Einstein, o qual impõe quetodos os objetos materiais, desde uma maçã até um planeta, movem-se ao longo degeodésias no espaço-tempo, a menos que sejam impedidos por uma força exterior.Fen�meno análogo aontee om as trajetórias dos raios de luz em meios óptios, omodemonstrou [24℄.Neste aso, para realizarmos um estudo da urvatura de meios óptios, foi neessárioalular o tensor urvatura, a urvatura seional, a urvatura de Rii e a urvaturaesalar de tais meios. Além disso, veri�amos que os meios óptios om urvaturaseional onstante são os de maior interesse prátio, pois possuem propriedades desimetria importantes que podem ser aproveitadas no projeto de instrumentos óptios.Apresentamos também uma interpretação geométria para as lentes e os guias deondas óptios, além de determinarmos uma aproximação para a expressão da dispersãomodal em função da urvatura seional do instrumento óptio. Usando esse últimoresultado, propomos novos guias de ondas em meios isotrópios om dispersão menorque as de guias onheidos e, em meios anisotrópios, guias om dispersão nula.2.2 A Curvatura de Meios ÓptiosComo menionado anteriormente, em [41℄, o tensor métria [gij] de uma variedadeRiemanniana tridimensional om parâmetros ortogonais, (1.17), foi assoiado ao tensordielétrio de um meio anisotrópio não ondutor (σ = 0) e não magnétio no sistemade eixos prinipais do dielétrio.Neste apítulo propomos uma assoiação mais geral do que a apresentada em [41℄para os tensores métria e dielétrio. Neste aso, onsideramos que o tensor métria
[gij] de uma variedade Riemanniana tridimensional seja igual ao tensor dielétrio de ummeio homogêneo, não ondutor e não magnétio, no qual o sistema eixos do dielétrio



2.2 A Curvatura de Meios Óptios 19não é neessariamente o prinipal, omo onsiderado anteriormente, isto é
E =




εxx εxy εxz

εyx εyy εyz

εzx εzy εzz



 =




g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33



 = G, (2.1)onde [x, y, z] = [x1, x2, x3] e E é o tensor dielétrio do meio óptio desrito em [21℄, que,através da relação D = E ·E, assoia a densidade de �uxo elétrio (D) ao vetor ampoelétrio (E).Portanto, podemos alular o tensor urvatura (1.12), a urvatura seional (1.14),a urvatura de Rii (1.15) e a urvatura esalar (1.16) de meios óptios usando aassoiação (2.1) e onsiderando que i, j, k e l variem de 1 até 3.Como a densidade de energia elétria, We = (1/8π)E·D, é onsiderada não-negativanesse meio óptio, então o tensor dielétrio deve ser simétrio, isto é, εij = εji. Tal fatoé desejável, pois estamos onsiderando variedades Riemannianas uja métria tambémsatisfaz a ondição gji = gij . Com isso, é possível determinar um sistema de eixosprinipais do dielétrio, de maneira que E seja reduzido para a forma diagonal. Dessaforma, os álulos das urvaturas de meios óptios podem ser simpli�ados omo rea-lizado em [41℄, pois o tensor dielétrio e o tensor métria om parâmetros ortogonaispodem estar relaionados da seguinte forma
E =




ε1 0 0
0 ε2 0
0 0 ε3



 =




n2

1 0 0
0 n2

2 0
0 0 n2

3



 =




g1 0 0
0 g2 0
0 0 g3



 = G , (2.2)onde ε1, ε2 e ε3 são as permissividades prinipais do dielétrio e n1, n2 e n3 são osíndies de refração prinipais.Neste aso, onsiderando a assoiação (2.2), temos que o tensor urvatura (1.21)pode ser determinado por
Rijij = −1

2

[
gi,igj,i

2gi

+
gi,jgj,j

2gj

− gi,kgj,k

2gk

+
(gi,j)

2

2gi

+
(gj,i)

2

2gj

− gi,jj − gj,ii

] (2.3a)
= ninj

[(
ni,j

nj

)

j

+

(
nj,i

ni

)

i

+
ni,knj,k

(nk)2

]

, (2.3b)onde i, j, k = {1, 2, 3}, i 6= j 6= k 6= i e ni,j = d2n/dxidxj.Além disso, a urvatura seional pode ser obtida de (2.3a) e (1.22) omo sendo
Kij = − 1

ninj

[(
ni,j

nj

)

j

+

(
nj,i

ni

)

i

+
ni,knj,k

(nk)2

]
, (2.4)enquanto as urvaturas de Rii e esalar são obtidas diretamente da substituição de(2.4) em (1.23) e em (1.24), respetivamente, resultando em

Rjj = n2
j

3∑

k=1

Kkj e S = 2 (K12 + K13 + K23) .



20 Um Estudo sobre a Curvatura de Meios ÓptiosPara o aso isotrópio, onsiderado em [24℄ e [11℄, o tensor métria (1.25) de umavariedade Riemanniana tridimensional está assoiado ao índie de refração de um meioisotrópio, isto é, g = n2. Assim, o tensor urvatura (1.28) de um meio isotrópio édado por
Rijij =

g

2
∇2

ij log (g) +
(gxk

)2

4g
(2.5a)

= n2∇2
ij log (n) − (nxk

)2 , (2.5b)onde ∇2
ij =

(
∂2

∂x2
j

+ ∂2

∂x2
i

) e nxk
= ∂ n

∂xk
.Com isso, a urvatura seional (1.29) é dada por

Kij = − 1

2g
∇2

ij log (g) − (gxk
)2

4g3
(2.6a)

= − 1

n2
∇2

ij log (n) − (nxk
)2

n4
, (2.6b)a urvatura de Rii (1.30) por

Rjj =
1

4g2

[
(∇g)2 + 3(gxj

)2
]
− 1

2g

[
∇2g + gxjxj

] (2.7a)
= −1

n

[
∇2n + nxjxj

]
− (nxj

)2

2n2
, (2.7b)onde ∇ =

[
∂

∂ x1
, ∂

∂ x2
, ∂

∂ x3

] e a urvatura esalar (1.31) por
S =

2

g2

[
3

4g
(∇g)2 −∇2g

] (2.8a)
=

2

n4

[
(∇n)2 − 2n∇2n

]
. (2.8b)Devemos ressaltar que a equação (2.8b), a menos do sinal, havia sido obtida em[11℄ e assoiada à análise de foo em laser.Um outro resultado que pode ser obtido dessa assoiação entre o tensor dielétrioe o tensor métria é uma generalização, para meios anisotrópios, da equação Eikonal(1.32), que arateriza as trajetórias das ondas em meios isotrópios. Para obter talgeneralização, podemos usar a onsideração realizada em [41℄, de que as trajetórias dasondas em meios anisotrópios também são geodésias em meios óptios. Tal onsidera-ção é baseada no prinípio de Fermat, que, além de outras impliações, a�rma que asondas perorrem o menor omprimento óptio (ou equivalentemente o menor tempo)em seu perurso no meio óptio. Portanto, uma expressão geral para a equação Eikonalem meios anisotrópios pode ser obtida reesrevendo a equação das geodésias (1.20),para o aso em que a métria da variedade Riemanniana tridimensional seja dada por



2.3 Análise da Curvatura de Guias de Ondas Planares 21(2.2). Com isso, temos que as trajetórias das ondas desritas pela urva parametrizada
x(t) = [x1(t), x2(t), x3(t)] devem satisfazer

d

dt

(
dx

dt
· G
)

=
1

2
∇
[

dx

dt
· G ·

(
dx

dt

)T
]

, (2.9)ou, mais preisamente, devem satisfazer o seguinte sistema de equações difereniais
n2

1 x′′
1 +

1

2

[
n2

1,1(x
′
1)

2 − n2
2,1(x

′
2)

2 − n2
3,1(x

′
3)

2
]
+ n1,2x

′
1x

′
2 + n1,3x

′
1x

′
3 = 0 ,

n2
2 x′′

2 +
1

2

[
n2

2,2(x
′
2)

2 − n2
1,2(x

′
1)

2 − n2
3,2(x

′
3)

2
]
+ n2,1x

′
1x

′
2 + n2,3x

′
2x

′
3 = 0 , (2.10)

n2
3 x′′

3 +
1

2

[
n2

3,3(x
′
3)

2 − n2
1,3(x

′
1)

2 − n2
2,3(x

′
2)

2
]
+ n3,1x

′
1x

′
3 + n3,2x

′
2x

′
3 = 0 ,onde a variável t pode, por exemplo, representar o tempo.Portanto, quando o meio é isotrópio (G = n2 I) podemos usar (2.9) para determi-nar que as trajetórias das ondas em tal meio devem satisfazer

∂

∂t

(
n2 ∂x

∂t

)
= n

[
(x′

1)
2 + (x′

2)
2 + (x′

3)
2
]
∇n . (2.11)Para mostrar que a equação Eikonal (1.32) é equivalente à equação (2.11), [24℄onsiderou uma mudança de variáveis dada por ds = dt/n, de maneira que (1.32) sejareesrita da seguinte maneira

∂

∂t

(
n2∂x

∂t

)
=

∇n

n
om (

∂x

∂t
· ∂x

∂t

)
=

1

n2
, (2.12)Neste aso, é possível onluir que (2.12) está parametrizada pelo omprimento dearo óptio, enquanto (1.32) está parametrizada pelo omprimento de aro Eulidiano.Tal interpretação é bastante útil quando se realiza uma interpretação ou análise dasaraterístias geométrias das trajetórias das ondas no meio óptio.2.3 Análise da Curvatura de Guias de Ondas Plana-resTipiamente, um guia de ondas onsiste de um meio óptio onde a informaçãoem forma de luz é on�nada e transmitida, na prátia, por um perurso de longadistânia. Nesta seção, analisamos a in�uênia da urvatura óptia nessa importantelasse de instrumentos óptios formada pelos guias de ondas planares. Em partitular,serão onsiderados apenas os guias multimodos, pois supomos que o parâmetro do guiade ondas dado por

V =
2πρ

λ
(n2

co − n2
cl)

1/2 ,



22 Um Estudo sobre a Curvatura de Meios Óptiosseja muito maior que um (V ≫ 1), onde λ é a freqüênia da onda eletromagnétiatransmitida nesse guia, ρ é a metade da largura do guia, ncl é o valor do índie derefração da asa que fornee isolação óptia ao guia e nco é o máximo valor do índiede refração do material que ompõe o núleo do guia, geralmente alulado em x = 0,omo ilustra a Figura 2.1.
x

z

θ

θ θ

ncl Casa x = ρ

x = −ρCasaNúleo
ncl

nco

(a) Guia om per�l uniforme. θ(0)
zp

θ(x)

x = ρ

ncl

x

z

ncl

x = −ρ

xtp

n(x) NúleoCasa
Casa

(b) Guia om per�l gradual.Figura 2.1: Exemplos de modelos de guias de ondas planares.Em geral, a diferença entre guias de ondas monomodo e multimodos é que o segundopossui núleo om diâmetro muito maior, permitindo a propagação da luz em váriosmodos. Além disso, sabemos que os guias multimodos não podem ser utilizados emapliações de longas distânias, pois apresentam dispersão modal. Isto é, quando umpulso óptio é transmitido em um guia de ondas multimodos, diversos modos de propa-gação são exitados, fazendo om que partes do pulso perorram aminhos diferentesno guia. Assim, as omponentes do pulso que viajam nos modos de menor distâniahegarão ao �nal da �bra mais rapidamente que as demais, ausando um alargamentoou dispersão do pulso transmitido. Portanto, a distânia máxima permitida para ouso de um determinado guia de ondas multimodos depende da largura de faixa defreqüênia do guia e da taxa de transmissão utilizada.Nesta seção, o efeito noivo da dispersão no proesso de transmissão será anali-sado em função da urvatura seional do meio óptio em questão, que, neste aso, éequivalente à urvatura Gaussiana (K) de uma superfíie regular no R3. Para tanto,suponha que os guias de ondas planares onsiderados sejam onstituídos de uma a-mada óptia externa (asa), omposta por um material de baixo índie de refração(ncl), que envolve uma amada óptia interna (núleo), forneendo-lhe isolação óptia.Neste aso, adotamos que o núleo possua largura 2ρ e que seu índie de refração possaser uniforme, isto é, n = nco, omo ilustra a Figura 2.1(a) ou possa variar no eixo −→ox,isto é, n = n(x) omo representa a Figura 2.1(b). Este último tipo de guia de ondas éonheido omo gradual e representará o prinipal objeto de estudo desta seção. Paraum estudo das apliações e dos parâmetros prátios de propagação em guias de ondasreomendamos a referênia [2℄.Antes de prosseguir om a análise de urvatura dos guias de ondas planares, alguns



2.3 Análise da Curvatura de Guias de Ondas Planares 23parâmetros de propagação da onda no guia devem ser apresentados. Tais parâmetrospodem ser utilizados para se obter o desempenho dos guias de ondas, prinipalmente,para se determinar o valor de sua dispersão modal. Esses parâmetros podem ser obtidosom o auxílio da equação Eikonal (1.32), que, no aso partiular de n = n(x), pode sersimpli�ada para o seguinte sistema de equações difereniais de primeira ordem





x′′ =
nx

n

[
1 − (x′)2

]

z′′ = −nx

n
x′z′

⇒






(x′)2 = 1 − β2

n2

z′ =
β

n

, (2.13)onde o parâmetro β = n(0)z′(0) é hamado de invariante de onda e arateriza ainidênia da onda no guia. Com isso, onsiderando que x′ = sin(θ(x)) e z′ = cos(θ(x)),pois (x′)2 + (z′)2 = 1, pode-se obter que o ângulo θ(x), ilustrado na Figura 2.1(b), sejadado por
θ(x) = arctan

(√
n2

β2
− 1

)

.Um outro parâmetro que pode ser enontrado om o auxílio de (2.13) é o pontode giro (turning-point), xtp, que é de�nido omo sendo o máximo valor alançado pelaoordenada x(s) da trajetória da onda no meio. Tal parâmetro pode ser obtido quando
x′ = 0, o que implia em z′ = 1, isto é, n(xtp) = β. Além disso, o ponto de giro podeser utilizado para determinar o valor do maior ângulo de inidênia do raio na origemdo guia de ondas, de maneira que a luz seja totalmente re�etida em seu interior. Esseângulo é onheido omo ângulo rítio, e neste aso é dado por θc = arccos(n(ρ)/nco),pois foi onsiderado xtp = ρ e β = nco cos(θc).Além dos parâmetros do guia de ondas itados anteriormente, neste momento apre-sentamos mais quatro outros parâmetros de interesse, a saber: o meio período de onda,representado na Figura 2.1(b),

zp =

s∫
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z′(s) ds =

xtp∫

−xtp
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√

1 +

(
dz
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)2

dx =

xtp∫
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β√
n2(x) − β2

dx, (2.14)o omprimento Eulidiano de meio período de onda
Lp =

xtp∫

−xtp

n(x)√
n2(x) − β2

dx, (2.15)o omprimento óptio de meio período de onda (1.33), que é igual a distânia geodésia,
Lo =

xtp∫

−xtp

n2(x)√
n2(x) − β2

dx, (2.16)



24 Um Estudo sobre a Curvatura de Meios Óptiose o tempo transiente de uma onda que perorre um omprimento z no guia de ondas
t =

z

c

Lo

zp

. (2.17)Com isso, a dispersão modal, td, que pode oorrer na transmissão em guias de ondasmultimodos, é de�nida omo sendo a máxima variação do tempo transiente (2.17) emfunção do parâmetro β ou, equivalentemente, em função do ângulo de inidênia θ0.Dessa forma, note que a situação ideal de transmissão aontee quando a expressão(2.17) não depende de β, pois neste aso pode-se veri�ar que a dispersão modal noguia é nula.Nesta seção estamos onsiderando apenas guias de ondas planares (x1 = x e x2 = z)em meios óptios isotrópios, ujos índies de refração dependem apenas de x, entãoas urvaturas óptias expressas por (2.6b), (2.7b) e (2.8b) podem ser simpli�adas ereesritas da seguinte forma
K = K12 = K21 =

1

n4

[
(nx)

2 − nxxn
]
, (Curvatura Gaussiana) (2.18a)

R = R11 = R22 = n2K , (Curvatura de Rii) (2.18b)
S = 2K , (Curvatura esalar) , (2.18)onde nx = d n
dx
, nxx = d2 n

dx2 .Neste momento, onsideramos alguns per�s de guias de ondas planares de interesseprátio e alulamos suas urvaturas Gaussianas. Os resultados obtidos são apresen-tados na Tabela 2.1, sendo que a maioria dos per�s apresentados nesta tabela foramobtidos de [2℄. Contudo, devemos hamar a atenção para o fato de que os per�s hi-perbólio, Gaussiano e toroidal foram propostos em [35℄, pois apresentaram valores dedispersão pequenos, omo será expliado mais adiante no deorrer desta seção.Analisando mais detalhadamente as informações apresentadas na Tabela 2.1, po-demos veri�ar que os per�s que possuem urvaturas Gaussiana e esalar onstantesão os per�s seante hiperbólia, degrau e hiperbólio, om urvaturas positiva, zero enegativa, respetivamente. Tais per�s possuem muitas simetrias, por estarem assoia-dos a espaços homogêneos, e omo será mostrado mais adiante apresentam valores dedispersão modal nula, positiva e negativa, respetivamente. Além disso, veri�que que oguia de ondas om per�l Gaussiano é o únio que possui urvatura de Rii onstante,(2.18b).Como menionado anteriormente, os guias de ondas planares om urvatura Gaus-siana onstante estão assoiados a espaços homogêneos e, por este motivo, serão ana-lisados mais detalhadamente no deorrer desta seção. Como onseqüênia dos valoresde suas urvaturas, o guia om per�l degrau está assoiado ao espaço Eulidiano, oguia seante hiperbólia ao espaço elíptio e o guia hiperbólio ao espaço hiperbólio.



2.3 Análise da Curvatura de Guias de Ondas Planares 25Per�l Índie de refração ao quadrado (n2) Curvatura Gaussiana (K)Degrau n2
co 0Parabólio n2
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x
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Tabela 2.1: Curvatura Gaussiana de guias de ondas planares.Hiperbólio (K = −1)Elíptio (K = 1)Eulidiano (K = 0)

√
2∆x/ρ

n
(x

)/
n

co

10.50-0.5-1

1.110.90.80.70.60.5Figura 2.2: Curvas dos índies de refração dos guias de ondas planares Eulidiano,elíptio e hiperbólio.A Figura 2.2 ilustra ada um desses três per�s, ujos índies de refração são exibidosna Tabela 2.1.Contudo, existem outros guias de ondas om índies de refração na forma n(x) e



26 Um Estudo sobre a Curvatura de Meios Óptiosom urvatura Gaussiana onstante que não foram onsiderados na Tabela 2.1. Nesteaso, podemos usar a expressão (2.18a) para veri�ar que os índies de refração dessesguias de ondas devem satisfazer a seguinte equação diferenial
(nx)

2 − n nxx − K n4 = 0 . (2.19)Com isso, pode-se onstatar que, além do per�l seante hiperbólia, não existeuma outra solução para (2.19) quando a urvatura for onstante e positiva. Entre-tanto, quando a urvatura Gaussiana é nula temos apenas mais uma solução, n(x) =

nco exp(
√

2∆x/ρ), e, quando a urvatura Gaussiana for onstante e negativa, podemosobter as seguintes soluções para n(x):
nco√

2∆x/ρ
,

nco

sin(
√

2∆x/ρ)
,

ncosinh(
√

2∆x/ρ)
e nco

cos(
√

2∆x/ρ)
. (2.20)Porém, observe que apenas o último dos per�s apresentados em (2.20) não possuisingularidade em x = 0, e talvez possa ser �siamente realizável. Entretanto, esteper�l não on�na luz, pois o valor de seu índie de refração aumenta à medida que seafasta da origem (x = 0). Por essa razão, esse per�l não tem apliação omo guia deondas, podendo, ontudo, ser usado no projeto de lentes óptias, omo será mostradona Seção 2.5.2.3.1 Per�l degrauComo indiado na Tabela 2.1, o guia de ondas om per�l degrau possui urvaturanula, isto é, o espaço assoiado a esse guia de ondas é o espaço Eulidiano bidimensional.Neste aso, poderíamos utilizar uma superfíie planar para representar esse guia deondas. Entretanto, vamos representá-lo pela superfíie de um ilindro (Figura 2.3),que também possui urvatura Gaussiana nula. Tal deisão foi tomada para manterum padrão na interpretação geométria dos guias de ondas planares, dado que todosos outros guias de ondas apresentados na Tabela 2.1 puderam ser representados porsuperfíies de revolução, omo será mostrado mais adiante.Uma possível parametrização regular para a superfíie do ilindro assoiado ao guiade ondas om per�l degrau e métria igual a n2

co, é dada por
X(x, z) = ncoρ

[
cos(

z

ρ
), sin(

z

ρ
),

x

ρ

]
.Neste guia de ondas, note que as ondas eletromagnétias que inidem om ângu-los diferentes perorrem aminhos om omprimentos óptios diferentes. Além disso,veri�que que quanto maior for o ângulo de inidênia θ0 maior será a quantidade dere�exões e, portanto, o tempo de perurso, isto é, existe dispersão modal nesse meio.Como o omprimento óptio da trajetória om θ0 = 0, paralela ao eixo −→oz, é menor do
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10.80.60.40.20-0.2-0.4-0.6-0.8-1 (a) Guia K = 0. (b) Cilindro.Figura 2.3: Interpretação geométria para o guia de ondas om per�l degrau.que o omprimento óptio das trajetórias om ângulo de inidênia diferente de zero,essa dispersão será onvenionada omo sendo positiva, e aso oorra o inverso dessefato, a dispersão será dita negativa.2.3.2 Per�l seante hiperbóliaDa Tabela 2.1, note que o per�l seante hiperbólia possui urvatura onstantepositiva. Isto signi�a que podemos assoiar tal meio óptio à superfíie de uma esferano R3, omo ilustra a Figura 2.4. Neste aso, pode-se a�rmar que esse meio óptioé uma variedade Riemanniana bidimensional om métria induzida de uma superfíieesféria.
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10.80.60.40.20-0.2-0.4-0.6-0.8-1 (a) Guia K = 1. (b) Esfera.Figura 2.4: Interpretação geométria para o guia de ondas om per�l seante hiperbó-lia.



28 Um Estudo sobre a Curvatura de Meios ÓptiosUma araterístia de desempenho muito importante desse guia de ondas om per�lseante hiperbólia é que ele possui dispersão nula, omo demonstrado em [2℄. Este fatopode ser failmente veri�ado e visualizado usando a superfíie da esfera assoiada aesse meio óptio. Pois, note que todas as geodésias que partem de um ponto qualquerda esfera, independentemente da direção de saída, retornam a esse ponto após ummesmo tempo, isto é, os omprimentos geodésios ou óptios são todos iguais, nãoindiando assim a existênia de dispersão modal.Uma possível parametrização regular para a superfíie da esfera assoiada ao guiade ondas om per�l seante hiperbólia e métria igual a n2
coseh2(ax) é dada por

X(x, z) =
nco

a

[
cos(az)

cosh(ax)
,

sin(az)

cosh(ax)
, tanh(ax)

]
,onde a =

√
2∆/ρ.2.3.3 Per�l hiperbólioNesta subseção analisaremos o guia de ondas om per�l hiperbólio apresentadona Tabela 2.1. Um fato importante sobre esse guia é que sua urvatura Gaussiana éonstante e negativa para x 6= 0 e in�nita para x = 0, pois a derivada de n(x) não éontínua em x = 0, devido ao fato de n(x) ser função de |x|.Uma outra araterístia desse guia é que as trajetórias das ondas eletromagnétiaspossuem urvatura onstante e positiva, isto é, são semiírulos, omo ilustra a Fi-gura 2.5. Este fato é importante para a análise do fen�meno de difração que oorre emguias de ondas monomodais, porém não será abordado neste trabalho. Para veri�arque as trajetórias nesse meio possuem essa propriedade é neessário obter uma expres-são para a urvatura das trajetórias em um meio óptio om índie de refração n(x).Para tanto, onsidere a forma simpli�ada da equação Eikonal, (2.13), e a equação daurvatura de urvas planas dada em (1.1), para obter que

k = −nx

n
z′ = −β

n

d

dx
log (n) = β

(
n−1
)

x
. (2.21)Portanto, de (2.21), o valor do módulo da urvatura das trajetórias das ondas noper�l hiperbólio é onstante e igual a β

√
2∆/(ρ nco).Assim, usando a equação (2.13) e o fato das trajetórias nesse guia serem írulos,pode-se obter que tais trajetórias são desritas pela seguinte expressão

x =
ρ√
2∆

(−1)zi

[
1

β

√
n2

co − (n2
co − β2)(1 − 2zf)2 − 1

]
,onde zi e zf são as partes inteira e fraionária de z/zp, respetivamente.
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Figura 2.5: Trajetórias das ondas em um guia de ondas planar om per�l hiperbólio.Além disso, os parâmetros que araterizam a propagação da onda nesse guia deondas hiperbólio foram alulados, omo o ponto de giro
n(xtp) = β ⇒ xtp =

ρ√
2∆

(
nco

β
− 1

)
,o meio período de onda, (2.14), dado por

zp =
2ρ

β
√

2∆

√
n2

co − β2,o omprimento Eulidiano de meio período de onda, (2.15), dado por
Lp =

2ρ nco

β
√

2∆

[
π

2
− sin−1

(
β

nco

)]
,o omprimento óptio de meio período de onda, (2.16), dado por

Lo =
2ρ nco√

2∆
seh−1

(
β

nco

)
,e o tempo transiente, (2.17), dado por

t =
z

c

Lo

zp
=

z β nco

c
√

n2
co − β2

seh−1

(
β

nco

)
. (2.22)Um exemplo de superfíie do R3 que pode ser assoiada ao guia de ondas omper�l hiperbólio é a pseudo-esfera, pois tal superfíie possui urvatura Gaussianaonstante e negativa. Tal superfíie é ilustrada na Figura 2.6, sendo que uma possívelparametrização para a pseudo-esfera om métria igual a n2

co(1 +
√

2∆|x|/ρ)−2 é dadapor
X(x, z) =

nco

a

[
cos(az)

cosh(u)
,
sin(az)

cosh(u)
, u − tanh(u)

]
,onde a =

√
2∆/ρ e u(x) = osh−1(1 + a|x|).Esse guia apresenta uma araterístia muito espeial quanto à dispersão de seusmodos, uma dispersão invertida ou negativa, isto é, as ondas que inidem om maior
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0.50.40.30.20.10-0.1-0.2 (a) Guia K = −1. (b) Pseudo-esfera.Figura 2.6: Interpretação geométria para o guia de ondas om per�l hiperbólio.inlinação são as que possuem menor tempo de perurso no meio. Este fato pode sermatematiamente omprovado usando (2.22) ou gra�amente veri�ado analisando aFigura 2.6(b).Com o objetivo de melhor analisar o desempenho desse guia, sua urva de dispersãofoi alulada e omparada à urva de dispersão do guia om per�l degrau. A Figura 2.7apresenta essas urvas de dispersão modal para esses guias em função do ângulo de ini-dênia θ0 em graus, onde β = nco cos(θ0). Observe que a dispersão do guia hiperbólioé menor do que a dispersão do guia Eulidiano.HiperbólioEulidiano
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Figura 2.7: Curvas de dispersão para os meios Eulidiano (per�l degrau) e hiperbólio.O fato do guia de ondas om per�l hiperbólio possuir dispersão negativa podeser onvenientemente aproveitada, pois podemos usar tal guia omo um instrumento



2.3 Análise da Curvatura de Guias de Ondas Planares 31óptio que minimize os efeitos da dispersão positiva. Por exemplo, podemos usar oguia hiperbólio no �nal da transmissão realizada em um guia de ondas om dispersãopositiva, reduzindo assim a dispersão na transmissão.2.3.4 Per�s parabólio, Gaussiano, toroidal e lad power lawA Tabela 2.1 apresenta os índies de refração e os valores da urvatura Gaussianasdos guias de ondas planares om per�l parabólio, Gaussiano, toroidal e lad powerlaw. A Figura 2.8 mostra as urvas dos índies de refração desses guias e do guia omper�l seante hiperbólia, para efeitos de omparação. Neste aso, observe que o guiatoroidal é o que mais se aproxima do guia elíptio (per�l seante hiperbólia), quepossui dispersão modal nula.
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1.110.90.80.70.60.5Figura 2.8: Índie de refração dos guias de ondas planares elíptio, parabólio, Gaus-siano e toroidal.Devemos ressaltar que os parâmetros de propagação do guia de ondas om per�lGaussiano não serão apresentados, pois suas expressões não podem ser obtidas analiti-amente, apenas na forma integral, sendo que seus valores são mais failmente obtidospor integração numéria. Por essa razão, a urva de dispersão desse guia om per�lGaussiano foi alulada numeriamente, mas om uma preisão de aproximadamente
10−7.A denominação toroidal atribuída a esse guia está relaionada a superfíie de re-volução toroidal assoiada a esse guia de ondas (tal fato será melhor expliado naseção 2.3.7). Nosso interesse por tal per�l está assoiado ao valor de sua dispersão,que, apesar de não ser nula, é menor que a dispersão dos outros guias onsiderados,prinipalmente, quando omparada à dispersão do guia parabólio, que é omumenteutilizado na prátia. As Figuras 2.7 e 2.9 ilustram este fato.
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10−7Figura 2.9: Curva de dispersão para os guias de ondas planares om per�s parabólio,Gaussiano e toroidal.A seguir serão apresentados alguns dos prinipais parâmetros que araterizam apropagação da onda em um guia om per�l toroidal. Tais parâmetros podem seromparados aos dos guias om per�l degrau, parabólio, seante hiperbólia, et. queforam determinados em [2℄. Para o aso do guia toroidal, o ponto de giro é dado por
xtp =

ρ√
∆

√
nco

β
− 1,o meio período de onda por

zp =
2ρ√

∆β(β + nco)

[
(β + nco)ElliptiE(√β − nco

β + nco

)
− nco ElliptiK(√β − nco

β + nco

)]
,onde as funções elíptias ElliptiE e ElliptiK dependem de integrais que só possuemsoluções numérias. Para mais informações sobre essas funções onsulte [20℄.Além desses parâmetros, para se determinar a dispersão modal desse guia é nees-sário determinar o omprimento óptio de meio período de onda (2.16), que no aso édado por

Lo =
2ρn2

co√
∆β(β + nco)

ElliptiPi(1 +
nco

β
,

√
β − nco

β + nco

)

,onde ElliptiPi é uma outra função elíptia.Usando estes parâmetros podemos determinar que a dispersão de tal guia é apro-ximadamente 2 vezes menor do que a dispersão do guia Gaussiano e 8 vezes menorque a dispersão do guia parabólio, omo mostra a Figura 2.9. Além disso, a dispersãodo guia de ondas toroidal é invertida, assim omo oorreu om a dispersão no guia deondas hiperbólio.



2.3 Análise da Curvatura de Guias de Ondas Planares 332.3.5 In�uênia da urvatura Gaussiana na dispersão modalA prinípio, será determinada uma relação qualitativa entre a dispersão modal ea urvatura Gaussiana dos guias de ondas planares tratados nesta seção. Para tanto,note que o guia de ondas om urvatura onstante possui dispersão nula e que os guiasde ondas que apresentam alguma dispersão, por sua vez, não têm urvatura onstante.Tal fato nos remete a esperar que uma urvatura não onstante ou sua variação possaestar relaionada a existênia de dispersão.Para veri�ar se esta onlusão se aplia aos guias de ondas planares onsiderados,vamos analisar mais detalhadamente o omportamento das urvaturas desses guias.Para tanto, onsidere a Figura 2.10, que apresenta os grá�os das urvaturas Gaussianasdos per�s parabólio, Gaussiano e toroidal, ujos valores variam dentro do guia erade 8.4%, 2.0% e 1.0%, respetivamente, para ∆ = 0.01. ToroidalGaussianoParabólio
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1.091.081.071.061.051.041.031.021.0110.990.98Figura 2.10: Curvatura dos guias de ondas parabólio, Gaussiano e toroidal, om
∆ = 0.01.Neste aso, note que as variações nos valores da urvatura Gaussiana nesses guiasde ondas são diretamente proporionais aos seus valores de dispersão, omo ilustra aFigura 2.9. Este fato india que a urvatura Gaussiana de um guia de ondas ertamentein�uênia no valor de sua dispersão modal. Contudo, uma abordagem matemátiasobre essa in�uênia da urvatura na dispersão será detalhada apenas mais adiante.Além disso, a Figura 2.11 apresenta as urvaturas Gaussianas de um meio om per�llad power law para q = 1.98, 2 e 2.02, quando ∆ = 0.01. Neste aso, note que quando
x → 0 a urvatura Gaussiana tende a zero se q > 2 e tende a in�nito se q < 2. Dessaforma, omo a variação de urvatura nesse guia de ondas é razoavelmente grande, entãoé de se esperar que o valor de sua dispersão seja maior do que a dispersão dos guiasapresentados.
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Clad power law (q = 2.02)Clad power law (q = 1.98)Parabólio (q = 2.00)
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1.151.11.0510.950.9Figura 2.11: Curvatura dos guia de ondas lad power law para q = 1.98, 2 e 2.02, om
∆ = 0.01.O onjunto de fatos e observações realizadas anteriormente nos remete a pensar quea dispersão está diretamente assoiada à variação da urvatura no guia. Porém, se istofor verdade, omo expressar quantitativamente a dispersão em função da variação daurvatura?Para responder a essa pergunta, usamos a série de Taylor om aproximação dequinta ordem para derivar uma expressão da dispersão modal em guias de ondas pla-nares, em função de sua urvatura Gaussiana e de suas derivadas em relação a x.A aproximação de quinta ordem foi utilizada para que a dispersão fosse expressa emfunção da segunda derivada da urvatura. Neste aso, foi mais adequado determi-nar os parâmetros de propagação da onda, neessários para se obter td, em função doomprimento óptio (s), isto é

td =
z

c

(
s

z(s) − z(0)
− nco

) om z(s) =

5∑

i=0

si

i!
z(i) , (2.23)onde z(i)(0) é i-ésima derivada de z(s) em relação a s no ponto s = 0.Para tanto, utilizamos o fato de nx(0) = 0 e a expressão (2.12), om t = s, paradeterminar os seguintes valores para as derivadas de x(s) e z(s), em s = 0,

(x′)2 =
1

n2

(
1 − β2

n2

)
, z′ =

β

n2
, x′′ = z′′ = 0 , x(3) =

nxxx
′

n

[
1

n2
− 2(x′)2

]
,

z(3) = 2n2(x′)2z′K , z(4) = 0 , e z(5) = 2n2(x′)2z′
[(

Kxx + 12n2K2
)
(x′)2 − 4K2

]
,(2.24)onde β = nco cos(θ0) é o invariante de onda, K é urvatura Gaussiana (2.18a) e Kxx é
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Kxx =

1

n3

(
−n(4) + 5

(nxx)
2

n

)
,onde n(i) é a i-ésima derivada de n(x) em relação a x.Portanto, substituindo (2.24) em (2.23) podemos obter a seguinte expressão apro-ximada para a dispersão modal em guias de ondas planares isotrópios

td =
z

c

nco

cos(θ0)

{
1 +

cos(θ0) sin2(θ0)

nco

s2

3

[
K +

s2

20

(
sin2(θ0)

n2
co

(Kxx + 12K2) − 4K2

)]}−1

− z

c
nco . (2.25)Neste aso, note que (2.25) desreve perfeitamente a dispersão de um guia omper�l degrau (K = 0) e india omo o valor da urvatura Gaussiana de um guia deondas in�uenia em sua dispersão. Além disso, note que quando uma transmissão érealizada em guias de ondas om índies de refração diferentes, porém om os mesmosvalores de nco, θ0 e de K, em x = 0, então o termo que determina a diferença dedispersão entre esses meios é Kxx.Para ilustrar tal fato, veri�que, om o auxílio das Figuras 2.10 e 2.9, que tanto aurvatura omo a dispersão no guia toroidal variam aproximadamente 2 vezes menos doque no guia Gaussiano e 8 vezes menos do que no guia parabólio. Mais preisamente,podemos veri�ar que a dispersão nesses guias está relaionada à segunda derivada daurvatura Gaussiana no ponto x = 0, pois

Kxx(0) =
32∆2

ρ4n2
co

(parabólio),
=

8∆2

ρ4n2
co

(gaussiano),
= − 4∆2

ρ4n2
co

(toroidal),que segue a mesma relação enontrada anteriormente entre a urvatura e a dispersão.Isto é, Kxx(0) no guia toroidal é 2 vezes menor do que no guia Gaussiano e 8 vezesmenor do que no guia parabólio.Além disso, notamos que a dispersão invertida que oorre no guia de ondas omper�s toroidal e hiperbólio está relaionada ao sinal de Kxx(0), que no aso é negativa,indiando que K(0) é um ponto de máximo global da urvatura, pois Kx(0) = 0 devidoà simetria do guia.Neste momento apresentamos uma outra maneira de veri�ar omo a urvaturaGaussiana in�uenia no desempenho de guias de ondas planares. Para tanto, reordeque, na prátia, um guia de ondas om per�l gradual on�na luz quando nco é o



36 Um Estudo sobre a Curvatura de Meios Óptiosmáximo valor de seu índie de refração, n(x). Este fato implia que as ondições
nx = 0 e nxx < 0 devem ser satisfeitas para x = 0. Assim, por substituição diretadessas ondições em (2.18a), obtemos que a seguinte ondição K = −nxx/n

4 > 0, deveser satisfeita em x = 0. Como onseqüênia desse fato, podemos onluir que nãoexiste um guia de ondas de interesse prátio uja urvatura seja negativa em todos osseus pontos.Este fato também pode ser veri�ado se onsiderarmos a assoiação desse meioóptio a uma variedade Riemanniana, pois neste aso podemos apliar em um meioóptio o oneito de ampos de Jaobi e o Teorema de Hadamard. Veja [27℄ paramais informações sobre estes tópios da geometria Riemanniana. Dessa forma, omoas geodésias de uma variedade Riemanniana são equivalentes às trajetórias das ondasno meio óptio, então o vetor de Poynting pode ser assoiado aos ampos de Jaobida orrespondente variedade Riemanniana. Com isso, podemos apliar o Teorema deHadamard para mostrar que o lugar dos pontos onjugados nessa variedade não é vazio,isto é, existe mais do que uma geodésia que passa por dois pontos quaisquer de M2.Assim, a apliação exponenial não é um difeomor�smo loal e, onseqüentemente, aurvatura seional deve ser positiva em algum ponto.2.3.6 Abertura numériaPara que a onda eletromagnétia seja transmitida ao longo de um guia de ondas,é neessário que exista uma re�exão interna total da onda no guia, onsevando assimsua energia durante a transmissão. Neste aso, a luz permanee no núleo do guia deondas quando seu ângulo de inidênia na �bra seja aeitável. Tal ângulo é hamado deângulo de aeitação (aeptane angle) e arateriza a abertura numéria (NumerialAperture) que determina a quantidade de luz que entra no guia de ondas. Por essemotivo, esses parâmetros são muito importantes e devem ser analisados em função daurvatura dos guias e onsiderados no projeto.Dessa forma, o ângulo máximo de inidênia da luz na �bra é dado pelo ângulorítio (θc), que depende dos índies de refração do núleo (nco) e da asa (ncl = n(ρ)),onforme mostra a Figura 2.12, isto é
θc = arccos

(
ncl

nco

)
. (2.26)Além disso, em função do ângulo rítio (2.26), pode-se de�nir a abertura numéria(NA) e o ângulo de aeitação (Â ) omo

NA = nco sin(θc) =
√

n2
co − n2

cl e Â = 2θc .A Tabela 2.2 apresenta os valores da abertura numéria para todos os guias deondas planares apresentados na Tabela 2.1. Contudo, para uma melhor análise desse
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Figura 2.12: Abertura numéria e ângulo de aeitação.parâmetro em função da urvatura dos guias de ondas planares, as urvas do ângulorítio versus ∆ são apresentadas na Figura 2.13, isto porque tanto K quanto θc depen-dem do parâmetro ∆. Neste aso, podemos pereber que θc é pratiamente o mesmopara todos os guias exeto para o hiperbólio, que demonstra possuir o maior ângulode aeitação. Per�l: NADegrau √
n2

co − n2
clParabólio nco

√
2∆Seante hiperbólia ncotanh(
√

2∆)Hiperbólio nco

√
1 − (1 +

√
2∆)−2Gaussiano nco

√
1 − exp(−

√
2∆)Toroidal nco

√
1 − (1 + ∆)−2Tabela 2.2: Abertura numéria de guias de ondas planares.2.3.7 Guias de ondas planares provenientes de superfíies derevoluçãoObserve que os guias de ondas om per�s degrau, seante hiperbólia e hiperbó-lio onsiderados anteriormente foram interpretados geometriamente e assoiados asuperfíies de revolução, no aso um ilindro, uma esfera e uma pseudoesfera, respeti-vamente. Apesar de essa assoiação ter sido justi�ada pela oinidênia de valores dasurvaturas Gaussianas dos guias de ondas e das orrespondentes superfíies, sabe-se
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50454035302520151050Figura 2.13: Ângulo rítio para os guias de ondas planares.que existem outras superfíies que também poderiam satisfazer essa ondição. Por-tanto, neste momento, vamos mostrar que todos os guias de ondas planares om índiede refração n(x) podem ser representados por uma únia superfíie de revolução, ujadeterminação pode failitar a interpretação de alguns parâmetros de propagação daonda no meio.Para tanto, onsidere que uma superfíie de revolução possa ser parametrizada daseguinte maneira
X(x, z) =

1

a
[f(ax) cos(az), f(ax) sin(az), g(ax)] , (2.27)onde a =

√
2∆/ρ e as funções difereniáveis f(ax) e g(ax) determinam uma parametri-zação para a geratriz dessa superfíie. Com isso, um guia de ondas não neessariamenteisotrópio assoiado à superfíie parametrizada (2.27) possui os seguintes índies de re-fração prinipais

n2
1 =

(
∂X

∂x
· ∂X

∂x

)
= f 2

x + g2
x e n2

2 =

(
∂X

∂z
· ∂X

∂z

)
= f 2, (2.28)onde fx = 1

a
∂f(ax)

∂x
e gx = 1

a
∂g(ax)

∂x
.Dessa forma, as trajetórias das ondas nesse meio óptio ou, equivalentemente, asgeodésias da superfíie de revolução (2.27) devem satisfazer, de (1.20), o seguintesistema de equações difereniais pariais de segunda ordem

z′′ + 2
fx

f
z′x′ = 0 , (2.29a)

x′′ − ffx

f 2
x + g2

x

(z′)2 +
fxfxx + gxgxx

f 2
x + g2

x

(x′)2 = 0 . (2.29b)



2.3 Análise da Curvatura de Guias de Ondas Planares 39Além disso, quando a geodésia está parametrizada pelo omprimento de aro,
(x′)2(f 2

x + g2
x) + (z′)2f 2 = 1, uma solução para o sistema (2.29) é

z′ =
β

f 2
e (x′)2 =

(
1 − β2

f 2

)
1

f 2
x + g2

x

, (2.30)onde β = z′(0)f 2(x(0)) será onvenientemente denominado invariante de onda, poispodemos assumir x(0) = 0, f(0) = nco e tomar x′(0) = sin(θ0)/
√

f 2
x(0) + g2

x(0) e
z′(0) = cos(θ0)/f(0) de maneira a reobter

β = z′(0)f 2(0) =
cos(θ0)

f(0)
f 2(0) = nco cos(θ0),onde θ0 é ângulo de inidênia em relação ao eixo x da onda no guia.Com isso, usando a solução (2.30), podemos determinar os prinipais parâmetrosde propagação da onda no guia anisotrópio, a saber: o ponto de giro, obtido quando

x′ = 0,
β = f(xtp),o meio período de onda

zp =

xtp∫

−xtp

z′

x′ dx = β

xtp∫

−xtp

√
f 2

x + g2
x

f
√

f 2 − β2
dx,o omprimento Eulidiano de meio período de onda

Lp =

xtp∫

−xtp

√

1 −
(

z′

x′

)2

dx =

xtp∫

−xtp

√
f 4 + β2(f 2

x + g2
x − f 2)

f 2(f 2 − β2)
dx,e o omprimento óptio de meio período de onda

Lo =

xtp∫

−xtp

√

f 2
x + g2

x − f 2

(
z′

x′

)2

dx =

xtp∫

−xtp

√
f 2(f 2

x + g2
x)

(f 2 − β2)
dx,Além disso, podemos obter, om o auxílio de (1.22), que a urvatura Gaussiana detal meio óptio é dada por

K =
gx(fxgxx − gxfxx)

f(f 2
x + g2

x)
2

.Observe que, quando o meio óptio é onsiderado isotrópio, devemos assumir, de(2.28), que
n1 = n2 ⇒ n = f =

√
f 2

x + g2
x,e, neste aso, essas fórmulas apresentadas para o aso anisotrópio oinidem om asexpressões dos parâmetros de propagação da onda apresentadas anteriormente paraum guia de ondas planar isotrópio.



40 Um Estudo sobre a Curvatura de Meios ÓptiosNeste momento, vamos usar a parametrização (2.27) para obter as superfíies derevolução assoiadas aos per�s parabólio, Gaussiano e toroidal. Assim, a geratriz doguia de ondas parabólio pode ser alulada por
f(ax) = n(x) = nco

√
1 − (ax)2 e

g(ax) = a

ax∫

0

√
f 2 − f 2

x dx = a nco

ax∫

0

√
1 − 3(ax)2 + (ax)4

1 − (ax)2
dx,onde a =

√
2∆/ρ e x ∈ (0, 0.618

a
). Como não foi possível obter uma solução analítiapara a função g(ax) no guia om per�l parabólio, uma aproximação numéria foialulada omputaionalmente e apresentada na Figura 2.14.

GaussianoParabólioElíptio

f(ax)/nco

g
(a

x
)/

n
co

10.980.960.940.920.90.880.860.840.820.8

0.60.50.40.30.20.10Figura 2.14: Geratrizes para os guias de ondas elíptio, parabólio e Gaussiano.Além disso, de forma similar, obtemos que o guia de ondas om per�l Gaussianopossui a seguinte geratriz
f(ax) = ncoe

− (ax)2

2 e g(ax) = a nco

ax∫

0

e−
(ax)2

2

√
1 − (ax)2dx,onde a =

√
2∆/ρ e x ∈ (0, 1

a
). Com isso, a geratriz da superfíie assoiada a esseguia de ondas foi determinada numeriamente e apresentada na Figura 2.14. Portanto,observe que as geratrizes dos guias parabólio e Gaussiano possuem formas semelhantesà de uma elipse, quando omparadas à geratriz do guia elíptio, que é um írulo.Para o guia de ondas om per�l toroidal, temos a seguinte geratriz,

f(x) =
nco

1 + ∆(x/ρ)2
e g(x) =

nco

√
∆(x/ρ)

1 + ∆(x/ρ)2
.



2.3 Análise da Curvatura de Guias de Ondas Planares 41Assim, om o auxílio da Figura 2.15 notamos que a geratriz do guia toroidal éum írulo transladado da origem, gerando a superfíie de um toro e, dessa forma,expliando a motivação do nome guia de ondas toroidal.ToroidalElíptio

f(x)/nco

g
(x

)/
n

co

10.80.60.40.20

10.80.60.40.20Figura 2.15: Geratrizes para os guias elíptio e toroidal, om ∆ = 1/2 e ρ = 1.
2.3.8 Guias de ondas planares om dispersão nula em meiosanisotrópiosComo desrito anteriormente, os guias de ondas planares em meios anisotrópiosou isotrópios podem ser loalmente assoiados a superfíies de revolução om a para-metrização apresentada em (2.27). Certamente, tal interpretação geométria dos guiasde ondas planares failita sua análise e projeto. Portanto, proporemos novos per�s deguias de ondas em meios anisotrópios om dispersão modal nula.Para tanto, a superfíie da esfera será novamente assoiada ao guia de ondas omdispersão nula, pois nesta superfíie as geodésias que partem de um ponto qualquerretornam a este ponto após um mesmo tempo. Neste aso, podemos determinar queuma parametrização adequada ao projeto de guias de ondas para a superfíie da esferana forma (2.27) é dada pelas seguintes funções

f(ax) = nco cos(ax) e g(ax) = nco sin(ax) ,onde a =
√

2∆/ρ. Com isso, o meio óptio assoiado a essa superfíie possui, de (2.28),os seguintes índies de refração prinipais
n1 = nco e n2 = nco cos

(√
2∆

x

ρ

)
. (2.31)



42 Um Estudo sobre a Curvatura de Meios ÓptiosAlém disso, omo as geodésias de uma esfera são írulos de raio máximo, então atrajetória das ondas nesse meio óptio são dadas por
tan(

√
2∆

x

ρ
) = sin(

√
2∆

y

ρ
) tan(θ0) ,onde θ0 é o ângulo de inidênia do raio em relação ao eixo z. Veja exemplos des-sas trajetórias na Figura 2.16. Neste aso, os valores do meio período de onda, doomprimento óptio e do tempo transiente,

zp =
πρ√
2∆

, Lo = ncozp e t =
z

c
nco ,respetivamente, oinidem om os parâmetros do per�l seante hiperbólia. Contudo,o valor do ponto d giro xtp difere, isto é,

xtp =
θ0ρ√
2∆

.

45o
26.6o

0o

√
2∆z/ρπ

√
2∆

x
/ρ

π

21.510.50

0.20.10-0.1-0.2
Figura 2.16: Guia de ondas planar anisotrópio om urvatura onstante positiva edispersão nula.Uma outra parametrização possível para esse guia de ondas planar om urvaturaonstante é araterizada pelas seguintes funções

f(ax) = nco

√
1 − (ax)2 e g(ax) = ncoax,ujos índies de refração prinipais são dados por

n2
1 =

n2
co

1 − (ax)2
e n2

2 = n2
co

[
1 − (ax)2

]
). (2.32)



2.4 Análise da Curvatura Seional de Fibras Óptias 43Neste aso, observe a semelhança do índie de refração n2(x) om o índie de refra-ção do guia de ondas parabólio e que o valor nco não é o máximo valor de n1(x), omogeralmente oorre para que a luz seja on�nada no guia de ondas. Portanto, omoambos os meios anisotrópios araterizados por (2.31) e por (2.32) possuem dispersãonula, então a esolha de um deles para �ns prátios deve ser determinada pelo nível deomplexidade, usto, et. envolvido em sua fase de onstrução.2.4 Análise da Curvatura Seional de Fibras ÓptiasAs �bras óptias são asos partiulares de guias de ondas em três dimensões. Ge-ralmente, o per�l ou o índie de refração das �bras óptias varia apenas nos eixos −→ox e
−→oy, sendo −→oz o eixo de propagação. Além disso, os parâmetros de propagação da ondanesses meios óptios são desritos em oordenas ilíndrias, devido à simetria azimutalque normalmente é assumida.Nesta fase iniial do estudo da in�uênia da urvatura seional em �bras óptias,será onsiderado que o meio seja isotrópio e que o índie de refração só depende de
x e y, isto é, o eixo z é o de propagação. Assim, no intuito de projetar �bras óptiasom dispersão nula, podemos usar o fato de que o guia de ondas planar om dispersãonula foi assoiado à superfíie de uma esfera para a�rmar que as �bras óptias omurvatura onstante e assoiadas a uma hiperesfera no R

4 também possuem dispersãonula. Para omprovar este fato, podemos usar a propriedade de que as geodésias dessahipersuperfíie serem írulos de raio máximo, e, portando, as geodésias que partemde um ponto qualquer dessa hipersuperfíie retornam a esse ponto após perorrerem amesma distânia, ou seja, após o mesmo tempo.Entretanto, a pergunta que devemos fazer é: é possível enontrar uma parametri-zação para uma hiperesfera uja métria ou, equivalentemente, o índie de refraçãodependa apenas das variáveis x e y? Para responder a essa pergunta vamos reesrevera expressão (2.6b), para n = n(x, y), da seguinte maneira
Kxy =

1

n4

[
n2

x + n2
y − n (nxx + nyy)

]
, (2.33a)

Kxz =
1

n4

[
n2

x − n2
y − nnxx

]
, (2.33b)

Kyz =
1

n4

[
n2

y − n2
x − nnyy

]
. (2.33)Assim, se �zermos a equação (2.33a) menos as equações (2.33b) e (2.33) podemosobter a seguinte relação

Kxy − Kxz − Kyz =
1

n4

[
n2

x + n2
y

]
. (2.34)Neste aso, observe que o lado direito de (2.34) é sempre não negativo e isso signi�aque Kxy −Kxz −Kyz ≥ 0. Por isso, não existe uma �bra óptia om índie de refração



44 Um Estudo sobre a Curvatura de Meios Óptios
n(x, y) de maneira que suas urvaturas seionais sejam onstantes, positivas e iguais,isto é, assoiada a uma hiperesfera. Portanto, podemos onluir que não existe uma�bra óptia em um meio óptio isotrópio om índie de refração n(x, y) e dispersãomodal nula. Contudo, aso o índie de refração possa variar om x, y e z, então existemeio óptio isotrópio assoiado à hiperesfera, porém tal meio não possui araterístiasde um guia de ondas, mas sim de uma lente óptia, omo será mostrado na próximaseção.Dado que a maioria das �bras óptias de interesse prátio possui simetria azimutalom índie de refração n(x, y) = n(r), onde r =

√
x2 + y2, então devemos reesrever aequação da urvatura seional em oordenadas ilíndrias omo

Kxy =
1

n4

[
n2

r − n
(nr

r
+ nrr

)]
, (2.35a)

Kxz =
1

r2n4

[
x2
(
n2

r − nnrr

)
− y2

(
n2

r +
nnr

r

)]
, (2.35b)

Kyz =
1

r2n4

[
y2
(
n2

r − nnrr

)
− x2

(
n2

r +
nnr

r

)]
. (2.35)Dessa maneira, utilizando a expressão da urvatura seional (2.35), podemos veri-�ar que uma �bra parabólia om índie de refração

n(r) = nco

√

1 − 2∆

(
r

ρ

)2

,possui a seguinte urvatura seional
Kxy =

4∆n4
co

ρ2n6(r)
, Kxz =

Kxy

2

[
1 − 2∆

2y2 − x2

ρ2

] e Kyz =
Kxy

2

[
1 − 2∆

2x2 − y2

ρ2

]
.Além disso, propomos uma �bra óptia ujo índie de refração foi baseado no per�lde um guia de ondas toroidal. Tal �bra óptia possui o seguinte índie de refração

n(r) =
nco

1 + ∆
(

r
ρ

)2 ,e a seguinte urvatura seional
Kxy =

4∆

ρ2n2
co

e Kxz = Kyz =
Kxy

2

[
1 − ∆

2

(
r

ρ

)2
]

.Analisando a urvatura dessas duas �bras óptias apresentadas anteriormente, po-demos notar que ambas tendem a zerar o lado esquerdo de (2.34), pois possuem aseguinte propriedade
Kxz ≈ Kyz ≈ Kxy

2
.Além disso, note que a urvatura seional da �bra parabólia não apresenta sime-tria radial e possui uma variação maior do que a urvatura seional da �bra toroidal.



2.5 Análise da Curvatura de Lentes Óptias 45Este último fato, omo vimos, está assoiado à dispersão modal. Por esse motivo, a �-bra óptia om per�l parabólio possui dispersão maior que a da �bra óptia om per�ltoroidal. Contudo, não será neessário determinar as urvas de dispersão dessas �brasóptias, pois elas oinidem om as urvas de dispersão apresentadas na Figura 2.9,para o aso em que os guias de ondas são planares.Neste momento, se onsiderarmos que o meio óptio possa ser anisotrópio, podemosobter algumas �bras om dispersão modal nula. Isto é, a �bra óptia pode ser assoiadaa uma hiperesfera parametrizada por
X(x, y, z) =

[
2(x + y) cos(z)

2 + x2 + y2
,
2(x + y) sin(z)

2 + x2 + y2
,

2(x − y)

2 + x2 + y2
,

2(x2 + y2)

2 + x2 + y2

]
,ujos índies de refração prinipais, obtidos da métria da hipersuperfíie, são dadospor

n2
1 = n2

2 =
8

(2 + x2 + y2)2
e n2

3 = 8
(x + y)2

(2 + x2 + y2)2
,ou pela parametrização

X(x, y, z) = [cos(x) cos(y) cos(z) cos(x) cos(y) sin(z) , cos(x) sin(y) , sin(x)] ,ujos índies de refração prinipais são dados por
n2

1 = 1, n2
2 = cos2(x) e n2

3 = cos2(x) cos2(y).2.5 Análise da Curvatura de Lentes ÓptiasUma lente é um dispositivo óptio om simetria axial perfeita ou aproximada quetransmite e refrata a luz, podendo fazer om que a luz onvirja ou divirja. Normal-mente, as lentes são ompostas de materiais que refratam ondas eletromagnétias, omovidro ou plástio transparente. A maioria das lentes de uso prátio são ditas esférias,pois suas superfíies externas são formadas por partes de esferas, de mesmos raios ounão. Além disso, dependendo do sinal da urvatura da superfíie externa, essa super-fíie pode ser hamada de onvexa, �nava ou planar, omo ilustram os diferentestipos de lentes apresentados na Figura 2.17. Geralmente, as lentes apresentadas na Fi-gura 2.17 possuem índies de refração onstante. Contudo, as lentes onsideradas nestetrabalho possuem índie de refração gradual e são simples, isto é, são lentes onsistindode um únio elemento óptio. Mais informações sobre lentes óptias podem ser obtidasem [21℄.Em geral, as imagens obtidas por lentes não são perfeitas, pois existe sempre umerto grau de distorção ou aberração introduzida pela lente, que faz om que a imagemreebida seja uma réplia imperfeita do objeto real. Por essa razão, o projeto delentes óptias, dependendo da apliação, deve ser realizado de maneira que a distorção
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MenisusPositivo C�navaPlano - MenisusNegativoBionvexa Plano -Convexa Bi�nava

Convergente Divergente

Figura 2.17: Modelos de lentes esférias em meios óptios om índie de refração ons-tante.seja minimizada. Existem vários tipos de distorção que podem afetar a qualidadeda imagem, omo a aberração esféria e a aberração romátia. A aberração esfériaapresentada na Figura 2.18(a) oorre quando as urvaturas das superfíies esférias nãosão ideais, de maneira que a distânia do ruzamento dos raios no eixo da lente nãosão iguais, isto é, não existe um ponto de foo. A aberração romátia apresentada naFigura 2.18(b) oorre em lentes ujo índie de refração varia para os diferentes valoresdo omprimento de onda da onda luminosa. Entretanto, neste trabalho analisaremosapenas a in�uênia da urvatura seional na aberração esféria, desprezando assim aexistênia de outras distorções.
(a) Aberração esféria. (b) Aberração romátia.Figura 2.18: Exemplos de distorções em lentes óptias.

2.5.1 Instrumentos óptios absolutosNesta subseção onsideraremos uma lasse espeial de lentes, os instrumentos ópti-os absolutos desritos em [21℄. Nosso interesse por esses instrumentos provém do fatode um instrumento óptio absoluto onheido omo `�sh-eye', que foi primeiramenteinvestigado por Maxwell em 1854, possuir urvatura seional onstante positiva.Considerando um meio óptio omo o apresentado na Figura 2.19, note que um



2.5 Análise da Curvatura de Lentes Óptias 47número in�nito de raios partem de P0, mas, em geral, somente um número �nito delesirá atravessar o instrumento I. Entretanto, em alguns asos espeiais, podem passarum número in�nito de raios pelo ponto P1. Neste aso, o ponto P1 é hamado deimagem de P0 e ambos são ditos onjugados. Assim, quando P0 desreve uma urva
C0 no objeto, então P1 irá desrever uma urva onjugada C1 na imagem. Geralmente,essas duas urvas não são geometriamente similares. Contudo, aso qualquer urva
C0 no objeto seja geometriamente similar a sua imagem, então I é um instrumentoabsoluto.

Q0

B0

A1

P1

B1

C1

Q1

C0

A0

P0

IFigura 2.19: Um exemplo de instrumento óptio absoluto.Neste aso, segundo [21℄, em um instrumento óptio absoluto o omprimento óptiode qualquer urva no objeto é igual ao omprimento óptio de sua imagem. Estapropriedade foi mostrada no teorema de Maxwell para instrumentos absolutos e, noaso isotrópio, é dada por
∫

C0

n0 ds0 =

∫

C1

n1 ds1 . (2.36)Do teorema de Maxwell a seguinte onlusão pode ser imediatamente obtida. Con-sidere um triângulo pequeno, ujos lados possuem omprimentos ds
(1)
0 , ds

(2)
0 , ds

(3)
0 esejam ds

(1)
1 , ds

(2)
1 , ds

(3)
1 os omprimentos dos lados de sua imagem formada pelo ins-trumento absoluto. Assim, aso n0 e n1 sejam os índies de refração das regiões ondeesses triângulos estejam situados, então pelo teorema de Maxwell tem-se que

n0ds
(1)
0 = n1ds

(1)
1 n0ds

(2)
0 = n1ds

(2)
1 e n0ds

(3)
0 = n1ds

(3)
1 . (2.37)Com isso, os dois triângulos são similares, pois o omprimento óptio de seus lados eo ângulo formado entre eles no objeto são preservados na imagem. Neste aso, quandoa métria é igual ao índie de refração ao quadrado, o instrumento absoluto realizauma transformação isométria, mas, quando o omprimento Eulidiano é onsiderado,o instrumento absoluto realiza uma transformação onforme.Além disso, veri�amos que as propriedades (2.36) e (2.37) satisfeitas pelos ins-trumentos óptios absolutos oinidem om as propriedades de simetria dos espaços



48 Um Estudo sobre a Curvatura de Meios Óptiosde urvatura seional onstante desritas em [27℄. Em outras palavras, instrumentosóptios om urvatura seional onstante são instrumentos absolutos e o uso dessainformação pode failitar a determinação de novos instrumentos óptios absolutos.Neste aso, observe que o índie de refração em oordenadas esférias que araterizao instrumento absoluto `�sh-eye'
n(r) =

n0

1 + (r/R)2
, (2.38)onde r é a distânia à origem, n0 é o índie de refração em r = 0 e R é uma onstante,é um aso partiular da métria Riemanniana isotérmia

g = n2 =
1

[
1 + K

4
(x2 + y2 + z2)

]2 , (2.39)de variedades Riemannianas om urvatura seional (K) onstante. Com isso, a ur-vatura seional de (2.38), obtida de (2.39) ou de (2.6b), é onstante e igual a 4/(n2
0a

2),isto é, tal instrumento é assoiado ao espaço não-Eulidiano elíptio. Além disso, talmeio óptio está assoiado a S3, uma hiperesfera no R
4, parametrizada por

π−1(x, y, z) =
R2

R2 + (x2 + y2 + z2)

[
2x, 2y, 2z, R − x2 + y2 + z2

R

]
,onde π(x1, x2, x3, x4) = (x, y, z) é a projeção estereográ�a, π : S3 − {N} → R

3,ilustrada na Figura 2.20 para N = [0, 0, 0, R] e R é o raio de S3.

x3

x1

x2

x4

π(P0)

π(P1)

0

N

P0

P1

Figura 2.20: Projeção estereográ�a de uma hiperesfera no R
4.O uso dessa informação é de grande relevânia para o projeto, a identi�ação ea interpretação de novas apliações para esse instrumento óptio, pois podemos usaras simetrias desse espaço ou, mais geralmente, suas transformações isométrias para



2.5 Análise da Curvatura de Lentes Óptias 49melhor ompreendê-lo. Em outras palavras, o estudo de um instrumento absolutopode ser auxiliado pela ompreensão do seu grupo de automor�smos, araterizadopelos mapeamentos do espaço em si mesmo, mas preservando a estrutura geométriaessenial do espaço. No aso dos espaços de urvatura onstante, esses automor�smosou mapeamentos são desritos pela transformação de Möbius, dada por
f(z) =

az + b

cz + d
, (2.40)onde a, b, c, d são números omplexos satisfazendo ad − bc 6= 0.Exemplos de transformações de Möbius são dilatações, rotações, translações, inver-sões omplexas ou podem ser esritas omo omposições destas. Contudo, dependendodo espaço (Eulidiano, elíptio ou hiperbólio), nem todas essas transformações sãoisométrias. Portanto, dependendo do aso, novas restrições devem ser impostas àsonstantes a, b, c e d para que o mapeamento seja isométrio, omo oorre nos instru-mentos óptios absolutos.Segundo [21℄, em um meio om índie de refração om simetria esféria, as traje-tórias (geodésias) das ondas eletromagnétias desrevem urvas planares pertenentesaos planos que passam pela origem. Tais trajetórias passando pelo ponto P0(r0, θ0),em oordenadas polares, são dadas pela seguinte equação de um írulo

r2 − R2

r sin(θ − α)
=

r2
0 − R2

r sin(θ0 − α)
,onde o ângulo α é ilustrado na Figura 2.21.

α
O

P0

Círulo de raio R

Trajetória irular

n(r)

P1

Figura 2.21: Exemplos de trajetórias no instrumento absoluto `�sh-eye' de Maxwell.De (2.39) podemos veri�ar que, além do instrumento absoluto om índie de re-fração onstante (K = 0), um novo instrumento absoluto pode ser obtido quandoa urvatura seional K for onstante e negativa, a saber, um instrumento absoluto



50 Um Estudo sobre a Curvatura de Meios Óptiosassoiado ao espaço hiperbólio tridimensional, onheido omo modelo da bola dePoinaré, B3. Em tal modelo, as trajetórias também são urvas planas e são desritaspor retas ou írulos ruzando ortogonalmente o bordo desse espaço, omo ilustra aFigura 2.22(a). Este modelo hiperbólio também está assoiado a uma projeção este-reográ�a, só que no aso de um hiperbolóide no R
4 projetado no hiperplano w = 0 apartir do pólo sul [0, 0, 0,−1].

O

B2

Trajetória irular

(a) Modelo do diso de Poinaré.

Trajetória irularH2

(b) Modelo do semiplano positivo.Figura 2.22: Exemplos de trajetórias em instrumentos óptios absolutos hiperbólios.Além desse instrumento absoluto hiperbólio, um outro pode ser obtido usando omodelo do semiplano hiperbólio, H3, ujo índie de refração é dado em oordenadasartesianas por
n2(x, y, z) = g =

n2
0

z2
. (2.41)As geodésias desse espaço também são urvas planas desritas por retas ou írulosruzando ortogonalmente o bordo desse espaço, omo ilustra a Figura 2.22(b). Astransformações isométrias desse espaço são dadas pelas transformações de Möbius(2.40) para a, b, c e d reais satisfazendo ad − bc > 0.As métrias dos espaços de urvatura seional onstante apresentadas em (2.39)e (2.41) são as mais onheidas. Contudo, existem outras expressões para a métriade espaços de urvatura onstante e, om isso, novos instrumentos óptios absolutospodem ser determinados por elas. Além disso, existem transformações isométriasentre os espaços om mesma urvatura, possibilitando a análise do instrumento óptiopelo modelo mais onveniente.Além disso, a apliação de um instrumento absoluto pode ser determinada pelosinal de sua urvatura seional, pois, dependendo do aso, um feixe de raios paralelospode onvergir em lentes om per�l de urvatura positiva e divergir em lentes om



2.5 Análise da Curvatura de Lentes Óptias 51per�l de urvatura negativa. Tal fato será analisado nas duas próximas subseções.2.5.2 Exemplos de lentes om urvatura positivaUm estudo sobre alguns dos prinipais tipos de lentes óptias de uso prátio foirealizado em [36℄. Como exemplo, pode-se itar a lente de Mikaelian, ujo índie derefração possui simetria ilíndria e é dado por
n = n0 seh ( π

2 d

√
x2 + y2

)
= n0 seh ( π

2 d
ρ
)

, (2.42)onde n0 é o índie de refração no eixo óptio e d é a distânia da superfíie de entradada lente ao foo, onforme mostra a Figura 2.23(a). Como estamos onsiderando umfeixe de raios paralelos inidindo ortogonalmente na superfíie dessa lente, então a suaurvatura pode ser alulada em relação ao plano formado pelos eixos −→oρ e −→oz, no asoa urvatura Gaussiana K(ρ, z) ou a urvatura seional Kρz, que é onstante, positivae igual a
K(ρ, z) =

π2

4n2
0d

2
.

Foo
O

ρ

d

z

(a) Lente de Mikaelian. (b) Interpretação geométria.Figura 2.23: Exemplo de lente óptia om urvatura onstante positiva.Usando a interpretação geométria apresentada na subseção 2.3.2, para o guia deondas om per�l seante hiperbólia, pode-se veri�ar que a superfíie assoiada aoplano ρz dessa lente é a superfíie de uma esfera om raio R é igual a 1/
√

K, vejaFigura 2.23(b). Com isso, os omprimentos óptios no interior da lente são iguais edados por π R/2 = d n0, omo esperado, pois os raios são paralelos ao eixo da lente.Um outro exemplo de lente om urvatura onstante positiva é a lente de Maxwell`�sh-eye'. Nessa lente, para que o foo seja atingido, normalmente, utiliza-se apenas



52 Um Estudo sobre a Curvatura de Meios Óptiosmeio hemisfério (z > 0), veja ilustração na Figura 2.24(a), aso ontrário o foo podenão existir ou situar-se fora da lente. Além disso, devido ao fato dessa lente possuirurvatura seional onstante e positiva, então os omprimentos óptios dos raio em seuinterior serão iguais a n0π R, isto é, um quarto do omprimento do írulo máximo de
S3. Contudo, na prátia, ostuma-se usar também a lente de Lüneburg, Figura 2.24(b),ujo índie de refração também possui simetria esféria e é dado por

n = n0

√
2 − x2 + y2 + z2

R2
= n0

√
2 − r2

R2
= n0

√
2 − ρ2 + z2

R2
.

Foo
ρ

O

R

z

(a) Lente de Maxwell `�sh-eye'.
Foo

ρ

R

z
O

(b) Lente de Lüneburg.Figura 2.24: Exemplos de lentes óptias om urvatura positiva e simetria esféria.Como foi onsiderado que os raios inidentes na superfíie externa da lente deLüneburg são paralelos ao eixo da lente, −→oz, então a urvatura de interesse prátiodessa lente é dada por
Kρz = K(ρ, z) =

4R4

n2
0(2R

2 − ρ2 − z2)3
=

4n4
0

n6R2
.Neste aso, note que a urvatura dessa lente não é onstante, mas mesmo assimfoi possível onvergir os raios para um únio ponto. Além disso, nessa lente, os raiosinidem no ponto foal om uma inlinação em relação ao eixo da lente menor do quea inlinação observada na lente `�sh-eye'. Entretanto, a lente de Lüneburg não é uminstrumento absoluto omo a lente de Maxwell, que apresenta uma quantidade grandede isometrias e distorção nula.2.5.3 Exemplos de lentes om urvatura negativaNesta subseção analisaremos dois exemplos de lentes om urvatura negativa, ujosper�s foram baseados nos índies de refração (2.20) e (2.39). Neste aso, onsideramos



2.5 Análise da Curvatura de Lentes Óptias 53que o eixo da lente é o −→oz e que seus índies de refração sejam reesritos em oordenadasilíndrias da seguinte forma
n(ρ, z) =

n0

1 − (ρ2 + z2)/R2
, (Lente hiperbólia esféria) , (2.43a)

n(ρ, z) =
n0

cos(ρ/R)
, (Lente hiperbólia ilíndria) . (2.43b)A lente hiperbólia esféria está assoiada ao modelo do diso de Poinaré, Fi-gura 2.22(a), e, omo menionado anteriormente, suas trajetórias são retas ou írulosruzando ortogonalmente o bordo do diso. Assim, onsiderando que essa lente sejaomposta por meio hemisfério e omo o índie de refração aumenta om ρ, então umfeixe de raios paralelos ao eixo da lente diverge ao passar por essa lente, veja ilustraçãona Figura 2.25(a).

R

ρ

O z

(a) Lente hiperbólia esféria. z/R

ρ
/R

21.510.50

10.50-0.5-1 (b) Lente hiperbólia ilíndria.Figura 2.25: Exemplos de lentes óptias om urvatura negativa onstante.Além disso, veri�amos que a lente hiperbólia ilíndria (2.43b) também divergeum feixe de raios paralelos, omo apresentado na Figura 2.25(b). Para omprovar estefato, obtemos que as trajetórias dos raios paralelos no interior dessa lente satisfazendoo sistema (2.13), om as ondições iniiais z(0) = ρ′(0) = 0, z′(0) = 1 e ρ(0) = ρ0, sãodadas por
ez/R sin(ρ0/R) = sin(ρ/R) +

√
cos2(ρ0/R) − cos2(ρ/R) .Portanto, ao analisar as lentes desritas anteriormente podemos veri�ar que umfeixe de raios paralelos ao eixo da lente, em geral, onverge ao passar por uma lente omurvatura positiva e diverge ao passar por uma lente om urvatura negativa. Contudo,a araterização de uma lente quanto à onvergênia ou divergênia está relaionada,



54 Um Estudo sobre a Curvatura de Meios Óptiosprinipalmente, à variação de n(ρ, z) em relação a ρ, isto é, se nρ < 0 a lente onvergee se nρ > 0 a lente diverge.Entretanto, sob determinadas ondições, é possível fazer om que exista onver-gênia na lente hiperbólia ilíndria. Neste aso, onsideramos que os raio inidemna superfíie lateral da lente a um ângulo θ0 onstante em relação ao eixo da lente.Assim, dependendo do valor desse ângulo de inidênia, as trajetórias podem tenderassintotiamente para o eixo da lente, omo ilustra a Figura 2.26.

z/R

ρ
/R

876543210

1.510.50-0.5-1-1.5Figura 2.26: Convergênia em uma lente hiperbólia ilíndria.Para determinarmos o ângulo de inidênia orreto, de maneira a se ter a onver-gênia, devemos garantir que ρ′ tenda a zero quando ρ tender a zero. Neste aso, de(2.13) podemos veri�ar que se n2 = β2 em ρ = 0, essa onvergênia oorre. Portanto,omo n(0) = n0 e β = n(ρ(0))z′(0) = n(ρ0) cos(θ0), então o ângulo de inidênia deveser igual a
θ0 = arccos

[
n0

n(ρ0)

]
= arccos [cos(ρ0/R)] =

ρ0

R
. (2.44)Dessa forma, as trajetórias dos raios que inidem na lente om ângulo dado por(2.44), podem ser determinadas por (2.13) e são iguais a

z = z0 + R log

[
sin(ρ0/R)

sin(ρ/R)

]
. (2.45)A Figura 2.26 apresenta algumas dessas urvas para ρ0 = 1.5 R (θ0 ≈ 86◦), pois ρ0deve ser menor do que πR/2, senão o raio inidente não onverge para o �foo�. Alémdisso, devemos hamar a atenção para o fato de que as trajetórias dessa lente tenderema um ponto de foo, pois ele não existe, mas sim o eixo −→oz. Este fato é bastanteinteressante, dado que os raios deixam a lente quase paralelamente e em uma região



2.5 Análise da Curvatura de Lentes Óptias 55muito pequena. Esta propriedade não está presente nas lentes de urvatura positiva e,por isso, a lente hiperbólia deve ser onsiderada em apliações prátias que requeiramessa importante araterístia de onvergênia.A apaidade da lente hiperbólia de onentrar paralelamente os raios em umapequena região pode ser medida em função da distânia da trajetória ao eixo −→oz. Paratanto, podemos usar a expressão (2.45) para determinar que essa distânia diminuiexponenialmente om z. Por exemplo, se z − z0 = 6R, então essa distânia vale
0.00248R.Algumas outros exemplos de per�s de lentes om urvatura negativa que apresen-tam onvergênia semelhante ao da lente hiperbólia ilíndria são apresentados naTabela 2.3. Per�l Índie de refração (n(ρ)) Curvatura (K)Hiperbólia n0

cos(ρ/R)
− 1

n2
0R

2Catenóide n0 cosh(ρ/R) − 1

n2
0R

2 cosh4(ρ/R)Parabólia n0

[
1 + (ρ/R)2

]
− 1 − (ρ/R)2

n2
0R

2 [1 + (ρ/R)2]3Power-law n0 [1 + (ρ/R)q] −q

2

( ρ

R

)q q − 1 − (ρ/R)2

n2
0ρ

2 [1 + (ρ/R)q]3Gaussiana n0exp

[
(ρ/R)2

2

]
− 1

n2
0R

2
exp[−(ρ/R)2]Tabela 2.3: Per�s de lentes om urvatura negativa.As lentes desritas na Tabela 2.3, ujos índies de refração são mostrados na Fi-gura 2.27(a), são de�nidas em meios óptios isotrópios. Dessa maneira, podemos usara interpretação geométria desrita na subseção 2.3.7, a qual assoia esses meios ópti-os a superfíies de revolução, para determinar as geratrizes assoiadas a essas lentes,omo ilustra a Figura 2.27(b).Dentre as lentes apresentadas na Tabela 2.3, a om per�l atenóide está assoiadaà lasse de superfíies mínimas, subseção 1.2.1, que demonstrou ser de grande interesseneste trabalho, omo será mostrado nos próximos apítulos. O omportamento dosraios de luz nessa lente é apresentada na Figura 2.28(a) e sua interpretação geométriasobre a superfíie do atenóide é ilustrada na Figura 2.28(b). Neste aso, observe
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Power-law (q = 2.5)
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1.41.31.21.110.90.8

10.50-0.5-1 (b) Geratrizes.Figura 2.27: Índies de refração e geratrizes das lentes hiperbólia, Gaussiana, para-bólia, atenóide e power-law.novamente a onvergênia assintótia dos raios em torno do eixo de simetria da lente.Da equação (2.11), obtemos que as trajetórias dos raios de luz nesta lente é dada por
z = z0 + 2R artanh [exp(−|ρ/R|)] − 2R artanh [exp(−|ρ0/R|)] ,quando o ângulo de inidênia é igual a

θ0 = arccos [seh(ρ0/R)] .
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1.510.50-0.5-1-1.5 (a) Convergênia na lente.
Eixo z

Eixo x

Eixo y

Eixo z

(b) Interpretação geométria.Figura 2.28: Lente de urvatura negativa assoiada a superfíie mínima atenóide.De uma maneira semelhante, quando a lente é parabólia, veja Tabela 2.3, podemosobter que se os raios de luz inidem à superfíie lateral da lente om um ângulo
θ0 = arccos

{[
1 + (ρ0/R)2

]−1/2
}

,



2.5 Análise da Curvatura de Lentes Óptias 57então suas trajetórias são dadas por
z = z0 + R log

(
ρ0

ρ

)
.Analisando as lentes propostas na Tabela 2.3, veri�amos que pratiamente todaselas apresentam a mesma onvergênia, isto é, após o raio de luz perorrer um mesmodesloamento no eixo −→oz, a sua distânia a esse eixo é aproximadamente a mesmanas lentes onsideradas. Portanto, a opção por uma ou outra dessas lentes em umadeterminada apliação vai depender da omplexidade de sua realização prátia.Quando o meio óptio é anisotrópio, um exemplo de lente om urvatura negativaujos raios apresentam onvergênia semelhante ao da lente hiperbólia ilíndria é alente assoiada à superfíie do parabolóide hiperbólio de revolução x2 + y2 − z2 = 1,Figura 2.29, parametrizado por

X(x, z) =
[√

1 + x2 cos(z),
√

1 + x2 sin(z), x
]
, (2.46)uja métria ou índies de refração prinipais são dados por

g1 = n2
1 = 1 + x2 e g2 = n2

2 =
1 + 2x2

1 + x2
.

z

x

√
1 + r2

φ

y

p

Figura 2.29: Superfíie parabolóide hiperbólio de revolução assoiada a uma lente deurvatura negativa em um meio óptio anisotrópio.Note que essa lente é onstituída de material óptio anisotrópio, uja urvaturaGaussiana pode ser obtida de (1.22) e vale K = −(1 + 2x2)−2. Neste aso, observe quesua urvatura é sempre negativa, porém não é onstante.Para analisar as trajetórias dos raios nessa lente, onsidere uma geodésia que passapelo ponto p da parte superior de um parabolóide hiperbólio, Figura 2.29, e faz umângulo φ om o paralelo passando por p tal que tan(φ) = x, onde √1 + x2 é a distânia



58 Um Estudo sobre a Curvatura de Meios Óptiosdo ponto p ao eixo z. De (1.20), podemos veri�ar que tal geodésia deve satisfazer oseguinte sistema de equações difereniais





x′ = − sin(φ)

√
1 + x2

1 + 2x2
=

x√
1 + 2x2

,

z′ =
cos(φ)√
1 + x2

=
1

1 + x2
,

(2.47)uja solução, quando x(0) = x0 e z(0) = 0, Figura 2.30, é dada por
z =

[tanh−1

(
1√

1 + 2x2

)
− tan−1

(√
1 + 2x2

)] ∣∣∣∣∣

x

x0

. (2.48)
φ = 45o ou θ = 49.1o
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x
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10.50-0.5-1Figura 2.30: Per�l planar de uma lente om urvatura negativa em um meio óptioanisotrópio assoiado a superfíie de um parabolóide hiperbólio.Portanto, podemos veri�ar que as lentes óptias om urvatura seional negativapossuem propriedades de onvergênia de interesse prátio, prinipalmente, quando oobjetivo é onvergir a luz em uma determinada direção por uma longa distânia.



Capı́tulo 3Análise da Curvatura de ModulaçõesNão-LinearesNeste apítulo usaremos uma interpretação geométria que assoia esquemas demodulação a urvas e superfíies no espaço Eulidiano para onstruir e analisar novosesquemas de modulação. Neste aso, as ténias de modulação foram assoiadas aimersões em variedades Riemannianas. Com isso, foi possível veri�ar que, além doomprimento da urva e da métria Riemanniana, a urvatura é um outro parâmetrode grande relevânia no projeto de modulações, pois in�uenia diretamente em seusdesempenhos. Também foi possível determinar algumas relações matemátias entreparâmetros geométrios e estatístios da modulação que, quando satisfeitos, melhoramo desempenho do sistema de omuniações. Além disso, veri�amos que modulaçõesnão-lineares assoiadas a superfíies mínimas apresentam o melhor desempenho emrelação ao erro quadrátio médio, pois são pontos rítios de mínimo desse parâmetro.3.1 IntroduçãoIniialmente, as ténias de modulação presentes na maioria dos sistemas de omu-niações foram interpretadas omo um método para desloar e/ou expandir a largurade banda do sinal de informação a ser transmitido. Além disso, em alguns asos prá-tios é perfeitamente possível projetar modulações para melhorar o desempenho deum sistema de omuniações, seja pelo aumento da energia média de transmissão oupelo aumento da largura de banda de transmissão. Neste aso, om o objetivo deprojetar novos esquemas de modulações, [39℄ veri�ou que as ténias de modulaçãopodem ser interpretadas geometriamente omo uma apliação (linear ou não-linear)que transforma um sinal pertenente ao RM em um sinal modulado pertenente ao RN ,om M < N . Entretanto, tal interpretação não abordou ompletamente o problemado projeto �geométrio� de modulações e, por essa razão, tal proposta foi onsiderada59



60 Análise da Curvatura de Modulações Não-Linearesposteriormente em [18℄ e [5℄.Mais preisamente, em [18℄, as ténias de modulação foram interpretadas geo-metriamente omo urvas no espaço Eulidiano. Além disso, [18℄ veri�ou que odesempenho de um sistema de omuniações melhora quanto maior for o omprimentoda urva assoiada à modulação usada nesse sistema. Tal fato ontribuiu para que oprojeto de novas ténias de modulação pudesse ser realizado de maneira geométria,ou seja, om auxílio de alguns parâmetros geométrios da urva assoiada à modulação,que in�ueniam em seu desempenho.Dessa forma, os trabalhos [19℄ e [28℄ usaram tal interpretação geométria parapropor e analisar o desempenho de uma modulação não-linear assoiada à urva deno-minada espiral de Arquimedes uniforme. Além disso, [28℄ generalizou a interpretaçãogeométria desrita em [18℄ om intuito de medir o desempenho de modulações quetransmitem mais do que uma variável aleatória. Neste aso, foi apliado um proedi-mento similar ao usado em [18℄ para urvas, porém usando superfíies, para desenvolveruma expressão aproximada para o erro quadrátio médio em função da métria de umavariedade Riemanniana assoiada ao esquema de modulação.As próximas seções fazem uso das de�nições e onsiderações desritas anterior-mente, prinipalmente, da interpretação geométria proposta em [18℄, para realizaranálises de desempenho de algumas ténias de modulação onheidas e outras pro-postas neste apítulo, bem omo determinar os prinipais parâmetros geométrios dedesempenho das ténias de modulação. Neste aso, onsideraremos também que oanal de transmissão seja sempre perturbado por um ruído Gaussiano aditivo brano(AWGN) om densidade espetral de potênia N0/2 por dimensão de transmissão.Além disso, assumiremos que todas as variáveis aleatórias a serem transmitidas nossistemas de omuniações tratados pertenem ao intervalo [−1, 1].Por questões didátias, iniialmente, foram analisadas modulações lineares e não-lineares assoiadas a urvas, isto é, apenas o aso partiular da transmissão de umaúnia variável aleatória. Posteriormente, foram alulados os desempenhos de modula-ções não-lineares que transmitem mais de uma variável aleatória, no aso, modulaçõesassoiadas a superfíies.3.2 Modulação LinearA modulação linear foi a primeira ténia de modulação a ser usada na prátia e,ertamente, é a mais simples de ser entendida e utilizada. Por esse motivo, ela seráa primeira ténia de modulação a ser onsiderada neste apítulo. Nesse esquema demodulação, a informação é transmitida pela variação linear da amplitude da forma deonda ϕ1(t) em função da entrada m, omo ilustra a Figura 3.1. Essa importante lassede modulação inlui os sistemas de modulação em amplitude (AM) e suas derivações



3.2 Modulação Linear 61om portadora suprimida (SC), om faixa lateral únia (SSB) e om faixa lateral duplae portadora suprimida (DSB-SC). Uma abordagem sobre a modulação linear, maisdetalhada do que a apresentada aqui, pode ser obtida onsultando [37℄ e [3℄.
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m r(t)× (Ganho A)Figura 3.1: Diagrama de bloo de um sistema de omuniações usando modulaçãolinear.No sistema de omuniações usando modulação linear da Figura 3.1, a forma deonda transmitida (ou o sinal modulado) é dada por
sm(t) = A mϕ1(t) ou sm = A mϕ1, (3.1)onde A é o ganho em amplitude do transmissor e ϕ1(t) é uma forma de onda omenergia unitária que arateriza o sinal da portadora de transmissão.A Figura 3.2 apresenta uma interpretação geométria para o proesso de reepção deum sistema de omuniações usando uma modulação linear e um reeptor de máximaverossimilhança que, no aso partiular de um ruído AWGN (representado pelo vetor

n), alula m̂ omo sendo o valor que minimiza |r − sm̂|. Observe que tal modulaçãopode ser interpretada, geometriamente, omo uma urva no espaço Eulidiano, no asoa reta assoiada ao eixo x variando de −A a A. Além disso, na reepção, a obtençãoda estimativa m̂ está relaionada a uma projeção do sinal reebido r sobre a urvaassoiada a modulação, isto porque
min

m̂
|r − sm̂| ⇒ (r − sm̂) · s′m̂ = 0 ⇒ (r − Am̂ϕ1) · ϕ1 = 0 ⇒ m̂ =

r · ϕ1

A
.(3.2)Com o intuito de omparar o desempenho da modulação linear om o desempe-nho das modulações não-lineares propostas no presente apítulo, neste momento serãoapresentados alguns parâmetros de desempenho da modulação linear que foram obtidosde aordo om [18℄. Neste aso, quando a função densidade de probabilidade a priorida fonte de informação for uniforme e independente do ruído do anal, pode-se obter,om o auxílio de (1.37), (1.40), (1.41), (3.2) e lembrando que r = s0 + n, que

m̂ − m0 =
n1

A
, ǫ2 =

N0

2A2
e SNR = CSNR =

Em

N0/2
, (3.3)
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n

+A−A

sm

n1

n2r

s bm = m̂Aϕ1s0 = m0Aϕ1

ϕ2

(m = +1)(m = −1)

ϕ1Figura 3.2: Relações geométrias de um sistema de omuniações usando uma modu-lação linear om uma únia variável aleatória transmitida e um reeptor de máximaverossimilhança.onde Em = A2m2 é a energia média do sinal sm e m2 é a energia média de m.Com isso, note de (3.3) que o ǫ2 derese om o aumento de A ou equivalentemente,om o aumento da energia média de transmissão. Portanto, tal parâmetro in�ueniano desempenho de uma modulação linear e será, onvenientemente, hamado de fatorde expansão, pois a variável aleatória m ∈ [−1, 1] é ampli�ada ou �expandida� parao intervalo [−A, A] na transmissão. Na próxima seção, será mostrado um resultadoobtido em [18℄, no qual o fator de expansão está relaionado ao omprimento da urvaassoiada à modulação e in�uenia no desempenho de modulações não-lineares, maispreisamente no valor do ǫ2, omo aontee na modulação linear.Ainda segundo [18℄, quando a transmissão é perturbada pela ação de um ruídoAWGN e pm possui distribuição Gaussiana e independente do ruído do anal, entãopode-se obter de (1.37), (1.39) e (1.41) que
m̂ =

r · ϕ1

A

Em

Em + N0/2
, ǫ2 =

m2

1 + 2Em/N0

e SNR = 1+
Em

N0/2
= 1+CSNR. (3.4)Neste aso, quando os dois sistemas de omuniações desritos em (3.3) e (3.4)são omparados, pode-se veri�ar que a relação sinal ruído é maior em (3.4) do queem (3.3), prinipalmente, para valores baixos de CSNR. Contudo, note que tal ganho éonseqüênia do uso de um reeptor MAP para obter (3.4) e, portanto, de um aumentode omplexidade quando omparado om o reeptor de máxima verossimilhança usadoem (3.3), que possui a vantagem de não usar os valores de Em e de N0 para alular aestimativa m̂, pois estes geralmente não são determinados om failidade.Portanto, note que, quando a função densidade de probabilidade pm é onheida, eeste fato é usado no proesso de reepção (MAP), então o desempenho do sistema deomuniações usando a modulação linear pode ser melhorado, mesmo que às ustas deum aumento de omplexidade. De forma similar, será mostrado na subseção 3.3.3 queeste fato também é válido em sistemas de omuniações usando uma modulação não-linear, e, por essa razão, esse ganho de desempenho deve ser onsiderado e analisadonas modulações não-lineares, om o intuito de melhorar seus desempenhos.



3.3 Modulação Não-Linear 633.3 Modulação Não-LinearNa seção anterior, foi mostrado que sistemas de omuniações que usam uma mo-dulação linear em onjunto om um reeptor de máxima verossimilhança produzem umerro quadrátio médio, (3.3), que pode ser reduzido, em geral, somente pelo inrementoda energia média de transmissão (Em).Contudo, sabe-se que, aso a modulação não seja neessariamente linear, então épossível, sob ertas ondições, dereser ǫ2 para um dado m2 sem inrementar Em.Em partiular, vários esquemas de modulações não-lineares tais omo a modulaçãopor pulso (PPM) e a modulação em freqüênia (FM) podem produzir um ǫ2 menordo que o permitido pela modulação linear. Entretanto, tal ganho possui, geralmente,a desvantagem de aumentar a largura de banda de transmissão, quando omparada àlargura de banda utilizada pela modulação linear.Quando a interpretação geométria (1.36) é utilizada para representar as téniasde modulação, a largura de banda de transmissão é, primeiramente, estimada peladimensão do sinal a ser transmitido, que, no aso, pode pertener ao RN . Contudo,para que o valor da largura de banda de transmissão seja determinado de uma maneiramais e�iente e preisa, deve-se realizar uma análise espetral do sinal modulado s(t)usando a transformada de Fourier. Entretanto, quando a modulação é não-linear, entãoo sinal s(t) é uma função não-linear do sinal modulante m(t) e, geralmente, o espetrodo sinal modulado não está relaionado de uma maneira simples ao espetro do sinalmodulante; pelo ontrário, sua determinação é muito mais difíil do que a de um sinalproveniente de uma modulação linear.Portanto, a obtenção de uma expressão preisa para a largura de banda de transmis-são de um sinal proveniente de uma modulação não-linear, ujo sinal modulador m(t)seja qualquer, geralmente, não é possível. Por essa razão, optou-se por usar simulaçãoomputaional para determinar a largura de banda de transmissão das modulaçõesnão-lineares onsideradas neste apítulo. Tal simulação foi realizada om o auxílio datransformada disreta de Fourier (DFT), pois não foi possível usar aproximações dosinal modulado para desenvolver uma expressão analítia que desrevesse a análise es-petral do sinal, omo usualmente é realizado para algumas modulações não-linearesonheidas, omo por exemplo as modulações em fase (PM) e em freqüênia (FM).De aordo om os propósitos deste apítulo, o primeiro passo para propor novasmodulações não-lineares e analisar geometriamente seus desempenhos é identi�arquais são os parâmetros geométrios que mais in�ueniam no desempenho dessas mo-dulações. Para tanto, foi utilizada a interpretação geométria onsiderada em [18℄ edesrita matematiamente por (1.36), pois a mesma possibilita o uso de oneitos dageometria diferenial, tais omo métria e urvatura, omo parâmetros geométrios dedesempenho das ténias de modulação.



64 Análise da Curvatura de Modulações Não-Lineares3.3.1 Considerações geométriasComo menionado anteriormente, em [18℄ foi utilizada a interpretação geométriaque assoia modulações a urvas no RN para veri�ar que o elemento de omprimentoda urva pode diminuir o erro quadrátio médio. Para mostrar tal fato, assuma quea transmissão de sm(t) esteja sujeita à ação de um ruído su�ientemente pequeno, demaneira que sm possa ser aproximado, om o auxílio da série de Taylor, da seguinteforma
sm ≈ s0 + (m − m0)s

′
0, om s′0 =

dsm

dm

∣∣∣∣
m=m0

, (3.5)onde s′0 é a derivada de sm no ponto m0. Neste aso, note que sm pode ser interpretadaomo a reta tangente à urva sm em s0.A Figura 3.3 ilustra a reepção por máxima verossimilhança de uma modulaçãonão-linear usando essa aproximação quando s0 é transmitido. Nesse aso, observe queo reeptor obtém a estimativa m̂ projetando o sinal reebido r na direção do vetortangente à urva, s′0. Como menionado anteriormente, tal fato também oorreu namodulação linear e será matematiamente omprovado a seguir para uma modulaçãonão-linear.
s0

sm

n
rraio > 3

√
N0/2

sm̂ Tangente em s0

Figura 3.3: Reepção por máxima verossimilhança de um sistema de omuniaçõesusando modulação não-linear quando o ruído de transmissão é AWGN e su�ientementepequeno.Para tanto, quando s0 é transmitido pode-se fazer uso da aproximação desrita em(3.5) e do reeptor de máxima verossimilhança (1.40) para determinar m̂ da seguintemaneira:
pr(r|m̂) ≥ pr(r|m) ⇒ 1√

πN0

exp

(
−|r − sm̂|2

N0

)
≥ 1√

πN0

exp

(
−|r − sm|2

N0

)
⇒

|r−sm̂| ≤ |r−sm| ⇒ m̂ = min
m

|r−sm| ⇒ d

dm
|r−sm| = 0 ⇒ (r−sm)·s′0 = 0

⇒ [r − s0 − (m̂ − m0)s
′
0] · s′0 = 0 ⇒ m̂ = m0 +

(r− s0) · s′0
|s′0|2

. (3.6)



3.3 Modulação Não-Linear 65Para alular ǫ2(m0), o erro quadrátio médio, dado que m0 foi enviado, pode-seusar a estimativa m̂ obtida em (3.6) e o fato do ruído ser igual ao sinal reebido menoso sinal transmitido, n = r − s0, omo mostra a Figura 3.3, para se obter que
ǫ2(m0) = E[(m − m̂)2|m = m0] =

1

|s′0|2
E[(n · s′0

|s′0|

)2
]

=
N0/2

|s′0|2

=
N0/2

S2(m0)
, (3.7)onde S(m) é o fator de expansão de�nido omo

S(m) ,

∣∣∣∣
dsm

dm

∣∣∣∣ , ∀m ∈ [−1, 1], (3.8)que generaliza o valor do fator de expansão atribuído anteriormente para a modulaçãolinear, S(m) = A, quando sm = mAϕ1.Entretanto, observe que o erro quadrátio médio obtido em (3.7) depende da variáveltransmitidam0. Portanto, de aordo om (1.37), para obter ǫ2, deve-se onsiderar todosos possíveis valores de entrada, m0 ∈ [−1, 1]. Neste aso, existem duas situações: umaquando o fator de expansão não é uniforme (S(m) não é onstante), o que resulta em
ǫ2 = E [ N0/2

S2(m)

]
=

1∫

−1

pm
N0/2

S2(m)
dm , (3.9)e outra quando S(m) é uniforme, o que implia que

ǫ2 =
N0/2

S2
. (3.10)Portanto, de (3.10), podemos observar que o fator de expansão in�uenia no de-sempenho da modulação, pois o erro quadrátio médio é inversamente proporionalao quadrado de seu valor. Geometriamente, o fator de expansão está assoiado aoomprimento, L, da urva assoiada a modulação, isto é,

L =

1∫

−1

|s′m| dm =






2S , aso S(m) seja uniforme,
1∫

−1

S(m) dm, aso ontrário. (3.11)Por essa razão, quanto maior for o omprimento da urva, menor será o ǫ2 damodulação, omo previsto em [18℄. Além disso, note que o erro quadrátio médioobtido em (3.10) independe da função pm, fato que motivou [18℄ a pensar que umfator de expansão uniforme minimizaria o erro quadrátio médio produzido por umreeptor ML quando pm fosse esolhido o mais adversamente possível. Contudo, talfato não garante que não seja possível determinar ondições apropriadas para S e pm,de maneira que o ǫ2 obtido a partir de (3.9) seja menor do que o obtido em (3.10).



66 Análise da Curvatura de Modulações Não-LinearesPortanto, uma análise mais detalhada de (3.9) deve ser realizada no intuito de res-ponder ao seguinte questionamento: qualquer que seja pm, pode existir uma expressãopara S(m) de maneira que o valor de ǫ2 obtido por (3.9) seja menor do que o valorapresentado em (3.10)? Até onde é de nosso onheimento, uma resposta para talquestionamento é desonheida. Responder a essa pergunta signi�a estudar se existeuma relação entre pm e S(m), de tal forma que o sistema possa ser melhorado. A seguirmostraremos que a resposta para esse questionamente é sim, existe um �asamento�entre pm e S(m) de maneira que ǫ2 seja menor do que (N0/2)/S2.3.3.2 Casamento entre pm e S(m)Como menionado anteriormente, existe uma relação entre a função densidade deprobabilidade a priori pm e o fator de expansão S(m) de uma modulação não-linear,ujo objetivo é melhorar o desempenho dos sistemas de omuniações que satisfazemessa relação ou asamento.Iniialmente, para determinar esse asamento entre pm e S(m), onsidere que o erroquadrátio médio seja alulado usando (3.9) e que a função densidade de probabilidadea priori e o fator de expansão sejam relaionados da seguinte forma
pm = c S2(m), (3.12)onde c é uma onstante de normalização determinada por

1∫

−1

c S2(m) dm = 1 ⇒ c =
1

1∫
−1

S2(m) dm

. (3.13)Assim, se (3.12) e (3.13) forem substituídas em (3.9), então o erro quadrátio médioproveniente desse sistema de omuniações é dado por
ǫ2 =

1∫

−1

pm
N0/2

S2(m)
dm =

1∫

−1

c S2(m)
N0/2

S2(m)
dm = 2cN0/2 =

N0

1∫
−1

S2(m) dm

. (3.14)Como o objetivo é mostrar que o valor de ǫ2, alulado por (3.14), é menor que oenontrado em (3.10), onsidere a desigualdade de Shwarz
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b∫

a

f 2 dm ·
b∫

a

g2 dm , (3.15)om f = S(m) e g = 1, para obter om o auxílio de (3.11) que



1∫

−1

S(m) dm




2

≤ 2

1∫

−1

S2(m) dm ⇒
1∫

−1

S2(m) dm ≥ L2

2
= 2S2. (3.16)



3.3 Modulação Não-Linear 67Finalmente, apliando (3.16) em (3.14), veri�a-se que o erro quadrátio médiosatisfaz a seguinte desigualdade
ǫ2 ≤ N0/2

S2
, (3.17)sendo que a igualdade oorre justamente quando o fator de expansão é uniforme.Portanto, omparando (3.17) om (3.10) onluímos que o erro quadrátio médiode um sistema de omuniações pode ser reduzido usando um reeptor ML e energia deruído su�ientemente pequena, desde que pm satisfaça (3.12). Em outras palavras, umfator de expansão uniforme pode não ser a melhor esolha para minimizar o ǫ2, omosugere [18℄, pois, dependendo da distribuição de pm, pode-se determinar um valor para

S(m) de maneira a diminuir ainda mais o ǫ2. Além disso, é importante ressaltar queeste asamento entre pm e S(m) pode ser realizado om o auxílio de uma mudança devariável aleatória ou, equivalentemente, por uma reparametrização da urva assoiadaà modulação.Com o intuito de exempli�ar a diminuição do ǫ2 em sistemas de omuniaçõesusando o asamento proposto em (3.12) quando omparados aos sistemas usando S(m)uniforme, onsidere dois exemplos de sistemas de omuniações usando modulaçõesnão-lineares assoiadas à urva espiral de Arquimedes, ujo sinal modulado pode serexpresso omo
sm = [m cos(2π|m|), m sin(2π|m|)] , m ∈ [−1, 1], (3.18)e representado gra�amente na Figura 3.4(a). Devemos hamar a atenção para o fatode que tal esquema de modulação havia sido onsiderado iniialmente em [19℄ e posteri-ormente em [28℄, sendo que uma análise mais detalhada de seu desempenho é realizadana subseção 3.4.2.
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10.50-0.5-1(a) Curva assoiada a modulação.
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p m

10.50-0.5-1

1.61.41.210.80.60.40.20(b) Função densidade de probabilidade (pm).Figura 3.4: Um exemplo de modulação não-linear assoiada a urva espiral de Arqui-medes.Exemplo 1 Neste primeiro exemplo, será alulado o desempenho de um sistemade omuniações ujo esquema de modulação possui um fator de expansão uniforme.



68 Análise da Curvatura de Modulações Não-LinearesNeste aso, primeiramente, alulamos o fator de expansão om o auxílio de (3.8) e(3.18), onduzindo a
S(m) =

√
1 + 4π2m2, (3.19)que no aso não é uniforme. Em seguida, omo o objetivo é obter um fator de expansãouniforme, devemos reparametrizar a urva sm dada em (3.18) pelo parâmetro s ∈

[−1, 1], om m = m(s), de maneira que
L

2
ds = S(m) dm ⇒ ds =

2

L

√
1 + 4π2m2 dm, (3.20)onde L é o omprimento da urva sm, podendo ser alulado om o auxílio de (3.11),que no aso partiular dessa modulação é igual a 6.766.Dessa forma, substituindo (3.20) em (3.10) e (3.11) obtemos que

S =
L

2
= 3.383 e ǫ2 =

N0/2

S2
= 0.08738N0/2 . (3.21)Considerando que a variável aleatória s possua função densidade de probabilidadeuniforme, ps = 1/2, podemos obter que s2 = 1/3. Além disso, substituindo (3.20) em(1.42) podemos obter que a energia média da modulação é dada por

Em =

1∫

−1

|sm|2ps ds =
1

L

1∫

−1

m2
√

1 + 4π2m2 dm = 0.476 . (3.22)Os valores de CSNR e SNR podem ser obtidos pela substituição direta de (3.21) e(3.22) em (1.41), omo segueCSNR =
0.476

N0
e SNR =

3.815

N0/2
⇒ SNR = 16.038CSNR. (3.23)Assim, om o auxílio de (3.23), o desempenho desse sistema pode ser medido peladiferença em dB entre SNR e CSNR, que nesse aso é de aproximadamente 12.0 dB.Exemplo 2 Neste exemplo será onsiderado um sistema de omuniações ujo es-quema de modulação usa o asamento entre pm e S(m) proposto em (3.12). Ini-ialmente, foi determinada a função densidade de probabilidade asada ao fator deexpansão om o auxílio de (3.19) e (3.12) omo segue

pm = c(1 + 4π2m2), om c =
3

6 + 8π2
. (3.24)Tal função densidade de probabilidade é representada gra�amente pela Figura 3.4(b).Em seguida, (3.19) e (3.24) foram apliadas em (3.9) e (1.42) para obter que o erroquadrátio médio e a energia média desse esquema de modulação são dados por

ǫ2 =
3

3 + 4π2
N0/2 e Em = m2 =

5 + 12π2

15 + 20π2
, (3.25)



3.3 Modulação Não-Linear 69respetivamente. Finalmente, apliando (3.25) em (1.41) os seguintes parâmetros dedesempenho do sistema são obtidosCSNR =
5 + 12π2

(15 + 20π2)N0

e SNR =
5 + 12π2

15N0/2
⇒ SNR = 2

(
1 +

4

3
π2

)CSNR.(3.26)Assim, om o auxílio de (3.26) é possível veri�ar que o desempenho desse sistemaé de aproximadamente 14.5 dB. Tal desempenho está de aordo om a desigualdade(3.17), pois é 2.5 dB maior do que o ganho do sistema de omuniações do exemploanterior que usa um fator de expansão uniforme.Contudo, deve-se ressaltar que tal ganho não está assoiado apenas ao omprimentoda urva, mas também ao asamento que existe entre pm e S(m), que pode ser interpre-tado geometriamente om o auxílio da Figura 3.4. Neste aso, observe que o fator deexpansão dessa modulação não é uniforme, pois os pontos representados pelos símbolos�quadrados� da Figura 3.4(a) estão assoiados a valores de m igualmente separados por
∆m, porém, a diferença de omprimento entre esses pontos não é onstante, sendo quealguns estão mais próximos uns dos outros. Contudo, o asamento proposto faz omque esses pontos mais próximos sejam aqueles menos prováveis de serem transmitidos,omo india pm na Figura 3.4(b), diminuindo assim o erro quadrátio médio do sistemade omuniações do Exemplo 2.Os desempenhos dos dois sistemas de omuniações dos exemplos anteriores tambémforam veri�ados usando simulação omputaional para onstruir as urvas de CSNRversus SNR apresentadas na Figura 3.5. Em tal simulação as variáveis aleatórias me n = [n1, n2] foram obtidas usando um gerador de números aleatórios baseado nométodo da rejeição. Para obter informação sobre esse método onsulte [1℄. Além disso,ada um dos pontos das urvas simuladas foi obtido om o envio de aproximadamente50 mil sinais aleatórios, o que garante uma on�abilidade satisfatória dos resultadosenontrados pelo método de Monte Carlo. Com o intuito de omparar o desempenhodesses sistemas simulados om o sistema ótimo (1.43), foi traçada na Figura 3.5 a urvaOPTA, sendo que, quanto mais próxima estiver as urvas de desempenho simuladasdessa urva OPTA, melhor será o desempenho do sistema.Além disso, analisando mais detalhadamente a Figura 3.5, é possível onstatar queas aproximações (3.21) e (3.25) para o ǫ2 dos sistemas de omuniações onsideradospodem ser apliadas para medir seus desempenhos. Contudo, omo esperado, tais apro-ximações são válidas apenas quando a energia do ruído for su�ientemente pequena,no aso do exemplo, para valores de CSNR maiores do que 18 dB, pois, nessa situação,as urvas de desempenho estimadas por essas aproximações estão muito próximas dasurvas obtidas por simulação.Neste momento, abe hamar a atenção para o fato do asamento proposto em(3.12) ter levado em onsideração apenas o valor do erro quadrátio médio. Contudo,



70 Análise da Curvatura de Modulações Não-Lineares
Estimativa - S(m) não uniformeEstimativa - S(m) uniformeS(m) não uniformeS(m) uniformeOPTA

CSNR (dB)
SNR(dB)
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706050403020100Figura 3.5: Exemplos de urvas de desempenho aluladas usando fatores de expansãouniforme e não uniforme em uma modulação não-linear assoiada à urva espiral deArquimedes.quando se analisa o desempenho de um sistema de omuniações deve-se onsiderartambém os valores da energia média de transmissão e de m2, ou mais geralmente ovalor da diferença em dB entre CSNR e SNR. Portanto, propomos um novo asamentoentre pm e S(m) ujo objetivo é maximizar tal diferença. Para tanto, as equações(1.41), (1.42) e (3.9) foram usadas para obter que
SNR − CSNR = 10 log10
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m2pm dm

1∫

−1

|sm|2pm dm ·
1∫

−1

1/S2(m)pm dm



 , (3.27)onde a multipliação por 2 no numerador deorre da dimensão do espaço no qual a urvaassoiada a modulação está imersa, no aso onsiderado o R2. Em outras palavras, essamultipliação no numerador de (3.27) deve ser por N , aso a urva pertença ao RN .Entretanto, determinar uma relação entre pm, S(m) e m de maneira que o desem-penho desrito em (3.27) seja máximo, em geral, não é tão imediado. Porém, paraalguns asos partiulares, omo por exemplo, quando o fator de expansão for uniforme,



3.3 Modulação Não-Linear 71é possível onsiderar que pm = c/|sm|2, onde c é uma onstante de normalização, paraminimizar a energia média de transmissão. Além disso, aso S(m) não seja uniforme,deve-se utilizar pm omo de�nido em (3.12) para minimizar o erro quadrátio médioou, dependendo do aso, utilizar a desigualdade de Shwarz (3.15) om f = |sm|√pme g =
√

pm/S(m) para obter
SNR − CSNR ≥ 10 log10
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, (3.28)
em seguida, usar novamente a desigualdade de Shwarz em (3.28), porém om f =
|sm|√pm

m S(m)
e g = m

√
pm, para determinar que
SNR − CSNR ≥ 10 log10





2
1∫

−1

|sm|2
m2 S2(m)

pm dm





, (3.29)
e, �nalmente, para minimizar o denominador de (3.29), a seguinte relação entre afunção densidade de probabilidade a priori e o fator de expansão deve ser satisfeita

pm = c
m2 S2(m)

|sm|2
, (3.30)onde c é uma onstante de normalização.Note que, se o asamento proposto em (3.30) for apliado no sistema de omunia-ções do Exemplo 2, então o desempenho obtido é o mesmo, pois, nesse aso |sm|2 = m2,o que implia em pm = cS2(m), omo realizado anteriormente no referido exemplo.Contudo, quando o desempenho do sistema de omuniações do Exemplo 1 é ompa-rado ao desempenho de um sistema de omuniações usando o asamento (3.30) e umfator de expansão uniforme, então o resultado obtido neste último aso é melhor, omomostra o próximo exemplo.Exemplo 3 Neste exemplo será alulado o desempenho de um sistema de omuni-ações ujo esquema de modulação está assoiado à urva espiral de Arquimedes omfator de expansão uniforme e função densidade de probabilidade a priori satisfazendo(3.30). Para tanto, onsidere a mesma reparametrização indiada em (3.20) e, por-tanto, o mesmo fator de expansão indiado em (3.21). Assim, om o auxílio de (1.41),



72 Análise da Curvatura de Modulações Não-Lineares(1.42) e (3.9), os seguintes parâmetros de desempenho do sistema são obtidos:
ǫ2 = 0.0659N0/2, m2 = 0.4803, Em = 0.6275, e SNR = 23.22CSNR .Portanto, veri�a-se que o desempenho desse sistema de omuniações é de aproxi-madamente 13.7 dB, que é 1.7 dB melhor que o desempenho do sistema do Exemplo 1,omo prevê a desigualdade (3.29).3.3.3 Uma aproximação para o ǫ2 usando um reeptor MAPNesta subseção, desenvolveremos uma aproximação para o erro quadrátio médiode um sistema de omuniações transmitindo uma variável aleatória Gaussiana m demédia nula e variânia σ2 = m2, sujeito a ação de um ruído AWGN de energia N0/2em ada uma das N dimensões, usando um reeptor MAP e uma modulação não-linearujo sinal sm será aproximado por (3.5) no proesso de reepção.Para tanto, onsidere o reeptor MAP desrito em (1.39) para determinar a seguinteregra de deisão

pm(m̂)pr(r|m̂) ≥ pm(m)pr(r|m) ⇒
1√
2πσ

e

“
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2σ2

”

· 1

(πN0)N/2
e

„
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«

≥ 1√
2πσ

e
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− m2

2σ2

”

· 1

(πN0)N/2
e

„
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N0

«

⇒

m̂2

2σ2
+

|r − sm̂|2
N0

≤ m2

2σ2
+

|r− sm|2
N0

⇒

m̂ = min
m∈(−1,1)

{
m2

2σ2
+

|r− sm|2
N0

}
. (3.31)Portanto, a expressão para m̂ é obtida a partir da derivada de (3.31) igualada azero e om o auxílio da aproximação (3.5), o que resulta em

mN0 − 2σ2(r− sm) · s′m = 0 ⇒ mN0 − 2σ2(r− s0) · s′0 +2σ2(m−m0)|s′0|2 = 0 ⇒

m̂ =
2σ2 [(r − s0) · s′0 + m0|s′0|2]

N0 + 2σ2|s′0|2
(3.32)Para alular ǫ2(m0), o erro quadrátio médio dado que m0 foi enviado, pode-seusar a estimativa m̂ obtida em (3.32), o fato de o ruído ser igual ao sinal reebidomenos o sinal transmitido (n = r− s0) e o fato de que n · s′0/|s′0| é uma omponente doruído AWGN em uma únia dimensão om média nula e energia N0/2, para veri�arque

ǫ2(m0) = E[(m − m̂)2|m = m0] = E[(2σ2(r − s0) · s′0 − m0N0

N0 + 2σ2|s′0|2
)2

|m = m0

]

= N0
2σ4|s′0|2 + m2

0N0

(N0 + 2σ2|s′0|2)2 , (3.33)



3.3 Modulação Não-Linear 73onde E[ · ] é o operador esperança medido para todos os possíveis valores reebidos r,quando s0 é transmitido.Observe que o erro quadrátio médio obtido em (3.33) depende da variável m0.Assim, para enontrar o valor do ǫ2 para o sistema onsiderado, deve-se alular amédia dos valores de ǫ2(m0) para todos os possíveis valores de m0 ∈ [−1, 1], isto é,
ǫ2 = E [N0

2σ4|s′0|2 + m2
0N0

(N0 + 2σ2|s′0|2)2
]

= N0
2σ4S2 + σ2N0

(N0 + 2σ2S2)2 =
σ2N0

N0 + 2σ2S2
=

m2N0/2

m2S2 + N0/2
,(3.34)no qual foi onsiderado um fator de expansão uniforme (independente do valor de m0).além disso, ressaltamos que a estimativa (3.34), para o ǫ2 usando um reeptor MAP,não havia sido obtida anteriormente.Para uma melhor análise dos desempenhos das modulações não-lineares, são apre-sentadas a seguir algumas relações entre os parâmetros de desempenho SNR e CSNRde sistemas de omuniações que fazem uso de modulações lineares ou não-lineares ereeptores MAP ou ML. Para tanto, foram utilizadas as equações (1.41), (3.3), (3.4),(3.10) e (3.34) om fator de expansão uniforme e N = N · N0/2, onde N é a dimensãodo espaço que ontém a urva assoiada a modulação, para obter as seguintes relaçõesSNR = N · CSNR, modulação linear e reeptor ML (3.35a)SNR =

N m2S2

Em

CSNR, modulação não-linear e reeptor ML (3.35b)SNR = 1 + N · CSNR, modulação linear e reeptor MAP (3.35)SNR = 1 +
N m2S2

Em

CSNR, modulação não-linear e reeptor MAP (3.35d)3.3.4 In�uênia da urvatura no projeto de modulaçõesAnalisando o desempenho dos sistemas de omuniações om o auxílio das rela-ções apresentadas em (3.35), é possível veri�ar que o uso de uma modulação linear(Em = S2m2) em RN produz um ganho, SNR = 1 + N CSNR, diretamente propori-onal a N , porém muito abaixo do ganho esperado pelo limitante superior (1.43), queaumenta exponenialmente om a dimensão N . Portanto, o uso de modulações não-lineares demonstra ser uma alternativa para melhorar o desempenho dos sistemas deomuniações, omo onstatado nos exemplos de modulações não-lineares onsideradosanteriormente usando a urva espiral de Arquimedes.Sabendo que a urvatura está assoiada à variação do vetor tangente de uma urva,então a urvatura de uma modulação linear é nula. Neste aso, é possível a�rmarqualitativamente que, se o desempenho de um sistema de omuniações pode ser me-lhorado usando uma modulação não-linear e, omo a urva assoiada a essa modulação



74 Análise da Curvatura de Modulações Não-Linearespossui urvatura diferente de zero, então a existênia de urvatura pode in�ueniar nodesempenho do sistema de omuniação.Contudo, antes de quanti�ar a in�uênia da urvatura no projeto de modulações,é neessário introduzir o oneito de erro de ponto iniial (threshold) de�nido em [18℄.Para tanto, onsidere iniialmente a modulação linear apresentada na Figura (3.6(a)),om s0 transmitido e r reebido. A Figura 3.6(b) exempli�a o proesso de demodulaçãousando um reeptor ML onsiderando que o sinal r pertença a um dos írulos c1, c2ou c3, que araterizam a região de ação de um ruído AWGN om diferentes valores deenergia média. Neste aso, note que o reeptor determina três regiões para os possíveisvalores de m̂, sendo ada uma delas assoiada a um dos írulos onsiderados.
m = −1 m = 1s0

ϕ1

r

c2

c3

c1 n(a) Exemplo na modulação linear. m = −1 m = 1m = 0

m

c1

c2

c3

(b) Possíveis valores para m̂.Figura 3.6: Interpretação geométria do erro de ponto iniial em uma modulação linearsob a ação de um ruído AWGN.Em seguida, onsidere a modulação não-linear ilustrada na Figura 3.7(a), tambémom s0 transmitido e r reebido. Nesse aso, observe que o omprimento da urvaassoiada a uma modulação não-linear, em geral, é maior do que o omprimento dareta assoiada a uma modulação linear de mesma energia média. Contudo, aso aenergia de ruído não seja su�ientemente pequena, então esse aumento de omprimentodas urvas assoiadas às modulações não-lineares pode ausar um novo tipo de errona reepção, o erro de ponto iniial. Isto porque, om o aumento do omprimento daurva, alguns sinais transmitidos que estão mais afastados em termos do omprimentoda urva deveriam estar se distaniando, ontudo, tendem a se aproximar ada vezmais, ausando uma espéie de �onfusão� no reeptor. Esse fato �ará mais laro nodeorrer desse apítulo, porém, é relevante ressaltar que tal erro é ertamente o prinipalresponsável por impedir que o omprimento da urva seja aumentado inde�nidamentedentro de uma região limitada om o objetivo de melhorar o desempenho da modulação.O erro de ponto iniial em modulações não-lineares pode ser interpretado geome-triamente om o auxílio da Figura 3.7 da seguinte maneira: aso o sinal reebido rpertença a região delimitada pelo írulo c1, então o reeptor determinará um úniointervalo na vizinhança de m = 0 para os possíveis valores de m̂, Figura 3.7(b); asoontrário, se r pertener às regiões limitadas pelos írulos c2 ou c3, então o reeptorindiará um onjunto de intervalos para os possíveis valores de m̂ que, neessariamente,não estão próximos da vizinhança de m = 0. Em outras palavras, o fato do reeptorestimar valores de m̂ muito diferentes do enviado m0, quando a energia de ruído é
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m = 1
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(a) Exemplo na modulação não-linear.
m = −1 m = 1m = 0

m

c1

c2

c3

(b) Possíveis valores para m̂.Figura 3.7: Interpretação geométria do erro de ponto iniial em uma modulação não-linear sob a ação de um ruído AWGN.�insu�iente� para isso, é que arateriza a onfusão do reeptor de não identi�ar ompreisão qual foi o ponto iniial transmitido. Portanto, esse erro pode aumentar sig-ni�ativamente o erro quadrátio médio e, onseqüentemente, diminuir o desempenhodo sistema, uma vez que, do ponto de vista do sistema de omuniações, é omo se aenergia do ruído fosse aparentemente maior do que é realmente.Com isso, pode-se a�rmar que, aso a energia de ruído seja su�ientemente pequena,então é possível desprezar o erro de ponto iniial e o desempenho da modulação não-linear supera o desempenho da modulação linear, pois o fator de expansão aumenta,o que implia em um ǫ2 menor. Contudo, aso a energia média do ruído seja grandea ponto do erro de ponto iniial ser signi�ativo, então o desempenho da modulaçãonão-linear pode air rapidamente, atingindo valores inferiores ao da modulação linear,omo será mostrado nos exemplos onsiderados na subseção 3.4.Além disso, é interessante observar que, para a modulação linear não há erro deponto iniial. Este fato será assoiado a seguir om o valor da urvatura da urvaassoiada à modulação, que, no aso da modulação linear, é nula.Para medir a in�uênia da urvatura no projeto de modulações, onsidere que aFigura 3.8(a) represente uma modulação linear e a Figura 3.8(b) uma modulação não-linear, ambas sob a ação de um ruído AWGN. Além disso, onsidere que os írulosapresentados nessas �guras sejam interpretados omo a região de ação do ruído dadoque os sinais smi−1
, smi

e smi+1
, onde mi−1 = mi − ∆m e mi+1 = mi + ∆m, possamser transmitidos. Assuma também que o fator de expansão é uniforme em ambas asmodulações, o que implia que a diferença de omprimento entre os sinais é igual a ∆s =

S∆m. Portanto, fazendo uso de tais onsiderações, é possível realizar uma omparação



76 Análise da Curvatura de Modulações Não-Linearesgeométria entre essas duas modulações e veri�ar que a distânia Eulidiana (∆d)entre os sinais da modulação não-linear é, em geral, menor do que a mesma distâniana modulação linear. Tal idéia pode ser melhor ompreendida veri�ando que namodulação não-linear existe uma região de interseção entre os írulos, fato que nãooorre na modulação linear, ou simplesmente notando que ∆d < ∆s na Figura 3.8(b).
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∆s = ∆d(a) Modulação linear (k = 0).
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(b) Modulação não-linear.
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∆d

smi
∆s

() ∆d, ∆s e ∆α.Figura 3.8: Análise da in�uênia da urvatura na modulação sm.Em outras palavras, pode-se veri�ar da Figura 3.8, que quando o ruído for AWGN eo reeptor for ML, então o erro de ponto iniial é in�ueniado pela distânia Eulidianaentre os sinais. A seguir, será mostrado que tal distânia diminui na modulação não-linear por ausa do valor de sua urvatura, sendo portanto essas modulações maissujeitas à ação do erro de ponto iniial.Geometriamente, a urvatura está relaionada om a variação do vetor tangente àurva assoiada a modulação ou, mais preisamente, om a variação do ângulo de s′mpor omprimento da urva. Neste último aso, a urvatura pode ser de�nida omo
k = lim

∆s→0

∆α

∆s
, (3.36)onde ∆α é a variação do ângulo de s′m, omo ilustra a Figura 3.8(). Além disso,dependendo da parametrização da urva assoiada à modulação, parametrizada peloomprimento de aro (p.p..a, |s′m| = 1) ou não, a urvatura pode ser alulada por

k = |s′′m|, (p.p..a) ou (3.37a)
k =

s′1s
′′
2 − s′2s

′′
1

[(s′1)
2 + (s′2)

2](3/2)
, (aso ontrário). (3.37b)Entretanto, para mostrar a in�uênia da urvatura, não podemos utilizar a apro-ximação (3.5), pois ela é de primeira ordem e k envolve uma derivada segunda de sm.Portanto, faz-se neessária a utilização de uma aproximação para sm de ordem maior,omo a indiada em [25℄, onde a série de Taylor foi utilizada para realizar uma aproxi-mação de tereira ordem da urva assoiada a uma modulação om fator de expansãouniforme. Tal aproximação é expressa em função de sua urvatura da seguinte forma

sm − s0 =

[
∆s − k2

6
(∆s)3,

k

2
(∆s)2 +

k′

6
(∆s)3

]
, (3.38)



3.3 Modulação Não-Linear 77onde ∆s = S ∆m. Como o interesse é medir o quanto a distânia entre os sinais diminuide uma modulação não-linear para uma modulação linear, a equação (3.38) foi usadaom ∆d = |sm − s0| para obter a seguinte relação
∆d

∆s
=

√
1 − k2

12
(∆s)2 +

kk′

6
(∆s)3 +

(k′)2 + k4

36
(∆s)4. (3.39)Portanto, além da veri�ação geométria realizada om o auxílio da Figura 3.8,é provado matematiamente a partir de (3.39) que, se a urvatura for zero, então

∆d = ∆s. Contudo, se a urvatura for diferente de zero, então loalmente ∆d < ∆s,quando ∆s → 0, ondição na qual a aproximação (3.38) é bem de�nida.Uma outra expressão matemátia que desreve ∆d/∆s em função da urvatura podeser obtida usando a lei dos senos na Figura 3.8(), a aproximação sin(θ) ≈ θ − θ3/6 ea de�nição (3.36) para obter que
∆d

∆s
≈ sin(∆α/2)

∆α/2
≈ 1 − (∆α)2

12
= 1 − k2

12
(∆s)2. (3.40)Assim, de (3.39) e (3.40), é possível novamente onluir que a urvatura in�ueniano desempenho dos sistemas de omuniações, pois se k 6= 0, então ∆d < ∆s, o quepropiia a oorrênia de erro de ponto iniial. Contudo, a perda de desempenho deor-rente da existênia de erros de ponto iniial, geralmente, é ompensada pela diminuiçãoda energia média ou pelo aumento do fator de expansão propiiado pelo uso de umamodulação não-linear. Entretanto, se o valor de k for su�ientemente grande, a pontoda distânia entre quaisquer dois sinais s0 e s1, om m0 ≫ m1, diminuir ou até hegara zero em um ponto de interseção, então o erro de ponto iniial pode aumentar de ma-neira signi�ativa, aumentando o erro quadrátio médio e prejudiando o desempenhodo sistema de omuniações. Por este motivo, a seguir será determinado um limitantesuperior para o valor da urvatura em função do ruído do anal de transmissão, demaneira que o erro de ponto iniial seja aeitável.Para obter tal limitante, onsidere que as estimativas m̂ são obtidas usando umareepção de máxima verossimilhança sob a ação de um ruído AWGN, isto é, m̂ sãosoluções do problema de minimizar |r − sm|. Além disso, é interesse desse apítuloanalisar a relação entre urvatura e erro de ponto iniial. Para isso, é neessário de�niro oneito de �estabilidade� de m̂ assoiada ao seguinte problema: para quais valoresreebidos r a estimativa m̂ ontinua sendo a melhor solução para esse problema deotimização? Em outras palavras, quais são os valores de r que podem ser estimadospor um mesmo valor m̂ de maneira que o reeptor não ometa erro de ponto iniial?Neste aso, tal estabilidade pode ser alulada pela determinação da ondição su�ientepara que m̂ ontinue sendo um ponto de mínimo loal de |sm̂ − r|, ou, no melhor dosasos, que seja o mais próximo de r.



78 Análise da Curvatura de Modulações Não-LinearesGeometriamente, o oneito de estabilidade assoiado à determinação da estima-tiva m̂ pode ser interpretado om o auxílio da Figura 3.9. Neste aso, os possíveisvalores de r que são estimados por um mesmo valor de m̂ são representados pelaslinhas traejadas assoiadas aos valores de m̂. Tal fato deorre do problema de otimi-zação onsiderado, uja solução deve satisfazer (sm̂ − r) · s′m̂ = 0, impliando que taisretas podem ser parametrizadas por
r = sm̂ + h~n, (3.41)onde ~n é o vetor normal à urva sm no ponto m̂ e h é a variável de parametrização dareta.Com isso, note que, quando a modulação é linear, essas retas não se intersetam,vide Figura 3.9(a), impliando que existe apenas um valor de m̂ para todo valor rreebido em sua orrespondente linha traejada. Contudo, aso a modulação seja não-linear, as linhas traejadas se ruzam e esses pontos de interseção gerados araterizammais que um valor para m̂ que podem ser demodulados para o mesmo valor de r, fatoque é indesejável, veja Figura 3.9(b) na proximidade de m = −0.5. Portanto, quandoa modulação é não-linear, tal fato pode propiiar erros de ponto iniial dependendo dovalor da energia média de ruído.

m = −0.5 m = 0 m = 0.5

m = 1m = −1 (a) Em uma modulação linear.
m = −1

m = 1

m = 0.5

m = −0.5

de ponto iniialRegião de erro(b) Em uma modulação não-linear.Figura 3.9: Exemplos de apliações do oneito de estabilidade em modulações.Dessa forma, a estabilidade da modulação pode ser medida em função do parâmetro
h de ada uma das linhas traejadas, equação (3.41), assoiadas a um determinado valorde m̂, omo ilustra a Figura 3.9. Note que, no aso da modulação ser linear, h variade −∞ a ∞. Contudo, quando a modulação é não-linear, tal parâmetro pertene aum intervalo mais restrito, que depende da urvatura da modulação, omo mostrado aseguir.Para tanto, onsiderando um reeptor de máxima verossimilhança, pode-se obterque m̂ é um ponto de mínimo loal de |r− sm| se satisfaz

|s′m̂|2 + (sm̂ − r) · s′′m̂ > 0, quando (sm̂ − r) · s′m̂ = 0. (3.42)



3.3 Modulação Não-Linear 79No aso partiular em que a modulação possua fator de expansão uniforme, então
s′m · s′′m = 0 e a omponente (sm̂ − r) é paralela a s′′m̂, pois, segundo (3.42), essaomponente é ortogonal a s′m, veja representação na Figura 3.10(a). Assim, om oauxílio de (3.41), a ondição desrita em (3.42) pode ser reesrita omo
|s′m̂|2 + h~n · s′′m̂ > 0 ⇒ 1 + h

~n · s′′m̂
|s′m̂|2

> 0 ⇒ 1 − h k > 0 ⇒ h <
1

k
, (3.43)onde ~n o vetor normal dado por [s′2,−s′1], k é a urvatura de sm dada por (3.37b) e

h pode ser obtida de (3.41) e da aproximação (3.5) omo sendo aproximadamente aprojeção do ruído n na direção de s′′m, isto é,
h ≈ n · s′′m

|s′′m|
. (3.44)
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(b) Exemplo de estabilidade na parábola.Figura 3.10: Uma relação geométria entre estabilidade e urvatura (k = 1/R) em umamodulação não-linear, sm.Neste aso, note que, se o ruído é AWGN om densidade de potênia N0, então h éaproximadamente uma variável aleatória Gaussiana om média nula e variânia N0/2.Além disso, o valor 1/k é onheido omo raio de urvatura R, e, portanto, para que
m̂ seja um mínimo loal, h deve ser menor do que o raio de urvatura da urva.Com isso, observe que a ondição apresentada em (3.43) representa um limitantesuperior para o parâmetro h de�nido em (3.41). Contudo, tal limitante garante apenasque m̂ seja um mínimo loal, podendo existir outros mínimos loais que são maispróximos de r e ausar um erro de ponto iniial. Então, para evitar tal erro deve-serestringir o limitante superior para

h ≤ min
m∈(−1,1)

{
1

k

}
. (3.45)Finalmente, pode-se usar (3.44) e (3.45) para projetar geometriamente uma mo-dulação om tolerânia satisfatória ao erro de ponto iniial, aso o raio de urvaturaseja sempre menor ou igual a energia média de ruído por dimensão (N0/2).



80 Análise da Curvatura de Modulações Não-LinearesPara exempli�ar o oneito de estabilidade desrito anteriormente e o uso do li-mitante (3.45), onsidere um esquema de modulação uja urva assoiada seja umaparábola sm = [m, m2], Figura 3.10(b). Neste exemplo, a urvatura alulada om oauxílio de (3.37b) é dada por
k(m) =

2

(1 + 4m2)3/2
. (3.46)Assim, de (3.45) e (3.46), veri�a-se que a ondição de estabilidade é satisfeitaquando h < 1/2. Portanto, aso o ponto s0 = [0, 0] seja enviado e a norma do vetorruído, |n|, seja menor do que R = 1/2, então o reeptor identi�a apenas um mínimoloal de |r− sm| na vizinhança de s0. Contudo, quando h = 1 > 1/2 = R, aso em que

n seja por exemplo [0, 1], então o reeptor omete erro de ponto iniial, pois identi�atrês mínimos loais: s(−
√

2
2

), s(0) e s(
√

2
2

), om distânias √
3

2
, 1 e √

3
2

em relação a r,respetivamente.Uma análise geométria do parâmetro h pode ser realizada através da urva eh(m) =

sm + h~n, pois dependendo do valor de h, prinipalmente se o mesmo variar om m,é possível assoiar tais urvas a um limiar de oorrênia do erro de ponto iniial. AFigura 3.11 apresenta algumas dessas urvas para alguns valores de h quando sm éuma parábola. Neste aso, quando h > 1/2 a urva possui auto-interseção, mostrandoa existênia de uma região delimitando pontos de reepção que possivelmente estãosujeitos a erros de ponto iniial.
|h| = 0.75
|h| = 0.50
|h| = 0.25
Parábola

m

e h
(m

)
=

s m
+

h
~n

1.510.50-0.5-1-1.5

21.510.50-0.5
Figura 3.11: Exemplos de urvas eh(m) = sm + h~n da parábola sm = [m, m2] quando
|h| = 0, 0.25, 0.5 e 0.75.Portanto, o valor da urvatura deve ser levado em onsideração no projeto dasmodulações, pois, aso seu valor seja grande, então a energia de ruído deve ser su�-



3.3 Modulação Não-Linear 81ientemente pequena para garantir que os erros de ponto iniial não in�ueniem nodesenvolvimento do sistema.3.3.5 Uma expressão para pm̂|m0
em função de S e de kNesta subseção, será obtida uma expressão para a função densidade de probabili-dade de m̂ dado que m0 for transmitido, pm̂|m0 , em função do fator de expansão (S) eda urvatura (k) da urva assoiada a uma modulação não-linear. O onheimento de

pm̂|m0 é de grande importânia para a análise de desempenho dos sistemas de omu-niações, pois tal distribuição pode ser usada para auxiliar no álulo teório do erroquadrátio médio de�nido em (1.37). A relevânia da obtenção do valor teório de ǫ2 éveri�ada quando o mesmo é omparado om o valor aproximado de ǫ2 obtido em (3.7)e que não leva em onsideração o erro de ponto iniial (ou a urvatura da modulação),pois, em tal aproximação, foi onsiderado um ruído su�ientemente pequeno em (3.5)e, portanto, na vizinhança do sinal transmitido s0. Além disso, pode-se usar pm̂|m0 paraaraterizar a ação de um ruído aditivo em espaços mais gerais do que o Eulidiano(k = 0), mais preisamente o espaço dos sinais uja métria é induzida pela urvaassoiada a uma modulação não-linear. Tal fato está assoiado a dependênia de pm̂|m0às urvaturas (k) e às métrias (S) das urvas assoiadas às modulações onsideradasneste apítulo.Daremos uma atenção espeial à determinação de pm̂|m0
para modulações não-lineares, pois, no aso de uma modulação linear, tal distribuição pode ser obtida fail-mente, pois, quando um sistema de omuniações usa uma modulação linear om fatorde expansão A e está sujeito a ação de um ruído AWGN om densidade espetral depotênia N0/2, então pode-se veri�ar de (3.2) que pm̂ possui distribuição Gaussianaom média m0 e variânia N0/(2A2). Isto porque, na saída do reeptor, m̂ assume ovalor m0 + n1/A, onde n1 é a projeção do ruído na direção de ϕ1.Contudo, quando se onsidera uma modulação não-linear, geralmente, a relaçãoentre m̂ e m0 deixa de ser linear e muitas vezes difíil de ser expressa analitiamente,omprometendo assim a obtenção de pm̂|m0

. Para amenizar tal problema foi utilizadoum artifíio matemátio (uma mudança de variáveis aleatórias onveniente) que possi-bilitou expressar pm̂ em função do ruído do anal de transmissão, do fator de expansãoe da urvatura da urva assoiada a modulação.Com o intuito de araterizar a mudança de variáveis itada anteriormente, on-sidere iniialmente que o ruído seja aditivo, isto é, o sinal reebido é igual ao sinalenviado mais o ruído do anal, r = s0 +n. Além disso, aso o reeptor seja de máximaverossimilhança, então a estimativa m̂ satisfaz (r − sm̂) · s′m̂ = 0 e o vetor (r − sm̂) énormal à urva, podendo ser esrito da forma r = sm̂ + h~n, omo india (3.41). Por-tanto, fazendo uso desses resultados, é possível expressar a mudança de variáveis da



82 Análise da Curvatura de Modulações Não-Linearesseguinte maneira,
n = sm̂ − s0 + h~n, ⇒

[
n1

n2

]
=

[
s1

s2

]
−
[

s1(0)
s2(0)

]
+

h

S

[
s′2
−s′1

]
, (3.47)onde ~n é o vetor normal da urva sm em m = m̂, h é a variável aleatória ontínuaitada anteriormente e S é o fator de expansão.Em outras palavras, a equação (3.47) expressa variáveis aleatórias do ruído (n1 e

n2) em função das variáveis aleatórias m̂ e h. Como a densidade de probabilidadedo ruído é geralmente onheida (pn), então pode-se usá-la para obter a densidadede probabilidade onjunta de m̂ e h por pm̂,h = pn |J |, onde |J | é o Jaobiano dessamudança de variáreis. Neste aso, podemos obter que o Jaobiano é dado por
|J | = det





d n1

dh

d n1

dm̂

d n2

dh

d n2

dm̂




= det





s′2
S

s′1 + h

[
s′′2
S

− s′2
S3

(s′1 + s′2)

]

−s′1
S

s′2 − h

[
s′′1
S

− s′1
S3

(s′1 + s′2)

]




= S (1 + h k),(3.48)onde k é a urvatura da urva sm, de�nida em (3.37b).Assim, para o aso partiular em que o ruído do anal de transmissão é AWGN,pode-se usar a mudança de variáveis (3.47) e seu orrespondente Jaobiano (3.48) paradeterminar que a função densidade de probabilidade onjunta de m̂ e h é dada por

pm̂,h =
1

πN0

exp

(
−|n|2

N0

)
|J | =

1

πN0

exp

(
−|sm̂ − s0 + h~n|2

N0

)
S (1 + h k). (3.49)Para obter a distribuição de pm̂|m0, deve-se integrar pm̂,h em função de h, para hvariando de h1 a h2,

pm̂|m0
=

S

2

[
1 − k(sm̂ − s0) · ~n√

πN0

exp

(
−|(sm̂ − s0) · s′m̂|2

S2N0

)
(erf2 − erf1) +

k

π
(e1 − e2)

]
,(3.50)onde ei = exp

(
−|sm̂ − s0 + hi~n|2

N0

) e erfi = erf(hi + (sm̂ − s0) · ~n√N0

)
,om erf(x) =

2√
π

x∫

0

e−t2 dt.Portanto, omo proposto, o valor teório de pm̂|m0 foi expresso em função do fatorde expansão (S) e da urvatura (k) da modulação. Além disso, deve-se ressaltar que oresultado obtido em (3.50) é válido mesmo que o fator de expansão S não seja uniforme.



3.3 Modulação Não-Linear 83A �m de determinar os limites h1 e h2 deste resultado, onsidere que h delimitao onjunto de valores de r que são mais próximos de sm̂ do que de qualquer outrovalor de sm. Tal onjunto de pontos será hamado de região de deisão, Rm, paraada valor de m̂, e será melhor entendido om o auxílio dos exemplos apresentados aseguir. Contudo, o valor de h, geralmente, não deve variar de −∞ a ∞, senão algunssinais que não deveriam ser deididos por m̂ são omputados no álulo dessa integral,prinipalmente, aqueles pontos que araterizam erros de ponto iniial no proesso dereepção.Com o intuito de exempli�ar a validade da densidade de probabilidade expressaem (3.50), onsidere uma modulação linear sm = Amϕ1, na qual os limitantes de h sãodados por h1 = −∞ e h2 = ∞ omo ilustra a Figura 3.9(a), para obter
pm̂|m0 =

S√
πN0

exp

(
−|(sm̂ − s0) · s′m̂|2

S2N0

)
(1 − k(sm̂ − s0) · ~n) , (3.51)mas omo k = 0 e S = A na modulação linear, então este resultado pode ser reesritoomo

pm̂|m0 =
A√
πN0

exp

(
−A2(m̂ − m0)

2

N0

)
,que omo esperado é a densidade de probabilidade Gaussiana om média m0 e variânia

σ2 = N0/(2A2), pois ǫ2 = (m̂ − m0)2 = σ2 = N0/(2A2). Neste aso, note que esseresultado obtido está de aordo om (3.3).A seguir, apresentamos um outro exemplo de apliação da expressão (3.50), sóque agora onsiderando uma modulação não-linear uja urva assoiada é a parábola,
sm = [m, m2], abordada anteriormente. Neste aso, iniialmente, deve-se determinar osvalores de h1 e h2 estudando as regiões de deisão representadas pelas retas traejadasda Figura 3.12 que são assoiadas aos valores de r e são estimados pelo mesmo valorde m̂.

0.5

0.5

sm

R0.25R0

R0.75

ϕ1

R−0.25

R−0.75

R−0.5 R0.5

0

ϕ2

1

−1 −0.5 1

s0Figura 3.12: Exemplos de regiões de deisão, Rm, para a parábola quando m0 = 0.Assim, om o auxílio da Figura 3.12, note que, devido à simetria da modulação em



84 Análise da Curvatura de Modulações Não-Linearesrelação ao eixo −→oy, pode-se dividir a reepção em duas regiões, isto é, os sinais reebidosom x > 0 (x < 0) sempre são estimados para valores de m̂ > 0 (m̂ < 0). Com baseneste fato, é possível usar (3.41) e determinar que
h1 = −

√
1 + 4m2

2
e h2 = ∞. (3.52)A Figura 3.13 apresenta os grá�os da distribuição de probabilidade pm̂ obtidosteoriamente por (3.50) quando (3.52) é satisfeita e via simulação omputaional parao exemplo em questão, onsiderando que foram transmitidos m0 = 0 e m0 = 1 e osistema está sujeito a ação de um ruído AWGN om N0 = 2. Observe que os resultadosobtidos usando simulação não apresentam grande disrepânia quando omparados aosresultados teórios, indiando assim a apliabilidade do uso de (3.50) omo ferramentaprátia no álulo teório de ǫ2 e também a validade do uso da simulação para mediresse parâmetro de desempenho.
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0.60.50.40.30.20.10(a) m0 = 0, m̂ = 0 e ǫ2(m0) = 0.45235.
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0.90.80.70.60.50.40.30.20.10(b) m0 = 1, m̂ = 0.72253 e ǫ2(m0) = 0.70047.Figura 3.13: Resultados teórios e de simulação para pm̂|m0 onsiderando um esquemade modulação assoiado a parábola, sob a ação de um ruído AWGN om N0 = 2.Como neste apítulo também foram realizadas análises de desempenho de sistemasde omuniações usando modulações não-lineares om fator de expansão uniforme,então onsidere que a parábola tratada anteriormente seja parametrizada pelo ompri-mento de aro, usando o seguinte parâmetro de reparametrização
υ =

m

2

√
1 + 4m4 +

1

4
sinh−1(2m).Nestas ondições, as distribuições de pυ̂ para os mesmos sinais de transmissão emesmas ondições de ruído onsiderados no sistema anterior são apresentadas na Fi-gura 3.14.Observe que, neste aso, também foi veri�ado a validade do uso de (3.50) para de-terminar a densidade de probabilidade de pm̂|m0
e onseqüentemente do desempenho dosistema de omuniações, pois foi possível alular ǫ2 em ambos os asos onsiderados.
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0.40.350.30.250.20.150.10.050(b) υ0 = 1.48, υ̂ = −0.29193 e ǫ2(υ0) = 2.0393.Figura 3.14: Resultados teórios e de simulação para pυ̂|υ0 onsiderando um esquema demodulação assoiado a parábola p.p..a, sob a ação de um ruído AWGN om N0 = 2.3.4 Exemplos de Modulações Não-LinearesNas seções anteriores, foi realizado um estudo sobre a in�uênia de alguns parâ-metros geométrios no desempenho de modulações não-lineares. Nesta oasião, foiapresentado, assim omo em [18℄, que o fator de expansão sob determinadas ondi-ções pode diminuir o erro quadrátio médio na transmissão. Além disso, foi mostradoque a urvatura é um outro parâmetro relevante no desempenho das modulações on-sideradas, prinipalmente quando o objetivo é diminuir o erro de ponto iniial ou,equivalentemente, o erro quadrátio médio.Nesta seção, onsideramos a interpretação geométria (1.36), que assoia modula-ções a urvas do espaço Eulidiano, para analisar o desempenho de alguns sistemas deomuniações usando modulações não-lineares. Neste aso, será analisada a modulaçãoangular (PM e FM), uma modulação assoiada à urva espiral de Arquimedes, veja[19℄ e [28℄, e uma nova ténia de modulação que foi proposta levando em onside-ração o omprimento, a urvatura e a minimização da energia média de transmissão,sempre om o intuito de obter um sistema de omuniações melhor do que os itadosanteriormente.3.4.1 Modulação angularUma maneira bastante onheida de modular uma portadora senoidal é usando umamodulação angular. Nesta modulação, a amplitude da portadora é mantida onstantee seu ângulo é variado de aordo om o sinal em banda base, m(t). Este método de mo-dulação não-linear possui a importante araterístia de forneer uma maior imunidadeao ruído quando omparada om a modulação em amplitude. Entretanto, o ganho dedesempenho é obtido às ustas do aumento da largura de banda de transmissão.Neste aso, onsidere θ(t) o ângulo de uma portadora senoidal modulada, então o



86 Análise da Curvatura de Modulações Não-Linearessinal modulado pode ser expresso omo
s(t) = A cos[θ(t)] , (3.53)onde A é a amplitude da portadora. Além disso, a freqüênia instantânea, fi(t), dessesinal pode ser de�nida omo sendo 1
2π

d θ(t)
dt

, aso θ(t) varie ontinuamente om o tempo.Existe uma in�nidade de maneiras distintas pelas quais o ângulo θ(t) pode servariado em função do sinal m(t). Entretanto, na prátia, são usados apenas doismétodos: modulação em fase (PM) e modulação em freqüênia (FM).Na modulação em fase, o ângulo θ(t) varia linearmente om o sinal m(t), isto é
θ(t) = 2πfct + kpm(t),onde fc é a freqüênia da portadora e kp é desvio de fase do modulador. Portanto, osinal modulado em fase sm(t) é desrito por

sm(t) = A cos [2πfct + kpm(t)] . (3.54)Na modulação em freqüênia, é a freqüênia instantânea fi(t) que varia linearmenteom o sinal m(t), isto é
fi(t) = fc + kfm(t) ⇒ θ(t) = 2πfct + 2πkf

∫ t

0

m(t) dt,onde fc é novamente a freqüênia da portadora e kf é o desvio de freqüênia do modu-lador. Portanto, o sinal modulado em freqüênia sm(t) é desrito por
sm(t) = A cos

[
2πfct + 2πkf

∫ t

0

m(t) dt,

]
. (3.55)No intuito de analisar o desempenho da modulação angular onsideraremos a inter-pretação geométria desrita em (1.36) para o aso partiular da modulação em fase,pois pode-se generalizar os resultados obtidos para a modulação em freqüênia onsi-derando na modulação PM que m(t) seja dado por c

∫
g(t)dt, onde c é uma onstantee g(t) é o sinal modulante FM.Com isso, usando uma expansão trigonométria simples, o sinal (3.54) pode serrepresentado na forma desrita por (1.34) om portadoras ϕ1(t) = cos(2πfct) e ϕ2(t) =

sin(2πfct) da seguinte maneira
sm(t) = A cos [kpm(t)] ϕ1(t) − A sin [kpm(t)] ϕ2(t), (3.56)ou, equivalentemente, na forma vetorial (1.36), omo mostrado a seguir

sm = A cos(kpm)ϕ1 − A sin(kpm)ϕ2 = A [cos(kpm),− sin(kpm)] . (3.57)
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10.50-0.5-1 () kp = 3.Figura 3.15: Representação geométria da modulação em fase (PM), para kp = 1, 2, 3e A = 1.Assim, de (3.57) veri�a-se que tal equação representa a parametrização de um ír-ulo de raio A, veja Figura 3.15. Tal interpretação era esperada, pois, omo menionadoanteriormente, a amplitude da onda modulada é onstante e igual a A.Na prátia, uma onseqüênia não desejável de permitir que o ângulo θ(t) da por-tadora se torne dependente do sinal de mensagem m(t) é que os �ruzamentos de zero�de um sinal PM ou FM podem oasionar uma desontinuidade na fase estimada peloreeptor; ruzamentos de zero referem-se aos instantes de tempo em que a urva asso-iada a modulação ruza o eixo ox mudando de um valor negativo para um positivo ouvie-versa. Tal fato, ertamente, está assoiado às auto-interseções da urva sm quando
|kp| > π e ao aumento do erro de ponto iniial, veja Figura 3.16. Neste aso, m0 = 0.9é enviado, Figura 3.16(a), ontudo, o reeptor possui uma probabilidade signi�ativade estimar um valor para m̂ próximo de −1, veja a função densidade de probabilidadeondiional de m̂ dado que m0 = 0.9, Figura3.16(b), alulada por (3.50).
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m̂ dado que m0 = 0.9.Figura 3.16: Análise de erro de ponto iniial para uma modulação PM quando kp = π,

N0/A
2 = 1 e m0 = 0.9.Para minimizar as onseqüênias dos ruzamentos de zero no proesso de demo-



88 Análise da Curvatura de Modulações Não-Linearesdulação, geralmente, onsidera-se que o sinal θ(t) (ou m(t)) seja ontínuo no tempo.Assim, pode-se projetar detetores de fase ou freqüênia que utilizam essa informaçãode maneira oerente, isto é, que saibam difereniar por exemplo θ(t) = π de θ(t) = −π,dado que ambos os sinas são representados pelo mesmo ponto sobre a urva assoiadaà modulação, [−A, 0].Uma análise espetral para a modulação angular pode ser enontrada, por exemplo,em [18℄ e em [37℄ para o aso partiular de uma modulação de uma únia freqüênia,ujo sinal modulante senoidal é de�nido por
m(t) = Am cos(2πfmt), (3.58)onde Am é a amplitude do sinal modulante, que no nosso aso vale 1, pois foi onside-rado que m ∈ (−1, 1).Neste aso, a análise espetral da modulação angular foi realizada em função darazão do desvio de freqüênia pela freqüênia modulante, que é omumente hamadade índie de modulação β e está assoiada à dimensão efetiva da modulação. Namodulação FM, β = kf/fm representa o desvio de fase do sinal sm(t) = A cos[2πfct +

β sin(2πfmt)], isto é, a variação máxima do ângulo θ(t) em relação ao ângulo 2πfct daportadora não-modulada; portanto, β é medido em radianos. Na modulação PM, ovalor do índie de modulação é igual a kp.Dessa forma, a análise espetral desrita em [18℄ e [37℄ foi realizada primeiramentepara um sinal modulado de banda estreita (β é pequeno em relação a um radiano),o qual se assemelha a um sinal AM (Bt = 2fm), e, posteriormente, para um sinalmodulado de banda larga (β é grande em relação a um radiano). Neste último aso, osinal FM foi aproximado pela série exponenial de Fourier, ujos oe�ientes dependemda função de Bessel e do índie de modulação β.Seria possível prosseguir no estudo e realizar uma análise espetral do sinal FMou PM para o aso mais geral de um sinal modulado por um sinal de várias freqüên-ias. Entretanto, deidiu-se por não fazê-lo, pois seria um aumento de omplexidadedesneessário, dado que a estimativa da largura de banda de transmissão (Bt) de umsinal FM de uma únia freqüênia é obtida empiriamente por meio da regra de Carson
Bt ≈ 2fm(1+β), veja [37℄, e é su�iente para determinar na prátia a largura de bandados sinais.A Figura 3.17 apresenta alguns grá�os da análise espetral do sinal PM, sm =

A cos[2πfct+β cos(2πfmt)]. Essa análise foi obtida om o auxílio da transformada dis-reta de Fourier (DFT), implementada omputaionalmente e simulada onsiderando
fc = 100fm, para alguns valores de β. Além disso, deve-se ressaltar que, na análise dosresultados da simulação, foram onsiderados apenas os impulsos om amplitudes nor-malizadas maiores ou iguais a 1%. Como era de se esperar, quanto maior for o valor do
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10.80.60.40.20 (d) β = 5π e Bt = 40fm.Figura 3.17: Espetros de amplitudes disretas de um sinal PM, normalizados emrelação à amplitude da portadora, para o aso do sinal modulante senoidal de freqüênia�xa fm. São mostrados somente os espetros orrespondentes às freqüênias positivas.índie de modulação maior é a largura de banda, pois omo menionado anteriormente,
β está assoiada a dimensão efetiva da modulação.A análise espetral apresentada na Figura 3.17 foi omparada om resultados teó-rios desritos em [37℄ e demonstrou estar bastante próxima do esperado (disrepâniamenor que 0.1%). Dessa forma, omo a análise espetral em modulações não-lineares,geralmente, é um proesso trabalhoso e om muitas aproximações, então a DFT foiimplementada omputaionalmente para analisar os espetros das modulações não-lineares propostas neste apítulo, dado que os resultados obtidos por simulação de-monstraram ser satisfatórios aos nossos propósitos de obter a largura de banda detransmissão do sinal modulado.A seguir, proseguiremos om a análise geométria do desempenho desse esquemade modulação angular assoiada à urva parametrizada em (3.57). Para tanto, foialulado o fator de expansão (3.8) e a urvatura (3.37b) dessa urva que, omo vistoanteriormente, são parâmetros que in�ueniam no álulo do erro quadrátio médio
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S = Akp = Aβ , ǫ2 =

N0

2A2k2
p

=
N0

2A2β2
e k =

1

A
. (3.59)Portanto, a partir de (3.59), podemos veri�ar que, quanto maior for o valor de

Aβ, melhor será o desempenho do sistema. Em outras palavras, o sistema pode sermelhorado om o aumento da energia de transmissão, Es = A2, ou om o aumentoda largura de banda do sinal, isto é, om o aumento de β, que é a dimensão efetivado sinal modulado. Este fato arateriza bem o artifíio de troar energia média detransmissão por banda de transmissão que é realizado na prátia.O desempenho do sistema de omuniações usando uma modulação em fase (PM)foi alulado om o auxílio de (1.41), (3.57) e (3.59), omo segue:CSNR =
Em

N =
A2

N0
, SNR =

m2

ǫ2
=

2A2k2
pm

2
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706050403020100Figura 3.18: Curvas de desempenho da modulação em fase (PM), para kp = 1, 1.5, 2,2.5 e 3.As urvas de CSNR versus SNR do sistema onsiderado são apresentadas na Fi-gura 3.18. Tais urvas foram obtidas usando simulação omputaional, semelhante arealizada na obtenção da uva apresentada na Figura 3.5 para kp = 1, 1.5, 2, 2.5 e 3quando m é uma variável aleatória ontínua om densidade de probabilidade uniforme.Como esperado, foi omprovado que, quanto maior o valor de kp, melhor o desempe-nho, Porém, quando o sistema possui kp = 3 e CSNR menor do que 20 dB pode-seobservar que seu desempenho é inferior ao do sistema om kp < 3. Tal fato está erta-mente assoiado ao erro de ponto iniial que oorre na vizinhança do ponto [−1, 0] da



3.4 Exemplos de Modulações Não-Lineares 91Figura 3.15(), na qual valores enviados de m próximos de −1 são demodulados paravalores próximos de 1 e vie-versa.3.4.2 Modulação espiral de ArquimedesA modulação assoiada à urva espiral de Arquimedes uniforme foi iniialmenteanalisada em [19℄ e posteriormente em [28℄. Tal modulação apresentou um desempenhosatisfatório e é um dos primeiros exemplos, não típios, da apliação da interpretaçãogeométria (1.36). Por esse motivo, tal modulação será apresentada neste momento.Além disso, uma análise espetral dessa modulação será apresentada, bem omo seudesempenho será analisado em função dos parâmetros CSNR e SNR, e serão feitasomparações om os sistemas de omuniações onsiderados neste apítulo.O sinal modulado proveniente desse esquema de modulação será de�nido de duasformas diferentes, a saber
sm(t) = A m(t) cos [2πfct + kp|m(t)|] , (AM-PM) (3.60a)

= A m(t) cos

[
2πfct + 2πkf

∣∣∣∣
∫ t

0

m(t) dt

∣∣∣∣

]
, (AM-FM) (3.60b)onde kp e kf são onstantes que medem o desvio da modulação em relação à fase e àfreqüênia, respetivamente.Comparando o sinal modulado (3.60) om os sinais derivados das modulações li-near (3.1) e angular (3.53), podemos veri�ar que a modulação espiral de Arquimedespossui simultaneamente araterístias desses dois esquemas de modulação. Mais pre-isamente, (3.60a) possui simultaneamente araterístias das modulações AM e PM,enquanto (3.60b) possui simultaneamente araterístias das modulações AM e FM. AFigura 3.19 apresenta um exemplo de geração de um sinal modulado do tipo (3.60a).

Moduladomodulante
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m(t)

A cos(2πfct)

sm(t) = Am(t) cos[2πfct + kp|m(t)|]
×kp

Figura 3.19: Esquema para gerar um sinal modulado assoiado à urva espiral deArquimedes utilizando um modulador de fase e um multipliador de sinais.Com o intuito de interpretar geometriamente esse esquema de modulação, (3.60a)foi reesrita em sua forma vetorial onsiderando ϕ1(t) = cos(2πfct) e ϕ2(t) = sin(2πfct)omo sua base de sinais ortogonais. Com isso, foi veri�ado que essa modulação estáassoiada a uma urva do R2 om a seguinte parametrização
sm = A m [cos(kp |m|),− sin(kp|m|)] . (3.61)



92 Análise da Curvatura de Modulações Não-LinearesA urva parametrizada por (3.61) é onheida omo espiral de Arquimedes uniformee sua representação grá�a é mostrada na Figura 3.20 para alguns valores de kp.
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10.50-0.5-1 () kp = 5π.Figura 3.20: Representação geométria da modulação espiral de Arquimedes (AM-PM),para kp = π, 2π, 3π e A = 1.Observe que, geometriamente, o valor de kp india a quantidade de voltas daespiral e, onseqüentemente, quanto maior for o valor de kp maior será o omprimentoda urva. Portanto, de (3.10), o erro quadrátio médio de um sistema de omuniaçõesusando essa modulação pode ser diminuído om o aumento de kp, pois ǫ2 é inversamenteproporional ao quadrado do fator de expansão da urva. Contudo, aso o valor de
A seja mantido onstante e o valor de kp seja aumentado, então a distânia entre asespirais ertamente irá diminuir (d = πA/kp), aumentando assim o erro de ponto iniialpela �aproximação� dos sinais. Tal fato pode ser veri�ado om o auxílio da Figura 3.21,que representa o envio de m0 = 0.5 em um anal ruidoso, ujo raio de ação do ruídoé araterizado pelo írulo traejado da Figura 3.21(a). Neste aso, o sinal enviadopossui grande probabilidade de ser estimado para m̂ = −0.2 e m̂ = −0.83, omo sugere
p(m̂|m0 = 0.5) na Figura 3.21(b).
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N0/A

2 = 1/8 e m0 = 0.5.A seguir, a análise espetral do sinal modulado (3.60b) será obtida de uma maneira



3.4 Exemplos de Modulações Não-Lineares 93bastante semelhante à que foi realizada anteriormente para a modulação angular, utili-zando a transformada disreta de Fourier. Neste aso, onsidera-se novamente um sinalmodulante de uma únia freqüênia omo o apresentado em (3.58) e os índies de mo-dulação β = kp e β = kf/fm para as modulações AM-PM e AM-FM, respetivamente.Tais onsiderações são neessárias para failitar a omparação dessa modulação om amodulação angular. Nestas ondições, o sinal modulado AM-PM é dado por
s(t) = A cos(2πfmt) cos [2πfct + β| cos(2πfmt)|] . (3.62)Com o auxílio da transformada disreta de Fourier, foi realizada uma simulaçãoomputaional para obter o espetro do sinal (3.62) onsiderando que fc = 100fm, vejaFigura 3.22. Assim omo oorreu na modulação angular, o valor de β também aumentaa largura de banda de transmissão do sinal AM-PM. Contudo, podemos observar que,para o mesmo valor de β, a modulação AM-PM neessita de um pouo mais de largurade banda do que o sinal modulado em PM.Impulso
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10.80.60.40.20 (d) β = 5π e Bt = 42fm.Figura 3.22: Espetros de amplitudes disretas de um sinal AM-PM assoiado à urvaespiral de Arquimedes, normalizados em relação à amplitude A, para o aso do si-nal modulante senoidal de freqüênia �xa fm. São mostrados somente os espetrosorrespondentes às freqüênias positivas.Pode-se veri�ar que a análise espetral apresentada na Figura 3.22 permite estimar



94 Análise da Curvatura de Modulações Não-Linearesa largura de banda de transmissão da modulação AM-FM, que é um parâmetro prátiorelevante na implementação dessa ténia de modulação.Para a modulação AM-PM, o fator de expansão, o erro quadrátio médio e a ur-vatura são dados respetivamente por
S = A

√
1 + k2

pm
2, ǫ2 =

N0

2A2(1 + k2
pm

2)
e k = − kp(2 + k2

pm
2)

A(1 + k2
pm

2)3/2
. (3.63)Analisando a urvatura dessa modulação pode-se veri�ar que, próximo à origemdo sistema de oordenadas (quando m = 0) o sistema está mais sujeito à ação danosado ruído, mais preisamente à oorrênia de erro de ponto iniial. Este fato, omoexpliado anteriormente, está assoiado ao valor do módulo da urvatura neste ponto,que, no aso vale, 2kp/A e oinide om seu valor máximo. Além disso, quando kp → ∞o módulo da urvatura dessa modulação tende a 1/A, se aproximando do valor daurvatura da modulação PM, e quando kp → 0, então k → 0, se aproximando do valorda urvatura da modulação AM.Substituindo os parâmetros S e ǫ2 de (3.63) em (1.41), obtemos que o desempenhode um sistema de omuniações usando a modulação AM-PM é dado porCSNR =

A2m2

N0
, SNR =

2A2m2(1 + k2
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2)

N0
e SNR = CSNR(1 + k2
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706050403020100Figura 3.23: Curvas de desempenho da modulação espiral de Arquimedes (AM-PM)para kp = π, 2π, . . . , 10π.O desempenho desse esquema de modulação foi alulado também por simulaçãoomputaional. Neste aso, novamente foi onsiderado que m possui densidade de



3.4 Exemplos de Modulações Não-Lineares 95probabilidade uniforme e que o fator expansão seja uniforme. As urvas simuladas deCSNR versus SNR são mostradas na Figura 3.23 e essas urvas obtidas se assemelhamaos resultados apresentados em [28℄.Observe que para todas as urvas apresentadas na Figura 3.23 existe um pontoótimo de desempenho, no qual o aumento do valor de CSNR não aumenta o ganho emdB do sistema, pois, aima desse ponto, a urva se aproxima da reta desrita em (3.64).Além disso, para valores de CSNR abaixo desse ponto ótimo, o desempenho ai rapi-damente, pois, neste aso, o erro de ponto iniial se torna ada vez mais signi�ativo,prejudiando o sistema. Tal fato india que, dependendo do valor da energia médiade ruído, existe um valor ideal para kp que pode maximizar o desempenho do sistemaom a diminuição dos efeitos prejudiiais do erro de ponto iniial, mas aproveitando aomáximo o aumento do omprimento da urva para diminuir o ǫ2.Tal fato pode ser melhor entendido om a análise da Tabela 3.1. Neste aso, noteque o ponto ótimo de desempenho do sistema AM-PM pode ser obtido quando o valorde √N0/2A2 for aproximadamente duas vezes menor do que A/S e d/A, que sãoparâmetros que in�ueniam no ǫ2 = N0/2S2 e no erro de ponto iniial, respetivamente.
kp (rad) CSNR (dB) √

N0/2A2 A/S d/A = π/2kp

π 12 0.3076 0.5142 0.5000
2π 19 0.1374 0.2956 0.2500
3π 22 0.0973 0.2043 0.1667
4π 25 0.0689 0.1555 0.1250
5π 27 0.0547 0.1253 0.1000
6π 28 0.0488 0.1049 0.0833
7π 29 0.0435 0.0901 0.0714
8π 31 0.0345 0.0790 0.0625
9π 32 0.0308 0.0703 0.0556
10π 33 0.0274 0.0634 0.0500Tabela 3.1: Análise dos pontos ótimos de desempenho da modulação AM-PM emrelação a kp.3.4.3 Modulação senoidalA modulação apresentada a seguir foi projetada om o auxílio da interpretação geo-métria (1.36) om o intuito de obter um novo esquema de modulação, ujo desempenhoseja melhor do que os apresentados nas modulações onsideradas anteriormente. Paraobter uma modulação om esse desempenho, foi neessário exigir que a urva assoiadaa essa modulação apresentasse algumas araterístias geométrias importantes, taisomo: um omprimento elevado para diminuir o erro quadrátio médio, não possuirauto-interseção e ter uma urvatura pequena para minimizar as oorrênias de erros de



96 Análise da Curvatura de Modulações Não-Linearesponto iniial e também uma energia média de transmissão reduzida para que o aumentono desempenho do sistema possa ser atingido.Contudo, determinar uma urva om tais propriedades a partir da formulação eresolução de um problema de otimização satisfazendo essas ondições, ertamente, nãoé um trabalho fáil. Para failitar a obtenção dessa urva, foi onsiderado que geo-metriamente ela seja similar à urva apresentada na Figura 3.7(a), que, gra�amente,aparenta satisfazer as ondições impostas à urva desejada.Com isso, podemos determinar empiriamente que uma possível parametrizaçãopara essa urva seja dada por
sm = A[m,

√
1 − m2 sinγ(βm)], m ∈ (−1, 1), (3.65)onde β ∈ R e γ ∈ [0, 1] são onstantes desse esquema de modulação que in�ueniamem seu desempenho. A Figura 3.24 apresenta algumas urvas da parametrização (3.65)para alguns valores de β e γ = 1. Neste aso, observe que essas urvas são senóides dediferentes freqüênias e amplitudes limitada por um írulo de raio A. Por esse motivo,a modulação em questão será denominada modulação senoidal.
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10.50-0.5-1 () β = 5π.Figura 3.24: Representação geométria para a modulação senoidal, quando β = 3π, 4πe 5π, γ = 1 e A = 1.A Figura 3.25 apresenta algumas outras urvas aluladas usando a parametrização(3.65) para γ = 1/7. Comparando a Figura 3.25 om a Figura 3.24, pode-se observarque as urvas om γ = 1/7 apresentam menor urvatura e maior omprimento doque as urvas om γ = 1. Este fato será provado matematiamente mais adiante erelaionado ao desempenho dessa modulação.Além disso, no deorrer da análise de desempenho da modulação senoidal, as ons-tantes β e γ serão assoiadas aos seguintes parâmetros de um sistema de omuniações:largura de banda de transmissão, erro quadrátio médio e erro de ponto iniial. Con-tudo, primeiramente, é interessante notar de (3.65) que, quando β = 0, essa modulaçãoé semelhante à modulação linear (a urva é uma reta) e, quando γ = 0, essa modulaçãoé semelhante à modulação PM om kp = π/2 (a urva é um írulo).
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m0 = 1/3 em um anal ruidoso, ujo raio de ação do ruído é araterizado pelo írulotraejado da Figura 3.26(a). Neste aso, o sinal enviado possui grande probabilidadede ser estimado para m̂ = 0, m̂ = 1/3 e m̂ = 2/3, omo sugere p(m̂|m0 = 1/3) naFigura 3.26(b).
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98 Análise da Curvatura de Modulações Não-LinearesNeste momento, um fato que deve ser ressaltado é que o erro de ponto iniial namodulação senoidal não aumenta o valor do erro quadrátio médio tanto quanto omesmo erro de ponto iniial na modulação AM-PM. Para veri�ar tal fato, ompare asFiguras 3.21 e 3.26 e seus respetivos valores de ǫ2 para os pontos transmitidos. Nesteaso, note que um erro de ponto iniial na modulação AM-PM, geralmente, impliaem uma estimativa m̂ de sinal ontrário ao do valor enviado m0, fato que normalmentenão oorre na modulação senoidal, pois o segmento da urva referente a m > 0 estátotalmente ontida no semiplano x > 0. Portanto, quando oorre um erro de pontoiniial na modulação senoidal, o valor de (m̂−m0)
2 é menor do que o mesmo valor namodulação AM-PM, fato que ertamente india um melhor desempenho da modulaçãosenoidal em relação a modulação AM-PM.Além disso, para efeito de omparação da largura de banda de transmissão damodulação senoidal om a largura de banda das outras modulações apresentadas, on-sidere novamente o sinal modulante de uma únia freqüênia, (3.58). Neste aso, osinal modulado usando a modulação senoidal é dado por

sm(t) = A [cos(2πfmt) cos(2πfct) + | sin(2πfmt)| sin(β cos(2πfmt)) sin(2πfct)] . (3.66)Com o auxílio da transformada disreta de Fourier foi realizada uma simulaçãoomputaional para obter a análise espetral do sinal (3.66) onsiderando que fc =

100fm, veja Figura 3.27. Note que, assim omo oorreu anteriormente, o valor de βtambém aumenta a largura de banda de transmissão da modulação senoidal. Contudo,podemos observar que para o mesmo valor de β a modulação senoidal neessita de umpouo menos de largura de banda que o sinal modulado em PM.A análise espetral apresentada na Figura 3.27 para a modulação senoidal possibi-lita determinar uma estimativa da largura de banda de transmissão dessa modulação.Entretanto, deve-se hamar a atenção para o fato dessa análise ter sido realizada apenaspara γ = 1, mas foi veri�ado que quando este valor diminui, então o valor da largurade banda de transmissão aumenta. Contudo, quando a análise espetral é realizadaonsiderando um fator de expansão uniforme, então o parâmetro γ não in�uenia tantono álulo de Bt.Para realizar uma análise de desempenho da modulação senoidal, é neessário deter-minar alguns parâmetros geométrios da urva assoiada a essa modulação. O primeirodesses parâmetros é o fator de expansão, pois o erro quadrátio médio é inversamenteproporional ao quadrado de seu valor.
S2 = 1 + sin(βm)2γ

(
− m√

1 − m2
+

γβ
√

1 − m2

tan(βm)

)2

. (3.67)Como a análise de desempenho dessa modulação foi realizada onsiderando um fatorde expansão uniforme, e apresentar analitiamente uma reparametrização para (3.65)
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10.80.60.40.20 (a) β = π e Bt = 10fm.
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10.80.60.40.20 (b) β = 2π e Bt = 18fm.Impulso
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10.80.60.40.20 () β = 3π e Bt = 26fm.
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Potênia
12011511010510095908580

10.80.60.40.20 (d) β = 5π e Bt = 38fm.Figura 3.27: Espetros de amplitudes disretas de um sinal assoiado à modulaçãosenoidal, normalizados em relação à amplitude A, para o aso do sinal modulantesenoidal de freqüênia �xa fm. São mostrados somente os espetros orrespondentesàs freqüênias positivas.não é viável, então alguns valores de S uniformes foram alulados e apresentados naTabela 3.2 om o auxílio de (3.11), para β = π, 2π, . . . , 9π e γ = 1 e 1/7.
S β = π β = 2π β = 3π β = 4π β = 5π β = 6π β = 7π β = 8π β = 9π

γ = 1 2.0894 3.5195 5.0200 6.5472 8.0878 9.6361 11.189 12.746 14.305
γ = 1/7 2.3293 3.8426 5.3544 6.8762 8.4066 9.9436 11.486 13.032 14.581Tabela 3.2: Alguns valores para o fator de expansão uniforme da modulação senoidalpara β = π, 2π, . . . , 9π e γ = 1 e 1/7.Como indiado anteriormente, um outro parâmetro geométrio que in�uenia nodesempenho de modulações é a urvatura. Contudo, devido à omplexidade de suaexpressão analítia para a modulação senoidal, é mais interessante omparar algumasde suas urvas para alguns valores de γ e veri�ar sua in�uênia no desempenho damodulação. A Figura 3.28 mostra dois grá�os da urvatura dessa modulação para

β = 3π e γ = 1 e 1/7. Neste aso, observe que um valor de γ menor do que 1diminui a urvatura da modulação, fato extremamente desejável para diminuir a perdade desempenho ausada pelo erro de ponto iniial.
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γ = 1/7

γ = 1

m

Curvatura(
k

)
10.50-0.5-1

100806040200-20-40-60-80-100Figura 3.28: Curvatura da modulação senoidal para β = 3π e γ = 1 e 1/7.De posse dessas informações, o desempenho da modulação senoidal foi aluladotambém por simulação omputaional. Neste aso, novamente foi onsiderado que mpossui densidade de probabilidade uniforme e que o fator de expansão é uniforme. Asurvas simuladas de CSNR versus SNR são mostradas na Figura 3.29.Dessa forma, omparando as urvas de desempenho das Figuras 3.23 e 3.29, po-demos veri�ar que os pontos ótimos de desempenho da modulação senoidal possuemum valor de SNR menor do que o apresentado na modulação AM-PM. Contudo, ana-lisando as urvas de desempenho da modulação senoidal, note que seus desempenhosabaixo dos pontos ótimos não aem tão rapidamente omo na Figura 3.23. Este fatoertamente está assoiado à diminuição da in�uênia do erro de ponto iniial no valorde ǫ2, devido à geometria da urva assoiada à modulação, omo desrito na expliaçãoda Figura 3.26.Além do desempenho apresentado na Figura 3.29 para a modulação senoidal, outrasurvas de CSNR versus SNR onsiderando γ = 1/7 foram determinadas para essamodulação. Tais urvas são apresentadas na Figura 3.30 para β = π, 2π, . . . , 10π. Nesteaso, note que o desempenho do sistema de omuniações usando essa modulação omtais parâmetros aumentou signi�ativamente, a ponto de alançar o desempenho damodulação AM-PM. Sobretudo, deve-se ressaltar que seu desempenho para valoresabaixo dos pontos ótimos não deai tão rapidamente omo na modulação AM-PM,demonstrando assim a superioridade da senoidal.Neste momento, é importante hamar a atenção para o fato do aumento de desem-penho apresentado na Figura 3.29 não ser deorrente do aumento do fator de expansão,que, omo mostra a Tabela 3.2, não é signi�ativo, mas sim a diminuição do valor desua urvatura, omo india a Figura 3.28. Este fato novamente omprova a importâniade se onsiderar a urvatura omo um parâmetro relevante no projeto de modulações.
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Pontos ótimosSimulação (β/π = 2, 4, 6)Simulação (β/π = 1, 3, 5)OPTA

β = 6π...
β = 2π

β = π

CSNR (dB)
SNR(dB)

4035302520151050

706050403020100Figura 3.29: Curvas de desempenho da modulação senoidal para β = π, 2π, . . . , 6π e
γ = 1.A Figura 3.31 mostra as urvas ótimas de desempenho das modulações AM-PM esenoidal om o objetivo de omparar seus desempenhos. Observe que os desempenhosdessas modulações estão muito próximos, desde que γ = 1/7 na modulação senoidal.

Pontos ótimosβ/π = 2, 4, 6, 8, 10
β/π = 1, 3, 5, 7, 9
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β =10π...
β=2π

β =π

CSNR (dB)
SNR(dB)

4035302520151050

706050403020100Figura 3.30: Curvas de desempenho da modulação senoidal para β = π, 2π, . . . , 10π e
γ = 1/7.
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AM-PMSenoidal (γ = 1)Senoidal (γ = 1/7)OPTA

CSNR (dB)
SNR(dB)

35302520151050

706050403020100Figura 3.31: Comparação entre os desempenhos das modulações AM-PM e senoidal.3.5 Modulação Não-Linear (M : N)Apresentaremos nesta seção um esquema de modulação não-linear que transmiteum vetor de variáveis aleatórias m = [m1, m2, . . . , mM ], mi ∈ (−1, 1) , através doseguinte sinal modulado
sm(t) = s1(m)ϕ1(t) + s2(m)ϕ2(t) + · · · + sN(m)ϕN(t) (3.68a)

= s1(m)ϕ1 + s2(m)ϕ2 + · · · + sN(m)ϕN

= [s1(m), s2(m), . . . , sN(m)] , (3.68b)onde ϕi(t), i = 1, . . . , N , é um onjunto de sinais ortogonais de energia unitária e ϕi,
i = 1, . . . , N , é uma base de vetores ortonormais do espaço Eulidiano N-dimensional.Por este motivo, a modulação não-linear tratada nesta seção será denotada por (M :

N), enquanto os esquemas de modulação determinados por (1.36) poderiam ter sidodenotados por (1 : N).Observe que, geometriamente, a parametrização (3.68b) representa uma imersãodo RM no RN , veja [27℄. Exemplos omuns de imersões são as superfíies (ou hipersu-perfíies) e as urvas (ou hiperurvas) no RN . Como as modulações onsideradas nessaseção estão assoiadas a espaços mais gerais do que o Eulidiano, faz-se neessário ouso de alguns oneitos da geometria Riemanniana. Tais oneitos foram desritos noapítulo de introdução e podem ser obtidos também em [27℄.Por ser mais adequado, neste momento, serão analisados apenas os desempenhosde modulações assoiadas a superfíies regulares no R
3, sendo que o prinipal objetivo



3.5 Modulação Não-Linear (M : N) 103é determinar quais são os parâmetros geométrios que mais in�ueniam em seus de-sempenhos. Exemplos de desempenhos de modulações assoiadas a hipersuperfíies ouhiperurvas serão onsideradas nas próximas subseções, momento este em que o leitoresteja mais familiarizado om os novos oneitos geométrios expostos nesta primeiraanálise.Para tanto, onsidere que o sistema de omuniações esteja sujeito a ação de umruído AWGN de energia média N = N N0/2, sendo σ2 = N0/2 a energia médiade ruído por dimensão. Além disso, onsidere que, quando um reeptor de máximaverossimilhança é usado, então a estimativa m̂ é obtida omo sendo o valor de mque minimiza |r − sm|, isto é, o reeptor estima pelo sinal sm̂ mais próximo de r.Matematiamente, a estimativa m̂ deve satisfazer o seguinte sistema de equações
m̂ = min

m
|r − sm| ⇒






(r − sm̂) · ∂ sm

∂m1

∣∣∣∣
m=m̂

= 0

(r − sm̂) · ∂ sm

∂m2

∣∣∣∣
m=m̂

= 0...
(r− sm̂) · ∂ sm

∂mM

∣∣∣∣
m=m̂

= 0

⇒ (r− sm̂) · Jm̂ = 0,

(3.69)onde Jm̂ é a matriz Jaobiana de sm no ponto m = m̂, dada por
J =





∂ sm

∂m1

∂ sm

∂m2...
∂ sm

∂mM





T

=





∂ s1

∂m1

∂ s1

∂m2

· · · ∂ s1

∂mM

∂ s2

∂m1

∂ s2

∂m2
· · · ∂ s2

∂mM... ... . . . ...
∂ sN

∂m1

∂ sN

∂m2

· · · ∂ sN

∂mM





.

Neste aso, observe que o vetor r − sm̂ é simultaneamente ortogonal aos vetorestangentes ∂ sm
∂mi

, i = 1, . . . , M em m = m̂, o que implia que m̂ é obtido quando r− sm̂é normal a sm. Para uma melhor interpretação desse resultado veja a Figura 3.32(a),no aso partiular em que sm é uma superfíie do R3. Dessa forma, o sinal reebidopode ser esrito da seguinte forma
r = sm̂ + h1~n1 + h2~n2 + · · ·+ ~nN−M , (3.70)onde ~ni, i = 1, . . . , N −M são vetores ortonormais que geram uma base do subespaçonormal de sm e hi, i = 1, . . . , N − M são onstantes reais que posteriormente serão



104 Análise da Curvatura de Modulações Não-Linearesassoiadas a variáveis aleatórias, omo realizado anteriormente na obtenção de pm̂|m0para modulações assoiadas a urvas.
n

s0

r

sm̂ Plano tangente em m̂Superfíie
sm

~n Vetor normal
(a) Projeção na superfíie.

n

rPlano tangente em m0Superfíie sm̂

s0

sm

~n Vetor normal
(b) Projeção no plano tangente aproxi-mado.Figura 3.32: Exemplo de reepção por máxima verossimilhança de um sistema deomuniações usando modulação não-linear assoiada a uma superfíie regular.Quando a energia média de ruído for su�ientemente pequena, de maneira que osinal reebido r esteja na vizinhança do sinal enviado s0, então o sinal sm̂ pode serloalmente aproximado por

sm = s0 + (m −m0) · JT
m0

, (3.71)veja Figura 3.32(b) para melhor entendimento. Neste aso, observe que sm̂ é obtidopor uma projeção de r no espaço tangente de sm em m0. Tal fato implia que quandoa energia média de ruído for su�ientemente pequena, então o reeptor pode usara geometria intrínsea da superfíie para determinar m̂, mais preisamente, pode-seonsiderar que o onjunto de sinais m possui métria induzida de sm. Essa onsideraçãopode ser melhor entendida om a análise de desempenho desrita a seguir.Usando a aproximação (3.71) no sistema de equações (3.69), é possível determinaruma aproximação para o erro quadrátio médio dos sistemas de omuniações que usamuma modulação não-linear (M : N). Neste aso, omo Jm̂ = Jm0
devido à aproximaçãorealizada, então a estimativa m̂ pode ser obtida da seguinte maneira

[
r − s0 − (m̂ −m0) · JT

m0

]
· Jm0

= 0

⇒ (r − s0) · Jm0
= (m̂ − m0) · Gm0

(3.72a)
⇒ m̂ = m0 + (r − s0) · Jm0

· G−1
m0

, (3.72b)onde Gm0
= JT

m0
· Jm0

é a matriz métria ou o tensor métria Riemanniana de sm em
m0, dado por

G =





g11 g12 · · · g1M

g21 g22 · · · g2M... ... . . . ...
gM1 gM2 · · · gMM




,
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∂mi

· ∂ sm
∂mj

, para i, j = 1, . . . , M .Com o auxílio da Figura 3.32, note que o ruído do anal de transmissão é dado por
n = r − s0. Então, da equação (3.72b), podemos veri�ar que, para o reeptor, o erroometido em m̂ − m0 é deorrente da projeção do ruído, n · Jm0

, no espaço tangentede sm em m0. Dessa forma, podemos assumir que, para o reeptor, é omo se o sinalreebido r estivesse sempre sobre a superfíie sm. Pois, neste aso, a parela da energiado ruído que age em s0 de maneira que r não pertença a sm foi desprezada na projeçãodesrita anteriormente.Como foi onsiderado que o ruído no anal de transmissão é AWGN, então n éum vetor de variáveis aleatórias Gaussianas independentes, de média nula e variânia
σ2 = N0/2. Neste aso, om o auxílio de (3.72b), podemos obter uma expressãoaproximada para o erro quadrátio médio, dado que m0 tenha sido transmitido, omosendo
ǫ2(m0) =

1

M
|m̂ −m0|2 =

1

M
(r− s0) · Jm0

· (G−1
m0

)2 · JT
m0

· (r − s0)
T (3.73a)

=
σ2

M

M∑

i=1

M∑

j=1

gij

M∑

k=1

g−1
ik g−1

kj =
σ2

M det(G)

M∑

i=1

Gii (3.73b)
=

σ2

2

g11 + g22

g11g22 − (g12)2
, para M = 2 (3.73)

=
σ2

3

g11g22 + g11g33 + g22g33 − (g12)
2 − (g13)

2 − (g23)
2

g11g22g33 − g11(g23)2 − g22(g13)2 − g33(g12)2 + 2g12g13g23
, para M = 3onde Gii, i = 1, . . . , M são os ofatores dos elementos da diagonal de G e os elementos

gij são alulados para m = m0.Neste aso, é importante informar que a expressão (3.73a) havia sido obtida em[28℄. Contudo, tal expressão não informa laramente alguns pontos relevantes que sãofailmente perebidos na expressão (3.73b), aqui desenvolvida. Por exemplo, o ǫ2 éinversamente proporional ao quadrado do elemento de volume da variedade Rieman-niana assoiada a sm e diretamente proporional à soma dos quadrados dos elementosde volume das subvariedades Riemannianas de dimensão M−1. Além disso, tal expres-são é mais adequada para a realização de ténias de otimização visando a identi�açãode uma lasse de hipersuperfíies que melhor se adequa ao proesso de modulação.Como mostrado anteriormente, o ǫ2(m0) de modulações assoiadas a urvas é in-versamente proporional ao quadrado de seu fator de expansão, (3.7), que, dependendoda parametrização da urva, pode ser uniforme (não depende de m0) para melhorar odesempenho da modulação. Contudo, quando onsideram-se modulações assoiadas asuperfíies, o ǫ2(m0) alulado por (3.73b) é função da métria gij, que, geralmente,depende do valor de m0. Isto implia que, na maioria dos asos, o erro quadrátio
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ǫ2 = E [ǫ2(m0)

]
=

1∫

−1

· · ·
1∫

−1

σ2

M det(G)

M∑

i=1

Gii pm dm1 · · · dmM , (3.74)onde pm é a função densidade de probabilidade onjunta a priori do vetor m.Dessa forma, assim omo oorreu no aso de modulações assoiadas a urvas, noteque a parametrização da superfíie assoiada à modulação também pode in�ueniarno desempenho dos sistemas de omuniações. Por isso, esperamos que, quanto menosomplexa seja a métria, mais fáil também seja a análise de desempenho do sistema.Dessa maneira, a parametrização isotérmia para superfíies aparenta ser muito inte-ressante aos propósitos deste apítulo. Nesta parametrização, a métria é araterizadapor gii = g e gij = 0, se i 6= j. Com isso, o erro quadrátio médio (3.73b) pode sersimpli�ado para
ǫ2(m0) =

σ2

g
=

N0/2

g
, (3.75)que é muito semelhante à expressão (3.7) do ǫ2 para o aso de modulações assoiadasa urvas. Tal resultado, de erta forma, é bem onveniente, pois tanto o fator de ex-pansão (S) quanto a raiz quadrada da métria (√g) estão relaionados ao elementode omprimento de sm, fato que, posteriormente, será assoiado ao omprimento geo-désio e à urvatura seional de variedades Riemannianas assoiadas a esquemas demodulação.Como exemplo de apliação da expressão (3.75), onsidere um esquema de modula-ção baseada em uma variedade Riemanniana om urvatura seional onstante, ujamétria seja de�nida omo

g =
1

(

1 +
K

4

M∑

i=1

m2
i

)2 ,onde K é o valor da urvatura seional da variedade Riemanniana. Se K < 0, amétria gij é de�nida em uma bola de raio √−4/K. Portanto, de (3.73b), obtém-seque o erro quadrátio médio é dado por
ǫ2(m0) = N0/2

(
1 +

K

4

M∑

i=1

m2
i

)2

, (3.76)o qual derese om a diminuição do valor de K, veja Figura 3.33. Tal observaçãoé muito importante, pois a�rma que, dentre as modulações assoiadas a espaços deurvatura onstantes, aquelas assoiadas a espaços de urvatura negativa produzemum erro quadrátio médio menor. Um resultado semelhante a esse também foi obtidoem [29℄, quando foi analisado o desempenhos de onstelações de sinais em variedadesRiemannianas.
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21.510.50

43.532.521.510.50Figura 3.33: Erro quadrátio médio de modulações assoiadas a espaços de urvaturaseional onstante, K = −1, 0 e 1.3.5.1 Uma expressão para p
m̂|m0Neste momento, será apresentada uma expressão para a probabilidade ondiionalde m̂ dado que m0 foi enviado. Para tanto, omo onsiderado anteriormente, a energiamédia de ruído do anal de transmissão deve ser su�ientemente pequena de maneiraque a aproximação (3.71) seja válida. Neste aso, quando um reeptor de máximaverossimilhança é usado, então a expressão (3.72a) é utilizada para a determinaçãoda expressão de pm̂|m0

na vizinhança de s0. Além disso, um fato muito importanteque deve ser eslareido é que a expressão obtida de pm̂|m0
é aproximada, sendo válidaapenas para valores de m̂ próximos de m0, e mais preisa quanto menor for a energiamédia de ruído.Dessa forma, omo ilustra a Figura 3.32(b), o proesso de reepção é realizadono plano tangente de sm em s0. Por essa razão, para obter pm̂|m0

, foi neessáriorealizar uma transformação de variáveis aleatórias om o objetivo de determinar afunção densidade de probabilidade do ruído n projetado no plano tangente de sm em
s0. Para tanto, foi onsiderado que, quando o ruído do anal de transmissão é AWGN,então o mesmo pode ser deomposto omo n = n⊤ + n⊥, onde n⊤ e n⊥ são projeçõesdo ruído em duas bases de vetores ortonormais que geram o espaço tangente e o espaçonormal de sm em s0, respetivamente.Neste aso, note que tal deomposição do ruído foi esolhida por failitar a ara-terização da função densidade de probabilidade do vetor n⊤, que no aso é Gaussianairular de média nula. Com isso, a transformação de variáveis aleatórias desritaanteriormente pode ser obtida onsiderando o lado esquerdo da igualdade (3.72a)

(r − s0) · Jm0
= n · Jm0

= (n⊤ + n⊥) · Jm0
=
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n⊤ · Jm0

= n , (3.77)onde n é a projeção de n⊤ na base de vetores tangentes de sm em m = m0 e on-siderando o proesso de ortogonalização de Gram-Shmidt que usa a base de vetoreslinearmente independente {s(1)
m = ∂ sm

∂m1
, . . . , s

(M)
m = ∂ sm

∂mM
} para obter uma base de veto-res ortonormais {~b1,~b2, . . . ,~bM} ⊂ RN , na qual n⊤ = n⊤
1
~b1 + · · · + n⊤

M
~bM . No aso, oproesso de ortogonalização de Gram-Shmidt é dado por

u1 = s
(1)
m , ~b1 =

u1

|u1|

u2 = s
(2)
m − s

(2)
m · u1

u1 · u1
u1 , ~b2 =

u2

|u2|... ...
uM = s

(M)
m −

M−1∑

j=1

s
(M)
m · uj

uj · uj
uj , ~bM =

uM

|uM | .Portanto, para o aso partiular em que M = 2, a transformação de variáveisaleatórias, n⊤ em função de n, é alulada pela seguinte mudança de base, obtida doproesso de ortogonalização de Gram-Shmidt,
~b1 =

s
(1)
m√
g11

e ~b2 =

√
g11√

g11g22 − (g2
12)

(
s(2)
m − g12

g11
s(1)
m

)
,na qual o vetor n é determinado om o auxílio de (3.77) e n⊤ = n⊤

1
~b1+n⊤

2
~b2 da seguinteforma

n1 = n⊤ · s(1)
m = n⊤

1

√
g11 e n2 = n⊤ · s(2)

m =
n⊤

1 g12√
g11

+
n⊤

2√
g11

√
g11g22 − (g12)2 ,e, �nalmente, a transformação de variáveis é dada por

n⊤
1 =

n1√
g11

, n⊤
2 =

√
g11√

g11g22 − (g12)2

(
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g12

g11
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) e
∣∣∣∣
∂(n⊤

1 , n⊤
2 )

∂(n1, n2)

∣∣∣∣ =
1√

g11g22 − (g12)2
. (3.78)Dessa forma, a função densidade de probabilidade de n é obtida om o auxílio de(3.5.1) da seguinte forma

pn = pn⊤(n)
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∂(n⊤

1 , n⊤
2 )

∂(n1, n2)

∣∣∣∣

=
1

2πσ2
exp

(
− 1

2σ2

(n1)
2g22 − 2n1n2g12 + (n2)

2g11

g11g22 − (g12)2

)
1√

g11g22 − (g12)2

=
1

2πσ2
exp

(
−n · G−1 · nT

2σ2

)
1√

det(G)
(3.79)



3.5 Modulação Não-Linear (M : N) 109Com isso, a função densidade de probabilidade de m̂ dado que m0 tenha sidoenviada pode ser obtida através de uma nova transformação de variáveis aleatórias,determinada om o auxílio das equações (3.72a) e (3.77), da seguinte forma
n = (m̂ −m0) · Gm0

e ∣∣∣∣
∂(n)

∂(m̂)

∣∣∣∣ = det(Gm0
). (3.80)Assim, usando essa última transformação de variáveis em (3.79) a função pm̂|m0

édada por
pm̂|m0

=
1

2πσ2
exp

(
−(m̂ −m0) · G · (m̂ −m0)

T

2σ2

)√
det(G) , (3.81)onde a matriz métria G é alulada em m0. Por essa razão, a expressão de pm̂|m0obtida em (3.81) é válida na vizinhança de m0.Apesar da expressão (3.81) ter sido obtida para o aso partiular de M = 2, pode-severi�ar de maneira similar que tal função densidade de probabilidade ontinua valendopara outros valores de M , apenas pela substituição da onstante 2πσ2 por (2πσ2)(M/2).Com isso, para o aso partiular em que a métria é isotérmia (gij = g δij), a expressãodo ǫ2 (3.75) pode failmente ser reobtida om o auxílio de (3.81), pois neste aso pm̂|m0

éGaussiana de média m0 e variânia M σ2/g, logo ǫ2(m0) = σ2/g omo esperado. Alémdisso, a expressão (3.73b) também pode ser obtida de (3.81), desde que se use umamudança de oordenadas de maneira que pm̂|m0
seja interpretada omo uma Gaussiana,failitando, assim, a obtenção de sua variânia.Em [29℄, uma expressão de pm̂|m0

, similar à obtida em (3.81), foi utilizada paramedir o desempenho de onstelações de sinais em variedades Riemannianas. Sendoque o termo (m̂ − m0) · G · (m̂ − m0)
T foi substituído pela distânia geodésia aoquadrado entre os pontos m̂ e m0 e o valor de det(G) era função de m̂. Por essarazão, duas novas onstantes foram inseridas na densidade pm̂|m0

de [29℄ para que asua integral fosse igual a 1.Neste aso, quando a energia média de ruído for su�ientemente pequena, pode-severi�ar que as substituições realizadas por [29℄ em (3.81) são possíveis e adequadas,justi�ando assim a sua utilização nas análises de desempenhos de onstelações desinais em variedades Riemannianas, omo realizado nos trabalhos [29℄, [30℄, [31℄, [32℄ e[33℄.Além da expressão (3.81), obtida em função da métria gij e de (m̂ − m0), umaoutra fórmula mais preisa para pm̂|m0
pode ser obtida em função da métria gij, de

(sm̂ − s0) e dos vetores s
(ij)
m = ∂2sm

∂mi∂mj
em m = m̂. Para determinar tal expressão,onsidere r = s0 + n em (3.69) para obter a seguinte relação

(s0 + n− sm̂) · Jm̂ = 0 ⇒ n = n · Jm̂ = (sm̂ − s0) · Jm̂. (3.82)



110 Análise da Curvatura de Modulações Não-LinearesNeste aso, a função densidade de probabilidade para o ruído n, representado pelolado esquerdo da equação (3.82), foi desenvolvida em (3.79), om a diferença que amatriz G agora é alulada em m = m̂ em vez de m0, omo realizado anteriormente.Portanto, pm̂|m0
pode ser determinada usando da transformação de variáveis aleatóriasde n em função de sm̂ e s0, obtida om o auxílio de (3.82) e araterizada pelo seguinteJaobiano

|J+| = det




g11 + (sm̂ − s0) · s(11)

m · · · g1M + (sm̂ − s0) · s(1M)
m... . . . ...

gM1 + (sm̂ − s0) · s(M1)
m · · · gMM + (sm̂ − s0) · s(MM)

m



 . (3.83)Com isso, de (3.79) e (3.83), pm̂|m0
é dada por

pm̂|m0
=

1

(2πσ2)M/2
exp

(
−(sm̂ − s0) · Jm̂ · G−1 · JT

m̂ · (sm̂ − s0)
T

2σ2

) |J+|√
det(G)

, (3.84)onde a matriz métria G é alulada em m̂.Com o objetivo de ilustrar uma apliação para a expressão (3.84), onsidere o asoem que M = 1, mais preisamente, a modulação é assoiada a uma urva do espaçoEulidiano n-dimensional om parametrização sm. Neste aso partiular, J = s′m e
g11 = |s′m|2, então pm̂|m0

obtida de (3.84) é igual a
pm̂|m0 =

1√
2πσ2|s′m|2

exp

(
−|(sm̂ − s0) · s′m|2

2σ2 |s′m|2
)(

|s′m|2 + (sm̂ − s0) · s′′m
)
,que é similar à expressão (3.51), obtida anteriormente usando um proedimento dife-rente do apliado aqui. Pois, em (3.51), tem-se que S = |s′m|, ~n = −s′′m/|s′′m| e k = |s′′m|,o que omprova a a�rmação anterior.Dessa forma, a expressão (3.84) ertamente arateriza bem a função pm̂|m0

demodulações não-lineares assoiadas a urvas ou a superfíies. A únia desvantagem daapliação de (3.84) é que em sua obtenção, a partir de (3.82), foram onsiderados todosos pontos rítios da função |r−sm|, isto é, omo se o reeptor estimasse m̂ omo sendotodos os pontos rítios de mínimo ou de máximo loal do problema de otimização emquestão, e não apenas o valor m = m̂ que arateriza a menor distânia entre r e sm,omo normalmente é realizado no proesso de demodulação usando um reeptor ML.3.5.2 Primeira variação do ǫ2Nesta subseção, utilizaremos um método de otimização no qual foi possível identi�-ar uma lasse de superfíies que, quando assoiadas a esquemas de modulação, podemminimizar o erro quadrátio médio. Contudo, nesta análise, foram onsideradas apenasmodulações assoiadas a superfíies (M = 2), pois o tratamento de um aso mais geral



3.5 Modulação Não-Linear (M : N) 111é muito mais omplexo. Porém, espera-se que um resultado semelhante ao enontradoaqui possa ser generalizado para o aso de modulações assoiadas a hipersuperfíies.Dessa forma, onsidere que o esquema de modulação em questão esteja assoiadoa uma superfíie regular parametrizada, X : D ⊂ R2 → R3, na qual os parâmetrosa serem transmitidos são (u, v) e pertenem ao domínio D, em vez de (m1, m2) ∈
(−1, 1)×(−1, 1) omo realizado anteriormente. Essa mudança de notação foi neessáriapara que alguns resultados da geometria diferenial apresentados em [25℄ pudessem seraqui apliados om maior familiaridade.Com o objetivo de espei�ar a ténia de otimização utilizada, onsidere umafunção difereniável η : D ⊂ R2 → R e uma variação normal da superfíie X(u, v)determinada por η(u, v), araterizada pela apliação X t : D × (−ǫ, ǫ) → R3, de�nidaomo

X t(u, v) = X(u, v) + tη(u, v)N(u, v), (u, v) ∈ D, t ∈ (−ǫ, ǫ), (3.85)onde N(u, v) é o vetor normal unitário da superfíie X(u, v). Observe que tal variaçãode X(u, v) representa, para ada valor de t, uma nova superfíie gerada a partir de uma�variação� ontínua e normal da superfíie original. Portanto, omo X t(u, v) desreveuma in�nidade de possíveis superfíies parametrizadas, então essa variação pode seronsiderada para se determinar quais araterístias X0(u, v) = X(u, v) deve possuirpara que o erro quadrátio médio de uma modulação assoiada a essa parametrizaçãopossa ser minimizado.Dessa forma, é neessário determinar a primeira forma fundamental de X t(u, v)para alular o ǫ2 usando (3.73), isto é,
Et =

(
X t

u · X t
u

)
= E + 2tη (Xu · Nu) + t2η2 (Nu · Nu) + t2η2

u ,

F t =
(
X t

u · X t
v

)
= F + tη [(Xu · Nv) + (Xv · Nu)] + t2η2 (Nu · Nv) + t2ηuηv , (3.86)

Gt =
(
X t

v · X t
v

)
= G + 2tη (Xv · Nv) + t2η2 (Nv · Nv) + t2η2

v .Com isso, o erro quadrátio médio de uma modulação assoiada a X t(u, v) podeser obtido om o auxílio de (3.74) e (3.86), omo
ǫ2 =

N0

4

Et + Gt

EtGt − (F t)2
. (3.87)Assim, para araterizar o ponto rítio de (3.87), deve-se derivar ǫ2 em relação a

t e igualá-la a zero em t = 0. Contudo, omo essa integral é realizada em função dasvariáveis u e v e a derivada em questão é em relação a t, então é possível e onvenienteonsiderar a derivada em relação a t apenas do integrando de (3.87), isto é,
1

EtGt − (F t)2

(
∂Et

∂t
+

∂Gt

∂t

)
− Et + Gt

[EtGt − (F t)2]2

(
Gt∂Et

∂t
+ Et∂Gt

∂t
− 2F t∂F t

∂t

)∣∣∣∣
t=0

= 0 .(3.88)



112 Análise da Curvatura de Modulações Não-LinearesCom o auxílio de (3.86), pode-se veri�ar que, em t = 0, a derivada em relação a tdos oe�ientes da primeira forma fundamental de X t(u, v), são iguais a
∂Et

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 2η (Xu · Nu) = −2ηe ,

∂F t

∂t

∣∣∣∣
t=0

= η [(Xu · Nv) + (Xv · Nu)] = −2ηf , (3.89)
∂Gt

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 2η (Xv · Nv) = −2ηg ,onde e, f e g são os oe�ientes da segunda forma fundamental de X(u, v), omodesrito anteriormente. Então, usando (3.89) a equação (3.88) pode ser reesrita omo
−2η

e + g

EG − F 2
+ 2η

(E + G)(eG − 2fF + gE)

(EG − F 2)2
= 0,que é satisfeita quando X(u, v) for uma parametrização isotérmia (E = G e F = 0) esua urvatura média H , (1.4), for igual a zero, isto é,

H =
1

2

eG − 2fF + gE

EG − F 2
=

e + g

2E
= 0 e e = −g . (3.90)Portanto, um esquema de modulação assoiado a uma superfíie mínima (H = 0)parametrizada isotermiamente é um ponto rítio para o erro quadrátio médio. Assuperfíies mínimas formam uma lasse de superfíies muito importante e estudadana matemátia. Tais superfíies são soluções do problema de Plateau, isto é, dadauma urva fehada simples (sem auto-interseção), a superfíie de área mínima que temessa urva omo bordo é uma superfíie mínima. Um breve estudo sobre as superfíiesmínimas pode ser enontrado em [29℄, enquanto que uma leitura mais avançada podeser obtida em [17℄.Neste aso, uma ténia que pode ser utilizada para se obter superfíies mínimasparametrizadas isotermiamente é a representação de Weierstrass. Para obter maisinformações sobre essa representação veja a subseção 1.2.1 e as referênias [17℄ e [29℄.Além disso, as superfíies mínimas haviam sido onsideradas anteriormente em[29℄, [31℄ e [14℄ quando onstelações de sinais foram projetadas e analisadas sobre taissuperfíies. Além disso, em [29℄, foi mostrado que, assim omo oorreu aqui para o ǫ2,as superfíies mínimas também são pontos rítios da probabilidade média de erro emsistemas de omuniações digitais.Contudo, um fato muito importante deve ser eslareido neste momento. Paratanto, é neessário reordar que o elemento de área de uma superfíie é dado por√

EG − F 2 e que o erro quadrátio médio dado em (3.73) é inversamente proporionalao quadrado desse elemento de área. Assim, se as superfíies mínimas são pontosrítios de mínimo desse elemento de área, então as modulações assoiadas a superfíies



3.5 Modulação Não-Linear (M : N) 113mínimas deveriam maximizar o ǫ2. Porém, na próxima seção, será mostrado que talfato na maioria das vezes não é verdade, pois, quando a variação X t(u, v) está sujeita adeterminadas restrições omo tipo de variação, energia média de transmissão mínimaou onstante, então a superfíie mínima é um ponto rítio de mínimo para o erroquadrátio médio, ao ontrário da onlusão anteriormente sugerida.3.5.3 Segunda variação do ǫ2Analisaremos, em t = 0, a segunda derivada em relação a t do erro quadrátiomédio de uma modulação assoiada a variação X t(u, v) de�nida em (3.85), isto é,
∂2ǫ2(m0)

∂t2
=

N0

4






∂2Et

∂t2
+ ∂2Gt

∂t2

EtGt − (F t)2
− 2

(
∂Et

∂t
+ ∂Gt

∂t

)(
Gt ∂Et

∂t
+ Et ∂Gt

∂t
− 2F t ∂F t

∂t

)

[EtGt − (F t)2]2

−
(Et + Gt)

[
Gt ∂2Et

∂t2
+ 2∂Et

∂t
∂Gt

∂t
+ Et ∂2Gt

∂t2
− 2

(
∂2F t

∂t2

)2

− 2F t ∂2F t

∂t2

]

[EtGt − (F t)2]2

+
(Et + Gt)

(
Gt ∂Et

∂t
+ Et ∂Gt

∂t
− 2F t ∂F t

∂t

)2

[EtGt − (F t)2]3





. (3.91)Com o auxílio de (3.86), pode-se veri�ar que, em t = 0, a segunda derivada emrelação a t dos oe�ientes da primeira forma fundamental de X t(u, v) são iguais a

∂2Et

∂t2

∣∣∣∣
t=0

= 2η2
u,

∂2F t

∂t2

∣∣∣∣
t=0

= 2ηuηv + 2η2 (Nu · Nv) , (3.92)
∂2Gt

∂t2

∣∣∣∣
t=0

= 2η2
v .Dessa forma, usando as derivadas da primeira forma fundamental desritas em(3.89) e em (3.92) e utilizando as ondições (3.90) neessárias para X(u, v) ser umponto rítio de ǫ2, então a equação (3.91) pode ser reesrita, em t = 0, omo

∂2ǫ2(m0)

∂t2

∣∣∣∣∣
t=0

= −2
η2

u + η2
v

E2
− 16η2 eg − f 2

E3
= − 2

E

(
η2

u + η2
v

E
+ 8η2K

)
, (3.93)onde K é a urvatura Gaussiana da superfíie X(u, v), dada em (1.5).Com isso, note que, se a superfíie X(u, v) possuir urvatura Gaussiana igual a zero,aso da modulação linear assoiada a uma superfíie planar, então pode-se veri�ar de(3.93) que a segunda derivada em relação a t de ǫ2 é negativa. Isto é, a modulaçãolinear é um ponto rítio de máximo do erro quadrátio médio. Além disso, uma



114 Análise da Curvatura de Modulações Não-Linearesvez que a urvatura Gaussiana seja negativa, então é possível que essa derivada sejapositiva, araterizando assim um ponto rítio de mínimo para ǫ2. Neste aso, assuperfíies mínimas se adequam perfeitamente, pois suas urvaturas Gaussianas sãosempre negativas, exeto quando a superfíie é o plano.Portanto, a ondição para que (3.93) seja positiva, além de depender de K, dependetambém da função η(u, v). Neste aso, é neessário então araterizar ou restringir asvariações normais X t(u, v), de maneira que uma superfíie mínima om parâmetrosisotérmios seja um ponto rítio de mínimo do erro quadrátio médio. Um asointeressante para a variação X t(u, v) oorre quando η(u, v) é onstante, pois ηu = ηv =

0 e omo K < 0, então a segunda derivada em relação a t de ǫ2 é positiva. Além disso,quando η(u, v) for suave (ηu/η e ηv/η ≪ 1), propiiando assim pequenas variações em
X t(u, v), então a superfíie mínima X(u, v) parametrizada isotermiamente minimizao erro quadrátio médio. Em outras palavras, sob pequenas perturbações, X(u, v) éestável quanto a sua minimização do ǫ2.Uma outra maneira adequada de araterizar ou restringir a função η(u, v), é su-por que a energia média de transmissão permaneça pratiamente onstante durantea variação X t(u, v), ou que a mesma seja minimizada para algum valor de t. Paratanto, quando o valor médio de X(u, v) for igual a origem do sistema de oordenadas,onsidere a seguinte fórmula para a energia média de transmissão

Em =

∫

D

∫ (
X t · X t

)
puv du dv =

∫

D

∫ [
(X · X) + 2t η (X · N) + t2η2

]
puv du dv . (3.94)Com isso, o ponto rítio da energia média de transmissão (3.94) pode ser obtidopor

∂Em

∂t
= 0 ⇒

∫

D

∫
2η [(X · N) + t η] puv du dv = 0 ⇒ t η = − (X · N) . (3.95)Pode-se veri�ar failmente que tal ponto rítio é de mínimo, pois

∂2Em

∂t2
=

∫

D

∫
2η2puv du dv > 0 .Além disso, pode-se veri�ar que quando t η = −2 (X, N), a energia média detransmissão (3.94) é igual à iniial. Dessa forma, é adequado esolher uma variação

X t(u, v), t = (−ǫ, ǫ), om função η(u, v) = c (X, N), onde c pode ser, por exemplo,igual a −2/ǫ, para que essa variação possa ontemplar superfíies om energia médiade transmissão maiores (−ǫ < t < 0), igual (t = ǫ) ou menores (0 < t < ǫ) do que ainiial (t = 0).Portanto, os valores de ηu e ηv, neessários para analisar a equação (3.93), podemser obtidos da onsideração anterior η(u, v) = c (X, N) e de algumas relações desritas



3.5 Modulação Não-Linear (M : N) 115em [25℄ (pág. 154), da seguinte forma
ηu = c [(Xu · N) + (X · Nu)] = c (X · Nu) = − c

E
[e (X · Xu) + f (X · Xv)] ,

ηv = c [(Xv · N) + (X · Nv)] = c (X · Nv) = − c

E
[f (X · Xu) + g (X · Xv)] ,

η2
u + η2

v = −c2K
[
(X · Xu)

2 + (X · Xv)
2] , (3.96)onde os oe�ientes da segunda forma fundamental de X(u, v) são relaionados por

e = −g, omo india (3.90), e K é a urvatura Gaussiana dada em (1.5).Assim, apliando (3.96) em (3.93) pode-se determinar a seguinte ondição paraque uma superfíie mínima parametrizada isotermiamente seja um ponto rítio demínimo do erro quadrátio médio,
∂2ǫ2(m0)

∂t2

∣∣∣∣∣
t=0

> 0 ⇒ − 2

E

{
−c2 K

E

[
(X · Xu)

2 + (X · Xv)
2]+ 8η2K

}
> 0 ⇒

2c2K

E

[(
X · Xu

|Xu|

)2

+

(
X · Xv

|Xv|

)2

− 8 (X · N)2

]

> 0 ,mas omo K < 0 e os vetores Xu

|Xu| , Xv

|Xv| e N são ortonormais, então essa ondição podeser reesrita omo
2c2K

E

[
(X · X) − 9 (X · N)2] > 0 ⇒ |X|2−9|X|2 cos2(θ) < 0 ⇒ | cos(θ)| >

1

3
,(3.97)onde θ é o menor ângulo formado entre os vetores X e N .Portanto, omo arccos(1/3) ≈ 70.5◦ então pode-se a�rmar que mesmo sujeita a va-riações signi�ativas, desde que η(u, v) = c (X, N), a superfíie mínima X(u, v) aindaé estável quanto a minimização do ǫ2. Por esse motivo, nas próximas seções novosesquemas de modulações sobre superfíies mínimas serão propostos e analisados. Alémdisso, deve-se ressaltar que, apesar de projetarmos modulações baseadas em superfíiesmínimas, araterizadas por sua urvatura média igual a zero, a sua urvatura Gaus-siana também será onsiderada. Tal fato é neessário por que o valor da urvaturaGaussiana, assim omo a urvatura de uma urva, também in�uenia na probabilidadede oorrênia de erro de ponto iniial, omo mostrado na próxima seção.3.5.4 Análise da urvatura Gaussiana em esquemas de modu-laçãoNa subseção 3.3.4 obtivemos a expressão (3.43), que relaiona o valor da energiamédia de ruído ao valor da urvatura da urva sm. Naquela oasião, foi possível de-terminar que a oorrênia de erro de ponto iniial pode ser diminuída aso a energia



116 Análise da Curvatura de Modulações Não-Linearesmédia de ruído seja menor do que o menor raio de urvatura da urva assoiada àmodulação.Nesta subseção, um resultado similar a esse será obtido. Mais preisamente, mos-traremos que tanto a urvatura média quanto a urvatura Gaussiana podem in�ueniarna oorrênia de erros de ponto iniial. Para tanto, onsidere uma superfíie regularparametrizada X(u, v), onde u e v são as variáveis a serem transmitidas. Dessa forma,quando o ruído é AWGN e o reeptor é de máxima verossimilhança, então uma soluçãopara o problema min |r− X(u, v)|, omo desrito em (3.69), deve satisfazer o seguintesistema de equações {
(r − X) · Xu = 0 ,
(r − X) · Xv = 0 .

(3.98)Contudo, para que as soluções de (3.98) sejam pontos rítios de mínimo, então osautovalores da seguinte matriz devem ser positivos
H =

[
−(r − X) · Xuu + (Xu · Xu) −(r − X) · Xuv + (Xu · Xv)
−(r − X) · Xuv + (Xu · Xv) −(r − X) · Xvv + (Xv · Xv)

]
. (3.99a)Entretanto, antes de obtermos os autovalores de (3.99a), é neessário veri�ar de(3.98) que o vetor (r − X) é ortogonal a Xu e a Xv. Isto é, (r − X) possui a direçãodo vetor normal à superfíie X(u, v) e, portanto, pode ser esrito da seguinte maneira

(r − X) = h N , omo sugerido na expressão (3.70). Dessa forma, a matriz Hessiana(3.99a) pode ser esrita omo
H =

[
−h e + E −h f + F
−h f + F −h g + G

]
, (3.99b)onde os oe�ientes E, F e G são dados por (1.2) e os oe�ientes e, f e g são dadospor (1.3).Com isso, podemos obter os autovalores de (3.99b) omo sendo as raízes do seguintepolin�mio araterístio

det(H− λI) = (−h e + E − λ) (−h g + G − λ) − (−h f + F )2

= λ2 − λ [E + G − h(e + g)] + (EG − F 2)(h2K − 2h H + 1) , (3.100)onde H e K são as urvaturas média e Gaussiana dadas por (3.90) e (1.5), respeti-vamente. Além disso, quando os parâmetros são isotérmios E = G e F = 0, essepolin�mio pode ser esrito da seguinte forma
det(H− λI) = λ2 − 2λE (1 − h H) + E2(h2K − 2h H + 1) ,e suas raízes são dadas por

λ = E
(
1 − h H ± |h|

√
H2 − K

)
. (3.101)



3.5 Modulação Não-Linear (M : N) 117Neste aso, omo √
H2 − K é não negativo e E é sempre positivo, então a ondi-ção neessária para que os autovalores (3.101) sejam positivos pode ser expressa pelaseguinte desigualdade

h H + |h|
√

H2 − K < 1 , (3.102)que, no aso partiular de X(u, v) ser uma superfíie mínima (H = 0), pode ser on-venientemente reesrita omo
|h| <

1√
−K

. (3.103)Portanto, note que a ondição (3.103) é mais geral que a ondição (3.43) obtidaanteriormente. Além disso, o parâmetro h pode ser assoiado ao ruído de transmissãoom o auxílio da Figura 3.32, da aproximação (3.71) e da equação (3.70) da seguinteforma





r = X0 + n

X̂ = X0 + (û − u0)Xu + (v̂ − v0)Xv

r = X̂ + h N

⇒ X0 +n = X0 +(û−u0)Xu +(v̂−v0)Xv

(n · N) = (û−u0) (Xu · N)+(v̂−v0) (Xv · N)+h (N · N) ⇒ h = (n · N) . (3.104)Dessa forma, quando o ruído do anal de transmissão é AWGN, então o parâmetro hpode ser onsiderado omo uma variável aleatória Gaussiana de média nula e variânia
N0/2. Assim, om o auxílio de (3.103) e de (3.104), a oorrênia de erros de pontoiniial pode ser minimizada quando a seguinte ondição for satisfeita

N0

2
≤ min

{
1

−K

}
. (3.105)Com isso, o valor da urvatura Gaussiana deve ser onsiderado no projeto de es-quemas de modulações, prinipalmente, quando essas modulações são assoiadas asuperfíies mínimas om parametrização isotérmia, que no aso também minimizamo erro quadrátio médio, omo demonstrado nas seções anteriores.3.5.5 Exemplos de modulações assoiadas a superfíies míni-masNesta subseção, serão apresentados alguns exemplos de esquemas de modulaçãonão-lineares assoiadas a superfíies mínimas no R3. A deisão por usar essa lassede superfíies está relaionada a suas propriedades de minimização do erro quadrátiomédio e de estabilidade da estimativa m̂, determinadas anteriormente. Exemplos desuperfíies mínimas parametrizadas isotermiamente podem ser obtidas pela represen-tação Weierstrass (1.6).



118 Análise da Curvatura de Modulações Não-LinearesDa mesma maneira que as araterístias geométrias de uma urva assoiada a umesquema de modulação in�ueniam em seu desempenho, a determinação de uma super-fíie entre as in�nitas possibilidades de superfíies mínimas deve ser realizada levando-se em onsideração alguns ritérios geométrios relevantes ao proesso de transmissão.Tais ritérios, ertamente, nos levam a esolher uma superfíie sem auto-interseções,para diminuir a oorrênia de erros de ponto iniial, e que possua uma área relativa-mente grande, para uma dada energia média de transmissão, diminuindo assim o erroquadrátio médio.Segundo estes ritérios, dentre as superfíies mínimas onsideradas neste apítulo,a helióide foi a que apresentou melhor desempenho. Para uma melhor análise da in-�uênia da parametrização da superfíie X(u, v) no desempenho dos sistemas de omu-niações, serão onsideradas três diferentes parametrizações para a superfíie mínimahelióide.
X(u, v) = [u cos(πβ v), u sin(πβ v), v] , (3.106a)

= [sinh(u) cos(πβ v), sinh(u) sin(πβ v), v] , (3.106b)
= [sinh(πβ u) cos(πβ v), sinh(πβ u) sin(πβ v), πβ v] , (3.106)onde β é um parâmetro da modulação que in�uenia em seu desempenho. Geome-triamente o parâmetro β está relaionado à quantidade de voltas da helióide, omoindia os grá�os da superfíie helióide para β = 1, 2 e 3 na Figura 3.34. Além disso,quando β = 0 na parametrização (3.106a), a superfíie em questão é o plano e on-seqüentemente a modulação assoiada é a linear. Em outras palavras, quando β > 0,a modulação deixa de ser linear.

Eixo x

Eixo y

Eixo z

(a) β = 1.0. Eixo x

Eixo y

Eixo z

(b) β = 1.5. Eixo x

Eixo y

Eixo z

() β = 2.0.Figura 3.34: Superfíie mínima helióide para, para β = 1, 1.5 e 2.Neste aso, observamos que, apesar das três parametrizações representarem a mes-ma superfíie, os desempenhos obtidos para ada uma dessas modulações foram dife-rentes. Tal fato está relaionado aos seguintes valores da primeira forma fundamental



3.5 Modulação Não-Linear (M : N) 119de ada uma dessas parametrizações,
E = 1 , G = 1 + (πβ u)2 e F = 0 , (3.107a)
E = cosh2(u) , G = 1 + sinh2(u)(πβ)2 e F = 0 , (3.107b)
E = G = (πβ)2 cosh2(πβ u) e F = 0 , (3.107)respetivamente, pois, segundo (3.73), o erro quadrátio médio dos sistemas de omu-niações ujas modulações possuem as métrias (3.107), pode ser expresso por

ǫ2 =
N0

4

E + G

EG
=

N0

4

(
1

E
+

1

G

)
,que, no aso, derese da modulação (3.107a) para a modulação (3.107b) e dessa paraa modulação (3.107), omo ilustra a Figura 3.35.Parametrização ()Parametrização (b)Parametrização (a)

u

ǫ2
/
(N

0
/
4
)

21.510.50-0.5-1-1.5-2

2.521.510.50Figura 3.35: Curvas do erro quadrátio médio da modulação assoiada a superfíiemínima helióide, para ada uma das três parametrizações onsideradas quando β = 1.Tal fato pode ser expliado om o auxílio da subseção 3.5.2, ujo resultado a�rmaque uma superfíie mínima é um ponto rítio de mínimo do erro quadrátio médiose estiver parametrizada isotermiamente, veja ondição (3.90). Neste aso, segundo(3.107), a únia parametrização om E = G e F = 0 é a (3.106), e por este motivo foia que apresentou menor ǫ2.Além disso, foi realizada uma simulação omputaional para determinar as urvasde desempenho (CSNR versus SNR) do sistema de omuniações assoiado à superfíiemínima helióide, parametrizadas por (3.106). Tais urvas de desempenho são apre-sentadas nas Figuras 3.36, 3.37 e 3.38, sendo que, omo esperado, o sistema assoiadoà parametrização isotérmia (3.106) foi o que apresentou melhor desempenho, vejaFigura 3.39 para melhor omparação. Além disso, observe de Figura 3.39 que o de-sempenho dessa modulação não-linear proposta está bastante próximo do desempenhoótimo, previsto pela urva OPTA.
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Pontos ótimosSimulação (β = 2)Simulação (β = 1)Simulação (β = 0)OPTA

CSNR (dB)
SNR(dB)

302520151050

35302520151050Figura 3.36: Curvas de desempenho de uma modulação não-linear assoiada à superfíiemínima helióide parametrizada por (3.106a), para β = 1, 2 e 3.
Pontos ótimosSimulação (β = 2)Simulação (β = 1)Simulação (β = 0)OPTA

CSNR (dB)
SNR(dB)

302520151050

35302520151050Figura 3.37: Curvas de desempenho de uma modulação não-linear assoiada à superfíiemínima helióide parametrizada por (3.106b), para β = 1, 2 e 3.



3.5 Modulação Não-Linear (M : N) 121
Pontos ótimosSimulação (β = 0.5, 0.9, 1.1)Simulação (β = 0.25, 0.7, 1)OPTA

CSNR (dB)
SNR(dB)

302520151050

454035302520151050Figura 3.38: Curvas de desempenho de uma modulação não-linear assoiada à superfíiemínima helióide parametrizada por (3.106), para β = 0.25, 0.5, 0.7, 0.9, 1 e 1.1.
Parametrização ()Parametrização (b)Parametrização (a)OPTA

CSNR (dB)
SNR(dB)

302520151050

454035302520151050Figura 3.39: Comparação entre as urvas de desempenho das três modulações assoi-adas à superfíie mínima helióide.



122 Análise da Curvatura de Modulações Não-LinearesDessa forma, é possível veri�ar que os resultados obtidos nesta subseção via simu-lação omputaional estão de aordo om os resultados teórios obtidos anteriormente,om o auxílio da aproximação (3.71), para modulações não-lineares assoiadas a super-fíies. Tal fato on�rma que as araterístias geométrias das modulações não-linearesque foram destaadas nesta seção são su�ientes para o projeto geométrio e�iente demodulações não-lineares, desde que a superfíie assoiada a modulação satisfaça asaraterístias geométrias aqui apresentadas.Com isso, nesta seção, podemos veri�ar que a interpretação geométria que assoiamodulações a superfíies no espaço Eulidiano permitiu o uso de oneitos da geometriadiferenial e Riemanniana no ontexto de projetos de modulações. Além disso, a ex-pressão aproximada para o erro quadrátio médio que foi derivada e apliada a espaçosde urvatura seional onstante, india que o uso de espaços hiperbólios no projeto demodulações pode melhorar o desempenho dos sistemas de omuniações. Não obstante,veri�amos que as modulações não-lineares assoiadas a superfíies mínimas minimi-zam o erro quadrátio médio, mostramos também que as urvaturas média e Gaussianain�ueniam no erro de ponto iniial e relaionamos essas urvaturas a energia média doruído. Finalmente, onstatamos que modulações não-lineares om bons desempenhospodem ser projetadas geometriamente.



Capı́tulo 4In�uênia da Curvatura no Desempenho deConstelações de SinaisNeste apítulo faremos uso de modulações não-lineares, omo as onsideradas noapítulo anterior, para realizar a onstrução e a análise de desempenho de onstelaçõesde sinais em espaços mais gerais que o Eulidiano. Neste aso, veri�amos que asuperfíie assoiada a uma ténia de modulação não-linear induz de maneia naturaluma nova métria no espaço de sinais. Tal métria, geralmente, não é Eulidiana, ea sua utilização no espaço de sinais propiia a onstrução de novas onstelações desinais om desempenhos, em termos da probabilidade média de erro, melhores que osdesempenhos dos sistemas de omuniações tradiionais usando uma modulação linear,isto é, a urvatura é nula e o espaço de sinais é o Eulidiano. Para tanto, será neessárioo uso da geometria Riemanniana para estender os prinipais parâmetros de desempenhodas onstelações de sinais para esse ontexto mais geral. Dessa forma, omo os espaçosde sinais serão interpretados omo variedades Riemannianas, então alguns invariantesgeométrios dessas variedades, tal omo a urvatura seional, serão assoiados aodesempenho das onstelações de sinais. Mais preisamente, as onstelações de sinaisprojetadas em espaços de sinais om urvatura seional onstante e negativa, omo oespaço hiperbólio, foram as que apresentaram as melhores urvas de desempenho.4.1 IntroduçãoOs trabalhos [7℄ e [6℄ tratam da onstrução e da análise de desempenho de ons-telações de sinais do tipo M-PSK de�nidas em espaços hiperbólios. Na análise dedesempenho das onstelações de sinais destes trabalhos, a métria do espaço foi uti-lizada para de�nir uma função densidade de probabilidade do tipo Gaussiana pararepresentar o ruído do anal de transmissão. Em [29℄, [30℄, [31℄ e [32℄, uma aborda-gem semelhante a essa foi realizada, mas onsiderando uma diversidade maior de tipos123



124 In�uênia da Curvatura no Desempenho de Constelações de Sinaisde onstelações de sinais de�nidas em variedades Riemannianas, omo, por exemplo,onstelações de sinais geometriamente uniformes em espaços de urvatura seionalonstante e em espaços om métria induzida de superfíies mínimas.Entretanto, nenhum destes trabalhos demonstrou preisamente a proedênia daexpressão da função densidade de probabilidade Gaussiana usada na araterizaçãodo ruído do anal de transmissão, ou desreveu o sistema de omuniações ujo ruídotivesse essa função densidade de probabilidade do ruído. Contudo, devemos ressaltarque este fato não ompromete os resultados enontrados nestes trabalhos, pois mostra-remos na próxima seção que essa expressão da função densidade de probabilidade estáorreta, desde que seja onsiderada uma relação sinal ruído su�ientemente grande.Este fato era esperado, visto que a função densidade de probabilidade do ruído usadanestes trabalhos foi rigorosamente de�nida, de modo que seu omportamento desre-vesse um ruído Gaussiano do ponto de vista do espaço não Eulidiano onsiderado.Neste aso, alguns parâmetros geométrios foram usados, omo a métria e a urva-tura do espaço, as áreas das regiões de deisão e as distânias entre os sinais, que noaso foram assoiadas ao omprimento geodésio.Dessa forma, um dos primeiros resultados deste apítulo é mostrar que a funçãodensidade de probabilidade do ruído onsiderada nos trabalhos anteriores está assoi-ada à probabilidade de erro no espaço de sinais de um sistema de omuniações sujeito aação de um ruído aditivo Gaussiano brano e usando uma modulação não-linear. Maisgeralmente, iremos mostrar que o espaço de sinais está assoiado a uma variedade Rie-manniana quando a energia média do ruído do anal de transmissão é su�ientementepequena. Com isso, usando essa assoiação iremos propor a onstrução de onstelaçõesde sinais em variedades Riemannianas, bem omo realizar as orrespondentes análisesde desempenhos.4.2 Função Densidade de Probabilidade Condiional,
p(y|x = x0)No Capítulo 3, as ténias de modulação não-lineares foram assoiadas a urvasou a superfíies no Rn. Com isso, onsidere que as variáveis (u, v) ∈ D possam sertransmitidas usando uma modulação assoiada a uma superfíie regular X : D ⊂

R2 → R3. Neste aso, uma onstelação de sinais usando essa ténia de modulaçãopode ser representa pelo seguinte onjunto de pontos
X = {x1 = [u1, v1], . . . ,xm = [um, vm]},no espaço bidimensional D. Além disso, esses sinais também pertenem à superfíie

X(u, v) e, por esse motivo, também podem ser representados por pontos no R
3.



4.2 Função Densidade de Probabilidade Condiional, p(y|x = x0) 125Ainda no Capítulo 3 foi derivada uma expressão de p(y|x = x0), a função densidadede probabilidade ondiional de que o sinal y = [u, v] seja reebido dado que x0 =

[u0, v0] tenha sido enviado. Tal expressão pode ser obtida de (3.81) para o aso emque a energia média do ruído seja su�ientemente pequena ou por (3.84) para um asomais geral, onde não haja restrição quanto a energia média de ruído. Contudo, nesteúltimo aso, alguns valores de y são omputados mais de uma vez devido à solução doproblema de otimização onsiderado em sua obtenção.A expressão (3.80) apresenta uma mudança de variáveis aleatórias que, nesse asopartiular, relaiona o vetor ruído do anal, n, ao vetor erro y − x0, isto é,
n = (y − x0) · G , (4.1)onde G é a matriz métria alulada no ponto x0. Neste aso, note que essa expressãodepende da métria da superfíie e este fato demonstra omo a métria no espaço de si-nais é induzida pela métria da superfíie assoiada à modulação. Entretanto, devemoshamar a atenção para o fato de que a expressão (4.1) é válida para uma vizinhança de

x0 ou, equivalentemente, quando a energia média do ruído for su�ientemente pequena.Neste aso, a função densidade de probabilidade ondiional de y dado x0 pode serdeterminada om o auxílio de (3.81) da seguinte forma
p(y|x = x0) =

1

2πσ2
exp

[
−(y − x0) · G · (y − x0)

T

2σ2

]√
det(G) . (4.2)De aordo om (3.71), quando a energia média do ruído for su�ientemente pequena,a seguinte aproximação pode ser utilizada

X(u, v) = X(u0, v0) + (y − x0) · JT ,onde J é a matriz Jaobiana de X(u, v). Neste aso, omo G = JT · J , então otermo da exponenial de (4.2) é igual à distânia Eulidiana ao quadrado entre ospontos X(u, v) e X(u0, v0), que, loalmente, é uma boa aproximação para a distâniageodésia ao quadrado entre esses pontos, d2(y,x0). Por essa razão, a expressão dafunção densidade de probabilidade
p(y|x = x0) = k1e

−k2 d2(y,x0)
√

det(G) , (4.3)utilizada nos trabalhos [7℄, [6℄, [29℄, [30℄, [31℄ e [32℄ está bem de�nida. As onstantes
k1 e k2 de (4.3) são positivas e são neessárias para que a integral dessa expressão emtodo o espaço de sinais seja igual a 1 e para que a variânia de p(y|x = x0) possa serde�nida em função dessas onstantes.Neste ontexto, pode-se onsiderar que a superfíie regular parametrizada X :

D ⊂ R
2 → R

3 induz de maneira natural uma métria em D, isto é, dados p ∈
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D e v1,v2 ∈ TpX, o plano tangente à superfíie no ponto p, então (v1 · v2)p =

(dXp(v1) · dXp(v2))X(p), onde dXp(v1) é a diferenial da apliação X no ponto p se-gundo o vetor v1. Observe que, nessa situação, X passa a ser uma apliação isométriade D em X(D) e que esse espaço bidimensional om métria induzida da superfíie
X(u, v) é uma variedade riemanniana bidimensional, M2, om sistema de oordenadas
(D, X).Portanto, omo o espaço de sinais pode ser interpretado omo uma variedade Rie-manniana, então a onstrução e a análise de desempenho de onstelações de sinais deveser realizada nesse novo ontexto. Para tanto, alguns parâmetros de desempenho dasonstelações de sinais devem ser rede�nidos, omo, por exemplo, a probabilidade de odemodulador deidir erroneamente dado que o sinal xi seja transmitido,

Pe,i = 1 −
∫

Ri

p(y|x = xi) du dv , (4.4)onde Ri é a região de deisão do sinal xi, ou seja, o onjunto representando todos ossinais reebidos que são deididos omo xi. Devemos ressaltar que a probabilidade deerro (4.4) é invariante por isometrias e que a probabilidade média de erro, Pe, de umaonstelação de sinais é dada por
Pe =

m∑

i=1

piPe,i , (4.5)onde pi é a probabilidade de oorrênia do sinal xi.Além disso, a energia média de transmissão de uma onstelação de sinais X éde�nida omo
Et =

m∑

i=1

pid
2(xi, x̄) , (4.6)onde d2(xi, x̄) é a distânia geodésia ao quadrado entre o sinal xi e o barientro daonstelação x̄. Sabemos que o barientro de uma onstelação de sinais é o pontoque minimiza a energia média da onstelação de sinais. Portanto, para determinar x̄devemos alular a primeira derivada da energia média em relação a u e v, e suporque a mesma seja zero em x̄. Dessa maneira, temos que x̄ é um ponto que satisfaz asseguintes equações difereniais pariais

∂ Et

∂u

∣∣∣∣
x=x̄

=

m∑

i=1

pi
∂ d2(xi,x)

∂u

∣∣∣∣
x=x̄

= 0,

∂ Et

∂v

∣∣∣∣
x=x̄

=
m∑

i=1

pi
∂ d2(xi,x)

∂v

∣∣∣∣
x=x̄

= 0. (4.7)No sentido de expliitar analitiamente a relação sinal-ruído no sistema de omu-niações, a energia média do ruído no espaço de sinais, dado que xi foi transmitido, é



4.2 Função Densidade de Probabilidade Condiional, p(y|x = x0) 127de�nida omo
σ2 =

∫

D

d2(y,xi)p(y|x = xi) du dv . (4.8)Com o objetivo de analisar o desempenho de sistemas de omuniações usandoonstelações de sinais e modulações não-lineares, vamos onsiderar uma modulaçãodo tipo 4-PSK sobre as superfíies de um parabolóide, de um plano e de uma sela,Figura 4.1, ujas parametrizações são dadas por
X(u, v) = [u, v, u2 + v2] (Parabolóide) , (4.9a)
X(u, v) = [u, v, 0] (Plano) , (4.9b)
X(u, v) = [u, v, u2 − v2] (Sela) . (4.9)
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x4(d) Sela.Figura 4.1: Exemplos de modulações 4-PSK em superfíies.Neste exemplo, onsideramos que as modulações não-lineares assoiadas a essassuperfíies possuem a mesma energia média de transmissão, (1.42). Dessa maneira,aso as variáveis u e v pertençam ao intervalo [−a, a], então os valores das energiasmédias de transmissão dessas modulações são dadas por
Em =

2

45
a2(15 + 4a2) (Parabolóide e Sela) e Em =

2

3
a2 (Plano),mas omo a energia média da modulação linear (assoiada ao plano) é menor queas demais, então um fator de orreção deve ser realizado no momento da análise dedesempenho da onstelação 4-PSK assoiada a essa modulação.



128 In�uênia da Curvatura no Desempenho de Constelações de SinaisAs métrias ou as primeiras formas fundamentais dessas superfíies podem ser ob-tidas de (1.2) omo segue
E = 1 + 4u2 , F = 4uv e G = 1 + 4v2 (Parabolóide) (4.10a)

E = 1 , F = 0 e G = 1 (Plano) (4.10b)
E = 1 + 4u2 , F = −4uv e G = 1 + 4v2 (Sela) (4.10)Com isso, podemos usar as parametrizações (4.9) e as métrias (4.10) para deter-minar p(y|x = x0) usando (3.84), veja a Figura 4.2. Optamos pelo uso de (3.84) devidoao fato dessa expressão apresentar resultados mais preisos quando a energia média doruído não é su�ientemente pequena, no aso foi utilizado σ2 = 1/2 e x0 = [1, 0] emtodas as modulações.
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() Sela.Figura 4.2: Funções densidades de probabilidades, p(y|x0), de exemplos de modulações4-PSK em superfíies, aluladas para σ2 = 1/2 e x0 = [1, 0].Analisando a Figura 4.2, veri�amos que mesmo om um ruído AWGN no analde transmissão, apenas a modulação assoiada à superfíie planar (modulação linear)apresenta um ruído Gaussiano irular no espaço de sinais. Tal resultado já era es-perado, pois a métria induzida por essa superfíie é a métria Eulidiana, a mesmamétria em que o ruído foi de�nido para ser Gaussiano. Entretanto, as densidades deprobabilidades apresentadas nas Figuras 4.2(a) e 4.2() não se assemelham a distribui-ções Gaussianas, mas para o espaço de sinais das modulações não-lineares assoiadasàs superfíies parabolóide e sela esse ruído possui um omportamento Gaussiano.



4.2 Função Densidade de Probabilidade Condiional, p(y|x = x0) 129As urvas de desempenho (Pe versus SNR) das modulações 4-PSK assoiadas àssuperfíies parabolóide, plano e sela são apresentadas na Figura 4.3. Devemos ressaltarque, na determinação dessas urvas de desempenho, foi onsiderado que as modulaçõesnão-lineares possuem a mesma energia média de transmissão. Por essa razão, a urvade desempenho assoiada ao plano possui um desempenho melhor do que a urva dedesempenho assoiada ao parabolóide, aso ontrário seu desempenho seria igual ao doparabolóide. Além disso, note que a modulação 4-PSK assoiada à superfíie da sela foia que apresentou melhor urva de desempenho. Este fato pode ser melhor ompreendidoonsiderando o volume de sua função densidade de probabilidade, Figura 4.2(), navizinhança do ponto x0, que no aso é maior que o volume das outras funções densidadesde probabilidades. Além disso, este ganho de desempenho está assoiado ao valor de suaurvatura Gaussiana, que é negativa, ontudo tal fato só será eslareido na próximaseção.
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, K = 0 e K = − 4

(1 + 4x2 + y2)3/2
,respetivamente.



130 In�uênia da Curvatura no Desempenho de Constelações de Sinais4.3 Redução da Probabilidade Média de Erro pelaConsideração da CurvaturaNo exemplo anterior e em [7℄, [6℄, [29℄, [30℄, [31℄ e [32℄, foi observado que o desempe-nho de onstelações de sinais de�nidas em espaços om urvatura onstante e negativa,quanto a probabilidade média de erro, é melhor que o desempenho das onstelações desinais em espaços om urvatura nula ou onstante positiva. Nesta seção mostraremosque a probabilidade média de erro diminui om a redução da urvatura. Para tanto,vamos usar o oneito de sistema de oordenadas polar geodésio desrito em [25℄ paraestudar o omportamento da função densidade de probabilidade p(y|x = x0), dada em(4.2), em função da urvatura Gaussiana (K) do espaço de sinais.Um sistema de oordenadas polar geodésio determina um sistema de oordenadaspolar no plano tangente à superfíie X(ρ, θ) no ponto p, TpX, omo ilustra a Figura 4.4.Dessa forma, note que as geodésias partindo de p são radiais (θ = te) e um írulogeodésio (ρ = te), que geralmente não é uma geodésia, pode ser obtido. Com isso,assumindo que o sinal transmitido x0 esteja relaionado ao ponto p de um sistema deoordenadas polar geodésio, então podemos assoiar o omprimento das geodésiasradiais (ρ) à distânia desse sinal aos demais sinais da onstelação, enquanto que osírulos geodésios podem ser relaionados à região de deisão do sinal x0. Neste aso,quanto maior for a área desse írulo, em geral, menor será a probabilidade de erro detransmissão desse sinal.
geodésioUm írulo

TpX

θ

Uma geodésiaradial
(ρ, θ)

X(ρ, θ)

ρ

A

Figura 4.4: Exemplo de um sistema de oordenadas polar geodésio.De aordo om [25℄, a primeira forma fundamental nesse sistema de oordenadas



4.3 Redução da Probabilidade Média de Erro pela Consideração daCurvatura 131de uma superfíie X(ρ, θ) satisfaz as ondições
E = 1 , F = 0 lim

ρ→0
G = 0 lim

ρ→0
(
√

G)ρ = 1 e (
√

G)ρρ + K
√

G = 0 , (4.11)onde K é a urvatura Gaussiana da superfíie assoiada ao esquema de modulação.Com isso, usando uma expansão em série de Taylor, pode-se determinar uma expressãoaproximada para √
G em função de ρ e K, omo segue

√
G(ρ, θ) ≈ ρ − ρ3

12
K(ρ, θ) . (4.12)Portanto, podemos usar esse sistema de oordenadas polar geodésio para reesrevera expressão (4.2) da seguinte forma

p(y|x = x0) =
1

2πσ2
e−

ρ2

2σ2
√

EG − F 2 ≈ 1

2πσ2
e−

ρ2

2σ2

√
ρ − ρ3

12
K . (4.13)Note que a expressão (4.13) expliita a dependênia da função densidade de pro-babilidade ondiional, p(y|x = x0), relativamente à urvatura do espaço. Deve-seressaltar que, até onde onheemos, uma expressão similar a essa não havia sido obtidaanteriormente. Em [29℄, as funções densidades de probabilidades foram determinadaspara uma métria espeí�a e a in�uênia da urvatura não era perebida tão lara-mente omo em (4.13).Como a integral de p(y|x = x0) determina a probabilidade de aerto, então podemosonluir que, aso a urvatura do espaço de sinais seja negativa, então a probabilidadede erro do sistema de omuniações é menor que em seu sistema de omuniaçõesequivalente em espaços om urvatura nula ou positiva. Além disso, note que, quantomenor for a urvatura do espaço, menor será a probabilidade de erro.O ganho de desempenho indiado pela expressão (4.13), quando a urvatura é ne-gativa, pode ser interpretado geometriamente pelo o aumento da área da região dedeisão do sinal, pois, neste aso, o elemento de área dessa região é igual a √

G, queaumenta quando K < 0.Uma outra maneira de veri�ar que o sinal da urvatura in�uenia no desempenhodos sistemas de omuniações é usar o teorema de Rauh, [26℄. Contudo, tal in�uêniaé desrita de maneira qualitativa, pois esse teorema, intuitivamente, exprime o fato deque, se a urvatura diminui, então os omprimentos geodésios entre dois pontos �xosquaisquer no espaço aumentam. Este fato implia que as distânias entre os sinaisdevem aumentar om a diminuição da urvatura, sendo que este último fato faz omque a probabilidade de aerto aumente, observe a expressão (4.3).



132 In�uênia da Curvatura no Desempenho de Constelações de Sinais4.4 Constelações de Sinais em Espaços om Curva-tura ConstanteNesta seção apresentaremos a onstrução e a análise de desempenho de onstelaçõesde sinais geometriamente uniformes em espaços de urvatura onstante. Iniialmente,vamos onsiderar onstelações de sinais M-PSK e, posteriormente, onstelações de si-nais provenientes de tesselações {p, q} em espaços bidimensionais om urvatura ons-tante. Tais onstelações de sinais foram analisadas nos trabalhos [30℄ e [32℄. Por essarazão, a desrição dos resultados desses trabalhos será realizada de maneira suinta,dando maior enfoque apenas aos resultados de interesse deste apítulo.Segundo [27℄, dentre as variedades Riemannianas, os espaços de urvatura ons-tante são os mais simples de serem estudados e possuem um número su�ientementegrande de isometrias loais. Isto signi�a que é sempre possível �desloar� isometria-mente dois triângulos pequenos oloados em posições diferentes e veri�ar que podemser sobrepostos. No projeto de onstelações de sinais nesses espaços devemos fazeruso dessas isometrias, aso ontrário, o ruído do anal de transmissão afetaria adasinal a ser transmitido de uma maneira diferente. Além disso, essas isometrias garan-tem a existênia de onstelações de sinais geometriamente uniformes nos espaços deurvatura onstante, pois um grupo de simetrias pode ser de�nido nesses espaços.Iniialmente, onsidere a mesma métria que foi utilizada nos apítulos anterio-res, mais preisamente nas equações (2.39) e (3.76), para araterizar os espaços deurvatura onstante K, isto é
g = g11 = g22 =

1
[
1 + K

4
(u2 + v2)

]2 e g12 = g21 = 0 . (4.14)Portanto, se a métria (4.14) for usada na análise de p(y|x0) dada por (4.2), entãopodemos obter que
p(y|x0) =

g

2πσ2
exp

(
−g

|y − x0|2
2σ2

)
=

1

2πσ2
g

exp

(
−|y − x0|2

2σ2
g

)
, (4.15)onde σ2

g = σ2/g. Isto é, p(y|x0) é uma função densidade de probabilidade Gaussianade média x0 e variânia σ2
g . Portanto, a energia média do ruído no espaço de sinais éinversamente proporional a métria g, ou seja,
N = 2σ2

g = 2σ2

[
1 +

K

4
(u2 + v2)

]2

. (4.16)Dessa forma, omo esperado, aso a urvatura do espaço seja negativa, então ain�uênia do ruído do anal de transmissão no espaço de sinais será menor, bem omoa probabilidade média de erro. Além disso, a expressão (4.16) india uma relaçãoentre energia média do ruído e urvatura, que pode ser utilizada no álulo da relação



4.4 Constelações de Sinais em Espaços om Curvatura Constante 133sinal-ruído para determinar o ganho de energia média de transmissão em função daurvatura, para um dado valor de Pe.Como este último resultado foi obtido reentemente, então os trabalhos [30℄ e [32℄não utilizaram a métria (4.14) e a relação (4.16) na onstrução e na análise de de-sempenho de onstelações de sinais. Contudo, esses trabalhos obtiveram resultadossemelhantes, pois utilizaram a expressão (4.3) e a métria
G(ρ, θ) =






1
K

sin2(ρ
√

K) , se K > 0 ,

ρ2 , se K = 0 ,

− 1
K

sinh2(ρ
√
−K) , se K < 0 ,

(4.17)de�nida em um sistema de oordenadas polar geodésio. O fato das métrias (4.14) e(4.17) serem diferentes não altera o desempenho das onstelações de sinais de�nidasnesses espaços, dado que existe uma transformação isométria entre esses espaços eentre essas onstelações de sinais. Tal onlusão poder ser melhor ompreendida veri�-ando que as expressões de p(y|x0), dadas por (4.2) e (4.3), dependem exlusivamenteda métria do espaço.Como nesta seção iremos onsiderar a onstrução de onstelações de sinais emespaços om urvatura seional onstante, K, então a seguinte denominação seráutilizada: a superfíie de uma esfera S2 representará o espaço om K > 0; o planoEulidiano R2 representará o espaço om K = 0; e o plano hiperbólio H2 representaráo espaço om K < 0.É importante ressaltar que os espaços S
2 e H

2 possuem uma estrutura geométriadiferente da Eulidiana. Isto signi�a, por exemplo, que a distânia entre quaisquerdois pontos será obtida pelo menor omprimento geodésio entre eles. Esse e outrosoneitos sobre os espaços om urvatura onstante e variedades Riemannianas foramapresentados na Seção 1.3 e também podem ser obtidos em [25℄, [26℄ e [40℄.Neste aso, em R2 a distânia entre quaisquer dois pontos z1, z2 ∈ R2 é dada por
dR = |z1 − z2| , (4.18)onde | · | denota o módulo de um número omplexo e zi = rie

jθi, para i = 1, 2.Em S2, a menor distânia geodésia entre quaisquer dois pontos z1, z2 ∈ S2 é dadapor
dS =

2πl√
K

± 1

j
√

K
ln

|1 + z1z̄2| + j|z1 − z2|
|1 + z1z̄2| − j|z1 − z2|

, (4.19)onde l é o número de vezes que a geodésia passa pelo ponto z1 ou pelo seu antípoda,até hegar ao ponto z2, zi = rie
jθi e ri = −j(ejρi

√
K − 1)/(ejρi

√
K + 1), para i = 1, 2.E em H

2 a distânia geodésia entre quaisquer dois pontos z1, z2 ∈ H
2 é dada por
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dH =

1√
−K

ln
|1 − z1z̄2| + |z1 − z2|
|1 − z1z̄2| − |z1 − z2|

, (4.20)onde zi = rie
jθi e ri = (eρi

√
−K − 1)/(eρi

√
−K + 1), para i = 1, 2.Para analisar o desempenho das onstelações de sinais nos espaços de urvaturaonstante om métria dada por (4.17), vamos utilizar (4.3) juntamente om as distân-ias (4.18), (4.19) e (4.20), assoiadas às respetivas urvaturas do espaço. Neste aso,assim omo foi realizado em [29℄, podemos determinar as seguintes funções densidadesde probabilidade no espaço de sinais assoiado ao R2, H2 e S2, em um sistema deoordenadas polar geodésio.1. Para K = 0, temos

pR(ρ, θ) = k1e
−k2ρ2

ρ , (4.21)onde k1 = k2/π e a energia média do ruído é dada por N = 1/k2, omo esperado.2. Para K < 0, temos
pH(ρ, θ) =

k1√
−K

e−k2ρ2

sinh (
√
−Kρ) , (4.22)om

k1 =
π−3/2eK/4k2

√−Kk2

erf(
√
−K/2

√
k2)

,onde erf(z) denota a função erro, de�nida para todo z ∈ C omo
erf(z) =

2√
π

∫ z

0

e−w2

dw .Neste aso, a energia média do ruído é dada por
N =

2
√
−Kk2e

K/4k2 +
√

πerf(
√
−K/4k2)(2k2 − K)

4k2
2

√
πerf(

√
−K/4k2)

.3. Para K > 0, temos
pS(ρ, θ) =

k1√
K

e−k2ρ2 | sin (
√

Kρ)| , (4.23)om
k1 =

√
K

2π

( ∞∑

i=0

∫ (i+1)π

iπ

(−1)ie−k2ρ2

sin (
√

Kρ) dρ

)−1

.Assim, quando k2 ≫ K, temos que a onstante k1 pode ser aproximada por
k1 ≈

iπ−3/2eK/4k2
√

Kk2

erf(i
√

K/2
√

k2)
.



4.4 Constelações de Sinais em Espaços om Curvatura Constante 135Conseqüentemente, a energia média do ruído é dada por
N ≈ 2i

√
Kk2e

K/4k2 +
√

πerf(i
√

K/4k2)(2k2 − K)

4k2
2

√
πerf(i

√
K/4k2)

.Em [29℄ e [30℄, as funções densidades de probabilidades (4.21), (4.22) e (4.23) foramanalisadas para alguns valores de energia média de ruído e, omo esperado de (4.15),representaram funções densidades de probabilidades Gaussianas nos espaços de sinais.Este fato é muito importante para veri�armos que o modelo matemátio utilizado estádesrevendo orretamente os parâmetros de desempenho do sistema de omuniaçãoem questão. Por este motivo, a seguir, iremos apresentar os prinipais resultados dostrabalhos [30℄ e [32℄.4.4.1 Constelações de sinais M-PSK em espaços de urvaturaonstanteUma onstelação de sinais M-PSK no espaço de sinais om métria (4.17) é dadapor
xi = ρ ejθi, i = 1, 2, . . . , M ,onde θi = (2i− 1)π/M e ρ é a distânia geodésia entre o sinal xi e a origem (0, 0) doespaço de sinais.Usando as funções densidades de probabilidades (4.21), (4.22) e (4.23) e as distân-ias (4.18), (4.19) e (4.20) podemos determinar as urvas de desempenho das ons-telações de sinais 4-PSK nos espaços de urvatura onstante. Tais desempenhos sãoapresentados na Figura 4.5 para K = 1, 0,−1 e −2. Note que a onstelação de sinais de-�nida no espaço hiperbólio é a que apresenta melhor desempenho. Além disso, observeque a probabilidade de erro do sistema diminui quando a urvatura do espaço de sinaispassa de K = −1 para K = −2. Tal resultado pode ser expliado matematiamentepela análise da expressão (4.15).O desempenho de onstelações de sinais 8-PSK e 16-PSK também foram aluladospara os espaços de urvatura onstante, omo ilustra a Figura 4.6. Contudo, a urvade desempenho para o espaço de urvatura positiva não será apresentado, pois seudesempenho foi muito inferior aos dos demais sistemas onsiderados.Além dessas urvas de desempenho, uma outra urva determinando a variação daprobabilidade média de erro em função da urvatura do espaço de sinais foi determi-nada. A Figura 4.7 mostra essa urva para as onstelações de sinais 4-PSK e 8-PSK,quando a relação sinal-ruído permanee onstante em torno de 6dB. Neste aso, noteque a probabilidade de erro diminui exponenialmente om a redução da urvatura doespaço. Esse fato india que, dada uma energia de transmissão �xa, o desempenho dosistema pode ser melhorando om a redução da urvatura. Esse resultado é semelhante
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10−2 (b) Constelação 16-PSK.Figura 4.6: Curvas de desempenho de onstelações de sinais 8-PSK e 16-PSK emespaços de urvatura onstante, K = 0 e K = −1.à troa de energia média de transmissão pela largura de banda, que é freqüentementeutilizadas em sistemas de omuniações.4.4.2 Constelações de sinais provenientes de tesselações {p, q}em espaços de urvatura onstanteNesta subseção, onstruiremos e analisaremos o desempenho de onstelações desinais geometriamente uniformes provenientes de tesselações {p, q} em espaços bidi-mensionais om urvatura seional onstante. Neste aso, veri�amos novamente queas onstelações de sinais em espaços om urvatura negativa apresentam os melhores
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10−4Figura 4.7: Variação da probabilidade média de erro em função da urvatura do espaçode sinais para onstelações de sinais 4-PSK e 8-PSK e SNR �xo e igual a 6 dB.desempenhos em termos da probabilidade de erro quando omparadas om as ons-telações de sinais em espaços om urvatura maior ou igual a zero. Para tanto, foiutilizada uma medida de energia normalizada de uma tesselação, de�nida em [32℄, queauxiliou na análise de desempenho das onstelações de sinais nos diferentes espaçosom urvatura onstante.O interesse pela teoria dos retiulados, no ontexto de sistemas de omuniaçõesdigitais, foi estimulado pela sua onexão om a teoria dos números e de ódigos orre-tores de erros. Neste aso, devemos ressaltar que a teoria dos retiulados demonstrouser uma ferramenta de grande importânia para o problema de empaotamento de esfe-ras, auxiliando na onstrução de boas onstelações de sinais ou ódigos ótimos dentrodo ontexto dos trabalhos de Nyquist e Shannon. Para os leitores que desejam ummaior entendimento sobre a teoria dos retiulados e do problema de empaotamentode esferas no espaço Eulidiano n-dimensional, reomendamos a referênia [16℄.Devido ao grande número de simetrias existente nos espaços de urvatura onstante,é sempre possível onstruir um reobrimento (ladrilhamento ou tesselação) dos mes-mos. Tal reobrimento determina, de maneira natural, onstelações de sinais geome-triamente uniformes, [9℄, formadas pelos barientros das regiões fundamentais (regiãode Voronoi) da tesselação. Além disso, à região fundamental está assoiado o orres-pondente grupo de simetrias. Portanto, nesses espaços, é sempre possível onstruironstelações de sinais om espetro de distânia independente do sinal onsiderado eregiões de deisão ongruentes, isto é, onstelações geometriamente uniformes.As tesselações {p, q} são araterizadas por polígonos regulares de p lados, sendoque ada vértie é reoberto por q desses polígonos. Como exemplo, onsidere o retiu-lado {6, 3} que reobre o plano Eulidiano por hexágonos ujos vérties são reobertos



138 In�uênia da Curvatura no Desempenho de Constelações de Sinaispor três hexágonos, veja Figura 4.8. Para uma abordagem omplementar sobre astesselações {p, q} em espaços om urvatura onstante, referimos o leitor para [22℄ e[29℄.
y

xFigura 4.8: Reobrimento de R2 pela tesselação {6, 3}.Através do Teorema de Gauss-Bonnet, [25℄, e de [29℄, pode-se veri�ar que as tes-selações {p, q} em S
2, R

2 e H
2 satisfazem as seguintes ondições






(p − 2)(q − 2) < 4 , se K > 0 ,

(p − 2)(q − 2) = 4 , se K = 0 ,

(p − 2)(q − 2) > 4 , se K < 0 .

(4.24)Como exemplo, onsidere a tesselação {3, 4} na superfíie de uma esfera omo ilustraa Figura 4.9(a). Neste aso, note que os sinais são os vérties de um ubo e as regiõesfundamentais são as faes de um otaedro. Este fato pode ser generalizado da seguinteforma: toda tesselação {p, q} tem uma tesselação dual {q, p} e os vérties da tesselação
{p, q} onstituem os barientros da tesselação dual {q, p} e vie-versa.
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x12(b) No espaço de sinais.Figura 4.9: Tesselação {3, 4} em S2 em um sistema de oordenadas polar geodésio.



4.4 Constelações de Sinais em Espaços om Curvatura Constante 139A orrespondente tesselação {3, 4} em oordenadas polares geodésias é omo mos-trada na Figura 4.9(b). Note que devemos tesselar a superfíie esféria por triângulosregulares (regiões de Voronoi) ujos vérties possuem quatro vizinhos. Note tambémque os lados dos triângulos são formados pelas geodésias nesta superfíie, e por essemotivo a região de Voronoi do sinal é também onheida omo triângulo geodésio.Dessa forma, através da equação (4.24), podemos enontrar todas as tesselaçõesem S2 e veri�ar que as mesmas são formadas pelos sólidos Plat�nios em R3, vejaTabela 4.1. Além disso, essas tesselações geram os ódigos de Slepian.
{p, q} Número de Regiões Poliedro
{3, 3} 4 tetraedro
{3, 4} 8 otaedro
{3, 5} 20 iosaedro
{4, 3} 6 ubo
{5, 3} 12 dodeaedroTabela 4.1: Exemplos de tesselações em S2 reobrindo a superfíie de uma esfera porpolígonos regulares.Neste ponto onvém introduzir alguns parâmetros relevantes na onstrução e análisedas tesselações {p, q} em espaços om urvatura onstante. Para tanto, onsidere umaregião fundamental representada por um polígono regular de p lados omo mostrado naFigura 4.10. Nesta situação, os ângulos α e β devem valer 2π/p e π/q, respetivamente,enquanto que os raios externo (ρl) e interno (ρp) deverão ser obtidos através das equa-ções (4.18), (4.19) e (4.20) e dos orrespondentes valores de α e β. A determinaçãodos valores de ρl e ρp implia na utilização dos mesmos no álulo da densidade deempaotamento, da energia média, da probabilidade de erro, dentre outros.Para o aso partiular do plano Eulidiano, temos que ρl pode assumir qualquer va-lor positivo. Em outras palavras, podemos onstruir as tesselações Eulidianas {4, 4},

{3, 6} e {6, 3} para qualquer valor positivo de ρl, uma vez que a propriedade de simi-laridade (homotetia) é válida.Contudo, quando da onstrução de tesselações em S2 e H2, veri�amos que, paravalores �xados de p, q e K, existe apenas um únio valor de ρl, isto porque em S2 e H2a medida de distânia está assoiada a ângulos (transformação onforme). Portanto,em S
2, ρl é dado por

ρl =
1

j
√

K
ln

1 + jrl

1 − jrl
, (4.25)
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βFigura 4.10: Região fundamental de uma tesselação {p, q}.onde
rl =

√
cos2 (α/2) − sin (β) sin (α + β)

sin2 (β) − cos2 (α/2)
.No modelo do diso de Poinaré para o espaço hiperbólio, o valor de ρl é dado por

ρl =
1√
−K

ln
1 + rl

1 − rl
, (4.26)onde

rl =

√
sin2 (α/2) + cos (β) cos (α + β)

cos2 (β) − sin2 (α/2)
.O valor do raio interno (ou de empaotamento), ρp, pode ser failmente obtidoutilizando a regra do seno em S2, R2 e H2, onduzindo a

ρp =






1√
K

arcsin (sin (ρl

√
K) sin (β)) , se K > 0 ,

ρl sin (β) , se K = 0 ,

1√
−K

arcsinh (sinh (ρl

√
−K) sin (β)) , se K < 0 .

(4.27)Uma outra medida importante, para o desenvolvimento deste trabalho, é a áreade um diso de raio ρ, denotada por Ad(ρ), em S2, R2 e H2. Através do Teorema deGauss-Bonnet onluímos que
Ad(ρ) =






4π
K

sin2 (ρ
√

K
2

) , se K > 0 ,

πρ2 , se K = 0 ,

−4π
K

sinh2 (ρ
√
−K
2

) , se K < 0 .

(4.28)Como mostrado em [29℄, a área, Al, da região fundamental de uma tesselação {p, q}em um espaço om K onstante, é dada por
Al =





π 4−(p−2)(q−2)

qK
, se K 6= 0 ,

pρ2
p tan (α

2
) , se K = 0 .

(4.29)



4.4 Constelações de Sinais em Espaços om Curvatura Constante 141Conheendo os valores dos raios ρl e ρp e das áreas Ad e Al podemos de�nir ∆, adensidade de empaotamento da tesselação, e Θ, a densidade de empaotamento datesselação dual (om superposição de esferas), veja [16℄, omo sendo
∆ =

Ad(ρp)

Al
e Θ =

Ad(ρl)

Al
. (4.30)Os valores das densidades ∆ e Θ das tesselações {p, q} são mostradas nas Tabelas 4.2e 4.3. Note que o valor da densidade de uma tesselação no plano hiperbólio, porexemplo, não depende da urvatura valer −1 ou −10 e que a tesselação mais densa éa {∞, 3}.

∆ q = 3 q = 4 q = 5 q = 6 q = 7 q = 8 · · · q = ∞

p = 3 0.8453 0.7340 0.6583 0.6046 0.5649 0.5344 · · · 0.3094
p = 4 0.8787 0.7854 0.7206 0.6742 0.6397 0.6131 · · · 0.4142
p = 5 0.8961 0.8120 0.7528 0.7101 0.6781 0.6535 · · · 0.4675
p = 6 0.9069 0.8284 0.7725 0.7321 0.7017 0.6782 · · · 0.5000
p = 7 0.9143 0.8396 0.7860 0.7470 0.7177 0.6950 · · · 0.5219
p = 8 0.9197 0.8478 0.7958 0.7578 0.7293 0.7071 · · · 0.5377... ... ... ... ... ... ... . . . ...
p = ∞ 0.9549 0.9003 0.8584 0.8270 0.8030 0.7842 · · · 0.6366Tabela 4.2: Valores da densidade ∆ para uma tesselação {p, q}.

Θ q = 3 q = 4 q = 5 q = 6 q = 7 q = 8 · · · q = ∞

p = 3 1.3333 1.6906 2.0535 2.4184 2.7843 3.1508 · · · ∞
p = 4 1.2679 1.5708 1.8819 2.1962 2.5119 2.8284 · · · ∞
p = 5 1.2321 1.5055 1.7889 2.0759 2.3648 2.6547 · · · ∞
p = 6 1.2092 1.4641 1.7300 2.0000 2.2721 2.5452 · · · ∞
p = 7 1.1933 1.4354 1.6892 1.9475 2.2080 2.4696 · · · ∞
p = 8 1.1815 1.4142 1.6592 1.9089 2.1609 2.4142 · · · ∞... ... ... ... ... ... ... . . . ...
p = ∞ 1.1027 1.2733 1.4604 1.6540 1.8508 2.0493 · · · ∞Tabela 4.3: Valores da densidade Θ para uma tesselação {p, q}.Para realizar a análise de desempenho das onstelações de sinais é neessário o-nheer a relação sinal-ruído do sistema. Contudo, para determinar esse parâmetro,



142 In�uênia da Curvatura no Desempenho de Constelações de Sinaisdevemos onheer a energia média da onstelação. Porém uma tesselação vista omouma onstelação sinais possui in�nitos sinais e, onseqüentemente, possui energia médiain�nita.Neste aso, poderíamos tentar analisar o desempenho das onstelações de sinaisatravés da determinação das probabilidades de erros ondiionais assoiadas às orres-pondentes regiões fundamentais de ada tesselação, onsiderando um mesmo valor de
ρl (metade da distânia mínima da onstelação de sinais) e uma mesma energia médiado ruído N .Assim, a Figura 4.11 exibe a probabilidade de erro média das regiões fundamen-tais das tesselações Eulidianas {3, 6}, {4, 4} e {6, 3} em função da distânia mínima(dmin = 2ρl) das onstelações, para N = 1.

Tesselação (6,3)Tesselação (4,4)Tesselação (3,6)

SNR(dB)

P
e

43.532.521.51

100

10−1

10−2Figura 4.11: Probabilidade de erro versus distânia mínima das tesselações {3, 6},
{4, 4} e {6, 3}, para N = 1.Note na Figura 4.11 que a região fundamental da tesselação {3, 6} é a que apresentao menor valor da probabilidade de erro. Este fato pode ser melhor entendido ao analisara Figura 4.12, pois veri�a-se que a região fundamental da tesselação {3, 6} é a de maiorárea e, por esse motivo, a probabilidade de aerto é maior (maior região de integração),uma vez que ada uma dessas regiões está sob a ação de um mesmo tipo de ruído, oAWGN.Entretanto, o proedimento de análise de desempenho apresentado nas Figuras 4.11e 4.12 não está ompleto. Isto é, duas onstelações de sinais, usando aproximada-mente a mesma quantidade de sinais, provenientes das tesselações {3, 6} e {6, 3} nãotêm a mesma energia média, pois a tesselação {3, 6} possui a menor densidade de em-paotamento dentre as três tesselações. Em outras palavras, deve estar laro que aonstelação proveniente da tesselação {6, 3} tem menor energia, pois apresenta a maior
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{6,3}

{3,6}

{4,4}

Figura 4.12: Regiões fundamentais das tesselações {3, 6}, {4, 4} e {6, 3}, para ummesmo valor de ρl.densidade de empaotamento ∆. Portanto, para poder omparar os desempenhos dasonstelações de sinais de maneira orreta, iremos alular as probabilidades de erro dasregiões fundamentais das tesselações {p, q} onsiderando que as onstelações de sinaistenham aproximadamente a mesma quantidade de sinais e estão sujetas a ação de umruído om energia média N .Para isso, se faz neessário de�nir a energia média normalizada de uma onstelaçãode sinais proveniente de uma tesselação {p, q}. Para tanto, iniialmente, onsidere quea densidade de empaotamento ∆ de um retiulado no Rn seja dada por
∆ = lim

r→∞

(ρ

r

)n ∑

m≤r2

Mm , (4.31)onde ρ = ρl é o raio de empaotamento e Mm é o número de sinais om energia iguala m, veja [16℄.Além disso, se onsiderarmos onstelações de sinais om ardinalidades altas, entãopodemos aproximar (4.31) por
∆ ≃

(ρ

r

)2 ∑

m≤r2

Mm ⇒ r2 =
ρ2

∆

∑

m≤r2

Mm . (4.32)Neste aso, note que, para uma esfera de raio r, o valor de∑m≤r2 Mm orrespondeao número total de sinais no diso de raio r. Conseqüentemente, a energia total daonstelação de sinais é dada por∑m≤r2 mMm. Portanto, sua energia média é dada por
E =

∑
m≤r2 mMm∑
m≤r2 Mm

≤ r2

∑
m≤r2 Mm∑
m≤r2 Mm

= r2 , (4.33)onde utilizamos r2 omo o limitante máximo para ada m.Portanto, se onsiderarmos duas onstelações de sinais provenientes de tesselaçõesom densidades ∆1 e ∆2, raios de empaotamentos ρ1 e ρ2 e números de sinais aproxi-madamente iguais, ∑

m≤r2
1

M1
m ≃

∑

m≤r2
2

M2
m , (4.34)



144 In�uênia da Curvatura no Desempenho de Constelações de Sinaispodemos usar (4.32), (4.33) e (4.34) para determinar a seguinte relação
E1

E2
≤ ∆2

∆1

ρ2
1

ρ2
2

. (4.35)A inequação (4.35) india o máximo ganho de energia que uma onstelação desinais pode alançar usando uma tesselação om densidade ∆1 ao invés da tesselaçãoom densidade ∆2. Esta inequação também é importante no sentido de que podemosde�nir uma energia média normalizada de uma tesselação em relação a uma outra, umoneito que se mostrou muito útil na análise de desempenho das onstelações de sinaisonsideradas nesta subseção.A Figura 4.13 apresenta um exemplo da apliação da inequação (4.35) para astesselações Eulidianas om energia normalizada em relação à tesselação {4, 4} om
ρ1 = ρ2 = dmin/2, ∆1 = 0.7854 e N1 = 1. Neste aso, onsideramos N2 = ∆1N1/∆2.

Tesselação (6,3)Tesselação (4,4)Tesselação (3,6)
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43.532.521.51

100

10−1

10−2

10−3Figura 4.13: Probabilidade de erro versus distânia mínima das tesselações {3, 6},
{4, 4} e {6, 3}, para uma energia normalizada em relação à tesselação {4, 4}.Analisando a Figura 4.13 podemos onstatar que a tesselação mais densa atingiuo melhor desempenho em termos da probabilidade de erro. Este resultado é onsis-tente e motiva a apliação da inequação (4.35) na análise de desempenho das demaisonstelações de sinais provenientes das tesselações {p, q}.Na Tabela 4.4 onstata-se novamente que as tesselações mais densas e pertenentesaos espaços de urvatura negativa apresentam o melhor desempenho em termos da pro-babilidade de erro. Este resultado reproduz os asos onheidos em R2 e vai além delesno sentido de on�rmar que a urvatura do espaço desempenha um papel importanteno projeto e na análise de desempenho das onstelações de sinais e, onseqüentemente,dos sistemas de omuniações digitais.
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102 × Pe q = 3 q = 4 q = 5 q = 6 q = 7 q = 8 q = 9

p = 3 0.7318 1.0872 1.5170 1.9618 2.3947 2.8036 3.1841
p = 4 0.6909 0.9334 1.2193 1.5066 1.7791 2.0312 2.2617
p = 5 0.6764 0.8738 1.1047 1.3342 1.5497 1.7474 1.9269
p = 6 0.6702 0.8442 1.0468 1.2469 1.4340 1.6048 1.7594
p = 7 0.6673 0.8275 1.0131 1.1958 1.3660 1.5210 1.6610
p = 8 0.6661 0.8174 0.9918 1.1630 1.3222 1.4670 1.5974
p = 9 0.6657 0.8109 0.9776 1.1408 1.2923 1.4299 1.5538Tabela 4.4: Valores da Probabilidade de erro média, Pe, para uma tesselação {p, q}om energia normalizada em relação à tesselação {4, 4}, ρ1 = 2 e N1 = 1.
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Figura 4.14: Probabilidade de erro média, Pe, para uma tesselação {p, q}, veja Ta-bela 4.4.Na Figura 4.15, alulamos a variação da probabilidade de erro média, em funçãode dmin, das onstelações de sinais provenientes das tesselações {5, 3}, {4, 4} e {9, 3}om energia média normalizada pela tesselação {4, 4}, N1 = 1 e ρ1 = 1. Como era dese esperar, a tesselação {9, 3} apresenta a menor probabilidade de erro entre as trêstesselações onsideradas, pois a mesma ladrilha o espaço hiperbólio.Nesta seção, mostramos que, quanto menor a urvatura seional do espaço, menortambém é a probabilidade de erro de uma onstelação M-PSK. Contudo, nas onstela-ções de sinais provenientes de tesselações {p, q}, pode-se veri�ar que a probabilidadede erro não depende, por exemplo, da urvatura valer K = −1 ou K = −10, massim do fato da urvatura ser negativa. Isto se deve ao fato de que, se aumentarmos a
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Tesselação (9,3)Tesselação (4,4)Tesselação (3,5)
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10−3Figura 4.15: Probabilidade de erro versus distânia mínima das tesselações {5, 3},
{4, 4} e {9, 3}, para uma energia normalizada em relação à tesselação {4, 4} e ρ1 =
dmin/2.distânia por uma onstante c, a urvatura será multipliada por 1/c.4.5 Constelações de Sinais M-PSK em Superfíies Mí-nimasNeste seção, apresentaremos uma proposta de onstrução e de análise de desem-penho de onstelações de sinais M-PSK usando modulações não-lineares assoiadas asuperfíies mínimas. Em [30℄, essas onstelações de sinais foram estudas para a famíliade superfíies mínimas Enneper. Nesta seção, onsideraremos onstelações de sinaisM-PSK também sobre a superfíie mínima atenóide. Além disso, veri�amos que odesempenho dos sistemas usando onstelações de sinais sobre superfíies mínimas émelhor do que o desempenho dos sistemas de omuniações tradiionais utilizando amodulação M-PSK. Tal fato está novamente assoiado ao valor da urvatura do espaçode sinais desse sistema, que, no aso, é negativa.Uma breve desrição sobre as superfíies mínimas foi realizada no apítulo de in-trodução deste trabalho e foram assoiadas a ténias de modulação não-linear ombons desempenhos. Neste aso, um método de obter exemplos de superfíies míni-mas, denominado representação de Weierstrass, foi introduzido pela expressão (1.6). Arepresentação de Weierstrass desempenha um papel essenial na investigação teóriadas superfíies mínimas. No aso partiular do projeto de onstelações de sinais, talrepresentação permite o uso do prinípio de Re�exão de Shwarz, que, apliado à te-oria das superfíies mínimas, a�rma que, se uma superfíie mínima ontém uma reta



4.5 Constelações de Sinais M-PSK em Superfíies Mínimas 147(respetivamente, uma geodésia plana), então a rotação de π radianos em torno dessareta (respetivamente, a re�exão em relação ao plano da geodésia) é uma simetria dasuperfíie.Neste estudo, veri�amos que as simetrias de uma superfíie mínima são de grandeimportânia na onstrução e na análise de desempenho das onstelações de sinais,pois podemos utilizar tais simetrias para garantir a existênia de estruturas algébriasassoiadas a ertas lasses de onstelações de sinais e também failitar os álulos daprobabilidade média de erro e da energia média dessas onstelações.4.5.1 Análise de desempenho na família de superfíies mínimasde EnneperA família de superfíies mínimas Enneper é obtida da representação de Weierstrass,(1.6), om f(z) = 1 e g(z) = zn = (u + iv)n, onde n é um número real não negativo.Chamamos a atenção ao fato de que, quando n = 0, a superfíie mínima gerada é oplano Eulidiano e, onseqüentemente, reaímos no modelo tradiional de análise deum sistema de omuniações.A Figura 4.16 ilustra dois exemplos da família de superfíies mínimas assoiadaà superfíie de Enneper. Para n = 1, a superfíie mínima gerada é a de Enneper(Figura 4.16(a)), uja parametrização é dada por
X(u, v) =

1

2

[
u − u3

3
+ uv2,−v +

v3

3
− u2v, u2 − v2

]
,para (u, v) ∈ R2.

Eixo x

Eixo y

Eixo z

(a) Superfíie de Enneper, n = 1

Eixo x

Eixo y

Eixo z

(b) Superfíie de Enneper, n = 3Figura 4.16: Família de superfíies mínimas Enneper.A esolha desta família de superfíies para o projeto de onstelações M-PSK édevido, prinipalmente, ao fato de que todas as geodésias que partem do ponto p =

(0, 0) são geodésias planas e, mais do que isso, usando o prinípio de Re�exão deShwarz, temos que as rotações em torno de p onstituem o subgrupo das simetrias das



148 In�uênia da Curvatura no Desempenho de Constelações de Sinaisgeodésias, onseqüentemente formando o orrespondente grupo de isometrias. Comoos elementos desse grupo podem ser assoiados a um onjunto de regiões, temos que,se a ada uma dessas regiões esolhermos um ponto omo o representante da �lasse deequivalênia�, e mais, que esses pontos tenham o mesmo valor de omprimento de arodo ponto p = (0, 0), então o onjunto desses pontos ongruentes forma uma onstelaçãode sinais geometriamente uniforme do tipo M-PSK. Chamamos a atenção ao fato deque a propriedade de ongruênia de regiões não é típia em superfíies mínimas, vistoque as mesmas não possuem urvatura onstante.De (1.2), pode-se obter que os oe�ientes da primeira forma fundamental dessafamília de superfíies mínimas são dados por
E = G = λ2 =

1

4

[
1 + (u2 + v2)n

]2 e F = 0 . (4.36)A urvatura Gaussiana da família de superfíies mínimas Enneper, deorrente dasubstituição de (4.36) em (1.8), é dada por
K(u, v) = −16

n2(u2 + v2)n−1

[1 + (u2 + v2)n]4
. (4.37)onde expliitamos a dependênia de K(u, v) om n.Note que, substituindo n = 0 em (4.37), a urvatura Gaussiana é igual a zeropara todos os pontos (u, v) ∈ R2: isto é onsequênia do fato já menionado de quea superfíie mínima gerada é o plano Eulidiano. Observe que, para ada valor de nem K(u, v), obtemos uma superfíie de revolução, omo ilustrado pelas geratrizes para

n = 0, 1 e 3 na Figura 4.17.
n = 3
n = 1
n = 0

√
u2 + v2

Curvatura(
K

)

21.510.50

50-5-10-15Figura 4.17: Geratrizes da urvatura Gaussiana da família Enneper para n = 0, 1, 3.



4.5 Constelações de Sinais M-PSK em Superfíies Mínimas 149Da equação (1.27), as geodésias da família de superfíies mínimas Enneper são assoluções do seguinte sistema de equações difereniais pariais
u′′ + 2n(u2+v2)n−1

1+(u2+v2)n {u [(v′)2 − (u′)2] + 2u′v′v} = 0,

v′′ + 2n(u2+v2)n−1

1+(u2+v2)n {v [(u′)2 − (v′)2] + 2u′v′u} = 0.
(4.38)Uma onstelação de sinais M-PSK nas superfíies da família de Enneper onsistedo onjunto de pontos dados por

xi = ρejθi , i = 1, 2, . . . , M ,onde θi = (2i− 1)π/M e ρ é a menor distânia geodésia entre um ponto (u, v) ∈ R2 ea origem (0,0), que pode ser obtida de (1.26) e dada por
d(u, v) =

√
u2 + v2

2

[
1 +

(u2 + v2)n

2n + 1

]
. (4.39)Considere, por exemplo, uma onstelação 4-PSK om energia média unitária noespaço de sinais, M2, om métria induzida da superfíie mínima de Enneper. Nesteaso, de (4.39), temos que |u| = |v| = 0.91069 e a Figura 4.18(a) ilustra a região dedeisão do sinal x1 ∈ X , em M2, omo sendo a área limitada pelas retas r1 = (u, 0) e

r2 = (0, v), para u > 0 e v > 0.
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M .Figura 4.18: Região de deisão do sinal x1 da onstelação 4-PSK para n = 1.Devido à possibilidade de interpretar o esquema de modulação omo pontos sobreuma superfíie, de modo que loalmente o ruído possa ser projetado em seu planotangente, então podemos enontrar uma região de deisão equivalente ao sinal x1,

Req
1 , no plano tangente Tx1X, Figura 4.18(b), omo sendo a área limitada pelas urvasequivalentes em Tx1X às retas r1 e r2 em M2.



150 In�uênia da Curvatura no Desempenho de Constelações de SinaisEsse oneito de região de deisão equivalente é um artifíio muito importante,prinipalmente quando a variedade M2 não for de urvatura Gaussiana onstante, poiso álulo da probabilidade de erro de símbolo, Pe,m, em M2 pode se tornar um tantoquanto difíil. Sabemos que a únia superfíie mínima om urvatura Gaussiana ons-tante é o plano, Kn(u, v) = 0, e, portanto, a análise de desempenho das onstelaçõesde sinais em superfíies mínimas, exeto o plano, apresenta grande omplexidade.A Figura 4.19 ilustra as urvas da probabilidade de erro versus a relação sinal ruídode uma onstelação 4-PSK nos espaços de sinais om métria induzida da família deEnneper, para n = 0, 1 e 3. Observe que as onstelações de sinais de�nidas para n = 1e 3 possuem desempenhos superiores aos da onstelação 4-PSK no plano Eulidiano(n = 0). Esse fato pode ser melhor entendido quando observamos a Figura 4.18(b),pois a região de deisão equivalente, Req
1 , ontém a região de um mesmo sinal 4-PSKquando a superfíie é o plano. Além disso, as urvaturas Gaussianas das superfíiesmínimas, exeto o plano, são sempre negativas, e este fato também justi�a o ganhode desempenho dessas onstelações.
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10−5 (b) 16-PSK.Figura 4.20: Pe × SNR de uma onstelação de sinais 8-PSK e 16-PSK na família desuperfíies mínimas Enneper, para n = 0, 1 e 3.4.5.2 Análise de desempenho na superfíie mínima atenóideNesta subseção, apresentaremos um exemplo de onstrução e análise de desempenhoda onstelação de sinais 4-PSK sobre a superfíie mínima atenóide, Figura 1.2(a). Aatenóide pode ser obtida da representação de Weierstrass, (1.6), om f(z) = −e−z e
g(z) = −ez. Neste aso, sua parametrização é dada por

X(u, v) = [cosh(u) cos(v), cosh(u) sin(v), u] .Da equação (1.2), seus oe�ientes da primeira forma fundamental são dados por
E = G = λ2 = cosh2(v) e F=0, e, da equação (1.8), sua urvatura Gaussiana vale
K = − cosh(v)−4. Além disso, as geodésias da atenóide devem satisfazer, de (1.27),o seguinte sistema de equações difereniais

u′′ + 2u′v′tanh(v) = 0

v′′ +
[
(v′)2 − (u′)2

]
= 0 (4.40)Neste exemplo, a onstelação 4-PSK possui sinais dados por |u| = 0.7383 e |v| =

0.8843, om distânia mínima entre os sinais igual a 2 e energia média de transmissãoigual a 1.7 no espaço de sinais M2 om métria induzida da superfíie mínima atenóide.Dessa forma, a Figura 4.21(a) ilustra a região de deisão do sinal x1 ∈ X , em M2, omosendo a área limitada pelas retas r1 = (u, 0) e r2 = (0, v), para u > 0 e v > 0.Usando o oneito de região de deisão equivalente ao sinal x1, Req
1 , no plano tan-gente Tx1X, Figura 4.21(b), omo sendo a área limitada pelas urvas equivalentes em

Tx1M às retas r1 e r2 em M2, então podemos alular sua urva de desempenho, Fi-gura 4.22. Neste aso, veri�a-se que o desempenho desse sistema é melhor do que otradiional (no espaço Eulidiano), porém é inferior ao desempenho da mesma onste-lação sobre a superfíie de Enneper.
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Capı́tulo 5ConlusõesO estudo de um sistema de omuniações omo o apresentado na Figura 1.1, noqual ada um de seus bloos pode ser representado por um espaço métrio, propiioua análise desse sistema em um ontexto mais geral do que é habitualmente tratado.Neste aso, foi possível fazer uso da geometria Riemanniana para araterizar ada umdesses espaços métrios do sistema de omuniações omo uma variedade Riemanni-ana. Dessa forma, alguns parâmetros geométrios omo a métria e a urvatura davariedade puderam ser onsiderados na análise de desempenho desses sistemas. Comisso, veri�amos que a urvatura do espaço in�uenia no desempenho dos sistemas deomuniações onsiderados neste trabalho. Por essa razão, quando o objetivo a seralançado na proposta de novos sistemas de omuniações é o melhor desempenho,então o estudo da in�uênia da urvatura do espaço em sistemas de omuniações deveser onsiderado. Entretanto, deve-se hamar a atenção para o fato de que este traba-lho apresenta apenas uma introdução a esse estudo e que foram onsiderados somentealguns asos partiulares de sistemas de omuniações.Além disso, veri�amos que a urvatura do espaço não in�uenia apenas no desem-penho dos sistemas de omuniações, mas também em sua omplexidade. Pois, quandoo espaço possui urvatura onstante, é possível utilizar as várias isometrias e simetriasdesses espaços para poder simpli�ar a onstrução e análise dos sistemas de omunia-ções, omo oorreu, por exemplo, no projeto dos guias de ondas, das lentes óptias e dasonstelações de sinais geometriamente uniformes. Tal fato é extremamente desejávele implia que os espaços de urvatura onstante devam ser, iniialmente, privilegiadosna proposta de novos sistemas de omuniações.Um outro ponto que deve ser ressaltado, é que quando a urvatura do espaço fornegativa, geralmente, o desempenho dos sistemas de omuniações onsiderados nestetrabalho foram melhores. Portanto, podemos onluir que na maioria das vezes em queos espaços métrios assoiados aos bloos do sistema de omuniações da Figura 1.1utilizam métria derivadas de espaços hiperbólios, então o desempenho dos sistemas153



154 Conlusõesde omuniações tendem a se aproximar do ponto ótimo de operação.Neste trabalho identi�amos que a urvatura não é um parâmetro omo a dispersão,ou o erro quadrátio médio ou a probabilidade média de erro, que são utilizados dire-tamente no álulo de desempenho dos sistemas omuniações. Por essa razão é que ain�uênia da urvatura no desempenho de sistemas de omuniações, geralmente, nãoé perebida de maneira imediata e sua desonsideração na análise desempenho é mui-tas vezes realizada. Contudo, omo demonstram, por exemplo, as expressões (2.25),(3.76), (3.105) e (4.13) a urvatura do espaço in�uenia diretamente nos valores dosparâmetros de desempenho, portanto, no desempenho �nal do sistema. Este fato su-gere algo muito interessante, que a urvatura do espaço ainda é muito pouo exploradanos sistemas de omuniações e seu estudo, neste ontexto, ainda pode ser onsideradoum problema em aberto.No Capítulo 2, a in�uênia da urvatura foi, iniialmente, perebida no guia deondas planar om per�l seante hiperbólia (dispersão nula) e no instrumento óptioabsoluto ��sh-eye� (imagem perfeita), ambos om urvatura onstante positiva. Apartir dessa observação, propusemos nosvos instrumentos óptios om base na análisede suas urvaturas, demonstrando assim a importânia do estudo da urvatura emmeios óptios.No Capítulo 3, os valores da urvatura da urva, da urvatura Gaussiana e da ur-vatura média foram utilizados onvenientemente para determinar o valor máximo daenergia média de ruído de maneira que o erro quadrátio médio fosse pouo in�ueni-ado pelo erro de ponto iniial e o ganho de desempenho da modulação não-linear fossepreservado. Além disso, a urvatura média de uma superfíie assoiada a uma modu-lação foi usada para araterizar as lasses de modulações om menor erro quadrátiomédio, no aso as superfíies mínimas.No Capítulo 4, veri�amos que o espaço de sinais utilizados no projeto de onstela-ções de sinais possui métria induzida da superfíie assoiada a modulação não-linear.Com isso, onstatamos que a urvatura do espaço de sinais in�uenia no desempe-nho dos sistemas de omuniações, mais preisamente na probabilidade média de erro.Além disso, onluímos que os espaços de sinais om urvatura negativa são os queapresentam melhor desempenho. Por isso, propusemos e analisamos algumas onstela-ções de sinais M-PSK e geometriamente uniformes em tais espaços, omo os espaçosde urvatura onstante e outros derivados das superfíies mínimas.5.1 Sugestões de Trabalhos FuturosNesta seção apresentaremos alguns aminhos para uma possível ontinuidade e om-plementação deste trabalho.



5.1 Sugestões de Trabalhos Futuros 155
• Busa por novos exemplos de sistemas de omuniações, ujos desempenhos pos-sam ser relaionados aos valores da urvatura dos espaços assoiados aos sistemas.
• Caraterização das transformações que interligam os bloos de um sistema de o-muniações, de maneira que estes bloos sejam �asados� e o máximo desempenhopossa ser alançado.
• Determinar a in�uênia da urvatura no desempenho de �bras óptias monomodo.
• Expressar a taxa de variação da energia da frente de onda em meios óptios emfunção da urvatura do meio. Tal taxa pode propiiar a onstrução de novosinstrumentos óptios.
• De�nir a modulação twisted não apenas assoiada a imersões no Rn, mas tam-bém em variedades Riemannianas. Tais modulações seriam equivalentes a umamodulação de uma modulação.
• Realizar o álulo de variações n-dimensional para veri�ar se uma imersão mí-nima é uma ponto rítio de mínimo do erro quadrátio médio.
• A onstrução de novos esquemas de modulações não-lineares assoiadas às super-fíies mínimas, om o auxílio do prinípio da re�exão de Shwarz.
• A onstrução de uma modulação assoiada à hiperesfera, seja om M = 1 ou

M > 1.
• Construção e análise de desempenho de onstelações de sinais em variedadesRiemannianas de dimensão maior que dois.
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