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Resumo

A sincronizacdo de redes digitais tem como objetivo sincromizar
as escalas de tempo e freqii€ncia de todos os reldégios de uma rede.
Deve-se procurar o projeto otimo do filtro do lago de sincronismo
de fase buscando minimizar o erro quadrdtico médio de tempo do
relégio.

0Os resultados encontrados na literatura determinam os pardmetros
6timos de forma mais ou menos empirica. Este trabalho desenvolve
uma técnica, de modo sistemdtico, para o projeto étimo do lago de
sincronismo de fase, mediante um preditor de Kalman.

Um problema associado com as redes mestre-escravo é a possivel
perda do sinal de referéncia proveniente do relégio mestre. Este
trabalho desenvolve também uma técnica que consiste em compensar
o erro do relégio local mediante o uso de um preditor étimo a "n+l
passos". Demonstra-se que, embora a varidncia do erro de fase
aumente com o tempo, usando-se a técnica proposta neste trabalho
ela cresce muito mais lentamente do que no caso de se deixar livre
o reldgio a partir do instante da interrupg8o da referéncia.
Mostra-se que ela cresce mais lentamente também que no caso de se

usar a técnica conhecida na literatura com o nome de "Holdover".
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Capitulo 1

INTRODUCAQ

A sincronizacd8o de redes digitais trata do problema da
distribuigdo de tempo e freqiiéncia em uma rede de reldgios que se
encontram em posigSes espacialmente remotas. Estes reldgios se
interconectam de alguma maneira, como por exemplo, linhas fisicas
ou raddio enlaces.

O objetivo é sincronizar as escalas de tempo e fregiliéncia de
todos os relégios de uma rede, usando a capacidade de comunicacgéo
de dados dos citados enlaces.

Numa rede digital de comunicagdes, devido a dque os sinais
permanecem na forma digital em toda a rede, é necessdrio usar
multiplexagfio e comutag8o por divisio de tempo. Portanto, os bits
que chegam ao multiplexador devem estar disponiveis nos instantes
corretos, de modo gque as janelas de tempo designadas sejam
preenchidas corretamente e ndo se percam bits. Tendo em vista que
estes bits chegam de diferentes nés da rede, é essencial que seus
reldgios estejam adequadamente sincronizados.

Nos primeiros sistemas digitais foram adotadas técnicas de
justificagdo de bits ("pulse-stuffing”) em cada estédgio de
multiplexagfo. Nestes s8o acrescentados bits de justificacdo a cada
um dos fluxos de bits gue chegam ao multiplexador para gue tenham
a mesma freqiiéncia. Um método mais conveniente é sincronizar todos
os noés da rede. Isto resolve ndo somente o problema da
multiplexac¢do por divisdo de tempo, mas permite também a utilizacdo
da rede para outras aplicag¢des, como por exemplo, navegacio,
determinacdo de posig8o, fdcil acesso a enlaces via satelite, entre

outras.

1.1 Técnicas de sincronizacio de redes
De acordo com a natureza dos sinais de controle gue se usam para
obter sincronizacido, as redes de transferéncia de tempo e

freqiiéncia podem se dividir em duas grandes categorias [1]:



REDES DE DISTRIBUICAO DE TEMPO

NAOC EXISTEM SINAIS DE CONTROLE EXISTEM SINAIS DE CONTROLE

REDES PLESIGCRONAS REDES SINCRONAS
CONTROLE CONTROLE
CENTRALIZADO DESCENTRALIZADO
REDES REDES MUTUAMENTE
MESTRE-ESCRAVO SINCRONIZADAS
SEM COMPENSACAO RETARDO SEM COMPENSACAO RETARDO
DE RETARDO COMPENSADO DE RETARDO COMPENSADO

REDES MESTRE-  REDES MESTRE-  REDES MUTUAMENTE  REDES MUTUAMENTE

ESCRAVO BASICAS ESCRAVO COM SINCRONIZADAS SINCRONIZADAS
RETARDO BASICAS COM RETARDO
COMPENSADO COMPENSADO

Fig. 1.1 Classificagdo das redes de distribuigdo de

tempo e freqiiéncia.



plesidécronas (assincronas) e sincronas,
Na figura 1.1 pode-se observar a classificacio das redes de
distribuicdo de tempo e freqiéncia.

1.2 Redes plesidcronas

Numa rede plesidcrona cada né contém seu préprio reldgio exato
{com deslocamentos ("offsets") e derivas ("drifts") muito pequenos)
e ndo existem sinais de controle que possam coordenar o
funcionamento destes reldgios (figura 1.2).

Inicialmente os reldgios sdo ajustados de forma que a diferenca
de tempo entre eles é zero. Dado que os reldgios numa rede
plesi6éecrona sdc independentes, suas freqiiéncias livres ("free-
running") sdo ligeiramente diferentes e o erro de tempo entre eles
cresce linearmente com o0 tempo. Outros fatores como derivas e ruido
de fase também contribuem para a acumulac¢do de erros de tempo. Este
erro de tempo pode eventualmente exceder um valor aceitédvel e
tornar indispensdvel a recalibracio dos reldgios.

As vantagens das redes plesidécronas sdc sua facilidade de
implementacdo e sua robustez. A maior desvantagem é o alto custo
de compra, instalacdo e manutencdo de reldgios muito exatos e a

necessidade de freqlientes recalibracdes.

1.3 Redes sincronas

Numa rede sincrona todos os relégios estdo sincronizados em tempo
(fase}) e freqiiéncia a um tempo e freqiiéncia comuns da rede; ou
seja, as escalas de tempo geradas pelos reldgios espacialmente
remotos sdo em média idénticas.,

As técnicas de sincronizacgdo empregadas em redes sincronas podem
ser divididas em centralizadas e descentralizadas, de acordo com
a natureza dos sinais de controle. As redes centralizadas usam a
técnica de sincronizacio mestre-escravo, na qual todos os nés da
rede estédo, seja direta ou indiretamente, atrelados a um relédgio
mestre, © que impde a escala de tempo e de freqiiéncia da rede

{(figura 1.3).



Tl(t)

Ta(t) (::)
@ @ Ta(t)

@ Ty ()

Fig. 1.2 Rede plesidécrona.

RELGGIO MESTRE

T,(t)

Fig. 1.3 Rede mestre-escravo hierdrquica.



Fig. 1.4 Rede mutuamente sincronizada.

sinal de
T {t-T) erro

.(—v TD FILTRO

MESTRE ESCRAVO

RELGGIO 1 mmmm//k RELGGIO 2

TD: detector de
diferenca de tempo

Fig. 1.5 Principio de operagdo de uma rede de

sincronizaglo mestro-escravo de 2 nés.



As redes descentralizadas se baseiam no principio da
sincronizacdo mitua. As redes mutuamente sincronizadas ndo tém um
relégio mestre, mas todos os reldgios contribuem igualmente na
determinacdo da escala de tempo e freqiiéncia da rede (figura 1.4).
Das duas técnicas de sincronizacido, a técnica mestre-escravo € a
mais conhecida e a mais amplamente utilizada. A figura 1.5 mostra
o principio de operagdo duma rede mestre-escravo de 2 nés. O
relégio 1 se denomina mestre e o relégio 2 escravo. As escalas de
tempo produzidas pelos dois relégios sdo T,(t) e Ty(t),
respectivamente. Para sincronizar o relégio escravo com © mestre,
este dltimo transmite sua escala de tempo ao reldgio escravo; este
Gltimo gera um sinal de erro comparando o sinal de tempo que
recebe, T,(t-1) (a escala de tempo do relégio mestre atrasada pelo
retardo de transmissfo), com sua prépria escala de tempo T,(t), num
detector de diferenca de tempo (TD). Este sinal de erro é entéo
utilizado para corrigir continuamente o relégio escravo. Em estado
estaciondrio, a escala de tempo do escravo estéd travada & verséo
retardada da escala de tempo do mestre. Para eliminar esta
polarizacdo ("bias") de estado estaciondrio entre os relégios e
conseguir que suas escalas de tempo sejam menos dependentes dos
retardos de transmissdo, devem-se compensar os mencionados
retardos.

Na figura 1.6 mostra-se uma possivel técnica de compensagdo, que
¢ aplicdvel quando o retardo de transmissdo pode ser estimado. O
sinal de tempo do relégio escravo é entdo retardado de um valor
igual a esta estimag¢do, antes de comparéd-lo com o sinal de tempo
mestre recebido.

Desta maneira, ndo haverd nenhuma polarizacdo em estado
estacionadrio se a estimacdo do retardo for exata. Esta técnica de
compensacio de retardo é denominada de "compensagdo com linha de
retardo™. Outra técnica utilizada é a do "reldgio adiantado"”, na
qual em lugar de retardar o sinal do reldgio local e compard-lo com
o sinal que chega, o sinal de tempo de cada relégio primeiro se
adianta pelo retardo de canal medido e entdo € transmitido ao né

posterior.



T, {(t-1)

‘(____, D FILTRO
I
LINHA |
DE T
RETARDO
MESTRE ‘ ESCRAVO
RELGGIO 1 ————~/> RELOGIO 2
Ty(t) Ta(t)

Fig. 1.6 Compensacio do retardo de transmissdo numa rede

de sincronizacdo mestre-escravoe de 2 nés.

FILTRO TD 4——ﬁ\# «(_——. ™0 FILTRO

r

RELOGIO 1 /)K 4\ RELOGIO 2 [¢—

Fig. 1.7 Relégios mutuamente sincronizados



Um problema associado com as redes mestre-escravo é a possivel
perda do sinal de tempo mestre. Este problema pode~se corrigir
parcialmente projetando reldgios mestres alternativos ou
funcionando o reldgio escravo de forma independente até que 0 sinal
mesire possa ser restabelecido, O dltimo método requer na maioria
dos casos um relégio de reserva ("backup") muito preciso e portanto
caro em cada né.

Numa rede mutuamente sincronizada ndo existe nenhum reldgio
mestre; no entanto, é o préprio conjunto dos relégios da rede que
estabelece a escala de tempo. A figura 1.7 mostra o funcionamento
bédsico de dois relégios sincronizados mutuamente. Em cada né é
gerado um sinal de erro comparando-se o sinal de tempo, que se
recebe, com o sinal local. £ este sinal de erro que se usa para
corrigir o relé6gio local. Como no caso das redes mestre-escravo,
o erro de tempo em estado estaciondrio entre os dois reldgios
depende dos retardos de transmissdo. Além disso, aqui a freqiiéncia
da rede em estado estaciondrio depende dos retardos de transmisséo.
Pode-se usar qualquer uma das técnicas de compensacdo de retardo
mencionadas para uma rede mestre-escravo, para reduzir esta
dependéncia.

A figura 1.8 mostra o caso mais geral em que o né i recebe N
entradas, onde entdo sdo computadas N diferencas de tempo entre os
sinais recebidos e o local. © sinal de correcdo do relégio local
é obtido pela combinagido linear dos N sinais de erro. Se observa
nesta figura que é usada a técnica de compensacdo com linha de
retardo,

A vantagem das redes mutuamente sincronizadas € que, dado que
cada né da rede tem importédncia equivalente, j4 gue nfo existe um
relégio mestre, resulta um controle descentralizado ou distribuido.
Suas desvantagens s8o a complexidade de implementacdo e o problema
de sua estabilidade associada com transitdérios. A existéncia de
lagos fechados na rede pode torné-la instdvel para certos valores
dos parédmetros.

Este trabalho se concentrard na técnica de sincronizacdo mestre~

€scravo, que € a mais conhecida ¢ a mais amplamente utilizada.



TD
SINAL ‘
DO |
NG 1
RETARDO -—mﬁ DL
NOMINAL
PESO
™D
SINAL BOS
DO ——d
NG 2 SINAIS
RETARDO DL FILTRO
- E - DE
NOMINAL LACO
COMBINA
CAOQ
TD
SINAL
DO E—
NG N
RETARDO DL
NOMINAL
RELGGIO iP————
TD : detector de

diferenga de tempo

DL : linha de retardo

Fig. 1.8 Reldgio numa rede mutuamente sincronizada

de N nés com compensacio do retardo.



Deve-se procurar o projeto étimo do filtro do laco de sincronismo
de fase, tendo em conta as propriedades do ruido com que se recebe
o sinal de referéncia proveniente do relégio mestre, além do ruido
de fase do préprio reldégio local. O critério de projeto seréd
minimizar o erro quadrédtico médioc de tempo do relégio local
controlado.

Os resultados encontrados na literatura, que levam em
considerac¢do no projeto as propriedades de ambos os ruidos
mencionados, sdo muito escassos e determinam os pardmetros 6timos
de forma mais ou menos empirica.

Gardner [2] mostra um exemplo onde considera o ruido aditivo do
sinal de referéncia como branco e o ruido do relégio local como de
cintila¢do de freqiiéncia ("flicker") e propde encontrar os
pardmetros By (largura de faixa de ruido do APLL-"Analog Phase-
Locked Loop") e { (fator de amortecimento), que caracterizam o laco
de segunda ordem, diferenciando a expressio da varidncia do erro
de fase do reldgio controlado, em relag¢do a estes parametros. O
problema desta técnica reside em que a complexidade é incrementada
notavelmente se as densidades espectrais dos ruidos sfo
arbitrérias.

Wolaver {[3] mostra um exemplo onde considera o ruido aditivo do
sinal de referéncia como branco e o ruido de fase do relégio local
do tipo caminho aleatério ("random-walk"). Ele -encontra os
parametros do filtro 6timo "ajustando" a posicBo dos pélos da
fungdo de transferéncia a lago fechado de forma empirica, com base
nas caracteristicas das densidades espectrais dos ruidos
mencionados.

Vanier e Tétu [4] propdem graficar a densidade espectral do erro
do relégio controlado para diferentes valores de f, (fregiiéncia
natural do lago) e { (fator de amortecimento) e portanto, por
tentativa e erro, encontrar os parametros 6timos.

Em nenhuma destas referéncias se trata de modo sistemiAtico o
projeto 6timo do lago de sincronismo de fase. Além disso, ndo se
leva em considerag¢do que o processo "erro de tempo" do relégio
local ndo € estacionédrio.

Nosso objetivo é desenvolver uma técnica, de modo sistemédtico,
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para o projeto 6timo do lago de sincronismo de fase, mediante um
preditor de Kalman "oculto" no lago.

No capftulo 2 € analisado um modelo dos erros do relégio local.
No capitulo 3 é€ desenvolvida a téenica de otimizagdo e s80
apresentados os resultados de simulagéo.

como foi mencionado, um problema associado com as redes mestre-
escravo & a possivel perda do sinal de referéncia proveniente do
reldgio mestre. Este problema pode seT corrigido parciaimente
projetando-se reldgios mestres alternativos ou funcionande 0
relégio escravo de forma independente, até que possa Ser
restabelecido o sinal mestre. O dltimo método requer, na maioria
dos casos, um relégio de rTeserva ("backup") muito preciso e
portanto caro, em cada né. No capitulo 4 vamos desenvolver uma
técnica alternativa que consiste em compensar O €ITO do reldgio
local mediante o uso de um preditor 6timo a "n+1 passos"”", baseado
no modelo dos erros de um relégio analisado no capitulo 2, adotando
como critério de otimalidade a minimizagéo do erro quadrético médio
de fase do relégio.

vamos demonstrar que embora a varidncia do erro de fase divirja
com o0 tempo, usando a técnica proposta neste trabalho, de predigéo
a "n+1 passos", ela cresce muito mais lentamente que no Caso de
deixar livre o relégio a partir do instante da interrupcdo da
referéncia. Veremos que ela também cresce mais lentamente gue no
caso de usar a técnica conhecida na literatura com o mnome de
"Holdover", que consiste em manter © Gltimo valor memorizado na
entrada de controle antes de ocorrer a perda do sinal de

referénecia.
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Capitulo 2

MODELQ DOS ERROS DE UM RELOGIO

O problema em estudo requer uma precisa caracterizacido das
propriedades do sinal de saida de um oscilador real.

O sinal de saida de um oscilador ideal livre de rufdos e sem
derivas ("drifts") seria wuma onda senoidal pura. Qualguer
dispositivo real no entanto, ainda que bastante estdvel, &
perturbado por processos inevitdveis como ruidos aleatdrios,
derivas ("drifts") devido ao envelhecimento, efeitos de
interferéncia do ambiente, entre outros.

0 problema que consideraremos é a caracterizacgédo das
instabilidades devidas a ruidos aleatérios, gque existem em toda
classe de dispositivos. Portanto, o primeiro passo € desenvolver
um modelo matemdtico tratdvel para o sinal de saida quase-senoidal

de um oscilador.
2.1 Modelo do sinal de saida

Um modelo relativamente simples e que tem encontrado ampla

aceitag¢do é dado por

v(t) = (v, + €(t)) sen [2rv,t + ¢{£)]

onde ¢(t) € um processo estocdstico que denota ruido de fase, vy e
Vo 880 a amplitude e freqiiéncia nominais, respetivamente, e o ruido
na amplitude € caracterizado por €(t), que usualmente pode ser
desprezado nas fontes de alto desempenho. Neste tratamentoc, Supomos
que a deriva de freqliéncia ("drift"), quando existir, j& foi
subtraida do modelo. Esta é uma suposicdo usual que se faz para
trabalhar com flutua¢des de valor esperado nulo [5], [61.

O processo de fase do oscilador é dado por

12



2nv, t + & (t)

40 passo que o processo tempo, T(t), é obtido dividindo-se o
processo de fase pela freqiiéncia angular nominal do oscilador
W, = 27vy, resultando em

T(t) = ¢+ 2LE)

2nv,

O processo erro de tempo do reldgio é dado entdo por

x(t) = 28

21V,

Este sinal gquase-senoidal v(t) tem uma freqiiéncia instantidnea

definida por

m__].'_. .._.g... n —1- (t) *
v(t) 5w GE BT Ve £+ ()] = v, 4 o -@-—dt (2.1)

0 ruido de freqiiéncia é o processo estocdstico definido por

av(t) = v(t) —v(,:-—é?:;c-ﬁ%%l (2.2)

que existe simultaneamente com o ruido de fase e tem propriedades
similares a ele, como veremos adiante,
£ dtil introduzir as flutuagdes de freqiiéncia normalizadas

adimensionais

Av { E)
0

y(t) = (2.3)

Esta quantidade permanece invariante sob multiplicacdo ou divisédo
de freqiliéncia e pode ser usada como uma base normalizada para

comparar osciladores a diferentes freqiiéncias nominais.

13



Dado que temos modeladas as flutuag¢des de freqiiéncia e de fase
por processos estocédsticos, agora o problema da caracterizacédo das
instabilidades de freqiiéncia {(ou fase) consiste em introduzir
pardmetros significativos e préaticos (ou seja mensurdveis) para
descrever as propriedades estatisticas de ¢(t) (processo erro de
fase), x(t) (processo erro de tempo), av(t) {processo erro de
freqiéncia) e y(t) (processo erro de fregiiéncia normalizada).

Os usudrios de padrBes de fregiiéncia em védrios campos
reconheceram que se necessitam duas classes de pardmetros para
cumprir com os requisitos de diferentes aplicagdes, o que levou &
introducdo de dois conjuntos de pardmetros como ferramentas para

a caracterizacdo de osciladores:

1) Densidades espectrais das flutuacdes de fregiiéncia e de fase

no dominio da freqiiéncia de Fourier.

2) Varidncias (ou desvios padrdes) das flutuac¢des de fregqiiéncia
no dominio do tempo, que permitem avaliar a estabilidade sobre

um dado intervalo de tempo.

Primeiro descreveremos estas duas classes diferentes de

pardmetros e logo apds analisaremos as relacgdes entre elas.

2.2 PDominio da fregiiéncia de Fourier

No dominio da freqiiéncia de Fourier, as flutuacSes de fase e
freqiiéncia podem ser caracterizadas pelas respetivas densidades

espectrais unilaterais S4(f) e S, (f), que estdo relacionadas pela
simples lei

Sy (£) = £2 Sy(F)

que corresponde & relacdo de derivada temporal entre ¢(t) e av(t).

A densidade espectral Sy(f) é¢ usada também amplamente e esté
relacionada com S,(f) e S4(f) por
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1 £?
Sy{f) = —‘;"'""2' SA\'(f) = ‘“"“;""‘2" S@(f)
[¢ ¢

Deve-se notar que a palavra "freqiiéncia"” € usada aqui com dois
significados diferentes que ndo devem ser confundidos: v(t) é a
freqliéncia instantdnea (dependente do tempo) do oscilador, e f &
a freqliéncia de Fourier independente do tempo.

Foi demonstrado [S] [6], tanto por consideracdes tedricas como
por medigdes experimentais, que as densidades espectrais devidas
a ruido aleatério de todos os padrdes de fregiiéncia de alta
estabilidade podem ser modeladas por leis de poténcia, onde as
densidades espectrais variam ccmo uma poténcia de f. Ou seja, pode-

Se escrever Sy(f) como a soma

[
Sy(£) = ¥ b, £*

®=-2

para 0 £ f s f, , onde f, é uma freqiiéncia de corte superior.
Cada termo estd relacionado com uma dada fonte de ruido do

oscilador (rufdo branco, ruido de cintilagdo "flicker", etc.).

Tipo de

ruido a Sy( ) ol (1)

Branco de
fregiiéncia 0 By hy / 27

"Flicker"” de

freqiiéncia -1 h, ! 2 (In(2)) A,
Caminho
aleatério de -2 h, f? (2/3) ©* T h,

freqiiéncia

TABELA 1 Tipos de ruido mais comuns encontrados nas fontes

praticas.
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Na tabela 1 sd0o mostrados os tipos de rufdo mais comuns
encontrados nas fontes préticas [6]. As leis de poténcia podem
conduzir a "patologias matematicas" (divergéncia de integrais)
quando elas 580 integradas desde f = 0 a f = », mas esta
limitag¢do pode ser superada por consideragdes fisicas (largura de
faixa e duragdo limitadas, por exemplo).

2.3 Dominio do tempo

A caracterizag8o no dominio do tempoe da estabilidade de
freqiiéncia ¢é wusada amplamente dado que rTesponde a seguinte
pergunta: como caracterizar a estabilidade durante um intervalo de
tempo T (T pode ir de milisegundos a meses e anos, de acordo com
a aplicacio) ?

No dominio do tempo o aparato de medig¢ioc bédsico é um contador
digital que nos proporciona Yo » O k-ésimo valor médio de yv(t)
durante um intervalo de tempo T que comeg¢a no instante t, {(qualquer
medic¢do fisica tem uma duracdo finita Tt que néo pode ser zero, o
que implica em que a freqiiéncia instantanea nio pode ser medida).

A figura 2.1 mostra o ciclo de medicdo bédsico. Foi tracada a
diferenga de tempo entre dois osciladores x{t) em funcdo do tempo.
Para conhecer a estabilidade de freqiiéncia sobre um intervalo de
tempo ©, € necessdrio fazer uma série de medicdes, cada uma de
durac¢do 7T, para obter os resultados ?k , k=1,.,..,N; onde ik € &

diferenga de freqiiéncia fracional média dada por

= _ x{ty + 1) - x(t)
T

(2.4)

-
I

Devido as flutuag¢des aleatdérias de y(t), os numeros ¥ sSéo
amostras de uma varidvel aleatéria e a estabilidade de freqgiiéncia
durante t sé pode ser definida de forma estatistica. Uma ferramenta
amplamente usada para isso é a variancia ol, ou a sua raiz quadrada
¢ (desvio padréo).

Para a caracterizacio de osciladores, distintos autores tem

introduzido distintas classes de varidncias. Portanto, € necessério

descrever essas distintas varidncias e, quando existirem, as

16



tempo

Fig. 2.1 Medig8o de estabilidade de freqiiéncia

no dominio do tempo.

I(7)
'
— oo
log | < v¥(t) > L’
i
-
//
MH{*‘:‘:% a’
st st
0 log =

Fig. 2.2 Raiz quadrada da varidncia verdadeira para
flutuactes estaciondrias de freqiéncia (a); e para

flutuacdes ndo estaciondrias (fontes reais) (b).
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relacdes entre elas e as densidades espectrais.

2.3.1 Varidncia Verdadeira

A varilncia verdadeira é um parametro teérico denotado por I%(t)
e simplesmente definido como ﬁ(r) = < ?J >, onde < » gignifica
uma média de tempo infinito. Para flutuacles estaciondrias de
freqiiéncia ao redor de vy Iz(t) diminui de <yz(t)> para T = 0 a
I2(z) = 0 s para T =2 «o onde as flutua¢des sdo completamente
promediadas, como mostra a curva (a) da figura 2.2.

Apesar de sua simplicidade matemitica, a varidncia verdadeira ndo
¢ realmente dtil para propésitos experimentais, dado que ela se
aproxima do infinito para todos os osciladores reais, como mostra
a curva b da figura 2.2. Isso é devido a que as flutuagdes de
freqii€éncia do tipo cintilacio ("flicker") ou as do tipo caminho
aleatdério ("random-walk") que, como foi dito, sdo comuns nas fontes
prdticas, s8o ndo estacionadrias e divergentes.,

Foram entdo introduzidos estimadores prdticos da estabilidade no
dominio do tempo baseados no conceito de varidncia amostral, para
evitar a divergéncia da varidncia verdadeira observada na maioria
das fontes.

2.3.2 Varidncia Amostral

A vari@ncia amostral é uma estimacdo mais pridtica da estabilidade
no dominio do tempo, baseada em um ntmero finito de N amostras ¥
(k=1,...,N). Cada amostra tem uma duracdo T, onde a k~-ésima amostra
comega no instante t, , a amostra (k+1) comega no instante ty,; = t,
+ T e o tempo morto entre duas sucessivas amostras & T - T . A
quantidade T é o intervalo de repeticdo para medig¢Bes individuais
de durag¢do T, como mostra a figura 2.1.

A varidncia amostral é definida como
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2 1 d 7 1y =
o (W, T,7) = ——— ?_; (7 - 3}2 yi)? (2.5)

Esta quantidade ¢é uma varidvel! aleatéria, onde N é o tamanho da
amosira, Sua média temporal < 0%.(N,T,t) > pode ser usada como uma
medida da estabilidade de freqiiéncia sobre um intervalo de tempo

T.
2.3.3 Varidncia de Allan

Com a varidncia amostral definida acima hé4 distintos valores
possiveis para os parémetros NeT (7t estd fixo j4 que & a duracéo
do intervalo sobre o qual se deseja medir a estabilidade). Para
atingir a meta de recomendar uma vnica medicfo no dominio do tempo
que possa ser usada sem ambigiiidade em todos os laboratérios do
mundo, deve-se fazer alguma opcgdo quanto a estes parametros.

Seguindo o trabalho pioneiro de David Allan, a comissio sobre
estabilidade e freqiiéncia do IEEE recomendou usar a média da
varidncia com N = 2 e amostras adjacentes, ou seja, T = Tt (tempo
morto igual a zero entre medic¢des). A medida resultante &
representada por c%{r} e conhecida como a varidncia de Allan ou
varidncia bi-amostral, dado que sdo agrupadas pares de medicdes
adjacentes
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<ol (2,1,1) >

o2 (1)

2
<E(3’;1”
FLEN

]

(11

2
DI ZR LR
=

H

(7, + ¥,) 12>

B

UA-F BH+R) 12+ 17 -
1 == e —_ —_
=<Z (Yl-y2)2+% (¥, = ¥)%>

%< (¥, - 702>

Logo,

ai(t) =

taie

< (3“;2'"3;1)2> (2.6)

A variéncia cf(r) é¢ também uma medicdo tedrica dado que esté
implicita uma durac8o infinita na média denotada por < >. N&o
obstante, tem mais utilidade pr&tica que I%*(t), dado que existe
para todas as densidades espectrais com leis de poténcias
encontradas nos osciladores reais, exceto para o tipo de ruido
caminho aleatério de freqiiéncia, em cujo caso 0%(?) diverge com <
{(tabela 1). A escolha de N = 2 € a caracteristica chave na
definigdo de cﬁ(r).

2.3.4 Estimador da varidncia de Allan
Experimentalmente, sé se pode ter estimacSes de cf(z) a partir

de um ndmero finito m de amostras ¥,, tomadas sobre uma duracéo

finita. Um estimador amplamente usado é dado por

2 1 - =
= VOF ol P — > - 4 2
o,(t, m T (o) ?#1 (¥iva — ¥i)
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2.3.5 Relac¢do entre qf(r) e S,(f)

Cutler e Searle demonstraram que existe uma relagdo entre qﬁ(r)
e S,(f) [71, {8], dada por

» 4
0p(x) =2 [ 5,(f) -S—%}%‘ﬁ_fl df

Com esta expressdo pode-se achar a varidncia de Allan cy%r) para
cada tipo de ruido da tabela 1, a partir da densidade espectral
S,(f) correspondente.

2.4 Modelo em varidveis de estado dos erros de reldgio

ApGs haver analisado os distintos tipos de ruido de um oscilador
€ a varidncia de Allan, que é a ferramenta que se usa para
caracterizar a estabilidade, estamos em condicdes de apresentar um
modelo em varidveis de estado dos erros de relégio.

Vamos considerar um modelo de dois estados {91, [10] que tem bom
sentido intuitivo. Na figura 2.3 & mostrado o referido modelo.

A varidvel X, representa o erro de tempo, a varidvel x, um erro
de freqiliéncia normalizada e U e u, s8o entradas independentes de
ruido branco e Gaussiano, com amplitudes espectrais 5y e Sg»
respetivamente. E preciso esclarecer que o erro de freqiiéncia
normalizada total é dado por x, + u; , mas doravante nos referiremos
ao estado x, como o erro de freqiiéncia normalizada.

Observa-se neste modelo que tanto o erro de freqiiéncia
normalizada como o erro de tempo do reldgio sdo processos
estocdsticos ndo estaciondrios, o gque estid de acordo com o
analisado anteriormente. Este modelo considera gue o erro de
freqiiéncia normalizada tem uma componente de ruido branco (devida
a0 processo de ruido branco u;) mais uma componente de ruido de
tipo caminho aleatério (devida ao processo de ruido branco wu,

integrado).
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erro de

ruido fregiiéncia erro de
branco 1 normalizada 1 tempo
u, ) W) o ’
+
s X, + s X,

ruido branco u

Fig. 2.3 Modelo em varidveis de estado que descreve os

erros do relégio.
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X, =X v

ou
X=Ax+Bu
onde
x=[x x 1T u=[u u]
cBy g
00 01

Para determinar o modelo de tempo discreto associado

x(tki.l) = F(tk+1' tk) X(tk) + f:hl F(tkd-ll't) B(T) u(f) dt
k

ou em notagdo abreviada

Xpy = Fp xp + Wy

devemos achar a matriz de transicdo de estado F, € a matriz de

covaridncia Q., que sdo dadas por

Fr = F(ty,, ty)

Qk E [ Wy WkT]

E

T
. f 4

-_-f:m " Pt E) B(E) E[u(E) u™(n)] BT(n) F™(tyyom) ot dn

x Ex
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Em nosso caso particular, dado que o modelo de tempo continuo &
invariante no tempo, a matriz de transicdo de estado pode ser

calculada como

Ak - £y
Fig = Fltg, t,) = e "8 = gaur

Logo,

2 2
F=ghs =714 pa,p+ A2 (80)F

---------

onde At ¢ o passo de discretizacédo.

Em consequéncia,

P= 1l at (2.7)
0 1
Esta expressédo ¢ exata, j4 que a exponencial matricial se reduz a
dois termos porque Al = 0 , para j > 1,
Continuando, vamos calcular a matriz de covarifncia Q-

Comegaremos calculando o integrando da expressio de Q, dado por

Elu(E) u,m] E [u(E) uin)]
E [u(®) ur(m] =| - Fal®) u o }

E [0 uy(m)] E [u (&) u,(n)]

1% % s -
0 s, 1
St’
B(E) E [u(§) uT™(p)] BT(n) = 0 s 3(§ - n)
q
S, r
F(tk-q-llg) 0 Sg 6(6 - n) F (tk...lri") =
b ota-E] S o] 1 o]
‘[0 1 ] 0 Sg a1 3¢ m)
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Logo,

- trg (1 Exey ~E] ‘Sf 0 1 0
Qk ftk _O 1 ] i 0 Sg tk+1 “E 1 dE
= f tra |3 Ejey ~E] Se 0 dE
ty 0 1 _Sg ( tk-nxj_ = E) Sg
_ fthl Sf + Sg (tkq_E)z Sg (tk...;),'"E) dE
tx Sg (Exa~§) S,

5, £ |th-1

tx

S ¢
- "'.'B'g (tku“E)a !l‘.’f;

S,

£
""““2'5 (tlm."z)z 'cfx

S,

£ £
"""2“? {(:k+1-E)2 |z:f1 395 l:::‘1L

[ S S
S, at + -53 atd  —Z pt?

- 2 (2.8)
ngtz S. at
2 g4

E dtil trabalharmos também com outra expressdo da matriz Em

Q.
nosso caso, o sistema de tempo continuo do qual provém este modelo
u, 1T &

de

tem pardmetros constantes e além disso o vetor u =
de

covaridncia Q pode ser calculada como

[Ul

cCoOmposto pOr pProcessos ruido branco. Assim, a matriz

Q=FE [ x(at) x

T
(At) } Icom condicles iniciais nulas

E [x{(at)]
E [x, (at) x;(at)]

E [x, (at) x,(at)]

(2.9}
E [x2(at)]

ii

A fim de demonstrar a expressdo acima, consideremos a expressio de
Qx

Oc= [™ [ Flte,,8) BIE) Elu(E) u™(m)] BT(N) FT(ty,.n) dE dn
x k
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Fazendo a mudanca de varidveis

E1=€_tk

., =n - &

NPT
0 1

e dado que o modelo de tempo continuo tem pardmetros constantes,
temos entdo que

A ltp, - 8) Al - B+ 8] _ o2 (ot - £0)

F(t,,.8) = e = @

el e ~ M) o o4 [, - (g4 tl . el (st -1y

F(ty,,m)

Por outro lado,

H
i

H

B(E) = B(n)

Entdo,

0= fo"" fo“" e* W g Elu(E,+t) uT(n,+ty) ] BT [e* “ETMIT GE dn

Dado que u = {ullh}T ¢ um vetor de processos estaciondrios com

correlacdo cruzada nula, temos
Elu(B+t) uT(n,+e,)] =B [ u(E) uT(n,) 1

Logo,

Q-"'-E[ [f;t e? {at - £y} BU(EI) dﬁl] U-ont e {at - n4] BU(Y]I) d‘h ]T ]

Portanto,
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0= F [ x{(at) xT(at) ] tcan condi¢Ses iniciais nulas { x(0) =10 0}7)
) E[x{ (at)] E[x, (at) x,(at)]
Elx, (at) x, (at) ] Elxf (at)]
j& que
x(AE) = e24t x(0) *f:t et UE-% B(1) ult) dv | op x(e) =10 017

f:" ed &t =% p(r) u(r) dr

Assim, comparando (2.9) com (2.8), temos gque

3 (2.10)
Elx?(at)] = 8, at + -2 2L
Elx] (at)] = 5, at (2.11)
S, at?
Elx, (at) x,(at)] = ...Lz‘__ (2.12)

Devemos agora determinar os pardmetros da matriz de covariéncia
Q a partir dos pardmetros de varidncia de Allan convencionais.

Vamos comparar E [ xﬂ(At) ] com dados experimentais e assim obter
as amplitudes espectrais S; e Sgs» que nos permitem entdo calcular
todas as componentes da matriz de covarilncia Q.

A relacdo que existe entre a varidncia de Allan e a variancia do

erro de tempo quando as flutuagdes aleatérias de freqiiéncia sfdo dos
tipos indicados na tabela 1, ¢ dada por [5]

E [x*(1)] = 12 03(%) (2.13)

ou
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o (1) = YELX (D] (2.14)

Esta € a relacfo entre a raiz quadrada da varifdncia de Allan e a
varifncia do erro de tempo x {(em nosso caso o estado X;). Vamos
concentrar-nos, entdo, na varidncia do estado x;. Em particular, se
tomamos em (2.10) o valor eficaz (rms) de x; mediado durante o
intervalo 7, obtemos a expressfo da raiz quadrada da varidncia de
Allan correspondente ao modelo de dois estados

3

5
NSe Tt =5

]

a,(t)

= g -+ L= (2.15)

E Gtil tragar a equagdo (2.15) usando escalas logaritmicas
(figura 2.4). A aproximaclo assintdtica tem a forma de "V",
Graficos deste estilo sdo conhecidos como grdaficos de variéncia de
Allan (em realidade é tragcada a raiz quadrada da varidncia de
Allan}) e s8@o uma forma conveniente de apresentar a informacdo de
estabilidade de um reldgio. Para encontrar o erro de tempo raiz
quadrdtica média (rms) no instante =T, deve-se ler o valor
correspondente na ordenada e multiplicd-lo por T.

Por outro lado, consideremos a varidncia de Allan oyz(r) real de
um oscilador. Suponhamos que os ruidos que o afetam sdoc os da
tabela 1, ou seja, ruido branco, cintilagdo e caminho aleatério de
freqiiéncia. Entdo, considerando-os independentes, a varidncia de
Allan total serd a soma das varidncias.

Usando as expressfes da referida tabela para a varidncia de cada
ruido, obtemos
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erro de tempo rms

tempo de mediagdo
r 3

curva exata

aproximacéo
assintética

tempo de
mediacdo (seg.)
Fig. 2.4 Grédfico de variéncia de Allan para o

modelo dos erros do relégio de dois estados.

erro de tempo rms

tempo de mediacéo

»

tempo de
mediagio (seg.)

Fig. 2.5 Varidncia de Allan assintética

tipica de um oscilador a cristal.
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27%h,t
o2 (1) =§"19€ + 2 (1n(2)) 1:_1+—-----§—2m (2.16)
Entdo, usando (2.13) e (2.16) temos
E [x%(t)] = 12 o2 (1)
4
-2t v2 (@) by e 2E P2 qzam

Na figura 2.5 € mostrada uma curva assintética de variancia de
Allan tipica de um oscilador a cristal. Observa-se uma zona plana,
enquanto que o modelo de dois estados ndo a apresenta. Esta zona
corresponde ao ruido de cintilacdo, "flicker" (termo h.y de (2.16}).
O ruido "flicker" produz um termo da ordem de <? na expressido da
varidncia do erro de tempo (2.17) e é impossivel modelar este termo
exatamente com um modelo de estados de ordem finita (como &
mostrado no Apéndice 1). Faremos entfo a seguinte aproximacfo:
Primeiro ignoraremos o ruido de cintilacfo e calcularemos a curva
em "V" que se ajusta bem para tempos de mediacdo pequenos e
grandes; e em seguida elevaremos a curva em "V" para atingir um
me lhor ajuste na zona de ruido de cintilacio.

Consideremos um oscilador a cristal e utilizemos os seguintes

valores tipicos dos pardmetros [9]

hy = 9.43 (10"%%) seg h, =1.8 (10719) h,=3.8 (10%) sgeg™

Voltemos ao problema de determinar as amplitudes espectrais S; e
S,. Igualando os termos de igual ordem em at das equagdes (2.10) e
(2.17), obtemos
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W

erro de tempo 7 tempo de mediacio

13".’.8 i bk 3 L1 i Bl i 1 1 E1 L 1 bomeederaian b L 151 i bbb Lk

189 181 182 ig3 184

tempo de mediacio (* 18 mseg)

Fig. 2.6 Curva real da varidncia de Allan (curva a), a aproximacio
sem ter em conta o rufido de cintilagio {curva b) e a curva da
varidncia de Allan anterior elevada do valor 2,159, gque é a que

usaremos finalmente no modelo (curva c).
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Agora entfo elevamos a curva em "V" do modelo de dois estados de
um fator de aproximadamente 2.159 (ou seja, os valores obtidos
anteriormente devem ser multiplicados por 4.66, pois o gréafico
representa a raiz gquadrada da varidncia de Allan), para atingir uma
melhor adaptag¢8o geral, como é observado na figura 2.6. Nela &
representada a curva real da varidncia de Allan (curva a), a
aproximac¢8o sem ter em conta o ruido de cintilacdo (curva b) e a
curva da vari@ncia de Allan anterior elevada do valor mencionado,
que € a que usaremos finalmente no modelo {curva c¢). A curva do
modelo estard entdo um pouco acima da verdadeira para tempos de
mediacdo pequenos e grandes, mas é preferivel realizar um projeto
que seja mais conservativo que otimista.

Portanto, os valores finais de projeto para 5; e §; séo
by

4.66 2 {2.18)
2

I

S¢

I

Assim, usando as expressdes (2.18) e (2.19) obtemos

S, = 2.1972 (107Y%) seg S, = 3.4954 (10™*°) seg™?
Adotando o intervalo de discretiza¢do em 0.125 mseg devido a que
8 kHz € a freqiliéncia fundamental em comunicac¢des digitais, temos

at =1.25 (107%) seg

e usando (2.7), (2.8), (2.10), (2.11) e (2.12) obtemos

F=[1 1.25(107%) seg (2.20)

0 1

[ 2.7465(107?%) seg? 2.7308(10°%7) seg] (2.21)
2.7308(10°%7) seg 4.3693(107%%)
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Fig. 2.7.a Modelo cujos estados estdo normalizados.

Fig. 2.7.b Modelo cujos estados sdo o

e 0o erro de freqiiéncia.

1 normalizada +
ul L
s Xq
erro de
1 freqliéncia 4
ua.mowwwt >
S Xq
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No modelo da figura 2.3, os estados estdo normalizados de tal
forma que x; é€ o erro de tempo e X, € o erro de freqiiéncia
normalizada.

Para passar do erro de tempo ao erro de fase devemos multiplicar
pela freqiéncia nominal do oscilador 0y (figura 2.7.a).
Reordenando os blocos passamos & figura 2.7.b, onde agora Xx;
representa o erro de fase (em radianos) e x, representa o erro de
freqliéncia (em radianos por segundo).

Note que agora as entradas de ruido branco uw e u, estio

multiplicadas por ;. Com isto as novas amplitudes espectrais séo

St =8, wi

* 2
Sg = 854 W,

e a matriz de covari@ncia de ruido do novo modelo é entdo dada por

0 =0 w}
-1a 2 -18y rad?
6.9394(1071%) rad 6.8997(10718)
o = seg (2.22)
-18 rad? -13 rad?
6.8997 (10718) —==_ 1.1039(1071%) ==
seg seg?

As equagles (2.20) e (2.22) sdo os pardmetros do modelo dos erros

do relégio e serdo usadas nos capitulos seguintes.
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Capitulo 3
PROJETO OTIMO DE LACO DE SINCRONISMO DE FASE

3.1 Considerac¢des iniciais

Consideremos uma rede sincrona na qual é utilizada a técnica de
sincronizag¢do mestre-escravo.

A confiabilidade e a estabilidade de curto prazo do sistema,
melhora notavelmente se o sinal de referéncia, proveniente do
reldégio mestre, é usado para controlar um relégio local no né
através de um lago de sincronismo de fase (PLL), em lugar de usar
diretamente o sinal de referéncia. Por exemplo, se o sinal mestre
¢ interrompido, o relé6gio local pode funcionar durante certo
periodo antes que a sincronizacdo se perca totalmente. Além disso,
o ruido de alta frequéncia, devido aos meios de transmisséo,
compromete substancialmente a estabilidade de curto prazo do sinal
recebido. O laco de sincronismo de fase combina a boa estabilidade
a longo prazo do sinal de referéncia recebido, com a excelente
estabilidade a curto prazo do sinal do relégio local.

Neste capitulo ¢ procurado o método 6timo de se projetar o lago
de sincronismo de fase para se atingir este equilibrio entre o
sinal de referéncia e o local. £ preciso destacar gue as
referéncias [2] e [3] propSem métodos de projeto, mas estes Ss&o
sub-étimos e empiricos. Aqui desenvolveremos uma técnica de
otimiza¢8o baseada na aplicacdo de um filtro de Kalman para estimar
0o erro de tempo.

Seja um né i do primeiro nivel, o qual recebe o sinal

A sen [w, t] + N(t) {3.1)

ou seja, recebe T(t)+n.(t), onde T(t) é a escala de tempo do
relégio mestre (doravante vamos desprezar o retardo de transmisséao,
supondo que este se encontra compensado pela técnica de "relégio
adiantado") e n.(t) é€ o erro de tempo que apresenta o sinal de

referéncia devido ao ruido aditivo do canal N{t), o qual supomos
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branco e Gaussiano. Além disso, o né conta com sua prépria escala
de tempo gerada localmente, T,(t), que é afetada pela estabilidade
de seu relbgio local, a qual pode-se caracterizar pelo modelo dos
processos erro de fase e erro de freqiiéncia analisados no capitulo
2. Ou seja, Ti(t)=T(t)+n,(t), onde n,(t) representa o processo erro
de tempo do relégio local. Portanto, o né dispe de duas
observa¢Ses do mesmo sinal: T(t), a escala de tempo real; mas
contaminadas com rufido. O problema consiste em como combinar de
forma 6tima toda a informacdo disponivel para obter a melhor
estimagéo %(t) que minimize o erro quadrdtico médio de tempo
E[T(t)-T(t)12%.

Consideremos o problema de combinar duas medicdes ruidosas
independentes do mesmo sinal, T(t)+n.(t) e T(t)+n,(t), onde n.(t) é
o ruido do sinal de referéncia e n.(t) € o ruido do relégio local.
Esse problema pode ser resolvido com a estrutura de filtros
complementares da figura 3.1.a, onde o termo de sinal nédo é afetado
pela escolha de G(s). Por outro lado, os dois ruidos de entrada sio
modificados pelas fung¢Ses de transferéncia complementares [1+G(s8)]
e -G(s). A figura 3.1.b é equivalente & 3.1.a onde G{(s) deve ser
um filtro que receba como entrada o sinal n.(t)-n.(t) e sua saida
seja a estimacdo —ﬁc(t), de tal forma a minimizar o ruido do sinal
de safda no sentido quadrdtico médio. Vemos entdo que a performance
do sistema depende do erro quadrdtico médio de estimagdo do filtro
G(s). Trataremos entdo de chegar & situacgdo da figura 3.1.h,.

Partimos da hipStese de que é utilizado um lago de sincronismo
de fase para sincronizar o relégio local com o sinal de referéncia
que € recebido proveniente do relégioc mestre.

Vamos supor que o relégio local € implementado de forma analdégica
com um oscilador controlade por tensdo (VCO). Mais adiante
Justificaremos a escolha desta técnica.

O sinal de saida do VCO é dado por

sen [mot + G, f; u(t) dr - ¢(t) (3.2)
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T(t)+n(t)

1 + G(s)
+
Q—— % T(t)
4
T(t)+n(t)
» - G{s)
Fig. 3.1.a Filtros complementares.
T(tY+n(t) +
< o) % T{t)
Y.
+
~0) - G(s) A
T(t)+q4t) qét)«ngt) -th)

Fig. 3.1.b Diagrama equivalente.

37



onde u(t) é o sinal de entrada de controle do VCO em Volts, Cy é a
constante do VCO em rad/(volts.seg), wy = 2n/Ty é a freqiiéncia
nominal de oscilac8o e ¢(t) é o processo erro de fase do oscilador.

Consideremos a implementagdo do lago de sincronismo de fase da
figura 3.2. O sinal de entrada, apdés de ser filtrado, é amostrado
nos instantes de cruzamento de zero com derivada positiva do sinal
de saida do VCO. As amostras sdo digitalizadas e logo processadas
pelo filtro digital do lago D{(z). Sua saida é convertida para
analégica ¢ € usada para controlar a freqiiéncia do VCO. O sinal de
saida Gtil é o sinal * gerado pelo detector de cruzamento de zero
positivo.

Nosso objetivo é o projeto 6timo do lago de sincronismo de fase
da figura 3.2, que consiste em encontrar o filtro digital, D{(z),
que minimiza o erro quadrdtico médio de tempo do reldgio local
controlado, ou seja, do sinal %. Portanto, o intervalo entre os
pulsos de saida do detector de cruzamento de zero seri de
aproximadamente T, seg. A temporizacdo ("timing") do lagco é dada
justamente pela saida do detector de cruzamento de Zeroc,
Consequentemente, a saida do conversor A/D, a saida do filtro
digital do lago D(z) e a saida do conversor D/A, mudarédo
aproximadamente a cada Tp segundos, nos instantes de amostragem
ty ® kTy (k = 0,1,2,......).

Consideraremos despreziveis os retardos dos conversores e do
filtro frente a T, {( Z T; << Ty) e que o detector de cruzamento de
zero nao tem nenhum retardo (j& que se tivesse poder-se-ia inclui-
lo no modelo dos erros de fase do VCO). Com isto u(t) permanece
constante entre os instantes t,; e t, e, além disso, dado que ty -
tye1 ® Ty (Vk), temos

o fot’ u(t) dr = G [fotm u(e) de + ult, ;) (tkmtk%)]

s C, f:*”‘ u(t) dv + G, u(t, )T,
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A/D

f,
ey x{t)
X(t) —— oyt ?«-—cIA/D o D(z) » D/A
* DETECTOR DE u(t)
’ CRUZAMENTO DE VCO

ZERO POSITIVO

Fig. 3.2 Diagrama em blocos do lago de sincronismo de fase.
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Se definirmos

y(ty) ac fot" u(t) dr

entio,

vty = y(te,) + G T, ult,,)

ou

Ve =Y Y G Ty upy

e em termos da freqiiéncia complexa z

Y(z) _ G T _ 3.3
Tz -5 - Cl2) { )

Os instantes t, nos quais o sinal de saida do VCO cruza pelo zero

com derivada positiva, s#o aqueles em que

sen [“’o £ + G f:" u{t) dt - d)(tk)] =0

@, t + C, fc‘* u(t) dr - d(t) = k 2%

2% = 2% k

b, vty _ d(g)
T, 27 27

Logo,

t,=kT, - 63"'; vty + —';-)1—; b ()

Aqui se manifestam os efeitos do erro de fase do VCO sobre os

instantes de cruzamento de zero.
Sejam y(k) = y(ty) e ¢(k) = ¢(t,). Entéo,
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tk=kTD--£‘;y(k) +:)1—0¢(k) (3.4)

Podemos definir o processo erro de tempo do relégio local
controlado como a sequéncia

_ = -1 L
e, (k) a t, - kT, o y(k) + o ¢ (k)

O processo erro de fase do relégio local é dado por

ey (k) 6 @y e, (k) =~ y(k) + ¢ (k) (3.5)

O sinal de entrada proveniente do relégio de referéncia &
filtrado e logo amostrado nos instantes ty. De (3.1), (3.4) e

(3.5), conclui-se que a saida do amostrador é dada por

It

Xy & x(t;) = A sen (v, t,) + n(t,)

il

A sen [kam - y(&) +¢(t)] + n(t)

A sen [$(t,) - y(t)] + n(t,)

Portanto,

Xy = A sen [g, (k)] + n(t,) (3.6)

Devemos agora analizar as caracteristicas do processo n(t,). Como
€ mostrado na figura 3.3, o sinal proveniente do reldégio mestre,
A sen(wgt) + N(t), passa por um filtro passa~faixa com freqiiéncia
central f3 = @,/(2%) e cuja largura de faixa é escolhida préxima de
fa. Com esta suposicdo, o processo de ruido amostrado {n} & {n(ty)}
( onde t, % kT, } serd aproximadamente uma sequéncia de varidveis
aleatdérias Gaussianas, INDEPENDENTES e idénticamente distribuidas
com média zero e varidncia cf{nk} = Ny fg » como serd demonstrado
adiante.
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fo

~s
X(t}) = A sen ot + N{t) ——p ~~ —# x{t) = A sen wt + ni{t)

st

Sy(f) ; : Sa(f)

3 $ ie— f, — 4

Y —— '
No /2 No /2
f 0.5f, f, 1.5f, f 0.5fe fo 1.5fy f

R,(t)

Fig. 3.3 Densidade espectral de poténcia e funcéo

de autocorrela¢do do processo n(t).
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Na figura 3.3 sdo mostradas as densidades espectrais de N{t) (o
ruido de entrada do filtro) e de n(t) (o ruido de saida do filtro},
bem como a fun¢do de autocorrelagio do processo n{t). Observa-se
que esta tem zeros em kT,, portanto {n,} serd aproximadamente uma
sequéncia "branca" se os instantes de amostragem forem ty ® kTg.
Ademais,

o [n(t)] = Eln*(0)] = [~ 5,(f) df = N, £,

Entéo,

E [n,n,] =N, f, 8(k - 1) (3.7)

Logo, X, passa pelo conversor A/D com constante C; [1/volts], pelo
filtro de lago D{(z) e pelo conversor D/A com constante C, {volts]
para gerar a entrada de controle uy, do VCO. Com isto se obtém o
modelo matemdtico da figura 3.4, correspondente ao diagrama em
blocos da figura 3.2.

Dado que o objetivo procurade é a sincronizacdo em fase e
freqii€ncia do relégio local com o de referéncia, deseja-se que
ty ® kT; , entdo {(por (3.5)) deve-se ter es(k) = o(k) - y(k) = 0

Logo, pode-se fazer a seguinte aproximacédo
gen [$p(k) - y(k)] = ¢(k) - y(K) (3.8)

com a qual o modelo da figura 3.4 é convertido no modelo
linearizado da figura 3.5.

Assim, o objetivo € encontrar o filtro de lago D(z) que minimize
o valor quadrdtico médio do processo eg{k). Todas as demais
constantes e par@metros serfio supostamente conhecidos.

Devido a que o modelo da figura 3.5 é linear, & valido aplicar
o principio da superposicio. Além disso, podemos utilizar

transformadas Z para calcular as fun¢des de transferéncia. Sejam

#

Ey(2) = Z [ey(K)]  N(2) = Z [n(k)]

®(z) =Z (k)] Ulz) = Z [uk)]
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n{k)

+ +
A sen (.) 4 C, » D(z)

C
— e s =~ 2
== - = i
! f
eg (k) ! . v(k) Co T, 'u(k)
. z - 1 :
, l
1
Lol !
VCoO
Fig. 3.4 Modelo matemdtico do lacgo.
n{k)
+ + a(k) d(k)
oA > C, D(z)
y
C
c{z) o
eg (k) ~- YK Co T u(k)
+ z - 1
¢{k)

Fig. 3.5 Modelo matemdtico linearizado.
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Cabe aclarar que, rigorosamente, estas sequéncias ndoc tém
transformada Z por serem processos aleatérios; mas a suposicdo de
sequéncia deterministica facilita o célculo das fung¢des de
transferéncia. Doravante, as transformadas 7 deste tipo de
sequéncia devem ser entendidas da mesma maneira.

Entédo, com ¢ = 0

Ey(z) = - C(2) Ulz) = - C(2) G, D(2) ¢ [N(z) + A Ey(2)]

Ey(2) [1 +AC C C(2) D(2)] = - C, C, C{z) D(z) N(z)

Logo,

_ G, G C(z) D(z)

5 = 3e ¢ o o V@
Seja
F(z) = C, C, Clz) D(z) (3.9)

Entido,

Ey(z) = - —F{2) __ yigy

¢ 1 + AF(z)
Fazendo

- - F(z)

obtemos,

Ey(z) = H(z) N(z)

]
o

onde H{z) é a transferéncia entre n(k) e e¢(k), com ¢{k)
Comn = 0 temos que
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Ey(z) = ®(2) - Cl(2) Ulz) = ®(2) - Cl2) C, D(2) C, A Ey(z)

Ey(z) [1+AC C, c(z) D(2)] = ®(z)

Logo,

- 1
Ey(2) = 1+AC C C(z) D(z) ®(2)

ou

1

By(2) = 5 ¥ A Fl(z)

®(z) = [1 + AH(2)] ®(z)

Entdo, aplicando o principio da superposicdo

Ey(z) = H(z) N(z) + [1 + AH(z)] ®(2) = ®(z) + H[aAD(z) + N(z)]

Logo,
e¢(k) =¢(k) + hi{k) * [A d(k) + nik)l (3.11)

onde

h(k) = Z71[H(z)]

€ * representa o produto de convolucio.

Dado que se procura minimizar o valor gquadriatico médio do
processo ey(k), deve-se ter h{(k)*[A¢(k) + nik)] —3(k), como £
depreendido de (3.11). Portanto, deve-se procurar o filtro h(k) tal
que recebendo como entrada A ¢(k) + n(k), fornega na saida w@(k),
sendo @(k) a melhor estimacdo do processo o(k) no sentido
quadrdtico médio.

Entdo, h{(k) deve ser um filtro linear em tempo discreto que
recebe uma observacdo do processo a estimar A ¢(k), com o ruido
adicionado, e deve produzir —$(k), como é representado na figura
3.6.
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FILTRO N
A (k) + n(k) » -p(k)

LINEAR

h(k)

Fig. 3.6 Filtro linear com resposta impulsiva hi{k).
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Chegamos entdo, a uma situagdo equivalente & da figura 3.1.b, mas
em tempo discreto, onde o filtro h{k) cumpre o papel do filtro
G{(s), Jj4 que recebe a soma de dois processos aleatdérios e deve
estimar um deles, o erro de fase do relégio local. Além disso, a
performance do sistema serd dada pelo valor quadratico médio do
erro em sua estimacédo.

Lembremos que o processo n(k) é Gaussiano e branco com varidncia
E[n®(k)] = Ny, f, e 6(k) é o processo ndo estaciondrio que
representa o erro de fase do relégio local. Justamente pelo fato
de que este processo é ndo estaciondrio, o filtro h{k) ndo pode ser
projetado mediante o uso da teoria de Wiener. Utilizaremos um
filtro de Kalman que, como se sabe, pode ser aplicado & estimacgdo
de processos ndo estacionarios.

Suponhamos que o filtro de Kalman seja assintoticamente
invariante no tempo, o que garante que, em regime estaciondrio, sua
transferéncia pode ser representada por H(z). Logo, usando (3.9)

e (3.10) pode-se encontrar o filtro de lago 6timo D(z), pois

Hz) = - £z __ GG C(z) Diz)
1+ AF(z) 1+A4C, G Clz) D(2)
implica em

G, G, C(2) [1+AH(z]

Seja

%

H(z) = —

onde NH{z) e DH(z) s8o os polindmios do numerador e denominador de
H(z). Além disso, lembremos que

G T,

c(z) = )
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Ent&o substituindo em (3.12)

NH
DH NH (z - 1)
z [, = e [}
Diz) T, C, T, C, G, C, [DH + A NH] (3.13)
— 0102[1+A_NH—]

Observa-se que se a transferéncia H(z) fosse um FILTRO, teriamos
GRAU(NH)} = GRAU(DH), o que implica que GRAU (ND) > GRAU (DD), onde
ND e DD s8o0 os polindmios do numerador e denominador de D(z). Isto
resultaria em D(z) ndo causal, néo podendo portanto funcionar em
tempo real. Em consequéncia, H{(z) deve ser um PREDITOR no sentido
de que sua safida no instante k nio depende de sua entrada no
instante k, mas das entradas anteriores. Com isto, GRAU (DH) > GRAU
(NH} resulta em GRAU (ND) < GRAU (DD). Portanto, H(z) deve ser um
PREDITOR de Kalman a "um passo", dado que é o preditor linear que
tem a melhor performance. Assim, H{(z) recebe no instante k a
observacdo A¢(k)+n(k) e produz como saida —8(k/k~1), ou seja, a
melhor estimacdo de -¢(k) dispondo das observacdes até o instante
k-1, inclusive, o que é representado na figura 3.7. A observacio
do instante k ndo pode ser usada para a estimacdo de -¢(k) porque,
como j4 foi dito, resultaria em D(z) ndo causal. Isto é devido ao
retardo introduzido pelo bloco que denominamos C{z), o qual faz
parte da transferéncia a laco fechado H(z).

Com respeito & estimagdo que produz H(z), pode-se dizer que se
comporta como um preditor "atrasado", j& que entrega a predigdo
~$(k/k—l) no instante k.

Em resumo, o preditor de Kalman a um rasso, H(z), n8o esté
realmente presente no lago, mas é a transferéncia 6tima que se deve
verificar entre a entrada n(k) e a saida e4(k), com a entrada
p{k)=0, para minimizar o valor quadrdatico médio do processo erro
de fase ( E[e%(k)] ). A equagdo (3.13) relaciona a transferéncia
deste preditor de Kalman com a do filtro real do lago D(z).
Continuando, entdo, vamos projetar o preditor e logo apés encontrar
a expressfo do filtro Stimo D{(z).
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PREDITCR DE
z(k}) = A o(k) + n(k) ——o

v

s(k) = -6(k/k-1)
KALMAN

h(k)

Fig. 3.7 Preditor de Kalman a "um passo” gque estima

o erro de fase ¢(k) do relégio local.
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Como © preditor deve estimar -¢(k), entdo lembremos, do capitulo

2, o modelo em varidveis de estado dos erros do relégio local

Xp 2 F X v wp (3.14)
com
X
X, =
X5
onde x' = ¢ representa o erro de fase ¢ x? é o erro de freqiiéncia,

sendo que a matriz F é dada por

1 at
ey

onde At € o intervalo de discretizagdo, que em nosso caso & igual
a T, , ou seja, o perfodo nominal do relégio.
Além disso,

Elwyw]l =0 8(k - j)

onde Q é a matriz de covaridncia dada pela equacio (2.8). A

observac¢do deve ser posta na forma

Zy=HX + v, (3.15)

onde H € a matriz de observacdo, que ndo deve ser confundida com
a transferéncia H{z) do preditor.
A entrada ao preditor (figura 3.7) é

Zy = A + n,

Logo,
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H={A 0] (3.16)

e vik)=n(k) é o processo de ruido branco caracterizado por (3.7).
Com isto, a matriz de covaridncia do rufido de observag8o, que em

nosso caso se reduz a um escalar, &

R=£f[v,vwW]=EI[nf] =06 =N, 7

Portanto, (3.14) e (3.15) s8o as equacgdes do modelo de sinal e da
observacgio, respectivamente.

Se jam

ﬁkﬂwﬁ a estimacdo do vetor de estados no instante k, x,, dado que
dispomos da observacdo até o instante k-1.

%Uk : a estimacdo de x, dado que dispomos das observa¢Bes até o
instante k.

Zysk-1 € Zgsxt @8 matrizes de covaridncia dos erros das estimagdes

anteriores, dadas por

2‘,;“:,,1 = E [ (xk - gk’k"‘l) (xk - 2k/k_1)‘r]

By = B[ (3~ Ryp) (X = R ™ ]

As equagles do filtro de Kalman sdo as seguintes:

GANHO DE KALMAN:

ESTIMACAO ATUALIZADA:

‘gk/k = Aprk-1 + Kk (zk - Hgt/k—i) (3.18)

MATRIZ DE COVARIANCIA DO ERRO DA ESTIMAGCAO ATUALIZADA:

e = (I - K H Zpp, (3.19)
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ESTIMACAO A PRIORI:

MATRIZ DE COVARIANCIA DO ERROQO DA ESTIMACAO A PRIORT:
Dyeasx = F By FT + 0 (3.21)

onde estamos considerando gque em nosso caso as matrizes F, Q, H e

R sdo invariantes no tempo.
A inicializacg8o do filtro & dada por

20/_1 = E [xol = 3?0

Bojes = B[ (X5 = Ro/00) (X5 = Roy)T ) = By

Em nosso caso, vamos supor que inicialmente o relégio local é
ajustado tal que seus erros de fase e de freqii€éncia sdo nulos em

t=0, Entdo, a estimacdo inicial a priori e a matriz de covariéncia

do erro desta estimacio sdo dadas por

0
20/'1 = 0]

[0 0
Zors = o o]

Como foi dito, em nossc caso devemos usar a predi¢80o a um passo

ﬁkﬂ,r Logo, usando (3.18) e (3.20), em estado estaciondrio teremos

2k+1/k = F Xx/k =F[ j21:/1:—1 + K (z, - H 21:/&-1) ]

H

F(I_KH) Rk/k'l+Fsz

onde
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|2

é o gannho de Kalman em estado estaciondrio.

Vamos aplicar transformadas 7 (supondo condic¢Bes iniciais nulas,
A
xﬂ/—l = 0 ).

Fazendo X(z) = Z {ﬁbmq} e 2(z) = Z {2z}, temos

zX(z) =F(I-KH X(z) + FKZ(z)

Reordenando e isolando X(z), temos

X(z) =[zI-F(I-KHM]1*FKZ(2)

Como é de nosso interesse apenas a predigdo do erro de fase do

relégio, entdo a transferéncia buscada €

H(z) ==-[10)[zI-F(I-KH)]I*FK (3.22)

onde o produto por [1I 0] & usado para extrair a primeira
transferéncia do vetor [zl - F(I-KH)]"' FK, que contém duas
transferéncias, e o sinal negativo ¢é devido ao fato de que
necessitamos de *3 4 saida do preditor (ver figura 3.7).

Entéo,

H(z) = - [z (K + % 88 - K]

5 (3.23)
z2+z [-2 + (K, + K, at) A] + (1 - K, A)

como é demonstrado no Apéndice 2.

Usando (3.13) pode-se encontrar o filtro de laco étimo D(z)

D(z) = [z (K, + K at) -K] (z-1) _ [z (K + K at) - K]
Ty Cy C, C, (22 -2 2z +1) T, C, C, C; (2 - 1)

ou

54



D(z) = G, + {3.24)
1 -z
onde
Gl = ....—‘Kl_._mm GZ = WIC"WL
T, G, €, C, T, G C, C,

Observa-se entdo que, para o modelo de erros do relégio local de
dois estados, o filtro 6étimo de lago resulta em um filtro

proporcional mais acumulador e o lago resulta ser de segunda ordem.

3.2 Solugdo dtima variante no tempo

A equacdio {3.23) representa a transferéncia do preditor de Kalman
em estado estaciondrio. Quando esta é utilizada desde k=0, obtém-se
um comportamento subétimo no regime transitédrio. Na realidade, o
preditor de Kalman para valores arbitrdrios de k é variante no

tempo. Nesta segdo vamos calcular a sua expressdo para O Caso

genérico. A partir dela encontraremos o filtro 6timo D variante no

tempo.

-

Nosso objetivo, portanto, é encontrar o preditor Stimo "a um
passo", h{(k), variante no tempo, que é mostrado na figura 3.7.
Usando (3.18) e (3.20), temos

[ Risxes
Rijk-1 = 2 =F R =F I Re-ypz * Ko (2, - H Re-1/x-2) ]
| Ak/k-1

(1 at] | Rig/p2 + Kooy (2, ~ A 2k1-1/k-2)
g 1

2 2
Riysi2 + Ky (2, ~ A Riyjx-a)

Doravante, para abreviar a notacfdo, ficard subentendido que

trabalhamos com as predig¢des dos estados (x%_: %ﬂqu s xﬂl= iﬂukﬁ).

Assim, da equacdo matricial acima s3c obtidas as seguintes
equac¢des



1 2 2
Xp = X1 + Ky (2p, - A Xcy) +at [ X * Ky (2, - A xpy) ] (3.25)
Xi = Xpo + Kiy (Zpy — A Xgy)
Supondo condic¢bBes iniciais nulas (x% =0 , x% = 0), temos

k-2
2 ; : 2 1
x*..z = Ki (Zi - A Xi)
=0

Entdo, substituindo em (3.25) obtemos

k-1
Xi = Xpg + Koy (2, - A XE,)+ at ; K (z; - A x37) (3.26)
=4

onde z; € a entrada do preditor (A ¢, + ng) e x, é a saida (8k).
Na figura 3.7 observa-se que a saida deve ser S = —5; . Com isto
a equacio (3.26) se converte em

k-1
Se = Sy ~ Kiey (2,4 + A 8,) - At p K (z; + A8, (3.27)
=0

Esta € a equagdo a diferengas do preditor 6timo h(k) variante no
tempo da figura 3.7, cuja entrada é z(k) e saida s{k). Note que as
componentes do vetor de ganho de Kalman, Ki; e Kﬂn podem ser
calculadas "off line" com as equagdes (3.17), (3.19) e (3.21), j&a
que ndo dependem das observacdes.

Lembremos que no caso da solugdo em estado estacionério, H{z) era
a transferéncia 6tima entre n(k) e es(k) com ¢(k)=0. No caso mais
geral, variante no tempo, a relagdo 6tima entre n(k) e e;{(k) € dada
por (3.27), portanto essa deve ser a equacio a diferengas que
relaciona n(k) com e,(k) gquando ¢(k)}=0.

Afirmamos entdo que o filtro de lago D 6timo é representado pela

equacfo a diferencas com coeficientes variantes no tempo
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Ky k K? at

dy = -k o, a (3.28)
x Cl C2 CO TO * § CZ CZ CO TO .

onde a(k) € a entrada do filtro e d(k) é a saida, como & observado
na figura 3.5. A seguir vamos demonstréa-lo.

Observemos da figura 3.5 que

Ve = Vs Y G Ty Upy =¥y + G T, G diy

Entdo, usando (3.28),

. +C T, C _Kea Bpq * bi-“-ﬁglﬁi“ a
Yk Yk...l ¢ *0 “2 C;[ Cz Ce TQ k-1 ord Cl Cz CD TO i
Além diSSOQ
a, =C (131: ~Ay) |, e,,(k) =~ Vi
LogO,

a =C (my + A gy(k))

Entdo resuits

k-1
S (k) = ey (k-1) - Ky (., + 2 @y (k-1)) - at ;; Ki (n; + A ey())

Observa-se que esta equacdo é idéntica & (3.27), portanto o filtro
de laco 6timo & dado efetivamente por (3.28),

Vamos demonstrar agora que em estado estaciondrio a equacio
(3.28) é reduzida a (3.24), que obtivemos anteriormente para o caso
de estado estaciondrio mediante o uso de transformadas Z.

Em estado estacionédrio K& = k! ) Kﬂ = K (V k). Ent&o, aplicando
a transformada 7 em {3.28)

Portanto,
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1 2

A
T, GGG & TGec z-1 A%
K? at
D(z) = 92 _ K1 ., LGGG
2(z) N A

que coincide com (3.24).

Cabe aclarar que temos desprezado o erro de quantizagio
relacionado com a quantidade finita de bits do conversor A/D. Por
outro lado, optamos por um oscilador na forma analdégica (VCO), ao
invés de usar um digital (DCO), que apresenta problemas de erros

de quantiza¢do associados a sua natureza discreta.

3.3 Estabilidade do laco

Devemos analisar agora a estabilidade do lago quando D(z) é o
filtro 6timo dado por (3.24). Para que seja estdvel, os pélos de
H{z) (3.23) devem se encontrar dentro do circulo unitério, o que
equivale a | A [ F (I - K H) ] ] < 1, ou seja, os autovalores A;
da matriz F{(I - KH), devem ter médulos menores gue 1.

Vamos demonstrar que quaisquer que sejam os valores dos
pardmetros no modelo adotado, o preditor 6timo correspondente

resulta sempre estidvel. Para isso vamos aplicar o seguinte teorema
[11}:

Teorema: Se o modelo do processo do sinal & invariante no tempo
s H]
€ completamente detectdvel e o par [F , G/] & completamente

estabilizdvel para qualquer G, com G 6T =@

e ndo necessariamente assintoticamente estdvel, mas o par [F

s entéo

- %}12 sk = B°

com 2* independente de 29s-1 » Satisfazendo a equacdo de Riccati de
estado estaciondrio
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¢ =F [ B®-Z°HT (HB*H” + R)"! H 5] FT 4+ 0

-JA LF(I-K°m] | <1
onde K* é o ganho de Kalman em estado estaciondrio

K®=1lim K, = Z° HT (HE° HT + R) -1
k-

Primeiro, vamos analisar a condic¢do de detectabilidade

H]~A 0 det| T =2z e 20
HF A Aat lur

ou seja, o par [F , H] é completamente detectédvel.

Vejamos agora a segunda condig¢do., Para isso usaremos uma
definicdo equivalente de estabilizabilidade:
O par [F , G;] é completamente estabilizadvel para qualquer G, com
G, G") = Q se e somente se:
para algum A constante: w' G, = 0 , wI'F = A w' y G G = Q -

- | A [ <1 ouw=z Q.

Demonstracgdo: Por absurdo, suponhamos que A = 1 e w # 0. Logo,

r 1 0| W 41
Filw=we= = = atw tw,=w,=w =0

at 1 W, W,
, 0
Seja w= w, Powy 20
g, 9.
WIG =[00] = [0 w] g1; =[00]=
3 4

-»Wzga.-;-{)'wzg‘z() -993.—.9420

g, 0
g, 0
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0 que € um absurdo, j4 que por hipdtese Gy Gﬂ = Q ¢ lembremos que
os elementos de Q s&o distintos de zero. Portanto cumpre~se a
condicido da estabilizabilidade.

Dessa forma, as hipéteses do teorema acima sio satisfeitas e em
consequéncia o filtro é assintoticamente invariante no tempo e
estédvel.

3.4 Simulacdes

As seguintes simulagdes foram realizadas usando-se
At = T, = 1,25(107%) seg

Com isto, a matriz de transicgdo e a matriz de covariincia de ruido
do modelo dos erros do relégio sdo dadas por (2.20) e (2.22),
respectivamente, ou seja,

1 1.25(107¢) seg
0 1

=

2
6.9394 (10-1%) rad? 6.8997 (10-18) fad®
geg

2 2
6.8997 (10-18) Zad® 1.1039 (10-13) Fad®
seg seg?

Q:

Da figura 3.7 verifica-se que a performance do preditor 6timo
depende da relagdo entre AZ e a poténcia do ruido de medigédo G%.

Portanto, definimos como relagdo sinal-ruido

. A%, (1 rad?)
o

p

onde multiplicou-se por 1 rad?, jéd que A tem unidades de Volt/rad,
como & observado no modelo linearizado da figura 3.5.

Por outro lado, lembremos que
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o§=‘R

€ a matriz de covaridncia do ruido de medigio.

Os graficos das figuras 3.8, 3.9 e 3.10 foram calculados em
funcdo do parametro p, deixando A = | Volt/rad constante e variando
R.

Nas figuras 3.8 € 3.9 observam-se os ganhos de Kalman K! e K? em
estado estaciondrio em fungido de p, respectivamente.

Na figura 3.10 observa-se o grafico da varidncia em estado
estacionério do erro na predicgio do erro de fase
E[l (a(k) - 8(k/k—~1))2 1 , ou seja, a componente (1,1) da matriz de
covaridncia I%,.; em funcdo de p. Como era de se esperar, esta §é
uma curva monotonicamente decrescente, j4 que com uma maior relacgédo
sinal-rufdo melhora o desempenho do preditor.

Nas figuras 3.11 e 3.12 se encontram as simulag¢des do preditor.
Foram utilizados os valores
H=[1 Volt/rad 0] R = [1(107'%) (Volts)?]

Na figura 3.11 sdo observadas trés curvas: o processo erro de fase
a estimar A ¢(k) (onde multiplicamos por A = 1 Volt/rad para que
todas as curvas estejam expressas em volts), a observacdo ou
entrada do preditor A ¢(k) + n(k) e a predicdo de saida A 3(k). Na
figura 3.12 foi tracado sé o processo a estimar e a predicgio

obtida. Pode-se notar a boa performance do preditor,
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Fig.
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Fig. 3.10 Varidncia em estado estaciondrio do erro na predicéo
do erro de fase, E[(¢(k)-8(k/k~1)f}, em funcdo de p,

64



x18~9

400

e
-
e ————— L
s
e
" S
4
-—
P — S
—

3pa

280

198

9.1 On

588

tenpo (% 8.125 m=zeq)

erro de fase {a); observacédo

Simulacdo do preditor:

J. 11

Fig.

predigdo (c).

(b);

65



xig-6

6 ;
T T
E
2 8l
el / , :
ae
.
- J [
i ¢
4 S -
i
7. 4
3 t Y b : S
. frt : l 7
. M - o
; : 3
" o - b Do
f 2L IE 3 - Do
p - ei : -
S A : i
i i
|5, : <
TN L :
g . ’ 3
I —o0>b
Hi .3 ¥ ol
k. 10 :
[} D - T
ECE Y b
S
""v~
-1} 5
.....2 1 ] 1 1

a 188 Zen 3jaa 41008 8o

tempo (» 8,125 ngeg)

Fig.3.12 Simulagdo do preditor: erro de fase (a); predicio (b),

66



A seguir vamos ver outra forma de interpretar o comportamento do
lago étimo, que utilizaremos doravante.

Na figura 3.13 foi representado novamente o lago da figura 3.5.
Dado que y(k) = 8(k/k—1), pode-se considerar que o conjunto dos
blocos caracterizados por C;, D, C; e C(z) comporta-se como um
preditor de Kalman "oculto" no lago, que estima o erro de fase do
relégio local. Além disso, & um preditor "atrasado" j4 que no
instante k recebe como entrada

Zy = A (Xf - Ry ) *+ 1y (3.29)

e produz como saida ﬁaﬁpl. Lembremos que o estado x! representa o
erro de fase do oscilador (x! = ¢).

Logo, temos agora o seguinte modelo de observacdo para o preditor

Zg=Hx, + v +r, (3.30)

Comparando (3.29) e (3.30) e usando-se (3.7), observa-se que

H=[1A 0]

V=1 , R=E (v, vl =N, £,

A expressdo r{k) é o termo deterministico devido & realimentacio
e € dado, segundo (3.29), por

i
J.'k = _.A Xk/k"‘l

G modelo do processo a estimar €& aquele dado pelos erros do
reldgio local e, portanto, é dado pela equacfo (3.14) com a mesma
matriz de transigcdio F e mesma matriz de covaridncia Q usadas
anteriormente.

As equagles de projeto do preditor para o ganho de Kalman,
estimaclo a priori, matriz de covari@ncia do erro da estimacéio
atualizada e matriz de covarifincia do erro da estimacdo a priori,
s80 as mesmas dadas por (3.17), (3.20), (3.19) e (3.21), respectivamente.
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Preditor de Kalman

n({k)
-t T e e e - -
f Filtro ;
: de iag:o ¢
+ z{k) ' a(k) d(k):
A " C, D :
+ | ;
! !
: i
| &)
! |
IS ] J
ey (k) A~ - VK= B(k/k-1) C, Ty u(k) ;
+ : z - 1 :
) i
b e e e e d
#{k)

Fig. 3.13 Preditor de Kalman
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A expressfo da estimag¢do atualizada passa a ser

Rije = Rejea + K [ zy - (H Rejir * T ]

que em nosso caso reduz-se a

2.&/1: = ’gk/k'l + Kk Zk (3-31)

De (3.20) e (3.31) temos que

r

3y ;
| Rities
2}:/1:«1 - 2 =F & -1/k-1 = F L ﬁkwllk-z + Ky, Zyeq ]
[ 1| Beea/pn + Koy 2o
- 1l AE :1/152 21 k-1 (3.32)
L0 1] Ri-1/k-2 + Ky Zg-1
ou
1 1 2
Risk-r = Rieryp-z + Ky Zpy * ot [ R, + K2, Zy, ] (3.33)
2 2
R/ = Rk“l/k-z + wal Ly (3.34)
Supondo condig¢Ses iniciais nulas (ﬁ%ﬁd =0, ﬁ%ﬁd = 0), de (3.34)
deduz-se gque
5 k-2
Ri1/xs = Kf z, (3.35)
=0
Entdo, substituindo em (3.33) obtemos
1 1 1 & 2
Rerk-1 = Ricajpn + Key 2y + At ; ¢} Z; *t Keg 24y
ug
1l 1 - 2
= Riska + Ky Zp, + AL ?_: K] z, (3.36)
=0
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Esta equacdo a diferencas & a que caracteriza o preditor 6timo de
Kalman da figura 3.13.
Concluimos portanto que o filtro de lago D 6timo é representado

por
1 k
A= —k__ o . _,..K_izﬁi._ai (3.37)
CE. CZ CG TG =0 Cl Cz CO TO

J& que, como é observado na figura 3.13,

ay = C z,

Ve " Vea * G Ty Uy =¥ * G T, G 4,

de onde entdc resulta

k-1
yk - yk-I - Ktl_i zk_l L2 At ; K_?: zi
=0

que coincide com (3.36).

Tendo em vista que o filtro de lago 6timo D, dado por (3.37), &
idéntico ao dado por (3.28), conclui-se que esta forma de projetar
o filtro 6timo de laco é totalmente equivalente 3 que apresentamos
anteriormente.
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Capitulo 4

ANALISE DA INTERRUPCAO DO SINAL DE REFERENCIA DO
RELOGIO MESTRE

4.1 Consideracbes iniciais

Como foi mencionado no capitulo 1, o maior problema associado com
as redes mestre-escravo é a possivel perda do sinal de referéncia
proveniente do reldgio mestre. Este problema tem sido amenizado
projetando~se relégios mestres alternativos ou funcionando o
relégio escravo de forma independente, até que possa ser
restabelecido o sinal mestre. O ditimo método requer, na maioria
dos casos, um relégio de reserva {("backup") muito preciso, e
portanto muito caro, em cada néd.

Neste capftulo ¢é desenvolvida uma técnica alternativa que
consiste em compensar o erro do relégio local mediante o uso de um
preditor 6timo, baseado no modelo dos erros de um relégio Proposto
no capitulo 2. Novamente adotamos como critério de otimalidade a
minimizacdo do erro quadrédtico médio de fase do relégio.

Nas figuras 4.1 e 4.2 é mostrado o funcionamento completo do lago
de sincronismo de fase de um né. Na figura 4.1 observa-se a
operacdo em condicles normais, ou seja, com o sinal de referéncia
e portanto com o lago fechado. O conjunto formado pelos blocos
caracterizados por Cis D(z), C e C(2) comporta-se como um preditor
a "um passo". Na figura 4.2 observa-se a operacdo no caso em que
€ interrompido o sinal de referéncia. Neste caso, © lagco é aberto
e 0 conjunto dos blocos caracterizados por D(z), C;, e C{z) deve
cumprir agora a fungdo de preditor a "n+l passos", a fim de se
conseguir que y;, ® ¢,, de tal forma que E{ ($yn ~ Yin)?] seja minimo.

O sinal de safida do VCO est4 dado por
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A/D

SINAL DE -~ 1a/D > D(z)
REFERENCIA

D/A

DETETOR DE

ZERO POSITIVO

vCoO

I CRUZAMENTO PELO

Fig. 4.1.a Funcionamento do lago de sincronismo

de fase em condi¢des normais

-

Preditor de Kalman

n(k)

a "um passo"

alk)

D(z)

a(k)!

e i
+ z(k) !
..A Ci
+

1
f
]
!
]
i
{
i

(o]

:
? C{z)
eg (k) ~- V(K= 3(k/k-1) " Co Ty u(k)
‘rf { z - 1
A
8 (k)

Fig. 4.1.b Modelo matemético.
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»

Fig. 4.2.a Funcionamento em caso de interrupcdo

do sinal de referéncia.

Preditor de Kalman

a "n+! passos"”

s e - = ]
) d(i+n):
' D(z) i
' )
i i
! i
t 1
i Cy |
, c(z) '
A i i
eg(i+n) - y{i+n) = ¢{(i+n/i-1) , Cy T u(i+n) '
< - |
+ iz -1 !
i
! i
{ wwwwwwwwwwwww __1
g{i+n)

Fig. 4.2.b Modelo matemético.
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sen[mct + G, fot u(t) dv - ¢ (t) }

onde ¢(t) é o processo ruido de fase do vCo.

A fase deste sinal nos instantes ty = kTy € dada por

k2n + C, f:” u(t) dr - ¢(¢t,)

Definindo, como fizemos no capitulo 3,

y(k) = ¢, f:“u(r) dt (4.1)

ento a fase do sinal de saida do vCO nos instantes t, pode ser

exXpressa como

k2n + y(k) - ¢(k)

onde é(k) a ¢(t,).
Podemos definir o processo erro de fase do relégio local

"controlado pela predicdo”, como a sequéncia

ey (k) = - y(k) + $(k) (4.2)

O processo erro de tempo do relégio é dado entdo por

e (k) = 2K |y, k)

W, W, W,

Portanto, o problema consiste em encontrar o sinal de controle
u{t) otimo, isto &, que resulte em E{ef(k)] minimo. Lembremos que
nédo se dispde de nenhuma observagdo (dado que foi interrompido o
sinal de referéncia) €, portanto, a busca do sinal u(t) 6timo deve-

se basear somente no modelo dos erros do relégio.
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Lembremos também que na presen¢a do sinal de referéncia (k < i-1)
a estimacdo 6tima de @(k) & dada pela predi¢do a um passo ammq.
Suponhamos agora que a partir do instante k = i é produzida a
interrupgcdo da referéncia. Assim, a partir do instante i+41 a

estimacdo 6tima serd a predicdo a "n+i passos"

$i*ﬂ/i-‘1 (n=112'lln-unnl)

dado que a tdltima observacdo antes de que se interrompa a
referéncia ocorreu no instante i-1.

Lembremos também o modelo do processo dos erros do relégio local

Xen "FXvwy ; Elwpwf]l=08(k-7 V ki

Entdo,
Xy = F Xy + wy
- - 2
Hig = F Xy + Wy, =F2x, + Fw, + Wiy
l.ogo,
i+n-1
= @A ({+p-1) -
xj+n“"F Xi"‘ E F jo (4'3)

Tomando-se o valor esperado condicional com respeitoc &s
observac¢les até o instante i-1, temos

Riasia = BEXyugyyg) = FR B(xy4,) = FR 2, (4.4)
dado que E(w;) = 0, para todo j .

Desenvolvendo a equacdo matricial (4.4)
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| Rdenaa (1 At |” | Rijga
2i+n/i-1 - - 0 1

2
Rf i1 2ir11

[a nAt] Rz
0 1

2
] 21/1 -1 |

1 2 ]
Rijzea + DAL Ry,

Y1

Portanto a predigdo 6tima a "n+i passos" do erro de fase &

gilﬁlli-l = jz:':‘/.7:«1 + nat 212/1—1 (4.5)

Note que este resultado é bastante razoavel. A predigdo do erro
de fase a "n+l passos" contém um termo proporcional ao tempo
transcorrido e A predigdo mais recente do erro de freqiiéncia.

Observa-se que o filtro digital D necessita conhecer a predicéo
a4 um passo iﬂﬁ4 do erro de freqiiéncia. Entdo, é necessédrio gue se
tenha implementado o preditor a um passo de x%, para que se tenha
disponivel a predicdo do erro de freqiiéncia, a qual serd usada no
caso em que se interrompa © Sinal de referéncia.

Na figura 4.1.b observa-se que 0 bloco D recebe como entrada o

processo de saida do conversor A/D caracterizado por <

G =C 2y =C (AX;+n, ~ AR,

Assim, com as equacfes (3.29) e (3.35) pode-se calcular a predigéo

a2
X k/k-1
1l g2 o
2f/k-1=;: = (4.6)
20 1

Portanto, o bloco digital D deve implementar a equacdo (4.6) para
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. * o PPa. . Pl
dispor da predicdo do erro de freqiiéncia xﬂdb4 e poder usa-la,
posteriormente, ¢aso necesséario, a partir do instante de
interrupg¢do da referéncia.

Na figura 4.2.b observa-se que

Vena =Vt G o Uy =y + G T, G, dy (4.7)
Suponhamos que no instante k = i ¢ produzido o corte do sinal de
referéncia. Até o instante i-i foi recebido, portanto,

Yy = 21%/1:*1 Vkzgi

Dai em diante o filtro D deve produzir como saida o valor

4?12/1-1
di n =

i n=290,1, 2, c e (4.8)
G G
jd que, combinando (4.7) e (4.8), obtemos
1 2
Yin = Vi ¥ G Ty G dy = Ryygq + AL Ryyp
Vivg = Vg * G T, Cy dy,, = 21111-1 + 2 at ﬁf/i-x
Ou seja, ¥y, (n = 1,2,..... ) resulta na predicido Stima a "n+l

passos” de ¢;,, dada por (4.5).
4.2 Comparac¢des de desempenho

Nesta segdo realizaremos comparac¢des do erro quadrdtico médio de
fase do relégio local, funcionando nas seguintes situacgdes:
1) Com sinal de referéncia:
a) Com o lago de sincronismo de fase 6timo que foi derivado
no capitulo 3, ou seja, com a estrutura de preditor a um passo
"oculto" no lago, como foi representado na figura 4.1.b.

b) Sem laco de controle (rel6gio permanecendo sempre livre).

77



2) Quando é interrompido o sinal de referéncia;
¢} Lago funcionando com a estrutura de preditor 6timo a "n+1
passos", como foi representado na figura 4.2.b.
d) Deixando livre o relégio local a partir da interrupcdo do
sinal de referéncia (ou seja, com a entrada de controle
u{ty=0),
e) Aplicando a técnica conhecida na literatura com o nome de
"Holdover"™ [13].

Em principio, nos propomos demonstrar que

Is ¢ pb (4.9)

I < B (4.10)

onde 3 representa a matriz de covaridncia dos erros do relégio
quando ¢é utilizada a técnica i (i = a, b, ¢, d). Além disso,
desejamos tragar a varidncia do erro de fase em funcdo do tempo
para as quatro situacSes acima. Para isto, teremos que extrair a
componente (1,1) das referidas matrizes de covaridncia. A aplicacgdo
da técnica de "Holdover" ser4 vista posteriormente,

Vamos comecar demonstrando (4.9). Observemos que estas matrTizes
s80 na realidade a matriz de covaridncia do erro da predigdo 6tima
8 um passo, Iy, € 8 matriz de covaridncia do processo dos eTTOoS
do reldgio local, P41+ Entdo, demonstrar (4.9) equivale a

demonstrar a seguinte propiedade

Zyii/k S Pryy (4.11)

Vejamos as expressfes destas matrizes
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Xpey = Fr X + wy

Pk‘-'-}, = E[ xkﬂ. in:-l } = E[ (Fk Xk + Wk) (kal' Fkr + Wkr)]

Fe P FE + 0,
T
Byujx = Fy Lk Fe + 0O

_ oy
= Fi By [T - By (Hy By BT + R He By/p] Fy + 04

Vamos demonstrar (4.11) por inducgido.

Consideremos k = 0, temos

Bo/-z = Py

Do = Py ~ Py HY (H, Py Hy + Ry) ™t H, P,

Dado que P; e R, sido matrizes de covaridncia, elas S40 positivas
semidefinidas, e entio 0O segundo termo ¢é também positivo
semidefinido.

Logo,
L, < B
Assim,
Fo Bojo F' + Q) < Fy P, FT + o)
€ portanto

21/0 < b

ou seja, resultado que é valido para k = 0,
Suponhamos que seja valido também até k = n (hipétese indutiva),
isto &,
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212+J./n < Pnﬂ,

Entdo, para k = n+1
= - T T -
znﬂ./ml - E:zzxvllz.z Eml/n Hpvy Hn+1 2"'nu/n Hnﬂ. + Rn*:.) t Hnu Enu/n s Pnﬂ.
onde aplicamos a hipétese indutiva e o fato de que o segundo termo

é positivo semidefinido.

Assim,

- r T -
Zoaian = Fpa Bpayne Fou + Lner € Fguy Ppyy Fouy + Qe = Py

€ em consequéncia

Emz/mi < Pn*z

tom o qual fica demonstrada a propriedade.

A partir da equacdo (4.3), podemos calcular

T
Pim = F [ x.im Xin ]

i+n-1 , i+n-1
= E||Fn x, + E prldvn-1) -5 Wy XIT a4 .;; WjT {F(iin-l}-J]T
Entdo,
i 1+n-1
P.i+n = E[ Xien Xii;n ] = pa Pi Fa° o4 ;: Fidisn-1) -7 Q[F(ii'n*-l)-j]i' (4. 12)
=1
Fazendo i=0, obtemos
r n-1
P,=FE [x, x]] = F» p, Fo7 4 ;: Fla-ll=j g [pla--j) T (4.13)
=0
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Essa seria a matriz de covariidncia dos erros de fase e freqiiéncia
do reldgio local se este funcionasse sempre livre, sem a existéncia
do lag¢o de controle.

Nos interessa agora encontrar a expressio da varidncia do erro
de fase do relégio funcionando livremente. Para isto devemos
extrair a componente (1,1) da matriz de covarifincia dada por
(4.13). Suponhamos que o reldgio é ajustado de tal forma que,

inicialmente, seus erros de fase e freqiiéncia sejam nulos. Entéo,

<o e - [

Logo, a componente (1,1) do termo 1 & 0.

Extraindo agora a componente (1,1) do termo 2, temos

n-1

; Fo-1-j Q [Ftn-l-j] T -
=0

911 dia
Sz i

1 0

-1 [1 (n-1-7) At}
(n-1-7) at 1

o 1

Com isto a componente (1,1) é dada por
n-1

(1,1) = ;:[[qn + (n-1-7) at q,]1 + (q), + @, (n-1-7) at] (n-1-7) at ]
=0

n~3,

& [ @ v 2(a1-9) st g, + @y (n-1-7)2 (a)? |
=0

n-2 n-2

ng, +2atq, ; (n-1-7) + gy, (at)? ;: (n-1-7)2
=0 ={

(aat) S+ 2 S, (nac)? (4.14)

onde se usou as expressdes
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o~

—1edy = (3-1) n
;;(nlj) —5—=

n-2

-1-4y2 - (n-1) n (2p-1)
2 (n-1-74) 5

€ as componentes da matriz de covarifncia Q dadas pelas equacgdes
{(2.10), (2.11) e (2.12). Entéio,

EL ()] = (kat) S;+ 3 5, (kat)? (4.15)

Analisaremos agora as possiveis técnicas a se usarem no caso em
que se interrompa o sinal de referéncia no instante k=i.
Consideremos primeiro o caso c), ou seja, a implementagdo do

preditor 6timo a "n+1 passos”, dado por (4.4)

Rinjzy = F2 Ry,

Logo,

i+n-1

Xien = Risngiz = PP (%, - Ryyiq) + ;'; Fldrn-1) -3 Wy

Assim a matriz de covaridncia para o caso ¢ () ¢ dada pela matriz

de covari@ncia do erro de predi¢do a "n+l passos"

zzqml.i-l = E{ (Xim - 2i+n/.t-1) (Xim - 2i+n/.t-1)T ]

n o, & (1+n-1) -F (i+n-1)-71T (4.16)
FREygg FRo+ ; F o [F ]

Consideremos agora a situagdo d). A partir do instante em que se
interrompe o sinal de referéncia, o relégio ¢é deixado livre, ou
seja, com sua entrada de controle nula.

Dado que, por (4.1),
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yiK) =, f:" u(t) dr

entdo deixar o relégio livre a partir de t; (u(t) = 0 para 1 > t;)

equivale a usar a predicéo

d
Riinria = 21/1-1

Em consequéncia, a matriz de covarié@ncia para o caso d (z%) serd a
matriz de covarifncia do erro de estimagcdo associada a esta

predigdo

ip-1

Logo,

Blmia = E [ (xy,, - Ripga) Xy~ Ry, )71

1+p-1
=FE [ ( Fn (x; - (FB)~1 21/.{-1) .,.;: Flirp-1) -5 w, ) .
=1
isp-1
C(xf ~ R (FR)T) (FoyT 4 g wi [Fls0-5)T )

it

FRE [ (%= (FD™2,,4) (%, - (PO 2, )71 (FA)T +

1+n-1

+ ;: Fiisn~1)-3 0 [p(hn-l)«j}r (4.17)
=1

Seja a predicdo a um passo e a matriz de covariincia do erro desta

predicgdo
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Rijgg = (FRYY 2.

Bijis = E [ (x, -~ (P71 Rifia) (% - (F?)"2 2. )7

Apés substituigfo na equacio (4.17), temos

i+n~1
Efmu-l = F2 Rl (FRT 4 FHwm-0=j o [plUa-D-j]T (4.18)
=4

Dado que a predicdo 6tima a um passo é Quhv entdo a predigdo a um

passo

(FP)7 R340

serd sub-O6tima e, portanto,

&
D, % Bl

Assim, das equacdes (4.16) e (4.18) deduz-se a seguinte relacdo
entre a matriz de covaridncia do erro da predigdo 6tima a "n+1
passos” e a matriz de covaridncia do e€rro correspondente & predigio
usada no caso de se deixar o relégio livre a partir da interrupcgio

do sinal de referéncia

¢ d
Bieari-n € Biansien

Pretendemos agora encontrar as expressdes da varidncia do erro
de fase para os casos ¢ e d.

Vamos comeg¢ar buscando a expressdo da varidncia do erro de fase
do reldgio funcionando sob predigdo 6tima a "n+1 passos”. Devemos
entdo extrair a componente (1,1) da matriz de covaridncia dada por
(4.16). Sejam
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2
gy O,
Zyiq = E[(x; - Ripsa ) (x4 - Ripgg 371 =

ql i qlz
Q2 Qa2

Primeiro vamos extrair a componente (1,1) do termo 1 de (4.16)

[1 IIAt] o? oy, [ 1 o]

0 1 0, 0% nat 1

(1,1) = (ol +nato, ) + (0, +natol) nat

H

0f +2nat o, + ( nat)? o

E(Xi1 - 31"/14)2 + {(naAt)* E [(Xf - ﬂf/i-l)z ]+

+2 (nat) El(xj - Riy;-0) (xF - 25,01

Para extrairmos a componente (1,1) do termo 2, fazemos u=zj-i, o0 que
resulta em

n-1

E Fo-i-u 0 {Fn-l*u]!l‘

=0

Dado que esta expressdo é igual & do termo 2 da equagdo (4.13),
entdo sua componente (1,1) é dada por (4.14).
Assim,
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E ((Xfen = Rigy1-0% = E [(x} - 2402 + (nat)? & [(x}-2F,0% +

+2 (nat) E [(x] - 2y (xF - 2101 +

* (naf) S, + £ 5, (nat)? (4.19)

Vamos buscar agora a expressio da varidncia do erro de fase do
interrup¢do da

{1,1) da

relégio quando este é deixado livre a partir da

referéncia. Para isso, devemos extrair a componente

expressdo (4.18)

[Fa]1 1 nat]? _ |1 -nat
4] 1 o 1
2 -1 xi 311/1-1 - nat 4?12/1-1
xi - {F ] 2i/i"‘1 = 2 - 2
X7 Rii-1

xi - (R34 - n At 251

2 2
Xy = jzi/.i-1

Seja

. a, a,
2i/.f.--s. =E [ (Xi - [Fr}1 Xi/i-l} (Xj - [FR]1 x_i/.i—l) Tl =
4, a,

Extraindo a componente (1,1) do termo 1 da expressio (4.18), temos

(1,1) =a, + 2 nat a, + a, (nat)?

onde
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a, = E [(X; - R{j;-1) + nat 22,12

= E[(x;-2}Y;.1)% + 2nat El(xi-R151) 85541 + (nat)? E[(2%; )%
& = E [ ((xi - Rl;4) +nat RY0) (xf - 21

=B UXT - Ryaa) (] - 2801 +nat B (2, (xF - 22,01
a, = E [(x} - 23,2

Pelo principio da ortogonalidade,

00
E [(%; ~Ryy5.) Rijsa] 00 ]

H
[RNSS—

Em particular,

E [(x] - R3y5-2) RE.]

i
Q

I
]

E [(Xf - 312/1—1) 2::211-13 =
E (X? -‘212/;:-1) = 5 [(‘21?/1-1)2}

Logo,

[\
W
1

= E [(x] - R3)%] + (nat)2 E [(23,.,)2)
& = E [(x] -~ Ri)y0) (xf - 23,.)]

= E [(x)?] - E [{&};.1)?]

U
s
H

Entdo, a componente (1,1) do termo 1 &
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E [(xi - R{;0)% +2 (nat) B [(x} - 8Y11) (x2 - 23,01 +

+ (nat)? E [(x3)?]

Como o termo 2 da expressdo (4.18) é igual ao termo 2 da
expressdo (4.16), entfo sua componente (1,1) é dada por (4.14).
Finalmente, a expressfo da varidncia do erro de fase, deixando

livre o relégio a partir da interrupcfo da referéncia, &

E [{Xjy = &Y1:1)%] = E [(x} - 8,02 + (nat)? E [(x3)2] +
+2 (nat) E [(x] - 8Yy.) (xF - 23,01 +

1

+ (n at) :5’1.-+~-§--.:~3'9r (n at)? (4.20)

4.3 Comparacido de desempenho entre a técnica de predicdo O6tima a

"({n+1) passos" e a técnica de "Holdover".

Desejamos rtealizar agora a comparagdo da varidncia do erro de

fase do reldgio local quando sfo aplicadas as seguintes técnicas
a partir do instante de interrupg¢do do sinal de referéncia:
~ A técnica de predicdo 6tima a "(n+l1) passos", que propomos neste
trabalho.
- A técnica conhecida na literatura com o nome de "Holdover", que
consiste em manter o dltimo valor memorizado da entrada de controle
antes de ocorrer a interrupcdo da referéncia [13].

Vamos inicialmente analisar o caso de "Holdover".

Das expressdes (3.33) e (3.34) pode-se obter

1 . el 2 i
Riria = 31—1/1»2 + AL Riyyq + Kiy Z;q

= 2},1/1_2 + At 212/1'."1 + K}“l [ A(X'}..l - 211..1/1:-2) + Vi"l } (4.2:{)

88



Por outro lado, temos que a predigio do erro de fase dada pelo

lago €

Vi =*¥Y4q v Co T, uy, (4.22)

Suponhamos que a partir do instante t; se interrompa o sinal de
referéncia. Comparando as expressdes (4.21) e (4.22), obtemos a
seguinte expressdo para o dltimo valor memorizado da entrada de

controle

Y Ki-y

. 2
Uy g I Rijg1 +
0

[ A (x.il-x - j‘?;%w:t/i-z) * Vil
8 *o

j& que y; e y.; sdo as predicdes a um passo

1 1
Y= Ry 1 Vg = Riagie

Como foi dito, a técnica de "Holdover" & baseada na manutencio

do dltimo valor memorizado da entrada de controle. Assim,

Ugep = Uy, ; nzxo0

Logo,

1 2 1 1 1
Vieg = ¥y + Gy Tg uy = Ryy5, + AL Rissr v Ki, [ A (%1 - Riayi-a) + Vg 1
1 2
Visa = Vi * G Ty Uy = Riyyq + 2 [ AL Ry, +

+ K}.l [ A (Xil-:. - 311—1/1-2) * Vi 1]

Yieg = Rlygq *+ 1 { at RY . + Kb [ Alxj, - Ria/12) + Vi ) ] (4.23)
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Desejamos calcular a varidncia do erro de fase do reldgio quandeo
€ usada a técnica de "Holdover". Utilizando (4.3) e (4.23) podemos

calcular o erro na predicio do erro de fase

n-2 n-1
i i 2 ] 2 1
Xisp = Vi = [xi + nat x; + at ;j (n-1-3) ufy + Z Uiy ) -
=0 1=

- ( 2}/1—1 +n [ at j312/.1—1 + Kf',,_ [A(xi, - 2114/14) + Vil ] )

i

n-2 n-1
(x} tnatxi+aty, (n-1-7) uly + f‘: u}..;) -
=0 =0

~(Riys1 +nat 83, ) | - n K-, [Alxi, - Rii) + vy, ]

] { 1

® @

Logo, a varid@ncia do erro de fase aplicando a técnica de "Holdover"

¢ dada por

E Xfn - ¥?l =EL(@)2) -2 ELOR] +E[ (®)?)

onde E [ (D)? 1 é a variancia do erro de fase no caso de se usar o
preditor 6timo a "(n+1) passos", que é dada pela expressdo (4.19).
Por outro lado,

B [@ @} = E[ (X}m - 2;.1-3/1’_-—1) n K_%-l { A (xil-l - 2.%-1/1—2) + Vi*l ] ]

n-2
=E [ ((xi - RY,.1) +nat (x? - 8},.1) +at Y (n-1-7) uiy +
Juo

n-~1
+ 2 uj; ) n Ki, [ A (%74 - 2.1:'.[-1/i~2) +vi ] ]
<

resultado este devido ao principio de ortogonalidade e 3

independéncia de w,; ( j 2 0 ) com v, , &, e Ri1jies -
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Além disso,

EL@*1 =n® (K1) B[ (axdy - 8y00) + vy )2 ]

= n? (Kil-z.)z [Az E {(xil-l = 211-1/1-2) ] +E [qu} }

Finalmente, a varidncia do erro de fase, quando é aplicada a
técnica de "Holdover" a partir da interrupcdo da referéncia,

¢ dada por

E {(x-ix-pn - 21&01&1 )2} = K {(X; - 2}/1..1)2] + (n At)z E {(,X'f - 23/1..1)2] +
+2 (nat) E {(X_f - 2}’/1'..1) (Xiz - }212/1»1)] +

*(nat) S, + 25, (nat)? s

+n? [ (Kiy)? A2 Bl(x}k, - RE,,5)2%] +

+ (K;il-g_)z E{ij-ﬂ |
(4.24)

Lembremos as expressdes correspondentes da varidncia do erro de
fase no caso de se utilizar o preditor d&timo a "(n+1) passos”
( u = ﬁﬁﬁ* / Co )y a qual é dada por (4.19) , e no caso de se
deixar livre o reldégio a partir da interrupcéo da referéncia {(u=0),

a qual é dada por (4.20)
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E [{Xiwn = Risi-1)?1 = E [(x} - Ri1-)% + (nat)? E [(xF - RY4)?1 4
+ 2 {(nat) E E(Xll - ‘Qil/i—I) (Xf - 212/1'“1)] +

+ (n at) sg‘+-§ S, (n at)?

E {(xil*n - 3111":3)2] = B [(X_:‘ - X'J:ZL/.i-—l)z] + (n at)2 E [(Xf)zl +
+2 (nat) B Uxg - Rijs) (xf - 8501 +

+ (nat) S, + %% Sy (nn at)?

4.4 Simulacdes

Nas simulac¢des foram utilizados os seguintes valores para H e R:
H=[1 Volt/rad 01 R = [1(1077) (Volts)?]
Para o intervalo de discretizacdo e as componentes da matriz de

covaridncia Q, foram usados os mesmos valores que no capfitulo 3.

- Na figura 4.3 foram tracadas a varidncia do erro de fase do
relégio controlado pelo lago, com o filtro 6timo D desenvolvido no
capitulo 3 {(caso a), e a varidncia do erro de fase do relédgio
funcionando sempre livre (caso b), a qual é dada por (4.15).

Observa~se que a primeira é uma curva crescente mas que se
estabiliza em um valor no estado estaciondrio, ao passo que a outra
curva, correspondente ao relégio livre, & divergente, o que &
consequéncia do modelo nfio estaciondrio divergente que descreve as
instabilidades do relégio.
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- Nas figuras 4.4 e 4.5 foi tracada a evolugdo da variédncia do
erro de fase do reldégioco no caso de interrupcdo da referéncia,

quando sdo aplicadas as seguintes técnicas:

c) Usar o preditor 6timo a "n+1 passos" dado por (4.5). Neste caso
a vari@ncia do erro de fase é dada por (4.19).

d) Deixar o relégio livre (u(t) = 0) a partir da interrupcdo do
sinal de referéncia. A varidncia evolui com o tempo segundo a
equacgdo (4.20).

e) Utilizar a técnica de "Holdover". A varifncia evolui com o tempo
segundo a equacgdo (4.24).

Observa-se que, embora o erro de fase divirja nos trés casos,
usando o preditor 6timo o erro de fase cresce muito mais lentamente
que nos casos de deixar o relégio livre ou utilizar a técnica de
"Holdover". £ evidente a vantagem deste método para manter o
sincronismo da rede face a interrupcdes do relégio mestre.

Na figura 4.4 o sinal de referéncia se interrompe ap6s um més de
inicializacdo do sistema; enquanto que na figura 4.5 se interrompe
ap6s dez meses de funcionamento.

Observa-se que, para este dltimo caso, a varidncia do erro de
fase ao deixar livre o relégio diverge muito mais rapidamente que
no caso de interrupgfo apdés um més. Isto é devido a que, engquanto
¢ recebido o sinal de referéncia, o lago em realidade ndo corrige
os erros do relégio, mas os compensa. Entdo, dado que estes erros
sdo processos ndo estaciondrios, a variadncia do erro de fase
diverge tanto mais rédpido quanto mais tarde & produzida a
interrupc8o do sinal do relégio mestre.
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Fig. 4.3 Variédncia do erro de fase do relégio livre (curva 1) e
do reldgio controlado (curva ¢),
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Fig. 4.4 Evolugdo da varidncia do erro de fase do Telégio no caso
de interrupg¢do da referéncia apés um més de funcionamento quando
sdo aplicadas as seguintes técnicas: relégio livre (curva 1);

"Holdover" {curva h) e preditor &timo a "n+1 passos"{curva p).
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Fig. 4.5 Evolugdo da varidncia do erro de fase do relégioc no caso
de interrupg¢do da referéncia apés dez meses de funcionamento quando
sdo aplicadas as seguintes técnicas: relégio livre {curva 1);

"Holdover"” (curva h) e preditor 6timo a "n+l passos" {(curva p).
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Apéndice 1

DEMONSTRACAO DE QUE O RUIDO FLICKER NAO PODE SER
REPRESENTADO EXATAMENTE MEDIANTE UM MODELO DE
ESTADOS LINEAR DE ORDEM FINITA

Existem processos que néo podem ser modelados como saida de um
sistema dindmico linear de ORDEM FINITA, cuja entrada é um vetor
de ruido branco. Por exemplo, o ruido branco Gaussiano de faixa
estreita ndo pode ser modelado dessa maneira, j4 que requer um
filtro passa-baixas ideal e tal filtro ndo pode ser representado
como um quociente de polindmios em s de ordem finita.

Existe um teorema de Chen [18], na teoria de sistemas lineares,
que apresenta o seguinte critério para a realizacdo de modelos

dindmicos lineares:

Teorema: Um modelo dindmico Iinear da forma

]

X=Ax+Bu

y=Cx+Du

para um sistema com uma resposta impulsiva entrada-saida G{t,r),
existird SE E SOMENTE SE G(t,t) puder ser fatorado na forma

G(t,t) = M(t) N(1)

onde M e N sdo matrizes de ordem finita.

Se G(t,t) é escalar (ou seja, uma entrada - uma safida), M(t) &
um vetor linha e N{(t) é um vetor coluna.

Este teorema pode ser usado como uma prova para determinar se
existe um sistema dindmico linear de ordem finita para uma dada

fung¢do de resposta impulsiva.
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Vejamos o caso de ruido flicker de freqiiéncia de um oscilador,

1 ruido flicker 1

ruido » Y » fase
branco s7% de freqiiéncia s

A func8o transferéncia que relaciona o ruido branco de entrada
com o ruido de fase de safda ¢ 1/5%? . Entdo, a antitransformada de
1/5*? 44 como resposta a um impulso aplicado em t = 0 , a funcéo
2yt / w

Assim, a resposta a um impulso aplicado em t = T é

G(t,r)mi t-71T ; t> =

L

Observa-se que G(t,t) ndo pode ser fatorada na forma M{t) N{(t); o
que prova que ndo existe nenhum modelo de estados linear de ordem

finita que represente exatamente o ruido flicker.
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Apéndice 2

CALCULOS AUXILIARES

Demonstragcdo da funcdo de transferéncia 6tima a lago fechado entre
nf{k) e eys(k) com g(k) = 0
Da equacdo {3.22)

Hz) =-[10) [zI~-F(I-KH]1'FK

Entédo,

1

(21 - F (I-KH) ] = e (T-KH ]
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Logo, temos que:
H(z) = - 1 [10] .
z2 + z[-2 + (K + K, at) A] + (1 ~ K,A)
z-1 AL K, + K, at
KA z-1+KA+K AtaA K,
- (z - 1) (K + K, at) + at K,
zz+z{—2+(KL+KzAt) Al + (1 - K A)
_ z (K, + K, at) - K]
z22+ z [-2 + (K + K, at) A1+ (1-K &)
H(z) = - : [z (K, + K, at) - K] (3.23)
z°+ z [-2 + (K + K at) A] + (1 - K &)
Observa-se que o denominador da transferéncia H(z) é o
determinante da matriz [zI - F(I-KH)]l. Portanto, as raizes do

denominador de H(z), ou seja, os polos do sistema a laco fechado

s80 os autovalores da matriz F(I - KH).
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KALMANE . M
% Calculos do filtro de kalman em estado estacionario
% Parametro max
dt=1.25e-4
hl=1i;
aa=2*pi/dt;
a=[1 dt;0 17;
g=[1 0;0 11;
c=[hl 0];
sf=2.1972e-19;

sg=3.49542e-~19;

g(l,l)=sf*dt+sg* (dAL"3)/3;
all,2)=sg*{dt"2)/2;
g(2,2)=sg*dt;

a(2,1)=q(l,2);

g=(aa”2)} *qg;
r=[1];
max=100,

for i=1:max,
r=r/ {10~ (1/10)) ;

[l,m,p]:dlqe(a,g,c,q,r);

Ls]

% Calculo dos polos do preditor em estado estaclonario
l=real (1);

s(l)=1;

s{2)=-2+(1{1}+1(2)*dt) *hi;

s{3)=1-1(1)*nhl:
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KALMANE .M

[pol{:,1i)]=roots{s);

% Ganho de Kalman estacionario.

k(:,1)=10%1log (1) /log{10);

m=real {(m) ;

% Variancia do erro de predicao.
el (1)=10*log(m(1,1})/1log(10};

gussss
end

plot(k(1l,:));
pause
plot(k(2,:));
pause
plot{el)

pause
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S5IMU.M
% Simula o filtro de kalman. Calcula a variancia do erro de pre
dicao.
% Ingresar max,r
max=500;

dt=1.25e-4;

Yrandn{ ' normal”’)

e=[0;0];

h={1 0C};

xpi={C 0}";

pp=[0 0;0 0] ;

r=[le-10};
Er=[1le-7];

£=[1 4at;0 11;

sf=2.1972e-19;
sg=3.49542e~19;
a(l,1l)=(sf*dt+sg* (dt"3)/3);
g{l,2)=sg*{dt"2)/2;
q{2,2)=sg*dt;
q(2,1)=qg(1,2};

g=q* ({2*pi/dt}~2);

wl=g{l,2)/sart(g(2,2));
wZ=sqrt(qg(2,2));

wi=sgrt (g{l,1)-q(l,2}72/q(2,2));
wd=0;

ww=[{wl w2 ;w3 wéd];
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SIMU. M
for i=1:max,
n=sgrt (r) *randn;
zl=h*e+n;
est(i,1l)=zl;
est(i,2)=e(l);

est (L,3)=xxpl(1l);

l=pp*h’*inv(h*pp*h’'+r);
pp=£* (pp-pp*h’ *inv (h*pp*h'+r) *h*pp) *£’+q;
% Para graficar a variancia do. erro de estimatao

empo
var{i)=pp(i,1};

xpl=£*({xpl+i*{zl-xpl(1)});
ruldo={ww'*randn(2,1));
e=f*e+ruido;

end

plot {est)
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RELOCGIO.M
ce(i,)=10%log(cc{i, 1)) /log(10);

cc(i,2):10*1og{cc(i,2))/log(lO};

c3(1)=10*log(c3(i))/log (10} ;

end

plot{cc);
hold on

plot (a3} ;
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