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a aproximac#o temporal, aplica-se 0 método de Crank-Nicolson, e, para a espacial, o Método de Elementos
Finitos, com um processo iterativo interno a cada passo no tempo para sucessivamente aproximar a
caracteristica nfio-linear. Para estudo da preésenca da mencionada endemia huma populac3o de capivaras sgo
apresentados dois modelos principais: o primeiro incluindo nma variac3o ciclica anual (sazonal) da taxa de
contagio; o segundo incluindo a interacdo entre as capivaras e os vetores do protozodrio causador do mal (as
mutiicas), além dos diferentes comportamentos de sub-grupos dos mamiferos e dos insetos.

Palavras-chave: Simulaco, modelagem de endemias, ndo-linearidade, elementos finitos.

Abstract

Key words: Simulation, modeling endemics, non-iinearity, finite-elements
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introducao
Histérico

Em 1998, durante a realizacio de um dos Workshops internacionais de Ecologia
Matematica, no ICTP, em Trieste, na Itdlia, discutiu-se a formulaciio de um projeto no
qual se estudassemn diversos aspectos e estratégias que contribuissem decisivamente para
um manejo equilibrado e uma comunidade sustentavel na regifio de pantanal existente no
nordeste argentino, na provincia de Corrientes, os Esteros de Ibers. Este projeto recebeu
alguns apoios imediatos: os de pesquisadores em ecologia matemética nas universidades
argentinas de Tandil e Lujan, na Universidade Federal do Rio Grande do Sul, em Porto
Alegre e na Universidade Federal de Minas Gerais em Belo Horizonte, além de
pesquisadores do grupo de Biomatemdtica da Universidade Estadual de Campinas.
Recebeu, também, imediato apoio de pesquisadores do Departamento de Ecologia
Quimica da Universidade de Siena e do Instituto Oceanogréfico ligado & Universidade
de Roma. Estes tltimos, por sua localizac8o, assumiram a coordenacio do projeto, tendo
agregado a equipe inicial, pesquisadores das universidades de Cidiz, na Espanha, do
Aveiro, em Portugal, de York, na Inglaterra, e da Universidade del Salvador, de Buenos
Aires. De modo relativamente rapido, o projeto foi constituido, avaliado e recebeu apoio
financeiro da Comunidade Européia. No projeto final, coube 2o grupo de Campinas a
modelagem ¢ a andlise numérica de dois aspectos bésicos. Primeiro o da presenca e
influéncia, em determinadas espécies vivas, de produtos impactantes nos meios
aquéticos, provenientes de atividades humanas, particularmente do cultivo de arroz na
regidgo circunvizinha. E, segundo, o da modelagem e simulagdo numérica de uma
periddica endemia que atinge ciclicamente a populacio de uma das espécies carismaticas

da regifo, a das capivaras (Hydrochoerus hydrochoeris).

Os esteros, ou os alagados de Ibera’ se localizam na re 130 maior do nordeste aregentino
t~) o

entre os paralelos 27° 35’ e 28° 41°sul e os meridianos 58° 58’ e 60° a oeste de Paris.

! Neste texto, dada a relagio préxima com documentos argentinos e a facilidade do uso de mapas em
espanhol, serd usada a toponimia local ou regional, sem se recorrer nem a uma traducdo, nem a um
aportuguesamento. Assim, “Jaciretd” aparecerd como “Yaciretd”, a versio espanhola (e local) para o
termo guarani.



Isso significa que dois ter¢os da provincia de Corrientes sdo ocupados pelos alagados. A
lagoa de Iberd, a maior do conjunto e gue dd nome ao complexo, € aquela sobre a qual se
conhecemn muitas lendas, sendo que seu préprio nome — que significa “4guas brilhantes”

ou “4gua que brilha”, em tradugfo do tupi-guarani — € repleto de significados.

No inicio do século passado o amplo movimento na sociedade Argentina que visava a
incluséio deste imponente parque hidrografico no circuito econémico e legal daquele
pais, culminou, em 1905, com a organizagio ¢ realizacdo de uma expedi¢do de
reconhecimento denominada, alids, “Expedicdo para Ibera”, por proposta da Sociedade
Cientifica Argentina. A Sociedade coube, no grande levantamento global, a elaboracdo
dos objetivos ¢ a indicacdo dos responséaveis cientificos pelas diferentes dreas teméticas
a serem abordadas, como a catalogacdo de espécies da flora e da fauna, levantamentos
geolégicos e geograficos, etc., cabendo ao govermno central o financiamento da
expedicdo. O resultado foi um extenso relatério do Centro Regional Litoral do Instituto
Nacional de Ciéncia e Técnicas Hidricas da Argentina. Alguns dos questionamentos, que
a citada missdio buscava esclarecer em visao cientifica, dio-nos uma idéia das

preocupacdes e desconhecimentos que envolviam os Esteros, naquela época:
s Existe relacdo entre as cheias do rio Parand e o aumento do nivel de dgua da
lagoa?
e Existem vertentes no leito da lagoa?

¢ Existem vestigios de algum leito antigo do rio Parand nas proximidades da
lagoa?

» Qual a natureza da faixa de terra entre a Lagoa e o povoado de Ituzaingd (note-se
que o rio Parand, na altura de Ituzaingd, muda para o oeste o seu curso que, a
montante, aponta em dire¢cdo ao sul, formando os limites setentrionais dos

alagados de Iberd)?

¢ A redugio ou o desaparecimento da lagoa poderia provocar alteracbes climaticas

na regido?

e Ha possibilidades para o cultivo intensivo de arroz?



As questdes da expedicdo de 1905 se tornam muito atuais em vista de um comentado
projeto a ser, possivelmente, financiado pelo Banco Mundial, cujo objetivo € o de
“endireitar” o Rio Parand, para aumentar a eficiéncia do transporte fluvial dos grios

produzidos em toda a macro-bacia, mas com impacto extraordidrio no ambiente.

Genericamente, as respostas a estas questdes indicam nfio haver relagiio entre as cheias
do Parani e o aumento do nivel de dgua na lagoa de Iberd, a ndo ser a coincidéncia da
época de chuvas na bacia superior do referido rio ¢ no nordeste da provincia de
Corrientes. Nessa época, que se inicia nos meses de margo-abril € que vai até os meses
de setembro-outubro, os rios, riachos e cdrregos transbordam criando uma enorme
regido inundada, paisagem onde os claros ndo submersos sdio especialmente represas
(embalsados), extensas faixas de vegetacdo aqudtica que, muitas vezes também formam
represas, outeiros, e, de longe em longe, “ilhas” flutuantes nas lagoas naturais perenes
anteriores a inundagdo, (algo que se assemelha, certamente em menores proporgdes, com
o fendmeno das terras caidas no rio Amazonas) e extensdes de pouca profundidade com
a vegetagdo caracteristica (em Iberd, formada pelos chamados “pajonales”™). Os alagados,
de Ituzaing6, ao norte até Passo Claro no seu limite meridional, se dividem entre duas
bacias fluviais, do Parana a oeste e do Uruguai a leste, e seu leito é sempre mais elevado
que o nivel das dguas desses rios, independentemente da cheia que neles esteja
ocorrendo. No relatério final indicavam-se fortes suspeitas de existéncia de fontes de
4gua no leito da lagoa de Iberd, sendo, entretanto, as precipitagdes pluviais a principal
fonte de dgua dos alagados. Hoje, o grupo de ecologia matemética da Universidade de
Tandil, estudando possiveis relagdes entre a altura das dguas a montante da represa do
Rio Parand em Yaciretd, oferece interessantes hipGteses para o “surgimento” de dgua no
ecossistema de Ibera. Os pesquisadores desse grupo argentino apresentam argumentos
muito s6lidos para a tese de que a continua elevagio do nivel das dguas de Iberd se deve
a uma fenda na camada de basalto no sub-solo da regido, fenda esta localizada na regizo
da represa. Quanto ao comportamento a jusante, as dguas de Iberd afluem para os rios
Paranid e Uruguai em seus cursos inferiores através de canais naturais e dos rios

Corrientes e Mirifiay, principalmente.

Atualmente se constata certa exploragio ecoldgico-turistica, com planos de expansio,

destacando-se atividades de pesca desportiva, passeios de barco para apreciar a natureza



exuberante, numa regido em que a parte inexplorada constitui perto de 40% do total. A
capivara € um dos importantes atrativos para o desenvolvimento de atividades turisticas
e, nesse sentido, € amplamente justificivel procurarmos entender as relacbes desse

animal com o ambiente em que vive.

Os primeiros modelos de Dinamica Populacional: as Equaces
de Diferencas e Equacdes Diferenciais Ordinarias
Do ponto de vista histérico, variagdes dindmicas de determinadas populacdes tém sido
modeladas com sistemas de Equacgdes Diferenciais ou com Equagdes de Diferengas,
distinguindo-se estas daquelas por caracteristicas de cada espécie estudada, separando-as
assim, entre as que sdo modeladas por relagGes discretas, ou sazonais as que o s3o por
relagGes de continuidade. Alguns dos modelos t&m suas raizes em estudos realizados h4
mais de duzentos anos, como por exemplo, o Modelo Malthusiano. Iremos, nesta
introdu¢ao, comentar a evolugio deste tipo de modelagem, terminando com uma critica
relativamente recente que veio a incluir variacOes espaciais aquelas tdo somente

temporais.

Os primeiros modelos de Dindmica Populacional visavam estudar modelos de uma Gnica
espécie e utilizavam Equagdes de Diferencas, com expressdes do tipo Pns; = F(Px) ou,
mais precisamente, Py, = Pn.f(Pn), nas quais transparece a hipétese de que a variagdo
populacional num determinado instante depende da populagio nesse momento. Esta
familia de modelos abarca os que sio genericamente designados de “densidade
dependentes”. Nestas Equacles de Diferencas Py indica, ora o niimero total de
individuos, ora uma densidade populacional. Para estes modelos, entfo, na forma geral
indicada, Pny1 = Pn.f(Pn), o termo f(Py) representa uma taxa que se traduz em natalidade
mais imigragdo menos mortalidade e emigracfo, refletindo com maior generalidade a
variagao populacional por unidade de tempo e por unidade populacional. Tais modelos
consideram uma geracdo dependendo de modo direto apenas da geragdo anterior.
Diversas situagdes, porém, exigem formulacOes que incluam mais geracdes, € uma

forma do tipo



Prs1 = Pnf(Py, Paut, Praz,...) ou, de modo mais geral,

Pryr = F(Px, Pnty Praayenl),
¢ adotada quando necessario. Em Edelstein-Keshet (1988), h4 a descri¢do de diversos
destes casos, abordando modelagens de situacdes como bancos de sementes ou o

controle fisiolégico de processos respiratérios (Mackey e Glass, 1977 e, também, Glass

¢ Mackey, 1978 in Edelstein-Keshet, op. cit.), entre OUtTos.

Nos primeiros ensaios, atribufa-se a f(Py) um valor constante, de modo que f(Py) = A
(denominado de Modelo Discreto de Malthus). Posteriormente, criaram-se modelos em
que f(Py) assumia diferentes formas para transmitir uma efetiva dependéncia dessa taxa

em rela¢do 4 populagio presente.

Embora este tipo de modelagem venha se prestando, de forma bastante satisfatOria, para
andlises ¢ estudos de comportamentos populacionais em curtos periodos de tempo sendo
usados como linguagem corrente em avaliagdes demograficas, para muitas modelagens
também se exige mais do que uma avaliacio discreta anual, ou por geracdes - ¢ € entéio

necessdrio trabalhar com Equacgdes Diferenciais.

Nesse contexto, o que se tem sfo expressdes como

dp dp
~—=F(P) ou —=F(P,1),
ey (P) 5 - B
em que surge claramente a analogia com as Equagdes de Diferengas, lineares ou nio.

E importante destacar que em muitas situacdes nas quais se impde uma aproximacio do
modelo continuo com diferencas finitas para a sua resolucio, quando se obtém uma
equacio discreta, deve-se considerar que ndo hd uma conexdo simples entre os Modelos

em Equacdes de Diferencas e os que seriam os analogos em Equacdes Diferenciais.

Muitos sdo os modelos usando EquagBes Diferenciais Ordinarias para descrever
fendmenos populacionais, mas hd uma caracteristica comum a todos eles: esta é a de
partir do pressuposto de que a variacdo da populacio “depende” apenas ¢ t30 somente do
tempo. Na realidade, tanto a populagio quanto os parfimetros variam, de fato, no tempo,
dependendo, porém, de muitas outras varidveis que por sua vez variam, também, no

tempo.



Este mencionado pressuposto, que resulta numa simplicidade muito prética, nfio tem
prejudicado o uso de modelos de Equagdes Diferenciais Ordindrias e de Equacgdes de
Diferencas em demografia e no estudo de dinimicas populacionais. Muito pelo
contrdrio, um uso criterioso desses modelos continua a produzir resultados bastante
uteis. Um exemplo célebre que data do final do século 19, mencionado por Braun (in
Braun, Coleman e Drew, 1978) € o da criagfio comercial de peixes na bafa de Sdo
Francisco, peixes estes que, depois de aprisionados no litoral do estado de Nova Jérsei,
foram transportados por via fémrea de um lado ao outro do continente: num local
apropriado da mencionada bafa, foram lancados em reservatdrios especiais; dos mais de
setecentos retirados do Atléntico, resistiram 4 viagem pouco mais de quatrocentos. Neste
caso, o uso do Modelo Continuo de Malthus resulta em uma descrigio bastante precisa
da evolugao dessa comunidade em seu novo habitat (o erro relativo no periodo modelado

de quase 20 anos € inferior a2 0.4%!):

P(1) = 4354818
O modelo de Verhulst (1837), dado por

dpP P
—d*t"*-?\- 'P'{I-(“Iz)] ,

vem sendo utilizado hd mais de 100 anos, além de outros que se seguiram: todos,
embora ndo “expliquem” os fenbmenos de crescimento populacional densidade-
dependente ou a capacidade suporte - dada nas equagBes aqui citadas por K - descrevem-
nos com uma precisdo surpreendente (cf entre outros, Braun, Coleman e Drew, 1983),
usando a simplicidade do modelo a seu favor. Por um lado, uma vasta gama de
fendbmenos parece passar desapercebida no modelo, embora, por outro lado, os
pardmetros “consigam’” incluir de modo genérico essas caracteristicas - € os resultados
possam ser usados, com cuidado, sim, dentro de limiares estritos, mas de modo muito

eficiente.

Um cléssico do uso adequado de modelos desse tipo foi a explicacio dada pelo citado
autor para o tapido crescimento da populacdo da provincia francesa do Québec, num
tempo em que a populacdo de origem na Franca crescia de modo bem mais lento. O

modelo de Verhulst ndo “explicou”, mas “viu” as populagbes, com muito mais



semelhancas que diferencas, em momentos diferentes de suas histérias e, portanto, com
diferentes taxas de crescimento (¢f Braun, Coleman e Drew, 1983). O fato dos modelos
nZo levarem em conta Vvariagbes espaciais ou geograficas, entdo, revela uma
caracteristica que, se por um lado se define enquanto incapacidade do modelo de incluir
caracterfsticas diversas, também apresenta uma vantagem - a de descrever de modo

simplificado o que o modelo ndo “sabe™.

Assim, também, publicacdes recentes ainda se referem ao cruzamento de curvas
mencionado por Malthus no final do século 18, ponto em que o crescimento
populacional, em Progressdo Geométrica, ultrapassa o crescimento da producgio de
alimentos, em Progressdio Aritmética. Tal situagfio provocaria, ainda segundo o estudo
de Malthus, algum fendmeno catastrofico, como uma guerra, uma pandemia, uma crise
geradora de grandes fomes (¢f Coutinho, M. O Espectro da Fome e da Desigualdade,
Ciéncia Hoje, n® 145, vol. 25, 1998 e Ehrlich, P., apud Hallowell, C., Will the World go
hungry?, Time Special Issue, Nov., 1997).

Portanto, como ji ressaltamos, todos estes modelos tdm se caracterizado por uma

expressdo geral do tipo:

%’% =P-f(P), com P(0) = P, (0.1)
ou’
gd? =P-f(,P),com P(0) =Py 0.2)

em que f representa a taxa intrinseca de crescimento, ou o crescimento populacional
pela populagio ou pela densidade populacional , uma funggo da prépria populaciio ou
densidade (0.1) ou uma funcdo dessa populaciio e do tempo (0.2), caso classico da
situagdo que ocorre com coeficientes periédicos, por exemplo. A condigiio inicial, além
dos intervalos de variagdo da varidvel temporal e da solugio, bem como o

comportamento da solugio e da fungio f, devem ser objeto de atencio cuidadosa.

Nos casos (0.1) e (0.2), e, sendo ambas as formulagdes ditas fortes ou classicas, no
sentido da Analise Funcional, as condigdes para a existéncia e para a unicidade da

solu¢do podem ser expressas como:



Teorema 1

(para a Equagio Autbnoma, 0.1): A funcado f deve ser continua num intervalo real aberto
que contenha a condigdo inicial Py e nio pode se anular nesse intervalo; (para a Equagio
0.2): A fungdo f(t, P) deve ser continua numa vizinhanca aberta do par (0, Pg), com a
derivada parcial de f relativamente 2 segunda varidvel também continua nessa
vizinhanca. No que se escolheu para a formulacio da existéncia e da unicidade, temos a
condi¢do inicial dada para t = 0. Isto poderia ser feito, obviamente, para t; genérico, € a
vizinhanga poderia ser escolhida como um disco, por exemplo (¢f Bassanezi ¢ Ferreira

Jr., 1988).

Em Bassanezi e Ferreira (op. cit.) sfo apresentadas diversas Equacgdes Diferenciais
Ordindrias que descrevem diferentes situacdes e levam, hoje, o nome de seus
proponentes. Além disso, apresentam caracteristicas semelhantes em termos de

capacidade de suporte, de competicio intra-especifica e estabilidade:

dP
. o K
Modelo de Gompertz (1825): 5 A.P.In( A,) ,
Modelo de Smith (1963): L op KPP
dt K+aP

Modelo de Ayalla, Ehrenfeld e Gilpin (1973): %‘P{- = )L.P.[l - (%{)1 , ou ainda

dP

Modelo de Goel, Maitra e Montroll (1971): i AP(l -aP+be™)
além dos mais recentes
. dpP 5
Monod (in Engel, A., 1984) Et_ =a.P(P-K)
dP N
Engel e Parafba T wE.IT(P-B), Py =K
1=1
dp £

Moran e Ricker (ambos em Engel, op. cit.) 3 = g_p_(e” S 1)
t
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Ricker (in Greenwell, apud Edelstein-Keshet, dp

—=APe* ou
1985) dt

dP AP
Beverton-Holt —_—

dt g+P

entre outros tantos exemplos que figuram na bibliografia, modelando, também, situagdes

mais ol menos caracteristicas.

Se, por um lado, é verdade que esta formulacdo autbénoma favorece muito a
possibilidade de se obterem razodveis solucBes analiticas, também as aproximacoes
polinomiais e numéricas podem ser facilitadas. Do ponto de vista de se delinearem
modelos “vidveis”, expressfes como as apresentadas acima sfo uma rara combinacio de
simplicidade, utilidade e tratabilidade em Analise Numeérica, fornecendo solugbes ou
aproximacGes em que a “clientela” aprendeu a confiar, item este que, muitas vezes, nio
estd presente nos didlogos de especialistas da Biomatemética com um interlocutor de

outras areas.

Ao acrescentarmos, por exemplo, as condi¢des dos resultados de existéncia e unicidade
acima expressos, as condi¢des minimas para o uso de alguma forma conveniente de
Runge-Kutta, ou Runge-Kutta/Fehlberg, intmeros sio os softwares que fornecem
aproximacgles, representagdes graficas e excelentes visualizagGes qualitativas das
solugdes em suas muitas aproximacdes possiveis. O mesmo ndo se pode afirmar sobre a
facilidade de se encontrar softwares que facam uso de métodos ditos multi-passo,

infelizmente ndo tfo populares com os produtores de programas.

A0 mesmo tempo pode-se lamentar, também, que muitas destas aplica¢des surgem como
verdadeiras “caixas pretas” em que métodos de passo simples, como variagées de tipo
Runge-Kutta, ou andlogos de 2* ou 4* ordens, sio adotadas sem conhecimento do

usuério, que deve t3o somente “acreditar” nos resultados numéricos...

A crescente relevincia dos modelos citados se dd, também, pela facilidade relativa em
simulagBes de Dindmicas Populacionais que incluam outros fatores, como € o caso de certas
situagBes de pesca, em que figuram os Modelos de Ricker e Beverton-Holt, citados acima, além
do caso bem conhecido da predacio saturada de Ludwig que iremos mencionar no pardgrafo

seguinte.
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Além destes casos histéricos e classicos (no sentido de transcenderem “modas”

cientificas) do uso de Equacdes de Diferencas ou Diferenciais, devem também ser
mencionados os trabalhos daqueles pesquisadores no campo de Dindmica Populacional
que s¢ dedicam ao uso de Sisternas de Equacdes em que a Unica varidvel independente é
a varidvel temporal; os modelos desenvolvidos continuam a fornecer significativas
contribui¢bes em muitos campos, desde a propria demografia - no estudo evolutivo das
assim chamadas “pirdmides etdrias” até, por exemplo, em casos bastante especificos no
estudo de epizootias ou na modelagem do controle biolégico e manejo de pragas (¢f
Zotin, 1999, Raimundo, 1986, Cushing e Li, in DeAngelis ¢ Gross, 1992, Young-Pessoa,
1996, Sujii, 1998, entre outros).

A inclusdo de mais espécies

Uma critica comum aos modelos apresentados anteriormente € a de que nenhuma
espécie existe de modo totalmente isolado de outras, e, em alguns casos em que as
Equacdes de Diferencas e as Equagdes Diferenciais “falharam™ no estudo descritivo de
algum fendmeno, esta critica procedia. Os modelos uniespecificos, por assim dizer,

percorrem apenas parte dos possivets caminhos da Dinamica Populacional.

Em alguns desses casos, aspectos de um relacionamento interespecifico podem ser
incorporados a Equacdo Diferencial ou de Diferencas, e um exemplo é aquele em que
aparece uma predacdo saturada, numa modelagem em que a mortalidade pela predaciio
por outra espécie depende apenas da populagio estudada e nfio diretamente da densidade
populacional do predador (¢f Ludwig, D., Aronson, D.G. ¢ Weinberger, 1979). Este

modelo, dito de Ludwig, ¢, de forma genérica, dado por:

2

dpP o P
—=P-f(t,P) - ,
dt ®.F) (8+P“

com parametros estritamente positivos. O dltimo termo do lado direito indica uma

), (0.3

queda no crescimento populacional, queda esta que varia com a prépria populagdo. Seu

uso transformou o modelo de Ludwig em um caso cldssico.

No entanto, naqueles casos gerais tratando do estudo de mais de uma espécie e de como

estas se inter-relacionam, sistemas de Equacdes de Diferencas ou Diferenciais tém sido
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adotados com algum sucesso hi relativamente bastante tempo. Desde os trabalhos de
Volterra (1926) e de Lotka (1925), sistemas desse tipo vém sendo usados de diversos

modos no estudo e na compreensdo de muitos fendmenos de convivio entre espécies.

No recente livro de Peschel, M. e Mende, W. (The Predator-Prey Model: Do we live in
a Volterra World?, 1986), as referéncias histéricas indicam o quanto se necessitou e 0s
conseqiientes saltos qualitativos em modelagem de fendmenos de dinémica populacional
provenientes de se considerarem sitnagGes de agfo interespecifica, desde os histéricos
sucessos de Volterra e Lotka, respectivamente lidando com a pesca e com a modelagem
de fendmenos de reacdo quimica no inicio do século 20. Estes modelos abriram o
caminho para a definicio de uma modelagem mais sistémica, no sentido de incluir
diferentes espécies num s6 quadro, tendo havido casos de poucas espécies e em

situagOes bem precisas em que seus resultados sio surpreendentemente efetivos:

e lLebre e Lince Articos (Odum, in Edelstein-Keshet, 1988). Neste caso, os
resultados analiticos classicos de Lotka-Volterra "dio conta" da descrigdo dos

ciclos vitais do convivio destas duas espécies;

* Broca da Cana-de-Acticar e Braconideo (Borri, M. er alii, 1996) (Pritica
utilizada na Copersucar de Piracicaba com a vespa Cotesia flavipes criada em
laboratério desde 1975). Aqui, também o modelo se ajusta admiravelmente ao

manejo da praga com a introdugio de um controle biolégico.

* Ha, no caso de controle biolégico, outros exemplos do mencionado convivio
sistémico como o controle de 4caros com a introducio de uma populacio de

joaninhas.

Estes Modelos, expressos numa forma genérica j4 apresentada neste texto,

nomeadamente,

%*tiz F(, P)=P£(tP), com P(O0)=[P(0), Ps0), ... Px(0)]. para

P(t) = [ P](t), P2(t)a w-ey PN(t) ]: e
f(t, P) = [f1(t, P(Y), f2(t. P(D)), ..., n(t, P(O))], 0.4)
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mereceram uma enorme quantidade de estudos, andlises, e aproximagdes - e muitas séo

as ferramentas construidas para “tratd-los”, seja em instrumental analitico, sejam
Processos numericos.

No caso de sisternas como este, resultados classicos de Existéncia, Unicidade e
Dependéncia Continua dos Parimetros para a Solugio do Problema de Cauchy se

enunciam:

Teorema 0.2

Seja F(P, A) um campo vetorial no R”, dependente de um parametro A € R¥,
(i) continuo em uma vizinhanca de (Po, 0) € R*x R¥, e
(i} lipschitziano em P, isto €,
| F(Py, A)-F(P2, A) | <L l P-P; | , para todo Py, Py, A nessa vizinhanga.

Entdo existe uma fung¢do vetorial P(t, A), definida em uma vizinhanga de (0, 0) € R x R*

continua, diferenciavel em t e que satisfaz o Problema de Cauchy (0.4). Ainda,

(iii) se F(P, A) for continuamente diferencidvel em relagio a (1, A), entdo o mesmo

sucederd com a solucgio P(t, A).

O caso cléssico e paradigmatico de Volterra foi o do célebre estudo da interaco entre
pescadas e tubardes no Mar Adridtico, nas costas da Istria, em que, qualitativamente se

apresentaram as dindmicas populacionais de pescadas, P, e de tubardes, P,,

respectivamente como:

S%:Pl.(a*b.l)z )
dt
(0.5)

dpP.
‘é‘f’mpz-('l)""ql)l)

Este modelo ndo-linear €, ainda hoje, importante na compreensio de fendmenos como
aquele que motivou seu estudo no inicio do século: com a suspens&o da pesca por forga
da Primeira Guerra Mundial, a populagio de pescada - no que se apresentava na época
como surpreendente — diminuiu; isto ocorreu pois foi interrompida também a pesca do

principal predador, o tubardo. ConclusGes semelhantes podem ser tiradas, como de fato o
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foram, relativamente & pulverizacio de plantacdes onde havia o controle biolégico, com
resultados da mesma ordem, que j& ndo poderiam ser classificados como

surpreendentes...

Este sistema de Equages Diferenciais Ordindrias também tem importancia didatica, j4
que motiva de modo muito interessante o uso de Planos de Fase, especialmente na

passagem do sisterna (0.5) para os sistemas com capacidades suporte

i‘!i*-:g.(a-bpz )-rP,
dt (0.6)

dP.
-af-:Pz.(-p+q.E }-s.P,

em que se acrescentou um termo que reflete a pesca respectivamente de pescadas e

tubarbes; e também na passagem do referido sistema para

& _B.(a-bp,-rP)

dP,
m&-;xPz.(p+q.H -s.P,)

em que se introduziu uma competicio intra-especifica, descrevendo simultaneamente os
efeitos negativos para a pescada decorrentes tanto da presenca de tubardes guanto da
competi¢do interna  espécie; e os efeitos positivos para os tubardes decorrentes da
presenca de pescadas além dos mesmos efeitos negativos da competicdo interna dessa

espécie.

Estes modelos, ainda que sejam os iniciais do ponto de vista histérico, j& identificam

uma caracteristica quase onipresente nas dindmicas populacionais: a nio linearidade.

Ainda hoje, modelos deste tipo podem ser usados numa primeira abordagem de diversas
situagOes com relagdes inter e intra-especificas, variando, por exemplo, os parmetros
que figuram no sistema, indicando sazonalidade ou variacGes estocdsticas em fatores

tanto bidticos quanto abiGticos (¢f Zotin, 1993, Barros, 1997).

Do ponto de vista analitico, sistemas como os (0.4) podem ter N componentes, embora,
na realidade, um nimero exagerado de espécies possa levar a usos inconclusivos do
modelo, especialmente se forem combinados efeitos das Dinfmicas Populacionais

menos "simples”. Na maioria dos casos citados acima, € necessario recorrer 2 métodos
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numéricos, criando mais um nivel de aproximagdo, embora se devam considerar os

muitos resultados sobre as boas ordens de convergéncia com que se pode contar.

Para casos gerais estes modelos continuam a prestar valiosas contribui¢cbes no estudo e
na compreensio de diversas situagdes que envolvem dindmicas populacionais. Ha casos,
no entanto, em que ndo basta considerar a varidvel temporal como Unica, e € necessario
incluir no estudo, além do tempo, o espaco. Também aqui € necessirio que se comente
que os fendmenos nio dependem do tempo e do espaco literalmente ou exclusivamente,
mas, as variacOes do que se estuda e analisa sdo observadas ponto a ponto no tempo e no
espaco. Nesse sentido, devem ser revistas situagdes como a marcha da célera no passado
pela Europa, e agora, pela América do Sul, a invasfo sistematica da Broca da cana-de-
a¢ucar, da Cigarrinha-da-pastagem ou do Bicudo do algodoeiro, citando apenas alguns
dentre muitos exemplos que foram e continuam sendo objeto de estudo do grupo de
Biomatemitica do IMECC, da UNICAMP. A anilise desses modelos que incluem, de
fato, fatores espaciais de modo explicito, serd objeto dos capitulos 1 e 2 desta
dissertagdo: no capitulo 1 iremos analisar e aproximar casos de uma dnica espécie, com
caracteristicas de dispersdio variando espacial e temporalmente, enquanto que, no
capitulo 2, faremos estudo andlogo, com duas espécies interagindo. Aqui, visando o
estudo a que este trabalho se destina, qual seja o de apresentar sugestSes para modelar as
periédicas endemias que afetam uma das espécies que, por seu carisma, contribuem
significativamente para a inddstria do ecoturismo na regido de Ibera, a capivara, iremos
mencionar um outro conjunto de sistemas que, embora variando apenas no tempo,
mantém impressionante relevincia em consideracdes de comportamentos sociais de
enfermidades, e continuam sendo citados como ferramental bésico em termos de saiide
publica. Sio estes os modelos de tipo SIR ou SIRS (¢f Kermack e McKendrick,1926-27)
e seus muitos derivados. No capitulo 3 iremos incorporar caracteristicas dos modelos de

tipo SIR em modelos com dispersdo populacional e interagio entre espécies

Alastramento de epidemias: modelos tipo SIR

Estes modelos dividem a sociedade estudada em categorias, ou compartimentos, de

suscetiveis (5), infectados (I) e removidos, ou resistentes, (R), por exemplo, estudando,
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com um sistema néo-linear de EquagGes Diferenciais, a passagem de individuos de um a
outro compartimento, descrevendo, desse modo. o percurso social da doenca em analise.
Nos modelos ditos SIR, historicamente os primeiros, avaliam-se as passagens de um a
outro compartimento através de parametros constantes, de contigio e de retirada de
infectados, respectivamente. Alguns modelos novos tm considerado, em vez de
individuos, outros objetos de estudo, como, por exemplo, casas no estudo do
comportamento do mal de Chagas, em que as residéncias podem ser vistas como
"infectadas”, pela presenca de insetos, ou "resistentes”, quando do uso de elementos de
construcio indspitos para o barbeiro, o vetor do Trypanosoma crucis. Nestes modelos
ndo se localizam geograficamente focos de males, ou as viagens de uma pandemia, ¢
sim, suas taxas de crescimento ao longo dos periodos estudados. £ evidente que para
uma grande maioria das doengas estas taxas sdo informacio fundamental na definicdo de

estratégias de combate e prevencio.

Apbs estas consideragSes genéricas apresentemos o modelo SIR:

9 s

dt
da _ aSI-BI (0.8)
dt

dR
= =B

dt B

Pode-se ver que este modelo mais simples pressupde, por exemplo, que, uma vez
removido desse compartimento, o individuo nunca mais volta a ser suscetivel nem
infectado, e como a doenca é considerada de curta duracdo, ndo figuram no sistema
termos de dinmicas populacionais, um crescimento - ou uma queda - que se pode
desconsiderar, mantendo-se, portanto, constante o niimero de individuos da populagdo,
com:

N=8t)+1(t) + R(D). (0.9)
Nos modelos ditos SIRS, a passagem de resistentes para suscetiveis (indicando uma

imunidade tempordria) bem como destes para os infectados, pode ocorrer, e 0 modelo
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(0.8), em primeira aproximacao, se torna, (fazendo, ainda, uso de parimetros constantes

ao longo do tempo):

E§-=w0LSI+';/R

4 osi- BI (0.10)
de

dR

— =pI-yR

" BI -y

Como em outros casos j4 citados neste texto, se reafirma que a utilidade relativa destes
modelos se manifesta de modo muito especial exatamente para a satide piiblica, embora,
a0 mesmo tempo, eles deixem de considerar muitos outros fatores de relevancia muito
significativa nesta 4rea de estudo e pesquisa. Nestes sistemas, estuda-se o
comportamento social evolutivo de cada doenga ao longo do tempo, sendo que as muitas
caracteristicas presentes podem ser incorporadas aos parametros - permitindo a sistemas

que ndo "véem" todos os fendmenos presentes, modelar-lhes um comportamento geral.

A estes modelos se podem acrescentar caracteristicas de males que ndo sdo de curta
duracdio, mas que tém longa presenca nas sociedades, acrescentando a cada
compartimento - quando necesséria - a dinamica populacional. Assim, podemos ter

quando, por exemplo, apenas os suscetiveis podem procriar:

%f_ = —aSI+ YR +S.£(1,8)

dI

L - asI-pI 0.11
d 8 (0.11)
_i‘}_}_ —BI-R

Muitas outras tentativas bastante razodveis e bem sucedidas t&m sido feitas no sentido de
incluir comportamentos variados, sejam eles ciclicos ou periédicos, ou ainda com a
incluséo de outros compartimentos, fruto de caracteristicas tanto da doenga quanto da
sociedade e sua cultura e, também, de estratégias de prevencio e programas de combate
a epidemias. Podem ser citados aqui os trabalhos de: Bassanezi, R. C. e equipe com
estudos sobre a transmissdo da Aids incluindo sua relag@o com a tuberculose; da dengue,

da dengue hemorréagica, incluindo fatores de periodicidade nos modelos apresentados (cf
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Zotin, R., 1999, Raimundo, S., 1997, Leite B.M., 1998). Podemos destacar também uma
nova exploragdo de modelos, apresentados em trabalhos cientificos em que o0s

parametros que relatam contdgio ou incidéncia tém caréter fuzzy (cf Barros, L., 2000).

Yang, H.M. (2001) desenvolveu recentemente um modelo global para a transmissio da
malaria, incluindo diferentes niveis de imunidade adquirida por hospedeiros humanos e
parametros relativos aos mosquitos vetores desse mal, variando com a temperatura. Ele ¢
equipe realizam importante trabalho no estabelecimento de estratégias para o

enfrentamento de epidemias como € o caso atual da dengue no Estado de S3o Paulo.

E, finalmente podemos nos referir ao trabalho bastante extenso de Capasso V. (1993),
com abrangente bibliografia, onde € apresentado um grande nimero de situacdes e
modelos de expansio de epidemias e de transmissdo de enfermidades, levando em
considera¢do situagdes de heterogeneidade de populacdes, heterogeneidade espacial e

varia¢do temporal periddica, simulando sazonalidade.

Caracterizacdo das espécies envolvidas e da enfermidade

A capivara (Hidrochoerus hidrochoeris), o maior roedor do mundo (chega a pesar 100
quilos, 1 metro e trinta de comprimento ¢ 60 centimetros de altura), é um espécime de
uma fauna silvestre muito diversificada, que habita grandes extensdes de toda a América
Latina, desde o Panami até a mesopotimia argentina, em regides pantanosas ou muito
imidas. E animal bastante estimado pelas populacdes, sendo sua caga ainda bastante
apreciada. Como seria de se esperar, tem muitos nomes de sabor popular: chigiiire,
poncho, carpincho, ronsoco, entre outros, e seu nome no Brasil deriva do tupi guarani
“comedor de capim”. E um animal que vive em “manadas” de até trinta individuos, com
um macho dominante e alguns outros submetidos. Sua reprodugio se d4 durante todo o
ano, mas € maior na €poca das chuvas. Pode ter duas crias por ano, com 3 a 4 filhotes
por cria. Convive bem com animais domésticos, embora, quando faminta, por escassez
de seu alimento preferido, cause estragos substanciais a hortas e plantacdes. Alimenta-se
de gramineas baixas devido a seus grandes dentes, sendo bem menos devastadora de
pastagens do que bovinos € eqliinos, e muito mais conservadora que os caprinos. Seu

habitat sdo as margens de rios, lagos e brejos, dando-se muito bem em pantanos e
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alagados, pois seu acasalamento se d4 em 4guas pouco profundas. Os corpos aquéiticos
constituem também seu refidgio (ela tem grande capacidade respiratdria, conseguindo

ficar submersa mais de 5 minutos) e assim elas pouco se afastam das margens de rios e

lagoas.

Apesar dos conhecimentos bioldgico-cientificos deste animal nfo serem muito
difundidos para o grande pdblico, experimentos hé, particularmente na Venezuela e no
Brasil, que permitiram um relativo acimulo de informagdes que possibilitam uma
incipiente exploragio “econdmica”, ainda bastante artesanal, da capivara como fonte de
carmne para a alimentagio e de pele para a fabricagio de produtos de couro. E muito
docil, de facil adaptagfo ao cativeiro, conforme testemunha um nimero relativamente
expressivo de criadores no pais que, pela legislagio brasileira, devem ser registrados no
IBAMA. Colocam-se assim as questdes de uma exploragdo econdmica baseada num
manejo sustentado e, também de preservagiio e controle visando o eco-turismo. Isto
posto, sabe-se que, em certa medida, esse animal compete por pastos com o gado
bovino, eqliino, ovino e caprino e, mais, que ele é um reservatério importante (e vitima)
do protozodrio Trypanosoma equinum, que causa nos eqiiinos o “mal das cadeiras”,
enfermidade fonte de consideraveis prejuizos para fazendeiros e criadores. J4 em 1905
ficou comprovada a relagio entre tal enfermidade e o protozoario. Esta que € a principal
molé€stia por ele provocada recebe, além da citada, virias denominacdes que aludem as
ancas caidas, ao andar vacilante: surra americana, derrengadera, desrengadera, murrina,

quebrabunda, etc.

Pela literatura consultada, o 7. egquinum (phylum PROTOZOA, subphylum
SARCOMASTIGOPHORA, classe MASTIGOPHORA, grupo SALIVARIA) e os
protozodrios T. evanzi (India), T. hippicum (Panamé), T. venezuelense, T. annamense, T.
marocanum, € 1. soudanense, cujas denominagdes j4 denunciam a regiio de sua
influéncia, constituem, ou uma dnica espécie, ou espécies distintas da familia dos
Trypanosoma brucei, segundo classificagdo encontrada em “Veterinary Parasitology”
(Urquhart et alii, 1987). Soulsby (1982) afirma que, originalmente, a distribuicio
geogréfica do T. evanzi coincidia com a do camelo, sendo este protozodrio o causador da
enfermidade denominada “surra” (palavra indiana que significa decaido), que ataca

camelos e cavalos. Esse autor considera, por exemplo, que o T. equinum difere do 7.
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evanzi apenas pela auséncia do denominado cinetoplasto. Pudemos constatar a existéncia

de um certo consenso de que tal protozodrio foi importado na época da conquista.

O T. eguinum, estando présentc no sangue de um animal contaminado, passa para a
osistema digestivo do vetor quando este se alimenta com o sangue do hospedeiro. No
proboscis ele ndo se reproduz, e tem, nesse ambiente, uma vida bastante breve, da ordem
de 15 a 20 minutos. Este intervalo de tempo é suficiente para que o inseto, afugentado e
buscando concluir o repasto, ataque outro animal, ao qual transfere o protozoério. Tal
transmissdo € dita ndo-ciclica, mecénica. No corpo do hospedeiro ele se localiza nos
génglios e na medula &ssea onde se reproduz rapidamente. Na fase aguda da
enfermidade € detectada a presenga de organismos na circulagio periférica, detecgdo

esta que se torna mais dificil em estdgios mais avangados da infeccio.
O gado bovino e o mular desempenham o papel de reservatérios ou portadores sadios.

Os vetores no caso, sdo mutucas ou insetos tabanideos (Chrysops, Bellardia,
Taenotabanus, e Tabanus) ou ainda o Stomoxys calcitrans {a mosca dos estibulos). Os
nsetos hematdéfagos da familia Reduviidae, como o barbeiro, nio desempenham papel

de vetor do causador do “mal das cadeiras”.

De acordo com Von Zuben (2002) as mutucas constituem uma extensa familia de
moscas. As fémeas sdio hematéfagas e os machos alimentam-se principalmente de pdlen
e néctar. As larvas da maioria das espécies sio aquaticas e predadoras e os adultos sdo
normalmente encontrados nas proximidades de pantanos, lagoas e brejos. A maioria dos
tabanideos voa muito bem. Os ovos (de 100 a 1000) sdo geralmente postos nos periodos
mais quentes do ano em massas sobre folhas ou outros objetos perto da dgua de rios ou
lagoas. A incubagdo dos ovos é de 5 a 7 dias. Em clima temperado, que € o que interessa
a este estudo, algumas espécies produzem 2 geragdes por ano, outras 1 geragdo, e outras
precisam de 2 a 3 anos para completar o seu desenvolvimento larval. O estagio de pupa,
que € alcangado em 1 ou 2 dias apds o enterramento da larva, pode durar de 5 dias a uma

s€mana.

No caso da mosca-dos-estdbulos, Stomoxys calcitrans, diferentemente das mutucas
vistas acima, individuos de ambos os sexos sugam sangue mas niio invadem residéncias;

apesar do nome, a espécie ndo é encontrada com tanta freqiiéncia em estabulos quanto a
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mosca-doméstica. £ encontrada em grande niimero em épocas quentes do ano e podem
se criar em excrementos, mas principalmente em alfafa, grios ou farinhas Gmidas
embaixo de cochos nos currais, e sob pilhas de grama cortada em jardins. Os ovos sio
depositados e formam cachos. Cada fémea produz até 632 ovos, e pode realizar até mais
de 20 posturas durante seu periodo de vida. O perfodo de incubacgio dos ovos é de 3 dias
sob uma temperatura média de 26° C. As larvas recém-eclodidas procuram se enterrar
para escapar da luz e evitar a desidratacio. A larva completa o seu periodo de
desenvolvimento entre 14 e 26 dias & temperatura de 21-26 graus. Quanto maior a
temperatura, mais rapido € o desenveolvimento. O periodo de pupa pode durar de 6 a 26
dias, a temperatura de 21 a 26 graus. Esta espécie apresenta ciclo de vida ininterrupto em

lugares mais quentes do globo.

A razdo sexual em moscas em geral € de 1 macho por fémea. Isto também deve ocorrer

com estas espécies.

Detectou-se que, nas Américas, certas espécies de morcegos hematéfagos
particularmente o Desmodus rotundus rotundus, seriam simultdneamente transmissores e
hospedeiros desse protozoario. Neste caso sua vida no vetor € bastante mais longa, e €
também causa de sua morte. Devemos destacar ainda que porcos, o gado bovino, e
animais domésticos também so reservatdrios desse protozodric embora a enfermidade

nao atinja a evolugio que atinge em cavalos e capivaras.

O periodo de incubag@o da enfermidade € de quatro a dez dias, ocorrendo em seguida a
pirexia ¢ a parasitemia. O enfraquecimento geral e o surgimento de edemas sdo
indicadores clinicos no inicio da enfermidade sendo que os edemas variam da forma de
placas de urticdria no pescogo e nos flancos a edemas nas pernas e partes inferiores do
corpo, com perda dos pelos e feridas dando a impressio de sarna. Ocorrem conjuntivite,
ceratite ¢ edemas em torno dos olhos. Com o progresso da infec¢do aumenta o
enfraquecimento dos membros posteriores, € 0s animais enfermos caem e nio mais se
levantam. A enfermidade, quando aguda, provoca, especialmente em cavalos, a morte
em algumas semanas;, € importante ressaltar aqui que hi fortes indicios de que a
viruléncia da enfermidade se ameniza quando o protozodrio é transmitido ao cavalo

vindo de capivaras.
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Em capivaras, uma das caracteristicas da infecciio € visual: animais enfermos ficam
apéticos, enfraquecidos e incapazes de mover os quartos traseiros de maneira
coordenada. Mudam de hdbitos e ficam solitdrios, deitados em &guas pouco profundas,
podendo permanecer num mesmo local por semanas. E uma doenca mortal para a

capivara. (¢f Juhani, 1973).

Como os tabanideos sdo mais abundantes no verdio, o maior nimero de casos ocorre no

outono até o inicio do inverno.

Chega-se a sugerir, como medida profilatica, a eliminagio das capivaras e de cavalos
muito afetados que ndo respondem ao tratamento, embora, por outro lado, especialistas

tenham uma tendéncia a identificar o “mal-das-cadeiras” como “controle de populagdo™.

A etiologia dessa enfermidade de curso agudo ou crénico explica uma certa confusio
por parte de ndo especialistas, sendo que este mal recebe o nome de sarna-de-capivara,
por exemplo, pois o animal infectado apresenta como j4 dissemos, diversas ulceragdes
em sua pele, em forma de placas, com perda de pelos, além de uma fraqueza muscular

generalizada.

A cronicidade do mal das cadeiras se caracteriza pela auséncia do Tripanosoma no
sangue durante longos periodos, observagdo que significa que no sangue periférico hd

auséncia do T. equinum que se refugia em 6rgdos como o baco para sua reproducio.

Comentarios finais

Modelos matemadticos que incorporem muitas informacdes em seus detathes podem se
transformar nos “spaghetti models” (inimeras ligaces ente um nimero enorme de
compartimentos). Estes modelos estio, de fato, mais proximos da realidade, mas
fornecem menos informagSes sobre os efeitos de uma interferéncia. Assim, resultados
positivos tém sido obtidos no estudo e na compreensio de fendmenos de endemias com
modelos que t€m incorporado novas informagdes, mas de modo mais lento e muito
cauteloso. Lento porque diversas situacBes sdo testadas, e apenas as razodveis sio
guardadas, e cauteloso porque esforcos reducionistas dependem das caracteristicas

incluidas nos modelos, e da importancia relativa a elas conferida pelos especialistas.
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Capitulo 1

Uma espécie, com dispersao espacialmente dependente, e
dinamica populacional de tipo nao linear

Levin, S. e Okubo, A. (1980), além de Murray, J.B (1977, 1989), e Edelstein-Keshet, L.
(1988), entre outros, citando Skellam em seu pioneiro trabalho publicado em 1951,
apresentam uma série de criticas ao uso de modelos de variagio tdo somente temporal,
apontando para a necessidade de se incluirem as variagdes espaciais nessa modelagem.
Em casos como aqueles vistos no final da Introdugdo, em que se estuda o
comportamento evolutivo de uma enfermidade no conjunto da sociedade, a variagio
espacial pode ser deixada de lado, e politicas de vacinagdo, por exemplo, podem ser
escolhidas com o auxilio das simulagSes que se obtém com os modelos SIR, ou SIRS. O
mesmo se pode dizer sobre o estudo e a modelagem da dinimica de determinadas
populagGes, em que o conhecimento das quantidades totais é suficiente para muitos
resultados relevantes. No entanto, hi casos em que a localizagdo fisica ou a posigio
geogréfica intervém de modo determinante no resultado daquilo que se estuda, e, entfo,
varidveis espaciais também precisam ser consideradas no estudo de variagdes
populacionais. Nestes iltimos casos, diversos autores defendem o uso de Equacdes de
Difusdo-Advecgio ou de Difusdo-Convecgdo no estudo de fendmenos de Dispersio e
Movimento de Populacdes. E este o caso de Skellam, quando adotou, no trabaltho de

1951, a equagio a derivadas parciais dada por

%tE —div(c.Vp) +div(V.p) = pf(p),

para modelar a dispersdo de determinada espécie, sendo o pardmetro ¢ aquele descritivo

da dispersdo em termos de area por tempo.

Nas conclusdes do citado trabalho, Skellam afirma que, para a grande maioria de
animais terrestres e plantas, ndo obstante a necessidade da introducdo de um termo de
transporte, podemos assumir uma dispersdo aleatdria. E isto, ainda segundo Skellam,
vale para aqueles animais que podemos classificar como "os mais inteligentes”, porque

sua dispersdo se dd em termos significativamente mais amplos do que € a sua percepgdo
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do meio. As expressdes "aleatério” e "browniano”, sdo as que esse autor usa para esse
movimento. Ainda que possamos sentir certo exagero por parte de um autor que
defendia sua teoria, e defendia-a bemn, mesmo assim devemos considerar que o uso
destas equagdes tinha um advogado que preparou bem seu trabalho de casa! Muitos anos
depois, o entomologista P. M. Kareiva (1983), usou a equagfo evolutiva de difusdo para
classificar a dispersdo de 14 tipos de insetos, ajustando dados de marca-recaptura &
citada equacdo. Antes de mencionar os trabalhos de Cosner e outros, vale dizer que nao
$3o estes os Unicos a fazer uso deste tipo de modelagem: trata-se antes de ressaltar
alguns dos autores cujos argumentos favordveis se destacam. Cosner (1996) afirma que
o uso de EDP pode incorporar a0 modelo um tratamento em que ndo se “mascaram”
diversos efeitos de variabilidade temporal, estocasticidade ambiental ou outros "fatores
complicadores” — fazendo uso de uma traducdo livre do texto mencionado. Entre aqueles
autores para quem o uso de EDP ¢ fundamental, devemos incluir os artigos cldssicos dos
autores ja mencionados, €, também trabalhos de Gurtin (1973) e desse mesmo autor,
junto com MacCamy (1977), Gumey e Nisbet (1974), incluindo também trabalhos
desenvolvidos mais recentemente por Mimura et alii, Diekmann et al, Cantrell, Diniz,

Sossae, Lacaz, etc.

Deve ser registrado que hd muitos casos em que as variabilidades espaciais ndo
desempenham papel relevante. Em 1994, Young-Pessoa, motivada pelo crescimento da
praga do bicudo do algodoeiro em plantaces de praticamente todo o centro-sul do
Brasil, obteve excelentes resultados modelando a interagiio do préprio bicudo, do
algodoeiro e da vespa usada no manejo da praga — usando modelos estruturados. Este
trabalho levou 2 criagcio de um sofrware eficiente com o uso apenas da varidvel temporal
discreta, sem precisar levar em consideragdio aspectos de dispersdo. Estudando o
problema da referida dispersao dessa mesma praga do bicudo, Lacaz (1999) j4 usou uma
EDP de difusdo-adveccdo, com caracteristicas espaciais e dando mais atencfio & macro e
meso escalas, enquanto que, para Young-Pessoa, o interesse era a efetiva situacdo local,
a érea efetivamente plantada, com vistas a técnicas de manejo integrado de diversas

agdes de controle da praga.

Nem todos os autores, portanto, se sentem & vontade com o uso deste tipo de equacio ou

sistema, assim como nem todos os pesquisadores precisam dele. Em uma célebre
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conferéncia, Ferreira, Jr, W.C. (1998) apresentou um trabalho mencionando particulas
que ndo tém vontade propria - deixando claro que a "vontade” dos animais retiraria o
cardter aleat6rio mencionado por Skellam no estudo e na modelagem de populacdes de
animais. Além disto, Roughgarden (in Cosner, 1996) chama a aten¢o para o fato de que
"... equagdes diferenciais, especialmente em sistemas complexos, exigem demasiado em
suas especificaces e prevéem dernasiado, para que se lhes possa testar os resultados...”.
Por outro lado, o conceito de difusdo efetiva ou difusdo aparente, mencionado por
Csanady, (1973) ou por Marchuk, (1986), vem sistematicamente encontrando espago em
publicacdes relativamente recentes:

Ludwig, Aronson e Weinberger (1979), usando uma modelagem de EDP do tipo citado
(embora o trabalho fosse motivado por um estudo interespecifico, reduzido a uma sé
espécie), na estimativa de dimensGes espaciais para estabelecer os limites da ocorréncia

de uma praga em unidades de reflorestamento;

Langlais (1988), exibindo um estudo que buscava comportamentos assintdticos,

reunindo a modelagem indicada & estrutura etdria junto com uma Din&mica Malthusiana;

Brown, Lin e Tertikas (1989), fazendo uso desse tipo de EDP para chegar a estados

estaciondrios, no estudo de sele¢do-migracio em genética de populagdes enquanto que

Ethier e Nagylaki (1989) usaram, numa formulagdo bem geral, a equacio de difusio-

reagéo na aproximag@o de processos de dispersdo.

Kurata, Kisimoto € Yanagida (1989), selecionando este mesmo tipo de equacio -
inclusive avaliando criticamente trabalhos anteriores da mesma linha - buscando retirar

informagGes relevantes para 0 modelo de comportamentos assintéticos:

Britton (1990), com o uso de EDP do tipo apresentado, inclusive com um termo fonte,
ou da Din&mica Populacional de tipo logistico, re-introduzindo uma caracteristica de nfio

linearidade ja abordada por Kolmogorov, Petrovskii e Piskunov (1937) e Fisher (1937);

Hess ¢ Weinberger (1990), trabalhando na mesma linha de Britton, estudou atratores

globais, tendo modificado as condi¢des de contorno referentes a domfnios limitados;

Hayes (1991), apresentando uma situago nio-linear - referindo-se 4 equacdo de Fisher -

explorou técnicas analiticas em que a difusibilidade varia com a prépria populagio
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{ainda que através de uma tangente hiperbdlica). O ponto importante foi o de apresentar

uma dispersdo que aumentasse de modo grosseiramente logistico, com o aumento

populacional.

Os ja citados Cantrell e Cosner (em 1991) e ambos, em co-autoria com Hutson (1996),
avaliaram o uso desse tipo de EDP para incorporar meios com forte heterogeneidade,

mantendo, ainda, as n#o-linearidades na Din&mica ou apresentando efeitos como os de

Allee; e

Lewis, White que, com Murray (1997) usaram a EDP, cuja relevancia vem sendo aqui
apresentada, na modelagem de reacdes comportamentais de matilhas de lobos a presenca

da marcagio de territério por elementos da espécie estranhos a comunidade, enquanto

Sanchez-Gardufio € Maini (1997) estudavam, com técnicas analiticas em dominios
ilimitados, uma formulacdo ndo-linear para processos de dispersdo, usando, a0 mesmo

tempo, como modelo da Dinamica, uma expressio com limiares, do tipo de Allee.

Em 2000 foi publicado um trabalho de Feitham e Chaplain, no qual uma solucio
analitica para um problema de dispers@io-migracio (com quemotaxia) € comparada com
resultados numeéricos sugerindo este caminho no esfor¢o de melhorar os modelos,
perdendo caracteristicas que fornegam solucfes analiticas, mas confiando nas andlises

numéricas para que se possa construir um bom senso na avaliacfo critica dos modelos.

Esta lista ndo pretende ser conclusiva nem descritiva, mas apenas e tdo somente ilustrar
como as Equacgdes Diferenciais Parciais de Difusfio-Reacdo com componentes
Convectivos ou Advectivos - vém sendo utilizadas, em muitos casos, no estudo de
diversos fendmenos de dispersfio, migragfio e ocupagio de territério. O que nio se vé,
em geral, € a possibilidade de explorar as caracteristicas modeladas em regides limitadas
espacialmente, permitindo a presenga de esquemas numéricos para simulacdes
computacionais. Esse trabalho difere do que se apresenta neste capitulo em pontos de
fundamental importancia: o modelo de Feltham e Chaplain € de curta duracgfo, isto é,
nao se considera ai a dinfmica populacional. Por outro lado, € espacialmente
unidimensional, e se refere a uma situagao em que nematddios s3o soltos em um longe

cilindro com uma forte presenca de biéxido de carbono em um dos extremos agindo
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como atrator, atrator este que sofre um decaimento ao longo do tempo — e que se difunde

pelo dominio cilindrico.

No texto que se segue, a abordagem utilizada é aquela em que se usa uma Equacdo a
Derivadas Parciais para modelar a Dispersdo Populacional, indo além daqueles que o
fizeram para meios espacialmente homogéneos, fazendo com que a difusibilidade varie
no espago e, possivelmente, no tempo. Isto € relativamente simples do ponto de vista
conceitual e numérico, embora dificuldades maiores aparecam na busca de resultados
analiticos. O mesmo devera ser feito para o termo de decaimento, isto &, serd aceita a
variagdo, espacial ¢ temporal de caracteristicas hostis do meio, além da mortalidade
natural, caracteristica de espécie da populagfio estudada. Um exemplo ilustrativo poderia
ser o de considerar esse termo como se fosse um poluente presente no meio e cujo efeito
variasse de ponto a ponto e de instante a instante, agindo de modo téxico sobre a
populagdo {(cf. Bernardes, 1998). Se o estudo abrange um periodo de tempo tal que se
considere também a Dindmica Populacional da espécie, o termo dito de perturbacdo
passaria a ser fun¢fio das varidveis independentes consideradas e também dos niveis
populacionais, isto €, da varidvel dependente. Em trabalhos anteriores do grupo de
Biomatematica do IMECC, embora considerando a difusibilidade como constante (0 que
corresponde a um meio espacial homogéneo), Diniz (1994) estudou este tipo de equacio
para modelar uma brusca mudanca de habitat, e, como o perfodo de tempo considerado
era relativamente curto, fez uso de um termo de Dinimica Populacional Malthusiana;
Sossae (1995), porém, considerou uma Dinimica Logistica, tendo trabalhado as
dificuldades inerentes 4 presenca do termo nio-linear, com relacio i obtencfo de
aproximacgdes numéricas usando Elementos Finitos de ordem superior. Além destes,
Lacaz (1999) trabalhou casos em que a difusibilidade era dependente da densidade,
recorrendo, devido semelhantemente ao pequeno perfodo de tempo considerado, a uma

Dindmica Populacional Malthusiana.

Aqui, porém, deveremos passar para algo logistico, verhulstiano, enquanto se considera
um meio heterogéneo, com uma dispersdo variando no espago e no tempo; poderiamos
iniciar com um Modelo de Goel e outros, com um pardmetro Y como expoente na parte

nio-linear, embora a inten¢@o de imediato seja iniciar os ensaios com o valor unitirio
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para Y. Ou sgja, algo com uma formulag2o coerente com 0s modelos até agui citados.

Teremos, entéo,

%? —div(a.Vp) +div(V.p) + o.p = pf(p),

com um termo p.f(p) de dindmica populacional que apresente aquelas caracteristicas
gue vierem a ser consideradas como essenciais, ou desejadas. Assim, e adotando por

generalidade 0 Modelo de Ayala e outros nesse termo da dinimica populacional, temos:

Y
%?— div(o(x,y; t).Vp) + div(V.p) + 6(x,y; t).p =Ap.ll1 - [i%} I (1.1)

consideraremos div(V) = 0, e, inicialmente, com y = 1.

Isto nos leva, executando algumas das operacdes, a:

¥
%%— Va(x,y;t)eVp-ctAp+ Ve Vp+o(x,y;).p=Ap.[1- (3%) 1. (1.2)

Nesta equacio figuram pariimetros considerados pelo modelo como indicativos de

aspectos do fendmeno, a saber:

e o x, y; t), a dispersdo populacional, no ja citado sentido de Skellam e Kareiva,

variando tanto no espago quanto no tempo;

e V(x,y; 1), um campo de forgas devido a fatores externos como, por exemplo,
ventos predominantes na regido, ou armadilhas de feromonio, ou ainda como
exemplo, caracteristicas migratérias da espécie;

e o(x, y; t), um pardmetro descritivo da hostilidade do meio, j4 que aspectos de

mortalidade da dindmica populacional da espécie figuram no termo do lado

ki
direito, em p.f(p) ou seja ern A.p.[1— (—1%) ] onde

e v figura como um fator de ajuste para que a expressdo escolhida para representar
a dindmica populacional possa representar melhor o comportamento da espécie.
No caso de v = 1, por exemplo, temos a dindmica de Verhulst. Restou,

finalmente,
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¢ K, a capacidade de suporte do meio.

Mesmo com y = 1, a no linearidade se faz presente do lado direito, e a dependéncia

espacial da dispersio e da hostilidade do meio (Lacaz, 1999) estio explicitadas.

Podemos considerar condigdes inicial e de contorno dadas por:
p(x,y;0) = po(x,y) (1.3)
e, para d2=T, UI,, comT, el disjuntos,e t€(0,t], escolhemos, em primeira

aproximagio, as condi¢des de contorno mistas dadas por

p(x, y; t)!r = () bem como —(x(x,y;t).iag =0. (14
) a’n -
1
Esias duas relagbes definidas respectivamente sobre trechos da fronteira da regiao em
estudo, indicam uma parte dessa fronteira onde n3o ha elementos da espécie: I'g, e a
outra parte, I';, em que pode haver individuos, mas que nfio a atravessam, como se

houvesse uma barreira natural, por exemplo.

-

E importante notar que as condi¢des de contorno acima poderiam ser reunidas e

generalizadas colocando-se:

ko (X, 7:0).p(%, 7305, + Ky (X, y30) 00X,y t),—a~8 = g(X,y;t), (1.5)
NMizg

para (x,y)edQ e te (0, T],
atribuindo convenientes valores para kg e k;.

Nesta parte deste capitulo, porém, serdo usadas as condigdes de contorno (1.4) na forma

indicada acima.

Passemos em seguida a formulaggo fraca, ou variacional do problema, num espago com
menores restrigdes de diferenciabilidade, onde se buscam solugdes e de onde se retiram
condi¢es e pardmetros. Deixaremos, entéo, de considerar o espaco de fungdes com
todas as derivadas parciais necessarias 4 formulagio cldssica, junto com a regularidade

que tais definicbes exigem, bem como aquelas outras exigéncias impostas sobre a
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solugdo e os parAmetros para que se possam obter resultados que garantam existéncia e

unicidade. O problema que estudamos aqui seré reselvido em outro quadro, a saber:
encontrar p(x,y: t) € H, onde, para

L((0,T1, H'(Q)) = { v(x,y.t) : Vte (0,T], v{x.y, ) € H(®) },

H = {veL%(0.T], H(Q)) tal que Vte (O,T},%‘Ef-e L*(Q), ¥, =0}, (1.6)

p(x,y,0) = po(x,¥), (x,y)€ Q.

Para enunciar, de fato, a formulac@o variacional, iremos recorrer as seguintes notagdes,
sublinhando que, por simplicidade, os sub-indices que puderem ser omitidos sem perda

de clareza, eventualmente o serdo:

(Viwlq = J- I v(X, y).w(x, y)du considerando-se esta integral ¢ as seguintes no sentido de
Q

Lebesgue e, obviamente, para Q C R%

(vlwogo = H{vl(x,y).wl(x,y)-l— Vo (X, y).w, (x,y)ldp, e, ainda,
£

<vlw>or= Iv(x, y).w(x, y)dy, onde I" € um subconjunto da fronteira do dominio €.
F

Finalmente, define-se o espaco de fungdes teste: V = { ve H(Q), v l"oi =0}

O problema (1.2) apresentado acima, pode ser formulado variacionalmente, entdo, para

se obter:
dp . = (p)]
-———|v —(dxv(an)lv)OQ+(V3Vp)iv)eg-ﬁ-(ﬁ,pév)eg*—~ Ap l—;m—] |v Vv e V, oy,
o' Joo ' : * \KJ | o

também,

V) ~(oap|v)y o + (Ve o] V)o.sz +lop|v)yq =

N
i

{%(%HI vlm, wvev.
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Fazendo uso do Teorema de Green no segundo membro do lado esquerdo, passamos a

ter:

0 d =
[a_f’ VJO‘Q + (Oth ” VV)O,Q - aé-—i—| V>0 + (V OVp| V)O’Q

+op| Vg ={;~..p{1_{§_m VL, we V.

O membro relativo & integral ao longo da fronteira do domfnio Q pode ser decomposto

1.7

nas duas partes que a formam, I'y e I';, para se obter, ao longo da primeira parte, um
resultado nulo, visto que v € V, e, ao longo da segunda, também um resultado nulo,

porque vale a condigfo de contorno repetida em (1.6). O problema (1.7) torna-se, entio:

Encontrar p=p(x, y; t) € H tal que:

(%?I } +@9p | Wg #7490 v g +lop| V)
;{x.p{lﬁ[iljy}lv] , YVEV,

Em vez de se trabalhar com a formulaggio cldssica, optou-se aqui pela variacional, em

(1.8)

que as derivadas no sentido das distribuicSes permitem relaxar exigéncias de
regularidade, delineando um primeiro nivel de aproximacéo. No entanto, a obtencio de
solugGes analiticas segue um caminho contrario, ou seja, essas nfio se "aproximam". O
recurso € o de recorrer as solucbes numéricas, neste escopo definidas pelo método de

Galerkin, no qual se opta por:

* trabalhar com uma seqiiéncia de subespagos de dimensdes finitas que irfio se
aproximar cada vez mais de H pelo refinamento da malha, subespacos estes

gerados por bases convenientemente escolhidas;

» escolher tais espacos de modo apropriado com vistas aos procedimentos
numéricos de Elementos Finitos (no espaco) e de tipo Crank-Nicolson (no

tempo);
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e incorporar recursos mais sofisticados aos algoritmos obtidos 4 medida que, em
funcdo da melhoria de resultados, sejam exigidos refinamentos na busca de
aproximacoes "razodveis".

Niao iremos, aqui, reproduzir a teoria de Elementos Finitos ou a fundamentac¢io tedrica
do Método de Crank-Nicolson, remetendo o leitor a obras classicas e claras na
apresentaciio desse tipo de método, como Kardestuncer e Norrie (ed., 1987), Carey e
Oden (vol. 1 - 6, 1983, 1984), Ciarlet (1987), ou Strang e Fix (1973), por exemplo.
Considerando, entfo, este método, passamos ao problema discretizado, substituindo o
espaco acima definido como V por um subespago de dimensfio finita N, indicado aqui
por Vy, sendo este sub-indice relacionado com as dimensdes méximas escolhidas na

discretizacdo do dominio espacial. A base de V, ¢ formada pelas funcdes

adequadamente escolhidas, @1, @2, @3, ...ON.

Neste subespaco, o problema dado acima em (1.8) transforma-se em:

Para cada te (0, T], encontrar pn= pu(X, v: t) tal quezz

d -
[‘%’“3 @a] +avp, [V}, + (Ve V0, | 0, + (00| @),
0.2
1 (1.9)
=| Ap, 1—(«%‘-—} | o, | , Vo, cbasedeV,.

0.0
Como, para cada te (0, T], os procedimentos de aproximacfo exigem pn(X, y; t) € Vi,

introduz-se a separacio de varidveis indicada por
Py = 2, ¢,(0.0;(x,y)
j

As funcdes-teste escolhidas serdo, entdo, as do Método de Elementos Finitos, usando
elementos ditos de primeira ordem sobre tridngulos que compdem a malha T, com que se

discretiza o dominio £2. Dada a geometria deste dominio, a malha escolhida € regular o

2 = £ - s @ 3 . . P
A notacgdo cldssica adotada até aqui, a saber “( . |. Joq " serd estendida, sempre que necessério, de modo

a incluir onde ndo houver risco de confusio, tanto “( . |. )oo ”. como < .|. >¢r. Além do mais em partes

posteriores estes pesados subindices serdo simplesmente omitidos em beneficio da leveza da notacio.
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que simplifica diversos dos detalhes técnicos naturais deste tipo de aproximacfo. Nesta

perspectiva, o problema apresentado em (1.9) se torna:

Encontrar ¢;(t), co(t)...., en(t) tais que:

de.(t )
Z ccit( )‘(@j 19 )00 +ZC}-(t).(OLV(pj“qui Yog + ch(t).(VaV(p}. 10, Do +
3} i |

+ ch(t).(G-CPj ‘{Pi )0‘52 =
i

e e, )

= 2 ;01| X
i

< [, para V @, € base de V,.Ou, ainda :

de. () _
Z Cét '((pj I(*pi )e,sz z'zcj(t)-(aV(Pj”V(pi )0.9 - ch(t),(Vqu}j I(Pi )0,9 —
i j ;
e, )

i ch(t).(c.(p}. [0 oo + l-zcj(t). 1-
j i

X 0,0, )

2.9

Vo ebasede V,.

Conforme indicado anteriormente, ao trabalharmos com ¥ = 1, teremos:

de.(t ~
Z Ccit( )'((p;‘ [0 Do =-ch(t).{((quajﬂV(pi Joa T(VeVO, @ )y, +

j
2. (0.0, (1.10)

+(0.0,[9;)eq - (11— —5“———K—m-m 1o;10) .} Vo ebasedeV,.

Esta expressio nos remete a um sistema de Equacdes Diferenciais Ordinérias, dado por

A.%(t—: =-B(C)C  ,paraC = C(t) = (;(t))jor...x (1.11)

onde as matrizes A e B, com B dependendo do valor de C, sdo dadas por
A=(ai} )]_ L COMay *—-((pj |, )GQ e B= (bij )i i1..x ©0M by dado pelo termo entre

chaves na férmula acima.
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A solugdo de um sistema nfo-linear de Equacdes Diferenciais Ordindrias (1.11) pode ser
abordada de muitos modos. Aqui, vamos optar pelo Método de tipo Implicito de Crank-

Nicolson, em que as aproximacdes na variavel temporal séo da ordem de A%,

Deste modo, e sem nos atermos em demasia aos relevantes detalhes da discretizacio
temporal, citamos apenas as substituicdes genéricas do método implicito e

incondicionalmente estavel escothido:

de. (t +295) cy( ¢
/ Lare) = €4t com erro da ordem de (At)* e
v (1.12)

)+C (t,)
c,(t, + / )= Lo com erro da mesma ordem.

-

Denominando c; ™ a aproximacdio de c=c(xj, Vi, to), pode-se usar (1.12) e voltar a
expressio (1.10) para obter:

(a+]} (2) (ﬁ'rl) (n)

¢ —c. +¢; -
PR L L P Z i {(a"Pvg,

i

+(VP 0 V0, [0, )gq +(6° f%j 10,)ag - (1.13)
¢, V(1) +ey (0
Z > Oy

-A(p 1= = <

le), .}, Vo ebasedeV,.
Apds os necessarios calculos algébricos, além de, para simplificar a notagfo, omitir os

indices superiores relativos ao passo intermediario no tempo (t, + A%) , 0 que se obtém

é:
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. AL ( ch (t)(n«kl) +c, (t)(u) I ) }—
2K (pj' - 5 Q119 08
n At AAt LAt At~ @+
ZZCJ( )'{{1‘ "*_}Pj |9 Jog "(“““—V(leivci)i o ”"“(V( » * Vo, 10, Yoo —
j 2 2 2 2
_AAt ( ch(t){“*‘) +c, ()™ o lloy 3
e Q- k > O [19:),,
v, € basede V, . (1.14)

A notagdo empregada ajuda significativamente a tornar esta formulacio mais clara,
ocultando muitas das dificuldades envolvidas do ponto de vista dos necessirios
procedimentos computacionais. Conforme j4 foi afirmado, este sistema nfo-linear pode

ser expresso de modo direto e, entdo, teremos:

M(C(n+i) C(D)).C“}H) — N(C{“”},C(“)).C(“)

(1.15)
(U)); = (p(}(xj’yj))j‘

com C dado por (c,
Os ensaios numéricos realizados com esta aproximagao indicam a influéncia da variacdo
de valores da difusibilidade, ou, em uma linguagem mais "préxima" ao estudo de
populagSes, as mudangas da dispersio da populacio estudada em termos da regiao

ocupada.

Com um intuito de conhecer qualitativamente o comportamento do modelo, foi
escothido um dominio retangular Q dentro do qual se localizou outro retangulo, menor:
£2;, para poder simular dois tipos de ambientes fisicos - $; e Q,, caracterizados no
modelo por diferentes pardmetros de disperséio populacional: o; e ¢p. Além disso, o
c6digo numérico (cf nos anexos, o programa intitulado naolin,m) permite, também,
diferenciar os parimetros indicativos de hostilidade do meio, 01 € oz (embora, por
clareza, os exemplos abaixo nfio o facam). Os ensaios, além de testar o algoritmo
proposto, visavam criar uma intui¢ao relativa a diferentes valores para os parametros
e o de difusibilidade, justificando iniciar os testes com um dominio tdo idealizado. As
figuras contém, na linha superior, as curvas de nivel da superficie e o gréafico 3-d com a

concentragido populacional para cada ponto do dominio em um determinado tempo final,
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e, na linha inferior, gréficos da evolugio temporal da concentracio populacional para

pontos genéricos dos dominios: o maior, £,, & esquerda e o menor, £, a direita.

No primeiro conjunto de graficos, temos uma dispersdo maior na parte mais ampla,
chamada de £ e um pardmetro de menor valor, metade, alids — indicando impedimento
maior na mobilidade da espécie no rethngulo menor, £2;, mantendo iguais os outros
fatores. Pode-se observar como a populagio, partindo de uma situagio inicial dada por
um agrupamento de populacdo na fronteira dos dominios tem uma tendéncia a
rapidamente procurar ocupar o dominio maior, embora tendo certa dificuldade de ocupar
o dominio menor. Com isto, temos uma maior concentragdo na parte central como se a
populacdo estivesse sendo desestimulada a movimentar-se no dominio de menor
dispersdo. Este modo de interpretar as figuras se confirma com os graficos na parte
inferior da Figura 1, em que aparecem, do lado esquerdo, para um ponto genérico do
dominio maior (¢ de maior dispersdo) um crescimento relativamente rapido, apds um
periodo inicial sem populagdo: a populacdo “demorou” um pouco para ocupar o dominio
mailor, mas nessa regido pode se “espalhar” mais depressa - o que favoreceu o

crescimento populacional.
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Figura 1: o1 > ap

Uma simulagdo analoga pode ser vista a seguir, na figura 1I’. Neste caso, temos,
diferentemente do caso imediatamente anterior, o;=10" > a=107. Além disto, a
condigio inicial também foi mudada, simulando, porém, um idéntico processo: o
aparecimento de um grupo na fronteira do dominio. As diferencas deste caso em relagio
a0s que seguem abaixo s#o ainda mais evidentes, € 1$to tanto nos ¢asos em que © tempo
final ¢ o mesmo, mas com um numero maior de subdivisSes do tempo, isto &, com um

maior numero de passos no tempo, COMO nos casos em que os tempos finais s#o

distintos.
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Diferentemente deste, o outro resultado é obtido com O Caso inverso, com uma
simulagio em que a dispersdo em €, é menor do que em £ oy € agora metade de oy,
Nesta nova situagio, ¢ partindo de igual condigdo inicial, observa-se que, devido a uma
maior facilidade de dispersio no dominio menor a superficiec ¢ um pouco mais
“achatada”, isto €, a populagdo mais rapidamente “ocupou” essa regido. Além disso,
observando os dois graficos bidimensionais de baixo, podemos ver os contrastes desta
ségunda situagio com aquela primeira: no dominio maior a populacdo demora muito
mais para comegar a crescer, enquanto que, no menor, a populagio, com maior
dispersdo, rapidamente ocupa €. Cabe, ainda, um comentéario sobre a incongruéncia no
iicio do intervalo de tempo em que varia a fungdio que descreve a populacio em um
determinado ponto do dominio: resulta da dificuldade inicial do método de Crank-

Nicolson.
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Como no caso das figuras 1 e I’, temos na figura 2’ uma nova simulagio, com ;=107 <
;=10 Nestas novas imagens temos, também, o mesmo instante final com um maior
nimero de passos no tempo, bem como uma diferente condigio inicial. Os efeitos da

diferenga, porém, ficam mais evidentes.
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Observando a oscilagio do grafico bidimensional inferior esquerda, temos uma idéia
tanto da oscilagio numérica proveniente do método de aproximagdo, quanto de sua baixa
influéncia, visto que esta se d4 na ordem de 100 vezes menos do que os valores
envolvidos na simula¢do. Esta oscilagiio ¢, também, aparente no primeiro grafico, o das
curvas de nivel — exatamente num ponto relativamente distante da condicdo inicial ndo-
nula. E uma oscilagio esperada e controlada. As figuras 27 ¢ 3” abaixo repetem estes
mesmos  graficos, acrescentando, porém, outros dois graficos da evolugio da
concentragdo populacional em pontos genéricos no dominio, com os quais 0 mesmo
procedimento se di - ¢, neles, nio se evidencia esta oscilagdo. Um Oltimo detathe a
observar, o da grande diferenca da distribuigdo populacional para as diferentes situacdes

de dispersdo - em 2°, oy <diz e, em 3°, oy > Qi
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Figura 27, como a 2, acrescida da descrigdo de outros dois pontos no tempo.
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Figura 37, como a 3’, acrescida da descrigdo de outros dois pontos no tempo.

Muitas criticas tém sido feitas a modelos de espécie tnica, sobretudo no estudo de uma
determinada populagio in natura, devido as muitas caracteristicas sistémicas presentes,
indicando uma linha de trabatho alternativa — e possivelmente mais eficiente - que inclua
outras espécies e modelando suas agBes interespecificas, além das intra-especificas aqui
consideradas. Embora estes comentarios merecam cuidadosa atengdo, tem sido possivel,
mesmo assim, contribuir em muitos casos com modelos de uma Gnica espécie, ainda que
inseridos em contextos a fortiori sistémicos, e o levantamento bibliogréfico evidencia a
relativa conveniéncia desta abordagem. Em outras palavras, hd ainda muito que fazer
neste sentido — inclusive porque o que se conseguir no caso de modelos em que, como
naqueles aqui apresentados, com fortes caracteristicas de ndo linearidade, pode ¢ deve
ser estendido a sistemas de mais espécies. E isto que serd apresentado no proximo

capitulo.
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Capitulo 2

Duas ou mais espécies em dispersido espacialmente
dependente, interagindo entre si, com dinamica populacional
de tipo logistico.

Assim como, no capitulo anterior, tornou-se necessario abandonar aqueles modelos para
0s quais td0 somente o tempo era a varidvel independente em favor daqueles para os
quais o espaco desempenhava relevante papel, aqui um passo anilogo é apresentado. E
bastante raro que aqueles modelos que descrevem as dindmicas populacionais em funcgdo
de espago e tempo para espécie Gnica se adaptem facilmente aquelas situagbes em que
consideragBes sistémicas e, portanto, multi-especificas, interferem fortemente. Nestes
casos, essa interacdo entre diferentes espécies passa a influenciar de modo significativo
Os respectivos comportamentos das espécies consideradas no sistema analisado. Mesmo
em casos do estudo de espécie tnica, muitos modelos necessitam incluir diferentes
comportamentos estruturados por idade, pela morfologia, pela etologia, ou fazendo
figurar separadamente, se nio diferentes espécies, pelo menos diferentes estadios de
determinada espécie. Tais agrupamentos apresentam diferentes comportamentos
reprodutivos, migratdrios, de forrageamento ou sofrem de modo diferenciado a
influéncia dos demais membros da espécie, de outras espécies e do meio. Nesta linha,
um trabalho interessante € o de Diniz e outros (1997). No caso do estudo do convivio de
mais de uma espécie, com modelos que levam em consideracio as variagOes espacial e
temporal temos, também, Sossae (1996), Meyer e Lacaz (1999), Meyer, Sossae, Rossi e
Loiselle (1998) em que, além dos modelos apresentados e analisados, métodos de
aproximagao s3o propostos e aspectos qualitativos do comportamento das aproximagoes

numéricas dos modelos sdo discutidos,

Apresentamos aqui, de inicio, um modelo genérico com duas espécies p=p(x, v; t) e

g=q(x, y; t} com dinamicas populacionais de tipo dependente da densidade e submetidas
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a uma hostilidade do meio. Iremos supor ainda que interajam entre si, como
competidoras por recursos. Incluiremos, portanto, no modelo:
e As hostilidades do meio para cada uma das espécies, dadas, respectivamente, por
c=0X,y;thev=v(X, y;: 1)
e As dinimicas proprias de cada espécie, af inclufda a ac@io da outra: p.f(p, q) €
q-g(p, 9%
e As capacidades suporte do meio para cada espécie, dadas, respectivamente por K
e L.
e As difusibilidades de cada uma das espécies, dadas, respectivamente, por ¢ =
ofx.y; e B=Bxy; v);
¢ Dois campos de velocidade que indicam, de modo primério, tendéncias

migratdrias ou quemotaxias, dadas por V e por W;

e Os pardmetros da dinimica populacional dita de Verhulst geralmente indicados

no termo nao-linear ao lado direito do sistema.

Abaixo, como exemplo, figura um sistema deste tipo, identificando, pela escolha de
sinais, uma competicdo interespecifica, além de impedimentos de tipo intra-especifico
de formulagfo verhulstiana:
Obter p(x,y;t) e q(x,y:t) conhecidas as populagdes iniciais dadas por po(X, ¥) €
qo(x, y) tais que, além de condi¢des de contorno apropriadas, se tenham:
d .
3?- ~div[ex, y;1).Vp— V.pl+ 6(x,y;t).p = A.pl—- —I%} -1.pq e

0 .
—-é% - dlv[ﬁ(x, y;1).Vg — W.q] + (X, y;t)q = pnq.f1- %} -5.p.q.

2.1)

Numa revisdo bibliogréfica, este é o sistema que tem figurado nos textos cientificos de
modo recorrente, com evidentes variagdes que visam, por um lado, restringir o estudo a
casos especificos, ou amplid-lo incluindo aspectos mais genéricos, por outro.
Respeitadas tais variagdes, entdo, este € o tipo de sistema que aparece nos trabalhos que

passamos a listar.
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Em 1974, Hadler, Heiden e Rothe apresentaram um trabalho sobre distribuigfo espacial
ndo-homogénea de duas populaces combinada com equacles classicas de Lotka-

Volterra, isto €, reunindo as agdes inter e intra-especificas com a distribuica@o espacial.

Em 1978, o mesmo Rothe com Mottoni repetiu esta idéia, com énfase agora em
resultados analiticos de existéncia e de unicidade, exigindo para 1ss0 pesadas condigbes
de regularidade. Na mesma linha de estudo, apareceu em 1983 o trabalho de Hirano e
Naito, em que num sistema como os mencionados anteriormente, figuram operadores de
Difusdo-Reaco dependentes do tempo, para os quais sdo apresentados resultados de

convergéncia para solugdes assintéticas.

Edelstein-Keshet, apresentando um trabalho no qual, em 1986, propds uma modelagem
para sistemas planta-herbivoro, mencionou um sistema de equagdes a derivadas parciais
do tipo daqueles que, genericamente, sdo aqui citados. A anilise do comportamento
qualitativo de solugbes ¢ a proposigdo de expressdes lineares e quadriticas para
dispersao e convecgio tornam este trabalho um dos fundamentais no estudo evolutivo da

interag@o entre diferentes espécies com dispersdo espaco-dependente.,

Em 1991, Wollkind, Collings e Barba apresentaram um trabalho em que se discutia a
introducdo de difusibilidade instdvel em um meio unidimensional dependente da
temperatura com duas espécies num contexto presa-predador (que eles denominaram de
“vitima-explorador”). Além de importantes consideracBes analiticas, o texto traz
referéneias & “cross-diffusiviry” em que a dispers3o de uma espécie varia com a presenca
da outra, considerando também uma conseqiiente variagdo na capacidade suporte do
meijo. Neste aspecto, este estudo adquire uma relevancia significativa no contexto dos

estudos aqui apresentados.

Timm e Okubo apresentaram em 1992 o trabalho intitulado Diffusion-driven Instability
in a predator-prey system with time-varying diffusivities. Nele, um sisterna cldssico de
tipo Lotka-Volterra ¢ linearizado e sujeito a condicSes de contorno de Dirichiet
homogéneas; a variagio temporal das difusividades respectivas € considerada “small”,
possivelmente devido &s exigéncias necessirias para se obterem resultados de

estabilidade,
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Um dos trabalhos fundamentais deste periodo € o de Ikeda € Mimura (1993), em que um
sistema geral de tipo Lotka-Volterra para trés espécies € apresentado em conjunto com
dispersdo populacional classica e ‘condi¢cdes de fronteira de tipo von Neumann
homogéneas. Nesse estudo, alguns ensaios numéricos sdo apresentados e discutidos e,
por meio de uma adimensionalizagdio, sfo obtidos resultados analiticos relativos a
estabilidade. Aqui, diferentemnente dos casos citados acima em que se consideram
situacOes estaciondrias que aproximam solu¢Oes assintéticas, a parte desprezada nos
ensaios numéricos € a da dispersio populacional em mais de uma dimens#o, preservada
aquela que se did em uma delas, usando como justificativa a correta aproximagio por

simetria do meio considerado.

Choudhury, em 1994, usou um modelo de tipo presa-predador com trés espécies,
levando em conta uma difus@o espacial uni-dimensional para duas delas. Seus bons
resultados analiticos serviram de base para um segundo trabalho, ainda em 1994 e no
mesmo periddico (SIAM J. Appl. Math), em que se adicionam ao modelo uni-
dimensional termos modelando retardamento. Os resultados séo analiticos no estudo de

bifurcagio e instabilidade.

Em 1995, Newson estudou um modelo uni-dimensional no sentido do espaco para a
distribuiciio de biomassa de raizes no tempo e no espago, fazendo usc da equacgio de
difusdo-reagdo com transporte e uma dindmica de crescimento malthusiana. Ainda em
1995, Ngwa e Maini partiram de um sistema cléssico de interagio combinado com a
equacdo de conservagio, origem de expressivo nimero de trabathos com formulacdes de
disperso e convecgdo. As condicdes na fronteira sdo de tipo von Neumann
homogéneas, e sucessivas simplificacdes permitem resultados de estabilidade para

comportamentos padrio.

Neste mesmo ano, apareceu o trabalho de Ruuth, em que, de modo pioneiro, surge a
discussdo dos métodos de discretizac@o temporal para a aproximacgio da solucdio de
sistemas de equacdes de reacdo-difusdo com interag@o interespecifica, e condigdes

iniciais e de contorno bastante precisas.

Merecem referéncia, ainda em 19935, os trabalhos de Buffoni, Griffa, Li ¢ Mottoni no

estudo de comunidades espacialmente distribuidas em um sistema de consumidor-
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recursos, ¢ de Rascle e Ziti analisando modelos de quemotaxia (embora o termo nio
conste do Aurélio, parece servir como razoével traduco para chemotaxis...). Finalmente,
como precursor de métodos numéricos no estudo de sistemas que modelam a acio
interespecifica e incluem aspectos de ndo-linearidade e dispersdo populacional, surgiu
em 1995 o trabalho de Wilder, Christie e Colbert. Os autores adaptam o uso de métodos
de sistemas de EDO de tipo Runge-Kutta-Fehlberg, comparando-os com os preditores-
corretores usados iterativamente. Algumas dessas estratégias sao semelhantes aquelas

que serdo usadas no presente trabalho, embora em outro quadro de aproximacdes.

Em 1996 foi publicado um estudo relevante de Raychaudhuri, Sinha e Chattopadhyay,
cujo titulo indica seu alcance: “Effect of time varying cross-diffusivity in a two-species
Lotka-Volterra competitive system”. Nele, os autores trataram de eliminar as nio-
linearidades no sentido de transformar o sistema de Equacdes a Derivadas Parciais num
sistema de Equacdes Ordinarias. Além dessa simplificagdo, uma tnica varidvel espacial

(radial) € utilizada. Com isto se obtem um resultado de estabilidade.

A partir de 1996 aparece uma série de trabalhos que indicam uma tendéncia a se unificar
a abordagem com o uso de sistemas em que, junto com as interagdes nas espécies e entre
diferentes espécies, podem figurar a dependéncia do espago e do tempo nas densidades
populacionais e nos pardmetros. Um dos primeiros exemplos € o de Gourley e Britton
(1996), com sistemas de 1 ou 2 espécies combinando equacdes cldssicas de dispersdo
populacional com sistemas de tipo Lotka-Volterra. As dinimicas populacionais deixam
de ser simplesmente maithusianas, e dindmicas de tipo Verhulst reforcam as nio-

linearidades presentes.

Uma referéncia basica na discussio sobre a viabilidade do uso desse tipo de sistemas de
EquagGes Diferenciais Parciais nesta linha de estudo, apareceu ainda em 1996, no
trabalho de Cosner: “Variability, Vagueness and Comparison Methods for Ecological
Models”. Este trabalho leva em consideracio muitas das simplificagdes presentes em
trabalhos anteriores aqui mencionados, comparando a utilidade de modelagens via
Sistemas de Equagdes de Diferengas, de Equagdes Diferencias Ordindrias e Parciais. A
bibliografia apresentada no final desse texto (que vem sob o titulo “Literature”) é

importante referéncia em estudos desse tipo.
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Ainda em 1996, Gourley, Britton, Chaplain e Byme seguem uma tendéncia geral de
apresentar formulacdes genéricas para n espécies, combinando interagdes de tipo Lotka-
Volterra com dispersdo espacial variando periodicamente no tempo, simplificando-as a
seguir a fim de obter resultados analiticos que permitam uma visfo mais rica dos
processos. Estes autores trabalharam em uma tnica dimensdo espacial e com condi¢des

de fronteira de tipo von Neumann homogéneas.

Allegretto, Xie ¢ Yang, em 1997, seguiram estudando sistemas de Difusfo-Reacio
combinados com dindmicas populacionais e relagbes interespecificas conhecidas. O
problema proposto, reduzido a uma tnica dimenso espacial, tratava genericamente de
quemotaxia. Nesse mesmo ano, Gourley e Bartuccelli ainda em dimensdo (nica,
insistiram nos efeitos de um retardamento devido ao periodo de gestacdo — o que
pareceria indicar um tratamento em meso-escala, mas com outras componentes de
tratamento matemético, tfpicas de periodos mais longos no tempo. Um ponto importante
no trabalho € o de reunir referéncias prévias nesta drea de estudo. No mesmo ano
Cantrell e Ward, Jr. trabalhando com 3 espécies e, também, 3 varidveis espaciais além
do tempo, voltaram sua aten¢ao para a modelagem do caso clidssico de Lotka~Volterra

com dispersio espacial e parAmetros constantes no tempo € no espaco, do tipo

égw—OLAul—i-cl,ul—a u.(l- --——)+ul( O,u, +Pu 0, U, =

ot K,
= u,.F(u,u,,uy),

9, ~ 0, Au %Gu—au(lw———)-%u((‘f.u%nﬁ U, =0l,U, )=

at 272 AR K2 21 2 i*+2 23%3 (22)
= u,.F(u,,u,,u,) €

9y ~- 0, AU, +0‘u—au(1-—~——-)~+~u((xu -Qly,U,) =

at 373 3 K3 3 31+ 22

= u,.F(u,,u,,u,).

em que se estudam efeitos qualitativos sobre a estabilidade de solugbes simulando a
auséncia de cada uma das espécies sucessivamente. Ao comentario inevitavel de que
construir um modelo com trés espécies deveria, no minimo, implicar no estudo dessas
trés espécies devemos ponderar que, no entanto, o objetivo maior desse tipo de trabalho

vem sendo o de conhecer tanto modelos quanto seus comportamentos, numa tentativa de
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ganhar intui¢do sobre esses comportamentos relativos do modelo, preparando-o para
uma eventual aplicagdo. Cabe repetir um comentdrio sobre os parametros: como exibiu
Kareiva (1983), estes parAmetros podem ser obtidos pelo ajuste dos dados de campo ao
modelo, usando o quadro de suposi¢Oes matemdticas da estrutura do modelo como
ferramental de avaliacdo de comportamentos de espécies.

Em 1998, Herndndez também apresenta um modelo bastante genérico com variagdes
espacial e temporal e com a introducio de diversos tipos de ndo-linearidades diferentes
daquelas que figuram neste texto.

Por outro lado, dadas as condigdes em que o presente estudo se realiza, e o objetivo de
produzir modelos que possam efetivamente auxiliar na avaliacio de fendmenos
ambientais, torna-se¢ necessirio obter resultados de existéncia e unicidade de solugio
analitica, além de definir métodos de aproximac#o, obtendo garantias de convergéncia,
além de produzir codigos numéricos suficientemente robustos para efetivar simulaces e

testes, possibilitando uma cooperac@o efetiva no estudo de fendmenos de interagdo de
espécies em determinados meios.

Um primeiro passo, entdo, € o de definir para um modelo genérico um espago
conveniente H em que possa ser postulado o problema (obviamente junto com as

condig¢des inicial e de contorno):

Obter p(x,y,t} e q(x,y,;t) em H — para (x.y)6 QCR? e para t(0,T] - conhecidas as
populagBes iniciais dadas por p(x,y,0) = po(x,y) € g(x,y,0) = qo(x.y) tais que, além de
condi¢gdes de contorno apropriadas, se tenham:

ap .

—— chv[a(x, y;1).Vp —V.p]+ o(x,y;t)p=pf(X,y,t;p,q) €

ot (2.3)

d :
-£~ - dxv[B(x, y;t).Vq~ W.q]~i~ VX, y; 0.9 = q.g(X, ¥, 1:p.q)

Mencionar condigbes de contorno convenientes significa basicamente traduzir
determinados comportamentos para a linguagem clissica de equacdes a derivadas

parciais.
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Ainda que bastante semelhantes as formulagBes anteriormente citadas, cabe a

discriminacgéo dos parimetros:

o = (X, v, t) descreve a dispersdo populacional da espécie p,
B = B(x, y, t) descreve, por sua vez, a dispersdo da espécie g. com

o =0o(x, y, ) e b = v, y, t) correspondendo respectivamente as mortalidades

devidas 2 hostilidade do meio, enquanto

V e W indicam os campos vetoriais de possiveis processos advectivos (como

migracdo, por exemplo) e

f e g representam as respectivas dinAmicas populacionais na regido £2 estudada.

A necessidade de introduzir uma formulagdo variacional, destinada a problemas como

aquele que aqui se apresenta, implica em exigir integrabilidade no sentido de Lebesgue,

tanto das fungbes quanto de suas derivadas de primeira ordem. Assim, vamos de

imediato precisar que, paracadate (0,T], p(x,y, ). q(X, ¥, ) € HI(Q).

Os primeiros termos de derivadas temporais de p e de ¢ também irfio exigir

integrabilidade espacial e, portanto, deveremos ter:

p(X,y:1), q(x,y;t) € H, onde, para
LX(0,T], HNQ)) = { vix,y:t) €L : V1 (0.T], v(,,.t) € H'(Q) }, possamos definir

H como

2.4)

H = {vel¥(0T], H'Q) tal que vw(o,m%?e LHQ), v, =0}

A formulagfio variacional do sistema indicado acima seré dada por:

Encontrar p = p(X,y;t) e ¢ = q(X,y;t) tais que
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( ] divledx, y;1).Vp = Vp]| v)+ (o(x.y:t)p [ v) =
= (pfey.tp, Q)| V), e
(aq | v) (div[B(x, y;0).vq - W] v)+ (u(x, y;).q| v) = (2.5)
q-g(x,y,t;p,q) | v), satisfazendo
p(x, y,O)-po(x,y) e qx.yi0)=q,(x,y), (X,Y)€Q,
vve V=H'(Q).

Com o uso criterioso do Teorema de Green na expressao dada em (2.5), teremos:

(%tgl v)+ (o(x, y;0).9p | Vv)+ (V¥ | v))+ (o(x, y;)p | v)- fag.%_vdy =
a2

= (pf(X.y,t:p.q) | v), e 26
[-a—ilv +BOLy:0.Vg | V) +(W.Vq | v) + (u(x, yi)g | v) - fﬁig-vdw
ot o o

= (@806 v, 6p.9) v),
vve H', onde, além das condig¢des iniciais, consideramos div(V) e div(W) ambos nulos.
Esta condi¢io comresponde a considerar que os campos de velocidades dados,
respectivamente, por V e por W, sejam solenoidais. A esta formulagio variacional hi
que se acrescentar, ainda, o efeito das condi¢des de contorno, que no caso das condigdes
de Dinchlet e von Neumann serem homogéneas, por exemplo, implicariam no
desaparecimento da integral sobre a fronteira Q. Em outras palavras, se as condigdes de

contorne forem, dadas por expressdes do tipo

ka.p‘ro =5,(X,y:t) r, ou

d : :
- kl.amp— =s,(X,y; t)fr ou, ainda genericamente, por

Ml 2.7)

d
k, (x,y;t2px,y; t)!aQ +k, (x,y;0.04%,y; t).—a—% =s(X, y;t),
30

I, eIdisjuntos,I;, N1, = ¢, formama fronteira, I, UT, = 0Q,
deveremos ter, no lugar de integrais de linha como as que figuram acima, expressoes

respectivamente do tipo (¢f capitulo 1):
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- J s,.vdy do lado direito do sistema, com
o

+ '[s1 .p.vdy doladoesquerdo, visto que nesta figura a solug@o procurada p = p(x, y, t).
0

Analogamente, expressdes semelhantes aparecem com q = g{x,y,t) na segunda equacio
do sistema (2.6);
1<9.q|ro =1,(X,¥, t)|re ou
oq ) .
-k, B =1, (X, Y, t)¥r ou, ainda genericamente, por
on|p, = @7)

)
k,(x,y;t)g{x, y; t)]aQ +k, (x,y: O B(x,y; t).——q— =1(X,V:t),
My

I, e Ndisjuntos, T, N[, =9, e [, Ul =dQ,
levando as expressdes

- Iro .vdy do lado direito do sistema, com
I

+ Irl q.vdy dolado esquerdo, visto que nesta figura a solugdo procurada q = q(x, y, t).
L

Em termos da existéncia e da unicidade de solug@o para o problema (2.5) - (2.7") em
que pese a dificuldade, sobretudo na notag@io ao se trabalhar com as duas expressdes
funcionais vetoriais, podemos mencionar os trabalhos de Lions (1968), que descreve,

comenta e prova o seguinte resultado:

Sejam os espacos V e H, espacos de Hilbert separaveis, com V C H topologicamente, e,
V denso em H; considerando-se uma perturbacdio f € Li(—ee, T; H), f nula quase sempre

para t<0, as condig0es:

1. Paratodos os pares u, VeV, a funcgiio t—a(t; u, v) é mensurével,
2. M. vz | at;u, v) | , com M uma constante real independente det,ue v, e
3. Existe A real tal que a(t; v, v) + A. v ]2 a|vif’, 050, ve Vv,

garantem a existéncia e a unicidade de solucdo do problema dado por
encontrar u(t) &LZ(—m,T;V), com u = 0 g.s. para t<0, tal que

a(t, u(.,t), v) + {dw/dt, v) = (f, v) + (ug, v)0.



Neste caso, o operador a(t, u, v) representa o sistema dado em (2.3). A prova de que o
sistema mencionado satisfaz, de fato, as exigéncias do teorema de Lions, pode ser vista
em Lacaz (1999), por exemplo, onde se pode verificar como as condigdes do presente

modelo satisfazem as exigéncias do resultado citado.

No entanto, a prova da existéncia da solucdo u = (p(x. y; 1), q(x, y; t)) nfio garante
infelizmente a possibilidade de sua expressdo em alguma forma analftica, e, como
sempre, sera necessario definir pragmaticamente um método de aproximacio. O
pragmatismo mencionado refere-se a necessidade do método ser a um tempo exegiiivel
em sistemas computacionais disponiveis e também confidvel em termos de sua

aproximacio...

Deste ponto de vista, a escolha do método de aproximacao serd pelo Método de Galerkin
com vistas ao Método de Elementos Finitos de 1° ou 2% ordens no dominio espacial,
além de Crank-Nicolson ao longo do tempo. Para isso, como no capitulo anterior,
deveremos substituir o espago V das fungdes teste (¢f cap. 1) pelo subespago de
dimensdo finita Ny , denominado Vy, . Este subespaco é resultado de uma opgdo na
aproximagao desejada que se constitui, de fato, numa separagfio de varidveis, em que as
fungGes teste citadas surgem em combinagdes lineares finitas de elementos da base de
Vy. Além disto, a verificagio das equagles em sua formulagao variacional (2.6) “... para
todo veV” passard a ser exigida apenas para os Ny elementos @;(x,y) da base de Vi,

Teremos, entio:
Pr = 2. 0;(00,(xy) e q,=2.9,(09;(x,¥) (2.8)
i ]

e, em vez de (2.6), em que se propunha obter as funcdes py(x,y,t) e qu{X,y,b), iremos

calcular as 2n fungGes apenas da varidvel temporal t, dadas por pi(t) e gi(t),j = 1, ..., n:
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d I
pd(_t) (o;19,), +ij(t>(0c(x,y;t)-v% 199.), + 20,0V, [0,), +

t=j

+Zp ®ox,y:0).0, Itp) Z p;(H) focm-——cp dy =

=T e

P;(t)(q’ f(x,y.6 Zpk(s)(pk,Zq (o, )I@) , e

k]

i=]

=

n d i n
Z qcit(t) (cp}- | @; )zh +qu(t)(ﬁ(x,y;t).‘7cpj I V{pl) +Zq (t)(W Ve, [(Pz)

i=j

Qiq,-(t)(v(x,y;t).@j o), = > a,(0) jB————cp dy =

et

= Zq (t)(@J F{CR'AS Zpk(t)@k,zqs(t)@ e J i=1,...,n

=l 1,

V@, € basede V, ,com(p ; (1)) ;€ (q j {1))] 5 dados.
Em (2.9), hd uma somatdria de integrais cujo subindice é dado pela expressdo j’c”dQ:
isto deve evidenciar a soma para aqueles vértices cujos lados estdo sobre a fronteira do
dominio, excluindo tanto os vértices do interior de £ quanto os que estdo no bordo, mas
cujos lados ndo pertencem a dQ. Conforme as condigdes de contorno, 0s termos podem

reduzir-se a expressoes do tipo:

o, 00,
<o an [(px >1" (} amé-a"] ('Pi >{sup(mi )nsup(q}j)ml',},ﬂ

onde deve figurar (como no caso de ), a difusibilidade da espécie estudada no interior

do meio do qual 1 € o versor externo ortogonal 2 fronteira.

Este sistema de Equagdes Diferenciais Ordindrias com 2n equacdes e 2n incognitas
funcionais aparenta uma simplicidade em termos de resolucfo analitica, a nfo se reparar
nem nas carateristicas de ndo-linearidade nem nas dimensdes do sistema — para o qual a
obtencdo numérica de autovalores e autovetores associados se torna proibitivamente
complexa. Isto posto, como em parte anterior, iremos recorrer ao Método de Crank-
Nicolson. Ora € reconhecido que este método pode apresentar certas falhas provocando
pequenas oscilagdes nos primeiros passos ao longo do tempo (cf Isaacson e Keller,
1994), mas no tipo de problemas aqui apresentado, o que interessa é simular um

comportamento qualitativo a médio ou até a longo prazo em vez de obter resultados
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quantitativos em curtos perfodos no tempo. O que indica a conveniéneia do uso de

Crank-Nicolson de comprovada confiabilidade nesse tipo de situaco.

Faremos, portanto, uso das discretizacfes para a varidvel de tempo ja apresentadas em

capitulo anterior, obtendo:

de;(t, +4%) ¢, ot
/ (to) =0y (t,) com erro da ordem de (At)* e
_ ~ (2.10)

g+})+c (t )
c;(t, + / Y= com erro da mesma ordem.

Como anteriormente, denominando cj(”) a aproximagdo de ¢ = c(x;, ¥j; tn), pode-se usar

(2.10) em (2.9) para obter:

() _ _ (m) g (2D )

ZEJ;,,_..___&_EE_M((PJ' ’(pi )+ ZE_{M__E._pJ;m(G(X, y;t).chj ” V(Pi )+

i=j j=1

" .(H"‘l) + .{11) a '(ﬂ*"l} + (n)
+Z§L7L(V-V@j |0, )+ ZL"E“&—(G(X’Y;U-% lo,)-
=t =1

(n+1} (a)
Py TP 9% e

e o on
- iﬂi’ii;.ii[gpj £x, 9.8 Z~——(—i1—)——~m~m(pkz T rg,” )I@;}
e p=
gmq;“:q;” (o, l@i)+§---————-—-—--q’{nm ;_qu Bex.v:0.vg, | Ve, )+
+ i"“”‘*‘"qj(m;);qji (W.yvo, |, )+ iﬂgﬂﬁ(v(x, y:00,19,)-
j=1 il
) z; g, +qj IB (pide
et

{n+}) (n)

na. +qa. n
- Zgiwmfjm_,(@j.g(x,y,t;z P
P

j=1

(a+1)

e 2.11)
+pg o ¥ +a " (

swl

V¢, € basede V,,com (p,”); e (g,”), dados.

Isolando as ocorréncias explicitas das incégnitas p™™ = (p™M); e g™V =

(qj{““})}-m;, .. N (definidas para o passo de tempo t = t,,;) do lado esquerdo, deixando as
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ocorréncias explicitas de ambos os vetores p™ = (0™, ne g™ = (q™)j=1, ., v do lado
direito dos sinais de igualdade e, ainda, tomando-se o devido cuidado de efetuar as
integrais sobre a parte I'y da fronteira apenas quando estas, de fato, existirem, este

sisterna n#do-linear pode ser reescrito como se segue:

35, (o, lw;)+%t~(a(x,y;t).v@j I V@i)%-%(v-%}- lo;)+

B=j

S e o 1 20
+~j2-(0(x,y,t).(p3. ](pi) > JOL an Q. dy

At (z+h) " {n+1) {r)
. ?-(@]-f(xs%t;z#“‘m“{pgaz q )!(pl }:

s=1

=3'p,%{(o, lo, )——(a<x Y0V, || Vo, )-

=]

——%i(VV l(p])—m(ﬁ(x ;)0 | @, +~"IOL*—*<P‘W‘*“

{n+1} (n+1} (n}

+ +
pk 0 qu 2q5 {ps)!@i}}
sws]

+ -ﬁ-}lt-.({pj.f(x, ¥, t;Z Py
2 ket

]

iqjmn{((pj |(,C’i)+%;(B(x,y;t).chj I V(pi)%%t—(W.V(pé ]@i).,_

i=j

At At ¢, 00,
+—u(x, yit)o. | @, j~— |bD——0,dy~
2(( y)fsjl@) ZJBancpv

(n+1) g ., (%D

At o p @ +aq @
- (pj.g(x,y,t;zp“ P @k,zqs L o)l 1=
2 < 2 2

5=]

= iqf“’{(@j 10, )- 2 Bex, v:).5 0, || Vo, )- 2.12)
2

A A At r. 00,
—W;(W Vo, e )—~--5’5~(v(x,y;t).cf)j Iwi)+~§t~ IBmgn(e“—-cpidw
H
(n} (n+1) (n}
T g 3 E ;ps ws)lcpi]},

(n+1)

s

At %
* ‘,;—-(@j-g(xsy,t;zqk
&~ k=l

V@, € basede V, , com (p,;(0)), e (q,(0)), dados.
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Este sisterna se caracteriza pela nio linearidade, impondo desafios numéricos de maior
ou menor complexidade, basicamente em fungfio do aspecto que assumem as fungdes f
€ g ambas de X, y, t, p e g. Um dos possiveis exemplos a serem discretizados neste
quadro € o de Lotka-Volterra cléssico, com a competicdo interna a cada espécie
modelada pela funcio de Verhulst, exemplo este (com os pardmetros tradicionalmente
definidos} dado por:
P_g : P
div(o.Vp) +div(Vp)+op=Ap(l-—)-cpq ¢
ot K
3 (2.13)
a—‘g ~div(BVq) + div(W.q) +0p = ug.(1— %) —dpq

Obtem-se entdo, usando 6°=6-A € V’=V-l, 0 sistema ndo-linear;
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Zp;‘“” lo; o )+--—-~(a(x v;0.Vg, || Ve, )+ 2 SNACATIE

=j

At At @j‘
+= o' (X, 0.0, |9 )-— [a—Ledy+
2(( i, |0, an S04

(ﬂ*l) (n) n {n+l} {u}
Mt(@ (Z )i@}r———[w (Z—#—i—cp)lcp;}}:

*Zp;“) o, 1o, )—w(OL(x v;0ONVe, [ Vo, )-

=]

At Aty At ¢ 00,
~5 VYo l0)-Floty00; l0)e 3 fosLod-
AAL @ pp e ®)
21{{ (Z———Eﬁ———fp;)lcp,}—z——((p (Zﬂi——q—«p o, |
e

39" Mlo, 10)+ 5 Box 0¥, [ Vo, )+ S-(Wv0, 0.+

=3

At At (f-);
+— W' (x, y; )0, |Q, )~ — {P——0,dy +
2((XY)(P;|(P) anﬁaneﬁv

UA {n+1} q, {n} dA {n+) Py (n}
o (‘P (ka)l‘P}f—E—(@ (Z——*—E—“*(Pk)l(m]ﬁ

=3a,lo, Io, )"——(B(x Y00, | Vo, )- 2.14)

i=]

—%E(W‘V(p !cp)—%(v(x vinQ; e, +~!ST dy —

2L 2
V@, € basede V,,com (p, (0)); e (g;(0)), dados.

u {n+1) q (n) (ﬂﬂ} (n)
[m;(zu—w—@k)le ( (Z )!@]

Este sistema, dado por (2.14), corresponde a:
E( p(n)’ q(n), p(n-i-l}’ q(n+l) ) p{n+l) o F( p(n)7 q(n), p(l'l-'rl)7 q(n-f-l) )-p(n) e
G( P(n), q(n)’ p{n+§), q(m»l))' q(n+§) = H( p(n), q(n), p(n—t—])’ q(m—i))‘q(i})’ (215)
dados p{o) e q(o)
As expressbes de E, de F, de G e de H estdo dadas acima, em (2.14), e o algoritmo de

aproximacdo numérica serd andlogo ao do capitulo 1. Este procedimento numérico
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apbia-se na facilidade de utilizar esquemas numéricos modulares reaproveitando
trabalhos anteriores de aproximacgio por Elementos Finitos (como 0 que se usou 1o
capitulo anterior) e, além disso, visa contornar a ndo-linearidade com o uso de um

processo iterativo que consiste em:

Dados pw) e qm),
1. resolve-se o sistema E( p®, ¢, p®, . p? = F( p?, ¢@, p®, ¢ ).p7,

obtendo o vetor p'

1

resolve-se, em seguida o sistema
G(p™, ¢, o™, ¢™). ¢ = H(p®, ¢, 1, q© 1.9, obtendo q'”.

3. Resolve-e em seguida
B( p(O)’ q(D), P(*), q(*})A p{**) =F( p(G), q(ﬂ), p(*)’ q{*))‘p(ﬂ)’ obtendo p(**};

4. etambém o sistema
G p(O)’ q{(0), p("‘*)’ q(*) ). q(*"") =H( p(ﬁ)s q(ﬂ), p(”‘*)’ q("“) ).q(O}’ obtendo q(**)_

5. Procedendo analogamente, obtém-se p' ' bem como q"", e assim
sucessivamente até que se definam as aproximagdes dos vetores p(”, qm. Em
geral ndc ha ganhos ao se repetir muitas vezes estas iteragdes internas a cada
passo no tempo (¢f Peaceman e Rachford).

6. O procedimento todo, de 1. a 5. € repetido com p(“) e q(“) no fugar de p({)) e
qm), para s¢ obter, apds as iteracdes internas ao (n+1)-€simo passo na iteragdo
temporal, p™*, g™V

Para nfo tornar ainda mais pesada a leitura do texto, toda a parte algorftmica da
construgdo das matrizes, bem como das repetidas solugdes a cada passo no tempo ndo
serdo parte do presente texto. Referéncias para este tipo de procedimento sdo, por

exemplo, Sossae (1995) ou Meyer (1988) e os programas usados estdo listados no anexo

ao final (¢f duasdif.m).

Usando um conjunto de dados qualitativamente aceitdveis, embora desprovidos de base
real em termos de observacles de campo, ensaios numéricos evidenciaram
caracteristicas de comportamento tedrico bastante sugestivos, e indicam a validade do

tipo de modelagem aqui proposto.
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No primeiro conjunto de ensaios foi usado um dominio retangular com caracteristicas de
simetria. Desse modo foi possivel discretizar apenas um quarto do dominio total,
definindo a condicdo de contorno nos dois lados “internos” do dominio maior
(correspondendo aos lados superior e direito do retdngulo discretizado) como sendo de
von Neumann homogéneo. Nos outros dois lados {(correspondendo ao inferior ¢ ao
lateral direito tanto no retingulo maior quanto naquele que foi discretizado) a opgéo foi
por uma condigdo Dirichlet homogéna. Para a condigdo inicial, que corresponde as
distribuicdes iniciais de populagdo, foram imaginadas duas situagdes: a de populagtes
que, de inicio, ocupam regides bastante diferentes e separadas, e um outro caso em que,

j4 de inicio, temos a interagdo pela proximidade.

Na primeira situagdo, portanto, temos as populagdes iniciais dadas na figura 1, em que se
caracteriza a distincia entre elas, e apenas a dispers@o ird promover O encontro e,

conseqilentemente, 4 interagio competitiva.

Pop P oondicao niclal Pap G condicas inicial

Figura 1: condi¢des iniciais

Depois de 5000 passos no tempo, para um instante final de 2000 u.t., o que se obtém ¢
apresentado na figura 2, onde se v€ claramente que a populagio denominada de p(x,y;t)
que comegou proximo da margem lateral esquerda tem uma certa dificuldade inicial de

ocupar a regiio no modo classico desse tipo de situagdo de dispersdo, ficando com uma

62




maior densidade populacional ligeiramente abaixo do canto superior direito,
precisamente a regido ocupada pela outra populagio q(x,y;t) que, tendo comecado i
nessa regido, e tendo-a ocupado antes da outra espécie, resiste nessa fase inicial 2 um
convivio competitivo, impedindo ai a presenca da espécie p. Na linha de baixo, temos,
para apenas 2000 passos no tempo, o comportamento evolutivo da concentracic das
respectivas populagdes de p ¢ q em um determinado ponto do dominio, em que se pode

observar, apds uma variagio inicial, uma tendéncia assintdtica posterior.

pop P thnal 2000 pop @ 5000 passas
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24 0.22
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-0,1 . . 012 - 2
8 500 1600 1500 2000 ) 500 1000 1500 2000
Figura 2

No entanto, depois de 10000 passos no tempo, o que se v& (na figura 3) é o esperado
convivio das duas espécies na forma das solugGes classicas de modelos de dispersdo
uniespecificos, tendo desaparecido a separagio espacial de ambas as populagBes.
Destacamos, também, a queda nos niveis populacionais ao longo do tempo, devida as

disputas inter- e intraespecificas.
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pop P Himal4600: pop Q. 10000 passos

B.01B

.01 4

Figura 3

Ainda neste primeiro conjunto de ensaios, escolhemos um né do dominio discretizado
para que, fixado esse ponto no dominio espacial, se possa ilustrar um comportamento
evolutivo de ambas as espécies modeladas. O ponto escolhido se localiza
aproximadamente no centro do dominio para que possam ser acompanhadas as variagGes

temporais:
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e e i 5308 100 S0 30 e Lo S 2 1809 e R oo 5003 beos VS 4583 R

Comportamento de p18 no tempo Comportamento de ¢z no tempo

Figura 4

No segundo conjunto de ensaios, 8 modelagem dada em (2.13) foi alterada a fim de
acomparhar um modelo classico de predador-presa, também com uma dindmica

populacional de tipo logistico. O modelo adotado, entdo, € dado por:
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% —div{a.Vp) +div(Vp)+op=Ap(l- %) +cpq e

: (2.16)
5% — div(B.Vq) +div(W.q) + v.p = pg.(1 - %) ~dpg

Em (2.16) a unica diferenca de (2.13) ¢ o sinal que precede o Gltimo termo do lado
direito da segunda equagdio: -d.p.q, evidenciando o efeito negativo do predador, p(x,v;t),
no crescimento populacional da presa q(x,y;t). S3o os mesmos os significados dos
demais parmetros de dispersdo, migrag@o, hostilidade do meio e de dindmica
populacional. Nio parece ser necessario repetir as formulagSes variacional nem a
variacional discretizada, como também ¢ dispensavel repetir as expressdes e a seqiiéncia
algoritmica dadas em (2.14)-(2.15), onde a tnica diferenca, além dos valores usados, é
aquela aqui indicada relativa aos sinais dos nitimos termos de cada equagio. As
condigdes iniciais usadas nos ensaios seguintes estio dadas na figura 5. O objetivo deste
conjunto de ensaios € o de simular o convivio de duas espécies numa relagdo predador-
presa, com ambas as populagdes separadas por uma determinada extensdo de terreno —
em outras palavras, o encontro entre individuos ird ocorrer por forga da dispersio

populacional.

Pap P condicaa inicial Pop @ condican iniciat

Figura 5: populagdes iniciais, presas e predadores

Apds 10000 passos no tempo, o que se obteve estd ilustrado na figura 6 — no que

corresponde a um “quadro” que faz parte de um “filme”.
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Pop P T=4000 Pop Q: T«4800

Figura 6: presas e predadores no instante final £=5000 u.t. (apds 10" passos)

Embora as superficies de densidades populacionais apresentem, num determinado
instante, aspecto bastante semelhante aquele do modelo de competigio, a figura 7
destaca uma diferenca fundamental na dindmica do processo simulado que o “quadro”
da figura 6 ndo descreve: podem ser verificados os ciclos caracteristicos dos modelos
classicos dependentes da densidade para predador-presa de Lotka-Volterra, ciclos que
ocorrem ao mesmo tempo em que se di a dispersio populacional. Isto ¢ feito
descrevendo o comportamento ao longo do tempo das variagdes populacionais apenas no

5° nd da malha usada.

sl e 7, prodines Yamebe e’ prasre aml sedadons semedl

. I A S | [ L i H
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Figura 7: populagBes de presas e predadores nos nés 18 ¢ 33 da malha
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Com algum cuidado se pode notar na figura que, partindo de uma situagio em que néo
ha individuos das espécies em nenhum dos nds assinalados, algum tempo depois surgem
populacdes ora com predominio de presas, ora com predominio de predadores — e mais:
esse predominio € alterado no tempo. Em resumo, apesar do modelo ter incluido
caracteristicas de dispersdo, o modelo continua a “herdar” aspectos da modelagem

classica (embora os ciclos ndo sejam os mesmos, evidentemente).

Na passagem da introdug@o para o 1° capitulo, destacamos que, em modelos de dinAmica
populacional, o espagco pode, também, ter relevincia semelhante 3 do tempo. Ao
passarmos do 1° para o 2° capitulo foi mencionado que muitas vezes devem ser
consideradas outras relagGes além das interespecificas, podendo ser analisados diferentes
estddios de uma mesma espécie, bem como relacles entre espécies distintas que
convivem num mesmo dominio. No 3° capitulo sugerimos dois diferentes modelos para
a epizootia: subdivimos as capivaras em distintos compartimentos, com caracteristicas
acentuadamente diferentes e, em seguida, incluimos neste quadro, a populacio de
vetores, sua dindmica vital, sua dispersdo, subdividindo-os em dois compartimentos: o

dos portadores do protozodrio € 0 dos nao pertadores.
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Capitulo 3

Novos Desafios: Mal-das-cadeiras de Capivaras

Historicamente, modelos para estudo do comportamento de epidemias tém considerado
apenas a varidvel temporal, pressupondo uma densidade homogénea das populagdes
analisadas ou, equivalentemente, ser desnecessdrio analisar variacSes espaciais. Mesmo
nos relatos histéricos de se identificar fontes contaminadas de agua, por exemplo, a
localizagio de individuos doentes ~ e, portanto, a considera¢@io da variabilidade espacial
~ tinha mais a ver com medidas de interdigdo de pogos em termos de saiide publica do
que com o comportamento da doenca em termos de espago. Em alguns casos mais
recentes, também, as doengas ndo viajam segundo um modelo de dispersdo, mas fazem-
no de navio, avido e 6nibus (ou caminhdo), de modo que, também ai, parece ser
desnecessério ou até initil introduzir considera¢des espaciais continuas nos modelos.
Por outro lado, hd muitos casos em que tais consideragdes sio, de fato, essenciais ao
estudo evolutivo da morbidez na sociedade estudada e, entfio, sem consideracSes de
ordem espacial os resultados podem ser deficientes a ponto de ndo permitir uma
compreensdo abrangente do fendmeno estudado. O mesmo pode dar-se com epidemias
em espécies animais — muitas vezes com conseqiiéncias de diversos tipos para seres

humanos,

Neste terceiro capitulo, iremos introduzir um modelo de tipo Kermack-McKendrick
classico que inclui a variagdo espacial evolutiva da populagio estudada. Tais modelos
nao so novos no sentido genérico. De fato, Capasso e Maddalena, ji em 1981,
acoplaram, num sistema de segunda ordem, termos de dispersfio constante com partes
especificas para a descri¢io do espathamento de doengas de classes viral e bacteriana. O

modelo usado por estes dois autores foi:
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du, (x;1)
ot
du, (x;t)
ot

com (x,1)€ Qx(0,+=) e QCR"
paran =1,2 ou3,sendo dQ suave de modo suficiente.

=d Au,(x;t)—a,,.u,(X;0)+a,,.u,(X;t)

=d,Au, (X t) + glu, (X;1)) —a,, u,(X5t), (G.1)

Um ano mais tarde, em 1982, Webb publicou um trabalho em que um sistema como ¢ de

(3.1) na parte de dispersdo populacional apresenta as relagdes de modelos de tipo

SIR/SIRS. Para tirar conclusdes analiticas, porém, transforma-o em um sistema

espacialmente homogéneo.

Em 1989, Murray reuniu uma coletdnea de trabalhos a partir dos quais propds um

sistema semelhante a (3.1) com o qual analisou o espalhamento espacial de uma raiva

epidémica em raposas. Nesse modelo, aparece o termo de dispersao populacional ora na

parte da espécie de individuos infectados, ora nos removidos. Estes dois modelos so

dados, respectivamente, por:

e por

aS(x; 1) S
B SI+BS.(1-),
S =SS A=)
. 2
MG _ psI-al+at, (3.2)
ot _ ax*

com (x,t)€ Qx(0,4) e QC R’

aS(a:Z; D _as-bs-2ZDINS gp ¢
XD _ - @ZDNI gp s oL

x > (3.3)
REH __pp-@-DNR_ . IR

5 = PR —ol+ R to=—,

com (x,t}€ Qx(0,4+e=) e QR

Neste dltimo sistema em que se define a dispersdo populacional em apenas uma

dimens@o cartesiana (dire¢do esta que ndo € a direc3o radial!), além dos paridmetros

usuais, podemos considerar:
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N=S+I+R. 3.4)

E, como fez Murray (op. cit.), somando as trés equacdes de (3.3), obtém-se apds algum

esfor¢o algébrico:

_ 2
AN as—pN-EZDNT

R 3.5
" K (3.5)

Usando este conjunto de equagdes, Murray obteve, fazendo uso de solugbes
estacionarias, resultados analfticos a partir dos quais conseguiu tirar conclusdes sobre
uma frente de onda viajante epizodtica: uma onda de infeccdo que “viaja” pela

populagio previamente ndo-infectada.

Ja em 1998, Keeling e Grenfell recorreram a instrumental estocstico para analisar,
também, o espalhamento espacial de doencas, e trabalharam evolutivamente com as

probabilidades de infecgio de populagiio suscetivel espacialmente distribuida.

Numa linha andloga, em 1998, Grasman parte de um modelo formulado
estocasticamente para chegar a uma equagio de difusio-reacio expressa conjuntamente
com termos de tipo SIR para duas populagdes com migragSes entre elas. Todos 0s
resultados desse trabalho sdo de ordem analitica, embora ele apresente tabelas com
valores de diversos pardmetros para poliomielite, sarampo e para uma epidermia de

tristeza citrus.

Neste terceiro capitulo, o objetivo € o de recorrer a instrumental numérico em sistemas
do tipo acima descritos a que iremos acrescentar determinadas hipéteses relacionadas a
um estudo de caso. Neste exemplo, iremos tentar descrever algumas das hipdteses
relacionadas & avaliacio do mal-das-cadeiras em populag¢bes de capivaras, uma epizootia
com espalhamento espacial ciclico em determinadas situages com tal tipo de roedor em
ambientes naturais. A idéia, entfio, seria a de colocar um modelo SIR ou SIM, porém
apenas com equacgdes para Suscetiveis e Infectados, jé que os removidos o sdo por morte
(0 que explica a sigla: SIM), simulando o comportamento evolutivo da epizootia citada.
Este modelo incluiria a dispersdo espacial das capivaras infectadas, o contagio das
suscetiveis, e uma dinamica populacional das suscetiveis, j4 que as infectadas
praticamente ndo se reproduzem como tal. Além disto, como a populacdo inicial de

capivaras suscetiveis é homogénea, nada ocorre em termos de difusibilidade numa fase
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inicial, mas a variacdo espacial e temporal surge quando, por contigio, parte da
populagdio de animais suscetiveis passa a infectados e estes, apés algum tempo, a mortos
(ou removidos). O primeiro modelo ndo ird incluir insetos transmissores do

Trypanopssoma equinum causador desse mal endémico.
Este primeiro modelo € dado, conseglientemente, por:

S=5(x,y;t), I=1(x,y;t) e M=M(x, y;t) tais que
S+1

%—f— ~ Ol AS + dEv(VS)+0S =AS(1—- —IE"—) -~ BSI,

3.6
%f—mocIAHcs;I:-z»BSI—yI e oo
%%/I.- =yl para(x,y)e QcR?e te (0, T].

Uma condi¢do inicial possivel € dada por S(x,y;0) = Sy, constante em todo o dominio,
por M(x,y;0) = 0 e por I(x,y;0) = Iy(x,y), onde se supde uma populagdo de animais
sadios, e suscetiveis, homogeneamente distribuida pelo dominio do estudo, ¢ uma
populagio de infectados concentrada em alguma sub-regiio do dominio £2. As condigdes
de contorno sio — numa modelagem exploratéria, inicial - de tipo Dirichlet e von
Neumann homogéneas, indicando partes de fronteira 02 em que hd um obsticulo 2

passagem de individuos da espécie estudada (I';) e onde nfio hé individuos (T'o):

98(x, y:t) =0 para te (0,T] e

an (x.yEn
S0, r, =0 parate (0,T], alémde .
A y3H) =0 para te (0,T) e

an (x.yeh

I(x,y; t)](wm =0 parate (0, T].
Os pardmetros que figuram em (3.6) indicam, como € usual:

e oy ¢ oy sdo, respectivamente, os pardmetros de dispersdo populacional de

Suscetiveis e de Infectados;

e ©O5 e o sdo, por sua vez, parametros indicativos da hostilidade do meio, para

Suscetiveis e Infectados, respectivamente;
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*

V' indica (se necessario) uma diregiio preferencial de movimento de individuos

suscetiveis, com div(V) = (;

» 1 fornece a taxa intrfnseca de reproducdo (considerada aqui para um modelo de

dindmica logistica) de elementos Suscetiveis da espécie;
¢ K ¢ acapacidade de suporte do meio;
* f3 dd ataxa de infecgio; e
® Y € ataxa de falecimento de individuos infectados.

Uma das razdes que motiva o uso experimental deste modelo consiste no fato se obter

um falso estado estaciondrio, dado por:

- O, +Y
S=—1
B (3.8)
i BEK.(A-064)-A(0, +7)
B.A+BK)

Este par de valores, ainda que permaneca (pelo menos teoricamente) estivel em termos
das respectivas populacdes de animais suscetiveis e infectados, ird corresponder a uma
variagdo linear no tempo para a populacio de individuos mortos, contrabalancando o

crescimento da populacdo pela reprodugio dos sadios. Evidentemente esta terna dada
por (5.1, M(t)} depende de serem também constantes todos os pardmetros envolvidos.

Do ponto de vista da populagio efetivamente afetada, isto pareceria apontar para um
equilibrio populacional possivel com a coexisténcia de animais sadios e infectados. As
condicbes de variabilidade, porém, tanto nas caracterfsticas das espécies, quanto em
fatores que fazem variar coeficientes de contégio e de infecgdo, bem como de remogio,

descartam essa convivéncia estdtica da doenca no meio de umna populagio.

Isto posto, iremos recorrer a métodos de aproximac3o para descrever solucdes do
sistema (3.6) acima, incorporando caracteristicas qualitativas com as quais se possa
analisar o mal-das-cadeiras que pretendemos avaliar em uma populagdo endémica.
Desse modo, iremos aproximar taxa de infec¢do — que descreve o contdgio — por uma
senoidal, que deve retratar (numa primeira aproximaggo) a varia¢do periddica sazonal da

populagdo do inseto transmissor. Serdo aqui consideradas apenas as mutucas ou
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“tdbanos” jA que o presente modelo nfo ird incluir os barbeiros ou “vinchucas” que,
embora transmissores, ndo se manifestam significativamente no meio estudado. Assim,
associando a acgdo do transmissor a sua denmsidade populacional, sua disponibilidade,

teremos de (3.6), substituindo a taxa de infec¢do constante P pela expressdo

B+8.sin(m.t/6):

S=8(x,y;t), I=1I{x,y;t) eM=M(x, y; 1) tais que

%f— ~ 0 AS +div(V.S) + 6,8 = AS(1— %?) - (B + 8‘sin(%t~)).s.l,

ol (3.9)

. o, Al+6,I= +[B + S.Sin(%)}S.I -1,

M I, para(x.y)e QCR%e te (0,T].

ot

com S(x, y, 0) = Sp = constante, M(x, y; 0} = 0 e I{x, y, 0) = Iy(x, y), além de satisfazer a
(3.7). A unidade temporal aqui usada é o més (o que justifica o termo oscilatério anual

T.U/6 em (3.9)).

Abrimos mfo, evidentemente da exibicio de uma expressdio simples para a solugdo
analitica, e dedicamo-nos, aqui, a busca € ao manejo exploratério de solugdes
aproximadas. O objetivo, muito mais do que defender que tais soluces retratariam
realidades possiveis, € o de criar uma cultura de modelos para que, 2 medida que novas
caracteristicas de cendérios reais e efetivos sejam incorporadas ao modelo, uma intui¢do
adquirida auxilie na consideracéo avaliativa das solucdes aproximadas, permitindo uma

critica efetiva do uso do modelo e de seuas resultados.

Nessas condigdes, passaremos a formulagfo variactonal do sistema acima descrito,

escolhendo antes espagos funcionais convenientes para esta linha de trabalho:

H={u:Vte (0,T],ue H'(Q) ,ﬁ‘ie L*(Q) e ul, =0}
ot 0 (3.10)
V={v:ve H(Q) e vgrg =0}.

O que se obtém €, entdo:
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S=8(x,y;t), I=I(x,y;t) e M =M(x, y; t) em H tais que

(%‘:51v)~as(As;v)+("v'.$slv)+os(3|v):
=7L(SIV)—%(SZIV) (B+58m(——)+ )(SI]»r)
(gélV)—a;(MlV)+6,(I|V)=+B(S-IlV)“Y(IIV),
(%M—IV)=Y(IEV), para Vve V.

Ora, para V t€ (0, T}, este sistema, com o uso do Teorema de Green ¢ a incorporacgéo das

condi¢Ses de contorno de Dirichlet e de Von Neumann homogéneas, leva a:
o) ——
(~é~t—[ V)+ g (VS| VV)+ (V.VS|v) +04(S|v) =

= A(S| V)““I}"E"(S2 [v)— [B+5sm(———)+ J(SI] v),
(3.11)
(-g% [ V)= o (VI|VV)+o,d[v) = +(E+ Ssin(%g)).(s.l [v)—v(]| V),

(%1:—/[-[ v)=y(I}v), paraVve V.

Ha, ainda, que se exigir das fungdes procuradas S, T e M que satisfagam as condi¢des
iniciais, S(x, y, 0) = Sy = constante, I(x, y, 0) = Iy(x, ¥), € M(x, y; 0) = 0. Deste modo,
temos a formulagdo fraca, ou variacional, do problema originalmente proposto,
formulagio apropriada para a discretizacio via Método de Galerkin, com Elementos
Finitos. Além disto iremos recorrer a Crank-Nicolson na discretizagdo da varidvel
temporal. Para isto, na pratica, € necessario promover uma separagdo de varidveis:
tratamentos diferenciados para a varidvel tempo e para as espaciais. O espaco de Hilbert

H serd aproximado por subespacos Vi, cujos elementos sio da forma

N
V=2 ¢ (0.9,(x,¥).

=

As fungdes @1, @2, @3 .. On geram um subespaco V, do espaco V de funcdes teste (ja

definido em capitulo anterior).

As solucdes de (3.11) S,1e M serdo aproximadas por expressdes do tipo:
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N
Sin = ij(t)(ﬁj (Xs )’)

=l

I = Zq,-(t).cpj (x.y) (3.12)

=

M, = ‘er (1).0,(x,y)

=l
0 que, em (3.11), leva ao sisterna ndo-linear de Equages Diferenciais Ordinarias:

pm

sZpJ(twiJ | Vo, )+Zp (OVVo,|0,)+

i

MSZPj(t)(@j lp,) =
i
A
=1 p; ()0, lcpi)mEZp}-(oZ P (D.(0, 9, | 9;) -
j j k

- (Bm”f' 6-Sin(‘1%£) + "%]Z P; (t)z q, (1(q, Q; |©;), (3.13)
i K
dq;(t)

J

= +(E+ S-Sin(ﬂ)}Zp j(t)Z q, ()-(0, 9, [@i)“YZq (e, | 9,),

Z

j

(0, {9,), paraVe, € basede V,.

O passo seguinte € o de se substituirem os termos de variagio temporal, usando o

método implicito de Crank-Nicolson:

de;(t, +8%) ¢ el
/ fars) = ¢;(t,) com erro da ordem de (At)” e
- (3.14)

MI)-%- c(t,)
C. (t + / )= com erro da mesma ordem.

Denominando pi™”, ™ e ;" as aproximacdes de p, de g e de rnos nés ( Xj, ¥ ta)s

pode-se usar (3.14) e voltar a (3.13) para obter uma nova aproximacio do sistema dado

»

at.
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_(n+i) oy B (n+1) '§'P ()

p P; P -
29, |g) +asy ~— (Vo || Vo) +
At - 2

{n+1) (m) - (n+1) {#)

P, = p,"" +p,
+Z—f~———2—-—’—-(V-V@,~ 10 +0, 3 —————(0,[9)=
I

; 2
(n+1) (m)
P; p
=1y —(0; |9,)-
; 2
5 pj{nﬂ) +pj(n) pk(n+1)+pk{n}
KZ ; ; S (09190
Lo, (n+1) {n} (n+]) ()
_ ' n+= A P. +p, g +q
—1 B+ dsin )+ — 1), : * (0.0, [9,),
B+ 8sin(—1)+% ); 5 ; > @919
.(a+I) o (n+1} +q (n)

Zg"i””“&_ij—“((pj l@,)+ %ZM(V@ Vo) +
t j 2

{a+l) (e}

q; q;
+GIZ“"£'“““§“'—J“‘((Pj [9)=
i

Tt

A (n+1} (ny {n+1} {n)
— . ni— + q +q_
=+ B+8sin(—2) (3B TP i L (0,9,]0,)-
6 |4 2 j 2
(n+1) (n)
q;"" +q, (3.15)
=) (0,9,
] 2
{n+1) (n} {(n+]) {n)
Lo q,"" +q,
e (/T ¥/ 33 YT ST Wi . S| S Y,
L @le) =0 0)

i

para VQ, € basede V,.

As condigdes iniciais também tém que ser discretizadas:
S = So(x;, 39) = S0, 1 = Io(x;, ) e M®=0,j=1,.,N. (3.16)

Nesta expressio, separando os termos em tp,; e em t,, obtém-se:
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(oD Vo, [ Vo) +

2P
i

At n+ n+
J
_)LAt {13-1-1}

5 (@;|9,)+

J
(ntD) (ﬂ)

kAt 2t +p
P, “Zpk (0.9, 10)+

TE.I (p+]) (n)

Z f"‘”zq“ 3 (0.9, |0,)=

+%~ B+ d.sin(

a oAt o
:ij( )((Pj ’{pi)"”’s"““zpj( )(V(Pj | Vo;) -

3

"””ZP;(H)(VV(P 9.0 -2~ ZPJ“’)(@JF‘PH
{ ) - p (n+1} + (n}
+—-2——ij [(p)— Z “Z : (@010
i
o q (n+2)+ o
- B+83m( ijm)z . (0,9, |9,),
qu(mz)((p l(P) qu(n+§)(v¢ ” V(P )+ qu(nﬂ)(@ I(p )__
nt
At _ ) n+; (n+2)+ {(n} e
-y B+ d.sin( c =) .;pk 2 Py qu( D-(‘Pkﬂ’j [@;)+
]

At n+
“I"Y—Z_qu'( D(@j | o) =

i

n a A 3
qu,”(cp lg)——— ’2 Z “(prjilvfp,)m——z—iz e o)+
i i
At o (n+1)
+-2— B+Ssm( Zq}(“’ (@9, |9,)~

YAt n
_'_é—ij'( )((P; [ @),
i

q (n+l) +q (n)

n+l a i

U EATRES ST S e A
i H

i

para Vo, € basede V,. 78
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Reagrupando convenientemente os termos de (3.17), visando facilitar uma expressio
que conduza de modo mais natural as manipulagﬁes algoritmicas, obtem-se;

GSAI_EE
5 1(9;

At (n+1} {n)

At — P +p
+22 (Ve @)+ 220 s Py k(] 0,) +
2 ( (pj[(pl) 2K§ 2 ((pk'(p_]‘(px)

Z (nﬂ){[l +
H

7.t
+%)+‘2}“ zqk(m) +qk(n)
6 K % 2

+§2-3. B +8sin (0,90,19,)} =

At AAL

=2p, " (1-==+ 2100, -

(o+1) (a)

AAL _p, + Dy _
K= 5 {0,910,

Tt 1 (n+]) {n}

—%—t. B+ 8sin(— 2 6“ )+ zg‘im—a—q————-(qokw;lcpi)},

At
—“é”‘-(v-vq—’j (@)~

Rt G At At oL AL
2q," [+ ==+ R0, )+ 2.V, [ o) -
1

.t (a+]) (n)

Atz o e +
ey B+ &.sin( 6”)%})" 2pk {0, 0,0} =

-2, 1990+
(3.17)
Lt 1 (a+]) (n)

At | = , o+ p +p
~+~—§-.ﬁ+5.sm( c ).}E & 5 — (0,9, | 9,)}

~z RIS

(el | )
q;  +4q;
2

; "o, ¢, = Zr‘ (0, |9, )+ YA (@, |9,

para Vo, € basede Vh.

Este sistema pode ser expresso de modo bastante resumido (visando a explicitagiio do

procedimento algoritmico de aproximacio) como:
Us(s(n)’ S(IH'])’ I(l‘l:l’ :{(Dd—])).s(n*[) - WS(S(E)’ S{B+§)’ I(n)! I(n+i))-s(!'i}!

U;(S(”), S(IH-I}, I(n}’ I(n+l}),I(n+1} - W;(S(m, S(na-i)’ I(n)7 I(n+1))‘:{{n)’ e
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UM™Y = Wiy M™ + w(I™, I, onde os operadores ndo lineares Us, Wg Uy, W) e as

matrizes Uy e Wy, além do vetor W(I(‘”l), I(n)), sdo dados, respectivamente por:

G At )LAt
5 ; ” Vo,)+
lAt ol 4y @
+m(VV<p3 Zp" T (0,0, 10)+
Tt 2 (n+1} (n)

At |z . Bty q +q
+—. B+ds Eyd— M 2K (0 0. ]0),
5| P 8sint—=)+ = > > (©,.9;10,)

k

kAt

o, | ¢,

2

(n+i}

KA{ Z P + pk{n)
2

0,) {0, 9, o) -

- é;‘-.("\?.v
2

Al - R'tn+i 2 ) o
Y B+ 8.sin( y 24— Zgﬁ—-—————g—‘i———

X |2 3 (0. 9,]0).

A A
UG ) = {11*~----~~2--~--+Yt @jlwi)+3~§i.(V@jllei)w

nt (n+l) (2}

Atl= o e
-S| B+ sin( 6~).Zpk P (0,0,]0,),
k

2

G At AL o At
W, (i, j) = [1___,,,5_,,15} (03100 ==2=(V0, | Vo) +
(3.18)
Tt (“H)

At = . a+ ’
~z—-—2-—. B+ &.sin( Zpk 5 +p,” {0, 0, 0,

Uy )) =Wy (,) =(0,]0,) e, ainda, o vetor w sendo dado por

{e+h) (1)
+ qj

w(i) = yAtZ 4 (9; | ¢,), para Vo, € base de V,.
j

A obtengo dos valores de ™V, 1) ¢ M®™D sers por meio do seguinte esquema

identificado como (3.19) e expresso tanto de modo didético quanto algoritmico:

A partir de S©, 1% ¢ M©®
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1. Obter S7 da equagho linear
US(S(O} S(O) I(O) I(OJ).S(*}:W_C;(S(G) S(O) I(G) I(‘O)).S(O).

b

Obter IV da equagio linear
UI(S(GJ S(*) I(O) I(O)).I(*)EWI(S{O} S(*) I(O) 1(0)}1(0); (3.19)
3. Obter M da equacfo linear
UM.M(*) = WM.M(O)“{*W (I(GJ, I(*));
4. Obter S da equacio linear
US(S(O) S(*) I(G) I{*}).S(**):WS(S(B) S(*) I(G) I(*})‘S(G).
5. Obter I da equagdo linear
UI(S(O} S(**) I(D) I(*)),I(**)2W§(S(G) S(**) I(O) I(*}).I(O}'
6. Obter M da equacdo linear
Un. MY = Wy M (19, 107
7. De modo anilogo, obter S, I e MUY,
8. Depois de um nimero relativamente pequeno de iteracdes deste tipo, fazer S''=
S(**---*) 1(1): I(**---*) e MW= M(**~--*).
9. Este procedimento triplo ¢ repetido para cada passo no tempo para se obter:
Ug(s(ﬂ) g g I(*"')).S(**'")ﬁWS(S(n) A (LY I(*---))ls(ﬂ)
Ui(s(ﬂ) S(**---) ™ I(*'”}).I(**'"}-"—"W[(Sm) g I(ﬂ) I(*"'}).I(n) e
Un M = Wy M (1, 177,

10. Fazer S®" V= §7 1002 170 o &+l ™),

Este algonitmo do modo como € aqui apresentado, repete em diversas dimensdes um
trabatho anterior, para uma Unica equacdo, de Peaceman e Rachford, onde além da
sugestdo para contornar iterativamente a ndo-linearidade do sistema, temos resultados de

convergéncia.

Nos anexos deste trabalho, segue uma das listagens do programa usado neste caso, sob a
denominagdo de tripop.m. Foi codificado no aplicativo Matlab visando, por um lado,
utilizar os recursos de matrizes esparsas, e, por outro, 0s de visualizagdo. Embora os
ensaios iniciais tenham demorado razoavelmente, execucles mais recentes tém se

revelado animadoramente rapidas.
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Nas ﬁgﬁras a_béixo, temos de inicio (fig. 1), as curvas de nivel dos trés compartimentos
apos 300 passos no tempo, mais a condigdo inicial da populagio de infectados. Neste
dominio idealizado, podemos ver a simulagic de uma situago possivel: uma “invasio”™

no dominic de animais suscetiveis por um pequeno grupo de capivaras infectadas
(presentes 1 no canto superior direito — e $6.). Nas i imagens, podemos ver, ressalvadas ag
diferencas de concentracio, a presenca complementar de infectados ¢ de suscetiveis,
com a presenca de morte © ‘seguindo” a populagio de animais doentes, Na fig. 2, o quarto
grifico ilustra a evolugio de um ponto no interior do dominio, e pode ser observada a
mortahdade devzda a doenca, mais uma recupera¢do populacional seguindo uma curva
que, a um tempo sugere a periodicidade senoidal acoplada a uma evolugio de tipo
logistico. Este comportamento na s1mu1ag:ao numerica do modelo é condizente com as
mformagoes locais, que dio conta de uma larga mortalidade seguida de uma recuperagio
populamonal. As figuras seguintes (3, 4, 3° e 4’) realgam de algum modo os
cemportamentos descritos nos primeiros graficos: por um lado o carter complementar
da presenca de diferentes compartimentos no dominio, enquanto que se pode observar a
caracteristica de oscilagdo senoidal somadaz i dindmica populacional logistica dos

mamiferos suscetiveis.

suscef. R

o _t_:‘md_iéao ifigial Gi’;fép"tadcs}

] e Figura 1

82



suscet. infect.

0.52 -

Figura 2

suscet. infect.

2 4 6 8 13 12

Candicae inicial (infectados)

Figura 3
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sugcel. infect.

(4]

o O

mottos um ponto de suscetheis no tempo

Figura 4

suscet. infect.

2 4 8 8 10 12

mortos Condizao inigial {infectados)

T e .

Figura 3’
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suscet. infect
x 10

Figura 4

Ao se introduzir o modelo apresentado no inicio deste 3° capitulo, foi feita a suposi¢io
de que o contagio variaria com as caracteristicas oscilatérias periddicas da populagio do
inseto transmissor e, no lugar do parimetro constante indicativo de um contagio
invariante, uma senoidal representou, entdo, o efeito da variacio da populacdo de insetos
transmissores em termos do contagio entre roedores suscetiveis e infectados. Uma outra
possibilidade, porém, de modelar o tomportamento social desta endemia poderia ser a
de incluir no sistema, além dos trés compartimentos de capivaras (suscetiveis, infectadas
€ mortas), dois compartimentos do inseto, o dos portadores e dos ndo-portadores, além
de sua dindmica populacional. Neste novo quadro, os roedores continuario a ser
identificados em termos compartimentais como os suscetiveis {(5(t)), os infectados (I(t))
¢ os mortos (M(t)), enquanto os insetos sdo divididos em portadores (P(t)) e nio-
portadores (N(t)). Incluindo as mutucas € sua dinimica populacional, nio & mais
necessario modelar, com a senoidal adotada anteriormente, a influéneia abidtica em
termos climaticos sobre a populagio, mas é necessario incluir aquelas caracteristicas de

dindmica populacional dos insetos transmissores que permitam incluir sua reproducdo e
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dependéncia logfstica da densidade. O modelo proposto, na linha daqueles citados no

levantamento bibliogréfico do infcio deste capitulo, €, entdo, dado por:

N

Aqui, além das passagens possiveis de um compartimento ao seguinte, destacam-se, com

linhas pontilhadas, as possibilidades de contdgio, isto €, de um roedor suscetive] em

contato com um inseto portador do protozodrio ou de um inseto ndo portador com uma

capivara infectada. Assim, o que se tem &:

—QS—’—(XSAS+div(§.S)+GS.S=K5-S.(E"§Wﬂ)“Bz-S-P7
ot K,
%%—QIA]L%“GI,EﬂBE.S.P“Y,L

oM

btV

ot !
%%?M_OLNANMW(WNMcN.NukN.(P-%N).(l—P+N

n

%1; — 0 AP + div(W.P) + 0 P=f,. N

para (x,y)& QcR?e te(0,T).

(3.20)
) - 83 NL

Apesar de se repetirem alguns dos coeficientes ja descritos no modelo anterior nos quais

havia apenas trés compartimentos, vale a pena defini-los formalmente:

ag:  dispers@o populacional (difusibilidade) das capivaras

op  dispersdo populacional das capivaras infectadas,

o dispersdo populacional dos insetos - que supomos
portadores e ndo portadores,

os: mortalidade de capivaras suscetiveis por fatores

hostilidade do meio,

86

ndo contaminadas,

S€r a mesma para

representativos de



op mortalidade de capivaras infectadas por fatores representativos da
hostilidade do meio - e nfo pela infec¢do em si, e

on: mortalidade de insetos por fatores representativos da hostilidade do
meio (este coeficiente € igual para insetos portadores e niio portadores
do protozoério).

Ag:  taxaintrinseca de crescimento de capivaras sadias, e

An: taxa intrinseca de crescimento dos insetos (considera-se que insetos
portadores ¢ insetos ndo-portadores tm ambos crias ndo-portadoras).

Bi: taxa de infecgio de capivaras sadias por contato (picada) de insetos
portadores,

B taxa de transformacgfio de insetos ndo portadores em portadores por
contato (picada) em capivaras infectadas.

y:  taxa de mortalidade de capivaras infectadas.

K;: capacidade de suporte do meio para as capivaras e

Ka:  capacidade de suporte do meio para insetos (portadores ou no). Ainda,

<

vetor direcdo e intensidade de uma possivel migragio de capivaras e

W:  vetor dire¢do e intensidade de uma possivel migracio de insetos.

As condi¢es de contorno que serfio aqui usadas sio de tipo homogéneo misto, com
partes da fronteira em que ndo hd capivaras nem mutucas, e partes da fronteira em que

ndo ha passagem de individuos dessas duas espécies:

IS(x,y:1) =0 e S(x,y;t)f =),

an - {x.yrly
(X, y;1) =0 e Iu w0, o =0,
aT} {x,yvxh
an
an

dP(x,y;1)
on

=0 e M(x,y;1) 0, (3.21)

(x.yET

(xyET,

=0 e N(Xsy; t)!(x.y)ere =0,

x.yel

=0 e P(x,y;1) =0,

(x,y).T,

(x.y¥kl
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Tanto o modelo quanto o algoritmo se prestamn, de modo muito simples a condicbes de
contorno bem mais complexas, do tipo da descrita abaixo, para a populacdo de

Suscetiveis, mas ilustrando todos os compartimentos:

as

~a-—+bS=g com a,b ¢ g definidos apropriadamente.

on

Em termos de condi¢des iniciais, adota-se uma distribuicdo homogénea de roedores
suscetiveis, um foco restrito de capivaras infectadas e, de inicio, nenhum animal morto
pela endemia. Analogamente, iremos considerar distribuicio homogénea apenas de

varejeiras, sem que haja, nesse instante inicial, portadores:
S(x,y.0) = Sp = constante, I(x,y,0) = Li(X,y), M(x,y,0) = 0, N(x,y,0) = Ny = constante
e P(x,y,0) = 0, em todo o dominio Q.

Como anteriormente, e fazendo uso das condigdes de contorno adotadas, iremos passar &
formulagdo variacional, para obter o problema do estudo da endemia das capivaras
conjuntamente com a dindmica populacional das varejeiras tanto portadoras quanto néo

portadoras do protozodrio Trypanosoma equinum. O que se obtém € o problema:

Achar § = S(x,y,t), I = I(x,y,1), M = M(x,y,t), N = N(x,y,t) e P = P(x,y,t), num espaco H
convenientemente definido, satisfazendo as condicdes indicadas acima. Como ji foi

mencionado em (3.10), necessitaremos também do espaco de fungoes teste, V. Assim,

H={u:Vte (0,T],uc H(Q) ,%ﬁt’me L*(Q) e v =0)

V={vive H(Q) ¢ v]ro =0}.
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(%?1 V) + 0 (VS| VW) + (V.S [V) + 0, (S| V) =

=hs(S| v)—%«smz |v)~B,(SP|v),

1) -0, (V[ 99) 0, L[ v) = 46,52 | )~y | v,

(%%&“l v)=y(I|v), 3.22)
(‘—9;-[ V) + 0y (YN V) + (WIN | v) + 0, (N|v) =

=hy(P+N| v)w—%ﬁ-((Pv{»N)z [v)=B,.(NI|wv),
2

(—?-;:—[ v)+ o (VP || Vv)+ (W%P [V)+o,(Piv)= B,.(NI|v),
paraVve V.

Adotando o mesmo método usado acima, iremos discretizar as funcBes que descrevem
cada um dos compartimentos populacionais, procedendo, também a uma separacdo de
varidveis:

S, = 2.p;(D.0,(x,y),
=

L, =2 a;(0.0,(x,y),
N

M, =D r(0.9,(x,y), (3.23)

=
N

N, = > ¢,(0.0,(x,y),

=

N
e B, = d(0).0,(x,y).
=1

Usando estas aproximagdes em (3.22), obtem-se o sistema nio-linear de Equacoes

Diferenciais Ordindrias dado por:
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z Pj( )(@ Icp1)+oc52pj(t)(vcpl | Vo, >+ij(t)(Vch, | @,)+
+(0s —Ag) L p; (1)@, !cpi)+~§5~2pj(t)2pl(t)-(<p,mj [ @)+
; 1 4 i

+ &S—zpj V4,00, 0) +B R (DI 000)0) =0
3

qJ( )(tp lcp>+cé;Zq OIN Vm)MGﬁY)ZqJ(t)(@ o)~

Z
“ﬁlng(t)gdl(ﬂ-((@l% I q}j) = 0,

dr,(t)

Zw———((p, @) - vK i(O@; [ 9)=0,

de (1)
b . (0, Imw@c OVe, [ Ve,) + Zc (t)(WW o)+
j

+(GN N)Z_Cj(t)((pj ](pi)“

A
K" %cjzllcg(t)-(%mj [ ¢,)+

+ Z&izc;(t)zd](t)-((pl'@j l (P;)*'&Zdj(t)zdx(t)-(@l@j lo,)+
Kz i 1 K2 i H

+ gzzcj(t)Z]:QE(t)((p§(ij(‘pi) =0, (3.24)

dd; (t)
Zm(@J |, H%Zd OV, | V@1)+Zd OWIe, | ¢)+

+ 0y 2d,(0(9; ] @) - BZZ_C g(t)gql(t)(tp}@jl(pi) =0
3 ]
A seguir, iremos substituir os termos de variagdo temporal, usando o método implicito

de Crank-Nicolson, isto €, procedendo as aproximagdes exaustivamente mencionadas, e

repetidas:

dx(t+/) X, () = X, (t,)
At

com erro da ordem de (At)” e

)+ x,(t,)
X,(t, + / )= %t com erro da mesma ordem.

Denominando p™, ¢®, ;®, ¢® e ;™ as aproximagGes temporais de p, g, 1, ¢ e d nos

nos ( X; , v, ta), pode-se obter:
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p‘(nﬂ} - p—(a) p.(nﬂ) p‘{n}
Z_“"J“"“X;'—L—((Pj | o)+ C‘sZ““i—‘z——i—(V@j | Vo) +
f j
p @ L@ _ p O L @
+ Z“LE“MJ'M(V-V(FU | @)+ (o _}LS)Z“L—E—J—(% | @)+
f j

?\. p_(u+l)+p'(n) (n+1)+ (n) (a+1)+ {n}
+ls 5 5 Py | > 4 ©0,10)

K, 2 1 2
{(&+1) {n} (n+1) (n)
+ d +d
~i'ﬁlzpl 5 ! ; : 5 : ((plcpg l(p;) =0
i
{n+}) (n} (B+1) (a)
q. ~-q; q: +q.
4 "‘]""‘_""““Jm(q)_; , @i)+alz".§mwm2_(\7(pj “ V(pi)"*'
i At i 2
q‘(!ﬂ-l) q_(n)
+(o, +y)z—4——~§m~4w—(<pj | @)~ (3.25)
i
(n+l) {m) {n+1) ()
P; +P; d +d
—chZ J 2 2= 2 —(0,9;|9,)=0
(a+l} (m} (n+) (m)
5 7h 9% ~9
By ¢, T [, T O N =0
; e @10, @ 5 019,

_(DH) - C.(ﬂ) ‘(u+i) +c _(ﬂ)
E—t—(@; | ¢} + 0 T ———-~—(Vo, | Vo,) +
i At j 2

’(a-t—l} {n) (n+1) (o)

c ¢, = C; %
,I,.Z_!___E__}_W(W.V(p} 19,)+ (o _A’N)Z_J——E_}_({pj [ @)+
J

i

A‘N J J H
4 +2
%: 2 ? 2 2

K,
Ao d_(nﬂ} +d_(n) d (n+1) +d n) d'(n+1) + d_(n)
_I‘{‘N"Z : 5 : l 5 l ((pl(pj!(pi)“'qu% . 5 : ((pj](p;)mo

+1
c,{’} )+C.€n) [C}(n+l)+c{n) d}(n+z)+d1(n)

}((91(95 {0,

¥

4o _g® (n+1) (0}
Z""J’""m”“!“"((pj ] (P,) + aNZ—J"—_—‘_J—(V(p; ” V@l) +
i At i 2
(r+l) (n}

d'(ﬂ'*'l} _‘}_d'(ﬂ) — ‘ .
+2 . > : (WVo, I(Pi)'*'(GN)Z"L”""z"“”J““((pj @) -
j j

¢ (n+1} {(n+1) {n})
]
~B,AtY
]

+Cl(n)qu +q,
1 2

(@0,/0,) =0
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Neste sistema, separando em cada equacio 0s termos em tp,; € em t, da correspondente

populacdo e reagrupando-os convenientemente para facilitar a implementacio do

algoritmo, como o fizemos em (3.16), obtem-se:

;Q”mnﬁkgﬂﬁ V) +

l ét aa(pJ [0)+ %é-t@(d;”“rdf‘”)(w@j!(pi)+
xAz e 4 0% )00 | 0)) =
;pfkﬂ—&QQ;ﬁﬁm@Ami*

’I %5%-*1@) PRs ) + 4 koo ) -
?;slit_l (p;nm +p ™ +q Y 4 m)(@] 0,00},
gq;“”a1+£gﬁgﬂéh<qlmgﬁ- (Yo, | Vo)) =
gqfwu—ifﬁgﬁéﬁxqimJ-w§w<V%ﬂme}+
ﬁfizuﬁ“”+pﬁhzaﬁ””+¢mx@wﬂmg, 526

S0, | 0) = zﬁ“@|¢> zmﬁ“ 9, )9, ] 9,).
j
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A )AL

n+ G,r—' 194 At
i
t 00, At 00,
e ww-ﬂwlmi)%-wzm(—mﬁltpl)
ax 2 9x
}\u At o+ n n+ n
e T d, )00, e, )0, o)+
?x At o+ s
e, cl”)(cp;@ji(p;)}:

. .
Zc; ){u—ﬁﬁ—?——“)—‘—&i}(@j o,

j
At {p At n+1 n
l 5 G i)—-@%wZ(qﬁ "+9," )0, |9 -

}\, At N+ n (p+1 n

K, Z(d( ”+d”)(<m@1!<p>—4K Z(] Yo" )00, |9} +

A AL o+ 2

== 204 - -4, X000l
J

d“’*”{[1+ 1(cpl<m+ (ch | Vo) +

‘_j‘l(Pi)'*‘Wz—"("‘—l! (P;)} =

oAt

ZdM{ 1 -—2—1(, | ¢, N ve)-
1

At 09,
m(“é"};“[‘?a) (“""'"[

At n4 7 n+ n
ﬁz z( e >);<qﬁ Y+, ") 000,

para V(pi € basede V,.
Novamente realizando os procedimentos realizados na resolucio do modelo anterior, o
sistema (3.26) pode ser expresso como:

Dados §©, I, M @ N@ ¢ PO, obtém-se os sucessivos valores de S, ™, M @ N®
P resolvendo o sistema ndo-linear abaixo fazendo uso da aproximacao linear ja
apresentada neste texto — que, por simplicidade, ndo vai aqui explicitada (¢f, nos
apéndices, 0 programa ‘pentap.m’):

Us (S{H}, S(D““)’ I(ﬂ}, I(HH), P(n‘*'i), P(H))‘S(EH'}} - WS(S(“), S(HH}’ I(ﬂ)’ I(n'?“f), P(H+5), P(ﬂ))_s(ﬂ),

g3



UI (S(n)7 S(n+l}= I{n)’ I(SH), P(BH}, P{n}).l(rﬁl} = W;(S(n), S{n-ﬂ)’ I(n), I{zwl), P(Mui)’ P(n)}.l(ﬂ) +
WI(S(U*'?) S(ﬂ) N(ﬂ‘i'])N{H))

UM™Y = Wy M® 4wy (1D 1™,

Un (I{nﬂ}’ I(n)’ N{IH—I), N(n}’ P(n+i)’ P{ﬁ}).N{ml} =Wy (I(BH}, I(n),), N(n+§), N(n), P(Ml}, P(ﬂ}).N(ﬂ)
+ WN(P(u+1) Pfﬁ))

Up P™V2 WiP® +wp(I™, 1, N®U Ny onde os operadores ndo lineares

Us,Ws, U, Wi, Uy, Wy, as matrizes Upn, Wi, Up,Wp € 0s vetores wi(S®H §® NO+D Ny,

wpI® VI e wpI® I® N®D N®Y, 50 dados, respectivamente, por:

(o5 —AgIAL
2

At \
V-~( ! O+ V--( ! Bl Z(df ”+dl“)(<plcpjl@i)+

1

}MA i+ h+ n
tZ(p‘ D 4p +q,"" +q ”)(cpicpjlqa)}
1

U@, )= {1+ 1o, fo) + Ve +

. ~-A
WS(;,J)={[1~—9—3—71)—A5]-(<9;f<Pi -

At 00; At n o
V;"“z“'(’éj'i@i)” l ﬁl Z(di( D'*'dz()k(p]{?j[q)i)"

}« At a4 n n+ n
zsﬁ____z(pl( D'*"I-’J{ ) 1q, ™ 4 H)((Plfp 10,)},
H 1

Vo) -

lcp)+ (th [ Ve,)},
ﬂgﬂﬂ].(@jm) ‘““
L Elé_t. {n+1) (n) {n+1) (n)
wi@) =2 @ +p 124 +d, )00, [0},
J 1

Uy (. =(;]9;).e (3.27)

U;(i,j):{u+5f-’—!—f*;’—ﬁ

WG,y ={[1- [ Ve,)},com

Wy, ) = (0, |@,),comw, (i) = wat Z(q;nﬂ) q,;" )@, o).
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i }
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. - A JAL

wy(x,J):{[i—M]ﬁpj!@a-—“

At 00, At 09, LA ot a
w(mf'ﬁl(@ﬁ>~wggi<m‘f’-|mi)m§—-——2(qf " )00 00 -

-

Ao At
2K,

A‘ A o+ a ot i
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{n i) ¥ (n)
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4K

U(tﬁ~{ﬂ+ K@J@) Ve +
At a(pj j

WA?(XI(PE){'Wz 5 (“é“”x“““l(Pl)}

Wi, ) = {11 - 22 (0, 1) - 22 (v 1 vg,) -

- -

At 00, At 00,
ey =W, == (1)),
W, 5 (ax | 9,) - W, 5 (ax (@)}, com

. ':At n+ ‘n o+ i
%mz%.Z@“W¢UZ@“) a,")(9,0,[0,).
i H

Este algoritmo foi programado no ambiente do Matlab, usando estruturas de matrizes
esparsas, ¢ foi possivel obter, para um dominio genérico, resultados que vém
sistematicamente de acordo com os fendmenos observados. Cabe mencionar o longo
tempo despendido (mais de 8 horas, num Pentium 4, com 1.5 GHz) em cada ensaio
numérico, dada a necessidade de serem resolvidos diversos sistemas lineares a cada um
dos passos no tempo, além, claro, das operaces matriciais e vetoriais. Isto correspondeu

a algo entre centenas ¢ milhares de resolugdes de sistemas lineares com matrizes da
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ordem de 60x60. O tempo para estas execugles devera cair rapidamente em fungo de
uma melhoria significativa de recursos computacionais.
A seguir, iremos apresentar, apenas visualmente, os resultados de alguns desses ensaios.

O algoritmo programado encontra-se nos anexos, sob a denominagio pentap.m

No caso abaixo (fig. 5), para um periodo relativamente curto de tempo (tempo final
escolhido como 75 u.t), podemos observar que a Unica populagio significativamente
presente no meio € de insetos portadores. Além do mais, as populagdes de infectados,
mortos ¢ de insetos ndo-portadores, se concentram em torno do ponto em que primeiro
apareceram os insetos portadores, enquanto que a populagdo de insetos suscetiveis segue

seu caminho verhulstiano:

"
9 suscettfinal = 75

ngo-port

[+

45 : .
& 200 400 00

Figura 5: uma simula¢3o-padrio, 600 passos no tempo, tempo final = 75 u.t.

Observamos que a populagio de insetos ndo-portadores estd crescendo no ponto
genérico do dominio que foi escolhido para se ter uma visdo evolutiva do processo,

apesar da presenca de insetos e¢ de animais infectados. Observamos também que ha,
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ainda, coincidéncia nas concentragdes de populagdes de mamiferos, mas nio na de

mnsetos.

A figura 6 destaca o grafico de ndo-portadores numa perspectiva de mais facil
visualizagdo. Pode-se observar que, na regido em que se concentra a maior quantidade
de insetos portadores, a concentracdo dos ndo-portadores j4 iniciou um processo de

queda populacional:

kY : ‘ = - TR M‘n
i e <
T S T
1

Figura 6: disiribuicio de insetos nao-portadores, 300 passos no
tempo para um tempo final de 75 u.t.

Com mais tempo, porém, essa aparente concordancia de comportamentos tanto de
capivaras suscetiveis e infectadas, quanto de insetos portadores e ndo-portadores deixa
de se manifestar, surgindo uma presenca por assim dizer complementar, aligs esperada!
SHo, evidentemente, mais passos no tempo (no caso da fig. 7, o tempo final foi

considerado como 750 unidades, ¢ foram usados 1500 passos no tempo):
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nag-port um ponto de nac-part. no tempo
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004 :
L FAG b
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-10
g

Figura 7: tempo final 750 u.t., 1500 passos no tempo.

Da figura 7 acima, podemos destacar duas superficies na figura 8: a de capivaras
suscetivels e aquela de insetos ndo portadores. O objetivo deste destaque é o de enfatizar
a mudanga de comportamento 4 medida que o tempo evolui. Ocorre uma presenca
complementar com relagdo, respectivamente, as populagdes de mamiferos infectados e
de insetos portadores. Ora esta situagiio é como a que se descreve in loco, quando os
guias e guardas florestais {(a denominag¢io permanece embora nio haja, formalmente,
florestas a serem guardadas...) relatam o desaparecimento de capivaras sds {que na
superficie S(x,y,t) se deslocam para as fronteiras mais distantes do dominio), e seu
ressurgimento passado o perfodo de algumas geragBes. Podemos observar também que,
apos o crescimento inicial da populagio de insetos ndo portadores, vem sua queda, tendo
a populagdo de insetos passado para o compartimento de portadores, em grande parte

devido ao crescimento da populacdo de roedores infectados.
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Eusct.

nAO-part.

Figura 8: Concentragdes populacionais de capivaras suscetiveis e de insetos nio-
portadores, apds 1500 passos no tempo.
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Capitulo 4

Conclusdes

Este trabalho pode se caracterizar por um certo caminho. Em primeiro lugar, ao estudar
equacOes diferenciais ordindrias na andlise de dindmicas populacionais, apresentou
motivos para que, em alguns casos, 0 tempo ndo seja a Unica varidvel — e, assim,
passamos no capitulo 1 a equacdes a derivadas parciais, em que se incluem as varidveis
espaciais. Em preparacio para a generalizacio das modelagens estudadas, foi
apresentado o tratamento numérico de um caso de dispersdo populacional, com
caracteristicas migratérias e com variabilidade do habitat. Este tratamento numeérico € o
do método dos elementos finitos nas varidveis espaciais € Crank-Nicolson na varidvel
temporal. Para que alguns resultados pudessem ser apresentados e discutidos, foi
necessario produzir um modo para, iterativamente, contornar a dificuldade numeérica que
o problema apresenta em fungio de sua forte ndo-linearidade (na dindmica
populacional).

Em seguida, no capitulo 2, foi incluida no modelo de dispersdo-migracio outra espécie,
com a qual a primeira espécie se relaciona e, novamente, o sistema de equagdes a
derivadas parciais recebe um tratamento numérico — via método dos elementos finitos
para as varidveis de espaco e Crank-Nicolson na variivel temporal. Também aqui foi
necessario tratar especialmente das ndo-linearidades, nio apenas as das respectivas
dinmicas populacionais, mas também (e especialmente) daquelas ndo-linearidades

provenientes das inter-relagGes entre as espécies.

Na bibliografia estudada nio h4 registro deste tratamento algoritmico, nem do tipo de

solugdo computacional adotada para a execug¢do do programa resultante.

A visualizagio dos resultados numéricos mereceu cuidados no sentido de criar um modo
de se poder identificar qualitativamente determinados comportamentos das espécies

estudadas.

Finalmente, no capitulo 3 o caminho pré-figurado nos dois anteriores se repete: de
inicio, estuda-se apenas a espécie das capivaras, e sua subdiviso em compartimentos

que representam estadios de diferentes comportamentos e caracteristicas: uma Unica
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espécie, sim, mas com a presenca do contdgio periédico simulando a variacdo periédica
do vetor da epizootia. Este modelo, bem como seu tratamento numérico, sdo inéditos.
Em seguida, e tendo ja os resultados do modelo sem o vetor, passou-se ao modelo de
duas espécies: capivara e tabanideo, com suas inter-relagGes, suas regras de contdgio,
suas dinimicas populacionais e mantendo a possibilidade de agregar todas as

peculiaridades anteriormente estudadas. Esta modelagem nfio existiu previamente na

literatura estudada.

No entanto, esta anterior inexisténcia na literatura, embora desejadvel como condicio
necessaria ao ineditismo do presente trabalho, nfo € o eixo principal que o motivou. Esta
motivagdo tem suas bases no Projeto Ibera, descrito anteriormente no texto, € a
necessidade de se poder criar instrumental matemaético, numérico e computacional gue
possa servir como ferramenta auxibiar na definicdo de estratégias de conservagdo de
regides de maneira a preservar, também, a populacdo local em sua coexisténcia com o

meio.

Finalmente, e ainda apresentando caracteristicas de ineditismo deste trabalho, no anexo
de suporte matemdtico, temos a demonstragcdo de resultados tedricos relevantes o que,
em conjunto com a programacdo em Pascal do Matlab, fecham a descricio da

contribuicio do presente trabalho.

O uso do instrumental que aqui foi descrito de modo sumario permite algumas

conclusdes iniciais com relagfio ao problema estudado:

1. As frases da populagdo local, dando conta de um “desaparecimento” total da
populaco em periodos, s&o muito proximas das situacdes retratadas pelo
modelo, em que apenas uma baixissima concentra¢iao populacional consegue

sobreviver & epizootia periddica e, mesmo assim, nos cantos mais afastados da

reserva,

2. Ha espaco para que especialistas considerem a manutencio de determinados
niveis populacionais das capivaras de maneira a ndo fornecer ao protozoario uma
populagdo muito grande de animais sos e suscetiveis. Como esta hipdtese de
colheita ou caga estd afastada pela legislagdo presentemente em vigor, um

ferramental matemadtico de modelagem e que permita sucessivas simulagdes
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computacionais torna-se instrumento fundamental para embasar esta discussio e

quaisquer propostas que possam surgir.

Finalmente, estes modelos podem servir para a discussdo que j4 esté aberta entre
conservacionistas e agricultores, entre ecologos e ecologistas sobre as fontes de
protozoarios, possivelmente vindo a criar condigbes de isentar as capivaras como
as principais culpadas desta dificuldade vivida por criadores, uma vez que a
epizootia, como foi registrado, ndo se restringe s capivaras, afetando cavalos,

gado, ovelhas nas grandes criagdes a oeste da reserva.
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A aproximacao da solucgao: justificativas tedricas

O principal objetivo deste trabalho € o de criar uma linguagem algoritmica que se preste
a ensaios NumEricos com ©Os quais se possam testar hipdteses e verificar o valor de
pardmetros relativos a fendmenos naturais e sistémicos. No entanto, ndo ha como negar
a origem do pesquisador que a esta tarefa se dedica, e essa origem € a da Matemaitica, e
mais, de Matemaética Aplicada. Assim, justifica-se largamente a preocupacio com
ferramentas que confiram a estes esforgos uma confiabilidade ndo apenas pragmaética, ou
empirica, mas também heuristica. Esta a motivacdo para que se possa justificar,
matematicamente, a crenga nos processos aqui descritos — e aplicados. A opcgao por
colocar estas consideragbes a parte niio se baseou em considerar a justificativa como
secundéria, mas em dar um destaque a um tempo que lhe realcasse a importancia sem

influir na fluidez de um texto que se pretende de leitura facil.

O problema que vimos tratando ¢ o de buscar a soluc@o para uma equacio diferencial

parcial ou um sistemna de equagdes a derivadas parciais que pode ser expresso como

%m?mLu—i—f(t,x,u) em  Qx(0,T),

Bu = g(t,x,u) em dQ x(0,T),

u{0,x) = u,(x) comxe Q C R*.

Nesta formulagdo, o operador L encerra aquilo de que se tem necessidade nos diversos
casos estudados, bem como o faz o operador {(t, x, u). Ainda, podemos considerar u
tanto como func#io escalar quanto como vetorial, também em fungiio daquilo que

venhamos a necessitar,

Para obtermos uma condigdo de existéncia para o problema que vimos tratando,

aplicaremos o seguinte resultado (¢f Pao, 1978 e Czischke, 1978 in Sperb, 1981}
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Seja o problema de valor inicial e de contorno:

g': =Lu+f(t,x,u) em  Qx(0,T)
Bu = g(1,x,u) em Q% (0, T)

com u(0,x) = uy(x).

onde L € um operador uniformemente eliptico, para te (0,T], dado por

Lu= Za"(x t) +Zb (x t)m

i jel

com B definido como

Bu= §E—-§~hu
v

1. onde v € um campo vetorial externo cuja direciio nunca coincide com a da

tangente a dQ2, e h(x)=0 em L, sendo, ainda, satisfeitas as seguintes condi¢des:

£ € um dominio limitado em R", n>2, limitado por uma superficie 0Q de
classe C** com ae (0,1}, de maneira que Q esteja localmente de um

lado de 9Q.
2. Os coeficientes de L e de B satisfazem as condigdes de suavidade dadas por
3. a'ee C*HQ), ble C(Q), vee CT*OQ) e he C*QEQ).

4. g satisfaz uma condicfo lipschitziana em relagdo ao argumento u para qualquer

(x,0e Q x(0,T),

5. e, para qualquer y#0, existe c(y) #0, dependente apenas de y, tal que vale a

seguinte estimativa:

e xanw) = £k Y < e (=] e, =, T g =,
parat;,t,€[0,T], x,,x,€D, u,u,&[-vy]

Existem uma sub-solugdo u e uma super-solugio U para o problema acima, tais

que g_:’;; em £2x(0,T].
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Nestas condi¢des, existe uma solucdo u para o problema com
usus<u em Qx(0,TL
Como coroldrio deste teorema apresentado temos:

Caso Q, L, e f, satisfacam as condicdes de suavidade do teorema e

Para (x,t) € Q x(0,T), temos que 0 < f(t,x,u) £h(u);

O$UQSMO € Ed%(y)=T*

Entéo o problema considerado, com a condic@o de contorno substituida pelas condicGes

de Dirichlet, tem uma solugfo positiva para todo te (0,T] ¢ T2 T-.

Dadas as condicbes que f € ug devem satisfazer, u = 0 é evidentemente uma solucio.

Como super-solugio u podemos escolher a solugdo z(t) do problema de Cauchy dado
aqui como: z= h(z), com z(0)=M,.
Verifica-se imediatamente que z(t) ¢ realmente uma super-solugdo que permanece

finita paratodo te (0,T+),onde T, = E ————, o que prova o corolario.

Vejamos agora a aplicagio desse teorema para o problema proposto, em que o operador

L € dado por: Lu = div[(o(x).grad(u)) -~ (V.u)], ou, também,
Lu =0(x).Au + grad(et).grad(u) — div(V).u — V.grad(u), ainda,

Lu =a(x).Au + grad(cr).grad(u) — V.grad(u), visto que, no caso aqui tratado, vale a
condicéio div(V) = 0.

Expandindo este operador L de modo adequado, obtem-se:

L(u) = a(x).A(u )+Za°‘(") L S VACLS

S oox, T ax
d*u Jot du
*Za(x)ﬁu oy +§[3X; (x)»vi]gi— ou

i.j=1

usando a notag@o que usamos no teorema acima,
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n 2
L(u) = > a’(x,1) Ju

+ Z b'(x, 1) gfm, onde temos
i=i

= axiaxj i= :
i i ;_ da
' =a(x)¥’, b'=—-V,.
ox,
. ~ - . }\. 2 7\. bt 01
Ainda, a fun¢io f(t.x,u) €, simplesmente f(u) = (A ~o)u —-iu ,para 0 <u< K

Por outro lado, o operador Bu = —gg + hu pode ser reescrito como Bu = Z Vv, _a_u_ +h.u.
v

o ox

i

Desta maneira se nota de imediato que as condigdes 1) e 2) do teorema de Pao-Czischke
sdo evidentemente satisfeitas. Verifiqguemos que a segunda parte da condigdio 3) também

é:

ff(w) —f(v)= ,(A, ~o)u —%uz - (A =~o)v —%vz

=)(A-cs)(u— v) -%(az -vi g

D —olju -]+ &[uz - v2! = —olju—v|+ —)&—lu —viju+ vk —ofju-v]+ lfu — vi(u] +|v).
K K K

Neste ponto, seja y>0, y qualquer, e sejamu e v quaisquer, pertencentes ao intervalo [-

y,y]. Teremos entic as desigualdades Ju| < y e V] < y, 0 que, levadas & sucessio de

desigualdades anterior, leva a

If(w) - f(V)<(h—of+ %(Zy))lu ~ v} Ou seja: [f(u)-f(v)|<C(y)u—v

i

onde C(y) = (PL - 0'1 +%(2y)), C(y)y=0.

-

Quanto & condi¢@o 4) temos que u=0 & sub-solugio do problema isto &, u=0 ¢

A+OC
A

solucdo de %—mLqu(u) e U= K ¢€ super-solucio do problema, isto é,

'&“:AXGK é solucio de %}-:»—Lqu(u). De fato, ueUsdo solugles de
%‘S#Lu:f(u) pois f(0) = f(K;GK) = Q.
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A+O

Assim, existe solugfio u para o problema original e 0 <u s K.

A verificacdo analitica da condi¢do 3) do teorema apresentado acima, tem um
significado geométrico claro, que transparece na figura abaixo, publicada em trabalho de
Galaktionov (1993) em que esse autor comenta o classico problema de Kolmogorov-
Petrovskii-Piskunov (KPP): o gréfico da funcéo fonte € uma pardbola cujo grifico se

situa abaixo da reta pela origem, r{u) cujo coeficiente angular € 9:

r{u)=(6).u

f (u)

>

O grafico representa interesse também na viséio do problema “KPP” num circulo em R?,
com condigbes homogéneas de Dirichlet. Cabe aqui destacar que h4, diversas
abordagens e visSes do Problema “KPP” para situagGes como aguelas aqui estudada em

alguns dos trabalhos assinalados nas referéncias.
Para o problema estaciondrio com f(u) mais geral, ou seja, aquele em que se tem

—Au=Au~-pnut, com Aeyu positivos e g> 1.

Berestycki (1981) demonstrou a existéncia e unicidade de solugio do problema de
Dirichlet para esta equagdo. Note-se que, no problema KPP, 4 = A/K e q = 2. Por outro
lado, os resultados de simetria de Gidas, Ni e Nirenberg (1981) ou de Lions (1981)

. . . 1
implicam na solucfo u da equacdo diferencial — Au =A(1- Eu) num circulo com centro

na origem, ser radial, isto é, esta solugfio € da forma: u(x,y) = v(r), r =+/x* +y7 .

Desse modo, a formulag@o do problema estaciondrio se reduziria a (com as convenientes

-

substituicBes): v (£) + 2V (1) = 2= v () -2v, re (OR), vi(0)=v(R)=0.
T oK o
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Muitos resultados referentes as solugGes radiais, além de outros mais gerais, da equacio

Au+1(u)=0, a correspondente estaciondria da equagio de reacio-difusio, podem ser

encontrados em Ni ez alii (198R%).

Uma outra visdo da procura de solugBes exatas para equacSes parabélicas é dada por
Galaktionov et alii (1995) que propdem a busca de tal solugio baseada numa técnica de

separacdo ndo linear de varidveis na forma

e+ ¢(t)f;(x), xeR".

Estes antores mostram, por exemplo, que a equacfio de %?—-Mu =f(u), onde M se

consitui num operador no linear em u e com derivadas de u até ordem 2, possui solugio
na forma proposta acima. E importante destacar que estes resultados se referem
principalmente a casos em que a homogeneidade de M em relagio a u é igual 2

homogeneidade de f em relagio a u. Nesses artigos foi construido um sub-espaco

invariante de solugdes na forma c(t) + » ¢, {t)f,(x), x&R".

Para o nosso operador e, conseqiientemente, para o nosso problema, tal procedimento se
revelaria bastanie complexo porque o grau de homogeneidade de M em relagdo au (que
€ igual a 1), nfio se iguala ao grau de homogeneidade do termo fonte, que possui um

termo quadratico em u.

Com relagdo a sistemas de equagles parabdlicas, um resultado bastante geral de
existéncia de solugdes foi provado por Amann (1978), tratando de sistemas de Equacdes

Diferenciais Parciais na forma:

E-)‘—lLi»A(t,:f&)u=f(t,1;{,u,‘Vu) em Qx(0,T]

ot
B(x)u=0 emdQx(0,T],

u0,x)=u,(x) em Q,

onde X = (X1,X2,-..,Xa), U = (U,lz,....Uy), VU = (Vuy, Vu,,..., Vuy) € uma matriz mxn,

com o operador A dado por
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A(t,xu = (AN, xX)u,, A*(t,x)u,,.., A" (t,x)u_ ),

d*v

. L, no av . C
Al(t,x)v= > a'w(t,x + > b, x)—+c'(t,x)v, i=1..m.
(t.%) }kzl j ( )axjaxk Z i )axj (t,%)

Para definirmos o operador B consideremos o seguinte:
parai=1,..,m sejam

a) os niimeros 8h' € {0,1}

b) as funcdes b' € C"*(0Q,R),b' =0

¢) os vetores f3' € C"(0Q,R") com diregBes apontando 2o exterior da superficie e nio-

tangentes a ela

d) Bix)v:=b'(x)v(x) + hi% (x), sendo b' (x) = 1 Yx € 92 caso Sh! = 0.

Isto posto, o operador B € definido por:
B(®)u = (B'(x)u;, B*X)uy,..., B"(X)uy) para u:dQx[0,T] - R™

A fung¢do vetorial f(e,0,Em) é o-Holder continua uniformemente em relacio 2 & e 1,
pertencente a subconjuntos limitados de R"xR™, e é tal que f(t, x,0,0) : [0, T]x & x R"xR™
—R™ ¢ localmente Lipschitz-continua, uniformemente em relacio a (x,t) € Q x[0,T], ¢
existe uma constante c>0 tal que lf(t, x,é,n)ls c.(£+]n 12) para todo (t, x,Emn) €
[0,TIxQ x R*xR™. O teorema de Amann (Op. cit.) afirma, entfo, que existe uma dnica

solugdo classica em C***( 8 x(0,T]).
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Anexos: os algoritmos

A seguir estdo relacionados os programas efetivamente utilizados na obtengiio de
resultados e figuras ilustrativas. Foram executados em Matlab, usando recursos desse

aplicativo sempre que conveniente ou possivel.

Naolin.m

clear all

% NAOLIN --> Naclin versZo corrigida junho

Regideo retangular

% variando ¢s valores relativos dos

% alfas e mantendo os demais parametros

% fixos (respeitado a restricac dada pelo
% nicleo de Peclet).
%
t
%
%

[+

O=clock;
parametros do problema

alfal=le-4;

alfal2=sle-5;

sigmal=0;

sigmaZ=(;

k=300;

lambda=0.05;

vi=g;

v2=0;

%

% parametros do dominio
%

cx=1.,0;

1yv=0.4;

%

% ©parametros da discretizacao espacial
%

nx=20;

ny=8;

dx=cx/nx;

dy=ly/ny;

L=NX*ny;

nEr=2* nx*ny;

%

% parametros da discretizacao temporal
%

tfinal=600;

npt=2400;
de2=tfinal/{2*npt);

% condicao inicial

% Canto da Area menor
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pl=zerosi{nn,1l);
pO(4*ny)=0.2;
pO{S*ny}=0.2;
pO{17*ny)=0.2;
pC(18*ny)=0.2;

%

% montagem das submatrizes de rigidex
% apenas as fixas

%

fid=[2 1 1; 1 2 1; 1 1 2}*dx*dy/24;
griije{dy/dx+dx/dy -8x/dy -dy/dx;
~dx/dy dx/dy 0; -dy/dx 0 dy/dx]/2;
mxij=[1 ¢ -1; 1 0 -1; 1 © -11*dy/6;
myis={-11 0; -1 1 0; -1 1 0]*dx/§;
%

% construcac dos vetcres alfa e sigma
%

for i=l:nn
alfa(i)=alfal;sigma{i)=sigmal;

end

% Os valores de alfa?2 e de sigma2 nos vetores alia e sigma

for i={3*nwx/4+1) :nx
for J=(ny/2+1}:ny
ind={i-1)*ny+7j;
alfa{ind)=alfa2;
sigma{ind)=sigma2;

end
end
%
% montagem das matrizes tridiagornais {cibicas) em forma
% de tres matrizes bidiagonais (cuadradas)
%

tri={1 1/3 1/3; 1/3 1/3 1/6; 1/3 1/6 1/31*{dx*qy/20);
tr2=[1/3 1/3 1/6; 1/3 1 1/3; 1/6 1/3 1731*{dx*&v/20);
txr3=[1/3 1/6 1/3; 1/6 1/3 1/3; 1/3 1/3 11*(dx*dv/20):
%
% matriz da malha
%
malha=zeros{ntr,3}:
asemzercos {nn,nnl;
bd=zeros({nn,nn) ;
it=0;
for isl:nx;

for j=l:ny:
fr=it+l;
malha(it,1}=(i-1)*ny+j-1;
malha{it,2}=(i-1) *ay+i;

If (((i-2)*ny+3i-1)>0) malha(it,3}=(i-2)*ny+j-1;

end;
itmit+l;

1if ({{i-2)*ny+3)>0) malha(it,1)={i~2) *ny+j;

end;

i {({({i-2)*ny+j-1)>0) malha{it,2)={(i-2)*ny+j-1;

end;

mailha{it,3)=(i-1)*ny+3;
end
end
for i=3i:{(nx-1)
it=2Fny*i+l;
malha{it,1)=0;
malha (it,3)=0;
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malha(it+1,2)=0;

end

%

% montagem das partes fixas das matrizes gerais
%

me=zeros (nn,nn) ;
md=zeros {nn,nn};
for itr=i:ntr

for il1=1:3
igl=malha({itr,il};
if(igl-=0)
for j1=1:3
Jgl=malha{itr,31);
if£{jgl~=0)

ie={-1)"{rem{itr,2)+1};
me{igl, jgl)=me{igl,3gl}+fij (i1,33)*(1+(sigma(igl)-
lambda)*dt2)+dt2*(grfij(il,jl)*alfa(igl)+(ie)*(vl*mxij{il,j13+v2*myij(il,jl)));
md(igl,jgll=md(igl,jgl}+£ij{il,31)*(1- (sigma(igl)l+lambda)*dt2) -
dt2*(grfij(il,jl}*alfa(igl)—(iE)*{Vl*mxij(il,jl)+v2*myij(il,jl)));

end
aend
end
end
end
%
% iteracac temporal
%
for i=l:npt
pst=pl;
for int=1:2;
ae=zeros(nn,nn) ;
bd=zeros{nn,nn};
%
% calcular a(pl,pst) e b{p0,pst)
%
for itr=l:ntr;
for il=1:3;
igl=malha{itr,il);
if{igl~=0)
for 41=1:3;
Jgl=malha({itr,41};
1f(3gl~=0);s51=0;882=0;883=0;
il=malha(itr,1);iZ=malha(itr,2};i3=malha{itr,3);
if{i1~=0} ssl={pst(il)+p0{1i1)}*cxri(il,jl);end
1E({12~=0) s82= (Pt (i2)+p0(1i2) ) *tr2{il,j1);end
1£(i3-=0) ss3=(psc{i3)+p0(i3))*tr3(il,q1l);end
s=(ssl+s82+5s3) *lambda*dr2/(2*k) ;
ae{igl,jgl)=ae{igl,-igl)+s;
bdi{igl,jgl)=bd(igl.igl)-s;
end
end
end
end
end
ae=ae+me;
bd=bd+md;
%
% resolver ae.x=bd*pd
%
pst=ae\ (bd*p0) ;
end
pl=pst;
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% ifl{rem(i,10)==0;}
% ind=0;

% for ix=1:nx;
% for jyv=1l:ny;
% ind=ind+1;
% ver (ix, jy)=p0{ind);
% end

% end

% surf{ver;

% pause

% end

wa{i)=pst{l}; % pontc 1 (extremo inferior esquerdo}
whb{il=psti{nn):% ponto nn (extremo superiocr direito)
we{i}l=pst{4*ny~-2); % ponto em frente a posicao inigial (4d*ny)
wd(i)=pst{17*ny-2);% ponto em frente a posicao inicial {(17*ny)
end

% pl50=p0;

%

% visualizacdoc de resultados

% esta a construcao da matriz para visualizao
%

ver=zeros {nx+1,ny+1);
ind=0;
for ix=l:nx;
for jy=1:ny;
ind=ind+1;
ver{ix+1l,jy+1}=p0{(ind);

end
end
% save 'newver’' ver -V4
$pause{3}
fcontour{ver),grid
Fsee

subplot(2,3,1),contour (ver}, tirle{ 'vx=vy=0, lambda=0.05,sigma=0"),grid
subplot{z,3,2),surf{ver),title{'tfinal=600,pt = 2400, alfal=le~4 <
alfa2=le-5');
subplot(2,3,3} ,plotiwa, 'g'),grid, title( ‘canto inf esquerdo®)
subplot (2,3,4) ., plot{wb, 'c’) ,grid, title({ 'cante sup direito')
subplot(2,3,5) ,plot(we,'r'),grid, title{'em frente a posicac inicial da area
maior’)
subplot(2,3,6) ,plot{wd, 'y') . .grid, title{'em frente & posicao inicial da area
menor ')
%
%
etime (clock, t0)
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Duasdif.m

ROTINA ONDE SE COLOCAM OS DADOS E SE EXECUTAM OS5 PROCEDIMENTOS DB
CALCULOS NECESSARIOS PARA A RESCLUCAOC DE UM PROGRAMA DE ELEMENTOS
FINITOS PARAR DUAS POPULAGOES QUE INTERAGEM E SE DIFUNDEM A FARTIR

DE UMA POPULAGAC INICIAL.

MEDIDAS DA AREA RETANGULAR E NUMERO DE SUBDIVISEES

OBS: CORRIGIDA NA PARTE DA SOMA DA MATRIZ COM COMPONENTES ORIGINARIOS
DA PARTE LINEAR CCM A DE ELEMENTOS ORIGINARICS DA PARTE NIO LINEAR
COM AS CORRECUES ITERATIVAS DE P E DE Q

OF 9P O R o 9P o0 o

= clock;
Fr = 1; % dimengdes frente
Fu = 0.5; % dimencdes fundo
Nx = 10; % Numero de intervalos na frente
Ny = 5; % Nimero de intervalos nc fundo
deltax Fr/Nx;
deltay Fu/Ny:
T = % tempo de duragdo do processc
npt = 20; % numerc de passos no tempo;
deltat= T/npt; intervale no tempo
nn = Nx*Ny; nimere de nds
ntr = 2*Nx*Ny; nimero de tridngulos
niter = 2; numero de atualizacdes de P e Q passando
% por pest e gest

t
(=)

LELI | I

o 90 P oo

% Vetores das populacBes iniciais

pinicial = [4 4 4 0 0 4 4 4 zeros(l,nn-8)]";
ginicial =0.2*[cnes(l,nn}]’;

it

%pinicial plm;
%ginicial = glm;

% Parémetros do processo

ailfa = 0.5e-4 ; beta = 1.0e-4; %coeficientes de difusido,
% respectivamente das

populagdes 1 e 2

K = 200; L = 500; % capacidade de suporte do meio para as
% populacdes 1 e 2 respectivamente
lambda = 2.5e-4; % coeficientes de Verhulst para os
mi = 1.5e-4; % respectivos crescimentos populacionais
Sigma = 2.5e~4; ro = 1.5&6-6; % coeficientes de decaimento populacional

% das populacoes P e @ respectivamente
a = 0.00003; b = 0.00004; % coeficientes de interag¢®c entre as
% populacles P e Q, e Q e P, respectivamente
% Inicic da execugdo: mentagem da matriz malha

% e das matrizes do sistema com as atualizacBes

% Construgdo da matriz malha
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malha=zeros (2*Nx*Ny, 3);

k= 0;
for i = 1:Nx
for j =i:Ny

k = k « 1;

malha(k,1) = {(i-2)*Ny + j-1;
malha(k,2) = {(i-1)*Ny + j-1;
malha{k,3} = (i-2}*Ny + 3:

k =k + 1;

maiha(k,1) = {i-1)*Ny + 3J;
malha(k,2) = (i-2)*Ny + j;
malha{k,3) = (i-1}*Ny + j-1;
end

end
% Zerando nos pontos da lateral esquerda
fore=1 : 2 *Ny-1
malha{e, 1)

malha{e, 3)
end

o

2
0
0

r
!

for e = 2 : 2 : 2*Ny
malha{e,2) 0;
end

it

% Zerando nos pontos da fronteira inferior

for @ = 1: 2*Ny: 2*Ny*{(Nx-1}+ 1
malha{e,1) = 0;
malhaie,2} = 0;
malha{e+l,3) = 0;

end

$ Matrizes para os termos ndo lineares, de rigidez e do
% preduto dos gradeintes

dxy = deltax*deltay:;

MNL1=[dxy/20 dxy/60 dxy/60;
dxy/60 dxy/60 dxy/120;
dscy /60 axy/120 dxy/60];

MNLZ=[{dxy/60 dxy/60 dxy/120;
dxy/60 dxy/20 dxy/60;
dxy /120 dxy/60 dxy/60)];

MNL3={dxy/60 dxy/L120 dxy/60;
Axy /120 dxy/60 dxy/60;
dxy /60 dxy/60 dxy/20];

MRl=[dxy/12 dxy/24 dxy/24;
dxy/24 dxy/12 dxy/24;
dxy/24 dy/24 dxy/12];

dxdy = deltax/deltay;
dydx = deltay/deltax;
MEl=(1l/2}*[ {dxdy + dydx) wyrdx ~dxdy s
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-dydx dydx G;
~dxdy 0 dxdyl:;
% Matrizes dos sistemas: Al*p{n+l)= A2%pi{n} e
% Bi*g{n+l)= BZ*g(n)
% Nesta etapa entram apenas as partes lineares
% Inicialmente
% Al=ME;
Al = zercs{nn,nn);
AZ = zeros(nn,nn};
Bl = zeros{nn.nn);
B2 = zeros{nn,nn);
cmrl = deltat*{ sigma -lambda )/2;:
cmgl = alfa*deltat/2;
dmrl = deltat*( ro - mi }/2;
dmgl = beta*deltat/2;
for elem = 1 : ntx
for iloc = 1 3
igl = malha{elem, iloc);
if igi ~=0
for jloc = 1 3
Jgl = malha(elem, jloc);
if Fgl ~=0
Al{igl,jgl) = Al(igl,igl) + {l+cmrl)}*MR1(jloc,iloc) +
Bl{igl,jgl) = Bliigl,jgl) + {l+dmrl)*MR1(jloc,iloc)
A2({igi.djgl) = AZ{igl,jgl} + (i-cmxl)*MR1(Jloc,ileec) -
B2(igl,jgl) = B2(igl,jgl) 4+ (l-dmrl)*MRl{4jloc,iloc) -
end
end
end
end
end

Inicic dos ciclos (externos) no tempo. Os ciclos int
em dois passos os valores de P e de Q. Isto € feito
acrescentarmos o5 Lermos origindrios das ndo-lineari
das matrizes antericrmente cobtidas (Al,AZ,B1,B2) qua
apenas o5 termos lineares

o g oo o

pinicial;
ginicial;

panter
ganter

% Processo avangando no tempo
[zercs(1,npt)];
[zeros (l,.nptil;
[zeros{l,npt)]:
[zeros(1l,mpt)];

ptesp
gtesp
prtesl
gtesl

o ou

for t l:npt

= panter (18} ;
ganter {18} ;
panter{33);

ptesp (t)
gtespi{t}
ptesl{t}
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cmgl*MGl {(jloc,iloc);

+ dmgl*MGLl(jloc,iloc);

cmgl*MGE (dloc,iloc);

dmgl*MGl (Floc,iloc);

ernes corrigem,
simultaneamente ao
dades as posicdes
ndo consideramos



gtesl(t) = ganter{33):
% MATRIZES DO SISTEMA ACRESCENTANDO AS POSICOES, NA MATRIZ,
% OS TERMOS ORIGINARIOS DA NAD LINEARIDADE

% Faremos iter correcgdes, isto €, iter atuvalizagBes dos
% valores de P e de .

% Os resultados de cada passagem serdo vetores p e g que daride
% seguencia ao processo até o tempo final

1dk = lambda*deltat/{(4*K);

ad = a*deltat/4;

mdl = mi*deltat/{4*L};
bd = b*deltat/4;

pest = panter;

gest = ganter;

% Ciclos internos, corretores dos vetores no valor correspondente
% do tempeo, sendo iter o contador dessas iteraces

for iter = 1 : niter

ADD = zeros({nn,nn);
ABE = zeros(nn,nn);
BDD = zeros (nn,nn};
BEE = zeros{nn,nn);

for elem = 1 : ntr;
for iloc = 1 : 3
igl = malha(elem,iloc};
if igl ~=0
for jleec =1 : 3
jgl = malha{elem,jloc);
if jgl ~-=

sp = 0;
sq = 0;

if malha{elem,1}~=
spzsp+MNL1{jloc,iloc) *{pest (malha({elem, 1)} +panter (malhalelem,1)}};
sg=sg+MNL1l{jloc,iloc) *{gest (malha (elem, 1) ) +ganter (malha(elem, 1)} )} ;
end

if maihal{elem,2)~=0
sSp=sp+MNL2 (jloc,iloc) * (pest (malha{elem, 2} ) +panter (maiha({elem, 2} })
sg=sg+MNL2 (jloc,iloc) * (gest {malha{elem, 2} ) +ganter (malha (elem, 2} })
end

H
:

if malha(elem, 3)~=0
Sp=sp+MNL3 (jloc,iloc) *{pest{malha(elen, 3} )+panter (malha(elem, 3)})
sgeag+MNL3 (jloc, iloc) *{gest {malha{elen, 3} ) +ganter (malha (elem,3)} ) ;

end

r

% Aguil a correcdo: substituimos Al e A2 no

% membro direito da egquacdo, (Al 2 AZ sd3o as matrizes

% da parte linear do sistema, parte fixa) por AEBE & ADD
% onde ficardo armazenadcos os termos nfo lineares,

AEE{igl,jgl} = AEE(igl.,jgl) + sp*ldk + sg*ad:
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ADD({igl,dgl) = ADD(igl,jgl) -~ sp*ldk - sg*ad;

end
and
end
and
end

% Somamos agora as matrizes onde estdc armazenadas as partes
% linear e n&o linear, guardando o resultado em AEE e ADD

AEE
ADD

AEE + Al;
ADD + AZ2;

it

pest = AEE\ (ADD*panter);
% Corriginde o walor de Q

for elem = 1 : ntr

for iloc = 1 : 3
igl = malha({elem,iloc);
if igl ~=0
for jicc =1 : 3
39l = malha{slem, jloc};
if jgil ~=0
sp=0;
sq=0;

if malha{elem,1)~=0
sp=sp+MNL1 (jloc,iloc) * (gest (malha (elem, 1} ) +gqanter {malha(elem,1})};
sg=sg+MNL1 (jloc, iloc) *{pest{malha({elem, 1) ) +panter (malha (elem, 1))} ;
end

if malha{elem,2)~=0
sp=sp+MNLZ (iloc, iloc) * (gest (malha{elem, 2) ) +ganter (malha(elem, 2))
sqg=sq+MNL2 (jloc, iloc) * (pest (malha{elem,2) ) +panter {malha(elem, 2})
end

1

)
¥i

if malha{elem, 3)~=0
sp=sp+MNL3 (jloc, iloc) * (gest (malha{elem, 3) ) +gqanter (malha{elem,3)));
sqQ=sq+MNL3 (jloc, iloc) * (pest (malha (elem, 3} }+panter (malha(elem, 3)) ) ;
end

% Agui novamente a corregfio : substituimos Bl e B2 (como estava escrito)
% no membro direito da equacdc, (Bl e B2 s8Sc0 as matrizes

% da parte linear do sistema, parte fixa) por BEE ¢ BDD

% onde ficarioc armazenados os termos ndo lineares.

BEE(igl,dgl) = BEE(igl,igl) + mdl*sp + bd*sqg;
BDD(igl,jgl) = BDD{igl,jgl) - mdl*sp - bd*sq;

end
end
end
end
end

% Somames agora as matrizes onde estdo armazenadas as partes
% linear e ndo linear, guardandec o resultadc em BEE = EBDD

BEE = BEE + Rl;
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BOD = BDD + BZ;

gest= BEE\ (BDD*ganter);
end % Do ciclo de corregdes

panter=pest;
ganter=gest;

end % Do desenvolvimento do processo no tempo

plm = pest;
glm = gest;

% Apresentacdo dos resultados
Ssubplorc(l,2,1},plot(plm)
$subplot{l,2,2} . plot{glm)
etime{clock, £0)

$pause

fverplm = zeros (Nx+1,Ny+1);
fverglim = zeros (Nx+1,Ny+1);
ind = 0;:

for 1 = l:Nx
for j = 1:Ny
ind = ind + 1;
verplm{i+l,j+1}
verglmi{i+l, §+1)
end
end
% RS EGE AR e h S A S & EEETTTTTITTITIITITITTT T
% SUSPENDIDO O COMANDO QUE SE SEGUE

pim{ind);
gim{ind);

1

]

% save 'newdudifco’ verplm verglm ptesp gtesp ptesl ghtesl -v4
% EEEEEAEEE SRS AE S EEE ARG EEEEESEREEEEEEETTITTITTTITTTITTITITITIITTITTI7 774

subplot{1l,2,1),surf (verplm)
subplot (1.2,2),surf{verglm)
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Tripop.m

Aproximagdo de um sistema ndc-linear de tipo SIM
numa populagdo, com dispersfo, migracdo e uma
taxa de infecgdo senoidal: (beta+delta*seno(pi*t/6})

lear all; tO0=clock;

of P (Y o0 dC OP P op

alfs=0.1le-2; alfi=0.l1le~3; v1=0.0e~4; v2=0;
sigs=0; sigi=0; lamb=0,075; k=30:
beta=0.5e-1; del=0.5-2; gam=0.5%e-2;

%

ex=0,.50; ly=0.3;

tfinal=150.0;

%

nx=10; ny=6; npt=750;

dx=cx/nx; dy=ly/ny: dxy=dx*dy;
dt=tfinal/npt: mdt=dt/2;

dxdy=dx/dy; dydx=dy/dx;

nn=nx*ny; ntr=2*nn; niter=3;

nny=2*ny;

%

p0=0.05*ones{nn, 1) ;

gl=[zeros{l,nn-ny-4) 0.25 0.2% zercs(l, ny} 0.25 0.5]';
ri=zeros{nn,1l);

P gf of

k=0;

for i=l:nx; for j=l:ny; kzk+l;
malha(k,1)={i-2) *ny+j-1;
malha(k,2)=(i-1)*ny+j-1;

malha (k,3}={(i-2) *ny+j; k=k+1;
malha(k,1)=(i-1) *ny+3;
malha{k,2)=(i-2) *ny+3;
malha({k,3)={i-1)*ny+i~1;

end; end

% zeros na lateral esguerda
for i=l:2:nny-1;

malha(i,1)=0;

malhal{i,3)=0; end

for i=2:2:mmy;

malha (i, 2)=0; end

% zeros na fronteira inferiocr
for i=l:nny:nny* (nx-1)+1;
malha(i,1)=0;

malha{i,2)=0;

malha{i+1,2}=0; end

%

% submatrizes de rigidez, parte ndo-linear
%

mnll=(dxy/20)*[1 1/3 1/3;:

173 1/3 1/6; /3 1/6 1/31;:
mnl2={dxy/20)*[1/3 1/3 1/6;
i/3 1 1/3; i/6 L/3 1/31:;
mnl3={dxy/20)*[1/3 1/6 1/3;
1/6 1/3 1/73:; 1/3 1/6 11;
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submatrizes de rigidez, parte linear
(£i-3)*{£i~1)

I={dxy/24)*[2 1 1;

2 1; 1 1 2}

[(dfi-j/dx)*fi-i] e [{dfi-j/dy)*£i-1i]

d@dePHFdePdeFdP
Al

mdx=(dy/6)*{-1 1 0;

«1 1 0; -1 1 &I;

mdy=(dy/6}*i-1 O 1;

-1 0 1; -1 0 1i};

%

% grad({fi~j) *grad(fi-i)

%

mygl=(1/2)* [dxdy+dydx -dydx -dxdy;

-dydx dydx 0; -dxdy 0 dxdyl;

%

% preparacdc de parémteros

%

crp=mdt* {sigs-lamb); cgp=alfs*mdt;

vpxsvlFtmdi; vpy=mdb*va;

nlip=lamb*mdc/(k*2);

crg=mdt* (sigi+gam); cgg=alfi*mdt; cdm=mdt*gam;

%

% mentagem das matrizes da parte linear (e fixa)
%

ugszeros (nn,nn); ws=zeros{nn,nn); fus=zerosi(nn,nn}; fws=zerosi{nn,nn};
uizzeros (nn,nn); wi=zeros(nn,nn}; fui=zercsi(nn,nn}; fwi=zeros(nn,nnj;
um=zeros (nn,nn); wm=zeros(nn,nn}; wr=zeros{nn,l};

for iel=l:intr;
for il=1:3
ig=malha(iel,il};
if ig~=0;
for j1=1:3;
dg=malha{iel, 1) ;
if jg~=0;
us{ig,jgl=us{ig,jgl+{l+crp) *mri{j1,il)+cgp*mgl {il,1i}) +vpx*mdx(j1l,il}+vpy*mdy (31
ril)i
ws(ig,jg)=ws{ig,jgt+{l-crp)*mrl(j1,3il)-cop*mgl (1, 11) -vpx*mdx(j1,3il}~
vpy*mdy (1,11} ;
uif{ig,jgr=ui{ig, dg)+{l+erg) *mr1(31,1i1) +cgg*ngl {j1,1i31);
wilig,jg)=wilig,dg)+(l-crqg) *mri(41,1il)~cog*mgl{jl, i1);
um{ig,Jjg)=um(ig,jg)+mri(Jj1,1i1l});
end;
end;
end;
end;

% parte iterativa: atualizacgdo de p, g & r,
% obtencdo da parte ndo-linear das matrizes,
% e do vetor w e a resolugdo dos sistemas.
%
£

or it=l:npt

fus=zercs(nn,nn); fws=zeros(nn,nn);
fui=zeros{nn,nn); fwi=zzeros{nn,an};
tn=pi* (it-0.5)*aL/6;

p=p0; g=q0; r=rl;

for iter=l:niter:
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dnte=mdt* (beta+del*sin{tn) }; dntp=dnt/2+nlp;
for iel=l:ntr;
for il=1:3; ig=malha(iel,il); if ig~=0; sm=Q;
for 41=1:3; jg=malha{iel,jl); if jg-=0;
spe=0; spd=0; sge=0; sgd=0;
rl=maiha{iel,l}; if ri-=0;
sperspe+mnli (71,11} * {dntp* (g0 (rl)+g(xl) ) +nlp* (p0{xrl)+p(xl)));
spd=spd-mnll (1,11} *{dntp* (g0 {rl)i+g{xrl) ) +nlp*{pDd{xrl)+plxrl)}));
sge=sqge-mnll (31,11)*dntc* (pO(rl)+p{xrl));
sgd=sqgd+mnll {j1,il) *dnt* (pl(xrl)+p{ri)}; end
r2=malha{iel,2}); if r2~=0;
spe=gpe+mnl2 (J1,11)* (dntp* (g0 (r2)}+g{xr2) ) +nlp* (p0(r2)+p(z2)));
spdespd-mnl2 (J1,11)* (dntp* (g0 (r2}+g{x2) ) +nlp* (D0 (x2)+p(x2))):
sge=sge-mnl2 (1,11} *dnt* (p0{r2)+p(r2});
sgd=sgd+mnl2 (31, 1i1) *dnt* (p0(xr2)+p(r2)); end
r3zmalha{iel,3); if r3-=0;
spe=spe+mnl3 (j1,1il)* {dntp*{gC(r3)+g(x3) ) +nlp*{pC(r3)+p{x3)}}:
spd=spd-mnl3 (j1,1i1) * (dntp* (q0(z3)+q{xr3) ) +nlp* (p0(xr3)+p{x3) i} ;
sge=sge-mnl3 (j1,1i1) *dng* (p0{r3}+p(xr3)};
sgd=sgd+mnl3 (31,11} *dnt* (p0{r3}+p(r3}}; end
fus{ig,jg)=fus(ig, jg) +spe;
fws {ig.jog)=fws{ig,jg)+spd;
fui({ig,jg)=£fui(ig,jg)+sqge;
fwi(ig, jgl==fwi(ig,jg)+sqd;
end; end
end; end
end

%
% juntar partes linear e nio-~linear
%

fus=fus+us; fws=fws+ws;
fuisfui+ui; fwiz=fwi+ewi;

resclver o sistema nesta parte do iter-esimo
passo no tempo

o of 0P op

p=fus\ {fws*p0) ;
g=fui\{fwi*qg0};
r=umh (um* (rl+cdm* (g+gl) } ) ; verp(it)=p(nn-2*ny};
end
pl=p; gl=g; rl=r;
end; etime({clock, D)
in=0; for i=l:nx; for j=l:ny:
in=in+1l; sus(i+l,j+1)=p(in);
sinf{i+l,i+1)=g{in};
smo{i+l,j+1)=xr(in}; end; end
for it=1:250; seep(it)=verp{npt-250+it); end
subplot{2,2,1) ,surf{sus),grid, title( 'suscet."'),view([80 30})
subploc (2,2,2),surf{sin),grid, title('infect.")
subplot(2,2,3),surf{smo) ., grid, title{ 'morros '}
subplot (2,2,4) . plot(seep) ,grid. title!{'un ponto de suscetiveis no tempo'}
%
%
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Pentap.m

Aproximacio de um sistema ndc-linear de tipe SIM

para duas pepulagdes, com dispersdo, migracic ¢ uma

taxa de infeccdo fixa, peorem dependente da populagdo

das varejeiras transmissoras: s3c cincoe compartimentos,

a saber, suscetiveis, infectadas, pds-mortas, nio-portadoras
e portadoras.

lear all; tO=clock;

pardmetros do separados por varidvel dependente

o P 0P {} OF P of OP Of aP 9P of

als=0.le~2; sgs=0; lbe=0.075; ks=50; bts=0.5e-1;
ali=0.le-3; sgi=0; gam=0.5e-2;

v1=0.0e-4; v2=0;

aln=0.2%e-3; sgn=0; 1lbn=0.125; kp=300; bin=0.75e0;
wi=0D.0; w2=0.0;

%

% parimetros do dominio (espacgo e tempe)

%

cx=0.50; 1v=0.30;

tfinal=150.0;

%

% pardmetros da discretizagdo

%

n¥=10; ny=$; npt=1200;

dx=cx/nx; dy=ly/ny; dxy=dx*dy;

det=tfinal/npt; mdt=34t/2;

axdy=dx/dy; dydx=dy/adx;

nnEnx*ny; ntr=2*nn; niters2;

nny=2*ny;

%

% condicdo inicial {(incluida ideéia do Rodney)
N '

s0=0.0%*%cnes (nn, 1) ; i0=zeros(nn,1l);
mO=zeros{nn,1l); n0=0.2*cnes{nn,1};
pO=i{zercs(l,nan-ny~-4) 0.05 0.05 zeros{l, ny) 0.05 0.0375]"';
%

%

% mentagem da malha de elementos finitos
%

k=0;

for i=l:nx; for j=l:nv; k=k+l;
malha(k,1)=(i-2)*ny+j-1;

malha (k,2)=(i-1)*ny+j-1;
malba(k,3)=(i-2} *ny+j; k=k+1;
malha{k,1)={i-1)*ny+J;

malha{k,2)={i~2) *ny+3i;

malha{k,3)=(i-1) *ny+i-1;

end; end
%
% zeros na lateral esquerda

for i=1:Z:mny-1;
malha(i,1)=0;
malha(i,3)=0; =nd
for i=2:2:nny:
maltha{i,2)=0; end
%
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% zeros na fronteira inferior

for izl:nny:nny*{(nx-1}+1;

malha(i,1)=0;

malha(i,2)=0;

malha(i+l,3)=0; end

%

% submatrizes de rigidez, parte nio-linear
%

mnll={dxy/20)*{1 1/3 1/3;

1/3 1/3 i/6; 1/3 1/6 1/31:
mnl2={dxy/20}*[1/3 1/3 1/6;

i/3 1 1/3; 176 173 1/31;

mnild= (dy/20)*[1/3 1/6 1/3;

1/6 1/3 1/3; 1/3 1/6 1];

%

submatrizes de rigidez, parte linear

%
%
% (£i-3)*(£i-1)

%

mrl={dxy/24)*{2 1 1;

i 2 1; 1 1 2%;

%

% [{dfi-j/dex)*fi-1i] e [(Afi-j/qy}*fi-i]
%

mdx={dy/6)*[-1 1 0;

-1 1 ¢&; -1 1 0QI;

mdy=(dx/6}*[-1 0 1;

-1 0 1; -1 0 11;:

%

% grad(fi~3) *grad(fi-i)

%

mgl=(1l/2) * [dxdy+dydx -dydx -dxdy;

~dydx dydx 0; -~dxdy 0 dxdy);

%

% preparagio de parimetros

crs=mdt* (sgs-1lbs); cgs=als*mdt;

vpx=vl*mdt; vpy=vZ*mdt;

nls=lbs*mdt/ (2*ks) ;

cri=mdr*{sgi+gam); cgi=ali*mdt;
bigs=mdt*bts/2; cdm=mdt*gam;

crn=mdt* (sgn-1bn); cgn=aln*mdt;

wexswi*ndt; wpy=mdt*w2;

bpn=mdt*btn/2; nln=lbn*mdt/{2*kp);
crp=mdt*sgn;

%

- montagem das matrizes da parte linear (e fixa):

%
%
ug=gparse(nn.nn); wssgparse{nn,nn);
uis=sparse(nn,nn); wi=sparse(nn,nn);
um=sparse(nn,nn); vm=zerosi{nn,l);
un=sparse (nn,nn}; wn=sparse{nn,nn);
up=gparse{nn,nn}; wp=sparse(nn,nn);
% fwp=sparse (nn,nn);
%
%
%
%
for iel=l:ntr;
for i1=1:3

ig=malha{iel, i1);

if ig-~=0;

for 31=1:3;
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dig=malha(iel,jl};
if jg~=0;
us (ig,jg)=us(ig,jg)+(i+crs)*mrl{ji, il +cgs*mgl {31, 1i1) +vpx*mdx (31, 11)+vpy*mdy {j1
:11) ;
ws{ig,ig)=ws{ig,jgy+(l-crs}*mrl{jl,il})~cgs*mgl (i1, il)-vpx*mdx(31,1i1)~
voy*mdy (31,11} ;
uif{ig,jgy=uilig,dgl+{l+cri)*mr1(31,1i1)+cgi*mgl(jl,il};
wil{ig.Jg)=wi(ig,jg)+{l-cri)*mri{jl,il)~cgi*mgl(3l,3il};
um(ig, jgy=umiig,dg)+mr1{31,1i1);
unfig,jg)=un{ig,jg)+(i+crn) *mxri (31, il)+con*mgl (1. i1) +wox*mdx (1,11} +wpy*mdy (§1
il);
wn(ig,Jjg)=wn(ig.jg)+{l-crn)*mrl(j1,1l)-con*mgl{jl, il)-wpx*mdx{jl, i1} -
wpy*mdy {j1,11);
up{ig,ig)=upi{ig,jg)+{l+crp)*mrl{jl,il)+cogn*mgl{jl, il) +wpx*mdx{jl,il)+wpy*mdy (i1
Iil);
wp(ig,dgi=wp(ig, jg)+(l-crp)*mri {(ji,il)-can*mgl (31.,il)~-wpx*mdx(31,il)-
wpy*mdy (i1,311};
end;
end;

end;

end;
end;

% parte iterativa: atualizagdo de s, i, m, n e p,
% obtencdo da parte ndo-linear do sistema,

% e do termo independente.

% Ainda, a resclugdo dos sucessivos sistemas.

%

fo

r it=l:npt
npt+i-it
fus=zeros{nn,nn); fws=zeros(nn,nnj;
fui=zeros{nn,nn);
fun=sparse{nn,.nn}; fwn=zparse{nn,nnj;
ajn=sparse{nn,nn); ajp=sparse{nn,nn);
s=80; i=i0; m=ml; n=nl; p=pl;
for iter=l:niter;
for iel=l:ntr:
for il1=1:3; ig=malha({iel,il); if ig~=0; sm=0;
for 41=1:3; jg=malha{iel,dil}; if jg~=0;
spe=0; spd=0; sgd=0; sce=0; scd=0; sdd=0; auxn=0;
rl=malha{iel,l}; if ri~=0;
spe=spe+mnll{jil,il)* (nls* (L0{rl)+i({rl}+sO0(rl)+s(xrl}))+bis* (pl(x1l)+p(xl)));
spd=spd-mnll{jl,1i1}* (nis*{i0{rl)+i(rl)+s0{rl)+s{rli))+bis* (p0(xrl)+p{zl)}));
sgdesgdsrmnll (31,1i1) *bis* (0 {rl)+p(xi});

sce=sce+tmnli(il,il}*{nin* (Z2*{pC{xrl)+p{rl}}+nl(rl)+n{xrl) ) +bpn* (10{rl)+i(xl})};
scd=scd-

mnll (41,41l * (nln* (2% {p0(ri}+p{rl) ) +n0{zl)+n{rl} ) +bpn* (L0 (xl}+i{xl} )} ;
auxn=auxn+mnli (71,11} *nln* (p0(ri)+pirl));
sdd=sdd+mnlil{ji,i1)*bpn* (nl{rl)+n{rl)}; end
¥Z2=malha({iel,2); if x2-=0;
spezgpe+mnlZ {31,117 * (nls* (10{xr2)+1(x2}+s0{x2) +s(x2} ) +bis* (pO{Xr2)+p{xr2))):
spd=spd-mni2 (1,11 *(nis*{i0{xr2)+i(r2)+s0(r2)+s(xr2})+bis* (p0{x2)+p(x2}));
sgd=sgd+mnl2 (31, 11) *ois* (pO(r2}+p(x2})

seessce+mnli2 (41, 11 *(nIn* (2* {(p0 (2} +p{x2) ) +nl {2} +n (2} ) +bpn* {10 (z2)+i{x2) } ) :
scd=scd-

mnli2 (31, i) * (nln* {27 (pO0(x2}+p{x2))+nl{xr2)+n{xr2) ) +bpn* (10 (x2)+i (xr2}))) ;
auxn=auxn+mnlizZ (J1,i1) nln* (pC(x2)+p(r2)};
sdd=sdd+mnl2{(31,il) *bpn* (R0 (x2)+ni{r2)}; end
r3=malha{iel,3); 1if r3~=0;
spe=spe+mnl3 (1,11 * {nls*{i0{r3)+i(r3)+s0(z3)+s(r3) ) +bis*{p0(r3}+p(x3)}};
spd=spd-mni3 (71,1i1)*(nis*{i0{r3)+i(r3)+s0(r3)+s{r3})+bis* (p0{r3)+p{r3))}

;
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sgd=sgd+mnl3 (31,1i1) *bis* {(p0{r3)+p{r3));

scezsce+mnl3 (31, 1) * {(nln* (2 {p0 (X3 +p(x3) 1 +n0{x3)+n (3 ) ) +bpn* (iC(r3)+i{r3) ) };
sed=scd-

mni3 (41, i1} * (nln* (2*(pC(r3) +p{x3) ) +n0{x3)+n{r3) ) +bpn* (10 {xr3) +i{x3}) ) ;
auxnzauxn+mni3 (1,11} *aln*{p0(r3)+p{x3)};
sdd=sdd+mnl3 (31,11} *bpn* {n0(r3)+n{xr3)); end
fus(ig,jgl)=fus(ig, 3g) +spe;
fws(ig,jg)=fws (ig, ig) +spd;
fui(ig,jgl)=fuilig,jg)+sqd;
fun(ig,.jg)=funlig,jg) +sce;
fwvn (ig,jg)=fwn(ig, g} +acd;
ajn{ig.Jjg)=ajn(ig, jg}+auxn;
ajplig.jg)=ajpi{ig, ig) +sdd;

end; end
end; end
end

juntar partes linear e ndo-linear

0P o o

fus=fus+us; fws=fws+ws;
fun=fun+un; Ifwn=fwn+wn;

resolver © sistema nesta parte do iter-esimo
passo no tempo

N 0 P go

s=fus\ (fws*s0) ;
imuiN{wi*i0+£fui*(s0+s));

m=um\ {um*m0+cdm* (um* (1+10)) ) ;

n=fun\ {(fwvn*nd-ajn* (p0+p} ) ;

p=up {(wp*pl+aip* (i0+1i} ) ;

vern(it)=n{round{nn/2});

end

s0=g; i0=1i; m0=m; nl=n; pl=p;
end; etime(clock,td)
%
% visualizacao
noxX=nx+l; nnysny+l;
sus=zeros {(nnx,nny}; infe=zeros (nnx,nny):
mor=zercs (Anx, nny}; nac=zeros(nnx,nny);
por=zeros (nnx, nny) ;
in=0; for ji=l:nx; for jj=l:ny;
in=in+l; sus{ji+1,d4+1}=s(in);
infc{ji+l, i+1)=1i{in); mor(ji+l,ji+1}=m(in};
nao(ji+i,ji+l}t=n(in}); por{ji+l,ji+l)=pl(in); end; end
for it=l:npt; seep(it)=vern(it); end
subplot(2,3,1),surf{sus),grid on,title{ 'suscet.'},view{[80 301}
subplet(2,3,2),surf({infec}, title!{ ‘infect. ')
subplot{2,3,3),surf{mor),title{ 'mortos')
subplor{2,3,4},surf(nao),title{ 'nac-port’)
subplot(2,3,5),surf(por),title{ 'partdor’)
subplot(2,3,6) ,plot(seep),grid on,title('um ponto de nac~port. no tempo')}
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