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Resumo

Desenvolveu-se um algoritmo genético para o problema de otimizacao multiobjetivo com
restrigoes fuzzy ou coeficientes fuzzy nos objetivos e restricoes. O algoritmo utiliza uma estru-
tura baseada na evolucdo de duas populagoes, formadas por solugoes com medidas de Pareto-
dominéancia e niveis de factibilidade intermedidrios.

Admitiu-se a impossibilidade de aplicacao de métodos de escalarizacao e o desconhecimento
de preferéncias ou niveis de aspiracao dos objetivos, de forma que o método trata os objetivos
simultaneamente e incorpora as imprecisoes dos problemas diretamente no processo de evolugao
das populacoes. O algoritmo é designado & geracao de um conjunto de pontos de equilibrio para
que um decisor possa escolher uma solucao de compromisso entre as alternativas indicadas.

O algoritmo foi testado em problemas com diferentes caracteristicas: nao-convexidade, nao-
linearidade, restrigoes de integralidade, problemas com grande porte, problemas com falso con-
junto eficiente, etc. Em todas as situacoes testadas o algoritmo foi capaz de encontrar solugoes
compativeis ou superiores aquelas indicadas na literatura, comprovando sua flexibilidade e efi-
ciéncia.
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Abstract

We developed a genetic algorithm for multiobjective optimization problems with fuzzy con-
straints and fuzzy coefficients. The algorithm works with two different populations, each of them
comprises solutions with intermediate feasibility degree and non-dominance measurement.

The proposed genetic algorithm was designed to solve fuzzy multiobjective problems without
any prior knowledge about objective preferences, aspiration levels or weights for scalarization
techniques. The aim is to point out the set of equilibrium solutions (in agreement with a fuzzy
non-dominance relation), allowing a decision maker to choose a compromise solution from the
set of available alternatives.

A set of optimization problems with different features (non-convexity, non-linearity, integer
variables, etc) was used to test our technique. The algorithm was sucessful in pointing out the
desired solutions in all tested situations and it proved to be very flexible and efficient.
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Introducao

No processo de modelagem matematica, a escolha da funcdo objetivo representa uma ta-
refa critica, j4 que a solugao obtida é totalmente dependente dessa escolha e em muitos casos,
pode-se identificar diversos objetivos associados, geralmente conflitantes ou nao-comensuraveis.
A otimizacdo multiobjetivo aparece como uma boa op¢ao nesse contexto, por considerar simul-
taneamente todos os objetivos identificados.

E bastante comum a representacao de processos reais por problemas de otimizagao multiob-
jetivo: em problemas de roteamento de frota, podem-se associar como objetivos a minimizagao
do custo, tempo ou distancia total de operacao, minimizacao do nimero de veiculos, maximi-
zacao do numero de clientes por rota, etc. Em problemas de sequenciamento de producao, a
maximiza¢ao do montante produzido e a minimizagao dos tempos de producao e da configuragao
de maquinas sao os objetivos comumente utilizados. Em problemas de corte busca-se minimizar
a perda de material, maximizar o nimero de pecas cortadas, minimizar o tempo de configuragao
de méquinas cortadeiras, etc.

A solugao esperada de um problema de otimizagao multiobjetivo é composta por um conjunto
de pontos de equilibrio denominados eficientes ou Pareto-6timos, caracterizados por nao serem
dominados por nenhum outro ponto da regiao factivel. A técnica mais comum de resolucao desse
tipo de problema é a Ponderacao dos Objetivos, que associa uma tnica fungao escalarizada ao
problema, gerada através da atribuicao de pesos aos objetivos originais. Essa técnica pressupoe
o conhecimento de relagoes de preferéncias ou prioridades entre os objetivos. Para os casos em
que essas relacoes nao sao conhecidas, os métodos buscam caracterizar os pontos de equilibrio
para que um decisor possa escolher uma solucao de compromisso entre as alternativas indicadas.

A associacao de técnicas de otimizacdo matemdtica com a teoria fuzzy permite representar
as imprecisoes envolvidas na modelagem de situacoes reais. Na pratica, o modelador ganha
ferramentas para tratar valores tipicamente imprecisos : demanda prevista, custos de aquisicao
de materiais, coeficientes de rendimento de processos, pontos de reabastecimento de estoque, etc.
Em geral, os métodos de resolucao de problemas de otimizacao dessa natureza baseiam-se em
redugoes a problemas nao-fuzzy, que podem ser solucionados através da aplicagao de métodos
conhecidos.

Assim, a modelagem de processos através de problemas de otimizacao multiobjetivo fuzzy
confere uma representacao muito mais realistica dos elementos a serem modelados, permitindo
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o tratamento simultineo de varios objetivos e admitindo as imprecisdes de valores pertencentes
a0 processo real.

Como a solugao é dada na forma de um conjunto de pontos de equilibrio, torna-se intuitiva
a aplicagao de métodos populacionais na resolucao desse tipo de problema, ji que sao capazes
de gerar o conjunto procurado de solucoes em apenas uma execugao. Em especial, algoritmos
genéticos tém demonstrado grande eficiéncia e versatilidade nessa tarefa.

Em geral, a utilizagao de algoritmos genéticos na resolucao de problemas multiobjetivos fuzzy
tem sido realizada de forma bastante especifica, ou seja, o algoritmo explora as caracteristicas de
uma, determinada classe de problemas e sua estrutura dificilmente pode ser estendida a outras
classes.

O foco deste trabalho é a apresentacdo de um algoritmo genético elaborado para proble-
mas gerais de otimizacdo multiobjetivo com restricoes fuzzy ou coeficientes fuzzy nas funcoes
objetivo e restricoes. Em ambos os casos, o conceito de solugoes de equilibrio é modificado
para tratar solucoes com diferentes niveis de factibilidade e ndo-dominancia, configurando o que
denominamos solugoes Pareto fuzzy.

O algoritmo foi elaborado com o intuito de ser genérico o bastante para tratar problemas
de otimizacdo numérica com caracteristicas que usualmente dificultam a utilizacdo de métodos
exatos: nao-linearidade, nao-convexidade, restricoes de integralidade, etc.

Em oposicao & extensa maioria dos métodos encontrados na literatura, o algoritmo deste
estudo nao utiliza técnicas de escalarizagao dos objetivos ou redugoes a problemas nao-fuzzy.
Admite-se que nao sao conhecidas informagoes de preferéncias entre os objetivos, de forma que
o algoritmo deve gerar alternativas para a posterior escolha de um decisor. Assim, o algoritmo
trata todos os objetivos e imprecisoes, incorporando-os no processo de evolucao da populacao.

O trabalho estd organizado da seguinte forma : os trés primeiros capitulos tém por objetivo
definir as técnicas e conceitos utilizados ao longo do estudo. Assim, o Capitulo 1 apresenta os
conceitos basicos de otimizagao multiobjetivo classica, com uma breve ilustragao dos métodos
mais conhecidos de resolucao. O Capitulo 2 é dedicado a apresentacao e discussao dos principais
tépicos em matemadtica fuzzy e otimizacdo escalar fuzzy, descrevendo os elementos que fazem
parte do algoritmo descrito neste estudo. Os algoritmos genéticos sao apresentados no Capitulo
3, com énfase nas caracteristicas da aplicacao dessa técnica em problemas de otimizacdo mul-
tiobjetivo. O Capitulo 4 descreve o algoritmo genético elaborado para a resolucao de problemas
multiobjetivos com restrigoes fuzzy. Os resultados de sua aplicacdo a trés diferentes experi-
mentos sao exibidos, ilustrando sua eficiéncia e versatilidade. Da mesma forma, o Capitulo 5
apresenta uma extensao do algoritmo para problemas com coeficientes fuzzy nas funcées objetivo
e restricoes. Por fim, as conclusoes do trabalho e as perspectivas de estudos complementares sao
apresentadas no Capitulo 6.



Capitulo 1

Otimizacao Multiobjetivo

1.1 Definicao e Conceitos Basicos

Uma das etapas criticas no processo de modelagem de problemas reais por técnicas de
programacao matemadtica é a escolha do objetivo a ser otimizado, uma vez que a solugao a
ser obtida é totalmente dependente desta escolha e, na extensa maioria dos casos, pode-se
identificar diversos objetivos relacionados com o problema, muitas vezes conflitantes e/ou nao-
comensuraveis. Por exemplo, em um processo de corte industrial de bobinas a partir de grandes
rolos de papel, um procedimento de otimizacgao deve ser capaz de indicar as melhores combinagoes
geométricas das bobinas, de forma a minimizar critérios como a perda total de matéria-prima e
o tempo de configuracdo das maquinas de corte. Geralmente, uma solucdo 6tima em termos de
perda de matéria-prima é obtida com pequenas repeticoes de uma grande variedade de padroes
de corte, acarretando constante mudanca na configuracao das facas. Por outro lado, pode-se
minimizar o tempo de configuracao, gerando-se menor variedade nos padroes de corte a serem
produzidos e elevando o nimero de repeticdes de cada um, o que acarreta maior perda de
matéria-prima.

A otimizacdo multiobjetivo é o ramo da otimizacdo matemdtica que busca desenvolver
métodos de resolugdo para problemas em que se identificam varias fun¢oes objetivos. A moti-
vacao para o uso e desenvolvimento desses procedimentos é o tratamento simultineo de todos
0s objetivos identificados no problema. Matematicamente, um problema multiobjetivo pode ser
descrito na formas:

Minimizar F(z) = (f1(z), fo(x),..., fx(z)), k>2 (1.1)
ze X CR"

Como F(z): R* — R* e R¥ é um conjunto parcialmente ordenado de acordo com a relacio
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“<” 1. perde-se o conceito usual de otimalidade adotado em problemas escalares, ou seja, em
geral nao é possivel identificar um ponto 6timo z* na forma:

F(z*) < F(x), Vx € X (1.2)

Geralmente, a solucdo de problemas multiobjetivos é caracterizada por um grupo de pontos
factiveis de equilibrio, denominado conjunto eficiente ou Pareto-6timo. O conjunto Pareto-6timo
determina a curva de trade-off entre os objetivos e serd indicado por Pareto(X) neste trabalho.

Definicao 1. Uma solugao z* € X é dita ser eficiente ou Pareto-étima se nao é dominada
por nenhuma outra solucio factivel, ou seja 2:

Az € X tal que F(z) < F(z*) e F(x) # F(z") (1.3)

Pode-se também caracterizar solugoes eficientes através do seguinte resultado: se z* € X
é Pareto-6timo, entdao qualquer outra solucao z € X que melhore o valor de um dos objetivos
(relativo aquele produzido por z*), simultaneamente piora o valor de pelo menos um outro
objetivo (Figura 1.1).

Como o conjunto Pareto-6timo pode conter um ntumero elevado de solugoes, muitas vezes
infinito, admite-se a existéncia de uma segunda etapa na resolucao de problemas multiobjetivos,
caracterizada por critérios fornecidos por um decisor, no intuito de selecionar uma solucao de
COMpPTromisso.

Assim, os métodos conhecidos na literatura para a resolucao desses problemas podem ser
classificados de acordo com o momento em que o decisor aplica seus critérios (Valente [1999]):
métodos a-priori sao caracterizados pela aplicacao de informacoes sobre prioridades, ordenacao
ou intervalos aceitaveis para os objetivos, fornecidos pelo decisor, como pardmetros do proble-
ma a ser resolvido. Nos métodos a-posteriori, o problema multiobjetivo é solucionado sem a
intervengao do decisor, fornecendo como resultado o conjunto eficiente (ou um subconjunto de
pontos significativos), para que entdo o decisor possa escolher um ponto de compromisso segun-
do seus critérios. Por fim, nos métodos interativos, o decisor participa diretamente do processo
de resolucao do problema, indicando suas preferéncias ao longo da execucao.

'Um conjunto C ¢ dito ser parcialmente ordenado de acordo com a relagio “<” se obedece s Propriedades 1
a 3 abaixo, mas nem todos seus elementos podem ser comparados segundo a relacao:

c1,c0 €C=c1<crouca<ec
Dea<a, ael

(2)c1 <creca<csg=c1 <c3, c1,02,c3 €C
B)cri<ecmecnn<c=c=c, c,c0€C

2Considerando um problema de minimizacio. Condicdes andlogas para maximizacio sio imediatas.
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=—— Curva Paramétrica
-l Solucédo Eficiente
-8 Solucdo nao—Eficiente

Objetivo 2

: ) :
Conjunto Eficiente
Objetivo 1

Figura 1.1: Identificacao de solucoes eficientes

1.2 Caracterizacao de Solucoes Pareto-Otimas

Esta secao apresenta resultados para a caracterizacao de solucoes eficientes através de técnicas
de escalarizacao, que reduzem o problema multiobjetivo a um ou mais problemas escalares. A
solucao dos novos problemas correspondem, sob determinadas condicoes, a pontos do conjunto
Pareto-6timo do problema multiobjetivo original.

Os teoremas ! a seguir (Chankong & Haimes [1982]) estabelecem esses resultados e condigdes:

Teorema 1. Se z* é uma solucao eficiente de (1.1), entao z* soluciona os k problemas
escalares de otimizacao:

P; : Minimizar f;(z), i=1,...,k (1.4)
zeX
filx) < fi(z*), Vi #i

Teorema 2. Se z* é solugdo unica de P;, para algum i € {1,2,... .k}, entdo z* é solucio
Pareto-6tima de (1.1).

! As provas dos teoremas podem ser encontradas em (Chankong [1977], Chankong & Haimes [1983], DaCunha
& Polak [1967]).
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Teorema 3. Se z* soluciona P;, Vi, entdo z* é solucao eficiente de (1.1).

Teorema 4. Se z* é solucao eficiente de (1.1), entao existem um inteiro 7 € {1,...,k} e
reais €, j = 1,...,k, j # 1, tais que z* resolve :
Pi(e) : Minimizar f;(x) (1.5)
zeX

fi(@) <€, Vj#i

sendo € = (€1,€2,...,6_1,€i11,...,€) elemento do conjunto Y; = {e : {z : fi(z) < ¢, j #
i, x € X} # (0}}, ou seja, tal que P;(e) seja factivel.

Teorema 5. Dado € € Y}, se z* é solucao tnica de P;(e), para algum i € {1,...,k}, entao
x* é eficiente.

Teorema 6. Dado € € Y}, z* é eficiente se soluciona P;(e), Vi.

Teorema 7. Se X é um conjunto convexo, f;, + = 1,...,k, sdo funcdes convexas definidas
em X e z* é ponto Pareto-6timo, entao existe w € W = {w : w € R¥, w; > 0e Yk w; = 1}
tal que z* resolve o problema:

P(w): Minimizar ¥ w;f;(z) (1.6)
zeX

Teorema 8. z* é solugio eficiente de (1.1) se existe w € W tal que z* resolve P(w) e pelo
menos uma das condicoes abaixo é satisfeita:

(i) wi>0,i=1,...,k (Geoffrion [1968], Kuhn & Tucker [1951])
(i) =* é solucao tinica de P(w)  (Zadeh [1963])

1.3 Métodos a-Priori

Os algoritmos pertencentes a essa classe utilizam as preferéncias do decisor como pardmetros
de busca no espago das solucoes. As técnicas mais comuns transformam o problema original
multiobjetivo em problemas com formatos mais simples, através da insercao das preferéncias
na definicao matematica do problema. Essa transformacao é realizada de tal forma que o novo
problema possa ser resolvido mais facilmente através de métodos conhecidos.
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1.3.1 Meétodos baseados em Limitantes

O decisor deve selecionar um objetivo de referéncia f;, i € {1,...,k}, e indicar limitantes

fie f; para os objetivos f;, j € {1,....k}, j #i.
Deve-se entao resolver o problema modificado, para cada i :

Minimizar f;(x) (L.7)
reX
fi < filw) < fj, Vi #i

1.3.2 Meétodos Lexicograficos

O decisor deve listar os objetivos em ordem decrescente de prioridades ¢ = {fi,, fiy,---, fi, }»
U?:l i ={1,2,...,k}, i; #4, j,l =1,2,...,k, e resolver o problema:

Minimizar fi, () (1.8)
z € Xy
em que X; = X.
Paral=2,...,k, faz-se X; = {z: z € X;_y, x = argmin {f;_,} e resolve-se o problema:
Minimizar f;(x) (1.9)
Tz € X,

1.4 Meétodos a-Posteriori

Os métodos dessa classe sao executados sem a intervencao do decisor, com o objetivo de
gerar o conjunto Pareto-6timo ou um subconjunto representativo de seus pontos. O decisor
pode entao, selecionar entre os pontos de equilibrio encontrados, aquele que serd utilizado como
solucao de compromisso para o problema.

1.4.1 Método das Ponderacoes

Utilizando os resultados dos Teoremas 7 e 8 (Se¢ao 1.2), o Método das Ponderagoes baseia-
se na resolucio do Problema P(w) com variacio do vetor w € W = {w : w € R, w; >
Oe Zle w; = 1}.

Na prética, o método é 1til na geracdo de subconjuntos de Pareto(X) caracterizados pelas
“preferéncias” indicadas pelos pesos w, sendo invidvel a geracao de todo o conjunto Pareto-6timo
através desse método.
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1.4.2 Meétodo das e-Restricoes

O Método das e-Restri¢oes baseia-se nos Teoremas 4, 5 e 6 (Secao 1.2) e é executado através
da variagao do vetor € € Y;, 7 € {1,...,k} e resolucdo do Problema P;(e€) associado.

Trata-se de uma técnica mais geral de obtencao de solugoes Pareto-6timas, ja que nao impoe
restricoes de convexidade como o Método das Ponderacoes. Em contrapartida, para cada pro-
blema escalar a ser resolvido, k—1 restrigoes sao adicionadas ao problema original multiobjetivo.

Assim como o Método das Ponderacoes, esta técnica é utilizada na geracdo de subconjuntos
de Pareto(X).

1.4.3 Método Simplex Multiobjetivo

Para problemas lineares na forma

Minimizar Cz (1.10)
Ax <b
x>0
em que
Cl
C? ‘
Cc= . eRPM Cle R A R™M e R™ ez € R (1.11)
ok

0s objetivos podem ser tratados simultaneamente sem o uso de técnicas de escalarizacio, através
do Método Simplex Multiobjetivo (Zeleny [1974]) descrito a seguir:

Como a regiao factivel X de (1.10) assume forma poliédrica, tem-se um nimero finito de
pontos extremos, e consequentemente, um numero finito de pontos extremos eficientes. Assim,
0 Método Simplex Multiobjetivo “caminha” de um ponto extremo eficiente a outro, até que o
conjunto Pareto(X) esteja caracterizado. Tal conjunto é formado por pontos extremos eficientes
e faces eficientes (obtidas através de combinagoes convexas dos primeiros).

As iteracoes do método sao executadas utilizando um quadro semelhante aquele do Método
Simplex cléssico (escalar):
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Z1 Z2 Zk, I 9 Ip Tn+1 Tn+2 Tn+m RHS
Z 1 0 o [ = ... 1l 0 0 0 Z
Zs 1 0 |r2 1 ... 12 0 0 0 Zo
Zy, 0 0 L | ok rk 0 0 0 Zy,
Tnt1 |00 ayl ap ay, 1 0 0 by
U] 0 0 0 ao1 a92 aon, 1 0 by
Tpem |00 0 | @m Gm2 ... Gmp O 0 1 b
Tabela 1.1: Quadro Simplex Multiobjetivo.
com
Z;=C48B ', i=1,...,k 1.12)
bj=B7'b, j=1,....,m 1.13)
ajy
_ a9 1
ap = . =B a, lel, (1.14)
(%)
ri=CLB tay—C}, i=1,....k, L€, (1.15)

em que C% é o vetor de custos das varidveis béasicas referente ao objetivo i, B é a matriz das
varidveis basicas, Cli é o custo da varidvel nao-bdsica [ referente ao i-ésimo objetivo e I, é o
conjunto dos indices das varidveis nao-basicas.

Os teoremas enunciados a seguir formam a base tedrica para o algoritmo Simplex Multiob-

jetivo:

Teorema 8. (Zeleny [1974]) Dada uma solucao basica factivel e admitindo 6, = Min {;—71,
J

a; > 0} > 0, para algum [ € I, se rf <0, Vie rli < 0 para algum ¢, 1 = 1,...,k, entao a base

atual nao é eficiente.

Teorema 9. (Zeleny [1974]) Dada uma solucdo basica factivel e assumindo 6, > 0, para
algum [ € I, se rj > 0, Vi e rj > 0 para algum 4, + = 1,...,k, entdo a introducao da coluna
nao-bésica x; na base leva a uma solucao nao-eficiente.
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Teorema 10. (Zeleny [1974]) Dada uma solucdo bdsica factivel, se existem colunas
li,lo € I, tais que 6, < 0),, Vi e 0,7 < 05,7}, para algum 4, 1 = 1,...,k, entdo a solugao
resultante da introducao da varidvel z;, é dominada pela solucao resultante da introducao de
Xy -

Teorema 11. Dado z' € X e seja Z} o valor 6timo do problema auxiliar

Mazimizar Z, = Y%, d; (1.16)
Az <b
Cz+d=Cdgt
z>0,d>0

em que d = (dy,ds, ..., dy), entao z! é eficiente se e somente se Z* = 0.

Prova (Zeleny [1974]) : Considere Z; e z* factivel. Entao existe df >0, i € {1,...,k},
tal que C'z* + df = C'z! = C'z* < C'z!, de forma que z! nio é eficiente.

Seja Z =0, entao df =0, i = 1,...,k e Az* factivel tal que Cz* < Cz! e Cz* # Cz', ou
seja, z' é eficiente.

Com base nos teoremas apresentados, o algoritmo Simplex Multiobjetivo pode ser descrito
através dos seguintes passos:

PASSO 1: Encontre uma solucao bdsica factivel z° e faca t = t, 7i = 0.

PASSO 2: Se z! minimiza algum objetivo, ou seja, se rli > 0, para todo [ € I, e algum
i € {1,...,k}, entdao z' (ou alguma solugao étima alternativa, caso r} = 0 para algum [ € I,,) é
eficiente. Armazene z' (ou a solucio alternativa nao dominada), faca t, fi = tepi + 1 e execute o
Passo 5.

PASSO 3: Se para algum [ € I,,, rli <0, Vie rli < 0 para algum i € {1,...,k} e a introducao
da coluna [ levar a uma base ainda nao explorada, faca o pivoteamento (como no Método Simplex
cldssico), faga t =t + 1 e volte para o Passo 2. Caso contrario, execute o Passo 8.

PASSO 4: Resolva o problema auxiliar (1.16). Se z! é eficiente, guarde z! e faca t, fi = tepitl.

PASSO 5: Se existe coluna dominante (Teorema 10) e a base resultante de sua introdugao
ainda nao foi explorada, faca o pivoteamento, faca ¢ = ¢t + 1 e v4 para o Passo 2. Se a base
resultante ja foi explorada, execute o Passo 8.

Se nio existe coluna dominante e z! nio é eficiente, v4 para o Passo 8.

Se nao existe coluna dominante e x! é eficiente e /ou t, fi = 0, execute o Passo 6.

PASSO 6: Se nao existem colunas r; = [rll,rlQ, e ,rlk], I € I, nao comparaveis com o vetor
0, execute o Passo 8.
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PASSO 7: Armazene todas as colunas nio exploradas que ndo levariam a bases dominadas.

PASSO 8: Se existem bases armazenadas nao exploradas, selecione uma delas, realize o
pivoteamento, faca t = ¢t + 1 e execute o Passo 2. Caso contrario, encerre a execucao do
algoritmo.

1.5 Métodos Interativos

1.5.1 Meétodo de Geoffrion, Dyer e Feinberg

O Método GDF (Geoffrion, Dyer e Feinberg [1972]) baseia-se no conhecido Algoritmo de
Frank-Wolfe e é destinado a problemas na forma:

Maximizar U(f1(x), fo(x),..., fc(z)) (1.17)
rzeX

em que U é uma fungdo concava crescente que reflete as preferéncias gerais de um decisor em
relagdo aos k objetivos.

O Algoritmo de Frank-Wolfe pode ser descrito resumidamente da seguinte forma:

PASSO 1: Determine um ponto inicial 2° € X e faca [ = 0.

PASSO 2: Determine a solucio étima y' do problema:

Maximizar VU (f1(z'), fa(z'), ..., fe(a'))y' (1.18)
yl eX

e calcule a direcio de busca d' = ¢! — 2.

PASSO 3: Determine o passo 6timo ¢ na direcao d' resolvendo o problema unidimensional:
Mazimizar U(fi(z! + ttd"), fo(z! + t'db), ..., fu(a! + t'd")) (1.19)
0<t<1

PASSO 4: Calcule 2! = 2! +#!d" e faca I = I+ 1. Se algum critério de parada ! é obedecido,
encerre a execucao do algoritmo. Caso contrario, volte ao Passo 2.

'Por exemplo, ||zt — z!|| < €, € > 0, € suficientemente pequeno.
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No que segue admite-se que a funcao U nao é conhecida explicitamente, portanto os Passos
2 e 3 sao modificados no Algoritmo GDF, de forma a admitir o auxilio do decisor na execucao.

Como V.U (fi1(zh), fa(z!), ..., fr(z!)) = le(g—%)lvxfi(xl) nao ¢ totalmente conhecido e
a solucao 6tima ' de (1.18) nio é afetada pela divisao da funcio objetivo por um coeficiente
positivo, pode-se encontrar y' através do problema equivalente:

Maximizar Y%, wi V. f;(z!)y/ (1.20)
v e X
NE S
em que w;’ = (5;})“ 1=1,...,k.
1

Observe que admitiu-se, sem perda de generalidade, a func¢ao fi como referéncia e (g—}]l)l > 0.

Os valores w;', i = 1,...,k, sdo calculados solicitando ao decisor que indique valores

Ay, Ag, ..., A correspondentes & sua medida de indiferenca em relagao a uma mudanga nos
valores das funcoes fy (referéncia) e f;, i = 1,...,k, ou seja, os valores A;, i =1,...,k devem
ser tais que:

(fi(@)), fa(ah), ..., fu(@) ~ (fi(ah) + A, fa(ah) — Ao, f3(2h) .., fi(ah))
(fi(@)), falah), .o fr(@h) ~ (F1(a") + Ar, o)), fia (@), fila) = A, fia (@), fr(ah))

(fi(zh), falal)s s fiah)) ~ (Fi(a) + Ar fala), o frma (@), fr(a!) = Ap)
Calculam-se entao,

A
l:i,izl,...,k (1.21)
7
Como a funcao U nao é totalmente conhecida, o passo étimo ¢! na direcao d’ deve ser indicado
pelo decisor ao comparar os valores de f(z! 4 t!d'), t' € [0, 1] através de graficos ou tabelas.
O algoritmo segue até que um critério de parada seja atingido.

W;
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1.5.2 STEM - STEP Method

O Método STEM (Benayoun, Montgolfier & Tergny [1971]) é um procedimento interativo
(o decisor indica suas preferéncias durante a execucao do algoritmo) direcionado & resolucao de
problemas de otimizagao multiobjetivo lineares:

Mazimizar F(z) = (C'(z),C?(z),...,C*(x)) (1.22)
Az <D
>0, zeR"

em que Cj(x):z:?zlc{xi, jg=1...0k, i=1,...,n.

O algoritmo é iniciado com a resolucao de k£ problemas de otimizacao escalares, formados pelo
isolamento de cada um dos objetivos, a fim de encontrar seus valores utépicos M7 e pessimistas
ml, g=1,...,k:

MI = Ci(x7), em que x7 = argmaz CI(x), Az <b, >0 (1.23)
m) =min {CI(z))}, 1<i<k (1.24)

Seja F* € R* o vetor formado pelos valores MJ. Calculam-se os pesos 7/ para cada um dos
objetivos:

J—
= > o (1.25)
MI—mJ 1 \ j
; _ , se M7 > 0.
" (@fﬁczv/
aj = (1.26)

1 \ se M <0
Joien )

de forma que o peso 77 é tanto maior quanto for a variacido de C7(z) em relacdo ao 6timo, ao

J_MI
mJ

se variar a solucao .

Resolve-se entao o problema auxiliar:

Minimizar A (1.27)
A> M —Ci(x)nd, j=1,...,k
zeD' X>0.
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sendo D! o conjunto dos pontos factiveis da iteracio I. Na primeira iteracio, utiliza-se o conjunto
factivel original.

Solicita-se ao decisor classificar cada um dos objetivos como satisfatorio ou insatisfatorio, ao
comparar a solucio encontrada F(z') em (1.27) com o vetor de solucdes utépicas F*. Se todos
os objetivos C7(z!) forem satisfatérios, o algoritmo é encerrado e z! é admitida como solucio
de compromisso. Caso contrario, o decisor deve indicar um valor de relaxamento ACY para um
ou mais objetivos C7, j € {1,...,k}, classificados como satisfatérios, a fim de que se possa
melhorar os valores dos outros objetivos.

Em conseqiiéncia, a regiao factivel para a préxima iteragao é modificada de forma a incor-
porar as indicagoes do decisor:

Dl

Ci(z) > CIi(z!) — ACY, seje S
Cl(x) > Ci(al), sejel
SNI=10

Dt = (1.28)

em que S e I sdo os conjuntos dos indices dos objetivos satisfatérios e insatisfatérios, respecti-
vamente.

Os pesos m/ € S sdo igualados a zero e o algoritmo retorna ao cilculo dos pesos para os
objetivos insatisfatérios e segue até que todos os objetivos sejam satisfatorios ou se conclua que
o problema nao admite solucdo de compromisso.



Capitulo 2

Matematica Fuzzy

2.1 Conjuntos Fuzzy

Um conjunto é dito ser fuzzy quando sua definicao é dada através de caracteristicas subje-
tivas ou suas fronteiras nao podem ser identificadas com seguranca, impossibilitando uma clara
definicdo matematica. Exemplos sao os conjuntos caracterizados por expressoes como: “mulhe-
res bonitas”, “temperaturas altas”, “nimeros proximos de 2”7, “niimeros muito maiores que 5",

etc. Dessa forma, o conceito de pertinéncia de um elemento £ em um conjunto A com essas
caracteristicas torna-se nebulosa, sendo caracterizada por uma graduacao dada por uma funcao
de pertinéncia.

Definicao 1. Seja X um conjunto universo e x um elemento desse conjunto. Um conjunto
fuzzy A é caracterizado por uma funcao de pertinéncia pr, que associa a cada ponto z € X um

valor real no intervalo [0, 1]:

A= {z/p (2)}, (21)

p~(z) : X —[0,1].

2

A funcido p~(z) indica o grau de pertinéncia de z em A, de forma que quanto mais préximo
A

esse valor esteja de 1, maior a pertinéncia do elemento.
Para os exemplos de fun¢oes de pertinéncia abaixo, admite-se que m é um valor modal, a é
um limite inferior e b é um limite superior de aplicagao.

15
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(1) Fungao Triangular :
0, sex<a
=% sex € [a,m]
“Z(m) N é’__;fl, se x € [m, b (22)
0, sex>b
(2) Fungao Gamma :
0, sex<a k>0 53
“Z(“"”)_ %,sex>a > U. (2.3)
(3) Fungao Gaussiana :
u:‘(m) = exp{—k(z —m)?}, k> 1. (2.4)

(a) Triangular (b) Gamma

1 1
0.8 0.8
= 06t ® o6t
i‘ﬁ i‘t
0.4 0.4
0.2 0.2
o o
a m b a

(c) Gaussiana

Figura 2.1: Exemplos de funcoes de pertinéncia.

A forma e os pardmetros da funcdo de pertinéncia mais adequados para caracterizar certo
conjunto fuzzy sao dependentes do contexto da aplicacdo, mas existem algumas técnicas ge-
rais sugeridas para a determinagao de tais fungoes. Para determinar os parametros da funcao,
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a técnica de Aproximacao Horizontal utiliza informacoes baseadas na frequiéncia relativa dos
resultados de um dado experimento. Por exemplo, solicita-se a um grupo de individuos que
classifiquem, através dos termos “baixa”, “média” ou “alta”, um conjunto discreto de tempera-
turas. Baseado na frequiéncia de resposta para cada uma das temperaturas, pode-se determinar
as funcgoes de pertinéncias com a normalizacao dos resultados obtidos e a geragdo de valores
intermedidrios através de interpolacao ou ajuste de curvas.

Com o método de Aproximacao Vertical, a partir de uma dada distribuicao de probabilidade,
é possivel identificar o conjunto A dos pontos cuja probabilidade é maior ou igual a um dado
valor p:‘(m) € [0,1]. A funcao de pertinéncia H pode ser definida como a curva formada pelos

pontos (x,p(z)) tais que €A.

Podem-se citar ainda técnicas baseadas em ajustes de curvas que, conhecidos alguns pontos
(4, p(x;)), definem os parametros da funcao de pertinéncia de forma a obter o menor erro em
relacao as informacgoes conhecidas. Um bom exemplo desse tipo de enfoque é dado em (Arslan
& Kaya [2001]), que determinam os parametros de funcoes de pertinéncia triangulares através
de ajustes com algoritmos genéticos.

As propriedades e operacoes descritas abalxo para conjuntos fuzzy sao extensoes daquelas

aplicadas a conjuntos ordinrios '. Sejam A e B conjuntos fuzzy:
Conjunto vazio : ,uz(m) =0, Vre X;
Igualdade de conjuntos : A=Be uz(m) = ,ug(x), Vz € X;

Complemento 2 : fi=(z) =1 — u:‘(x);

A
Inclusio : ACB& ,u:l(:v) < ,ug(x);

Uniao : (u:‘ U ,ug)(m) = maw{,uz(x),,ug(x)};

Interseccao : (,u:1 N ug)(x) = mm{u:‘(m), ug(:n)};

Da mesma forma, continuam validas no caso de conjuntos fuzzy, as propriedades comutativa,

associativa, distributiva, transitiva, involutiva, idempoténcia e Leis de Morgan.

Definigdo 2. Um conjunto fuzzy A ¢ dito ser normal se sup{,u:‘(x)} = 1. Caso contrario, o

conjunto é denominado subnormal.

!Também serdo utilizados os termos crisp ou ndo-fuzzy.

2Deve-se ressaltar que em geral, ;1 0;1 #0e ;1 UZ # X.
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Definigao 3. O conjunto suporte de :1 ¢é dado por:

~

Supp(A) = {z € X|,uz(x) > 0}. (2.5)

Definigao 4. Niicleo (core) do conjunto fuzzy A

~

Core(A) ={z € X|,u2(x) =1} (2.6)

Definicao 5. A cardinalidade de ;1 é dada por !

Card(A) = 3. - (). (2.7)

zeX

Defini¢ao 6. A possibilidade de ;1 e E} é dada por:

Poss(4, B) = supsex {Minlji- (), p= (2)]}. (2.8)

B
Poss(A, B) gera uma idéia de sobreposicao dos conjuntos A e B.
Definicao 7. O conjunto fuzzy A é convexo, se e somente se:

(1 + (1= N)azz) > min{ps (21), o )} (2.9
Vzi,29 € X, X €]0,1].

De forma andloga, um conjunto fuzzy B é concavo, se e somente se:

(A1 + (1= Naa) < maa{p (21), - (2)} (2.10)
Vxi,29 € X, A€ [0, 1].

Definicao 8. A combinagao convexa dos conjuntos fuzzy ;1, Be JNX, é dada pela relagao :

p (2) = pr (@) () + [ = pr(2)] e (2), z € X. (2.11)

(A,B;A)

No caso continuo, Card(Z) = szX ey

(z)dw.
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Uma forma alternativa de descrever um conjunto fuzzy é através do Teorema da Represen-
tacao, que afirma que qualquer conjunto fuzzy pode ser reconstruido a partir da sobreposi¢ao
de conjuntos denominados a-cortes.

Definicao 9. Um «-corte de ;1 é um conjunto composto pelos pontos cuja pertinéncia
excede um valor « € [0, 1]:

Ao= {w € X|p~(2) > o}, (2.12)

de modo que se o > ag, entao A, CAa,-

Teorema da Representagao. Um conjunto fuzzy :1 pode ser decomposto em uma familia
de a-cortes, ou seja:

pr@) = U (ons ), (2.13)
a€l0,1] :
ou ainda,
p(2) = supaeio,tons (2.14)

O teorema tem aplicacao direta na parametrizacao de restricoes em problemas de otimizacao
fuzzy (veja Secado 2.5).

Defini¢do 10. Uma norma triangular (norma-t) é uma operacio bindria ¢ : [0,1]2 — [0, 1]

satisfazendo propriedades de comutatividade, associatividade, monotonicidade (z < y e w <
z = ztw < wiz) e as seguintes condicoes de contorno:

Otz =0e ltx =z (2.15)

Uma co-norma (norma-s) deve apresentar as mesmas propriedades de uma norma-t, com
excecao das condicoes de contorno, dadas a seguir:

Ost =z elsx=1 (2.16)

A interseccio e a unido sao exemplos de norma-t e norma-s, respectivamente.

O principio enunciado a seguir permite caracterizar a funcao de pertinéncia de um conjunto
fuzzy resultante de uma transformacao aplicada em outros conjuntos fuzzy:
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Principio da Extensao. Sejam X1, Xo,...,X, e Y conjuntos universos. Considere
também o produto cartesiano X = X; X X9 X ... X X, e os conjuntos fuzzy A; em X; com
funcoes de pertinéncia po s 1 = 1,2,...,n. Se f é uma aplicacio de X em Y, gerando o

conjunto fuzzy BC Y, entao :

pr(y) = supa{ Minlp~ i ... by ]} (2.17)

y = f(z)
z€e X

O Principio da Extensao tem grande utilidade na teoria fuzzy e serd revisto por exemplo,
na teoria de fungoes fuzzy e na determinagao das fungoes de pertinéncia de niimeros resultantes
de operacoes com nimeros fuzzy.

As definigoes e resultados indicados sobre conjuntos fuzzy sao baseados em (Zadeh [1965]).
Outras informagoes sobre determinagao de fungoes de pertinéncia podem ser obtidos em (Tiirk-
sen [1991], Pedrycz & Gomide [1998] e Bilgi¢ & Tiurksen [1999]).

2.2 Relagoes Fuzzy

O conceito de relagdo em conjuntos ordindrios pode ser estendido facilmente para o caso dos
conjuntos fuzzy:

Definigao 11. Sejam X, Xo,..., X, conjuntos universos. Uma relagdo fuzzy _;2 ¢ definida
como um conjunto fuzzy no espago do produto cartesiano X7 X Xo X ... x X,,. Assim,

pos XX x X, — [0,1]%, (2.18)
de forma que, dados 1 € X1, 9 € Xo,..., T, € X,, se MzNz(xl’ ceoyy) = 1diz-se que z1, ..., x,
estao totalmente relacionados segundo ;2 e se u;{(ml, ceosy) =0, 21,29, ...,%, nd0 apresentam

relagdo de acordo com R.

Pode-se entdo, através do uso de relacoes fuzzy, representar matematicamente expressoes na
) b
forma: “x e y aproximadamente iguais”, “x muito maior que y”, etc.

'Nos casos discretos, a relacio fuzzy R pode ser representada por uma matriz ou um grafo direcionado.
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Sejam R e W duas relacoes fuzzy definidas no espago X X Y, entdo sao vélidas as seguintes
relacoes:

Unido : (RUW)(.y) =R (2.9)s W (z,);

Interseccio : (R N W)(z,y) =R (a,y)t W (.y):
Complemento : ﬁ;z(x,y) =1- ,uﬁ(x,y);

Inclusio : RCW < ,u;{(m,y) < uv?/(x,y), Vze X, VyeY;

Tgualdade : }szl/?/(:) p}}(m,y) =pu~(z,y), Vee X, VyeY.

W
Definigao 12. Uma relagdo fuzzy CN;’ (z,y), determinada pela composicio de duas relacoes

fuzzy R (z,2) e W (z,v), denotada por RoW (z,y), é dada através de uma das seguintes
formas :

G (z,y) = sup.cz[R (z, 2)t W (2,9)], (2.19)

ou

EJ (z,y) = infzez[]N% (z,2)s I/?/ (z,9)]. (2.20)

2.3 Numeros Fuzzy

Um nimero fuzzy a é uma quantidade com valor impreciso, sendo utilizado na representacio
de expressoes na forma “quase 507, “préximo de 27, etc. Usualmente, um ntmero fuzzy aé
representado por uma notacio do tipo a= [a, ag, @], sendo ag o valor modal, @ e @ os limitantes
inferiores e superiores do espalhamento, respectivamente. Associa-se a cada nimero fuzzy uma
funcéo p~(z) que indica o grau de pertinéncia dos valores z contidos em um dominio X (Figura
2.2).

Uma outra forma de representacdo de ntimeros fuzzy muito utilizada é a notacdo tipo LR:

Defini¢do 13. Um ntmero fuzzy a é dito ser do tipo LR, denotado por a= (m, a, §) g, se:

a

pir (2) = R(23™), para o >m, B> 0 (2.21)

a

{ L(2=%) para z <m, a >0

em que R (right) e L (left) denotam a dire¢ido do desvio em relagao ao valor médio m de a. Os
valores a e 3 sdo denominados espalhamento & esquerda e & direita, respectivamente. Assim,
por exemplo, pode-se definir niimeros fuzzy trapezoidais a= (mq,ma, o, B) g através de:
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= Trapezoidal
= Triangular
Gaussiano

0.9

0.7

0.6

ke ()

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 2.2: Exemplos de funcées de pertinéncia de ntimeros fuzzy.

L(™=%), para x <m, a >0
pie () = R(%5"), para x> m, >0 (2.22)
1, c.c

Para as operacoes definidas abaixo, considere a= [a,ap,a] e b= [b,bg,b] ntimeros fuzzy
quaisquer:

Adicio : @ + b= [a+ b, ag + by, @ + b;
S

Subtracio : a =la—b,a9 — by, @ — bJ;

~

Multiplicacio : ap= [Min{ab, ab,ab,ab}, agby, Max{ab, ab,ab,ab});

Divisdo : £ = [Min{ .8}, 58, Maz{§, 3, 5, 8}];

[ISyIS]]
Il

a
T h

SIS
Il

o1

~—1
Inversa: a = [Mm{é,% ,%,Mam{é,%}]. Note que £ =ap

2R

A determinacao da funcao de pertinéncia do niimero resultante das operacoes descritas acima
é realizada com base no Principio da Extensao, de forma que :
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~ ~

= f(a,b) = py(2) = suppy{ Min[uy (z), pe(y)]} (2.23)
reX, yeyY
z = f(z,y).
A comparagao de nimeros fuzzy a;,i=1,...,né geralmente realizada utilizando uma das

técnicas abaixo:

(i) Com o auxilio de func¢oes F'(a), denominadas indices, que fazem o mapeamento de cada
nimero fuzzy na reta real R utilizando, na extensa maioria dos casos, propriedades geométricas
da funcao de pertinéncia do ntmero fuzzy;

(ii) Determinacao de um conjunto fuzzy de alternativas D= {i/up(i), i = 1,...,n}, em
que up(i) € [0,1] indica o grau em que o i-ésimo numero fuzzy pode ser considerado a melhor
alternativa.

Em (Yager [1981]) a ordenagido de subconjuntos fuzzy no intervalo [0, 1] é realizada com a
aplicacao da funcao indice abaixo, podendo ser estendida facilmente ao caso da comparacao de
numeros fuzzy:

Qmazx ~
F(a) = / M(3y)da, (2.24)
0
em que Qyuqz € 0 valor maximo de pertinéncia do nimero fuzzy aeM (Ea) é o valor médio do

a-corte de a: ao={z|u~(z) > af.
Perceba que a aplicacao do indice de Yager em um ntimero crisp a resulta no préprio ntimero:

Cmaz = 1 (2.25)
aq ={a}, Va (2.26)
M(a,) = a, (2.27)
e entao
F(a) = /01 ada = a. (2.28)

Em (Peneva & Popchev [1998]), niimeros fuzzy triangulares ou trapezoidais a;= [a}, a?, a3, gl i =

1,...,n, na forma:
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0, para z € (—o0,a}

gi('r)a para x € [a’zlaaz?]
p~(z) = 1, para x € [a?,a}] (2.29)

hl(x)a para x € [a?agF
0, para r € [gloo)

gi(z) funcgao linear crescente
h;(z) fungao linear decrescente

podem ser ordenados de acordo com o indice F'(a;):

F(a;) = kFi(a;) + (1= k) Fy(a;), k €[0,1]' (2.30)
em que
vy — (ai=a)+(a?—a?)
Fi(a;) = a} + : \/(ag_lag)m e (2.31)
~ (af=a})+(a?~a?)
Fy(a;) = gt (me)teima \/(aiz_la})%l' (2.32)

O valor do indice Fi(a;) é tanto maior quanto forem o limite esquerdo a! e a 4rea do
trapézio/triangulo. Para dois nimeros fuzzy @y e Gy com al = a? e mesma drea, a distingdo é
feita pelo seno do angulo § (Figura 2.3(a)), de forma que quanto maior o angulo, maior o valor
do indice associado ao nimero fuzzy. Na Figura 2.3(b), a9 é maior que a1, segundo esse indice.

A funcao indice F2(Ei) pode ser entendida de forma andloga. A diferenca entre os dois indices
Fy(a;) e Fy(a;) torna-se clara ao comparar um nimero fuzzy triangular a3 e um trapezoidal a4
com mesmos limitantes (Figura 2.3(c)): o nimero a4 é maior segundo o indice F} e a3 segundo

F,. Assim, F(a;) é uma ponderacio entre Fy(a;) e Fy(a;).

Em (Kim & Park [1990]) 2, ntimeros fuzzy a;, i = 1,...,n sio ordenados através da obtencao

do conjunto fuzzy de alternativas D= {i/up(i)} com

ny () =k () + (L= K s (@), kK €0,1], (2.33)
p > (i) = Poss(a;, Gmaz): (2.34)
ps (i) =1 = Poss(aj, Gomin), (2.35)

P

'Em (Peneva & Popchev[1998]) sio utilizados os valores k = 0, 0.5 e 1.
’Em (Kim & Park [1990]) sdo utilizados os valores k =0, 0.5 e 1.
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(a) Numero fuzzy trapezoidal (b) Comparacéao de numeros fuzzy

1
0.8
& 0.6
s
* 04
0.2
0
0 5
1
0.8
= 0.6
2
* 04
0.2
0
0
Figura 2.3: Comparacao de ntimeros fuzzy.
em que
Gmao= {z/nz  (2)}, = €Y = Supp{U as}, (2-36)
Gmin={z/n> ()}, = €Y =Supp{U as}, (2.37)
e
re (z) = wf;fifirﬁya (2.38)
Y —
H’amm (113) = suspuig—ian' (239)

Percebe-se que B epy indicam o grau de aproximacgao de x € Y aos valores de sup Y

e inf Y, respectivamente. Assim, Py (1)

ma min
gradua a possibilidade de a; ser méximo e u ~ (i) a
D

p
possibilidade de @; ndo ser minimo. A Figura 2.4 ilustra a aplicagao do indice descrito.
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Comparacéo de numeros fuzzy

09 Gmin -

Figura 2.4: Aplicacao da funcao indice descrita em (Kim & Park [1990]): a=p ~ (1), b:pﬁ (2),
c=pg (1) ed=pz (2)

2.4 Funcoes Fuzzy

Os conceitos relacionados a fungoes fuzzy podem ser resumidamente descritos em trés tipos
de enfoques:

(i) Fungoes nao-fuzzy com argumentos fuzzy;
(ii) Fungoes com parametros fuzzy e varidveis nao-fuzzy;
(iii) Fungoes com definicoes fuzzy.

Sendo X e Y conjuntos fuzzy, o primeiro enfoque considera funcoes ordinarias na forma

y= f(7), TeX, YeY, (2.40)

podendo-se aplicar o Principio da Extensao :

1/
0y — SUDy vy M)N(( ), se f7H(Y) # 0

T (2.41)
0, se f~1(y) =10

Por exemplo,

X={-1/0.2,0/0.9,1/0.7,2/0.5} e f(¥) =25 —1=V={1/0.7,-1/0.9,7/0.5).



Matematica Fuzzy 27

Deﬁnigéo 14. Sejam X e Y conjuntos universos, f : X — Y uma funcio ordinaria qualquer
e A e B conjuntos fuzzy em X eV, respectlvamente Diz-se que f é uma funcdo com restrigoes

em um dominio fuzzy A e contra-dominio fuzzy B se, e somente se

Vi e X, px(f(z)) > py(@). (2.42)

Fungoes com parametros fuzzy y=f ( ) realizam o mapeamento de varidveis de um dominio
crisp X em um conjunto imagem fuzzy Ve podem ser tratadas como um conjunto de operagoes

com numeros fuzzy. Por exemplo, para Y= f (z) =a z+ b tem-se:

= {Min[az, @z, apz, Mazlaz,azx]} + {b, bo,b} =
= {Min[az,az] + b, apz + by, Maz[az,ax] + b}.

O 1ltimo enfoque trata de funcoées com definicdes dadas por conjuntos fuzzy de funcoes
ordindrias :

f: X Y= {(fifus(UDIfi: X =Y, i=1,...p}, (2.43)
podendo-se novamente utilizar o Principio da Extensao. Para exemplificar, considere:
X ={-1,0,1,2}
f={2/0.3,22 /0.8, 23 /0.5}.
De fi vem que f= {—1/0.3,0/0.3,1/0.3,2/0.3}.
De fo vem que f= {1/0.8,0/0.8,1/0.8,4/0.8}.
De f3 vem que f= {—1/0.5,0/0.5,1/0.5,8/0.51.
e entao :
F(=1)={-1/0.5,1/0.8}
f (0) = {0/0.8}
f (1) ={1/08}
F(2) = {2/0.3,4/0.8,8/0.5).
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2.5 Otimizacao Fuzzy

De uma maneira geral, a otimizacao fuzzy pode ser entendida como uma extensao do problema
classico de otimizacao :

Minimizar f(z) (2.44)
gi(:v)zbi, i:1,...,m
z; >0, j=1,...,n

com a propriedade de melhor caracterizar os processos reais, dado que os métodos dessa classe
incorporam as quantidades imprecisas envolvidas no problema a ser modelado e resolvido.

Diversos enfoques sao conhecidos e estudados na literatura, de acordo com o ponto em que
se encontram as imprecisoes: restricoes fuzzy, fungoes fuzzy, coeficientes fuzzy nos objetivos e
restricoes, etc. O restante deste capitulo é dedicado a apresentar esses diferentes enfoques e
alguns métodos conhecidos de resolucao.

2.5.1 Otimizacao com Restri¢coes Fuzzy

O problema geral de otimizacao com restricoes fuzzy pode ser formulado da seguinte forma :

Minimizar f(z) (2.45)

gi(:v)gbi, i:1,...,m
ZE]'EO, jzl,...,n

modificando o conceito usual de factibilidade e a forma de entender cada restricao. Em um
problema fuzzy como (2.45), as restri¢oes sao resultado da modelagem de expressoes como “b;
essencialmente menor ou igual a g;(xz)”, “desejavel que g;(x) seja maior ou igual a b;”, etc; de
forma a permitir uma violagdo d;, 1 = 1,...,m em cada restricdo, acarretando a existéncia de
pontos com diferentes niveis de factibilidade, calculados a partir de fungoes de pertinéncia do
tipo:

1, se gz(x) Z bi
Hgi(z) = gl(m);#’ se b; —d; < gl(:n) < b; (2.46)
0, se gi(x) < b; —d;

Em (Zimmerman [1976]) é apresentado um procedimento para a resolugao de (2.45) baseado
no Principio de Decisao Fuzzy (Bellman & Zadeh [1970]), enunciado a seguir:
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Principio de Bellman e Zadeh para decisao fuzzy. Considere um conjunto X de
infinitas alternativas a serem avaliadas por k diferentes objetivos. Seja Cj(z) € [0,1], j =
1,...,k uma funcdo de pertinéncia que indica o nivel de satisfacdo do j-ésimo objetivo pelo
ponto z, entao o nivel D(x) de satisfacao de todos os objetivos pelo ponto x é dado por :

D(z) = Min{C1(x),Ca(z),...,Ck(z)}, (2.47)
de forma que a melhor alternativa z* é determinada por

D(z*) = Mazyex D(x). (2.48)

O algoritmo ¢ iniciado com a escolha de um nivel de aspiragao by para o objetivo, transfomando-o
em uma restricio ! do tipo:

f(z) < b (2.49)

O Problema (2.45) pode entao ser transformado em:

Maximizar D(z) = Min{jig, (x); ftgs(z)s - - - > Bgm(x) } (2.50)
f(z) < by
x>0

ou melhor,

Maximizar A (2.51)
f(z) <bo
14+ 8820 > 5 i=1,...,m
A€ [0,1]
x>0

de forma que os resultados z* e A* representam a melhor solu¢ao de compromisso e seu nivel de
satisfacao, respectivamente.

Em (Verdegay [1982]), assume-se que as restrigoes fuzzy do Problema (2.45) sao lineares:

n
gz(:v) = Zai]’{L‘j 2 bi, 1= 1, sy (2.52)
j=1

'Em (Zimmerman [1976]) a funcio objetivo é transformada em uma restrigio fuzzy.



Matematica Fuzzy 30

e suas fungoes de pertinéncia iy, (;), © = 1,...,m sdo continuas e estritamente monotonicas.
Utilizando o Teorema da Representacao, o conjunto C' das restri¢oes pode ser caracterizado
por:

C= |J aC,, (2.53)
a€l0,1]

em que C, sao 0s a-cortes do conjunto de restrigoes:

Co ={z € R"|pg;(0) 2 @, i=1,...,m}, a€l0,1], (2.54)
mas
fgi(zy =1+ M >a= (2.55)
= Y0 gy > b — (1 —a)d; = Y7 agzg > py; (@),
logo,
n
Co ={z € R" D ajjz; > pg(a), i=1,...,m}, ac[0,1]. (2.56)
j=1

Assim, considerando somente restri¢oes lineares, a solucao de (2.45) pode ser obtida através
do seguinte problema paramétrico :

Minimizar f(z) (2.57)
x>0
T € Cy,
a € [0,1]
ou mais claramente,
Minimizar f(z) (2.58)

Z?Zlaijmj >bi—(1—a)d;, i=1,...,m
z; >0, j=1,...,n
a€[0,1].
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2.5.2 Otimizacao com Objetivo e Restricoes Fuzzy

Trata-se de uma generalizagao do Problema (2.45) na forma:

Minimizar f(z) (2.59)
g’t(x)gbu i=1,...,m
ZE]'EO, jzl,...,n

no qual pode-se novamente utilizar a técnica descrita em (Zimmerman [1976]), mas transfor-
mando a func¢io objetivo de (2.59) em mais uma restri¢ao fuzzy :

f(x) < by (2.60)

Assim como no caso das restricoes, define-se uma funcao de pertinéncia para valorar o nivel
de satisfacao do objetivo em relacao a aspiracgao estabelecida:

15 se f(.’L‘) S bO
Pf(a) = W se by < f(z) < by +do (2.61)
0, se f(z) > by + do
em que dy > 0 representa um desvio permitido no nivel de aspiracao.

O Problema (2.59) é transformado entao no seguinte problema de maximizagao do nivel de
satisfacao :

Maximizar A (2.62)
f(z)—b
RER
14+ 28t >0 i=1,...,m
A€[0,1]
x>0

do qual pode-se obter a solucao de compromisso z* e o nivel de satisfacao A\* em relacao as
restricoes e & aspiragao para o objetivo.

2.5.3 Otimizacao com Coeficientes Fuzzy na Funcao Objetivo

Diferente dos dois casos anteriores, considera-se aqui um problema com restri¢oes nao-fuzzy e
funcao objetivo linear com coeficientes fuzzy, o que pode representar problemas reais de decisao
baseados em custos imprecisos: compras, localizagio, etc. A formulacdo matematica geral para
esse tipo de problema, é descrita abaixo:
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Minimizar ¢ Z1+ C9 Tg + ...+ Cp Tn (2.63)
gl(x)zbh 1=1,...,m
z; >0, j=1,...,n

Admite-se que os coeficientes c;= [c;,¢;,C;], j = 1,...,n, sdo numeros fuzzy com funcao de
7 YRR BE] ) 5 10y 5
pertinéncia:

0, sec; <0 oquggj
M'Z(g) = éc]- (0])7 5€ C; < 0] < Cj (264)
o hc].(ej), se ¢; < 9]' <gj

ao funcoes continuas nao-decrescente e nao-crescente, respectivamente; tais

em que A, s
(¢j) = 1.

e Tr,
que hcj- (Cj) = th
Em (Tanaka, Ichihashi & Asai [1984]), admite-se que as funcoes h, e he; sao lineares e
z]’, j = 1,...,n, s2o nimeros fuzzy triangulares [Qj,cj,Ej]. Consequentemente, o valor da
funcao objetivo f(z) :El 1+ %z To+ ...+ En T, também é um ndmero fuzzy com fungao de
pertinéncia :

0, sex=0, f(x)=0

={ 1, sex=0, f(z) >0 (2.65)
Hf(z) ’ i)
1-— 7@’((2:8;9)':6, sex >0, f(x) >0
em que ¢ = [¢1,Co,-..,Cp) € €= [C1,C2y...,Cpl.

Assim, a solugao do Problema (2.63) é obtida com a resolucao do seguinte problema auxiliar:

Minimizar wicx + waocx (2.66)
gi(x) > by i=1,...,m
z; >0, j=1,...,n

wy +we =1, wi,wy € [0, 1]

2.5.4 Otimizacao com Coeficientes Fuzzy nas Restricoes

No problema considerado aqui, a fun¢ao objetivo € crisp e as restri¢oes sao lineares com valores
imprecisos para os componentes da matriz das restricoes e do vetor independente, modelados
como numeros fuzzy. A formulagao matemédtica segue abaixo:
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Maximizar f(z) (2.67)
Z?:l Eij Tj <bi, t=1,...,m
z; >0, j=1,...,n
de forma que ao contririo do Problema (2.45), em (2.67) ndo é permitido qualquer viola¢ido no
atendimento das restrigoes.

Em (Tanaka, Ichihashi & Asai [1984]), o Problema (2.67) é transformado em :

Maximizar f(z) (2.68)
[(1 = $h)(ai + @) + 3h(a; — a;)le < (1= 3h)(bi + b;) + 3h(bi — b;)
[$h(ai +@;) + (1 — 3h)(ai — a;)le < h(bi + b;) + (1 — h)(b; — b;)
x>0
em que 5”: laij, aij, @ij], @ = 1,...,m, j = 1,...,n, sdo ntmeros fuzzy triangulares, a; =
[ai1,Gi2, . ..,ai] € h € (0,1] é o nivel de otimismo definido por um decisor.

Para a obtengao de (2.68), considera-se a seguinte relagao de ordem entre ntimeros fuzzy :

Sejam a= [a,a,d) e b= [b, b, b] ntimeros fuzzy, entio (2.69)

a>b se (a+@)a > (b+b)ae (a—a)a> (b—Db)a,Va € [h,1]
em que (¢ +a)q € (a — a)q sa0 os limitantes superior e inferior do a-corte de a.

Observe que apesar dos resultados anteriores terem sido apresentados de uma maneira geral,
os métodos sao mais eficientes em problemas fuzzy lineares, visto que a maioria baseia-se na
reducao a problemas crisp e é possivel que para determinados problemas nao-lineares nao se
conhecam algoritmos exatos para sua resolucdo. O mesmo vale para problemas com restrigoes
de integralidade das varidveis, dado que depois da reducao a problemas nao-fuzzy, o tempo
computacional de resolucao por métodos exatos, em problemas com grande nimero de varidveis,
pode tornar invidvel a aplicacao das técnicas descritas. Para outras técnicas de resolucao de
problemas de otimizacao fuzzy veja (Delgado, Verdegay & Vila [1989], Tanaka, Okuda & Asai
[1974], Liu [1999] e Inuiguchi, Ichihashi & Tanaka [1990]).
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Capitulo 3

Algoritmos Genéticos

3.1 Conceitos Basicos

Algoritmos genéticos (Holland [1975]) sdo métodos heuristicos, nao-especificos, utilizados
principalmente na exploracao do espaco de solucoes de problemas de otimizacao matematica
discreta. Sao geralmente aplicados em problemas cuja complexidade dificulta, ou até mesmo
impede a utilizacao de métodos exatos, ja que sao capazes de fornecer solugoes quase-Gtimas em
tempo de execucgao aceitdvel, sem a imposicao de condicionantes como linearidade, convexidade,
etc.

Por ser um algoritmo evolutivo, sua estrutura é baseada nos conceitos de reproducao celu-
lar e evolucao natural, podendo ser descrito por quatro elementos basicos: uma populacao de
solugoes, geralmente factiveis, representada através de uma estrutura computacional adequada;
uma funcao de fitness que associa a cada individuo da populacdo um valor da medida de desem-
penho na resolugao do problema; operadores genéticos (crossover e mutag¢ao), que realizam a
troca de informagoes entre as solucoes, introduzem ou modificam individuos e mantém a diversi-
dade da populagao; e um processo de selecao de individuos que promove, em analogia a selecao
natural, a sobrevivéncia e reproducao das melhores solucoes, acarretando o aumento do fitness
médio da populagao ao longo das geragoes. A estrutura bdsica comum desse tipo de algoritmo
pode ser resumida da seguinte forma:

PASSO 1: Gerar populacao inicial.

PASSO 2: Avaliar populacao.

PASSO 3: Aplicar crossover e mutacao.

PASSO 4: Selecionar individuos para nova geragao.

PASSO 5: Retornar ao Passo 2 até que uma condicao de parada seja alcangada.

35
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Cada individuo da populagao (cromossomo), codificado através de estruturas computacionais
(vetores, grafos, etc), representa uma possivel solu¢ao para o problema tratado. Na versao
classica do algoritmo (Holland [1975]), os individuos sdo representados através de vetores bindrios
de tamanho fixo.

A escolha da codificacao dos cromossomos a ser adotada é uma etapa bastante importante na
construcao do algoritmo genético, jA que deve permitir a representacao da solucdo completa do
problema, sem dificultar a medida da func¢ao de fitness ou a aplicacao dos operadores genéticos.

Em geral, a populacao ¢ inicializada de forma aleatéria e mantém tamanho fixo. Informacoes
e restrigoes do problema podem ser incorporados na geracao da populac¢ao inicial de forma a
factibilizar as solucoes ou melhorar a qualidade da populacao.

A funcao de fitness deve ser escolhida de forma a medir o desempenho de cada individuo
como solucao do problema. Na maioria dos casos, essa medida nao é absoluta e sim, relativa
aos outros individuos da geracao atual.

Em problemas restritos, a funcao de fitness pode incorporar a medida de infactibilidade
do individuo (Michalewicz [1995]), na intencao de que individuos infactiveis convirjam para a
factibilidade e individuos factiveis convirjam para solugoes com melhores fitness.

O crossover e a mutacao sao os operadores genéticos mais utilizados nesse tipo de algoritmo.
O primeiro é responsavel pela geracao de novos individuos através da “troca de informagoes”
entre duas ou mais solucoes da populacao; e o segundo, responsavel por modificacoes aleatorias
em um cromossomo, a fim de promover a variabilidade da populacao, sem comprometer a con-
vergéncia ja alcancada. Os operadores de crossover e mutacao sao aplicados com probabilidades
Pe € Py determinadas na definicao do algoritmo.

Existe uma grande quantidade de operadores de crossover propostos na literatura, com apli-
cacao direcionada a diferentes tipos de codificacoes e problemas. Os mais comuns sao o Crossover
Simples (algoritmo genético classico), em que dois individuos pais selecionados geram dois no-
vos individuos através da troca do segmento de cromossomo iniciado em um ponto de corte
escolhido aleatoriamente (Figura 3.1(a)); o Crossover Uniforme (Syswerda [1989]), em que uma
quantidade determinada de genes aleatérios (unidade de informacao no cromossomo - um bit na
codificagao bindria) é trocada entre dois individuos pais (Figura 3.1(b)); e o Crossover Aritmético
(Michalewicz [1996]), utilizado em populagoes com codificacdo em ponto flutuante, que gera dois
novos individuos z3 e x4 a partir de combinacoes convexas das solugoes pais x1 e xo:

z3 =azx; + (1 —a)ry, =4 =(1—a)r; +azx, «ac]|0,1] (3.1)

Para problemas com codificacao binaria, a Mutacdo Simples troca o valor de um ou mais
genes em um cromossomo selecionado. Em algoritmos com codificacao real pode-se utilizar
entre outros, a Mutacao Uniforme, em que o valor do gene a ser modificado é selecionado
aleatoriamente ou de acordo com uma distribuicao de probabilidade adequada; e o operador de
Mutacao Indutiva, em que o valor selecionado é somado ao valor atual do gene.
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Figura 3.1: Operadores de crossover.

No algoritmo genético classico, as solugoes sao selecionadas para a préxima geracdo através
de uma técnica denominada Roulette Wheel, que atribui a cada individuo da populacao uma
probabilidade de sele¢do proporcional a seu valor de fitness. A grande desvantagem desse esque-
ma é a possibilidade de perda do melhor individuo da populacao atual na montagem da nova
geracao. Essa dificuldade pode ser superada com uma estratégia elitista, que consiste em manter
o melhor individuo (ou um grupo dos melhores) da geragao atual na seguinte.

Citam-se ainda as técnicas de Selecao por Diversidade, em que os individuos mais diversos
da populacao sao selecionados e Selecao por Torneio, em que duas solugoes sao indicadas aleato-
riamente e a melhor é selecionada se um nimero aleatério r € [0, 1] for menor que o pardmetro
p € [0,1] previamente determinado; caso contrario, a outra solucao é escolhida.

E interessante notar que todas as técnicas de selecao apresentadas podem também ser utili-
zadas na identificacao de individuos para aplicacao dos operadores genéticos.

3.2 Algoritmos Genéticos aplicados a Otimizagcao Multiobjetivo

Considerando que a solucao de um problema de otimizacdo multiobjetivo é constituida por
um conjunto de pontos, a utilizacao de algoritmos genéticos parece imediata, dado que a cada
geracao no algoritmo, considera-se simultaneamente uma populacdo de solucdes.

“Fvolutionary algorithms seem particularly suitable to solve multiobjective optimization pro-
blems because they deal simultaneously with a set of possible solutions (the so-called population)
which allows to find an entire set of Pareto optimal solutions in a single run of the algorithm, ins-
tead of having to perform a series of separate runs as in the case of the traditional mathematical
programming techniques.” (Coello [1999]).

Em problemas de otimizacao multiobjetivo, os algoritmos genéticos podem ser aplicados
como métodos a-posteriori, ou seja, direcionados & geracao de pontos que caracterizem o conjunto
Pareto-6timo, para possibilitar ao decisor a escolha de uma solucdo de compromisso. Essa
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caracterizacao deve ser tal que os pontos gerados apresentem distribuicdo aproximadamente
uniforme no conjunto.

Porém, a utilizacao de algoritmos genéticos em problemas desse tipo apresenta dificuldades
relacionadas a convergéncia prematura para um tUnico ponto e a identificacao da funcao de
fitness. A primeira, estd associada a perda de diversidade na populacao e na tendéncia natural
do algoritmo em convergir & melhor solu¢ao do problema, agrupando os individuos em torno de
um tnico ponto. Tal dificuldade é usualmente superada através de técnicas que forcam uma
busca multimodal. A mais utilizada é a nichagem, mais especificamente a estratégia de Fitness
Sharing (Goldberg & Richardson [1987]), baseada no conceito de nichos ecolégicos, em que
individuos de uma mesma regiao devem compartilhar os recursos disponiveis, ou seja, o fitness
de uma solugao da populacao deve refletir o nimero de individuos localizados em uma regiao de
proximidade definida por um raio de nicho ospgpe :

O fitness compartilhado fspere(i) do i-ésimo individuo da populagao é dado por :
fi
ity shid(i. 7))

em que f; é o fitness do individuo 7, d(4, j) é uma medida de distancia qualquer entre os individuos
i e j; e sh éafuncao de compartilhamento dos componentes da populacao:

fsha're(i) = (32)

1— ( d(i,j) )a’ se d(z,j) < Oshare;, @ =>1

sh(d(i, j)) = { (3.3)

A identificacao da funcao de fitness é especialmente complexa nesse tipo de problema, pois
deve valorar a condigao de inclusao de cada individuo no conjunto Pareto-6timo. Em (Zitzler &
Thiele [1998]) sao identificados trés diferentes enfoques para superar tal dificuldade:

(1) Avaliacao por Mudanga de Objetivos :

Nesta técnica, a avaliacdo e selecao dos individuos sao realizadas com base na formacgao
de sub-populagoes referentes a aplicacao de cada objetivo separadamente. Assim, cada nova
geracao é composta pelas solugoes com grande desempenho em um dos objetivos.

No algoritmo VEGA (Vector Evaluated Genetic Algorithm) (Schaffer[1984], Schaffer[1985]),
k sub-populagoes sao formadas (uma para cada objetivo) e evoluidas através de selegao pro-
porcional (Roulette Wheel). A nova populacio é constituida pela juncao das sub-populacoes e
aplicagao dos operadores de crossover e mutagao. O grande problema desse enfoque € a tendéncia
de selecionar individuos com grande desempenho em apenas um dos objetivos, ignorando aque-
les com desempenho médio em todos os objetivos, o que impede uma boa caracterizagao do
conjunto Pareto-6timo.
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(2) Avaliacao por Escalarizacao com Variagcao de Parametros :

Esta estratégia baseia-se na utilizacao de uma func¢ao de fitness composta pela ponderacao
dos k objetivos do problema (veja Segao 1.2).

Em (Hajela & Lin [1992]), os individuos da populacio sio avaliados por diferentes funcoes
de fitness, formadas por combinagoes convexas dos objetivos. Acrescenta-se uma variavel a
cada cromossomo, indicando a combinacao dos objetivos utilizada como funcio de fitness. A
diversificagao das solugoes é mantida através da aplicacao de técnicas de nichagem nos vetores
de peso W = [wjws ... wg] dos objetivos. Em um segundo enfoque, a populagio é dividida em
k sub-populagoes (como em Schaffer [1984], Schaffer[1985]) que sao avaliadas por k diferentes
combinagoes dos objetivos, levando a uma busca em diversas direcoes.

Por ser baseado em escalarizacgao por Ponderacao dos Objetivos, o método gera solugoes
insatisfatérias em problemas com conjunto Pareto nao-convexo.

(3) Avaliacao baseada em Pareto-Dominancia :

Proposta inicialmente em (Goldberg [1989]), esta técnica utiliza a nogao de Pareto-dominéncia
diretamente na avaliagdo da populagao, refletindo no valor de fitness o nivel de dominancia ou
dominagao dos individuos, atribuindo probabilidades iguais de sele¢ao as solugoes nao-dominadas
em cada nivel.

Em (Goldberg [1989]), os individuos sao avaliados através de um processo iterativo de clas-
sificacdo: inicialmente atribui-se & todas solugoes nao-dominadas um mesmo valor de fitness
elevado, isolando-as da populacao. Em seguida, repete-se o processo com as solugoes restantes,
mas atribuindo fitness inferiores em relagao aos niveis anteriores. O processo segue até que todos
os individuos sejam avaliados.

Em (Srinivas & Deb [1994]), o algoritmo NSGA (Non-dominated Sorting Genetic Algorithm)
baseia-se na avaliacdo dos individuos da populagao através do procedimento acima e aplicacao da
técnica de Fitness Sharing a cada nivel, ou seja, nas solucgoes isoladas a cada iteracao do processo
de avaliacdo. Os valores de fitness atribuidos sdo tais que o maior fitness compartilhado do nivel
k + 1 é inferior ao menor do nivel k.

No algoritmo MOGA (Multiple Objective Genetic Algorithm) (Fonseca & Fleming [1993]),
a classificacao de cada individuo corresponde ao ntimero de solugoes da populacao corrente que
o dominam. Assim como nos dois métodos acima, a estratégia de nichagem é utilizada na
manutencao da diversidade da populagao, porém ¢ aplicada no espago dos objetivos, o que pode
prejudicar a eficiéncia do algoritmo em problemas que apresentam diferentes pontos eficientes
com mesmos valores objetivos.

Em (Horn & Nafpliotis [1993]), o algoritmo NPGA (Niched Pareto Genetic Algorithm) faz
uso de Selecao por Torneio baseado no conceito de dominédncia entre as solucgoes, utilizando a
técnica de Fitness Sharing para o desempate entre os individuos. No processo, duas solugoes sao
escolhidas aleatoriamente na populacdo e avaliadas, em relacdo & dominancia, por um conjunto
de individuos da populagao. O nimero de componentes desse conjunto determina a pressao de
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selecdo nos candidatos. A nichagem, aplicada no espaco dos objetivos, é utilizada no desempate
das solugoes candidatas (quando ambas sao dominadas ou nao-dominadas pelo conjunto de
comparacio), favorecendo aquela com o menor nimero de pontos no nicho.

O algoritmo SPEA (Strength Pareto Evolutionary Approach) (Zitzler & Thiele [1998]) faz
uso de uma populacao externa, atualizada a cada geracao, de forma que contenha as solugoes
nao-dominadas em relacao aos individuos gerados até o momento. Como o algoritmo faz uso
de uma estratégia de agrupamento, os pontos da populacao externa apresentam distribuicao
aproximadamente uniforme. Ao final, a populacao externa é utilizada como conjunto Pareto-
o6timo. A funcao de fitness é associada a medida de dominacao dos individuos da populacao
externa em relacdo a cada solucdo da geracdo atual. Na intencao de manter a diversidade, o
algoritmo SPEA busca distribuir uniformemente a populacao convencional em torno dos pontos
da populagao externa, de forma que cada solucdo da segunda domine aproximadamente o mesmo
nimero de individuos da primeira. A grande vantagem dessa estratégia é a eliminagao do
parametro de raio de nicho ogpgre.

Para boas referéncias de utilizacao de algoritmos genéticos na resolucao de problemas de
otimizacao multiobjetivo veja (Coello [1999], Fonseca & Fleming [1995], Zitzler, Deb & Thiele
[2000], Deb [2001]).



Capitulo 4

Algoritmos Genéticos para
Otimizacao Multiobjetivo com
Restricoes Fuzzy

4.1 Introducao

O problema geral de otimizacdo multiobjetivo com restrigoes fuzzy e intervalos fuzzy de
definicao das variadveis, foco de estudo deste capitulo, pode ser descrito matematicamente na
forma :

Minimizar F(z) = (f1(z), fo(x),..., fr(z)), k> 2 (4.1)
g’t(x g t=1,....,m
lyy S@j <y, j=1,...yn
em que fi(z), I =1,...,k e gi(z), i =1,...,m sao funcoes lineares ou nao-lineares e z;, j =

1,...,n sao varidveis reais ou inteiras.

Trata-se de uma extensao do Problema (1.1) que busca considerar as imprecisoes do processo
real na modelagem matematica. Apenas para exemplificar, no problema de corte industrial de
bobinas descrito na Secao 1.1 permite-se, na maioria dos casos, um desvio porcentual na demanda
(em toneladas) dos itens requeridos, o que pode ser facilmente modelado por restrigoes fuzzy.

A introducao de restrigdes dessa natureza causa duas grandes mudancas no tipo de resultado
esperado para o problema :

41
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(1) conceito usual de factibilidade : com a incorporacdo das imprecisdes nas restricoes, o
conceito de solucgao factivel torna-se nebulosa, ji que as restrigoes admitem uma violacao em seu
atendimento. Como consequéncia, os métodos de resolugao devem considerar solucées com niveis
intermediarios de factibilidade, graduados por func¢oes de pertinéncia. Neste estudo utilizam-se
principalmente fungoes de pertinéncia lineares, de forma que a factilidade fuzzy de um ponto z
em relacdo & restricao :

gi(z) > b; (4.2)
com desvio d; permitido, serd dada por (Figura 4.1) :
0, segi(z) <bi—d;

Pgi(z) = %W, se by —d; < gi(z) < b; (4.3)
1, segi(x) >b;

Hgi(z)

=3

5

0.2

b — d;
o gi(x)

Figura 4.1: Funcao de pertinéncia para restri¢ao fuzzy.

O intervalo de definicao da variavel z; é dito ser fuzzy, denotado neste trabalho por ?j: [7%

,umj], quando a identificacao de seus limitantes é feita de forma imprecisa, permitindo desvios
d, e dugﬁj em sua fronteira (Figura 4.2). Observe que um intervalo dessa natureza pode ser
J

tratado como duas restrigoes fuzzy z; > lmj e ;< Uy,;.

(2) conjunto Pareto fuzzy : No problema multiobjetivo classico, a solucao é formada por um
conjunto de pontos de equilibrio, factiveis e ndo-dominados de acordo com a relacao (1.3). Como
em problemas de otimizagao fuzzy sao tratadas solugoes com diferentes niveis de factibilidade,
é comum a ocorréncia de situagoes como : a solucdo z; domina zo mas é menos factivel; o
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[ la g ug +du,

Figura 4.2: Funcao de pertinéncia para intervalo fuzzy de definicdo das variaveis.

ponto z1 nao é dominado por nenhuma outra solucao mas tem baixa factibilidade; o ponto s é
dominado apenas por solugoes com menores niveis de factibilidade, etc. Assim, para esse tipo de
problema, a solugao é formada por um conjunto de pontos de equilibrio com diferentes niveis de
pertinéncia, calculados através de uma combinacao dos niveis de factibilidade e nao-dominancia,
configurando o que neste estudo denomina-se conjunto Pareto fuzzy.

As consideragoes e técnicas apresentadas na Secao 2.5 (otimizagao escalar fuzzy) podem ser
facilmente estendidas para o caso multiobjetivo. Como os métodos sdo, na grande maioria,
baseados em reducgoes a problemas de otimizacao crisp, a modificacao consiste na escolha da
técnica de resolucao para o problema multiobjetivo gerado com a reducdo. Dessa forma, essas
pequenas adaptacoes nao serao apresentadas aqui.

De acordo com (Herrera & Lozano [1998]), a associacao de algoritmos genéticos com a teoria
fuzzy pode ser realizada sob dois enfoques diferentes:

(1) utilizacado de técnicas fuzzy para a determinacdo dinamica dos diversos parametros de
um algoritmo genético;

(2) utilizagio de algoritmos genéticos na resolu¢io de problemas de otimizagio fuzzy.

Considerando apenas o segundo enfoque, a extensa maioria dos trabalhos busca a resolucao
de problemas de otimizacao fuzzy escalares (Herrera, Lozano & Verdegay [1994], Buckley &
Feuring [2000], Lu & Fang [2000]). Para o problema de otimiza¢ao multiobjetivo com restri¢oes
fuzzy (4.1), (Cadenas & Jimenez [1995]) propoe dois algoritmos diferentes. No primeiro, o
problema original é transformado em :
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Maximizar Min{ii g, (z); tg;(z)} (4.4)
(m)%Ll, I=1,...k
( ) g =1...,m

z; >0, jzl,...,n

em que L, | =1,...,k sdo os niveis de aspiracdo dos objetivos, pig,(z), @ = 1,...,m sdo as
fungoes de pertinéncia das restrigoes e puy, ), | =1,...,k sao as pertinéncias para as inequagoes
fuzzy geradas com os objetivos:

0, se fi(z) >U;
P fi(x) = Ub%fl(f)a se Ly < fi(z) < U, (4.5)
1, se fi(z) < L

sendo U, | = 1,...,k os valores pessimistas dos objetivos, como descrito em (Zimmerman
[1978]).
Propoe-se entao, a aplicacdo de um algoritmo genético utilizando representacdo bindria,
operadores genéticos classicos e a fungao ob jetivo de (4.4) como medida de fitness da populagao.
No segundo enfoque, o Problema (4.1) é escalarizado através da ponderacao dos objetivos
e as restricoes sao parametrizadas pelo nivel de factibilidade a (como em Verdegay [1982]),
transformando-o em :

Minimizar ¥ w; fi(z) (4.6)
Zf:1 wy =1

a,w €0,1], 1=1,...,k
z; >0, j=1,...,n

O algoritmo genético busca entao, resolver o Problema (4.6) através de execugoes indepen-
dentes para os valores do conjunto L = {ai,...,qp, @ < «aj, i < j}, de forma a obter um
conjunto de pontos como resultado.

Utiliza-se uma populagao de individuos representados por vetores de niimeros reais, avaliados
pela funcao objetivo de (4.6). Como a populacao é constituida apenas por individuos factiveis,
os procedimentos de inicializagao das solugoes, crossover e mutacao sao realizados de forma a
manter a factibilidade. Para tanto, impoe-se que as funcoes g;(z), i = 1,..., m sejam dadas na
forma:
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n
gi(x) = Y ajjhij(z;), i=1,...,m (4.7)
j=1

em que a;; € RN, Vi,j e h;; sejam funcoes exponenciais, potenciais, logaritmicas ou trigo-
nométricas.

4.2 Algoritmo Genético Proposto

O algoritmo elaborado para a resolu¢gao do Problema (4.1) é direcionado aos casos em
que nao se conhecem os niveis de aspiracdo dos objetivos. Admite-se também que nao sio
conhecidas informagoes sobre preferéncias entre os objetivos, impossibilitando o uso de técnicas
de escalarizacdo do problema. Assim, o algoritmo deve operar segundo o enfoque de indicacao
a-posteriori, caracterizando o conjunto Pareto fuzzy para que entao, o decisor possa optar por
uma solu¢ao de compromisso.

O algoritmo considera todos os objetivos simultaneamente, utilizando os niveis de factibili-
dade e nao-dominancia das solu¢oes na definicio da funcao de fitness. A Figura 4.3 ilustra a
estrutura geral do algoritmo desenvolvido.

Utiliza-se uma estratégia baseada na manutencao de duas populagoes :

(1) uma populacao de tamanho fixo, composta por individuos representados por vetores de
compontes reais x = [z1, T2,...,Ty], escolhidos inicialmente da seguinte forma:

z; escolhido aleatoriamente no intervalo I; = [l;;,us,], 5 =1,...,n,

em que ly; e ug; sao os limitantes dos valores permitidos para a varidvel z;, j =1,...,n.

No caso em que o intervalo de defini¢ao }j: [TIj,ij] é fuzzy, o espalhamento do intervalo

deve ser considerado (Figura 4.2), de forma que z; pertenca a Supp(I;):
z; escolhido aleatoriamente no intervalo I = [l,; — dlzj s Ug; + duzj], j=1,...,n.
Para os problemas em que as varidveis nao sao canalizadas, as solucoes podem ser iniciali-
zadas da seguinte forma:

xj escolhido aleatoriamente no intervalo [a; — §;,b; + 5], j =1,...,n
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POPULACAO INICIAL

— ——

POPULACAO POPULACAO EXTERNA
Fitness
- CANDIDATOS
Selecao
Crossover Uniforme POPULACAO AUXILIAR)
i . Fitness
Crossover Guiado
Mutagao Selecao
POPULAGAO ATUALIZ. POP. EXTERNA ATUALIZ.

Figura 4.3: Estrutura geral do algoritmo genético proposto.

com

a; = Min{wé}: Min {x%,w?,...,x?}, j=1,....n, Il=1,...,k (4.8)
bj = Max{a:;}: Max {x;,x?,...,xﬁ}, j=1,...,n, 1=1,...,k
com z! = [z}, 2}, ... 2l ] = argmingex {fi(z)}, 1=1,... k.

O valor d; pode ser escolhido de acordo com algum conhecimento adicional do problema.
Quando isso nao é possivel, adota-se uma configuragao inicial que pode ser ajustada ao longo
dos testes. Neste trabalho, utilizou-se d; = [b; — a;].

Nos k problemas escalares utilizados na determinacao dos valores a; e bj, j = 1,...,n, a
regiao factivel do problema original deve ser modificada através da transformacao das restrigoes
fuzzy:

S
&
V2
s
=~

[
\.I—‘
3

(4.9)
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em restricées crisp na forma:

gi(x) > b —d;, i=1,...,m (4.10)

ou seja, incorporando as violagoes d; das restricoes fuzzy. O mesmo deve ser feito com os
intervalos fuzzy de defini¢ao das varidaveis. Assim,

X' ={z | gi(z) > b — di, Iy,

J —dlmj < zj <y, +dugﬂj, i=1,....m, j=1,...,n} (4.11)

O nuimero de casas decimais adotado na representacao das solucoes exerce uma funcao se-
melhante ao raio de nicho, de forma que quanto maior a precisao escolhida, maior o niimero de
individuos que podem ser encontrados dentro de um mesmo intervalo, ou seja, o espalhamento
das solugoes depende fortemente da precisao escolhida.

(2) uma populacio externa de tamanho varidvel, com a funcao de alocar as solu¢des mais
adaptadas. Os componentes dessa populagao sao testados e atualizados ao longo das geragoes,
de forma a manter um conjunto de solucdes estaveis, que ao final da execucdo é associado ao
conjunto Pareto fuzzy.

O tamanho méximo escolhido para a populagao externa exerce um papel fundamental no
tipo de resultado obtido com o algoritmo: quanto menor a populacao, mais préximo do con-
junto Pareto-6timo classico estarao os pontos encontrados. Para uma populacao externa de
maior porte, aumenta a possibilidade de identificacdo de pontos (com pertinéncia ndo-nula) nio
pertencentes ao conjunto Pareto-6timo.

Assim, o tamanho maximo da populacio externa e a precisao na representacao das solugoes
sa0 os parametros que qualificam o tipo de resultado a ser obtido com o algoritmo:

(i) Geracao de pontos do conjunto Pareto fuzzy : obtido com a diminuicido da precisao das
solugoes, forcando a baixa incidéncia de pontos em um dado intervalo. E uma configuragao
semelhante a um aumento do raio de nicho o4p4re na técnica de nichagem;

(ii) Tendéncia de geracao de pontos do conjunto Pareto-6timo : obtido, em oposicio a (i),
com o aumento da precisao das solucoes;

(iii) Esbogo/caracterizacao da funcio de pertinéncia : obtido com a diminuicio da precisao
das solucgoes, aumento do niimero maximo de individuos da populacao externa e aumento do
nimero de geracoes.

A funcao de fitness descrita abaixo foi elaborada com o intuito de associar, a cada individuo
da populagao, seu valor de pertinéncia no conjunto Pareto fuzzy. E importante ressaltar neste
ponto, que no cdlculo dessa funcdo sdo considerados todos os outros componentes da populagao
atual, sendo portanto, uma medida relativa de pertinéncia.
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O fitness de uma solucao = é determinado com o cédlculo do nivel de factibilidade a(z) e da
medida de nao-dominéancia (3(z) em relagao as outras solugoes da populagao.
O nivel de factibilidade é dado por:

a(r) = Mini{pig, (o)}, i=1,...,m (4.12)

em que fg,(z), ¢ = 1,...,m indica o grau de satisfagao da i-ésima restrigdo, calculado através
da funcio de pertinéncia (4.3).
A medida de nao-dominancia do individuo z é obtida através da relagao:

0, se x é dominado por todas as solucoes consideradas;

B(z) = { 1, se z nao é dominado por nenhuma das solugoes consideradas; (4.13)
ND(z)
tam_pop—1° C.C.

em que N D(z) é o niimero de solugoes que nao dominam o individuo z na populagao de tamanho
tam_pop.

O fitness pode ser construido a partir de diversas combinagoes dos valores a(x) e 3(z). Neste
estudo, adotou-se um critério rigoroso, semelhante & operacao de concentracao fuzzy:

fitness(z) = a(z)B(z) € [0,1] (4.14)

Observe que, ao contrario do nivel de factibilidade a(z), a medida de ndo-dominancia 3(x)
de uma solugao varia a cada geracgao, por ser somente baseada nos individuos da populagao
corrente. Consequentemente, o fitness de uma solucdo também é varidvel e seu valor nao pode
ser diretamente associado a sua pertinéncia no conjunto Pareto fuzzy. O algoritmo faz uso entao
da populacao externa para a “calibragem” dessa pertinéncia.

Para tanto, os individuos da populacao sao avaliados e ordenados de acordo com seu valor
de fitness, e os melhores individuos sio selecionados como candidatos & populagdo externa (o
nimero de candidatos é o minimo entre os tamanhos das duas populagoes).

Uma populagao auxiliar é formada com os candidatos selecionados e os componentes atuais da
populacao externa. Apés o calculo dos valores de fitness, atualiza-se a populacao externa com os
melhores individuos da auxiliar. Essa atualizacao é feita respeitando a precisao estabelecida, ou
seja, admitindo apenas individuos distantes entre si no minimo pelo valor da precisao escolhida.

Como esse procedimento é repetido a cada geragao, a populagao externa realiza o papel de
um grupo estavel de solucoes e o fitness associado a cada individuo podera ser utilizado como a
sua pertinéncia no conjunto Pareto fuzzy.

A populagao da nova geracio é formada com a aplicagdo dos operadores de Crossover Guiado,
Crossover Uniforme e Mutacao Uniforme nos individuos da populacao atual.

O Crossover Uniforme segue o procedimento descrito na Secao 3.1. No Crossover Guiado,
um novo individuo é obtido através de uma combinacdo convexa, ponderada pelos valores de
fitness dos dois individuos pais:



Algoritmos Genéticos para Otimizacdo Multiobjetivo com Restri¢oes Fuzzy 49

Individuo Pail : z! = [z}, zi,...,z]] com fitness f; (4.15)

2

-] com fitness f,

Individuo Pai2 : 2% = [22,23,...,z

Individuo Descendente : z* = [23,23,...,23] com (4.16)

3 lﬁfhm}—l-flﬂfhm?, se f1 £0,f2#0, i=1,...,n 417

= £x1+l:v2 c.c (4.17)
2% T 3, C.C

Na Mutacao Uniforme, escolhe-se aleatoriamente uma coordenada da solucao indicada e seu
valor é definido de acordo com o procedimento de geracdo da populacao inicial.

Os individuos nao candidatos & populagao externa realizam Crossover Uniforme (com taxa
de 45%) com uma solucao candidata escolhida aleatoriamente. Da mesma forma, os individuos
da populacdo auxiliar ndo constituintes da nova populacao externa realizam Crossover Guiado
(com taxa de 20%) com componentes desta ultima, selecionados aleatoriamente. O operador
de mutacao (taxa de 10%) é aplicado em individuos escolhidos aleatoriamente, apds a aplicacio
dos operadores de crossover.

O tipo de individuos pais utilizados e a estrutura do Crossover Guiado conferem a esse
operador um comportamento direcionado & convergéncia as melhores solucoes. Por outro lado,
a aplicacdo de Crossover Uniforme com individuos de baixo desempenho (nao-candidatos ou
candidatos nao selecionados & populagao externa) e a alta probabilidade de aplicagao de mutagao,
garantem a manutencdo da diversidade da populacao.

O algoritmo genético é executado até que um nimero escolhido de geracoes seja alcangado.
Ao final, a populagao externa é utilizada como conjunto Pareto fuzzy e a pertinéncia de cada
individuo é obtida através de seu valor de fitness, calculado novamente em relacdo as solugoes
dessa populacao.

Assim, o niimero de geracoes escolhido como critério de parada exerce grande influéncia na
qualidade do fitness dos individuos como medida de pertinéncia no conjunto Pareto fuzzy.

4.3 Experimentos Computacionais

Os testes com o algoritmo proposto foram realizados sob trés diferentes enfoques:

Teste 1 : O primeiro experimento foi realizado com a introducao de restri¢coes fuzzy ao
problema de minimizacio da funcio F(z) = (fi(z), f2(7)) = (22, (z — 2)?) (Schaffer [1984]),
escolhida pela sua simplicidade e ampla utilizagdo em testes de algoritmos multiobjetivos. A
idéia principal é validar o conjunto Pareto fuzzy, resultado da execucao do algoritmo genético,
a partir do conjunto Pareto-6timo conhecido em cada situagao.
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Teste 2 : O algoritmo é utilizado na resolucdo de um conjunto de problemas com carac-
teristicas bem diferenciadas: solu¢ao Pareto-6tima formada por conjunto nao-convexo, proble-
mas de otimizagao com varidveis bindrias, etc. O objetivo do experimento é ilustrar a versatili-
dade do algoritmo.

Teste 3 : Para o ultimo experimento escolheu-se uma familia de problemas descrita em
(Deb [1999]), mais especificamente, um problema que gera regides de atracao para “falsos”
pontos eficientes (denominados Pareto-timos locais), dificultando a obtencdo dos pontos nao-
dominados da regiao. Como no Experimento 1, a validacao do algoritmo é realizada através da
introducao de restri¢oes fuzzy e andlise dos resultados obtidos.

4.3.1 Teste Computacional 1 - Funcao de Schaffer

Escolheu-se utilizar uma familia de problemas de otimizacao baseada na funcao apresentada
em (Schaffer [1984]). Como os problemas formados nao oferecem grande dificuldade de resolucao,
é possivel avaliar todas as caracteristicas do algoritmo genético.

A formulacdo geral dos problemas tratados aqui segue abaixo (com g;(z) e b; definidos a
cada caso estudado):

Minimizar F(z) = (fi(z), fa(z)) = (22, (z — 2)?) (4.18)
gi(z) = b;
—2<x<6

Considerando o Problema (4.18) sem as restrigoes, o conjunto Pareto-6timo é formado pelos
pontos z* € [0,2] (Figura 4.4), factiveis e nao-dominados de acordo com a relacao (1.3). Esse
resultado é importante na validacdo do conjunto Pareto fuzzy obtido com a introducao de
restrigoes fuzzy.

E f4cil perceber que com a inclusdo da restricao crisp:

z>1 (4.19)

o conjunto Pareto-6timo original se reduz a z* € [1,2]. Como esperado, com a “fuzzificacao”
da restricdo através da admissdo de violacoes, a solucao apresenta maior espalhamento, ou seja,
o conjunto Pareto-6timo é acrescido de pontos com pertinéncia 0 < p < 1 (conseqiiéncia da
factibilidade ou nao-dominancia intermedidria) (Figura 4.5).

Assim, o conjunto Pareto fuzzy obtido com o algoritmo para o problema :

Minimizar F(z) = (f1(z), fo(z)) = (2%, (z — 2)?) (4.20)

z>1

—2<x<6
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(a) Objetivos (b) Conjunto Pareto—Otimo

16 L e
—— Paramétrica
<& Pareto

(f1(z), f2(z))
fa(z)

, '
N - /
o i i i s o ) . )

[0} Pareto 2 [0} 2 4 6 8 10
T fi(z)

Figura 4.4: Funcdo de Schaffer: (a) Funcoes objetivo e conjunto Pareto-6timo do problema
irrestrito; (b) Representagao do conjunto Pareto-6timo na curva paramétrica dos objetivos -
pontos obtidos através de implementacao do Método das Ponderacées em AIMMS 3.2.

com fungao de pertinéncia linear (4.3) e desvio permitido d = 1, é composto por um total de
150 pontos no intervalo z%,,,, € [0.48,2.93]. Observe que neste problema, é possivel identificar
os pontos do conjunto Pareto-6timo (z7},,,, € [1,2]) como aqueles com pertinéncia igual a 1
(Figura 4.6), conseqiiéncia da fun¢io de fitness escolhida.

Veja que o fato de um ponto ter pertinéncia igual a 1 nao é suficiente para classificd-lo como
solucao Pareto-dtima do problema crisp associado. Como o nivel de pertinéncia é calculado
a partir do fitness dos componentes da populacdo externa e, portanto, relativo aos individuos
avaliados durante a execugao do algoritmo, é possivel a ocorréncia de solucoes com medida de
nao-dominancia igual a 1, mas que sdao dominadas por pontos nao visitados pelo algoritmo no
espaco de busca considerado.

Os pontos no intervalo [0.48,1), mesmo apresentando nivel de factibilidade menor que 1,
sao componentes da solucao do problema crisp sem restricoes e, portanto, sao solucoes nao-
dominadas no espaco considerado, acarretando em pertinéncia nao-nula no conjunto Pareto
fuzzy. Perceba que a pertinéncia desses pontos diminui linearmente com o decréscimo do nivel
de factibilidade (Figura 4.6). Por outro lado, os pontos no intervalo (2,2.93] sdo absolutamente
factiveis, mas apresentam menor medida de nao-dominéncia ((z). Pode-se também perceber
o declinio linear da pertinéncia & medida que os pontos se afastam do conjunto Pareto-6timo
original.

Como o nimero de individuos obtidos na solugao é bem razoavel, é possivel esbogar o grafico
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Figura 4.5: Problema com restricao x > 1: (a) Regiao factivel; (b) Conjunto Pareto-6timo;

Problema com restricdo fuzzy = E 1, d = 1: (c) Factibilidade fuzzy; (d) Conjunto Pareto fuzzy.

da funcao de pertinéncia do conjunto Pareto fuzzy. Como esse conjunto contém os pontos
Pareto-6timos do problema crisp associado, com pertinéncia maxima, a funcao assume um
formato trapezoidal (Figura 4.6). De forma semelhante, considerando o mesmo problema e
admitindo a restrigao :

2>2 d=1 (4.21)

~ . A . . , . * _
a funcao de pertinéncia assume um formato triangular, com o épice no ponto z%,,,, = 2,
coincidente com o unico ponto eficiente do problema associado com restrigdes nao-fuzzy.

A fim de validar a capacidade do algoritmo em esbocgar a funcao de pertinéncia, um experi-
mento foi realizado com a introducao da restricao :

z>3 (4.22)

e variacdo do desvio d permitido. Assim, utilizando d = 2, obtém-se um conjunto Pareto-
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Figura 4.6: Esboco da funcdo de pertinéncia para o conjunto Pareto fuzzy: (a) problema com

restricao « E 1, d = 1; (b) problema com restri¢ao x E 2, d=1.

fuzzy subnormal, conseqiiéncia da existéncia de pontos z € [1,2] no conjunto que, apesar de
possuirem baixo nivel de factibilidade, exercem grande dominancia sobre todas as outras solugoes
consideradas. Para d = 0.5 ocorre situagao semelhante, ou seja, o conjunto Pareto-fuzzy continua
sendo subnormal, j& que os pontos z € [2.5,3) dominam os demais. Observe que o valor de
pertinéncia do ponto 3 é bem maior neste segundo caso, ja que este ponto é dominado por um
numero menor de solugdes (Figura 4.7). Com o desvio bem préximo de zero (d = 0.01), o valor
de pertinéncia do ponto 3 aproxima-se de 1 (u(3) =~ 0.98) e o conjunto ainda é subnormal,
pois o algoritmo incluiu pontos no intervalo [1,3) com nivel de pertinéncia nula no conjunto
Pareto-fuzzy, mas com dominancia sobre os pontos z € [3,00).

O teste acima é interessante para ilustrar o comportamento do algoritmo diante de com-
paracoes conflitantes: uma solucado domina a outra mas tem menor nivel de factibilidade. A
Figura 4.7(c) ilustra que o algoritmo, apesar de atribuir nivel de pertinéncia nula para o ponto
z' &~ 1.68 (como conseqiiéncia de factibilidade nula), penalizou a pertinéncia do ponto 3 por ser
dominado pelo primeiro.

Para a obtencao dos resultados acima, o algoritmo foi executado ao longo de 100 geracdes,
com uma populacao convencional de 70 individuos e uma populacao externa limitada a 150
solucoes. Adotou-se uma precisdo de 0.01 na representacio dos individuos.

Para comprovar a convergéncia do algoritmo, uma populacao inicial foi escolhida aleato-
riamente no intervalo [-100,100] para o Problema (4.20). Como ji discutido na descrigao do
algoritmo, o niimero de geracdes tem grande relagdo com a qualidade dos valores obtidos para a
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Figura 4.7: Esboco da funcdo de pertinéncia no conjunto Pareto fuzzy: (a) x

>3, d=05 (c)z>3, d=0.0L

funcao de pertinéncia. A Figura 4.8 exibe o espalhamento obtido em fun¢ao do nimero escolhido

50 geracoes

de geracoes.

1~
o
+ 100 geracgdes
* 150 geragbes
o 300 geracgdes
0.8 -
0.6 -
&
3
0.4 -
0.2 -
-2 -1 12

Figura 4.8: Espalhamento do conjunto Pareto fuzzy em func¢ao do nimero de geragoes - popu-

lacao inicializada no intervalo [—100, 100].
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Note que a medida que o nimero de geracoes é acrescido, o espalhamento do conjunto torna-
se menor e o total de pontos no suporte do conjunto Pareto fuzzy aumenta. Assim, ao final de
300 geracoes alcanca-se um resultado muito proximo daquele obtido com a populacgao inicializada
no intervalo [—2, 6].

A Figura 4.9 ilustra como a precisao escolhida na representacao das solugoes influencia o
espalhamento dos pontos obtidos, funcionando como um raio de nicho. Quanto maior a precisao,
maior o nimero de pontos alocados em um mesmo intervalo e de acordo com as caracteristicas
do algoritmo, mais proximos do conjunto Pareto-6timo estarao os pontos Pareto fuzzy.

(a) Precisao 0.001 (b) Precisao 0.005 (c) Precisao 0.01
1k — 1 — 1k go—
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P :
FH :
P 3
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Figura 4.9: Esboco da funcao de pertinéncia para o conjunto Pareto fuzzy de acordo com a
precisao: (a) 0.001; (b) 0.005; (c) 0.01 .

Anélise semelhante vale para o tamanho méaximo escolhido para a populacao externa, es-
tando os pontos obtidos mais proximos da solucdo crisp quanto menor o tamanho indicado.
A Figura 4.10 ilustra quatro execugoes do algoritmo com diferentes tamanhos de populagao
externa, mantendo fixos todos os outros parametros.

Com a utilizagdo da precisao das solugoes igual a 1, arredondamento dos valores obtidos
nos procedimentos de geracdo da populacao inicial, Crossover Guiado e mutagao, o algoritmo é
capaz de resolver problemas com restri¢oes de integralidade. Assim, para o problema:

Minimizar F(z) = (f1(z), fo(7)) = (2%, (z — 2)?) (4.23)
z>1, d=1

-2 <z <6, z inteiro
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(a) 50 solugdes

(b) 100 solugdes
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Figura 4.10: Esbogo da funcao de pertinéncia para o conjunto Pareto fuzzy de acordo com
o limite de individuos na populacdo externa: (a) 50 individuos; (b) 100 individuos; (c¢) 150

individuos; (d) 200 individuos.

o algoritmo obteve solugoes discretas inteiras concordantes com aquelas obtidas no problema

continuo (4.20) 1.
Os resultados indicados na Figura 4.11 confirmam a versatilidade dos algoritmos evolutivos,

ja que é possivel gerar boas solugoes para problemas de otimizacao com varidveis inteiras, sem
aumentar a dificuldade ou o tempo computacional do processo de resolucao, necessitando apenas

a configuracao de poucos parametros.

4.3.2 Teste Computacional 2 - Problemas Diversos

Problema 1 : O primeiro problema deste experimento apresenta como solucido, na sua
versao nao-fuzzy associada, um conjunto Pareto-6timo nao-convexo. Nesse tipo de problema, a

!Todos os outros parametros do problema (4.20) foram mantidos : tamanho da populacao, limite de individuos

na populagdo externa e numero de geragoes.
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Figura 4.11: Conjunto Pareto fuzzy inteiro.

caracterizacao dos pontos eficientes através de métodos baseados em ponderacao dos objetivos
é ineficiente, pois técnicas dessa natureza nao identificam pontos intermedidrios na regiao de

nao-convexidade (Figura 4.12).

Busca-se solucionar o problema, :

Minimizar F(z1, z2) = (f1(z1,22), f2(#1,22)) = (1 — 22, 27 + (z2 — 2)3)
-2 % o % 3
0<29<5

com violagoes permitidas dy, , dy, , di, e dy,, nas fronteiras dos intervalos.

(4.24)

A Figura 4.13 ilustra o conjunto de pontos eficientes do problema nao-fuzzy associado a
(4.24) e sua resolucao através do Método das Ponderagoes (implementado em AIMMS 3.2).
Observe que a solucao obtida nao caracteriza o conjunto Pareto-6timo, ji que nao sao gerados

pontos na regiao de nao-convexidade.
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@ (b)

Figura 4.12: Utilizacao do Método das Ponderagoes: (a) Conjunto Pareto-6timo convexo - todos
os pontos podem ser encontrados com a variacao dos pesos w; e wy; (b) conjunto Pareto-6timo
nao-convexo - pontos intermediarios nao sao encontrados.

Conjunto Pareto-étimo
35

—— Conjunto Pareto—6timo
¢ Solugao do método das ponderacdes

30

25

20

fa

Figura 4.13: Solugao obtida com o Método das Ponderagoes.

O algoritmo genético foi executado com duas configuracoes diferentes para os desvios: com
d, =dy, =d, = dy, =0 testa-se a capacidade do algoritmo em caracterizar o conjunto
1 Tl T2 T2
Pareto-6timo nao-convexo e com d;, =5, d,, =2, d, =3 e d,, = 4 busca-se analisar o
1 z1 zo T2
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espalhamento obtido com a admissao de pontos com pertinéncia intermediaria. O algoritmo foi
executado por 300 geragoes, mantendo os outros pardmetros idénticos aqueles do Experimento
1.

Com a primeira configuracao o algoritmo encontrou um total de 114 solugtes, todas coinci-
dentes com o conjunto Pareto-6timo. Ao admitir violagOes nas restrigoes, o algoritmo obteve o
conjunto Pareto fuzzy formado por 150 pontos com pertinéncias intermediarias.

(a) (b)
50 50
+ Conjunto Pareto—6timo — Pareto-6timo
o Pareto fuzzy
I3
S
40 40
@
30 301

201 : & 20t

f2

-10 i i i
8

Figura 4.14: Resultados obtidos com o algoritmo: (a) Conjunto Pareto-6timo; (b) Conjunto
Pareto-fuzzy.

Observe que no conjunto Pareto fuzzy (Figura 4.14(b)), aparecem pontos com factibilidade
intermedidria que dominam pontos do conjunto Pareto-6timo associado. Assim, a solugao é
formada por :

(i) Pontos abaixo e & esquerda do conjunto Pareto-6timo : grande medida de nao-dominéncia
e factibilidade intermediaria;

(ii) Pontos acima da curva Pareto-Gtima : factibilidade total com baixa medida de nao-
dominancia;

(iii) Pontos coincidentes com o conjunto Pareto-6timo : factibilidade total e ndo-dominancia
intermedidria.
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Problema 2 : Em (Zimmerman [1978]) é formulado o seguinte problema de otimizagao
multiobjetivo :

Maximizar fi(z1,z9) = —x1 + 2x9 (4.25)
Maximizar fo(z1,z9) = 221 + X9

—r1 + 3z < 21

T, + 3x9 < 27

41 + 3z0 < 45

3z1 + 22 <30

z1,T2 > 0

solucionado através da seguinte estratégia fuzzy: encontram-se os valores otimistas (f; = 14 e

fo = 21) e pessimistas (f, = -3 e f, =7) de cada fungio, e definem-se fungdes de pertinéncia

I
baseadas nesses valores:
0, se fi(z1,22) < =3
fr, (21, 22) = W, se —3 < fi(wy,29) < 14 (4.26)
1, se fi(z1,2z9) > 14

0, se fo(wy,m2) <7
pp, (1, m9) = { LELEITT g0 7 < () 1) < 21 (4.27)
L, se fo(z1,22) > 21

transformando (4.25) em um problema de maximizacao do nivel de satisfagao dos objetivos, cal-
culado através das funcoes (4.26) e (4.27). Como resultado, obteve-se o ponto z* = (5.03,7.32),
com f{ =9.61, f5 = 17.38 e nivel de satisfacao \* = 0.74.

Para a execucao do algoritmo genético, as funcoes objetivo de (4.25) foram transformadas
em restricoes fuzzy e adicionadas ao problema :

Maximizar fi(z1,x2) = —x1 + 229 (4.28)
Maximizar fo(x1,22) = 221 + X2

—zy + 225 > 14

21y + 19 > 21

—r1 + 3z < 21

T, + 3x9 < 27
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4$1 + 31‘2 S 45
3731 + I9 S 30
z1,22 20

com o nivel de satisfacdo medido pelas fungoes (4.26) e (4.27).

Como as variaveis do problema nao sao canalizadas, a populacao é inicializada nos intervalos
z1 € [-9,18] e z3 € [—1,11] de acordo com o procedimento descrito na Secao 4.2. O algoritmo
foi executado com os mesmos parametros utilizados no Experimento 1, com excecao do limite
de individuos na populacao externa, reduzido a apenas 10 solugoes, a fim de promover maior
pressao na selecao dos individuos candidatos & essa populacao.

Foram realizadas 100 execugoes do algoritmo, encontrando-se pelo menos 6 solugoes de
equilibrio com o ponto z*, em cada conjunto Pareto fuzzy obtido.

Aumentando o niimero de individuos na populacao externa, é possivel esbocar o grifico da
funcao de pertinéncia do conjunto Pareto fuzzy (Figura 4.15).

Fungéo de Pertinéncia

A
\\‘“\\\\\
B

0
N

%I S
=

o
s

S

X2 X1

Func&o de Pertinéncia Funcéo de Pertinéncia

0.75 0.75
Q.7 0.7
— 065 —,0.65
Ed >
= 06 = 06
0.55 0.55 b
0.5 0.5 :
7 6 5 4 6 6.5 7 7.5 8
X X

Figura 4.15: Esboco da funcao de pertinéncia.

Observe que a regiao de pertinéncia méaxima (u = 0.74) ocorre, como esperado, nas vizi-
nhancas do ponto z* = (5.03,7.32) obtido em (Zimmerman [1978]).
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Problema 3 : Em (Liu & Sahinidis [1997]) é apresentado um modelo matemdtico para
o planejamento tatico de uma industria quimica. O modelo envolve a alocagao e expansao de
processos quimicos e a compra/venda de insumos e produtos finais ao longo de um horizonte de
planejamento:

(Valor atual)

NC NM NT NP NT NP NT
Maximizar NPV =3 "> (yjuSju—TjuPjir) =y Y (it Bi+Biyi) =D D 0uWir (4.29)
i=1 =1 t=1 i=1 =1 i=1 =1

(Capacidade de expansdo dos processos em cada periodo)
yuBL < By <yyEY, i=1,...,NP, t=1,...,NT (4.30)
(Capacidade do processo i no periodo t)
Qit=Qiy1+Ey, i=1,...,NP,t=1,...,NT (4.31)
(Limitagao do nivel de operagao)
Wi <Qi, i=1,...,NP, t=1,....NT (4.32)

(Balanceamento de materiais)

Lijt = pijWi, i=1,...,NP, j=1,....,NC, t=1,...,NT (4.33)
Oijt = mijWi, i=1,...,NP, j=1,...,NC, t=1,...,NT (4.34)
NM NP NM NP
S Pu+> Ouyi=> Sjuu+> ILij, j=1,...,NC, t=1,...,NT (4.35)
=1 i=1 =1 i=1

(Limitagao de suprimento do produto j no mercado ! no periodo t)
aly <Py <aly, j=1,...,NC, I=1,...,NM, t=1,...,NT (4.36)
(Limitacdo de demanda do produto j no mercado [ no periodo t)

bhy < Sj <Yy, j=1,...,NC, I=1,...,NM, t=1,...,NT (4.37)

(Limitacdo do nimero de expansoes de processos)

NT
S yi < NEXP(i), i€l C{1,2,...,NP} (4.38)
t=1
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(Limitagao de capital para investimento)
NP
> (B + Buyu) < CI(t), teT' C{1,2,...,NT} (4.39)
i=1
(Variaveis bindrias)
yiw €{0,1}, i=1,...,NP, t=1,...,NT (4.40)
(Nao-negatividade)
Eit, Qits Wity Lijt, Oijes Pjig, Sjie > 0, Vi, g, 1t (4.41)

em que o nivel de satisfagao das restrigoes (4.36) e (4.37) sao calculados através das fungoes de
pertinéncia:

(1, se let < a%t
1—M seal, < Py <a¥ +d Vi, 1.t
peory (Pjir) = 4 o gt < Djie < agyp +dou . Vs 1, (4.42)
J
| 0, se let > a%t + da'Ult
J
(1, seafy, < Py
1—M seal, —d ;. < Py <ab,, Vi1t
/J(L)(P]lt) = { dal.’lt 9 ]’lt a]l'llt ]lt jlt) j’ ? (443)
J
< ab, —d
[ 0, se Pju < ajy —dgr,
1, se Sﬂég b%t
Sjit—bj, U , U -
pay(Su) = 1= —a; sebjy < S < bl + db%ta Vi, it (4.44)

it
2> pU
\ 0, se Sy > b]lt + dblet

(1, se bJth < Siu

bk _S‘lt L L .
py(Siw) =< 1= %a se bjyy — dyr < Sju < bjyy, Vil (4.45)
J
) L _

O modelo foi testado em um cendrio com horizonte formado por trés periodos de 2, 2 e 3
anos, respectivamente. Sao possiveis 6 diferentes processos (nenhum inicialmente instalado) en-
volvendo 2 insumos e 2 produtos finais, comercializados em um 1inico mercado. Com a aplicacao
do cendrio, o modelo gerado é composto por um total de 18 varidveis bindrias, 222 variaveis
continuas e 243 restri¢oes (sem considerar integralidade e nao-negatividade). A Figura 4.16 ilus-
tra o diagrama de fluxo de producao e as Tabelas 4.1-4.5 fornecem os valores dos parametros:



Algoritmos Genéticos para Otimizacdo Multiobjetivo com Restri¢oes Fuzzy

64

INSUMO 3

=

>

-

PROCESSO 2

= PRODUTO 4
PROCESSO3 |,
PROCESSO5 [

= PRODUTO 2

- PROCESSO 4
INSUMO 1 —f

™ PROCESSO 1

Lo PROCESSO 6

Figura 4.16: Diagrama de fluxo de produgao.

Processo Bit(10°$) a;;(10°8) Limite
t=1 t=2 t=3 t=1 t=2 t=3 Expansoes
1 206 257 399 9.25 8.03 4.9 2
2 484 510 300 5.18 10.97 11.2 2
3 409 547 403 8.46 5.97 7.64 2
4 294 532 550 8.16 4.18 7.68 2
) 508 496 401 8.41 5.35 4.42 2
6 334 396 568 10.36 6.39 9.12 2

Tabela 4.1: Custos fixos e varidveis de expansao da capacidade dos processos.

Processo Capacidade de Expansao (kton)
t=1 t=2 t=3
1 200 200 300
2 200 200 300
3 200 200 300
4 200 200 300
5 200 200 300
6 200 200 300
Limite $ 892 x 10° 446 x 10° 975 x 10°

Tabela 4.2: Capacidade de expansoes e limites de capital.
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Produto Prego (10°$/kton) Disponibilidade/Demanda (kton)
t=1 t=2 t=3 t=1 t=2 t=3
Insumo Disponibilidade

1 37.54 28.40 25.87 53 55 36
29.05 22.69 34.71 50 58 34
Produto Demanda

2 51.36 23.77 40.36 52 73 60

4 42.04 45.64 55.48 61 72 85

Tabela 4.3: Precos, disponibilidades e demandas de insumos e produtos finais.

Processo 6:1(10°$/ kton)
t=1 t=2 t=3
1 0.2 0.3 0.2
2 0.3 0.3 0.3
3 0.6 0.5 0.5
4 0.3 0.4 0.3
5 0.6 0.5 0.4
6 0.6 0.6 0.4
Tabela 4.4: Custos de operacao.
Processo ij ou (1;5)
Prod. 1 Prod. 2 Prod. 3 Prod. 4
1 1.11 (0.59) (1)
2 0.51 (1)
3 (1) 0.74 (0.87)
4 0.57 (1)
5 0.61 (1) 0.58
6 0.93 (1)

Tabela 4.5: Coeficientes de balanceamento de materiais.

No cendrio proposto, admite-se uma, violacao de 50% nos limites de suprimento e demanda
e 20% nos parametros que definem as restri¢goes de balanceamento de materiais e limitacao de
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capital. O planejamento obtido (Liu & Sahinidis [1997])! est4 descrito nas Tabelas 4.6-4.7, com
valor atual NPV = $10655.2 x 10°.

Processo t=1 t=2 t=3
1 Capacidade 30.0 30.0
Producao 6.1 30.0
2 Capacidade 48.2
Producao 48.2
3 Capacidade 69.4 69.4 69.4
Producao 58.1 69.4 42.3

Tabela 4.6: Processos selecionados e niveis de operagao (kton) (desconsiderando os ganhos e
perdas de material no processo).

Produto t=1 t=2 t=3
Compras

1 6.4 31.5
3 40.6 42.1 21.1
Vendas

2 54.9 77.0 63.3
4 53.3 63.7 89.7

Tabela 4.7: Quantidades compradas e vendidas (kton).

Para a resolugao do Problema (4.29)-(4.41) com o algoritmo aqui proposto, algumas adap-
tacoes devem ser feitas no modelo apresentado:

(i) As imprecisoes nos parametros sdo aproximadas por restri¢oes fuzzy :

(Balanceamento de materiais)

NM NP NM NP
ZletJrZOijt = ZSjlt+ZIijta j = 1,...,NC, t=1,...,NT (446)
=1 =1 =1 =1

1Utiliza-se um algoritmo de otimizacio global baseado em Branch-and-Bound, aplicado ao problema crisp
resultante da incorporagao dos desvios nas restriches e a parametrizacdo das mesmas pelo nivel de satisfacao.
Para a aplicacdo da técnica, o objetivo foi transformado em uma restricdo fuzzy com funcao de pertinéncia
baseada em seus valores otimista e pessimista.
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(Limitagao de capital para investimento)

NP

S (itBis + Biyir) < CI(t), teT' C{1,2,...,NT} (4.47)
=1

com fungoes de pertinéncia lineares para (4.47) e triangulares para as restrigoes de igualdade
fuzzy (4.46) :

(10, se S Pju + S0 Oyje < 0.8Kj
NM NP 1+ Zui=1 let‘(i)‘.QZKiﬁl Oijt—Kjt’ se 0.8Kj; < Zf\g}/l P+ sz\g; Oiji < Kjt
w(Q Piutd Oi) =4 1, se St Pou + 35 Oy = K;
=1 i=1 I\LM let+zip Oiji—Kji Ny Np
1= == »ose Ky <3050 Pin+ 3220 O < 1.2Kj
\ 0, se El]\gi/[ let + 21]\;1; Oijt > 1-2Kjt

(4.48)
em que Kjt = El]\i]i/lsjlt"i_zijililijta j=1,...,NC, t=1,...,NT.

(ii) Como o problema é escalar, a fungao objetivo (4.29) deve ser transformada em duas ou
mais funcbes. A correta escolha dos objetivos é essencial na qualidade do resultado esperado.
Assim, ao se optar por:

NC NM NT
Maximizar f; = Z Z Z('yjltsﬂt —uPji) (4.49)
j=11=1 t=1
NP NT NP NT
Minimizar fo = Z Z(aitEit + Biyit) + Z Z 0itWit (4.50)
i=11t=1 i=11t=1

geram-se dificuldades na obtencao de boas solucoes, ji que pontos com mesma, factibilidade e
em equilibrio de acordo com os objetivos, podem apresentar grandes diferencas em relacao ao
valor de NPV: sejam z7 e x5, x] # x5 solugoes quaisquer do Problema (4.29)-(4.41), com mesmo
nivel de factibilidade. Considere ainda que

fi(x}) =318 x 108 e fi(x
fo(x}) = 1.67 x 10 e fo(x

) = 2.75 x 107
) = 1.44 x 108

N¥ D%

de forma que nao ha dominancia entre os pontos z} e =3 segundo os objetivos (4.49) e (4.50).
Dessa forma o algoritmo pode atribuir valores de fitness muito préximos para os dois pontos
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(u(z%) = 0.6224 e pu(z2)* = 0.6103) ', independente de z} e z3 apresentarem uma grande
diferenca no valor de NPV :

NPV (z}) = 151 x 108 e NPV (23) = —1.16 x 10° (4.51)

O que deve ser notado neste modelo é que o critério de selecao do decisor é conhecido e
expresso pela funcao objetivo (4.29). Ao gerar o problema multiobjetivo equivalente, adotando as
funcoes (4.49) e (4.50), esse critério é perdido e o algoritmo busca caracterizar o conjunto Pareto
fuzzy sem esse tipo de informacao. Para a obtencao de solugoes no nivel daquela apresentada,
é preciso que a escolha dos objetivos mantenha tal critério. Assim, adotou-se:

NC NM NT NP NT NP NT

Maximizar NPV = > 3" S (yjuSju—TjuPiu) = > Y (s Ei+Binyi) — > . 0uWir (4.52)
7j=11=1 t=1 i=1t=1 1=11t=1

Maximizar cNPV, ¢ > 0. (4.53)

Algumas configurages especiais no algoritmo foram necessirias para representar todas as
diferentes caracteristicas do modelo:

(i) As varidveis bindrias vy, i = 1,..., NP, t = 1,..., NT foram inicializadas através de
escolha aleatéria no intervalo [0,1] e arredondamento para o extremo mais préximo. Durante
a execucao do algoritmo, o mesmo arredondamento foi feito para as solugoes resultantes da
aplicacdo de Crossover Guiado ou mutacao.

(ii) As restrigoes de capacidade dos processos (4.31) nao foram incluidas no algoritmo, sendo
encaradas como defini¢oes das variaveis @Q;; em func¢ao de Ey, i =1,...,NP, t=1,...,NT.
Essas varidveis foram calculadas ao longo do algoritmo e utilizadas como o vetor independente
das restrigoes (4.32).

(iii) A dificuldade de resolugao de problemas muito restritos através de algoritmos genéticos
é conhecida e bastante estudada na literatura (Homaifar, Lai & Qi [1994], Michalewicz [1995],
Michalewicz & Attia [1994], Schoenauer & Xanthakis [1993]). Em geral, ¢ necessirio que se
introduzam técnicas de penalizacdo das solugoes infactiveis ou procedimentos de factibilizagao.
Em especial, problemas com restri¢oes de igualdade introduzem uma complexidade de resolugao
dificilmente superada por técnicas de penalizacao. Nesses casos, os procedimentos de factibili-
zagao das solucoes podem ser utilizados com sucesso, mas aumentam significativamente o tempo
de resolucdo. Perceba que em problemas dessa natureza, um processo de factibilizacao deve
resolver um sistema de equagoes lineares ou nao-lineares no procedimento de inicializacao da
populacao e a cada aplicagao dos operadores genéticos.

'Valores obtidos em uma execucio do algoritmo.
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Em geral, problemas com restricoes de desigualdade fuzzy nao oferecem tais dificuldades de
convergéncia, dispensando o uso das técnicas descritas. Perceba que procedimentos de factibi-
lizacdo para problemas com restricoes de igualdade fuzzy nao necessitam resolver sistemas de
equagoes e sim, apenas escolher pontos dentro dos limites estabelecidos pelos desvios permitidos
nessas restrigoes.

Assim, para a resolucao do problema de planejamento, a populacao é inicializada com um
procedimento que busca gerar solugoes dentro dos intervalos estabelecidos pelos desvios das
restricoes de igualdade fuzzy. O mesmo procedimento é executado na aplicacao dos operadores
genéticos, buscando manter a solucao gerada dentro desses intervalos.

O algoritmo foi executado ao longo de 200 geracdes, configurado com uma populacao con-
vencional de 200 individuos, limite de 10 solugoes na populacao externa e precisao igual a 1.

O conjunto Pareto fuzzy, obtido em diversas execugoes do algoritmo, constitui-se de pontos
cujo nivel de factibilidade diminui com a melhora dos valores de NPV. Assim, para exemplificar,
o algoritmo obteve solucdes com NPV = 6000 x 10° e nivel de factibilidade A =~ 0.75 e solucoes
com NPV = 10000 x 10° e A = 0.10. As Tabelas (4.8)-(4.9) ilustram o planejamento obtido
para uma solucio com NPV = 10697.98 x 10° e A =0.12 :

Processo t=1 t=2 t=3
3 Capacidade 66.64 66.64 66.64
Producao 59.93 62.98 46.67

Tabela 4.8: Processos selecionados e niveis de operagao (kton) (desconsiderando os ganhos e
perdas de material no processo).

Produto t=1 t=2 t=3
Compras

1

3 38.44 54.18 29.77
Vendas

2 63.56 74.02 52.53
4 60.08 62.15 47.48

Tabela 4.9: Quantidades compradas e vendidas (kton).

O algoritmo foi executado em uma maquina Pentium 233MHz e cada execucio do modelo !
(gerando 10 solugoes de equilibrio) é realizada em aproximadamente 400s, o que comprova que
o algoritmo é capaz de resolver problemas desse porte em tempo computacional aceitével.

LA implementacio do algoritmo foi realizada utilizando o software Delphi 3.
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4.3.3 Teste Computacional 3 - Problema Multiobjetivo com Falso Conjunto
Eficiente

O problema selecionado para o ltimo experimento é componente da familia de problemas
proposta em (Deb [1999]), escolhida por apresentar caracteristicas que dificultam o sucesso
de algoritmos genéticos para otimizacdo multiobjetivo. O problema tem como conseqiiéncia
a formacdo de conjuntos Pareto-6timos locais, ou seja, conjuntos de solucées que obedecem
a relacao (1.3) apenas localmente, dificultando a obten¢ao do conjunto Pareto-étimo global.
Em problemas desse tipo com restricoes fuzzy, espera-se que a solucao seja dada pelo conjunto
Pareto-6timo global com espalhamento formado por pontos dos conjuntos eficientes locais.

Em (Deb [1999]), sdo apresentados problemas na forma:

Minimizar F(z1,22) = (f1(z1,2), fo(21,32)) = (21, 222) (4.54)
x1 >0

em que a fungao h(z9) deve ser escolhida de forma a admitir apenas valores estritamente posi-
tivos.

Antes da defini¢ao do teste escolhido, é interessante destacar algumas propriedades dessa
familia de problemas:

1

Lema 1. Se duas solucoes z' e z? possuem mesma coordenada z} = z2, entio nenhuma das

duas solucoes domina a outra.

Como 7 = 73, entdo h(z}) = h(z3) = ce,

(i) se 2} < 22 entao fi(z') < fi1(z?) e fo(z') > fa(z?),

(ii) se z1 > 22 entdo fi(z') > f1(z?) e fa(x!) < fo(z?),
(iii) se z1 = 27 entao fi(z') = fi(2?) e fa(z') = fa(a?),

de forma, que tanto x1 quanto xo sao nao-dominadas em relacao a outra.

Lema 2. Se duas solugdes z! e z? possuem mesma coordenada z} = z2, entio aquela com

menor valor de h(z2) domina a outra.

Como 7} = 22, entdao fi(z') = f1(z?) e fo serd menor para a solucio com o menor valor na

fungao h(zq), dominando a outra.
Lema 3. Para duas solugoes z! e 22 com z1 # 22,21 # 22 e h(zd) < h(z3), existe uma
solucio z3 = (22, ) que domina a solucio 5.

3

Como 3 e 2% possuem mesma coordenada 22 e h(zl) < h(x3), entao de acordo com o lema
2

anterior, 2% domina a solucio z2.
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Teorema 1. O Problema (4.54) apresenta solucoes Pareto-timas (z},z3) locais ou globais,
para x3 minimo local ou global de h(z2), respectivamente; independente do valor de z7.

Prova. Seja 3 o ponto de minimo global de h(z3), entao de acordo com o Lema 2, toda
solucdo (a, x9) é dominada por (a,z3). Assim, para todo valor de z; existe um ponto (z1, z3) que
domina os pontos (z1,z2),Vzye. Logo, o conjunto Pareto-6timo global é formado pelos pontos
(z1,x3%). Andlise semelhante é vilida considerando apenas a vizinhanca de um ponto z3, minimo
local de h(z2), constituindo um conjunto Pareto-étimo local.

Assim, de acordo com o Teorema 1, se a funcio h(z9) tiver um minimo local 3 e um minimo
) ) 5 2
global z5*, o problema de otimizagao multiobjetivo (4.54) apresentard conjuntos Pareto-Gtimos
locais e globais, dados pelos pontos (z1,2%) e (21, 25*), respectivamente.
9 » 2 Y2 )
Como a funcao

h(ws) = 2 — exp{— (%)} — 0.8 exp{—(253%)*} (4.55)
To € [0, 1]

apresenta um minimo local em x5 ~ 0.6 e um global em z5* = 0.2, sua utilizacao no Problema
(4.54) leva & obtencao de um conjunto Pareto-6timo global com pontos (z1,0.2) e um local com
pontos (x1,0.6), como ilustrado na Figura 4.17.

(a) Funcéao bimodal h(x

2) (b) Conjunto Pareto—Otimo
2r 12
+ =1 Pareto—6timo local
n - Pareto—6timo global
1.8 1
10n
1
1.6 '
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~1.4r
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&
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Figura 4.17: Problema com conjunto eficiente local: (a) Func¢ao bimodal; (b) Conjuntos Pareto-
6timos local e global.
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A existéncia de um conjunto de pontos localmente eficientes, dificulta a obtencdo dos pontos
do conjunto Pareto-6timo global. Neste experimento em especial, essa dificuldade é agravada
pelo fato de que o ponto x5 estd contido em uma regiao de atragao muito mais ampla que o ponto
de minimo global z5*. A Figura 4.18 ilustra , na curva paramétrica dos objetivos, a distribuicao
de um conjunto de 10000 pontos gerados aleatoriamente, comprovando que a grande maioria
das solucgoes encontram-se nas vizinhancas do conjunto Pareto-6timo local.

20

— Pareto-6timo local
o —— Pareto—6timo global
18f - Pontos aleatérios

Figura 4.18: Distribuicao de 10000 pontos aleatérios na curva paramétrica dos objetivos.

Para comprovar a dificuldade do problema, em (Deb [1999]) sao realizadas 100 execucoes
do algoritmo NSGA com diferentes populagoes iniciais. O algoritmo foi executado com uma
populacao de 60 individuos, escolhidos aleatoriamente nos intervalos z; € [0.1,1] e 2 € [0, 1],
utilizando Crossover Simples com probabilidade p, = 1 e nenhuma estratégia de mutacao. Como
resultado, o conjunto Pareto-6timo global foi obtido em apenas 41% dos testes.

Experimento semelhante foi realizado com o algoritmo descrito neste capitulo, utilizando
uma populacao convencional de 70 individuos e uma populacao externa limitada a 150 solucoes,
evoluidos ao longo de 100 geracdes'. A forma de inicializacio da populacio é a mesma do NSGA,
com uma precisao de 0.05. Para simular o ambiente crisp do experimento descrito, incluiu-se a
seguinte restricdo ao problema:

21 >0.1, d=0 (4.56)

Como esperado, o algoritmo encontrou pontos pertencentes ao conjunto Pareto-6timo global
e criou um espalhamento com pontos do conjunto Pareto-étimo local e vizinhanga (regiao de

1Utilizou-se, a fim de facilitar a configuracio, os mesmos parametros do Experimento Computacional 1.
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atragio). Esse comportamento foi verificado em 76% dos testes. Nos 24% restantes, o resultado
ficou restrito a pontos do conjunto Pareto-6timo local.

E importante ressaltar que apesar do experimento simular o ambiente crisp, o algoritmo
opera com solucoes de diferentes niveis de pertinéncia no conjunto Pareto-fuzzy, permitindo a
existéncia de um espalhamento formado por pontos Pareto-6timos locais.

Como o menor nivel de pertinéncia no conjunto Pareto fuzzy obtido com os experimentos
anteriores é u = 0.85, para gerar um esboco do grafico de pertinéncia, pode-se ampliar o limite de
individuos na populagido externa ou diminuir a precisao na representacao das solugoes. Optou-se
entao por modificar a precisao para 0.1. A Figura 4.19 ilustra o grafico da fun¢ao obtida.

Fungéo de Pertinéncia

Figura 4.19: Esbogo da funcao de pertinéncia.

Perceba que a fungao de pertinéncia apresenta, como esperado, maiores valores para x5 ~ 0.6
e 5" =~ 0.2, correspondentes aos minimos local e global de h(z3), respectivamente (Figura 4.20).

Com a introducao de restri¢oes fuzzy, pode-se avaliar o comportamento do algoritmo através
do espalhamento dos pontos obtidos como solucao. Assim, considerando o problemas:
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a) Curvas de Nive urva Paramétrica dos jetivos
Ci de Nivel b) Ci P étrica dos Objeti
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Figura 4.20: Curvas de nivel da funcao de pertinéncia e conjunto Pareto-fuzzy obtido.

Minimizar 1 (4.57)
Minimizar z—exp{—<“”§_g§f)2}1—10.8exp{—<”;%>2}
x1 >0
e incluindo as restrigoes :
g1(21,25) = 72 < 0.3 (4.58)
g2(1,w2) = h(wo) < 1 (4.59)

com desvios dg, e dg, (Figura 4.21), obtém-se uma solucao formada por pontos pertencentes ao
conjunto Pareto-6timo global, e um espalhamento com pontos eficientes locais proporcional ao
aumento nos desvios das restrigoes.

A Figura 4.22 ilustra a funcdo de pertinéncia obtida ao configurar dg, = dy, = 0.1. Observe
que o ponto de minimo local z5 ~ 0.6 de h(z2) apresenta nivel de factibilidade igual a 0,
e portanto o suporte do conjunto Pareto fuzzy fica limitado a uma pequena vizinhanca do
conjunto Pareto-6timo global do problema crisp associado.

Ao incrementar os valores dos desvios para d,, = 0.44 e dg, = 0.5, os pontos da vizinhanca
de z5 ~ 0.6 passam a ter factibilidade nao nula e o conjunto Pareto fuzzy passa a incorporar
um espalhamento formado por esses pontos (Figura 4.23).
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Figura 4.21: Problema com restricoes fuzzy e variacdo dos desvios permitidos.

Funcéo bimodal h(x2)
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Figura 4.22: Esbog¢o da fun¢ao de pertinéncia (dy, = dg, = 0.1).
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Funcao bimodal h(x2) Funcéo de Pertinéncia
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Figura 4.23: Esboco da fun¢ao de pertinéncia (dg, = 0.44 e dg, = 0.5).

Observe que, como esperado, a fungao de pertinéncia para este caso apresenta duas regioes
de picos: em z9 = 0.2, pontos com factibilidade e medida de nao-dominéncia igual a 1; e em
z9 =~ 0.6, pontos com pertinéncia intermedidria, conseqiéncia da dominagao por pontos da
primeira regiao e do nivel de factibilidade inferior a 1.

Assim, percebe-se que & medida que os valores dos desvios sao incrementados, a factibilidade
da vizinhanca do ponto z5 aumenta e consequentemente o niimero de pontos no suporte do
conjunto Pareto fuzzy também é acrescido (Figura 4.24).

Os resultados descritos foram obtidos com a execucao do algoritmo por 300 gera¢bes, man-
tendo inalterados os outros parametros. Perceba que apesar do problema desse experimento
ser muito mais complicado do que aquele do Experimento 1, os parametros do algoritmo so-
freram pequenas mudancas: a precisao foi relaxada e o nimero de geragoes foi incrementado,
de forma a ajustar o espalhamento do conjunto Pareto fuzzy e a convergéncia do algoritmo,
respectivamente.
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Figura 4.24: Numero de individuos no suporte do conjunto Pareto fuzzy em fun¢do do aumento
dos desvios dg, e dg,.
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Capitulo 5

Algoritmos Genéticos para
Otimizacao Multiobjetivo com
Coeficientes Fuzzy

5.1 Introducao

A formulagdo matematica geral para o problema de otimizagdo multiobjetivo com coeficientes
fuzzy nas funcoes objetivo e restrigoes, é dada por:

Minimizar F (z) = (f1 (2), f5 (2),.... [x (€)), k>2 (5.1)

X ={z=(z1,...,2,)| g (z) >b;, lj<zj<uj, i=1,...,m, j=1,...,n}
em que f, (z), I=1,...,keg; (x), i=1,...,m sao funcoes lineares ou nao-lineares e zj, j=
1,...,n sdo varidveis reais ou inteiras. Considera-se que f, (z)eg; (z), l=1,...,k, i=1,...,m

sao fungées com parametros fuzzy e varidveis nao-fuzzy (Se¢io 2.4).

O modelo (5.1) busca representar problemas multiobjetivos com coeficientes imprecisos. No-
vamente citando o exemplo do processo de corte industrial (Se¢ao 1.1), diversos valores envolvi-
dos no modelo podem ser representados por nimeros fuzzy: tempo de configuragio de cortadeiras
para mudanca de padroes de corte, valores de referéncia para sucateamento ou estocagem de
sobras de material, precisao de corte, etc.

A conseqiiéncia imediata da admissao de fungoes objetivo fuzzy é a mudanga dos conceitos

relacionados & avaliacao e escolha das solugoes. Os valores dos objetivos passam a ser imprecisos,
caracterizados por niimeros fuzzy, de forma que a relagao de Pareto dominancia (1.3), base para

79
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a identificacdo das solucgoes eficientes, deve ser utilizada de acordo com os procedimentos de
comparacao entre nimeros dessa natureza :

z* € Paretoyy,.y(X) < Axr € X tal que F (z) Sf}NW (") e F (x) ;éfl(;‘ (z*) (5.2)

em que os simbolos <; e #; denotam relagoes de ordem entre dois niimeros fuzzy.

E interessante analisar as diferencas entre restricao fuzzy e restricdo com coeficientes fuzzy. A
primeira, como discutido no capitulo anterior, modela situagoes em que sao permitidas violacoes
em seu atendimento, definindo diferentes niveis de factibilidade. No segundo caso, dois enfoques
podem ser adotados: (i) associacdo do espalhamento dos coeficientes fuzzy como desvio na
restricdo, o que dependendo da técnica utilizada, é bastante semelhante a uma restricio fuzzy';

(i) a restricio é tratada como uma comparacio entre dois nimeros fuzzy (g; (z) e b;, i =
1,...,m) e deve ser atendida totalmente. Como o Capitulo 4 aborda a resolugao de problemas
com restrigcoes fuzzy, adotou-se o segundo enfoque como padrao neste capitulo.

Problemas de otimizacao multiobjetivo com coeficientes fuzzy, em oposicao ao problema
tratado no capitulo anterior, sio amplamente estudados na literatura. Em geral, os métodos
designados para esses problemas sao bastante especificos, de forma que as estruturas desses
algoritmos dificilmente podem ser generalizadas para outros problemas. Outra caracteristica
comum a esses métodos é a resolucao baseada em escalarizacoes e redugoes a problemas crisp.

Em (Sakawa & Kubota [2000]) é apresentado um algoritmo genético para um problema
de Job Shop multiobjetivo, com tempo de processamento e data de entrega imprecisos. As
solugoes sao representadas por matrizes tarefasx maquinas dos tempos fuzzy de finalizagao e os
operadores genéticos mantém a diversidade da populacao através da geracdo de individuos com
baixa similaridade.

Em (Li, Ida & Gen [1997]) é apresentado um algoritmo genético para o problema multi-
objetivo de distribui¢ao de produtos com veiculos heterogéneos e custos de transporte fuzzy. No
algoritmo, as solucdes sdo representadas por matrizes tridimensionais e as comparacoes entre
0s objetivos fuzzy, base dos processos de avaliacdo e selecao das solugoes, sao realizadas com
a aplicacao de funcoes indices. Como o modelo apresenta um nimero elevado de restricoes de
igualdade, a populagao é inicializada e evoluida utilizando procedimentos de factibilizagao.

Em (Sakawa & Yauchi [2000]), problemas multiobjetivos nao-convexos com coeficientes fuzzy
nos objetivos e restrigoes sao resolvidos através de um algoritmo genético baseado no conceito de
solugoes a-Pareto-6timas: conjunto de pontos nao-dominados para um a-corte dos coeficientes
fuzzy. O algoritmo faz uso de uma populacao de referéncia (constituida por solugoes totalmente
factiveis) e uma populagao convencional (com atendimento parcial do conjunto de restrigoes).
A primeira solu¢ao de referéncia é gerada com a resolu¢gdo de um problema de minimizagao
dos desvios das restricoes. Ao longo das geragoes, novas solugoes factiveis sao geradas através

1Um bom exemplo é o problema de planejamento tatico da empresa quimica, solucionado no Teste Computa-
cional 2 do capitulo anterior.



Algoritmos Genéticos para Otimizacao Multiobjetivo com Coeficientes Fuzzy 81

do Método de Bisseccao, aplicado na direcao formada por uma solucdo de referéncia e um
individuo da populacao convencional. Este 1ltimo procedimento é executado apds a aplicacao
dos operadores genéticos.

Em (Sakawa & Nishizaki [2002]), é apresentado um algoritmo genético para problemas mul-
tiobjetivos com diferentes niveis de prioridades entre os objetivos. Os problemas sao resolvidos
de forma interativa, permitindo ao decisor informar os niveis de satisfacao dos objetivos prio-
ritarios durante a execucao do algoritmo.

5.2 Algoritmo Genético Proposto

O algoritmo proposto para a resolugao de problemas com restri¢oes fuzzy (Capitulo 4)
pode, a partir de pequenas extensdes, buscar solugoes de problemas na forma (5.1). Novamente
admite-se o desconhecimento de preferéncias entre os objetivos e a impossibilidade de aplicagao
de técnicas de escalarizacao do problema. A meta do algoritmo é, mais uma vez, caracterizar o
conjunto Pareto fuzzy, de forma a permitir que um decisor escolha uma solu¢ao de compromisso
entre aquelas selecionadas como alternativas.

Para tanto, o algoritmo deve incluir duas novas caracteristicas:

(i) O célculo dos valores dos objetivos deve ser realizado, para aqueles que contém coefi-
cientes fuzzy, através do Principio da Extensao. Perceba que essa implementacdo nao modifica
a natureza operacional do algoritmo, permitindo que em um mesmo problema, sejam tratados
objetivos fuzzy e nao-fuzzy simultaneamente. O mesmo procedimento deve ser adotado para o
calculo das funcoes g; (z), i =1,...,m.

Sem perda de generalidade, este estudo utiliza nimeros fuzzy triangulares, a fim de facilitar
os calculos na execucao do algoritmo. Apesar dos coeficientes serem representados por esse tipo
de numero fuzzy, as fungoes de pertinéncia dos objetivos e restrigoes nao possuem necessaria-
mente esse formato. Por questoes de simplicidade, esses valores serao aproximados por nimeros
triangulares.

(ii) Aplicacao de uma fungao indice (Secao 2.3) para as comparagoes entre os objetivos fuzzy.
Essas comparacgoes devem ser realizadas no cdlculo da medida de ndo-dominancia, influenciando
nos valores de fitness e consequentemente, no processo de formacao da populacdo auxiliar e a
selecdo de componentes para a populacao externa. A funcao indice também deve ser aplicada

na comparacao dos valores fuzzy g; (z) e by, i =1,...,m, para a verificacao do atendimento das
restricoes.

Como a aplicagao de algumas func¢oes indices em um numero crisp retorna o préprio nimero,
sua utilizacdo no algoritmo torna-o bastante genérico, possibilitando comparacdes de niimeros
fuzzy ou ordindrios. Por sua facilidade de implementagao, adotou-se a fun¢ao indice apresentada
em (Peneva & Popchev [1998]).

A Figura 5.1 ilustra a estrutura do algoritmo modificado:
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l l
CALCULO DOS OBIETIVOS CALCULO DAS RESTRIGOES
COM COBFICIENTES FUZLY (COM COEFICIENTES FUZEY
(PRINCIPIO DA EXTENSAO) (PRINCIPIO DA EXTENSAO)
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Figura 5.1: Estrutura geral do algoritmo genético proposto.

Para a utilizacdo de algoritmos genéticos na resolucdo de problemas de otimizacao muito
restritos, usualmente sao aplicadas técnicas de penalizacao de pontos infactiveis. Como ji co-
mentado no Capitulo 4, problemas com restricées de igualdade sdo particularmente complexos
e em geral, necessitam da implementagao de procedimentos de factibilizagao.

Em problemas com restricoes crisp de desigualdade, sua “fuzzificacao” através da admissao
de desvios pode funcionar como um método de penalizagao. No algoritmo proposto, o valor
de fitness de uma solugdo é proporcional ao seu nivel de factibilidade, de forma que ao longo
das geracoes, solucoes infactiveis tendem a convergir para as regioes de factibilidade e pontos
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factiveis convergem para solucoes com melhores medidas de nao-dominancia. Neste estudo, nao
h& o interesse de comparar a eficiéncia da “fuzzificacdo” das restricoes com outras técnicas de
penalizacao, apenas aproveitar uma estrutura ji existente no algoritmo para a geracao de pontos
factiveis, sem a necessidade de mudancgas no algoritmo ou inclusao de novas varidveis.

Os demais procedimentos e configuragbes permanecem sem qualquer tipo de modificacao,
incluindo as taxas de aplicacdo dos operadores genéticos.

Com a implementacao das modificacoes descritas, o algoritmo torna-se uma ferramenta muito
mais genérica no tratamento de problemas multiobjetivos fuzzy, ja que é possivel gerar solugoes
para quaisquer combinagoes dos seguintes elementos: restrigoes fuzzy, intervalos fuzzy de defi-
nicao de variaveis, funcées com coeficientes fuzzy e restricoes com parametros fuzzy.

5.3 Experimentos Computacionais

O algoritmo estendido foi testado em trés diferentes problemas:

Teste 1 : Para o primeiro experimento, adotou-se novamente o problema de minimizacao
da fungao F(z) = (22, (x2 — 2)?) (Schaffer [1984]). Como o conjunto Pareto-6timo do problema
crisp é conhecido, é possivel analisar facilmente os efeitos causados no conjunto solucdo pela
admissao de coeficientes fuzzy nas fungoes objetivo.

Teste 2 :  Escolheu-se o problema multiobjetivo ndo-convexo (com parametros fuzzy)
apresentado em (Sakawa & Yauchi [2000]). Como a identificacido de pontos factiveis é bastante
complexa nesse problema, utilizam-se restri¢oes fuzzy como técnica de penalizacao de solugoes.

Teste 3 : Para o ultimo experimento, adotou-se o mesmo problema do Teste Computacional
3 do capitulo anterior. O objetivo é analisar os efeitos causados pela admissao de coeficientes
fuzzy nas funcoes objetivo e comparar os resultados com aqueles ja conhecidos.

5.3.1 Teste Computacional 1 - Funcao de Schaffer

O primeiro experimento com o algoritmo estendido foi realizado novamente com a funcgao
apresentada em (Schaffer [1984]). A idéia é admitir coeficientes fuzzy nos objetivos e validar o
conjunto Pareto fuzzy obtido em cada situacao com o conjunto Pareto-6timo do problema crisp
associado. A formulacio geral dos problemas tratados aqui segue abaixo:

Minimizar F(z) = (fi(z), fo(z)) = ((z+ a1)?, (z— a2)?) (5.3)
—2<

em que a1= [a1,a1,a1] € a= [a, a2, Gz) sao numeros fuzzy triangulares.
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Para a obtenc¢ao dos resultados abaixo, o algoritmo foi configurado com 70 individuos na
populacao convencional e limite de 150 solucoes na populagao externa. Adotou-se uma precisao
de 0.01 na representacdo dos individuos e um critério de 100 geracoes para finalizar a execucao.

Como j4 visto anteriormente, o conjunto Pareto-6timo para o problema nao-fuzzy associado
a (5.3) (valores modais iguais a a; = 0 e ag = 2 e espalhamentos iguais a zero) é formado pelos
pontos z* € [0,2]. Para testar os efeitos causados pela incorpora¢ao de imprecisoes nos coefi-
cientes das funcées objetivo, variou-se os valores dos niimeros fuzzy a; e as. Assim, escolhendo
a1=[0,0,0] e az= [2,2,4], cria-se um espalhamento da funcio (z— as)? para a direita (Figura
5.2(b)), tornando nebulosa a extensdo do conjunto de pontos com medida de ndo-dominancia
igual a 1.

(a) Objetivos nao—fuzzy (b) Objetivos fuzzy

16 L 40 T T T
— fi(=) © f2 (@)
— fa(a) i — hi)

12t E

10t E

(f1(@), f2(=))

o Tiiiiil
o Pareto 2

x

Figura 5.2: Funcao de Schaffer: (a) Fungoes objetivo do problema com coeficientes ordinarios;
(b) Fungodes objetivo do problema com coeficientes fuzzy a;= [0,0,0] e as= [2,2,4].

A conseqiiéncia imediata, decorrente da utilizagao da relagao de nao-dominancia fuzzy (5.2),
é o aumento do ntimero de pontos com pertinéncia igual a 1 no conjunto Pareto fuzzy, refletindo
a imprecisao nos limites do conjunto Pareto-6timo (nivel de factibilidade e medida de nao-
dominancia iguais a 1, neste problema). A Figura 5.3 ilustra o esboco da func¢io de pertinéncia
do conjunto Pareto fuzzy obtido.

Ao adotar ay= [0,0,2] e az= [2,2,4], cria-se um espalhamento do conjunto Pareto-6timo
em ambas extremidades (Figura 5.4(b)). Como esperado, ocorre um aumento no nimero de
solugoes pertencentes ao nicleo do conjunto Pareto fuzzy (pertinéncia igual a 1) : os pontos no
intervalo [—1.01, 0) sio gerados pela imprecisio nos parametros da funcio (z+ a1)?; e as solucoes
no intervalo (2,2.99] sdo conseqiiéncia da nebulosidade da funcio (z— a3)? (Figura 5.5).
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Figura 5.3: Esboco da fungdo de pertinéncia para o conjunto Pareto fuzzy: (a) problema com
coeficientes crisp; (b) problema com coeficientes fuzzy a1= [0,0,0] e as= [2,2, 4].
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Figura 5.4: Funcao de Schaffer: (a) Fungoes objetivo do problema com coeficientes ordindrios;
(b) Fungdes objetivo do problema com coeficientes fuzzy a;= [0,0,2] e as= [2,2,4].

Como ja visto em outros experimentos, a precisao e o limite de individuos na populacao
externa exercem grande influéncia no espalhamento das solugoes do conjunto Pareto fuzzy. A
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Figura 5.5: Esboco da fungdo de pertinéncia para o conjunto Pareto fuzzy: (a) problema com
coeficientes crisp; (b) problema com coeficientes fuzzy a1= [0,0,2] e as= [2,2, 4].

Figura 5.6 ilustra, através das fungoes de pertinéncia, a variagdo do espalhamento de acordo
com a precisao escolhida.

Observe que ao utilizar a precisao igual a 0.2, o espalhamento das solugoes é praticamente
idéntico aquele obtido com o uso de precisao 0.05, mas o nimero de pontos no suporte do
conjunto Pareto fuzzy é menor, decorrente da utilizacao da precisao como raio de nicho.

No Experimento Computacional 1 do capitulo anterior, ao incluir a restricao fuzzy x E 2, d=
1, obteve-se uma funcao de pertinéncia triangular para o conjunto Pareto fuzzy. Procedendo
da mesma forma aqui, mas admitindo coeficientes fuzzy a;= [0,0,2] e as= [2,2,4], a funcdo de
pertinéncia passa a ser trapezoidal (Figura 5.7).

A mudanca no formato da funcao de pertinéncia é conseqiiéncia da alteracao nas medidas de
nao-dominancia das solugoes (calculadas a partir de fungoes fuzzy), modificando os individuos
pertencentes ao nucleo do conjunto Pareto fuzzy.
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Figura 5.6: Esboco da func¢io de pertinéncia para o conjunto Pareto fuzzy : (a) precisdo 0.01 -
150 individuos no suporte; (b) precisao 0.05 - 113 individuos no suporte; (c) precisao 0.2 - 26
individuos no suporte.
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Figura 5.7: Esbogo da funcdo de pertinéncia para o conjunto Pareto fuzzy : (a) coeficientes

nao-fuzzy - restricao fuzzy z E 2, d = 1; (b) coeficientes fuzzy a;= [0,0,2] e as= [2,2,4] -
restricao fuzzy = > 2, d = 1.
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5.3.2 Teste Computacional 2 - Problema Multiobjetivo Nao-Convexo

O experimento desta se¢ao é baseado no problema multiobjetivo nao-convexo proposto em
(Sakawa & Yauchi [2000]):

Min fi(z) = 723 — 23 4+ z129+ ¢ o1+ o x5 + 8(z3 — 10) + (5.4)
3 (x4 —5)% + (x5 — 3)% + 2(wg — 1)°+ ¢4 224 ¢5 (w8 — 11)% + 2(zg — 10)% + 22, + 45
Min fo(z) = (1 — 5)2+ cg (22 — 12)% + 0.5z44 ¢7 (24 — 11)% + 0.2224 cg 22 + 0.12% +
+ ¢g z6x7+ Clo 26 — 827 4+ TE + 3(xg — 5)2 + (219 — 5)?
Min f3(z) = 23 + (2o — 5)%4 c11 (z3 — 9)%+ c12 23 + 223+ 13 2 + (x5 — 5)%+ c1q 22 +
+ c15 (z7 — 2)x3 — T9210 + 42y + 521 — ST Y27

ay (z1 —2)? — 4(zg — 3)? — 223 + Twg+ az w5w578 + 120 > 0
—523+ a3 zo — (x3 — 6)%+ ay x4 +40 > 0
—23 — 2(zg — 2)%+ a5 129+ ag 5 — 6536 > 0
a7 (1 — 8)? — 2(zy — 4)> — 3z2+ ag w5xs + 30 > 0
311 — 629+ ag (g — 8)%+ a1 T10 > 0
ail 1 + 5T+ are z7 4+ 92g < 105
10z1+ a73 To+ aT4 T7 + 228 <0
—8x1 + 229 + dxg+ aT5 T < 12
—5<z;<10, i=1,...,10

com coeficientes fuzzy indicados na Tabela 5.1.

Em problemas com regiao factivel nao-convexa, podem-se encontrar grandes dificuldades na
geracao de solucgoes factiveis, comprometendo a convergéncia dos algoritmos genéticos. Para
ilustrar tal dificuldade, foram gerados 10000 pontos aleatdrios no intervalo —5 < z; < 10, ¢ =
1,...,10 e verificada a factibilidade de cada um para o conjunto de restrices' do Problema
(5.4). Como resultado, em 10 repeti¢oes do experimento foram encontrados um total de 6
solucoes factiveis.

Nesses casos, como comentado no capitulo anterior, é comum a utilizacao de técnicas de pe-
nalizacdo das solugoes infactiveis ou procedimentos de factibilizacdo. Aqui, utilizaremos a “fuz-
zificacao” das restrigoes como método de penalizacao. Dessa forma, a cada restricio permite-se
uma violagdo em seu atendimento, possibilitando a existéncia de pontos com niveis interme-
didrios de factibilidade, a fim de que, ao longo das geracoes, as solugoes convirjam para pontos

!Considerando os coeficientes fuzzy.
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mais factiveis. Objetiva-se que apds um determinado ntiimero de geracdes, os componentes da
populagao externa sejam completamente factiveis.

Ci C Ci a; a; a;
a -14.5 -14 -13.5 a1 -3.3 -3 -2.6
o -16.5 -16 -15.5 a9 -2.2 -2 -1.8
C3 3.7 4 4.4 as -8.6 -8 7.4
o 4.5 5 5.5 ay 1.8 2 2.2
po 6.4 7 7.5 as 1.7 2 2.4
6 4.5 5 5.5 ag -14.8 -14 -13.2
cr 2.7 3 3.3 ar -0.9 -0.5 -0.2
s 6.5 7 7.5 as 0.8 1 1.2
o -4.5 -4 -3.6 ag -12.8 -12 -11.2
10 -10.7 -10 -9.3 alo 6.5 7 7.5
1 2.8 3 3.3 ar1 3.6 4 4.4
19 -12.8 -12 -11.2 19 -34 -3 -2.6
13 3.5 4 4.5 ais -8.4 -8 -7.6
C1a 5.6 6 6.4 ais -19 -18 17
15 2.8 3 3.2 ais -2.2 -2 -1.8

Tabela 5.1: Coeficientes fuzzy dos objetivos e restrigoes.

O algoritmo em (Sakawa & Yauchi [2000]) opera sob um enfoque interativo e iterativo,
ou seja, permite que o decisor informe, por exemplo, o a-corte dos coeficientes fuzzy a serem
utilizados em cada iteracao, na qual duas populacoes com 70 individuos cada sao evoluidas ao
longo de 5000 geragoes. A Tabela 5.2 apresenta os pontos de equilibrio obtidos em 5 iteracoes
desse algoritmo.

Iteragao 1 2 3 4 5
a-corte 1 1 0.9 0.9 0.8
fi(z) 642.9 648.4 624.1 694.9 622.4
fa(z) 796.4 738.9 736.8 725.2 679.9
f3(x) 660.4 697.9 696.8 774.5 722.4

Tabela 5.2: Resultados obtidos pelo algoritmo descrito em (Sakawa & Yauchi [2000]).

O algoritmo genético deste estudo foi configurado com 200 solugoes na populagao convencio-
nal, limite de 15 individuos na populagdo externa e 2000 geracdes como critério de parada. A
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precisio das solucoes foi configurada para 1. Escolheu-se um desvio' d = 200 para as restricoes
(com excegao das canalizagoes das variaveis, que foram mantidas nao-fuzzy).

Para verificar a eficiéncia do uso de restri¢oes fuzzy como método de penalizacao para o
Problema (5.4), realizou-se 100 execugoes do algoritmo (com diferentes populagoes iniciais). Em
94% dos casos foram gerados pontos com factibilidade 1 na populacao externa, em equilibrio
com aqueles apresentados na Tabela 5.2. Os 6% restantes apresentaram niveis de factibilidade
superiores a (0.98.

A Figura 5.8 ilustra, para uma execugao do algoritmo, o crescimento do nivel de factibilidade
dos individuos da populagao externa ao longo das geragoes.

(a) Nivel de factibilidade da populagao externa (Geragdes 0 a 50)

8
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Figura 5.8: Crescimento do nivel de factibilidade dos individuos da populacao externa: (a)
geragoes 0 a 50; (b) geragoes 0 a 2000.

Observe que é bastante rapida a convergéncia para niveis de factibilidade pu(z) =~ 0.98 (por
volta de 25 geracoes). A partir desse ponto, a convergéncia torna-se mais lenta, em conseqiiéncia
da proximidade entre os valores de fitness dos pontos da populacao externa. Ao final de 2000

!Para o desvio permitido nas restricdes escolheu-se, aproximadamente, a média das violacdes na factibilidade
de uma populacao inicializada aleatoriamente.
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geracoes, todos os 15 elementos da populacao externa possuem factibilidade total.
Apenas para exemplificar, a Tabela 5.3 ilustra alguns dos pontos do conjunto Pareto fuzzy
obtido na mesma execucao do algoritmo:

Ponto  fy f2 f3

1 [662.61, 688.79, 713.43]  [418.82, 457.78, 496.61] [2488.62, 2502.94, 2520.55]
2 [153.85, 159.87, 165.60]  [1625.07, 1671.59, 1717.97] [1267.48, 1282.90, 1298.75]
3 [670.51, 589.16, 608.34]  [442.97, 481.55, 519.97] [2789.10, 2803.39, 2820.80]
4 [762.13, 798.94, 833.26]  [407.39, 445.83, 484.10] [2840.93, 2852.20, 2866.59]
5 [150.96, 157.19, 163.05]  [1797.93, 1845.29, 1892.51] [950.26, 968.47, 987.03]

6 [528.29, 541.36, 555.29]  [452.65, 491.48, 530.18] [2520.45, 2537.64, 2558.12]
7 [356.59, 364.52, 372.86] [612.96, 653.87, 694.63] [1883.81, 1902.44, 1923.22]

Tabela 5.3: Solugoes de equilibrio encontradas.

Assim, com apenas um execucgdo do algoritmo é possivel gerar diversas solucoes de equilibrio
em tempo computacional aceitiavel para a complexidade do problema. O algoritmo foi executado
em um Pentium 233MHz e o tempo de execugao médio para esse problema é de 450s.

5.3.3 Teste Computacional 3 - Problema Multiobjetivo com Falso Conjunto
Eficiente

O ultimo teste com o algoritmo é baseado no problema proposto em (Deb [1999]), utilizado no
Experimento 3 do capitulo anterior. A idéia é introduzir coeficientes fuzzy nas fungoes objetivo
e validar os resultados obtidos a partir daqueles encontrados na Secdo 4.5. A formulagio geral
dos problemas tratados aqui segue abaixo:

Minimizar 1 (5.5)
Minimizar him)
1
x1 >0
com
~ To— C1 2 T2— ¢ 2
— 92— exp{— —0. - .

b (22) = 2 — exp{ (2072 0 exp(—(Z2)) (5:6)

em que ¢;= [c1,¢1,C1) € C2= [Cg, €2, C2) sAo numeros fuzzy triangulares
E importante citar mais uma vez que, com coeficientes nao-fuzzy, o tipo de problema es-
colhido gera conjuntos Pareto-6timos locais, dificultando a obten¢ao do conjunto Pareto-6timo
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global. No problema original, os coeficientes sao ordinérios (c; = 0.2 e ¢; = 0.6) e pontos na
forma z* = (21,0.6) e z** = (21,0.2), Vz; € [0.1,1] formam os conjuntos Pareto-6timos locais
e globais, respectivamente. Com a introducgio de restrigoes fuzzy (Capitulo 4), o algoritmo en-
controu solugoes coincidentes com o conjunto Pareto-6timo global e criou um espalhamento com
pontos do conjunto Pareto-6timo local e vizinhanga.

No que segue, os espalhamentos de ¢; e ¢y serdo variados e os resultados comparados com
aqueles do capitulo anterior. Assim, ao configurar ¢;= [0.2,0.2,0.4] e co= [0.6,0.6,0.6], cria-se
uma imprecisdo no ponto que minimiza globalmente a funcao h(zs) (Figura 5.9).

Funcéo bimodal h(xz)

| ~
1 {

L Sy

045 |

Figura 5.9: Funcio bimodal , (z2) com coeficientes fuzzy ;= [0.2,0.2,0.4] e éz= [0.6, 0.6, 0.6].

A funcao de pertinéncia do conjunto Pareto fuzzy obtido (Figura 5.10) deve ser comparada
com aquela ilustrada na Figura 4.19, na qual identificam-se um pico bastante proeminente
(5" =~ 0.2) e um segundo com maior dispersao (z3 = 0.6), correspondentes as vizinhancas
dos pontos de minimos global e local de h(xs), respectivamente. A Figura 5.10 ilustra, como
esperado, a influéncia da imprecisio em ¢; refletindo-se na extensio do conjunto Pareto-6timo
global do problema nao-fuzzy associado. Assim, o primeiro pico, formado por pontos coincidentes
com o conjunto Pareto-6timo, é suavizado pelo aumento de solucoes.

Perceba que agora é possivel identificar apenas um pico, na vizinhanca de z5* ~ 0.2, ja que
os pontos com maior pertinéncia no conjunto Pareto fuzzy obtido encontram-se nessa regiao.

Assim, baseando-se nos resultados obtidos, ao configurar ¢;= [0.2,0.2,0.5] e co= [0.3,0.6, 0.6],
espera-se que a funcao de pertinéncia apresente apenas um pico (com grande dispersao) entre
z5* =0.2 e 25 = 0.6 (Figura 5.11).

De fato, as solugbes com maior pertinéncia no conjunto Pareto fuzzy encontram-se na vizi-
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Fungéo de Pertinéncia
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Figura 5.10: Esboco da funcao de pertinéncia (¢;= [0.2,0.2,0.4] e c3= [0.6,0.6,0.6]).
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Figura 5.11: Esboco da funcao de pertinéncia (¢;= [0.2,0.2,0.5] e c3= [0.3,0.6,0.6]).

nhanca dos pontos (z1,0.4), Vz; € [0.1,1]. A Figura 5.12 ilustra a distribui¢do das solu¢des em

relagao & curva paramétrica dos objetivos (fixou-se x9 = 0.4).
Por fim, ao utilizar ¢;= [0,0.2,0.2] e c3= [0.6,0.6,1], a funcio de pertinéncia do conjunto
Pareto fuzzy caracteriza-se pela formacao de duas elevagoes, separadas por pontos de baixa
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Curva Paramétrica dos Objetivos

zo =~ 0.4

° ° Conjuntc; Pareto fuzzy

f

Figura 5.12: Distribuicao dos pontos do conjunto Pareto fuzzy na curva paramétrica dos obje-
tivos (z9 ~ 0.4).

pertinéncia (Figura 5.13). Perceba que a distancia entre os picos é bem maior do que aquela
na funcao de pertinéncia da Figura 4.19, conseqiiéncia da admissao de coeficientes imprecisos
que modificam os minimos global e local de h(z3) (tendem a diminuir o valor do ponto z3* e
aumentar o valor de z3).

Fungao bimodal Funcéao de Pertinéncia
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Figura 5.13: Esboco da fungao de pertinéncia (¢;= [0,0.2,0.2] e ca= [0.6,0.6,1]).

Os resultados apresentados foram obtidos utilizando a mesma configuracao de parametros
usada no Experimento 3 do capitulo anterior.



Capitulo 6

Conclusoes

Desenvolveu-se um algoritmo genético para problemas de otimizacao multiobjetivo com res-
tricoes fuzzy e/ou coeficientes fuzzy nas fun¢oes objetivo e restrigdes. O algoritmo foi elaborado
a fim de caracterizar pontos do conjunto Pareto fuzzy, permitindo que um decisor escolha uma
solucao de compromisso entre as alternativas encontradas.

O algoritmo foi baseado em uma estrutura composta por duas populacoes, de forma a so-
lucionar a dificuldade ocasionada pela relatividade da medida de fitness e a impossibilidade de
sua direta associacao com o nivel de pertinéncia no conjunto Pareto fuzzy. A populacdo con-
vencional é evoluida através de mecanismos tradicionais dos algoritmos genéticos e a externa,
avaliada e atualizada a cada geragao, mantém um grupo estivel de solucoes.

A precisao escolhida na representacao das solucoes exerce um papel semelhante a um raio de
nicho, definindo o espalhamento dos pontos no conjunto Pareto fuzzy (os graficos das Figuras
4.9 e 5.6 confirmam essa aplica¢ao). De forma semelhante, o limite de individuos na populagao
externa define a pressao de selecdo nos individuos candidatos a essa populacao. Perceba que
nos Problemas 2 e 3 (Experimento 2 do Capitulo 4) e Experimento 2 (Capitulo 5), utilizam-se
limites baixos de individuos a fim de gerar um grupo reduzido de pontos com elevada pertinéncia.
Nos demais experimentos, o limite de individuos na populagdo externa é bem maior a fim de
possibilitar a admissao de solugoes com menores fitness, e consequentemente, permitir o esbogo
da funcao de pertinéncia do conjunto Pareto fuzzy.

Assim, como ilustrado pelos experimentos dos Capitulos 4 e 5, é possivel a obtencao de
diferentes resultados em funcao da configuracao da precisao das solucdes e do limite de individuos
na populacao externa:

(i) Caracterizacao do conjunto Pareto fuzzy e esbo¢o da fun¢ao de pertinéncia : obtidos com
a diminuicdo da precisao das solugoes e aumento do niimero maximo de individuos na populacao
externa, forcando a baixa incidéncia de pontos em um mesmo intervalo.

(ii) Indicacao dos pontos com maior nivel de pertinéncia : obtido, em oposicio a (i), com o
aumento da precisao das solugoes e/ou diminuigao do limite de individuos na populagao externa.

95
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Dependendo das caracteristicas do problema, os resultados obtidos tendem & pontos do conjunto
Pareto-6timo.

Com relagao a versatilidade do algoritmo, os experimentos foram escolhidos de forma a
explorar diferentes classes de problemas, algumas delas com grande complexidade. Assim, o
algoritmo foi testado em problemas nao convexos (Segoes 4.3.2 e 5.3.2), problemas inteiros (Se¢ao
4.3.1), com varidveis bindrias (Se¢ao 4.3.2), problemas de grande porte (Secao 4.3.2) e com falso
conjunto eficiente (Segoes 4.3.3 e 5.3.3). Em todas as situagoes testadas o algoritmo mostrou-se
capaz de encontrar as solucoes procuradas, comprovando sua generalidade e eficiéncia.

No Experimento 2 do Capitulo 5 verificou-se a utilizagdo de desvios nas restri¢oes como um
método de obtencao de solucgoes factiveis. Como o fitness de um individuo é proporcional ao
seu nivel de factibilidade, a técnica é equivalente a um método de penalizagao ponderada pela
distancia & regido factivel original. A grande vantagem, como ilustrado pelo experimento, é que
o algoritmo pode ser utilizado para esse fim sem modificacoes em sua estrutura.

Basicamente, dependendo do tipo de resultado desejado, o algoritmo necessita da configu-
racdo de trés parametros: precisao das solucoes, limite de individuos na populacdo externa e
o numero de geragoes utilizado como critério de parada. Os dois primeiros exercem influéncia
no espalhamento das solucoes e o terceiro, na qualidade dos valores de fitness utilizados como
niveis de pertinéncia. Neste estudo, a configuracdo desses parametros foi realizada de forma
empirica. Assim, uma boa idéia de implementacao futura é a criacdo de procedimentos de con-
figuracao automdtica desses parametros, o que deve ser feita de forma a ndo comprometer o
tempo computacional de resolucao.

Como o algoritmo mostrou-se bastante versatil nos testes extraidos da literatura, uma pers-
pectiva futura é a sua utilizagdo na resolucao de problemas provenientes da modelagem de
Processos reais.
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