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SUMARIC

0 modelo normal do motor de indugdo é constituido de
sets equagoes diferenciais a seils inedgnitas, com os coeficientes

variaveis com o tempo.

Em regime permanente, supondo~se‘veZoéidade angular do
rotor constante e, em operagao balanceada elas podem ser resolvi-
das analiticamente.

Modelos tem sido apresentados para solugdes em computa

dores porém, envolvendo dificuldades no ecaleulo numérico e tempo

de computagao grande.

0 presente trabalho procurou um modelo de ordem menos
elevada que possibilita um tratamento analitico mais simples, e

que, se tratado digitalmente reduz o tempo de computagao.
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capfruro I

INTRODUQEO

1.1 - DO MOTOR

pe todos os tipos conhecidos de motores, 08 de indu-
¢ao sao 08 que adquiriran naior aplicagao na indistria. Sua di-
fusdo deveu~se a algumas qualidades, tais como: batzo eusto, se-
guranga de operag&o, faetil manutengao e alto rendimento.

‘ Ha dois tipos principats de motores de indugao: o de
potor enrolado e © de rotor em gatola de ssquilo. A diferenga
prineipal entre eles estd nos enrolamentos do rotor. 0O primeiro
tem um enrolamentO'poZifésico simétrico no rotor, idéntico ao de
estator, sendo seus terminats acessiveis através de anéis cole-
tores e em operagad normal estes terminais sao ligados a impe-

daneias passivas balanceadas. NO segundo tipo O enrolamento con-

siste de barras ( usualmente de eobre ou aluminio ) fundidas
nag ranhuras do rotor, e ligadas entre st em cada uma das ex-
tpemidades por aneis de remate. Ambos tem o mesmo princ{pio de

operagac, sendo as correntes de rotor induzidas pelo estator.
0s motores de indugao mais utilizados sao 08 trifasi-
cos, onde 08 enrolamentos das tres fases do cstator sao dispos~
tos de uma maneira simétricd, tal que haja uma de fasagem de 120
graus elétricos entre 08 eixos de duas fases. '
No presente tpabalho constideraremos motores de indu-

¢do trifasico com dois polos (figura 1.1) . /o

/

1.2 - DO MODELO NORMAL (*)

o
(%) Em Ingles referido como Coupled~0irc?£t Model (1% .

e




. e . b
aizo a | etxe a

Pig. 1.1 - Uma maquine trifasiea
v . ,
gimétrica com 2 polos aizo b*

Com a finalidade de se tornarem mats simples os modelos

matematicos de motores de indugao, certas hipdteses sao apresen—

tadas, sem alterarem significativamente a precisao. Assim admi-
tem-sge: '
al) Entreferro uniforme
b) Circuitto magnético linear
e) Parametros constantes
d) Enrolamentos de estator idéenticos, distribuidos
de modo a produzir forga-magnetomotriz espactial
senoidal X )
e) Emrolamentos de rotor distribuidos de modo que

a forga-magnetomotriz do rotor seja tambéem uma

senoide com o mesmo numero delpolos do estator.

Consideraremos aitnda:

al
b)

Fluxo de dispersao nulo /

Relagao de espiras fase do estator/fase do ro-

tor unitaria.

Com as hipoteses acima, os parametro . (indutancias e re

gtstencias) do motor serdo: !

i
1
i
i
i
i
l
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nto estator/rotor

= deslocamento entre os eizos das fases a do

estator e do rotcr

Com a notagao proposta, em forma matr.cial, as equagoes

volt-ampere para

onde

?

f<

RN

o motor podem ser escritas como (2):

i

(R) %

+p§\

e e
b vc
e .e
b 7’f::

! (1.1)

(1.2)

.



A= (A8 % A T T a7yt
— a b a a b o

p = operador de diferenciacac em relagao qo tempo

(R} =

o /
A ¢é a matriz de fluzos ligados e pode ser escrita :

A= (L) i (1.3)

onde (L)} ¢é descrita na equagao (1.7}

Em operagao normal

- e e e T
v = ( v, Vp ? 0( 0 0) | {1.4)

Levando (1.4) e (1.3) em (1.1) teremos

v=(R) £+ p (L) L (1.5)
ou

(Z) (1.6)

[~
i
e

com

(2} = (R +p LD
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0 comportamento dinamico da maguine pode ser estudado re

la equagao abaixo, que desereve a mudanga na veloeidade.

I 1 :
Jd 6+ D8+ T =T = {i.8)
e e i
|
onde ‘
T, = torque eletromagneético !
|
T, = torque de carga i
D = coeficiente de amortecimento

1

Com & = pb = w

velocidade angular do rotor, (1.8) po-

de ger eserita cono:

r
w=L"(r -7 - pu | (1.9)
J e a

As equagoes {(1.5) e (1.9) compoem o que chamamos modelo

normal da maquina de indugdo (3).

1,3 - DO CONTROLE DE VELOCIDADE

0 problema do controle de veloeidade de motores de indu-—

¢ao ¢ um dos mais dificeis que tem preocupado os engenheiros.

Muitos métodos tem sido propostos e experimentados. Uns
alteram a velocidade sincronag, outros o escorregamento. Como o ren
dimento ideal é igual a (1 - 2) por unidade, onde s é o escorrega
mento, vemos que cs matsg eficienﬁes sao 08 que alteram a freqlién-
eta.

A utilizagao do tiristores possibilita a obtengdo de fon
tes de tensdo de freqfiencia variqvel. Tem sido estudadas algumas -
reqlizagoes do tipo inversor de freqfiencia varidvel, que fornece u
ma tensdo ndao senoidal, pcrém de frequéncia varidvel, a partir de
uma tensao continua (4). Uma pessibilidade de realizagdo conside-
ravelmente mais simples se tem fornecendo apenas freqﬁéncias dig—

ecretas; seria a utilizagao de meios ciclos de diferentes fases




como indicade na figura 1.2,

Y iy

Fig. 1.2 - Paquema para cbtengdo de wma fonte de tensdo
com freqlléncia f/2.

Com ¢ propdsito de alterar o escorregamento, um método -
largamento usado consiste na colocagdo de um par de tiristores liga
dos "back-to-back” em cada linha de um motor ligado em Y. A propo-
sito deste método, ja foti demonstrado em (5) ser eeta conecegao su

perior as outras possiveis.

A analise transitdéria e em regime permanente do motor de
indugdo em tals condigbes ddo origem a novos problemas. Os proble-
mas surgem principalmente pélo fato dos tivistores introduzirem -
correntes limitadas e o periodo de condugoes geralmente ser desco-
nhecido. Certos modos de operagao sdo possiveis, onde as fases sdo
-eolocadas em circuito aberto eciclicamente durante os perfbdos de

bloqueto dos tiriatores,

Se a andlise for feita digitalmente a partir do modelo -

noermal (1.5) , serq interessante reescrevé-lo como :

pi = (577w - 177 [R]z (1.10)
/

Como a equagac acima é descerita em ter os dos parametros
reats da maquina, as limitagoes nas correntes pcdem ser aplicadas

faeilmente mas, a dépendencia da matriz indut&nﬁia [L] da posigao

i

do rotor torna necessaria sua inversdo em cadaietapa dos cdleulos




fazzndo com que o método seja lento.

Um problema adicional & ser muito pequeno o de te rminan-—
te da matriz [L], com o que as matriszes L] T, [L]MI {r] apresen
tam valores numéricos elevados para seus termos. Altas, o determi
nante da matriz [L] depende dos fluwos de dispersao no motor e,
nido s6 estes fluwros sao procurados serem pequenos, comea diferen-

ca entre seus valores em maquinas idénticas nao ser desprezivel.

4 fim de superarmos estes incovenientes, modelos modifi
cados tem side propostos a partir dos trabalhos desenvolvides por
Blondel, Park, Kron e outros. Sao obtidos aplicando-se certas -

trans formagoes no modelo normal (1.5) e nos levam a novos siste-

mas de equagdes deferenciaie mais simples de serem simulados e
que em operagao a velocidade constante cornam-se modelos com equa

bl 4 . . - - t a *
goes diferenciais lineares a coefictentes constantes.

Eliminamos nesses modelos a necessidade da inversao da
matriz indutancia L] a cada etapa, no entanto os determinantes -

das matrizes indutancias continuam evidentemente pequencs.

1.4 — D0OS MODELOS TRANSFORMADOS

1.4.1 ~ Modelo de Kron

Este modelo consiste em fazermos uma mudanga de varitd-
veie usando um sistema de referencia com dois eixos em quadratura.
Estes eixos representados por d e q e denominados direto e em

quadratura podem ser de tres tipos: i

a) Estar girando com a mesma velocidade angular da for-
ga-magnetomotriz produzida pelas cor -entes de esta-
tor, ou seja, com a veleceidade sinérona.

b) Estar no rotor, portanto, gtrando com a veloeidade -
angular do rotor.

e) Estar fixo no estator

—————




HEste ultimo tipo & v mais conveniente quando se faz con
trole de veloeidade pelo estator. E o desenvolvido por Park e mo-

dificado por Kron.

atxe a
eizo ¢
etxo d 4 ‘
7
f
s
/
’
5,
g
/
r
. r ‘
elxo ¢ = w alio g
eizo of eizo b°
\
. r
v ogizo b
Pig. 1.8 = Eixo das faees do egtaior & do roter com

o aquivalente dq estaciondrio.

As correntes transformadas segundo estes novos = eixos
serao
e o [27 56 4 4% a0sll 4 _am
O Qf;m.ta + i, 0087z + ., cos ( 3)} - (1.11)
.é 2 .e il .e ™ . i
o e -7 — _— - e .
1q 7 |T, eos3 T, cosg <, 0056] {1.12)
- 1 |.e . e , e |
T, = 3 ‘ma + iy i ] ) ) (1.13)
s 2 [.r g an .7 _am
Ty = = Lza cosh + iy cos (B+ 3) + i, cos (6 3)}
(1.14)
o a2 |.r . i an, i _amn
lq = 3 [ta sinb + 7y sin( 8+ 31 + T, gin(d 3 )J
(1.15)
. 1 f
T 1 |.r P .7
T, = } 3 Lta iyt z, (1.18)



As equagoes (1.10), (1.11), (1.13) e (1.14) podem  ser
obtidas por inspegac da figura 1.3 e¢ representam as compostigoes -
das correntes de estator e de rotor segu:do os etxos d e q a par

tir das correntes originais.

As equagbes (1.13) a (1.16) definem as correntes de se-
" . ! .
quenela zero para o estator e rotor respectivamente. Elas comple

tam o sistema de equagdes. 1

As correntes transformadas ou Y"worrentes flcticias" es-
tao ligadas ds correntes reais pela matriz de transformagao (7]

abaixo que podemos tirar das equagoes (1.11) a (1.16)

. ' 1 3
1 0 e 0 0 0
e
3
2 2 /S5
—% i}f} L 0 0 0
_ S -
1] = 2 .-
.oV 8 0 0 0 058 sind 0
1, ] 0_ cos(8+§ﬂ) sin(8+£ﬁ t
3 3 /5
0 0 0 cosfﬁ*gﬂ) sin(@*éﬂ) L
3 _ 3 /2
] )
Fortanto
(7} idq = 2

onde




Para mantermos a invariancia na poténcia, ¢ portanto no

torque, definimos

-7
Yaqg (2]

i<

onde

e e e- C

[ o v v
Yaq [.’.d Uq 0 a 0 OJ
Este modelo apresenta a matriz de indutancia [L] inde—
pendente da posigao do rotor mas, a necessidade de conhecermos -
as variavets reats em cada etapa dos cdleulos exigem transforma-
goes das "varidvels ficticias" em varidveis reais, o que envolvem

um certo numero de cdleulos e tempo de computagao.

1.4.2 -~ lModelo de Robertson

Este modelo proposto em (8) por Robertson—Hebbar  pro-
» - . [
cura nanter as correntes de estator o mais proximo possivel das
reais, enquanto que as de rotor sao expressas em fungdo de duas
. . o .
fizas no estator, segundo eiwos defasados de 120 , eliminando co-~
mo no modelo anterior na matriz indutancia [L], a dépendéncia da

posigac do rotor.

As correntes de estator sao transformadas em

i =AY+ 1Y (1.17)
ig = dg 4 dg = df - il - “ (1.18)
i =g iy

onde '
e

¢ a componente de seqliéncta zero

.
it



sao componentes de astator em fase com as

correntes reais
asumir que nao ha corrente de seqlién

Ly

Desdc qus podenvs «
eia zerv no reoter de motor de indugao, e como:

FE S S
b “a e
teremos == e
F L1 g i s ) e
7 cos (0+— sin J
a 6 o
” 2
= {1.20)
V3
. . Ty 7
i sing cos (6~ i
& [¢] Y
. o i . o L o
A equagao (1.20) pode ser obtida por inspegao da figura
I' 3.

Em operagdes com neutro isolado as equagoes (1.17),
(1.18) e (1.19) expressam as correntes reais de estator, o que re

duz constderavelmente os calculos na simulagdo.

com



1 1 I 0
1 -1 w1 ¢
1 g bi g
[¢] =
g 0 g 2 cos(6+g)
V3
2 ) .
] 0 g S cost8+g-)+szn8
V3
2 L
0 g ] e 8L 0O
V3

§

0 modelo assim transformado fica:

v o= [R'} ..7.’:.' + [L'] pi !

com
o' = [0 v
[ 3R 0 0 0
0 2R R o
[Rﬂ - 0 R -8R 0
0 /) wigg nk ar
o E%E nlw 0 r +§§§

2.
V3

N

W

2 stntd
V3

sinemcos(ewg)

T
cos(ewg)

(1.22)

2r




0 0 0 0 0

0 3L 31 ank lg-na
('] = 0 —g-L 3L i;nr; anl

o sz EInn s i;-Lm

0 S e S8 | |

i

Este modelo é o que melhor se aplica em simulagbes on-
de necessitamos um continuo conhecimente das correntes reais, que

€ 0 caso de controle de veleoceidade pelo estator.

1.5 = OBJETIVO

Como os problemas de edleulo numérico decorrem em par-
te da "quase singularidade” da matriz indutaneia [L], é poésivel
tentar uma solugdo diferente e que a noss2 conhecimento, é nova.
Se a matriz indutancia for admitida singular a ordem do  sistema
sera reduzida e eventualmente serd possivel um tratamento anallti
co.

.

‘
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DESENVOLVIMENTO DE MODELOS ARALITICOS SIMPLIFICADOS

2.1 ~ REDUGAO DA ORDEM DO MODELO

2.1.1 - lodelo

Robertson e Hebbar em seus trabalhos passam do

normel (1.5) para um modelo com as "corventes ficticias’

em (1.22) onde as correntes do rotor sGo expressas em fungdo

duas correntes cegundo eixos fixos no estater, eliminando

“modelo

e chegam
de

assim

na matriz de indutancia a dependéneia da posigdoe do roton.

Vamos introduzir uma modificagao neste modelo para che-

garmos o wum novo onde as correntes de estator sejam as correntes

reais, conservando porém as "correntes ficticias” de rotor, ou se

Ja:’

e

= [ia i; 1 7 %

7z
ROV

Fagamos portanto a transformagao :

[C] énOUO =z

com 1' definido em (1.81) e f

(2.1)



SRR
(¢) = |-3 -% S0 0
0 0 0 1 0 1
o o o o 1]

No novo modeio, mantida a velocidade angular do  rotor

congtante e lembrando das hipoteses ja consideradas, ou seja

%
- relagao de espiras unitaria
-~ acoplamento perfeito entre as fases do estator e
entre as fases do rotor

- aeoplamento n entre estator e rotor

teremos:
Puove ~ [Bnovo * L ovo p} tyovo (2.2)
com N
R 0 0 0 _0 ]
0 R 0 0 g
) 0 0 R . 0 0
. T -
xEan ianw v3nLw  2r Yo Eﬁsz
2 2 : 2
YEnLw -igan ufgan r+§§§Lm or



S A
o) = @7 ] [ =|E & 1 o 3y

énL —%nL 0 3L g

0 -gp u -g-z; 3L

A fim de mantermos a invarianeia na poténeia, e portan

to no torqué eletromagngﬁico produzido, fagamos:
' e T
v' = {v v, v, 0 0] (2.3)

[R'l e [L?} e v' foram definidos em (1,22}

Com n # 1 g matriz de indutanceia [L] tem caracteristi-
¢a quatro. Se n = 1 esta caracteristica torna-se dois, como &

de se esperar fisicamente.

2.1.2 - Equagao Caracteristica

g2.1.2.1 - Trés fases conduzindo

No caso de trés fases conduzindo o sistema & deserito -
por (2.1). Sua equagdo caracteristica B0 (A = 0, obtida do
desenvolvimento do determinante:

y




¢ no case geral de quarto grau.

Com og caloulos feitos, obtemos:

'

bape (W) = (109)7 25 2HT e (10%) B2 (aany 1530
+§(1~n2)2 %;'ngg + 9 r2+2rR(2~n2) + ﬁ2i§ é 52
+ (.Znng) %—74 (031,21‘?2 + E&rR (R+n) i_;;)\ L
+ % m2L2H2 + rgﬁg' ; 0

Observamos que ao se fazer n=l o8 termos de tercetro

e quarto grau desaparecem, como era de se esperar,

As raizes desta equagao sdo aproximadamente, no caso de

-, *
n proximo de 1

*Ilustra¢5es do Método:

Sejfa paz’ + pzf » ex #d = ) (r)

onde y €& muitc pequeno. .

Fapendo~se a substituigdo de varidveis
- ¥
T = e
v
vem ay3 + byz + uey + péd =
Pare w muito pequeno esta equapdo tem solupdes apromimadas:
= _ b
by % a
¥g s+ ¥z muiltfe pequenos
Entdo as eolugdes da equagdo original serdo .

= b !
3 = Ha '

Ty . @y ainda indeterminados

Entretanto consideremos @ aquagic s
2 ox d .
E- R i e - - (IX)
b b /

Para w muito pequenc, a equagdo (I) & aproximadamente o pr ‘duto de (11}
por wupax + b

(:2 + Ef + é} {yax + b} = pax5 + (B + Eff) z? 5

b

+ (o + 3%5) z+d F pa’ o+ p2f v ooz o+ d
Entde as duas solupes que Faltam sdo aproximadamente as eoc?gEes de (II).

|
i




‘o2 T TF TeR)T T Y TR
AS .= m% __r+§ (rats &upla)
s (1-n°J1L ’

i

Como as raizes AS e A4 tendem para -« quando n ten-
de a 1, a aproximagac do modelo por um de ordem reduzida com n=I

deve ser razcavel.

No caso da indutancia ser muito grande a parte real das
ratzes Al e AZ se tornam despreziveis e, no planc s elas tendem
a + jw;%E s no etmo imagindrio, pela esquerda, como mostrado no

lugar das raizes abaizo

A Im
o S+ o o e e -4 R
r+R
L crescendo _ Re
. 2 _rR
3 (r+R) 1
- B
s . e m e »+R

Fig. 2.1 Lugar das Raizes para as trés fases
conduzindo .

2,1.2.2 ~ Fase a blogqueada

No caso da fase a bloqueada, no estator somente as fa-

ses b e ¢ conduzem e o sistema passa a ser descrito por:




¢ [ g 0 0 0 [ e ]
vy, *p
e N .&
v, i} 0 R 0 7] z,
0 —5-nlw v ENLw or el Ty
V3 V3 3vs | . .7
0 i Grﬂﬂw —MgﬂLm r+m§~Lw ar tY ‘
' =i o
P g0 2" b
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leste caso obtemos a seguinte equagao caracteristica
¢bc (A} =0
b (W = (1-0%) % S v 1-0%) B (nian) 158

* {(1*&2)2 §§ w2L2+9 ir2+4rR(2~n2) + gﬁgll .% L9

|

L

) 2
+ ‘(1~n2) 9 w2L B + 6prR (2r+3R)l ) ,

+ lmm w L R + Srgﬁgl
Esta equag&o também é de quarto grauw e com n=l ela se

reduz a uma de segundo grou. Suas raizes, no ceso de n proximo

de 1 sao obtidas aproximadamente iguais a:



+ f 2 7 3 ‘2 ‘J
-2pk (Br+3R} - /2r4R4mL?m?R? (&7r +203PR+SZRR)

by =
; A
1,2 35 (rP+arr+3RY)
N _ ar + SR
3 -7 g
3(1-n" )L ;
)\4 - ....2 (P'J“H)m ' I‘
8 (1-n)1
AS e Ay tendem a -» para n tendendo a 1 e no caso da ~—
indutancia ser grande, Apoe g tendem a
JuR V3
|/I"23f~41'=}?+3}?2

no eixo imaginario do plano & , pela esquerda.

2.1.2.3 ~ Fases a e ¢ bloqueadas

Neste -caso, no estator somente a fase b conduz e, o0 sig

tema ¢ descrito por

- 1 -~ e
vb R g 0 zb
_ 3 3V/3 .r o+
0 = wfan 2r r ~§~Lw zu
V3 3/Z { .p
0 '“"‘2—7'}110} P*TL(U 2r ‘L_Y
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, ~EnL -anl it
! gl N b
) 3 r
o+ — 3 ity o8 A
5 nk L ; 2]3 1 o
3 ¥
-] 1 ey 3L
[ 2“ 2 | 1 IY ]

A equagdo caracteristica ¢, (M) sera:

b
¢b (A) = (1wn?) %ﬁ Lskg + g i;z»n2)ﬁ5;}3 E Lgkg
1 (iﬂng) %grngZ + 3 (r+3R)E LA
27 2.2 2

— 4]

o
+ W LR" « 3p°R| = 0

4
Esta equacao é de terceiro grau mas também se reduz ao
segqundo grau com n=1l. Suas raiszes aproximadas para n proximo

de 1 sao:

- )
A _ . =2r{p+3R} + /éré ~ ngﬁ (54rR + EIRZJ
1,2 3L (87 + 3R)
hg == L2 gg”
3(1-n" )L

A tende a - para 1N tendendo a 1 e, no caso da 1in-

3 .
dutancia ser grande ll e A2 tendem a
+ Jw V3R .
- /Zr + 3K ‘

no eixo imaginario do planc s , pela esquerda.

2.1.2.4 ~ Conclusoes -/

Em eada um dos tres casos de operaga estudados, o sis~-
tema que é degenerado pode ser representado po: um de ordem menos
elevada que nos da a possibitlidade de um trata%ento analttico -

mats simples.



iy, L |

2.2 ~ RESPOSTA AO DEGRAU

2.2.1 - Ilustracao

Neste pordigrafe conszideraremos apenas o modelo degenera
do da magquina, isto &, © case n = 1 » com tres fases conduzinde.
Por esta razao hd certas particularidades a serem levadas em eon-

ta.

Inieialmente trataremos do edleulo da resposta a entro-
da nula (zero input solution). Unma mudanga de variaveis adequada

redus a este caso a resposta ao degrau.

48 equagoes de um sistema degenerado autdnomo sio da for

(e} + [B)) = = o | (2.4)

onde [L] e [R] sa0 matrizes n x n s porém tendo [L] uma caracie
ristica m <mn . Consideramos que este fato ocorreu por uma pag-
sagem ac limite na qual as n - m .raizes que desapareceram da e-

: ~ ¥ o
uagao caracteristica tenderam a - o« ,
quag

As ¢olugoes de (2.4) evoluem num sub-gspago de dimensao

m do espago original de dimensdo n , das varidveis z .

Dada wma econdigao inieial arbitraria no espago de dimen
sao n , o sistema evelui rapidamente para cair naquele sub—~espa
go [7].

0 problema inicial a ser estudado é entdo a relagdo en-
tre a condigao inicial arbitrdria e a condigdo subseqliente no sub

espago de dimensdo m .

0 sub-espago de dimensdo m serd definide no espago das

variaveis =z por n ~ m equagoes algébricas entre as variaveis.

Notando—se que ha n - m eombinagoes lineares diferen-
tes das linhas da matriz L] que sdo identicamente nulas, podemos
escorever: '



@) 1) = [o)

4 ! w ¢ - .
onde [qj e uma matriz (n-m) x n , de caracteristica n-m e [0]

¢ uma matriz nula (n-m) x n .
Nestas condigoes multiplicaondo-se a equagao (2.4) & es-~
querda por {q], ven:

[q] [R} x = 0 (2.5)

que define o sub-espago das solugdes "lentas" de (2.4).

Por outro lado, as evolugoes rapidas das solugbes de

(2.4) a partir de um ponto externo ao sub-espago (2.5) podem ser
consideradas. no limite como descontinuidades nas solugbes, lzvan-
do entao ao aparecimento de impulsos 5 na equagaco (2.4). As am-

plitudes destes impulsos devem satisfazer [8]:
() 6 = ¢

- + Y Y
ou, chamande de x(0 ) e w(0°) as condigdes tnieiais fora zden

tro do sub-espagoe definido por (2.5), vem:
)= (2] & (07) (2.6)

Entretanto as x equagoes definidas por (2.6)-86 com—
preéendem na realidade m equagoes linearmente independentes. 0
conjunto das equagoes (2.5) e n-m equagbes Linearmente indepen
dentes de (2.6) define a condigdo inicial dentro do sub-espago -
(2.5).

Para comodidade dos cdlculos pode ser interessante ob-

termos oe valores das derivadas % , & , ... no instante inteicl

Novamente isto nao serd possivel diretamente de (2.4) ,
na forma:

Eis ]
L



. 1 .

.'."E io o [LJ "[R] -‘?-:- IO
porque nae eziste [LJnl Entretante, as n-m equagbes (8.5) for
necem:

a} (R} 21, = o

e

que juntamente com m equagoes obtidas de (2.4) permiten obter

m lo L] ‘
Para as derivadas superiores o procedimento ¢ analogo.
2.2.2 - Aplieugao ao nosso caso
A partir de
P RRET 3 0
-1 2 =1 -3 =3
L
(2] = — | -1 =1 2 0 3
3 -3 0 6 3
0 -3 3 3 6
obtemos:

lq] = 1 -1 0 -1 0| ,

e portanto as equagoes (2.5) se eserevem:

s

My



. e B
ﬂa + 1b + %a = ¢
V3 e 3 e e e V3 e
-8 € (R -2 Lw)i® w 28 v i  fep + s Lu|if =
(R o bwliy (B4 — Lw)ip + V8 Lw £ ~iv 4 +E r ok Lw]zY 0
- . - (2.7)
e
/ e _va _ LYs . e W i% s op 22 =
3 Luw i, + (R 5 Lw)wb (R + 3 Lw)tc (1 A 5~ Lw Tyt er ty 7,

Das equagoes (2.6), duas quaisquer sao linearmente inde

pendentes. Escolhenmcs por exemplo aa seguintes:

S L e = i Liecpmyaiiep”
@afo )mgtb(O )~ (0 )+ (0 ) t (0 ) Zzb(o J 210(0 )*2za(0 )
= 6(0+)~lz«?(0 )+z (u }+ 2ot J 1 Q(O )“mz (0 )+1 (0 )+ ze(O )
a 27b 2t Y

: (2.8)

) w . + .
Ae equagoes (2.7} no instante 0 , em conjunto com as
+ - .
equagoes (2.8) permitem acharvos as corrventes em 0 , & partir
das correntes em 0 .

2.2.83 - Resposta go degrau

Em 0 todas as correntes sao nulas, mas a veloeidade
da maquina é w .

+ . ~ - " -
Em 0 aplicamos uma tenseo V a fase a , estando as
demais curto-ecircuitadas.

A solugao permanente serd:

vV
i¢ =
a R
e ) .e
tb = 1 = 4 = Le = ¢

Fagamos uma mudanga de variaveis que:



.,
pta(o J

pfb(0+i

s e 4
T S

a G R

Entac a condigao em 0  serd:

- v
% ol ) I T
wa(o ) = 5

£y
gn»&
—_
fons
H
.
H
o

Substituindo nas equagoes, teremos:

+ 2Vrp

2,00 ) = o iR (p + R)
rz

. + (353 Lw + ») V

Lp(0) = )
‘ (- égz Lw + »} V
fcro ) = -
: 3R (r + R)

oty = - 2V

a : 3 (r + R)

s (0t) = (3V3 Lw + 2R} ¥
A

Y - 68 (v + R)

Para as derivadas obteremos:

- 24 l% L2w2 + 2r2

9L (» + R)2

2V
2
8L {(r + R)

%; L2w2 + égz rihw — 8r

2

(2.9)

373

- —— RLw + rR
2



egstator

onde:

av

i1

{r + R

av

2

97

(r + E)

2V

2

9L

As

conduzem,

(y + R)

2

§ .2
5

2

w® + 3V3 rohw -~ n°

w2 + SrH
’ ,/""
ngd - égé rlu +

correntes para o caso tratado,

éb(t)‘

fcft)
%u(t)

fY(t)

gerao

exp(~at)
exp (~at)
exp(~at)

exp (~ot)

exp{-at)

eog(Qt)
eos (Q1)
cog (Gt)
cos (L)

cos(0t)

b2}

2V

i H’ o ]
5 Lw rR

onde as tres fases do

+ B exp(~at) sin(Qt)
+ D exp(~at) sin{Qt)
+ F exp(~at) gin(Qt)
+ H exp(-at) sin(Qt)

+ J expl(-ut) sin(lt)




o= £ 00")

B = ?%a;0+) + g z (o)
I P%b;0+) . g fb(0+)
Fos pz“;0+) + : z (0"
H = pfa;0+) + g fa(0+)
J = ng;0+) " g %Y(o*)

Lembrando que estas correntes foram obtidas aplicando-~

se a trangformagac (2.9), as correntes do modelo serao:

ii(t) = mgm + 1 (t)

ig(t) = %b(t) 

io(t) = ;C{ti

ig(t) = T ()

iﬁrﬁ) = Tt )

2.3 - SOLUGAO EM REGIME PERMANENTE SENOIDAL

Em regime permanente senoidal valem as equagoes faso-

riais:



b:j .;3‘4;“26‘

?a ’ g 0 0 0 0 ‘ ( Ly N
v, 0 R 0 0 0 Iy
v, | = 0 0 R 0 0 Le
0 f; Lo %g L =¥3 Lw 2y ?TEEQ Lw Ia
.g.L -—% g 31 -g—L IOL
S I I N

onde V., Vy . Vo, I, I,, I, sao fasores* representati
. e e e e .e e
vos das tensoes v, vV, 5 U e das correntes <1 _, 1, , 1
a b a » b a b e
; ; I das correntes 1 _, T .
respectrvamente, ¢ Ia’ v 8 a’ Ty
Eliminando I e IY destas equagoes obhtemos:
#
.i-)
*  lUsgaremos
v
max
v o= e
Ve

o nol
que corresponde ao valor rms da fungao nol tempo.



4
a
£ : o
g f”wg * wz) A Gjwlr -+ on? 14 =
P 8 b
v
e
. i .
3 73
2 P 9 ap 8 1 1
Ju,L (3ju Ly + 227) 0 1 p
1 1
~= ez 1
2 ¥
1 0
+ % (wwz + wg) r® + SJNSLP + 20?| R 0 1
9 0
’ 0 1 W ’ I T
Z - a
3z ., 2
e JmsL wr 1 0 1 Ib
1 ~1 0 I,

E interessante observarmos como estas equagoes se

plificamos se L for suposto mutto grande:

stm-




] 1 7
1 ¥ ot [
v, 1 ¢ 0 1 5 ;

( 5.
Wy
v, | = 4 oo 1 0 w% - ":lé 1
\ (- wé + wd) “
g
1 1
e s I
v, 0 0 1 = > 7
0 1 -1 1 I
} a
Jw wr
- A - -1 0 1 I, (2.10)
V8 (- 0l 4 w?)
1 -1 ] I
[+

A inversdao da matriz coeficiente, cujo determinante de-

vera ser nac nulo, nos permitiria explicitarmos as correntes.

2.4. - CIRCUITOS EQUIVALENTES PARA A MAQUINA EM REGIME
SENOIDAL

2.4.1 ~ Maquina parada

Na dedugao do eircuito equivalente constideremes apenas
os casos Llimites n =1 e L muito grande. Nestas condigoes, a
equagdo em regime senoidal, ligando tensoes de fase a  correntes

de fase e a dada em (2.10) por:



e ¥ : 1 1
V@ 1 g 0 1 ) 5
P
Zog r ; 7
y = R {0 1 0 | = e 2 1 -r
b ( S(wgww?) 2 z
: 1 1
v | o o 1] I
0 1 -1 I ]
a
- ~mmﬁ§wm§« Jww, r -1 0 I N Ib -
3 (w~uw,)
I -1 0 I
W -~ o oA

que é da forma
v=[z2] 1

. 1 ~ - » - - L -
Como a matriz gZJ nao e simetrica, nermalmente nao e -

possivel construir um eirecuito equivalente geral para a maquina.

No case particular em que w=0, que corresponde d maqui

na parada, a matriz (L] se torna simétrica:

- ~ - 1 - “
v, 1, 0 e T
_ 2 ; 1
Vb = R g 1 0 + 3P 5 1 5 Ib
1 1
L v, ] o o 1) ST S B B O

podendo ser construido o cirecuito da figura abatxc
,

/
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Fig. 2.2 Circuito Equivalente da maquina parada

Notamos por inspegao do eircuito acima a resistencia
- X2 na linha do neutro, a qual pode ser desprezada se o sistema

o

estiver balanceado.

Observemos por exemplo que o cireutto equivalente por
fase, em regime balanceado sera:

R
WAAAAS

b r

Fig. 2.3 Circuito Equivalente para a fasé a
em regime balanceado

Em particular, quando duas fases estiverem abertas, o

eircutto se torna

i to
b

e

Fig. 8.4 Circuito Equivalente para a fase a
com uma das outras duas abertas.



2.4.2 ~ Maguina girando com velocidade constante,

balaneceada

Em regime balanceado notamos que

- mé ‘%\ [':ra\ ,Iq\
mg» 7 -é_ I, :g- I,
mé, »;} 2| ICJ ICJ
[0 ‘1 -7 ) 'Ia” fra‘
~1 0 1 Lo| =3 Y5 | 1,
ooy 1, L7, |

Nestas condigoes é possfvel escrevermos (2.9) como:

(1)
2
fJ\JS »r w W r
R el L . T
(62-w?) (W -w?) b
8 8
LT, ]
I ~
a
U}S n
R + g
w =0 [ b
I
L C §

g



Sendo o escorregamento definido como:

a4 equagco actma se escrciz como:

V v -Z, .y ,
o &
|
- r

Vo | = | R+ | I, (2.17)

i |
1 I
[€d \ Fs B

.

que corresponde ao circuito equivalente usual da maquina

R
AN -

g J
"¢ %

Fig., 2.8 Gircuitq Equivalente para a fase‘a
com a maquina girando.

oix

0 resultado acima, expresso em (2.11) e representado na
figura 2.5 para uma fase, é muito particular., Por exemplo no caso

de duas fases abertas I, = I =0 e a equagao (8.10) fica

g wir
V = R+ = - I
@ 8 (wgmwg) «
E:]
ou em termos de
Wy~
8 I e (escorregamento)
!



g o e - (escorreganento no sentido oposto)
(US ‘
venm
. 2 ¥
vV o= (( R+ % X} |
24 0 zg '’ o
7 interessante compararmos a parte independente de R
desta cxpressao com a de (8.11)
\ /
| Foa
§ ¥
o ro /o
i k POV
ros s/
{ ] ;
i % }” / 1
t \ N ;
i Y S i
i Y o‘f“ i i
* N /A2 T
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s . ! {
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Fig. 2.6 Variagao da resisténcia do rotor com g.

o caso de duas Ffases conduzirndo, nao é possivel obter-
mos um eircuito equivalente, pois a equagao (2.10), no caso da fq

se ¢ agberta, se escreve :

2w r ws(wsﬂg/g w) »

Rt =53 - 53

3w —w’) 3w ~uw")
v 8 8 7
a a

= , 2

v, ) .ms(ws+g/§w)r - g v r 7
J T % 3 2 X

J(wsww ) 3w _~w")



2.5 - CALCULO DO TORQUE EM RECIME PERMANENTE SENOLDAL

Vamos caleular o torque eletrcr-gnético desenvolvide pe
Lo motor, considerando a parte nao dissipada da potencta forneci-
da a maquina.

Para maior simplicidade, consideremos apenas o caso da
indutanceia L muito grande. |

4 poténcia elétrica Pq fornectda a maguina pode ser da

da por (2} :

onde .

i
]
™
by

o
[

v= (v v, vV 0 0
- o va D
e pelo asteristico representamos o conjugado.

Como

=3
i

v [a‘ws (2] = [R‘J] I __

esta poténcia se escreve:

T
P, = l (I*) [R] I l

pois sendo reais todos os termos da matriz indutaneia [L],eles -

nao contribuem na poténeta ativa.

F possivel aplicarmos uma transformagao que mantém a po

téneta tnvartante e com ¢ qual eliminamos as correntes de rotor:



=
=
L
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fa
e
Q
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~3
i
LAY
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£
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e
~
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Fsta tecnioa ja foi utilizada nos cdlcules do paragrafo

2.3 para chegarmos na equagao (2.10).

A potencia sera dada por:

e |2 9T W

Desta peoténcia, sera dissipada a parte correspondente
. . : R ¥ “ L e
aos termos resistivos da matriz {Hi, e portante a potencia mecant
ca correspodem os termos nao resistivos. Considerando somente es-—

tes “ltimos, teremos a seguinte matria reststencia modifleada:

C 0 0 0 0 0 ]
0 0 0 0 0
(r ] = 0 0 0 0 0
i -
YiLw isz -Y3Lw 0 ' wfﬁng
2 2 2
| Y3Lw miu;‘ﬂw fng éff:w 0 ]

0 torque eletromagnético sera:




o~ - .
1 1
o a
K ¥ m -
ros oI (k37 (&) (x] | I,
IC:’ L IQ J

Do fato da matriz [Hm] conter I em fator, & necessario

. o o =1
considerarmos em [K} termos que contenham ate=i teremos entao

1 0 0
0 y; )
0 ‘ 0 | 1
(%] =
s 4 Jou,w ;2w (Ju VB w) 2n(ju,~vV3w)
—r el o L -
8 9 (wgmwj)b 8 Q(wgmmf) L & Q(wgwwi) L
I oy (JwS+J? @) 1 or tgms"/g w) 2, 4jw
i g 9 (wgwmé) L 3 8 (mgwmi) L 8 Q(wgwwi)L
Fazendo os caleulos por etapas, teremos:
1 1 I A ‘: 4 - b
[ 1 -5 -3 0 1 -1
<~ T
[KJ [Rm} {K} - r 1 _2“ " "1 5 ”,_1‘ -ﬁjjw -1 0 1
w —wfew? 1 5 ? # ;o
1 1
- s At 1 L
5 7 1) 1 -1 0|




lepande em conta gque

Cven:
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Por outro
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= p iIa Ia + Ib
I

[#4
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lado, em regime senoidal
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R
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I I
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e tevando em contq o fato do sistema ser balanceado, o torqgue se-—
ré dado por:

e 1 12

w (R o+ )2 3
3

8
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CONCLUSOES

0 motor de indugae em seu modelo normal & desevito por wn
stotema de seis equagoes diferenciais a sets incbgnitas, onde os

coefreientas dependem do tempo.

Afim de eimplificar-se sua solugdo, sdo empfégddas trans -
formagoes e em regime permanente consegue—se um sistema de equa-
goes linear, porém de solugdo analitica trabalhosa. Quando die-—
poem-se de computador, a solugdo numérica ¢ pessivel, porem @
"quaze singularidade” da matriz de indutancie introduz problemas
na computagae e se estivermos Fazendo controle de velocidade, a
necessidade do conhecimento dos valeores reaie das variavets tor-—

nam g solugao lenta, mas realizdvel.

Atualmente ¢ uso de computadores esta bhastante difundido
mas quando nao podemeos contar com ele, teremos que voltar as so-
lugées analiticas e motivado poe este fato, procuramos wn modelo
pafa o moter de indugac que nos permite um tratamento analltico

bastante simples, se cemparado com o normal,

Infelizmente o presente trabalho maco pode ser acompanhado
da parte experimental, mas acreditamos termecs obtido em mossos -
resultados uma precisdo razoavel, a custa da simplicidade, que

Justifica seu emprego.

Sugestoes:
A utilizagao do modelo: :
- Resposta ao degrau pode ser utiliszada para obter-
mos « resposta a ondas quadradas ( ‘nversores DC-
AC }. Neste caso a resposta a deg; u serqa uma se-
néide amortecida, da qual se con~iderard apenas -

parte de um ciclo.

~ Combinada com a resposta a regi je senoidal pode -
ser utilizada para resposta ds dndas sugeridas no

Capttulo I.
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