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"Palavras, nossas ou dos outros, nunca podem ser mais do que um co-
mentario sobre a experiéncia vivida. Ler nunca pode substituir o viver.
O que entendo de uma drvore? Subi nos galhos e senti o tronco balancar
a0 vento, e me ocultel entre as folhas, como uma maca. Deitei-me entre
os galhos, e cavalguei neles, e rasguel a pele das maos e o pano das min-
has calgas subindo e descendo pela dspera casca. Descasquei salgueiro
e afaguei a madeira branca e doce, e meu machado mordeu as fibras
puras, e a serra deixou descobertos os velhos anéis e o cerne da madeira.
Através do microscépio copiei os tragos das células, e sacudi as rafzes
como cabelos nas minhas maos; e masquei a goma e enrolei a lingua em
torno da seiva, e senti as fibras da madeira entre os meus dentes. Deitei-
me entre as folhas de outono, e minhas narinas beberam o fumo de seu
sacrificio. Aplainei o tronco amarelo e bati pregos, e poli a madeira
macia com a minha mao. Agora dentro de mim existem graos e folhas,
uma confluéncia de raizes e galhos, Horestas préximas e distantes, e um
solo macio feito de milhares de anos de plantas caidas, e este sussurro,
esta lembranca de dedos e narinas, o frigil brotar das folhas reluzindo
dentro dos meus olhos. Qual é a minha compreensio das 4rvores se nio
esta realidade que estd além de pobres nomes? Assim os ldbios, a lingua,
ouvidos e olhos e dedos juntam suas vozes e falam para dentro, para a
compreensao. Se eu sou sdbio, ndo tento conduzir o outro para os meus
pensamentos; mas eu o levo para a floresta e solto-o entre as arvores,
até que ele descubra as drvores dentro de si mesmo, e descubra-se dentro
das drvores.”

(Citacio de Kenneth L. Patton no Livro: Nio apresse o rio (ele corre

sozinho) - Barry Stevens)

iv




Dedicatorias

A minha esposa
Iara

A minha mae

Maria

A minha sogra
Hilda

Ao grande amigo
Jorge Candido Lopes

(in memorian).



Resumo

Neste trabalho, temos como objetivo obter uma técnica de construcgio de
codigos a partir de cédigos de grupo sobre um grupo G.
Nesta direcdo, apresentamos um estudo de possiveis extensdes da Zg4-
linearidade para Z,-linearidade, & > 2, tendo como condigdes basicas para
defini¢do de tais extensdes suas principais propriedades: bijegio e preservacao
de pesos. Mostramos a incompatibilidade destas duas propriedades quando se
considera o peso de Lee em Z,x,k # 2,p # 2. Mostramos também que ndo ¢
possivel a existéncia da Zgk-linearidade no sentido de estabelecer uma fungao
¢ : Zox — ZE, que seja um mapeamento casado entre os espagos (Zox,d) e
(Z2,m), onde d é uma disténcia qualquer. Estudando as propriedades da Zy-
linearidade, no sentido do mapeamento ser uma boa téenica de construcio de
cédigos bindrios geometricamente uniformes, apresentamos o conceito de G
-linearidade, onde G ¢ um grupo qualquer.
Estabelecemos o grupo de simetrias do espaco métrico de Lee n-dimensional
de ordem gq, isto é, Z7 e concluimos com a ndo-existéncia da G-linearidade,
| para G ciclico, associada a Zj cujo grupo tenha ordem méxima ¢*. Todavia,
mostramos que para ordem menores do que ¢" é possivel determinar cddigos

Z? -lineares.
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Abstract

In this research, our aim is to propose a code construction technique from
group codes over a group G whose alphabet belongs to a given metric space.
In this direction, we present a study of possible extensions of Z4-linearity to
the Zox-linearity,k > 2, with two basic conditions: bijection and preservation
of weights. We show the incompatibilify of these properties where we consider
the Lee weight on Z .k # 2,p # 2. We show also that it is impossible have
Zow-linearity in the sense of estabilishing a function ¢ : Zge — ZE, that is
an isometry and preserves weights between the spaces (Zox,d) and (Z§,dy),
where d is any distance. Studying the properties of Zs-linearity, in searching
for construction techniques of binary codes which are geometrically uniform,
we extend this concept to any group G.

We estabilish the symmetry group of the n-dimensional Lee space of order ¢

and we conclude with the nonexistence of the G-linearity, where G is cyclic,

associated with Zy whose corresponding group has maximurm order ¢”. How-

ever, we show that it is possible to find Zj-linear codes for order smaller than

Tt

q.
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Lista de Simbolos

|| @ lIl: Norma euclidiana.

N: Intersec¢do entre dois conjuntos.

N: Conjunto dos nimeros naturais.

R: Conjunto dos nlimeros reais.

R"™: Espaco euclidiano n-dimensional.

Z: Conjunto dos nimeros inteiros.

Zg: Conjunto dos niimeros inteiros médulo q.

G: Grupo.

H, J: Subgrupos de um grupo.

x: Produto direto de grupos.

X,: Produto semi-direto de grupos.

w: Homomorfismo que determina o produto semi-direto.

a~t: Elemento inverso de a num grupo.

eg: Elemento neutro de um grupo G.

H <t G: H é normal em G.

G/H: Grupo quociente de um grupo G por um subgrupo normal H.
(H) : Subgrupo gerado por H.

G 2 H: G é isomorfo a H.

Aut(G): Grupo de automorfismos do grupo G.

©O4 : Grupo das permutagdes ou transformacgdes de um conjunto A.

Sp: Grupo das permutagGes de um conjunto finito com n elementos. (= 03 n)-

el

Apn: Grupo alternante de ordem %

(S, ds): Subespago métrico com a métrica induzida.
U(S}): Grupo gerador minimo da figura geométrica S.
T(S): Grupo das translagGes de um conjunto S.
I'(S): Grupo das simetrias de um conjunto S.

O(s) : Orbita de um ponto s sob um grupo G.
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Qg: Grupo dos quatérnios de ordem 8.

Ds: Grupo diciclico de ordem 12.

Dp: Grupo diedral com 2n elementos formado pelas simetrias de um poligono regular de n lados.
O: Fim de demonstracao,

f,g,h: Funcoes.

f=g: A funcio f é igual a fungéo g.

a==b: aéigual a b

#A: Cardinalidade do conjunto A ou o niimero de elementos de A quando for finito.

n
IT A;: Produto cartesiano dos conjuntos A, formado por n-uplas com coordenadas em A,;.
gl

A" = ﬁ A: Produto cartesiano do conjunto A, formado por n-uplas com coordenadas em A.
A: Ai%zil)eto de um cddigo.

C: Codigo.

' Codigo equivalente.

k : Dimensao de um cédigo.

n : Comprimento de um cédigo.

g : Cardinalidade de um alfabeto finito utilizado para o cédigo.

r: Taxa de um cédigo.

Z: Conjunto de indices de um cédigo.

M : Tamanho de um cddigo ou o nimero de palavras-cédigo de um cédigo dado.
dpin: Distdncia minima num cédigo.

RM(r,m): Cédigo de Reed-Muller binério de ordem r e comprimento 2™,

R(n): Cddigo de repeticio de comprimento n.

U(n): Cédigo universal de comprimento n.

dp: Métrica de Hamming.

df. . Distancia de Hamming minima.

diee: Métrica de Lee em Zj.

dy: Disténcia de Lee em Zj.

dL. . Distancia de Lee minima.

dgg: Distancia esférica.
wgg: Peso esférico.

wgy: Peso de Hamming.
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q .

wp Peso de Hamming minimo.

wr: Peso de Lee.

(M, d): Espaco métrico munido da métrica d.

(M;,d; ):Espago métrico munido da métrica d;.

d;: Métrica em M;, i =1,2,...n.

a, 3,7 Fungdes que caracterizam o mapeamento ¢ da Zs-linearidade.
¢: Mapeamento da Zs-linearidade e extensdes.

i : Mapeamento casado.

ig: Fungao identidade definida no conjunto A.

L,: Matriz identidade de ordem n.

. Fungio troca.

bi(7): l-ésimo algarismo da representagio bindria de 7, contado da esquerda para a direita.
d: Métricas.

dpy: Métrica zero-um.

de: Distdncia euclidiana.

dp: Distincia euclidiana quadratica.

dy: Métrica induzida pela fungdo f.

Omax: Métrica do maximo.

iz Métrica da raiz.

dsoma: Métrica da soma.

dg: Métrica induzida pela métrica d para um subespaco métrico S.
dist: Métrica usual da reta R.

e;n: Vetor canénico.

A: Reticulado.

M-PSK: Conjunto de M sinais do tipo chaveamento por deslocamento de fase.
MDS: Codigo separdvel a méxima distincia.

MSED: Distdncia minima euclidiana quadratica.

AWGN: Ruido aditivo gaussiano branco.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Histdrico

O objetivo de um sistema de comunicagdo € transmitir informacio de uma fonte para um
destinatdrio através de um canal de comunica¢io com a maior confiabilidade possivel.

Em um célebre artigo [52], Shannon provou que para taxas de transmissio de informacio
menor do que a capacidade de canal, existe um cédigo que permite uma transmissio com
probabilidade de erro arbitrariamente pequena.

Assim, as pesquisas se direcionaram para a procura de "bons” cédigos ¢ "bons” conjuntos
de sinais associados a esses codigos.

Na linha de cédigos surgiram as classes de cddigos lineares e nao-lineares e na linha de
conjuntos de sinais foram propostos constela¢bes de sinais 6timas sob diversas restricoes, como
por exemplo poténcia média, poténcia de pico, faixa e algumas combinagtes destas, os cédigos de
Slepian, seus variantes obtidos através de grupos de transformagdes ortogonais, as constelactes
tendo como base reticulados.

Essas linhas de pesquisa sempre foram tratadas separadamente até 1982, quando Unger-
boeck [59] mostrou que, através do conceito de particionamento de conjunto de sinais, ganhos
de codificacao significativos eram obtidos. Surgia, entdo, a modulacao codificada.

Dentro dessa nova linha de pesquisa, Forney [27] apresentou uma nova classe de cédigos




denominada cédigos geometricamente uniformes que, além de englobar os cédigos de Slepian e
os codigos reticulados, estende o procedimento proposto por Ungerboeck.

A procura por bons cédigos continua sendo relevante, porém tendo que satisfazer, sempre
quando possivel, a propriedade de serem geometricamente uniformes.

Os cédigos lineares constituem uma classe importante de cédigos por possuirem uma estri-
tura algébrica permitindo que principalmente a decodificagdo seja bastante simplificada. Em
contrapartida, a capacidade de correcao de erros destes ¢6digos nao é melhor do que aquela de
certos cédigos nac-lineares.

Por outro lado, os cédigos néo-lineares ndo possuem wma estrutura algébrica como a dos
lineares. Esta flexibilidade possibilita obter c¢ddigos com distancias de Hamming maiores do
que as encontradas com os cédigos lineares. Porém, a falta de uma estrutura algébrica aumenta
a complexidade do processo de decodificagio.

Diante das vantagens e desvantagens apresentadas surge a seguinte questfo: existe uma
técnica de construcao de cédigos que possa conduzir & determinacao de cédigos com disténcias
de Hamming grandes, porém sem que para isso aumentemos consideravelmente a complexidade
de decodificacdo?

Hammons et ol. [15] foram os primeiros a proporem tal técnica de construcio. Eles
mostraram que os cédigos de Kerdock, Preparata, Goethals e cédigos relacionados sao imagens
binarias de certos cédigos ciclicos estendidos sobre Z,, através de um mapeamento especifico
dos simbolos de Z4 nos simbolos de Zg x Zs.

Em particular, o cédigo de Nordstron-Robinson, cujos pardmetros sdo n = 16,k = 8,d = 6,
é a imagem bindria do octacddigo, o inico cédigo auto-dual de comprimento 8 sobre Z, com
distdncia minima de Lee 6. O octacddigo é formado adicionando-se um digito de verificacio de
paridade nas palavras do cddigo ciclico de comprimento 7 sobre Z4, cujo polinémio gerador é
g(x) = 2® + 32 + 2z + 3 [31]. Surge assim uma nova rea de pesquisa em teoria da codificacio:
a Z4-linearidade.

A Z,-linearidade € uma técnica eficiente de construcéo de cédigos bindrios e, em particular,
de codigos bindrios nao-lineares. Neste sentido, certas classes de cddigos bindrios nao-lineares

podem ser vistos como codigos lineares sobre Z4 e, muitas vezes, como cédigos ciclicos sobre




Zs. Como consequéncia, sua complexidade de decodificagao é reduzida significativamente.

1.2 Apresentacao do Problema

Neste trabalho, nao trataremos especificamente da Z,-linearidade, mas sim de investigar ex-
tensoes adequadas deste conceito para a Z,.-linearidade, onde p e k sdo inteiros, p é primo,
p=>2ek > 2 Além disso, consideraremos a G-linearidade, onde G é um grupo finito, como
uma extensio da Z,-linearidade.

O objetivo em considerar tais extensoes é o de propor novas classes de cédigos g-arios que
possam ser vistos como imagens de cddigos lineares sobre Z,: ou até mesmo sobre um grupo.
Entretanto, para a Z,-linearidade ou a G-linearidade, pode ser possivel inchiir novas classes
de cddigos de grupo sobre grupo. Portanto, o objetivo é encontrar uma técnica de construcio
de cédigos p-arios cujo comprimento seja um multiplo de %, e que sejam imagem de cédigos

lineares sobre Z,x, ou de codigos sobre grupos.

1.3 Descricao do Trabalho

No Capitulo 2 apresentamos os conceitos de grupos e espacos métricos bem como de cédigos,
sinais casados a grupos e codigos geometricamente uniformes que dardo suporte ao presente
trabalho.

No Capitulo 3 apresentamos inicialmente um estudo da Zs-linearidade e, em seguida, a-
presentamos propostas de extensdes como a Zok-linearidade, onde resultados da existéncia de
tais extensoes sao considerados sob determinadas condicoes.

No Capitulo 4 abordamos um contexto mais amplo de extensdes da Zs-linearidade e a-
presentamos a definicdo de G-linearidade, onde G é um grupo, da qual a Zs-linearidade é um
caso particular. Ainda neste capitulo apresentamos o grupo de simetrias de Z7 com respeito a
distancia de Lee e estudamos a G-linearidade associada a Z7.

No Capitulo 5 apresentamos as conclusdes e propostas para futuros trabalhos de pesquisa.




Capitulo 2

Grupos, Espacos Métricos e Cddigos

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar os principais conceitos sobre grupos, espacos métricos e
cédigos que sdo utilizados ao longo deste trabalho.

Na Secao 2.2, apresentamos defini¢oes e exemplos de grupos abelianos e nao-abelianos, além
de algumas propriedades.

Na Secao 2.3, revemos os conceitos de espagos métricos, isometrias em espacos métricos e
isometrias do espaco euclidiano n-dimensional e do espago de Hamming,.

Na Se¢o 2.4, fazemos uma breve revisdo da teoria de cddigos apresentando dois tépicos
importantes propostos por Loeliger e Forney, onde o primeiro caracteriza os conjuntos de sinais
casados a grupos e o segundo estabelece a classe dos cédigos geometricamente uniformes. Esta
classe enfatiza o aspecto de simetrias existente no conjunto de sinais e estabelece propriedades
béasicas da Zgs-linearidade.

Finalmente, na Secio 2.5, apresentamos as conclusées.

2.2 Grupos: Definicoes e Exemplos

Por razao de completitude incluimos a presente secio neste trabalho; entretanto, os conceitos

apresentados podem ser encontrados em textos classicos, e.g., [2], [3], [24], [32], [33], [34], [35]
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e [54].
Definicao 2.2.1 Um grupo € uma dupla (G, x) onde:
e (& € um conjunto nao-vazio;
e 'x' € uma operacdo bindria sobre G que satisfaz as sequintes condicdes:

1. Eziste um elemento em G, denotado por eg tal que, eg * a = a = a * eg;

2. VaeG,3a'eG, tal quearxa ! =eg =alxa;

1

3. ax(bxc)={(axb)xc, Va,b e G;

A primeira condigao caracteriza a existéncia de um elemento neutro (ou identidade)
do grupo. A segunda condicio caracteriza a existéncia de um elemento inverso e a terceira
condicao é denominada associativa. Segue da definicio que: (i) o elemento neutro de G é
tinico; (ii) para cada a € G, a™! é univocamente determinado.

Se a operagao “x’ satisfizer também a condicao:
axb="bxa,Va,bec G,
denominada comutativa, dizemos que G é um grupo comutativo ou abeliano; caso contrario,

o grupo ¢ denominado nao-abeliano. Se G é um conjunto finito, dizemos que G é um grupo

finito e o nimero de elementos de G é denominado a ordem de G.

Exemplo 2.2.1 O conjunto (Zpy, @) dos inteiros médulo M sob a adigdo médulo M forma

urn grupo de ordem M.

Exemplo 2.2.2 O subconjunto de Zyy, formado pelos elementos que possuem inverso multi-

plicativo (denominados unidades de Zy ), denotado por Z%;, ou seja,
Z/I = {“Te ZMf| 3?6 ZM com"f."y':'i},

onde *.° denota a multiplicacdo modulo M, forma um grupo.




Definicio 2.2.2 Sejam (G, ) um grupo e H um subconjunto de G. Dizemos que H é um

subgrupo de G se H também for um grupo com a operagio '+' herdada de G.

Definicao 2.2.3 Seja X = {z1,29,...,2} wm subconjunto de um grupo G. O subgrupo
gerado por X, denotado por {X) é o menor subgrupo de G que contém X. Se existe X com

=1 tal que G = (X), dizemos que G € um grupo ciclico.

Exemplo 2.2.3 Se A € um conjunto ndo-vazio, entdo a colecio de todas as fungées bijetoras
f A=A, forma um grupo sob a operagdo de composicio de fungées denominado grupo
das permutacdes (ou das transformagées) do conjunto A e é denotado por O,. Se
A={1,2,...,n}, entdo O4 € denominado o grupo simétrico sobre n letras e é denotado
por 8S,. A ordem de S, é nl. Em S, temos um subgrupe formado por permutagées pares

denominado grupo alternante, denotado por A,, cuja ordem € %'

Exemplo 2.2.4 Definimos em um poligono regular de n lados e centro de gravidade O, um

grupo de rotacées planas e espaciais descritos da segquinte forma: seja v uma rotacdo plana

2

_centrada em O de um poligono reqular de n lados no sentido anti-hordrio de dngulo £ e s uma

rotacdo espacial de dngulo m sobre um eizo de simetria do poligono. Entdo os elementos deste
conjunto, junto com a operag¢go composigde de fungdes, formam um grupo, denominado grupo

diedral de ordem 2n ¢ denotado por Ib,,. Seus elementos sdo:
e,r, 2,3, L, r" s rs, ris rs, L, T s,
Definigao 2.2.4 Sejam (G, %) um grupo, H um subgrupo de G e a € G. O subconjunto de G
al = {a = b| b e H}
¢ denominado classe lateral o esquerda de H contendo a.0 subconjunto de G

Ha = {bx a| b € H}

¢ denominado classe lateral a direita de H contendo a.




Definigio 2.2.5 Sejam (G,*) um grupo e H um subgrupo. Dizemos que H é um subgrupo
normal de G se
VaeG, VbeH, alxbxacH.
Denotamos por H < G. Se os dnicos subgrupos normais de um grupo G, sdo {eg} e G,

dizemos que GG € simples.

Proposicao 2.2.1 [35/Sejam (G, *) um grupo e H um subgrupo normal de G; entio a colecdo
de todas as classes laterais com a operagdo de produto de conjuntos forma um grupo, denotado

por G/H, denominado grupo quociente.

Exemplo 2.2.5 Considere a colegdo finita de grupos C = {(Gy,*1), (Gz, *2), ..., (Gn,#n)} € 0

produto cartesiano, denotado por G = [] G; = Gy x G2 X ...x Gy, com a operacio de cada grupo
im=]

T
coordenada-a-coordenada, ou seja, se & = (x1,9, ..., 2}, ¥ = (11, Y2, .., ¥n) € [1 G tem-se:
i=1

TH Y = (T % Y1, Ta kg Yo, ...y T, *p yn).
O grupo (G, x) € denominado produto direto da colecdo C.
Definicao 2.2.6 Sejam (Gy,*1) e {Ga,x2) grupos quaisquer e f : Gy — Gy uma funcio.
Dizemos que f € um homomorfismo de G, em Gy se
[la*: b) = f(a) %g f(b), Va,b € G,.

Se f € uma fungdo bijetora, entdo diremos que f é wm isomorfismo de G, em Gy o,
ainda, que Gy € isomorfo a G, e denotaremos por Gy = Gy. No Apéndice B, apresentamos

todos os grupos de ordem menor ou igual a 15 ndo 1somorfos.

Um isomorfismoe de G em G é denominado automorfismo de G. O conjunto de todos os

antomorfismos de um grupo G sob a operacao de composi¢io forma um grupo, denotado por

Aut(G).

Definicao 2.2.7 Sejam (Gy, 1) e (Ga,%2) grupos e ¢ : Gy — Aut(G;) um homomorfismo. O
produto semi-direto de G, e G, com relagdo a ¢, denotado por Gy x, Gy, € o grupo

formado pelos pares (a1, as), tais que a; € Gy, a2 € Ga e cuja operacdo é definida por

(CL],CLQ) ch (61, bg) = (G‘l *1 (,D(G’.g)(b1), o %9 bg)




O produto semi-direto &) X, G2 é um grupo (em geral, nio-abeliano) e quando ¢ é tal que
P(g) = eauwr,), V 9 € Gy, temos o produto direto usual.
Nos dois exemplos, a seguir, iremos mostrar que a ordem em que apresentamos os dois

grupos no produto semi-direto é relevante.

Exemplo 2.2.6 Neste exemplo determinamos todos os produtos semi-diretos de
Zg K Zg,

dados por homomorfismos

© 1 Zs — Aut(Zy).

Em primeiro lugar, lembramos que
Aut(Z,) =2 Z;, (unidades de Z,,)

Entdo, exriste apenas um homomorfismo

Ty — Aut(Z).

Portanto, existe um dnico produto semi-direto que € o produto direto usual.

Exemplo 2.2.7 Neste ezemplo, determinamos um produto semi-direto
Z% X Zg

que € 1somorfo a Dy, o grupo das simetrias do gquadrado.

Considere o homomorfismo

@ 1 Zo— Aut(Z3)

definido por
©(0) = e qunzz) € Aut(Z3)

©(1) € Aut(Z3),




definido por:

(1)(00) = 00
P(1)(01) = 10
@(1)(10) = 01

Entio, a operagio de (a,b) por (¢c,d) € dada por
(a,8) * (¢,d) = (a.¢(b)(c),bd).
Por exemplo, a=10, c =01, b= 1, e d =0 produz
(10,1)(01,0) = (10 + (1)(01),1 + 0) = (10 + 10,1) = (00, 1).

A correspondente tabela de Cayley é mostrada na Tabela 2.1. Observamos que f : Z3 X ,Zo— D,

Zo x, 22 || (00,0) | (10,1) | (11,0) | (01,1) | (10,0) | (01,0) | (00,1) | (11,1)
(00,0) || (00,0) | (10,1)| (11,0) | (01,1) ] (10,0) | (01,0) | (00,1) | (11,1)
(10,1) || (10,1} | (11,0)| (01,1) | (00,0) | (11,1) | (00,1) | (10,0) | (01,0)
(11,0) || (11,0)] (01,1)| (00,0) | (10,1) | (01,0) | (10,0) | (11,1) | (00,1)
(01,1) | (01,1) | (00,0) | (10,1) | (11,0) | (00,1) | (11,1) | (01,0) | (10,0)
(10,0) || (10,0)| (00,1) | (01,0) | (11,1) | (00,0) | (11,0) | (10,1) | (01,1)
(01,0) || (01,0)} (11,1)| (10,0) | (00,1) | (11,0) | (00,0) | (01,1) | (10,1)
(00,1) || (00,1)| (01,0)| (11,1) | (10,0) | (01,1) | (10,1) | (00,0) | (11,0)
(11,1) || (11,1) (10,0)| (00,1) | (01,0) | (10,1) | (01,1) | (11,0) | (00,0)

Tabela 2.1: Tabela de Cayley

dado por
f(00,0

)=

FO0,1)=R, f
faL0) =R, f
FOLD =Ry f(11,1

Ry  f{10,0) =rs

é um isomorfismo e Dy = 72 x, Zs.




Exemplo 2.2.8 Neste exemplo determinamos todos os produtos semi-diretos de
Zs X, 72,

dados por homomorfismos

0+ 2§ - Aut(Zg).

Em primeiro lugar, lembramos que
Aut(Zs) =2 75 = Zo.
Entao, existe apenas um homomorfismo
@ 73— Aut(Zs3).
Portanto, existe wm dnico produto semi-direto que € o produto direto usual.
O seguinte resultado fornece mma maneira de se obter produtos semi-diretos:

Teorema 2.2.1 [2/Sejam H e J subgrupos de um grupo G. Suponhamos que:

e H <G,
e HxJ=0,
] HDJ:{EG}.

Entao G € 1somorfo ao produto semi-direto Hx J, onde ¢ : J — Aut(H) € 0 homomorfismo
definido por:
p(y)(z) =yzyzeHyel

2.3 Espacos Métricos

2.3.1 Definicoes e exemplos

Definicao 2.3.1 Sejam M um conjunto nio vazio e d : Ml x M — R uma funcdo que satisfaz

as sequintes condicdes:
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1. d(z,z) = 0;

2. 1 Sy = dlz,y) >0

3. d(z,y) = d(y, z)

4. dlz,z) < d(z,y) +dly, 2),

pare quaisquer x,y,z € M. Dizemos, entdo, que d € uma métrica e o par (M,d) € um

espago métrico.

Exemplo 2.3.1 O conjunto dos mimeros reais R com a fungdo dist ; R xR — R, definida
por

dist(z,y) = [z — yl,
€ um espago métrico. As condi¢bes 1, 2, 3 e 4 resultam imediatamente das propriedades ele-

mentares do valor absoluto de nidmeros reais [{0]. Esta métrica € chamada “métrica usual”

da reta.

Exemplo 2.3.2 Dado um conjunto M, a funcio

1l se z=y

do1(z,y) = .
0 se z#vy

¢ uma métrica em M. As condicdes 1, 2, & e 4 sio facilmente verificadas. Com isto, (M, dg1)
€ um espagoe métrico. A métrica dyy ¢ denominada métrica zero-um ou, mais comumente

conhecida, distédncia de Hamming.

Exemplo 2.3.3 Se (M, d) € um espago métrico, todo subconjunio S C M € um espaco métrico
(S,ds) onde a mélrica dy € a funcdo restrigio d | S X S. Neste caso, S é chamado subespaco

métrico de M e ds é denominada a métrica induzida por d.

Exemplo 2.3.4 O conjunto Z dos mimeros inteiros munido da métrica dist (Exemplo 2.5.1)

€ um subespaco métrico de (R, distz), de acordo com o Exemplo 2.5.5.
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Exemplo 2.3.5 [{0/Sejam (My,dy), (Ma,ds),. .., (M,,d,) espacos métricos. O produto carte-

stano Ml = M x My x ... M,,, munido de uma das trés métricas,

e Métrica da Raiz Quadrada:

draiz (%, 9) = /i (21,41)2 + da(@2,2)? + . .. + (@0, Y)?
o Métrica da Soma:
dsoma (T, y) = di{z1, 1) + dalz2,¥2) + - . + dulZn, Yn)
o Métrica do Mdzrimo:
ax (2, y) = maz{di(z1,y1), do(z2, 32), - -, du(Tn, yn) }

forma um espago métrico, onde x = (1, Z9,...,Zn) €y = (Y1, Y2, Yn)-

2.3.2 Isometrias

Defini¢ao 2.3.2 Sejam (My,d1) e (Ma, ds) espacos métricos. Uma aplicacdo f : M; — M, ¢

denominada uma tmersao isométrica quando

dQ(f(m)T f(y)) = dl(x,y),\fx,y € Ml-

Desta igualdade seque gque f € injetora. Se f for sobrejetora dizemos que [ € uma isometria

de M, em Ms.
Exemplo 2.3.6 A funcdo identidade ipg : M — M € uma isometria.

Definicao 2.3.3 Sejam X um conjunto, (M, d) um espago métrico e f : X — M uma aplicacdo
injetiva. Definamos o aplicagdo
de : X x X — R,
com.
d(z,y) = d(f(z), f(y), V z,y € X.

A fungdo dy € uma métrica no conjunto X denominada métrica induzida pela funcdo f.

Esta € a dnica mélrica em X que torna a funcdo f uma imersdo isométrica.
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Exemplo 2.3.7 o Translacoes: As funcies
T,:R*" =R Ty(z)=z+a

sao isometrias, para cada @ € R™. Quando g = 0 temos a funcio identidade. A Fig. 2.1

dustra o caso n = 2.

Figura 2.1: Translagd@o no plano

o Transformacgdes ortogonais: Sio as funcies
RO R* — Rn, Ro(:l?) = O.LE,

onde O € uma matriz ortogonal n X n satisfazendo OT.0 = I,. Esta relagio implica que

det O = 1.

— Sedet O =1, dizemos que temos uma rotagdo pura ou proépria.
— Sedet O = 1, dizemos que temos uma rotagdo imprépria ou com reflexdo.

— SedetO =—1 ¢ O* =1 (ordem 2), dizemos que temos uma reflexdo pura.

Proposigao 2.3.1 Sejam [ : My — My uma imersdo isométrica do espago métrico (M, d;)

no espago métrico (My, do) e (Ma, ds) um outro espago métrico. Temos entio:
e [ € injetora;
o Se f € uma isometria, entdo f~': My — M € também uma isometria;
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Figura 2.2: Rotaceo Prdpria

by 1 e

e o et et st et
A,%A

Figura 2.3: Reflexdo Pura

o Se g: My — My ¢ uma isometria de (Mo, ds) em (M, d3), entdo go f : M; — M3 € uma

isometria.

Demonstracgao: Seque diretamente da definicido de isometria.0)

Esta proposicdo mostra que o conjunto das isometrias f : M — M, de um espaco métrico
(M, d} sob a operagéio de composigao de fun¢des forma um grupo denominado grupo de sime-

trias de M, denotado por T'{Mi).
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2.3.3 Isometrias no espacgo euclidiano n-dimensional

Seja R™ o espago euclidiano n-dimensional formado pelas n-uplas reais, isto é,
R =RxRx.. R=={{z,29,..,2,);z €R , i=1,2,..n},

e d. a distancia euclidiana dada por

7%

de(z,y) = (1> (s — y)?.

[E=3%
O espago (R”, d,) é um espago métrico paran > 1. De fato, no Exemplo 2.3.5, consideramos
a métrica da raiz com

My =My =...=M, =R,

onde

di =ds = ... =d, = dist (Exemplo 2.3.1)
Note que a distancia euclidiana quadratica
di(z,y) = [de(z, y)]*
ndo é uma métrica pois ndo satisfaz as condigtes da Definicao 2.3.1. De fato, considere

2 = (2,2,...,2)

1 = (1,1,...,1)

temos
dE(2,0) = 4n >

A partir da distancia euclidiana temos duas outras fungbes importantes: a norma, ou seja, a

fungao || e || : R™ — R, definida por

]| = de(x, 0),
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e o produto interno, a funcio (e, o) : R® x R® — R, definida por

{(Z,¥) = ®1y1 ~+ Toya + . . . Tuln,

onde z = (331:332: R sxn) ey = (yl? Y2,- 0, yn)- Note que <$, SL‘) = ”55”2
Em R", temos uma caracterizacdo precisa do grupo de simetrias T'(S) de um subespaco

métrico S de R™. Tal caracterizagio é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 2.3.1 Seja f : R™ — R® uma imersdo isométrica. Entao existem a € R" e uma

transformagao linear T : R™ — R™ tais que
fle) =T(z)+a, VzeR™

Em particular, se m = n entdo f € uma isomelria. Além disso, T' é ortogonal. T ¢ denominada

constituinte linear de f e a constante g € denominada constituinte de translacdo de
I
Demonstracao: Considere g = f(0) e T{(z) = f(z) — f(0) com isso

e T(0)=f(0)—a=a-~a=0.

o ' € uma tmersdo isométrica de R™ em R", pois

d(T(z), T(y)) = d(f(z) ~ £(0), f(y) — f(0)) =
1f(z) = f(0) = (F(g) — FOODI] = 11/ (2) —~ £ = d(z, »)-
o |IT(z) ~ Tl = d(T(x), T(y) = dlz,y) = llz - yl|.
o |T(@)]l = d(T(z),0) = d(T(z), T(0)) = d(z,0) = |zi-

Além disso,

IT(2) = TI* = IT@I* + I TWI* - 2T (2). T(y) = Iz’ + llyI* - 2(T(2), T(y))




Logo,
(T(z), Tw) = {zy)-

Desta forma, podemos verificar que T ¢ linear,

1T(cz + y) — eT(z) — T(y)|| =

= (T(ez+y) — T(z) ~ T(y), T(cz +y) — T(z) — T(y))
= (T(cx+y),T(cz+y)) ~ (T(cz+y),cT(z)y — (T(cz +y), T(y))
—{(T(z), T(cz +y)) + (T(z), T (z)) + (T (z), T(y)) —

—(T(y), T(ez+y)) + (T(y), cT(2) + (T(w), T(y))

I

Disto segue que

T(cx+y) =cT(z)+T(y).

Portanto, T ¢ ortogonal por [36].C

2.3.4 Isometrias no espaco de Hamming n-dimensional

Seja A um conjunto finito com ¢ elementos. Pelo Exemplo 2.3.2, definimos a métrica zero-um
dp; em A. A distancia de Hamming em A", denotada por dy, é definida pela métrica da soma
dsoma (Exemplo 2.3.5, com dy == dy = ... = d,, = dy;). Desta forma, dry : A" x A" — R é uma
métrica e o par (A" dy) é um espago métrico denominado espago de Hamming. Observe

que a distdncia de Hamming entre duas n-uplas é simplesmente o nmimero de coordenadas em

que elas diferem.

17




No espago de Hamming Z7, apresentamos um resultado (citado em [31] mas nao demon-

strado)} que fornece uma caracterizacio precisa de seu grupo de simetrias :

Teorema 2.3.2 O grupo de simetrias do espagco de Hamming n-dimensional Z5, T(Z2), ¢ dado
por

Yy . 7R
[(Z3) = Z5 x ;S
Para demonstrar este teorema utilizaremos os seguintes lemas:

Lema 2.3.1 Toda isometria ¢ : Z3 — Z5 € da forma

¢z) =Ty 0 P(z),

onde Ty : Z% — Z% ¢ dado por T(x) =z + a, com g = ¢(Q) e ¢ : ZF — ZT possui as sequintes

propriedades:

o ¥(Q) =0
® 1) € isometria;

e ) preserva pesos de Homming.

Além disso, o subgrupo gerado pelas translacées € isomorfo ao grupo Z%.
Demonstragdo: Basta considerar ¢¥(z) = ¢(z) — a e o isomorfismo de grupos é dado por

h:Zp —T(Z), hlg) =To.0

Lema 2.3.2 Toda isometria o : Z5 — Z73, tal que ¥(0) = 0 € uma permutagio de coordenadas.
Além disso, o subgrupo gerado por estas tsometrias, V(Z%), é isomorfo a Sy.
Demonstracao: FEm primeiro lugar, observamos que toda permutacdo de coordenadas
o 2y — Z%, € uma isometria tal que ¥{(0) = 0. Reciprocamente, temos que como 1) preserva
pesos de Hamming, entdo o numero de 1's nas coordenadas da imagem deverd ser o mesmo
e portanto isto deverd ser wma permutagio de coordenadas. O isomorfismo com o grupo de

permutacdes € obuio. O
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Observe que W(Zy) pode ser representado por um conjunto de matrizes, denominado ma-
trizes de permutacio, que séo aquelas cujas linhas e colunas possuem 1 numa tinica posicio

e nas posicoes restantes é zero. Desta forma,

*1
T2
¢($19$2:---1$ﬂ)=P' . +

Tn

onde P é uma matriz de permutacdo. A fun¢ido ¢ pode ser expressa na forma matricial

&Iy 125}

I az
¢J($1,$2,...,$n)zp. +

Iy (279

Utilizando coordenadas homogéneas e identificando

(3:113325 v axn) - ($13$2: vy &y 1)#

as translagbes podem ser incluidas também na forma matricial:

— ay 11 Ty “
P s T
Hxy, 22, ..., Tpy 1) = : S mod 2 =
On Tn,
_0 .01 ] 1
_ . )
Ty
_ B
Ly
1
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Lema 2.3.3 O subgrupo T(Z}) € normal em ['(Z3).
Demonstragao: Através da representacao matricial de W(Z35) e do produto de matrizes

por blocos, verificamos que

Yo Ty op(z) = o p(z) +a) =z + v (a) € T(Z3).

Demonstracao do teorema: Como toda isometria é uma combinagio de uma translagao

com uma isometria qgue fixa o vetor nulo temos que
Z3) = T(Zy) o V(Z3).

Mas T'(Z5) N Y(Z7) = {e} e T(Z%) é normal em T'(Z3), portanto pelo Teorema 2.2.1, obtemos

o resultado desejado.0

2.4 Cbdigos

2.4.1 Definigoes, exemplos e propriedades

Definicao 2.4.1 Dados um espaco métrico (A,d) e um conjunto enumerdvel T, um cddigo

sobre A, denotado por C, € qualquer subconjunto nao-vazio do produto cartesiano AZ.

o A ¢ denominado alfabeto do cddigo C.

e 7 € denominado conjunto de indices do cédigo C.

Um elemento do cddigo € denominado palavra-cédigo.

Os elementos do alfabeto A sdo chamados stmbolos que compéem a palavra-cédigo.

o Se C ¢ um conjunto finito, diremos que C ¢ um cddigo finito.

A cardinalidade de um cddigo finito € denominada tamanho do cédigo, denotado por

M.
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o Quando T € finito, o cddigo C € denominado ¢édigo de bloco. Neste caso, a cardinali-

dade de Z, denotada por n, é denominada comprimento da palavra-cédigo.
o Quando I € infinito diz-se que o cddigo € um cddigo de trelica.

e Quando o alfabeto A € finito de cardinalidade g, o dimensdo de um cédigo finito de

tamanho M, denotada por k, é definida por
k = log,M.

e a taxa do cédigo, denotada por r, é definida por

o

r = — simbolos/bloco.

3

Quando k for inteiro, diremos que a palavra-cddigo contém k digitos de informacéo.
Se, além disso, T for finito, diremos que a palavra cddigo contém (n — k) digitos de

redunddéncia.

e Um cddigo C' obtido de outro cédigo C através de uma permutacdo de coordenadas, é
g g

denominado equivalente a C.
e A distdncia minima de um cédigo C, denotada por duyi, C € definida por

dmin(C) = min d(z,y).

z,yel, o#y

A métrica no alfabeto A induz uma métrica no cédigo € que pode ser uma das métricas,
porém nao exclusivamente, a métrica da soma, a métrica do méximo ou a métrica da raiz
quadrada. A capacidade de correciio de erros de um cédigo é estabelecida através da métrica

em consideracgao.

Exemplo 2.4.1 O cddigo C = AT é denominado cédigo universal e quando A e T tem

cardinalidade q € n, temos
o k=log,M = log,q" = n;
® n digitos de informacdo;
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o () digitos de redundincia;

e =1,
Exemplo 2.4.2 Seja A= {ay,aq,...,a,} um alfabeto com uma métrica qualquer e

C={(ar,01,...,a1,...),(a2,02,...,09,...),...,(ag, 0g, - - ., 0g, .. ) }.

Entdo, € é denominado cédigo de repeticao. Se I € finito, o mesmo possui os sequintes

parametros:
e 1 digito de informagdo g¢-drio;

e (n— 1) digitos de redunddncia g-drio;

Exemplo 2.4.3 Se A C R com a métrica euclidiana, onde A é um conjunto discreto, o cddigo

C ¢ denominado congunto de sinais e denotado por S.

Exemplo 2.4.4 Sejam A = F, um corpo com q elementos, T = {1,2,...,n} e a métrica
de Hamming. Um cddigo C € denominado um (n,k, d,y,)-cddigo linear q-drio se for um
subespago vetorial de Fy. Um cédigo C que ndo possui a estrutura de um subespago vetorial, é

denominado cédigo g-drio ndo linear.

Exemplo 2.4.5 Seja A =G, G um grupoe finito, com uma determinada métrica (por exemplo,
a de Hamming). Entdo, o cddigo C ¢ denominado cédigo de grupo sobre o grupo G se C
for um subgrupo de G*. Se C é um subgrupo normal de G* dizemos que C € um cédigo de

grupo normal sobre G.

Mencionaremos, a seguir, alguns resultados sobre cédigos de grupos sobre grupos néo-
abelianos. Estes resultados serao importantes para se verificar a viabilidade de se procurar

codigos de grupo sobre grupos niao-abelianos como forma de se obter bons cddigos binarios.
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Teorema 2.4.1 [30] Sejan > 3. Eziste um (n,n— 1, 2)-cddigo de grupo sobre um grupo G se,

e somente se, &G € abeliano.

Corolario 2.4.1 [30] Para 1 < k < n, nao existe um (n,k,n — k + 1)-cddigo MDS sobre um

grupo G ndo-abeliano.

Desta forma, vemos que para cédigos de grupo sobre grupos nao abelianos a propriedade
de grupo &, em geral, incompativel com o objetivo de atingir a melhor distdncia de Hamming

minima possivel. Vejamos agora os c6digos lineares sobre grupos nio abelianos que sfo normais.

Definicao 2.4.2 Dado um cédigo de grupo C sobre o grupo G e k € Z, o grupo de saida,
denotado por Gy, € o conjunto de todos os elementos de G que ocorrem na k-ésima coordenada.

O espaco de saida, denotado por W, € dado por ﬁ Gl
k=1

Teorema 2.4.2 [30] Se C ¢ um cédigo de grupo normal sobre um grupo G e o espago de saida

W == []1 Gy € ndo-abeliano, entdo a distincia de Hamming minima € dg(C) = 1.
k=1

O préximo teorema estabelece que os cédigos sobre grupos nao-abelianos sio assintotica-

mente ruins.

Teorema 2.4.3 [37] Um limitante superior para a distincia de Hamming minima de um cddigo

de bloco sistemdtico de grupo sobre um grupo ndo abeliano € dado por

<12
min — I,kJ

. . . df .
Além disso, para uma taze fita v, o razdio § = === gprozima-se de zero quando n tende a

infinito.

2.4.2 Conjuntos de sinais casados a grupos

A principal motivacao para considerar o codificador e o modulador como um sé bloco é estab-
elecer a melhor forma de associar uma palavra-cédigo a um sinal a ser transmitido. Conjunto de
sinais casado a um grupo, segundo Loeliger [43], constitui a forma mais adequada de estabelecer

esta associacao.
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As defini¢Oes e os resultados aqui apresentados sdo extensdes dos propostos em [43] para

espagos métricos quaisquer quando o contexto permitir.

Definicao 2.4.3 [{3/Seja (M, d} um espago métrico. Dizemos que um conjunto de sinais S,

finito, em M esid casado a um grupo G se existe uma funcio p de G sobre S tal que,

d(u(g), 1{g")) = d{p(g™ * ¢’} ules)), ¥V 9,9’ € G

onde e € o elemento neutro de G. A funcdo p é denominada mapeamento casado. Se i €

1

injetora, entdo p=- € denominada rotulamento casado.

Exemplo 2.4.6 O conjunto de sinais M-PSK contido no espaco euclidiano bidimensional

(R?,d,) estd casado ao grupo (Zp,®). De fato, considere a funcdo

g Zay — R% pla) = (rcos (%7;2) , TSEN (%ﬁ)) i

Identificando R? com C, escrevemos i na forma

pla) = e
Seguindo esta notagdo temos
i27a i2nh iZwa iZu(b—a) i2m{bn)
de(p(a), (b)) = |re —redr | = [le {lr —re” 3 || =|re 7 —rf=

= du(u(b - a), 1(0)).

Além disso, como i € uma bijecdo entre Zyr e o conjunto M-PSK, temos que a funcdo inversa

ut s M-PSK— Zy; € um rotulamento casado.

Lema 2.4.1 [{3] Seja i a fungdo tal que o conjunto de sinais S em um espago métrico (M, d)
esteja casado a um grupo G. Se se, = pleg), onde eg € o elemento neutro de G e H = u~(s,,),

entdo H € um subgrupo de G e, além disso,

w(g) = plg') <> gl = g'H, (2.1)
ou seja, g e ¢ estdo na mesma classe lateral & esquerda de H em G.
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W

Figura 2.4: Conjunios de sinais 4-PSK e 8-PSK casados a Zy € L., respectivamente.

G —E—>35

G/H

Figura 2.5: S estd casado o G/H.

Proposigio 2.4.1 [{3] Seja S um conjuntoe de sinais em um espago métrico (M, d). Se S estd

casado a um grupo G e Hl € um subgrupo normal em G, entdo S estd casado a G/H. (veja Fig.

2.5).

Definigao 2.4.4 [{3] Seju p a funcdo tal que o conjunto de sinais S em wm espaco métrico
(M, d) esteja casado a um grupo G, ¢ H definido como no Lema 2.4.1. Se H ndo contém
subgrupos normais ndo triviais de G, entdo dizernos que p é um mapeamento efetivamente

casado e S estd efetivamente casado o G.

Teorema 2.4.4 [{3] Seja p o fungdo tal que o conjunto de sinais S em wm espaco métrico
(M, d) esteja casado ao grupo G,e H definido como no Lema 2.4.1. Entdo S estd efetivamente
casado ao grupo quociente G/H', onde H' € o maior subgrupo normal de G contido em H.

Demonstracdo: Definindo i/ (h(g)) = ulg), onde h € a projecdo canénica, temos que
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o 1/ estd bem definida pois
gl = gl =g «g el =g, xg e H= gH=gH

= ulg) = p(g2) = 1/ (M) = 1/ (h(ga));

e 1 ¢ uma transformagdo casada pois

d(p ('), ' (goH')) = d(p' (R{gn)), 1/ (R(g2)}) =
= d(p(g1), (g2)) = d(p(g7 * g2), uleg)) =
= d(' (g7t * goHl'), 4 (H')).

e ' € efetivamente casada, pois considerado
M= {gH | p'(gH') = p/(H')},
isto é, M € o conjunto equivalente a H considerando em G/H'.

Suponhamos que exista um subgrupo normal néo trividdl N C M de G/H'. Temos

1. ¢ h"YAN)CH;

2. h"Y(N) € um subgrupo normal de G.

Mas isto contradiz a hipdiese de que W' € o maior subgrupo normal de G contido em H.

Portanto, ndo existe um subgrupo normal ndo trivial em M.O

Com isso, podemos ignorar transformacdes casadas que nao sao efetivas porque mesmo que

S ndo esteja efetivamente casado a G ele serd, pelo Teorema 2.4.4, efetivamente casado a G/H'.

Teorema 2.4.5 [{3] Se S, um conjunto de sinais em um espago métrico (M, d), estd casado a

um grupo G e se f : S = T = f(S) € uma isometria, entdo f(S) também estd casado a G.

Demonstragdo: Considere o diagrama mostrado na Fig. 2.6. Seja i/ : G — T = f(8S),

' {g) = f(ulg)), temos que

o ' € sobrejetora pois, dado t € T, existe s € S tal que f(s) =1t; para s € S eriste g € G,
tal que p(g} = s. Portanto, f(u(g)) = f(s) = t;
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T=f(S)

Figura 2.6: O conjunto de sinais f(S) € casado a G, pelo mapeamento 1.

e ' € uma transformacdo casada pois para gy, 92 € G

d{p' (1), 1'(92)) = d(f o (g1, f o plga)) =T ¢ ometria d( (), pulge)) =
= ¢ tronsf. casadn J(uu(gr " * g2), ples)) =T €= 4 f o p{grt * ga), f o pleg)) =
= d(p'(g7" * g2), 1 (eg)).

d

Podemos estender naturalmente g : G — S, para uma transformacao definida em G”.

Definigao 2.4.5 [43/ Sejam p : G — S um mapeamento casado e n um inteiro positivo. A

n-ésima-extensao de u € uma transformagdao p"* : G* — S”, definida por

g1, G255 gn) = ((01), w(g2), - . ., 1gn)),

onde a métrica em S pode ser dada por uma das méiricas mencionadas no Exemplo 2.3.5.

Teorema 2.4.6 [43/ Sejam p: G — S um mapeamento casado ¢ C um cédigo de grupo sobre
o grupo G. Entdo, u™(C) estd casado a C e p" : C — u™(C) € um mapeamento casado.
Demonstragao: Vamos demonstrar utilizando a métrica da soma (para as outras métricas
o raciocinio € andlogo): Sejam ¢1, ¢y € C,
n

dsoma(p™(c1), 17(c2)) = 2 d{p(ers), pleas)) = é d(p(ciit * ca), pleg)) =

qu=l

= dsoma(:u'n(cgl * c?)a I‘Ln(e%))
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A noc¢ao definida a seguir, relaciona um grupo com um espago métrico. Esta nocio é mais
restritiva do que se conhece normalmente e foi motivada pelo fato de que estamos lidando
com um conjunto que possui uma estrutura de espaco métrico. Desta forma, procuramos uma

"acAo” do grupo que respeite esta estrutura.

Definicao 2.4.6 Um grupe (G, ) atua em wm conjunto de sinais S, se existe um homo-
morfismo h : G — I'(S). Nestas condicées, se s € S, a drbita de s sob G, denotada por O(s),
€ o conjunto:

O(s) = {h(a)(s);a € G}.

Se pare cada s1,89 € S, existe a € G, tal que h(a)(s1) = s2, dizemos que G € transitivo

sobre §.

Quando G é transitivo sobre S a dérbita de um ponto sy € S fornece uma funcio ¢ : G — S.
De fato, para cada s € S existe um elemento a € G, tal que h(a)(so) = s e, com isso, definimos

a funcao ¢ : G — S como ¢(a) = h(a)(so).

Figura 2.7: Orbita de um ponto

Teorema 2.4.7 [{3] Seja © um grupo transitivo sobre S em um espaco métrico (M, d), ou
seja, S € a drbita de um dado ponto sob ©. Entdo S estd casado a © e, para todo s € S, a

transformacdo
s O — 8 ps(f) = f(s)
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€ uma transformacdo casada.
Reciprocamente, se o conjunto de sinais S estd casado a um grupo G, entdo existe um
homomorfismeo de G sobre wm subgrupo transitivo de I'(S).

Demonstragao: Como © ¢ um grupo transitivo, us € sobrejetor. Além disso,

V€O, dus(f)ps(f) = d(f(s), f/(s)) = d(f o f(s), f 1o f{s)) =
= d(s, [ o f'(s)) = d(ps(ee), us(f " o f')).

Reciprocamente, sejo © = {fy; h € G} C T(S). Temos entio

Susne(8) = fr(fw(8)) = (fu o fw)(s)

e, portanto, h — fi € um homomorfismo de G sobre @. Logo, © ¢ um grupo. Falta mostrar
que © € transitivo. De fato, sejo eg o unidade de G ¢ s = p(eg). Entdo, fr(s) = s’ e, portanto,

O(s)=15.0

() préximo coroldrio desempenha um papel importante no estabelecimento da extensio da

Z.s-linecaridade.

Corolario 2.4.2 Se um conjunto de sinais S estd efetivamente casado a um grupe G, entdo G

¢ isomorfo a um subgrupo transitivo de I'(S).

Exemplo 2.4.7 A reciproca do Coroldrio 2.4.2 nem sempre € verdadeira. O conjunto M-PSK
possui Dpy como grupo de simetrias, ou seja, o grupo diedral com 2M elementos. Este grupo é
transitivo em S. O subgrupe das rotagdes em Dy, que € isomorfo a Zyy, é também transitivo
em S. Se M ¢é par, Dypp € um outro subgrupo de Dpr que € transitivo em S. Portanto, pelo
Coroldrio 2.4.2 o conjunto de sinais M-PSK ¢ efetivamente casado a grupos que sio isomorfos
a Zyr ou Dppa (M par). E claro que o M-PSK estd casado ao grupo de simetrias Dy, porém

este casamento nao € efetivo.

2.4.3 Cddigos geometricamente uniformes

Forney [27] generalizou os cédigos de grupo de Slepian e cédigos reticulado permitindo que os

elementos do grupo gerador sejam isometrias arbitrdrias do espago euclidiano R”, ao invés de
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transformagoes ortogonais ou translacoes consideradas de forma separada. Tais cédigos foram
denominados cédigos geometricamente uniformes apresentando propriedades simétricas
altamente desejiveis tais como: todas as regides de Voronoi sdo congruentes; o perfil de
distdncias é o mesmo para qualquer palavra-c6digo; as palavras-cédigo possuem a mesma pro-
babilidade de erro; e o grupo gerador é isomorfo a um grupo de permutacoes transitivo sobre as
palavras-cédigo. As defini¢Ges e resultados aqui apresentados estdo em [27] e quando possivel

foram adaptados para espagos métricos quaisquer.

Definicao 2.4.7 [27/Seja S um conjunto de sinais em um espago métrico (M,d). Dizemos
que S € um cddigo geometricamente uniforme se para quaisquer sy, sy € S, etiste uma
isometria fis, 5, tal que:

AU'SL«Sz(Sl) =852, Hays; (S) = 8. (2'2)

Em outras palavras, a acio do grupo de simetrias, I'(S), de § é transitiva. Se S for finito,
dizemos que S é uma constelagao uniforme e se S for infinito dizemos que § é um arranjo
regular. Observe que uma constelagfo uniforme no espago euclidiano é um eédigo de grupo
(cédigo de Slepian).

Em geral, o grupo de simetrias de um conjunto de sinais geometricamente uniforme possui

mais elementos do que o necessdrio para gera-lo. Para isto, consideraremos a seguinte definicao

Defini¢do 2.4.8 [27/Seja S um cddigo geometricamente uniforme. Um grupo gerador mi-

nimo U(S) de S, é um subgrupo do grupo de simetrias de S que satisfaz
Vsp € S, S = {u(se), pe U(S)},
e a fungdo m : U(S) — S, dada por m(u) = p{se) € injetora.

Exemplo 2.4.8 O espago de Hamming Z3 € um cédigo geometricamente uniforme e seu grupo

de simetrias é dado pelo produto semi-direto

Zg Xgo Zg.
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Este grupo € isomorfo a Dy, o grupo das simetrias do quadrado. Dois grupos geradores minimos
de Z3 sdo:

{e,r,r*,r*} = 7y e {ertrsris} =72

Um conjunto de sinais nio precisa possuir um grupo gerador minimo ([56]). Por outro lado,

existem conjuntos de sinais que possuem mais do que dois grupos geradores minimos.

Exemplo 2.4.9 A constelacdo de sinais M-PSK € um cédigo geometricamente uniforme. De
fato, seu grupo de simetrias é Dy e um grupo gerador natural é o subgrupo das rotacées Ryr

que € isomorfo a Zys.

Exemplo 2.4.10 O conjunio de sinais do tipo reticulado, dado por

11
S =774 (= ~
+(5:3)

possui T{Z?) como seu grupo gerador, o conjunto de todas as translacées por inteiros em cada

coordenada. O grupo de simetrias de S, T'(S), ndo inclui somente T(Z?), mas também o Dy.

_Na verdade, I'(S) € o conjunto de todas as composicdes dos elementos de Iy com os elementos

de T(Z?), ou seja,
[(S) = T(Z*) x, Dy.

Como T(Z?) € normal em I'(S) e sua intersecio com Dy € o elemento neutro, temos que T'(S)
€ o produto semi-direto de T(Z*) com Dy. Os outros dois grupos geradores, com ponto inicial
(3.3) sdo:

o O grupo Ry o T(27Z?), rotagbes compostas com translacdes de ordem par;

o O grupo Re? o T(2Z2), reflexées compostas com translacées de ordem par.

Teorema 2.4.8 [27/0 produto cartesiano de conjuntos de sinais geometricamente uniformes é

um conjunto de sinais geometricamente uniforme.

Um subgrupo normal U' de um grupo gerador minimo U(S) induz uma particdo de um

conjunto de sinais geometricamente uniforme S em subconjuntos geometricamente uniformes.
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Definicio 2.4.9 [27/Seja S um conjunto de sinais geometricamente uniforme com grupo ge-
rador minimo U(S). Uma partigdo geometricamente uniforme S/S', ¢ uma particio de
S, induzida por um subgrupo normal U’ de U(S). Os elementos de S/S' sdo os subconjuntos de

S que correspondem ds classes laterais de U’ em U(S).

Exemplo 2.4.11 Com respeito ao Exemplo 2.4.8, sejam U(S) e U'(S) dados por
U(S) = {e,r,r*,7*} e U(S)={e}.

Entio S/S = {00,10,11,01}.

Exemplo 2.4.12 Se M’ é um divisor de M, um conjunto de sinais M-PSK pode ser parti-
cionado em |Ry/Rap| = -5 M'-PSK conjuntos de sinais pelo subgrupo Ry de seu grupo de
rotacées Ryy.

O grupo quociente Ry /Ry € isomorfo a Z_ﬁgy. Quando M e M’ sdo poténcias de 2, obtém-se

as parti¢des do tipo utilizada por Ungerboeck [59] para cédigos de trelica do tipo PSK.

Definicao 2.4.10 [27] Sejam S/S' uma particio geometricamente uniforme e G um grupo
isomorfo a U(S)/U(S). Um rotulamento isométrico ¢ uma funcio injetora m : G — S/’
dada pela composicdo do isomorfismo entre G e U(S)/U'(S) e a funcdo injetora induzida por

m de U(S)/U'(S) em S/S'.

O grupo G é denominado grupo de rétulos. No Exemplo 2.4.11, temos que U(S)/U(S)
¢ isomorfo a Z,. Este isomorfismo nos leva ao rotulamento isométrico dos elementos de Zg,
apresentado na Tabela 2.2, sob a métrica de Hamming e dos elementos de Z, sob a métrica de

Lee.

2.4.4 Propriedades de simetria

Definigao 2.4.11 [27] Seja S um conjunto de sinais geometricamente uniforme em um espago

métrico (M, d). A regido de Voronoi associada a um ponto s € S, denotada por V(S), € o

conjunto

Ve(s)={zeM |d(z,s)= min d(x,s)}.
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060} — |0
10— |1
11 | = | 2
01— 1|3

Tabela 2.2: Tabela do Rotulamento Isométrico

Definiggo 2.4.12 [27] Seja S um conjunto de sinais geometricamente uniforme em um espaco

métrico (M, d). O perfil de distancia global associado a um ponto s € S, denotado por DPg(s),

€ o conjunlo

DPs(s) ={d(s,s');s € S§}.

Exemplo 2.4.13 Seja S =2+ (3,3). A Fig. 2.8 mostra a regido de Voronoi Vs(3,31):

2 A
32 » r *
1
‘E/Q e . . F P . ........
0 >
-2 . by .
-1
-3/2 ® - Py -
-2
2 .3/ 1 -2 2 3 32 2

Figura 2.8: Regido de Voronoi Vs(3,3) em S = Z% + (3, L.

Teorema 2.4.9 [27] Se § ¢ um conjunto de sinais geometricamente uniforme, entdo:

o Todas as regioes de Voronoi possuem a mesma forma, ou seja,

5,8 €5 = V() = f(Vs(s)),
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A

> UV
<€

?

Figura 2.9: GU: Geometricamente uniforme, UD: O perfil de distancias independe do ponto

considerado, UV: As regides de Voronoi possuem a mesma forma.

onde f € uma isometria;

o O perfil de distancias global € 0 mesmo pare todo s € S.

de Voronoi de um conjunto de sinais S determina quase todas as propriedades de S que séo
importantes no estabelecimento do sistema de comunicacoes.

A reciproca deste teorema ndo é verdadeira. Em [9], é mostrado que conjunto de sinais,
cujas regides de Voronoi tenham a mesma forma nao implica que o mesmo seja geometricamente
uniforme. Em [56], é mostrado que se um conjunto de sinais apresenta o mesmo perfil de
disténcias, independente do ponto considerado, isto ndo implica que o mesmo seja geome-
tricamente uniforme,

E mostrado também em [9] que no conjunto de sinais o perfil de distancias ser indepen-
dente do ponto considerado nao implica que as regides de Voronoi possuam a mesma forma.

Entretanto, a validade ou nao da reciproca nio é conhecida.
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2.4.5 Métrica de grupo

Seja (G, d,*) um espago métrico com a operacio de grupo ¥ em G. Como existem duas
estruturas distintas em G é importante que se estabeleca uma propriedade que relacione estas
duas estruturas. Para saber que propriedade é adequada, vejamos um exemplo de medida: a

distdncia de Hamming em Z% é dada por

dy(z,y) = ié(% Yi)

onde
1 sex; fy

0 ce.

Agora, & pode ser escrita da seguinte maneira

1 sex; —1y A0

0 e
Logo,
dalz,y) = > bz, y) =D 6(z; —y;,0) =
i=1 =]

Esta € a propriedade desejada e serd formalizada na seguinte definicio.

Definicao 2.4.13 Seja (G, *) wm grupo, dizemos gue uma fungio d : G x G — R € compativel
com a operacap do grupe G se

d(z,y) = dz*y ™, eg)-
Se, além disso, d é uma métrica em G (portanto, um espago métrico (G, d)) diremos que d ¢

uma métrice de grupo.

Exemplo 2.4.14 A funcdo d' : G" x G® — R dada por

T

d’(.’L’, y) = Z d(',l"u yz)a

==}

onde d : G x G — R possui a propriedade de grupo, também possui a propriedade de grupo.
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Exemplo 2.4.15 A distdncia euclidiana d. é uma métrica de grupo. A disténcia euclidiana

quadrdtica dp possui a propriedade de grupe mas ndo € uma métrica de grupo.
Em um espaco métrico (G, d), se d é uma métrica de grupo, entio

DPclg) = {dlg,9);9 € G} ={d(¢'xg " ec); g’ € G} =
= {d(¢',ec); ¢ € G},

ou seja, o perfil de distincias global é independente do ponto considerado.

2.5 Conclusao

Neste capitulo apresentamos os principais conceitos que serdo utilizados neste trabalho, a saber:
grupos, espacos métricos e cédigos.

A estrutura algébrica utilizada no estabelecimento da extensio da Z,-linearidade é a de
grupos, onde Z, é considerado como um caso particular.

A estrutura algébrica de grupes, associaremos uma métrica adequada, conduzindo desse
modo a um espago métrico assim como foi considerada a métrica de Hamming associada & Z2.

Uma das condigbes a ser satisfeita quando da extensfo é a de propriedade de grupo no
espago métrico do cédigo de grupo. A outra condigio € a de isometria entre os espagos métricos
considerados. Estas duas condiges implicam no casamento entre os cédigos considerados que,

por sua vez, implica na uniformidade geométrica do cédigo imagem.
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Capitulo 3

ZQk—Linearidade

3.1 Introducao

A Zs-linearidade € um conceito inovador e importante em teoria da codificagio porque possi-
bilita que certas classes de c6digos bindrios néo-lineares de comprimento par possam ser vistos

como cddigos lineares sobre Zs. Obtém-se, com isso, uma redugéo significativa na complexidade

do processo de decodificac¢do dos c6digos nao-lineares,

Diante deste fato, a Zs-linearidade surgiu como uma nova linha de pesquisa em Teoria da
Codificagdo dada a sua eficdcia como técnica de construgdo de cédigos bindrios de comprimento
par, em geral, néo lineares. E interessante, entdo, responder a seguinte questdo: F possivel
estender esta técnica de construgio para cédigos bindrios de outros comprimentos?

A andlise desta questdo nos leva a estabelecer a definicao da Zji-linearidade, e com isso
possibilitar que cédigos binarios de comprimento miltiplo de k possam ser construidos.

Tendo como motivagao este fato, iremos estabelecer neste capitulo o conceito da Zox-
linearidade. Para isso, organizaremos este capitulo da seguinte forma.

Na Sec¢éo 3.2 apresentaremos a definicio da Z,-linearidade e suas principais propriedades,
além de uma caracterizacao. Através do algoritmo de otimizagio combinatorial proposto por
Said e Palazzo {50], apresentamos tabelas de cédigos Z4-lineares de comprimento par menor ou

igual a 20. Através de um algoritmo computacional exaustivo, apresentamos tabelas de cédigos
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Zy-lineares de comprimento par menor ou igual a 20 mapeados por cédigos de grupo ciclicos
quaterndrios. Na Sec¢do 3.3 serao analisadas as possiveis consideragbes da Zox-linearidade,
culminando com a definiciio da Zg-linearidade e das condigOes essenciais para a utilizacio
como técnica de construgdo de cidigos. Na Secio 3.4, sob a condicio da existéncia de um
subgrupo ciclico transitivo em I'(Z5) de ordem 2%, mostramos que nio existem cédigos Zs-

lineares. Finalmente, na Secdo 3.5 apresentamos as conclusoes.

3.2 Zs-Linearidade: Defini¢ao, Propriedades e Exemplos

Apresentaremos nesta secao os principais conceitos e resultados relacionados com a Z,-linearidade.
Estes resultados servirdo de base para o estabelecimento de extensbes para alfabetos 25-4rios,

k > 3, possibilitando dessa forma construir cédigos bindrios com comprimentos miiltiplos de k.
Definicao 3.2.1 [15] Um mapeamento ¢ uma funcio
b: T} — T,
definida por
$le) = (8(c),7(e)) = (Bler), Blea), - .-, Blen), v(er), ez}, - -, v(en)) Ve = (en, .., en) € ZE;

onde as fungdes B : Ly — Lo € v : Ly — Zs sdo especificadas na Tabela 3.1.

c || Ble) | v(e)

0 g
0 1
1 1
1 0

Lo | |~ |

Tabela 3.1: Definigdo das fungdes 3 e .

Lema 3.2.1 Se a: Zy — Z» € dada por o(c) = cmod 2, entdo as funcdes a, 3 e 7 satisfazem

as sequintes propriedades:
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1. ¢ = ealc) +28(c), ou seja, a e 3 sdo os digitos bindrios na expansdo bindria de ¢ € 7.
2. a(c) + B(e) + (e} =0,Vc € Zy.
3. d(—c) = (v(c), B(c)),Ve € Z,.

4. O congunto {{B(c),v(c));c € Zs} forma um cédigo de Gray, ou seja, a distdncia entre os

vizinhos € 1.
5. O congunto {(alc), B(c),¥(c)); ¢ € Zy} forma o (3,2,2)-cédigo verificacdo de paridade.
6. Para todo a € Z%, b € Z} tem-se
$(2a+b) = ¢(2) + ().
Demonstragcdo: Segue diretamente das definicdes das funcoes o, 8 e v.0

O teorema a seguir estabelece a propriedade mais relevente do mapeamento . E esta

propriedade que determina a Zy-linearidade.
Teorema 3.2.1 [15]/0 mapeamento ¢ € uma isometria de (Z3,dy) em (Z2",dy ).

O rétulo apresentado na Tabela 3.1 é inico, a menos de uma troca de coordenadas e que
determina a isometria entre os espagos (Z%,d;) e (Z2",dy). De fato, o elemento 2 em Z4 possui
peso de Lee 2 e o tinico elemento em Z2 com peso de Hamming 2 é o elemento 11,

Se um cédigo binario de comprimento par é a imagem de um cédigo de grupo quaternério

através do mapearmento ¢, nada garante que um cédigo binario equivalente também o seja. De

fato, considere o c¢édigo quaterndrio

{(000), (012), (020), (032)},

Sua imagem através do mapeamento ¢ é o cédigo bindrio

C = {(000000), (001011), (010010}, (011001)}
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Porém, o c6digo equivalente
C’ = {(000000), (000111), (010010), (010101)},
ndo € imagem de um cédigo de grupo quaterndrio, pois
¢~H(C') = {(000), (111), (020), (131)}

nao é um cédigo de grupo quaternario.
Desta forma, vemos que a definicdo de Z,-linearidade deve incluir os cédigos equivalentes.

Com isso temos:

Definicao 3.2.2 [15/Um cddigo C C Z3" € Zy-linear se ele ou seu equivalente for imagem de

um codigo de grupo sobre Zy de comprimento n através do mapeamento ¢.

A imagem do cédigo de grupo quaternirio através do mapeamento ¢ possui as seguintes

propriedades:
¢ O comprimento do cédigo binario é o dobro do cédigo quaternério;
¢ A dimensao do cédigo bindrio é dobro da dimensao do cédigo quaterndrio;
e A taxa do cédigo bindrio é a mesma que a do cédigo quaternério;

¢ Em valor numérico a distdncia minima de Hamming no cédigo bindrio é ignal & distancia

minima de Lee no cédigo quaterndrio

Um aspecto importante destas propriedades é que através da procura de cédigos de grupo
quaterndrios podemos encontrar cédigos bindrios, ndo necessariamente lineares, com parametros
possivelmente melhores do que os conhecidos e com caracteristicas muito préximas do que os
lineares possuem.

A seguir iremos estabelecer algumas condigbes para que um cédigo C seja Z,-linear.

Definicdo 3.2.3 A funcdo troca do produto cartesiano A*™ de um conjunto A é uma fungdo

definida por:
. AZn 2n, —
g AT — AT olay,ag, ... G0y Gng, Gogg, - Gon) = (Grgd, - -0 G2, G, v e, Gy ).
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Observe que a func¢io o é uma permutacio da forma:
(1I,n+1)(2,n+2)...(n,2n).
A funcao troca possui algumas propriedades relevantes para o estudo da Zy-linearidade:
Lema 3.2.2 1. o(o(a)) = a,Ya € A?";
2. Se %’ € uma operacdo bindric em A®™ entdo:
a(a *xb) = o(a) *x a(b).
Por inducdo, isto também € vdlido para um nidmero finito de termos.

3. Definindo
vy = (b{(g),bg(l), .. .,b[(zm - 1)), m e N, == }.,2, e, MM,

onde b{j) sdo os algarismos da representagdo bindria de j, ou seja,

j=> b(5)2™"

temos
i>1
o o(u) = Y
(L,1,...,0)+w (=1
o o(v)) = (o(w))".

Agora, iremos mostrar duas propriedades importantes do mapeamento ¢:
Lema 3.2.3 [15/Para todo a,b € T} tem-se

1. dla+b) = ¢(a) + ¢(b) + (¢(a) + a(#(a))) * (4(b) + o(6(b)));

2. ¢(a) + B(b) + dla+b) = ¢(2a(a) * a(b)).

Demonstracio:

1. Devemos mostrar que
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(a) Blai +bi) = Bla;) + B(b:) + [B(a:) + v(a:)].[B(b:) + v{b:)];

(6) (@i +bi} = y(a:) +y(bi) + [Blas) + v(a:)].[3(b:) + v(b:)].

A wverificacdo de (a) € realizada através do teste de todos os 16 possiveis valores. Para o

caso (b) temos:

v(ai + b;) = afa; + b;) + Bla; + b;) = ala;) + alb;) +
+B(a;) + B{b:) + (B(a;) + v(a;)].[8(b:) + v(b;)]
= y{a@;) + v(b:) + [B(a:) + v(a:)].[B(b:) + v (b;)].

2. Devemos mostrar que

(a) B(2c{a;)a(by)) = Bla;) + B(b) + Bla; + b;);

(b) v(2a(ai)a(bs)) = y{a:) +y(b:) + v(a: + b).

A werificagdo dos casos 2(a) e (b) € realizada através da verificagio dos 16 casos possiveis.l

Teorema 3.2.2 [15] Um cédigo bindrio C de comprimento par é Zy-linear se, ¢ somente se,

suas coordenadas podem ser permutadas de tal modo que
Vu,v € C=u-+v+(utolu)*(v+olv)eC
Demonstragdo: Se C é Zy-linear, entdo existe um cédigo de grupo quaterndrio C tal que
€' = ¢(C),
para algum cédigo C' equivalente a C. Assim, temos
u,v € C' = u = ¢(a),v = ¢(b),a,be C.

Pelo Lema 3.2.5, temos

u+v+ (u+o(u))* (v+ o)) =¢dlat+b) e C.
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Reciprocamente, seja C = ¢~1(C'), onde C' ¢ equivalente a C. Entdo C € um cédigo de grupo
quaterndrio. De fato,

a,b€C = ¢la) =u,d(b) =v, u, ve
= ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b) + (¢(a) + o(¢(a))) * (#(B) + o{¢(b))) =
=u+v+(u+o{u)) = (v+o) e,
Logo, a +b € C e, portanto, C € linear. O

Corolario 3.2.1 [15] Um cédigo bindrio linear C de comprimento par € Zs-linear se, e somente

se, suas coordenadas podem ser permutadas de tal forma que
u,v € C= (u+o(u)) *(v+o()) eC. (3.1)
Demonstracao: Consequéncia direta do teorema anterior.O

Teorema 3.2.3 [15] Um cddigo bindrio C = ¢(C), imagem de um cddigo de grupo quaterndrio

_.C, ¢ linear se, € somente se,

a,beC = 2.ala)*a() € C.
Demonstragdo: Sejam a,b € C; entdo, pelo Lema 3.2.3 temos
$(2a(a) * afb)) = ¢(a) + $(b) + ¢(a +b),

que pertence a $(C), pois #(C) ¢ linear, por hipétese. Logo, 2a(a)a(b) € T

Reciprocamente, sejam u,v € ¢(C), entdo,
u = ¢(a),v = ¢(b), com a,be C.
Disto segue que
ut+v = ¢(a) + ¢(b) = ¢(a + b) + ¢(2a(a) * a(b)) = ¢(a + b + 2a(a) * a(b)) € $(C)
(a tltima tqualdade foi obtida através da Propriedade 6 do Lema 3.2.1).0
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Observamos que as condigdes acima sio bastante restritivas, o que faz crer que muitos

cddigos bindrios nao sdo Zy-lineares.
Exemplo 3.2.1 O (2n,1,2n)-cddigo de repeticio de comprimento par R(2n) ¢ Zy-linear pois
(u+ o{u)) = 0gy, Yu € R(2n).

O cidigo de grupo sobre Zy é o sub-cddigo do cédigo de repeti¢do (n,1,2n) formado pelas

palavras-cddigo (0,0,0,...,0) e (2,2,2,...,2).

Exemplo 3.2.2 O (2n,2n~1,2}-cédigo verificacio de paridade par P(2n) também é Z4-linear

poLs
e Seu tem peso par, entdo ¢{u) tem peso par;

e Se a e b tém peso par, entdo (a + b) tem peso par.

Como todo elemento neste cddigo tem peso par, a imagem inversa pelo mapeamento ¢
terd peso par. Teremos # ¢ (P(2n)) = 22*~1 = = Esta imagem inversa constitui-se
de todas as palavras-cédigo do cédigo universal sobre Z,y, U(n), que possuem peso par e

formam um codigo de grupo.

Teorema 3.2.4 [15] Os cddigos Reed-Muller RM(r,m) de comprimento n = 2™ m > 1 sdo

Z4-lineares para 0s sequinies pardmetros:
r=0,1,2,m - 1, m.

Demonstracao: Como o codigo bindrio € linear, utilizaremos o Coroldario 3.2.1 para mostrar
que o codigo Reed-Muller RM(r,m), m > 1, r =0,1,2,m — 1,m, salisfaz a relagdo (5.1). De
fato, sejam w,v € RM(r,m). Entdo

w = > a;. 07 v L
i5=(31,82,0 0B JEZT, Wi (1)<r
e
- gL 2 ¥
Y = Z byvit gL vl

Fe={irde, o dm )€ LT, wh(f)Sr
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Disto temos

ofu) = Z ai.[a(vl)]iz.[a(vg)]iz ... [O'(Um)]im -

Z=(11 }’:2 ,...,'n‘:m)EZ{g’, Wy ("") ST

- 3 a;. (1 +wv) w2 .. vim

w2 (i1 g tm JELS, wh (1)<

o(v) = Z bj-{f?"(?h)]jl.[ﬂ‘(vg)]j? Cel [O’(’Um)]jm =

J=(41.72, .. dm JELD, wp (§)<r

= > bi (L4 vt wf? . vim,

m
jm(jl!jgr":jm)ezgls wH{J)ST
Desenvolvendo o(u) e a(v), obtemos:
o(w) = 3 Qv vt > a; (1 +v) v .. v =
i=(0yi2,0 i )EZY, wr () <r i=(1,ig,e i ) €LY, wir(i)<r
=u+ > ;s L v
iz(]'?i?r"vim)ezglr wy ("':)ST
e
ol{v) = 3 TRV Ve > bi(L+v)vf . vl =
32(0‘32:%?”‘&)625“: wH(J)S'r Jﬁ(ldz,’ﬁ‘m)ezglﬁ ’UUH(})ST'

F=(ld2, - Jm )T, wi (§)<r

Isto implica que

(u+o(u)) *{v+o(v)) =

= { > R T ( > bivfE .. vim), (3.2)
13(%""2)1""?11)6%31! ’LUH('?-)ST‘ .7:(1’.?2:.?7?"4)625”7 wH{J)gT

No primeiro fator temos no mdzimo (r — 1) vetores distintos vi. No sequndo fator temos no
mdzrimo (r — 1) vetores distintos vg. No produto temos no mdzime (2r — 2} vetores distintos

vy. Assim, quando r < 2, temos

2r—2<r.

Quando v = m—1 nao ocorrerd m vetores distintos vy pois v; ndo pertence aos fatores. Quando

r = 1 fica trivialmente satisfeito. Nestes casos, temos entdo que

(u+o(u)) x (v+o(v)) € RM(r,m).
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Vemos da demonstragio do Teorema 3.2.4 que o mesmo argumento é vilido para mostrar
que RM(r,m), m > 1,3 <r <m — 2, nao é imagem de um cédigo de grupo quaternirio pelo

mapeamento ¢. Vejamos o contra-exemplo.

Contra-Exemplo 3.2.1 Vamos mostrar agora que para r = 3,4,5,...,m — 2, 0s cédigos de

Reed-Muller RM (r, m) ndo sdo imagens de ¢ddigos de grupo quaterndrios. Para isso, considere

U= 1.Vg...0;

U = V1. Vpp1-Vpp2-

Assim,

(u+ o(u)) * (v+ o(v)) = vav3. . . VpVpy1.Upe & RM(r,m).

Porém, devemos lembrar que este contra-exemplo nao ¢ suficiente para provar que o cédigo
RM{r,m) nao é Z,-linear, pois algum cédigo equivalente poderia satisfazer esta condi¢do. O

teorema a seguir resolve a questado para r = m — 2:

Teorema 3.2.5 [15]/0 cédigo RM (m—2,m) bindrio, ou seja, o cédigo de Hamming estendido

de comprimento n = 2™ ndo € Zy-linear para m > 5.
Para os parametros restantes conjectura-se que também néo sejam Z,-lineares,

Contra-Exemplo 3.2.2 (Cédigo de Golay) Vamos mostrar através de um contra-ezemplo

que o cédigo de Golay estendido (24,12,8) ndo € Zy-linear. Sejam

u = (110000000000011011100010)

v = (101000000000001101110001)

as duas primeiras linhas da matriz geradora do cddigo de Goluy estendido. Assim,

(u+ o(u)) * (v + a(v)) = (100001100000100001100000),
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possui peso de Hamming 6 e, portanto, ndo pertence ao Cédigo de Golay estendido. Observe
que um rearranjo das coordenadas continua sendo uma palavra-cddigo de peso de Hamming 6.

Portanto, o Cédigo de Golay estendido ndo € Zs-linear.

Teorema 3.2.6 Seja © um cddigo Zy-linear e, portanto, imagem de um cddigo de grupo

quaternario C. Entdo

1. C é efetivamente casado a C;

2. C € um codigo geometricamente uniforme.
Demonstracao:

1. Pelo Teorema 2.4.6, € suficiente mostrar que ¢ : Ly > Z3 é uwm rotulamento casado. De

fato,
dy((g), d(g')) = drg,9') = drlg — ¢',0) = du(d(g — ¢'), $(0)).

Como ¢ € bijetora, o resultado seque.

2. Como C é efetivamente casado o C, o grupo C € isomorfo a um subgrupo transitivo do

grupo de simetrias de C, o que implica naturalmente que C € geomeiricamente uniforme.O

3.2.1 Tabela de cédigos de grupo quaternarios cuja imagem é um

coédigo binario geometricamente uniforme

Utilizando do algoritmo de otimizacfo combinatorial proposto por Said e Palazzo [50], um
grande ntimero de codigos de grupo quaterndrios foi determinado. Este algoritmo apresenta,
para um dado comprimento e uma dada dimensao, o cédigo de grupo quaterndrio com maior
distancia de Lee minima. Estes codigos sao apresentados nas Tabelas 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6,

onde:

e 1. é 0 comprimento do cédigo de grupo quaterndrio;

e k é a dimensao do cddigo de grupo quaternario;
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d ¢ a distancia de Lee minima correspondente & distancia de Hamming no cédigo bindrio

associado pelo mapeamento ¢;
e N é comprimento do cédigo binario;
o K é a dimensao do cédigo binario;

e [/ é a melhor distancia alcancada pelos cédigos bindrios lineares segundo a tabela de

Verhoeff [12].

Matriz geradora: Esta é a matriz geradora do cédigo quaterndrio.

Espectro de pesos: Este é o espectro de pesos de Lee do cddigo quaternario que é igual &

dos pesos de Hamming do cédigo bindrio correspondente.

As Tabelas 3.7 e 3.8 apresentam cddigos bindrios que s8o imagens de cddigos de grupo

quaternarios ciclicos e seus dados sdo organizados como segue:

e n é o comprimento do c¢édigo de grupo quaternario ciclico;

k é a dimensao do cédigo de grupo quaterndrio ciclico;

d é a melhor distancia de Lee encontrada para o cédigo quaternario ciclico que corresponde

a distancia de Hamming no cédigo binario correspondente;

e d' é a distdncia correspondente ao cidigo de grupo de mesmos pardmetros, porém nao

necessariamente ciclico;

Espectro de Pesos: Este é o espectro de pesos do cédigo de grupo quaterndrio ciclico que

é igual a do cédigo binario correspondente.

As tabelas apresentam codigos bindrios Zgy-lineares cujo comprimento € menor ou igual a
10. Em [15}, s@io apresentadas classes de cédigos bindrios nio lineares como as de Preparata,
Goethals e de Kerdock, além do cddigo de Nordstron-Robinson que é apresentado como imagem

bindria de um cédigo de grupo quaternéario ciclico estendido.
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matriz geradora | espectro de pesos

paridade

repeticio

== R

paridade

ok

repeticao
2310 0( 1) 4( 14) 8( 1)
1023

41312] 8| 6 | 2| paridade
51115110| 2 | 6 | repeticdo

s w8
R B SO S N
wilow oo |e |2
W e e | e | eo | BN
SN R O R SO O N

V]

5121410/ 4]4[21033 0( 1) 4( 2) 5( 8) 6( 4) 8( 1)
32313

5(313[10/6|3|33013 0( 1) 3( 8) 4( 18) 5( 16) 6( 8)
11322 7( 8) 8( 5)
03323

51412|10] 8 | 2 | paridade
6|1]|6|12] 2 | 8 | repeticdo

“Telml s Tossss Tormimss
323310

6341264013120 0( 1) 4( 6) 5( 24) 6( 16) 8( 9)
223133 9( 8)
130123

64312/ 8 13220233 0( 1) 3( 16) 4( 39) 5( 48)
312220 6( 48) 7(48)8( 39) 9( 16)
120323 12( 1)
113320

615 |2 |121101 2 | paridade

711171141 2 § 9 | repeticio
71216114 4417 1(1322013 001)6(2)7(8)8(3)10(2)
2011333

Tabela 3.2: Cdédigos de grupo quaternarios obtidos pela técnica de otimizagao
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n|k|d|N| K| U)|]|matriz geradora | espectro de pesos

713 1416 |5 (|1303210 0( 1) 6(42) 8(7) 10( 14)
0231110
0320311

71414148 4(3233100 0( 1) 4{ 14) 5( 56) 6( 49) 7( 16)
0113222 8( 49) 9( 56) 10( 14) 14( 1)
0301301
2302211

71512114710 3 1232122 0(1)2(1)3(28)4(71) 5(112)
1331232 6( 183) 7( 232) 8( 183) 9( 112)
2013201 10{ 71) 11( 28) 12(1)14( 1)
1303020
3003020

716|214 |12] 2 | paridade

B11 (81161 2 |10 repeticao

8128116 4|8 10012132 0( 1) 8(11) 10{ 4)

BN SR S S— 52112903
813|616, 6 |6 00123012 0( 1) 6(8) 7( 24) 8( 13) 10{ 8)11( 8)
33030332 12( 2)

21023033

814|616 8503003323 0( 1) 6( 112) 8( 30) 10( 112) 16(1}
32013003
33023212
103031290

8154116110 4 11311121 O( 1) 4( 47) 5( 72) 6( 98) 7(192)
13103030 8(207) 9{ 176) 10( 124) 11{ 64)
30022321 12( 33) 13(8)14( 2)
32133021
33122222

Tabela 3.3: Cddigos de grupo quaterndrios obtidos pela técnica de otimizacdo (cont.)
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n|kjd| N | K] U)| matriz geradora | espectro de pesos
612116112 2 (31010232 0( 1) 2( 2) 3( 40) 4( 128) 5(264)
03232111 6(478) 7( 720) 8( 830) 9( T20)

33200101 10( 478)11(264)12( 128) 13( 40)
12320112 14( 2) 16( 1)

21231203

31322233

8171216 14| 2 | paridade
911918 2 {12 | repeticao
91218187418 (112120130 O0(1)8(1)9(8) 10{4) 12(2)
203022333
9138|186 |81}1210010231 0( 1) 8( 46) 12( 16) 16( 1)
033212122
333013333
914(6118| 8| 61312313003 O( 1) 6( 23) 7( 56) 8( 45) 9(16)
231011101 10( 34)11( 56) 12( 18) 14( 1)
101002021
000212033
9151411811014 (|310112323 O( 1) 4( 3) 5( 40) 6( 104) 7{128)
132121310 8( 113) 9 176) 10( 232)
312031231 11( 128) 12( 41) 13(40)
121001323 14( 16) 16( 2)
333031300
9161418112 4 (200111232 0( 1) 4( 78) 5( 144) 6( 228)7( 528)
202332111 8( 708) 9( 736) 10( 696) 11( 480)
003311020 12( 298) 13(144) 14( 36)
303112320 15( 16) 16( 3)

310323230
121033233

Tabela 3.4: Cédigos de grupo quaterndrios obtidos pela técnica de otimizagdo (cont.)
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nik|d|NjK|U,]|matriz geradora | espectro de pesos

18114 2 |1306300331 0( 1) 2( 3) 3( 60) 4( 210) 5(504)
033032211 6( 1134)7( 2052} 8( 2748)
210313020 9( 2960) 10(2748)11( 2052)
033200323 12( 1134)13( 504)14( 210)
013320022 15( 60) 16( 3)18( 1)
122313300
323331322
9 18| 2 |18]16| 2 | paridade
1011110120 2 | 13 | repeticao
1072]10120f 4 1[1012113113301|0(1)10(12)12(2) 16( 1)
3003132233
10131812016 |8 (2231210233 0(1)8(7)9(24)10(16)12(6)
12010321104 13(8)16(2)
3322323201
1013333110
2011103020
0331022003
1015] 62001016 3021010203 |0(1)6(90)8(255) 10(332)
2321022233 | 12(255) 14( 90)20( 1)
3233203033
1312030303
0310330031
1016 4 120[12] 4 [0023301031|0(1)4(5)5(64)6(240)7( 320)
2130330023 | 8(250)9( 640) 10( 1056)
1003312121 11(640) 12( 250)13( 320}
1023221033 /| 14( 240)15( 64) 16( 5) 20( 1)
1130123230
0120332332

Tabela 3.5: Cédigos de grupo quaterndrios obtidos pela técnica de otimizac@o (cont.)
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matriz geradora

espectro de pesos

.

2023102010

0( 1) 4( 125) 5( 256) 6(480)

0231021311

7( 1280) 8( 2050)9( 2560)

1303110333

10( 2880) 11( 2560) 12(2050)

3002301321

13( 1280) 14( 480)15( 256)

2222013202

16{ 125) 20( 1)

3020032011

2132332200

1211211231

0( 1) 2( 5) 3( 82) 4( 324)5( 928)

3110311220

6( 2388)7( 4936) 8( 7902)

“9( 10368) 10(11542)11( 10620)

0012011023

12( 7860)13( 4768) 14( 2436)

0033021203

15( 1000) 16(297) 17( 64)

2023233133

18( 13)19( 2)

2002002333

3003132223

paridade

a3

Tabela 3.6: Cédigos de grupo quaterndrios obtidos pela técnica de otimizacao (cont.)
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k|{d|d | polgerador | espectro de pesos
1122 paridade
313 repeticao
21 2 paridade
41 4 repeticao
41 4 1210 0(1) 4(14) 8(1)
212 paridade
5| 5 repeticio
Nao existe cddigo ciclico com estes pardmetros.
Nao existe cddigo ciclico com estes parametros.
212 paridade
6| 6 repeticio
6| 6 132110 0(1) 6(12) 8(3)
41 4 120100 0(1) 4(15) 6(32) 8(15) 12(1)
313 311000 0(1) 3(16) 4(39) 5(48) 6(48)7(48) 8(39) 9(16) 12(1)
212 paridade
717 repeticio

Nao existe cédigo ciclico com estes parametros.
616 | 1231100 | 0(1)6(42) 8(7) 10(14)
4141 3121000 |0(1)4(14) 5(56) 6(49) 7(16) 8(49) 9(56)10(14) 14(1)

Nao existe cédigo ciclico com estes parametros.

paridade

repeticao
12101210/ 0(1) 8(14) 16(1)
31201100 0(1) 6(16) 8(30) 10(16) 16(1)
30201000 | 0{1) 4(28) 8(198) 12(28) 16(1)
311100007 0(1) 4(60) 6(256) 8(390) 10(256) 12(60) 16(1)
12100000 | 0(1) 2(8) 4(252) 6(952) 8(1670) 10(952)12(252} 14(8) 16(1)

n
2
311
312
411
412
4|3
511
5|2
513
514
6|1
6| 2
6i3
6|4
615
711
712
73
714
7|9
716
811
8|2
813
814
815
816

B o W Oy 1 O0 OO0 | DD
[ O I - e I B2 B B¢ S IR # B I o

Tabela 3.7: Cédigos de grupo quaterndrios ciclicos obtidos por procura computacional exaustiva
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d’ pol. gerador espectro de pesos

paridade

repetigao
310310310 |0(1)6(6) 12(9)
100100100 | 0(1) 3(6) 6(15) 9(20) 12(15) 15(6} 18(1)

wio jw | | &
co oo |w |

Nio existe codigo ciclico com estes parfmetros.

Nio existe codigo ciclico com estes pardmetros.
214 300100000 |0(1)2(18) 4(135) 6(540) 8(1215) 10(1458)
12(729)

917122 111000000 |0(1) 2(18) 3(54) 4(135)

5(540) 6(1269) 7(1962) 8(2673)

9(3080) 10(2673) 11(1962) 12(1269)

13(540) 14(135)15(54} 16(18) 18(1)

oleoic|e|vlole |
sjlolrlw| ]| F®

9 |18 2} 2 paridade
101411010 repeticio
101 215 104 1-0-1-0-1-0-2-0- 10 O(1)-5(4)- 10(6)-15{4) 20{L) o
10: 3 Nio existe codigo ciclico com estes parametros.
10{4| 818 (3320211000 0{1)8(130) 12(120) 16(5)
101514 | 611200010000 | 0(1) 4(25) 6(40) 8(230) 10(432) 12(230) 14(40)

16(25) 20(1)

10]6] 4] 41(3313300000]0(1)4(5) 5(64) 6(240) 7(320) 8(250)
9(640) 10(1056) 11(640) 12(250) 13(320)
14(240)15(64) 16(5) 20(1)

1017 Nao existe cddigo ciclico com estes parmetros.
1018 2123010000000 0(1) 2(40) 4(620) 6(4600) 8(16150) 10{23000)
12(15500) 14(5000) 16(625)

1079 21| 2 paridade

Tabela 3.8: Cédigos de grupo quaterndrios ciclicos obtidos por procura computacional exaustiva

(cont.)
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3.3 Zu-Linearidade: Andlise de Casos

Nesta seciio iremos apresentar a analise de casos de possiveis extensoes da Zgj-linearidade
para uma Z&-linearidade. Para isto, devemos em primeiro lugar, estabelecer as principais
propriedades da Z,-linearidade. Lembramos, da secao anterior, que as propriedades da Zy4-

linearidade estéo ligadas ao rotulamento ¢ : Zy — 73, isto é,

P1. O rotulamento ¢{(c) = (B(c),y{c)) é um cédigo de Gray dos simbolos de Z;4 pelos simbolos
de Z3;

P2. O rotulamento ¢ é uma bijecio de Z, em Z3;
P3. O rotulamento ¢ preserva pesos de (%4, wy) para (Z3, wg);
P4. O rotulamento estendido ¢(c) = (a(c), (c}, v(c})) pode ser construido da seguinte maneira:
(a) Escreva a expansdo bindria de c: isto é, ¢ = af{c) + 2.8(c);
(b) ¥(c) é escolhido de forma que a(c) + B(c) + ¥(c) = Omod 2;
P5. A imagem do rotulamento estendido
¢ Za — L3 6(c) = (alc), B(c), v(e)),

é um (3,2)-cédigo ciclico cujas palavras-cédigo sao o deslocamento ciclico de um vetor

constante.

Estas cinco propriedades sdo consideradas propriedades chaves da Zs-linearidade. Nas
préximas subsegdes estaremos analisando casos de possiveis extensoes da Zgs-linearidade para
a Zos-linearidade (k > 3), tendo como objetivo preservar a majoria das propriedades da Z4-
linearidade. Apresentaremos também as desvantagens de tais defini¢des em considera-las como

técnica de construcao de codigos corretores de erros.
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3.3.1 Analise da Zy.-Linearidade sob P1, P3 e P5

Nesta subseco, iremos analisar a Zgs-linearidade (k > 3) sob as propriedades P1, P3 e P5.

Para isso, definimos novas fungdes ¢, «, € ¢, que possuem as seguintes condigoes:

P1. O mapeamento ¢{c) = (8(c),v(c)) é um cédigo de Gray dos simbolos de Zyx pelos simbolos
de 75,

P3. O mapeamento ¢ preserva pesos;

P5. A imagem do mapeamento estendido ¢(c) = (ex(¢), ¢(c)) é um cédigo ciclico cujas palavras-

cédigo sao deslocamentos ciclicos de um vetor constante.

Em principio, nfio conhecemos o mapeamento ¢ nem sua imagem que deve ser 73, para algum
inteiro positivo ¢. O inteiro ¢ e o mapeamento ¢ serdo determinados afim de satisfazerem as
duas primeiras propriedades acima. O mapeamento estendido ¢ serd especificado pela terceira
propriedade.

Como Zox possui um elemento cujo peso de Lee € 2k-1 a imagem de ¢ deve estar contida

em Z%kml. Ent&o, precisamos encontrar um mapeamento ¢ que preserva pesos de (Zye,wy) em
(2" wy). Escreveremos ¢y ao invés de ¢, dada a dependéncia de ¢ em relagao a k. Observe
que ¢x(0) = (0,0,...,0), o vetor nulo de comprimento n, e ¢5(2*7) = (1,1,...,1), o vetor

todo um de comprimento n.

Definigio 3.3.1 Seja k > 1. Um k-rétulo de Zow por 23" € uma fungdo ¢y : Zox — Z3
dada por:

ak—i_g
T eg-1(i), se c¢<2F1
i=0

¢k(C) = ok o b
Y egpa(i), se 2612
onde e,(j) é um vetor de n componentes das quais a j-ésima componente € 1 e as restantes

sdo zero. O vetor e,(0) é definido como o vetor cujas componentes sGo todas iguais a 1.

O teorema a seguir é uma consequéncia direta da Defini¢ao 3.3.1.
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Teorema 3.3.1 O k-rétulo ¢, € uma imersdo isométrica de
(Zgw,dr) em (Z¥7 dy).

Demonstragao: Sejam c¢;,cy € Zok, tal que ¢y < ¢; < 2871, entdo ¢ — ¢ = p < 281

implica que o peso de Lee de ¢; — ¢ € igual a p, isto €,

'wL(CE - Cz) =P

Agora

kalmcl

2kw~1__62
du(pelc1), dr(c)) = wH(@k(Cl)““%(Cz)):wH( > ege(i)— > ezfc—l(i)) =

£=:0 i=(

k=1 _cotm 282 pyip
= wg ( Z €qk-1 (Z)) = Z wH(GZk“i(i))) =p=

LTy LR R N | [y L B S |

== 'wL(Cl - Cz) == dL(ChC:z)-

Para outros casos, a situagao ¢ andloga.ll
O k-rétulo ¢, possui também a seguinte propriedade, repetindo de forma sutil o que ocorre

i Zaiearidader T

Teorema 3.3.2 Paora todos a,b € Zox, lemos

br(a+b) = ¢i(a) + [a] g(b),

onde [—alu € a 25~ -upla resultante do deslocamento ciclico das componentes de u (amod 25-1)

coordenadas para a esquerda.
Demonstragao: Temos 4 casos a analisar:
1. a+b> 2% e (a+b)mod2F < 251,
2. a+b> 2% e (a+b)mod2k > 261,
3. a+b< 2 e (a+b)mod2F < 251,
4. a+b<2Fe (a+bymod2* > 2F1

o8




No primeiro caso temos:

o (a+b)mod2*f = (a+b) — 2~ <21,
Je3

kel f gk .
o $r({a+b)mod2") =0 o " e(i) = ST prseoiyir €.

Para cada um destes casos temos dois subcasos para os valores de a e b:

(a) a < 2F1eb>2F1,
(b) a>2"1eb>251
No primeiro subcaso temos:
e amod 281 = q;
o di(a) = Y3, " el(i);
o pi(b) = TE"e(i);

e entao
[—a]¢w(b) = ;[—a]e(i)-
Mg o

e O deslocamento ciclico de ey—1{i} em a coordenadas é dado por eg-1 (257}

a—+1);
e O deslocamento ciclico de eq-1(2% — b) depende de (2F — b) —a = 2F — (a +b).
e

-2kl <9k (a+8) <O.

Entao o deslocamento ciclico é dado por
egk—l(zk“l — (a4 b - Qk)).

Portanto,

k-1 _(a+b—2F) ak—1 gk-1_,
[Falge®) = 30 el)= > )+ Z = pr(a +b) + dr(a)-
izzk—im{a+bw2k

im2k=1_a4+1
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Os outros casos e subcasos seguem de forma andloga.ld

A justificativa para a busca do resultado do Teorema 3.3.2 esta no fato do mapeamento
ndo ser, em geral, uma funcio linear no sentido de que ¢p(a + b) # ¢p(a) + ¢dr(b). Com isso,
é necessario saber que residuo estd acrescentado a esta soma, pois o conhecimento do mesmo

permite encontrar as condi¢bes para que um codigo seja Zge-linear.

Exemplo 3.3.1 Para k = 2, o 2-rétulo ¢a2(c) = (da1(c), dp2a(c}) = (B(c},v(c)) € dado por:

¢ Ble) | +le)
ol 0 | 0
oo | 1
2l 1| 1
gl 1] 0

Tabela 3.9: Mapeamento de Gray

que € a Zy-linearidade como caso particular apresentado na subsecdo anterior.

Exemplo 3.3.2 Para k = 3, o 3-rétulo ¢a(c) = (¢a1(c), paz(c), Pss{c), ¥sa(c)) € dado pela
Tabela 3.10:

¢ || ¢mlc) | d32(c) | das(c) | daslc)
0 i 0 0 0
1 0 0 0 1
2 0 0 1 1
3 0 1 1 1
4 1 1 1 1
b 1 1 1 0
6 1 1 0 0
7 1 0 0 0

Tabela 8.10: Mapeamento sobre Zig
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Vamos agora explorar o problema da defini¢io da fungdo ag(c), similar ao da Z4-linearidade,
um mapeamento estendido @,(c) = (ox{c), dx(c)), cuja imagem forma um cédigo ciclico. Este
cédigo ciclico, apesar de néo ser linear, é tal que suas palavras-cédigo (exceto a palavra toda
mla) sdo deslocamentos ciclicos de uma palavra-cédigo dada. Temos, entéo

ok=l.g¢
E‘l eg-1_4(1), se c<2F1

ak(c) = 2‘“;-(:—1
S oeg-1q(i), se 281 <e< 2k 1
=0

Definicao 3.3.2 Um k-rétulo estendido é uma fungdo
gk N ng - Z%k—‘i,

definida por
bi(c) = (arlc), dilc)).

Exemplo 3.3.3 Para k =3, 0 8-rétulo estendido € mostrado na Tabela 5.11:

——

) | dsa(c) | daslc) | paale)

9

0431(6) Qsz(c) 333(0) P31

bt R D DD

0 0 0 0
1 1 0 1
1 0 0 1
) 0 1 1
0 0 1 1
0 1 1 0
1 1 1 0
1 1 0 0

R I~ N I I L B S ST EN e
Mmoo S |~ D
Sl P P e [

P

Tabela 3.11: Mapeamento estendido sobre Zsg

Observe que as 7-uplas binarias nesta tabela formam um cédigo (nao-linear) ciclico, ou seja,

elas sdo geradas por deslocamentos ciclicos do vetor (0001 11 1). Mais geralmente, o k-r6tulo
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estendido é gerado por deslocamentos ciclicos do vetor Oge_1_; Ips1 que é imagem de 251,

De fato,
2h—1.gk-l.] gk—i_gk—1
B = (@2D).a@ ) =( Y ewaal), Y exa(d) =
25—l - =
s ( Z €ok—1_ 1 Zegk 1 gk E 112k 1.
=)

Quanto A ciclicidade, temos, para ¢ < 2871

2km1__c 2k—1 — Ek —1__ 2k 1 —c
gf)k(c) o ( Z egkwl_l(i), z €ok— 1 Z €ok-1__ 1 121; 1+ Z €ok—1 ’L)) ==
f==] i=() i=1 i=1
ok—1_p k=1 2k=1_p ok 1
= ngmlmiigk——l”{’“ Z ok ; + Z €ok__ 1 Z €ok__ 1 Z €9k _ z
=1 f=h~1 im2E—g
e, entdo paraa =1,2,...,281 — 1
_ 2&—1_2k—1+a kal
¢ —a) = > ema()+ Y emn()=
i==l i=2F 2kl g
2k 1 251
= Zezk 1(8) + Z egx1(2) al Y ey (i
.............................. T .. 1_21@ fo

= [@]G-"k(?k h.
Para ¢ > 21 o raciocinio é andlogo.

Definicao 3.3.3 Um k-mapeamento em Zy. ¢ definido por

k—1
Oy, 2 Lo — Z% ™

Dp(c) = Prler, c2, 0 0n) = (rler), drlca), . o dulen)) =

(Pra{c), dralca), - - -, Gron-1(cr), dr1(ca), dra(c2), - - -,
¢k2k“1(62)a s a¢’kl(cﬂ)7 ¢k2(cn)} AR 7¢k2‘“”1(cn))‘

O resultado a seguir é uma consequéncia imediata do Teorema 3.3.2:
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Teorema 3.3.3 Para todo a, b€ Z3,, temos
Pr(a +b) = Px(a) + [—a] Pp(b) =
(I)k(a) + (["ma‘l](»bk(bi)? ['—az](ﬁk(bg), SRR [wa’nkék(bn))

Definicao 3.3.4 Sejam k > 1,n > 1. Dizemos que um cddigo bindrio C de comprimento

(2% — 1)n & Zox-linear se existe um cédigo de grupo 2F-drio T de comprimento n, tal que
$,.(C) =C',
para algum cédigo C' equivalente a C.

Observe que, apesar de preservar distancias, @, nao é uma bije¢do e isto néo ¢é interessante

para a construgdo de c6digos. De fato, considere o cédigo de grupo octario (4,2,5) com matriz

geradora
1 065
0157
e espectro de pesos de Lee
Peso 65 6 7 8 9 10 11 12

No.dePalavras 1 & 12 8 9 8 4 8 6

obtido através de uma procura computacional exaustiva.

Este cédigo mapeado por @3 leva a um cédigo bindrio (16,8,5) com o espectro de pesos
de Hamming igual ao do octdrio. Em termos de distincia, é um bom cédigo pois tem a
mesma capacidade de corregdo de erros que o linear correspondente. Porém, como nao existe a
bijecio no mapeamento, o processo de decodificacdio, apesar de ser simplificado pela linearidade
do cédigo octério, é comprometido quando ocorrer um erro que nao possua a correspondente
imagem inversa.

O préximo teorema aborda este problema e mostra que, em geral, nio ¢é possivel conseguir
uma bijecdo que preserve pesos de Lee/Hamming. Portanto, nao existe isometria.

Antes disso, precisamos de um lema auxiliar cuja demonstragéo encontra-se no Apéndice A.
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Lema 3.3.1 A equacgdo

i i
Hmi = Zmz l = 2,
i==1 i=1

nas incognitas my,l, sobre N somente tem solucdo para l = 2, e my = my = 2.
Teorema 3.3.4 Seja M € N um inteiro positivo tal que
Mmml-mg.,.ml.

Entédo uma funcao
[ Zpt = Ly X Lipy X oo o X Ly,
preserva peso de Lee se, e somente se, M = 4.
Demonstracao:
e M par: Sejam

I=1{i;m; épar} e J={i;m;éimpar}.

.Em Z s 0o maior peso de Lee é

1
Em @ Zm, o maior peso de Lee é 3, % + ¥ Bl
i=1 ;

i€l ied
Mm%
T T I H
i=1 i=1 m; m; m; m; m; — 1
> = E = -— + E > E — -+ .
2 2 i 2 w4 i 2 w1 2 ier 2

Entdo, neste caso néo se pode preservar pesos de Lee.

e M fmpar: Todos os m;’s sdo impares. Em Zj existe um elemento com peso de Lee

1
(11
M1 __ _\i=i

) 1
~L = 5 . Em Z,,, o maior peso de Lee ¢ ™. Entfio em ®|_; Zm,, o maior

peso de Lee é

T — 1
gum]l 2
Entretanto,
2 =73 577 2 5= 5ty >l



Entao, neste caso nao é possivel preservar pesos de Lee. [

Como consequéncia deste teorema, temos que uma bijecao de Zjy; em ®'_, Z,n, ndo permite
preservar pesos de Lee a menos que M = 4. Desse modo, invalidando a Zy;-linearidade com
disténcias de Lee.

Concluimos esta subsecao lembrando que, como técnica de construgao de codigos binérios,
a definicdio de Zg-linearidade apresentada ndo é adequada, dado o fato de $; nao ser bijecio.
De fato, existem (2% — 1)-uplas que nfo estdo associadas a nenhum elemento em Zy:, o que
dificulta o processo de decodificagao.

Uma maneira de resolver isto é estabelecer uma correspondéncia com os elementos de Zo«
vendo as 28 '-uplas como representantes de classes laterais. Desta forma, teremos uma bijecéo,
apesar do processo de decodificacio ficar um pouco mais complexo.

Esta nio ¢ a situacio ideal que procuramos como extensado da Zgs-linearidade. Assim, de-
vemos analisar outras situacdes que permitam estar mais préximo do que a Zy-linearidade nos

oferece. Na subsecao a seguir, a bije¢io serd uma das propriedades a ser exigida.

-3.3.2 -Analise da Zo-linearidade sob P1 e P2

Como a condicdo de isometria ndo é satisfeita, apresentaremos nesta subsecao uma outra pro-
posta para a definicio de cédigos Zok-lineares. O novo mapeamento ¢ definido tal que as

seguintes condicbes sejam satisfeitas:

P1. O mapeamento ¢{c) = (8(c),y(c)) é um cédigo de Gray dos sfmbolos de Z4 pelos sfimbolos
de 72;

P2. O mapeamento ¢ é uma bije¢io de Z, em ZZ;
Definicio 3.3.5 Seja k > 2. Um k-rétulo de Zyx por Z5 € uma fungio
On 2 Lop — T ¢+ (ppa(c), dralc), ..., drr(c))
de forma que se a composicio bindria de ¢ é
c=c; 20+ D Heg- 4 by 2P g 2R
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entdo

Ci ,5€ fe=]
¢kz‘(C) =

(Ckit2 + Ch—ip1)mod 2 ,se @ /1

Observamos que ¢ ¢ uma composicio de duas fungoes, ou seja,

dr(c) = gu(bilc))

onde:

a) afuncio by : Zye — Z§ associa a um mimero ¢ € Zgx um vetor bi(c) € ZX, que corresponde

& expansao binaria de c.

b) a funcéo g : ZE - 7% rearranja os vetores tais que os simbolos de Zy formam um cédigo

de Gray [62] por vetores de Z5.

Exemplo 3.3.4 Para k = 2, o mapeamento ¢o(c) = (3(c),v(¢)) de cddigos Zy-lineares [15] é

reproduzido se

onde
a{c) = cmod 2.

Com isso,

p2(c) = ga(ba(c)) = (8(c), v(c))-

Exemplo 3.3.5 Para k = 3, temos o mapeamento dado pela Tabela 3.12.

Observamos que ¢ é uma bijecio mas ndo é uma isometria entre (Zye, dr) e (Z§,dy), para

k> 2

Iremos a seguir obter a férmula de ¢o(z + y) notando, primeiramente, que a fungao by :

Dy —+ 72 satisfaz:

ba(z + y) = ba(z) + ba(y) + (0, bas(2) - bar ().
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p | b21(p) | boa(p) | bas(p) | D21(p) | daalp) | has(p)
U g { 0 0 0 0
1 1 0 0 4 0 1
2 ) 1 0 ] 1 1
3 1 1 ) 0 1 0
4 t ] 1 1 1 ]
] 1 0 1 1 1 1
) 0 1 1 1 0 1
7 1 1 1 1 0 0

Tabela 3.12: Mapeamento sobre Zg

Lembrando que

by(z) = (e(z), B(x)),

temos
ba(x + y) = ba(z) + ba(y) + (0, () - ().
Como
afc) = f(c) + v(c),
entao

ba(z +y) = ba(x) +baly) + (0, (B(z) + v(x)) - (B(y) + v(v))
= (afz) + aly), Blz) + 8(y) + (Blx) +v(z)) - (B(y) +~v(y)).

Usando o fato de que ¢q(c) = g(ba(c)), temos
P2(z +y) = glbo(z +y)) =

= gla(z) + aly), B(z) + By) + (B(z) ++(x)) - (By) +v(v) - (Bly) +v()) =
= (B(z) + B{y) + (B(z) + (=)} - (By) +~v(v)),
a(z) + aly) + B(z) + B(y) + (B(z) + v(x)) - (B(y) +~v(y)) =
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= (B(z),7(z)) + (B), v(¥)) + (B(z) + v(x)) - (By) + v(v)),
(Blz) +v(2)).(B(y) + () =
= $2(x) + ¢2(y) + (Po(z) + o(d2(x))) * ((da(y) + o(b2(¥))),

onde o(-} é a funcao “swap” [15], que permuta a metade esquerda e direita de cada palavra-

codigo, ou seja,

O (UL, Uy o Uy U 1y - o U)o (Unidy ooy Unp, U, Uy o ooy Uy )
Para k = 3, temos:
Proposic¢ao 3.3.1 A funcdo by : Zg — Z3 satisfaz:

b3(z + y) = ba(x) + ba(y) + (0, bay (x) - bs1 (y), bsa () - bsa(y) +

+b31(x) - ba1(y) - baa(z) + bar(z) - baa(y) - bsa(y)).

Observe que neste caso é muito mais dificil computar b3(z -+ ) com o objetivo de verificar

as condicoes de linearidade.

Utilizando a Definigio 3.3.3, que é apropriada para este k-rétulo, temos

Definicao 3.3.6 Sejam k e n inteiros tais que k > 1 e n > 1. Dizemos que um cddigo bindrio
C de comprimento 25n € Ly -linear se existe um cédigo de grupo 2%-drio C de comprimento n,
tal que

2(C) =T,

para algum cddigo bindrio C' equivalente a C.

Com esta definigdo, vemos que este caso ¢ similar & da Z,-linearidade no que diz respeito
a forma de construgao do rotulamento. Entretanto, este rotulamento nfio preserva distancias.
Sem a garantia de isometria entre os espagos métricos fica mais dificil a utilizacio da proposta
como técnica de construgao de cédigos bindrios.

De fato, ao considerarmos uma cédigo 2*-drio de peso de Lee minimo d%  nao temos
conhecimento do peso de Hamming minimo do cédigo bindrio associado e, portanto, de sua

capacidade de correcao de erros.
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Vemos assim que a isometria é uma propriedade fundamental para se obter uma técnica
de construcao de cddigos similar a da Zs-linearidade. Antes de considerarmos & isometria

propriamente dita, vamos fazer, na subsec@io a seguir, uma andlise onde consideraremos uma

bijecao que preserve pesos.

3.3.3 Analise da Z,:- linearidade sob P2 e P3

Apresentamos, nesta subsegio uma terceira possibilidade de defini¢io de cédigos Zow-lineares.

Para isso, iremos propor que o mapeamento ¢, satisfaga as seguintes condiges:
P2. O mapeamento ¢ é uma bije¢io de Zg em Z¥;

P3. O mapeamento ¢ preserva pesos de (Zg,w) para (Z5, wy), ou seja, w(c) = wy(d(c))

Ve € ng,

A condigao P3 preserva pesos somente e néo distdncias. Além disso, o peso w atribuido aos
elementos de Zox nao € o peso de Lee, mas uma escolha que seja adequada ao contexto, ja que
o peso de Lee nao permite, em geral, bijecio.

Estas duas condicoes permitem uma quantidade muito grande de mapeamentos e serdo
aqueles que levam o elemento 0 de Zy no vetor todo nulo 0y em ZE&.

Vamos definir o peso e a distancia em Z% de forma a obter a preservaciio de pesos.
Definigfo 3.3.7 Seja ZE o espagco de Hamming k-dimensional e
bp : Loy — L4
uma fungdo bijetora, tal que ¢y (0) = Ok. O peso esférico de a € Zyp ¢ dado por
wgs(a) = wu{gr(a)).
A distancia esférica de a,b € Zox ¢ dado por

dgg(a,, b) = wEs(a — b).
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A exigéncia ¢4(0) = 0 ¢é essencial para que ocorra dgs{a,a) = 0, pois
dES(a, CL) = ’LUES(G, - a) = ’wgs((}) e 'wH(qbk(O)) = wH(Gk) = 0.

Observe que a distancia esférica néo é, em geral, wma métrica. Ainda nao sabemos se este

mapeamento preserva distdncias, ou seja, ¢ verdade que

des(a,b) = du{dw(a), de(b))?

Vejamos dois exemplos de rotulamento bijetivo que exploram e respondem negativamente

a esta questao.

Exemplo 3.3.6 O k-rdtulo apresentado na Subsegdo 3.3.2 é um rotulamento bijetivo e possui,

no caso k = 3, o rétulo como mostrado na Tabela 3.13, onde ¢3(c) = (3(c), v{c), 6(c))-

cl 8

——
O
S
-2
—_——
&)
S
O
———
o]
—

Dy |y L [ D
b [l o e | D DS D
D o=~~~ |
[T BT U DR T o S N R VR [

Tabela 3.15: Rotulamento para k = 3
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A relacao de pesos esféricos dos elementos de Zg ¢ dada por:

= & & o W N =D
B W R R e O

Vamos analisar se o k-rétulo proposto preserva distincias. A distancia esférica entre os
elementos 6 e 3 de Zg é

dEs(ﬁ,S) = wES(G - 3) - ’LUES(S) = 1.

Por outro lado,

dr(¢3(6), $3(3)) = dg(010,101) = 3.

- Portanto, este mapeamento nao preserva distancias.

Vejamos agora um outro exemplo de rotulamento

Exemplo 3.3.7 O rdtulo apresentado neste exemplo € construido de forma a satisfazer a Pro-
priedade P4. Seja k > 2. Um k-rétulo de Zow por Z% € uma funcdo ¢y : Zox — 7% definida

por:
1. FEscreve a expansio 2-ddica de ¢ € Zox como
c=c 242+ -2 2P

2. Adicione um digito de verificagdo de paridade cyy1 ao vetor (ci,ca,. .., Ch1,Cr);

3. Considere

#r(c) = (ca, ..., Croo1, Chy Cop1)-
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e | ele) | Be) | v(e) | 8(e)
off o | 0| 0| o
1] 0 0| 1
2l 0ol 1| 0| 1
S A A N R/
4o | o] 1|1
54 1| 0| 1] 0
6] 0| 1| 1] 0
7 I S O B I

Tabela 3.14: Rotulamento para k =3

Fsta fun¢do sendo bijetora, permite definir o peso e a distdncia esférica em Za.. Para k = 2
temos naturalmente o caso Zy; para k = 3, o rotulamento obtido € mostrado na Tebela 3.14,

onde ¢3(c) = (B(c),(c), 8(c)).

A relagdo de pesos esféricos dos elementos de Zg € dada por:

1 — 1
2 - 2
3 — 1
4 — 2 .
5 — 1
6 — 2
7T — 3

Analisando se este k-rdtulo preserva distancias, temos que a distdncia esférica entre os elemen-
tos 2 el deZyg €
dgg(z, 1) = ’LUEs(]. e 2) = UJES(“WI) = ’wgs(?) = 3,

Por outro lado,

dH(¢3(2)7 ¢3(1)) = dH(OGL 101) =1
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Portanto, este mapeamento também nao preserva distancias.

Estes dois exemplos nos mostram que os rotulamentos considerados nao sfo interessantes
como técnica de construcio de cédigos similar a da Z;-linearidade. De fato, apesar de se verificar
que 0s pesos sao preservados nao é garantido, em geral, que as distancias sdao preservadas.

Esta andlise nos levou a duas situagdes que serdo colocadas nas subsegtes a seguir: a primeira
é obter bons cédigos 2F-drios através da escolha adequada de pesos a serem associadas aos
elementos de Zox. Apresentaremos para k = 3 tabelas com estes cédigos.

A segunda situacao ¢ saber se existe de fato algum mapeamento que, preservando pesos,

preservara distancias.

3.3.4 Tabela de cédigos sobre Zg com distancia esférica

Vamos apresentar nesta subsecdo cédigos sobre Zg com distancia esférica. Foram obtidos os
melhores cédigos através da escolha otimizada do melhor rotulamento.
Tais cédigos sao apresentados nas Tabelas 3.15-3.24 no final deste capitulo e seus dados sao

organizados como segue:

e n ¢ o comprimento do cédigo octério;

e [ ¢ a dimensao do cddigo octario;

dps € a distancia esférica do cédigo octario;

rétulo: € o melhor mapeamento encontrado;

Matriz geradora: é a matriz geradora do codigo octério.

Espectro de pesos: € o espectro de pesos do cédigo octdrio.

Apresentamos também uma tabela com os mesmos pardmetros mas a procura se processou
através de cddigos ciclicos octérios e o resultado se apresenta nas Tabelas 3.25-3.27 no final

deste capitulo. Os dados sdo organizados como segue:
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e n é o comprimento do cédigo octario ciclico;

e k& a dimensao do cédigo octario ciclico;

d é a melhor distancia de Lee encontrada para este cédigo octario ciclico que corresponde

a distancia de Hamming no cédigo bindrio correspondente;

d' é a distancia correspondente ao cédigo linear de mesmos parimetros que nao é neces-

sariamente ciclico;

rétulo: é o mapeamento encontrado;

e polindmio gerador: é o polindmio gerador do cédigo encontrado;

Espectro de Pesos: € o espectro de pesos do cédigo octério ciclico;

Observe que os rétulos definidos nas Subsectes 3.3.2 e 3.3.3 ndo aparecem como os melhores

nas tabelas apresentadas.

3.4 Definicao da Z,-Linearidade e a Nao-Existéncia de
Cdédigos Z,i-Lineares

Nesta secdo iremos apresentar a defini¢do da Zgk-linearidade (k > 2) como extensio da Z4-
linearidade.

O objetivo principal em considerar tal extensdo é a de prover uma técnica de construcio
de bons codigos bindrios que sao imagens de cédigos sobre Zi:. Tais cédigos bindrios sdo
denominados cédigos Zox-lineares. Por um bom cddigo bindrio queremos dizer um cédigo
geometricamente uniforme no espago de Hamming, cujos pardmetros (taxa e distancia minima)
sao pelo menos tao bons quanto os pardmetros de qualquer cédigo linear previamente conhecido.

Por exemplo, os cédigos de Kerdock e Preparata sfo bons cédigos neste sentido. Mostra-
remos, entretanto, que o objetivo principal nao podera ser alcancado.

O aspecto mais importante relacionado a extensao da técnica de construcio de bons cédigos

é o mapeameno ¢. Assim, a questdo que se coloca é a seguinte: Existe um mapeamento
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br : Zox — ZE que possa produzir bons cédigos bindrios a partir de cédigos lineares sobre Ligi
k> 2.

Em primeiro lugar, como no caso Z,-linear, precisamos munir Zs. de uma métrica d tal
que o mapeamento ¢y : Zy -+ Z& seja uma isometria do espaco métrico (Zsx,d) no espago
métrico (Z%, dy), onde dy é a distancia de Hamming. Em segundo lugar, necessitamos que o
cddigo seja geometricamente uniforme. Esta 1iltima condi¢ido é muito importante no somente
por simplificar a andlise de desempenho mas por reduzir significativamente a complexidade de
decodificacao.

Estas duas propriedades ocorrem se, e somente se, as seguintes igualdades ocorrem:

d(ua U) = dH(qbk(u)? ¢k(v)) = dH(¢k(u - U)a ¢k(0)) = d(u -, 0):

para qualquer u, v no ¢6digo 2%-drio. Em outras palavras, Z& interpretado como um conjunto
de sinais no espago de Hamming, deve ser efetivamente casado a Zy, através do mapeamento

¢, para que as ignaldades anteriores sejam satisfeitas.

_ Definigdo 3.4.1 Seja (Z5,dy), k > 2, o espaco de Hamming k-dimensional. Se 7% € efeti-

vamente casado com Zox dizemos que existe a Zor-linearidade, ou seja, existem cédigos Ziox-

lineares (k > 2).

I exatamente esta propriedade que precisamos e que nio tinhamos nos casos anteriores.
De fato, Z£ sendo casado a Zg implica que os cédigos binérios obtidos serfio geometricamente
uniformes.Sabemos que esta condicdo é equivalente a encontrar um grupo ciclico de ordem 2*

no grupo de simetrias de Z%, o grupo I'(Z%).
Exemplo 3.4.1 Se k = 2 entdo T'(Z3) = Dy D Zs. Entio, temos a Zy-linearidade.

Para k > 2, T(Z%) = ZE x, Si (produto semi-direto). Neste caso, colocamos a seguinte
quest@o: Existe um subgrupo ciclico em ['(Z%) de ordem 2% que é isomorfo ao grupo Zow?
A seguir, mostraremos que tal subgrupo ndo existe quando £ > 2. Em primeiro lugar,

provaremos o seguinte lema.
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Lema 3.4.1 Seja S, (n > 3) o grupo de permutacdes de n letras. Se o € um elemento de S,

entio a ordem o é menor do que 271,
Dermonstragao:
A afirmagdo € dbvia para n = 3,4. Vamos supor n > 5. Seja o € S,,, wma permutacdio ndo

identidade ¢ O(o) a ordem o. Entdo, o € o produto de ciclos disjuntos, ou seja,

8
o= H()’i #1
izl
onde o; = (i1,4s, ... ,1y,) sdo disjuntos comn >ny >ny > ... >n, > 2.

Por inducdo em s, para 5 = 1, temos O(o) =ny < n < 2! e a afirmacdo € verdadeira.

Seja s > 1 e suponhamos que seja verdadeira para todo v, 1 <r < s—1. Neste caso

n—mng > 3%
e, entdo
51
0-’ = H 0; € Sn"ns+1?
i==1
€
Ofo') < 2n et
mas
o=a .0,
consequentemente,
O(c) < 0(6").0(0,) < 2" "L n, < Qo1 one = g1,
0

Teorema 3.4.1 O grupo de simetrias de Z%, que € isomorfo a v/ X Sg, ndo contém um
subgrupo ciclico de ordem 2% isomorfo a Zox.

Demonstragdo: Seja ¢ : S — Aut(ZE) um homomorfismo de grupos. Seja (t, P) uma
dupla denotando a translagdo 7% e a permutacdo associada i cada elemento de Sy, respectiva-

mente. Pare um dado ty e Py, se a dupla (t1, Py} for o gerador do subgrupo ciclico deverd ter

ordem 2F. Calculando as poténcias de (&4, P,) € 2 X Sk, temos
(ts, P1)? = (t1, P1) % (b1, P1) = (t1 + (P (1), PY)
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(t1, P1)° = (t1 + (P (t1) + (P (t), PP
(t1, P! = (t1 + o(P)(t1) + o(PE)(t) + (PP (1), P

(t1, P1)® = (i + @(P1) (1) + o(PE) (1) + (P (1) + o(PH(t1), PY)

(t, 1) = (b + p(P)(80) + 9(PP) (02) + @(PY) (1) + o(P)(t1) + ... + (P (t1), PY)
Pelo Lema 3.4.1, existe um m < 2%~ tal que
Plr=LPM =P, P =P Pt = PPl

(t1, P*™ = (1 + o(P)(t) + (PR (t) + @(PE) (1) + ... 4+ o(Pr 1) (1) +
+o(PI) () + (PP (0) + (P2 () + .+ (PP (81), PP™)
- (1.

Portanto, todo elemento de I' (Z’g) = 7.5 %, 8k tem ordem menor do que 2%, e daf segue que
nao existe um subgrupo ciclico de ordem 2%, O

Apesar de ndo existir um subgrupo ciclico de ordem 2%, podem existir outros grupos tran-
sitivos de ordem 2%, que também possam ser interessantes para os objetivos definidos. A

existéncia de subgrupos transitivos nao ciclicos serd discutida no préximo capftulo.
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3.5 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos a definigio de cédigos Z,-lineares e suas principais propriedades
[15]. Isto foi feito na Se¢éo 2 dando énfase apenas aos aspectos conceituais da Z,-linearidade.
Foi apresentada também uma tabela de cédigos quaternérios de comprimento < 10 com distancia
de Lee, utilizando uma técnica de procura computacional por otimizagio [50] e uma tabela de
codigos ciclicos quaternérios de comprimento < 10 com a distancia de Lee.

Na Secao 3, através das propriedades mais importantes da Zs-linearidade, analisamos trés
propostas de extensio para Zj-linearidade como técnica de construgao de cédigos bindrios
de comprimento miltiplo de k. Uma tabela de cddigos octérios com distancia esférica foi
apresentada seguindo a mesma técnica de [50], além de uma tabela de cédigos ciclicos octarios.

Com a escolha apropriada de alguma de suas propriedades estabelecemos as condicdes
necessarias da Zg.-linearidade para que a mesma possa ser utilizada como uma técnica para

construcao de codigos bindrios. Sob estas condigdes mostramos que nio existe a Zo«-linearidade.
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n | k | dgg | mapeamento | m.geradora | espectro de pesos
211 2 paridade
3|1 3 repeticao
312 2 paridade
411 4 repeticao
412 4 2312211 6675 0(1) 4(6) 5{24) 6(16) 8(9) 9(8)
7566
2112231 7311 0(1) 4(6) 5(24) 6(16) 8(9) 9(8)
0354
1322112 4750 0(1) 4(6) 5(24) 6(16) 8(9) 9(8)
3225
1122132 3522 0(1) 4(6) 5(24) 6(16) 8(9) 9(8)
6657
413 2 paridade
511 b) repeticao
5121 6 2213121 32106 0(1) 6(13) 7(18) 8(9) 9(4) 10(15)
10667 12(2) 13(2)
1223121 51460 0(1) 6(13) 7(18) 8(9) 9(4) 10(15)
23667 12(2) 13(2)
1213221 42545 0(1) 6(13) 7(18) 8(9) 9(4) 10(15)
52467 12(2) 13(2)
1213122 66507 0(1) 6(13) 7(18) 8(9) 9(4) 10(15)
45021 12(2) 13(2)

Tabela 3.15: Cddigos octarios obtidos pela técnica de otimizacio
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k | dgg | mapeamento | m.geradora | espectro de pesos
3] 4 2312211 37410 0(1) 4(22) 5(72) 6(65) 7(92) 8(97)
45261 9(84) 10(62) 11(4) 12(8) 13(4)
46173 14(1)
2112231 60575 0(1) 4(22) 5(72) 6(65) 7(92) 8(97)
74326 9(84) 10(62) 11(4) 12(3) 13(4)
55007 14(1)
1322112 23727 0(1) 4(22) 5(72) 6(65) 7(92) 8(97)
45277 9(84) 10{62) 11(4) 12(8) 13(4)
15776 14(1)
1122132 36274 0(1) 4(22) 5(72) 6(65) 7{92) 8(97)
37164 9(84) 10(62) 11(4) 12(8) 13(4)
32777 14(1}
4 2 paridade
1 6 repetigio
21 8 2312211 163110 0(1) 8(45) 12(18)
650531
2112231 355304 0(1) 8(45) 12(18)
227517
1322112 740755 (1) 8(45) 12{18)
653536
1122132 255754 0(1) 8(45) 12(18)
754677
3 6 1223121 210504 0(2) 6(40) 7(74) 8(52) 9(42)
222600 10(108) 11(76) 12(46) 13(46)
442176 14(20) 15(2) 16(4)
1213122 406442 0(2) 6(42) 7(120) 8(104) 9(52)
115377 10(52) 11{56) 12(38) 13(28)
527347 14(16) 18(2)

Tabela 3.16: Codigos octdrios obtidos pela técnica de otimizacdo (cont.)
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n | k | dgg | mapeamento | m.geradora | espectro de pesos
64| 4 2312211 367302 0(1) 4(57) 5(176) 6(299) 7(384)
671520 8(667) 9(928) 10(667) 11(384)
45434 12(299) 13(176) 14(57) 18(1)
677405
1322112 445552 0(1) 4(57) 5(176) 6(299) 7(384)
326231 8(667) 9(928) 10(667) 11(384)
372770 12(299) 13(176) 14(57) 18(1)
523070
1122132 307632 0(1) 4(57) 5(176) 6(299) 7(384)
746736 8(667) 9(928) 10(667) 11(384)
TTABTT 12(299) 13(176) 14(57) 18(1)
157724
2312211 367302 0(1) 4(57) B5(176) 6(299) 7(384)
671520 8(667) 9(928) 10(667) 11(384)
045434 12(299) 13(176) 14(57) 18(1)
677405
6|5 2 paridade
711 7 repeticao
712 9 9213121 1631634 0(1) 9(16) 10(10) 11(14) 12(11)
3056661 13(4) 14(2) 15(4) 17(2)
1213221 5625776 0(1) 9(16) 10(10) 11(14) 12(11)
3470456 13(4) 14(2) 15(4) 17(2)
1213122 6667557 0(1) 9(16) 10(10) 11(14) 12(11)
766365 13(4) 14(2) 15(4) 17(2)
1223121 2605727 0(1) 9(16) 10(10) 11(14) 12(11)
1424330 13(4) 14(2) 15(4) 17(2)

Tabela 3.17: Cédigos octéarios obtidos pela técnica de otimizagio (cont.)
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n dgs | mapeamento | m.geradora | espectro de pesos
8 2112231 4647731 0(1) 8(196) 10(56) 12(196) 14(56)
5034156 16(7)
7745764
1322112 7155640 0(1) 8(196) 10(56) 12(196) 14(56)
1474125 16{7)
2750510
7 5 2312211 1063672 0(1) 5(21) 6(154) 7(318) 8(308)
5566613 9(462) 10{756) 11(700) 12(588)
3236603 13(462) 14(178) 15(70)
7612156 16(63) 17(14) 21(1)
1122132 7771620 0(1) 5(21) 6(154) 7(318) 8(308)
1357131 9(462) 10(756) 11(700) 12(588)
............ 454436 | 13(462) 1478y 15070y
7740235 16(63) 17(14) 21(1)
7 4 01322121 3130072 0( 1) 4( 155) 5( 245) 6{ 1024)
715731 7(1559) 8(3155) 9(4804) 10(5572)
2634045 11( 5292) 12( 4595) 13( 3436)
4424370 14( 1665) 15( 790) 16( 321) )
3361344 17(127) 18( 23) 19( 3) 20( 1}
1312122 3266304 0( 1) 4( 155) 5( 245) 6( 1024) 7(1559) 8(3155)
7 2 paridade 9(4804) 10(5572) 11( 5292) 12( 4595) 13( 3436)
8 8 repeticio 14(1665) 15(790) 16(321) 17(127) 18(23) 19(3) 20(1)

Tabela 3.18: Codigos octdrios obtidos pela técnica de otimizagio (cont.)
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k | dgs | mapeamento | m.geradora | espectro de pesos
11 2213211 40317665 0(1) 11{16) 12(30) 13(16) 24(1)
75351357
2113221 71335755 0(1) 11(16) 12(30) 13(16) 24(1)
37142250
1223112 BhTT5177 0(1) 11(16) 12(30) 13(16) 24(1)
46077561
1123122 40366571 0(1) 11{(16) 12(30) 13(16) 24(1)
57157375
3 8 2213121 52167346 0(1) 8(12) 9(71) 10(59) 11(66)
60276017 12(79) 13(73) 14(47) 15(50)
66143031 16(20) 17(25) 18(6) 21(3)
1213221 14371662 0(1}) 8(12) 9(71) 10(59) 11(66)
13504647 12(79) 13(73) 14(47) 15(50)
77353763 16(20} 17(25) 18(6) 21(3)
1223121 31562700 0(1) 8(12) 9(66) 10(39) 11(74)
32261724 12(83) 13(48) 14(54) 15(78)
35042007 16(25) 17(22) 18(7) 20(3)
1213122 44421510 0(1) 8(12) 9(66) 10(39) 11(74)
64234723 12{83) 13(48) 14(54) 15(78)
66547507 16(25) 17(22) 18(7) 20(3)
4 6 2213121 67047655 0(1) 6(4) 7(48) 8(321) 9(432)
2627652 10(436) 11(448) 12(788) 13(400)
34506000 14(468) 15(384) 16(241) 17(64)
40235576 18(36) 19(16) 20(8) 24(1)
1223121 47566433 0(1) 6(4) 7(50) 8(321) 9(426)
22256160 10(407) 11(517) 12(713) 13(455)
56407233 14(495) 15(359) 16(192) 17(91)
27361015 18(34) 19(22) 20(8) 24(1)

Tabela 3.19: Cédigos octérios obtidos pela técnica de otimizagao (cont.)
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k | dps | mapeamento | m.geradora | espectro de pesos
1213221 52042603 0(1) 6(4) 7(48) 8(321) 9(432)
45567742 10(436) 11(448) 12(788) 13(400)
6650270 14(468) 15(384) 16(241) 17(64)
53657453 18(36) 19(16) 20(8) 24(1)
1213122 21600067 0(1) 6(4) 7(48) 8(321) 9(432)
10117556 10(436) 11(448) 12(788) 13(400)
53152545 14(468) 15(384) 16(241) 17(64)
52366422 18(36) 19(16) 20{8) 24(1)
5 5 2213211 36351743 0(1) 5(56) 6(460) 7(592) 8(1073)
70243767 9(3440) 10(2988) 11(3976)
20355706 12(7596) 13(3976) 14(2988)
31126744 15(3440) 16(1073) 17(592)
25736454 18(460) 19(56) 24(1}
2113221 26145217 0(1) 5(56) 6(460) 7(592) 8(1073)
72651542 9{3440) 10{2988) 11(3976)
| 57517555 | 12(7596) 13(3976) 14(2988)
41716247 15(3440) 16(1073) 17(592)
31555454 18(460) 19(56) 24(1)
1223112 55233550 0(1) 5(56) 6(460) 7(592) 8(1073)
65154250 9(3440) 10(2938) 11(3976)
76442777 12(7596) 13(3976) 14(2988)
53764250 15{3440) 16(1073) 17(592)
45777060 18(460) 19(56) 24(1)
1123122 65243152 0(1) 5(56) 6(460) 7(592) 8(1073)
51240103 9(3440) 10{2988) 11(3976)
74772036 12(7596) 13(3976) 14(298R)
83553357 15(3440) 16(1073) 17(592)
73743435 18(460} 19(56) 24(1)

Tabela 3.20: Cddigos octérios obtidos pela técnica de otimizagio {cont.)
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k | dgs | mapeamento | m.geradora | espectro de pesos
3 2213121 25323017 0(2) 3(2) 4(148) 5(854) 6(2156)
67774325 7{ 4948) 8( 11880} 9( 20144)
47304616 10( 30064) 11( 40244) 12( 41570)
47272025 13(39008) 14( 31752) 15( 19884)
35575167 16(11010) 17( 5392) 18( 1968)
74204445 19(810) 20(238) 21( 42) 22( 28)
7 2 paridade
1 9 repeticao
2 12 2213121 620632557 0(1) 12(9) 13(12) 14(18) 15(12)
216067617 16(6) 20(6)
1223121 734401616 0(1) 12(9) 13(12) 14(18) 15(12)
321632210 16(6) 20(6)
1213221 666235075 0(1) 12(9) 13(12) 14(18) 15(12)
507665636 16(6) 20(6)
1213122 725260576 0(1) 12(9) 13(12) 14(18) 15(12)
e 16(6)20(6) e A
3 9 2213211 554117426 0(1) 9(1) 10(54) 11(75) 12(83)
125330734 13(75) 14(48) 15{41) 16(45)
650701357 17(57) 18(24) 19(6) 21(1) 24(1)
2113221 255115706 0(1) 9{1) 10(54) 11(75) 12(83)
420671001 13(75) 14(48) 15(41) 16(45)
352336477 17(57) 18(24) 19(6) 21(1) 24(1)
1123122 764070575 0(1) 9(1) 10(54) 11{75) 12(83)
542357714 13(75) 14(48) 15(41) 16(45)
93766155 17(57) 18(24) 19(6) 21(1) 24(1)
2213211 554117426 0(1) 9(1) 10(54) 11(75) 12(83)
125330734 13(75) 14(48) 15(41) 16{45)
650701357 17(57) 18(24) 19(6) 21(1} 24(1)

Tabela 3.21: Cédigos octdrios obtidos pela técnica de otimizagéo (cont.)
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n drs | mapeamento | m.geradora | espectro de pesos
7 2213121 134706254 0( 1) 8( 54} 9( 233) 10( 320)
267457060 11(421) 12(463) 13(583) 14(545)
427622127 15(547) 16(313) 17(336) 18(147)
356417660 19(96) 20(12) 21(20) 23(4) 24( 1)
1223121 342421167 0( 1) 8( 54) 9( 233) 10( 320)
341567113 11(421) 12(463) 13(583) 14(545)
10271247 15(547) 16(313) 17(336) 18(147)
257532400 19(96) 20{12) 21(20) 23(4) 24( 1)
1213221 673135033 0( 1) 8( 54) 9( 233) 10( 320)
47025010 11{421) 12(463) 13(583) 14(545)
751556355 15(547) 16(313) 17(336) 18(147)
321017555 19(96) 20(12) 21{20) 23(4) 24( 1)
1213122 145535516 0( 1) 8( 54) 9( 233) 10( 320)
245366434 11(421) 12(463) 13(583) 14(545)
....... 31407042115(547)16(313) 17(336)18(147’) —..
713377325 19(96) 20(12) 21{20) 23(4) 24( 1)
9 6 2213121 417473376 0( 1) 6( 44) 7(297) 8( 601) 9( 1122) 10{ 2089)
300746423 11( 3165) 12( 4217) 13( 4990) 14( 5051)
2301660 15( 4008} 16( 2931)17( 1981) 18( 1214) 19( 657)
470100625 20( 260) 21( 95) 22( 38)23( 4) 24{ 2) 27( 1)
774016743
1213122 777011642 0( 1} 6( 44) 7( 289) 8( 625) 9{ 1106) 10( 2081)
566307351 11{ 3165) 12( 4225) 13( 5014) 14( 5003)
146111201 15( 4032) 16( 2939)17( 1981) 18{ 1206)
771275617 19{ 641} 20( 284) 21( 87) 22( 38)
353167065 23( 4) 24( 2) 27( 1)

Tabela 3.22: Cédigos octdrios obtidos pela técnica de otimizacao {cont.)
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n | k| dgs | mapeamento | m.geradora | espectro de pesos
918 2 paridade
10611 10 repeticio
10} 2 13 2213211 7476015326 | 0(1) 13(6) 14(15) 15(24) 16(11) 17(2)
7513371175 | 18(4) 30(1)
2113221 4553361046 | 0(1) 13(6) 14(15) 15(24) 16(11) 17(2)
39TTI77711 | 18(4) 30(1)
1223112 7146403565 | 0(1) 13(6) 14(15) 15(24) 16(11) 17(2)
7717735751 | 18(4) 30(1)
1123122 516721534 0(1) 13(6) 14(23) 15(12) 16(13) 18(3)
7437072155 | 19(4) 21(2)
101 3 11 1213221 4015666767 | 0(1) 11(12) 12(65) 13(46) 14(79) 15(57)
6067423156 | 16(44) 17(56) 18(46) 19(44) 20(44) 21(10)
6127041047 | 22(1) 23(7)
1213122 2256453247 | 0(1) 11(12) 12(65) 13(46) 14(79) 15(57)
2052652374 | 16(44) 17(56) 18(46) 19(44) 20(44) 21(10)
235420471 22(1) 23(7)
101 4 8 2312211 5447403114 | O( 1) 8( 3) 9( 58) 10( 148) 11( 217) 12( 369)
30755431 13( 425) 14( 534) 15( 575) 16{ 546) 17{ 475)
4445144577 | 18( 328)19( 223) 20( 103) 21( 63)
540274175 22( 14) 23( 9) 24( 2)25( 3)
1015 7 2312211 4442437534 | 0( 1) 7( 6) 8( 359) 9( 228) 10( 1198) 11( 1212)
770706216 12( 3326) 13( 2868) 14( 5306) 15( 3720)
4321470115 | 16( 5461) 17( 2796)18( 3238) 19( 1188) 20( 1306)
1670414166 | 21( 252} 22( 238) 23( 18)24( 43) 26( 4)
6455206552

Tabela 3.23: Cdédigos octarios obtidos pela técnica de otimizagdo (cont.)
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n drs | mapeamento | m.geradora | espectro de pesos

10 6 2213121 1756327443 | 0( 1) 6( 189) 7( 462) 8( 1701) 9( 3256) 10{ 7130)
3164411574 | 11( 13627) 12( 20940) 13( 29045) 14( 36242)
6603444331 | 15( 37530) 16{ 35072)17( 29519) 18( 21170)
5023276074 | 19( 13231) 20( 7598) 21( 3387) 22( 1341)
6021254077 | 23( 486) 24( 168) 25( 17) 26( 32)
5042511453

10 4 2213121 102306064 0( 1) 4( 17) 5( 344) 6( 1257) 7( 3903) 8( 11280)
2377124173 | 9 27896) 10( 59418) 11( 105528) 12( 168783)
106434052 | 13( 234733)14( 282227) 15( 305084) 16( 285435)
4421553240 | 17( 232287) 18( 169672)19( 106950) 20( 56864)
1232331616 | 21( 27963) 22( 11654) 23( 4005)
776566647 24{ 1394) 25( 377) 26( 60) 27( 18) 28( 2)
7733071515

10 2 paridade

Tabela 3.24: Cdédigos octdrios obtidos pela técnica de otimizagao (cont.)
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nikid| d | mapeamento | pol. gerador | espectro de pesos
2112 2 paridade
31113} 3 repeticao
312021 2 paridade
411141 4 repeticio
412141 4 01122132 5470 0(1) 4(6) 5(24) 6(16) 8(9) 9(8}
01322112 5470
02112231 5470
02312211 5470
41312 2 paridade
51115 5 repeticao
5] 2 Nao existe cddigo ciclico com estes pardmetros.
513 Nao existe codigo ciclico com estes pardmetros.
51412 2 paridade
6116 6 repeticio
6128 8 | 01122132 514770 0(1) 8(45) 12(18)
01322112
02112231
02312211
61315 6 ;02213121 126700 0(1) 5(24) 6(35) 7(78) 8(84) 9(68) 10(120)
01223121 11(30) 12(35) 13(24) 14(12) 18(1)
01213221
01213122
614131 4 | 02213121 531000 0(1) 3(12) 4(42) 5(132) 6(330) 7(510) 8(609)
01223121 9(752) 10(723) 11(492) 12(318) 13(132)
01213221
01213122

Tabela 3.25: Codigos octdrios ciclicos obtidos por procura computacional exaustiva
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n{k! d| d | mapeamento | pol. gerador | espectro de pesos
6151 2| 2 paridade
Y1147 7 repeticao
71219 9 Nio existe cédigo ciclico com estes pardmetros.
713 8 | 8 |02112231 1572100 0(1) 8(196) 10(56) 12(196) 14(56) 16(7)
01322112
7145 | 5 | 02312211 7231000 0(1) 5(21) 6(154) 7(318) 8(308) 9(462)
01122132 10(756) 11(700) 12(588) 13(462) 14(178) 15(70)
T15 Nao existe codigo ciclico com estes parametros.
Ti6| 2 2 paridade
81} 8] 8 repeticio
812110 11 ] 02223111 56541210 0(1) 10(12) 12(38) 14(12) 24(1)
01223211
02123121
01123221
02213112
01213212
02113122
01113222
8131 8| 8 | 02312211 71403100 0(1) 8(103) 10(64) 12(176) 14(64)
02112231 16(103) 24(1)
01322112
01122132

Tabela 3.26: Cédigos octarios ciclicos obtidos por procura computacional exaustiva (cont.)
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n|k|d| d | mapeamento | pol. gerador | espectro de pesos
6 | 02312121 34401000 0(1) 4(4) 5(8) 6(96) 7(192) 8(230)
01322121 9(248) 10(352) 11(584) 12(684) 13(568) 14(376)
01312221 13(568) 14(376)
02212131
01222131
01212231
01312122
01212132
81514 5 02312211 71310000 0(1) 4(12) 5(48) 6(384) 7(336) 8(2407) 9(1264)
02112231 10{5120) 11(2448) 12(8728) 13(2448)
01322112 14(5120) 15(1264) 16{2407) 17(336) 18(384)
01122132 19(48) 20(12) 24(1)
81712 2 paridade

Tabela 3.27: Cédigos octdrios ciclicos obtidos por procura computacional exaustiva {cont.)
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Capitulo 4

G-Linearidade

4.1 Introducao

No Capitulo 3, apresentamos o conceito da Zox-linearidade como extensao da Zs-linearidade.
Sob as mesmas condicdes que a da Zge-linearidade, estabeleceremos neste capftulo o conceito

da G-linearidade, onde G é um grupo, como sendo a extensdo da Zge-linearidade. Veremos

‘também que a existéncia da G-linearidade, sob o ponto de vista da construcdo de cédigos

geometricamente uniformes, estd vinculada & determinaciio do grupo de simetrias do conjunto
de sinais associado.

De fato, revendo o caso Zs, observamos que o mapeamento ¢ foi obtido com a caracteristica
de associar um cédigo quaternario linear a um cddigo bindrio que, mesmo nao sendo necessari-
amente linear, satisfaz a propriedade de que o perfil de distancias é o mesmo para qualquer
palavra-cédigo considerada. Em outras palavras, o mapeamento da Z,-linearidade transportou
de uma forma bastante sutil para o cédigo bindrio a ”linearidade” do cédigo quaternario. Esta
propriedade ¢ uma consequéncia imediata da uniformidade geométrica do cddigo binario.

Para que esta condicio seja satisfeita, é necessario que a distancia de Lee seja compativel
com a operacao do grupo Z, e que haja uma isometria entre os espacos considerados. Isto
implica diretamente na propriedade de casamento (no sentido proposto por Loeliger [43]) entre

o grupo Z, e o conjunto de sinais Z2 = Zy x Zs.
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Mais precisamente, considere ZZ como o espaco métrico de Hamming bidimensional de
ordem 2. Note que a propriedade relevante neste caso é o casamento efetivo entre Z, e Z3.
Entao pelo Teorema 2.4.7, temos que esta propriedade ¢ equivalente a encontrar o grupo de
simetrias do conjunto de sinais Z2. O grupo de simetrias de Z2 é o grupo diedral de ordem &,
D4, que possui um subgrupo ciclico de ordem 4 isomorfo a Z,.

Entao do Teorema 2.4.7, temos que Z3 é casado a Z4 e a funcio

Hag : Lo — 23, pza(f) = f(s)

¢ um rotulamento casado para todo s € ZZ. Escolhendo o ponto inicial s = (0,0) obtemos o

rotulamento isométrico:

S = e ] D
— =] o i

0
1
2
3

Tabela 4.1:. Mapeamento. por.rotulamento. isométrico. ...

A escolha do ponto inicial dependerd da aplicagio sendo considerada. No caso em consi-
deracdo, isto é, Z4 e ZZ, o interesse é relacionar cédigos sobre Z4 com cédigos sobre Z3. Como
em Z4 a distancia de interesse é a distancia de Lee e em Z2 a distancia natural é a distancia de
Hamming vemos que o rotulamento preserva o perfil de distincias e o peso de cada elemento
em cada espago. Assim temos uma isometria entre os espacos métricos (Zs, dpe.) e (22, dy).

Vemos assim que a G-linearidade, quando utilizada na obtencédo de cédigos geometricamente
uniformes, estd vinculada ao fato de que o grupo G seja um subgrupo do grupo de simetrias
correspondente ao conjunto de sinais de interesse.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira. Na Se¢fo 4.2 apresentaremos a definicio
de G-linearidade e exemplos que incluem a Zs-linearidade e a Zge-linearidade como casos par-
ticulares.

Na Secao 4.3, faremos um estudo do grupo de simetrias do espaco de Lee Zg,q > 2,n = 2.
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Na Secao 4.4, estabeleceremos a Zgn-linearidade associada a Z} através do estudo dos sub-
grupos ciclicos de ordem ¢™ de seu grupo de simetrias.
Na Secao 4.5, apresentaremos alguns casos especiais como exemplos da G-linearidade.

Na Secao 4.6, apresentaremnos as conclusdes do capitulo.

4.2 G-Linearidade

Todos os cddigos binarios ndo-lineares estudados em [15] sdo imagens de cddigos lineares sobre
Z, através de um mapeamento adequado.

Para estender este mapeamento para alfabetos nfo necessariamente bindrios precisamos
conhecer a estrutura do dominio e da imagem do mapeamento ¢ : Z} — (Zg x Z3)™. Desse

modo, temos as seguintes consideragoes:

¢ O dominio bésico 74 serd visto como uwm grupo e a distincia de Lee associada a Z, é

compativel com sna estrutura de grupo, ou seja, é uma métrica de grupo em Z,.

e Aimagem biésica Z, X Zg sera vista como um espago métrico onde a métrica associada é

a métrica de Hamming,.

Tendo como base estas consideragoes, a questdo que se coloca é a seguinte: para um grupo
G (como o Z4) e um espago métrico M (como o Zs X Z;) quais devem ser as condicbes de
existéncia do mapeamento ¢ : G™ -—» M | como no caso da Z,-linearidade?

A resposta a esta questdo poderd fornecer uma técnica de construgio de classes de cédigos
geometricamente uniformes sobre o alfabeto M , através de cédigos de grupo sobre o grupo
G. Além de ser possivel a construgio de cédigos sob uma determinada estrutura algébrica a
partir de cédigos sob uma estrutura mais adequada, permitird também fornecer uma téenica
de associacéo das palavras-cédigos aos elementos do conjunto de sinais.

Considerando o mesmo procedimento que no caso Z,, iremos estabelecer condicoes sufi-
cientes para que um codigo C, sobre um alfabeto A, seja geometricamente uniforme, mesmo
que este nao seja linear. Esta ltima condicdo deverd ser herdada do cédigo de grupo sobre o

grupo G.
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Estas consideracoes nos levam a seguinte definicéo.

Definicdo 4.2.1 Sejam G um grupo, d uma métrica de grupo em G e C um cédigo de com-
primento n sobre o alfabeto A e cuja métrica € d'. Diremos que C é G-linear se C, ou um
cédigo equivalente C’, for imagem de um cédigo de grupo C sobre o grupo G, isto

é, C = ¢(C), onde ¢ : G" -+ A™ é uma isometria entre os espacos métricos.
Com esta defini¢io, temos as seguintes propriedades do cédigo C:
Proposigao 4.2.1 Se um cdédigo C ¢ G-linear, entdo:

1. O alfabeto A estd efetivamente casado ao grupo G, e consequentemente, o cédigo C estd

casado ao coédigo de grupo correspondente obtido pelo mapeamento estendido.

2. O codigo C € geometricamente uniforme.

Demonstracdo:

1. Como d' é uma métrica de grupo em G
g

d(d(z),¢(y)) = d(z,y) = d(z xy~*,0) = d'(p(z x y 1), $(0)).
Como ¢ € wma bijecdo, o mapeamento ¢ € um rotulamento efetivamente casado.

2. Seja C um cddigo de grupo sobre o grupo G, tal que C = ¢(C). Como C € efetivamente
casado a C, temos que C € isomorfo a um subgrupo transitivo do grupo de simetrias de

C. Portanto, C € geometricamente uniforme.0

Encontrar o mapeamento ¢ : &G -4 é, em principio, um problema dificil. Todavia, como
o alfabeto A estd casado ao grupo G e ¢ é uma bijegdo, a procura por este mapeamento é
equivalente a determinar um subgrupo transitivo isomorfo ao grupo de simetrias de .4 conforme

o Teorema 2.4.7
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Exemplo 4.2.1 Seja (Z%,dy) o espago métrico como mostra a Fig. 4.1. Este é o espaco de

Hamming bidimensional. Assim, o grupo de simetrias de Z3 é
T(7Z3) 2 Dy 2 Zy.

Além disso, Zs ¢ transitivo sobre 73 e, portanto, 73 estd efetivamente casado a Zy. Se em Zy4
utilizarmos a métrica de Lee, entdo concluimos que (Zy,dr) € isométrico a (Z2,dy) sequndo
o rétulo escolhido a partir do ponto inicial (0,0). Portanto, existem cddigos Zy-lineares. Em

[15], algumas classes importantes de cddigos bindrios nio-lineares sio obtidas através de cédigos

quaterndrios lineares.

Figura 4.1: Rotulamento do espago de Hamming bidimensional de ordem 2

Exemplo 4.2.2 Seja (Z§,dy) o conjunto de sinais constituindo o espaco de Hamming k-

dimensional. Assim, o grupo de simetrias de 7 ¢
I‘(Zg) = Zg X Sk.

Como vimos no Capitulo 3, T(ZE) ndo contém um subgrupo transitivo e ciclico de ordem 2F.

Desta forma, ndo existem codigos Zox-lineares.
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Exemplo 4.2.3 No Exemplo 4.2.2 vimos que ndo existe um subgrupo transitivo ciclico de or-
dem 2% no grupo de simetrias de (Z5,dy). Porém, T'(Z3) possui dois subgrupos transitivos de
ordem 8: um € abeliano ndo-ciclico isomorfo ao produto direto Z4 x Zs, 0 outro € ndo-abeliano

isomorfo ao grupo diedral 4. Vamos estudar estes dois casos.

e Caso 7y X Zy. Considere o subgrupo de U'(Z3) gerado pelas simetrias obtidas por uma
rotagdo de § em torno do eixo parclelo ao eizo oz e passando pelo centro de gravidade
do cubo e por uma reflexdo em relagdo ao plano Oy passando pelo centro de gravidade
do cubo (como mostra a Fig. 4.2). Estas duas simetrias geram wm subgrupo isomorfo a

Zg % Za. A representacdo matricial deste grupo tem como geradores as matrizes

0 —1 0 1 0 0
Fo=11 0 0 e Re=101 0
g 0 1 0 0 -1

A primeira gera as rofagoes e a sequnda corresponde d reflexdo. O mapeamento de Zy X 7y

em 73 ¢ apresentado na Fig. 4.3.

Figura 4.2: Simetrias do cubo que geram o grupo fransitive abeliano

e Caso Iy. Considere o subgrupo de U'(Z3) gerado pelas simetrias obtidas por uma rotagdo

de % em torno do eizo paralelo ao eizo oz e passando pelo centro de gravidade do cubo
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Figura 4.3: Espaco de Hamming tridimensional rotuladoe por Z4 X Zs.

e por uma rotagdo de m em torno do eizo paralelo ao eixo oy passando pelo centro de
gravidade do cubo (como mostra a Fig. 4.4). Estas duas simetrias geram um subgrupo

isomorfo a Wy. A representacdo matricial deste grupo tem como geradores as matrizes

0 -1 0 -1 0 0
Ro(g,oz) =1 0 0 e RBo(moy)=| 06 1 0
0 0 1 0 0 -1

O mapeamento de Dy em Z3 € apresentado na Fig. 4.5,

Obtém-se também By por simetrias dadas por uma rotagdo de § em torno do eizo paralelo

a eizo oz e passando pelo centro de gravidade do cubo e por uma rotacdo de ® em torno

do eizo que passa pelos pontos médios de duas arestas paralelas do cubo como mostra a Fig.

4.6. Esles sdo os tunicos subgrupos transitivos nao-triviais do grupo de simetrias T(Z3), @

menos de um isomorfismo. De fato, os subgrupos transitivos deverdo ser de ordem 8 e temos

5 grupos ndo isomorfos de ordem 8: um ciclico, dois abelianos isomorfos a Z3 ou oy X Za, 0

diedral e 0s quatérnios. Jd foi demonstrado que o o grupo ciclico ndo € subgrupo. Quanto aos

quatérnios observamos que ele possui um elemento de ordem 2 e cinco elementos de ordem 4.
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Figura 4.4: Simetrias do cubo que geram o grupo diedral

Os elementos de ordem 4 no grupo de simetrias do cubo sdo dados por rotagées de £ em torno
do eizos paralelos aos eixos ox, oy e 0z. Qualquer subgrupo que contenha cinco elementos de
ordem 4 deverd conter pelo menos duas destas rotacées e isto implica na existéncia de mais
elementos de ordem 2. Logo o grupo dos quatérnios ndo poderd ser um subgrupo transitivo de
I(Z3). Portanto, temos que os inicos subgrupos transitivos ndo triviais de T'(Z3) sdo o grupo
diedral e o grupo abeliano Zy x Zo. Utilizando a métrica induzida por dg em cada um desses
subgrupos temos como consequéncic uma métrica de grupo na qual € possivel construir cédigos
de grupo. Mais adiante, apresentaremos subgrupos transitives abelianos ndo-ciclicos de ordem

2% do grupo de simetrias de (Z%,dy) que estendem o procedimento utilizado neste exemplo.

4.3 Grupo de Simetrias do Espago de Lee Zj

Da secho anterior, fica bastante clara a importancia do conhecimento do grupo de simetrias de
um alfabeto. Além disso, se este alfabeto possui uma estrutura algébrica associada, entfo é mais
interessante para aplicagbes em codificagdo e/ou modulagio. Este é o caso do espaco de Lee
n-dimensional de ordem q, (Z7,d;). Este espago contém o espago de Hamming n-dimensional
como caso particular, pois a métrica de Hamming coincide com a métrica de Lee para g =2 e

g = 3. Este espaco métrico constitui um objeto importante de estudo, dado que sua métrica

99




rssm— 001 013———-:28
|
|
101 — 5 : 111715
t
H
|
|
!
® - - - @010—13
.7 000-se
/,,
i 110-r 2
1001

Figura 4.5: Espago de Hamming tridimensional rotulado por Dy.

é adequada para problemas de codificagdo e modulacdo sobre Z,, ¢ um primo ou poténcia de
primo.
Desta forma, é um espago métrico que merece um estudo detalhado de seu grupo de simetrias

para que possamos investigar a existéncia ou nao de codigos G-lineares sobre um alfabeto g-ario.

4.3.1 Definicao e propriedades

No grupo (Zy, ©), definimos uma métrica que respeita a natureza da operacio '@’ no conjunto
7, constituindo a forma mais adequada de andlise de um cédigo g-rio, assim como determina
a capacidade de corregio de erros deste céddigo. No que segue, apresentaremos as definicoes e

propriedades que se referem ao espago de Lee.

Definicao 4.3.1 A distancia de Lee entre dois pontos a e b € Z, é dada pela funcio dy.. :
Zy x Ly— R, definida por
dLee(a: b) = wLee(a' S b)': G,,b € Zq
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Figura 4.6: Oulras simetrias do cubo que geram o grupo diedral

onde Wree * Ly — R € dado por

a, se a< {gJ | @)

wLee(G‘): PP a>i%J

onde | x| denota o maior inteiro menor ou igual a x. A fun¢io wye. € denominada peso de Lee
do ponto a € Zg.

Observe que no lado esquerdo da igualdade (4.1), a é nm niimero inteiro entre 0 e ¢ — 1
que é um representante de classe que pertence ao conjunto Z,;. Antes de calcular o peso de Lee
devemos ter como representante de classe este elemento.

A propriedade constante no Lema 4.3.1 permitird a demonstracgfo do fato de que a distancia

de Lee di.. € uma métrica em Z,.

Lema 4.3.1 O peso de Lee, wy.., satisfaz as sequintes propriedades:
1. wreela) =0 a=0,Ya € Z;
2. Wree(O0) = wieela),Va € Zg;

3. Wree(a & b) € Wreela) + Wree(b), Va,b € Z,.
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Demonstragdo:1. Imediata.

2. Seja a € Zy,

- a, se - <
wLee(@a’) = wLee(q — (I) == 1 4 - l J

:{qma, se aZ[J z{a, se agth — wpun(a)
3]

3. Sejam a,b € Z,,

(Caso 1)0<a<4,0<b<%,0<a+b< §:

wLee(a &, b) == wLee(a -+ b) =z (g b= ’U‘JLee(CL) 4 wLee(b).

(Caso 2)0<a<i,0<b<i i catbay:

wLee(a & b) = wLee(a’ “+ b) =q-— (O‘, + b) <

< a+b=wrel(a) + wre(b).

L ]

(Caso 3) 0<a<2,0<b<da+b=gq:

Wree(a @ b) = Wiee({a + b) mod q) = Wre(0) = 0 < a+ b = wie(a) + wree(h).

(Caso 4)0<a<i{d<b<gi<atbay:

wLee(a@b)zwLee(a+b)mq_(a+b):qmb“agq_b+aEwLee(a)+wLee(b)-

(Caso 5)0<a<$i<b<qq<a+b<i:

Wree(@ B b) = wreela+b—q) =a+b—g<a+ (q—b) = wrela) + Wree(b).

(C’asoﬁ)%<a<q,%<b<q,q<a+b§§§:

Wree(a B b) = Wieela+b—q) =a+b—qg<2¢—(a+b) =

=(q—a) + (¢ — b) = Wree(a) + wree (D).
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e (Caso 7)%<a<q,%<b<q,%”~<a,~%~b<2q:
Wreel@ D b) = Wreela +b—¢) =g—(a+b-q)=2¢— (a+b) =
= (qma)+(qwb) == wLee(a)+wL66(b)-
3. Segue de 2.00

Proposicao 4.3.1 (Z,,dp..) € wmn espago métrico.

Demonstra¢do:
¢ diee(a,0) =0 Wee(aBb) =0 a0b=0=a=0".
o diee(a,b) = Wree(a S ) = Wree(—(a O b)) = Wree(b © a) = dpee(b,a).
o dree(a,¢) = Wree(8 O €) = Wree(a B VSIS ¢) = wree((a OB B (O ) <
< Wree{a © b) 4+ Wree(b © ¢) = dree(a, b) + dree(b, ¢).
4

Podemos estender a distancia de Lee para o grupo Z7, produto direto do grupo Z,, utilizando

a métrica da soma, isto é d; = dy = ... = d,, = dj.. (Exemplo 2.3.5), ou seja,
dL(___@,b) = ZdLee(aiu 61)7 v@. = (ai: e 3a'n)a.b. = (bla ve - 7bn) € Zg
i=1

Podemos estender também o peso de Lee para Zy, de maneira natural, ou seja,

'LUL(Q) = ZwLee(ai)y VQ iz (al, Ca ,an) & Z;,

i=1
e é obvio que

dr{a,b) = wi(e ©b).

wy(a) = wi(o(a)),

onde ¢ é uma permutacao com mudanca de sinal nas coordenadas de a .

103




Defini¢ao 4.3.2 A métrica d;, é denominade distancia de Lee entre duas n-uplas em Ly, eo

espago métrico (Zj,dy,) é denominado espago de Lee n-dimensional de ordem q. A funcdo wy,

¢ denominada peso de Lee de uma mn-upla em Zy.

Esta métrica possui algumas propriedades importantes:

Teorema 4.3.1 1. O maior peso de Lee em Z, é

T se qépar

%1 se q € impar

2. O maior peso de Lee em L2 €

g se qé€par

g—1 se gqé impar
8. O niimero de pontos na esfera de Lee de raio r em Z2 ¢é:

o @) G EOPAT

1 se 7 o= ()
| S.(0,r) |= 4.r se O<r<zd
4.(¢q—r}) se g—g—igrgq——l
(b) q par maior do que 2 (o valor q = 3 consta na Tabela 4.2)

4

1 se r=0o0ur=gq

4. se O<r«d
{ SL(Q,’I‘) [z 4 2

dr—2 se 'r=%

4(g—71) se i1<r<gq

~

Demonstracdo:

1. Imediaia.

2. Imediata.
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Ratoy gq— | 1| 21314151671 8]| 9
0 1y 111111140111
1 2 4414
2 1 6|8 181 8
g 8l 10) 12| 12] 12
y 114 8112|1416
] 41 8112116
6 1| 418112
7 418
8 4

Tabela 4.2: Alguns valores para o mimero de pontos na esfera de Lee bidimensional

(a) q € impar
1. Para r =0 temos 1 ponto.

i Paral <r < %1- temos o0s seguintes pontos

T B e R v e
(~1,r~1) (-2,r—=2) ... (~r,0)

(—r+1,-1) (—r+2,-2) ... (0,—r)

1,-—r+1) 2,—r+2) ... (r—1,-1)

gue totalizam 4r pontos.

#t. Para g.g..l, <r < q—1 iemos os seguintes pontos

(Fhr-5)  (HF-lr-5+]) (r— %)
R A e I AR et )
(Fongh) (P or-LigoD L (- g
(53 == (For-L=ghen L ()

que totalizam 4(q — r) pontos. Note que

1-!—24?")4- Z (4(g—1)) =

rmg—-{-l
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(b) q € par
t. Parar =0 our = q temos 1 ponto.

7. Paral <r < % temos 05 seguintes ponlos

{r,0) (r—1,1) ... (0,7)
(~1,r=1) (-2,r—2) ... (-n0)
(=r+1,-1) (—r+2,-2) ... (0,—-r)
(L,=r+1)  (2,-r+2) ... {(r—1,-1)

que totalizam 4r pontos.

iwi. Parar =% temos os sequintes pontos

(521,{)) (4-1,1) (0,52I — 1+ 1 pontos
(f-1,-1) ({-2,-2) ... (L-%%) - r—1 pontos
(_1,1“2—*-2—) (MI,Q—;E—I) (-—95—2,1) — 7 -1 pontos
(-1, —9-“2-12) (-2, mﬂgg +1) ... (—~%2, -1} — r—1 pontos

que totalizam 4r — 2 pontos.

4. Para % < 1 < g temos 0s sequintes pontos

Gr-9  G-Lr-i+1) r-49 -
34-n G-Li-r-1) (r— 1% ~15%) -
G-nd  @-r-1§-1) (~hr =95 -
(=) (B oro1-al) (R )

— q—71-+1 pontos
— q — 1 pontos
—h g — 1 pontos

-+ g —1 — 1 pontos

que totalizam 4(q — r) pontos. Note que

21
1+ 14 > (4r) +(2¢ — 2) + Z (g 1)) = ¢~
re=l rmﬂ+1
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4.3.2 Isometrias no espaco de Lee

Uma classe de isometrias no espago métrico de Lee é dada pelas translactes em Zy e estas

constituem um tipo de transformacio muito semelhante a que existe no espago euclidiano.
Definicao 4.3.3 As fung¢ées
ﬂl‘ig...‘in : Z‘T; — Zga Q g ?:11?:27 .- f?;n _<.. q - lﬂ
definidas por
ﬂziz-..in(ala g, ... 1a’n) = (a'l &b Z'17 a2 &b 3-27 SR £ &b 1?&)
sdo denominadas translacées de Zy em VA

Proposigao 4.3.2 As translagdes sio isometrias de Z7 em Zy.

Demonstracao:

dL(T%rizmin(ala ey an)’ Eﬂzu-in (bh R bﬂ)) =

= dp{{a1 @t1,...,0, Pin), (i B g, ..., b, Bip)) =
= wr{(a ®4) O (b @d1),..., (@ Bin) © (b B in)) =
= wi(a ©Oby,...,0, S by) =

= dr{(a1,...,an), (b1, .., b))

Através da representagao matricial, toda translagdo T;;, ;. pode ser escrita da seguinte

forma:

a, a, 1
Tiigin | ¢ | = I, S I o mod q,
A a, T
onde 0 <a; <g—1,1<1<n, I, ¢amatriz identidade de ordem n. Utilizando coordenadas

homogéneas através da identificacio
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(ah Tty a‘n)H(a‘ly Tty GO, 1)’

temos uma forma simplificada de representacdo matricial das translagoes (4.2),

ai ] a] a1

1
1 : —
Tirig. in : = i _ : modq=1,} : mod g (4.2)

Tn

n n G
0 ... 0 1

i 1 1

e a operagdo dada é o produto de matrizes no subgrupo das matrizes do tipo I,.
O préximo teorema reproduz, de uma certa maneira, o que ocorre no espaco euclidiano

n-dimensional, quando consideramos o espaco de Lee.

Teorema 4.3.2 Seja f : Zy — Z7, uma isometria no espago de Lee (Zy,dr). Entio existem

o & Zg e umafungéow,b'zngg, taz's que: .......

3. ¥ € uma isometria;

4. wi(¢(z)) = wr(z).

Demonstragio:

1. Considere ¢ = f(0) e ¥(z) = flz) ~ g;

2. 4(0) = f0) —a=0;

3. di(¥(z), () = wr(y(z) — ¥()) = we(fz) ~ f(y) = de(f(@), f(¥) = dulz, y);
4. wr(¥(z)) = du((z), 0) = dr(¥(z), ¥(0)) = dr(z.0) = wr(z).0
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Este teorema mostra que toda isometria pode ser escrita como a composicao de duas fungdes:

T, e 1, ou seja,

flz) =Ty o9(z),

onde
TQ:Z;‘—>Z;‘, Tolz) =2z +a
e
YLy — Ly

¢ uma isometria que fixa o vetor nulo.
Coroléario 4.3.1 Sejam

T(Zg) = {Tu: Ly — Zy; Tu(z) =2+ a}

U={p:Z0 =2 ¢(0)=0, ¢ isometria}.
Se
_________________________________ Yla+b) = () +p(b),. Ya,beZp,
entio
D(Z2) = T(ZD) x, V.

Demonstragdo: De fato, observe gque

T(Z2) N = {igy}.

YpoTyop™(z) =¥~ (z) +a) = Py (2)) + ¢(a) =
== & +(a) € T(ZY).

Portanto, T(Zy) € normal em Zy) e utilizando o teorema anterior obtemos o desejado.l3

Em alguns casos, este coroldrio permite caracterizar facilmente o grupo de simetrias INVAD
O problema principal no estudo das simetrias no espago de Lee é caracterizar as funcdes 1.
No espaco euclidiano estas fungoes sdo dadas por transformagdes lineares ortogonais. No espaco

de Lee, veremos que o comportamento deste espaco nio é muito diferente do caso euclidiano.
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O grupo de simetrias de 7Z,

O espago de Lee unidimensional pode ser representado geometricamente como mostrado na Fig.

4.7 e seu grupo de simetrias é dado pelo teorema:

Figura 4.7: Representacao geométrica do espaco de Lee unidimensional

Teorema 4.3.3 Para q > 2, o grupo de simetrias de (Zg,dr) € isomorfo d Zy X, Zo & D,.

Para a demonstracio deste teorema, utilizaremos o seguinte lema:

Lema 4.3.2 Se ¢ : Z,—Z,, € wma isometria (ndo trivial) tal que ¥(0) = 0, entdo ¥ ¢ o

reflexdo através da reta y = 0, ou seja,

Yla)=q—a.

Demonstragao: Como ¢ € isometria e 1(0) = 0 temos, para todo a € Z,,

wi((a)) = di((a),0) = dr(i(a),4(0)) = d(a, 0) = wr(a).

Portanto, ¥(a) = a ou (a) = g — a. Como ¢ ndo € a identidade, ¥(a) = q — a.0)
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Observe que se ¢ € impar entdo o ponto 0 é o tnico ponto fixo e se ¢ é par a isometria
fixa também o ponto %.

Demonstracao do Teorema: No Teorema 4.3.2, a funcio ¢ é uma reflexio ou a identidade
pelo Lema 4.3.2, e estas duas fungdes formam um subgrupo de I'(Z,) isomorfo a Z,. Como a
reflexao e a identidade sao lineares, pelo Corolédrio 4.3.1, o resultado é imediato.O

Assim, toda isometria ¢ : Z,—Z,, pode ser escrita da seguinte formas:
¢ (a) = [Ma+1i] mod q,
onde 0 < a < g~ 1, M = (1). Utilizando coordenadas homogéneas através da identificacdo

(@) = (a1},

temos uma forma de representagfo matricial das translagdes (4.3),

a M a —~ | a
¢ = mod q =M mod ¢ (4.3)
1 0 1 1 1

e a operagao dada é o produto de matrizes no subgrupo das matrizes do tipo M.

O grupo de simetrias de Z (¢ #2 e ¢ # 4)

Para g # 2 e q 5 4, o grupo de simetrias de Zﬁ possui, além das translagoes, isometrias similares
a do espago euclidiano. Estas isometrias sao as reflexées em Zg, obtidas por 4 eixos basicos

imagindrios de simetria que permitem reflexes (0s outros eixos de simetria sdo obtidos por

translagoes):
e ¢ impar
(a) y ==
(b) Y=z
(c) y=0;
(d) z=0
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® g par

(a) y=
(b) y

(¢) y=3;
(d) z = 1.

Figura 4.8: Eixos de simetria para o caso ¢ = 5 ({mpar)

Isto nos fornece 4 funcgdes:

e ¢ impar:
s Re,_.(a,b) = (b a);
e Re,. .(a,b) = (—b,—a);
o Rey—o(a,b) = (a,—b);
o Reyp(a,b) = (—a,b).
® ¢ par:
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6 (par)

ia para o caso ¢ ==

imetr

Fixos de s

Figura 4.9

. Reyﬁr(a’?b) = (b,a);

(1—5,1—6&),

o Reyey_y(a,b)

. Rexw%(a, b) = (1 —a,b).

onde Re, denota reflexdo em torno do eixo 7.

de Zg em Zg.

Tias

L5

0es 540 150Mme

4.3.3 As reflexo

icao

Propos

Demonstragao
e g impar

— Rey—z(a,b)

bod,acc) =

,¢))

d

S

)

a
dob

H

((

= df

)

d

=a(C,

,b), Rey

a

(

d I (Reyﬁm

wibed,a®c)

dr({a,b), (¢, d)).

)
)

coa

H

(
(
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- Rey:—m(a': b) = (_b’ __a);

dr(Rey=s(a, b), Rey=s(c,d)) = dr((Ga, 6b), (Gc, &d)) = wi(Sa @ ¢, 0b O d) =
=wr(aSc,bod) = d.{(a,b),(c, d)).

— Rey(a,b) = (a,-b);

dr(Rey—c(a,b), Rey—(c,d)) = dp((a,&b),{(c,ed)) =wr(aCc,8b S d) =
=wr{a&c,bed) =di((a,b), (c,d)).

— Rez—ola,b) = (—a,b).
dr(Rey=s(a, b}, Rey—p(c,d)) = di((©a,b), (6, d)) = wi(Ca® c,b O d) =
=wr(ea O c,bod) =d.((a,b),(c,d)).
e g par:

— Reyr(a,b) = (b,a): Idéntico ao caso impar.

o Re'y;l;m(d; b):,: (1—b,1_ a)’ U

dp(Rey=z{a,b), Reyy(c,d)) = d (100,10 a),(10d,15¢)) = w,(Ob+d, Ga+¢) =

=wr(e o c¢,bod) =d.((a,b), (c,d)).
— Re,_1(a,b) = (a,1 - b);

Y=y

dr(Rey=q(a,b), Reyey(c,d)) = di((a,160),(c,16d)) =wr(a Gec, &b+ d) =
=w(e9c¢,bOd) =di{(a,b),(c,d).

— Re,_1(a,b) = (16a,b).

dr{Rey—c(a,b), Reyz(c,d)) = d (10 a,b),(18¢,d)) =wi(Ca+c,bad) =
=w(e2c,bOd) =di{(a,b),(c,d)).
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Observe que as rotagdes conhecidas no espago euclidiano estio presentes também neste
espaco e sao dadas por composictes de reflexdes.

No caso impar, as reflexdes geram o grupo

{(ba a)a (""b? _a)7 (a, _b)7 (’"a: b)7 (a's b): (_a7 _b): (ba ma)? (_b: OL)}

onde cada par ordenado representa a imagem do ponto (a, b). Neste grupo temos um elemento

neutro dado pela fun¢fo identidade (a,b), 4 elementos de ordem 2 dados por
(b,a), (—b,—a), (a,—b) e (—a,b),

um elemento de ordem 4 (—b,a) que gera os outros dois elementos restantes. Este grupo é,
portanto, isomorfo & Dy.

No caso impar, as reflexdes geram o grupo

{(b,a),(1~b,1~a),(a,1-5),(1—a,b),(a,b),(l1—al—b),(b1~a)(l~ba)}

7

Neste grupo temos um elemento neutro dado pela funcdo identidade (a,b), 4 elementos de
(b,a),(1 =b,1—a),(a,1 —b)e(l—a,b),
um elemento de ordem 4 (1 — b, a) que gera os outros dois elementos restantes. Portanto, este
grupo é, também, isomorfo a Dy.
A questdo que surge ¢ a seguinte: Existem outras isometrias diferentes destas? Responde-

remos a esta questao analisando as isometrias que nao sao translacdes de Zg. Para isto, pre-

cisamos de algumas defini¢oes:

Definicao 4.3.4 Sejam a € Z; Um circuito horizontal passando por a, e denotado por €, ¢

um subconjunto de Z2 da seguinte forma
eh =7, x {a}.

Um circuito vertical passando por a, e denotado por €2, é um subconjunto de Zg da seguinte

forma

€, = {a} x Z,.
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Um circuito passando por a, e denotado por €., é qualguer ciclo horizontal ou vertical
passando por a.

O niumero a é denominado nivel do circuito.

Quando dois circuitos forem ambos horizontais ou ambos verticais diremos que eles sdo

paralelos.

A distdncia entre dois circuitos paralelos €, e &, denotada por de(€,, €)Y, € dada por
de(€y, &) = di(a,b).

Observe que os circuitos constituem cépias do espago de Lee Z, no espago de Lee Z2. O
comportamento destas copias, quando se opera com isometrias em Zg, fornecera quem sio as

isometrias de Z2.
Lema 4.3.3 Seja ¢ : Zg — Zg, uma isometria tal gue 1¥(0) = 0, entdo
1. 1 leva circuito em circuito de mesmo nivel ou nivel oposto, ou seja,

i NG E Ly () = Cy 01 (€)= Cps

2. v preserva paralelismo;

3. 1) preserva distdncia entre circuitos.
Demonstragdo:

1. Num circuito €, duas bolas fechadas de raio unitdrio centradas em pontos do tipo (i,a) e
(i +2,a), como na Fig. {.10(a), possuem um tnico ponto em comum. A imagem deverd
satisfazer esta condicdo também mas se ndo for um circuito teremos uma sittuacdo como

da Fig. 4.10(b), o que é uma contradi¢do.

2. Se dois circuitos sdo paralelos e distintos, a distdncia entre seus pontos é maior do que
zero. Suponha que as imagens ndo sejam circuitos paralelos, entdo teremos dois elementos

da imagem com distdncia nule que € o cruzamento dos dois circuitos ndo paralelos;
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Figura 4.10: Bolas fechadas de raio 1 em circuitos e nao-circuitos

3. Segue diretamente do item anterior e da definicdo de distincia entre circuitos.

Teorema 4.3.4 Para g # 2 e q # 4, F(Zg) € formado por translagées, reflexées que geram o
grupo diedral e composicoes destas.

Demonstracdo: A solugdo se resume em determinar como a v age nos ciclos

O Lema 4.3.3 nos fornece as seguintes opgoes:

.
P(€h) = € P(€F) = €, i=0,1,...,9 - 1,
€
P(E€Y) =€ i=0,1,...,q—1,
o que nos leva d funcdo identidade.
.

Y€)= €, (€} =€!i=0,1,...,¢~ 1,

d)(@f) = egmiaiﬂ 17"’}(—1“ 1#

o que nos leva & funcio reflexdo em torno de x = 0, se q € ifmpar, ou xz = %_—, se q € par.
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P(Eg) = (@) =eh i=1,...,q-1,

71[)(61)) :Q:?‘li:{))la"':q—la

o que nos leva 4 funcdo reflexdo em torno de y =0, se q € impar, ou y = %, se q € par.

PEg) = e plely =¢ek i=1,...,9-1,

Y€)= pi=1...,q—1,

o que nos leva a funcdo rotacdo de w;

pleg) = e¢h pleh) =eti=0,1,...,¢—1,

Y€ =€l di=1,...,¢=1,

o que nos leva ¢ fungdo rotacdo de %ﬁ

P(E) =k (el =l i=0,1,...,g—1,

e
P(eY) = Qﬁz_i,i =1,...,9—1,
o que nos leva & funcdo reflexdo em torno dey = —x, se g é impar, cux =1z, se q €
par.
YEY) =g e = i=1,...,q—1,
e

PE) = i=1,...,q-1,

5 5 ~ il
o que nos leva a funcgdo rotagdo de 5.
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WY€) = Ch (@) =€t _i=1,... ¢~ 1,

g1

PE) = i=1,...,4-1,
o que nos leva ¢ funcdo reflexgo em torno de y = x.
Este grupo € isomorfo ao grupo diedral de ordem 8, Dy.

Desta forma, podemos dizer que

feT(Z2) = feT(Z)

ou
J ey
ol
f=goh, ondegeT(L]) eheh
[

Corolario 4.3.2 Se g € impar entdo
T(Z2) = T(Z2) x, Dy = 7} x, Dy
Demonstracdo: De fato, quando g é {mpar
¥{a +b) = Pla) + (b).
Pelo Coroldario 4.3.1, temos

T(Z2) 2 T(Z2) %, Dy 2L x, My H 22 %, (zg X, 52) _
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Quando g é par, nao é possivel utilizar o Corolario 4.3.1, mas através da representacao
matricial deste grupo chegaremos ao mesmo resultado da relaciao (4.4). Em primeiro lugar,

observamos que toda isometria ¢ : Z2 — Z2 pode ser escrita da seguinte forma:

a a vl
¢ Y= M ' + ! mod q,

ag ag i

onde 0<a; <g—1,1<i<2 e M & INé uma das seguintes 8 matrizes:

-

10 0 -1 -1 0 0 -1 -1 0\ |
o1/ V1 0o/ Ve =1/ V=1 0/ Vo 1]
I =< b
1 0 01 0 1
\ 0o -1) {1o){-1o0 J

Utilizando coordenadas homogéneas através da identificacao:

(Q}'; 3?2)’:_"(.’13’1; Ta, 1)1

incluimos as translagbes na representagdo matricial (4.4),

Iy M 1:; 451 ay
ol zs | = is ay modq = M| a2 mod ¢, (4.5)
1 0 01 1 1

Observe que as matrizes M que geram o grupo isomorfo ao grupo diedral sfo a segunda
(rotagdo de 7/2) e a quinta (reflexfio horizontal) matrizes em 9 , respectivamente.

Para obter a relagio (4.4), ou seja, a condi¢do de ser um produto semi-direto, é necessdrio
verificar que as translagbes formam um subgrupo normal de I‘(Zg). Mas, para isto, basta
observar que as translagdes sio caracterizadas pelas matrizes M tendo M como matriz identi-
dade e, considerando produto de matrizes por blocos, verifica-se facilmente que se T} ;, é uma
translacdo, ¢~ 1T}, ;,¢ é também uma translacio para qualquer ¢ € P(Zg).

Os elementos de I’(Zg) 530 0s quatro casos considerados para isometrias de Lee induzidas por

isometrias euclidianas. A ordem de um elemento em Z? pode ser: 1 (identidade); 2 (rotagdes
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por 7 ou reflexdes); 4 (rotagdes por w/2 ou 37/2); ¢ (translagdes); 2q ou 2(q/2j) se ¢ é divisivel
por 24, por glisso-reflexdes de passo j. Portanto, a ordem maxima de um elemento em I‘(Zg)

(e de um subgrupo ciclico) é 2q.

O grupo de simetrias de Z} (¢# 2 e ¢ # 4)

No caso ¢ # 2 e ¢ # 4, para estudar o grupo de simetrias de I'(Z}) ¢ essencial analisar a imagem

de "circuitos” através de isometrias.

Definigao 4.3.5 Um l-circuito, denotado por &, € um subconjunto de Z7 isométrico a Zy, ou

seja, €p = {Fo, Py, ..., P} tal que
d(RaPJ) = II]JII{' ( _j |:q_ [ ?‘_j |}1V-Piij € Q:l-

Um caso especial de l-circuitos € dado pelos circuitos passando por wm ponto P = (ay,a2,...,0,) €
Ly, denotado por €p, que € o subconjunto de Z7 tal que todas as coordenadas sio fixas exceto

a j-ésima coordenada,
Cp = {(a’l‘)a‘Z: ey 1, Ty A1y oy an) M Zq} .

Exemplo 4.3.1 Considere o caso Z2. Dado um par (z,y), 0s movimentos horizontais (man-
tendo o valor de y fizo) e os movimentos verticais (mantendo o valor de x fixo) representam
os circustos €y, Observe que estes movimentos lembram o movimento da torre no jogo de

zadrez. Chamaremos, de forma gerel, estes circuitos de circuito-torre.

Lema 4.3.4 a) Uma isometria ¢ : Zj — Z} leva l-circuitos em [-circuitos; b) Em particular,
se g # 4, wna isometria leva um circuito-torre em um circuito-torre (circuitos dados por eizos
coordenados).

Demonstragio: A condicao (a) € uma consequéncia direta de ¢ preservar distincias. Para
verificar (b) note que para q % 4, dados dots pontos P, e Fi.o num circusto-torre (cuja distincia
€ 2}, as bolas n-dimensionais de raio 1 (conjunto de pontos de Zj cuja distdncia ao ponto dado
é) centrada nestes dois pontos terd um tnico ponto em comum que é Fiyy. FEsta condicdo é

preservadae por uma isometria. Por outro lado, se a imagem de um circusto-torre néo € um
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circuito-torre teremos que os trés pontos da imagem nao estardo olinhados e formardo uma
quina, como mostra a Fig. {.11, e as bolas com centros em ¢(FP;) e ¢(Fiy2) com raio 1 terdo

dois pontos em comum. Entdo ¢ nao serd uma tsometria.0

® ® & o o
¢(PI+‘) (I)(PHQ)
® ® o -0 o
————
@ ® @ o |
¢(R)
® L e © o
® @ ® o o

Figura 4.11: Imagem de duas bolas através de ¢

Lema 4.3.5 Toda isometria 1 : Z) — Zy, q # 4 e q # 2, tal que ¢¥(Q) = 0 pode ser escrita

como

Pp=0op,
onde p é uma permutacdo de coordenadas e & € wma isometria que leva cada circuito-torre
passando por O sobre ele mesmo, esta sendo a identidade ou uma reflexdo quando restrita ao
ctrcuito-torre,

Demonstracdo: Do Lema 4.5.4, ¢ leva um circuilo-torre em circuito-torre. Seja p a per-
mutacao de eizos coordenados definidos por . Considerando 6 = ¢ o p~*, temos que 6 € uma
sometria,

0(0) = o p(0) =0
e 8 leva cada circuito-torre sobre ele mesmo. Por outro lado, uma isometria 8 : Z — Zy que
deiza o vetor nulo fizo e leva circuitos-torre passando por () sobre eles mesmo tem que ser a

identidade ou a reflexdo nestes circuitos uma vez que 0s circuttos-torre sdo isométricos 6 Z,.

Entédo, 0 € necessariamente da forma

122



0 (a1, a9, ,a,) = (ay, kag, -, kay).
[}

Teorema 4.3.5 Dados Z7 com a métrica de Lee, ¢ # 2 e q# 4, n > 2, o grupo de simetrias

de Z7, T(Zy), satisfaz o seguinte isomorfismo:
D(Z7) & Z7 X, (Zy Xy Sn),
onde X, denota o produto semni-direto.

Observagao 4.3.1 Note que C(n) = I(Z5) = Zj %, S, € o grupe de simetrias do n-cubo,

®. com a métrica de Lee e é também o grupo de simetrias euclidianas do cubo n-dimensional
[0,1]*. Note que ZY com a métrica de Lee e Z com a métrica euclidiana possuem a mesma
configuracdo métrica, ou seja, existe uma bijegdo v : Z§ — 7, tal que ¥ : (Z3,dr) — (Zy,dy)

¢ wma isometria se e somente se v by 1 (Z%,de) — (Z2,d.) é também uma isomeiria.
Demonstracdo: Das demonstracées dos Lemas 4.3.4 € 4.3.5, temos que
¢ € T(Zy), p=tofop, (4.6)

onde t € T(Z7) ¢ o subgrupo das translagdes; 8 € R(Zy,0) € o subgrupo gerado por reflezdes no
plano coordenado passando por 0; p € P(n) € o subgrupo das isometrias dadas por permutagdes
de coordenadas; e ¥ = 8o p € C(n) € o subgrupo das isometrias de Z7 que deizam o vetor nulo
fizo.

Temos que a interseccdo de qualquer par dos grupos anteriores é a idenfidade e temos

também os sequintes isomorfismos:
T(Zr) =27  R(Z;,0) =75 P(n) 28,

Entio, através de representacdo matricial (ver equagdo (4.4)) para toda isometria em T'(Z)),

temos

T I 3]
o1 = M : + : mod g,

Tn &n an



onde 0 < 2; <qg—1,1<i<n, M &M sao matrizes ortogonais euclidianas cujas entradas
assumem valores 0, ou +1 (estas sdo as matrizes que realizam as permutacées e mudancas de

orientacdo dos eixos coordenados). Utilizando coordenadas homogéneas através da identificacdo:

(1'1, Tt xn)H(zla crey g, 1)7

podemos incluir translagées nesta representacdo matricial como mostra a equacdo (4.7),

Ty T Ty

@&
_ M .
ol 1 | = : modg = M| mod ¢, (4.7}

an

Zn Tn Ty
0 --- 0 1

1 1 J 1

e a operacdo de grupo em I'(Z2) dada por composigoes de isometrias serd o produto no subgrupo
das matrizes da forma M.
A condicdo de ser um produto semi-direto seque do do fato de que os subgrupos considerados

sdo normais. Para mostrar que o subgrupo T(Z}) € normal em T'(Z7) € suficiente mostrar que

uma translagdo € caracterizada por M tendo M como a matriz identidade. Considerando
produto de matrizes por blocos, é fdcil ver que para qualquer translagdo dada t, ¢~ 't¢ ainda é
uma translagdo para qualquer ¢ € D(Zy).

Para verificar que o subgrupo das reflexdes R(Z7,0) € normal no subgrupo C(n) das isome-
trias em T'(Zy) que deizam o vetor nulo fizo, notemos que este subgrupo € identificado com o
subgrupo N C M das n X n matrizes da forma diagonal (ny; = £1,n;; =0, j #14). Além disso,
verificamos que MTINM € M, ¥ M € DM, para M™*NM = MYNM € N, onde t' denota a
transposta. Isto conclui a demonstra¢do da normalidade de N em 9N e também a demonstracdo

do teorema.O
Finalmente, observamos que:

1. da representacao matricial das isometrias e dos isomorfismos referentes;
2. de [13];
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3. e do fato que Z3 com a métrica de Lee e com a métrica euclidiana possuem a mesma
configuracao métrica e que espac¢os com a mesma configuracdo métrica tem grupos de

simetrias isomorfos, concluimos com os proximos dois corolarios.

Corolario 4.3.3 I(Z}) 2 Z} x,C(n), ¢ # 4 e ¢ # 2, onde C(n) € o grupo de simetrias
do n-cubo ZE com a métrica de Lee ¢ ¢ também o grupo de simelrias euclidiano do n-cubo

[0,1]" Cc R*. A ordem de I'(Z}) é ¢"2"nl.

Coroldrio 4.3.4 As isometrias de ['(Z}) sdo dadas pela equagdo (4.7).
Casos especiais: n=3 e g=1414

Caso n = 3. Para g £ 4 e ¢ # 2, o grupo de simetrias satisfaz o isomorfismo

D) & 25 ¢, 00) = 2§ %, 28 %, 50,

cuja cardinalidade é F(Zz)! = 48¢°.

As isometrias de ZJ serfio dadas pelas simetrias do cubo em R® (centradas na origem)

compostas por translagoes em Zj. O grupo de simetrias do cubo C(3) é bem conhecido. Ele
tem 48 elementos expressos pelas matrizes M, equacio (4.4). A ordem de cada isometria
que deixa o vetor nulo fixado pode ser 1,2,3,4, [5]. As composicdes destas isometrias com
as translacdes completard todas as isometrias préprias do espaco, isto é, movimentos rigidos,
glisso-reflextes e inversdes rotatodrias.

A ordem méxima de uma isometria (e portanto de um subgrupo ciclico) em I'(Z3), ¢ # 4 e
g # 2, é 4q, dada por exemplo por um movimento rigido com rotacio de w/4 e translagio de 1
na direcao do eixo de rotacdo..

Caso g = 4. Este caso nao estd incluido nos teoremas anteriores. Entretanto, por considerar
a Observacio 4.3.1, Z, é isométrico a Z2 com respeito a métrica de Lee. Entéo, Z7 é isométrico
a Z&", isto &, TZ7) = T(Z&) = 72" X, Son.

E interessante considerar este caso, uma vez que € o unico que possul isometrias que nao
sdo isometrias euclidianas de simetrias do R™. De fato, vemos que neste caso as isometrias sao

dadas por simetrias de um cubo euclidiano 2n-dimensional.
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Vamos considerar o caso n = 2. Observamos que distintamente do que foi provado no Lema

4.3.4, aqui podemos ter isometrias que levam circuitos-torre em outros circuitos como mostra

a Fig. 4.12.

Figura 4.12: Para g = 4 isometrias nao levam, necessariamente, circuitos-torre em circuitos-

torre.

Isto pode ser visto se associarmos Z2 com os vértices de nm hipercubo em R* cuja con-

4.4 A Nao-Existéncia de Cdédigos Z-Lineares

Vamos mostrar nesta se¢io que nao é possivel obter cédigos Z»-lineares associados a Z7?, com
q p g 91
(g,n) # (2,2). Veremos que a nao existéncia de um grupo ciclico de ordem ¢" em I'(Z}) para

g = 2 é também verificada para qualquer valor de n.

Teorema 4.4.1 Sejamn n e ¢ inteiros, n > 2 e g > 2, tal que (n,q) # (2,2). O grupo de

simetrias de Z7, T(Z}), ndo possui wm subgrupo ciclico de ordem maior ou igual a q".

A demonstragdo deste teorema é uma consequéncia do seguinte lema que tem uma de-
monstragio algébrica direta e que é também uma consequéncia direta da equagao (4.7), onde
T = T(Z3) ¢ o subgrupo das translages e S = C(n) é o subgrupo das isometrias que deixam

o vetor rulo fixo.

126



Lema 4.4.1 Seja G um grupo. Sejam S e T subgrupos de G, com T normal e abeliano, tal

que G =8 x,T. Entio
lgti <lgl.It}, VgesS,  VieT,
onde |z| denota a ordem de x.

Demonstracao do Teorema: O caso ¢ = 2 foi considerado em {13]. O caso (n,¢) = (2,3) e 0

caso ¢ = 4 se reduz a ¢ = 2. Os casos restantes, ¢ #* 2, ¢ # 4, (n,¢) # (2, 3), implicam em

T(Z2) = T(Z5) x, Z7.

Entao,
€T = z=uny,z € [(ZF),
yeZy = |zj <2 ely < q.
Portanto,
2| = |z.y| < lallyl <2"¢ < " g ="

Portanto, concluimos que nao existe subgrupo de ordem ¢" em I'(Z}) que ¢é isomorfo a Zyn

e também transitivo em Zj. Conseqiientemente, nao existem codigos Zgn-lineares.

4.5 Casos Especiais de G-Linearidade

4.5.1 Zj-linearidade associada ao espago de Hamming n-dimensional
i
Consideremos o espaco de Hamming 2n-dimensional Z2". Sabemos que
7% éisométrico a  Z3™.

Como d;, ¢ uma métrica de grupo em Z7 temos que existem cédigos Zj-lineares. Desta forma,
ao obtermos codigos de grupo sobre o grupo Z7, obtemos cddigos bindrios geometricamente

uniformes mapeados através destes codigos de grupo.
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Este caso é similar & Zy-linearidade pois os cédigos de grupo sobre Z} serdo cédigos de
grupo sobre Z,4 com comprimentos miltiplos de n que levam a codigos binarios de comprimento
muiltiplo de 2n.

Desta forma, em termos de obtencao de cddigos bindarios, a Zj-linearidade ndo apresenta
nada além do que a Zj-linearidade ji havia apresentado. Porém, é importante observar o
seguinte fato: o grupo de simetrias de (Z3",dg) é o isomorfo ao produto semi-direto Z3" X o Son
que contém as translagdes sobre ZZ® e formam um subgrupo isomorfo a Z2". A existéncia de

Z% como subgrupo transitivo vem do fato de que estas translagbes no espago 2n-dimensional

sao obtidas isometricamente por translagio no espaco de Lee n-dimensional.

4.5.2 Gy-linearidade associada a Zj

Vamos mostrar que apesar de nao existirem codigos Zon-lineares associados ao espaco de Ham-
ming n-dimensional Z7, ou seja, codigos bindrios geometricamente uniformes imagens de cédigos
de grupo sobre Zg» através de um mapeamento casado, podemos obter cédigos G-lineares, onde
G é um grupo abeliano obtido através de reflexées sobre hiperplanos iniciadas pelo grupo ciclico

Zy.

Vamos apresentar um subgrupo abeliano e transitivo do grupo de simetrias de Z%, I'(Z3).
Para isto, vamos considerar alguns casos conhecidos e através de um processo indutivo-iterativo

chegaremos no subgrupo abeliano e transitivo de I'(Z3).
Caso n == 2
Para este caso, I'(Z3) 2 Iy, e o subgrupo das rotagdes

{izg:R%)&h R-:"g—"}

é um subgrupo ciclico de Dy isomorfo a Z, que age transitivamente sobre Z3. Este é o primeiro
grupo que denotaremos por Gz e corresponde a Z,-linearidade. A representacio matricial deste

subgrupo tem como gerador




Cason=23

Para este caso, ['(Z3) = Z3 x,S; e para obter um subgrupo transitivo consideramos o subgrupo
das rotacoes ao redor de um eixo passando pelo centro das duas faces horizontais do cubo que

pode ser dado por
{izg, Bz, Ra, Rz} (caso n = 2)

Considerando também a reflexao no plano horizontal pelo centro do cubo, ou seja, a funcao
Rey : Z3 — Z3, Re(a,b,c) = (a,b,c @ 1).

O subgrupo gerado por Rz e Rey forma, naturalmente um grupo que age transitivamente
sobre Z3 e é isomorfo a Zy X Zy. Este grupo serd denotado por Gs. A representacio matricial

deste grupo tem como geradores as matrizes

0 -1 0 1 0 0
1 6 0 e 01 0
6 0 1 00 —1

Cason=4

Para estudar este caso, observamos que existe um homomorfismo injetivo de grupos
iy : Gs — T(Z3), ia(g) =1,

onde

7423:’(22_}23 ng, i(p,q)=i3(9(p),q), Pezgaqﬁzz

O subgrupo transitivo procurado, denotado por Gy, serd entdo definido como o grupo gerado

por i3(G3) e pela reflexao Rey, ou seja, a funcéo
Rey : Z5 — 74, Re(a,b,c,d) = (a,b,c,d & 1).

Desta forma, obtemos naturalmente um subgrupo transitivo de I'(Z3), que denotaremos por
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G4. A representagao matricial deste grupo tem como geradores

(0 —100] [10 0 0] (100 0
1 0 00 01 0 0 010 O
00 10| |oo-10]  Joo1 o
000 01) |00 0 1 (000 —1|

Caso geral

Neste caso, obtemos uma imers&o natural (homomorfismo injetivo de grupos) dada por
r(z;) — T(Z3*
wn(g)pe) = (9(p)9)

Isto ocorre porque (&4 apresenta uma construgio tipo abeliano {(isto é, G4 é gerado por todos
os elementos de 7,(G3) mais uma reflexdo Rey.

Vamos construir, por indugéo, todos os subgrupos G,, C I'(Z%) identificando
g =ia(g) = is(ia(9) = ... = inlin-1(9)),

- o-denotando & Teflexio vertical

Re, : Z5 — Z%, Relay,ag,...,0,) = (01,02, ..,05-1,0, B 1).

Teorema 4.5.1 G, atua transitivamente sobre Z3.
Demonstracdo: Vamos provar por inducgdo. E verdade para n = 2. Suponhamos vilido para
n =k e teremos Gy = {g, Rerp1 0 g). Dados a = {a1,as,...,ap11) € b == (b1, ba, ... bey1),
sabemos que
(b1, bo, ..., by) = glay,ae, ..., ax),

para g € Gy. Assim, se agi1 = byoy, entdo b= g(a). Se agy1 # bry1, entdo b = Rey 0 g(a).

Identificando o hipercubo Z7 com {-1,1}" podemos representar G,, através de matrizes

n X n. De fato, considere a matriz

0 ~1 Oax(m-2)
=11 0 ;
O(n-2)x2 Itn—2)x(n—2)
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que geram as 4 rotacoes no plano das 2 primeiras coordenadas. Sejam

1 se ik
Py =lail,ai; =4 0 se i#j k=3,

-1 se i=73=k

que sio as projecdes sobre a k-ésima coordenada. Por exemplo,

1 00 o --- 0
0 1 0 0o .- 0
o6 -1 06 .- 0
F;=
0 0 0
Lin-3yx(n-3)
000 _

faz a projecio da terceira coordenada no cubo.
Desta forma, G,, é o subgrupo abeliano gerado por £ e Py com a operacao de multiplicagao

de matrizes e isomorfo a

Encontramos, desta forma, condictes para se obter cddigos Gy-lineares. Os cédigos de
grupo sobre G, nos levardo através do mapeamento a cédigos bindrios geometricamente uni-
formes. Estes codigos de grupo, dada a caracteristica do alfabeto G, sugere o estudo de cédigos

concatenados onde cédigos de grupo sobre Z; e cédigos binarios lineares deverao ser utilizados.

4.5.3 G-linearidade segundo grupos nao-abelianos e cédigos de grupo

normais

A G-linearidade nos coloca em alguns casos a seguinte pergunta: E possivel encontrar c6digos
de grupo sobre grupos nao-abelianos (por exemplo, sobre o grupo diedral D4} com distancias
que sejam suficientes para levar a codigos bindrios melhores do que os j& apresentados?

O Teorema 2.4.2 estabelece que cédigos de grupo normais e sistematicos sobre grupos nao-

abelianos possuem distancia de Hamming 1. Considere o mapeamento ¢ : G — A em (A4, d},
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entao

I = max{d(z,0),z € A}.

Desta forma teremos que a maior distancia em um cédigo de grupo sobre G € [, inde-
pendente de qual seja o comprimento do cédigo. Assim, quando o comprimento do cédigo €
suficientemente grande a distancia é ruim.

Quando o cédigo de grupo sistemético sobre um grupo naoc-abeliano nao for normal temos

pelo Teorema 2.4.3 que os codigos sdo assintoticamente ruins.

4.5.4 Cdbdigos Zgy-lineares e Zg-lineares através de uma definicao mais

fraca

Apresentaremos nesta secao dois exemplos de cédigos binérios ¢ terndrios que podem ser con-
strufdos através da escolha de mapeamentos cuja propriedade é mais fraca do que a exigida na
definicdo da G-linearidade.

Considere o cédigo 9-ario e seus respectivos pesos,

Palavra-Cdédigo Peso de Lee
00 0
13
26
30
43
56
60
73
86

1 S . e T T - o4 B

este é um (2, 1, 3)-cédigo de grupo sobre Z.

Através do rétulo mostrado na Tabela 4.3 e do mapeamento dado pela fungio ¢ : Z3 — Z3,

¢(a,b) = (B(a), ala), B(a + b),v(a + b)),
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¢ | afc) | Ble) | 4(o)
010 0 0
111 0 2
212 0 1
310 1 2
411 1 1
512 1 0
610 2 1
711 2 0
812 2 2

Tabela 4.3: Tabela do rotulamento

obtemos o ¢ddigo terndrio

Palavra-Cdédigo Peso de Lee
0000 0
0111
0222
1012
1120
1201
2021
2102
2210

W oW W W W W e W

Este é um (4,2, 3)-cédigo de grupo terndrio. Observe que nao temos uma isometria mas a
distancia mfnima do cédigo é mantida. A compatibilidade da distdncia de Lee com a operacio
do grupo em Zg é mantida. Apesar de ndo estar incluido na definicao apresentada da G-
linearidade, esta € uma situacio atipica que merece ser estudada.

Considere agora o mapeamento ¢ : Zg — Z3, mostrado na Tabela 4.4.
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¢ |ae) | Ble) | vle) | 8(c)
ol 0 o] o]0
100 | 1|1
20 0 | 1|0 |1
3011110
4] 1 ] 1411
5011 1] 010
6| 1 10| 1|0
71100 |1

Tabela 4.4: Tabela do mapeamento octario

Este é um mapeamento nao sobrejetor apesar da distancia de Lee estar casada com a
operagao do grupo octdrio. Este mapeamento nao é uma imersao isométrica. Por outro lado

7

se considerarmos o cédigo e sua imagem através deste mapeamento concluimos que

CcZi d CCZi

60 0 Boneees
13 4 00110110
26 4 01011010
30 4 11111111 -
44 8 11111111
87 4 11001001
62 4 10100101
75 4 10011100

Desta forma, apresentamos um mapeamento que, apesar de ndo satisfazer as condicoes
basicas da G-linearidade, quando consideramos um cédigo particular temos as propriedades

desejadas.
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4.6 Conclusodes

Neste capitulo, apresentamos o conceito de c6digos G-lineares C como sendo uma extensao do
conceito da Zqw-linearidade.

Para a extensao, foi exigida a isometria entre os dois alfabetos considerados. Além disso,
exigiu-se que a métrica do primeiro alfabeto seja compativel com a operacao do grupo obtendo
assim codigos geometricamente uniformes. Esta foi a base da definicio da G-linearidade definida
na Se¢ao 4.2, onde foram apresentados alguns exemplos.

Na Secho 4.3 foram apresentados uma caracterizagio exata do grupo de simetrias de Ly .
Através da demonstragio da nao-existéncia de um sugrupo ciclico transitivo de ordem ¢” do
grupo de simetrias de Zj mostramos que néo existem cédigos Z»-lineares.

Finalmente, na Secao 4.5, consideramos alguns casos especiais da G-linearidade.
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Capitulo 5

Conclusoes e Propostas para Trabalhos

Futuros

5.1 Objetivos

Neste trabalho o objetivo principal foi propor uma extensio da Z,-linearidade de forma que
“a técnica de constru¢ac de ¢6digos bindrios de comprimento par seja aplicivel para outros
alfabetos.

Dentro deste objetivo foram consideradas propriedades bédsicas para obtencido desta ex-

tensao:

e A métrica de Lee em Z4 é uma métrica de grupo o que permite calcular a distancia de

Lee minima através do peso de Lee minimo.
s Lxiste uma isometria entre os espagos métricos Z, e Z3.

e A primeira e a segunda propriedades determinam que o espago de Hamming Z2 est4

casado ao grupo Z,.

Os cddigos binarios obtidos através da Z,-linearidade sdo geometricamentes uniformes.
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5.2 Contribuicoes

As principais contribuicoes deste trabalho podem ser resumidas como segue:

No Capitulo 3 apresentamos uma extens@o da Z,-linearidade para Zox-linearidade de forma
que & existéncia de cédigos Zgk-lineares esteja vinculada a existéncia de um subgrupo ciclico
transitivo do grupo de simetrias de Z&. Foram apresentadas trés formas de definicio mas que
nao constituiram a maneira mais adequada de obter uma técnica de construgao cédigos hinarios
tao eficiente quanto a da Zy-linearidade.

Mostramos a nao-existéncia de subgrupos ciclicos e, portanto, para k > 2,nio é possivel
obter c6digos Zqk-lineares neste contexto. Além disso, apresentamos tabelas de cédigos bindrios
Z4-lineares de comprimento menor ou igual a 20 e cédigos octdrios com distancia esférica.

Concluimos esta andlise com a apresentagdo de tabelas de cddigos sobre Zys e Zg, com
distancia de Lee e distancia esférica.

No Capitulo 4, estendemos o conceito da Zgk-linearidade para a G-linearidade, onde G é
um grupo, com o objetivo de propor uma técnica de construgao de cédigos geometricamente
uniformes sobre alfabetos quaisquer, a partir de cédigos de grupo sobre um grupo G.

Verificamos que esta defini¢do esta diretamente relacionada com a existéncia de um subgrupo
transitivo do grupo de simetrias do conjunto de sinais considerado. Diante disto, estudou-se
o grupo de simetrias do espago de Lee n-dimensional de ordem ¢, um espaco métrico muito
relevante para codificagdo e modulagio.

Através da obtencdo do grupo de simetrias do espago de Lee n-dimensional de ordem ¢
mostramos que no é possivel obter cédigos Z--lineares associados a Zy.

Finalmente foram apresentados alguns casos especiais de G-linearidade.

5.3 Propostas e Sugestoes

o Estudo de cédigos néo-normais sobre grupos ndo-abelianos para verificar a viabilidade
de utilizacao dos mesmos para a construcdo de bons cédigos bindrios. Por exemplo, o

estudo de cddigos de grupo sobre o grupo Dy, para a construgio de cédigos bindrios de
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comprimento multiplo de 3 através do mapeamento ¢ : D} — Z3".

Dada a existéncia (-linearidade associada a Z% através de grupos abelianos do tipo
Ty x ZH72, é relevante o estudo de cbdigos concatenados construidos a partir de cédigos
de grupo quaterndrios e cédigos bindrios lineares. Este estudo permitird verificar a via-

bilidade dos mesmos para construgio de cédigos bindrios de qualquer comprimento.

Estabelecimento em (Z7, dr) de todos os subgrupos transitivos nao-ciclicos (abelianos ou

nio) que possam permitir obter cddigos G-lineares.

Estudo da viabilidade de considerar a G-linearidade associada a (Z;, d), onde d é uma

distancia diferente da distancia de Lee.

Construcao de outros mapeamentos néo necessariamente isométricos mas que a distancia
minima seja preservada. De uma maneira geral, enfraquecer a propriedade de isometria

de forma a se obter casos similares ao apresentado na subsecao 4.5.4.

138




Apéndice A
Prova do Lema 3.3.1

Lema: A equacao
!

i
Hmi == ZTni: lZ 27mi 2 21
i==]

iml

nas incégnitas m;, I, sobre N somente tem solugao para { =2, e my = mg = 2.

Demonstracao: Quando [ = 2, temos:

S5 . my=2+mj, m{=>0
& My ~ £,M3 i
me = 2+mb, mhH >0

Entao

my - mg = (24+mi) - (2+mp) =4+ 2m] + 2m} +m] - m}

= 2+ m) + 2+ my) + (my +my +m)-my) >
> (24+m)) + (2+ my) = my +ma.

Quando [ = 3, temos
my=1+mj, mj>0
mp=1+m,, mh>0
mg = 1-+ms;, my >0
Entao
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! / ! ! I3 / ! ! ! ) ’ !
My * Mg * Mg + 1My + My + Ty - Mg+ My - Ty b1y + Mg+ + 1 =

(my -+ 1)+ (my + 1) + (my + 1) + (m] - my - mg +m) - my +m) - my +mh - my —2)
N, rairsmias’  Ntririm, jarrerenet Nt e N, o
>1 >1 >1 =1
)

>2

> my + My + Ma.

Afirmamos que para [ > 3,
i !
H ™, > Zmz
i=] i=1

Por inducao, suponhamos verdadeiro para [ = kK, isto é,

k k
H My > Z ;.
du=1 i=1

Entao
k41 k k k k41
H my = Mpy) Hmz > Myt th > M1+ Z’n’h == Zmi-m
ga=1 i=] =3 i=1 Tz}
>l e —
>3
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Apéndice B

Classificacao de Grupos Finitos de

Ordem < 15

O problema de classificar grupos finitos € o problema central da Teoria de Grupos Finitos.
Como o ntimero de tabelas de Cayley é finito, pois é elaborada a partir de wm miinero finito
de elementos, existe um nidmero finito de grupos nao-isomorfos de uma ordem dada qualquer.

Apresentaremos uma tabela com as seguintes informacoes:

e Coluna 1: Ordem do grupo ou o ntimero de elementos do grupo;

Coluna 2: Nimero de grupos nao-isomorfos que possuam a ordem fixada na coluna 1;

Coluna 3: Identificagfio de cada um dos grupos através de grupos isomorfos conhecidos;

e Coluna 4: Justificativa do que foi apresentado.

Coluna 5: Referéncia a figura que apresenta a cadeia de subgrupos.
Alguns teoremas sdo importantes para esta classificacdo e serao lembrados aqui:

Teorema B.1 [32/[84/Pura todo neN*, existe um grupo ciclico de ordem n, (Z,,®). Além

disso, se n € primo este grupo € dnico, a menos de um isomorfismo.
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Teorema B.2 [2/Se p é um nimero primo, entdo qualquer grupo de ordem p® ou € ciclico ou

¢ isomorfo a Ly X L.

Teorema B.3 [2/Se p € um primo i mpar, entdo qualguer grupo de ordem 2p ou € ciclico ou

€ o grupo diedral ID,.

Teorema B.4 [2/Todo grupo de ordem 8 € isomorfo a um dos seguintes grupos:
* .(Zs, ®),
o (Zy X Za,®),

o (Zy X Zo X Zn,®),

(D4, 0) ou
o Qs.
Teorema B.5 [2/Todo grupo de ordem 12 € isomorfo a um dos sequintes grupos:
o (Zi2, ®),
o (Zs x Zs, ®),
o (IDg,0),
e D, o0u
e A,

Teorema B.6 [32/Se p e q sdo primos distintos com p < g, entdo todo grupo G de ordem pq
tern umn subgrupo simples de ordem g e este subgrupo € normal em G. Entdo G nao é simples.

Se g ndo é congruente a 1 médulo p, entdo G € abeliano e ciclico.
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Ordem | No. Grupos Prova Figura

1 1 {ec} Definicao 2.2.1
2 1 (Za, ®) Teorema B.1 B.1
p (primo) | 1 (Zp, &) Teorema B.1 B.1
4 1.2 (Zy, ®) Teorema B.1 B.1
2.2 (Zo X L, ®) Teorema B.2 B.1
6 1.2 (Zg, D) Teorema B.3 B.2
2.2 | (Ss,0) 2 (Dy,0) | TeoremaB.3 | B.2
8 1.5 (Zs, D) Teorema B.4 B.3
2.5 (74 X Lo, D) Teorema B.4 B.4
3.5 | (Zy X Zg X Ly, @) | Teorema B.4 B.5
4.5 (Dy, 0) Teorema B.4 B.6
5.5 (Qs, @) = Dy Teorema B.4 B.3
9 1.2 (Zg,®) Teorema B.2 B.7
2.2 (Zz % Z3,®) Teorema B.2 B.8
10 1.2 (Zyo, ®) Teorema B.3 B.9
2.2 (s, ) Teorema B.3 | B.10

O | No. Grupos Justificativa | Figura

12115 (Z12, D) Teorema B.5 | B.11

2.5 | (Zg X Za,®) | Teorema B.5 | B.12

3.5 Dg Teorema B.5 | B.13

4.5 Dy Teorema B.5 | B.14

5.5 Ay Teorema B.5 | B.15

14| 1.2 (Zy14,%) | Teorema B.3 | B.16

2.2 {DDy, 0) Teorema B.3 | B.17

15| 1 (Zys,®) | Teorema B.6 | B.18
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ZA ng Zz

e
Z,
®
®
—~ [
{02} = ZQ ooen = Z, {00010 = £ oo = 2
® ® ®
(0)
® 0
(0} {G}
(Q) o) (c)

Figura B.1: (a) Grupo de ordem p, p primo, (b} Grupo de ordem 4: ciclico (c) Grupo de ordem

4: nao-ciclico

144



2
G, 2D, ={enr ssis)
7, =10.1.23,45

024 ~Z, 32 Z, (e =2, oL, fesim L, {est~ 4,

Figura B.2: (a) Grupo de ordem 6: ciclico (b) Grupo de ordem 6: ndo-abeliano
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Z, ={0,1,2,3,4,5,6,7} Q={1.1idl kK

®
{ O; 2’ 41 6} N Z‘, 1,14 2, o1 =2, mLek =,
{0, 4}322 ] R

{0} {e}
(Q) (o)

Figura B.3: (a) Grupo de ordem 8: ciclico {(b) Grupo de ordem 8: quatérnios
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2., x 7, = {(0.0).00.1),(1,0),(1,1),(2,01,(2.1).(3.0).(3.1)}

{(0.0,13.0).20,.0) & Z, {0.0L1, L2081 &2 2, {00.10.1.2.0.2.1) & Z,3 2,
L
{000 aZ, o0 e L, {01 L,
{{0.0)}

Figura B.4: Grupo de ordem &: abeliano nao-ciclico

147



Z,x7, x 7, = 1{0.0.0)(0,0,1),(0,1,0)(0,1,1),(1,0,0,(1,0,1),(1,1,0).(1,1,1)}

HOREKDD, B LOMBA} SODCUESLEIAN  JBOUD LB, HCROEENE8LLY {B.000EDALE 1LY SOLLTLMDLNLLY OGNS
EFAYA = 2L, B AYA B R A PYAY A YA A s 7

wonpalz L, PARRIO L papinz L, manamsZ, wenpaty =L, oLy Z, BRIV HRR ER A

{0.0.0}}

Figura B.5: Grupo de ordem 8: abeliano nao-ciclico
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D= {er s s, 15 1%}
4

@
fer i) Z, fe,1s, . Ps)x 2, X4 fe.%1%, g = Z, X2
®
e,y = Z, e’} =2, {er’s) = Z, {e.s)x2 7,
L J

{e}

Figura B.6: Grupo de ordem 8: diedral
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7, ={0.1,2,8,4,5,6,7,8}
®

{0, 3,6} ~ 24
@

{0}

Figura B.7: Grupo de ordem 9: ciclico
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Z,x Z, ={(0,0),(0.1).(0,2),(1,0),(1,1).(1.2).(2,0).(2.1).(2.2)}

{(0.0L(0.1)0.2)} {(Q.0)(1.01(2.0} {C0.1.1).{2.2)} {{0.0).(1.2).(2.1)}

_@Z :Z EZ NZ

{(G.0)}

Figura B.8: Grupo de ordem 9: nao-ciclico
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7, =101.23456789}

024,68y = 7., {05}~ £,

{0}

Figura B.9: Grupo de ordem 10: ciclico
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D={er? s s 5 %%}
5 e

stz 7, {est = 7, {er's) = 2, fer it = 7, {al’s = £, {e.rs} = F,

ie}

Figura B.10: Grupo de ordem 10: nio-ciclico - diedral
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7., ={0.1,23,45,67.8910,11}

{0,2.4,6,8,10} & /., {0,3,69} = 2,
L
L 4
{048} =/ {06}= 2,

{0}

Figura B.11: Grupo de ordem 12: ciclico
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2. x 2, = {(0.0).00.1).(1,0.(1.1)(2.01(2,1).(3.0).(3.1).(4.0).(4.,1),(5.0.(5.1)}

{E0A0E0EORIEM s T, (ea0nEoEEns ) s Z, (eoenuaeneosmne L. onneoen e 2 Z,

e0e0dt=Z, o Zs oM Z,  oe)x Z

1001

Figura B.12: Grupo de ordem 12: abeliano nao-ciclico
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D={e >3t %s 15 1%, 1%, 1'%, ’s}
&

et 2 Z, (ervsistsiz I e meststy I3 erafsiaZ F, larsrs?, «F,  {eristns Lo,

@) =4, {erfy=f, fest =2, {ors = £, o7, {ers=a, fersix Z, (o5,

{e}

Figura B.13: Grupo de ordem 12: nao-abeliano - diedral
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D, = {ex )2 x Xy xy Ly xy Xy Xy}

{exx2x>x' X} = Z, {exyx*Xy}  {ex3x¥, %y} {e,y.x’xXy}
~ 2, = L, ~ 2,

Pt

fex’ Xt~ Z, et Z,

{e}

Figura B.14: Grupo de ordem 12: diciclico
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A, = {(12)(34).013)(24),01 4)23),(123).(132),(124),(142),{134),(143),(234},(243)}

(e.(12034,(13)24),(14)23]}  {e{123).132} {e(123).132} {e(123),132} {e,(123],132}
~ 7, x Z, & 4., A A v Z,

T

{e(12034) = Z, {e(13)24)}= Z, {e(14)23)}
.\

Z,

{e}

Figura B.15: Grupo de ordem 12: alternante
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7., =10.1,2.3,4,6,6789,1011,12,13}

{0.2.4,681012}= 7. 0.7}z 2,

{0}

Figura B.16: Grupo de ordem 14: ciclico
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D={ernr s s s s 1 1% %)
7

fespn?, (Bsial, terst 5 Z, e ey 7, ez 2, @n=Z, ehzd sl

{e}

Figura B.17: Grupo de ordem 14: diedral
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7. =1{0.1.2,3,4,56,6,7.89,10,11,12,13,14}

{0,3,6.9.12y = Z, {0,5,10} = 2.,

{0}

Figura B.18: Grupo de ordem 15: ciclico
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