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Resumo

[1] A. D. Neto, “Propostas de Cddigos ortogonais para Sistemas OCDMA” | Tese de Douto-
rado, FEEC-UNICAMP, Agosto, 2005.

Nesta tese, propoe se trés novas construgoes de cédigos ortogonais 6pticos (OOC), do
tipo congruentes, tendo como base a estrutura algébrica do grupo multiplicativo do corpo
de Galois GF(p), para aplicacao em sistemas de comunicagao utilizando a técnica de acesso
multiplo por divisao de cdédigos épticos (OCDMA). Os cddigos 6pticos primos e codigos
quadraticos sao, pela primeira vez na literatura, gerados a partir de cédigos de Slepian
(cédigos esféricos) e, codigos de residuos quadréticos, respectivamente. Através do algoritmo
da d-cadeia fechada, sao obtidos os cédigos de primos, como caso particular dos cédigos de
Slepian. Os codigos quadraticos opticos sao representados por ntimeros inteiros quadraticos
binarios na forma de equagoes de Diofanto com duas varidaveis, de modo que, o reticulado
Zs ou reticulado A, fornecem as palavra do cédigo quadratico. O desempenho dos codigos é
avaliado usando o critério da probabilidade de erro para situacoes em que o receptor éptico
incorpora um limitador 6ptico e um fotodiodo APD. O desempenho do sistema é obtido
considerando os efeitos da interferéncia de acesso miiltiplo, o ruido balistico do fotodiodo e o
ruido térmico do receptor. O desempenho dos codigos propostos é comparado ao desempenho
de cédigos amplamente divulgados em literatura técnica. Mostra-se ainda que os codigos
propostos apresentam desempenho semelhante aos cédigos divulgados, tendo como vantagem

uma estrutura algébrica de simples implementacao e melhor sincronismo.
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Abstract

2] A. D. Neto, “Construction of optical orthogonal codes for use in cdma fiber-optics
systems”, PhD Thesis, FEEC-UNICAMP, August, 2005.

This thesis presents a study of optical orthogonal codes (OOC) for application in commu-
nication systems using the technique of fiber-optics code division multiple access (OCDMA).
The Prime Sequence codes and Quadratic codes are, for the first time in literature, charac-
terized as Slepian group codes (spherical codes) and Quadratic Residues codes, respectively.
Through the algorithm of the closed d-chain the Prime Sequence codes are obtained, as a
particular case of the Slepian codes. The Quadratic codes are represented by binary qua-
dratic integers in the form of Diophantine equations with two variables, so that, Z, lattice
or Aj lattice supplies the codeword of the quadratic code. Furthermore, this thesis presents
three new constructions of optical orthogonal codes (OOC), construed via congruences ha-
ving as base the algebraic structure of the multiplicative group of the Galois Field GF(p).
The performance of the codes is evaluated using the criterion of the error probability, for
situations where the optic receiver incorporates a fiber-optic limiter and a APD photodiode.
The performance of the system is evaluated considering the effect of the interference of mul-
tiple access, the ballistic noise of the photodiode and the thermal noise of the receiver. The
performance of the considered codes is compared with the performance of other codes found
in the technical literature. It is observed that the codes considered in this thesis, in this
thesis, present similar performance to the reported codes, having as advantage an algebraic

structure of simple implementation and better synchronism.
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Capitulo 1

Acesso ()ptico

1.1 Introducao

Nas ultimas trés décadas a partir das primeiras demonstracoes de sistemas de de trans-
missao por fibras 6ticas de baixa atenuacao, tem havido um rapido desenvolvimento na
transmissao de dados devido a grande diversificagao de servigos de telecomunicagoes, mas,
houve também uma convergéncia no sentido de que muitos servigos podem ser assegurados
por uma mesma rede. Logo, novas tecnologias de rede de alta capacidade, que possam ofe-
recer varios servigos simultaneamente, se tornam substanciais. As redes de acesso podem
ser dividas, quanto ao seu tamanho, nas seguintes categorias: redes locais - LAN, redes de
grande porte - WAN, e redes metropolitanas - MAN. Em redes locais (LAN), encontra apli-
cacao a rede de acesso optico. A rede éptica de acesso é um conjunto de tecnologias fotonicas
para oferecer novos tipos de servicos e usada para conectar as LAN a rede maior.

A rede éptica passiva (PON), a forma mais implementada de rede de acesso 6ptico, é uma
tecnologia fotonica de acesso com banda larga que oferece, em potencial, ampla largura de
banda a custo compativel com as diferentes tecnologias de rede. A PON nao contém compo-
nentes ativos (requerem poténcia entre o transmissor e receptor) sendo composta de: optical
line terminals (OLT'), optical network units (ONU), splitters passivos e optical network termi-
nals (ONT). As transmissoes e recepgoes em PON sao realizadas por meio de trés topologias,
a saber, anel, barramento e drvore [3]. Em redes PON, uma das técnicas usadas para acesso
multiplo é o CDMA (Code Division Multiple Access) cuja principal vantagem consiste no
fato de que varios canais podem ser simultaneamente alocados em um meio éptico, conforme
ilustrado na Figura 1.1, sem requerer sincronismo entre eles.

O CDMA (acesso multiplo por divisdo de c6digo) assegura que os diferentes usudrios
possam compartilhar da capacidade de transmissao do sistema e é baseado no espalhamento
espectral em que a modulagao usada expande o espectro do sinal codificado sobre uma largura
de faixa maior do que a faixa do sinal original, como ilustrada na Figura 1.2.

A técnica CDMA prove o acesso, sem necessidade de sincronizagao, a rede e o nimero
de potenciais assinantes é maior que o nimero de usudrios simultaneos. Por conta destes

fatores, esta técnica em fibra optica é mais apropriado as redes LAN. Na esséncia, a técnica
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Figura 1.2: Principio de Operacao do Sistema OCDMA

CDMA codifica a informacgao de forma tinica para cada usuario. O enlace é estabelecido entre
o transmissor e o receptor ajustando ambos a um mesmo cédigo. O transmissor codifica a
informacao e o receptor reconhece os chips da seqiiéncia desejada, filtrando todas as demais
seqiiencias. Com aumento do nimero de usudrios, a interferéncia dos canais indesejados
aumenta proporcionalmente, degradando o sinal desejado.

Os sistemas OCDMA tém-se tornado populares devido a sua eficiéncia em usar a largura
de faixa oferecida pela fibra éptica e oferecer aos usuarios um acesso assincrono. Os diferentes
tipos de sistemas OCDMA estao relacionados a variadas formas de implementar a codificacao
e a decodificacao [4], como ilustrados na Figura 1.3.

Os sistemas OCDMA com espalhamento por seqiiéncia direta sao os mais usados e uti-

lizam cdédigos ortogonais, como os codigos de assinaturas, conseqiientemente, o nimero de
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usuarios simultaneos esta diretamente relacionado ao comprimento do cédigo. Estes sistemas
podem ser classificados em duas sub-categorias: (a) OCDMA coerentes, (b) OCDMA nao

coerentes.

| Sistemas OCDMA |

| Salto Temp I ‘ Salto em Freq ‘ I Sequ. Diretas I | Chirping | ‘ Hibrido
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|
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Figura 1.3: Classificagdao dos sistemas 6pticos CDMA.

Nos sistemas 6pticos CDMA, cada usuario é rotulado por meio de uma seqiiéncia de
um c6digo ortogonal 6ptico (OOC) para espalhamento da informagao. Diferentes métodos
sao usados na geracgao das seqiiéncias de espalhamento, todavia, os dois mais aplicados sao
o de salto em freqiiéncia e seqiiéncia pseudo-aleatoria. No salto em freqiiéncia, é gerada
uma portadora com freqiiéncia variavel “salto” para cada bit. O método de espalhamento,
através de seqiiéncia pseudo-aleatoria consiste de chips binarios com duragao menor do bit
de informacao. Em razao dos bits de informacao serem substituidos por chips da seqiiéncia
de espalhamento, o espectro do sinal de informacao é expandido.

Um c6digo OOC descreve a familia de seqiiéncias unipolares (palavras-cédigo) cuja auto-
correlagao A, e correlacdo cruzada A. sdo menores ou iguais a um, (A, = A\, < 1). Tais
cédigos minimizam a interferéncia de multiplo acesso “MAI - Multiple Access Interference”,
em sistemas nao coerentes, ao mesmo tempo que impoem sérias restricoes ao ntmero de
seqiiéncias do cédigo, para um dado comprimento [5]. A ortogonalidade, (A, = A\, = 0), entre
as seqiiencias nao pode ser obtida porque os sinais sao unipolares, ou seja, dois sinais somados
nao podem ser iguais a zero, em se tratando de soma de poténcia. Logo, sao necessarios
codigos de baixa auto-correlacao, fora de fase, e baixa correlagao cruzada, (A, = A, < 1).

Logo, esta tese contempla os seguintes objetivos:

e apresentar trés novas construgoes de cddigos ortogonais épticos (OOC), do tipo con-
gruentes, tendo como base a estrutura algébrica do grupo multiplicativo do corpo de Galois

GF(p). Avaliar seus desempenhos sob condigoes de diversos fatores de degradagao do sistema

OCDMA.
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e Mostrar a aplicagao da teoria de Gauss como ferramenta matemética para criar novas
formas algébricas de codigos ortogonais 6pticos, a partir do conjunto de nimeros que formam
a representacao dos nimeros operacao modulo “p”.

e Caracterizar os codigos OOC ja publicados na literatura, sob o viés da teoria dos codigos.
Demonstrar, a luz dos codigos de grupo, que determinadas classes mais abrangentes tornam
os codigos OOC casos particulares dos codigos de blocos.

Assim, os objetivos conduziram a organizacao dos assuntos para estrutura que se segue.

1.2 Estrutura da Tese

O Capitulo 2 aborda os principios e conceitos fundamentados nas areas da teoria
dos numeros, algebra abstrata, teoria combinatoéria, e da teoria de transmissao usados em
comunicagoes Opticas para construcao de cédigos OOC.

O Capitulo 3 introduz uma técnica de construcao de cédigos 6pticos, visualizando estes
no contexto da teoria de codigos. A partir da teoria de Gauss, como ferramenta para criar
estruturas algébricas de codigos, o referido capitulo caracteriza os codigos primos e codigos
quadraticos como sendo casos particulares dos cédigos de Slepian e dos cédigos de residuos
quadréticos (QRC), respectivamente.

O Capitulo 4 apresenta as trés novas propostas de cdédigos ortogonais épticos, no-
meadamente, o cédigo (F, K,1,1) — OOC, o cédigo (p(2p — 1),p,1,2) — OOC' e o cbdigo
(p—1(2p—1),p—1,1,2) — OOC que possuem construgao algébrica do tipo congruente,
tendo como base a estrutura algébrica do grupo multiplicativo do corpo de Galois GF(p).
Neste capitulo ¢ ainda realizada a andlise das propriedades de correlacao e avaliado o desem-
penho dos cédigos propostos, considerando somente a interferéncia de acesso multiplo.

O Capitulo 5 avalia o desempenho de um sistema usando o cédigo (F, K,1,1) — OOC
proposto, considerando os ruidos balistico, térmico, corrente de escuro do fotodetector (distri-
buidos de forma gaussiana) e interferéncia de miltiplo acesso, em um sistema com limitador
optico, devido aos usudrios simultaneos como causas de sua degradagao.

O Capitulo 6 apresenta as conclusoes e propostas para trabalhos futuros.

O Apéndice A apresenta as demonstracoes dos teoremas e lemas usados para mostrar

e provar, de forma matematica, os conceitos expostos nos respectivos capitulos.

1.2.1 Contribuicoes da Tese

As contribuicoes desta tese cobrem as dreas de comunicacoes Opticas, teoria de codigos
e a teoria dos nimeros. A primeira contribuicao consiste em apresentar novas familias
de cédigos ortogonais 6pticos, do tipo congruentes, a partir dos corpos de Galois GF(p).
Diversos trabalhos foram publicados sobre cédigos ortogonais 6pticos (OOC); entretanto,
poucos com aplicagoes de equacgoes diofantinas a teoria de cddigos Opticos. Logo, esta tese

focaliza aplicacoes de equacoes diofantinas parametrizadas na forma algébrica de codigos
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ortogonais Opticos para sistemas OCDMA e desperta para o potencial destas equacoes na
construcao destes codigos.

A segunda contribuicao se presta em uma nova técnica de construcao de codigos opticos
enquadrando, de forma eficiente, os codigos ortogonais dentro das classes gerais de codigos,
como codigos de permutacao e codigos de residuos quadraticos. Esta contribuicao vem da
motivagao em buscar uma “estrutura genérica para construcao de OOC” além de apontar
para a interconexao entre os codigos OOC e os demais cddigos, abrindo nova e interessante
direcao para futuras pesquisas de OOC.

Uma outra contribuicao desta tese consiste na avaliacao de desempenho de um sistema
OCDMA usando o cédigo (F, K,1,1) — OOC proposto e considerando diversos fatores de
degradacgao de desempenho como ruidos e interferéncia de miltiplo acesso.

Os resultados obtidos nesta tese produziram publicacoes dentre as quais se os artigos em
congressos internacionais e revistas, nomeadamente o LFNM 2002 (IEEE 4th International
Workshop on Laser and Fiber-Optical Networks Modeling), o Globecom 2002 e Revista do
IEEE América Latina 2005.




Capitulo 2
Definicoes e Conceitos Preliminares

O capitulo aborda os principios, conceitos e definigoes que norteiam e prestam funda-
mento matemdtico aos assuntos apresentados nos capitulos subseqiientes da tese. Os con-
ceitos e defini¢coes da teoria dos nimeros, da algebra abstrata, da teoria combinatéria e da
teoria geral de deteccao, e os principios de deteccao optica sao demonstrados para serem

utilizados diretamente nos respectivos capitulos.

2.1 Aritmética Modular

Sejam a, b, n # 0 numeros inteiros. Os inteiros a e b sao congruentes modulo n quando

a diferenca entre eles, a — b, é divisivel por n, ou seja,
a=b (mod n).

Se a = b (mod n), entdo a e b possuem o mesmo resto quando divididos por n, isto
é, a e b sao residuos médulo n um do outro, logo (a,n) = (b,n). Os elementos a e b per-
tencem a mesma classe de residuo quando ambos possuem o mesmo residuo modulo n. Existe
em todas classes mddulo n correspondentes n possiveis valores de residuo 0,1,2,3,...,n — 1.
Assim, a = b (mod n) é a condi¢do necessaria e suficiente para que os numeros inteiros
a e b pertencam a mesma classe de residuo mddulo n. Qualquer conjunto de n inteiros
{ag, a1, a9, ...,a,_1} que represente todas as classes de residuos mddulo n é chamado con-
junto completo de residuos médulo n, cuja forma mais simples é Z,, = {0,1,2,3,...,n — 1}.

As operagoes de congruéncia possuem as seguintes propriedades:

1. Para todo médulo n, é vilido a =a (mod n).

2. Se a=0b (mod n) entdo, b=a (mod n).

3. Se a=b (modn) e b=c (mod n) entdo, a =c (mod n).

4. Se a=b (mod n) e c=d (mod n) entdo, a+c=b=+d (mod n).
5. Se a=b (modn) e ¢=d (mod n) entdo, ac=bd (mod n).

6
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6. Se a=b (mod n) entdo, a™ = b™ (mod n) para todo nimero inteiro positivo m.

7.Se a = b (modn) e f(x) é um polinomio de coeficientes e expoentes inteiros,
entdo, f(a)= f(b) (mod n).

8. Se a=b (modn) e a=b (mod m), entdo a =b (mod s), s é o minimo multiplo

comum entre n m.
9. Se d édivisorde n e a=0b (mod n) entdao, a =b (mod d).
10. Se am =bm (mod n) e m#0 tal que (m,n) =1 entdo, a =b (mod n).

11. Se am =bm (mod n) e (m,n)=d entdo, a =b (mod %).

2.1.1 Corpo de Galois GF(p)

Sejam L um corpo e # K C L. Entdao, K é um subcorpo de L se, somente se, para todo
{a,b} € K, (a—b) €K, (ab) €K, a€ K\{0} e a™!€K.

Se L é um corpo, entao K é um subcorpo de L ou L é uma extensao do corpo K. De
uma forma mais geral, dizemos que o corpo L é uma extensao do corpo K se L contém um
subcorpo isomorfo a K, ou seja, se existe um homomorfismo injetor ¢ : K — L.

Dizemos que L tem caracteristica zero se o corpo primo de L é isomorfo a Q. L tem
caracteristica de um nimero primo p se o corpo primo de L ¢é isomorfo a Z,. Como todo
corpo de caracteristica zero contém os numeros irracionais e é portanto infinito, todos os
corpos finitos possuem caracteristica p. Se p é um ntimero primo, entao os inteiros modulo p
formam um corpo de p elementos, denotado por Z,, F,, ou GF(p). Todos os demais corpos
com p elementos sao isomorfos a GF(p). Este é chamado de corpo de Galois. Logo, GF(p)

é um corpo com numero finito de elementos.

Tabela 2.1: Elementos do Corpo de Galois GF(p).

p GF(p)
3 1.2

5 11,243

7 11,32,64,5

11| 1,2,4,8,5,10,9,7,3,6
13 1,2,4,8,3,6,12,11,9,5,10,7
17 | 1,3,9,10,13,5,15,11,16,14,8,7,4,12,2.6

WIN (N |W[INDIND|S

Se z é um elemento de GF(p), segundo o teorema de Fermat [6], zP~' = 1, onde 1 ¢ a
identidade multiplicativa de GF(p). Se r é o menor niimero inteiro positivo e " = 1, entao
r é chamado grau do elemento x. O grau do elemento ¢é divisor de p — 1. Quando r = p —1,

entdo o elemento = é elemento primitivo de GF(p), ou seja, todo corpo de Galois GF(p)
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possui elemento primitivo, de modo que, se x é o elemento primitivo, entao todo elemento

3

diferente de zero pertence a seqiiéncia 2° = 1,z', 22, 23, 2%, ..., 2772, denominada poténcia

ciclica do elemento primitivo x. A Tabela (2.1) mostra as poténcias ciclicas de GF(p) para
valores de p = 3,5,7,11,13,17.

2.2 Definicoes e Propriedades dos Cdédigos ()pticos

Seja a seqiiéncia de informagao dada por:

.I'k(t) = Z Tkl pr<t — lTb) (21)

l=—00
onde x; €{0,1} e

1 0<t<Ty
pr(t) - 0 fora

e a seqiiéncia espalhamento dada por:
yk(t) = Z Yin pr.(t —nle) (2.2)

em que Yy, € {0,1} e

(1) = 1 0<t<T,
Prett) = 0 fora

onde Y., 7# 0 determinam as posigoes dos bits “17.
Se o sinal codificado modular uma fonte 6ptica usando modulacao OOK (On-Off Keying),

¢é criado um campo 6ptico dado pela expressao:
er(t) = Re[Ek(t) exp(j2muot)],
em que a amplitude éptica é dada pela expressao

Ei(t) = 21(t) ,

o sinal 6ptico é dado pela expressao

em que FEj é o valor de pico da amplitude,

si(t) = Z Ty Yi(t — U1})

l=—00

e vy € a freqiiéncia optica.
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No receptor o sinal 6ptico é dado por:

o0

e(t)= Y exlt)

k=—o00

gerando uma fotocorrente da pela expressao

o

i) = ) si(t)

k=—oc0

Assim, a natureza quadratica do fotodetector limita os cddigos a codigos unipolares para
aplicagao em sistema OCDMA, por isso chamado de sistema positivo. Os codigos unipola-
res sao construidos para operar em sistema de soma de poténcia, que é o caso do sistema
OCDMA, e nao em sistema de soma de amplitude. O sistema nao coerente é baseado em
soma de poténcia, por isso apropriado para aplicagao dos cédigos unipolares. Devido ao
processamento Optico do sinal ser equivalente a soma de poténcia, tais sinais nao podem
ser manipulados de forma apropriada com codigos bipolares, justificando-se a necessidade
de nova classe de codigos para processamento do sinal optico em sistemas OCDMA. Estes
c6digos unipolares sao chamados de codigos ortogonais 6pticos.

O sinal de saida do receptor é dado por:

Sei(t) = Y wy Ziglt — (1+ 1T, (2.3)

l=—00

onde k e j correspondem ao transmissor e receptor épticos de diferentes usuarios, respecti-

vamente,
éﬁaj :g:,ZkJ pjz JL) (2.4)

Sejam F, K, \,, A.numeros inteiros positivos. Seja F' o comprimento e K o peso das
seqiiéncias, definidas conforme as expressoes (2.1) e (2.2), com exatamente K uns e F' — K

Zeros.

Definicao 2.2.1. Um cddigo (F, K, As, A:)-OOC, que designamos daqui em diante por C,
é uma familia de seqiiéncias, formadas por (0,1), designadas por palavras-cédigo, de com-
primento F', peso K, auto-correlacao \,, fora de pico (off-peak autocorrelation), e maxima

correlacao cruzada \. que satisfaz as seguintes propriedades:

Propriedade 2.2.1. (Auto-Correlagao)
Seja a palavra-cédigo y = (vo,¥1, Y2, .-, yr—1) € C, € o nimero inteiro n #Z 0 (mod F).

Entao,
F-1

Zi i ( Z YmYmn < Ag (2.5)

m=0

onde Z;x(0) = K.
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Propriedade 2.2.2. (Correlagao-Cruzada)

Seja x = (zg, 1, T2, ..., xp_1) € C, X #y e o numero inteiro n. Entao,

F-1

Z’ﬁj(n) = Z YmTm+n < /\c (26)

m=0

O desempenho do sistema OCDMA ¢é determinado pelas propriedades de correlagao do
cddigo usado. A Propriedade 2.2.1 nao é condigao necessaria e suficiente de desempenho do
sistema, e pode ser relaxada se o receptor estd sincronizado na desejada posicao de pico da
amplitude de auto-correlagao [7]. Tal sistema é do tipo sincrono. No sistema assincrono [8],
a Propriedade 2.2.1 permite reduzir a probabilidade de falso limiar do receptor causado pelos
l6bulos laterais da auto-correlacao, como ilustrado na Secao 4.5. Neste sistema, é relaxada
a necessidade de rigido sincronismo a custo do nimero de seqiiéncias do codigo usado se
reduzir por um fator F'— 1, quando comparado ao sistema sincrono [9]. A Propriedade 2.2.2
expressa o quanto a seqiiéncia binaria Y, é diferente de todas as outras seqiiéncias de um
dado cédigo.

Um sistema ideal é particularizado pelas seguintes caracteristicas,

Zrke(n) =0 n#0 (2.7a)
{ Zri(n) =0 k#j, (2.7b)
ou seja, as palavras-codigo y e x sao ortogonais, de modo que o sinal de saida do receptor é
dado por
se(t) =K > g prlt — (+ )T (2.8)
l=—o0

tal que o sinal de informacao ¢é perfeitamente recuperado, com atraso maximo de um simbolo.

Os sistemas OCDMA préticos nao alcangam as condigoes ideais de recuperacao perfeita
do sinal de informagao porque os cédigos dpticos ndo sdo ortogonais no estrito senso [5], isto
é, nao asseguram as condigoes (2.7a) e (2.7b). Porém, os codigos ortogonais 6pticos sdo uma
classe de codigos cujas propriedades garantem ao receptor 6ptico recuperacao do sinal de
informagao préoxima do ideal. Por esta razao estes cédigos sao chamados codigos ortogonais

(correlagdo minima), nas seguintes condigdes

Zk,k(n> S >\a =1 n 7& 0 (29&)
Ziw(0) =Xy = K (2.9b)
Zei(m) <A=1  k#j (2.9¢)

do sinal éptico (unipolar).
Como definido em (2.9), uma palavra-cédigo é ortogonal em relagao a seus deslocamen-
tos ciclicos se a sua auto-correlagao é minima, e duas palavras-cdédigo sao ortogonais se a

correlacao cruzada é minima.
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2.3 Atraso Relativo Adjacente

Definigao 2.3.1. Seja o vetor X = [xg, 21, Z9, ..., £p_1] uma palavra-cédigo de C com peso
K em que os componentes xj) = Tj; = Tjp = ... = T;p_1 = 1 e seja tx = [to, 1,12, ..., Tx_1]
o vetor de todos atrasos relativos entre chips “1” adjacentes do vetor X. Entao, os atrasos

relativos adjacentes sao definidos por:

i — g i=0,1,2,.., K —2
ti:{jﬂ Jio ! (2.10)

Fijo—jrx—1 i=K-1

Seja Rx = [rx(i,7)] o vetor-arranjo, (K — 1)xK, de nimeros inteiros cujos elementos sao

dados pela expressao:
rx(i,j) =Y tjer (mod K) (2.11)
k=0
onde o simbolo “@”representa a operacao adigao modulo F.

Definicao 2.3.2. [10]-[11] Seja A um ndimero inteiro 1 < A < K —1. O arranjo My ) assim
definido

20 11 12 i>\,1
Mxa £ 4D tioker D Lok Y ok > tiok, ¢ (2.12)

ko=0 k1=i0+1 ko=i1+1 kx—1=tx_2+1

é um conjunto, cujos elementos sao os vetores tx de comprimento \, onde 0 < iy < i1 < 19 <
13 < ..<iy1 <K-=2; 7=0,1,2,..., K — 1. O total de diferentes vetores tx em Mx ) ¢é

Mx | = K. ( K;l > : (2.13)

igual a

Da definigao (2.3.2) e equagao (2.11) decorrem os seguintes lemas:

Lema 2.3.1. Seja X um vetor conforme a definicao 2.3.1. Entao,

F-1
thxt@T < A (214)
t=0

¢é valida se, somente se, cada elemento de Ry aparece < A vezes em Ry, para todo 1 <7 <

F—-1

Lema 2.3.2. Sejam X um vetor conforme a defini¢ao 2.3.1 ¢ Y = [yo, y1, Yo, ..., yr_1] outra

palavra-codigo de C. Entao,
F-1
> e <A (2.15)
t=0

é valida se, somente se, Mx » "My , = 0, para todo 0 <7 < F — 1
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Lema 2.3.3. Seja X um vetor conforme a defini¢ao 2.3.1. Entao,

F-1
thl‘t@’r S A (216)
t=0

é valida se, somente se, é valida a equacdo (2.13) para todo 7 = 1,2,..., F' — 1, ou seja, a
inequagao (2.16) ¢ valida se, somente se, todos os vetores que compoem Mx ) sdo distintos

entre si. Assim, os lemas (2.3.1-2.3.3) expressam o significado de Mx , e Ry.

2.4 Cardinalidade dos Cédigos OOC

Fazendo uso do limitante de Johnson [12]-[13] para cédigos corretores de erros, com peso

constante, a cardinalidade |C| do cédigo (F, K, \)-OOC possui limitante superior dado pela

d(F K, \) < & U;:ll LF(:Z { {%HJH (2.17)

onde o simbolo |x| denota a parte inteira do valor real x.

expressao

Para os cddigos que possuem A, # ., na inequacao (2.17), é usado A = max{A,, A.}.

Considerando A\, = 1, A\, =2, a equagao (2.17) se reduz a

(F-1D(F = A)
K(K =1)(K=X)

O (F, K, gy Ae) < (2.18)

Para A = A\, = A\, = 1, esta inequacao ¢é expressa por

B (F, K1) < & {%H | (2.19)

Quando A\, = 1, e A\, = 2, a inequagao (2.17) se reduz a

d(F,K,1,2) < & E:i U;:ZJH (2.20)

Todo cédigo C com cardinalidade méaxima é chamado de cddigo 6timo. Logo, os codigos

€l = {% {%H : (2.21)

para A\, = A\, = 1, ou expresso pela seguinte equagao:

SRR

para A\, = 1 e A\, = 2, sao chamados cddigos d6timos. O uso de cddigos OOC 6timos garante

cujo total de palavras-codigo

a transmissao da informacao de forma eficiente e segura para o maior nimero de usudrios

em sistemas assincronos.
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Teorema 2.4.1. O limitante inferior da cardinalidade do cédigo C' é dado pela expressao:

F
O (F, K\, \) > — 5 (2.23)
onde

=30 () (e )
2 A, + 1 K-\ —1
= () (0

J=min{F - K, K}; = A+ 1.

2.5 C(Cddigos Equivalentes

Definicao 2.5.1. Dois cédigos sao equivalentes quando um dos codigos pode ser obtido a
partir do outro usando as seguintes operacoes: 1) permutacao das posi¢oes do c6digo; 2)

permutacao dos elementos do cédigo em posigoes fixas.

Situagao 2.5.1. {012,120,201} = {000, 111,222} C {0,1,2}® em que o simbolo “ 27 sig-

nifica “equivalente a”.

Situagao 2.5.2. X = {0,1,2,3}, M = 4,C = {00123,10101,23103,33323},n = 5,C C
X?® entao C' = C.1 = {32100,10101, 30132, 32333}, para a operagao (1) e C' = Cpp =
{32100, 10101, 30132, 32333}, para operacao (2) .

Proposicao 2.5.1. Se o c6digo C' é equivalente ao c6digo C” entao a operagao d(C') = d(C").

Demonstracao da Proposi¢ao 2.5.1

Considerando que as operagoes 1) e 2) da defini¢ao (2.5.1) preservam a distancia de Hamming
entre dois vetores, portanto d(z,y) = d(¢(z),1(y)) em que ) representa a operagdo 1) ou
2). [

Lema 2.5.1. Todo c6digo (n, M, d), com os seguintes elementos {0,1,2,...,p-1}, é equivalente

ao c6digo (n, M, d) que possui a palavra-cédigo 000....0.

Demonstracao do Lema 2.5.1
Sejam ¢ = (z1,%g,....,ar) € C e op € S, a permutagao o;(x;) = 0 para todo i € [1, F].

Portanto F' operagoes do tipo 2) dadas por o1, 09, ..., 0, sd0 aplicaveis. |
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2.6 Teoria da deteccao

No sistema binario de comunicagoes, minimizar a probabilidade de erro é equivalente a

minimizar o paradigma de Bayes, através da expressao [14]:

O receptor calcula as probabilidades Pr{S;|R;} e Pr{Sy|R;} e decide que o bit “1” foi
transmitido caso Pr{Si|R;} > Pr{So|R;} ou decide que o bit “0” foi transmitido caso
Pr{S1|R;} < Pr{So|R;}, ou seja,

Pr{S;|R;} = Pr{So|R;} (2.25)

onde
Pr{S;|R;} é a probabilidade de S; ser transmitido, dado que R; foi detetado;

Pr{S;} é a probabilidade de S; ser transmitido;

Pr{R;|S;} é a probabilidade de R; ser detetado, dado que S; foi transmitido;

Pr{R;} ¢ a probabilidade de R; ser detetado;

Pr{S;|R;} é chamada de probabilidade a posteriori, porque determina R; a partir do conhe-
cimento de que S; foi transmitido e trafega pelo canal de comunicacao;

Pr{S;} é chamada de probabilidade a priori, porque determina S; a partir do prévio conhe-
cimento de que S; vai ser transmitido.

Em sistemas de comunicagoes com M simbolos transmitidos, o detector étimo é do tipo
mazximum a posteriori (MAP), ou seja, o detector que possui minima probabilidade de erro
para estimar o simbolo transmitido. O detector MAP demodula R;, calcula as probabilidades
a posteriori (Pr{S;|R;}, Pr{R;|S;}) de cada um dos M possiveis simbolos transmitidos e
decide sobre o simbolo {0, 1} transmitido com méaxima probabilidade a posteriori de ser a
deteccao correta. O critério MAP de decisdo, equagao (2.25), pode ser expresso da seguinte
forma:

CPH{RISYPr{S)) T2 Pr{SiR)
7T Pr{R,[So} Pr{Se} PRSI PS) — Pr{S|Riy =

1 (2.26)

Assim, no critério MAP o detector decide pelo bit “1” para v > 1 ou decide pelo bit “0”
para v < 1. Quando v = 1 o detector decide, de forma aleatéria, pelo bit “1” ou pelo
bit “0”. Quando: Pr{S;} = Pr{R;} = 3 a equagdo (2.26) se reduz & seguinte razdo de
verossimilhanca:

=——=21 2.2

O detector, baseado na equagao (2.27), para estimar o sinal recebido é chamado de

detector de mdzrima verossimilhan¢a (ML). Este é equivalente ao detector MAP quando

os sfmbolos transmitidos sdo equivocéveis, ou seja, Pr{0} = Pr{1} = 3. O detector ML

representa um detector 6timo, ou seja , que possui a minima probabilidade de erro. Portanto,

o critério MAP € o critério da minima probabilidade de erro. O desempenho dos receptores
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é expresso pela probabilidade de erro (BER - Bit Error Rate), definida como a probabilidade
de deteccao incorreta do bit pelo detector.
As probabilidades condicionais sao obtidas usando a expansao assintética das funcgoes

erro erf, e erro complementar, (erfc) no calculo da probabilidade de erro do receptor. Assim,

det ] -1
P(I =0< 70t|1) = / mexp [ %] dl
—00 1 1

Yot —I1 2

v 1

1 I
=1 serfc (%t 1) (2.28)

e de forma analoga:

P(Izl 2’70t|0):

1
exp | ————
V2o P [ 205
[e’s) 1 y2
= —Zd
/“O TWeXp( 5 )4y
o0
Yot — 1o 1 (%t - ]0)] 1 (%t - Io)
= =—|1—erf = —erfc . (2.29
=q ( 00 ) [ \/500 2 \/500 ( )

=5 e 1y = =l respectivamente, conside-
00

rando as relacoes entre as fungoes Q, erf, e erfc dadas pelas seguintes expressoes:

Qz) = V%Tr /;O exp(—y;)dy - % {1 ~er (%)} - %erfc (%) (2.30)

\)

Usando a mudanca de varidveis y =

erf(x (2.31)

-7, e
/ exp(— (2.32)

S\

erfe(x

sendo validas as seguintes propriedades:
Q(—z) =1-Q(x) (2.33)
Q(0) = = (2.34)
tem-se que a probabilidade de erro (A.2) se torna igual a:

P(I =1>+[0)P(0) + P(I =0 < ~|1)P(1)

e e
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2.6.1 deteccao ()ptica Ideal

Na deteccao optica, a quantidade de portadores elétricos gerada depende da poténcia
éptica incidente. A taxa de portadores elétricos (pares elétron-lacunas) gerados por unidade

de tempo pelo fotodetector é funcao do tempo dada por:

R
At) = —P.(t) (pares elétron-lacunas por segundo) (2.36)

q

em que R = & ¢ a responsividade do fotodetector, ¢ é a carga do elétron, hv é energia
do féton, P,(t) é a poténcia recebida em Watts, ) é a eficiéncia qiiantica que corresponde a
eficiéncia de conversao de portadores épticos (f6tons) para portadores elétricos. A eficiéncia

quiantica é definida pela relagao

numero de portadores elétricos gerados

0<n= (2.37)

nimero de portadores épticos incidentes) —

A quantidade total de portadores elétricos gerados, durante o periodo (7') do sinal na

J — ésima observacao, ¢ dada pela expressao:

N; = /)\j(T)dT (2.38)

A geragao de fétons no transmissor 6ptico é um processo aleatério [15]. Conseqiientemente,
a incidéncia destes pelo fotodetector pode ser representada pelo processo de contagem de
Poisson. A taxa de portadores 6pticos que incidem no fotodetector na j — ésima observacao

pode ser representada pela distribuigao de Poisson [15] da pela expressao:

N

P(N; =N) = <0f Aj;?dT) exp | — /T \i(7)dr (2.39)

A expressao (2.39) representa um processo de Poisson nao-homogéneo condicional (conditi-
onal inhomogeneous Poisson process) com taxa de portadores elétricos igual a A(t). Este
¢é condicionado ao valor da poténcia nao-homogeénea recebida devido a esta poténcia variar
com o tempo. Para poténcia recebida constante o processo é chamado homogéneo. Para
um fotodetector que gera N portadores elétricos no intervalo de tempo 7', sao validas as

expressoes da taxa de portadores e fotocorrente, respectivamente:

O P R Y %Pr(t) (2.40)

Usando a expressao (2.39), a probabilidade de n f6tons serem contados, dado que o bit “1” é

transmitido, pode ser expressa por:

P(n) = ( exp(—rT) (2.41)
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Pr - , o , . . ,
onde 7 = 3 ¢ o valor médio da taxa de fétons incidente, P, ¢ a poténcia do bit “17, T ¢ o

periodo do bit. A probabilidade do receptor estimar com erro que o bit “1” ou bit “0” tenha
sido transmitido é dado pela expressao:
Pe = Pr(0]1) Pr(1) + Pr(1]0) Pr(0) (2.42)
onde Pr(0) = Pr(1) = 3.
Considerando a modulagao OOK (On-Off Keying) e o receptor ideal (sem ruido térmico
e sem corrente de escuro), a probabilidade de detecgao de fétons, dado que o bit “0” foi
transmitido, é igual a Pr(10) = 9% exp(0) = 0. A probabilidade de deteccao de fétons,

n!
_ (1)°
-0

o critério de maxima verossimilhanca na decisao, a probabilidade de erro do receptor 6timo

dado que o bit “1” foi transmitido, é igual a Pr(0[1) exp(—rT) = exp(—rT). Usando
¢é encontrada estabelecendo o limiar de decisao do receptor entre zero e um volt. Entao, o
receptor decide pelo bit “0”, caso a tensao de entrada do detector seja inferior a um volt ou
decide pelo bit “1”, caso a tensao de entrada do detector seja superior a um volt. Portanto,

a probabilidade de deteccao de fétons quando o bit “1” é transmitido é dado pela expressao:

1 1 1 P,
Pe = —exp(—rT) + =(0) = = exp(—-2T 2.43
5 exp(=rT) + 5(0) = 5 exp(—72T) (2.43)
Mdamero Médio de Fdtons par Bit
1]
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Figura 2.1: Desempenho do receptor éptico ideal versus sinal 6ptico recebido.

A equagao (2.43) representa o limitante fundamental do desempenho do sistema 6ptico
OOK de deteccao direta. Para que o desempenho do sistema seja igual a 10™%, sao necessarios
20 fotons sempre que um bit “1” é transmitido. Considerando equiprovaveis os bit “1” e bit
“0” e considerando que o bit “0” nao requer fétons do transmissor, a sensibilidade do sistema
de deteccao direta é, em média, igual a 10 fétons por bit. Esta sensibilidade é chamada
de limite qiiantico para sinais do tipo OOK, posto que os efeitos qiianticos associados a

fotodetecgao s@o o unico fator limitante na especificagdo da sensibilidade. A Figura (2.1)
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apresenta o desempenho do sistema versus amplitude de pico e desempenho vs nimero médio
de fétons por bit. Posto que os lasers emitem radiagao eletromagnética, o valor de pico do
numero de fétons por bit é de particular interesse em sistemas OCDMA. A diferenca entre
os valores de pico e médio é fator de dois para 50 do decaimento do sinal de saida do
sistema OOK. O numero de fétons por bit é uma forma particularmente interessante de
especificacao da sensibilidade porque é independente do comprimento de onda e da taxa de
bits de informacao. A sensibilidade é freqiientemente especificada no ponto de desempenho
igual a 107 do sistema. Portanto, a sensibilidade qiiantica do sistema OOK é de 20 fétons

por bit (valor de pico) ou 10 fétons por bit (valor médio).




Capitulo 3

Nova Técnica de construcao de
Cddigos OOC

O objetivo deste capitulo é apresentar a técnica de construcao de cédigos épticos que
consiste em enquadrar-los como casos particulares de classes mais gerais de codigos.

A contribuicao deste capitulo reside em apresentar a nova técnica de construcao de co-
digos 6pticos, visualizando-os como casos particulares de cédigos mais gerais, mostrando
a possibilidade da aplicagao da teoria de Gauss como ferramenta para geracao de cédigos
ortogonais e apontando para o potencial desta teoria na construgao destes.

Este capitulo estd assim ordenado: na Segao 3.1 (Cddigos de Bloco Lineares) sao estu-
dadas duas classes de cédigos ciclicos - os codigos de residuos quadraticos e os codigos de
Slepian; na Secao 3.2 (Cddigos de Residuos Quadréticos), abordam-se o método de ané-
lise e a técnica de construgao destes ultimos cédigos; na Segao 3.3 (Cédigos de Grupo), é
apresentada a teoria de representacao de grupos como um isomorfismo da teoria de grupos
algébricos com a teoria de algebra linear, em que um grupo de matrizes de transformacoes
lineares ortogonais representa um grupo algébrico através de um isomorfismo bem definido
entre os elementos deste grupo algébrico e o grupo de matrizes de transformacoes lineares
ortogonais; na Se¢ao 3.4 (Casos Particulares dos Cédigos de Slepian e Residuos Quadrati-
cos) é apresentada a estrutura dos cédigos Primos e Quadraticos, publicados na literatura,
mostrando que ambos sao casos particulares dos codigos de Slepian e residuos quadraticos,

respectivamente.

3.1 Coddigos de Bloco Lineares

Basicamente os codigos se dividem em dois tipos: cddigos de bloco e codigos convolu-
cionais. Essas classes ainda se subdividem em: cddigos lineares, codigos ciclicos e

codigos sistemdticos. Os codigos ciclicos pertencem a classe dos cédigos de bloco porque

todas as palavras do cédigo possuem o mesmo comprimento. No cédigo ciclico todo desloca-
mento ciclico da palavra-cédigo resulta em outra palavra-cédigo. Dentre varias classes dos

cddigos ciclicos sao de interesse, para esta tese, os codigos de residuos quadraticos e os

19
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cédigos de Slepian ou cédigos de permutacao.

3.2 Coddigos de Residuos Quadraticos

Os cédigos de residuos quadraticos (QRC) sao uma classe de cddigos ciclicos que
possuem comprimento igual a nimero primo p. O numero inteiro « é residuo quadratico
modulo p se a equagao (3.6) possui solugao, ou seja, se a possui raiz quadrada mddulo
p. Da teoria dos nimeros, mostra-se que existem (p — 1)/2 elementos no conjunto dos
residuos quadraticos e (p — 1)/2 elementos residuos nao quadraticos. A representagao dos
QRC é feita por meio de reticulados Zy ou A,. Um reticulado é arranjo finito de pontos, que
algebricamente formam um grupo sob a adicao vetorial, os quais sao descritos pelas equagoes
de diofantina. A partir do reticulado, usando os conceitos de reciprocidade quadratica de
Gauss e de paridade das palavras-codigo, sao construidos os QRC.

Seja a equagao de congruéncia quadratica
az’ +brx+c=0 (mod n) (3.1)

onde a, b, ¢ sdo numeros inteiros, a # 0 (mod n), n > 2, que sujeita as seguintes manipulagoes

matematicas,

4a(ar® +bxr+c¢) =0 (mod 4an)
(2az + b)? —b* +4ac=0 (mod 4an)
m=4an; 2arx+b=Y (modm); b*—4ac=B (modm);

pode ser expressa na forma

Y?=B (mod m)

quando (B,m) = ke? = d, para e* a maior poténcia quadrada em d considerando m =

4an = mod com B = dby. Logo, ke divide Y entao, Y = kez, de modo que

Y = kez (mod m);
(kez)*> =B (mod m);
kz? =by (mod myg) (3.2)

onde z é um numero inteiro. Essa equacao de congruéncia possui solugao se, somente se,
s|by, para s = (k, mg). Porém, para (by, mg)=1, a equacdo (3.2) ndo possui solu¢do, a menos
que s = 1.

Seja s = 1. Realizando as seguintes manipulagoes sobre a equagao (3.2)
(k2)* = kby  (mod my);
y=kz (mod myg);
y* = kby (mod my);
kz* =by (mod myg), (3.3)
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esta pode ser apresentada na forma

v’ =a (mod my) (3.4a)
kby =« (mod my) (3.4b)

com (a, mg) = 1, para kby = o (mod my).

Portanto, a busca da solugao para a equagao de congruéncia quadréatica (3.1) consiste em
resolver uma equagao de congruéncia quadratica (3.4a) e outra de congruéncia linear (3.4b),
com incégnita y € Z; {a,mp} € N.

Definicao 3.2.1. Se (a,m) = 1 e a equagao (3.5) possui solucdo, o inteiro o é residuo
quadrdtico mddulo m (residuo quadrdtico de m). Caso esta ndo possua solugao, o inteiro «

é nao-residuo quadratico mddulo m (ndao-residuo quadrdtico de m).

2

y°=a (mod m) (3.5)

A determinacao dos residuos e nao-residuos quadraticos é equivalente a verificagao da pos-
sibilidade de solugao da equagao (3.5). Através da fatoracdo de m em poténcias de niimeros
primos, reduz-se a equagao a uma do tipo y*> = @ (mod p) onde p é primo. Para m =p a
equagao possui ou nao solucao ([16], lema 8.1, pp. 272). Na busca da solugdo da equagao
(3.5), estamos interessados somente na solugao que é residuo quadratico de p.

Caso p = 2, todo inteiro impar ¢ residuo quadratico de 2 e os niimeros inteiros pares sao

excluidos. Porém, para f(z) = 2 —a; dj;(f) =2r; d= (d(dQ;),Z) = 2. Portanto, pelo lema
8.1, fica provado que a solugao da equagao r? = a (mod 2"7!) satisfaz a equagio 2% = a
(mod 2") criando, para esta tltima, duas solugdes, ou nenhuma solugao pode ser encontrada a
partir de 2/, que é solucao da primeira equacao. Para a determinacao dos residuos quadraticos
para poténcias de primos pares, precisa-se fazer consideracoes em contexto separado do

contexto dos niimeros primos fmpares, ou seja,

y*=a (mod p) (3.6)

Aplicando o critério de Euler para determinar a condi¢ao necessdria da solugao para
equagao (3.6), esta possui solugao se, somente se, o =1 (mod p). Quando T =1
(mod p), entdao « é residuo quadratico de p e nao-residuo quadratico de p se o = -1
(mod p). Esta condigao corresponde ao teste do residuo quadratico de p se este é um nimero
primo impar e « é co-primo de p. Porém, este resultado nao garante a condi¢ao suficiente do
residuo quadratico p. O ntimero de elementos do conjunto de residuos médulo p é dado pela
fungao de Euler ¢(p). Se p é um ntumero primo entao ¢(p) = p— 1. Logo, ¢(p) representa
a cardinalidade do conjunto de residuos quadraticos médulo p. Por essa razao, é feita, nesta
tese, a opgao pelo grupo multiplicativo do corpo de Galois (GF(p) = Z, = ¢(p) =p — 1)
como estrutura algébrica dos cédigos propostos no Capitulo 4.

Portanto, fica demonstrado que, através dos teoremas da teoria dos ntimeros, podemos

encontrar o residuo quadratico a partir do primo fmpar p. Por outro lado, dado um inteiro
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como residuo quadratico, podemos encontrar o primo impar do qual o nimero inteiro é
residuo quadratico. Se o inteiro dado é impar, obviamente é residuo quadratico do primo 2,

de modo que estamos interessados somente nos primos impares.

Teorema 3.2.1. ([16] pp. 315) (Teorema da Reciprocidade Quadratica de Gauss)

Seja p # ¢ numeros primos. Entao,
(5=

O Teorema 3.2.1 permite determinar os primos impares dos quais um dado inteiro é
residuo ou nao-residuo quadratico. Quando se pretende encontrar os primos dos quais um
nimero composto é residuo ou nao-residuo quadratico, este composto precisa ser fatorado
como produto de primos. Assim, o Teorema 3.2.1 garante a condi¢ao necessdria e suficiente,
para que qualquer niimero inteiro positivo seja residuo ou nao-residuo quadratico do primo
impar p.

Usando o lema de Gauss, podemos caracterizar todos os primos que possuem o inteiro
2 por residuo quadrético. Conseqiientemente, pelo Teorema 9.5 ([16] pp. 305) o inteiro 2 é
residuo quadrético de todos os primos da forma p = £1 (mod 8), e nao-residuo quadratico

de todos os primos da forma p = +3 (mod 8).

3.2.1 Teoria dos Reticulados

A geometria dos cédigos de residuos quadraticos pode ser determinada fazendo uso da

teoria de reticulados.

Definicao 3.2.2. Um conjunto de pontos cujas coordenadas (xg, z1, %2, ..., T,—1) € R" s@o

nimeros inteiros em Z", é um reticulado.

Assim, os conjuntos S pertencem ao espago real euclidiano n-dimensional R™ e seus pontos
estao em Z". Os teoremas de Blichfeldt e Minkowski formam a base da teoria dos reticulados
na busca de aproximacoes aos pontos do reticulado de uma superficie fechada no plano ou

espaco.

Teorema 3.2.2. [17] (Blichfeldt)
Seja S um conjunto em R" com volume v(S) > 1. Entao, existem dois pontos distintos

s’ €S es” €S tal que o ponto s’ — s” do reticulado possui coordenadas inteiras.

Teorema 3.2.3. [18] (Minkowski)

Seja A uma matriz nao singular n x n, cujos elementos sao reais, e A = AZ". Se S, em R", é
um conjunto simétrico e convexo em torno de 0, e se v(S) > 2"d(A), entdo existe um ponto
do reticulado x e A tal que x #0ex € S.

Os reticulados podem ser enumerados na forma quadrangular ou diagonal, conforme a
Figura (3.1).
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Figura 3.1: Numeracao dos Reticulados.

Situagao 3.2.1. As coordenadas (x,y) dos pontos do reticulado sao (0,0), (0,1), (1,1),
(1,0), (0,2), (1,2), (2,2), (2,1), (2,0) e (0,0), (0,1), (1,0), (0,2), (0,3), ... para mumeragio

quadrangular, Figura (3.1(a)), e numeragao diagonal, Figura (3.1(b)), respectivamente.

A busca de um reticulado é equivalente a encontrar as solucgoes inteiras de uma dada
equagao. De forma mais geral, somos conduzidos a representacao de ntimeros inteiros por

formas quadraticas bindrias, isto é, através de equacoes de diofantina de duas variaveis.

Definicao 3.2.3. A equacao polinomial cujas solugoes e coeficientes sao ntimeros inteiros é

chamada equacao de diofantina.

Como o reticulado é descrito por uma equagao, estamos particularmente interessados

pelas solugoes das formas quadraticas da equacao de diofantina do tipo:
2 +y*=n (3.8)

que conduzem a codigos ciclicos, através da matriz de transformacao ortogonal T. As solucoes

para a equacao (3.8) sdo encontradas através da aplicagao dos teoremas (3.2.4 e 3.2.5).

Teorema 3.2.4. [19] (Genus) A equagao (3.8) de diofantina tem solugao para n primo se,
somente se, n é um numero primo do tipo 4k 4 1, exceto para n = 2, ou seja, n = 1 (mod 4)
oun =2 (mod 4).

Teorema 3.2.5. 155 (Composigao)
Seja Q(z,y) = x? + y*. Entao,

Q(z,y)Q(2",y') = Q(za" — yy', 2"y + xy)
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onde

(2® + ) (2 + y?) = (v2’ — yy')* + (v + 2'y)*

— ZL’21'/2 +y2y/2 +x'2y'2 +l’2y/2

Assim, a busca pelas solugoes da equagao (3.8) segue o seguinte procedimento:
1) Fatoragao de n em nimeros primos através do teorema (3.2.4) de Genus.
2) Resolver a equagao (3.8) para os fatores primos encontrados no item anterior.
3) Determinar todas as solugoes possiveis da equagao (3.8) através do teorema (3.2.5).
4) Em seguida, a determinagao das palavras do cédigo ciclico, associado as solugoes encontra-
das, consiste em encontrar uma matriz de transformagao ortogonal, cujas colunas sao vetores
linearmente independentes, com det(T) = n. Uma das colunas da matriz T precisa ser uma
das solugoes, (z,y), da equagao (3.8), sendo recomendado o inteiro 1 na sua diagonal, para
assegurar a diversidade do cédigo, ou seja, no reticulado cada elemento do cédigo precisa
formar um quadrado latino.

O algoritmo de construcao do codigo de residuos quadrdticos possui os seguin-
tes passos:

Passo 1: Mapear em rq, 75 € r3, onde r; = 0, os elemento da palavra-cédigo do codigo
p-ario.

Passo 2: Efetuar operacao adicao modulo p para encontrar os elementos da palavra-

cbédigo do codigo de residuos quadraticos.

Si1 =T,
Sip = T1 + T,
Si3 = Si2 + T3,

Si3 = Si1 D Sio

Sij = Si(j—2) D Si(j-1)

emquelﬁjgp;z1 e 1 <i<p.

Passo 3: Mapear, em suas respectivas imagens, os elementos s;; do Passo 2 com %—FQ <
J=p

Passo 4: Através da paridade zero da palavra-cédigo cujos elementos foram encontrados
nos Passo 2 e Passo 3, encontrar o elemento s;;, onde j = p_;l + 1.

Passo 5: Realizar os Passos 1 a 4 do presente algoritmo para todas as palavras do codigo
p-ario.

Passo 6: Completar o codigo de residuos quadraticos colocando a palavra-cédigo zero
na primeira linha, seguida das outras palavras do cddigo. Nos dois exemplos seguintes, é
apresentada a forma sistemética de construcao dos coédigos de residuos quadraticos a partir
de Zs e Zr.
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0/0[0]0]0
0100

07(1]3]1]0
1 12

012]1]12]0
; 2 013(4]3]0
; )l 014121410
4 43

Tabela 3.2: Cédigo de Residuos Qua-

Tabela 3.1: Reticulado Zs.
dréticos Zs.

Situagao 3.2.2. Para a equaciao de Diofantina x* + y? = 5, fazendo as solugoes (r,y) =

2 1
2,—1) e (x,y) = (1,2) como vetores colunas da matriz 7" = o correspondente
1 2

codigo 5-ario serda {00,12,24,31,43}. Este é gerado iniciando de um ponto arbitrario do
reticulado, no caso 00, se movimentando pela coordenada x em dois deslocamentos e pela
coordenada y em um deslocamento, ou seja, deslocamentos iguais aos valores dos elementos
da primeira linha da matriz T. A numeracao ¢ feita de forma quadrangular, como mostrada
na Figura (3.1a). O cédigo gerado é ciclico, como pode ser visualizado na Tabela (3.1), cada
palavra-codigo aparece uma somente uma vez no quadrado latino.

Aplicando o algoritmo de construgcao do codigo de residuos quadrdticos, para
p = 5, temos:

Passo 1: Mapear os elementos da palavra-cédigo 12 em r; =0, 15 =1 e r3 = 2.

Passo 2: Encontrar os elementos da palavra-codigo do cédigo de residuos quadraticos.
So1 =11 = 0] S;o=7T1+1r3=04+1=1.
Passo 3: Os elementos-imagem sao
Soq = 1; S95 = 0.
Passo 4:
So1+ So2+ So3+ Su+ S5 =0+14+53+1+0=0 (mod 5).

Através da paridade obtemos so3 = 3, de modo que a palavra-cédigo é: {0,1,3,1,0}.

Passo 5: As demais palavras-codigo do cdédigo H-ario sao:
S31+S30+S33+ 8314+ S35 =04+2+533+2+0=0 (mod 5) = S33=1= {0,2,1,2,0}.

S41+S42+S43+S44+845:0+3+843+3+O:0 (IIlOd 5>:>S43:4:>{0,3,4,3,0}.
S51+ Ssa+S53 + S+ S55=0+4+s535+4+0=0 (mod 5):>S53:2:>{0,4,2,4,0}.

Passo 6: O cédigo de residuos quadraticos, para p=>5, é:

{0,0,0,0,0}
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{0,1,3,1,0}
{0,2,1,2,0}
{0,3,4,3,0}
{0,4,2,4,0}

O passo 6 do algoritmo satisfaz o lema (2.5.1). A simetria entre as colunas da Tabela

(3.2) é assegurada pela lei da reciprocidade quadrética de Gauss.

(ool Nen )l Heoll Heoll Henll Heoll Ben)]
| O =W | N+~ O
== O N YW O
RIN|W| OOy O
e Hal A0 \C N e GV ]
DO R |W N~ O
(ool el Heoll Bl Henll Heoll Ren]

Tabela 3.4: Cédigo de Residuos Qua-
draticos Zr.
Tabela 3.3: Reticulado As.

Situacao 3.2.3. Para a equacao de diofantina 2% 4+ zy + y?> = 7, tornando a solucao
2 1
(z,y) = (2,1) um dos vetores colunas da matriz T = R correspondente c6digo serd

{00,12,24,36,41,53,65}. Este codigo, 7-drio, é gerado iniciando do ponto 00, numerando
de forma quadrangular, movimentando-se pelas coordenadas = e y em 2 e 1 deslocamen-
tos, respectivamente. O cédigo gerado é ciclico, como pode ser visualizado na Tabela (3.3),
reticulado A,.

O c6digo de residuos quadraticos, mostrado na Tabela (3.4), é obtido da seguinte forma:
iniciando de um ponto arbitrario do reticulado, no caso 00, movimenta-se pela coordenada
x em dois deslocamentos e pela coordenada y em um deslocamento, ou seja, deslocamentos
iguais aos valores dos elementos da primeira linha da matriz T. A numeracao é feita de
forma quadrangular, como mostrada na Figura (3.1). O cddigo gerado é ciclico, como pode
ser visualizado na Tabela (3.1); cada simbolo do cddigo aparece uma sé vez no quadrado
latino.

O algoritmo de construcao do codigo de residuos quadrdticos, para p = 7,
temos:

Passo 1: Mapear os elementos da palavra-cddigo 12 em r; =0, 15 =1 e r3 = 2.
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Passo 2: Encontrar os elementos da palavra-codigo do cédigo de residuos quadraticos.

So1 =11 = 0;
822:T1—|—7“2:0—|—1:1;
Sg93 = Sgg +13=1+4+2=3.

Passo 3: Os elementos imagem sao
So5 = 3; S96 = 1; S97 = 0.
Passo 4:
So1 + Soo + So3 + Soa + S5 + So5 + 825 =0+ 1+3+54+3+14+0=0 (mod 7).

Através da paridade obtemos ss3 = 6, de modo que a palavra-cédigo é: {0,1,3,6,3,1,0}.

Passo 5: As demais palavras-cédigo do codigo 7-ario sao

531 1 S32 + 533 + S34 + S35 + S36 + S37 =
=0+2+6+54+6+24+0=0 (mod7);
S34 = 9;
{0,2,6,5,6,2,0}.
S41 + S42 + 543 + Saa + Su5 + Sae + Sar =
=04+3+2+544+2+3+0=0 (mod 7);
Saa = 4;
{0,3,2,4,2,3,0}.
S51 1 S52 + 553 + S54 + S55 + Ss6 + S57 =
=04+44+5+554+5+4+0=0 (mod 7);
S50 = 3;
{0,4,5,3,5,4,0}.
561 1 Se2 1 S63 + Sea + Se5 + Se6 T Se7 =
=04+5+1+84+1+5+0=0 (mod 7);
Sea = 2;
{0,5,1,2,1,5,0}.
571+ S72 + 873 + S74 + S75 + S76 + S77 =
=0+6+4+5s4+4+6+0=0 (mod 7);
st =1

{0,6,4,1,4,6,0}.
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Passo 6: O cdédigo de residuos quadraticos, para p=7, é

{0,0,0,0,0,0,0}
{0,1,3,6,3,1,0}
{0,2,6,5,6,2,0}
{0,3,24,2,3,0}
{0,4,5,3,5,4,0}
{0,5,1,2,1,5,0}
{0,6,4,1,4,6,0}.

3.3 Cdbdigos de Grupo

Seja G um grupo de transformacgoes inversiveis a partir do conjunto S, nao vazio, para o
conjunto S. O subconjunto de transformagoes H < G é transitivo no subgrupo A C S se para
todo par {a,b} € A, existe a transformacao h € H, tal que h(a) = b. A transformagao H é

chamado de estritamente transitivo se h é tinico para cada par a, b, no qual |H| = |A|.

Definigao 3.3.1. O subgrupo de todas as transformagoes em G, sob a qual o conjunto A é

invariante, é chamado de grupo de simetrias do subconjunto A C S em relacao G, isto é,

Sym(A) = Sym,(A) = {g € G | g(a) € A,Va € A}

Definicao 3.3.2. O subgrupo assim definido,
Stab(a) = Stabg(a) = {g € G | g(a) = a}
é chamado de estabilizador do ponto a € S. Conseqiientemente [25],

Stab(A) = Stabg(A) = () Stab(a)

a€A

O estabilizador do ponto a coincide com o grupo de simetrias do conjunto singular {a}, isto
é, Stab(a) = Sym({a}). O estabilizador do conjunto A é um subgrupo normal, Stab(A), do
grupo de simetria Stab(A) < Sym(A).

Definicao 3.3.3. O subgrupo H < G é um subgrupo normal, ou seja, H <G, se ¢ 'Hg =
H, Vge G

Um cédigo sobre um conjunto X, nao vazio, é um subconjunto C C X", indexado pelo

conjunto T, o qual estd associado ao eixo do tempo,
Xf'e2i{x|x : T—X, 7,€X, VkeT}

onde o elemento x € C ¢é chamado de palavra-cédigo. O cédigo é chamado finito ou infinito

em fun¢ao da cardinalidade |C| do conjunto C.
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Definigao 3.3.4. Seja > um grupo de transformacoes inversiveis do conjunto X”. Se existem
o subgrupo A < 3 e o ponto x € X', tal que C = A(xg), entdo C é um cdédigo de grupo.

Assim, A e xg, para um dado grupo, nao sao necessariamente tinicos. Quando o cédigo

possui A finito, entao C é cédigo de grupo finito.

Definigao 3.3.5. Se o conjunto X' é um espago métrico e o grupo de transformagoes >
consiste de isometrias de X*, ou seja, distancia que preserva as transformacoes ||x — y|| =
IAx) — A(y)|l, ¥x,y € X", entdo o cédigo de grupo A(xg) ¢ chamado de cddigo de grupo

de isometria.

Definigao 3.3.6. [20] Sejam VH < G; e V\; € G, chamados de classe lateral a esquerda
e classe lateral a direita de H, respectivamente, no grupo GG. Qualquer elemento da classe

lateral (“coset”) é chamado de representante da classe lateral.

O conjunto gerador do cédigo de grupo C = A(xg), em relagao a xo € C, é um conjunto
minimal de transformagcoes A, C Sym(C), tal que Ay(x) = A(xg). Quando A é um grupo
que define o codigo de grupo C, em relagao ao elemento gerador x(, entao o conjunto gerador
do cédigo C pode ser obtido mediante a escolha do representante de cada classe lateral do
subgrupo Staba(xg) < A.

Diferentes representantes da classe lateral e grupos de defini¢ao resultam em diferentes
conjuntos geradores para um dado cédigo de grupo. Quando o conjunto gerador A, do
cddigo de grupo C é fechado sob a operacao do grupo, é chamado de grupo gerador. Em
outra palavras, o grupo A estritamente transitivo |A| = |C| é chamado de gerador de grupo
do codigo C. Assim, um cédigo de grupo pode ou nao possuir grupo gerador.

Dado um cédigo de grupo A(xg), o estabilizador Stabs(xg) < A é um subgrupo nao trivial,
isto é, subgrupo nao normal em A[21]. Freqiientemente se escolhe o sistema de representante
da classe lateral a esquerda que formam um grupo, isto ¢, A; < A. O grupo gerador obtido

¢ um subgrupo normal do grupo de definicao, ou seja, A, < A.

3.3.1 Cébdigos de Slepian

Os coédigos de Slepian sao conjuntos de pontos sobre uma hiperesfera no espaco eu-
clidiano n-dimensional, equivalente a um cédigo de permutacao. Ao cédigo de permutacao
sobre Z, esta associado o grupo de automorfismo, o qual define a estrutura do cédigo. Para
o codigo de permutacao, o grupo de automorfismo é subgrupo do grupo de permutacoes
S,. Através do algoritmo da d-cadeia fechada, determina-se a geometria associada ao grupo
mediante o estabelecimento de uma cadeia de pontos, o qual é uma homotopia fechada cujo
grupo ciclico associado ¢ Z,,.

Os c6digos de grupo ou cddigos de Slepian (cédigos esféricos) foram pela primeira vez
apresentados em [22], e depois por Forney [23]. Segundo Slepian, um cédigo de bloco, no
espaco euclidiano n — dimensinal, R™, é construido a partir da seguintes condigoes: 1)

existe um vetor xo € R"; 2) existe um grupo finito A de transformacoes lineares em R™.
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De modo que o cédigo de grupo é o conjunto finito de vetores que definem a superficie
de uma hiperesfera limitada pelo grupo finito, ou seja, C = A(xg). Assim, o grupo G de
transformacoes lineares no espaco euclidiano R™ e o ponto xg € R" definem o cédigo de
grupo (cédigo de Slepian) G(xo).

O conceito de codigo de grupo se baseia em considerar a érbita de um ponto xo € R”
sobre um grupo finito de transformagoes ortogonais em R™, ou seja, C = A(x).

O cédigo de bloco C com comprimento n consiste do conjunto de vetores no espago eu-
clidiano R™. Para o cddigo de bloco, pode-se tomar o conjunto de indices T = {1,2,3,...,n}
e C ¢ XT. Se o cédigo de bloco C C X' nao se expandir em R, entdo, através de conve-
niente escolha da base, o cédigo C pode ser considerado um cédigo de bloco sobre R com
comprimento m. A dimensao da expansao € igual a m, de modo que se pode construir um
c6digo de grupo de bloco sobre R, sendo > o conjunto de todas as transformagoes lineares
de R™. Portanto, um cddigo de grupo de bloco A(xg) é especificado pelo grupo finito A < )
e o ponto xg € R". Sendo finito o grupo de definigao, A, toda transformagao A\ € A precisa
possuir ordem finita, isto é, ™ = I para alguns nimeros inteiros m e I é a transforma-
¢ao identidade. Portanto, tornam-se de maior interesse as situagoes em que » | consiste das

transformacoes lineares com det = +1

Definigao 3.3.7. [24] Cédigos de grupo ou cddigos de Slepian sao codigos de grupo
de bloco com isometria finita sobre R, construidos através da imagem do ponto x, € R"
sob o grupo finito A de transformacoes ortogonais em R"™, ou seja, em notacao matricial
M{M, =TI onde {M | M € R™} e A(x) = M,x. Posto que as transformagoes ortogonais
preservam a norma euclidiana dos vetores, o cédigo de Slepian pode ser definido como o

conjunto de pontos na superficie de uma n-hiperesfera de raio ||x|| no espago R".

Assim, o cédigo de Slepian é definido pelo grupo de transformacgoes ortogonais A e pelo
vetor xg. Freqlientemente, quando o comprimento n do bloco é pequeno o cédigo no espago
euclidiano é considerado um conjunto de sinais ou uma constelagao de sinais. Portanto, o

cédigo de Slepian é um cédigo de grupo com isometria finita.

3.3.2 Grupo de Isometrias

Definicao 3.3.8. Uma isometria A no espaco euclidiano n-dimensional é uma transformacao
{\: R™ — R"}, que preserva as distancias euclidianas ||x —y||* = ||A\(x) — A(y)[|?, Vx,y €
R™, em que A(x) e A\(y) s@o as imagens de x e y, respectivamente, sob a transformagao A.
Uma das principais aplicacoes de classe de isometria no espago euclidiano sao as transforma-

¢oes ortogonais do tipo rotacao pura, rotacao imprépria e reflexao pura.

Assim, toda isometria no espago euclidiano R™ é uma transformacao A(x) = M x+c,, em
que M, é matriz ortogonal. Uma isometria é chamada de translagdo pura, se A(x) = x+ ¢,
onde M, = I, e de translacao linear, se \(x) = M,x, onde ¢, = 0. O conjunto de todas

isometrias em R” forma o grupo de isometrias, denotado por Zgp,, .
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Definicao 3.3.9. O grupo de translagao

1, = {/\ S ISOn

AC) = A0) = L.}

Isoy,
Z,

constituinte. O quociente é isomorfo ao grupo de todas as transformagoes ortogonais em

¢ um subgrupo normal, Z, <Zgp,, € 0 seu grupo quociente, , ¢ chamado de grupo linear
R™. Dada uma isometria A\(x), a sua componente de translagao corresponde ao mapeamento
Ar(x) = x + A(0) e a componente linear corresponde a Ar(x) = A(x) + A(0), onde A(x) =
Ar(AL(x)).

Em [22], somente sao considerados os grupos de defini¢ao finitos A < Zgp, para se asse-
gurar de um cédigo de grupo de isometria finita A(xg), de modo que o grupo de simetria do
c6digo de grupo (cédigo de Slepian) tem que possuir um subgrupo de translacao trivial Ay.
Um método alternativo de construcao do cédigo de bloco finito sobre R inicia considerando
os subgrupos de translacao nao triviais, portanto infinitos, associados ao grupo linear cons-
tituinte. Este tipo de grupo de definicao, A, gera um codigo de grupo de isometria infinita
de bloco A(xp). Portanto, o cddigo finito, dado pela expressao, A(xo)|lr = R N A(xg) é um
codigo derivado (subcddigo) do cédigo A(xp) obtido a partir da intersecgao com a regiao
limitante de volume finito, R. Quando A(xg)|r nao é um cédigo de grupo, este herda vérias

propriedades do cédigo de bloco de grupo A(xg) do qual pertence.

3.3.3 Coddigos de Permutacao

Seja G um grupo de matrizes ortogonais nxn o qual forma a representagao fiel de um grupo
G com vetor inicial x € R". O cédigo de grupo X, como definido na Secao 3.3.1, é a drbita
do vetor x sob G, ou seja, é o conjunto de vetores xG. Inicialmente se considera G um grupo
abstrato e x um vetor inicial para mostrar que todo cédigo de grupo é equivalente ao cédigo

de permutagao.

Definicao 3.3.10. Cddigo de permutacao é um codigo de grupo obtido a partir da
aplicagao ao vetor inicial x de um grupo G de permutagoes, ou seja, G é um grupo de

matrizes de permutacao.

Teorema 3.3.1. [20] Seja f : G — G’ um homomorfismo de G em um grupo G’. Entao
H={zeG : f(x)=1}

¢ um subgrupo normal de G também chamado de nicleo de f.

Definicao 3.3.11. Se GG é um grupo, uma representac¢cao de permutacao de G é todo
homomorfismo de G' no grupo de simetrias Sym(A) = Symq(A), para um conjunto A nao
vazio, ou a imagem de GG sob o homomorfismo. Se o homomorfismo é um isomorfismo, entao

se diz que a representacao € fiel.

Teorema 3.3.2. [20] Todo grupo G de ordem |G| é isomorfo a subgrupo do grupo de simetria
Syme(A).
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Sejam H o subgrupo de G e R o conjunto de classes laterais a direita de H em G. Entao,

¢ a decomposicao do grupo G em classe lateral de ‘H a direita. Para todo g € G é atribuida

a permutacao

Ty R—TR
em que my(Hr) = Hrg e r é o vetor de ruido no receptor. O conjunto I' = {7, | g€ G} é o
grupo de permutacao transitivo de grau % e a representacao de permutacgao de G induzida

por ‘H. Esse é o método como toda representacao de permutacao transitiva de G pode ser
obtida. Quando H = {e}, identidade de G, a representagao induzida por H é chamada de
representacao regular a direita de G. De maneira analoga, define-se a representacao regular
a esquerda de G.

O minimo n corresponde a maxima cardinalidade |H| tal que a representacdo de I' é
fiel, isto é, tal que o nucleo do homomorfismo de G em I' é a identidade. Este ntcleo pode
ser considerado o subgrupo normal maximal de G contido em H. Conseqiientemente, se H’
denota o maior subgrupo nao normal de G, o qual nao inclui subgrupos normais de G, a

excecao da identidade, entao n é dado pela seguinte razao:

]

Se G ¢é abeliano ou p-grupo de Sylow, entao todos os seus subgrupos sao normais. Quando
|H'| =1, entao n = |G|

Teorema 3.3.3. [20] Seja G um grupo finito que possui os seguintes simbolos reais X, Xy,
..., Xp. Seja p uma representagao fiel p : G — G onde G é um grupo de matrizes ortogonais
nxn. Seja X, o simbolo de p e suponha X, = Y7  a;&;. Seja x € R" e o cédigo de
grupo dado por X = Gx = {p(¢9)x : ¢ € G}. Suponha H um subgrupo de G e forma a
representagio de permutacao ¢ : G — I' = {m, | g € G} induzida por H. Seja X, o simbolo
de ¢ e suponha ainda Xy = >7_ b;X;. Se ¢ é representagao fiel e b; > a; Vi, entao I' gera o

codigo de permutacao equivalente ao codigo X.

Corolario 3.3.1. Todo cédigo de grupo é equivalente a, no minimo, um cédigo de permu-

tacao.

3.3.4 Algoritmo da d-cadeia Fechada

O algoritmo da d-cadeia fechada, proposto em [25], é um complemento do teorema de
Slepian [22]. Este algoritmo determina a geometria dos grupos abelianos, ou nao abelianos,
no espago euclidiano n - dimensional. Da geometria do grupo que procede do algoritmo,
determinam-se novos poligonos regulares em qualquer dimensao n # 2. Estes poligonos for-
mam os codigos esféricos, ou cddigos de Slepian. Deste modo, o algoritmo da d-cadeia fechada

generaliza a construcao dos cédigos primos sobre a superficie de hiperesfera n-dimensional,
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sendo casos particulares dos c6digos de Slepian os cddigos primos apresentados em [9], [26]
e [27]-[28] e outros.

Teorema 3.3.4. Sejam as palavras de uma d-cadeia iniciando em Xpg, X4,,X4,,...., Xa,.
Entao os elementos do grupo, cujas palavras correspondentes distam “d” da palavra Xg
formam um conjunto de geradores de H. Se H é um subgrupo préprio de G, entao, de
qualquer palavra correspondente a um elemento do grupo que nao estd em H, uma nova
d-cadeia pode ser formada e os elementos do grupo correspondentes aos pontos desta nova

d-cadeia formam uma classe lateral de H.

Da demonstragao do teorema (3.3.4) decorre o algoritmo da d-cadeia fechada como
instrumento para construcao dos cédigos de Slepian a partir da tabela de Cayley. O algoritmo
¢ composto dos seguintes passos:

Passo 1: Dado um conjunto e a operagao associada, construa a tabela de Cayley.

Passo 2: Para cada linha da tabela de Cayley, determine a permutacao correspondente.
Quando o conjunto é isomorfo a Z,, este conjunto de permutacao forma um grupo de qua-
drados latinos.

Passo 3: Forme o conjunto de ciclos para cada permutacao.

Passo 4: Do produto de ciclos, colete os pontos antipodais. O conjunto I'; consiste na
identidade e nos ciclos antipodais. Assinale uma distancia d; para cada conjunto I';.

Passo 5: Dos varios conjuntos I'; encontre todos os caminhos Hamiltonianos possiveis
iniciando do elemento identidade do grupo. Tal tarefa é acompanhada pela procura das
possiveis seqiiéncias de elementos do produto de ciclos pertencentes aos conjuntos I';.

Passo 6: De modo a encontrar grafos associados a cada I';, ou d; — cadeia, encontrados
no Passo 5, faga cada caminho Hamiltoniano a primeira coluna de uma tabela cuja 1 linha
sao os elementos do conjunto I'; correspondentes a d; — cadeia desejada. Desta linha e coluna,

conhecendo a operacao de grupo, complete esta tabela.

Situagao 3.3.1. Seja GF(5) o corpo de Galois. Sejam representados os elementos de GF(5)
como inteiros de Zs = {0, 1,2, 3,4}.
Passo 1: Tabela de Cayley

Tabela 3.5: Tabela de Cayley para p = 5.

+10(1]2]3]|4
010111234
1111213410
212134101
3131410112
4141011123

Sua composicao é conforme se mostra na Tabela 3.5.
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Passo 2: Elementos de Permutacao

Os elementos de permutacao sao conforme a Tabela 3.6.

Tabela 3.6: Elementos de Permutacao.

Permutacoes
1 2
A 0 3 4 B 01 2 3 4 _ 01 2 3 4
012 3 4 1 23 40 2 3 4 01
Do 012 3 4 o 01 2 3 4
34 0 1 2 4 01 2 3

Passo 3: Produtos dos Ciclos

A=1=1(0)(1)(2)(3)(4) — Identidade
B=(0,1,2,3,4);
C=(0,2,4,1,3);
D =(0,3,1,4,2);
E =(0,4,3,2,1)

Passo 4: Formar o Conjunto

dy=(I,B)=T, = {B=(0,1,2,3,4)}
dy = (I,0) =Ty = {C = (0,2,4,1,3)}
dy = (I,D) =Ty ={D=(0,3,1,4,2)}
dy=(I,E) =Ty = {E = (0,4,3,2,1)}

Passo 5: Caminhos Hamiltonianos

0,1,2,3,4,0
I'h=B=(0,1,2,3,4) = T
0,4,3,2,1,0
0,2,4,1,3,0
Iy=0=(0,2,4,1,3) = T
0,3,1,4,2,0
0,3,1,4,2,0
I's=D=(0,31,4,2) = R
0,2,4,1,3,0
0,4,3,2,1,0
I'y=F=1(0,4,3,2,1) = T
0,1,2,3,4,0

Passo 6: Montagem da Tabela 3.7
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Tabela 3.7: Grafos.

Para I'; Para I'y Para I's Para I'y4
0]1 01 012 012 013 013 014 014
112 410 214 310 311 210 413 110
213 314 411 113 114 412 312 211
314 213 113 411 412 114 2|1 312
410 112 310 2|4 210 3|1 110 413
0]1 01 0]2 012 0]3 0]3 014 014
3 4
5 4 ! 3
0 0 0 0
3
1 4 2
4 2 1
(a) Para I'y (b) Para I'y (c) ParaT's (d) Para T'y

Figura 3.2: Grafos de GF(5).

Deste modo, o algoritmo da d-cadeia fechada generaliza a forma de determinar a geome-
tria do grupo no espaco euclidiano n-dimensional, a partir das matrizes de permutacao, da
tabela de Cayley, através de caminhos fechados ou caminhos hamiltonianos. Além da geome-
tria do grupo, que é determinada mediante o estabelecimento predeterminado da distancia
“d” e da ordem do grupo, usando o algoritmo da d-cadeia fechada se verifica a simetria e
regularidade dos poligonos construidos.

Estes poligonos sao iguais entre si, quando gerados a partir de nimeros coprimos. A
d-cadeia fechada ¢é de fato uma homotopia de caminhos hamiltonianos. O grupo associado
a homotopia é um grupo ciclico infinito Z. A figura associada a geometria é uma circunfe-
réncia em duas dimensoes, uma esfera para o caso de trés dimensoes ou hiperesferas para
os casos de n > 3 dimensoes. Os vértices dos poligonos associados a um grupo estao sobre
a superficie da hiperesfera, o que corresponde aos cédigos de Slepian ou codigos esféricos,
também conhecidos por cédigos de permutagao. Portanto, o algoritmo da d-cadeia fechada

determina a geometria.

3.4 Casos Particulares dos Cdédigos de Slepian e Resi-

duos Quadraticos

Nesta se¢ao se objetiva mostrar que os cddigos primos, apresentados em [9], [26]-[28], e

gerados na Subsecao 3.4.1 podem ser obtidos pelo método de representacao dos codigos de




36 Capitulo 3. Nova Técnica de construgao de Cdédigos OOC

Slepian.

3.4.1 Slepian: Cédigos Primos (p?,p,p,2)- PS

Esta técnica gera codigos com parametros (p?, p,p,2) - PS “prime sequences”, a partir
de um nimero primo p.

Seja GF(p) ={0,1,2,3,...,7,...,p — 1} um corpo de Galois com p elementos. A seqiiéncia
prima S; = (80, Si1, .., Sip—1) € construida a partir da expressao: s;; = 4.j (mod p) em GF(p).

Cada seqiiéncia de prima ¢é entao mapeada em uma seqiiéncia bindria consistindo de p blocos,

cada com p simbolos binarios, isto ¢, C; = (cio, Ci1, .-y Cij, .-, Ci(p2—1)) Onde
1, =sa+kp ,ke{0,1,..,p—1
0, fora

Situacao 3.4.1. Suponha p = 5. A Tabela 3.8 apresenta as palavras-codigo e as seqiién-

cias binarias do cdédigo PS para GF'(5).

Tabela 3.8: Cédigo primo para p = 5.

7 Seqiiéncia 5; Palavra-codigo C; Seqiiéncia Binaria

01| Sy=(0,0,0,0,0) Co 10000 10000 10000 10000 10000
115 =1(0,1,2,3,4) C 10000 01000 00100 00010 00001
215 =1(0,2,4,1,3) Cy 10000 00100 00001 01000 00010
3153=1(0,3,1,4,2) Cs 10000 00010 01000 00001 00100
41S5,=10,4,3,2,1) Cy 10000 00001 00010 00100 01000
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Figura 3.3: Propriedades de Correlacao do Cédigo Primo, para p = 5.

A Figura 3.3 ilustra as propriedades de correlagao do Cédigo Primo, para p = 5, quando

codifica somente um bit de informagao. Como ilustrada na Figura 3.3(a), a auto-correlacao da
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palavra-codigo C'3 =10000 00010 01000 00001 00100 possui elevados lobulos laterais. Devido
a estes lobulos laterais o sincronismo entre o transmissor e receptor pode ser comprometido.
Na Figura 3.3(b) é ilustrada a correlagao cruzada entre as palavras-cédigo C5 e Cy. A

correlagao cruzada nao possui valor superior a dois.

51 * 1 * 1 * 0 * 0 * 1 * 0* 1 * 0 *0 * 1 * 1 * 1 * 0 * 0 * 1 * 0 * 1 * 0 *0 *
T T T T T T T T T T T T T
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(a) Auto-Correlagao de Cs (b) Correlagao Cruzada entre Cs e Cy

Figura 3.4: Propriedades de Correlacao do Cédigo Primo como seqiiéncia de decodificacao,

para p = 5.

A Figura 3.4 ilustra as propriedades de correlagao do cédigo primo como seqiiéncia de
decodificagao, para p = 5.

O sinal resultante é a auto-correlacao da palavra-cédigo C's do cédigo primo para p = 5,
como ilustrado na Figura 3.4(a). Para se obter a correlagao cruzada das palavras-codigo Co
e (s, ilustrada na Figura 3.4(b), cada bit “1” da seqiiéncia de informacao 1110010100, é
espalhado pela seqiiéncia de espalhamento C3. Os bits “0” da seqiiéncia de informacao sao
transmitidos na forma de seqiiéncia 000000000 000000000 000000000 000000000 000000000.
No receptor, a seqiiéncia de informacao codificada é comparada com a palavra-cédigo Cj
que corresponde ao codigo de recuperagao da informacao do usuario desejado.

Das Figuras 3.4(a) e 3.4(b) se observa que os picos de maior amplitude da auto-correlagao
e correlacao cruzada acontecem durante a transmissao dos bits “1” de informacao. Embora
estas figuras confirmem o esperado A\, < 5 e A\, < 2, conclui-se que os cdédigos primos sao
improprios para sistemas OCDMA de detecgao direta devido aos elevados 16bulos laterais da

fungao de auto-correlacao.

3.4.2 Slepian: Cédigos Primos Estendidos (p(2p — 1),p,p,1) - EPS

A técnica de construcao dos cédigos primos foi apresentada pela primeira vez em [28]
para gerar c6digos com parametros (p(2p — 1),p,p, 1) - EPS “extended prime sequences”, a
partir de um ntmero primo p.

Seja GF(p) = {0,1,2,3,...,4,...,p — 1} um corpo de Galois com p elementos. A seqiiéncia

prima S; = (S0, Si1, .-, Sip—1) € construida a partir da expressdo: s;; = i.j (mod p) GF(p).
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Cada seqiiéncia prima é entao mapeada em seqiiéncia binaria consistindo de p blocos cada

com (2p — 1) sfmbolos bindrios, i.e, C; = (cio, Ci1, -+, Cij, ---s Ci (p(2p—1))) ONde

(3.10)

Cij =
0, fora

Assim, os cédigos primos estendidos sao obtidos a partir dos cédigos primos aumentando
p-1 zeros em cada série de “chips” do cédigo primo. Os cédigos primos estendidos possuem
correlagao cruzada igual a zero ou um e nao sao rigorosamente ortogonais, por isso chamados

de cédigos pseudo-ortogonais.

Situacgao 3.4.2. Suponha p = 5. A Tabela 3.9 apresenta as palavras-cdigo e as seqiién-
cias binarias do cédigo EPS para GF'(5)

Tabela 3.9: Cédigo primo Estendido para p = 5.

1| Seqiiéncia S; [Palavra-codigo C; Seqiiéncia Binaria

0So = (0,0,0,0,0) Co 100000000 100000000 100000000 100000000 100000000
151 =(0,1,2,3,4) Ch 100000000 010000000 001000000 000100000 000010000
25, = (0,2,4,1,3) Cy 100000000 001000000 000010000 010000000 000100000
353 = (0,3,1,4,2) Cs 100000000 000100000 010000000 000010000 001000000
4S5, = (0,4,3,2,1) Cy 100000000 000010000 000100000 001000000 010000000

O passo 1 do algoritmo da d-cadeia fechada é uma representagao de Zj na tabela de
Cayley que corresponde a segunda coluna da Tabela 3.8 do cédigo primo p = 5. Os caminhos
Hamiltonianos B,C,D,E (Passo 5) completam a superficie da esfera por dois percursos, cada
um dos caminhos corresponde a palavra-palavra cédigo da Tabela 3.8, de modo que qualquer
permutacao da palavras-cédigo na coluna dois da Tabela 3.8 vai ser igual a um dos caminhos
hamiltonianos do Passo 5. Portanto, o cédigo primo (cédigo primo estendido) é um caso

particular do coédigo de Slepian.

3.4.3 QRC: Cédigos Quadraticos (p?, p,2,4) - QC

A técnica de construcao dos codigos quadraticos (QC) foi apresentada em [29] para gerar
c6digos com parametros (p?, p, p, 2) - QC “Quadratic Congruences”, a partir de um niimero
primo p. Nesta secdo mostramos como obter o coédigo quadratico a partir do codigo de
residuos quadraticos.

Seja GF(p) ={0,1,2,3,...,j,...,p — 1} um corpo de Galois com p elementos. Os elemen-
tos s;1 da palavra-cédigo do cédigo quadratico (QC), S; = (sio, Si1, ..., Sip—1) € construida a
partir da expressao: s;; = z@ (mod p) em GF(p), onde i € GF(p)\{0}. Para o QC,

cada palavra-codigo S; é mapeada em uma seqiiéncia binaria consistindo de p blocos cada
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com p, isto é, Cj = (cio, Ci1, ---s Cijy ---, Siy(p2—1)) Onde

1 = i k’ ,kE 0,1,..., —1
cy=4 0 ST { p—1y (3.11)
0, fora
Situacao 3.4.3. Suponha p = 5. A Tabela 3.10 apresenta as palavras-codigo e as

seqiiéncias binarias do cédigo QC para GF'(5).

Tabela 3.10: Codigo Quadratico para p = 5.

i Seqiiéncia S; Palavra-codigo C; Seqiiéncia Binaria

11Sy=1(0,1,3,1,0) Co 10000 01000 00010 01000 10000
215 =(0,21,2,0) Ch 10000 00100 01000 00100 10000
315 =1(0,3,4,3,0) Cy 10000 00010 00001 00010 10000
41 53=1(0,4,2,4,0) Cs 10000 00001 00100 00001 10000

3.4.4 QRC: Cddigos Quadraticos Estendidos (p(2p—1),p,1,2)-EQC

A técnica de construgao dos cédigos quadraticos (QC) foi apresentada em [30] para gerar
codigos com parametros (p(2p — 1), p, 1,2), para todo nimero primo p.

Seja GF(p) ={0,1,2,3,...,,...,p — 1} um corpo de Galois com p elementos. Os elemen-
tos s;; da palavra-cddigo do cédigo quadratico (QC) S; = (Sios Si1, .-, Sip—1) ¢ construida a
partir da expressao: s;; = ZMTH) (mod p) em GF(p), onde i € GF(p)\{0}. Para o QC,
cada palavra-codigo S; é mapeada em seqiiéncia binaria consistindo de p blocos cada com

(2p — 1) simbolos bindrios, isto é, C; = (cio, Ci1, -, Cijs ---» Ci (p(2p—1))) Onde

1, j=su+k@p—1) ke{0,1,...p—1
o= b ITswtREp L) L hed p—1 (3.12)
0, fora

Assim, os codigos quadraticos estendidos sao obtidos a partir dos cédigos quadraticos au-

mentando (p — 1) zeros em cada série de “chips” do cédigo quadrético.

Situacao 3.4.4. A Tabela 3.11 apresenta na condicao p = 5, as palavras-codigo e as

seqiiéncias binarias do cédigo EQC para GF(5).

A equagao (9) em [29] quando manipulada, como se segue:

%[/& + Rz +1) 42 +a] — %[k@ Yk —2=0 (mod p); (3.13)
kQ[%—%]nLk[%(%nLl)—%]Jr[%( 24 2)—2]=0 (mod p) (3.14)

pode ser apresentada na forma da equagao (3.1), para

a:%—%; b:% m c:@(x2+x)—2; m =p. (3.15)

2+ 1) — —;
(22 +1) = == 5




40 Capitulo 3. Nova Técnica de construgao de Cdédigos OOC

Tabela 3.11: Cédigo Quadratico Estendido para p = 5.

1| Seqiiéncia S; [Palavra-codigo C; Seqiiéncia Binaria
1So = (0,1,3,1,0) Co 100000000 010000000 000100000 010000000 100000000
251 =(0,2,1,2,0) Ch 100000000 001000000 010000000 001000000 100000000
352 = (0,3,4,3,0) Cs 100000000 000100000 000010000 000100000 100000000
455 = (0,4,2,4,0) Cs 100000000 000010000 001000000 000010000 100000000
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Figura 3.5: Propriedades de Correlagao do Cédigo EQC, para p = .5

A Figura 3.5 ilustra as propriedades de correlacao do codigo EQC, para p = 5, quando
codifica somente um bit de informacao. A fraca propriedade de auto-correlacao do codigo
primo trouxe a necessidade de desenvolver codigos com boas propriedades de correlacao.
Como estd ilustrado na Figura 3.5(a), a auto-correla¢ao da palavra-cédigo C3 =100000000
000010000 001000000 000010000 100000000, diferente da auto-correlacao ilustrada na Figura
3.3(a), possui lébulos laterais ndo superiores a um. Conseqiientemente, o transmissor e
receptor possuem melhor sincronismo. Na Figura 3.5(b) é ilustrada a correlagao cruzada das

palavras-cédigo Cy e (5. A correlagao cruzada nao possui valor superior a dois.

A Figura 3.6 ilustra as propriedades de correlagao do cédigo EQC como seqiiéncia de
decodificagao, para p = 5. Das Figuras 3.6(a) e 3.6(b) se observa que os picos de maior
amplitude da auto-correlagao e correlacao cruzada acontecem durante a transmissao dos bits
“1” da seqiiéncia de informacao. Estas figuras confirmam o esperado A\, < 5, no instante de
sincronismo, e A\, < 2, fazendo os cédigos EQC préprios para sistemas OCDMA de deteccao

direta.

Na Figura 3.6(a) estd ilustrada a auto-correlagao da palavra-cédigo C3 do cédigo EQC
para p = 5. Para se obter a correlagao cruzada das palavras-codigo Cy e Cj, ilustrada
na Figura 3.6(b), cada bit “1” da seqiiéncia de informacao, é espalhado pela seqiiéncia de

espalhamento C'3. No receptor, a seqiiéncia de informagcao codificada é decodificada através




3.4. Casos Particulares dos Cédigos de Slepian e Residuos Quadraticos 41

1 * 1 * 1 * 0 * 0 * 1 * 0 * 1 * 0 * 0 * 1 * 1 * 1 * 0 * 0 * 1 * 0* 1 * 0 *o0 *

w
w

>
n
»
n

IS
T
&
T

w

wn

w

w
T

w
T
w
T

N}
wn
e
w

S}
T
S}

n
T
n

g
n

Amplitude da Fun¢do de Correlagdo Cruzada
=1

Amplitude da Fung¢do de Auto-Correlagido

MAMAL (WL N“Wl]“ﬁl) )‘HHMH)WH |

t/T (Tempo/Periodo da Sequiéncia) tT (Tempo/Periodo da Seqiiéncia)

(AR ORI

=]
o

S

(a) Auto-Correlagio de Cy (b) Correlagao Cruzada entre Cy e C3

Figura 3.6: Propriedades de Correlagao do Codigo EQC como seqiiéncia de decodificagao,
para p = 5.

do cédigo de recuperacao da informacao Cy =100000000 000100000 000010000 000100000
100000000 que nao corresponde ao cédigo do usuario desejado.

Do cédigo de residuos quadraticos, para p = 5, apresentado na Tabela (3.2) retiramos
a palavra-cédigo zero. Quando comparada com a Tabela (3.10), fica claro que as palavras
do codigo de residuos quadraticos correspondem as seqiiéncias S; do codigo quadratico e,
conseqiientemente, com as seqiiéncias do codigo quadratico estendido. Realizando o pro-
cedimento apresentado na Subsecao 3.4.3, isto é, mapear as palavras-cédigo do codigo de
residuos quadraticos em seqiiéncias bindrias unipolares, construimos os cédigos quadraticos
e quadraticos estendidos.

Assim, os codigos quadraticos e quadraticos estendidos, apresentados nas Subsecoes 3.4.3 -
3.4.4, podem ser caracterizados como codigos de residuos quadraticos, do ponto de vista da
equagao quadratica (3.1), ou seja, sdo casos particulares dos cédigos de residuos quadraticos

para qualquer p primo impar.




Capitulo 4

Construcao de Cdédigos OOC

Este capitulo focaliza aplicacoes de equagoes diofantinas parametrizadas pelos elementos
do corpo de Galois, na forma algébrica de cédigos ortogonais Opticos para sistemas opticos
CDMA. Neste caso, as solucoes das equacoes se concentram na representacao de numeros
inteiros usando equagoes quadraticas e quarticas. O capitulo ainda chama a atencao para
o potencial das equagoes diofantinas na construcao de cédigos Opticos e aponta para as
potencialidades da aplicagao da teoria de Gauss como ferramenta para geragao de cédigos

ortogonais.

Para os objetivos enunciados, o presente capitulo estd assim organizado: na Segao 4.1,
¢ apresentada a trajetéria de construcao dos codigos Opticos nas ultimas trés décadas.
Essa trajetéria é tracada do ponto de vista do cédigo ser ideal (A, = A\, = 1) ou néo
ideal (A, =1, A. # 1), a fim de se mostrar o processo de evolu¢ao dos cédigos Opticos e
contextualizar nossa proposta de construgao de cédigos opticos. Na Secao 4.2, tratamos da
representacao de nimeros inteiros na forma de equacao binaria quértica, em duas varidveis,
mostrando a complexidade de resolucao de tais equagoes pelo método classico. Alternativa-
mente, apresentamos a construcao algébrica do cédigo (F, K, 1,1)-O0C baseado em solugao
da equacao diofantina quartica parametrizada através de equacoes de congruéncia. Apre-
sentamos um exemplo de construcao do codigo proposto para facilitar a compreensao do
texto pelo leitor. Os detalhes da demonstracao do teorema usado nesta se¢cao sao também
apresentados. Na Secao 4.3, usamos a representacao de nimeros inteiros na forma binaria
quadratica, em duas variaveis, mostrando a complexidade de resolugao de tais equagoes pelo
método cldssico. Mas, introduzimos a construcao algébrica do cédigo (F, K, 1,2) — OOC
baseado em solugao da equagao diofantina quadratica parametrizada, através de equagoes de
congruencia. Apresentamos um exemplo de construcao do cédigo proposto. A demonstracao
do teorema, usado na secao, é apresentada. Na Secao 4.4, usamos a técnica iterativa para
construgao do cédigo (F, K, 1,2)-O0C a partir do cédigo proposto na se¢ao anterior. A Se-
¢ao 4.5 fornece a andlise e discussao das propriedades de correlagao dos cédigos propostos nas
Secoes 4.2, 4.3 e 4.4. A secao § 4.6 apresenta a andlise de desempenho dos cédigos propostos,
considerando a MAI a tnica causa de degradagao do desempenho do sistema. Os resultados

numéricos, as discussoes e a comparacao dos codigos propostos a outros antes publicados sao
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apresentados.

4.1 Visao do Estado da Arte de Construcao de Cédigos
00C

Uma melhoria adicional nas redes o6pticas de acesso consiste no uso da técnica de acesso
multiplo por divisao de cédigo (OCDMA) [31]-[40], cuja inerente vantagem reside na baixa
necessidade de sincronismo e auséncia de conversao eletro-éptica, tornando-se potencial con-
corrente as demais técnicas de multiplo acesso pela sua simplicidade e flexibilidade. Como
tal, foi inicialmente projetado para LAN [9] e somente depois para redes de acesso [41]-[45].

Segundo o principio de espalhamento espectral usado, o OCDMA se subdivide nas se-
guintes subcategorias: seqiiéncias diretas pseudo-ortogonais, tecnicamente conhecidas como
c6digos ortogonais épticos (OOC) [46]-[47]; cddigos de seqiiéncias diretas bipolares [48]; ¢6-
digos de freqiiéncia ou fase (frequency or phase encoding codes) [49].

Em sistemas OCDMA, cada usudrio é rotulado por uma seqiiéncia de um cédigo, co-
nhecida como palavra-cédigo. O codigo (F, K, A4, A\.)-OOC é uma familia de seqiiéncias
unipolares, formadas por (0,1), com comprimento F', peso K, auto-correlagdo \,, fora de
pico (off-peak autocorrelation), e méxima correla¢do cruzada A.. Devido a natureza positiva
do sinal éptico, os c6digos OOC sao unipolares, diferentes das seqiiéncias bipolares (41,-1)
usadas na transmissao e processamento de sinais elétricos.

A autocorrelacao e correlagao-cruzada sao minimizadas para se obter sincronismo e mini-
mizagao da interferéncia de miltiplo acesso (MAI - Multiple Access Interference) no sistema.
Para isso, os codigos OOC, com A = A\, = A\, = 1, sdo os mais apropriados para seqiiéncias
de espalhamento. Como tal, estas precisam possuir determinadas propriedades de correla-
¢ao. Seqiiéncias de espalhamento (palavras-cédigo) de elevado peso proporcionam melhor
deteccao do sinal desejado entre a MAI e o ruido. Por outro lado, baixas propriedades de
correlagao reduzem a MAI no sistema.

Em [13] e [33] foram construidos cédigos (F), k, 1)-OOC para sistema assincrono. Porém,
sob o requisito de A, = A. = 1, o nimero de palavras-codigo € limitado e o projeto do receptor
é complexo para cancelar a MAI do sistema. A cardinalidade destes cédigos é bastante
esparsa em relagao ao seu comprimento. Para aumenté-la, novas familias de codigos tém
sido propostas [32]-[37], com propriedades de correlacao A\, =1 e A\, = 2.

Em [37], sao construidos cédigos 6timos, (p*™ —1,p™ + 1,2)-O0C, com cardinalidade
igual a p™ — 2, em que p é um nimero primo qualquer. Em [10] sdo apresentados os cédigos
(F,K,1,2)-O0C que possuem limitante superior da cardinalidade, (2(F —1)/(K? — K)),
esta corresponde ao dobro do limitante superior da cardinalidade dos cédigos (F, K, 1)-OO0C.
Em [50] foram gerados cdédigos do tipo (F, K, 1,2)-O0C com cardinalidade K e (K —1) vezes
maior a cardinalidade do cédigo (F, K, 1)-O0C, para K < 8 par e impar, respectivamente.

Em [51], os autores propoem cédigos (F, K, 1,2)-O0C baseados em planos projetivos

para construir block designs (F,w,1), com F = w? —w+1, 2 < K < w onde w é poténcia
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de ntimero primo mais um [52]. Neste caso, o desempenho dos sistemas OCDMA usando
codigos (F, K, 1,2)-O0C como seqiiéncias de espalhamento é similar ao de sistemas com
aplicacao de cddigos (F, K,1)-O0C. Além disso, o limitante superior da cardinalidade dos
codigos (F, K, 1,2)-O0C é maior que a cardinalidade dos cédigos (F, K, 1)-OOC. Porém, com
aumento do peso de Hamming dos cédigos (F, K, 1,2)-O0C, a sua cardinalidade se reduz.
Logo, torna-se impraticavel o aumento do peso e cardinalidade do cédigo acima de um dado
valor. Uma das técnicas usadas para contornar esta situagao consiste em relaxar, ainda mais,
as propriedades de correlagao do c6digo [53]. Neste trabalho, os autores apresentam cdigos
(F, K,1,\.)-O0C baseados em planos projetivos para construir block designs (F,w, 1), com
tamanho w para 2 < A\, < K < w.

Mais recentemente, tém sido apresentados os cédigos multidimensionais (2-D, 3-D) [54]-
[57] e os cddigos de multiplos comprimentos, F', ou comprimento de onda (Multiple-length
Multiple-wavelength OOC') [58]. Espera-se que esse tipo de cédigo venha a encontrar apli-
cacao em sistemas com variedade de servigos, tais como dados, voz e video. Logo, usuarios
com diferentes requisitos de taxa de bit e qualidade de servigo (QoS) poderao ser simultane-
amente alocados, sendo asseguradas, de forma dinamica, o casamento das diferentes taxas de
bits e QoS através dos cédigos de diferentes comprimentos [59]-[60]. As pesquisas também
se tém dedicado as aplicacoes OCDMA em redes GMPLS (Generalized Multiprotocol label
switching)[61]-[63]. Outras pesquisas tém apontado para a aplicacao dos OOC na transmis-
sao multimidia em redes épticas e em sistemas OCDMA que permitem vérias taxas de bit
[59], [64]-[66].

Portanto, os diversos artigos escritos, sobre codigos ortogonais 6pticos, pouco se dedicam
as aplicacoes de equagoes diofantinas a teoria de cédigos Opticos. A equagao diofantina
é uma equacao em que os coeficientes sao inteiros e as solugoes sao restritas aos inteiros.
Em geral, as equagoes diofantinas admitem varias solugoes inteiras. Para encontra-las, nao
existe somente um algoritmo capaz de determinar se a equacao tem ou nao solugao. Logo,
nao existe um método comum para resolver todas as equacoes diofantinas. Cada equacao
possui sua especificidade, o que justifica, em parte, os mais variados métodos de resolucao

de tais equagoes que requerem um conhecimento da teoria dos niimeros.

4.2 Construgao de Cddigos (F,K,1,1)-O0C
4.2.1 Representacao de um inteiro na forma binaria quartica
Sejam o polinémio F'(x,y) um representante de uma dada forma bindria quartica
F(x,y) = ax® + 4bx®y + 6cay? + 4dxy® + ey’ (4.1)

e a equacao quartica
F(z,y) =m (4.2)

onde m e os coeficientes a, b, ¢, d, e sao niimeros inteiros e diferentes de zero.
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Da teoria de Gauss [67], as solugoes da equacdo (4.2) requerem conhecer os invariantes
de F(x,y), definidos por

a b c
go = ae — 4bd + 3¢*; e gg=1b ¢ d|;
c d e
e os covariantes de F'(x,y), assim definidos
2F  9°F OF  OF
1 Ox2 Oz0y 1 Ox Oy
=1y e G=-3
02F O oH  oH
ox0y  Oy? Ox oy

A relag@o entre os invariantes e os covariantes de F'(z,y) pode ser expressa por meio da
equagao

G2 = 4H5 - ggHF2 - gng = 4<H - 63F>(H - 62F)(H - elF). (43)
onde ey, ey e e3 sao solucoes da equacao

47 — got — g3 =0 (4.4)

A busca da solugao (x,y) para a equacao diofantina (4.2) de ordem quartica reduz-se a
resolver a equacao (4.4), com uma incognita t. A classe de equagoes bindrias quarticas para
g2 € g3 é finita e as condigoes sob as quais a equagao (4.2) deve ser reduzida a uma equacao
do tipo (4.4) nao podem ser expressas em termos simples. Diversos resultados, entretanto,
podem ser encontrados de forma mais simples por meio de relagoes de congruéncia, mais

apropriadas as finalidades computacionais de codigos.

4.2.2 Forma algébrica de cédigos (F, K,1,1) — OOC

Fazendo uso de relagoes de congruéncia, nés formulamos as consideracoes da subsecao
anterior como segue. Seja o um elemento primitivo de GF(p), onde p é um nimero primo
fmpar, de modo que K = (p—1)/2, F = (u+ 1)K, A\, =1 e A\. = 1. A partir dos elementos
B nao nulos do corpo de Galois, é formado o arranjo Sy = {ftx1, fla2, ---s flay } CUjoOs elementos

sao dados pela seguinte equacao paramétrica
Py =Y + 50y (mod p(p — )?) (4.5)
por meio da equagao
Soy =Yy + Xo  (mod p), (4.6)
onde —f,y* = 7, (mod p); —f,2% = X, (mod p); p = max{p.,} para 1 < 2 < p — 1,
1<y<(p—1)/2;e B, € GF(p)\{0} = {1, B2, ..., B } , s80 os elementos nao nulos do corpo
de Galois GF(p).

Cada palavra-cédigo do arranjo S, é mapeada em uma seqiiéncia binaria C, = ¢, Cu2,

ey Camy - Cop) através da equagao

_{17 m:ny+(y_1)M+1

0, fora (4.7)
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Teorema 4.2.1. O cddigo gerado através das férmulas (4.5) e (4.7) é um cédigo

(F, K, 1,1) ortogonal dptico.

4.2.3 Construgao dos cédigos (F, K,1,1) — OOC conforme proposto

Seja p =5, GF(p)\{0} = {1,2,4,3}, e @« = 2 o0 elemento primitivo. O arranjo .S, possui
os seguintes elementos s,,,.

Para S;:

s =1"+ ((-1®1? (mod 5) — 1 ® 12 (mod 5)) (mod 5)) =4 (mod 45),
s12 =2+ ((-1®1? (mod 5) — 1 ® 2% (mod 5)) (mod 5)) =16 (mod 45).

Para Ss:

so1 = 1"+ ((—2®2? (mod 5) —2® 12 (mod 5)) (mod 5)) =1 (mod 45),
S99 =2+ ((—2®2? (mod 5) —2® 2% (mod 5)) (mod 5)) =20 (mod 45).

Para Ss:

s31 = 1"+ ((—4 ® 3% (mod 5) —4® 1% (mod 5)) (mod 5)) =1 (mod 45),
s32 =2+ ((—4 ® 3% (mod 5) —4® 2% (mod 5)) (mod 5)) =19 (mod 45).

Para Sy:

sy =11+ ((-3®4? (mod 5) —3® 12 (mod 5)) (mod 5)) =5 (mod 45),
si2 =2+ ((-3®4% (mod 5) —3® 2% (mod 5)) (mod 5)) =16 (mod 45).

A Tabela 4.1 apresenta o cdigo gerado através das equagoes (4.5) e (4.7), para o primo,

p=05.

Tabela 4.1: Cédigo (42,2,1,1) - OOC, para p = 5.

x | Seqiiéncia S, | Palavra-Codigo C', Seqiiéncias Binarias

1 {4,16} Ch 000010000000000000000 000000000000000010000)
2 {1,20} Cy 010000000000000000000 000000000000000000001
3 {1,19} Cs 010000000000000000000 000000000000000000010)
4 {5,16} Cy 000001000000000000000 000000000000000010000)
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4.3 Construgao de Cédigos (p(2p-1),p,1,2)- OOC

As pesquisas de cédigos ortogonais 6pticos se tém dirigido, fundamentalmente, na busca
de cddigos (F, K,1,1) —OOC para sincronismo entre o transmissor e receptor e minimizagao
da interferéncia. Porém, quando garantidas as propriedades de auto-correlagao ideal, equacao
(2.7a), e correlagao cruzada ideal, equagao (2.7b), o limitante superior do cédigo é dado pela
expressao (2.20). Este limitante é linear em relagdo ao comprimento do cidigo, conseqiien-
temente, o tamanho do codigo é consideravelmente esparso em relacao ao seu comprimento.
Por outro lado, nao existem cédigos épticos estritamente ortogonais. Com propdsito de se
obter cédigos de maior tamanho, sdo relaxadas as condigoes impostas pelas equagoes (2.7b)
e (2.7a) para construcdo de cédigos (F, K, 1,2) — OOC, como documentados em [51] e [68],
de modo que, sendo o desempenho do sistema limitado basicamente pela interferéncia de
acesso multiplo, continua existindo um erro assintético independente da poténcia recebida
também para os codigos (F, K,1,2) — OOC, mas, com garantia de uma recepgao aceitavel
do sinal espalhado. Portanto, em OCDMA, garantir ortogonalidade do codigo éptico € as-
segurar A\, = A, < 1 nos cédigos “estritamente ortogonais” ou A\, < 1 e A. < 2 nos codigos
“estritamente nao ortogonais”.

A expressao (2.20) é linear em relagao ao comprimento F' do cédigo, ou seja, a sua cardina-
lidade é muito menor que o seu comprimento, conseqiientemente, uma baixa razao N/F. O
comprimento do cédigo aumenta muito rapidamente com aumento do tamanho N e peso K.
A fim de melhorar a razao N/F, duas técnicas podem ser usadas: a) Relaxar as propriedades
de correlacao para A\, = 1 e A\, = 2; b) cddigos 2D e 3D.

Nossa opcao é a de relaxar as propriedades de correlagao, preservando o sincronismo
através de A\, = 1. Fazendo \. = 2 podemos conseguir que o cédigo tenha uma melhor razao
%. O cédigo OOC, cuja A\, =1 e A\, = 2, é chamado de “nao ideal”.

4.3.1 Representacao de um numero inteiro na forma binaria qua-
dratica
Sejam o polinoémio (4.8) a forma bindria quadratica
fx,y) = az® + bry + cy® (4.8)

e a equacao quadratica
f(z,y) =m, (4.9)

onde m e os coeficientes a, b, ¢ sao nimeros inteiros e diferentes de zero.

A busca da solugao (x,y) para a equagao diofantina (4.9) consiste em encontrar o discri-
minante D = b? — 4ac e determinar o representante do inteiro m tal que z e y sao primos
relativos. O polindmio (4.8) representa o niimero inteiro m caso existam os inteiros, x,y, de
modo que f(z,y) = m. Formas equivalentes possuem o mesmo discriminante e, para um
dado discriminante D, existe um numero finito de classes equivalentes. Quaisquer duas for-

mas equivalentes representam um mesmo inteiro. Através do método de solucao da equacao




48 Capitulo 4. Construcao de Cédigos OOC

(4.9), que consiste em encontrar as formas reduzidas, é tratada a representacao de nimeros
inteiros pela forma binaria quadratica.

Sem perda de generalidade, seja a equagao bindria quadrética (4.10)
fz,y) = az® + cy® = m, (4.10)

onde m >0, (ac,m) =1, (z,y) =1e (zy,m) = 1.
A solugao da equagao (4.10), implica na existéncia de um nimero inteiro, k, que satisfaz
a equagao (4.11)
ak®+c=0 (mod m) (4.11)

sob a condi¢ao de que o simbolo de Legendre (—ac/p) = 1 para todo nimero primo p que
divide m. Para todo inteiro M < 2y/ac existe a solugao inteira (x,y), se x # 0 e y # 0, tal
que

f(z,y) =mM, (4.12)

onde a > 0 e ¢ > 0. A solugao da equagao (4.10) é parte da teoria de Gauss [69], entretanto
muitos resultados podem ser encontrados de forma mais simples por meio de relacoes de

congruéncia.

4.3.2 Forma algébrica de cédigos (F, K,1,2) — OOC

Nesta secao, tratamos da representacao de niimeros inteiros por meio da forma bina-
ria quadratica através de operacoes de congruéncia para gerar codigos ortogonais opticos.
A técnica de construgao deste tipo de cddigos foi apresentada em [70]-[72]. A partir de
relagoes de congruéncia, formulamos as consideragoes da subsecao anterior para gerar um
codigo (F, K, 1,2) ortogonal éptico, como se segue.

Seja o um elemento primitivo de GF(p), onde p é um ntimero primo impar, de modo que
F=p2p—-1), K =p, \y =1 e A\, = 2. A partir dos elementos do corpo de Galois f3,, é

formado o arranjo S, cujos elementos sao dados pela equagao paramétrica:
Swy = Yay + Xz (mod 2p — 1), (4.13)

onde —f,y° = Yy (mod p); —F,2* = X, (mod p) para 0 < z < p—1,1 <y <p;e
ﬁx’ € GF(p) = {/617527 aﬁaf;} .

Cada palavra-cédigo do arranjo S, = {81,542, ..., Szy} ¢ mapeada em uma seqiiéncia
bindria que consiste de p blocos cada com (2p — 1) simbolos bindrios, isto é, C, = (1, €2,

ey Camy - Cop) através da equagao

1 — s, —1)(2p—1)+1
0, fora
Teorema 4.3.1. O cbdigo gerado através das férmulas (4.13) e (4.14) é um codigo

(p(2p — 1), p, 1,2) ortogonal dptico.
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4.3.3 Construgao do Cédigo (p(2p—1),p,1,2) — OOC conforme pro-

posto

Seja p =5, GF(p) = {0,1,2,4,3}, e & = 2 0 elemento primitivo. O arranjo S, possui os

seguintes elementos s, .

Para Si:

si1=(—(1?®1 (mod 5)) — (1?® 1 (mod 5)) =7 (mod 9
si2=(—(1?®1 (mod 5)) — (22® 1 (mod 5)) =4 (mod 9
s;3=(—(1?®1 (mod 5)) — (3*®1 (mod 5)) =4 (mod 9
siy=(—(1?®1 (mod 5)) — (42 ®1 (mod 5)) =7 (mod 9
s1i5=(—(1?®1 (mod 5)) — (5*®1 (mod 5)) =8 (mod 9
Para S5

s91=(—(22®2 (mod 5)) — (12 ®2 (mod 5)) =4 (mod 9
s92 = (—(22®2 (mod 5)) — (22 ® 2 (mod 5)) =3 (mod 9
s93 = (—(22® 2 (mod 5)) — (32 ® 2 (mod 5)) =3 (mod 9
so1 = (—(2?®2 (mod 5)) — (42 ®2 (mod 5)) =4 (mod 9
s95 = (—(22 ® 2 (mod 5)) — (5* ® 2 (mod 5)) =6 (mod 9
Para S

s31 = (—(32®4 (mod 5)) — (12® 4 (mod 5)) =4 (mod 9
s32 = (—(3?®4 (mod 5)) — (22 ® 4 (mod 5)) =7 (mod 9
s33 = (—(3?®4 (mod 5)) — (32 ®4 (mod 5)) =7 (mod 9
s31=(—(3?®4 (mod 5)) — (42 ® 4 (mod 5)) =4 (mod 9
s35 = (—(32®4 (mod 5)) — (5 ®4 (mod 5)) =8 (mod 9
Para S

si = (—(4*®3 (mod 5)) — (1?® 3 (mod 5)) =3 (mod 9
s2=(—(4*®3 (mod 5)) — (22 ® 3 (mod 5)) =4 (mod 9
si3=(—(4*® 3 (mod 5)) — (32 ® 3 (mod 5)) =4 (mod 9
sy = (—(4?® 3 (mod 5)) — (42 ® 3 (mod 5)) =3 (mod 9
s45 = (—(4*® 3 (mod 5)) — (5* ® 3 (mod 5)) =6 (mod 9

A Tabela 4.2 apresenta o cddigo gerado através das equagoes (4.13) e (4.14), para o primo,

p=05.
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Tabela 4.2: Cddigo (45,5,1,2) - OOC, para p = 5.

rSeqiiencia S, Palavra-Codigo C, Seqiiéncias Bindrias

0{0,0,0,0,0} C 100000000 100000000 100000000 100000000 100000000
11{7,4,4,7,8} Cy 000000010 000010000 000010000 000000010 000000001
2{4,3,3,4,6} Cs 000010000 000100000 000100000 000010000 000000100
3{4,7,7,4,8} Cy 000010000 000000010 000000010 000010000 000000001
4{3,4,4,3,6} Cy 000100000 000010000 000010000 000100000 000000100

4.4 Construgao de Cédigos ((p-1)(2p-1),p-1,1,2) - OOC

Diversos métodos e técnicas, tais como geometria projetiva, algoritmo de Greedy [13],
construgao iterativa (aquela que depende de outra constru¢ao que a antecedeu para que seja
realizada), teoria algébrica de cédigos, técnicas combinatérias e projeto de delineamento em
blocos (block design), sdo usados na construgao de cédigos ortogonais 6pticos.

Para construcao destes codigos, restritos a niimeros nao primos, pelo mesmo método do
“cddigo fonte”, terfamos necessidade de usar da estrutura algébrica de anéis, assunto nao
coberto nesta tese. Para uma construcao mais simples, que nos proporciona uma melhora da
razdo K/F, fazemos opgao pela construgao iterativa, limitando o peso do cédigo K a p — 1.

Fazendo uso da construgao iterativa, a partir do cédigo (p(2p — 1), p, 1,2)-O0C, vamos
construir um novo codigo cujo peso esta limitado a nimeros primos. Este cédigo precisa

preservar as propriedades de correlagao (A, = 1, Ao = 2).

4.4.1 Forma algébrica de cédigos ((p —1)(2p —1),p —1,1,2)-O0C

Seja @ um elemento primitivo de GF(p), em que p é um nuimero primo impar, e que
F = (p—1)(2p—1), K = p—1. A partir dos elementos nao nulos de GF(p) é formado o arranjo
S, cujos elementos sao dados pela expressao (4.13), para 1 < y < (p — 1), e cada elemento
do arranjo S, = {41, ..., Sz} € mapeado em seqiiéncia bindria Cy = (€40, Ca1, -y Caks -y CaF)

através da férmula (4.14).

Teorema 4.4.1. As seqiiéncias bindrias, geradas através das formulas (4.13) e (4.14),
para 1 <y < (p—1), formam um cédigo ((p — 1)(2p — 1),p — 1, 1,2) - ortogonal (correla¢ao

minima) éptico (unipolar).

A demonstracao do Teorema 4.4.1 segue os mesmos procedimentos matematicos da de-

monstragao do Teorema 4.3.1.

4.4.2 Exemplo de Construgao do Cédigo ((p—1)(2p—1),p—1,1,2)-
0oocC

A Tabela 4.3 apresenta os arranjos e as seqiiéncias binérias do cédigo ((p—1)(2p—1),p—

1,1,2) — OOC para GF(5).
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Tabela 4.3: Cdédigo (36,4,1,2)-O0C, para p = 5.

rSeqiiéncia S, [Palavra-Codigo C, Seqiiéncias Bindrias

0 {0,0,0,0} C1 100000000 100000000 100000000 100000000
1| {7,4,4,7} Cs 000000010 000010000 000010000 000000010
2 {4,3,3,4} Cs 000010000 000100000 000100000 000010000
3 {4,7,7,4} Cy 000010000 000000010 000000010 000010000
4 {3,4,4,3} Cy 000100000 000010000 000010000 000100000

4.5 Anadlise das Propriedades de Correlacao dos Cédi-

gos

Para anélise das propriedades de correlagao, langamos mao da técnica usada em [9],[26],

[51], [52], [29] e [73], conforme o modelo apresentado na Figura 4.1.

M Codificador Canal Optico Decodificador M
Seqtiéncia de Seqiiéncia de
Espalhamento Desespalhamento

Figura 4.1: Modelo de Transmissao e Recep¢ao OCDMA.

As figuras de auto-correlacao e correlacao cruzada, descritas abaixo, sao obtidas com
base no principio de operacao do modelo de transmissao e recepcao de um sistema OCDMA,
ilustrado na Figura 4.1. Cada bit “1”, da seqiiéncia de informacao “11100101007, é espa-
lhado pela seqiiéncia de espalhamento C,. Os bits “0” da mesma seqiiéncia de informacao
nao sao codificados, ou seja, para cada bit “0” é transmitida uma seqiiéncia de zeros com
comprimento igual ao da seqiiéncia de espalhamento. No receptor, a seqiiéncia de informacao
codificada é comparada com a seqiiéncia de recuperacao da informagao C,., para obtencao
da auto-correlacao, ou comparada com a seqiiéncia de recuperagao da informacao C,, para
obtencao da correlagao cruzada. No caso da auto-correlacao C,, o processo significa que a
seqiiéncia de espalhamento C, corresponde ao codigo de recuperacao da informacao C, do
usudrio desejado, ou nao corresponde ao cédigo de recuperacao da informacgao C, do usuério
desejado, no caso da correlagao cruzada entre C, e C,. Para o sistema da Figura 4.1, sao
apropriados os cédigos (F, K, 1,1) — OOC cujas propriedades de correlagdo tornam possivel
o sincronismo entre o transmissor e o receptor, e reduzem a probabilidade de erro.

A Figura 4.2 ilustra as propriedades de correlacao do cédigo (F, K, 1,1), para p = 11,
quando codifica somente um bit de informagao. Como ilustrado na Figura 4.2(a), a auto-
correlacao da palavra-codigo Cy possui lébulos laterais com amplitude igual um, como es-

perado. Devido a estes l6bulos laterais, o sincronismo entre o transmissor e receptor pode
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ser facilmente realizado. Esta propriedade torna este tipo de cédigo préprio para sistemas

.
asSINCronos.
5 5
<
o o
'S450 1 45t 1
(o]
E 4 1 2 4t 1
S .
235t 1 st 1
= (2]
< g
5] 3r b O 3k il
=)
3
o250 1 S 2.5} |
w3
g 2
g 2+ 4 'g 2 4
p Z
S 1.5 1 o LSt 1
o =l
R B S 1f :
= 2
o =
0.5 1 2.0.51 1
£ g
<
0 L L L L 0 L L L L
-3000 2000 -1000 0 1000 2000 3000 -3000 2000 -1000 0 1000 2000 3000
Deslocamento do Chip no Tempo Deslocamento do Chip no Tempo
(a) Auto-Correlagio de Cy (b) Correlagao Cruzada entre Cy e Cy

Figura 4.2: Propriedades de Correlagao do Cédigo (F, K,1,1) — OOC, para p = 11.

Na Figura 4.2(b) é ilustrada a correlagdo cruzada entre as palavras-cddigo C3 e Cy,
cuja amplitude nao possui valor superior a um. As Figuras 4.2(b) e 4.2(a) mostram que os
16bulos central e laterais das fungoes de correlagao do cédigo se tornam mais estreitos com
aumento da esparsidade (mais zeros do que uns). Essas propriedades, segundo a definigao

2.2, provam ainda que o cédigo (F, K,1,1) — OOC proposto ¢é ideal.
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Figura 4.3: Propriedades de Correlagao do Cédigo (F, K, 1,1) como seqiiéncia de decodifi-

cacao, para p = 11.

A Figura 4.3, ilustra as propriedades de correlagao do cédigo (F, K, 1, 1), como seqiiéncia
de decodificacao, para p = 11. Cada bit “1” da seqiiéncia de informagao 1110010100, é
espalhado pela seqiiéncia de espalhamento Cy. O sinal resultante, no receptor, é a auto-

correlagao da palavra-codigo Cy do cddigo (F, K,1,1) — OOC proposto para p = 11, como
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ilustrado na Figura 4.3(a). Para se obter a correlagdo cruzada das palavras-cédigo Cj
e (4, ilustrada na Figura 4.3(b), a seqiiéncia de informacgao codificada é comparada com a
seqiiéncia de recuperacao da informagao C3 que nao corresponde a seqiiéncia de espalhamento
do usuario desejado. O simbolo * representa o pico da auto-correlagao no instante de tempo
em que o sincronismo entre o transmissor e o receptor é aplicado. Das Figuras 4.3(a) e
4.3(b) se observa que os picos de maior amplitude da auto-correlagdo e correla¢ao cruzada
acontecem durante a transmissao dos bits “1” da seqiiéncia de informacao. Essas figuras
confirmam o esperado A\, < 5, no instante de sincronismo, e A\, < 1, e demonstram que os
codigos (F, K,1,1) — OOC sao apropriados para sistemas OCDMA de deteccao direta com
modulagao em intensidade. Pelo fato de este tipo de codigo possuir propriedade de auto-
correlacao bem definida, \, = 5 ou A\, = 0 no instante de sincronismo, permite, do ponto de

vista pratico, usar filtros pouco complexos e de facil implementacao.
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Figura 4.4: Propriedades de Correla¢ao do Cédigo (p(2p — 1),p,1,2) — OOC, para p = 5.

A Figura 4.4 ilustra as propriedades de correlagao do codigo (p(2p—1),p, 1,2)—00C, para
p = 5, quando codifica somente um bit de informagao. Como est4 ilustrado na Figura 4.4(a),
a auto-correlagao da palavra-cédigo C3 nao possui lobulos laterais com amplitude superior
a um. Devido a estes l6bulos laterais, o sincronismo entre o transmissor e receptor pode ser
realizado sem comprometimento. Esta propriedade torna este tipo de cédigo préprio para
sistema assincrono. Na Figura 4.4(b), é ilustrada a correlacao cruzada das palavras-codigo
Cs e (3. A correlagao cruzada nao possui valor superior a dois, como esperado.

A Figura 4.5 ilustra as propriedades de correlagao do cédigo (p(2p—1), p, 1,2)—OOC como
seqiiéncia de decodificacao, para p = 5. O sinal de auto-correlacao da palavra-cédigo C3 esta
ilustrado na Figura 4.5(a). Para se obter a correlagao cruzada das palavras-cédigo Cs e Cy,
ilustrada na Figura 4.5(b), cada bit “1” da seqiiéncia de informagao, é espalhado pela seqiién-
cia de espalhamento Cy. No receptor, a seqiiéncia de informacao codificada é decodificada
através da seqiiéncia de recuperacao da informacao C'; que nao corresponde a palavra-codigo

do usuério desejado. Das Figuras 4.5(a) e 4.5(b) observa-se que os picos de maior amplitude
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Figura 4.5: Propriedades de Correlacao do Cédigo (p(2p—1),p,1,2) —OOC, como seqiiéncia
de decodificagao, para p = 5.

da auto-correlacao e correlagao cruzada acontecem durante a transmissao dos bits “1”7 da
seqiiencia de informacao.

Essas figuras confirmam o esperado A, < 5, no instante de sincronismo, e A\, < 2, que
tornam os codigos (p(2p — 1),p,1,2) — OOC préprios para sistemas OCDMA de deteccao
direta com modulacao em intensidade. A propriedade de auto-correlagao bem definida mostra
que cada palavra-codigo é bastante diferente de todas as outras palavras-cédigo que sao sua

versao deslocada no tempo (deslocamentos ciclicos).

Na Secao 2.2, um cédigo OOC ¢é definido pelos seguintes parametros: o comprimento
F; o peso K; a funcao de auto-correlacao A\, para todos os deslocamentos diferentes de
zero; a funcao de correlagao cruzada A, para todos os deslocamentos. A partir do cédigo
(p(2p—1),p,1,2) —OOC, e relaxando o parametro K, é obtido o cédigo ((p—1)(2p—1),p—
1,1,2) — OOC, o qual possui maior relagdo K/F e, conseqiientemente, ligeira melhoria de
desempenho [29].

A Figura 4.6 ilustra as propriedades de correlagao do cédigo ((p—1)(2p—1),p—1,1,2) —
00C, para p = 5, quando codifica somente um bit de informacao. Como esta ilustrado
na Figura 4.6(a), a auto-correlagao da palavra-cédigo C3 nao possui 16bulos laterais com
amplitude superior a um. Devido a estes l6bulos laterais o sincronismo entre o transmissor
e receptor pode ser realizado sem comprometimento. Esta propriedade torna este tipo de
c6digo préprio para sistema assincrono. Na Figura 4.6(b) é ilustrada a correlagao cruzada
das palavras-cédigo Cy e C3. A correlagao cruzada nao possui valor superior a dois, como
esperado.

A Figura 4.7 ilustra as propriedades de correlagao do cédigo ((p—1)(2p—1),p—1,1,2) —
OOC como seqiiéncia de decodificagao, para p = 5. Cada bit “1” da seqiiéncia de informacao
1110010100, ¢é espalhado pela seqiiéncia de espalhamento C'5. No receptor, a seqiiéncia de

informacao codificada é comparada com a palavra-cédigo C3 que corresponde ao cddigo
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Figura 4.6: Propriedades de Correlagao do Cédigo ((p—1)(2p—1),p—1,1,2) — OOC, para
p=05.
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Figura 4.7: Propriedades de Correlacao do Cédigo ((p—1)(2p—1),p—1,1,2) — OOC como

seqiiéncia de decodificacao, para p = 5.

de recuperacao da informacao do usuério desejado. O sinal resultante é a auto-correlacao
da palavra-cédigo C3 do cédigo ((p — 1)(2p — 1),p — 1,1,2) — OOC' para p = 5, como
ilustrado na Figura 4.7(a). Para se obter a correlagdo cruzada das palavras-codigo Co
e (4, ilustrada na Figura 4.7(b), cada bit “1” da seqiiéncia de informacao, é espalhado
pela seqiiéncia de espalhamento C3. No receptor, a seqiiéncia de informacao codificada é
decodificada através da seqiiéncia de recuperacao da informacao Cj4 que nao corresponde a
palavra-cédigo do usudrio desejado. Das Figuras 4.7(b) e 4.7(a) se observa que os picos de
maior amplitude da auto-correlagao e correlacao cruzada acontecem durante a transmissao
dos bits “1” da seqiiéncia de informagao. Estas figuras confirmam o esperado A\, < 4, no

instante de sincronismo (deslocamento zero), e A\, < 2, que tornam os cédigos ((p — 1)(2p —
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1),p —1,1,2) — OOC préprios para sistemas OCDMA de detecgao direta com modulagdo
em intensidade. Pelo fato deste tipo de codigo possuir propriedade de auto-correlacao bem
definida, isto é, A\, = 4 ou A, = 0 no instante de sincronismo, permite, do ponto de vista
pratico, a utilizagao de filtros pouco complexos, perfeitamente casados com o sinal, e de facil
implementagao.

A semelhanca de outros cédigos OOC, os cdédigos OOC propostos neste capitulo podem
ser implementados através de simples codificador éptico de linhas de atraso paralelas [32]-
[39], de modo que estes cidigos podem ser gerados e decodificadores usando técnicas de

processamento éptico para sistemas nao coerentes.

4.6 Analise de Desempenho dos Cédigos OOC

Considerando o receptor de correlagao casado, conforme mostrado na Figura 4.8, a andlise
de desempenho do sistema é feita em termos da interferéncia de acesso miltiplo (MAI) como
funcao do nimero de usudarios simultaneos no sistema, N, sem considerar outras causas
(ruidos balistico, térmico e corrente de escuro) de degradagao do desempenho do sistema.
Nesta andlise, os efeitos da atenuacgao, dispersao e espalhamento dos pulsos dpticos que se
propagam pela fibra 6ptica sao ignorados, de modo que a MAI, por ser o fator dominante, é

considerada a tunica causa da degradacao de desempenho do sistema.
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Figura 4.8: Topologia do Receptor ()ptico de Correlacao.

Os sinais codificados por um cédigo OOC sao detetados pelo receptor 6ptico cuja, variavel

de decisao na saida é dada por:

v — { K+, quando o bit “1” transmitido

N0, quando o bit “0” transmitido

em que 7 e 7, caracterizam o ruido representado pela MAI, para o bit “0” e o bit “17,
respectivamente.

Na presente andlise, sdo vélidas as seguintes condigoes: a) os chips das palavras-cédigo
estao perfeitamente sincronizados entre todos os usudrios; b) os chips nao possuem distor¢ao
temporal; ¢) a soma do sinal dos usuérios é feita de forma nao coerente; d) a interferéncia
de multiplo acesso possui distribuigao gaussiana e modulagao OOK (On-Off Keying); e) a
estatistica da variavel de decisao é representada pela variancia e média da correlagao cruzada

entre os N — 1 usudrios que interferem no usudario desejado.
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Logo, a estatistica da varidavel de decisao, Y, expressa pela média e variancia, é dada,
respectivamente, por
po = E{Y[|0} = E{no} = E{no} =0,
pn =E{Y[1} = E{K +m} = E{K +m} = E{K} + E{n.}
=K+0=K
1 F-1 2 . .
1 Zi 7 —
08 = Var{y |0} = B{y*|0} - E}{Y |0} = { 7 2o | ”(n)]o oy
) VA

o} = Var{Y|1} = E{Y?1} - E*{Y|1}

2

1 F—-1 1 F—-1
= sp 7 2 | %) =5 D Zis(n)
n= n=0
1 = 2
= 5F 1 > [Ziin) -7
n=—(F-1)

Considerando que as ocorréncias do chip “0” ou do chip “1” sao variaveis aleatérias inde-

pendentes com distribuigdo gaussiana, as suas funcoes densidade de probabilidade (fdp) sao

dadas por
1 (Y—Mo)g}
Y10) = exp | ——————
0= T Xp{ 203
1 (Y—Ml)Q]
Y1) = exp | —————— 4.15
Y1) = = exp |- (4.19

Na Figura 4.9 estao ilustras, p(Z]0) e p(Z]|1), as fdp do sinal éptico quando o chip “0” e o

chip “17, respectivamente, sao transmitidos.

N

Figura 4.9: Distribuigao gaussiana do sinal 6ptico.

Quando o chip “0” é transmitido, a probabilidade de erro é igual a:

1 (Y—Mo)z}
Pr(Y > ~,|0) = exp | —————1| dY 4.16
R A (4.16)
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Quando o chip “1” é transmitido, a probabilidade de erro é igual a:

1 [ Y —m)?
exp | ————5—
V2moy 207

Pr(Y < yp|l) = /_ ; } 4y (4.17)

Seja considerado que os chips “0” e “1” sao transmitidos com igual probabilidade e que todos

os usudrios contribuem de forma igualitaria para a interferéncia de miltiplo acesso. Logo,

Pr(0) = Pr(1) = % :

Conseqiientemente, a probabilidade de erro médio pode ser expressa por:

Pe = Pr(Y > 7]0) Pr(0) + Pr(Y" < 1) Pr(1)
_ % {/OO L o [—M} av+ [ e {—M] dY} (4.18)

V2o 203 —oo V2moy 207
O valor limiar étimo 7, = %, que minimiza a probabilidade de erro é determinado da
expressao:
OPe
5 = Pr(Z > ~,]0) Pr(0) + Pr(Z < yx|1) Pr(1) = 0; (4.19)
Yot

através do procedimento apresentado na Sec¢ao 2.6. Substituindo ~,; na Equagao (4.18),

obtém-se o valor da probabilidade de erro médio dada pela expressao:

Pe = (@) (4.20)

em que

T 1 yQ
d(x) = /OO Nor: exp(—;)dy (4.21)

¢é a funcgao distribuicao cumulativa gaussiana e SIR é a relacao sinal interferéncia, como

funcao da correlacao cruzada, dada pela expressao:

ap B ®uLy K )

oF (Nt (N_1) o2

em que N ¢é o nimero de usudrios no sistema, e o7; é o valor médio das variancias da

correlacao cruzada entre todos os pares de palavras-cédigo (C;,C;), dada em termos de:

F-1
o?;(n) = 2F1_ : (Z:5(n) — 7o) (4.23)
n=—(F-1)
em que
Zo- 1%z (n) (4.24)
2¥) F ot 2y .

¢ a média da correlagao cruzada, entre todos os pares de palavras (C;,C;) do cédigo OOC.
A Figura 4.10 ilustra o desempenho do sistema OCDMA em termos do nimero de usué-

rios. Nesse tipo de sistema, a principal limitacao do desempenho do sistema consiste na
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Figura 4.10: Desempenho do Cédigo (p(2p — 1),p, 1,2) — OOC.

interferéncia de acesso multiplo, gerada a partir dos outros usuarios. O efeito dos fatores
limitantes (ruido balistico, ruido térmico e corrente de escuro) do sistema, causados pela fo-
todeteccao, é pequeno quando comparado a MAI e, conseqiientemente, pode ser desprezado
quando se calcula o desempenho dos sistemas OCDMA assincronos. Por exemplo, a familia
de cédigos (1012,23,1,2) - OOC pode prover 22 usudrios ao sistema (22 palavras-cédigo),
permitindo acesso simultaneo a 13 deles, e com taxa de erro de 1077,

A Figura 4.11 ilustra o desempenho do sistema OCDMA versus o nimero de usuérios si-
multaneos quando sd@o empregados os codigos ((p—1)(2p—1), (p—1), 1,2) - OOC, para alguns
valores de p entre 5 e 31. Devido as boas propriedades do cdédigo proposto, o desempenho
destes codigos é aproximadamente igual ao desempenho dos cédigos primos e EQC, sob as
condigoes do mesmo numero de usuarios simultaneos. Duas sao as formas para aumentar o
numero de usuarios para uma dada BER. A primeira é através do aumento do comprimento
do cédigo, conseqiientemente reduzindo a taxa de bit. A segunda forma é aumentando o
peso do codigo e, simultaneamente, reduzindo o comprimento da palavra-codigo, isto é, a
segunda forma equivale a comparar a relagdo K/F entre os cddigos. Para o codigo proposto,
esta relacao ¢ igual a 2})1—71, o mesmo valor do cédigo EQC, conseqiientemente, apresentando
o mesmo desempenho.

A Figura 4.10 ilustra o desempenho do sistema OCDMA em termos do niimero de usué-
rios. Neste tipo de sistema, a principal limitacao do desempenho do sistema consiste na inter-

feréncia de acesso multiplo “MAIT - Multiple Access Interference”, gerada a partir dos outros
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Figura 4.11: Desempenho do Cédigo ((p—1)(2p —1),p — 1,1,2) — OOC.
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Figura 4.12: Comparacao de Desempenho dos Cédigos: Prop.,EQC,Primo.

usudrios. Por exemplo, o c6digo (1012,23,1,2)- OOC possui 22 palavras-cédigo, garantindo
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Figura 4.13: Desempenho do Cédigo (F, K,1,1) — OOC.

acesso simultaneo a 13 usudrios, para uma dada BER de 107?. Para uma taxa de 10 Gbit/s
do sistema, cada usudrio pode transmitir a uma taxa de 9,8 Mbits/s = (10 Gbits/s)/1012.

A Figura 4.12 ilustra uma comparacao do desempenho entre os cédigos primo, os codigos
(p(2p—1),p,1,2)-O0C, e os cdigos EQC, tendo como parametro o niimero primo p que gera
a respectiva familia de c6digos. O codigo (p(2p—1), p, 1,2)-O0C possui desempenho superior
ao dos codigos primos e relativamente inferior que o desempenho dos cédigos EQC. Assim,
para um dado BER de 107, o cédigo proposto é superior ao nimero de usudrios assegurados
pelo codigo primo e inferior ao niimero de usuarios assegurados pelo cédigo EQC. O cédigo
proposto possui cardinalidade igual a p — 1.

A Figura 4.13 apresenta o desempenho do sistema OCDMA nao coerente versus o niimero
de usudrios simultaneos para as diferentes familias de cédigos (F, K,1,1) - OOC propostos.
A partir da figura, pode-se concluir [5], [74]: a cardinalidade, isto é, nimero de usudrios
simultaneos de uma familia OOC ideal, é especificada pela equacdo (2.20). Esta revela que,
independente de sua construcao, todo sistema OCDMA esta sujeito as seguintes limitagoes,
decorrentes do OOC usado:

Para um dado comprimento F' do cddigo, o peso K deste cddigo precisa ser o menor
possivel para maximizar o nimero de usuarios, isto é, o OOC precisa ser esparso o suficiente
em numero de “chips” “1”, limitando de forma significativa a poténcia, a menos que sejam
usados “chips” de alto valor de poténcia de pico.

A medida que o nimero de usudrios simultaneos aumenta, a razao F'/K precisa ser

aumentada para manter o desempenho do sistema OCDMA. Para isso, a largura de chip
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precisa ser reduzida a um tamanho que pode se tornar incompativel com a largura de faixa
do fotodetector sendo necessario recorrer ao uso de dispositivos Opticos nao lineares, portanto
aumentando o custo e a complexidade do sistema. Portanto, para que seja alcancado o
desempenho 6timo do sistema é necessario um compromisso entre os parametros F, K e N

do cédigo.




Capitulo 5

Medida de Desempenho de Sistemas
OCDMA

A avaliagao do desempenho de um sistema OCDMA para diferentes estruturas de cédigos
é feita fundamentalmente por meio de trés métodos principais: a) considerando a interferén-
cia de miultiplo acesso (MAI) e desprezando os efeitos negativos dos ruidos térmico e balistico
do fotodetector [75]-[76]; b) modelando o fotodetector através da aproximacao de Poisson
com base em técnicas de féton-contagem (photon-counting) para estimar a BER [77]-[84];
c) considerando o fotodetector modelado por meio de aproximagao Gaussiana, com até dois
limitadores 6pticos para suprimir a MAI capaz de gerar erro no sistema [85]-[90]. Esta apro-
ximacao é aparentemente a mais completa visto que considera varios ruidos e imperfeicoes

no sistema.

O objetivo deste capitulo é avaliar o desempenho de um sistema OCDMA usando o cédigo
(F, K, 1, 1)-OOC proposto, considerando os fatores limitantes da detec¢ao 6ptica, conforme
o item c). Ainda neste capitulo, sdo feitas comparagoes de desempenho usando cédigo (F, K,
1, 1)-O0C proposto com um cédigo (F, K,1,1) — OOC' que satisfaz o limitante de Jonhson.
Um sistema com conversao bipolar-unipolar é analisado para comparar seu desempenho ao

desempenho de um sistema similar que utiliza codigos OOC.

Na Segao 5.2 (distribuigao WMC versus Gaussiana), mostramos que a distribuigago WMC
(Webb, McIntyre, Conradi) pode ser substituida por uma gaussiana invertida que conduz a
um desempenho aproximadamente igual ao desempenho avaliado através de uma distribuicao
gaussiana. Logo, esta secao apresenta a justificativa para o uso da distribuicao gaussiana
na andlise de desempenho de um sistema com receptor APD. Na Secao 5.1 (sistema com
conversao bipolar-unipolar) é avaliado o desempenho de um sistema que emprega codigos
bipolares. Na Segao 5.3 (desempenho de um sistema usando cédigo (F, K, 1, 1)-O0C), sao
comparados os desempenhos do sistema usando o cdédigo (F, K,1,1) — OOC proposto no
Capitulo 4 e um cédigo (F, K,1,1) — OOC étimo.

63
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5.1 Sistemas com conversao Bipolar - Unipolar

A conversao de codigo bipolar-unipolar, denotada por “SIK” (Sequence Inverse Keying)
[91]-[92], é uma técnica que consiste em usar a versao unipolar de um cédigo bipolar para
aplicagao em sistemas OCDMA.

Considere a topologia do receptor da Figura (5.1) com dois fotodetectores APD balan-
ceados sem limitador 6ptico (detector de limiar). Uma seqiiéncia bipolar é convertida em

unipolar substituindo cada bit “—1” por um bit “0” através do seguinte procedimento. Sejam

Seqiiéncia
Unipolar
Fotodetetor 1
Sinal de _[Acoplador f | L2y, =1 Sinal g]e
Entrada Optico T, Z, Z,<¥,, =0 Saida
Amostra
Fotodetetor 2 emt=T
Ruido
Seqiiéncia
Unipolar
Complementar

Figura 5.1: Topologia do Receptor Optico de Correlacao Balanceado.

a seqiiéncia de informacao definida conforme a expressao (2.1), em que zx; € {+1,—1}, e
a seqiiéncia de espalhamento conforme a expressao (2.2), em que yi; € {+1,—1}. Logo, a

conversao é efetivada mediante as expressoes:

{ 2 (t) = {bu(t) —Bu(0)} 5.1)
uelt) = {anlt) — a(®))

em que:
bk(t) = Z bk,l pr<t — lTb)
l=—00

é a seqiiéncia unipolar de informacio, by; € {+1,0}, e by(t) é a forma complementar de
bi(t);

ak(t) = Z ak,l pTc(t — lTC)

l=—00
¢ a seqiiéncia unipolar de espalhamento, ax; € {+1,0}, e ax(t) é a forma complementar
de ay(t). Assim, as seqiiéncias unipolares e bipolares em um sistema SIK estao relacionadas

através das expressoes:

bk (t) — 17£Ek(t)
) x

2 (5.2)

S
S
—~
~
N—
I
—
|
<
Eal
=
=

Ek(t) _ Ltuy(t)
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logo,

1+ 2p(t)ye(t)

bi(t) © ax(t) = 5 :

13

onde o simbolo “ @ ” denota operacao de adicao modulo 2.

O desempenho do sistema SIK é determinado mediante o seguinte procedimento. Sejam

o sinal transmitido pelo k — ésimo usuario, que pode ser representado pela expressao:
Sk(t) = Psbk(t) © CLk(t),

e o sinal recebido, dado pela expressao

= Z Pbi(t — 1) @ ax(t — 1) + n(t),

k=1

onde T} é 0 atraso relativo uniformemente distribuido no intervalo [0, T}], Ps é a poténcia do
chip, n(t) é o ruido branco gaussiano com densidade espectral bilateral de poténcia igual a
Ny/2.

A variavel de decisao é representada pela expressao:

D P bt — 1) @ ar(t — i)+ n(t) | {ai(t) — ()} dt

k=1
N F-1 op T,
= [ S RGMZZ bi(iT. = 1) © (T, — 7o) {ai(IT.) — T(IT)} di + / no(t)dt;
k=1 1=0 0

(5.3)

onde R é a responsividade do diodo APD, M é o fator de multiplicacao média de avalanche,
G ¢é o ganho éptico, n,(t) é o ruido total do canal.
Sem perda de generalidade, considerando k = i e 7; = 0, e considerando o receptor

sintonizado ao usudrio k, a variavel de decisao em t = T}, é representada pela expressao:

Zi(Ty) =D+ 1+R (5.4)
K N-1 L T,
— TRGM 2 / RG (T, — 7)ye (1T, — 73,)y: (1T, ) dt + / no(t)dt
H,—/ k=1k#i 1=0 | ,
Sinal Desejado N ~ N ~ _
MAI Ruido
(5.5)

Com relacao ao numero de fétons detetados na duracao do chip, a estatistica da variavel
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de decisao, expressa pela média e variancia, ¢ dada, respectivamente, por

= Var D]+ Var[I] + Var[X].

O termo D na equacao (5.4) representa o sinal do usuario desejado k& quando a componente
DC do sinal é eliminada através do uso de seqiiéncias diretas balanceadas. A média e

variancia de D, na duracao do chip, sao dadas, respectivamente, por:

1 P T.RGMZ%:
E[D] = - {TCRGM—S} =—F
q F q
e
Var D] =0.

O termo I na Equacao (5.4) representa a interferéncia de multiplo acesso do sistema.
Considerando aleatérios o bit de informacao e o chip, a média e a variancia sao dadas,

respectivamente, pelas expressoes

N ro1 L p
Elll=F RGM —/ T, T, y;(T,)dt| =0
! k=1 ;éz';o/ qF? melTe) 9n(lTe) wllTe)

2

N r-1 T P
—B|( XX [RGM nim) wm) warar
k=1kzi 1=0

- {RGMq];er f: Eka,Z_l Rio(e) + 7a, Ek(fk)ﬂ.

k=1k#i

Nos intervalos 0 <7, <T, e 0<IT.<m7 < (l4+1)T. <T,, as fungdes de correlacao

cruzadas parciais continuas Ry (7;) ¢ Ry (7x) foram documentadas em [93] como sendo iguais

a
- 3 2 2(N -1

Z E {(mk,l—le(Tk) +$k,sz(Tk)) } = %
k=1k#i
e

P, 1P 2(N—1)

2 _ _ s

o =Varl|l] = {RGMqFQ} SF (5.6)
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O termo N na Equacdo (5.4), representa o ruido branco gaussiano aditivo “AWGN -
Additive White Gaussian Noise”, cuja média e a variancia sao dados , respectivamente,

pelas seguintes expressoes:

Ty

EN=E /Mﬂ@ﬁ%ﬂmﬂﬁ

0

gE n(t) {as(t) - @)} dt = 0

O\D’ﬂ

— 1 T 1 Ty ~
5[t / nte) ) ~ ot | | 2 / n(€) {ai(€) —a(€))]de
B _
5| / / {ai(t) = @(®)} {ai€) —@(&))] [n(t)n (€)] dtde
T, | T, [N
— ?O/E[n(t)n (&)] dt = ?0/75@—6)6#
— % (qRGMzH& + 2gM* Ly + Nth)
q

— 1 —
emque B=g5- e F= T,/T..

Considerando que o ntimero de usudrios N e o ganho de processamento F' sao muito
maiores que a interferéncia de multiplo acesso na entrada do receptor, o sinal de saida pode
ser modelado por um processo aleatério gaussiano de média zero. Logo, a relacao sinal ruido

¢é dada pela expressao:

(E[Z(T,)])*

SNR; = 2 (2T
_ By
o? [I] + a5
_ [RGM ] 5
[RGME]* 280 4 9gBRGM>+e NP | 4qBM2+e [y + 2BNy,

Conseqiientemente, seguindo o procedimento apresentado na Secao 2.6 o desempenho do

sistema, expresso pela probabilidade de erro é dado por:
P. = P,(Z<0|1)P(1)+ P.(Z > 0[0)P(0)
1 1
= 5Pz(Z <0|1) + §PZ(Z > 0/0)

- Q(VSNER) (5.8)
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A probabilidade de erro do sistema usando a conversao bipolar-unipolar esta ilustrada na
Figura 5.2, considerando os seguintes parametros: R = 0,8 AW ! (responsividade dos diodos
APD), 2B = Tic = 140 Mbit/s (o dobro da largura de banda do receptor), F' = 64 (ganho de
processamento), G (ganho 6ptico), F, = M* (fator de emissao espontanea), M = 15 (fator
de multiplicagdo média de avalanche), x = 0,5 (parametro de ajuste), I4 = 10 nA (valor da
corrente de escuro), Ny, = 1 pA2Hz~! (densidade de poténcia do ruido térmico), A = 1, 3um
(comprimento de onda do sinal 6ptico em LAN). Para este sistema, sem ganho éptico e com
parametro N = 1, 3, 5, 8, a sensibilidade ¢ igual a P, = —30 dBm para Pe = 107, como

ilustrado na Figura 5.2.

Frobahilidade de Erro

-5 40 35 -30 :25 20 -15 -10
Poténcia (P51 do Sinal Otico em [dBm]

Figura 5.2: Desempenho do Sistema OCDMA com Conversao Bipolar - Unipolar.

Com aumento do nimero de usuarios constata-se uma degradacao no desempenho do
sistema. A partir de N = 3, as curvas tende para um patamar de erro “error floor”. Para
N = 3,5,8 os patamares de erro sao Pe = 2,72.107'%; Pe = 5,34.1077; Pe = 1,12.107%,
respectivamente. Para N = 5 e 8, a sensibilidade minima necessaria (Pe = 107?) para
deteccao aceitavel do sinal do usuario nao é atingida.

O desempenho pode ser melhorado aumentando-se o ganho do sistema (G) através de
amplificacdo éptica [94]-]98]. Usando os parametros da Figura 5.2, a probabilidade de erro
versus numero de usudrios no sistema ¢ ilustrada na Figura 5.3.

Os codigos bipolares, aplicados em sistemas Opticos, permitem um nimero de usuérios
muito inferior ao seu limitante superior (N+42). Portanto, para este tipo de cédigo, o receptor
requer sincronismo com o respectivo transmissor para evitar falsa deteccao. Na pratica, estas

restrigoes limitam o uso dos codigos bipolares em sistemas OCDMA sincronos.
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Figura 5.3: Nimero de Usuérios Simultaneos no Sistema.

5.2 Distribuicao WMC versus Gaussiana

Seja o receptor APD modelado pela distribuicao do tipo Webb, Mclntyre, Conradi
(WMC) [99]. Devido a sua complexidade, a distribuicao WMC é substituida por uma fun-
¢ao gaussiana inversa. Esta, equivalente a funcao WMC, possibilita a geragao de varidveis
aleatdrias distribuidas por meio da distribuicao WMC e conduz a uma andlise eficiente do
detector APD.

O principio de operagao do diodo APD envolve a multiplicagao em avalanche, de forma
aleatéria, entre os portadores épticos (f6tons) na entrada e os portadores elétricos (pares
elétron-lacuna) na saida do dispositivo, logo, o sinal de saida precisa ser descrito através
de probabilidade de distribuicao. Para um dado instante de tempo, a funcao densidade de
probabilidade (fdp) WMC é dada pela expressao:

(r— M)?

902 [1 + %}

. M} ~(3/2)
exp

1
r = 1
i) = o |14 7

],Vr,0<r<oo (5.9)

em que r é o total de elétrons na saida do APD, n é o niimero de fétons na entrada do APD,
n é a média de fétons na entrada do APD, G é o ganho médio do diodo APD, M =7nG é a

média estatistica, 02 = nG%F, ¢ a variancia de r,

1
Fo=keyG+ (1 —kep)(2— 5) (5.10)
¢ o fator de emissao espontanea, k. é a razao de ionizacao de elétrons pelas lacunas no APD

vnkFe

Fe—1-

e arazao ¥ =
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Para um valor médio de fétons na entrada do APD, a WMC descreve o comportamento
estatistico do nimero aleatorio de elétrons na saida do APD. Para descrever o sinal de saida
do APD, a fdp WMC considera a chegada dos fétons na entrada e que a multiplicacao por
avalanche dos elétrons no APD possui distribuicao de Poisson.

Seja a fdp gaussiana invertida (GI) de uma varidvel aleatéria X, com parametros u e 3,
dada pela expressao [100]-[101]:

B[] B/ exp [_ ﬂ(l‘—u)Z} 23>0

pe(|p, B) = { 0“27 2t (5.11)

fora

em que > 0e > 0. A fungao de distribuigdo cumulativa (fdc) da varidvel X, denotada
por F'(z), quando expressa em termos da fungao de distribui¢ao cumulativa gaussiana, ®(X),

¢ dada pela expressao [102]:

e (0e3)] e (5o [V (4 3)
F(X)=9o —(-1+— || +exp|(— | |—\/=|1+— 5.12
(X) [ vl ; vl (512
Seja a varidvel z(r) definida por
r— M
pu— 1 .].
z(r) =1+ ——, (5.13)

entao, a derivada de x em relacao a r é dada por:

ox 1

—_— = 5.14

or Vo (5.14)

Por meio de transformacao de variaveis aleatérias, determinamos a fdp da variavel x

pz(|p, 3)0x = p,(r[n)or

Ox(r) ’ ’
or
em que z(r) é a correspondente transformacao da variavel. Logo,
_ pel(a(r)|n)
pm(xyﬂa ﬂ) - dz(r)
ar
1 —(3/2) 2 [x(r)—1]?
L (o) exp { ~ 5051
- 1
7|
v U2 (x —1)2
= — 27 Pexp [—7@ ) ] (5.16)
V2T 2z

Assim, a equagao (5.16) é igual a equagao (5.11) quando 8 = ¥? e y = 1. Substituindo

Z:Z(r):q%vL(l—q%)
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na equacao (5.12) e fazendo uso da fungao de erro complementar, obtemos a fdc gaussiana

dada por:
R I C 2l V) IR S R b))
F<7’)_2 f(l 7 })+2 p (U?) f([ NeY ]) (5.17)

A equagao (5.17) representa uma solucao equivalente a solugao da WMC e proporciona
a analise de desempenho de sistemas com receptor APD através da funcao gaussiana, sem
complexos métodos numéricos que seriam necessarios caso fosse usada diretamente a WMC.
Logo, a probabilidade de erro do sistema com detector APD, usando a aproximagao

gaussiana, ¢ dada pela expressao:
Pe = P(r > ~|0)P(0) + P(r < v|1)P(1)

1 Y 1 o)
= 5/ pl(r > ’Y|0)d7’ + 5/ po(?” < ’7|1)d7’
oo -

= 5 R0+ [1 = o)) (519)

onde Fi(7,,) e Fo(7,,) sao as fdc quando o bit “1” e bit “0” sdo transmitidos, respectivamente,

€ Yot € 0 limiar 6timo do receptor sem ruido.

Frobahilidade de Erro
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Figura 5.4: Comparacao das aproximacoes Gl e gaussiana do detector APD, para G = 200
€ k‘ef = 0, 01.

Considerando que o receptor da Figura 5.5 é sem limitador 6ptico, sem ruido e possui os

seguintes parametros G = 200 e k.y = 0,01, a Figura 5.4 ilustra o desempenho do sistema
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para n; = 391 portadores Opticos detetados quando o bit “1” é transmitido e ng = 100
quando o bit “0” é transmitido. O valor limiar 6timo é igual a 7, =46625.10* elétrons na
saida do receptor para probabilidade de erro Pe = 1076.

No caso da aproximacao gaussiana, o ntimero de elétrons é igual a v, = 39915.10* para
Pe = 4,48.107"7. A aproximacdo gaussiana ¢é exata somente nas proximidades do ponto
("we) de maximo da distribuicao WMC e menos exata nas caudas da distribuigdo. Em
geral, a aproximacao gaussiana sub-avalia a sensibilidade maxima e o valor de limiar étimo
do receptor enquanto super-avalia o ganho 6timo de avalanche. A aproximacao gaussiana
é amplamente usada na modelagem de sistemas 6pticos com detector APD apresentando
precisao de resultados aceitdavel. Pelo fato de sub-avaliar a sensibilidade do receptor (menor
que a real sensibilidade do receptor obtida a partir do limitar 6timo) a aproximagao gaussiana

¢é considerada uma forma conservativa de estimar o desempenho do receptor.

5.3 Sistema Usando Cédigo (F, K, 1, 1) - OOC

Na anadlise de desempenho do modelo de receptor da Figura 5.5, consideramos o ruido
balistico, o ruido térmico, as correntes de fuga de superficie e de fuga de volume do APD. Os
codigos (F, K, 1, 1)-O0C propostos No Capitulo 4 sdo usados como seqiiéncias de espalha-
mento do sinal de informacao. Para andlise, adotamos que os chips estao sincronizados entre

os diferentes usudrios, posto ser o pior caso e resultar no limitante superior do desempenho
[74].

lelt.ador > Sequéncia de Fotodetetor Integrador | —»| Detetor )
Sinal de Entrada Optico Espalhamento PIN/APD Z, Sinal de Saida
Amostra

emt=T

ruido
Figura 5.5: Modelo do Receptor Optico de Correlagao usado nos Sistema OCDMA.

A deteccao optica do sinal é um processo estocastico de efeito acumulativo na saida do
APD em cada intervalo entre os chips, que pode ser modelado por uma varidavel aleatéria
gaussiana [103]. A intensidade do sinal detetado, no intervalo de duragao do chip, T., pode
ser modelado por um processo pontual de Poisson (Poisson point process). O nimero médio
de fétons absorvidos, no intervalo de duragao do chip, T, é igual a \/T., e a probabilidade
do nuimero médio de fétons que incide no APD é determinada através da distribuicao re-
presentada pela equacao (2.39). Quando um chip “1” da seqiiéncia do usudrio desejado é

transmitido a taxa de fé6tons absorvidos é dada por:
_nr
=0

onde P é a poténcia Optica recebida, 7 € a eficiencia do APD f é a freqiiéncia éptica do sinal,

As (5.19)

h = 6.626 x 1073* J.s é a constante de Planck. No fotodetector APD os pares elétron-lacuna
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sujeitos ao processo de avalanche resultam em m elétrons na saida do APD, em resposta a
média AT, de fotons incidentes. A densidade de probabilidade condicional de m elétrons,
na saida do APD, dado ter incidida a média AT, de fétons primarios, é caracterizada pela
distribuigao de Conradi [104]-[105], onde

_ { As+ X+ 1I/q  para o chip “1” (5.20)

As/M. + Xy + Iy/q para o chip “0”

é a taxa de absorcao total de fétons causada pelos fatores limitantes da fotodetecgao (emissao
espuria, corrente de fuga de volume “bulk leakage current” do APD); A\, é a taxa de absorcao
causada pela emissao espiria; ¢ = 1,602.1071°C' é a carga elétron; M, é a razao de extincao
e I,/q representa a contribuicao da corrente de fuga de volume do APD.

O limitador 6ptico é definido pela seguinte fungao [74]:

9(y) = (5.21)

Uy, Y Z Th = K)\STC
0, OSySTh:KASTC

onde y é a taxa de poténcia Optica na entrada do limitador e Th é o limiar que pode ser
fixado em um valor desejado. Se a intensidade do sinal 6ptico for y > KAT,, o limitador
optico grampeia o sinal em K\,/T, e, caso a intensidade éptica seja y < K\,T., a saida do
limitador é zero. Este comportamento nao linear do limitador melhora o desempenho do
sistema devido ao fato de excluir algumas combinagoes do vetor de estado das interferéncias
que originariam erros por meio do aumento da variavel de decisao, Z;, a um valor superior
ao valor de limiar, ~.

Cada usudrio esta igualmente sujeito a interferéncia de qualquer dos K chips do cédigo,
independente dos demais usudrios. Seja k o vetor (k = ky, ko, ks, ..., ki) de estado das interfe-
réncias dos K chips. Este vetor possui k| elementos diferentes de zero. Duas palavras-cédigo
OO0C se sobrepoem em, no maximo, um pulso. Considerando que cada um dos usudrios in-
terfere somente com um pulso, vao ser formados diversos arranjos de interferéncias. Estes

arranjos compoem o vetor de estado das interferéncias k, dado pela seguinte expressao:

K
L= k() onde ki(I) € {0,1,2,.... I} (5.22)
i=1
Assim, [; é a soma dos k; chips que interferem sobre cada um dos chips do usudrio desejado,
k; representa o nimeros de pulsos detetados no receptor que interferem no sinal desejado e
o vetor k representa as interferéncias no receptor.

Existem K? possibilidades de combinar em pares os K chips que constituem o peso
do codigo, de modo que a probabilidade do pulso de um usudrio, que interfere no sinal
desejado, sobrepor-se a um pulso do usudrio desejado é p = K?2/2F, onde 1/2 representa a
probabilidade do usudrio transmitir o bit “b = 1”7. O numero de usuarios que interfere com
o desejado possui distribuicao binomial, com parametros N — 1 e p. Logo, a probabilidade

de I; usuarios interferirem, antes do limitador éptico, considerando o sincronismo de chips,
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¢é dada pela expressao:

N-1

pr(h) =) ( NZ,_ ! ) pi(1—p)N TSI — ) (5.23)

=0
onde d(z) é a funcao delta de Dirac. Portanto, o desempenho do sistema com limitador
6ptico, Figura 5.5, depende de |k| e I;.

Para um determinado ntimero I; de usuérios que interferem, existe um conjunto de vetores
F,, e suas respectivas permutagoes, que satisfazem a equagao (5.22). Este conjunto pode

ser representado pela expressao:

FIl = {k : Zkl(ll) = ]1, kl(ll) € {O, 1,2,...711}} (524)

O conjunto Fj, possui cardinalidade dada por

L+ K-1
|Fh|=<1 ; ) (5.25)
1

vetores. Como os [; usudrios que interferem sao distintos, podem ser combinados em Kt
arranjos de interferéncias. Adotando isso, o vetor de estados das interferéncias, k, pode se

apresentar nas distintas permutagoes, iguais a:

[1 o ]1 Il—]{fl Il—(k1+k32) k’K o [1‘
klak2yk37"'7kK kl k2 kS kK ﬁ L.
i=1

(5.26)

cada uma com probabilidade Pr([;) = 1/K".
Considerando a probabilidade de erro para um dado vetor de estado das interferéncias,
P(k;Fy,), a probabilidade de erro:

N-1

Pe =Y Pr(I)Pu(k;F},) (5.27)

1=0
onde Pr(l;) é determinado através da expressao (5.23); P(k;F},) é a probabilidade de que o
vetor k € [7,.

O vetor k, que pertence ao conjunto F7,, é um vetor de estados com I; usuarios, cada
um contribuindo com um pulso interferente. Cada usuario possui igual probabilidade de
interferir com um pulso, independentemente dos demais usudrios. Como decorréncia, o vetor

k possui uma distribuicao dada pela expressao:

P(k;Fy,) = (5.28)

Quando o sinal 6ptico incide sobre o limitador éptico, todos os K pulsos sao igualmente

provaveis de serem detetados pelo receptor. Este apenas contabiliza as posicoes ocupadas
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pelos pulsos, de modo que quaisquer dois vetores de estados de interferéncias, que sao permu-
tagoes um do outro, vao possuir a mesma probabilidade, Pg(k) = Pg(f). Assim, o nimero
de vetores que devem ser considerados para determinar a probabilidade de erro pode ser
apenas representado por um conjunto de vetores que contenha todas as permutacoes das

interferéncias, ou seja, pode definir-se esse conjunto de permutacoes como:

K
G = {k = Zkl(h), ki > ki > ko>, ., > ki > 0} (5.29)
i=1

Logo, a probabilidade do vetor k, considerando as suas permutacoes contidas no conjunto
Gy, ¢ dada por:
K
P(k;Gp,) = Y P(;F,) = NDP(k)P(k;F},) (5.30)
Bellk)
onde [](k) é o conjunto de todas as permutagoes do vetor k. Caso todos os elementos de
k sejam distintos, o nimero de permutacoes € igual a K!, quando algum elemento de k se
repete R(k;) vezes no vetor, entao, toda distinta permutagao possui R(k;)! versdes. Logo, o
total de distintas permutagoes do vetor k, no conjunto Gy,, é dado pela expressao
K!

NDP(k) = TR (5.31)

onde R(k;) é o nimero de vezes que o elemento k; aparece no vetor k e a produtora [] é
i
feita sobre os indices ¢ para os quais k; sao diferentes.

Vamos adotar que todo usuario € eqiiiprovavel de ser interferido em um dos K chips pelos
demais usuérios do sistema. O vetor de estado das interferéncias k possui distribuigao mul-
tinomial [75]-[76]. A probabilidade do vetor k possuir |k| = 0,1,2,...,min(K, I;) elementos

diferentes de zero é dada pela expressao:

Pr(k| =m|l,) = Y NDP(k)P(k:F},) (5.32)
keGy,
k|=m
onde Fj, é um arranjo de vetores dos estados de interferéncias com peso total igual a I;. O
arranjo Gy, inclui todos os vetores de interferéncias, dispostos em ordem decrescente, que
representam os vetores contidos em F7, .

Quando o bit “1”7 é transmitido, K\, fétons incidentes sao somados sobre o tltimo chip,

porque a poténcia do sinal é igual ou maior que a poténcia (P) emitida pelo laser, anulando
o efeito do limitador 6ptico. Além disso, sao adicionadas, sobre o ultimo chip, as correntes de
fuga de volume e de superficie do APD e o ruido térmico. Assim, a densidade de probabilidade

condicional da varidvel de decisao do usuério 1, considerando I, é expressa por:

exp {_w} | (5.33)

2
20b1

le(21|117b = 1) =

1
V2moy,
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A média e variancia estatisticas de Z; sao, respectivamente, dadas pelas seguintes expressoes:

By, = E{x|L,b=1} = GT.K\, + GT.I,/q+ T.I,/q = GT.[K\s + I,/q] + T.1./q
op =E{z} — E}|,b=1} + 0}, = G*F.T.K\s + G*°F.T.L, /g + T.I; /g + 07, (5.34)
= G*F.T.[K\s + I/q) + T.1,/q + o3,

onde o3, = (2kgT,T.)/ (¢*Ry) é a variancia do ruido térmico do receptor, e F, dado pela
Expressao (5.10), %T ¢ ¢ a corrente de fuga de volume (bulk leakage current).

Portanto, na saida do receptor, para o usuario desejado, tem-se o efeito acumulativo dos
K\, fotons incidentes sobre o APD, no intervalo de duragao do ultimo chip, considerando
os fatores limitantes como a corrente de fuga de volume, a corrente de fuga de superficie
e o ruido térmico do APD. Logo, seguindo os procedimentos apresentados na Secao 2.6, a

probabilidade de erro condicional, dado que o bit “1” foi transmitido, é expressa por:

Y
Pr(Z, <4lL=jb=1)= / Pz (21|11, b = 1)py, (I1)dz

1 (Zl_Eb1>2}
= exp |- |y (1)dz
/_w V2ron, p{ 27, |
1

_ N (1= (222 ) ot (5.35)

uando o bit “0” é transmitido, o limitador éptico grampeia o sinal éptico do receptor.
gramp

Considerando a razao de extingao (M, ) do laser, os bits “0” dos N usudrios contribuem com
poténcia N P/M, no k~ésimo chip do sinal do usudrio desejado, que pode ser maior que a
poténcia (P) do chip emitido pelo laser, quando N > M,. Neste caso, o limitador grampeia
a intensidade do sinal no valor da poténcia (P) do chip emitido pelo laser. Caso contrario,

o limitador grampeia no valor zero. Assim, o comportamento do limitador pode ser descrito

1, N> M,
infe = ’ - (5.36)
0, N< M,

pela seguinte funcgao

Para |k| = 0, K.ipz chips incidem no APD com taxa de fétons igual a \,. Para |k| =m > 0,
(K — m).ipe +m chips incidem com taxa de fétons igual a As. Logo, considerando I, a
densidade de probabilidade condicional da variavel de decisao Z1, é dada pela expressao
1 — By, (|k]))?
b {_ (21 — By ([K[))"] | (5.37)

Al b=0)= —— @ ,
pZ1( 1’ 1 ) /_27T0'b0(|k|) X 20’20(‘k|>

A média e variancia estatisticas sao, respectivamente, dadas pelas seguintes expressoes

By (k|) = E{z1|11,b = 0} = GT.[|k|A\s + (K — |k))irseAs + I/q] + T.1,/q,
oy ([k|) = E{z] — E} |I1,b = 0} + 0, = G*F.T. [[k|\s + (K — [K|)ineAs + In/q) + TeLs /g + op,.
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Assim, a probabilidade de erro condicional, dado que o bit “0” foi transmitido, é expressa

por:

Pr(Zy >~ =7, |kl=m, b=0) =

= Pr (Zl>7|11—0 k| =0, b=0)ps,(0)
N—
Z r(Zy >~ = j, [k| =m >0, b=0)pl(j)

/ Pz (a1lT = 0, k| = 0, b= 0)py, (0)d=

~

N—1min(K,I
Z Z /pzlzlul—g, k| =m >0, b=0)
pr(J)Pr(lk|=m| L = j)d=

_ A ” \/%1170( )exp [_%] i (0)dz

fi mz IS [_<z1 - Ezm(m))?]

QJgO(m)

1
Y \/ﬂabo(m)
pr()Pr(k| =m|L = j)dz=

=Q (77 ;bib(‘;)(o)> p1, (0)

N—1min(K,I1)
DIDY Q(L”Og)) P () Pr(lk| = m| T, = j);
(5.38)

obtida de modo similar & equagao (5.35), onde a pI;(j) é a probabilidade dada pela equacao
(5.23).
Finalmente, a probabilidade de erro do sistema ¢ dada pela expressao:

1 , 1 .
b, = §PT(21 > Yoptll1 = J, k| =m, b=0)+ §P7’(Zl < Yopt|1 =, b=1) (5.39)

onde 7, € 0 limiar 6timo do receptor, que minimiza a probabilidade de erro total, obtido
seguindo o procedimento apresentado na Segao (2.6). Devido ao fato do valor de limiar
depender da poténcia 6ptica, do peso da palavra-codigo e do niimero de usudarios simultaneos
do sistema, o valor de limiar, determinado pela Equagao (A.9) acaba sendo sub-6timo, posto
que é derivada somente em relacao a . O valor de limiar 6timo é encontrado a partir da
mesma Equagao (A.9), através de simulagao numérica exaustiva, considerando os parametros,
quais sejam, poténcia éptica, comprimento e peso do codigo. Usando os parametros da Tabela
5.1, a Figura 5.6 ilustra os valores do limiar 6timo em funcao da poténcia éptica (P), com
OOC de peso K = 10, comprimento F = 1000 e N = 10 usuérios.

A Figura 5.6 ilustra como o limiar étimo, que minimiza a probabilidade de erro do sis-

Poténcia em Watts

T Watt )) da fonte éptica

tema, aumenta a medida que a poténcia (dBW = 10.logo(
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Tabela 5.1: Parametros de simulacgao.

Designacao Simbolo | Valor Nominal
Velocidade da luz no vacuo c 3.10% m/s
Eficiéncia Quantica n 0,6

Ganho do APD G 100

Razao de ionizacgao efetiva keys 0,02
Corrente de fuga de volume do APD I 0,1 nA
Corrente de fuga de superficie do APD I 10 nA

Taxa de f6tons b 10? fétons/s
Razao de extincao M, 100

Taxa de bits Ry 30 Mbit/s
Temperatura equivalente de ruido T, 1100 K
Resistor de carga Ry 1030 Q

aumenta, devido ao aumento do nimero médio de fétons recebido. O desempenho do sis-
tema melhora quando o valor de limiar se aproxima do ponto 6timo a partir do limiar de
menor valor. Este fendmeno, para altos valores da poténcia recebida, se deve ao fato do
ruido térmico, a emissao Optica esptria e as correntes de fuga do APD serem despreziveis

e conseqiientemente o desempenho torna-se somente sensivel ao MAI. Por outro lado, para

Figura 5.6: Limiar 6ptico do sistema sem limitador usando um coédigo OOC “genérico.”

Probahilidade de Erro

i ) bbb
O — P aw [T 7
-== P =55 dEW Lo
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10 10 10 10

Lirniar Optico do Sisterna
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baixas poténcias, estes fatores limitantes da fotodeteccao nao sao despreziveis e afetam a
curva de desempenho de forma a torna-la mais suave, a medida que varia o limiar. Final-
mente, o desempenho se aproxima do valor 0,5 depois do ponto de limiar 6timo a medida
que este aumenta. Isto, devido ao fato de ocorrer erro quando o bit “1” é transmitido, e nao
ocorrer quando o bit “0” é transmitido porque o valor de limiar de decisao é alto.

A Figura 5.7 ilustra o desempenho versus a poténcia 6ptica recebida, tendo por parametro
o numero de usuarios no sistema. Para esta analise, foram usados os mesmos parametros do
codigo “genérico” (F=1000, K=10), dados pela Expressao (2.20). A figura ilustra uma piora
de desempenho do sistema com aumento do nimero de usudrios, principalmente, devido a
reducao do peso (K) do cédigo com objetivo de manter a ortogonalidade das seqiiéncias de

espalhamento. A poténcia éptica recebida em cada chip é considerada constante, logo o

Frobahilidade de Erro

i
-0 -5 A0 -55 -0 45 -40
Faténcia do Sinal Optico em [dEW]

Figura 5.7: Desempenho do sistema sem limitador usando um cédigo “genérico” versus

poténcia do sinal 6ptico.

total de fétons recebidos (energia éptica recebida) no receptor desejado decresce, causando a
degradacao de desempenho do sistema com aumento do nimero de usudrios. A outra razao
reside no peso total N.K dos codigos aumentar, elevando a contribuicao total negativa da
interferéncia nas estatisticas da variavel de decisao, quando mais usuarios partilham o canal.
Uma segunda justificativa é a de que um codigo de F = 1000 é melhor que um cédigo de F
= 2000 quando o nimero de usudrios ¢ menor que 5 e pior para o caso contrario. Em geral,
a duragao do chip é T, = T/F, e o nimero médio de f6tons recebidos (energia) por chip
decresce com aumento de F, para poténcia constante. Porém, pode-se aumentar o peso do

cddigo com aumento de F, sendo necessario um compromisso entre N, K e F' para melhor
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desempenho do sistema em dada poténcia da fonte éptica.

Frobahilidade de Erro
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Figura 5.8: Desempenho do Sistema com limitador usando um cédigo “genérico” versus

poténcia do sinal 6ptico.

A Figura 5.8 ilustra o desempenho do sistema com limitador 6ptico. Em geral, o de-
sempenho do sistema com limitador 6ptico pode ser superior a duas vezes o desempenho do
sistema sem limitador éptico. Comparando as Figuras 5.7 e 5.8 confirma-se que o desempe-
nho do sistema com limitador 6ptico, Figura (5.8), é ligeiramente melhor que o desempenho
do sistema sem limitador 6ptico, ilustrado na Figura 5.7.

Em geral, para K méximo do cédigo (com F e N fixos), segundo a Equagao (2.20), a
melhora de desempenho decorrente da aplicacao do limitador éptico, para um enlace éptico
nao ideal, nao é significativa. Eis as razoes: o desempenho de ambos sistemas, ideal ou nao
ideal, nao depende da interferéncia total I;, ou seja, quando o bit “1” é transmitido o valor
final da varidvel de decisao Z;, Equacao (5.4), é discreto. Quando o bit “0” é transmitido,
usando o limiar de decisao entre K — 1 e K, pode-se eliminar completamente a contribuicao
da interferéncia total no periodo de correlacao, exceto para os casos em que todas as duragoes
dos K chips coincidem para os N-1 usuérios do sistema ideal.

Porém, no sistema nao ideal, o valor da variavel de decisao nao é discreto e a contribui-
¢ao total da interferéncia no periodo de correlagao nao é completamente eliminada, mesmo
usando o valor limiar étimo, devido a presenca de fatores limitantes da fotodeteccao. Uma
segunda razao consiste no desempenho do limitador éptico aplicado ao receptor nao ideal,
poder ser igual a 0,5, caso o nimero de usuarios N > M, nos bit “1”7 ou bit “0”. A con-

tribuicao dos chips “0” dos N usudrios para toda k — ésima duracao de chip “1” do sinal
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Frobahkilidade de Erro
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Figura 5.9: Desempenho do sistema com e sem limitador versus niimero de usuérios.
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Figura 5.10: Desempenho do sistema com limitador Optico, usando o cbdigo

(N,F,1,1)proposto, versus poténcia do sinal ptico.

do usuario desejado é maior ou igual a amplitude unitaria da poténcia da fonte éptica, para

k=1,2,3,.. K. Assim, K chips “1” depois do limitador éptico incidem no fotodetector




82 Capitulo 5. Medida de Desempenho de Sistemas OCDMA

APD com taxa de fétons incidentes igual a Equagao (5.21) quando os bits “1” ou bits “0”

sao transmitidos, e o valor final da variavel de decisao Z; nao varia.

Frobahilidade de Erro

B4 R4l R A -15 -40
Fuoténcia do Sinal Optico em [dBW)

Figura 5.11: Desempenho do sistema sem limitador, usando o cddigo proposto (N,F,1,1),

versus poténcia do sinal optico.

A Figura 5.9 ilustra a relagdo entre o desempenho e o nimero de usuario simultaneos
para diferentes poténcias em sistemas com e sem limitador éptico. Como esperado, para uma
dada poténcia (P), o desempenho dos sistemas se degrada quando o nimero de usudrios
simultaneos aumenta. Por outro lado, para um dado ntmero de usuarios simultaneos, o
desempenho melhora com o aumento da poténcia. Portanto, existe um compromisso entre o
niumero de usudrios simultaneos e a poténcia 6ptica recebida. Por exemplo, para um sistema
com limitador éptico, é necessaria uma poténcia igual a —60 dBW para que 5 usuarios
simultaneos sejam acomodados com desempenho de 107°. Porém, quando se aumenta o
niumero de usuarios simultaneos a 6, para se manter o desempenho do sistema é necessario
aumentar a poténcia para —55 dBW . Portanto, o aumento de um usuério no sistema exige
um compromisso de aumento da poténcia em cerca de 5 dB, pode-se também considerar a
seguinte conversao de unidades dBW = dBm — 30. A figura confirma ainda, como esperado,
para valores fixos de poténcia e nimero de usudrios simultaneos o sistema com limitador
optico possui melhor desempenho comparado ao sistema sem limitador 6ptico.

A Figura 5.10 ilustra o desempenho do sistema com limitador 6ptico versus poténcia

do sinal éptico recebido usando o codigo (F, K,1,1) — OOC proposto no Capitulo 3. Para
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Figura 5.12: Desempenho do sistema sem limitador, usando o cédigo proposto (N,F.1,1),

arios.
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avaliagao de desempenho foram usados os seguintes parametros: N = 10 para (3180, 5,1,1) —
OO0C, N = 16 para (19344,8,1,1) —OOC e N = 20 para (79332,11,1,1) — OOC com valores
de limiar 6timo obtidos de forma numérica recursiva. As conclusoes retiradas da Figura 5.10
sao similares as conclusoes apresentas para a Figura 5.8.

Comparando ambas figuras, torna-se claro que para nimero de usudrios N < 10 o de-
sempenho do sistema com o coédigo proposto é inferior ao da Figura 5.8, e esta relagao se
inverte para N > 10, sendo melhor o desempenho do sistema usando o cédigo proposto. Este
fato deve-se as seguintes causas: da Expressao (2.17) decorre a necessidade do compromisso
entre N, K, e I' para conseguir o melhor desempenho, para uma dada poténcia da fonte
6ptica. Este compromisso ficou salvaguardado na construgao do cédigo (F,K,1,1)-OOC pro-
posto no Capitulo 3. Por outro lado, a anélise de desempenho ilustrada na Figura 5.8 é feita
usando-se um cédigo OOC “genérico” (cujos parametros decorrem da Equagao (2.20)). A
segunda razao decorre do codigo proposto possuir comprimento maior que o cédigo usado
na Figura 5.8. Logo, pelo teorema do limite central, para pequenos valores N < 10 a apro-
ximagao gaussiana € imprecisa, apresentando baixo desempenho do sistema usando o c6digo
proposto.

A Figura 5.11 foi obtida nas mesmas condigoes da Figura 5.10 exceto o fato de que nao
possui limitador 6ptico. Quando comparadas, a Figura 5.11 confirma o seu desempenho ser
ligeiramente inferior ao sistema com limitador éptico.

No sistema OCDMA, o MAI é o principal fator de degradacao de desempenho, gerando
um assintético patamar de erro. A aplicagao de um limitador 6ptico ao sistema é um método
efetivo de melhoramento do desempenho, pois o limitador reduz o efeito do MAI gerada da
combinagao de varios arranjos de interferéncias, que tornam a variavel de decisao Z; maior
que o limiar 6timo. Portanto, o desempenho do sistema sem limitador 6ptico, em geral,
depende fundamentalmente do arranjo de interferéncia I;, e para o caso do sistema com
limitador 6ptico o desempenho depende de I e do nimero de elementos nao zeros no arranjo
de interferéncias |k|.

As conclusoes relativas a andlise da Figura 5.12 sao similares as apresentadas para a
Figura 5.13. As consideracgoes a respeito do compromisso entre desempenho, poténcia e
nimero de usuarios simultaneos continuam vélidas para este caso. Na Figura 5.13, para o
nimero de usudarios inferior a 9, o desempenho em diferentes poténcias, é praticamente o
mesmo. Isto se deve ao fato da aproximacao gaussiana, segundo o teorema de limite central

para baixos valores de N, apresentar valores pouco exatos.




Capitulo 6

Conclusoes e Sugestoes para
Trabalhos Futuros

6.1 Conclusoes

Os cdédigos OOC ja publicados sao caracterizados por suas boas propriedades de auto-
correlagao e correlagao cruzada, porém a construcao desses codigos através de métodos in-
terativo, geometria projetiva e técnicas combinatorias, é complexa e conseqiientemente a
unica forma de implementar reside em usar recursos computacionais de alta memoria para
armazenar esses codigos.

O trabalho de tese apresentado alcanca os objetivos a que se propos. Trés novas familias
de codigos ortogonais opticos do tipo congruentes foram apresentadas para aplicacao em
sistemas assincronos OCDMA. Estes codigos asseguram p — 1 diferentes palavras-codigo
correspondentes a p usuarios no sistema OCDMA, para todo nimero primo p. As familias
de cédigos foram demonstradas serem do tipo (p(2p—1), p, 1, 2)—00C, ((p—1)(2p—1), p—
1, 1, 2)—=00C e (F, K, 1, 1)—=0O0C, e, conseqiientemente, possuem propriedades de auto-
correlacao e correlacao cruzada ideal e nao ideal, respectivamente. Os codigos propostos
possuem estrutura algébrica nao complexa e sao de simples construcao e requerem baixa
memoria computacional para serem implementados. Devido as propriedades dos codigos
propostos, o seu desempenho é melhor comparado ao desempenho de cédigos conhecidos na
literatura técnica sob as condigoes do mesmo comprimento do cédigo F, o mesmo peso do
cbédigo K e o mesmo numero de usuarios V.

A aplicacao de equagoes diofantinas a construgao de cédigos ortogonais épticos sem recor-
rer a complexos algoritmos para resolver estas equacgoes possibilita que através de relagoes
de congruéncia possam ser encontradas novas familias de codigos opticos a partir de um
conhecimento da teoria dos ntimeros.

O desempenho dos c6digos foi avaliado em termos da probabilidade de erro (BER). Na
avaliacao, foram consideradas as situacoes em que o receptor de um limitador 6ptico com de-
tector APD esta sob os efeitos de diversos fatores de degradacao do desempenho do receptor,

considerando uma transmissao assincrona do sinal e deteccao sincrona dos chips. A andlise

85



86 Capitulo 6. Conclusoes e Sugestoes para Trabalhos Futuros

de desempenho foi apresentada para os cddigos propostos e mostrou que: a probabilidade de
erro do sistema OCDMA diminui com aumento do limiar de detecgao do receptor; a proba-
bilidade de erro do sistema OCDMA diminui com aumento do peso (K') e comprimento (F)
do codigo.

O desempenho do sistema assincrono OCDMA é claramente dependente da MAI, do tipo
de modulagao usado e da topologia do receptor. O cédigo OOC deve ser cuidadosamente
selecionado posto que dele podem decorrer problemas de sincronizagao entre o transmissor
e receptor por conta das propriedades de correlacgao.

Valendo-se do fato de todo grupo ser isomorfo ao grupo de permutacao é possivel encon-
trar um cédigo de permutacao equivalente. Logo, a proposta de enquadramento dos codigos
ortogonais 6pticos como casos particulares dos codigos de permutacao ou codigos de residuos
quadraticos apresenta como potencial a possibilidade, segundo as caracteristicas do cédigo
optico que se pretende, de se poder gerar, a partir destes, diversas palavras coédigos sem a
necessidade de busca de novas estruturas para cddigos 6pticos. Portanto, a proposta pode
ser considerada uma nova técnica de construcao de cédigos ortogonais Opticos, diferente
das técnicas como: relaxamento dos parametros do codigo, iterativa, greedy e geometria
projetiva.

Os codigos primos, devido as suas propriedades de correlagao mostram-se pouco aplicaveis
aos sistemas assincronos OCDMA. Os codigos EQC possuem os requisitos para sistemas
desde que a auto-correlagao e a correlagao cruzada sejam préximas das propriedades de
correlacao ideais. O numero de usuarios é dependente do comprimento e do peso do cédigo
mas estes parametros devem ser escolhidos de forma cuidadosa pois o desempenho do sistema
pode diminuir quando se aumenta alguns desses parametros.

A partir dos cédigos propostos se podera construir novas familias de codigos para sistemas
OCDMA sincronos, de modo que os resultados apresentados nesta tese estendem os trabalhos
publicados anteriormente em cédigos ortogonais Opticos para sistemas OCDMA, pelo fato
de introduzirem cédigos congruentes de nova estrutura algébrica com razao K/F aceitavel,
o qual resulta em boas propriedades de sincronismo, sendo portanto, uma contribuicao para
os sistemas OCDMA e OOC.

6.2 Sugestoes para trabalhos futuros

Avaliar o desempenho dos cédigos propostos em sistemas OCDMA sincronos.

Desenvolver estruturas algébricas para gerar cédigos ortogonais 6pticos 2D e 3D.

Considerando-se que uma das particularidades do OOC ideal é ser esparso em termos
de “chips” 1, sugere que se crie um modelo de receptor 6ptico para sistemas OCDMA, cujo

principio de operacao seja baseado no algoritmo bindrio de Berkamp-Massey [106].
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Apeéendice A

Demonstracoes Complementares

A.1 Atraso Relativo Adjacente

Demonstracao do Lema 2.3.1

Os elementos do vetor Ry sao os atrasos relativos entre qualquer par de chips “1” do vetor
X, de modo que o vetor Ry possui A+ 1 elementos repetidos se, somente se, existirem duas
seqiiéncias, {ig, i1, iz, ...,ix} e {ig, i1, i, ..., %} tal que {z;; = zy =1} e {i; — & = 7' # 0},
para todo 5 =0,1,2, ..., \. Porém, isto ¢ valido se, somente se, Zf:_ol Tilpar > A+ 1. [ |

Demonstracao do Lema 2.5.2
Seja Mx \ o conjunto definido em (2.12) e m = [ag, a1, az, ..., ax—1] € Mx  se, somente se,

existe uma seqiiéncia de A + 1 distintos nimeros inteiros, ou seja {ig, i1, i2, ..., iy} tal que

i, =1 i=0,1,2,..,\
ij+1—z'j:aj j:0,1,2,...,)\—1

Portanto, Mx » N My, = 0 se, somente se, possivel enfileirar A + 1 chips “1” no vetor X e
A+ 1 no vetor Y com seus respectivos deslocamentos ciclicos, ou seja Mx x N My » = 0 se,

somente se, é vilida a inequagao (2.15). [ |

Demonstracao do Lema 2.5.3

Os vetores de comprimento A +1 em My ) correspondem a A 4+ 1 elementos nao nulos
do vetor X, de modo que os atrasos relativos entre estes elementos sao dados pelos vetores
de comprimento A +1 que compoem My . Se a inequagao (2.13) é valida, entao existem
dois diferentes conjuntos de elementos nao nulos relativamente eqiiidistantes entre si. Assim,
0s A + 1 chips “1” podem ser enfileirados para se obter A, > A + 1, ou seja, se a inequacao
(2.13) é vélida, entao todos os conjuntos de A + 1 elementos nao nulos do vetor X possuem

diferentes atrasos relativos, o que torna impossivel obter \, > A + 1. [ |
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A.2 Cardinalidade dos Cdédigos OOC

Demonstracao do Limitante Superior

Seja C' um codigo (F, K, \) —OO0C, cuja cardinalidade |C| = ® (F, K,\). Da proprie-
dade de auto-correlagao, equacao (A.10), decorre que para todo X € C o conjunto Mx

K—1
possui K. distintos vetores de A nimeros inteiros. Da propriedade de correlagao-

cruzada, equagao (A.15), decorre que para X, Y € C, X # Y, os conjuntos Mx » e My,

sao disjuntos, conseqiientemente a uniao de Mx ), a medida que X varia sobre todos os
K—-1
X € C, consiste de ¢ (F, K, \). K. ( ) ) distintos vetores de A\ numeros inteiros. Por

definigdo, se |ag, a1, ag,...,ax_1] € Mx, entdo ap+ a; +az + .. = ay-1 < F — 1, con-
forme a equagao (2.12). Considerando que selecionar os elementos a;, em quantidade igual

F-1
a A < F —1, éigual a combinacao de F' com A + 1, isto é, igual a \ . Portanto,

K—-1 F-1
@(F,K,A).K.( \ >§< \ )emque:

F—1

( A ) (F=1)F =2)....(F = N)
O (F, K, \) < (K_1> T KK - 1)(K —2)..(K -\

K.
A

Demonstracao do Teorema 2.4.1

A demonstragao consiste em mostrar que, para um dado vetor X:

1) A é limitante superior do nimero de vetores com comprimento F' que violam a propriedade
de auto-correlacao;

2) O é limitante superior do nimero de vetores com comprimento F' que violam a propriedade

de correlagao cruzada.

Demonstracao do Limitante A

Seja Y um vetor F' — drio que possui chips “1” nas seguintes posigoes S = {s1, sa, ..., Sk }.
Pretende-se conhecer o nimero de conjuntos K — drios que violam a propriedade de auto-
correlagao. Como mostrado em [13], se Y viola a propriedade de auto-correlagao, entao

existe um numero 0 que pode ser representado por s; — s; em mais de A\, + 1 formas,

K
onde 1 < ¢ < % Assim, existem no total % escolhas para 9, (}\ 1 > €sco-

F

escolhas para os demais chips. Portanto,
K—-X\—1

lhas para pares de chips “17, e (
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o1 K F , . : , .
(T) ¢ um limitante superior do niimero de vetores que violam
Ao+ 1 K-\ —1
a propriedade de auto-correlacao. U

Demonstracao do Limitante ©

Dado o vetor X, de comprimento F', entao existem

() (1)

vetores F' — drio cujos chips “1” se sobrepoem, aos chips “1” de X mais do que A. vezes.
Cada um desses vetores F' — drio possui no maximo F' deslocamentos ciclicos que violam a
propriedade de correlagao cruzada com X. Portanto, estes formam o total de vetores F'—dario

que violam a propriedade de correlagao cruzada com X. (]

A.3 Teoria da deteccao

Para ilustrar o processo de deteccao de uma variavel com distribui¢ao gaussiana, o desem-

penho do receptor é dado pela expressao:
Pe=P(I =12>~[0)P(0)+ P(I =0<~|1)P(1) (A.2)

A variavel de decisao I, no instante de amostragem, possui densidade de probabilidade

gaussiana, dada pela expressao:

1 { (I —1,)?
V21o 2071

onde I; e o? definem a média e variancia, respectivamente. De forma andloga, a varidvel de

P(I) } caso o bit“1” seja detetado (A.3)

decisao I, quando o bit zero é detetado, possui densidade de probabilidade gaussiana, dada

pela expressao:

1 { (I —1y)?
= exp | —————
V2o P 208

onde Iy e of definem a média e variancia, respectivamente.

P(I)

} caso o bit“0” seja detetado (A4)

Considerando que os bit “1” e bit “0” sao transmitidos com probabilidade igual a
Pr(0) = Pr(1) = 1/2 e que o detector use um valor de limiar -, a probabilidade de erro do

receptor, equagao (A.2), é dada pela expressao:

1 [ 1 (I — ]1)2} 1 /°° 1 { (I — 10)21
Pe=— exp |———|dl + = exp | ——————|dIl Ab
2 /_oo V2moy P { 20% 2 ), V2moy P 203 (A.5)

O limiar étimo, 7,;, possui efeito substancial na correta deteccao dos bits transmitidos.

Seu valor é determinado igualando a equagdo (A.2) a zero e, em seguida, derivada em relagao
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ao limiar +.
=Pr(I =0<~|1)Pr(1) = Pr({ =1 > ~|0) Pr(0) = 0; (A.6)

Pr(I =0 <~|1)=Pr(I =1 > ~|0);
Loy [~ ] Lo, [,

U—lexp 207 = U—Oexp 207
(v=1o)* (b= _, (o).
202 202 oo/’

que pode ser substituida pela seguinte equacao quadratica equivalente:
ay’ +by+c=0 (A7)

onde a=(0i—0?); b=2(Loi—Iyo}); c=Iio}—I}o) —20}0iIn (g—;) . Resolvendo a

equagao quadratica em relagao a v se obtém a seguinte expressao:

hot 4 Joa%+\/a%a%; (=10 +2 (o3 ~o3) In (2)

_ A8
ot - (A.8)
Quando o sinal é muito maior que o ruido, se pode considerar:
,  2(0t-ahn(2)
L —1p)" > )
it 7
Assim, o limiar 6timo de decisao é igual a
Ilo'o + [00'
Yor = ———271 (A.9)
o1+ 0y

Para 0, = 0, o limiar 6timo é dado por v, = (I; + 1y) /2.

A.4 Teoria dos Reticulados

Demonstracao do Teorema 3.2.3
Seja S’ = A™1S. Entao S’ é convexo e simétrico em torno de 0. Sendo det(A™!) = 1/det(A),
decorre que v(S’) = v(S)/|det(A)| = v(S)/d(A) > 2™. Deste modo, pelo teorema (3.2.2),

existe o ponto ¢ € S’ tal que ¢ # 0, ¢c € Z". Fazendo x = Ac fica provado o teorema. [ |

A.5 Forma algébrica de cédigos (F, K,1,1) — OOC

Demonstracao do Teorema 4.2.1

Seja Cy = (Cx0y Ca1y Ca2y ooy Comy -y CzF—1) € C & z-6ésima palavra do cédigo C cuja funcao
de auto-correlacao é definida pela seguinte expressao

F-1F-1

ZLU,I = Z Z C:vmcx,m-l—n (A]_O)

m=0 n=0
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onde 0 <m<F—-1,0<n<F—1. Seja também

Cem = COOfm

0 m-ésimo simbolo binario de C, onde ¢po = 1 €

1, m=fyy+(y—p+1 (A11)
0, fora '

Para demonstrar a primeira parte do teorema precisamos provar que toda palavra-cédigo

C, possui A\, = 1. Para simplificar a notacao a equagao (A.10) é reescrita na seguinte forma

F-1 F-1 F-1
Z;v,m = Z CmCmin = 0(2)0 Z Jmfmin = Z JmSfman (A'12)
m,n=o m,n=0 m,n=0

Sen =0 entio Z,, = >.-_t f2. Como f2 = f,, logo

Zm,w: fm:(p_l)/2

Se n # 0 a operacao de somatérias na expressao (A.12) transforma Z, , em

Z:r,:v = Z fmfm+n = <Z fm> - Zf% (A'13>
m,n#0 m m

Para uma forma algébrica f que representa um nimero inteiro n € Z existe outra forma
algébrica g equivalente a f tal que os coeficientes de g estao em f [67]. Logo, sem perda
de generalidade, a expressao (A.13) pode ser representada por uma equacao equivalente da
forma

K —k=r, (A.14)

onde r € Z,. A equagdo (A.14) é do segundo grau em k, com determinante D = 1 + 4r,
cujas rafzes sdo ky = (14++/D)/2 e ky = (1 —+/D)/2. A raiz k, perde o seu significado, para
o nimero de solucoes da equacao (A.13), posto que a auto correlacao 0 < Z, , < A,. Como a
equagao (A.14) possui somente uma raiz significativa, qualquer palavra-cédigo C,, para todo
deslocamento no tempo, também possui somente uma sobreposi¢ao (um chip coincidindo)
com a sua propria versao nao deslocada no tempo. Assim, a exigéncia da auto-correlagao
Ae = 1 esta provada.

Sejam Cy, = (Cy0,Cy1, ooy Cym, --s CyF—1)€ C a 7y-ésima palavra-cédigo de C, a palavra-
cédigo C,., como antes definida, e x # . Seja a correlagao cruzada, entre qualquer par de

diferentes palavras-cédigo C, e C,, definida pela expressao

B!

-1
Lyry = CamCrym-n (A.15)

B!

3
Il
=)
3
Il
)




A.6. Forma algébrica de cédigos (F, K, 1,2) — OOC 101

Adotando ¢y, = cpogm 0 m-ésimo simbolo de C,, onde a fungao g,, corresponde a seguinte

v
expressao

1 = —Du+1
gy =1 b m = piy +(y —p+ (A.16)
0, fora

Nesta parte do teorema, precisamos provar que a correlagao cruzada A\, = 1, para qualquer
par de diferentes palavras-cédigo de C.

Para simplificar a notagao, a equagao (A.15) é reescrita na seguinte forma

F-1 F—-1
Zﬂ?ﬁ :CSO Z fmgm—i-n: Z fmgm+n (Al?)

m,n=0 m,n=0

Fazendo uso da seguinte operagao somatoéria

inyj = <Z x,) <Z yj> , (A.18)

valida para qualquer nimero inteiro M ndés obtemos

Zny = (Z fm> (Z gm—i-n) : (A.19)

Sem perda de generalidade, a equagdo (A.19) pode ser representada por uma equagao do
tipo
k* =, (A.20)

onde r € Z,, de cujas raizes, somente uma, k; = +/r, é significativa para a correla¢ao
cruzada 0 < Z,, < A.. Como a equagdo (A.20) possui somente uma raiz significativa,
logo, qualquer par de diferentes palavras-cédigo C, e C, possui somente uma sobreposicao,
para todo deslocamento no tempo. Assim, a exigéncia da correlagao cruzada \. = 1 esta

encontrada. Logo, o teorema fica provado. [ |

A.6 Forma algébrica de cédigos (F, K,1,2) — OOC

Demonstracao do Teorema 4.3.1
A demonstracao do teorema 4.3.1 esta baseada no conceito de atraso ciclico relativo entre
chips “1” adjacentes da palavra-codigo e usa os lema “1” para auto correlagao e lema “2”

para correlacao cruzada apresentados em [50].

Seja tc, = [ts1,ts2, ..., tyy| O arranjo que contém os atrasos relativos entre todos os chips

“1”7 adjacentes de C,. Cada elemento de t¢, ¢ definido pela equagao seguinte

(A.21)

¢ _{(2p—1)+5$y+1_31y 1§y§p_1
Ty —

(2p—1)+5m1_5wy y=p




102 Capitulo A. Demonstragcoes Complementares

Seja definida a matriz R, = [ry,), com (K-1) linhas e K colunas cujos elementos r,, sao
definidos conforme a seguinte equacao

q—1

Tay = Z tyako = (2P — 1) + Szgay — Sy, (A.22)
ko=0
onde 1 < ¢ < K —1 osimbolo “@®” denota a operacao de adicao médulo k.

Na primeira parte da demonstragao, precisamos provar que qualquer elemento da matriz
R, aparece nela somente uma vez. Qualquer elemento em uma mesma linha “¢” da matriz
R, ¢é diferente de todos os outros e possui o fator ¢(2p — 1), conforme a equagao (A.22).
Logo, qualquer elemento em linhas diferentes da matriz R, ¢ diferente de todos os outros e,
conseqiientemente, aparece somente uma vez. Sendo os arranjos {tc§ 0z <p— 1} todos
distintos, entao todas as matrizes R, também sao diferentes e, assim, a auto-correlagao
Ao = 1 para todas as palavras-cédigo C,.

Sejam C, e C,» duas palavras-codigo diferentes. Seja M¢, 2 o arranjo de inteiros definido
pela seguinte equacao

q0 a1
Mg, 2 = { [Z tyoior D tyeajl] } (A.23)
j0=0 J1=qo+1
onde 0 < go<q <k—1l,ey=1,2..k.

Para demonstrar que A\, = 2, mostramos que nao existe m = m’ tal que m € Mg, » e

m’ € Mg, » para um par de diferentes palavras-codigo C, e Cyr, ou seja, Mg, 2o MMc , o = (.
. K—-11) .

Reescrevendo Mg, o na forma de matriz com 5 linhas e K colunas, cada um

de seus elementos m;, = [ag, a1} possui componentes definidos pelas seguintes equagoes

ayg = d0(2p - 1) + Szbyg — Sxzco
(A.24)
ay = di(2p — 1) + 550, — Sap,

onde

dn = p+b0—Co b0<CO
’ by — co by > co

di — p+bl—b0 bl<bo
! by — by by > by

2
Para simplificar a notacao, usaremos as letras m e m’ para, respectivamente, designarem

_ (K—l)
el<j< :

mj, e m;y. Conforme a equacao (A.24), cada elemento m possui somente um inteiro s,,
comum aos componentes ag e a;. Sem perda de generalidade, vamos adotar que este inteiro
seja sup,- Para que m = m’ seja valido, sdo requeridas as seguintes condigoes:

a) Os elementos m e m’ devem estar na mesma linha da matriz M, 2, ou seja gy e ¢; sao
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comuns aos elementos m e m’;
b) O sistema de equagoes

_ o /
Sabyg — Sweg = Smbo - cho

/ /
Sacbl - S:Ebo

bel - beo
deve ser valido.

Este sistema de equagoes serd vdlido somente quando Sgc, — )., = Seb, — Siy, , Para todos
os m e m’ na mesma linha de M, » o que significa as palavras-cédigo C, e C,/ serem iguais
violando assim a condicao inicial de que C, e C, sdo diferentes. Portanto, m # m’ para
todas as linhas e assim M¢, s " Mc¢ , 2 = 0. Logo a exigéncia da correlacao cruzada . = 2

estd provada concluindo a demonstragao do teorema. [ |




