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SUMARIDO

0 presente trabalho, dividido em trés partes, tra
ta na primeira delas de mostrar como formalmente 03 nétodos
de programagac linear, o0s métodos simplex ¢ gradiente redu~
zido em PL, podem ser vistos como problemas de norma minima
ou projegdo. £ apresentado ainda o método simplex para
restrigfes de desigualdade e pivoteamento por coluna. Na se
gunda parte apresentamos um método para . problemas de PL com
estrutura bloco angular, dual do GGUB (generalized genera-
lized upper bound) e mostramos que o método de ROSEN € uma
variante de nosso método que a cada iteragdc deve satisfa-
zeT uma propriedade adicional. Fazemos também uma interpre-
tacdo geométrica do método. Na Lltima parte fazemos uma
apresentagao do método primal para programagdo linear  por
partes, procurando explicitd-lo como generalizagdo do meto-
do simplex e finalmente fazemos, baseado na parte I1 desta
tese, uma especializagdo do método para problemas linesres

por parte com estrutura bloco angular.
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P ARTE I

METODOS DE DIRECUOES FACTIVEIS EM PL




INTRODUCAD

No Capitulo I, apods apresentarmos o problema de Progra
magao Linear (PPL), definimos os métodos de diregdes  factiveis
que podem ser, seguindo ZOUTENDIJK | 5 |, enquadrados enm trés
classes: Métodos de Otimizagdo, Metodos Factiveis e Métodos Glo-
bais. Os metodes de otimizacdo, para que tenham solucdo finita,
implicam na definigdo de uma norma ou pseudo-norma de forma a
limitar o conjunto das diregdes factiveis. Anotando a dhreggn
por s, a norma ||s||, em geral, utilizada é &,, £; ou £_.

Para as normas acima prova-se que procurar uma diregao
factivel de crescimento da fungac objetivo & equivalente a resol
ver um problema de norma minima (PNM) ou, no caso da norma £,, a

resplver um problema de projegdo (PP).

Vamos generalizar a norma acima para ||Ms|], onde M ¢
uma matriz quadrada regular. Nosso intento & mostrar que para
uma matriz M particular, os métodos simplex e gradiente reduzido,
podem ser vistos como problemas de norma minima ou de projegdo.

Neste sentido, no Capitulo II, apresentamos um método
de direcdes factiveis que pode ser celocado em deis passos. Dado
uma solugdo factivel, fazemos uma transformagio de base no espa-
co das vdriaveis de maneira que o conjuntp das dirvegBes  facti-
veis possd s5eT¥ expresso de forma mals simples. No segundo passo
& resolvidé um problema de procura de diregio factivel. Na ver-
dade este método & uma apresentagdo algo diferente do método sim
plex ou gradiente reduzido que nmos permitiri no item V  mostrar
que sdo casos pErticulares do (PHM) ou (PP).

No €anftuls 11 & feita uma interpretacio geométrica do
método simpléx & gradiente reduzido que nos permite chegar a uma
formalizacio 46§ dois ndtodos para e caso de restrigBes de desi-
gualdades, foimsiizacho esta sfetuada no Capftulo ITI.

No ﬁéﬁfﬁ&i@ IV $&0 sapresentadas zs conclusdes gerais
desta primeirs parte.




CA?fTULO

METODOS DE DIRECOES FACTIVEIS

1. O PROBLEMA

0 problema que nos interessa estudar, que <chamaremos

problema primal, &:

MIN & CX
(P}

$s.a. AX g b

onde c(i,n), A(m,n) x{n,1) e m3>n. Suporemos gue "rank"” {A} = n.

Definimos ainda:
5y = '[X/f\x &3 bl

No caso em gue me<n, 5, & um conjunto convexo, fechado
- porém ilimitado. O conjunto S: = {x/Ax=b} define uma variedade
linear no RM. A solugdo do problema, neste caso s& € finita,por
exemplo, se c¢x € paralelo a A;x ou se c & ortogonal 32 §; (fig.1).

pe forma mais precisa, & solugdo & finita se podemos escrever:




Um vértice de S; € constituido por n restrigfes satura
das. Os g;adientes destas restrigoes definem uma base linha
(GRAVES | 26 |) factivel. Um valor de x que sature ny restrigdes
mas tal que nao satisfaga as outras a-m restrigdes ndo € um vér-
tice de S, mas define uma base linha infactivel. O problema &
degenerado se a um vértice de §; corrvesponder mais de uma base,

ou seja, se para um valor de x mais do que n restricgles sdo satu
radas. Suporemos que [P} & nio degenerado.

Podemos obter o problema dual de {P) construinde o la~-

grangeano.

Lix,p} = ¢x -~ p{Ax~-b} , pgf
A fungdo dual € definida como

¢{p} = MIN L(x.p)

xeR3
{pb Sg pA=g
{mm em caso contrario

2 o problema dual pode ser escrito como

MAX 4 = pb
{D} S i, PA=L
)

Definimos ainda 8, = {p/pA=¢ e pg0}

I1. BESOLUCAD U8 (U3 POR METODOS DE DIRECOES FACTIVEIS

Dado Wi PeRte X factivel e um subconjunto Ic{1,2,...,
n} de indices &# restri¢fes ativas em Xy, um método de  diregio
factivel parg ¢ problemg (F) pode ser definido por

(1) Pro€urar s tal que

fes € 8 ' (1)
LA ¢ 0 (2)



Uma diregdo s que satisfaca {2} &€ chamada diregdo factivel; 38
além disso satisfazer (1), € entido denominada usfvel.
(2) Procurar o maximo valor do escalar t tél que ainda

tenhamos
A{x + t8) ¢ b , t:0

ZOUTENDJK | 5 | classifica os métodos de diregdes fac~
tiveis em trés grupos:
{a) Métodos de QOtimizag@o com uma subclasse dada pelos

métodos de projegao. Nesta classe a diregdo s a ser encontrada

deve ser otima segundo algum critério.

{b) Métodos Factiveis, neste caso, procurames tac sSo~
mente uma soclugao parz (1) e (2).

{c) Métodos Globais, além das informagdes locais em X,
dadas por (1) e (2), levamos em consideragac as outras restri-~
¢coes. Esta classe de métodos ndo nos interessa agui.

Apresentamos a seguir a descrigao de alguns mé todos .

Um método de otimizagio de procura de diregdo factivel

pode ser definido pelo problema:

MIN fnd:]
{GD} 5.8, AIS g 0
PiMs ]! < 1

que chamaremos de problema de geragio de direcHo usavel (GD). A
direcao s deve satisfazer alguma norma ou pseudo-norma de modo
que o problésg tenhs solucgss finits. A matriz M{(n.n) deve ser
regular. 0§ métodos se diferenciam pela norma utilizada. Seja
y=Ms, temes eHtEC:

{5} Norma Ly xixj_g $ 1

(b} Horma L, 3fx ¢ 1

(¢} Horma L v -1 ¢ 3 <1

B
§
b
il
3
L3

{d} VPséudo-Normas: {

;‘3
A

A

ek

H 1]

&

' £
AN

o] Lo}

-
£
1]
&

\V
£
3
73
&
ﬁ &
Sucks
W
T3 4D




A diregdio s encontrada por estes métodos serd a de ma-

ximo decréscime da fungéo para a norma dada.

para M matriz identidade, ZOUTENDIJK | 5 [/prova que
(GO} & equivalente ao problema de norma minima, apresentado 1o

teorema abaixo, para os casos {a), {(b) e (c).

Teonema 1: Se uma direcao usavel existe; .2, se (1]~
(7} & consistente, entdo a solugde otima de {(6D) & equi
vatente, a menos de um gfateor de proporcionalidade, ao

problemas

j MIN 1 ]Ms ]
{PNM) 5.8 . AXS {
s € - 1

E4N

Temos ainda que para o casoc {b}, {GD} & equivalente ac

problema de projegao:
172

Teonema 1: Se |jMai] = {éTMTMé) entao (6D} ¢ equiva
Lente, a menos de um falon de proporelonalidade, aq
problemas
min (-m7T et s
(PP} ‘
A ﬁzs g 0
O problema (GD) para as nowvmas (s}, (c) e (d) é wm

problema linear e para a norma (¢} & um problema quadratico. No
primeire caso um método de resolugdo seria o simplex. Para o sg

gundo caso teriamos:

MIN (083
S .8 Azs € 0
sTgs < 1

onde Q = MTM & simétrica e positiva definida. As condigles de
otimalidade para o problema sao:

= s? = ﬁ?u + pls
g?&iﬁ w
u oz @
B = 0




-1 T
fazends v = ~BA;s > 0 ¢ N = AQ lﬁz, podemos reescrever as condi

coes anteriores como:

/
(- Hu + v = AllecT (3)
ulv =0 (4)
3 a0 ()
v 0 (6)

"

chamadas de condigdes de complementariedade. Obter 8s  implica
em encontrar uma solucao para o problema de complementariedade 13

near. Tendo-se esta scluglo entio:
I
gs = ~Q "¢’ - Q TAgu . {73

BAZARAA e SHETTY |30 |, ZOUTENDIJK | 5 | & LEMKE |31 |
apresentam um algoritmo de resolugdo deste problema, da autoria
ge LEMKE. O algoritmo converge em numero finito de passos desde
que N satisfaga certas condigdes e que nao haja deQeaaresc&ncia,
ou seja, que qualquer que seja a base para (3}, o lado direito

desta equagao seja diferente de zero,

Intre os métodos factiveis nos interessa em particular
o método de projecic de ROSEBN | 6 |, |14 | que se aplica ao pro-

blema.

1T
MIN |- o s

{PPR)
$.8. ﬁis = {}

_1TCT no sub-

A resolugdo deste problema nos di a projegdo de -M
espago linear formado pela intefsecgﬁc das restrigOes ativas em
Xo. Deste sentido & um método factivel mas nio de otimizagao pois
nic leva em conta todas as informagfes locais (na verdade, en
%o, © conjunts das diregGes factiveis € dado por {s/A;s ¢ 0}] e
ndo necessariaments obteremos a diregdo de maximo decréscimo da
fungac.
As eoidighles de otimalldade para o problema séo:



«cT - Qs = ﬂ?u : {8}

As =0 ; (9)

e @ = MM, Fremultiplicande-se {8} por AZQ“1 obtemos

PR U -1,%
A;Q T o= AIQ Apu

- . ._l - -
= ~(aQtan a7t (10)
que substituindo em (8).nos permite obter s:

s = -Q” {% ~AJALQ A 1p ? } A Q*l}aT (11)
U

s = -7l " (12)

onde P.{Q) é uma matriz de projegdo. E fAcil comprovar que
P;(Q) & idem potente, quadrada, simétrica, positiva semi-defini
da cujos tmicos auto-valores nulos correspondem aos auto-veto -
res dados pelas colunas de AE A matriz Q & positiva definidae
Q" p (Q} tém também come sute~vetores correspondentes a auto-va

lﬁres nulés &5 cdlunas de Ag Podenmos concluir gue

g5 = »f;[(}”g"?i(@]ﬁ? g 0 {13}

a zgnaldad@ valendo somente 3¢ 5 = 0, ou equivalentemente  se

*QY !%ius

Sé¢ & F 0, entdo #3ta diregdo é de decréscimo para
o problemd (F) &5 xg, S0 § = 0 ¢ u » 0 entdv x, § um otimo pa-
ra (P). Se § = 0 & u p @, podemos rolaxando uma das restricdes,
seja Ay com multiplicador wy negativo, obter wma direclo usivel
pela projegao d6 g¥sdients sobre o subespago determinade pelas
restrigoes restartes. Temos do (8) e do fato que s = @,




v T
»cr = A,u : {15}

'1‘ -
e seja Ay a matriz obtida relaxando-se a restrigac Aj, entao

- T
-t - 08 = Apu (16)
onde § & a projegao de -cT ysando-se Ay o Temos § # € pois de
outra forma (16) seria um caso especial de (15} com Uy = g, o

que & impossivel desde que as linhas de A; sejam linearmente in-
dependentes, 0 que assumimoss Como hipotese. De (13) podemos con
cluir gue c§ < 0. Premultipliquemos (15} por §

] |
57ch = 5TAu > 0 (17)

panad]
]

A = O, entio

L]

CO Mo

=i

E: A ug > 0 {18)

mas u; < 0, entdo SIAL < 0 e a direcdo § é de descida e factivel

<
pois A5 = 0 e AT < é,

0 método de LEMKE, pelo teorema 2, € de projegap, compa
rando-o com o método de ROSEN, vemos que o primeiro projeta -cH
no cone {s/A s ¢ 0} e o segundo ne subespago {sz s = 0}. Na £i
gura 2 51 & a projecio no cone e 52 no subespago ée ~cM 1

8




Nota:

Se x, for um vértice do problema (P}, o método de ROSEN
para M matriz identidade tem interpretagiao geométrica se
melhante a do método simplex, mas formalmente o procedi
mento & diferente. Deveremos mostrar adiante gue parsa
uma matriz M particular, este método & exatamente o

simplex.




CAPITULO

METODOS DE DIRECCOES FACTIVEIS COM MUDANCAS DE BASE NO

ESPACO DAS VARIAVEIS

I. INTRODUCAQ

Apresentaremos alguns métodos de geragho de  diregdes
factiveis que podem, para efeito de analise, serem apresentados
em dois passos, No primeire passo, fazemos uma transformagao de
base no espacgo das variaveis de forma que o conjunto das dive-
coes factiveis possa ser expresso de uma forma mails facil. No se
gundo passe & resolvido um problema de procura de uma direcac

usavel.

Fazemos a apresentagio do primeiro passo através de
um exemplo, o que permite desde loge a interpretagdo geométrica
do método. Apresentamos este primeiro passc para o problema (F)

¢ para o problema (D).

I1. TRANSFORMACAO DE BASE: PROBLEMA ({P)

Utilizaremos -como exemplo para (P) o problema abaixo,

representadc na figura 3:

[ MIN [-1 ~2/3]x (19)
S.a. [=1 SN © 573
<k g szj {
® 1 1 1 ¢ 111/3 (20)
275 w3 /% 18/9
| g -1 o |
w il -

onde Ay = [+1 1]y &y = [~1 6], g = [3 1], A, = [2/3 -1/3],
Ag = [0 1], AZ & matriz formads por estes vetores  liphas,
nesta ordem; b = [5/3 0 11/3 10/9 0] e o= [-1 -2/3]. se




ja 5y = {x/Ax < b} ;
Xz
. 4
A7 31
He
,;
Ze i
T t
Ag p ,
s ’ ! T
ff 4 ' '
’ 1
§
i LY
y &
. -
4 . By - .
AT i Xy 2 3 4 =X,
2 %4
’
7
aﬁ;

S
T 3

Vamos supor que conhecemos um ponto  factivel T =

(2/3 7/3] e queremos a partir deste ponto encontrar wuma dire-
cAo usivel, ou seja, queremos s1 = [51 52] tal que a primeira
restricio ndc seja violada (fig. 3). Como as outras restrigoes
estao folgadas, ndo precisamos nos preocupar com elas por enquan

to. Queremos ent@o s tal gue

A nossa tarefa fica facilitada se considerarmos um no-

vo sistema de coordenadas com origem no vértice Xy € eixns nas

diregoes das arestas que contém este ponte. O sentido dos eixos
& tal que S, fique contido no primeiro quadrante, Esta escolha
3 arbitraria, sendo feita desta forma por conveniéncia de exposi
¢ao. Vamos anotar poy yg = [yl'yzj & representagéo dos pontos
do plano em termos danova base, entdoc o conjunto das diregdes fac
B & o conjunto de indices das restri-

tiveis & tal que Yy 2 0.
Esta

cdes cuja intersecgao & o vértice xy, portanto B = {1,Z}.
transformacio de base nos facilita a procura de uma diregdo usa-
vel, pois qualguer que seja o método utilizado, sua resolugio @&
mais simples pois 4s finicas restrigfes sobre as diregfes sho de

tipe y; > 0 {(fig. 4j.




Observamos que temos a possibilidade de escolher uma

base tal que o ponto de origem seja infactivel. Na (fig. 5) te-

- * e
mos uma base com origem em X¢ & 54, notar que X esta em uma das

arestas, eixo do sistema de coordenadas.

Temss entdo inicisimente uma base definida pelos veto-
Queremos

ras (1 0)? & {9 i}? ¢ ums origem no ponto Ky = (6,0},
das

passar paFs uhd nova base definida por vetores na diregio
arestas de¢ 5y em xji, com origem peste ponto. A matriz Agl, tal
que A, & congtitalido peles velores linhas Ay e A,, tem como coly




nas, vetores nas direcgdes destas arestas. Vejamos porque: seja

[ﬂgl]r a coluna r de Agl, entio este vetor & ortogonal a  cada
vetor definido pelas linhas de Ay a menos da linha r, portanto
[A ]r e paralelu a cada hiperplano H.: A.x = bi' ifor, logo
e paralelo 4 interseccgao destes h:perplanos, ou seja, tem a mes
ma direcdo de uma das arestas. As colunas de Eﬁl podem consti

tuir os vetores da base que desejamos.

Denominaremos AB de matriz biAsica e as restrigdes com
Tndices em B de restricBes Ghsicas. As restrigdes com indices
e B, B conjunto complementar de B em relagdo a {1,2,...,m}. e

A sio chamadas respectivamente de restrigSes nio basicas e ma-

triz ndo basica. Para o nesso problema, temos entao:
Ay ~3 1
AB = = (21}
A, ~1 0.

& s5ua inversa

Al | (22)

£ facil mostrar que o sentido des eixos, de forma que

o primeiro guadrante contenha S, deve ser contraric ao senti~
do dos vetores definidos pelas colunas de ﬁgl,
”lb

0 ponto x, & tal que A x, = by e portanto x; = (Ag)
1 371 i 1 B

Ho exemplo Xy ® (0 1273y .
Queremos entdo que nosso sistema de coordenadas sejade
finido pelos vetores colunas de {—A b 1, com origem no ponto Xy

1ntersecgao de H i ¢ B. Sempre que ndo houver motivo de diavi-

das chamaremos & matrlz ~A31 de base. A transformagao de repre~

sentagio d& um vetor na base E para a base ~&§1 ¢ dada por:
Yy ¥ ~ApX

Se, além dissd, quisérmes nmudar a origes para © ponto Xyo enLan

Rl



yg = ~Aplx - xq)

ou

yg = “AgX * by
A transformagao em sentido inverso € dada por
x = (Ag)7H by - vy
0 problema (P) pode ser recscrito como

{ MIN c(AB)”l by = ¥yl

{s.a.A(%ﬂwl

(bB - }’B)- g b

Fazendo

03
#
[g]
—
=2

oy
beed] w;’i;’ ’
]
o

podemos escrever o prohlema acima como

(MIN  -cyp ¢ oz,

5t “...ﬁ- .
E\P’) { S.8. ABYB « hB

Vg ¥ 0

(23}

(24}

(25)
(263
(27)

(28}

(29}
(30)

(31)

) Seja He ¢ ¢x o hiperplane minimizador, entdo {wﬁﬁji
e ¢ séq as répiésentagdes dos wetores dirstores dos hiperplanos
Hi, i & B e_ﬁc na ﬁﬁﬁ&f&&&&, Kste que, como o3 vetores da nova




base ndo formam um angulo de 90° entre si, entde os vetores dire
tores dos hiperplanos nac sao perpendiculares a estes.

s

Se conhecermos x' € S, entdo yg = -ABK* + by & facti
vel para (P'). Se x" & tal que as rvestricdes i € B,c B sa0 ati
vas e todas as demais folgadas, entio yg & tal que ygl = 0 e
Yagy > 0, By ®B; = B.

Dado entao yg. o problema de encontrar uma diregao u-

savel &

( Encontrar  A/-CA < O (32)
Y Snaw }*Bl f‘:’;‘ Q (333
ABo irrestyrito {34}

Encontrando A, 0 passo nesta diregdo é dado pelo maior

t tal que ainda tenhamos

-AE(}!B + tA} £ bg (35)

¥Ry * th 2 U [36)

ou seja tal que alguma restrigdo -Kiyg £ f:;i, ie B ou Yy 2 a,
i € By se torne ativa {a primeira delas}. No primeiro caso a

restrigas i € B entra na base, saindo desta alguma restrigdc nio
ativa; esta operagdo ndo ¢ necessaria no segundo caso. Em segui
da atudlizames By, e B, e resolvemos novamente o problema de pro-
cura d¢ direcis usdvel.

Pardg ¢ nosse exsmplo, dos dados do preblema e (22),
(23), (253, (26} e (17) podemos calcular:

1
. 5‘1 o
= - % wm i oy -
Ag { /3 fﬁ!i%}' g {2;3 5;3}
4._1




e

de {29}, {30) e (31} o problema pode

seYy escrito como

MIN (273 -5/3|yy - 10/9
5.8, |-1 z 2
¢ 1/3 1/3lyg ¢ 573 (37}
1 -1 ] 5/3
vg » U
do qual conhecemos uma solugdo factivel yg? = {0 2/3) .
PBe {32}, {33} e {34) podemos escrever o problema da
procura de diregdo usavel a partir de yg
, ,
Encontrar . i / [QXS ~5f31 Ay
<
A2 (38)

Ys.3., Ay 2 0

Az irrestrito

I1I. TRANSFORMACAC DE BASE: PROBLEMA (D)

Reescrevamos, para malor comodidade, o problema (D) :

e seja Sy % {B/pA = ¢ e
ponto p' tal que p'e By .

P £ 0} e vamos supor que conhecemos uwm

Qualquer solugdo factivel de pA = ¢ pode ser escrita

COme

pep tw (

39)



onde w{l,m} € M{AT), espago nulo ds AT, de dimensao m-n. Seja
G{m-n,n) uma base de H{&T), podemos entao escrever '

w = EG (40}
onde £ = {1,m-n)}. Para que p seja factivel & preciso que

p=p *+E6<0 {413
ou seja

£EG € -p" (42)

0 valor da funcdo objetivo para um valor de £ que Sa-

tisfaga a relagdo acima &

¢ =pb = (p* * £6)b = £Gb + p'b : (43)

De (42) e {43) o problema (D) pode ser escrito como:

N (44}

MAX EGh + p*b
s.a. &G g -p
0 problema que temos agora é encontrar uma base G para

M(AT). Partilhemos A em duas submatrizes Ag e Aj, AB(n,n) il B
= AgAgi, os vetores linhas da matriz

-

tal que pg < 0. Seja Ag
GB “ {ﬂ&g Z} {45)

constituen Uma base para H{h?} pois

{w% I} %. = uﬁggglag + gﬁ = 0
Ay




Substituindoe (45} em (44) e notando que para a base em
{4%) Py 7 p% + ig, podemos escrevey

(D') Js.a. -pgﬁﬁ < ¢ (473
1 pp & O (48)

com by, € como definidos no item anterior e ¢, = Cby.Uma solugdo
factivel para {D') € pg ® p%. Para esta solugao verificames que
as restricbes (47) sdao folgadas, em {48} sdo ativas as solugdes
com Indices em By © B tal que p%l = 0, O problema de se achar

uma direcio usdvel pode entdo ser escrito como!l

Encontrar Y/ ygﬁ > 8 {49}
S .8 "fﬁj_ 2 0 (50}
Y8, irrestrito {51}

'_eﬁl@ﬁzmﬁ

Encontrado vy, © passo nesia direcan & dado pelo malor

t tal que ainda tenhamos:

‘?(?B + t Y}E‘g g ~€ (52)
PRy * LY € G (53)

ou sejé tal gue alguma restrigao waR% < € ou Y5 2 06, ie By se
torne ativa (& primeira delas). No primeirp caso a variadvel ba-
sica cujo fndice ocups a posig3o j em B sai da base, entrando nes
ta qualqué¥ varidvel nio biEsica que seja ndc nula. Notar que O

raciocinie #¢ima & vilido perque
pg * € - pphg (54)

No ssgunde $45¢ stualizamos ﬁi & @2 @ reselvemos novamente o
problema de procurs de diregfo usavel. '




Notamos que (P') e (D') sdo duais entre si, o que € na
tural desde que (P} e (D} o sao, e que Yy € Rﬁ, Py € R@“H, P&
NATy ¢ R e diN AT ] = m-n.

Vejamos a interpretacao geométrica deste Item. Para is
s0 vamos precisar de (44) com G definido por {45}, fazendo a
subst%tuigﬁo ochtemos !

A interpretagdo serd feita por meio do exemplo abaixo

representado na (fig. 6).

% b Y
MG . A ok M o B O D R M o e W e

o




MAX 6= [pyp,pp | | 1 - (55)
-1
(D)< - 0
S.a. _ [:?1 Py Py ] 1
1 = 10 (56)
3 e 1 oA
p £ & (57}

onde AT = [11 1], bt [1 -10] e c = [~10] e conhecemos um ponto
factivel p* = [-8 -2 0]
Camo-pz < 0, escolhemos B = {1} e portantc B = {2,3} .

Podemos entao calcular

)
o
#
4
et
.
o=
=]
H
1
;.v.i
| I——
S
Yomd
i
rmm——y
et
| W—

c = CAB = -10,1 = ~10
¢O = Cbﬁ = ”1@;1 = “18

E = i{~1 1 G]
~1 8 1
p*b R

s podemos eséraver (D'} e (D"):

(wax [ p, ;] _«»z} - 10 (58)

....1 .

(93 { seas [ Py Py j [“1} < 10 (59}
.-‘-1

pg € 0 (60)




(MAx [, Es] .21 - 6 ' (61}
-1
(0”) {s.a. [E, E.] (-1 € + 8 . (62)
-1
X e, €] <« [+z o] (63)
0 problema (I'') & representadc na figura 6 no plano
que passa pelos pontos A, B e C, variedade linear do espago nulo
de AT. A base neste plano & dada pelos vetores [-1 1 0] &

(-1 0 1], nas diregGes respectivamente de A e BA, a origem do
sistema de referéncia & o ponto A. O conjunto factivel S, e da-
do pelos pontos do triangulo CDE. A restrigio {62) & representa
da pelos pontos a esquerda de BEC e a vestrigac [63) pelos pontos
acima de DE. Uma solugdc factivel para este'problema é Eg = 0 .
para esta solugao a Onica restrig@o ativa. e £ = 0., Neste cdso
as bases também sao escolhidas a cada iteragao de forma que  as
fnicas restrigfes ativas sejam as do tipo £, € p;, i€ B, As ba
ses tem seus vetores nas diregfes das arestas e a origenm & sem-

pre um ponte extremo, como no problema {(P'}).

(D'} pode ser interpretado a partir da projecac de
5, e das curvas de nivel da fungao objetivo em 5, ne e5pago das
varifveis nio bisicas. Como a projegdc implica na corresponden-
cia biunivoca dos pontes de 5, € de sua proiegdo, o problema (D'}
node se¥ rédefinido no espago das varidveis ndo basicas como (D).

1V. O_PROBLEMA DA GERACKC DE DIRECAOC USAVEL

Vimo§ gieé ¢ problema de geragdo de diregdo usavel, pa-
ra o problema (F’'), pode ser escrito come:

 EBncentrar A~k < O

E§#§>é }QRE. w8

KBy irrestrito

se ¢ sistema acimaz for inconsistente 2ntds a solugdo corrente de




(P'y & Otima.
Existem varios métodos de solugd@o para o problema. A-

presentamos a seguir alguns,

{a) Métodos de otimizacio: o prohlema neste caso pode

ser escrito comp

MAX £a (64)
s.a. Ag; » 0 (65)
L Fialh €1 (66)

Observamos que s¢ no otimo deste problema obtivermos
€A = 0 entaoc a corrente solugdo de {P*) & Otima, se x # 0 entio
os problemas (P} ou {P') admitem mUltiplas solugbes.

Vejamos a soluglo deste problema para as varias normas:

Norma Li: Xikjl = 1, o problema pode ser escrito:

o,

MAX CA
S.d.  Agqy > 0
Likep = 1
2}

Pacamos a séguinte fransformacdc de varildveis:

e o problema pode $€F veeserite come




ABy 20 Agy 20 gl >0

- . " =] - " o + -
Como 50 ha uma variavel basica no problema, a2 restrigao ABE.ABZﬂG

é sempre satisfeita e podemos dispensi-~la,
L - + . -
Para a variavel t na base, o custe relativo, no otimo,

das varidveis nio basicas &

Portanto, a variavel basica otima & agquels cujo custo & dado por:
L4 1 b : -
€. = MAX {{epyly, 1[S04 10

Sejam Cy € ¢, os conjuntos das variaveis Ajr € Ag- que
no dtimo tém €usto relstivo nulo, neste caso o problema admite in
finitas solugfes. O conjunto solugdo &:

A A . _ .+ . -
(a7 x5 # L X437 # 1, Xj = 0 para j7¢ €y e j ¢ ()

jee, 1 jeey

A solugly bisica Stima & entio




aoo= 1 s$e Ape for hasica

T
Ay = -1 Xy for basica | {67
Aj = 0 para todo j £ ¢

= entao ¢ > O g = - d0 £ <
Reparar que se Ar kr¢ tao €. e se Ar Ar entaoQ <, 4

Norma Le: -1 € 2. € 1, o problema € entdo

Bada O n“é ABl »"5 1
1

~1 % AEZ £
A solugdo deste problema €:
Ay G. se ¢, < 0
ie By¢r e [0,1] sec; =0
Ay =1 se ¢, > 0
(68)
Ay = o-1 se C; < g
ie By a € [-1,1] se &y =0
i = 1 se ¢, > [t

Norms Lz: A'A = 1, o problema &

Fx € ¢

z'x 5 L

- : § .
onde F = g‘«-ﬁ Leardingl gi“ cardingl 'Blﬁi{r:;ardinal Bl,cardinal Bz)]
x 17

A solugBo deste probdlems @ obtida resolvendo-se o siste
ma (3}, (4); (5) & (6] fazendo-se ¥ = FE-




u
3
n -

~FE'u + v

=
W
o

COmo FF’1 = FE, entao

’u-vw-531

0
s
W
=l

u, = =&, se &, <0 1 €B
i i i ‘ 1 (69)
u; = 0 se €5 » 0 ie ﬁl
a solugdc A & obtida via equagie (7):
Bx = cr - FTu
logn
Br, = &, ~¢C, = 0 se ¢; < 0, i¢ B
_ i “1 i 1 ) 1 (70)
Br; = € gm caso contrario

(k) Mitodes factiveis, neste caso nio procuramos a me-
thor direcis segunde algum critério, mas procuramos alguma solu-

cap para o Sistema:

A direglo obtida depende do método de resplugio.




Método Simplex: escolho r B tal que Er #0

1 se & » 0

x , = 1"
Se r e By fago A, b

0 5@ Er < ¢, escolho novo t

i

Se r € B, fagco A

A. =0 , todo i For

Projecao de ROSEN: projeto ¢ em ig; = 0, ou seja em

Fa=0, Temos entao

-1
A\ = (I - FL(EF) “FyEr

ou T
g -1 0

y = | B1{ . (-21 ) = (71)
AT 51 &

Se By = B ou se cgz = ( entao A=0. O multlpiicadar de Kuhn-Tuc-

Rl NT
ker para este problema & dado por u = {EE } iﬁe = ~CBq - Se x = @

0, nao temos direcio usavel € a corrente solugdo de (P*)

[+ "‘CBl
i € B, entao retiramos a linha i de

& Gtima. Se existe ~C3 < 0,
F, recalculamos u e A, a diregdo encontrada € nao nula e usavel,

dada por!
0 .
L %1 (72)
lqusy s escolhewmos qualquer diregdo A
tal que

Gikj » 0
cx » @ {73)




Para finalizar este item, observamos que as projegoes
obtidas pelos métodos de ROSEN ou de otimizagde com norma Lz
na base (-Agl) sa0 obliquas em relacidce a base L.

V. 0 METODO SIMPLEX COMO UM METODO DE PROJECED

Observamos inicialmente que o primeiro passo dos méto-
dos apresentados neste capitulo, a transformagdo de base, nao &
necessaria, tendo sideo apresentada apegnas como recurso de exposi
cdo. Dado um ponto factivel x*(nﬁlj precisamos tdo somente sa-

ber quais restrigCes saoc ativas neste ponto.

Suponhamos que n' restricdes sdo ativas, n® ¢ n (hipd
i 2

tese de¢ nio degenerescéncia). Estas restrigdes contribuem  com

seus gradientes na formagdo daz matriz bisica Ag(n,nj. Se n' <n,

podemos arbitrariamente escolher os gradientes de n-n' restri~
coes ndo ativas para completar Ap. Os indices das restrigoes
Estes da

ativas definem By e das ndo ativas na base definem Bp.
_dos ja sao suficientes para que possamos exprimir o problema de
busca de direcdo factivel em termos da base {—Agl)

Bncontrar X / —ckgl < @

5.8, ;\Bl ?) i)
ABy irrestrito

sncont¥ada uma direglo X, a sua expressdo em termos da base ini-

cial E &

- -1
§ = ~{RB} A

Podemes apora situasr os métodos de otimizagho e de

tule I. Fazends M = Ay 08 aétodos de otimizagdo do capitule I
podem ser esePitss gong




MAX Cs
Saele Aﬁis g U
| lags il < 1

1

Temos que Ai=-Ags € § = »Ag A que substituldos no problema acima

nos permite escrever!

Para a projegdo de ROSEN temos:

T

MIN  |-Ajtc’ - Ags|

S B Agls = 0}

ou seia

Vejamos agora a relagio dos métodos do capitule I com
o método simplex. Vamos supor que o ponto factivel inicial x" &
um ponto extremo de 5y, ou seja, By = B, Para o métode de otimi
zagao com norma Ly, 2 direcio usavel encontrada &

A o= 1 e . = MAX &
T '  je8B
;\j % f} j # 7

que & a éi?égﬁﬁ de um dos eixovs de ordenadas, aresta de 5;, esta
diregan & agusls que apresents malor custo relativoe. Dado que
a solugio inicial & ww vértice, todos os pontos seguintes serdo
pontos extiéues. Supondo nie degenerescéncia, a cada iteragdo
uma restri¢ie bAsica passs a ser nio stiva e outra nao basica




s¢ ativa. A matriz basica Ay pode ser atualizada pelos metodos
utilizados em PL e finalmente o valor da variavel a cada itera
Gado € dado por x = Agle. Este & o método simplex aplicado enm
problemas com restrigoes de desigualdade, onde a escolha da
restrigdo a sair da base € baseado no critério do maior custo re
lativo.

Para o método de projegdo de ROSEN, supondo  também
31 = B, vale a mesma anidlise acima, com a diferenca que a aresta
pela qual evoluimos para a proxima solugio ndo & necessariamente

a de malor custo relativo.

Observamos ainda que no método de otimizagdo com norma
L, a diregdo encontrada € a mesma dada pelo método de gradiente
reduzido.

0s métodos simplex e gradiente reduzido podem ent ao
ser vistos tanto do ponto de vista da interpretacido geométrica
como formal como métodos de projecde de gradiente como definidos
no capituleo I para M = Ag. O metodo simplex € eguivalente a
projecao de ROSEN supondo uma solugae inicial que seja ponto ex-
tremo. E o método de gradiente reduzido & equivalente a proje-
. ¢do de LEMKE. O método simplex, onde a escolha da restrigio a
sair da base € feita em termos do critério do maior custo relati
vo, € o método de gradiente reduzido sio equivalentes ao proble-

ma de norma minima (Teorema 1 - Capitulo I).

0s resultades dos itens IV e V podem ser extendidos
sem dificuldades ao problema (D) {com restri¢des de ipualdade].



CAPTITULO

METODO SIMPLEX E GRADIENTE REDUZIDO

COM RESTRICOES DE DESIGUALDADE

I. INTRODUCAD

Os métodos simplex e gradiente reduzido para PL con
restrigies de desigualdade surgem como decorréncia direta do ex~
posto no capitulo II. Apresentamos entfo no item II o método
simplex para PL com as restrigles mencionadas acima. No item III
gxpomos o quadro simplex onde o3 pivoteamentos, diferentemente da
apresentagao classica, saoc feitos por colunas ¢ a seguir uma bre
ve comparagac entre o método simplex exposto no item anterior e
o c¢lassico. Apresentamos no item IV o métoedo do gradiente redu~
zido para PL que,como vimos no capitulo, é uma generalizacdo da
programacao linear: o ponto inicial factivel nao precisa ser um
vertice do politopo definido pelo conjunto de restrig¢des ou, de
cutra forma, uma solugdo basica, e as diregdes usaveis escolhi-
das nao s3c necessariamente arestas do politopo.

Acrescentamos ainda que a forma de apresentacgidoc do mé-
todo simplex deste capitule poede ser de utilidade didatica na me
dida éi qué € mais proxima das interpretacdes geométricas geral-
mente ap¥esentsidds nom curse de programagdo linear.

11. METODD SIMPLEX

$¢58 © problems {PY e x° um vértice de 8; (definido em
1.1}, podentd Partir & do forma que:

Ak = By

R o

onds Ag(n,ﬁ) 2 Ag(mwﬁ,ﬁé &, sen perds de pensralidade, 5 UpO remos




B = {1,2,...,n}

A solugdo basica x" = (ﬁg)"lbg = gBQ corrgsponde & uma

solugac otima de (P) se, usando os resultades de Kuhn-Tucker, ti

VeTmos p = {pB : pE] tal que:
i

PBAB = {74}
pp § 0 (75)
pg = O (76)

ou seja py = CA%} £ 0. FEm caso contrario devemos precurar outro

vértice e portanto outra base factivel de (P).

A solugdo factivel que corresponde a base B £ tal que
Ax(ATIB.) < by
BB "B B
e a folga nestas restrigodes, denotadas por ﬁg ¢ dada per

e b o AoaTd
EE = bB ABAB bB > 0 (77}

Devemos alterar x° em uma diregdo v tal que, para t>0
e arbitra¥iansnté peqtiens, tenhamos

: 4 _*. .

ApfX + ty) & by

Aglx" + ty) € by
Do ponto de vista das restriges mido bAsicas, supondo ndo degene
rescéncia, qualguey diregie ¢ factivel. Vamos fazer v = uﬁglh‘

Do capitulo Il $aBemoes que osts divecie & Factivel para t » 0 se
Aoz 0. Temos §o@




Como queremos um procedimento simplex, fagamos:

;\T-:{oo“,o%a,.s(}g} (79)

--posigaoe ¥

Para este valor de A, em {78) 50 uma restrigcdo deixa de ser ati-

va, pols

Devemos passar de uma solugBo factivel a outra de for-

ma a melhorar z. Temos que

Az = e{x” + tv) - cx = -tckglk

- pu seja

az
o T ) : {80}
t

Para a direcdoc especificada em (79) teremos

Az . _.T
2% c (81)

"¢ o indice r deve ser tal que

se sste indies #3e for encontrado, ou seja, se
‘"%: ?,;a‘-’ & 'grf"*, & {ngS &a‘*;ﬁ}

. ﬂ*..at it "
antap x & otimo,



Devemos dar um passo t de forma que nenhuma restrigidoe
- : = . P "
com indice em B seja violada. Devemos calcular o maior passo t

- tal que ainda tenhamos:

* -}q T
Aglx - t[A7]7) < by (82}
ou ainda

Desta relagao podemos calcular o passo por

'55_ bs
..y =  MIN i = e (84)
MAX N ¥ RES
i/[Ag] <o [5); [-aglg

Para este valor do passo a restrigdoc s se torna ativa e entra

na base, saindco desta a restrigdo r.
0 métode primal para {(P) pode ser descrite, dade  uma

base B factivel, pelos seguintes passos.

(1) Calcule: py/p, = C{AB}”l = ¢, Py = 0. Se £g0, a
corrente solugdo € otima, pare. Em caso contrario
escolha &% » 0, A restrigéio r deve sair da base.

(2) Calcule: Ry = Agggl
B = bg - Agb,
(3} Calcule
; N Ei bs

| A i3 o=
MAX - e RS
i/ {Ag-]g <o [-Ag);  [-Ag] S

A linhz s entra na base

{47 Atualize B, B e @gl e va a2 {1}

Com & finalidade de tornar este item mais completo apre
sentamos oS passss d¢ resolugdy do problema (D). Seja A, uma ba-
se factivel pava (Uy, entie:




(1) Calcule py/py = c(Ag) ™~ = €, pg =

(2} Calcule: Ag = AEAB

= by - Agby

Se bﬁ
Em caso contrario escolha 55 < 0, €

L

 entdo a corrente soluglo € Gtima, pare.
g B. Entra na

base a base a variavel s

{3} Calcule:

5
-3
<

tMAX = MIN

EI‘
. i =~ 4% ~T
1/[1'&}—}]5 < {} [Ag}s .&LS

A variavel r sai da base

(5) Atualize B, B e Agl e vi a (1).

ITI. QUADRO SIMPLEX

Definimos o Quadro Simplex, para o problema linear com
restrigdes de desigualdade {problema (P)}, como a tabela consti-
tuida pelos elementos dos vetores ¢ & b, da matriz A, e um esca-
lar z° inicialmente nulo, dispostos da seguinte forma:

I 11
§1. ;2 R G
ﬁ% S A% b,
ﬁ% ﬁ% ceeeveraneies A) b, | (85)
P :
&é_ ﬁg_fi,wﬁgey..,,, A b

Vamos SUPoY que conbocenmss uma matriz bisica Ay & que
ela correspondé & uma scolugle bdsica factfvel inicial dada por
ATte, = x ; Suponhamos gqug, Sem porda de gensralidade, que B =

BB
{1.,2,.0.,n}, Vamos pos~multiplicar a parte I do quadro por ﬁgl



e obtemos:

I i1
CI cn ] A
w k
™ by
~_ X
~ 1 Ny b,
~3 -2 !
An+1 an'_’_}“ £ 4 P E s An"'l bﬁ‘é‘l
P - ’
Am ﬁ-m % 0 B & 4 A 2SS B @& Am bm

(86}

vamos subtrair da parte I1I do quadro a parte I pods-mul

tiplicada por bB,obtemos:

If

G -
E~
z cbg

(87}

As inf§§ﬁ§§§é§ gue itomos pars proceder a primeira dte-
ragdo do métodd simplex estde dispostas nas partes A e € do qua-
dro {87). O preblems que temes & saber se & possivel atualizar
o guadre para & ﬁ%@ﬁiﬁ& iteragdo por um procedimento de pivotea-
mente, como no casd d $implex com restrigdes de igualdads.

Seja wié Basé Ay ¢ 2 matriz ndo basica correspondente

A'%:




- pm -

A1 ﬁn+l
AZ ﬁ*n*Z
Ag =1 e Ay 7| o
A
. T m

Os vetores linhas Ar’ lsrgn, & An*s 1£s gm-n, . ex-
pressos em termos dos vetores linhas de Ag podem ser escritos
respectivamente como

AL = 0y + DAy * 00 *IAL .. HRA {88}
- tl 2 T 4
A, = Bo oAy + Ry +oeer B voner A vshy (89

Queremos retirar da matriz basica a linha v e substitui-la pela'

n+s. Ou seja, em termos dos conjuntos de Indices teremos:

B ~ {r} * {n+s}

t

Bl

R B+ {r} - {n=+s}

A condigdo mecessaria e suficiente para que Ays também
seja uma base £ que ﬁ§+5 # 0 pois, em caso contrario, A, Pode-
ria ser expresso como combinagdc linear das linhas de &B”{r}eaos

vetores linhas de ABc"néa poderiam gerar o E®,

Padamos esCrever ABe em termos de &B comno

N e
i A z r I =
kd :Rﬁ¢§ gﬁ*ﬁ con By vor Kool Ag = Qnts, 1A, (90)

““wxggi w

A matriz Qfuss,¥d & guadrads e veguley pois §£+s # 0, portanto




~1 1.1
AB’ = AB 7 T{n+s,r)

”1P(n+< 1)

= A

onde

linhar {91)

seja Ay, 1 £ 1 € mouma linha de A, entio A;, em termos

das bases AB e AB;,po&e ser escrita como

i iR
= .ﬁiAB ¥
portanto
1
Ay = A AB
= Ai Pln+s,r) (82}
Pin+g,1) & uma matriz de pivoteamento com elemento pi=-
vot AT Com esta exposigio justificamos a possibilidade de

n+s
atualizar a pavte I do Quadro Simplex por meio de operagdes ele

mentares nas ¢6lunses. Estas operagdes podem ser expressas  por
uma pos-muitiplicagdo da parte I do quadro pela matriz de pivo-
teamento.

Vames mostrar agora gque estas operacdes elementares pe
dem sey éstendidas I parte 1Y do guadro, atualizando 25 EB & bw
Vimos en {77} que 5« £ 4 folga nas restrigdes com Indices em B e,

podemos considérsr 5 jg - ﬁgégzbﬁ = 0 como as folgas nas res-
trigdes basicas. Aﬁ Vﬁfﬁ&?%@ﬁ x¥ na diregic v = ~[A ijr te remos




Afx" - t[Agl]r} <b

e para t = tMAX as novas folgas nas restri¢des serdo dadas por

MAX
mas
¢ _ bs - bn+s
[_ﬁﬁl Ap+s
portanto
= ~ T 5n+s -~ g
b =b - A = bh - A'b (83)
ﬁ'r n+s
n+s '

De (81) vemos que a variacfio na fungdo objetiva ao ca-
minharmos na direcdo especificada acima & dada por

b
Az = -t&f = gF¥ 2
AY
n+s
portanto
b
S - (94)

-zt = zV - ¢ ﬁg
+3

As relagdes (893) e {94) shio equivalentes a estendermos
as operagOeés de pivoteamento da parte I a parte II do quadro sim

plex.

Podemos entdo concluir gue podemos atualizar o quadro
simplex por méie de yivazeam@ntés a semeihanga do método simplex
para problemas dom restrigbes de iguasldade, mas estas operagoes
serio feitas pof €olunas e nio linhas como no caso classicé, B
facil ver que outras formas de stualizagio dos dados, necessa-
vias a cada iteragae, como & forms produto da inversa ou a deconm
posigio LU podem $8% usudos para ¢ problems (P) sem dificuldades,

Este guadto simplex & o mesmo vsade para o problema (D).
Reparar que 05 dois métodos necessitam os mesmos dados a cada
iteragdo. Repatar também que o metodo primal § idéntico, en




termos das operagdes a efetuar ao métode dual simplex classico e

o método dual € semelhante ao método primal classico.

Cabe aqui uma discussao se haveria algum ganho em tra-
balharmos com os problemas de programacao linear na forma des de~
sigualdades. Vamos supor que para [P} um subcenjunto de restri-
goes seja x 3 0, As restrigbes podem ser escritas como

(95}

~Eix z 0

& ﬁl(ml,nl), El(n,n] e m = m . Acrescentando as variaveis de

folga teremos:

(4, Ezl[zf Py

X . xf> &

{965

com Eziml,mlj. Uma matriz basica do problema com restrigdes na
 forma {95) seria de ordem n e na forma (96} de ordem my . Para
n=m,, em termos de memoria ¢ tempo de computagac os algoritmos

devem se comportar de modo semelhante. BSe my <n, a apresenta =~
cBo cldssica do método simplex seria a melhor, para my > n seria

melhor trabalhar com a forma apresentada neste capitulo.

1V. METODO §O_GHADIENTE REDUZIDO

Fars & problema {¥F) seja %" factivel e Ay uma base
qualquer factivel guinfactivel tal gue todas restrigfes que sio
ativas em x* £6® indices em B. Som perds de generalidade, supo-
mos B o= {1,%,...,88F. Podemes partir Ap de forma gue:

o
1& = hgi {973

Apyx” < bp, (98)

Ay

Agx” < by (99)




onde Agi(nl,n}, Ag,(n,,n), Ag{m-n,n}, 83‘@)32 = Ben = ny ot oo,

Vamos anotar as folgas nas restrigdes de base pelo ve-
tor y; = Eygl yﬁz]. ygl =0 e ygz > 0, Nas restricdes ndo basi-
cas as folgas, denotadas por y% > 0, podem ser obtidas come fun-
¢cao de yg. Podemos escrever

x* = (a7 by - yp) (100)
2
* "
¥ = by - Ax (101)
portanto _
yg = Bp + Agy, | (102)

Entao qualquer que seja x factivel e B definido como em (87),(98)

e {99), deveremos ter

YRy = 0 (103}
Yay > 0 (104)
Agyg + By » 0 (105)

. & . -
Devends alterdr x em uma diregdo v = wAﬁilB. Para es~
ta diregdo devVErenes tep:

P o . " i
&Eﬁx tAyAp) Ayx thp € by (106)
Com t > 0, a dirégie v satisfaz a relacdo acima se

kgy > O {107)

iﬁz irrestyrite {108)

De {(80) temos :




Az .

As diregOes em que a fungdo decresce sdo tais que
Chg > 0 {1093

Se nao existir Ap tal que (109) seja satisfeita entdo x & um
otimo de (P).

No capitulo II sdo apresentados varios métodos de  se
calcular Xy. Supendo a existéncia de Ag tal que EAE > 0, a eta=-
pa a seguir € calcular o maior passo t tal gue uma das folgas
YB, Ou yg se anule em primeiro lugar. De (106} deduzimos que:

YR, * tAp, 2 0 (110)
e calculamos
# y*
¥
trl . MIN i °rl {111}
AiC{},lng "';\.i “Ar}.
Deveremos tey
. . * "‘l * . 8
bg - Aﬁ(x - tAB AB) yg * thAgdg 2
2 calculamos
W k-
) o yi Yrs
By, * MiN - e {112)
o wm ~K; 3 «ByaAB
legfﬁixﬁaﬁ i"B rs

0 maior passo & &ntdv
Saax ¥ MIN ftg, tp )

€ para este valor de t as novas folgas serdc




A

YBy T Tmax’s

&

E-3
Yg = ¥g * baxhets

Se tMﬁX i trl' conserve o conjunts de base B sem mudan

gas mas atualizo By e By e recalculo iy.
B¢ tyuy ° trg, a restrigao 1, entfa na base e retiro
desta uma cuja folga ndo seja nula, um critério poderia ser, es~

colher a maiocr. Seja 5 € B tal que

Y = MAX yi
iR

sai entac da base a restrigao s.
0 método pode ser descrito pelos seguintes passos:

* o
{1) Dado x factivel, escolha uma base B tal que 45
restri¢Ges ativas tenham seus indices em B. Cons-

-] & * £ =
trua By ® Bz. Calcule AB" YBy: ¥§ © faga ygl 0.
(2) Calcule & = cAjt

(3) Determine A,/8x; > 0 e Ag; > 0. Se tal Ay nao e-
xiste, a corrente solugdc de (P} &€ Otima, parve.

(4} Calcule Cypx = MlN{trl, trgi onde

tp, = MIN &
1 .

Ai<0,1eBZ wli

v

try = MIN 2

E.a.<0,ie8 "~
18

& calcule as novas folgas




& # . ,

(5} Se ty,y = try. atualize By e By e via (3)
Se Syax © Lrpo caleule
LI . - *
Vg ¥ MAX Y3
LER
{6} A restrigan ¥, entre na base g sai a restrigio s.
Atuaiize B, Bl’ Bz e Agl. Va a (2).

Podemos utilizar ¢ seguinte tableau para o metodo:

AATE P poaiaTd P A ! 6 Royq = yﬁ
~RBLGBLG BRI B BB TRy L 1I0BLL B T B T VR

-1 1 ~l . .
CAB oz o= c:"a‘ﬁ bB CAB Yy R c{b - yB} ;




P ARTE i1

PROBLEMAS DE PROGRAMAGAQ LINEAR COM ESTRUTURA

BLOCO ANGULAR




INTRODUCAO

Nesta segunda parte deste trabalhro, nos interessamos pe
la resolucdo de um problema de programagdo linear com  estrutura
bloco~angular. Varios métodos ja foram propostos, entye os quais
podemos citar o principio de decomposigfic de DANTZIG-WOLFE | 6] ,
o método das variaveis limitadas generalizado (GUB) | 6] [33] e
o método de particdoc de RUSEN | 6] [14{.

0 métode GUB, estendido ac caso dos programas lineares
com estrutura bloco angular (GGUR) [33], € um método primal bases
do no método simplex. Este € especializado para s¢ tomar em con-
ta a estrutura particular da matriz de restrigio. Nos capitulos
VI e VII apresentamos este método de uma forma mais condensada,
e nos parece, mais possante que aquela encontrada em | 6], PP
324-356. Isto se deve, sobretudo a notagic adotada e &s nogdes
de "pivoteamento internc' e "pivoteamento externo' desenvolvidas
no capitulo v,

Propomes a seguir, no capitulo ¥VII, um método dual do
GGUB, baseado no método dual simplex. Especializamos sste algo-
ritmo para ter ep conta a estrutura bloco angular do problema @&
propomos um meio de obter facilmente uma base dual admissivel i~
nicial. Este método pode ser vantajoso no caso onde nao conhece
mos uma solucdo de base admissivel do programa linear a resolver.
Com efeite, se utilizamos o método primal, neste caso & necessa-
rio, a prie¥i, utilizar a fase 1, e sabemos que esta pode even-
tualmente §6F mais longa que a fase 2. No método dual que propo
mos, a obtenchds dé uma base dual admissivel de partida € uma
operagdo relsfivamsnte simples.

MosEFames que o método de partigio de ROSEN pode ser
considerada ¢oms wia verisnte de mEtodo dral que propomos. Nesta
variante se &6Xige a verificagdo de vma propriedade suplementar a
cada etaps da maximizsgde da fungde dual. £ a primeira vez, pe-
1o que sabemo$, 4ué ums ligeclsy & estabelecida entre o método
GGUB e o métodd d¢ partigiie de ROSEN.

pinalasnte, nd cepitule VIlY, fazemos uma interpreta-
cio geométrica do wetods diusl preposte, onde utilizamos em parti
cular a nogdo @& PFojegdo. Ela permite iinstrar o caso onde ,
por projecac &K ﬁ@J&ﬁﬁé@@ rostrito, ndo & meis possivel otimizar




a fungao dual. £ necessirio entaoc um passo de otimizacao em um
0 método de ROSEN permite jus

deste caso mas
satisfazer 1ma

sub~sistema para salr do impasse.
tamente eliminar a possibilidade de ocorréncia

complicando cada iteragao do método de forma a

propriedade suplementar.



CAPITULO

O PROBLEMA DE PL COM ESTRUTURA BLOCO-ANGULAR

I. O PROBLEMA

Um problema de programagic linear pode ser apresentado
sob a forma geral abaixo:

MIN z = ox
5.4, A X ®p

% 2> 0

No caso particular em que a matriz 2 possui uma estru-
tura bloco-angular, o problema acima pode ser escrito como:

£

MIN £{x) =z = [e; ¢, oouus gy] x
Sl [Ag1  Ag, ,;,,.Aﬁﬂ””xl“ LN
(P) 4 A xp{=fpy| 1
A, N
: . Agiixp) [bg]
x2 0 | (2}

que nbs denomifigrenics de problems primal e tal gue Ay(m n) =

{Agl A{}z LI 1 ﬁ'{:}gjé é&iéméfﬁi}’ ﬁigﬁiigﬁi), K{ﬁ,}.), Ciil ,S’li),
b_@ {mﬁ, i}, h% ﬂfﬁi,i} Eom

£ £
& ¢ 1 n, e mo= Eom,
iwi * j=1 ¥

Em consequéncia, a matriz de restrigdes & possul m, *+ m linhas.




Hipotese: No estudo deste problema supomos ainda  ndo
redundancia de restrigSes, isto €, a matriz 4 & de
"rank” completo.

Como consequeéncia desta hipotese podemos afirmar que cada  sub~
matriz A; e de "rank" completo.

Base do Sistema (1)

Devemos agora caracterizar uma bas&ﬁig, onde B & U
conjunto ordenado de m + m, indices que correspondem 2 colunas 1i
nearmente independentes dea. &eja

. - - By,

Aoi Aog

O O
B.

Ay o=y e AL o= 1&31

i : i

O O
Bi -~ = 2 -

onde A ." e uma submatriz constituida por todas as colunas de

B Ks chamaremos de "partigioc i a

; Que pertencem 2 base &
submatrlz de m cujas linhas tenham oS mesmos indices que as 1i-
nhas de Aj. Utilizaremos a notagao 31 para representar o conjun-
to de 1ndlces complementares de By em reiacdo ac conjunto de in-

dices de todas as colunas de & ie

Teonrema 1: Toda matfaiz ‘&E&s«iaa a3 do problema (P] 3
tat gque 6 "rank” de A,é“i’ seja m;.

Prova: hads omz submatriz & . todas as demais {4 T j # i) te-
rho componentes sulas na },:az?:*cigaz} i. Supeonhanos qae o "rank”™ de
ﬁ?i seia %nf@rmr E Wy, iste implica gue as linhas de A B na par
tigio 1 $86 linesrments dependentes, o gque & impossivel dado

gue A B § uwia base.

11. NOTACAO UTILIZADA

0 teorsia 1 nos permite partir A B 4a seguinte forma




(LT Iz Igl
i 1
SR S DRSS .
¢ I r’
i 1 L 1 B
. | A ) AAQ Aq ) AQ 5)
A 1 _
: Ayl Al Al A"
[
! I.ﬁ
' £
com I = I (:?1 ,M .a.C}Iﬁ e L subconjuntos ordenados de indices
de B e tal que & 1(m1,ml} & de "rank"” my £ B = I(®H L. Anotare-
mos por Lj, conjunta de Indices de colunas, a intersecgéo de

Le By Notamos que Al nio tem necessariamente a forma bloco dia~
gonal.

Colunas Chaves e Nio Chaves. Chamaremos de colunas cha
ves aquelas de indices em I e ndlo chaves aquelas de indices em
L. Seja B o conjunto de Indices de colunas gue nao pertencem &

base, a submatriz de.& formada par estas calunas sera notada por

B
A ~, Temos ainda ﬁQ {mg.mi), & {mggmﬁ}. ﬁ {m,mgl .

Dada uma base & B, suponde A partida segundo colunas
nio chaves, chaves e n#o basicas, pedemos dividir (1) em dois
sub-sistemas de restrigles: o sistema de restrigdes globais 20
qual podemos acrescentar a funcdo objetive e o sistema de TeS -
tricdes locais. Cada bloco de restrlgces locais serd chamado

sph-sistema. Temos entio

%
; ¢l | ¢? - 7 |
R O [b! (4
: g+ 7D " g
21
para as restrigdes globais e
c s D e -
{;%E‘ gt ﬁ]@ fx,
= S § :
xﬁ‘.

parsa as f%@trzgéey i@&&i&w ?r@~m&§ﬁip1ixa&é&~se {5} por {Al}ml

ohtamas




Xy = b {(RLC)
*g
onde
- I.-%1,1
E (A7) TA (83
5 = (Al) "'

0 sistema (RLC) € a forms candnica do sistema de res -
trigoes locais em relagido a base al. & operagdo acima de pré-
multiplicagao por (AI)"l & equivalente a ¢fetuar m operagles de
pivoteamento com elementos pivots pertencentes a AI. A partir
de (RL(C) podemos obter Xy em funcao de X, e xg!

x, =6 - giL - Re (N

Substituindo { 7 ) em { 4 )} obtemos:

H x
o - CLEL % o CB - cfﬁg L iz - clﬁ
w—iﬂ:-ﬁo—w;-m—ﬂl wwwww } u—w:nwﬂﬂgm%u xI - b A S
i ~—
ab o algl ) @ b 4B L AlR ¢ "o
0 0 0 K%

Esta Ultima operagfo &€ equivalente a estender as opera
¢cdes de pivoteamento de ( 5 ) a ( 4 ). Quando as operagdes de
pivoteaments qus permitem colocar um sistema sob forma canonica
sio estendidas A outtvo sistema, chamaremos esta extensio de "Pi-
voteamento Externo” e utilizamos o simbolo -~ {til) para represen
tar o3 elemshtos deste sistema. Assin, podemos reescrever o
sistema 46 FésEriches globais sob a forma:

EREARARE )
mnﬁa&%mu«'?wwﬁf.a R i 2
gy 4B X = { *} (PR)

[ *g




com

PRI AR PO S R
S SR P S

z =z - ci(ﬁi)”lb

KE - AE - Aé(AIj“lg? © o (8)
A2 = Al - ag(ahy A

B, = by - Ay(Al) o

Teonema £: Ké g nao singulan

Prova: A matriz basica 4 B de { 1) sofrsu transformagbes de pi~
voteamento que ndo modificam o "rank' da matriz. A nova matriz

que tem "rank” my *+ m pode ser escrita

~1, i :
Ag % o

e WA A U A A MR T A s

H
AL % E

Como a matriz E & de "rank" m, ﬁg deve ser de "rank’ my,  sendo

portanto nao singular,

Base de Trabalho: O sistema {PR) & a matriz ﬁg saoc cha
mados respectivamente de "Problema Reduzido” e "Base de Trabalho'l
Por pivoteamento podemos colocar (PR} sob forma candnica em rela
cao a base AY, e estendendo estas operactes de pivoteamento a fim

0
cdo objetivo & ao sistems (RLC) obtemos:

0 o ] [ % |
, . SEto1 £
By @ Aglxp ., (9)
5]
. &
h f5y
[ © ¢ f‘}[ .
' : = b {10}




onde

ég . g8 cL[ﬁgjnlﬁg

z = F EL(A }_136

D < (il 2 (11
by = (k)15

[ U KAL) 1&?

b =b - A"(Ap) b,

111. SOLUCAO BASICA CORRESPONDENTE A BASE & ©

Facamos X = Oem (98 ) e (10}, Podemos escrever:

IR A - S A |
x, =56, = (&) [EH A*(AY) h]

x; = b= alyly - (alylakih 1(ba - (A} )

ou na forma matricial, sabendo que

podemos deduzir

Oz ¥65ulEad6s (¢ J ¢ (10 ) s8o eguivalentes a colocar

o sistems giebal em forma candnics em velac3o 3 base A Bea cal

cular o masiﬁs ?él&ﬁiv@ss Cutocay { 1 ) sob forma candnica enm

r&iaga& ES ﬁ 3 ﬂ faz&r




pe (93 e {10 ) temos

1 i -
a =B
B L1 T R
g - __Q,“g _______ E ““““““
.:’B
® B i A

Os custos relativos podem ser obtidos a partir do vetor

multiplicador p tal que:

A solucdo deste sistema &
IR
py = S (A (13)

p = (e} - pghg) (ah7H (14)

0 custo relativo para as varidveis ndo basicas 8 dada por

B

B ac - P A (15)

Substituindo {13) em {14 ), obtemos

& ghviamente




Conclusio: Dbservamos que o estudo do sistema A X = b
que acabamos de fazer & geral, ndo importande a forma da matriz

.

A . No caso particular do nosso problems (P}, o resultado e
interessante porqgue Ai & uma matriz bloce diagonal. A inversa
de &> pode entdc ser obtida a partir das inversas de A e de
i B

A%l, i = 1,2,v..,4, de dimensCes {(em geral) bem menores que & .



CcArITULO

RESOLUCAC DO PROBLEMA BLOCO ANGULAR: METQDOD PRIMAL

. INTRODUCAO

0 método de resolucdec do problema (P} & muito S5eme~
lhante ao primal simplex classice. Como (P} tem estrutura bloco
angular, devemos especlalizar o aligoritmo do simplex de forma a
explorar esta propriedade. Para 1isto, a czada iteragao, devemos
trabalhar com bases ordenadas de maneira a manter a estyrutura a-
presentada em (.3 ).

Vamos entao supor que, por intermédio de uma fase 1,
tenhamos obtido uma base ordenads & ° para ¢ problema {(P). Para

obter a inversa desta base & suficiente inverter as matrizes Aa

& Aii(i = 1,2, ...,8). O calculo dﬁ@éﬁmi & entao feito a partir

de {(12).

I1. METODO PRIMAL SIMPLEX PARA (P)

Os passos do algoritmo simplex, na forma revisada, a

cada iteragdo sao:

Passo 1: Calculo do vetor multiplicadorp associado a

base A g‘

Precisamos calcular somente a componente Py de # , G
que & justificado pelo fate de que no passc 2 nHo € necessario p
para calculaimés os custes relativos. Temos entio:

o Rherle -1

Passe 2¢ Bse

s1lie da coluna 5 entrar na base

Devemos calcular o custo relativo das waridveis nao

basicas:




2 . -
e (B

8 =
N I

+
I!la'f

Notemes que se A S < 0 entdao (P) ndo tem solugao finita. Em ca-
so contrario, a coluna a sair da base, P, & aquela cujo  Indi-
ce ocupa a posigdo v do conjunto ordenado B. 0 elemento  pivot
2 &4 % em torno do qual construimos a matriz de pivoteamento, ng

cessaria a atualizagao da base.

Passo 4: Atualizacdo da base

¥ neste passo que devemos introduzir as propriedades

particulares do problema que tratames. 0s velores e matrizes
utilizados até agui szo elementos de (PR) e de(RLC) que podemn
ser obtidos facilmente a partir de (A } "1 de (A 37 0s pas~-

sos anteriores 530 05 passos classices do glgoritmo szmplex onde
nds utilizamos o fato que ndo & necessario trabalhar com (m }
sob forma explicita, pois tudo pode ser feito 2 partir de {A )
& (A ) -1 No item a segulir introduzimos a especializagdo do mé -

-1

todo.

Y1T. ATUALIZAGAD DA BASE

Devemos retirara P da base e substitui-lo por A ® mas
. ¥
de forma que a nova base A 5 tenha a estrutura definida em {3}

Temos entfo dois casos a analisar que correspondem as duas situa

¢des apresentadas no cdlculo de 8.

Caso 1. v < m,. A P 2 tal que p, € L, 1.8, a coluna a

cair da base & ndo chave. A inversa da nova base & dada por:

(a?Hyt - M?lirgs}{é’-%ﬁ}“l (201

com MPlﬁr,s), matriz de pivotsamento, dada por:




QE' :g ﬂ'g -8 ( 1 & )

Se ?B > 0 entio ﬁiB-é uma base otima de (P). Em caso

. ... B3 : s Lon o= ;
contrario, seja ¢ < 0, a coluna & ~, 5 € £, & candidata entrar

na base.
Passo 3: Escolha da coluns a sair da base
Devemos expressar &4 S e b em termos da base corrente
A B, seja
- -
ms“(mﬁjlms
L, =lrs 3 5
) (A7) Aﬂ . ﬁe
_______________ ' (17}
IR et i o] T
e
<y
B o= (A B} 1y
L =L -
{Ag) bg ﬁa
BEf e o o i e o e = 1 (18}
~ _ wL~Ly -7 b
b - AV(Ag) by
Devemos a seguir calcular
By MIN B4
7 RN
r : A

Podemos enéSnt¥ar duss situagdes diferentes no calculo de 6.:

a} ¥ & By, neste caso temos

& e
CETEE
¥ ¥

b)Y remg(r =om ¢ r'), nests caso




MPI(r.s) =

O M A T G R T R N L L T A e M M Ak ok W A Y AR TR M A W A

. Com

it

L [215 S s ' .
B [A]j;’[A]r i=1,2,....m

Hotamos que MPz(r,s) tem a estrutura de uma matriz de pivoteamen

to. Partindo (& 8}"1 segundo {12 } podemes sscrever

e ~'1E
MP (1,8} 1 @ (A) " 1 .
(& B) T DR ;.._: ~~~~~~ Q""""‘E “““““
2 i v
Fy i E f
de onde deduzimos
(A ™ =yt A~ Jers




Esta operagac e equlvalente a retirarmos Ag da base de {PR}) e a
substituirmoes por AG' ou seja, € uma operacao de vacteamenta no
problema reduzido. I ndc se altera ¢ em consequéncia {A . tag
bém naoc se altera. Devemos atualizar L e B,

Caso 2. v = m, + r'.a P & entdo tal que p € I,, & co-
luna a sair da base & chave. Podemos distingulr dois subcasos:

Caso 2~a. p & Iy mas s ¢ By. Isto implica que as colu

nas & permutar na base nao pertencem a0 mesmo sub-sistema. Apds

a permuta de A Pe de & ® tevenos

B, =B, - {p}

¥
pois s ¢ B, . Pelo teorema 1, para que & B . B’ = B = {p} + {s},
seja uma base, € preciso que o "rank’ de [Ah] By, seja m,. A ma-

tTiz In g de rank mh*l pols Ih = Iy - {p}. Em consequéncia e~

xiste no conjunto Ly um vetor [Ah] iinearm&ﬂte independente dos

vetores de [A] R, para que isto sejs possivel & necessdrio que
Lﬁhj tenha ume componente ndo nula na diregio [Ay]P, 1.8, que

o elemento [&]r, seja necessariamente naoc nulco. Suporemos que
T & p t-8simo indice de L.

O intercimbic direto de’s - e & P destrdi a estrutura
bloco-~diagonal de Al. Para evitar isto, comegames por trocar A
e# P, o que altera a ordenagdo de B sem modificar a estrutura
dem B, Apds esta mudanga A P& tal que p ¢ L', o nove conjunto
das variiveis nio chaves, aplica-se entd@oc © caso anterior.

0 intercimbio de posigfo entre as colunas 1 e p & equi

valente a trocar de posigao as linhas t e v de (& )“1;

(&, %Y . « linha t (t € my)
g»-{*-'-. g T Ry T S N

) P,

ﬁLgﬁ § =1 : « linha r {vr = my *+ r')

L . =t 4 -
Apds trocarmos AS linhgs £e ¥ 4 nova base de trabalho (Ag 3 5€

va dada por:




Lom

~Lt. -1 L g R | g S |
(AO } = “{A _]rsCAo) - \.‘” G(ﬁ{}}
“L, -1 A
[(AO) jt+1 linha ¢
“1. -1
[ Hmg
1'.
wwwwww I SR
G = "IKLI + linha t

e O X

(23)

{24}

, - . . P ~L
A matriz G & ndo singular pois a t-8sima componente de [A7]., ,

@L]g,, & nio nula.

onde

A atualizaglo de (A')™1 & obtida atualizando-se (A,
gue se faz por intermédio de uma matriz de pivoteamento:

QABH} ® MPy(r .71

MP (', 1) =

yeay Tt

Ih)'l

(23)

(26]



h-1

com J = ;&M o=t -
e
Lyt - L7 .
_Eﬁ ]j*k f LA ]j*fn {k = 1,2,...,mh
& = k # "
7 Lyx
I‘/ [ﬁ‘ ]j+r¥t k = i

nevemos enfim atualizar L e 1

Caso 2-b.p & I;, ¢ s & %h. Neste caso podemos distin-
guir 2 subcasos:

o )
Caso 2-b-1. [ﬁ h]r‘mfe’ Existe entfo um vetor & =, tel
tal que € possivel intercambiarmos & ea’ ., 0 vetor A° passa

entic ao conjunto das colunas chaves. Este caso & semelhante ao
caso 2.3,

Ly . o
Caso 2-b-2, [A "] sy Devemos pernutar diretamente &
e m%. A inversa da nova base sera ’

(2B =, (mgert,s) (8 Py 7 (27)

COIn

o Wy A e e T L W S e R e e e e - T

M?4{mé+r’,s) =

.
EJ&?;Q“.W&*#; _ ;#»',ﬂu,.,w”w“ww;z; mmmmmmmmm

@ 3 -. - WS{?@ §53




com o$ elementos seguintes:

NEE s . '
65 - [‘Ag]j ’J [A]r! :j = 1323 »‘e,ma
S8
"[ﬁ}? /J {‘Ajrf j = 1;2, w+wylit ﬁ # r?
a. =
-5 . ,
1 f [A.-l\rg J = T
Tendo em conta a forma com que partimes (& B}“l em (12), podenos
escrever:
ap Tt = apTt - mbap T (29)
mas
51
pAl = : (@L)r, = 0
Bmg

e em gonssquéncia

Devemos entdo atualizar somente (A1) ™1 ao nivel da sub

In, ~ - ~
matriz (Ahh) 1 pela opsragao

In, -1 . In, =1
(A, 77 = MPg (x5 (A ) (30)
cOm _
i aj+1
'“l :
MPéﬁr‘,s) = a§¢ru

. 1
‘“1
) |




onde j = L my, r = r' - j e 0s elementos da matriz de pivotea

mento dados por

i

5 S t
-[ﬂ'}j"}‘k } (ﬁ)j"*l"” k 1,2,..:,111}1 k=1

x,”

#

L/ (&) g k

Finalmente, devemos atualizar Iy e B.




capituLo

RESCLUCAD DO PROBLEMA BLOCO ANGULAR: METODO DUAL

I. DUAL DO PROBLEMA BLOCO ANGULAR

Para definir o dual do problema bloco-angular, devemos
inicialmente construir o Lagrangianc de (P} dualizando em rela-
Cao as restricoes (1). Representaremos ¢ vetor das variaveis

duais {parametros de Lagrange} por p = [gﬁ,pl,,.,.pzj. Temos en
tao: "
L{x,p) =cx +p (& - A X}

= {c~pyhAy-PAIx + pybg + pb {32)

comp = [p; P, - Pyl e py; = (L,m) para i = 0,1,....4

A fungdo dual € definida por:

¢ (mw) = MIN L{x,» ) para pe W
x » 0

= L{X .p ) (33)

* - . - . . M .
onde para p dado, x € a variavel primal que minimiza o Lagran-
giano ¢ W € © conjunto das varidveis duais para as quais este mi
nimo existé: W & entdo o politopo definide por
ou ainda

PR £ € (34)

O problema dual & mzt%;}_ defiﬁiﬁa poT




Seja A B uma base de (1). A esta base podemos associar

um vetor p tal gque tenhamos

=B _ B =0 (35)

Se¢ além disso, supondo nido degenerescéncia do problema dual, ti-

YETrmos
T opalso (38)

poderemos afirmar que p , solugle admissivel de (D), corresponde
a um vértice do politopo W pois & solugdo de m+m, restrigdes 1i-
nearmente independente saturadas de (34).

Base dual admissivel de {P). No caso acima diremos

que A B & uma base dual admissivel de (P)}.

Una aresta de W corresponde a tedo vetor p tal que
me+m-1 restrigdes linearmente independentes de (54) sejam satura
das e tal que as outras desigualdades sejam nao saturadas (8450},

Apresentamos a seguir alguns resultados classicos que
sio particularmente importantes na sequéncia deste trabalho.

Teoxrema 3. ¢{p )} € {{x) para Lodop € W e para Lodo
x tal que & x s B , % 2 ¢,

Corolario 1. (a) Se MAY {¢(p )}/ v e W}= +o entao (P)
ndo tem solugio admissivel.

(b} Se MIN {f(x)/ax =t , X 2 8} = - = egf .
t3o (D) ndc tem scluglo admissivel. :

Corolério 2. Se ¢(# *) = £(x") com x" solugdo admissi- .
vel do primal ep * € W entfo x" & solugdc otima de (P} -

‘e p " & solugdo Otima de (D).




0 problema dual de {PL} pode ser resolvido trabalhan-
do-se com as variaveis duais ou com as variaveis primais. Deve-
remos neste trabalho usar a segunda forma.

0 método a seguir de resolugde de (D) consiste em se
deslocar de vértice em veértice de W de tal sorte que a cada pas-
so ¢{p) cresce. Devemos inicializar o método em um vértice de
W que corresponde, como vimos acima, a uma base dual admissivel
de (P). Apresentamos entao o métode em duas fases. A primeira
que chamaremos fase 1, consiste em procurar um vértice inicial de
W, 3.8, uma base dual admissivel de (P). A fase 2 € aguela em

gque otimizamos ¢{m ).

I1. FASE 1 - PROCURA DE UMA BASE DUAL ADMISSIVEL

Como no método primal exposto anteriormente, trabalha-
mos com bases ordenadas de forma que elas possuam uma estrutura
bloco-angular. A fase 1 € realizada em dois passos, No primei-
ro passo procuramos um conjunto I de colunas chaves, obtemos en-
tio um vetor © , solugdc admissivel de (D), que nac corresponde
a um vértice de W, NOs nao dispomos entac ainda de uma base
dual admissivel de {(P). Na segunda etapa procuramos um conjunto
L de colupas nado chaves para completar a construgsc da base.

Passo 1: Procura de um conjunto de colunas chaves

Seja o Lagrangiano definido em {32). Escolhemos um ve
tor p, qualquer e fagamos ¢' = ¢ - pgﬁﬁ e K = pob,. Temos entio

L{g,# ) = {¢' = pAjx + pb + K (37)

Esté foFns sugere & construgdc de £ pares de problemas
primais e duais, gue chamaremos auxilisres, do tipo:

Frovlemg Primal Problema dual
_%zﬁ S MAX  p;b.
{P&P) ; - a‘i’iﬁ'aﬁ! | ﬁixi ## g‘fi | {?ﬁﬁ} 3 BB ?iﬁi £ C:E‘

X 20

L .




Vamos definir os conjuntos seguintes:

SG = {foGx = ho, x > 03

Sy = {xi/ﬁixi = hi' % = 0}

£
N s,

j=o *

[¥5]
B

Se certos problemas primais (PAP};

a) Nio tém solugoes admissiveis, entdo os conjuntos cox
respondentes §; sde vazios, § & entao vazic e (P} ndo tem solu-

cdo admissivel.

b} Tém solugdc -«,entdo, com z escolha de py que fize-
mos, e impossivel obter um vetor admissivel. Neste caso pode
mos acrescentar a estes problemas uma restiigﬁa do tipoi?xi+ai =
M; com 7 (1,1, 0aes1}, a; a variavel de folga e Mj; um escalar
muito grande. Os conjuntos S, correspondentes, aos quais acres-
centamos as novas restrigdes, s3o agora limitados, ¢ que implica
"a existéncia de uma solugdo oOtima finita. Se a solugdo Otima do
problema (P}, no qual acrescentamos as restrigdes acima & tal que

uma variavel de folga ag nao pertence a base, entdo o problema o
riginal nao tem solugac finita.

A resolugdo dos problemas (PAP}, geram um conjunto de

bases Ail. 0 vetor multiplicador p € tal que:

PRI pA1 = (CI - pﬁAé) - pﬁI
- QI ~@§}I
: o
o {38}

Anot#iide por J ¢ conjunto das varizveis ndo basicas, a
resclugio dos (PAP}{ nes pormite igualmwente afirmar que:




J
C‘J - pAJ = (CJ - paﬁﬁ) - pAJ
= cJ - P &‘3
88,0 (39)
Por conseguinte p = [p, pl é uma solugdo admissivel de [D). Se

existe uma Solugdc admissivel, existe entdo um ponto extremo,vér
tice de W, gue corresponde a uma base dual admissivel.

Notamos que nio # necessario otimizar (PAP),, as  ex~
pressoes (38) e (39) sdo validas qualquer que seja o conjunto de
bases duais-admissiveis dos problemas auxiliares., MNa realidade,
interessa otimizar os problemas auxiliaryes porque isto permite
saber se (P) nio tem solugac admissivel como vimos em a). Esta
otimizacdo é igualmente necessaria no método de ROSEN como vere-

mos mais adiante.

Passo 2. Procura de um conijunto de colunas nao chaves

Procuramos um vértice de W fazendo variar.p,. Se p
o]

Segue variacgdes de Py de maneira a satisfazer {13) entdo <«
permanecerda valide. Substituindo (13) em {3Z) obtemos:

3

(EJ - p0£33Xj~%pﬁg + c'p - (40)

B

L(X. ey (I}{)))

OB

M S P8 N T

iz
4

J | P RN N |
AG - AQ(A ) TA

U

1
@ G

i

b b

I,.1.-
o = Pg ~ AglAT)

'y
1]

Este Lagrangiano nos sugere um problema equivalente gue

chamaremos problema reduzido:

[ MIN EJxJ

il

""J. :n:
(PR) _.’\’, S aRs AGXJ b@

xJ » 0




A busca de uma base dual admissivel de (PR} gera um

vetor Py tal que:

b oa gl - iy =0
8 =2 - pky ¥ 0

0 vetor p = [ Pg pl, com p = {cI - pgﬁé)(kljﬁl, cor

responde a um vértice de W, i.8, & uma base dual admissivel de
(P} com B = L& I. Com efeito, A& B & um conjunto de my*m  colu-
nas linearmente independentes onde L & o conjunto das variaveis

nido chaves tais que

c = cL - poAg - pAL @ cL - pﬁ}‘
A
el o2 PR
¢ ainds
g = o - pGAg - pAB = ooT - AP
= ?B z 0
e
gl .

0 problema (PR) também nfc precisa ser resolvido, & su
ficients de¢ fato procurarmos uma base dual admissivel deste pro-
blema para GBtermos um vértice de W.

Ae final do pasgo 2, o conjunto de colunas cujos indi-
ces sap B = LI conistitul umz base dual admissivel de (P). A-
18m disso esta base possul uma propriedade particular: por cons-
trucio a ordem dos ¢lementos de B & tal que 4 B possui uma estry

tura bloco angular.




111. FASE 2 - OTIMIZACAO DO PROBLEMA {1)

Teste de Otimalidade: Deslocamo-nos de vértice em veT-

tice de W e, para sabermos se atingimos o vértice otimo, devemos
cstabelecer um teste de otimalidade. Comeo sabemos que um vErti-
ce de W corresponde a uma sclugdo de base dual admissivel de (P},
¢ esta solugido que sera analisada para estabelecer o teste de
ctimalidade.

Chamemos X a solucho basica dual admissivel de (P) que
4

corresponde ap vetor p  Corrente (vértice de W).

Toonema 4. ex” = 6( ") {41)
v _ B+ B+ _ , B _ _%,B 7 *aB*
Prova: X c'xp * CXg {c p A )xB o Xg
vl 4+ * -
= ¢ Xg *PF b = ¢{p ]}

k4 -
Sabemas que & x' = b e ¢x = ¢{p "), entdo pelo teore-
ma 3 se x* » 0 entdo x* e p sdoc respectivamente solugdes de
- . ; - ’ -
(P} e (D). Alen dlSaQ sabemos que Xz = 0, devemos entiic a cada

iteragao testar se XL e XI sao nao negativos. Se tal & o caso,

entdo a base corrente & otima e em caso contrario & necessario
procurar uma nova base dual admissivel, i.é, um novo vértice de
W.

Dado um vetor p * gue corresponde a uma base dual ad-
missivel mB de (P), no minimo do Lagrangianc L(Xx, p ) a varia-
vel primal x* pode tomar qualquer valoy ne conjunto XB definido

por
. * *

A soluths basica duai gdmissivel que corresponde ao vértice p
@ que AROTEROS pOT % , & tal que, em geral, as componentes
de XB poden ser positivas, nulas ou negativas e XB = 0. 0 algo~

ritmo dufil simplex, que trabaiha com as variaveis primais, nao &

outra coi§a gué¢ a procura de uma base dual admissivel tal gue
&

b XH”

Mudanca de Base. Toda coluna j da base tal que a varil

vel cortispondente xg_saja negativa & candidata a sair da base.




Devemos considerar dois casos:
Caso 1. xp < 0 e a coluna @ & tal que p L.€ A colu
na p ocupa a posigac r £ m, em B,

Para sabermos qual & a_coluna que deve entrar na base
devemos calcular a linha r de A B expressa em termos da base de

vetores da base A B, ou seja:’
B, -1 _ B B
(a®7t a® - By,
25 .
* AG Jr
= [ ™ A (42)

Esta expressao mostra que é necessirio obter a linha r de (PR}
na forma canonica, com (PR} construide a partir da base corrente.
A coluna gue vai entrar na base & obtida calculando-se:

3 =3

= - = M{N . W (43)
LY j€§/[ﬁg]i<ﬁ {&G]r

wm

Se [Kg}r » 0 entdo (P} pode crescer indefinidamente e {P} ndo
tem assim solugao admissivel. Em caso contririo, A4 5 % a coluna

gque entra na base.

- - . B
£ necessario sntdo atualizar a base A . Seja B' ang

va base, temos entdo:

B' -1 A

TR IR NODICIS N

com MPl(r,s) uiia matriz de pivoteamento cuja forma & dada  por
(21}, donde deduzimos:

LT ey G

ot

e a matriz de pivoteamento & obtida (Como no meétodo primall




partlr da coluna &G de (PR) expressa em termos dos vetores da
base A . Como o conjunto I ndo & modificade, Al e (AI)-l nao

‘o

mudam, € suficiente atualizar L, B e (ﬁé)nl,

Em resumo, este primeiro caso corresponde a aplicacio
de uma iteragdo do algoritmo dual simplex em (PR) obtido a par-
tir dos conjuntos L ¢ I correntes.

o £

Caso 2. xp <0 ea " & tal que p ¢ Ip. A coluna a

ocupa a posigao r = m, * r' em B. Aqui novamente temos dois ca-

5058 a considerar.

Caso 2-a. [A ] rt#g+ Neste caso & possivel, como nds
vimos no método primal, efetuar uma permata das colunas & ° & a’t,
T e Ly e ocupando a p051§£0 t em B, com [& ]r ' 40

Devemos atualizar (JECQJ'1 e (AI) Lo procedimento de
atualizagdo da base & idéntico ao caso Z-a do método primal.Apds
esta permuta de colunas, a situagdo € a mesma do caso 1 e proce~

demos entao da mesma maneira.

Caso 2-b. [A ]r reg e+ Aquil nac podemos permutar a coly
"naa P com uma cutra coluna do conjunto L. Procurames entao di-

retamente a coluna que deve entrar na base. Para isto & necasaa

rio expressar a linha r de ﬂig(r de AB) em fungac dos vetores da

base corrente, ou seja:

[-gﬁ}r - B)wljrﬂ B
- (A1, - 1AM by IR
-
- [[Ahh]r, 0 ... 0] (44)

Em ccnsaqu&ﬁcia a ccluna que deve entrar na base pertence neces~
sariamente 3 & Eh Da mesma forma que no metada prlmal { ) -1 e
L ndo sofres mudancas. Devemos stualizar {&h Y ,Ih e Bh. Note
mos que a atusiizacis ﬁ@ {ﬁih}wi corresponde 2 um pivoteamento
no sub-sistemd . Devesos entdo calcular:




“55 gs _gj
€ = —p— = - - MIN e (45)
s s R S ~
A3 (A3 ieBy/(Agle<0 [An]s.

B ~
Se [ﬁhh]r, » 0, entdo #(p ) pode crescer indefinidamente ¢ (P}
nio tem entdo solucdo admissivel., Em caso contrario A% entrana

hase.

1

- In - - .
A atualizacao de (ﬁhh) sera feita por

I -1 R ]
h = ¥ 1
(AL MP (17 ,5) (AL )

com MP.(x’,5), uma matriz de pivoteamento come em (31]).

1v. ESTRATEGIA DE APLICAGAO DO METODO DUAL

Notemos gque se fazemos uma escolha aleatdria da coluna
que sai da base, podemos ser levados a permutar duas colunas A @
e n' (caso 2-a) com Xp < 0 e %, < 0, Para evitar uma tal situa
£Aao PropomOs um critério para escolher a coluna que deve deixar

a base. A fase dois do método dual se divide entfo em trés eta-

pas .

Etapa 1. Aplicamos o teste de otimalidade somente as

variaveis X; cOom j & L até esgotarmos todas as possibilidades de
aplicagdo do caso 1., Ac final desta etapa teremos entao X % 0.

Se x; » 0 obtemos a solucgdo Otima, sendo:

Etapa 2. Aplicamos o teste de otimalidade as  varia-
veis x, com j € I e efetuamos todas as permutagoes de colunas
possiveis entre 1 e L {caso 2-a), garantindo que uma coluna que

saiu de I ndo volte a I no curso desta etapa.

Se conseguirmos efetuar ao menos ula permuta nesta eta
pa, voltamos & etapa 1. Caso contririo, passamos @ etapa 3. '

Etapa 3. Fazemos uma permuta direta em todos os sub~
sistends onde seja possivel aplicar o caso 2-b ¢ voltamos a eta-

Pa 2.




V. VARIANTE DO METODO DUAL PROPOSTO

Supenhamos que no passo 1 da fase 1 tenhamos cobtido um
conjunto de colunas chaves a partir das bases otimas de (Pﬁ?)i.
Isto implica que as colunas chaves sao tais que as bases corres-
pondentes dos problemas auxiliares sdo admissiveis para gstes

problemas .
Notemos que a solugdo o6tima x® de (P) € tal que para

o sub~sistema 1 temos:

B% o
1 =
A, XB? bl
i
XBQ 2 D
i

com Bg o sub conjunto de colunas de B® que correspondem ao bloco

- - -+ - - o it
i (B®, € bem entendido, a base Otima de (P)}. Posto que X0 ¢
: i
uma solucio admissIvel do sub-sistema i, do teorema fundamental
da programacio linear, existe ao menos uma Solugdo bAsica admis-
: - - o
sivel {e entdc uma particao I?. Li de Bg} de tal sorte que

G

| P,
i
(a5

\
b; » C

Propomos entdo, a cada iteragdc, passar de B a B', com
323 e #§B§ bases duais admissiveis de (P), mas de forma que 08
conjuntos I e I' correspondentes sejam tais gue Al e AI? sejam
bases admissiveis dos sub-sistemas. BEm cutros termos,(AI)"1b138

¢ (AI )nlbi > 0. As modificagbes em relacfo a estratégia prece-

dente $20 entac as seguintes:

a) Na etape 2 a-y&%m&ﬁ& de colunas entre I3 ¢ Ly é fei
ta de forma & mantey & aduissibilidads Jda base dos sub-problemas
i. As coluna$ gué devemos persutar sdo obtidas pela  resolugao
dos sub-problenas

(miN L x,
ie€ky
By
{ 5 8. ﬁs.i }ﬁﬁl # b:i




com Ky = {iel3/x; < 0}. A resolugdo deste problema gera uma par

. H ¥
tigao Li’ Ii tal que

1 t

Ii, -1
(Ai 3 bi z 0

b) A etapa 3 &€ eliminada porque

N <L
= Byl - Ry > 0

~L:
sempre que [Ailjr, =

0s problemas auxiliares (?AP}i ou {F&D)i que poden ser
construidos, & cada iteragio, se encontram sempre no otimo, vis-
to que as bases correspondentes sdc admissiveis com o vetor de

custo relativo nao negativo também a cade iteragdo.

Esta variante € o método de ROSEN para problemas  1i~-

neares com estrutura bloco angular.




CAPITULO

INTERPRETACKO GEOMETRICA DO METODO DUAL

CONCLUSAG DA PARTE II

1. INTERPRETAGAD GEOMETRICA

Supondo que nGs ja tenhamos obtido uma splucdo de base
dual admissivel (fase 1 do método dual) fazemos uma interpreta -
cdo geométrica da fase 2, do método dual, que corrgsponde a es-
tratégia da resolugde apresentada no Capitulo VII, item IV.

principio do Método. Viwos que uma solugdo de base
dual admissivel de (P) corresponde a um vartice do conjunto W.
0 método apresentado, baseado no algoritmo dual simplex consiste
em passar de vortice em vértice de W (definido no Em+m°} de tal
sorte que a fungdo dual ¢(® ) seja aumentada a cada iteragao, €
isto de forma a manter uma estrutura bloco angular para as bases

duais admissiveis de (P).

Podemos explorar vantajosamente esta estrutura proje-
tando, a cada iteragdo, um subconjunto Wp © W no espago 5™ das
varifveis duais p_ . Se ¢ maximo de o{® ) nao & atingido., uma ng
va iteragao do matodo redefine um novo conjunto Wp no qual &
encontra um vértice que d2 a ¢(®) um valor superior aquele obti

do até ¢ momento.

Interpretacso da Etapa 1. OSeja um vértice de W que
anotaremos por I, eobtido fazendo-se P = 2 ¥ que corresponde a
base dual admissivel B = 1, (# I. Para explorar a estrutura bloco
angular, décidimos nfo alterar o conjunto I das colunas  chaves
(i.&, mantef gi s §1}, Esta limitacdc impde uma limitacao na pes
quisa de um yhvrtiee vizinke de¢ I. Entre todas arestas partindo
de %, soments consgideramss aquelas que 530 geradas fazendo-se
Fio para um ¢lements 1 & L.

Para manter ¢
es&&lﬁ&f‘y.fﬁﬁ que

. €, - &
% {4 ¢ fazey ¢ ¥ ow 4, el = £, devemos




mxw*weﬁmﬁ)? v & > 0 : (45}

Para € pequeno, a variagac correspondente da funcdo dual & dado

por:
pp " - elaDI = elp ) - ex) (47)

+ . N
Se escolhemos r e L tal que Xy € e evidente gue um
deslocamento na diregfu da aresta correspondente W provoca um ay

mento de ¢{ ®).
Utilizando (12) e sabendo-se que T € m,, & diregao de

deslocamento no espago dual & dado por:
(a®Ht = [[{AO)“IJT L -[ag T, ﬂé(AI)—l} (48)
!

Substituindo (48) em (46) obtemos:

po = pp - e[(AD Y], (49)
p=p" v e[, agah™
- h - p5A§>CAI)‘1 e [ apah ™
- (! - palyah ™ (50)

(50) mostra portanto que al permangce sem mudangas e (48] que,

de fato, efetiamos um passe 4o algoritmo dual simplex em (PR).

com e¢feits, 6 fato de impormos ?I = ) implica que nos
limitamos ao estids dé um conjunto reduzido de vértice de W que
inclui F, O poligdro ¢onstituide pela combinagdo convexa destes
vértices & clighade Wy & sua projecde no espago E™C das variaveis
duais py & udh ?aiié&ra gastads por Wo. . constituido pelas TES -
trigdes do &aaﬁ de {?&}*

prisis uma correspondéncia biunivoca entre os vértices




de Wy e agueles de er, Com efeito, dois vértices adjacentes de
W, ndo podem se projetar em um mesmo ponto de E™0 pois ara
R J p P P
passar de um outro devemos escolher a diregio de deslocamentc
B ~1 -1
[(a ]r cuja componente no espago dos p, € [(A ) ]rfﬂ' Con-
sequentemente, uma arestia de WR se projets em uma aresta de WR..

Cada iteracdo da etapa 1 consiste em um passo do algo-
ritmo simplex aplicado a (PR} e corresponde entao a um desloca-
mento sobre uma aresta de WR,, projegdo de uma aresta de WR‘ ate
atingir o vértice adjacente.

A cada iteragdo aumentamos $(® ) = @(pg,p{pg)) e 0 pro
cedimento se repete até que obtemos o melhor vértice de WR’ { e
portanto o melhor vértice de Wy posto que a correspondencia en-

tre os vértices de Wy e Wp, & biunivoca) .

NiZo & necessario otimizar o problema (PR}, pois a par-
tir de um vertice vizinho de I, poderfiamos definir um nove con-
junto de colunas chaves (um novo caujunts'wg}, mas & vantajoso so
redefinir Wy quando ndo for mais possivel melhorar ¢(® )} com o
conjunto WR corrente, o que justifica o procedimento proposto na

getapa 1.

Interpretacdo da etapa 2. Se os vértices Otimos de

- *’ -
WR nio maximizam ¢{® ), 1.8, se existe x; < 3 para i € I, deve-~
mos definir um novo conjunto WR cuja exploragado permite aumentar

¢(® ). Para isto & necessario modificar o conjunto I de colunas

chaves.

(¥4, nos sabemos gue na etapa 1, as avestas exploradas
sdo aquilas qué correspondem a um elemento €Y £ 0 e que unm deslo
camento S8B¥s 6stas arestas permitem sumentar ¢(F ) se x; < 0,
Cons t ruisss &9EAG UM nove conjunte de colunas chaves permutando
elementes & I (tal gue xi < 0} com elementos r = L.

NGEEmGS que §stas permutas nso modificam a base ﬁg,mas
somente & &lassificsclo das colunas chaves e nao chaves (arestas
chaves ¢ srestss nfe chavey), consequentemente permanecemos  No
mesmo vertiee Y de W ¢ a solugdo de base dual admissivel permane~
ce @ mesmas

Se £6F p&ﬁgfvﬁi efetuar a0 Mmenos uma tal permuta, defi
nimos um nove %ﬁﬁj&ﬂﬁﬁ %R (y@rtaﬁtﬁ um pova problema reduzido
{PR}), pgd&mﬂs r@ﬁ@?&&? a2 etaps 1 para procuvar o melhor vértice
entre aqueleﬁ do na?a aan;unga %R* O fato de termos podido




efetuar ac menos uma permuta £ suficiente para garantir que re-
tornando a etapa 1 podemos encontrar um melhor vértice de WR pa-

ra aumentar ¢(® ].

Nesta etapa ¢ vantajose fazer o maximo de permutagoes
possiveis para um nimere tdo grande guanto possivel de  varia-
veis no nove conjunto L seja tal que x; < 8, re L. O nowo con-~
junto W, assim definido tera todas as chances de possuir um

R
maior numerc de vertices para aumentar ¢(# ).

Interpretacao da Etapa 3. Suponhamos que na etapa dois
nae foi possivel permutar colunas chaves e nio chaves e suponha-
mMOs quUE o otimo de ¢{® J n#c foi ainda encontrado (existe ao me-

nos um indice i € I tal que x; < 0).

Como nao € possivel encontrar um nove conjunto WR, do
qual um dos veértices permitiria aumentar ¢{ P}, isto implica que
no conjunto W, corrente todas as arestas gqus permitem Sair de I
para aumentar ¢{ ¥ ) sao artmganais a0 espago de Po

Com efeito para v = mg+r', utilizando (12), a diregao

de deslocamento no espago dual € dado por:

[(mBJ “1} [ A ]r,lf rah ™ o 2L (K{I}‘J%Aé(ﬁl)ﬂ

(51}

»L E . - N
e se [A jr,mG quando xp 4y < 0, isto implica que as arestas que
saem de £ que permitem aumentar a fungao ¢{® ) sac ortogonals ao
espago de Pg -
pevenos modificar as varidveis duals de acordo com {(40),

e tendo em conta {51}, ohtemos:

pg = v+ e[A 0 =y (52)
- - ~L.=1.1 -
p o=p* - e[(ah ) - e [AM L (AD hagahy
=p" - efahy ™, -- (53)

A proprisdade de ortegonalidade implica um desacoplamento entre
(PR} a{RLﬁ} {52} mestra qus ﬁa@ hi medancs de base em (PR} @
(533 qué afetﬁamcs samg%&smenta uma 1twra§a£ do algoritmo dual

sxwpl&ﬁ aa’iamtz




0 fato de trabalharmos no espago de p € particularmen
te interesante porque os £ sub-sistemas sao inteiramente desaco-
plados. Suponhamos com efeito que x; +pt<0 & uma variavel do
sub-sistema h. Sabendo que (AI)"l teg uma e¢strutura bleco angu-

Tar, (53) pode ser reescrito Ccomo:

Py

Esta expressic mostra bem que p & simplesmente atuali-~
zado por uma iteragdo do algoritmo dual simplex em um Unico sub-
sistema h.

Para explorar esta propriedade de desacoplamento, devi
do a ortogonalidade, &€ interessante que efetuemos uma iteragaoc do
algoritmo dual simplex em todos os sub-sistemas onde isto & pos-

-
sivel.

I1. CONCLUSAQ

Nesta segunda parte deste trabalho nos  interessamos
pela resolugdo de problemas de programagdo linear com estrutura
bloco angular. Estabelecemos uma ligagdo entre o método GGUR e
o método de partigdo de ROSEN. Esta ligagao fol estabelecida pre
pondo-se um método dual baseado no algoritmo dual simplex, gque
pode ser interpretade como o método dual do GGUB e cujo procedi-

mento se da em trés etapas:

. Na primeira etapa resolvemos um programa linear res
trito (PR) de dimensiec reduzida pelo algoritmo dual simplex. Se
o otimo do problema original (P) ndo foi atingido:

. Na segunda etapa reordenamos o3 elementos da  base
de {P) de forima a construir um novo (PR} cuja resolugdc permite
aumentar o valer da fungdc dusl e retornamos a etapa 1. Contu-
do, se nio & péssivel reordenar o3 elementos da base:

« Ng terceira etaps um desacoplamento pernite efetuar
uma it¥rigHodds algoritmo simplex em um ou nais sub-sistemas, me



lthorando a fungdo cobjetivo, e retornamos a etapa 2.

Propuzemos uma interpretacgdo geométrica deste metodo
mostrando que a etapa 1 consiste em projetar no espaco da varia-
vel p, um subconjunto de vértices W do politopo das restrigoes
W e a procurar o otimo neste subconjunto. A etapa 2 consiste enm
construlr um novo subconjunto WR cuja projetagioc no espago de
Dy e WR" a procura do melhor vértice em WR‘ peymite aumentar a
fungao dual, Enfim, a estapa 3 corresponde ac ca$o em que as a-
restas de W, sobre quais poderiamos deslocar para aumentar ¢{p ),
sao ortogonais ao espago de pg.

Mostramos que o método de particfo de ROSEN pode ser
encarado como uma variante do métode dual proposto onde um proce
dimento particular na etapa 3 {que permite trabalhar com  bases
admissiveis dos sub-sistemas) suprime & eventualidade de ocorrer

a etapa 3.




P ARTE 111

PROGRAMAGACO LINEAR POR PARTES:
PROBLEMAS COM ESTRUTURA
BLOCO ANGULAR



INTRODUCKO

Com o desenvolvimento de métodos de otimizagio para
problemas nao diferenciaveis, os problemas com fungdo objetivo ou
restricdes lineares por parte se tornam pesquisas de interesse
gque se traduzem na publicagao de virios artigos a respeito | 1 |
20 ] 1231 | 341,

Problemas lineares por parte podem surgir em varias
situagdes distintas. Uma delas, por exemplo, seria o problema
da variacdo de parametros da fungdoc cbjetivo ou do vetor de 7re~
cursos em (PL) {analise paramétrica) . Outra situacao seria o
problema dual, linear por partes, em problemas de (PL) quando na
defini¢do do Lagrangiano somente um subconjunto das restri¢des
& dualizado. Bm | 1| e | 7 | encontramos um exemplo onde res-~
trigOes lineares por parte aparecem om problemas de planejamento
da produgao.

Nos interessa uma classe particular de problemas linea
res por parte. Chamaremos entao de Programagao Lineay por PFar-
tes {(PLP) a este ramo da PTOgramacao matematica cujo objeto é es

ta classe particular de problemas.

A (PLP) se torna assunto de interesse para O grupo de
otimizacao da FEC-UNICAMP por ser uma generalizagao natural da
[PL} e oferecer aplicagdes interessantes, por exemplo, alguns prg
blemas de {PL) de grande nimero de varidveis e restrigoes podem
ter suas formulacdes adaptadas para (PLP), provoecando subs tan~
ciais redugles de cdlculo e de memdria computacional | 1 fol 7 -
Assim, algumas pesquisas, que se traduziram em teses de mestrado
e uma de dowtorado, se direcionaram no sentido de ampliax oS me ~
todos d¢ téselicHo ds problemas de (PLP). GOLSTEIN e YOUDINE
| 1], pesquisadores sovidticos, apresentam um métodoe primal pa-
ra (PLP), generalizagSo do primal simplex. SALES | 8 | e FERRE]

i 35 1 g?@§§§m o metodos dual e primal dual respectivamente em
teses de HESEFRd6 & FPERRANDEYS | 7 |, om tese de doutorado, ex=-
pGe um meétodé dual para problemas de (PLP) com estrutura Bloco
angular. Uma ¥éseé antericr a estas, de SOUZA | 9 |, aplicava o
wftodo primal d¢ GOLSTELIN ¢ YOUDINE na resolugac de um problema
de plancjaments de sistemas do potéacis. Kesta linha, de aplica
cic dos métodds, Gut¥s tess de mestrado se desenvolve no mumentg
na srea de planejamento de sistemas hidrotérmicos. Discutimos




1o momento a possibilidade de aplicagao destes estudos em (PLP)
para problemas de otimizacao de redes com critério linear por

parte.

A (PLP) € uma generalizacdo de (PL), como dissemos aci
ma, portanto estruturas particulares de restrigées em {PLP) po-
dem ser rescolvidos estendendo-se os métodos de (PL) para estas
estruturas particulares. Neste sentido os estudos da parte I
deste trabalho serdo Gteis aqui para se resclver problemas de
{(PLP} com estrutura bloco angular.

No capitulo IX apresentamos a classe de problemas con-
siderados pela (PLP) e o método primal de resolucdc de um praoble
ma desta classe. Procuramos usar na exposicic uma notaglo e ter
minologia que tornassem o mais claro possivel o parentesco deste
método com o simplex cl@ssico. No capitulo X expomos o método
de resoclugao deste problema quande apresenta estrutura de restri
¢oes bloco angular e a seguir as conclusfSes desta parte.




capfTuLO

PROGRAMACACQ LINEAR POR PARTES

1. INTRODUCAD

Apresentamos no item II deste capitulo a classe de
problemas de interesse da (PLP) , Desta classe de problemas nos
interessa um em particular cuja formulagao & apresentado no itenm
11I. Alguns conceitos classicos de (PL} tais como solugdo basi-
ca, forma candnica, degensrescéncia podem ser estendidos a {(PLP).
Esta extensao e feita no item IV onde apresentamos tamben © cri-
tério de otimalidade para o problema em estudo. No item V des-

crevemos uma iteragho do método.

11. A CLASSE DE PROBLEMAS DE INTERESSE DE (PLP)

De modo geral podemos considerar como sendo pertinen-

tes a (PLP) problemas com a seguinte fGrmulagdo.

33

OTIMIZAR F(x) = & £.(x)

jx:l J J

z £y = } 1=1,2, 0.8
528 . ‘}: gij(xj) {'\t s 2 gie i gy ¥ woe
j=1
Ay 1, =, 2}b
0 o £ x &8

onde fj(xj) e gij(xj) sao fungdes lineares por parte, veja figu
ra 1.

Da formulagao exposta acima, podemos dizer que a pro-
gramagac linear por partes val tratar de problemas pertencentes
s uma faixe intermediaria entre a programacie linear e a progra
macic cenvexa, de fungio objetivo separavel, sujeita a vrestri-
gGes lineares ot linearss por partes, neste G(ltimo caso as fun-
¢Bes lineares por partes que definem as vestrigles sdo ' também




separaveis.

Em | le |, | encontramos uma apresentagio mais
extensa do problema formulado acima. Em particular nos ateremos
aos problemas cujas restrigoes sejam tdo somente lineares. Em
| ¢| sac feitas indicagles no sentido de se resolver 0 caso en
que ocorrem restrigdes ndo lineares.

111. O PROBLEMA

O problema de {PLP) de que nos ocuparemcs pode ser deg
crito por

% & B

onde § & um poliedroc convexo, Nno NOSSO Cas50 restrigoes de "capa-
cidade” do tipo o € x € 8, A(m,n) & "rank" m, x(n,1), b{m,1) &
F(x) .2 uma fungdo convexa, separidvel e linear por partes, do ti-

Ro

i1
CF(xYy = & f.{x;) {1}
tal que
f ng T 85,5 w, € x, € 4
SR LA E e ¥
w j z . »
IR I S I Y L U I )
cj. x; +ogae s dp. o £ X, £ 8
L T23, 7] L£i«§ T&}.3 J

e o C{?ﬁfﬁ.ﬁi@ﬁ£§ %g'&le ds fj{xj} no intervalo [dk,j;dk*‘iyj] £
dado por




Pecd v 1 4l of > 0 | (3

Lol
i

| .
0%, % )

Denominaremos aoc ponto dk 3 de Ponto Critico de f (x J. Podemos

entdo reescrever o problema acima como:

n
[ MIN F(x) = I £,(x.) (53
jnl g J
(P} { s.a. Ax = b {6}
a ¥ % <P (73
Nota: Convencionamos que a. = doj e faremos cfl Sl R - Sj =

J
1 =
d£j+1,j 2 faremos C£j+1 o

o7
T afjﬂﬂ +00
Fiixjl A

e W e e ok e e e

¥

) Xj
do.j““j Q’f,j dk,j dk”’} ﬁ;j’j fﬁ}”ﬁi’j*hf

IV. ALGUNS COMCEITOS: SOLUCKO BASICA E FORMA CANONICA, CRITERIO
DE OTIMALIDADE

Misgemos que (PLP} & uma extensdc de (PL). Vamos en-
tao estendé? algusns conceitos usados em (PL) para (PLP).




Solugdo basica. O sistema (6) pode ser escrito como

AYx ﬂbwABxB

onde AP {m, m) é uma matriz regular, Pré-multiplicando a relacao
acima por (A )] -1 obtemos

B *
diremos que xI = x*T = [ng x%r} 8 uma Solucdo Basica do siste-
ma {6) se
+ -~ “B
] = (8}
Xg dy g
e xg, x% sdao chamados respectivamente Variaveis Bisicas e N3o BE

'sicas. Esta solugHo serd factivel para o problema (P) se também
satisfizer (7).

A matriz AB, como em {PL), serd chamada Matriz Basica
e sempre que nic houver motivoe de confusic chamaremos ao conjun~
to de Indices B de base. Reparar que a uma base podenm correspon
der varias solugfes bdsicas e que o nimero destas & finito, dado
que o nimerc de conjuntos B que podemos construir e o nimero de

pontos criticos sdo finitos.

i m o G +* - _ .
A §61ugde bAsica x° serd nfo degenerada se X5, jEB,

nao caxnci&& Eon henhum dos pontes criticos dy .30 ou seja se
%5 Q‘%%@** j&B.
0 problema {P) & nfs degenerado se cada uma de suas

solugfies bAsicas factlvels for nfo degenerada. HNeste trabalho
suporemos (P) #a¢ degensrade, observando que o estudo de degene -
rescéncia em (PEP) p6ds ser felto como extensio da degenerescén
ciz ew {PLY; sem dificuldadss.

Apreséntailos a seguly, sewm demonstracdo, a extensio do
teorema fundaméntal ds (FL) vava {PLPY:




Teonema 1. Se 0 problema [P} tiver uma sofucde facti-
ved otima entdo existe uma solugdo basica factivel 54

ma‘

Forma canonica. O problema {P} & equivalente, para x

factivel e p(l,m), &o problema abaixo

n

MIN F(x) = I £.(x,) - pAx ¢+ pb {93}
jm=1 4 J

5 ad. Ax = b {10}

x » & (11}

Seja x' uma solugdo bisica factivel e néo degenerada de
(P). Sem perda de generalidade seja B = {1,2,...,m}, Entao X"

& tal que
< d | (12)
{13}

cecom o= {1,31,....1}

Para x = xg no intervalo definido em (12} corresponde
uma inclinagac da fungao cobjetivoe dada por ¢y . Fagamos

2" a PP = (14)
donde
p-a-B - CB(AB) -1 (15)

K

e (9) pode ser reescrito como

Lo , ) )5 . . _ ng.ﬁ ~
Fla) ngégféng)} Cx¥pl ({§§§f§{X5)] z Txg) (16)

com 2P 4 ﬁgggg denominado Inclinacio de Referéncia. A razio des
te nome fic¢a¥d ¢lars mails adiante ao apresentarmos as figuras
2,3.4 e 54

o & - + s ¥
Para pequenas variagoes de x em torno de x , o primei~




ro termo de (16}, a partir de {2}, pode ser aproximado para:

_ B _ B B
(:;égf:}{xj” “k*p T “x¥s " Bk,B T k¥

1
= g}{,B {17}

- B @ a +
e o segundo termo, para x5 @ esquerda e a direita de xj, [xjnxgl
pequeno, pode ser escrito respectivamente como:

- . _ B _ , B 4B
a esquerda; ( mejijjj z xj QCK“Q 2 TYxy ctel

jeB

-~ e +8 ., B +
a direita: £ {x. - 2 x., ® {go - % Xz + cte
cjEEE 56 NG )xg ,

Xﬁ + cté {19}

e chamaremos 2 Eﬁﬂi;e EE de Custo Relativo @ Esquerda e Custo le

lativo & Direita respectivamente.

Podemos entao aproximar (P) por:

f : 7 m ’:B -
MIN P{xﬁ Z, + Ly{xﬁ)xg

(P') 9

.. WD BoeL , 2 ad zJ
onde Zg * &p{A} b 4 gy o * Cleg v octe, e QYEKEB ef{cg.y » Sl
Se a varifvel x, aumenta, vale o custo relative direita, e se
ela diminui vale o custo relativo 3 esquerda.

Ao problems (P'} chamaremos de Forma Candnica, do pro-

blema (P}, Reparvar que esta forma candnica nZo esti somente re-
lacionada & uma base B mas também a uma solugfo basica pois  os
custos relatives dependsm das localizacgles das varifiveis bisicas




it

e nao biésicas no intervalo o € x » 8. A forma candnica {P*) &
uma aproximacdo do problema {P), mas que € exata para Xy € Xp nos
intervales (Fig. 2 e Fig. 3}:

¢ 4 (20)

K+3, B

de.g,8 € %5 € g B

Esta forma do problema tem a vantagem, para pequenas variagdes
& -~ - - - e -
em torno de x , da fungdo sd depender das varifveis ndo basicas,

facilitando uma analise local da variagidec de F(x).

Fiixjii

®j

Q@étﬁrio“de Otimalidade: Deveremos explicitar um cri-
tério de ¢timslidade em termos de solugOes basicas, pois, se o
probleme fefm $6luclo factivel Otima esta assegurada a existeéncia

de uma solucke bisica Stima.
Seja ¥ * % wms solugdo bisica factivel de problema
(PYY, vamos fager {(A{a-m, 1) » 0}

fg = x5 ¢+ th (21)

Para |[t] pequéns §f£§ﬁ§§ canbnica (P') ndo se altera. As varii-
tadas de acordo com:

veis basicas s$ér¥ds afe




oo ~B
XB = h - A (xﬁ + ti)

- 7 +B
= Xy = TA"A (22)

cu de forma condensada:

. %

X XB A
= . + 1y %

Xﬁ xTﬁ {

A fungao objetive, para t naoc nule, pode ser escrita

A (23)

COoORmo
F(xj + th) = Flxg) + tc§£X+)A ‘ (24)

onde

(25)

Como F{xg} e separavel podemos estudar suas variagdes
em termos de variacdes em cada varidvel xj, je B. Fagamos en-~

tao:

+ linha r {26}

Pt
&
(Reanl b Do 4e

e podemos @SETEVET

ﬁ{ggj%f%z} = F(xg) + & 4 (27)
e : T _
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r
Caso 3. z ~ < Cr-1 OU

=Y ¥
K> Gy 20 (30)

Agqui (Fig. 6) o termo (f (x } - z*rxr) diminui ao diminuirmos t
(t < 0],
. . i .

f}{XJ} dk"“fzf ) }(j{xdkij dfgﬂ"{ wxj‘

; %

z+F :
) H
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Para as varlavels basicas temos, por construgdo, z chK

e 0 termo (fJ(xJ} -z x }, j€B, & insensivel & variagoes de

X, {Fig., 7).
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Temos entdo as condigbes para estabelecer o critdrio
de otimalidade. Se todas as varidveis ndo bisicas estiverem na
situacio apfeﬁ@ﬁﬁ&éa ne ¢aso I, entdo qualquer variacdo de
em torno dé xg féz a fungde crescer. Podemos concluir que
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solugao basica x & um ponte de Otimo logal. Como a funcdo F{x)
- - * - Ed 3 w
¢ convexa, entao x e tambem um otimo global.

Tegnema 7. A solugdo basica x° Z ponto de 5timo glo-

baf se:

B < 0 < EE

k-1 K (51)

V. DESCRICAO DE UMA ITERACAO DB METODO

Seja x = X uma solugfio basica factivel ¢ suponhamos o
problema (P} escrito em forma candnica em relagidc a esta solugioe.
Testamos X quanto a otimalidade por meio da relagao (31), s
naec for otima devemos alterar esta solugdoc.

Vamos alterar x em uma divecace dada por (26) tal que
somente uma componente do vetor x+, x;. seja alterada, e caminhe
mos nesta diregdo até gue uma nova solucdo bisica factivel seja
encontrada. Como queremes uma diregao em que F decresga, a va-
riavel x; deve ser tal que seus custos relativos 3 esquerda ¢ 2
direita sejam ambos negatives ou ambos positives (caso 1 ou caso
3 do item anterior). De (23) temos entidc que:
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ou rearr#njandc a8 varidveis:
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Fagamos uma descrigaoc detalhada para X, B9 caso i, ieé, Eiﬂl<€§<ﬂa
Neste caso para F diminuir € preciso aumentarmos t atd um valor
tyay tal que uma das variaveis basicas ou x; alcance um ponto
critico. Para além deste ponto critico deixaria de valer a for-
ma candnica referente 2 solugdo x . 0 cilculo de tyax & feito

através de:

. Para a variavel ndo basica {veja Fig. 4).

-+

Xy ¥ tr = dk,r * tr B ﬁk+l,r

e T dk+1,r - dk,r (33

. Para as variaveis basicas, temos dois casos a censidg

rar (veja Fig. 7).

. AV s 0, neste a variavel biasica decresce e temos:

¢ portanto

P I 3% ] (34)

. A < 0, a variavel basica cresce e temos

+ ”I‘m
xj - tﬁj = &k?l,j

¢ entao .
X, - dk*?‘l 5
J

&

0 valor maximo do passo t & dado entdo por

tyax = MIN {t,. tj para je B} {36)

Supotids ndo degenersscéncie, ou seja, somente uma das
variaveis x., j ¢BU{r}, chega a um ponto critico, analisemos as
duas possibilidades abaixo: .




a) tyay = t,.+ Podemos construir outra forma candnica

cuja diferenga em relacido a anterior & que a variavel nio basica
X, assume o valor do ponto critico imediatamente 3 direita,

te -
mos entac:
Xy F d}Hl,r
{373
~p
Frixeli
j1€B

A inclinagao de referéncia ndo se altera e mudam ape~

nas o0s custos relativos da variavel X [Fig. 8. O novo custo

relativo a esquerda € o antigo custo relativo 3 direita e & por
tanto negativo. O nove custo relativo a direita & dado

por
EG% definido em (3)):
aT T 1
“kel T Cge1 T F
T T +yr
R T T
e entac
-y - T
Grr = & % O (38)

Temos ¢ntde quase que a mesma forma candnica: a {nica

- Eod o y . . . - o "
variagac se verifice nes suates relatives da variavel X, 5¢ ti-
vermos ainda Eg < E§*1 < 0 podemos continuar a aumentar X, dque
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F ainda decresce, Se Cre1 ~ 0, qualquer alteracdo enm X, aumenta
F. Testamos as outras variaveis nfo basicas quanto 3 otimalida-
de e, caso nao estejamos no otimo, repetimos o processoa.

b} tyay = tgs 5€B. Os valores das varidveis sdo da-
dos por
( = xt t AT (a4 d
*p-{s} X5 ~{s} s ( K.B~{s}* “k+1 ,B~{s}3
dk.s se¢ A 0
x&
{ 5 ~r
ndk+1,s se A, < 0 (39}
::::++
Xp T X % 4

Aqui podemos ter, eventualmente, duas opgdes:

. A Varlavel x entra na base, sai a variavel s, Atua
lizamos B, B e (ﬁ } 1‘ Caiculamas a nova inclinagao de referen~
ria z *B e 05 novos custos relativos & esguerda ¢ a direira das
variaveis n3oc basicas. Qu seja, construimos uma nova forma aan§

nica para a nova solugio basica factivel ¢ repetimos o processo,

» Tentamos continuar a busca unidirecional a condigao
de que um aumento de t ainda proporcions uma diminuigdao da fun~
¢ao objetivo. Neste caso a variavel %, ainda permanece na base.
Ao fazermos isﬁe, X, PESS3 & um novo intafvaio de definicgao de F
com inclinagdo ¢y , se AL > 0 ouw ¢y, se Al < 0.

Com¢ alteramos a inclinacao de uma variavel basica te-
mos entas Hovas inclinacdes de referéncia para as variidveis nio
basicas {véja F;g 13}, mas nos interessa somente aquela referen
te a x qie pars ﬁ Tso, pode ser calculada por:
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z‘ngvﬁ L] -ﬁ% 5o C«k i::?{ .L }Q * & % Ck} A

-

1B 5 -~
L gg{ - gﬁ LR i} (}; {} E R ] G}}Ar

"

e portante
(40)
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Para AS < 0 o calculo € semelhante ¢ teremos:

+y - +r 5 5
Ziove = 2 *opey AL {41)

Neste caso, a variavel X. 50 tem um custo relativo pois pertence

ao intervalo (dk,r; dk+l,r}* dado por

T *

%% nove = Sk T nove
ou seia
~r s ~r -y
i Ck + Gk AS sg As = {0
Conove =1 . o . (42)
ck - Gk+l AS sa_ AS <

Se [E;)navﬁ < 0, aumentamos t até que uma das variveis Xp ou X
alcance novo ponto critico, em caso contrario cessamos a busca
~unidirecional, X, entra e X sai da base.
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CaPTTULO

O PROBLEMA DE PLP COM ESTRUTURA
BLOCO ANGULAR

I. INTRODUCKAO

0 método primal de resclugdo de um problema de (PL)
com estrutura bloco angular € estendido aqui a problemas de PLP
com mesma estrutura. No item Il apresentames o problema de(PLP)
com estrutura bloco angular e no item III o método de resolugado,
No item IV apresentamos as conclusfes da 3a. parte deste traba-
iho, '

II, O PROBLEMA

0 problema de (PL} com estruturs bloco angular pode
se¥ escrito como
£
F = T OF £y}
MIN {x} iiz Flixﬁﬁ
5«3 *. % x '«’3%
28

ou

( = - |
MIN F {x) Flixl} * ?2{3:2} L F£Cx£3
s.a, 7 i ofx, N

ﬁ@l .&{}2 & o ﬁ‘ﬂdﬁ ] Xl ﬁ’a
A N
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X £ | ..xﬁ-.i ,b’z,.




& AD(mQ,n) = [Agl AGB ca Agﬁ]' aOi(mogni}, x(n, 1), xi(ni’l) R
Ai(mi‘ni)’ bi(mi,l) e n = n, . 0 numero de linhas da matriz

& m + my onde

Fagamos

(43}

entde a fungao Fk(ka pode ser descrita por

A
Fo(x) = 2 £.(x,) (44)
k k i:qk“1+1 J 3

onde fj(xj) ¢ uma funcao linear por parte como definida em (2).

Valem aqui todas as consideragles feitas pars a matriz
£ no capitulo V e procuraremos generalizar o mé&todo primal para
problemas de (PL)} bloco angular do capitule VI de forma a resol-
vermos o probléma (P) acima. Usaremes ao longo deste capitulo
a nafé@iﬁ & terninologia propesta na parte 11 deste trabalho.

Y11. RESOLUCAS DO PROBLEMA

Vaios super que, vies uma fase 1, tenhamos obtido  uma
solucdo basi€s faciivel T a ngY x§$} tal que & 0 § uma ma-
triz basicé de (Fy. O conjunmio B pode ser partido em dois sub-
conjuntos L & I dos Indices das colunas chaves e ndo chaves rtes
pectivaments, O @@jﬁ,#ﬁg tem wma estrutura bloco angular., Faga-
nOS :

{45)




B, - |
p*B o aty ' (46)

e que podemos decompor em:

+H “L,7i. -1
Py = CKCAO} (473
+5 I +3,.1

P m{CK"PGA}(;‘J
e seia

m{p'{'Ei&B (gg)
levando (47) em (48} obtemos:

*B ?egg . Céiﬁi}wlAB

Podemos enthoc calcular os custos relativoes & esquerda

e 2 direita:

- o CB _ z+§
K- g K-
- (49)
‘ Keug ]
af _ B +B
{:K hae K zZ
"B _ B
cy = Pohy (50)

Se (45) & (50) satisfizerem {31) x* & uma solucfo basi-
ca factivel Sviwa, em caso comtraric, deveremos procurar outra
solugio basica:

A variavel nde basics candidata a entrar na base deve
ter ambos o5 custos f@laﬁivﬁg positivos ou negativos. Seia Xy
S varxav&i asaaihz&a & para ¢feito do desenvolvimento a seguir
supunhamﬁg que g 43 ﬁ&sﬁ@s relativos sejam negativos (zk 1<ck<0)

= ;T&m$s§ r@§etxﬁéﬁ {323, qun:




A - * - T,
*B *B #
&
X, = X, +t] 1 | (51)
+ O
- LXge{r} Xp-{r}- Lo

e devemos aumentar t até que uma das variiveis basicas ou x, che
gue a um ponto critico. O tamanho do passo € calculado através

de

. Para a variavel n3o basica, de {33) obtemos:

= - 52
tr dk+l,r dk,r (52}
. Para as variaveis basicas, temos dois casos

§*§ > 0, entao de (34)

£, = M (53)

§§'< 0, entdo de (35)

kS .
N
j (54)
& Y
a3

0 valor maximo do passo t & dado entdo por

» M . - =
Coax * MEH {tr, t3 para j e B}

Temns dois c8$68 4 Consideyar:

#) éﬁﬁx # tg? de (37} podemos escyever

{55}




Para a variavel x. 0 novo custo relativo 2 esquerda €& o antigo
custo relativo 3 direita e @ negativo. O nove custo relativo &
direita, de (38), & dado por: '

<
=Ty * oy, (56)

&Y
kel
Temos entao uma nova solugdo basica factivel., Devemos
entdoc testa-la quanto a otimalidade. Se nio for otima, repetimos

O Processo.

. b) Twax © s’
basicas e Xy de (39}, sao dados por:

1 seB, Os novos valores das variiveis

+ el ' .
( Xpoqs3 = ¥p-{s} ~ %% €ldg n_o(s13 Y+ B-fs})

(57)

Se optarmos por continuar a busca unidirecional, temos
necessidade de calcular o novo custo relativo de variavel X .que
como vimos agora € Unico. De (42) temos

@7 Tar o T

. G * o Ay se ag >0

(cy) = (58)
k' novo or r oar aT g

5 ggg}%gvg <« §, aumentamos t até que uma nova varia-
vel alcande hove ponto crities, em case conlirario, devemos atua
lizar a nat¥is basica.

£ g stuaiizaldo da base que especializamos o meétodo
para garvanti¥ umsg ¢sfrutura blogo angular paraa@ﬁ, Como no ca-
pitulo VI deveses considsrsy duss possibilidades:

. _.-‘ S € Mpe A

. & tel que sel, ou seja, € uma coluna nio




. L, -1 - -
chave. Devemos atualizar (AG] s as operagoes efetuadas 580 as
- ) . -
descritas no caso 1 da pagina |

e 5 > Mg A% & tal que s & I,, cu seja, & uma coluna -

chave. Temos dois c¢asos a considerar:

. - 5
. Se AY & tal que I’&Ih, pedemos perynutar A COm

t . .
t €Ly e recaimos no caso anterior. Devemos ao permutar'ﬁs

A,
e at atualizar (ﬁ%}al, (Azh}"l, L e I como descrito no case 2-a
(pag. " ).

. Sea’ & tal que rely e }thlr%G procedenos como
no case anterior (ver pag. ,» caso 2-b-1), mas se !ﬁther

entdac permutamos diretamente AT ¢ #°, Devemos neste caso atua-

In . : -
lizar somente {A h) 1, I e B (ver pag. ., casoe 2-b-2).
Atualizado (& Bjnl, B ¢ B, calculamos as novas inclina

coes de referéncia e repetimos o processo,
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