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RESUMO

O problema da estimagio do estado de
un sistema dinidmico estocasticos, a partir de
Observagdes na saida, & de grande importincina

2n engenharia.

A partir de 1960 grande impulso tem si-
do dado na solugdo das mais diferentes situa-
¢oes, encontrando-se atualmente grande serie
de algoritmos de filtragem seguencial,

No presente trabalho estudam-se osg qua~
tro filtros de segqunda orden citados na lite-
ratura, analisando suas vantagens e desvania—
gens na aplicacao a um sistena escalar: um
cesses algoritmos & aplicado a um problema pra
tice e os resultados sio comentados,
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CAPITULO 1

PRELIMINARES "

O problema da estimacac do estado de um sistema dinfimi
-co estocastico, a partir de observagoes da saida, & de grande inm

portancia em engenharia.

Oz primeiros trabalhos neste cammo foram feitos ha mais

dois séculos por Gauss, com interesss na determimacéo de  Or-

")
{2

as de corxpos celestes. Gauss desenvolveu a técnica hoje conheg

G;
}..u
f'f‘

cida pelo nome de "least squares" {(minimos guadrados).

Recentemente, novos inpulsos foram dados partindo de
um trabalho cl3ssico de Wiener em 1942 113}, sequindo-se Kalman -
em 1960 (2] e Kalman - Bucy em 1861 (31, 2as envolvends oz mato-

dos de Filtragem Linear Seguencial.

A possibilidade de aplicagao do £iltro de Xalman - Bucy
& mnavegagao espacial foi primeiramente reconhescida em 1962 jaleka
Smith, Schmidt e MecGes (4) e publigadsa zobh a forma de livro enl
1964 por Battin (5)., Também em 19562, Joseph wvarificou a aplica-
cao em corregao de trajetdrias de misseis [6), O filtro deXalman
Bucy fol usado para gular os satélites artificiais Rangers VI e
VII em 1964 (7). Desde entdo o filtro de ¥alman-Bucvy tem encon-
trado amlxcagoes, tendo sido usade no projeto Apollo, navegacao
autonoma, estlmagao do potencial gravitacional terrestre, navega
g%m adrea, defesas antl~submarinag, callb*a; & de gistemas Iner—
ciails, controle de processos industriais, estinacao de estado em
rades elétricas, stc. '

-

2 simplificacao do filtro de ¥alman-Bucy para ser usa-
do em aplicagoes praticas fol discutida en 1963 por Joseph (81,
szndo chamado problema da filuraqem sub-ootimal., O filtro fai
wtendido @ep01s para sistamas cont{nnss por Maditech (9. A uti-

nroblema da estimacdo foi

o

A fim de abranger uma classe mals ampla de problemas,
partiv-se  para os matodos da £iltragemn nac linear, procurand
se evitar grandes tempos de computacas. Snith, Schimidt e YMoGee

em 1962 (4) ja fazem algumas linearizacces, porém foli Buoy am



1965 (11} gue sugeriu a aproximacao em séries de Taylor para O
filtro Otimo naoc linear com gxpansac até 29 ordem. Saguem-se o8
trabalhos de Jaswinsky em 1966 (12, 13, 1431, Kushner em 1947
{15, 16, 17}, Athans (18, 19}, WNeai (20), Schwartz {21, 22, 231
g inlmeros outros. Num dos trabalhos de Schwartz (23) fazem-se -

comparacoaes entrs diversos algoritmos de filtragem.

Linearizandeo-se as funcoes envolvidas ate primeira or-
dem, surgiu o filtro "extended” de Kalman 2 suas éerivagaes: o)
"extended smoothing” e o Yextended iterado™ (24)., Com as expan-
soes até segqunda cordem surgiram o filtro “"gaussiane”, o filtro

143

"truncado" e suas aproximagoes: “gaussianc modificado” e trun-

cado meodificado".

+

Desenvolvendo as fungbes envolvidas em série de Tayler,
desprezando os momentos de 32 ordem e superior e desenvolvendo o
estado filtrado ¢ a vari@incia do filtro em serie de poténcias,
chega-se ac filtro "truncado” de segunda ordem, coﬁsideraﬁo in-~

dependentemente por Jaswinsky (14, 257 e Bass et al (22},

Se no caso acima citado nao forem desprezados 05 momen
tos pares (supondo densidades gaussianas), chega-se ac filtro =
"gaussiano” de segunda ordem desenvolvido indspendentemsnte  por -

Schwartz (21), Jaswinsky (23} e Fisher (267,

Fazendo~se algumas aproximagées nes filtros acima, che
gam-se aos filtros "truncado modificado” 2 "gaussilano modifica-~

do", cue ocupam bem menos tempo de computagao {(12].

No presente trabalho estudam-se os guatro filtros de
segunda ordem citados, analisando suas vantagens e desvantagens

na aplicacao a um sistema escalar. O filtrc ‘gaussiano modifi-
cado” & aplicade a um problema pratico e os resultados sao co-~

mentados.



CAPITULG 2

DESENVOLVIMENTO DaS EQUAQ@ES DS

FILTROS DE SEGUNDA ORDEM

7.1 - Introdugao

Considere~se o seguinte sistema dinamico estocastico

descrito por suas eguagoes vetorials de estado 3

x (k1) = £ |x(k), k| + g [ulk), k|l + (k) wik)

{2.1)
onde £ representa o vetor nxl de fungao de transigao do es-~
tade x (k) para x (k+l); g o vetor nxl de fungoes de en-~

trada; Y @& matriz de ruido de estado, de dimensac nxs € W oum

vator de ruido gaussiano branco de dimensac s, tal que :

p (wik)) =n (0, ¥ (k})
Folule) w (33 = H k)8 s (2.2)
E ix(k) y? (k)1 =20
sendo E o operador esperanga matemitica e ﬁk,j o delta da

Kronecker,

Toma-se como conhecida a densidade do valoxr inicial -
x{0), onde : p (x(0)) =N (x(0), X(0)) e assume-se x(0} in-
dependente de w(k). Facilmente se demonstra gue O processc as-

gim definido & de Markov {271.

Seja agora y (k+1) de dimensao r, um vetor de obser

vactes dado por

y (k+1) =h |x (k+l}, k+1] + v (kt+1) {2.3)
cnde h representa o vetox de dimensao r ligando © estado e
5 saida e v, tawbdm de dimensdo r, o ruido gaussiano branco

de leitura, com 2
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. - 3

i

(k) v} =0

35|

Para simplicidade de tratamento supCe~se VvV e w in-

dependentes, ou 323a

fvix) w (k)} =0 | (2.5)

Ly
A

Toma-se a saguir a sequéncia de cbservagoes
r oLy o=y (1), v (2, «e.py (1)) (2.6)

O problema da estimacgde discreta consiste em estimar
um determinadec  x{x), baseando-se no conjunto das obsarvagoes
:_.:-i {z}t

Se k < I, o problema & dencminado alisagem ou SIROO™
thing; se k > I, o problema & chamado predigac e se k = [ ten
~gg o caso de filtragenm, ' '

Us problemas de filtragenm e predigac seo em geral associa
dos a operagdes em tempo real, onde os valores estimados sao for

necidos logo apds os valores cobservados.

2.2 =~ Filtro 1inear de Kalman

Parte-se inicialmente das equagoes do filtro lineax de
Halman (2,3} desenvolvido em 1360761,

Considere~se o sistena discreto linsar com equaqées va

toriais de estado
x {(k+1) = ¢ (k) x (k) + y (k} w (k) {2.7)
e com observagoes lineares discretas dadas por :

y (k#l) = H (k+1) x (k+1) + v (k+1) (2.8)



onde 3

x -~ Vetor de estado de dimenszao n.
¢ — Matriz de transicac de t,  para t?+i‘ de dimensao n X n
Y = Matriz dos .ceeficientes do ruido de estado, de dimensao

nxas
H - Matriz de medidas, de dimensac ¥ ¥ n

¥ - Vetor de medicdas em Fk+l’ de dimensao r.

w ~ Vetor de ruldes aleatdricos gaussianos de estado, de dimen~

SEQ S.

v ~ Vetor & ruldos aleatdrios gaussianos de medida, de dimensao

r.
e com:s
£ {w(x)} =0 Flulk) ¥ () =0 00§
E {vix)} = ¢ Py ¥} =T ) &
2 {wik) v ()} =0
E{x0 w0} =0
E iyl v ()l =0 | (2.9)

Aplicando~o filtro de Kalman ao sistema tem-se, COmo

resultado, tres conjuntos de equagoes

- eguagtes de predigao do estado :

2 (ktl/k) = ¢ (k) E (/)

X (x+1/k) = B {|x(k+1) = &+1/%) | g (k+1) -2 {2+ 1/%) W

try

. N T
T k) I=¢ k) Xlk/k) ¢ (k) + y(k) ¥ (k) v (k)

{(Z2.10)
onge

#{k+1/k} - estadc predito em L dadas as medi~

das até £

k+1’

E{k+1/k} - matriz de coveriancia do efro % {k+l}) -
- §€k+1/k}



- eguzactes de predigio da saida

Globl/ky = H (k+1) £ (k+1/k)

aw

JEG)Y = B (k1) X(xe1/k) B (rD) 4 V(keD)

Fin+1/k) = ELly (k+ly -3 (k1) |y (kv l) <9 Oetl/k)

e

7

(2.11)
cnde ’
§ {k+1/k) - valor predito da leitura em t, ., e
das as medidas até ty
Y (k+lfk} -~ matriz de covariancia do erro entre ©

valor lido em &, ., & sua estimagéo -

com as informagoes até t

~ equactes de corregzo ou filtragem

k

(2.12}

tk+l’ calocula

£ (k+1/k+1) = % (R+1/K)4K (k1) [y (k1) ~F(k+1/k)
X (e+1/k+1) = [I-Klke+1) Hkt1)| X (etl/k)
onde

£ (k+1/k+l) - estado estimado em t, .. dadas asg
medidas ats tk+l

X (k+1/k+1) ~ matriz de covaridncia do erro
n (k+1) - X {k+1/k+1)

K (k+l) -« ganho do filtro para
do de modo a minimizar a matriz de
covariancia X (k+l/k+1}.

0 ganho % {k+1} & dado por :
K {k+1) X {k+1/k) HE (k+1) ¥ *

{k+1/k)  {(2.13}



Para inicializagao do f£iltro toma-ss como conhecido um

valor predito médic Xx(0/-1) e sua respectiva variancia X{0/-1).

2.3 - Deducao dos Filtros "Caussiano Modificadoe” 2 "Truncado Mo-

dificado” de segunda ordem

O esguema utilizado na deducdo destes filtros consiste

en tomar o mesmo modelo de equagoes introduzido por Kalman para

o filtro Otimo linear e expandir as matrizes envolvidas em série
de Taylor até a segunda ordem.

O mesmo esquena também fol usado por Meier na dedug3do
do filtro de terceira ordem [28].

Considere-se o sistema nao linear desgrito pelas egua-

coes vetoriails de estado g leitura :
x{k+l) = Zizk), k] + gjulk) k]| + ¥{k) wik)
y(k+1} = aix(k+l) ,k+l] + vik+l) {2.14)
- aquagoes de predigao do estado

Expandindo £ x{k},k| em série de Taylor até a  ge-

o e X
gunda ordem em torno de ura trajetoria de referencia x (k) e

tomando o erro de linearizacac e sua respectiva variancia como:

px(k) = x(x) -~ x (k)
X (k/k) = F {8x(k) Ax (x)} (2.15)
resulta @ .
: 3 Cr 2
£oixlk) ki = £ % (k) k| +— | A x {k) +
X 'x
; - 2 3f T
+ % oz (k) .o (k) — o= rfr I ..
| = Bx %

desenvolvendo as matrizes acima e g¢hamando @



— = Px (2.1

I 3 {2.18}

pode-gse ainda escrever (2.16) como |25, 29) :

. s fF i
£ lxtk) k] 5 £ IxT) k] o+ = | Ax{k) +
fadl — et il C‘fﬁ Exr ==
, X 22 e -
5 ) ax(k)y, Ax(k)g e e (2.19)
i,3=1 i Joex, ax
onde @
2 £ i T
= Fxxii, Fxxzﬁ. . es FEy ..
Bx, 2xy 3 +J R
(2,20}

0 valor predito do estado com as observagoes até tk’
x{k+1/k}, & dado por :

% (k+l/k) = F {x{k+1)/r (k) }

= £ {f [x(k),k|+glulk) ki+y () w &)/ y &K} =

. 2.
- ; B 8 £
= £ (x (k),k) +3 | R/s) g gl u (k|
i,3=1 By T

(2.21})

onde

X{k/k)ij = E {&x(k}i 5x(k}j} : {2.22}



Tomando-se como trajetdria nominal, a trajetoria dos
valores estimados % (k/k) e expandindo as eguagdes de estado em
tormno deste valor, grande melhoria pode ser introduzida no desan-~
panhe do filtro uma vez gue a informacio contida nas medidas & in
troduzida sequencialmente na trajetdria nominal, além de nao ha-

. . N - r
ver necessidade do calculo de x (k). Logo, tem-se :

Ax (k/k) T ox(k) ~ % (k/k) (2.23)
X, (/) 7B {ax(e/k) AX (k/K)}
donds =
i o, n | 3% £ -
g el TE IR (KA, k| v3 [ X, /K)o F
= = b= .o i3
i,3=1L ax, o9x,
i 0%
+ g julk), k|  (2.24)

0 erro cometido ao se fazer a previsio é dado por :

Ax (e+l/k) T ox (i1} - R (kPl/K) (2.25)
ou ainda :
oL |
Ax {k+1/k) - — | Ax {k/k} +
ox
2
2
; 7%
+ 5 ¢Z‘H (ax(k/k)y bxlk/R)y = X, (/K 5) ————— + v () wik)
3..33"‘}. . 3:’:‘ a‘{.
1 3
{2.26}
A variancia de Ax {k+1/%k) associada ao valor praedito
em tk+1 com as obhservacoss gte tk e, entad

(etl/k) = £ {Ax (eFl/k) . Ax (k+1/K) )=

%, Ol



=g { [ — ax {(k/k) } (
39X
af | 1
+ B {(— Ax(k/k) ) 5
4

P B L= Az (k/k) . (x 00w )T 3+

2 i,9=1

+ B {% o (bxlc/x) ) 8xGe/k) =%, (/K

{i,3=1

K,i=1

)
+ B{

a2

i,3=1

af

+ 8 Ly (k) w (k) . { — &x (k/k) )

9

. N

5
i,3=1

P b=

+ B {y k) wik)

B {y(k) wik) (x) wik) )}

(&K(k/k)i &x{k/k)ijﬁik/k). )

(ax(k/k)i ﬁx(k/k}j - Xg(k/k)ij}

{&x{k/k)k Ax(k/k)z - X ik/k}kz}

7 (ax(c/k), Axlk/R) 4 = X, (K/%) ;)

(3 {k/k}, &x{k/k}ijé{k/k} e

3%f T
=2

1] dx, 8x,
A

2’ ot .
{(— ax{k/k)}" 1+
21, 3%, 9%

i —

azg 1
ox, 0%, | 2
A7
2 £ T
o
Sxk BXZ
azg T
o Oy Godawli)) T b

ax. ox.,

i 3

32f T
o+
J..J ;
Bxiaxj

{2.27)



Fliminando-se os termos de ordenm impar e tendo em vista
qus o ruldo wilk) nao & correlado comoestado ¢ o ruldo de salda

v{k) nio correkd com a leitura, segue-se :

. T
GE n 8‘£
X, (k+1/k} = £ {~— ax (&/k) &x° (k/k) — ; +
3% X
1 N »’s
+7E 1 I ax(esk), dx(/k), -~ X (k/k), L) - .
ji,3=1 . 3%, O,
i 3
T
| ; 2°s |
. (Ax (k/k), ax{k/kx), — X, (k/k}, .} — P+
!k,zml . LA ReB g o
P T | '
+ 21y &k}w k)w (k) y (k)1 (2.28}
Neste ponto, considera-se a primeira diferenga entre ©
filtro gaussiano e o truncado. Para o filtro truncado, © termo

guadritice acima & anulade devido ao fato de representar parcala

da quarta ordem, ou seja :

5o ax{}:;’k)i ﬁx(}:/k)j r_sx(k/k}k &x(k;’k)z} = {2.29)

e a variancia §gﬁk+l/k} para o filtro truncads fica

. af 3£t
K, ktl/k) = — X (/K] — -
ax 2%

by (RYER) Y (k)

(2.30}



Para ¢ f£iltro gaussiano, o termo de gquarta ordem de -
(2.28) & escrito em fungao de termos de segunda oxdem (30] pois -

supoem~sa distribuigOes gaussianas
g {ax(k/k), &x{k/k)j ax(k/k), osxik/k),} =

= X, (k/k)ij X k/k)y , + X (67K X&ikfk)jz Xy k/kY X&{k/k}jk

{(2.31)
A variancia EE {k+1/k) para o filtro gaussiano re-~
sulta :
J£ 2g"
XD (kerl/k) = = X /K)o ¥
39X ax
+ = (%, (k/k)}., X {k/kK).. + X (e/%)., X {/ky. 1} .
4 i4.%,1=1 A .1k A i A 11 A ik
322 azg?

+y ) HK) Y (x) (2.32)

ax ij axk axz

i

- equagdes de previsdo da salda

Parte-se da equagao de leltura do sistema e expande-se
a matyiz h |x (k+1), k+l| em torno do estadc predito X{(k+1/k)
até a segunda ordem. As razoes de se expandiyr h em torno do

valor predito sao as mesmas ja citadas no caso antarior.



s~

an
holx (k+1), k+1] T h % (etl/k), k+1] 4 — | Ax {k+1/K)
o By !

, 0 3%
v 5 1 ax(kel/k)y Ax(ktl/k) © o £2.33)
1,371 Joax, Bxy
T 3
O valor predite para a salda no instante e’ COm

as observacgdes até t 7 (k+1/k), & dado por :

g (ktl/k) =B {y (k1) / ¥ (k) } =

It

E {n Ix (k+1), k+1l + v {k+l}} =

2

; d : 3%h
= h [& (k+1/K), k¥1] + 5 POX Getl/R) =
i,3=1 3 ax. ax,
i3
{2.34)
onde
Ka”**l/k}ij = F {Ax (k+l/k}i ax {k+l!k)j}
{2.35)

O erro cometides na estimagdo de ¢ (k+1/k} & :

py {(k+l/k) = y(k+l) ~ § (k+l/k) =

2h N
2= ax Gel/k) ¢ R T (axletl/K), Ax(kel/k) g = X, (RHL/K), )
. i,3=1 S J 3
3%n
+ v (erl) (2.36)
G, O0X,
i



A covariancia entrs o valor 1ido e o valor estimado

¥, (k+l/k) & entao :

wd

¥, (ktl/k) = 2 {ayletl/k) Ay’ (e+i/k)} . (2.37)

Substituinde {2.38) am (2.37} resulta :

3h % T
¥, (e¥l/k) =& {{— bul+l/k)) (~— 2x (k+l/k}} 1 +
_ ax Bx

N dh
+ % g {] ) (ax(e+l/k), Am(k+l/kK); - X, (R¥1/K), L) 1e
i,3=1 * J tax, ax. |
T
¥ (Ax {(k+1/k), Axik+l/ k), = X, (k+l/k) j ———— ] } +
ik, l=1 H L A k,? B-xk HX.Z’ l
+ B {v (k+1} 3? {k+1) 1} . {2.38)

05 termos nac escritos anulam-se no cAlcoulo da espesran~
ca matematica.

Novamente sallenta-se a diferenca entre os filtros gaus
siano ¢ truncado. Da mesma manelira que anteriormente, para o fil-
tro truncado, o terme guadritico de {2.38) & anulado por represen

-

tar parcela de gquarta ordem, ou seja :

E {&x(k+l/k}i &X{k+lfk}j ﬂx£k+lfk}k ﬁx{k+l/k)z}m'0

{2.39}

Caleulando o valor de Xﬁ {k+1/k) para o filtro trun-—



+3

S o, on
=4 {k+l/k) = - Xo (k+l/k) — -
x ° 5x
3 - t & gzé 32@?
- 2 1 Xé {k+lfk}ij Xé (k+lfk}kz + Vik+1l).
i.3.k,Ii=1 0%, oxj éxk sz
(2.40}
Para o filtre gaussiano, o termo guadridtico de = (2.38)

& escrito em fungdo de termos de segunda ordem (30), supondo dig
tribuicles gaussianas, do mesmo modo come foi feito para o caso

anterior .

F{ gx(k+ljk)i &x(k+l/k)j Ax{k+lfk)k ax(k+1/k)?} =

= X&{k+lfk)i’3 X${k+l/k)k,z + Xéiﬁ+lfk)irk Kﬁik+l/k)j,1 +
+ X& (k+l/k}i,z Xé {k+l/k)j,k {2.41)
O valor de gﬁ(k+1fk} para o filtro gaussiano &, entio:
sh an
27 (krl/k) = = K] Gerl/k) — 4
9x IR
1 N
. h k+1/k K X (k1R 3
g ,Z N (¢, (kHl/k) 0 X {k+1/k)jz+{&< /%), X&{k+1/hljk)
1::}.1‘3‘::&"‘“1 }
823_ 82&T
e RV {041 (2.42}
ax Ix dx, 3K



- eguagoes de corxregac  ou filtragen

Para este conjunto de equa§5es, CONSErvarse o mesno mo-

delo desenvolvido por Kalman, ou selja :

R (k+1/k+1) = R(k+1/K) 4R (kD) |y (k1) =§ (kt1/K) |

{(2.43)
CI
X, (erl/x+1) = | T - K{k+1) D%, (erl/Kk)
. ax !
{2.44)
onde ¢ ganho do filtro vem de :
on *
Ri{k+1) = X, {(k+i/k} — ¥ {ix+1/k)
- =4 a8
{2.45)

2.4 - FPiltros esgalares "gaussiano modificade” e "truncado modifi~

cado™

A partir das equacgoes vetoriais dos filtros, torna-se -
bastante simples escrever as eguagées dos f£iltros escalares.

- eguagoas de predicao do estado.

A equagao do estado predito & igual para ambos os fil~

tros ¢

- 2

52

x(eHL/K) = £ [R(k/K) K]+ 5 X, K/k}.—s +g [julk),kj (2.45)
ax”

i1

Para a variancia predita, ha pegusna diferenca nas egua

coes dos filtros. Para o filtro truncado;

2
Ay
<@ Lz

af 2
£ 7+ v )W)

29 {k+l/k) = {(—I} Xy (k/k} - {X&(kfk}

ax a1

o

{2.47)}



Para o filtro gaussianoc

-

SE
*E (kt1/k) = (=)

g

| . 22e 3
}&A (/%) + 5 £X& {(k/k} ——}

) Y W R)
o
{2.48)

S . Lol * oo
- equagess de predicac da saida.

Idem ao ¢2s0 anterior, o valor predito da salda & igual
para ambos o0s filtros, porem a variancia difere. Logo venm

2
2"h
5 (k+1/k) = BIR(KAL/K) kFL] o+ B X, (k+1/K)
7 %A 2
x
{2.49)
A variancia para o filtro truncado :
. ho2 Lk 3%h 2
Yo o{k+l/k) = (—} X7 (k+1l/k) - 5 (¥ (k+1/kK} —x} + V (ktl)}
i 3 A 4 & 2
X a%
{2.50)
Para o filtro gaussiano :
5 M, o _ »h
¥7 o {k+l/k) = (37 X (k+1/k) + 5 (X (k+1/%) —=37 + V (k+1)
A 3 fal 2 fa) )
® ‘ Y
{2.513
- equagoes de filtragen.
As eguagOes de filtragem sao identipas para ambos os
filtros :

gh

R
K {k+1l) = — X, (k+1/k) ¥v,7 {k+1l/k)
% =

(2.52)



Fle+1/k+1) = B{k+1/k) + K{k+1} v{k+1}~F(k+1/k) |

{2.33)
_ . dh
X&(k+l/k+ll = KA€k+le) Pl ~ X {k+1) i
ax
{2.54)
2.5 ~ pedugac dos filtros sscalares "gaussiano” e "truncado” de
segunda ordem
Para a dedugac das equacoas dos filtros gaussiano &

truncado, optou-se pelas formulas escalares gusg proporcionam me -
lhor visualizagdo no desenvolvimento matematico e além disso, a
partir dos resultados, fiCa bastante simples a obtencao dos fil-

tras wetoriais.,

As eguagdes {2.53) e (2.54) podem ser escritas como :
S k+1/k+1) = a, + a, ly (k+1) - F(x+1/k)]  {(2.55)

X5 (k+1/k+1} = b0 {(2.56}

A diferenca vi{k+l) - ${k+1/k) contém a nova informa-
¢3o (inovag@oc) fornecida por yi{k+l) e ainda nho contida no con
junto das medidas Y{k); logo, seria razoavel supor também a pre-
senca de um termo de inovagao na exgresaéo da wariancia; portanto

ten-se:
Z{k+1l/k+1) = a  *+ a; by (k+1) - $(x+1/k)]  (2.57)

X, (k+1/k+1) = b + by v (k+1) - v{k+1/k}] (2.58)

A determinagao dos valoxes Ayr 8y ba e by, gera os -
filtros gaussiano ou truncado, dependendo da aproximac@o utiliza-
da.,

De uma maneira geral, os valores filtrados do estadoe e



respectiva variancia poderiam ser cbtidos como :
M p
R0cH1/kH1) = ] ey [yl -F el (2.59)

N \
X, (k+1/k+1)= | by v Dokl -3 k100 1T (2.60)
1=0 -

onde |y(k+1l) = §(k+1l/k)| & denominada a série de inovagoes, ten

do sido tonmada como base no estudo de Kailath (31).

Utilizande a equagao (9.21), pg 342 do livro do -
Jaswinsky (27} tem-se

by

fsixk+1) | u jg+1)] /7 7 (k) } =

i

FoAE{sx{k+1) /7 {k+1)} v fy(k+l) [ /7))

(2.61)
Chame-se
s {x{k+1}] = x{k+l) {2.62)
&
o |y kD) | = |y+l) - §Ger1se) |t (2.63)

Considere-se (2.59) com =l

R(x+l/k+l) = ag + a, |y(erl) - SUcrl/x) | (2.64)

Substituindo os valores de sSix(k+1l}] e u |y{k+1)] de
{(2.62} & {2.863) em {(2.81), para i=0, wvem:

Eoix{k+1) /7 (k)Y = F {E{x{k+1}/yfk+1)}/3{k)}

{2.65}



caleculando-se os valores das esperangas matematicas a-

cima

Tlkesl/uy = B AR(k+1/k+1)/7(k)} (2.66)

Substituinde F(k+1/k+1) pelo s2u valor em (2.584), -

vein ot

kk+l/x) = 8 {iag + al[y(k+l}“§{k+lfk3EI/Y{k}} =

+ Eo{ly(x+l) - Fle+LIk{/ (X1}

4 T %y

{2.67}) -
Disto resulta :
ay = 2{k+1/k) | | (2768}

Novaﬁente substituindo slxX&+1 ! e uly(k+l)| de (252)

e {2.63) em {(2.61), pvara 1 = 1, vem 3
Eo{x{k+l) |v{k+1) - §{el/k) [ /7)) =

[z {x(k+1) /7 (x+1)}} |y (k+D)~F(k+1/k) | /Ay (k) =

i
Le

(Z(e+1/k+1) vy (k1) =9 {e+1/k) | /¥ (k) ]

i
ty

(2.69)

Substituindo X{k+1/k+1) pelo seu valor em {(2.64}, seg
gque-sa
oL owlx+1) lylk+l) - & (k+1/k){/v{k) } =

|y (ke 1/k)~F (k+1/%) | 1y (kL) =T (k+1/k) [ /¥ (k)]

(2.70}



Passando o termo a_ v (k+1lY =7 (k+1/k} . para o lado es-
guerde da igualdade e substituindo G pelo gesu valor dado em -

{2.681, tem~se

Eo{ix(etl) -R{k+1/k) | [y ket 1) -7 b l/k) (/2 (k)T =

il

o lay jy(rl) - F0rL/K)Y 7 (0} (2.71)
De {2.25), segus~se

ax (k+1/k} = x{k+l) - R{k+1/k} {2.72)

e de (2.36) wvem:

ah :
v{k+1l) =~ §(k+1/k) = — Ax {k+1/k} +
ax
-2,
1 2 o N
o= JAx{k+1/R) S - X, {k+1l/k) | - + v{k+1)
2 A .

{2.73)

b}

Substituindo (2.72) {(2.73) em {2.71} resulta :

ah
F{ axik+l/k) |— Ax (k+l/k) =+ % iax{k+1/k)2 - X, (k+1/k} | .
ax

e+ o {kELY /X RYT = al g {iy(k+%)“§(k+l/k)Eszik)}

(2.74)

donde se tira o valor de al

S

a, = %% X, (kH1/K) ET Ny e 1y -5 (e 1) | 247 ) (2.75)



LT]

Usando {2.37), a expressac acima torna-se

1

o 3h X, (k+1/k) ¥ T (kt+1/R) (2.75}

17 Fx O

Comparando com (2.45) segue-se que a, & justamente o

valor do ganho de Kalman 3

a;= Kikrl) {2.77)

LL]

Logo, para o filtro truncado, a, vale
ke

Hx X, (k+i/k)

t &
91 7 I A 2
X&{k+l/k) Hx"- ;Xé{k+lfk}ﬁxx + V{k+1}
{2.78)

e para o filtro gaussliano.

Hx X&(k%l/k}

a” = 2 . I, (2
Xé(k+l/k)ﬁx + 5 ;Xg{k+l/k)ﬁxx; 4+ Vi{k+1)
{(2.7%)
onde
.. oh
Hx = 5%
{2.80)
Q
82h
Iy = —
832
Considere—se agora {(2.60) com W = 1 :

K, Oetl/k+l) = b+ by k1) - 7 (k+1/k) ]

{2.81)



Para o calculo de b _ e b..,

o ., boma~-se novamente a equa-
géG {(2.61) fazendo :

s Dy ] = Ju(k+l) - R0crl/k+1) |°

(2.82)
Cw vl ] = v eRl) - § kel | (2.82)
Fazendo 1 = 0 , resulta:
E {ix{k+1)‘w ﬁ{k+1/k+1)§2fy(k}} =
= 5 (F{xGtl) - R/ 2/ D Y00} =
= E {%, (k%l/k+1)/3{k}} (2.84)

Substituindo %{k+1/k+1) pelc seu valor em {2.64), vem

w f 3 1 Ca T e @ ) ——
E X, {x+1/k+1) /Y {k} ] A 1mgff(k}3 ba

e

= F {ifx(k+1)~ﬁ(k+1/k)i~aljy(k+1}~§(k+1/k)Ilzfr(k)}

(2.85)}

Calculando a esperanca matemética chega-se a @

b= X - e+l 1
B, h&(k+lfk} 2al X& {k+1/k)} HEx +

5 2y Flly (k+1)=F (x+1/k) [°/¥ (k) ) (2.86)

Para o Filtro truncado, substitui-se ¢ valor de a
dado em (2.78}

. §X3{k+l/k)¢ﬁx§2
bo o= %, (k+1l/k} - =
o & 2 1, 2
HXTX, (k+1/k) = Z{X, (Govl/K) Hxx |

B V{k+1)

{2.87)



Para o £iltro gaussiano, substitui-s2 o valor de ay de
{2.79}.

12

| X, (k+1/k) Hx]

g = T b — a’i\.
bQ X&{&;ljk) >
X, (k+1/k) HE +

ixg{k+lfk).ﬁxxi2 + V{k+1)

. .

{2.88)

0 ¢ileulo de b & feito independentemente para ambos

as [iltros.

3.'

Para facilidade de notagao, toma-ze

¥ - ¥ = ylel) - 41/ | (2.89)
x - % = x(k+l) - %(k+1/k) | {2.30)

X = X, (tl/k) (2,91)
-] = 2y Gl ~ F vl 12/7000 ) (2.92)

Para o filtro gaussiano, deve-se lembrar gue (30}

Fllx-% %) =x {2.93)

£ {lx - % |% = 3%? (2.94)

E{lx - % 1B} = 15%° (2.95)
Fazendo 1 = 1 e substituindo {2.82} e {(2.83} em

(Z.61), vam

Eo{x(x+1) =~ R+ y - Fl/700 ) =

iz i jxlk+l) - §<k+1/k+1>§2ffik+1}} fy -~ $i/7k)Y =

f

fi

A Xﬁ(k+l/k+l) jv - ¥1/7(x)} {2.986)



Substituindo X(k+1/k+1} e X, {k+1/k+1}, respectivamen-
te por {2.64) e (2.81), chega-se a 1

H - ?2 j L |
g {ix - a, = ay v - 7317 ly = ¢iy{k}}t =

= £ {jp  + bydy - )| jy - Fl/y} (2.97)

Substituindo ao pelo seu valor e trabalhande em -

(2.97), tem-se :

Bix - 02 (v -9 - 2ax -8 (v -9+ (¢ ~ ) /7)Y =

#
£y

— - gl 1 — - 2 ~ -
=g b vy -9 +b, vy ~PN/7®RI =Dy
£2.98)

Caleoulando separadamente {(2.98), segue-se 3

a) B llx - 0% (y - 91K =

= F Ix - ®? H (x - ®) + 3 Hax | (x - 5% - % +vi/rEY =
= % Ef{{x - i}4 - X {x - %}3{ Hus/7{k}} = %% Hxx
{2.99)
. w2 .
hi E {2al {(x - %) {y ~9)°/¥ky} =
2% Hx ! R L 2 5
= Eoilx - &) H {x - %) + 35 i{x - #) x| BHum+v]T/7 (k)]
Fol
2 HHm _ 4 D
= 2o{Hx Hxx j{x - %) = Xlx - 27 /F¥ &yl o=
~4X3 HxEHxx 2 ~&¥ fxzs

{2.1003



c) B {ai (v - §33f?(k}} =

x> Hx? ! N 1 L 3
x-wr_fg~ E {|jHg(x - %) + = P {x = R)T-X] Hyx + V| ¥k} =
- |
2 .2
X OHX
-2 P2 | e fex e Pl + 3 e | e 2-x) P r oot
|
X2 sz _ 5 2 3 3.
= WTWwa | 3Hx” X7 Hxx + Hux™ %7 =
3 3 Hxé X2 sz Hxxz X3
= X Hxx + : (2.101)
1 BE

Substituindo s valores calculados em (2.8%88) e isoclando

h, ., chega se 3

X Hmx 7 %X H¥X % X Hx® jv+7xax2[ % X7 Hx® Hxx™)

|- L. [ L]

{2.1062)

. 5 . .
O ktermo de cosficiente Vil calcuiado no desenvolvimento
acima estd em contradicac com o livyo do Jaswinsky (27}, onde o

mesmo nao & considerado na expressae encontrada.

Para o filtro truncado, parte-se da (2.98}) e calcula-se

separadamente a esperanga matemdtica, porém lembrando que

g {{x -~ 5"} = x paran = 2
0 paran ¥ 2 {2.103)}

logo, tem-se 3



b}

¢l

p=t T

5]

T

{y - v3/7 (&)} =

-
e
i
*,
R

L2 L1 - |
{(x -~ 27 jux (&~ 8 +2 [{x - )= Hxxev|[/7{K)] =

g

2
l * e ﬁ' - 2‘ b XZ H‘{X .
5 E {i{x - %)~ - X{x - 307 Hxx/¥Y{k) = -~ ngw;_
{2.104}

s A. - 2

i2ay (x - %) {y ~§)°/7x)} =
2x TX B ollx - B jExlx - D5 | (x - 0 7x] Bxxtv] /Y ()} =

| '
ZXHE o ormyommx ((x - B0 - X(x - 0200 =

N

e
—2x HxB Hxx ~X2 Hxx |4 X Hx" i _ ' (2.105)
- 2 [.

{ai {y - §}3jf{k)} =

2 2 . :
5‘ ?? E{{Hx{x ~ %}+% (= - %)% - x| axx + v[Pz00) =
Pel '
Xz Hx™ ) !
| -2 E e X0+ Hxxo X° | (2.106)
i . i

Subgtituindo os valores calculados em {2.98}) e isolando

chaga~-se a 3

wxz Hax 2 . 2, 4

2 ik w2 e
3% ng ¥ OHX |v+4 ¥ Hxx™ | !
- - |
o P R

{2.107)



Com o valorss

s abs filtros

a e b chagam-
o T o 1’ g
truncado = '

Comparandce os filtros obtidos, se o valor de b

for to
l —
mado igual a zaro, os resuliad

ados sao os filtros modificados gaus-
siano e truncado.



CAPITULO 3

ESTUDO DOS FILTROS DE SEGUNDA ORDEM

3.1 -~ Introdugdo

No capitulo anterior desenvolveram-se as equagoes
dos quatro filtros de segunda ordem contidos na literatura, -
Filtro Gaussiano {(FG}, Truncado {(FT}, Gaussiano Meodificado -
{(FGH) e Truncade Modificado (FTM), .cada um possuindo caracte-
risticas préprias devido aos diferentes tipos de aaproximacac

empregados na dedugao.

No presente capitulo estudam-se estes algoritmos -
procurando ressaltar tanto suas vantagens guanto desvantagens;
além disso & feita uma comparag8o entre o Filtro Gaussiano de
duzido neste trabalhoe (FG) e o gque se encontra desenvolvido -
no livroe do Jaswinsky [27) (FGJ).

&rios sistemas, tanto escalares gquanto vetoriais
foram simulados e filtrados, estabelecendo-se diversos fato-
res como base na comparacgao de resultados, dentre os quais -

resgaltam—-se

- influencia das nac~linearidades no estado e medi-
da. '

-~ influéncia dos ruidos de estado e medida

- influéncia das condigfes iniciais e tempo de esta
‘bhilizagao

- possiveis errvos sistemiticos entre valores reais e
filtrados

- possiveis casos de divergéncia

Para malor facilidade de vizualizagao, conijugado a
uma redugdo no esforgo computacional, s3o apresentados arenas
resultados das simulagoes escalares e as conclusées  obtidas

podem facilmente ser generalizadas zos cases vetoriais,

A seguir sao reescritas as eguagoes dos filtros as~ .

calares




- equacgoes de predicio do estado

Rkrl/k) = £ |R0/K) k] + %: X, G/x) S5 v g julk) k| (3.1
i e
, ., . (3,2 | e ey Q2E[2 L 20 o
‘ﬁgik*lfﬂi = (*ggg} Xé {k/k} + o ikég{k";“” f«;x:zi oy T (kY W o(k)
(3.2}
- eguacoes de predicao da salida
o . ] 3%n
¥{k+t1l/k} = h [2{k+1/k},x+1] + = %, (k+l/k) —5 {(3.3)
_ o
3h, 2 | 3%n|2
¥ {k+1/k) = (=7 X, {k+1/k) + o ¥, {k+1/%) 1o v (k1)
A 8% 4 s mc2 |
{3.4}

1 , . . e
onde o = 5 para os Filtros CGaussiane e Caussianc Modificado e

@ = -= para os Filtros Truncado & Truncado Modificado.

- equagoes de filtragenm :

E(k+l) = %&- X, (k+l/k). Yg1{k+1/k} (3.5)
R{k+1/k+1) = E(k+1/k) + K (k+1) [yik+l) - ${k+1/k)]| (3.6)
Xy Gebl/ktl) = X, (etl/i) [1- ®Gl) 21408 [y Oorl) -5 (eel/i0) |

(3.7}

cnde B = 0 para os Flltros Gaussiano Medificado e Truncado Modi

ficado.

Para o f£iltro truncado, % vals



2
TR Hwx 2 1.2 5 2 4

- e } .3 Hx? - X Hx® (V47 27 mex®) 23”7 Hix
1T _
(-} i {+} (-} {.) ]
{3.8)}
& para o Filtro Gaussiano, o valor de £ & :
Wi | %—x Hx? % ¥ ux® (V + 7 % Hx%) . % x° nx? Hxxz§
g o= "il"’ 4 |
(«} | (3 ) (] . (=} i
{3.9}
onde {-} = g {|y(k+l) - §€k+l/k3[2ff{k)}
Observe—-se gue o termo de coeficiente %—, contido na

equagao 3.9 nao & censiderado pelo Jaswinsky (27) na expressiac do

Filtro Gaussiano ({(FGJ).

3.2 ~ An3lise das Fguacles

Uma'inégegad naé equagaes do filtro revela gue og efei-
tos de nac linearidade dependem dos produtoy X&(kfk}. Py e
Xa{k+l/k) . Hxx, onde Fux e Hyx s3c as segundas derivadas de
£ lxtk/k), k| e h {x(k+1/k),k+1l|, obtidas da expansioc em sdrie de
Taylor e Xg{k/k) e Xatk+l/k} respectivamente as variancias dos
erros de filtragem e estimacio.

Se estes termos sao significativos e os valores absolu-
tos das segundas derivadas sao malores gque ¢ das variancias, da-
s2 o nome de nao linearidade real e se os valorss absolutos das
variancias & que s@o maiores, chama~se de ndo linearidade induzi
da; no caso das sequndas derivadas e variancias serem grandess ,
ter~se a naoc linearidadee mista. Note-se gque pode ser induzida u-
ma nao linearidade neo filtro, se a varidncia inicial fornecida ao

mesme, X, (0/-1} , for suficientemente grande.

3.2.1 ~ Filtre Truncadeo Modificado

Un detalhe a ser cobservado & guanto a variancia



X&(K+l/k+l} do filtro truncade modificado, a gual pode assumir

valores negativos.

Em primsiro lugar, tome-se a equagdo da variinecia pre-

dita do filtro truncado modificado :

o 2 2 2
x& {k+1/k) = ~$§m- ,'Xﬁ{kfk) + By 9N {/ky + v (k}y W{r)
{3.10)
Facilmente se nota que a variancia predita & funcao

guadratica da varifncia filtrads no instante anterior, admitindo

um ponto maximo em :

2 sz
%, (k) = 5 (3.11)
= Fux
e duas raizes de szinais trocados
2 ’
X&+ = 2 F§ F— 5 J[Fx4 + Fxxz Y(k}z Wik}
Puax X
(3.12)
2
¥ = Z FX. - 2 %foé + ?xxz Y(k}2 W(k)
A 2 Z
Fxx IPies _

Graficamente tem-se uma parébola voltada para bhaixo
(Fig. 3.1). |
k+1/k
§ X, (krl/k)

. o X, (/%)

/
}"2 Xﬁm Xﬁ+ 4

Fig, 3.1 =~ FTM - X&{k+l/k} ern funcao de Hﬁikfk}.




Logo, se X< Xﬂik/k} < X,,r @ variancia predita assu-
me valores positivos e en caso contrario, admite valores negati~
vos: para tal, basta que o sistema atravesse una nae linearida-
de - a variancia filtrada aumenta e conseguentemente & variancia

predita se torna negativa.

Tome~se agora & eguacgac da veriancia filtrada do filtro

truncado modificado :
X, (k+l/k+1) = 2 (k+1/%) [l ~ B{k+1) .Hx| (2.13)

Supondo Xé(k+1kk} positive, a variancia do  filtro -

truncado pode ser negativa se @
I - X% (k+t1) Hx < O (3.14;

oun ainda, substituindo B {(k+1) :

-1

A {k+1/k) . Hx > 1 {3.15)}

X&{k+lfk) . Bz . ¥

Substituindo agora Yﬁ (k+1/%) , seque-sea 3

2

Hx? ¥, (k+1/k)
5 = 5 > 1
Hx® X, (k+1/K) ~ 3 [ Hxx Xé(k+l/k)[ + V(k+1)
{3.16)
ou seja
Hxxz Xi {k+1/%)
Vik+l) < : {3.17}

4

A condicao acima & cbedecida nos casos seguintes

~ inicislizagac errada do filtro: Xﬁ€0f~l} muito gran-

de .,

- Hux muito grande; nao linearidade grande de leitu-

L



~ V{k+1l) pequeno; baixo ruide de leitura.

A terceira conclusac € bastante critica, poisg medidas -~
muito boas sae prejudiciais ac filtro truncado modificado.
_ Voltando a eguagao da variancia do filtro, substituindo
K {k+1} e subseguente Yﬁ(k+l/k}, pede~se escrever 3,13 da manei-
ra seguinte

Haex® Xﬁ{k+l/k)2

X, Get1/K) V1) -

Xg {k+1/k+1}) = 7

~Hax” X, (er1/k) 2

-
+ Hx© xaik+l/k} + ¥V {k+1}
4

{3.18)}

Observe-se gue o denominador de 3,18 & uma fungio qua-

dratica da variancia predita admitindo duas raizes reais de si-

nais trocades e portanto anunla-~zse guando X&(k+1/k} assume o
valor de uma das raizes; isto faz com gque a variancia do filtro
Xﬂ(k+l/k+l) atinja valores extremamente elevados ocasionando a

divergencia do filtro.

Na figura 3.2 & feite um esbogo da equagio 3.18.

5£x£(k+i/k+1§

2 o p— 2 L X&(k+l/k)

Fig. 3.2 ~ FTM - X, (k+1/k+




Observe-se no grafico acima oz pontos de divergencia.

3.2.2 - Filtro Cauvesiano Modificado

Idéntica andlise foi feita para o filtro Gaussiano Mo-

dificade.

Tomando-se inlcialmente a equagac da variincia predita:

2
x, (rl/k) = R x /)2 4 pet

. : %, (o /k) 4y ()1 ()

{3.19}

De fato, a variancia predita do filtro gaussiano modi-
ficado & fungao guadratica da variancia filtrada no instante an-

terior, admitinde ws ponto de minimo em :

—Fyxz
X, (/) = il {3.20)
A 2
Fx

e duas raizes reais e negativas :

< = 2 A e -2 e ) Wl
£1,2 -
£ B Fux
(3.21)
3G£ X, (k+1/K)

X, ngjﬁffx 3

\\_‘_,_,Mf = }C&_{.};f’k}

~1C

Fig. 3.3 -~ FGM - ¥, (k+1l/k} em fungdo de




Logo, partinde-se de um valor positive de Xg{k!k}, Chg~
ge~se a um valor igualmente positivo de X&(kflfk), cuio grafico

de 3.1% & uma pardbela voltada para cima (Fig. 3.3}
gaussiano :
Xa{k+lfk+l} = %, (kt1/k) |1 = K{k+1).Hx| {3.22}

Para gue Kﬁ{k+ljk+l) se torne negative & necessaric -

I - K{k+1} Hx < 0 {3.23)
Substituinde XK({k+1l) e suhseguente Yﬁ{k+lfk}, vem ¢

Hx? X, (k+1/Kk)

Z ﬁl : 5 > 1
Hx" X, (ktl/k} + 3 |[Hxx Xﬂik+1fk}] + V{k+1)}
{3,243
ou melhor ¥
L D T [2 oo
5 oiHxx X, (k+1/k) 17 + Vik+1) < 0 {3.25)

o que realmente & impossivel.

Tomando novamente a equacao (3.22) e substituindo -
Rik+1l} e em seguida Y&€k+1fk}, chega—=ze a
Hxx2 Xﬁ{k+1/k}2 :

Z 0a+l/k) (Vik+l) + |
A e .

X&(k+1/k+l} =

Hxxz Xé{k+l/k)2 5
+ Hx® ¥ (k+1/k} + VvV (k+1)

2 &

(.26
Como de fato Xg {k+t1/k) nac assume valores negatives,
nac héd possibilidade alguma da variancia do £iltro atingir wvaleo-

res negatives. (Fig. 3.4}



20a'3 X,ﬂ_ {k%"l_j’f"{'ﬁ“l}

ﬁ'x&(k+1/k)

Fig, 3.4 - FGM ~ X, (k+1/k+1) em funglo de X, (k+1/k)

3.3 - Rezultados das Simulacgoes

Devido ao fato dos algoritmos rratados neste trabalho -
terem sido cobtidos por aproximagac utilizando série de Taylor no
desenvolvimento das funcgoes envolvidas e desprezando termos de
orden superior a segunda, é natural gue erros sejam introduzicos
e gue tals errcs estejam en fungio das naco linearidades envolvi-
das.

Para uma analise da ocorrencia desses erxros, apresentan
~se agui os resultados de um dos casos simulados; tal ceso foi eg

colhide por apresentar tanto regices lineares guanto nao lineares.

Os resultados a seguir provém de simulagoes de Monte -
Carlo {32} com média de 1000 valores progurando-se evitar deste

modo, erros devideo a particulares seguancias de rufdo.

Considere-se ¢ seguinte sistema escalar discreto e nao

linear, com eguagoes de estado dadas por :
Bx {k}
(k1) = Ax{k) + ——————s + Gu(k) + w(k)
1+ x(k)

{3.27)

e medidas, também nac lineares :



P i (kvl) o+ B

vi{k+1l} = Dlx(k+1)+E] + e+ v {k+1)
1+ jxik+l) + E|C
(3.28}
onde 3
A= 8§,0 B = -10,0 G = ~0,1 ulk] = k
o= 0,5 no= 20,00 o= ~10,0 »x{0) = 20,0

2 alnda :
wik} = ™ (0:1} ; vi{k+1l) = W{0;:1} ; {0} = ¥ {15:;10)

0 estado do sistema apresenta uma nao linearidade proxima a ori-
gem {fig. 3.5) e as medidas apresentam idéntica nac linearidade -

préxima ao ponto 20.

£
10 Xi{k+1}

o X (k)

Fig. 3.5 — x{k+1l) em fungao de x(k) contendo & faixa
de ruido de 30, (k)

Partinde de uma condicgao inicial x(0) = 20, tracou-se a
@

e
i
B

gvolugao de x{k) com ¢ tempo (fig. 3.6}. Observ 5 gue o sistena

atravessa uma faiva extremamente nao line

por duas faixas praticamente linearesiy’



A aEE

2(}é *x{k}
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Fig. 3.6 - Evolugao do estade x(k} com © tempo

Em seguida aplicam-se os filtros estudades aeo sistema
descrito por 3,27 2 3.28 e os resultados obtidos sao comparados

dois a dols.
rara efeito de comparagac sac tragados os graficos de:

~ desvios padross medios :

1
o 1.
= { X ¥ 3
%%, x/x) = b % X, (k/k) }

- erros madios :

-~

Er{k) = Ioixky -~ ®(k)]
i

Ll ] 4t

- relagao entre erro guadritico e variancia, sugerida

por Mendes et al (33) :

R - 2 1
! fxi{k) - X(k)|
ARy = { %» 3 3
T %X, (k/k)

A



3.3.1 ~ Filtros Gaussiano e Gaussians do Jaswinsky

A figura 3.7 apresenta a evolugao no tempo dos desvios
padroes médios dos filtros Gaussiano e Gaussiano deduzido palo
Jaswinsky. Cbserve-se que os valores obtidos pelo Filtro Gaussia-

no a0 bem mais precisos que os do Gaugsiano do Jaswinsky.

1ood %% (/%)

SO
s
-

§ T~ raz

A Bl A e e Wb o e 02 iy, e et e

Fig. 3.7 - Desvios padrQes médios - FG e FGT

Na figura 3.8 sao apresentados os erros madiocs de ambos
os filtros; o filtro gaussiano novamente supera admitindo erros
menores.

LO% efr(k)

vt 2t

ol

"0;5

Fig. 3.8 ~ Erros médios - PG e FOJ



A relagao erro quadratico/variancia também & mais fa-
voravel para o filtro gaussiano, gque apresenta valores mais pro-
ximos da unidade {fig. 3.9%)

40 gA&k)

Fig. 3.9 - Relagac erro~quadr@tico/variancia
FG & FGJ

'3.3.2 ~ Filtros Gaussiano e Truncado

A figura 3.10 apresenta a comparagao entre oS desvios
oadroes médios dos Filtros Gaussiano e Truncado; o filtro trunca-
do, além de admitir valoress maiores ainda tem serios problemas de

divergencia.

100

PP

0]

om0

S

Fig. 3.10 - Desvios padroes médios = FG e FT



Quanto aos erros médios, o filtro truncado apresanta va
lores muito elevados comparativamente com o Filtro gaussiano
{fig. 3.11).

1§§err§k)

-2 n
Fig. 3.1 -~ Erros médios - FG e FT
Na figura 3.12 encontram-se os resultados da relacdc er

ro quadréticofvaxiancia_entre os £iltros citados, também neste ca

- 80 o filtro truncado apresentou resultados bastante dispersos.

i

408 A(k)

vt
A I b b S st st

WA

60

kg

Fig. 3,12 - Relagdo erro quadrético/vaxiamqia - FG e FT



3.3.3 — Filtros Gaussiano = Gaussianoc Modificado

Ha figura 3.13 comparam-se os desvios padroes médios -
dos filtros gaussiano e gaussiano modificado. De fato, o filtrao
gaussiano apresenta valores menores de desvios padrdes, como ja
era de se esperar, pols o mesmo sofre corregSes na variancia.

é a WL
75 ¥ik/k}

ol 4

Fig. 3.13 ~ Desvios padroes médios - FG e FGM
Quanto aos erros médios, a diferenca entre ambos os

filtros j3 nac & tao evidente, sendo gue o filtro gaussiano modi-

ficado apresenta erros nadios ligeiramente maiores {(fig. 3.14)

E,Saerr{k}

Fig. 3.14 ~ Brros nmedios — FG e FGM



A relagao erro guadritico/variancia apresenta~se muito
mais favoravel ao filtro gaussiano modificado, tendo aste, valores

bem menores e mais homogeneamente distribuidos {(fig, 3,15).

1S§A(k)

0 -
. 60 ke

-

Fig., 3.15 - Relagac erro quadratico/variancia - FG e

POM

3.3.4 - Filtros Gaussiang Modificadn e Trunocads Modificado

A figura 3.16 apresenta e evolugac no tempo dos desvios
padroes médios de ambos os filtros modificados. Como 3& visto no
item 3.2.1, realmente o filtro truncado modificado tem grande fa-
cilidade em assunir valores negativoeos de varianciaj; na regiao li-
neaxr, no entanto, este f£iltro comporta-—se bhem.

A
820% 9% (k/%)

Fig. 3.16 ~ Desvios padrOes médios ~ FGM e FTy



Quanto aos erros meédios, os admitidos pelo filtro trun-
cado modificade sao maiores que os admitidos pelo filtro gaussia
no modificade (fig. 3.17)

§

10 arr{k}

Fig. 3.17 - Erros Médios - FGM e FTHM
Na figura 3.18 comparam-se as relagﬁes errc qguadratico/

variancia para ambos os filtros; ¢ filtro Gaussiano modificade a-

presentou valores bem mals proxinos aos verdadeiros.

)
10§ Alk)

JO———-tL

FTM _
—

Fig. 3.18 - Relagao erro quadratico/variancia
FGM e FTM



3.4.~ Conclusoes

No presente capitulo analisaram-se as eguacgSes de am-—
bos os filtros modificados de segunda ordem, onde se verificou que
o filtro truncado modificado apresenta grande facilidade de assu=~
mir valores negativos de variadncia e, em certos casos, podendo cau

sar inclusive divergéncia do filtro.

A seguir, comparando os diferentes resultados das simula
¢oes efetuadas, verificou-se gue o filtro gaussiano desenvolvido
neste trabalhe apresenta melhores resultados que o dedugzido pelo
Jaswinsky.

Qbservou~se também que hi sérios problemas na aplicacgdo
do filtro truncado gue, além de bastante complexo, & comp letamen
te instavel, apresentando inlimeros pontos de divergéncia.

Em comparagao direta com ambos os filtros gaussiano,ve-
rificou~se gue, apesar do filtro gaussiano modificado apresentar
valores maiores de variancia, os erros médios entre valores reais
e estimados sao baixos e a relagac erro gquadrdtico/varidncia & -~

bastante favoravel.

Fm suma, dentre os cingo algoritmos testados, © filtro
gaussiano modificado, aparentemente, & o que melhor se comporta,
apresentando erros baixos e nao sendo tac otimista na variancia,
além de ser razodvelmente ficil a sua implementacao; de fato,real
mente o filtro gaussiano modificado € o mails usado na pratica den

tre os algoritmos de segunda orden.



Capitulo 4

ASPECTOS COMPUTACIONAIS DOS FILTROL

DE SEGUNDA ORDEM

4,1 - Introducao

Sao diversas as aplicacdes de controle que decorrem em
tempo real, onde o problema de filtragem estd presente. Logo, os
fatores mais importantes no estude da viabilidade do algoritmo de
filtragem sdc justamente o tempo necessirio para a computagac de
um ciclo completo e o tamanho de memdria reguerida para © armaze-

namento do programa e dos dados.

Os algoritmos de filtragem contsm um conjunto de opsra-
cSes matriciais, tais como : adigdo, subtracao, transposigao, mul
tiplicagao, inversfo e multiplicagio por escalar, as quals,  por
sua vez, sio0 realizadas a partir de um conjunto de instrucdes ba-
sicas, cujos tempos de exscugdo sao conhecidos. O tempo total de
computagio de um algoritmo pode ser representado em funcao das
dimensdes das matrizes envolvidas, 32 que o tempo de execugao d=

ocperacGes matriciais depende diretamente de sua ordem.

J.M. Mendel (341 descreveu subrotinas em linguagem de
maquinas para a execucgio de operagSes basicas, aplicando-as ao
filtro linear de Kalman; C.L. Tozzi 5243 anlicou as subrotinas de
Mendel nos filtros "extended" e seus derivados. Estas subrotinas
utilizam o conjunto de instrugﬁes da tabela 4.1, cujos tenpos de
execugao sac também fornecidos nesta tabela de forma aproximada -
em unidades de tempo de Computador {variavel para cada tipo). Os
tempos de execugdo das operagoes matricials, calculados em fun-

cio das dimensdes das matrizes, sao postes na tabela 4.2.



Tabela 4.1

Instrucdes e tempo de execugao

—~ ' - &
Instrucao Tempo de exscugan {Ucg}

Add to A
Sup from B
Locad A or B
Store A or B 2
Mul A with menory MUL

MNOob b

o
]
<

Div. A by memory

Mark place and ‘transfer
Raturn branch

Transfer on zero or minus
Transfer unconditional
Transfer on plus

Increment A

Increment index register Ri
Degrement index reglster Ri
Add to index register RL
Sub to index register Ri
Increment B register

I I =i = N R TR I N

Skip on index register zero

O tempo de execugao das intrugdes de multiplicagdo e di
visao & variavel, para cada tipo de ;omputaﬁor e depende do modo
como tais instrugoes foram implementadas. Tempos médios para es-—
tas instrugoes sao

MUL = 6 DIV = 12

Por exemplo, para o computador PDP-10 utilizado neste trabalho, os
tempos medios de soma, multiplicacdo e diwvisdo sao da ordem de
2uys para soma, 4,3 us para mﬁltiplicag&m a 8,3 us para divisao (A

pendice 1}.

* {uc¢) - unidade de tempo de computador



Tabhela 4,2

Dperacoes Matricials e tempo de Computagio

Operacao Tenpo de computacao

Soma de Matrizes

c..= A

+ B MUOL + 27 4+ Tlmno
frile) sl ot}

Subtracis de Matrizes

RATS 27
o - 2 - B MUL + 27 + Tn

mn mn jius]
Produto de Matrizes : 104 8mn 2+ 19m 2+ L om+MUL T 7
le = Amn BnZ
Produto pela Transposta
T 104+ 8 2+ 18mI+LEm+MULmn 2
i = A B .
mi mn LR
Inversao d?lﬁatrizas lO+?,5n4+43n3+139,5n2+92n+
Bon ™ Py +ﬁIV{2n2+n)+MUL{n3+0?5n2+2,5n)

Produto de Matriz por escalar

= Bmn + MULmn
Cmn H Amn

4.2 ~ Calculo dos Tempos de Computacao para os Filtros de Segun-
da Ordem

A seguir estimap~se os tempos de computagac para um oi
clo completo dos filtros modificados de segunda ordem. 08 tenpos
de execucdo para os filtros gaussiano e truncado nao foram  es~
timados no presente trabalho, visto gque o uso destes filtros & ~

bastante limitado

4,2.1., Filtro Gaussiang Modificado

Partindo~se das equagoes do filtro gaussiano modifica-

do :



. | . .1 U
R{k+l/k) = £ |R{k/k) k| + 5 ‘Z X(k/k}ij m——eé— + g julk) k|

i,3=L axiax,
(4.1)
X (erl/) = fx £ (k/K) £x0 o+ T (k) W(k) IO(k) +
1 § y 32_._"5: 32fT
hry £ H }m }( - “ . :‘{ o - —
* 3 Eim K(kx.)ik-(kfk)jz+¥(?/k)iz {L/k)jkl T
T R i 3 T er
(4.2)
. . 1 ¥ 2%n
TUck1/k) = b [ROer1/K) kvl 4 5 hy X(kr1/%) o~ (4.3)
_ i,3=1 axiaxj
Y (k+1/%) = h x X(k+1/K) hxt 4+ V (k+1) +
. N L
+ 5 ‘ZY iX{k+l/k)ikX{k%l/k)jl+xik+l/k}izk{ﬁ+1/k}ﬁk[
i,3:k,72 . :
32}_1 323?
(4.4)
BxiBKj kaaxl
i b T ‘hl -
K (k+1) = X (k+1/k) hx™ ¥ © {(k+1/k) (4.5)
R (x+1/k+1) = Z(k+l/k) + X (k1) vy (k1) w_g(g+1/k)§ (4.5)
X (k+#l/k+1l) = [T ~ E (k+1) hx| X (k+l/k) (4.7)

s dimrensoas e a memdria reguerida para ¢ armazena-

rento das matrizes do filtro gaussisno modificade sac fornecidas

ra tahela 4.3,




Matriz

®{k/k)
¥ {k/k)
# (k+1/k)

X (k+1/K)

I .

g(k+l/k}

Fa)
T o

“
X

a2

4,3

NDimensoes Cas matrizes e memoria recuerida

hi&(k+l/X) k+l]

1
i

e

-

nxx

¥ ik+1)

wik+1)

05 valores de £ Iz {k/k) k|, Ex, fxx,

o
b

n

n

=

rt
B

nn

foart

[}

i

1
Q

n

Memoria reauerida

m

e

iR (k+1/k) k1],

bt

he, hxy e g_{u(k},kl sa30 recalculados em cada passo de axecu-

¢do do algoritmo; para tanto, considera-se um fator IC, expresso

em unidades de tempo

{uc), como sendo o tempo de computagac ne-

cessdric para a garacao desses valores. Toma-se para IC um valor

tipico igual a 19. Na tabela 4.4 a seguir sao fornecidos os tem-

pos de execugao estimados para um ciclo do filtro gaussianc mo-

dificada.



Tahela 4.4

Tenpos de execucao para un ciclo do

Filtro gaussiano modificado

equacao _ tempo de computacao
Z(kH1/K) £ ICn
fxx Tcn®
KFxx MULn
5 (MuLn) n®+2n2 (n~1).
= {(8+3UL) n
g ICn .
soma 2{MUL+2?+7H2)
X (k+1/k) £x TCn? |
REx" 10+ ( 8+MUL) n>+19n2+16n
FxlX _xT) 10+{8+ﬁUL}n3+19n2+16n
xrt 10+ (8+MUL) rs2+19ns+16s
rwr. 10+ (8+MUL) n’s+19n%+16n
252 e 2MULA2
Erx gxxT e HUan
2%% f£xx” MULn®
b (2%UL+2+2HULn2)né+2n5(nﬁl}
77 {B+MUL) n?
soma | 2 (MUL+27+Tn?)
y {(k+1/k) h T ICr
' hxx Tcntr
Fhxx ML
z mULnr2+2r3(nw1)
Ly (8+MUL) x

sOMa MUL+2?+?r2




¥ (k+1/k) hx

h ICnr
Khx 10+ (8+MUL) n° r+19n r+ 160
hx X hx 10+ (8+MUL) nr +19c7 4167
2x® e AMUTLeH2 '
hxx QxxT . MUer
2§2 gxxz — MULIZ
5 (2MﬂL+2+2MULr2) n4+2r2n3(n~l)
%‘» T { 8+MUL) *
soma 2 (MUL+2 7+762)
K (k+1) v 1047, 51 +43r°+139, 50492 1+
+DZU(2r2+r3+MUL(r3+O,5r2+
2,51}
X hx ¥t 10+ ( B+MUL) nr+19nr+16n
X (k+1l/k+1) v -y MUL + 27 + Tr
X {y -9} 10+ (84MULInr+35n
Z+k{y -~ 7 MUL+2 7+ Tn
X{k+1/k+1) K hx lO+{8+MUL)n2r+1932+IGn
I-Ehx MUL+2?+7H2

X{I-Kax)

10+ { 8+MUL) n-+19n%+16n

0 tempo tetal de computacac tin,r,s), por ciclo & ob-

#do, somando-se os tempos da tabela 4.4 e substituinde os valo-

res de  IC, MUL e DIV. .

para facilidade de representacao grafica, a exprassao

t{n, r, s) fol decomposta am Cuas outras;

e o0z rvesultados obtidos saoc mestrados nes ficuras 4.1 e 4.2.

o]
w
t
Q
4]

Verifica~ze _graficos que t (n,r,s) nio &  sen-
sivel a variagoes em r, poréem hastante afetado por n. Para va~
lores de n  superiores a 2, o tempo de computacan aumenta bas-—
tante,

Pomando~ge a wmidade de tempo de computador igual a
P T %)

1T us,para n = 14 e r = 6, o tempo de Comgutagaa de um viclo com



pleto do filtro chega a ser da ordem de 2 min,

E:
H
120.10° —
tin,r,0)
0
1 n 15

Fig. 4.1 - t(n,r,0) ¥ n para os filtros modificados
de segunda ordem ' )

i

39»183

t{n,0,s)

1 s _' 7

Pig. 4.2 - t{n,0,s) x 5 para os filtros modificados de
segunda ordem



10.10°
; =l
| )
t{n,r,0)
0 >
1 n 10

Fig. 4.3 - t{n,r,0) x n para os filtros modificados
de segunda ordem,

Na fiqura 4.3 verifica-se melhor a influéncia de r, po

rém mesmo assim nota-se a predominancia de n sobre as demails va-

riaweis.
4,2.2 = Filtro Truncado Modificado
Sedam as eguagbes do filtro truncado Modificado :
. 1 ¥ 2’
B{k+l/k) = £ ]gﬁkfk),k1+§ z X{kfk)ij B iﬁ‘k}rké
i,i=1 ax, 29X,
S (4.8)
s i
¥ {k+1/K) = fx X(/k) £x0 o4+ [k W) I (k) -
Lo Bzﬁ 'BZfT
- Ix(k/k)i.X(k/k)kzi - {4.9)
i,3,k,1=1 ] By . Bx, 3%,



2

N : 37h
- RS T } ™ -
7 (erl/K)=n (Rik+l/k),k+1; + 5 ) X{kFlL/R) {4.10}
i,4=1 Joax, ax,
] i 9%
Y(xil/k) = hx X (k+1/k) hx + V (k+1) -
, ¥ | 323:5, 32nT
-5 1 Ix(k+l/k)ij X {kt1/%) | (4.11)
i,3.,k,i=1 axi ij Bxk axz
; _ T -1
ﬁ(k'}*l) = X {(k+1/k) hx" ¥ (k+1/k} {(4.12)
Re1/k4D) = BOL/K) + KUerl) |z (k1) =9 (e41/K) | (4.13)
X (etl/k+l) = |1 — R(k+1) hx| X (k+1/k) | C (a.14)

Comparando com o filtro gaussianc modificado, as Gnd-
@ms diferencas gue se notam $20 nas eguagoes das variancias do
erro na predicio do estado e do erro na predicao da saida, o que

evidentemente nac altera o tespo de computagdo.

4.3 - Comparacac dos tempos com o5 filtros de primeira orden

Expoém-se a seguir os graficos obtidos por C.L.Tozzi -
{24] no calcule dos tempos de campﬁtagao dog filtros de primei-
ra ordem. As figuras 4.4.2 4.5 referem-se ao filtro de Kalman
gneralizado; ss 4.6 & 4.7 referem~se ac filtro com iteragSes io

mis e as 4.8 e 4.9 ao filtro iterado "smoothing”.
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Fig. 4.4 - ti{n,r,0} x n para o filtro de Kalman
generalizado

iy

Tln,0,s}

Fig. 4.5 - t{n,0,s) = s para o filtro de Kalman
generalizado '
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iteracoes

Is

3

loca

(rn,r,0)}

Fig, 4,6 - t{n,r,0) 2 n para ¢ filtro com

Rt E

L |

J

{n,0,

7

para o filtro com iteracoes

*
1

loca

4,7 - £{n,0,s) x s

Fig.
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13
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para o filtro iterado

*gmoothing™

Fa
Tin,r,0)

Pig. 4.8 - t{n,r,0) ®x n
.10

(rn,0,8}

iy

&
para o filtro iterado

"smoothing"”

4.9 - £ti{n,0,s) % s



vela snalise das figuras 4.1 a 4.9, varifica-se qua O
tempo necessario para a computacao de um ciclo completo dos £il~-
tros de ssgunda ordem & hem maior do que para os filtros de pri-

meira orden, o gue justamente restringe a sua aplicaqég.

4.4 - Membria Reguerida

A membria reguerida para o armazenamento das variaveis
dos filtros de segunda ordem é também funcao das dimensoOes  das

mtrizes envolvidas.,

Como §a visto, os dois filtros modificados utilizam ©
mesmo conjunto de matrizes, cujas dimensces e memoria requerida -

3
encontram~se na tabela 4.3,

Alédm dQas variaveis do filtro, a mendria deve conter as
subrotinas pavra a operaqéo com matrizes, espago para © programa -«
principal e uma certa porcao necesgaria ao trabalho.

A tabela 4.5 fornece a guantidade de memdria ocupada pe

l1as subrotinas de operagao com matrizes (34) .

Tanala 4.5

Subrotinas e cuantidade de valavras 0o memoria pcupads

Suhrotinas palavras de memoria

Soma de Matrizes 18
subtracac de Matrizes - 18
Produto de Matrizes 36
Pyoduto pela Transposta - 36
Tnversao ¢z Matrizes 232
Produto por escalas | 8

Total 348

rdmitinde gue o programa principal ocupe 500 palavras
de memdria e gue 2n2 palavras sejam resarvadas para © trabalho, a

guantidade total de membria necessaria serd :

2
min,r,s} = n3+5n2+4n+52r+2nr+2r2+3r+ns+s“+848



Tdem aos casos anteriores, a expressao da guantidade de
membria foi decomposta em duas cutras @
Min,r,s) = ¥M{n,r,0) + M{n,0,s}

e o8 resultados encontram-se nas figuras 4.10 e 4.11.

£
3 r=56

6,10
=]

min,xr,0)
o i : : ; R -
1 n 15

Fig. 4.10 - m{n,r,0)xn para os filtros modificados
de segunda ordem

4

150

: § ;
i : . n=1§

: : -
.~ n=13

§ L
: i
| ]
min,d,s) ;
:
!

H
- i
g i
o ;
v e !
o !
""’:w.‘/"'w o g
B it %
= et
M._<M f ; i
1 o ?

Fig. 4.11 - mi{n,0,s)xs para os filtros modificados de
de segunda ordem



1.5 ~ Comparacao da merdria com oz filtros de primeira ordem .

Nas figuras £4.12 e 4.13 sazo mostrados os resultados ob-
“20s por C.L, Tozzi {24) no calculo da memdria requerida para o

armazenamento das variaveis dos filtros de primeira ordem.

3.10 I :

Min,r,0)

g : S
1 n ' 15

Fig. 4,12 - m{n,xr,0)xn para os filtros de primeira
ordem

24

1.5.10 _ , —

Mi{n,0,s8)

I S 7

Fig. 4.13 - m{n,0,3)xs 'para os filtros de primeira
ordemn



Comparande as figuras 4.10 a 4.13, verifica-se que : a-
pesar dos filtros de segunda ordem ocupar nalor espago de membria,
esta diferenga ndo é significante e por tanto em relac3o a quan-~
tidade de memoria requerida, nao ha restricaoc quantd ac uso de um

ou outro algoritmo.



CAPITULO 5

APLICACAQ DOS FILTROS DE SEGUNDA ORDEM

5.1 ~ Introducao

Para a aplicagao dos filtros de segunda ordem escolheu
Se um problema proposto por R. Aris (35) no estudo da aplicagao
de controles classicos comparativamente com © controle Stimo. O
sistema consiste de uma reagfio guimica irreversivel nio linear
de segunda ordem realizada sob condigbes nado isotérmicas em  um
reator quimico continuo e perfeitamente agitado {CSTR ~ Contfi-
nuous Stired Tank Reactor) cujo ponto de operagao, dado pslo
par Concentragdo do Reagente X Temperatura da Reacao (C,T), de-
pende da vazao de fluido em uma serpentina de refrigeragao (fig.
5.1) ’

c ]
O TZ-)\‘J i .E
° f i
/ PN/ N
o, T e
- \t‘r.. T e .
i B "‘"“—”%4‘ TR R e
T: h'@oﬂ* ra }( T!.&'
R I aihenn
N S S A S { .
G C;‘ " s l

e 1
i

-t CONTROLADOR

Fig. 5.1 =~ CSTR -~ Reator Quimico Continuc e Per—
feitamente Agitado

5.2 ~ Equacoes do Reator

5.2.1 - Descricio das varifveis

Define~-se inicialmente as variiveis envolvidas em uma

reagao do tipo A - B no reator :

s ~ vaz#o dos reagentes na entrada, igual a vazdo de salda -



AD

3

{litros/hora)

concentracac da substincia A na entrada do reator (moles
de A/litro)

concentragao de A na safda, igual a concentragao de A
ne reator (hipdtese do reator perfeitamente agitado) -
{moles de A/litro)

velocidade da reagao {moles da A que reagem/litro . ho-
ra}

volume do reator mantido constante (Lityroz)
temperatura na entrada do reator {°¢)

tenperatura da saida, igual & temperatura do reator (hi
potese do reator perfeiramente agitado) (°0)

densidade da mistura {supde-se gue a reagao guimica nao
altera sensivelmente a densidada) {kg/litro)

calor especifico (keal/kg . Q)

calor acrescentade desde o exterior (supte~se que todo

o calor acrescentado provenha da serpentina de refrige-—

ragao} (Kcal/hora)
vazas do liguido de refrigeragag
temperatura do fluido de refrigeragao na entrada

calor gerado durante a raagao (reagao exotérmica, AH<G;
reagao endotdrmica, AH>0) (Kcal/moles de A gue reagem)

transferéncia de calor devido ac resfriamento pela ser—

pentina do refrigerador {Kcal/hora . litro)

5.2.2 - Balancos de Matdria e energia

onde

"

O balango de materia ou massa dinfmica & dade por :

{entrada) = {salda) + {actznulo) + (transferdncia)

{5.1)

{entrada) = @ C.q



{salda) = Q CA

dCA
{actmalo) = V~?ﬁ?
{transferéncia) = gV
loge, segue-se 3
4 Cy
q;AO“qCA'*'V“éE**}*GV {5.2)
ou
d CA q q
g8 "V 0 " ¥Cato (5.3
onde @
g=hQ (T ~-T) {5.4)
0O balango de energia ou calor & dado por :
{entrada) = {salda) + {aclmule) + (transfereéncia) + (calor gerado)
(5.5}
com 3
{entrada) = pg Cp s
{saida) = oq C_ 7T
>
Pvatt, == (“g_?,
{actmulo) Voo Co aE
- %
{transferencia) = VU
{calor geradeo) = V(~AH)
substituindo em (5.5), segue-sa 1
G o C T = gpC T+VpepC SL4+vuU*+vV (a8 o (5.6)
=Y T To < p di :

supondo reagao exotérmica, AH < 0.

gsta equagao pode ainda ser escrita :



aE v {7 T) + S T - o {5.7}
3 P
admitindo que a velocidade da reagac & eXpressa COmo
o
KT
¢ = K, e Ca | (5.8}

segue-se o seguinte conjunto de equacgoes de estado :

=

dac -

A g q . R
e 55 ¢ - {E -k e ") C

ax ¥ TAD Y O A
E
s AH THT

a2 =9 p -Zr o - K, e ¢
dt v o v D Lp o Cp o A

{(5.9)

5.2.3 - Estabelecimento de um Mpdelo &dimensional

Para facilidade, trata-se © problema com equagﬁes oy iod

jos termos sao Adimensionails.

Pazendo-se inicialmente a mudanga na escala de tempo:
g =2t, a8 = E at {(5.10}

substituindo nas eguagoes anteriores vem :

B
d CA v KQ RT
= CAO - CA + CA e
ds g
. : v ous ¥ AH K C =
aT o~ T 4+ — o A RT
dg ‘o - @
g p C g p £
P P

{5.11)

chamando 3



A
E; = _C.:_.....m
AC
{5.12})
s C_ T
n o= E
—~AH C&Q
e substituindo em 5.11 chega-ze a @
i
v K T
e £ e N
[o R
g
(5.13}
. v Uk VK -
R TR B - g g B
a8 © AE C. . g a
Al -
chanande ainda 1
v K e
. BT
P{E,m) = - —2 £ @ | Y5, 14}
g
&
TR
VU Ly (n) (5.15)
segua—-se 1
S5 =1 -~ ¢ - P(EM
{5,168}
%% = Ny o0 uf{n} + PLE,n)

Se considerarmos quée o termo de transferéncia de calor
& regulado em fungao da abertura e fechamento da valvula do re-

gulador, pode-se mostrar gue

uiny = uy (n-nc}, onde w; € © controle.

(5.17)



onde

jaae41

Se uy & um controle proporcional, temos :

U, + Kn. {n > ng nr)
u, = u_ + ﬂ{n~ns)(;n~nsi < n) (5.18)
0 {n < Mg ‘nr)

Fl
-

termo Alimensional de transferéncia de calor, correspondendo

a0 estado estacicnaric com K = (.

temperatura‘ﬁﬁm@nsional do reator, correspondente ao estado

estacionario com k = 0,
temperatura xlimensional da dqua de resfriemento.

neia variacac da temperatura Aimensional causada pela &gua
de resfriamento através do movimento da valvula.

constante de controle preopercional.

Um tipico conijunto de parametrcsé dade por :

P(Em) = £ exp (50(5 - (21)) (5.19)
fo = n_ = 1,75

US = 1.0

Knr = 1.0

ﬁs = 2.0

Usando estes parametros numéricos, as equagdes de ba-

lango de matéria e balango de energia ficam :

L]

T

i

1~ & - £ exp [50(0,5 - %}i
| {5.20)

K}

= - (1-1.75) + £ exp [50(0,5-3)| - u; (n-1.75)



%

O valor de u

}- ¥
porcicnal, serd dado por :

2 (n > 2+
w, = 1+ K{n-20} {(in-2] <
0 {n < 2 -

Vamos agora fazer uma transformagio
r 1

=

de na origem do novo sistema teremos @

te, vamos definir novas variaveis

C

FrT
A

B

¢

(451
L

Picamos entdo com as equagdes 3

se tomado como sendo um controle pro

7
1 .
-}-{) (5.2}

Ly
o)

de coordenadas, on

£ 1n 2. Para tan

& = 0.5 -C = {C+ 0.5} exp {257/ (T+2) |
T = - {T + 0.25) + (C + 0.3) exp 1250/ (T+2} | ~ u, (T+0,25)
{5.23}
¢ valor de Yy, tomado come constrole proporcional, fi-
ca =2ntao :
2 T > %
w, = 1+ KT iTi< {5.24)
o T < -z
S.E,é.w Discussac das equagoes
De (5.23), fezendo C = 0, obtdm-se :
(C+0,5) exp i2sT/CT+2) | = 0,5 - C (5.25)



brio :

1
C e - {5*26}
1+ exp |25T/(T+2} ]

Tomando~gse agora T = 0 em (5.23), determinan~-se og
pontos de operacac do reator, para diferentes valores de Uy |
-{T+0,25) + (C+0,5) exp [232/(T+2)}| - uy (T40,25) = 0  (5.27)

Substituindo {(5.25) em {(5.27}, ven :

—- {T+0,25) + 0,5 - C - ul{T+G,25) = {5.28)
donde :
C = g,5 - {l+ul} {T+0 ,25} {5.29)

Substituindo diversos valores de uy ot

a) valvula fechada, u; = 0

o= 0,35 - T o - {5.30)
'b) valcula aberta, uy = 2
C = - 3% - 0,35 ' (5.31}
¢} valvula seniaberta, uy =1
¢ o= - 2T | (5.32)

A intercecgac de {5.29) com a curva dos pontos de  e-

guilibric {5.26) fornece os pontos de operagac do reator para

Iselande €, chega-se a equagao dog pontos de eguili-

diferentes valores de vy {fig 5.2)
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5.2 - Curva 4o ccndigdes inigiais e pontos de
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Em particular, o ponto de operagao do sistema, quando
se emprega controle proporcional & (C,T) = (0,0} e pertanto, a
partir de uma condigao inicial (C,T) gualguer, este controle de-

ve comandar o sistema de tal modo a2 colecd-lo no equilibrio.

Na figura {5.3) chbserva-se a trajetria do sistema com

controle proporcicnal K = 17 e c@ndigﬁes indciais C{0} = Q e
TEOY = 0,05 (38)

%

vl

- B |
: ) ! i
: . H !
I P
e ! ! : £ 7.0% i 8l .
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Fig. 5.3 - Plano de fase C*T -~ Trajetoria do sistema

com controle proporcional K = 17



5.3 - aplicacao da filtragem

tr]

5.3.1 - Discretizacdc das Eguagoes

Para a aplicac&o dz Filiragem , as equagoes de estado
do reator foram discretizadas, pelo Métado de Euler, com wn Das

so A = 0,01; logo:

ac Cle 0 = Clgy)
at &
(5.33}
dt A
oy meihor
ac c {(k+1y - C{k)
dt. A
(5.34)
ar _  Tik+l) - T(k)
dE A

gupstituindo em 5.23, vem ¢
Cl{k+l) = C{x)} + a{0,5 -~ ¢k} - {C{k}+0,5} exp| 25T (k) /(T (k)+2} |}
{5.35)
Terl) = Ty + 8 { - (T + 0,25) (1 + uy) +
+ |C(k) + 0,5] exp (25 T(R)/{T(k) + 2) » {5.36)
A figura 5.4 mostra a evolugZo no tempo do sistema des

crito palas eguacbes (5.35) e {(5.36) a partir da condican ini-
cial ©(0) = ~0,50 e (0} = 0,45,



" ,Séi‘ Cik}), Tik}

ko)
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e

Fig. 5.4 - Lvolugio no tempo - Siztema sem ruldo

Admitindo uma imprecisdo na determinacao do estade, in
jetan~se ruidos branoo wc{k} & WT(k} em ambas as equagoes. Disg-

to resultan
Clxsl) = clk) + & {0,5 ~C(k) - [C(k) + 0,5]

exp (25 T{k}/{T(k}.+ 2y} oW (k) (5.37}

T{erl) = Tk} + a{{C{k) + 0,5] exp
{257 (%) /(T(x) + 2)] = (T(k}+0,25) (1) }r+w, (k)
{(5.38)

¥a figura 5.5 cbserva-se a evolugac no tempo do siste-
ma com ruldos wcikﬁ =w (k) =% {0;0,0001) e condigles ini-

ciais C(0) = - 0,50 e T(0) = D,45.
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Tragam—se 2 seguly oS vlancs de fase (C#T para o siste-

ma com e sem ruidos (fig. 5.6)

C (k)

T (K)

Fig. 5.6 - Plano de Fase CaT - Sistema com e san

.3.2 ~ Resultados da Filtra

v
4]
[
H

Apresentan-se o8 resultados obtidos pela anlicagac &

Filtroe Gaussiano Modificedo ao reator guinmico dado pelas e pe -ty

ches 5.37 e 5.38. Tal filtro fol aplicadc por ser justaments O



. - r kg . - L
gue apresenta melhores caracteristicas dentre o3 algoriimos es-

tudados neste trahslho. Dois casos sao analisados.

Casc a) - Hedidas tanto da concentragac guanto da tem-

peratura, dadas pory

vo{ktl) = Clrtl) + v, (k+l)

(5.39)
vo(ktl) = T(l) + v, (k1)

b

com. Vo {ktl} = V_ (itl) =10 {0;0,0001)

Apresentam~se a segulr os valores reais e filtradoes da
concentracas (fig. 5.7} e temperatura (fig. 5.8). Observe-se que

¢ filtro acompanha multo bem o sistema.

0,1f c(x),0(x)

“0;5 4

Fig. 5.7 ~ Concentracac - valores reais e filtrados

casos al



0,5i7(k) , (k)

7 e ke
- LERMPErELETa A

caso a)

Na figura 5.9 sao postos os valores da diagonal prin-—
cipal da matriz de covariancia VA yy & VAo, - Chserve—-ge -~
gue tais valores praticamente se mantém constantes e iguais
3 % 1078,

a.

30,1076 #var,

cik) ' V3T (1)
2 var, .
e ¢ )
' varT{k}
0 A
65
2
Pig.

5.9 - VariiZncias -~ caso a)



Caso b - Medidas apenas ca temperatura, dadas por

v o [(k+1) = T{k+1) + {x+1) (5.40]
onde {k+1) = W (0; 0,0001).
Da aplicagéo do Filtro Gaun ado resultam -

os valores estimados da concentragao

fig. 5.11).

0J$ cix), & (k)

-0 ,5

Fig. 5.10 - Concentracdc - valores reais e estimados ~
Caso h)

6,58 7y, 70




Lt

# figure 5.12 apresenta valores das variancias -

wd

Var retirados onal principal da matriz de covarian-—

clky’

cila. Chzerve—se gug 05 Vaiores s20 bem maiores gue os encontra-

408 no item antericor.

-z Bvar_ var,,
30,1074 Fcpg Y0
%
wﬂwzwm“"\ %
s S
7 ;
f/ H
‘_J’m ;
; VaEYT ..
/”P; Cik} :
e
ff Varﬂ{k)
X i 5/&& .
3 :
9 —igind
65

Q

Fig, 5.12 - Variancias —- casoc b)

5.3.3 - Conclusoes

Comparanésc as figuras 5.7, 5.8 € 5.10, 5.11 {valores -~
reaie e filtrados da concentragao e temperatura) verifica-se gue
o5 erros entre valores reais e filtrados sao bem menores guaando
se faz tambdm medidas da concentragao.

Identica observacic se faz na analise das figuras 5.3

e 5.12 onde sic plotados os valores das variancias., Ha figura -
5.12 verifica~se gue a variancia da concentragao assume valores
bem maiores gue os da temperatura; isto realmente era de se espe

rar visto gue no caso bl a concentracdo nac & observada.

0 fato da varifncia tomar valores malores no decerrer
do tempo & devido & relagao sinal/ruldo tornar—se desfavoravel.
Aumentando-se o ruido de leitura pode-se ocasionar divergencia -
do filtro na faixa onde a concentracac tende a zero logo, um dos
requisitos basicos na instalacao de:um sistema de filtragem &

gque o aparelho de medida seja de boa gqualidade.
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