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RESUMO

Esta dissertagio trata do problema de programar n tarefas em m maquinas paralelas
idénticas, com o objetivo de minimizar o atraso médio em relacao as datas de entrega.
Para resolver o problema, propde-se uma aplicagao de busca tabu e duas estratégias de
diversificacdo. O desempenho das heuristicas foi comparado através de testes computaci-
onais gerados para 900 problemas. Foram realizados testes envolvendo até 10 maquinas e
150 tarefas. Para 540 problemas os resultados sao comparados com limitantes inferiores
gerados por relaxagdo lagrangeana. Em mais de 65% desses problemas, os resultados dos
métodos propostos chegaram a menos de 1% do limitante inferior.

Palavras chave: Programacgao de maquinas paralelas; Atraso; Heuristica; Busca tabu.

ABSTRACT

This thesis deals with the problem of scheduling n jobs on m parallel identical machi-
nes with the objective of minimizing the mean tardiness. In order to solve this problem,
it is proposed a tabu search approach and two diversification strategies. The performance
of the heuristics was measured by computational tests for 900 problems. The tests were
made in instances with up to 10 machines and 150 jobs. For 540 problems, the results are
compared with lower bounds given by a lagragian relaxation. In more than 65% of these
problems, the results of the proposed method are within 1% of the lower bounds.

Key words: Parallel machine scheduling; Tardiness; Heuristics; Tabu search.
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INTRODUCAO

Busca tabu é uma metaheuristica que tem como finalidade guiar um procedimento
de heuristica de busca local para explorar o espago de solugoes além da otimalidade
local. Nos tltimos anos, a busca tabu tem sido aplicada com sucesso a diversos tipos de
problema de otimizagio combinatéria. Nem sempre os elementos basicos da busca tabu
sio suficientes para garantir um bom desempenho do método, devido ao confinamento da
busca em uma regiao. Neste caso, é interessante diversificar a busca, explorando diferentes
regides do espago de solugbes. Essas estratégias de diversificagao tém sido aplicadas com
bons resultados a muitos problemas.

Esta tese apresenta uma aplicagio de busca tabu e duas estratégias de diversificacao
aplicadas ao problema de programacao de n tarefas em m maquinas paralelas idénticas.
Cada tarefa tem um tempo de processamento e uma data de entrega. O objetivo €
minimizar o atraso médio em relacio as datas de entrega. As tarefas tém pesos iguais,
e podem ser processadas por qualquer uma das maquinas. Nao é permitido preemption,
isto é uma vez que a tarefa comega a ser processada ela nao pode ser interrompida.

A literatura para este problema é escassa. Em geral, os métodos de resolucao adotados
consistem de heuristicas de busca local. Nio foi encontrado na literatura nenhum trabalho
que aplicasse busca tabu a este problema. Entretanto, a busca tabu e estratégias de
diversificagao foram aplicadas com sucesso a problemas de maquinas paralelas com outros
objetivos, como minimizar o tempo total de execucao das tarefas e o tempo de fluxo
ponderado.

A heuristica desenvolvida para o problema consiste de uma fase construtiva seguida
de uma aplicagado da busca tabu. Foram implementadas também duas estratégias de
diversificacio. Na fase construtiva as tarefas sio ordenadas por uma regra, e depois sao
alocadas nas maquinas. Aplica-se entao uma heuristica para minimizar o atraso em cada
méquina separadamente.

Para avaliar o desempenho das heuristicas foram gerados aleatoriamente, 900 instancias,
seguindo um padrdo encontrado na literatura. Além disso, para 540 instancias foi possivel
gerar um limitante inferior obtido através de relaxacao lagrangeana.

A apresentacdo da tese estd organizada da seguinte forma. O Capitulo 1 consiste na
apresentagao formal do problema de atraso em maquinas paralelas e trata da revisao da
literatura para o problema. O Capitulo 2 apresenta uma breve descri¢do da metodologia
da busca tabu e explica como ela foi aplicada ao problema tratado nesta tese. Descrevem-
se também as duas diversificacdes implementadas, e a heuristica construtiva. O Capitulo
3 apresenta os resultados computacionais e as conclusoes. Neste capitulo descrevem-
se 0 método usado para gerar as instancias, o desempenho das heuristicas em relagao a
heuristica construtiva e ao limitante inferior. No final do trabalho encontra-se um apéndice
onde siao mostrados detalhadamente o célculo do tamanho da vizinhanga, a complexidade



computacional, e a relaxagao lagrangeana utilizada para se obter os limitantes inferiores.



CAPITULO 1

O Problema de Atraso Médio em Maquinas Paralelas

Este capitulo trata da definigio do problema, e apresenta uma revisio bibliografica
sobre o assunto.

1.1 Definigao do Problema

O problema abordado neste trabalho consiste em programar tarefas em maquinas
paralelas idénticas de forma a minimizar o atraso médio das tarefa em relagdo as datas de
entrega. Nao é permitido interrupgao (preemption), ou seja, uma vez que a tarefa comeca
a ser processada pela maquina ela ocupa a maquina até que seja totalmente completada.
As datas de entrega e os tempos de processamentos sao deterministicos. Cada tarefa deve
ser processada por exatamente uma madquina e o tempo de processamento da tarefa é
independente da maquina e da ordermn em que a tarefa esta sendo processada. Todas as
tarefas estao disponiveis para processamento no instante 0.

A seguinte notagao é usada para o problema:

Dados:

m - nimero de maquinas paralelas.

n - nimero de tarefas a serem processadas.
p; - tempo de processamento da tarefa 3.
d; - data de entrega da tarefa i.

M; - méquina 3.

Variaveis

C; - tempo de término da tarefa 7.
T; - atraso da tarefa ¢, onde T; = rnaz(0,C; — d;).

Seja S um programa (schedule) com a seguinte forma:



S = {S51,5.....,5}
onde

Sk = {Jk(1), Jk(2),. .., Jx(nk)}
é a seqiiéncia das tarefas na maquina k, Ji(i) é o indice da tarefa que ocupa a posigao )
na maquina k, € nx é o nimero de tarefas alocadas na maquina k,para k =1,2,...,me
n =7 i Nk

O objetivo é encontrar uma particio de tarefas (ou seja, um programa S) com a

finalidade de: | m
MinimizarT(S) = - > T(Sk)

k=1
T(Sx) = 37, maz(0, Cyy i) — di, (i)

Daqui por diante, 0 atraso médio ou equivalentemente atraso total, serd chamado
de atraso simplesmente.

O problema pode ser ilustrado na figura a seguir.

M, M, Ce e M_
| ! A
J(1) I (D
! ! !
J(2) e) ]2
! ! !
J(3) 196) 1(3)

i A A
Jl (n 1 ) Jz(n2) Jm(nm )

1.2 Revisao Bibliografica

Koulamas (1994) apresenta uma revisao de literatura para o problema de atraso em
uma méquina, maquinas paralelas , flowshop e jobshop. A literatura sobre o problema
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de minimizar o atraso em maquinas paralelas ndo é muito vasta. Este problema é NP-
hard, pois o problema para uma maquina também o é (Du e Leung (1990)). Devido a
sua complexidade, o problema de atraso em maquinas paralelas idénticas é geralmente
abordado através de heuristicas.

Uma classe de heuristicas citadas a seguir utiliza regras de despacho para alocar tarefas
a maquinas de acordo com algum critério. As regras mais usadas sdo: EDD (FEarliest
Due Date), onde as tarefas sao ordenadas em ordem crescente de data de entrega; SPT
(Shortest Processing Time), em que as tarefas sdo seqiienciadas em ordem crescente de
tempo de processamento; SLACK que consiste em ordenar as tarefas em ordem ascendente
de (d, - p,‘).

A seguir, utilizam-se heuristicas para minimizar o atraso em cada maquina.

Wilkerson e Irwin (1971) propSem uma heuristica para o problema de atraso em
uma maquina e sugerem que a heuristica proposta poderia ser usada em conjunto com um
mecanismo para alocar tarefas em multiplas maquinas. Baker (1973) apresentou essa
heuristica proposta por Wilkerson e Irwin (1970) para maquinas paralelas idénticas.
Inicialmente as tarefas sio ordenadas por EDD. A seguir, a tarefa é alocada na maquina
0 mais préximo possivel de sua data de entrega. Nio sdo apresentadas comparagoes dos
resultados computacionais com outros métodos.

Dogramaci e Surkis (1979) utilizam trés regras de despacho (EDD, SPT e SLACK).
A seguir, alocam cada tarefa na maquina com menor tempo de término, e tratam sepa-
radamente o problema de minimizacdo do atraso em cada maquina. Das trés solucées
obtidas, a melhor é escolhida. Foram testados 560 problemas gerados aleatoriamente,
com tamanhos variando entre 12 e 30 tarefas e 2 a 5 maquinas. O desempenho da
heuristica proposta foi avaliado por y = ﬁ:ﬁ onde H é o atraso gerado pela heuristica; L
é o valor do limitante inferior obtido através de programacao linear; e M é o atraso médio
de 500 programas gerados aleatoriamente. Para 92% dos casos, y < 0.15, o que confirma
que a solugao heuristica estd muito mais préxima do limitante inferior que a média dos
programas gerados aleatoriamente.

Ho e Chang (1991) ordenam as tarefas pela regra de despacho T PI (traffic priority
indez) proposta pelos autores. A alocagao de tarefas a maquinas é idéntica a descrita an-
teriormente, e os autores propéem uma heuristica baseada em trocas de tarefas adjacentes
para minimizar o atraso em cada maquina. Resultados computacionais sao apresentados
para problemas com tamanhos diversos, entre 20 e 200 tarefas e 1 a 10 maquinas. Os
resultados computacionais indicam que a heuristica proposta tem um desempenho melhor
(0.22% em média) que a heuristica de Wilkerson-Irwin (1971).

Koulamas (1994) apresenta uma heuristica construtiva para o problema de atraso em
maquinas paralelas. A heuristica proposta consiste em inicialmente ordenar as tarefas
em ordem crescente de tempo de processamento (SPT). A seguir sdo construidas m
cépias dessas listas. Seleciona-se entao uma tarefa de cada maquina usando a heuristica
PSK proposta por Panwalkar, Smith e Koulamas (1993) apresentada no Capitulo 2.
Se ao menos uma dessas tarefas puder ser alocada sem atraso na respectiva maquina,
selecione aquela com menor data de entrega. Se as tarefas estiverem atrasadas, aloca-
se a que resultar no menor atraso. A medida que as tarefas vio sendo alocadas, elas




sio retiradas das listas. S3o apresentados resultados computacionais para problemas de
200 tarefas e 2,3 e 4 maquinas. Koulamas (1994) conclui através desses resultados que
sua heuristica tem um desempenho superior a Wilkerson e Irwin (1970), Dogramaci
e Surkis (1979) e Ho e Chang (1991). Sédo apresentados ganhos da ordem de 150%
em relacio as heuristicas citadas anteriormente.

Luh et al.(1990) propéem um limitante inferior fornecido por Relaxagdo Lagran-
geana para o problema de atraso ponderado em méquinas paralelas idénticas. A seguir
apresentam uma heuristica baseada nesta relaxagao. S3o realizados testes computacionais
com 40 maquinas e 80 a 120 tarefas. A maior parte dos resultados ficou a menos de 1%
do limitante inferior.

Existem também artigos que tratam de variagdes do problema de minimizar o atraso
em méquinas paralelas como Sahni e Cho (1980) e Arkin e Roundy (1991). Sahni e
Cho (1980) abordam o problema de minimizar o atraso em maquinas paralelas idénticas
permitindo interrupgao de tarefas. Arkin e Roundy (1991) propdem um algoritmo para
minimizar o atraso ponderado total em maquinas paralelas idénticas. Os pesos das tarefas
sao proporcionais aos tempos de processamento.

Além do atraso, existem outros critérios que podem ser minimizados em maquinas
paralelas, como em Franga et al.(1994) que minimizam o makespan, e Li e Cheng
(1994) que tratam do problema de desvio absoluto em relagéo & data de entrega (absolute
lateness). Cheng e Sin (1990) apresentam uma revisao de literatura para o problema
de maquinas paralelas.

Nao foi encontrado nenhum artigo que aplica busca tabu ao problema de minimizar
0 atraso em maquinas paralelas idénticas. Entretanto, aplicagdes de Busca Tabu ao
problema de maéquinas paralelas minimizando outros critérios podem ser encontrados
na literatura. Alguns desses artigos sdo citados a seguir. Hiibscher e Glover (1994)
tratam do problema de minimizar o makespan. Laguna e Velaverde (1991) abordam
o problema de minimizar o avango (‘earliness) ponderado com deadlines. Em Franga
et al. (1995) aplica-se Busca Tabu ao problema de minimizar o makespan quando os
tempos de processamento dependem da seqiiéncia, e Barnes e Laguna (1993) tratam
do problema de minimizar o tempo de fluxo ponderado.



CAPITULO 2

Heuristica Proposta

Este capitulo apresenta a heuristica proposta para a solugdo do problema abordado.
A heuristica consiste de uma fase construtiva seguida de uma aplicagao de busca tabu.

A fase construtiva, apresentada na se¢io 2.1, é formada por trés procedimentos basicos:
ordenar as tarefas por uma regra de despacho, distribuir as tarefas nas maquinas, e mini-
mizar o atraso em cada maquina utilizando uma heuristica.

A secio 2.2 apresenta um resumo da metodologia da busca tabu e descreve como ela
foi aplicada ao problema tratado neste trabalho, definindo o tipo de vizinhanga utilizada,
as regras de ativacdo e duragao tabu.

A seciao 2.3 apresenta duas estratégias de diversificagdo aplicadas ao problema estu-
dado.

2.1 Heuristica Construtiva
A heuristica construtiva consiste de trés procedimentos basicos:

I - Ordenar as n tarefas usando a regra de despacho M DD.
II - Distribuir as tarefas nas maquinas.
I1I - Minimizar o atraso em cada maquina aplicando a heuristica PSK.

2.1.1 Procedimentos I e II

A regra MDD (Modified Due Date) ordena as tarefas por ordem crescente de M DD,
onde MDD da tarefa i é dada por maz(C(t) + pi;d;), e C(t) é o tempo de término
da tltima tarefa seqiienciada até o instante t. Esta regra foi proposta por Baker and
Bertrand(1982)

Depois de ordenadas por esta regra de despacho, as tarefas sio alocadas na maquina
com menor tempo de término. Foram realizados testes alocando-se as tarefas na maquina
com menor atraso, numa tentativa de “equilibrar” os atrasos entre as maquinas. Entre-
tanto, os resultados obtidos néo foram tao bons. Uma possivel justificativa é que o atraso
de uma tarefa ndo depende dos atrasos das tarefas que a precedem na maquina, e portanto,
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alocar a tarefa na maquina com menor atraso pode gerar um alto valor de atraso naquela
maquina. Isto é, dada uma tarefa, suponha que deseja-se alocé-la na maquina com menor
atraso (méaquina k). O atraso da tarefa Ji(i) é dado por: maz(C(t) + pi — di,0). Observe
que o atraso da tarefa alocada nio depende do atraso da maquina k, mas essencialmente
do tempo de término (C(t)) da maquina. Portanto, alocar tarefas na maquina com menor
atraso pode levar a atrasos maiores do que na méquina com menor tempo de término.

2.1.2 Procedimento III

Panwalkar, Smith e Koulamas (1993) desenvolveramuma eficiente heuristica cons-
trutiva, PSK, descrita a seguir.

Considere um conjunto de tarefas ordenadas por SPT (Os empates sao resolvidos por
EDD). Inicialmente, todas as tarefas nao seqiienciadas estio em um conjunto ordenado
U(1,2,3,...n). A primeira tarefa de U é portanto a menor tarefa nao seqienciada. O
conjunto S contém as tarefas seqiienciadas; este conjunto estd inicialmente vazio. Seja C

a soma dos tempos de processamento de todas as tarefas em S, isto é, o tempo de término
da dltima tarefa em S.

Passo 1. Se U contém somente 1 tarefa, insira-a na dltima posi¢do em S e va para
o Passo 9. Caso contrario, denomine a primeira tarefa de U como a tarefa ativa :, isto
é, a proxima tarefa candidata a ser seqiienciada.

Passo 2. Se C + p; > d;, va para o Passo 8.

Passo 3. Selecione a préxima tarefa de U, e denomine-a como tarefa j.

Passo 4. Se d; < C + pj, va para o Passo 8.

Passo 5. Se d; < dj, va para o Passo 7.

Passo 6. A tarefa j agora passa a ser a tarefa ativa i. Se esta é a iltima tarefa em
U, va para o Passo 8. Caso contririo retorne ao Passo 2.

Passo 7. Se j é a tltima tarefa em U, va para o Passo 8. Caso contrario, retorne
ao Passo 3.

Passo 8. Remova a tarefa i de U e coloque-a apés a iltima tarefa programada em
S, C = C + p: e retorne ao Passo 1.

Passo 9. Calcule o atraso total para a seqiiéncia e encerre.

Segundo Koulamas(1994), a complexidade do PSK é O(n’logn). Entretanto, anali-
sando a heuristica é possivel notar que essa complexidade pode ser reduzida a O(n?). O



pior caso da heuristica PSK ocorre quando a tarefa ativa i € comparada com todas as
tarefas subseqientes pertencentes a {J. Isto é. os passos 3,4,5e7 sao repetidos até que
j seja a tltima tarefa em U. Neste caso, na primeira iteracdo esses passos sdo repetidos
(n — 1) vezes. Na segunda iteragao, (72 — 2), na terceira, (n — 3), e assim sucessivamente,
até a n-ésima iteracdo. Portanto, esses passos sio executados n(n — 1)/2 vezes no pior
caso. Este laco contendo os passos 3,4, 5 e 7 é o de maior complexidade da heuristica PSK,
portanto, a complexidade da heuristica pode ser reduzida para O(n?).

A seguir, apresenta-se uma explicacdo mais detalhada da heuristica. Inicialmente
as tarefas sdao colocadas em ordem S PT. O algoritmo realiza n passagens na lista U,
comegando no inicio dela. Em cada passagem, retira uma tarefa de U e a insere em S.
Esta heuristica tem alguns passos baseados em uma das condigbes de otimalidade para
atraso em uma maquina devida a Emmons (1969) citada a seguir.

Sejam duas tarefas i e j, e B; € o conjunto das tarefas que precedem a tarefa j. A
tarefa i precede a tarefa j em alguma seqiéncia dtima se a condigdo abairo € satisfeita:

pi < pj e di < maz(p; + Lrep, Pk d;)

O Passo 1 denomina a primeira tarefa de U como tarefa ativa i, isto é, a préxima tarefa
candidata a ser seqiienciada. Caso exista somente uma tarefa em U, ela é seqiienciada
imediatamente e o algoritmo termina no Passo 9.

O Passo 2 verifica se a tarefa i ficara atrasada se for seqiienciada imediatamente. Caso
isso seja verdade, entdo a tarefa i é retirada de U e é seqiienciada. Se a tarefa i é a
tarefa nao seqiienciada com menor tempo de processamento, entido a decisao deste passo
é étima. Isto porque p; < p; ed; < C + p; < C +pj, Vj € U, onde C = Fxeg, Pi- Pela
condicdo de Emmons, conclui-se que a tarefa : deve preceder a tarefa j.

O Passo 3 seleciona a préxima tarefa de U, tarefa j, para ser comparada com a tarefa
ativa 1. '

O Passo 4 verifica se a tarefa i ficara atrasada caso seja seqiienciada apds j. Se isso
acontecer, a tarefa i deve preceder a tarefa j. Essa decisdo é 6tima caso i seja a tarefa
com menor tempo de processamento em U. Isso pode ser mostrado usando a condigao de
Emmons. Por hipétese, p; < p; ed; < C +pj, Vj € U, onde C = ¥ y¢p; px- Portanto a
politica étima € que a tarefa : deve preceder a tarefa j.

Se a condigdo no Passo 5 for satisfeita, entao a tarefa j é eliminada de sua posicao
atual e a proxima tarefa em U é selecionada para ser comparada com a tarefa i. Este
passo sempre resultara em otimalidade, pois p; < p; e d; < d; e portanto pela condigao
de Emmons citada acima, a tarefa i deve preceder a tarefa j.

O Passo 6 denomina a tarefa j corno a nova tarefa ativa i. Neste caso, a nova tarefa
ativa ¢ deixa de ser a tarefa (ndo seqiienciada) com menor tempo de processamento.

A seguir apresenta-se um exemplo da heuristica PSK para o problema com 7 tarefas,
cujos tempos de processamento e datas de entrega sdo dados na préxima tabela.



tarefa | 1 2 3 4 5 6 7
p 30( 59 | 9|39 13 | 60 |52
d 16 | 127 | 84 | 104 | 130 | 105 | 27

Inicialmente as tarefas sao ordenadas em SPT, portanto,

U=3,51,4,7,2,6eS={}eC =0.

Iteragao 1:

P1: 1=3

P2: C + ps = 0 + 9 maior ou igual a 84 7 Nao.

P3: =5

P4: d3 = 84 menor ou igual a C + ps =0+ 13 7 Nao.
P5: (ds = 84) < (ds =130) ? Sim = v4 para P7.

P7: j nao é a ultima tarefa em U = va para P3.

P3: =1

P4: (d3 =84) < (C+p; =0+30) ? Nao.

P5: (d3 = 84) < (dy =16) ? Nao.

P6: : = j = 1. = va para P2.

P2: C+p; = 0+4+302>(dy =16) ? Sim = va para P8.
P8: U ={3,5,4,7,2,6} e S={1}. C =C + p; = 0+ 30 = 30 Retorne a P1

Iteragao 2:

P1: i=3

P3: y =5

P4: (d3 = 84) < (C +ps =30+ 13) ? Nao.

P5: (dz = 84) < (ds = 130) ? Sim = v4& para P7.

P7: j nao é a ultima tarefa em U = v4 para P3.

P3: ) =4

P4: (d3 =84) < (C + ps =30+ 39) ? Nao.

P5: (d3 = 84) < (dsy = 104) ? Sim = v4 para P7.

P7: j ndo é a tltima tarefa em U = v4& para P3.

P3: 7 =17

P4: (d3 =84) < (C'+pr =30+52) ? Nao.

PS: (ds = 84) < (dr = 27) ? Nao.

P6: 1 = j = 7. = Va para P2.

P2: (C +pr =30+ 52) > (d7 =27) ? Sim. = v4 para P8.
P8: U = {3,5,4,2,6} e S={1,7}. C = C + p;r = 30 + 52 = 82. Retorne a P1.

Iteracao 3:
P1: 1=3
P2: (C +p3 =8249) > (d3 =84) ? Sim. = v4 para P8.
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ps: U = {5,4,2,6} e S={1,7,3}. C =C +p3 =82+9 =91. Retorne a P1.

Iteragao 4:

P1: i=5

P2: (C +ps =91 +13) > (ds = 130) 7 Nao.

P3: y =4

P4: (ds = 130) < (C +ps =91 +39) ? Sim. = va para P8.

p8: U = {4,2,6} e S={1,7,3,5}. C = C 4 ps = 91 + 13 = 104. Retorne a P1.

Iteragao 5:

P1: i=4

P2: (C + ps = 104 4 39) > (dq = 104) 7 Sim. = va para P8.

ps: U ={2,6} e S ={1,7,3,5,4}. C = C + ps = 104 + 39 = 143. Retorne a P1.

Iteracao 6:

P1: i=2

P2: (C + py = 143 4+ 59) >
P8: U= {6} e S ={L,7,3,

(de = 127) 7 Sim. = va para P8.
5,4,2}. C = C + p, = 143 + 59 = 202. Retorne a P1.

Iteracao T:

P1: U contém somente a tarefa 6, portanto, ela é inserida na dltima posi¢do de S: U = { },
S =1{1,17,3,5,4,2,6}. = va para P9.

P9: atraso total da seqiiéncia é: 347.

O desempenho da heuristica construtiva utilizando o PSK foi comparado a heuristica
construtiva proposta em Yamashita e Armentano (1995). Nesse trabalho, ao invés do
PSK, utilizou-se a heuristica API (adjacent pairwise interchange), baseada em troca de
tarefas adjacentes, proposta por Fry et al.(1989) para minimizar o atraso em cada
maquina. Em instancias com até 20 tarefas por maquina, os dois métodos encontraram
solucdes de valores muito parecidos ou idénticos. Ja em problemas com um maior nimero
de tarefas por maquina, o PSK gerou solugoes de melhor qualidade. Em relagao aos
tempos computacionais, a heuristica PSK foi no minimo, 1.3 vezes mais rapida que o API
e no maximo, cerca de quatro vezes mais rapida. A escolha da heuristica de construgao
utilizando PSK deve-se a boa qualidade dos resultados fornecidos e ao bom desempenho
computacional.

Concluido o procedimento da heuristica construtiva, aplica-se entdo a busca tabu ao
problema.

2.2 Busca Tabu

A busca tabu é uma metaheuristica que tem como finalidade guiar um procedi-
mento de heuristica de busca local para explorar o espago de solugdes além da otimalidade
local. Nos 1ltimos anos, a busca tabu tem sido aplicada com sucesso a diversos tipos de
problema de otimizagao combinatéria (Laguna(1994), Glover(1995)).
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A busca tabu é baseada na idéia de que um método de solugao do problema, para
ser qualificado como inteligente, deve incorporar meméria adaptativa e estratégia de
busca. O uso da meméria adaptativa constrasta com os modelos sem meméria, e com os de
meméria rigida como o Branch and Bound. A énfase na existéncia de uma estratégia de
busca, seja deterministica ou probabilistica, deriva da suposigao que uma busca informada
¢ melhor que uma boa escolha aleatéria.

Nogdes bésicas da busca tabu podem ser descritas como se segue. Seja f(z) uma
funcdo a ser otimizada sobre um conjunto X. A busca tabu comega do mesmo modo que
uma busca local comum, prosseguindo iterativamente de um ponto solugio a outro, até
que um critério de parada seja obedecido. Cada z pertencente a X tem uma vizinhanca
V(z) associada, que estd contida em X, e cada solugao ¢’ pertencente a V(z) é atingida
a partir de z por uma operagdo chamada movimento. O valor do movimento representa
a mudanca no valor da fungio objetivo em conseqiiéncia da realizagio do movimento.

A busca tabu vai além da busca local, empregando uma estratégia de modificar V' (z) a
medida que a busca prossegue, substituindo-a por uma outra vizinhanga V*(z). Como ja
foi dito anteriormente, um aspecto chave na busca tabu é o uso de estruturas especiais de
meméria que servem para determinar V*(z), e entao organizar o modo no qual o espaco
é explorado. A seguir, sdo descritos alguns aspectos importantes da meméria na busca
tabu.

A memdria usada na busca tabu é explicita e atributiva. A meméria explicita
armazena solugdes completas e consiste basicamente de solugoes de elite visitadas durante
a busca. Essas solugdes especiais sao introduzidas em intervalos estratégicos para ampliar
V*(z) . A meméria atributiva, por outro lado, guarda informagdes sobre atributos de
solucdes que caracterizam a mudanca de uma solugao para outra.

Outro aspecto importante da memdria da busca tabu é a diferenca entre meméria de
curto prazo e meméria de longo prazo. Cada uma delas vem acompanhada de suas
préprias estratégias especiais. Entretanto, ambas podem ser vistas como uma forma de
modificar a vizinhanca V (z) referente a uma dada solugéo z.

Nas estratégias de busca tabu baseadas em memédria de curto prazo, V*(z) é um sub-
conjunto de V(z), e a classificagao tabu serve para identificar elementos de V(z) excluidos
de V*(z). O tipo mais comum de memdria de curto prazo é aquele que guarda atributos de
solucdes recentes. Isso previne certas solucdes do passado recente de pertencerem a V*(z)
e portanto de serem revisitadas. Em algumas aplicagdes, os componentes da memoria
de curto prazo da busca tabu ndo sao suficientes para produzir solugdes de alta quali-
dade. Nesse caso, a busca tabu torna-se significantemente mais eficiente ao se introduzir
memoria de longo prazo e suas estratégias associadas.

A memoria de longo prazo armazena dados importantes como a freqiiéncia com que os
atributos mudam, ou a freqliéncia com que um determinado atributo participa de solugoes
geradas no decorrer da busca. Dois importantes componentes de memoria de longo prazo
da busca tabu sdo as estratégias de diversificagdo e intensificagd@o. Estratégias
de intensificacdo sao baseadas em modificar regras de selecdo a fim de encorajar com-
binacoes de caracteristicas de movimentos e solugdes historicamente boas. As estratégias
de diversificacdo tém a finalidade de direcionar a busca para novas regiées. Em geral, sao
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baseadas em modificar regras de selecio para favorecer atributos de solugdes que nao sao
freqiientemente selecionados(usando funcgdes de penalidade, por exemplo).

2.2.1 Vizinhanga no Problema Estudado

Para definir a vizinhanga V(z) sdo considerados dois tipos de movimentos, insergéo
e troca. O valor de movimento é a variacio do atraso total da nova solugao gerada
pelo movimento.

Movimento de Insergdo

O movimento de insercio consiste em retirar uma tarefa de uma maquina e inseri-la
em uma posi¢ao de outra maquina (diferente da mdaquina de origem da tarefa). Dada
uma solugdo, a vizinhanga de inser¢ao é formada por todas as solugdes que podem ser
alcancadas através do movimento, ou seja, para cada tarefa do problema, considera-se a
sua inser¢ao em todas as posi¢ées de todas as maquinas com excecdo de sua maquina de
origem. Seja m; o nimero de tarefas em M;. Entdo o tamanho da vizinhanca de insercao
e’

m—-1 m
Z Z (277,1‘77,]' +n; + 77,]‘)
=1 j=7+41

Um limitante superior fraco para o tamanho da vizinhanga de inser¢oes pode ser dado
por,
2(m—1)m
2

E possivel obter uma estimativa mais realista do tamanho da vizinhanca considerando-
se n miltiplo de m e sob a hipdtese que existem n/m tarefas por maquina. Neste caso, a
vizinhanca formada pelos movimentos de insercao tem tamanho

n
(2 4 1)(n)(m — 1)

Um exemplo de inser¢ao pode ser visto a seguir. Sejam os programas S; = {J1(1), J1(2),
J1(3),J1(4)} e Sa = {J2(1),J2(2),J2(3)}. Suponha que a tarefa Ji(2) seja inserida na
maquina 2 (Figura (la)). Inicialmente J;(2) é retirada da méaquina 1 (Figura (10)).
Avaliam-se entao as solugoes obtidas ao se inserir J;(2) em cada uma das posigdes da
méaquina 2 (Figura (1c)), gerando as solugoes da Figura (le). Portanto, as 4 solugdes
que podem ser alcancadas ao se inserir a tarefa J;(2) na méaquina 2 sdo formadas pela

combinagdo do programa de M; (Figura (1d)) com os programas da Figura (le).
Movimento de troca

O movimento de troca consiste em trocar duas tarefas entre duas maquinas. As
tarefas podem ocupar qualquer posicao da maquina na qual estdo sendo inseridas. As
solugdes que compoem a vizinhanga dos movimentos de troca sao obtidas da seguinte
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M, M, M, M,
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@ O 176) 12
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J(4) IO
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M, M, M, M, M,
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©) VORI J(2) A0
O 53) _-J_EZ—) J(2) 1(2)
1(2) 5NN 1) B 6)

@

©
Figura 1: Inser¢ao da tarefa J;(2) na maquina 2
forma. Examinam-se todas as trocas possiveis de duas tarefas entre duas maquinas.
Da mesma forma que nos movimentos de insergao, as tarefas que estao sendo trocadas

sao testadas em todas as posicdes das respectivas maquinas. No paragrafo seguinte é

apresentado um exemplo das trocas. Seja n; a quantidade de tarefas em M;. O tamanho
da vizinhanga para os movimentos de troca é dado por

£L

Um limitante superior fraco para essa vizinhanca é,

(5] =5

onde |b| é o maior inteiro menor ou igual a b.

Ms

(nin;)?

+

14



Considerando-se que cada maquina processa n/m tarefas e n é multiplo de m, entao
a vizinhanga formada por esses movimentos de troca tem tamanho de

n* m(m-1)

R

(

m*

Um exemplo do movimento de troca pode ser observado a seguir. Na Figura 2, sejam

dois programas ilustrados em 2(a), 57 = {Ji(1),J

1(2), /1(3), J1(4)} e Sz = {Ja(1), J2(2),

J2(3)}. Deseja-se fazer a troca da tarefa Jy(2) com a tarefa Ja(3).

M, M, M, M,

SO RN A¢H 1) I
11(2) L® 110) 1)
o N

I(4) - I(4)

(a) ®) ©
Figura 2: Troca da tarefa J;(2) com a tarefa Jy(3)

M, M, M, M, M, M, M,
L LW J<2) I I I 12(3)
170) J(2> 1) TORIRIE) 12<3) I
:_3@1 L@ L 1® e 10 1

quadro ] '}2-(3:)-. 1@ @ @
— quadro 2

Figura 3: Conjunto de solugdes gerado pela troca de J;(2) com J3(3)

Inicialmente, J1(2) e J5(3) sdo retiradas de suas respectivas maquinas. J;(2) é entdo
inserida em todas as posi¢oes da maquina 2 (Figura (2b)), gerando as solugdes do qua-
dro 1 da Figura 3. Da mesma forma, J,(3) é testada em todas as posi¢des da maquina

15



1 (Figura (2c)), gerando as solugdes do quadro 2 da Figura 3. Portanto, o mimero de
solucdes que podem ser alcancadas (tamanho da vizinhanga) ao se trocar Ji(2) com J5(3)
é3%4 = 12. Observando os programas da Figura 3, é possivel notar que o atraso dos
programas do quadro 1 ndo dependem dos programas do quadro 2. Portanto, uma vez
calculado o atraso para os 3 +4 = 7 programas da Figura 3, nido é necessario recalcular o
atraso para cada programa que compoe as 12 solugdes geradas pela trocas de J;(2) com

Jo(3).

O tamanho da vizinhangacompleta de uma dada solugao corrente é a soma do tama-
nho de vizinhanga das trocas e insercées. O calculo do tamanho da vizinhanga é detalhado
no Apéndice Al.

Complexidade Computacional

A complexidade computacional da avaliacio da vizinhanca é O(n®m) + O(n?m?), e
sua dedugao é detalhada no Apéndice A3. Pode-se observar que a complexidade é menor
que o tamanho da vizinhanga. Isso se deve a independéncia do célculo do atraso das
maquinas e ao uso de matrizes que armazenam informagdes da iteragao anterior sobre as
trocas (veja Apéndice A2.). De nosso conhecimento a estrutura de dados e o calculo da
complexidade computacional utilizados foram propostos neste trabalho e nao encontrou-
se literatura sobre estes topicos.

2.2.2 Regra de Ativagao Tabu e Duragao Tabu.

Diferente da busca local, a busca tabu modifica a vizinhanga V() utilizando estruturas
especiais de memoria. Uma dessas estruturas é a memoria de curto de prazo, que é fun-
damental para se determinar a vizinhanga modificada V* (z). A meméria de curto prazo
baseia-se na historia recente da busca. O principal mecanismo para explorar memdria de
curto prazo na busca tabu é classificar um subconjunto de movimentos numa vizinhanca
como proibidos (ou tabu), através de regras de ativagdo. A regra de ativagio tabu
utilizada foi a seguinte. Sempre que uma tarefa mudar de uma madquina origem para uma
miquina destino (seja por um movimento de troca ou inser¢ao) ela nio podera sair dessa
dltima por um determinado nimero de iteragoes, ou seja, qualquer movimento envolvendo
esta tarefa sera considerado tabu. Fica implicito, entado, que o atributo do movimento é
caracterizado pela identidade da tarefa movida.

A busca tabu deve encorajar flexibilidade. Entretanto, ndo é sempre verdade que a
condicao tabu menos restritiva é a melhor. Foram testados outros critérios para deixar
o movimento tabu. Por exemplo, se um movimento é executado, a tarefa fica proibida
de retornar para a maquina de origem, mas pode ir para qualquer outra maquina. Este
critério é muito menos restritivo que o adotado, e nao produziu resultados tdo bons. A
eficiéncia da memoria de curto prazo é influenciada diretamente pela selegiao do atributo,
a regra que torna movimentos tabu, o tempo que um elemento permanece tabu-ativo, e a
estratégia que permite movimentos tabu serem realizados sob situagoes especiais.
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O préximo passo entdo, é determinar por quanto tempo um movimento deve perma-
necer tabu, ou seja, a duragdo tabu. Uma aproximagao natural é selecionar a duragao
tabu de acordo com o tamanho do problema. Uma duragdo tabu apropriada depende da
caracteristica da regra de ativacio empregada. onde regras mais restritivas sao geralmente
combinadas com uma duragao tabu mais curta.

A duragao tabu é um requisito fundamental para o bom desempenho do algoritmo.
Uma duracio tabu pequena pode gerar ciclos ao passo que uma duragdo tabu muito
grande pode proibir um nimero excessivo de movimentos, restringindo a busca a movi-
mentos que nao permitem melhorias substanciais da fungdo objetivo. A duragéo tabu
ideal fica na faixa intermediaria entre esses dois extremos. Em geral, uma duracao tabu
curta permite explorar solugdes “préximas” de um 6timo local enquanto uma duragao
longa é importante para se afastar de um 6timo local. Variar a duragao tabu durante
a busca, ao invés de manté-la constante, oferece uma maneira de induzir um balango
entre examinar uma regidao bem de perto e mover-se para diferentes partes do espaco
solugao. Existem muitas formas de se implementar uma duragdo tabu dindmica. Es-
sas implementacoes podem ser classificadas em duragdo tabu dindmica aleatéria e
duragdo tabu dindmica sistematica. Detalhes sobre tipos de duracdo tabu podem
ser encontradas em Laguna(1994).

Para o problema estudado, foi adotada uma duragao tabu dindmica aleatéria. Neste
caso, a duragdo tabu ¢ é selecionada por uma distribuigao uniforme entre dois parametros
a e b, representada por U(a,b). Um mnovo valor de t é escolhido para o movimento que
se torna tabu em cada iteracdo. A questao agora é como escolher os parametros a e b.
Através de experimentos computacionais obteve-se uma estimativa da duragao tabu que
tornasse, em média, todos os movimentos tabu, de tal forma que nao existissem mais

movimentos que pudessem ser selecionados. Segundo essa estimativa, tal fato ocorre com

uma duracao tabu de
n

—(m —1)

m

em média, obtida experimentalmente. Foi dado entdo uma redugdo a esse numero, to-
mando uma porcentagem dele. Observou-se que os movimentos de insergao sao bem menos
freqiientes que os de troca. Com a finalidade de incentivar movimentos de inser¢ao, foram
utilizados dois tipos de duragao tabu diferentes para os movimentos de insergao e troca.
Apds testes exaustivos foram obtidos bons resultados com as seguintes duragao tabu:

Para trocas: U(a,b), onde

a=—(m-1)08- > b=—(m—1)0.8 + —
m m

m m

Para insergoes: U(a,b), onde
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a="(m—-1)05- 2 b="(m —1)0.5+ —.
m m m m

A estrutura computacional usada para a duragao tabu consiste de um vetor unidi-
mensional de n posigdes, que indica até quando a tarefa i deve ficar tabu. KEsse ve-
tor é atualizado a cada iteracio. Suponha que a iteracdo atual é a iteracao k, entao
duracao_tabult] = k + U(a,b)

Restricdes tabu nao sdo invioldveis em todas as circunstancias. Uma condigdo que
permite suprimir a condigao tabu é chamada de critério de aspiragéo. Dessa forma,
evita-se que determinados movimentos considerados bons ou influentes sejam ignorados.
O critério de aspiragao adotado aqui consiste em retirar as restrigdes tabu sempre que a
realizacio do movimento resultar em urna solugao superior & melhor solugao ja encontrada.

A cada iteracdo todos os movimentos sao avaliados, levando-se em conta o seu status
tabu e o critério de aspiracao. Seleciona-se o candidato admissivel com melhor valor de
movimento. O movimento é executado e a duracao tabu é atualizada. O algoritmo para
ap6s 300 iteragoes ou se tempo de CPU superar 1200 segundos.

Ao invés de se escolher o melhor movimento da vizinhanga V*(z), pode-se alterar a
politica de selecdo de movimentos escolhendo o primeiro movimento que melhore a funcao
objetivo com relagao a z. Nesse caso, existe grande chance de nio ser preciso avaliar a
vizinhanca inteira, portanto, a escolha pode ser mais rapida que na estratégia do melhor
movimento, onde obrigatoriamente a vizinhanca inteira deve ser analisada. No caso, existe
um compromisso entre o tempo gasto para se avaliar uma vizinhanca e a qualidade da
solugdo obtida. Para o problema aqui tratado, verificou-se que a estratégia mais agressiva
do melhor movimento, apresenta solugdes de qualidade superior a do primeiro movimento
num mesmo intervalo de tempo.

Para finalizar a se¢do apresenta-se na Figura 4 um diagrama de blocos da busca tabu.
Na secao seguinte serao apresentadas as duas estratégias de diversificagao aplicadas a
busca tabu. Daqui por diante, o procedimento de busca tabu sem diversificagao tal como
foi apresentado nesta secdo, sera denomminado busca tabu simples.

2.3 Diversificagao

Estratégias de diversificagdo tém a finalidade de direcionar a busca para novas regices.
Em geral, sdo baseadas na modificagao das regras de selecio de movimentos para favo-
recer aqueles que nao sao freqientemente escolhidos (usando fungdes de penalidade, por
exemplo).

Duas estratégias de diversificagio foram propostas para o problema: diversificagao
baseada em distancia de movimento e diversificacdo com penalizagdo de movimentos
freqiientes. No primeiro caso, nao foi utilizada meméria de longo prazo, e a idéia da
diversificagao consiste em incentivar movimentos de inser¢ao. Na diversificagao com pena-
lizacao, utiliza-se memoria de longo prazo para armazenar solugdes de elite e a freqiiéncia
dos movimentos. As duas estratégias de diversificagao serdo discutidas a seguir.
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Figura 4: Fluxograma da busca tabu simples
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2.3.1 Diversificacio com Movimentos de Insergao

As estratégias de diversificacdo sdo tteis quando solugdes melhores s6 podem ser al-
cangadas ao se cruzar barreiras na topologia do espago de solugao. A nogao de distancia
do movimento estd associada ao grau mno qual a solugao corrente é modificada ao se exe-
cutar um determinado movimento. Movimentos de grandes distancia produzem maiores
mudancas estruturais na solugio, e tém uma tendéncia de produzir solucdes de pior qua-
lidade. Este caminho por tais solucSes é necessario para se obter solucées de melhor
qualidade.

Uma interpretacédo simples mas poderosa deste conceito foi usada para incorporar um
elemento de diversificagao na busca tabu (Barnes e Laguna, (1993)). Observou-se que
em média, a busca tabu realiza um niimero muito maior de movimentos de troca do que
de inser¢io. Uma provavel justificativa é que os movimentos de troca nao modificam a
cardinalidade da particdo da solucdo corrente, e em geral, eles possuem uma distancia
de movimento menor que os movimentos de inser¢ao. Logo, os movimentos de troca sao
selecionados mais freqiientemente. Portanto, em adigdo a regra de decisdo tradicional de
selecionar o melhor movimento a cada iteragio, adota-se uma outra regra de selecao de
movimentos com a finalidade de incentivar as inser¢des. Seja Z* o valor do menor atraso
obtido no decorrer da busca até o momento. Apds um periodo de 10 iteracoes sem encon-
trar uma solugao melhor que a melhor que Z*, proibe-se a sele¢cio de movimentos de troca
que nao melhoram Z*, e o melhor movimento de insergao é executado. Um fluxograma
desta estratégia de diversificagdo é apresentado na Figura 5. Esta estratégia tem o efeito
de perturbar a solugdo corrente, e tende a levar a busca para uma regiao diferente daquela
atualmente explorada.

2.3.2 Diversificagdo com Penalidade

Uma estratégia de diversificagdo muito utilizada é a penalizagdo. Usando memoria
de longo prazo, € possivel armazenar a freqiiéncia dos movimentos ao longo da busca, e
dessa forma, tentar evitar movimentos executados muitas vezes e favorecer movimentos
pouco freqientes. Para tanto, serd utilizada uma matriz triangular inferior, de dimensao
nen, denominada matriz de freqiéncia, e que armazena na posi¢do (¢,J) quantas vezes
a tarefa i foi trocada com a tarefa j. Quando o movimento é de insergdo, a freqiéncia
é armazenada na diagonal da matriz. A matriz de freqliéncia é utilizada na fungao de
penalidade de movimentos. Quando a diversificagéo é ativada, os movimentos envolvendo
as tarefas 7 e J passam a ser avaliados através da fungao de penalidade,

movimento penalizado(t, j) = valor domovimento(i, j) + o * penalidade(z, ) (1)

onde a é o parametro de diversificacao que deve ser ajustado e penalidade(z,j) é
uma medida relativa da freqiéncia. Nesse caso em particular, penalidade(z,j) é o ele-
mento (z,j) da matriz de freqiéncia dividido pelo maior elemento da matriz. Portanto,
penalidade(t, j) varia entre 0 e 1.
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Foram usados dois fatores de penalidade distintos para movimentos de troca (a =
0.3+ (solugdo da heuristica construtiva)) e insercao (o = 0.05% (solugdo da heuristica cons-
trutiva)), determinados apés testes exaustivos. Essa distin¢ao deve-se ao fato da quanti-
dade de movimentos de insercio ser muito menor que os movimentos de troca. Portanto
ao designarmos um peso menor aos movimentos de insercao, esses movimentos sao enco-
rajados e dessa forma, pode-se examinar espago de solugoes pouco explorados.

A diversificagao usando penalidade é ativada sempre que a busca tabu nao consegue
encontrar melhores solugdes. Através de testes computacionais foi determinado que a
penalizagdo deve ter inicio a cada 60 iteragoes sem melhoria. Parte-se entdao da melhor
solucao obtida até o momento, a duragdo tabu é zerada e os movimentos passam a ser
avaliados pela fungao de penalidade (1). Quando a solugao estiver suficientemente longe
do minimo local ( no caso, apés 50 iteragdes com diversificagdo), ou se uma nova solugao
for encontrada durante este estagio, o procedimento de diversificagdo é abandonado e a
busca tabu prossegue normalmente.

Este reinicio partindo da melhor solugao garante que a diversificacao nao ocorra em
torno de uma regiao ruim, e comprovou ser mais eficiente que partir de um ponto qual-
quer da busca. E importante notar que existe o risco de ndo se sair dessa regido inicial
(essa regiao pode ser um “vale”). Portanto, para assegurar o sucesso da diversificacdo
é fundamental determinar um periodo de tempo adequado para a fase de diversificagao.
Esse periodo de diversificacdo deve ser suficientemente longo para que se consiga explorar
novas regioes, mas nao pode ser tao longo pois isso pode acarretar uma degradacao muito
grande na qualidade da solugdo. Um fluxograma da penalizagao é apresentado na Figura 6.
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cont = contador da diversificagio
Inicialmente cont=0

7Z* é a melhor solucdo encontrada até o momento.

busca tabu simples

cont=cont +1

S
- N
Diversificacao
cont=0
Analise os movimentos de inser¢do e troca na
vizinhanga.

Caso exista um movimento que resulte

em uma solugdo com valor menor que Z*,
realize o movimento e retorne para a  busca
tabu simples.

Caso contdrio, realize a melhor insergdo nio
tabu e retorne paraa busca tabu simples.
LAtualize duragdo tabu.

J

Figura 5: Fluxograma da busca tabu com diversificagdo com insercoes
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Z* ¢ a melhor solugfo encontrada até o momento.
iter* = iteragdo em que encontrou Z*
iter_diver = iteragdo na qual o procedimento de Diversificacdo foi interrompido.

Inicialmente, iteracao_corrente= iter__diver = iter* =0

busca tabu simples

Movimentos s30 armazenados na matriz de frequéncia.
iteracao_corrente = iteracao_corrente + 1.

-

(iteracao_corrente - iter*) > 60?

|s

< (iteracao_corrente - iter__diver)>50 ?

S

Parta da melhor solugio encontrada até o momento.
duracdo_tabu=0 para todas as tarefas.

l

Diversificacao

Realiza o mesmo processo da busca tabu, porém com o valor do
movimento penalizado.
Atualize a matriz de frequéncia.

iteracao_corrente = iteracao_corrente + 1.
Atualiza duracao_tabu.

Repita a Diversificacdo por 50 iterag&es ou até que uma solugo de
valor menor que Z *seja encontrada.

Retorne 2 busca tabu simples

!

iter_diver=iteracao_corrente.

Figura 6: Fluxograma da busca tabu com diversificacio com penalidade
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CAPITULO 3

Experimentos Computacionais

Neste capitulo apresentam-se os experimentos computacionais realizados com a fina-
lidade de avaliar o desempenho das heuristicas propostas. Na se¢do 3.1 descreve-se o
método usado para gerar as instancias de teste. Na secao 3.2 apresentam-se os resultados
da busca tabu, assim como das duas estratégias de diversificagdo propostas. A qualidade
das heuristicas foi avaliada através de limitantes inferiores gerados por relaxagao lagran-
geana. Na secgao 3.4 apresentam-se as conclusdes deste trabalho.

3.1 Geracgao do conjunto de teste

As instancias foram geradas com os seguintes tamanhos de maquinas e tarefas: m =
2,3,5,7,10 e n = 20,50, 100,150, respectivamente. Os tempos de processamento foram
gerados por uma distribuigao uniforme entre 1 e 100. As datas de entrega sio obtidas
por uma distribuicao uniforme entre P(1 — 7 — R/2)e P(1 — 7 + R/2). T é o parametro
de atraso médio e quanto maior o seu valor, menor é a média da distribuigao e portanto,
mais apertadas serao as datas de entrega. R é o parametro que determina a dispersao
da distribuig@o que gera as datas de entrega, quanto maior for R, maior sera a dispersao.
O parametro P é a soma de todos os tempos de processamento dividida pelo nimero de
maquinas (Potts e Van Wassenhove (1982), Koulamas(1994)).

Os valores de 7 e R usados foram 7 = 0,4; 0,6; 0,8 e R = 0,4; 0,7; 1,0. Existem
entdo nove categorias de instancias formadas pelas combinagoes de 7 e R. Para cada
categoria sao geradas cinco instancias, logo, como existem cinco quantidades diferentes
de maquinas e quatro de tarefas, ao todo sio testadas 9 x 5 x 5 x 4 = 900 instancias. A
Tabela 1 a seguir classifica as instdncias em categorias de acordo com os valores de T e R.
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Tabela 1 - Categoria das instancias geradas

Categoria | 7 R U(a,b)
1 0,4 | 0,4 | U(0,40P; 0,80P)
3 0.4 0,7 U(0,25P; 0,95P)
3 0,4 [ 1,0 U(0,10P; 1,10P)
= 10.6 0.4 U(0.20P; 0,60P)
5 0,6 |0,7|U(0,05P; 0,75P)
6 0,6 | 1,0 | U(0,00P; 0,90P)
7 0,8 0,4 | U(0,00P; 0,40P)
8 0,8 0,7 | U(0,00P; 0,55P)
9 0,8 | 1,0 | U(0,00P; 0,70P)

A Tabela 1 classifica as instancias por categorias em relagao aos valores de R e T,
exibidos na segunda e terceira colunas. A coluna U(a,b) indica os parametros a e b da
distribuicdo uniforme, usada para gerar as datas de entrega.

Todos os programas computacionais foram codificados na linguagem C e executados
em estacoes de trabalho SUN modelo SPARCstation classic.

3.2 Resultados Computacionais

Neste trabalho, a fim de solucionar o problema de atraso em maquinas paralelas, foram
propostas uma busca tabu simples e duas estratégias de diversificacao, diversificagdo com
penalizacido e diversificacio com movimentos de insergao.

O resultado gerado pelas heuristicas foi comparado com um limitante inferior pro-
posto por Luh at al. (1990), detalhado no Apéndice A4. O limitante inferior nao
foi calculado para todas instancias devido ao alto custo computacional. Ele sé pode ser
calculado completamente para instancias de 20 e 50 tarefas. Para as instancias com 100
e 150 tarefas, foi calculado apenas urm limitante para uma instancia de cada categoria.
Para as instancias de 20 e 50 tarefas, os tempos variaram de 83 segundos até 20 minutos
por instancia. Para 100 e 150 tarefas, utilizaram-se 3 horas para cada instancia. Foram
obtidos ao todo, 540 limitantes inferiores.

A seguir, apresentam-se as tabelas mostrando o desempenho das trés heuristicas, busca
tabu simples, diversificacao com penalizacao e diversificagao com insergdes, em relagdo a
heuristica construtiva e ao limitante inferior. Na coluna 1 encontra-se a categoria a que
as instancias pertencem. A coluna 2 apresenta a média dos cinco atrasos resultantes da
heuristica construtiva para cada categoria. As colunas 3, 4 e 5 indicam quanto a busca
tabu simples, a diversificagao com penalidade e a diversificacao com insergdes, respectiva-
mente, melhoraram em relagao a heuristica construtiva. Essa melhoria em porcentagem
é calculada por:

(hc — h)

he
onde hc e h sdo os atrasos das heuristica construtiva e heuristica com busca tabu, respec-
tivamente. A coluna 6 apresenta o pior desempenho entre as trés heuristicas aplicadas

100
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as instancias de mesma categoria, em relacio a heuristica construtiva. A coluna 7 indica
a distancia das solucdes heuristicas, em porcentagem, em relagdo ao limitante inferior
calculada da seguinte forma,

100(_ii__L).
L
onde % é o atraso da heuristica e L é o valor do limitante inferior. Como ja mencionado
anteriormente, nao foi possivel calcular o limitante para todos as instancias. Logo, para
as instancias de 100 e 150 tarefas foi calculado somente um limitante para uma instancia
de cada categoria. A coluna pior gap representa a maior distincia encontrada entre a
heuristica e o limitante inferior naquela categoria.

Tabela 2 - Resultados obtidos para instancias com 2 maquinas e 20 tarefas

mxn-2x20
Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 | Pior | Gap | Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) | Melh | em (%) | Gap
1 23,61 11,29 11,29 11,20 | 3,43 | 2,64 | 4,64
2 17,13 26,83 26,83 26,83 3,14 4,77 | 8,80
3 10,65 48,87 48,87 48,87 10,00 | 1,36 | 6,78
4 61,15 5,64 5,64 5,64 2,39 0,62 | 1,46
5 62,71 6,59 6,59 6,59 3,07 0,60 | 1,08
6 44,08 8,82 8,82 8,82 2,65 1,43 | 2,34
7 110,68 1,23 1,23 1,23 0,05 0,09 | 0,20
8 132,14 1,07 1,07 1,07 0,13 0,10 | 0,25
9 103,27 2,85 2,89 2,85 0,76 0,44 | 1,12
Tabela 3 - Resultados obtidos para instancias com 2 maquinas e 50 tarefas
mxn-2x50
Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 | Pior Gap Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) | Melh | em (%) | Gap
1 38,90 10,28 10,28 10,26 5,61 3,59 5,08
2 8,67 25,60 25,60 24,96 11,52 | 4291 | 129,73
3 7,40 61,84 61,84 61,93 0,00 1,56 6,89
4 98,50 4,14 4,16 4,14 1,63 1,33 2,28
5 104,68 4,96 5,01 5,01 2,51 1,57 2,22
6 68,65 9,39 9,19 9,35 5,11 1,86 3,77
7 236,07 1,03 1,04 1,03 0,63 | 0,58 | 0,67
8 246,13 0,92 0,92 0,92 0,16 0,51 0,58
9 230,63 1,14 1,17 1,18 0,54 0,75 1,07
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Tabela 4 - Resultados obtidos para instancias com 2 maquinas e 100 tarefas

mxn-2x100

Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 | Pior | Gap Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) | Melh | em (%) | Gap
1 60,75 6,07 5,99 6,13 489 | 31,31 | 31,31
2 14,23 25,31 25,30 25,62 6,36 | 157,37 | 163,16
3 0,10 20,00 20,00 20,00 0,00 | 0,00 0,00
4 210,09 3,24 3,24 3,25 2,09 | 6,32 6,34
5 172,84 3,19 3,18 3,17 1,69 | 3,36 3,63
6 175,55 2,00 1,92 1,95 1,62 | 5,01 5,12
7 499,14 0,79 0,80 0,80 0,20 | 2,10 2,11
8 433,29 0,53 0,54 0,55 0,36 | 1,54 1,61
9 397,87 0,52 0,50 0,53 0,31 | 2,44 2,48
Tabela 5 - Resultados obtidos para instancias com 2 maquinas e 150 tarefas
m x n - 2 x 150
Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 | Pior | Gap Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) | Melh | em (%) | Gap
1 84,91 4,17 4,17 4,20 3,40 0 0,00
2 16,22 13,87 13,86 13,77 7,67 0 0,00
3 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 | 0,00 0,00
4 321,51 3,14 3,15 3,15 2,40 | 39,29 | 39,29
5 941,19 2,98 5,04 1,99 1,30 | 16,29 | 16,46
6 247,59 3,18 3,24 3,17 1,37 | 3529 | 35,67
7 730,87 0,63 0,63 0,60 0,38 1,12 1,13
8 672,50 0,34 0,35 0,36 0,28 1,80 1,82
9 612,07 0,27 0,26 0,27 0,15 1,96 1,97
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Tabela 6 - Resultados obtidos para instancias com 3 maquinas e 20 tarefas

mxn-3x20

Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 | Pior | Gap Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) | Melh | em (%) | Gap
1 20,61 17,62 17,62 17,62 11,86 | 1,48 2,51
2 15,61 24,45 24,35 24,42 9,52 1,34 6,40
3 14,19 59,54 59,54 59,54 27,93 | 3,70 | 13,16
4 47,78 7,24 7,24 7,24 2,22 0,39 1,16
5 50,49 9,39 9,36 9,39 1,68 0,42 0,74
6 39,06 13,95 13,95 14,10 8,49 0,24 0,88
7 82,29 1,54 1,54 1,54 0,97 | 0,07 | 0,14
8 97,99 2,00 2,00 2,00 1,28 0,10 0,45
9 77,53 3,42 3,46 3,43 1,40 0,20 0,68
Tabela 7 - Resultados obtidos para instancias com 3 maquinas e 50 tarefas
mxn-J3x50
Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 | Pior Gap Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) | Melh | em (%) | Gap
1 29,36 11,38 11,31 11,40 6,01 1,98 3,25
2 9,25 38,12 38,12 38,12 19,62 | 87,58 | 240,82
3 14,39 86,22 86,10 86,20 39,05 | 1,11 5,48
4 73,81 8,53 8,50 8,48 3,03 0,62 0,91
5 79,06 7,53 7,76 7,62 4,37 0,92 1,90
6 59,84 20,08 19,99 19,98 9,27 1,94 4,01
7 165,99 1,89 1,89 1,89 1,18 0,24 0,35
8 173,54 1,67 1,67 1,67 0,90 0,30 0,45
9 163,28 2,05 2,10 2,10 0,61 0,43 0,71
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Tabela 8 - Resultados obtidos para instancias com 3 maquinas e 100 tarefas

mxn-3x100

Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 | Pior | Gap Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) | Melh | em (%) | Gap

1 44,42 9,06 9,16 9,26 5,16 5,07 5,07
2 13,56 39,50 39.11 39,16 19,80 | 5,23 | 12,11
3 0,79 80,00 80,00 80,00 0,00 0,00 0,00
4 146,68 4,42 4,42 4,42 2,01 1,07 1,19
5 125,21 6,07 6,04 6,10 3,31 1,23 1,29
6 128,12 4,88 4,88 4,96 2,55 2,31 2,38
7 342,04 1,24 1,24 1,23 0,58 0,52 0,54
8 298,01 1,01 1,00 1,00 0,68 1,84 1,85
9 275,08 1,27 1,25 1,27 0,70 0,77 0,86

Tabela 9 - Resultados obtidos para instancias com 3 maquinas e 150 tarefas

mxn-3x150

Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 | Pior Gap Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) | Melh | em (%) | Gap

1 61,09 7,30 7,28 7,28 4,27 9,60 9,60
2 14,36 26,30 26,32 26,30 15,43 | 20,69 | 20,69
3 0,32 60,00 60,00 60,00 0,00 0,00 0,00
4 218,89 3,00 3,03 2,97 1,62 7,13 7,15
5 169,98 6,39 6,41 6,38 4,51 2,96 3,17
6 173,39 3,55 3,53 3,49 2,37 4,95 5,29
7 498,02 1,19 1,20 1,19 0,75 2,72 2,75
8 457,45 0,61 0,60 0,61 0,42 3,20 3,20
9 418,11 0,73 0,74 0,74 0,45 4,69 4,69
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Tabela 10 - Resultados obtidos para instancias com 5 méaquinas e 20 tarefas

mxn-95x20

Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 Pior | Gap | Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) | Melh | em (%) | Gap
1 18,92 17,90 18,00 18,17 12,72 | 1,01 | 2,48
2 18,17 22,15 22,26 22,26 16,62 | 0,78 | 1,69
3 16,56 43,64 43,64 43,64 17,53 | 0,50 | 1,24
4 38,38 7,84 7,84 7,84 L79 | 0,15 | 0,53
5 41,27 10,00 9,98 10,00 524 | 0,08 | 0,24
6 32,33 11,10 11,10 11,10 7,56 | 0,26 | 0,66
7 59,80 1,45 1,45 1,45 0,58 0,03 | 0,17
8 70,41 2,10 2,10 2,10 0,32 | 0,00 | 0,00
9 58,35 5,21 5,21 5,21 1,73 | 0,08 | 0,27
Tabela 11 - Resultados obtidos para instancias com 5 maquinas e 50 tarefas
mxn-5x30
Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 | Pior Gap Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) | Melh | em (%) | Gap
1 23,17 18,66 18,75 18,75 15,59 | 1,39 2,21
2 12,43 54,99 55,15 55,09 41,00 | 13,16 | 29,92
3 15,96 77,03 76,43 76,52 27,76 | 11,05 | 86,00
4 50,58 8,54 8,60 8,64 4,73 0,88 1,27
5 60,80 13,19 13,04 13,17 9,70 1,20 1,83
6 44,07 17,64 17,64 17,65 14,49 | 1,81 2,85
7 110,66 3,06 3,05 3,06 2,20 0,35 0,46
8 115,29 2,56 2,56 2,59 0,97 0,28 0,62
9 109,41 3,33 3,33 3,28 1,48 0,41 0,92
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Tabela 12 - Resultados obtidos para instancias com 5 maquinas e 100 tarefas

m xn-5x 100

Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 Pior Gap Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) Melh | em (%) | Gap

1 32,09 14,40 14,47 14,50 11,05 | 26,34 | 27,13
2 12,78 46,85 47,05 46,91 25,32 | 20,73 | 21,76
3 6,26 100,00 100,00 100,00 100,00 | 0,00 0,00
4 95,94 6,43 6,39 6,44 4,22 4,30 4,43
5 87,61 10,33 10,49 10,28 7,84 2,47 2,78
6 89,08 8,04 8,05 8,09 5,83 3,93 4,19
7 216,34 2,03 2,07 2,09 1,11 1,16 1,18
8 190,13 2,05 2,05 2,06 1,49 1,26 1,32
9 176,96 2,54 2,55 2,60 1,43 1,49 1,68

Tabela 13 - Resultados obtidos para instancias com 5 maquinas e 150 tarefas

mxn-5x150

Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 | Pior Gap Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) Melh | em (%) | Gap

1 41,96 11,60 11,61 11,66 7,94 23,13 | 23,42
2 13,95 42,35 42,39 42,34 27,08 | 17,10 | 17,22
3 4,10 100,00 100,00 100,00 100,00 | 0,00 0,00
4 141,24 5,56 5,97 5,56 4,53 1,25 1,36
5 111,88 8,52 8,49 8,43 4,25 1,10 1,16
6 117,04 6,68 6,69 6,72 4,58 1,44 1,65
7 309,49 1,67 1,64 1,65 0,90 0,42 0,47
8 285,67 1,18 1,18 1,18 1,05 0,40 0,40
9 262,55 1,55 1,50 1,55 0,73 0,54 0,58
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Tabela 14 - Resultados obtidos para instincias com 7 méquinas e 20 tarefas

mxn-1x20

Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 Pior Gap | Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) | Melh | em (%) | Gap

1 19,85 18,11 18,38 18,38 13,01 0,40 3,47
2 19,92 21,33 21,33 21,33 14,67 0,21 0,63
3 20,06 35,65 35,61 35,59 24,38 0,00 0,65
4 34,95 6,67 6,67 6,67 3,72 0,03 0,13
5 37,08 6,06 6,06 6,06 4,14 0,06 0,18
6 30,74 12,23 12,27 12,27 7,48 0,11 0,33
7 51,16 2,35 2,35 2,35 1,14 0,00 0,00
8 59,41 2,65 2,65 2,65 0,00 0,00 0,00
9 49,68 4,08 4,08 4,08 2,28 0,04 0,21

Tabela 15 - Resultados obtidos para instancias com 7 maquinas e 50 tarefas

mxn-7x50

Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 | Pior Gap Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) | Melh | em (%) | Gap
1 20,77 20,21 20,25 20,04 15,34 1,09 2,81
2 13,92 56,04 56,13 56,34 41,76 5,30 10,29
3 18,24 64,07 64,25 65,00 24,73 | 33,48 | 211,76
1 11,39 9,75 9.66 979 | 748 | 1,02 | 2,19
5 49,71 11,34 11,31 11,37 7,41 0,60 1,21
6 37,46 12,67 14,78 1480 11,79 151 | 2,87
7 86,28 3,15 3,15 3,16 2,28 0,27 0,51
8 90,80 3,78 3.74 3,79 197 | 0,14 | 0,30
9 86,64 4,38 4,37 4,36 1,73 0,34 0,66
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Tabela 16 - Resultados obtidos para instancias com 7 maquinas e 100 tarefas

m xn-7x 100

Categoria | Heuristica Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 | Pior Gap Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) | Melh | em (%) | Gap

1 25,78 14,93 14,93 15,04 10,51 4,62 4,89
2 14,82 55,51 55,38 55,07 42,41 9,89 12,42
3 9,88 99,23 99,23 99,23 98,17 0,00 0,00
4 73,87 7,29 7,24 7,31 6,01 0,88 0,98
5 69,76 11,07 11,27 11,30 8,08 0,92 1,12
6 71,17 9,25 9,28 9,20 8,13 2,33 2,77
7 161,86 2,17 2,18 2,19 1,25 0,33 0,46
8 143,18 2,42 2,44 2,40 1,72 0,51 0,61
9 135,19 3,77 3.71 3.81 182 | 047 | 0,71

Tabela 17 - Resultados obtidos para instancias com 7 maquinas e 150 tarefas

mxn-7x150

Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 Melhoria 2 | Pior Gap | Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) Melh | em (%) | Gap

1 33,37 14,28 14,25 14,43 12,17 4,25 4,40
2 13,06 43,20 42,86 42,81 23,68 5,90 | 6,99
3 9,06 100,00 100,00 100,00 100,00 | 0,00 | 0,00
4 106,29 6,27 6,22 6,26 5,31 0,54 | 0,84
5 89,81 12,81 12,83 12,79 8,51 1,29 1,39
6 92,51 8,73 8,69 8,66 6,97 2,21 2,93
7 228,73 1,92 1,92 1,94 1,40 0,33 | 0,45
8 212,23 1,76 1,75 1,76 1,36 0,26 0,32
9 195,42 1,98 1,96 1,97 1,04 0,34 | 0,44
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Tabela 18 - Resultados obtidos para instancias com 10 maquinas e 20 tarefas

mxn-10x 20

Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 Pior Gap | Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) | Melh | em (%) | Gap

1 20,17 6,71 6,71 6,71 4,48 0,05 | 0,24
2 21,48 13,90 13,90 13,90 7,90 0,00 0,00
3 21,29 19,20 19,20 19,20 13,46 | 0,00 0,00
4 32,81 0,11 0,11 0,11 0,00 0,00 | 0,00
5 34,62 2,94 2,94 2,94 0,00 0,00 0,00
6 28,99 7,10 7,10 7,10 4,38 0,04 | 0,21
7 44,05 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 | 0,00
8 50,61 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 | 0,00
9 43,56 0,59 0,59 0,59 0,00 0,00 0,00

Tabela 19 - Resultados obtidos para instancias com 10 maquinas e 50 tarefas

mxn- 10x50

Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 | Pior Gap Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) | Melh | em (%) | Gap

1 19,38 20,97 21,17 20,77 15,30 | 2,10 4,05
2 14,89 51,14 51,36 50,68 40,47 | 2,53 12,54
3 19,73 48,14 48,35 48,12 28,00 3,36 8,94
4 36,13 11,57 11,50 11,59 7,95 0,25 0,66
5 43,40 12,18 12,11 12,12 11,33 0,52 0,92
6 34,41 16,11 16,14 16,26 14,22 0,88 1,22
7 68,15 2,96 2,94 2,96 2,10 0,10 0,20
8 71,66 2,93 2,94 2,96 1,35 0,07 0,17
9 69,69 5,77 5,80 5,76 3,00 0,17 0,53
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Tabela 20 - Resultados obtidos para instancias com 10 maquinas e 100 tarefas

m xn- 10 x 100

Categoria Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 | Pior Gap Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) | Melh | em (%) | Gap

1 22,89 21,36 21,15 21,27 19,13 1,67 2,05
2 15,51 55,82 55,89 55,73 50,06 | 7,31 8,04
3 12,36 95,72 95,92 95,74 93,64 | 0,00 0,00
4 58,02 9,17 9,09 9,19 7,45 1,01 1,15
5 57,21 12,67 12,62 12,55 7,77 1,17 1,30
6 58,87 11,84 11,71 12,02 9,64 1,74 2,68
7 121,46 2,77 2,75 2,74 1,83 0,28 0,28
8 108,88 3,63 3,63 3,60 2,35 0,48 0,63
9 102,73 4,22 4,20 4,17 2,69 0,54 0,71

Tabela 21 - Resultados obtidos para instancias com 10 maquinas e 150 tarefas

m xn- 10 x 150

Categoria | Heuristica | Melhoria | Melhoria 1 | Melhoria 2 | Pior | Gap | Pior
Construtiva | em (%) em (%) em (%) | Melh | em (%) | Gap

1 27,47 18,22 18,10 18,34 1491 | 4,88 | 5,20
2 13,15 49,03 48,92 48,86 37,08 591 | 6,18
3 11,46 99,83 99,83 99,83 99,24 | 0,00 | 0,00
4 81,29 8,57 8,56 8,51 7,33 1,07 | 1,14
5 69,19 12,20 12,19 12,19 10,05 1,30 1,30
6 75,52 12,75 12,47 12,56 9,38 1,61 | 2,92
7 168,31 2,35 2,33 2,37 1,44 | 0,32 | 0,47
8 156,93 2,39 2,41 2,39 1,83 | 0,38 | 0,44
9 146,01 3,21 3,21 3,25 1,65 0,44 0,57

Observando as tabelas é possivel notar que as maiores melhorias em relagdo a heuristica
de construgao ocorrem nas instancias das categorias 1, 2 e 3. Nessas mesmas categorias
ocorrem também os maiores gaps. E importante observar que essas categorias possuem
o menor valor de atraso. Isso indica que para analisar os resultados nio basta considerar
apenas a melhoria em porcentagem mas também o valor do atraso.
Foi possivel observar também, que para instancias de categoria com mesmo valor de
7 (Tabela 1), a melhoria em relagio a heuristica construtiva parece crescer a medida que
R cresce ( Veja, por exemplo, Tabela 6).

35




As instancias que apresentaram as maiores melhorias em relagao a heuristica constru-
tiva foram as de 50 e 100 tarefas e 5 e 7 maquinas.

As trés heuristicas tiveram um desempenho bastante parecido. Isso pode ser notado,
por exemplo, na Tabela 3. Comparando as trés heuristicas em relagao a heuristica cons-
trutiva, a diversificagido com insercdo foi melhor que as demais heuristicas em 20% dos
casos, seguida da diversificagdo com penalizagao com 15% e busca tabu simples, que foi
a melhor heuristica em 14% dos casos. Na média, as trés heuristicas apresentaram cerca
de 16,28% de melhoria em relagdo a heuristica construtiva, com diferengas na terceira
casa decimal. Uma possivel explicagao para as heuristicas apresentarem resultados tao
semelhantes é que a busca tabu simples sem diversificagao ji se encontra bem préxima
dos limitantes inferiores para uma grande variedade de instancias. A Tabela 22 apresenta
o desempenho dos métodos em relagdo ao limitante inferior, indicando a quantidade de
resultados que encontram-se a uma determinada distancia, em porcentagem, do limitante
inferior. Nesta anélise, considerou-se o melhor resultado obtido dentre as trés heuristicas.
Pode-se observar que em vérios casos o valor da heuristica foi igual ao limitante inferior,
o que implica que o étimo global foi atingido. Além disso, mais de 65% das instancias,
estio a menos de 1% do limitante inferior. Nos casos onde o limitante inferior foi zero e
a heuristica teve um resultado diferente de zero, o gap foi contado como acima de 10%.

Tabela 22 - Distribuicao das solucdes heuristicas em relagdo aos limitantes inferiores.

gap=0]0<gap<1l[1<gap<2 [2<gap<3|3<gap<5|5<gap<10 gap > 10

27,22% 38,52% 14, 44% 5% 5,37% 4,07% 5,37%

Em geral, os piores gaps parecem se concentrar nas categorias 1, 2 e 3, principalmente
em instancias onde o nimero de tarefas é grande e existem poucas maquinas para processa-
las. Isso pode ser observado na Tabela 5. Nao se pode concluir, entretanto, que o método
nio funcionou para esses casos, pois essas diferencas podem estar ocorrendo devido a
existéncia de um gap de dualidade.

Como mencionado no Capitulo 2, o critério de parada utilizado foi 300 iteracoes ou
1200 segundos de CPU, o que ocorresse primeiro. Os tempos computacionais entre as trés
heuristicas foram muito parecidos. Uma média dos tempos computacionais (em segundos)
é apresentada na Tabela 23. A primeira coluna corresponde ao nimero de maquinas e
a primeira linha ao nimero de tarefas. Examinando-se a tabela, fica bem evidente que,
para um ndmero fixo de tarefas, o tempo computacional é reduzido a medida que a
quantidade de maquinas aumenta. Esse comportamento contrasta com a complexidade
computacional, que sugere que o tempo deveria crescer (Veja Apéndice A3). Isso ocorre
porque a complexidade leva em consideragao o pior caso, em que existem n tarefas por
maquina.
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Tabela 23 - Média dos tempos computacionais das trés heuristicas.

numero de numero de tarefas

magquinas 20 50 100 150
2 4,50 | 60.533 | 515,72 | 1203,1
3 4,42 | 53.43 | 470,23 | 1202,7
5 3,24 | 33.20 | 216,25 | 888,84
7 2,78 | 22,29 | 148,09 | 428,44
10 2,66 | 16.30 | 97,90 | 229,48

Observando-se os resultados da busca tabu simples, foi possivel notar que o niumero
de insercdes é muito menor que o ndimero de trocas. Uma provavel explicacio é que os
movimentos de insercio alteram o nidmero de tarefas em duas maquinas. Isto em geral,
resulta em valores de movimento mais altos. Nas duas diversificagdes propostas pode-se
observar um aumento do nimero de inser¢does. Na diversificagdo com penalizagao, os
movimentos de insercao subiram em 12,41% e na diversificagao com insergoes, 151,45%
em relacio ao tabu simples. O aumento das inserces na diversificagao com penalizagao
ocorre devido aos parametros de penalizagao a, distintos para movimentos de troca e
insercao. Dessa forma, com um valor de o menor para os movimentos de insergdes, o
nimero de inser¢des aumentou. No caso da diversificacao com insergoes, esse aumento
esta diretamente relacionado ao tipo de estratégia adotada.

Uma interessante observagdo pode ser feita analisando-se os casos em que a diversi-
ficagao com penalidade foi pior que a busca tabu simples. Em muito desses casos, as
melhores solugdes encontradas pela busca tabu ndo foram obtidas nas iteragdes iniciais,
e mostram uma tendéncia de ocorrer nas iltimas iteragbes. Devido a esse fato, foram
realizados alguns experimentos computacionais aumentando o nimero de iteragées do
método. Observou-se que a partir de um determinado numero de iteragoes, existe uma
tendéncia da diversificacdo com penalidade apresentar melhores resultados que a busca
tabu simples. Isto nos leva a crer que talvez a diversificacdo com penalidade precise de
mais tempo para apresentar bons resultados. E bom lembrar que a penalizacio é baseada
na matriz de freqiiéncia que precisa de um tempo suficientemente grande para ser preen-
chida e ser uma fonte de informagoes relevante do passado da busca. Seria interessante,
portanto, realizar experimentos considerando um numero de iteragoes maior.

A diversificagao com movimentos de inser¢ao é uma das estratégias de diversificagao
mais simples. Ela nao utiliza meméria de longo prazo e nio depende de parametros.
Pode-se ver que em casos como na Tabela 15 que ela atingiu resultados muito bons. Isso
indica que as insercoes podem funcionar realmente como elementos diversificadores na
busca tabu.

A seguir, apresenta-se um exemplo do comportamento do atraso das trés heuristicas,
ao longo das iteragoes. A Figura 1 apresenta o comportamento da busca tabu simples,
diversificacao com penalidade e diversificacdo com inser¢des, para uma instancia de 7
maquinas e 50 tarefas. A busca tabu simples foi o método que apresentou o melhor
resultado dentre as trés heuristicas. A Figura 2 ilustra um exemplo para 3 maquinas e
20 tarefas, onde a diversificagdo com penalidade obteve o melhor resultado. Na Figura 3
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pode-se observar o desempenho das trés heuristicas em uma instancia com 3 maquinas e
50 tarefas onde a diversificacio com insercdes encontrou a melhor solugao.

Observando o comportamento das heuristicas nas Figuras 1 e 2 nota-se a existéncia
de platds bem evidentes. Este comportamento nao é resultado de ciclagem, e sim de uma
gradual mudanca na configuragao da solugao. Tal comportamento é bastante comum a

diversas instancias. Isto significa que existem muitas solugdes com diferentes configuracdes
que resultam no mesmo valor de atraso.
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Figura 1: Desempenho das heuristicas - 7 maquinas e 50 tarefas
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Figura 3: Desempenho das heuristicas - 3 maquinas e 50 tarefas

41



3.3 Conclusoes

O objetivo deste trabalho foi aplicar a busca tabu ao problema de atraso em maquinas
paralelas idénticas. Além da busca tabu simples foram propostas duas estratégias de
diversificagio. Os resultados das heuristicas foram comparados com um limitante inferior
utilizando relaxacao lagrangeana.

As trés heuristicas tiveram um desempenho bastante semelhante. Uma possivel ex-
plicagdo é a proximidade das solu¢des em relagao ao limitante inferior. Para 27% das
instancias o minimo global foi atingido. Mais de 60% dos resultados ficaram a menos de
1% dos limitantes inferiores. Portanto, é possivel que em boa parte das instancias ja se
tenha alcancado a otimalidade.

Uma parte dos pardmetros usados nas heuristicas foram definidos em fungéo da di-
mensio do problema, como por exemplo, a duragéo tabu e o parametro de penalizagao a.
Isso permite a aplicagdo do método conhecendo-se apenas o tamanho do problema.

Através dos experimentos computacionais foi possivel observar que os movimentos de
insercao, apesar de serem bem menos freqilentes que os movimentos de troca, tém um
papel importante no desempenho da heuristica. As insergoes podem ser bons elementos
de diversificagao ao longo da busca.

Nota-se que a busca tabu j4 apresenta bons resultados com poucas iteragoes. Com
cerca de 40 iteracdes, a heuristica j4 estd razoavelmente préxima dos resultados finais
apresentados. Para obter resultados melhores, entretanto, € necessario dar uma tempo
maior para a heuristica, principalmente para a estratégia de diversificagao com penalidade.
Em pesquisas futuras, pretende-se testar o desempenho da heuristica de penalizagao por
um tempo mais longo. Além disso, sera testado um valor negativo para o parametro de
penalizacio relativo as insergdes, com o objetivo de incentivar ainda mais os movimentos
de insercao.

Outra idéia para pesquisas futuras é utilizar estratégias de lista de candidatos. Inici-
almente, constréi-se uma lista com os & melhores movimentos de toda a vizinhanga, e nas
iteracdes subseqiientes, o melhor movimento da lista é executado. O processo continua
até que os movimentos nao fornecam mais solugdes de boa qualidade ou até que um deter-
minado nimero de iteragoes seja alcancado. Entdo uma nova lista é construida e processo
se repete. A motivagdo para a escolha desse tipo de estratégia é a grande quantidade de
movimentos com mesmo valor ou valor muito préoximo.

Uma alternativa de estratégia de lista de candidatos consiste em avaliar a vizinhanca
até encontrar um determinado nimero de movimentos com valores dentro de um limiar
estabelecido. Por exemplo, a vizinhanga seria pesquisada até que se encontrasse 10 movi-
mentos que resultassem em atrasos 5% melhores que a solugdo da iteragao anterior. Para
que a busca nao se restrinja a uma regiao pequena da vizinhanga, ou ao contrario, para
que ela nio explore uma regido muito grande, define-se um limite minimo e maximo para
a quantidade de movimentos explorados.
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A1l. Tamanho da vizinhanga

Trocas

Seja m o numero de maquinas, n o ndmero de tarefas e n; o nimero de tarefas proces-
sadas pela maquina ¢. O célculo do tamanho da vizinhanga gerado pelo movimento de
trocas é apresentado em etapas. Na Etapa 1, é calculado o tamanho da vizinhanga ao
se realizar uma troca, por exemplo, ao se trocar a tarefa Jy(1) com a tarefa J,(1), Figura
1(a). Na Etapa 2 apresenta-se o nimero de trocas distintas de tarefas, que é possivel
efetuar entre duas maquinas quaisquer. A seguir, calcula-se o nimero total de trocas.

M, M, M, M,
0} [0
J2 12 1(2) J2)
: J(D : J(1)
Jay Ty T@,) J@)
(a) () ©

Figura 1: Troca da tarefa J;(1) com a tarefa Jp(1)

Etapa 1: Suponha que deseja-se calcular o tamanho da vizinhanca gerada pela troca
da tarefa Jy(1) com a tarefa J5(1). J; (1) é retirada da maquina M; e Jy(1) é retirada da
méaquina M. J1(1) é inserida nas n, posicdes de M, (Figura 1(b)). Para cada posicio
de Ji(1) em M; existem n; posi¢des de Jo(1) em M. Isso pode ser visto na Figura 1(c).
Portanto, ming solucdes podem ser atingidas com a troca de duas tarefas entre duas
maquinas.

Etapa 2: Uma vez que existem n, tarefas em M; que podem ser trocadas com as n,
tarefas em M, entdo existem nyn, possibilidades diferentes de troca de tarefas entre duas
maquinas.

Como foi calculado na Etapa 1, cada troca de tarefas resulta em nin, solucdes. Na
Etapa 2 foi deduzido que existem n,7, possiveis trocas que podem ser realizadas entre
duas maquinas. Portanto, para duas m&quinas, o tamanho da vizinhanca é (nynz)2.

Para m maquinas, My, Ms,...,M,,, a vizinhanca é composta por todas as trocas que

podem ser efetuadas entre duas maquinas ¢ e j. Isto é, a vizinhanca é composta pelas
possiveis trocas de tarefas entre:
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(My, M3), (M, M3), ..., (My, Mr), (M, M3), (M2 My), ..., (MaMp), . (Mm 1, Mm)
Portanto, como o tamanho da vizinhanca para trocas entre duas maquinas (M; e M;) é
(n,n,) , o tarnanho da vizinhanga de trocas é:

m-1 m
(ning)? + (n1n3)? + oo + (n1715)% + (nans)? + ... + ( Nm—1Tm )’ Z Z (nin;)® (1)
1=1 j=i+1
Um limitante superior para (1) pode ser dado por,
n\* m(m—1
Z Z (nin;)? < ( ) -iTl, (2)
=1 j=i41

como mostrado a seguir.
Sejam n;, n;j 0 nimero de tarefas na maquina ¢ e j, respectivamente, n;,n; > 1.

(ni —nj)* >0

n? + n? —2n;n; >0

Somando 4n;n; nos dois lados da. desigualdade,

2 2
n; +n; — 2n;n; + 4n;n; 2 4n;n;

n? + n? + 2nin; > dnin;

Agrupando os termos do lado esquerdo da inequacio, obtem-se,
(ns + n;)* > dnin;

Dividindo tudo por 4 e elevando os dois lados da inequacao ao quadrado, chega-se a,

. A 4
s (42)

Comon =ny +ny+ ... + Ny,

o = (252" (3)

n 4 ’ . . . . .
Portanto, (5) é um limitante superior para (n;n;)%. Logo, para a vizinhanca com-
pleta de trocas tem-se:

mz_:l i (nqn;)? < (-73)4 m(m — 1)

1=1 j=i+1 2 2



Mas n;,n; sao inteiros e portanto isso implica em,
m—-=1 m 4 (m _ 1)
i 2 <« <E) mm=2)

n\*| m(m-—1) ,
Isto é, (—2-) J m(m — 1) é um limitante superior para a vizinhanga de trocas.

No caso de 2 méaquinas e um niimero par de tarefas, o tamanho da vizinhanca de
trocas atinge o limitante superior se nqy = n, =n/2.

'No entanto, para trés maquinas, o seguinte exemplo mostra que o limitante (2) é
fraco. Seja m1 = 1, ny = 2, n3 = 3. O tamanho da vizinhanga é obtido substituindo
esses dados em (1), isto é, (n1n2)? + (121n3)% + (ngn3)? = 49. Por enumeracido completa é
possivel verificar que este é o caso que resulta na maior vizinhanga. No entanto, o valor
do limitante superior é (6/2)* x3%2/2 = 243, que é muito maior que o pior caso.

Uma estimativa mais realista para a vizinhanca de trocas pode ser obtida considerando-
se que existem n/m tarefas por maquinas, com n miltiplo de m. Neste caso, basta
substituir n/m em (1) para obter

n\* m(m—-1)
(E> 2

Utilizando esta estimativa mais realista para o problema anterior, o valor da vizinhanca
é: 24 x 3 x 2/2 = 48. Pode-se observar que esta estimativa estd muito mais préxima do
tamanho exato da vizinhanca do que o limitante superior.

Insergdo

Seja m o numero de maquinas, n o numero de tarefas, e n; a quantidade de tarefas na
maquina ¢.

Vamos calcular o tamanho da vizinhanga ao se inserir a tarefa J;(1) na maquina M,
(Figura 2(b). A tarefa Ji(1) é retirada de sua méquina e pode ser inserida em (ng + 1)
posigdes de My, gerando uma vizinhanga de tamanho (n; + 1). Como existem n; tarefas
de M; que podem ser inseridas em M5, o nimero de solugdes geradas é n;(ny + 1). Da
mesma forma, existem n; tarefas de M5 que podem ser inseridas em M; gerando nz(nq+1)
solucdes. Logo, para m = 2, o tamanho da vizinhanca gerado pelo movimento de insergao
é ny(ng + 1) + nz(ny +1). Portanto, para m maquinas tem-se:

E i (2nin; + n; + n;) (3)

i=1 j=i4+1

Um limitante superior para o tamanho da vizinhanca de inser¢ées pode ser dado por,

o,(m—1)m
2 b

como mostrado a seguir.
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M, M, M

2
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J2 32 J(2)
J()
LGOI XC:PY) J,n,)
@ ®)

Figura 2: Inser¢ao da tarefa Ji(1) na maquina 2

Sejam duas méquinas M; e M;. O tamanho da vizinhanga de insergao entre essas duas
méaquinas é dado por
ni(nj + 1) + nj(ni + 1) = 2n;n; + n; + n; < (n,- + nj)z < n?

onde n =ny + N2+ ... + N
Isso significa que cada termo de

m—-1 m
> 2 (2ninj+nitny)
=1 j=z+41

pode ser limitado superiormente por n?, o que implica em

m-1

Z Z (2n;n; +n;i+nj) < n?

1=1 j=i+1 2

(m—1)m

Para obter uma estimativa mais realista do nimero de tarefas por maquinas, considera-

se que existem n/m tarefas em cada maquina, com n miltiplo de m. Subsistituindo n/m
em (3) temos,

n

(2 + 1)m)(m = 1)
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A2. Matriz de Armazenamento

Como ja foi dito antes, no decorrer da busca tabu, a cada iteragao seleciona-se o
melhor movimento. Quando o movimento é de troca, é possivel observar que apenas as
duas miquinas envolvidas no processo é que sofrem modificacoes. As demais maquinas
nio tém qualquer tipo de alteracio. Uma maneira de poupar céalculos computacionais é
armazenar parte desses cidlculos em uma matriz e recalcular apenas os movimentos que
envolvem as maquinas modificadas na iteragao anterior.

Seja um problema com m maquinas, My, M3, Ms,..., M. A cada iteragao, para se-
lecionar o melhor movimento de troca avaliam-se todas as trocas de tarefas entre duas
méquinas. Assim, serdo avaliadas as trocas entre M; e My, M; e M3, ... A melhor troca
é entao selecionada. Suponha que a melhor troca envolva as maquinas M; e M;. Para
o célculo do melhor movimento na préxima iteragao ndo € necessario entao recalcular o
valor de movimento para as m(m — 1) /2 combinagoes de duas maquinas, mas apenas para
os movimentos que envolvem as maquinas que foram modificadas na iteragao anterior,

Mi MI, M; M2a M; M37 ceey M‘i Mja"'a Mi Mm-

M; My, M; My, M; Ms,....M; My, M; My, ....M; My,.

ou seja, é preciso calcular o valor do movimento para (m — 1) 4+ (m —2) = 2m — 3, que é
inferior a m(m — 1)/2 combinagées de duas maquinas.

A estrutura de dados utilizada para poupar os céalculos desses movimentos é uma
matriz que armazena dados relativos a todas as possiveis trocas de tarefas entre duas
maquinas. Dadas duas méaquinas M; e Mj, e duas tarefas pertencentes a essas maquinas,
J;(k) e J;(I) é necessario que a matriz guarde qual é a melhor posi¢do na maquina para
se inserir essas tarefas apds a troca, e o valor do atraso ao se realizar essa troca. Para
isso, utiliza-se um vetor M[:][7][k][!], composto por trés campos: posicaol, posicao2 e
atraso. A posicao em que a k-ésima tarefa da maquina ¢ deve ser inserida na maquina
j é dada por M([i|[s][k][l].posicaol, a posicdao em que a [-ésima tarefa da maquina j deve
ser inserida na maquina ¢ é dada por M :][j][k][{].posicao2. O atraso originado por essas
duas trocas é dado por M[:][j][k][]].atraso.

Exemplo

Sejam dois programas dados por S; = {Ji(1),J1(2)} e S2 = {J2(1),J2(2),J2(3)}. A
tabela abaixo apresenta as possiveis trocas de tarefas entre as duas maquinas, a melhor

posi¢do que as tarefas devem ocupar na maquina em que estdo sendo inseridas, e o valor
do atraso resultante dessa troca.

48



Trocas Melhor posicao Melhor posicao da Atraso
tarefa J;(*) na maquina 2 | tarefa J(*) na maquina 1 | Resultante
Ji(1)  J2(1) 2 1 23
J1(1)  J2(2) 1 1 25
Ji(1)  J2(3) 2 2 10
J1(2)  J2(1) 3 2 20
JL(2) J2(2) 3 1 19
J(2) J2(3) 9 9 14

A matriz M é preenchida da seguinte forma para os dados da tabela anterior:
M{[1][2][1][1].posicaol =2 M][1][2][1][1].posicao2 =1 M[1][2][1][1].atraso = 23
M{[1][2][1][2]-posicaol =1 M[1][2][1][2].posicao2 =1 M][1][2][1][2].atraso = 25

M[1][2][2][3]-posicaol = 2 M(1][2][2] [3].p?sicao2 = 2 M[1][2][2][3].atraso = 14
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A3. Complexidade Computacional

A comple?(ldade computacional depende sobretudo dos procedimentos que calculam o
valo.r de movimento para as trocas e insercgoes. Portanto, o cdlculo da complexidade sera
realizado para esses dois procedimentos.

\ .O pro~ced1ment0 Movimento_insercao calcula todos os valores de movimentos relativo
as insergoes.

Movimento_tnsercao

{

(1)Para as maquinas M;, ¢ =1 até (m — 1), faca:

(2) Para todas as tarefas J;(k) de M;, faca:

(3) Para todas as maquinas Mj, ¢ # j faca:
Melhor_posicao(J; (k), M;)

}

O procedimento Melhor_posicao(Ji(k), M;) seleciona a melhor posicao que a tarefa J;(k)
deve ocupar em M;. Como esse procedimento implica em precorrer M; uma vez ava,lia,;ldo
cada posicao que Ji(k) pode ocupar em Mj, a complexidade é O(n).] ,

No proced,lmt-ento do Movimento_insercao, o laco (1) é executado (m — 1) vezes
Para cada maquina de (1), o laco 2 é repetido, no pior caso, n vezes. Para cada ta:
refa de Ji(k) de M;, o lago (3) é executado (m — 1) vezes. Portanto, o procedimento
Melhor _posicao(Ji(k), M;) é chamado ((m — 1)n) vezes. Conclui-se en,téo ue o proce-
dimento Movimentoinsercao é da ordem O(n?m?). 4 proee

O procedimento Movimento_troca descrito a seguir calcula todos os valores de movi-
mentos de trocas.

Movimento_troca

{

(I)Para t~odas as ‘maquina,s M; e M;, (i # j), onde M; ou M; foram modificadas na
iteracao anterior, faga:

) Para todas as tarefas J;(k) de M; faca:
) Para todas as tarefas J; ({) de M, faga:
g Melhor_posicao(J; (k), J;(1), M;, M;)

Para todas as maquinas M; e M;, (¢ #j «
: _ iy (1 #7), onde M; e M; nao f i
iteracao anterior, faca: J ) i j oram modificadas na

(6) Para todas as tarefas J;(k) de M; faca:
(7) Para todas as tarefas J; () de M; faca:

\ Lé valor do movimento na Matriz de Armazenamento.

0 procedilfne;tokMelhor_posicao(J,-(k), J;(1), M;, M;) encontra qual é a melhor posigao
que a tarefa J;(k) deve ocupar em M e qual é a melhor posicdo que a tarefa J;(I) deve

(2
(3
(4
(5
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ocupar em M para que se tenha o menor valor de movimento. Como esse procedimento
implica em percorrer as duas maquinas uma vez, avaliando a melhor posi¢do em que a
tarefa deve entrar, entdo a ordem do procedimento é O(n) no pior caso.

0 lago em (1) é executado (2m — 3) vezes (ver apéndice A2). Considerando que no
pior caso existem n tarefas em cada maquina, os lagos em (2) e (3) variam de 1 até n,
portanto, o procedimento Melhor_poszcao(J;(k), J;(1), Mi, M;) sera executado n?(2m —3)
vezes. Logo, as operagoes dos lagos (1), (2), (3) e procedimento Melhor_posicao sao da
ordem O(n®m).

O lago (5) determina o valor do movimento para as maquinas restantes, nao conside-
radas no laco (1). Portanto, o lago (5) sera executado m(m —1)/2—(2m —3) vezes. Para
cada maquina M; e M; de (5), avaliam-se os lagos (6) e (7), que variam de 1 até n no pior
caso. Portanto, a matriz de armazenamento sera acessada n?(m?/2 — 5m/2 + 3) vezes.
Logo, o procedimento Movimento_troca tem ordem O(n®*m) + O(n*m?).

Conclui-se entéo que a complexidade computacional da heuristica é O(n®*m)+0(n*m?).
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A4. Relaxacao Lagrangeana

O limitante inferior utilizado para comparagao com as heuristicas é baseado em uma
relaxacio lagrangeana proposta por Luh et al. (1990).

O problema de minimizar o atraso em maquinas paralelas idénticas pode ser formulado
como um problema de programagao inteira. As varidveis usadas sao:

6, - variavel binaria que é igual a 1 se a tarefa i é processada no instante ¢,
e 0 caso contrario.

B; - tempo de inicio do processamento da tarefa :

C; - tempo de término da tarefa s

d; - data de entrega da tarefa ¢

K - horizonte de tempo considerado

m - quantidade de méquinas disponiveis.

n - nimero de tarefas

pi - tempo de processamento da tarefa i

T; - atraso da tarefa i, T; = maz(0, C; — d;) = maz(0, B; + p; — d;)

As varidveis de decisao sao B;, ¢ = 1,...,n, instante em que a tarefa : comega a ser
processada, pois estas determinam C;, T; e 6;,7 = 1,2,...,net =0,1,..., K. Por exemplo,
seBi =2, Di =3,edi=3, temos&-z = 61'3 :5i4 = 1, Ci =Bi+pi =5,eT,- = C,—dl=2
Assume-se que o horizonte de tempo considerado, K, é grande o suficiente para completar
todas as tarefas (isto é, C; < K para todo 1). ’

O problema estudado pode ser formulado do seguinte modo:

(P) min ilT (1)

sujeito as restrigoes de capacidade,

Y bt <m, t=0,1,..,K (2)

=1
Para decompor o problema (P) de acordo com as tarefas, as restrigées de capacidade

(2) sao relaxadas usando o multiplicador de lagrange 7;, obtendo-se assim o seguinte
problema lagrangeano,

h(r:) = min L = {—tz::mm+i{Ti+gm5it}} 3)

=1

O problema lagrangeano (3) se decompde em um subproblema para cada tarefa 2:

K
o Bn_ Li, com Li= {T +> mb‘u} (4)

t=0
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Entao o problema dual é:

D : max h(r), (5)

sujeitoa ™ >0 (6)

Com a finalidade de obter o limitante inferior para o atraso, é necessario resolver os
subproblemas e o problema dual. Resolver os subproblemas é equivalente a encontrar os
valores de B; que minimizam (4). Para isso, L; é calculado para cada possivel valor de
B;, até que seja encontrado B} que minimiza L;. Pode-se observar que a complexidade
computacional do subproblema lagrangeano é linear em K, uma vez que é preciso realizar
no maximo K avaliacbes para se obter B*.

Para resolver o problema dual, utiliza-se o método do subgradiente modificado pro-
posto por Camerini, Fratta e Maffioli (1975).

O método do subgradiente termina em qualquer uma das seguintes situagées: nimero
maximo de 300 iteragdes; maximo tempo de CPU igual a 20 min; vetor multiplicador
de lagrange praticamente inalterado por um periodo de 20 iteragées. Esse critério foi
adotado para a grande maioria dos problemas. Entretanto, para problemas de 100 e 150
tarefas, onde era possivel obter um acréscimo significativo na funcdo dual, foi dado um
tempo maior de CPU de aproximadamente 3 horas por problema.
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