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Resumo

Este estudo primeiramente investiga fundamentos tedricos para andlise, desenvolvimento
e implementagao de algoritmos para modelagem de dados de sistemas dinamicos e de séries
temporais com a finalidade de predicao.

As séries temporais utilizadas sdo baseadas em dados reais retirados da literatura. A grande
vantagem de se modelar uma série temporal e de se prever um dado futuro é poder tomar agoes
antecipadas sobre ela o quem vem a ser muito 1util, por exemplo em controle.

O modelo nebuloso Takagi-Sugeno serd utilizado na modelagem das séries temporais onde os
conjuntos nebulosos do antecedente e os parametros do conseqiiente sao estimados via métodos
de agrupamentos e identificacao paramétrica, respectivamente.

Palavras-chave: Séries Temporais, Predi¢ao, Sistemas Nebulosos, Takagi-Sugeno, Mode-
lagem, Identificacao.

Abstract

This work firstly explores theoretical foundations for analisis, development and implemen-
tation of algorithms for data modelling dynamic systems and time series with a prediction goal.

The used time series are based on real data from the literature. The main advantage of
time series modelling and forecasting is make antecipated decisions about it, and this becomes
very useful, for example, in control.

The Takagi-Sugeno fuzzy model is used for time series modelling where the antecedent fuzzy
partitions and the consequent parameters are estimated by clustering methods and parametric
identification, respectively.

Keywords: Time Series, Forecasting, Fuzzy Systems, Takagi-Sugeno, Modelling, Identifi-
cation.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 Motivacao

Uma série temporal consiste de um conjunto de observacdes no tempo e geralmente as ob-
servacoes em instantes de tempo préximos sao correlacionadas. Sao objetivos dos estudos de
séries temporais: investigar o mecanismo gerador da série temporal, fazer previsdes de valores
futuros da série, descrever apenas o comportamento da série ou procurar periocidade relevante
nos dados.

No problema de previsao de séries temporais é necessario a modelagem (identifica¢ao) do
sistema real. Esta previsao ¢ muito importante principalmente nas areas de economia, como
por exemplo na predicao de acoes na bolsa de valores, na engenharia, por exemplo previsao dos
indices pluviométricos, e outras areas.

Os sistemas nebulosos tém sido utilizados em diferentes campos do conhecimento e em di-
versas aplicacoes, tais como aproximacao de funcoes, classificacao de padroes, previsao de séries
temporais, filtragem de sinais e identificagao e controle de processos dinamicos, particularmente
quando os métodos convencionais nao proporcionam resultados satisfatérios.

A solugao abordada nesta dissertagao enfoca os sistemas nebulosos do tipo Takagi-Sugeno
pois apresentam a capacidade de processar informacoes incertas ou qualitativas com capacidade
de aproximacao universal.

1.2 Objetivo

O objetivo deste trabalho é o de desenvolver sistemas nebulosos funcionais do tipo Takagi-
Sugeno (TS) e aplica-los na resoluc¢ao de problemas de modelagem de séries temporais discretas.
E realizado também um estudo comparativo para os métodos de agrupamento, geradores dos
conjuntos nebulosos, mostrados nesta dissertacao.

Para o treinamento offline do conseqiiente do modelo TS é utilizado o método de minimos
quadrados ponderado onde o peso de ponderagao é igual ao grau de ativagao da regra onde esta
ocorrendo a estimacao dos parametros. Portanto, a abordagem para a estimagao dos parametros
do conseqiiente é local, ou seja, para cada regra os parametros sao estimados separadamente.
A particao do espago de discurso das variaveis de entrada também serao realizados de modo
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offline.

O modelo utilizado no conseqiiente é do tipo autoregressivo (AR) deterministico. Portanto,
nao consideramos que haja algum ruido incluso no modelo. A ordem do modelo é determinada
por tentativa e erro utilizando os critérios de erro maximo absoluto (e, 4y ), erro quadrético
médio (EQM) ou mean square error (MSE) e varidncia levada em conta (VLC) ou wvariance
accounted for (VAF) para selecio.

1.3 Organizacao da dissertacao

Este trabalho estd dividido em sete capitulos. Este capitulo apresenta uma visao geral do
escopo da tese, assim como a motivagao para o desenvolvimento do trabalho e seus objetivos.

O Capitulo 2 apresenta uma revisao dos principais conceitos de séries temporais. Isto inclui
as definicoes de séries temporais, média, variancia, autocovariancia e autocorrelacao quando
estas séries apresentam comportamento estaciondrio. Também sao mostrados alguns modelos
paramétricos cldssicos, muito conhecidos na literatura para a modelagem de sistemas dinamicos.

O Capitulo 3 apresenta os principais conceitos relacionados a teoria de conjuntos nebulosos:
defini¢cbes, maquina de inferéncia nebulosa, modelo lingiiistico do tipo Mamdani e um enfoque
especial no modelo funcional do tipo Takagi-Sugeno. O modelo Takagi-Sugeno é composto
em sua premissa por relagoes nebulosas e no conseqiiente apresenta uma funcao das variaveis
numéricas de entrada.

O Capitulo 4 apresenta alguns métodos de agrupamentos nebulosos, como FCM (Fuzzy C-
Means), Gustafson-Kessel, Gath-Geva e FCRM (Fuzzy C-Regression Model), e nao nebulosos,
como ECM (Ewvolving Clustering Method), para partionar o espago de discurso das varidveis de
entrada, gerando os conjuntos nebulosos.

No Capitulo 5 apresentamos alguns métodos de identificacdo paramétrica que podem ser
utilizados para a estimagao dos parametros do conseqiiente do modelo Takagi-Sugeno. E dado
um enfoque especial no método de minimos quadrados recursivo ponderado, porém comentamos
outros métodos como gradiente e minimos quadrados recursivo estendido.

O Capitulo 6 apresenta alguns resultados obtidos na modelagem de séries temporais uti-
lizando o modelo nebuloso Takagi-Sugeno. O modelo utilizado no conseqiiente serd o modelo
deterministico autoregressivo (AR), apresentado no Capitulo 2. Os conjuntos nebulosos e os
parametros do modelo AR sao determinados pelos métodos de agrupamento FCM, Gustafson-
Kessel, Gath-Geva, FCRM e ECM, e a técnica de minimos quadrados recursivo ponderado,
respectivamente.

Finalmente, o Capitulo 7, apresenta as conclusoes do trabalho e sugestoes para trabalhos
futuros.



Capitulo 2

SERIES TEMPORAIS

2.1 Introducao

Neste capitulo serao apresentados conceitos basicos sobre a andlise, modelagem e predi¢cao de
séries temporais. O objetivo deste capitulo é apenas mostrar certas caracteristicas das séries
temporais e os métodos mais comentados na literatura Anderson [3], Ballini [5], Box & Jenkins
[8], Brockwell & Davis [9], Montgomery & Johnson [28] e Morettin & Toloi [29].

Uma série temporal consiste de um conjunto de observagoes no tempo, kK = t{, ... ty, onde
t; € R, k € X de uma varidvel y(k). Em geral, as observagoes vizinhas sdo correlacionadas e o
estudo de uma série temporal consiste em analisar e modelar esta dependéncia. Uma possivel
aplicacao é a predicao de um valor futuro da série.

Exemplos de séries temporais ocorrem em variados campos como Engenharia, Geofisica,
Meteorologia, Sociologia e Economia:

e Séries temporais economicas: lucros de empresas no ano, preco didrio de mercadorias e
preco de acgoes na bolsa. A Fig.2.1 mostra uma série temporal de importacoes mensais
na Australia vindas do Japao entre os meses de julho de 1965 a outubro 1993.

e Séries temporais fisicas: quantidade de chuva, temperatura medida em horas, dias ou
anos. A Fig.2.2 mostra o nimero de terremotos com valor 7 na escala Richter ou superior
entre os anos de 1900 e 1998.

e Séries temporais demograficas: populacdo de uma regiao, nimero de desempregados e
taxa de mortalidade infantil. A Fig.2.3 mostra a populagao dos EUA de 1790 a 1990 em
intervalos de 10 anos.

e Processos: saida de uma caldeira. A Fig.2.4 mostra a saida de COy em porcentagem em
um forno a gés industrial.

e Processos bindrios: comunicacao digital. A Fig.2.5 mostra uma série temporal com valores
entre 0 e 1.

Sao objetivos dos estudos de séries temporais: investigar o mecanismo gerador da série
temporal, fazer previsoes de valores futuros da série, descrever apenas o comportamento da série

3
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ou procurar periocidade relevante nos dados. Nesta dissertacdo, iremos abordar o algoritmo
baseado em modelos nebulosos do tipo Takagi-Sugeno para a predigao de séries temporais que
em seu conseqilente apresenta um modelo paramétrico AR (autoregressivo).

H4 dois tipos de modelos utilizados na andlise de séries temporais, segundo Aguirre em [2]:

e Modelos paramétricos: modelos que tiverem parametros, ou seja, nimeros, coeficientes
que as caracterizam. Entre os modelos utilizados existem o AR (autoregressivo), MA
(média mével), o ARMA (auto-regressivo média mével) e fungoes de transferéncia.

e Modelos nao-paramétricos: sao representacoes graficas, como resposta ao impulso e em
freqiiéncia. Este tipo de andlise ndo serd abordado nesta dissertagao.

As séries temporais serdo denotadas como {y(1), y(2), ... y(IN)}, sendo y(k) a observagao
da série correspondem ao instante t = kT, k=1,2,..., N sendo T o intervalo de amostragem
e podem ser decompostas em varias componentes (fung¢oes) como: constante, tendéncia linear,
variacao ciclica, impulso, funcao degrau e rampa. Desta maneira, existem muitos modelos que
podemos utilizar para representarmos uma série temporal. No caso de uma série aleatoria a
representacao seria:

y(k) = b+ e(k) = b f(k) + e(k) (2.1)

onde b é a média (constante), (k) é uma componente aleatéria (também chamada de ruido) e

f(k) =1.
Em um outro caso, onde a série apresenta um comportamento de tendéncia linear, pode-se
reescrever a equagao (2.1), como:

y(k) = by + by k+ e(k) = by fr(k) + by fo(k) + e(k) (2.2)

onde by e by sdo constantes, fi(k) =1 e fo(k) =k e €(k) é o ruido.
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Observando os casos anteriores, podemos generalizar que a série temporal é representada
da seguinte forma:

y(k) = by fi(k) + by fo(k) + ... + by fo(k) + €(k) (2.3)

onde b; sdo parametros, f;(k) funcoes de k e ¢ é o niimero de fungoes.
Outro modelo utilizado é baseado em valores passados da série ou também chamados auto-
regressores. Deste modo, as fungdes podem ser escritas no caso linear como:

fi(k) = y(k —1) (2.4)

e reescrevendo (2.3), teremos:

y(k) = by y(k — 1)+ by y(k—2) + ...+, y(k — q) + by + (k) (2.5)

onde b,4+1 € uma constante extra somada a equacao.

2.2 Conceitos de Processos Estocasticos

Um processo estocdstico é uma familia {y(k),k € Z,}, onde Z; é o conjunto dos inteiros
positivos, tal que, para cada k € Z,, y(k) é uma varidvel aleatéria, Ballini [5].

Em geral, as observagoes que caracterizam uma série temporal igualmente espagada podem
ser descritas por uma varidvel aleatéria dada por: {y(k),1 < k < N}, com fun¢ao densidade
de probabilidade conjunta p(y(1),y(2),...,y(N)), Box e Jenkins [8].

Uma série temporal é dita estacionaria se nao ha mudancas sisteméticas na média e na
matriz de covariancia ao longo do tempo. Ou ainda, se suas propriedades nao sao alteradas no
tempo, de modo que a origem nao é importante. Em outras palavras, se o processo estocdstico
y(k) é estritamente estaciondrio, a distribuicao de probabilidade conjunta com as N observagoes
y(1),y(2),...,y(N) para k =1,2,...,y(N) é a mesma associada com as N observagoes y(1 +
7),y(2+7),...,y(IN + 7), quando adicionamos uma constante 7 € Z, ao tempo, isto é:

p(y(1),y2),...,y(N)) =py1+7),y2+7),...,y(N+7)). (2.6)
O processo estocastico é estacionario no sentido amplo se e somente se:
1. Ely(k)] = p(k) = p, constante para qualquer ;
2. Varly(k)] = 02(k) = o2, constante para qualquer k;

3. Cov(y(k),y(k+ 7)) =~(7), ou seja, é uma fun¢io que s6 depende de 7.

2.2.1 Meédia e Variancia de um Processo Estacionario

Para um processo estocdstico unidimensional y(k) tem-se:
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e Funcao valor médio:
+oo

u(t) = Ely®) = [y ol ) dy @7)

—0o0
onde p(y, k) é a densidade de probabilidade da varidvel aleatéria y(k).
e Funcao variancia:
+oo

720 = El(w(k) = k) = )] = [ (= ol ) dy (28)

o

Para um processo estaciondrio a distribui¢do de probabilidade p(y, k) é a mesma para todo
tempo k e pode ser escrita como p(y). Assim, a média é a constante:

p=El= [ vot) dy 2.9
e a variancia ¢ a constante:
oy = Ely(k) — pl* = /_m (y — 1)* p(y) dy (2.10)

A média u do processo estacionario pode ser estimada por:

N
= k) (2.11)
k=1
sendo denominada média amostral, e a estimativa da variancia O'Z, é dada por:
| N
2 = > (k) - ) (212)
k=1

denominada variancia amostral.

2.2.2 Autocovariancia e Autocorrelacao de um Processo Estacionario

Em um processo estaciondrio, a func¢ao de distribuicdo p(y(k), y(k + 7)) é a mesma para todo
tempo k, k + 7, a qual é separada por 7. Assim, a covariancia entre y(k) e o valor y(k) + T,
separado por 7 intervalos é chamada de autocovariancia de passo 7 sendo definida por:

(1) = Covly(k), y(k +7)] = E[(y(k) — 1) (y(k +7) — p)] (2.13)

onde p é a média da série.
Analogamente, a autocorrelagdo v(7) com passo 7 é definida como:

Blly(k) —wyk+7)—p] () (2.14)

0= R ® =m0 o
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onde a variancia é igual (0) tanto no k 4 7-ésimo instante de tempo como no k-ésimo instante
de tempo, isto é v(0) = 1.

Portanto, a matriz de covariancia de um processo estacionario para N observacoes, é repre-
sentada por:

7(0) v(1) 7(2) y(N - 1)
v(1) 7(0) v(1) Y(N —2)
I'(N)=| 2 v(1) 7(0) 1N =3) | =627(N) (2.15)
AN-1) AN -2 A(N-3) o (0) |

onde I'(N) é simétrica com elementos constantes nas diagonais e a matriz T(N) é chamada de
matriz de correlacao, dada por:

v(1) v(2) v(N —1)
v(1) v(l) - V(N -2)
T(N) = v(2) v(1) 1 o (N = 3) (2.16)

U(N:—l) U(N:—2) U(N:—3) 1

Ambas as matrizes sao definidas positivas para um processo estacionario.

2.3 Modelos Paramétricos

2.3.1 Modelo Autoregressivo (AR)

O modelo autoregressivo é assim chamado porque a representagao da observagao y(k) é expressa
como uma combinagdo linear de p valores passados y(k — 1),y(k — 2),...,y(k — p) da mesma
série temporal:

y(k) =a1y(k — 1) + agy(k — 2) + ...+ apy(k — p) + (k) (2.17)

onde ay, as, . .., a, sdo parametros do modelo e (k) é o erro. O modelo acima pode ser chamado
de modelo autoregressivo de ordem p, ou somente AR(p).
Considerando B™y(k) = y(k —m), uma nomenclatura muito utilizada também é:

y(k) = (1 B' + a2 B* + ... + a,B")y(k) + (k) (2.18)
ou
(1—a;B' —ayB? — ... — a,B?)y(k) = (k) (2.19)
Se considerarmos:
Ay(B)=1—a;B' —ayB*— ... — q,B’ (2.20)

podemos reescrever (2.19) como:
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Ap(B)y(k) = (k). (2.21)

O modelo autoregressivo pode ser usado para representar séries temporais estacionarias e
nao estacionarias.
Considerando uma série estaciondria e um modelo AR(1):

y(k) = ary(k — 1) +e(k), (2.22)

onde o ruido e(k), £ > 0, é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias ndo correlacionadas com
média zero e variancia constante, isto é:

Ele(k)] = 0; Var[e(k)] = o2 (2.23)
Como £(k) é ndo correlacionada em relacao a y(k — 1), calculando as varidncias temos:
o) = ajo, + o7 (2.24)
entao
or(1—af) =o? (2.25)
e, para 03 ser finito e nao negativo, requer:
-l<a <1 (2.26)
Esta condic@o é necessaria e suficiente para a série ser estaciondria.
Nestas condicoes, calculando a esperanga na equagao (2.22):
p=apu+0 (2.27)
e portanto, se a; # 1:
1 =0. (2.28)

No capitulo de Introducao a Teoria de Sistemas Nebulosos, capitulo 3, retornaremos ao
modelo AR quando mencionarmos o modelo nebuloso Takagi-Sugeno.

2.3.2 Modelo Média Mével (MA)

O modelo média moével de ordem ¢ é dado por:

y(k) =p+ek)+cre(k — 1)+ coe(k —2) + ... + cie(k —q) (2.29)

onde ¢y, ¢y, . . ., ¢, 530 parametros do modelo, p é a média da série e £(7) é uma varidvel aleatéria
com média zero e variancia constante:

E[e(i)] = 0; Var[e(i)] = o2. (2.30)

3

O modelo média mével de ordem ¢ pode ser escrito como MA(qg).
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Considerando B™e(k) = ¢(k — m), podemos reescrever o modelo média mével como:
y(k) = 1+ B+ cB? +...+c,BYe(k) + p (2.31)
ou

y(k) = C(B)=(k) + (2.32)
onde C(B) =1+ ;B + c;B? + ... + ¢,B? é 0 operador MA(q).
Considerando o modelo MA(1):
y(k) = p+e(k) +ce(k —1), (2.33)

passando p para o outro lado da equacgao, elevando ambos os lados ao quadrado e tomando a
esperamca matematica temos:

(y(k) — p)* = (e(k) + ce(k — 1)), (2.34)
ou
or =(1+c%)o?. (2.35)
No caso de MA(q) teriamos:
or=(14+c+c+...+c)o’. (2.36)

Portanto, para ¢ finito o processo é sempre estacionario, pois a variancia é constante.

2.3.3 Modelo Autoregressivo - Média Mével (ARMA)

O modelo autoregressivo-média mével é uma mistura dos modelos autogressivo (AR) e média
mével (MA). Um modelo ARMA(p, q) é representado como:

y(k) = ay(k—1)+ay(k—2)+...+apy(k—p)+e(k)+ce(k—1)+ce(k—2)+...+cie(k—q)

(2.37)
A(B)y(k) = C(B)e(k) (2.38)
onde
AB)=1-aB—ayB*— ... —a,B° (2.39)
C(B) =B+ c;B*+...+ ¢ B (2.40)

Um caso especial de (2.37) muito utilizado é o modelo ARMA(1,1):
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(1 —aB)y(k) = (1 + cB)e(k) (2.41)

ou

y(k) =ay(k — 1) +e(k) +ce(k—1) (2.42)

O processo serd estaciondrio para |a| < 1, como no caso do AR(1).
As séries temporais analisadas pelos algoritmos desta dissertagao serao do tipo estaciondrias.

2.3.4 Modelo Autoregressivo - Integrado - Média Mével (ARIMA)

O modelo autoregressivo - média mével (ARMA) é um modelo de séries temporais nao esta-
ciondarias lineares bastante usual.

Uma extensao do modelo ARMA, o modelo autoregressivo - integrado - média mével (ARI-
MA), foi proposto para descrever melhor séries temporais ndo estaciondrias, as quais ndo apre-
sentam médias constantes.

Algumas séries econdmicas, por exemplo, sao nao estacionarias, mas quando diferenciamos
tornam-se estaciondrias. Por exemplo, y(k) é ndo estacionério, mas

Ay(k) =y(k) —y(k —1) = (1 - B)y(k) (2.43)
é estaciondria.

Uma série pode apresentar varias formas de nao estacionariedade. No caso de um modelo
AR(1), a condicdo de estacionariedade é |a| < 1. Se a = 1 obtemos um processo nao esta-
ciondrio, (k) = y(k) — y(k — 1), e se |a] > 1 o processo diverge quanto maior for o k. O
modelo ARIMA trata destas séries nao estacionarias com comportamento nao explosivo. Ou
seja, através do modelo ARIMA, uma série nao estacionaria pode ser transformada em uma
série estaciondria por meio de diferencas.

Definindo o operador diferenca A como:

Ay(k) =y(k) —y(k = 1) = (1 = B)y(k) (2.44)
ou
A=1-B (2.45)
Ordens maiores de diferencas podem ser representadas como:
A? = (1-B)?
A* = (1-B)?

ST (2.46)
At = (1-B)

Considerando as premissas anteriores o modelo autoregressivo - integrado - média mével de
ordem (p,d,q) ou ARIMA(p,d, q), é:

A(B)A%(k) = C(B)e(k). (2.47)

Os dois casos do modelo ARIMA mais utilizados sdo:
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e Modelo ARIMA(1,1,1):

(1 —aB)Ay(k) = (1 + ¢B)e(k) (2.48)
simplificando temos:
y(k) =1+ a)y(k—1) —ay(k — 2) + (k) + ce(k — 1) (2.49)
e Modelo ARIMA(2,1,0):
(1 —a1B — ayB*)Ay(k) = e(k) (2.50)

y(k) =y(k —1) +ai(y(k —1) —y(k - 2)) + as(y(k — 2) —y(k - 3)) +e(k)  (2.51)

Observe que se d = 0, o modelo ARIMA transforma-se no modelo autoregressivo - média mével
(ARMA).



Capitulo 3

INTRODUCAO A TEORIA DE
SISTEMAS NEBULOSOS

3.1 Teoria de Sistemas Nebulosos

Na teoria cléssica de conjuntos, um elemento do universo de discurso (dominio) pertence ou nao
pertence ao referido conjunto (valores de pertinéncia p de 0 ou 1). Um exemplo de conjuntos
classicos pode ser visto na Fig.3.1.

X

Figura 3.1: Conjuntos da teoria cldssica: A e B.

Neste caso, em relagdo aos elementos 1, 5 € x3 e aos conjuntos A e B podemos escrever
que:

o 11€A = pa(w)=1 e z1 ¢ B = pp(x:) =0;
e 1,€A — pa(z)=1 e € B — pplas) =1
o 3¢ A — pu(zs) =0 e z3€B — pp(r) =1;

14
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Na teoria dos conjuntos nebulosos existe um grau de pertinéncia, no intervalo de [0, 1], de
cada elemento, a um determinado conjunto. Podemos ver na Fig.3.2 os elementos, x1, T2, 3 €
x4, apresentam graus de pertinéncias em relagao ao conjunto nebuloso A de 0.0, 0.3, 0.6 e 1.0,
respectivamente.

X

Figura 3.2: Conjunto nebuloso A com seus respectivos graus de pertinéncia.

A teoria de conjuntos nebulosos pode ser utilizada para traduzir em termos matematicos
a informacao imprecisa expressa por um conjunto de regras lingiiisticas. O modelo lingiﬁstico
composto de regras nebulosas convencionais, isto é, regras da forma SE-ENTAO relacionando
varidveis lingiiisticas de entrada (premissa) e saida (conseqiiente), pode ser visto como:

Rul: SEx; 6 AL ...z, 6 AL, ENTAO 4! é B! (3.1)
As principais vantagens dos sistemas nebulosos sao:
e capacidade de aproximagao universal;

e ¢é capaz de capturar informacoes vagas, em geral descritas em uma linguagem natural e
converté-las para um formato numérico, de facil manipulagao pelos computadores;

e a saida de um sistema nebuloso é geralmente continua e suave com o tempo, muito
utilizada para o controle de sistemas;

e na maioria dos casos, obtemos interpretabilidade e simplificacao do modelo do processo;
e melhor tratamento das imprecisoes inerentes aos sensores utilizados;

e facilidade de incorporacao do conhecimento de especialistas humanos;
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e nao é sempre necessario conhecer o modelo matematico do processo.
H4 dois tipos de arquiteturas de sistemas nebulosos que sdo comumente usadas na literatura:

1. Modelos Nebulosos Lingiiisticos do Tipo Mamdani:

As entradas e saidas dos sistemas reais de engenharia sao varidveis que possuem valores
reais (Ver Fig.3.3). O sistema nebuloso com fuzzificador e defuzzificador permite a trans-
formcao dos valores de entradas reais para um conjunto nebuloso, trabalha com estes
dados transformados e retorna um valor real na saida. O formato da regra para este
modelo pode ser visto em (3.1) onde as varidveis do antecedente e conseqiiente apresen-
tam valores lingiiisticos. Além de sistemas nebulosos do tipo Mamdani com fuzzificador
e defuzzificador podemos ter sistemas nebulosos derivados como: sistemas nebulosos com
fuzzificador, sistemas nebulosos com defuzzificador, e sistemas puramente nebulosos.

Base de Regras Nebulosa

Fuzzificador Defuzzificador E—
yemV

xem U

Maéquina de Inferéncia Nebulosa

conjuntos nebulosos

conjuntos nebulosos
emV

em U

Figura 3.3: Esquema em bloco de um sistema nebuloso com fuzzificador e defuzzificador

2. Modelos Nebulosos Funcionais do Tipo Takagi-Sugeno (TS):
Ao contrario das regras nebulosas SE-ENTAO apresentadas em (3.1), sistemas TS utili-
zam regras da seguinte forma:

Rul: SEx; 6 AL ...z, 6 AL, ENTAO y! = f(x) (3.2)

onde a funcio de saida de cada regra y' é funcao das varidveis numéricas de entrada x =
(z1;...;2,)T. Por esta razdo este modelo ndo requer o procedimento de defuzzificacio.

Cada regra determina um modelo local e os conjuntos nebulosos da sua premissa deter-
minam a sua regiao de ativacao.

3.2 Conjuntos Nebulosos

A teoria de conjuntos nebulosos pode ser vista em diversos livros: Pedrycz e Gomide [31],
Wang [42]. Na teoria classica de conjuntos, um conjunto A consiste de um nimero finito ou
infinito de elementos pertencentes a um conjunto especifico chamado universo de discurso, X.
Os elementos do universo de discurso podem ou nao pertencer ao conjunto A. Isto pode ser
expresso pela fungao caracteristica (pertinéncia) pu4:
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1 seesomentese z€ A
pa(r) =

0 seesomentese z¢ A

A fungao pa : X — {0, 1} proporciona limites bem definidos. O conceito base dos conjuntos
nebulosos é introduzir valores intermedidrios no intervalo [0, 1] para a fungdo caracteristica.
Assim um conjunto nebuloso A em X é um conjunto de pares ordenados:

A={pal@)/z} zeX

onde pa(x) é o valor de pertinéncia de z em A, no intervalo fechado [0, 1]:

pa(z): X — [0,1]

3.3 Tipos de Funcoes de Pertinéncia

Uma funcgao de pertinéncia pode ter diversos formatos e propriedades. A escolha da funcao é
feita dependendo do contexto de sua aplicagao. Em alguns casos, a sensibilidade do sistema nao
¢ influenciada pelo formato da funcdo. As funcbes de pertinéncia mais utilizadas na literatura
Pedrycz e Gomide [31], Wang [42] sdo:

1. Funcao Triangular:

0, se r<a
2= se z € [a,m)]

pa() = ;’_’;, se 1z € [m,b (3.3)
0, se T >b,

onde m é o valor modal, e a e b sao os limites superior e inferior, respectivamente, para
valores nao nulos de A(z), conforme representado na Fig.3.4.

2. Funcao I™:
0 se z<a
_ d ) = 4
@ ={ Ve o IS0 (3.4
ou
0, se z<a
pa(z) = { %’ e z>a, (3.5)
onde k£ > 0, conforme representado na Fig.3.5.
3. Funcao S:
0, se r<a
2 (%)2, se T € [a,m]
T) = —a 3.6
#ala) 1—2(;}”—_2)2, se x € [m,b (3.6)
1, se T >b,

Conforme representado na Fig.3.6.
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0.8F

0.6

pertinéncia

0.4r

0.2r

I I I I I I
-4 -2 0 2 4 6
X

Figura 3.4: Funcao Triangular com a = —2.5, m =0 e b = 2.5.

0.8

0.6

pertinéncia

0.4

0.2

4 -2 0 2 4 6
X

Figura 3.5: Funcao ' com k =2 e a = 1.

4. Funcao Trapezoidal:

0, se r<a
22 se z € [a,m]
pa(z) =< 1, se x € [m,n] (3.7)
bz se x€n,b]
0, se x> b,
Conforme representado na Fig.3.7.
5. Funcao Gaussiana:
pa(z) = e HE=m?, (3.8)

onde k£ > 0. Conforme representado na Fig.3.8.
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0.8F

0.6

pertinéncia

0.4r

0.2r

I I I I
-4 -2 0 2 4 6
X

Figura 3.6: Funcao S coma = —1e b= 3.

0.8-

0.6-

pertinéncia

0.4-

0.2r

. . . . . .
4 -2 0 2 4 6
X

Figura 3.7: Funcao trapezoidal com ¢ = —2.5, m =0, n = 2.5¢ b = 5.0.

6. Funcao em forma de Sino:
1

pale) = ——— (3.9)
[
Conforme representado na Fig.3.9.
7. Fungao Sigmoidal:
1
Conforme representado na Fig.3.10.
8. Funcao “FErponential-like” (similar & exponencial):
1
ta(x) (3.11)

B 14 k(zx —m)?’
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0.8

0.6

pertinéncia

0.4

0.2

I I I I I
-4 -2 0 2 4 6
X

Figura 3.8: Funcao gaussiana com k =2 e m = 2.

pertinéncia

Figura 3.9: Funcao em forma de Sino com a =2,b=2e m = 2.

k> 1, ou
_ k(z—m)?
14 k(x —m)?’

k > 0. Conforme representado na Fig.3.11.

pa(x) (3.12)

3.4 Operacoes com Conjuntos Nebulosos

3.4.1 Complemento Nebuloso

Seja ¢ : [0,1] — [0,1] um operador que mapeia os graus de pertinéncia p4(z) do conjunto
nebuloso A para o complemento do conjunto nebuloso A, ou seja:

clpa(@)] = pa(e) (3.13)
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0.81

0.6

pertinéncia

0.4r

0.2r

I I I I I
-4 -2 0 2 4 6
X

Figura 3.10: Funcao sigmoidal com &k =1e m = 2.

pertinéncia

Figura 3.11: Funcao “exponential-like” com k =2e m = 1.

Neste caso, a funcao ¢ para ser considerada um complemento deve satisfazer as seguintes
propriedades:

e c(0)=1ec(l) =0;

e Considerando as fungoes de pertinéncia p4, up € [0, 1], se pa < pp, entdo c(pa) > c(pup)-

Trés exemplos de complementos podem ser vistos abaixo:

1. complemento de 1

pa(r) =1 — pa(z) (3.14)
2. classe Sugeno
i(z) = ﬂ (3.15)
Ha 1+ Apa(z) '

onde A\ € (—1,00)
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3. classe Yager
pa(e) = (1= paz)*)"" (3.16)

onde w € (0,00)

Um exemplo de complemento mais comum, complemento de 1, pode ser visto na Fig.3.12.

pertinéncia

2

Figura 3.12: Conjunto A “” e seu complemento A “ -

3.4.2 Uniao Nebulosa: Normas-S

Seja s : [0,1] x [0,1] — [0,1] um operador que mapeia os graus de pertinéncia dos conjuntos
nebulosos A e B em um valor entre 0 e 1 que representa a uniao de A e B, ou seja,

slpa(e), pp(x)] = paus(x) (3.17)

Neste caso, o operador s para ser considerado uma norma-s deve satisfazer as seguintes
propriedades:

e s5(1,1) =1, 5(0, pa(z)) = s(pa(z),0) = pa(z);

o s(pua(z), pp(x)) = s(up(x), pa(z));

® Se pa(z) < pa(z) e pp(z) < pp(z), entdo s(pa(z), pp(@)) < s(pa (2), ke (2));
o s(s(pa(z), pp(2)), po(@)) = s(pa(@), s(us (@), pe(@)))-

Alguns exemplos de normas-s podem ser vistos abaixo:

1. méximo:
slpa(z), pp(z)] = maz|pa(z), pp(z)]- (3.18)
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2. classe Dombi:

slua(e), ws(a)) = — — (1)
o [(wf(w) 1)+ (mm-Y) ]
onde A € (0, 00).
3. classe Dubois-Prade:
_ palz) + pp(z) — pa(@)pp(z) — min(pa(z), ps(z),1 — o)
slpa(@), pp(2)] = mar(l — pa@) 1= pp(a), ) (3.20)
onde o parametro « € [0, 1].
4. classe Yager:
slpa(@), pp (@) = min [1, (ua(@)"” + pa(2)") """ (3.21)
onde w € (0,00)
5. soma algébrica:
slpa(@), pp(2)] = palz) + pp(z) — palz)pp(z) (3.22)
6. soma drastica:
pa(z), se pp(z)=0
slpa(@), ps(z)] = § ws(x), se pa(z) =0 (3.23)

1, caso contrario

7. soma Einstein:

sluaa), uaa)] = 2L (3:20)

Teorema 3.1 Para qualquer norma s, isto €, para uma funcdo s : [0,1] x [0,1] — [0,1] que
satisfaz as condigcoes anteriores, tem-se a sequinte desigualdade:

maz(pa(), pp(x)) < s(palx), pp(@)) < ssa(pa(@), ps(z)) (3.25)

para pa(z), pe(z) € [0,1] € ssq 0 operador de soma drdstica, expressio (3.23).
Prova: Ver Wang [42].

Alguns exemplos mais comuns de normas-s podem ser vistos nas Fig.3.13 e Fig.3.14.
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0.8

0.81

0.6

pertinéncia

0.61

0.4

pertinéncia

0.4

0.2r

0.2r

Figura 3.14: Normas-s mais utilizadas na litera-

Figura 3.13: Conjuntos nebulosos A “-” e B “- tura: maximo “-”, soma algébrica “- -” e soma

-7, dréastica

W »

3.4.3 Interseccao Nebulosa: Normas-T

Seja t : [0,1] x [0,1] — [0,1] um operador que mapeia os graus de pertinéncia dos conjuntos
nebulosos A e B em um valor entre 0 e 1 que representa a interseccao de A e B, ou seja:

tlpa(z), pp(@)] = pans(z) (3.26)

Neste caso, o operador t para ser considerado uma norma-t deve satisfazer as seguintes
propriedades:

® 1(0,0) =0, t(1, pa(z)) = s(pa(@),1) = pa(z);

o t(pa(z), pp(r)) = t(pp(r), palz));

* Se pa(z) < pa(z) e pp(x) < pp(z), entdo t(pa(z), pp(z)) < tpa (@), pe (2));
o t(t(palz), np(x)), po(x)) = tpa(z), t(pp(x), po(z))).

Alguns exemplos de normas-t podem ser vistos abaixo:

1. minimo:
tlpa(@), pp(z)] = minfpa(z), pp(z)]- (3.27)

2. classe Dombi:

1

. 2 . 2 1/X
1+ [(MA(:E) B 1) + (uB(w) - 1) :|

tlua(z), pp(@)] = (3.28)

onde A € (0, 00).
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3. classe Dubois-Prade:

tia(2), 1 ()] = m&f@ﬁiﬁ) = (3.29)

onde o parametro « € [0, 1].

4. classe Yager:
tlpa(z), p(z)] =1 — min [L (1= pal@)” + (1 = pa(@)™) (3.30)

onde w € (0,00)

5. produto algébrico:
tlpa(x), pp(@)] = pa(@)ps(z) (3.31)

6. produto drastico:

pa(z), se pp(z)=1
tlpa(z), pp(z)] = gB(:v), se pa(z) =1 (3.32)
, caso contrario

7. produto Einstein:

_ pa(z)us(r)
2 — (pa(z) + ps(@) — pa(r)us(z))

tlpa(x), pp ()] (3.33)

Teorema 3.2 Para qualquer norma-t t, isto é, para uma fun¢ao t : [0,1] x [0,1] — [0,1] que
satisfaz as condi¢coes anteriores, tem-se a sequinte desigualdade:

tpa(pa(), pp()) < t(pa(x), pp(x)) < min(pa(z), ps(z)) (3.34)

para pa(z), pp(z) € [0,1] e tyg o operador de produto drdstico, expressdo (3.32).
Prova: Ver Wang [42].

Alguns exemplos mais comuns de normas-t podem ser vistos nas Fig.3.15 e Fig.3.16.

3.5 Propriedades Algébricas

Utilizando o conceito de uniao, interseccao e complemento para os conjuntos nebulosos A, B e
C definidos no universo de discurso X, é possivel

1. Comutatividade:
ANB=BnNA

AUB=BUA
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Figura 3.16: Normas-t mais utilizadas na lite-

Figura 3.15: Conjuntos nebulosos A “” e B “ ratura: minimo “-”7, produto algébrico “- -7 e
o produto drastico

w

2. Associatividade:
AU(BUC)=(AU) BUC=AUBUC
AN(BNC)=(AN) BNC=AnNnBNC

3. Idempoteéncia:

AUA=A
ANA=A
4. Distributividade:
AN(BUC)=(ANnB)U(ANnC

5. Condicoes de contorno:

6. Involucao:

, em que as barras indicam o complemento.

7. Transitividade:
sceACBeBcCcC=AcCC

8. Lei de De Morgan:

(ANB)=AUB
(AUB)=ANB

, em que as barras indicam o complemento.
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As propriedades de conjuntos cléssicos (16gica booleana) AN A =@ e AU A = X nio se
verificam para alguns conjuntos nebulosos:

pani(@) = pa(@) A (1= pa(z)) 20 = ANA#£0
paci(®) = pa(@)V (1 —pa(z)) #1 = AUA #X
onde os simbolos A e V sao operadores min e max , respectivamente. Utilizando o exemplo da

Fig.3.12 podemos verificar na Fig.3.17 a unido e a intersec¢ao de um conjunto nebuloso A e
seu complemento A.

0.8 ' / \ !

06f - -

pertinéncia

0.4

0.2

I I I I I
-4 -2 0 2 4 6
X

43 7

Figura 3.17: Unidio “- -” e interseccdo “-” de um conjunto nebuloso A e seu complemento A.

3.6 Relacoes Nebulosas e o Principio da Extensao

3.6.1 Relacoes Classicas e Relacoes Nebulosas

Sejam U e 'V dois conjuntos cléssicos arbritarios. Uma relacao R é um subconjunto do produto
Cartesiano destes dois conjuntos, definidos como:

R:UxV —{0,1}.

O produto Cartesiano é o conjunto nao nebuloso de todos os pares ordenados (u,v) tal que
u € Uewv e V. Se o valor da relacao para u e v é igual a 1:

R(u,v) =1,

entao estes dois elementos sao relacionados. Caso contrério, se R(u,v) = 0, dizemos que os
dois elemntos nao sao relacionados. A relagdo pode ser representada como uma funcgdo de
pertinéncia da seguinte maneira:

el = { g oo

0 caso contrario
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Exemplo 3.1 Sejam:

U=1{1,2,3}

V =1{2,3,4}.
entdo o produto cartesiano de U eV € o conjunto:
UxV={(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),3,2),(3,3), (3,4)}.

Seja R(U, V) a relagio onde os primeiros elementos sao menores que os sequndos elemen-
tos, entao:
R(U’ V) = {(15 2), (1’ 3)’ (15 4), (25 2), (2a 3)a (2a 4)a (35 4)}

e também pode ser representada por:

U

v
3
1
1
0

O | N
[HiY (U U NN

3

Porém, para certas relacoes é dificil optar por uma avaliacao zero-um. Nestes casos, a
relacao nebulosa é necessaria. Uma relacao nebulosa é um conjunto nebuloso definido no
produto cartesiano de conjuntos classicos. A relagao nebulosa R em U x V é definida como o
conjunto nebuloso:

R ={((u,v), pr(u,v))|(u,v) € U x V}
onde pg : UxV —[0,1].
Exemplo 3.2 Sejam:

U = {Campinas, Porto Alegre, Manaus}

V = { Campinas, Brasilia, Salvador}.

Podemos definir a relagcao de “muito distante” entre os dois conjuntos de cidades como:

A\
Campinas | Brasilia | Salvador
Campinas 0 0.3 0.6
Porto Alegre 0.3 0.7 0.95
Manaus 1 0.8 0.85
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3.6.2 Operacoes em Relacoes Nebulosas
Considerando R e W como relagoes em U x V podemos definir as seguintes operagoes:

e Unido: (RUW)(u,v) = R(u,v) s W(u,v).

e Interseccao: (RNW)(u,v) = R(u,v) t W(u,v).

e Complemento: R(u,v) =1— R(u,v).

Algumas propriedades que sao aplicaveis a conjuntos nebulosos podem ser aplicadas em
relacoes nebulosas:

e Inclusio: RC W R(u,v) < W(u,v).
e Igualdade: R=W R(u,v) = W(u,v).

para todos uw em U e v em V.
Se R é representado em forma de matriz (isto é, U e V sdo finitos e discretos), as seguintes
operacoes sao evidenciadas:

(3.35)
(R)T = RT.

onde RT é a operacao de transposicdo. Ao aplicar a transposiciao da matriz podemos escrever
a relacdo RT como uma nova relacio:

R™(z,y) = R(y, x). (3.36)

3.6.3 Composicoes de Relacoes Nebulosas

Suponha que R, G e W sao relagoes nebulosas definidas conforme o produto cartesiano U x 'V,
U x X e X XV, respectivamente.

e composicao sup-t:

R=GoW.
(3.37)
R(ua U) = Supa:EX[G(ua l') t W(JS, U)]
A composi¢ao sup-min é um caso particular desta familia:
R(u,v) = supgex|[G(u,z) N W(z,v)]. (3.38)

Neste caso, o operador mais utilizado é a fungao max-produto algébrico.
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e composi¢ao inf-t:

R=GeW.
(3.39)
R(ua U) = 2.77’f:szX [G(U, $) s W(xa U)]
A composi¢ao inf-max é um caso particular desta familia:
R(u,v) = infrex|G(u,xz) vV W(x,v)]. (3.40)

Os operadores de composi¢ao, sup-t(max-t) e inf-s(min-s), possuem uma série de proprie-
dades.

e Associativa:
Ro(GoW)=(RoG)oW.

(3.41)
Re(GeW)=(ReG)e .
e Distributiva sobre a uniao e interseccao:
Ro(GUW)=(RoG)U (RoW).
(3.42)
Re(GNW)=(ReG)N(ReW).
e Fracamente distributiva sobre a interseccao e unido:
Ro(GNW)=(RoG)N(RoW).
(3.43)
Re(GUW)=(ReG)U(ReW).
e Monotonicidade:
SeGCWentdo RoGCRoWEReGDReW (3.44)

3.6.4 Projecoes e Extensoes Cilindricas de Relacoes

As operacoes de projecao e extensao sao usadas para modificarmos o tamanho da relacao
nebulosa. Seja R uma relacao definida em U x V. Entao projecao de R em U é definida como:

R,(z) = Proj, R(z) = supyev R(x,vy), (3.45)

onde z € U. Observe que esta operagao reduz a dimensao da relagao. Geralmente, o operador
mais utilizado é a funcao maximo. Contrariamente as projecoes, a extensao cilindrica eleva a
dimensao de uma relacao. A extensao cilindrica em U x V de uma relacdo R em U pode ser
escrita da seguinte maneira:

cil R(z,y) = R(x) onde Vy € V (3.46)
onde z € U.
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3.7 Variaveis Lingiiisticas

Em nosso dia-a-dia, as palavras sao freqiientemente usadas para descrever varidveis. Se uma
varidvel poder ser quantizada por palavras em nossa linguagem natural, ela é chamada de
varidvel lingiiistica, onde as palavras sao representadas por conjuntos nebulosos no universo de
discurso na qual a variavel é definida. Por exemplo, a varidvel “temperatura ambiente” pode
ser classificada como “fria”, “morna” ou “quente”. A varidvel “temperatura ambiente” pode
ser classificada como uma varidvel lingiiistica e os termos {“fria”, “morna”, “quente” } sdo os
conjuntos nebulosos que a caracterizam.
Uma varidvel lingtiistica é caracterizada por (X, T,U, M), onde:

e X é 0 nome da variavel lingiiistica;
e T' é o0 conjunto de valores lingiiisticos que X pode assumir;
e U é o universo dos valores da variavel X;

e M é uma regra semantica que relaciona os valores lingiiisticos em 7" com os conjuntos
nebulosos em U.

As variaveis linguisticas podem ser classificadas por termos lingiiisticos compostos, como
“nao frio”, “mais ou menos quente”, “levemente rapido”, “muito devagar”, etc. Estes termos
separadamente podem ser classificados em trés grupos:

e Termos primadrios: “devagar”, “médio”, “rapido”, “frio”, “morno”, “quente”, etc.

U [{P%)]

e Complementos e conexoes: “nao”, “e” e “ou”.

e Limitantes: “muito”, “levemente”, “mais ou menos”, etc.

3.8 Regras Nebulosas

Os sistemas nebulosos podem ser representados por regras nebulosas SE-ENTAQO, em analogia
com o raciocinio humano onde elas sao expressas da seguinte maneira:

SE < proposicio nebulosa >, ENTAO < proposicio nebulosa > .

Para entendermos as regras nebulosas precisamos saber o que sao as proposi¢oes nebulosas.
H4 dois tipos de proposicoes nebulosas: proposicoes nebulosas simples e proposicoes nebulosas
compostas. Uma proposi¢ao nebulosa simples é uma simples frase:

zé A

onde z é uma varidvel ling”istica, e A é um valor lingiiistico de z (fun¢do de pertinéncia). Uma
proposicao nebulosa composta é uma composicao de proposi¢oes nebulosas simples utilizando
os conectivos “E”, “OU”, e “NAO” nos quais representam interseccao nebulosa, uniao nebulosa,
e complemento nebuloso, respectivamente.
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e Conectivo “E”: O conectivo “E” é utilizado em intersecgoes nebulosas. Por exemplo,
sejam x e y variaveis lingiiisticas nos dominios U e V', e A e B os conjuntos nebulosos em
U e V, respectivamente, entao a proposi¢ao nebulosa composta:

ré AEyéB
é interpretada como a relacdo nebulosa AN B em U x V com funcao de pertinéncia
pans (€, y) = tpa(z), ps(y)]
onde ¢ : [0,1] x [0,1] — [0, 1] é uma norma-t.

e Conectivo “OU”: O conectivo “OU” é utilizado em unioes nebulosas. Por exemplo, sejam
x e y varidveis lingiiisticas nos dominios U e V', e A e B 0s conjuntos nebulosos em U e
V', respectivamente, entao a proposicao nebulosa composta:

réAOUyéB
¢ interpretada como a relacao nebulosa AU B em U x V com funcao de pertinéncia
paus(@,y) = slpa(@), ps(y)]
onde s : [0,1] x [0,1] — [0, 1] é uma norma-s.

e Conectivo “NAQO”: O conectivo “NAQ” ¢ utilizado em complementos nebulosos. Por
exemplo, seja r uma varidvel lingiiistica no dominios U, e A o conjunto nebuloso em U,
entao a proposicao nebulosa composta:

z é NAO A
é interpretada como a relacdo nebulosa A em U com funcdo de pertinéncia
pa(z) = clpa(z)]

onde ¢ : [0,1] — [0, 1] é um complemento.

3.8.1 Interpretacoes de Regras Nebulosas SE-ENTAO

As proposigoes nebulosas podem ser nomeadas de acordo com suas posi¢oes dentro da regra
nebulosa SE-ENTAO:

SE < proposicao do antecedente >, ENTAO < proposicao do conseqiiente > .

Como na légica cléssica (p — ¢), a proposi¢do do antecedente serd simbolizada por p e a
proposicao do conseqiiente serd q. A tabela verdade para p — ¢ pode ser vista na Tab.3.1 e é
equivalente a:

PV (3.47)
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Tabela 3.1: Tabela verdade para p — q.

pPlgq|p—4q
V|F| F
FIV| V
F|F| V
e
(PAq) VD (3.48)

onde -, V e A representam os operadores l6gicos classicos “NAO”, “OU” e “E”, respectivamente.

Analogamente, as regras SE-ENTAO tem o papel de implicacio (“—”) da légica classica.
Portanto, supomos que p é uma relacao nebulosa definida em U = U; x ... x U,, ¢ é uma
relacao nebulosa definida em V =V} x ... x V,,,, e x e y sdo varidveis lingiiisticas em U e
V', respectivamente. Os tipos de implicagoes mais encontrados na literatura podem ser vistos
abaixo:

e Implicacao de Dienes-Rescher: Se substituirmos os operadores légicos - e V na ex-
pressao (3.47) pelo complemento nebuloso bésico e pela fungdo méximo, respectivamente,
entao obteremos a chamada implicacao de Dienes-Rescher. A regra nebulosa SE-ENTAO
é interpretada como uma relacdo nebulosa Rp em U x V com funcado de pertinéncia:

iy (,y) = maall — (@), (). (3.49)

e Implicacao de Lukasiewicz: Se usarmos a norma-s de Yager com w = 1 para V e
complemento nebuloso bésico para - na expressido (3.47), nés obteremos a implicacdo de
Lukasiewicz. A regra nebulosa SE-ENTAO ¢ interpretada como uma relacio nebulosa
Ry em U x V com funcao de pertinéncia:

iy (@,y) = minfL, 1 — () + (). (3.50)

e Implicacao de Zadeh: Se substituirmos os operadores logicos -, V e A na equacgao
(3.48) pelo complemento nebuloso bésico, pela fungdo de maximo e minimo, respectiva-
mente, entdo obteremos a chamada implicaciio de Zadeh. A regra nebulosa SE-ENTAO
é interpretada como uma relagao nebulosa Rz em U x V' com fung¢ao de pertinéncia:

iy (@,y) = maafmin(up(2), 1g(y)), 1 — p1p()]. (3.51)

e Implicacdo de Gddel: A regra nebulosa SE-ENTAO é interpretada como uma relacio
nebulosa Rg em U x V com fung¢ado de pertinéncia:

_ 1 se pp(z) < py(y)
tre (T, y) = { Uq(y) caso contrario (3:52)
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Exemplo 3.3 Sejam
U=2,3,4
V=123
Suponha que x € U ey € V. A regra SE-ENTAO utilizada serd:

SE x é grande, EN TAO y ¢ pequeno

onde os conjuntos grande e pequeno sdao definidos como:

rande—g—l—%ﬁLl
g 9 T3y
caeno = 1 95, 01
ped —17 72 T3

Se utilizarmos a implicacio de Dienes-Rescher, entio a regra SE-ENTAO ¢ interpretada
como a sequinte rela¢do nebulosa Rp em U X V:
1 0.9 1 0.5 0.5 1 0.5 0.1

= ey " B0 62 By T @y T ay T @)

Se utilizarmos a tmplicacdo de Lukasiewicz, teremos a sequinte relacao Ry, :

1 1 1 1 1 0.6 1 0.5 0.1

=G n e ey ey 6y TGy @y Ty T3

Na implicacao de Zadeh, temos:

0.9 0.9 0.5 0.5 0.5 1 0.5 0.1

b=y ey 6 6 6y Ty Ty @y

e na de Godel, temos:

1 1 1 1 1 0.1 1 0.5 0.1

= ey 2y " G0 62 6y @y Tay T @y

Este exemplo estd baseado em Wang, “A Course in Fuzzy Systems and Control”, [42].

3.9 Base de Regras Nebulosas

A base de regras nebulosas consiste de um conjunto de regras nebulosas SE-ENTAOQ tais como:

Rul: SEz; 6 A E ... Ex, é AL, ENTAO y é B (3.53)
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Sistema Nebuloso
1 n entradas - 1 saida 1

Sistema Nebuloso
n entradas - 1 saida 2

Sistema Nebuloso
n entradas - 1 saida

Figura 3.18: Sistema nebuloso com n entradas e m saidas

onde A e B! sao conjuntos nebulosos em U; C Re V' C R, respectivamente, e x = (21, T2, ..., Z,)T €
U e y € V sao varidveis de entrada e saida do sistema nebuloso. Seja M o niimero de expressoes
SE-ENTAO na base de regras nebulosas, tal que [ = 1,2, ..., M. Perceba que para o caso de ha-
ver mais de uma saida em nosso sistema nebuloso, estas podem ser desacopladas como aparece
na Fig.3.18.

Existem alguns casos especiais de construgoes das expressoes SE-ENTAO:

1. Regras parciais:
SExz, 6 AAE ... Ex, é AL, ENTAO y é B (3.54)
onde m < n e n é o tamanho do vetor x. E equivalente a escrever:
SEx,6A'E ... Ex2,éA Ex,,6IE ... Ex,éI, ENTAOyé B  (3.55)
onde I é um conjunto nebuloso em R com pr(z) =1 para todo = € R.

2. Regras ou:
Uma regra ou pode ser representada da seguinte maneira:

SEz; 6 A'E ... Exz,6A4 OUx,,  éIE ... Exz,éI, ENTAOy é B'. (3.56)
Esta regra equivale a escrever as duas regras seguintes:

SEz, 6 A E ... Eg, é AL ENTAO y é B! (3.57)
SE 2,01 6 AL, E ... Ex, é AL, ENTAO y é B! '

3. Expressao nebulosa sozinha:
y é B, (3.58)

E equivalente a: )
SEz,éIE ... Ex, éI, ENTAO y é B". (3.59)
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4. Regras gradativas: As regras gradativas sao, por exemplo:
Quanto menor é x, maior é . (3.60)

Seja o conjunto nebuloso S representando “menor”, por exemplo, ug(z) = (1 + e6E+2)
e B é um conjunto nebuloso “maior”, por exemplo, pp(z) = 1/(1 + e(7?@=2)  entdo a
regra gradativa é equivalente a:

SE z é S, ENTAO y é B. (3.61)

5. Regras nao-nebulosas: As regras nao nebulosoas representam a légica booleana classica
onde as fungdes de pertinéncias Al e B! podem obter somentes valores 0 ou 1 (verdadeiro
ou falso).

Algumas propriedades no projeto da base de regras devem ser consideradas: quantas regras
sa0 necessarias para cobrir todas as possibilidades de ocorréncias; e se ocorre algum conflito
entre regras.

Um conjunto de regras nebulosas SE-ENTAO ¢ dita completa se para qualquer z € U,
existe a0 menos uma regra na base de regra nebulosa, Ru!, tal que:

,UAHAO

parat=1,2,...,n.

Intuitivamente, uma base de regras esta completa se para um ponto no espaco de entrada
existe a0 menos uma regra ativa, tal que, o grau de pertinéncia da parte SE da regra seja nao
nulo neste ponto.

Exemplo 3.4 Considere um sistema nebuloso 2 entradas - 1 saida com U = U; x Uy =
[0,1]x[0,1] eV = [0, 1]. Define-se trés conjuntos nebulosos Py, My e G1 em Uy, e dois conjuntos
nebulosos Py e Gy em Uy. Deste modo, para uma base de regras nebulosas ser completa, deve
conter as sequintes 6 regras nas quais as partes SE constituem todas as possiveis combinacioes

de P, My, e G1 com Py e Gy:

SEx, é P Exy é Py, ENTAO y é B!
SEx, é P, Exy, é Gy, ENTAO y é B2
SEx, é My Exy é P,, ENTAO y é B?
SEx; é My E x5 é Gy, ENTAO y é B*
SEx, é Gy Exy é Py, ENTAO y é B°
SE z, é Gy Exy é Gy, ENTAO y é BS

(3.62)

onde B (1 =1,2,...,6) sdo conjuntos nebulosos em V.

Um conjunto nebuloso de regras SE-ENTAQ ¢é consistente se nio hd regras com as mesmas
partes SE mas diferentes partes ENTAO. O conectivo E € dito continuo se ndo existem regras
wizinhas nas quais 0s conjuntos nebulosos das partes ENTAO tém interseccao vazia.
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3.10 MAquina de Inferéncia Nebulosa

Na méaquina de inferéncia nebulosa, os principios l6gicos nebulosos sao usados para combinar as
regras nebulosas SE-ENTAO em um mapeamento de um conjunto A’ em U para um conjunto
nebuloso B’ em V.

Para uma dada regra, as relacbes nebulosas A’, nas quais representam a premissa x é A’ e
a relagio A — B em U x V, que representa a regra SE x é A ENTAO y é B, um conjunto B’
em V', que representa o conseqiiente y é B’, pode ser definido como:

ps (y) = supxeut [par(X), pasp(X, y)] (3.63)

Para o problema de M regras nebulosas SE-ENTAOQ, para uma mesma base de regras, a
solugao é a composicao destas. Ha dois argumentos opostos para interpretar um conjunto de
regras:

12 : As regras sdo expressoes condicionais independentes (unido).
29 : As regras sdo expressoes condicionais fortemente acopladas (intersecgao).

Seja Ru! uma relacio nebulosa em U x V, a qual representa a regra nebulosa SE-ENTAO,
tal que Ru! = AY x ... x A, — B'. Sabemos que A} x ... Al é uma relagdo nebulosa em
U=U; x...U, definida por:

pla, X oo X ply (T, @) = ply (@) * ook ply () (3.64)

onde x é um operador norma-t.

A implicacdio — em Ru' é definida conforme as vérias implicacoes existentes: Dienes-
Rescher, Lukasiewicz, Zadeh e Gddel (Pedrycz e Gomide [31], Wang [42]). Se aceitarmos a
primeira condicao, entao M regras sao interpretadas como uma relagao unica Ry em U x V
definida por:

M
Ry = Ru! (3.65)

=1

Esta combinagao é chamada de combinacdo Mamdani. Se nés usarmos o simbolo + para
representar as normas-s, entdao a combinagao pode ser escrita como:

PRy (T,Y) = prur (T,9) + -+ prem (2, Y) (3.66)

3.11 Fuzzificador e Defuzzificador

3.11.1 Fuzzificador

Os fuzzificadores sao definidos como um mapeamento de um valor real z* € U C R" para um
conjunto nebuloso A" em U. Os trés tipos de fuzzificadores mais utilizados sao [42]:
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e Fuzzificador singleton:

mapeia um valor real z* € U em um conjunto singleton A’ em U, no qual tem valor de
pertinéncia 1 no ponto z* e 0 em todos os outros pontos em U, tal que:

() = { 1 sexz=2za" (3.67)

0 caso contrario

e Fuzzificador gaussiano:

O fuzzificador mapeia * € U em um conjunto nebuloso A’ em U, no qual tem a seguinte
fungao de pertinéncia Gaussiana:

(), e

A (.’E) =e “ *...%€ an (368)
onde a; sao parametros positivos e a norma-t x é geralmente escolhida como produto
algébrico ou minimo.

e Fuzzificador triangular:

mapeia z* € U em um conjunto nebuloso A’ em U, no qual tem a seguinte funcdo de
pertinéncia triangular:

. \mlfa:’ﬂ) (1 . \zn—wﬁ) o r* < b i=1.92
par(z) = (1 o) K b se fzs — ol by i=1,2,....m (3.69)
0 caso contrario

3.11.2 Defuzzificador

O defuzzificador é definido como um mapeamento de um conjunto nebuloso B’ em V C R, o
qual é a saida da méaquina de inferéncia nebulosa para um ponto preciso y* € V. Conceitual-
mente, a tarefa do defuzzificador é especificar um ponto em V que melhor represente o conjunto
nebuloso B'.

e Defuzzificador de centro de gravidade:
Obtém y* como o centro de area da funcao de pertinéncia de B’, que é:

J = Sy yps (y)dy (3.70)

[, e (y)dy

e Defuzzificador de Média dos Centros:

Uma boa aproximacgao do defuzzificador de centro de gravidade é a média ponderada dos
centros dos M conjuntos nebulosos, com os pesos iguais as alturas dos conjuntos nebulosos
correspondentes. Especialmente, sejam 3’ o centro do l-ésimo conjunto nebuloso e w; sua
altura, o defuzzificador média dos centros determina y* como:
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* Zlﬂil ylwl

M
Zl:l wy

Este tipo de defuzzificador é o mais utilizado pois é implementado facilmente.

Y (3.71)

e Defuzzificador Maximo:

Conceitualmente, o defuzzificador maximo escolhe o y* como o ponto em V na qual up (y)
atinge seu valor méximo. O conjunto é definido como:

hgt(B') = {y € V|up (y) = supyevpn (y)} (3.72)

onde hgt(B') é o conjunto de todos pontos em V' tal que pp (y) atinge seu maximo valor.

3.12 Exemplo - Controlador Adaptativo PI Nebuloso:

Este exemplo apresenta uma aplicagao de sistemas nebulosos lingiiisticos do tipo Mamdani
onde o conhecimento do especialista é utilizado no projeto de um controlador adaptativo PI
nebuloso.

O controlador PID convencional é a estratégia de controle mais largamente utilizada em
processos industriais por causa da extraordinaria efetividade, simplicidade de implementacao
e vasta aplicabilidade. Embora controladores PID sejam comuns e bem conhecidos, eles sao
freqlientemente ajustados precariamente. Evidéncias disto podem ser encontradas em quase
todos os processos industriais pois o ajuste é realizado pela experiéncia do operador [41].

Outro problema dos controladores convencionais ¢ a falta de adaptabilidade a mudancas na
planta do sistema. Uma solucao para este problema é utilizar um sistema de controle adap-
tativo onde as caracteristicas dinamicas do processo sao comparadas com as caracteristicas
desejadas e, de acordo com um indice de desempenho, modifica os parametros do controlador
para gerar um sinal atuante de tal forma que o desempenho 6timo possa ser mantido indepen-
dentemente das mudancas na planta. As principais vantagens de um controle adaptativo sobre
um nao adaptativo sao: melhor desempenho pois o controle adaptativo pode se auto-ajustar
as mudancas da planta; e menor quantidade de informacao sobre a planta é requerida porque
a lei de adaptacdo pode ajustar, ensinar a dinamica da planta durante a operacao em tempo
real.

Uma alternativa para estes problemas sao os controladores adaptativos nebulosos. Esta
secao apresenta um esquema de controle nebuloso adaptativo, conforme a Fig.3.19.

Para as implementagoes do controlador e da lei adaptativa foram utilizados o erro (e) e a
variacao do erro (de = e, —ex_1) como varidveis de entrada. A ac¢do do controle (du) e os ganhos
do controlador (Kp e K;) sdo as varidveis de saida do controlador e da lei adaptativa, respec-
tivamente. As bases de regras do controlador e da lei adaptativa foram obtidas baseando-se na
experiéncia e conhecimento de especialistas. O método para especializacao da base de regras
a ser proposto na proxima se¢ao nao requer o modelo do processo a ser controlado e é baseado
no comportamento dindmico da resposta ao degrau de um processo linear subamortecido onde
o erro é calculado pela diferenca entre a referéncia e a resposta do processo.
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r

u Planta 4)/,
Controlada

\

Controlador €
PI Nebuloso

Lei adaptativa e
Nebulosa

Figura 3.19: Esquema em bloco do controle adaptativo

3.12.1 Modelo de Controle PI Adaptativo Nebuloso

A saida de um controlador PI, no dominio da freqiiéncia s, é dado por:

wp(s) = (Kp + %) E(s) (3.73)

onde Kp e K7 sao os ganhos proporcional e integral, respectivamente, e F(s) é a transformada
de Laplace do sinal de erro.
Aplicando a transformacao bilinear:

(z—1)
z+1)

onde 7' > 0 é o tempo de amostragem, resulta a seguinte equacio para a saida do controlador
PI:

(3.74)

S =

N

(3.75)

upr(z) = (Kp _ K KT ) EB(2)

2 1—271
onde E(z) é a transformada-z do sinal de erro.

Considerando Kg =Kp— KéT e K}i = K;T , e usando a transformada-z inversa, teremos:

upr(k) —upr(k — 1) = K [e(k) — e(k — 1)] + K{Te(k) (3.76)

Dividindo (3.76) por T, tem-se:
werB) = ek = 1) _ gy [e(k) ks 1)} T Ke(k) (3.77)
upr(k) =upr(k—1)+T {Kj‘i [e(k) _;(k — 1)} + K}ie(k)} (3.78)

Assim, renomeando o termo 7" e multiplicando a equagao (3.78), a lei de controle sera:
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upr(k) = upr(k — 1) + K& {Kg, [e(k) - ;(k - 1)} + ng(k)} (3.79)

onde K¢ , K¢ e K& sao os ganhos que serdo determinados pela lei adaptativa. Por convengao
tem-se:

e (k) = 7 (3.80)
et (k) = e(k) (3.81)
Ad (k) = K¢l (k) + Kielh (k) (3.82)
e a lei do controlador PI é dada por:

o
D

a

- _ d
~— ;! ) + up (0
Sistemas K
U

Nebulosos
| L
1 d -1

Figura 3.20: Diagrama de blocos do controlador

Fuzzificacao

As funcoes de pertinéncia da entrada e da saida do controlador PI sao mostradas na Fig.3.21.

O controlador PI nebuloso tem duas entradas, o sinal de erro ep = ref — y e a taxa de
variacao de erro ey = [e(k) — e(k — 1)]/T, e tem uma saida du. Essas varidveis lingiiisticas
podem ser classificadas como negativo grande, negativo médio, negativo pequeno, zero, positivo
pequeno, positivo médio e positivo grande (NG,NM,NP,Z PP,PM e PG). Os ganhos K% e K¢,
utilizados na obtencao da saida do controlador, serao determinados na lei adaptativa. O ganho
K¢ serd mantido em um valor unitario.
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P PG

Figura 3.21: Particoes nebulosas do espaco de discurso de entrada

Regras de Controle Nebuloso

O objetivo é melhorar critérios como tempo de subida, sobressinal, tempo de acomodacao e
outros do sinal de saida do processo portanto o método para especificacdo da base de regras é
baseado no comportamento dinamico da resposta ao degrau de um processo linear subamorte-
cido, como nas Fig.3.22 e Fig.3.23.

A resposta deste processo foi subdividida em &dreas, onde a cada uma delas, sao atribuidas
as regras de controle definidas por um especialista.

As informacoes fornecidas pelas areas marcadas justamente com os pontos destacados po-
dem ser caracterizadas como:

A: e>0 e e <0
B: e<0 e e <0
C: e<0 e 0e>0 (3.84)
D: e>0 e oe >0
F: idem A
(0: e>0 e de<0
1: e=0 e de <0
2: e<0 e de=0
) 3: e=0 e de >0 (3.85)
4: e>0 e de=0
[ 5: idem1

em que e é o erro calculado pela diferenca entre a referéncia e a resposta do processo, e de é a
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Resposta

Figura 3.22: Comportamento da resposta no movimento subamortecido

variacao do erro calculado por (e(k) —e(k — 1))/T e os termos k e k — 1 denotam os instantes
atual e anterior respectivamente. A experiéncia basica de um especialista relata as seguintes
informacoes:

e O incremento na acao de controle du dependera do sinal e da magnitude de e e de.

1.
2.
3.

Pontos 1 e 3: o sinal de du devera ser o mesmo de de.
Pontos 2 e 4: o sinal de du devera ser o mesmo de e.

Area A: As regras correspondentes a esta area tem a funcao de diminuir o tempo de
subida. O sinal de du devera ser zero, positivo pequeno, positivo médio ou positivo
grande dependendo da magnitude de e e de.

. Area B: As regras correspondentes a esta drea tém a funcao de reduzir o sobressi-

nal. O sinal de du devera ser negativo pequeno, negativo médio ou negativo grande
dependendo da magnitude de e e de.

. Area C: As regras correspondentes a esta drea tém a funcao de reduzir o sinal do

erro. O sinal de du deverd ser zero, positivo pequeno, positivo médio ou positivo
grande dependendo da magnitude de e e de.

. Area D: As regras correspondentes a esta area tém a funcao de reduzir o subsi-

nal. O sinal de du deverd ser positivo pequeno, positivo médio ou positivo grande
dependendo da magnitude e e de.
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o= Erro

Figura 3.23: Comportamento do erro no movimento subamortecido

e Se e estiver sendo corrigido a uma taxa satisfatoria, entdao mantenha a acao de controle.
e Se e e de sdo zero entao mantenha a acdo de controle em zero.

A base com 49 regras para o calculo de du pode ser vista na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Base de Regras de u
e

NG | NM | NP | Z | PP | PM | PG
PG | Z PP | PP | PM | PM | PG | PG
PM | NP Z PP | PP | PM | PM | PG
PP | NP | NP Z | PP | PP | PM | PM
% Z |[NM | NP |NP| Z | PP | PP | PM
NP | NM | NM | NP | NP | Z | PP | PP
NM | NG | NM |[NM | NP | NP | Z PP
NG | NG | NG [INM|NM | NP | NP | Z

Defuzzificagao

O ultimo passo para o projeto da base de regras é a defuzzificagado. O método escolhido é o
centro de area:
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A4 (k) = —zgz_l 1’414(2;1 (3.86)

3.12.2 Lei Adaptativa Nebulosa

Os ganhos K% e K¢ (chamados Kp e K}, respectivamente) do controlador nebuloso, como mos-
trado na equacao (3.77), serdo obtidos apoiados em andlises experimentais e no conhecimento
de especialistas. FEssas consideragoes sao uteis pois em plantas de segunda ordem podemos
considerar, separadamente, certas influéncias dos ganhos Kp e K sobre o tempo de subida,
sobressinal e tempo de acomodagdo. Os ganhos proporcional e integral obtidos na lei adaptati-
va estao normalizados, ou seja, estdo em um intervalo entre 0 e 1. Adotando-se uma faixa de
dominio para cada um dos ganhos, podemos obter os ganhos Kp e K;. Os ganhos normalizados
para Kp e K serao chamados de K}, e K. Assim, tem-se as seguintes férmulas para Kp e K;

Kl‘i = Kp = Kp(Kpmaz — Kpmin) + Kpmin

K¢ = Kr = K{(Krmaz — Kymin) + Krmin (3.87)

O diagrama em blocos da lei adaptativa pode ser visto na Fig.3.24.

e (k) Sistema d
Nebuloso — KP K’P (KPmax - Kpmin) + KPmin — Kp(k)
K

P

Sistema
e (k1) ) . d
K’I (Klmax - Klmm)+ KImm—>KI(k)

Nebuloso — K

K
1

Figura 3.24: Diagrama em blocos da lei adaptativa

Fuzzificacao

As fungoes de pertinéncia de entrada (erro e taxa de erro) e saida (ganho proporcional e integral)
da lei adaptativa sao mostrados nas Figs.3 e 7, respectivamente.

Os valores lingiiisticos para o erro e a taxa de erro sao as mesmas apresentadas no projeto do
controlador. Os ganhos proporcional e integral podem receber valores pequenos (P) ou grandes

(G).
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Base de Regras

As bases de regras da lei adaptativa foram determinadas experimentalmente, verificando-se o
efeito na resposta do sistema com base na variacao dos ganhos separadamente. Este método
é facilitado pois as varidveis lingiiisticas Kp e K; podem ter apenas dois valores, pequeno ou
grande. As bases de regras para K e K utilizadas podem ser vistas nas Tabs. 3.3 e 3.4.

Tabela 3.3: Base de Regras de K},

Z
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NP

g
g
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PG
PM
PP
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NP
NM
NG
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Os valores iniciais para as bases de regras nao foram escolhidos aleatoriamente. Podemos
generalizar os efeitos do ganho proporcional e integral sobre a resposta do sistema de segunda
ordem como mostrado na Tab.3.5. A tabela foi construida para quando se aumenta o ganho
proporcional ou integral separadamente.

Tabela 3.5: Caracteristicas de K K
Ganho | Tempo de | Sobressinal | Tempo de
Subida Acomodagao
Kp decresce cresce nao muda
K; decresce cresce cresce
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Figura 3.25: Resposta a referéncia constante, degrau unitdrio.

Defuzzificagao

O método para a defuzzificagao na lei adaptativa é o mesmo do controlador, centro de area. A
férmula de defuzzificagdo pode ser vista na equagao (3.86).

3.12.3 Simulacoes

Para mostrar o desempenho do sistema de controle adaptativo, aqui desenvolvido, sera con-
siderado o problema de controle de velocidade de um motor DC de terceira ordem com uma
carga inercial, cujo modelo apresenta a seguinte funcdo de transferéncia no tempo discreto:

I 0.84822 — 0.629z + 0.313
23— 0.98622 — 0.8882 — 0.368"

(3.88)

Na Fig.3.25, observa-se a resposta da planta para uma referéncia constante, degrau unitario.

Na préxima figura, Fig.3.26, mostra-se a resposta do sistema a uma variagao da referéncia
e & uma incerteza paramétrica.

Na Fig.3.27 e Fig.3.28 observa-se o comportamento do ajuste de Kp e K.

Neste exemplo, foi proposto e viabilizado um controle adaptativo nebuloso onde a lei adap-
tativa foi desenvolvida de forma puramente nebulosa. Foi mostrado que é possivel desenvolver

um sistema nebuloso através de conhecimentos basicos sobre o controlador, sobre a saida do
processo, com o apoio de andlises experimentais e/ou simulagoes.
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Figura 3.28: Adaptagao do ganho integral.

3.13 Modelos Nebulosos Takagi-Sugeno

A idéia de modelos nebulosos locais permite a construcdo de um modelo como uma colecao de
submodelos nos quais as relevancias sdo restritas a regides no espaco de entrada das varidveis:

SE xéF!, ENTAO ¢'=f!(x).
S'E x é'F2, ENTAO y? = fQ(x). (3.89)
sﬁ X é.FN, ENTKO yN = }N(x).
onde F!, F? e FV sdo relagoes nebulosas (supondo que x é um vetor) definidas no espago de
entrada e N é o ntimero de regras e f!(x), f?(x) e fV(x) sao fungoes lineares ou nao-lineares

das varidveis numéricas de entrada. Se considerarmos x = [ z2 --- ,]", podemos escrever
as regras nebulosas da seguinte maneira:

R': SE 1 éF}, - ,z,6Fi, ENTAO y' = fi(z1, ", z,). (3.90)
onde i1=1,...,N ’
Os ¢ conjuntos nebulosos (FY, ..., F}) do antecedente da regra R’ formam uma regido F x
coe X F; no espago de entrada de 1,9, ...,7,, respectivamente. Esta regido é chamada de

superficie nebulosa entrada-saida e sua forma estda diretamente relacionada com as formas e
distribuicoes dos F's.

De uma maneira mais simples, podemos dizer que este modelo decompoe o espago de entrada
em regioes nebulosas e aproxima a saida do sistema em cada regiao por modelos locais.

Exemplo 3.5 Supondo q = 2 teremos x = [z1 x2]" e se dividirmos o espaco de entrada de x;
e o em 2 conjuntos nebulosos cada.



50 Modelos Nebulosos Takagi-Sugeno

Figura 3.29: Conjuntos nebulosos para z e xs.

A superficie nebulosa entrada-saida deste modelo pode ser visto na Fig.3.50.
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Figura 3.30: Superficie nebulosa entrada-saida deste modelo.

A varidvel z; pertence ao conjunto nebuloso k com pertinéncia /1,3- : R — [0,1] para k =
1,2,...,n, onde n, é o numero de parti¢oes nebulosas para a j-ésima varidvel. Portanto, o grau
de ativacao (relevancia) w® para a regra i é calculado utilizando uma norma-t representada por
® :[0,1] x [0,1] — [0, 1], onde:

3

w'(x) = pd(z1) @ b (s ®...®,uf1mq 3.91

O grau de ativagao normalizado para a regra i é dado por:
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: w'(x)
1'% = =
> W (X)
Esta normalizagdo implica que 27]«\[:1 7(x) = 1.
Portanto, a resposta do modelo é uma soma ponderada das funcoes do conseqiiente 7"

(3.92)

N
y=Y 7)) = Yy (x) (3.93)
r=1
H4 uma grande variedade de modelos locais:
1. modelos com fungoes lineares: as func¢oes locais sao lineares do tipo:
fi(x) = al'x, (3.94)
e a; ¢ um vetor de parametros;

2. modelos com funcoes nao-lineares: Os modelos polinomiais sdo os mais utilizados e sdao
eXpressos por:

N N N
j=1 j=1 j=1
Também podemos utilizar os modelos harmonicos:
(%) = ap sin(w; x) + by cos(w] x) (3.96)

ou os modelos dinamicos locais. Neste caso, as regras apresentam equagoes diferenciais
ou a diferencas no conseqiiente:

SE xé F!, ENTAO x = fi(x,a) (3.97)

ou
SE xé F', ENTAO x(k+1)= Bx(k)+ Cu(k) (3.98)

onde k representa o instante atual.



Capitulo 4

AGRUPAMENTO NEBULOSO

4.1 Introducao

A idéia béasica do processo de agrupamento de dados (clustering) é uma tarefa em que se busca
identificar um nimero finito de categorias ou grupos (clusters) para descrever um determinado
conjunto de dados, tanto maximizando a homogeneidade de cada grupo como a heterogeneidade
entre grupos distintos.

Neste capitulo apresentamos as principais técnicas de agrupamento baseadas em agrupa-
mento nebuloso e novas técnicas baseadas em algoritmos classicos que sao muito utilizados
para particionar o espaco de discurso das variaveis lingiiisticas dos antecedentes de modelos
nebulosos.

De acordo com Babuska no Capitulo 2 em [18], algoritmos de agrupamento podem ser
classificados nos seguintes trés tipos:

1. Algoritmos utilizando uma distancia adaptativa, tal como o algoritmo de Gustafson-
Kessel [16] ou o algoritmo de estimagao por maxima verossemelhanga nebulosa, proposto
por I. Gath e A.B. Geva em [13].

2. Algoritmos baseados em formas hiperplanares, chamados também de algoritmo de va-
riagoes lineares nebulosas ou c-elipséides nebulosas.

3. Algoritmos c-regressao nebulosos, utilizando formas definidas por fungoes de regressao,
Hathaway [17].

4.2 Agrupamentos Nebulosos

4.2.1 FCM - Fuzzy C-Means

O primeiro algoritmo de agrupamento nebuloso, desenvolvido em 1969 por Ruspini [36], é
uma extensao do algoritmo C-means Rigido (HCM - Hard C-Means), chamado de ISODATA
proposto por Ball e Hall [4] (1965). O HCM é um dos mais populares métodos de agrupamento.
Ruspini (1969) introduziu a particdo nebulosa para descrever estruturas de grupos de um

52
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conjunto de dados e sugeriu um algoritmo computacional que determina uma particao nebulosa.
Dunn (1973) generalizou o procedimento de agrupamento de varidncia minima para a técnica
de agrupamento nebuloso HCM. Bezdek (1981) generalizou a aproximacao de Dunn criando o
algoritmo Fuzzy C-Means (FCM),Silva [37].

Os passos para o algoritmo FCM sao os seguintes:

12 Passo: Escolher o nimero de grupos ¢, 2 < ¢ < n, o parametro m > 1, o critério de parada
€ > 0, o nimero méaximo M, 4. de iteragoes. Inicializar o contador M = 0 e a matriz u°
aleatoriamente como:

N§,1 NE,Q T Ng,k
Ho1 Moo - Mok
W= (4.1)
,U(J)v,1 :u(])V,Z T M(J)V,k
0<p;<1,ondel<i<e¢ 1<j<N (4.2)
com
C
ou;=1,  V¥j=1,...,N (4.3)
i=1
Fazer M = M + 1.
22 Passo: Calcular os ¢ centros dos grupos CCZM ,i1=1,...,¢, com a férmula:
N
M Dt (1) "% (k)
Zk:l(uk,i)
32 Passo: Calcular dy; paral <i<cel <k < N:
dpi = ||x(k) — Cc||. (4.5)
Atualizar a matriz de pertinéncia:
1
NkM,i - . (4.6)

oo (a)"
J=1 \ di,;

42 Passo: Calcular A = ||p™ — M7 = mazy|pd — pfi ', j=1,...,N,i=1,...,c
52 Passo: Se A >ece M < M4, M = M + 1 e retornar para o 22 passo; senao parar.

A seguir apresentamos e comentamos 2 exemplos que utilizamos para ilustrar o algoritmo
proposto. Os dados das séries temporais utilizadas podem se encontrados na biblioteca de
dados no endereco:

www-personal.buseco.monash.edu.au/ " hyndman/TSDL/.
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Figura 4.1: Saida de CO5 em porcentagem no forno a gas industrial.

Exemplo 4.1 Considere a série temporal de um forno a gds industrial onde os dados consistem
de 296 amostras de concentra¢do em porcentagem de didzrido de carbono (COy) produzida no
forno de 9 em 9 sequndos. A série pode ser vista na Fig.4.1.

Para esta série temporal utilizamos o algoritmo de agrupamento FCM e determinamos o
numero de grupos como 2. A Fig.4.2 mostra como o centro de cada grupo se adaptou a partir
dos dados da série. Os eizos y(k — 1) e y(k — 2) sdo valores de concentra¢io de didrido de
carbono conhecidos e sdo as varidveis de entrada para o algoritmo de agrupamento FCM.

581 R
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531

51

50,..”. : . . 4
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50 51 52 53 54 55 56 57 58
y(k=1)

w»

Figura 4.2: Adaptacdo dos centros de cada grupo, onde “0” sdo os valores iniciais, a

trajetoria e “x” os valores finais.

A superficie na Fig.4.3 representa a pertinéncia de cada grupo.
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y(k-1)

Figura 4.3: Funcoes de pertinéncia.

As pertinéncias dos grupos criados podem ser vistas em forma de cortes como mostrado na
Fig.4.4.
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Figura 4.4: Curvas de nivel das funcoes de pertinéncia.

Exemplo 4.2 A série temporal de terremotos com intensidade maior ou igual a 7.0 na escala
Richter entre os anos de 1900 a 1998 (99 amostras) é dada na Fig.4.5.

Para esta série temporal utilizamos o algoritmo de agrupamento FCM e determinamos o
numero de grupos como 3.

A Fig.4.6 mostra como o centro de cada grupo se adaptou a partir dos dados da série.

A superficie na Fig.4.7 mostra a pertinéncia de cada grupo.

As pertinéncias dos grupos criados podem ser vistas em forma de cortes na Fig.4.8.
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Figura 4.5: Quantidades de terremotos maior ou igual a 7.0 na escala Richter.
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Figura 4.6: Adaptacao dos centros de cada grupo, onde “0” sdao os valores iniciais,

trajetoria e “x” os valores finais.
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4.7 Funcoes de pertinéncia.
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Figura 4.8: Curvas de nivel das funcoes de

pertinéncia.



58 Agrupamentos Nebulosos

4.2.2 Agrupamento Gustafson-Kessel

No algoritmo FCM, o agrupamento dos pontos minimiza o critério:

N c
k=1 i=1
onde,
dk,i = (X(k) —_ CC,)TMZ(X(IC) —_ CCZ) (48)

e M; =1 (matriz identidade).
O algoritmo de Gustafson-Kessel detecta grupos elipsoidais de tamanhos e orientacoes di-
ferentes utilizando uma funcao custo onde a matriz M; é determinada como:

M; = det(F;)~ F! (4.9)

sendo F; fun¢do da distancia dy; (chamada de distancia de Mahalanobis) e da matriz de per-
tinéncia p.
O algoritmo é descrito abaixo:

12 Passo: Escolher o niimero de grupos ¢, 2 < ¢ < n, o parametro m > 1, o critério de parada
€ > 0, o nimero maximo M 4. de iteragoes. Inicializar o contador M = 0 e a matriz O
aleatoriamente como:

ug,l Ng,z “g,k
M M “ e /1/
po= | "B TRk (4.10)
By Ky o Hivg
0<ps;<1,ondel<i<e¢ 1<j<N (4.11)
com
C
owl;=1,  Vj=1,..,N. (4.12)
i=1
22 Passo: Calcular os ¢ centros dos grupos CCZM ,1=1,...,¢, com a férmula:
N M\m
R NPT |
k=1\M,i
32 Passo: Calcular a matriz de covariancia parai=1,...,c:
_ - x(k) — Cc;" ) (x(k) — Cc;
b S ()™ (x(k) — Cel) (x(k) ~ Cel) "

N m
Zk:l (MkMz)



Agrupamentos Nebulosos 59

42 Passo: Calcular a distancia de Mahalanobis parai=1,...,cek=1,...,N:

1

dys = (x(k) — CeM)" [(det(Fi)ﬁ> Ffl] (x(k) — Cc) . (4.15)

7

52 Passo: Atualizar a matriz de pertinéncia:

1
,ukM,Z- = . (4.16)

S ()
J=1 \ di,;

M =

62 Passo: Calcular A = ||u™ — maxji|phh — pli 7, i =1,...,N,i=1,...,c

72 Passo: Se A >ee M < Myae, M = M + 1 e retornar para o 2° passo; senao parar.

Para mostrar o comportamento do algoritmo e a forma de suas fun¢oes de pertinéncia sao
ilustrados dois exemplos.

Exemplo 4.3 Considere a série temporal de um forno a gas industrial descrito no exemplo
4.1. A série pode ser vista na Fig.4.1.

Para esta série temporal utilizamos o algoritmo de agrupamento Gustafson-Kessel e deter-
minamos o numero de grupos como 2.

A Fig.4.9 mostra como o centro de cada grupo se adaptou a partir dos dados da série.

58
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Figura 4.9: Adaptacdo dos centros de cada grupo, onde “0” sdo os valores iniciais,

trajetoria e “x” os valores finais.

a

A superficie na Fig.4.10 mostra a pertinéncia para cada grupo.
As pertinéncias dos grupos criados podem ser vistas em forma de cortes como mostrado na
Fig.4.11.
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Figura 4.10: Fungoes de pertinéncia.
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Figura 4.11: Curvas de nivel das func¢oes de pertinéncia.
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Figura 4.13: Funcoes de pertinéncia.
As pertinéncias dos grupos criados podem ser vistas em forma de cortes como mostrado na

Fig.4.14.
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Figura 4.14: Curvas de nivel das fun¢oes de pertinéncia.

4.2.3 Agrupamento Gath-Geva

Este algoritmo é derivado da combinagao dos algoritmos do c-means nebuloso (FCM) e esti-
magao de méxima verossemelhanga nebulosa (FMLE). Este método também pode ser chamado
como UFP-ONC (Unsupervised Fuzzy Partition-Optimal Number of Classes) pois se desempe-
nha bem em situacoes de varios formatos de grupos, densidades, e niimeros de pontos em cada
grupo, Gath e Geva [13].

O algoritmo é descrito abaixo:

12 Passo: Escolher o niimero de grupos ¢, 2 < ¢ < n, o parametro m > 1, o critério de parada
€ > 0, o nimero méaximo M+, de iteragoes. Inicializar o contador M = 0 e a matriz u°
aleatoriamente como:

Hg; Ug,z T Ng,k
M M . e lj,
= ?’1 ?’2 ) Zk (4.17)
BNy Hnz Mg
0<pg;<1,ondel1<i<e¢ 1<j<N (4.18)
com
c
opl;=1, Vj=1,..,N. (4.19)
r=1
Fazer M = M + 1.
22 Passo: Calcular os ¢ centros dos grupos CCZM, 1=1,...,¢, com a féormula:
> ()% (k)
CCM — k=1 /'l’k,l X (4 20)

N
Z Zk:1(#1]cv,[z')m



Agrupamentos Nebulosos 63

32 Passo: Calcular a matriz de covariancia parai=1,...,c¢:

SN ()™ (x(k) — CeM) (x(k) — CeM)”
SN (uitym

42 Passo: Calcular a média dos dados pertencentes a0 grupo i:

1
Pi=— kz (4.22)

F; = (4.21)

52 Passo: Calcular a distancia parai=1,...,cek=1,...,N:
d%,i = 7”6%3(1%) exp (% (x(k) — CczM)TF;1 (x(k) — CCZM)) ) (4.23)
62 Passo: Atualizar a matriz de pertinéncia:
[y = L — (4.24)
S5 ()™
7@ Passo: Calcular A = || — pM 7| = mazy|pls — p}i 7', j=1,...,N,i=1,...,¢c

82 Passo: Se A >ece M < Myuz, M = M + 1 e retornar para o 22 passo; sendo parar.

Como maneira de mostrar o comportamento do algoritmo e a forma de suas funcgoes de
pertinéncia sao ilustrados dois exemplos.

Exemplo 4.5 Considere a série temporal de um forno a gds industrial descrito no exemplo
4.1. A série pode ser vista na Fig.4.1.

Para esta série temporal utilizamos o algoritmo de agrupamento Gath-Geva e determinamos
o numero de grupos como 2.

A Fig.4.15 mostra como o centro de cada grupo se adaptou a partir dos dados da série.

A superficie na Fig.4.16 mostra a pertinéncia para cada grupo.

As pertinéncias dos grupos criados podem ser vistas em forma de cortes como mostrado na
Fig.4.17.

Exemplo 4.6 Dada a série temporal do exemplo 4.2. A série pode ser vista na Fig.4.5.

Para esta série temporal utilizamos o algoritmo de agrupamento Gath-Geva e determinamos
0 niumero de grupos como 3.

A Fig.4.18 mostra como o centro de cada grupo se adaptou a partir dos dados da série.

A superficie na Fig.4.19 mostra a pertinéncia para cada grupo.

As pertinéncias dos grupos criados podem ser vistas em forma de cortes como mostrado na
Fig.4.20.

O algoritmo FCM normalmente induz grupos circulares devido ao uso da distancia Eucli-
diana, porém em muitas aplicacoes, em particular no projeto de modelos nebulosos do tipo
Takagi-Sugeno, formatos elipsoidais sao mais representativos como nos algoritmos Gustafson-
Kessel e Gath-Geva. A grande vantagem do FCM sobre os outros é o custo computacional e
facilidade implementacao.
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Figura 4.15: Adaptacdo dos centros de cada grupo, onde “o

trajetoria e “x” os valores finais.

y(k-1)
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4.2.4 FCRM - Fuzzy c-Regression Model

Este algoritmo de agrupamento é proposto em Kim [22]. Ele considera o modelo do grupo [
como:

y'(k+1)=Z"(k)A (4.25)

onde ZT (k) é o vetor de regressores e Al é o vetor de pardmetros do grupo .
O algoritmo FCRM tem os seguintes passos:

12 Passo: M = 0 e definir a matriz p de tamanho N X k como:

H11 M12 0 Hik
= M?,l N?ﬂ M?,k (4.26)
MN1 UN2 cc BNk
0<p;<1l,ondel <i<N,1<j<k (4.27)
€
N
omig=1,  Vi=1,...k (4.28)
=1

Inicializar a matriz x4 com valores aleatérios satisfazendo as restrigoes em (4.27) e (4.28)
e a matriz de pardmetros A* = (.

22 Passo: Defino a funcao objetiva para o FCRM na M-ésima iteragao como:
N Nk
IS N3 (1
r=1 i=1 j=1

onde d; ; ¢ a norma Euclidiana entre o j-ésimo dado e a saida da i-ésima regra do modelo
nebuloso T'S: .
dij = |ly(i) = Z" (i = ) A]]. (4.30)

Para minimizar J satisfazendo a restrigdo (4.28) reescrevo a seguinte fungéo objetiva:

¢ =J+ Z?:l )\j(zzﬁl pij — 1)

N <k k N
=D in Zj:1 /J’Z;'dzz,j + Zj:l Aj(D2isy pi — 1)

onde ); sao os multiplicadores de Lagrange para as k restricoes. Se derivarmos ® em p; ;
a condigdo necessdria para minimizarmos (4.29) é:

1

2

S ()™
k=1 \ dx,;

Na M-ésima iteragao, calcular a fun¢ao objetiva J e a matriz i de acordo com as funcoes
(4.29) e (4.32), respectivamente.

(4.31)

i = (4.32)
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32 Passo: Se a funcao objetiva for menor que um certo valor de tolerancia ou se o niimero de
iteragoes nao excedeu o seu limiar entao pare. Caso contrario, va para o 42 passo.

42 Passo: Calcular novos grupos na iteragao M +1, y*(k+1) = Z* (k) A® utilizando p; ; obtidos
no 22 passo e entao utilizar o algoritmo dos minimos quadrados recursivo ponderado:

Al(k+1) = AY(k) + H(k)[y(k +1) — ZT (k) A’ (k)] (4.33)

H(k) =S(k+1)Z(k)

_ S(k)Z(k) (4:34)
T HZT(R)S(R)Z(R)
)
S(k+1) = [I-H(k)Z" (k)] S(k). (4.35)

O valor inicial do algoritmo é S(0) = oI, onde o é um escalar com valor entre 102 e 10S.
O valor escolhido para « reflete o conhecimento a priori dos parametros, ou seja quanto
maior a incerteza sobre o vetor de parametros iniciais do sistema, mais alto o valor de «.

52 Passo: V4 ao 22 passo e faca M = M + 1.
Depois de determinado os parametros do conseqiiente pelo FCRM, os parametros do an-

tecedente podem ser facilmente obtidos usando os valores da matriz u. Considerando que a
funcao de pertinéncia escolhida seja do tipo sino temos:

F}(g.1, 4;2) = eap {— (y(k )= q;’l)Q} : (4.36)

)
9j,2

onde q;:,l e qjﬂ sao os parametros desejados e sao calculados da seguinte maneira:

i Sr wiy (L —7)
g1 = =55 (4.37)
> imn Hig

k . S\ 2
5 ict Mig (Y= 4) = 454)
. % .
Zl:1 M
Neste caso, nao apresentaremos exemplos como nos algoritmos de agrupamento anterior-

mente mostrados pois o FRCM é um método completo: estimacao dos conjuntos nebulosos das
premissas e dos parametros dos consequentes.

(4.38)

i
952 =
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35

25

Figura 4.21: z;: cria um novo grupo C?.

4.3 Agrupamento Nao-Nebuloso

4.3.1 ECM - FEvolving Clustering Method

O método ECM é um algoritmo baseado na distancia maxima, limitada por uma constante
Dyimiar, entre um centro do grupo e o seu ponto mais afastado, com a vantagem de ser utilizado
nos modos on-line ou off-line com alto desempenho computacional [21].

A formulagao on-line é implementada de forma que os centros e raios dos grupos sao atua-
lizados a cada nova entrada de dados, de acordo com trés possiveis casos:

e um novo grupo ¢ criado. Seu centro, Cc, é alocado com o valor da entrada corrente e seu
raio, Ru, é inicialmente zero;

e 0s grupos sao atualizados. Um novo centro é calculado e o novo raio é expandido;
e 0 grupo nao sera alterado se a entrada estiver dentro de seu raio.
O algoritmo pode ser resumido como:

12 Passo: Cria o primeiro grupo C? definindo o primeiro exemplo da entrada como o primeiro
centro do grupo Cc?, e considerando zero o valor do raio do grupo Ru;. Como acontece
com z; e ilustrado na Fig.4.21.

22 Passo: Se todos os exemplos do conjunto de dados tiverem sido processados, entao o algo-
ritmo é encerrado. Senao, o exemplo atual, z;, é utilizado e é calculada a distancia entre
este dado de entrada e todos os n centros de grupos criados Cc¢;, D;; = ||z; — Cc;l|, onde
j=1,2,...,n. Neste trabalho, a distancia entre dois vetores x e y é representada como

a distancia Euclidiana:
q

Ix =yl = |z —wil?)?/q? (4.39)

=1
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35( X 1

25r N

05F i

Figura 4.22: z,: atualiza grupo CY — C| ; x3: cria um novo grupo CY9 ; r4: nao faz nada.

32 Passo: Se existe algum valor de distancia, D;; = ||z; — C'¢||, igual ou menor que ao menos
um dos raios, Ru;, j = 1,2,...,n, significa que o exemplo z;, pertence ao grupo C, com

a distancia minima:
Dy, = ||zi — Cep|| = min(||z; — Ccl]), (4.40)

sujeito a D;; < Ruj, j =1,2,...,n. Neste caso, nao é criado um novo grupo, os grupos
existentes nao sao atualizados e o algoritmo retorna ao 22 Passo. Como ¢ ilustrado com
x4 na Fig.4.22 e x¢ na Fig.4.23. Caso contrario, va ao 4° Passo.

42 Passo: Encontra o grupo C, (com centro Cc¢, e raio Ru,) dos n centros dos grupos existentes
através do seguinte cdlculo S;; = D;; + Ru;, j = 1,2,...,n, e escolhe o centro do grupo
Cc,, com o menor valor, S;,:

Sia = Dig + Ru, = min(S;5), j =1,2,...,n. (4.41)

52 Passo: Se S;q > 2 X Dyjmiar, 0 dado x; nao pertence & nenhum grupo existente. Um novo
grupo devera ser criado da mesma maneira como descrito no 1° Passo e o algoritmo
retorna ao 2° Passo. Como acontece com 3 na Fig.4.22 e xg na Fig.4.23. Caso contrario,
va ao 6° Passo.

62 Passo: Se S;; < 2 X Diimiar, 0 grupo C, é atualizado deslocando o seu centro, Cc,, e
aumentando o seu raio, Ru,. O novo raio Ru”" é igual a S;,/2 e seu novo centro Cc*¥
¢ um ponto localizado entre uma linha imaginaria que conecta z; e Cc,. A distancia do

novo centro C'c;®” até o ponto z; é igual a Rul*”.Como acontece com x5 na Fig.4.22, x5

e r7 na Fig.4.23 e 9 e 219 na Fig.4.24. O algoritmo entao retorna ao 2% Passo.



Agrupamento Nao-Nebuloso 71

3.5 % q
8 X3
*
sl ,
X7
251 q
ol ,
1.5+ q
X5
1t X —
0.5+ q
0 L L L L L L L L L L
o o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55

Figura 4.23: z5: atualiza grupo C] — C? ; z¢: ndo faz nada ; z7: atualiza grupo C9 — Cj ;
Tg: cria um novo grupo CY.
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Figura 4.24: zg4: atualiza grupo Cj — C3 ; z14: atualiza grupo CY — C;.



Capitulo 5
IDENTIFICACAO PARAMETRICA

5.1 Minimos Quadrados

O método dos minimos quadrados é a mais antiga e a mais conhecida técnica para a estimacao
de parametros de modelos matematicos, Caines [10]. O conceito bdsico desta técnica foi apa-
rentemente elaborado por Carl Friedich Gauss, matemaético e astronémo aleméo (1777-1855) e
primeiramente publicado em 1806 por Legendre.

Como exemplo, considere um sistema discreto com uma entrada e uma saida modelado da
seguinte maneira:

y(k) = bru(k — 1) + bou(k —2) + ...+ byu(k — p) + ary(k — 1)+

+asy(k —2) + ...+ byy(k — q) + e(k). (5.1)

onde u representa a entrada do sistema e y é a saida. A varidvel e(k) é o ruido no k-ésimo
instante.
Para N medidas temos:

y(1) =bju(l — 1) + bou(l — 2) + ...+ byu(l — p)
+a1y(1 —1) +ay(l —2) + ...+ by(l — q) +e(1)
y(2) =bu(2—-1) +bu(2—2) + ...+ byu(2 —p)

Fa1y(2—1) +ay(2—-2) + ...+ by(2 — q) + e(2) (5.2)

Y(N) = byu(N — 1) + byu(N — 2) + ... + byu(N — p)

+a1y(N — 1) +aey(N — 2) + ... + by(N — ¢q) + e(N)

Temos o vetor Y de saida:

72
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Y = . (5.3)

A matriz de dados sera:

2

Nx(p+q)

onde Z(k) é o vetor dos regressores no instante k, ou seja:

[ u(k—1) T
u(k - p)
Z(k)=| y(k—1) (5.5)
y(k —2)
| y(k—q) 1 oyt

O objetivo do método de minimos quadrados é estimar a matriz dos parametros que serd
descrita por:

_ b1 -
bp
A= ay . (56)

az

- (p+g)x1

E o vetor de erros serd representado como:

Pode-se reescrever a equagao (5.2) como:

Y = XA +¢ (5.8)
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Considerando a existéncia do erro, ¢ = Y — XA, o problema de minimos quadrados é
determinar A que minimize o critério J:

1 1
J= §||e||2 =3 (Y —XA)T (Y —XA). (5.9)
Efetuando a multiplicacao teremos:
1
J=3 (Y'Y - ATXTY - YTXA + ATXTXA). (5.10)

Para a minimizacao da forma quadratica realizamos g—i =0

g—i = XTY - YTX + 2ATXTX = 0. (5.11)

Deste modo, podemos escrever a equacao normal:

XTXA =XTY. (5.12)
Portanto:
A= (X"X) ' XTY. (5.13)
Se P = (XTXY1 temos:
A = PXTY. (5.14)

Para ponderar de maneira diferenciada as observacoes disponiveis usa-se um tratamento
conhecido como minimos quadrados ponderados:

A =PX"WY (5.15)
P=(X"WX), (5.16)
onde:
w(l) 0 0
0 w2 --- 0
W = : o (5.17)
0 0 w(N)

sendo w o peso de ponderacao de cada medida para o calculo dos parametros.
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5.1.1 Minimos Quadrados Recursivo Ponderado

A idéia bésica do algoritmo dos minimos quadrados recursivo é calcular um novo vetor de
parametros estimados A (k + 1) no instante k£ + 1 pela adigao de um fator de corregao ao vetor
de parametros estimados anteriormente A (k) no instante k. Este vetor de corregao depende
das novas medidas de entrada dos regressores:

Z(k) = [r1(k), ro(k), , ..., mp(k)]" (5.18)

e a saida do processo y(k). No caso do modelo Auto-Regressivo (AR) com uma saida apenas,
o vetor Z(k) seria:

Z(k) =ly(k=1), , ..., y(k —p)" (5.19)

onde p é o numero de regressores.
A estimacao para os minimos quadrados recursivos ponderados é definida por:

A(k) = P(k)X" (k)W (k)y (k) (5.20)

W (k) é chamada matriz de peso e uma estrutura diagonal:

w(l) 0 0
0 w®) ... 0
W(k)=| . L (5.21)
0 0 ... wk)
onde:
P(k) = (X (KW (k)X (k)" (5.22

e X(k) a matriz de regressao no instante k, logo:

X(k)=| " . (5.23)
Z7 (k)

Analogamente, a equacao (5.20) do estimador para o instante k + 1 é:

A(k+1) =P+ 1)Z (k+ 1)W(k + Dy(k + 1) (5.24)

Obviamente, a equacao (5.24) pode ser escrita como:

Ak+1) =P(k+1) < ZT)((k(l? Y )T [ Wék) w(k0+ 1) } < y(%(_lf_)l) )

=P(k+1) [XT (k)W (k)y(k) + Z(k + D)w(k + )y(k + 1)]

(5.25)
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Substituindo X% (k)W (k)y(k) = P~1(k)A(k) (da equagao (5.20)) na equagio (5.24), e
adicionando e subtraindo A (k) no segundo membro da equagao, obtemos:

Alk+1) =A(k) +PE+1) [P (k)AK) +Z(k + Dwlk + Dy(k +1)] — A(k)

=A(k)+Pk+1)P Y k)AKk) — Ak) + Pk +1)Z(k + D)w(k + 1)y(k+ 1)

=Ak)+PE+1DP k) —DAKk) + Pk +1)Z(k+ Dw(k + Dy(k+ 1)

(5.26)
onde de acordo com (5.22):
_(( x®m \T[wm o X )
Plk+1) = (( 7ty ) | o wir | (z76ay ))
= (XT(k)W (k)X (k) + Z(k + Dw(k + 1)Z(k + 1)T)! (5:21)
=(Pk) '+ Zk+VDwk+1DZ(k+1)T)!
Calculando a inversa para os dois lados em (5.27), obtemos:
Phk+1)"'=Pk) ' +Z(k+Dwk+1DZKk+1)T
Pk)'=Pk+1)"'-Z(k+Dwk+1)Zk+1)T (5.28)
Substituindo (5.28) em (5.26), a equagao recursiva do estimador é obtida:
Ak+1) =A(k)+ [P(k+1)(P(k) ' — Z(k + 1)w(k + 1)Z(k +1)")
~IJA(k)+P(k+1DZ(k + 1wk + 1)y(k+ 1)
=Ak)+ [I-Pk+1)Z(k+ Dw(k+1)Z(k + 1)T — I] A(k) (5.29)

+P(k+1)Z(k + 1)w(k+ 1)y(k+1)

=Ak)+Pk+1D)Z(k+ VDwk+1)(y(k+1)— Z(k+ 1)TA(k))

O algoritmo dos minimos quadrados recursivo necessita da inversao da matrix P. Utilizando
o seguinte lema da inversao matricial, a inversao da matriz pode ser conseguida com um trabalho
computacional menor.
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Lema 5.1 Seja A, C e (A + BCD) matrizes nao-singulares, podemos assequrar através do
lema de tnversdo matricial que:

E=(A+BCD)'=A"'-A"'B(C'+DA 'B)"'DA! (5.30)

Prova: Ver Henderson e Searle [19]. Com este lema, a equagao (5.29) torna-se:

P(k+1) =P(k)-P(k)Z(k+1) ( +Z(k+1)"P(k)Z(k + 1)) B Z(k+1)"P(k) (5.31)

w(k+1)
e realizando algumas simplificacbes obtemos a forma recursiva para P(k + 1):

w(k + 1)P(k)Z(k +1)Z(k + 1)TP(k)
1+w(k+1)Z(k+1)TP(k)Z(k + 1)

Na prética o algoritmo dos minimos quadrados tem uma taxa de convergéncia muito al-
ta, mas essa taxa se reduz drasticamente quando a matriz P tem seus elementos da diagonal
pequenos depois de algumas iteragdes (normalmente depois de 10 ou 20 iteragdes). Esta pro-
priedade motivou o algoritmo dos Minimos Quadrados com Restauragao da Covariancia, onde
a matriz P é restaurada varias vezes. Isto permitird que o algoritmo mantenha uma taxa de
convergencia alta. Este algoritmo é muito util em casos onde o modelo possui parametros
variantes no tempo. Neste caso, o tempo para que a matriz P seja restaurada depende da
confiabilidade das observacoes atuais em relacao as anteriores.

Seja {T} = {t1, to, t3, ...} o conjunto dos instantes nos quais a matriz P serd restaurada.
Entdo para t ¢ {T,} a matriz P é atualizada normalmente como mostrado abaixo:

P(k+1)=P(k) - (5.32)

P(k)Z(k + 1)Z(k + 1)TP (k)

Pk+1)=P(k)— .
k1) =P~k PR Z(k + 1) (533)
Caso contrério, para t = t; € {Ti}, é restaurado P(¢; — 1):
P(t, - 1) =kI onde 0 < kmin < ki < kpas < 00 (534)
Um modelo muito utilizado em séries temporais é o tipo AR (Auto-Regressivo) onde:
y(k) =bp + a1y(k — 1) + agy(k — 2) + ... + byy(k — q) + e(k). (5.35)
Neste caso, o vetor dos regressores Z(k), no instante k, sera:
R
y(k—1)
Z(k)= | yk=2) | . (5.36)
| y(k—q) |

A matriz dos parametros deste modelo ficara:
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bo
a1

A= a0 |. (5.37)

Qq

Exemplo 5.1 Considere um sistema de primeira ordem descrito por:
y(k) =ay(k — 1) + bu(k — 1) + e(k)

onde os verdadeiros valores dos parametros sio a = 0.5, b =1 e a variancia do ruido branco
(e(k)) € 0.1. A varidvel u é uma constante unitdria, ou seja u(k) =1 para qualquer k.

A Fig.5.1 mostra a variagdo de dois pardametros na estimacdo do algoritmo dos minimos
quadrados recursivo.

Parametros

_02 I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
instantes

Figura 5.1: Estimacao dos parametros a “-” e b “- -”

4.1.

via minimos quadrados para o exemplo

Os parametros a e b sao inicializados com valor nulo e a matriz de covaridncia é P(0) = 101,
onde I, € a matriz identidade com tamanho 2 X 2.
O erro € dado por:

e(k) = y(k) — Z(k)" A(k)

e pode ser visto na Fig.5.2.
Podemos observar que a estimacdo de a e b é rdpida pois em menos de 100 iteracoes o0s
parametros estimados estdo proximos do real.

Exemplo 5.2 Considere o sistema de primeira ordem descrito no exemplo 5.1. A unica dife-
renca, € u ser uma varidvel aleatoria com média zero e variancia unitdria.
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AF 4

Erro de predicao

2t 4

3 I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

instantes

Figura 5.2: Seqiiéncia de erro do exemplo 4.1.

0.8

o 0.6
g
T
£
©
]

& 04

0.2

0

_02 I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
instantes

Figura 5.3: Estimacao de parametros a “-” e b

4.2.

via minimos quadrados para o exemplo
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A Fig.5.3 mostra a variagdo de dois parametros na estimacdo do algoritmo dos minimos
quadrados recursivos.

Os parametros a e b e a matriz de covaridncia é P sdo inicializados conforme o exemplo
5.1.

Como no exemplo anterior também para este sistema a estimacgdo de a e bé rapida (menos
de 100 iteragoes).

Exemplo 5.3 Considere um sistema de sequnda ordem descrito por:

y(k) =ay(k — 1) + by(k — 2) + e(k)

onde os verdadeiros valores dos parametros sio a = 0.5, b = 1 e a variancia do ruido branco

(e(k)) € 0.1.
A Fig.5./ mostra a variacdo de dois parametros na estimacdo do algoritmo dos minimos
quadrados recursivos.

0.8

Parametros

0.4

0.2r

I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
instantes

Figura 5.4: Estimacao de parametros a “-” e b«

4.3.

via minimos quadrados para o exemplo

Os pardmetros i e b sio inicializados com valor nulo e a matriz de covaridncia é P(0) = 10I,
onde I, € a matriz identidade com tamanho 2 x 2.

Considerando este sistema AR (autoregressivo) de sequnda ordem a estimagdo de a e bé
bastante rdpida (foram necessdrios apenas 20 pontos conhecidos para o0s pardimetros aprorima-
rem do valor real).

5.2 Residuos e Erros de Predicao

No algoritmo de minimos quadrados recursivos hé duas varidveis, €(k) e n(k) que sao sutilmente
diferentes. A primeira, €(k), chamada de erro de predi¢ao, é definida como:
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e(k) =y(k) —Z(k)TA(k —1) (5.38)

Em outras palavras, este é o erro entre a saida do sistema, y(k), e a saida predita utilizando
os parametros estimados A(k) no instante anterior ¥ — 1. Por esta razao ele é normalmente
chamado de erro de predicao da saida (a priori) [43].

O verdadeiro erro de modelagem (ou residuo ou erro de predi¢do a posteriori) no instante
k é:

n(k) = y(k) — Z(k)TA(k) (5.39)

onde a tnica diferenca entre e(k) e n(k) é que n(k) é baseado no parametro estimado A (k) no
instante k.

Quando passados vérios instantes de tempo, ou seja k é grande, a diferenca entre €(k) e
n(k) é insignificante, porém nas primeiras recursoes a diferenca é bastante significante e os
algoritmos de estimagao exploram isso.

Podemos escrever n(k) em fun¢ao de e(k) como:

~

n(k) = e(k) — Z(k)" (A(k) Ak - 1)) . (5.40)

5.3 Método do Gradiente

A férmula de atualizacdo do vetor de parametros A no algoritmo recursivo do minimos qua-
drados é dada por:

Ak+1)=AMk)+Pk+1)Z(k+1)T <y(k +1) - Z(k+ 1)TA(k)) (5.41)
ou pode ser escrita como:
Ak+1)=AE)+PE+1D)Z(k+1)Te(k+1). (5.42)
Considerando o critério:
Ek+1) = % [tk + 1)~ 2(k + 1)7AR)] (5.43)
o gradiente em relaciio a A (k) seré:
ole(k+1)] _ .
7&&(@ =—{Z(k+1)e(k+1)}, (5.44)
Substituindo (5.44) em (5.41), temos:
~ 4 o2 (k +1)]
Ak+1)=Ak)+P(k+ 1)7&&(@ (5.45)

onde P(k+1) pode ser definida como uma matriz definida positiva na qual determina a diregao
do gradiente.
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E factivel, portanto, utilizar um ganho ~(k + 1) no lugar de P(k + 1). Este ganho ~(k + 1)
pode ser um escalar ou uma matriz e pode ser constante ou variante no tempo desde que a
convergéncia de A (k) seja garantida.

Considerando um sistema com um ruido e(k):

y(k) = Z(k)TA + e(k), (5.46)

significa que (k) deve decrescer com o tempo pois o ganho determina o tamanho do passo
para a convergéncia de A. Se nio houver o ruido, (k) pode ser considerado constante.

Considerando um ganho (k) que satisfaz a convergéncia o algoritmo do método do gradiente
pode ser simplificado por:

~ ~

Alk+1)=Ak)+vk+1)Z(k+1)e(k+1) (5.47)

chamado de algoritmo de aproximacao estocastica ou algoritmo do gradiente estocdstico quando
v(k) é escrito como:

vk +1) =~ (5.48)

N

As grandes vantagens deste algoritmo do gradiente sao a simplicidade e a rapidez computacio-
nal. As desvantagens sao a baixa taxa de convergéncia, sua pobre adaptagao em sistemas com
parametros variantes no tempo e a estimacdo pode ser polarizada.

Alguns ganhos v(k + 1) mais utilizados séo:

e Algoritmo de aprendizado seqiiencial:

(k) = srzrrzen (B> 00 <a<2) (5.49)

e Escalar constante:
v(k) = escalar constante (5.50)

e Matriz constante:
v(k) = matriz constante simétrica definida positiva (5.51)

Exemplo 5.4 Considere o sistema de primeira ordem descrito no exemplo 5.1. A Fig.5.5
mostra a variacao de dois parametros na estimacdao dos parametros no método do gradiente.
Os parametros a e b sao inicializados com valor nulo e o ganho é:

v(k) = 1/k

conforme o algoritmo do gradiente estocdstico. A estimac¢ao de a e b € muito lenta em relagdo
aos minimos quadrados, e mesmo apos 2000 instantes de tempo, os valores estimados ainda
estao longe do real.
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Figura 5.5: Estimacao de parametros via método do gradiente para o exemplo 4.4
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Exemplo 5.5 Considere o sistema descrito no exemplo 5.1. A Fig.5.6 mostra a variacdo de
dois parametros na estimagdo dos parametros no método do gradiente.
Os parametros a e b sao inicializados com valor nulo e o ganho é:

v(k)

~ B+ Z(k)TZ(k)

onde a = 0.1 e B =1, conforme o algoritmo do gradiente estocdstico.
Diferentemente do exemplo anterior, a e b consequem ser estimados em cerca de 2000 ins-
tantes de tempo. Hd uma variagdo relativamente grande nos parametros em instantes proxrimos.

Exemplo 5.6 Considerando o sistema do exemplo 5.1. A Fig.5.7 mostra a variacdo de dois
parametros na estimacao dos parametros no método do gradiente.
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Figura 5.7: Estimacao de parametros a “-” e b “ - via método do gradiente para o exemplo

4.6

Os parametros a e b sao inicializados com valor nulo e o ganho € constante:

v(k) = 0.01.

Este exemplo apresentou um resultado um pouco pior que o anterior pois a cONVErgéncia 0correu
depois de 600 pontos amostrados.

Exemplo 5.7 Considerando o sistema do exemplo 5.2. A Fig.5.8 mostra a variacao de dois
parametros na estimacao dos parametros no método do gradiente.
Os parametros a e b e (k) sdo inicializados conforme exemplo 5.4 (gradiente estocdstico).
Para este sistema, os parametros se aproximam do wvalor real em menos de 200 pontos
amostrados.

Exemplo 5.8 Considerando o sistema do exemplo 5.2. A Fig.5.9 mostra a varia¢ao de dois
parametros na estimacao dos parametros no método do gradiente.



Método do Gradiente 85

o

=)
—
I

Parametros

(

041 B

0.2 4

I I I I I I I I I
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
instantes

Figura 5.8: Estimacao de parametros a “-” e b “ - via método do gradiente para o exemplo

4.8

| . Iy o i
- ! Fe W AL et "
/ \\ il t M»*‘“ | “/ ‘.H w ‘vm,m »’\“V " KRR L ,
1 Sl ) AL T by v v

q{»\ e, Sy ‘w N, g n it '

(Y Y
W,
Y

Parametros
o
e

T

L

o
o

0.4

0.2

I I I I I I I I I
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
instantes

Figura 5.9: Estimacao de parametros a “-” e b “- -7 via método do gradiente para o exemplo
4.8



86 Método do Gradiente

Os parametros a e b e y(k) sdo inicializados conforme exemplo 5.5 (aprendizado seqiiencial).
Os parametros apresentaram wvalores bem prorimos dos reais apos 200 iteracdes porém os

valores paramétricos oscilam sem convergirem para os valores.

Exemplo 5.9 Considerando o sistema do exemplo 5.2. A Fig.5.10 mostra a variagao de dois
parametros na estimacdo dos parametros no método do gradiente.
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Figura 5.10: Estimacgao de parametros a “-” e b “ -7 via método do gradiente para o exemplo

4.9
Os parametros a e IAZ e (k) sdo inicializados conforme exemplo 5.6.

Os parametros a e b convergem apods 400 instantes de tempo porém nao se estabilizam em
valores fizos préozimos dos reais (hd oscilagdo)

Exemplo 5.10 Considere o sistema de sequnda ordem descrito no exemplo 5.3 com 0s parametros
a ebiguais a 1.5 e —0.56. A Fig.5.11 mostra a variacdo de dois parametros na estimacdo dos

parametros no método do gradiente.
Os parametros a e b e y(k) sao inicializados conforme exemplo 5.4.

A convergéncia € muito lenta, e depois de 7000 instantes de tempo, os parametros ainda

nao convergiram.
Exemplo 5.11 Considere o sistema de sequnda ordem descrito no exemplo anterior. A Fig.5.12
mostra a variacdo de dois parametros na estimacdao dos parametros do método do gradiente.

Os parametros a e be v(k) sdo inicializados conforme exemplo 5.5.
A Fig.5.12 mostra convergéncia lenta e depois de 2000 pontos os parametros oscilam em

torno dos valores desejados. Observe que a oscilacdo € pequena.

Exemplo 5.12 Considere o sistema de sequnda ordem descrito no exemplo 5.10. A Fig.5.13
mostra a variagao de dois parametros na estimacao dos parametros no método do gradiente.

Os pardmetros @ e b e y(k) sdo inicializados conforme exemplo 5.6.
Em relacao ao exemplo anterior, a estimacao é mais lenta porém a oscilacdo € menor em

torno dos valores reais.
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Figura 5.13: Estimacgao de parametros a “-” e b “ -7 via método do gradiente para o exemplo

4.12

O método do gradiente apresentou um pior desempenho na estimagao dos parametros em
relacdo ao algoritmo de minimos quadrados recursivo. O critério para esta afirmacao foi ba-
seado nos resultados experimentais anteriores, pois a convergéncia para o método do gradiente
apresentou-se em média 10 vezes mais lenta.

Métodos utilizando minimos quadrados combinados com o método do gradiente ja sao uti-
lizados para a estimacao dos parametros do conseqiiente de sistemas nebulosos Takagi-Sugeno.

5.4 Método dos Minimos Quadrados Recursivo Estendi-
do

O algoritmo recursivo dos minimos quadrados extendido é baseado em sistemas onde a saida
é corrompida por um ruido colorido. Uma maneira para solucionar este problema é utilizar o
erro de predicao calculado no vetor de regressao.

Desta maneira, o vetor de parametros é dado por:

A=lay,....an,,bo,.. ., bn,,cC1,...,Cnl (5.52)

onde ng, np € n. sdo constantes que determinam a ordem do modelo e o vetor de regressao é
dado por:

Zrors(B) =[y(k—1),...,y(k —no),u(k),...,u(k —ny),e(k —1),...,e(k —n.)]. (5.53)

onde €(k) é o erro de predicao dado por:

e(k) = y(k) — Zrers(k)TA. (5.54)
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Exemplo 5.13 Considere o sistema descrito por:
y(k) =ay(k — 1) +e(k) +ce(k —1)

onde os parametros verdadeiros sdéo a = 0.7 e ¢ = —0.5. A parcela do sistema e(k) + ce(k — 1)
representa um ruido colorido agregado.

A Fig.5.14 mostra a variacdo de dois pardametros na estimacdo dos parametros do algoritmo
dos minimos quadrados recursivo estendido.
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Figura 5.14: Estimacao de parametros a e ¢ “- -7 via método dos minimos quadrados

estendido para o exemplo 4.13

Os pardmetros a e ¢ sdo inicializados com valor nulo e a matriz de covaridncia é P(0) = 101,
onde I, € a matriz identidade com tamanho 2 x 2.

O comportamento do erro pode ser visto na Fig.5.15.

Os parametros convergem para os valores reais em torno do instante de tempo 2000.
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Figura 5.15: Erro do exemplo 4.13



Capitulo 6

ESTUDO DE CASOS

6.1 Introducao

Este capitulo apresenta e discute alguns exemplos com dados reais de sistemas dinamicos discre-
tos no problema de modelagem de séries temporais utilizando modelo nebuloso Takagi-Sugeno.
Sao utilizadas as técnicas de agrupamento apresentadas no Capitulo 4 e de minimos quadrados
recursivo ponderado no Capitulo 5.

O modelo TS que sera utilizado para a modelagem de séries temporais pode ser escrito na
forma de regras SE-ENTAO como:

Ri:SEy(k—1)¢ FiEy(k—2)é K E ... Ey(k—p)éF
ENTAO yi(k) = ¢ + diy(k — 1) + aby(k —2) + ... + aby(k —p) (6.1)

i=1,...,N

onde N é o ntimero de regras, F},Fy,...,F} sdo os conjuntos nebulosos da i-ésima regra das
varidveis da premissa determinados via técnica de agrupamento, y* é a saida da i-ésima regra e
', ai, ... e al, sdo parametros da fungdo linear do conseqiiente. O modelo local do conseqiiente
é representado como o modelo deterministico auto-regressivo de ordem p, AR(p). Este modelo
local utiliza apenas dados passados da série para representa-lo.

A abordagem utilizada na estimacgao dos parametros do conseqiiente é local, ou seja para
cada regra é calculado os parametros ¢, af, ... e a} separadamente. Outra caracteristica na
estimacao recursiva utilizando o método dos minimos quadrado ponderado é que o valor de
ponderacao w sera o grau de ativagao da regra, e portanto para cada instante e cada regra
teremos valores de ponderacao diferentes.

Trés critérios, muito comuns em andlise experimental de modelagem nebulosa, foram usados
com o objetivo de validacao do modelo:

e Erro méximo absoluto (e

méx):
emax = maz (ly — 31) (6.2)

onde y é a saida nominal da série e § é a saida do modelo TS.

91
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e Variancia Levada em Conta (VLC) ou Variance Accounted For (VAF):

_ | vy =9)
VAF(%)_[I var®) ] 100 (6.3)

onde var é a variancia;

e Erro Quadritico Médio (EQM) ou Mean Square Error (MSFE):

MSE =<3 (v(k) - §(k)) (6.4

onde N é o ntimero de pontos.

Os valores ideais para e+ ¢ MSE seriam zero e para o VAF' seria cem.

6.2 Braco Robdtico Flexivel

Esta série temporal de um braco robético é resultado experimento realizado por Hendrik Van
Brussel e Jan Swevers no Laboratério de Produgao Industrial e Automacao de Katholieke
Universiteit Leuven, Swevers [39] e Jankowski [20].

O braco estd instalado a motor elétrico e a modelagem da funcao de transferéncia é calculada
pela reacao medida do torque na base da estrutura para a aceleracao do braco flexivel, aplicando
uma entrada com sinal senoidal com freqgiiencia varidvel. Os dados de entrada (torque da
estrutura) e saida (aceleragio do brago) podem ser vistas nas Fig.6.1 e Fig.6.2, respectivamente.
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Figura 6.1: Torque da estrutura do brago robdtico flexivel.
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Figura 6.2: Aceleracao do brago robético flexivel.

6.2.1 FCM - Fuzzy C-Means

Considerando a aceleracao do braco robdtico como uma série temporal utilizamos o algoritmo
de agrupamento Fuzzy C-Means para ajustar os conjuntos nebulosos do antecedente e 0 método
dos minimos quadrados recursivo ponderado para ajuste dos parametros do conseqiiente dos
submodelos, onde a ponderacao é feita pela matriz de pertinéncia p descrita no Capitulo 4.
Foram realizadas simulacoes para determinar a ordem do modelo local do conseqiiente. Para
isto foi fixado o nimero de grupos (c, igual ao nimero de regras) em 4 e variou a ordem
do modelo auto-regressivo (p) entre 2 e 8, como mostra a Tab.6.1. Os critérios utilizados
para avaliar a melhor ordem sdo o erro maximo absoluto (e, 4. ), a variancia levada em conta
(VLC) ou wariance accounted for (VAF) e o erro quadrético médio (EQM) ou mean square
error (MSFE), ja descritos acima.

Tabela 6.1: Critérios de validacao do FCM para o brago robético com c fixo igual a 4 e p
variante.

Niimero de auto-regressores | e 4+ | MSE | VAF
2 0.5795 | 0.0714 | 39.9645
0.5708 | 0.0689 | 42.0348
0.5618 | 0.0684 | 42.4599
0.5578 | 0.0684 | 42.4453
0.5563 | 0.0679 | 42.8852
0.5570 | 0.0680 | 42.8196
0.5761 | 0.0679 | 42.8671

0| J| O O x| W

A melhor ordem para o modelo local auto-regressivo do conseqiiente, segundo os critérios
adotados, foi o de ordem igual a 6. Para todos os critérios esta ordem foi a vencedora. Nao
sera realizada nenhuma andlise de estabilidade para este modelo.

Determinada a melhor ordem, pelos critérios e, 4, MSE e VAF, é determinado o niimero
6timo de grupos segundo os mesmos critérios, ver Tab.6.2.
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Tabela 6.2: Critérios de validacao do FCM para o brago robético com ¢ variante e p igual a 6.

Niimero de grupos | e+ | MSE | VAF
2 0.5561 | 0.0679 | 42.8639
3 0.5560 | 0.0679 | 42.8801
4 0.5560 | 0.0679 | 42.8844
5 0.5560 | 0.0679 | 42.8588

Brago Robético Flexivel

O melhor resultado nas simulacoes para esta série temporal foi encontrada para o nimero
de agrupamentos c igual a 4 e ordem p igual a 6. Os resultados mostrados nas tabelas acima sao
os melhores encontrados depois de varias simulagoes com os parametros c e p fixos. O resultado
grafico pode ser visto na Fig.6.3 onde os 150 primeiros instantes de amostragem foram utilizados
para a estimagdo do antecedente (conjuntos nebulosos) e conseqiiente (parametros do modelo
auto-regressivo).

o
2]
.

I
~
T

[
M“ IR TR

L '\" i"\“ﬂ”m!‘ ”‘n
[ i‘l\“\‘ I|\|H!I
A /‘ ,u‘nm
VL aTIMR
T i i
\I‘HH\’\“\:‘l'l”‘\‘luu‘\'
e et
Py
RN
‘l ”V“H |
| LU

o
N

|
" ‘HH‘MI\'J
I

aceleragdo

|
<
)

|
o
~

|

I

)
.

0 50 100 150 200 250
instantes

Figura 6.3: Modelagem da série da saida do brago robético para o FCM com p =6ec =4

13 7

onde “--” é a série desejada e “-” é o modelo estimado.

Pela Fig.6.3 podemos observar que o modelo apresentou um comportamento semelhante ao

desejado, porém os valores para os critérios e+, MSE e VAF ficaram abaixo do esperado.

O modelo pode ser descrito na forma de regras SE-ENTAO como pode ser visto abaixo:
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R': SE y(k—1) é F}(—0.0968) E y(k — 2) é F}(—0.2600) E y(k — 3) é F}(—0.2677)
E y(k —4) é F}(—0.1148) E y(k — 5) é F(0.1068) E y(k — 6) é F(0.2646)
ENTAO y!(k) = 0.0003 + 4.2368y(k — 1) — 8.8107y(k — 2) + 10.9043y(k — 3)
—8.5102y(k — 4) + 3.9535y(k — 5) — 0.9008y (k — 6)

R?: SE y(k— 1) é F2(—0.2738) E y(k — 2) é F2(—0.1408) E y(k — 3) é F2(0.0806)
E y(k — 4) é F2(0.2583) E y(k — 5) é F2(0.2861) E y(k — 6) ¢ F2(0.1485)
ENTAO 2(k) = 0.0003 + 4.3716y(k — 1) — 9.1965y (k — 2) + 11.4444y(k — 3)
—8.8973y(k — 4) + 4.0948y(k — 5) — 0.9090y (k — 6)

R3: SE y(k—1) é F3(0.1386) E y(k — 2) é F3(0.2996) E y(k — 3) é F3(0.2888)
E y(k—4) 6 F3(0.1122) E y(k — 5) é F3(—0.1253) E y(k — 6) é F2(—0.2829)
ENTAO 13(k) = 0.0002 + 4.3554y(k — 1) — 9.0043y(k — 2) + 10.9531y(k — 3)

—8.2605y(k — 4) + 3.6691y(k — 5) — 0.7746y(k — 6)

R*: SE y(k —1) é F}(0.2700) E y(k — 2) é Fy(0.1281) E y(k — 3) é F3(—0.0886)

E y(k —4) é F}(—0.2496) E y(k — 5) é F5(—0.2595) E y(k — 6) é Fy(—0.1155)
ENTAO y*(k) = 0.0002 + 4.2777y(k — 1) — 8.8707y(k — 2) + 10.8999y(k — 3)
—8.3872y(k — 4) + 3.8253y(k — 5) — 0.8436y(k — 6)

| (6.5)
onde FY(.) é o conjunto nebuloso no espaco de discurso de y(k —7) na j-ésima regra e o nimero
entre os parenteses é o centro do conjunto nebuloso e 4’ é a saida do modelo da j-ésima regra.

A vantagem deste modelo estd na facilidade implementagao, porém a solugao, conjuntos
nebulosos do modelo, pode variar mesmo fixando ¢ e p pois a matriz p é inicializada aleatoria-
mente, ver Capitulo 4.

6.2.2 Agrupamento Gustafson-Kessel

Considerando o mesmos dados da aceleracao do brago robdtico como uma série temporal,
descritos anteriormente, utilizamos agora o algoritmo de agrupamento Gustafson-Kessel (GK)
para ajustar os conjuntos nebulosos do antecedente e 0 método dos minimos quadrados recursivo
ponderado para ajuste dos parametros do conseqiiente dos submodelos. Como no caso do FCM
foram realizadas simulagoes para determinar a ordem do modelo local do conseqiiente. Para
isto foi fixado o nimero de grupos ¢ em 4 e variou a ordem do modelo auto-regressivo (p) entre
2 e 7, como mostra a Tab.6.3. Os critérios utilizados para avaliar a melhor ordem sao os mesmo
do FCM, e 4, VAF e MSE.

Como para o FCM a melhor ordem para o modelo local auto-regressivo do conseqiiente,
segundo os critérios adotados, foi o de ordem igual a 6. Para todos os critérios esta ordem foi
a vencedora. Nao sera realizada nenhuma analise de estabilidade para este modelo ou modelos
seguintes.

Determinada a melhor ordem, pelos critérios e, 4, MSE e VAF, é determinado o niimero
6timo de grupos segundo os mesmos critérios, ver Tab.6.4.
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Tabela 6.3: Critérios de validagao do GK para o brago robético para c igual a 4 e p variante.
Niimero de auto-regressores | e s | MSE | VAF
2 0.5760 | 0.0716 | 39.7961
0.5711 | 0.0686 | 42.0504
0.5619 | 0.0685 | 42.3749
0.5579 | 0.0684 | 42.4610
0.5563 | 0.0679 | 42.8570
0.5571 | 0.0680 | 42.7987

N[O O | W

Tabela 6.4: Critérios de validagao do GK para o braco robético para ¢ variante e p igual a 6.

Nimero de grupos | e 4. | MSE | VAF
2 0.5563 | 0.0679 | 42.8575
3 0.5563 | 0.0679 | 42.8570
4 0.5563 | 0.0679 | 42.8570
5 0.5563 | 0.0679 | 42.8570

O melhor resultado nas simulacoes para esta série temporal foi encontrada para o nimero
de agrupamentos c igual a 2 e ordem p igual a 6, porém para c igual a 3, 4 e 5 os resultados
foram bem préximos. Voltamos enfatizar que os resultados mostrados nestes exemplos acima
sao os melhores encontrados depois de varias simulagoes com os parametros ¢ e p fixos. O
resultado gréfico pode ser visto na Fig.6.4 onde os 150 primeiros instantes de amostragem
foram utilizados para a estimacgao do antecedente e conseqiiente.
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Figura 6.4: Modelagem da série da saida do brago robdtico para o Gustafson-Kessel para p = 6

e c =2 onde “ -7 é a série desejada e “-” é o modelo estimado.

O modelo nebuloso TS via GK e minimos quadrado recursivo ponderado pode ser descrito
na forma de regras SE-ENTAQO como pode ser visto abaixo:
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R': SE y(k— 1) é F1(0.0031) E y(k — 2) é F}(0.0026) E y(k — 3) é F1(0.0028)
E y(k —4) é6 F1(0.0047) E y(k — 5) é F1(0.0074) E y(k — 6) é F(0.0093)
ENTAO y!(k) = 0.0002 + 4.3144y(k — 1) — 8.9822y(k — 2) + 11.0682y(k — 3)
—8.5293y(k — 4) + 3.8941y(k — 5) — 0.8592y(k — 6)
(6.6)
R?: SE y(k — 1) é F2(—0.0005) E y(k — 2) é F2(0.0016) E y(k — 3) é F2(0.0046)
E y(k — 4) é F2(0.0060) E y(k — 5) é F2(0.0042) E y(k — 6) é F2(—0.0002)
ENTAO 42(k) = 0.0002 + 4.3115y(k — 1) — 8.9702y(k — 2) + 11.0480y(k — 3)
—8.5115y(k — 4) + 3.8861y(k — 5) — 0.8579y(k — 6)

onde F/(.) é o conjunto nebuloso no espaco de discurso de y(k —i) na j-ésima regra e o nimero
entre os parenteses é o centro do conjunto nebuloso e ¥/ é a saida do modelo da j-ésima regra.

A vantagem deste modelo estd na forma das funcoes de pertinéncia criadas pois apresentam
um formato elipsoidal, ou seja, depende da necessidade de dispersao do grupo nebuloso em
cada dimensao. Esta diferenciagao em relacao ao FCM ocorre no célculo da distancia onde se
utiliza a matriz de covariancia. Porém a solucdo pode variar mesmo fixando ¢ e p dependendo
como a matriz p é inicializada, semelhante ao FCM. Outro problema pode ocorrer quando
calculamos a distancia pois a matriz de covariancia ndo pode ser singular, ou seja, ndo pode
ter determinante nulo.

Como para o FCM os valores para os critérios e
esperado.

MSE e VAF ficaram abaixo do

max’

6.2.3 Agrupamento Gath-Geva

Ainda considerando a saida do sistema do braco robético utilizamos o algoritmo de agrupa-
mento Gath-Geva para ajustar os conjuntos nebulosos do antecedente e o0 método dos minimos
quadrados para ajuste dos parametros do conseqiiente dos submodelos AR(6). Portanto, con-
sideramos que para este caso a melhor ordem é 6, como no caso do algoritmos FCM e GK.

O nimero 6timo de grupos segundo os mesmos critérios e MSE e VAF podem ser
vistos Tab.6.5.

max’

Tabela 6.5: Critérios de validacao do GG para o brago robético com p igual a 6 e ¢ variante.

Niimero de grupos | e 4 | MSE | VAF
2 0.5579 | 0.0681 | 18.2360
3 0.5560 | 0.0678 | 18.4816
4 0.5580 | 0.0680 | 18.3125
5 0.5575 | 0.0678 | 18.4778

O melhor resultado nas simulacoes para esta série temporal foi encontrada para o niimero
de agrupamentos c igual a 3 e ordem p igual a 6, porém para c igual a 5 o resultado foi bem
proximo. O resultado grafico pode ser visto na Fig.6.5 onde os 150 primeiros instantes de
amostragem foram utilizados para a estimagao do antecedente e conseqiiente.
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Figura 6.5: Modelagem da série da saida do brago robético para o Gath-Geva para p = 6 e
¢ = 3 onde “ -” é a série desejada e “-” é 0 modelo estimado.

O modelo nebuloso TS via GG e minimos quadrado recursivo ponderado pode ser descrito
na forma de regras SE-ENTAOQO como pode ser visto abaixo:

R': SE y(k — 1) é F}(—0.0268) E y(k — 2) é F}(0.0383) E y(k — 3) é F}(0.0893)
E y(k—4) é F}(0.1060) E y(k — 5) é F{(0.0852) E y(k — 6) é F(0.0414)
ENTAO y!(k) = 0.0022 + 4.6220y(k — 1) — 10.0906y(k — 2) + 12.8789y(k — 3)
~10.1642y(k — 4) + 4.6983y(k — 5) — 1.0369y(k — 6)

R?: SE y(k— 1) é F2(—0.0168) E y(k — 2) é F2(—0.0387) E y(k — 3) é F2(—0.0392)
E y(k —4) é6 F2(—0.0285) E y(k — 5) 6 F2(—0.0206) E y(k — 6) é F2(—0.0232)
ENTAO y2(k) = —0.0002 + 4.2489y(k — 1) — 8.8018y(k — 2) + 10.8461y(k — 3)

—8.4270y(k — 4) + 3.9042y(k — 5) — 0.8891y(k — 6)

R?: SE y(k—1) é F}(0.0185) E y(k — 2) é F3(0.0094) E y(k — 3) é F3(—0.0015)
E y(k —4) é F}(0.0002) E y(k —5) é F3(0.0184) E y(k — 6) é F2(0.0440)
ENTAO y3(k) = —0.0000 + 4.1806y(k — 1) — 8.4520y(k — 2) + 10.1025y(k — 3)
—7.5567y(k — 4) + 3.3542y(k — 5) — 0.7252y(k — 6)
(6.7)
onde Fij (.) é o conjunto nebuloso no espago de discurso de y(k —7) na j-ésima regra e o niimero
entre os parenteses é o centro do conjunto nebuloso e 47 é a saida do modelo da j-ésima regra.

A vantagens e desvantagens do GG sao semelhantes do algoritmo GK. Porém os resultados
mostrados para esta série foram piores.

Como para o FCM e GK os valores para os critérios e MSFE e VAF ficaram abaixo

do esperado.

max:
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6.2.4 FCRM - Fuzzy c-Regression Model

Como nos casos anteriores, FCM, GK e GG, considerando a saida do sistema do brago robético
utilizamos o algoritmo de agrupamento FCRM para ajustar os conjuntos nebulosos do antece-
dente e conseqiiente. Uma grande vantagem deste método é que o algoritmo inclui o método
dos minimos quadrados para a estimacao do conseqiiente. O modelo do conseqiiente serd do
tipo AR(6) e para determinar o melhor nimeros de regras foram feitas varias simulagoes para
varios nimeros de regras. Os resultados dos critérios de validagao obtidos para a modelagem
da série podem ser vistos na Tab.6.6.

Tabela 6.6: Critérios de validacao do FCRM para o brago robético com p igual a 6 e ¢ variante.

Nimero de grupos | ey 4+ MSE VAF
2 0.0055 | 4.3415 x 107% | 99.9964
3 0.0055 | 4.3415 x 1076 | 99.9964
4 0.0055 | 4.3415 x 107° | 99.9964

O algoritmo apresentou resultados semelhantes para todos as simulagoes pois os conjuntos
nebulosos e parametros do conseqiiente sao iguais. Portanto o sistema nebuloso pode ser
substituido pelo modelo local do conseqiiente. O resultado grafico para dois grupos pode
ser visto na Fig.6.6 onde os 150 primeiros instantes de amostragem foram utilizados para a
estimacao do antecedente e consequente.
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Figura 6.6: Modelagem da série da saida do brago robético para o FCRM parap =6 e c = 2

onde “- -7 é a série desejada e “-” é o modelo estimado.

O modelo nebuloso TS via FCRM para ¢ = 2 pode ser descrito na forma de regras SE-
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ENTAO como pode ser visto abaixo:

R': SE y(k — 1) é F}(0.0020) E y(k — 2) é F}(0.0022) E y(k — 3) é F1(0.0018)
E y(k —4) é F1(0.0009) E y(k — 5) é F1(—0.0002) E y(k — 6) é F{{(—0.0009)
ENTAO y'(k) = 0.0002 + 4.3130y(k — 1) — 8.9765y(k — 2) + 11.0587y(k — 3)
—8.5211y(k — 4) + 3.8905y(k — 5) — 0.8586y(k — 6)
(6.8)
R?: SE y(k — 1) é F2(0.0020) E y(k — 2) ¢ F2(0.0022) E y(k — 3) é F2(0.0018)
E y(k —4) 6 F2(0.0009) E y(k — 5) 6 F2(—0.0002) E y(k — 6) é F2(—0.0009)
ENTAO 42(k) = 0.0002 + 4.3130y(k — 1) — 8.9765y(k — 2) + 11.0587y(k — 3)
—8.5211y(k — 4) + 3.8905y(k — 5) — 0.8586y(k — 6)

onde F/(.) é o conjunto nebuloso no espaco de discurso de y(k — i) na j-ésima regra e o nimero
entre os parenteses é o centro do conjunto nebuloso e 37 é a saida do modelo da j-ésima regra.

A vantagem deste modelo esta no cdlculo da distancia que minimiza a funcao custo do erro
quadrético para cada regra, onde o erro de cada regra é a saida desejada subtraida da saida do
modelo local. Deste modo, se a série apresentar um comportamento linear, os modelos locais
para todas as regras serao semelhantes. Outra vantagem é que este algoritmo apresenta os
minimos quadrados incluso determinando os parametros do consequente também.

Como para o FCRM os valores para os critérios e s, MSE e VAF ficaram acima do
esperado e em relacao aos algoritmos anteriores, o FCRM apresentou um rendimento bem
melhor para todos critérios.

6.3 Processo Neutralizador de pH

Os dados da simulagdo deste processo neutralizador de pH em um tanque com mexedor e
volume constante foi realizado por Jairo Espinosa da Katholieke [27].

Como descricao do processo sabemos que o tanque tem 1100 litros de volume, a solugao
acida (HAC) tem concentracao 0.0032 Mol/1 e a solucao basica (NaOH) tem concentragao 0.05
Mol/l. O tempo de amostragem é de 10 segundos. As varidveis de entrada podem ser vistas
na Fig.6.7 e Fig.6.8. A saida é mostrada na Fig.6.9

Os dados de entrada do processo sao a vazao da solugao acida em litros e a vazao da solugao
basica em litros. A saida é o pH da solugao no tanque. Este processo é altamente nao-linear.

6.3.1 FCM - Fuzzy C-Means

Considerando a saida do processo neutralizador de pH, pH da solucao, como uma série tempo-
ral utilizamos o algoritmo de agrupamento Fuzzy C-Means (FCM) para ajustar os conjuntos
nebulosos do antecedente e o método dos minimos quadrados recursivo ponderado para ajuste
dos parametros do conseqiiente dos submodelos. Como no caso anterior do braco robético,
foram realizadas simulagoes para determinar a ordem do modelo local do conseqiiente. Para
isto foi fixado o nimero de grupos c em 4 e variou a ordem do modelo auto-regressivo p entre 2
e 5, como mostra a Tab.6.7. Os critérios utilizados para avaliar a melhor ordem sao os mesmos
ja descritos acima.
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Figura 6.7: Vazao da solucao acida

vazao da solucao basica
o o o
S > ® -
T T T ‘
I I I I

o
N
T
L

o

| I
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
segundos

o

Figura 6.8: Vazao da solucao basica

A melhor ordem para o modelo local auto-regressivo do conseqiiente, segundo os critérios
adotados, foi o de ordem igual a 2. Para todos os critérios esta ordem foi a vencedora. Como
no caso do brago robético nao sera realizada nenhuma analise de estabilidade para os modelos
locais.

Determinada a melhor ordem, pelos critérios ey, 4, MSE e VAF, é determinado o ntiimero
6timo de grupos segundo os mesmos critérios, ver Tab.6.8.

O melhor resultado nas simulacoes para esta série temporal foi encontrada para o nimero
de agrupamentos igual a 4. O resultado grafico pode ser visto na Fig.6.10 onde 250 instantes
de amostragem foram utilizados para a estimac¢ao do antecedente e conseqiiente.

Como no caso do braco robético para o FCM, GK e GG, a Fig.6.10 apresentou um com-
portamento semelhante ao desejado, porém os valores para os critérios e MSFE e VAF
ficaram abaixo do esperado.

O modelo TS via FCM para p = 2 e ¢ = 4 (nimero de regras) pode ser descrito na forma
de regras SE-ENTAO como pode ser visto abaixo:

max:
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Tabela 6.7: Critérios de validagao do FCM para o neutralizador de pH com p variante e ¢ igual

Processo Neutralizador de pH
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Figura 6.9: pH da solucao no tanque

a 4.
Nimero de auto-regressores | ey 4+ MSE VAF
2 7.3978 | 3.2866 | 69.3163
3 8.4101 | 4.5971 | 56.0753
4 8.5874 | 6.2970 | 41.4781
5 10.2531 | 10.0428 | 10.2917
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Figura 6.10: Modelagem da série da saida do neutralizador de pH para o FCM com p =2 e

c =4 onde “--” é a série desejada e ¢ o modelo estimado.

w»

R': SEy(k—1) ¢ F(4.7497) E y(k — 2) é F} (4.7568)
ENTAO ¢! (k) = 0.5157 + 0.5903y(k — 1) + 0.5606y(k — 2)

R?: SE y(k—1) 6 F2(4.9431) E y(k — 2) é F3(4.9531)
ENTAO y2(k) = 0.5393 + 0.6200y(k — 1) 4 0.5878y(k — 2)
(6.9)
R*: SE y(k—1) ¢ F}(7.7703) E y(k — 2) ¢ F§(7.2593)
ENTAO 33(k) = 0.2974 + 0.6233y(k — 1) + 0.4932y(k — 2)

R': SE y(k—1) é F'(11.2866) E y(k — 2) é F;(11.2784)
ENTAO y*(k) = 0.3913 + 0.5062y(k — 1) + 0.4603y(k — 2)
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Tabela 6.8: Critérios de validagdo do FCM para o neutralizador de pH com p igual a 2 e ¢
variante.

Nimero de grupos | e 4 | MSE | VAF
2 9.0071 | 5.1062 | 54.7317
3 8.6833 | 3.5425 | 65.2325
4 7.3978 | 3.2866 | 69.3163
5 7.7789 | 3.2010 | 68.8894

onde F/(.) é o conjunto nebuloso no espaco de discurso de y(k — i) na j-ésima regra e o niimero
entre os parenteses é o centro do conjunto nebuloso e 3/ é a saida do modelo da j-ésima regra.

Para este caso do neutralizador de pH o modelo apresentou as mesma vantagem de facilidade
implementacao, e o mesmo problema de inicializacao da matriz pu.

6.3.2 FCRM - Fuzzy c-Regression Model

No mesmo problema de modelagem da série temporal da saida do neutralizador de pH utiliza-
mos o algoritmo de agrupamento Fuzzy c-Regression Model para ajustar os conjuntos nebulosos
do antecedente e os pardmetros do conseqiiente dos submodelos AR(2). Portanto, como para o
FCM, estamos supondo que a melhor ordem é igual a 2 (p). Foram feitas simulacoes para véarios
nimeros de regras e os resultados dos critérios de validagao obtidos na modelagem podem ser
vistos na Tab.6.9.

Tabela 6.9: Critérios de validagao do FCRM para o neutralizador de pH

Nimero de grupos | e 4, | MSE | VAF
2 5.0006 | 0.7368 | 92.3474
3 4.9628 | 0.7587 | 92.2024
4 4.9271 | 0.7805 | 92.1258
5 4.8938 | 0.8043 | 92.0762

O melhor resultado nas simulagoes para MSFE e V AF foi encontrada para o nimero de gru-
pos igual a 2. O resultado grafico pode ser visto na Fig.6.11 onde 250 instantes de amostragem
foram utilizados para a estimacao do antecedente e conseqiiente.

Como no caso do brago robético, este caso do neutralizador de pH para o FCRM também
apresentou regras AR(2) deterministico como mostra abaixo:

y(k) = 0.2558 + 0.5479y(k — 1) + 0.4313y(k — 2) (6.10)

Este modelo apresentou resultados superiores ao modelo FCM, porém o tempo computa-
cional é maior.

6.3.3 ECM - Evolving Clustering Method

Ainda considerando a saida do processo neutralizador de pH como uma série temporal uti-
lizamos o algoritmo de agrupamento Ewvolving Clustering Method para ajustar os conjuntos
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Figura 6.11: Modelagem da série da saida do neutralizador de pH para o FCRM com p =2 e
c = 2 onde “--” é a série desejada e é o modelo estimado.

W

nebulosos do antecedente e o método dos minimos quadrados para ajuste dos parametros do
conseqiiente dos submodelos AR(2). Para o ECM nao é possivel fixar um nimero de agru-
pamentos mas € possivel determinar uma distancia maxima de projeto. foi determinada por
tentativa e erro para que o nimero de conjuntos nebulosos fosse proximo dos exemplos acima.
A relacao entre o tamanho da distancia de projeto e o niimero de grupos ¢ nao é linear. Es-
te é um grande problema deste algoritmo. Um resultado satisfatério, segundo os critérios de
validagdo, obtido na modelagem da série pode ser visto na Tab.6.10.

Tabela 6.10: Critérios de validacao do ECM para o neutralizador de pH
Distancia méxima | Ndmero de grupos | e s | MSE | VAF
5.5 4 4.9721 | 1.6713 | 83.5456

Podemo ver na Fig.6.12 o resultado conseguido por tentativa e erro onde ¢ = 4.

O modelo TS via ECM com ¢ = 4 (ndmero de regras) pode ser descrito na forma de regras
SE-ENTAO como pode ser visto abaixo:
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Figura 6.12: Modelagem da série da saida do neutralizador de pH para o ECM com a distancia
méxima igual a 5.5 onde “- -” é a série desejada e é 0 modelo estimado.

w»

R': SE y(k—1) é F}(8.0580) E y(k — 2) ¢ F}(5.0868)
ENTAO y'(k) = 0.1693 + 0.5738y(k — 1) + 0.4124y(k — 2)

R?: SE y(k—1) é F2(3.0580) E y(k — 2) 6 F3(4.9963)
ENTAO y2(k) = 0.4312 4 0.6242y(k — 1) 4 0.5472y(k — 2)
(6.11)
R*: SE y(k—1) é F}(7.9736) E y(k — 2) é F3(5.0868)
ENTAO 33(k) = 0.5446 + 0.5448y(k — 1) 4 0.5448y(k — 2)

R': SE y(k—1) ¢ F{(7.9736) E y(k — 2) ¢ F}(4.9963)
ENTAO y*(k) = 0.5425 + 0.5426y(k — 1) + 0.5426y(k — 2)

onde F/(.) é o conjunto nebuloso no espaco de discurso de y(k — i) na j-ésima regra e o niimero
entre os parenteses é o centro do conjunto nebuloso e 7 é a saida do modelo da j-ésima regra.
A grande vantagem do algoritmo ECM é que ele pode ser implementado no modo online
de identificacdo do modelo. Além disso o custo computacional é menor do que qualquer outro
algoritmo implementado até aqui. O resultado obtido ficou um pouco abaixo do esperado.

6.4 Funcao Senoidal

Foram realizadas 201 amostragens de uma funcao senoidal dada pela seguinte equagao:

y = sin(x) (6.12)
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onde x varia de 0 a 20. A Fig.6.13 ilustra esta funcao.

-0.8F

Figura 6.13: Funcao seno de .

6.4.1 FCM - Fuzzy C-Means

Considerando a func¢ao seno, Fig.6.13, como uma série temporal utilizamos o algoritmo de
agrupamento Fuzzy C-Means para ajustar os conjuntos nebulosos do antecedente e o método
dos minimos quadrados para ajuste dos parametros dos submodelos do conseqiiente. Como no
estudos de casos anteriores, foram realizadas simulagoes para determinar a ordem do modelo
local do conseqiiente. Para isto foi fixado o nimero de grupos ¢ em 4 e variou a ordem do
modelo auto-regressivo p entre 2 e 5, como mostra a Tab.6.11. Os critérios utilizados para
avaliar a melhor ordem sao os mesmos ja descritos acima.

Tabela 6.11: Critérios de validacao do FCM para a fun¢ao senoidal com p variante e ¢ igual a
4.

Nimero de auto-regressores | e 4 | MSE | VAF
2 0.1819 | 0.0118 | 97.6862
3 0.1058 | 0.0033 | 99.3200
4 0.1155 | 0.0017 | 99.6602
5 0.2011 | 0.0066 | 98.9219

A melhor ordem para o modelo local auto-regressivo do conseqiiente, segundo os critérios
adotados, foi o de ordem igual a 4. Para dois critérios esta ordem foi a vencedora (MSE e
VAF).

Determinada a melhor ordem, pelos critérios ey, s, MSE e VAF', é determinado o nimero
6timo de grupos segundo os mesmos critérios, ver Tab.6.12.

O melhor resultado nas simulacoes para esta série temporal foi encontrada para o ntimero
de grupos igual a 4. O resultado grafico pode ser visto na Fig.6.14 onde 100 instantes de
amostragem foram utilizados para a estimagao do antecedente e conseqiiente.
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Tabela 6.12: Critérios de validacao do FCM para a fun¢ao senoidal com p igual a 4 e ¢ variante.

Figura 6.14: Modelagem da série da funcao seno para o FCM com p =4 e ¢ = 4 onde

série desejada e

w»

Nimero de grupos | e+ | MSE | VAF
2 0.0791 | 0.0028 | 99.4291
3 0.0958 | 0.0033 | 99.3352
4 0.1155 | 0.0017 | 99.6602
5 0.2807 | 0.0135 | 97.4392
08 | \\\
06/ '
0.4*// “ //
0.271 \ /
> 0 \\ l/
-0.2f \\ /‘
-0.4f \\ /
0.6} -
-0.8f | //
d E

é o modelo estimado.

13

b

-7 éa

O modelo pode ser descrito na forma de regras SE-ENTAO como pode ser visto abaixo:
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R': SE y(k —1) ¢ F}(—0.8114) E y(k — 2) é F}(—0.8197)
E y(k — 3) é6 F}(—0.8198) E y(k — 4) é F}(—0.8117)
ENTAO y'(k) = —0.0767 + 1.0101y(k — 1) + 0.4856y(k — 2)
—0.0438y(k — 3) — 0.5727y(k — 4)

R?: SE y(k — 1) é F?(—0.0534) E y(k — 2) é F2(—0.0283)
E y(k —3) é F2(—0.0030) E y(k — 4) é F7(0.0224)
ENTAO y2(k) = —0.0014 + 0.9401y(k — 1) 4 0.4570y(k — 2)
—0.0307y(k — 3) — 0.5181y(k — 4)
(6.13)
R3: SE y(k—1) é F}(0.9111) E y(k — 2) é F3(0.9202)
E y(k—3) é F3(0.9201) E y(k — 4) é F2(0.9109)
ENTAO 3(k) = —0.0290 + 1.1449y(k — 1) + 0.5536y(k — 2)
—0.0433y(k — 3) — 0.6397y(k — 4)

R*: SE y(k —1) é F{(0.5380) E y(k — 2) é F}(0.5427)
E y(k —3) é F}(0.5421) E y(k — 4) é F}(0.5360)
ENTAO y*(k) = —0.0815 + 1.5168y(k — 1) + 0.7074y(k — 2)
—0.1091y(k — 3) — 0.9245y(k — 4)

onde F}(.) é o conjunto nebuloso no espago de discurso de y(k —7) na j-ésima regra e o nimero
entre os parenteses é o centro do conjunto nebuloso e 3’ é a saida do modelo da j-ésima regra.

6.4.2 Agrupamento Gustafson-Kessel

Considerando a fun¢ao seno dada pela Fig.6.13 como uma série temporal utilizamos o algo-
ritmo de agrupamento Agrupamento Gustafson-Kessel para ajustar os conjuntos nebulosos do
antecedente e o método dos minimos quadrados para ajuste dos parametros do conseqiiente
dos submodelos de ordem 2. A ordem ¢ diferente do exemplo para o FCM pois o algoritmo
apresentou problemas na singularidade da matriz de covariancia. Foram realizadas simulagoes
para varios nimeros de regras. Os resultados dos critérios de validacao obtidos na modelagem
da série podem ser vistos na Tab.6.13.

Tabela 6.13: Critérios de validacao do GK para a fungao senoidal com p = 2 e ¢ variante.

Nimero de grupos | e+ | MSE | VAF
2 0.1939 | 0.0132 | 97.7187
3 0.2498 | 0.0249 | 94.9198
4 0.4996 | 0.0657 | 90.7693
5 0.9445 | 0.221 | 65.3652

O melhor resultado nas simulacoes para esta série temporal foi encontrada para o nimero
de grupos igual a 2. O resultado grafico pode ser visto na Fig.6.15 onde 100 primeiros instantes
de amostragem foram utilizados para a estimacao do antecedente e conseqiiente.
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Figura 6.15: Modelagem da série da saida do neutralizador de pH parao GKcomp =2ec =2
onde “- -7 é a série desejada e “-” é 0 modelo estimado.

O modelo TS via FCM parap =2 e c =2 (nimero de regras) pode ser descrito na forma
de regras SE-ENTAO como pode ser visto abaixo:

R': SE y(k —1) é F1(0.3612) E y(k — 2) é F}(0.4463)

ENTAO y'(k) = —0.1439 + 0.5840y(k — 1) + 0.4291y(k — 2)
(6.14)

R?: SE y(k—1) é F2(0.1321) E y(k — 2) ¢ F(0.1035)
ENTAO y2(k) = 0.0143 + 1.7199y(k — 1) — 0.7214y(k — 2)

onde FZJ() é o conjunto nebuloso no espaco de discurso de y(k — i) na j-ésima regra e o nimero
entre os parenteses ¢ o centro do conjunto nebuloso e ¥/ é a saida do modelo da j-ésima regra.

Os resultados para o FCM e GK foram satisfatéorios. O GK apresentou um desempenho
inferior, prejudicado pela reducao na ordem do modelo por causa da singularidade da matriz

de covariancia.



Capitulo 7

CONCLUSOES E COMENTARIOS

No capitulo 6, foi apresentado o modelo nebuloso Takagi-Sugeno para a modelagem de séries
temporais. Foi realizada uma andlise comparativa dos métodos de agrupamento para trés estu-
dos de casos nos quais estes métodos influenciam no desempenho do modelo e na identificacao
dos parametros do conseqiiente. Os métodos de agrupamentos utilizados nesta dissertagao fo-
ram: Fuzzy C-Means (FCM), Gustafson-Kessel, Gath-Geva, Fuzzy c-Regression Model(FCRM)
e Evolving Clustering Method(ECM).

Os algoritmos foram testados em trés casos diferentes: bracgo robético flexivel, neutralizador
de pH e funcao senoidal. Nestes casos foram utilizadas como série temporal apenas a saida dos
sitema, ou seja, foi suposto que nao conheciamos a entrada.

Os resultados obtidos que avaliam a modelagem sao: grafico da saida modelada sobre a saida
real, o erro maximo absoluto (e MSE (Mean Square Error) e VAF (Variance Accounted
For).

Sobre os algoritmos de agrupamento foram tiradas as seguintes conclusoes:

méx)’

e O FCM tem a vantagem de facilidade implementacao, porém a solucao, conjuntos nebu-
losos do modelo, pode variar mesmo fixando ¢ (nimero de grupos) e p (ordem do modelo
do conseqiiente, no caso o AR(p)) pois a matriz p é inicializada aleatoriamente a cada
nova iteragao, ver Capitulo 4.

e Os algoritmos GK e GG apresentam vantagem na forma das fungoes de pertinéncia criadas
pois apresentam um formato elipsoidal, ou seja, mudam o tamanho da dispersao do grupo
nebuloso em cada dimensao de acordo com a necessidade. Esta diferenciacao em relacao
ao FCM ocorre no calculo da distancia onde se utiliza a matriz de covariancia. Porém
a solugdo pode variar mesmo fixando ¢ e p dependendo como a matriz u ¢ inicializada,
semelhante ao FCM. Outro problema pode ocorrer quando calculamos a distancia pois
a matriz de covariancia nao pode ser singular, ou seja, nao pode ter determinante nulo.
Este problema pode ser visto para o algoritmo GK no Capitulo 6 no caso da funcao
senoidal.

e O agrupamento FCRM apresentou os resultados mais satisfatérios pois o algoritmo cal-
cula a distancia que minimiza a funcao custo do erro quadratico para cada regra, onde o
erro de cada regra é a saida desejada subtraida da saida do modelo local. Deste modo, se
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a série apresentar um comportamento linear, os modelos locais para todas as regras serao
semelhantes. Outra vantagem é que este algoritmo apresenta os minimos quadrados inclu-
so determinando os parametros do conseqiiente também. O tnico problema encontrado
foi o custo computacional.

e O agrupamento ECM tem como grande vantagem que ele pode ser implementado no modo
online de identificacdo do modelo. Além disso o custo computacional é menor do que
qualquer outro algoritmo implementado até aqui. Para o ECM nao é possivel fixar um
nimero de agrupamentos mas é possivel determinar uma distancia maxima de projeto.
O problema é que esta distancia é determinada por tentativa e erro para que o niimero
de conjuntos nebulosos nao seja muito grande. Esta relagao entre o tamanho da distancia

de projeto e o numero de grupos c¢ nao é linear. Uma solucao seria a normaliza¢ao dos
dados.

As formas das fungoes de pertinéncias para FCM, GK e GG podem ser vistas no Capitulo 4.

Nao foi utilizada nenhuma técnica de normalizacao dos dados de entrada (auto-regressores)
ou retirada de tendéncia dos dados da série. Utilizar estes métodos podem trazer melhores
resultados na modelagem.

O método dos minimos quadrados recursivo ponderado foi utilizado para estimar os parametros
dos modelos locais. Foi suposto que nao havia dados corrompidos por ruidos correlacionados
ou que nao fossem do tipo ruido branco. Além disso, nao foi realizada nenhuma andlise de
estabilidade para estes modelos locais encontrados. A andlise de estabilidade dos modelos TS
serao estudados detalhadamente e mostrados em trabalhos futuros.

Os resultados apresentados mostram que os modelos nebulosos TS sao ferramentas que
fornecem bom desempenho quando tratamos o problema de modelagem de séries temporais.

Para trabalhos futuros, o estudo de redes neurais nebulosas nao recorrentes e recorrentes
para a predi¢ao da série seria interessante. Poderia ser explorado também a predi¢ao de vérios
passos a frente. Um outro possivel ajuste nos algoritmos anteriores seria utilizar ferramentas
como algoritmo genético para determinar um nimero 6timo de regras ou para, no caso de
estudo de redes neurais, determinar a estrutura da rede.
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