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Desiderata
Vid placidamente por entre o barulho e a pressa e lembre-se

da paz que pode haver no siléncio. Tanto quanto possivel,
sem capitular, esteja de bem com todas as pessoas. Fale a
sua verdade calma e claramente; e escute os outros, mesmo
os estipidos e ignorantes; também eles tém sua historia.
Evite pessoas barulhentas e agressivas. Elas sdo tormento
para o espirito. Se vocé se comparar a outros, pode tomar-
se vaidoso e amargo, porque sempre haverd pessoas supe-
riores e inferiores a vocé. Desfrute suas conquistas assim
como seus planos. Mantenha-se interessado em sua propria
carreira, mesmo que humilde; é o que realmente se possui
na sorte incerta dos tempos. Exercite a cautela nos nego-
cios; porque o mundo é cheio de artificios. Mas ndo deixe
que isso o torne cego a virtude que existe; muitas pessoas
lutam por altos ideais; e por toda parte a vida é cheia de
heroismo.

Seja vocé mesmo. Principalmente ndo finja afeicdo, nem
seja cinico sobre o amor; porque em face de toda aridez e
desencantamento ele é perene como a grama. Aceite gentil-
mente o conselho dos anos, renunciando com benevoléncia
as coisas da juventude. Cultive a forca do espirito para
proteger-se num infortiunio inesperado. Mas ndo se des-
gaste com temores imagindrios. Muitos medos nascem da
fadiga e da soliddo. Acima de uma benéfica disciplina, seja
bondoso consigo mesmo. Vocé é filho do Universo, ndo me-
nos que as drvores e as estrelas. Vocé tem o direito de estar
aqui. E, quer seja claro ou ndo para vocé, sem duvida o
Universo se desenrola como deveria. Portanto, esteja em
paz com Deus, qualquer que seja sua forma de concebé-lo
e seja qual for a sua lida e suas aspiracoes, na barulhenta
confusdo da vida, mantenha-se em paz com a sua alma.Com
todos os enganos, penas e sonhos desfeitos, este é ainda um
mundo maravilhoso. Esteja atento. Empenhe-se em ser fe-
liz.

(Encontrado na velha Igreja de Saint
Paul, Baltimore,1692)
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Resumo

Nesta Tese, uma metodologia descentralizada de identificagdo linear no espaco de estado para
sistemas multivaridveis estocdsticos, discretos no tempo e serialmente interconectados, é proposta.
A identificacao do sistema global pode ser feita por meio da identificacdo individual dos seus sub-
sistemas usando-se algum método de identificacdo de sistemas e de séries temporais multivaridveis
no espaco de estado, dentre os aqui discutidos: Identificacdo no Espaco de Estado do Erro de Saida
de Sistemas Multivaridveis (MOESP), Algoritmos Numéricos para a Identificacdo nos Subespacos
de Sistemas no Espaco de Estado (N4SID), realizac@o estocéstica com entradas exdgenas utilizando
minimos quadrados restrito, (CLS-SSI) e MOESP-AOKI. Com base nos modelos obtidos para os
subsistemas, uma metodologia de controle 6timo descentralizado que explora a estrutura Bloco Tri-
angular Inferior das matrizes do sistema € utilizada. A metodologia combinada de identificacdo e de
controle estocdsticos descentralizados, estruturada neste estudo, € aplicada a sistema interconectado
de qualidade de dgua de rio, que motivou este trabalho.

Palavras-chave: Sistemas multivaridveis interconectados, Identificacdo de sistemas no espaco
de estado, Controle descentralizado, Qualidade de sistema de dgua de rio, Identificacdo e controle
estocasticos.

Abstract

In this thesis a decentralized methodology for linear state space identification of discrete time,
serially interconnected multivariable stochastic systems is proposed. The global system identification
is achieved by means of the individual identification of its subsystems through some state space
methods for identification of multivariable systems and time series, among the ones here discussed:
Multivariable Output-Error State Space Identification (MOESP), Numerical Algorithms for Subspace
State Space Systems Identification (N4SID), Constrained Least-Squares State Space Identification
(CLS-SSI), MOESP-AOKI. Based on the obtained subsystems models a methodology of optimal
decentralized control systems that explores the matrices Lower Block Triangular structure is utilized.
The combined decentralized stochastic identification and control methodology structured in this study
is applied to an interconnected river water quality system, that motivated this work.

Keywords: Interconnected multivariable systems, State Space systems identification, Decentrali-
zed Control, River water quality system, Stochastic identification and control.
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Capitulo 1

Introducao

Para o desenvolvimento desta Tese muitos autores realizaram contribui¢des importantes e procuramos
evidenciar isto na mesma. Contudo € necessdrio ressaltar que as contribui¢des mais fundamentais e
influénciadores desta tese sdo devidas a Rudoplh E. Kalman (1960a, 1963); Ho e Kalman (1966) e
Masanao Aoki (1983, 1987, 1990). Contribui¢des também muito importantes sdo as de Pierre Faurre
(1973, 1970, 1976); Faurre et al. (1979), orientado de doutorado de Kalman e de Hirotogu Akaike
(1975, 1976, 1974), que também foi influenciado por Kalman, conforme evidenciado por seus agra-
decimentos em muitos de seus brilhantes trabalhos. Parece-nos que Kalman enxergou de forma tnica
e oportuna o problema de Realizacdo no Espaco de Estado, tanto deterministica como estocastica,
e com isto iluminou a Teoria de Sistemas de maneira impar, Kalman (1971, 1980); Ho e Kalman
(1966); Kalman (1965a, 1967); Kalman e Bertram (1959); Kalman (1965b, 1960a,b). Masanao Aoki
conseguiu dar ao problema de modelagem de Séries Temporais no Espaco de Estado um impulso
muito importante sobretudo em seu livro de 1983.

Como durante o desenvolvimento desta Tese também foram desenvolvidas as teses de Barreto
(2002) e de Tamariz (2005), que mutuamente se influenciaram, alguns temas foram mais enfatizados
em uma delas. Por exemplo o problema da realiza¢do deterministica foi tratado em Barreto (2002),
enquanto que nesta tese priorizamos o tratamento do problema de realizagdo estocdstica.

Nesta tese, um objetivo muito importante ¢ o desenvolvimento de uma fundamentagdo tedrica
para modelagem computacional de dados em contexto estocdstico, no espaco de estado, a partir da
teoria de sistemas lineares multivaridveis discretos no tempo. Para tanto, no Capitulo 4, a teoria da
realizacdo estocdstica, essencial para tal desenvolvimento, é revisitada de uma forma que conside-
ramos nao apenas essencial para esta tese, mas também como uma contribui¢do importante deste
estudo, que para ser bem estruturado, exigiu que antes fizéssemos os Capitulos 2 e 3, que se apdiam
em estudos que se aproximam dos mais tradicionais nos estudos de graduagdo e pés-graduagdao em

engenharia elétrica, porém com énfase em conhecimentos que permitam construir, sem enfatizar o
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rigor matematico, um arcabouco para a adequada aplicacdo da matemadtica aos problemas de modela-
gem de sistemas e de séries temporais multivaridveis, priorizando aspectos estocasticos e formulagdes
tedricas com uma visao particularmente voltada ao engenheiro de sistemas. Numa primeira etapa es-
tudamos os processos estocdsticos, em especial buscando aprofundar o entendimento de nocdes de
projecdo em subespacgos formados por varidveis aleatdrias, que € de fundamental importincia para
o entendimento, o desenvolvimento e a aplicacdo dos métodos de subespacgo para identificacdo, no
contexto estocdstico. No Capitulo 2 desta tese alguns resultados desse estudo sdo apresentados, se-
guindo principalmente as referéncias Astrom (1970); Caines (1988). No Capitulo 3, apresentamos
um estudo de sistemas lineares estocasticos com o objetivo de formar uma base tedrica para as suas
representacdes no espaco de estado. Fazemos um estudo das propriedades de sistemas estocasticos
discretos no tempo; em especial enunciamos e provamos o Lema Positivo Real discreto, Anderson
et al. (1974), de uma forma que consideramos ser contribuicdo desta tese. Os conceitos de passivi-
dade, dissipatividade e de sistemas positivos reais, para sistemas discretos no tempo, sdo estudados
de uma maneira simples e que consideramos didética. No Capitulo 4 estudamos a realizacao de pro-
cessos estocdsticos estaciondrios no espaco de estado; nele tratamos da modelagem de um processo
estocdstico discreto multivaridvel por meio de um sistema linear no espaco de estado excitado por
um processo estocdstico ruido branco, tal que o processo de saida apresente algumas propriedades
estatisticas semelhantes as do processo modelado. Nesta parte da tese temos como referéncias im-
portantes: Akaike (1974, 1975, 1976), Faurre (1970, 1973, 1976); Caines (1988), dentre outras. O
Lema Positivo Real discreto no contexto estocdstico, também € enunciado e provado. Numa segunda
parte, iniciada no capitulo 5, estudamos alguns métodos de subespago para identificacdo, que sdo
utilizados nos Capitulos seguintes e servem de ferramentas importantes para a implementagao da me-
todologia de identificagdo proposta. Sao varios os trabalhos que nos auxiliam nesta parte da tese,
em especial podemos citar os trabalhos de Verhaegen e Dewilde (1992a,b), com o algoritmo MOESP
(Multivariable Output-Error State Space identification), e Viberg (1995); os trabalhos de Overschee
e De Moor (1994, 1996), com o desenvolvimento do algoritmo N4SID (Numerical algorithm for
Subspace State Space Systems IDentification); bem como os métodos de identificacdo estocéstica
e/ou de modelagem multivaridvel de séries temporais no espaco de estado, Aoki (1990, 1983, 1987),
Lindquist e Picci (1996), Katayama e Picci (1999), dentre outros. Nesta parte da tese o algoritmo de
modelagem de séries temporais de Aoki, bem como o algoritmo de realiza¢do estocéstica com en-
tradas exdgenas utilizando minimos quadrados restrito (CLS-SSI) (Constrained Least-Squares - State
Space Identification), foram implementados. Em particular, o método MOESP-AOKI proposto em
Tamariz (2005), porém grandemente influenciado pelos estudos conduzidos nesta Tese e em Barreto
(2002), todas realizadas no LCSI, enfatizando modelagem computacional de dados multivaridveis no

espaco de estado, e, de forma direta ou indireta, o controle de sistemas multivaridveis, é estudado



neste Capitulo. No Capitulo 6, uma metodologia descentralizada de identificacdo linear no espago
de estado para sistemas multivaridveis estocdsticos discretos no tempo é proposta, Bottura e Caceres
(2001, 2002b). Com base nos modelos determinados para os subsistemas obtidos, uma metodologia
de controle 6timo descentralizado que explora a estrutura Bloco Triangular Inferior das matrizes do
sistema € utilizada, Siljak (1991); Stankovic e Siljak (1989). Comparamos os resultados da aplicacdo
descentralizada de identificacao utilizando os métodos de subespaco de identificacdo N4SID, MOESP
e de Identificagdo Estocdstica nos Subespagcos com Minimos Quadrados Restrito de Katayama e Picci
(CLS-SSI), Bottura e Céceres (2002c). No Capitulo 7, aplicamos a metodologia descentralizada de
identificac@o proposta a sistema de qualidade da d4gua de rio, bem como a aplicacao de controle 6timo
descentralizada € feita. Para tal objetivo, nesse Capitulo fazemos um estudo sistemético de sistema
de qualidade da 4gua de rio, propondo uma estrutura descentralizada de modelagem, como feito em
Young e Beck (1974); Céaceres (1992) e Tamura (1976). Baseados nessa modelagem, montamos uma
plataforma de simulacao para a geragao de dados de qualidade de 4gua de rio. Num primeiro estagio a
modelagem descentralizada de séries temporais de tais sistemas € feito, Bottura et al. (2000). Posteri-
ormente, utilizamos a metodologia descentralizada de identificacao para, com base em dados gerados
na nossa plataforma, identificar modelo de sistema de qualidade da dgua de rio, Bottura e Caceres
(2001, 2002a). Com base no modelo identificado, projetamos controladores 6timos descentralizados
utilizando os algoritmos estudados e implementados no Capitulo 6. Os resultados de tais aplicacdes
sdao também apresentados e comentados. No Capitulo 8 sdo apresentadas conclusdes e comentarios,

bem como sdo apontados possiveis trabalhos futuros nesta linha de pesquisa.
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Capitulo 2

Projecoes Ortogonais e Espacos de Hilbert de

Variaveis Aleatorias

2.1 Introducao

Atualmente, ferramentas de andlise e Uteis interpretagdes geométricas para espagos vetoriais eucli-
deanos sao bem conhecidas em dlgebra linear, assim como também as ferramentas computacionais
para o tratamento dos mesmos. Os espacos de Hilbert, em sentido geral, podem ser analisados e
interpretados de forma similar aos espagos euclideanos. Nos tltimos tempos t€m surgido métodos de
identificacdo que exploram as propriedades destes espacos para desenvolver sofisticados algoritmos
de identificacdo de sistemas como os métodos de identificagdao nos subespagos, Overschee e De Moor
(1996) e Verhaegen (1994). A decomposi¢do em valores singulares (SVD) possibilita a implemen-
tacdo destes algoritmos de forma mais robusta e confidvel. Os Espacos de Hilbert de seqiiéncias de
varidveis aleatdrias (processos estocdsticos) permitem explorar muitas propriedades dos espagos ve-
toriais euclideanos de dimensao finita. Neste Capitulo analisamos, de forma breve, as propriedades

desses espacos.

Este Capitulo tem por finalidade a introdu¢do de alguns fundamentos essenciais para o decorrer
da tese. Revisamos alguns conceitos gerais de espagos e subespacos de Hilbert, que sdo definidas por
meio de funcdes: Produto Interno, Norma e Distancia para varidveis aleatérias. Definimos a projecao
ortogonal de varidveis aleatérias em espacos formados por processos estocdsticos. Fazemos interpre-
tagdes geométricas das propriedades envolvidas nessas projecdes. Definimos Espagos de Hilbert para
varidveis aleatdrias, construimos espacgos e subespacos de Hilbert de um dado processo estocdstico

estaciondrio no sentido amplo, e estudamos a decomposicao de Wold de um processo estocdstico.

5
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2.2 Espacos vetoriais e Espacos de Hilbert

Definicao 2.2.1 Seja F um conjunto de elementos chamados escalares. Dizemos que JF é um corpo,

se definidas as operacdes de multiplicagcdo e adicdo sobre F, sdo satisfeitos os seguintes axiomas:

Axioma 2.2.2 A todo par de escalares o e 3 em F corresponde um escalar o + (3 em F chamado

soma de o e 3 tal que:
1. a+ 3 =+ aparatodo ae 3 € F (propriedade comutativa da adi¢do);
2. (a+pB)+vy=a+ (6+~) paratodo o, S ey € F;

3. existe um Unico elemento em J chamado de zero e denotado por 0 tal que o + 0 = « , para
todo a € F;

4. paratodo o € F existe um unico elemento § = —a € F tal que a + 3 = 0.

Axioma 2.2.3 A qualquer par de escalares « e 3 € F corresponde um escalar o3 € F, chamado

produto de a e (3, tal que

1. af = fa;
2. (af)y = a(fy) paratodo o, ey € F;

3. F contém um Unico elemento ndo nulo 1 tal que la = « para todo o € F;

4. Para todo o € F diferente de zero, existe um unico elemento 3 = o' = é € F tal que
af =1,
5. a(B+7) =afB+ ayparatodo a, fey € F.

Definicao 2.2.4 Seja V um conjunto de vetores com elementos no corpo F. V é chamado de espaco
vetorial sobre F se, quando definidas as operacédes de adigdo de vetores e multiplicacdo por um

escalar, sdo satisfeitas as seguintes propriedades.

1. x+ 1y € V para todo x,y € V . Esta é chamada a propriedade de fechamento para a adi¢do

de vetores; .
2. (x4+y)+z=x+ (y+z) paratodo z,y,z €V ;
3. x4+y=y+xparatodox,y €V,

4. Existe um elemento O € V tal que v + 0 = x para todo x € V;
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5. Para cada x €V, existe um elemento (—x) € V tal que x + (—x) = 0,

6. ax € V paratodo o € Fex €V . Esta é a propriedade de fechamento para a multiplicacdo

por um escalar;
7. (af)x = afx) para todo o, f € F e cada x € V;
8. alr+y) = ax+ ay para cada o € F e todo x,y € V;
9. (a+ B)xr = ax + Px para todo o, f € F e cada x € V;

10. 1x = x para cada x € V.

Definigdo 2.2.5 Seja S um subconjunto ndo vazio do espago vetorial V sobre F. Se S é também um
espago vetorial sobre F utilizando as mesmas operagoes de adigdo e multiplicagdo por um escalar,

entdo S é dito ser um subespaco de V.

Teorema 2.2.6 Um subconjunto S ndo vazio do espaco vetorial V é um subespaco de V se e somente

se sdo satisfeitas as seguintes propriedades:
1. Paratodox,y € S,x+y€S;

2. ax € S, paratodo x € S e todo o € F.
[

As duas propriedades acima sdo satisfeitas se e somente se ax + Jy € S paratodo o, 5 € F e
todoz,y € S.
Para um conjunto de vetores S = {vy,vq, - - -, v, } de um espago vetorial V, o conjunto de todas

as combinacdes lineares possiveis dos elementos de S serd denotado por:

Span(S) = {a1v1 + agve + - - - v, |y € F} (2.1)

Notemos que Span(S) é um subespago de V devido a que as duas propriedades de fechamento 1
e 6 sdo satisfeitas. Isto é, se z = Y;qv; e y = X;6;v; sdo dois elementos de Span(S), entdo a
soma z +y = > .(a; + (;)v; também pertence a Span(S), e para qualquer escalar vy € F, yx =
> (vaq)v; € Span(S).

Um conjunto de vetores {vy, v5 - - -, v, } linearmente independentes de um espago vetorial V ¢ uma
base dele se ele gera o espago vetorial V, isto é V = Span{vy, vy - - -, v, }. Pode-se demonstrar que
qualquer base de um espaco vetorial V possui 0 mesmo nimero de vetores. Chamamos de dimensao

de um espaco vetorial ) ao nimero de vetores de uma base.
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Definimos a operacdo produto interno sobre um espaco vetorial V a uma fungdo < -,- >: V X
YV — F que satisfaz as seguintes propriedades:

1. <y,z>=<2x,y >;
2. <zr,x>>0e<z,x>=0&2=0;
3. <ar+py,z>=a<z,z>+0<y z>;

paratodo x,y,z € V,e«, € F.

Definicao 2.2.7 Um Espaco Pré-Hilbert real é um espaco vetorial V na qual é definida uma funcdo
produto interno.

A norma de x € V € uma fungdo ||-|| : V — F definida como ||z|| = /< z,z >. Claramente
||z|| > 0, sendo igual a zero se e somente se = = 0.

As seguintes proposicoes serdo uteis para os resultados posteriores.

Proposicao 2.2.8 Para qualquer x,y € V temos:
L. |<z,y >| <||z|.||ly||(desigualdade de Cauchy-Schwarz)
2. |le+yll < |lz|| + ||ly|| (desigualdade triangular)

3 ||z + y||2 + ||l — y||2 =2 ||x||2 +2 ||y||2 (propriedade do paralelogramo)

Podemos utilizar o produto interno para definir uma nog¢ao de convergéncia em ).

2.2.1 Espacos métricos

Definicao 2.2.9 Sejam x,y e z € V. Uma funcdo d(-,-) V x V — RY (onde R" ¢é o conjunto dos

niimeros reais maiores ou iguais a zero) é chamada de métrica se:
L d(z,y) =d(y, v);
2. d(z,y) =0z =1y;

3. d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2).
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Esta funcdo dd uma nog¢do de distancia entre dois pontos x,y € V. Claramente a funcio definida

como:

d(z,y) = [lz =yl (2.2)

€ uma métrica sobre V.

Um espaco métrico é um espaco vetorial sobre o qual é definida uma métrica.

Definicio 2.2.10 Uma segiiéncia {x,} num espaco métrico V converge a um ponto x© € V se para
todo € > 0 existe um N > 0 tal que d(x,,x) < € para todon > N. Isto é equivalente a condi¢do

d(x,, ) — 0 quando n — oo, no sentido usual de convergéncia para os niimeros reais.

Em outras palavras, uma seqiiéncia {x,} em ) converge a x € V (isto é z,, — x quando n —
o0) se d(z,,xr) — 0 quando n — oo. Todas as formulagdes envolvendo convergéncia em ) serdo

interpretadas neste sentido.

Teorema 2.2.11 O produto interno é uma funcdo continua de V x V em R, isto é, se v, — x e
Yn — Y quando n — oo, entdo < x,,Yy, >—< x,y >quando n — oo. Em particular z,, — x

implica que ||x,| — ||z| quando n — .

Prova: Se {z,} é uma seqiiéncia convergente, entdo ela é limitada, isto é existe um k < oo tal que

|z,|| < k para todo n.

<2,y >=< (T = Tp) + Tpy (Y = Yn) + Yo >
=< (x—=2), (Y= Yn) >+ < (& —2p),Yn >+ < Xy, (Y — Yn) >+ < Tp, Yn >,

se x, — T ey, — Y, 0s trés primeiros termos convergem para zero, dado que, por exemplo:

|< Ty (U = Yn) >| < wnll - Ny —yall < Elly — ynll (2.3)

dai segue o resultado.
|

Se {x,} é uma seqiiéncia convergente com limite x, entdo pela desigualdade triangular tem-se

d(xp, Tm) < d(Tp, ) + d(zp, x), (2.4)
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para qualquer n, m. Assim, quando n,m — oo temos d(z,, x,,) — 0. Qualquer seqiiéncia em V
tendo esta propriedade é chamada de seqiiéncia de Cauchy. ) € dita ser completa se o inverso esta

assegurado, isto é, se para cada seqiiéncia de Cauchy {z, } existe algum = € V tal que x,, — z.

Definicao 2.2.12 Um espaco de Hilbert V é um espaco Pré-Hilbert que é completo com relagdo a
métrica d(z,y) = ||x — yl|, v,y € V.

A razdo fundamental para trabalhar com espagos de Hilbert estd no fato que os conceitos bem conhe-
cidos para os espagos de dimensao finita podem ser estendidos para os espacos de dimensao infinita.
Normalmente € mais simples provar que um espago € Pré-Hilbert, do que mostrar que ele € completo.
As propriedades de ortogonalidade e de projecdo para espagos de dimensdo finita sdo igualmente
aplicadas para os espacos de Hilbert.

Nesta Tese consideraremos somente os subespagos fechados de um espaco de Hilbert H, isto é,

0s subespacos que contém todos os limites das seqiiéncias dos seus elementos.

Teorema 2.2.13 Seja ‘H um espago de Hilbert. Um subconjunto M é um subespaco de H se e

somente se M é um subconjunto de 'H e satisfaz as seguintes condicoes

1. Paratodo o, B € Rex,y € M, ax + By € M, isto é, M € um espaco linear

2. se {x,|n € Z} é uma seqiiéncia de Cauchy em M, entdo o lim,,_.ox, = € M.

Para obter um subespago fechado M de um subespago M num espago de Hilbert H, é necessario
incluir em M, todos os pontos que sdo limites na norma topoldgica de seqiiéncias em M. Os
subespacgos de R" s@o automaticamente fechados, porém isto ndo é necessariamente verdadeiro para
todo espaco de Hilbert.

Como feito para o espaco euclideano, a no¢ao do produto interno nos dd uma formulagdo abstrata
do conceito de angulo entre dois elementos do espaco; sendo assim podemos dar uma defini¢ao

generalizada de perpendicularidade como:

Definicio 2.2.14 =,y € H sdo chamados de ortogonais se (x,y) = 0, e podemos escrever x L y. Se
S C 'H é um subconjunto qualquer (em particular, se S é um subespaco) de 'H, entdo x 1 S significa
que v 1 s para todo s € S; similarmente, a notacdo S L T para dois subconjuntos S e T de 'H,

indica que todos os elementos de S sdo ortogonais a todos os elementos de T.
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Sejam A e B dois subespacos de H tal que H = A + B, isto é para cada h € H existeuma € Ae
umb € Btalque h = a+ b, Se A 1. B podemos escrever H = A & B e dizemos que H é a soma
diretade A e B.

O complemento de um subespago M de V), € definido como:
Mt ={veV| vl M}. (2.5)

Podemos provar que M+ é também um subespaco de V.

Um dos resultados mais importantes da geometria dos espacos de Hilbert, € o chamado de teorema
da projecdo que, em espacos de dimensao finita simplesmente formula que o caminho mais curto de
um ponto ao plano estd localizado numa reta perpendicular ao plano que une o ponto ao plano. O

teorema da projecao generaliza este resultado aos espacos de Hilbert.

Teorema 2.2.15 Seja M um subespaco proprio do espaco de Hilbert H, e seja x elemento de H.

Entdo x pode ser decomposto de forma tinica como

T=Y+z (2.6)

ondey € M e z € M*. Mais ainda para todo v € M, temos

[z =yl < llz =l 2.7)

com igualdade somente quando v = y. Isto estd representado na Figura 2.1.

Prova: Caines (1988) Dado que MUM* = ‘H, z pode ser representado como em (2.6). Suponhamos

que z tenha mais de uma representacio; sejam duas delas dadas por
T=Y+2=Y2+ 2 (2.8)
onde y1, 72 € M e 21, 25 € M. De (2.8) temos
Y1 — Y2 =22 — 21 (2.9)
ondey; —ys € Me z — 2z € M*; de (2.9) temos
(Y1 — 2,1 — ) = (Y1 — Y2, 20 — 21) =0 (2.10)

ou
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Fig. 2.1: Projecdo Ortogonal.

portanto y; = y». Seguindo um procedimento similar concluimos que z; = 29, que € uma contradicao.

Para provar que ||z — y|| = min,e ||z — v|| definimos:
h = min ||z — v|| > 0. (2.12)
veEM
Pela igualdade do paralelogramo temos:
4 olf* + flu = v))* = 2 Jul® + 2 lo]* (2.13)
eseu =Y, — T,V =1y, — T, temos:
1y + Y — 220" + N[y = Yml* = 250 — 21> +2 g — ]* (2.14)

Analisando o primeiro termo da equagdo acima temos:

1 2
o+ = 2017 = 4| 30+ ) — o 2 42 @15
dado que 1(y, + ym) € M, de (2.14) e (2.15) temos:
1 2
! Hi(y" +Um) — || =2y — 21+ 2[lym — 2" = [[yn — ymll* > 45 (2.16)
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ou
||yn_ym||2 SQHyn_x||2+2||ym_z||2_4h2 (2'17)
dado que ||y, — z|*> > h2 e |lym — z||* > h2, podemos escrever
lyn = z)|* = h* + €1, |lgm — 2" = h* + e, (2.18)
para algume; > 0 e ey > 0. De (2.18) em (2.17) temos:
[Yn — ymll> < 2(21% + €1 + €2) — 4h% = 2(e1 + €2) (2.19)
lyn = ymll” < € (2.20)

onde € = 2(€1 + €3). Assim y,, € uma seqiiéncia de Cauchy e existe um y € H tal que ||y, — y|| — 0.

Dado que M é fechado, y € M, e ||y, — x|| = h pela continuidade do produto interno. Mostraremos

agora que (z — y) L M. Suponhamos que x — y ndo é ortogonal a M. Entdo existe um w € M tal

que
<z —y,w>=r>0.

Agora para qualquer ¢, y + cw € M assim de (2.12) temos:
|z = (y + cw)l| = h = [lz -yl

dai

0< o~ (y+ew)’ — e -y’ = llz—yl* - 2c <z —y,w >+ |wl|® — |z — y|

—2c<x—y,w>+|w|> >0

ou
2
A |w||® > 2c < x—y,w>=2cr
2
c|lw||” > 2r
como c € arbitrario podemos tomar por exemplo ¢ = ——; temos entdo

[[wl]

r > 2r,

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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que é uma contradicdo. Assim z = x — y deve pertencer a M. Isto completa a prova.
|

A componente y € M da decomposicdo anterior € chamada de projecdo ortogonal de x em M,

que ¢ denotada por

y = (z|M). (2.28)

Seja M um subespago de H e x € H. O (tinico) elemento y € M talque x = y + z com z 1. M é
chamado de projegdo ortogonal de = em M, e é denotado por (z|M).

No caso em que M ndo seja um subespaco proprio de H, obtemos simplesmente que z = 0 e

O teorema anterior mostra que a proje¢ao ortogonal de x em M esta caracterizada pela proprie-
dade de que || — w||, com w € M, € minimizada em w = (z| M).

A seguir s@o provadas e interpretadas geometricamente algumas propriedades das varidveis alea-

torias.

2.3 Interpretacoes geométricas de algumas

propriedades das variaveis aleatorias

Nesta Secdo resultados basicos de processos estocdsticos estaciondrios gaussianos sao revistos de um

ponto de vista geométrico. Esperancas condicionais sdo vistas como projecdes ortogonais.

Teorema 2.3.1 Sejam x e y dois vetores aleatorios de dimensoes n X 1 e p X 1 com médias zero, e

seja o vetor aleatorio com média e covaridncia Y |. Entdo o vetor
) 0 ve Ly
=1 =YX,y (2.29)
€ independente de vy , tem média zero e autocovaridncia
Yow = Nga — Uy, E (2.30)

Prova:E(z) = E(x — X, X, y) = E(x) — X)X, E(y) =
Cov(z,y) = E(zy) = E ((x — Xy X0 y)y) = E(zy) — Zmyz 'E(yy') = 0.
Y.. = B(z2) = E ((x — S0y 25,0 y) (x — S0y X0 y) ) = B ((z — S0y 50 y) (2 — /'S, 500))
:E(( -3, Zyyyaj —zy'y, 12 + X, Zyyyy’Z 13, )
= Yoe — Loylyy Bye — Loy, 12 + Zay Xy By Xy By = Law — Loy Xy, Tye
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Span(x,y)

b Span(y)*

Fig. 2.2: Representacdo do espaco gerado por duas varidveis aleatérias por meio de duas varidveis
aleatdrias independentes.

A interpretacao geométrica desta propriedade estd ilustrada na Figura 2.2. Notemos que a varidvel

aleatoria z é independente de y, e que o espaco span(x,y) = span(y, z).

Teorema 2.3.2 Sejam x e y vetores aleatorios gaussianos n X 1 e p X 1 com média nula e autocova-
ridncias Y, e X, e covaridncia conjunta Y,,. A esperanga condicional de x dado y é também um

vetor aleatorio gaussiano com média
E(l‘|y) = nyzy_yly
e covaridancia condicional:
Z:c|y = COU(ﬂy) =F [(ZL’ - E(x|y)) (ZL’ - E(l‘|y))/} = E:c:c - Z:cyzy_ylgyx (231)
comy e x — E(x|y) independentes.

Prova: Da equacdo (2.29) definimos o vetor:

[ < ] _ [ L= Emyzgyly ] _ 1 _EJB?JE;; ] [ . ] (2.32)
Yy Yy 0 I y
ou
-1
[x] o ] [Z] (2.33)
y 0 I Yy




16 Projecoes Ortogonais e Espacos de Hilbert de Varidveis Aleatorias

Sejam a funcdo de densidade conjunta de x e y dada por:

’

n+p 1
p(z,y) = (27?)_%(det E)_% exp | —= [ v ] »! [ o ] , (2.34)
2|y Y
onde
EfE(E EZE
Y= v ] (2.35)
Yyr Dy

e a densidade de y dada por:

_p 1 1.,
ply) = (2m) 2 (det X,) 2 exp <—§y Zyyly) ) (2.36)
Seja
A B
= . (2.37)

entdo de 2.35 e 2.37 temos:

A B Yoz Day B I 0
B C|| % By | |01
dai temos
1) AY,,+BY, =1
2) A¥,,+B%, =0
3) BY,+C¥,=0
4) B'Y,, +C%, =1
onde

A= (Zm — nyZy_;Zyx)_l
B=-¥_%,,C=—-A%,% ]
C= (Eyy - Zywzgxlzry)_l

Analisando o expoente da equacgdo (2.34) e tendo em conta as equacdes para A ,B, e C' temos

HEHEE )

/

A B
B C
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T o o][Aa B[ ]
Cly | [ 5)Se I B Cl]o I y
/ A B 1
. z E;;ZyxA 4 B/ ] nyzyy z
Y SU8.B+C |0 1 y
0
, 0
_ [Z] AY,, S L+ B [Z]
Y _ Y
0 %,)8,.B+C
A 0
z — z
_ ¥y Sy B+ C
y 0 - y
Eyy
/ X
N 7 T —T 0 i
=, (Bae — ZayXyy i) y
0 Zyy
e o
B = & (2.38)
Y 0 X, Yy
A funcédo densidade de probabilidades condicional p(z|y) é dada por:
"o o
(27) 2" (det £) 72 exp (‘% [ ) S, [ . ])
aly) = P28 _ il Sl
P(y) (2m) 5 (det )77 exp (—54'S5,0y)
plaly) = DY) _ @m) (et )E exp (5(82 1y )
p(y) (2m) "% (det ) 2 exp (—5/%5,y)
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n 1 1
plely) = (2m) (et 220) e (32322 )

pois
detY  det(Xgr — Xpy Xy, Nye) det By,

= — det 3.
det X, det s, ¢

Concluimos entdo que a probabilidade condicional p(z|y) é gaussiana de média E(z|y) = X, %, 'y
e covariancia Xgy) = Yoo — nyZ;ylZyx. A independéncia de y e + — E(x|y) decorre do teorema

anterior.

A interpretagdo geométrica deste resultado € idéntica a mostrada na Figura 2.2.

Teorema 2.3.3 Sejam x,u e v vetores aleatorios com médias zero e distribuicdo conjunta gaussiana,

com u e v independentes. Entdo

E(z|u,v) = E(z|u) + E(x|v).

. A covarian-
)

cia entre z e y € dada por:

. u ~ A
Prova: Sejay = [ ] , entdo a sua autocovariancia é Cov(y) = X, = [

Cov(z,y) =%,y =FE (x

dai temos

E(zly) = B(|u,v) = Sy X,y =

o0
[ S o ]| T U = TS+ S ssle = B(elu) + Bal).
0 3} v
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Este resultado € interpretado geometricamente na Figura 2.3.

X

" Span(u,v)

5@@@@@,,

Fig. 2.3: Projecao ortogonal de uma varidvel aleatéria num espaco gerado por duas varidveis aleato-
rias independentes.

Teorema 2.3.4 Sejam x,u e v vetores aleatorios gaussianos com médias zero, ndo necessariamente

independentes entre si. Entdo
E(zlu,v) = E(x|u,v) = E(z|u) + E(x]0),

onde v = v — E(v|u).

Prova: Ver Astrom (1970).

A interpretagdo geométrica deste teorema estd dada na Figura 2.4 .

As interpretacOes geométricas dos teoremas anteriores s@o intuitivamente iguais as feitas para os
espacos euclideanos. Para ilustrar este fato consideremos duas varidveis aleatorias x e y de médias
zero. Definimos seu produto interno como < z,y >= cov(z,y) = E(xy); a norma é dada por
|z||* =< z,x >= E(2?); sejam I, = Span(z) e I, = Span(y) os espagos gerados pelas varidveis x
e y. O cosseno do angulo entre os espagos € dado por

<zy>

cosf = .
2| [lyll

A varidvel estocdastica x € representada como um vetor ao longo de [, com seu comprimento dado por
||| = /E(2?) e a varidvel aleatéria y é representado por um vetor ao longo de [, com comprimento
Iyl = v/E(y?) . A projegiio de = no espago [, é igual a esperanga condicional E(z|y) = D ey Z;yl Y,
como visto anteriormente. Ilustramos este fato na figura 2.5.
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Span(u)

Fig. 2.4: Esperanca condicional de x dadas as varidveis aleatérias u e v, ndo necessariamente inde-
pendentes.

8
>\

E(xly) !

o
Y
\

Fig. 2.5: Interpretacdo geométrica da projecdo de = sobre y como a esperanga condicional.

2.4 Espacos de Hilbert de Variaveis Aleatorias

Seja (€2, B, P) um espago de probabilidades. Consideremos o espago vetorial de todas as varidveis
aleatdrias reais de valor escalar quadraticamente integraveis sobre (2, B, P). Isto é, todas as varidveis
aleatérias tais que E(z?) < oo. Definimos o produto interno como < x,y >= E(zy) e a distan-
cia como d(z,y) = ||z —y|| = E[(z — v)?]. Se ||z, — || — 0 quando n — oo, dizemos que
{zn;n € Z, } converge em média quadratica; e escrevemos lim,,_,, =,, = z. Agora fazemos o artifi-

cio de utilizar uma varidvel aleatoria = para denotar a classe de equivaléncias das varidveis aleatorias
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sobre (2, B, P), onde y € equivalente a z se E[(z —y)?] = 0, isto é, x denota o conjunto de varidveis
aleatdrias que sdo idénticas a y com probabilidade um. Entdo obtemos a desejada propriedade (i)

do produto interno,isto é

x —y|| = 0 < z = y; as propriedades (i) e (7i7) estdo também garanti-
das, e assim o espaco das varidveis aleatérias forma um espaco Pré-Hilbert que denominaremos por
L?(2, B, P). Em Caines (1988) € provado que este espago é completo, portanto L?(2, B, P) é um
espaco de Hilbert.

Para um dado processo estocdstico escalar {z;;t € T'} sob (€2, B, P), consideremos o conjunto de
todas as combinagdes lineares finitas S~ | oz, o € R satisfazendo a condigio E(3-N  azxy,) <
oo. Denotamos este espago por H. Definindo o produto interno como < z,y >= FE(xy) para todo
r ey € H, este espago é Pré-Hilbert. Porém como L?(Q2, B, P) é um espaco de Hilbert, o limite
em média quadratica de uma seqiiéncia de varidveis aleatérias € uma varidvel quadraticamente inte-
gravel; incluindo todos os limites em H obtemos um espago de Hilbert gerado pelo processo = que
denotaremos por H*. Este processo é também descrito como o espaco gerado por x, freqlientemente
escrito como Span{z;t € T'}.

Os resultados acima podem ser estendidos para processos estocasticos multivariados. Seja x €
R? um processo estocdstico, entdo o conjunto de todas as combinagdes lineares finitas do processo

estocastico multivariado € definido como

p N

E ,E :O‘i,jxti,j

j=1 i=1

sempre que

p N 2

E Z Z Q; &y, | < 00,

7j=1 i=1

onde xy, ; € a j-ésima componente de x;,, [N € o numero de varidveis aleatdrias envolvida na combi-

nacdo linear finita e o; ; € R. Mais ainda, se x for tal processo e se ‘H} denota o espaco de Hilbert

gerado por {z; s < tcom s,t € T}, temos
HY CHE CHY C L*(Q,B,P), t<t; comt,t' €T.

Notemos que para t € 1", Hy € um espaco de fungdes escalares e que cada uma das n componentes
da varidvel aleatdria y de dimensdo n, estd contida em Hy, isto é, y; € H, 1 < i < n, se e somente
sey € {HZ HE, -~ H"}, onde {H?, HZ, -, H*} denota o conjunto de varidveis aleatérias de di-
mensdo n, tal que cada uma das suas componentes estejam contidas em ;. Neste caso escreveremos

somente y € Hy e diremos que y estd em H;. Esta é a notacido padrdo usual que porém pode causar
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confusio.

Seja 'H o espago de Hilbert gerado por algum conjunto de varidveis aleatdrias, e seja v um vetor
composto por n varidveis aleatérias contidas em H. Seja M C H um subespago de H. Denotando
por (v| M) ao vetor de n componentes composto pelo conjunto de projegdes ortogonais (v;| M),

1 <1 < n (projegdo ortogonal de v; em M ), entdo (v|M) é dado por

M) = M) (M) - () |

Sejam z € R? e y € R? duas varidveis aleatdrias vetoriais com componentes em H. Definimos seu

produto externo como

E(x'y') - E(z'y?)
E(zy') = : : ,
E(xpyl) - E(xpyq)

onde z'e 4/, com 1 < i < p,1 < j < ¢, sdo componentes das respectivas varidveis aleatdrias.

No caso de p = g a norma da varidvel aleatoria vetorial « € dada por

|23 = Trago {E(xa’)} = ) El(a")?).

i=1

2.5 A decomposicao de Wold e o teorema de Kolmogorov - Wie-

ner - Masani

A decomposicdo de Wold nos permite ver a parte puramente nao deterministica de qualquer processo
estocdstico estaciondrio como a saida de um sistema linear invariante no tempo excitado por um
processo estocdstico estaciondrio ortogonal no sentido amplo. As referéncias importantes desta Se¢ao
sdo Wiener e Masani (1957, 1958), cujas fontes originais estao no livro de Wold (1938) e nos trabalhos
Kolmogorov (1939, 1941); aqui seguimos o livro de Caines (1988) para a exposicao desta Secdo. A
idéia bésica € a seguinte: suponhamos que uma varidvel aleatdria escalar z,, esteja contida no espago

‘H.,., € que nao esteja num subespaco préprio H,,_; de H,. Pelo teorema da projecao temos

Ty = (xn|Hn—1) + 62

onde e 1 H, 1 e Z,_1 = (v,|H,_1) é a projecdo de x, em H,,_;. Seja H,,_o um subespaco de

‘H,,_1, entdo podemos decompor z,,_; como



2.5 A decomposicao de Wold e o teorema de Kolmogorov - Wiener - Masani 23

i’n—l - (i‘n—1|Hn—2) + ei—l,

onde e¢? _; 1 H,_»; entdo podemos escrever x,, = (Z,_1|H,_2) + €% + e _,. Repetindo sucessiva-
mente este procedimento produzimos um conjunto de vetores ortogonais {ef; k < n}. A decompo-
sicdo de Wold de z,, é justamente a representacdo de x,, € H,, utilizando esse conjunto de vetores
ortogonais juntamente com 0 espacgo MNyeczH,, .

Podemos construir uma seqiiéncia de espacos associados a um processo estocastico = de p com-
ponentes, onde E(> xtzl) < oo paratodo t € Z, como segue:

Seja H,, = Span(x,, x,_1,- ). O espago definido como H_., = N,ezH,, é chamado de espago
passado remoto de x. O espago gerado pelo processo estocdstico x € entdo definido como H,, =
UnezHn = Span(---,x1,x9,x_1,+--). Dizemos que um processo = é deterministico se e somente
se para todo n temos x,, € H,,_1, caso contrdrio € ndo deterministico. Mais ainda, dizemos que um
processo x, diferente de zero, é puramente nao deterministico se H_,, = {0}. Pode ser verificado

que isto implica que x € nao deterministico.

Lema 2.5.1 Sejam M,, os subespacos aninhados de um espaco de Hilbert 'H, isto é M,, C M,
paratodon € Z. Seja M _., = Nyez M, entdo

1. paratodo h € H temos
(WM ) = Tim (hIM,),

2. Seja M, = Upez M, entdo
(h|Moo) = lim (h|M,,).

3. Seja {ex; k € Z,} um processo estocdstico ortogonal estaciondrio no sentido amplo, de p
componentes, no espago de Hilbert H. Seja E(e,e;) = X5, a matriz de covardncias de (ey), e
seja £ = Upez, £, , onde £, = Span(er; 0 < k < n). Seja h um vetor de ¢ componentes em

H. Entdo (h|E) tem uma representacdo dada por

(hl€x) = Agey,
k=0
onde A; € uma matriz ¢ X p que satisfaz

A representagdo € Unica se > > 0.
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Prova: Ver Caines (1988).

Definicao 2.5.2 O processo e, definido por
en =Tp — (xp|Hpo1), n € Z,

é chamado de processo inovagao (linear) do processo x. Se E(enel) > 0 paratodon € Z, o processo

é dito ser de posto completo.

Lema 2.5.3 Seja N,, = Span(e,, e,_1,- - ) o subespaco gerado pelas inovacdes de x até n, N_,, =
Mpez Ny e Noo = Upez N, entdo

1. H,, = Span(e,,epn_1,"+,€ms1) + Hp, paratodo n e m tal m < n.
2. HmJ-Span(eTu €n—1,""", em—i—l)
3. Ho=H oo+ Ny H_ooo AN e N_, = {0}, paratodon € Z.

Prova: Ver Caines (1988).

Teorema 2.5.4 (Teorema da decomposicdao de Wold).
Seja x um processo estocdstico estaciondrio no sentido amplo, multivariado de dimensdo p e seja

e o processo inova¢do de . Entdo

1. 2, = u, + v,, onde u,, = (,|N,), v, = (2,|H_s), onde u,, L v, paratodon € Z.
2. w € um processo estaciondrio no sentido amplo e tem uma representacao
o0
Uy =Y Agen_y, Vn € Z, (2.39)
k=0

onde e € um processo inovacdo do processo x que satisfaz
/
E(ese;) = Xdsy

para todo s,t € Z. Mais ainda

0< ) ANA; < oo,
k=0
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E(xge ) = E(uge_,) = ApX,

paratodo k € Z,, e
ApY =% = DA,

se o processo x é de posto completo, a seqiiéncia { Ay; k € Z, } é dnicae Ag =1 .

3. v é um processo estaciondrio no sentido amplo linearmente deterministico e
Span(v,, vp_1, ) = H_w
paratodon € Z.

Prova: Ver Caines (1988).
[ |

Uma importante implicacdo do teorema anterior € que x pode ser escrito como a decomposi¢do de
Wold (dada na Figura 2.6)

Ty = ZAken_k +v,, VneLZ,

k=0

onde e € um processo ortogonal estaciondrio no sentido amplo que é ortogonal ao processo determi-
nistico v. Se x é puramente ndo deterministico, isto é se H_,, = {0}, entdo v,, = 0 paratodon € Z
e assim temos

[e.e]

T, = ZAken_k Vn € Z,

k=0
representacdo esta que € freqiientemente chamada de representacio infinita média mével (MA). Ob-
servamos que esta relacdo pode ser interpretada como a saida de um sistema linear invariante no
tempo, tendo como entrada o processo inovagao e € como a sua saida o processo x. Interpretamos as

matrizes A; como matrizes resposta ao impulso do sistema.
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Fig. 2.6: Decomposi¢do de Wold.



Capitulo 3

Representacao de Estado e Propriedades de

Sistemas Lineares Estocasticos

3.1 Introducao

Uma boa parte desta Tese trata de sistemas dindmicos de tempo discreto, tanto no contexto determinis-
tico quanto no estocdstico, por esta razdo trataremos quase que exclusivamente deles neste Capitulo.
Nao estamos interessados num tratamento geral deste assunto. Existem varias formas de representar
um sistema dindmico, mas ndo pretendemos abordar todas elas, sendo aquelas que utilizaremos na
Tese; também o grau de abstragdo e/ou de formalismo serdo as menores possiveis; se o leitor quiser
se aprofundar pode recorrer a vasta literatura existente nesta area; sempre que possivel daremos al-
gumas referéncias no ponto adequado. Tratando especificamente de sistemas lineares estocdsticos,
podemos nos perguntar porque estudar este tipo de sistemas, pois, geralmente, os sistemas reais nao
sdo lineares. Acontece que, para alguns casos, os modelos lineares t€m-se mostrado eficazes, seja
para a identificacdo do sistema, seja para o controle do mesmo, dentro de um intervalo de estudo.
Outra vantagem € a excelente teoria existente no campo dos sistemas lineares, tanto do ponto de vista
tedrico como do pratico, pois existem poderosas e robustas ferramentas computacionais que auxiliam
o projeto de controles para estes sistemas. Para um sistema real, o seu modelo dindmico linear nos
fornece somente um comportamento aproximado do real, sendo assim, existe uma incerteza quanto
ao comportamento verdadeiro do sistema. Os modelos estocdsticos permitem, de certa forma, conta-
bilizar esta incerteza, bem como consideram as perturbagdes aleatorias internas do sistema real. Os
modelos no espago de estado de sistemas estocdsticos consideram as incertezas de modelagem e de
pertubacgdo por meio sinais aleatdrios (processos estocdsticos) colocados nas suas equagdes de estado
e de saida. Para facilidade de estudo e de projeto, os processos estocasticos adicionados devem ser os

mais simples possiveis. Nesta Tese as consideramos processos aleatérios ruido branco gaussianos.

27
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Neste Capitulo estudamos algumas representacdes e as propriedades dos sistemas dinamicos li-
neares estocdsticos estaciondrios. Damos énfase a representacdo no espago de estado, assim como
estudamos algumas de suas propriedades importantes. Para sistemas discretos fazemos um estudo de
passividade e positividade real com aspectos que consideramos contribui¢des desta Tese, parte vista
neste Capitulo e parte no Capitulo 4. Abordamos alguns conceitos de Sistemas Dissipativos e suas

propriedades, visando sua aplica¢do nos sistemas estocasticos.

3.2 Representaciao de Sistemas Dinamicos Discretos no Espaco

de estado

Entende-se por um sistema dinamico um objeto matemético (modelo abstrato) ou fisico (concreto)
que, no transcurso do tempo recebe informacao, guarda-a na memoria e somente a restitui em fungdo
da que foi recebida (causalidade). As nocdes de entrada, estado e saida correspondem respectiva-
mente ao que foi recebido, memorizado e restituido. Um sistema dindmico pode ser concebido como
uma transformacgdo dindmica das entradas nas saidas. Tal transformacao é qualificada de dindmica no
sentido que € uma transformac¢do de fun¢do em func¢do (e nao de valor instantaneo em valor instan-
taneo, como no caso dos sistemas estaticos ou sem memdria), e € uma transformacao causal porque
somente as entradas passadas sdo suscetiveis de agir sobre as saidas presente e futura.

Estudamos duas formas de representacdo matematica de sistemas dindmicos: a representa¢ao
entrada-saida e a representacdo no espaco de estado. Apresentaremos estas representacoes de forma

construtiva, assim comegaremos pela representacdo de um sistema deterministico.

3.2.1 Sistemas lineares deterministicos

Seja S um sistema discreto linear multivariavel invariante no tempo, e sejam u; € R™ a sua entrada
no instante t € Z e y; € RP a sua saida no instante t € Z. E bem conhecido, ver Chen (1999),
que este sistema possui uma representacdo entrada-saida definida a partir das matrizes resposta ao

impulso denotadas por h;, t = 0, +1,£2,---. A saida do sistema no instante ¢ € dada por:

Yt = Z hi—rur, (3.1

isto €, a resposta do sistema € a convolugao discreta entre h; € u;. As matrizes h, sdo também conheci-
das como matrizes de ponderacdo e desempenham um papel importante na realizacao de sistemas no
espaco de estado, assim como também na identificacdo dos mesmos. Uma representacao do sistema

no espago de estado tem a forma:
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Tir1 = A.Tt + But (32)
yy = Czy + Duy, (3.3)

onde x; € R™ € o vetor de estado e as matrizes A, B, C' e D sdo matrizes constantes de dimensdes
apropriadas. Aplicando a transformada Z a equagao (3.1), considerando as condi¢des iniciais nulas,

obtemos a seguinte representacdo entrada-saida no dominio da freqii€éncia:

onde Y(z) = Z(y;) = > oo Ytz "5 H(z) e U(z) sdo definidos de forma equivalente. A fungio
H(z) é conhecida como a fung¢do de transferéncia do sistema e € dnica. Aplicando a transformada Z

as equagoes de estados tem-se

H(z)=C(zI —A)™'B+D

isto é, pode-se obter a funcdo de transferéncia do sistema a partir das matrizes de estado do sistema.
Uma parte da teoria de sistemas lineares estd relacionada com a realizacdo de uma funcao de transfe-
réncia, que consiste em: encontrar uma ou mais representacdes no espago de estado a partir da funcao
de transferéncia do sistema. Quando tratamos de sistemas discretos existem muitos algoritmos com-
putacionais que calculam estas matrizes; posteriormente veremos que € possivel, através de dados de
entrada e saida medidos do sistema, construir e/ou calcular as matrizes de ponderacdo do sistema,
sendo assim, ao encontrarmos as matrizes do sistema estaremos resolvendo o problema da identifica-
cdo de sistemas lineares. A tendéncia atual tanto na identificacdo como na sintese de controladores

para sistemas lineares envolve uma interac@o entre estas formas de representacao.

3.2.2 Sistemas lineares estocasticos

Vamos definir os Sistemas Lineares Estocésticos no espaco de estado construtivamente, definicdes
mais gerais e com mais rigor matemético podem ser encontradas em Caines (1988); R. E. Kalman e
Arbib (1969); Willems (1986); Kumar e Varaiya (1986). Para contabilizar a incerteza na modelagem
e/ou as perturbacdes externas do sistema, agregamos um termo na equagao de estado que pode ser

considerado como uma entrada sobre a qual ndo se tem nenhum controle:

Tir1 = Al’t + But + Wy. (34)
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O vetor de perturbacdo w; € R" € uma varidvel aleatéria de média nula e dimensdo n, e a seqiiéncia
(wy, t = 0,£1,£2,--+) é um processo estocdstico ruido branco gaussiano. Uma definicdo mais
formal € dada em Kumar e Varaiya (1986). Quando ¢ feita a coleta de dados de saida de um sistema
real, pode existir algum erro na medida deles, seja pelos dispositivos de medida utilizados, influéncias
externas na hora da medicdo, ou mesmo pelas falhas humanas. Sejam y; o valor medido da saida e
z; 0 seu valor exato; definindo o erro de medida no instante £ como v; = y; — 2, entdo a equagao de
saida com erro de medida é y; = 2; + v;. Se a medida exata € dada por z; = C'x;, entdo podemos

€screver

Yy = Cl't -+ . (35)

Sem perda de generalidade a componente da transmissao direta Du; € omitida. O vetor v; € uma

varidvel aleatdria de média nula e dimensao n, v, € R™, e a seqiiéncia (v;) é um processo estocdstico

. . . ~ Wy
ruido branco gaussiano. Definimos o vetor de erro e perturbacdo como e; = , sendo que
Uy

Ele;] =0, paratodo t e
W Q S
Ele.é] = E [ wi | p=du ol (3.6)

onde 4 € a funcdo delta de Kroneker. Definido desta maneira, e; € um processo estocdstico ruido

branco gaussiano de média nula e covariancia dada por (3.6). Também supomos que
Elusw;] =0 Elug;] =0,

para todo ¢, s € Z. A importancia dos modelos no espaco de estado é reconhecida em muitos traba-
lhos e em diferentes areas de conhecimento, ver R. E. Kalman e Arbib (1969); Caines (1988); Kumar
e Varaiya (1986); Siljak (1991), por exemplo. Estes modelos nos possibilitam enxergar as caracteris-
ticas internas e externas do sistema. O estado contém todas as informagdes das entradas passadas do

sistema que sao relevantes para as saidas futuras.

A partir da representacdo (3.4) e (3.5), pode-se encontrar outra representacdo no espacgo de estado

da forma

Tyl = Allft + But + Kft (37)
Yt = Cl’t + &4, (38)

onde ¢; € um processo ruido branco. A representacdo (3.7) e (3.8) é denominada representagdo
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inovativa ou modelo inovativo do sistema, onde ¢; € a inovagdo, ver Caines (1988); ela é muito
usada nesta Tese. Na proxima Se¢do estudaremos algumas propriedades de sistemas estocdsticos

representados por modelos lineares no espago de estado.

3.3 Propriedades de sistemas lineares estocasticos

Para facilidade de estudo, nesta Se¢ao supomos que as varidveis aleatdrias sao gaussianas. Se z € R”
€ uma delas, entao estd perfeitamente caracterizada se conhecemos sua média e a sua covariancia. Ela
serd denotada por z ~ N(z,%) ou p(z) ~ N(z,X), onde z é a sua média e ¥ a sua covariincia. Sua

funcao densidade de probabilidades é dada por:

1

Y8 ()
[(2m)n )72

p(z) = exp 27
onde |X| = det().

Seja o sistema linear estocastico dado pelas equacdes (3.4) e (3.5), onde supomos que w; ~
N(0,Q) e v; ~ N(0, R), supomos também que a condicdo inicial é zy ~ N(mg, %), e é indepen-
dente de wy e vy, t = 0,1,---. Supondo que em ¢t = 0 o vetor de estado seja zq, de (3.4) e (3.5) o
estado do sistema, no instante ¢, para a seqiiéncia de entrada conhecida (u;, t > 0) e para o processo
estocdstico ruido branco (wy, t > 0), é dado por:

t—1

v = Alzg + Y A7 (Buy + wy). (3.9)

1=0

Se a média do estado z; é definida como m; = E[z,]; de (3.4) a seqiiéncia dos valores médios é
M1 = Amt + But.

De (3.9) a solugdo explicita para a média é dada por

t—1
my = A'mg + > A Bu, (3.10)

1=0

Definindo a covariancia do estado x; como E{(x; — my)(z; — my)'} = %4, a equag@o recursiva das

covariancias do estado pode ser calculada como:

i1 = E{ (w1 — mu) (@1 — mypa) = E{[A(z —my) + w][A(z, —my) +wy) =
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= E{A(l’t — mt)(xt — mt)/A/ + A(l’t — mt)wé + 'lUt(..'lft — mt)/A/ + wtwé}
= AE{(I’t — mt)(xt - mt)'}A' + E{wtwg} = AZtA, + Q
Yy = AN A + O, G.11)

com a condicdo inicial ¥q = Cov(xg). A solugdo explicita da equagdo acima pode ser obtida de (3.9)
e (3.10), e é dada por

t—1
Sp = ATS(A) > ATTIQAN T (3.12)
1=0

Definindo [ = t — ¢ — 1, e considerando que [ =t — 1 parai = 0,eque !l = Oparai =t — 1, a

equacao (3.12) pode ser escrita como

t—1
T = AT (A) + > AQA). (3.13)

1=0
Observemos que a solug¢do explicita (3.13) envolve a avaliagdo de A’. Suponhamos que A possa

ser diagonalizada por meio de uma transformacao de similaridade da forma

M O - 0
Xo --- 0
TAT = A = ’ e
0 O An
onde, sem perda de generalidade, supomos que os autovalores de A, \;, ¢ = 1,---,n sdo distintos;
sendo assim A’ pode ser escrita como
(X0 oo 0]
t
. 0 X - 0 o
[0 0 N

logo, quando ¢ — +o00, a primeira componente de (3.13) se anula; portanto podemos escrever

lim 3 = S, = »_ A'Q(A'), (3.14)
=0

t—o0

que € uma matriz semidefinida positiva; (3.14) pode ser escrita como
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Yo = Q+ ) AQAY =Q+ Y ATIQAYT! =
=1 Jj=0

Yo =Q+ A {Z AJQ(A’)J} A =AY A +Q, (3.15)
j=0

a equacdo (3.15) é achamada equacao discreta de Lyapunov; esta equacdo possui solugdo tnica desde
que a matriz A seja estavel; a solu¢do encontrada é uma matriz semidefinida positiva, ver Kumar e
Varaiya (1986).

Sem perda de generalidade vamos supor que E(x;) = 0, para todo ¢; entdo podemos calcular a

covariancia de saida do sistema como:

By, ;} = E{(Cx; +v)(Cayj + v )} =
E{C’xt:ci_jC' + Cxtvz_j + Utmg_jC' + v} =
= CElryx,_;]C" + CE[zv—5] + Elviry_;]C" + Elveve_j].
Analisemos esta expressdo para 7 > (. Para j = 0, temos
E{ywy,} = CElz3]C" + CElrv] + o] C' + Elogy] =

- CZtC, + R,

para j > 0 temos
E{yw;_;} = CE[vr; ;]C" 4+ CElxw;_j] + Elva;_]C" + Elvw;_], (3.16)

o terceiro termo desta expressao € zero, pois v; ndo estd correlacionado com os estados passados; o
quarto termo é também nulo, pois (v;) é um processo ruido branco. Primeiramente encontraremos

uma expressao para x;_;. Seja

= Az + Buy_1 +w_q =

= A(Axi—o + Buy—o + w—2) + Buy—y + w—y =

= A2It_2 + But_l + ABut_g + W1 + Awt_g =
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= Az(Axt—?) + Buy_g + wt_g) +Buj_1+---=

= Agl't_g + But_l + ABut_Q + A2But_3 + wy_q1 + Awt_g + A2'LUt_3

2 2
= Agl't—?, + Z AlBut_l_l + Z Alwt—l—l — ...

=0 =0
j—1 j—1
j l l
Ty = Ajl't_j + E A'Bug_1_; + E Alw_q1_y.
=0 =0

Logo

j—1 J—2
By ;) = E { <Ajl't—j + ZAlBut—l—l + ZAlwt—l—l> 932—1} =

=0 =0
j—1 Jj—1
AjE[xt_jx;_j] + Z AlBut_l_lE[xt_j]/ + Z AIE[wt_l_lx;_j] =
=0 =0
E(x,_) = A%y, (3.17)

o segundo e o terceiro elementos da equacdo sdo nulos, devido a que E(x;_;) = 0, e que os ruidos
estdo sempre a frente dos estados, portanto ndo estdo correlacionados. Logo o primeiro termo de
(3.16) ¢ C A’ ¥,_;C". Calculamos o terceiro elemento de (3.16) como:

j—1 j—1
E['Itvt—j] = E { (Axt_j + Z AlBut_l_l —|— Z Alwt—l—l> U;_j} =

=0 =0
j—1 j—1
E[xtvt_j] = AE[ZL’t_j’U;_j] + Z AlBut_l_lE[Ut_j]/ + Z AlE[wt_l_ﬂ};_j].
=0 =0

O primeiro termo desta equagdo € nulo, pois o ruido de perturbagcdo ndo esta correlacionado com o
estado no mesmo instante; o segundo termo € nulo, pois Efv;_;| = 0 para todo ¢ e j. O terceiro
termo serd diferente de zero quando t — 1 — [ = ¢ — j, isto é quando [ = j — 1; assim E[z,v;_;| =
AT Elw,_jv;_;] = A7~1S. Portanto (3.16) fica como

E{ytyzlf—]} == CAJEt_JC/ + CAj_IS, ] > 0,

resumindo:

, CX/C"+ R, 7=0
Elyy,_,] = { '

CAIY, ;C"+CAIS §>0
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Procedimento similar pode ser realizado para 7 < 0.

3.3.1 Sistemas Lineares Deterministicos Excitados por Processos Estocasticos

Consideremos um sistema linear invariante no tempo descrito pelas fungdes respostas impulsivas,
hy, t = 0,1,---. Consideremos que h, seja limitada, isto € > ,°  |h;| < oo, logo o sistema é BIBO-
estavel, ver Chen (1999). Portanto os pdlos da sua fung@o de transferéncia, denotada por H(z), estdo
dentro do circulo unitdrio no plano complexo z, isto é se £ € um polo, |£| < 1. Vamos supor que
a entrada deste sistema (w;) seja um processo estocdstico estaciondrio com propriedades probabilis-
ticas conhecidas. O objetivo € estudar quais sdo as propriedades probabilisticas que caracterizam o

processo de saida (y;).

Dado um processo estocdstico (w;) define-se a fun¢éo valor médio, ou média do processo, como

my’ = Efwy], e a sua fun¢io de covaridncias ou covaridncia do processo como Ry, = E[(w, —

[N

m¥)(w; —my’)']. Sem perda de generalidade supde-se que (w;) € estaciondrio de média nula, isto

9

my’ = 0. A sua covaridncia dependerd somente da diferenca entre s e ¢, isto é, RY, = Elwsw;] =

v, 2 RY ondel = s — t. O processo estocdstico de safda (y;), gerado pelo processo (w;) é dado

por
yo =Y hjwy =Y hjw
=0 =0

portanto a sua média sera

m{ =E(y) =E | ) hi_jw th [w,] = th jm. (3.18)
§=0

Notemos que o segundo membro de (3.18) é constante, e que para (w;) com média nula temos m; = 0.

A covariancia da saida é calculada como:

E[yt—i-lyt —E Zh Wig]— "Zwt —j —

=F ZZhnth_nw; jh; =

§=0 n=0
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Z hoE| wt+l_nw£_j]h; =

n=0

[
M2

I
o

J

=Y hElwei—nw, ]k ZZh Ry, . (3.19)

j=0 n=0 7=0 n=0
Observamos que a covariancia ¢ funcdo somente de [, a diferenca entre ¢ 4 [ e ¢, portanto o processo

de saida (y;) também ¢ estaciondrio.

Definicao 3.3.1 Uma funcio R : T x T — Ccr’ ¢ positiva se

N
Z Oé;R(tZ, tj)Oéj > 0
ij=1
para todo ty,ty, -ty € T, para todos os vetores ol = {a;; a; € CP,1 < i < N} € CMP ¢
para todo N € Z.,. R é estritamente positiva se a expressdo acima é estritamente positiva para todo
al #0. R(-,-) é simétrica se R(s,t) = R(t,s) paratodot,s € T.

Teorema 3.3.2 Quando ela existe, a covaridancia de um processo estocdstico, de posto completo, é
simétrica e estritamente positiva. Reversamente, para uma dada fungdo R(-,-), simétrica e estrita-

mente positiva, existe um processo estocdstico de posto completo com covaridncia R(-,-).

Prova Ver Caines (1988).
[ |

Seja (z;) um processo estocdstico estaciondrio com covariancia R?; do teorema anterior esta
func¢do possui as propriedades

Ry = (R%,)

N
/
Z o Ry, a; > 0.

ij=1

Uma funcdo com essas propriedades pode ser representada como

1 s
R =

T o

e“TdF (w),

onde F'(w) é uma fungdo ndo decrescente chamada fung¢@o distribui¢ao espectral de (x;); esta fungdo

pode ser decomposta em trés componentes
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onde, F,, é absolutamente continua, isto €, ela possui derivadas e corresponde a um espectro continuo.

F; € uma funcdo constante por partes e corresponde ao espectro discreto. F; é continua e constante

para todo w.
Para um processo com espectro continuo seja ¢(w) = %, entao
o
Dy(w)= D, e R
t=—o00

onde P € a densidade espectral do processo .

Fazendo z = € temos
o0
= 2 tRY
_ E i
t=—o0

onde &, (z) é transformada Z da funcdo de covarilncias de x.

Consideremos um sistema discreto linear e invariante no tempo; seja (u;) um processo estocas-
tico estaciondrio de entrada com densidade espectral ¢, (w) absolutamente continua. A dindmica do

sistema estd caracterizada pela funcao de transferéncia

z) = i hez ",
=0

onde h; sdo as matrizes impulsivas do sistema. De (3.19) a transformada Z da saida é dada por

Z(Ry ZZth n+j J

7=0 n=0

- ZZ Ry i),

7=0 n=0

utilizando a propriedade Z(x,_,) = 2~ " Z(x;), para condigdes iniciais nulas, tem-se

ou
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<Z hnz_"> D, (2)hiz) = Z H(z)®,(2)hz77

j=0

®,(2) = H(2)®,(2)H(z7"Y, (3.20)

dividindo ambos os termos por 27 é fazendo e/ = z, temos
oy (w) = H(e™)p,(w)H (e 7Y (3.21)

Em muitas ocasides tanto (3.20) como (3.21) sdo interpretadas como fun¢des de densidade espectral,
ver Astrom (1970) e Caines (1988).
Se consideramos um sistema SISO com a entrada (u,) sendo um processo estocastico ruido branco

com covariancia unitaria, ®,,(e’*) = 1, temos
®,(e’) = H(e’*)H (e %) = |H (&) % (3.22)

Supondo que a fungdo de transferéncia seja H(z) = ]]Xj(é)) ,

(3.22) pode ser escrita como

N(z)N(z"")

d,(2) = W’

logo todas as raizes de M (z), (p6los de H(z)) devem estar no interior do circulo unitério, |z| < 1 e
todas as raizes de N(z), (zeros de H(z)) devem estar no interior ou sobre o circulo unitério |z| < 1.
Todo processo estocdstico estaciondrio pode ser representado como a saida de um sistema linear
invariante no tempo com entrada ruido branco. Veremos no proximo Capitulo como podemos realizar

um processo estocdstico por meio de um sistema linear no espaco de estado.

3.4 Sistemas Dissipativos

O conceito de dissipatividade, que tem como caso particular o conceito de passividade, vem da obser-
vacdo da conduta de sistemas fisicos e € uma formalizac@o para os processos energéticos que aconte-
cem nestes sistemas. As idéias da dissipatividade surgem no campo da teoria de circuitos quando do
estudo da dissipacdo de energia nos resistores. Sistemas dissipativos sdo definidos em func¢do da tra-
jetdria entrada-saida, do comportamento das varidveis internas do sistema, e da abstracdo de “funcdes

de energia” associadas as varidveis internas (varidveis de estado) do sistema.
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O conceito de energia € muito ttil na andlise de sistemas fisicos. Muitos sistemas podem ser
estudados pelas suas fontes e perdas de energia. Tendo idéia de ganho e perda de energia, intuitiva-
mente, um sistema dissipativo serd aquele que consome energia € ndo a produz, portanto, qualquer
incremento da sua energia armazenada decorre de fontes externas. Esta defini¢do implica a existén-
cia de trés tipos de “funcdes de energia”: a “funcao de armazenamento”’, que representa a energia
armazenada no sistema, a func¢do “Taxa de Suprimento”, que representa a taxa de energia instan-
tanea injetada no sistema por fontes externas, e a “funcio de dissipacdo”. A taxa de suprimento é
interpretada como uma poténcia de entrada, denominacao herdada da teoria de circuitos.

Consideremos o circuito RLC da figura (3.1)

L Ry

V=08

1

+ &+ 8.
u() ﬁ Ry == §R3

Fig. 3.1: Circuito passivo RLC

Sejam u(t) a tensdo de entrada e y(¢) a corrente resultante. Assim a poténcia instantinea de
entrada no sistema é dada pelo produto u(t)y(t¢). Definimos como as varidveis de estado a corrente

no indutor, x1, € a tensdo no capacitor, xs. A representa¢do no espacgo de estado é:

i) | | % -1 () 1 u
wat) | | & me || w0 o
x1(t) 1
y(t):[l o] ot + ).

A energia armazenada no sistema € dada por:

V() =

Como nio existem outras fontes de energia dentro do sistema, a energia que entra no circuito, num

Lai(t) + %ng(t). (3.23)

intervalo [0, T'], serd sempre maior ou igual a energia armazenada no sistema, nesse intervalo. Mate-
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maticamente podemos escrever:

/0 w(t)y(B)dt > V((T)) — V(x(0)), (3.24)

x1(t) | : . . :

onde z(t) = (t) € o estado do sistema. Se a desigualdade € estrita teremos uma energia
T2

dissipada dada pela diferenca entre a energia de entrada ou de suprimento e a variagdo da energia de

armazenamento. Em termos variacionais a equagao (3.24) pode ser escrita como:

u(t)y(t) > V(x(t)). (3.25)

Podemos chegar a este resultado derivando (3.23) e substituindo os valores da equagdo de estado da

seguinte forma:

. 1 1
V(.T) = 5[/21’1371 + 5021’2372
R 1 1 1 1
= Lxl(—fle — Zl’g -+ EU) -+ Cl’g(al’l — R C.I'Q)
3
1
= —RQ.CL’% — ECL’% + r1u

1 1
= —Roxt — R—gm% + (y — Eu)u

dai tem-se

1 1
—x% + —u?>0.

uy — V(x) = Rgxf + R o

A equacio (3.25) é satisfeita. A diferenca acima é denominada taxa de dissipacao. A seguir enuncia-
mos as defini¢cdes bésicas dadas em Willems (1972) e Byrnes et al. (1991), para sistemas dissipativos,
assim como alguns teoremas que nos fornecem condi¢des necessdrias e suficientes para que um sis-

tema dindmico seja dissipativo.

Consideremos um sistema dinimico S, dadas a sua entrada u(¢)e a sua saida y(t), definimos uma
fungdo denominada de taxa de suprimento, w(t) = w(u(t), y(t)) que satisfaz ftil |w(t)|dt < oo, para
todo t; e ty com t; > t, isto é w € localmente integrdvel; esta funcdo pode ser interpretada como
a poténcia instantinea num circuito elétrico. Entfo a “energia” entregue, no intervalo [to,¢;] serd

ftil w(t)dt. Seja V(x(t)) uma fungdo que representa a energia armazenada no sistema no instante ¢,
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chamada de “funcao de armazenamento”; se o sistema é dissipativo, teremos

/ ot > Vi) — V(). (3.26)
to
A desigualdade acima poder ser interpretada da seguinte forma: num sistema dissipativo, a vari-
acdo de energia armazenada no sistema, num intervalo de tempo [to,t;],com ¢, < ¢;, ndo pode
ser maior que a energia fornecida pela entrada u(¢), no mesmo intervalo. (3.26) é denominada de
“Desigualdade Dissipativa”, ver Willems (1972). A abordagem a seguir decorre do conhecimento e
de consideragdes fisicas, de que o sistema € dissipativo e assim a funcao de armazenamento existe. O
fato de a funcdo de armazenamento ser definida via uma desigualdade requer uma andlise posterior.
A questdo central nesta anédlise é: “Como € definida V pela desigualdade dissipativa?” (A questdo
ndo € se a funcdo de armazenamento existe e sim como ela é). Dado que muitas aplica¢des de dissi-
patividade estdo relacionadas a sistemas nao lineares, a seguir damos algumas defini¢cdes pertinentes;
as definicdes mais formais podem ser encontradas em Willems (1972) e Byrnes et al. (1991).

Seja um sistema continuo dado pelas seguintes equagdes de estado:
= f(z,u) ze€R" ueR™ (3.27)

y=h(z,u), yeR™, (3.28)

O conjunto U/ de todas as entradas admissiveis consiste de todas as funcdes vetoriais em R™ conti-
nuas por partes. As fungdes f e h sdo mapeamentos suaves dos seus argumentos. Denotemos por

w(y(t),u(t)) = w(t) a fungdo taxa de suprimento associada com o sistema (3.27)-(3.28).

Definicio 3.4.1 Willems (1972) O sistema (3.27)-(3.28) com a taxa de suprimento w(t) é dito dissi-
pativo se existe uma fungdo ndo negativa V. : R™ — RY, chamada fun¢do de armazenamento, tal
que

ty
Via(ty) = Via(ta) < [ wly(r),u(r)dr
to
paratodo ty e ty tal que ty > to. Sem perda de generalidade, podemos supor que a fungdo V seja tal

que V(0) = 0. Se a desigualdade for estrita (<) o sistema é dito ser estritamente dissipativo.

Por definicdo o armazenamento disponivel é a quantidade maxima de armazenamento que a qual-
quer momento pode ser extraido do sistema fisico. A no¢do de armazenamento disponivel € uma
generalizag¢do do conceito de energia disponivel encontrada na teoria da viscoelasticidade, por exem-

plo.
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Definicao 3.4.2 O armazenamento disponivel V ., de um sistema fisico S com taxa de suprimento w

é definido como

V.(z)= sup —/Otlw(t)dt

Tr —

t1 >0

onde a notagdo v — denota o supremo sobre todos os movimentos comegando no estado x no instante

0 e onde o supremo é tomado sobre todas as entradas u € U.

O armazenamento disponivel € uma funcdo essencial para determinar de se um sistema €, ou nao &,

dissipativo. Isto € mostrado no seguinte teorema.

Teorema 3.4.3 Se um sistema S com taxa de suprimento w é dissipativo, o armazenamento dispo-
nivel, V,, é finito para cada v € X. Além disso, qualquer possivel funcdo de armazenamento V
satisfaz, 0 < V, < V. para cadax € X, e se V, é C°, entdo ela mesma serd uma possivel fungdo
de armazenamento. Reversamente, se V,(x) é finita para cada x € X e é C°, entdo o sistema é

dissipativo.

Prova. ver Willems (1972)

3.4.1 Sistemas Passivos

Do jeito como estd sendo contada a histdria, pode-nos parecer que primeiro surgiu o conceito de
dissipatividade e que a passividade foi uma conseqiiéncia, ou caso particular dela. O fato é que
primeiro surgiu o conceito de passividade, com a observagao da energia dissipada pelos resistores
nos circuitos elétricos, sendo a dissipatividade uma generalizacao deste conceito. Podemos definir a
passividade de um sistema por meio da notacdo e definicdes da dissipatividade.

Seja um sistema dinamico S. Denotamos o produto interno da entrada u pela saida y como
(y,u) = 0+°° u(t)'y(t)dt. Definimos a fungdo taxa de suprimento associado como w(t) = u(t)y(t).
Um sistema € passivo se ele é dissipativo com taxa de suprimento w(t) e fun¢do de armazenamento
V, satisfazendo V(0) = 0. Em outras palavras, o sistema é passivo, se existe uma fungo ndo negativa

V : X — RT, que satisfaz

V(z(t)) — V(z(0)) < /0 y(7)u(r)dr. (3.29)

Podemos fazer alguns comentérios em relagéo a esta desigualdade. Se o sistema é livre, u(t) = 0,

no intervalo [0, t], a fun¢do V é decrescente; segue-se que sistema passivo tendo fungio de armazena-
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mento positiva € estdvel no sentido de Lyapunov. Algumas vezes, € necessdrio distinguir os sistemas
passivos particulares, este € o caso dos sistemas denominados de sem perda (lossless), que como
o nome indica, sdo sistemas sem perda de energia. Neste caso a equagdo (3.29) se converte numa

igualdade: .
V(z(t)) — V(z(0)) = /0 y(7) u(T)dr. (3.30)

Existem outras defini¢des de sistemas passivos; por exemplo: um sistema € estritamente passivo
com relacio a saida se existe um ¢ > 0 tal que

(y, u) > ellyl”

Um sistema ¢ estritamente passivo com relacio a entrada se existe um escalar 6 > 0 tal que

(y, u) > 0l|ull”.

Estes sistemas sdo dissipativos com relagfio as taxas de suprimento w = v’y — €||y||* e w = vy —

d||u||?, respectivamente.

Como podemos observar, um sistema € passivo se:

o0
/ w(r) y(r)dr >0
7=0

sempre que z(0) = 0. A partir desta relacao definimos os sistemas positivo reais. O nome deve-se ao
fato a definicdo se dar em func¢@o das caracteristicas deste sistema na sua representacdo no dominio

da frequéncia. Utilizando a identidade de Parseval podemos escrever:

o= [ st = - [ VG0

- %/_: GV (Gw)U(—jw)dw = %/0 " R(GUOIUGE) P, (33D

onde H (jw) é a funcdo de transferéncia do sistema no dominio da frequéncia. Logo para que um
sistema seja passivo, a equacdo (3.31) deve ser positiva; isto acontecerd sempre que a parte real da
fungdo de transferéncia for positiva ou nula, isto é, Re(G(jw)) > 0 para todo w. Devido a este fato

estes sistemas sao também denominados de sistemas positivo reais.
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3.4.2 Sistemas discretos dissipativos

Os conceitos, definicdes e resultados de dissipatividade podem ser formalizados para o caso dos
sistemas discretos no tempo. A taxa de suprimento w também aparece associada com o sistema, mas
agora com a dinamica discreta no tempo. Adicionalmente, consideramos que para qualquer v € U, e

para qualquer condi¢@o inicial zg, w(y;, u;) € R para todo ¢ > 0. Consideremos o sistema
Tir1 = f(xt,ut), T € X, ueu (332)

= h(zg,w), yed. (3.33)

onde f e h sdo mapeamentos suaves com X C R" U,)Y C R™. Associamos a este sistema uma
funcdo denominada de taxa suprimento w(y,, u;). Este sistema é dissipativo com relacdo a taxa de
suprimento w, se existe uma fungdo positiva definida V, com V : X — R* e V(0) = 0, chamada

de funcao armazenamento, tal que a seguinte desigualdade seja satisfeita

V(xi1) — V() < w(yg, uy), (3.34)
para todo t. Podemos escrever as desigualdades (3.34) parat = 0,1,2, - - -¢, como:

V(z1) = V(zo) < w(yo, uo)

V(l’g) — V(«T1> < w<y17u1)

V(x3) — V(z2) < w(ya, us)

V(@i1) = V() < w(ys, ur)

somando as partes direita e esquerda dessas desigualdades temos:

t
V(z) = V(wg) <Y w(ye, w). (3.35)
=0

Qualquer uma das expressoes, (3.34) ou (3.35) pode ser entendida como a desigualdade de dissipa-

¢a0 no dominio do tempo discreto. Definicdes similares as do tempo continuo podem ser feitas.
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3.4.3 A passividade em Sistemas de Tempo Discreto

Seja um sistema dindmico S, denotamos o produto interno da entrada v com a saida y como (y, u) =

:;og w,y. Definimos a fungdo taxa de suprimento associado como w; = wujy;. Um sistema discreto
€ dito ser passivo se ele é dissipativo com a taxa de suprimento w; e a fun¢do de armazenamento
V satisfazendo V(0) = 0. Em outras palavras, o sistema é passivo, se existe uma func¢éo ndo negativa

V : X — R*, que satisfaz

t
V(z1) — V(zo) <Y upy, (3.36)
=0

Podemos fazer alguns comentarios em relacdo a esta desigualdade. Se o sistema € nao forgado,
u; = 0, no intervalo [0, ¢], a funcdo V € decrescente, segue-se que sistemas passivos tendo fungéo de
armazenamento positivo sdo estdveis no sentido de Lyapunov. Algumas vezes, € necessario distinguir
0s sistemas passivos particulares, este € o caso dos sistemas denominados de sem perda, (Lossless),
que como o nome indica, sdo sistemas sem perda de energia, isto € a equagado (3.36) se converte numa

igualdade, isto é

t
V(z1) = V(zo) = Y ujye. (3.37)
=0
Resumindo um sistema discreto € passivo se

Dy =0 (338)

t=—0o0

A partir desta relacdo definimos sistema positivo real, para o caso discreto; por analogia ao caso dis-
creto, o nome deve-se ao fato de ele ser definido em fungdo das caracteristicas deste tipo de sistemas

na sua representagdo no dominio da freqiiéncia no caso continuo.

A funcdo de transferéncia de todo sistema linear discreto invariante no tempo estd composta por
funcdes racionais polinomiais. Veremos a seguir como caracterizar um sistema passivo nas suas
diversas representagdes e estudar a relacio entre eles. O lema da positividade real discreto, também
conhecido como o lema de Kalman-Yakubovich-Popov discreto, constitui o resultado central para
a caracterizacdo de um sistema passivo (positivo real). Para expor de forma simples as diversas
abordagens possiveis da no¢do de passividade nos limitaremos a sistemas simples com uma entrada e
uma saida; em Faurre et al. (1979) um estudo similar para o caso de sistemas estocasticos continuos,

¢ feito. Sempre que oportuno a abordagem multivaridvel também sera feita.



46 Representacao de Estado e Propriedades de Sistemas Lineares Estocasticos

3.4.4 Caracterizacao da passividade por meio de uma condicao analitica da

funcao de transferéncia

Seja o sistema discreto linear e invariante no tempo
Tir1 = A.Tt + But

Yy = Cflft -+ Dut
onde y; e u; pertencem a R? e x; € R". Denotemos por h; a matriz resposta impulsiva do sistema.

Sejam U(z), Y (z) e H(z) as transformadas Z da entrada, da saida e da resposta impulsiva do

sistema dadas por:

+o00 “+00 +o00
U(z) = Z wz"t Y(z) = Z vzt H(z) = Z hiz ",

t=—00 t=—00 t=—o0
Definimos uma varidvel auxilar, g,,_; = vy, logo a equacdo (3.38) pode ser escrita como
o o0
/ !/
E Uyt = E UtGn—t = Up * Gn = wna
t=—00 t=—00

onde (*) denota a operagéo convolugdo. Se V(z) é a transformada Z de v,,, entdo podemos escrever

1 4 ) )
Un = —/ V(e dw,

2 J_.

como v, = u, * g, , temos VU (z) = U(2)G(z), logo

Uy, = i/ U(e’)G(e?) e’ dw,

2 J_.

como g, = y;, temos G(z) = 27"Y (27!), logo teremos

o = — / U(ejW)e—jwnY(e—jW)eﬂ‘wndw:2i / U()Y (%) duw.
T J -z

zg »

Como y; é a saida do sistema, temos Y (z) = H(z)U(z), logo teremos

1 " Jw —jw —jw
wn:§/ U(e“)VH(e?)U(e™*)dw

—T
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Podemos decompor H (€’“)como

H(e™)+ H(e™ ) ~ H(e™)— H(e™v)
2 + 2j

H(e¥) =

logo
Un

L [ vt [P HE) B

A parte imagindria desta integral se anula, pois U (e’*)H (¢/*)U(e™%) = U(e?*)H (e 7*)U(e™7*) ou

—Tr

Y () U(e™%) = U(e?)Y (e79%),

assim temos

. 1 /7r U() [H(ej“’) + H(e_jw)} U(e %) dw =

1 [7 , , 1 [7 . .
b= 5r | RAH@IHVEPdo = - [ Reg(@) )10,
logo
- 1 (" . ‘
S = [ Re(H(E U)o > 0 (3.39)
w=0

t=—00
Da expressao (3.39), concluimos que uma condi¢do para que o sistema seja passivo é que a parte real
da funcao de transferéncia seja sempre maior ou igual a zero. Esta condi¢cao imposta no dominio da
freqii€éncia € muito conhecida no contexto de sintese de circuitos; os sistemas com estas caracteristicas

s@o chamados de sistemas positivo reais.

Sistemas Positivo Reais discretos

Definicio 3.4.4 Uma fungdo complexa f(z) de uma varidvel complexa z é positiva real se:
1. z éreal = f(z) é real
2. para todo z, tal que |z| > 0, Re{f(2)} > 0.

No nosso contexto, f(z) é uma fungdo racional constituida de polindmios de grau finito, onde cada
um deles pode representar um sistema linear invariante no tempo. Utilizamos a convengao de que os
sistemas estdveis de fase minima sdo sistemas analiticos e ndo nulos para valores de z tais que |z| > 1,
isto € fora do disco unitdrio no plano complexo 2. A primeira condi¢ao implica que os coeficientes dos

polindmios devem ser reais, € que 0s polos e zeros devem ocorrer em pares complexos conjugados.

Definicao 3.4.5 Dizemos que um sistema discreto linear invariante no tempo é positivo real se a sua

fungdo de transferéncia H(z) é uma fungdo positiva real.
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Teorema 3.4.6 Uma fungdo racional real H(z) é positiva real (PR) se e somente se para todo |z| > 1
temos |£ZH(z)| < 3.

Prova E quase que direta, pois a parte real de H(z) e
Re{H(2)} = Re{|H (2)|e’“"®} = |H(z)| cos(£LH(z)) > 0,

logo

Re{H(z)} >0, sempreque|/H(z)| < g
Teorema 3.4.7 H(z) € positiva real se e somente se H(z)™! também é.

Prova Se H (z) é positiva real, pelo teorema anterior temos
£HET = |- LH()| = [LHEF < 5, o] 2 1

Teorema 3.4.8 Uma fungdo positiva real H(z), é analitica e ndo nula fora do disco unitdrio, |z| > 1

e portanto, é uma funcdo de fase minima.
Prova: Ver Smith (1983).

Teorema 3.4.9 Todo polo sobre o circulo unitdrio de um sistema positivo real deve ser simples com

um residuo real e positivo
Prova: Ver Smith (1983).
Teorema 3.4.10 H(z) é positiva real se e somente se:

1. Ela é analiticaem |z| > 0,
2. Os po6los no circulo unitdrio sdo simples com residuos reais e positivos

3. Re{H(e’*)} >0, paratodo 0 < w < 7.

Prova Ver Smith (1983).

Podemos concluir que um sistema linear invariante no tempo passivo € um sistema positivo real.
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Passividade e fatoracio no dominio espectral

Seja H(z) uma fun¢@o de transferéncia associada a um sistema linear discreto invariante no tempo.

Definimos a funcio de densidade espectral do sistema como:

O(2) = H(z) + H(z) (3.40)

Mostraremos, (caso SISO), que o sistema € positivo real (passivo) se e somente se a func¢do de densi-

dade espectral puder ser fatorada como:

d(z) = Wz YW(z). (3.41)

Seja H(z) = ;}Ez;, onde A(z) e B(z) sdo polindmios, temos:

Jo H(ej“) +H(e‘j"’) B 1 A(ej‘”) A(e‘j“) -
Re{H(e™)} = 5 } =3 [B(ejw) + B | =
Re{H(e/)} = 1 A(e™)B(e™7%) + A(e7*)B(¢/*)

2 |B(e)|?

podemos associar um polindmio p(w) a expressdo A(e’“)B(e ) + A(e™?“)B(e’*), dado por

p(w) £ p(e’) = A(e*)B(e ™) + A(e ) B(e™) (3.42)

Este polindmio é simétrico, pois p(—w) = p(w), e tem coeficientes reais de poténcias pares em w.

Associamos o seguinte polindmio a expressao (3.42)

se for possivel fatord-lo como
p(z) = K(z7')K(2),

onde K (z) é um polindmio de coeficientes reais, teremos:

isto é ®(z) = W(271)W(z), onde W(z) = IB(((;) Sendo possivel fatorar (3.40) como (3.41) o

sistema serd positivo real, pois ®(e/*) = W (e/*)W (e77%) = [|[W (e?*)||* > 0, portanto
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- LK (e™)]”
Re{H (")} = ————= > 0.
{ ( )} 2 ‘B(eﬁw) ‘2
Este resultado foi generalizado para sistemas com multiplas entradas e multiplas saidas (MIMO)
por Hitz e Anderson (1969); Caines (1988). Para o caso passivo existe a restricdo de que a dimensao
do vetor de entrada deve ser igual a da saida. Para sistemas mais gerais podemos utilizar a defini¢dao

e os conceitos de dissipatividade. Definimos uma Matriz Positiva Real a seguir:

Definicdo 3.4.11 (Hitz e Anderson (1969)) Seja H(z) uma matriz quadrada de fungdes racionais
da varidvel complexa z. Entdo H(z) é chamada de Matriz Positiva Real Discreta se as seguintes
condicoes sdo satisfeitas:

i) Todos os elementos de H(z) sdo analiticos em |z| > 1, isto é, H(z) é estdvel, todos os pdlos
estdo em |z| < 1.

ii) H(z) + H(z') > 0 para todo |z| > 0.

H(z) pode ser interpretada como a transformada Z da matriz resposta ao impulso de um sistema

linear discreto e invariante no tempo, com representaciao no espago de estado dada por

Tir1 = A.Tt + But (343)
Yy = Cl't + Dut, (344)

onde u,; e y; ttm a mesma dimensdo. A funcdo de transferéncia pode ser escrita como: H(z) =
C(2I — A)™' B + D. Muitas propriedades para matrizes positiva reais continuas, Anderson (1967c),

podem ser aplicadas ao caso discreto.

Lema 3.4.12 Seja H(z) uma matriz quadrada composta por funcées racionais em z, e onde todos
os seus elementos sdo analiticos em |z| > 1. Entdo, H(z) é uma matriz positiva real discreta se e
somente se sdo satisfeitas as seguintes condigoes:

i) Todos os pdlos de cada elemento de H (z) que estdo no circulo unitdrio (|z| = 1) sdo simples.

ii) H(e?*) + H(e )" > 0 para todo w real na qual H(e’*) existe.

iii) se 2y = 7“0, com wy real, é um pélo de algum elemento em H(z), e se Ky é a matriz residual

em z = z, entdo e 7“° Ky é uma matriz hermiteana semidefinida positiva.

Prova Ver Hitz e Anderson (1969).

Notemos a similaridade com o caso SISO. Novamente podemos obter uma caracterizacdo da
positividade real de uma matriz por meio da existéncia de uma fatoracdo da matriz de densidade
espectral racional ®(z) = H(z) + H(z™')’, ver Youla (1961).
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3.4.5 Método algébrico para a caracterizacdo da positividade por meio do

Lema Positivo Real

Vimos anteriormente que é possivel caracterizar a positividade real de uma fungdo através da defi-
nicdo de uma matriz de densidade espectral definida como a soma de dois fatores obtidos da fun¢do
a caracterizar, (3.40). Nesta Se¢do vamos supor que a funcdo de transferéncia, H(z), possua uma
realizagdo minima dada por (3.43) e (3.44) e que simplesmente denotaremos como {A, B,C, D}. O
método algébrico para caracterizar a positividade de uma funcao consiste em resolver um sistema de
equagoes algébricas (onde somente estdo envolvidas matrizes constantes). Se encontrada uma solu-
cao deste sistema de equacdes, a positividade real estard estabelecida. Para tal objetivo definimos o
seguinte problema a ser resolvido

Fatoracao de uma matriz de densidade espectral racional

Consideramos o seguinte problema: dada uma matriz de densidade espectral racional, na forma
(z) = H(z) + H(=""),

onde H(z) = C(zI — A)™'B + D, achar uma fatoragdo na forma
d(2) = W(zH)YW(2), (3.45)

onde W(z) = L(2I — A)~! B+ N. Narealidade pode existir uma infinidade de fatores que satisfagam
(3.45), porém em Anderson (1967a) foi provado que se existe fatoracdo podemos utilizar as matrizes
Ae B de H(z). Logo o problema se resume em encontrar as matrizes L e IV, se existirem. Para tal

objetivo precisamos provar algumas identidades, que sdo:

22l —A) P = Al —A) P+ T = (2] —A) A+ T (3.46)

prova

AT —A) 4 T = AT —A) " 4 (2l —A) (2l —A) = (A+ (2] = A) (2] = A7 = 2(2I - A)7?
(2l —A)TALT = (2] —A)TA+ (2T = A) (2l —A) = (2] = A) A+ (2T - A)} = (2] - A) 2.
Lema 3.4.13 Para uma matriz ndo singular n x n A, definindo (A")~! = A*, temos

(27— A = — AT + (2] — A*) 71 AY).
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Prova
I=—(z7" = A)A) T+ (2] = (A) ) HA) ]

= (A DI (2T AT AT = — (2 A D) [T+ (2~ AT) A = — (2 A D) [2(2] - AY) 7Y

A* — 21)

= —(z7'A* = D[z(z] — A7 = ! [2(z] — AN =L

z

A solucao da fatoracao espectral estd contida na prova do seguinte lema.

Lema 3.4.14 [Lema Positivo Real Discreto] Seja H(z) uma matriz quadrada de fun¢des racionais
em z, e que ndo tém polos em |z| > 0 e que tem pélos simples somente em |z| = 1, e seja {A, B,C, D}
uma realizagdo minima de H(z). Se para {A, B, C, D} existem uma matriz simétrica real positiva

definida P e matrizes reais L e N tais que

APA—P=-I'L (3.47)
APB=C"—I'N (3.48)
N'N =(D+D')— B'PB (3.49)

entdo a funcdo de transferéncia H(z) é positiva real discreta.

Prova
Seja o sistema
Tir1 = Aﬂft + But

yr = Cxy + Duy,

A funcdo de transferéncia para este sistema é dada por
H(z)=C(zI — A)'B+D.

Utilizando a notacgdo para a fungdo de transferéncia em termos de sua realizacdo de estado pela qué-

drupla {A, B,C, D} :
A| B
C|D |

HzY=ClE'"T-A)"'B+D=C[(z"'A'A- A YB+D

H(z)=C(zI —A)'B+ D= (3.50)

Para encontrar H(z71)’, temos:
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=CO[(A ' —I)A 2B+ D=CA (A"~ 12)""2B+D
= (—CA™ Yz — A 2B+ D.
Pela identidade (3.46) resulta

H(zY = (-CA Y[zl —AHY A+ B+ D

H(z) = (-CA Yzl -A Y A'B-CA'B+ D,

logo
H(Z—l)/ — B/(A/)—l[ZI o (A/)—l]—l[_(A/)—lc/ + D/ o B,(A,)_lc/.

Para facilidade de notagfio definimos (A’)~! = A*, entdo na nota¢do definida em (3.50) temos:

A*\ _A*C
-1\ __
U =\ o —sac

(3.51)

Sejam as fungdes de transferéncia de dois sistemas: Hy(z) = Cy(2I — A})™'B; + Dy e Hy(z) =

Co(2I — Ay)™' By + Dy. A fungdo de transferéncia para a conexdo em paralelo é
Hpy(z) = Hi(z) + Ha(2),
que na nota¢do adotada escreve-se:

A0 By
Hp(Z) = 0 A2 BQ
Ci Cy|Dy+ Dy

logo

A 0 B
D) =H(z)+H(z" =0 A —A*C’
C B'A*"|\D+ D — BAC
Aplicando a transformacdo de similaridade
I 0

P I
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temos:

| T o)A 0 T ol A 0
lpr1|lo al||l=pP 1| | PA-aPr a

1o B ] B

"l pr1|| -ac| | PB=-aC

0
_ ! A* — _ ! A* ! A*

CT_[(J BA} o _[C B'A*P BA],

como a transformacao de similaridade nao afeta a funcao de transferéncia, podemos escrever
A 0 B
O(z)=| PA-A*P A* PB— A*C’ . (3.52)

C—-BA*P BA*"| D+ D' — BAC

Supondo que ®(z) possa ser fatorada na forma ®(z) = W (z71)W(z), onde a matriz W(z) é
definida como W(z) = L(zI — A)"'B + N, notando que as matrizes A e B sdo idénticas as do

sistema, ver Anderson (1967c), temos:
D(z) = W(2YW(z) = [L(z"'T — A)"'B+ NJ'[L(z] — A)"'B + N],

Dados dois sistemas representados por H,(z) = Cy(z1—A;) ' B1+D; e Ho(z) = Co(zI—Ay) "t Byt
D, para a representacdo no espago de estado, assim como para a funcdo de transferéncia dos dois

sistemas em cascata temos:

Ay 0| B
HC(Z) = Hl(Z)HQ(Z) = Blcg Al BlD2
D\C; Cy|DiDy

De forma similar a (3.51), temos

W(Z_l)/ _ (A/)_l ‘ _(A/)_IL/ _ A* ‘ —A*L/
B/(A/)—l ‘ N/ _ B/(A/)—IL/ B/A* N/ _ B/A*L/
Portanto
A 0 B
O(2) = W(zT)W(z) = AL A —A*I'N , (3.53)
(N' — B'A*L'\L B'A*| (N’ — B'A*L')N
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igualando (3.52) e (3.53) temos
PA—- AP =-A"L'L

ou
PA— (A)'P = —(A)'L'L,

multiplicando por A" ambos membros da equagdo acima obtemos a (3.47):
APA—P=-LL.
Igualando os outros termos de (3.52) e (3.53) obtemos
PB— A*C' = —A*L'N

ou
PB— (A 'C' = —(AY'L'N

ou seja obtemos a (3.48),
A'PB—-C'"=—-L'N.

A outra expressao €
C—-BA)'"P=NL-BA)'LL

de (3.47) e (3.49), temos
C—B(A)'P=(C—-BPA) - BA)(P—-APA) =

C—-BPA-BA)'P+B(A)'APA=C—-BPA-B(A)'P+BPA

notamos que se verifica a igualdade
C—-BA)'P=C-B(A)'P

Por altimo

D+ D —B(A)'C'=NN-B(A)'L'N=NN-BA)(C" - A'PB)

D+ D' —B(A)'C'=NN - B (A)C'"+ B(A)'A'PB)

logo
N'N=(D+D')— B'PB.
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O conjunto de equagdes algébricas obtidas no lema positivo real pode ser resolvido por meio da
solucdo de uma equacao algébrica de Riccati.

Para nog¢des probabilisticas de passividade ver Caines (1988). No Capitulo 4 o Lema Positivo em
um contexto estocastico é enunciado e provado de forma que consideramos ser também contribui¢ao

desta Tese.

Aplicacao a fatoracao de matrizes de densidade espectral

Uma ampla aplicacdo desta teoria ocorre nas dreas de identificacdo de sistemas, de modelagem de
séries temporais e de modelagem de sinais estocdsticos. Como vimos na Se¢do 3 deste Capitulo, a

matriz de densidade espectral de um processo estaciondrio é dada por
y(2) = G(2)u(2)G(z), (3.54)

onde ¥, (z) é matriz de densidade espectral do processo (y;). Para modelar este processo, ele pode
ser entendido como a saida de um sistema linear invariante no tempo, com funcdo de transferéncia
G(z), ativado por um processo aleatério ruido branco, (u;), onde a matriz de densidade espectral do

ruido é ®,(z). Se consideramos que (u;) € unitério, isto é ®,(z) = I, temos:
D, (2) = G(2)G(z71). (3.55)

Geralmente, num processo estocdstico, temos somente acesso as covariancias, que podem ser calcula-
das através de dados amostrados; supondo que estas covariancias sejam {- -+ A_o, A_1Ag, AjAg, - -},

entdo a matriz de densidade espectral é dada por

D, (2) = Z Az
Podemos escrever
Ao | & ; Ao | i
®,(2) = 7+Z§OA¢ + 7+Z; A7t

sob certas consideracdes, que serdo estudadas no préximo Capitulo, ver Aoki (1990); Caines (1988).

Os somatdrios acima podem ser fatorados como

G(z) = % + Z Niz™' = C(zI — A)M + %

i=—1
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Gzt = |C(z'T - AM + ) /: ) + i Az
2 2 , !

1=—00
Com os dados acima € possivel efetuar uma fatoracdo da matriz densidade espectral através da so-
lu¢do de uma equacdo de Riccati. Notemos que neste caso a fatoragdo deve ser da forma ®,(z) =
G(2)G(z7'), e a solugdo € parecida a obtida no lema positivo real e sera abordada no préximo Capi-

tulo.
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Capitulo 4

Realizacao de Processos Estocasticos

Estacionarios

4.1 Introducao

Neste Capitulo tratamos da realiza¢do de processos estocdsticos estaciondrios no espacgo de estado.
Anteriormente vimos que um sistema linear invariante no tempo excitado por um processo estocastico
define um sistema estocdstico, neste Capitulo estamos interessados no caminho inverso, isto €, dado
um processo estocdstico, qual ou quais sdo os sistemas estocdsticos que representam e/ou geram
algumas caracteristicas estatisticas importantes dele. Portanto, realizar um processo estocéstico para
nds € encontrar um conjunto de matrizes no espago de estado tal que uma entrada estocéstica de
caracteristicas estatisticas conhecidas num sistema com tal representacdo de estado gera uma saida
com as caracteristicas do processo modelado. Para tal objetivo, num primeiro instante, abordamos
alguns conceitos tedricos que explicam o porque uma representacdo no espago de estado modela
naturalmente um processo estocdstico. Neste ponto seguimos as referéncias Faurre (1970, 1973) e
Kumar e Varaiya (1986). Posteriormente, seguindo Akaike (1975, 1974), abordamos os conceitos
tedricos basicos que mostram como uma base do espago preditor pode definir uma realizagdo minima
do processo, e que qualquer outra realizacdo, no espago de estado, corresponde a uma outra base
do mesmo espaco preditor. Posteriormente apresentamos como por meio da fatoracao espectral e do
Lema Positivo Real, constituido por um conjunto de equacgdes algébricas que podem ser resolvidas via
equacdo de Riccati, caracterizamos o conjunto das realizacdes no espaco de estado de um processo
estaciondrio no sentido amplo. Nesta parte nos fundamentamos nas referéncias Faurre (1973); Faurre
et al. (1979); Lindquist e Picci (1994); Caines (1988). A parte computacional e pratica da realizagao

estocéstica e a identificagdo de sistemas estocdsticos sao apresentadas nos proximos Capitulos.

59
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4.2 Representacao de processos estocasticos estacionarios

Mediante a decomposi¢do de Wold foi provado que todo processo estaciondrio puramente ndo deter-
ministico pode ser entendido como a saida de um sistema linear invariante no tempo excitada por um
processo estocastico ruido branco. Nesta Se¢do, seguindo Faurre (1973), a representacdo de um pro-
cesso estocdstico estaciondrio no sentido amplo € definida por meio da representacdo de um processo

gaussiano-markoviano no espaco de estado, que é obtida de forma natural pelas suas propriedades.

4.2.1 Representaciao de processos estocasticos markovianos

Os processos estocdsticos markovianos possuem propriedades estatisticas interessantes, a principal

estando relacionada com a esperancga condicional. O seguinte teorema foi provado em Faurre (1973).

Teorema 4.2.1 Um processo estocdstico gaussiano multivaridvel de média nula (r;) € R", t =
-+, —1,0,1,-- -, é markoviano se e somente se qualquer uma das equivaléncias seguintes é verifi-

cada:
i) E($t+k|$t, Ty—1,Tt—2," " ) = E($t+k‘xt), para todo k Z 0
i) E(xy|xy,,x,) = E(x|zy,), paratodo t,ty ety tal que t > to > 1.

iii) ®,4, = &, Py, 4, paratodot,to ety talquet >t >ty
[ |

onde o operador ®,,, € a matriz que projeta a varidvel x; no espaco gerado por z;,, que € definida

pelo teorema das projecdes ortogonais do Capitulo 2 como:
E(xy|zy,) = B2, E(x,2),) 2y, = Ht7t2Ht_271t2xt2 = O(t,ty)1y,,
onde II; ; = E(x;2") denota a matriz de covariincia do processo (z;), e a matriz de projecdo é
Dy, = Ht7t2Ht_2}t2-

Do teorema anterior temos que a predicao de um passo de um processo markoviano 4 dada por:

Tpy = E($t+1‘$t7$t—1, Tp—2," " ) = E($t+1|$t) = Ht—i—l,tH;tlxt = (I)t+1,t$t7 4.1)
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logo podemos concluir que num processo markoviano toda a informacao estatistica necessdria para
a predi¢do é dada pela matriz de projecdo e pela varidvel de estado antecessora. De (4.1) podemos
escrever

Tppr = Popa,@ + vy, 4.2)

onde v; ¢ uma varidvel aleatéria independente de x, isto v, é ortogonal a ;. Se chamamos A, = @, ,
a equacao (4.2) se transforma numa equacao de estado linear com entrada v;. No caso de termos um

processo estocdstico markoviano estacionario, temos
! n\—1 -1
Ap = P14 = E(wppizy) E(zery) =1L = A,

onde E(vi12})E(xx})™t = E(x12))E(zoz))~t = III;'. Entdo para o caso estaciondrio (4.2)
pode ser escrita como

Tir1 = Al’t + vy
Mostraremos a seguir que v; € um processo ortogonal

Teorema 4.2.2 Faurre (1973) Um processo estocdstico gaussiano estaciondrio (z;) € R", t € Z, de
média nula e covaridncia definida positiva, é um processo markoviano se e somente se ¢é verificada a

seguinte equagdo linear estocdstica a diferencas:

Ty = Axy + vy, 4.3)

onde A = 111115 e v, é um processo ruido branco de covaridncia dada por:

0 t
Elow!] set s (4.4)
Q =1Iy — AlljA" set=s
Prova: (=) Foi vista anteriormente; falta saber se v; € um processo ortogonal (ruido branco).

E(ve|wy, 01, 04—0 - -) = E{(2p41 — Axy)|@y, 041, 040 - - -} =

= E(It+1‘xt7 L—1,Lt—2 " ) - AE($t|$t7 Tp—1,Tp—2 " )

como (x;) é markoviano e da equacdo (4.1) para o caso estaciondrio temos
E(Utl.l’t, L1, L9 ) = E(I’H_lll’t) - A]}'t == A,I't - A,I't =0
logo v; € ortogonal a todos os vetores x4, 1, T2 - - -+ ; COMO

Vg = 2y — Ay,
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vy € ortogonal a v;_1, e assim sucessivamente demonstramos, por indug@o, que o processo (v;) é um

processo ortogonal ou ruido branco. Para calcular a sua covariancia fazemos:

Elvw] = Ef(zi41 — Az ) (24411 — Amy)']
=E [ze17,,] — B [xpaz)) A — AE [z, | + AE [x2)] A
= E [ze17,,] — E[(Azy 4+ v) )] A — AE [z, (Azy + v)'| + AB [z} A’
= E [z, — AE [v)) A — AE [v,2)) A' + AE[xa)) A'
Eluw,) = E [xi2),,] — AE [z} A

utilizando a notagdo anterior obtemos
E[’Uﬂ)z] = Ho — AH(]A/ = QJ

isto é, a covariéncia do ruido pode ser calculada uma vez conhecido 1y = E(x;x}).
(<) E(Azy + v|zy, 241, -+ +) = Axy = E(x441]2¢), pelo teorema anterior (z;) é um processo

gaussiano markoviano.

A matriz de covariancias do estado da representacao do processo estocdstico markoviano, é:

Consideremos primeiramente & > (. Utilizando recursivamente a equagdo (4.3 ) podemos escre-

ver
k-1
Topr = A¥xy + Z AR, (4.6)
=0
de (4.6) em (4.5) temos
k-1
I, = Elxyna] = A¥Elx2)) + Z AR Bl )]
=0
como E[v,;z;] = 0, temos
I, = A*E[z,x,] = A*Tl,, para k > 0. (4.7)

Para valores negativos de k definimos [ = —k , com [ > 0, entdo temos
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/ /
Hk = E[$t+k$t] = H_l = E[:L’t_ll’t]
podemos escrever xry Como

Ty = Al’t_l + U = A(Al’t_g + Ut_g) + v = A2l’t_2 + Avt_g + viq
= A*(Azy_5 4+ vi—3) + Avi_g + v
= Axy_g + Avi_g + Avi_g + A%y

-1
vy = Alwy+ ) Alvr (4.8)

1=0

portanto

-1 !
I, = E[xt—ﬂ;] =FE |1y (Alﬁt—l + Z AiUt—l—i) =

1=0

E[l't_ll';] =F

-1 T
(x;_w N zv;_l_m)

=0

-1

Elyyzy) = E [z 2] (AY + ZE (210, _1_;] (A

1=0

como x;_; € independente dos ruidos passados v;_;_; temos

Elx; 1)) = F [xt_lxé_l} (Al)/

I, = II(AYY

como | = —k temos

I, = o (A™%) =T, (A) ™", parak <0 (4.9)



64 Realizacao de Processos Estocasticos Estacionarios

De (4.7) e (4.9) temos o resultado geral

AFTLy, parak >0

[y = Elrgpxy] = 4.10
’ [z Iy (A)™", parak <0 “-10)

onde II; é uma matriz definida positiva que satisfaz a equacdo de Lyapunov
Iy = Al A" + @, (4.11)

sendo () a covariancia do ruido v; .

O resultado anterior pode ser enunciado de uma forma diferente dizendo que qualquer processo
estocdstico markoviano estaciondrio (x;) € o estado de um sistema linear invariante no tempo excitado

por um processo ruido branco (v;).

Os processos gaussiano-markovianos podem ser decompostos de forma similar aos sistemas de-

terministicos. Em Faurre (1973) foi provado o seguinte teorema:
Teorema 4.2.3 Todo processo gaussiano-markoviano estaciondrio (z;) pode ser considerado, apds
uma mudancas de base, como gerado pela seguinte equagdo linear recorrente:

T = Py + vy

com E(vpv}) = Qdy 5, e E(x,xy) = g = P, onde

Fr 0 Fi3 Q1 00
F= 0 F Fy|,Q= O 0 0],
0 0 Iy 0O 0 0
P 0 O
P= 0o B~ 0],
0O 0 O

com Fy uma matriz assintoticamente estdavel, F, uma matriz oscilatoria (similar a uma matriz diago-
nal onde seus autovalores estdo no circulo unitdrio), o par (Fy, Ly) completamente controldvel, onde
Q1 = LiL}. As matrizes Fi3, Fy3 e F3 sdo quaisquer, P, é uma matriz definida positiva solucdo da
equagdo

P1 —F1P1F1/:Q1.



Representacao de processos markovianos 65

Py é uma matriz positiva definida que verifica a equacdo
PQ_F2P2F2/:0.
Prova: Ver Faurre (1973).

Esta decomposi¢do candnica € semelhante a decomposicao de sistemas lineares dinamicos em
partes completamente controldvel e ndo controldvel. Assim como esta decomposi¢do estende-se ao
caso dos sistemas variantes no tempo, seria possivel estender este resultado ao caso dos processos

gaussiano-markovianos nao estaciondrios.

4.2.2 Representaciao de processos estocasticos estacionarios

Um processo estocdstico gaussiano estaciondrio (y;) de média nula admite uma realizagdo marko-
viana se existem um processo markoviano (z;), (ndo necessariamente da mesma dimensdo) e um

processo ruido branco (w;) tal que

yr = Cry + wy. (4.12)

Seja (x;) representado por
Ty = Azy + vy, (4.13)

como tanto a equagdo de estado como a de saida possuem entradas aleatdrias ruido branco, formamos

v ) . . ‘1
o vetor destas entradas como que € um processo vetorial ruido branco gaussiano de média
w

nula com covariancia dada por:

(1Y ) =] @ ° s, (4.14)
Wt S/ R

onde as matrizes A e C' satisfazem as seguintes hipéteses, ver Faurre (1973):
* A é uma matriz assintoticamente estdvel
* O par (A, L) é completamente controldvel, onde ) = LL’

* O par (4, C) é completamente observavel.
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A dedugido da covaridncia do processo (y;) é feita de forma semelhante a do processo markoviano.

Seja a matriz de covariancia dada por
Ak:E[yt-i-ky;]? k:"'7_27_17071727”'7

para k = 0 temos:

A=FE [yty;/] =F [yt+ky£+k}

AQ = E[(C’xt + 'lUt)(CZlft + wt)’]
= COF [za,] C'+ E [way]
= CII,C"+ R

fazendo 1y = P podemos escrever

AOICPC/+P

Para &k > 0 temos

E [yeayi] = E [(Coopn + wigr) (Cy + wy)']
Elyeriys] = CF [w4473] O+ CE [wpw] + E [weg@t] O + E Wy wy]

)

Ay = CFE [xp23) C' + CF (244 wy] + E [wipgxy] C

(4.6) no segundo termo de (4.18) da

E [.Z't_;,_kw;] =F

k-1
<Akl't + Z Ak_l_ivt_ﬂ') w;]

=0

k1
E [z pw]] = A¥Elz,w]] + Z AR Bl w)]
i=0

E [z pwi] = AFLS.

(4.15)

(4.16)

4.17)

(4.18)
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(4.8) no terceiro termo de (4.18) fornece

-1 !
Blwepzy] = E | Wiy (All't—l + Z AiUt—l—i)

=0

E[wHkx;] =F

-1
Witk (fg—l(Al), + Z Uzlf—l—i(Ai)/>

1=0

-1
E(w7y) = E[“’H#Q—l](/‘ll)/ + Z Elweyyvi_y_](A) =0

=0

Entdo para £ > 0 temos
Ay = CILC' + CAM'S
como para k > 0 II, = A*P temos
Ay = CAFPC' 4+ CAF1S = CAMY(APC' + 9).
De modo similar podemos provar que para k < 0, Ay é dado por
Ay = (APC" + S) (A T+,

Se definimos

M = APC'+ S (4.19)

temos
M'(A")~k=1C", para k < 0
Ay, = Ay, parak =0 (4.20)
CAF'M, parak > 0
Como
E N FE !
E{| " [hu)]] = QS () - Elvawy) . (4.21)
wy S R E(vaw))  E(waw;)
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De (4.11),com Ily = P, temos ) = P — APA’. De (4.19), temos S = M — APC’, e de (4.16) temos

R = Ay — CPC’, assim a matriz do vetor de ruidos é

Q S

P— APA" M — APC'
> 0, 4.22)
S" R

(M — APC") Ay—CPC" | =

como (4.22) é uma matriz de covariancia, ela deve ser sempre semidefinida positiva. Como veremos
posteriormente, esta restricao serd fundamental para estabelecer a existéncia de uma solu¢do P em

termos de LMI’s (Linear Matrix Inequalities).

4.3 Realizacio de processos estocasticos estacionarios

O problema da realizagdo de um processo estocdstico estaciondrio (y;), nesta Tese, consiste em en-
contrar um ou mais conjuntos de matrizes que representam o processo a partir do conhecimento
da funcdo de covariancia. Isto é, dada a seqiiéncia de matrizes de covaridncia A, £ E(y,4xyl),
k=---,—1,0,1,---, encontrar as matrizes das equacdes (4.13) e (4.12), assim como a matriz de
covariancia do vetor de ruidos (4.14). Isto pode ser parcialmente resolvido se for possivel fatorar a
covariancia como na equacgao (4.20), ou seja, obtidas as matrizes A, C' e M. Para achar a matriz de
covariancia dos ruidos a LMI (4.22) deve ser resolvida, isto €, deve-se achar o valor de P. Geralmente

o valor de A é calculado a partir dos dados observados.

A semelhanga existente entre a seqiiéncia de matrizes resposta ao impulso de um sistema linear
invariante no tempo e a seqiiéncia das matrizes de covariancia com representacdo markoviana, fez
com que se explorassem varios métodos para resolver o problema da realizagdo de uma func¢do de
transferéncia, para fatorar as matrizes de covariancia, ver Akaike (1975, 1974, 1976). Em Aoki
(1990, 1983, 1987) foi desenvolvido um método, baseado na realiza¢do de sistemas deterministicos
e na decomposi¢cdo em valores singulares das matrizes de Hankel, construidas pelas covariancias
estimadas a partir dos dados observados (série temporal), para o cdlculo das matrizes A, C'e M. Este

método serd descrito e comentado posteriormente. Aoki utiliza o modelo inovativo dado por:
.I't+1 = Al't + Ket

Yy = Cxy + ey,

onde (e;) é o processo inovativo (ver Capitulo 2). Se a covariancia deste processo é dada por

E<€t7 €. ) = A5t,sa

S
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Ket

] € a sua covariancia é
€t

entdo o vetor de perturbacio é [

Ket KE(eteg)K' KE(ete;) KAK' KA
B [ oK' e ] _ - (4.23)
€t E(eteg)K’ E(eteg) AK' A
Igualando as matrizes (4.22) e (4.23) temos
KAK' =P — APA
KA =M— APC' (4.24)
A=A — CPC'
Supondo que A seja uma matriz simétrica definida positiva de (4.24) temos
K= (M- APC")A™!,
logo
(M — APC")AT'AA™YM — APC'Y = P — APA'
ou
P=APA' + (M — APC")(Ag — CPC")" (M — APC"Y.. (4.25)

que é uma equacao algébrica de Riccati. Uma vez que K e A sdo unicos para uma dada matriz de co-
variancia, existe uma correspondéncia direta entre a solugdo de (4.25) e todas as possiveis realiza¢des

no espago de estado do modelo inovativo.

4.3.1 Realizacoes markovianas e fatoracoes espectrais

A fungdo densidade espectral de um processo estocdstico (y;) é definida como a transformada de

Fourier da covariancia A, do processo. Isto é

+00
D) = D Ape I, (4.26)
k=—o00
A densidade espectral de um processo estocdstico estaciondrio no sentido amplo, com representacao
markoviana (4.12), (4.13) e covariancia do ruido (4.14), com densidade espectral dada por (4.20),

pode ser calculada da seguinte forma:
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-1 400
<I>(ej“’) = Z Ake_jwk + A(] + Z Ake_jwk

k=—00 k=1
substituindo (4.20) em (4.27) temos

B(e/) = Ao+ Y CAIMe 78 4y " MI(A)1 etk

k=1 k=1

sel = k — 1 temos

D) = Ao+ > CAMe 7D N " M/(A) eI+,

=0 =0

Analisemos o segundo termo de (4.28)

> cAMe ) = ¢ [Z(e—jm)l Me™*,

=0 1=0

se chamamos A = e 7“ A, e Me 9 = B a somatéria (4.29) fica como

> CcAMe ) =N " CA'B.
1=0 1=0
Podemos escrever esta relacdo como

>4

=0

C

Seguindo um procedimento similar encontramos o terceiro termo de (4.28) dado por

Z M/(A/)lcv/e—i-jw(l—i-l) — M/([ . €+ij/)_IC/€+jw,

=0

ou seja temos

(e) = Ao+ C (T = e A) 7 M 4 MI(T = eHA) 1l

D) = Ao+ C (eI — A)T' M + M'(e77%T — A')~'C"

B=c(1- [1>_1 B=C(I—e*A)" M.

(4.27)

(4.28)

(4.29)
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se definimos z = e’¥, temos

D(2) =N+ C (2] — A" M+ M (21 — AL (4.30)
se chamamos
H(z) = %Ao 4O (2T — A, 31
temos
®(z) = H(z)+ H(z7"). (4.32)

Como tanto (4.26) como (4.32) em muitas outras referéncias sdo chamadas de matriz de densidade
espectral, nds também as chamaremos assim. Podemos utilizar a fatoragao espectral para definir e/ou
encontrar modelos no espaco de estado que resolvam o problema de realizacdo estocastica. Vimos no

Capitulo anterior que se for possivel fatorar a matriz de densidade espectral como

®(z) = W()W(z),

o sistema dinamico linear invariante no tempo, representado pela func¢do de transferéncia W (z), serd
uma realiza¢@o do processo estocastico, onde o processo estocdstico de entrada € um ruido branco de
covariancia unitaria. Se o processo de entrada nao € unitario, e sim de covariancia (), por exemplo, a

matriz de densidade espectral pode ser escrita como
P(2) = W()QW(z ).

Nesta parte da Tese, podemos fazer menc¢do aos resultados estudados no Capitulo anterior, isto é,
aplicar o lema positivo real para poder caracterizar o conjunto de matrizes de cada representacdo que
modela o processo estaciondrio. O problema aqui abordado € conhecido como o problema inverso
da geracdo de covariancias estaciondrias, ver Anderson (1969, 1967b). Existem vasta teoria e pratica
neste assunto e nao pretendemos fazer uma abordagem extensa mas apenas resgatar os resultados
principais e necessarios para esta Tese. Na resolucao do problema de realizagc@o estocéstica estamos
interessados nos modelos estdveis e de menor dimensao possivel, isto € em uma realiza¢cdo minima;
sendo assim, temos que utilizar algoritmos de realizacdo que nos déem (se possivel) este tipo de

matrizes.

Seja ®(z) a matriz de densidade espectral de um processo (y;), e seja {A, M, C, 1Ay} uma reali-

zagdo minima de H(z), com A estdvel e onde H(z) = C(zI — A)™'M + A, é um fator de soma
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da matriz de densidade espectral, isto é
®(z) = H(z) + H(z™ Y. (4.33)
Podemos definir uma matriz, fator multiplicador, W (z), como
W(z)=C(zl — A 'L+ J. (4.34)

Notemos que as matrizes A e C' sdo iguais para os dois fatores, ver Anderson (1969, 1967a). Seguindo
um procedimento similar ao do Lema positivo real, as equacdes de Kalman-Yakubovich podem ser
reestruturadas de tal forma que as matrizes L e JJ sejam determinadas pela solu¢cdo de uma inequagao

matricial.

Lema 4.3.1 Seja H(z) uma matriz positiva real derivada da densidade espectral ®(z), obtida medi-
ante os procedimentos utilizados na equagdo (4.31), e seja {A, M, C, %Ao} uma realizacdo minima
de H(z), tal que (4.33) seja satisfeita. Entdo a quddrupla {A,L,C,J} definida em (4.34) é uma
realizagdo estocdstica do processo (y;), com densidade espectral ®(z) se e somente se existe uma

matriz simétrica P positiva definida tal que as seguintes equagdes sdo satisfeitas:
i) P—APA' =LL

ii) M — APC'=LJ

iii) Ay — CPC' = JJ'

Prova Podemos (ver prova do lema positivo real de Cap.2) escrever H(z) e H(z™1)' como

Al M iy A* —A*C’
H(Z): 1 H<Zl): /*‘1/ N el
C'| 5M0 M'A* | 5Ay — M'A*C
onde (A’)~! = A* , e entdo podemos escrever
A* 0 —A*C’
O(2)=H(z)+H(z"YY =H(z'Y +H(2) = 0o A M

M'A* C | Ay — M'A*C'
Aplicando a transformacdo de similaridade

I 0
P I

I 0
-P I

Y
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temos: _
[rol[a o r o] A* 0
Vlp 0 A||-P I| |PA—4P A
I o[ —A el
BT: =
P I M | M~ PATC
! I 0 1 A%
Cr = [M'A* O] ]]:[MA _CP (.

Como a transformagao de similaridade ndo afeta a fun¢ao de transferéncia, podemos escrever

A 0| —a
®(z) = | PA*"— AP A| M —PA*C' |. (4.35)
M'A* = CP C| Ny — M'A*C' |

Seja ®(z) fatorada na forma ®(z) = W(2)W(z!), onde a matriz W(z) é definida como

AL
W(z) = C(z2I — A)™'L + J, ou na notag¢io adotada, W(z) = |—+—|. Notemos que as ma-
C\|J

trizes Ae C s@o idénticas as do fator soma da fungdo espectral, ver Anderson (1967c¢), logo temos:

®(2) = [C(zI —A)'L+ J)[C(z"'T - A) 'L+ J].

De forma similar a (3.51, Cap. 3), temos

A | —are

Wl =
L'A* | J — L'A*C'

Para dois sistemas H,(z) = Cy (21— A;) "' B1+D; € Ho(2) = Co(21 — Ay) ™! By+ D, arepresentagio
no espaco de estado, assim como a funcao de transferéncia dos dois sistemas em cascata ¢

Ay 0| By
HC(Z) = Hl(Z)HQ(Z) = 3102 Al BlD2
D\C; C|DiD;

Logo, com abuso da notacao, escrevemos

AlL

A* ‘ _A*C/
clJ

q)(z): I A* !/ I A%/
LA | J - L'AC
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Ao A A 0| —aC
®(z) = | LUA* A|L(J'—L'AC") | = | LLA* A|LJ — LL'A*C'
JLA C|J(J — LAC) JLA C|JJ —JLAC

igualando (4.35) e (4.36) obtemos
PA* — AP = LI’ A*

ou
P(A™') — AP = LL/(A™)

ou multiplicando por A’ a ambos membros da equagdo acima obtemos
P—APA = LL
Igualando os outros termos de (4.35) e (4.36) obtemos
L) — LL'A*C' = M — PA*C'

LJ — (P — APA)A*C' = M — PA*C'
L]+ APC' =M

ou
M — APC' = LJ/

Por dltimo de (4.38) e da igualdade de (4.35) e (4.36),
Ao — MAC'=JJ — JL'A*C',

temos
Ao — (LJ + APC'YA*C' = JJ' — JLA*C'

Ao — JUA*C' — CPAAC' = JJ — JL'A*C'

ou

Ao —CPC' =JJ

Y

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)
|

Novamente o conjunto de equagdes algébricas obtidas do lema pode ser resolvido por meio da

solu¢do de uma equagao algébrica discreta de Riccati, ver a equagdo (4.25). A realizacdo obtida pres-
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supde que a entrada é um processo estocdstico ruido branco de covariancia unitdria. Comparando a
funcdo de covariancia (4.22) da representagdo markoviana com as equacoes 1), ii) e iii) do lema ob-
servamos que elas sdo semelhantes, por ndo dizer idénticas, sempre que as matrizes da representacao

sejam iguais as do fator soma H(z), com as condigdes:
Q=LL,S=LJeR=JJ.

Podemos notar que as matrizes L e J dependem de P, ou vice-versa. Pode ser que a solugdo do
sistema de equagdes ndo seja Unica, isto €, podem existir varias matrizes P que as satisfacam. Em
Faurre (1973) foi provado que o conjunto de solu¢des € um conjunto convexo e que por isso tém P*

(Max) e um P, (min), tal que todas as solugdes estejam em
P, <P <P

A matriz P esta relacionada com o estado da realizagdo markoviana, isto é P = E(x.x}) = Ilj,
portanto para os diversos valores de P teremos um estado particular associado. Em Akaike (1975,
1974) é demonstrado que o espaco de estado de uma representa¢do markoviana € o espago preditor, e
que uma base qualquer deste espaco € o estado de uma realizacdo minima do processo. Estudaremos
este fato a seguir.

4.4 Espaco preditor e o estado da representacao markoviana

Nesta Secdo mostramos que o espaco de estado da representacdo de um processo estocastico estaci-
ondrio estd dado pelo espacgo predictor, o espago linear gerado pelos preditores quando o sistema €
excitado por uma entrada ruido branco gaussiana com matriz do covariancia unitaria. Uma realizacdo
minima corresponde a selecdo de uma base deste espago preditor. A estrutura da interface de infor-
macao entre o passado e o futuro de um processo estocastico discreto no tempo € analisada utilizando
o conceito de andlise das correlagdes candnicas. Duas representacdes markovianas extremas podem
ser obtidas com o estado definido pelo conjunto de varidveis candnicas que representam a informa-
¢do passada projetada no futuro e a informacao futura projetada no passado, respectivamente. Este
resultado esclarece a estrutura probabilistica do algoritmo de realizacdo de sistemas estocdsticos de
Faurre, Faurre (1976).

O conceito de preditor estd intimamente ligado a predi¢do da saida de um sistema com base no
conhecimento adquirido a partir das saidas e entradas presentes e passadas do sistema. Para um
processo estocdstico, onde ndo hé entrada e temos somente o conhecimento de um trajetoria amostral

(série temporal), uma vez eleito um parametro de tempo ¢t € Z, onde o tempo real estd implicito
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no parametro, ele € dito ser o tempo presente; o conjunto de instantes de tempo anteriores a ¢,
denominado passado, é o conjunto de pardmetros {t — 1,£ — 2,---}; o conjunto de instantes de
tempo posteriores a ¢, {t + 1,¢t + 2,---} é denominado futuro. Seguindo essa notac¢do teremos: a
saida presente € y;, as saidas passadas sdo y;_1, y;_o, - - -, € as saidas futuras y; 1, Y10, - - . Estes dois
ultimos conjuntos podem também ser denominados de passado e futuro, respectivamente, sempre que
estejam claros no contexto. No nosso caso as predicdes sdo dadas por esperancas condicionais, isto
é, se queremos encontrar a predi¢do de um passo de um processo estocdstico (), no instante ¢, ela é

dada e denotada por

Ytr1t— = E(ye|ye, ye1,- ),

Analogamente a de dois passos é

Yi21t— = E(yt+2|yt> Yi—1," " '),

e assim sucessivamente para [ passos.

Se definimos os vetores infinitos passado e futuro como:

Yt-1 Y1
— Yt—2 4 Yi+2
Yio1 = Yiyr = ; (4.40)
- Yi—3 Hl Yt+3
as predicoes podem ser reescritas como
Yi+1)t— = E(yt+1|yt7Yt_—1)a Yiroe— = E(yt+2|yt7Yt_—1)a T (4.41)

Associados ao processo podemos definir alguns espagos gerados por estes conjuntos; assim deno-
temos por ) ao espago total gerado por todas as combinagdes lineares finitas do processo (y;). Para
um melhor entendimento vamos supor que as varidveis aleatorias sdo unidimensionais. Para siste-
mas com mais dimensdes os resultados sao semelhantes, porém deve-se ter cuidado na interpretagao
de certas defini¢des. Assim podemos definir o espag¢o passado em ¢, como o espago gerado pela

combinacdo linear finita das varidveis aleatdrias passadas. Assim para o caso escalar:

W={z€R|z=) i v Cy, 4, & €R}, (4.42)
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porém se o processo € multivariado de dimensao m, entdo o espago passado serd denotado por:
m
k j -
tp = {Z eR™ | 5 = Z Zamyi, ke [1,2, c -,m],yi C Yio1, i € R} (443)
i j=1

Em outras palavras o conjunto esta composto por varidveis aleatérias z de dimensao m, tal que cada
componente da varidvel, 2*, seja uma combinacio linear finita de todos os elementos das varidveis

aleatdrias envolvidas pertencentes a y, ;. De forma similar definimos o espaco futuro em ¢, como

[ ={zeRlz=Y awi yi Cyf, i €R}. (4.44)
O espaco presente € definido somente pela varidvel aleatdria y, isto é:

Vi={zeR"|F=> awic[l,2,-- ,m], k=12---m}.

Podemos definir também o espago inovacao de uma varidvel aleatdria Estes espacos sao fechados em
relacdo a norma quadratica média, como definido no Capitulo 2; sendo assim eles sdao espacos de
Hilbert . A partir destes espagos podemos definir os espacos condicionais ou espacos projetados da

seguinte forma: Seja tf P espaco futuro projetado nos espacos presente e passado definido como:

/P = {2 € Y UV, tais 2 = E(y|VP, V), paraalgum y' € Y/}

Observemos que o espaco tf I” estd contido no espago VP UY;. Este espago € gerado pelos preditores;

na figura (4.1) mostramos a interpretacdo geométrica de um elemento deste espaco.

Para o caso unidimensional a seguir demonstramos o dito anteriormente. Seja z;y;, com [ > 0,
um elemento do espago futuro, isto é 2,4, = Y. ouy;, com y; € ytf . Logo sua projecao nos espagos

presente e passado €
1 = ECatlye, v, vz ) = > i Eilye, v, -+ +),

como o ¢ pertence ao conjunto dos instantes do tempo futuro, concluimos que o espago € gerado
pelos preditores. Da mesma forma podemos definir o espaco passado projetado nos espagos presente
e futuro. Notemos que intencionalmente o espaco passado também ¢é projetado no espaco presente,
veremos mais adiante que isto nos permitird definir diferentes tipos de realizacdes. Entao o espago

passado projetado nos espagos presente e futuro € dado por:
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Yt+i

Yt+1 — E(yt+l|Vt, yf)

Vi=y — E(yt\yf)

E (yt+l |Vt) Vi

E(%HW?)

_ P
Yerit = EWet|ye, yi1) Yi
Fig. 4.1: Espaco preditor.

tp‘f ={z e y{ U, tais z = E(yp|y{,yt), para algum ¢* € V/'}.

Seguindo um desenvolvimento similar, podemos concluir, para o caso SISO, que os geradores do

espaco passado projetados nos espagos presente e futuro, estdo dados pelos corretores

E(yt|ytayt+la t ')a E(yt—1|ytayt+la T ')a E(yt—2|yta Ytt1, - ')7 e

Podemos encontrar relacdes importantes para os espacos gerados. Para ilustrar o desenvolvi-
mento, considerando a figura (4.1), podemos observar que o vetor y;; — F(y11|vs, y;,_;) € ortogonal

ao espago gerado por ¥y, y;_1, - - - (espacos passados e presente), logo temos

E{[yt+l - E(yt+l|yt>y1t_—1)]y£—i} =0,onde¢ >0, [ >0,

dai temos
E(yeayi—i) = EXE@Wealye, yi1)vioi) (4.45)
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sem perda de generalidade podemos fazer ¢ = 0, e simplificar a notagdo para:

E(yly,—z) - E{yl\passadooy,—i}a (446)

A
onde passado; = Yy, Yr—1, - .

De forma similar podemos demonstrar que
E(y—zy;) = E<y—i|fUtUT0y;'>7 onde 7’7.] = 07 17 27 Ty

A
onde futuro = yi, Ye1, Yet2, - -

4.4.1 Bases dos espacos preditor e corretor

Supondo que o processo estocdstico (y;) seja estaciondrio, vimos na subsecdo 4.2.2 que a covariancia,
{Ar = E(ys1ry;); k=0,1,---} possui uma fatora¢do do tipo (4.20), para k > 0, dada por:

Ay =CA* M, 1=1,2,--- (4.47)

onde A é de dimensao finita. Seja o seu polindmio caracteristico dado por

N+ Z 4\ i =0 (4.48)
=1

Pelo teorema de Cayley Hamilton temos

T

AT+ Z @A =0, 0u A" =-) qA (4.49)

i=1 i=1

Das equacdes 4.47 e 4.49 temos

Appy = CA™M
Ar-i—l = C (— Z::l CI,Z'AT_i) M = — Z::l CI,Z'CA(T—l—l_i)_lM = — Z::l a’iAT-i-l—i

paraum j > 0 temos

T

AT_,_]» = — Z aiAr+j—i7 17=123--- (4.50)

=1

Podemos escrever estas relagcdes como
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T

E[yt-i-?"yl{,—j] = - Z aiE[yt-H“—iy;—j]? t= 07 17 27 e 7j = 17 27 37 e

=1

ou

E | (Ygr + Z aiyt—l—r—i)yz/t—j =0
i=1

podemos escrever (4.50) como:

Ar-i-(m-i-j) = - Z aiAT—i-(m—i-j)—iv .] = 17 27 37 T, = 07 17 T
1=1

ou

T

E[yt—i-r—l—my;—j] = - Z aiE[yt—l—r—i-m—iy;_j]; m = 07 17 27 e 7j = 17 27 37 e

i=1

pela relacdo(4.51) paraum ¢ # 0 e j = ¢ temos

E(yt-i-ly;,_j) = E{E(yt+l|yt>Yt_—1)y£—j} = E(yt+l|t*y£_j)>

onde ;- = E(Ys41|ye, ¥, )- Fazendo [ = r 4+ m em (4.52) temos

E[yt+r+m|r?/£_j] = Z aiE[yt+T+m—i|t*y£—j]
i=1

ou

B (Ygrsmle- + Z ilesrim—ife=)Yi—; | = 0.

i=1

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

COMO Yt trimit—1 + P iy Gilttr+m—ijt—1 € um elemento que pertence ao espago V; U YV, , para que

(4.55) seja verdade, temos

.
Yttr+m|t—1 T E Yt trim—ijt—1 = 0
i=1

ou
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Yttr4mlt—1 = — Z Qi Ytr+m—ilt—1- (4.56)

i=1
Esta expressao mostra claramente que existe um ndmero finito de preditores que geram o espago

preditor. De forma similar podemos concluir para o espaco corretor . A expressdo andloga a (4.56) é:

T
Yi—(rm)|t+ = — Z Yt —(r+m)+4) |6+ 4.57)
i=1
Estes resultados mostram que os espacos y[ LS P ¥ sd0 de dimensio finita.

Para construir uma base do espago preditor, que constitui o estado de uma representagdo marko-
viana, utilizaremos a anélise das correlacdes candnicas, que € bem conhecida na drea de estatistica, e

da qual fazemos uma pequena revisao no apéndice B.

4.5 Variaveis canonicas como interface de informacao

Consideremos dois vetores compostos por varidveis aleatérias gaussianas de média zero:

Uy (%1

U2 V2
U = , U=

U Um

Se eles compartilham qualquer informacao estatistica em comum, esta deve estar refletida em qual-
quer uma das suas distribui¢des simultaneas que devem ser diferentes das distribui¢des independentes
de u e v. Da defini¢ao de fungdo caracteristica é claro que a distribui¢ao simultanea de u e v € deter-
minada pela distribuicio de cada combinagao linear possivel dos elementos de v e v. Assim, a andlise
da dependéncia entre u e v € a andlise do espaco interse¢do dos espagos das duas varidveis aleatorias
que sdo definidas como os conjuntos de todas as combinagdes lineares possiveis dos elementos de u

e de v, respectivamente. Denotemos estes espacos por 4 e V, respectivamente, onde

l
U={zeR|z= Z%Ui, com «; € R},
i=1
V € definido de forma similar.
A teoria das varidveis e correlagcdes candnicas iniciada por Hotelling (1936), ver Kshirsagar

(1972), diz que os espagos U e V t€m bases ortonormais
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Ul V1
ﬂg (%)
U= , U= )
Uy Vs
tal que
E(@)=E@) =0, i=12-r j=12-""-s
E(ﬂlﬂj):(slj Z.,j:].,2,"‘,7"
E(T_)Z'_j> = 52’3’ Z,j = 1,2, e, S
E(_i@j):pij i:1,2,"'7’,j:1,2,"',8.
onde p;; = Oparai # je 0<pi; <1

Os p;; estdao organizados em forma descendente (magnitude), isto é:
Pii 2 Pit1,i+1-

7 e $ s80 0s postos das matrizes de covaridncias de u e v, respectivamente, com (1 < [) e (s < m). As
varidveis u; e v; sdo as varidveis candnicas e p;; € o coeficiente de correlacdo candnica para o par (u;,
v;), sendo i = 1,2, -+ min(r, s). Se somente os primeiros & componentes de @ e v tém coeficientes
de correlac@o candnica nao nula, a informacao compartilhada e/ou a causa de dependéncia entre u e

v, estd completamente contida nos componentes dos vetores:

uy Uy
T T

u=| |, v=| . (4.58)
Up ()%

Portanto U e V ou os espacos i/ = Span(U) e V = Span(V) podem ser considerados como a

interface de informacao entre os espagos U/ e V.

Deve estar claro, pela estrutura de U e V, que os espacos I{ e V sdo as projecoes de V em U e
de U em V), respectivamente. Como somente consideramos as varidveis aleatérias com momentos de
segunda ordem finitos, as projecdes podem ser entendidas seja no sentido das esperancas condicionais
ou simplesmente no sentido da otimizacao do erro quadratico médio, ver Astrom (1970). Para os pares

de varidveis aleatdrias u; e v; positivamente correlacionados, resultados essencialmente idénticos aos
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originais u e v sdo obtidos. As observacgdes da estrutura de I/ e V sdo muito uteis quando a anélise
das correlacdes candnicas € expandida para tratar a andlise da dependéncia de processos estocasticos.
A seguir utilizamos este conceito para obter bases do espaco preditor e portanto definir o estado de

uma realizacdo de um processo estocdstico.

Seja (y;) um processo estocdstico estaciondrio no sentido amplo; podemos definir os seguintes

vetores:

[ Yt ] [ Yit+1 |
passadoy =y, = Y=t , passadog s =y, 4 = v (4.59)
Yt—2 Yt—1
[ Yt ] Yt+1
Ye+1 Yt+2
futuro; =y = * , futuropy =y = " (4.60)
Yi+2 Yt+3

+

_ _ . t . , L .
Observamos claramente que y, C Yy, 115 8€Jay = [ _ ] , 1sSto €, 0 processo estocastico enten-

dido como um vetor de dimensao infinita. L.ogo

Cov(y) = E(yy') =

By, (y{)} E{yt*(y;)’}]:[ 5 H]
E{y; (i)} E{yr (i)'} (H) =, |

Y

como o processo € estaciondrio, as matrizes que compdem a matriz de covariancias acima podem ser

calculadas como:

Yt Ao A_1 A_2
Yi+1 Al A() A—l
By =E / / ’ = 461
; I R 2 R Te A b e VN IR G
Yt Ao Al A2
Y Ay Ay Ay e
H =E W) (We-1) (We—a)' -+ = o (4.62)

Y42 Ay Ay Ay
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Yt A() Al AQ
_ Yt—1 A_1 A(] A1
s, = F [ @) @) ) | = (4.63)

Yt—2 A_2 A_1 AO
Pelo teorema da projecdo, considerando uma interpretagdo com abuso de notagdo, o espago preditor

estd gerado por:
E(y{lyr) = E{yi (vo) By (vo) '} 've (4.64)

Notemos que a expressdo acima trabalha com covariancias infinitas; por enquanto estamos interes-
sados na compreensao tedrica de alguns resultados, por isso os tomamos como se fossem vetores
finitos. Um tratamento mais detalhado estd em Lindquist e Picci (1996). Substituindo (4.62) e (4.63)
em (4.64) obtemos

E(yflyy) =H(Z;) 'y, (4.65)

Pela andlise das correlagdes candnicas entre y;" e y, , ver Apéndice A, Teorema A.2.1, é possivel

encontrar matrizes L e M tal que
Ut:Ly:—, Vt:Myt_

Demonstraremos isto aplicando o Teorema A.2.1. do Apéndice A. Para tal propdsito fazemos as

seguintes substitui¢cdes; onde y; = rey; =y :

) SRu SRR L2 o

Y

[N

Ey_ = 2yy = (Eyy)%(zyy)

Ht == Emy

Assim para a expressao (4.65) obtemos

11
E(Yﬂy]t_) = E:cyzg;yl}’t_ = Yy Dyy' Yy’ Yy

1

1 1 11 1 1 1 1
= Englzryzyzf Yl yr = NieXiedizg Yizd Ezyzny Yty

xT
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=Y (Z;f EﬂcyZ;y§ )Z;?f Ve - (4.66)
Definindo a matriz normalizada de Hankel como
A _1 _1 _1 _1
Ht - E;c;[? Emyzyy2 — E;c;[? HtEyy27 (4‘.67)
e fazendo sua decomposi¢@o em valores singulares temos
H, =USV'
que substituindo em (4.66) da

-1
2

1
E(yfly;) = B&USV'S, y; (4.68)

U, V e S sdao matrizes de dimensdes infinitas e tém os seguintes formatos, ver Apéndice A.

pr 0 0
0 0
S = S 0 , com S, = P2
0 0 R
0 0 - p,

onde os p; sdo os coeficientes das correlagdes candnicas entre y;” e y; . As matrizes U e V podem ser
decompostas como:
U:[m %JeV:[WXQ]

Logo podemos escrever H, = USV’ = U,.S,V/, pois
/!

~[us o] )]

[e.9]

~

th[Ur Uoo] Sr Orxoo

V/

= U,S,V/.
Ve

OOOXT OOOXOO

Portanto (4.68) pode ser escrito como:
1 _1
E(y;_|y;> = X2.U.S5 VS y; -

Assim, uma base para o espago preditor, isto €, para o espago tf Ip , pode ser definida como

Vt = Myga

1
onde M = V'Y, eV € R, com V; de dimensdo r finita. Entdo para o preditor E(vy:|y:, y;_;)
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existe uma matriz C' tal que

E(yelye, yi_1) = CVy

ou
yr = CVi+wy

onde w; € independente dos elementos y; e y, ;. Na verdade, neste caso, w; € nulo, pois ¥, estd

contido no espaco preditor, por definicao.

Seguindo 0 mesmo raciocinio encontramos que a base do espago corretor, isto €, do espago )} 1/ ,

¢ dada pelo vetor
Ut = Lyzj_a

onde L = U;Z;m%.

De forma semelhante, agora definindo os espagos passadoy1 € futurosy; como em (4.59) e
(4.60), podemos obter as bases
Uipie Vi

com V,,; sendo uma base ortonormal do espaco yg” fi e Uy, sendo uma base ortonormal de )¥ f; .

Como V,; é uma base de tf Jlﬁ C Vi1 € V, éumabase de tf P Vi eV C Vi, existe uma
matriz A € R"™*" tal que

Vi = AV + v
onde v; € independente de V. A matriz A pode ser obtida por meio de regressio.

Notemos que para encontrar a base V1, 0s vetores

Yt+1 Yt+1
v = Yt ey, = Yi+2
r Yi—1 ’ i Yt+3 ’
yi
definem o vetor trasladado y = "1 1. Logo
Yir1

Cov(y) = E(yy') =

E{yia(yia)'} E{ymygﬂy}]:[ o Ht]
E{ytll(ytil)’} E{yz€_+1(Yt_—|—1)/} ’
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As matrizes Z;, Y., e H;, sdo idénticas as encontradas em (4.61), (4.62) e (4.63), pois por exemplo:

Y1 Ao A Ay
Yt+2 , , A AN Ay oo
2; =E (e41)" (Wes2)” (Yess)” - - Ay Ay Ay - |7 (4.69)

Yt+3

Assim devemos encontrar matrizes semelhantes as deduzidas anteriormente, logo uma base do espago
preditor yg” ﬁ no instante ¢ + 1 serd

1
YIS D
Vg = Vi 2y, Yit1-

Tanto U, como V, podem ser eleitos para encontrar uma realizacdo do processo estocastico. A
dinamica do sistema esta refletida no efeito das transla¢des de U; e V,, pois como U, € uma base do

espago )Y e U;1 € um vetor composto por elementos de yg‘ , existe uma unica representacao
Ut+1 = FUt -+ wy (470)

onde F' é uma matriz r X r de coeficientes de regressdo de U;,; sobre U;, w; € um vetor aleatério
de dimensao r que € independente ou ndo correlacionado com Uy. Pode ser demonstrado, ver Akaike

(1975), que w; é um processo ruido branco. Como y; = yye+ = E(y|ys, yi11), ver eq. (4.40),

y, € VPV entdo existe uma matriz H € R™" tal que

ye = HU,. 4.71)
Assim, definindo z; £ Uy, temos a representacao

Ti+1 = F..'Z't + Wy (4 72)
yr = Hay ’

sendo P = E(x,z}) = I, pois U; é uma base ortonormal, e entdo Q = F(w,w,) = I — FF’.
Se consideramos a proje¢do de (4.70) no espago ), ; , obtemos
Sy Vi = FS. Vi +w,

onde S, é uma matriz diagonal (r x r) dos coeficientes das correlagdes candnicas entre U; e V, e w,

€ a proje¢do de F'U; + w; no espago gerado pelas componentes da inovagao y;11 — Y(i41)j¢—- Como
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y; € um elemento de ), , (4.71) pode ser escrito como
Yy = HSTVt.

Portanto definindo x; £ S, V, temos uma representacdo idéntica a (4.72), mas a matriz de covariancia

de estado € dada por
P = E(z,3;) = E{S,V{(S,V,)'} = S,E(V,V})S, = 5,5, = 57,
pois S, € uma matriz diagonal. Logo a matriz de covariancia do ruido é
Q=2S>-FS*F.

Em Akaike (1975) € provado que as duas representacdes acima dadas ddo a minima e a mixima
matrizes de covariancia do estado x; correspondente a matriz F’, istoé P* =1 e P, = Sf .

Seguindo as idéias de Akaike (1975, 1974), Lindquist e Picci (1996) elaboraram e propuseram
uma teoria para a identificagdo de séries temporais no espago de estado; em Aoki (1983, 1987, 1990)
a modelagem de séries temporais seguindo um procedimento similar é feito. No proximo Capitulo
tratamos estes aspectos, assim como a identificacdo de sistemas estocdsticos no espago de estado,

dado um conjunto finito de informagdes de entrada e saida do sistema.



Capitulo 5

Métodos de Subespaco para Identificacao

5.1 Introducao

A identificac@o de sistemas trata o problema da construcao de modelos de sistemas dinamicos base-
ada em dados de entrada e saida. O conceito de sistema tem um papel importante em muitas areas do
conhecimento, como por exemplo, na predi¢do de niveis de altitude da dgua de tanques ou reservatd-
rios, de niveis de poluicao do ar, sistemas de qualidade da dgua de rio, Bottura et al. (2000); Bottura e
Caceres (2002a), etc. Projetos convencionais de sistemas de controle para sistemas dindmicos, como
por exemplo motores elétricos, aeroplanos e processos quimicos, dependem da disponibilidade de
modelos, de preferéncia lineares, que representam e descrevem os fendmenos dinamicos envolvidos.
Com a ajuda dos modelos podemos predizer a conduta do sistema e/ou tomar decisdes de controle.
O modelo pode ser desde um simples desenho mental que nos dé alguma intuicdo da descri¢ao do
sistema ou pode ser uma descricio matemdtica que descreva fielmente todos os aspectos da conduta
do sistema.

Muitos sistemas da vida real sdo complexos e ndo podem ser perfeitamente modelados. Assim
como os dados colhidos sao usualmente medidos com erros, isto faz com que seja quase impossivel
encontrar modelos que descrevam fielmente o sistema. Por outra parte, para muitas aplica¢des, so-
mente um modelo aproximado € suficiente. Como por exemplo, o projeto de controle realimentado,
com bom desempenho em malha fechada, pode ser muito mais facil de se obter utilizando modelos
suficientemente precisos.

Neste Capitulo estudamos vdrias técnicas para a identificacdo de Sistemas Lineares Discretos
invariantes no tempo, baseadas em métodos de subespagos. Existe uma vasta literatura a respeito,
nds seguimos principalmente as referéncias Verhaegen e Dewilde (1992a); Verhaegen (1994); Ka-
tayama e Picci (1999), entre outras. Os métodos de subespaco para identificacdo de sistemas nos

fornecem algoritmos eficazes para alguns tipos de problemas e principalmente sao muito adequados

89
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para tratar sistemas multivaridveis (MIMO). Estes métodos estdo baseados nos trabalhos pioneiros
de Kalman (1960a, 1963), Ho e Kalman (1966); R. E. Kalman e Arbib (1969), nos anos 60 e 70.
Ap6s o seu sucesso inicial em 1964, Kalman propds uma teoria fundamental para a representacao de
Sistemas Estocésticos. A teoria da realizacdo estocdstica de sistemas gaussianos foi principalmente
desenvolvida por Faurre (1973, 1970), Lindquist e Picci (1994). Posteriormente a identificacdo de
sistemas estocdsticos, com entradas exdgenas foi abordada em Katayama e Picci (1999). Nos anos
90 Bart de Moor e Van Overschee exploram propriedades algébricas e geométricas, desenvolveram
contribuicdes tedricas importantes e o algoritmo N4SID Overschee e De Moor (1994). Pouco an-
tes, Verhaegen e Dewilde propuseram o excelente algoritmo de subespaco para identificagaio MOESP
Verhaegen e Dewilde (1992a); Verhaegen (1994). Recentemente Tamariz (2205) propds o algoritmo
MOESP-AOKI. Este Capitulo esta organizado da seguinte maneira: na Se¢do 5.2 a teoria de realiza-
¢a0 no contexto deterministico € apresentado. Na Sec¢ao 5.3 a identifica¢ao pelo método de subespaco
MOESP ¢ apresentado. Na Secdo 5.4 a teoria de realizagdo estocdstica com entradas exdgenas e a
identificac@o no espago de estado pelo método de subespago utilizando minimos-quadrados restrito,
proposta por Katayama e Picci (1999), bem como importantes e simples resultados tedricos e/ou algo-
ritmo MOESP-AOKI proposto em Tamariz (2005) e aqui re-elaborados, sdo apresentados. Na Secdo

5.5 as conclusdes e comentdrios do Capitulo sdo feitos.

5.2 Métodos de Identificacao Baseados na Teoria da Realizacao

A teoria da realizacio de sistemas no contexto deterministico pretendia, em primeira instancia, resol-
ver o seguinte problema: dada uma funcdo de transferéncia como encontrar um ou mais modelos no
espaco de estado que representem tal sistema. Existem algumas técnicas que fazem isso trabalhando
diretamente com a funcdo de transferéncia, especialmente para o caso SISO. Como a generaliza¢dao
para sistemas MIMO ndo € trivial, uma alternativa foi trabalhar com as matrizes resposta ao impulso.
Na verdade ndo € facil obter estas matrizes na pratica. Mas dada uma funcao de transferéncia é
possivel obté-las. Em resumo: o problema da realizacio de sistemas deterministicos consiste em de-
terminar uma representacio no espacgo de estado, a partir de uma seqiiéncia de matrizes resposta ao
impulso perfeitamente conhecidas. S@o muitas as técnicas conhecidas para este propdsito, porém a
realizacdo utilizando decomposi¢do em valores singulares tornou-se predominante por ser computa-
cionalmente robusta.

Seja um sistema linear invariante no tempo dado por:

Li41 = A..'lft + But

(5.1)
yr = Cxy + Duy
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onde r; € R", 4, € R"ewu; € RP, A, B,C e D sao matrizes constantes de dimensdes apropriadas.

Para uma entrada impulso unitario, com condi¢des iniciais nulas a resposta do sistema é dada por:

D, t=0
h = ’ 5.2
t {cwﬁui t>0} -2

O problema da realizagd@o de sistemas no contexto deterministico, consiste em: dadas as respostas
ao impulso unitario, hy, encontrar as matrizes A, B, C' e D, tal que a fatoragdo (5.2) seja satisfeita.
Sabemos que existem muitas quadruplas de matrizes que satisfazem (5.2). E bem conhecido, ver Chen
(1999), que para cada par de quadruplas, {A, B, C, D}, que representam uma realizacdo minima do
sistema existe uma matriz 7' que as relaciona por meio de uma transformagdo de similaridade. A
resposta do sistema para uma entrada, u; € dada pela sua convolugdo discreta com a resposta ao

impulso, ver Bottura (1982). Entdo temos:

Y = Z Pyt (5.3)
k=0

Suponhamos que o sistema foi excitado por uma entrada u tal que

u:{"'7ut—27ut—170707”'}7 (54)
estando em repouso em ¢t = —oo. De (5.3), a resposta do sistema parat > 0, é:
Yr = houy + haug—1 + houy o + haug 3+ -+ -, (5.5)

parat =0,1,2,3, - - temos

Yo = ho0 + hyu_y + hou_o + hzu_3 + - -
Y1 = hQO + h10 + hgu_l + hgu_z + -

5.6
Yo = hoO + 0+ ho0 + hgu_y + -+’ (5.6)

que podemos escrever na forma matricial como:
U1 _ hQ hg h4 Cee U_o | (57)

Y2 hs hy hs --- U_3



92 Métodos de Subespaco para Identificacao

Definimos a matriz infinita de Hankel do sistema como

hi he hs
hy hy hy ---
Hoo = hy ha he e (5.8)
Sejam
C
@ o4 C B AB A’B 59
o= | gz |0 Co= c (5.9)

as matrizes infinitas de observabilidade e controlabilidade respectivamente; por simples inspecao,

observamos que

Hoo = OxCoo (5.10)

Se for possivel fatorar a matriz H como em (5.10), as matrizes C' e B poderio ser obtidas utili-
zando simplesmente os primeiros bloco-matrizes das matrizes de observabilidade e controlabilidade
respectivamente.

Na realidade a matriz de Hankel € de posto finito, isto €, um ndmero limitado de matrizes impul-
sivas bloco-linhas e bloco-colunas definem o posto da matriz. Sabe-se da teoria de sistemas, que o
posto da matriz de controlabilidade e o da matriz de observabilidade sao iguais a dimensdo do vetor
de estado minimo. Sendo assim ndo € necessario ter um uma matriz de Hankel infinita. Ao invés
disso seleciona-se uma matriz de Hankel composta por um nimero finito de bloco-matrizes linha e
coluna. Observa-se também que para qualquer matriz ndo singular 7" (n X n), as matrizes O=07"
eC=1TC produzem a mesma fatoracdo (5.10). De fato a qualquer transformacao de similaridade 7T’
corresponde uma escolha particular da tripla de matrizes { A, B, C'} do sistema. Pode-se encontrar

uma fatoracdo de H por meio da decomposicao em valores singulares (SVD), da seguinte forma:

Si1 0
0 Sy

‘/1/

H:USV':[U1 UQ] o
2

onde S1; € R™™ e S99 = 0, e definir as matrizes O e C como:

0= (Ul 1§1)T_1
C=T(ShV/)
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Seja a matriz de Hankel deslocada H.. definida como

ho hs hy
- hs hy hs

= o 5.11
" he hs hg - G40

de (5.2) em (5.11) podemos demonstrar que HZO = OAC, e determina a tripla de matrizes por:

A= OMH Cl
B=O0"M"!
C =H'Ct

Onde O e C' sdo as matrizes pseudo-inversas de O e C, respectivamente.
Um estudo mais aprofundado pode ser encontrado em Barreto (2002), onde sdo fornecidos fun-

damentos bdsicos para a identificagao multivaridvel no espaco de estado para métodos de subespaco.

5.3 Identificacao pelo método MOESP

Nesta Secao, o método MOESP, Verhaegen e Dewilde (1992a,b), muito bem explicado em Viberg
(1995), € apresentado, para o método N4SID, ver Overschee e De Moor (1996). Seja um sistema
linear estocdstico discreto no tempo:

Tt1 = A.Tt —+ But -+ wy (512)

vy = Cy + Duy + vy, (5.13)

onde w; e vy sdo processos aleatdrios ruido branco de covariancia

W ., [ Q@ S
<v5><wt Ut)]—<S/R>5stzo. (5.14)

Os vetores u; € R™* 1 ey, € R sdo respectivamente as medidas das m entradas e das [ saidas

E

do processo no instante ¢t. Podemos escrever as equagdes (5.12) e (5.13) na seguinte forma inovativa
Viberg (1995):

l't+1 = Al't + But + K€t

(5.15)
Yy = Cxy + Duy + ¢
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onde e; € um processo inovagdo, K é o ganho do filtro de Kalman.

O problema da identificacdo de um sistema estocdstico consiste em encontrar as matrizes que
compdem as equagdes (5.15) a partir de dados de entrada e saida medidos. Para este objetivo, de-
finimos o vetor empilhado com os vetores de saida, come¢ando desde um instante ¢ ate o instante

t+a— 1, como:

Y() =¥ Yisr - Yiral’ (5.16)
onde o > n (n é a ordem do sistema). De (5.15), supondo e; = 0 para efeitos de compreensdo, temos:

Y1 = C(A,I't + But) + Dut—l—l = CAI‘t + C’But + Dut+1

Tpyo = A1 + Bu = A*xy + ABuy + Buyq,

Y2 = C(Azﬂft + ABut + But+1) + DUH_Q == CA2.Z’t + CABUt + CBUt+1 + DUt+2

Uy
=CA’ry+[CAB CB D ]| wy
Utt2
]
Ut+1
u
=CA%+[caB ¢cB D0 - 0| |
Ut+3
| Ut+a—1 |
seguindo o mesmo procedimento temos
]
Ut41
Yira1 = CA“ 72+ | CA*?B CA“ 3B CA**B .-.- CB D
Ut4a—2
| Utta—1 ]

Das relagdes acima obtidas temos
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oy ] [ O] [ D 0 0 0 0] w |
Yt+1 CA CB 0 0 O Ugg1
Yi+2 C A? CAB CB D 0 0 Upgo
: = : Ty + : : ;
: : : : : 0 0
Yt+a—2 C A2 CA*3B CA**B CA* B D 0 Upto—2
| Ytta—1 | i C A1 | i CA*2B CA*3B CA““*B ... CB D 1| %tra—1 |
que podemos escrever como
y(t) = Loz + Dou(t), (5.17)
onde u(t) é definido de forma similar a (5.16), e as matrizes I, e ®,, sdo definidas como:
¢ ] [ D 0 0 0]
CA CB D 0 0 O
CA? CAB CB D .. 0 0
Loy = . ; Po = . . . ) (5.18)
: : : : 0 0
CA*2 CA*3B CA**B CA“ B D 0
i CAxt ] i CA*2B (CA*3B CA*“*B ... CB D ]

se o erro e; for considerado, temos uma expressao semelhante a (5.17), e podemos escrever como:

y(t) = Doay + Pou(t) + Uae(t) (5.19)
onde
[T 0 0 0]
CK 0 0
CAK CK I 0 0
U, = , (5.20)
: : : 0 0
CA*BK CA™K CA* K I 0
| CA°?K CA**B CA* 'K ... CK I |

onde e(t) é definido de forma similar a (5.16). A matriz I', é denominada de matriz estendida de

observabilidade. As matrizes ¢, e ¥, sdo matrizes Toeplitz.

Suponhamos que temos observacdes de y; e u; , parat = 1,2, ---, N+« — 1; utilizando a relagao
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(5.19) podemos definir a seguinte e formar a partir dos dados de entrada a seguinte matriz de Hankel

Y =[y(1) - y(NV), (5.21)

de (5.19), para e; = 0, temos:
Y = [[ox1 + Pou(l) Tz + Pou(2): - - Thzny + Pou(NV)]

= Loz Lot Toxn] + [Pau(l):®qu(2): - - - 1@ u(N)]
= Talziizgt - ixy] + Pou(l)u(2):---u(N)] =T, X + ¢,U, (5.22)

onde X = [x1impi---ixy] e U = [u(1)u(2):- - -iu(N)]. Considerando a entrada de ruido e;, (5.21)

pode ser escrito como:

Y=, X+, U+VY,E, (5.23)

onde E = [e(1) e(2) ---e(NN)] é amatriz de Hankel dos ruidos. A equagdo (5.23) é fundamental para
os métodos de subespaco. Se matriz de observabilidade (5.20) for conhecida, podemos determinar
a matriz C' empregando somente o primeiro bloco linha de I',,. A matriz A pode ser encontrada da

relacdo

CA C
[o01 = : = : A (5.24)
CA~ C A1
com A = FLFZQH, onde ()Jr denota a pseudoinversa de Moore-Penrose. A obtencdo da matriz de

observabilidade é feita por meio de projecdes ortogonais dentro de subespago gerados pelos vetores

da matriz U. Suponhamos que o sistema nao tenha a parte estocdstica, isto é e, = 0, entdo temos

Y =T.X + 2,U, (5.25)

como &, € desconhecido; podemos estimé-lo de forma a satisfazer o seguinte problema de minimos

quadrados ndo estruturado:

min [|Y — o, U, (5.26)

onde ||.||, denota a norma de Frobenius. A matriz ®,, solugdo deste problema obedece a seguinte

equacao:
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Y - $,U=YII}, (5.27)

onde II;, é o operador projec¢do ortogonal no espago nulo de U, dada por

II; =1-U'(UU)'U.

como UHﬁ, = 0 temos de (5.25)

Y115 =, XI5, (5.28)

Se o posto de XTI, for completo e igual a n, poderemos recuperar I',, através de uma decompo-

sicdo em valores singulares truncada da matriz Y113, :

YIIE = Q,S. V. + Q,S, V', (5.29)

onde QS contém os n vetores correspondentes aos valores singulares mais significativos. Na auséncia
de ruido teremos S, = 0. A estimativa da matriz de observabilidade pode ser considerada como
T, = QS. Uma implementa¢do mais eficiente é proposta em Verhaegen (1994), que calcula a matriz
Y11, por meio de uma fatoragio QR.

Operador projecao ortogonal via fatoraciao QR

Seja V um subespaco de R? gerado pelo conjunto de vetores ortonormais S = {vy, v, - - -, v, }€

seja v € RP; A projecdo ortogonal de v em V € um vetor © € V, tal que existam «; € R tal que
U = U1 + QU + -+ - 4+ Uy,

e que vetor e = v — ¥ € ortogonal ao espaco V. E bem conhecido que os «; podem ser calculados,

pelo processo de ortogonalizacdo como:

o = <<Z:ZZ>> = (v;,v) = viv. (5.30)
Podemos escrever a proje¢dao como:
g
(&%)
U= [vyvy -1, S| =Qq, (5.31)
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onde Q = [vy vy ---v,] e = [y a2 - - - ). De (5.30) temos:

ViU V]
!/ !/
VU v
2 2
o = . = . v = QI,Ua
/ /
(A0 (U
logo (5.31) pode ser escrito como
b = QQ'v = Ilyv,

Definimos o operador projetor ortogonal no espaco V a matriz I1;, = QQ'. Notemos que qualquer
vetor multiplicado pelo operador é projecdo ortogonal do vetor no subespaco V. Notemos também

que Q'Q = I,,. Este tipo de operadores obtido através de uma fatoragdo QR e as propriedades das

U
matrizes resultantes sdo exploradas a seguir. Efetuando uma fatoragdo RQ a matriz v ] , temos
U R 0 !
= " Q} . (5.32)
Y R21 R22 Q2

U=R;Q]
Y = R Q) + Rx2Q) 7

as matrizes Q; e Qo sdo matrizes ortonormais que possuem as seguintes propriedades

que podemos €screver como

(5.33)

QiQi =1 Q,Q, =1

QiQ:=0, Q,Q; =0

pois o vetor Q = [Q; Q] € uma matriz ortonormal. Multiplicando Y pela matriz Q2 Q) temos

YQ:Q; = (Rxu Q) + R»Q5)Q:Q) = Ry Q;
Podemos observar que Q2 gera a parte do espago nulo de U que nao é compartilhada por Y, pois
UQ; =R;QiQ:=0

Sabendo que Q,Q, = I, os vetores singulares Ry, que estdo a esquerda, sdo aqueles de R,Q),
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assim como também os vetores singulares de YII;5,. O método de Verhaegen e Dewilde calcula Ry,

da seguinte maneira:

Ry = Q.S.(VTQ,) + Q.S.(VIQy). (5.34)

Observe que (5.34) é compativel com (5.29). Somente a parte deterministica pode ser identificada
desta maneira; qualquer dinamica adicional causada por perturbacao que nao seja ruido branco nao é
considerada.

Em Verhaegen (1994) a organizacdo estrutural dos dados permite (no limite quando N — 00)

eliminar a parte estocastica de (5.23). Isto é feito como segue: os dados da saida sdo divididos em

YP
Y, |

Da mesma forma particionamos as entradas e os ruidos. A equagao de dados para a saida futura é

termos passado e futuro, como

v(t) = [yp@)], v

ys(t)

dada por:

Y; =1, X;+ &, U+ V. Ey, (5.35)

onde X = [x311 -+ Tpin|, ¥ = @ — [ > n, e 3, € o nimero de bloco-linhas em Y,,. Podemos
escolher agora u,(t) como uma variavel instrumental de modo a remover o termo U de (5.35) e

des-correlacionar o ruido. Verhaegen considera a seguinte proje¢ao ortogonal

an;?Ug =T, X fnéfTUZ +U,E fnéfTUI? :

onde HéT ¢ a projecdo ortogonal do espago nulo de U. Pode-se provar que
!

: 1 1 T
lim BTl Uy =0,

N—oo

O algoritmo de Verhaegen calcula a seguinte fatoragao QR:

U, Ry 0 0 0 4
U, | | Ra R 0 0 2
Y, | Ry Ry Rgz 0 tl
Yy Ry Rsz Ruz Ruy f

onde R;; € uma matriz triangular superior.
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No proximo passo do algoritmo € calculada a seguinte SVD
[ Ri3s Ras ] = QSSSV; + QnSnV;

A matriz de observabilidade é estimada como Q,, € as matrizes A e C podem ser extraidas , como

em (5.24). Para encontrar B e D uma solucio do problema de minimos quadrados

|:R31 R42}%‘I>V[R11 R22]7

da uma estimac@o consistente de ®.,. Com esta estimagdo, B e D podem ser calculados.
Este algoritmo foi implementado no LCSI, e utilizado nos trabalhos Bottura et al. (2000, 2002).

5.4 Realizacao estocastica com entradas exogenas e
métodos de subespaco para identificacao de sistemas e de si-

nais

5.4.1 Introducao

Nesta Sec¢ao estudamos o problema da realizac¢do estocdstica para sistemas estacionarios com entradas
exdgenas e apresentamos dois algoritmos para identificagdo neste caso. Primeiramente fazemos um
estudo influenciado sobretudo pelos trabalhos de Akaike, de Aoki, de Picci e de seus co-autores,
posteriormente fazemos um estudo baseado em Tamariz (2005), com resultados que consideramos
importantes.

Akaike em seus trabalhos pioneiros, Akaike (1974), Akaike (1975) e Akaike (1976), desenvolveu
uma teoria da realizacdo estocdstica minima baseada na andlise das correlagdes canonicas (CCA)
entre o “futuro” e o “passado” de um processo estocastico. Nesta abordagem, o espaco do estado esta
definido como o espaco linear gerado pelos melhores preditores do futuro baseado no passado, e uma
base deste espago € fornecida naturalmente pelas varidveis canonicas. A computacao associada com a
técnica das CCA ¢é feita pela decomposi¢cdo em valores singulares (SVD) de uma matriz bloco Hankel
normalizada formada pelas matrizes de covariancia retardadas do processo. Akaike também deu uma
interpretacdo estocdstica ao método bésico da realizacdo de Ho-Kalman, Ho e Kalman (1966) e de
outros algoritmos relacionados com realizagoes.

Posteriormente, Desai, Pal e Kirkpatrick Desai e Pal (1984), utilizaram as técnicas das correla-
¢Oes candnicas para modelar e reduzir modelos de sistemas estocasticos no espaco de estado. Aoki

em Aoki (1983, 1987, 1990) também propds a modelagem de séries temporais econdmicas utilizando
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técnicas SVD similares. Uma teoria geométrica geral para resolver o problema da realizagcdo estocas-

tica de séries temporais foi desenvolvida por Lindquist e Picci (1996).

Podemos dizer que a relagdo entre a teoria da realizagdo estocdstica e a identificacdo de séries
temporais estaciondrias pelos métodos de identificacdo em subespacos estd razoavelmente compre-
endida. Por outro lado, ndo hd nenhuma teoria completa disponivel até agora para a realizacdo de
sistemas estocdsticos excitados por uma entrada exégena. Em Katayama e Picci (1996) o sinal de
saida é separado em componentes deterministica e estocdstica. Eles mostram uma possivel aplicacido
para a identificacdo em subespago de sistemas no espago de estado com entradas exdgenas. Porém

existe ainda insuficiente experiéncia numérica com relacdo a eficicia desta decomposic¢ao.

Praticamente, todos os métodos da identificacdo em subespago para sistemas com entradas exdge-
nas, relatados na literatura, utilizam, de uma forma ou outra, abordagens com varidveis instrumentais.
As vezes os detalhes computacionais tendem a obscurecer a idéia principal. O procedimento concei-
tual de construir primeiro o espago do estado pela projecao do futuro no passado e entdo escolher uma
base bem-condicionada para computar as matrizes A, C, M, etc., que € transparente no importante
trabalho sobre os métodos de subespacgo, Overschee e De Moor (1993), para séries temporais, nao fica
tao transparente quando aplicado ao problema da identificacdo de sistemas com entradas exogenas.
As idéias basicas da teoria da realizacdo comecam a perder-se nas computagdes (as vezes complica-
das) resultantes de uma variedade de escolhas possiveis dos instrumentos para computar a matriz de
observabilidade. Pode-se atribuir este estado de coisas ao fato de que a realizacdo estocdstica com

entradas exdgenas ainda € pouco entendida.

Motivados pelos argumentos acima citados, Katayama e Picci (1999), consideram o problema
da realizacdo de sistemas estocdsticos estaciondrios lineares com entradas exdgenas. O método da
realizagdo estocdstica estd baseado nas em projecdes obliquas e na andlise das correlacdes candnicas
(CCA) condicionais que generalizam de uma maneira natural o procedimento utilizado na realizagdao
de séries temporais. Eles propdem alguns métodos de identificagdo em subespago baseados nos pro-
cedimentos das realizagdes que sdao também significativos para o entendimento dos principios basicos
subjacentes a alguns trabalhos bem conhecidos de identificacdo em subespacgo (Larimore, 1990; Van
Overschee e De Moor, 1994, 1996; Verhaegen e Dewilde, 1992; Verhaegen, 1994) e para permitir

comparagdes.

A constru¢do de um modelo no espago de estado envolve um preditor linear da saida futura base-
ado nas entradas futuras e nas observagdes passadas. Ela é resolvida usando resultados da representa-
¢do para dois operadores de projecdo obliquos. Estes tltimos sdo ingredientes basicos deste problema
desde que, como observado por Larimore (1990), o efeito das entradas futuras seja removido das sai-
das futuras ao construir sistemas no espaco de estados com entradas exdgenas. Na seguinte Secao

ficard claro como as proje¢des obliquas servem para esta finalidade.
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A projecdo obliqua das saidas futuras no espaco das observacdes passadas ao longo do espaco
das entradas futuras € fatorada como o produto da matriz de observabilidade estendida pelo vetor de
estado. O vetor de estado € escolhido pela utiliza¢do da andlise de correlacdes candnicas (CCA) do
passado e do futuro condicionados as entradas futuras. Derivamos equacdes de estado do preditor
6timo das saidas futuras em termos do vetor de estado e entradas futuras. Essas equacdes conduzem
a um modelo inovativo “forward” do processo de saida na presenca de entradas exdgenas. O passo
basico do procedimento de realizagdo € a fatoragdo da matriz de covariancia condicional das saidas
futuras e passadas dadas as entradas futuras. Esta fatoracdo é baseada no CCA e pode ser adaptada
facilmente a dados de entrada-saida finitos.

Neste Capitulo, finalmente com base nas discussdes citadas acima e nas Teses de Barreto (2002)
e Tamariz (2005) também realizadas no LCSI, fazemos uma andlise da realizacdo linear de sistemas
estocdsticos com entradas exdgenas efetivamente utilizando o principio da superposi¢do, e resulta-
dos desta e das duas Teses acima citadas sobre o algoritmo MOESP-AOKI, realizacdes estocasticas,
realizagdes deterministicas e realizacdes combinadas para a modelagem computacional de dados rui-

dosos.

5.4.2 Construcao do Espaco Preditor

Consideremos um sistema estocdstico linear discreto no tempo com u; € R™ o vetor de entrada
e y; € RP o vetor de saida. Também consideramos que {u;,y;, t = 0,4+1,+---} é um processo
conjunto estaciondrio no sentido amplo, com média nula e matrizes de covariancia finitas. Seja ¢t o
tempo presente e k um inteiro positivo, definimos, respectivamente, os vetores de entradas-passadas

e entradas-futuras empilhadas como:

Uy
Ut—1
U1
-2 + A
up B s |l 2 (5.36)
Uttk—1

Similarmente definimos, para as saidas do sistema, os vetores saidas-passadas y, e saidas-futuras

y[Jtr » empilhadas como:

Yt
Yt—1 y
_ t+1
N NN NS (5.37)
Yt+k—1

Definimos os vetores passado do sistema e futuro do sistema, como os vetores empilhados:
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Db = [ yt_ ] , fi £ yf;k} (5.38)
t

a dimensdo de p; € infinita enquanto que as de f; e u[Jtr ) 880 finitas.

Denotaremos a soma vetorial (fechada) de subespacos por V. Sejam P;, )V, e Uﬁf k) OS espa-
cos lineares das varidveis aleatérias de segunda ordem geradas pelos vetores passado do sistema py,
saidas-passadas y, e entradas-futuras ufg K respectivamente. Consideramos que os espagos sdo fe-

chados em relacdo a norma quadritica média usual

1€l £ VE{€}, (5.39)

Assim Py, )V, e U," podem ser tratados como subespagos de Hilbert de um espago de Hilbert H=)
VU contendo todos os funcionais lineares do processo conjunto (u, y).

Suponhamos que A € um subespago de H. A projecao ortogonal de b € H no subespago A é
denotada por E{b|.A} ou por b|.A para resumir. Seja A+ o complemento ortogonal de A C H. Entdo

a projecdo ortogonal de b em A" é

bA+ =b— (b|A). (5.40)

A figura 5.1 mostra representacdo geométrica destes resultados.

Fig. 5.1: Proje¢ado ortogonal

Mais ainda suponhamos que A € gerada pela varidavel aleatéria vetorial a; entdo a projegao orto-

gonal de b € H em A pode ser expressa em termos de a pela bem conhecida relagio

blA = E{bd'}E{ad'} a = $uX! a = bla (5.41)
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V

E{y|AV B}

Fig. 5.2: Projecdes Obliquas

onde X, = E{ab'} é a matriz de covariancia das varidveis aleatorias vetoriais a € b, (-)! é a pseudo-
inversa, Golub e Loan (1989). A proje¢io ortogonal de b em A+ também pode ser expressa em termos

de a e a denotamos por bla*.

5.4.3 Projecoes ortogonais e obliquas

Em Katayama e Picci (1999) o seguinte lema € provado:

Lema 5.4.1 Sejam y e b dois vetores aleatérios com componentes em H, seja A = spanf{a}, B =

span{b} e suponhamos que AN B = {0}. Entdo os vetores I1(y)a e ®(y)b na projecdo ortogonal

a

) 2 TI(y)a + ®(y)b, (5.42)

E{y|lAv B} = [ S T ] [ Yaa Dab ]

Eaa 2bb

sdo as projecoes obliquas de y em A ao longo de B e de y em B ao longo de A, respectivamente.

Além disso, se definimos as seguintes matrizes de covaridncia condicionais:

Saap = E{(alb*)(alb™)'} Syap £ E{(y[b")(alb")'}

. (5.43)
Sy = E{(yla")(bla”)} Twpja £ E{(bla")(alb*)'}
Entdo as matrizes 11(y) e ®(y) satisfazem as equagdes discretas de Wiener-Hopf
I(y) Saap = Syap P(Y)Sbba = Sypfa - (5.44)

Onde Yqqb, Yip|a SG0 ndo singulares se g4, Yy, também sdo.

Estas projecoes sao ilustradas na figura 5.2.

Prova Utilizaremos o seguinte resultado
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A B A ~A"'BD!
— (5.45)
C D -D'cA™t D'+ D 'CA-'BD™!

onde A = A — BD~'C é o complemento de Schur.

Sabemos que

E{yl[AVB}=FE {yl

Z” (5.46)
a a ! a
WG e
-
:E{[ya’ yb]}E{ ZZ/ Zi]} Z (5.48)

E(ad") E(ab)
E(bd') E(Y)

_E
Y1

— |B(ya) B (5.49)

sejam A = E(ad') = Xoq, B = E(ab) =34 = C' = E(bd') =%, e D = E(bl') = L, entdo
A=Y, — XX,'Y, , Entdo temos:

ab

AT = (Bae = BTy To) T = 2, = (5.50)
—AT'BDT! = =X Yy Ny = (-DTICATY =53 (5.51)

D1+ D ICA-'BD ! = Eb_bl + Zb—blZ;bZ;al'bZabe_bl (5.52)
= (S + E;bzgj\bzab)z&l =7

Substituindo 5.50, 5.51 € 5.52 em 5.49 temos

-1
Eaa Eab a o 6 a
Yiya 2 =Yy 2
[y yb][E;b be] [b] [y yb] ﬂ’v] b]
b (5.53)
= [Zy0 Sy ;’Ziib = Yya(aa + Bb) + Xy (F'a + b)

= (Eyaa + Eybﬂ,)a + (Eyaﬂ + Eybfy)a
comparando (5.42) e (5.53), temos:
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I(y) = Eyaz_l Eybz&lngzgaﬁb = (Zya — Eybz&lng)z_l

aalb aalb

portanto
H(y)za(ﬂb = Eya - Eybzb_blz:;b = 2ya\b.

Similarmente podemos provar para ®(y) = Eyblazb_mla- Dado que II(y)a = Eyalbzb_b\la“’ entdo para
v=aaez=fbcoma € R, 3 R™, vemos que [I(v)a = arla = v ell(z)a = 0. Assim
I1(-)a é idempotente sob A = span{a} e o espaco nulo é exatamente B = span{b}. Isto mostra que
I1(y)a é a projecdo obliqua de y em .4 ao longo de B. Argumentos similares mostram que ®(y)b = 0

dado que X, € zero, etc. e $(y)b é a projecdo obliqua complementar.

5.4.4 O preditor 6timo

Nesta Secdo sdo encontrados preditores lineares 6timos do vetor futuro do sistema f; dados os vetores
entradas-futuras ;" e passadas do sistema p,. Uma condi¢o técnica necessaria ao processo de entrada
de forma a excitar todos os modos possiveis do sistema é que ndo exista correlacdo entre as entradas

futuras e passadas, isto é
U, ﬂL{f = {0}, (5.54)

onde U, = span{u; }. Esta condi¢do implica que o processo de entrada é puramente nido determinis-
tica e que admite uma matriz densidade espectral sem zeros sobre o circulo unitdrio. Esta condicao é
bastante restritiva em muitas situacdes praticas e podemos considerar uma condi¢do menos restritiva,
como uma entrada de excitacdo persistente, Overschee e De Moor (1996).

Outra hipétese fundamental: ndo ha realimentagdo da saida para a entrada.

Generalizando o lema anterior temos o seguinte teorema.

Teorema 5.4.2 Considerando (5.54) e supondo que ndo existe realimentacdo da saida para a en-
trada, entdo o preditor 6timo ft do vetor de futuro do sistema f; baseado em P; V Z/{[Jtr k) O espago

gerado (span) por p; e ufg oL é dado por:

f=—E {ft\Pt v u;k]} = IIp; + Puf (5.55)

onde lp; é a projecdo obliqua do futuro do sistema f; no subespaco passado do sistema P; ao longo

do subespago futuro das entradas Z/l[;r K € du,” é a projecdo obliqua do futuro do sistema f; no
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Py
Fig. 5.3: Espaco Preditor como Projecdes Obliquas

subespacgo das entradas futuras Z/l[:r ) @0 longo do subespaco passado de sistema P;. Este preditor é

mostrado na figura 5.3. 11 e O satisfazem as equacoes discretas de Wiener_Hopf
HEPP\U = Efp\m € (I)Zuukn = Efu\pa (5.56)

~ - A . . . . _l’_
onde Yy, Yyulp $40 as covaridncias condicionais do vetor passado p; dado o futuro Upy g € do vetor

de entrada futuro u[Jtr . dado o passado p;.

Prova Ver Katayama e Picci (1999).

[ |
Lema 5.4.3 Supondo que ndo exista realimentagdo de y para u, entdo para
todo h > 0,

E{yen|PVUTY = E{yen| P VU, (5.57)
onde U = spanf{ug, - -, uyip, }. Conseqiientemente, ¢ tem uma estrutura Toeplitz bloco triangular
inferior ) )

Go 0
Gi1 Gy

o-| @ o G , (5.58)

| Gr—1 Gr Girs -+ Go |

onde {Gy, Gy, - - -} podem ser interpretados como matrizes resposta ao impulso de algum sistema

causal com entrada u. Em outras palavras, ® é operador causal.

Prova Ver Katayama e Picci (1999).
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5.4.5 Analise das correlacoes candnicas e o vetor de estado

Nesta Secao definimos o vetor de estado para um processo y pela generalizacdo do método das cor-
relagdes canoOnicas (Akaike (1975)), (Akaike (1976)) e (Lindquist e Picci (1996)), aplicado entre as
saidas futuras e observacdes passadas, com o efeito das entradas futuras removido.

No que segue, fazemos uma consideracdo explicita da dimensao finita. Devido a estacionari-
dade X, € uma matriz bloco Hankel semi infinita cujo posto € uma fung¢do ndo decrescente de k
(o horizonte futuro). Se o posto de X, , permanece constante mesmo a partir da adi¢cdo de mais
blocos-linhas, entdo argumentos padrdes sobre Matriz de Hankel mostram que o posto permanecera
constante, mesmo adicionando qualquer nimero de bloco-linhas. Neste caso dizemos que Y, fem
posto finito.

Sejam o posto de X,, = n, € k escolhido o suficientemente grande tal que £ > n. Conside-
remos as seguintes fatoragdes de Cholesky: ¥, = L,L;, € Y, = LyL). Definimos e, (t) =
L (flug)(t), e~(t) = L, (plut)(t). Entdo segue-se que Ef{e, (t)e_(t)'} = L' Sryp(L,"). Su-
ponhamos que a decomposi¢do em valores singulares (SVD) da matriz bloco Hankel normalizada
L' gup(L, ") € dada por

L' Spup(L, ) = USV (5.59)

onde U'U = 1,, V'V =1,e 2 = diag(oy,---,0n},com1 > oy > --- > 0, > 0. Os o/s sdo os
coeficientes das correlagdes candnicas entre os vetores aleatorios condicionais ( f|uz)(¢) e (p|uz)(¢).

Definimos agora os vetores

ar = V'L (plug)(0), 6= ULy (Flug)(@) - (>-60)

Notemos que o e 3; tém dimensdo n. Como E{a;o;} = E{(;5,} = I, e E{fia;} = diag{oy, 09, -

oy e (; s@o as varidveis candnicas e os valores singulares sdo os coeficientes de correlagdo candnica
entre as varidveis aleatorias (f|uy)(t) e (p|ug)(t). Em outras palavras, o e 3, sdo as varidveis cand-

nicas condicionais entre o passado p; e o futuro f; dadas as entradas futuras u;".

Para a SVD de (5.59), definimos as matrizes estendidas de observabilidade e atingibilidade como:

O =L UsY? c=8"V'L) (5.61)

onde posto(O) = posto(C) = n. Entdo a matriz bloco Hankel 3, tém uma decomposi¢io X, =
OC. Dado que IT = ¥, 2 1

oplur & projecdo obliqua pode ser expressa como
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onde o vetor de estado é agora definido como o vetor n x 1:

zy = CE L pp =SV L p,. (5.63)

pp|u

Em termos de x;, o preditor 6timo ft de (5.55) tém a forma:

fi = Oz, + duf, (5.64)

onde ® é um operador causal. Podemos ver que x; € uma estatistica condicional minima que car-
rega exatamente toda a informacdo contida em p; necessaria para estimar as saidas futuras dadas as

entradas futuras depois do instante ¢.

5.4.6 O modelo estacionario inovativo

Derivamos o modelo inovativo para a frente no espago de estado para a saida y utilizando o vetor de
estado x; dado por (5.63) e o preditor 6timo ft dado por (5.64).
Seja U; o subespago gerado somente pela entrada presente u;. Dado que as primeiras p linhas de

(5.64) correspondem ao preditor de um passo de y, dado o espagco P; V U;, podemos escrever

U = E(y|Py VU) = Cy + Duy,

onde C' e D sdo matrizes constantes de dimensdes p X n e p X m, respectivamente. Definimos o erro

de predicao como:

er = Yo — By Pr V Uy). (5.65)

Desta defini¢do, a equacdo da saida € escrita como

vy = Cxy + Duy + 4. (5.66)

Notemos que o erro de predigdo e, € estacionario devido a estacionaridade conjunta de {u;, y;} e que
a proje¢do E(y;|P; V U,) estd baseada nas observagdes do passado infinito. e, é um processo ruido
branco néo correlacionado com as saidas passadas {y;_1,y;_1, - -} € as entradas presente e passadas
{u, g1, us—o,- - -}, € que podemos denotar por e; LY, V U, |, pois a ortogonalidade recorre da
definicao (5.65).

Agora consideramos a dindmica do vetor de estado x;. Seja :

Tyy1 = 1 — E{oq |V UL (5.67)



110 Métodos de Subespaco para Identificacao

onde X; é o espaco gerado por x;. O dltimo termo do lado direito € uma soma de projecdes obliquas
em espacos de dimensdo finita. Assim, existem matrizes constantes A e B de dimensdes n X n e

n X m tal que na base escolhida temos

E{Zlft+1|Xt \/Z/{t} = A..'lft + But.

Assim a equacdo de estado é dada por

Ti+1 = A..'lft + But + .fi't+1. (568)
Lema 5.4.4 O erro de predig¢do .1 é uma fungdo de e;, e assim existe uma matriz K tal que

HAZ'H_l = K@t. (569)

Prova Ver Katayama e Picci (1999).
|

Teorema 5.4.5 Supondo que ndo exista realimentacdo da saida vy, para e entrada u,, e considerando
que o posto de Yy, € n, de (5.68), (5.69) e (5.66), a realizag¢do estocdstica em termos do vetor de

estado x; é dada por:

Ti41 = Al’t + But + Ket (570)

Yy = Cxt—O—Dut—i-et

Prova Ver Katayama e Picci (1999).

5.4.7 Estimacao das projecoes Obliquas

Seguindo Katayama e Picci (1999), nesta Secdo, baseado em dados de entrada-saida finitos, apresen-
tamos e implementamos dois métodos para calcular as matrizes Il e ¢, componentes das projecoes
obliquas. Um deles resolve as equacdes do Wiener-Hopf (5.44) utilizando uma fatoracao LQ. Dado
que, para o caso de dados finitos, o ¢ estimado geralmente nao € uma matriz triangular inferior. Outro
método estima II e ® utilizando técnicas de Minimos-Quadrados que consideram a restri¢ao para @,

isto é, todos os elementos da parte direita superior de ¢ sao fixados em zero. Uma vez estimadas I e
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®, podemos utilizar Métodos de Subespaco de Identificacio para estimar os parametros A, B, C, D e
K do sistema. Estes métodos e os seus respectivos algoritmos serdo discutidos a seguir.

Suponhamos que sdo dados um nimero finito de dados de entrada-saida, {u;,y,}, para t =
0,1,---,N + 2k — 2 com k > 0 e N suficientemente grande para serem modelados linearmente
no espago de estado. Supomos que a série temporal {u,, y;} estd composta de valores amostrais de
dois processos conjuntamente estaciondrios (u,y), satisfazendo as suposi¢des das se¢des preceden-
tes, em particular as condi¢cdes da dimensionalidade finita e da ndo realimentacao da saida. Também
suporemos, durante toda esta Se¢do, que as médias amostrais convergem aos valores verdadeiros

previstos quando N — oo e que a entrada e persistentemente excitante.

Com os dados entrada-saida, definimos as seguintes matrizes bloco Hankel, km x N e kp x N :

U Uy -+ UN-1
2 e (5.71)
| Uk—1 Up -+ UN—k—2
[ Yo Y1 -0 YN-1
Y= | 0T (5.72)
| Ye—-1 Yk - YN—k-2

Definimos o intervalo passado como [0, & — 1], e o intervalo futuro como [k, 2k — 1]. Similarmente
definimos as correspondentes matrizes bloco Hankel para as entradas e saidas futuras como Upo;—; €

Y211, respectivamente. Assim a matriz das entradas e saidas passadas € definida como

(5.73)

Método da fatoracao das covariancias

Nesta secdo consideramos que a entrada excita o sistema persistentemente, assim o posto linha de
Upjak—1 € 2km. Consideremos a seguinte fatoragdo L(), Verhaegen e Dewilde (1992a); Overschee e
De Moor (1994)

Ukj2k—1 Ly 0 0 Q
Pog—r | = | Lar Loy O Q, | =LQ. (5.74)
Yijar-1 Ly Lz Las | | Qf
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onde Ljq, Loy e L3z sdo matrizes triangulares inferiores km x km, k(p +m) X k(p+m) e kp x kp,

respectivamente. Pelas propriedades da fatoracdo LQ as matrizes Q);, ¢ = 1, 2, 3, sd3o ortogonais com

Q;Q); = 15;;. Segue-se de 5.74 que a matriz de covaridncia amostral é dado por

) Ukj2k—1 Ukj2k—1
Ypf = N POlk—l Poug—1 )
Yij2k—1 Yijok—1
definindo
Zuu Zu;u Zuf
Euznf £ Epu Epp 2pf )
Ypu X Xy
de (5.75) e (5.74) temos
Yupf = | Loy Laa 0 0 Ly Ly
L31 L32 L33 0 0 L/33
LllL/H LllL,21 Llngl
= | LaoLyy LoiLy + Loy L, Loy Lyy + Lap Ly,

Ls1Lyy  LsiLyy + LaaLh,  LaiLyy + Lgo Ly + Las Ly
do Teorema 2.3.2 do Capitulo 2 e de (5.76) e (5.77), temos

(5.75)

(5.76)

(5.77)

Sl = Bpr — SpuSpy Sup = La1 Ly + Lo Ly, + LagLiys — Lyy Ly (L L) 7' Ly Ly =

- L32L/32 + ngLég.

Similarmente temos
Epp\u = LQQL/22, € pr = L32L/22.

De (5.56), (5.78) e (5.79), temos
Il = Efplu<2:ma|u>Jr = L32L;2-
De forma similar podemos obter ®, rearranjando as matrizes de covariancias como:

2pp Epu 2pf Rll 0 0 Rlll R/21 Rgl
Z:puf = Zup Zuu Zuf = R21 R22 0 0 R/22 Ré’)Q
pr qu fo Rgl R32 Rgg 0 0 Rég

(5.78)

(5.79)
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Similarmente temos
Strlp = Re2 Ry + Ras Rz, Suulp = Roo Ry, € Epujp = Ryp Ry

De (5.56) e as equagdes acima temos

O = Xppu(Suup)’ = Re2 R,

A solucdo acima ndo considera a estrutura bloco triangular inferior de ®. O problema é resolvido

considerando a estrutura de ¢ no seguinte algoritmo.

5.4.8 Identificacao no espaco de estados pelo método dos Minimos-Quadrados
Restrito (CLS-SSI)

O método do minimos quadrados restrito estima as matrizes Il e ¢ sob a restri¢ao (5.58). Estd idéia

¢ inspirada no trabalho de Peternell et al. (1996). Podemos escrever a relagdo (5.55) como a seguinte

i-[ne]|n

Uy

equagdo de regressao

+Ut7

onde v; € o erro de predi¢cdo. Para o caso de dados finitos, esta relacdo pode ser escrita como:

onde © = [ I o } . Entdo utilizando (5.74), encontramos que

1 ’ 1 P()‘k;_l ’
—Yk2k—1:LQ7— :LUQ7
VN | VN Ukj2k—1 !
onde
Loy Loy O
Ly=| Ly Le Lu |, Ln= ,
y 31 L3o Ls3s P Lu 0 0 ]

assim a equacdo de regressao € reduzida a

Ly =OLy, + Vo, (5.80)
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onde Vg = \/—lﬁVk‘gk_lQ. Vetorializando (5.80) obtemos

vec(Ly) = Zvec(O) + vec(Vyp),

onde Z = L;m ® Iy, € RWPtm)xE*p(p+2m) ¢ onde © denota o produto de Kronecker. Entdo os
elementos das matrizes sdao obtidos pela solu¢dao de um problema de minimos quadrados restrito onde

¢é considerada a estrutura da matriz P.

Uma vez estimadas as matrizes I e ® e as covariancias condicionais Y|y, Xpp|u, €tC., podemos
utilizar métodos de subespago para estimar as matrizes A, B, C, D e K. Nesta tese implementamos o
algoritmo CLS-SSI conforme apresentado no Apéndice C. Basicamente o algoritmo segue os seguin-

tes passos:

Passo 1 A partir das expressodes (5.78) e (5.79), computar a decomposi¢do em valores singulares

da matriz de covariancia normalizada

S (52 = USV ~ TSV

fflu pplu

para conseguir uma aproximac¢do mais enxuta de

o L2 a2
X fplu ™ Eff\uUSV (Epmu) )

onde S € obtido desprezando os valores singulares menos significativos (aproximadamente zero), de

tal forma que a dimensao do vetor de estado seja igual a dimensdo de S.

Passo 2 Definir as matrizes extendidas de observabilidade e de controlabilidade como:

Op =37 U8 ¢ =SV (52 )

fflu pplu
Passo 3 Computar as matrizes C' e A pelo método de Verhaegen e Dewilde como segue
C=0,1:p,1:n),

A=0k(p+1:kp,1:0)0(1: (k—1)p,1:n).

Passo 4 Dadas as matrizes A e C, e comparando a matriz obtida ® com a expressao (5.18),

podemos obter as matrizes D e B. A matriz D é obtida pegando a primeira bloco matriz G, de .
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Para o célculo da matriz B, notemos que

C CB G,
CA CAB Go
CA? B CA’B Gs

C A2 CA*“2B Ga-1
| CA | CA“'B | | Ga |

a matriz B € obtida por meio de uma regressao utilizando a equacgdo acima.

Passo 5 Com as matrizes A, B, C' e D dadas, consideramos a seguinte equagado de estado

Tyy1 = Azy + Buy + wy

(5.81)
Yy = Cxy + Duy + ¢

Entdo podemos calcular os residuos: por exemplo para (yo, uo, o), 0 residuo é eq = yo — Dug — C'xy.

Ou através do vetor estimado dado por

Xk = Ckzgpllupmk_l - 5’1/2‘7'2_1/2130‘;@_1

pp|u

formando a equacao

Xk—i—l A B Xk Wi
Yk C D Uk E,
e calculando as matrizes W, e E},.
Passo 6 Calcular as matrizes de covariancia residuais como
Yww Dwe 1 Wi W[ WiE;
Eew 2eew N EkWI; EkEl/c ’
e resolver a equacdo discreta de Riccati
P =APA — (APC' 4 S,.)(CPC" + ) " (APC' + Zye) + S (5.82)

Uma vez calculado P > 0, (matriz simétrica semidefinida positiva) calculamos o ganho de Kalman
como
K = (APC' 4 X,.)(CPC" + %,.) 7.
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5.4.9 O algoritmo MOESP_AOKI

O algoritmo MOESP_AOKI foi proposto em Tamariz (2005). Alguns fundamentos bdsicos para o
entendimento dele podem ser encontrados em Barreto (2002) e nos Capitulos 3 e 4 desta Tese. O al-
goritmo identifica sistemas lineares estocasticos multivaridveis no espaco de estado combinando dois
excelentes algoritmos: o algoritmo MOESP, Verhaegen e Dewilde (1992a,b), que modela a parte de-
terministica do sistema, e o algoritmo de modelagem de séries temporais multivariadas desenvolvida
por Aoki (1983, 1987, 1990), que modela a parte puramente estocdstica. O algoritmo MOESP_AOKI
se fundamenta no principio da superposi¢do, e na decomposi¢ao do sinal ruidoso como a saida de um
subsistema puramente estocdstico e um subsistema deterministico.

A seguir propomos 2 teoremas sobre decomposi¢do por superposicdo, que sao de fundamental

importancia no algoritmo MOESP-AOKI desenvolvido em Tamariz (2005) e utilizado neste trabalho.

Teorema 5.4.6 Por superposicdo o modelo linear ruidoso na forma inovativa de um sistema S, dado

por

Tir1 = Al't + But + Kfit
yr = Cxy + Duy + ¢

pode ser decomposto nos dois submodelos seguintes:

d _ pd
xy = Axy + Buy

yl = Cxl + Duy

e — e
S . xi ., = Axf + Key
e
yy = Caf + e
onde os sobrescritos d e e referem-se as partes deterministica e estocdstica, respectivamente. A saida
¢ dada por:

ye=yi + (5.83)
e o estado € dado por:

xp = ot 4 2t (5.84)

Ut .
, assim tem-se

Prova Podemos interpretar a entrada do modelo ruidoso como sendo o vetor [
€t

.I't+1 = Al't + [B K]

e ] (5.85)

€¢
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Uy

yr = Cy + [D 1] : (5.86)
€t

se consideramos o vetor de entrada como a soma independente dos sinas deterministico e estocdstico
dada por
Ut Ut 0

€ 0 €t

por superposi¢do as respostas do sistema quando e; € zero e quando u; € zero sdo y e y¢, respectiva-

mente. As equacdes de estado para e; nulo sdo
d _ 4.d
Ty, = Axy + Buy

yd = Oz + Duy, (5.87)

e as equagoes de estado para u; = 0, sdo
e _ e
vy, = Ax; + Ke,

y, =Cxy + ¢ (5.88)

Onde as matrizes A e C' sdo as mesmas para ambos os modelos. Substituindo (5.87) e (5.88) em
(5.83) temos

y, = Cal + Duy + Caf + e, = C(af +2%) + Duy + e,
logo o estado esta dado por (5.84).

Observe que nesta decomposi¢do as matrizes A e B sdo as mesmas para os dois subsistemas.
Overschee na sua tese de doutorado, bem como Overschee e De Moor Overschee e De Moor (1996)
usam esta decomposicao.

Por outro lado, em muitos casos, podemos supor que um sinal ruidoso y possa ser modelado no
espaco de estado por um modelo que pode ser decomposto em dois subsistemas, onde um subsistema
modela a parte estocdstica do sinal e o outro modela a parte deterministica do sinal, com um pro-
cesso estocdstico ruido branco excitando o subsistema puramente estocastico enquanto que a entrada
conhecida excita o sistema deterministico, e o sinal de saida ruidoso é a soma das saidas dos dois

subsistemas. Considerando esta estrutura podemos enunciar o seguinte teorema:
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Teorema 5.4.7 Seja o modelo linear de um sinal ruidoso y dado por um sistema estocdstico no

espaco de estado:

S - Tir1 = Aﬂft + But + Ket (589)
Yy = Cl't + Dut + e

Por superposigdo, o sinal ruidoso y; é a soma das saidas y¢ e y¢ dos subsistemas S e S¢, definidos

como:
gd . iy = Alaf + Blu, 590
oyt = C%¢ 4 Dy, 620

e
g . ri = A%f + KC (5.91)

yy = Cy + e
Onde o sobrescrito d refere-se a deterministico e o sobrescrito e refere-se a estocdstico. Entdo o
o
. . t .
vetor de estado do sinal vy, ¢ dado por : x; = , e as matrizes do seu modelo no espago de
estado sdo dadas por:

Ad 0
0 A°

)

Ke

,K:[ 0 ],C:[CdCe],eD:Dd.

Prova Como a saida y; é a soma das saidas dos subsistemas, de (5.90) e (5.91) temos:

Y =yl +yf = C%? + C°x¢ + D%y + ¢

d
y=[C4CY| |+ DYy + ey, (5.92)
Ly
2
logo de (5.89) e (5.92) temos que x; = 1,0 =[CiCe D= D¢ De(590) e (591) temos
Ly
d Adyd 4 Bd A0 d B 0
Ty _ Ty + D Uy _ Ty n g+ o
i A°z§ + KCe 0 A° i 0 K*

Com base na estrutura de modelagem de dados ruidosos dada neste teorema o algoritmo MOESP-

AOKI proposto em Tamariz (2005) € tratado nesta tese.
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O algoritmo MOESP_AOKI € realizado em dois passos: num primeiro passo o método MOESP

€ utilizado para modelar a parte deterministica, obtendo o subsistema deterministico:
d _ pd.d d
Ty, = A%ry + By

yd = Ol + Dy, (5.93)

Para tanto, a partir de dados de entrada e saida medidos, as matrizes U, Uy, Y), Y; sdo formadas

como:
Ug Ul (%) R UnN—-1 U, Uj+1  Ujy2 .- UN4j—1
(751 U9 us e un Uj+1  Ujy2  Ujp3 - UN+5
U, = Ug U3 Ug ... UN4L i Up= | Wii2 Ujp3 Ujpa oo UNyj41
| Uj-1 Uy Uiy oo UN4j-2 | | U2j-1  U2] U241 ... UN42j-2 |
Yo Y1 Y2 ... YN-1 Yi o Yiv1r Yi+2 oo YN+
i Y2 Ys ... YN Yir1 Yj+2 Y43 - YNy
Yo=1 Y2 Ys Ys .. Ynt1 |3 Yr=| Yir2 Yj+3 Yj+sa -+ YN+j+1
| Yi-1 Y Yi+r - YN+4j-2 | | Y2i-1 Y2) Y241 - YN42j-2 |

Através do MOESP € obtida a quadrupla de matrizes A%, BY, C¢, D¢, bem como y¢. A seguir
o sinal y;, é determinado utilizando superposi¢do. Na segunda parte do algoritmo MOESP-AOKI
aplica-se o algoritmo AOKI a y; para obten¢@o do subsistema puramente estocdstico com a seguinte

representacio no espago de estado:
e o e_.e e

y; = C°xf + ey

Assim o modelo resultante de y; no espaco de estado obtido pelo algoritmo MOESP-AOKI sera:

xd Ad 0 xd B 0
?_1 = e te + Ut + . €
i 0 A xg 0 K
e
24
Y = [Cd Ce] te ‘l— Ddut + €t
Ty
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20
com vetor de estado te .
Ly
A aplicacdo deste algoritmo teve bons resultados, Tamariz (2005). No Apéndice C € apresentado
o algoritmo de AOKI.



Capitulo 6

Identificacao e Controle Otimo
Descentralizados de Sistemas

Interconectados

6.1 Introducao

Os sistemas dinamicos interconectados acontecem de forma natural em muitas dreas do conheci-
mento, tais como em sistemas de poténcia, sistemas ecoldgicos, redes de trafego urbano, sistemas
econdmicos, etc. A identificacdo destes sistemas pode ser complexa em muitas casos. Para o projeto
de um controle descentralizado, uma identificacdo de modelos com estrutura centralizada nao € de
muita utilidade, e também nao aproveita convenientemente os dados de entrada e saida e a estrutura
do sistema. Sendo assim, nesta Tese abordamos este problema e propomos a identificacio e o controle
descentralizado para tais sistemas. Em Bottura e Caceres (2002b, 2001) uma metodologia descentrali-
zada de identificacdo baseada nos métodos nos subespacgos para sistemas serialmente interconectados
¢ proposta. Os modelos obtidos pela metodologia possuem uma estrutura bloco triangular inferior.
Em Bottura e Caceres (2002a), com base nos modelos identificados, propomos a otimiza¢do sequen-
cial LQG para sistemas hierarquicamente estruturados, ver Siljak (1991); Stankovic e Siljak (1989),
para o controle descentralizado de sistemas serialmente interconectados. Aproveitando a estrutura
bloco triangular inferior do sistema identificado. Este Capitulo estd organizado da seguinte maneira:
na Se¢do 2 apresentamos um sistema serial interconectado e fornecemos a estrutura dele; na Se¢ao
3 apresentamos a metodologia descentralizada de identificacdo proposta; na Secdo 4 apresentamos a
metodologia descentralizada de identificacdo baseada em métodos de subespaco; para este propdsito
comparamos e apresentamos, por meio de um exemplo, os resultados da aplicac@o descentralizada de

dois métodos de subespaco para identificagdo. Na Secdo 5 apresentamos um controle descentralizado

121
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de sistemas estocdsticos que aproveita a estrutura bloco triangular inferior dos modelos obtidos na

metodologia descentralizada de identificac@o; na Secdo 6 sdo feitos comentarios sobre este Capitulo.

6.2 Sistemas serialmente interconectados

Um sistema serialmente interconectado, composto por N subsistemas, esta ilustrado na Figura 6.1,

w1 u uN

Y [

I |

: |

| |

[ : yN

11

v S - Sz—l Sz - - Sy ——
—_— > @ —= > — :

| .

-2 :

[ 1y -1 v N1 !

| Yy y yz Y y |

| |

Fig. 6.1: Sistema serialmente interconectado

onde S;, i = 1,2,---, N, denota o i-ésimo subsistema, u’ e y’ sdo a entrada e a saida proprias

do subsistema. Observamos que ha uma relagdo de dependéncia, em cascata entre os subsistemas,
isto €, existem ligagdes seriais diretas entre os subsistemas por meio das suas saidas tal que a saida
de um subsistema influi diretamente no comportamento do subsistema seguinte. Na Figura 6.2 mos-
tramos dois subsistemas, S; 1 e S;, onde consideramos as incertezas nas modelagens internas dos
subsistemas e as saidas com erros de medi¢do, individualizadas para cada subsistema.

Le 2': as saidas verdadeiras yy'~! e 3/ sdo perturbadas pelos

Denotamos as saidas medidas por 2z~
processos aleatérios ruido branco v*~! e v?, respectivamente. As incertezas de modelagem e/ou as
perturbacdes internas estdo caracterizadas por meio das entradas w’~! e w?, considerados processos
aleatorios ruido branco. Para a identificacdo de cada subsistema, consideramos o "subsistema isolado"
mostrado na Figura 6.3, onde u’ e y*~! sdo consideradas entradas conhecidas sem erro, e z° € a sua
saida medida.

A natureza serial do sistema permite estabelecer uma metodologia de identificacdo do sistema
global por meio da identificag@o individual dos seus subsistemas. O comportamento de um subsistema
¢ devido a entrada propria do subsistema e a saida do subsistema anterior, portanto os dados de
saida do subsistema anterior sdo essenciais e devem ser utilizados para a identificacdo isolada do

subsistema. Existem varios casos onde esta metodologia pode ser aplicada como por exemplo, um
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i—1 i—1

u w u w?
=2 i—1 i1 ' i
Yy St y St Yy
i—2 + + . +
v + i1 +<) vt ot :)
——
512 i1 o

Fig. 6.2: Dois subsistemas do sistema global.

ut w"

%
i—1 S

Fig. 6.3: Subsistema Isolado

sistema de reservatdrios em cascata; nesta Tese aplicamos a metodologia para a modelagem de um

sistema de qualidade da dgua de rio.

Propomos a representacio no espago de estado do subsistema isolado S; , como:

xiﬂ = Aixi + Biui + Miyi_l + wi

i i i
Zp = Yp T+ Uy,

(6.1)

(6.2)

(6.3)
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onde y!, u! e z! sdo os vetores de entrada, saida e estado do subsistema i, respectivamente. Rearran-

jamos esta representagdo, para efeitos de identificagao, como:

xi-}-l:A?«xi—i_[Bl Mz:| [ .tl

o (6.4)
Yy

i

4:@ﬁ+[m M][ 4ol 6.5)

t
i1
Yy

O problema da identificacdo do sistema serialmente interconectado consiste em encontrar para S;, a
partir dos dados de entrada-saida medidos dos subsistemas, as matrizes A;, B;, C;, D;, M; e N; das

equagdes (6.4) e (6.5), e as covariancias Q;, R; e S; dos ruidos w! e v!, definidos como:

( " ) (Cwiy iy )] - ( o ) b 2 0. (66

3
S

E

Uma vez identificadas as matrizes de estado e de saida de cada subsistema, o0 modelo global, sem
considerar o erro de leitura, de um sistema serialmente interconectado composto de 3 subsistemas €
determinado sequencialmente como segue:

Para o primeiro subsistema temos

zt = Ayrp + Biup 4+ w; (6.7)
v = Cia; + Dy (6.8)
5 =y + .

Para o segundo
27, = Avx? + Boul + Moy, + w} (6.9)

Y2 = Oyx} + Dou? + Noy}, (6.10)

substituindo (6.7) e (6.8) em (6.9) e (6.10) temos

{L‘?_H = AQZL’? + Bgu? + Mgcll‘tl + Mngutl + 'LU?

ytZ = CQ.T% + DQU? + N2Clxg + Nngui

ou
22 = MyCiay + Agx? + MyDyu} + Bou? + w? (6.11)

y? = NoCrap + Cox} + NoDyuj + Dous? (6.12)
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Para o terceiro subsistema temos

x| = Azrd + Bau} + May? + w} (6.13)

yf’ = Cgl’? + DgU? + Ngyf, (6.14)

substituindo 6.11 € 6.12 em 6.13 € 6.14 temos

JI?_H = MgNQCll’tl + M3CQ$? + Agl’? + MgNngui + Mngu? + B3u§ + wf’

’yf = N3N2cleél + NgCgZE? + Cgl‘? + NgNngu% + NgDQU? + Dguf’

Para um sistema serialmente interconectado com N subsistemas, as equacdes de estado e de saida sdo

encontradas de forma similar. Para um sistema com 3 subsistemas definimos os vetores de estado, de

entrada e de saida globais como

1 1

Uy Yy
2 — 2

Ut ) Yy = yt 9
2 2

Uy Yi

logo, pelas relacdes acima encontradas, a representacao global no espago de estados é:

Tt
2
Tit1

Ti

i
y?

y?

A1 0 0 l'tl
MQCl A2 0 l’?
M3N201 MgCQ Ag I‘?

Cl 0 0 {L'tl
Ny Cy Cy O x?
NgNQCl NgCg Cg JZ‘%

By 0 0 uy w;
+| MyD, By, 0 u |+ | wf
M3;N,D; M3Ds By | | u? w?
(6.15)
D, 0 0 ul
+| NyDi Dy 0 w? |, (6.16)

N3N2D1 N3D2 D3 uf

A equagdo dos dados de saida com erro de medida pode ser encontrada facilmente como:

Cl 0 0 l’tl
Ny Cy Cy, 0 x?
NgNQCl NgCQ Cg ZE’?

D1 0 0 u% Utl
+ N2D1 D2 0 Ut2 + Ut2
N3N2D1 N3D2 Dg ut2 Ut2
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As matrizes das equacdes de estado (6.15), (6.16) e (6.17) possuem uma estrutura Bloco Trian-
gular Inferior (BTT). Existem vérias técnicas de controle descentralizado que tratam de sistemas com
este tipo de estrutura, o que serd explorado nas se¢oes seguintes. Na proxima Se¢do propomos uma
metodologia descentralizada de identificagdo baseada nos métodos de subespaco para a identificagdao

descentralizada de sistemas serialmente interconectados.

6.3 Identificacao descentralizada de sistemas interconectados

Na Figura 6.3 consideramos um subsistema isolado, onde para fins de identificacio, consideramos
como dados exatamente conhecidos a entrada prépria do subsistema u’ e a saida do subsistema ante-

=1 w’ representa o erros de modelagem e/ou pertubacdes externas no subsistema, z* é a saida

rior y
medida com erro de observacao.

A identificacdo descentralizada de sistemas serialmente interconectados € realizada por meio da
identificacdo isolada de cada subsistema, isto é, comeg¢amos identificando o primeiro subsistema da
forma padrio, isto é, a entrada dele é u' e a saida y'. Para a identificacio do segundo subsistema
aproveitamos os dados de saida obtidos do primeiro subsistema, isto €, supomos como vetor de dados
de entrada do segundo subsistema ao composto pela entrada propria e pela saida do subsistema 1.
Assim sucessivamente vamos identificando cada subsistema isolado, isto €, tratamos cada subsistema
isolado como se fosse um sistema que tem como vetor de entrada o vetor composto pela entrada

uf
v
sua saida. Como o vetor 3| ' ndo esta diretamente disponivel para leitura, consideramos a estimativa

propria do subsistema e a saida do subsistema anterior, isto €, [ ] , € 2z como a medida da

dele, 7i ', que pode ser obtida, por exemplo, por meio de um filtro de Kalman aplicado no subsistema
anterior. Esta metodologia pode ser aplicada a sistemas serialmente interconectados devido a que a
saida do subsistema anterior ndo estd correlacionada com a saida do subsistema seguinte, embora a

reciproca ndo seja verdadeira.

6.4 Identificacao descentralizada de sistemas

seriamente interconectados via métodos subespaco

Nesta Tese, desenvolvemos e aplicamos a metodologia descentralizada de identificagdo ou melhor
dizendo a identificacdo descentralizada de sistemas serialmente interconectados utilizando métodos
de subespaco de identificacdo. Como existem varios destes métodos de identificacdo, escolhemos os
métodos N4SID, Overschee e De Moor (1996), MOESP, Verhaegen e Dewilde (1992a) e identificagao

estocdstica nos subespacos via minimos quadrados restrito, Katayama e Picci (1999), para a aplicagao
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da nossa metodologia. Posteriormente fazemos uma comparacao da aplicagcdo destes métodos através

desta nossa proposta.

Recentemente tem recebido interesse crescente os métodos de subespaco de identificacdo; isto
deve-se a varios fatores como, por exemplo, pode-se aplicd-los a sistemas de mudltiplas entradas
e multiplas saidas (MIMO) de forma natural; a implementagao destes algoritmos utiliza eficientes
e robustos métodos para a decomposi¢do em valores singulares de matrizes, Overschee e De Moor
(1996); Verhaegen e Dewilde (1992a); Katayama e Picci (1999). Nesta Secao, utilizamos a metodolo-
gia descentralizada baseada na identificacdo em subespaco para sistemas serialmente interconectados,
Bottura e Céceres (2001, 2002b). Comparamos os resultados da aplicacdo descentralizada dos mé-
todos de subespaco de identificagdo N4SID, MOESP e de Identificacdo Estocdstica nos Subespacos
com Minimos Quadrados Restrito de Katayama e Picci (CLS-SSI). Apresentamos e comentamos 0s
resultados da aplica¢do da metodologia descentralizada para um exemplo de um sistema serialmente

interconectado.

6.4.1 Modelo de um sistema serialmente interconectado

Com o propésito de simular, testar e comparar resultados da nossa metodologia descentralizada de
identificagcdo, geramos aleatoriamente um sistema “benchmark” serialmente interconectado com trés

subsistemas; as matrizes dos subsistemas sao:

—0.5987 0.1449 —0.0104
A = 0.1449 —0.3033 —0.1387
—0.0104 —0.1387 —0.5963

/

By = [ —0.6614 0.2490 —0.3835

Cy = [—-0.5285 0.05540], D = [—2.5200]
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0.0119 —0.3854 0.0357 —0.2309 0.1310 —0.0023 |
—0.3858 —0.1775 —0.2811 0.0648  0.1025 —0.3769
0.0804 0.2481 —0.0045 -0.1972 0.0110 —0.3159

A, —
? ~0.1921 0.0936 —0.2066 0.0073  0.1915  0.1330
0.1671  0.1297 —0.0488 0.1472 —0.1889 0.2426
| —0.0142 —0.3860 —0.2853 0.1570 0.2514 —0.0096 |
, 0 0 09443 —2.4240 —0.2238 0.0581
[By M| =
04246 —0.2029 0  —1.1264 —0.8150 0.3666
Cy = [~0.58611.53740 — 1.8628 — 0.4542 — 0.6521],
(D, Ny =1[0.1033 0.0],
[ 04408 01111 —0.1368 —0.1386 —0.1948 0.1943 |
0.0488  0.4188 —0.1450 —0.2382 0.2376  0.1202
4 | 01318 01146 04120 0.0308 —0.1660 0.0158
’ —0.3241 —0.0378 —0.0761 0.4016  0.0122 —0.0994
—0.0304 0.1254 —0.0767 0.2065 05171  0.2389
| 00152 03293 —0.0886 —0.0527 0.0099  0.2993 |
5 | —0.2790 —0.7337 —0.0645 0  0.6123 —1.3235
3 3] =

—0.6616 —0.1461 0.2481 —0.0766 0 1.6220

C3 =1[00.0918 —0.8076 0 —1.4060 — 0.3745],

Dy Ny]=1[0 1.7513].
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tempo t
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Fig. 6.4: Sinais bindrios aleatdrios de entrada dos subsistemas S1, S2 e S3, respectivamente.

Nas equagdes de estado dos subsistemas incluimos os processos aleatérios ruido branco w; e
v;. Para cada subsistema, 100 sinais bindrios aleatdrios sdo gerados e aplicados na entrada de cada
subsistema; na Figura 6.4 mostramos estas entradas. Entdo, para cada subsistema, as suas respectivas
100 amostras da saida foram armazenadas (saidas observadas). De posse desses dados, aplicamos
a nossa metodologia descentralizada de identificacdo utilizando os trés métodos de identificagdo em

subespago, acima citados.

6.4.2 Comparacao de resultados

Aplicamos a metodologia descentralizada de identificacdo utilizando os métodos N4SID, MOESP
e CLS-SSI. Na Figura 6.5 mostramos os erros de predi¢cdo do primeiro subsistema. Para este sub-
sistema, assim com também para os outros subsistemas, observamos que a metodologia baseada no
método CLS-SSI apresenta o melhor desempenho, como mostram as Figuras 6.5, 6.6 ¢ 6.7, onde
sdo comparados os erros de predi¢cdo dos subsistemas baseados nos métodos N4SID, MOESP and
CLS-SSIL

As ordens das matrizes dos modelos identificados pelos métodos N4SID, MOESP e CLS-SSI
para o primeiro subsistema foram 7, 6 e 4, respectivamente. Para o segundo e terceiro subsistemas as
ordens das matrizes foram 3, 5,4 e 5, 4, 6 , respectivamente.

Pelos resultados obtidos pela aplicagao da metodologia descentralizada de identificacdo para sis-

temas serialmente interconectados, utilizando os métodos N4SID, MOESP e CLS-SSI, podemos con-
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Fig. 6.5: Erros de predi¢ao para o primeiro subsistema, onde +, o € X sdo os erros de predi¢ao obtidos
pela aplicacdo da metodologia de identificagdo baseados nos métodos N4SID, MOESP e CLS-SS,
respectivamente.
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Fig. 6.6: Erros de predi¢do para o segundo subsistema, onde +, o e X sdo os erros de predi¢ao obtidos
pela aplicacao da metodologia de identificagdo baseados nos métodos N4SID, MOESP e CLS-SS,
respectivamente.
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Fig. 6.7: Erros de predicdo para o terceiro subsistema, onde +, o e X sdo os erros de predi¢do obtidos
pela aplicacdo da metodologia de identificacdo baseados nos métodos N4SID, MOESP e CLS-SS,
respectivamente.

cluir que o método CLS-SSI € que se apresenta como o mais eficiente, do ponto de vista dos erros de
predi¢do, mas o tempo de processamento deste método € maior que os requeridos nos métodos N4SID
e MOESP, principalmente devido a que mais operacdes de SVD sdo necessdrias para a solu¢cdo com
algoritmo CLS-SSI. Nao foi possivel encontrar um ponto de comparacao do ponto de vista da ordem

determinada pelos métodos.

6.5 Controle Estocastico Descentralizado

de Sistemas Serialmente Interconectados

Os modelos dos sistemas dinamicos interconectados obtidos via a metodologia descentralizada de
identificacdo nos subespaco sdo sistemas lineares estocdsticos, portanto, um controle estocdstico €
factivel de projetar, mais ainda podemos aproveitar a estrutura do sistema para projetar um controle
estocdstico descentralizado. Nesta Secao estudamos o controle estocéstico descentralizado de siste-
mas interconectados multivaridveis no espaco de estados. Devido a natureza serial do problema, e a
estrutura bloco triangular inferior das matrizes de estado do sistema global consideramos o controle
estocdstico estocdstico descentralizado via a otimizagdo sequencial de sistemas hierarquicamente es-
truturados, ver Stankovic e Siljak (1989); Siljak (1991). Em Bottura e Céaceres (2002a) aplicamos

este controle descentralizado para o controle de sistemas da qualidade da dgua de rios.
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6.5.1 Sistemas com estrutura Bloco Triangular Inferior (BTI)

Os sistemas lineares discretos estocasticos com estrutura bloco triangular inferior sdo descritos como:

S: xy, = Anxt + Byu} + wy},

(6.18)
t = CHJJt —+ Ut,

iy = Aual + Byl + + 307 Ayl + Y Bijul + w) (6.19)

= Curi+ 37 Cyal +vi, =23, N, (6.20)

onde ! € R™,ul € R™ e y! € Rl sio o estado, entrada e saida do subsistema S;, et = 0,1,2, - - -

As equagdes de estado do 1-€simo subsistema isolado sdo:

Si . l’;_,’_l = A“JI; -+ Bmui + wz,

. . 6.21
yr = Cywy + vy, 1 €N, (21

onde w! € R™ ev! € R% sdo os ruidos brancos de perturbacio e de medida que atuam no subsistema;
podemos considerd-las como sendo processos gaussianos ruido branco de médias zero e covariancias
RY e R, respectivamente. A;;, B;; e C;; sdo matrizes constantes de dimensdes apropriadas. O

sistema global S pode ser descrito na seguinte forma compacta:

S: Tir1 = A..'lft + But + Wy,

(6.22)
yr = Cay + vy,
onde z; = [(x3)', (27), -+, (&) € R", up = [(w)', (uf)', -+, (")) € R™ e
ve =) W) (")) € R
sdo o estado, entrada e safda do sistema global, respectivamente, w; = [(w})’, (w?), -+, (w]N)] e
v = [(v}), (W), -+, (v))') sdo os processos ruidos brancos globais de perturbagdo e de medida ,
respectivamente; As matrizes do sistema global sdo:
Aoi Aoy -+ 0
A = om0 (6.23)
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[ By 0
B _ By B
| Bny1 Bne Byn
[ Oy 0 0 ]
o - Co1 Oy 0
| Cv1 Cy2 -+ Cyn |

Sistemas de controle descentralizado utilizando processos hierarquicos de otimiza¢do podem ser
feitos de vérias maneiras, dependendo principalmente da distribui¢ido da informacgdo entre os subsis-

temas. Nesta Sec¢do apresentamos uma metodologia seqiiencial de otimizagdo.

Otimizacao seqiiencial

Para cada subsistema, associamos o seguinte critério de desempenho:

T-1
1 . ) . .
EJ;=B{lim = (2)Qx; + (u) Riuj}, (6.24)
t=0

onde (); e R; sdo matrizes semidefinidas positivas e definidas positivas, respectivamente. Con-
sideramos também que cada par [A,-,-, Q; / 2] € detectavel. A otimizacdo do sistema global S ¢ feita
seqliencialmente obedecendo a hierarquia dos subsistemas, isto € de cima para baixo. Assim, pri-
meiramente uma lei de controle 6timo € determinada e implementada para o primeiro subsistema Sy;
a seguir determinamos a lei de controle do segundo subsistema S,, considerando implementado o
controle do subsistema anterior S;. Implementado o controle para o segundo sistema, é encontrada
a lei de controle para o terceiro subsistema S3. O processo de otimizacdo ¢é feito sucessivamente
até o ultimo subsistema da hierarquia. Desta forma o processo de otimizacdo sequencial explora a
natureza bloco triangular inferior do sistema. A lei de controle 6tima do subsistema S; depende es-
pecificamente das restricdes na estrutura de informagao disponivel no sistema global. Denotemos
como YV;_y; = {y§, yi,- -, yi_, }o conjunto de informagdes disponiveis do subsistema S; no instante
t. Para calcular a lei de controle do subsistema S; consideramos o conjunto de informacdes dispo-
niveis dos demais subsistemas, Em Siljak (1991) estas estrutura de informagdo sao denominadas de
sequencial, local e global. A estrutura de informacdo sequencial considera disponivel os conjuntos
de informagdes {V} |, V2 ,,---, V' | }; a estrutura local considera somente o conjunto )} ;; e a es-
trutura global que considera todos os dados dos subsistemas. A seguir descrevemos como calcular o

controle descentralizado segundo estas estruturas.
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Estrutura de informacao sequencial

Neste caso as saidas disponiveis para o subsistema S; sdo Y} |, V? |, -+, Vi |. O algoritmo sequen-
cial segue os seguintes passos:

Primeiro passo - Calculamos a lei de controle do primeiro subsistema. Primeiramente encontra-
mos u;* tal que F(.J;)seja minimizado, considerando somente )} ;. Dado que o subsistema S; € o
primeiro, ndo existe nenhuma influéncia de um subsistema anterior, entdo podemos considerar neste

passo uma solucao LQG padrao:

—K0d, (6.25)

onde :i"tl‘l = F{z}|V}.  }e K, = Ml_llBllPlAll, onde P, ¢é a solucdo da equacdo de Riccati

P = A PiAL + Qr — /upanMﬁlBilPlAn,

onde My, = B}, P\By; + Ry e i"tl‘l € o estado estimado pelo seguinte filtro de Kalman:

Sl : 'i%t 1= A11It|1 —+ Buut + Ll[ Cllmﬂl] (626)

onde L, € o ganho 6timo de regime do filtro. Sob condi¢des padrdes de estabilidade e detectabilidade,
o sistema em malha fechada com a lei de controle 6tima dada por (6.25) é assintoticamente estavel,
ver Astrom (1970).

Segundo passo - Consideramos implementada a lei de controle 6tima no subsistema S; e otimiza-
mos S, considerando disponiveis os conjuntos de informagdes V! | e V2 . Neste estdgio precisamos
de um modelo para S, que contabilize essas consideracdes. E importante notar que devido a imple-
mentagdo de u;* consideramos o estado aumentado X7 = [}, 2;', #}']’ como estado do modelo de

subsistema S;. Assim temos de (6.26)

T = Andyy + Bu(—=Kidy,) + Li[Chxy + v — Cndyy]

Frnp = (A — BuKy — LiCh)dy, + LnCuzf + Ly,

de (6.21) e (6.25) temos

1 -1 1 1
Ty = —BuKidy + Anzg +wy,

de 6.19 para i = 2 temos

xt-‘,—l AQQI‘t + B22ut + Agll’t + Bglut + U)t
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2 A1 1 2 2 2
Lip1 = _321let|1 + Agixy + A221't + Baouy + wy.
Assim a equagdo de estado aumentada do subsistema S, é:

M, : X7}, = A’X? + B*uf + N7,

onde
Ay — Bunk, - LiCyy LGy 0
1212 = _BllKl A11 0 ) (627)
—By K Ay Ay
0 Ll’Utl
B2 — 0 |,N=| w
BQQ wf
. Podemos

Podemos ver que a definicdo deste estado mantém a estrutura bloco triangular inferior

decompor as matrizes do sistema como:

A2 — A% 0
o A2 A2
21 22

Y

onde

All - BllKl - Llcll Llcl

Ay = Apy, By = [ “BuK, Ay |
—BllKl All 22 22 21 21431 21

9
All -

Notamos também que N? é um processo multivariado de média nula e independente de X?. A equa-

¢ao da saida, que € compativel com a estrutura de informacgao considerada é:

V2 =C?XE4+ V2, (6.28)
! - 0 C 0 !
onde V2= | 7 |, C% = H eV2=| "' |. Ocritério E{J,} é definido como
t 0 021 022 'Ut2

T-1
E{Js} = lim Y (X?)Q*X? + (uf)' Rouf,
t=0

0 0
0 @

. O problema de encontrar uma lei de controle 6tima u?*, como formulado

onde Q> = [
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acima € reduzido a resolu¢@o do problema LQG padrdo. A solucao é:

2% -2
Uy = _KQXt|27

onde X2

2

= B{X}Y:,, V2 ,}, e Ky = M,,' (B?)'P?A2, onde P? é solugio da equagdo de Riccati:
P? = (A?)Y P?A? — (A?) P?B*{(B%)'P*B* + Ry} *(B?) P*A* + Q?, (6.29)

M22 = (B2)/P2BZ + RQ.
Analisemos a estrutura da lei de controle u>*. Para este propéstito decompomos P? como:

2 2
Pll P12

P 2 =
Py Py

; (6.30)

onde as bloco-matrizes sdo compativeis com as bloco-matrizes de A? em (6.27). Entdo temos:

2
Z ngﬁgla P222A22

=1

2% —1 -2
uy = —Myy By, Xt|2'

onde My = Bby P2, Bos + Ry. Vemos que o célculo de u?* precisamos somente das primeiras linhas
de P?; de (6.29) e (6.30) temos

P3y = Ay P3yAgy — Aby Psy Boo(Bhy Pay Bas + Ra) By Piy A + Qs (6.31)

Py = AP} A5, + AP A3, (6.32)
onde A = A22 — BQQM2_21352P222A%2.

A equacdo de Riccati (6.31) coresponde a solu¢c@o do problema de otimizacao local de Sy quando
as interconexdes sdo desprezadas (nulas). A solugdo de P} existe devido as consideragdes de estabi-

lizabilidade local de Ss. A equagdo (6.32) tem solucdo Unica sempre que
1- AP(AQQ))\Q(A32) 7é 07 b= L, 27 e, 2ny; q= L, 27 ce, N,

onde \,(Ag) e A\,(A2,) sio os autovalores das matrizes indicadas, ver Gantmacher (1959). O vetor

estimado Xf‘2 pode ser expresso como:
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[ B #h,
Xt2|2 = E{xﬂytl—lv ytz—l} = E{xt1|yt1—17 ytz—l} )
E{xt2|yt1—1> yt2—1} E{$§|ytl—1> yf—1}

pois o conjunto de informagdo V! | estd contido em {)} |, V? | }. Assim somente precisamos de um

filtro de Kalman para estimar o vetor de estado 2 = dado {Y} |, V% ,}. Assim de (6.18) e

1
Tipr |
; —
L1

1
t
i
(6.19) temos:
AHJI% + Bnutl* + U)tl
Agll'tl + Aggl’% + Bglu%* + ngu?* + wt2

ou
l’%_,’_l _ AH 0 JI% 1 B11 0 u%* 1 wtl .
$?+1 A21 A22 $? Bgl ng U?* w2 ’
a equacdo de saida considerada é:
ytl _ Cn 0 l’tl X ’Utl
Y7 Can Co 7 v2
O filtro de Kalman é dado por
S : é(t+1)|2 = Azéﬂz + B2UP* + Lo[Y? — 02532]7
1%
onde U?* = u;* ] :
Uy
£ An 0 2 _ By 0 2 _ Cu 0 . (6.33)
Ag1 A By Ba Car Co

Ly € o ganho do filtro no regime, e produz um S, estdvel sob as condi¢des de estabilizabilidade e
detectabilidade, devido a estrutura BTI das matrizes (6.33).

Da analise da estrutura da lei de controle 6tima u?*, segue-se que ela pode ser quebrada em dois
componentes. O primeiro componente € a lei de controle 6timo local de S, em relagdo a F{.J}
quando as interconexdes sao desprezadas. O segundo componente é um controle feedforward de

S para o Sy, que considera as interconexdes. E importante observar que as leis de controle 6timo
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sequencial estabilizam o sistema interconectado (S;, Sy) por causa que o par tem uma estrutura hie-

rarquica, cada subsistema em malha fechada € estdvel, e o ganho feedforward € limitado.

Terceiro até o N-ésimo passo - A otimiza¢do dos demais subsistemas, S3, S - - -, Sy, pode se

calculada de forma andloga. O vetor de estado relevante para a otimizagdo de S;, que considera

implementadas as leis de controle 6timo para S;,Ss---,S; 1 é:
i o4 ~17 ~i—1r 11 (=1 ~iry
Xt [xt\laxt\Zv"'7xt\i—17"'7xt|i_1axt ) y Ly 7xt] ;
onde :i:ﬁq = E{2P|\VL V2 1, -, YL | }. Seguindo o mesmo procedimento para o caso do subsistema

S, é possivel construir um modelo de estado para X como:

i _ | An 0 X 0 i i
LT g g ¢t uy + Ny,
21 22 i
onde as matrizes A}, e A}, tém as dimensdes [iny+(i—1)no+- - -, 2n; 1] X [ing+(i—1)ng+- - -, 2n;_1]
en; x [ing + (i — 1)ng + - - -, 2n;_4], respectivamente, enquanto que A%, = A;. N{ é um vetor ruido

branco. A equacgdo da saida correspondente é
=G+,
que tem a mesma forma que (6.28).

Depois de expressar F{.J;} em termos de X}, da mesma forma que foi expresso E{.J,} em termos

X?, podemos demonstrar que a lei de controle 6tima no i-ésimo nivel é dada como:
— K2 :L’t‘z,

onde

Ki:Milez{i ZPQJ 237P22 i |

e th‘z = B{X}|YL V2, -,V |}. As matrizes Pj; e Pi, sdo solugdes das equagdes (6.32) e
(6.31), respectivamente, depois de substituir Ays por A;; e Agl por Agl. A lei de controle tem a mesma

estrutura: uma correspondente a realimentacdo local e a outra ao controle feedforward. Os estados

Azl

. ~i -1
estimados Ty ooy Ty, Ty

itlli, = -if;‘ ;» sao gerados por um banco de filtros de Kalman.
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Estrutura de informacao local

Somente a informagdo )}, € considerada disponivel para o subsistema S;. A otimiza¢do sequencial

segue os seguintes passos:

Primeiro passo - ¢ idéntico ao primeiro passo do caso anterior, pois ndo existe influéncia de um

subsistema anterior.

Segundo passo - A lei de controle 6tima do segundo subsistema é obtida considerando imple-
mentada a lei de controle 6tima no subsistema S;. Definimos o estado do subsistema S, como
X2 = [ia’l,mtl’,x%;]’, entdo de (6.26), (6.25), (6.18) e (6.19), a equacdo de estado do subsistema
Sg é:

M, : XEH = Ay X? + Bou? + N? (6.34)

onde

All - BllKl - LICH LICH 0

Ay = —B11 K, A 0 , (6.35)
— B K Ay Ag
0 Liv}
By = 0 , No(t) = w} (6.36)
By w?

onde N, € um ruido branco independente de X?. A equacdo de saida € compativel com a estrutura de

informacao local,

Y2 = [ 0 Cy Co }Xf 42, 6.37)

O critério de desempenho € modificado como:
= )
EJy = E{ Jim ;Xf’@Xf + u? Ryu?}, (6.38)

~ 0 O
onde Q, = [ 00| A lei de controle 6tima é u?* = — K, E{X?2|V? |}, onde Ky = M,," (By)' Py As,
2

onde P, € a solucdo da equacao de Riccati:

Py = (A2) P2As 4+ Q2 — (As) PaBo My, (Bs) Py Ay,
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e Myy = ByMy,' (Bs)' + Ry. O estado estimado 6timo é Xﬁ; = FE{X?Y? .} e é condicionado as
medidas (informagdes) disponiveis, isto ¢, E{2y, |V 1}, E{z;|V7 1} e E{x}|V7}; eles so obtidas

pelo seguinte filtro de Kalman:

A~

X = A2Xt2\§ + Boui* + Lo{y; — [ 0 Cy Co X’ﬁ’é} (6.39)

onde L, € o ganho de regime do filtro de Kalman.

Terceiro Passo - O terceiro e os subseqiientes passos sao um pouco diferentes daqueles do algo-
ritmo sequencial anterior. O modelo de estado, que € relevante para o terceiro passo define a evolucao
dos trés subsistemas nos quais as leis de controle 6timas u,* e u?* ji foram implementadas. O vetor

de estado aumentado € definido como:
3% 1211 2% 11 21 3171
X = [%|1»Xt|2 NG i 8

e o correspondente modelo M3 é obtido juntando (6.18), (6.26) e (6.39). A lei de controle 6tima é
dad por:

onde )A(f"g = E{X>* |V }.

Os seguintes passos de otimizacdo sdo similares ao feito acima. Devido a que os filtros de Kalman
aumentam consideravelmente com o nimero de subsistemas, para sistemas inter-conectados com
muitos subsistemas, a andlise de propagagdo de erros deve ser feita bem como a andlise da estrutura

das interconexdes, podendo entdo utilizar sistemas de controle descentralizado mais simples.



Capitulo 7

Identificacao e Controle Descentralizados de
Sistema de Qualidade da Agua de Rio

Neste Capitulo aplicamos o método de identificacdo descentralizada em subespaco a sistema da qua-
lidade da 4gua de rio. A organizacdo deste Capitulo procura seguir a organizacdo geral do enfoque
dado a este tipo de problema durante a realizacao desta Tese. Um sistema de qualidade da 4gua de rios
¢ estudado na Secdo 7.1; nela sdo brevemente discutidas as causas da poluicao do rio e descrevemos
algumas reacdes quimicas envolvidas no processo; devido a complexidade do problema, dividimos o
comprimento total do rio em segmentos menores e os consideramos como subsistemas de um sistema
global. Este processo de modelagem somente envolve reacdes fisico-quimicas que acontecem num
rio. Num primeiro estdgio nosso objetivo é a modelagem de séries temporais multivariadas deste
tipo de sistema, por esta razdo, nas Se¢des 7.2 e 7.3, propomos metodologias descentralizadas de
modelagem de séries temporais para tal tipo de sistema. Na Secdo 7.4 propomos uma metodologia
descentralizada de identifica¢do para sistema de qualidade da dgua de rio, aproveitando a idéia da Se-
cao anterior. Na Secdo 7.5 propomos a utilizacdo de um sistema de controle descentralizado para os
sistemas identificados com a metodologia descentralizada desenvolvida. Em cada Se¢do mostramos

e comentamos os resultados das aplicacdes neste tipo de sistema.

7.1 Sistema de qualidade da agua de rio

Existem varias formas de perturbar o equilibrio ecolégico da d4gua de um rio, quase sempre feita por
nés humanos; entre elas podemos citar o esgoto sem tratamento fornecido pelas grandes cidades, os
afluentes sem tratamento adequado, os agrotéxicos dos campos agricolas carregados pelas chuvas,
etc. Os impactos destas perturbagdes no rio podem ser vistos em muitos exemplos, como a morte da

vida aquética no rio (peixes, algas, bactérias, ...), ou nos problemas de satde causados tanto para o
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ser humano como para os demais seres vivos dependentes direta ou indiretamente da qualidade da
dgua. Estes problemas muitas vezes, até recentemente, foram julgados como conseqiiéncia inevitavel
do desenvolvimento em uma comunidade; somente depois de reconhecer sérios impactos ambientais
na saude das pessoas, como resultado de descargas de esgoto sem controle nos rios, € que comegaram
a ser feitos grandes avangos no tratamento das dguas residuais, principalmente na dgua para consumo
humano; porém esta e outras perturbacdes afetam também o equilibrio ecolégico do habitat e dos
seres vivos dependentes dessas dguas.

Sao varios os fatores que causam polui¢do nos rios; na verdade o significado da palavra “polui-
¢a0” no que concerne aos rios, € um pouco controvertido; podemos interpretd-la, como um estado
indesejavel da dgua; em Lamb (1985) a poluicdo € definida como “materiais na 4gua que interferem
de forma irracional com um ou mais usos benéficos da dgua”. Esta defini¢do, pode ser interpretada
de varias maneiras, se analisada especificamente; por exemplo, a 4gua dos rios utilizados para satis-
fazer propdsitos municipais de dgua potdvel pode ndo ser satisfatéria para a vida dos peixes. Entdo
precisamos estabelecer metas e objetivos de forma a satisfazer cada tipo de necessidade de forma
pertinente.

Do ponto de vista de administragao e controle da polui¢do dos rios, existe uma politica (nos Esta-
dos Unidos por exemplo) de preservacdo das dguas nos rios dentro de niveis de qualidade aceitdveis,
para manter pelo menos a vida aquética de algumas espécies de peixes. Neste sentido faz-se ne-
cessdria a avaliagdo de normas e especificacdes de qualidade das dguas nos rios, entrando em jogo
municipios e indudstrias que descarregam esgotos nos rios.

Nesta fase a dificuldade de ter estacdes de tratamento que satisfacam todas as especificagdes
dos parametros, de forma a ter uma qualidade de dgua ideal, € como os recursos dos municipios
e de algumas industrias sdo limitados, nas normas e especificagdes para a qualidade da agua, sdo
selecionados somente alguns “parametros” importantes; este € o caso da concentracdo das matérias
que demandam oxigénio (Demanda Bioquimica de Oxigénio - DBO), e o Oxigénio Dissolvido (OD)
nos rios. A seguir sao citadas algumas formas e/ou elementos que causam polui¢ao Lamb (1985) nos

rios:

» Agentes infecciosos e toxicos

* substancias que demandam oxigénio
* substancias quimicas persistentes

* plantas nutrientes

* substancias minerais e quimicas causando problemas especificos
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* materiais suspensos
e substincias radiativas

¢ temperatura

Comentaremos brevemente os dois primeiros tipos de polui¢do, por serem os mais freqiientes e im-

portantes nos rios que passam por comunidades grandes.

Agentes infecciosos e toxicos

Causam impactos na saide das pessoas quando bebem tal d4gua, ou servem como veiculo de enfermi-
dades: colera, disenteria, febre tiféide, etc. A melhoria das dguas potdveis, o tratamento das dguas
residuais e o tratamento sanitdrio em geral t€ém contribuido para o decrescimento desses impactos na
saide, em muitos paises desenvolvidos, que até os t€ém erradicado, porém eles permanecem endé-
micos am alguns paises subdesenvolvidos. Agentes toxicos como o mercurio, arsénico, pesticidas,
afetam também a satde humana e a dos peixes; neste caso é necessario controlar as fontes desses

agentes ou mesmo suprimir-las.

Substincias que demandam oxigénio

Muitas substincias quimicas e organicas, sdo utilizadas por microorganismos nos cursos d‘agua,
como fontes de energia e como substancias quimicas necessdrias para o seu crescimento. Esses
microorganismos precisam do oxigé€nio dissolvido na dgua; portanto um crescimento indiscriminado
leva a diminuicdo do Oxigénio Dissolvido (OD), podendo causar sérios problemas as outras formas
de vida aquatica, como aos peixes e algas. A adi¢do de materiais que demandam oxigénio nos cursos
d‘agua pode causar uma total diminui¢do do OD, causando a morte de todos os peixes, € 0 cresci-
mento indiscriminado de microorganismos pode causar mau cheiro na dgua e nos arredores.

Por muito tempo, a diminui¢cdo do OD e o controle de materiais que Demandam Bioquimicamente
o Oxigénio (DBO) nas descargas de dguas residuais receberam uma aten¢do prioritaria de agéncias
reguladoras. Por esta razao, o teste de DBO permanece como uma medida importante para a avaliacao
das caracteristicas das dguas residuais nos cursos d‘agua. Este teste € um método pratico e direto,
porém demorado, de medida de oxigénio consumido durante a estabilizacdo bioquimica da materia
organica. A atencdo devotada ao DBO e ao DO ndo estd motivada pelos impactos na sadde publica,
porém a saude da vida aqudtica. Precisamos, entdo, conhecer os fendmenos e comportamentos que

ocorrem dentro dos rios, em especial do OD; a seguir faremos um pequeno estudo neste sentido.
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7.1.1 Balanco de oxigénio nos rios

Uma vez esclarecidos os motivos pelos quais 0 OD € de suma importincia no controle da qualidade

da 4gua, precisamos estudar os fendmenos e reacdes que envolvam o OD de forma direta ou indireta.

Decomposic¢ao de oxigénio nos rios

Nas dguas ndo poluidas dos rios, a comunidade bioldgica € altamente diversa, isto é, existe diversi-
dade de organismos vivos, porém relativamente poucos de cada. Cada espécie tem seu proprio me-
tabolismo, formando uma cadeia alimentar equilibrada. Quando € adicionada uma materia organica,
microorganismos fazem uso dela, recebendo energia e consumindo elementos quimicos necessarios
para seu crescimento. O resultado final dessas reagdes bio-quimicas € a reprodugdo e o crescimento
de novas células (sintese), redu¢do na concentracdo de elementos quimicos utilizados por eles (bio-
degradagdo), e o despejo de derivados secundérios; alguns derivados podem ser compostos organicos
simples que servem como fonte de alimento para outros organismos, os quais conduzem a outras
reacOes similares, produzindo mais células e depois a bio-degradacdo das substancias organicas.

A repeti¢dao do processo freqiientemente ¢ acompanhada por passos sucessivos, satisfazendo as
necessidades metabdlicas de muitas espécies, degradando substancias organicas complexas em outras
simples, e liberando na dgua produtos secundérios e substancias quimicas. Nesta cadeia de reacdes
bio-quimicas, cada espécie, extrai seu suprimento alimenticio dos membros precedentes da cadeia, e

liberta produtos secundérios para o uso dos que a seguem.

Demanda de oxigénio nos rios

Nas reacdes bioquimicas, para satisfazer o metabolismo dos microorganismos, sao utilizadas algumas
substancias quimicas dissolvidas na dgua, sendo um dos mais importantes o oxigénio dissolvido
OD. Podemos colocar o metabolismo dos microorganismos como dois processos que se desenvolvem

concomitantemente, Silva e Mara (1979):

1. Sintese: Alimento + microorganismos +energia = maior nimero de microorganismos + resi-

duos nitrogenados

2. Respiragdo: Carboidratos + Oxigénio = didéxido de carbono +4gua + energia.

A energia requerida por 1. € suprida por 2. : assim um aumento de 1. corresponde a um aumento de
2. ; combinados os processos metabdlicos, podemos escrever a seguinte relagao:
Alimento + microorganismos + Oxigénio = maior nimero de microorganismos + residuos nitro-

genados + dioxido de carbono +éagua.
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Esta relacdo expressa o principio bésico de todos os processos de estabilizagdao da matéria orga-
nica, incluindo ndo sé aqueles devidos aos organismos aerébios como aos devidos aos anaerdbios.

Para o balango do oxigénio, temos que levar em consideragdo as reacdes e/ou fendmenos que
incrementam ou diminuem o OD; as rea¢des que utilizam o oxigénio sdo denominadas reacdes de

desoxigenacao (aeracao).

Desoxigenacao devida ao DBO

Os processos metabdlicos de cada organismo sdo bastante variados; portanto, uma relacdo matematica
que expresse a demanda de oxigénio desses fenomenos de forma global e exata ¢ complicada (se
obtida); entdo os modelos das reacdes de desoxigenagdo resultantes das atividades de compostos
organicos, ainda até hoje sao empiricos.

Muitos tipos de relagcdes empiricas foram propostos para descrever estes fendmenos; uma relacao
amplamente utilizada até hoje € a proposta por Streeter e Phelps (1925). Eles descobriram que a taxa
do DBO pode ser descrita, com uma razodvel aproximacao, pela aplicacdo de uma relacdo matematica
relativamente simples, porém flexivel:

O;—f =—k L (7.1)
onde L = DBO remanescente no instante ¢ [mg/l] e k; = constante de decaimento do DBO [dz’a‘l] .

Reoxigenacao (aeracio atmosférica)

Este processo de adicdo de oxigénio nos rios € baseado na transferéncia de ar para dentro da dgua,
através da superficie de interface dgua-ar; este é um processo fisico-quimico que ocorre continu-
amente na interface liquido-gds. Moléculas de oxigénio a alta velocidade penetram na interface,
transferindo gas do ar para dentro da dgua. Simultaneamente, algumas moléculas do OD na dgua,
escapam através da superficie para a atmosfera. Movimentos em ambas dire¢des t€ém lugar com ta-
xas que sao dependentes da pressao, temperatura e outras varidveis. Quando ndo existe demanda de
oxigénio, este processo alcanga um equilibrio dindmico, no qual as taxas de transferéncia sdo iguais.
E entdo alcancada uma concentragio de oxigénio de regime, cujo valor é denominado de “nivel de
saturagao”.

Quando a concentra¢do do OD € diminuida abaixo do nivel de saturag¢do, ocorre uma redugdo na
taxa de escape do oxigénio (da 4gua para o ar). Por outra parte, a taxa de oxigénio que entra na dgua,
continua a mesma; somente a concentra¢do na dgua € modificada, produzindo uma adi¢do resultante
de oxigénio, substituindo em parte ou totalmente a perda devida a desoxigenacao.

O modelo mais utilizado para descrever este processo é:
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dq A
=k —=(q° — 7.2
o = k(@ —a) (7.2)
onde ¢ = concentracdo do OD na 4gua, ¢° = concentragdo de saturacdo do OD, k; = coeficiente de

transferéncia, A = area da interface (superficie do rio) e V' = volume do liquido.

Reoxigenacao por fotossintese

Refere-se a adi¢dao de oxigé€nio por meio da acdo bioldgica das plantas verdes, especialmente das
algas. Estas plantas verdes contém clorofila, sendo possivel, através da energia da luz solar, produzir
novas células utilizando o di6xido de carbono, como uma fonte de carbono, e liberando o oxigénio na
dgua. As algas também consomem oxigénio para respirar, porém a quantidade de oxigénio produzido
€ de aproximadamente 1,5 vezes a taxa de oxigé€nio que utilizam para respirar. Como o oxigénio
€ produzido durante a luz do dia e elas utilizam oxigé€nio para respirar a todo instante, existe uma
variagdo diurna do OD. Esta forma de produ¢do de oxigénio € de natureza bioquimica e ndo segue o
mesmo modelo da aeracdo atmosférica. Os modelos propostos até hoje nao s@o muito aceitos e nds

nao a levaremos em conta em nosso trabalho atual.

Desoxigenacio devida ao lodo depositado

O lodo depositado no fundo do rio pode exercer uma significativa demanda de oxigénio. O oxigénio é
introduzido por difusdo para uma camada fina na interface lodo-dgua, dando lugar a reagdes aerdbias,
com uma conseqiiente diminuicao de oxigénio, como ilustrado na Figura 7.1; ocorre também uma di-
fusdo de matéria organica, produto da biodegradacdo anaerdbia que acontece no lodo, que incrementa
a matéria organica no rio. Para estes fendmenos, modelos de ordem zero, para a taxa de consumo de

oxigénio, sdo freqiientemente adotados.

7.1.2 Modelagem do OD e do DBO nos rios

Na Secdo anterior estudamos de forma separada os fendmenos e reagdes que acontecem nos rios
e cursos de dgua; nesta Secdo serdo encontradas relacdes matemdticas (equacdes diferenciais) que
descrevem o balango de DBO e OD, levando em consideracao os efeitos de reoxigenagao e desoxige-
nacdo. Muitos modelos para o DBO e OD nos rios seguem os modelos cldssicos de Streeter-Phelps,
os quais tém sido modificados por outros, Young e Beck (1974); Caceres (1992); aqui seguiremos o
mesmo raciocinio.

Existem modelos que descrevem o comportamento das concentracoes de OD e DBO para um

ponto de descarga de DBO no rio; porém, um rio t€m varios pontos de descarga de polui¢do na
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Superficie do rio

—_— o / -
- T
e
Vazao
difusdo de O,
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Camada aerobia

Depdsito de lodo Sub-camada Anaerdbia

l ¢
AT T oG

Fig. 7.1: Processos Anaerdbios.

sua total extensao; nestas circunstancias, um modelo operacional que descreva de forma razoavel
os fendmenos e/ou reacdes envolvidas neste problema, pode ser construido pela divisao do rio em
segmentos de comprimento adequado, e que para os nossos propdsitos de identificacido e controle,
incluam varidveis de controle (pode ser o afluente de uma estagao de tratamento, por exemplo), como
feito em Young e Beck (1974); Caceres (1992); Mahmoud et al. (1985); a Figura 7.5 ilustra esta
divisdo.

Consideramos cada segmento de rio, como um reservatério reator agitado de fluxo continuo, ou
”Continuous-Flow Stirred-Tank Reactor” (CFTSR); entdo o rio sera descrito como uma cascata de
reatores (CFTSRs) Tchobanoglous e Schroeder (1985); como ilustrado na Figura 7.2.

Antes de continuar daremos os principais resultados e suposi¢des sobre um reservatorio reator de

mistura continua.

Reservatoério reator agitado de fluxo continuo

Neste reator ndo existem gradientes de concentragc@o dentro do sistema. A matéria que entra € instan-
tanea e uniformemente dispersa em todo o reator. Portanto, a concentragdo do material € exatamente
a mesma em qualquer ponto dentro do reator; um estudo mais detalhado pode ser encontrado em
Bottura (1982) e em Tchobanoglous e Schroeder (1985).

O balango de materia para uma materia ¢, para o reator mostrado na Figura 7.3, € dado por;

i,

1V = QCy — QC, + 1,V (7.3)
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~

Qe(4)

Qe +

Fig. 7.2: O rio como uma cascata de reatores.

onde, C, ¢ a concentracdo da matéria ¢ no reator, [mg/1], V' € o volume do reator, [1], () é vazdo [l/dia],

C,i é a concentragdo de entrada da matéria ¢, [mg/1], r, € a taxa de reagdo da matéria ¢, [mg/l xdia]

Misturador

Qqu

T o

Fig. 7.3: Misturador.

A suposicdo de mistura imediata no reator, ndo € real para o caso do segmento de rio. Esta

suposi¢ao serd contornada pela utilizacao de modelos com atraso de transporte como feito em Tamura
(1976).
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Modelos de DBO e OD para cada segmento

Como cada segmento é considerado ser um reservatdrio reator agitado de fluxo continuo, pode ser
feito um estudo de forma separada para ele.

Na Figura 7.4 sdo mostradas todas as entradas e saidas das concentracdes do DBO e OD, assim
como as reacdes envolvidas, onde

Qi—1 e Q; s@o as vazdes nos segmentos ¢ — 1 e ¢ respectivamente, ().; € a vazdo de entrada do
afluente de controle no segmento ¢, K;; € a taxa de remog¢ao do DBO por biodegradacao no segmento 7,
L;_, e L; sdo as concentracdes de DBO nos segmentos ¢ — 1 e ¢, respectivamente, m; € a concentragao
de controle que entra no segmento ¢ pelo afluente de controle, ¢;_; € g; sdo as concentracdes de OD
nos segmentos ¢ — 1 e ¢ respectivamente, /,; € a taxa de aeracdo atmosférica do segmento 7, V; € o

volume do segmento, n; € a taxa de varia¢do na concentracao de OD devida ao lodo no segmento ¢.

Aeracdo atmosférica

kvi (g7 — i) Biodegradacao
Afluente de controle —— Kl
Qei Lodo
Qeim; i/ Vi
,—/_’/—\/—\_/
i T e
Qi Qitd
Qi—1Li (Qz + Qei)Li
Qi—1Gi—1 . (Qi + Qei) i

Volume V;

Fig. 7.4: Concentracdes e vazdes no reator com todas as reacdes envolvidas.

Primeiro analisamos o caso de ndo haver o afluente de controle ()., e também, supomos nao haver

reacOes de reoxigenacdo e desoxigenacdo. Entdo os balangcos de matéria para o DBO e OD ficam:

dL

—i i = i— Li— - Lz 74
V= QiLioy — Q; (7.4)
dg;

%wz@wH—@% (7.5)

Considerando agora o afluente de controle ().;, e supondo ainda que ndo ha reacdes de reoxige-

nacdo e desoxigenacao, os balangos de matéria ficam:
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dL;
E‘/z‘ = (Qi—1Li—1 + Qeimi) — (Qi + Qei) L (7.6)

%‘/i = Qi1qi-1 — (Q; + Qei) G- (7.7)
Dividindo as equagdes (7.6) e (7.7) por V;, e adicionando os termos referentes aos efeitos da: biode-
gradacdo da matéria organica (DBO), aeracdo atmosférica, e a demanda de oxigénio requerida pelo
lodo, obtemos as equagdes diferenciais que descrevem as variagdes das concentracdes do DBO e OD
com o tempo.

Os balan¢os de matéria do DBO e OD do i-ésimo segmento ficam entdo como:

DBO:

dL; Qi1 Qi + Qe m;iQei
dt zidi + =3 L Vi Ty (7.8)
OD:
dg; Qi1 Qi + Qe i

7.2 Modelagem de séries temporais multivariaveis de sistema de

qualidade da agua de rio

Nesta Se¢ao propomos a modelagem de séries temporais multivariadas no espaco de estado para
sistema de qualidade da 4gua de rio utilizando nossa proposta de metodologia descentralizada de
identificagdo para sistemas serialmente interconectados, e aqui empregando o método de subespaco de
identificagdo (MOESP), desenvolvido por Verhaegen e Dewilde (1992a). Exploramos as tradicionais
estruturas de amostragem de parametros da qualidade da 4dgua de rios, feitas por regides, utilizadas
para o monitoramento e/ou controle do rio como um todo.

Com o objetivo de predizer, monitorar e/ou controlar a qualidade da d4gua de um rio geralmente
sdo utilizados modelos funcionais que representem o estado dele num determinado instante. Geral-
mente um sistema de qualidade da d4gua de um rio importante para uma regido ¢ um sistema com-
plexo de grande porte. Sendo assim, como feito em Young e Beck (1974), Reda (1996) e Caceres
(1992), podemos tratar este rio como um sistema interconectado, isto €, como um sistema serialmente
interconectado de subsistemas. Neste estudo, portanto o rio € subdividido em vérios segmentos, con-
siderados como subsistemas de um sistema global serialmente interconectado. Cada subsistema de

rio tem conduta propria que depende do lugar por onde ele passa e do comportamento do subsistema
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anterior. Assim, um modelo para cada subsistema pode ser necessdrio. Modelos funcionais baseados
em fundamentos fisico-quimicos e bioldgicos sdo propostos em Young e Beck (1974) and Mahmoud
et al. (1985). Utilizando as relacdes (7.8) e (7.9) construimos uma plataforma de simula¢do de um
sistema de qualidade da dgua de rio, como feito na Se¢@o 7.1. Para este sistema interconectado ge-
ramos dados considerando os parametros, com medidas reais como feito em Young e Beck (1974)
e Cdceres (1992). Para os dados amostrados, aplicamos a metodologia descentralizada de identifi-
cacdo, via métodos de subespaco de identificacdo, Bottura et al. (2000). A aplicacdo pratica desta
metodologia pode ser de grande importancia para a administracdo, monitoramento e/ou controle em
geral, assim como também para aplicagdes agricolas especificas. Os resultados desta se¢do foram
publicados nos anais dos congressos Agricontrol 2000, Bottura et al. (2000) e COBEM 2001, Bottura
e Caceres (2001).

7.2.1 O rio como um sistema serialmente interconectado

Na Figura 7.5 € ilustrada a divisdo de um trecho de um rio em vdrios segmentos. Supomos que em
cada segmento existam dispositivos de medida de alguns parametros da qualidade de dgua de rio.
Supomos ainda que as medidas de tais parametros possam ser feitas com uma freqiiéncia constante.
Temos entdo bases de dados e podemos considerd-las como séries temporais da qualidade da dgua
de cada segmento. Sendo assim o trecho do rio pode ser considerado como um sistema serialmente
interconectado, onde cada subsistema nao possui entrada prépria. Isto €, a tnica entrada no subsis-
tema € a saida do subsistema anterior. Na verdade sdao muitos pardmetros que servem para avaliar a
qualidade da 4gua de rios, nesta Tese, para propdsitos de simulagdo, desenvolvimento e/ou teste de
metodologias e por simplicidade, sem perda de generalidade, consideraremos somente dois parame-
tros como importantes: o Oxigénio Dissolvido (OD) e a Demanda Bioquimica de Oxigénio (DBO).
Modelos mais sofisticados e que consideram mais pardmetros podem ser encontrados em Beck e

Finney (1987), por exemplo a Figura 7.6 mostra a interconexao de trés segmentos de rio.

Fig. 7.5: Trecho de um rio dividido em segmentos.
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Fig. 7.6: Segmentos de rio como subsistemas interconectados.

Modelo benchmark

Para efeitos de simulacao utilizamos as relagdes (7.8) e (7.9) como benchmark, considerando a vazao
(Q.; e a concentragdo m,; constantes; a estas relacdes adicionamos perturbac¢des ruido branco gaussi-
ano, representando incerteza e/ou perturbagdo no sistema. Os parametros modelados sdo a Demanda
Bioquimica de Oxigénio (DBO) e o Oxigénio Dissolvido (OD). Cada segmento de rio (subsistema)
¢ considerado ser um tanque reator de fluxo continuo (Continuous-Flow Stirred-Tank, (CFSTR)).
Para melhor acompanhamento e compreensao as relagdes dos pardmetros sdo novamente dadas assim

como detalhamos cada componente delas.

DBO
dL; Qi1 Qi + Qe m;iQei
= —knL; Ly — L;
i L + v 1 v + v
oD
dg; Qi1 Qi + Qe i
— = kil — @ — (i1 — ——— ¢ — kiLi — —
onde

Qi1 e Q; sdo as vazdes dos segmentos (i — 1) e 7, respectivamente.

Q.; é a vazdo do afluente i em m?/dia

kr; é a taxa de decaimento do DBO e a taxa de desoxigenacdo (1/dia), no segmento <.
L;_1 e L; sdo as concentragdes de DBO nos segmentos (i — 1) and ¢, respectivamente.
m; € a concentragdo de DBO que entra no segmento .

¢i—1 € g; sdo as concentracdes de OD nos segmentos (i — 1) e 7, respectivamente.

q; € a concentragdo de saturagdo do OD.
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k,; = taxa de reoxigena¢do no segmento .
V; = volume do segmento i (m?)
n;/V; é o OD devido aos requerimentos do lodo no segmento i.

Neste modelo ndo consideramos os efeitos devidos: a fotossintese das algas nos rios, adi¢do de
matéria organica devida as chuvas e a matéria organica sedimentada no fundo do rio. Também nao
consideramos o atraso de transporte entre os subsistemas. Para efeitos de simulagdo, consideramos
os parametros reais de um segmento de 4,7 km do rio Cam (Inglaterra), e que podem ser encontrados
em Young e Beck (1974), eles sdo: k,; = 0,2 [dia~!], kr; = 0,32[dia"'], T = 0.1[;7L][dia™"],

¢; = 10[mg/litro], Qve =0,1, QV = == = 0,9. Sinais aleatdrios ruido branco gaussianos: d L; € dg;,

de média zero e covariancias AL e Aq sdo adicionados aos subsistemas, e representam a perturbagao

e/ou incerteza no modelo. Entradas deterministicas e constantes, m;, quantidades fixas de DBO, sao

fornecidas por estagdes de tratamento de dgua. Para estes valores, o modelo de cada segmento é:

—1,32 1
onde A; = )3 0 , Bi = 0 ;
—-0,32 —1.2 0
w1 (t) = ot o wilt) =
07 9%‘—1 + 17 9 5ql
L;
qi
Se definimos
vi(t) = Biui(t) + ui—1(t) + wi(t), (7.11)

O modelo discretizado, com taxa de amostragem 7', pode ser calculado como:

nT+T
z;(nT 4+ T) = e a;(nT) + / A=)y, (1) dr.
nT

Uma consideragao comum ¢é
vi(1) =v;(nT), nT <7<nT+T
isto € um segurador de ordem zero, sem atraso. Sejan = nl' + 1T — 7, entdo
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onde ®; = e4T T, = fOT eMdnl. (7.12) é simplificada para

zin+1) = ®;2;(n) + Iy (Biui(n) + ui—1(n) + w;i(n))

A saida medida é

yi(n) = z;(n) + v;(n), (7.13)

onde v; € um processo estocastico ruido branco gaussiano de média zero.

“Medida’” dos dados amostrais

Para a implementacio da metodologia descentralizada de modelagem computacional de dados, supo-
mos que exista uma rede integrada de “medi¢ao” de dados do benchmark. A taxa de amostragem deve
ser tal que seja possivel a identificacdo de um modelo do subsistema para seu uso num eventual caso
de supervisao e/ou controle em tempo real. Na nossa simulag@o sdo utilizadas diferentes condicdes

de regime permanente para cada subsistema e a taxa de 1 amostragem por dia.

7.2.2 Modelagem descentralizada da qualidade da agua de rios

Parametros de qualidade da dgua de rio, geralmente, apresentam tendéncias e sazonalidades, reque-
rendo uma andlise diferenciada para cada caso. No nosso trabalho supomos que nio existem sazona-
lidades e as tendéncias, que sdo constantes, sao eliminadas fazendo uma primeira diferenca, ver Aoki
(1990). Com estas consideragdes, as séries temporais dos dados podem ser consideradas como amos-
tras de processos estocdsticos estaciondrios de média zero. A utilizagdo dos métodos de subespaco de
identificacdo, requer que as entradas sejam processos estocdsticos (ou que sejam entradas de excitem
todos os modos do sistema). Estes métodos de identificacdo fornecem modelos no espago de estado.
Entdo, para a modelagem de cada subsistema podemos utilizar os dados das séries temporais como
segue: Se a série temporal a ser modelada € a do sistema .5;, os dados de saida do subsistema .S;_;
sdo interpretados como dados de entrada do subsistema .S; e os dados de saida de S; sdo os dados de

entrada do subsistema .S, 1, e assim por diante.

Monitoramento e Controle

Os modelos obtidos pela metodologia proposta possibilitam o seu uso para a aplicagdo de métodos
de monitoramento e/ou controle da qualidade de 4gua de rio. Para cada subsistema, podem ser feitas

simulacdes que permitam avaliar o efeito de eventuais perturbacdes que possam acontecer no subsis-
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tema anterior. Na simulacdo, cada segmento possui uma estacdo de tratamento de dgua que fornece
uma vazio com uma quantidade especifica de DBO. E também necessdrio que a estacio de controle de
cada subsistema forneca num primeiro estagio vazoes de 4gua com diferentes concentracdes de DBO,
de forma a excitar todos os modos do subsistema, satisfazendo as condi¢des de excitacdo persistente,
Verhaegen e Dewilde (1992a).

Resultados

Para efeitos de simula¢do somente consideramos dois segmentos de rio. Aos dados gerados aplicamos
a nossa metodologia de modelagem de séries temporais multivaridveis, ver Bottura et al. (2000),
baseados no método de identificacdo MOESP, Verhaegen e Dewilde (1992a).

A partir do modelo analitico que constitui o benchmark para testar a metodologia de identifica-
¢do proposta, geramos 100 amostras de “medidas” para cada subsistema. As matrizes obtidas pela

aplicacdo da metodologia estdo dadas a seguir para o segundo subsistema.

0.7029  0.4222 —0.4535 0.2451
—0.5148 0.4000  0.1131  0.6895
—0.0584 —0.1416 —0.0635 —0.0433
—0.0464 —0.2241 —-0.2654 0.0521

[ 0.2645 0.1109 |
—0.1370  0.2866
—0.0484  0.1432

| —0.1778 0.0126 |

~ | —0.4480 0.5067 —0.5887 —0.3975
~ | 01814 0.6455 0.5548 —0.0962

—0.0350 0.1011
—0.1461 0.1372
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[ 0.1001  0.4181
0.2214  0.2707
—0.3982 —0.0274
0.0146  —0.0745 |

As predi¢des de um passo a frente, para o segundo subsistema, sdo calculadas pelo Filtro de Kalman:

Tyo1 = A2y + Buy + K(y, — C2
t+1 At At (yt t) 7 (7.14)
9y = C2y + Duy
onde u; € a saida do subsistema S; e ¥, € a saida do subsistema S5.
Nas Figuras (7.7) e (7.8) apresentamos os valores preditos versus os valores “medidos” para o

segundo subsistema. Observamos que os valores preditos pelo modelo seguem as “medidas” do
subsistema.

mgflitro

1 1 1 1 1 1 1 1 1
[e] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
dias

Fig. 7.7: Concentra¢do de DBO do segundo segmento. A linha continua representa os dados medidos
e a tracejada os dados estimados (valores entorno do regime).

Comentarios e conclusoes

Nesta Secdo apresentamos uma proposta para a modelagem de séries temporais multivariadas associ-
adas a qualidade da 4dgua de rio. Construimos uma plataforma de simulaciao considerando um trecho
de um rio como sistema serialmente interconectado. O método MOESP desenvolvido por Verhaegen
and Dewilde, Verhaegen e Dewilde (1992a,b) foi utilizada na modelagem isolada de cada subsistema.
Esta metodologia pode ser aplicada para sistema de qualidade da d4gua de rio que possua uma estrutura

convencional de amostragem de dados. Somente consideramos um modelo cléssico e relativamente
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Fig. 7.8: Concentra¢do de OD de segundo segmento. A linha continua representa os dados medidos
e a tracejada os dados estimados (valores entorno das concentracdes de regime).

simplificado de qualidade da dgua de rio, com o objetivo principal de testar a metodologia proposta.
Dos resultados obtidos concluimos que os modelos obtidos sd@o adequados para este tipo de aplica-
¢oes. Uma questio de passo seguinte € considerar modelos mas sofisticados, Whitehead et al. (1997),
que envolvam mais parametros na avaliacdo da qualidade da dgua de rio. Também, se possivel, formar

ou obter um benchmark oficial com dados reais para testar a metodologia proposta.

7.3 Modelagem da qualidade de agua de um rio composto de trés

segmentos

Nesta secao, a modelagem de séries temporais de sistemas de qualidade de d4gua de trés segmentos de
rio utilizando a metodologia descentralizada de identificacdo € feita. A diferenca com a modelagem
anterior € que agora supomos que os dados dos parametros DBO e OD sao medidos com erro. Para
diminuir o erro na modelagem das séries temporais do subsistema seguinte, consideramos os dados
de saida do subsistema anterior filtrados. Devido a natureza complexa do problema, dividimos em
segmentos o comprimento total do rio, como mostrado na Figura 7.9. Cada um deles constitui um
subsistema do sistema global, com entradas e saidas préprias. As séries modeladas sdo dos parametros
de qualidade da dgua de rio, nesta Tese: a concentragdo da Demanda Bioquimica de Oxigénio (DBO)
e a concentra¢do do Oxigénio Dissolvido (OD).

Para efeitos de simulag@o, novamente utilizamos as relacdes (7.8) e (7.9), isto é, modelamos o
comportamento da demanda bioquimica de oxigé€nio e o oxigénio dissolvido de cada segmento de
rio (subsistema). Consideramos cada subsistema como um tanque reator agitado de fluxo continuo

(CFSTR). No modelo ndo consideramos os efeitos da fotossintese devida as algas, da adicao de maté-
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Sit1

Fig. 7.9: Segmentos de rio.

ria organica devida as chuvas e da matéria orginica depositada no fundo do rio. Também supomos que
ndo ha atraso de transporte entre os subsistemas. Para a simulacao utilizamos dados de um segmento
de 4,7km do rio Cam da Inglaterra, cujos dados estdo em Young e Beck (1974) e Céceres (1992).
Eles sdo: k,; = 0.2 [dia™!], k;;, = 0.32[dia™'], "V = 0.1[%}[dia‘1], ¢} = 10[mg/litro], Q7 = 0.1,
QV = % = 0.9. Processos ruido branco gaussianos 6 L; e dg; de média zero e covaridncias AL
e Aq foram aplicados aos subsistemas. As concentragdes de DBO de entrada, m;, sdo constantes.

Novamente o modelo de simulagdo é:

—1.32 1
onde A, = s 0 , B, = 0 ,
—0.32 —1.2 0
0.9L;_ o0L;
w, () = Lol wi) =
0.9¢;-1 +1.9 0q;
L;
ul(t) =my; and Xz(t) =
d;

Com as equacdes acima que constituem nosso benchmark construimos uma plataforma de si-
mulacdo que considera um sistema global formado por trés segmentos de rio. Por simplicidade, os
parametros das equagdes sdo iguais para os trés subsistemas, mas com diferentes valores de regime
permanente. Considerando as concentragdes m;, ¢+ = 1,2,3 fixas, as saidas dos correspondentes

subsistemas sdo séries temporais dos parametros da qualidade da d4gua DBO e OD. Aplicamos a



7.3 Modelagem da qualidade de Agua de um rio composto de trés segmentos 159

metodologia previamente exposta a estas séries de dados.

Os valores m; de entrada fixos sdo: m] = 53,5mg/l, mj = 41,9mg/l e m3; = 15,51mg/l.
Os valores das concentragdes DBO e OD de regime, para os respectivos subsistemas sdo: L] =
4,06mg/l, gi = 8,0mg/l para o 1° subsistema, L5 = 5,94mg/l, ¢5 = 6,0mg/l para 2° subsistema e

L3 = 5,22mg/l, g5 = 4,69 mg/l para o terceiro, respectivamente.

7.3.1 Resultados e comentarios

Foram geradas na simulacdo 100 amostras de medidas para cada subsistema. As tendéncias devido
as respostas de regime foram tratados e eliminadas por meio de uma primeira diferenca. Utilizamos
o método de Verhaegen, Verhaegen (1994), na modelagem das séries temporais de cada segmento.
As Figuras 7.10, 7.11 e 7.12 mostram os valores “medidos” versus os valores estimados em torno
aos valores de regime de DBO e OD do primeiro, segundo e terceiro segmentos, respectivamente.
Devido a que as trajetdrias estdo em torno dos valores de regime, os valores de concentragdo negativa
ou ndo devem ser interpretadas como somadas a ditos valores de regime. Observamos que os valores
estimados seguem razoavelmente os valores medidos. As dimensdes dos modelos no espago de estado
sd0: 6 para o primeiro, 6 para o segundo e 7 para o terceiro segmentos. Observamos que foram
necessarios modelos com maior nimero de estados que os utilizados na simulagdo. Isto é devido

principalmente as perturbagdes inseridas na simulacgao.

Os valores estimados foram encontrados utilizando o seguinte filtro de Kalman:

Xi(t+1) = Ax;(t) + My, (t) + Kilyi(t) — Cix,(t)]
yi(t) = Cx;(t) + D;yi1(t),

onde A;,M; D, e K,, ¢+ = 1,2, 3 sdo as matrizes dos subsistemas obtidas pela metodologia de

, (7.16)

identificacdo. Como modelamos somente as séries temporais dos segmentos a matriz B; é nula. g;
€ o vetor de saida estimado do subsistema 7 — 1. As matrizes abaixo s@o modelos de espago de estado
obtidos para os 3 subsistemas que constituem o trecho de rio, cuja qualidade ¢ modelada por esta

proposta.

[ _0.6285 0.3269 —0.2807 —0.0572 —0.0008 0.2800
—-0.0708 0.6635 —0.2498 0.4078  0.3772 —0.8251
—0.1935 0.2544  0.4427  0.6958 —0.1131 0.2417
—0.6336 —0.3038 —0.3744 —0.1538 —0.2622 0.2866
—-0.3205 0.2897  0.6623 —0.3410 0.5333 —0.1190

0.0100  0.2595 —0.0957 0.0258  0.0016  0.9896

=
I
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[ 0.0085 0.1626
0.1878  0.3836
—0.0064  0.1490
~0.1050  0.0281
0.1428  —0.0738
0.0636  —0.0752

0.8785 1.0493 —1.1512 —0.4299 0.5639 1.9624
—2.5241 1.0865 0.66564  2.0324 —0.2483 0.4207

0.5202 —0.4052 0.6514 0.0762 —0.0857 —0.1513 |
0.3486  0.5738  0.3644  0.1640  0.2888  0.4224
0.1496 —0.1314 0.1677  0.1452  0.1934  0.6684
0.0507 —0.5159 —0.1944 —-0.3830 0.7416  0.0867
—-0.0392 0.2357 —0.1386 —0.4390 —0.0239 0.1867
0.1868 —0.2305 —0.1873 —0.0842 —0.5959 0.5975

0.2873 —0.7123 |
0.0638  0.5145
0.5566  0.2486
~0.2192  0.3349
0.0064 —0.2930
0.0884  0.0783

M, =

o — 0.1213  0.2021 0.3597 —0.7437 —0.0942 —0.0867
27| —0.7445 —0.0795 04635 0.0942  0.0459  0.1762

[ 00334 00728
7| —0.3485 0.0963
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r | 0.1347 0.3854 0.1931 —0.2721 0.1355 —0.0469
? 0.1974 —0.0759 0.2479 0.0934 0.1720 —0.1105 |

[ 0.7223  —0.2689 —0.2610 —0.1061 —0.3884 0.0242 —0.4267 ]
0.4971  0.5500  0.1773  0.2553  0.1389 —0.4834 —0.2295
0.1687 —0.4508 0.7625 —0.0330 0.3635  0.1577  0.1049

Az = —0.0099 0.2808 0.1389  0.6981 —0.1024 0.5036  0.0265

0.3728 —0.0632 —0.4117 0.0378  0.2875  0.3512  0.6035

—0.0474 0.1833  0.1602 —0.2568 —0.3782 —0.1994 0.3166

0.1132  0.0131  —0.2092 —0.0278 0.5465 —0.3468 —0.1268 |

[ 0.3369 —0.4269 |
—0.7249 —0.0248
0.0043  —0.0065

Ms;=| 02658 —0.0361 |, 3—[

—0.1591 0.4391
0.5044  0.1037

| 0.0294 —0.2786 |

0.0247  —0.3439
—0.0030 —0.2566

Cs

—0.2328 —0.3635 —0.3999 0.4349 0.0740 —0.3497 —0.2346
—0.1094 04279 -0.2960 —0.3756 0.2405 0.1778 —0.1404

KT _ 0.0795 —0.1835 —0.1768 —0.0450 —0.0990 —0.0399 0.0641
’ —0.2812 0.2779  0.1060 —0.1336 0.0562 —0.0094 0.1234

Os resultados da modelagem descentralizada de séries temporais multivariadas no espago de es-
tado obtidos pela aplicacdo da metodologia descentralizada de identificac@o a sistema de qualidade
da 4dgua de rio foram bons. Na proxima Sec¢do a identificagdo estocdstica descentralizado de sistemas
de qualidade de agua de rio, utilizando a metodologia descentralizada de identificagdo via métodos

de subespaco de identificagao, ¢ feita.
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Fig. 7.10: Concentra¢des de DBO e OD do primeiro segmento. A linha sélida representa os dados
medidos e a pontilhada os estimados (valores entorno das concentracdes de regime).
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Fig. 7.11: Concentra¢des de DBO e OD do segundo segmento. A linha sélida representa os dados
medidos e a pontilhada os estimados (valores entorno das concentracdes de regime).
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de DBO e OD do terceiro segmento. A linha sélida representa os dados

medidos e a pontilhada os estimados (valores entorno das concentracdes de regime).
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7.4 Identificacio estocastica descentralizada de Sistemas de Qua-

lidade de agua de rio

Nesta se¢do, a metodologia descentralizada de identificacdo para sistemas serialmente interconecta-
dos proposta, utilizando métodos de identificacdo estocdstica nos subespacos, € utilizada na identi-
ficacdo de sistemas de qualidade de dgua de rio. O método de subespago estocastico de identifica-
¢do CLS-SSI (Constrained Least-Squares Stochastic Subspace Identification ) de Katayama e Picci
(1999) € utilizado como ferramenta para a identificacdo dos subsistemas. Esta parte da Tese baseia-se
no trabalho apresentado na CDC 2002, Bottura e Caceres (2002b).

Novamente o modelo de simulagdo para o sistema de qualidade da dgua de rio é semelhante
ao feito anteriormente, Young e Beck (1974); Mahmoud et al. (1985); Céceres (1992), mas agora,
para efeitos de identificacdo dos subsistemas, as concentracdes de DBO de controle, m;, : = 1,2,3
ndo sdo constantes. Consideramos que essas entradas excitam persistentemente os subsistemas, para
tanto, n6s geramos entradas bindrias aleatérias. Outras formas de entrada também podem ser con-
sideradas, desde que excitem os subsistemas persistentemente. A figura 7.17 ilustra como o rio é
dividido em susbsistemas, tendo cada subsistema uma entrada prépria. Com esta divisao o rio pode
ser considerado como sistema serialmente interconectado. Para propésitos de simulacdo considera-
mos somente a dinamica das concentracdes de DBO e OD nos subsistemas. As equacdes sdo dadas
por (7.8) e (7.9), onde cada subsistema € considerado como se fosse um reator agitado de fluxo conti-
nuo. Novamente, para o benchmark, os valores dos parametros de simulagao para os subsistemas sao

os dados reais de um segmento de 4,7km do rio Cam da Inglaterra:

ki = 0,2 [dia™], k; = 0,32[dia™"] , & = 0, 1[4][dia™"], ¢ = 10[mg/litro], % = 0,1, & =

litro PV
= 0,9. Perturba¢des ruido branco gaussianas dL; e dg;, com média zero e covariancias AL e

Qi1
Vi
Agq, sao adicionadas nos modelos dos subsistemas. As concentragdes (DBO) m;, 1 = 1,2, 3, sdo
as varidveis de controle dos subsistemas. No nosso caso, para propdsitos de excitacdo persistente,
supomos que sejam sinais aleatdrios bindrios, com uma tendéncia fixa. Elas podem ser fornecidas por
estacdes de tratamento de dgua, por exemplo. Com essas consideragdes, os subsistemas benchmark

sao dados por:

—1.32 1
where Az = 3 0 5 Bz = 0 )
—0.32 —1.2 0
0.9L;_4

u;—1 (t) = [

o0L;
5 wi(t) =
0.9¢i_, + 1.9 [ 5q; ]
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L;

qi
Com esse benchmark geramos dados discretos no tempo das saidas dos subsistemas, sendo as

w,(t) = m; and x;(t) = y;(t) =

entradas as dadas na figura 7.13. Novamente consideramos valores de regime idénticos aos do caso
anterior, isto &, os valores m; de entrada sdo: m; = m; + dm;, onde mj = 53, 5mg/l, m} = 41, 9mg/1
e mj = 15,51mg/l, e as dm;, ¢ = 1,2, 3 s@o concentracdes binarias aleatérias de DBO. Os valores
das concentragdes DBO e OD de regime, para os respectivos subsistemas sdo: L = 4, 06mg/l, ¢f =
8,0mg/l para o 1° subsistema, L = 5,94mg/l, ¢5 = 6,0mg/l para 2° subsistema e L5 = 5, 22mg/l,

q5 = 4,69 mg/l para o terceiro, respectivamente.

[
o

m1

(&)}
(&)
E

9]
o
T
|

IS
o
T

m2 T

N W W »
(6] o (4] o
T T T T
| | | |

Concentragdes de entrada de DBO [mg/litro]

n
o
T
|

-
(6]
T
E

10 I I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

dia

Fig. 7.13: Concentragdes bindrias aleatérias de DBO para cada segmento.

7.4.1 Resultados

Para propésitos de identificagdo, foram gerados 100 sinais aleatdrios bindrios como entradas de con-
centracdo de DBO para cada subsistema, como mostrado na Figura 7.13. As tendéncias das amostras
de entrada/saida foram eliminadas por meio de uma primeira diferenca. Para os dados tratados e
para cada subsistema, a identificacdo descentralizada utilizando a nossa metodologia, foi feita. O mé-
todo de subespago estocdstico CLS-SSI foi utilizado na implementagao da metodologia. As figuras
7.14,7.15 and 7.16, mostram os dados “medidos” versus os estimados das concentragdes de DBO e
OD nos segmentos 1°, 2° e 3°, respectivamente. Elas representam as variagdes no entorno dos seus

respectivos valores de regime. As linhas s6lidas sao os dados “medidos” e as linhas tracejadas os
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estimados. As dimensdes obtidas para os subsistemas foram 6 para o primeiro, 6 para o segundo e
7 para o terceiro subsistema, respectivamente, com base nos valores singulares. Observamos que as
ordens dos subsistemas sdo maiores que as utilizadas no benchmark, isto deve-se ao fato de também
estarmos modelando os ruidos dos subsistemas com este algoritmo, como proposto pelos autores. Os

valores de saida estimados foram gerados pelo seguinte filtro de Kalman:

A . ) , (7.18)
yi(t) = Cix;(t) + D;yi_1(t),

onde A;,M;, D, eK;,+=1,2,3 sdo as matrizes dos subsistemas obtidas pela aplicacdo da meto-
dologia descentralizada de identificacdo. Para avaliar e comparar os dados medidos e os estimados,

utilizamos o erro de predicao, como feito em Favorel et al. (2000):

)

¢ — 1002 SIS ) = D))
00 2 [V TS,

onde N € o numero de dados de saida e PP denota os dados preditos. Os erros de predicdo para
o primeiro,segundo e terceiro subsistemas sdo 26%, 23% e 24%, respectivamente, em decorréncia
dos efeitos do ruido na modelagem por este algoritmo. Sugerimos comparacdes com os resultados de

outros algoritmos, bem como revisdo da aplicacao desta metodologia.

0.5 T T T T T T T T T 0.6

0D do 12 segmento [mg/l]

DBO do 1 segmento [mg/l]

. .
70 80 %0 100
dia dia

Fig. 7.14: Concentra¢des de DBO e OD do primeiro segmento. A linha s6lida sd@o os dados “medidos”
e a tracejada os estimados (concentra¢des entorno do regime).

Contudo, consideramos esta aplicagdo da metodologia descentralizada de identificacdo estocds-
tica, baseada no método de subespaco estocdstico de identificacdo (CLS-SSI), Katayama e Picci
(1999) satisfatéria e merecedora de revisdo e aperfeicoamento. Os modelos no espaco de estado,
para o sistema da qualidade de 4dgua de rio, identificados pela metodologia proposta, uma vez aper-

feicoada, certamente terdo muita utilidade para o controle e/ou monitoramento de tal tipo de sistema.
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Fig. 7.15: Concentra¢des de DBO e OD do segundo segmento. A linha sélida sdo os dados “medidos”
e a tracejada os estimados (concentragdes entorno do regime).
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Fig. 7.16: Concentragdes de DBO e OD do terceiro segmento. A linha sélida sido os dados “medidos”
e a tracejada os estimados (concentra¢des entorno do regime).

Na préxima Secdo o controle estocdstico descentralizado, de sistemas de qualidade de dgua de
rio, baseado nos modelos obtidos na metodologia descentralizada de identificacdo via métodos de

subespaco de identificagao, ¢ feito.

7.5 Controle descentralizado de sistema de qualidade da agua de
rio

Como vimos na Se¢ao anterior, sistema da qualidade da dgua de rio pode ser modelado e/ou identifi-
cado por meio da metodologia descentralizada de identificagdo para sistemas serialmente interconec-
tados, proposta em Bottura e Caceres (2002b, 2001). Nesta Se¢do propomos o controle estocastico
descentralizado de sistemas de qualidade da dgua do rio, Bottura e Céceres (2002a), modelados por

tal metodologia. A estrutura hierarquica Bloco Triangular Inferior (BTI) dos sistemas identificados
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pela metodologia permite a utilizagdo de métodos de controle descentralizado especialmente desen-
volvidos para estes sistemas, ver Stankovic e Siljak (1989); Siljak (1991), isto é, de algoritmos de
controle estocdstico descentralizado obtidos sequencialmente, como visto no Capitulo anterior. O
modelo de simula¢do estd baseado nos trabalhos de Young e Beck (1974), Mahmoud et al. (1985) e
Caceres (1992), onde um trecho de rio € subdividido em segmentos de comprimentos convenientes,
cada segmento € considerado como um subsistema de um sistema serialmente interconectado, como
ilustrado na Figura 7.17. Para propoésitos de simulacdo identificacdo e de controle descentralizado,
consideramos somente os parametros de qualidade da dgua de rio: demanda bioquimica de oxigénio
DBO e oxigénio dissolvido OD.

m; M

Sii
Ly i ' Liy

/ - i1 q; Bis

Fig. 7.17: Segmentos de rio com efluentes de controle.

Modelo de simulacio e geracao de dados

Consideramos que o sistema de qualidade da dgua de rio esta dado por (7.8) e (7.9), onde, por simpli-
cidade, na modelagem dos subsistemas supomos que os segmentos de rio t€m 0s mesmos parametros.
Os dados usados se referem a um trecho do Rio Cam da Inglaterra, ver Young e Beck (1974); Céaceres
(1992), porém com diferentes condi¢des de regime e objetivos. Também utilizamos este modelo para
a geracdo de dados amostrados para fins de identificacdo descentralizada. Aplicamos a metodolo-
gia descentralizada de identificac@o para obter as matrizes no espago de estado de cada subsistema,
ver Secdo 7.4. As entradas dos subsistemas, assim como as saidas dos subsistemas estdo dadas nas

Figuras 7.18, 7.19, 7.20 e 7.21, respectivamente.
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Fig. 7.18: Entradas aleatdrias bindrias de concentragao de DBO, para cada segmento.
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Fig. 7.19: As concentragdes da DBO do OD do primeiro segmento. A linha continua representa os
dados medidos e a pontilhada os estimados.
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Fig. 7.20: As concentracdes da DBO e do OD do segundo segmento. A linha continua representa os
dados "medidos"e a pontilhada os estimados (entorno dos valores de regime).
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Fig. 7.21: As concentragdes da DBO do OD do terceiro segmento. A linha continua representa os
dados “medidos” e a pontilhada os estimados (entorno dos valores de regime).
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7.5.1 Identificacao dos Subsistemas

Para cada segmento foram geradas 100 amostras, varidveis aleatdrias bindrias, como concentracdes
de entrada de DBO. Da aplicagdo destas entradas resultam as saidas medidas para os respectivos sub-
sistemas. Fizemos uma manipulacido de dados para eliminar as tendéncias. Com os dados ja tratados
utilizamos a metodologia de identificacdo descentralizada baseada no método de identificacdo nos
subespacos N4SID, Overschee e De Moor (1994). Os modelos obtidos sdo discretos no tempo. As
entradas dos subsistemas sao dadas na Figura 7.18. As Figuras 7.19 e 7.20 mostram o resultado da
aplicacao da modelagem descentralizada que previamente desenvolvemos, Bottura e Caceres (2001).
As dimensdes para os subsistemas s@o 11 para o primeiro, 10 para o segundo e 10 para o terceiro.
Notemos que as ordens obtidas para os subsistemas foram maiores que as utilizados na simulagdo;
isto deve-se principalmente as incertezas introduzidas no modelo de simula¢do. Observamos que os

dados estimados seguem satisfatoriamente os dados reais.

7.5.2 Controle descentralizado

Para o projeto do controle descentralizado utilizamos os modelos discretos de qualidade da dgua
de rio, de cada segmento, encontrados pela aplicacao da metodologia descentralizada de identifica-
¢do. Devido a estrutura do sistema global (sistema serialmente interconectado) foi possivel utilizar
o algoritmo seqiiencial de projeto de controle descentralizado para sistemas BTI, restrito somente a

informacao local. As funcdes de custo adotadas para a otimizagao dos subsistemas sao:

B} =E {Thm  (A(Lt) — LD+ 20ai(0) — 47 + 2(m, — mz>2)}

onde 7 = 1,2, 3, m] = 53,5mg/l, m; = 41,9mg/l e m; = 15, 51mg/l. Os valores das concentragdes
DBO e OD de regime, para os respectivos subsistemas sdo: L} = 4,06mg/l, ¢f = 8,0mg/l para o
1° subsistema, L3 = 5,94mg/l, ¢5 = 6,0mg/l para 2° subsistema e L; = 5,22mg/l, g5 = 4,69 mg/l

para o terceiro, respectivamente. Seja () = [ 0 9 ] , entdo as matrizes de ponderacdo para cada

subsistema sdo:
Qi = CiQC;, R;=2,
onde C; é a matriz de saida do i-ésimo segmento encontrada na aplicagdo da metodologia.

Os ganhos dos controladores e os ganhos dos filtros de Kalman para os primeiros dois subsistemas

Sa0:
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[ 0.0894 ] [ 0.0682  0.0545
0.1590 —0.0151 —0.0577
—0.0321 0.0349  —0.1562
0.1577 —0.1742  0.0570
—0.2748 0.0958 0.0836
K —0.2687 |, Ly 0.1267  —0.0357 (7.19)
0.2193 —0.2096  0.0405
0.2170 —0.547  —0.0255
—0.6636 0.0409 —0.0371
—0.2730 0.0374 0.0675
| —0.4967 | —0.0926 —0.07566 |
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[ 0.0092 [ —0.0308 0.0052
—0.0035 ~0.0173 —0.0164
—0.0120 0.0027 —0.0164
—0.0064 0.0297  0.0174
—0.0012 —0.0216  0.0068
—0.0011 ~0.0163  0.0010
0.0042 0.0258 —0.0231
—0.0117 0.0353 —0.0321
0.0351 ~0.0282  0.0067
0.0018 ~0.0182 —0.0149
0.0211 0.0076 —0.0114
—0.1411 —0.0308 —0.1622
0.0626 —0.0173 —0.1294
—0.2058 0.0027 —0.0615
—0.4132 0.0297 —0.0174

K —03743 | | —0.0216  0.0068 (720,
0.6551 ~0.0163  0.0068
—(.7447 0.0258 —0.0231
—0.1992 0.0353 —0.0321
—0.3468 ~0.0282  0.0067
0.8535 ~0.0182 —0.0149
0.5230 0.0076  —0.0114
0.4826 ~0.1091 —0.1622
0.7426 —0.0388 —0.1294
0.0217 0.0472  —0.0615
—0.7086 01148 —0.0884
0.4110 0.0611  0.0331
0.5994 ~0.1597 —0.2012
0.0292 0.0078  0.0245
0.0646 ~0.0097 —0.0753
0.0191 0.0204  0.0292

| —0.0208 ~0.0334  0.0295

O desempenho do controle descentralizado da qualidade da 4dgua de rio é mostrado nas Figuras

7.17 e 7.18, onde comparamos as respostas dos subsistemas quando € aplicado o controle e quando
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ele ndo € aplicado.

DBO [mg/I]
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dia

OD [mg/l]

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Fig. 7.22: Concentracdes de DBO e OD do primeiro segmento. A linha continua € a resposta do
sistema com controle e a pontilhada sem controle.

Devido a complexidade na estimacdo do vetor de estado, a implementacio do algoritmo de con-
trole pode ser proibitiva para sistemas de grande porte; neste caso, podemos fazer um estudo das
conexdes entre os subsistemas, e desconsiderar aqueles onde houver conexdo fraca. Nesta Tese, o
atraso de transporte entre os subsistemas nao é considerado. O estudo e a aplica¢do desta metodolo-

gia considerando atraso de transporte € uma sugestao de tema de futura pesquisa.

7.5.3 Conclusoes

Neste Capitulo analisamos, no espago de estado, sistema de qualidade da dgua de rio como sistema
de subsistemas serialmente interconectados, assim como aplicamos uma metodologia para o seu con-
trole descentralizado a partir de modelo obtido pela utilizagdo de metodologia descentralizada de

identificac@o proposta. A aplicacdo da metodologia nos permitiu atingir o objetivo de viabilizar um
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Fig. 7.23: Concentracdoes de DBO e OD do segundo segmento. A linha continua é a resposta do
sistema com controle e a pontilhada sem controle.

projeto de controle descentralizado para um sistema de qualidade da dgua de rio.



Capitulo 8
Conclusoes

Os objetivos principais desta tese sdo: a modelagem computacional de dados ruidosos multivari-
veis e o controle de sistemas serialmente interconectados, com aplicagdes a modelagem e ao controle
descentralizados de sistemas de qualidade de dgua de rio. Este problema é complexo. Modelos de-
terministicos geralmente nao refletem todos os fendmenos envolvidos num sistema real. Os modelos
de sistemas estocdsticos contabilizam, de certa forma, estatisticamente, as incertezas de modelagem
e de medida que ocorrem num sistema real. Por esta razdo achamos que a abordagem estocdstica
dada nesta tese foi uma boa escolha. Os Capitulos iniciais mostraram a preocupacgao e o cuidado que
tivemos em estudar e entender este tipo de sistemas de forma adequada aos nossos propdsitos. Muitos
topicos poderiam até ser bem conhecidos, contudo achamos importante colocd-los, da forma que o
fizemos, para uma melhor compreensio da tese dada a importéncia de tais estudos nesta drea. E im-
portante ressaltar que nao hd muitas referéncias que tratem especificamente de sistemas estocdsticos
discretos no tempo no espacgo de estado; geralmente os resultados do caso continuo sio reportados e
os resultados no caso discreto nem sempre. Por esta razao, apresentamos, no Capitulo3, uma versao
discreta das propriedades de sistemas lineares estocasticos, de certa forma original. No Capitulo 4 fo-
ram tratadas as bases tedricas essenciais para a realizagdo de processos estocdsticos estaciondrios no
espaco de estado. O lema positivo real discreto, no contexto estocéstico, foi enunciado e provado. No
Capitulo 5 os métodos de subespago para identificacdo, que utilizamos na tese foram apresentados;
e alguns algoritmos como o método de identificacio em subespagos via minimos quadrados restrito
de Katayama e Picci e o algoritmo de Aoki foram abordados. Os resultados mais importantes da tese
estdo nos Capitulos 6 e 7, pois neles apresentamos a nossa proposta de metodologia descentralizada
de identificacdo baseada nos métodos de identificacdo em subespaco, aplicada a sistemas serialmente
interconectados, Os resultados obtidos pela aplicacdo da metodologia mostraram que ela é adequada
para a identificacdo de sistemas serialmente interconectados, embora ainda precise ser aperfeicoada,

e mais ainda, que os modelos obtidos pela metodologia sao de muita utilidade para o projeto de sis-
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temas de controle descentralizado para tal estrutura. Por esta razdo, aproveitando a estrutura bloco
triangular inferior dos modelos obtidos, propomos a utiliza¢do de um método de controle 6timo des-
centralizado que aproveita esta estrutura. Finalmente a metodologia e o controle descentralizado sdo
aplicados a sistema de qualidade de dgua de rio. Para realizar tal objetivo, uma plataforma de simu-
lagdo baseada na modelagem de sistema de qualidade da dgua de rios, que considera o rio como uma
sistema serialmente interconectado, foi desenvolvida. Os resultados da aplicacdo da metodologia de
identificag@o e controle estocdsticos descentralizados a um modelo de um sistema de qualidade da
dgua de rio, foram muito bons. A aplicacdo da metodologia considerando dados de sistemas reais de
qualidade de 4gua de rios, de sistemas de reservatorios em cascata, e vias expressas de transporte, de
telecomunicagdes e de energia bem como de sistemas quimicos com sistemas com colunas de des-
tilagdo, por exemplo, podem ser temas de pesquisas futuras. Outro tema de pesquisa é a aplicagao
da metodologia para outros tipos de sistemas nao necessariamente serialmente interconectados. Um
estudo detalhado dos modelos obtidos para sistemas e sinais e das suas propriedades sdo necessdrios.
A metodologia desenvolvida utilizando o algoritmo MOESP-AOKI deveria ser bastante investigada,

por parecer-nos muito promissora.



Referéncias Bibliograficas

H. Akaike. Markovian representation of stochastic processes by canonical variables. In SIAM J.
Control, 13, 162-173, 1975.

H. Akaike. Canonical correlation analysis of time series and the use of an information criterion.
In System Identification: Advances and Cases Studies, R. K. Mehra and D. G. Lainiotis, Eds.,
Academic Press, New York, 1976.

H. Akaike. Stochastic theory of minimal realization. /IEEE Transactions on Automatic Control, AC-
19:667-674, 1974.

B. D. O. Anderson. The inverse problem of stationary covariance generation. Journal of Statistical
Physics, 1:133-147, 1969.

B. D. O. Anderson. A system theory criterion for positive real matrices. Journal SIAM Control, 5(2):
171-182, 1967a.

B. D. O. Anderson. An algebraic solution to the spectral factorization problem. IEEE Transactions
on Automatic Control, AC-12(4):410-414, 1967b.

B.D. O. Anderson. A system theory criterion for positive real matrices. Journal SIAM on Control, 5
(2):171-182, 1967c.

B.D.O. Anderson, K.L. Hitz, and N.D. Diem. Recursive algorithm for spectral factorization. /IEEE
Transactions on Circuits and Systems, CAS-21(6):742-750, 1974.

M. Aoki. Notes on Economic Time Series Analysis: System theoretic Perspectives. Springer Verlag,
1983.

M. Aoki. State Space Modelling of Time Series. Springer Verlag, first edition, 1987.
M. Aoki. State Space Modelling of Time Series. Springer Verlag, second edition, 1990.

Karl J. Astrom. Introduction to Stochastic Control Theory. Academic Press, Inc., 1970.

177



178 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Gilmar Barreto. Modelagem Computacional Distribuida e Paralela de Sistemas e de Séries Temporias
Multivaridveis no Espago de Estados. Tese Doutorado, LCSI/FEEC/UNICAMP, Campinas SP,
Brasil, 2002.

M.B. Beck and B.A. Finney. Operational water quality management: Problem context and evaluation
of a model for river quality. Water Resources Research, 23:2030-2042, 1987.

C. P. Bottura. Andlise Linear de Sistemas. Editora Guanabara dois, 1982.

C. P. Bottura and A. F. Torrico Céceres. Método de identificacdo nos subespagos para sistemas

multivaridveis com estrutura interconectada. In Anais do XXVI Congresso Brasileiro de Engenharia
Mecanica (COBEM 2001 ), pages 445 — 453, Uberlandia, Mina Gerais, Brasil, 2001.

C. P. Bottura and A. F. Torrico Céceres. Decentralized control of serial interconnected systems for
river water quality via subspace identification. In Proceedings of the 2002 American Control Con-
ference, pages 3337-3342, Anchorage, Alaska, USA, 2002a.

C. P. Bottura and A. F. Torrico Caceres. Decentralized multivariate identification of interconnected
systems by a stochastic subspace method. In Proceedings of the 41st. IEEE Conference on Decision
and Control, pages 4499-4504, Las Vegas, Nevada, USA, 2002b.

C. P. Bottura and A. F. Torrico Céaceres. Decentralized subspace method for multivariate systems iden-
tification. In Proceedings of the 10th IEEE Mediterranean Conference on Control and Automation,
Lisboa, Portugal, 2002c.

C. P. Bottura, G. Barreto, and A. F. Torrico Céceres. River water quality modeling via verhaegen
and dewilde’s method. In Proceedings of the IFAC International Conference on Modelling and
Control in Agriculture, Horticulture and Post-Harvest Processing (Agricontrol 2000), pages 333—
338, Wageningen, the Netherlands, 2000.

C. P. Bottura, A. D. R. Tamariz, and A. F. Torrico C4ceres. Parallel and distributed moesp computati-
onal system’s modelling. In Proceedings of the 10th IEEE Mediterranean Conference on Control
and Automation, Lisboa, Portugal, 2002.

C. I. Byrnes, A. Isidori, and J. C. Willems. Passivity, feedback equivalence, and the global sta-
bilization of minimum phase nonlinear systems. IEEE Transactions Automatic Control, 36(11):
1228-1240, 1991.

A. F. Torrico Céceres. Controle descentralizado: Tecnicas e Aplicacdo ao Controle da Qualidade da
Agua de Rios. Tese de Mestrado FEE-UNICAMP, 1992.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 179

P. L. Caines. Linear Stochastic Systems. John Wiley and Sons, New York, 1988.
C.T. Chen. Linear System Theory and Design. Oxford University Press, New York, 1999.

U. B. Desai and D. Pal. A transformation approach to stochastic model reduction. In IEEE Transac-
tions Automatic Control, AC-29, pp 1097-1100, 1984.

P. Faurre. Identification par minimisation d’une representation markovienne de processus aleatoire.

In Lectures Notes in Mathematics, volume 132, Springer, Berlin, 1970.

P. Faurre. Réalisations Markoviennes de Processus Stationnaires. IRIA Rapport de Recherche, no
13, March 1973, 1973.

P. Faurre. Stochastic realizations algorithms. In System Identification: Advances and Cases Studies,
R. K. Mehra and D. G. Lainiotis, Eds., Academic Press, New York, 1976.

P. Faurre, M. Clerget, and F. Germain. Operateurs Rationnels Positifs. dunod -publie Avec Concours
de 'LR.ILA, 1979.

W. Favorel, B. De Moor, and P. V. Overschee. Subspace state space system identification for industrial
processes. Journal of Process Control, 10:149-155, 2000.

F. R. Gantmacher. The Theory of Matrices. Chelsea, New York, 1959.

G. H. Golub and C. R. Van Loan. Matrix Computations (2nd ed.). Baltimore, MD: The John Hopkins
Univ. Press., 1989.

L. Hitz and B. D. O. Anderson. Discrete positive-real functions and their application to system
stability. Proceedings of IEE, 116(1):153-155, 1969.

B. Ho and R. E. Kalman. Efficient construction of linear state variable models from input/output
functions. Regelungtechnik, 14:545-548, 1966.

H. Hotelling. Relations between two sets of variables. Biometrika, 28:321-377, 1936.

R. E. Kalman. On minimal partial realizations of a input/output map. In R. E. Kalman and N. DeCla-
ris, editors, Aspects of Networks and Systems Theory (Note: a collection of papers in honor of the
E. A. Guillemin, pages 385407, New York, 1971. Holt, Rinehart and Winston.

R. E. Kalman. Contributions to the theory of optimal control. Bol. Soc. Mat. Mexicana, pages 102—
119, 1980.



180 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

R. E. Kalman. Mathematical description of linear dynamical systems. SIAM Control, Series A, 1(2):
152-192, 1963.

R. E. Kalman. Irreducible realizations and the degree of a rational matrix. SIAM, 13(2):520-544,
June 1965a.

R. E. Kalman. Algebraic structure of linear dynamical systems, i. the module Y. In Proceedings of
the National Academy of Sciences of the United States of America, volume 54, pages 1503-1508,
December 1965b.

R. E. Kalman. A new approach to linear filtering and prediction problems. Trans. ASME, J. Basic
Eng. Series 82D, pages 35-45, March 1960a.

R. E. Kalman. On the general theory of control systems. IFAC, International and Remote Control, 1:
481492, 1960b.

R. E. Kalman. Algebraic aspects of the theory of dynamical systems: Differential equations and
dynamical systems. In Jack K. Hale and Joseph P. LaSalle, editors, Proceedings of the International
Symposium held at the University of Puerto Rico, pages 133-146. Academic Press, December
1967.

R. E. Kalman and J. E. Bertram. A unified approach to the theory of sampling systems. Journal of
the Franklin Institute, 267:405-436, 1959.

T. Katayama and G. Picci. Realization of stochastic systems with exogenous inputs and subspace
identification methods. Automatica, 35:1635-1652, 1999.

T. Katayama and G. Picci. Stochastic realization with exogenous inputs and subspace-methods iden-
tification. Signal Processing, 52:145-160, 1996.

A. N. Kolmogorov. Sur I’interpolation et extrapolations dessuites stationnaires. In CR Acad. Sc. En-
glish translation in Linear Least Squares Estimation, T Kailath, Ed., Benchmark Papers in Elec-
trical Enginnering and Computer Science, Vol. 17 New York, 1997, volume 32, pages 2043-20435,
Paris, 1939.

A. N. Kolmogorov. Stationary sequences in hilbert spaces (in russian). In Bull. Math. Univ. Mos-
cow, English translation in Linear Least Squares Estimation, T Kailath, Ed., Benchmark Papers in

Electrical Enginnering and Computer Science, Vol. 17 New York, 1997, volume 2, Moscow, 1941.

A. M. Kshirsagar. Multivariate Analysis. Marcel Dekker, Inc., 1972.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 181

P. R. Kumar and P. Varaiya. Stochastic Systems: Estimation, Identification and Adaptive Control.
Prentice Hall, 1986.

J. C. Lamb. Water quality and its control. John Wiley and Sons, inc., 1985.

A. Lindquist and G. Picci. Canonical correlation analysis, aproximate covariance extension, and
identification of stationary time series. Automatica, 32(5):709-733, 1996.

A. Lindquist and G. Picci. Geometric methods for state space identification. In S. Bittanti and

G. Picci, editors, Identification, Adaptation, Learning, Italy, 1994. Springer.

M.S. Mahmoud, M.F. Hassan, and M.G. Darwish. Stream quality modeling and control. In Large-
Scale Control Systems, Marcel Dekker, New York, 1985.

P. Van Overschee and B. De Moor. Subspace Identification for Linear Systems. Kluwer Academic
Publishers, 1996.

P. Van Overschee and B. De Moor. N4sid : Subspace algorithms for the combined deterministic -
stochastic systems. Automatica, 30:75-93, 1994.

P. Van Overschee and B. De Moor. Subspace algorithms for the stochastic identification problem.
Automatica, 29:649-660, 1993.

K. Peternell, W. Scherrer, and M. Deistler. Statistical analysis of novel subspace identification
methods. Signal Processing, 52:161-177, 1996.

P. L. Falb R. E. Kalman and M. A. Arbib. Topics in Mathematical System Theory. McGraw-Hill,
New York., 1969.

A. L. Lima Reda. Simulation and Control of Stormwater Impacts on River Water Quality. Phd thesis
- Imperial College of Science - London, 1996.

D. D. Siljak. Decentralized Control of Complex Systems. Academic Press, 1991.

S. A. Silva and D. D. Mara. Tratamentos biologicos de dguas residudrias: Lagoas de estabilizacdo.
ABES, 1979.

J. O. Smith. Techniques for Digital Filter Design and System Identification, with Application to
the Violin, "Properties of Positive Real Functions", Appendix C. Ph.D. Dissertation, CCRMA,
Department of Electrical Engineering, Stanford University, 1983.



182 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

S. S Stankovic and D. D. Siljak. Sequencial Iqg optimization of hierarchically structured systems.
Automatica, 25:545-559, 1989.

H. W. Streeter and E. B. Phelps. A study of the pollution and natural purification of the ohio river. In
US Public Health Bull. US Public Health Service, Washington, DC., volume I11(146), 1925.

Annabell Del Real Tamariz. Modelagem Computacional de Dados e Controle Inteligente no Espaco
de Estados. Tese Doutorado, LCSI/FEEC/UNICAMP, Campinas SP, Brasil, 2005.

H. Tamura. A discrete dynamic model with distributed transport delays and its hierarquical optimisa-

tion for preserving stream quality. In IEEE, trans. sys. man. cybern. SMC, volume 5, 1976.

G. Tchobanoglous and E. D. Schroeder. Water quality, series on water quality, volume 1. Addison
Wesley, 1985.

Alle-Jean Van Der Veen, Ed F. Deprettere, and A. L. Swindlehurst. Subspace-based signal analysis
using singular value decomposition. Proceedings of the IEEE, 81(9), September 1993.

M. Verhaegen. Identification of the deterministic part of mimo state space models given in innovati-

ons form from input-output data. Automatica, 30(1):61-74, 1994.

M. Verhaegen and P. Dewilde. Subspace model identification - part i : The output-error state space
model identification class algorithms. International Journal of Control, 56(5):1187-1210, 1992a.

M. Verhaegen and P. Dewilde. Subspace model identification - part ii : Analysis of the elementary
output-error state-space model identification algorithm. International Journal of Control, 56(5):
1211-1241, 1992b.

M. Viberg. Subspace-based methods for the identification of linear time-invariant systems. Aufoma-
tica, 31(12):1835-1851, 1995.

P.G. Whitehead, R. J. Williams, and D. R. Lewis. Quality simulation along river systems (quasar):
model theory and development. The Science of the Total Environment, 194:447-456, 1997.

N. Wiener and P. Masani. The prediction theory of multivariate stochastic processes, part i the regu-
larity condition. In Acta Math., volume 98, pages 111-150, 1957.

N. Wiener and P. Masani. The prediction theory of multivariate stochastic processes, part ii the linear
predictor. In Acta Math., volume 99, pages 93—-137, 1958.

J. C. Willems. Dissipative dynamical systems part i: General theory. Rational Mechanics and Analy-
sis, 45(5):321-351, 1972.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 183

J. C. Willems. From time series to linear system. Automatica, 22:561-580, 1986.

H.O.A. Wold. A Study in the Analysis of Stationary Time Series. Uppsala, Almqvist and Wiksell,
2nd. ed., 1938.

D. C. Youla. On the factorization of rational matrices. IRE, Trans. Information Theory, I'T-7:172—189,
1961.

P. Young and B. Beck. The modelling and control of water quality in a river system. Automatica, 10:
455-468, 1974.



184 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS




Apéndice A

Analise das Correlacoes Canonicas de

Processos Estocasticos

Neste apéndice estudamos e comentamos a andlise das correlagdes candnicas, via a decomposi¢ao

SVD. Seguimos principalmente Kshirsagar (1972).

A.1 Decomposicao em Valores Singulares

Teorema A.1.1 Seja A uma matrizp x q (p < q) de posto k. Podemos escrever esta matriz como

A=UxV,

(A.1)

onde U e V sdo matrizes ortonormais de dimensoes p X p e q X q respectivamente, e Y. é uma matriz

p X q dada por

[ 01 0
0 09
X=10 0 or 0 , (A.2)
0 0 0 O
| 0 0 0 O
onde os 0,1 =1,-- -k, sdo positivos, e o3, - - -, 0%, sd@o autovalores ndo nulos de AA ou A'A.

Prova: Como o posto(A) = posto(AA’) = k < p < g, existem (ver Chen (1999)) autovalores nao

nulos de AA’, 0%, -+ -, 0% e uma matriz ortonormal U tal que
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AA = Udiag(o?,---,0%,0,--+,0)U’ (A.3)

seja a matriz U = [Uy:U,_| entdo de (A.3) temos

AA'U, = UpXs. (A.4)
onde ¥, = diag(oy,---,03). Notemos que X' = diag(oy !, -+, 0;"). Multiplicando (A.4) pela
esquerda por A’ e por 2,;1 pela direita e considerando que E,;lzk = I, temos

AAAUS = AULS,  Se) Sk

AAA U = (AUSHYE,

definindo V, = A’ UkE,;l, podemos escrever

A AV, = Vi3
Claramente observamos que o7, - - -, o2 sdo os autovalores de A’ A. Observemos que
ViV = 5, ULAAULS,!

= 5 USRS = B8 = I

Como somente k das ¢ colunas de A sao linearmente independentes, podemos encontrar uma matriz
V,—i, de dimenséo ¢ x (¢ — k) tal que
AV, =0 (A.S)

onde
ViVar = I

Observemos de (A.5) e Vi que
ViV = E,QIU,’CAVq_k =0.

I 0
B =1,
0 Ik

Definimos a matriz V' = [V}:V,_.], notemos que

ViVie ViV
VZ_kV% VZ_kVZ—k

V'V =

de (A.4) temos
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AAUEY = U S 2!

AV, = ULy,
logo
AVka’ = UkEka’, (A.6)
como
vl
VvV = [ Vi Vi } /’“ = [VkV,;+X/;]_kX/;Z’_k} =1,
q—k
temos
ViVl = I, = ViV (A7)
(A.7) em (A.6)

ALy = VooV ) = UpBiVy,
AL — AVy V!, = SV
——

A=USV, (A.8)

e que pode ser escrito como

Yk 0 V!
a=lu Up_k}[ - "
0 0 Vi _k
ou
A=UXV, (A.9)
onde . € dado por (A.2)
|
SejaV=1| v - v w1 -+ 7 } ,onde os v; € ai-ésima colunade V, e

U:[ul o .. uk uk—‘rl .o o. e upj|’
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onde os u; € a i-ésima coluna de U. Entdo (A.9) pode ser escrito como

/ / /
A = o1ugv] + 02Uy + - - - + ORURY)

A.2 Correlacoes Canonicas de variaveis multivariadas

(A.10)

Sejam x e y dois vetores aleatérios multivariados de dimensdes p e ¢ respectivamente, com p < q.

. ‘o T . ~ A
Seja o vetor aleatdrio [ ] de dimensao p + ¢, e covariancia dada por
Yy

e[| [ vs])-

Teorema A.2.1 Existem as transformacoes

x—x Z:c:c

Cov(
DY

Y y—y

yx

u=Lr, v=DMy

de x,y para u,v, tal que

I, P
co(| “ =" T,
v P,
de dimensdo (p + q) x (p + q), onde
(o1 0 0 0 |
0 0 0
P = 0 Pr
0 0
0 0 0 0 - 0|

er éopostode Xy Y, e Xy, sdo matrizes ndo singulares.
Prova Definimos a matriz C' (p X ¢) como

_ vy —1/2 —-1/2
C =5%,,7%,,5.)

Yoy

)

vy

(A.11)

(A.12)
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1/2 1/2 . . . o 1/201)2
onde 27 e Eyg// sdo matrizes raizes quadradas de X,, e X, respectivamente, isto € SHEYAE =

1/2¢1/2 N . . . e .
Yz, Zyé Zyé = Y,,. Estas fatoracoes existem devido a que as matrizes sdo simétricas e definidas
positivas. Dado que o posto de uma matriz € inalterado, seja pela pré ou pela pés multiplicacao de
uma matriz ndo singular, o posto de C' é o mesmo que o posto de >,,, que supomos ser 7. Assim,

pelo teorema da (SVD), existem duas matrizes ortogonais A e B de ordem p e ¢ respectivamente tal

que
C=APB (A.13)
onde P é definido na formulagdo do teoremae py, - - -, p, s@o autovalores ndo nulos de
CC' =58, 5 15,5,
ou

_ —1/2 -1 —1/2
C'C = zyy/ DI i zxyzyy/

isto é os pls sdo as raizes ndo nulas do determinante |CC’ — p*I| = 0 ou |C'C — p*I| = 0. Entdo

temos
(Egi/zzxyZ;;nyZ;;ﬂ - p21) x=0, x#0
‘Ewyzgylzyr - Pzzm‘ =0, (A.14)
similarmente
| =Sy + By X By | = 0. (A.15)
Definimos
L=A%"? M=B%" (A.16)

entdo de (A.12) e (A.13) temos
Y28y E, ) = APB'

A'S)?%,, 5 1°B = A'APB'B

dado que A e B sdo ortonormais temos A/A=1e B'B=1

LY, M =P (A.17)
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AA=LY202) = Ly, L =1, (A.18)

similarmente

MY,,M =1, (A.19)

Por outra parte de (A.18), (A.19) e (A.17) temos

U Lz LY. L' LY, M
Cov = Cov = Y
v My MY, L' MY, M
I, P
= (A.20)
P,
|
Observamos que u € uma combinagdo linear de z;, z2,- - -, z,, elementos de z e que v € uma
combinacdo linear de y;, ys, - - -, Y4, €lementos de y. u € chamado de varidvel candnica do espago x

e v é chamado de varidvel candnica do espago y. As colunas de L' e M’ sdo chamados de vetores
canonicos. Se p?, p3, - - -, p? sdo arranjados tal que
2 2 2
PL =Py 2 P
uy € chamado de primeira varidvel candnica do espaco x e vy a primeira varidvel candnica do espago
Y uo serd a segunda varidvel, e assim por diante. O relacionamento inteiro entre as p varidveis de x
e as ¢ varidveis de y somente estd expresso em termos dos r pardmetros p?, p3, - - -, p2. Daf 0 nome

de varidveis candnicas. Dado que, de (A.20), observamos que a autocovariancia de cada par u;, bem

com a de cada v;, € 1, e as covaridncias sdo suas correlacdes. De (A.20) encontramos que

p; somente se i = j
corr(u;,vj) =
0 em outro caso

Também de (A.20) observamos que
corr(u;,uj) =0, corr(v;,v;) =0, parai# j.

Em outras palavras, a primeira varidvel candnica do espaco x somente estd correlacionada com a

primeira varidvel candnica do espaco y, a segunda com a segunda, e assim por diante. Essas cor-
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relagdes sdo p1, pa, - -+, pr. COMO p1, pa, - -+, pr, sS40 as raizes quadradas positivas de p?, p3, - - -, p2,
as raizes de (A.14) e (A.15), sdo conhecidas como as correlacdes candnicas. A figura A.2 mostra o

relacionamento entre as variaveis v € v.

Up U | Upy o, Uy | U1y, V2, ... Ug,...,Up,Upt+ls ..., Vg

P P2 py

Fig. A.1: Relagdo entre as varidveis canOnicas
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Apéndice B

Variaveis Aleatorias e Processos Estocasticos

B.1 Probabilidades

Queremos encontrar solucdes de problemas que surgem em situacdes reais, cujas respostas envol-
vam incertezas ndo despreziveis. A teoria das probabilidades nos ajudara para este fim, construindo
modelos matemadticos probabilisticos; para isto apresentamos os conceitos bédsicos da teoria das pro-
babilidades, desenvolvidos a partir destes modelos. O modelo probabilistico a que nos referimos, sera

construido com os 3 elementos seguintes

1. Espacgo de amostras ( que representaremos por (2),
2. Classe de eventos (que representaremos por A),

3. Medida de probabilidades (que a representaremos por P).

A seguir serdo explicitados os elementos (€2, AP). Eles formam o que denominamos “Sistema de

Probabilidades ou ainda um modelo Probabilistico associado ao problema real.

B.1.1 Espaco Amostral

O espaco amostral €2 corresponde ao conjunto de pontos que representam os resultados da experiéncia
que estamos interessados em observar, isto é, {2 = {wy, ws, - - -, wy }, (cada elemento wy, € € recebe a
denominacdo de ponto-amostral). Para usarmos a teoria de probabilidades na solucdo de problemas,
¢ de extrema importancia saber caracterizar o espaco amostral. Os exemplos seguintes descrevem

experimentos e destacam 0s respectivos espacos amostrais.

193
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Exemplo B.1.1 Considere um jogo em que um dado é lancado e o resultado do lancamento é ob-
servado. Quais sdo os possiveis resultados deste experimento, ou, em outras palavras, qual é o

correspondente espaco de amostras?. Neste caso podemos representar o espaco amostral como

Q=A{f, f2, f3; fa; f5, fo}-
Observamos que este conjunto € finito.

Exemplo B.1.2 Imagine um programa que produz um niimero inteiro ndo-negativo e o imprime.

Temos neste caso um experimento cujo espago amostral é o conjunto dos niimeros naturais N, isto é,

Q=N.
Assim €2 é um conjunto ndo enumeravel.

Exemplo B.1.3 Uma régua de 12cm é quebrada aleatoriamente num ponto qualquer, Estamos in-
teressados em observar o comprimento do menor pedaco. O resultado do experimento, o compri-
mento L do menor pedago, idealmente tem valor pertencente ao conjunto |0,6] € R. Neste caso

Q={weR; 0<w<6}. Que é um conjunto ndo enumerdvel.

B.1.2 Classes de eventos

Uma colecdo A = {A;, A, - - -} de subconjuntos de €2 que obedeca as propriedades a seguir pode ser

considerado uma classe de eventos .

1. Se o subconjunto A; pertence a A, entfio o seu complemento A; também pertence a A;

2. Se um conjunto finito de subconjuntos A;,, A;, - - - A;, pertence a A, entdo a unido destes sub-

conjuntos UF_, A; também pertence a A.

Em geral todos os subconjuntos de €2 sio membros da familia de eventos mas rigorosamente, temos
que excluir, em algumas situagdes, certos subconjuntos de {2, muito especificos que ndo podem per-
tencer a A. Por questdo de rigor, somos obrigados a definir evento como sendo qualquer A C (2 tal
que A € A € uma classe que obedece as duas propriedades apresentadas no inicio (na linguagem
matemadtica, a classe A constitui um corpo ou uma dlgebra). O seguinte exemplo ilustra o conceito de
eventos.

No experimento em que um dado € lancado e o resultado do langamento é observado, o espaco
amostral € Q = {f1, fa, f3, f1, 5, f6}. Os 64 subconjuntos de (2 listados a seguir formam a classe de

eventos.
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A=A 0. {1 AL} ASeh S fobs A Sobs Lo fadoo o A fob Afss fabs - {5, fo)s
{fa, [}, {fas o}, {fso fobo {fv fos f33 - A afeds Afos fo, fuds o Afau o, fo} o)

No exemplo do programa que produz e observa um nimero inteiro nao-negativo e o imprime,
temos um experimento cujo espaco amostral é {2 = N. Considere um subconjunto qualquer finito
A C A. Este subconjunto é um evento. A classe de eventos, neste caso, € imensa, formada por todos
os subconjuntos finitos distintos formados com os elementos de N.

No exemplo de quebrar uma régua de 12 cm, e o resultado observado é o comprimento do menor
pedago. O espago amostral é {2 = [0, 6], conjunto ndo enumerdvel, e a classe de eventos consiste de
todas as unides e interse¢des de intervalos do tipo [a,b] com a < b < 6. Um fato importante a ser
aqui observado € que os eventos sdo conjuntos € como tais podem ser manipulados, isto €, podemos
falar da uniao e intersecao de eventos, etc. da mesma maneira como falamos da unido e intersecado de
conjuntos. Na realidade, a unido de eventos é um evento, assim como a interse¢ao ou o complemento
de um evento. Dois subconjuntos de € sdo eventos destacados e por isso recebem uma denominagio
especial. O evento certo que é o préprio €2 e o evento nulo que pode ser representado como () = €.

No caso do lancamento de um dado, cada subconjunto representando um evento foi descrito
listando-se todos os elementos do subconjunto. Existem formas alternativas, mais compactas, para

descrever um evento. Por exemplo, a notacao
A = {w : acondigdo C ocorre },

descreve o conjunto de pontos -amostrais w € () para os quais a condi¢do C' € verdadeira. Quando
lango um dado e afirmo que ocorreu o evento A = { fs, f4, f¢} corresponde ao conjunto das faces

pares, posso, usando esta nota¢do, posso referir-me ao evento como
A ={w : face é par}.

Para completar este modelo, € preciso definir a medida de probabilidade P.

B.1.3 Probabilidades como medida

A probabilidade como medida P é caracterizada por uma fungio P(-), cujo dominio é o conjunto 2,
que associa um valor (nimero) a cada evento A C (). Tomemos como exemplo o langamento de um
dado (conjunto enumeravel); uma medida simples associada a este conjunto é a sua cardinalidade,
representada por |A|, sendo por exemplo para A = {w : face é par}, |A| = 3. E facil observar no
caso da cardinalidade os seguintes fatos: 1)|A| > 0,para qualquer A C 2, 2) |Q2| = 6, e 3) para todo
(A,B) CQxQtalque ANB =0, |AU B| = |A| + | B|. Outra medida bastante familiar, associada
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a subconjuntos dos nimeros reais R (ndo enumeravel) € o comprimento. Sendo L C R um intervalo
qualquer dos niimeros reais, podemos representar o seu comprimento por £(L). Também para esta
medida observamos os fatos: 1) £(L) > 0 para qualquer L C R, 2) £L(R) = oo, e 3) para todo
(L1, L) e R x Rtal que Ly N Ly = (0, L(Ly U Ly) = L(Ly) + £L(Ly). Quando Ly N Ly # () é facil
de ver que £(Ly U Ly) = L(L1) + L(Ls) — L(Ly N Ly).

Axioma B.1.4 A funcdo P(-) que mede a probabilidade de um evento A, deve obedecer aos seguintes
axiomas (conhecidos como axiomas da probabilidade) :

1. P(A) >0,

2. P() =1,

3.a) P(AUB) = P(A)+ P(B),se ANB =0 b) se A;, NA;, =0, para todo (iy, ji) € ZT X L7,

entdo

Estamos acostumados com fungdes convencionais y = f(x) que mapeiam através de f(-), valores
x € R em valores y € R. Agora estamos lidando com uma funcdo um pouco diferente, observe que
P(-) é uma fung¢do de conjunto, isto é mapeia um subconjunto A em um nimero P(A) e tem dominio
2 e contradominio [0, 1] C R.

Seja o exemplo do lancamento de um dado. Pede-se: 1) qual a probabilidade de ocorrer o evento
A = {2,4}7, 2) qual a probabilidade de ocorrer um nimero par?, 3)qual a probabilidade de ocorrer
um nimero impar?. Considerando que o dado é honesto, temos que P(w) = % para todow € (2. Com
a medida de probabilidade especificada desta forma, o cdlculo da probabilidade de qualquer evento é
facil, basta utilizar os axiomas das probabilidades. Vejamos:

1) Como os eventos A = {2} e A = {4} sdo disjuntos podemos utilizar o axioma 3 e obter

P(A) = P(Ay U Ay) = P(Ay) + P(A) = é + %

=

2)denominemos por B a ocorréncia do evento ser um nimero par, isto é B = {2,4,6},como os
eventos Ay = {2}, Ay = {4} e Ag = {6} sdo disjuntos, entdo

—_

1 1 1

(=)

3)Oevento C = {w € Q) : wéimpar } é o complemento de B, temos 2 = B U C, logo
P(Q)=P(B)+ P(C) =1,

daf temos que P(C) = 1.
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B.2 Variaveis Aleatorias

Uma variavel aleatéria real é definida como sendo a func¢@o de conjunto z(-) que mapeia cada ponto
amostral w € 2 em um ponto z(w € Q). Esta defini¢do permite falar no evento A, correspondente

aos pontos amostrais w tal que {z(w) < a}. Ou seja, o subconjunto de €2 (evento)
Ay ={we: z(w) < a},

fica naturalmente associado ao subconjunto dos reais {x(w) < a} C R. Uma vez introduzido o

evento A,, passa-se a falar na probabilidade do evento; neste caso temos
P(A,) = P{w e Q: z(w) < a}).

Na verdade, o interesse em introduzir as varidveis aleatérias esta em poder-mos referir aos eventos
(subconjuntos de €2) falando da sua imagem em RR. Por conta disto passamos, quando nos queremos

referir a uma probabilidade como em 1 usando a notagao seguinte mais simplificada
Pz < ).

(A rigor ndo podemos escrever P(x < «), pois (z < «) é um subconjunto de R e portanto nio é
um evento. Mas se enfatizou que P(z < «) é uma notagdo simplificada para P({w € Q : z(w) <
a'}), nada irregular ocorre pois estamos falando em probabilidades bem definidas - probabilidades de

eventos.

B.3 Processos Estocasticos

Para descrever o desenvolvimento temporal de um fendmeno estocéstico no transcurso de um periodo
de tempo O conceito de processos estocdsticos € complexo, portanto somente serdo apresentados

alguns conceitos da forma mais simples possivel e que serdo utilizados nos capitulos da tese.

Definicao B.3.1 Um processo estocdstico x de dimensdo p é uma familia de varidveis aleatorias
{z(t),t € T} definida num espaco de probabilidades (0, 3, P) e indexado pelo pardmetro tempo t €
T, onde T' é um conjunto de niimeros reais ou inteiros. Para cada w € €, o conjunto {z(t,w),t € T'}
¢ chamado de trajetoria amostral do processo indexado por w.

A sequéncia de covaridncias R = {R,(s,t) = cov[z(s),x(t); s,t € T'} de um processo estocds-

tico x de dimensdo p tal que E ||x(t)|| < oo para todo t € T é chamado de fungdo de covaridncias
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(ou sequéncia) do processo, onde covlx(s), z(t) = E{[x(s) —m(s)][z(t) —m(t)]'}, m(s) e m(t) sdo

as esperangas de x(s) e x(t) respectivamente.

Um processo estocéstico € estacionario (no sentido estrito) se a distribuicdo de probabilidades de
dimensdo finita de z(¢1), 2(t2), - - -, x(t,,) é idéntica a distribuicdo de x(t1+7), z(ta+7), - - -, x(t,+7)
paratodo 7 n, ty,ta, -, ty.

Um processo estocdstico € estacionario no sentido amplo se sdo obedecidos os seguintes items:

i) Ez(t)]| < oo, paratodot € T,
ii) = E[z(t)] = cte, paratodot € T,

iii) R(7) = E{[z(t + 7) — w)][x(t) — u]'}, para todo t,7 € T, isto é, a média é constante e a

covariancia depende somente de 7.

Por facilidade de nota¢do denotaremos os elementos de um processo estocastico discreto no tempo x
como z; = x(t).

Um processo estocdstico estaciondrio (no sentido amplo) e discreto no tempo w € ortogonal se

i) u = E[wy = cte. paratodot € Z,

, by =0, )
ii) R(7) = F{lwsr — p)][wr — p] } = para T t,7 € Z, e X é necessariamente uma
0 para T # 0,

matriz definida positiva.

A funcido densidade espectral de um processo estocdstico estaciondrio € definida como a transformada

de Fourier da funcio de covariancia, isto é

(e = i: Ry (n)e” ™

n=—oo



Apéndice C
Alguns programas desenvolvidos na Tese

Neste apéndice os algoritmos CLS-SSI e AOKI que implementamos em MATLAB, sdo apresentados.
As referéncias importantes sao Katayama e Picci (1999) , Veen et al. (1993) e Aoki (1990).

C.1 Algoritmo CLS-SSI

%Este programa identifica modelos no espaco de estados pelo metodo de
Yorealizacao do trabalho:
%"Realization of stochastic systems with exogenous input and subspace
Yidentification methods"
9 Tohru Katayama and Giorgio Picci, Automatica, 35, (1999), 1635-1652.
%
clear
load dadosG %carrega todos os dados
save dG Yg U %salva somente Yg e U e dg
clear
load dG %carrega Yge U
yt=Yg(,1);
ut=U(:,1);
k=4;% ¢’ o numero de bloco filas das matrizes de Hankel
N_y=size(yt,1); %onumero de dados de entrada tem que ser um numero par
p=size(yt,2); %dimenssao do vetor de dados da saida
N_u=size(ut,1);%numero de dados do vetor de entrada
m=size(ut,2);%dimenssao dos dados da entrada

% construcao das matrizes de Hankel

199
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[Yt,Yp,Yf]=m_hankel(yt,k); %constroi as matrizes de Hankel com os dados de saida
[Ut,Up,Uf]=m_hankel(ut,k); %constroi as matrizes de Hankel com os dados de entrada
N=N_y-2*k+1;%numero de colunas das matrizes de Hankel
%Calculo das matrizes L e Q e formacao das Lij

if N >= 2*k*(m+p)

Pass=[Up;Ypl;

LQ=(1/sqrt(N))*[Uf;Pass; Yf];

[Q.R]=qr(LQ");

L=R(1:2*k*(m+p),:)’;

Q1=0Q(,1:2*k*(m+p));

else

error(’Diminua o valor de k, ou aumente o numero de dados’);

end

L11=L(1:k*m,1:k*m);

L21=L((k*m+1):(2*k*m+k*p),1:k*m);
L22=L((k*m+1):(2*k*m+k*p),(k*m+1):(2*k*m+k*p));
L31=L(2*k*m+k*p+1):2*k*(m+p),1:k*m);
L32=L((2*k*m+k*p+1):2*k*(m+p),(k*m+1):(2*k*m+k*p));
L33=L((2*k*m+k*p+1):2*k*(m+p),(2*k*m+k*p+1):2*k*(m+p));
%Formacao das matrizes da regressao Ly=[II,phi]Lpu+Vq
Ly=[L31,L32,.33];
Lpu=[L21,L22,zeros(k*(p+m),k*p);L11,zeros(k*m,k*(p+m)),zeros(k*m,k*p)];
% Vetoricacao da equacao de regressao

90Formacao da matriz Z.

Z=kron(Lpu’,eye(k*p));

J%formacao da matriz F22

Ikp=eye(k*p);

F22=kron(eye(m),lkp);

for i=2:k

Ikp=[zeros(p,k*p);lkpl;

Ikp=Ikp(1:k*p,1:k*p);

F22=[F22;kron(eye(m),lkp)];

end

%Formacao da matriz F

%Il e kp x k(p+m) ==>I e kpk(p+m)
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aux=k*p*k*(p+m);

[nn,mm]=size(F22);
F=[eye(aux),zeros(aux,mm);zeros(nn,aux),F22];
%Resolvendo o problema de minimos quadrados
9% Vec(Ly)=ZFTheta+Vec(VQq)

A=7*F;

[u,s,v]=svd(A);

d=diag(s);

n=size(d,1);

for i=1:n

if d(1)>=0.001

St(i)=d(i);

end

end

S=diag(St);

[dim,dim]=size(S);

U=u(:,1:dim);

V=v(;,1:dim);

M=V*inv(S)*U’;

Theta=V*inv(S)*U’ *vec(Ly);

9oFormacao de 11
vecll=Theta(1:k*p*k*(p+m),:);
[I=vecll(1:k*p,:);

for i=2:k*(p+m)

=11, vecll((i-1)*k*p+1:1*k*p,:)];

end

9%Formacao de Phi
vec_phi=Theta((k*p*k*(p+m)+1):(k*p*k*(p+m)+k*p*m),:);
m_phi=vec_phi(1:k*p,:);

for i=2:m
m_phi=[m_phi,vec_phi((i-1)*k*p+1:1*k*p,:)];
end

PHI=m_phi;

aux=m_phi;;

for i=2:k
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aux=[zeros(p,m);aux];
PHI=[PHILaux(1:k*p,:)];

end

%Passo 1
Mff_u=L32*1.32°+L.33*L.33;
Mpp_u=L22*1.22’;
Mfp_u=L32*1.22’;

aux 1=real(sqrtm(Mff_u));
aux2=real(sqrtm(Mpp_u));
Mt=inv(aux1)*Mfp_u*inv(aux2)’;
[U_Mt,S_Mt,V_Mt]=svd(Mt);
d=diag(S_Mt);

I=size(d,1);

for i=1:1

Sc(i)=d();

end

end

Sc=diag(Sc);

[dim_est,dim_est]=size(Sc);
Uc=U_Mt(:,1:dim_est);
Vce=V_Mt(:,1:dim_est);

%Passo 2
Ok=sqrtm(Mff_u)*Uc*sqrtm(Sc);
Ok=real(Ok);
Ck=sqrtm(Sc)*Vc’*sqrtm(Mpp_u)’;
Ck=real(Ck);

Y%Passo 3

C=0k(1:p,1:dim_est);
O1k=0k(1:(k-1)*p,1:dim_est);
O2k=0k((p+1):k*p,1:dim_est);
A=pinv(O1k)*O2k;
%>X<>l<>l<>l<>X<>X<>l<>l<>X<>X<>l<************************>l<************************************
%Resolucao dos minimos quadrados totais
% O1k*A=02k
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% Ver "Subspace-Based Signal Analysis Using Singular Value Decomposition”
% A. Van Der Veen, Ed F. Deprettere and A.Lee Swindlehurst.

90Proceedings of the IEEE, Vol. 81, No. 9, September 1993., page 1291.

% X1=Asis*X2+N (N=ruido)==> X1’=X2"*Asis’+N’==> Y=XAs+N’
M=[O1k,02k];

[n01,mO01]=size(O1k);

[n02,m02]=size(O02k);

[Us,Ss,Vs]=svd(M);

d=diag(Ss);

n=size(d,1);

fori=1:n

auxS(i)=d(@);

end

end

Ssc=diag(auxS);

[L1]=size(Ssc);

Usc=Us(:,1:1);

Vsc=Vs(:,1:1);

Vaux=Vsc’;

[n1,m1]=size(Vaux);

Vl1c=Vaux(;,1:m01);

Xc=Usc*Ssc*Vlc;
V2c=Vaux(:;,(m01+1):m1);
Yc=Usc*Ssc*V2c;

As=pinv(Xc)*Yc;
%***********************************************************************
D=PHI(1:p,1:m);

[nok,mok]=size(Ok);
Okb=0Ok(1:(nok-p),:);
[np1,mp1]=size(PHI);
Gb=PHI((p+1):np1,1:m);
%>l<>l<>l<>l<>l<******>l<>l<>l<>l<>l<>l<>l<>l<>l<******>l<>l<>l<>l<>l<>l<>l<>l<>l<*************************************
9%Resolucao dos minimos quadrados totais
% Okb*B=[G1;G2;....;Gk] do PHI!!
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% Ver "Subspace-Based Signal Analysis Using Singular Value Decomposition”
% A. Van Der Veen, Ed F. Deprettere and A.Lee Swindlehurst.

%Proceedings of the IEEE, Vol. 81, No. 9, September 1993., page 1291.

% X1=Asis*X2+N (N=ruido)==> X1'=X2"*Asis’+N’==> Y=XAs+N’
M=[Okb,Gb];

[n01,mO01]=size(Okb);

[n02,m02]=size(Gb);

[Us,Ss,Vs]=svd(M);

d=diag(Ss);

n=size(d,1);

fori=1:n

auxS(@i)=d(@);

end

end

Ssc=diag(auxS);

[L1]=size(Ssc);

Usc=Us(:,1:1);

Vsc=Vs(:,1:1);

Vaux=Vsc’;

[n1,m1]=size(Vaux);
V1c=Vaux(:,1:m01);
Xc=Usc*Ssc*Vlc;
V2c=Vaux(:,(m01+1):m1);
Yc=Usc*Ssc*V2c;
B=pinv(Xc)*Yc;

J%Calculo dos estados do sistema
X_k=Ck*inv(Mpp_u)*Pass;
%Formacao da matriz P1|k=[U1]k
% Y1[k]
Pass1=[Ut((m+1):m*(k+1),:); Yt((p+1):p*(k+1),:)];
%Calculo de X_k+1
X_kl=sqrtm(Sc)*Vc’ *inv(sqrtm(Mpp_u))*Pass1;
%Formacao Yk|k e Uk|k
Yk=Yf(1:p,:);
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Uk=Uf(1:m,:);

9 Calculo dos residuos
Wk=X_k1-A*X_k-B*Uk;
Ek=Yk-C*X_k-D*Uk;

9ocalculo das covariancias dos ruidos
Sww=(1/N)*Wk*Wk’;
Swe=(1/N)*Wk*Ek’;
See=(1/N)*Ek*Ek’;

Josolucao da equacao de riccati
P=dare(A’,C’,Sww,See,Swe);
K=(A*P*C’+Swe)*inv(C*P*C’+See);
Josimulacao do sistema

J0Calculo do X0
x0=dinit(A,B,C,D,ut,yt)

As=A-K*C;

Bs=[B-K*D,K];

Cs=C;

Ds=[D,0];
[Ys,Xs]=dlsim(As,Bs,Cs,Ds,[ut,yt],x0);
ypl=Ys;

save ypl ypl;

plot([yt,Ys])

Subroutina m_hank.m

function [Yg,Ug,Yf,Yp]=m_hank(y,u,k);
[N_dados,p]=size(y);

m=size(u,2);

N=N_dados-2*k+1;

% Construcao da matriz de Hankel geral da entrada
Yg=vec(y(1:2*k,:)’);

for i=2:N
Yeg=[Yg,vec(y(i:(i+2*k-1),:)")];

end

Joconstrucao da matriz de Hankel geral da saida
Ug=vec(u(1:2*k,:)’);

for i=2:N
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Ug=[Ug,vec(u(i:(i+2*k-1),:)")];
end

Yp=Yg(l:k*p,);
Y{=Yg((k*p+1):2*k*p,:);
Up=Ug(1:k*m,:);
Uf=Ug((k*m+1):2*k*m,:);
Subroutima vec.m
function y=vec(A);
[n,m]=size(A);

y=A(,D;

for i=2:m

y=ly:AG.DI;

end

C.2 Algoritmo AOKI

clear all;
OB = 130;
N =128;
J=2;
K=2;
n=2;
%VERIFICAR SE OS VALORES DE N, J E K SAO ADEQUADOS.
ifN-J-K<=1,
dispC CORRIJA OS VALORES DE J,K,N’);
end;
%DEFINIR AS MATRIZES DO SISTEMA PARA TESTE.
A =10.8738470.166155; -0.166155 0.426153];
B =[1.231862; 0.719364 ];
C=[1.231862-0.719364 ];
%DEFINIR UM ESTADO INICIAL ALEATORIO.
x(:,1) =randn(2,1);
9%GERAR A SEQUENCIA DE RUIDOS PARA A ENTRADA.
e =randn(1, N+J);

m = mean(e);
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e = e - m * ones(size(e));

9%SIMULAR O SISTEMA E GERAR AS N+J OBSERVACOES.
y(1) =C *x(:,1) + e(1);

fori=1:N+J,

X(:,i+1) = A * x(:,i) + B * e(i);

y(i) = C * x(:,1) + e(1);

end;

9%MONTAR A MATRIZ Y- PARA A MATRIZ DE HANKEL AUMENTADA.
fori=1:K,

a=0;

fork=1:N-1,

if k<i,

yme(i,k)=0;

else

yme(i,k)=y(a+1);

a=a+l;

end;

end;

end;

9%MONTAR A MATRIZ Y+ PARA A MATRIZ DE HANKEL AUMENTADA.
fori=1:J+1,

fork=1:N-1,

if k+i > N,

yma(i,k)=0;

else

yma(i,k)=y(k+i);

end;

end;

end;

%CALCULAR A MATRIZ DE HANKEL AUMENTADA.
HT = yma * yme’;

HT =HT/N;

%SEPARAR A MATRIZ DE HANKEL.

H=HT(:],:);

9%SEPARAR A MATRIZ HA.
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HA =HT(Q2:J+1,:);

%SEPARAR A MATRIZ HM.

HM = HT(1:],1);

%SEPARAR A MATRIZ HC.

HC =HT(1,:);

%CALCULAR A SVD DA MATRIZ DE HANKEL.

[U, S, V] =svd(H);

R = sqrtm(S);

R_inv = inv(R);

%CALCULAR AS MATRIZES SISTEMICAS (EXCETO B !).
Ac=R_inv * U’ * HA * V * R_inv;

Mc =R_inv * U’ * HM;

Cc=HC *V * R_inv;

9%CALCULAR A AUTOCOVARIANCIA DEy.

Imbdz = 0.0;

fori=1:N,

Imbdz = Imbdz + y(i) * y(i);

end;

Imbdz = Imbdz / N;

9%CALCULAR AS MATRIZES AUXILIARES PARA A SOLUCAO DA
%EQUACAOQO DE RICCATI, A SABER: PSI, QHAT E D.

PSI = Ac’ - Cc’ * inv(Imbdz) * Mc’;

QHAT = Cc¢’ * inv(Imbdz) * Cc;

D = Mc * inv(Imbdz) * Mc’;

%CALCULAR A MATRIZ FI.

PSI_ti = inv(PST’);

FI = [PSI - QHAT * PSI_ti * D, QHAT * PSI_ti;

-1.0 * PSI_ti * D, PSI_ti];

9%CALCULAR A DECOMPOSICAO DE SCHUR DA MATRIZ FI.
[W,Tf] = schur(FI);

%EXTRAIR A MATRIZ DE COVARIANCIA DO ESTADO DA MATRIZ
9% UNITARIA W (SOLUCAO DA EQUACAO DE RICCATI).
W_21 =W(n+1:2*n,1:n);

W_11i =inv(W(1:n,1:n));

PI=W_21 *W_11i;
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%CALCULAR A MATRIZ DE AUTOCOVARIANCIA DO RUIDO.
DELTA = 1mbdz - Cc * PI * Cc’;

9%CALCULAR A MATRIZ B.

Bc=Mc - Ac * PI * Cc’;

Bc =Bc /DELTA;

B;

9%SIMULAR O SISTEMA CALCULADO E GERAR AS N+J
9%OBSERVACOES.

xc(:,1) =x(:,1);

yc(1) = Ce * xc(:,1) + e(1);

fori=1:N+J,

xc(:,i+1) = Ac * xc(:,1) + Bc * e(i);

yc(i) = Cc * xc(:,1) + e(1);

end;

%GERAR O GRAFICO DE y, DE yc E DO ERRO ENTRE ELES.
figure(1);

subplot(3,1,1),

plot(y, w-");

title(’y’);

subplot(3,1,2),

plot(yc,’w-");

title(Cyc’);

erro = y-yc;

subplot(3,1,3),

plot(erro,’ w-");

title(Cy-yc’);

%GERAR A RESPOSTA IMPULSIVA PARA CADA SISTEMA.
figure(2);

[ty,tx] = dimpulse(A,B,C,[1],1,0B);

[cy,cx] = dimpulse(Ac,Bc,Cc,[1],1,0B);

subplot(3,1,1),

plot(ty, w-");

title(’sistema teste’);

subplot(3,1,2),

plot(cy,’w-");
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title(’sistema calculado’);

erro = ty-cy;

subplot(3,1,3),

plot(erro,’ w-");

title(Cy-yc’);

9%GERAR A RESPOSTA AO DEGRAU UNITARIO PARA CADA SISTEMA.
figure(3);

[ty,tx] = dstep(A,B,C,[1],1,0B);

[cy,cx] = dstep(Ac,Bc,Cc,[1],1,0B);

subplot(3,1,1),

plot(ty, w-");

title(’sistema teste’);

subplot(3,1,2),

plot(cy, w-);

title(’sistema calculado’);

erro = ty-cy;

subplot(3,1,3),

plot(erro,” w-");

title(Cy-yc’);

[Atc,Btc,Ctc,Dtc]=d2cm(A,B,C,[1],1,’zoh’);
[Acc,Bcc,Cee,Dec]=d2cm(Ac,Bc,Cc,[1],1,’zoh’);
[numtc,dentc]=ss2tf(Atc,Btc,Ctc,Dtc,1)
[

numcc,dencc]=ss2tf(Acc,Bce,Ccc,Dcc,1)



