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➯✡❴❸✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❡✾✐▼❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜❼➵❞❢✇①❣❥✐❧❦♥♠❧♦▼♣q♦❶❛✷❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛↕❾❶➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛✾♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❧❛✵❞❄♣q❞➵❛❝⑤☎✐❧❛✵❡❝❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❴❿➯➭✐❧❛
④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❢❛⑨❞❢❼Ú④♥✐❧♣☎✐✷❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦✾♣q♦✵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➂➍➐✡❴❜❼☞⑤q⑥❸✐❧❦❢➈✚❞❢❛✽➘✎♦❶❡✉✐❧❼❘❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐❧❛⑨④❢♦❶✇✡➅
❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦Ò④♥✐❧✇☎✐❧❴❜❛☞⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦❶❛☞❞▼③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂ ➋ ❛☛❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛☛♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦❶❛☞✇☎✐❧❛☛❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❸✐❧❦❢➈✡❞❆❛
♣q❞❢❼❄♦❶✇q❛❤❣✉❡✉✐❧❼Ø⑤q❼✬✐✂④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉➉♥➯①❞❢⑥✝❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❸✐✵✇q♦☞♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦➵♣q♦❶❛✳❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛✳④❢♦❶❼P✐✂♣q❞❢④❢♦✡♣q❴Õ➅
➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✾❣✉⑤q❡❝➀➳♦✷❾❶➅➞➉❧❡❝❴❸✐❽➏❶❛❝❞❢❼Ú④❢♦❶❼❄✈q❡❝♦❶❼❄❞❆❣✉❞❢❡⑨✐✾④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➂✽⑦⑨✇①❣✉❡❝❞❆❣❥✐❧✇①❣✉♦q➏✡✐✾⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦↕♣q♦❶❛
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➄✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦❄❡❝❞❢♣q⑤qÙ❢❞❢❼❉✐➵❞❆➫☎④❆❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐➵❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✻♣q♦❄❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❽➏q❛❝❞❢✇q♣q♦✬✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❜♦q➏✍✐❧❛❝❛❝❴❜❼t➏
④❢♦❶❼❄✈➳❞❢✇q❛✉➉➊➅➦⑥❸✐☛✐➭❣✉❡✉✐♥➯①❹❢❛★♣q♦❄✐❧⑤q❼❄❞❢✇✚❣✉♦➵♣q♦❄✐❧⑥❿➘✜✐❧➀➳❞❆❣✉♦☛♣q♦➵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦☛❾❶➅➞➉❧❡❝❴❜♦q➂

Û❵Ü☎Ý✎Ü①Þ➜ß➊Ü☎à✰á❥â➭ã✻Ü①Þ➳ä✍➆✂❺✪➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✾❾❶➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏✻❺✪➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✾➎⑨❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦q➏✻❫❵❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✱➐✡⑤☎✐✘➯❶❞❧➏✟❫❵❞✰➅
④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵➇✟⑤q❡❝➀➳♦q➏➳➐✡➔❤➐ ➋ ➏➳➐✡❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛★③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂

➱ Þ



å æ ❒❄ç▼è✱é❘ê❻ç

➇➄❷q❴❜❛✕ë✪♦❶❡❝ì➡✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣✉❛✱✐✢❛❤❣✉⑤q♣❽➴í♦❧➘✂❾❶➅➞✐❧❡❤➴❮❣✉⑤q❡❝➀✍♦❲♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❜✇q⑩✔✐❧✈q✈q⑥❜❴❜❞❢♣❮❣✉♦❲③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣
❛❤➴✡❛❤❣✉❞❢❼❄❛❢➂➵➇✟♦t✐➭❣❝❣❥✐❧❴❜✇✑❣✉❷q❞➵❼✬✐❧❴❜✇■♦❶➀✡Ô❤❞❢④❆❣✉❴❿➯❶❞➵♦❧➘➟❣✉❷q❴❜❛↕♣q❴❜❛❝❛❝❞❢❡❤❣❥✐➭❣✉❴❜♦❶✇❨➏✻✐❧✇⑧✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❷q❼❉❣✉♦▼❴❜❼❄✈q⑥❜❞✰➅
❼❄❞❢✇①❣✪❣✉❷q❞s❾❶➅➞✐❧❡❤➴❄❛❝♦❧➘×❣✪♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❜✇q⑩✵ë➄✐❧❛✪♣q❞❢❛❝❴❜⑩❶✇q❞❢♣❨➂➟➐✡✈✍❞❢④❢❴❿➫☎④♥✐❧⑥❜⑥❿➴❶➏✡✐❧✇✮✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐➭❣✉❴❜♦❶✇❄♦❧➘✝❣✉❷q❞✾❺✪❷☎✐❧❛❝❞
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❜✇q⑩✱❼❄❞❆❣✉❷q♦✡♣⑧ë✳✐❧❛☞✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❝❞❢♣❋❣✉♦✱④❢♦❶❼❄✈q⑥❿➴✑ë★❴❿❣✉❷❋❾❶➅➞✐➭❡❝➴Ò❛❤➴✡❼☞➀➳♦❶⑥❜❛✵❡❝❞❢❾✚⑤q❴❜❡❝❞❢❼❄❞❢✇✚❣✉❛❢➂t➇➄❷q❞
✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛✉✐❧⑥✽♦❧➘✪❴❿❣✉❞❢❡✉✐➭❣✉❴❿➯❶❞▼➚×❣❥⑤q❡❝➀✍♦✚➪❵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❜✇q⑩▼❼✬✐❧ì❧❞❢❛✷✈➳♦❶❛❝❛❝❴❜➀q⑥❜❞✂❣✉❷q❞☛➘✎❞❢❞❢♣q➀☎✐❧④❥ì■♦❧➘➟❣✉❷q❞☛♣q❞❢④❢♦✡♣q❞❢♣
❾❶➅➞✐❧❡❤➴▼❛❤➴✡❼☞➀➳♦❶⑥❜❛s✐❧✇q♣t❴❿❣✉❛★❡❝❞❢⑥❜❴❸✐❧➀q❴❿⑥❜❴Õ❣✉❴❿❞❢❛➄❴❜✇▼❞♥✐❧④✰❷✱♣q❞❢④❢♦✚♣q❞❢❡❵❴❿❣✉❞❢❡✉✐➭❣✉❴❜♦❶✇❨➂✪➐✡❴❜❼☞⑤q⑥❸✐➭❣✉❴❿♦❧✇q❛✳ë✳❞❢❡❝❞✵♣q♦❶✇q❞
④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡❝❴❜✇q⑩ ➙ ✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇Ò✐❧✇q♣⑧③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣î④❥❷☎✐❧✇q✇q❞❢⑥❜❛❢➂✂➇➄❷q❞☛❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣✉❛✾♦❶➀❽❣❥✐❧❴❜✇q❞❢♣■❴❜✇✑❣✉❷q❞☛❛❝❴❜❼☛➅
⑤q⑥❸✐➭❣✉❴❜♦❶✇q❛✾❴❜✇q♣q❴❜④♥✐➭❣✉❞❄✐▼➀➳❞❆❣❝❣✉❞❢❡✵❛❤➴✡❛❤❣✉❞❢❼tï ❛☞✈✍❞❢❡❤➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧✇q④❢❞➵ë★❷q❞❢✇❻❣✉❷q❞❄❾❶➅➞✐❧❡❤➴✑❣✉⑤q❡❝➀➳♦✱♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❜✇q⑩✱❴❜❛
✐❧✈q✈q⑥❜❴❜❞❢♣❨➏✍ë★❴❿❣✉❷q♦❶⑤❽❣↕④❢♦❶❼❄✈q❡❝♦❶❼❄❴❜❛❝❴❿✇q⑩✬④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❿❣➦➴❶➂↕→s♦✘ë✪❞❆➯①❞❢❡❢➏✝❣✉❷q❞☞⑤q❛❝❞☛♦❧➘➍✈q❡❝♦✚♣q⑤q④❆❣✾④❢♦✡♣q❞❢❛↕♣q❞✰➅
④❢❡❝❞♥✐❧❛❝❞❢❛✷❣✉❷q❞☛❛❤➴✡❛❤❣✉❞❢❼tï ❛✵❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥⑨❞❆ð❄④❢❴❜❞❢✇q④❆➴❧➂➵➇➄❷✚⑤q❛❢➏✟❴❿❣✾❴❜❛↕✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛❥✐❧❡❤➴■❣✉♦✮❴❜✇q④❢❡❝❞♥✐❧❛❝❞☛❣✉❷q❞☛❾❶➅➞✐❧❡❤➴
④❢♦✡♣q❞❧ï ❛❵✐❧⑥❜✈q❷☎✐❧➀✍❞❆❣★❴❜✇▼♦❶❡❝♣q❞❢❡➄❣✉♦➵❼❄❴❿❣✉❴❿⑩①✐➭❣✉❞❵❣✉❷q❴❜❛➄♣q❞❢④❢❡❝❞♥✐❧❛❝❞❧➂

ñtä①ò❨ó✂ô✍ß➭õ✟à❧➆✵➢s♦❶✇✡➅➞➝✪❴❜✇☎✐❧❡❤➴Ò❺✪♦✚♣q❞❢❛❢➏❍➎⑨❡❝♦✡♣q⑤q④❆❣☞❺✪♦✡♣q❞❢❛❢➏✽➐✡♦❧➘×❣✵❫❵❞❢④❢♦✡♣q❴❜✇q⑩q➏✻➇✻⑤q❡✉➀✍♦✱❫❵❞❢④❢♦✡♣✡➅
❴❜✇q⑩q➏✍➐✡➔❤➐ ➋ ➏✍③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂

Þ



å ö è✱é❘÷❬❐❮ê❱ø➜Ï ❐❮ùúç▼ÑÚ❒

➣★♦✕❼➵❞❢⑤✑♦❶❡❝❴❜❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❶❡❢➏➳➎⑨❡❝♦❧➘➞➂✷➌❶✐❧❴❜❼❄❞✵➎❍♦❶❡❤❣✉⑤q⑩❶❷q❞❢❴❜❛❢➏✝❛❝♦❶⑤✑⑩❶❡✉✐➭❣✉♦✬✈➳❞❢⑥❸✐✬♦❶❡❝❴❜❞❢✇①❣❥✐❧❦♥♠❧♦✬❞✂✈➳❞❢⑥❸✐✬④❢♦❶❼☛➅
✈q❡❝❞❢❞❢✇q❛✉♠❧♦✮♣☎✐❧❛s❼❄❴❜✇q❷☎✐❧❛s♣q❞❢④❢❴❜❛❝➈✚❞❢❛↕✈☎✐❧❡❤❣✉❴❜④❢⑤q⑥❸✐❧❡❝❞❢❛★❾✚⑤q❞☞✈✍♦❶❛❤❣✉❞❢❡❝⑩①✐❧❡✉✐❧❼û✐❄④❢♦❶✇q④❢⑥❜⑤q❛✉♠❧♦✬♣q❞❢❛❤❣✉❞☞❼❄❞❢❛➞➅
❣✉❡✉✐❧♣q♦q➂
➣★♦☞④❢♦❶⑥❜❞❢⑩①✐☞❫↕✐❧✇q❴❜❞❢⑥❨❺✳✐❧❡❤➯❧✐❧⑥❜❷q♦☞♣☎✐➵❺✪⑤q✇q❷☎✐❽➏q✈✍❞❢⑥❸✐☞✐➭Ô❤⑤q♣☎✐✂❞❢❼P✐❧⑥❜⑩❶⑤q❼✬✐❧❛➟❛❝❴❜❼☛⑤q⑥❸✐➭❦❢➈✡❞❢❛✪❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐❧❛
✇q❞❢❛❤❣✉❞✷❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷q♦q➂
➣★♦❧❛➟✐❧❼❄❴❜⑩❶♦❶❛ ➙ ❴❜⑤q⑥❜❴❜✐❧✇q♦ ➙ ✐❧♣q❴❜♦❶⑥❜❴❽↔✻✐ ➙ ⑤☎✐❧❡❝♣q❴❸✐❽➏✚➌❧♦①♠❧♦✵❺✪♦✡❞❢⑥❜❷q♦q➏✡➌❧♦①♠❧♦✷→s❞❢✇q❡❝❴❜❾✚⑤q❞sü✾⑥❜❞❢❴❜✇q❛❝④❥❷q❼❄❴❜♣❽❣
❞★↔➜♦❶⑤q❡❝❴❿➯❧✐❧⑥❽➣❵✈☎✐❧❡❝❞❢④❢❴❜♣q♦✾♣q❞ ➙ ➲❶❴❜❛❢➏❧✈➳❞❢⑥❜♦❶❛⑨❞❢❛❤❣✉⑤q♣q♦❶❛➍❞❢❼❘⑩❶❡❝⑤q✈➳♦✷✇☎✐ ➥ ✇q❴❜④♥✐❧❼❄✈☛❞➄✈➳❞❢⑥❸✐❧❛✽♣q❴❿➯①❞❢❡❝❛❝➈✚❞❢❛❢➂
➣★♦❧❛★❼❄❞❢⑤q❛★✈☎✐❧❴❜❛❢➏q✈➳❞❢⑥❜♦❄✐❧✈➳♦❧❴❜♦➵❞✾❴❜✇q④❢❞❢✇✚❣✉❴❿➯❶♦➵♣q⑤q❡✉✐❧✇①❣✉❞✾❣✉♦✡♣☎✐☛❞❢❛❤❣❥✐↕Ô❤♦❶❡❝✇☎✐❧♣☎✐❽➂
ý ❼❄❴❜✇q❷☎✐✮❞❢❛❝✈➳♦❶❛✉✐❽➏✟✈➳❞❢⑥❸✐▼④❆♦❶❼❄✈q❡❝❞❢❞❢✇q❛✉♠❧♦✱❞❄✐❧✈➳♦❶❴❜♦▼✇q❞❢❛❤❣✉❞❄④♥✐❧✇q❛✉✐➭❣✉❴❿➯❶♦t✈➳❞❢❡❝➁❜♦✡♣q♦q➏✻❼✬✐❧❛✾④❢♦❶❼❄✈➳❞❢✇✡➅
❛✉✐❧♣q♦❶❡❢➏☎♣q❴❿➯✡❴❜♣q❴❜✇q♣q♦➭➅➦❼➵❞↕❞❢✇①❣✉❡❝❞✷♦❄❼❄❞❢❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦➵❞✷♦☛❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷q♦q➂
ý ❺✪➣↕➎➍⑦➟➐➳➏✍✈➳❞❢⑥❿♦❄✐❧✈➳♦❶❴❜♦☞➫☎✇☎✐❧✇q④❢❞❢❴❜❡❝♦❄♣q⑤q❡✉✐❧✇①❣✉❞✷✈☎✐❧❡❤❣✉❞✷♣q❞❆❛❝❣✉❞✷✈➳❞❢❡❝➁❜♦✡♣q♦q➂

Þ ➱✜➱



þ ❰ÐÏ ÿ❃è✱ø❨Ñ

� ➱ à✂✁✘Ü⑧õ✻ä☎✄ ➱✝✆✟✞ ß➊Ü☎à ✠ ➱✜➱✜➱
� ➱ à✂✁✘Ü⑧õ✻ä☎✡✪Ü☞☛⑨ä✡Ý✎Ü☎à ✠❨Þ ➱✜➱
✌✎✍✑✏ ✁✘ß➊ô✻õ ✞✓✒✕✔ ô ✌

➩❶➂❿➩ ❺✪♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛★❫❵❴❜⑩❶❴❿❣❥✐❧❴❿❛❉➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ➩
➩❶➂ ➑ ❺✪♦❶✇①❣✉❞✰➷✡❣✉♦❄❞✷♦❶➀❽Ô❤❞❆❣✉❴❿➯❶♦❶❛➄♣q♦➵❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷q♦ ➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ➑
➩❶➂ ✖ ➋ ❡❝⑩①✐❧✇q❴❜Ù♥✐❧❦♥♠❧♦☛♣☎✐☞❣✉❞❢❛❝❞✂➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ✖
➩❶➂ ✗ ➛ ❞❢❛❝⑤q❼❄♦➵♣☎✐❧❛★✈q❡❝❴❜✇q④❢❴❜✈☎✐❧❴❜❛✳④❢♦❶✇①❣✉❡❝❴❜➀q⑤q❴❜❦❢➈✡❞❢❛s➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ✗

✘ ✄ ✞ ✏ õ✻Ü✚✙❻ä ✏ ✁✘Ü ✒✕✔ ô✛✡✪ä✢✜✍ß ➱ â❶Ü ✣
➑ ➂❿➩ ➔➦✇①❣✉❡❝♦✡♣q⑤q❦♥♠❧♦Ò➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ✤
➑ ➂ ➑ ⑦⑨⑥❜❞❢❼❄❞❢✇①❣✉♦❶❛➄♣q❞✷⑤q❼❉➐✡❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐☛♣q❞✂❺✪♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦❄❫❵❴❜⑩❶❴❿❣❥✐❧⑥➄➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ✥

➑ ➂ ➑ ➂❿➩ ③☎♦❶✇①❣✉❞✾♣q❞✷➔➞✇❽➘✎♦❧❡✉❼❄✐❧❦♥♠❧♦ ➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ✥
➑ ➂ ➑ ➂ ➑ ❺✪♦✡♣q❴❿➫☎④❢✐❧♣q♦❶❡★♣q❞✂❺✳✐❧✇☎✐❧⑥t➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ➓
➑ ➂ ➑ ➂ ✖ rt♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡➄❫❵❴❜⑩❶❴❿❣❥✐❧⑥ ➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ➓
➑ ➂ ➑ ➂ ✗ ❺✳✐❧✇☎✐❧⑥➜♣q❞✷➇✟❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦ ➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ✦

➑ ➂ ✖ rt♦✡♣q❞❆⑥❜♦❶❛★♣q❞✂❺✳✐❧✇☎✐❧❴❜❛ ➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ✦
➑ ➂ ✖❽➂❿➩ ❺✳✐❧✇☎✐❧⑥✻❫❵❴❜❛❝④❢❡❝❞❆❣✉♦❄✇q♦➵➇✟❞❢❼❄✈✍♦ ➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ✦
➑ ➂ ✖❽➂ ➑ ❺✳✐❧✇☎✐❧⑥➜➣★✧ ➙ ➢ ➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ➮
➑ ➂ ✖❽➂ ✖ ➋ ⑤❽❣✉❡❝♦❶❛★➇➄❴❿✈➳♦❶❛★♣q❞✂❺✳✐❧✇☎✐❧❴❜❛ ➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ➮

➑ ➂ ✗ ❺✳✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✾♣q❞✂❺✳✐❧✇☎✐❧⑥✑➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂➸➩ ➒
➑ ➂ ✗q➂❿➩ ⑦⑨✇①❣✉❡❝♦❶✈q❴❸✐☛❞✷➔➦✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦❄r✪✩❽❣✉⑤☎✐ ➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂➸➩ ➒
➑ ➂ ✗q➂ ➑ ➇✟❞❢♦❶❡❝❞❢❼✬✐☛♣☎✐✬❺✳✐❧✈☎✐❧④❆❴❜♣☎✐❧♣q❞✷♣q❞✂❺✳✐❧✇☎✐❧⑥✑➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂➸➩✫✖

➱ ✠
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➑ ➂ ✗q➂ ✖ ➇❍✐➊➷q✐➵♣q❞✷④❢♦❶❡❤❣✉❞Ø➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂➸➩✶✗
➑ ➂✷✤ ❺✪➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛★♣q❞✵➝✪⑥❜♦✚④❢♦❄↔➜❴❜✇q❞♥✐❧❡❝❞❢❛❃➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂➸➩✸✤

➑ ➂✷✤✡➂❿➩ r✱✐➭❣✉❡❝❴❜Ù✾♣q❞✾➨➍❞❢❡❝❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵♣q❞✵➎❍✐❧❡❝❴❜♣☎✐❧♣q❞✢➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂➸➩ ➓
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✖❽➂ ➑ ❫❵❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❄♣q❞✂❺✪❷☎✐❧❛❝❞✂➝✪❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐✵➅✳rt❹❆❣✉♦✚♣q♦ ➋ ❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ➑ ✥

✖❽➂ ➑ ➂❿➩ ❺✪♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦❶❛★♣☎✐➵❫❵❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❄♣q❞✂❺✪❷☎✐❧❛❝❞❬➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ➑ ✥
✖❽➂ ➑ ➂ ➑ ➙ ❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦➵♣q♦❶❛s➎❍✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛★♣q❞✷➇✟❞❢❛❤❣✉❞Ø➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂❃✖ ➑
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✖❽➂ ✖ ➣❵⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦☞♣q❞✂❺✪❷☎✐❧❛❝❞✵❾❶➅➞➉❧❡❝❴❜♦✂➅✳rt❹❆❣✉♦✚♣q♦❄➣★♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧♣q♦⑧➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂❅✗q➩
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✖❽➂ ✖❽➂ ➑ ❺✳➉❧⑥❜④❢⑤q⑥❜♦☛♣☎✐✬❺✪♦❧✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞↕❾❶➅➞➉❧❡❝❴❸✐⑧➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂❅✗❄✥
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▼ ❋✂ô ✏ â①Ý ✞ à✑◆❨ä✡à ✌✢❖✓✌
✳✕ä✢P➹ä✚ß✸◗ ✏ â ➱ Ü☎à❈☛ ➱ ☛❍Ý ➱ ô ✆ ß✸❁ ✾ â❶Ü☎à ✌✢❖❘❆
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✖❽➂ ➮ ❫❵❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦❲♣q♦✢④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪➵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦❋♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✢❛❝⑤☎✐✘➯❶❞■♣q❞

❺✪❷☎✐❧❛❝❞✰➅➦➔❤➔✳❞✷❛❝⑤☎✐❄✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦♥♠❧♦➵✈☎✐❧❡✉✐☛❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂➠➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂❅✗①➮

✖❽➂❿➩ ➒ ❫❵❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦■♣q♦✱④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚❲✖❽➩❶➏ ➑ ✤❶➪↕⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦t♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✱❛❝⑤☎✐✘➯❶❞✬♣q❞
❺✪❷☎✐❧❛❝❞✰➅➦➔❤➔✳❞✷❛❝⑤☎✐❄✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦♥♠❧♦➵✈☎✐❧❡✉✐☛❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂➠➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂❍✤ ➒

✖❽➂❿➩❶➩❱❫❵❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦■♣q♦✱④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚❲✖❽➩❶➏❿➩✘➮①➪↕⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦t♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✱❛❝⑤☎✐✘➯❶❞✬♣q❞
❺✪❷☎✐❧❛❝❞✰➅➦➔❤➔✳❞✷❛❝⑤☎✐❄✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦♥♠❧♦➵✈☎✐❧❡✉✐☛❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂➠➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂❍✤✡➩

✠ ➱✜➱✜➱



✠ ➱ Þ � ✍ ✬✮✡❳● ✼❩❨ ✄ ✍✫❬ ✭❩✳❩●✪✬

✗q➂❿➩ ❫❵❴❸✐❧⑩❶❡✉✐❧❼✬✐✂❞❢❼➸➀q⑥❜♦✡④❢♦❶❛➄♣q❞✷⑤q❼➸❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐☛④❢♦❶❼➸❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦➵❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➾➂➟➂✵➂✵➂❍✤ ➓
✗q➂ ➑ ⑦⑨❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦➵❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✻✈✍♦❶❡★❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐➵♣q❴❜❡❝❞❆❣❥✐❽➂✍➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂❍✤ ➓
✗q➂ ✖ rt♦✡♣q❞❆⑥❜♦✂♣q♦✵❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛❝♦❶❡➍✈☎✐❧❡✉✐✵❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦✵❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➳✈➳♦❶❡➟❛✉✐❧⑥❿❣✉♦✵❞❢❼Ú➘✎❡❝❞✰➅

❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❽➂í➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂❍✤❧➮
✗q➂ ✗ ➐✡❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐☞♣q❞✷④❢♦❶❼☛⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦♥♠➭♦❄③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣➠④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦q➂ ➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂❃✥ ➒
✗q➂✷✤ ❭✚❪❜➅➦❹❢❛❝❴❜❼❄♦➵❫❵❞❆❣✉❞❢④❆❣✉♦❶❡★♣q❞✵⑦⑨✇q❞❢❡❝⑩❶❴❸✐❽➂❱➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂❃✥ ➑
✗q➂ ✥ ➇❍✐➊➷q✐✂♣q❞✾❺✪♦❶❡❤❣✉❞❵♣q♦☛❺✳✐❧✇☎✐❧⑥

RMV
0

➯❶❞❢❡❝❛❝⑤q❛➄✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦✂♣q❞❵⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛
U
✈☎✐❧❡✉✐✵♣q♦❶❴❜❛

❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛★③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣➠④❢♦❶❼P❣❥✐➊➷q✐❧❛★♣q❞✷④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❄♣q❴Õ➘✎❞❢❡❝❞❢✇✚❣✉❞❢❛❢➂ ➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂❃✥❄✤
✗q➂ ➓ ❫❵❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦✵♣q♦↕④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪✻⑤❽❣✉❴❜⑥❿❴❜Ù♥✐❧✇q♣q♦s♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐★❛❝⑤☎✐♥➯①❞

❞❢❼➸⑤q❼➸❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐➵③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣➠④❢♦❶❼
Eb/No = 25dB

➂❉➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂❃✥✕✦
✗q➂ ✦ ❫❵❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦✵♣q♦↕④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪✻⑤❽❣✉❴❜⑥❿❴❜Ù♥✐❧✇q♣q♦s♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐★❛❝⑤☎✐♥➯①❞

❞❢❼➸⑤q❼➸❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐➵③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣➠④❢♦❶❼
Eb/No = 25dB

➂❉➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂❃✥❶➮
✗q➂ ➮ ❫❵❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦ú♣q♦Ú④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚ ➑ ✦❽➏ ➑❧➒ ➪✢⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦❃♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐

❛❝⑤☎✐♥➯❶❞✵❞❢❼➸⑤q❼➸❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐➵③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣➠④❢♦❶❼
Eb/No = 25dB

➂✬➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ➓❧➒
✗q➂❿➩ ➒ ❫❵❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦ú♣q♦Ú④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚ ➑ ✦❽➏ ➑❧➒ ➪✢⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦❃♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐

❛❝⑤☎✐♥➯❶❞✵❞❢❼➸⑤q❼➸❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐➵③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣➠④❢♦❶❼
Eb/No = 25dB

➂✬➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ➓ ➩
✤✡➂❿➩ ⑦⑨❛❝❾✚⑤q❞❢❼✬✐➵⑩❶❞❢❡✉✐❧⑥➜♣☎✐☛④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦❄❛❝❞❢❡❝❴❸✐❧⑥➾➂ ➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ➓ ✤
✤✡➂ ➑ ⑦⑨❛❝❾✚⑤q❞❢❼✬✐➵⑩❶❞❢❡✉✐❧⑥➜♣☎✐☛④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦❄✈☎✐❧❡✉✐❧⑥❜❞❢⑥❸✐❽➂✬➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ➓ ✥
✤✡➂ ✖ ➛ ❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧❦♥♠❧♦✬❼✬✐➭❣✉❞❢❼✬➉➭❣✉❴❿④♥✐☞♣q♦➵❞❢✇①❣❥❡❝❞❢⑥❜✐❧❦♥✐❧♣q♦❶❡❢➂ ➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂ ➓❶➓
✤✡➂ ✗ ➔➦⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧❦♥♠❧♦➵♣☎✐☛④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✷♣q❞✵✐❧⑤q❼❄❞❢✇①❣✉♦➵♣q❞✷✈➳❞❢❛❝♦❄♣q♦➵❞❢✇✚❣✉❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥✐❧♣q♦❶❡❢➂➠➂✵➂✵➂✵➂ ➓ ✦
✤✡➂✷✤ ❺✪♦❶✇q❛❤❣✉❡❝⑤q❦♥♠❧♦❄♣q♦❄④❆➲✡♣q❴❜⑩❶♦

P = C1 ⊗ C2
➂s➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂❃✦❽➩

✤✡➂ ✥ ❫❵❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✕➐✡➔❤➐ ➋ ✈☎✐➭❣❥✐☛④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➄❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬➉➭❣✉❴❜④❢♦❶❛❢➂❋➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂❃✦■✗
✤✡➂ ➓ ❺✪➲✚♣q❴❜⑩❶♦➵✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦➵➀q❴❜♣q❴❜❼❄❞❢✇q❛❝❴❜♦❶✇☎✐❧⑥✜➂q➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂❃✦❄✤
✤✡➂ ✦ ❫❵❴❸✐❧⑩❶❡✉✐❧❼✬✐✂❞❢❛❝❾✚⑤q❞❢❼✬➉➭❣✉❴❜④❢♦❄♣q♦➵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✳❣✉⑤q❡❝➀➳♦❄♣q❞✷➀q⑥❜♦✚④❢♦q➂s➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂❃✦❶➮
✤✡➂ ➮ ➐✡❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐☞♣q❞✷④❢♦❶❼☛⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦♥♠➭♦❄③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣➠④❢♦❶❼➸♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵❣✉⑤q❡❝➀➳♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❽➂ ➮ ➑

✤✡➂❿➩ ➒ ❫❵❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡➄❣✉⑤q❡❝➀➳♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦☛✈☎✐❧❡✉✐☛♦➵④♥✐❧❛❝♦

Y
(t)
ij = D

(t)
ij

➂❨➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂î➮✕✖
✤✡➂❿➩❶➩❱❫❵❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡➄❣✉⑤q❡❝➀➳♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦☛✈☎✐❧❡✉✐☛♦➵④♥✐❧❛❝♦

Y
(t)
ij 6= D

(t)
ij

➂❨➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂î➮■✗
✤✡➂❿➩ ➑ ➎⑨❡❝♦➭Ô❤❞❢❦❢➈✡❞❢❛★④♥✐❧❡❤❣✉❞❢❛❝❴❸✐❧✇☎✐❧❛★✈☎✐❧❡✉✐☛✐☛♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦☛❣✉⑤q❡❝➀➳♦❄✐①➪✪➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐✂❞✷➀✍➪

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❽➂✾➮❄✤

✤✡➂❿➩✫✖➡❫❵❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦✕♣☎✐☛✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐☛♣q❞✷♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵❣✉⑤q❡❝➀➳♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✂❞❢❼ ⑤q❼➸④♥✐❧✇☎✐❧⑥

③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏✽④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦Ò♦Ò✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦■♣q❞▼⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛☞❛❝❴❜❼☛⑤q⑥❿❣✺✹➭✇q❞❢♦❶❛❢➏⑨④❢♦❶❼
M = 16

➏
L = 9

❞
Pa = (225, 81, 49)

➂✑➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂î➮✕✥



� ✍ ✬✮✡❳● ✼❩❨ ✄ ✍✫❬ ✭❩✳❩●✪✬ ✠❨Þ

✤✡➂❿➩✶✗í❫❵❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦✕♣☎✐☛✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐☛♣q❞✷♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵❣✉⑤q❡❝➀➳♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✂❞❢❼ ⑤q❼➸④♥✐❧✇☎✐❧⑥

③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏❧④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦✵✐↕❞✰➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐↕❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➾➏①④❢♦❶❼
M = 16

➏
L = 9❞

Pa = (225, 81, 49)
➂➵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂î➮ ➓

✤✡➂❿➩✸✤❮❫❵❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦✕♣☎✐☛✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐☛♣q❞✷♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵❣✉⑤q❡❝➀➳♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✂❞❢❼ ⑤q❼➸④♥✐❧✇☎✐❧⑥

③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏✽④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦Ò♦Ò✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦■♣q❞▼⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛☞❛❝❴❜❼☛⑤q⑥❿❣✺✹➭✇q❞❢♦❶❛❢➏⑨④❢♦❶❼
M = 32

➏
L = 6

❞
Pb = (784, 400, 81)

➂Ó➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂î➮✕✦
✤✡➂❿➩✫✥➡❫❵❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦✕♣☎✐☛✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐☛♣q❞✷♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵❣✉⑤q❡❝➀➳♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✂❞❢❼ ⑤q❼➸④♥✐❧✇☎✐❧⑥

③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏❧④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦✵✐↕❞✰➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐↕❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➾➏①④❢♦❶❼
M = 32

➏
L = 6❞

Pb = (784, 400, 81)
➂❉➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✵➂✷➂✵➂✵➂î➮❶➮



❙✹ø➜❒❄çté ÷❬❐ ❫✹é æ ❐❵❴➜é❘❒

✤✡➂❿➩ ⑦✽➘✎❞❢❴❿❣✉♦➵♣☎✐❧❛★✈✍❞❢❡❝❼☛⑤❽❣❥✐❧❦❢➈✚❞❢❛★✇☎✐❧❛★❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐❧❛★♣q♦❄④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡★♣☎✐☞➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❛✤✡➂ ✗q➂✦➂ ➓ ✦
✤✡➂ ➑ ➇❍✐❧➀✍❞❢⑥❸✐☛④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐➭❣✉❴❿➯❧✐☞♣☎✐❧❛➄➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❛✳♣q❞✷④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦❄♣q❞✷④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➄♣q❞✷➀q⑥❜♦✡④❢♦q➂❜✦ ➒

✠❨Þ ➱✜➱



❡ é❣❢✐❤➳çt❰❥❴❨Ñ ❦

❧☛ùúç▼ètÑ ÷Ð❰❥♠✛♥❃Ñ

♦q♣✑♦ ❀❃✩✂◗ ❊▼❙✮✭❢✧✳✲✂✴sr➵✥★❇P✤✦✭❆❅✵✭✰✺✟✲✵✭♥❇

➢❵✐▼✐➭❣✉⑤☎✐❧⑥⑨❹❢✈➳♦✡④❢✐❽➏❍♦❧✇q♣q❞➵❣✉❞❢❼❄♦❶❛✵✐▼④❥❷☎✐❧❼✬✐❧♣☎✐✉t✫✈✫✇✂①③②❂④❄⑤❄④✢②⑥④❄⑤✪①✿❭✫⑦✑✈⑨⑧❶⑩❛⑤✕❷✸❸✢✈➭➏➜♦✱✐❧❡❝❼✬✐❧Ù❢❞❢✇☎✐➊➅
❼❄❞❢✇①❣❥♦❽➏☎✐☞❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦☞❞✷♦☛✈q❡❝♦✡④❢❞❢❛❝❛✉✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦❄♣q❞✾❼❄❞❢✇q❛✉✐❧⑩❶❞❢✇q❛★❹✾⑤q❼✬✐☞✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞✷❞❆➯✡❴❜♣q❞❢✇①❣❥❞➭➂
❫❵❞❢❛❤❣❥✐☞❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏①❹❵➀☎✐❧❛❤❣❥✐❧✇✚❣✉❞❵✇☎✐➭❣✉⑤q❡✉✐❧⑥✍♦✂❴❜✇✚❣✉❞❢❡❝❞❢❛❝❛❝❞❵♣q❞❵⑤q❼ú⑩❶❡✉✐❧✇q♣q❞❵✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦☞♣q❞❵✈✍❞❢❛❝❛❝♦①✐❧❛✳✈➳❞❢⑥❜♦
④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦➵♣q❞✾❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠➭♦q➏✡➀➳❞❢❼➸④❢♦❶❼❄♦☞✈➳❞❢⑥❜♦☛④❢♦❶✇q❷q❞❢④❢❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦➵♣☎✐❧❛✳❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐❧❛➄✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❸✐❧❛★✈☎✐❧❡✉✐
❛❝⑤☎✐❄✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦q➂

➇✻❞❢✇q♣q♦✷❞❢❼➠➯✡❴❜❛❤❣❥✐↕♦↕❞❢✇q♦❶❡❝❼❄❞✳④❢❡❝❞❢❛❝④❢❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦✾♣☎✐↕♣q❞❢❼✬✐❧✇q♣☎✐❵✈➳❞❢⑥❸✐❵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦❵♣☎✐↕❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦q➏
④♥✐❧♣☎✐✬➯❶❞❢Ù☛❼✬✐❧❴❜❛s♦❶❛❵➘✜✐❧➀q❡❝❴❜④♥✐❧✇①❣✉❞❢❛↕✈✍➈✡❞❢❼û✇q♦✮❼❄❞❢❡❝④♥✐❧♣q♦✕❛❝♦❶⑥❜⑤q❦❢➈✚❞❢❛✾❾✚⑤q❞☞✇☎♠❧♦✕♣q❞❢❼❄♦❶❡✉✐❧❼❉✈☎✐❧❡✉✐✕❛❝❞
❣✉♦❶❡❝✇☎✐❧❡❝❞❢❼❁♦❶➀q❛❝♦❶⑥❜❞❆❣❥✐❧❛✕♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦❱②❧❛✕✇q♦➊➯➭✐❧❛✮✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞❢❛▼❾✚⑤q❞■❛❝⑤q❡❝⑩❶❞❢❼t➂ ➋ ❛✕❡❝❞❢④❢⑤q❡❝❛❝♦❶❛▼④❢♦❶❼☛➅
✈q⑤❽❣❥✐❧④❢❴❜♦❶✇☎✐❧❴❜❛❵❛✉♠❧♦✮♦❶❛✾⑩❶❡✉✐❧✇q♣q❞❢❛↕❴❜❼❄✈q⑤q⑥❜❛❝❴❜♦❧✇☎✐❧♣q♦❶❡❝❞❢❛❵♣q❞❢❛❤❣✉❞➵④❢❡❝❞❢❛❝④❢❴❜❼❄❞❆✇✚❣✉♦q➏❨❾✚⑤q❞❧➏➜✈☎✐❧❡✉✐❧⑥❜❞❢⑥❸✐❧❼➵❞❢✇✚❣✉❞❧➏
❡❝❞❢❾✚⑤q❞❢❡❝❞❢❼Ú❾✚⑤q❞★✐❵④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✳♣q❞✪❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦↕♣q♦❶❛✽❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛✽❛❝❞➞Ô❝✐↕④❢♦❶✇q❛❤❣❥✐❧✇①❣✉❞❢❼❄❞❢✇①❣✉❞★✐❧⑤q❼❄❞❢✇✡➅
❣❥✐❧♣☎✐❽➂↕➎✟♦❶❡❝❹❢❼t➏➳✇☎♠❧♦✮✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛↕✐✬④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✂♣q♦❶❛❵❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛❵♣q❞☞④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦❢➈✡❞❆❛↕♣q❴❜⑩❧❴❿❣❥✐❧❴❿❛s♣q❞❆➯❶❞
❛❝❞❢❡s④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣☎✐❽➏✍✐☛④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞↕♣☎✐☛❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦☛♣☎✐➵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦☞❣❥✐❧❼☞➀➳❹❢❼P❹✷⑤q❼P➘✜✐➭❣✉♦❶❡
❴❜❼❄✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧✇①❣✉❞↕✈☎✐❧❡✉✐☛♦❶❛★⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂

⑦⑨❼➸✈q❡❝♦❧Ô❤❞❆❣✉♦❶❛★♣q❞✷❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛★♣q❞✵④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦❢➈✚❞❢❛❢➏✍♦❶❛★✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦❶❛➄❾✚⑤q❞✵⑥❜❴❜❼❄❴Õ❣❥✐➭❼➸✐☛④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴Õ➅
♣☎✐❧♣q❞▼♣q❞✮❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦Ò❞t✐■④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✕♣☎✐■❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✑❡✉❞❆④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐Ò❛✉♠❧♦q➆t✐■⑥❸✐❧❡❝⑩❶⑤q❡✉✐✑♣q❞
➘✜✐❧❴Õ➷q✐✾❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➳❞s✐✾✈➳♦❧❣✉➶❢✇q④❢❴❸✐✾♣q♦✵❛❝❴❜✇☎✐❧⑥❽❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❿♣q♦q➂✟➣í⑥❜❴❜❼➵❴Õ❣❥✐❧❦♥♠❧♦✾♣☎✐✾⑥❸✐❧❡❝⑩❶⑤q❡✉✐↕♣q❞★➘✜✐❧❴Õ➷q✐↕❞❢❛➞➅
✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✟♦✡④❢♦❶❡❝❡❝❞✂✈q❡❝❴❜✇q④❢❴❜✈☎✐❧⑥❜❼➵❞❢✇①❣✉❞✵♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦✮②❧❛❵❡❝❞❢❛❤❣✉❡❝❴❜❦❢➈✚❞❢❛↕❴❜❼❄✈✍♦❶❛❤❣❥✐❧❛s✈➳♦❶❡❵➲❶❡❝⑩①♠➭♦❶❛❵❡❝❞❢⑩❶⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡❝❞❢❛
❾✚⑤q❞t❣✉➶❢❼❁✐Ò➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦❻♣q❞✱❞❆➯✡❴❿❣❥✐❧❡❥➺➭④❢♦❶✇①❣✉❡❝♦❶⑥❸✐❧❡➵✐❧❛✬❴❜✇①❣✉❞❢❡❤➘✎❞❢❡❝➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛❄❞❢✇①❣✉❡❝❞✱♦❶❛✬♣q❴❿➯❶❞❢❡❝❛❝♦❶❛✬❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛

✌



✘ ✍✑✏ ✁✘ß➊ô➜õ ✞✓✒❄✔ ô

❞✰➷❽❴❜❛❤❣✉❞❢✇✚❣✉❞❢❛❢➂➍➣▲⑥❜❴❜❼➵❴❿❣✉✐❧❦♥♠❧♦✂♣☎✐☞✈➳♦❧❣✉➶❢✇q④❢❴❸✐✂♣q♦☛❛❝❴❜✇☎✐❧⑥✝❛❝❞↕♣q❞❆➯①❞✾✈➳♦❶❡✳❾✚⑤q❞❆❛❝❣✉➈✚❞❢❛★❞❢④❢♦❶✇☞❹❶❼❄❴❜④♥✐❧❛❢➏❽❡❝❞❢⑩❶⑤✡➅
⑥❸✐❧❼❄❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❶❡✉✐❧❛✪❞❵❣✉❞❢④❢✇q♦❶⑥❿➲❶⑩❶❴❜④♥✐❧❛❢➂➍❺✪♦❶❼Ø❴❜❛❝❛❝♦q➏❽♦❶❛✳❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛✳♣q❞↕④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛✪❛✉♠❧♦☛✈q❡❝♦➭Ô❤❞❆❣❥✐❧♣q♦❶❛
✈☎✐❧❡✉✐☞❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❡❝❞❢❼P④❢♦❶❼P➯➭✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛★⑥❜❴❜❼➵➁Õ❣✉❡❝♦❧➘✎❞❢❛✳♣☎✐➵❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠➭♦➵❛❝❴❜✇☎✐❧⑥Õ➅➦❡❝⑤q➁❿♣q♦q➂

➥ ❼✬✐✱❛❝♦❶⑥❜⑤q❦♥♠❧♦■⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣☎✐✱✈☎✐❧❡✉✐✑✈q❡❝♦❧Ô❤❞❆❣❥✐❧❡☞❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛☞♣q❞✮④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛☛❾✚⑤q❞✕❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷q❞❢❼
④♥✐❧♣☎✐⑧➯❶❞❢Ù✑❼✬✐❧❴❜❛➵✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼❄♦❶❛❄♣q❞✱❛❝❞❢⑤q❛✕⑥❜❴❜❼➵❴Õ❣✉❞❢❛❄♣q❞✱❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦⑧❛❝❴❜✇☎✐❧⑥Õ➅➦❡❝⑤q➁❿♣q♦⑧❹✑✐⑧④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❻♣q❞
④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➂❍➎❍♦❶❡❝❹❢❼t➏❶✐↕✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦s♣q❞✪❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐❧❛✽♣q❞✪④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦↕♣q❞✳④♥✐❧✇☎✐❧⑥✡❡❝❞✂❯☎❞❆❣✉❞❢❼❃❞❢❼❃⑤q❼✬✐❵❼✬✐❧❴❜♦❶❡
④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞➵④❢♦❶❼❄✈q⑤❽❣❥✐❧④❢❴❜♦❶✇☎✐❧⑥⑨✇q♦✱❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❽➏✟✈q❡❝❴❜✇q④❢❴❜✈☎✐❧⑥❜❼➵❞❢✇✚❣✉❞➵♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦✑✐❧♦❶❛✂✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦❧❛✷♣q❞
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦q➂✽❫❵❞❢❛❤❣❥✐✷❼✬✐❧✇q❞❢❴❿❡❥✐✡➏❶❞❥➷❽❴❜❛❤❣❥❞✳⑤q❼❘⑩❶❡✉✐❧✇q♣q❞✳❞❢❛❤➘✎♦❶❡❝❦❢♦✷♣☎✐↕④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜♣☎✐❧♣q❞✳④❢❴❜❞❢✇①❣✉➁❿➫☎④♥✐↕❞❢❼
✈➳❞❢❛❝❾✚⑤q❴❜❛✉✐❧❛➟❡❝❞❢⑥❸✐❧④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣☎✐❧❛⑨④❢♦❶❼î✐❧❛⑨❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐❧❛➍♣q❞★④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✷♣q❞s④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➏①❾✚⑤q❞★➀q⑤q❛❝④♥✐❧❼î❛❝♦❶⑥❜⑤q❦❢➈✡❞❢❛
➲❧❣✉❴❜❼✬✐❧❛✬❾✚⑤q❞Ò❛✉✐➭❣✉❴❜❛❤➘✜✐❧❦♥✐❧❼ ♦✢④❢♦❶❼❄✈q❡❝♦❶❼❄❴❜❛❝❛❝♦✢❞❆✇✚❣✉❡❝❞■❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐✢❞■④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞✑✈☎✐❧❡✉✐❋④♥✐❧♣☎✐
✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦☛❞❢❛❝✈✍❞❢④❢➁❿➫☎④♥✐❽➂

♦q♣❂❺ ❀❃✩✂❙☞✺✻✥s❻✬✺✻✩ ✥ ✩✵●⑥❼✝✥✳✺✻✭✰✿☞✩✂❇ ✫✮✩ ✺➜✼✽✲✷●t✲✷❚✑❽✮✩

➢❵✐t♣q❹❢④♥✐❧♣☎✐✑♣q❞✕➮ ➒ ➏⑨➝✪❞❢❡❝❡❝♦❶⑤❨➏ ➙ ⑥❸✐♥➯✡❴❜❞❢⑤✡➷⑧❞✬➇➄❷q❴❿❣✉❴❜❼✬✐➊Ô❤❛❝❷q❴❜❼❄✐▼✈q❡❝♦❶✈q⑤q❛❝❞❢❡✉✐❧❼ ⑤q❼ ✇q♦➊➯❶♦✑❞❢❛➞➅
❾✚⑤q❞❢❼✬✐✷♣q❞➄④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✷❞★♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✵♣q❞★④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➏❶④✰❷☎✐❧❼✬✐❧♣q♦✾♣q❞★④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✾❣✉⑤q❡❝➀➳♦q➏①④❢♦❶❼î✐
❴❜✇✚❣✉❞❢✇q❦❢♠❧♦✕♣q❞✂♦❶➀❽❣✉❞❢❡❵❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❞❢❛s❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛❵④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧♣q♦❶❛❵②❧❾✚⑤q❞❢⑥❜❞❢❛↕♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦❶❛s④❢♦❶❼û✐❧❛s❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐❧❛
④❢⑥❸➉❧❛❝❛❝❴❜④♥✐❧❛☞♣q❞✮④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❱➼Õ➩❢➽➾➂⑧➣★♦■⑥❜♦❶✇q⑩❶♦✑♣q❞✮❾✚⑤☎✐❧❛❝❞✮♣q❞❢Ùt✐❧✇q♦❶❛❢➏➟✐✑④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜♣☎✐❧♣q❞✕④❢❴❜❞❢✇①❣✉➁❿➫☎④♥✐
❼❄♦❶❛❤❣✉❡❝♦❶⑤▼❾✚⑤q❞✵♦➵⑤q❛❝♦✬♣q❞❆❛❝❣❥✐☛❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐☛❣✉❡❝♦❶⑤✡➷❽❞✷❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛★❛❝❴❜⑩❶✇q❴❿➫☎④♥✐➭❣✉❴❿➯❶♦❶❛❢➂➍➎✽➴✡✇q♣q❴❸✐❧❷t❞❢❛❤❣✉❞❢✇q♣q❞❢⑤
♦↕④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦❵♣q❞✳♣q❞❢④❆♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦↕✈☎✐❧❡✉✐s④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✟✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦q➏❧❼✬✐❧❛❍④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡❝♦❶⑤☛✐❵✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦❵✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛
❞❢❼û④♥✐➭✇☎✐❧❴❜❛❵⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦❶❛✂➼ ➑ ➽➾➂↕❫✂➂❨❺❵➂❨❺✪⑤q✇q❷☎✐✕❞❢❛❤❣✉⑤q♣q♦❶⑤■✐✕✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦❄♣☎✐❄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✬❣✉⑤q❡❝➀➳♦
♣q❞➄④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✽✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦❶❛✽❞❢❼❘④♥✐❧✇☎✐❧❴❜❛✽✇☎♠❧♦➭➅➦⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦❶❛❢➏❧❞❢❛❝✈➳❞❢④❢❴❸✐❧⑥❜❼❄❞❢✇①❣✉❞✳❞❢❼❘④♥✐❧✇☎✐❧❴❜❛➍❺✳❫✾rt➣➡④❢♦❶❼
❛✉✐❧⑥❿❣✉♦❶❛➄❡✉➉❧✈q❴❜♣q♦❶❛➄❞❢❼P➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐t➼ ✖➭➽➾➂

➋ ❞❢❛❤❣✉⑤q♣q♦✔❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦✢❞❢❼ ➼ ✖➭➽✷⑥❜❞❆➯❶♦❶⑤ ❞❢❼ ④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦❲♦❶❛▼④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✮➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂ú⑦⑨❛❤❣✉❞❢❛
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛❢➏q❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦❄⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦❶❛✳✈☎✐❧❡✉✐➵✐➵④❢♦❶❼❄✈✍♦❶❛❝❴❜❦♥♠❧♦➵♣q❞✷④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➄✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦❶❛❢➏✍✐❧✈✍❞❢❛✉✐❧❡s♣q❞✵✐❧✈q❡❝❞✰➅
❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧❡❝❞❢❼ ⑤q❼✬✐Ò④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞t♣q❞t④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦❻➀➳♦①✐❽➏✪✇☎♠❧♦❻♣q❞❢❼❄♦❶✇q❛❤❣✉❡✉✐❧❡✉✐❧❼Ó⑤q❼ ➀✍♦①✐⑧❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐
❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➳✈☎✐❧❡✉✐✷♦✂❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✵③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂✚➇❍✐❧❼☞➀➳❹❢❼Ú➘✎♦❶❴☎⑥❜❞❆➯❧✐❧✇①❣❥✐❧♣☎✐✵✐✵❷q❴❜✈✍➲❧❣✉❞❢❛❝❞s♣☎✐❧❛➟④❢♦❶✇✚➯❶❞❢❡➞➅
❛❝➈✡❞❢❛★➀q❴❿❣❤➅➦❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦❶❛✳⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣☎✐❧❛✳♣q❞❢⑩❶❡✉✐❧♣☎✐❧❡❝❞❢❼➸♦➵♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✬♣q♦➵❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❽➂

❫❵❴❸✐❧✇①❣✉❞▼♣q❞❢❛❤❣❥✐❧❛❄❞❆➯✡❴❜♣q➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛❢➏✳✈✍❞❢✇q❛✉✐❧❼❄♦❶❛❄✇☎✐Ò⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧❦♥♠❧♦■♣q❞t④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏➟④❆♦❶❼ ❞❢⑥❜❞✰➅

❼❄❞❢✇①❣❥♦❧❛✳❞❢❼
GF (q > 2)

➏❽✈☎✐❧❡✉✐☞✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦✂❞❢❼Ø④♥✐❧✇☎✐❧❴❜❛✳③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂q➎❍♦❶❡❤❣❥✐❧✇①❣✉♦q➏❽♦☞♦❶➀✡Ô❤❞❆❣✉❴❿➯①♦
♣q❞❢❛❤❣✉❞✑✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣✉❞✑❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷q♦⑧❹✱❞❢❛❤❣✉⑤q♣☎✐❧❡✬♦❻④❢♦❶❼❄✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦⑧♣q♦❶❛✬④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛❄✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏

④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✰✐➭❼❄❞❢✇✚❣✉❞s④❢♦❶❼ú✐✵♣q❞❆④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✵❣✉⑤q❡❝➀➳♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❽➏①❞❢❼î❛❝❴❜❛❤❣❥❞❆❼✬✐❧❛✪③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂✡⑦⑨❛❝✈➳❞❢❡✉✐➊➅



✌✚❾❿✻➀✵ ß ✆ Ü ✏ ➱✝➁ Ü ✒✕✔ ô❋õ✻Ü➂✁✘ä✡à❢ä ✻

❛❝❞☞❾✚⑤q❞❧➏✝④❢♦❶❼❉❞❢❛❤❣❥✐✕✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦q➏✍♦✬❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✬✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣✉❞☞⑤q❼✬✐❄❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❸✐☞❣❥✐❧✇✚❣✉♦✬✇☎✐✬④♥✐❧✈☎✐➭④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞
♣q❞✷④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦❄❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉♦❄✇☎✐☛❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐➵❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➾➂

♦q♣➄➃ ➅ ✼❍❅✂✲✵❙✮✭✂➆➄✲✵✴✳✶✵✩ ✫▼✲❁✺✻✥★❇➜✥

➢s♦✾④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦ ➑ ➏❶❹★✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣☎✐✾⑤q❼✬✐❵➘✎⑤q✇q♣☎✐❧❼❄❞❢✇①❣❥✐❧❦♥♠❧♦↕❣✉❞❢➲❶❡❝❴❜④♥✐✾✐❧➀✍♦❶❡❝♣☎✐❧✇q♣q♦✷♦❶❛✽④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦❶❛
➀☎➉❧❛❝❴❜④❢♦❶❛✵❛❝♦❶➀q❡❝❞➵❣✉❞❢♦❶❡❝❴❸✐▼♣q❞❄❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✮❞❄④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦q➏✟❼✬✐❧❴❜❛✾❞❢❛❝✈➳❞❢④❢❴❿➫☎④❢✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉❞❧➏❍④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✷♣q❞
➀q⑥❜♦✡④❢♦✂⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡❝❞❢❛➟❞↕✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦❧❛➟♣q❞❵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦☞❾✚⑤q❞↕⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❼❘❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐❧❛✳✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④♥✐❧❛➟❞❵❴❜✇❽➘✎♦❶❡➞➅
❼✬✐❧❦♥♠❧♦✂♣q♦☛④♥✐❧✇☎✐➭⑥➾➂⑨⑦⑨❛❤❣✉❞❢❛➄④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦❶❛✳❛✉♠❧♦✂➘✎⑤q✇q♣☎✐❧❼❄❞❢✇①❣❥✐❧❴❜❛✪✈☎✐❧❡✉✐✂♦☞❞❢✇①❣✉❞❢✇q♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦☞♣q♦☞♦❶➀❽Ô❤❞❆❣✉❴❿➯❶♦
✈q❡❝❴❜✇q④❢❴❜✈☎✐❧⑥❨♣q❞❢❛❤❣✉❞✾❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷q♦q➂

⑦⑨❼ú❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜♣☎✐❽➏✡✇q♦✂④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦➇✖✂✐❧➀➳♦❶❡❝♣☎✐❧❼❄♦❶❛✪✐✵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④❢✐❧❦♥♠❧♦☞❛❝⑤☎✐✘➯❶❞
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❽➏✚♦❶✇q♣q❞❧➏✡❴❜✇q❴❜④❢❴❸✐❧⑥ ➅

❼❄❞❢✇①❣❥❞➭➏➭❹➍✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦s♦❶❛✻✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦❧❛❨♣q❞➟❺✪❷☎✐❧❛❝❞➍♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥✜➏♥♦❶⑤✷❛❝❞➞Ô❝✐❽➏➊✈☎✐❧❡✉✐➄❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛✝➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂
➢s❞❢❛❤❣✉❞s④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦✷❹➄❣❥✐❧❼☞➀➳❹❢❼❘♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣❥✐✵⑤q❼❄✐✷✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣❥✐✷④❢♦❶❼ú✐➭❛✪✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦❢➈✚❞❢❛➟✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❸✐❧❛➟✈☎✐❧❡✉✐
❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧❡❝❼❄♦❧❛✳✐☛♣q❞❢④❆♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵❛❝⑤☎✐♥➯❶❞✷♣q❞✾④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏✡➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧✇q♣q♦➭➅➦❛❝❞✷✇q♦❶❛★✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦❶❛✪♣q❞

❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➂ ➥ ❼✬✐✮④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧❦♥♠❧♦✮♣q❞➵♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✱❛❝❞❢❡✉➉▼❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐✕④❢♦❶❼❬♦▼❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦▼♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❿✇☎✐❧⑥❍♣q❞
❺✪❷☎✐❧❛❝❞✵❞❢❼➸⑤q❼➸④♥✐❧✇☎✐❧⑥➜➣★✧ ➙ ➢✵➂

➢s♦✱④❢✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦✪✗q➏❍❹✬✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣☎✐✑✐✱✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦▼♣☎✐t♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✱❛❝⑤☎✐✘➯❶❞
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✮❞❢❼ ❛❝❴❜❛➞➅

❣✉❞❢❼✬✐❧❛s③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂✍➔➦✇q❴❜④❢❴❸✐❧❼➵♦❶❛➄④❢♦❶❼ ✐❧❛★❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐❧❛★♣q❞✵❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦❄❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➾➏✍✈☎✐❧❡✉✐➵❞❢❼
❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜♣☎✐✱❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧❡❝❼❄♦❶❛✵⑤q❼✬✐t♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❜❦♥♠❧♦■♣q❞❆❣❥✐❧⑥❜❷☎✐❧♣☎✐✱♣q♦✑④♥✐❧✇☎✐❧⑥➄❺✳❫✾rt➣➸④❢♦❶❼ ❛✉✐❧⑥❿❣✉♦❶❛✂❡✉➉❧✈q❴❜♣q♦❶❛
❞❢❼❬➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❽➂✬➣❵❛✂✐❧♣q❞❢❾✚⑤☎✐❧❦❢➈✡❞❢❛✂♣☎✐▼✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐▼♣q❞❄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦t❛❝⑤☎✐♥➯①❞

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐▼✐❧♦▼④♥✐❧✇☎✐❧⑥

③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣➧❣❥✐❧❼☞➀➳❹❢❼P❛✉♠❧♦❄♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣❥✐❧❛❢➂
➢s♦❻④♥✐➭✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦❑✤✡➏✳❛✉♠❧♦❋✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣☎✐❧❛✮✐❧❛❄④❢♦❶✇①❣❥❡❝❴❜➀q⑤q❴❿❦❢➈✡❞❢❛❄❡❝❞❢⑥❸✐❧④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣☎✐❧❛❄②⑧♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

❣✉⑤q❡❝➀➳♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐☛❞❢❼ ❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛s③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂ ➋ ❛s④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦❶❛s♣q❞✵④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛★✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦❄❞✵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫❽➅

④♥✐❧❦♥♠❧♦➵❴❿❣✉❞❢❡✉✐➭❣✉❴❿➯❧✐✂❛✉♠❧♦➵♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦❶❛★♣q❞✵✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦➵④❢♦❶❼➸✐❧❛➄❣✉❹❢④❆✇q❴❜④♥✐❧❛✽Ô❝➉☛④❢♦❶✇q❷q❞❢④❢❴❜♣☎✐❧❛★✈☎✐❧❡✉✐☞❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛
➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂★➣❵✈➳➲❶❛❵❞❢❛❤❣❥✐✕❴❜✇①❣✉❡❝♦✡♣q⑤q❦♥♠❧♦q➏➳❛✉♠❧♦✕✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❶❛↕♦❶❛❵✈q❡❝♦✡④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦❶❛❵✈q❡❝♦❶✈➳♦❧❛❝❣✉♦❶❛❵✈☎✐❧❡✉✐
✐⑧❴❜❼❄✈q⑥❜✐❧✇①❣❥✐❧❦♥♠❧♦Ò♣☎✐Ò♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦⑧❣✉⑤q❡❝➀➳♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐■❞❢❼ ④♥✐❧✇☎✐❧❴❜❛❄③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂➟➎❍♦❶❡☛➫☎❼t➏✪♦❶❛

❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛★❛✉♠❧♦➵④❢♦❶❼❄❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❧❛♥➂
③❍❴❜✇☎✐➭⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦❄♦✬❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷q♦q➏✍✇q♦✬④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦⑥✥✬❛✉♠❧♦✕✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣☎✐❧❛✾✐❧❛❵④❢♦❶✇q④❢⑥❜⑤q❛❝➈✚❞❢❛↕♣q♦✕❞❢❛❤❣✉⑤q♣q♦

❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦☛❞✵✐❧❛★✈✍❞❢❡❝❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❴❿➯❧✐❧❛s♣q❞✾❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷q♦❶❛✪➘✎⑤❽❣✉⑤q❡❝♦❶❛❢➂



❆ ✍✑✏ ✁✘ß➊ô➜õ ✞✓✒❄✔ ô
♦q♣➉➈ ➊ ✥★❇✻❊▼◗ ✩ ✫▼✲✵❇➌➋✮✼❍✭❢❙▼✧✪✭✂➋t✲✷✭♥❇ ✧✪✩✂❙☛✺➜✼❍✭❆●t❊✮✭❢✴sr❄✥★❇

➣❵❛★✈q❡❝❴❜✇q④❢❴❜✈☎✐❧❴❿❛✳④❢♦❶✇✚❣✉❡❝❴❜➀q⑤q❴❜❦❢➈✚❞❢❛★♣q❞❢❛❤❣❥✐➵♣q❴❜❛❝❛❝❞❢❡❤❣❥✐❧❦♥♠❧♦☛➘✎♦❶❡✉✐❧❼t➆

➍ ➣û⑩❶❞❢✇q❞❢❡✉✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧❦♥♠❧♦⑧♣q♦❶❛✕✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦❶❛➵♣q❞t♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❻❛❝⑤☎✐✘➯❶❞✱♣q❞■❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➏★⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦❶❛
❞❢❼ú④❆➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➍➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏✚✐✷➫☎❼î♣q❞❵❛❝⑤q✈✍♦❶❡❤❣❥✐❧❡➟❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛⑨④❢♦❶❼ú❞❆⑥❜❞❢❼❄❞❢✇✚❣✉♦❶❛➍✈➳❞❢❡❤❣✉❞❢✇✡➅

④❢❞❢✇①❣✉❞❢❛➍✐
GF (q > 2)

➂✽➎❍✐❧❡✉✐↕✐❧⑥❜④♥✐❧✇q❦♥✐❧❡❍❞❢❛❤❣✉❞✳❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦q➏➭➘✎♦❶❡✉✐❧❼➠❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐❧❛❍✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦❢➈✚❞❢❛
✇q♦s④♥➉❧⑥❜④❢⑤q⑥❜♦★♣q♦❵↔➜♦❶⑩①✐❧❡❝❴❿❣✉❼❄♦➄♣☎✐ ➛ ✐❧Ù♥♠❧♦s♣q❞➍➨➍❞❢❡❝♦❶❛❝❛❝❴❜❼❄❴❿⑥❜❷☎✐❧✇q❦♥✐➄❞➍✇☎✐s⑩❧❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦s♣q♦❶❛✟✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛
♣q❞↕❣✉❞❢❛❤❣✉❞❢❛❢➏☎♦❶✇q♣q❞❵➘✎♦❶❴✝⑥❜❞❆➯❧✐❧♣q♦☞❞❢❼P④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦☛♦☛④❢♦❶❼❄✈q❡❝♦❶❼❄❴❜❛❝❛❝♦✂❞❢✇✚❣✉❡❝❞↕④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞
❞✷④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✾♣q❞✷④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦q➂

➍ ➣P④❢❡❝❴❸✐❧❦♥♠❧♦t♣q❞✬⑤q❼ ❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦t④♥✐❧✈☎✐❧Ù✬♣q❞✬❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧❡✵✐t♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦t❣✉⑤q❡❝➀➳♦✱♣q❞✬④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛✾❞❢❼Ð④♥✐❧✇☎✐❧❴❜❛✵③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂✟➎❍✐❧❡✉✐t❴❜❛❝❛❝♦q➏✻➘✎♦❶❡✉✐❧❼❬❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù❢✐❧♣☎✐❧❛✷❼✬✐❧✇q❴❜✈q⑤q⑥❸✐➭❦❢➈✡❞❢❛✷✇q♦
④♥➉❧⑥❜④❢⑤q⑥❜♦■♣☎✐■④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✕♣☎✐■♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦Ò♣q♦⑧♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡➵❞▼✇q♦❧❛➵✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦❶❛➵✐❧♣q❴Õ➅
④❢❴❜♦❶✇☎✐❧❴❜❛✵♣q❞✬❞❢✇✚❣✉❡✉✐❧♣☎✐✱♣q♦✑♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✂❣✉⑤q❡❝➀✍♦q➂✱➣❵⑥❜❹❢❼ ♣q❴❜❛❝❛❝♦q➏❍➘✎♦❶❴➟♣q❞❢❛❝❞❢✇①➯①♦❶⑥❿➯✡❴❜♣q♦✑⑤q❼
✇q♦✘➯①♦➵✈q❡❝♦✡④❢❞❢♣q❴❿❼❄❞❢✇✚❣✉♦☛❴❿❣✉❞❢❡✉✐➭❣✉❴❿➯①♦☞✈☎✐❧❡✉✐☛♦☛♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✳❣✉⑤q❡❝➀➳♦q➏q♣q❞❆➫☎✇q❴❜✇q♣q♦➵♦❶❛★④❢❡❝❴❿❣✉❹❢❡❝❴❜♦❶❛
♣q❞✷❛❝⑤☎✐➵❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜❼➵❞❢✇✚❣❥✐❧❦♥♠❧♦q➂



❡ é❣❢✐❤➳çt❰❥❴❨Ñ ➎

❚❬❰ÐùÐ÷Ðé❘Ï ❐❮ùúçté➏♠✛♥❃Ñ ❫ ❐➑➐❘è✱ø➜ê❱é

➢s❞❢❛❤❣✉❞⑧④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦❱❛❝❞❢❡✉♠❧♦❮✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❶❛✱♦❧❛t④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦❶❛t➀☎➉❧❛❝❴❜④❢♦❶❛t❛❝♦❶➀q❡❝❞⑧❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛t♣q❞⑧④❢♦➭➅
❼☛⑤q✇q❴❿④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛✂♣q❴❜⑩❶❴❿❣❥✐❧❴❿❛❢➏❍❞❢❛❝✈➳❞❢④❢❴❸✐❧⑥❜❼❄❞❢✇①❣✉❞✕❛❝♦❶➀q❡❝❞✮✐t❣✉❞❢♦❶❡❝❴❸✐t♣q❞✕④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✑❾✚⑤q❞✮❹✬♦■✈q❡❝❴❜✇q④❢❴❜✈☎✐❧⑥
✈q❡❝❹✰➅➦❡❝❞❢❾✚⑤q❴❜❛❝❴❿❣✉♦❄✈☎✐❧❡✉✐➵♦❄❞❢✇✚❣✉❞❢✇q♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦❄♣q♦❶❛s④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦❶❛➄❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇✚❣✉❞❢❛❢➏✍♦❶✇q♣q❞✵❛❝❞❢❡✉♠❧♦✕✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❶❛
♦❶❛★♦❶➀✡Ô❤❞❆❣✉♦❶❛★♣q❞✷❞❢❛❤❣✉⑤q♣q♦✬♣q❞❆❛❝❣❥✐➵♣q❴❜❛❝❛❝❞❢❡❤❣❥✐❧❦♥♠❧♦q➂

❺➒♣✑♦ ✸➳❙☞✺➜✼✽✩❄✫▼❊▼✴✳✶✷✩

➣▲✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦✂♣☎✐✂④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦☞♣q❞↕④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➏❽♦❶⑤✕❛❝❞➞Ô❝✐❽➏❽♣q❞✾④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✪④❢♦❶❡❝❡❝❞❆❣✉♦❶❡❝❞❢❛➄♣q❞↕❞❢❡❝❡❝♦❶❛❢➏❽✈q❡❝♦➭➅
✈➳♦❶❡❝④❢❴❜♦❶✇☎✐❄⑤q❼û⑩❶❡✉✐❧✇q♣q❞☞➀➳❞❢✇q❞❆➘✎➁❜④❢❴❜♦✬❞❢❼û❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛↕♣q❞☞④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦❢➈✚❞❢❛❢➆s♦✕❴❜✇q④❢❡❝❞❢❼❄❞❢✇①❣✉♦✕♣☎✐✕④❢♦❶✇✡➅
➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✂♣☎✐✕❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✬❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❽➂✂⑦⑨❛❤❣❥✐✕➯❧✐❧✇①❣❥✐❧⑩❶❞❢❼✦✈➳♦✚♣q❞☛❛❝❞❢❡✾④❢⑥❸✐❧❡✉✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉❞✂♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧♣☎✐
✇☎✐✕➫☎⑩❶⑤q❡✉✐ ➑ ➂❿➩❶➏❨♦❶✇q♣q❞☛♦❶❛✾♣q❞❢❛❝❞❢❼➵✈➳❞❢✇q❷q♦❶❛✷♣q❞☛⑤q❼✦❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✕④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦✮❞☛✇☎♠➭♦➭➅➦④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦✕❛❥♠➭♦
④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧♣q♦❶❛❢➂ ➋ ♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦➵❹✾✐♥➯❧✐❧⑥❜❴❸✐❧♣q♦☞✐➭❣✉❡✉✐♥➯❶❹❢❛➄♣☎✐✂④❢⑤q❡❤➯❧✐

BER×Eb/No

➏❽♦❶✇q♣q❞
BER➚✎♣q♦✷❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏✢➓➔①✿→✮➣s⑧❶⑧❂✈⑨⑧s↔❉⑤■→➉②➭➪✟❹★✐❵❣❥✐➊➷q✐✾♣q❞➄❞❢❡❝❡❝♦✾♣q❞★➀q❴Õ❣✘➏❶❾✚⑤q❞➄❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐✵✐✾✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞✪♣q❞

❞❢❡❝❡❝♦✂♣q❞s➀q❴Õ❣➟❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦☞✐✾➘✎♦❶✇✚❣✉❞★♣q❞s❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✾❹s④❢♦❶✇q❷q❞❢④❢❴❜♣☎✐❽➏✚❞
Eb/No

➏❽✐✷❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✷❛❝❴❜✇☎✐❧⑥Õ➅➦❡❝⑤q➁❜♣q♦
✇q♦❶❡❝❼✬✐❧⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣☎✐❽➏⑨♦❶✇q♣q❞

Eb
❹▼✐✑❞❢✇q❞❢❡❝⑩❶❴❸✐■✈✍♦❶❡☛➀q❴❿❣☛❞

N0
❹▼✐■♣q❞❢✇q❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞✮❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➄♣q♦Ò❡❝⑤q➁❜♣q♦q➂

➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯①❞✕❾✚⑤q❞✕♦✑♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦■♣q❞✕⑤q❼ ❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐t✇☎♠❧♦➭➅➦④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦✱✈✍♦✡♣q❞✕❛❝❞❢❡☛✐❧⑥❜④♥✐❧✇q❦♥✐➭♣q♦✑✈➳♦❶❡
⑤q❼❘❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❵④❢♦✡♣q❴❿➫☎④❢✐❧♣q♦✾④❢♦❶❼❘⑤q❼✬✐❵✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞➄❼❄❞❢✇q♦❶❡✽♣q❞✳✈➳♦❧❣✉➶❢✇q④❢❴❸✐❵❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❿♣☎✐❽➂✟➎❍♦❶❡❝❹❢❼t➏
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➘✎♦❶✇✚❣✉❞❧➏❧④❢⑤➭Ô❝✐❵➫☎✇☎✐➭⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞➟❹✳❡❝❞❢♣q⑤qÙ❢❴❜❡✽✐❵❡❝❞❢♣q⑤q✇q♣✚✹❧✇q④❢❴❸✐❵♣☎✐❵➘✎♦❶✇①❣✉❞❧➏❶♣q❴❜❼❄❴❿✇✡⑤q❴❿✇q♣q♦❵✐❵⑥❸✐❧❡❝⑩❶⑤q❡✉✐s♣q❞✪➘✜✐❧❴Õ➷q✐
✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❸✐✢✈☎✐❧❡✉✐❋✐❻❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦❻♣☎✐❧❾✚⑤q❞❢⑥❸✐❋❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦q➂▲➢s♦❋❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡❢➏s♦✢♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡
♣q❞✕➘✎♦❶✇✚❣✉❞✬❣✉❞❢❼Ó✐✑➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦■♣q❞✮❡❝❞❢④❢⑤q✈➳❞❢❡✉✐❧❡➵✐■❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐Ò♣q❞✮❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦❶❛✂❾✚⑤q❞▼❛❝❞❢❡✉➉■✈☎✐❧❛❝❛✉✐❧♣☎✐Ò✐❧♦
♣q❞❢❛❤❣✉❴❜✇☎✐➭❣❥➉❧❡❝❴❜♦q➂

➮❉➱③➮❉➱③➮ å➂❒❉ÑÓæ➉ç➚èÛØ➤ÑÓ❒➛Ö➑ÑÓÏ❣å➂Ø➤❮ÓØ➤é
➥ ❼✬✐❵➯①❞❢Ù★❾✚⑤q❞❵✐✾❡❝❞❢♣q⑤q✇q♣✚✹❧✇q④❢❴❸✐✾➘✎♦❶❴q❞✰➷✡❣✉❡✉✐❧➁❜♣☎✐✾✈➳❞❢⑥❜♦✷④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❧❡➍♣q❞➄➘✎♦❶✇①❣✉❞❧➏✡✐✾❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐✷♣q❞

➀q❴❿❣✉❛➄❞❢❼P❛❝⑤☎✐➵❛✉✐❧➁❜♣☎✐☞✈➳♦✚♣q❞✷❛❝♦❧➘✎❡❝❞❢❡➄❞❢❡❝❡❝♦❶❛➄♣q⑤q❡✉✐❧✇✚❣✉❞✷✐☞❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦☛♣☎✐☛❴❿✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦q➂❍➣▲➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦
♣q♦✑④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✂♣q❞✬④♥✐❧✇☎✐❧⑥➍❹✬❴❜✇✚❣✉❡❝♦✚♣q⑤qÙ❢❴❜❡✵⑤q❼✬✐▼❡❝❞❢♣q⑤q✇q♣✚✹❧✇q④❢❴❸✐✱④❢♦❶✇①❣✉❡❝♦❶⑥❸✐❧♣☎✐t✇☎✐t❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐✱♣q❞
❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦☞♣q❞✷➘✎♦❶❡❝❼✬✐☛✐☞❣✉♦❶❡❝✇☎✐❧❡★✐☞❣✉❡❥✐➭✇q❛✉❼➵❴❜❛❝❛❥♠➭♦➵④❢♦❶✇❽➫✍➉♥➯①❞❢⑥➾➂➍➢s♦❄❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡❢➏☎♦❄♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡
♣q❞➍④♥✐❧✇☎✐❧⑥❧❣✉❞❢❼➧✐✳➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦★♣q❞✽❣❥❞❆✇✚❣❥✐❧❡➜❡❝❞❢④❢⑤q✈➳❞❢❡✉✐❧❡✟✐➄❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐★♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐➭⑥❧♣q♦❶❛➜➀q❴❿❣✉❛➜♣q❞➍❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦q➂

➮❉➱③➮❉➱❲ê ëì❒❉ÑÓíÓé➾Ø➤ÑÓ❒➛Öïîðæ➾ñ➤æò❰ÐØ➤é
➣î➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦t♣q♦t❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡✾❹❄✐❧♣q❞❢❾✚⑤☎✐❧❡✂✐▼❛✉✐❧➁❜♣☎✐✮♣q♦t④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✾♣q❞❄④♥✐❧✇☎✐❧⑥➍✐❧♦t④♥✐❧✇☎✐❧⑥⑨♣q❞

❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦q➂⑨⑦⑨⑥❜❞↕④❢♦❶✇①➯①❞❢❡❤❣✉❞✷✐☞❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐☛♣q❞✾❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐☞❞❢❼P⑤q❼✬✐✂❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐☛♣q❞↕❛❝❴❜✇☎✐❧❴❜❛✳✐❧✈q❡❝♦➭➅
✈q❡❝❴❸✐❧♣q♦❶❛❵②❄❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦✬✈➳❞❢⑥❜♦✬❼❄❞❢❴❜♦❄➘✎➁❜❛❝❴❜④❢♦❽➏➳❾✚⑤q❞☞❹☞✐❧✇☎✐❧⑥❜➲❶⑩❶❴❿④❢♦q➏✍♣q❞☞✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦✕④❢♦❶❼❉♦✕♣q❴❸✐❧⑩❶❡✉✐❧❼✬✐
♣q❞✷④❢♦❶✇q❛❤❣✉❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦❄♣☎✐☛❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦q➂⑨➎❍♦❶❡➄❞✰➷❽❞❢❼❄✈q⑥❜♦q➏☎✈☎✐❧❡✉✐➵✐☛❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦☛➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐❽➏❽❞❢⑥❜❞✾❛❝❴❜❼❄✈q⑥❜❞❢❛➞➅
❼❄❞❢✇①❣❥❞✾④❢♦❶✇①➯①❞❆❡❝❣✉❞✷♦➵♣q➁❜⑩❶❴❿❣✉♦☛➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦

0
♦❶⑤

1
❞❢❼➸⑤q❼➸❛❝❴❜✇☎✐❧⑥

s0(t)
♦❶⑤

s1(t)
➏☎❡❝❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❴❿➯❧✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏



ó ✄ ✞ ✏ õ✻Ü✚✙❻ä ✏ ✁✘Ü ✒❄✔ ô✛✡➟ä✢✜✍ß ➱ â❶Ü

♣q❞☛♣q⑤q❡✉✐❧❦♥♠❧♦
Ts
❛❝❞❢⑩❶⑤q✇q♣q♦❶❛✷④♥✐❧♣☎✐❽➂✂➎❍✐❧❡✉✐▼✐✕❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦

M
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❽➏✝♦❶❛

M
❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦❶❛❵✈➳♦❶❛❝❛❝➁❿➯❶❞❢❴❜❛

❛✉♠❧♦✔④❢♦❶✇①➯❶❞❢❡❤❣✉❴❜♣q♦❶❛t❞❢❼ ⑤q❼ ④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦✔♣q❞
M

❛❝❴❜✇☎✐❧❴❜❛
s0(t), s1(t), ..., sM−1(t)

➂➸➢s♦✔❡❝❞❢④❢❞❢✈✡➅
❣✉♦❶❡❢➏➜♦▼♣q❞❢❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡↕♣q❴❜⑩❶❴❿❣❥✐❧⑥✻❣✉❞❢❼Ð✐✕➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦▼❴❜✇①➯❶❞❢❡❝❛✉✐▼♣q♦▼❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡❢➏✝❴❜❛❤❣✉♦▼❹❧➏✟✐✮✈☎✐❧❡❤❣✉❴❜❡↕♣q♦
❛❝❴❜✇☎✐❧⑥q✐❧✇☎✐❧⑥❜➲❶⑩❶❴❿④❢♦↕❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦q➏❶⑩❶❞❢❡✉✐❧❡✽♦✾❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❵♣q♦✾♣q❴❸✐❧⑩❶❡✉✐❧❼✬✐s♣q❞➄④❢♦❶✇q❛❤❣✉❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✾④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❛❝✈✍♦❶✇q♣q❞❢✇✚❣✉❞
②❧❾✚⑤q❞❢⑥❜❞✷❛❝❴❜✇☎✐❧⑥➾➂

➮❉➱③➮❉➱✝ô å➂Ø➤❮ÓØ➤é❈ÑÓÏöõ➇Ö☞Ø➤❮Ó÷Ð×❅æ➾÷❇÷❇Ú➤❒
➋ ❣✉❞❢❡❝❼❄♦❵④♥✐❧✇☎✐❧⑥✡♣q❞✪❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦❵❴❜✇q④❢⑥❜⑤q❴①❣✉♦✚♣☎✐❧❛⑨✐❧❛❍♦❶✈✍❞❢❡✉✐❧❦❢➈✡❞❢❛✽✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❸✐❧❛✽✈☎✐❧❡✉✐s✈q❡❝❞❢✈☎✐❧❡✉✐❧❡

♦❄❛❝❴❜✇☎✐❧⑥➜❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦➵✈☎✐❧❡✉✐❄✐☛❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦➵✇q♦✬④♥✐❧✇☎✐❧⑥❨➘✎➁❜❛❝❴❜④❢♦q➏q♦✬❼❄❞❢❴❜♦➵♣q❞✾❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦❄✈q❡❝♦❶✈q❡❝❴Õ➅
✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞☞♣q❴❿❣✉♦✬❞☞✐❧❛↕♦❶✈➳❞❢❡✉✐❧❦❢➈✚❞❢❛✾♣q❞✂❡❝❞❢④❢❞❢✈➳❦♥♠❧♦✮❾✚⑤q❞☛❡❝❞❢④❢⑤q✈✍❞❢❡✉✐❧❼✦♦✕❛❝❴❜✇☎✐❧⑥✟✇q♦✕✈➳♦❶✇①❣✉♦✮✐❧✇✚❣✉❞❢❡❝❴❜♦❧❡↕②
♣q❞❢❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦q➂

ø ❞✰➷q✐➭❣❥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞✳✇q♦✾④♥✐❧✇☎✐❧⑥❽♣q❞✪❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦↕❾✚⑤q❞➄❡❝⑤q➁❜♣q♦↕❞✳❴❜✇①❣✉❞❢❡❤➘✎❞❢❡❝➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛❢➏❶❾✚⑤q❞➄❛✉♠❧♦✾♦❶❛✽✈q❡❝❴❜✇✡➅
④❢❴❜✈☎✐❧❴❜❛❨➘✜✐➭❣✉♦❶❡❝❞❢❛✟⑥❜❴❜❼➵❴Õ❣❥✐❧✇①❣✉❞⑨♣q❞➟♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦↕♣q♦❶❛✟❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛✻♣q❞➍④❢♦❶❼☛⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦❢➈✚❞❢❛❢➏❶✐➭❣✉⑤☎✐❧❼▲✇q♦s❛❝❴❜✇☎✐❧⑥
❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣q♦q➏❽✈q❡❝❞➞Ô❤⑤q♣q❴❜④♥✐❧✇q♣q♦✬✐➵➀➳♦①✐➵❡❝❞❢④❢❞❢✈➳❦♥♠❧♦✬♣☎✐➵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦☛✈➳♦❧❡s✈☎✐➭❡❝❣✉❞✷♣q♦❄♣q❞❢❛❤❣✉❴❜✇☎✐➭❣❥➉❧❡❝❴❜♦q➂
⑦⑨✇✚❣✉❡❝❞❄✐❧❛✷♣q❴❿➯❶❞❢❡❝❛❥✐➭❛✷➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❛✾♣q❞➵❡❝⑤q➁❜♣q♦▼❾✚⑤q❞❄✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛✷❞❆✇q④❢♦❶✇✚❣✉❡✉✐❧❡❢➏➜❣✉❞❢❼❄♦❶❛✷♦t❡❝⑤q➁❜♣q♦✮❣✉❹❢❡❝❼❄❴❜④❢♦q➏
❾✚⑤q❞✵✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴✻⑤q❼✬✐☛♣q❴❜❛❤❣✉❡❝❴❜➀q⑤q❴❜❦♥♠❧♦☞♣q❞✵✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞↕⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇☎✐➵❞✷❛❝❞❢❼❄✈q❡❝❞✷❞❢❛❤❣❥➉➵✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣✉❞✵✇☎✐❧❛
❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛❝➈✡❞❢❛❢➂

❺➒♣➄➃ ❩ ✩❄✫✮✥➄❚❆✩✂❇➸✫✮✥❁❀❘✲✵❙▼✲✷✭❢❇

➋ ④♥✐❧✇☎✐❧⑥✍♣q❞s❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦✵♣q❞❵⑤q❼ú❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✷♣q❞❵④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦✂✈✍♦✡♣q❞❵❛❝❞❢❡✪♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦✂✈➳♦❶❡➟⑤q❼
❼❄♦✡♣q❞❢⑥❜♦q➏❶❾✚⑤q❞➄❹★⑤q❼✬✐↕❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧❦♥♠❧♦✂❼❄✐➭❣✉❞❢❼✬➉➭❣✉❴❜④♥✐❵♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣☎✐✾✈☎✐❧❡✉✐↕♣q❞❢❛❝④❢❡❝❞❆➯①❞❢❡➟④❢♦❶❼❄♦✾♦❶❛⑨❛❝❴❜✇☎✐❧❴❜❛
❛✉♠❧♦↕✈q❡❝♦✚④❢❞❢❛❝❛✉✐❧♣q♦❶❛✽❞✳✐➭➘✎❞❆❣❥✐❧♣q♦❶❛✟✈➳❞❢⑥❜♦↕✐❧❼☞➀q❴❜❞❢✇①❣✉❞➟♣q❞✪④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦s❡❝❞♥✐❧⑥➾➂✟➣✔❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜❡❢➏➊➯❧✐❧❼❄♦❶❛✟❼❄❞❢✇✡➅
④❢❴❜♦❶✇☎✐❧❡★✐❧⑥❜⑩❶⑤q✇q❛➄❼❄♦✚♣q❞❢⑥❜♦❶❛➄④❢⑥❸➉❧❛❝❛❝❴❜④❢♦❶❛➄♣q❞✷④♥✐❧✇☎✐❧❴❜❛➄⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦❶❛✳❞❢❼➸❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛➄♣q❞✷④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛❢➂

➮❉➱❲ê➔➱➄✃ å➂Ø➤❮ÓØ➤é❈îðæ➾÷❇è✟Ö☞ÏÛ❰Ð❒❃❮Ó❒❍õùÏ★×➏úq❒
➋ ④♥✐❧✇☎✐❧⑥❍♣q❴❜❛❝④❢❡❝❞❆❣✉♦✕✇q♦✕❣✉❞❢❼❄✈✍♦✮❹✂♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣q♦✮✈➳❞❢⑥❜♦✕④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦✮♣q❞☞❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐❧❛↕♣q♦✮❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡❢➏

♦t④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦t♣q❞➵❛✉✐❧➁❜♣☎✐❧❛✾♣q♦t♣q❞❢❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡↕❞❄✐❧❛✷❞❢❛❤❣❥✐➭❣✉➁❜❛❤❣✉❴❜④♥✐❧❛✾❾✚⑤q❞❄❡❝❞❢⑥❸✐❧④❢❴❜♦❶✇☎✐❧❼✦✐❧❛✷✈➳♦❶❛❝❛❝➁❿➯❶❞❢❴❜❛
❛✉✐❧➁❜♣☎✐❧❛★④❢♦❶❼ ④♥✐❧♣☎✐➵✈➳♦❶❛❝❛❝➁❿➯❶❞❢⑥✻❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐❽➂✳❫❵❞❢❛❤❣❥✐❧④♥✐❧❼❄♦❶❛s⑤q❼➸❼❄♦✡♣q❞❢⑥❜♦➵♣q❞✷④♥✐❧✇☎✐❧⑥✻④❥❷☎✐❧❼✬✐❧♣q♦➵④♥✐❧✇☎✐❧⑥
♣q❴❜❛❝④❢❡❝❞❆❣✉♦❱❛❝❞❢❼ ❼❄❞❢❼❄➲❶❡❝❴❜✐➡➚✎♣q♦✢❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏➚ûü①❿t✫✇✂⑧✺②✂→➉②✪ý➂②✂⑩⑥✈⑨⑧❶þ⑨❪❿②✺t✺t➀ÿ✁�☞⑤■❭✚❭Û②✂❪✜➪✰➏★❾✚⑤q❞Ò❹■♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣q♦



✘Ü❾❿✻ ✯➧ô➜õ✻ä✡Ý✎ô➳à➵õ✻ä➂❋✂Ü ✏ Ü ➱ à ✂

✈➳♦❶❡➄⑤q❼➸④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦❄♣q❞✷❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛
M
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛✳♣q❞✷❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐ {xi}

➏q⑤q❼➸④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦❄♣q❞✷❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦❶❛
q
➅

➉❧❡❝❴❜♦❶❛⑨♣q❞★❛✉✐❧➁❜♣☎✐ {yj}
❞➄⑤q❼Ú④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇✚❣✉♦✷♣q❞★✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞❢❛⑨④❢♦❶✇q♣q❴❜④❢❴❜♦❶✇☎✐❧❴❜❛

p(yj|xi)
➏①④✰❷☎✐❧❼✬✐❧♣☎✐❧❛

✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞❢❛❄♣q❞t❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❴❜❦♥♠❧♦q➏✳♦❶✇q♣q❞
i = 0, 1, ..., (M − 1)

❞
j = 0, 1, ..., (q − 1)

➂ ➣
♣q❞❢✇q♦❶❼❄❴❜✇☎✐❧❦♥♠❧♦▼♣q❞❄④♥✐❧✇☎✐❧⑥⑨❛❝❞❢❼ ❼❄❞❢❼❄➲❶❡❝❴❸✐✕❛❝❞❄❡❝❞❆➘✎❞❢❡❝❞✬✐❧♦▼➘✜✐➭❣✉♦▼♣q❞❄❾✚⑤q❞❄♦t❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦✮♣q❞❄❛✉✐❧➁❜♣☎✐t✐
❾✚⑤☎✐❧⑥❜❾✚⑤q❞❢❡✷❴❜✇q❛❤❣❥✐❧✇✚❣✉❞☛♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞❄❞❢❛❤❣❥✐➭❣✉❴❜❛❤❣✉❴❜④♥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞➵✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛✷♣q♦t❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦✕♣q❞➵❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐▼✇☎✐❧❾✚⑤q❞❢⑥❜❞
❼❄❞❢❛❝❼❄♦➵❴❜✇q❛❤❣❥✐❧✇①❣✉❞❧➂

➮❉➱❲ê➔➱③➮ å➂Ø➤❮ÓØ➤é☎✄✝✆✟✞✡✠
➋ ④♥✐❧✇☎✐❧⑥➟➣★✧ ➙ ➢✦➚✎♣q♦✑❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏☞☛➶④❄④✕①✿→❲①✍✌■②✏✎✑�❇①✿→➉②✓✒➔⑤✕✔❄t✺t✂①❲⑤■❭✏✖q✈⑨①❿t✫②➊➪✾✈➳♦✡♣q❞✬❛❝❞❢❡☞♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣q♦

④❢♦❶❼❄♦⑧⑤q❼Ó❣✉❴❜✈➳♦⑧♣q❞t④♥✐❧✇☎✐❧⑥★♣q❴❜❛❝④❢❡❝❞❆❣✉♦❻❛❝❞❢❼ ❼➵❞❢❼❄➲❶❡❝❴❸✐❽➏➟④♥✐❧❡✉✐❧④✰❣❥❞❆❡✉❴❿Ù♥✐❧♣q♦❻✈✍♦❶❡❄❛❝⑤☎✐⑧❛✉✐❧➁❜♣☎✐Ò❛❝❞❢❡✕✐
❞❢✇✚❣✉❡✉✐❧♣☎✐✕✐❧♣q❴❜④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣☎✐➵♣q❞✂⑤q❼û❡❝⑤q➁❜♣q♦✬⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦q➂↕⑦⑨⑥❜❞✂❹✂♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦✕❞❢❼❉❣✉❞❢❡❝❼❄♦❶❛❵♣☎✐✬❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐

x❞✷♣☎✐➵❛✉✐❧➁❿♣☎✐
y
♣☎✐☛❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇✚❣✉❞↕➘✎♦❶❡❝❼✬✐❽➆

y = x + n0,
➚ ➑ ➂❿➩➊➪

♦❶✇q♣q❞
n0

❹✷⑤q❼✬✐☞➯➭✐❧❡❝❴❸➉♥➯①❞❢⑥➜✐❧⑥❜❞♥✐➭❣✉➲❶❡❝❴❸✐✂⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇☎✐☛♣q❞✷❼❄❹❢♣q❴❸✐
zero

➏q➯➭✐❧❡❝❴➠✹❧✇q④❢❴❸✐
σ2 ❞✵✐☛❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐

x
✈➳♦✚♣q❞✬✐❧❛❝❛❝⑤q❼❄❴❜❡✷⑤q❼Ð♣q❞

M
➯➭✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛✷♣q❴❜❛❝④❢❡❝❞❆❣✉♦❶❛❢➏✟❣❥✐❧⑥⑨❾✚⑤q❞

M ≥ 2
➏✟❛❝❞❢✇q♣q♦

M
♦❶❛✷❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛

♣q♦☛❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡❢➂❍➣Ö➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦☞♣q❞❢✇q❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞✾♣q❞↕✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❿⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞s④❢♦❶✇q♣q❴❜④❢❴❜♦❶✇☎✐❧⑥✍♣☎✐☞❛✉✐❧➁❜♣☎✐
y
➏❽♣☎✐❧♣☎✐☛✐

❞❢✇✚❣✉❡✉✐❧♣☎✐
xi
➏q❹✷❞✰➷❽✈q❡❝❞❢❛❝❛✉✐✬✈✍♦❶❡❢➆

p(y|x = xi) =
1√
2πσ

exp− (y−xi)
2

2σ2 .
➚ ➑ ➂ ➑ ➪

➮❉➱❲ê➔➱❲ê ✗✛í➔❰❇Ö☞❒➤÷ïõ☎æ➉úq❒➤÷ïÑÓÏ✲å➂Ø➤❮ÓØ➤æ➾÷
⑦❍➷❽❴❜❛❤❣✉❞❢❼û♣q❴❿➯❶❞❢❡❝❛❝♦❶❛↕❼❄♦✡♣q❞❢⑥❜♦❶❛s❼✬✐➭❣✉❞❢❼✬➉➭❣✉❴❜④❢♦❶❛s❾✚⑤q❞☞❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧❼✦④♥✐❧✇☎✐❧❴❜❛❵✇☎♠❧♦➭➅➦⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦❶❛❢➂

➥ ❼ú❣✉❴❜✈➳♦✂♣q❞↕♣q❞❢⑩❶❡✉✐❧♣☎✐❧❦♥♠❧♦☞♣q❞↕❛❝❴❜✇☎✐❧⑥➳➀☎✐❧❛❤❣❥✐❧✇✚❣✉❞❵④❢♦❶✇q❷q❞❢④❢❴❜♣q♦☛❞❢❼Ø④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛✪❼❄➲➊➯❶❞❢❴❜❛✪❛✉♠❧♦☛✐❧❛
❯☎⑤❽❣✉⑤☎✐❧❦❢➈✡❞❢❛☞❾✚⑤q❞✕❡❝❞❢♣q⑤qÙ❢❞❢❼ ♦✱✇q➁❿➯①❞❢⑥➟♣q♦✑❛❝❴❜✇☎✐❧⑥➍❡✉❞❆④❢❞❢➀q❴❜♣q♦q➏➍✐❧➀☎✐❧❴Õ➷❽♦✱♣q♦✑❛❝❞❢⑤❋➯➭✐❧⑥❜♦❶❡✵❼❄❞❢♣q❴❸✐❧✇q♦q➏✽✐
⑤q❼✬✐t♣q❞✰❣❥❞❆❡✉❼➵❴❜✇☎✐❧♣☎✐t♣q❴❿❛❝❣✺✹❧✇q④❆❴❸✐▼♣q♦t❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛❝♦❶❡❢➏❍④❥❷☎✐❧❼✬✐❧♣☎✐▼♣q❞✬♣q❞❢❛❤➯➭✐❧✇q❞❢④❢❴❜❼❄❞❢✇✚❣✉♦❋➼ ✗❧➽➾➂▼⑦⑨❛❤❣✉❞
➘✎❞❢✇☞❹❶❼❄❞❢✇q♦❻❹✱④♥✐❧⑤q❛✉✐❧♣q♦❋✈✍❞❢⑥❜♦❻❼☞⑤q⑥❿❣✉❴❜✈✍❞❢❡❝④❢⑤q❡❝❛❝♦❻♣q♦❻❛❝❴❜✇☎✐❧⑥➄❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❿♣q♦q➏✪♦❶⑤✔❛❝❞➞Ô❝✐❽➏➄♦❻❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡
❡❝❞❢④❢❞❢➀➳❞✕♦❶✇q♣☎✐❧❛✂❛❝❞❢④❢⑤q✇q♣☎➉❧❡❝❴❸✐❧❛✂✈q❡❝♦✘➯①❞❆✇q❴❜❞❢✇✚❣✉❞❢❛✂♣☎✐✱❡❝❞✂❯☎❞✰➷q♠❧♦✑❞✘➺➭♦❶⑤❋♣q❴❿➘✎❡✉✐❧❦♥♠❧♦t♣q♦✱❛❝❴❜✇☎✐❧⑥⑨❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴Õ➅
❣✉❴❜♣q♦☛❞❢❼P♦❶➀q❛❤❣❥➉❧④❢⑤q⑥❜♦❶❛❢➏❽❣❥✐❧❴❜❛✳④❢♦❶❼❄♦q➆✽✈q❡❝❹❢♣q❴❜♦❶❛❢➏☎➉❧❡❤➯❶♦❶❡❝❞❢❛❢➏☎❼❄♦❶✇①❣❥✐❧✇q❷☎✐❧❛❢➏q❞❆❣✉④❧➂ ➋ ♣q❞❢❛❤➯❧✐❧✇q❞❢④❢❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦
✐❧❴❜✇q♣☎✐✮❛❝❞➵♣q❴❿➯✡❴❜♣q❞➵❞❆❼Ð♣q⑤☎✐❧❛✷④♥✐➭❣✉❞❢⑩❶♦❶❡❝❴❸✐❧❛❢➆✷✐①➪↕♦▼♣q❞❢❛❤➯❧✐❧✇q❞❢④❢❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦t⑥❜❞❢✇✚❣✉♦▼♦❶⑤Ò♣q❞❄⑥❸✐❧❡❝⑩①✐✕❞❢❛❝④♥✐❧⑥❸✐❽➏



✌✢❖ ✄ ✞ ✏ õ✻Ü✚✙❻ä ✏ ✁✘Ü ✒❄✔ ô✛✡➟ä✢✜✍ß ➱ â❶Ü

❞❢❼ ❾✚⑤q❞✕✐✰❯☎⑤❽❣✉⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✱♣q♦✑✇q➁❿➯❶❞❢⑥➍♣q♦✱❛❝❴❜✇☎✐❧⑥➍♦✡④❢♦❶❡❝❡❝❞❄♣q❞✬⑤q❼✬✐▼❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐▼❛❝⑤☎✐♥➯❶❞✕④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧♣☎✐t✐❧♦
④❢♦❶❼❄✈q❡❝❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦✬♣q❞☞♦❶✇q♣☎✐✙✘❨❞✂➀✍➪s♦✕♣q❞❢❛❤➯❧✐❧✇q❞❆④♥❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦✮❡✉➉❧✈q❴❜♣q♦✬♦❶⑤■♣q❞✂✈➳❞❢❾✚⑤q❞❢✇☎✐✮❞❢❛❝④♥✐❧⑥❸✐❽➏✝♦❶✇q♣q❞☛✐
❯☎⑤❽❣✉⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✬♣q♦✬✇q➁❿➯①❞❢⑥✻♣q♦✬❛❝❴❜✇☎✐❧⑥➜♦✡④❢♦❶❡❝❡❝❞✵❞❢❼❉♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐❧❛★❞❢❼ ❣✉♦❶❡❝✇q♦✬♣q❞✵❼❄❞❢❴❜♦❄④❢♦❶❼❄✈q❡❝❴❜❼➵❞❢✇✚❣✉♦➵♣q❞
♦❶✇q♣☎✐❽➏➜⑩❶❞❢❡✉✐❧⑥❜❼❄❞❢✇①❣✉❞☞♦✚④♥✐❧❛❝❴❜♦❶✇☎✐❧♣☎✐❧❛↕✈➳♦❶❡↕④❢⑤q❡❤❣✉♦❶❛✷♣q❞❢❛❝⑥❜♦✚④♥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦❶❛✾♣q♦▼❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡❢➂ ➋ ♣q❞❢❛❤➯❧✐❧✇q❞❢④❢❴Õ➅
❼❄❞❢✇①❣❥♦t❛❝⑤☎✐♥➯❶❞✕✈✍♦✡♣q❞❄❛❝❞❢❡✂❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦✑✈➳❞❢⑥❸✐▼♣q❴❜❛❤❣✉❡❝❴❜➀q⑤q❴❜❦♥♠❧♦▼♣q❞✬✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞☛⑥❜♦❶⑩➭➅➦✇q♦❶❡❝❼✬✐➭⑥✜➂
➋ ♣q❞❢❛❤➯❧✐❧✇q❞❢④❢❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦✱❡✉➉❧✈q❴❜♣q♦▼✈✍♦✡♣q❞➵❛❝❞❢❡✵❼❄♦✡♣q❞❢⑥❸✐❧♣q♦✮✈➳❞❢⑥❸✐✮❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✱♣q❞❄♣q❴❜❛❤❣✉❡❝❴❜➀q⑤q❴❜❦♥♠➭♦▼♣q❞➵✈q❡❝♦➭➅
➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞s♣q❞ ➛ ❴❿④❢❞↕❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦➵♦☞❛❝❴❜✇☎✐❧⑥✝♣☎✐☞⑥❜❴❜✇q❷☎✐✵♣q❞↕➯✡❴❜❛✉✐❧♣☎✐✂♣q❴❜❡❝❞❆❣❥✐✂❣❥✐❧❼☞➀✍❹❢❼Ø❹✾④♥✐➭✈❽❣✰✐➭♣q♦☛✈➳❞❢⑥❜♦
❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡❢➏❽♦❶⑤✬✈➳❞❢⑥❸✐✵♣q❴❜❛❤❣✉❡❝❴❜➀q⑤q❴❜❦♥♠❧♦✷♣q❞❵✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞★♣q❞ ➛ ✐♥➴✡⑥❜❞❢❴❜⑩❶❷❄❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦☛✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛✪♦❶❛➟❛❝❴❜✇☎✐❧❴❜❛
❡❝❞✂❯☎❞❆❣✉❴❜♣q♦❶❛★❞✘➺➭♦❶⑤t♣q❴❿➘✎❡✉✐➭❣❥✐❧♣q♦❧❛➄❛✉♠❧♦➵④♥✐❧✈❽❣❥✐❧♣q♦❶❛★✈➳❞❢⑥❜♦➵❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡❢➂

❺➒♣➉➈ ❀❘✲ü➋t✲✵✧✪✭❢✫▼✲✵✫✮✥Ó✫✮✥❁❀❘✲✵❙▼✲✷❚

➢s❞❢❛❤❣❥✐❄❛❝❞❢❦♥♠❧♦q➏✍➯➭✐❧❼❄♦❶❛❵✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧❡❵✐❧⑥❜⑩❶⑤q✇q❛★④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦❶❛s➀☎➉❧❛❝❴❜④❢♦❶❛s♣q❞✷❣✉❞❢♦❶❡❝❴❸✐➵♣q❞✵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦
➼ ✤➊➽➾➏➟➯✡❴❜❛✉✐❧✇q♣q♦⑧♣q❞❢❛❤❣❥✐❧④♥✐❧❡❄♦Ò❾✚⑤q❞t➯❶❞❢❼ ✐Ò❛❝❞❢❡✬✐■④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞▼♣q❞t④♥✐❧✇☎✐❧⑥➄④❢♦❶❼❄♦Ò⑥❜❴❜❼❄❴Õ❣✉❞✕❴❜♣q❞♥✐❧⑥★✐
❛❝❞▼✐➭❣✉❴❜✇q⑩❶❴❜❡✵✇q♦■♣q❞❢❛❝❞❢✇①➯①♦❶⑥❿➯✡❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦■♣q❞✮⑤q❼ ❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✑♣q❞✮④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦❢➈✚❞❢❛❢➏➍④❢♦❶✇q④❢⑥❜⑤q❴❜✇q♣q♦✑④❢♦❶❼ ♦
④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦t♣q❞❄⑤q❼Ð⑥❜❴❜❼❄❴Õ❣❥✐➭✇✚❣✉❞☞❼✬✐❧❴❜❛✾✈q❡✉➉➭❣✉❴❜④❢♦t❞✬✐➭❣✉❴❜✇q⑩❧➁❿➯①❞❢⑥➾➏➜④❆♦❶✇q❷q❞❢④❢❴❜♣q♦✱✈➳♦❶❡✾❣❥✐➊➷q✐▼♣q❞❄④❢♦❶❡❤❣✉❞❄♣q❞
④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➂

➮❉➱✝ô➶➱➄✃ ✚✰❮❞❰❇Ö☞❒➛ú➚æ➾Ø❍ÏÒÔ✕❮ÓÕ❂❒➛Ö❘×❅Ø➤ÙÛÚ➤❒❅ë✜✛➔❰ÐíÓØ
➢s♦✂❴❜✇q➁❜④❢❴❜♦✷♣q♦❶❛✪❞❢❛❤❣✉⑤q♣q♦❶❛✪❛❝♦❶➀q❡❝❞s❣✉❞❢♦❶❡❝❴❸✐✵♣☎✐✵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦q➏①➀q⑤q❛❝④♥✐♥➯❧✐➊➅➦❛❝❞↕⑤q❼❄✐✵④♥✐❧❡✉✐❧④❆❣✉❞❢❡❝❴❜Ù♥✐❧❦♥♠❧♦

❼✬✐➭❣✉❞❢❼✬➉➭❣✉❴❜④♥✐✕♣☎✐▼❾✚⑤☎✐❧✇✚❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞➵♣q❞❄❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✮❾✚⑤q❞❄✈➳♦✡♣q❞❢❡❝❴❸✐✮❛❝❞❢❡✷❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣☎✐✕♣q❞❄❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐
④❢♦❶✇❽➫✍➉♥➯①❞❢⑥✟❛❝♦❶➀q❡❝❞✵⑤q❼ ♣☎✐❧♣q♦❄④♥✐❧✇☎✐❧⑥➜➘✎➁❜❛❝❴❜④❢♦q➂✪➎✽✐❧❡✉✐➵❛❝♦❶⑥❜⑤q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧❡➄❞❢❛❤❣✉❞✂✈q❡❝♦❶➀q⑥❜❞❢❼✬✐❽➏q❞❢❡✉✐❄✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❜♦
❞❢❛❤❣❥✐❧➀➳❞❢⑥❜❞❢④❢❞❢❡✽⑤q❼➠❼❄❞❢♣q❴❜♣☎✐★❼✬✐➭❣✉❞❢❼✬➉➭❣✉❴❜④❢✐★♣☎✐❵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦q➏➊❾✚⑤q❞✳❞❢✇q④❆♦❶✇✚❣✉❡❝♦❶⑤☞⑤q❼✬✐s❛❝♦❶⑥❜⑤q❦♥♠❧♦❵✇☎✐➭❣✉⑤✡➅
❡✉✐❧⑥✚✇☎✐★➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦↕⑥❜♦❶⑩①✐❧❡❝➁Õ❣✉❼➵❴❿④♥✐❽➂✟❫❵❞❢❛❤❣❥✐s➘✎♦❶❡❝❼✬✐❽➏➭♦❵④❢♦❶✇①❣✉❞✑✩q♣q♦↕♣q❞✪❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦★♣q❞✪⑤q❼✬✐★❼❄❞❢✇q❛✉✐❧⑩❶❞❢❼
⑩❶❞❢❡✉✐❧♣☎✐➵✐☛✈☎✐❧❡❤❣❥❴❿❡➄♣q❞✷⑤q❼P④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇✚❣✉♦➵♣q❞

M
❼❄❞❢✇q❛✉✐❧⑩❶❞❢✇q❛★❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥❜❼➵❞❢✇✚❣✉❞↕✈q❡❝♦✘➯❧➉♥➯❶❞❢❴❜❛★❹

log M
➏☎❞❢❼

❾✚⑤q❞✵✐☞➀☎✐❧❛❝❞✷♣q♦☛⑥❜♦❶⑩①✐❧❡❝❴❿❣✉❼➵♦✂♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞✵♣☎✐☞⑤q✇q❴❜♣☎✐❧♣q❞✾➀☎➉❧❛❝❴❜④♥✐☞♣q❞✾❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦q➏✡❾✚⑤q❞✾⑤q❛❝⑤☎✐❧⑥❜❼❄❞❢✇✚❣✉❞
❹✷④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣☎✐➵♦➵➀q❴❿❣♥➂

➥ ❼✬✐★➯❶❞❢Ù✳♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣q♦↕④❢♦❶❼❄♦❵❼❄❞❢♣q❴❜❡❍✐❵❾✚⑤☎✐❧✇①❣❥❴❿♣☎✐❧♣q❞✳♣q❞✪❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦★❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣☎✐❽➏➊❹✳✈✍♦❶❛❝❛❝➁❿➯①❞❢⑥
♣q❞❆❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐❧❡s✐☛❣❥✐➊➷q✐➵♣☎✐☛➘✎♦❶✇✚❣✉❞✷♣q❞✵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦☛④❢♦❶❼❄♦❄❛❝❞❢✇q♣q♦

log2 M
➀q❴❿❣✉❛★✈➳♦❶❡s❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦q➏q❞❢❼

❾✚⑤q❞s❞❢❛❤❣❥✐✾➘✎♦❶✇✚❣✉❞➄✈q❡❝♦✡♣q⑤qÙ♥✐
M

❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛⑨❞❢❾✚⑤q❴❜✈q❡❝♦✘➯➭➉✘➯❶❞❢❴❜❛➍❞s④♥✐❧♣☎✐✾⑤q❼î♣q❞❢⑥❜❞❢❛➍❛❝❞➞Ô❝✐✷❴❜✇q♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞❢✇①❣✉❞
♣q❞✵⑤q❼ ❴❜✇①❣✉❞❢❡❤➯❧✐❧⑥❿♦➵♣q❞✵❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦☛✈☎✐❧❡✉✐➵♦❶⑤❽❣✉❡❝♦q➂✪➎✟♦❶❡❝❹❢❼t➏✍✇☎♠❧♦➵✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛s✐➭❣✉❡❝❴❜➀q⑤q❴❜❡✳❞❢❛❤❣✉❞✂④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦



✘Ü❾➼❆ ❋✂Ü✣✢✟Ü☎â ➱ õ✻Ü☎õ✻ä■õ✻ä➂❋✂Ü ✏ Ü☎Ý ✌✟✌

♣q❞✷❼❄❞❢♣q❴❜♣☎✐☛♣q❞✷❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦☛✈☎✐❧❡✉✐➵✐❧❛➄➘✎♦❶✇①❣✉❞❢❛★④❢⑤➭Ô❤♦❶❛★❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛✳✇☎♠❧♦➵❛✉♠❧♦➵❞❢❾✚⑤q❴❜✈q❡❝♦➊➯➭➉✘➯❶❞❢❴❜❛❢➂
➎❍✐❧❡✉✐✂❞❢❛❤❣❥✐❧➀➳❞❢⑥❜❞❢④❢❞❢❡✳⑤q❼✬✐✂❼❄❞❢♣q❴❜♣☎✐✵♣q❞↕❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠➭♦✂✈☎✐❧❡✉✐✂❞❢❛❤❣❥✐☞④❢⑥❸✐❧❛❝❛❝❞↕♣q❞s➘✎♦❶✇✚❣✉❞❢❛❢➏☎➐✡❷☎✐❧✇q✇q♦❶✇

⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❆♦❶⑤☞♦✷④❢♦❶✇q④❢❞❆❴❿❣✉♦✷♣q❞➄❞❢✇①❣✉❡❝♦❶✈q❴❸✐↕♣q❞➄⑤q❼✬✐s➘✎♦❶✇✚❣✉❞✳♣q❞➄❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦q➂✟⑦⑨⑥❸✐❵➘✎♦❶❡❝✇q❞❢④❢❞➄⑤q❼✬✐↕❼❄❞❢♣q❴❜♣☎✐
✐❧✈q❡❝♦❶✈q❡❝❴❸✐❧♣☎✐❄✈☎✐❧❡✉✐✮✐✬❴❜✇q④❢❞❢❡❤❣✉❞❢Ù♥✐✮✐✬✈q❡❝❴❜♦❶❡❝❴✟♣q❞☞❾✚⑤☎✐❧⑥❜❾✚⑤q❞❢❡↕❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❄✈q❡❝♦✡♣q⑤qÙ❢❴❜♣q♦✕✈➳♦❶❡❵⑤q❼✬✐❄➘✎♦❶✇①❣✉❞
♣q❴❜❛❝④❢❡❝❞❆❣❥✐➵❞✷❹✾♣☎✐❧♣☎✐➵✈➳♦❶❡❢➆

H = −
M
∑

i=1

pi log2 pi.
➚ ➑ ➂ ✖①➪

➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞⑧❾✚⑤q❞❻✐✢❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦▲➚ ➑ ➂ ✖①➪❄❣❥✐❧❼☞➀➳❹❢❼ ❞❢✇q❾✚⑤☎✐❧♣q❡✉✐✔✐❧❛✮➘✎♦❶✇①❣✉❞❢❛▼❞❢❾✚⑤q❴❜✈q❡❝♦✘➯❧➉♥➯❶❞❢❴❜❛❢➏↕✈➳♦❶❴❜❛
✇q❞❢❛❤❣✉❞✂④❢✐❧❛❝♦q➏

H = − log pi = log M
➏✍④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞✾♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦✬✐❧✇①❣✉❞❢❡❝❴❜♦❶❡❝❼❄❞❢✇✚❣✉❞❧➂✪➐✡❞❢✇q♣q♦✬✐❧❛❝❛❝❴❜❼t➏✍✐

➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦☞❞❢✇✚❣✉❡❝♦❶✈q❴❸✐✷➘✎♦❶❡❝✇q❞❢④❢❞↕⑤q❼✬✐✵❼❄❞❢♣q❴❜♣☎✐✵♣☎✐✂❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞❵❼❄❹❢♣q❴❸✐✵♣q❞❵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✵✈q❡❝♦✡♣q⑤qÙ❢❴❜♣☎✐
✈➳♦❶❡➄❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦☞♣☎✐☛➘✎♦❶✇①❣✉❞❧➂

❺✪♦❶✇q❷q❞❆④❢❴❜♣q♦❄♦❄④❢♦❶✇q④❆❞❢❴❿❣✉♦❄♣q❞✷❞❢✇①❣✉❡❝♦❶✈q❴❸✐❽➏q❞❢❛❤❣✉❞✷✈➳♦✡♣q❞✷❛❝❞❢❡★❞❢❛❤❣✉❞❢✇q♣q❴❜♣q♦✬✐➵✐❧⑥❿➘✜✐❧➀➳❞❆❣✉♦❶❛➄④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦❶❛
X
❞

Y
➏q④♥✐❧❡✉✐❧④❆❣✉❞❢❡❝❴❜Ù♥✐❧✇q♣q♦❄✐➵♣q❞❆➫☎✇q❴❜❦♥♠❧♦➵♣q❞✷❞❢✇①❣✉❡❝♦❶✈q❴❸✐☛④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣❥✐❽➆

H(X,Y ) = −
M
∑

i=1

q
∑

j=1

p(xi, yj) log2 p(xi, yj).
➚ ➑ ➂ ✗✚➪

↔➜❞❢❼☞➀q❡✉✐❧✇q♣q♦★❾✚⑤q❞
[− log2 p(xi)]

❼❄❞❢♣q❞➍✐➄❴❜✇q④❢❞❢❡❤❣✉❞❢Ù♥✐s✐➄✈q❡❝❴❜♦❶❡❝❴❶✐❧❛❝❛❝♦✡④❢❴❸✐❧♣☎✐★②✳❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦➄♣q♦
❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦

xi

❞
[− log2 p(xi|yj)]

❼❄❞❢♣q❞✂✐❄❴❜✇q④❢❞❢❡❤❣✉❞❢Ù♥✐➵➫☎✇☎✐❧⑥✻❛❝♦❶➀q❡❝❞☞✐☛❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦❄♣q♦✬❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦
♣q❞✱❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐

xi
✐❧✈✍➲❶❛✬❛❝❞t❣✉❞❢❡❄❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦❋♦❻❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦

yj
➏✳♦❻⑩①✐❧✇q❷q♦❻♣q❞✱❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦Ò❛❝♦❶➀q❡❝❞✱♦

❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦☞♣q❞✷❞❢✇✚❣✉❡✉✐❧♣☎✐
xi

✐❧✈➳➲❶❛s✐☛♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧❦♥♠❧♦❄♣q♦➵❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦☛♣q❞✷❛✉✐❧➁❜♣☎✐
yj

❹✷♣☎✐❧♣q♦➵✈➳♦❶❡❢➆

I(xi; yj) = log2 p(xi|yj) − log2 p(xi) = log2

(

p(xi|yj)

p(xi)

)

.
➚ ➑ ➂✷✤❶➪

➥ ❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦➵✐☛❡❝❞❢⑩❶❡✉✐☛♣q❞✵➝✳✐♥➴①❞❢❛★❞✷❼✬✐❧✇q❴❜✈q⑤q⑥❸✐❧✇q♣q♦☛✐❧❛★❞❢❾✚⑤☎✐❧❦❢➈✡❞❢❛☞➚ ➑ ➂ ✗✚➪✪❞✬➚ ➑ ➂✷✤❶➪✰➏❽❣✉❞❢❼❄♦❶❛❢➆

I(X,Y ) =
M
∑

i=1

q
∑

j=1

I(xi; yj)p(xi, yj).
➚ ➑ ➂ ✥①➪

➣❱❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦☛➚ ➑ ➂✷✤❶➪❨♣q❞❆➫☎✇q❞✪✐★❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦➄❼❈✩❽❣✉⑤☎✐➄❞❢✇①❣✉❡❝❞➟♦❶❛✟✐❧④❢♦❶✇✚❣✉❞❢④❢❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦❶❛
X = xi

❞
Y = yj

➂
➣➠❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦☞❼ù✩❽❣✉⑤☎✐☛❼❄❹❢♣q❴❸✐☞❞❢✇✚❣✉❡❝❞✷♦❶❛s✐❧⑥Õ➘✜✐❧➀➳❞❆❣✉♦❶❛

X
❞

Y
❹✷♣☎✐❧♣☎✐☛✈➳♦❶❡❢➆
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I(X,Y ) =
M
∑

i=1

q
∑

j=1

p(xi, yj) log2

(

p(xi, yj)

p(xi)p(yj)

)

.
➚ ➑ ➂ ➓ ➪

➎✽✐❧❡✉✐✾❴❜✇①❣✉❞❢❡❝✈q❡❝❞❆❣❥✐❧❡❝❼❄♦❶❛⑨♦✷④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦✷♣q❞★❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✾❼ù✩❽❣✉⑤☎✐✾❼❄❹❢♣q❴❸✐❽➏❧➯❧✐❧❼❄♦❶❛⑨♣q❞❆➫☎✇q❴❜❡⑨✈q❡❝❴❜❼❄❞❢❴❜❡✉✐➊➅
❼❄❞❢✇①❣❥❞✷✐☛❞❢✇✚❣✉❡❝♦❶✈q❴❸✐☞④❢♦❶✇q♣q❴❜④❢❴❜♦❶✇☎✐❧⑥❨④❢♦❶❼❄♦q➆

H(X|Y ) = −
M
∑

i=1

q
∑

j=1

p(xi, yj) log2 p(xi|yj).
➚ ➑ ➂ ✦①➪

➛ ❞❢❞❢❛❝④❢❡❝❞❆➯①❞❢✇q♣q♦Ò➚ ➑ ➂ ✥①➪✰➆

I(X,Y ) =
M
∑

i=1

q
∑

j=1

p(xi, yj)[log2 p(xi|yj) − log2 p(xi)]

=
M
∑

i=1

q
∑

j=1

p(xi, yj) log2 p(xi|yj) −
M
∑

i=1

log2 p(xi)

q
∑

j=1

p(xi, yj)

=
M
∑

i=1

q
∑

j=1

p(xi, yj) log2 p(xi|yj) −
M
∑

i=1

[log2 p(xi)]p(xi).
➚ ➑ ➂ ➮①➪

❺✪♦❶❼➵✈☎✐❧❡✉✐❧✇q♣q♦Ò④❢♦❶❼ ➚ ➑ ➂ ✦①➪✰➏⑨➯❶❞❢❡❝❴❿➫☎④♥✐❧❼❄♦❶❛☞❾✚⑤q❞t✐■✈q❡❝❴❜❼❄❞❢❴❜❡✉✐t✈☎✐❧❡❝④❢❞❢⑥❸✐✑♣q♦Ò⑥❸✐❧♣q♦■♣q❴❜❡❝❞❢❴❿❣✉♦✑♣q❞
➚ ➑ ➂ ➮①➪➄❹✂❞✰➷q✐➭❣❥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞ −H(X; Y )

❞❢✇q❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉♦✮❾✚⑤q❞☞✐❄❛❝❞❢⑩❶⑤q✇q♣☎✐✬❹☞✐❄❞❢✇①❣✉❡❝♦❶✈q❴❸✐❄♣q♦✕✐❧⑥❿➘✜✐❧➀➳❞❆❣✉♦❄♣q❞
❞❢✇✚❣✉❡✉✐❧♣☎✐❽➂➍⑦⑨✇①❣❥♠❧♦q➏q❣✉❞❢❼❄♦❶❛➄❾✚⑤q❞❧➆

I(X; Y ) = H(X) − H(X|Y ) = H(Y ) − H(Y |X) = I(Y ; X).
➚ ➑ ➂❿➩ ➒ ➪

➣ ❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦❲✐❧✇①❣✉❞❢❡❝❴❜♦❶❡✮✈➳♦✚♣q❞⑧❛❝❞❢❡t❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣❥✐❱♣q❞Ò♦❶⑤❽❣✉❡✉✐✢➘✎♦❶❡❝❼✬✐❽➏❵➀☎✐➭❛✉❞❢✐❧♣☎✐❲✇☎✐❱♣q❞❆➫☎✇q❴❜❦♥♠❧♦❲♣q❞
❞❢✇✚❣✉❡❝♦❶✈q❴❸✐☞④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣❥✐❽➂✪r✱✐❧✇q❴❜✈q⑤q⑥❸✐❧✇q♣q♦➵✐➵❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠➭♦■➚ ➑ ➂ ✗✚➪✪④❥❷q❞❢⑩①✐❧❼❄♦❶❛★②❽➆

I(X; Y ) = H(X) + H(Y ) − H(X,Y ).
➚ ➑ ➂❿➩❶➩➊➪
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➮❉➱✝ô➶➱③➮ õùÏ✮❒➛Ö☞Ï★×❅Ø❅ÑÓØ å➂Ø➛ú➚Ø➤èÛæ➾ÑÓØ➤ÑÓÏöÑÓÏ✲å➂Ø➤❮ÓØ➤é
➋ ❣✉❞❢♦❶❡❝❞❢❼✬✐✷♣☎✐✷④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞★♣q❞★④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➏✚♦❧⑤⑥✖✕✤★❣✉❞❢♦❶❡❝❞❢❼✬✐✾♣q❞↕➐✡❷☎✐❧✇q✇q♦❧✇❨➏✡❹★⑤q❼î♣q♦❶❛➍❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐➊➅

♣q♦❶❛➄❼❄✐❧❴❜❛✪❴❜❼❄✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧✇①❣✉❞❢❛✪♣☎✐✂❣✉❞❢♦❶❡❝❴❸✐✵♣☎✐☞❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦q➂⑨➐✡❞➞Ô❝✐☞⑤q❼Ø✈q❡❝♦✡④❢❞❢❛❝❛❝♦➵❞❢❛❤❣❥✐❧④❢❴❜♦❶✇☎➉❧❡❝❴❜♦
X(t)

➏
♣q❞↕❼❄❹❢♣q❴❸✐✷Ù❢❞❢❡❝♦☞❞↕⑥❿❴❜❼❄❴Õ❣❥✐❧♣q♦✵✐✂⑤q❼✬✐✷➘✜✐❧❴Õ➷q✐✵♣q❞

B
→sÙ❧➏✡➯❧✐❧❼❄♦❶❛➟♣q❞❢✇q♦❶❼❄❴❜✇☎✐❧❡

Xk
➏
k = 1, 2, ..., n

➏
✐❧❛➍➨☞➂ ➣✂➂ ❛✪④❢♦❶✇①❣✉➁❜✇✡⑤☎✐❧❛➍♦❶➀❽❣✉❴❜♣☎✐❧❛✪✐✷✈☎✐❧❡❤❣✉❴❜❡➍♣☎✐✂✐❧❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧⑩❶❞❢❼Ú⑤q✇q❴❿➘✎♦❶❡❝❼❄❞➄♣q❞

X(t)
✐✵⑤q❼✬✐✾❣❥✐➊➷q✐✵♣q❞

2B
✐❧❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧❛✷✈➳♦❶❡✷❛❝❞❢⑩❶⑤q✇q♣q♦q➂✮⑦⑨❛❤❣❥✐❧❛☞✐❧❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧❛✷❛✉♠❧♦▼❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣☎✐❧❛✾❞❢❼

T
❛❝❞❢⑩❶⑤q✇q♣q♦❶❛✂❛❝♦❶➀q❡❝❞

⑤q❼➸④♥✐❧✇☎✐❧⑥❨❡❝⑤q❴❜♣q♦❶❛❝♦q➏❽❣❥✐❧❼☞➀➳❹❢❼Ø⑥❜❴❜❼❄❴Õ❣❥✐❧♣q♦☛✐
B
→sÙ❧➂➍❫❵❞❢❛❤❣✰✐☞➘✎♦❶❡❝❼✬✐❽➏❽♦➵✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦➵♣q❞✵✐❧❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧❛

n❹✷♣☎✐❧♣q♦➵✈➳♦❶❡❢➆

n = 2BT.
➚ ➑ ➂❿➩ ➑ ➪

Xk
❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐✕⑤q❼❄✐✬✐❧❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐➵♣q♦✬❛❝❴❜✇☎✐❧⑥❨❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣q♦q➏q❞❢✇q❾✚⑤☎✐❧✇✚❣✉♦✕✐❄❛✉✐❧➁❜♣☎✐➵♣q♦✬④♥✐❧✇☎✐❧⑥✟❹✵✈➳❞❢❡➞➅

❣✉⑤q❡❝➀☎✐❧♣☎✐✂✈✍♦❶❡✪❡❝⑤q➁❜♣q♦✵➣★✧ ➙ ➢í♣q❞❵❼❄❹❢♣q❴❸✐✷Ù❢❞❢❡❝♦☞❞❵♣q❞❢✇q❛❝❴❜♣☎✐➭♣q❞↕❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✝♣q❞❵✈➳♦❧❣✉➶❢✇q④❢❴❸✐
N0/2

➂✽➣
➨☞➂ ➣✂➂①④❢♦❶✇①❣✉➁❜✇✚⑤☎✐

Yk
➏
k = 1, 2, ..., n

➏✚❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣✰✐✵✐❧❛➟✐❧❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧❛⑨♣q♦✷❛❝❴❜✇☎✐❧⑥q❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦q➏①④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞❧➆

Yk = Xk + Nk, k = 1, 2, ..., n
➚ ➑ ➂❿➩✫✖❶➪

❞✷❛✉♠❧♦❄④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣☎✐➭❛s❞❢❛❤❣❥✐➭❣✉❴❜❛❤❣✉❴❜④♥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞✾❴❜✇q♣q❞❆✈➳❞❢✇q♣q❞❢✇①❣✉❞❢❛♥➂
➋ ➇✟❞❢♦❶❡❝❞❢❼✬✐☛♣☎✐✬❺✳✐❧✈☎✐➭④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✷♣q❞✂❺✳✐❧✇☎✐❧⑥➜❹✷❞❢❛❤❣❥✐❧➀➳❞❆⑥❜❞❢④❢❴❜♣q♦❄♣☎✐☛❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇✚❣✉❞✾❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➆
✥ ☛Ò✇❂⑤✧✦☞⑤✢✇✂①❲④❄⑤❄④✢②s④✢②★✔❇⑩➏✇❂⑤■❭✟⑤■❪❇④✢②❞❪ß⑤■⑧✪✩✕✔❇⑧➭⑤❱④✢②✟⑦✂⑤■①✬✫✢⑤

B ✭✯✮✧✰ ✦✚②✂⑧❶→✱✔❇⑧✳✲✺⑤❄④✢✈✴✦✚✈⑨⑧➤⑧✧✔✶✵❲④✢✈✷☛✸✎✓✒★✖
④✢②ù④✢②✂❭Ðt✂①❲④❄⑤❄④✢②➇②✺t✹✦✚②✺✇✂→❲⑧➭⑤■❪★④✢②✺✦✚✈⑨→✹✻✂❭Û✇✂①❲⑤

N0/2
②q❪ä①✿⑩❈①✿→ò⑤❄④✢✈✴②✂⑩➌➓ ✭✯✮✽✼ ④❄⑤❄④❄⑤✾✦✚✈⑨⑧✳✿

C = B log2

(

1 +
P

N0B

)

, (bits/s)
➚ ➑ ➂❿➩✶✗✚➪

✈⑨❭✟④✢②❁❀ ✼ ⑤❂✦✚✈⑨→✹✻✂❭Û✇✂①❲⑤❛⑩ ✼ ④■①❲⑤➒→❲⑧❂⑤■❭Ðt❶⑩➒①✿→❲①❲④❄⑤ ✥❄❃
⑦⑨❛❤❣✉❞❵❣✉❞❢♦❶❡❝❞❢❼✬✐✵❡❝❞❢⑥❸✐➭❣❥✐✵♦❶⑤❽❣✉❡❝♦☞❴❜❼❄✈✍♦❶❡❤❣❥✐❧✇①❣✉❞s❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦☞♣☎✐✵❣✉❞❢♦❶❡❝❴❸✐✵♣☎✐✂❴❜✇❽➘✎♦❧❡✉❼❄✐❧❦♥♠❧♦✂✐❧♦☞❡❝❞❢⑥❸✐➊➅

④❢❴❜♦❶✇☎✐❧❡✪❣✉❡❝➶❢❛★✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦❶❛➄④❥❷☎✐♥➯❶❞✷♣q♦❄❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❽➆✽⑥❸✐❧❡❝⑩❶⑤q❡✉✐☞♣q❞↕➘✜✐❧❴Õ➷q✐☞♣q♦➵④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➏q✈✍♦❧❣✉➶❢✇q④❢❴❸✐☛❼❄❹❢♣q❴❸✐
♣q♦❄❛❝❴❜✇☎✐❧⑥✝❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❿♣q♦☛❞✷♣q❞❢✇q❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞✷❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✻♣q♦➵❡❝⑤q➁❜♣q♦➵✇☎✐☛❛✉✐❧➁❜♣☎✐☛♣q♦➵④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➂

➨➍✐❧❼❄♦❶❛✵✐❧⑩❶♦❶❡✉✐▼✐❧✇☎✐❧⑥❜❴❜❛✉✐❧❡✾♦t④♥✐❧❛❝♦t♣q♦t❛✉❴❿❛❝❣✉❞❢❼❄✐▼❴❜♣q❞♥✐❧⑥⑨✈☎✐❧❡✉✐▼❞❢✇①❣✉❞❢✇q♣q❞❢❡❝❼❄♦❶❛✵❼✬✐❧❴❜❛✾⑤q❼✬✐▼❴❜❼☛➅
✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧✇①❣✉❞✂④❢♦❶✇✚❣✉❡❝❴❜➀q⑤q❴❜❦♥♠❧♦✬♣q❞☛➐✡❷☎✐❧✇q✇q♦❶✇Ò②❧❛↕④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛❢➂✾➐✡❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✬❴❜♣q❞♥✐❧⑥✟❹✂♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣q♦✕④❢♦❶❼❄♦
✐❧❾✚⑤q❞❢⑥❜❞t❾✚⑤q❞t❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❞t②■❣❥✐➊➷q✐⑧❼✬➉➊➷❽❴❜❼✬✐❽➏➍❾✚⑤q❞✱❹✱✐⑧④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞t♣q❞t④♥✐❧✇☎✐❧⑥

C
➂➡➎❍♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛

❞✰➷❽✈q❡❝❞❢❛❝❛✉✐❧❡↕✐☛✈➳♦❧❣✉➶❢✇q④❢❴❸✐☛❼❄❹❢♣q❴❸✐✂❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❿♣☎✐☞④❢♦❶❼❄♦q➆



✌❄❆ ✄ ✞ ✏ õ✻Ü✚✙❻ä ✏ ✁✘Ü ✒❄✔ ô✛✡➟ä✢✜✍ß ➱ â❶Ü

P = EbC,
➚ ➑ ➂❿➩✸✤❶➪

♦❶✇q♣q❞
Eb

❹✵✐☛❞❢✇q❞❢❡❝⑩❶❴❸✐☞❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣☎✐✂✈➳♦❶❡★➀q❴Õ❣✘➂➍➐✡⑤q➀q❛❤❣✉❴❿❣✉⑤q❴❜✇q♣q♦✱➚ ➑ ➂❿➩✸✤❶➪✪❞❢❼ ➚ ➑ ➂❿➩✶✗✚➪✰➏❽❣✉❞❢❼❄♦❶❛❢➆

C

B
= log2

(

1 +
Eb

N0

C

B

)

.
➚ ➑ ➂❿➩✫✥①➪

➔➦❛❝♦❶⑥❸✐❧✇q♣q♦➵♦☛❣✉❞❢❡❝❼❄♦
Eb/N0

➏❽❣✉❞❢❼❄♦❶❛➄❾✚⑤q❞❧➆

Eb

N0

=
2

C
B − 1

C
B

.
➚ ➑ ➂❿➩ ➓ ➪

➣❵✇☎✐❧⑥❿❴❜❛✉✐❧✇q♣q♦Ö➚ ➑ ➂❿➩ ➓ ➪✬✈☎✐❧❡✉✐❱⑤q❼✬✐✢⑥❸✐❧❡❝⑩❶⑤q❡✉✐✢♣q❞■➘✜✐❧❴Õ➷q✐✢❴❜✇❽➫☎✇q❴❿❣❥✐❽➏s❞❢✇q④❢♦❶✇✚❣✉❡✉✐❧❼❄♦❧❛t⑤q❼ ➯➭✐❧⑥❜♦❶❡
⑥❜❴❜❼❄❴Õ❣✉❞↕✈☎✐❧❡✉✐

Eb/N0
➆
(

Eb

N0

)

∞
= lim

B→∞

(

Eb

N0

)

= ln 2 = 0, 693 = −1, 6dB.
➚ ➑ ➂❿➩✫✦①➪

⑦⑨❛❤❣✉❞✵➯➭✐❧⑥❜♦❶❡★❹✷④❢♦❶✇q❷q❞❢④❢❴❜♣q♦✬④❢♦❶❼❄♦➵⑥❜❴❜❼❄❴Õ❣✉❞❵➘✎⑤q✇q♣☎✐❧❼❄❞❢✇✚❣❥✐❧⑥➜♣q❞☞➐✡❷☎✐❧✇q✇q♦❶✇❨➂ ➋ ⑥❜❴❜❼➵❴❿❣❝❞✾♣q❞☞➐✡❷☎✐❧✇q✇q♦❶✇
✈➳♦✡♣q❞✬❛❝❞❢❡☞♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣q♦■✐❧❴❜✇q♣☎✐t④❢♦❶❼❄♦✱♦✱➯❧✐❧⑥❜♦❧❡✂❼❄➁❜✇q❴❿❼➵♦t♣q❞

Eb/N0
✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛❥➉❧❡❝❴❜♦✑✈☎✐❧❡✉✐✱♦❶➀❽❣✉❞❢❡❝❼❄♦❶❛

⑤q❼➸❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐☛❴❜♣q❞♥✐❧⑥❨⑥❜❴❿➯✡❡❝❞↕♣q❞✷❞❢❡❝❡❝♦❶❛★♣q❞✾❣✉❡❥✐➭✇q❛✉❼➵❴❜❛❝❛❥♠➭♦q➂

➮❉➱✝ô➶➱❲ê õùØ☞❅➔Ø❃ÑÓÏöèÛ❒➛Ö❇❰ÐÏ
➝✳✐❧❛❝❞♥✐❧♣q♦✢✇☎✐❻❞✰➷❽❴❜❛❤❣✉➶❢✇q④❢❴❸✐❋♣q❞✑⑥❜❴❜❼➵❴❿❣❥✐➭❦❢➈✡❞❢❛✬✈q❡✉➉➭❣✉❴❜④♥✐❧❛✬✈☎✐❧❡✉✐❻❛❝❞Ò✐➊❣❥❴❿✇q⑩❶❴❜❡✬✐❻④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✑♣q❞

④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➏❍➘✎♦❶❴➟♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣☎✐✑⑤q❼✬✐✱❼❄❞❢♣q❴❜♣☎✐✡➏✽④❥❷☎✐❧❼✬✐❧♣☎✐✱♣q❞✬❣❥✐➊➷q✐✑♣q❞✕④❢♦❶❡❤❣✉❞✕♣q❞✕④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➏✽✇☎✐t❣✉❞❢✇✚❣❥✐➭❣✉❴❿➯➭✐
♣q❞❄♦❶❡❝❴❜❞❢✇✚❣❥✐❧❡✾♦❶❛✵✈q❡❝♦❧Ô❤❞❆❣✉❴❜❛❤❣❥✐❧❛✷♣q❞❄❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛✵♣q❞❄④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛❢➂✕➣ú❣❥✐➊➷q✐▼♣q❞✬④❢♦❶❡❤❣✉❞

R0

❹❄⑤q❼
✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦✂♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣q♦☛✈☎✐❧❡✉✐✂❾✚⑤☎✐❧⑥❜❾✚⑤q❞❢❡✳④♥✐❧✇☎✐❧⑥✝❫✾r✑❺❵➏q④❢⑤➭Ô❤♦✂➯❧✐❧⑥❜♦❶❡➟❹↕❛❝❞❢❼❄✈q❡❝❞↕❴❜✇❽➘✎❞❢❡❝❴❜♦❶❡✪✐❧♦☞♣q❞

C
➂

⑦⑨⑥❸✐★➘✎♦❶❡❝✇q❞❢④❢❞➟⑤q❼➠⑥❜❴❜❼❄❴Õ❣✉❞⑨✈q❡✉➉➭❣✉❴❜④❢♦s✈☎✐❧❡✉✐❵✐★❣❥✐➊➷q✐s④❢♦❶❼➠❾✚⑤q❞✳✐s❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦★✈➳♦✚♣q❞✪❛❝❞❢❡✟❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣☎✐
④❢♦❶✇❽➫✍✐♥➯①❞❢⑥❜❼❄❞❢✇①❣✉❞✂✐➭❣✉❡✉✐♥➯①❹❢❛s♣q♦✬④♥✐➭✇☎✐❧⑥➾➂★r✱✐➭❣✉❞❢❼✬✐➭❣✉❴❜④♥✐❧❼➵❞❢✇✚❣✉❞❧➏✍✐☛❣❥✐➊➷q✐❄♣q❞✵④❢♦❶❡❤❣✉❞✵✈☎✐❧❡✉✐➵⑤q❼ ④♥✐❧✇☎✐❧⑥
❫✾r✑❺❵➏✍♣q❞ ➙ ❞❢✇①❣✉❡❥✐➭♣☎✐❧❛★❞ ➤ ❛✉✐❧➁❜♣☎✐❧❛➄❹✷♣☎✐❧♣☎✐☛✈➳♦❶❡✷➼Õ➩ ➓ ➽➾➆

R0 = − log2







min
P (xi)

Q−1
∑

j=0

[

G−1
∑

i=0

√

p(yj|xi)P (xi)

]2






,
➚ ➑ ➂❿➩✘➮①➪

♦❶✇q♣q❞
p(yj|xi)

❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐✕✐❧❛s✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞❢❛★♣q❞✵❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❴❜❦♥♠❧♦❄♣q♦❄④♥✐❧✇☎✐❧⑥✻❞☞✐➵❼❄❴❜✇q❴❜❼➵❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦➵❹



✘Ü❾ ✣➀❋➇✜➜õ ➱✝✆ ô➳à➵õ✻ä ❝➵Ý✎ô➜â❶ô � ➱ ✏ ä✚Üqß➊ä✡à ✌ ✣

❣✉♦❶❼✬✐❧♣☎✐☞❛❝♦❶➀q❡❝❞✷❣✉♦✚♣☎✐❧❛s✐❧❛★✈✍♦❶❛❝❛❝➁❿➯①❞❢❴❜❛★♣q❴❿❛❝❣✉❡❝❴❜➀q⑤q❴❜❦❆➈✡❞❢❛➄♣q❞✷✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞❢❛★✐☛✈q❡❝❴❜♦❶❡❝❴
P (xi)

➂
➎❍✐❧❡✉✐✑♦✑④♥✐❧❛❝♦Ò♣q♦■④♥✐➭✇☎✐❧⑥✳➣★✧ ➙ ➢✵➏✟❣✉❞❢❼❄♦❶❛☞❾✚⑤q❞▼✐❧❛☞❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐❧❛☛♣q♦■④♥✐❧✇☎✐❧⑥✪❛✉♠❧♦

x0 = −a
❞

x1 = +a
➏❍④❢♦❶❼Ð✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞❢❛✷❴❜⑩❧⑤☎✐❧❴❜❛✵✐

P (x0) = P (x1) = 1
2

➂✕➣ú❣❥✐➊➷q✐t♣q❞❄④❢♦❶❡❤❣✉❞
R0

❹
❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣❥✐➵④❢♦❶❼❄♦q➆

R0 = − log2

∫ +∞

−∞

(

1

2

√

p(y|x0) +
1

2

√

p(y|x1)

)2

dy,
➚ ➑ ➂ ➑❧➒ ➪

❞❢❼➸❾✚⑤q❞✂✐❧❛★✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❿❴❜♣☎✐❧♣q❞❢❛✳♣q❞✾❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❴❜❦♥♠❧♦
p(y|x0)

❞
p(y|x1)

❛✉♠❧♦➵♣☎✐❧♣☎✐❧❛★✈➳♦❶❡❢➆

p(y|x0) =
1√
2π

exp− (y+a)2

2σ2

❞

p(y|x1) =
1√
2π

exp− (y−a)2

2σ2 .

❫❵❞❢❛❤❣❥✐❄❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏❽♦☛➯➭✐❧⑥❜♦❶❡➄❼❄➁❜✇q❴❜❼➵♦☞♣q❞
Eb/N0

✈☎✐❧❡✉✐➵✐➭❣✉❴❜✇q⑩❶❴❜❡
R0

❹❧➆

Eb

N0

= 2 ln 2 = 1, 4dB.
➚ ➑ ➂ ➑ ➩➊➪

❺✪♦❶❼➵✈☎✐❧❡✉✐❧✇q♣q♦✂❞❢❛❤❣✉❞❵➯➭✐❧⑥❜♦❶❡➟④❆♦❶❼ú♦✂❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦☞✐❧✇✚❣✉❞❢❡❝❴❜♦❶❡❢➏①➯❶❞❢❼❄♦❶❛✪❾✚⑤q❞↕✐✷❣❥✐➊➷q✐✵♣q❞❵④❢♦❶❡❤❣✉❞❵❞❢❛❤❣❥➉
❞✰➷q✐➭❣❥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞

3dB
✐❧④❢❴❜❼✬✐☞♣q♦➵⑥❜❴❜❼❄❴Õ❣✉❞↕♣q❞✂➐✡❷☎✐❧✇q✇q♦❶✇❨➏☎❾✚⑤q❞✾➯❧✐❧⑥❜❞ −1, 6dB

➂

❺➒♣❇❆ ❀❃❂❄✫✮✭❆❅✵✩✂❇ ✫✮✥❉❈Ú❚❆✩✬✧✪✩❋❊⑧✭❢❙✮✥★✲✾✼❍✥★❇

➋ ❛☞④❆➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✂♣q❞✕➀q⑥❜♦✡④❢♦✑④❢♦❶✇q❛❤❣✉❴❿❣✉⑤q❞❢❼ ⑤q❼✬✐✱♣☎✐❧❛☞✈q❡❝❴❜✇q④❢❴❜✈☎✐❧❴❜❛✷❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐❧❛☞④❢⑥❸➉❧❛❝❛❝❴❜④♥✐❧❛☞♣q❞✕④❢♦✡♣q❴Õ➅
➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦▼❞☛④❢♦❶✇①❣✉❡❝♦❶⑥❜❞☛♣q❞☛❞❢❡❝❡❝♦❶❛✾❞❢❼✦❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛✾♣q❞☛④❢♦❶❼☛⑤q✇q❴❿④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛❢➂✂➣❵➀➳♦❶❡❝♣☎✐❧❡❝❞❢❼❄♦❶❛↕♦❶❛✾④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛
♣q❞✱➀q⑥❜♦✡④❢♦⑧⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡❝❞❢❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏✪✈➳♦❶❴❿❛❄❞❢❛❤❣✉❞❢❛✕❛❝❞❢❡✉♠❧♦❋⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦❶❛➵❞❢❼❁♣q❴❿➯❶❞❢❡❝❛✉✐❧❛✕✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦❢➈✚❞❢❛❄♣q❞❢❛❤❣✉❞

❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷q♦q➂ ➋ ♦❶➀❽Ô❤❞❆❣✉❴❿➯❶♦Ò♣q❞❢❛❤❣❥✐⑧❛❝❞❢❦♥♠❧♦❻❹t♦❧➘✎❞❢❡❝❞❢④❢❞❢❡❄⑤q❼✬✐■♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❜❦♥♠❧♦⑧❼✬✐➭❣✉❞❢❼✬➉➭❣✉❴❜④♥✐✑⑩❶❞❢❡✉✐❧⑥➄♣q♦❶❛
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➄♣q❞✷➀q⑥❜♦✚④❢♦

C(n, k)
➂

➋ ❛▼④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✮♣q❞⑧➀q⑥❜♦✡④❢♦❱⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡❝❞❢❛▼✈➳♦✚♣q❞❢❼ ❛❝❞❢❡t♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣q♦❶❛t④❢♦❶❼❄♦❱♦❲④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇✚❣✉♦❲♣q❞Ò❣✉♦✚♣q♦❶❛
♦❶❛❄➯❶❞❆❣✉♦❶❡❝❞❢❛✕♣q❞

n
❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛☛➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧♣q♦❶❛➵✈➳❞❢⑥❸✐⑧④❢♦❶❼☞➀q❴❜✇☎✐❧❦♥♠❧♦⑧⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡❢➏✳❛❝♦❶➀q❡❝❞✱♦

GF (q)
➏➄♣q❞

k➯①❞❆❣✉♦❶❡❝❞❢❛s♣q❞✵➀☎✐❧❛❝❞✵⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡❝❼❄❞❢✇①❣✉❞✾❴❜✇q♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞❢✇①❣✉❞❢❛
g1,g2, ...,gk

➂ ➥ ❼➸➯❶❞❆❣✉♦❶❡
v
❹✷④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣q♦

⑤q❼✬✐❄✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❄❞❢❼
C
❛❝❞☞❞✂❛❝♦❶❼❄❞❢✇①❣✉❞☞❛❝❞✂❞❢⑥❜❞✂❛❝❞☞❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡✉✐❧❡❵✇q♦✕❞❢❛❝✈☎✐❧❦❢♦✮♣q❞✵➯①❞❆❣✉♦❶❡❝❞❢❛

k
➅



✌❇▼ ✄ ✞ ✏ õ✻Ü✚✙❻ä ✏ ✁✘Ü ✒❄✔ ô✛✡➟ä✢✜✍ß ➱ â❶Ü

♣q❴❜❼❄❞❢✇q❛❝❴❜♦❶✇☎✐❧⑥q➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧♣q♦✵✈➳♦❶❡ {gi}
➂⑨➣❵⑥❿❣✉❞❢❡❝✇☎✐➭❣✉❴❿➯➭✐❧❼❄❞❢✇①❣❥❞➭➏✡❛❝❞ {gi}

➘✎♦❶❡✪✐❧❡❝❡✉✐❧✇➭Ô❝✐❧♣q♦✵④❢♦❶❼❄♦✂⑥❜❴❜✇q❷☎✐❧❛
♣q❞✷⑤q❼✬✐☛❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù↕⑩❶❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❡✉✐

Gk×n

➏☎⑤q❼✬✐☛✈☎✐➭⑥❸✐✘➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦
v
✈✍♦✡♣q❞✷❛❝❞❢❡★❞✰➷❽✈q❡❝❞❢❛❝❛✉✐✬④❢♦❶❼❄♦q➆

v = (u1, u2, ..., uk)

























g1

g2

·
·
·
gk

























= uG,
➚ ➑ ➂ ➑❶➑ ➪

♦❶✇q♣q❞
u
❹✂⑤q❼ ➯①❞❆❣✉♦❶❡❵♣q❞

k
❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛★♣q❞☞❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦❄❞

G
❹☛✐❄④❥❷☎✐❧❼✬✐❧♣☎✐✬❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù✷⑩❶❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❡✉✐

♣q♦❄④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦q➂
➋ ⑤❽❣✉❡✉✐❮✐❧➀➳♦❶❡❝♣☎✐❧⑩❶❞❢❼ ✈➳♦✡♣q❞❋❛✉❞❆❡✑➘✎❞❢❴❿❣❥✐❮❞❢❼ ❡❝❞❢⑥❸✐❧❦❢♠❧♦í✐❧♦❶❛✑④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✱⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡❝❞❢❛

C(n, k)
✐➭♦

④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉➉➊➅➦⑥❜♦❶❛❵④❢♦❶❼❄♦✬⑤q❼✦❛❝⑤q➀q⑩❶❡❝⑤q✈✍♦✮♣q❞☛♦❶❡❝♣q❞❢❼
qk ❞✰➷✡❣✉❡✉✐❧➁❜♣q♦✕♣q❞✂❣✉♦✡♣q♦❶❛❵♦❶❛ qn ➯❶❞❆❣✉♦❶❡❝❞❢❛✾✈➳♦❶❛➞➅

❛❝➁❿➯①❞❢❴❿❛♥➂↕❫❵❞❢✇①❣✉❡❝♦✮♣q❞❢❛❝❛❝❞☛④❢♦❶✇✚❣✉❞✰➷✡❣✉♦q➏✝♦❶❛↕④❢➲✡♣q❴❜⑩❧♦❶❛❵♣q❞☞➀q⑥❜♦✡④❢♦✬⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡❝❞❢❛❵✈✍♦✡♣q❞❢❼û❛❝❞❢❡↕④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❛
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✷♣q❞➵⑩❶❡❝⑤q✈➳♦q➏✟❷q❞❢❡❝♣☎✐❧✇q♣q♦✱④❢❞❢❡❤❣❥✐❧❛✵✈q❡❝♦❶✈q❡❝❴❜❞❢♣☎✐❧♣q❞❢❛❢➏✟✈➳♦❶❡✷❞✰➷❽❞❢❼❄✈q⑥❜♦q➆✵✐①➪✾✐t❛❝♦❶❼❄✐▼♣q❞❄♣q⑤☎✐❧❛
✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➞➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✱❣❥✐❧❼☞➀➳❹❢❼ ❹✮⑤q❼✬✐✑✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❧♦✣✘➟❞✮➀✍➪✂④♥✐❧♣☎✐■④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦■⑥❿❴❜✇q❞♥✐❧❡☞④❢♦❶✇①❣✉❹❢❼Ó♦
➯①❞❆❣✉♦❶❡➄✇✡⑤q⑥❜♦q➂

➣➧❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù↕⑩❶❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❡✉✐☛♣q♦➵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦
C(n, k)

✈➳♦✡♣q❞✷❛❝❞❢❡★❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣☎✐❄♣☎✐➵❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞✾➘✎♦❶❡❝❼✬✐❽➆

G = [Ik;P],
➚ ➑ ➂ ➑ ✖①➪

♦❶✇q♣q❞
Ik
❹➵✐✕❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù✵❴❜♣q❞❢✇✚❣✉❴❜♣☎✐➭♣q❞

k × k
❞

P
❹☛✐✕❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù✂♣q❞☛✈☎✐❧❡❝❴❜♣☎✐❧♣q❞

k × (n − k)
④❢⑤➭Ô❤♦❶❛

❞❢⑥❜❞❢❼❄❞❢✇①❣✉♦❶❛❍♣q❞❆❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐❧❼➧♦❶❛❍❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛✟♣q❞✪✈☎✐❧❡❝❴❜♣☎✐❧♣q❞➟❾✚⑤q❞✪❛✉♠❧♦↕❡❝❞❢⑥❸✐❧④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣q♦❶❛✟④❆♦❶❼❃♦❧❛❍❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛
♣q❞✂❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦q➂ ➋ ❛s④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛s④❢⑤➭Ô❝✐❄❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù✷⑩❶❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❡✉✐❄❹✂❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣☎✐✕❛❝❞❢⑩❶⑤q✇q♣q♦Ò➚ ➑ ➂ ➑ ✖①➪✳❛❥♠➭♦
④✰❷☎✐➭❼✬✐❧♣q♦❶❛★④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛➄❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬➉➭❣✉❴❜④❢♦❶❛❢➂

➋ ❛✮④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✕♣q❞Ò➀q⑥❜♦✚④❢♦✢✇☎♠❧♦➭➅➦❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬➉➭❣✉❴❜④❢♦❶❛✬❛✉♠❧♦❱❞❢❾✚⑤q❴❿➯❧✐❧⑥❜❞❢✇①❣✉❞❢❛t✐➭♦❶❛✮❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬➉➭❣✉❴❜④❢♦❶❛❢➏s♣☎✐❧♣q♦
❾✚⑤q❞✬✈➳❞❢❡❝❼☞⑤❽❣❥✐❧❦❢➈✡❞❢❛✂❛❝♦❶➀q❡❝❞✬④❢♦❶⑥❜⑤q✇☎✐❧❛✵❞❄♦❶✈➳❞❢❡✉✐❧❦❢➈✡❞❢❛✂❞❢⑥❜❞❢❼❄❞❢✇①❣❥✐❧❡❝❞❢❛✂❛❝♦❶➀q❡❝❞✕✐❧❛✵⑥❜❴❜✇q❷☎✐❧❛✷♣☎✐t❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù
✈➳♦❶❛❝❛❝❴❜➀q❴❜⑥❜❴Õ❣❥✐❧❼ ✐❻④❢♦❶✇①➯❶❞❢❡❝❛✉♠❧♦❱♣q❞✑⑤q❼✬✐⑧➘✎♦❧❡✉❼❄✐⑧✈☎✐❧❡✉✐❋♦❶⑤❽❣✉❡✉✐❽➂Ö➣❬✈q❡❝❞❆➘✎❞❢❡❝➶❢✇q④❢❴❸✐❻✈➳❞❢⑥❜♦❶❛✬④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛
❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬➉➭❣✉❴❜④❢♦❶❛➄❹✷✈✍❞❢❡❝④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐➵✇☎✐☛➘✜✐❧④❢❴❿⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞↕♣☎✐❧❛★♦❶✈✍❞❢❡✉✐❧❦❢➈✡❞❢❛★♣q❞✷④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵❞✷♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦q➂



✘Ü❾ ✣➀❋➇✜➜õ ➱✝✆ ô➳à➵õ✻ä ❝➵Ý✎ô➜â❶ô � ➱ ✏ ä✚Üqß➊ä✡à ✌ ▲

➮❉➱✪●❉➱➄✃ ëìØ ❰❇Ö☞æ■❍ÒÑÓÏ❑❏ ÏÜÖ☞æ➉ç➚èÛØ➤ÙÛÚ➤❒❍ÑÓÏ▼▲✰Ø➛Ö☞æ➾ÑÓØ➤ÑÓÏ
➨↕❴❜❼➵♦❶❛❍❾✚⑤q❞s✐↕❼❄✐➭❣✉❡✉❴❿Ù✪⑩❶❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❡✉✐↕④❢♦❶✇q❛❤❣✉❴❿❣✉⑤q❴❽⑤q❼✬✐❵♣☎✐❧❛✽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❛❍♣q❞➄❛❝❞➄❡❝❞❢⑥❜✐❧④❢❴❜♦❶✇☎✐❧❡❍♦❶❛✽❛❝➁❜❼☛➀✍♦➭➅

⑥❜♦❶❛✪♣q❞❵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✂✐❧♦❶❛✪❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛➍♣q❞↕✈☎✐❧❡❝❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➂✽➇❍✐❧❼☞➀➳❹❢❼ú✈➳♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛✳❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❿Ù♥✐❧❡➟❞❢❛❤❣❥✐✂❡✉❞❆⑥❸✐❧❦♥♠❧♦
✐➭❣✉❡✉✐✘➯❶❹❢❛★♣☎✐☛❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù

H(n−k)×n

➏☎♣☎✐❧♣☎✐☛✈➳♦❶❡❢➆

H = [PT; In−k],
➚ ➑ ➂ ➑ ✗✚➪

♦❶✇q♣q❞
PT

❹✬✐✕❣✉❡✉✐❧✇q❛❝✈➳♦❶❛❤❣❥✐▼♣☎✐▼❼❄✐➭❣✉❡✉❴❿Ù☛♣q❞➵✈☎✐❧❡❝❴❜♣☎✐❧♣q❞
P
❞

In−k

❹❄✐▼❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù☞❴❜♣q❞❢✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞☛♣q❞
♣q❴❜❼❄❞❢✇q❛✉♠❧♦

n − k × n − k
➂✳➣❘❼❄✐➭❣✉❡✉❴❿Ù

H
❹✂④❥❷☎✐❧❼✬✐❧♣☎✐➵❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù✾♣q❞✵➯❶❞❢❡❝❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✬♣q❞✂✈☎✐❧❡❝❴❜♣☎✐❧♣q❞

❞✾❣✉♦✡♣☎✐☛✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦
v
♣q❞❆➯❶❞✵❛✉✐➭❣✉❴❜❛❤➘✜✐❧Ù❢❞❢❡s②☛❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞✷❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦q➆

vHT = 0.
➚ ➑ ➂ ➑ ✤❶➪

➣Ú❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✕❞❢✇✚❣✉❡❝❞➵✐✕❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù✂⑩❶❞❢❡✉✐❧♣q♦❧❡❥✐✬❞➵✐✕❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù✂♣q❞☞➯❶❞❢❡❝❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✮♣q❞☛✈☎✐❧❡❝❴❜♣☎✐❧♣q❞☞♣q❞☛⑤q❼
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦☛♣q❞✷➀q⑥❜♦✡④❢♦➵⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡✳♣q❞❆➯❶❞✵♦❶➀✍❞❢♣q❞❢④❢❞❢❡❵②➵❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞✷❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦q➆

GHT = 0.
➚ ➑ ➂ ➑ ✥①➪

⑦⑨❛❤❣❥✐☛❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦☞✈➳♦✡♣q❞↕❛❝❞❢❡★❴❿✇✚❣✉❞❢❡❝✈q❡❝❞❆❣❥✐❧♣☎✐☞④❢♦❶❼❄♦☞⑤q❼✬✐☞✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞✷❾✚⑤q❞✾④♥✐❧♣☎✐☞⑥❜❴❜✇q❷☎✐✂♣q❞
G
❣✉❞❢❼

❾✚⑤q❞✕❛✉✐➭❣✉❴❜❛❤➘✜✐❧Ù❢❞❢❡✵❣✉♦✚♣☎✐❧❛☞✐❧❛✂❞❢❾✚⑤☎✐❧❦❢➈✡❞❢❛☞♣q❞✬➯❶❞❢❡❝❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✑♣q❞✬✈☎✐❧❡❝❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➏❍✈➳♦❶❡✵❛❝❞❢❡☞⑤q❼✬✐t✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➂

➮❉➱✪●❉➱③➮ îðæ➾÷❄❰✙◆➤❮ÓèÛæ➾Ø❍ë✜❖➾❮Óæ➄×❅Ø
➥ ❼✬✐✮❴❜❼❄✈✍♦❶❡❤❣❥✐❧✇①❣❥❞☞④♥✐❧❡✉✐❧④❆❣✉❞❢❡❝➁❜❛❤❣✉❴❜④♥✐✮♣q♦❶❛✷④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✾♣q❞❄➀q⑥❜♦✚④❢♦t❹❄✐▼❛❝⑤☎✐▼④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞➵♣q❞➵♣q❞✰➅

❣✉❞❢④❢❦♥♠❧♦✂❞s④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦✵♣q❞s❞❢❡❝❡❝♦❶❛❢➂⑨⑦⑨✇✚❣✉❡❝❞❆❣❥✐❧✇①❣✉♦q➏✚➘✜✐❧Ù❥➅➦❛✉❞★✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❜♦✂♣q❞❆➫☎✇q❴❜❡➟✐❧⑥❜⑩❶⑤q✇q❛➍④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦❶❛➟❾✚⑤q❞
✈➳❞❢❡❝❼❄❴❿❣✉❴❜❡✉♠➭♦➵✐➵✐❧➀➳♦❶❡❝♣☎✐❧⑩❶❞❢❼P♣q❞❢❛❤❣✉❞✵✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦q➂

➣❮♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐❵♣q❞➄→❵✐❧❼❄❼❄❴❜✇q⑩❵❞❢✇①❣✉❡❝❞➄♣q♦❶❴❜❛✟➯❶❞❆❣✉♦❶❡❝❞❢❛➍❹✳♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣☎✐↕④❢♦❶❼❄♦↕♦✾✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦✾♣q❞➄✈✍♦❶❛❝❴❜❦❢➈✡❞❢❛
♦❶✇q♣q❞✷♦❶❛★❞❢⑥❜❞❢❼❄❞❢✇①❣✉♦❶❛➄♣q❞✵④♥✐➭♣☎✐☛➯❶❞❆❣✉♦❶❡★♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢❼t➂

➋ ✈➳❞❢❛❝♦✮♣q❞☛→❵✐❧❼❄❼❄❴❜✇q⑩❄♣q❞☛⑤q❼❉➯❶❞❆❣✉♦❶❡↕❹☞♦✮✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦✕♣q❞☞❞❢⑥❜❞❢❼❄❞❢✇✚❣✉♦❶❛❵✇☎♠❧♦➭➅➦✇✚⑤q⑥❜♦❶❛❵♣q♦✕➯❶❞❆❣✉♦❶❡❢➂
➎❍♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛✳♣q❞❆➫☎✇q❴Õ➅➦⑥❜♦✷❣❥✐❧❼☛➀✍❹❢❼ú④❢♦❶❼❄♦☛✐✂♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐✵♣q❞✾→s✐❧❼❄❼❄❴❜✇q⑩✵❞❢✇①❣✉❡✉❞❵♦☞➯❶❞❆❣✉♦❶❡✪④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣q♦
❞✷♦☛➯①❞❆❣✉♦❶❡★✇✚⑤q⑥❜♦q➂

➣➧♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐☛❼❄➁❜✇q❴❿❼✬✐✂♣q❞✷⑤q❼➸④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦☛❹✵✐☛❼❄❞❢✇q♦❶❡★♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❜✐☛♣q❞✵→❵✐❧❼❄❼❄❴❜✇q⑩☞❞❢✇①❣✉❡❝❞✷❣✉♦✚♣☎✐❧❛



✌❇ó ✄ ✞ ✏ õ✻Ü✚✙❻ä ✏ ✁✘Ü ✒❄✔ ô✛✡➟ä✢✜✍ß ➱ â❶Ü

✐❧❛➍④❢♦❶❼☛➀q❴❜✇☎✐❧❦❢➈✚❞❢❛➍✈➳♦❶❛❝❛❝➁❿➯❶❞❢❴❜❛➍♣q❞s✈☎✐❧❡❝❞❢❛➍♣q❞s✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➍♣q♦✵④❆➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➂❍➣í♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐✾❼❄➁❜✇q❴❜❼❄✐↕♣q❞★⑤q❼
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦

C
❞s✐✾❞❢❛❤❣✉❡❝⑤❽❣✉⑤q❡✉✐✷♣☎✐✾❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù

H
✈➳♦✚♣q❞❢❼Ú❛❝❞❢❡➟❡❝❞❢⑥❜✐❧④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣☎✐❧❛❢➏①➀☎✐❧❛❤❣❥✐❧✇q♣q♦✷✈☎✐❧❡✉✐✾❴❜❛❝❛❝♦q➏①❾✚⑤q❞

❞❢❛❤❣❥✐➒✩q⑥❿❣✉❴❜❼✬✐✂❛❝❞➞Ô❝✐➵❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣❥✐☛♣☎✐➵❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞✷❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➆

H = [h1,h2, ...,hn],
➚ ➑ ➂ ➑❶➓ ➪

♦❶✇q♣q❞
hi

❹■✐❻❴Õ➅➦❹❢❛❝❴❜❼✬✐Ò④❢♦❶⑥❜⑤q✇☎✐⑧♣q❞
H
➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯①❞■❾✚⑤q❞■✐❻♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐⑧❼❄➁❜✇q❴❜❼❄✐Ò♣q♦❋④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❻❹

✇✡⑤q❼❄❞❆❡✉❴❿④♥✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉❞➍❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥✚②★❾✚⑤☎✐❧✇✚❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞➟❼❄➁❜✇q❴❿❼❄✐➄♣q❞✪④❢♦❶⑥❿⑤q✇☎✐❧❛✟♣q❞
H
⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡❝❼❄❞❢✇①❣✉❞➍♣q❞❢✈✍❞❢✇q♣q❞❢✇✚❣✉❞❢❛

➼ ✥➭➽➾➂

➮❉➱✪●❉➱❲ê å◗P❉ÑÓæ➾ñ➤❒➤÷➑å◗❖➾èÛé➾æ➾èÛ❒➤÷
➋ ❛➟④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➍④❢➁❜④❢⑥❜❴❜④❢♦❶❛⑨➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❼Ú⑤q❼✬✐✷❛✉⑤q➀✍④❢⑥❸✐❧❛❝❛❝❞↕♣q♦❶❛➟④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➟♣q❞s➀q⑥❜♦✡④❢♦✵⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡❝❞❢❛❢➂⑨➢❵✐✷➯❶❞❢❡➞➅

♣☎✐❧♣q❞❧➏☎❼☞⑤q❴❿❣✉♦❶❛✳♣q♦❶❛➄✈q❡❝❴❜✇q④❢❴❜✈☎✐❧❴❜❛✪④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✳♣q❞✷➀q⑥❜♦✚④❢♦☛⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡❝❞❢❛✳♣q❞❢❛❝④❢♦❶➀➳❞❢❡❤❣✉♦❶❛❵✐➭❣✉❹✾❷q♦➭Ô❤❞✾❛✉♠❧♦☛❣❥✐❧❼☛➅
➀➳❹❢❼Ú④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛⑨④❢➁❜④❢⑥❜❴❜④❆♦❶❛⑨♦❶⑤➵❞❢❛❤❣✉❡❝❴❿❣❥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞➄❡❝❞❢⑥❸✐❧④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣q♦❶❛✽④❢♦❶❼Ú♦❶❛➍④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛⑨④❢➁❜④❢⑥❜❴❜④❢♦❶❛❢➂ ➥ ❼✬✐↕➯❧✐❧✇✡➅
❣❥✐❧⑩❶❞❢❼Ø♣q♦❶❛✳④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✪④❢➁❜④❢⑥❜❴❜④❢♦❶❛➟❛❝♦❶➀q❡❝❞✾❼☞⑤q❴❿❣✉♦❶❛➟♦❶⑤❽❣✉❡❝♦❶❛✪❣✉❴❜✈✍♦❶❛✪♣q❞↕④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✪❹↕❾✚⑤q❞↕❞❢⑥❜❞❢❛✳❛✉♠❧♦☞➘✜➉❧④❢❞❢❴❜❛
♣q❞s❴❜❼❄✈q⑥❿❞❢❼❄❞❢✇①❣❥✐❧❡❢➂✟➣❵⑥❜❹❢❼Ú♣q❴❜❛❝❛❝♦q➏✚♦❶❛➍④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛➍④❢➁❜④❢⑥❜❴❜④❢♦❶❛✽✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❞❢❼î⑤q❼✬✐✷❞❆❛❝❣✉❡❝⑤❽❣✉⑤q❡✉✐✷❼✬✐➭❣✉❞❢❼✬➉➭❣✉❴❿④♥✐
➀➳❞❢❼Ø♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣☎✐❽➏✡♦☞❾✚⑤q❞↕❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣✉♦❶⑤✕✇q♦☞♣q❞❢❛❝❞❢✇①➯❶♦❶⑥❿➯✡❴❜❼❄❞❢✇✚❣✉♦☞♣q❞❵❞❢❛❝❾✚⑤q❞❢❼✬✐❧❛✳♣q❞↕♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦☛➀☎✐❧❛➞➅
❣❥✐❧✇✚❣✉❞✾❞❆➫☎④❢❴❜❞❢✇①❣✉❞❢❛❢➂

➥ ❼û④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✕❹☛④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣q♦✮④❢➁❜④❢⑥❜❴❜④❢♦✬❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦▼❞❢⑥❜❞☛✐➭❣✉❞❢✇q♣q❞➵✐✕♣q⑤☎✐❧❛✾✈q❡❝♦❶✈q❡❝❴❜❞❢♣☎✐❧♣q❞❢❛↕➘✎⑤q✇q♣☎✐➊➅
❼❄❞❢✇①❣✰✐➭❴❜❛✷➼ ✥➭➽➾➆

➩❶➂s↔➜❴❜✇q❞♥✐❧❡❝❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➆✽➣➠❛❝♦❶❼✬✐☛♣q❞✷♣q⑤☎✐❧❛★✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➞➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✂❣❥✐❧❼☞➀➳❹❢❼P❹✷⑤q❼✬✐☛✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❽➂

➑ ➂❵❺✪➁❜④❢⑥❜❴❜④♥✐❽➆ ➤ ⑤☎✐❧⑥❜❾✚⑤q❞❢❡✪♣q❞❢❛❝⑥❜♦✡④♥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦☞④❢➁❜④❢⑥❜❴❜④❢♦✂♣q❞↕⑤q❼✬✐✵✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐➊➅➦④❆➲✡♣q❴❜⑩❶♦✷❣❥✐❧❼☞➀➳❹❢❼ú❹↕⑤q❼✬✐
✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❽➂

➣û✈q❡❝♦❶✈q❡❝❴❜❞❢♣☎✐❧♣q❞❻➩✱❞❢✇❽➘✜✐➭❣✉❴❜Ù♥✐⑧❾✚⑤q❞✱⑤q❼ ④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❻④❢➁❜④❢⑥❜❴❜④❢♦Ò❹✱⑤q❼ ④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❻♣q❞✱➀q⑥❜♦✚④❢♦❻⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡❢➂
➎✽✐❧❡✉✐⑧❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧❡✮✐⑧✈q❡❝♦❶✈q❡❝❴❜❞❢♣☎✐❧♣q❞ ➑ ❞❢❼ ❣✉❞❢❡❝❼❄♦❶❛❄❼✬✐➭❣✉❞❢❼✬➉➭❣✉❴❜④❢♦❶❛❢➏✪④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡❝❞✑✐⑧❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐
(x0, x1, ..., xn−1)

⑤q❼✬✐■✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✑♣q❞▼⑤q❼Ó④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦■♣q❞t➀q⑥❜♦✚④❢♦Ò⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡☞♣q❞▼✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦❶❛
(n, k)

➂ ➋ ④❆➲✡♣q❴❜⑩❶♦➵❛❝❞❢❡✉➉➵④❢➁❜④❢⑥❜❴❜④❢♦☞❛❝❞✂✐❧❛➄❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐❧❛❢➆



✘Ü❾ ✣➀❋➇✜➜õ ➱✝✆ ô➳à➵õ✻ä ❝➵Ý✎ô➜â❶ô � ➱ ✏ ä✚Üqß➊ä✡à ✌ ✂

(xn−1, x0, ..., xn−2),

(xn−2, xn−1, ..., xn−3),

·
·
·

(x1, x2, ..., x0)

❛✉♠❧♦➵❣✉♦✚♣☎✐❧❛★✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➄④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛❢➂
➣➧❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜❡➄❛❝❞❢❡✉♠❧♦✬✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣✰✐➭♣q♦❶❛❵✐❧⑥❜⑩❶⑤q✇q❛➄④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➄④❢➁❜④❢⑥❜❴❜④❢♦❶❛✳④❢♦❶✇q❷q❞❢④❢❴❜♣q♦❶❛❢➂

❋➇✜➜õ ➱✝✆ ô✝à☛õ✻ä☎❝☞ô➳à❢ä❶á✂❋☞ã✻Ü ✞ õ✟ã ✞ ß ➱ á✺❊tô➜â❄❀ ✞ ä ✏ ❀❨ã✻ä❇✙❙❘➭❝❛❋ù❊❯❚
➥ ❼✬✐t♣☎✐❧❛✂④❢⑥❸✐❧❛❝❛❝❞❢❛☞♣q❞✕④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✵♣q❞✕➀q⑥❜♦✡④❢♦✱⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡❝❞❢❛✵❼✬✐❧❴❜❛✵❴❜❼❄✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧✇①❣✉❞❢❛✵❛✉♠❧♦✑♦❶❛✂④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛

➝➄❺✳→✵➏✡❾✚⑤q❞s❛✉♠❧♦✂④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➍④❢➁❜④❢⑥❜❴❜④❢♦❶❛⑨④❢♦❶❼î⑤q❼✬✐✵✐❧❼❄✈q⑥❸✐↕➯❧✐❧❡❝❴❜❞❢♣☎✐❧♣q❞s♣q❞s✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦❶❛❢➂ ➋ ❛➟④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛
➝➄❺✳→ ❼✬✐❧❴❜❛✮④❢♦❶❼☞⑤q✇q❛t❛✉♠❧♦❲④♥✐❧❡✉✐❧④❆❣✉❞❢❡❝❴❜Ù♥✐❧♣q♦❶❛▼④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞⑧✐❱❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜❡❢➂➸➎❍✐❧❡✉✐❱❾✚⑤☎✐❧⑥❜❾✚⑤q❞❢❡t❴❜✇①❣✉❞❢❴❜❡❝♦
✈➳♦❶❛❝❴❿❣✉❴❿➯❶♦

m
➏❨❼✬✐❧❴❜♦❶❡s♦❶⑤■❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥❍✐❩✖❽➏❨❞

t
➏❨❼❄❞❢✇q♦❶❡❵❾✚⑤q❞

(2m − 1)/2
➏➜❞✰➷❽❴❜❛❤❣✉❞☞⑤q❼✦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✮➝➄❺✳→

➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦☛④❢♦❶❼➸♦❶❛➄❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇✚❣✉❞❢❛★✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦❶❛❢➆
❱❘⑤■⑩❛⑤■❭✙�✚✈❛④❄⑤❂✦☞⑤■❪ß⑤✕✌✫⑧➭⑤✕❲➭✇❨❳✶④■①❩✩✢✈✕✿

n = 2m − 1✖❁❬❇⑩⑥②✂⑧❂✈✴④✢②❭✲✑①✿→✿tù④✢②ü①✿❭✫⑦✑✈⑨⑧❶⑩❛⑤✕❷✸❸✢✈❪✿
k ≥ n − mtûü①❿t✂→❴❫■❭Û✇✂①❲⑤❛⑩☎✵✿❭✚①✿⑩❛⑤❵✿
dmin ≥ 2t + 1

➋ ❛⑨④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✽➝➄❺✳→❮✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❞❢❼î✐↕④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞➄♣q❞➄♣q❞❆❣✉❞❢④❆❣❥✐❧❡⑨❞➄④❢♦❶❡❝❡❝❴❜⑩❶❴❿❡✽✐➭❣✉❹
t
❞❢❡❝❡❝♦❶❛⑨✈✍♦❶❡⑨✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅

④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➂ ➋ ❛❍④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛❍➝➄❺✳→✔♦❧➘✎❞❢❡❝❞❢④❢❞❢❼✲❯☎❞✰➷❽❴❜➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐➭♣q❞➟✇☎✐❵❞❢❛❝④❢♦❶⑥❜❷☎✐❵♣q♦❶❛❍✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦❶❛❍♣q♦↕④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦q➏
♦❶⑤▼❛❝❞➞Ô❝✐❽➏q✇q♦☛❣❥✐❧❼✬✐❧✇q❷q♦☛♣☎✐☛✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❧♦☞❞✾✇☎✐☞❣❥✐➊➷q✐☛♣q♦➵④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦q➂⑨➣❵⑥❿❹❢❼P♣q❴❜❛❝❛❝♦q➏q♦❶❛➄④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛
➝➄❺✳→ú④❢♦❶❼❬❣❥✐❧❼✬✐❧✇q❷q♦t♣q❞❄✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❧♦▼❼❄❞❢✇q♦❶❡✷❾✚⑤q❞✬✐❧⑥❜⑩❶⑤q❼✬✐❧❛✾④❢❞❢✇✚❣✉❞❢✇☎✐❧❛✂❞❢❛❤❣❥♠❧♦✱❞❢✇①❣✉❡❝❞❄♦❶❛
❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❞❢❛↕④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛↕④❢♦❶✇q❷q❞❢④❢❴❜♣q♦❶❛❢➏✻④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦t✐✮❼❄❞❢❛❝❼✬✐✬❣❥✐➊➷q✐✕♣q❞➵④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦✮❞☞❣❥✐❧❼✬✐❧✇q❷q♦✮♣q❞
✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➂

❋➇✜➜õ ➱✝✆ ô✝à☛õ✻ä ✳✕ä✚ä✡õ❨á✂✬❨ô➳Ý✎ô✟✙❻ô ✏ ❘➄✳✪✬✁❚
➋ ❛✵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✷♣q❞ ➛ ❞❢❞❢♣✡➅❤➐✡♦❶⑥❿♦❶❼❄♦❶✇❮➚ ➛ ➐q➪➵➼ ➓ ➽✪❛✉♠❧♦✱⑤q❼✬✐▼❴❜❼❄✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧✇①❣✉❞☛❛❝⑤q➀➳④❢⑥❸✐❧❛❝❛❝❞✬♣q♦❶❛✂④❢➲✡♣q❴Õ➅

⑩❶♦❶❛✾➝➄❺✳→Ú✇☎♠❧♦➭➅➦➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❿♦❶❛❢➂ ➋ ④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡↕✈☎✐❧❡✉✐✕⑤q❼✦④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐✱♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞☞♣q❞☛⑤q❼û④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡
➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦■✈✍❞❢⑥❜♦■➘✜✐➭❣✉♦■♣q❞▼♦❶✈➳❞❢❡✉✐❧❡☛④❢♦❶❼Ó❼ù✩q⑥❿❣✉❴❿✈q⑥❜♦❶❛✂➀q❴❿❣✉❛❢➏✪✐❧♦Ò❴❜✇①➯❶❹❢❛➵♣q❞▼➀q❴❿❣✉❛☛❴❜✇q♣q❴❿➯✡❴❜♣q⑤☎✐❧⑥❿❼➵❞❢✇✚❣✉❞❧➂



✘✚❖ ✄ ✞ ✏ õ✻Ü✚✙❻ä ✏ ✁✘Ü ✒❄✔ ô✛✡➟ä✢✜✍ß ➱ â❶Ü

⑦⑨❛❝✈➳❞❢④❢❴❿➫☎④♥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏❍♦t④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✷✈☎✐❧❡✉✐▼⑤q❼❬④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦
RS(n, k)

➏✟④❢♦❶❼❬❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛↕♣q❞
m
➀q❴❿❣✉❛❢➏

✐❧⑩❶❡❝⑤q✈☎✐⑧✐Ò❛❝❞❢❾✚⑤q➶❢✇q④♥❴❸✐⑧➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐✑♣q❞t❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐⑧❞❢❼ ➀q⑥❿♦✡④❢♦❶❛❢➏✪④❢♦❶❼Ó❣❥✐❧❼✬✐❧✇q❷q♦Ò❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥➄✐
km

➀q❴❿❣✉❛
④♥✐❧♣☎✐❽➂➵❺✳✐❧♣☎✐▼➀q⑥❜♦✚④❢♦✮❹☛❣✉❡✉✐➭❣❥✐❧♣q♦✮④❢♦❶❼❄♦

k
❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦❶❛❢➏❨④❢♦❶❼✦④♥✐❧♣☎✐▼❛❝➁❜❼☞➀➳♦❧⑥❜♦✕④❢♦❶✇①❣❥❞❆✇q♣q♦

m
➀q❴❿❣✉❛❢➂

➋ ✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦☛♣q❞✂④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✬❞✰➷❽✈☎✐❧✇q♣q❞✂♦✬➀q⑥❜♦✚④❢♦❄♣q❞
k
❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛★✈☎✐❧❡✉✐

n
❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛❢➏✍✐❧♣q❴❜④❢❴❜♦➭➅

✇☎✐❧✇q♣q♦
n− k

❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛✪❡❝❞❢♣q⑤q✇q♣☎✐❧✇①❣✉❞❢❛❢➂ ➤ ⑤☎✐❧✇q♣q♦
m
❹✾⑤q❼✬✐☞✈➳♦❧❣✉➶❢✇q④❢❴❸✐☞♣q❞✾♣q♦❶❴❜❛❢➏❽♦❶❛➄❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛

♣q❞
m
➀q❴❿❣✉❛➄❛✉♠❧♦❄④❥❷☎✐❧❼✬✐❧♣q♦❶❛➄♣q❞✑✲✑þ⑨→➉②✺t❆➂ ➥ ❼P➯➭✐❧⑥❜♦❶❡➄④❢♦❶❼☞⑤q❼➸✈☎✐➭❡❥✐

m
❹

8
➂

➥ ❼P④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐✕④♥✐❧✈☎✐❧Ù✷♣q❞✷④❢♦❶❡❝❡❝❴❜⑩❶❴❜❡✳✐➭❣✉❹
t
❞❢❡❝❡❝♦❶❛➄✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴✻♦❶❛★❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞❢❛★✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦❶❛❢➆

❱✚⑤■⑩❛⑤■❭✙�✚✈❛④❄⑤❂✦☞⑤■❪ß⑤✕✌✫⑧➭⑤✕❲➭✇❨❳✶④■①❩✩✢✈❪✿
n = 2m − 1❛ ✵✿⑩✝✲❶✈⑨❪❿✈✫tq④✢②q①✿❭✫⑦✑✈⑨⑧❶⑩❛⑤✕❷✸❸✢✈❪✿
k❛ ✵✿⑩✝✲❶✈⑨❪❿✈✫tq④✢②✺✦☞⑤■⑧❶①❲④❄⑤❄④✢②❜✿
n − k = 2tûü①❿t✂→❴❫■❭Û✇✂①❲⑤➒⑩☎✵✿❭✚①✿⑩❛⑤❵✿
dmin = 2t + 1

➋ ❣❥✐❧❼✬✐❧✇q❷q♦✱♣☎✐✑✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❧♦✱♣q❞✕⑤q❼ ④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐⑧❹✕❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥✪✐❧♦■✐❧⑥❿➘✜✐➭➀➳❞❆❣✉♦✱♣q♦■④❢➲✡♣q❴❿⑩❶♦
❛❝⑤q➀❽❣✉❡✉✐❧➁❜♣q♦❻♣q❞✱⑤q❼✬✐⑧⑤q✇q❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➏✳❞✑✐⑧♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐Ò❼❄➁❜✇q❴❜❼❄✐■❹✱❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥★✐❧♦❻✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦❋♣q❞t❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛
♣q❞t✈☎✐❧❡❝❴❜♣☎✐❧♣q❞▼✐❧♣q❴❜④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣q♦■♣q❞▼⑤q❼✬✐■⑤q✇q❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➂ ø ➘✜➉➭④❢❴❜⑥✳❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧❡☛❾✚⑤q❞t✇q❞❢✇q❷✚⑤q❼ ④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦Ò♣q❞
➀q⑥❜♦✡④❢♦❻⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡➵④❢♦❶❼ ✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦❶❛

(n, k)
✈✍♦✡♣q❞✱♦❶➀❽❣✉❞❢❡✬⑤q❼✬✐⑧♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐⑧❼❄➁❜✇q❴❜❼❄✐Ò❼✬✐➭❴❜♦❶❡➵❾✚⑤q❞

n − k + 1
➼ ✦➭➽➾➂ ➥ ❼✦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✮♣q❞☛➀q⑥❜♦✚④❢♦✮⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡

(n, k)
❾✚⑤q❞☛✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴⑨♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐✕❼❄➁❜✇q❴❿❼❄✐✬❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥

✐
n − k + 1

❹✂④❥❷☎✐❧❼✬✐❧♣q♦❄♣q❞✂④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❄❛❝❞❢✈☎✐❧❡✉➉♥➯①❞❢⑥✟✈➳❞❢⑥❸✐❄♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐➵❼✬➉➊➷❽❴❜❼❄✐❽➂➄➎✟♦❶❡❤❣❥✐❧✇✚❣✉♦q➏☎❣✉♦✡♣q♦
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐➵❹↕⑤q❼ú④❢➲✡♣q❴❜⑩❧♦✂❛❝❞❢✈☎✐❧❡✉➉✘➯❶❞❢⑥✝✈➳❞❢⑥❸✐✵♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐✵❼✬➉➊➷❽❴❜❼❄✐❽➂✽❫❵❞❢❛❤❣❥✐☞❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏①♦❶❛✪④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛
➛ ➐■⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧❼û❞❆➫☎④❢❴❜❞❢✇①❣✉❞❢❼❄❞❢✇✚❣✉❞✬✐▼❡❝❞❢♣q⑤q✇q♣✚✹❧✇q④❢❴❸✐❽➏✟✈✍❞❢❡❝❼❄❴❿❣✉❴❜✇q♣q♦✮❾✚⑤q❞✬♦▼❣❥✐❧❼✬✐❧✇q❷q♦▼♣☎✐▼✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦➄❞➍♣q♦s✐❧⑥❿➘✜✐❧➀➳❞❆❣✉♦➄♣q♦★④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦➄✈➳♦❶❛❝❛✉✐❧❼▲❛❝❞❢❡✟✐➭Ô❤⑤q❛❤❣❥✐❧♣q♦❶❛✻✈☎✐❧❡✉✐➄❛❝⑤q✈✍♦❶❡❤❣❥✐❧❡✻♣q❴❿➯❶❞❢❡❝❛❝♦❶❛➜❣❥✐❧❼✬✐❧✇q❷q♦❶❛
♣q❞✳❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐↕♣q❞✳❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦

k
➂❍➣❵⑥❜❹❢❼➠♣q❴❜❛❝❛❝♦q➏❶♦❶❛❍④❢➲✡♣q❴❜⑩❧♦❶❛ ➛ ➐✷➘✎♦❶❡❝✇q❞❢④❢❞❢❼❃⑤q❼✬✐★➯❧✐❧❡❝❴❜❞❢♣☎✐❧♣q❞✪♣q❞

❣❥✐➊➷q✐❧❛➟♣q❞s④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✷❾✚⑤q❞s✈➳♦✡♣q❞❢❼î❛❝❞❢❡➟❞❢❛❝④❢♦❶⑥❜❷q❴❜♣☎✐❧❛➍✈☎✐❧❡✉✐✷♦❧❣✉❴❜❼❄❴❜Ù♥✐➭❡⑨♦✵♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦q➂➍③❍❴❜✇☎✐❧⑥❜❼➵❞❢✇✚❣✉❞❧➏
❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐❧❛➟♣q❞s♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✂❞❆➫☎④❢❴❜❞❢✇①❣✉❞❢❛➟❞❢❛❤❣❥♠❧♦✂♣q❴❜❛❝✈➳♦❧✇q➁❿➯①❞❢❴❜❛⑨✈☎✐❧❡✉✐✷❛❝❞❢❡❝❞❢❼ú⑤q❛✉✐❧♣☎✐❧❛➟④❢♦❶❼Ú④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛
➛ ➐➳➏☎❛❝❞❢✇q♣q♦❄❼✬✐❧❴❜❛✳⑤q❼➸❼❄♦❧❣✉❴❿➯①♦☞♣q❞✷❛❝⑤☎✐❄✐❧❼❄✈q⑥❸✐☛✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦q➂

➮❉➱✪●❉➱✝ô îðÏ✮èÛ❒❉ÑÓæ➉ç➚èÛØ➤ÙÛÚ➤❒❃ÑÓÏ✲å◗P❉ÑÓæ➾ñ➤❒➤÷✛ÑÓÏ▼❝➂é➾❒❉èÛ❒
➣❲♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❜✐★❼❄➁❜✇q❴❜❼❄✐

dmin

♣q❞➟⑤q❼➠④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦s♣q❞✪➀q⑥❜♦✚④❢♦s⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡✻❹➟♦❵✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦★➘✎⑤q✇q♣☎✐❧❼➵❞❢✇✚❣❥✐❧⑥
❾✚⑤q❞✑♣q❞❆❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐⑧✐❻④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞t♣q❞✱♣q❞❆❣✉❞❢④❆❣❥✐❧❡✕❞✱④❢♦❶❡❝❡❝❴❜⑩❶❴❿❡➵❞❢❡❝❡❝♦❶❛❢➂ ➥ ❼ ④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦⑧❹✱④♥✐❧✈☎✐❧Ù✱♣q❞
④❢♦❶❡❝❡❝❴❜⑩❶❴❜❡★✐➭❣✉❹

t
❞❆❡✉❡❝♦❶❛s❞❢❼❉❾✚⑤☎✐❧⑥❜❾✚⑤q❞❢❡❵✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❄❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❽➏➳❛❝❞☞✐✬♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐➵❼❄➁❜✇q❴❿❼✬✐

dmin

❞❢✇✚❣✉❡❝❞
✐❧❛☛✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛✂➘✎♦❶❡❢➏⑨✈➳❞❢⑥❜♦✑❼❄❞❢✇q♦❶❛❢➏

2t + 1
➂❻➢❵✐✱➫☎⑩❶⑤q❡✉✐ ➑ ➂ ✖✑❹✕❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡❥✐➭♣☎✐✱⑤q❼✬✐✑❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧❦♥♠❧♦



✘Ü❾ ✣➀❋➇✜➜õ ➱✝✆ ô➳à➵õ✻ä ❝➵Ý✎ô➜â❶ô � ➱ ✏ ä✚Üqß➊ä✡à ✘★✌

↕➛➙❿➜❘➝★➞☞➝✬❞✚➡❞➢❢❡■➳✕➻äá✸➥❂❣✷❤✣✐❦❥✕❧ ♠♦♥➭➴
⑩❶❞❢♦❶❼❄❹❆❣✉❡❝❴❜④♥✐✾♣q❞★⑤q❼î④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚ ➓ ➏ ✖①➪✰➏①❡❝❞❢❛❝❛✉✐❧⑥❿❣❥✐❧✇q♣q♦✵❛❝⑤☎✐✵④♥✐➭✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞★♣q❞s④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦q➂ ➋ ④❢❞❢✇①❣✉❡❝♦
♣☎✐❧❛t❞❢❛❤➘✎❞❢❡✉✐❧❛✱♣☎✐❱➫☎⑩❶⑤q❡✉✐ ➑ ➂ ✖❲❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐✔⑤q❼✬✐❱♣☎✐❧❛t✈➳♦❶❛❝❛❝➁❿➯❶❞❢❴❜❛t✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛▼♣q♦✔④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➏❵④❢⑤➭Ô❝✐
④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✷♣q❞✷④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦➵❹✷❴❜✇q♣q❴❜④♥✐❧♣☎✐☞✈➳❞❢⑥❜♦➵❡✉✐❧❴❜♦☛♣☎✐☛❞❢❛❤➘✎❞❢❡✉✐❽➂

➋ ❛✟❞✰➷❽❞❢❼❄✈q⑥❜♦❶❛❍❼➵❞❢✇q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣q♦❶❛✟❛❝❞❢❡❤➯①❞❢❼❃✈☎✐❧❡✉✐s❴❜✇①❣✉❡❝♦✡♣q⑤qÙ❢❴❜❡❝❼❄♦❧❛✻⑤q❼✬✐s❡❝❞❢⑩❶❡✉✐s♣q❞✪♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
❾✚⑤q❞✬❛❝❞❄④♥✐❧❡✉✐❧④❆❣✉❞❢❡❝❴❜Ù♥✐▼✈➳♦❶❡✵④❢♦❶❡❝❡❝❴❜⑩❶❴❜❡❵❣✉♦✡♣q♦❶❛✵♦❶❛✵✈☎✐➭♣q❡✉➈✚❞❢❛✵♣q❞✬❞❢❡❝❡❝♦t♣q❞❄✈➳❞❢❛❝♦✱❼❄❞❢✇q♦❶❡✵♦❶⑤⑧❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥➍✐
l
➏⑨♦❶✇q♣q❞

l ≤ t =
⌊

(dmin−1)
2

⌋ ➂■⑦⑨❛❤❣❥✐✑❡❝❞❢⑩❶❡✉✐✑❹✬④✰❷☎✐❧❼✬✐❧♣☎✐t♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦Ò➝✳❫↕❫ ➚✎♣q♦■❴❿✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏
➓➚✈♣✔❇❭✟④✢②❂④❩ûü①❿t✂→ò⑤■❭Û✇✺②ùûù②✺✇✺✈✶④■①✿❭✶✩q➪✰➂❄➐✡❞❄♦▼④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦▼✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴❜❡✷♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐✮❼❄➁❜✇q❴❿❼❄✐

dmin

➁❜❼➵✈☎✐❧❡❢➏
t✐❧❛❝❛❝⑤q❼❄❴❜❡✉➉ (dmin−1)

2

❞➄♦↕④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦↕❹✳♣q❴❿❣✉♦↕④❢♦❶❡❝❡❝❞❆❣✉♦❶❡❍♣q❞
t
❞❢❡❝❡❝♦❶❛❢➂⑨❺✳✐❧❛❝♦✷✈✍♦❶❛❝❛❝⑤☎✐✾♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐❵❼❄➁❜✇q❴❿❼✬✐

✈☎✐❧❡❢➏
t
✐❧❛❝❛❝⑤q❼❄❴❜❡✉➉ (dmin−2)

2

❞☛♦▼④❢➲✡♣q❴❿⑩❶♦▼❹☛♣q❞❢✇q♦❶❼❄❴❜✇☎✐❧♣q♦✮④❢♦❶❡❝❡❝❞❆❣✉♦❶❡✾♣q❞
t
❞❢❡❝❡❝♦❶❛✷❞☛♣q❞❆❣✉❞❢④❆❣✉♦❶❡✷♣q❞

(t + 1)
❞❢❡❝❡❝♦❶❛❢➂

➣➠❼✬✐❧❴❜♦❶❡❝❴❜✐☞♣q♦❶❛s♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❝❞❢❛❵➝✳❫↕❫❘⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐☛♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠➭♦✬✈➳♦❶❡★❛❝➁❜✇q♣q❡❝♦❶❼❄❞❧➏✍✇☎✐➵❾✚⑤☎✐❧⑥
✐☛❛❝➁❜✇q♣q❡❝♦❶❼❄❞

s
❹✷④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧♣☎✐☛✐☛✈☎✐❧❡❤❣✉❴❜❡✳♣☎✐➵✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐☛❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐

r
♣☎✐☛❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞✾➘✎♦❶❡❝❼✬✐❽➆

s = rHT.
➚ ➑ ➂ ➑ ✦①➪

❺✳✐❧♣☎✐➵❛❝➁❜✇q♣q❡❝♦❶❼❄❞✷❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐✬⑤q❼ ✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦❄♣q❞✵❞❢❡❝❡❝♦❄❞❢❛❝✈➳❞❢④❢➁❿➫☎④❢♦✬♣q❞✵✈➳❞❢❛❝♦✬❼❄❞❢✇q♦❶❡★♦❶⑤✱❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥
✐

l
♦❶⑤⑧✐✮♦✡④❢♦❶❡❝❡❝➶❢✇q④❢❴❸✐✮♣q❞❄✐❧⑥❜⑩❶⑤q❼û✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦▼♣q❞➵❞❢❡❝❡❝♦▼❴❜✇q♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣q♦q➏➜♦▼❾✚⑤q❞➵❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐✮✇☎✐▼❡❝❞❢④❢❞❢✈✍❦♥♠❧♦

♣q❞✂⑤q❼✬✐➵✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➵❾✚⑤q❞✂✇☎♠❧♦✬❞❢❛❤❣❥➉❄④❢♦❶✇①❣✉❴❜♣☎✐❄✇☎✐❄❞❢❛❤➘✎❞❢❡✉✐❄♣q❞✂❡✉✐❧❴❜♦
l
④❢❞❢✇✚❣✉❡✉✐❧♣☎✐❄❞❢❼❉⑤q❼✬✐➵✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅

④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➂☛➣❵❛❝❛❝❴❜❼t➏✻✈➳♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛✷♣q❞❢❛❝④❢❡❝❞❆➯①❞❢❡✂⑤q❼❬④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦▼④❢♦❶❡❝❡❝❞❆❣✉♦❶❡✷♣q❞
t
❞❢❡❝❡❝♦❶❛✵④❢♦❶❼❄♦▼⑤q❼❬④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦

❾✚⑤q❞☞➘✎♦❶❡❝✇q❞❢④❢❞☞❛❝➁❜✇q♣q❡❝♦❶❼❄❞❢❛↕❛❝⑤❽➫☎④❢❴❜❞❢✇①❣✉❞❢❛✾✈☎✐❧❡✉✐✕❴❜♣q❞❢✇①❣✉❴❿➫☎④♥✐❧❡❵⑤q✇q❴❜④♥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞☞④♥✐➭♣☎✐✕✈➳♦❶❛❝❛❝➁❿➯❶❞❢⑥✽✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦
♣q❞✷❞❢❡❝❡❝♦❄♣q❞✷✈✍❞❢❛❝♦✬❼❄❞❢✇q♦❶❡➄♦❶⑤▼❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥➜✐

t
➂

❺✪♦❶✇❽➘✎♦❧❡✉❼➵❞✂❼❄❞❢✇q④❢❴❿♦❶✇☎✐❧♣q♦q➏✝✐❄❡❝❞❢⑩❶❡✉✐❄♣q❞✂♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✕➝✳❫↕❫Ú✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛❝❴❿❣❥✐✬❾✚⑤q❞☛✐❧❛❵✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛
❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❧❛▼❞❢❛❤❣✉❞➞Ô❝✐❧❼ ♣q❞❢✇①❣✉❡❝♦❲♣☎✐✢❞❢❛❤➘✎❞❢❡✉✐❱♣q❞Ò❡✉✐❧❴❜♦

t
④❢❞❆✇✚❣✉❡✉✐❧♣☎✐✢❞❢❼ ⑤q❼✬✐✢✈✍♦❶❛❝❛❝➁❿➯①❞❢⑥✾✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅

④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➂❍⑦⑨✇✚❣❥♠❧♦q➏❶➯❶❞❢❼❄♦❶❛➍❾✚⑤q❞s✐✾♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✂➝✳❫↕❫í❹➄⑤q❼Ú✈q❡❝♦✚④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇✚❣✉♦✾♣q❞★♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦



✘❘✘ ✄ ✞ ✏ õ✻Ü✚✙❻ä ✏ ✁✘Ü ✒❄✔ ô✛✡➟ä✢✜✍ß ➱ â❶Ü

❴❜✇q④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞❆❣❥✐❽➏✟✈➳♦❶❴❜❛✵❞✰➷❽❴❜❛❤❣✉❞❢❼ ✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛✵❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❧❛☞❾✚⑤q❞✕✇☎♠❧♦✱✈➳♦✡♣q❞❢❼ ❛❝❞❢❡☞♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣☎✐❧❛☞✈➳♦❶❡
✇☎♠❧♦⑧❞❢❛❤❣❥✐❧❡❝❞❢❼ ❞❢❼Ó✇q❞❢✇q❷✡⑤q❼✬✐Ò❞❢❛❤➘✎❞❢❡✉✐Ò❡❝❞❢⑥❸✐❧④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣☎✐■✐Ò⑤q❼✬✐■✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❽➏➍❴❜❛❤❣✉♦⑧✐❧④❢♦❶✇①❣✉❞❢④❢❞
✈☎✐❧❡✉✐☞➯❧➉❧❡❝❴❜♦❶❛➄④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❧❛★♣q❞✷➀q⑥❜♦✚④❢♦q➂

➢❵✐✕❣✉❞❢✇①❣❥✐➭❣✉❴❿➯❧✐✮♣q❞➵❛❝⑤q✈q❡❝❴❜❡✾❞❢❛❤❣❥✐▼⑥❸✐❧④❢⑤q✇☎✐❽➏➜❡❝❞❢④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❼❄♦❶❛✵✐❧♦❶❛✷✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦❶❛↕♣q❞➵♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞❆❣❥✐❽➏❶♦❶✇q♣q❞★④♥✐❧♣☎✐✾✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡❥✐↕❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐✾❹★♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣☎✐✷❞❢❼Ú⑤q❼✬✐↕♣☎✐❧❛➍✈✍♦❶❛❝❛❝➁❿➯①❞❢❴❜❛⑨✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡❥✐➭❛❤➅
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦Ò❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣☎✐❧❛❢➂ ➥ ❼✬✐Ò❡❝❞❢⑩❶❡✉✐⑧♣q❞✱♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❻④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞❆❣❥✐❽➏✪④✰❷☎✐➭❼✬✐❧♣☎✐⑧♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐➊➅
❦♥♠❧♦■✈➳❞❢⑥❜♦✑➯✡❴❜Ù❢❴❜✇q❷q♦✑❼✬✐❧❴❜❛✂✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼❄♦❱➚✎♣q♦■❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏q✖q②❂⑤■⑧❂②✺t✂→✱❲✪✖q②✂①❩✩♦�✣✲❶✈⑨⑧➒ûù②✺✇✺✈✶④■①✿❭✶✩q➪✰➏✽♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐
④♥✐❧♣☎✐✮✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐✬❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐✮✇☎✐✕✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦✬❼✬✐❧❴❜❛❵✈q❡❝➲✘➷❽❴❜❼✬✐❽➏✝❞❢❼û❣✉❞❢❡❝❼❄♦❶❛↕♣q❞☛♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐✬♣q❞
→❵✐❧❼❄❼❄❴❜✇q⑩q➂✑➣➄④❢♦❶✇①❣✉❞❢④❢❞▼❾✚⑤q❞❧➏➍✈☎✐❧❡✉✐✑❼☞⑤q❴❿❣✉♦❶❛✂④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛❢➏➍✐✑♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦Ò✈✍❞❢⑥❜♦✑➯✡❴❜Ù❢❴❜✇q❷q♦✑❼✬✐❧❴❜❛
✈q❡❝➲✘➷❽❴❜❼➵♦✮✇☎♠❧♦▼❹➵⑤q❼✬✐✕❞❢❛❤❣✉❡✉✐➭❣✉❹❢⑩❶❴❸✐✮✈q❡✉➉➭❣✉❴❜④♥✐❽➏❨✈➳♦❶❴❜❛✾✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛❝❴❿❣❥✐▼♣q❞➵❴❜✇✢✩q❼❄❞❢❡✉✐❧❛✾④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧❦❢➈✚❞❢❛✷♣☎✐
✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❻❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❻④❢♦❶❼❁⑤q❼❁④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦❋♣q❞✑✈➳♦❶❛❝❛❝➁❿➯❶❞❢❴❜❛✕✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➞➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➏✪♦❋❾✚⑤q❞■❞✰➷❽❴❜⑩❶❞✱⑤q❼
⑩❶❡✉✐❧✇q♣q❞✷❡❝❞❢④❢⑤q❡❝❛❝♦❄④❢♦❶❼❄✈q⑤❽❣❥✐❧④❢❴❜♦❶✇☎✐❧⑥➾➂



❡ é❣❢✐❤➳çt❰❥❴❨Ñ r

s ❐❮ê✢Ñ ÷Ðø✉t ê❱é➏♠✛♥❃Ñ þ ❰Ðé✇✈î❐ ①③②✵ÿ❃è✱ø➜é

➃⑥♣✑♦ ✸➳❙☞✺➜✼✽✩❄✫▼❊▼✴✳✶✷✩

➢s♦✮④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦ ➑ ➏✝➘✎♦❶❡✉✐❧❼✦✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❶❛✷❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦❶❛↕⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦❶❛s✈☎✐❧❡✉✐✮✐✕♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✮♣☎✐❧❛
✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛★❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❧❛s✐➭❣✉❡✉✐♥➯①❹❢❛★♣q❞✵♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦❄✐❧➀q❡❝⑤q✈❽❣❥✐✱➚✎♣q♦❄❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏ ✭ ⑤■⑧➭④➒ûù②✺✇✂①❿t✂①③✈⑨❭✰ûù②✺✇❶✈✶④■①✿❭✶✩❽➪✰➂⑦⑨❼☛➀✍♦❶❡✉✐✂✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣✉❞↕➀➳♦❶✇q❛✳❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❧❛✳❞❢❼Ø✐❧⑥❜⑩❶⑤q❼✬✐❧❛➟✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛❢➏✡♦☞♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦➵♣q❞❢❛❤❣✉❞❵❣✉❴❜✈➳♦
♣q❞✱♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❻❹✱❛❝⑤q✈➳❞❢❡✉✐❧♣q♦❋✈➳♦❶❡❄♦❶⑤❽❣✉❡❝♦❶❛✕✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦❶❛➵♣q❞✱♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❻❾✚⑤q❞✑♣q❴❜❛❝✈➳➈✚❞❢❼
♣☎✐t❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦▼♣q♦✱④♥✐❧✇☎✐❧⑥➍⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦▼✇☎✐▼❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦q➏❍✐❧♦t❴❜✇✚➯❶❹❢❛✂♣q❞❄❞❢❼❄✈q❡❝❞❢⑩①✐❧❡✂✐❧✈✍❞❢✇☎✐❧❛☞✐❧❛
✈q❡❝♦❶✈q❡❝❴❜❞❢♣☎✐❧♣q❞❢❛✪✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④♥✐❧❛➍♣q♦✵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✵④❢♦❶❡❝❡❝❞❆❣✉♦❶❡➟♣q❞s❞❢❡❝❡❝♦❶❛➟✇☎✐✵♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦q➂➍⑦⑨❛❤❣✉❞s❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✵❹
④❢♦❶✇q❷q❞❢④❢❴❜♣q♦✵④❢♦❧❼❄♦✷♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✵✈✍♦❶❡⑨♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦✷❛❝⑤☎✐✘➯❶❞✂➚✎♣q♦✷❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏ ❛ ✈➄⑦✺→✮ûù②✺✇✂①❿t✂①③✈⑨❭➒ûù②✺✇❶✈✶④■①✿❭✶✩❽➪✰➂

➢❵✐☞➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❛✖❽➂❿➩❶➏q❹✵✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❄⑤q❼➸♣q❴❸✐❧⑩❶❡✉✐❧❼✬✐☞❞❢❼➸➀q⑥❜♦✡④❢♦❶❛➄♣q❞✷⑤q❼ ❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐☛♣q❞✷④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴Õ➅
④♥✐❧❦♥♠❧♦✾♣q❴❜⑩❶❴❿❣❥✐❧⑥✚❾✚⑤q❞✳⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐s⑤q❼❃♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✽➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧♣q♦✾❞❢❼❘♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦↕❛❝⑤☎✐✘➯❶❞❧➂ ➥ ❼✬✐❵❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐
♣q❞

K
➀q❴❿❣✉❛✂➚✎♦❶⑤t❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛❥➪➟♣q❞✵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦q➏q♣q❞❢✇q♦❧❣❥✐❧♣q♦❄✈➳♦❶❡ ✍

= I1, I2, ..., IK
➏☎❹✵④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣☎✐

❞❢❼❁⑤q❼ ➀q⑥❜♦✚④❢♦❻♣q❞
N
➀q❴❿❣✉❛✑➚✎♦❶⑤❮❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛❥➪☞♣q❞❢✇q♦❧❣❥✐❧♣q♦❋✈✍♦❶❡✑④

= X1, X2, ..., XN

➂Ö⑦⑨❛❤❣✉❞❢❛
➀q❴❿❣✉❛✕➚✎♦❶⑤⑧❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛❥➪❵④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❛✂✐❧⑥❜❴❜❼➵❞❢✇①❣❥✐❧❼❬♦t❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡❢➏➜❾✚⑤q❞✬♣q❞❆❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐t✐▼➘✎♦❶❡❝❼✬✐✮♣q❞
♦❶✇q♣☎✐

x(t)
❾✚⑤q❞✬❛❝❞❢❡✉➉▼❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❿♣☎✐✮✈➳❞❆⑥❜♦t④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➂ ➤ ⑤☎✐❧✇q♣q♦t♦✱♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✵❹❄➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧♣q♦✱❞❢❼

♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦▼✐❧➀q❡❝⑤q✈❽❣❥✐❽➏✝♦✮♣q❞❢❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡s➘✎♦❶❡❝✇q❞❢④❢❞☛✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛↕⑤q❼✬✐✬❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐✮♣q❞
N
➀q❴❿❣✉❛➵➚✎♦❶⑤✑❛❝➁❜❼☛➅

➀➳♦❶⑥❜♦❶❛❥➪✰➏⑥⑤
= Y1, Y2, ..., YN

➏✝❾✚⑤q❞✂❹✂♣q❞❆❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐❧♣☎✐❄♣q❞☞✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦✬④❢♦❶❼û✐➵➘✎♦❶❡❝❼✬✐❄♣q❞✂♦❶✇q♣☎✐
y(t)

➂
➎❍♦❶❡❝❹❢❼▼➏✝❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦✮❣✉❞❢❼❄♦❶❛❵⑤q❼û♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡↕➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧♣q♦✮❞❢❼û♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦✮❛❝⑤☎✐♥➯❶❞❧➏➜♦✕♣q❞❢❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡
❴❜❡✉➉s➘✎♦❶❡❝✇q❞❢④❢❞❢❡❢➏✚✐❧⑥❜❹❢❼➠♣☎✐↕❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐⑦⑤Ò➏❶⑤q❼✬✐❵❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐✾♣q❞

N
✇❇✩q❼❄❞❢❡❝♦❶❛✽✈✍♦❶❛❝❴❿❣✉❴❿➯①♦❶❛❍♣q❞❢✇q♦❧❣❥✐❧♣q♦❶❛

✈➳♦❶❡
Λ = Λ1, Λ2, ..., ΛN

➂✂⑦⑨❛❤❣✉❞❢❛✾➯➭✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛✾❛✉♠❧♦✮④❢♦❶✇q❷q❞❢④❢❴❜♣q♦❶❛✾④❢♦❶❼❄♦✮❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦❢♠❧♦✕♣q❞☛❼❄❞❢♣q❴❜❦♥♠❧♦
✘❘✻



✘☞❆ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô✛✬ ✞ Ü①Þ➳ä☎❀✍á❂❁qß ➱ Ü

↕➛➙❿➜❘➝⑧❞✚➝➠➟❇➡ às➻ß➩✑á✫➫➄➩✑➧q➩✰➵❂➧ â❄ã➼➥■➪✺➥✫➺ü➳❄➵❈➸❄➧ ➺➉➻➼➺➉➽➾➵❂➧q➩❩➳❄➵❈➪✺➥✶➧Ó➸❄➹❄➻➼➪❶➩✶➯❶➲✶➥✪➳✕➻äá✫➻ä➽➄➩✑ã★⑨⑨➸✢➵ù➸❄➽➉➻äãä➻❶⑩✂➩✴➻ä➹❪❷✿➥✶➫❴❸
➧q➩✶➯❶➲✶➥q➳❄➵❳➧ü➵✺➳✕➻➼➯❶➲✶➥q➳❄➵❉➪❶➩✑➹❇➩✑ã✝➴

♣q❞s④♥✐❧✇☎✐❧⑥☎❞★❛✉♠❧♦✵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦❶❛✽✈☎✐❧❡✉✐✷❴❜✇q♣q❴❜④♥✐❧❡⑨✐✷④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✳❡❝❞❢⑥❸✐➭❣✉❴❿➯❧✐↕♣q♦❶❛➍➀q❴❿❣✉❛❵➚✎♦❶⑤➵❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛❥➪
❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦❶❛❢➂❮➎❍✐❧❡✉✐

Λi > Λj
➏➟❣✉❞❢❼❄♦❶❛➵❾✚⑤q❞t♦⑧➀q❴❿❣✱➚✎♦❶⑤❲❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦①➪✂♣☎✐Ò✈✍♦❶❛❝❴❜❦♥♠❧♦

i
♣☎✐Ò✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡❥✐

❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❹⑤■➏✳♣q❞❢✇q♦❧❣❥✐❧♣q♦⑧✈➳♦❶❡
Yi
➏➟❣✉❞❢❼ ⑤q❼✬✐Ò❼✬✐❧❴❜♦❧❡☛✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞✮♣q❞▼❣✉❞❢❡➵❛❝❴❜♣q♦⑧❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦

④❢♦❶❡❝❡❝❞❆❣❥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞✷♣q♦❄❾✚⑤q❞✷♦➵➀q❴❿❣✂➚✎♦❶⑤▼❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦✚➪
Yj
➂

➥ ❼✬✐■♣☎✐❧❛❄✈q❡❝❴❜❼❄❞❢❴❜❡✉✐❧❛➵✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛➵❾✚⑤q❞t⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢♦❶⑤❲✐Ò❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦Ò♣q❞t❼❄❞❢♣q❴❜❦♥♠❧♦Ò♣q❞t④♥✐❧✇☎✐❧⑥
✈☎✐❧❡✉✐✂♣q❞❢④❆♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❡✪④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➟♣q❞❵➀q⑥❜♦✡④❢♦✵➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛➍➘✎♦❶❴✍♦☞✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦✷♣q❞Ó✧❋✐➭⑩❶✇q❞❢❡↕➼ ➮➭➽✝❞☞➼Õ➩ ➒ ➽➾➏✡♦❶✇q♣q❞
✐✂⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦✵♣☎✐✂❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✵♣q❞❵❼❄❞❢♣q❴❜❦♥♠❧♦✂♣q❞↕④♥✐❧✇☎✐❧⑥✝✐❧⑤q❼❄❞❢✇①❣❥✐✂❞❢❼❉➩✚➚✎⑤q❼✕➪➍✐✂④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞❵♣q❞
④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦✕♣q❞✂⑤q❼❉④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✬④❢⑤➭Ô❝✐✬♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐➵❼❄➁❜✇q❴❜❼❄✐☛❹☞⑤q❼❉✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦✬✈☎✐❧❡❢➂↕rt❹❆❣✉♦✡♣q♦❶❛❵❼✬✐❧❴❜❛s❛❝♦➭➅
➫☎❛❤❣✉❴❜④♥✐❧♣q♦❶❛✪♣q❞❵④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✂❾✚⑤q❞↕⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❼î✐✂❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠➭♦✵♣q❞❵❼❄❞❢♣q❴❜❦♥♠❧♦✂♣q❞❵④♥✐❧✇☎✐❧⑥✝✐❧✈☎✐❧❡❝❞❢④❢❞❢❡✉✐❧❼
✈➳♦❶❛❤❣✉❞❢❡❝❴❜♦❶❡❝❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➂❍❫❵♦❶❴❜❛✟❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦❶❛✟➀☎✐❧❛❤❣❥✐❧✇✚❣✉❞➟④❢♦❶✇q❷q❞❢④❢❴❜♣q♦❶❛❍❛✉♠❧♦q➆✟♦ ➙ r✱❫Ö➼Õ➩❶➩❢➽❨➚✜♣q♦❵❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏✉✒➶②✂❭⑥❲
②✂⑧➭⑤■❪ä① ✮ ②❂④➇ý ①✿❭✚①✿⑩☎✔❇⑩❍ûü①❿t✂→ò⑤■❭Û✇✺②➭➪✰➏✚❾✚⑤q❞✾✈➳♦✚♣q❞✾❛❝❞❢❡➄✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧♣q♦✂❞❢❼Ø④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✪♣q❞↕➀q⑥❜♦✡④❢♦❶❛✪➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛➟❞
✇☎♠❧♦➭➅➦➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❧❛❢➏☎❞✵♦✬❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦❄♣q❞☞❺✪❷☎✐❧❛❝❞✕➼Õ➩ ➑ ➽➾➏✍④❢♦❶✇q❷q❞❢④❢❴❜♣q♦✬✈➳❞❢⑥❸✐➵❛✉⑤☎✐➒❯☎❞✰➷❽❴❜➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞✷✇☎✐➵❡✉❞❆⑥❸✐❧❦♥♠❧♦
④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞↕➯❶❞❢❡❝❛❝⑤q❛s④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✷♣q❞✷④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦q➂

➢s♦▲✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦ ♣q❞✔♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠➭♦ ➙ r✱❫✂➏✵♦❶❛❻❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛Ò♣☎✐Ö✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐ ❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐Ö④❢♦❶❼
❼❄❞❢✇q♦❶❡❝❞❢❛✂④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞❢❛❢➏✟⑩❶❞❢❡✉✐❧♣☎✐❧❛☞✐▼✈☎✐❧❡❤❣✉❴❜❡✷♣☎✐t❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦▼♣q❞✬❼❄❞❢♣q❴❜❦♥♠❧♦t♣q❞❄④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➏✟❛❥♠➭♦
✐❧✈☎✐❧⑩①✐❧♣q♦❶❛▼❞⑧✐❱✇q♦✘➯❧✐❱✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐✢❹⑧❛❝⑤q➀q❼❄❞❆❣✉❴❜♣☎✐❱✐❱⑤q❼✬✐✢♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✔✈✍♦❶❡t✐❧✈☎✐❧⑩①✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦❱❞



✻Ü❾❲✌✉✍✑✏ ✁✘ß➊ô➜õ ✞✓✒✕✔ ô ✘ ✣

❞❢❡❝❡❝♦q➂✾➣Ú❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞☞♣q❞☞❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛s❾✚⑤q❞☛❛❝❞❢❡✉♠❧♦▼✐❧✈☎✐❧⑩①✐❧♣q♦❶❛❵❞❢❼û④♥✐❧♣☎✐✕✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❄➯❧✐➭❡✉❴❜✐✬❞❢✇①❣✉❡❝❞
0❞

(dmin − 1)
➏☎❞❢❼ ♦❶❡❝♣q❞❢❼ ④❢❡❝❞❢❛❝④❢❞❢✇①❣✉❞❧➏✝♦❶⑤✱✐➭❣✉❹✷❾✚⑤q❞✂✐➵♣q❞❢❛❝❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥❜♣☎✐❧♣q❞❁⑤ · â r > n − dmin

❛❝❞➞Ô❝✐
❛✉✐➭❣✉❴❜❛❤➘✎❞❢❴❿❣❥✐❽➏q♦❶✇q♣q❞✾⑤ ❹✵✐➵✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐☛❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐✱➚✎♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦✬✐❧➀q❡❝⑤q✈❽❣❥✐①➪✳✇☎✐➵❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐➵♣q♦❄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐➊➅
♣q♦❶❡➄❞✷â

r

❹✷✐☞✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐✂♣q❞✷❛✉✐❧➁❜♣☎✐☞♣q♦☛♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡➄♣q❞✷✐❧✈☎✐❧⑩①✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉♦☞❞✾❞❢❡❝❡❝♦q➏q♣q❞✾❣❥✐❧❼✬✐❧✇q❷q♦
n❞✷♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐☞❼❄➁❜✇q❴❜❼❄✐

dmin
➂➟➐✡❞❢✇q♣q♦❄❾✚⑤q❞❧➆

⑤ · â r =
n−1
∑

i=0

Λiδ (yi, cri)
➚❲✖❽➂❿➩➊➪

♦❶✇q♣q❞❧➏

δ (v, v′) =

{

+1, v = v′

−1, v 6= v′
➚❲✖❽➂ ➑ ➪

⑦⑨❼û➩✘➮ ➓❶➑ ➏q❫↕✐♥➯✡❴❜♣✱❺✪❷☎✐❧❛❝❞✾✈q❡❝♦❶✈✟❹❶❛✳⑤q❼✬✐☞④❢⑥❸✐❧❛❝❛❝❞↕♣q❞✷✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦❧❛✪✈☎✐❧❡✉✐☞♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦☛④❢♦❶❼
❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦t♣q❞✮❼❄❞❢♣q❴❜❦♥♠❧♦✱♣q❞✕④♥✐❧✇☎✐❧⑥↕➼Õ➩ ➑ ➽➾➏⑨✈➳♦✡♣q❞❢✇q♣q♦■❛❝❞❢❡☞❞❢❼❄✈q❡❝❞❢⑩①✐❧♣☎✐✱❞❢❼ ❣✉❡❝➶❢❛✂➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❛❢➏✽♦❶⑤
✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣❝❼❄♦❶❛❢➏①❾✚⑤q❞s❛❝❞❵♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢✇q④❢❴❸✐➭❼î✈✍❞❢⑥❸✐✷❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✵❞❢✇①❣✉❡❝❞❵④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞❥➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞★❞s④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞s♣q❞s④❢♦❶❡➞➅
❡❝❞❢❦♥♠❧♦q➂✽⑦⑨❛❤❣❥✐❵♣q❴❜❛❝❛❝❞❢❡❤❣❥✐❧❦♥♠❧♦↕⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐★♦❶❛✽✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦❶❛✻♣q❞➄❺✪❷☎✐❧❛❝❞✳④❢♦❶❼❄♦❵❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦↕♣q❞✪♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
✈➳♦❶❡➟♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦✂❛❝⑤☎✐♥➯❶❞↕♣q❞❆➯✡❴❿♣q♦☛✐❧♦✵❛❝❞❢⑤✕❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡➍♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦☛❞❢❼î❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✂✐❧♦☞✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦ ➙ r✱❫✂➂
❫❵❞❢❛❤❣❥✐❄❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏❽♦➵❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦☛♣q❞✂❺✪❷☎✐❧❛❝❞✵❛❝❞❢❡✉➉➵❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡✳♣q❞❆❣❥✐❧⑥❜❷☎✐❧♣q♦➵✇☎✐☛❛❝❞❢❦♥♠❧♦✴✖❽➂ ➑ ➂

➤ ⑤☎✐❧✇q♣q♦Ò⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❼➵♦❶❛☞④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛☛♣q❞▼➀q⑥❜♦✚④❢♦Ò❛❝♦❶➀q❡❝❞✮♦
GF (q)

➏➟♦❶⑤❱❛❝❞➞Ô❝✐❽➏➟④❢♦❶❼Ó❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦❶❛
q
➅

➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏❽✈➳♦❶❡✳❞✰➷❽❞❢❼❄✈q⑥❜♦q➏q♦❶❛➄④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✳♣q❞ ➛ ❞❢❞❢♣✡➅❤➐✡♦❶⑥❿♦❶❼❄♦❶✇❨➏❽♦☛⑤q❛❝♦➵♣q❞✷✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦❶❛✪♣q❞✾♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐➊➅
❦♥♠❧♦✬➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐➵✈➳♦❶❡s♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦✬❛❝⑤☎✐♥➯①❞✂❞✰➷❽❴❜⑩❶❞✂❾✚⑤q❞✂④❢♦❶✇①➯①❞❢❡❝❛❝➈✚❞❢❛✾❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦➊➅➦➀q❴Õ❣★❞✂➀q❴❿❣❤➅➦❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦➵❛❝❞➞Ô❝✐❧❼
❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐❧❛❢➂✮➐✡⑤q✈➳♦❶❼❄♦❶❛✷❾✚⑤q❞✬❞❢❛❤❣❥✐❧❛✂④❢♦❶✇①➯❶❞❢❡❝❛❝➈✡❞❢❛☞✈➳♦✚♣q❞❢❼ ♦✡④♥✐➭❛✉❴❿♦❶✇☎✐❧❡✷✈➳❞❢❡❝♣☎✐t♣q❞✬♣q❞❆❛✉❞❆❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦
✇q♦➵✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦✂♣q❞✾♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐❽➏✚✈➳♦❶❴❜❛➄✐❧❛✳✈q❡✉♦❧✈q❡✉❴❿❞❢♣☎✐❧♣q❞❢❛➄♣q♦☛④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦✂✈➳♦✡♣q❞❢❼

✇☎♠❧♦✑❛❝❞❢❡☞✐❧✈q❡❝♦✘➯①❞❢❴❿❣❥✐❧♣☎✐❧❛✵♣☎✐✱❼❄❞❢⑥❿❷q♦❶❡✵❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐▼✈➳♦❧❛✉❛❝➁❿➯❶❞❢⑥➾➂ ➤ ⑤☎✐❧✇q♣q♦✱⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢✐❧❼❄♦❶❛✷❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦❧❛✂♣q❞
❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✾♣q❴❜⑩❶❴❿❣❥✐❧⑥❽❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥❜❼❄❞❢✇①❣✉❞s❼✬✐❧❴❜❛⑨❞❆➫☎④❢❴❜❞❢✇①❣✉❞❢❛➟❾✚⑤q❞❵♦✂➝✳➎➟➐❽ü☛➏①♦❶⑤❄❛❝❞➞Ô❝✐❽➏✡❾✚⑤q❞s✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❞❢❼
❼✬✐❧❴❜❛✽♣q❞➄♣q♦❶❴❜❛⑨❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛✽✇q♦✷♣q❴❸✐❧⑩❶❡✉✐❧❼✬✐❵♣q❞➄④❢♦❶✇q❛❤❣✉❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦q➏①✈➳♦❶❡⑨❞✰➷❽❞❢❼❄✈q⑥❜♦❽➏☎➩✫✥➊➅➞➎➟➐❽ü ❞➔✥■✗➭➅ ➤ ➣✾r⑧➏
♦➵⑤q❛❝♦❄♣q❞✵✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦❶❛✳♣q❞✷♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❄➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐✂✈➳♦❶❡★♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦➵❛❝⑤☎✐♥➯①❞✾❣❥✐❧❼☛➀✍❹❢❼➸✈✍♦✡♣q❞✷❡❝❞❢❛❝⑤q⑥Õ➅
❣❥✐❧❡✳❞❢❼Ø✈➳❞❢❡❝♣☎✐☞♣q❞↕❡❝❞❢✇q♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦q➂⑨➢s❞❢❛❤❣✉❞✾④♥✐❧❛❝♦q➏☎✐✂❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✂♣q❞↕❼❄❞❢♣q❴❜❦♥♠❧♦☞♣q❞↕④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➏✡❾✚⑤q❞↕➘✎♦❶❴
♦❶➀❽❣✉❴❜♣☎✐☞④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦➵♦➵❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦☞♣☎✐☛❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✂❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣q♦q➏✡♣q❞❆➯①❞❢❡✉➉➵❛❝❞❢❡➄❼✬✐❧✇q❴❜✈q⑤q⑥❸✐❧♣☎✐☞✐
➫☎❼ ♣q❞✬❛❝❞✕♦❶➀❽❣✉❞❢❡✂⑤q❼✬✐t④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞➵✈➳♦❶❡✂➀q❴❿❣♥➂✱➐✡⑤q✈➳♦❶❼❄♦❶❛✂❾✚⑤q❞✕❞❢❛❤❣❥✐✱❼✬✐❧✇q❴❜✈q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦t✈✍♦✡♣q❞
❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧❡➄❞❢❼➸✈➳❞❢❡❝♣☎✐❧❛s♣q❞✷♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦q➂



✘❘▼ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô✛✬ ✞ Ü①Þ➳ä☎❀✍á❂❁qß ➱ Ü

➐❽✐❧➀✍❞❢❼❄♦❶❛✽❾✚⑤q❞➄♦❶❛⑨✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦❧❛❍♣q❞★❺✪❷☎✐❧❛❝❞➄✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❞❢❼❘⑤q❼❘➲❧❣✉❴❜❼❄♦s♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦q➏✚✈✍♦❶❡❝❹❢❼❘✇☎♠❧♦
❛❝⑤q✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧❼ ✐t⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧❦❢♠❧♦t♣q❞✬❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂▼➎❍✐❧❡✉✐▼❣✉❞❢✇✚❣❥✐❧❡✵❛❝⑤q✈q❡❝❴❜❡✂❞❢❛❤❣❥✐✱♣q❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❜✐✱♣q♦❶❛

✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣❝❼❄♦❶❛s♣q❞❄❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➏➜✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❼❄♦❶❛❵✇q❞❢❛❤❣❥✐✮♣q❴❜❛❝❛❝❞❢❡❤❣❥✐❧❦♥♠❧♦✮⑤q❼✬✐✕❼❄♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✕✇q♦✮❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✕♦❶❡❝❴Õ➅
⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥☎♣q❞✾❺✪❷☎✐❧❛❝❞↕✐✷➫☎❼ú♣q❞❵❛❝❞s❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❡➍♣q❴❜❡❝❞❆❣❥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞★④❢♦❶❼ú❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏✚♦❶⑤✬❛❝❞➞Ô❝✐❽➏✡④❢♦❶❼

❞❢⑥❜❞❢❼❄❞❢✇①❣✉♦❶❛↕♣q♦
GF (q)

➏❨❞❆➯✡❴❿❣❥✐❧✇q♣q♦✕④❢♦❶✇①➯①❞❢❡❝❛❝➈✚❞❢❛✷❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦➭➅➹➀q❴❿❣❵❞☞➀q❴❿❣❤➅➦❛❝➁❜❼☞➀✍♦❶⑥❿♦✬♣q❞❢❛❝✇q❞❢④❢❞❢❛✉❛✉➉❧❡❝❴❸✐❧❛❢➂
❺✪♦❶❼❘❴❜❛❝❛❝♦q➏❶❞❢❛❝✈➳❞❢❡✉✐➊➅➦❛❝❞★♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯➭✐❧❡➍⑤q❼✬✐❵❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❸✐s✇q♦✾♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✷♣q♦✷❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦❵④❢♦❶❼
✐➵✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦☛♣q♦✬✐❧⑥❿⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦☞❼❄♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦q➂

➢❵✐✾❛❝❞❢❦♥♠❧♦➇✖❽➂ ➑ ➏①♦❶❛➟✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣❝❼❄♦❶❛✽♣q❞❵❺✪❷☎✐❧❛❝❞★✇☎✐✷❛❝⑤☎✐✾➯❶❞❢❡❝❛✉♠❧♦✵➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐➵➚✎❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✾♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥❸➪✻❛❥♠➭♦
♣q❞❆❣❥✐❧⑥❜❷☎✐❧♣q♦❶❛❢➂✽➣❵❛➟❼❄♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦❢➈✚❞❢❛➟❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐❧❛⑨✇q♦☞✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦✷♣q❞↕❺✪❷☎✐❧❛❝❞❵✈☎✐➭❡❥✐✷❛❝⑤q✈✍♦❶❡❤❣✰✐➭❡➟❛❝➁❜❼☛➀✍♦➭➅
⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛★❛✉♠❧♦✮✐❧➀➳♦❶❡❝♣☎✐❧♣☎✐❧❛❵✇☎✐✬❛❝❞❢❦♥♠❧♦✰✖❽➂ ✖❽➂↕➎✟♦❶❡➚✩q⑥❿❣✉❴❜❼➵♦q➏✍✇☎✐✬❛❝❞❢❦♥♠❧♦✰✖❽➂ ✗q➏➳♦❶❛↕❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛❵♣☎✐❧❛

❛❝❴❜❼☛⑤q⑥❜✐❧❦❢➈✡❞❢❛✪❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐❧❛➟④❢♦❶❼P✐❧❛✳❼❄♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦❢➈✚❞❢❛✳✇q♦☛✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦✵♣q❞✷❺✪❷☎✐❧❛❝❞✾❛✉♠❧♦➵✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❶❛❢➂

➃⑥♣❂❺ ✤✦✥★✧✪✩❄✫✮✭✰✯✱✧✳✲✵✴✳✶✷✩ ✫✮✥ ❀➏❽▼✲✵❇➜✥❋❈Ú✭❢❙▼❖✾✼❍✭♥✲ ❏➸❩❻❺✳✺✻✩✬✫✮✩ ➅ ✼❍✭❥❏
❅✵✭❢❙▼✲✷❚

⑦⑨❛❤❣❥✐▼❛❝❞❢❦♥♠❧♦✱❹➵➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧♣☎✐t❞❢❼ ➼Õ➩ ➑ ➽➾➂ ➋ ❛✵✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦❶❛↕♣q❞❄♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦t④❢♦❶❼Ð❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦
♣q❞✑❼❄❞❢♣q❴❜❦♥♠❧♦❻♣q❞✑④♥✐❧✇☎✐❧⑥s✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦❶❛✕✈✍♦❶❡▼❺✪❷☎✐❧❛❝❞✑❛✉♠❧♦✢✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❶❛❢➂ ➋ ♣q❞❢❛❝❞❢✇①➯❶♦❶⑥❿➯✡❴❜❼❄❞❢✇✚❣✉♦
♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥q♣q❞❢❛❤❣✉❞❢❛✳✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦❧❛➍✈✍♦❶❛❝❛❝❴❜➀q❴❜⑥❜❴❿❣❥✐✾✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛➟♦✵❣✉❡✉✐➭❣❥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦✵♣q❞s✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➟④❢♦❶❼❄✈✍♦❶❛❤❣❥✐❧❛➟♣q❞
❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛➍➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂✽➎❍♦❶❡❝❹❢❼t➏✡❼❄❞❢❛❝❼❄♦✂✈☎✐❧❡✉✐✵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛➟❛❝♦❶➀q❡❝❞❵♦

GF (q)
➏✡④❢♦❶❼Ø♦✂⑤q❛❝♦☛♣q❞

④❢♦❶✇①➯①❞❢❡❝❛❝➈✚❞❢❛✷❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦➭➅➦➀q❴Õ❣❵❞☞➀q❴❿❣❤➅➦❛❝➁❜❼☞➀✍♦❶⑥❿♦q➏➳❞❢❛❤❣✉❞❢❛✷✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦❶❛❵✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧❼✦⑤q❼✦♣q❞❆❛✉❞❆❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦
❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡☞❾✚⑤q❞▼♦❶❛☛❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦❶❛➵✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦❶❛☞♣q❞✮♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④❢✐❧❦♥♠❧♦q➏➟✈➳♦❶❡☞❞✰➷❽❞❢❼❄✈q⑥❜♦q➆✕♦⑧✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦✑♣q❞
➝✪❞❢❡❝⑥❜❞❢ì➭✐❧❼❄✈✡➅❤r✱✐❧❛❝❛❝❞❆➴✮✈☎✐❧❡✉✐☛♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❡★④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛➄♣q❞ ➛ ❞❢❞❢♣✡➅❤➐✡♦❶⑥❜♦❶❼❄♦❶✇❨➂

ê➔➱③➮❉➱➄✃ å➂❒➤❮ÓèÛÏ✮æò❰Ð❒➤÷✛ÑÓØ❃îðÏ✮èÛ❒❳ÑÓæ➉ç➚èÛØ➤ÙÛÚ➤❒❃ÑÓÏ❣å◗❼ÓØ➤÷❇Ï
➛ ❞❢⑥❜❞❆❼☛➀q❡✉✐❧✇q♣q♦ ✐❧⑥❜⑩❶⑤q✇q❛ú④❢♦❶✇q④❢❞❢❴Õ❣❥♦❧❛P✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❶❛Ø✇q♦ ④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦ ➑ ➏Ö❣✉❞❢❼❄♦❶❛ú❾✚⑤q❞✦✐

➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦Ú♣q❞Ö⑤q❼ ♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❮✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦❃❹▲❞❢✇q④❆♦❶✇✚❣✉❡✉✐❧❡✔⑤q❼✬✐❃✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❽④
m =

Xm1, Xm2, ..., XmN
❾✚⑤q❞✱❛❝❞✱♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢✇q④❢❴❸✐Ò✇q♦❻❼❄❞❢✇q♦❶❡➵✇❇✩q❼❄❞❆❡✉♦⑧♣q❞✱✈✍♦❶❛❝❴❜❦❢➈✡❞❢❛❢➏➄♦❶⑤✔❛❝❞➞Ô❝✐❽➏✳✈➳♦❶❛➞➅

❛❝⑤q❴❍✐➵❼❄❞❢✇q♦❶❡★♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐➵♣q❞✂→❵✐❧❼❄❼❄❴❿✇q⑩➵♣☎✐❄✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➵❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❿♣☎✐✽⑤
= Y1, Y2, ..., YN

➏✍♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣☎✐
✈➳♦❶❡✾♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦t✐❧➀q❡❝⑤q✈❽❣❥✐✮✇q♦t❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡❢➂ ➋ ♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✷✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦✕❣✉❞❢❡✉➉✮❛❝⑤q④❢❞❢❛❝❛❝♦✑✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛
❛❝❞☞♦✮✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦✕♣q❞☞✈➳♦❶❛❝❴❜❦❢➈✚❞❢❛↕❞❢❼✦❾✚⑤q❞☞♦❶❛↕❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛s❛❝❞☛♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢✇q④❆❴❸✐❧❼❉❞❢❼❾④

m

❞❿⑤Ð➘✎♦❶❡❵❼❄❞❢✇q♦❶❡
♦❶⑤Ò❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥✽✐ ⌊(dmin − 1)/2⌋ ➏➜♦❶⑤Ò❛❝❞➞Ô❝✐❽➏➜❼❄❞❢✇q♦❶❡✾♦❶⑤■❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥✽②✮✈☎✐❧❡❤❣✉❞☛❴❜✇①❣✉❞❢❴❜❡✉✐✬♣q♦▼❾✚⑤q♦✚④❢❴❜❞❢✇✚❣✉❞☛♣☎✐



✻Ü❾❿✘ ✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❋õ✻ä➂❋☞ã✻Ü☎à❢ä☎❝ ➱ ✏ ❁qß ➱ Ü✑áq✯➁➀❄✁✘ô➜õ✻ô ✵ ß ➱✝✆➳➱ ✏ Ü☎Ý ✘ ▲

♣q❴❿➯✡❴❜❛✉♠❧♦
(dmin − 1)/2

➂➄➣❃❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐❄♣q❞✂❞❢❡❝❡❝♦❶❛s❹☞✐❄✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➵❾✚⑤q❞✂④❢♦❶✇①❣✉❹❢❼❉♦✬➀q❴❿❣s♣q❞✵➯➭✐❧⑥❜♦❶❡
1✇☎✐❧❛★✈➳♦❶❛❝❴❜❦❢➈✚❞❢❛★❞❢❼ ❾✚⑤q❞❂④

m

❞✾⑤✦❛❝❞✷♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢✇q④❢❴❸✐❧❼P❞✷❹✷♣☎✐❧♣☎✐☛✈➳♦❶❡❢➆

➂
m =

⑤ ⊕ ④
m = Y1 ⊕ Xm1, Y2 ⊕ Xm2, . . . , YN ⊕ XmN ,

➚❲✖❽➂ ✖①➪
♦❶✇q♣q❞✬✐✮✇q♦❧❣❥✐❧❦♥♠❧♦ ⊕ ❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐✱✐▼❛❝♦❶❼✬✐✮❼❄➲✡♣q⑤q⑥❜♦➭➅ ➑ ➂➵❫❵❞❢❛❤❣❥✐t❼✬✐❧✇q❞❢❴❿❡❥✐✡➏➜♦t✈✍❞❢❛❝♦✱➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦✮♣q❞
➂

m
➏☎♦❶⑤▼❛❝❞➞Ô❝✐❽➏✍✐➵♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐☞♣q❞✵→❵✐❧❼❄❼❄❴❿✇q⑩☛❞❢✇①❣✉❡❝❞✾⑤❬❞✾④

m
❹✷♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣☎✐☛✈➳♦❶❡❢➆

W (
➂

m) =
N
∑

i=1

Zmi,
➚❲✖❽➂ ✗✚➪

⑦⑨✇✚❣❥♠❧♦q➏❶❼✬✐➭❣✉❞❢❼✬✐➭❣✉❴❜④♥✐❧❼➵❞❢✇①❣✉❞❧➏①✐❵➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦✾♣q♦✷♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡➍✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦↕❹✳❞❢✇q④❢♦❶✇✚❣✉❡✉✐❧❡➍✐↕✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➏❽♦❶⑤t❞❢❾✚⑤q❴❿➯➭✐❧⑥❜❞❢✇✚❣✉❞❢❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏✍✐☛❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐➵♣q❞✷❞❢❡❝❡❝♦❶❛★❾✚⑤q❞✷❛✉✐➭❣✉❴❜❛❤➘✜✐❧❦♥✐❽➆

W (
➂

m) ≤ ⌊(dmin − 1)/2⌋. ➚❲✖❽➂✷✤❶➪
➋ ♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✽✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦s❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡✉✐❧❡✉➉❵⑤q❼✬✐➶✩q✇q❴❜④♥✐❵✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❿⑩❶♦s❛❝❞➄✐s♣q❞❢❛❝❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥❜♣☎✐❧♣q❞

➚❲✖❽➂✷✤❶➪s➘✎♦❶❡✾❛✉✐➭❣✉❴❜❛❤➘✎❞❢❴❿❣❥✐❽➂❄❺✳✐➭❛✉♦t④❢♦❶✇①❣✉❡✉➉❧❡❝❴❜♦q➏❨✇q❞❢✇q❷✡⑤q❼✬✐✮✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦✕❛❝❞❢❡✉➉▼❞❢❛❝④❢♦❶⑥❜❷q❴❜♣☎✐❽➂➵➢s❞❢❛❤❣✉❞
④♥✐❧❛❝♦q➏✝♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞❢✇q♣q♦▼♣☎✐✕✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦q➏➳✐❧⑥❜⑩❶⑤q❼ ❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✬♣q❞✂❡❝❞❆❣✉❡❥✐➭✇q❛✉❼➵❴❜❛❝❛❥♠➭♦✕♣q❞✂♣☎✐❧♣q♦❶❛↕✈➳♦✚♣q❞☞❛❝❞❢❡
⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢✐❧♣q♦q➏❽✈➳♦❶❡➄❞✰➷❽❞❢❼❄✈q⑥❜♦q➆⑨♦❄➣ ➛★➤ ➚✎♣q♦➵❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏➃☛⑦✔✢→➾✈⑨⑩❛⑤■→❲①③✇❱↔➔②✹✦✚②❂⑤■→➤⑧❂②✕➄✷✔✚②✺t✂→✉➪✰➂

➥ ❼Ø♣q❞❢④❢♦✡♣q❴Õ➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡➄➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧♣q♦☛❞❢❼P♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦➵✐❧➀q❡❝⑤q✈❽❣❥✐✂❣❥✐❧❼☞➀➳❹❆❼Ø✈➳♦✡♣q❞↕❛❝❞❢❡➄✈q❡❝♦➭Ô❤❞❆❣❥✐❧♣q♦☛✈☎✐❧❡✉✐
❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡❥✐➭❡s✐➵✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❿⑩❶♦☛❾✚⑤q❞✷❛✉✐➭❣✉❴❜❛❤➘✜✐❧❦♥✐

min
m

W (
⑤ ⊕ ④

m),
➚❲✖❽➂ ✥①➪

♦❶✇q♣q❞
m
➯➭✐❧❡❝❴❸✐❄♣q❞❢✇①❣✉❡❝❞✵❣✉♦✡♣☎✐❧❛↕✐❧❛s✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➞➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦➵✈➳♦❶❛❝❛❝➁❿➯❶❞❢❴❜❛❢➂❵⑦⑨❛❤❣✉❞✂♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➏➳④❢♦❶✇q❷q❞✰➅

④❢❴❜♣q♦Ò④❢♦❶❼❄♦Ò♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡➵④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞❆❣✉♦■♣q❞▼♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦❻✐❧➀q❡❝⑤q✈❽❣❥✐❽➏✪♣q❴Õ➘✎❞❢❡❝❞▼♣q♦⑧♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❄✐❧⑥Õ➅
⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦✵④❢♦❶✇✚➯❶❞❢✇q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧⑥✍♣☎✐❧♣q♦✂❞❢❼û➚❲✖❽➂✷✤❶➪✰➏✚✈➳♦❶❴❜❛➍⑤q❼✬✐✷✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❧♦✷❛❝❞❢❼❄✈q❡❝❞s❛❝❞❢❡✉➉✵❞❢❛❝④❢♦❶⑥❜❷q❴❜♣☎✐❽➏
❴❜✇q♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞❢✇①❣✉❞❢❼❄❞❢✇①❣✉❞✂♣☎✐☛❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞✷♣q❞✷❞❢❡❝❡❝♦❶❛★❞✰➷❽❴❜❛❤❣✉❞❢✇①❣✉❞❢❛s✇☎✐➵✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐☞❡✉❞❆④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❽➂

❫❵❞↕⑤q❼✬✐☞❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐✵❛❝❴❜❼❄❴❜⑥❜✐❧❡❢➏✚✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛✳♣q❞❆➫☎✇q❴❜❡✳⑤q❼Ø♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✳④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞❆❣✉♦☞♣q❞✾♣q❞❢④❢❴❿❛❥♠➭♦
❛❝⑤☎✐✘➯❶❞✵④❢♦❶❼➵♦❄✐❧❾✚⑤q❞❢⑥❜❞✷❾✚⑤q❞✷❹✷④♥✐❧✈☎✐❧Ù✷♣q❞✷❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡✉✐❧❡★⑤q❼✬✐☛✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦☞❾✚⑤q❞✷❛✉✐➭❣✉❴❜❛❤➘✜✐❧❦♥✐❽➆

min
m

Wa(
⑤ ⊕ ④

m).
➚❲✖❽➂ ➓ ➪

➢s❞❢❛❤❣✉❞☞④♥✐❧❛❝♦q➏❨✐❄➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦✕♣q♦✕♣q❞❢④❢♦✡♣q❴Õ➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡↕❹✂❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡✉✐❧❡↕♦✬✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦✕♣q❞✂❞❢❡❝❡❝♦➅➂
m =

⑤ ⊕ ④
m



✘❘ó ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô✛✬ ✞ Ü①Þ➳ä☎❀✍á❂❁qß ➱ Ü

 

X1 

X2 

X3 

X4 

Y1 

1min −= dRaio

−
=

2

1mind
Raio

Y2 

↕➛➙❿➜❘➝⑧❞✚➝ß➞☞➡☞❣❞➵❂➨❄➫➾➵✺➺➾➵❂➹■➽➄➩✶➯❶➲✶➥❞á✸➵✺➥✶➧❂➆❂➽➉➫➉➻➼➪❶➩❞➳✢➩➤➳✢➵❂➪✺➥■➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥❳➪✺➥✶➧ï➻ä➹❪❷✿➥✶➫➉➧q➩✶➯❶➲✶➥s➳❄➵★➧ü➵✺➳✕➻➼➯❶➲✶➥s➳❄➵✓➪❶➩✑➹❇➩✑ã✝➴
♣q❞❄❼❄❞❢✇q♦❶❡✷✈➳❞❢❛❝♦✑✐❧✇☎✐❧⑥❜➲❶⑩❶❴❿④❢♦q➂❄➎❍♦❶❡✷♣q❞❆➫☎✇q❴❜❦♥♠❧♦q➏✟♦t✈➳❞❢❛❝♦✑✐❧✇☎✐❧⑥❜➲❶⑩❶❴❿④❢♦▼♣q❞❄⑤q❼✬✐✮❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐❯➂

m
❹

♣☎✐❧♣q♦❄✈✍♦❶❡❢➆

Wa(
➂

m) =
N
∑

i=1

Λi · Zmi,
➚❲✖❽➂ ✦①➪

♦❶✇q♣q❞
Λ = Λ1, Λ2, ..., ΛN

❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐✔✐❱❼❄❞❢♣q❴❜♣☎✐✢♣q❞⑧④❢♦❧✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞■♣q♦❶❛▼❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛✮♣☎✐
✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐✢❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐✏⑤ ❣✉❞❢❡❝❞❢❼ ❛❝❴❜♣q♦❱❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦❶❛▼④❢♦❶❡❝❡❝❞❆❣❥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➂ú➣Ð④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✑♣q❞Ò⑤q❼
❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦⑧❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦❋❹✑④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧♣☎✐⑧➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧♣☎✐❻✇☎✐❋❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦❻♣q❞✱❼❄❞❢♣q❴❜❦♥♠❧♦❻♣q❞✑④♥✐❧✇☎✐❧⑥s❞✑❛❝❞❢❡✉➉
♣q❞❆❣❥✐❧⑥❜❷☎✐❧♣☎✐☛✇☎✐☛❛❝❞❢❦♥♠❧♦✴✖❽➂ ➑ ➂ ✖❽➂

➇✻❞❢✇q♣q♦✢❞❢❼ ➯✡❴❜❛❤❣❥✐❻❞❢❛❤❣✉❞❢❛✕❣✉❡❝➶❢❛❄❣✉❴❜✈➳♦❶❛✬♣q❞✱♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❝❞❢❛❢➏★✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛❄➘✜✐❧Ù❢❞❢❡✕✐❻❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞
✐❧✇☎✐❧⑥❜♦❶⑩❶❴❸✐✡➂❱❫↕✐Ò❼❄❞❢❛❝❼✬✐■➘✎♦❶❡❝❼✬✐✑❾✚⑤q❞t♦⑧♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✬✐❧⑥❿⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦Ò♣☎✐❧♣q♦⑧❞❢❼✹➚❲✖❽➂✷✤❶➪☞✈q❡❝♦✚④❢⑤q❡✉✐
♦❶➀❽❣✉❞❢❡❵⑤q❼❉♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✮❼✬✐❧❴❜❛★✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼❄♦❄✈➳♦❶❛❝❛❝➁❿➯❶❞❢⑥❍♣q♦✕♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❵④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞❆❣✉♦❄♣q❞☞♣q❞❢④❢❴❿❛❥♠➭♦
✐❧➀q❡❝⑤q✈❽❣❥✐⑧❞❢❼ ➚❲✖❽➂ ✥①➪✰➏➟♦❶❛✬✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣❝❼❄♦❶❛☞♣q❞t♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❻④❢♦❶❼ ❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦Ò♣q❞t❼❄❞❢♣q❴❜❦♥♠❧♦Ò♣q❞
④♥✐❧✇☎✐❧⑥❍♣q❞❢❛❝❞❢✇①➯❶♦❶⑥❿➯✡❴❜♣q♦❶❛↕✈➳♦❶❡✾❺✪❷☎✐❧❛❝❞☛✈q❡❝♦✚④❢⑤q❡✉✐❧❼✦✐❧⑥❜④♥✐❧✇q❦♥✐❧❡s⑤q❼û♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✮✈q❡❝➲✘➷❽❴❜❼❄♦❄♣q♦✕♣q❞✰➅
④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡➄④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞❆❣✉♦☛♣q❞✷♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦❄❛❝⑤☎✐♥➯❶❞✵❞❢❼ ➚❲✖❽➂ ➓ ➪✰➂

➢❵✐✂➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❈✖❽➂ ➑ ➏❽♦☛④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦☛➀☎➉❧❛❝❴❜④❢♦☛♣☎✐☞♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦☛④❢♦❶❼P❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✂♣q❞✾❼❄❞❢♣q❴❜❦♥♠❧♦☞♣q❞
④♥✐❧✇☎✐❧⑥✽❹☛❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦q➂✷➣î❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧❦♥♠❧♦t⑩❶❞❢♦❶❼❄❹❆❣✉❡❝❴❜④♥✐✮✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣☎✐✮✇☎✐✕➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❩✖❽➂ ➑ ➏➜♣q❞❢✇q♦❧❣❥✐▼✐
♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐✵♣q❞✾→❵✐❧❼❄❼❄❴❿✇q⑩✂❞❆✇✚❣✉❡❝❞✾✐❧❛✪❾✚⑤☎✐➭❣✉❡❝♦☞✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐❧❛➞➅➦④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦✸④

1,
④

2,
④

3,
④

4

❞↕✐❧❛✳✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛
❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❧❛✺⑤

1
❞✾⑤

2
➂➟❺✳✐❧♣☎✐➵✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦☞❹✷⑥❜❴❜❼➵❴Õ❣❥✐❧♣☎✐☞✈✍♦❶❡★⑤q❼✬✐☛❡❝❞❢⑩❧❴❸♠❧♦➵④❢❴❜❡❝④❢⑤q⑥❸✐❧❡✳♣q❞✷❡✉✐❧❴❜♦



✻Ü❾❿✘ ✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❋õ✻ä➂❋☞ã✻Ü☎à❢ä☎❝ ➱ ✏ ❁qß ➱ Ü✑áq✯➁➀❄✁✘ô➜õ✻ô ✵ ß ➱✝✆➳➱ ✏ Ü☎Ý ✘ ✂

⌊(dmin − 1)/2⌋ ➂➍❫❵❞❢❛❤❣❥✐➵❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏✡⑤q❼✬✐➇✩q✇q❴❜④♥✐☞✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦q➏✡♦❧⑤▼❞❢❾✚⑤q❴❿➯➭✐❧⑥❜❞❢✇✚❣✉❞❢❼❄❞❢✇①❣✉❞✾⑤q❼✩q✇q❴❜④❢♦✬✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦❄♣q❞✵❞❢❡❝❡❝♦q➏✍❹✵♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦❄✈➳❞❢⑥❜♦❄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❵✐❧⑥❜⑩❶❹❆➀q❡✉❴❿④❢♦❄④♥✐❧❛❝♦✕✐➵✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐☛❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐
❞❢❛❤❣✉❞➞Ô❝✐➵♣q❞❢✇✚❣✉❡❝♦❄♣q❞✷⑤q❼✬✐☞♣☎✐❧❛★❡❝❞❢⑩❶❴❜➈✡❞❢❛➄④❢❴❜❡❝④❢⑤q⑥❸✐❧❡❝❞❢❛❢➂

➢s♦➵④♥✐❧❛❝♦❄♣q❞✷⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦☛♣q❞✷⑤q❼➸♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡s✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦☛✈☎✐❧❡✉✐➵✐☛✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐☛❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❭⑤
1♣☎✐▼➫☎⑩❶⑤q❡✉✐✉✖❽➂ ➑ ➏✟④❢♦❶✇q④❢⑥❜⑤q➁❜❼❄♦❶❛✷❾✚⑤q❞✕✐t✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❧♦▼❞❢❛❝④❢♦❶⑥❜❷q❴❜♣☎✐t❛❝❞❢❡❝❴❸✐➇④

1
➏❍✈➳♦❶❴❜❛✾❣✉❞❢❼❄♦❶❛✵⑤q❼

✩q✇q❴❜④❢♦☞✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦☛♣q❞↕❞❢❡❝❡❝♦✝➂
1 =

⑤
1 ⊕
④

1

♣q❞❢✇①❣✉❡❝♦☛♣☎✐☞❡❝❞❢⑩❶❴❸♠❧♦✂④❢❴❜❡❝④❢⑤q⑥❸✐❧❡➟♣q❞↕❡❥✐➭❴❜♦ ⌊(dmin − 1)/2⌋❾✚⑤q❞☞❞❢✇①➯❶♦❶⑥❿➯①❞✸⑤
1
➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯①❞☞❾✚⑤q❞❧➏✝④❢♦❶❼✦✐❄⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦❄♣q❞✂⑤q❼û♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡↕✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦q➏✍✇☎♠❧♦

❛❝❞❢❡❝❴❸✐▼✈✍♦❶❛❝❛❝➁❿➯①❞❢⑥⑨♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❡✵✐▼✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐✮❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐➈⑤
2

➏✻✈➳♦❶❴❜❛✷❞❢⑥❸✐✮✇☎♠❧♦▼✈➳❞❢❡❤❣✉❞❢✇q④❢❞✬✐▼✇q❞❢✇q❷✚⑤q❼✬✐
♣☎✐❧❛★❡❝❞❢⑩❶❴❜➈✡❞❢❛➄④❢❴❜❡❝④❢⑤q⑥❸✐❧❡❝❞❢❛➄❾✚⑤q❞✵❞❢✇①➯❶♦❶⑥❿➯❶❞❢❼❉✐❧❛★✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➞➅➦④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✷④

1,
④

2,
④

3
❞❂④

4
➂

❫❵❞t⑤q❼✬✐■➘✎♦❶❡❝❼✬✐■⑩❶❞❢❡✉✐❧⑥➾➏✪♦⑧♦❶➀❽Ô❤❞❆❣✉❴❿➯❶♦⑧♣q♦❻♣q❞❢④❢♦✡♣q❴Õ➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❄✈➳♦❶❡❄♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦❻❛❝⑤☎✐♥➯❶❞✱♣q❞✑❺✪❷☎✐❧❛❝❞
❹✱♦❶➀❽❣✉❞❢❡❄⑤q❼ ④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇✚❣✉♦❻♣q❞✱✈☎✐❧♣q❡❝➈✚❞❢❛✬♣q❞✱❞❢❡❝❡❝♦q➏➄✐➭❣✉❡✉✐♥➯❶❹❢❛✬♣☎✐⑧♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❋✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④♥✐❽➏✪❾✚⑤q❞
❛✉♠❧♦✬✈➳♦❶❛❝❛❝➁❿➯❶❞❢❴❜❛❵④♥✐❧✇q♣q❴❜♣☎✐➭❣✉♦❶❛❵✐❄♣q❞❆④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❡❵④❆♦❶❡❝❡✉❞✰❣✰✐➭❼❄❞❢✇✚❣✉❞✂✐❄✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➵❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❽➏✝✐❧♦✬❴❜✇①➯❶❹❢❛❵♣q❞
❣✉❞❢❡❝❼❄♦❶❛✵✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛✵⑤q❼✬✐▼♦❶✈➳❦♥♠❧♦q➂ ➋ ✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦t♣q❞❄❞❢❡❝❡❝♦t④♥✐❧✇q♣q❴❜♣☎✐➭❣✉♦t❞❢❛❝④❢♦❶⑥❜❷q❴❜♣q♦t❛❝❞❢❡✉➉✱✐❧❾✚⑤q❞❢⑥❜❞❄❾✚⑤q❞
✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴❜❡❄♦⑧❼❄❞❢✇q♦❶❡➵✈➳❞❢❛❝♦✢✐❧✇☎✐❧⑥❜➲❶⑩❧❴❜④❢♦Ò♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣q♦⑧❞❢❼ ➚❲✖❽➂ ➓ ➪✰➂➡❺✪♦❶❼ ❴❜❛❝❛❝♦q➏➄✐Ò✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐■❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐
⑤

2
➏✳❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣☎✐■✇☎✐■➫☎⑩❶⑤q❡✉✐➂✖❽➂ ➑ ➏✳✈q❡❝♦✘➯➭✐✘➯❶❞❢⑥❜❼❄❞❢✇①❣✉❞t❛❝❞❢❡❝❴❸✐Ò♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣☎✐Ò✈➳❞❢⑥❸✐Ò✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦

❼✬✐❧❴❜❛✪✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼✬✐✂❞✾❾✚⑤q❞✾❞❢❛❤❣✉❴❿➯①❞❢❛❝❛❝❞✷♣q❞❢✇①❣✉❡❝♦➵♣q❞✾⑤q❼✬✐☞♦❧⑤❽❣❥❡✉✐✂❡❝❞❢⑩❶❴❸♠❧♦☞④❢❴❜❡❝④❢⑤q⑥❸✐❧❡✳♣q❞↕❡✉✐❧❴❜♦☞❼✬✐❧❴❜♦❶❡✪❾✚⑤q❞
⌊(dmin − 1)/2⌋ ➂➋ ④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦✑♣q❞✬✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛✂♣q❞✬❞❢❡❝❡❝♦❶❛❢➏✽♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦t④❢♦❶❼ ♦■✐❧⑤✡➷❽➁❜⑥❜❴❿♦t♣q❞✬⑤q❼ ♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡☞✐❧⑥Õ➅
⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦q➏✻❛❝❞❢❡✉➉▼♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧♣q♦✮✐▼✈☎✐❧❡❤❣✉❴❜❡✾♣q❞➵✈➳❞❢❡❤❣✉⑤q❡❝➀☎✐❧❦❢➈✚❞❢❛✵✈q❡❝♦❶⑩❶❡✉✐❧❼✬✐❧♣☎✐❧❛✾❾✚⑤q❞❄❛❝❞❢❡✉♠❧♦t❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐❧❛
✇☎✐↕✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❵❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐⑦⑤

= Y1, Y2, ..., YN

♣☎✐↕❛✉✐❧➁❜♣☎✐❵♣q♦✾♣q❞❢❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡❢➂❍⑦⑨❛❤❣❥✐❧❛⑨✈✍❞❢❡❤❣✉⑤q❡❝➀☎✐❧❦❢➈✡❞❢❛
❛❝❞❢❡✉♠❧♦▼♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣☎✐❧❛✵✐➭❣✉❡✉✐♥➯❶❹❢❛✷♣q❞☛⑤q❼✬✐✕❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐✮➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐✴✡

t = Tt1, Tt2, ..., TtN
④✰❷☎✐❧❼✬✐❧♣☎✐✕♣q❞

✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦✾♣q❞✳❣❥❞❆❛❝❣✉❞❧➂✽➣❵❛⑨✈➳♦❶❛❝❴❜❦❢➈✚❞❢❛➍♣q♦✾✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦✾♣q❞✳❣✉❞❢❛❤❣✉❞➶✡
t

❾✚⑤q❞★✈✍♦❶❛❝❛❝⑤q➁❜❡❝❞❢❼Ú♦✾➀q❴❿❣➄➩❶➏❶❴❜✇q♣q❴❜④♥✐↕❾✚⑤q❞
♦❶❛✵➯➭✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛✵♣q♦❶❛✂➀q❴❿❣✉❛✵④❢♦❶✇①❣✉❴❜♣q♦❶❛✵✇☎✐❧❛✂❼❄❞❢❛❝❼✬✐❧❛✵✈➳♦❶❛❝❴❜❦❢➈✚❞❢❛✂❡❝❞❢⑥❸✐➭❣✉❴❿➯❧✐❧❛✷❞❢❼➉⑤ ❛❝❞❢❡✉♠❧♦✱❴❜✇✚➯❶❞❢❡❤❣✉❴❜♣q♦❶❛❢➂
⑦⑨❛❤❣❥✐✱✇q♦✘➯❧✐t❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐✱⑩❶❞❢❡✉✐❧♣☎✐t✈➳♦✚♣q❞✬❛❝❞❢❡✂♦❶➀❽❣✉❴❜♣☎✐❽➏✟❛❝❴❜❼❄✈q⑥❿❞❢❛❝❼❄❞❢✇✚❣✉❞❧➏✟❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦✱✐t♦❶✈➳❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦
♣q❞✵✐❧♣q❴❜❦♥♠❧♦➵❼❄➲✚♣q⑤q⑥❜♦➭➅ ➑ ❞❢✇✚❣✉❡❝❞✵✐☛✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐☛❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐➵❞✷♦➵✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦➵♣q❞✾❣✉❞❢❛❤❣✉❞❧➏✍♦❶⑤▼❛❝❞➞Ô❝✐❽➆

⑤ ′ =
⑤ ⊕ ✡

t.
➚❲✖❽➂ ➮①➪

❫❵❞❢❛❤❣❥✐❵❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏➭⑤q❼➧✇q♦✘➯①♦❵✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦❵♣q❞➟❞❢❡❝❡❝♦❂➂ ′ ❛❝❞❢❡✉➉❵♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦s④❢♦❶❼➧♦↕✐❧⑤✡➷❽➁❜⑥❜❴❜♦★♣q♦❵♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡
✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦☛➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦q➏❽♦❶✇q♣q❞❧➆

➂ ′ =
⑤ ′ ⊕ ④ m.

➚❲✖❽➂❿➩ ➒ ➪



✻✚❖ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô✛✬ ✞ Ü①Þ➳ä☎❀✍á❂❁qß ➱ Ü

⑦⑨✇✚❣✉❡❝❞❆❣❥✐❧✇①❣✉♦q➏☎♦➵✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦➵♣q❞✷❞❢❡❝❡❝♦❄❡❝❞♥✐❧⑥❨❡❝❞❢⑥❸✐➭❣✉❴❿➯❶♦➵②➵✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐☞❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐☎⑤✦❛❝❞❢❡✉➉➵♣☎✐❧♣q♦❄✈✍♦❶❡❢➆

➂✴➊
=
✡

t ⊕
➂ ′.

➚❲✖❽➂❿➩❶➩➊➪
➋ ✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦t♣q❞❄❞❢❡❝❡❝♦t❡❝❞♥✐❧⑥✷➂ ➊ ➏✟✈➳♦✡♣q❞❢❡✉➉t❛❝❞❢❡✵♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢✇①❣✉❞❄♦❶⑤⑧✇☎♠❧♦✱♣q♦t✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦t♣q❞❄❞❢❡❝❡❝♦✱♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❿✇☎✐❧⑥
➂

m
♣q❞❢✈✍❞❢✇q♣q❞❢✇q♣☎♦t❛❝❞➵✐✕✇q♦✘➯❧✐✮❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐➋⑤ ′ ④♥✐❧❴❜❡✉➉❽➏❨♦❶⑤■✇☎♠❧♦q➏❨♣q❞❢✇✚❣✉❡❝♦✮♣q❞☛⑤q❼✬✐✕♦❶⑤❽❣✉❡✉✐✕❡❝❞❢⑩❶❴❸♠❧♦

④❢❴❜❡❝④❢⑤q⑥❸✐❧❡✳♣q❞✷❡✉✐❧❴❜♦ ⌊(dmin − 1)/2⌋ ♣q❞✷⑤q❼✬✐☛✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦☞♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢✇①❣✉❞❧➂➋ ❛✱✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦❶❛▼♣q❞✢❺✪❷☎✐❧❛❝❞❋❴❜❡✉♠❧♦❲♣q❞❆➫☎✇q❴❜❡t♦❶❛✱✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛✱♣q❞⑧❣✉❞❢❛❤❣✉❞❢❛✑❾✚⑤q❞❋✈✍❞❢❡❤❣✉⑤q❡❝➀☎✐❧❡✉♠❧♦➡✐
✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐■❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❯⑤ ♣q❞❢✇①❣✉❡❝♦⑧♣q❞▼⑤q❼✬✐■❡❝❞❢⑩❶❴❸♠❧♦Ò④❢❴❜❡❝④❢⑤q⑥❸✐❧❡☞♣q❞t❡✉✐❧❴❜♦

dmin − 1
➂ ➋ ❛➵♣q❞❆❣❥✐❧⑥❜❷q❞❢❛

♣q❞☞④❢♦❶❼❄♦✬❞❢❛❤❣✉❞❢❛↕✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛❵♣q❞✂❣✉❞❢❛❤❣✉❞❢❛↕❛✉♠❧♦✕♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦❶❛s❞☛✐❄❛❝⑤☎✐✕❴❜✇Ð❯☎⑤q➶❢✇q④❆❴❸✐✬✇☎✐✬④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❿♣☎✐❧♣q❞✂♣☎✐
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵❛✉❞❆❡❥♠➭♦✬✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❧❛s✇☎✐➵❛❝❞❢❦♥♠❧♦⑥✖❽➂ ➑ ➂ ➑ ➂

➢❵✐☞➫☎⑩❶⑤q❡✉✐➒✖❽➂ ✖❽➏q❹✷❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦☛⑤q❼➸♣q❴❸✐❧⑩❶❡✉✐❧❼✬✐✂♣q❞❱❯☎⑤✡➷❽♦❄✈☎✐❧❡✉✐➵✐☛♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵④❢♦❶❼➸❴❜✇❽➘✎♦❶❡➞➅
❼✬✐❧❦♥♠❧♦▼♣q❞➵❼❄❞❢♣q❴❜❦♥♠❧♦▼♣q❞➵④♥✐❧✇☎✐❧⑥⑨♣q❞✕❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➂❄➔➦✇q♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞❢✇✚❣✉❞❢❼❄❞❢✇①❣✉❞✬♣q♦✱✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦✮♣q❞✬❺✪❷☎✐❧❛❝❞
⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢✐❧♣q♦✷✈☎✐❧❡✉✐✷⑩❶❞❢❡✉✐❧❡➍♦❶❛➍✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛➟♣q❞➄❣✉❞❢❛❤❣✉❞❢❛❢➏❽❞❢❛❤❣✉❞s♣q❴❸✐❧⑩❶❡✉✐❧❼✬✐↕♣q❞➔❯☎⑤✡➷❽♦✂♣q❞❆➯❶❞❵❛❝❞❢❡➟♦❶➀✍❞❢♣q❞❢④❢❴❜♣q♦q➂



✻Ü❾❿✘ ✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❋õ✻ä➂❋☞ã✻Ü☎à❢ä☎❝ ➱ ✏ ❁qß ➱ Ü✑áq✯➁➀❄✁✘ô➜õ✻ô ✵ ß ➱✝✆➳➱ ✏ Ü☎Ý ✻★✌

↕➛➙❿➜❘➝➌❞✚➝✬❞✚➡➛às➻ß➩✑á✫➫➄➩✑➧q➩ü➳❄➵q➍✢➸❪➎❄➥❱➨❇➩✑➫➄➩❱➩❱➳❄➵✺➪✺➥⑨➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥➇➺➉➸❇➩❨➏⑨➵❉➳❄➵➶➢✁➐❇➩✶➺➾➵✫➴



✻❘✘ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô✛✬ ✞ Ü①Þ➳ä☎❀✍á❂❁qß ➱ Ü

ê➔➱③➮❉➱③➮ ✞ ÏÜÖ☞Ø➤ÙÛÚ➤❒❃ÑÓ❒➤÷✏▲✪Ø➤Ñ➶Ö✣➑❳Ï✮÷➀ÑÓÏ õùÏ✮÷❄❰ÐÏ
➋ ♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡➄④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞❆❣✉♦☛♣q❞✷♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦➵❛❝⑤☎✐♥➯❶❞✵❞❢❼Ð➚❲✖❽➂ ➓ ➪➟❣✉♦❶❡❝✇☎✐➊➅➦❛❝❞✾❴❜✇①➯✡❴❸➉♥➯①❞❢⑥✝✈☎✐❧❡✉✐➵✐❧⑥❜⑩❶⑤✡➅

❼✬✐❧❛⑨✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦❢➈✚❞❢❛✽♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦✷✐❵❛❝⑤☎✐✾④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➂❍➎❍✐❧❡✉✐↕⑤q❼❘④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦↕♣q❞➄➀q⑥❜♦✚④❢♦✾➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦
(N,K)

➏
❛❝❞❢❡❝❴❸✐❧❼Ú✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❸✐❧❛

2K ❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦❢➈✚❞❢❛➟✐➭❣✉❹s❾✚⑤q❞s♦✵♣q❞❢④❆♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡➍♣q❞❆❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐❧❛❝❛❝❞❵✐✷✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐✾❞❢❛❝④❢♦➭➅
⑥❜❷q❴❜♣☎✐❽➂❍⑦⑨❛❤❣✉❴❜❼☞⑤q⑥❸✐❧♣q♦❵✈➳♦❶❡✽❞❢❛❤❣❥✐✾④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❿♣☎✐❧♣q❞✳✇☎✐↕♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦q➏✡❺✪❷☎✐❧❛❝❞➄♣q❞❆➫☎✇q❴❜⑤➵⑤q❼✬✐❵④❢⑥❸✐❧❛❝❛❝❞
♣q❞☛✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦❧❛s✈☎✐❧❡✉✐✬⑩❶❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦✕♣q❞☞⑤q❼û④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦✕♣q❞☞✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛↕♣q❞✂❣✉❞❢❛❤❣✉❞☞④❢♦❶❼û④♥✐❧❡❝♣q❴❜✇☎✐❧⑥❿❴❜♣☎✐❧♣q❞
❼❄❞❢✇q♦❶❡➵❾✚⑤q❞

2K ➂❱➣❵❛❝❛❝❴❜❼t➏➟♦⑧❞❢❛❝✈☎✐❧❦❢♦❋✐❧❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧⑥✳✈☎✐❧❡✉✐Ò✐Ò✈q❡❝♦✡④❢⑤q❡✉✐Ò♣☎✐Ò✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐■❞❢❛❝④❢♦❶⑥❜❷q❴❜♣☎✐■❹
❡❝❞❢♣q⑤qÙ❢❴❜♣q♦q➏q❣✉♦❶❡❝✇☎✐❧✇q♣q♦❄✐☛♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❄❼❄❞❢✇q♦❧❛★④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷q✐❽➂

➋ ❛➍✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣❝❼❄♦❶❛❍♣q❞❵❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➏✡✇q♦❶❼❄❞♥✐❧♣q♦❶❛⑨♣q❞⑦☛➶❪ ✩✢✈⑨⑧❶①✿→❲⑩⑥✈❁➒✰➏➓☛Ó❪ ✩✢✈⑨⑧❶①✿→❲⑩⑥✈❁➒➔➒✂❞→☛Ó❪ ✩✢✈⑨⑧❶①✿→❲⑩⑥✈❁➒➔➒➔➒✰➏
♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢✇q④❢❴❸✐❧❼☛➅➦❛❝❞❵✈➳❞❢⑥❸✐✂④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞❵♣q❞↕♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦q➏q♦❶⑤✕❛❝❞➞Ô❝✐❽➏☎✐☞④♥✐❧❡❝♣q❴❜✇☎✐❧⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞❵♣q♦☛④❢♦❶✇✡➅
Ô❤⑤q✇✚❣✉♦✱♣q❞✕✈☎✐❧♣q❡❝➈✚❞❢❛☞♣q❞❄❣✉❞❢❛❤❣✉❞✕♣q❴❜❼❄❴❿✇✡⑤q❴⑨♣q❞✬⑤q❼ ✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦t✈☎✐❧❡✉✐t♦✑♦❶⑤❽❣✉❡❝♦q➂✑❺✪♦❶❼❄♦✱❞❢❛❤❣✉❞❢❛☛✐❧⑥Õ➅
⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼❄♦❶❛↕❛✉♠❧♦t⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦❶❛↕④❢♦❶❼Ð♦✱✐❧⑤✡➷❽➁❜⑥❜❴❿♦✮♣q♦✱♣q❞❢④❆♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✵✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦▼➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦q➏❨④♥✐❧✈☎✐❧Ù❄♣q❞
❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡❥✐➭❡✬⑤q❼✬✐Ò✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦Ò✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛✬❛❝❞✢➚❲✖❽➂✷✤❶➪✂➘✎♦❶❡❄❛✉✐➭❣✉❴❜❛❤➘✎❞❢❴❿❣❥✐❽➏✪✐❧❴❜✇q♣☎✐Ò❹✱✈✍♦❶❛❝❛❝➁❿➯①❞❢⑥s❾✚⑤q❞
✇q❞❢✇q❷✡⑤q❼❉✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦✬♣q❞✂❞❢❡❝❡❝♦✬❛❝❞➞Ô❝✐✬❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡✉✐❧♣q♦q➂s➣❃❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜❡❢➏➳♦❶❛s❣✉❡❝➶❢❛↕✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦❶❛★♣q❞☛❺✪❷☎✐❧❛❝❞✂❛❥♠➭♦
✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❧❛♥➂

➣✝↔❩↕➛➙✣➜✕➝■➞■➟✏➙➡➠
❫❵❞❢✇①❣✉❡❝❞✷♦❶❛s✐❧⑥❜⑩❶♦❧❡✉❴Õ❣✉❼➵♦❶❛✳♣q❞✵❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➏✍❞❢❛❤❣✉❞✷❹✷♦☛❾✚⑤q❞✵✈✍♦❶❛❝❛❝⑤q❴✻♦➵④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦➵④❢♦❶❼➸❼✬✐❧❴❜♦❶❡✪④♥✐❧❡❝♣q❴Õ➅

✇☎✐❧⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➏✚♦❶⑤✬❛❝❞➞Ô❝✐❽➏✡❼✬✐❧❴❜♦❶❡⑨✇❇✩q❼❄❞❢❡❝♦✂♣q❞❵✈☎✐➭♣q❡✉➈✚❞❢❛✪♣q❞s❣✉❞❢❛❤❣✉❞❧➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯①❞↕✐✷➫☎⑩❶⑤q❡✉✐➇✖❽➂ ➑ ➏✡✈➳♦✡♣q❞❆❼❄♦❶❛
♦❶➀❽❣✉❞❢❡➟⑤q❼ú④❆♦❶✇➭Ô❤⑤q✇✚❣✉♦✂④❢♦❶❼Ú❣✉♦✡♣q♦❶❛➟♦❶❛➟✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛➟♣q❞s❞❢❡❝❡✉♦❧❛✪✈✍♦❶❛❝❛❝➁❿➯①❞❢❴❜❛➟♣q❞❢✇①❣✉❡❝♦☞♣☎✐✷❡❝❞❢⑩❶❴❸♠❧♦✵④❢❴❜❡❝④❢⑤q⑥❸✐❧❡
④❢❞❢✇①❣❥❡✉✐❧♣☎✐☛✇☎✐☞✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐☞❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❭⑤û❞✾♣q❞✷❡✉✐❧❴❜♦

(dmin − 1)
➂➍➝✳✐❧❛❝❞♥✐❧♣q♦➵✇q❞❢❛❤❣✉❞✷④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦q➏q♦✑☛➶❪❶❲

✩✢✈⑨⑧❶①✿→❲⑩⑥✈✾➒☛♣q❞↕❺✪❷☎✐❧❛❝❞s❣✉❞❢✇✚❣❥✐✵❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡✉✐❧❡➟⑤q❼✬✐✷✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐✷❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇q♣q♦✂♦✵♣q❴❸✐❧⑩❶❡✉✐❧❼✬✐↕♣☎✐✷➫☎⑩❶⑤q❡✉✐➇✖❽➂ ✖❽➂
❫❵❞❢❛❤❣❥✐❄❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏❽❣✉♦✡♣q♦❶❛★✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛s♣q❞✷❞❢❡❝❡❝♦❶❛s♣q❞✵✈✍❞❢❛❝♦✬➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦☛❼❄❞❢✇q♦❶❡★♦❶⑤t❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥➜✐

(dmin − 1)❛✉♠❧♦■④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❛❢➂Ò➎✟♦❶❡❤❣❥✐❧✇✚❣✉♦q➏✽④❢♦❶❼❄♦✑♦✑✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦✑♣q❞✕❞❢❡❝❡❝♦■❞❢❛❝④❢♦❶⑥❜❷q❴❜♣q♦✑❹✕♣q❞❆❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐❧♣q♦✱✈➳❞❢⑥❜♦
✈➳❞❢❛❝♦✕✐❧✇☎✐❧⑥❜➲❶⑩❶❴❿④❢♦✱➚❲✖❽➂ ✦①➪✰➏☎❹✷✈➳♦❶❛❝❛❝➁❿➯❶❞❢⑥✟❾✚⑤q❞✵⑤q❼ ✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦❄♣q❞✷❞❢❡❝❡❝♦✬④❢♦❶❼➸✈➳❞❢❛❝♦✬➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦☛❼✬✐❧❴❜♦❶❡➄❾✚⑤q❞
⌊(dmin − 1)/2⌋ ❛❝❞➞Ô❝✐✢❛❝❞❢⑥❜❞❢④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣q♦q➏s✐❧⑤q❼❄❞❢✇①❣❥✐❧✇q♣q♦❱✐❧❛❝❛❝❴❜❼ ✐❋④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✑♣q❞■④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦✢♣q♦
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➂

➐✡❞⑨❣✉❴❿➯❶❞❢❡❝❼❄♦❶❛➜⑤q❼▲④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇✚❣✉♦s④❢♦❶❼Ö❣✉♦✡♣☎✐❧❛✻✐❧❛✻④❢♦❶❼☛➀q❴❜✇☎✐❧❦❢➈✚❞❢❛✻♣q❞➍❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛❍♣q❞➟➢➄➅➦❞❢⑥❜❞❢❼❄❞❢✇①❣✉♦❶❛
❾✚⑤q❞✱④❢♦❧✇✚❣✉➶❢❼ ⌊dmin/2⌋ ➀q❴❿❣✉❛➵♣q❞▼➯❧✐❧⑥❜♦❶❡✮➩❶➏✪❛❝❞❢❡❝❞❢❼❄♦❶❛❄④♥✐❧✈☎✐❧Ù❢❞❢❛✬♣q❞▼⑩❶❞❢❡✉✐❧❡☛❣✉♦✡♣q♦❶❛❄♦❶❛➵✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛♣q❞✬❞❢❡❝❡❝♦❶❛✵♣q❞✬✈➳❞❢❛❝♦✑➀q❴❿✇☎➉❧❡❝❴❜♦t❼❄❞❢✇q♦❶❡✷❾✚⑤q❞

dmin

④❢♦❶❼ ♦✑✐❧⑤✡➷❽➁❜⑥❜❴❿♦▼♣q♦✱♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✂✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦
➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦q➂✑❫❵❞❢❛❤❣❥✐✑❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏❍♦✑♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡☞✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦✱➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦✱④♥✐❧✈☎✐❧Ù✕♣q❞✕♦❶➀❽❣✉❞❢❡✂✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛



✻Ü❾❿✘ ✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❋õ✻ä➂❋☞ã✻Ü☎à❢ä☎❝ ➱ ✏ ❁qß ➱ Ü✑áq✯➁➀❄✁✘ô➜õ✻ô ✵ ß ➱✝✆➳➱ ✏ Ü☎Ý ✻✟✻

♣q❞☛❞❢❡❝❡✉♦✮④❢♦❶❼✦✈➳❞❢❛❝♦❶❛✵✐➭❣✉❹ ⌊(dmin − 1)/2⌋ ➏➜❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦▼④❢♦❶❼☞➀q❴❜✇☎✐❧♣q♦✮④❢♦❶❼✦♦❶❛✾✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❆❛✷♣q❞☞❣✉❞❢❛❤❣✉❞
✐❧✈q❡❝♦❶✈q❡❝❴❸✐❧♣q♦❶❛❢➏q❛❝❞❢❡✉➉❄④♥✐❧✈☎✐❧Ù✷♣q❞✵♦❶➀❽❣✉❞❢❡★❾✚⑤☎✐❧⑥❜❾✚⑤q❞❢❡★✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦❄♣q❞✷❞❢❡❝❡❝♦❄④❢♦❶❼ ✈✍❞❢❛❝♦✬❼❄❞❢✇q♦❶❡★♦❶⑤t❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥
✐

(dmin − 1)
➂

➥ ❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦Ò♦❻④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇✚❣✉♦❻♣q❞✱✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛✬♣q❞▼❣✉❞❢❛❤❣❥❞✱❼❄❞❢✇q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣q♦⑧✇q♦❻✈☎✐❧❡✉➉❧⑩❶❡✉✐➭➘✎♦❻✐❧✇✚❣✉❞❢❡❝❴❜♦❧❡♥➏
✐❻❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞✱♣q❞✑✈☎✐❧♣q❡❝➈✚❞❢❛✕♣q❞t❣✉❞❢❛❤❣✉❞✑⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐➭♣☎✐⑧✇q❞❢❛❤❣✉❞■✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦⑧❛❝❞❢❡✉➉❻❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥s②❻❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞
④❢♦❶❼☞➀q❴❜✇☎✐❧❦♥♠❧♦q➆

(

N

⌊dmin/2⌋

)

.

➎✟♦❶❡❤❣❥✐❧✇①❣✉♦q➏➄♦➢☛Ó❪ ✩✢✈⑨⑧❶①✿→❲⑩⑥✈❯➒❱♣q❞Ò❺✪❷☎✐❧❛❝❞■❹✑✐❧✈q⑥❜❴❜④♥➉♥➯①❞❢⑥s✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛✮✐❻④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✬❾✚⑤q❞✑✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❞❢❼
⑤q❼✬✐▼♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐✮❼❄➁❜✇q❴❜❼❄✐✮✈✍❞❢❾✚⑤q❞❢✇☎✐✑♦❶⑤❻✐t④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✷④❢⑤q❡❤❣✉♦❶❛❢➂ ➥ ❼✬✐✮❡❝❞❢♣q⑤q❦♥♠❧♦✑✇☎✐▼❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞
♣q❞✕✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛☞♣q❞✬❣✉❞❢❛❤❣✉❞✕✈➳♦✚♣q❞✕❛❝❞❢❡☞♦❶➀❽❣✉❴❜♣☎✐t❞❢⑥❜❴❜❼❄❴❿✇☎✐❧✇q♣q♦✱♦❶❛✂✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛☞♣q❞✬❣✉❞❢❛❤❣✉❞✕❾✚⑤q❞✮❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧❼
❞❢❼û✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛❵♣q❞☞❞❢❡❝❡❝♦❶❛↕❴❜♣q➶❢✇①❣✉❴❜④❢♦❶❛❢➂↕➢s♦✕❞❢✇①❣❥✐❧✇①❣✉♦q➏✝♦➇☛Ó❪ ✩✢✈⑨⑧❶①✿→❲⑩⑥✈✽➒▼✈q❡❝♦✘➯❧✐♥➯①❞❢⑥❜❼❄❞❆✇✚❣✉❞✂✇☎♠❧♦✕❛❝❞❢❡❝❴❸✐
❴❜❼❄✈q⑥❜❞❢❼➵❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦☞❞❢❼P⑤q❼✬✐☛✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦q➏➊Ô❝➉☞❾✚⑤q❞✷♦❶⑤❽❣✉❡❝♦❶❛★✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦❶❛✳❼✬✐❧❴❜❛✪❛❝❴❜❼❄✈q⑥❜❞❢❛✳④❢♦❶✇q❛❝❞❢⑩❶⑤q❞❢❼
⑤q❼➸♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✬✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼❄♦➵✐☛❞❢❛❤❣✉❞❧➂

➣❵✈✍❞❢❛✉✐❧❡✱♣☎✐❲④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞Ò♣q♦✡☛➶❪ ✩✢✈⑨⑧❶①✿→❲⑩⑥✈➤➒➡❴❜✇Ð❯☎⑤q❴❜❡▼④❢♦❶✇①❣✉❡✉✐✔✐❲❛❝⑤☎✐❲❴❜❼❄✈q⑥❿❞❢❼❄❞❢✇①❣❥✐❧❦♥♠❧♦
✈q❡✉➉➭❣✉❴❜④♥✐❽➏q❞❢❛❤❣✉❞✂✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦☞❹✵♣q❞✷⑩❶❡✉✐❧✇q♣q❞✷❴❜✇①❣✉❞❢❡❝❞❢❛❝❛❝❞❧➏✍✈➳♦❶❴❜❛❢➏☎❛❝❞❢⑩❶⑤q✇q♣q♦✱➼Õ➩ ➑ ➽➾➏☎❞❢⑥❜❞✷✈✍♦✡♣q❞✷❛❝❞❢❡s❼❄♦✡♣q❴Õ➅
➫☎④♥✐❧♣q♦✱✈☎✐❧❡✉✐t✈q❡❝♦✘➯❶❞❢❡✂⑤q❼Ð⑥❜❴❜❼❄❴Õ❣❥✐➭✇✚❣✉❞☛❴❜✇❽➘✎❞❢❡❝❴❜♦❶❡✾✈☎✐❧❡✉✐▼♦✱♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✵④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰❣❥♦▼♣q❞✬♣q❞❢④❢❴❿❛❥♠➭♦
❛❝⑤☎✐✘➯❶❞✵❞✵❛❝❞❢❡❤➯✡❴❜❡★④❢♦❶❼❄♦❄④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐➭❣✉❴❿➯❶♦☛♣q❞✵♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✬✈☎✐❧❡✉✐➵♦❶⑤❽❣✉❡❝♦❶❛❵✐❧⑥❿⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦❶❛➄♣q❞✷♣q❞❢④❢♦✡♣q❴Õ➅
➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❄❼✬✐❧❴❜❛✳❛❝❴❜❼❄✈q⑥❜❞❢❛❢➂

➣✝↔❩↕➛➙✣➜✕➝■➞■➟✏➙➡➠➥➠
⑦⑨❛❤❣✉❞➄✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦s❹✳⑤q❼➠♣q♦❶❛✽❼✬✐❧❴❜❛✟⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦❶❛✟♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦✷✐❵❛❝⑤☎✐↕❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦❵④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞ × ♣q❞✰➅

❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦q➂ ➥ ❼✬✐✵❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞❵❼❄❞❢✇q♦❶❡➟♣q❞❵✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛✪♣q❞❵❞❢❡❝❡❝♦❶❛✪❹❵④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣☎✐❽➏✡❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦☛④❢♦❶❼☛➅
✈☎✐❧❡✉✐❧♣q♦✾✐❧♦✾☛Ó❪ ✩✢✈⑨⑧❶①✿→❲⑩⑥✈✯➒✰➂➭➣❵✈✍❞❢✇☎✐❧❛✽❛✉♠❧♦↕④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❛✽♦❶❛❍✈☎✐❧♣q❡❝➈✚❞❢❛✽♣q❞✪❞❢❡❝❡❝♦↕④❢♦❶❼t➏❧✇q♦↕❼✬➉➊➷❽❴❜❼❄♦❽➏
⌊(dmin−1)/2⌋ ❞❢❡❝❡❝♦❶❛✽❾✚⑤q❞✳✇☎♠❧♦❵✈➳♦✡♣q❞❢❼❃❞❢❛❤❣❥✐❧❡❍⑥❜♦✡④♥✐❧⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦❶❛✟✇☎✐❧❛ ⌊dmin/2⌋ ✈✍♦❶❛❝❴❜❦❢➈✡❞❢❛❍♣q❞✳❼❄❞❢✇q♦❶❡④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➂↕➣❵❛❝❛❝❴❜❼t➏✝♦❶❛✾✈☎✐➭♣q❡✉➈✚❞❢❛✾♣q❞☞❞❢❡❝❡❝♦✕❣✉❞❢❛❤❣❥✐❧♣q♦❶❛✾④❢♦❶✇①❣✉❹❢❼t➏❨✇q♦✮❼✬➉➊➷❽❴❜❼❄♦❽➏

(dmin − 1)❞❢❡❝❡❝♦❶❛❢➏❽❼✬✐❧❛➟✇q❞❢❼î❣✉♦✡♣q♦❶❛➟♦❶❛✪✈☎✐❧♣q❡❝➈✚❞❢❛✪④❢♦❶❼
dmin − 1

❞❢❡❝❡❝♦❶❛❢➏❽♦❶⑤✬❼❄❞❢✇q♦❶❛❢➏✡❛❝❞❢❡✉♠❧♦✂❣✉❞❢❛❤❣❥✐❧♣q♦❶❛✪④❢♦❶❼❄♦
❹✾➘✎❞❢❴❿❣✉♦➵✇q♦✑☛➶❪ ✩✢✈⑨⑧✂①✿→❲⑩⑥✈❿➒✰➂

➥ ❼ ④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦■♣q❞✕✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛☛♣q❞✬❣✉❞❢❛❤❣✉❞✮④♥✐❧✈☎✐❧Ù✕♣q❞✕⑩❶❞❢❡✉✐❧❡✂❣✉♦✚♣q♦❶❛☞♦❶❛☞✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛☛♣q❞✕❞❢❡❝❡❝♦■❡❝❞✰➅
❾✚⑤q❞❢❡❝❴❜♣q♦❶❛✷✈➳♦❶❡✾❞❢❛❤❣✉❞✬✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦✕✈➳♦✚♣q❞➵❛❝❞❢❡✵❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡✉✐❧♣q♦▼➘✜✐❧Ù❢❞❢✇q♣q♦t④❢♦❶❼❬❾✚⑤q❞➵④♥✐❧♣☎✐▼✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦▼♣q❞



✻☞❆ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô✛✬ ✞ Ü①Þ➳ä☎❀✍á❂❁qß ➱ Ü

❣✉❞❢❛❤❣✉❞✱❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣✉❞✑⑤q❼✬✐Ò✐❧❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐Ò♣q❞▼❣✉♦✡♣☎✐❧❛➵④❢♦❶❼☛➀q❴❜✇☎✐❧❦❢➈✚❞❢❛❄✈✍♦❶❛❝❛❝➁❿➯①❞❆❴❜❛❄❾✚⑤q❞✱✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❞❢❼ ♦⑧➀q❴❿❣
♣q❞❄➯❧✐❧⑥❜♦❶❡➵➩✕⑥❜♦✚④♥✐❧⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦q➏✟✇q♦✱❼✬➉➊➷❽❴❜❼❄♦q➏✻✇☎✐❧❛ ⌊dmin/2⌋ ✈➳♦❧❛✉❴❿❦❢➈✡❞❢❛✂♣q❞✬❼❄❞❢✇q♦❶❡✵④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➂❫↕✐❧♣q♦✬❾✚⑤q❞✵❣❥❞❆❡✉❞❆❼❄♦❶❛

2⌊dmin/2⌋ ✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛❵♣q❞✷❣✉❞❢❛❤❣✉❞✂✈➳♦❶❛❝❛❝➁❿➯❶❞❢❴❜❛❢➏➳❴❜✇q④❢⑥❜⑤q❴❜✇q♣q♦❄✐❄❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❜✐✬④❢♦❶❼❉♦
➀q❴❿❣➄♣q❞✾➯➭✐❧⑥❜♦❶❡ ➒ ❞❢❼P❣✉♦✚♣☎✐❧❛s✐☞✈➳♦❶❛❝❴❜❦❢➈✡❞❢❛❢➏q❛❝❞❢❡✉♠❧♦❄④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❛➄✇q❞❢❛❤❣✉❞✵✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦q➏✡✇q♦➵❼✬➉➊➷❽❴❜❼❄♦❽➏
2⌊dmin/2⌋ ✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛★♣q❞✷❞❢❡❝❡❝♦q➂

➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞✾❾✚⑤q❞❧➏q❛❝❞✾♦☞✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦☞♣q❞↕❞❢❡❝❡❝♦☛❴❜✇q❴❜④❢❴❸✐➭⑥➦➂✢❣✉❴❿➯❶❞❢❡✳⑤q❼Ø✈➳❞❢❛❝♦☛➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦✂❴❿⑩❶⑤☎✐❧⑥✝✐✬➩❶➏❽❞❢✇①❣✰♠➭♦
❣✉♦✡♣q♦❶❛➍♦❶❛➟✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛➟♣q❞★❣✉❞❢❛❤❣✉❞s♣q❞s✈➳❞❢❛❝♦✂➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦✾❼❄❞❢✇q♦❶❡➍♦❶⑤✬❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥☎✐ ⌊(dmin−3)/2⌋ ❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧❡✉♠❧♦❞❢❼➧➂

T =
➂★➏➭✈➳♦❶❴❜❛➜♦s♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐➭♣q♦❶❡❍✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦➄➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦➄⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦➄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❡✉➉★❾✚⑤☎✐❧⑥❜❾✚⑤q❞❢❡➌⑤ ′ ➏

♣☎✐✾❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✬➚❲✖❽➂ ➮①➪✰➏①④❢♦❧❼Ú♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐❵♣q❞★→❵✐❧❼❄❼❄❴❜✇q⑩❵♣q❞
Xm

❼❄❞❢✇q♦❶❡✽♦❶⑤➵❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥❽✐ ⌊(dmin−1)/2⌋✈☎✐❧❡✉✐➵✐➵❼❄❞❢❛❝❼✬✐☞✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡❥✐✘➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦
Xm

➂

➣✝↔❩↕➛➙✣➜✕➝■➞■➟✏➙➡➠➥➠➥➠

⑦⑨❛❤❣✉❞í✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦Ö❹➡➀☎✐❧❛❤❣❥✐❧✇①❣✉❞➡❛❝❞❢❼❄❞❢⑥❜❷☎✐❧✇①❣✉❞í✐❧♦❽☛Ó❪ ✩✢✈⑨⑧❶①✿→❲⑩⑥✈✡➒➔➒✰➏✂♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢✇q④❢❴❸✐❧♣q♦➭➅➦❛❝❞✔✈➳❞❢⑥❜♦
✇❇✩q❼❄❞❆❡✉♦☛♣q❞↕✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛➄♣q❞↕❣✉❞❢❛❤❣✉❞✾④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣q♦q➂ ➥ ❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧❼➵♦❶❛✳✐❧✈✍❞❢✇☎✐❧❛ ⌊(dmin/2) + 1⌋ ✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛♣q❞❄❣✉❞❢❛❤❣✉❞❧➂■❺✳✐❧♣☎✐✱✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦✑♣q❞❄❣✉❞❢❛❤❣✉❞✬✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴Ó①⑨➀q❴❿❣✉❛✵♣q❞❄➯❧✐❧⑥❜♦❶❡➵➩✕⑥❜♦✡④♥✐➭⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦❶❛✷✇☎✐❧❛⑥①⑨✈✍♦❶❛❝❴❜❦❢➈✡❞❢❛
④❢♦❶❼ ❼❄❞❢✇q♦❶❡❝❞❢❛➵④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❢❛❢➂✔➎❍✐❧❡✉✐Ò⑤q❼ ④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦Ò④❢♦❶❼

dmin
♣q❞▼➯➭✐❧⑥❜♦❶❡➵✈☎✐❧❡❢➏✪♦❶❛☛➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛

❾✚⑤q❞❈①➳✐❧❛❝❛❝⑤q❼❄❞✾❛✉♠❧♦q➆❳①
= 0, 1, 3, ..., dmin − 1

➂ ➤ ⑤☎✐❧✇q♣q♦
dmin

❹↕⑤q❼Ø➯➭✐❧⑥❜♦❶❡✪➁❜❼❄✈☎✐❧❡❢➏✡♦❶❛✪➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛
✐❧❛❝❛❝⑤q❼❄❴❜♣q♦❶❛✽✈➳♦❶❡❳①✚❛✉♠❧♦q➆❞①

= 0, 2, 4, ..., dmin−1
➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞★❾✚⑤q❞➄❞❢❛❤❣❥✐❧❛⑨❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐❧❛⑨♣q❞➄✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛

♣q❞➵❣✉❞❢❛❤❣✉❞✬❛✉♠❧♦✱❞❢❾✚⑤q❴❿➯➭✐❧⑥❜❞❢✇①❣✉❞❢❛☞②❧❛✵❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛✂♣q❞✬✐❧✈☎✐❧⑩①✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦t⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣☎✐❧❛✾✇☎✐t♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
➙ r✱❫➠♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣❥✐❽➏☎⑥❜❴❜⑩❶❞❢❴❿❡✉✐❧❼➵❞❢✇①❣✉❞❧➏q✇☎✐☛❛❝❞❢❦♥♠❧♦⑥✖❽➂❿➩✵❞✾♣q❞❆❣❥✐❧⑥❜❷☎✐❧♣☎✐☛❞❢❼Ð➼Õ➩❶➩❢➽➾➂

➋ ④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇✚❣✉♦✑♣q❞✕✈☎✐❧♣q❡❝➈✚❞❢❛☞♣q❞✕❞❢❡❝❡❝♦✑④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣q♦✑✇q❞❢❛❤❣✉❞✮✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦t❹✬♦✑♣q❞✬❼❄❞❢✇q♦❶❡✂④♥✐❧❡➞➅
♣q❴❜✇☎✐❧⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞➭➏✟❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦■④❢♦❧❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧♣q♦✱④❢♦❶❼ ♦❶❛☎☛➶❪ ✩✢✈⑨⑧❶①✿→❲⑩⑥✈✫t☎➒Ò❞➈➒➔➒✰➏➜✈➳♦❶❡❝❹❢❼ ✐❧❴❜✇q♣☎✐t✈✍♦❶❛❝❛❝⑤q❴✪⑤q❼
♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦❋✐❧❛❝❛❝❴❜✇①❣✉➲❧❣✉❴❜④❢♦■♣q❞▼❞❢❡❝❡❝♦⑧❛❝❞❢❼❄❞❢⑥❜❷☎✐❧✇①❣✉❞▼✐❧♦❶❛➵♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯➭✐❧♣q♦❶❛❄✇q♦❶❛❄✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦❧❛☛✐❧✇✚❣✉❞❢❡❝❴Õ➅
♦❶❡❝❞❢❛❢➏➜❛❝❞❢⑩❶⑤q✇q♣q♦⑧➼Õ➩ ➑ ➽➾➂✵➣❵✈➳❞❢❛✉✐❧❡✾♣q❞☛✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴❜❡↕⑤q❼✦♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦t❴❜✇❽➘✎❞❢❡❝❴❜♦❶❡❵✐❧♦❶❛✾♣q♦❶❴❜❛✾✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦❶❛
✐❧✇✚❣✉❞❢❡❝❴❜♦❧❡✉❞❆❛♥➏✡❞❢❛❤❣❥❞✾✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦✂❹↕♦☞❼❄❞❢✇q♦❶❛✳④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽♦q➂✽➣❵❛❝❛❝❴❜❼t➏❽✈☎✐❧❡✉✐☞✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛✪❾✚⑤q❞✾⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❼
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✳⑥❜♦❶✇q⑩❶♦❶❛✳④❢♦❶❼P♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐❧❛✳❼❄➁❜✇q❴❜❼❄✐❧❛✪⑩❶❡✉✐❧✇q♣q❞❢❛❢➏☎♦✑☛➶❪ ✩✢✈⑨⑧❶①✿→❲⑩⑥✈❿➒➔➒➔➒✬♣q❞✵❺✪❷☎✐❧❛❝❞✷✈➳♦✚♣q❞✷❛❝❞❢❡
❴❜✇✚❣✉❞❢❡❝❞❢❛❝❛✉✐❧✇①❣✉❞❧➏➳✈➳♦❶❴❜❛★♦✬✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦✬♣q❞✵✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛❵♣q❞✷❣✉❞❢❛❤❣✉❞✂④❢❡❝❞❢❛❝④❢❞☞⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡❝❼❄❞❢✇①❣✉❞✷④❢♦❶❼❉✐❄♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐
❼❄➁❜✇q❴❜❼❄✐✂♣q♦❄④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦q➂



✻Ü❾❿✘ ✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❋õ✻ä➂❋☞ã✻Ü☎à❢ä☎❝ ➱ ✏ ❁qß ➱ Ü✑áq✯➁➀❄✁✘ô➜õ✻ô ✵ ß ➱✝✆➳➱ ✏ Ü☎Ý ✻ ✣

ê➔➱③➮❉➱❲ê å◗➨➤é➾èÛíÓé➾❒❍ÑÓØ➌å➂❒➤❮➶ç➚Ø✴➩➚æ➾é➾æ➾ÑÓØ➤ÑÓÏ
➢s❞❢❛❤❣❥✐✮❛❝❞❢❦♥♠❧♦q➏➜♦▼❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦✮⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦✕✈☎✐❧❡✉✐✮✐✮♦❶➀❽❣✉❞❢✇q❦♥♠❧♦▼♣☎✐✕❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✬♣q❞➵❼❄❞❢♣q❴❜❦♥♠❧♦✕♣q❞

④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➏✽➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧♣q♦✑✇☎✐✱➘✎♦❶❡❝❼✬✐t♣q❞✬♦❶✇q♣☎✐✑❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐
y(t)

➏✽❹✮✐❧➀➳♦❶❡❝♣☎✐❧♣q♦q➂t➨↕❴❜❼❄♦❶❛✵✇☎✐t➫☎⑩❶⑤q❡✉✐☎✖❽➂❿➩
❾✚⑤q❞↕♦☞♣q❞❢❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡➟❹↕❡❝❞❢❛❝✈✍♦❶✇q❛✉➉✘➯❶❞❢⑥❨✈➳♦❶❡✪④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧❡✪✐✂❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦❢♠❧♦✂♣q❞↕④❢✐❧✇☎✐❧⑥✝❞❵❡❝❞❢✈☎✐❧❛❝❛✉➉➊➅➦⑥❸✐☞✐❧♦
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➂➍➢❵✐☞➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❛✖❽➂ ✗q➏q❛✉♠❧♦➵❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦❶❛➄♦❶❛➄❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡❝❞❢❛s♣q❞✾➘✎♦❶❡❝❼✬✐✂♣q❞✷♦❶✇q♣☎✐☛✈➳❞❢❡❤❣✉❞❢✇✡➅
④❢❞❢✇①❣❥❞❆❛✵✐❧♦✕♣q❞❢❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡s♣☎✐✬➫☎⑩❶⑤q❡✉✐✴✖❽➂❿➩❶➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞☛❾✚⑤q❞❧➏➜✇☎✐✬❛✉✐❧➁❜♣☎✐✬♣q♦❶❛❵➫☎⑥❿❣✉❡❝♦❶❛❵♣q❞☞♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦q➏
❣✉❞❢❼❄♦❶❛★✐❧❛➄❞❢❛❤❣❥✐➭❣✉➁❜❛❤❣✉❴❜④♥✐❧❛✳♣q❞✾♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦➵✈✍♦❶✇q♣q❞❢❡✉✐❧♣☎✐❧❛❢➂➍➣➧❞❢❛❤❣❥✐➭❣✉➁❜❛❤❣✉❴❜④♥✐☞♣q❞✾♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦q➏q♣q❞❢✇q♦❧❣❥✐❧♣☎✐☛✈➳♦❶❡
vi
➏✝♣q❞❆❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐❧❡✉➉✕✐✕❡❝❞❢⑩❶❡✉✐✕♣q❞☞♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦✮❾✚⑤q❞☛♣q❞❆➫☎✇q❴❜❡✉➉✕♦✬➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❵♣q♦✮➀q❴❿❣↕❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦

Yi
➏❨❛❝❞❢⑩❶⑤q✇q♣q♦

✐❧❛★❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞❢❛s♣q❞❆❛✉❴❿⑩❶⑤☎✐❧⑥❜♣☎✐❧♣q❞❢❛❢➆

para vi ≥ 0,
➘✜✐❧❦♥✐

Yi = 1

para vi ≤ 0,
➘✜✐❧❦♥✐

Yi = 0.

➚❲✖❽➂❿➩ ➑ ➪

➋ ✈q❡❝♦➭Ô❤❞❆❣✉♦❻♣q♦❶❛❄➫☎⑥❿❣✉❡❝♦❶❛❄♣q❞✱♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦❋♣q❞❢✈✍❞❢✇q♣q❞❢❡✉➉❋♣q♦❻❣✉❴❜✈➳♦⑧♣q♦❻❛✉❴❿✇☎✐❧⑥s♣q❞t❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦⑧❞
♣q♦✑❣✉❴❜✈➳♦✑♣q♦■④♥✐❧✇☎✐❧⑥✪④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣q♦■✇q❞❢❛❤❣❥✐✑❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦q➂ ➋ ❛☞➫☎⑥❿❣✉❡❝♦❶❛✂♣q❞✮♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦■✇☎♠❧♦✑❛✉♠❧♦■♦❶❛
♦❶➀❽Ô❤❞❆❣✉❴❿➯❶♦❶❛➄♣q❞❢❛❤❣❥✐➵♣q❴❜❛❝❛❝❞❢❡❤❣❥✐❧❦♥♠❧♦q➏☎✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧✇①❣✉♦➵❛❝❞❢⑤✱✈q❡❝♦➭Ô❤❞❆❣✉♦➵✇☎♠❧♦➵❛❝❞❢❡✉➉❄✐❧➀➳♦❶❡❝♣☎✐❧♣q♦q➂

➋ ↔➜♦❶⑩①✐❧❡❝❴❿❣✉❼➵♦s♣☎✐ ➛ ✐❧Ù♥♠❧♦↕♣q❞✪➨➍❞❢❡❝♦❶❛❝❛❝❴❜❼❄❴❜⑥❿❷☎✐❧✇q❦♥✐☞➚✜↔✻↔ ➛ ➏➭♣q♦✾❴❜✇q⑩❧⑥❜➶❢❛➭➫★✈❇✩✕❲✪➫➦①➲➯❄②✂❪ä①➲�✚✈✫✈✶④Ó↔❉⑤■→❲①③✈①➪
♣q❞

Yi
④❆♦❶✇q♣q❴❜④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣q♦❄✐

vi
❹✷♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣q♦➵④❢♦❶❼❄♦q➆

L(Yi|vi) = ln
P (Yi = 1|vi)

P (Yi = 0|vi)
.

➚❲✖❽➂❿➩✫✖①➪
➥ ❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦✕♦▼➇✟❞❢♦❶❡❝❞❢❼✬✐✕♣q❞➵➝✳✐✘➴❶❞❢❛❢➏✻♦✮⑥❜♦❶⑩①✐❧❡❝❴Õ❣✉❼❄♦✬♣☎✐✮❡✉✐❧Ù♥♠❧♦✮♣q❞☞➯❶❞❢❡❝♦❶❛❝❛❝❴❜❼❄❴❜⑥❜❷☎✐❧✇q❦♥✐✬✈➳♦✡♣q❞☛❛❝❞❢❡
❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦❄♣☎✐☛❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞✾➘✎♦❶❡❝❼✬✐❽➆

L(Yi|vi) = ln

(

p(vi|Yi = 1)

p(vi|Yi = 0)

P (Yi = 1)

P (Yi = 0)

)

= ln

(

p(vi|Yi = 1)

p(vi|Yi = 0)

)

+ ln

(

P (Yi = 1)

P (Yi = 0)

)

.
➚❲✖❽➂❿➩✶✗✚➪

❺✪♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦☞❾✚⑤q❞✾✐✷➘✎♦❶✇✚❣✉❞s♣q❞❵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✵⑩❶❞❢❡✉✐✵➀q❴❿❣✉❛➟❞❢❾✚⑤q❴❜✈q❡❝♦➊➯➭➉✘➯❶❞❢❴❜❛✪♦❶⑤✕❾✚⑤q❞❵⑤q❼ú❞❢❼☛➀☎✐❧❡✉✐➊➅
⑥❜❷☎✐❧♣q♦❶❡★❛❝❞➞Ô❝✐➵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦☛✈☎✐❧❡✉✐☛➘✜✐❧Ù❢❞❢❡★❣❥✐❧⑥❨➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦q➏q❣✉❞❢❡❝❞❢❼❄♦❶❛

P (Yi = 0) = P (Yi = 1)
➂✪➣❵❛❝❛❝❴❜❼t➏

✐☛❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦■➚❲✖❽➂❿➩✶✗✚➪➟❛❝❞✵❡❝❞❢♣q⑤qÙ✵✐❽➆



✻❘▼ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô✛✬ ✞ Ü①Þ➳ä☎❀✍á❂❁qß ➱ Ü

1o

i-ésimo

N-ésimo

Sinal recebido

y(t)

Filtros de

Decisão

w1v1

wivi

wNvN

Saída 

ponderada

1o

i-ésimo

N-ésimo

Sinal recebido

y(t)

Filtros de

Decisão

w1v1

wivi

wNvN

Saída 

ponderada

 

↕➛➙❿➜❘➝⑧❞✚➝❶➳❘➡☞❣❞➵✺➪✺➵❂➨❄➽➾➥✶➫➾➵✺➺❞➳❄➵✷❷✿➥✶➫➉➧q➩➚➳❄➵➔➥✶➹✢➳✢➩✕➴

L(Yi|vi) = ln

(

p(vi|Yi = 1)

p(vi|Yi = 0)

)

.
➚❲✖❽➂❿➩✸✤❶➪

➎❍✐❧❡✉✐➵⑤q❼➸④♥✐❧✇☎✐❧⑥➜⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦➵④❢♦❶❼➸❼❄❹❢♣q❴❸✐
µ
➏q➯➭✐❧❡❝❴➠✹❧✇q④❢❴❸✐

σ2 ❞✾➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦❄♣q❞❢✇q❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞✵♣q❞✷✈q❡❝♦➭➅
➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞

f(z)
❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥➜✐❽➆

f(z) =
1√

2πσ2
exp− (z−µ)2

2σ2 .
➚❲✖❽➂❿➩✫✥①➪

➎❍♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛★❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧❡✳❾✚⑤q❞❧➆

L(Yi|vi) = ln

(

p(vi|Yi = 1)

p(vi|Yi = 0)

)

= ln

(

exp− Eb
No

(vi−a)2

exp− Eb
No

(vi+a)2

)



✻Ü❾❿✘ ✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❋õ✻ä➂❋☞ã✻Ü☎à❢ä☎❝ ➱ ✏ ❁qß ➱ Ü✑áq✯➁➀❄✁✘ô➜õ✻ô ✵ ß ➱✝✆➳➱ ✏ Ü☎Ý ✻ ▲

= ln

(

exp+
Eb
No

2avi

exp− Eb
No

2avi

)

= 4
Eb

No

avi,
➚❲✖❽➂❿➩ ➓ ➪

♦❶✇q♣q❞ Eb

No

❹✂✐❄❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦❄❛❝❴❜✇☎✐❧⑥✻❡❝⑤q➁❜♣q♦✬✈✍♦❶❡s➀q❴❿❣❵❞
a
❹✂✐✬✐❧❼❄✈q⑥❜❴❿❣✉⑤q♣q❞✷♣q❞✵♣q❞❢❛❤➯❧✐❧✇q❞❢④❢❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦q➂s➎✽✐❧❡✉✐

④♥✐❧✇☎✐❧❴❜❛➄⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦❶❛★❛❝❞❢❼➸♣q❞❢❛❤➯❧✐❧✇q❞❢④❢❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦q➏q❣❥❞❆❼❄♦❶❛
a = 1

➂
➋ ❛❝❴❜✇☎✐➭⑥✻♣q❞

L(Yi|vi)
➏➳✈✍♦❶❛❝❴❿❣✉❴❿➯❶♦❄♦❶⑤✱✇q❞❢⑩①✐➭❣✉❴❿➯①♦q➏✍✈✍♦✡♣q❞✂❛❝❞❢❡❵⑤q❛✉✐❧♣q♦✬✈☎✐❧❡✉✐❄❴❜✇q♣q❴❜④♥✐❧❡s✐➵♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦

✐❧➀q❡❝⑤q✈❽❣❥✐
Yi
➏✪➀q❴❿❣t➩✱♦❶⑤❲➀q❴❿❣ ➒ ➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞✑❾✚⑤q❞✱②⑧❼❄❞❢♣q❴❜♣☎✐■❾✚⑤q❞

L(Yi|vi)
④❢❡❝❞❢❛❝④❢❞❧➏➄✈➳♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛

♣q❴❜Ù❢❞❢❡☛❾✚⑤q❞
P (Yi = 1|vi)

❣❥✐❧❼☞➀➳❹❢❼ ④❢❡❝❞❢❛❝④❢❞❧➂❮➐✡❴❜❼❄❴❿⑥❜✐❧❡❝❼➵❞❢✇✚❣✉❞❧➏➍②■❼❄❞❢♣q❴❜♣☎✐■❾✚⑤q❞
L(Yi|vi)

♣q❞✰➅
④❢❡❝❞❢❛❝④❢❞❧➏★❴❜❼❄✈q⑥❿❴❿④♥✐■✇q♦❻④❢❡❝❞❢❛❝④❢❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦❻♣q❞

P (Yi = 0|vi)
➂➡❫❵❞❢❛❤❣❥✐❻❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏

L(Yi|vi)
➘✎♦❶❡❝✇q❞❢④❢❞

⑤q❼✬✐❄❼❄❞❢♣q❴❜♣☎✐❄♣q❞☞④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✷♣q♦✕❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❄❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦
Yi
➂↕➎✟♦❶❡❤❣❥✐❧✇✚❣✉♦q➏➳❛❝❞☞✇q♦❶❡❝❼✬✐❧⑥❜❴❿Ù♥✐❧❡❝❼➵♦❶❛

✐✮❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦❻➚❲✖❽➂❿➩ ➓ ➪✰➏❨✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛✾⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❡❵④❢♦❶❼❄♦✮④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞
Λi
♣q♦▼❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦✕❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦

Yi
➏

❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣q♦☛✐➭❣✉❡✉✐✘➯❶❹❢❛★♣q❞✷⑤q❼➸④♥✐❧✇☎✐❧⑥➜⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦q➏☎✐☛❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞✷❞✰➷❽✈q❡❝❞❢❛❝❛✉♠❧♦q➆

Λi = |vi|
➚❲✖❽➂❿➩✫✦①➪

⑦⑨✇①❣❥♠❧♦q➏➳④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧✇q♣q♦✬④❢♦❶❼û✐❄❛✉✐❧➁❜♣☎✐❄♣q♦❶❛s➫☎⑥❿❣✉❡❝♦❶❛★♣q❞☞♣q❞❆④❢❴❜❛✉♠❧♦✕♣☎✐➵➫☎⑩❶⑤q❡✉✐✴✖❽➂ ✗✬❞✵➘✜✐❧Ù❢❞❢✇q♣q♦✕♦
➘✜✐➭❣✉♦❶❡✳♣q❞✾✈✍♦❶✇q♣q❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦

wi = 1
➏q✈✍♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛✳♦❶➀❽❣✉❞❢❡★✐☞④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞

Λi
♣q♦☛❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦✂❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦

Yi
✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛★❞✰➷✡❣✉❡✉✐❧❴❜✇q♣q♦❄♦☛➯➭✐❧⑥❜♦❶❡★✐❧➀q❛❝♦❶⑥❜⑤❽❣✉♦➵♣☎✐☛♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦❄❞❢❛❤❣❥✐➭❣✉➁❜❛❤❣✉❴❜④♥✐

vi
➂

ê➔➱③➮❉➱✝ô ➵➑Ï✮÷❇íÓéò❰ÐØ➤ÑÓ❒➤÷
➢s❞❢❛❤❣❥✐í❛❝❞❢❦♥♠❧♦q➏➵❹✔✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦Ö♦ ♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦Ö♣q♦ ✈q❡❝♦✡④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦í♣q❞❮❺✪❷☎✐❧❛❝❞❲④❢♦❶❼❄♦

❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✱♣q❞✕♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✑④❢♦❶❼ ✐✱❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦t♣☎✐✱❼❄❞❢♣q❴❜❦♥♠❧♦✱♣q❞✕④♥✐❧✇☎✐➭⑥➾➂ ➋ ☛Ó❪ ✩✢✈⑨⑧❶①✿→❲⑩⑥✈➈➒➔➒
♣q❞✵❺✪❷☎✐❧❛❝❞✾➘✎♦❶❴❨♦☛❞❢❛❝④❢♦❶⑥❜❷q❴❜♣q♦☛✈☎✐❧❡✉✐☛✐☛❴❜❼❄✈q⑥❿❞❢❼❄❞❢✇①❣❥✐❧❦♥♠❧♦☞♣q♦➵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴Õ➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡➄❛❝⑤☎✐✘➯❶❞✷♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦❄✐☞❛❝⑤☎✐
➀➳♦①✐➵❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦❄④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞ × ④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✵♣q❞✵④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦q➂ ➋ ♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✕♣q♦❄❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦❄♣q❞
❺✪❷☎✐❧❛❝❞✵❹✷④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧♣q♦☛④❢♦❶❼➸♦➵♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✬♣☎✐☛♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✬✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④♥✐✂➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐❽➂

➣❵❛☞❛❝❴❜❼☛⑤q⑥❸✐➭❦❢➈✡❞❢❛✵➘✎♦❶❡✉✐❧❼ ➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧♣☎✐❧❛☛✇q♦Ò♣q❴❸✐❧⑩❶❡✉✐❧❼❄✐t❞❢❼ ➀q⑥❜♦✡④❢♦❶❛☞❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦✑✇☎✐✱➫☎⑩❶⑤q❡✉✐☎✖❽➂❿➩❶➂
➣➠➘✎♦❶✇①❣✉❞✷♣q❞✵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦☛⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣☎✐☞➘✎♦❶❡❝✇q❞❢④❢❞✵⑤q❼✬✐☛❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐✬♣q❞✷➀q❴❿❣✉❛★❞❢❾✚⑤q❴❜✈q❡❝♦➊➯➭➉♥➯①❞❢❴❜❛★❞✵④❢♦❶❼
♣q❴❜❛❤❣✉❡❝❴❜➀q⑤q❴❜❦♥♠❧♦✕⑤q✇q❴❿➘✎♦❶❡❝❼❄❞❧➂☞➣î♦❶❡❝♣q❞❢❼❬♣q❞☛⑩❶❡✉✐❧✇q♣q❞❢Ù♥✐▼♣☎✐✮❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞☛♣q❞➵➀q❴❿❣✉❛✾♣q❞➵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦



✻❘ó ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô✛✬ ✞ Ü①Þ➳ä☎❀✍á❂❁qß ➱ Ü

Desempenho do código RS(15,9) com decodificação de Chase em um canal AWGN

1,00E-06

1,00E-05

1,00E-04

1,00E-03

1,00E-02

1,00E-01

1,00E+00

0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00 6,00 7,00 8,00

Eb/No [dB]

B
E

R

Não codificado

Decodificação de Berlekamp-Massey

Decodificação de Chase

↕➛➙❿➜❘➝⑧❞✚➝❩➸☞➡ à❳➵✺➺➾➵❂➧❱➨☞➵❂➹❵➐✢➥ ➳❄➥ ➪❨❡■➳✕➻äá✸➥➺❣✷❤✣✐❴➻✧➼❪❧ ➽♦♥ ➸❄➽➉➻äãä➻❶⑩✂➩✑➹✢➳❄➥ ➳❄➵✺➪✺➥■➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥ ➩✑ãäá♦➆❂â❄➫➉➻➼➪❶➩ ➳❄➵➾ ➵❂➫➉ã➼➵❇➚✫➩✑➧❱➨❪❸✱➪✴➩✶➺➾➺➾➵❇➶❈➵❉➳❄➵✺➪✺➥■➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥q➺➉➸❇➩✧➏✸➵❉➳❄➵Ó➢✁➐❇➩✶➺➾➵➔❸✱➹✹➹➭➴
⑩❶❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❛✪➘✎♦❶❴✝♣q❞

107 ➏q✐☞❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞↕❞✰➷q✐➭❣❥✐☞♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞❢⑤t♣q♦❶❛✳✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦❶❛✪♣q♦☛④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦☞④❢♦❶❡❝❡❝❞❆❣✉♦❶❡
⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢✐❧♣q♦q➂✽❫❵❞❢❛❤❣❥✐✵❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏❶❣❥✐➊➷q✐❧❛➟♣q❞s❞❆❡✉❡❝♦✕➚✜➝✳⑦ ➛ ➏✚♣q♦✵❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛s➓➔①✿→★➣s⑧❶⑧❂✈⑨⑧❉↔❉⑤■→➉②➭➪✽④❢♦❶❼î♦❶❡❝♣q❞❢❼
♣q❞✷⑩❶❡✉✐❧✇q♣q❞❢Ù♥✐➵♣q❞

10−6 ✈q⑤q♣q❞❢❡✉✐❧❼ ❛❝❞❢❡★♦❶➀❽❣✉❴❜♣☎✐❧❛❢➂
➣❘❞❢❛❝④❢♦❶⑥❜❷☎✐✬♣q♦✕④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✬♣q❞ ➛ ❞❢❞❢♣✡➅❤➐✡♦❶⑥❜♦❶❼❄♦❶✇t④❢♦❶❼❄♦✕♦✕④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✬④❢♦❶❡❝❡❝❞❆❣✉♦❶❡❵♣q❞☞❞❢❡❝❡❝♦✕⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦

✇☎✐❧❛★❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❸✐❧❦❢➈✡❞❢❛✪➘✎♦❶❴➜➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧♣☎✐➵✇☎✐❧❛➄❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇✚❣✉❞❢❛★④❢♦❶✇q♣q❴❜❦❢➈✡❞❢❛❢➆

➍ ➎✟♦❶❡✕❛❝❞❢❡✕⑤q❼❁④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❻♣q❞✑➀q⑥❜♦✡④❢♦q➆Ò④❢♦❶✇q♣q❴❜❦♥♠❧♦❋✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❸✐❋✈☎✐❧❡✉✐❻④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧❦♥♠❧♦❻④❢♦❶❼❁♦❶❛
❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛★♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦❶❛➄✇q♦➵④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦❛✤✵➅✳❺✪➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➄➇✟⑤q❡❝➀✍♦❄♣q❞✂➝✪⑥❿♦✡④❢♦✣✘

➍ ➎✟♦❶❡➡✈➳❞❢❡❝❼❄❴❿❣✉❴❿❡❲❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❡✔✇q♦ ➙ ③➄➚✎❾❽➪❆➏■♦❶⑤ ❛❝❞➞Ô❝✐❽➏⑧⑤q❼ ④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦q➆ ④❢♦❶✇q♣q❴❜❦♥♠❧♦

✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❸✐☞✈☎✐❧❡✉✐✂④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧❦♥♠❧♦☞④❢♦❶❼ú♦❶❛✳❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛✳❾✚⑤q❞↕❛❝❞❢❡✉♠❧♦➵✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❶❛➄✇☎✐✂✈q❡❝➲➭➅
➷❽❴❜❼✬✐☞❛❝❞❢❦♥♠❧♦q➂

③☎♦❶❡✉✐❧❼ ⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦❶❛Ò❣✉❡❝➶❢❛❋④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛ ➛ ❞❢❞❢♣✡➅❤➐✡♦❶⑥❜♦❶❼❄♦❶✇❃♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢✇✚❣✉❞❢❛❢➆ ➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪✰➏ ➛ ➐❨➚❲✖❽➩❶➏ ➑ ✤❶➪■❞
➛ ➐❨➚❲✖❽➩❶➏❿➩✘➮①➪✰➏➄❼❄♦❧❣✉❴❿➯➭✐❧♣q♦❶❛❄✈➳❞❢⑥❸✐❧❛✬❼❄❞❢❛❝❼✬✐❧❛✷Ô❤⑤q❛❤❣✉❴❿➫☎④♥✐➭❣✉❴❿➯❧✐❧❛✬♣q❞✱④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧❦♥♠❧♦❋♣q❞✑♣q❞❆❛✉❞❆❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦
❼❄❞❢✇q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣☎✐❧❛➄✇q♦❶❛★❴❿❣✉❞❢✇q❛s✐➭④❢❴❜❼✬✐❽➂



✻Ü❾❿✘ ✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❋õ✻ä➂❋☞ã✻Ü☎à❢ä☎❝ ➱ ✏ ❁qß ➱ Ü✑áq✯➁➀❄✁✘ô➜õ✻ô ✵ ß ➱✝✆➳➱ ✏ Ü☎Ý ✻ ✂

Desempenho do código RS(31,25) com decodificação de Chase em um canal AWGN

1,00E-06

1,00E-05

1,00E-04

1,00E-03

1,00E-02

1,00E-01

1,00E+00

0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00 6,00 7,00 8,00

Eb/No [dB]

B
E

R

Não codificado

Decodificação de Berlekamp-Massey

Decodificação de Chase

↕➛➙❿➜❘➝⑧❞✚➝✬➘✚➡ à❳➵✺➺➾➵❂➧❱➨☞➵❂➹❵➐✢➥ ➳❄➥ ➪❨❡■➳✕➻äá✸➥➴❣✷❤✣✐✍♠❪➻➥❧ ➷➥➼♦♥❃➸❄➽➉➻äãä➻❶⑩✂➩✑➹✢➳❄➥ ➳❄➵✺➪✺➥■➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥ì➩✑ãäá♦➆❂â❄➫➉➻➼➪❶➩ ➳❄➵➾ ➵❂➫➉ã➼➵❇➚✫➩✑➧❱➨❪❸✱➪✴➩✶➺➾➺➾➵❇➶❈➵❉➳❄➵✺➪✺➥■➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥q➺➉➸❇➩✧➏✸➵❉➳❄➵Ó➢✁➐❇➩✶➺➾➵➔❸✱➹✹➹➭➴

➋ ❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡➍❴❜❡✉➉✷❼❄♦✡♣q⑤q⑥❜✐❧❡➍♦✂❛❝❴❜✇☎✐❧⑥✍♣q❞❵❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐✵♣q❞↕✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦✂④❢♦❶❼Ø✐✵④❢♦❶✇q❛❤❣✉❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦☞➝✳➎➟➐❽ü
➚✎♣q♦☛❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏✚➓➔①✿❭✟⑤■⑧❶þ✸❀➭�☞⑤✸t✫② ❛ �❇① ⑦✺→❢➬❈②✂þ⑨①✿❭✶✩❽➪➍❞❧➏q❞❢❼Ø❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜♣☎✐❽➏✡❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜❡✉➉✷♦☞❛❝❴❜✇☎✐❧⑥✝❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦
✈➳♦❶❡➜⑤q❼▲④♥✐❧✇☎✐❧⑥❶➣★✧ ➙ ➢í➚✜♣q♦★❴❜✇q⑩❧⑥❜➶❢❛❢➏✕☛➶④❄④■①✿→❲①✍✌■②❭✎✑�❇①✿→➉②❁✒➔⑤✕✔❄t✺t✂①❲⑤■❭✸✖q✈■①❿t✶②➭➪✰➂✽❺✪♦❶❼❄♦➄♦★④♥✐❧✇☎✐❧⑥①✐❧♣q♦➭➅
❣❥✐❧♣q♦☛❹✾♦➵➣★✧ ➙ ➢✵➏q❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦❄✐☞♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦☛♣q❞✂❺✪❷☎✐❧❛❝❞↕➘✎♦❶❡✳❞❢❼❄✈q❡❝❞❢⑩①✐❧♣☎✐❽➏☎✐☞❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✱➚❲✖❽➂❿➩✫✦①➪
❛❝❞❢❡✉➉➵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐✂✈☎✐❧❡✉✐➵✐➵♦❶➀❽❣✉❞❢✇q❦♥♠➭♦❄♣☎✐➵④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞↕♣q♦❄❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦✂❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣q♦q➂

➢❵✐✂➫☎⑩❶⑤q❡✉✐➒✖❽➂✷✤✡➏❽❛✉♠❧♦❄✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣☎✐❧❛s✐❧❛➄④❢⑤q❡❤➯❧✐❧❛➄♣q❞
BER × Eb/No

❾✚⑤q❞✷❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧❼ ♦
♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✕♣q♦❄④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪✳④❢♦❧❼❉♣q❞❢④❆♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✕✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④♥✐☛♣q❞✂➝✪❞❢❡❝⑥❜❞❢ì➭✐❧❼❄✈✡➅❤r✱✐❧❛❝❛❝❞❆➴
➼Õ➩✫✖➭➽★❞▼④❢♦❶❼ ♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦⑧❛❝⑤☎✐✘➯❶❞t♣q❞✑❺✪❷☎✐❧❛❝❞✰➅➦➔❤➔▼➚✪☛Ó❪ ✩✢✈⑨⑧❶①✿→❲⑩⑥✈➮➒➔➒q➪✂❞❢❼Ó⑤q❼ ④♥✐❧✇☎✐❧⑥➄➣★✧ ➙ ➢✵➂
➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯①❞✕❾✚⑤q❞✕✐t♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦■✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④♥✐▼➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐▼✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐✑⑤q❼ ❞❢✇q♦❶❡❝❼❄❞❄⑩①✐❧✇q❷q♦✱♣q❞✬♣q❞✰➅
❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✔❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦❲④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧♣☎✐✢④❢♦❶❼ ♦❲❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✢✇☎♠❧♦➭➅➦④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦q➂ ➋ ♣q❞❢❛❝❞❢❼➵✈➳❞❢✇q❷q♦❮♣q♦
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪✾❹❄❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡✉✐❧♣q♦✱✐❧❴❜✇q♣☎✐▼❼✬✐❧❴❜❛✷❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦✱⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧❼➵♦❶❛✵✐t♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✑❛❝⑤☎✐♥➯❶❞
♣q❞✮❺➟❷☎✐❧❛❝❞✰➅➦➔❝➔❥➏✟♦❶➀❽❣✉❞❢✇q♣q♦✱⑤q❼Ð⑩①✐❧✇q❷q♦✱♣q❞

1dB
❛❝♦❶➀q❡❝❞✕✐▼♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✑✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④♥✐✮✈☎✐❧❡✉✐▼⑤q❼✬✐

❣❥✐➊➷q✐➵♣q❞✷❞❢❡❝❡❝♦➵♣q❞✵✐❧✈q❡❝♦♥➷❽❴❜❼✬✐❧♣☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞
2 · 10−6 ➂

❺✪♦❶❼➵♦î❞❢❛❝✈➳❞❢❡✉✐❧♣q♦q➏Ò♦î❼❄❞❢❛❝❼❄♦î④❢♦❶❼❄✈✍♦❶❡❤❣❥✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉♦❘♣q❞➧♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦ú❹➧♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯➭✐❧♣q♦Ø✇☎✐



❆✟❖ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô✛✬ ✞ Ü①Þ➳ä☎❀✍á❂❁qß ➱ Ü

Desempenho do código RS(31,19) com decodificação de Chase em um canal AWGN

1,00E-06

1,00E-05

1,00E-04

1,00E-03

1,00E-02

1,00E-01

1,00E+00

0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00 6,00 7,00 8,00

Eb/No [dB]

B
E

R

Não codificado

Decodificação de Berlekamp-Massey

Decodificação de Chase

↕➛➙❿➜❘➝⑧❞✚➝➲➱Ð➡ à❳➵✺➺➾➵❂➧❱➨☞➵❂➹❵➐✢➥ ➳❄➥ ➪❨❡■➳✕➻äá✸➥➴❣✷❤✣✐✍♠❪➻➥❧❶➻✧➽♦♥❃➸❄➽➉➻äãä➻❶⑩✂➩✑➹✢➳❄➥ ➳❄➵✺➪✺➥■➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥ì➩✑ãäá♦➆❂â❄➫➉➻➼➪❶➩ ➳❄➵➾ ➵❂➫➉ã➼➵❇➚✫➩✑➧❱➨❪❸✱➪✴➩✶➺➾➺➾➵❇➶❈➵❉➳❄➵✺➪✺➥■➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥q➺➉➸❇➩✧➏✸➵❉➳❄➵Ó➢✁➐❇➩✶➺➾➵➔❸✱➹✹➹➭➴

➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❑✖❽➂ ✥⑧④❢♦❶❼❁✐❻⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦⑧♣q♦❋④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚❲✖❽➩❶➏ ➑ ✤❶➪✰➂ ➎✟♦❶❡❝❹❢❼t➏➄♦❋⑩①✐➭✇q❷q♦❋♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦❻④❢♦❶❼❁✐
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦☞♣q❞✷❺✪❷☎✐❧❛❝❞✰➅➦➔❤➔❥➏q❛❝♦❶➀q❡❝❞❵♦☞♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✳✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦q➏✚❹↕❼➵❞❢✇q♦❶❡✪❾✚⑤q❞↕♦☞♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧♣q♦
✈☎✐❧❡✉✐❄♦❄④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪✰➏✍✐❧✈➳❞❢❛✉✐❧❡❵♣q❞✷❣✉❞❢❡❝❞❢❼û✐➵❼❄❞❢❛❝❼✬✐

dmin = 7
➂★➎❍✐❧❡✉✐❄⑤q❼➸❣❥✐➊➷q✐❄♣q❞✵❞❢❡❝❡❝♦

♣q❞
10−6 ➏⑨❣✉❞❢❼❄♦❶❛☛⑤q❼Ó⑩①✐❧✇q❷q♦Ò♣q❞

0, 5dB
➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯①❞▼❾✚⑤q❞❧➏✪✈☎✐❧❡✉✐■♦❶➀❽❣✉❞❢❡☛⑤q❼✬✐✑❣❥✐➊➷q✐■♣q❞✮❞❢❡❝❡❝♦

♣☎✐Ò♦❶❡❝♣q❞❢❼Ó♣q❞
10−6 ➏➟♦Ò❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐■④❢♦❶❼Ó♦ ➛ ➐❨➚❲✖❽➩❶➏ ➑ ✤❶➪✵❞▼♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦Ò❛❝⑤☎✐✘➯❶❞t♣q❞✱❺✪❷☎✐❧❛❝❞✰➅➦➔❤➔

✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛❝❴❿❣❥✐Ò♣q❞▼⑤q❼✬✐✑❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦
Eb/No = 6dB

➏➍❞❢✇q❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉♦❻✐■❼❄❞❢❛❝❼✬✐✑♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦Ò✈☎✐❧❡✉✐■♦
➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪✵❹✮✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❸✐Ò⑤q❼✬✐

Eb/No = 5dB
➂❋⑦⑨❛❤❣❥✐■❾✚⑤q❞❢♣☎✐Ò♣q❞✮♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦⑧♣q♦Ò④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦

➛ ➐❨➚❲✖❽➩❶➏ ➑ ✤❶➪❍❹⑨Ô❤⑤q❛❤❣✉❴❿➫☎④♥✐❧♣☎✐✷✈✍♦❶❡➍❞❢⑥❜❞★✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴❜❡➍⑤q❼✬✐↕❣❥✐➊➷q✐✷♣q❞s④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
r ≈ 0, 806

❼✬✐❧❴❜♦❶❡✽❾✚⑤q❞
✐✕❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐✮✇q♦ ➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪✰➏

r = 0, 6
➏❨♦✮❾✚⑤q❞☛❴❜❼❄✈q⑥❜❴❿④♥✐❄❞❢❼✦⑤q❼✬✐✕♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢✇q❦♥✐✕✇☎✐✕✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❡❝❦♥♠❧♦

♣q❞✷➀q❴❿❣✉❛➄❡❝❞❢♣q⑤q✇q♣☎✐❧✇✚❣✉❞❢❛❢➂
❫❵❞❢✇①❣✉❡❝❞➍♦❶❛✻④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➜✐❧✇☎✐❧⑥❜❴❜❛✉✐❧♣q♦❶❛❢➏✘♦ ➛ ➐❨➚❲✖❽➩❶➏❿➩♥➮①➪✝❹⑨♦s❾✚⑤q❞➟✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐★♦s❼❄❞❢⑥❜❷q♦❧❡➜♣q❞❆❛✉❞❆❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦

④❢♦❶❼❘✐↕⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦❵♣☎✐❵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦↕❛❝⑤☎✐✘➯❶❞➄♣q❞★❺✪❷☎✐❧❛❝❞✰➅➦➔❝➔❥➂❶➢❵✐❵➫☎⑩❶⑤q❡✉✐➚✖❽➂ ➓ ➏❶❞❢❛❤❣❥✐↕❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❸✐➄➫☎④♥✐
❞❆➯✡❴❜♣q❞❢✇①❣✉❞❵④❢♦❶❼Ø✐✷♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧❦♥♠❧♦☞♣q♦✂✐❧⑤q❼❄❞❢✇✚❣✉♦✵♣☎✐✵❴❜✇q④❢⑥❜❴❜✇☎✐❧❦♥♠❧♦✾♣☎✐❧❛✪④❢⑤q❡❤➯➭✐❧❛✪♣q❞

BER × Eb/No

➂
➋❘➛ ➐❨➚❲✖❽➩❶➏❿➩✘➮①➪✪④❢♦❶❼ ♣q❞❢④❢♦✡♣q❴Õ➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✬♣q❞☞❺✪❷☎✐➭❛✉❞❥➅➦➔❝➔➄✈✍♦❶❛❝❛❝⑤q❴✟⑤q❼➸⑩①✐❧✇q❷q♦❄❛❝♦❶➀q❡❝❞✂✐➵♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦



✻Ü❾❿✻ ●✮Ý ✆ ô✍ß ➱ ✁✸✙⑧ô❻õ✻äÞ❋☞ã✟Ü☎à❢ä☎❀✍á❂❁qß ➱ ôÒá➇✯➁➀❄✁✘ô➜õ✻ô➀●➵õ✻Ü✣✢★✁✘Ü☎õ✻ô ❆➦✌

✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④♥✐t♣q❞▼➝✪❞❢❡❝⑥❜❞❢ì➊✐❧❼❄✈✡➅❤r✱✐❧❛❝❛❝❞❆➴❋❼☞⑤q❴❿❣✉♦✱✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼❄♦✑♣q♦✑♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦✑④❢♦❶❼ ♦■④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪✰➏
✐❧✈➳❞❢❛✉✐❧❡✾♣q❞➵✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴❜❡✾⑤q❼✬✐✕♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐✕❼❄➁❜✇q❴❿❼✬✐❄➀➳❞❢❼❬❼✬✐❧❴❜♦❶❡❢➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞❄❾✚⑤q❞❄✐✬❣❥✐➊➷q✐✮♣q❞➵④❢♦✡♣q❴Õ➅
➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✱♣q♦ ➛ ➐❨➚❲✖❽➩❶➏❿➩✘➮①➪❵❹

r ≈ 0, 613
➏✟♦❶⑤⑧❛❝❞➞Ô❝✐❽➏❍✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼✬✐✮♣☎✐✮❣❥✐➊➷q✐t♣q♦ ➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪✰➂✬➎✟♦❶❡❝❹❢❼t➏

✈☎✐❧❡✉✐✵♦❶➀❽❣✉❞❢❡✪⑤q❼✬✐✷❣❥✐➊➷q✐✂♣q❞❵❞❢❡❝❡❝♦✂♣q❞
4 · 10−6 ♦✂④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚❲✖❽➩❶➏❿➩✘➮①➪✽④❢♦❶❼ú♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦☞❛❝⑤☎✐♥➯❶❞

♣q❞✂❺✪❷☎✐❧❛❝❞✰➅➦➔❝➔✳✇q❞❆④❢❞❢❛❝❛✉❴❿❣❥✐❄✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛★♣q❞✷⑤q❼✬✐☛❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦
Eb/No = 4dB

➂
❺✪♦❶❼❉❞❢❛❤❣✉❞❢❛↕❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛❢➏✝✈➳♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛❵④❢♦❶✇q④❢⑥❜⑤q❴❜❡s❾✚⑤q❞☞♦✬⑩①✐❧✇q❷q♦✕♣☎✐✬♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✕❛❝⑤☎✐✘➯❶❞☞♣q❞

❺✪❷☎✐❧❛❝❞✰➅➦➔❝➔❥➏✡❛❝♦❶➀q❡❝❞↕✐✵♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦☛✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④♥✐✾♣q❞↕➝✪❞❢❡❝⑥❜❞❢ì➊✐❧❼❄✈✡➅❤r✱✐❧❛❝❛❝❞❆➴❶➏❽♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞❵♣☎✐✵❣❥✐➊➷q✐✵♣q♦
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✬⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦q➂❵➣s❛✉❛❝❴❜❼▼➏✝❾✚⑤☎✐❧✇✚❣✉♦✮❼❄❞❆✇q♦❶❡✾✐❄❣❥✐➊➷q✐✬♣q♦✮④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➏➳❼✬✐❧❴❜♦❶❡★❛❝❞❢❡✉➉✮♦✕⑩①✐❧✇q❷q♦q➂✾➎✟♦❶❡
♦❶⑤❽❣✉❡❝♦✷⑥❸✐❧♣q♦❽➏❶♦✾➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❍♣q❞

Eb/No

✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❜♦✷✈☎✐❧❡✉✐✾❛❝❞★♦❶➀❽❣✉❞❢❡⑨⑤q❼✬✐↕♣q❞❆❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐❧♣☎✐s❣❥✐➊➷q✐✾♣q❞➄❞❢❡❝❡❝♦q➏
♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞✷❣❥✐❧✇✚❣✉♦➵♣☎✐☛♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐☞❼❄➁❜✇q❴❜❼❄✐☞♣q♦➵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦☛❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉♦❄♣q❞✷❛❝⑤☎✐☛❣❥✐➊➷q✐➵♣q❞✷④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦q➂

➃⑥♣➄➃ ❭❉❚❆❅✵✩✷✼❍✭❆✺✟◗ ✩✹✫✮✥❁❀➏❽▼✲✵❇➜✥ ◆ ❏☎❖✾✼❍✭❆✩ ❏➠❩❻❺✳✺✻✩❄✫✮✩✹❭P✫▼✲ü➋✮✺✟✲✵✫✮✩

➢❵✐✢❛❝❞❢❦♥♠❧♦➑✖❽➂ ➑ ➏★➯✡❴❜❼❄♦❶❛✮❾✚⑤q❞⑧✐✢⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧❦❢♠❧♦✢♣q♦❶❛t✐❧⑥❜⑩❶♦❧❡✉❴Õ❣✉❼➵♦❶❛✕♣q❞❻❺✪❷☎✐❧❛❝❞Ò④❢♦❶❼❄♦❱❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦
♣q❞✑♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✢④❢♦❶❼❁❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦❻♣q❞✑❼❄❞❢♣q❴❜❦♥♠❧♦❻♣q❞✑④♥✐❧✇☎✐❧⑥↕✐❧⑤q❼❄❞❢✇①❣❥✐❋✐❻④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✑♣q❞
④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦t♣q♦▼④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➏❨❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧✇q♣q♦t❞❆❼Ð⑤q❼✦⑩①✐❧✇q❷q♦▼♣q❞➵♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✱❛❝♦❶➀q❡❝❞➵♦❶❛✾❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦❶❛✾♣q❞
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✬✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④♥✐❽➂✪➎✟♦❶❡❝❹❢❼t➏✍♦❄❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦❄♣q❞✵♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✬♣q❞❢❛❝❞❢✇①➯❶♦❶⑥❿➯✡❴❜♣q♦✬✈➳♦❶❡❵❺✪❷☎✐❧❛❝❞
❹✵✐❧✈q⑥❜❴❜④♥➉♥➯①❞❢⑥❨✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛★❞❢❼➸❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐❧❛s♣q❞✷❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦❶❛✳➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂

➣❵⑥❜⑩❧⑤q❼✬✐❧❛s✐❧✈q⑥❜❴❿④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛★♣q❞✵❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛★♣q❞✷❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦➵♣q❴❜⑩❶❴❿❣❥✐❧⑥❨❡❝❞❢❾✚⑤q❞❢❡❝❞❢❼û✐➵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢✐❧❦♥♠❧♦➵♣q❞
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏❶❛❝♦❶➀q❡❝❞➄♦

GF (q)
➏①♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦✵②✾✈➳♦❶❛❝❛❝❴❜➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞✳♣q❞➄❛❝❞★♦❶➀❽❣✉❞❢❡⑨⑤q❼✬✐↕❼✬✐❧❴❜♦❶❡❍♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇✡➅

④❢❴❸✐✷❼❄➁❜✇q❴❜❼❄✐✾❞❢✇①❣✉❡❝❞↕✐➭❛✪✈☎✐❧⑥❜✐✘➯✡❡✉✐❧❛➞➅➦④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛❢➏✚♦❧⑤✬❛❝❞➞Ô❝✐❽➏✡⑤q❼✬✐✷❼✬✐❧❴❜♦❶❡⑨④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞s♣q❞s④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦✂♣q❞
❞❢❡❝❡❝♦❶❛❢➏➳❛❝❞❢❼ ♦❶✇q❞❢❡✉✐❧❡❵✐➵❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐➵❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✟♣q♦✬❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❽➏☎❾✚⑤q❞✵❹✵✈q❡❝❞➞Ô❤⑤q♣q❴❜④♥✐❧♣☎✐❄④❢♦❶❼ ♦❄⑤q❛❝♦✬♣q❞
❣❥✐➊➷q✐❧❛➄♣q❞✾④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦☛❼❄❞❢✇q♦❶❡❝❞❢❛❢➂⑨➣❵⑥❜❹❢❼Ø♣q❴❜❛❝❛❝♦q➏q♦❶❛✳④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✳♣q❞↕➀q⑥❜♦✡④❢♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛➟❛✉♠❧♦➵➀☎✐❧❛❤❣❥✐❧✇①❣✉❞

⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢✐❧♣q♦❶❛❵❞❢❼❬✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐➭❦❢➈✡❞❢❛❵❾✚⑤q❞☛✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉❴❿❣❥✐❧❼û⑤q❼✬✐✕❼✬✐❧❴❜♦❶❡★✈q❡❝♦❧❣✉❞❢❦♥♠❧♦✮✈☎✐❧❡✉✐✕❞❢❡❝❡❝♦❶❛↕❞❢❼✦❡✉✐➊Ô❝✐❧♣☎✐
➚✎♣q♦❄❴❜✇q⑩❶⑥❿➶❢❛❢➏✟➓✯✔❇⑧❂t✂→➛➣s⑧❶⑧❂✈⑨⑧❂t❧➪✰➂
➤ ⑤☎✐❧✇q♣q♦✮⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢✐❧❼❄♦❶❛❵♦❶❛✷✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦❶❛❵♣q❞✬❺➟❷☎✐❧❛❝❞➵➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛↕✈☎✐❧❡✉✐✕♣q❞❢④❢♦✡♣q❴Õ➫☎④♥✐❧❡✾④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛

q
➅

➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏✳④❢♦❶✇①➯❶❞❢❡❝❛❝➈✡❞❢❛✮❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦➊➅➦➀q❴Õ❣❄❞✱➀q❴❿❣❤➅➦❛❝➁❜❼✂➀➳♦❶⑥❿♦⑧♣q❞✰➯①❞❢❼❁❛❝❞❢❡✬❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐❧❛❄✈☎✐❧❡✉✐⑧✈✍♦❶❛❝❛❝❴❜➀q❴❜⑥❜❴❿❣❥✐❧❡
✐■♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦q➂❱⑦⑨❛❤❣❥✐❧❛➵④❢♦❶✇①➯❶❞❢❡❝❛❝➈✡❞❢❛❄✈➳♦✡♣q❞❢❼Ó④❢♦❶❼❄✈q❡❝♦❶❼❄❞❆❣✉❞❢❡☞♦Ò♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦⑧♣☎✐■♣q❞❢④❢♦✡♣q❴Õ➅
➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦⑧♣q❞t❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➂❱➔➦⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧❡❝❞❢❼❄♦❶❛❢➏➍④❢♦❶❼❄♦■❞✰➷❽❞❢❼❄✈q⑥❜♦Ò♣q❞❢❛❝❛✉✐⑧✈✍❞❢❡❝♣☎✐Ò♣q❞▼♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦q➏✪⑤q❼✬✐
✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦✕④❢♦❶❼✦♦▼④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚ ➓ ➏ ✖①➪s❾✚⑤q❞➵✈➳♦❧❛✉❛❝⑤q❴

dmin = N − K + 1 = 7 − 3 + 1 = 5
❞❧➏

④❢♦❶✇q❛❝❞❢❾✢❏q❞❢✇✚❣✉❞❢❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏➳④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✾♣q❞✵④❢♦❧❡✉❡❝❞❢❦❢♠❧♦❄♣q❞
t
❞❢❡❝❡❝♦❶❛❢➏☎❛❝❞❢✇q♣q♦q➆



❆Û✘ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô✛✬ ✞ Ü①Þ➳ä☎❀✍á❂❁qß ➱ Ü

 

Palavra-código transmitida:      
 

XA = [  3     1     7     7     5     1     5  ] 
 

XAbits = [011 001 111 111 101 001 101] 

 

Palavra recebida: 
 

       Y = [  4     1     7     0     5     6     2  ] 
 

    Ybits = [100 001 111 000 101 110 010] 
 

Erros: 
 

Z = XA ⊕ Y = [  7     0     0     7     0     7     7  ] 
 

Zbits = XAbits ⊕ Ybits = [111 000 000 111 000 111 111] 

↕➛➙❿➜❘➝⑧❞✚➝✬✃✚➡☞❐➦➎❄➵❂➧❱➨❄ã➼➥q➳❄➵❉➵❂➫➉➫➾➥ü➵❂➧✲➸❄➧q➩➚➨❇➩✑ãß➩❨➏■➫➄➩❱➳❄➥ü➪❨❡⑨➳✕➻äá✸➥❂❣✷❤✣✐❦❥✕❧ ♠♦♥➦➽➉➫➄➩✑➹✢➺➉➧❱➻ä➽➉➻➼➳✢➩✕➴

t =

⌊

(dmin − 1)

2

⌋

=

⌊

(5 − 1)

2

⌋

= 2.

➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯①❞⑧✐❻➫☎⑩❶⑤q❡✉✐➀✖❽➂ ✦❽➏★❛❝⑤q✈➳♦❶✇q❷☎✐✢❾✚⑤q❞Ò⑤q❼✬✐❻✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦➡④
A

❛❝❞➞Ô❝✐❋❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣☎✐⑧❞Ò✐
✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐★❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐s✇☎✐s❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐s♣q♦s♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✟❛❝❞➞Ô❝✐✯⑤■➂✽③✍✐❧Ù❢❞❢✇q♣q♦❵✐❧❛✟④❢♦❶✇✚➯❶❞❢❡❝❛❝➈✡❞❢❛❍❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦➭➅
➀q❴❿❣✵♣☎✐❧❛✵❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛❿④

A

❞✽⑤Ò➏✻❣✉❞❢❡❝❞❢❼❄♦❶❛✸④
Abits

❞✽⑤
bits

➏❍❡❝❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❴❿➯❧✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➂ ➥ ❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦▼♦
☛Ó❪ ✩✢✈⑨⑧❶①✿→❲⑩⑥✈☎➒➔➒✮♣q❞☛❺✪❷☎✐❧❛❝❞✂✈☎✐❧❡✉✐✬✐❧⑤q❼❄❞❢✇✚❣❥✐❧❡s✐❄④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✂♣q❞✂④❢♦❧❡✉❡❝❞❢❦❢♠❧♦✕♣q❞✂❞❢❡❝❡❝♦❶❛❢➏➳✈➳♦✡♣q❞❆❼❄♦❶❛
❼✬✐❧✇q❴❜✈q⑤q⑥❸✐❧❡➍✐✷✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐➊➅➦❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❁⑤

bits
✐➭❣✉❡✉✐✘➯❶❹❢❛✪♣q❞

2⌊dmin/2⌋ = 2⌊5/2⌋ = 4
✈☎✐❧♣q❡❝➈✚❞❢❛✪♣q❞★❣✉❞❢❛❤❣✉❞

❾✚⑤q❞❄✈➳♦❶❛❝❛❝❴❜➀q❴❜⑥❜❴Õ❣❥✐❧❼û❼❄♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛❢➏✻✇q♦t❼✬➉➊➷❽❴❜❼❄♦q➏❨✇☎✐❧❛ ⌊dmin/2⌋ = ⌊5/2⌋ = 2
✈✍♦❶❛❝❴❜❦❢➈✡❞❢❛✵♣q❞

❼❄❞❢✇q♦❶❡❝❞❢❛☛④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❢❛☞♣☎✐■✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐✑❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❯⑤
bits
➂✢➎✟♦❶❡❝❹❢❼t➏➍❼❄❞❢❛❝❼❄♦Ò✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧✇q♣q♦✑❞❢❛❤❣✉❞

✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣❝❼❄♦✂♣q❞✷❺✪❷☎✐❧❛❝❞✵✐✸⑤
bits

❞❵➘✜✐❧Ù❢❞❢✇q♣q♦❄✐☞④❢♦❶✇①➯❶❞❢❡❝❛✉♠❧♦➵➀q❴❿❣❤➅➦❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦q➏✚✈☎✐❧❡✉✐☞♦❶➀❽❣✉❞❢❡➄✐☞✇q♦✘➯❧✐☞❛❝❞✰➅
❾✚⑤q➶❢✇q④❢❴❸✐✑⑤ ′ ➏✝♦✕♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡↕✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦✬✇☎♠❧♦✕④❢♦❶✇q❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜❡❝❴❸✐❄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❡⑦⑤ ′ ④❢♦❶❡❝❡❝❞❆❣❥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏
✈➳♦❶❴❜❛❄❞❢⑥❜❞✱❹✑④♥✐❧✈☎✐❧Ù✱♣q❞✑④❢♦❶❡❝❡❝❴❜⑩❶❴❿❡❄✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛

t = 2
❞❢❡❝❡✉♦❧❛✕♣q❞✑❛❝➁❜❼☞➀➳♦❧⑥❜♦❶❛❢➂Ö➎❍✐❧❡✉✐❻♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❡✮✐

✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❂⑤❉④❢♦❶❡❝❡❝❞❆❣❥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏❽⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦✵♦☞❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✂♣q❞✷❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➏q✈q❡❝❞❢④❢❴❿❛❥✐➭❡✉➁❜✐❧❼❄♦❶❛➟❼✬✐➊➅
✇q❴❜✈q⑤q⑥❸✐❧❡✾✐✮✈☎✐❧⑥❜✐✘➯✡❡✉✐✑⑤

bits
✈➳❞❢⑥❜♦✮❼❄❞❢✇q♦❶❛✾❞❢❼ ➑ ❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛✵♣q❞

3
✈➳♦❶❛❝❴❜❦❢➈✚❞❢❛✷❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜♣☎✐❧❛❢➏❨❣✉♦❧❣❥✐❧⑥❜❴Õ➅

Ù♥✐❧✇q♣q♦
6
✈➳♦❶❛❝❴❜❦❢➈✡❞❢❛❢➂ ø ✈➳♦❶❛❝❛❝➁❿➯❶❞❢⑥➳♣q❞❆❛✉❞❆✇✚➯❶♦❶⑥❿➯❶❞❢❡✪⑤q❼Ø✐➭⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦✾❾✚⑤q❞↕✐➭❣✉❞❢✇q♣☎✐✵❞❢❛❤❣❥✐✵✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➏

✈➳♦❶❡❝❹❢❼➸❞❢⑥❜❞✾❛❝❞❢❡❝❴❸✐☛❼✬✐❧❴❜❛✳④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽♦➵❞✷④❢♦❶❼➸⑤q❼✬✐☛❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞✾⑩❶❡✉✐❧✇q♣q❞✷♣q❞✷✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛★♣q❞✾❣✉❞❢❛❤❣✉❞❧➂



✻Ü❾❿✻ ●✮Ý ✆ ô✍ß ➱ ✁✸✙⑧ô❻õ✻äÞ❋☞ã✟Ü☎à❢ä☎❀✍á❂❁qß ➱ ôÒá➇✯➁➀❄✁✘ô➜õ✻ô➀●➵õ✻Ü✣✢★✁✘Ü☎õ✻ô ❆Ü✻

❺✪♦❶❼➠♦↕❴❜✇①❣✉⑤q❴❿❣✉♦❵♣q❞✪❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡✉✐❧❡✟♦↕♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦✷♣☎✐❵♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✾♣q❞➄❺✪❷☎✐❧❛❝❞➄✈☎✐❧❡✉✐s④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏➟❹▼✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐Ò⑤q❼✬✐Ò❼❄♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦Ò✇q♦❻❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦⑧♣q❞✑❺✪❷☎✐❧❛❝❞t✈☎✐❧❡✉✐Ò⑩❶❞❢✇q❞❢❡✉✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧❡➵✐Ò❛❝⑤☎✐
✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦q➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞✮✇q♦✘➯❧✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞✮✐t➫☎⑩❶⑤q❡✉✐ ✖❽➂ ✦❽➏✽❛❝❞✬❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷☎➉❧❛❝❛❝❞❢❼❄♦❶❛✵♣q❴❜❡❝❞❆❣❥✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉❞❄④❢♦❶❼ ✐
✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐✢❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐✏⑤Ò➏✾✐❧♦❱❴❜✇✚➯❶❹❢❛▼♣q❞⑧❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧❡❝❼➵♦❶❛✮✐❱④❢♦❶✇①➯①❞❢❡❝❛✉♠❧♦✔❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦➭➅➦➀q❴Õ❣✮✈☎✐❧❡✉✐✢♦❶➀❽❣✉❞❢❡
⑤

bits
➏✝❞✂④❢♦❶✇q❛❝❞❢⑩❶⑤q➁❜❛❝❛❝❞❢❼❄♦❶❛↕❼✬✐❧✇q❴❜✈q⑤q⑥❸➉✘➅➦⑥❜✐❄✐➭❣✉❡✉✐♥➯❶❹❢❛↕♣q❞✂✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛↕♣q❞✵❣✉❞❢❛❤❣✉❞☞❾✚⑤q❞☞✈✍❞❢❡❝❼❄❴❿❣✉❴❜❛❝❛❝❞❢❼û✐

❛❝⑤q➀q❛❤❣✉❴❿❣✉⑤q❴❜❦♥♠❧♦✮♣q♦❶❛↕❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛s♣☎✐❧❛✾✈✍♦❶❛❝❴❜❦❢➈✡❞❢❛↕④❢♦❶❼✦➀☎✐❧❴Õ➷q✐✬④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞✂✈➳♦❶❡❵♦❶⑤❽❣✉❡✉♦❧❛

❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛↕❼✬✐➭❴❜❛✷✐❧♣q❞❢❾✚⑤☎✐➭♣q♦❶❛❢➏✟❛❝❞❢❡❝❴❸✐❧❼❬✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❸✐❧❛✷❛❝⑤q➀q❛❤❣✉❴❿❣✉⑤q❴❜❦❢➈✡❞❢❛✵✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛✷❞❢❼❬♣q⑤☎✐❧❛

✈➳♦❶❛❝❴❜❦❢➈✡❞❢❛✕♣q❞✓⑤✹✈☎✐❧❡✉✐❋❾✚⑤q❞■♦❋♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✮✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦❻④❢♦❶✇q❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜❛❝❛❝❞Ò♣q❞❢④❢♦✡♣q❴Õ➫☎④♥✐❧❡▼✐❻✇q♦➊➯➭✐
❛❝❞❢❾✚⑤q➶❢✇q④♥❴❸✐✏⑤ ′ ❞❢❼ ⑤q❼✬✐❋✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❻➯❧➉❧⑥❜❴❜♣☎✐❻♣q♦❱④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✢♣q❞ ➛ ➐❨➚ ➓ ➏ ✖①➪✰➂î⑦❍➷❽❞❢❼❄✈q⑥❿❴❿➫☎④♥✐❧✇q♣q♦q➏❵❛❝❞
❣✉❴❿➯①❞❢❡❝❼❄♦❧❛s♦✕✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦✬♣q❞✂❣✉❞❢❛❤❣✉❞ù✡

= [7 0 0 7 0 0 0]
❞✂♦✬❛❝♦❶❼✬✐❧❡❝❼❄♦❶❛❢➏✍✇q♦ ➙ ③➄➚❲✦①➪✰➏➳②✬✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐

❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐☎⑤Ò➏❽❣✉❞❢❡❝❞❢❼❄♦❶❛★⑤q❼✬✐☞✇q♦➊➯➭✐➵✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❽➆

⑤ ′

=
⑤ ⊕ ✡

= [4 1 7 0 5 6 2] ⊕ [7 0 0 7 0 0 0]

= [3 1 7 7 5 6 2].

➢s♦❧❣✉❞❄❾✚⑤q❞✬✐▼❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✑⑤ ′ ✐❧⑩❶♦❶❡✉✐✮✈✍♦✡♣q❞❄❛❝❞❢❡✵♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣☎✐t✈➳❞❢⑥❜♦▼♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✵✐❧⑥Õ➅

⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦q➏❽✈✍♦❶❴❜❛➄✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴✟✐❧✈✍❞❢✇☎✐❧❛s♣q♦❶❴❜❛➄❞❢❡❝❡❝♦❶❛★♣q❞✷❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦☛❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦❄④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧♣☎✐☛②✽④

A
➂

❫❵❞s✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦✵④❆♦❶❼î♦✷❞✰➷❽❞❢❼❄✈q⑥❜♦✵✐❧✇①❣✉❞❢❡❝❴❜♦❶❡❢➏①♦✵❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦✷♣q❞↕❺➟❷☎✐❧❛❝❞s❼❄♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦✾✈☎✐❧❡✉✐✷❛❝⑤q✈✍♦❶❡❤❣❥✐❧❡
✐✑♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐➭❦♥♠❧♦Ò♣q❞✕④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏✽❛❝❞❢❼Ó✐✱✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉❴❜♣☎✐❧♣q❞✮♣q❞✮④❢♦❧✇✚➯❶❞❢❡❝❛❝➈✡❞❢❛➵➀q❴❿❣❤➅➦❛❝➁❜❼☞➀✍♦❶⑥❿♦✱❞

❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦➭➅➹➀q❴❿❣❢➏✝♣q❞❆➯❶❞➵❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜❡✾✐✮❼❄❞❢❛❝❼❄♦✕❞❢❛❝❾✚⑤q❞❢❼✬✐▼♣q❞☞♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦▼❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦✕✇q♦✮♣q❴❸✐❧⑩❶❡✉✐❧❼✬✐
♣q❞➔❯☎⑤✡➷❽♦✵♣☎✐✷➫☎⑩❧⑤q❡❥✐ü✖❽➂ ✖❽➂⑨➎✟♦❶❡❝❹❢❼t➏✡✐✷♦❶➀❽❣✉❞❢✇q❦♥♠❧♦✵♣q♦✵④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦✂♣q❞★✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛➟♣q❞➄❣✉❞❢❛❤❣✉❞s♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞★♣☎✐❧❛
➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❛➍⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣☎✐❧❛⑨✈➳❞❢⑥❜♦❶❛⑨❣✉❡❝➶❢❛✪✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦❧❛⑨♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧❴❿❛⑨♣q❞↕❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➏✡✈➳♦❶❴❜❛➟✐❧⑩❶♦❶❡✉✐↕❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❡❝❞❢❼❄♦❶❛
④❢♦❶❼✦❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂✵➢❵✐✮❛❝❞❢❦♥♠❧♦✪✖❽➂ ✖❽➂❿➩❶➏➜✐✮⑩❶❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦✮♣q♦❶❛✾✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛✾♣q❞☞❣✉❞❢❛❤❣✉❞➵✈☎✐❧❡✉✐✕⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❡

✇☎✐❋♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦❢♠❧♦❱♣q❞Ò❺✪❷☎✐❧❛❝❞
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐⑧❹■✐❧➀✍♦❶❡❝♣☎✐❧♣☎✐❽➂ ➋ ④♥➉❧⑥❜④❢⑤q⑥❜♦❻♣☎✐❧❛✮④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❿❴❜♣☎✐❧♣q❞❢❛✬♣q♦❶❛

❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛↕❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❿♣q♦❶❛✾❣❥✐❧❼☛➀✍❹❢❼✦♣q❞❆➯①❞➵❛❝❞❢❡✷❼❄♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦✮✈☎✐❧❡✉✐▼✐➭❣✉❞❢✇q♣q❞❢❡✾♦▼✇q♦➊➯❶♦t✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦✕♣q❞
♦❶➀❽❣✉❞❢✇q❦♥♠❧♦✮♣q♦❶❛↕✈☎✐❧♣q❡❝➈✚❞❢❛✾♣q❞✵❣❥❞❆❛❝❣✉❞

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂❵➢❵✐✕❛❝❞❢❦♥♠❧♦✰✖❽➂ ✖❽➂ ➑ ➏✝❞❢❛❤❣❥✐✕✇q♦✘➯➭✐✬➘✎♦❶❡❝❼✬✐❄♣q❞☞④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧❡

✐☛④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞↕❛❝❞❢❡✉➉❄✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣☎✐❽➂



❆❘❆ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô✛✬ ✞ Ü①Þ➳ä☎❀✍á❂❁qß ➱ Ü

ê➔➱❲ê➔➱➄✃ ✞ ÏÜÖ☞Ø➤ÙÛÚ➤❒❃ÑÓ❒➤÷✏▲✪Ø➤Ñ➶Ö✣➑❳Ï✮÷➀ÑÓÏ õùÏ✮÷❄❰ÐÏ▼❒➭❮♣➨➛Ö☞æ➾❒➤÷
❫❵❞❆➯✡❴❜♣q♦⑧✐Ò➀➳♦①✐■❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦Ò❞❢✇①❣✉❡❝❞▼④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞✮❞▼♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦❋✐❧⑥❜④♥✐❧✇q❦❢✐❧♣q♦⑧✈✍❞❢⑥❜♦➡☛Ó❪ ✩✢✈♣❲

⑧❶①✿→❲⑩⑥✈✽➒➔➒✮♣q❞➵❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➏✝④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞✂✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦✕✇☎✐✬❛❝❞❢❦♥♠❧♦❩✖❽➂ ➑ ➂ ➑ ➏✝✐✬⑩❶❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦✬♣q♦✕④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦✕♣q❞
✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛★♣q❞↕❣✉❞❢❛❤❣✉❞✵✈☎✐❧❡✉✐☛✐➵✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦♥♠❧♦➵♣☎✐☛♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵♣q❞✂❺✪❷☎✐❧❛❝❞✵②☛④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛✳❛❝❞❢❡✉➉

➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧♣☎✐❄✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛★✇☎✐❧❾✚⑤q❞❢⑥❜❞✵✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦❽➂
➛ ❞❢⑥❜❞❆❼☛➀q❡✉✐❧✇q♣q♦q➏❽♦✑☛Ó❪ ✩✢✈⑨⑧❶①✿→❲⑩⑥✈❿➒➔➒✬♣q❞✂❺✪❷☎✐❧❛❝❞✷➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦☞⑩❶❞❢❡✉✐☛⑤q❼➸④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦❄♣q❞✾✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛★♣q❞

❣✉❞❢❛❤❣✉❞✳❾✚⑤q❞✳✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴✡❣✉♦✡♣☎✐❧❛✽✐❧❛❍④❢♦❶❼☞➀q❴❜✇☎✐❧❦❢➈✡❞❢❛❍♣q❞✪❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❜✐❧❛⑨❾✚⑤q❞✳✈➳♦❧❛✉❛❝⑤q❞❢❼❃♦↕➀q❴❿❣❍♣q❞✪➯➭✐❧⑥❜♦❶❡➟➩❶➏❶✇q♦
❼✬➉➊➷❽❴❜❼❄♦q➏✝✇☎✐❧❛ ⌊dmin/2⌋ ✈➳♦❧❛✉❴❿❦❢➈✡❞❢❛✾♣q❞➵❼❄❞❢✇q♦❶❡❝❞❢❛✾④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞❢❛↕♣☎✐✮✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐✕❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐➋⑤■➂➤ ⑤☎✐❧✇q♣q♦↕❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄♦❶❛✟④❢♦❶❼❘④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏➭➯✡❴❜❼❄♦❶❛❍❾✚⑤q❞➄♦✾♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦✵♣☎✐↕♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

♣q❞✳❺✪❷☎✐❧❛❝❞➟✈✍♦✡♣q❞➟❛❝❞❢❡✻♣q❞❢⑩❶❡✉✐❧♣☎✐❧♣q♦q➏➭④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞⑨♦s❞✰➷❽❞❢❼❄✈q⑥❜♦s❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦➄✇☎✐➄➫☎⑩❶⑤q❡✉✐➶✖❽➂ ✦❽➂✻➔➦❛❤❣❥♦s♦✚④❢♦❶❡❝❡❝❞
✈➳♦❶❡❝❾✚⑤q❞❧➏①✐❧✈➳➲❧❛✽✐s④❢♦❶✇①➯①❞❢❡❝❛✉♠❧♦↕❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦➭➅➹➀q❴❿❣♥➏➭✐s❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❵➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐✺⑤

bits

➏❧❾✚⑤q❞✪❛❝❞❢❡✉➉❵❼✬✐❧✇q❴❜✈q⑤q⑥❸✐❧♣☎✐
✈➳❞❢⑥❜♦❶❛★✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛s♣q❞✷❣✉❞❢❛❤❣✉❞✂➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏❽❣✉♦❶❡❝✇☎✐➊➅➦❛❝❞

log2(q)
➯①❞❢Ù❢❞❢❛❵❼✬✐❧❴❜♦❶❡➄❾✚⑤q❞✂✐❄❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐

⑤Ò➏➜✈➳♦❶❡❝❹❢❼❬✐✮❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞☛♣q❞☛✈➳♦❶❛❝❴❜❦❢➈✡❞❢❛✾♣q❞☎⑤
bits

❾✚⑤q❞☛❛❝❞❢❡✉♠❧♦t❼❄♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣☎✐❧❛↕❛❝❞➵❼✬✐❧✇①❣✉➶❢❼✦❞❢❼
⌊dmin/2⌋ ➂

➎✟♦✡♣q❞❢❡❝➁❸✐➭❼❄♦❶❛★✐❧⑥❿❣✉❞❢❡✉✐❧❡✳♦✑☛Ó❪ ✩✢✈■⑧❶①✿→❲⑩⑥✈❿➒➔➒✬♣q❞✂❺✪❷☎✐❧❛❝❞✷❛✉❴❿❼❄✈q⑥❜❞❢❛❝❼❄❞❢✇✚❣✉❞✾✐❧⑤q❼❄❞❢✇①❣❥✐❧✇q♣q♦❄✐☛❾✚⑤☎✐❧✇✡➅
❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞✂♣q❞✂✈➳♦❶❛❝❴❜❦❢➈✚❞❢❛↕♣☎✐❄✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐☎⑤

bits
❾✚⑤q❞☞❛❝❞❢❡❝❴❸✐❧❼❉❼❄♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣☎✐➭❛s✈➳❞❢⑥❜♦❶❛❵✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛❵♣q❞✵❣✉❞❢❛❤❣✉❞❧➏

✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❡❝④❢❴❜♦❶✇☎✐❧⑥❜❼➵❞❢✇①❣✉❞➍✐❧♦❵✐❧⑤q❼❄❞❢✇①❣✉♦s♣q♦★✇❇✩q❼❄❞❢❡❝♦★♣q❞➟✈➳♦❶❛❝❴❜❦❢➈✚❞❢❛✟♣☎✐★❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐✯⑤Ú✈☎✐❧❡✉✐★✐★❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇✡➅
④❢❴❸✐❭⑤

bits

➏☎♦❶⑤▼❛❝❞➞Ô❝✐❽➏
log2(q)

➯❶❞❢Ù❢❞❢❛❢➂✪❫❵❞❢❛❤❣❥✐❄❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏❽❼✬✐❧✇q❴❜✈q⑤q⑥❸✐➭❡❝➁❜✐❧❼➵♦❶❛ ⌊dmin/2⌋ × log2(q)✈➳♦❶❛❝❴❜❦❢➈✡❞❢❛★♣q❞✾⑤
bits
➏q❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧✇q♣q♦❄❞❢❼➸⑤q❼✬✐☞❾✚⑤☎✐❧✇✚❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞✾♣q❞✷✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛★♣q❞✾❣✉❞❢❛❤❣✉❞✵❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥❨✐❽➆

2⌊dmin/2⌋×log2(q) =

=
(

2log2(q)
)⌊dmin/2⌋

= q⌊dmin/2⌋.
➚❲✖❽➂❿➩✘➮①➪

➣❵✈✍❞❢❛✉✐❧❡➍♣q❞❢❛❤❣❥✐✾❛❝❞❢❡⑨⑤q❼✬✐↕❛❝♦❶⑥❜⑤q❦♥♠❧♦✾❛❝❴❜❼❄✈q⑥❜❞❢❛❢➏❶✇q♦❧❣✉❞➄❾✚⑤q❞s✐↕❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞➄♣q❞➄✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛⑨♣q❞➄❣✉❞❢❛❤❣✉❞
④❢❡❝❞❢❛❝④❢❞❢❡❝❴❸✐✂❞✰➷❽✈✍♦❶✇q❞❢✇q④❢❴❸✐❧⑥❜❼❄❞❢✇①❣❥❞★♣q❞↕✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦✂④❢♦❧❼Ø✐✵♣q❴❿❼❄❞❢✇q❛✉♠❧♦✂♣q♦✵④❢♦❶❡❝✈➳♦✂♣q❞ ➙ ✐❧⑥❜♦❶❴❜❛⑨♣q♦✂④❢➲✡♣q❴❿⑩❶♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦✷⑤❽❣✉❴❜⑥❿❴❜Ù♥✐❧♣q♦q➂✽❺✪♦❶❼î❴❜❛❝❛❝♦q➏✡✐✵✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦✷♣q❞❢❛❤❣✉❞↕✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦✾♣q❞↕❺✪❷☎✐❧❛❝❞❵❼❄♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦✷✈✍♦✡♣q❞❢❡❝❴❸✐
❛❝❞❢❡❄❴❜✇q❞✰➷❽❞❢❾✢❏q➁❿➯❶❞❢⑥s♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦❻✐Ò❛❝⑤☎✐Ò④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➂✔⑦❍➷❽❞❢❼❄✈q⑥❿❴❿➫☎④♥✐❧✇q♣q♦q➏✪④❢♦❶❼ ✐Ò⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦Ò♣q♦
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚ ➓ ➏ ✖①➪❄❛❝♦❶➀q❡❝❞Ò♦ ➙ ③➄➚❲✦①➪❄❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦❋✇☎✐❋➫☎⑩❶⑤q❡✉✐✛✖❽➂ ✦❽➏★❣✉❞❢❡❝➁❸✐❧❼❄♦❶❛✕⑤q❼ ✐❧⑤q❼❄❞❢✇①❣✉♦❱✇☎✐
❾✚⑤☎✐❧✇✚❣✉❴❜♣☎✐➭♣q❞❵♣q❞↕✈☎✐➭♣q❡✉➈✚❞❢❛✳♣q❞s❣✉❞❢❛❤❣✉❞❵♣q❞

2⌊dmin/2⌋ = 2⌊5/2⌋ = 4
✈☎✐❧❡✉✐

q⌊dmin/2⌋ = 8⌊5/2⌋ = 64
➂



✻Ü❾❿✻ ●✮Ý ✆ ô✍ß ➱ ✁✸✙⑧ô❻õ✻äÞ❋☞ã✟Ü☎à❢ä☎❀✍á❂❁qß ➱ ôÒá➇✯➁➀❄✁✘ô➜õ✻ô➀●➵õ✻Ü✣✢★✁✘Ü☎õ✻ô ❆ ✣

➨➟✐❧⑥❜❞✪⑥❜❞❢❼☞➀q❡✉✐❧❡✟❾✚⑤q❞➄♦❶❛✽④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛❍♣q❞ ➛ ❞❢❞❆♣✡➅❤➐✡♦❶⑥❜♦❶❼❄♦❶✇✂❼✬✐❧❴❜❛✟⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦❶❛✟❞❢❛❤❣❥♠❧♦✾❛❝♦❶➀q❡❝❞✳♦❶❛ ➙ ③➄➚❲✖ ➑ ➪✰➏
➙ ③➄➚❲✥■✗✚➪✂❞ ➙ ③➄➚➞➩ ➑ ✦①➪✰➏➟♦❻❾✚⑤q❞✱❴❿✇✚➯✡❴❸✐❧➀q❴❜⑥❿❴❿Ù♥✐Ò✐❧❴❜✇q♣☎✐■❼✬✐❧❴❜❛➵♦⑧⑤q❛❝♦❻♣q❞❢❛❤❣✉❞✑✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦■♣q❞✑❺✪❷☎✐❧❛❝❞
❼❄♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦q➂

➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯➭✐❧✇q♣q♦❄✐☞❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✱➚❲✖❽➂❿➩✘➮①➪✰➏❽✈✍♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛✳✈➳❞❢✇q❛✉✐❧❡➄❾✚⑤q❞❧➏☎✐❧♦☛❴❜✇①➯①❹❢❛✳♣q❞↕➘✜✐❧Ù❢❞❢❡❝❼❄♦❶❛✳❛❝⑤q➀q❛❤❣✉❴Õ➅
❣✉⑤q❴❜❦❢➈✡❞❢❛✂✇☎✐❧❛☞❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐❧❛☞➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐❧❛❢➏❍✈➳♦✡♣q❞❢❡❝➁❸✐❧❼❄♦❶❛✷❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❡✵④❢♦❶❼ ✐❧❛☞✈q❡❝➲❶✈q❡❝❴❸✐❧❛✂❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❧❛❢➂✢⑦⑨✇①❣❥♠❧♦q➏➟♦⑧④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦⑧♣q❞▼✈☎✐❧♣q❡❝➈✚❞❢❛❄♣q❞✮❣✉❞❢❛❤❣✉❞▼⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦✑✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴❜❡❝❴❸✐✑❣✉♦✚♣☎✐❧❛❄✐❧❛➵④❢♦❧❼☛➅
➀q❴❜✇☎✐❧❦❢➈✡❞❢❛➵✈➳♦❧❛✉❛❝➁❿➯❶❞❢❴❜❛➵♣q❞▼❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❧❛☛❾✚⑤q❞▼✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❞❢❼ ♦❶❛➵❞❢⑥❜❞❢❼❄❞❢✇✚❣✉♦❶❛☛♣q♦ ➙ ③➄➚✎❾❽➪✂✇☎✐❧❛

⌊dmin/2⌋ ✈➳♦❶❛❝❴❜❦❢➈✡❞❢❛❄♣q❞✱❼❄❞❢✇q♦❶❡❄④❢♦❧✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞▼♣☎✐⑧✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐Ò❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❹⑤Ò➂➡➣❵✈➳❞❢❛✉✐❧❡✬♣q❞❢❛❤❣❥✐
❼☛⑤q♣☎✐➭✇q❦♥✐✂❞❢⑥❜❴❜❼❄❴❿✇☎✐❧❡➟✐❧❛✪④❢♦❶✇①➯①❞❢❡❝❛❝➈✚❞❢❛★❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦➭➅➦➀q❴Õ❣➟❞❵➀q❴❿❣❤➅➦❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦q➏①♦☞✈q❡❝♦❶➀q⑥❜❞❢❼✬✐✵♣☎✐✵④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴Õ➅
♣☎✐❧♣q❞✷✈➳❞❢❡❝❼✬✐❧✇q❞❢④❢❞❢❡❝❴❸✐❽➏q✈➳♦❶❴❜❛★✐❧❴❜✇q♣☎✐✂❣✉❞❢❡❝➁❸✐❧❼❄♦❶❛

q⌊dmin/2⌋ ✈☎✐❧♣q❡❝➈✚❞❢❛★♣q❞✾❣✉❞❢❛❤❣✉❞❧➂
➐❽✐❧➀✍❞❢❼❄♦❶❛❍❾✚⑤q❞➄✐❵❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐↕❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐⑦⑤î❹✳⑩❶❞❢❡✉✐❧♣☎✐s✇q♦↕♣q❞❢❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡❍✐➭❣✉❡✉✐♥➯❶❹❢❛✽♣q❞✳♣q❞❢④❢❴❿❛❥♠➭♦

✐❧➀q❡❝⑤q✈❽❣❥✐➵❞✾❾✚⑤q❞✵♦➵❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦☞❞❢❛❝④❢♦❶⑥❜❷q❴❜♣q♦
Yi = m

♦❶➀✍❞❢♣q❞❢④❢❞☞✐☛❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞✷♣q❞❢❛❝❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥❜♣☎✐❧♣q❞❧➆

P (Yi = m|vi) > P (Yi = j|vi),
✈☎✐❧❡✉✐☞❣✉♦✚♣q♦

j 6= m,
➚❲✖❽➂ ➑❧➒ ➪

♦❶✇q♣q❞❧➆
vi
❹✬✐▼♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦t❞❢❛❤❣❥✐➭❣✉➁❜❛❤❣✉❴❜④♥✐❽➏✻❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣☎✐✮✇☎✐✮➫☎⑩❶⑤q❡✉✐✪✖❽➂ ✗q➏✟④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❛❝✈➳♦❶✇q♣q❞❢✇①❣✉❞✕✐❧♦t❴Õ➅➦❹❢❛❝❴❜❼❄♦

❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦✂❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣q♦☞❞
j
❞

m ∈ {0, 1, 2, ..., (q − 1)} ➂
❺✪♦❶❼➵♦✱♦✑✐❧⑤✡➷❽➁❜⑥❜❴❜♦▼♣☎✐t♣q❞❢❛❝❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥❜♣☎✐❧♣q❞✱➚❲✖❽➂ ➑❧➒ ➪✰➏✟✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛✵♦❶➀❽❣✉❞❢❡✵⑤q❼✬✐t❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐➅⑤ a ❾✚⑤q❞

④❢♦❶✇①❣❥❞❆✇q❷☎✐❄♦➵❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦
Y a

i = k
❣❥✐❧⑥❨❾✚⑤q❞❧➆

P (Yi = m|vi) > P (Yi = k|vi) > P (Yi = j|vi),
✈☎✐❧❡✉✐☞❣✉♦✚♣q♦

j 6= m 6= k,
➚❲✖❽➂ ➑ ➩➊➪

♦❶⑤✱❛❝❞➞Ô❝✐❽➏➳✐❄❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐✝⑤ a ④❢♦❶✇①❣✉❞❢❡✉➉❄♦❶❛s❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛ Y a
i

❾✚⑤q❞✵✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❞❢❼û✐❄❛❝❞❢⑩❶⑤q✇q♣☎✐✬❼✬✐❧❴❿♦❶❡➄✈q❡❝♦➭➅
➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞↕♣q❞✾❣✉❞❢❡❝❞❢❼➸❛❝❴❜♣q♦☛❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣q♦❧❛➄♣☎✐❧♣q♦➵❾✚⑤q❞

vi
➘✎♦❶❴❨♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧♣q♦q➂

❫❵❞✷✈✍♦❶❛❝❛❝❞✵♣☎✐☛❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐☎⑤ a ➏☎✈➳♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛➄❞❢✇q④❢♦❶✇✚❣✉❡✉✐❧❡➄⑤q❼➸④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦❄♣q❞✾✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛★♣q❞✾❣✉❞❢❛❤❣✉❞
❾✚⑤q❞⑧✈➳♦❶❛❝❛❝⑤☎✐✢❣✉♦✡♣☎✐❧❛t✐❧❛▼④❢♦❶❼☞➀q❴❜✇☎✐❧❦❢➈✡❞❢❛✮✈➳♦❶❛❝❛❝➁❿➯❶❞❢❴❜❛▼④♥✐❧✈☎✐❧Ù❢❞❢❛t♣q❞■➘✜✐❧Ù❢❞❢❡t✐❱❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐➢⑤ ′ ➏↕♣☎✐
❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✱➚❲✖❽➂ ➮①➪✰➏q✐➭❛✉❛❝⑤q❼❄❴❿❡➄✐➭⑥❿❣✉❞❢❡❝✇☎✐➭❣✉❴❿➯❧✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❵♦❶❛✳❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛✪♣☎✐❧❛✳❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛✺⑤❉❞⑦⑤ a ✈➳❞❢❡❤❣✉❞❢✇✡➅
④❢❞❢✇①❣❥❞❆❛➍②❧❛ ⌊dmin/2⌋ ✈➳♦❶❛❝❴❜❦❢➈✚❞❢❛✽♣q❞✳❼❄❞❢✇q♦❶❡❝❞❢❛❍④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❢❛❢➂❍➢s♦❧❣✉❞✪❾✚⑤q❞➄♦❶❛❍✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛✽♣q❞➟❣✉❞❢❛❤❣❥❞♣q❞❆➯①❞❆❼P✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴❜❡✪❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛➍✇✚⑤q⑥❜♦❶❛✪✇☎✐❧❛✳✈✍♦❶❛❝❴❜❦❢➈✡❞❢❛✪❾✚⑤q❞✾✇☎♠❧♦✂❞❢❛❤❣❥♠❧♦☛❞❢✇①❣✉❡❝❞✾✐❧❛ ⌊dmin/2⌋ ❼❄❞❢✇q♦❶❡❝❞❢❛④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❢❛❢➏❶✈➳♦❶❴❜❛➍✐❧❾✚⑤q❞❢⑥❸✐❧❛➍✈✍♦❶❛❝❴❜❦❢➈✡❞❢❛➍♣q❞❆➯❶❞❢❼ú✐❧❛❝❛❝⑤q❼❄❴❜❡⑨♦❶❛➍❼➵❞❢❛❝❼❄♦❶❛⑨➯➭✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛⑨❞❢✇q④❢♦❶✇✚❣✉❡✉✐❧♣q♦❶❛
❞❢❼❰⑤Ò➂➍➎❍♦❶❡❤❣❥✐❧✇①❣✉♦q➏q♦❶❛➄➯❧✐❧⑥❿♦❶❡❝❞❢❛★♣q♦❶❛★❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛✳♣q♦❶❛★✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛★♣q❞✾❣✉❞❢❛❤❣✉❞✵♣q❞❆➯❶❞❢❼ ❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜❡❢➆



❆Û▼ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô✛✬ ✞ Ü①Þ➳ä☎❀✍á❂❁qß ➱ Ü

Ti =

{

Y a
i − Yi, quando Y

′

i = Y a
i

0, quando Y
′

i = Yi

➚❲✖❽➂ ➑❶➑ ➪

➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞↕❾✚⑤q❞↕♦❶❛✪✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛✳♣q❞s❣✉❞❢❛❤❣✉❞↕⑩❶❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❛✪✈☎✐❧❡✉✐✂❛❝⑤q✈✍♦❶❡❤❣✰✐➭❡➄✐✵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦☞♣q❞✾❺✪❷☎✐❧❛❝❞
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐▼✐❧❛❝❛❝❞❢❼❄❞❢⑥❜❷☎✐➊➅➦❛❝❞➵➀☎✐❧❛❤❣❥✐❧✇✚❣✉❞❄④❢♦❶❼Ð♦❶❛✵✈☎✐❧♣q❡❝➈✚❞❢❛✵♣q❞❄❣✉❞❢❛❤❣✉❞❄➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛✾♣q♦❯☛➶❪ ✩✢✈⑨⑧❶①✿→❲⑩⑥✈➈➒➔➒✑♣q❞
❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➏✳❛❝❞❢✇q♣q♦❻❾✚⑤q❞❧➏✳✐❧♦⑧❴❜✇①➯❶❹❢❛❄♣q❞▼✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴❜❡➵♦Ò➀q❴❿❣❄♣q❞✮➯❧✐❧⑥❜♦❶❡✕➩t✇☎✐❧❛➵✈➳♦❶❛❝❴❜❦❢➈✡❞❢❛➵♦❶✇q♣q❞▼❷☎✐✘➯❶❞❢❡✉➉
❴❜✇✚➯❶❞❢❡❝❛✉♠❧♦q➏➍✐❧⑩❶♦❶❡✉✐✱♦❶❛☞➯➭✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛☛✐❧❛❝❛❝⑤q❼❄❴❜♣q♦❶❛☞♦❶➀➳❞❢♣q❞❢④❢❞❢❼ ✐✑❞❢❾✚⑤☎✐❧❦❢♠❧♦✔➚❲✖❽➂ ➑❶➑ ➪✰➂⑧❫❵❞❢❛❤❣❥✐■❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏
✐❧✈➳❞❢❛✉✐❧❡★♣q❞✷⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❡❝❼➵♦❶❛➄✐☛♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵♣q❞✂❺✪❷☎✐❧❛❝❞✵✈☎✐❧❡✉✐☛❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏q✐☛❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞

♣q❞✕✈☎✐❧♣q❡❝➈✚❞❢❛☞♣q❞✬❣✉❞❢❛❤❣✉❞✕⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣☎✐▼✇☎✐✱♣q❞❢④❢♦✡♣q❴Õ➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦■④❢♦❶✇①❣✉❴❜✇✚⑤☎✐✑✐t❼❄❞❢❛❝❼✬✐✱♣q♦❯☛Ó❪ ✩✢✈⑨⑧❶①✿→❲⑩⑥✈➈➒➔➒
➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦q➏❽♦❶⑤▼❛❝❞➞Ô❝✐❽➏

2⌊dmin/2⌋ ➏☎♦➵❾✚⑤q❞✾❣✉♦❶❡❝✇☎✐➵✐➵❛❝⑤☎✐❄✐❧✈q⑥❜❴❿④♥✐❧❦♥♠❧♦☞➯✡❴❸➉♥➯①❞❢⑥➾➂

ê➔➱❲ê➔➱③➮ å◗➨➤é➾èÛíÓé➾❒❍ÑÓØ➌å➂❒➤❮➶ç➚Ø✴➩➚æ➾é➾æ➾ÑÓØ➤ÑÓÏ➁❒➭❮♣➨➛Ö☞æ➾Ø
➣✔✈q❡✉♦❧✈➳♦❶❛❤❣❥✐↕♣q❞➄✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦♥♠❧♦✾♣q♦↕❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦↕♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥✚♣☎✐❵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✾♣q❞★❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➏✡✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✡➅

❣❥✐❧♣☎✐▼✐❧✇✚❣✉❞❢❡❝❴❜♦❶❡❝❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏➜✈☎✐❧❡✉✐✮❛❝⑤q✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧❡✷♦▼⑤q❛❝♦t♣q❞➵⑤q❼✬✐✮♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦t❛❝⑤☎✐♥➯❶❞❄❾✚⑤q❞➵❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷☎✐
♣q❴❜❡❝❞❆❣❥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❵④❢♦❶❼ú❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏✚❡❝❞❢❾✚⑤q❞❢❡✳❣❥✐❧❼☞➀➳❹❢❼ú⑤q❼✬✐✵❼❄♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✂✇☎✐✂❼❄❞❆❣✉♦✡♣q♦❶⑥❜♦❶⑩❶❴❜✐

✈☎✐❧❡✉✐☛④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧❡➄✐➵④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❿❴❜♣☎✐❧♣q❞↕♣q❞✷④♥✐❧♣☎✐➵❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦q➏❽✐❧⑩❶♦❶❡✉✐
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦q➏❽♣☎✐➵✈☎✐❧⑥❜✐✘➯✡❡✉✐☞❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❽➂

➎❍✐❧❡✉✐✮❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦❶❛↕➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏➳➯✡❴❜❼❄♦❶❛↕❾✚⑤q❞❄✐✮④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✂✈➳♦✚♣q❞➵❛❝❞❢❡✷♦❶➀❽❣✉❴❜♣☎✐✬④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞➵✐
❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦ ➚❲✖❽➂❿➩✫✖①➪✰➂Ö➢s❞❢❛❤❣✉❞✑④♥✐❧❛❝♦q➏★④❢♦❶❼❄♦⑧❣✉❞❢❼❄♦❶❛✬✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛✕♣q♦❶❴❜❛❄❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛❢➏✳❹✱✈q❡❝❞❢④❢❴❜❛❝♦✢✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛
④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧❡⑨♦✵⑥❜♦❶⑩①✐❧❡❝❴❿❣✉❼➵♦✾✇q❞❢✈➳❞❢❡❝❴❸✐❧✇q♦✵♣☎✐✷❡✉✐❧Ù♥♠❧♦✵❞❢✇✚❣✉❡❝❞❵✐❧❛➟✈q❡❝♦❶➀☎✐➭➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❢❛➍✐✷✈➳♦❶❛❤❣✉❞❢❡❝❴❜♦❶❡❝❴☎♣q♦❶❛➟➀q❴❿❣✉❛
➒ ❞❻➩❶➂ ➎❍✐❧❡✉✐⑧♦❻④♥✐❧❛❝♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦q➏➟❹✱✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❜♦❋♦❻④♥➉❧⑥❜④❢⑤q⑥❜♦⑧♣☎✐❧❛✬✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞❢❛❄✐⑧✈➳♦❶❛❤❣✉❞❢❡❝❴❜♦❶❡❝❴

♣q♦❶❛✕❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛❄♣q❞✱❣✉♦✡♣q♦❋♦✢✐❧⑥❿➘✜✐❧➀✍❞❆❣✉♦q➂Ö➣❵⑥❜❹❢❼ ♣q❴❜❛❝❛❝♦q➏➄♣q❞❆➯①❞❥➅➦❛✉❞✑♦❶❡❝♣q❞❢✇☎✐❧❡✮✐❧❛✬✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐➭♣q❞❢❛
✐✢✈✍♦❶❛❤❣❥❞❆❡✉❴❿♦❶❡❝❴↕♣q❞✑❣❥✐❧⑥↕❼❄♦✚♣q♦✢❾✚⑤q❞⑧✐✢❼✬✐❧❴❜♦❶❡❄♣q❞❢⑥❸✐❧❛✮❛❝❞➞Ô❝✐✢❴❜♣q❞❢✇✚❣✉❴❿➫☎④♥✐➭♣☎✐❽➂Ú❫❵❞❢❛❤❣❥✐❱❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏★♦
↔➜♦❶⑩①✐❧❡❝❴❿❣✉❼❄♦✱♣☎✐ ➛ ✐❧Ù♥♠❧♦■♣q❞✕➨➍❞❢❡❝♦❶❛❝❛❝❴❜❼❄❴❜⑥❿❷☎✐❧✇q❦♥✐❽➏⑨↔✻↔ ➛ ➏❍♣q❞✮⑤q❼ ❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦

Yi
✈➳♦✡♣q❞✮❛❝❞❢❡

④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧♣q♦☛④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞✷✐☛❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✕✐❧➀☎✐❧❴Õ➷❽♦❽➆

L(Yi|Vi) = ln

(

P (Y
(1)
i |Vi)

∑q
j=2 P (Y

(j)
i |Vi)

)

,
➚❲✖❽➂ ➑ ✖①➪

♦❶✇q♣q❞❧➆
Y

(j)
i

❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐✬♦✬❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦☛♣q♦✕✐❧⑥❿➘✜✐❧➀➳❞❆❣✉♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦➵❾✚⑤q❞✂⑩❶❞❢❡✉✐❄✐✾Ô➦➅➦❹❢❛❝❴❜❼✬✐☛❼✬✐❧❴❿♦❶❡➄✈q❡❝♦❶➀☎✐➊➅

➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✾✐☛✈➳♦❶❛❤❣✉❞❢❡❝❴❜♦❶❡❝❴❨④❢♦❶✇q♣q❴❜④❆❴❜♦❶✇☎✐❧♣☎✐➵✐
Vi
➏☎♦❶⑤▼❛❝❞➞Ô❝✐❽➏

P (Y
(j)
i |Vi)

➂
➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞▼❾✚⑤q❞▼♦Ò❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦

Y
(1)
i

❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧❡✉➉⑧✐■✈✍♦❶❛❝❴❜❦♥♠❧♦
i
♣☎✐✑✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐✑❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐✓⑤❁❞

♦✑❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦
Y

(2)
i

❛❝❞❢❡✉➉✑♦t➯❧✐❧⑥❜♦❶❡✵④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❛❝✈✍♦❶✇q♣q❞❢✇✚❣✉❞✮✐✱✈✍♦❶❛❝❴❜❦♥♠❧♦
i
♣☎✐t❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐➅⑤ a ➏❍❾✚⑤q❞✕❛❝❞❢❡✉➉



✻Ü❾❿✻ ●✮Ý ✆ ô✍ß ➱ ✁✸✙⑧ô❻õ✻äÞ❋☞ã✟Ü☎à❢ä☎❀✍á❂❁qß ➱ ôÒá➇✯➁➀❄✁✘ô➜õ✻ô➀●➵õ✻Ü✣✢★✁✘Ü☎õ✻ô ❆ ▲

⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢✐❧♣☎✐➵✈☎✐❧❡✉✐❄⑩❶❞❢❡✉✐❧❡❵♦✬④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦✕♣q♦❶❛❵✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛❵♣q❞✵❣✉❞❢❛❤❣✉❞
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏☎④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞✂✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦

✇☎✐➵❛❝❞❢❦♥♠❧♦⑥✖❽➂ ✖❽➂❿➩❶➂
➣❵✈q⑥❜❴❿④♥✐❧✇q♣q♦Ö♦Ö➇✟❞❢♦❶❡❝❞❢❼✬✐Ö♣q❞❮➝✳✐♥➴①❞❆❛✢②Ö❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦ú➚❲✖❽➂ ➑ ✖①➪✰➏❄♦Ö⑥❜♦❶⑩①✐❧❡❝❴Õ❣✉❼❄♦í♣☎✐Ö❡✉✐❧Ù♥♠❧♦Ö♣q❞

➯①❞❢❡❝♦❶❛❝❛❝❴❜❼❄❴❿⑥❜❷☎✐❧✇q❦♥✐☞✈➳♦✡♣q❞✷❛❝❞❢❡★❡❝❞❢❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦❄♣☎✐☛❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞✾➘✎♦❶❡❝❼✬✐❽➆

L(Yi|Vi) = ln

(

P (Vi|Y (1)
i ) · P (Y

(1)
i )

∑q
j=2 P (Vi|Y (j)

i ) · P (Y
(j)
i )

)

.
➚❲✖❽➂ ➑ ✗✚➪

❺✪♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦➵❾✚⑤q❞✵✐✂➘✎♦❶✇✚❣✉❞↕♣q❞✷❴❜✇❽➘✎♦❧❡✉❼❄✐❧❦♥♠❧♦☞⑩❶❞❢❡✉✐☞❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛✪❞❢❾✚⑤q❴❜✈q❡❝♦✘➯❧➉♥➯①❞❢❴❜❛➄♦❶⑤✮❾✚⑤q❞

⑤q❼û❞❢❼☞➀☎✐❧❡✉✐❧⑥❜❷☎✐❧♣q♦❶❡★❛❝❞➞Ô❝✐✕⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦❄✈☎✐❧❡✉✐❄➘✜✐❧Ù❢❞❢❡s❣❥✐❧⑥✻➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦q➏➳❣✉❞❢❡❝❞❢❼❄♦❶❛
P (Y

(j)
i ) = cte

➏➳✈☎✐❧❡✉✐
j = 1, 2, ..., q

➂➍➣❵❛❝❛❝❴❜❼t➏☎✐☛❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✑➚❲✖❽➂ ➑ ✗✚➪✪❛❝❞✷❡❝❞❢♣q⑤qÙ✂✐❽➆

L(Yi|Vi) = ln

(

P (Vi|Y (1)
i )

∑q
j=2 P (Vi|Y (j)

i )

)

.
➚❲✖❽➂ ➑ ✤❶➪

➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞✾❾✚⑤q❞❧➏q♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢✇①❣✉❞❢❼❄❞❢✇①❣✉❞↕♣q♦☛④♥✐❧❛❝♦☞➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦q➏✚✇☎♠❧♦☛✈✍♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛✳⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❡➍♦☞➯➭✐❧⑥❜♦❶❡✳✐❧➀q❛❝♦➭➅
⑥❜⑤❽❣✉♦☞♣q♦☞⑥❜♦❶⑩①✐❧❡❝❴Õ❣✉❼➵♦✂♣☎✐✂❡✉✐❧Ù♥♠❧♦☞♣q❞❵➯❶❞❢❡❝♦❶❛❝❛❝❴❜❼❄❴❜⑥❜❷☎✐❧✇q❦♥✐✵④❢♦❶❼❄♦✂④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞s♣q♦☞❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦✵❡❝❞❢④❢❞✰➅
➀q❴❜♣q♦q➏❨✈➳♦❶❴❜❛↕✈➳♦✡♣q❞❆❼❬♦✡④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❡↕④♥✐❧❛❝♦❶❛✷❞❢❼✦❾✚⑤q❞➵♦✕➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❵♣q♦▼♣q❞❢✇q♦❶❼❄❴❜✇☎✐❧♣q♦❶❡❵♣☎✐✮❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦❻➚❲✖❽➂ ➑ ✤❶➪
❛❝❞➞Ô❝✐☞❼✬✐❧❴❜♦❶❡➍❾✚⑤q❞✾♦✂➯❧✐❧⑥❜♦❶❡➟♣q♦☛✇✚⑤q❼❄❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❡❢➏✡♦❶⑤✮❛❝❞➞Ô❝✐❽➏q✐❧✈➳❞❢❛✉✐❧❡✳♣q❞

Y
(1)
i

❛❝❞❢❡✳♦☞❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦✵❾✚⑤q❞✾⑩❶❞❢❡✉✐
✐☞❼❄✐❧❴❜♦❶❡

P (Vi|Yi)
➏❽❞❢❛❤❣❥✐☞✈✍♦✡♣q❞↕❛❝❞❢❡✳❛❝⑤q✈➳❞❢❡✉✐❧♣☎✐☞✈➳❞❢⑥❜♦☞❛❝♦❶❼✬✐➭❣✉➲❶❡❝❴❜♦✵♣☎✐❧❛✳✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞❢❛✪✈☎✐❧❡✉✐✂♦❶❛

♦❶⑤❽❣✉❡❝♦❶❛★❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛❢➂➍➢s❞❢❛❤❣✉❞✵④♥✐❧❛❝♦q➏
L(Yi|Vi)

❛❝❞❢❡✉➉➵✇q❞❢⑩①✐➭❣✉❴❿➯❶♦❄❞✷❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉♦❄❼❄❞❢✇q♦❶❡➄➘✎♦❶❡➄♦❄❛❝❞❢⑤t➯➭✐❧⑥❜♦❶❡❢➏
❼❄❞❢✇q♦❶❡➄❛❝❞❢❡✉➉❄✐➵④❆♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞↕♣q♦❄❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦☛❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦q➂

rt❞❢❛❝❼❄♦✬⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦➵⑤q❼✬✐➵➘✎♦❶✇①❣✉❞✵♣q❞✂❴❜✇❽➘✎♦❧❡✉❼❄✐❧❦♥♠❧♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐☛❞✵④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✬♣q❞✵④♥✐❧✇☎✐❧⑥

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❽➏

❷☎✐✘➯❶❞❢❡✉♠❧♦t✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛✾❾✚⑤q❞➵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❡✉♠❧♦✕⑤q❼✬✐✮④❢♦❶✇①➯❶❞❢❡❝❛✉♠❧♦✱❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦➊➅➦➀q❴Õ❣✾✈☎✐❧❡✉✐▼✐❧♣q❞❢❾✚⑤☎✐❧❡✷♦❶❛✾❛❝➁❜❼☛➅
➀➳♦❶⑥❜♦❶❛✪♣q❞↕❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐☞♣q♦☞❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡✪②✂④❢♦❶✇q❛❤❣✉❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦☞⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣☎✐❽➂ ➋ ✈q❡❝♦✚④❢❞❢❛❝❛❝♦➵❴❜✇✚➯❶❞❢❡❝❛❝♦☛♣q❞❆➯❶❞✾❛❝❞❢❡
❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦✮✇☎✐✮❡❝❞❢④❆❞❢✈➳❦♥♠❧♦q➏✟♦❶⑤■❛✉❞➦Ô❝✐❽➏✻⑤q❼❬④❢♦❶✇①➯❶❞❢❡❝❛❝♦❶❡✷➀q❴❿❣❤➅➦❛✉➁❿❼☞➀➳♦❶⑥❿♦✕♣q❞❆➯❶❞❄❛❝❞❢❡✾⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦✮✐❧✈➳➲❧❛✷♦
♣q❞❢❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡✵✈☎✐❧❡✉✐✑✐❧♣q❞❢❾✚⑤☎✐❧❡☞♦❶❛✂❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛✂②✱❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐✑♣q♦✑♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④❢✐❧♣q♦❶❡

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦q➂✱➢s❞❢❛❤❣✉❞❢❛

④♥✐❧❛❝♦❶❛❢➏➳✐☛❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✑➚❲✖❽➂ ➑ ✤❶➪✪♣q❞❆➯❶❞✵❛❝❞❢❡★⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢✐❧♣☎✐☞❞❢❾✚⑤q❴❿➯❧✐❧⑥❜❞❢✇①❣✉❞❢❼❄❞❢✇①❣✉❞✷✇☎✐➵❛❝❞❢⑩❧⑤q❴❜✇✚❣✉❞✾➘✎♦❶❡❝❼✬✐❽➆

L(Yi|Vi) = ln

(

∏log2 q
k=1 P (vik|y(1)

ik )
∑q

j=2

∏log2 q
k=1 P (vik|y(j)

ik )

)

,
➚❲✖❽➂ ➑ ✥①➪

♦❶✇q♣q❞s✐❧❛➍④❢♦❶✇✚➯❶❞❢❡❝❛❝➈✡❞❢❛✪➀q❴❜✇☎➉➭❡✉❴❜✐❧❛⑨♣q♦❶❛➍❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛
Yi

❞
Vi

❛✉♠❧♦✵❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣☎✐❧❛❢➏❽❡❝❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❴❿➯➭✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏
✈➳♦❶❡

[yi0 yi1 ... yi log2 q]
❞

[vi0 vi1 ... vi log2 q]
➂

➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞☞❾✚⑤q❞☞✐❧❛s④❢♦❶✇✚➯❶❞❢❡❝❛❝➈✡❞❆❛✾❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐❧❛★✈☎✐❧❡✉✐✬✐❧♣q❞❢❾✚⑤☎✐➭❡❵♦❶❛❵❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛s✐❧♦❄④♥✐❧✇☎✐❧⑥



❆Ûó ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô✛✬ ✞ Ü①Þ➳ä☎❀✍á❂❁qß ➱ Ü

♣q❞✷❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦✱➚✎❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡✯Ï❃❼❄❞❢❴❜♦➵♣q❞✷❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦✑Ï❃♣q❞❢❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡❥➪✪✇☎♠❧♦❄❴❜❼❄✈☎✐❧④❆❣❥✐❧❼
✇q♦❱♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦❲♣q♦✢❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❋✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧♣q♦✢♣☎✐❋♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❱♣q❞⑧❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➏❵✈➳♦❧❴❜❛✕❛✉♠❧♦

❣✉❡✉✐❧✇q❛❝✈☎✐❧❡❝❞❢✇✚❣✉❞❢❛✽✐❧♦❵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➏❧❼☞⑤q♣☎✐❧✇q♣q♦↕✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛✽✐★➘✎♦❶❡❝❼✬✐★♣q❞➟④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧❡✟✐s④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞
♣q♦❄❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦☛♣q❞✷❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐➵♣q♦➵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➂

➃⑥♣➉➈ ❭û❙▼❖✷❚❆✭❢❇➜✥ ✫✮✩✂❇ ➊ ✥★❇✻❊✮❚✰✺✟✲✵✫✮✩✂❇

➢s❞❢❛❤❣❥✐★❛❝❞❢❦♥♠❧♦❽➏❧❛✉♠❧♦s✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❧❛✟♦❶❛✻❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛➜♣☎✐❧❛✻❛❝❴❜❼☛⑤q⑥❸✐➭❦❢➈✡❞❢❛➜❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣☎✐❧❛➜✈☎✐❧❡✉✐★✐♥➯❧✐❧⑥❜❴❸✐❧❡
♦■♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦Ò♣☎✐■✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦♥♠❧♦✑✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐✑♣q♦✑❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✑♣q❞✕♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦■♣q❞▼❺✪❷☎✐❧❛❝❞✮✈☎✐❧❡✉✐
❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂ ➋ ❛☛✈q❡❝♦✚④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦❶❛☛✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣✉♦❶❛☛✇☎✐✑❛✉❞❆❦♥♠❧♦➂✖❽➂ ✖✱➘✎♦❶❡✉✐❧❼ ❴❜❼❄✈q⑥❜❞❢❼❄❞❆✇✚❣❥✐❧♣q♦❶❛

✈☎✐❧❡✉✐⑧✐■♦❶➀❽❣✉❞❢✇q❦♥♠❧♦❻♣q♦❶❛➵❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛❢➂ ➋ ✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦■♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❿✇☎✐❧⑥✪♣q❞✑❺✪❷☎✐❧❛❝❞t➔❝➔✂✈☎✐❧❡✉✐■❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛
➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❨➘✎♦❶❴①❞❢❛❝④❢♦❶⑥❜❷q❴❜♣q♦s✈☎✐❧❡✉✐★④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧❦❢♠❧♦s④❢♦❶❼➧❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦s✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦q➏➭✈➳♦❶❴❜❛✻✈✍♦❶❛❝❛❝⑤q❞❢❼❃✐★❼❄❞❢❛❝❼✬✐
④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➏q♦❶⑤▼❛❝❞➞Ô❝✐❽➏☎❼❄❞❢❛❝❼✬✐☛❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞✷♣q❞✷✈☎✐❧♣q❡❝➈✚❞❢❛s♣q❞✾❣✉❞❢❛❤❣✉❞❢❛❢➂

➝✳✐❧❛❝❴❜④♥✐➭❼❄❞❢✇✚❣✉❞❧➏①✐❧❛⑨❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❸✐❧❦❢➈✡❞❢❛✟➘✎♦❶❡✉✐❧❼❃➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧♣☎✐❧❛➍✇q♦✾♣q❴❸✐❧⑩❶❡✉✐❧❼✬✐s❞❢❼❘➀q⑥❜♦✡④❢♦❶❛✽♣☎✐↕➫☎⑩❧⑤q❡❥✐❱✖❽➂❿➩❶➏
❼❄♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧✇q♣q♦☞✐❧✈✍❞❢✇☎✐❧❛✳♦✂❣✉❴❜✈➳♦✂♣q❞↕❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐✂♣q♦☛♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➏❽❾✚⑤q❞✾✐❧⑩❶♦❶❡✉✐✵❛✉❞❆❡❥♠➭♦☛❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛

q
➅

➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂✽➣ ♦❶❡❝♣q❞❢❼ú♣q❞❵⑩❶❡✉✐❧✇q♣q❞❢Ù♥✐✂♣☎✐✂❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞s♣q❞❵➀q❴❿❣✉❛✪⑩❶❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❛➟✈➳❞❢⑥❸✐✷➘✎♦❶✇①❣✉❞❵♣q❞❵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦
➘✎♦❶❴➜♣q❞

107 ➏✍✐☛❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞✷❞✰➷q✐➭❣❥✐➵♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞❢⑤✑♣q♦❧❛s✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦❶❛➄♣q♦➵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦➵④❢♦❶❡❝❡❝❞❆❣✉♦❶❡➄♣q❞✵❞❢❡❝❡❝♦
⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢✐❧♣q♦q➂ ❫↕❞❆❛❝❣❥✐❻❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏✪❣❥✐➊➷q✐❧❛✬♣q❞✑❞❢❡❝❡❝♦❋♣q❞✱➀q❴❿❣✕④❆♦❶❼❁♦❶❡❝♣q❞❢❼ ♣q❞✑⑩❶❡✉✐❧✇q♣q❞❢Ù♥✐❻♣q❞

10−6

✈q⑤q♣q❞❢❡✉✐❧❼ ❛❝❞❢❡★♦❶➀❽❣✉❴❜♣☎✐❧❛❢➂
③q♦❶❡✉✐❧❼➸⑤❽❣❥❴❿⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦❶❛✳❣✉❡❝➶❢❛❵④❆➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛★♣q❞ ➛ ❞❢❞❢♣✡➅❤➐✡♦❶⑥❿♦❶❼❄♦❶✇t♣q❴Õ➘✎❞❢❡❝❞❢✇✚❣✉❞❢❛❢➆ ➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪✰➏ ➛ ➐❨➚❲✖❽➩❶➏ ➑ ✤❧➪

❞ ➛ ➐❨➚❲✖❽➩❶➏❿➩✘➮❶➪❆➂❲⑦⑨❛❤❣✉❞❢❛❄④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛☞➘✎♦❶❡✉✐❧❼Ó❞❢❛❝④❢♦❶⑥❜❷q❴❜♣q♦❶❛➵✈✍♦❶❡➵❼❄♦❧❣✉❴❿➯❶♦❶❛☛♣q❞t④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧❦♥♠❧♦Ò④❢♦❶❼Ó♦❶❛
❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛★♣q♦➵❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦➵♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❿✇☎✐❧⑥✝♣q❞✂❺✪❷☎✐❧❛❝❞✂✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❶❛s✇☎✐☛❛❝❞❢❦♥♠❧♦⑥✖❽➂ ➑ ➂ ✗q➂

➢❵✐t➫☎⑩❶⑤q❡✉✐☎✖❽➂ ➮❽➏⑨❛✉♠❧♦Ò✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣☎✐❧❛❄✐❧❛☞④❢⑤q❡❤➯❧✐❧❛
BER × Eb/No

❾✚⑤q❞✮❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧❼Ó♦
♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦t♣q♦▼④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪❵④❆♦❶❼Ð✐✕♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦▼♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥✟♣q❞❄❺✪❷☎✐❧❛❝❞➵➔❝➔s❞☛④❢♦❶❼Ð✐
✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦♥♠❧♦✾✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣❥✐↕♣q♦✾❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✾♣q❞★❺✪❷☎✐❧❛❝❞➄✈☎✐❧❡✉✐↕❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❍❞❢❼❃⑤q❼❘④♥✐❧✇☎✐❧⑥❽➣★✧ ➙ ➢✵➂

➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯①❞✵❾✚⑤q❞✵♦❄❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦❄✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧♣q♦❄✈☎✐❧❡✉✐❄✐☛♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❄♣q❞☞❺✪❷☎✐❧❛❝❞✵♣q❞✵❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛

✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐✕⑤q❼❉♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✮❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡s❾✚⑤q❞☞♦✕❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✬♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥➜♣q❞➵❺✪❷☎✐❧❛❝❞☞➔❝➔❥➂❨➎✟❞❢❡❝④❢❞❢➀☎✐✮❾✚⑤q❞
❾✚⑤☎✐❧✇✚❣✉♦■❼✬✐❧❴❜♦❶❡☞✐✑❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦

Eb/No
➏➍❼✬✐❧❴❜♦❶❡✂❛❝❞❢❡✉➉Ò✐✑❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❸✐t♣q❞✮♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦⑧♣q♦Ò❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦

✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦★❞❢❼▲❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦★✐❧♦★❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦★♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❿✇☎✐❧⑥➾➂✻➎❍✐❧❡✉✐➄⑤q❼✬✐
Eb/No = 5dB

➏➊♦★❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦★✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣✉♦
✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐✕⑤q❼✬✐

BER ≈ 4 × 10−7 ➏❨❞❢✇q❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉♦▼❾✚⑤q❞☛♦✮❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✕♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐➭⑥✟❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐✕❞❢❼û⑤q❼✬✐
BER ≈ 2 × 10−6 ✈☎✐❧❡✉✐✬✐➵❼❄❞❢❛❝❼✬✐➵❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦ Eb/No

➏➳♦❄❾✚⑤q❞✂❴❜❼❄✈q⑥❿❴❿④♥✐☛❞❢❼❉⑤q❼✬✐➵❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❜✐☛♣q❞
④❢❴❜✇q④❢♦☛➯①❞❢Ù❢❞❢❛s✇☎✐

BER
➂



✻Ü❾➼❆ ● ✏ ❁☎Ý ➱ à❢ä✱õ✻ô➳à➒✳✕ä✡à ✞ Ý✿✁✘Ü☎õ✻ô➳à ❆ ✂

↕➛➙❿➜❘➝⑧❞✚➝✬Ð✚➡ à❳➵✺➺➾➵❂➧❱➨☞➵❂➹❵➐✢➥❩➳❄➥✴➪❨❡⑨➳✕➻äá✸➥➈❣✷❤✣✐❴➻✧➼❪❧ ➽♦♥➔➸❄➽➉➻äãä➻❶⑩✂➩✑➹✢➳❄➥❩➳❄➵✺➪✺➥■➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯✺➲✫➥❩➺➉➸❇➩✧➏✸➵ù➳❄➵➒➢✁➐❇➩✶➺➾➵➔❸✱➹✹➹➔➵
➺➉➸❇➩ü➩✶➳✢➩✑➨❄➽➄➩✶➯❶➲✶➥ü➨❇➩✑➫➄➩❱➺✹Ñ✷➧Óâ☞➥✶ãä➥✫➺

q
❸✪Ò✑➫➉➻➼➥✫➺❶➴

❺✪♦❶✇❽➘✎♦❧❡✉❼➵❞❄❞❢❛❝✈➳❞❢❡✉✐❧♣q♦q➏✟❣❥✐❧❼☛➀✍❹❢❼Ð✈➳♦✚♣q❞✰➅➦❛❝❞✬♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧❡✂✇☎✐✮➫☎⑩❶⑤q❡✉✐✉✖❽➂❿➩ ➒ ⑤q❼✬✐t❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❜✐✮♣q❞
♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦▲♣q♦ ❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐í④❢♦❶❼ ✐í⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦í♣q♦ ❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦ ✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣✉♦Ö✈☎✐❧❡✉✐í⑤q❼ ④❢➲✡♣q❴❿⑩❶♦
➛ ➐❨➚❲✖❽➩❶➏ ➑ ✤❶➪✰➂ ➋ ⑩①✐❧✇q❷q♦❮♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦✔④❢♦❶❼✹♦❮❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦➡✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧♣q♦✔✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦❮❛❝♦❶➀q❡❝❞❋♦❮❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦
♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥➍♣q❞✕♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④❢✐❧❦♥♠❧♦■♣q❞t❺✪❷☎✐❧❛❝❞✮➔❤➔✾➘✎♦❶❴✪♣q❞❧➏➍✐❧✈q❡❝♦✘➷❽❴❿❼✬✐❧♣☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏

0, 5dB
➏⑨✈☎✐❧❡✉✐✱⑤q❼✬✐

BER ≈ 1 × 10−6 ➂❻❺✪♦❶❼❄♦✱❣❥✐❧❼☞➀➳❹❢❼ ♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯➭✐❧♣q♦Ò✇☎✐✱➫☎⑩❶⑤q❡✉✐☎✖❽➂ ➮❽➏✽♦■⑩①✐❧✇q❷q♦■♣q❞✕♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞✰➅
✇q❷q♦❋♣q♦❻❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦❋✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧♣q♦❻✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣✉♦❋❛❝♦❶➀q❡❝❞✱♦❻❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦❻♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❿✇☎✐❧⑥★✐❧⑤q❼❄❞❢✇①❣❥✐⑧④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞t♦
④❢❡❝❞❢❛❝④❢❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦✱♣☎✐▼❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦

Eb/No
➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯①❞❄❾✚⑤q❞❄✈☎✐❧❡✉✐▼⑤q❼✬✐

Eb/No = 6dB
➏✻❣✉❞❢❼☛➅➦❛❝❞➵⑤q❼✬✐

BER ≈ 1 × 10−6 ④❢♦❶❼ ♦■❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦✑♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥➍♣q❞✕♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦■♣q❞▼❺✪❷☎✐❧❛❝❞✮➔❝➔❥➏✍Ô❝➉✱✈☎✐❧❡✉✐✑♦
❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✮✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧♣q♦✕✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣✉♦q➏✝❣✉❞❢❼☛➅➦❛❝❞✂⑤q❼✬✐

BER ≈ 1 × 10−7 ✈☎✐❧❡✉✐✕✐✕❼❄❞❢❛❝❼✬✐ Eb/No
➏❨♦

❾✚⑤q❞✬❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐t❞❢❼ ⑤q❼✬✐▼❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❜✐✮♣q❞❧➏⑨✐❧✈q❡❝♦♥➷❽❴❜❼✬✐❧♣☎✐❧❼➵❞❢✇✚❣✉❞❧➏✻♣q❞❢Ù❄➯❶❞❢Ù❢❞❢❛☞✇☎✐▼❣✰✐✘➷q✐t♣q❞✬❞❢❡❝❡❝♦✱♣q❞
➀q❴❿❣♥➂

❫❵❞❢✇①❣✉❡❝❞❄♦❶❛✵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✵✐❧✇☎✐❧⑥❜❴❿❛❥✐➭♣q♦❶❛❢➏✻♦ ➛ ➐❨➚❲✖❽➩❶➏❿➩✘➮①➪↕❹➵♦✱❾✚⑤q❞❄✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴➍❼✬✐❧❴❜♦❶❡✾④♥✐❧✈☎✐❧④❆❴❜♣☎✐❧♣q❞❄♣q❞
④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦q➂✱➣❵✈➳❞❢❛✉✐❧❡✂♣q❞✕❛❝❞❢⑤✢④❢♦❶❼❄✈✍♦❶❡❤❣❥✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉♦t❛❝❞✮✐❧❛❝❛❝❞❢❼❄❞❢⑥❜❷☎✐❧❡✵④❢♦❶❼ ♦✑✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦✑✇☎✐❧❛✂➫❽➅
⑩❶⑤q❡✉✐❧❛➒✖❽➂ ➮■❞✰✖❽➂❿➩ ➒ ➏➍♦❶⑤❱❛❝❞➞Ô❝✐❽➏➟♦■⑩①✐❧✇q❷q♦Ò♣q❞▼♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦❻♣q♦■❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦Ò✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧♣q♦Ò✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦



✣ ❖ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô✛✬ ✞ Ü①Þ➳ä☎❀✍á❂❁qß ➱ Ü

↕➛➙❿➜❘➝⑧❞✚➝➠➟❪Ó✚➡ à❳➵✺➺➾➵❂➧❱➨☞➵❂➹❵➐✢➥➚➳❄➥Ó➪❨❡⑨➳✕➻äá✸➥❁❣✷❤✣✐✍♠❪➻➥❧ ➷➥➼♦♥★➸❄➽➉➻äãä➻❶⑩✂➩✑➹✢➳❄➥➚➳❄➵✺➪✺➥■➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥❱➺➉➸❇➩❨➏⑨➵❞➳❄➵❉➢✁➐❇➩✶➺➾➵➔❸✱➹■➹✮➵
➺➉➸❇➩ü➩✶➳✢➩✑➨❄➽➄➩✶➯❶➲✶➥ü➨❇➩✑➫➄➩➚➺✹Ñä➧ÓâÐ➥✶ã➼➥✫➺

q
❸✪Ò✑➫➉➻➼➥✫➺❶➴

❛❝♦❶➀q❡❝❞▼♦⑧❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦Ò♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥➟♣q❞✱❺✪❷☎✐❧❛❝❞t➔❝➔☞✐❧⑤q❼❄❞❢✇①❣❥✐■④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞✮♦Ò④❢❡❝❞❢❛❝④❢❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦⑧♣☎✐■❡✉❞❆⑥❸✐❧❦♥♠❧♦
Eb/No

➏✾♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐➊➅➦❛❝❞⑧✇☎✐❱➫☎⑩❶⑤q❡✉✐ï✖❽➂❿➩❶➩⑧⑤q❼✬✐✢❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❸✐❋♣q❞⑧♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✔♣q♦✔❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦❲✈q❡❝♦➭➅
✈➳♦❶❛❤❣✉♦✕❛✉♦❧➀q❡✉❞☞♦✕❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦✕♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥➜✈☎✐❧❡✉✐✬❡❝❞❢⑥❸✐❧❦❢➈✡❞❢❛

Eb/No
❼✬✐❧❴❜❛s➀☎✐❧❴Õ➷q✐❧❛❢➂✾➎✽✐❧❡✉✐✬⑤q❼✬✐❄❡✉❞❆⑥❸✐❧❦♥♠❧♦

Eb/No = 3, 75dB
❹✕♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯➭✐❧♣☎✐✑⑤q❼✬✐

BER ≈ 2 × 10−5 ④❢♦❶❼ ♦✑⑤q❛❝♦■♣☎✐✱♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥✡♣q❞❵❺✪❷☎✐❧❛❝❞s➔❝➔❥➂✚❺✪♦❶❼î✐✾❴❜❼❄✈q⑥❜❞❢❼❄❞❢✇①❣❥✐❧❦♥♠❧♦↕♣q♦✵❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦✷✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦✵✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧♣q♦✷✈☎✐❧❡✉✐✾❛❝➁❜❼☛➅
➀➳♦❶⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏❽♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐➊➅➦❛❝❞✷⑤q❼✬✐

BER ≈ 1 × 10−6 ✈☎✐❧❡✉✐☛✐☛❼❄❞❢❛❝❼✬✐☛❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦ Eb/No
➂➍⑦⑨❛❤❣✉❞

⑩①✐❧✇q❷q♦t♣q❞❄♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✱❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐t⑤q❼✬✐▼❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❜✐✮♣q❞❧➏❍✐❧✈q❡❝♦♥➷❽❴❜❼✬✐❧♣☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏➜➯✡❴❜✇①❣✉❞☛➯①❞❢Ù❢❞❆❛
✇☎✐☛❣❥✐➊➷q✐☛♣q❞✷❞❢❡❝❡❝♦❄♣q❞✷➀q❴❿❣♥➂

❫❵❞✪✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦s④❢♦❶❼▲♦❶❛✟❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛✟✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❶❛✟✇☎✐❧❛✻➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❧❛➦✖❽➂ ➮❽➏■✖❽➂❿➩ ➒ ❞s✖❽➂❿➩❶➩❶➏➭♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯➭✐❧❼❄♦❶❛
❾✚⑤q❞✮♦✑❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦✑♣q❞✕♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦Ò✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧♣q♦✑✈☎✐❧❡✉✐✱❛❝➁❜❼☞➀➳♦❧⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛✵✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣✉♦■✇☎✐✱❛❝❞❢❦♥♠❧♦

✐❧✇✚❣✉❞❢❡❝❴❜♦❧❡➍❛❝⑤q✈➳❞❢❡✉✐✂❞❢❼ú♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦☛♦✵❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✵♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥q♣q❞✾❺✪❷☎✐❧❛❝❞❵✈☎✐❧❡✉✐✵♦❧❛➟❣✉❡❝➶❢❛➟④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛ ➛ ➐
✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❧❛♥➏✡❛❝❞❢❼î❴❜✇q④❢❡❝❞❢❼❄❞❢✇①❣❥✐❧❡➟✐✾④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞➄♣☎✐✷♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦q➂✽➇❍✐❧❼☞➀➳❹❢❼Ú✈➳♦✡♣q❞❆❼❄♦❶❛
♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧❡➟❾✚⑤q❞↕✐✷❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❸✐↕♣q❞s♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✂❣✉♦❶❡❝✇☎✐➊➅➦❛❝❞★❼✬✐❧❴❜❛⑨❛❝❴❜⑩❶✇q❴❿➫☎④♥✐➭❣✉❴❿➯❧✐✾❾✚⑤☎✐➭✇✚❣✉♦✂❼✬✐❧❴❜♦❧❡✽➘✎♦❶❡
♦✬✐❧⑥❿➘✜✐❧➀➳❞❆❣✉♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦➵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦q➏❽✇q❞❢❛❤❣✉❞✂④♥✐❧❛❝♦q➏☎✈☎✐❧❡✉✐➵♦❶❛★④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛★♣q♦ ➙ ③➄➚❲✖ ➑ ➪✰➂➍⑦⑨❛❝❣❥✐➵♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧❦♥♠❧♦



✻Ü❾➼❆ ● ✏ ❁☎Ý ➱ à❢ä✱õ✻ô➳à➒✳✕ä✡à ✞ Ý✿✁✘Ü☎õ✻ô➳à ✣ ✌

↕➛➙❿➜❘➝⑧❞✚➝➠➟❇➟❇➡ à❳➵✺➺➾➵❂➧❱➨☞➵❂➹❵➐✢➥➚➳❄➥Ó➪❨❡⑨➳✕➻äá✸➥❁❣✷❤✣✐✍♠❪➻➥❧❶➻✧➽♦♥★➸❄➽➉➻äãä➻❶⑩✂➩✑➹✢➳❄➥➚➳❄➵✺➪✺➥■➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥❱➺➉➸❇➩❨➏⑨➵❞➳❄➵❉➢✁➐❇➩✶➺➾➵➔❸✱➹■➹✮➵
➺➉➸❇➩ü➩✶➳✢➩✑➨❄➽➄➩✶➯❶➲✶➥ü➨❇➩✑➫➄➩➚➺✹Ñä➧ÓâÐ➥✶ã➼➥✫➺

q
❸✪Ò✑➫➉➻➼➥✫➺❶➴

❹✕Ô❤⑤q❛❤❣✉❴❿➫☎④♥✐❧♣☎✐❱✈➳❞❢⑥❸✐✢❾✚⑤q❞❢♣☎✐❲♣q❞Ò♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✔❾✚⑤q❞⑧♦❲❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦❲♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❿✇☎✐❧⑥❵♣q❞⑧♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
♣q❞✂❺✪❷☎✐❧❛❝❞✵❛❝♦❧➘✎❡❝❞✷✐❧♦☛❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❡✳④❢♦❶❼P❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏❽❾✚⑤q❞✷❹✾✈q❡✉♦✘➯❶❞❢✇q❴❜❞❢✇①❣✉❞✷♣☎✐❧❛★④❢♦❶✇①➯①❞❢❡❝❛❝➈✚❞❢❛

❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦➭➅➹➀q❴❿❣✝❞⑨➀q❴❿❣❤➅➦❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦✳✈☎✐➭❡❥✐➄✐❧♣q❞❢❾✚⑤☎✐❧❡➜♦★❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦★♦❧❡✉❴❿⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥❧②✳♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦★♣q❞⑨✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡❥✐➭❛❤➅
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❧❛❢➂



❡ é❣❢✐❤➳çt❰❥❴❨Ñ Ô

þ ø➜❒❄ç▼❐❮Ï é❘❒ ❚ ❚✟Õ ② ❡ s Ö å

➈❩♣✑♦ ➬❄✭❢❇❨✺✻✥★◗ ✲✵❇P✧✪✩✂◗ ➷ ❇✮➋t✲✷❚✑❽▼✲✵◗ ✥★❙☛✺✻✩ ➷ ❇✮➋Ò✥★✧➟✺➜✼✽✲✷❚

➔➦✇q❴❜④❢❴❸✐➭⑥❜❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏☎✐❄✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦➵♣☎✐❧❛★❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐❧❛s♣q❞✷❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉♦➵❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✟♣q❴❜❡❝❴❜⑩❶❴❿⑤✡➅➦❛❝❞✾✈☎✐❧❡✉✐
♦✂♣q❞❢❛❝❞❢✇①➯①♦❶⑥❿➯✡❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦✂♣q❞❵❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛➟♣q❞❵⑩❶⑤q❴❸✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦✷❞❵♣q❞❵④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛➟❼❄❴❜⑥❿❴Õ❣❥✐❧❡❝❞❢❛❢➂✽⑦⑨❛❤❣✉❞❢❛✳❛❝❴❜❛➞➅
❣✉❞❢❼✬✐❧❛⑨♣q❞➄④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛⑨❞❢❡✉✐❧❼❘④❢♦❶✇q❷q❞❢④❢❴❜♣q♦❶❛⑨④❢♦❶❼❄♦✝×♥rt♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦↕♣q❞ ➛ ⑤q➁❜♣q♦➃×➭➏❧✈➳♦❶❴❜❛✽♦❶❛⑨❛❝❴❜✇☎✐❧❴❜❛
❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧♣q♦❶❛❄❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥❜❼❄❞❢✇①❣✉❞t❛❝♦❶➀q❡❝❞t⑤q❼✬✐Ò⑩❶❡✉✐❧✇q♣q❞t⑥❸✐❧❡❝⑩❶⑤q❡✉✐■♣q❞▼➘✜✐❧❴Õ➷q✐Ò✈☎✐❧❡❝❞❢④❢❴❸✐➭❼ ❼✬✐❧❴❜❛☛⑤q❼
❡❝⑤q➁❜♣q♦➵✈☎✐❧❡✉✐➵♦❶❛★❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡❝❞❢❛❵➣✾r✑➺❧③⑨rÐ④❢♦❶✇✚➯❶❞❢✇q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧❴❜❛❢➂➟➣❵✈➳➲❶❛s✐✬➐✡❞❢⑩❶⑤q✇q♣☎✐ ➙ ⑤q❞❢❡❝❡✉✐✬rt⑤q✇q♣q❴❸✐❧⑥➾➏
♦▼④❢♦❶✇q④❢❞❆❴❿❣✉♦▼♣q❞☛❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦✮❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✝Ô❝➉✕❞❢❡✉✐✕➘✜✐❧❼❄❴❜⑥❿❴❜✐❧❡s❞❢✇①❣✉❡❝❞➵♦❶❛✾❞❢✇q⑩❶❞❢✇q❷q❞❢❴❜❡❝♦❶❛✾♣q❞☛❡✉✐❧♣☎✐❧❡
❞✬✇q♦❶❛☞✐❧✇q♦❶❛✂❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞❢❛☞✐t❴❜✇✚➯❶❞❢❛❤❣✉❴❜⑩①✐❧❦♥♠❧♦t❛✉♦❧➀q❡✉❞✬♦✑✐❧❛❝❛❝⑤q✇①❣✉♦✱➘✎♦❶❴➟❼❄♦➭❣❥❴Õ➯❧✐❧♣☎✐▼✈q❡❝❴❜❼❄♦❶❡❝♣q❴❜✐❧⑥❿❼➵❞❢✇✚❣✉❞
✈➳❞❢⑥❜♦✮♣q❞❢❛❝❞➞Ô❤♦t♣q❞☛♦❶➀❽❣✉❞❢❡✾❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛↕♣q❞➵④❢♦❧❼☛⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦✮✐❧⑥❿❣❥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞☞❡❝❞❢❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢✇①❣✉❞❢❛✵✐✮❴❜✇①❣✉❞❢❡❤➘✎❞❢❡❝➶❢✇q④❢❴❸✐
❴❜✇✚❣✉❞❢✇q④❆❴❜♦❶✇☎✐❧⑥➍➚✎♣q♦➵❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏❪Ø✂⑤■⑩❈⑩❈①✿❭✶✩q➪✰➂

❫❵❞☛✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦✮④❢♦❶❼ ➼Õ➩✶✗➭➽➾➏➜✐❧❛❵❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐❧❛↕♣q❞☞❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉♦✕❞❢❛❝✈➳❞❢④✰❣❥❡✉✐❧⑥✽✇☎♠❧♦✕❛❝❞☛④♥✐❧❡✉✐❧④❆❣✉❞❢❡❝❴❜Ù♥✐❧❼
✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛▼✈➳❞❆⑥❜♦✢➘✜✐➭❣✉♦❱♣☎✐✢⑥❸✐❧❡❝⑩❶⑤q❡✉✐❻♣q❞■➘✜✐❧❴Õ➷q✐❋❞❢❼❄✈q❡❝❞❢⑩①✐❧♣☎✐✢❛❝❞❢❡▼❼☞⑤q❴❿❣✉♦✢❼✬✐❧❴❜♦❶❡✬❾✚⑤q❞⑧✐✢❼❄➁❜✇q❴❿❼✬✐
⑥❸✐❧❡❝⑩❶⑤q❡✉✐✑♣q❞▼➘✜✐❧❴ ➷q✐■✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❸✐⑧✈☎✐❧❡✉✐✑❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜❡☞✐Ò❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦q➂ ➥ ❼Ó❛❝❴❜❛❤❣❥❞❆❼✬✐Ò❹▼♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣q♦
④❢♦❶❼❄♦➵❛❝❞❢✇q♣q♦❄♣q❞✷❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉♦☛❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✻❛❝❞✷✈q❡❝❞❢❞❢✇q④✰❷q❞❢❡s♦❶❛★❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞❢❛★❡❝❞❢❾✚⑤q❴❜❛❝❴❿❣✉♦❶❛❢➆
➩❶➂ ➋ ❛❝❴❜✇☎✐❧⑥➟♦✚④❢⑤q✈☎✐✑⑤q❼✬✐t⑥❸✐❧❡❝⑩❶⑤q❡✉✐t♣q❞✕➀☎✐❧✇q♣☎✐✱❼☞⑤q❴❿❣✉♦t❼✬✐❧❴❜♦❶❡✵❾✚⑤q❞✮✐✱❼❄➁❜✇q❴❿❼❄✐▼⑥❸✐❧❡❝⑩❶⑤q❡✉✐t♣q❞
➘✜✐❧❴Õ➷q✐✱✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❸✐✑✈☎✐❧❡✉✐✱❞❢✇①➯✡❴❸✐❧❡☛✐✱❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦q➂t➨➟✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛✵❣✉➁❜✈q❴❜④❢♦❶❛✵✈☎✐❧❡✉✐✱❞❢❛❤❣❥✐✑❡✉❞❆⑥❸✐❧❦♥♠❧♦
❞❢❛❤❣❥♠❧♦❄❞❢✇①❣✉❡❝❞✷④❢❞❢❼ ❞✷⑤q❼➸❼❄❴❜⑥❿❷☎♠❧♦✣✘

➑ ➂ ➋ ❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦✮❹☛♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦✮✐✕✈☎✐❧❡❤❣✉❴❜❡❵♣q❞☛⑤q❼✦❛❝❴❜✇☎✐❧⑥❍♣q❞☛❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦q➏✝❣❥✐❧❼☞➀➳❹❢❼û④❢♦➭➅
✇q❷q❞❢④❢❴❜♣q♦❄④❢♦❶❼❄♦☛❛❝❴❜✇☎✐❧⑥❨④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➏q❾✚⑤q❞✷❹✷❴❜✇q♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞❢✇①❣✉❞✵♣☎✐☛❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✣✘

✣ ✻



✣ ❆ ✬ ➱ à✂✁✘ä❇✙❻Ü☎à➒✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲●

✖❽➂s➢s♦✵❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡❢➏❽✐✾❡❝❞❢④❢⑤q✈➳❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦✂♣☎✐✷❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✾♦❧❡✉❴❿⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥❽❹★➘✎❞❢❴Õ❣✰✐↕✈➳❞❢⑥❸✐✾④❢♦❶❡❝❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✷❞❢✇✚❣✉❡❝❞
♦✂❛❝❴❜✇☎✐❧⑥☎❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦✂❞s⑤q❼✬✐✵❡❝❹❢✈q⑥❜❴❿④♥✐✷❛❝❴❜✇q④❢❡❝♦❶✇q❴❜Ù♥✐❧♣☎✐✷♣q♦✂❛❝❴❜✇☎✐❧⑥☎♣q❞❵❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦✵⑤q❛✉✐❧♣q♦☞✇q♦
✈q❡❝♦✡④❢❞❢❛❝❛❝♦✬♣q❞✷❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❆✇✚❣✉♦➵✇q♦☛❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛❝♦❶❡❢➂

⑦⑨❛❝❾✚⑤q❞❢❼✬✐❧❛✽♣q❞✳❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠➭♦❵❞❢❼➠➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐↕♦❶⑤☞✈➳♦❶❡❍④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦↕♣q❞✪✈q⑤q⑥❜❛❝♦❵❣❥✐❧❼☛➀✍❹❢❼➠❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼
♦✂❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡❝♦☛♣q♦✂❛❝❴❜✇☎✐❧⑥➾➏✚❼✬✐❧❛➍✇☎♠❧♦✂❛❝❞↕❾✚⑤☎✐❧⑥❿❴❿➫☎④♥✐❧❼î④❢♦❶❼❄♦✂❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛➟♣q❞❵❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❿❷☎✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉♦✵❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥
✈➳♦❶❡➄✇☎♠❧♦❄❛✉✐➭❣✉❴❜❛❤➘✜✐❧Ù❢❞❆❡✉❞❆❼❉✐❧❛➄④❢♦❶✇q♣q❴❜❦❢➈✡❞❢❛★❞❢✇✚⑤q✇q④❢❴❸✐❧♣☎✐❧❛s✐❧④❢❴❜❼✬✐❽➂

➋ ✈q❡❝❴❜✇q④❢❴❜✈☎✐❧⑥❨✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦➵❞❢❼ ❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐☛♣q❞✵❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦❄❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✟❹✵♦➵⑩①✐❧✇q❷q♦❄♣q❞✵✈q❡❝♦➭➅
④❢❞❢❛❝❛✉✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦q➏✻❾✚⑤q❞☛❹☛♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣q♦✮✈➳❞❢⑥❸✐✬❡✉✐❧Ù♥♠❧♦✮❞❢✇①❣✉❡❝❞☛⑥❸✐❧❡❝⑩❶⑤q❡✉✐❧❛↕♣q❞✂➘✜✐❧❴Õ➷q✐❧❛↕♣q❞☞❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦✕❞☛♣q❞
❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦q➆

GP =
Wt

Wi

,
➚✝✗q➂❿➩➊➪

❾✚⑤q❞✵❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣✰✐❄➀☎✐❧❛❝❴❜④♥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞✷♦➮×✰➘✜✐➭❣✉♦❶❡➄♣q❞✵❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦➃×➭➂ ➋ ⑩①✐❧✇q❷q♦➵♣q❞✵✈q❡❝♦✚④❢❞❢❛❝❛✉✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉♦
♣q❞❆❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐✑♦Ò✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦Ò♣q❞✮⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛☛❾✚⑤q❞▼✈✍♦✡♣q❞❢❼Ó❛❝❞❢❡➵✐❧⑥❜♦✡④♥✐❧♣q♦❶❛☞❞❢❼ ⑤q❼Ó❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❽➏⑨♦Ò⑩❶❡✉✐❧⑤
♣q❞⑧❡❝❞❢♣q⑤q❦♥♠❧♦❲♣q♦❲❞❆➘✎❞❢❴❿❣✉♦❱♣q❞⑧❼☞⑤q⑥❿❣✉❴❜✈✍❞❢❡❝④❢⑤q❡❝❛✉♦❽➏↕♦❱⑩❶❡✉✐❧⑤ ♣q❞Ò❴❜❼☛⑤q✇q❴❜♣☎✐❧♣q❞■②❱❴❜✇①❣✉❞❢❡❤➘✎❞❢❡❝➶❢✇q④❢❴❸✐✢❞❻②
❴❜✇✚❣✉❞❢❡❝④❢❞❆✈❽❣✰✐➭❦♥♠❧♦▼✇q♦✮❛❝❴❜✇☎✐❧⑥✽❞❆❣✉④❧➂ ➤ ⑤☎✐❧✇①❣✉♦✮❼✬✐❧❴❜♦❶❡s♦▼⑩①✐❧✇q❷q♦✮♣q❞☛✈q❡❝♦✡④❢❞❢❛❝❛✉✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦q➏➜❼✬✐❧❴❜♦❶❡❵❛❝❞❢❡✉➉▼✐
❡❝♦❶➀q⑤q❛❤❣✉❞❢Ù✵♣q♦➵❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐☛♣q❞✷❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦➵❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➾➂

⑦❍➷❽❴❜❛❤❣✉❞❢❼➸❴❜✇✢✩q❼❄❞❢❡✉✐❧❛✳❡✉✐❧Ù❢➈✡❞❢❛★✈☎✐❧❡✉✐☛❛❝❞✷❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❡➄♦➵❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❡❝♦✬❞✷❼☞⑤q❴❿❣✉♦❶❛✳➀➳❞❢✇q❞✰➘✎➁❜④❢❴❜♦❶❛➄✈➳♦✡♣q❞❢❼
❛❝❞❢❡▼♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦❶❛✕❛❝❞Ò❴❜❛❤❣✉♦❋➘✎♦❶❡✮❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦✢✐❧♣q❞❢❾✚⑤☎✐❧♣☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➂î➣❵➀☎✐❧❴Õ➷❽♦q➏s❛✉♠❧♦❱♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣❥✐❧❛▼✐❧⑥❜⑩❶⑤q❼✬✐❧❛
➯❧✐❧✇①❣❥✐❧⑩❶❞❢✇q❛★♣☎✐➵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦☛♣☎✐☞❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐➵♣q❞✷❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦➵❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➾➆

➍ ✳✕ä✳Ù❆ä ➱❲✒✕✔ ôÛÚ ➱ ✏ ✁✘ä✚ß✸P➹ä✚ß✸◗ ✏ â ➱ Ü ➱ ✏ ✁✘ä ✏ â ➱ ô ✏ Ü☎Ý❿❘➥Ü❨Ù❆Ü✚✙❑✙ ➱ ✏ ✆ Ü➓❚✾✈✍♦❶❴❜❛✾✐❧❛❵❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛❝➈✚❞❢❛
✐❧⑥❜❷q❞❢❴❸✐❧❛✻✇☎✐★❼❄❞❢❛❝❼✬✐➄➘✜✐❧❴Õ➷q✐★♣q❞➟➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❆❴❸✐❵♣q♦❵❛❝❴❜✇☎✐❧⑥①♣q❞✪❴❿✇✚❣✉❞❢❡❝❞❢❛❝❛❝❞❧➏❶❞➟♣q❞❢❛❝④❢♦❶❡❝❡❝❞❢⑥❸✐❧④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣☎✐❧❛
♣q❞❢❛❤❣✉❞❧➏✍❛✉♠❧♦☛➘✎♦❶❡❤❣❥❞❆❼❄❞❢✇✚❣✉❞✷✐➭❣✉❞❢✇✚⑤☎✐❧♣☎✐❧❛★✇q♦❄❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡✳✘

➍ ✳✕ä✳Ù❆ä ➱❲✒✕✔ ô✡Ú ➱ ✏ ✁✘ä✚ß✸P➹ä✚ß✸◗ ✏ â ➱ Ü ✏ ÜÐ✁ ✞ ß➊Ü☎Ý✳♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦✑✐❧♦t⑩①✐❧✇q❷q♦t♣q❞❄✈q❡❝♦✡④❢❞❢❛❝❛✉✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦✱❴❜✇q❞✰➅
❡❝❞❢✇①❣✉❞✂✐❧♦➵✈q❡❝♦✚④❢❞❢❛❝❛❝♦✣✘

➍ ❝☞Ü ➱ ✠➜Ü✑✢✟ß➊ô❘☛✟Ü☞☛ ➱ Ý ➱ õ✻Ü☎õ✻ä☛õ✻ä ➱ ✏ ✁✘ä✚ß➭â❶ä➓✢★✁✘Ü ✒✕✔ ô✻➏❧✈➳♦❶❡❍♣q♦❶❴❜❛✽✐❧❛❝✈✍❞❢④❆❣✉♦❶❛❢➆✟➘✜✐❧❴Õ➷q✐s❼✬✐❧❴❜❛✟⑥❸✐❧❡❝⑩①✐
✐✱❛❝❞❢❡☞❼❄♦❶✇q❴❿❣✉♦❶❡✉✐❧♣☎✐▼❞✬♣q❞❢✇q❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞✕♣q❞✕✈➳♦❧❣✉➶❢✇q④❢❴❸✐✱♣q♦✑❛❝❴❜✇☎✐❧⑥✪✐✱❛❝❞❢❡☞♣q❞✰❣❥❞❆④❆❣❥✐❧♣q♦■❡❝❞❢♣q⑤qÙ❢❴❜♣☎✐
✈➳❞❢⑥❜♦➵✈q❡❝♦✚④❢❞❢❛❝❛❝♦✬♣q❞✷❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦➵♣q❞✷❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡❝♦✣✘

➍ ➎✟♦❶❛❝❛❝❴❜➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✢♣q❞✔â❶ô✟✙ ✞ ✏ ➱ â❶Ü ✒✕✔ ô ✙ ✞ Ý✿✁ ➱✝✞ à ✞ ❁qß ➱ ôûõ✻äPÜ☎â❶ä✡à♥à❢ô✦Ü☎Ý✎ä✚ÜÐ✁✫✜✍ß ➱ ôÝ✢➍ô✍ß
ä ✏ õ✻ä✚ß➊ä ✒ Ü✚✙❻ä ✏ ✁✘ôPà❢ä✡Ý✎ä❄✁ ➱ Þ➳ôÖ❾✚⑤q❞⑧④❢♦❶✇q❛❝❴❜❛❤❣✉❞❻✇☎✐✢❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦❲♣q❞⑧❛❝❴❜✇☎✐❧❴❜❛✮♣q❞Ò➯❧➉❧❡❝❴❜♦❶❛



❆★❾❲✌ ✬ ➱ à✂✁✘ä❇✙❻Ü☎à☛â❶ô✟✙ ❨ à✳✢✟Ü☎Ý✜ã✻Ü✚✙❻ä ✏ ✁✘ô ❨ à✳✢⑨ä✡â■✁✘ß➊Ü☎Ý ✣✟✣

⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛➄❛❝❴❜❼☛⑤q⑥❿❣❥✐➭✇q❞♥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞✾✇q♦☛❣✉❞❢❼❄✈➳♦q➏q♦✡④❢⑤q✈☎✐❧✇q♣q♦✬✐☛❼❄❞❢❛❝❼✬✐✂➘✜✐❧❴Õ➷q✐☛♣q❞✾➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐✙✘
➍ ✳✕ä✡à ➱ à✂✁✫◗ ✏ â ➱ ÜÒÜqô✢ä✢P➹ä ➱ ✁✘ô❋õ✻ô✛✙ ✞ Ý✿✁ ➱ ✢⑨ä✚ß➭â ✞ ß➭à❢ô✢➚✎❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦✬♦❄❛❝❴❜✇☎✐❧⑥❨❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣q♦☛✈➳❞❢❡➞➅
④❢♦❶❡❝❡❝❞t❼✬✐❧❴❜❛☛♣q❞t⑤q❼ ④♥✐❧❼❄❴❜✇q❷q♦❻✐➭❣✉❹▼♦❻❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡❢➏✳♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦❋✐Ò❡❝❞✂❯☎❞✰➷❽➈✡❞❢❛✬✇☎✐⑧❛❝⑤q✈➳❞❢❡❤➘✎➁❜④❢❴❜❞❧➏
✈q❡❝❹❢♣q❴❜♦❶❛❢➏✡➉❧❡❤➯①♦❧❡✉❞❆❛➟❞❵✐➭❣✉❼❄♦❶❛❤➘✎❞❢❡✉✐❽➏①✈q❡❝♦✡♣q⑤qÙ❢❴❜✇q♣q♦✵❴❜✇①❣✉❞❢❡❤➘✎❞❢❡❝➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛➍✇q♦✵❛❝❴❜✇☎✐❧⑥☎❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦✚➪✰➂⑨➎✟♦❶❡
❞✰➷❽❞❢❼❄✈q⑥❜♦q➆✽❛❝⑤q✈➳♦❶✇q♣q♦➭➅➦❛❝❞✷✐☞❡❝❞❢❛❝✈✍♦❶❛❤❣❥✐☛❴❜❼❄✈q⑤q⑥❜❛❝❴❿➯➭✐✵♣q♦☛④♥✐❧✇☎✐❧⑥❨④❢♦❶❼Ø❼ù✩q⑥❿❣✉❴❜✈q⑥❿♦✂✈➳❞❢❡❝④❢⑤q❡❝❛❝♦➵❴❜✇✡➅
➯❧✐❧❡❝❴❸✐❧✇①❣✉❞➵✇q♦▼❣✉❞❢❼❄✈➳♦q➂ ➥ ❼✬✐✕➯①❞❢Ù❄❾✚⑤q❞✬♦t❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡✵❴❜✇①❣✉❞❢❡❝④❢❞❢✈❽❣✉❞✬♦t❛❝❴❜✇☎✐❧⑥⑨❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦t✈➳❞❢⑥❜♦
④♥✐❧❼❄❴❜✇q❷q♦↕♣q❴❜❡❝❞❆❣✉♦✾❞★♦❶➀❽❣✉❞❢✇q❷☎✐✷✐↕④❢♦❶❡❝❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✾♣q❞❢❛❤❣✉❞★④❢♦❶❼Ú✐✾❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐✷♣q❞➄④❢➲✡♣q❴❜⑩❧♦✾✈q❡❝❞❆➯✡❴❸✐➊➅
❼❄❞❢✇①❣✉❞✂④❢♦❶✇q❷q❞❢④❢❴❜♣☎✐❽➏✝♦❶❛❵♦❶⑤❽❣✉❡❝♦❶❛s❛❝❴❜✇☎✐❧❴❜❛s❾✚⑤q❞☞④❥❷q❞❢⑩①✐❧❼û✈✍♦❶❡❵❼ù✩q⑥❿❣✉❴❜✈q⑥❿♦❶❛★✈➳❞❢❡❝④❢⑤q❡❝❛❝♦❶❛❢➏➜✐➭❴❜✇q♣☎✐
❾✚⑤q❞✱✈➳♦❶❛❝❛❝⑤☎✐❧❼ ♦❻❼❄❞❢❛❝❼❄♦❻④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦q➏✳❞❢❛❤❣❥✐❧❡✉♠❧♦❻♣q❞❆➘✜✐❧❛✉✐❧♣q♦❶❛✬✇q♦⑧❣✉❞❢❼❄✈➳♦❻❞❧➏✳④❢♦❶✇q❛❝❞❢❾✢❏q❞❢✇✚❣✉❞✰➅
❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏☎♣q❞❢❛❝④❢♦❶❡❝❡❝❞❢⑥❸✐❧④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣q♦❶❛➄④❢♦❶❼➸♦➵✈q❡❝❴❜❼❄❞❢❴❜❡❝♦✣✘

➍ ✯➧ä✡õ ➱ õ✻Ü☎à✕õ✻ä⑧õ ➱ à✂✁➥Þ ✏ â ➱ Ü❋â❶ô✟✙✹Ü☎Ý✿✁✘Ü❋ß➊ä✡à❢ô➳Ý ✞✓✒✕✔ ô■❞❢❼❉❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛s♣q❞✂❡✉✐❧♣☎✐❧❡s❾✚⑤q❞✂⑤❽❣✉❴Õ➅
⑥❜❴❜Ù♥✐❧❼P❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐❧❛❵♣q❞✵❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣❥♦❄❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✟④❢♦❶✇q❛❝❞❢⑩❶⑤q❞❢❼û❡❝❞❢❛❝♦❶⑥❜⑤q❦♥♠❧♦✬❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡★❾✚⑤q❞✂♦❶❛
④❢♦❶✇①➯①❞❢✇q④❢❴❜♦❶✇☎✐➭❴❜❛✻♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦s✐❧♦★⑩①✐❧✇q❷q♦➄♣q❞➍✈q❡❝♦✡④❢❞❢❛❝❛✉✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦s❴❜✇q❞❢❡❝❞❢✇①❣✉❞➍❞➍②➄④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞⑨♣q❞❢❛❝❛❝❞❢❛
❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛★♣q❴❜❛❤❣✉❴❜✇q⑩❶⑤q❴❜❡❝❞❢❼P✈q⑤q⑥❜❛❝♦❶❛s❼☞⑤q❴❿❣✉♦➵✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼❄♦❶❛➄♦❶❡❝❴❜⑤q✇q♣q♦❶❛★♣q❞✵❡❝❞✂❯☎❞✰➷❽➈✡❞❢❛❵✇q♦❄❼❄❞❢❛❝❼❄♦
✐❧⑥❿➯❶♦q➏q❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦❶❛★✈➳♦❶❡➄❼❈✩q⑥❿❣✉❴❿✈q⑥❿♦❶❛✳✈➳❞❢❡❝④❢⑤q❡❝❛❝♦❶❛✳✘

➍ ✳✕ä✢P➹ä✚ß✸◗ ✏ â ➱ Ü➧õ✟äð✁✘ä❇✙➡✢⑨ô ✞ ✏ ➱ Þ➳ä✚ß➭à❢Ü☎Ý✽✢✟ß➊ä✡â ➱ à❢Ü❮✐❧✈➳❞❢❛✉✐❧❡❄♣q❞✱✈q❡❝♦❶➀q⑥❜❞❢❼✬✐❧❛➵♣q❞✱❼ù✩q⑥❿❣✉❴Õ➅
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❡❝➶❢✇q④❢❴❸✐✬❼☞⑤q⑥❿❣✉❴Õ➅➹⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❽➂ ➋ ❛✉❴❿❛❝❣✉❞❢❼❄✐✮❺✳❫✾rt➣Ú❛❝❞❢❡✉➉✮✐❧➀➳♦❶❡❝♣☎✐❧♣q♦✬④❢♦❶❼û❼✬✐❧❴❜❛★♣q❞❆❣❥✐❧⑥❜❷q❞❢❛↕✇☎✐
❛❝❞❢❦♥♠❧♦❛✗q➂ ➑ ➏q✈➳♦❶❴❜❛✳❛❝❞❢❡✉➉➵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦☞✈☎✐❧❡✉✐☛④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧❦♥♠❧♦☛♣q❞✷♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦❄♣q♦❶❛s✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦❶❛
♣q❞✷♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦❶❛★✇q❞❢❛❤❣❥✐➵♣q❴❜❛❝❛❝❞❢❡❤❣❥✐❧❦♥♠❧♦q➂

➣❵❛✽✈q❡❝❴❜✇q④❢❴❜✈☎✐❧❴❜❛✟❣✉❹❢④❢✇q❴❜④❢✐❧❛⑨♣q❞➄❴❜❼❄✈q⑥❿❞❢❼❄❞❢✇①❣❥✐❧❦♥♠❧♦❵♣q♦✾❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦✾❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥q❛✉♠❧♦✾♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣☎✐❧❛
④❢♦❶❼❄♦q➆✽➐✡❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐✂❫❵❴❜❡❝❞❆❣❥✐❄➚✎♣q♦✵❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏❇û ❛⑥❛⑥❛ ❲➦ûü①✿⑧❂②✺✇✂→ ❛ ②❇à✳✔✚②✂❭Û✇✺② ❛ ✦✟⑧❂②✺⑤❄④ ❛ ✦✚②✺✇✂→❲⑧✧✔❇⑩✮➪✰➏✡➐❽✐❧⑥❿❣✉♦
♣q❞✕③☎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐✢➚✎♣q♦✑❴❜✇q⑩❧⑥❜➶❢❛❢➏➭á ✭ ❛⑥❛ ❲❁áÜ⑧❂②❇à✳✔✚②✂❭Û✇✂þ ✭ ✈❨✦❵✦✟①✿❭✶✩ ❛ ✦✟⑧❂②❂⑤❄④ ❛ ✦✚②✺✇✂→❲⑧✧✔❇⑩✕➪✾❞✕→s➁❜➀q❡❝❴❜♣☎✐➚✎♦❶✇q♣q❞❄❷☎➉t⑤q❼✬✐▼④❢♦❶❼☞➀q❴❜✇☎✐❧❦♥♠❧♦t❞❢✇①❣✉❡❝❞✕✐✱➐✡❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐✑❫❵❴❜❡❝❞❆❣❥✐▼❞❄♦■➐❽✐❧⑥❿❣✉♦▼♣q❞✕③q❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐①➪✰➂✮➣❵❛
♣q⑤☎✐❧❛★✈q❡❝❴❜❼❄❞❢❴❜❡✉✐❧❛✪❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐❧❛★❛❝❞❢❡✉♠❧♦❄♣q❞❆❣❥✐❧⑥❜❷☎✐❧♣☎✐❧❛➄✇☎✐❧❛★❛❝❞❢❦❢➈✚❞❢❛Ó✗q➂❿➩❶➂ ➑ ❞ü✗q➂❿➩❶➂ ✖✡➂

ô➶➱➄✃➤➱➄✃ ëì❒❉ÑÓÏ✮é➾❒❍ÑÓÏ✲í➚× â❉æ➾÷❄❰ÐÏ★×❅Ø➌ÑÓÏ❅å➂❒❞× íÓ❮Óæ➾èÛØ➤ÙÛÚ➤❒ è✟❒❞× ✚✪÷❄ú➚Ø➤é■❼ÓØ❢❮
×❅Ï✮❮❞❰Ð❒③✚✰÷✢ú➇Ï✮è❘❰❇Ö☞Ø➤é

➢❵✐✮➫☎⑩❶⑤q❡✉✐✪✗❽➂❿➩❶➏✟❹✬✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦✱♦t♣q❴❸✐❧⑩❶❡✉✐❧❼✬✐✮❞❢❼Ð➀q⑥❜♦✡④❆♦❶❛✵♣q❞❄⑤q❼Ð❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐▼♣q❞❄❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐➊➅
❼❄❞❢✇①❣❥♦✷❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➾➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞s✇☎✐✾➫☎⑩❶⑤q❡✉✐✾❾✚⑤q❞s♦✵❼❄♦✚♣q❞❢⑥❜♦✵✐➭✈q❡✉❞❆❛✉❞❆✇✚❣❥✐✷♣q♦❶❴❜❛➍❞❢⑥❜❞❢❼❄❞❢✇①❣✉♦❶❛⑨❴❜✇q❞❢❡❝❞❢✇✚❣✉❞❢❛
✐☛⑤q❼➸❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐☛④❢♦❶❼➸❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼➵❞❢✇✚❣✉♦☛❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➾➏☎❾✚⑤q❞✷❛✉♠❧♦❄♦➵❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧♣q♦❶❡➄❞✷♦➵♣q❞❢❛❝❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧♣q♦❶❡❢➂
⑦⑨❛❤❣✉❞❢❛✬❞❢⑥❜❞❢❼❄❞❢✇①❣✉♦❶❛➵④❢♦❶✇q❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼ ♣q❞t♣q♦❶❴❜❛➵⑩❶❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❡❝❞❢❛❄❴❜♣q➶❢✇①❣✉❴❜④❢♦❶❛➵♣q❞▼❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐❻✐❧⑥❜❞♥✐➭❣✉➲❶❡❝❴❜✐■❾✚⑤q❞
❛❝❞❄④❢♦❶✇q❞❢④❆❣❥✐❧❼ ④❢♦❶❼Ð♦t❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡✾✇☎✐✮❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦t❞❄④❢♦❶❼❬♦✱♣q❞❢❼➵♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡✾✇☎✐t❡❝❞❢④❢❞❢✈✍❦♥♠❧♦q➂
❫❵❞❢❛❤❣❥✐↕❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏✘➘✜✐❧Ù✰➅➦❛❝❞✪✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❜♦✾✐s❛❝❴❜✇q④❢❡❝♦❶✇q❴❜Ù♥✐❧❦♥♠❧♦❵♣q♦❶❛✟⑩❶❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❡❝❞❢❛❍♣q❞✪❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐↕✐❧⑥❜❞♥✐➭❣✉➲❶❡❝❴❸✐
✈☎✐❧❡✉✐➵✐➵④❢♦❶❡❝❡❝❞❆❣❥✐☛♣q❞❢❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦☛♣q♦➵❛❝❴❜✇☎✐❧⑥➜❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦❽➂



❆★❾❲✌ ✬ ➱ à✂✁✘ä❇✙❻Ü☎à☛â❶ô✟✙ ❨ à✳✢✟Ü☎Ý✜ã✻Ü✚✙❻ä ✏ ✁✘ô ❨ à✳✢⑨ä✡â■✁✘ß➊Ü☎Ý ✣Û▲

↕➛➙❿➜❘➝➦➳❘➝➠➟❇➡➛às➻ß➩✑á✫➫➄➩✑➧q➩ü➵❂➧ â❄ã➼➥■➪✺➥✫➺➤➳❄➵❉➸❄➧❣➺➉➻➼➺➉➽➾➵❂➧q➩➚➪✺➥✶➧❣➵✺➺➉➨❇➩✑ã❶➐❇➩✑➧ü➵❂➹⑨➽➾➥q➵✺➺➉➨☞➵✺➪❂➽➉➫➄➩✑ã✝➴
➋ ❛☞❣✉❴❜✈✍♦❶❛☛♣q❞✮❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✑⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦❶❛✂❞❢❼ ❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛☛♣q❞✮❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦Ò❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➄❛✉♠❧♦q➆

➎➟➐❽üû❞✮③⑨➐❽ü☛➂❍➣ ♣q❞❆❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐❧❦♥♠❧♦✑♣☎✐✑❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧❦❢♠❧♦■✐✑❛❝❞❢❡☛⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣☎✐✱♣q❞❢✈✍❞❢✇q♣q❞❢❡✉➉Ò♣q♦✑❣✉❴❜✈➳♦✑♣q❞
✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦✵♣☎✐✵❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐✂♣q❞❵❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣❥♦✂❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➾➂➟❺✳✐❧❛❝♦☛❛❝❞➞Ô❝✐✂⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦✵♦☞❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦
❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✪✈✍♦❶❡✂❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐✱♣q❴❜❡❝❞❆❣❥✐❽➏❍✐✱❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✱➎➟➐❽ü➸❹✬⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣☎✐▼❞❢❼ ④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦✑④❢♦❧❼ ✐❧❛
❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐❧❛➍✈q❛❝❞❢⑤q♣q♦➭➅➞✐❧⑥❜❞❢✐➭❣✉➲❶❡❝❴❸✐❧❛❢➂ ➤ ⑤☎✐❧✇q♣q♦✾✇☎✐✷✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦✾✐↕④❢♦✡❞❢❡❝➶❢✇q④❢❴❸✐✾♣q❞✳➘✜✐❧❛❝❞✳➘✎♦❶❡❍❣✉❞❢❼❄✈➳♦❶❡✉✐❧⑥Õ➅
❼❄❞❢✇①❣❥❞☞④❢♦❶❼❄✈q❡❝♦❶❼❄❞❆❣✉❴❜♣☎✐❄✇q♦✮④❢✐❧✇☎✐❧⑥✽♣q❞☞④❢♦❶❼☛⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦♥♠➭♦q➏➜✐✬❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✕③⑨➐❽üú❹☞❡❝❞❢④❢♦❶❼❄❞❢✇q♣☎✐❧♣☎✐❽➂
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➢s♦s❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦s❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✚✈➳♦❶❡✻❛❥✐➭⑥❿❣✉♦s❞❢❼▲➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❽➏❶✐★✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧♣q♦❶❡✉✐★✐s❛❝❞❢❡✻❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣☎✐

❹➵④✰❷☎✐♥➯❶❞♥✐❧♣☎✐t✈➳❞❢❡❝❴❜♦✚♣q❴❜④♥✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉❞☞❞❢✇✚❣✉❡❝❞➵♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢✇①❣✉❞❢❛❈t✂❪❿✈⑨→✿t✬♣q❞☛➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐t♣q❞➵⑥❸✐❧❡❝⑩❶⑤q❡✉✐✕♣q❞➵➘✜✐❧❴Õ➷q✐
❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥➍✐

B
→sÙ❧➏✽❾✚⑤q❞❄❹✬⑤q❼❄✐t✈✍❞❢❾✚⑤q❞❢✇☎✐✱➘✎❡✉✐❧❦♥♠❧♦t④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧♣☎✐▼④❢♦❶❼ ✐t⑥❸✐➭❡✉⑩❧⑤q❡❥✐✮♣q❞➵➘✜✐❧❴Õ➷q✐✮❣✉♦❧❣❥✐❧⑥

Wt
→sÙs⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐✾✈➳❞❢⑥❜♦✵❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✷✈☎✐❧❡✉✐✵♦✂❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦✵❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➾➂➍⑦⑨❛❤❣✉❞❢❛✪❛✉✐❧⑥❿❣✉♦❶❛➟✈➳❞❢❡❝❴❜➲✚♣q❴❜④❢♦❶❛

♣☎✐✱✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧♣q♦❶❡✉✐✱❞❢✇①❣✉❡❝❞✕♦❶❛❛t✂❪❿✈⑨→✿t✮♣q❞✬➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛☞♣q❴❜❛❝✈➳♦❶✇q➁❿➯❶❞❢❴❜❛✂④♥✐❧❡✉✐❧④❆❣✉❞❢❡❝❴❜Ù♥✐✱♦✑❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦
❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➾➂✽➣➡♣q❞❆❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐❧❦♥♠❧♦✾♣q❞★❾✚⑤☎✐❧❴❜❛st✂❪❿✈⑨→✿t❵♣q❞➄➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❆✇q④❢❴❸✐✷❛❝❞❢❡✉♠❧♦✵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦❶❛✽✈☎✐❧❡✉✐✷✐↕❣✉❡✉✐❧✇q❛➞➅
❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦➵❹↕➘✎❞❢❴❿❣❥✐☛④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞✷✐☛❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❄✈q❛❝❞❢⑤q♣q♦➭➅➞✐❧⑥❜❞♥✐➭❣✉➲❶❡❝❴❸✐✮➚✎④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦➵➎➍➢↕➪✰➂

➢❵✐↕➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❱✗q➂ ✖❽➏①❹s✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦✵♦✷♣q❴❸✐❧⑩❶❡✉✐❧❼✬✐❵❞❢❼Ú➀q⑥❜♦✡④❢♦❶❛⑨♣q♦✾❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛❝♦❶❡⑨♣q❞➄⑤q❼Ú❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐
④❢♦❶❼P❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦☛❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➜✈➳♦❶❡✳❛✉✐❧⑥❿❣✉♦❶❛✳❞❢❼Ø➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❜✐❽➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞✷❾✚⑤q❞✾⑤q❼P❛❝❴❜✇①❣❥❞✰❣❥❴❿Ù♥✐❧♣q♦❶❡
♣q❞✵➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❄❹✂⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦➵✈☎✐❧❡✉✐❄❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐➭❡★♦❶❛s❛✉✐❧⑥❿❣✉♦❶❛s❞❢✇①❣✉❡❝❞✂♦❶❛s❛❝⑥❜♦❧❣✉❛s♣q❞✷➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛❢➏✝❛❝❞❢✇q♣q♦
④❢♦❶❼✬✐❧✇q♣☎✐❧♣q♦t✈➳♦❶❡✷⑤q❼Ð⑩❶❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❡✵♣q❞❄④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✂➎➍➢✵➂✻➣î❣✰✐✘➷q✐t♣☎✐t❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐t✈q❛❝❞❢⑤q♣q♦➭➅➞✐❧⑥❜❞♥✐➭❣✉➲❶❡❝❴❸✐
♣q❞❆➫☎✇q❴❜❡✉➉☞✐✷❣❥✐➊➷q✐✂♣q❞❵❛✉✐❧⑥❿❣✉♦❶❛➟❞❢❼î➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❽➏❽❞❵❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦☛✐❧❾✚⑤q❞❢⑥❸✐✵➘✎♦❶❡➟❼☞⑤q❴❿❣✉♦✵❼✬✐❧❴❜♦❶❡⑨❾✚⑤q❞✾✐✵❣❥✐➊➷q✐



❆★❾❿✘ ❋✂Ü ✏ Ü☎Ý❳✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲● ✣➛✂

↕➛➙❿➜❘➝➌➳❘➝✬❞✚➡✴➪⑥➥⑨➳❄➵❂ã➼➥ü➳❄➥❱➽➉➫➄➩✑➹✢➺➉➧❱➻➼➺➾➺➾➥✶➫➛➨❇➩✑➫➄➩❱➵✺➺➉➨❇➩✑ã❶➐❇➩✑➧ü➵❂➹■➽➾➥ü➵✺➺➉➨☞➵✺➪❂➽➉➫➄➩✑ã❘➨☞➥✶➫➤➺➄➩✑ãä➽➾➥ü➵❂➧➁❷❿➫➄➵❇⑨♣ç✶è➭➹❇➪➭➻ß➩✕➴
♣q❞↕➀q❴❿❣✉❛➟♣q❞❵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦q➏①♦❶⑤✕❛❝❞➞Ô❝✐❽➏

B ≪ W
➏✚❣✉❞❢❼☛➅➦❛❝❞❵♦✂❾✚⑤q❞↕❹❵④✰❷☎✐❧❼✬✐❧♣q♦✂♣q❞❵❛✉✐❧⑥❿❣✉♦✂❡✉➉❧✈q❴❜♣q♦✂❞❢❼

➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐⑧➚✎♣q♦▼❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏✁á✮⑤✸t✂→✷áÛ⑧❂②❇à✳✔✚②✂❭Û✇✂þ ✭ ✈❨✦❵✦✟①✿❭✶✩▼➅s③✽③✽→↕➪✰➂❨⑦⑨✇①❣❥❡❝❞❆❣❥✐❧✇①❣✉♦q➏➜❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦t✐✕❣❥✐➊➷q✐♣☎✐➵❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐➵✈q❛❝❞❢⑤q♣q♦➭➅➞✐❧⑥❜❞♥✐➭❣✉➲❶❡❝❴❸✐✂➘✎♦❶❡★❼❄❞❢✇q♦❶❡➄♣q♦❄❾✚⑤q❞✂✐☛❣❥✐➊➷q✐➵♣q❞✷➀q❴❿❣✉❛★♣q❞✵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦q➏✡❣✉❞❢❼☛➅
❛❝❞☞⑤q❼❉❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❄④❢♦❶❼❉❛✉✐❧⑥❿❣✉♦❄⑥❜❞❢✇✚❣✉♦✬❞❢❼ ➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐■➚✎♣q♦✬❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏ ❛ ❪❿✈♣ß✇áÛ⑧❂②❇à✳✔✚②✂❭Û✇✂þ ✭ ✈❨✦❵✦✟①✿❭✶✩✕➅➐❽③✽→↕➪✰➂ ➤ ⑤☎✐❧✇①❣✉♦✮❼✬✐❧❴❜♦❶❡➄➘✎♦❶❡✾✐❄❣❥✐➊➷q✐✕♣☎✐✕❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐✮✈q❛❝❞❢⑤q♣q♦➭➅➞✐❧⑥❜❞♥✐➊❣❥➲❧❡✉❴❜✐❽➏➳❼✬✐❧❴❜♦❶❡s❛❝❞❢❡✉➉✕♦✮⑩①✐❧✇q❷q♦
♣q❞✷✈q❡❝♦✡④❢❞❢❛❝❛✉✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦q➂

➢s♦❶❛★❞❢❛❤❣✉⑤q♣q♦❶❛s♣q❞❢❛❤❣❥✐➵♣q❴❜❛❝❛❝❞❢❡❤❣❥✐❧❦♥♠❧♦q➏☎⑤q❼➸❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐☛♣q❞✷❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉♦➵❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✻④❢♦❶❼ ❛✉✐❧⑥❿❣✉♦
❡✉➉❧✈q❴❜♣q♦t❞❢❼Ð➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❽➏❍④❢♦❶✇q❷q❞❢④❢❴❜♣q♦✱④❢♦❶❼❄♦✱③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏✟❹❄⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐➭♣q♦t④❢♦❶❼❄♦t④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➏✻➯✡❴❜❛❤❣✉♦
✇q♦☞❛❝❞❢✇✚❣✉❴❜♣q♦✂♣q♦☞④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❥➺➭♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➏✡✈☎✐❧❡✉✐☞✐❧❛✪❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❸✐❧❦❢➈✚❞❢❛❢➂➍r✱✐❧❴❜♦❶❡❝❞❢❛✪♣q❞❆❣❥✐❧⑥❜❷q❞❢❛✪♣q❞❢❛❤❣✉❞
❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐☛❛✉♠❧♦✬✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❶❛s✇☎✐☛❛❝❞❢❦♥♠❧♦❛✗q➂ ➑ ➂

➈❩♣❂❺ ❀❘✲✵❙▼✲✷❚❱❯❲❯❲❳✦❏❨❀❘✤❬❩❪❭

ô➶➱③➮❉➱➄✃ îðÏ✮÷❇è✟Ö☞æ➾ÙÛÚ➤❒❃ÑÓ❒❰â❉æ➾÷❄❰ÐÏ★×❅Ø❅❐⑥❐✑ê✡❮❄å➂î ë✜✄
➋ ❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✑♣q❞▼④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦⑧❺✳❫✾rt➣Ó➚✎♣q♦Ò❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏qÿ❞✈✶④✢②❛ûü①✍✌✫①❿t✂①③✈⑨❭✛ý✓✔❇❪ä→❲① ✦✟❪❿②✑☛Ó✇✺✇✺②✺t✺t➭➪

⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢✐✬✐❧❛s❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐❧❛❵♣q❞✂❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉♦✬❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥❍✈☎✐❧❡✉✐❄❼❄❴❿❣✉❴❜⑩❶✐❧❡s✐❧⑥❜⑩❶⑤q❼✬✐❧❛★♣q❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛❵❞❢✇✡➅
④❢♦❶✇①❣❥❡✉✐❧♣☎✐➭❛❵❞❢❼❉♦❶⑤❽❣✉❡❝♦❶❛s❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛s♣q❞✵❣✉❞❢⑥❜❞❆➘✎♦❶✇q❴❸✐➵④❢❞❢⑥❜⑤q⑥❸✐❧❡❢➂➄❫❵❞❢✇✚❣✉❡❝❞☞✐❧❛s➯➭✐❧✇✚❣❥✐❧⑩❶❞❢✇q❛❵♣q♦✮❺✳❫✾rt➣✂➏
✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛❵④❢❴❿❣❥✐❧❡❢➆➄❼✬✐❧❴❜♦❶❡s❡❝♦❶➀q⑤q❛❤❣✉❞❢Ù☛②✬❴❜✇✚❣✉❞❢❡❤➘✎❞❢❡❝➶❢✇q④❢❴❸✐❄❞☛✐❧♦✕❼☞⑤q⑥❿❣✉❴❜✈➳❞❢❡❝④❢⑤q❡❝❛❝♦q➏➳➀☎✐❧❴Õ➷q✐✬♣q❞❢✇q❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞
❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥➍♣q❞☛✈➳♦❧❣✉➶❢✇q④❢❴❸✐❽➏➜❼✬✐❧❴❜♦❶❡❵❴❜❼☞⑤q✇q❴❜♣☎✐❧♣q❞☛✐✮❴❜✇①❣✉❞❢❡❤➘✎❞❢❡❝➶❢✇q④❢❴❸✐✮❴❿✇✚❣✉❞❢✇q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧⑥❍❞➵❼✬✐➭❴❜♦❶❡❵④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴Õ➅
♣☎✐❧♣q❞☛♣q❞☛⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂✵➣Ú⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧❦❢♠❧♦✕♣q♦✮❛✉✐❧⑥❿❣✉♦✮❡✉➉❧✈q❴❜♣q♦✕❞❢❼û➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐▼✐❧⑤q❼❄❞❢✇①❣❥✐✕♦✮⑩①✐❧✇q❷q♦✮♣q❞
✈q❡❝♦✡④❢❞❢❛❝❛✉✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦❄♣q♦❄❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❽➂

❺✪♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❆❡✉❞❵⑤q❼Ø❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐☞③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣Ö④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦☞♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦☞❞❢❼✦➼Õ➩✸✤✘➽➾➏❽♦❶✇q♣q❞↕⑤q❼✬✐✵❾✚⑤☎✐❧✇✡➅
❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞

U
♣q❞☞⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❵❛❝❞☛④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❄④❢♦❶❼✦✐✬❞❢❛❤❣❥✐❧❦♥♠❧♦✮❡✉➉❧♣q❴❜♦✬➀☎✐❧❛❝❞▼➚✜⑦ ➛ ➝➄➪❵✐✬⑤q❼✬✐➵❣✰✐✘➷q✐

Rb➀q❴❿❣✉❛❥➺➭❛❢➏✡④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡❤❣✉❴❜⑥❜❷☎✐❧✇q♣q♦✵♦✂❼❄❞❢❛❝❼❄♦✂④♥✐❧✇☎✐❧⑥➳♣q❞❵⑥❸✐❧❡❝⑩❶⑤q❡✉✐✵♣q❞s➘✜✐❧❴Õ➷q✐✵❴❜⑩❧⑤☎✐❧⑥➳✐
Wss

→sÙ❧➂⑨➣Ö❼❄♦✡♣q⑤✡➅



▼✚❖ ✬ ➱ à✂✁✘ä❇✙❻Ü☎à➒✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲●

↕➛➙➠➜✚➝➌➳❘➝❶➳❘➡★❤⑨➻➼➺➉➽➾➵❂➧q➩❱➳❄➵❉➪✺➥✶➧Ó➸❄➹❄➻➼➪❶➩✶➯❶➲✶➥✸ë➦ë➦ì➭❸ò➢➦à✷➪✑í➑➪✺➥⑨➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➳❄➥❄➴

⑥❸✐❧❦♥♠❧♦➵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣☎✐☛✇☎✐➵④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦➵❹✵♦✬r✮➅➞③⑨➐❽ü☛➂➳❺✳✐❧♣☎✐❄⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦➵♣q♦❄❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐➵❹✷❴❜♣q❞❢✇①❣✉❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦
❞✰➷❽④❢⑥❜⑤q❛❝❴❿➯❧✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞✾✈✍♦❶❡➄⑤q❼Ø❞❢✇q♣q❞❢❡❝❞❢❦❢♦❄⑥❜♦✡④♥✐❧⑥➳♣q❞✷✐❧❛❝❛❝❴❜✇☎✐❧✇①❣✉❞✾♣q❞❢✇q♦❶❼❄❴❜✇☎✐❧♣q♦☞✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦☛♣q❞✾❛✉✐❧⑥❿❣✉♦☞❞❢❼
➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❽➏➳❾✚⑤q❞✂♣q❞❆➫☎✇q❞✂④❢♦❶❼❄♦❄❛❝❞❢❡✉➉✬❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐➭♣q♦❄♦❄❞❢❛❝✈☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉♦❄❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✟♣☎✐❄❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦
♣q❞✂④♥✐❧♣☎✐✬⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❄❛❝♦❶➀q❡❝❞✵❣✉♦✡♣☎✐✬✐❄⑥❸✐❧❡❝⑩❶⑤q❡✉✐➵♣q❞✵➘✜✐❧❴Õ➷q✐

Wss

➂ ➋ ✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦✬♣q❞✂❡✉✐❧❼❄♦❶❛★♣q❞✂♣q❴❿➯❶❞❢❡❝❛❝❴Õ➅
♣☎✐❧♣q❞❧➏➳♦❶⑤t❼✬✐❧❴❜❛★④❢♦❧✇q❷q❞❢④❢❴❜♣☎✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉❞❧➏✍♦❄✇❇✩q❼❄❞❢❡❝♦❄♣q❞❩✇❨�❇① ✦✚t

L
➏✍❹✵♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣q♦❄④❢♦❶❼❄♦❄♦❄✇❇✩q❼❄❞❢❡❝♦❄♣q❞

➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛➄✈➳♦❶❡✳✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦☛♣q❞↕❛✉✐❧⑥❿❣✉♦q➂ ➋ ❴❜✇①❣✉❞❢❡❤➯❧✐❧⑥❜♦☞♣☎✐☞❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦➵r✮➅➞③⑨➐❽ü➧❹
T
❞✷✐☞♣q⑤q❡✉✐❧❦♥♠➭♦

♣q♦ ✇❨�❇① ✦❻♦❶➀➳❞❢♣q❞❢④❢❞
Tc = T/L

➏❨④❢♦❶❼û❣✉♦✚♣q♦❶❛↕♦❶❛↕④✰❷q❴❜✈q❛✾✐❧⑥❜❴❜✇q❷☎✐❧♣q♦❶❛s✇q♦✕❣✉❞❢❼❄✈➳♦q➂ ➋ ✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦✮♣q❞
④♥✐❧✇☎✐❧❴❜❛★♣q❞✷➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐➭❛❵❹✷♣☎✐❧♣q♦❄✈➳♦❶❡

N = WssTc

❞✵❹✷❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥➜✐❧♦❄✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦
M

♣q❞✷➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❜✐❧❛
♣☎✐➵❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦❄r✮➅➞③⑨➐❽ü☛➏q❴❜❛❤❣✉♦➵❹❧➏

N = M
➂

➢❵✐✢➫☎⑩❶⑤q❡✉✐✛✗q➂ ✗q➏✾❹❻✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦✔♦✔♣q❴❸✐❧⑩❶❡✉✐❧❼❄✐✢❞❢❼ ➀q⑥❜♦✡④❢♦❶❛▼♣q♦❲❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❲③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣
④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦✱✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣✉♦✱❞❢❼❁➼Õ➩✸✤➊➽➾➏❍✈➳♦❧❡✉❹❆❼t➏❍④❢♦❶❼ ✐❧⑥❜⑩❶⑤q❼✬✐❧❛✵✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦❢➈✡❞❆❛✂✈☎✐❧❡✉✐t❛❝⑤q✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧❡✵♦✱④❢♦➭➅
♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦q➏❍❣❥✐❧❴❜❛☞④❢♦❶❼❄♦q➆✬❡❝❞❢❼❄♦✚❦♥♠❧♦■♣q♦Ò④❢♦❶✇①➯❶❞❢❡❝❛❝♦❶❡➵➀q❴❿❣❤➅➦❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦✑✐❧✈➳➲❶❛☛♦■④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➏

✈➳♦❶❛❝❴❜④❢❴❜♦❶✇☎✐❧✇q♣q♦➭➅➦♦☞♣q❞❢✈✍♦❶❴❜❛➄♣☎✐☞➘✎♦❶✇①❣✉❞✾➀q❴❜✇☎➉➭❡✉❴❜✐❽➏✡❞✾♦➵⑤q❛❝♦➵♣q♦➵➀q⑥❿♦✡④❢♦☛♣q❞✾❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛✪♣q❞↕❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐❧❦♥♠❧♦
✐❧♦⑧❴❜✇✚➯❶❹❢❛❄♣q❞✱➀q❴❿❣✉❛➵♣q❞▼❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐❧❦♥♠❧♦q➂➡➐✡❞❢⑤q❛✬④❢♦❶❼❄✈✍♦❶✇q❞❢✇✚❣✉❞❢❛❄➀☎➉❧❛❝❴❜④❢♦❶❛❄❛✉♠❧♦q➆✢➚✜✐①➪☞➘✎♦❧✇✚❣✉❞

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❽➏

④❢♦❶❼❄✈➳♦❶❛❤❣❥✐✮♣☎✐✕➘✎♦❶✇①❣✉❞☛➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐✬❞➵♣q♦▼④❢♦❶✇①➯❶❞❢❡❝❛❝♦❶❡✵➀q❴❿❣❤➅➦❛❝➁❜❼✂➀➳♦❶⑥❿♦✣✘➍➚✎➀✍➪↕⑩❶❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❡↕♣q❞➵❾✚⑤☎✐❧♣q❡❝♦❶❛✳✘✳➚✎④✘➪
➀q⑥❜♦✡④❢♦▼♣q❞➵❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛↕♣q❞☛❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐❧❦♥♠❧♦✣✘✪➚✎♣✍➪↕④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐➭♣q♦❶❡

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦✣✘➟➚✎❞✘➪↕❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡✾③✽③✽→❉➚✎❼❄♦➭➅

♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦
M
➅➞③⑨➐❽ü☛➏

L
✇❨�❇① ✦✚t➭➪✧✘➄➚×➘❥➪✾④♥✐❧✇☎✐❧⑥➍④❢♦❶❼Ð♣q❞❢❛❤➯❧✐❧✇q❞❢④❢❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦✱♣q❞ ➛ ✐♥➴✡⑥❜❞❢❴❜⑩❶❷Ò❛❝❞❢⑥❜❞❆❣✉❴❿➯❶♦✱❞❢❼

➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐✑➚
M

④♥✐❧✇☎✐❧❴❜❛★❴❜✇q♣q❞❢✈✍❞❢✇q♣q❞❢✇✚❣✉❞❢❛❥➪★④❢♦❶❼ ❡❝⑤q➁❜♣q♦☛❣✉❹❢❡❝❼❄❴❜④❢♦➵♣q♦❄❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡s❞✵❴❜✇①❣✉❞❢❡❤➘✎❞❢❡❝➶❢✇q④❢❴❸✐
❼☛⑤q⑥Õ❣❥❴ ➅➦⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❿♦✣✘✍➚✎⑩✚➪✟♣q❞❢❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡⑨③✽③✽→✸✘☎➚✎❷✍➪

M
♣q❞❆❣✉❞❢④❆❣✉♦❶❡❝❞❢❛➍♣q❞★❞❆✇q❞❢❡❝⑩❶❴❸✐✾✇☎♠❧♦➭➅➦④❢♦✚❞❢❡❝❞❢✇✚❣✉❞❢❛✳✘❨➚✎❴×➪

♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➂
➋ ⑩❶❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❡↕♣q❞☛❾✚⑤☎✐❧♣q❡❝♦❶❛✾❡❝❞❢④❢❞❢➀✍❞➵♦❶❛✾❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛❵♣q❞☛❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✬❞❢✇①➯✡❴❸✐❧♣q♦❶❛✾✈➳❞❢⑥❸✐❄➘✎♦❶✇✚❣✉❞☞♣q❞

♣☎✐❧♣q♦❶❛❢➏✟✈☎✐❧❡❤❣✉❴❜④❢❴❜♦❶✇☎✐❧✇q♣q♦➭➅➹♦❶❛✾❞❢❼❬❾✚⑤☎✐❧♣q❡❝♦❶❛✵♣q❞
np

❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛♥➂☛⑦⑨❼Ð❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜♣☎✐❽➏✻❛✉♠❧♦✱✐❧♣q❴❜④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣q♦❶❛
ntail

❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛↕♣q❞☛❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐❧❦♥♠❧♦✮✈☎✐❧❡✉✐▼✐❧♣q❞❢❾✚⑤☎✐❧❡✵✐✮❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐t✐❧♦▼④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛↕⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦q➂



❆★❾❿✘ ❋✂Ü ✏ Ü☎Ý❳✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲● ▼★✌

❫❵❞❢❛❤❣❥✐✑❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏✟✇☎✐t❛✉✐❧➁❜♣☎✐t♣q♦✑④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✵❣✉❞❢❡❝❞❢❼❄♦❶❛
ncod = (np + ntail)/RCO

❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛
④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❛✪✈➳♦❶❡✪❾✚⑤☎✐❧♣q❡❝♦q➏❽♦❶✇q♣q❞

RCO

❹✾✐✵❣❥✐➊➷q✐✂♣q♦☛④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦q➂⑨⑦⑨✇①❣✉❡❝❞❆❣❥✐❧✇✚❣✉♦q➏q✐✵❣❥✐➊➷q✐✂❞❆➘✎❞❆❣✉❴❿➯❧✐✂♣q♦
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➏

R
(eff)
CO

➏q❛❝❞❢❡✉➉➵♣☎✐❧♣☎✐➵✈✍♦❶❡❢➆

R
(eff)
CO =

np

ncod

=
np

(np + ntail)/RCO

.
➚✝✗q➂ ➑ ➪

➣❵✈✍➲❶❛➍♦✷✈☎✐❧❡❤❣❥❴❿④❢❴❜♦❶✇☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦✾❞★♦✷✈q❡❝❞❢❞❢✇q④❥❷q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦✵♣q❞★❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛✽♣q❞➄❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐➭❦♥♠❧♦q➏❶♦❶❛➍❛❝➁❜❼☛➀✍♦➭➅
⑥❜♦❶❛⑨❛✉♠❧♦✵❞❢✇①➯✡❴❸✐❧♣q♦❶❛➟✐❧♦✷④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦✾❾✚⑤q❞★❴❜❡✉➉✾⑩❶❞❢❡✉✐❧❡➍✐❧❛➍✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➞➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛❢➂❍⑦⑨❼î❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜♣☎✐✡➏

❞❢❛❤❣✉❞❢❛⑨❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛✟❛❝❞❢❡✉♠❧♦↕❞❢✇✚➯✡❴❸✐❧♣q♦❶❛✽✐❧♦↕❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡✟❞✪❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❛❍✐➭❣✉❡✉✐♥➯①❹❢❛✽♣☎✐s❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐
M
➅➞③⑨➐❽ü☛➂

➎✽✐❧❡✉✐✬⑤q❼û❼✬✐❧✈➳❞♥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦✕④♥✐❧❛✉✐❧♣q♦✮④❢♦❶❼û♦✮✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦✮♣q❞✂➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛✾♣q♦✮❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡❢➏➳♦✮④❢♦✡♣q❴Õ➅
➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡☛♣q❞❆➯❶❞❢❡✉➉✑❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❡✂④❢♦❶❼ ⑤q❼ ✐❧⑥❿➘✜✐❧➀➳❞❆❣✉♦✑♣q❞✕♣q❴❜❼❄❞❢✇q❛✉♠❧♦

q = M
➏➟✐❧❛❝❛❝❴❜❼t➏✽✈☎✐❧❡✉✐✱❣✉♦✡♣q♦

❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦☞④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦q➏❽❣✉❞❢❡❝❞❢❼❄♦❶❛★⑤q❼➸❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦☞④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❛❝✈➳♦❶✇q♣q❞❢✇①❣✉❞✵✇☎✐➵④❢♦❶✇q❛❤❣✉❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦
M
➅➞③⑨➐❽ü☛➂

➋ ❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡✽③✽③✽→❲❡❝❞❢④❢❞❢➀➳❞★⑤q❼❃❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦
M
➅➞➉❧❡❝❴❜♦

m ∈ 0, 1, ...,M − 1
❞✳⑩❶❞❢❡✉✐↕⑤q❼❘❛❝❴❜✇☎✐❧⑥

➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧♣q♦☛✈➳❞❢⑥❸✐☛④❢♦❶❼☞➀q❴❜✇☎✐❧❦♥♠❧♦☛♣q❞
ML

➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❛✳♣q❞✷♦❶✇q♣☎✐➵♣q❞✷⑤q❼✬✐☞➀☎✐❧❛❝❞❧➆

sm(t) =
M−1
∑

n=0

L−1
∑

l=0

cnlxnl(t),
➚✝✗q➂ ✖①➪

♦❶✇q♣q❞
cnl = 1

✈☎✐❧❡✉✐
n = m

❞
cnl = 0

✈☎✐❧❡✉✐
n 6= m

➂▼➣ú➘✎♦❶❡❝❼✬✐▼♣q❞✬♦❶✇q♣☎✐
xnl

⑤q❛✉✐❧♣☎✐✱✇q♦
❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛❝♦❶❡➄❹✷♣☎✐❧♣☎✐☛✈➳♦❶❡❢➆

xnl(t) =
√

2S rectTc
(t − lTc) cos(2π[f0 +

n

Tc

]t),
➚✝✗q➂ ✗✚➪

♦❶✇q♣q❞
f0
❹❵⑤q❼î❼❈✩q⑥❿❣✉❴❿✈q⑥❿♦✷♣q❞ 1

Tc

❞
rectTc

(.)
❹s⑤q❼ú✈q⑤q⑥❜❛❝♦✂❡❝❞❆❣❥✐❧✇q⑩❶⑤q⑥❸✐➭❡➟♣q❞❵✐❧❼❄✈q⑥❜❴❿❣❝⑤q♣q❞★⑤q✇q❴❿❣❥➉❧❡❝❴❸✐

❞✳⑥❸✐❧❡❝⑩❶⑤q❡✉✐
Tc

➂✽➣✔❞❢✇q❞❢❡❝⑩❶❴❸✐↕✈✍♦❶❡✽④❥❷q❴❜✈
Ec

❞❢❛❤❣❥➉↕❡❝❞❢⑥❸✐❧④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣☎✐s④❢♦❶❼❘✐❵❞❢✇q❞❢❡❝⑩❶❴❸✐↕✈✍♦❶❡✽➀q❴❿❣
Eb

✐➭❣✉❡✉✐✘➯❶❹❢❛
♣☎✐➵❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦q➆

Ec = Eb Reff
CO

K

L
.

➚✝✗q➂✷✤❶➪
➋ ➀q⑥❜♦✚④❢♦✬♣q♦✬❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡★③✽③✽→➠♣☎✐❄➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❛✗q➂ ✗✕✐❧❴❜✇q♣☎✐➵✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴❍✐❄➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦✬♣q♦❄❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛❝♦❶❡

❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦❵✇☎✐❵➫☎⑩❶⑤q❡✉✐Ó✗q➂ ✖❽➏❶♦❶⑤☞❛❝❞➞Ô❝✐❽➏①❞❢⑥❜❞✪❼❄♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❵✐❵➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❜✐✾❞❢❼❃④♥✐❧♣☎✐↕④❥❷q❴❜✈☞♣q❞
sm(t)

✐❧✇✚❣✉❞❢❛
♣☎✐☞❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦q➏❽♣q❞✵✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦☛④❢♦❶❼➸♦☛✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦➵♣q❞✾❛✉✐❧⑥❿❣✉♦☛❞❢❼Ø➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐➵♣q❞✾④♥✐❧♣☎✐☛⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦q➂ ➋
❼❄♦✡♣q❞❢⑥❜♦➵✐☛❛❝❞❢❡★④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣q♦❄❹✷♣q❞✷✈☎✐❧♣q❡❝➈✚❞❢❛s♣q❞✷❛✉✐❧⑥❿❣✉♦☛❞❢❼P➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❄✐❧⑥❜❞♥✐➭❣✉➲❶❡❝❴❜♦❶❛❢➂

➋ ④♥✐❧✇☎✐❧⑥✽③✽③✽→❃❛✉❞☞❡❝❞❆➘✎❞❢❡❝❞➵✐❧♦✕④♥✐❧✇☎✐❧⑥✟➯✡❴❜❛❤❣✉♦✮❞❢✇①❣✉❡❝❞☞♦✮④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❵❞☞♦✮♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➏❨❾✚⑤q❞



▼❘✘ ✬ ➱ à✂✁✘ä❇✙❻Ü☎à➒✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲●

↕➤➙❿➜❘➝➦➳❘➝❩➸☞➡✷î➓ï✬❸✱➆✺➺➉➻ä➧ü➥üà❳➵❂➽➾➵✺➪❂➽➾➥✶➫❞➳❄➵✯❐✮➹✢➵❂➫➉á✫➻ß➩✕➴
④❢♦❶❼❄✈q❡❝❞❢❞❢✇q♣q❞★♦✾❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡✽③❍③✽→✵➏❶♦✾④♥✐❧✇☎✐❧⑥q④❢♦❶❼❘♣q❞❢❛❤➯➭✐❧✇q❞❢④♥❴❜❼➵❞❢✇✚❣✉♦✷♣q❞ ➛ ✐♥➴✡⑥❜❞❢❴❜⑩❶❷☞❛✉❞❆⑥❜❞❆❣✉❴❿➯①♦✾❞❢❼
➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐✮④❢♦❶❼û❡❝⑤q➁❜♣q♦✕❣✉❹❢❡❝❼❄❴❜④❢♦✬✇q♦▼❡❝❞❢④❆❞❢✈❽❣✉♦❶❡✾❞☛❴❜✇①❣✉❞❢❡❤➘✎❞❢❡❝➶❢✇q④❢❴❸✐✕❼☞⑤q⑥❿❣✉❴ ➅➦⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❽➏➳♦✮♣q❞❢❼❄♦✡♣q⑤✡➅
⑥❸✐❧♣q♦❶❡➄③✽③✽→▲❞❧➏q➫☎✇☎✐❧⑥❜❼❄❞❢✇✚❣✉❞❧➏❽♦❶❛

M
♣q❞❆❣✉❞❢④❆❣✉♦❶❡❝❞❢❛❵♣q❞✷❞❢✇q❞❢❡❝⑩❶❴❸✐☛✇☎♠❧♦➭➅➦④❆♦✡❞❢❡❝❞❢✇①❣✉❞❢❛❢➂

➢s♦✾❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡❢➏✚④♥✐❧♣☎✐✾♣q❞❆❣✉❞❢④❆❣✉♦❶❡⑨♣q❞★❞❢✇q❞❆❡✉⑩❧❴❸✐✾❹✳➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧♣q♦↕✈➳♦❶❡✽④❢♦❶❡❝❡❝❞❢⑥❸✐➭❣✉♦❶❡❝❞❢❛⑨④❢⑤➭Ô❝✐❧❛⑨❛✉✐❧➁❜♣☎✐❧❛✽❛❥♠➭♦
✐❧❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧♣☎✐❧❛❢➏✡❞❢⑥❜❞❆➯❧✐❧♣☎✐❧❛➄✐❧♦✂❾✚⑤☎✐❧♣q❡✉✐❧♣q♦☛❞↕❛❝♦❶❼✬✐❧♣☎✐❧❛❢➏✡④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞↕✐✵➫☎⑩❶⑤q❡✉✐➇✗q➂✷✤✡➂⑨❫❵❞❢❛❤❣✉❞✾❼❄♦✡♣q♦q➏❽✐
nl
➅➦❹❢❛❝❴❜❼✬✐☞❛✉✐❧➁❜♣☎✐☞✇☎♠❧♦➭➅➦❾✚⑤☎✐❧✇✚❣✉❴❜Ù♥✐❧♣☎✐☞♣q♦➵♣q❞❆❣✉❞❢④❆❣✉♦❶❡s♣q❞✷❞❢✇q❞❢❡❝⑩❶❴❸✐☛❹✷♣☎✐❧♣☎✐☛✈➳♦❶❡❢➆

Rnl = X2
nl + Y 2

nl,
➚✝✗q➂ ✥①➪

♦❶✇q♣q❞
Xnl

❞
Ynl

❛❥♠➭♦❲✐❧❛✕④❢♦❶❼❄✈➳♦❶✇q❞❢✇①❣✉❞❢❛✮❞❢❼❁➘✜✐❧❛❝❞■❞■❞❢❼ ❾✚⑤☎✐❧♣q❡✉✐➭❣✉⑤q❡✉✐❋♣q♦✢❛❝❴❜✇☎✐❧⑥❵❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦q➏
④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞➵➼Õ➩✫✥➭➽➾➂

➋ ④♥✐❧✇☎✐❧⑥✾③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣ ♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦❲✐➭❣✉❹Ò✐❧❾✚⑤q❴↕❣❥✐❧❼☞➀➳❹❢❼ ✈➳♦✚♣q❞Ò❛❝❞❢❡▼❼❄♦✡♣q❞❢⑥❸✐❧♣q♦✢✈✍♦❶❡
ML➘✎⑤q✇q❦❢➈✡❞❢❛✟♣q❞➍♣q❞❢✇q❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞➍♣q❞➍✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞❧➏

p(Rnl|m)
➏➭④❢♦❶❼

0 ≤ n ≤ M−1
❞
0 ≤ l ≤ L−1

➏
✈☎✐❧❡✉✐★④♥✐❧♣☎✐★❛❝➁❜❼☞➀✍♦❶⑥❜♦

M
➅➞➉❧❡❝❴❜♦➄♣q❞➍❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐★♣q♦s❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡➜③✽③✽→➡➼Õ➩✫✥➭➽➾➂✽❺✳✐❧♣☎✐➄➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦

p(Rnl|m)❹✷♣☎✐❧♣☎✐☛✈➳♦❶❡❢➆

p(Rnl|m) =
J
∑

k=0

B(k; J, µ)

k + d + δnm

exp

(

− Rnl

k + d + δnm

)

,
➚✝✗q➂ ➓ ➪

♦❶✇q♣q❞
µ = 1/M

➏
δnm

❹✾♦➵♣q❞❢⑥❿❣❥✐☞♣q❞✵ü✾❡❝♦❶✇q❞❢④❥ì❧❞❢❡❢➏
J
❹✾♦➵✇❇✩q❼❄❞❢❡❝♦☛♣q❞✷⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛➄❴❜✇①❣✉❞❢❡❤➘✎❞❢❡❝❞❢✇✚❣✉❞❢❛❢➏

B(k; J, µ) =

(

J

k

)

µk(1−µ)J−k ❞ d
❹➄♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣q♦✷④❢♦❶❼❄♦✾♦✾❴❜✇①➯①❞❢❡❝❛❝♦✷♣☎✐↕❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✾❛❝❴❜✇☎✐❧⑥Õ➅➦❡❝⑤q➁❿♣q♦
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✈➳♦❶❡➄④✰❷q❴❜✈❨➏q♣☎✐❧♣q♦➵✈➳♦❶❡❢➆

d =
N0

Ec

=
L

KReff
CO

(

Eb

N0

)−1

,
➚✝✗q➂ ✦①➪

♦❶✇q♣q❞
Eb

❹❵✐✷❞❢✇q❞❢❡❝⑩❶❴❸✐✷❼❄❹❢♣q❴❸✐✷✈✍♦❶❡➟➀q❴❿❣➍♣q❞s❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦q➏
Reff

CO

❹❵✐✷❣❥✐➊➷q✐✷❞❆➘✎❞❆❣✉❴❿➯❧✐✷♣q♦✵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➏
K❹✾♦☛✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦☛♣q❞✾➀q❴❿❣✉❛✳✈➳♦❶❡✳❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦✂♣☎✐☞❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦

M
➅➞③⑨➐❽ü➠❞

N0
❹✾✐☞♣q❞❢✇q❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞✾❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥

♣q❞✷✈➳♦❧❣✉➶❢✇q④❢❴❸✐☛⑤q✇q❴❜⑥❸✐➭❣✉❞❢❡✉✐❧⑥✝♣q♦➵❡❝⑤q➁❜♣q♦q➂
❺✪♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❆❡✉❞★♦✷④♥✐❧✇☎✐❧⑥❽➯✡❴❜❛❤❣✉♦✷✈➳❞❢⑥❜♦✷♣q❞❆④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➏✚❛❝❞➞Ô❝✐

m = (m0,m1, ...,mi, ...,mnsym−1)⑤q❼✬✐✵❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐☞♣q❞❵❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛➍♣q❞❵④❢♦❶❼❄✈q❡❝❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦
nsym

➏✡❾✚⑤q❞↕④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❛❝✈✍♦❶✇q♣q❞✾✐✂⑤q❼✬✐✷❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐
♣q❞✬❛✉✐❧➁❜♣☎✐▼♣q♦✱♣q❞❢④❆♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➏❍❞

R = (R0,R1, ...,Ri, ...,Rnsym−1)
⑤q❼✬✐▼❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐✱❡❝❞❢④❢❞✰➅

➀q❴❜♣☎✐❽➂▼➎❍❞❢⑥❜♦▼➘✜✐➭❣✉♦✱♣q❞✕✐❧❛✵❛❥✐➭➁❜♣☎✐❧❛✂✇☎♠❧♦➊➅➦❾✚⑤☎✐❧✇✚❣✉❴❜Ù♥✐❧♣☎✐❧❛✷♣q♦❶❛✂♣q❞❆❣✉❞❢④❆❣✉♦❶❡❝❞❢❛☞♣q❞✬❞❢✇q❞❢❡❝⑩❶❴❸✐
Rnl

❛❝❞❢❡❝❞❢❼
❞❢❛❤❣❥✐➭❣✉❴❜④♥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞☛❴❿✇q♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞❢✇①❣✉❞❢❛♥➏✟✐✕♣q❞❢✇q❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞☛♣q❞☛✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞✂④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣❥✐

p(R|m)
✈➳♦✡♣q❞

❛❝❞❢❡★❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣❥✐➵④❢♦❶❼❄♦q➆

p(R|m) =

nsym−1
∏

i=0

N−1
∏

n=0

L−1
∏

l=0

p(Ri
nl|mi),

➚✝✗q➂ ➮①➪

♦❶✇q♣q❞
Ri

nl

❹✵✐☛❛✉✐❧➁❜♣☎✐☛♣☎✐
i
➅➦❹❢❛❝❴❜❼✬✐☞❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù↕❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❽➏☎④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞➵➼Õ➩✸✤➊➽➾➂

➋ ✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦➄♣q❞➍♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦s♣q❞✳❺✪❷☎✐❧❛❝❞
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦➄✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦s✇q♦s④♥✐❧✈q➁Õ❣❥⑤q⑥❿♦➶✖★❛❝❞❢❡✉➉s✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧♣q♦

✐❧♦❻④♥✐❧✇☎✐❧⑥❵③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂ ➋ ❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❻⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦⑧✈☎✐❧❡✉✐Ò➯❶❞❢❡❝❴❿➫☎④♥✐❧❡✬♦❻♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✢♣q❞✱⑤q❼
❞❢❛❝❾✚⑤q❞❢❼✬✐t♣q❞❄④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✚➺➭♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦▼❞❢❼Ð⑤q❼Ð④❢✐❧✇☎✐❧⑥➟③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣ú❹➵⑤q❼Ð⑩❶❡✉➉➭➫☎④❢♦t❾✚⑤q❞
④❢♦❶✇①❣❥❹❆❼❬✐✬❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦✬♣☎✐✬✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞✵♣q❞☞❞❢❡❝❡❝♦✕♣q❞☞➀q❴❿❣❵♣q♦✕❛✉❴❿❛❝❣✉❞❢❼❄✐✬❞❢❼❉➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦✕♣q❞☞❛❝⑤☎✐
❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐☛❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥

η
➏q❾✚⑤q❞✵❹✷♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣☎✐☛④❢♦❶❼❄♦q➆

η = U
K

LM
Reff

CO ,
➚✝✗q➂❿➩ ➒ ➪

♦❶✇q♣q❞
U = J + 1

❹✷♦➵✇❇✩q❼❄❞❢❡❝♦☛❣✉♦❧❣❥✐❧⑥❨♣q❞✷⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛➄✇q♦❄④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➂
➥ ❼ú♦❶⑤❽❣✉❡❝♦☞④❢❡❝❴❿❣✉❹❢❡❝❴❜♦✵♣q❞↕♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❆✇q❷q♦➵✈☎✐❧❛❝❛❝➁❿➯❶❞❢⑥✝♣q❞✾✐♥➯❧✐❧⑥❜❴❸✐❧❦♥♠❧♦✵❹↕✐✵➯❶❞❢❡❝❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦☞♣q❞↕❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉♦

♦❋❞❢❛❝❾✚⑤q❞❢❼❄✐❋♣q❞✱④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✚➺➭♣q❞❆④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❋✐❧✈q❡❝♦✘➷❽❴❜❼✬✐➊➅➹❛❝❞❧➏✳♦❶⑤✔❛❝❞✑❛❝♦❶➀q❡❝❞❢❛❝❛✉✐❧❴➾➏➄♣☎✐⑧❣❥✐➊➷q✐⑧♣q❞
④❢♦❶❡❤❣✉❞✷♣q♦❄④❢✐❧✇☎✐❧⑥➾➂⑨➣➠❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜❡❢➏q❛❝❞❢❡✉➉➵♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣❥✐❄✐☞❣❥✐➊➷q✐☛♣q❞✷④❢♦❶❡❤❣✉❞✷♣q♦❄④♥✐❧✇☎✐❧⑥➜③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂



▼☞❆ ✬ ➱ à✂✁✘ä❇✙❻Ü☎à➒✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲●

ô➶➱③➮❉➱③➮ õùØ☞❅➔Ø❃ÑÓÏ✲å➂❒➛Ö❇❰ÐÏÒÑÓ❒ å➂Ø➤❮ÓØ➤éù❐⑥❐✑ê✡❮❄å➂îðë✜✄ð✠ÒÚ➤❒❢❮❵ñ✛íÓØ➤❮❞❰Ðæ■❍ÛØ➤ÑÓ❒
➤ ⑤☎✐❧✇q♣q♦❋⑤q❼ ④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❻✇☎♠❧♦➭➅➦➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❿♦⑧❹✑⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦❻❞❆❼❁④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇✚❣✉♦❋④❢♦❶❼ ⑤q❼✬✐❻❛❝❴❜✇☎✐❧⑥❜❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦

M
➅➞➉❧❡❝❴❸✐Ò➚

M = 2K ➪✰➏✻♦t❛❝❴❜✇☎✐❧⑥⑨❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦t✇☎✐▼❛✉✐❧➁❿♣☎✐▼♣q♦❶❛ M
➫☎⑥❿❣✉❡❝♦❶❛✾④♥✐❧❛✉✐❧♣q♦❶❛✵♣q♦▼❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡✵♣q❞

❼✬➉➊➷❽❴❜❼✬✐❵➯❶❞❢❡❝♦❶❛❝❛❝❴❜❼❄❴❜⑥❜❷☎✐❧✇q❦♥✐↕✈➳♦✚♣q❞s❛❝❞❢❡➍❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦✂✈➳♦❶❡➍⑤q❼❘➯❶❞❆❣✉♦❶❡➟♣q❞★♣q❴❜❼❄❞❢✇q❛✉♠❧♦
ML

♣☎✐❧♣q♦
✈➳♦❶❡❢➆

R = [R0,0, R0,1, ..., R0,i, ..., R0,L, R1,0, R1,1, ..., R1,i, ..., R1,L, ..., Rj,0, Rj,1, ...,

Rj,i, ..., Rj,L, ..., RM−1,0, RM−1,1, ..., RM−1,i, ..., RM−1,L].
➚✝✗q➂❿➩❶➩➊➪

➣ ❣❥✐➊➷q✐☞♣q❞↕④❢♦❶❡❤❣✉❞✾✈☎✐❧❡✉✐✂❞❢❛❤❣✉❞✾④♥✐❧✇☎✐❧⑥✝♣q❞
M

❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐❧❛✳❞
ML

❛❥✐➭➁❜♣☎✐❧❛✳❹↕♣☎✐❧♣☎✐☞❞❢❼✦➼Õ➩ ➓ ➽❨✈➳♦❧❡♥➆

RMV
0 = max

pj







− log2

M−1
∑

j=0

M−1
∑

i=0

pjpi

∫

R

√

p(R|j)p(R|i)dR







,
➚✝✗q➂❿➩ ➑ ➪

♦❶✇q♣q❞
p(R|j) ❹☛✐❄➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦✕♣q❞❢✇q❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞☞♣q❞☞✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞✵④❢♦❶✇q♣q❴❜④❢❴❜♦❶✇☎✐❧⑥✻♣☎✐✬❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù✵♣q❞☞❛✉✐❧➁❜♣☎✐

R
♣q♦❄♣q❞❢❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡➄♣☎✐❧♣q♦➵❾✚⑤q❞✵♦

j
➅➦❹❢❛❝❴❜❼❄♦☛❛❝❴❜✇☎✐❧⑥✝➘✎♦❶❴✝❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣q♦q➂

➣î❣❥✐➊➷q✐▼♣q❞➵④❢♦❶❡❤❣✉❞❄♣q❞➵④♥✐❧✇☎✐❧⑥➍✈☎✐❧❡✉✐✮⑤q❼Ð❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡✵♣q❞✕r▼➨Ø❾✚⑤q❞❄⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐✕⑤q❼❬④♥✐❧✇☎✐❧⑥➟③✽③✽→➄➅
❺✳❫✾rt➣❃✇☎♠❧♦➭➅➦❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜Ù♥✐❧♣q♦➵❹✷♣☎✐❧♣☎✐☛❞❢❼Ð➼Õ➩✫✦➭➽➜✈➳♦❶❡❢➆

RMV
0 = K − log2

{

1 + (2K − 1)

[
∫ ∞

0

√
pi,j|i=jpi,j|i6=j dRnl

]2L
}

,
➚✝✗q➂❿➩✫✖①➪

♦❶✇q♣q❞
pi,j|i=j

❹✬✐✮➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦t♣q❞❢✇q❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞❄♣q❞❄✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞☛♣☎✐❧♣☎✐▼✈➳♦❶❡✬➚✝✗q➂ ➓ ➪↕④❢♦❶❼
δnm = 1

❞
pi,j|i6=j

④❢♦❶❼
δnm = 0

➂✽➣➡➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❱✗q➂ ✥✾❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐✾✐✾❣❥✐➊➷q✐✾♣q❞★④❢♦❶❡❤❣✉❞★♣q❞★④♥✐❧✇☎✐❧⑥
RMV

0

❞❢❼❘➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦✵♣q♦
✇❇✩q❼❄❞❆❡✉♦✾♣q❞✳⑤q❛✉⑤☎➉➭❡✉❴❿♦❶❛⑨❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❿❣✺✹❧✇q❞❢♦❶❛

U
✈☎✐❧❡✉✐↕♣q♦❶❴❜❛✽❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛✽♣q❴❜❛❤❣✉❴❜✇①❣✉♦❶❛❢➏❶④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧♣☎✐❵✈➳♦❶❡★➚✝✗q➂❿➩✫✖①➪✰➂

➣➄❣✉❡✉✐♥➯❶❹❢❛★♣q❞❢❛❤❣❥✐➵④❢⑤q❡❤➯➭✐❽➏☎✈➳♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛➄④❢♦❶✇q❛❤❣❥✐➭❣❥✐❧❡➄❾✚⑤q❞✷♦☛➯➭✐❧⑥❜♦❶❡✳♣q❞
R0

♣q❴❜❼❄❴❜✇✚⑤q❴❨②☞❼❄❞❢♣q❴❜♣☎✐☞❾✚⑤q❞
U④❢❡❝❞❢❛❝④❢❞❧➂

❺✪♦❶✇❽➘✎♦❧❡✉❼➵❞↕❼❄❞❢✇q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣q♦☛✇q♦☛④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦ ➑ ➏q✐☞❣❥✐➊➷q✐☞♣q❞✾④❢♦❶❡❤❣✉❞✾♣q♦☛④♥✐❧✇☎✐❧⑥✝➘✎♦❶❡❝✇q❞❢④❢❞✾⑤q❼P⑥❜❴❜❼➵❴Õ❣✉❞
✈☎✐❧❡✉✐✷⑤q❼✬✐✾❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦✷④❢♦❶✇❽➫✍➉♥➯❶❞❢⑥➳♣☎✐✷❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦q➂ ø ❴❜✇①❣❥❞❆❡✉❞❆❛✉❛✉✐❧✇①❣✉❞s❴❜♣q❞❢✇①❣✉❴❿➫☎④♥✐❧❡❝❼❄♦❶❛⑨♦❶✇q♣q❞❵✐
❣❥✐➊➷q✐↕♣q❞✳④❢♦❶❡❤❣✉❞✳❛❝❞➄⑥❜♦✚④♥✐❧⑥❜❴❿Ù♥✐s✇☎✐↕④❢⑤q❡❤➯❧✐

Pb×η
♣q❞➄⑤q❼❃❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐↕③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂❶➎❍✐❧❡✉✐↕❴❜❛❝❛❝♦q➏❶♦❶➀❽❣✉❞✰➅



❆★❾❿✘ ❋✂Ü ✏ Ü☎Ý❳✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲● ▼ ✣

↕➛➙❿➜❘➝➌➳❘➝✬➘✚➡☞òÜ➩é➎✢➩ü➳❄➵➚➢➦➥✶➫➉➽➾➵Ó➳❄➥ù➢ ➩✑➹❇➩✑ã
RMV

0

➏✸➵❂➫➾➺➉➸✢➺❞➹♣ó❄➧ü➵❂➫➾➥➇➳❄➵➔➸✢➺➉➸✶Ò✑➫➉➻➼➥✫➺
U
➨❇➩✑➫➄➩q➳❄➥✶➻➼➺s➺➉➻➼➺➉➽➾➵❂➧q➩✶➺ë➦ë➌ì➭❸ò➢➦à✷➪✑íï➪✺➥✶➧✲➽➄➩é➎✢➩✶➺➤➳❄➵➔➪✺➥⑨➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥q➳✕➻ô❷✿➵❂➫➾➵❂➹■➽➾➵✺➺❶➴

❼❄♦❶❛↕♦❶❛↕➯➭✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛✾♣q❞☞❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐✮❼❄➉➊➷❽❴❜❼✬✐❽➏✝❛❝⑤q➀q❛❤❣✉❴❿❣✉⑤q❴❜✇q♣q♦✮❞❢❼ ➚✝✗q➂❿➩ ➒ ➪★♦✮✇❇✩q❼❄❞❢❡❝♦✮♣q❞☛⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛
❛❝❴❜❼☛⑤q⑥Õ❣❶✹➭✇q❞❢♦❶❛❢➏

U
➏➜④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❛❝✈➳♦❶✇q♣q❞❢✇①❣✉❞✬✐❧♦✕➯➭✐❧⑥❜♦❶❡↕♣q❞

Rmax
0 = (log2 M)r

➏➜♦❶✇q♣q❞
r
❹➵✐✬❣❥✐➊➷q✐✕♣q♦

④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➂★⑦⑨✇✚❣✉❡❝❞❆❣❥✐❧✇①❣✉♦q➏➳✈☎✐❧❡✉✐❄➯➭✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛❵✈✍❞❢❾✚⑤q❞❢✇q♦❶❛✾✇☎✐❄✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✷♣q❞✂❞❢❡❝❡❝♦✬♣q❞✂➀q❴❿❣☛➚
Pb
➪✰➏➳♦❶❛

➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛✷♣q❞❄❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐t❼✬➉➊➷❽❴❜❼❄✐✮♣q❞❆➯❶❞❢❼ ❛❝❞❢❡☞✐➊Ô❤⑤q❛❤❣❥✐❧♣q♦❶❛✂✐➭❣✉❡✉✐♥➯①❹❢❛✵♣q♦t④♥➉❧⑥❜④❢⑤q⑥❜♦t♣q❞❄⑤q❼✬✐✮✇q♦➊➯➭✐
❣❥✐➊➷q✐▼♣q❞❄④❢♦❶❡❤❣✉❞❧➏

R′
0

➂✬⑦⑨❼ ➼Õ➩✘➮➊➽➾➏✟❹❄✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣☎✐t⑤q❼✬✐▼✐❧✈q❡❝♦♥➷❽❴❜❼✬✐❧❦♥♠❧♦▼✈☎✐❧❡✉✐▼✐▼✇q♦➊➯➭✐✮❣✰✐✘➷q✐t♣q♦
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➏

r′
➏☎❾✚⑤q❞✷❹✷♣☎✐❧♣☎✐➵✈✍♦❶❡❢➆

r′ ≤ r [1 + Pb log2(Pb) + (1 − Pb) log2(1 − Pb)] .
➚✝✗q➂❿➩✶✗✚➪

➎❍✐❧❡✉✐☛⑤q❼P④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦☛♣q❞✾❣❥✐➊➷q✐
r
➏q④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧❼❄♦❶❛

r′
✐➭❣✉❡✉✐✘➯❶❹❢❛★♣q❞✬➚✝✗q➂❿➩✶✗①➪❆➏❽④❢♦❶❼

R′
0 = Kr′

➏q♦❶✇q♣q❞
K

❹✷♦❄✇❇✩q❼❄❞❢❡❝♦❄♣q❞✷➀q❴❿❣✉❛★✈➳♦❶❡★❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦☛♣☎✐➵❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦❄r✮➅➞③⑨➐❽ü☛➂✍❫❵❞❢❛❤❣❥✐❄➘✎♦❶❡❝❼✬✐❽➏☎✐➵❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐
❼✬➉➊➷❽❴❜❼✬✐➄✈☎✐❧❡✉✐↕✐★❣❥✐➊➷q✐❵♣q❞✪④❢♦❶❡❤❣✉❞✪♣q❞✪④♥✐❧✇☎✐❧⑥✡♣q♦❵❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡❍♣q❞★r▼➨❮❛✉♠❧♦❵④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❛✟❛❝⑤q➀q❛❤❣✉❴❿❣✉⑤q❴❜✇q♣q♦
♦❶❛✾✇q♦➊➯❶♦❶❛✾➯➭✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛✾❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡✉✐❧♣q♦❶❛✷✈☎✐❧❡✉✐✮♦✮✇❇✩q❼❄❞❢❡❝♦✮♣q❞➵⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛✷✐➭❣✉❴❿➯❶♦❶❛❢➏

U ′ ➏✻❞❢❼ ➚✝✗q➂❿➩ ➒ ➪✰➂ ➋ ❛
➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛➍♣q❞

U ′ ❛✉♠❧♦✵♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦❶❛➍✐➭❣✉❡✉✐♥➯①❹❢❛➍♣q❞★❴❜✇✚❣✉❞❢❡❝✈✍♦❶⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✾⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡⑨⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦✾♦❶❛⑨➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛➍♣☎✐✾❣❥✐➊➷q✐
♣q❞❵④❢♦❶❡❤❣✉❞❵♣q❞s④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➏

RMV
0

➏✡❞❢❼î➘✎⑤q✇q❦❢♠❧♦☞♣q♦✂✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦✂♣q❞❵⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏
U
➏✡♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦❶❛➍♣☎✐✵➫☎⑩❶⑤q❡✉✐q✗q➂ ✥❽➂



▼❘▼ ✬ ➱ à✂✁✘ä❇✙❻Ü☎à➒✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲●
➈❩♣➄➃ ✤✦✥★✧✪✩❄✫✮✭✰✯✱✧✳✲✵✴✳✶✷✩ ◆ ❏☎❖✾✼❍✭❢✲ ➬✬❊▼✲★✿✂✥ ✥★◗ ➬❄✭❢❇❨✺✻✥★◗ ✲✵❇❁❯❲❯❲❳✦❏

❀❘✤❬❩❪❭

ô➶➱❲ê➔➱➄✃ ✄❵é➾ñ➤❒➛Ö☞æò❰☞×❅❒❃ÑÓÏ❣å◗❼ÓØ➤÷❇Ïõ❒➭❮♣➨➛Ö☞æ➾❒
➢s❞❢❛❤❣❥✐➵❛❝❞❢❦♥♠❧♦q➏✍♦❄❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦➵✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦❄♣q❞✵♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐☞❛❝⑤☎✐♥➯❶❞❧➏➳➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧♣q♦✬✇q♦✬✐❧⑥❜⑩❧♦➭➅

❡❝❴❿❣✉❼❄♦✬♣q❞➵❺✪❷☎✐❧❛❝❞☛❞☛✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦✮✇q♦t❺✳✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦✴✖✬✈☎✐❧❡✉✐✬♦✮④♥✐❧✇☎✐❧⑥✟⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦q➏✝❹☛✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧♣q♦✕✐❧♦
❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐➵③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂

❺✪♦❶✇❽➘✎♦❧❡✉❼➵❞t✐⑧❛❝❞❢❦♥♠➭♦➀✖❽➂ ✖❽➂❿➩❶➏➟✈☎✐❧❡✉✐Ò⑩❶❞❢❡✉✐❧❡❄♦❧❛❄✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛❄♣q❞▼❣✉❞❢❛❤❣✉❞
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛☛❹t✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❜♦❻♦

④❢♦❶✇q❷q❞❢④❢❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦➵♣☎✐☞✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐☞❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❿♣☎✐
Y
❞✾♣☎✐☞❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐

Ya ✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣☎✐➵✇☎✐❧❾✚⑤q❞❆⑥❸✐☛❛❝❞❢❦♥♠❧♦q➂
➎✽✐❧❡✉✐t♦✑❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✑③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏✟♦✑❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦t❞❢❛❝④❢♦❶⑥❜❷q❴❜♣q♦

Yi = m
♦❶➀✍❞❢♣q❞❢④❢❞▼②✱♣q❞❢❛❝❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥❜♣☎✐❧♣q❞

✐❧➀☎✐❧❴Õ➷❽♦q➆

p(R|Yi = m) > p(R|Yi = j), para todo j 6= m.
➚✝✗q➂❿➩✸✤❶➪

➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯①❞➧❾✚⑤q❞❧➏⑧✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧✇q♣q♦Ú♦Ú❣✉❞❢♦❶❡❝❞❢❼✬✐❘♣q❞➠➝✳✐♥➴❶❞❢❛í❞▲④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦
P (Yi) = cte

➏Ò✐
❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✑➚✝✗q➂❿➩✸✤❶➪✪✈➳♦✚♣q❞✷❛❝❞❢❡s❡❝❞❢❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣❥✐☛♣☎✐➵❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞✾➘✎♦❶❡❝❼✬✐❽➆

P (Yi = m|R) > P (Yi = j|R), para todo j 6= m.
➚✝✗q➂❿➩✫✥①➪

➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯①❞Ò❾✚⑤q❞⑧✐❋❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦Ö➚✝✗q➂❿➩✫✥①➪❄❹■❛❝❞❢❼❄❞❢⑥❜❷☎✐❧✇✚❣✉❞■②✢❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦Ö➚❲✖❽➂ ➑❧➒ ➪✰➂❘➣❵✇☎✐❧⑥❿♦❶⑩①✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉❞❧➏★♦
❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦

Y a
i = k

♣☎✐☛❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐
Ya ❹✷♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦➵✐➭❣✉❡✉✐♥➯①❹❢❛★♣☎✐☛♣q❞❢❛❝❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥❜♣☎✐❧♣q❞✷✐❧➀☎✐❧❴Õ➷❽♦q➆

p(R|Y a
i = m) > p(R|Y a

i = k) > p(R|Y a
i = j), para todo j 6= m 6= k.

➚✝✗q➂❿➩ ➓ ➪

❫❵❞➵✈➳♦❶❛❝❛❝❞❄♣☎✐✮✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐✮❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐
Y
❞➵♣☎✐✮❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐

Ya ✈☎✐❧❡✉✐✮♦▼④♥✐❧✇☎✐❧⑥➍③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏
✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛✕⑩❶❞❢❡✉✐❧❡✮♦❶❛✮✈☎✐❧♣q❡❝➈✚❞❢❛▼♣q❞✑❣✉❞❢❛❤❣✉❞

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛✬④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞✑♦❱✈q❡❝♦✡④❢❞❆♣q❴❜❼❄❞❢✇✚❣✉♦✢♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦❱✇☎✐

❛❝❞❢❦♥♠❧♦⑥✖❽➂ ✖❽➂❿➩❶➏q♦❶➀➳❞❢♣q❞❢④❢❞❢✇q♣q♦✕②➵❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✑➚❲✖❽➂ ➑❶➑ ➪➟❞✾➘✜✐❧Ù❢❞❢✇q♣q♦❄⑤q❛❝♦❄♣☎✐➵❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠➭♦■➚✝✗q➂ ➮①➪✰➂
➥ ❼ ♦❶⑤❽❣✉❡❝♦✱✈☎✐❧❛❝❛❝♦✑❴❜❼❄✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧✇①❣✉❞➵✈☎✐❧❡✉✐✑✐✱✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦t♣q♦✑❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦✑✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣✉♦✑♣q❞✬♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫❽➅

④♥✐❧❦♥♠❧♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐☞❛❝⑤☎✐✘➯❶❞✂❹✂✐➵♦❶➀❽❣✉❞❢✇q❦♥♠❧♦✬♣☎✐➵④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✾♣q♦❶❛s❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛➄♣☎✐➵✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐☛❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐

Y
➂Ö➎❍✐❧❡✉✐❻♦❻❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❻③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏✳✐⑧④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞▼❹✱⑩❶❞❢❡✉✐❧♣☎✐❻♣q❞t➘✎♦❶❡❝❼✬✐⑧✐❧✇☎➉❧⑥❜♦❶⑩①✐⑧✐❧♦

✈q❡❝♦✡④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦➵♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦❄✇☎✐☛❛❝❞❢❦♥♠❧♦⑥✖❽➂ ✖❽➂ ➑ ✈☎✐❧❡✉✐☛♦❄④♥✐❧✇☎✐❧⑥❨⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦q➂



❆★❾❿✻ ✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑❀✍á❂❁qß ➱ Ü➀✬ ✞ Ü①Þ➳ä✑ä❇✙Ý✬ ➱ à✂✁✘ä❇✙❻Ü☎à➒✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲● ▼ ▲

➢s♦❵④♥✐❧✇☎✐❧⑥q③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏➭♦✾↔➜♦❶⑩①✐❧❡❝❴❿❣✉❼❄♦★♣☎✐ ➛ ✐❧Ù♥♠❧♦↕♣q❞✪➨⑨❞❢❡❝♦❶❛❝❛❝❴❜❼❄❴❜⑥❜❷☎✐❧✇q❦♥✐❽➏❧↔✻↔ ➛ ➏➭✈✍♦✡♣q❞✳❛❝❞❢❡
♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦✵✐✵✈☎✐➭❡❝❣✉❴❜❡⑨♣☎✐✷✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞

P (Yi|R)
➏✚♦❶⑤✬❛❝❞➞Ô❝✐❽➏✡✐✷✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞➄♣q♦✂❛❝➁❜❼☞➀➳♦❧⑥❜♦

Yi

❛❝❞❢❡
❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦☞④❢♦❶❡❝❡❝❞❆❣❥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❵♣☎✐❧♣q♦✂❾✚⑤q❞

R
➘✎♦❶❴✍♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧♣q♦☞✇☎✐✂❛✉✐❧➁❜♣☎✐✷♣q♦❶❛✪♣q❞❆❣✉❞❢④❆❣✉♦❶❡❝❞❢❛✳♣q❞❵❞❢✇q❞❢❡❝⑩❶❴❸✐❽➂

➋ ➀❽❣✉❞❢✇q♣q♦❵❞❢❛❤❣✉❞❢❛✟➯➭✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛✻♣q❞➟✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞❢❛✻✈☎✐❧❡✉✐✳❣✉♦✡♣q♦❶❛✻♦❶❛✟❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛➜♣q♦❵✐❧⑥❿➘✜✐❧➀➳❞❆❣✉♦★⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦q➏
✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛❵✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❡s✐✬❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦Ò➚❲✖❽➂ ➑ ✖①➪➄✈☎✐❧❡✉✐✬⑩❶❞❢❡✉✐❧❡s♦✮↔✻↔ ➛ ➂➳➎✟♦❶❡❝❹❢❼t➏➳✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛❵⑤q❛❝⑤❽➘✎❡❝⑤q❴❜❡s♣☎✐❧❛
❼❄❞❢❛❝❼✬✐❧❛✪④❆♦❶✇q♣q❴❜❦❢➈✡❞❢❛✪⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐❧❛➍✇☎✐✂❛❝❞❢❦♥♠❧♦❈✖❽➂ ✖❽➂ ➑ ✈☎✐❧❡✉✐✂❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧❡➟✇☎✐✂❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦▼➚❲✖❽➂ ➑ ✤❶➪➍✐✵➫☎❼ú♣q❞
⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢✐❧❡✵✐✱✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞

p(R|Yi)
♣☎✐✱❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦❲➚✝✗q➂ ➮❶➪✳Ô❝➉t④❢♦❶✇q❷q❞❢④❢❴❜♣☎✐❽➂✑❫❵❞❢❛❤❣❥✐✑❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏✟♦

➯❧✐❧⑥❜♦❶❡➄♣q♦✬⑥❜♦❶⑩①✐❧❡❝❴Õ❣✉❼❄♦☛♣☎✐❄❡✉✐❧Ù❢♠❧♦✬♣q❞✷➯❶❞❢❡❝♦❶❛❝❛❝❴❜❼❄❴❜⑥❜❷☎✐❧✇q❦♥✐☛✈☎✐❧❡✉✐➵♦✬④♥✐❧✇☎✐➭⑥✟③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣❃✈➳♦✡♣q❞✵❛❝❞❢❡
❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡❥✐➭♣q♦✬✐➭❣✉❡✉✐✘➯❶❹❢❛★♣☎✐➵❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞✷❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦q➆

L(Yi|R) = ln

(

p(R|Y (1)
i )

∑q
j=2 p(R|Y (j)

i )

)

.
➚✝✗q➂❿➩✫✦①➪

➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯①❞✪❾✚⑤q❞❧➏①❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥❿❼❄❞❢✇①❣✉❞➟✐❧♦❵④♥✐❧✇☎✐❧⑥✡⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦q➏➭♦s➯❧✐❧⑥❜♦❶❡
L(Yi|R)

✈➳♦✚♣q❞✪❛❝❞❢❡❍⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦★④❢♦❶❼❄♦
⑤q❼✬✐✷❼❄❞❢♣q❴❜♣☎✐✾♣q❞s④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞➄♣q♦✂❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦✾❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦

Yi

➏✚✈➳♦❶❴❜❛➟✐❧❛❝❛❝⑤q❼❄❴❜❡✉➉✾❼✬✐❧❴❜♦❶❡❝❞❢❛✽➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛
❾✚⑤☎✐❧✇✚❣✉♦❱❼✬✐❧❴❜♦❶❡❄➘✎♦❶❡✕♦✢➯❧✐❧⑥❜♦❶❡✕♣q♦❱✇✚⑤q❼❄❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❡✮❞❢❼ ❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠➭♦❲✐❧♦✢♣q❞❢✇q♦❶❼❄❴❜✇☎✐❧♣q♦❶❡❢➏s➀✍❞❢❼ ④❢♦❶❼❄♦
✐❧❛❝❛❝⑤q❼❄❴❜❡✉➉✳❼❄❞❢✇q♦❶❡❝❞❢❛❨➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛❨❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉♦★❼✬✐❧❴❜❛❨✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼❄♦q➏✘♦❶⑤✾❼✬✐❧❴❜♦❶❡❢➏❢➘✎♦❶❡❨♦➄➯➭✐❧⑥❜♦❶❡❨♣q♦★♣q❞❢✇q♦❶❼❄❴❜✇☎✐❧♣q♦❶❡
❞❢❼➸❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦❄✐❧♦➵✇✚⑤q❼❄❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❡❢➂

ô➶➱❲ê➔➱③➮ ➵➑Ï✮÷❇íÓéò❰ÐØ➤ÑÓ❒➤÷
➢s❞❢❛❤❣❥✐★❛❝❞❢❦♥♠❧♦❽➏❧❛✉♠❧♦s✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❧❛✟♦❶❛✻❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛➜♣☎✐❧❛✻❛❝❴❜❼☛⑤q⑥❸✐➭❦❢➈✡❞❢❛➜❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣☎✐❧❛➜✈☎✐❧❡✉✐★✐♥➯❧✐❧⑥❜❴❸✐❧❡

♦▼♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦t♣q♦▼❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✮✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦▼♣q❞➵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦❢♠❧♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✬❛❝⑤☎✐♥➯①❞➵➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧♣q♦t✇q♦t✐❧⑥❜⑩❶♦➭➅

❡❝❴❿❣✉❼❄♦t♣q❞✮❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➂ ➋ ❛✂✈q❡❝♦✡④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦❶❛✂♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦❶❛✂✇☎✐✱❛❝❞❢❦♥♠❧♦☎✗q➂ ✖❽➂❿➩❄➘✎♦❶❡✉✐❧❼Ð❴❜❼❄✈q⑥❜❞❢❼❄❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❶❛
✈☎✐❧❡✉✐■✐■♦❶➀❽❣✉❞❢✇q❦♥♠❧♦Ò♣q♦❶❛☛❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛❢➂✢❺✪♦❶❼❄♦Ò✐✑❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❸✐t♣q❞✮♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦⑧♣q♦■❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦■♣q❞
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✾✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦q➏✡❞❢❼ú❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✂✐❧♦✂❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✂♦❧❡✉❴❿⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥☎♣q♦☞✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦✷♣q❞✾❺✪❷☎✐❧❛❝❞

➔❝➔❥➏q➘✎♦❶❴➜♣q❞❢❼❄♦❶✇q❛❤❣✉❡✉✐❧♣☎✐☛✇☎✐➵❛❝❞❢❦♥♠❧♦✴✖✡➂ ✗q➏✍✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛★❛❝❞❢❡✉♠❧♦❄❞❢✇❽➘✜✐➭❣✉❴❜Ù♥✐❧♣q♦❶❛★♦❶❛★❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛★♣q♦❄❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦
✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦q➂

➝✳✐❧❛❝❴❜④♥✐➭❼❄❞❢✇✚❣✉❞❧➏①✐❧❛⑨❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❸✐❧❦❢➈✡❞❢❛✟➘✎♦❶❡✉✐❧❼❃➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧♣☎✐❧❛➍✇q♦✾♣q❴❸✐❧⑩❶❡✉✐❧❼✬✐s❞❢❼❘➀q⑥❜♦✡④❢♦❶❛✽♣☎✐↕➫☎⑩❧⑤q❡❥✐➚✗q➂ ✗q➂
➣P♦❶❡❝♣q❞❢❼ ♣q❞✬⑩❶❡✉✐❧✇q♣q❞❢Ù♥✐✱♣☎✐✱❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞✬♣q❞✕➀q❴❿❣✉❛✵⑩❶❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❛☞✈✍❞❢⑥❸✐t➘✎♦❶✇①❣✉❞✬♣q❞✬❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦▼➘✎♦❶❴
♣q❞

107 ➏➄✐Ò❾✚⑤☎✐❧✇✚❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞t❞✰➷q✐➭❣❥✐⑧♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞❢⑤➡♣q♦❶❛❄✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦❶❛❄♣q♦⑧④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦⑧④❢♦❶❡❝❡❝❞❆❣✉♦❶❡❄♣q❞✱❞❢❡❝❡❝♦
⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢✐❧♣q♦q➂ ❫↕❞❆❛❝❣❥✐❻❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏✪❣❥✐➊➷q✐❧❛✬♣q❞✑❞❢❡❝❡❝♦❋♣q❞✱➀q❴❿❣✕④❆♦❶❼❁♦❶❡❝♣q❞❢❼ ♣q❞✑⑩❶❡✉✐❧✇q♣q❞❢Ù♥✐❻♣q❞

10−6

✈q⑤q♣q❞❢❡✉✐❧❼ ❛❝❞❢❡★♦❶➀❽❣✉❴❜♣☎✐❧❛❢➂➍③☎♦❧❡❥✐➭❼P⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦❶❛✳♦❶❛★④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛ ➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪✪❞ ➛ ➐❨➚ ➑ ✦❽➏ ➑❧➒ ➪✰➂



▼❘ó ✬ ➱ à✂✁✘ä❇✙❻Ü☎à➒✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲●

↕➛➙❿➜❘➝➌➳❘➝➲➱Ð➡ à❳➵✺➺➾➵❂➧❱➨☞➵❂➹❵➐✢➥❩➳❄➥⑥➪❨❡■➳✕➻äá✸➥➋❣✷❤✣✐❴➻✧➼❪❧ ➽♦♥➶➸❄➽➉➻äãä➻❶⑩✂➩✑➹✢➳❄➥❩➳❄➵✺➪✺➥⑨➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥
q
❸✪Ò✑➫➉➻ß➩⑥➺➉➸❇➩❨➏⑨➵➇➵❂➧ ➸❄➧

➺➉➻➼➺➉➽➾➵❂➧q➩✾ë➦ë➦ì➭❸ò➢➦à✷➪✑í➑➪✺➥✶➧
Eb/No = 25dB

➴

❺✪♦❶❼✦✐✮✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦✕♣q♦✮❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✕✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦✮♣q❞☛♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✬❛❝⑤☎✐♥➯❶❞❧➏✻♦✮➀q⑥❜♦✚④❢♦✮♣q❞

♣q❞❆❣✉❞❢④❆❣✉♦❶❡❝❞❢❛★♣q❞✾❞❢✇q❞❢❡❝⑩❶❴❸✐☛✐❧④❢⑤q❼☛⑤q⑥❸✐☞✐✂➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦➵♣q❞↕➘✎♦❶❡❝✇q❞❢④❢❞❢❡★✐❧♦☛♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✳♦➵⑥❜♦❶⑩①✐❧❡❝❴Õ❣✉❼➵♦☞♣☎✐
❡✉✐❧Ù♥♠❧♦✷♣q❞★➯❶❞❢❡❝♦❶❛❝❛❝❴❜❼❄❴❜⑥❜❷☎✐❧✇q❦♥✐

L(Yi|R)
➏①♦❶⑤❄❛❝❞➞Ô❝✐❽➏✡✐✾④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✳♣q♦❶❛➍❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛✽♣q❞❆❣✉❞❢④❆❣❥✐❧♣q♦❶❛❢➏

➀➳❞❢❼➸④❢♦❶❼❄♦➵♦❶❛➄➯➭✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛➄♣q❞
p(R|Yi)

➏ ∀ Yi ∈
✒★á→ö■à■÷➭➂➍❫❵❞✷✈➳♦❶❛❝❛❝❞✵♣q❞❢❛❤❣✉❞❢❛★➯➭✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛❢➏☎♦➵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫❽➅

④♥✐❧♣q♦❶❡★❞❥➷❽❞❢④❢⑤❽❣❥✐❄♦❶❛★✈q❡❝♦✡④❆❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇✚❣✉♦❶❛➄✈☎✐❧❡✉✐➵✐☛⑩❶❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦➵♣q♦❶❛★✈☎✐❧♣q❡❝➈✚❞❢❛★♣q❞✾❣✉❞❢❛❤❣✉❞
T
❞✷♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐

✐☛✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐☞❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐
Y
➏☎④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞✾♦➵❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦➵✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣✉♦❄♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦❄✐❧✇✚❣✉❞❢❡❝❴❜♦❶❡❝❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➂

➢❵✐✑➫☎⑩❶⑤q❡✉✐Þ✗q➂ ➓ ➏➟❛✉♠❧♦❻✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❶❛❄♦❶❛➵❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛➵♣☎✐■❣❥✐➊➷q✐■♣q❞▼❞❢❡❝❡❝♦⑧♣q❞▼➀q❴❿❣☛➯❶❞❢❡❝❛❝⑤q❛✬♦
✇❇✩q❼❄❞❆❡✉♦✑♣q❞✮⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛☞❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❿❣✺✹❧✇q❞❢♦❶❛✂❞❢❼ ⑤q❼ ❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✑③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣ ④❢♦❶❼ ✐■✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦✑♣☎✐
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❻❛❝⑤☎✐♥➯①❞Ò✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣❥✐❽➂Ú➢❵✐❋❛❝❴❜❼☛⑤q⑥❸✐❧❦♥♠➭♦q➏➄➘✎♦❶❴❵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦❋♦✢④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦

➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪❵❞➵⑤q❼❄✐✮❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦
Eb/No = 25dB

➂➵➎✟♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛✾♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧❡✷④❢⑥❸✐❧❡✉✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞➵✐✮❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❜✐
♣q❞▼♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦❻♣q♦Ò❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐Ò③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣❉④❢♦❶❼ ✐Ò✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦■♣q♦Ò❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦Ò✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣✉♦⑧♣q❞
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❽➂❍➎✽✐➭❡❥✐

U = 11
⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛➍❛❝❴❜❼☛⑤q⑥❿❣✺✹➭✇q❞❢♦❶❛⑨⑤❽❣❥❴❿⑥❜❴❜Ù♥✐❧✇q♣q♦✾♦✵④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➏✚✈➳♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛

♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧❡✬⑤q❼✬✐■❣❥✐➊➷q✐⑧♣q❞✱❞❢❡❝❡❝♦❻♣q❞✱➀q❴❿❣✬♣q❞❧➏➄✐❧✈q❡❝♦✘➷❽❴❜❼✬✐❧♣☎✐❧❼➵❞❢✇①❣✉❞❧➏
5 × 10−5 ✈☎✐❧❡✉✐⑧♦❻④❢➲✡♣q❴❿⑩❶♦

➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪★④❢♦❶❼û♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦▼✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④♥✐❽➂✾⑦⑨✇q❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉♦▼❾✚⑤q❞
U = 11

⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❵❛❝❴❜❼☛⑤q⑥❿❣✺✹➭✇q❞❢♦❶❛



❆★❾❿✻ ✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑❀✍á❂❁qß ➱ Ü➀✬ ✞ Ü①Þ➳ä✑ä❇✙Ý✬ ➱ à✂✁✘ä❇✙❻Ü☎à➒✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲● ▼ ✂

↕➛➙❿➜❘➝➌➳❘➝✬✃✚➡ à❳➵✺➺➾➵❂➧❱➨☞➵❂➹❵➐✢➥❩➳❄➥⑥➪❨❡■➳✕➻äá✸➥➋❣✷❤✣✐❴➻✧➼❪❧ ➽♦♥➶➸❄➽➉➻äãä➻❶⑩✂➩✑➹✢➳❄➥❩➳❄➵✺➪✺➥⑨➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥
q
❸✪Ò✑➫➉➻ß➩⑥➺➉➸❇➩❨➏⑨➵➇➵❂➧ ➸❄➧

➺➉➻➼➺➉➽➾➵❂➧q➩✾ë➦ë➦ì➭❸ò➢➦à✷➪✑í➑➪✺➥✶➧
Eb/No = 25dB

➴

❞❢❼❉⑤q❼❉❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❄③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣❃❾✚⑤q❞☞⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐☛♦✬❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦❄✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦✬♣q❞✂♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
q
➅➞➉➭❡✉❴❜✐

❛❝⑤☎✐✘➯❶❞❧➏✝⑩❶❞❢❡✉✐✬⑤q❼✬✐➵❣❥✐➊➷q✐✬♣q❞✂❞❢❡❝❡❝♦✕♣q❞✂➀q❴❿❣❵♣q❞❧➏❨✐❧✈q❡❝♦✘➷❽❴❜❼✬✐❧♣☎✐❧❼➵❞❢✇①❣✉❞❧➏
3 × 10−7 ➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞☞❾✚⑤q❞❧➏

④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞➄❞❢❛❝✈➳❞❢❡✉✐❧♣q♦❽➏❽✐✾❼❄❞❢♣q❴❜♣☎✐↕❾✚⑤q❞★♦✷✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦✷♣q❞★⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛⑨❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❿❣✺✹❧✇q❞❢♦❶❛✽❹★❴❜✇q④❢❡❝❞❢❼❄❞❢✇①❣❥✐❧♣☎✐❽➏
❼❄❞❢✇q♦❶❡❵❛❝❞❢❡✉➉✕✐✬❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❸✐☛♣q❞☞♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✮♣q♦✕❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦✕✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣✉♦✕♣q❞☞♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉➭❡✉❴❜✐

❛❝⑤☎✐✘➯❶❞❧➏❶✈➳♦❶❴❜❛✟❼✬✐❧❴❜♦❶❡✻❛❝❞❢❡✉➉↕✐s❴❜✇✚❣✉❞❢❡❤➘✎❞❢❡❝➶❢✇q④❢❴❸✐s❞❢✇①❣✉❡❝❞✪⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂ ➥ ❼✬✐s♦❶⑤❽❣✉❡✉✐s❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐★♣q❞✳✐✘➯➭✐❧⑥❜❴❸✐❧❡✟✐
❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❸✐★♣q❞✪♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✾♣q♦↕❛✉❴❿❛❝❣✉❞❢❼❄✐↕③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✔❹➄✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣☎✐↕✇☎✐s➫☎⑩❶⑤q❡✉✐Ó✗q➂ ✦❽➏❧♦❶✇q♣q❞➄✐
❣❥✐➊➷q✐↕♣q❞✳❞❢❡❝❡❝♦✾♣q❞✳➀q❴❿❣✽❹✳❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧♣☎✐★♣q❞★✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦↕④❢♦❶❼❘✐↕❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐❵❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥q♣q♦✾❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐↕③✽③✽→➄➅
❺✳❫✾rt➣✂➏✍♦❶❛★✇❇✩q❼❄❞❢❡❝♦❶❛★✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❶❛s✇☎✐❧❛★④❢⑤q❡❤➯➭✐❧❛s❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧❼❉✐☛❾✚⑤☎✐❧✇✚❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞✾♣q❞✵⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛
❛❝❴❜❼☛⑤q⑥Õ❣❶✹➭✇q❞❢♦❶❛➄♣q♦➵❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❽➂

➢❵✐✑➫☎⑩❶⑤q❡✉✐Þ✗q➂ ➮❽➏➟❹✱✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❻♦Ò♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦❻♣q♦⑧④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚ ➑ ✦❽➏ ➑❧➒ ➪✂④❢♦❶❼ ✐■♣q❞❢④❢♦➭➅
♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✮❛❝⑤☎✐♥➯❶❞✬❞❢❼ ⑤q❼Ð❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐t③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣Ø✈☎✐❧❡✉✐▼⑤q❼✬✐

Eb/No = 25dB
➂▼➐✡❞✰➅

❼❄❞❢⑥❜❷☎✐❧✇①❣✉❞❢❼❄❞❢✇✚❣✉❞■✐❧♦❶❛✕❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛✮❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦❶❛✕✈☎✐❧❡✉✐❋♦❱④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦ ➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪✰➏❵✐❋❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❸✐⑧♣q❞
♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✔♦❧➀❽❣❥❴❿♣☎✐✢✈➳❞❆⑥❸✐✢⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧❦♥♠➭♦✢♣q♦❱❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦❱✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣✉♦❲❹■④❢⑥❸✐❧❡✉✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉❞✑♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧♣☎✐✡➂
➎✽✐❧❡✉✐

U = 14
⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛↕❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❿❣✺✹❧✇q❞❢♦❶❛❵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦✕♦✕④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➏✝✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛↕♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯➭✐❧❡✾⑤q❼✬✐❄❣❥✐➊➷q✐



▲ ❖ ✬ ➱ à✂✁✘ä❇✙❻Ü☎à➒✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲●

↕➛➙❿➜❘➝➌➳❘➝✬Ð✚➡ à❳➵✺➺➾➵❂➧❱➨☞➵❂➹❵➐✢➥❈➳❄➥➇➪❨❡■➳✕➻äá✸➥❭❣✷❤✣✐✍➷➥ø❪❧ ➷➥ù♦♥❞➸❄➽➉➻äãä➻❶⑩✂➩✑➹✢➳❄➥❈➳❄➵✺➪✺➥⑨➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥
q
❸✪Ò✑➫➉➻ß➩➇➺➉➸❇➩❨➏⑨➵Ó➵❂➧❅➸❄➧

➺➉➻➼➺➉➽➾➵❂➧q➩✾ë➦ë➦ì➭❸ò➢➦à✷➪✑í➑➪✺➥✶➧
Eb/No = 25dB

➴

♣q❞↕❞❢❡❝❡❝♦☛♣q❞↕➀q❴Õ❣✳♣q❞❧➏☎✐❧✈q❡❝♦♥➷❽❴❜❼✬✐❧♣☎✐❧❼➵❞❢✇✚❣✉❞❧➏
2× 10−4 ④❢♦❶❼Ø♦☞⑤q❛❝♦☛♣☎✐✂♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦❢♠❧♦➵✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④♥✐❽➂

⑦⑨✇q❾✚⑤☎✐❧✇✚❣✉♦☞❾✚⑤q❞
U = 14

⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛✪❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❿❣✺✹❧✇q❞❢♦❶❛➟❞❢❼ú⑤q❼Ø❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✂③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣▲❾✚⑤q❞↕⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐
♦✕❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✬✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦✕♣q❞✂♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐➵❛❝⑤☎✐♥➯①❞❧➏❨⑩❶❞❆❡❥✐❄⑤q❼✬✐❄❣❥✐➊➷q✐✬♣q❞✂❞❢❡❝❡❝♦✕♣q❞☞➀q❴❿❣❵♣q❞❧➏

✐❧✈q❡❝♦✘➷❽❴❿❼✬✐❧♣☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏
2 × 10−6 ➂➵❺✪♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧✇q♣q♦▼④❢♦❶❼❬♦❶❛✾❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛✷♣☎✐✮♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦t✈➳♦❶❡

✐❧✈☎✐❧⑩①✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦✷❞s❞❢❡❝❡❝♦✂✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❶❛➟❞❢❼❉➼ ➑❧➒ ➽➾➏①❣✉❞❢❼❄♦❶❛➍♦✷❴❜✇q④❢❡❝❞❢❼❄❞❢✇✚❣✉♦✷♣q❞Ó✖✾⑤q❛✉⑤☎➉➭❡✉❴❿♦❶❛➍✇☎✐✷❾✚⑤☎✐❧✇✡➅
❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞☞♣q❞☞⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛↕❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❿❣✺✹❧✇q❞❢♦❶❛❢➏✝❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦✮⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧❼➵♦❶❛❵✐✕♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❽➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞

❾✚⑤q❞▼✐✑❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❜✐t♣q❞✕♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦Ò④❢♦❶❼ ✐✑⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦✱♣q♦■❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦✑✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦q➏⑨❞❢❼ ❡✉❞❆⑥❸✐❧❦♥♠❧♦
✐❧♦Ò❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦⑧✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦q➏⑨❹▼❼✬✐❧❴❜♦❶❡☞✈☎✐❧❡✉✐Ò✐■④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦ ➛ ➐❨➚ ➑ ✦❽➏ ➑❧➒ ➪✂♣q♦Ò❾✚⑤q❞t✈☎✐❧❡✉✐Ò✐Ò④❢♦✚♣q❴❿➫❽➅
④♥✐❧❦♥♠❧♦ ➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮①➪✰➂ ➥ ❼✬✐✾♦❶⑤❽❣✉❡✉✐✾❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐↕♣q❞❵✐♥➯❧✐❧⑥❜❴❸✐❧❡✽✐✷❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❜✐↕♣q❞★♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✂♣q♦✵④❢➲✡♣q❴❿⑩❶♦
➛ ➐❨➚ ➑ ✦❽➏ ➑❧➒ ➪↕❞❢❼ ⑤q❼Ð❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✱③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣Ø❹✬✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣☎✐t✇☎✐▼➫☎⑩❶⑤q❡✉✐✪✗q➂❿➩ ➒ ➏✟♦❶✇q♣q❞✕✐▼❣❥✐➊➷q✐
♣q❞✮❞❢❡❝❡❝♦✑♣q❞✮➀q❴❿❣☞❹✕❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧♣☎✐t♣q❞✮✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦■④❢♦❶❼ ✐✑❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐✑❞❆❛✉✈✍❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✳♣q♦■❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐■③✽③✽→➄➅
❺✳❫✾rt➣✂➏✍♦❶❛★✇❇✩q❼❄❞❢❡❝♦❶❛★✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❶❛s✇☎✐❧❛★④❢⑤q❡❤➯➭✐❧❛s❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧❼❉✐☛❾✚⑤☎✐❧✇✚❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞✾♣q❞✵⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛
❛❝❴❜❼☛⑤q⑥Õ❣❶✹➭✇q❞❢♦❶❛✽♣q♦✷❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❽➂✽❺✪♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧✇q♣q♦✾✇q♦➊➯➭✐❧❼❄❞❢✇①❣❥❞➄④❢♦❶❼❘♦❶❛⑨❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛⑨♣q❞✷➼ ➑❧➒ ➽➾➏①✇☎✐↕♣q❞❢④❢♦➭➅
♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦☞✈➳♦❶❡✳✐❧✈☎✐❧⑩①✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉♦✂❞↕❞❢❡❝❡❝♦✂❣✉❞❢❼❄♦❶❛✳⑤q❼✬✐✂❞❆➫☎④❢❴❿➶❢✇q④❢❴❸✐☞❞❢❛❝✈➳❞❢④✰❣❥❡✉✐❧⑥

η ≈ 0, 22
➏❽✈☎✐❧❡✉✐✂⑤q❼✬✐



❆★❾❿✻ ✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑❀✍á❂❁qß ➱ Ü➀✬ ✞ Ü①Þ➳ä✑ä❇✙Ý✬ ➱ à✂✁✘ä❇✙❻Ü☎à➒✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲● ▲ ✌

↕➛➙❿➜❘➝➌➳❘➝➠➟❪Ó✚➡ à❳➵✺➺➾➵❂➧❱➨☞➵❂➹❵➐✢➥➚➳❄➥Ó➪❨❡⑨➳✕➻äá✸➥❁❣✷❤✣✐✍➷➥ø❪❧ ➷➥ù♦♥★➸❄➽➉➻äãä➻❶⑩✂➩✑➹✢➳❄➥➚➳❄➵✺➪✺➥⑨➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✫➥
q
❸✪Ò✑➫➉➻ß➩➶➺➉➸❇➩✧➏⑨➵❞➵❂➧Ò➸❄➧

➺➉➻➼➺➉➽➾➵❂➧q➩✾ë➦ë➦ì➭❸ò➢➦à✷➪✑í➑➪✺➥✶➧
Eb/No = 25dB

➴

BER = 10−4 ➏❢Ô❝➉↕♦✷♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡ q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦↕❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐↕❞❢❼Ú⑤q❼✬✐↕❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐✾❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥

η ≈ 0, 29
➂

❺✪♦❶✇❽➘✎♦❧❡✉❼➵❞↕♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧♣q♦➵✈☎✐❧❡✉✐☞♦☛④♥✐❧✇☎✐❧⑥❨⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦☞✇☎✐☛❛❝❞❢❦♥♠❧♦❛✖❽➂ ✗q➏q✐➭❣✉❡✉✐♥➯①❹❢❛➄♣q♦❶❛✳❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛
✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❧❛s✇q❞❆❛❝❣❥✐☛❛❝❞❢❦♥♠❧♦q➏☎✈✍♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛★✐➭➫☎❡❝❼✬✐❧❡✪❾✚⑤q❞✵✐☞⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧❦♥♠➭♦☞♣q♦➵❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦☛✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣✉♦➵♣q❞
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✳❛❝⑤☎✐✘➯❶❞➟⑩❶❞❢❡✉✐★⑤q❼✬✐★④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉➉♥➯❶❞❢⑥✚❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❸✐✳♣q❞➟♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦↕♣q♦s❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐

③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂①➇❍✐❧❼☞➀➳❹❢❼❘✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛⑨❼❄❞❢✇q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧❡✽❾✚⑤q❞★♦✷⑩①✐❧✇q❷q♦✷♣q❞★♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦q➏✡❞❢❼❘❡✉❞❆⑥❸✐❧❦♥♠❧♦
✐❧♦✱❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦✑✐❧⑥❜⑩❶❹❢➀q❡❝❴❜④❢♦q➏✻❹❄❼✬✐❧❴❜❛✾❛✉❴❿⑩❶✇q❴❿➫☎④♥✐❧✇✚❣✉❞➵✈☎✐❧❡✉✐t♦t④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦t④❢♦❶❼Ð❼✬✐❧❴❜♦❶❡✷✐❧⑥❿➘✜✐❧➀➳❞❆❣✉♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦q➏

✇q❞❢❛❤❣✉❞✵④♥✐❧❛❝♦q➏☎✈☎✐❧❡✉✐☛♦➵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦☛♣q♦ ➙ ③➄➚❲✖ ➑ ➪✰➂



❡ é❣❢✐❤➳çt❰❥❴❨Ñ ú

s ❐❮ê✢Ñ ÷Ðø✉t ê❱é➏♠✛♥❃Ñ ❫✹❰❬è æ Ñ ①③②✵ÿ❃è✱ø➜é

❆➒♣✑♦ ✸➳❙☞✺➜✼✽✩❄✫▼❊▼✴✳✶✷✩

➢s♦✷④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦ü✖❽➏①➘✎♦❶❴☎✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦✂♦✷❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✷✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦✷♣q❞s♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐↕❛❝⑤☎✐♥➯❶❞s❞

❛❝❞❢⑤❄♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✂❞❢❼❘⑤q❼Ú④♥✐❧✇☎✐❧⑥q➣★✧ ➙ ➢✵➂①➢s♦✷④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦➚✗q➏①➘✎♦❧❡❥✐➭❼Ú✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣☎✐❧❛➟✐❧❛➍✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐➊➅
❦❢➈✡❞❢❛★✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❸✐❧❛★✈☎✐❧❡✉✐➵✐➵✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦☞♣q♦➵❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦☛✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦➵♣q❞✷♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✂❛❝⑤☎✐♥➯❶❞

❞❢❼ ⑤q❼ ④♥✐❧✇☎✐❧⑥➟③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏✟➀✍❞❢❼ ④❢♦❶❼❄♦✱❛❝❞❢⑤❋♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦q➂✱➢s❞❢❛❤❣✉❞✕④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦q➏✻❛❝❞❢❡✉♠❧♦✱♣q❞✰➅
❣❥✐❧⑥❜❷☎✐❧♣☎✐❧❛✷✐❧❛✷✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐❧❛✷♣q❞✬✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦♥♠❧♦▼♣q♦t❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦t♣q❞➵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴Õ➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✕❛❝⑤☎✐♥➯①❞❄✈☎✐❧❡✉✐

❛❝⑤q✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧❡⑨♦❶❛✽④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦❶❛⑨♣q❞➄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦❢♠❧♦✾❣✉⑤q❡❝➀➳♦q➏①➀✍❞❢❼Ú④❢♦❶❼❄♦↕❛❝⑤☎✐✷✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦↕❞➄♣q❞❆❛✉❞❆❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦
❞❢❼➸⑤q❼➸❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐➵③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂

➎⑨❡❝❴❜❼❄❞❢❴❿❡❥✐➭❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏✂❛❝❞❢❡✉♠❧♦ ✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❶❛Ò♦❶❛Ò④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦❶❛■♣q❞❱④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✱❣✉⑤q❡❝➀➳♦q➏☞❾✚⑤q❞❲④❢♦❶❼☛➅
✈q❡❝❞❢❞❢✇q♣q❞✷❣❥✐❧✇①❣✉♦❄✐➵✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦☛♣q❞✷④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✳✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦❶❛★❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉♦✬✐☛⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦☛♣q❞✷♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
❴❿❣✉❞❢❡✉✐➭❣✉❴❿➯❧✐☞✈☎✐❧❡✉✐☛❡❝❞❢④❢⑤q✈✍❞❢❡✉✐❧❡❵✐☛✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐☛❞❢✇①➯✡❴❸✐❧♣☎✐❽➂

➐❽✐❧➀✍❞❢❼❄♦❶❛▼❾✚⑤q❞Ò⑤q❼ ❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✢♣q❞Ò④❢♦❶❼☛⑤q✇q❴❿④♥✐❧❦♥♠❧♦q➏❵❞❢✇①❣✉❡❝❞Ò♦❶⑤❽❣✉❡❝♦❶❛▼✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦❶❛❢➏s❣✉♦❶❡❝✇☎✐➊➅➦❛❝❞
❼✬✐❧❴❜❛❍❡❝♦❶➀q⑤q❛❤❣✉♦✷❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉♦✷❼✬✐❧❴❜❛❍✈➳♦✡♣q❞❢❡❝♦❶❛✉✐❧❛✽➘✎♦❶❡❝❞❢❼Ú✐➭❛✽❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐❧❛⑨♣q❞➄④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✾❞➄♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
❞❢❼❄✈q❡❝❞❢⑩①✐❧♣☎✐❧❛❢➂▼➇✟♦✚♣☎✐✘➯✡❴❸✐❽➏❍✐t⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦t♣q❞✕✐❧⑥❜⑩❶♦❧❡✉❴Õ❣✉❼➵♦❶❛✷♣q❞❄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✱❼✬✐❧❴❜❛✷✈➳♦✡♣q❞❢❡❝♦❶❛❝♦❶❛
❴❜❼❄✈q⑥❜❴❿④♥✐❻✇q♦❲✐❧⑤q❼❄❞❢✇①❣✉♦❱♣☎✐✢④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞✑♣q♦❱❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❋⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦q➏➄❣✉♦❶❡❝✇☎✐❧✇q♣q♦➭➅➦♦✢❞❢④❢♦❶✇q♦❶❼❄❴Õ➅
④♥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞▼❼❄❞❢✇q♦❶❛☞➯✡❴❸➉✘➯❶❞❢⑥➄♦❶⑤❲✐➭❣✉❹✮❴❜✇✚➯✡❴❸➉♥➯❶❞❢⑥➾➂✢❫↕✐❧♣q♦Ò❞❢❛❤❣❥✐❧❛❄♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯➭✐❧❦❢➈✡❞❢❛❢➏✳♦Ò✈q❡❝♦➭Ô❤❞❆❣✉❴❜❛❤❣❥✐■♣q❞❆➯❶❞
♣q❞❢❛❝❞❢✇✚➯❶♦❶⑥❿➯❶❞❢❡✬❛❝❞❢⑤✔❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐Ò♣q❞▼④❢♦❶❼☛⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦❢♠❧♦⑧⑥❜❞❆➯➭✐❧✇q♣q♦⑧❞❢❼ ④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦⑧♦⑧④❢♦❶❼❄✈q❡❝♦❶❼❄❴❜❛❝❛❝♦
❞❢✇✚❣✉❡❝❞✷④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞↕❞✷♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦q➂

▲ ✻



▲ ❆ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛➍ô❑❀✍á❂❁qß ➱ Ü

➣❵✇①❣✉❞❢❡❝❴❜♦❶❡❝❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏✽✐t④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞❄♣q♦❶❛✂④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✵❼✬✐❧❴❜❛✷✈➳♦✚♣q❞❢❡❝♦❶❛❝♦❶❛☞❞❢❛❤❣❥✐♥➯❧✐✱❡❝❞❢⑥❸✐❧④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣☎✐
④❢♦❶❼î♦✾❣❥✐❧❼✬✐❧✇q❷q♦✷♣q♦✵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✬➚✎④❢➲✡♣q❴❜⑩❧♦❶❛➍⑥❜♦❶✇q⑩❶♦❶❛❥➪❍❞★♦✂✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦↕♣q❞s♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✵✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❜♦
✈☎✐❧❡✉✐⑧❡❝❞❢④❢⑤q✈➳❞❢❡✉➉➊➅➦⑥❜♦q➂í➣❵❛❝❛❝❴❜❼t➏✳✈☎✐❧❡✉✐⑧❼❄❴❿❣✉❴❿⑩①✐❧❡➵✐❻④❆♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞t♣q♦❶❛✬✈➳♦✚♣q❞❢❡❝♦❶❛❝♦❶❛✮✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦❶❛
♣q❞✕④❢♦✡♣q❴Õ➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✑❞✕♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦q➏⑨❛❝⑤q❡❝⑩❶❴❜❡✉✐❧❼Ð♦❶❛☞④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✂④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧♣q♦❶❛❢➂■➢s❞❢❛❤❣✉❞✮❞❢❛❝❾✚⑤q❞❢❼✬✐
♣q❞✕④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦q➏✽⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐➊➅➦❛❝❞❄⑤q❼✬✐t④❢♦❶❼☞➀q❴❜✇☎✐❧❦♥♠❧♦✱♣q❞✬④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✵❼✬✐❧❴❜❛✵④❢⑤q❡❤❣✉♦❶❛☞♣q❞✬❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐t❾✚⑤q❞
④♥✐❧♣☎✐✂⑤q❼Ø♣q❞❢⑥❜❞❢❛✪✈➳♦❶❛❝❛✉✐☞❛❝❞❢❡✪♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦☛✐➭❣✉❡✉✐✘➯❶❹❢❛✪♣q❞↕♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❝❞❢❛✳❼✬✐❧❴❜❛➍❛❝❴❜❼❄✈q⑥❜❞❢❛❢➏✡♦☞❾✚⑤q❞
✐❧④♥✐❧❡❝❡❝❞❆❣❥✐✑✇☎✐✑♣q❴❜❼❄❴❜✇✚⑤q❴❿❦♥♠❧♦✱♣☎✐✑④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞✕♣q♦■❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❽➂■➣✳❣✉❡✉✐✘➯❶❹❢❛☛♣q♦■⑤q❛❝♦Ò♣q❞✕♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫❽➅
④♥✐❧♣q♦❶❡❝❞❢❛s♣q❞✷♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦❄❛❝⑤☎✐✘➯❶❞☞➐✡➔❤➐ ➋ ➚✎♣q♦❄❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏ ❛ ✈➄⑦✺→✱❲✱➒❶❭⑥❲ ❛ ✈➄⑦✺→✱❲✧û✷✔❇→✉➪✰➏☎✐☛❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦☛✈➳♦✚♣q❞✵❛❝❞❢❡
✈☎✐❧❛❝❛✉✐❧♣☎✐✮♣q❞☞⑤q❼✦♣q❞❢④❆♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✾✐✕♦❶⑤❽❣✉❡❝♦q➏✝④♥✐❧❡✉✐❧④❆❣✉❞❢❡❝❴❜Ù♥✐❧✇q♣q♦✮⑤q❼û✈q❡❝♦✡④❢❞❢❛❝❛❝♦▼❴❿❣✉❞❢❡✉✐➭❣✉❴❿➯①♦❽➂✷❫❵❞❢❛❤❣❥✐
❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏✡♦☛④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦☛♣q❞✾④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✂❣✉⑤q❡❝➀➳♦☛✈➳♦✡♣q❞✾❛❝❞❢❡➄♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣q♦☛④❢♦❶❼❄♦☞⑤q❼P❞❢❛❤❣❥➉❧⑩❶❴❜♦☛♣q❞✾④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐➊➅
❦♥♠❧♦✱④❢♦❶✇q④❢✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧♣☎✐✱❞➵⑤q❼ ✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦✮♣q❞❄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✱❴❿❣✉❞❢❡✉✐➭❣✉❴❿➯➭✐✮④♥✐❧❛✉✐❧♣q♦✱④❢♦❶❼Ð♦❶❛✷④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛
⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢✐❧♣q♦❶❛❢➂

➣➠✈q❡❝❴❜❼❄❞❆❴❜❡✉✐☞❞✰➷❽✈➳❞❢❡❝❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐➵❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐☞④❢♦❶❼➸♦❄❴❜✇①❣✉⑤q❴❿❣✉♦☛♣q❞✵❛❝❞✵✐❧⑥❜④♥✐❧✇q❦♥✐❧❡★✐❄✐❧⑥❿❣❥✐☛④♥✐❧✈☎✐➭④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞
♣q❞☛④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦✮♣q❞☞❞❢❡❝❡❝♦❶❛✾♣q❞☞④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛❵⑥❜♦❶✇q⑩❶♦❶❛❢➏✝❛❝❞❢❼✦❛❝⑤☎✐✕④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞✂❴❜✇q❞❢❡❝❞❢✇①❣✉❞❧➏❨➘✎♦❶❴❍✐➭❣✉❡✉✐✘➯❶❹❢❛
♣q❞✂④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛s✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦q➂s➎❍♦❶❡❝❹❢❼t➏✝✐❄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④❢✐❧❦♥♠❧♦✕♣q♦❶❛❵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛s④❢♦❶❼❄✈➳♦❶✇q❞❢✇①❣✉❞❢❛❵✇☎♠❧♦✕❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣✉♦❶⑤
❞❢❼ ❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❜✐❧❛☞♣q❞t♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦q➏✳④❢♦❶❼❄♦Ò❛❝❞t❞❢❛❝✈➳❞❢❡✉✐♥➯❧✐❽➏✪♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦❻✐❧♦⑧⑤q❛❝♦⑧♣q❞t✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦❶❛☞♣q❞
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦⑧♣q❞▼♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦❻✐➭➀q❡✉⑤q✈❽❣❥✐Ò→s➔➞→ ➋ ➚✎♣q♦⑧❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏ ✭ ⑤■⑧➭④✕❲✱➒❶❭⑥❲ ✭ ⑤■⑧➭④✕❲✧û✷✔❇→✉➪✰➏➍④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞❼❄❞❢✇q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣q♦★❞❢❼ú➼ ➑ ➽➾➂✽⑦⑨❼Ú➩✘➮❶➮✕✖❽➏❧➝✪❞❢❡❝❡❝♦❶⑤❩②✂→★⑤■❪ ❃ ➼Õ➩❆➽✡❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧❡✉✐❧❼Ö❾✚⑤q❞➟❞❢❡✉✐s✈✍♦❶❛❝❛✉➁Õ➯①❞❢⑥①❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜❡
♣☎✐❧♣q♦❶❛✻④❢♦❶❼➧⑤q❼✬✐✳❣❥✐➊➷q✐s✐❧④❢❴❜❼✬✐✳♣☎✐➄❣❥✐➊➷q✐★♣q❞➍④❢♦❶❡❤❣✉❞➍♣q♦s④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➂❍⑦⑨⑥❜❞⑨♦❶➀❽❣✉❞❆➯①❞➟⑤q❼✬✐✳❣❥✐➊➷q✐★♣q❞➍❞❢❡❝❡❝♦s♣q❞
➀q❴❿❣➟❞✰➷✡❣✉❡❝❞❢❼✬✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞s➀☎✐❧❴Õ➷q✐✷④❢♦❶❼î⑤q❼✬✐✷❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✵❛❝❴❜✇☎✐❧⑥Õ➅➦❡❝⑤q➁❿♣q♦✷✈✍♦❶❡➟➀q❴❿❣➟♣q❞s❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦❄➚

Eb/No

➪
✈q❡❝➲✘➷❽❴❜❼❄✐⑧♣q♦❋⑥❜❴❜❼➵❴Õ❣✉❞▼♣q❞Ò➐✡❷☎✐❧✇q✇q♦❶✇❮❞❢❼❁⑤q❼ ④♥✐❧✇☎✐❧⑥s⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦q➏✳⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧✇q♣q♦⑧④❢➲✡♣q❴❜⑩❧♦❶❛❄❣✉⑤q❡❝➀➳♦
④❢♦❶✇①➯①♦❶⑥❜⑤q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧❴❜❛★➅s❺✪➇s❺P➚✎♣q♦✮❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏❳ÿ❞✈⑨❭⑥✌■✈⑨❪❶✔❇→❲①③✈⑨❭✟⑤■❪✯❱✣✔❇⑧✳✲❶✈Þÿ❞✈✶④✢②✺t➭➪✵➼Õ➩❢➽➄➼ ➑ ➩❢➽➾➂✵➣Ú✈☎✐❧❡❤❣✉❴❜❡❵♣q❞
❞❢✇✚❣❥♠❧♦❽➏❧♦❶❛✟✈➳❞❢❛❝❾✚⑤q❴❜❛✉✐❧♣q♦❶❡❝❞❢❛✽✈☎✐❧❛❝❛✉✐❧❡✉✐❧❼➠✐s❛❝❞✪♣q❞❢♣q❴❜④❢✐❧❡✟❼✬✐❧❴❜❛✟✐❧♦❶❛✟④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✻❣✉⑤q❡❝➀➳♦s④❢♦❶✇✚➯❶♦❶⑥❜⑤q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧❴❜❛❢➏
♣q❞❢❴Õ➷q✐❧✇q♣q♦❄♦❶❛➄④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✳❣✉⑤q❡❝➀➳♦➵♣q❞✷➀q⑥❜♦✡④❢♦➵♣q❞✷⑥❸✐❧♣q♦q➂

⑦⑨❼î➩✘➮❶➮■✗q➏➭➎✽➴✡✇q♣q❴❸✐❧❷✰②✂→★⑤■❪ ❃ ✈q❡❝♦❶✈q⑤q❛❝❞❢❡✉✐❧❼➧⑤q❼➧✇q♦➊➯❶♦❵♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✽➐✡➔❤➐ ➋ ➼ ➑❶➑ ➽✚✈☎✐❧❡✉✐★❣✉♦✚♣q♦❶❛
♦❶❛✾④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛↕♣q❞☛➀q⑥❜♦✡④❢♦✕⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡❝❞❢❛↕❞☛❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧❡✉✐❧❼û❾✚⑤q❞☛♦❶❛✾④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛❵❣✉⑤q❡❝➀➳♦✮♣q❞☛➀q⑥❜♦✡④❢♦⑧➚✜➝✪➇s❺❵➏➜♣q♦
❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏Û➓➔❪❿✈✫✇❨➯❹❱✣✔❇⑧✳✲❶✈✉ÿ❞✈✶④✢②✺t❧➪✪✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❞❢❼❉♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✕④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉➉♥➯❶❞❢⑥✻④❢♦❶❼ ♦❶❛s④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➄❣✉⑤q❡❝➀➳♦
④❢♦❶✇①➯①♦❶⑥❜⑤q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧❴❜❛❢➂❍⑦⑨❛❤❣✉❞s✇q♦✘➯❶♦✵④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦✾❣✉⑤q❡❝➀➳♦✷♣q❞★➀q⑥❜♦✡④❢♦✾♦❧➘✎❞❢❡❝❞❢④❢❞★⑤q❼Ú➀➳♦❶❼Ú④❢♦❶❼❄✈q❡❝♦❶❼❄❴❿❛❝❛❝♦✾❞❢✇✚❣✉❡❝❞
♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✱❞❄④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➏➜❛❝❞❢✇q♣q♦✱✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧✇①❣✉♦q➏✻❼☛⑤q❴❿❣✉♦▼✐➭❣✉❡✉✐➭❣✉❴❿➯❶♦▼✈☎✐❧❡✉✐▼❴❜❼❄✈q⑥❿❞❢❼❄❞❢✇①❣❥✐❧❦♥♠❧♦q➂
➢s❞❢❛❤❣✉❞✂④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦q➏☎♦❶❛↕➝✪➇s❺✪❛❵❛✉♠❧♦✬♣q❴❜❛❝④❢⑤❽❣✉❴❜♣q♦❶❛s❞✂✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧♣q♦❶❛★✇q♦✕✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦➵✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦✬♣q❞✵♣q❞❢④❢♦➭➅
♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐☞❛❝⑤☎✐♥➯❶❞✵❞❢❼➸⑤q❼➸④♥✐❧✇☎✐❧⑥✻③✽③✽→➄➅❤❺✪❫✷rt➣✂➂



✣ ❾❿✘ ❋➇✜➜õ ➱✝✆ ô➳à⑥❋✂ô ✏ â❶ÜÐ✁✘ä ✏ Ü☎õ✻ô➳à ▲❘✣

↕➛➙❿➜❘➝✁➸☞➝➠➟❇➡☞❐★➺■⑨⑨➸✢➵❂➧q➩➚á✸➵❂➫➄➩✑ã✟➳✢➩❱➪✺➥✶➹✢➪❶➩✑➽➾➵❂➹❇➩✶➯❶➲✶➥q➺➾➵❂➫➉➻ß➩✑ã✝➴
❆➒♣❂❺ ❀❃❂❄✫✮✭❆❅✵✩✂❇❬❀❃✩✂❙▼✧✳✲✾✺✻✥★❙▼✲✵✫✮✩✂❇

➣ ❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐✂♣q❞↕④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦☞④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧♣☎✐✮➼ ➑ ✖➭➽✝❹↕④♥✐❧❡✉✐❧④❆❣✉❞❢❡❝❴❜Ù♥✐➭♣☎✐✂✈➳❞❢⑥❸✐✂⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦✵♣q❞↕♣q♦❶❴❜❛
♦❶⑤✬❼✬✐❧❴❜❛➍④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➍④❢♦❶❼❄✈➳♦❶✇q❞❢✇①❣✉❞❢❛❢➏❽④❢♦❶❼î♦✂❴❜✇✚❣✉⑤q❴❿❣✉♦✷♣q❞❵❛❝❞❵♦❶➀❽❣✉❞❢❡➟⑤q❼Ø✐❧⑤q❼❄❞❢✇①❣✉♦✵♣☎✐✂④♥✐❧✈☎✐➭④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞
♣q❞✾④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦➵♣q❞✾❞❢❡❝❡❝♦❶❛➄❛❝❞❢❼➸❴❜✇q④❢❡❝❞❢❼❄❞❢✇①❣❥✐❧❡❢➏❽✇☎✐☛❼❄❞❢❛❝❼✬✐✂✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❡❝❦♥♠❧♦q➏☎✐☞④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞❵♣q♦➵❛❝❴❜❛➞➅
❣✉❞❢❼✬✐❽➂✽➢s❞❢❛❤❣❥✐✷✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦q➏❧♦✷❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐↕♣q❞➄④❢♦✡♣q❴❿➫☎④❢✐❧❦♥♠❧♦✷❹➄④❢♦❶❼❄✈✍♦❶❛❤❣✉♦✷✈✍❞❢⑥❸✐↕④❢♦❶❼☛➀q❴❜✇☎✐❧❦♥♠❧♦↕♣q❞➄♣q♦❶❴❜❛
♦❶⑤✑❼✬✐❧❴❜❛★④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❝❞❢❛❢➏➳❾✚⑤q❞☞⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❼➸④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛s④❢⑤q❡❤❣✉♦❶❛❢➏✝✈☎✐❧❡✉✐❄⑩❶❞❢❡✉✐❧❡s⑤q❼❉④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❄⑥❜♦❶✇q⑩❶♦q➂ ➋
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✳❹↕➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧♣q♦☞✈➳❞❢⑥❿♦❶❛➄❡❝❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❴❿➯①♦❶❛➄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❝❞❢❛➄♣q♦❶❛➄④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✳❼✬✐➭❴❜❛✪❛✉❴❿❼❄✈q⑥❜❞❢❛❢➏
➘✎♦❶❡❝✇q❞❢④❢❞❢✇q♣q♦❄⑤q❼✬✐✂❞❢❛❤❣✉❡❝⑤❽❣✉⑤q❡✉✐☛♣q❞✾♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵❼☞⑤q⑥❿❣✉❴ ➅➦❞❢❛❤❣❥➉❧⑩❶❴❿♦q➏✡❾✚⑤q❞✾❹✾❼❄❞❢✇q♦❶❛➄④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷q✐☞♣q♦
❾✚⑤q❞↕⑤q❼✬✐✵♣q❞↕❞❢❛❤❣❥➉❧⑩❶❴❜♦✂❛❝❴❜❼❄✈q⑥❜❞❢❛❢➂✽➎❍♦✚♣q❞✰➅➦❛❝❞↕④❢⑥❸✐❧❛❝❛❝❴❿➫☎④♥✐❧❡✳✐✵④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦☛❞❢❼ú♣q♦❶❴❜❛➟❣✉❴❜✈✍♦❶❛❢➆✽❛❝❞❢❡❝❴❸✐❧⑥
❞✷✈☎✐❧❡✉✐❧⑥❜❞❢⑥❸✐❽➏❽❾✚⑤q❞✷❛❝❞❢❡✉♠❧♦❄♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣❥✐❧❛s✐☛❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜❡❢➂

●❉➱③➮❉➱➄✃ å➂❒➤❮ÓèÛØ ❰ÐÏ✮❮ÓØ➤ÙÛÚ➤❒üâ❉ÏÜÖ☞æ➾Ø➤é
➢❵✐■➫☎⑩❶⑤q❡✉✐ ✤✡➂❿➩t❹t❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦Ò⑤q❼ ❞❆❛✉❾✚⑤q❞❆❼✬✐❻♣q❞t④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦❻❛❝❞❢❡❝❴❸✐❧⑥➾➏➟♦❶✇q♣q❞▼♦❻✈☎✐❧❡➵④❢♦➭➅

♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❥➺➭♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✾➩✵❹✷④❢♦❶❼☞⑤q❼❄❞❢✇✚❣✉❞✾④❥❷☎✐❧❼✬✐❧♣q♦❄④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❥➺➭♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡➄❞✰➷✡❣✉❞❢❡❝✇q♦q➏
❞❢✇q❾✚⑤☎✐❧✇①❣❥♦✕♦✬✈☎✐❧❡ ➑ ❹✂④❥❷☎✐❧❼✬✐❧♣q♦✬❴❜✇①❣✉❞❢❡❝✇q♦q➂ ➥ ❼❉➀q⑥❜♦✚④❢♦✬♣q❞

k
➀q❴❿❣✉❛s❹✂❴❜✇q❴❜④❢❴❜✐❧⑥❿❼➵❞❢✇✚❣✉❞✷④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦

✈➳❞❢⑥❜♦✱④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✱❞❥➷✡❣❥❞❆❡✉✇q♦
C1(n1, k)

➂✱⑦⑨❼ ❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜♣☎✐❽➏✽♦✱❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦✑♣q❞❢❛❤❣❥✐✱④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦q➏❍⑤q❼ ➯❶❞✰➅
❣✉♦❶❡❄♣q❞▼❣❥✐❧❼✬✐❧✇q❷q♦

n1
➏✳❹t④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦⑧✈➳❞❢⑥❜♦⑧④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦⑧❴❜✇①❣✉❞❢❡❝✇q♦

C2(n2, n1)
➂➡➣û♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞❆❣❥✐☛♦✚④❢♦❶❡❝❡❝❞✷❞❢✇①❣❥♠❧♦❄❞❢❼➸♣q⑤☎✐❧❛s❞❆❣❥✐❧✈☎✐❧❛❢➏☎④❢♦❶❼ ✐➵♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❄♣q❞
C2

❛✉❞❆✇q♣q♦✬❞✰➷❽❞❢④❢⑤❽❣❥✐❧♣☎✐
✈q❡❝❴❜❼❄❞❢❴❜❡✉✐❧❼➵❞❢✇①❣✉❞❧➏q❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜♣☎✐☛♣☎✐➵♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❄♣q❞

C1
➂



▲ ▼ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛➍ô❑❀✍á❂❁qß ➱ Ü

↕➤➙❿➜❘➝⑧➸☞➝ß➞☞➡✴❐★➺■⑨⑨➸✢➵❂➧q➩➚á✸➵❂➫➄➩✑ã✟➳✢➩➚➪✺➥✶➹✢➪❶➩✑➽➾➵❂➹❇➩✶➯❶➲✶➥q➨❇➩✑➫➄➩✑ã➼➵❂ãß➩✕➴
●❉➱③➮❉➱③➮ å➂❒➤❮ÓèÛØ ❰ÐÏ✮❮ÓØ➤ÙÛÚ➤❒③▲✪Ø➛Ö☞Ø➤é➾Ï✮é➾Ø

➣➸④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦■✈☎✐❧❡✉✐❧⑥❜❞❢⑥❸✐▼➘✎♦❶❴✪❴❜✇①❣✉❡❝♦✡♣q⑤qÙ❢❴❜♣☎✐✱♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❿✇☎✐❧⑥❿❼❄❞❆✇✚❣✉❞✬✈✍♦❶❡☛➝✪❞❢❡❝❡❝♦❶⑤❨➏ ➙ ⑥❸✐♥➯✡❴❜❞❢⑤✡➷❻❞
➇➄❷q❴❿❣✉❴❜❼✬✐➊Ô❤❛❝❷q❴❜❼❄✐t➼Õ➩❢➽➾➂↕❫✾✐✬❼❄❞❢❛❝❼✬✐➵➘✎♦❶❡❝❼✬✐❄❾✚⑤q❞☞♦❶❛❵❛❝❞❢❡❝❴❸✐❧❴❜❛❢➏✝♦❶❛❵④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❝❞❢❛❵✈☎✐❧❡✉✐❧⑥❜❞❢⑥❸✐❧❼➵❞❢✇✚❣✉❞
④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧♣q♦❶❛✬⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❼ ♣q♦❶❴❜❛❄♦❧⑤✔❼✬✐❧❴❜❛☛④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❝❞❢❛❄④❢♦❶❼❄✈➳♦❶✇q❞❢✇①❣✉❞❢❛✬✈☎✐➭❡❥✐Ò❴❜❼❄✈q⑥❿❞❢❼❄❞❢✇①❣❥✐❧❡
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➵⑥❜♦❶✇q⑩❶♦❶❛❢➂✔➢❵✐■➫☎⑩❶⑤q❡✉✐ ✤✡➂ ➑ ❹t❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦Ò⑤q❼ ❞❢❛❝❾✚⑤q❞❢❼❄✐❻♣q❞t④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦❢♠❧♦❻✈☎✐❧❡✉✐❧⑥❜❞❢⑥❸✐❽➏
♦❶✇q♣q❞✷⑤q❼P➀q⑥❜♦✡④❢♦☛♣q❞

m
➀q❴❿❣✉❛➄♣q❞✾❼❄❞❢✇q❛✉✐❧⑩❶❞❢❼➸❹✾④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦☛✈➳❞❢⑥❜♦☛④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦

C1
✈☎✐❧❡✉✐☛✈q❡❝♦✚♣q⑤qÙ❢❴❜❡★✐

❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐✕♣q❞☛✈☎✐❧❡❝❴❜♣☎✐❧♣q❞
x1

➂✵➎❍✐❧❡✉✐❧⑥❜❞❢⑥❸✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏✝♦❶❛↕➀q❴❿❣✉❛↕♣q❞☛❼❄❞❢✇q❛✉✐❧⑩❶❞❢✇q❛✾❛✉♠❧♦✮❞❢✇①❣✉❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥✐❧♣q♦❶❛↕❞
④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❛✪✈➳♦❶❡

C2
➏❽♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧✇q♣q♦✂✐✂❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐☞♣q❞↕✈☎✐❧❡❝❴❜♣☎✐❧♣q❞

x2

➂ ➋ ❛
m
➀q❴❿❣✉❛✪♣q❞↕❼❄❞❢✇q❛✉✐❧⑩❶❞❢❼

❞❵✐❧❛➟♣q⑤☎✐❧❛➟❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛
x1

❞
x2

❛✉♠❧♦✂❼☞⑤q⑥❿❣✉❴❜✈q⑥❿❞✰➷q✐❧♣☎✐❧❛⑨✈☎✐❧❡✉✐✵⑩❶❞❢❡✉✐❧❡➟✐✷❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐✵④❢♦✡♣q❴❿➫☎④❢✐❧♣☎✐
X
➂

➐✡❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛✮④❢♦✡♣q❴Õ➫☎④♥✐❧♣☎✐❧❛✬❣❥✐❧✇①❣✉♦❋✈➳♦❶❡✬④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦✢✈☎✐❧❡✉✐❧⑥❜❞❢⑥❜✐⑧❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉♦✢✈✍♦❶❡✬❛❝❞❢❡❝❴❸✐❧⑥s✈➳♦✡♣q❞❢❼
➘✎♦❶❡❝✇q❞❢④❢❞❢❡✮♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦❱❼☞⑤q❴❿❣✉♦❋✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼❄♦❋✐❧♦✢⑥❜❴❜❼➵❴❿❣❝❞✱♣q❞⑧➐✡❷☎✐❧✇q✇q♦❧✇❨➏❵✈✍♦❶❡✕❡✉✐❧Ù❢➈✡❞❢❛✮⑥❜❴❜⑩❶✐❧♣☎✐❧❛✕②
♣q❴❜❛❤❣✉❡❝❴❜➀q⑤q❴❜❦♥♠❧♦❵♣q❞✳✈➳❞❢❛❝♦❶❛⑨♣q❞✳④♥✐❧♣☎✐↕④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦↕④❢♦❶❼❄✈✍♦❶✇q❞❢✇✚❣✉❞❧➏❶➀➳❞❢❼❘④❢♦❶❼❄♦↕♣q♦↕④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦↕④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧♣q♦q➂

●❉➱③➮❉➱❲ê ✚✰❮❞❰❇Ö☞Ï✮é➾Ø➤ÙÛØ❞×❅Ï✮❮s❰Ð❒
➋ ❞❢✇①❣✉❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦✢❹✑⑤q❼✬✐❻❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐❋♣q❞■❞❢❼☞➀☎✐❧❡✉✐❧⑥❜❷☎✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦❋♣q❞✑❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛❢➏➄❛❝❞➞Ô❝✐❧❼ ❞❢⑥❜❞❢❛

➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛➍♦❶⑤
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏✚⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣☎✐✷❞❢❼Ø✐❧⑥❜⑩❶⑤q❼✬✐❧❛➟✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦❢➈✚❞❢❛➟♣q❞❵❛❝❴❜❛❤❣❥❞❆❼✬✐❧❛✪♣q❞❵④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦q➂ ➋

❞❢✇✚❣✉❡❝❞❢⑥❸✐➭❦♥✐❧♣q♦❶❡✾❣✉❞❢❼Ð✐✕➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦t♣q❞➵✈✍❞❢❡❝❼☛⑤❽❣❥✐❧❡✾♦❶❛✾❛✉➁❿❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛↕♣☎✐❧❛✷❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛✵♣q❞➵❞❢✇✚❣✉❡✉✐❧♣☎✐❽➏✻♦❶⑤
❛❝❞➞Ô❝✐❽➏➭❞❢⑥❜❞➍❡❝❞❢♦❶❡❝♣q❞❢✇☎✐★♦❶❛✻❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦❶❛❨❞❢✇✚❣✉❡✉✐❧✇①❣✉❞❢❛✟♣q❞➍⑤q❼✬✐✳➘✎♦❶❡❝❼✬✐➄✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛➜❣✉❞❢❼❄✈➳♦❶❡✉✐❧⑥➾➏✘✇☎♠❧♦★❷☎✐♥➯①❞❢✇q♣q♦❽➏



✣ ❾❿✘ ❋➇✜➜õ ➱✝✆ ô➳à⑥❋✂ô ✏ â❶ÜÐ✁✘ä ✏ Ü☎õ✻ô➳à ▲✟▲

↕➛➙❿➜❘➝✁➸☞➝✬❞✚➡☞❣❞➵❂➨❄➫➾➵✺➺➾➵❂➹■➽➄➩✶➯❶➲✶➥❱➧q➩✑➽➾➵❂➧✸Ò✑➽➉➻➼➪❶➩ü➳❄➥ü➵❂➹⑨➽➉➫➾➵❂ãß➩✶➯❶➩✶➳❄➥✶➫✂➴
✐❧❛❝❛❝❴❜❼t➏✝✇q❞❢✇q❷✡⑤q❼✬✐✮✐❧⑥❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦✕✇☎✐✕❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞☞♣q❞☛④♥✐❧♣☎✐✕❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦✬♣q❞☛⑤q❼✦✐❧⑥❿➘✜✐❧➀➳❞❆❣✉♦✕❞❢❼û⑤q❼✬✐
♣q❞❆❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐❧♣☎✐Ò❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❻♣q❞t❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐❽➂➡➢❵✐Ò➫☎⑩❶⑤q❡✉✐ ✤✡➂ ✖Ò❹t❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧♣☎✐Ò⑤q❼✬✐Ò❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧❦♥♠❧♦
❼✬✐➭❣✉❞❢❼✬➉➭❣✉❴❜④♥✐✂♣q♦❄❞❢✇①❣✉❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥✐❧♣q♦❶❡❢➂

❺✪♦❶✇❽➘✎♦❧❡✉❼➵❞✕♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧♣q♦Ò✇☎✐✱➫☎⑩❶⑤q❡✉✐Þ✤✡➂ ➑ ➏⑨♦■❞❢✇①❣✉❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥✐❧♣q♦❶❡☞❹✕⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦✱✇☎✐✑④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦
✈☎✐❧❡✉✐❧⑥❜❞❢⑥❸✐✬④❢♦❶❼✦♦✮♦❶➀❽Ô❤❞❆❣✉❴❿➯❶♦✮♣q❞➵✐❧⑤q❼❄❞❢✇✚❣❥✐❧❡↕♦✮✈➳❞❢❛❝♦▼♣☎✐❧❛✾✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐❧❛➞➅➦④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦✕♣q❞☛❛✉✐❧➁❜♣☎✐✕♣q♦▼④❢♦✡♣q❴Õ➅
➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➂➄❺✪♦❶❼ ❴❜❛❝❛❝♦q➏✍✐➵✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞✾♣q♦❄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡★⑩❶❞❢❡✉✐❧❡★⑤q❼ ❞❢❡❝❡❝♦❄♣q❞✵♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦✬✐☛⑤q❼✬✐☛❴❜✇①❣✉❞❢❡❝✈q❡❝❞❆❣❥✐❧❦♥♠❧♦➵❞❢❡❝❡➭❹❶✇q❞♥✐➵♣☎✐☛✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡❥✐☞④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦☞❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❜♣☎✐✂❹✷❡❝❞❢♣q⑤qÙ❢❴❜♣☎✐t➼ ➑ ✗➭➽➾➂

➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞☛✇q♦✘➯❧✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞☛✐❄➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❩✤✡➂ ➑ ➏❨✐✬❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐✕♣q❞☞❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐
m
⑩❶❞❢❡✉✐✬⑤q❼✬✐❄❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐

④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣☎✐
x1

♣q❞★➀☎✐❧❴Õ➷❽♦✵✈✍❞❢❛❝♦☞✐➭❣✉❡✉✐♥➯❶❹❢❛➟♣q♦✵④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡➍④❢♦❶✇①➯❶♦❶⑥❜⑤q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧⑥
C1
➂⑨➎✽✐❧❡✉✐✾❾✚⑤q❞s♦❶⑤❽❣✉❡✉✐

❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐★④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣☎✐➄♣q❞➟➀☎✐❧❴Õ➷❽♦★✈➳❞❢❛❝♦s✇☎♠❧♦s❛❝❞➞Ô❝✐★✈q❡❝♦✡♣q⑤qÙ❢❴❜♣☎✐➄❞❢❼
x2

➏➭♦★❞❢✇✚❣✉❡❝❞❢⑥❸✐➭❦♥✐❧♣q♦❶❡✻✈➳❞❢❡❝❼☞⑤❽❣❥✐
♦❶❛✳❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦❶❛➟♣☎✐✂❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐

m
④❢♦❶❼Ø♦☞✈q❡❝♦❶✈➳➲❶❛❝❴❿❣✉♦✂♣q❞↕♦❶➀❽❣✉❞❢❡✪⑤q❼✬✐✵❛✉❞❆❾✢❏q➶❢✇☎④❢❴❸✐☞♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢✇①❣✉❞❧➏❽④❢♦❶❼

❼✬✐❧❴❜♦❶❡➟✈➳❞❢❛❝♦q➂⑨➨➟✐❧❼❄♦❶❛✪❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧❡✪❞❢❛❤❣✉❞❢❛★④❢♦❶✇q④❢❞❢❴Õ❣❥♦❧❛★✐➭❣✉❡✉✐♥➯①❹❢❛✳♣q❞✾⑤q❼P❞✰➷❽❞❢❼❄✈q⑥❜♦q➂⑨➢❵✐☞➫☎⑩❶⑤q❡✉✐➒✤✡➂ ✗q➏q✐
❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐☞♣q❞❵❞❢✇✚❣✉❡✉✐❧♣☎✐

mi0

✈q❡❝♦✡♣q⑤qÙ✾✐❧❛✪❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐☞♣q❞❵❛✉✐❧➁❜♣☎✐
x1i

❞
x2i

➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞✾❾✚⑤q❞❧➏
m10❞

m20

❛✉♠❧♦✮✈➳❞❢❡❝❼☞⑤❽❣❥✐❧❦❢➈✡❞❢❛✾♣q❴❜❛❤❣✉❴❜✇①❣❥✐❧❛↕♣☎✐✕❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐
m00

➂✂➢❵✐✮✈➳❞❢❡❝❼☞⑤❽❣❥✐❧❦♥♠❧♦
π1
➏❨♦▼✈✍❞❢❛❝♦t♣☎✐

❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐✵♣q❞❵✈☎✐➭❡✉❴❿♣☎✐❧♣q❞s✈✍❞❢❡❝❼✬✐❧✇q❞❢④❢❞❵♦✵❼❄❞❢❛❝❼❄♦✵♣☎✐✵❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐✵♣q❞s❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦
m10

➂⑨⑦⑨✇①❣✉❡❝❞✰➅
❣❥✐❧✇✚❣✉♦q➏①✇☎✐✾✈➳❞❢❡❝❼☞⑤❽❣❥✐❧❦♥♠❧♦

π2

➏✚♦✷✈➳❞❢❛❝♦✵♣☎✐✾❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐
x22

✐❧⑤q❼❄❞❢✇①❣❥✐✾❞❢❼Ú⑤q❼✬✐✾⑤q✇q❴❜♣☎✐❧♣q❞➄❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦
④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧♣☎✐❵②

m20

➏❧❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧✇q♣q♦❵❾✚⑤q❞✳♦❵✈✍❞❢❛❝♦✾♣☎✐s✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦★✈➳♦✡♣q❞✪❛❝❞❢❡✽✐❧⑤q❼❄❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❵④❢♦❶❼
♦✂⑤q❛❝♦✂♣q❞s❞❢✇①❣✉❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥✐❧♣q♦❶❡❝❞❢❛❢➂➍➢❵✐✾❣❥✐❧➀➳❞❢⑥❸✐➇✤✡➂❿➩s❹s❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦✷♦✵❞❆➘✎❞❢❴❿❣✉♦✵♣q♦✂❞❢✇①❣✉❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦✵✇☎✐❧❛➟❛❝❞✰➅
❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❧❛➍♣q❞★✈☎✐❧❡❝❴❜♣☎✐❧♣q❞➄♣q♦✵④❆♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➏①❞❢❼Ú❾✚⑤q❞

π0
❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐✂✐✾✈➳❞❢❡❝❼☞⑤❽❣❥✐❧❦♥♠❧♦✷❴❜♣q❞❢✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➏

♦❶⑤❱❛❝❞➞Ô❝✐❽➏➍✇☎♠❧♦■❷☎➉✱❣✉❡❝♦✡④♥✐✑♣q❞✮✈✍♦❶❛❝❴❜❦♥♠❧♦■♣q♦❶❛☛➀q❴❿❣✉❛☞❾✚⑤q❞▼④❆♦❶❼❄✈➳➈✡❞❢❼ ✐✑❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐❽➂❋❫❵❴❸✐❧✇①❣✉❞✕♣q♦❶❛
❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛✾✈➳♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛✷✐➭➫☎❡❝❼✬✐❧❡↕❾✚⑤q❞☛♦▼❞❢✇①❣✉❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥✐❧♣q♦❶❡✾✐➭❣✉⑤☎✐✮♣q❴❜❡❝❞❆❣❥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞☞✇☎✐❧❛✾✈q❡❝♦❶✈q❡❝❴❜❞❢♣☎✐❧♣q❞❢❛
♣q❞☞♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐❄♣q♦✕④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦q➏➳④❢♦❶✇①❣✉❡❝❴❜➀q⑤q❴❜✇q♣q♦✕✐❧❛❝❛❝❴❜❼û✈☎✐❧❡✉✐❄♦✕❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡s♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❆✇q❷q♦▼♣q♦❶❛❵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛
❣✉⑤q❡❝➀➳♦➵❾✚⑤q❞✵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❼Ø❞❢❛❝❾✚⑤q❞❢❼✬✐❧❛s♣q❞✷④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧♣☎✐❽➂

➋ ❛s❞❢✇①❣✉❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥✐❧♣q♦❶❡❝❞❢❛s④❢♦❶❼☛⑤q❼❄❞❢✇①❣✉❞✵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦❶❛➄❞❢❼❉❞❢❛❝❾✚⑤q❞❢❼✬✐❧❛❵♣q❞✂④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❄❣✉⑤q❡❝➀➳♦❄❛✉♠❧♦q➆
❞❢✇✚❣✉❡❝❞❢⑥❸✐➭❦♥✐❧♣q♦❶❡❵♣q❞✂➀q⑥❜♦✡④❢♦✬❞✂❞❢✇①❣✉❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥✐❧♣q♦❶❡s✈q❛❝❞❢⑤q♣q♦➭➅➞✐❧⑥❜❞♥✐➭❣✉➲❶❡❝❴❜♦q➂ ➋ ❞❢✇①❣❥❡❝❞❢⑥❜✐❧❦♥✐❧♣q♦❶❡❵♣q❞✂➀q⑥❜♦✡④❢♦✬❹✂♦
❣✉❴❜✈➳♦✕♣q❞☞❞❢✇①❣✉❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥✐❧♣q♦❶❡❵❼✬✐❧❴❜❛❵⑤q❛✉✐❧♣q♦✮✇q♦❶❛↕❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛❵♣q❞☞④❢♦❶❼☛⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦q➂✾⑦⑨⑥❿❞☞❹☞④♥✐❧❡✉✐❧④❆❣✉❞❢❡❝❴❜Ù♥✐❧♣q♦
✈➳♦❶❡⑨⑤q❼❘✈q❡❝♦✡④❢❞❢❛❝❛❝♦✵♦❶✇q♣q❞★♦❶❛⑨♣☎✐❧♣q♦❶❛➍❛✉♠❧♦✷❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦❶❛⑨❞❢❼Ú⑥❜❴❜✇q❷☎✐❧❛❍❞★⑥❜❴❜♣q♦❶❛⑨✐❧♦✾⑥❜♦❶✇q⑩❶♦✾♣☎✐❧❛⑨④❢♦❶⑥❜⑤q✇☎✐❧❛⑨♣q❞



▲ ó ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛➍ô❑❀✍á❂❁qß ➱ Ü

↕➛➙❿➜❘➝⑧➸☞➝❶➳❘➡✴➹❲ãä➸✢➺➉➽➉➫➄➩✶➯❶➲✶➥ü➳✢➩❱➪✺➩✑➨Ð➩✶➪➭➻➼➳✢➩✶➳✢➵➶➳❄➵➔➩✑➸❄➧ü➵❂➹■➽➾➥ü➳❄➵❉➨Ð➵✺➺➾➥ü➳❄➥❱➵❂➹■➽➉➫➾➵❂ãß➩✶➯❶➩✶➳❄➥✶➫❶➴
➐✡❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐ ➐✡❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐ ➎✟❞❢❛❝♦✬♣☎✐
♣q❞✷❴❜✇❽➘✎♦q➂ ♣q❞✷✈☎✐❧❡❝❴❜♣☎✐❧♣q❞ ✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❿⑩❶♦

mi0 x2i (mi0,x2i)
π0

➩❶➩ ➒❶➒ ➩ ➒❶➒❶➒ ✖
π1

➩ ➒ ➩ ➒ ➩❶➩ ➒❶➒ ✗
π2

➩ ➒❶➒ ➩ ➩❶➩❶➩ ➒ ✤

ý✁þ❵ÿ ➝✁➸☞➝➠➟❇➡✴❐➦❷✿➵❂➻ä➽➾➥ü➳✢➩✶➺➛➨☞➵❂➫➉➧➶➸❄➽➄➩✶➯✁�■➵✺➺❞➹❇➩✶➺➤➺➾➵❨⑨♣ç➓è❂➹✢➪❂➻ß➩✶➺➤➳❄➥ü➪✺➥⑨➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➳❄➥✶➫s➳✢➩Ó➘✢á✫➸❄➫➄➩❂➼✕➴ ✂✢➴
❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù❢❞❢❛✽♦❶⑤➵➯✡❴❜④❢❞❥➅➹➯①❞❢❡❝❛✉✐❽➂⑨⑦❍➷❽❴❜❛❤❣✉❞❢❼Ú❾✚⑤☎✐➭❣✉❡❝♦✾➯❧✐❧❡❝❴❸✐❧❦❢➈✡❞❢❛⑨➀☎➉❧❛❝❴❜④♥✐❧❛⑨♣q❞❢❛❤❣✉❞★❞❢❛❝❾✚⑤q❞❢❼✬✐❽➏✚❾✚⑤q❞★➯➭✐❧❡❝❴❸✐❧❼
♣q❞➄✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦↕④❢♦❶❼❘✐❵♦❶❡❝♣q❞❢❼➠❞❢❼❃❾✚⑤q❞➄✐❧❛✽④❢♦❶⑥❜⑤q✇☎✐❧❛❍❛✉♠❧♦↕⑥❜❴❜♣☎✐❧❛✳➚✜↔ ➛ ➆❧↔➜❞❆➘×❣❤➅➹❣✉♦➭➅ ➛ ❴❿⑩❶❷①❣❍♦❶⑤ ➛ ↔⑨➆ ➛ ❴❜⑩❶❷①❣❤➅
❣✉♦➭➅➞↔➜❞❆➘×❣✰➪✟❞s✐✾♦❧❡✉♣q❞❆❼Ú❞❢❼Ú❾✚⑤q❞s✐❧❛⑨⑥❜❴❜✇q❷☎✐❧❛✽❛✉♠❧♦✷⑥❜❴❜♣☎✐❧❛➄➚✎➇★➝❵➆ ➇✟♦❶✈✡➅➹❣✉♦➭➅➞➝✪♦❧❣❝❣✉♦❶❼❘♦❶⑤➵➝✪➇✾➆ ➝✪♦❧❣❝❣✉♦❶❼☛➅➹❣✉♦➭➅
➇✟♦❶✈✍➪✰➂ ➋ ❞❢✇①❣✉❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥✐❧♣q♦❶❡✷✈q❛❝❞❢⑤q♣q♦➭➅➞✐❧⑥❜❞♥✐➭❣✉➲❶❡❝❴❜♦▼⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐✮⑤q❼✬✐t♦❶❡❝♣q❞❢❼Ð♣q❞❄✈➳❞❢❡❝❼☞⑤❽❣❥✐❧❦♥♠❧♦✱♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣☎✐
✐❧⑥❜❞♥✐➭❣✉♦❶❡❝❴❸✐❧❼➵❞❢✇①❣✉❞❵✈☎✐❧❡✉✐☞❼✬✐❧✈➳❞♥✐❧❡➄✐☞❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❜✐➵♣q❞✾❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐❽➂➍➎✟♦❶❡❝❹❢❼t➏q⑤q❼✬✐✵➯①❞❢Ù✾♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣☎✐❽➏q❞❢❛❤❣❥✐
♦❶❡❝♣q❞❢❼➸❛❝❞✵❼❄✐❧✇✚❣✉❹❢❼P✈☎✐❧❡✉✐☞❣✉♦✡♣☎✐☛❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❄❞❢❼➸❛❝⑤☎✐➵❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐❽➂

❆➒♣➄➃ ❀❃❂❄✫✮✭❆❅✵✩✂❇❉❈❋❊✕✼❍●■✩

➎❍✐❧❡✉✐✱❾✚⑤q❞✮⑤q❼ ④❢➲✡♣q❴❜⑩❧♦✑❛❝❞➞Ô❝✐✑④♥✐❧❡✉✐❧④❆❣✉❞❢❡❝❴❜Ù♥✐❧♣q♦✑④❢♦❶❼❄♦✱❣✉⑤q❡❝➀➳♦q➏✽❞❢⑥❜❞✕♣q❞❆➯❶❞✮❛✉✐➭❣✉❴❜❛❤➘✜✐❧Ù❢❞❢❡☛✐✱♣q⑤☎✐❧❛
④❢♦❶✇q♣q❴❜❦❢➈✡❞❢❛❢➆☛✐▼⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧❦♥♠❧♦▼♣q❞❄✈➳❞❢⑥❜♦t❼❄❞❢✇q♦❶❛✵♣q⑤☎✐❧❛✵④♥✐❧❼✬✐❧♣☎✐❧❛✵♣q❞❄④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦t④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧♣☎✐❧❛❢➏
✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧✇q♣q♦➭➅➦❛❝❞☛♦❶⑤Ò④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✾♣q❞➵➀q⑥❜♦✡④❢♦▼♦❶⑤Ò④❢♦❶✇①➯①♦❶⑥❜⑤q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧❴❜❛❢➏❨❞❄✐▼❴❜❼❄✈q⑥❿❞❢❼❄❞❢✇①❣❥✐❧❦♥♠❧♦✮♣q❞➵⑤q❼❬♣q❞✰➅
④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡➟❴❿❣✉❞❢❡✉✐➭❣✉❴❿➯①♦q➏①❾✚⑤q❞↕✈☎✐❧❡✉✐☞✐❧⑥❜④♥✐❧✇q❦♥✐❧❡➟⑤q❼ú♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦☛♣q❞❢❛❝❞➞Ô❝➉♥➯❶❞❢⑥➾➏q❹❵❡❝❞❢④❢♦❶❼❄❞❢✇q♣☎✐❧♣q♦☞♦
⑤q❛❝♦❄♣q❞✵✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣❝❼❄♦❶❛✳♣q❞✷♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❄④❢♦❶❼➸④❢❡❝❴❿❣✉❹❢❡❝❴❜♦❶❛✳❛❝⑤☎✐♥➯①❞❢❛s♣q❞✷♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦q➂
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❺✪♦❶✇❽➘✎♦❧❡✉❼➵❞s❼❄❞❢✇q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣q♦✵✇☎✐✵❛❝❞❢❦♥♠❧♦➒✤✡➂ ➑ ➏✡✈➳♦✚♣q❞✰➅➦❛❝❞❵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢✐❧❡⑨❣❥✐❧✇①❣✉♦☞✐✷④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦☞❛❝❞❢❡❝❴❸✐❧⑥➾➏
❾✚⑤☎✐❧✇✚❣✉♦✕✐❄④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦✕✈☎✐❧❡✉✐❧⑥❜❞❢⑥❸✐❽➏q❞❢✇✚❣✉❡❝❞✂♦❶❛s④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛★④❢♦❶❼❄✈➳♦❶✇q❞❢✇①❣✉❞❢❛↕♣q♦✬④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❄❣✉⑤q❡❝➀✍♦q➏➳♣q❞
➀q⑥❜♦✡④❢♦▼♦❶⑤❻④❢♦❶✇①➯❶♦❶⑥❜⑤q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧❴❜❛❢➂✕❺➟♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦✑✐t✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦▼♣☎✐▼④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦✱✈☎✐❧❡✉✐❧⑥❜❞❢⑥❸✐✕✈☎✐❧❡✉✐
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✽❣✉⑤q❡❝➀➳♦✷♣q❞★➀q⑥❜♦✡④❢♦✬➚➾❺✪➇★➝➄➪✰➏❶❣✉❞❢❼❄♦❶❛➍♣q⑤☎✐❧❛➍♦❶✈✍❦❢➈✡❞❢❛➟♣q❞★❞❢✇①❣✉❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦✷✈☎✐❧❡✉✐✾♦❶❛➍❛❝➁❜❼☛➀✍♦➭➅
⑥❜♦❶❛↕♣q❞☞❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦q➆➄♦▼✐❧⑥❜❞♥✐➭❣✉➲❶❡❝❴❿♦✬❞☛♦✕❞❢✇✚❣✉❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥✐➭❼❄❞❢✇✚❣✉♦✕⑥❜❴❜✇q❷☎✐①➺➭④❢♦❶⑥❿⑤q✇☎✐❄❛❝❴❜❼❄✈q⑥❜❞❢❛❢➂✾➣❵❼☞➀☎✐❧❛✾✐❧❛
❣✉❹❢④❢✇q❴❜④♥✐❧❛⑨♣q❞➄❞❢✇①❣✉❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦✷✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧❼Ú♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦❶❛➟❛❝❞❢❼❄❞❢⑥❜❷☎✐❧✇①❣✉❞❢❛❢➏①❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦✵✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧♣q♦❶❛
✐❧♦❶❛↕④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛❵❣✉⑤q❡❝➀➳♦✮♣q❞☛➀q⑥❜♦✚④❢♦Ò➼ ➑ ✤✘➽➾➂✵➔➦❛❤❣✉♦▼❛❝❞☛♣q❞❆➯❶❞❄✐❧♦✕➘✜✐➊❣❥♦✕♣q❞☛❾✚⑤q❞➵✐❧❛✾⑥❜❴❿✇q❷☎✐❧❛↕❞☛✐❧❛✾④❢♦❶⑥❜⑤q✇☎✐❧❛
♣q♦❶❛❄④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➵♣q❞t➀q⑥❜♦✚④❢♦⑧④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧♣q♦❶❛✬❛✉♠❧♦⑧❴❜✇q♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞❢✇①❣✉❞❢❛❢➏★✐❧❛❝❛❝❴❜❼t➏✪⑤q❼ ❞❢✇①❣✉❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦
✐❧⑥❜❞♥✐➭❣✉➲❶❡❝❴❜♦☞✇☎♠❧♦❄✐❧④❢❡❝❞❢❛❝④❢❞❢✇✚❣❥✐❄✇q❞❢✇q❷✚⑤q❼ ♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦✕✐❧♣q❴❜④❢❴❜♦❶✇☎✐❧⑥✝❛❝❴❜⑩❶✇q❴❿➫☎④♥✐➭❣✉❴❿➯❶♦q➂

➣➄♣q❼❄❴❿❣✉❴❿✇q♣q♦❮❾✚⑤q❞✢♦➡❞❢✇✚❣✉❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥✐❧❼❄❞❆✇✚❣✉♦❮⑤q❛✉✐❧♣q♦í✈☎✐❧❡✉✐❮♦❶❛■④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✱❣✉⑤q❡❝➀➳♦➡♣q❞✢➀q⑥❜♦✡④❢♦❮❹✢♦
⑥❜❴❜✇q❷☎✐①➺➭④❢♦❶⑥❿⑤q✇☎✐❽➏⑨✈➳♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛☛❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧❡☞❾✚⑤q❞t✐■④❢♦❶✇q④♥✐➊❣❥❞❆✇☎✐❧❦♥♠❧♦⑧❛❝❞❢❡❝❴❸✐❧⑥✳✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐Ò❼✬✐➭❴❜♦❶❡❝❞❢❛✂➯❧✐❧✇✡➅
❣❥✐❧⑩❶❞❢✇q❛★❞❢❼➸❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦❄②☛④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦❄✈☎✐❧❡✉✐❧⑥❜❞❢⑥❸✐❽➂

❺✪♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❆❡✉❞ ✐✦④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦Ð♣q❞➸♣q♦❶❴❜❛Ú④❆➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛❘♣q❞➸➀q⑥❜♦✡④❢♦❬⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡❝❞❢❛❘❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬➉➭❣✉❴❜④❢♦❧❛
C1(n1, k1, d1)

❞
C2(n2, k2, d2)

➂↕➣Ú④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦✮✈☎✐❧❡✉✐❧⑥❜❞❢⑥❸✐➵♣q❞
C1

❞
C2

❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐✬❞❢❼û⑤q❼✬✐
❣❥✐➊➷q✐✷♣q❞s④❆➲✡♣q❴❜⑩❶♦

Rp
⑥❜❞❆➯❶❞❢❼❄❞❢✇①❣✉❞s❛❝⑤q✈✍❞❢❡❝❴❜♦❶❡➟②✾❣❥✐➊➷q✐✷♣q❞★④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✷✈q❡❝♦✚♣q⑤qÙ❢❴❜♣☎✐✷✈➳❞❢⑥❸✐✾④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦

❛❝❞❢❡❝❴❸✐❧⑥
Rs

➏q❣❥✐❧⑥❨❾✚⑤q❞❧➆

Rp = R1R2

R1+R2−R1R2

Rs = R1R2

}

⇒ Rp > Rs.
➚③✤✡➂❿➩➊➪

➋ ✇q♣q❞
R1

❹✷✐✂❣❥✐➊➷q✐☞♣q♦➵④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦
C1

❞
R2

❹✷✐✂❣❥✐➊➷q✐☞♣q♦➵④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦
C2

➂➍⑦⑨✇①❣✉❡❝❞❆❣❥✐❧✇✚❣✉♦q➏❽❞❢❼P❡✉❞❆⑥❸✐❧❦♥♠❧♦
②☞♣q❴❿❛❝❣✺✹❧✇q④❆❴❸✐✂❼❄➁❜✇q❴❿❼✬✐✡➏❽✐✂④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦☛❛❝❞❢❡❝❴❸✐❧⑥➳⑩❶❞❢❡✉✐✂⑤q❼ú➯❧✐❧⑥❜♦❶❡

ds
❼✬✐❧❴❜♦❶❡➟❾✚⑤q❞✾✐☞✈☎✐❧❡✉✐❧⑥❜❞❢⑥❸✐

dp
➆

dp = d1 + d2 − 1

ds = d1 × d2

}

⇒ ds > dp.
➚③✤✡➂ ➑ ➪

➎❍✐❧❡✉✐✵♣q❞❆➫☎✇q❴❜❡➟❾✚⑤☎✐❧⑥➳♣q♦❶❛✪❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛✪✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❶❛✪✇☎✐❧❛✪❞❢❾✚⑤☎✐❧❦❢➈✡❞❢❛✷➚③✤✡➂❿➩➊➪⑨❞☞➚③✤✡➂ ➑ ➪⑨❹❵♦✂❼✬✐❧❴❜❛
♣q❞❆❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐❧✇①❣✉❞✂✇☎✐✮✐♥➯❧✐❧⑥❜❴❸✐❧❦♥♠❧♦❄♣q❞☞♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✮♣q♦❶❛↕❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦❶❛❵♣q❞☞④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦q➏❨✈➳♦✡♣q❞❆❼❄♦❶❛
⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢✐❧❡✳♦➵⑩①✐❧✇q❷q♦✬✐❧❛❝❛❝❴❜✇①❣✉➲❧❣✉❴❜④❢♦☛♣q❞✷④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦q➏q❾✚⑤q❞✵❹✾♣☎✐❧♣q♦❄✈✍♦❶❡❢➆

(Ga)i = 10 log(Ridi).
➚③✤✡➂ ✖①➪

➐✡⑤q➀q❛❤❣✉❴❿❣✉⑤q❴❜✇q♣q♦Ö♦❶❛⑧➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛❻♣☎✐ ❣❥✐➊➷q✐Ö♣q❞✔④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦Ö❞✔♣☎✐Ö♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐ ❼❄➁❜✇q❴❜❼❄✐❽➏➵✈☎✐❧❡✉✐Ö✐❧❛
④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦❢➈✡❞❢❛❄❛❝❞❢❡❝❴❸✐❧⑥➄❞▼✈☎✐❧❡✉✐❧⑥❜❞❢⑥❸✐✱♣q❞t④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛➵♣q❞▼➀q⑥❜♦✚④❢♦Ò⑥❜❴❜✇q❞❢❡✉✐❧❡❝❞❢❛❢➏➟♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦❶❛➵✐➭❣✉❡✉✐♥➯①❹❢❛➵♣☎✐❧❛



ó✚❖ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛➍ô❑❀✍á❂❁qß ➱ Ü

❞❢❾✚⑤☎✐❧❦❢➈✡❞❢❛t➚③✤✡➂❿➩➊➪✾❞■➚③✤✡➂ ➑ ➪✰➏✽❡❝❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❴❿➯➭✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏⑨✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛✂④❢♦❶✇q④❢⑥❜⑤q❴❜❡✵❾✚⑤q❞✮✐✱④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦✑❛❝❞✰➅
❡❝❴❸✐❧⑥★✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❻⑤q❼ ❼✬✐❧❴❜♦❶❡☛⑩①✐❧✇q❷q♦❋✐❧❛❝❛❝❴❜✇✚❣✉➲❧❣✉❴❜④❢♦✔➼ ➑ ✤✘➽➾➂ ➎❍✐❧❡✉✐⑧❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧❡➵❞❢❛❤❣❥✐⑧④❢♦❶✇q④❢⑥❜⑤q❛✉♠❧♦q➏➄✇☎✐
❣❥✐❧➀➳❞❢⑥❸✐⑥✤✡➂ ➑ ❛✉♠❧♦✕❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦❶❛s♦❶❛s♣☎✐❧♣q♦❶❛❵✈☎✐❧❡✉✐✬✐❧❛❵♣q⑤☎✐❧❛s➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❛★♣q❞✂④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧❦♥♠❧♦✕⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➄④❢♦❶❼❄✈✍♦❶✇q❞❢✇✚❣✉❞❢❛s➝➄❺✳→☞➚❲✥✕✖❽➏✷✤ ➓ ➏ ✖①➪✪❞✬➚❲✥■✗q➏✷✤ ➓ ➏ ✗✚➪✰➂

(63,57,3)2 (64,57,4)2

Rs

➒ ➏ ✦❽➩✫✦ ➒ ➏ ➓ ➮✕✖
ds

➮ ➩✫✥
(Ga)s[dB]

✦❽➏ ✥ ➓ ➩❶➩❶➏ ➒ ✖
Rp

➒ ➏ ✦ ➑ ✥ ➒ ➏ ✦ ➒①➑
dp

✤ ➓
(Ga)p[dB]

✥❽➏❿➩✫✥ ➓ ➏ ✗①➮
Rs

Rp

➒ ➏ ➮❶➮ ➒ ➒ ➏ ➮✕✦❶➮
∆(Ga)[dB]

➑ ➏✷✤✡➩ ✖❽➏✷✤⑨✗

ý✁þ❵ÿ ➝✁➸☞➝ß➞☞➡✴òÛ➩✑â☞➵❂ãß➩❱➪✺➥✶➧❱➨❇➩✑➫➄➩✑➽➉➻❶➏✫➩ü➳✢➩✶➺☞❷✿➥✶➫➉➧q➩✶➺➤➳❄➵➔➪✺➥✶➹✢➪❶➩✑➽➾➵❂➹❇➩✶➯❶➲✶➥q➳❄➵➔➪❨❡⑨➳✕➻äá✸➥✫➺❞➳❄➵❉â❄ã➼➥⑨➪✺➥❄➴
➨➍✐❧⑥❜❞❄❡❝❞❢❛❝❛✉✐❧⑥❿❣❥✐❧❡✵❾✚⑤q❞✬♦❶❛✂④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✵♣q❞❄➀q⑥❜♦✡④❢♦✱④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐❧♣q♦❶❛✂❛❝❞❢❡❝❴❸✐❧⑥❜❼❄❞❢✇①❣✉❞❄✈✍♦❶❛❝❛❝⑤q❞❢❼ ⑤q❼✬✐

✈q❡❝♦❶✈q❡❝❴❜❞❢♣☎✐❧♣q❞s✐➭❣✉❡✉✐➭❣✉❴❿➯❧✐↕❞❢❼î❾✚⑤q❞★❣✉♦✚♣☎✐❧❛➟✐❧❛➟⑥❜❴❜✇q❷☎✐❧❛✽❞s④❢♦❶⑥❜⑤q✇☎✐➭❛➍♣q♦✵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✷❛✉♠❧♦✵✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➞➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦
♣q♦❶❛★④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❛❝✈➳♦❶✇q♣q❞❢✇①❣✉❞❢❛❵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➄④❢♦❶❼➵✈➳♦❶✇q❞❢✇①❣✉❞❢❛❢➂

●❉➱❲ê➔➱➄✃ å◗P❉ÑÓæ➾ñ➤❒➤÷✏▲ Ö☞❒❉ÑÓí➔❰Ð❒
➋ ✈q❡❝❴❜✇q④❢➁❿✈q❴❜♦✂♣q❞❵④❢♦❶✇q❛❤❣✉❡❝⑤q❦♥♠❧♦☛♣q♦❶❛✳④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✪✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦❶❛❢➏❽♦❶⑤✕❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧♣q♦❶❛❢➏✚➘✎♦❶❴➳❴❜✇①❣✉❡❝♦✡♣q⑤qÙ❢❴❜♣q♦✂✈➳♦❶❡

⑦⑨⑥❜❴❸✐❧❛s➼ ➑ ✥➊➽➳❞❢❼❉➩✘➮❄✤⑨✗✵❞s❛❝❞s➀☎✐❧❛❝❞❢❴❸✐✵✇☎✐❧❛➟④♥✐❧❡✉✐❧④❆❣✉❞❢❡❝➁❜❛❤❣✉❴❜④♥✐❧❛➍♣q♦❶❛✪④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛➍❛✉❞❆❡✉❴❜✐❧⑥❜❼❄❞❢✇✚❣✉❞➄④❢♦❶✇q④♥✐➭❣✉❞❢✇☎✐➊➅
♣q♦❶❛❢➂➄❺✪♦❶❼❉✐❄✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦☛♣q♦❶❛s④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦❶❛★♣q♦❶❛s④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛★✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦q➏☎✈➳♦✚♣q❞✰➅➦❛❝❞✵④❢♦❶✇q❛❤❣✉❡❝⑤q❴❜❡★④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛
♣q❞➵➀q⑥❜♦✡④❢♦▼⑥❜♦❶✇q⑩❶♦❶❛✾✐▼✈☎✐❧❡❤❣✉❴❜❡↕♣q❞➵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✾♣q❞➵➀q⑥❜♦✚④❢♦▼④❢⑤q❡❤❣✉♦❶❛✷♣q❞➵⑤q❼✬✐✮❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐✕❛❝❴❜❼❄✈q⑥❜❞❢❛✾❞☛❞❆➫❽➅
④❢❴❜❞❢✇①❣✉❞❧➂✑➨➍✐❧❼❄♦❶❛✂❞✰➷❽❞❢❼❄✈q⑥❜❴❿➫☎④♥✐❧❡✂✐✱④❢♦❶✇q❛❤❣✉❡❝⑤q❦♥♠❧♦■♣q❞✕④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✵✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦✑♣q❞✕➀q⑥❜♦✡④❢♦q➂■❺✪♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡❝❞
♣q♦❶❴❜❛✪④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✪♣q❞↕➀q⑥❜♦✡④❢♦☞⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡❝❞❢❛

C1(n1, k1, d1)
❞

C2(n2, k2, d2)
♣q❞❵❣❥✐❧❼✬✐❧✇q❷q♦☞④❢⑤q❡❤❣✉♦q➂➟❺✪♦❶✇✡➅

➘✎♦❶❡❝❼❄❞✂➼ ➑ ✥➊➽➾➏❽✈✍♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛✪④❆♦❶✇q❛❤❣❥❡❝⑤q❴❜❡➟♦✂④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✵✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦
P = C1 ⊗C2

❼❄♦❶✇①❣❥✐❧✇q♣q♦☞✐✵❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù★♣q❞
✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➞➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➏❽❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣☎✐☞✇☎✐☞➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❛✤✡➂✷✤✡➏☎♣q❞✵✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦➵④❢♦❶❼➸♦➵❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞✷✈q❡❝♦✡④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦q➆



✣ ❾❿✻ ❋➇✜➜õ ➱✝✆ ô➳à➒✡ ✞ ß✸☛➍ô ó★✌

↕➛➙❿➜❘➝✁➸☞➝❩➸☞➡➤➢➦➥✶➹✢➺➉➽➉➫➾➸✢➯❶➲✶➥ü➳❄➥ü➪❨❡⑨➳✕➻äá✸➥
P = C1 ⊗ C2

➴

➩❶➂★➣❵❡❝❡✉✐❧✇➭Ô❝✐❧❡
k1 × k2

➀q❴❿❣✉❛✳♣q❞✾❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦☞❞❢❼P⑤q❼✬✐☞❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù❵♣q❞
k1
⑥❜❴❜✇q❷☎✐➭❛✳❞

k2
④❢♦❶⑥❜⑤q✇☎✐❧❛✳✘

➑ ➂❵❺✪♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❡★✐❧❛
k1

⑥❜❴❜✇q❷☎✐❧❛➄⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦☛♦➵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦
C2

✘
✖❽➂❵❺✪♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❡★✐❧❛

n2
④❢♦❶⑥❜⑤q✇☎✐❧❛➄⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧✇q♣q♦☞♦❄④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦

C1
➂

❫❵❞❢❛❤❣❥✐P❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏❻♦P④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦Ø✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦P❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧✇✚❣✉❞➠❣✉❞❢❡✉➉P♦❶❛Ö❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞❢❛Ö✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦❶❛
n = n1n2

➏
k = k1k2

➏
d = d1d2

❞Ò❛❝⑤☎✐✢❣❥✐➊➷q✐❱❛❝❞❢❡✉➉
R = R1R2

➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞❻❾✚⑤q❞⑧♦
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦▼✈q❡❝♦✚♣q⑤❽❣✉♦t❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐▼❞❢❼❬⑤q❼✬✐✮♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐✮❼❄➁❜✇q❴❿❼✬✐✕✐❧⑥❿❣❥✐❽➏➜✈➳♦❶❡❝❹❢❼t➏✟✐✕❣❥✐➊➷q✐▼♣q♦t④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦▼❹
❴❜❼❄✈☎✐❧④❆❣❥✐❧♣☎✐▼✇q❞❢⑩①✐➭❣✉❴❿➯❧✐➭❼❄❞❢✇✚❣✉❞❧➏❍❞❆➯✡❴❜♣q❞❢✇q④❢❴❜✐❧✇q♣q♦✑❾✚⑤q❞✕♦✱④❢♦❶❼❄✈q❡❝♦❶❼❄❴❿❛❝❛❝♦✱❞❢✇①❣✉❡❝❞✬❞❢❛❤❣✉❞❢❛☞♣q♦❶❴❜❛✵✈☎✐❧❡❂✹➊➅
❼❄❞❆❣✉❡❝♦❶❛➍♣q❞❆➯❶❞s❛❝❞❢❡➟④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣q♦q➂❍➨➟✐❧⑥❜❞➄❡❝❞❢❛❝❛✉✐❧⑥❿❣❥✐❧❡➍❾✚⑤q❞❧➏✡♦❶❛➍④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛➍✈q❡❝♦✚♣q⑤❽❣❥♦✷✇☎♠❧♦✵❛❝❞s❡❝❞❢❛❝⑤q❼❄❞❢❼
✐⑧♣q⑤☎✐❧❛✬♣q❴❜❼❄❞❆✇q❛✉➈✚❞❢❛❢➏✳④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞t❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦Ò✇q♦❻❞✰➷❽❞❢❼❄✈q⑥❜♦q➏✳❞❢⑥❜❞❆❛✬✈✍♦✡♣q❞❢❼❁✐➭❣✉❴❜✇q⑩❶❴❜❡☛♣q❴❜❼❄❞❢✇q❛❝➈✚❞❢❛
❼✬✐❧❴❜♦❶❡❝❞❢❛➄✐➭❣✉❡✉✐✘➯❶❹❢❛★♣q❞✷⑤q❼➸✈q❡❝♦✡④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦➵♣q❞✷④❢♦❶✇q❛❤❣✉❡❝⑤q❦♥♠❧♦✬✐❧✇☎➉❧⑥❜♦❶⑩❶♦➵✐❧♦❄✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦q➂

➣✦④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞t♣q♦❶❛✬④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✬✈q❡❝♦✚♣q⑤❽❣✉♦❶❛✕✈➳♦✚♣q❞✑❛❝❞❢❡✕❡❝❞❢♣q⑤qÙ❢❴❜♣☎✐❻④❢♦❶❼❁✐❻⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦❻♣☎✐
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✱❛❝❞❢❾✚⑤q❞❢✇q④❢❴❸✐❧⑥✪♣☎✐❧❛✵⑥❜❴❜✇q❷☎✐❧❛✷❞❄④❢♦❶⑥❜⑤q✇☎✐❧❛✵♣☎✐t❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù➵❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧✇①❣✉❞❧➂▼➇✟♦✚♣☎✐♥➯✡❴❸✐❽➏❍✈☎✐❧❡✉✐
✐➭❣✉❴❜✇q⑩❶❴❜❡➄⑤q❼ ♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦✕➲❧❣✉❴❜❼❄♦q➏q♣q❞❆➯❶❞❢❼❄♦❶❛❵⑤q❛✉✐❧❡❵✐➵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✬✈✍♦❶❡s♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦✬❛❝⑤☎✐♥➯❶❞✂✇q♦❶❛
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✳④❢♦❶❼❄✈✍♦❶✇q❞❢✇①❣✉❞❢❛❢➂➟❫❵❞❢❛❤❣❥✐➵❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏✡✈✍♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛✳❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❡➄✐☞♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵❛❝❞❢❾✚⑤q❞❢✇q④❢❴❸✐❧⑥➜♣q♦
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦☛✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦➵❞✷❡❝❞❢♣q⑤qÙ❢❴❜❡s✐☞❣❥✐➊➷q✐➵♣q❞✷❞❢❡❝❡❝♦➵♣q❞✷➀q❴❿❣s✐❧✈✍➲❶❛★④♥✐❧♣☎✐➵❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦q➂



ó❘✘ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛➍ô❑❀✍á❂❁qß ➱ Ü
❆➒♣➉➈ ✤✦✥★✧✪✩❄✫✮✭✰✯✱✧✳✲✵✴✳✶✷✩ ❈❋❊✕✼❍●Ò✩

➢s❞❢❛❤❣❥✐■❛❝❞❢❦♥♠❧♦q➏✪❛❝❞❢❡✉♠❧♦Ò♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦❶❛➵♦❶❛➵✈q❡❝♦✚④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇✚❣✉♦❶❛☛✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❜♦❶❛➵✈☎✐❧❡✉✐Ò✐Ò✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦■♣☎✐
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❻❣✉⑤q❡❝➀➳♦q➂ ➣✦❞✰➷❽✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦⑧❣✉❞❢➲❶❡❝❴❜④♥✐⑧❛❝❞❢❡✉➉❋✐❧➀➳♦❶❡❝♣☎✐❧♣☎✐❻✈☎✐➭❡❥✐⑧❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛➵➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏
④❢♦❶❼❄♦✷Ô❝➉❄❹✂➀➳❞❢❼❉♣q❴❿➘✎⑤q✇q♣q❴❜♣☎✐➵✇☎✐✬⑥❜❴❿❣✉❞❢❡✉✐➭❣✉⑤q❡✉✐❽➂★➢❵✐❄❛❝❞❢❦♥♠❧♦✰✤✡➂✷✤✡➏➳❛❝❞❢❡✉♠❧♦✮✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣☎✐❧❛✾✐❧❛❵❞❆❣❥✐❧✈☎✐❧❛
♣☎✐s♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦s❣✉⑤q❡❝➀➳♦❵❾✚⑤q❞➟✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉❴❿❣❥✐❧❼➧♣q❞✪⑤q❼✬✐s✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦❢♠❧♦❵❞✘➺➭♦❶⑤✂④❢♦❧❼❄✈q⑥❜❞❢❼❄❞❢✇✚❣❥✐❧❦♥♠❧♦★✈☎✐❧❡✉✐
✐➵✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦☛④❢♦❶❼➸❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂

●❉➱✝ô➶➱➄✃ ✄ù❒➤ñ➤Ø➛Ö☞æò❰☞×❅❒❅ÑÓØã➵➑Ø➭❍ÛÚ➤❒❅ÑÓÏõ❏ ÏÜÖ☞❒➤÷❇÷❇æ➄×❅æ➾é■❼ÓØ➤❮ÓÙÛØ
➋ ↔➜♦❶⑩①✐❧❡❝❴❿❣✉❼➵♦☛♣☎✐ ➛ ✐❧Ù♥♠❧♦➵♣q❞✷➨➍❞❢❡❝♦❶❛❝❛❝❴❜❼❄❴❜⑥❜❷☎✐❧✇q❦♥✐❽➏☎✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦✬✇q♦✬④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦➒✖❽➏☎❣❥✐❧❼☞➀➳❹❢❼

❹➵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦✮✇☎✐✮♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦▼❣✉⑤q❡❝➀➳♦q➂✂➨➍❞➞Ô❝✐❧❼❄♦❶❛✾⑤q❼✬✐✮♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❜❦♥♠➭♦t❼✬✐❧❴❜❛↕❼❄❴❜✇✚⑤q④❢❴❜♦❶❛✉✐✕♣q❞☛❛✉❞❆⑤
④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦q➏✳➀✍❞❢❼ ④❢♦❶❼❄♦❻✐❧❛❄✈☎✐❧❡❤❣✉❴❜④❢⑤q⑥❸✐❧❡❝❴❿♣☎✐❧♣q❞❢❛➵✈☎✐❧❡✉✐⑧✐❻✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠➭♦⑧✇☎✐Ò♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦⑧❣✉⑤q❡❝➀✍♦q➂
❺✪♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡❝❞✂✐☞➯❧✐❧❡❝❴❸➉♥➯❶❞❢⑥✻✐❧⑥❜❞♥✐➭❣✉➲❶❡❝❴❸✐✂➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐

u
❞❢❼

GF (2)
➏q❣❥✐❧⑥❨❾✚⑤q❞✵♦➵❞❢⑥❜❞❢❼❄❞❢✇✚❣✉♦➵⑥❜➲❶⑩❶❴❿④❢♦

0
❛❝❞➞Ô❝✐

❼✬✐❧✈➳❞♥✐❧♣q♦✱④❢♦❶❼❄♦ −1
❞✕♦✑❞❢⑥❜❞❢❼❄❞❢✇①❣✉♦✑⑥❜➲❶⑩❶❴❿④❢♦

1
④❢♦❶❼❄♦

+1
➂✑➣P♣q❞❆➫☎✇q❴❜❦♥♠❧♦✑♣q❞✮↔➜♦❶⑩①✐❧❡❝❴❿❣✉❼➵♦t♣☎✐

➛ ✐❧Ù♥♠❧♦s♣q❞➍➨➍❞❢❡❝♦❶❛❝❛❝❴❜❼❄❴❜⑥❜❷☎✐❧✇q❦♥✐✷➚✜↔✻↔ ➛ ➏➊♣q♦s❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➫★✈❨✩✕❲✪➫➦①➲➯❄②✂❪✷①➲�❘✈✫✈✶④❉↔❉⑤■→❲①③✈✚➪
L(u)

✈☎✐❧❡✉✐s✐➄➯❧✐❧❡❝❴❸➉♥➯❶❞❢⑥
u
❹✷♣☎✐❧♣☎✐☛✈➳♦❶❡❢➆

L(u) = ln

(

P (u = +1)

P (u = −1)

)

.
➚③✤✡➂ ✗✚➪

➣✢⑩❧❡❥✐➭✇q♣q❞❢Ù♥✐
L(u)

❹✽➘✎❡❝❞❢❾✢❏q❞❢✇✚❣✉❞❢❼❄❞❢✇①❣✉❞➍❡❝❞❆➘✎❞❢❡❝❞❢✇q④❢❴❸✐❧♣☎✐➄④❢♦❶❼❄♦➄⑤q❼Ö➯➭✐❧⑥❜♦❶❡➭×❆❛❝⑤☎✐♥➯①❞❵×❆♣☎✐✳➯❧✐❧❡❝❴❸➉♥➯❶❞❢⑥
✐❧⑥❜❞♥✐➭❣✉➲❶❡❝❴❸✐

u
➂✂❺✪♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦✮♦✮④♥✐❧❛❝♦▼♣q❞☞❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛s➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏✝♦✮❛❝❴❜✇☎✐➭⑥❍♣q❞

L(u)
❹➵✐✬♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦

✐❧➀q❡❝⑤q✈❽❣❥✐t♣q❞
u
➏✟❞❢✇q❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉♦✑❛❝❞❢⑤⑧➯❧✐❧⑥❿♦❶❡✷❹✬✐▼④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐➭♣q❞➵♣q❞❆❛❝❣❥✐t♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦❽➏❍✈✍♦❶❴❜❛✷❹➵➘✜➉❧④❢❴❜⑥❍➯①❞❢❡

✈➳♦❶❡↕➚③✤✡➂ ✗✚➪⑨❾✚⑤q❞❧➏q②✵❼❄❞❢♣q❴❿♣☎✐✵❾✚⑤q❞
L(u)

④❢❡❝❞❢❛❝④❢❞➭➏☎✐✵✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞★♣q❞
u = +1

❣❥✐❧❼☛➀✍❹❢❼î④❢❡❝❞❢❛❝④❢❞❧➂
➐✡❴❜❼❄❴❜⑥❜✐❧❡❝❼➵❞❢✇①❣✉❞❧➏⑨②✑❼❄❞❢♣q❴❜♣☎✐✱❾✚⑤q❞

L(u)
♣q❞❢④❢❡❝❞❢❛❝④❢❞❧➏✳✐✑✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❿❴❜♣☎✐❧♣q❞❄♣q❞

u = −1
✐❧⑤q❼❄❞❢✇✚❣❥✐❽➂

❫❵❞❢❛❤❣❥✐➵➘✎♦❶❡❝❼✬✐❽➏
L(u)

➘✎♦❶❡❝✇q❞❢④❢❞✷⑤q❼✬✐☛❞❢❛❝✈➳❹❆④❢❴❜❞✵♣q❞✷④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞↕✈☎✐❧❡✉✐
u
➂

❺✪♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❆❡✉❞↕✐✵➯➭✐❧❡❝❴❸➉✘➯❶❞❢⑥
u
♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣❥✐☞✐❧✇①❣❥❞❆❡✉❴❿♦❶❡❝❼❄❞❢✇✚❣✉❞s④❢♦❶❼❄♦✂⑤q❼ú❛❝❴❜✇☎✐❧⑥➳➀q❴❿✇☎➉❧❡❝❴❜♦✂✐✂❛❝❞❢❡✪❣✉❡✉✐❧✇q❛➞➅

❼❄❴❿❣✉❴❜♣q♦☞❞❢❼➸⑤q❼➸④♥✐❧✇☎✐❧⑥➜➣★✧ ➙ ➢✵➂✍➎✟♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛➄④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧❡
L(u|x)

✈➳♦❶❡★❛❝⑤☎✐➵♣q❞✰➫☎✇q❴❜❦♥♠❧♦q➆

L(u|x) = ln

(

P (u = +1|x)

P (u = −1|x)

)

.
➚③✤✡➂✷✤❶➪



✣ ❾➼❆➀✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛⑨ô ó✟✻

➣❵✈q⑥❜❴❿④♥✐❧✇q♣q♦❄✐ ➛ ❞❢⑩❶❡✉✐☛♣q❞✵➝✳✐♥➴①❞❢❛s②➵❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✑➚③✤✡➂✷✤❶➪✰➏❽❣✉❞❢❼❄♦❶❛❢➆

L(u|x) = ln

(

P (x|u = +1)

P (x|u = −1)

P (u = +1)

P (u = −1)

)

= ln

(

P (x|u = +1)

P (x|u = −1)

)

+ ln

(

P (u = +1)

P (u = −1)

)

= L(x|u) + L(u),
➚③✤✡➂ ✥①➪

♦❶✇q♣q❞
L(x|u)

➏➳❣❥✐❧❼☛➀✍❹❢❼û④❥❷☎✐❧❼✬✐❧♣☎✐✬♣q❞
LC(x)

➏❨❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐✮♦▼↔✻↔ ➛ ♣☎✐❧❛↕✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞❢❛❵♣q❞
❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❴❜❦♥♠❧♦☛♣q❞✾④♥✐❧✇☎✐❧⑥❨❞

L(u)
➏q♦➵↔✻↔ ➛ ✐☞✈q❡❝❴❜♦❶❡❝❴✝♣q❞

u
➂⑨➣➧❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✱➚③✤✡➂ ✥①➪➟✈➳♦✡♣q❞✾❛❝❞❢❡➄❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣❥✐☞♣☎✐

❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣❥❞↕➘✎♦❶❡❝❼✬✐❽➆

L′(û) = LC(x) + L(u).
➚ò✤✚➂ ➓ ➪

❺✪♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦➵♦❶❛➄④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✳❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬➉➭❣✉❴❜④❢♦❶❛❢➏❽✈➳♦✚♣q❞✾❛❝❞❢❡★❼➵♦❶❛❤❣❥❡✉✐❧♣q♦☞❾✚⑤q❞✾♦❄↔✻↔ ➛
L(û)

❡❝❞❆➘✎❞❢❡❝❞❢✇①❣✉❞
②☛❛✉✐❧➁❜♣☎✐☛♣q♦❄♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➏☎♦❶⑤t❛❝❞➞Ô❝✐✡➏✍✐➵④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞↕♣☎✐➵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐➭❦♥♠❧♦q➏☎❹✷❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥➜✐❽➆

L(û) = L′(û) + Le(û),
➚③✤✡➂ ✦①➪

♦❶✇q♣q❞
L′(û)

❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❄♦✬↔✻↔ ➛ ♣q♦❄➀q❴❿❣★♣q❞✵❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐➵♣q♦❄♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➏✍❞
Le(û)

➏☎④❥❷☎✐❧❼✬✐❧♣☎✐
♣q❞❄↔✻↔ ➛ ❞✰➷✡❣✉❡❝➁❜✇q❛❝❞❢④♥✐❽➏✻❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐✱✐✕❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✮✐❧♣q❴❜④❢❴❜♦❶✇☎✐❧⑥✟❾✚⑤q❞❄❹☛♦❶➀❽❣✉❴❜♣☎✐✕♣q♦▼✈q❡❝♦✡④❢❞❢❛❝❛❝♦t♣q❞
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦t➼Õ➩❢➽➾➂

➣❵✈q⑥❜❴❿④♥✐❧✇q♣q♦✱➚③✤✡➂ ➓ ➪✪❞❢❼ ➚③✤✡➂ ✦①➪✰➏❽❣✉❞❢❼❄♦❶❛❢➆

L(û) = LC(x) + L(u) + Le(û).
➚③✤✡➂ ➮①➪

●❉➱✝ô➶➱③➮ îðÏ✮èÛ❒❉ÑÓæ➉ç➚èÛØ➤ÙÛÚ➤❒❅Ô⑨❰ÐÏÜÖ☞Ø ❰Ðæ✆☎➦Ø
➢s❞❢❛❤❣❥✐✬❛❝❞❢❦♥♠❧♦q➏✝♦❶❛❵✈q❡❝❴❜✇q④❢➁❜✈q❴❜♦❶❛s♣☎✐❄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✕❴❿❣✉❞❢❡✉✐➭❣✉❴❿➯❧✐➵❛❝❞❢❡✉♠❧♦✕♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦❶❛❢➏✝♦❶⑤✑❛❝❞➞Ô❝✐❽➏✝♣q❞

❾✚⑤q❞☞➘✎♦❶❡❝❼✬✐✬✐✬❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦✬❹✂❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜❼❄❞❢✇①❣❥✐❧♣☎✐❄♣q❞☞⑤q❼✬✐❄❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦✬✈☎✐❧❡✉✐✬♦❶⑤❽❣✉❡✉✐✬⑤q❛✉✐❧✇q♣q♦✮⑤q❼✦✐❧⑥Õ➅
⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼❄♦▼rt➣↕➎✟➂✟❺✪♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡❝❞❄♦▼♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✂➐✡➔❤➐ ➋ ➚✎♣q♦▼❴❜✇q⑩❶⑥❜➶❢❛❢➏ ❛ ✈➄⑦✺→✱❲✱➒❶❭✕✦➛✔❇→ ❛ ✈➄⑦✺→✱❲✧û✷✔❇→❶✦➛✔❇→❝➪
❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦❄✇☎✐➵➫☎⑩❶⑤q❡✉✐✴✤✡➂ ✥❽➂➄➣❵❛❝❛❝⑤q❼❄❞✰➅➦❛❝❞✂❾✚⑤q❞☞♦❧❛❵❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛➄♣q❞✂❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐

u
❛✉♠❧♦✬❞❢❾✚⑤q❴❜✈q❡❝♦➊➯➭➉✘➯❶❞❢❴❜❛❢➏



ó☞❆ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛➍ô❑❀✍á❂❁qß ➱ Ü

↕➛➙❿➜❘➝✁➸☞➝✬➘✚➡ à❳➵✺➪✺➥■➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥❭❤✕➹✹❤✞✝➑➨❇➩✑➽➄➩➚➪❨❡■➳✕➻äá✸➥✫➺❞➺➉➻➼➺➉➽➾➵❂➧✸Ò✑➽➉➻➼➪✺➥✫➺❶➴
➘✜✐❧Ù❢❞❢✇q♣q♦❄④❢♦❶❼➸❾✚⑤q❞✵✇☎✐☛✈q❡❝❴❜❼❄❞❢❴❜❡✉✐✂❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦☛♣q♦❄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴Õ➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❵➐✡➔❤➐ ➋ ➏☎♦❄↔✻↔ ➛ ✐☛✈q❡❝❴❜♦❶❡❝❴➾➏❽↔➟➚✎⑤✍➪✰➏
❛❝❞➞Ô❝✐✱❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥➟✐tÙ❢❞❢❡❝♦q➂ ➋ ↔✻↔ ➛ ♣☎✐❧❛✂✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞❢❛✵♣q❞❄❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❴❜❦♥♠❧♦✱♣q♦✑④♥✐❧✇☎✐❧⑥✜➏

LC(x)
➏✽❹✬④♥✐❧⑥Õ➅

④❢⑤q⑥❸✐❧♣q♦❋✐➭❣✉❡✉✐♥➯❶❹❢❛✬♣q♦❻⑥❜♦❶⑩①✐❧❡❝❴❿❣❝❼❄♦Ò♣☎✐⑧❡✉✐❧Ù♥♠❧♦⑧❞❢✇✚❣✉❡❝❞✱♦❶❛➵➯❧✐❧⑥❜♦❧❡✉❞❆❛✬♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦❧❛❄♣☎✐❧❛✬♣q❞❢✇q❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞❢❛✬♣q❞
✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞

P (x|u = +1)
❞

P (x|u = −1)
➂✷❫❵❞❢❛❤❣❥✐✕➘✎♦❶❡❝❼✬✐❽➏

L′(û) = LC(x)
➂✾➣Ú❛✉✐❧➁❜♣☎✐

♣q♦✮♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡
L(û)

❹☞④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧♣☎✐✬✐➭❣✉❡✉✐♥➯❶❹❢❛↕♣☎✐✕❛❝♦❶❼✬✐✬♣q❞
L′(û)

④❢♦❶❼✦✐✕↔✻↔ ➛ ❞✰➷✡❣✉❡❝➁❜✇q❛❝❞❢④♥✐
Le(û)

➂ ⑦⑨❛❤❣❥✐❻❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦⑧❞✰➷✡❣✉❡❝➁❜✇q❛❝❞❢④♥✐❻❹✱❞❢✇①❣❥♠❧♦❋❡❝❞❢❞❢✇①➯✡❴❸✐❧♣☎✐❋②⑧❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐❻♣q♦❋♣q❞❢④❆♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡
④❢♦❶❼❄♦➵♦➵✇q♦✘➯①♦☛➯❧✐❧⑥❜♦❶❡

L(u)
♣☎✐☛✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼✬✐☞❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦q➂

➨➍✐❧❼❄♦❶❛✻❞✰➷❽❞❢❼❄✈q⑥❜❴❿➫☎④♥✐➭❡✟✐➄❞✰➷❽✈q⑥❸✐❧✇☎✐❧❦♥♠❧♦s♣q♦s✈☎✐❧❡✉➉❧⑩❶❡✉✐➭➘✎♦★✐❧✇✚❣✉❞❢❡❝❴❜♦❶❡➜✐➭❣✉❡✉✐✘➯❶❹❢❛✟♣q♦★④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦★✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦
❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦✱✇☎✐t➫☎⑩❶⑤q❡✉✐☎✤✡➂ ➓ ➂✑➢s❞❆❛❝❣✉❞✮✐❧❡❝❡✉✐❧✇➭Ô❤♦q➏❍❛✉♠❧♦✑❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❶❛❢➆

k1k2

❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛✵♣q❞✬❴❜✇❽➘✎♦❶❡➞➅
❼✬✐❧❦♥♠❧♦q➏

(n2 − k2)
④❢♦❶⑥❜⑤q✇☎✐❧❛↕④❢♦❶❼❬✐✕❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✬♣☎✐✕✈☎✐❧❡❝❴❜♣☎✐❧♣q❞☞❷q♦❶❡❝❴❜Ù❢♦❶✇①❣❥✐❧⑥

(ph)
➏
(n1 − k1)⑥❜❴❜✇q❷☎✐❧❛✽④❢♦❶❼Ú✐✾❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦↕♣☎✐✾✈☎✐❧❡❝❴❜♣☎✐❧♣q❞✪➯①❞❢❡❤❣✉❴❜④♥✐❧⑥

(pv)
❞➄♦❶❛⑨➀q⑥❜♦✡④❢♦❶❛

Leh

❞
Lev

➏①④❢♦❶✇q❛❤❣✉❴❿❣✉⑤q❴❜✇q♣q♦
✐❧❛✷❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦❢➈✡❞❢❛✾❞✰➷✡❣✉❡❝➁❜✇q❛❝❞❢④♥✐❧❛✵❡❝❞❢⑥❸✐➭❣✉❴❿➯➭✐❧❛✷②❧❛✷♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦❢➈✚❞❢❛✂❷q♦❶❡❝❴❜Ù❢♦❶✇①❣❥✐❧⑥✽❞☛➯❶❞❢❡❤❣✉❴❜④♥✐❧⑥➾➏✻❡❝❞❢❛❝✈✍❞❢④✰➅
❣✉❴❿➯❧✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➂ ➋ ✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦☛♣q❞✂♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠➭♦✕♣q❞❢❛❤❣✉❞✂④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❄✈q❡❝♦✚♣q⑤❽❣✉♦✬♦❶➀➳❞❢♣q❞❢④❢❞☞✐❧♦✬❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞
✈q❡❝♦✡④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦t➼ ➑❶➓ ➽➾➆
➩❶➂★➔➦✇q❴❜④❢❴❸✐❧⑥❜❼➵❞❢✇①❣✉❞❧➏❽➘✜✐❧Ù❢❞❢❡

L(u) ✟ ➒ ✘
➑ ➂s❫❵❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❡✳❷q♦❶❡❝❴❜Ù❢♦❶✇①❣❥✐❧⑥❜❼➵❞❢✇✚❣✉❞s❞❧➏☎✐➭❣✉❡✉✐♥➯❶❹❢❛✳♣q❞❄➚③✤✡➂ ➮①➪✰➏✡♦❶➀❽❣✉❞❢❡➄✐✂❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦✂❞✰➷✡❣✉❡❝➁❜✇q❛❝❞❢④♥✐
❷q♦❶❡❝❴❜Ù❢♦❶✇①❣❥✐❧⑥➾➆

Leh(û) = L(û) − LC(x) − L(u)
✘

✖❽➂s③✍✐❧Ù❢❞❢❡
L(u) = Leh(û)

✘
✗q➂s❫❵❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❡☛➯❶❞❢❡❤❣✉❴❜④♥✐❧⑥❜❼❄❞❢✇①❣✉❞✮❞❧➏✪✐➭❣✉❡✉✐✘➯❶❹❢❛➵♣q❞❻➚③✤✡➂ ➮①➪✰➏➟♦❶➀❽❣✉❞❢❡➵✐■❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦■❞✰➷✡❣✉❡❝➁❜✇q❛❝❞❢④♥✐
➯❶❞❢❡❤❣✉❴❜④♥✐❧⑥➾➆

Lev(û) = L(û) − LC(x) − L(u)
✘



✣ ❾➼❆➀✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛⑨ô ó ✣

↕➛➙❿➜❘➝⑧➸☞➝➲➱Ð➡❞➢❢❡■➳✕➻äá✸➥❱➨❄➫➾➥⑨➳✕➸❄➽➾➥üâ❄➻➼➳✕➻ä➧ü➵❂➹✢➺➉➻➼➥✶➹❇➩✑ã✝➴
✤✡➂s③✍✐❧Ù❢❞❢❡

L(u) = Lev(û)
✘

✥❽➂❵➐✡❞✪❷q♦❶⑤❽➯❶❞✪❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦❢➈✡❞❢❛✟❛❝⑤❽➫☎④❢❴❜❞❢✇①❣✉❞❢❛✽✈☎✐❧❡✉✐s❾✚⑤q❞✳✐s④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞➟✐➭❣✉❴❜✇➭Ô❝✐➄⑤q❼➧➯❧✐❧⑥❜♦❶❡✻❼❄➁❜✇q❴❿❼❄♦
✈q❡❝❹✰➅➦❞❢❛❤❣❥✐❧➀➳❞❢⑥❜❞❢④❢❴❜♣q♦q➏q❴❜❡➄✈☎✐❧❡✉✐☛♦➵✈☎✐❧❛❝❛❝♦ ➓ ➏☎④♥✐❧❛❝♦❄④❆♦❶✇✚❣✉❡✉➉❧❡❝❴❜♦q➏❽❴❜❡➄✈☎✐❧❡✉✐☛♦➵✈☎✐❧❛❝❛❝♦ ➑ ✘

➓ ➂★➣➠❛✉✐❧➁❜♣☎✐☞❛✉❞❆❡❥➉✡➆
L(û) = LC(x) + Leh(û) + Lev(û)

➂

➎❍✐❧❡✉✐ ❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛Ò➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏➵✇q♦ ➫☎✇☎✐❧⑥➾➏❄♦Ö♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❧❡⑧➘✜✐❧❡✉➉ ⑤q❼✬✐ ♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦➧✐❧➀q❡❝⑤q✈❽❣❥✐
➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧♣☎✐⑧✇☎✐⑧❛✉✐❧➁❜♣☎✐Ò④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧♣☎✐❽➂➡➐✡❞

L(û) ≥ 0
➏✪♦❻➀q❴❿❣❄♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❻❛✉❞❆❡❥➉

1
➏✳❞❢✇①❣✉❡✉❞✰❣✰✐➭✇✚❣✉♦q➏

❛❝❞
L(û) < 0

➏☎♦➵➀q❴❿❣★♣q❞❢④❆♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❄❛❝❞❢❡✉➉
0
➂

●❉➱✝ô➶➱❲ê å➂❒➤❮➶ç➚Ø✴➩➚æ➾é➾æ➾ÑÓØ➤ÑÓÏöÑÓØ❃îðÏ✮èÛæ➾÷❇Ú➤❒
➋ ✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦✑♣q❞✮♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦■❣✉⑤q❡❝➀➳♦q➏➍⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦✑✈☎✐❧❡✉✐✑♦Ò④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦■✈q❡❝♦✚♣q⑤❽❣✉♦⑧✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧♣q♦

✇☎✐❧❛✬❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❸✐❧❦❢➈✡❞❢❛➵♣☎✐⑧❛❝❞❢❦♥♠❧♦✛✤✡➂✷✤✡➂ ➑ ➏✳♣q❴Õ➘✎❞❢❡❝❞❢✇q④❢❴❸✐➊➅➦❛❝❞t♣q♦❋✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦❻➐✡➔❤➐ ➋ ♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦❋✇☎✐⑧❛❝❞❢❦♥♠❧♦
✐❧✇✚❣✉❞❢❡❝❴❜♦❧❡✵✈✍♦❶❡✂✇☎♠❧♦✱✐➭❣✉⑤☎✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧❡✷♦❶❛✂↔✻↔ ➛ ❛☞✐t✈q❡❝❴❜♦❶❡❝❴✜➂✮➎❍♦❶❡❝❹❢❼t➏✟♦✑✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦▼♣q❞✬♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
❣✉⑤q❡❝➀➳♦Ò⑤q❛❝⑤❽➘✎❡❝⑤q❴➄♣q♦Ò④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦Ò♣q❞t↔✻↔ ➛ ✈☎✐❧❡✉✐■❞❢❛❤❣❥✐❧➀➳❞❢⑥❜❞❢④❢❞❢❡➵⑤q❼✬✐✑④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✕✈☎✐❧❡✉✐✑④♥✐❧♣☎✐
♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦

D = (d1, d2, ..., dj, ..., dN )
♣q♦☛✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦✵♣q❞✾❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➏q✈☎✐❧❡✉✐✵❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛➟➀q❴❿✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏✚♦❶⑤

♣q♦t✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦✮✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧♣q♦✮✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣✉♦▼✇q♦✮④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦❩✖❽➏➜✈☎✐❧❡✉✐✕❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂✵➎❍✐❧❡✉✐✮♦✮④♥✐❧❛❝♦

♣q❞✷❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛✳➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏❽❞❢❛❤❣❥✐➵④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐➭♣q❞✾❹✾♣☎✐❧♣☎✐➵✈➳♦❶❡❢➆



ó❘▼ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛➍ô❑❀✍á❂❁qß ➱ Ü

Λ(dj) = ln

(

p{ej = +1|R}
p{ej = −1|R}

)

,
➚③✤✡➂❿➩ ➒ ➪

♦❶✇q♣q❞❧➆

p{ej = +1|R} =
∑

Ci∈S+1
j

p{E = Ci|R} e

p{ej = −1|R} =
∑

Ci∈S−1
j

p{E = Ci|R},

④❢♦❶❼
p{} ❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧✇q♣q♦✕✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞❧➏ E ✐➵✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐☛❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❿♣☎✐☛❞

R
✐➵✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➵❡❝❞❢④❢❞✰➅

➀q❴❜♣☎✐❽➂
S+1

j

❞
S−1

j

❛✉♠❧♦❄❛❝⑤q➀✍④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇✚❣✉♦❶❛s♣q❞✷✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➞➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❽➏
Ci = (ci

1, c
i
2, ..., c

i
j, ..., c

i
N )
➏q❣❥✐❧⑥

❾✚⑤q❞
ci
j = +1

❞ −1
➏❍❡❝❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❴❿➯➭✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➂t➣❵✈q⑥❜❴❜④♥✐❧✇q♣q♦➭➅➦❛❝❞❄✐ ➛ ❞❢⑩❶❡✉✐t♣q❞✬➝✳✐✘➴❶❞❢❛✂❞✕✐❧❛❝❛❝⑤q❼❄❴❜✇q♣q♦

✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➞➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦☛❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥❿❼❄❞❢✇①❣✉❞↕✈q❡❝♦➊➯➭➉✘➯❶❞❢❴❜❛❢➏☎♦❶➀❽❣✉❞❢❼❄♦❶❛➄❾✚⑤q❞❧➆

Λ(dj) = ln

(
∑

Ci∈S+1
j

p{Ci|R = E}
∑

Ci∈S−1
j

p{Ci|R = E}

)

.
➚③✤✡➂❿➩❶➩➊➪

➣Ø➫☎❼ ♣q❞✕④❢❴❿❣❥✐❧❡✂❼✬✐❧❴❜❛✂✐❧♣q❴❸✐❧✇①❣✉❞✕✐✑✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐✑✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣☎✐✑❞❢❼ ➼ ✖➊➽➾➏⑨✈☎✐❧❡✉✐✑♦✑④♥➉❧⑥❜④❢⑤q⑥❜♦✑♣☎✐
④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✾♣q❞✂♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦✬❞❢❼ ④♥✐❧✇☎✐❧❴❜❛s✇☎♠❧♦❄⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦❶❛❢➏✍❴❜✇q❴❜④❢❴❸✐❧⑥❿❼➵❞❢✇✚❣✉❞✷✐❧➀➳♦❶❡❝♣☎✐❧❡❝❞❢❼❄♦❶❛★⑤q❼✬✐
✐❧✈q❡❝♦✘➷❽❴❿❼✬✐❧❦♥♠❧♦■♣☎✐■④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✕♣q❞▼♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦Ò✈☎✐❧❡✉✐■♦Ò④♥✐❧✇☎✐❧⑥➄➣★✧ ➙ ➢✵➂➟❺✪♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡❝❞▼❾✚⑤q❞▼♦❶❛
➀q❴❿❣✉❛↕♣☎✐✮✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❄❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❿❣✉❴❿♣☎✐✬❛✉♠❧♦▼❴❜✇q♣q❞❢✈✍❞❢✇q♣q❞❢✇①❣❥❞❆❛✵❞❢✇①❣✉❡❝❞➵❛❝❴➾➂✂❫❵❞➵✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦▼④❢♦❶❼ ➼ ➑ ➽➾➏
✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛➄❼✬✐❧✇q❴❜✈q⑤q⑥❸✐❧❡✾➚③✤✡➂❿➩❶➩➊➪✪❞✷♦❶➀❽❣✉❞❢❡★✐➵❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞✷❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦q➆

Λ′(dj) =
1

4

(

|R − C−1(j)|2 − |R − C+1(j)|2
)

,
➚③✤✡➂❿➩ ➑ ➪

♦❶✇q♣q❞
C+1(j) ❞ C−1(j) ❛✉♠❧♦✬✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➞➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❄❞❢❼t➏✍❡✉❞❆❛✉✈✍❞❢④❆❣✉❴❿➯❧✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❧➏ S+1

j

❞
S−1

j

✘✝❞☞✐❧❼☞➀☎✐❧❛
④❢♦❶❼ ✐❧❛☞❼❄❞❢✇q♦❶❡❝❞❢❛✂♣q❴❜❛❤❣✺✹❧✇q④❢❴❸✐❧❛✂❼❄➁❜✇q❴❜❼❄✐❧❛✵♣q❞

R
➂

Λ′(dj)
❣✉❞❢❼ ♦■❼❄❞❢❛❝❼❄♦✱❛❝❴❜✇☎✐❧⑥➟♣q❞

dj

❞✬❛✉❞❆⑤
➯❧✐❧⑥❜♦❶❡➄✐❧➀q❛❝♦❶⑥❜⑤❽❣✉♦➵❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐✬✐☛④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞↕♣☎✐➵♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦q➂

➎❍✐❧❡✉✐✔④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧❡❝❼❄♦❶❛✱✐❮④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❿⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❻♣☎✐✔♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦
dj

➏✂✈q❡❝❞❢④❆❴❜❛✉✐❧❼❄♦❶❛✑❴❜♣q❞❢✇①❣✉❴❿➫☎④♥✐❧❡✱♣q⑤☎✐❧❛
✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➞➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦

C+1(j) ❞ C−1(j) ➏✻❛❝❞❢✇q♣q♦✑❾✚⑤q❞❄⑤q❼✬✐▼♣q❞❢⑥❸✐➭❛✵❹ D
➏✟❞✬✐▼♦❶⑤❽❣✉❡✉✐❽➏✻④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣☎✐

④❢♦❶✇q④❢♦❶❡❝❡❝❞❢✇①❣✉❞✱♣q❞
D
➏✪❹t♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣☎✐Ò④❢♦❶❼❄♦

C
➏✳✐Ò✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦■❼✬✐❧❴❜❛☞✈q❡✉➲♥➷❽❴❜❼✬✐✑♣q❞

R
④❢♦❶❼

cj 6= dj
➂t❫↕✐❧♣☎✐❧❛☞✐❧❛✂✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➞➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦

C
❞

D
➏❍✈➳♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛✂❡❝❞❢❞❢❛❝④❢❡❝❞❆➯❶❞♥❡▼➚③✤✡➂❿➩ ➑ ➪✾♣☎✐t❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞



✣ ❾➼❆➀✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛⑨ô ó ▲

➘✎♦❶❡❝❼✬✐❽➆

Λ′(dj) =
1

4

(

|R − C|2 − |R − D|2
)

dj.
➚③✤✡➂❿➩✫✖①➪

❺✪♦❶❼➵♦
D
❞❢❛❤❣❥➉↕❼✬✐❧❴❜❛❍✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼❄♦❵♣q❞

R
♣q♦↕❾✚⑤q❞

C
➏❶④❢♦❶✇q④❢⑥❜⑤q❴Õ➅➦❛❝❞✪❾✚⑤q❞➄♦❵❣✉❞❢❡❝❼❄♦↕❞❢✇①❣✉❡✉❞✳✈☎✐❧❡❝➶❢✇①❣✉❞✰➅
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➪✰➏✡✈✍♦❶❛❝❛✉✐✂❛❝❞❢❡✪❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐❽➂⑨➣ ✈q❡❝♦❶➀☎✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞
♣q❞✷❛❝❞✷❞❢✇q④❆♦❶✇✚❣✉❡✉✐❧❡★✐❧❛➄✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐❧❛
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✐❧⑤q❼❄❞❢✇①❣❥✐☛④❢♦❶❼P♦➵✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦➵♣q❞✷➀q❴Õ❣❥❛✳❼❄❞❢✇q♦❶❛➄④❢♦❶✇❽➫✍➉♥➯①❞❢❴❜❛

♣☎✐✮✈☎✐➭⑥❸✐✘➯✡❡✉✐✬❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❽➏➜❾✚⑤q❞☛♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞➵♣q❞☛❾✚⑤☎✐❧⑥⑨✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦✕♣q❞➵❺✪❷☎✐❧❛❝❞➵❹☛⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦q➂✾➣î④❢♦❶❼☛➅
✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞✬♣q♦✑♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✂✈➳♦✡♣q❞✕✐❧⑤q❼❄❞❢✇①❣✰✐➭❡✂❞✰➷❽✈➳♦❶✇q❞❢✇q④❆❴❸✐❧⑥❜❼❄❞❢✇✚❣✉❞✬④❢♦❶❼ ❞❢❛❤❣✉❞✕✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦✑♣q❞
➀q❴❿❣✉❛❢➏➟❞▼✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧✇①❣✉♦■➘✜✐❧Ù❢❞❢❡➵④❢♦❶❼Ó❾✚⑤q❞▼✈q❡❝♦✡④❢⑤q❡❝❞❢❼❄♦❶❛➵⑤q❼Ó④❢♦❶❼❄✈q❡❝♦❶❼❄❴❜❛❝❛❝♦■❞❢✇①❣✉❡❝❞t♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦❻❞
④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➂
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C
❛❝➲✑❹✬✈➳❞❢❛❝❾✚⑤q❴❜❛✉✐❧♣☎✐✑❞❢❼ ⑤q❼ ❛❝⑤q➀➳④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦■♣q❞✬✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➞➅

④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❄⑩❶❞❢❡✉✐❧♣☎✐❧❛❵✈➳❞❢⑥❜♦✕✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦➵♣q❞☛❺✪❷☎✐❧❛❝❞☞❞✂✇☎♠❧♦✬❞❢❼ ❣✉♦✡♣q♦✬④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➂s❫❵❞❢❛❤❣❥✐✬❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏✍❞❢❼
✐❧⑥❜⑩❶⑤q✇q❛❵④♥✐❧❛❝♦❶❛❢➏❨✐✬✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐

C
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✐❧❛★✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛➄✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣❥✐❧❛➄❣✉❞❢❼➸♦➵❼❄❞❢❛❝❼❄♦➵❛❝❴❜✇☎✐❧⑥✝✇☎✐➵✈✍♦❶❛❝❴❜❦♥♠❧♦
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Λ′(dj) = βdj , β ≥ 0.
➚③✤✡➂❿➩✶✗✚➪

⑦⑨❛❤❣❥✐✢✐❧✈q❡❝♦♥➷❽❴❜❼✬✐❧❦♥♠❧♦⑧➘✎♦❶❴s⑤q❛✉✐❧♣☎✐❋✈☎✐❧❡✉✐❋④♥✐❧✇☎✐❧❴❜❛✬➣★✧ ➙ ➢û❞✑❛❝❞✬Ô❤⑤q❛❤❣✉❴❿➫☎④♥✐❻✈➳❞❢⑥❸✐❧❛✬❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇✚❣✉❞❢❛
❡✉✐❧Ù❢➈✡❞❢❛❢➆➍✐①➪✪♦☛❛❝❴❜✇☎✐❧⑥✝♣q❞

Λ′(dj)
❹✾❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥✝✐
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➝✳✐❧❛❝❞♥✐❧♣q♦✵✇☎✐✾❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✕➚③✤✡➂❿➩✶✗✚➪❍✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐✷❞❢❼ ➼ ➑ ➽➾➏①➘✎♦❶❴q♣q❞❢❛❝❞❢✇①➯❶♦❶⑥❿➯✡❴❜♣☎✐✷❞❢❼❉➼ ✖➭➽☎⑤q❼✬✐✾❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐
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Λ′(dj) = βΦ(dj),
➚③✤✡➂❿➩✸✤❶➪



ó❘ó ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛➍ô❑❀✍á❂❁qß ➱ Ü

♦❶✇q♣q❞
Φ(dj)

❹■♦✢⑥❜♦❶⑩①✐❧❡❝❴Õ❣✉❼➵♦❋♣☎✐❋❡✉✐❧Ù♥♠❧♦✢♣q❞✑➯❶❞❢❡❝♦❶❛❝❛❝❴❜❼❄❴❜⑥❜❷☎✐❧✇q❦♥✐❻♣☎✐❋♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦
dj
➂❃➣✦➫☎❼ ♣q❞

♣q❞❢❼❄♦❶✇q❛❤❣✉❡✉✐❧❡❝❼❄♦❶❛s✐❄✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧➀q❴❿⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞✾♣q❞✕➚③✤✡➂❿➩✫✤❶➪✰➏q➯❧✐❧❼❄♦❶❛★④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉➉➊➅➦⑥❸✐☛②➵❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦■➚③✤✡➂❿➩✶✗✚➪✳④❢♦❶✇✡➅
❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦Ò⑤q❼ ❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✑❞❢❼Ó⑤q❼ ④♥✐❧✇☎✐❧⑥✳➣★✧ ➙ ➢➸❞✮❾✚⑤q❞▼⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐✱⑤q❼✬✐✑❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦■➝✳➎➟➐❽ü☛➏
✐❧❛❝❛❝❴❜❼t➆

Φ(dj) = ln

(

p(dj|ej = +
√

Eb)

p(dj|ej = −
√

Eb)

)

,
➚③✤✡➂❿➩✫✥①➪

♦❶✇q♣q❞❧➆

p(dj|ej = y) =
1√
2πσ

exp

(−(dj − y)2

2σ2

) ➚③✤✡➂❿➩ ➓ ➪
❞
Eb

❹✪✐★❞❢✇q❞❢❡❝⑩❶❴❸✐★❼❄❹❢♣q❴❸✐➄✈➳♦❧❡✟➀q❴❿❣✻♣q❞➟❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦q➂➜➣❲❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦☛➚③✤✡➂❿➩✫✥①➪❨✇q♦❶❛✟♣q❴❜Ù➍❾✚⑤q❞
Φ(dj)

❣✉❞❢❼
♦✬❼❄❞❢❛❝❼❄♦❄❛❝❴❜✇☎✐❧⑥➜♣q❞

dj
❞✵④❢♦❶✇q❛❝❞❢❾✢❏q❞❢✇✚❣✉❞❢❼❄❞❢✇①❣✉❞

Λ′(dj)
❣❥✐❧❼☞➀➳❹❢❼t➂✪➣❵❛❝❛❝❴❜❼ ④❢♦❶❼❄♦❄❞❢❼ ➚③✤✡➂❿➩✶✗✚➪✰➏✍♦

➯❧✐❧⑥❜♦❶❡✪✐❧➀q❛❝♦❶⑥❜⑤❽❣✉♦✂♣q❞
Φ(dj)

❴❜✇q♣q❴❜④♥✐✵♦✂❾✚⑤☎✐❧✇✚❣✉♦☛✐✵♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦
dj

❹❵④❢♦❶✇❽➫✍➉♥➯①❞❢⑥➾➂⑨➇✟✐❧❼☛➀✍❹❢❼ú❹↕✈✍♦❶❛❝❛❝➁❿➯①❞❢⑥
❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧❡➵❾✚⑤q❞❋➚③✤✡➂❿➩✸✤❶➪✂✈➳♦✡♣q❞t❛❝❞❢❡❄❡❝❞❢♣q⑤qÙ❢❴❜♣☎✐⑧✐✔➚③✤✡➂❿➩✶✗✚➪☞✈✍♦❶❡➵⑤q❼Ó➘✜✐➭❣✉♦❶❡➵❼☞⑤q⑥❿❣✉❴❿✈q⑥❜❴❿④♥✐➭❣✉❴Õ➯❶♦

2
√

Eb

σ2

➏
❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦❵✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧♣☎✐➄✐➄⑤q❼✬✐➄④♥✐❧✇☎✐❧⑥❶➣★✧ ➙ ➢✵➂❢➨➟✐❧⑥❜❞⑨❡❝❞❢❛❝❛✉✐❧⑥❿❣❥✐❧❡➜❾✚⑤q❞❧➏➭✈➳❞❢⑥❜♦➄➘✜✐➭❣✉♦★♣q❞s➚③✤✡➂❿➩✸✤❶➪✝♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞❢❡
♣q❞

Eb
➏✍✐➵✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐❄✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣☎✐❄✈✍♦❶❡✂➼ ✖➊➽✟❡❝❞❢❾✚⑤q❞❢❡s❾✚⑤q❞✂♦❄❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡★❣✉❞❢✇q❷☎✐✬✐➵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦➵♣☎✐

➛ ➐ ➛ ♣q♦❄④♥✐❧✇☎✐❧⑥➜⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦q➂
➣❬⑩❶❡✉✐❧✇q♣q❞❢Ù♥✐

β
➏s④❥❷☎✐❧❼✬✐❧♣☎✐❻➘✜✐➭❣✉♦❶❡✬♣q❞■④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞❧➏★❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❱♦❋➯➭✐❧⑥❜♦❶❡✕❼❄❹❢♣q❴❜♦❋♣☎✐

④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❵♣☎✐❧❛➄♣q❞❢④❢❴❜❛❝➈✡❞❢❛
dj
❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦➵✇☎♠❧♦➵❷☎➉☞✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦☞④❢♦❶✇q④❆♦❶❡❝❡✉❞❆✇✚❣✉❞

C
✇q♦➵❛❝⑤q➀✡➅

④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣❥♦✕♣q❞☛✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❧❛❵④♥✐❧✇q♣q❴❜♣☎✐➭❣❥✐❧❛↕⑩❶❞❢❡✉✐❧♣☎✐❧❛↕✈✍❞❢⑥❜♦▼✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦✬♣q❞➵❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➂✂➢❵✐❧❛↕❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❸✐❧❦❢➈✡❞❆❛
❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐❧❛✵❞❆❼ ➼ ✖➭➽➾➏✟➘✎♦❶❴➍❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦✱❾✚⑤q❞✬♦❶❛✵➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛✂✐✱❛❝❞❢❡❝❞❢❼ ✐➭❣✉❡❝❴❜➀q⑤q➁❜♣q♦❧❛✂✐

β
➏❍✈☎✐❧❡✉✐t❾✚⑤q❞✕♦

❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✾✐❧⑥❜④♥✐❧✇q④❢❞✳⑤q❼Ú❼❄❞❢⑥❿❷q♦❶❡✽♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦q➏✡♣q❞❆➯❶❞❢❼Ú❞❢❛❤❣❥✐❧❡⑨④❢♦❶✇①❣✉❴❜♣q♦❶❛⑨✇q♦✾❴❜✇①❣✉❞❢❡❤➯❧✐❧⑥❜♦
[0, 2; 1, 0]❞✵❛❝❞❢⑩❧⑤q❴❜❡★⑤q❼✬✐➵❡❝❞❢⑩❶❡✉✐☛⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡➄❛❝❴❜❼❄✈q⑥❜❞❢❛➄❾✚⑤q❞✵④❢♦❶✇①❣✉❞❢❼❄✈q⑥❜❞✷✐➵❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞✷♣q❞✵❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦❢➈✡❞❢❛★♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣☎✐

✈☎✐❧❡✉✐☛♦❄♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➂

●❉➱✝ô➶➱✝ô îðÏ✮èÛ❒❉ÑÓæ➉ç➚èÛØ➤ÙÛÚ➤❒❍õùí➶Ö✙➩➇❒❃ÑÓÏ❣å◗P❳ÑÓæ➾ñ➤❒➤÷➢▲ Ö☞❒❳ÑÓí➔❰Ð❒
➢s❞❢❛❤❣❥✐✵❛❝❞❢❦♥♠❧♦q➏❽❛❝❞❢❡✉➉☞✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣☎✐☞✐✵❼❄❞❆❣✉♦✡♣q♦❶⑥❜♦❶⑩❶❴❜✐✾✈☎✐❧❡✉✐✂✐✵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✵❣✉⑤q❡❝➀➳♦✂♣q❞❵④❢➲✡♣q❴Õ➅

⑩❶♦❶❛☞✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦❶❛☞➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂■➣❵❛☛✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦❢➈✡❞❢❛☛✈☎✐❧❡✉✐✱④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛✂❛❝❞❢❡✉♠❧♦Ò✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣☎✐❧❛➵✇☎✐

❛❝❞❢❦♥♠❧♦✴✤✡➂✷✤✡➂
❺✪♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❆❡❥✐➭✇q♣q♦✑♦✱④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦t✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦

P
➏❍♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦✱✇☎✐t❛❝❞❢❦♥♠❧♦Þ✤✡➂ ✖❽➂❿➩❶➏❍✐❧➀➳♦❶❡❝♣☎✐❧❡❝❞❢❼❄♦❶❛✵✐t❛❝⑤☎✐

♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✢❴❿❣✉❞❢❡✉✐➭❣✉❴❿➯❧✐❽➏➄❴❜❛❤❣✉♦❋❹❧➏s♣☎✐❧❛✮⑥❜❴❜✇q❷☎✐➭❛✕❞✑④❢♦❶⑥❜⑤q✇☎✐❧❛✕❾✚⑤q❞■♦✢④❢♦❶❼❄✈➳➈✚❞❢❼❁❞❢❼ ❼✬✐❧❴❜❛✬♣q❞



✣ ❾➼❆➀✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛⑨ô ó ✂

↕➛➙❿➜❘➝✁➸☞➝✬✃✚➡ às➻ß➩✑á✫➫➄➩✑➧q➩ü➵✺➺■⑨⑨➸✢➵❂➧✸Ò✑➽➉➻➼➪✺➥ü➳❄➥ü➳❄➵✺➪✺➥⑨➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➳❄➥✫➫❞➽➉➸❄➫➉âÐ➥ü➳❄➵❉â❄ã➼➥⑨➪✺➥❄➴
⑤q❼❬④❢❴❜④❢⑥❜♦✮♣q❞➵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦q➂✬➐✡❞➞Ô❝✐

Λ(R)
✐▼❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù✂❾✚⑤q❞❄❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐t♦▼❛❝❴❜✇☎✐❧⑥⑨❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❿♣q♦t✇☎✐

❞❢✇✚❣✉❡✉✐❧♣☎✐❋♣q♦✢♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✬❣✉⑤q❡❝➀➳♦q➏s④❢♦❶❼➵✈➳♦❶❛❤❣❥✐❋✈✍♦❶❡✬➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛✕♣q❞✑④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✱❛❝♦❶➀q❡❝❞✑♦❶❛
❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛⑨❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦❶❛❢➏❽✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦✷➘✎⑤q✇q♣☎✐❧❼❄❞❢✇①❣❥✐❧⑥✍✇☎✐✵❞✰➷❽❞❢④❢⑤q❦♥♠❧♦☞♣q♦☞✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦✂➐✡➔❤➐ ➋ ♣q❞s④♥✐❧♣☎✐
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦q➂➟❺✳✐❧♣☎✐➵❞❢⑥❜❞❢❼❄❞❢✇①❣✉♦➵♣q❞

Λ(R)
❹✷④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧♣q♦☛♣☎✐➵❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞✾➘✎♦❶❡❝❼✬✐❽➆

Λ(rj) = ln

(

p(rj|bj = 0)

p(rj|bj = 1)

)

,
➚③✤✡➂❿➩✫✦①➪

④❢♦❶❼
j ∈ [0, N 2 − 1]

➂
➋ ✈q❡❝❴❜❼❄❞❢❴❜❡❤♦Ò♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❄④❢♦❶❼❄✈✍♦❶✇q❞❢✇✚❣✉❞t✐➭❣✉⑤☎✐Ò❛❝♦❶➀q❡❝❞✱✐❧❛❄⑥❜❴❜✇q❷☎✐❧❛t➚✎♦❶⑤❲④❢♦❶⑥❜⑤q✇☎✐❧❛❥➪☞♣q❞

P⑤q❛✉✐❧✇q♣q♦
Λ(R)

④❢♦❶❼❄♦↕❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐❽➂❍➣✔♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦↕❛❝⑤☎✐♥➯①❞✳❹✪❞✰➷❽❞❢④❢⑤❽❣❥✐❧♣☎✐✷✐➭❣✉❡✉✐♥➯❶❹❢❛✽♣q♦✾✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦
♣q❞↕❺✪❷☎✐❧❛❝❞❵❞s❛❝⑤☎✐✵❛✉✐❧➁❜♣☎✐✷❹s④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧♣☎✐✾❛✉❞❆⑩❶⑤q✇q♣q♦▼➚③✤✡➂❿➩✫✖①➪✽♦❶⑤■➚③✤✡➂❿➩✸✤❶➪✰➂✽➢❵✐✾➫☎⑩❶⑤q❡✉✐ù✤✡➂ ✦❽➏✚❹s❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦
♦✾✈q❡❝♦✡④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦✾♣☎✐↕♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✾♣q❞➄⑤q❼❘④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦✾✈q❡❝♦✚♣q⑤❽❣✉♦✷➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧♣q♦✾❞❢❼❘④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✽♣q❞➄➀q⑥❜♦✚④❢♦
⑥❜❴❜✇q❞♥✐❧❡❝❞❢❛❢➂

➣➧❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐➵♣☎✐
t
➅➦❹❢❛❝❴❜❼✬✐☞❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦☛♣q♦❄♣q❞❆④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡★♣q❞✷⑥❜❴❜✇q❷☎✐❧❛✳❞✷④❢♦❶⑥❜⑤q✇☎✐❧❛➄❹✷♣☎✐❧♣☎✐➵✈✍♦❶❡❢➆

Λ(R)(t) = Λ(R) + α(t)Z(t−1).
➚③✤✡➂❿➩✘➮①➪

➨➟✐❧⑥❜❞s❡❝❞❢❛❝❛✉✐❧⑥❿❣❥✐❧❡➟❾✚⑤q❞❧➏❽④❢♦❶❼❄♦✵④♥✐❧♣☎✐✵❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦✂④❢♦❶❼❄✈q❡❝❞❢❞❢✇q♣q❞↕✐✂✐➭❣✉⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✂♣q♦❶❛➟♣q♦❶❴❜❛➟♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦➭➅
❡❝❞❢❛➄④❢♦❶❼❄✈➳♦❶✇q❞❢✇①❣✉❞❢❛✵➚✎⑥❜❴❜✇q❷☎✐✵❞✾④❢♦❶⑥❜⑤q✇☎✐①➪✰➏❽♦☞❣✉♦❧❣❥✐❧⑥➳♣q❞✾✈☎✐❧❛❝❛❝♦❶❛➄❛❝❞❢❡✉➉☛❛❝❞❢❼❄✈q❡❝❞↕♦☛♣q♦❶➀q❡❝♦☛♣q♦☞❣✉♦❧❣❥✐❧⑥✝♣q❞
❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦❢➈✡❞❢❛❢➂

➣❵❛☞❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù❢❞❢❛
Z(t−1) ❞ W(t) ❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧❼Ó✐✑❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦✱❞✰➷✡❣✉❡❝➁❜✇q❛❝❞❢④♥✐✑④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧♣☎✐t✈➳❞❢⑥❜♦

♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➂ú➣Ð♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢✇q❦♥✐❱❞❢✇①❣✉❡❝❞⑧❞❢⑥❸✐❧❛❢➏↕✐❧✈➳❞❢❛✉✐❧❡▼♣q❞Ò✇✚⑤q❼❄❞❢❡❝❴❜④♥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞■❴❜⑩❶⑤☎✐❧❴❜❛❢➏s❹Ò❾✚⑤q❞❻✐
✈q❡❝❴❜❼❄❞❢❴❜❡✉✐❄❹➵✐✮❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦✕❞✰➷✡❣✉❡❝➁❜✇q❛❝❞❢④♥✐✮④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧♣☎✐✬✈➳❞❢⑥❜♦✮♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✷✐❧✇①❣✉❞❢❡❝❴❜♦❶❡❵❞☛❹☛⑤q❛✉✐❧♣☎✐
✈☎✐❧❡✉✐✱✐➭❣✉⑤☎✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐➭❡✵✐▼❞❢✇✚❣✉❡✉✐❧♣☎✐t♣q♦✱♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✂✐➭❣✉⑤☎✐❧⑥➾➏✟❞❢✇q❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉♦■✐▼❛✉❞❆⑩❶⑤q✇q♣☎✐✱❹✕✐▼❛✉✐❧➁❜♣☎✐t♣q♦



✂ ❖ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛➍ô❑❀✍á❂❁qß ➱ Ü

♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡☛✐➭❣✉⑤☎✐❧⑥✪❞✕❛❝❞❢❡✉➉■⑤q❛✉✐❧♣☎✐✑✇q♦■④♥➉❧⑥❜④❢⑤q⑥❜♦✑♣☎✐✱❞❢✇✚❣✉❡✉✐❧♣☎✐✑♣q♦■✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼❄♦✑♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➂
➐✡❞❢✇q♣q♦✬✐❧❛❝❛❝❴❜❼t➏☎✐☛❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦☞❞✰➷✡❣✉❡❝➁❜✇q❛❝❞❢④♥✐❄♦❶➀✍❞❢♣q❞❢④❢❞☞✐☛⑤q❼✬✐☞❞❢❛❤❣❥❡❝⑤❽❣✉⑤q❡✉✐➵❡❝❞❢④❢⑤q❡❝❛❝❴❿➯➭✐➵❞✷♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞
♣☎✐➵④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞↕⑩❶❞❢❡✉✐❧♣☎✐➵❞❢❼➸④♥✐❧♣☎✐☛♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❵➐✡➔❤➐ ➋ ④❢♦❶❼❄✈➳♦❶✇q❞❢✇①❣✉❞❧➂

❫❵❞★✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦✾④❢♦❶❼❃♦✾❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✾❷q❞❢⑤q❡❝➁❜❛❤❣✉❴❜④❢♦↕♣q❴❜❛❝④❢⑤❽❣✉❴❜♣q♦✾❞❢❼➸➼ ➑ ✦➊➽➾➏✚✐↕④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐➭♣q❞✪♣☎✐✾♣q❞❢④❢❴❿❛❥♠➭♦
❹✷♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣❥✐➵♣☎✐☛❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞✾➘✎♦❶❡❝❼✬✐❽➆

L(aj) = Fzj + wj,
➚③✤✡➂ ➑❧➒ ➪

♦❶✇q♣q❞
F
❹✕⑤q❼ ➘✜✐➭❣✉♦❶❡✂❼☞⑤q⑥❿❣✉❴❜✈q⑥❿❴❿④♥✐➭❣✉❴Õ➯❶♦q➂✑➇✟❡✉✐❧Ù❢❞❢✇q♣q♦✔➚③✤✡➂ ➑❧➒ ➪✷✈☎✐❧❡✉✐✱♦■✇q♦❶❛❝❛❝♦Ò④❢♦❶✇①❣✉❞✰➷✡❣✉♦q➏⑨❣✉❞❢❼❄♦❶❛

❾✚⑤q❞❧➆

Λ(dj) = αzj + wj,
➚③✤✡➂ ➑ ➩➊➪

♦❶⑤t❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜④❢❴❜✐❧⑥❿❼➵❞❢✇①❣✉❞❧➏

Λ(dj)
(t) = α(t)Z(t−1) + W(t).

➚③✤✡➂ ➑❶➑ ➪
➐✡⑤q➀q❛❤❣✉❴❿❣✉⑤q❴❜✇q♣q♦✱➚③✤✡➂❿➩✘➮①➪✪❞❢❼ ➚③✤✡➂ ➑❶➑ ➪✪❞✷❴❜❛❝♦❶⑥❜✐❧✇q♣q♦☛♦➵❣✉❞❢❡❝❼❄♦

W(t) ➏q❣✉❞❢❼❄♦❶❛❢➆

W(t) = Λ(dj)
(t) − (Λ(R)(t) − Λ(R)).

➚③✤✡➂ ➑ ✖①➪
➎❍♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛➄❛❝❴❜❼❄✈q⑥❜❴Õ➫☎④♥✐❧❡✷➚③✤✡➂ ➑ ✖①➪✰➏❽④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦➵❾✚⑤q❞✷♦☛➯❧✐❧⑥❿♦❶❡➄④❢♦❧✇q❛❝❣❥✐❧✇①❣✉❞✷♣q❞

Λ(R)
✇☎♠❧♦➵✐❧⑥❿❣✉❞❢❡✉✐

✐❧❛★♣q❞❢④❢❴❜❛❝➈✡❞❢❛❢➂➟⑦⑨✇①❣❥♠❧♦q➏

W(t) = Λ(dj)
(t) − Λ(R)(t).

➚③✤✡➂ ➑ ✗✚➪
➣❃❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦Ò➚③✤✡➂ ➑ ✗✚➪➄❞✰➷❽✈q❡❝❞❢❛❝❛✉✐✮❾✚⑤q❞☞✐✬❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦❄❞✰➷✡❣✉❡❝➁❜✇q❛❝❞❢④♥✐✬⑩❶❞❢❡✉✐❧♣☎✐✬❞❢❼❉④♥✐❧♣☎✐❄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴Õ➅

➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✷④❢♦❶❼❄✈➳♦❶✇q❞❢✇①❣✉❞➵❹❄♣☎✐❧♣☎✐▼✈✍❞❢⑥❸✐▼♣q❴Õ➘✎❞❢❡❝❞❢✇q❦♥✐▼❞❢✇✚❣✉❡❝❞
Λ(dj)

(t) ➏✟④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❿❴❜♣☎✐❧♣q❞☛♣☎✐▼♣q❞❢④❢❴❿❛❥♠➭♦
♣☎✐❧♣☎✐✕✈✍❞❢⑥❜♦▼✐❧⑥❿⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦✬♣q❞➵❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➏❨❞

Λ(R)(t) ➏✝④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✵♣☎✐✕✇q♦✘➯❧✐✕❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐✕♣q❞❢❛❤❣✉❞☞♣q❞✰➅
④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❢➂➍➝✳✐❧❛❝❞♥✐❧♣q♦❄✇☎✐☛❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✑➚③✤✡➂❿➩✸✤❶➪✰➏q✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❧❛s✐❧✈q❡❝♦♥➷❽❴❜❼✬✐❧❡

Λ(dj)
(t) ✈☎✐❧❡✉✐❽➆

Λ(dj)
(t) = β(t)Φ(dj)

(t).
➚③✤✡➂ ➑ ✤❶➪

➣Ú⑩❶❡✉✐❧✇q♣q❞❢Ù♥✐
α
➏❨④❥❷☎✐❧❼✬✐❧♣☎✐✬➘✜✐➭❣✉♦❶❡↕♣q❞☛❞❢❛❝④♥✐❧⑥❸✐❽➏❨❹☛⑤q❛✉✐❧♣☎✐✮✈☎✐❧❡✉✐✕❡❝❞❢♣q⑤qÙ❢❴❜❡✾♦✮❞❆➘✎❞❢❴❿❣✉♦✮♣☎✐✕❴❜✇❽➘✎♦❶❡➞➅

❼✬✐❧❦♥♠❧♦➵❞✰➷✡❣✉❡❝➁❜✇q❛❝❞❢④♥✐❄✇q♦❄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❧❡s✇q♦❶❛★✈q❡❝❴❜❼❄❞❢❴❜❡❝♦❶❛✳✈☎✐❧❛❝❛❝♦❶❛s♣q❞✵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠➭♦q➂✳⑦⑨⑥❸✐☞➯➭✐❧❡❝❴❸✐



✣ ❾ ✣ ✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛⑨ô➀❀✍á❂❁qß ➱ ÜÒä❇✙Ý❋✂Ü ✏ Ü ➱ à❛✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲● ✂ ✌

✇q♦✑❴❜✇①❣✉❞❢❡❤➯❧✐❧⑥❜♦
[0, 0; 1, 0]

❞✕✐❧❛❝❛❝❴❜❼ ④❢♦❶❼❄♦
β
➏✽✈➳♦✚♣q❞✬❣✉❞❢❡✂❛❝❞❢⑤q❛✂➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛✵✈q❡❝❹✰➅➦♣q❞❆❣✉❞❢❡❝❼❄❴❜✇☎✐❧♣q♦❶❛✵♣q❞

❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❵❴❜✇✚❣✉⑤q❴❿❣✉❴Õ➯❧✐❵♦❶⑤☛❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜❡⑨⑤q❼❘④❢❡❝❴❿❣✉❹❢❡❝❴❜♦↕❞❢❛❝✈➳❞❢④❢➁❿➫☎④❢♦q➏✚④❢♦❶❼❄♦✾✈✍♦❶❡⑨❞✰➷❽❞❢❼❄✈q⑥❜♦q➏❧➯❧✐❧❡❝❴❸✐❧❡✽❛❝❞❢⑩❶⑤q✇q♣q♦
✐✾➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦✵⑥❜♦❶⑩①✐❧❡❝➁❿❣✉❼➵❴❿④♥✐↕✇q♦✵❴❜✇✚❣✉❞❢❡❤➯➭✐❧⑥❜♦✷❼❄❞❢✇q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣q♦q➏①❾✚⑤q❞s❴❜❡✉➉✾⑩❶❞❢❡✉✐❧❡➍⑤q❼î❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡⑨♣q❞❆❛✉❞❆❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦
✈☎✐❧❡✉✐➵✐➵♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✱➼ ✖➭➽➾➂

❆➒♣❇❆ ✤✦✥★✧✪✩❄✫✮✭✰✯✱✧✳✲✵✴✳✶✷✩ ❈❋❊✕✼❍●■✩ ◆ ❏☎❖✾✼❍✭❢✲ ✥★◗ ❀❘✲✵❙▼✲✷✭❢❇ ❯❲❯❲❳✦❏
❀❘✤❬❩❪❭

➢❵✐✕❛❝❞❢❦♥♠❧♦✉✤✡➂ ✗q➏✝➘✎♦❶❡✉✐❧❼✦✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❶❛✷♦❶❛✾✈q❡❝♦✚④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦❶❛✾⑩❶❞❢❡✉✐❧❴❜❛↕✈☎✐➭❡❥✐✮✐✕♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
❣✉⑤q❡❝➀➳♦❲♣q❞Ò④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✮➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂Ø➢s❞❢❛❤❣❥✐❱❛❝❞❢❦♥♠❧♦q➏✾❛❝❞❢❡✉➉❲✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣✰✐➭♣☎✐❲⑤q❼✬✐✢✈q❡✉♦❧✈➳♦❶❛❤❣❥✐❱✈☎✐❧❡✉✐❲✐
✐❧♣q❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✷♣☎✐✾♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✾❣✉⑤q❡❝➀➳♦✾✈☎✐❧❡✉✐↕④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂✽➐✡❞❢❡✉➉↕♣☎✐❧♣☎✐✾➶❢✇❽➘✜✐❧❛❝❞★②✾✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦

♣☎✐✑♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✑❣✉⑤q❡❝➀✍♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐t❞❢❼ ④♥✐❧✇☎✐❧❴❜❛☛③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏✟➯✡❴❜❛❤❣✉♦■❾✚⑤q❞✮⑤q❼❄✐✑④❢♦❶❼❄✈☎✐➭❡❥✐➭❦♥♠❧♦

④❢♦❶❼û♦❶❛❵❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛❵♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦❶❛s✈➳♦❶❡☞➼ ✖➭➽➾➏✝✈☎✐➭❡❥✐✬✐✬♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④❢✐❧❦♥♠❧♦✕❣✉⑤q❡❝➀✍♦✕➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐➵❞❢❼û⑤q❼❉④♥✐❧✇☎✐❧⑥
③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏☎❹✷♣q❞❢❛❝❞➞Ô❝➉♥➯①❞❢⑥✜➂

●❉➱✪●❉➱➄✃ ▲ Ö☞❒➛ú➇❒➤÷❄❰ÐØ➏ú➚Ø➛Ö☞Ø❃Ø❅îðÏ✮èÛ❒❉ÑÓæ➉ç➚èÛØ➤ÙÛÚ➤❒❍õùí➶Ö✙➩➇❒ã❒➭❮♣➨➛Ö☞æ➾Ø
➢❵✐▼➫☎⑩❶⑤q❡✉✐☎✤✡➂ ➮❽➏❍❹✮✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦■⑤q❼ ❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐t♣q❞✕④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦✑③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣P④❢♦❶❼ ✐❧❛

✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦❢➈✡❞❢❛✪✈☎✐❧❡✉✐✂❛❝⑤q✈✍♦❶❡❤❣❥✐❧❡✳✐✂♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✂❣✉⑤q❡❝➀✍♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✷✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐❽➂➍➐✡❞❢⑩❶⑤q❴❜✇q♣q♦☛✐✵❼❄❞❢❛❝❼✬✐

❞❢❛❤❣✉❡❝⑤❽❣✉⑤q❡✉✐⑧♣q♦❶❛➵④❢♦❶✇q④❢❞❢❴❿❣✉♦❶❛❄♣q❞▼♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦Ò❣✉⑤q❡❝➀➳♦⑧❴❜✇①❣✉❡❝♦✡♣q⑤qÙ❢❴❜♣q♦❶❛☛✇☎✐Ò❛❝❞❢❦♥♠❧♦➀✤✡➂ ✗q➏➟✈➳♦❶❡❝❹❢❼t➏
✐❧⑥❿❣✉❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦⑧✐❧⑥❜⑩❶⑤q❼✬✐❧❛☞♣q❞❢✇q♦❧❣❥✐❧❦❢➈✡❞❢❛➵♣q❞▼➯➭✐❧❡❝❴❸➉✘➯❶❞❢❴❜❛☛♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦❻②❧❛➵✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞❢❛✬❴❜❼❄✈✍♦❶❛❤❣❥✐❧❛☛✈➳❞❢⑥❸✐❧❛
✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦❢➈✡❞❢❛❢➏➟❴❜✇q❴❜④❢❴❸✐➭❡❝❞❢❼❄♦❶❛☞✐Ò✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧❦♥♠❧♦⑧♣☎✐■✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐■✈➳❞❢⑥❜♦Ò↔➜♦❶⑩①✐❧❡❝❴❿❣✉❼❄♦✑♣☎✐ ➛ ✐➭Ù♥♠❧♦Ò♣q❞
➨➍❞❢❡❝♦❶❛❝❛❝❴❜❼❄❴❜⑥❜❷☎✐❧✇q❦♥✐✢♣q❞⑧❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛✮❞❢❼ ⑤q❼✹④♥✐❧✇☎✐➭⑥✂③✽③❍→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂↕❺✪♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦✔♦

④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✑✈q❡❝♦✚♣q⑤❽❣✉♦q➏⑨❛❝❞➞Ô❝✐
Λ(Y)

✐✑❼✬✐➭❣✉❡❝❴❿Ù✬❾✚⑤q❞✮❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐Ò✐✑④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞✬♣q♦❶❛☞❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛✳❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦❶❛s♣q♦❄③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏☎♦❶✇q♣q❞

Y
❹✵✐☛❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù↕④❢⑤➭Ô❤♦❄❞❢⑥❜❞❢❼❄❞❢✇①❣✉♦

Yij

❹✷♦❄❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦
♣q❞❆➫☎✇q❴❜♣q♦⑧✈➳❞❢⑥❜♦⑧❡❝❞❢④❆❞❢✈❽❣✉♦❶❡❢➏✳④❢♦❶❼

i = 0, 1, ..., (N − 1)
❞

j = 0, 1, ..., (N − 1)
➂✔➢s♦⑧④♥✐❧❛❝♦

♣q❞Ò❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛✕➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏★➯✡❴❜❼❄♦❶❛✮❾✚⑤q❞⑧✐❱✈☎✐❧❡❤❣✉❴❜❡✕♣q♦✢➯❧✐❧⑥❜♦❶❡✮♣q❞Ò⑤q❼ ❞❢⑥❜❞❢❼❄❞❢✇①❣✉♦❱♣q❞
Λ(R)

♣☎✐
❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦⑧➚ò✤✚➂❿➩✫✦①➪★❛✉✐❧➀➳❞❢❼❄♦❶❛❢➏➜✐➭❣✉❡✉✐♥➯①❹❢❛↕♣q❞☞❛❝❞❢⑤Ò❛❝❴❜✇☎✐❧⑥✳➚✎✈➳♦❶❛❝❴❿❣✉❴❿➯❶♦✬♦❶⑤■✇q❞❢⑩①✐➭❣✉❴❿➯❶♦✚➪✰➏✝♦✬➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❵♣q♦✕➀q❴❿❣
✈➳♦❶❡❄♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦❋➀q❡❝⑤q❛❝④♥✐❽➂Ö➎✟♦❶❡❝❹❢❼t➏✳✈☎✐❧❡✉✐⑧♦❻④♥✐❧❛❝♦❋♣q❞✱❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏✪✇☎♠❧♦❻✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛➵➘✜✐❧Ù❢❞❢❡

❣❥✐❧⑥⑨♣q❞❢♣q⑤q❦♥♠❧♦q➏❍❛❝❞❢✇q♣q♦✱✇q❞❢④❢❞❆❛✉❛✉➉❧❡❝❴❜♦q➏❍✐❧❛❝❛❝❴❜❼t➏✻♦t⑤q❛❝♦t♣q❞❄⑤q❼❬❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡✵✈☎✐❧❡✉✐▼♣q❞❆➫☎✇q❴❜❡✷♦t❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦
❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦q➂ ➥ ❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❼➵♦❶❛✬⑤q❼❁❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡✮♣q❞■❼✬➉➊➷❽❴❜❼❄✐Ò➯①❞❢❡❝♦❶❛❝❛❝❴❜❼❄❴❜⑥❜❷☎✐➭✇q❦♥✐❻✈☎✐❧❡✉✐❋❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧❡❄❞❢❛❤❣❥✐
♣q❞❢④❢❴❜❛✉♠❧♦q➏✍✐❧❛❝❛❝❴❜❼t➏❽♦❄❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦☞❞❢❛❝④❢♦❶⑥❜❷q❴❜♣q♦

Yij = m
♦❶➀✍❞❢♣q❞❢④❢❞✂✐➵❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞✷♣q❞❢❛❝❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥❜♣☎✐❧♣q❞❧➆



✂ ✘ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛➍ô❑❀✍á❂❁qß ➱ Ü

↕➛➙❿➜❘➝⑧➸☞➝✬Ð✚➡★❤⑨➻➼➺➉➽➾➵❂➧q➩❱➳❄➵❉➪✺➥✶➧Ó➸❄➹❄➻➼➪❶➩✶➯❶➲✶➥✸ë➦ë➦ì➭❸ò➢➦à✷➪✑í➑➪✺➥✶➧❣➳❄➵✺➪✺➥⑨➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥q➽➉➸❄➫➉âÐ➥
q
❸✪Ò✑➫➉➻ß➩✕➴

P (Yij = m|Rij) > P (Yij = n|Rij), ∀ n 6= m.
➚③✤✡➂ ➑ ✥①➪

➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯①❞➟❾✚⑤q❞
Rij

❣❥✐❧❼☞➀➳❹❢❼▲❹➍⑤q❼✬✐➄❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù✽④❢⑤➭Ô❤♦❶❛✟❞❢⑥❜❞❢❼❄❞❢✇①❣✉♦❶❛✻❛✉♠❧♦s♦❶❛➜➯❧✐❧⑥❜♦❧❡✉❞❆❛✻♣q❞
Rnl

✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✡➅
❣❥✐❧♣q♦❶❛➄✇☎✐☛❛❝❞❢❦♥♠❧♦➒✗q➂ ➑ ➂➍❫❵❞❢❛❤❣❥✐☛❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏q✐❧✈q⑥❿❴❜④♥✐❧✇q♣q♦☛♦☞❣✉❞❢♦❶❡❝❞❢❼✬✐☞♣q❞✷➝✳✐♥➴①❞❢❛★②☛❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✱➚③✤✡➂ ➑ ✥①➪✰➏
✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛❵④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧❡❵✐✕♣q❞❢❛❝❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥❜♣☎✐❧♣q❞✵➘✜✐❧Ù❢❞❢✇q♣q♦✮⑤q❛❝♦✮♣☎✐✕❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦⑧➚✝✗q➂ ➮①➪✰➂✵❺✪♦❶❼❄♦✕♦✮✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦
♣q❞✷❺✪❷☎✐❧❛❝❞

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦q➏✚✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦☞✇☎✐☞❛❝❞❢❦♥♠❧♦➒✖❽➂ ✖❽➏✡❛❝❞❢❡✉➉☛⑤❽❣✉❴❜⑥❿❴❜Ù♥✐❧♣q♦✂✇q♦☞♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐➭♣q♦❶❡✪❣✉⑤q❡❝➀➳♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦q➏

➘✜✐❧Ù✰➅➦❛❝❞✷✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❸✐❄✐☛♦❶➀❽❣✉❞❢✇q❦♥♠❧♦❄♣☎✐➵❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù
Ya ➏q④❢♦❶❼ Y a

ij = k
➏q❣❥✐❧⑥❨❾✚⑤q❞❧➆

P (Yij = m|Rij) > P (Yij = k|Rij) > P (Yij = n|Rij), ∀ n 6= m 6= k.
➚③✤✡➂ ➑❶➓ ➪

➥ ❼✬✐t➯①❞❢Ù▼♦❶➀❽❣✉❴❜♣☎✐❧❛☛✐❧❛☛❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù❢❞❢❛
Y

❞
Ya ➏➍♦Ò✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼❄♦✑✈☎✐❧❛❝❛❝♦⑧❹✮♦■④♥➉❧⑥❜④❢⑤q⑥❜♦✑♣☎✐■❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù

♣q❞✕④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞
Λ(Y)

➂■➎❍✐❧❡✉✐✱❴❜❛❝❛❝♦q➏✽⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❼➵♦❶❛✵♦✑❼❄❞❢❛❝❼❄♦✱✈q❡❝♦✚④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇✚❣✉♦✱♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣✉♦✑✇☎✐
❛❝❞❢❦♥♠❧♦✰✗q➂ ✖❽➂✵➣❵❛❝❛❝❴❜❼t➏❨♦✕➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❵♣☎✐✕④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✂♣q❞☛⑤q❼✦❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦✬❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦▼✐➭❣✉❡❥✐♥➯❶❹❢❛✾♣q❞☛⑤q❼
④♥✐❧✇☎✐❧⑥✻③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣➠❹❧➆

Λ(Yij) = ln

(

p(Rij|Y (1)
ij )

∑q
k=2 p(Rij|Y (k)

ij )

)

.
➚③✤✡➂ ➑ ✦①➪

❫↕✐❧♣q♦❲❾✚⑤q❞❻♦❶❛✮➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛▼♣☎✐❧❛t④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐➭♣q❞❢❛▼♣q♦❲④♥✐❧✇☎✐❧⑥✾➘✎♦❶❡✉✐❧❼ ④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❛❢➏❵♣q❞❆➯①❞❢❼❄♦❶❛
✐❧⑩❶♦❶❡✉✐✮❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧❡✾✐✮♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦t♣☎✐❧❛✷⑥❜❴❜✇q❷☎✐❧❛↕❞❄④❆♦❶⑥❜⑤q✇☎✐❧❛✷♣☎✐▼❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù☞✈q❡❝♦✚♣q⑤❽❣✉♦t❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐

Y
➂

➋ ♣q❞❆④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✾⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦✕❴❜❼❄✈q⑥❿❞❢❼❄❞❢✇①❣❥✐✕✐✕✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐✕♣q♦t✐❧⑥❜⑩❧♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦✬♣q❞❄❺✪❷☎✐❧❛❝❞❄✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧♣q♦
✈☎✐❧❡✉✐✂❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂ ➋ ❛✪♣q❞❆❣❥✐❧⑥❜❷q❞❢❛✳♣q❞❆❛❝❣❥✐✂✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐❽➏✡❴❜✇q④❢⑥❜⑤q❛❝❴❿➯①❞s♣☎✐✂⑩❶❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦☞♣q♦❶❛✪✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛

♣q❞✾❣✉❞❢❛❤❣✉❞❧➏✍❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡✉✐❧❼☛➅➦❛❝❞✷✇☎✐☛❛❝❞❢❦♥♠❧♦⑥✖❽➂ ✖❽➂



✣ ❾ ✣ ✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛⑨ô➀❀✍á❂❁qß ➱ ÜÒä❇✙Ý❋✂Ü ✏ Ü ➱ à❛✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲● ✂ ✻

↕➛➙❿➜❘➝✁➸☞➝➠➟❪Ó✚➡ à❳➵✺➪✺➥■➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➳❄➥✶➫❞➽➉➸❄➫➉â☞➥
q
❸✪Ò✑➫➉➻➼➥❱➨❇➩✑➫➄➩❱➥❱➪❶➩✶➺➾➥

Y
(t)
ij = D

(t)
ij

➴

❺✪♦❶✇❽➘✎♦❧❡✉❼➵❞✂❼❄❞❢✇q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣q♦✮✐❧✇①❣✉❞❢❡❝❴❜♦❶❡❝❼❄❞❢✇①❣✉❞✂✈☎✐❧❡✉✐✬♦❶❛❵❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛s➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏✍✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛❵❛✉✐❧➀➳❞❢❡
♦➵➯➭✐❧⑥❜♦❶❡➄♣q♦➵➀q❴❿❣s✐➭❣✉❡✉✐✘➯❶❹❢❛★♣q♦❄❛❝❴❜✇☎✐❧⑥➍➚✎✈➳♦❶❛❝❴❿❣✉❴❿➯❶♦☛♦❶⑤t✇q❞❢⑩①✐➭❣✉❴❿➯❶♦✚➪✪♣☎✐☛❛✉⑤☎✐☛④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➂⑨➎❍♦❶❡❝❹❢❼t➏
✈☎✐❧❡✉✐❻♦❋④♥✐❧❛❝♦✢♣q❞✑❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏➄✐❻❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦⑧♣q♦❋➯➭✐❧⑥❜♦❶❡✬♣q♦❋❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦⑧✇☎♠❧♦❋❞❢❛❤❣❥➉❋❴❜❼☛➅

✈q⑥❜➁❜④❢❴❿❣❥✐❻✇q♦✢➯❧✐❧⑥❜♦❶❡✕♣☎✐✢④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➂Ú❫❵❞❢❛❤❣❥✐❱❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏★➘✜✐❧Ù✰➅➦❛❝❞■✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❜♦❲❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❡✕✐❧♦
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡☞❣✉⑤q❡❝➀➳♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦■✐■❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù✬♣☎✐❧❛➵♣q❞❢④❢❴❜❛❝➈✚❞❢❛

Y
❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐❧❛✂✈➳❞❢⑥❜♦■❡❝❞❢④❢❞❢✈❽❣✉♦❶❡❢➏✪❛❝⑤☎✐❧❛

④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❢❛
Λ(Y)

❞✵✐☛❼✬✐➭❣✉❡❝❴❜Ù
Ya ✈☎✐❧❡✉✐☛♦❄♣q❞❆④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡❵❺✪❷☎✐❧❛❝❞ q

➅➞➉❧❡❝❴❜♦☛❴❜✇①❣✉❞❢❡❝✇q♦q➂
➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞✮❾✚⑤q❞❧➏⑨✈☎✐❧❡✉✐✱♦✑④♥✐❧❛❝♦■➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦q➏✟♦✱➯❧✐❧⑥❜♦❶❡✵❡❝❞❢④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧♣q♦✱♣☎✐❧❛☞④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐➭♣q❞❢❛✂✈☎✐❧❡✉✐

④♥✐❧♣☎✐▼❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦q➏✟✐➭❣✉❡✉✐♥➯①❹❢❛✷♣q❞❄❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜❼➵❞❢✇✚❣❥✐❧❦♥♠❧♦✮✇q♦t♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✾❣✉⑤q❡❝➀➳♦q➏qÔ❝➉▼❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐✕♣q❴❜❡❝❞❆❣❥✐➊➅
❼❄❞❢✇①❣❥❞➄❛❝❞★❷q♦❶⑤❽➯❶❞❵✐❧⑥❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠➭♦✷♦❶⑤➵✇☎♠❧♦✷✇q♦✷➀q❴❿❣➍♣q❞➄❞❢✇✚❣✉❡✉✐❧♣☎✐✾✈☎✐❧❡✉✐✷✐✾✈q❡❝➲✘➷❽❴❜❼❄✐↕❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦q➂✽➢s♦✷④♥✐❧❛❝♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦q➏❽✇☎♠❧♦➵❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡✉✐❧❼❄♦❶❛★❞❢❛❤❣❥✐➵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦☛❴❜❼❄✈q⑥❿➁❿④❢❴❿❣❥✐❽➂
➎❍✐❧❡✉✐❄④♥✐❧♣☎✐✬❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦❢♠❧♦✬♣q♦✬♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡★❣✉⑤q❡❝➀➳♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦q➏☎♣q❞❆➯①❞❢❼❄♦❶❛❵④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧❡★♦✬➯➭✐❧⑥❜♦❶❡s♣q♦

❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦
Y

(t)
ij

♣☎✐✢✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐❋♣q❞Ò❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐❱♣☎✐
t
➅➦❹❢❛❝❴❜❼✬✐❻❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦❱④❢♦❶❼ ♦✢➯❧✐❧⑥❜♦❶❡✕♣q♦❱❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦

D
(t)
ij

♣☎✐✑✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐✱♣q❞✮❛✉✐❧➁❜♣☎✐✱♣q♦■♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡☞♣q❞t❺✪❷☎✐❧❛❝❞✮♣☎✐
t
➅➦❹❢❛❝❴❜❼✬✐t❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦q➂ ➤ ⑤☎✐➭✇q♣q♦

Y
(t)
ij = D

(t)
ij

➏✝♦❶⑤■❛❝❞➞Ô❝✐❽➏✝♦✮♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡↕♣q❞➵❺✪❷☎✐❧❛❝❞
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦✬✇☎♠❧♦✕④❢♦❶❡❝❡❝❴❜⑩❶❴❜❡★❞❢❛❤❣✉❞☞❛✉➁❿❼☛➀✍♦❶⑥❜♦✬♣☎✐

✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦q➏✻♣q❞❆➯❶❞❢❼❄♦❶❛✂✈q❡❝♦✡④❢❞❢♣q❞❢❡☞♦✱④♥➉❧⑥❜④❢⑤q⑥❜♦t♣☎✐t④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞➵♣☎✐t✈q❡❝➲✘➷❽❴❜❼✬✐▼❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦
④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞➟✐★➫☎⑩❶⑤q❡✉✐Ó✤✡➂❿➩ ➒ ➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞✪❾✚⑤q❞✪♦s✈q❡❝♦✡④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦s❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦★✇☎✐★➫☎⑩❶⑤q❡✉✐Ó✤✡➂❿➩ ➒ ❹➟❛❝❴❜❼❄❴❜⑥❜✐❧❡
✐❧♦↕✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦↕✈☎✐❧❡✉✐★♦❵④♥✐❧❛❝♦❵➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦★✇☎✐s❛❝❞❢❦♥♠❧♦❱✤✡➂ ✗q➂ ✗q➏➭❞✰➷❽④❢❞❆❣✉♦↕✈➳❞❢⑥❸✐★❴❜✇q④❢⑥❜⑤q❛✉♠❧♦s♣☎✐s❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦
♣☎✐☞✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐☞✐☞❛❝❞❢❡➄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣☎✐☞✇☎✐

t
➅➦❹❢❛❝❴❜❼✬✐✂❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦

Y (t) ❞✾♣☎✐☞❛❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④♥❴❸✐ Y a ❡❝❞❆➘✎❞❢❡❝❞❢✇①❣✉❞✵②
Y (t) ➂

➣ ♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦❢♠❧♦î❣✉⑤q❡❝➀➳♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❘✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐î⑤q❼✬✐Ú✈☎✐❧❡❤❣✉❴❜④❢⑤q⑥❸✐❧❡❝❴❿♣☎✐❧♣q❞Ö❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦î❣✉❞❢❼❄♦❶❛

Y
(t)
ij 6= D

(t)
ij

➂❮➢s❞❢❛❤❣✉❞t④♥✐❧❛❝♦q➏✳✇☎♠❧♦⑧✈➳♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛❄⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❡☞♦⑧✈q❡❝♦✡④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦❻✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❋✇☎✐
➫☎⑩❶⑤q❡✉✐✉✤✡➂❿➩ ➒ ✈➳♦❶❡❝❾✚⑤q❞❄✇☎♠❧♦t✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉✐❧❡❝❴❸✐❧❼❄❞❢✇①❣✉❞❄♦t❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦✮♣q❞❄❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐▼✇☎✐t✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼✬✐✮❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦



✂ ❆ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛➍ô❑❀✍á❂❁qß ➱ Ü

↕➛➙❿➜❘➝✁➸☞➝➠➟❇➟❇➡ à❳➵✺➪✺➥■➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➳❄➥✶➫❞➽➉➸❄➫➉â☞➥
q
❸✪Ò✑➫➉➻➼➥❱➨❇➩✑➫➄➩❱➥❱➪❶➩✶➺➾➥

Y
(t)
ij 6= D

(t)
ij

➴

♣q♦➵♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✳❣✉⑤q❡❝➀✍♦➵❛❝❞❢❡✉➉☛♦☛❼❄❞❢❛❝❼❄♦☞♣☎✐☛❛✉✐❧➁❜♣☎✐✂♣q♦➵♣q❞❢④❆♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡➄♣q❞✵❺✪❷☎✐❧❛❝❞
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦q➏❽✐❧❛➞➅

❛❝❴❜❼t➏q♦❄❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦❄✈☎✐❧❡✉✐☛④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧❡✳♦➵➯❧✐❧⑥❜♦❶❡✳♣☎✐➵④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞↕✈☎✐❧❡✉✐❄✐☛✈q❡❝➲✘➷❽❴❜❼✬✐☞❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦➵♣q❞❆➯❶❞
❛❝❞❢❡➍♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢✇①❣✉❞❧➂❍➇✟❞❢✇q♣q♦✵❞❢❼❃➯✡❴❜❛❤❣❥✐↕❞❢❛❤❣❥✐✷✈☎✐❧❡❤❣✉❴❜④❢⑤q⑥❜✐❧❡❝❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➏❧✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❼❄♦❶❛✽⑤q❼❘✈q❡❝♦✡④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦✾✈☎✐❧❡✉✐
✐↕♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦↕❣✉⑤q❡❝➀➳♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐s④❢⑤➭Ô❤♦✾♣q❴❸✐❧⑩❶❡✉✐❧❼❄✐s❞❢❼❃➀q⑥❜♦✡④❢♦❶❛❍❹✳❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦❵✇☎✐❵➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❱✤✡➂❿➩❶➩❶➂✽➎✟❞❢⑥❜♦

➘✜✐➭❣✉♦↕♣q❞✪✈➳♦✡♣q❞❢❡❝❼❄♦❶❛❍④❢♦❶✇q❷q❞❢④❢❞❢❡✽♦❵➯❧✐❧⑥❜♦❶❡✟♣q♦↕➀q❴❿❣❍✈➳❞❢⑥❜♦❵❛❝❴❜✇☎✐❧⑥✡♣☎✐❵④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❧➏➭✇q♦↕④♥✐❧❛❝♦↕➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦
✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛✽④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧❡✽❾✚⑤q❞➄♦↕➯➭✐❧⑥❜♦❶❡✽♣☎✐↕④❆♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞

Λ(R)
➯❧✐❧❡❝❴❸✐❵♣q❞❢✇①❣✉❡❝♦✷♣q❞✳⑤q❼❘❛❝❞❢⑩❶❼❄❞❢✇①❣✉♦

④❢♦❶❼❃❞✰➷✡❣✉❡❝❞❢❼❄❴❜♣☎✐❧♣q❞❢❛ −1
❞

+1
➏❶④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞✳✐s➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❱✤✡➂❿➩ ➑ ✐❽➂✽➢s♠❧♦✾✈✍♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛❍➘✜✐➭Ù❢❞❢❡✽❞❢❛❤❣❥✐↕❼❄❞❢❛❝❼✬✐

④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦t✈☎✐❧❡✉✐✮♦▼④♥✐❧❛❝♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦✮♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦✱✐✮♣q❴❿➯❶❞❢❡❝❛❝❴❜♣☎✐❧♣q❞➵♣q❞➵❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❶❛❢➂☛➎✟♦❶❡❝❹❢❼t➏✻✈☎✐❧❡✉✐✮♦❶❛

④♥✐❧❛❝♦❶❛↕♦❶✇q♣q❞
Y

(t)
ij 6= D

(t)
ij

➏✝✈✍♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛❵✇q♦❶❛❵➀☎✐❧❛❝❞♥✐❧❡↕✇☎✐➵➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❩✤✡➂❿➩ ➑ ➀✱✈☎✐❧❡✉✐✬④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧❡★♦✬➯➭✐❧⑥❜♦❶❡
♣☎✐■④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞✬♣☎✐■✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼✬✐✱❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦q➏⑨♦❶⑤✢❛❝❞➞Ô❝✐❽➏

Λ(Vij)
(t) ➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯❶❞t✐✑➫☎⑩❶⑤q❡✉✐Þ✤✡➂❿➩ ➑ ➀❨➏

④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦❲✐
t
➅➦❹❢❛❝❴❜❼✬✐⑧❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦q➏★♦✢✈✍♦❶✇✚❣✉♦

A
➏s✇q♦✢❞❢❴Õ➷❽♦✢♣☎✐❧❛✮✐❧➀q❛❝④❢❴❜❛❝❛✉✐❧❛❢➏❵❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❱♦

➯❧✐❧⑥❜♦❶❡✾♣☎✐t④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐➭♣q❞➵♣q♦t❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦
Yij

♣☎✐t✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✡♣q❴❜⑩❧♦▼♣q❞❄❞❢✇①❣✉❡✉✐❧♣☎✐❽➏
Λ(Yij)

(t) ➏✟❞❄♦
✈➳♦❶✇①❣✉♦

B
➏☎✇q♦❄❞❢❴Õ➷❽♦➵♣☎✐❧❛★♦❶❡❝♣q❞❢✇☎✐❧♣☎✐❧❛❢➏☎❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐✬♦☛➯➭✐❧⑥❜♦❶❡➄♣☎✐➵④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞↕♣q♦❄❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦

dj♣☎✐✮✈☎✐➭⑥❸✐✘➯✡❡✉✐➊➅➦④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦✬♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣☎✐✮✈✍❞❢⑥❜♦▼✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦✬♣q❞❄❺✪❷☎✐❧❛❝❞
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦q➏

Λ(dj)
(t) ➏❨④❢⑤➭Ô❤♦✮➯➭✐❧⑥❜♦❶❡

✈➳♦✡♣q❞✑❛❝❞❢❡✮❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡✉✐❧♣q♦✢④❢♦❶✇❽➘✎♦❶❡❝❼❄❞✑✐❋❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦Ö➚③✤✡➂ ➑ ✤❶➪✰➂➧❫❵❞❆➯①❞❢❼❄♦❶❛✮❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡✉✐❧❡✕♦✢✈➳♦❶✇①❣✉♦
C❣✉❡✉✐❧❦♥✐❧✇q♣q♦❋⑤q❼✬✐⑧❡❝❞❆❣❥✐❻✈➳❞❢❡❝✈✍❞❢✇q♣q❴❜④❢⑤q⑥❸✐❧❡✕✐❧♦❻❛❝❞❢⑩❶❼❄❞❢✇✚❣✉♦

AB
♣q❞t❣❥✐❧⑥s❼❄♦✡♣q♦❻❾✚⑤q❞✱♦❋❛❝❞❢⑩❶❼❄❞❢✇①❣✉♦

AC
❛❝❞➞Ô❝✐▼❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥⑨✐

α(t) × AB
➏✻♦❶✇q♣q❞

α(t) ❹➵♦▼❼❄❞❢❛❝❼❄♦✮➘✜✐➭❣✉♦❶❡↕♣q❞➵❞❢❛❝④♥✐❧⑥❸✐▼⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦✮✇q♦▼④♥✐❧❛❝♦
➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦q➂✕➣➄❣✉❡✉✐♥➯❶❹❢❛☞♣q❞✬✐❧⑥❜⑩❶⑤q✇q❛✵④♥➉❧⑥❜④❢⑤q⑥❜♦❶❛✷❣✉❡❝❴❜⑩❶♦❶✇q♦❶❼➵❹❆❣✉❡❝❴❜④❢♦❶❛✷➀☎➉❧❛❝❴❜④❢♦❶❛❢➏❍✈➳♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛✂❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡✉✐❧❡✂♦
❛❝❞❢⑩❶❼❄❞❢✇①❣✉♦

OD
➏✻④❢⑤➭Ô❤♦t➯➭✐❧⑥❜♦❶❡✾❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧❡✉➉t♦▼➯➭✐❧⑥❜♦❶❡✷♣☎✐▼④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞➵✐▼❛❝❞❢❡✵⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦✮✇☎✐

✈q❡❝➲✘➷❽❴❜❼❄✐➵❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦q➏✍♦❶⑤✱❛❝❞➞Ô❝✐❽➏
Λ(Vij)

(t) ➂ ➋ ➀q❛✉❞❆❡❝➯❶❞✂❾✚⑤q❞❧➏✝♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞❢✇q♣q♦✮♣q♦❶❛★➯❧✐❧⑥❜♦❶❡❝❞❢❛s♣q❞ A
➏
B❞

α(t) ➏⑨♦■✈➳♦❶✇①❣✉♦ D
✈➳♦✚♣q❞❢❡✉➉✑✈➳❞❢❡❤❣✉❞❢✇q④❢❞❢❡➵✐❧♦✑❞❢❴Õ➷❽♦■♣☎✐❧❛☛✐❧➀q❛❝④❢❴❜❛❝❛✉✐❧❛

Λ(Yij)
(t) ♦❶⑤✢✐❧♦■❞❢❴Õ➷❽♦✑♣☎✐❧❛



✣ ❾ ✣ ✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛⑨ô➀❀✍á❂❁qß ➱ ÜÒä❇✙Ý❋✂Ü ✏ Ü ➱ à❛✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲● ✂✟✣

↕➛➙❿➜❘➝✁➸☞➝➠➟❄➞☞➡✡✠Ü➫➄➥☞☛ò➵❂➯✁�■➵✺➺❞➪❶➩✑➫➉➽➾➵✺➺➉➻ß➩✑➹❇➩✶➺➤➨❇➩✑➫➄➩ü➩➚➳❄➵✺➪✺➥■➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥ü➽➉➸❄➫➉â☞➥q➩♦♥✓â❄➻ä➹✶Ò✑➫➉➻ß➩ü➵❳â✙♥
q
❸✪Ò✑➫➉➻ß➩✕➴

♦❶❡❝♣q❞❢✇☎✐❧♣☎✐❧❛
Λ(dj)

(t) ➏✻❴❜❛❤❣✉♦▼♣q❞❆➫☎✇q❴❜❡✉➉✮❛❝❞➵♦t❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦✕♣☎✐▼✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼✬✐✕❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦ Vij
❛❝❞❢❡✉➉▼❴❜⑩❶⑤☎✐❧⑥⑨✐❽➏

❡❝❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❴❿➯❧✐➭❼❄❞❢✇✚❣✉❞❧➏
Yij

♦❶⑤
dj

➂
➣❵✇☎✐❧⑥❿❴❜❛✉✐❧✇q♣q♦☞✐☞✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣❥✐☞♣q❞❢❛❝④❢❡❝❴❿❣❥✐☞✐❧④❢❴❜❼✬✐✷✈☎✐❧❡✉✐✂♦☛④♥➉❧⑥❿④❢⑤q⑥❜♦✂♣☎✐☞④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞s❞↕❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦

♣☎✐✮✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼✬✐✬❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦q➏❨✈➳♦✡♣q❞❢❼➵♦❶❛✾♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧❡✾❾✚⑤q❞❧➏✻❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦
α(t) = 0

➏➜♦❶⑤Ò❛❝❞➞Ô❝✐❽➏➜♦✕➯❧✐❧⑥❜♦❶❡↕④♥✐❧⑥Õ➅
④❢⑤q⑥❸✐❧♣q♦✬♣q❞

Λ(dj)
(t) ✇☎♠❧♦✬❹✂④❢♦❶✇❽➫✍➉♥➯①❞❢⑥➾➏✍❣✉❞❢❡❝❞❢❼❄♦❶❛ Λ(Vij)

(t) = Λ(Yij)
(t) ❞ Vij = Yij

➂s➎❍♦❶❡❝❹❢❼t➏
❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦

α(t) = 1
➏✽♦❶⑤❋❛❝❞➞Ô❝✐❽➏✽♦t➯❧✐❧⑥❜♦❶❡✵④♥✐❧⑥❜④❢⑤q⑥❸✐❧♣q♦t♣q❞

Λ(dj)
(t) ❹✬❼☞⑤q❴❿❣✉♦t④❢♦❶✇❽➫✍➉♥➯①❞❢⑥✜➏❍❣❥❞❆❡✉❞❆❼❄♦❶❛

Λ(Vij)
(t) = Λ(dj)

(t) ❞ Vij = dj

➂➟❺✪♦❶❼➸❴❜❛❤❣✉♦q➏❽✈➳♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛➄④❢♦❶✇q④❢⑥❜⑤q❴❜❡✳❾✚⑤q❞✵✐☛✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐➵✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✡➅
❣❥✐❧♣☎✐☛❹✷④❢♦✡❞❢❡❝❞❢✇①❣✉❞✵④❢♦❶❼➸❛❝❞❢⑤t✈q❡❝♦❶✈➳➲❶❛❝❴❿❣✉♦q➂

●❉➱✪●❉➱③➮ ➵➑Ï✮÷❇íÓéò❰ÐØ➤ÑÓ❒➤÷
➋ ❛❍✈q❡❝♦✡④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦❶❛❍✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦❶❛❍✈☎✐❧❡✉✐↕✐❵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④❢✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐★❛❝⑤☎✐♥➯❶❞❧➏①❛❝❞❢❦♥♠❧♦❱✗q➂ ✖❽➏❧❞✳✈☎✐❧❡✉✐↕✐

♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦s❣✉⑤q❡❝➀➳♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❽➏➊❛❝❞❢❦♥♠❧♦ü✤✡➂✷✤✡➂❿➩❶➏❧❛✉♠❧♦↕✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧♣q♦❶❛✟✐❵⑤q❼➧❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❵③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✔✈☎✐❧❡✉✐

❾✚⑤q❞✷✈➳♦❶❛❝❛✉✐❧❼❄♦❶❛➄❼❄❞❢✇q❛❝⑤q❡✉✐❧❡➄♦☛❛❝❞❢⑤t♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦❄④❢♦❶❼➸✐❧❛➄✇q♦➊➯➭✐❧❛s✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦❢➈✚❞❢❛❢➂ ➋ ❛➄❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛
♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦❶❛✬✇☎✐❧❛✕❛❝❴❜❼☛⑤q⑥❸✐❧❦❢➈✚❞❢❛✬❛❝❞❢❡✉♠❧♦✢④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧♣q♦❶❛✬④❢♦❶❼❁♦❶❛✕❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛✮✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❶❛✮❞❢❼ ➼ ✖➊➽
✈☎✐❧❡✉✐❄♦✬❼❄❞❢❛❝❼❄♦✬❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❄③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏➳✈➳♦❶❡❝❹❢❼❉④❢♦❶❼ ♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❄❣✉⑤q❡✉➀✍♦✬➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐❽➏☎④❢♦❶❼❄♦
❣❥✐❧❼☛➀✍❹❢❼➸④❆♦❶❼➸♦❶❛★❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛★♦❶➀❽❣✉❴❜♣q♦❶❛➄❞❢❼Ð➼ ➑❧➒ ➽➾➂

➋ ✈q❡❝❴❜❼❄❞❢❴❜❡❝♦➄❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐★③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✔✐❧✇☎✐❧⑥❜❴❜❛✉✐❧♣q♦➄⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐✳⑤q❼✬✐★❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✾➩✫✥➊➅➞③⑨➐❽ü☛➏
L = 9✇❨�❇① ✦✚t✬✈➳♦❶❡✷✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦t♣q❞❄❛✉✐❧⑥❿❣✉♦▼❞❢❼Ð➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❆✇q④❢❴❸✐❽➏

RSR = 25dB
➏✟⑤q❼Ð④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦▼✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦t④❢♦❶❼☛➅

✈➳♦❶❛❤❣✉♦❱♣q❞■♣q♦❶❴❜❛✕④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✮♣q❞ ➛ ❞❢❞❢♣✡➅❤➐✡♦❶⑥❜♦❶❼➵♦❶✇ ➛ ➐❨➚➞➩✸✤✡➏ ➮❽➏ ➓ ➪❄❞❢❼
GF (16)

❞Þ✦❋❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦❢➈✡❞❢❛✕✇q♦
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡➵❣✉⑤q❡❝➀✍♦q➂ ➋ ④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦Ò✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦❻❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧✇①❣✉❞

Pa(225, 81, 49)
✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴s❞❢❼Ó❣❥✐➊➷q✐

r = 0, 36
➂❍➨➟✐❧⑥❜❞s⑥❜❞❢❼☞➀q❡❥✐➭❡➟❾✚⑤q❞❧➏q✐❧✈➳❞❢❛✉✐❧❡✪♣q♦❶❛✪④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛➟✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦❶❛✳✐❧✇☎✐❧⑥❜❴❿❛❥✐➭♣q♦❶❛➟✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q➁❜❡❝❞❢❼ú⑤q❼✬✐

✐❧⑥❿❣❥✐⑧④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✑♣q❞✑④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦❽➏s❛❝⑤☎✐❋✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦❻♣q❞❆➯❶❞■❛❝❞❢❡✕✈➳♦❶✇q♣q❞❢❡✉✐❧♣☎✐❋♣q❞■✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦❋④❢♦❶❼ ✐



✂ ▼ ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛➍ô❑❀✍á❂❁qß ➱ Ü

↕➛➙❿➜❘➝✁➸☞➝➠➟❪❞✚➡ à❳➵✺➺➾➵❂➧❱➨☞➵❂➹❵➐✢➥ ➳✢➩✰➨❄➫➾➥✶➨Ð➥✫➺➉➽➄➩✉➳❄➵⑥➳❄➵✺➪✺➥⑨➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥ ➽➉➸❄➫➉â☞➥
q
❸✪Ò✑➫➉➻ß➩✪➵❂➧ ➸❄➧ ➪❶➩✑➹❇➩✑ã✺ë➦ë➦ì➭❸

➢➦à✷➪✑í❁❧✢➪✺➥✶➹✢➺➉➻➼➳❄➵❂➫➄➩✑➹✢➳❄➥➇➥ü➹✕ó❄➧ü➵❂➫➾➥➇➳❄➵➔➸✢➺➉➸✶Ò✑➫➉➻➼➥✫➺s➺➉➻ä➧➶➸❄ãä➽✍✌✑➹✢➵✺➥✫➺✧❧Ð➪✺➥✶➧
M = 16

❧
L = 9➵

Pa = (225, 81, 49)
➴

❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐☛❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✻❡❝❞❢❾✚⑤q❞❢❡❝❴❜♣☎✐❽➏☎✈➳♦❶❴❿❛★❞❢❛❤❣❥✐➵❹✾♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞❢✇①❣✉❞✂♣☎✐☛❣❥✐➊➷q✐☛♣q♦❄④❆➲✡♣q❴❜⑩❶♦
r
➂

➢❵✐❄➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❩✤✡➂❿➩✫✖✬❹☞❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦✬♦✕♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❆✇q❷q♦▼♣☎✐✕✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣❥✐✕♣q❞☞♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✕❣✉⑤q❡❝➀➳♦
q
➅

➉❧❡❝❴❸✐☛❞❢❼➸⑤q❼ ❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐➵③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣➠❞❢❼➸➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦❄♣q♦❄✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦❄♣q❞✷⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛★❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❿❣✺✹❧✇q❞❢♦❶❛
U
➂

➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯①❞☞❾✚⑤q❞➭➏✝♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦✮②✬✐❧⑥❿❣❥✐➵④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✵♣q❞✂④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦✕♣☎✐❄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❄❣✉⑤q❡❝➀➳♦q➏✝✐❄④❢⑤q❡❤➯❧✐
♣q❞✳♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✷❛❝❞➄✐❧✈q❡❝♦♥➷❽❴❜❼✬✐❵✐❧❴❜✇q♣☎✐❵❼✬✐❧❴❜❛✟♣☎✐s❣❥✐➊➷q✐↕♣q❞✳④❢♦❶❡❤❣✉❞✪♣q♦✾④♥✐❧✇☎✐❧⑥q③✽③❍→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂❶➎✽✐❧❡✉✐
U < 17

➏❽❣✉❞❢❼❄♦❶❛✳⑤q❼✬✐✵❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦☛❾✚⑤☎✐❧❛❝❞✾⑥❜❴❿➯✡❡❝❞❵♣q❞✾❞❢❡❝❡❝♦❶❛❢➂➟➎✟♦❶❡❤❣❥✐❧✇①❣✉♦q➏❽✈☎✐❧❡✉✐☛✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛✪❾✚⑤q❞
❡❝❞❢❾✚⑤q❞❢❡❝❞❢❼ú⑤q❼✬✐✵✐❧⑥❿❣❥✐✾❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞s♣q❞★⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛➟❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❿❣✺✹❧✇q❞❢♦❶❛❢➏✚✐✷✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐✷♣q❞s♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
❣✉⑤q❡❝➀➳♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐☞❹✷❴❜✇q♣q❴❜④♥✐❧♣☎✐❽➂

➢❵✐❄➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❩✤✡➂❿➩✶✗✕❹☞❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦✬♦✕♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❆✇q❷q♦▼♣☎✐✕✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣❥✐✕♣q❞☞♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✕❣✉⑤q❡❝➀➳♦
q
➅

➉❧❡❝❴❸✐➵❞❢❼❉⑤q❼❉❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✬③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣❃❞❢❼ ➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦✕♣☎✐❄❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐❄❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥
η
➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯①❞✂❾✚⑤q❞

✐✑❴❜✇q④❢⑥❜❴❜✇☎✐❧❦♥♠❧♦✱♣☎✐✑④❢⑤q❡❤➯❧✐■♣☎✐✑♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④❢✐❧❦♥♠❧♦■❣✉⑤q❡❝➀➳♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❽➏❍❹▼✐✑❾✚⑤q❞✮❼✬✐❧❴❜❛✂❛❝❞▼✐❧❛❝❛❝❞❢❼❄❞❢⑥❜❷☎✐■②

④❢⑤q❡❤➯❧✐☛♣☎✐✂❣❥✐➊➷q✐☞♣q❞✾④❆♦❶❡❤❣❥❞↕♣q♦☛④♥✐❧✇☎✐❧⑥➾➂⑨➎❍♦❧❡✉❹❆❼t➏☎✐☞♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦☛❣✉⑤q❡❝➀✍♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✵✇☎♠❧♦➵✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐

⑤q❼✬✐➄➀➳♦①✐➄❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐★❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✚♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦❵✐➄➀☎✐❧❴Õ➷q✐✳❣❥✐➊➷q✐★♣q♦s④❢➲✡♣q❴❿⑩❶♦★✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦s⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦q➏✘❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦



✣ ❾ ✣ ✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛⑨ô➀❀✍á❂❁qß ➱ ÜÒä❇✙Ý❋✂Ü ✏ Ü ➱ à❛✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲● ✂Û▲

↕➛➙❿➜❘➝✁➸☞➝➠➟✕➳❘➡ à❳➵✺➺➾➵❂➧❱➨☞➵❂➹❵➐✢➥ ➳✢➩✰➨❄➫➾➥✶➨Ð➥✫➺➉➽➄➩✉➳❄➵⑥➳❄➵✺➪✺➥⑨➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥ ➽➉➸❄➫➉â☞➥
q
❸✪Ò✑➫➉➻ß➩✪➵❂➧ ➸❄➧ ➪❶➩✑➹❇➩✑ã✺ë➦ë➦ì➭❸

➢➦à✷➪✑í❁❧➒➪✺➥✶➹✢➺➉➻➼➳❄➵❂➫➄➩✑➹✢➳❄➥❅➩ ➵➭➘❇➪❂➻✬è❂➹✢➪❂➻ß➩❣➵✺➺➉➨☞➵✺➪❂➽➉➫➄➩✑ã❦❧☎➪✺➥✶➧
M = 16

❧
L = 9

➵
Pa = (225, 81, 49)

➴

④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧♣☎✐✾②❧❛⑨♦❶⑤❽❣✉❡✉✐❧❛⑨④❢⑤q❡❤➯❧✐❧❛❢➂❍➨➟✐❧❼❄♦❶❛✽➘✜✐❧Ù❢❞❢❡⑨⑤q❼✬✐↕④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧❦♥♠❧♦✾④❢♦❶❼❘♦❶❛⑨❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛⑨♣q❞✷➼ ✖➭➽➾➂
➣❵✈➳❞❢❛✉✐❧❡✪♣q❞s♦✵④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦

P1(576, 144, 64)
➏✡⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦✷❞❢❼❉➼ ✖➭➽➾➏✡✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴❜❡➟⑤q❼✬✐✾❣❥✐➊➷q✐

r = 0, 25
➏✡♦❶⑤

❛❝❞➞Ô❝✐❽➏ ≈ 30%
❼❄❞❢✇q♦❶❡✪❾✚⑤q❞✷✐✂♣q❞

Pa

➏❽④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦☛⑤q❼✬✐✵❣❥✐➊➷q✐✂♣q❞✾❞❢❡❝❡❝♦☞♣q❞
10−3 ➏q✐☞④❢⑤q❡❤➯➭✐☛♣☎✐

♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✵❣✉⑤q❡❝➀➳♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✷❛❝❞❵♣q❴❜❛❤❣❥✐❧✇q④❢❴❸✐✷♣q❞❵❛❝⑤☎✐✷❣❥✐➊➷q✐✂♣q❞❵④❢♦❶❡❤❣✉❞s♣q❞❵④♥✐❧✇☎✐❧⑥➳❞❢❼

∆η ≈ 0, 07
➏

❾✚⑤q❞✵❹ ≈ 77%
❼❄❞❢✇q♦❶❡➄❾✚⑤q❞✵✐➵♦❶➀❽❣✉❴❜♣☎✐☞❞❢❼Ð➼ ✖➭➽✪➚

∆η ≈ 0, 3
➪✰➂

➋ ❛❝❞❢⑩❶⑤q✇q♣q♦Ú❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❃③✽③✽→✳➅❤❺✳❫✾r✱➣ ✐➭✇☎✐❧⑥❜❴❜❛✉✐❧♣q♦➠⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐▲⑤q❼✬✐➠❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧❦♥♠❧♦❣✖ ➑ ➅➞③⑨➐❽ü☛➏
L = 6

✇❨�❇① ✦✚t✾✈➳♦❶❡✳✈☎✐❧♣q❡✉♠❧♦☛♣q❞✾❛✉✐❧⑥Õ❣❥♦☞❞❢❼ú➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐❽➏
RSR = 25dB

➏q⑤q❼P④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦☞✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦
④❢♦❶❼❄✈➳♦❶❛❤❣✉♦✷♣q❞s♣q♦❶❴❜❛➍④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛➍♣q❞ ➛ ❞❢❞❢♣✡➅❤➐✡♦❶⑥❜♦❶❼❄♦❶✇ ➛ ➐❨➚ ➑ ✦❽➏ ➑❧➒ ➏ ➮①➪❍❞❢❼

GF (32)
❞Ó✦✾❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦❢➈✡❞❢❛➍✇q♦

♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡✵❣✉⑤q❡❝➀➳♦q➂ ➋ ④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✱✈q❡❝♦✚♣q⑤❽❣✉♦✑❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧✇✚❣✉❞
Pb(784, 400, 81)

✈✍♦❶❛❝❛❝⑤q❴✪❞❢❼ ❣❥✐➊➷q✐
r ≈ 0, 5102

➂➍➢❵✐☞➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❛✤✡➂❿➩✸✤✡➏q❹✷❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦☞♦➵♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✬♣☎✐☛✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣❥✐➵♣q❞✾♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
❣✉⑤q❡❝➀➳♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐↕❞❢❼Ú⑤q❼î❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✷③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣ ❞❢❼❘➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦✵♣q♦✵✇❇✩q❼❄❞❢❡❝♦✷♣q❞s⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛➍❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❿❣✺✹➊➅

✇q❞❢♦❶❛
U
➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯①❞✵❾✚⑤q❞❧➏✍♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦✬✐➵✐❧⑥❿❣❥✐☛④❢✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✷♣q❞✵④❢♦❧❡✉❡❝❞❢❦❢♠❧♦❄♣☎✐➵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵❣✉⑤q❡❝➀✍♦q➏

✐✮④❢⑤q❡❤➯❧✐▼♣q❞➵♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦✱❛❝❞❄✐❧✈q❡❝♦♥➷❽❴❜❼✬✐✕❼✬✐❧❴❜❛↕♣☎✐✕❣❥✐➊➷q✐✮♣q❞➵④❢♦❶❡❤❣✉❞☛♣q♦t④♥✐❧✇☎✐❧⑥⑨③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂



✂ ó ✼ ä✡â❶ô✻õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛➍ô❑❀✍á❂❁qß ➱ Ü

↕➛➙❿➜❘➝✁➸☞➝➠➟❵➸☞➡ à❳➵✺➺➾➵❂➧❱➨☞➵❂➹❵➐✢➥ ➳✢➩✰➨❄➫➾➥✶➨Ð➥✫➺➉➽➄➩✉➳❄➵⑥➳❄➵✺➪✺➥⑨➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥ ➽➉➸❄➫➉â☞➥
q
❸✪Ò✑➫➉➻ß➩✪➵❂➧ ➸❄➧ ➪❶➩✑➹❇➩✑ã✺ë➦ë➦ì➭❸

➢➦à✷➪✑í❁❧✢➪✺➥✶➹✢➺➉➻➼➳❄➵❂➫➄➩✑➹✢➳❄➥➇➥ü➹✕ó❄➧ü➵❂➫➾➥➇➳❄➵➔➸✢➺➉➸✶Ò✑➫➉➻➼➥✫➺s➺➉➻ä➧➶➸❄ãä➽✍✌✑➹✢➵✺➥✫➺✧❧Ð➪✺➥✶➧
M = 32

❧
L = 6➵

Pb = (784, 400, 81)
➴

❺✪♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦t✐✬④❢⑤q❡❤➯❧✐✮♣☎✐✕♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦▼♣q❞➵❺✪❷☎✐❧❛❝❞
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❽➏➳♦❶➀❽❣✉❞❢❼❄♦❶❛↕⑤q❼✬✐❄❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦

❾✚⑤☎✐❧❛❝❞✂⑥❜❴❿➯✡❡❝❞✾♣q❞✷❞❢❡❝❡❝♦❶❛s✈☎✐❧❡✉✐
U < 14

➂✪➢s♦❄④♥✐❧❛❝♦✬♣☎✐➵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④❢✐❧❦♥♠❧♦❄❣✉⑤q❡❝➀➳♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❽➏q✐➭❣✉❴❜✇q⑩❶❴❜❼➵♦❶❛

❞❢❛❤❣❥✐Ò④❢♦❶✇q♣q❴❜❦♥♠❧♦✕Ô❝➉✑❞❢❼
U < 22

➏➍♦❶⑤❲❛❝❞➞Ô❝✐❽➏➟④❢♦❶❼ì✦✑⑤q❛✉⑤☎➉➭❡✉❴❿♦❶❛➵❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❿❣✺✹❧✇q❞❢♦❶❛☛✐■❼✬✐❧❴❜❛☞✇q♦Ò❛❝❴❜❛➞➅
❣✉❞❢❼✬✐❽➂⑨➎❍♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛✳♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧❡✳❾✚⑤q❞✾❞❢❛❤❣❥✐☞❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❜✐✵♣q❞↕♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦q➏☎❾✚⑤☎✐❧✇q♣q♦☛♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯➭✐❧♣☎✐☛✈☎✐❧❡✉✐
♦☞❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✂♣☎✐✵➫☎⑩❶⑤q❡✉✐➒✤✚➂❿➩✫✖❽➏❽❹❵♣q❞❱✥✂⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛✳❛❝❴❜❼☞⑤q⑥❿❣✺✹❧✇q❞❢♦❶❛❢➏✚♦❶⑤✮❛❝❞➞Ô❝✐❽➏❽❼❄❞❢✇q♦❶❡✪❾✚⑤q❞↕♦☛✐❧✇✚❣✉❞❢❡❝❴❜♦❧❡♥➂
❺✪♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧✇q♣q♦■④❢♦❶❼ ♦❶❛☛❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛➵✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❶❛➵❞❢❼ ➼ ➑❧➒ ➽➾➏➍♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧❼❄♦❶❛☛❾✚⑤q❞❧➏➟✈☎✐❧❡✉✐✑⑤q❼✬✐
BER = 10−4 ♦Ò♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡☞❣✉⑤q❡✉➀✍♦ q

➅➞➉❧❡❝❴❜♦✑❛❝⑤q✈➳♦❶❡❤❣❥✐
U = 22

⑤q❛✉⑤☎➉➭❡✉❴❿♦❶❛☛❛❝❴❜❼☛⑤q⑥❿❣✺✹➭✇q❞❢♦❶❛❢➏
❛❝⑤q✈➳❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦✬✐➵❾✚⑤☎✐❧✇①❣✉❴❜♣☎✐❧♣q❞✷♦❶➀❽❣✉❴❜♣☎✐☞❞❢❼Ð➼ ➑❧➒ ➽➜❾✚⑤q❞✵❹

U = 15
➂

➢❵✐✪➫☎⑩❶⑤q❡✉✐➶✤✡➂❿➩✫✥✳❹➍❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦✳♦★♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦s♣☎✐➄✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐➄♣q❞⑨♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➄❣✉⑤q❡❝➀➳♦
q
➅➞➉➭❡✉❴❜✐

❞❢❼➧⑤q❼➧❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐s③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏➊④❢♦❶❼
M = 32

➏
L = 6

❞
Pb = (784, 400, 81)

➏➭❞❢❼▲➘✎⑤q✇q❦♥♠❧♦❵♣☎✐
❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐↕❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥

η
➂✽❫❵❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢✇①❣✉❞❢❼❄❞❢✇✚❣✉❞✳♣q♦↕♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦✵✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦✷✈☎✐❧❡✉✐❵♦✾❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❵♣☎✐

➫☎⑩❶⑤q❡✉✐✪✤✡➂❿➩✶✗q➏➜✐✮♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✮❣✉⑤q❡❝➀➳♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✬✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐✮⑤q❼✬✐✮❞✰➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐✮❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥⑨❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡

❾✚⑤q❞t♣☎✐■♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦⑧♣q❞✱❺✪❷☎✐❧❛❝❞
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❽➂✢⑦⑨❛❤❣❥✐Ò❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❸✐✱♦✡④❢♦❶❡❝❡❝❞▼♣q❞❆➯✡❴❜♣q♦⑧②❧❛❄✐❧⑥❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦❢➈✡❞❢❛



✣ ❾ ✣ ✼ ä✡â❶ô➜õ ➱✿✾ â❶Ü ✒✕✔ ô❑✡ ✞ ß✸☛⑨ô➀❀✍á❂❁qß ➱ ÜÒä❇✙Ý❋✂Ü ✏ Ü ➱ à❛✄❉✄❉❊✮á✂❋ ✼ ✯✲● ✂➛✂

↕➛➙❿➜❘➝✁➸☞➝➠➟❪➘✚➡ à❳➵✺➺➾➵❂➧❱➨☞➵❂➹❵➐✢➥ ➳✢➩✰➨❄➫➾➥✶➨Ð➥✫➺➉➽➄➩✉➳❄➵⑥➳❄➵✺➪✺➥⑨➳✕➻✷➘❇➪❶➩✶➯❶➲✶➥ ➽➉➸❄➫➉â☞➥
q
❸✪Ò✑➫➉➻ß➩✪➵❂➧ ➸❄➧ ➪❶➩✑➹❇➩✑ã✺ë➦ë➦ì➭❸

➢➦à✷➪✑í❁❧➒➪✺➥✶➹✢➺➉➻➼➳❄➵❂➫➄➩✑➹✢➳❄➥❅➩ ➵➭➘❇➪❂➻✬è❂➹✢➪❂➻ß➩❣➵✺➺➉➨☞➵✺➪❂➽➉➫➄➩✑ã❦❧☎➪✺➥✶➧
M = 32

❧
L = 6

➵
Pb = (784, 400, 81)

➴

➘✜✐✘➯❶♦❶❡✉➉♥➯❶❞❢❴❜❛✾♣q♦❶❛↕✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦❶❛
M
➏
L
❞

K
♣q♦▼❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✮③✽③✽→✳➅❤❺✳❫✾r✱➣✵➏❨➀➳❞❢❼✦④❢♦❶❼❄♦▼②✕❼❄❞❢✇q♦❶❡

❣❥✐➊➷q✐✬♣q♦✬④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦
Pb = (784, 400, 81)

⑤❽❣❥❴❿⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦q➂✳➨➟✐❧❼❄♦❧❛★➘✜✐❧Ù❢❞❢❡❵⑤q❼✬✐❄④❢♦❶❼❄✈☎✐❧❡✉✐❧❦♥♠❧♦✬④❢♦❶❼❉♦❶❛
❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛➵♣q❞⑧➼ ✖➭➽➾➂ ➋ ➀q❛❝❞❢❡❤➯①❞t❾✚⑤q❞▼♦Ò④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦

P2(400, 196, 16)
➏➟⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦■❞❢❼ ➼ ✖➭➽➾➏➟✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴

⑤q❼✬✐▼❣❥✐➊➷q✐
r = 0, 49

➏❍♦❶⑤❻❛❝❞➞Ô❝✐❽➏✽❼☞⑤q❴❿❣✉♦t✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼✬✐▼♣☎✐▼❣❥✐➊➷q✐t♣q❞
Pb

➚
r = 0, 51

➪✰➂t➎❍♦❶❡❝❹❢❼t➏❍♦
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡★❣✉⑤q❡❝➀➳♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦➵④❢♦❶❼ ♦✬④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦

Pb
➘✎♦❶❡❝✇q❞❢④❢❞✵⑤q❼✬✐☛❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦❄❾✚⑤☎✐❧❛❝❞✂⑥❜❴❿➯✡❡❝❞✷♣q❞

❞❢❡❝❡❝♦❶❛❄✐■⑤q❼✬✐✑❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐■❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥
η ≈ 0, 3

➏❨Ô❝➉■♦Ò♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡☞❣✉⑤q❡❝➀➳♦Ò➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦✑♣q❞Ò➼ ✖➭➽➾➏
✐❧⑥❜④♥✐❧✇q❦♥✐✱❞❢❛❤❣❥✐✱④❢♦❶✇q♣q❴❜❦♥♠❧♦■✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛☞❞❢❼

η ≈ 0, 2
➂Ò❺✪♦❶❼❄✈☎✐➭❡❥✐➭✇q♣q♦■✐❧⑩❶♦❶❡✉✐t④❢♦❶❼ ♦❶❛✂❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛

♣q❞✕➼ ➑❧➒ ➽➾➏✍➯①❞❢❼❄♦❶❛s❾✚⑤q❞❧➏❨✈☎✐❧❡✉✐❄⑤q❼✬✐
BER = 10−4 ➏➳♦✕♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡s❣✉⑤q❡❝➀➳♦ q

➅➞➉❧❡❝❴❜♦❄⑩❶❞❢❡✉✐❄⑤q❼✬✐
❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐⑧❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥

η ≈ 0, 3
➏➄❛❝⑤q✈➳❞❢❡✉✐❧✇q♣q♦❋♦❶❛✬❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛✬♣q❞❋➼ ➑❧➒ ➽❵❾✚⑤q❞✑✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❻⑤q❼✬✐

❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐✱❞❢❛❝✈✍❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥
η ≈ 0, 25

✈☎✐❧❡✉✐✱✐t❼❄❞❢❛❝❼✬✐▼❣❥✐➊➷q✐✱♣q❞✬❞❢❡❝❡❝♦✑♣q❞✬➀q❴❿❣♥➂t⑦⑨❛❤❣✉❞❢❛☞❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛
❼❄♦❶❛❤❣✉❡✉✐❧❼➸❾✚⑤q❞✂✐➵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵❣✉⑤q❡❝➀➳♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐☛✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❄⑤q❼ ♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦✕❼✬✐❧❴❜❛➄✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼❄♦

♣☎✐☛❣❥✐➊➷q✐☛♣q❞✷④❢♦❶❡❤❣✉❞✷♣q♦➵❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐➵③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂



❡ é❣❢✐❤➳çt❰❥❴❨Ñ ✎

❡ ÑÚùÐê✛❴➜❰Ð❒✑✏➸❐❮❒

➢s❞❢❛❤❣❥✐t♣q❴❜❛❝❛❝❞❢❡❤❣❥✐❧❦♥♠❧♦q➏✟➘✎♦❶❡✉✐❧❼Ð✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❶❛✂❞❢❛❤❣✉⑤q♣q♦❶❛✂❛❝♦❶➀q❡❝❞✬♦✱♣q❞❢❛❝❞❢✇①➯❶♦❶⑥❿➯✡❴❜❼❄❞❢✇✚❣✉♦✱❞✬✐❧✈q⑥❜❴Õ➅
④♥✐❧❦♥♠❧♦⑧♣q❞▼❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦❶❛➵✈☎✐❧❡✉✐Ò✐Ò♣q❞❢④❢♦✡♣q❴Õ➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❻❛❝⑤☎✐♥➯❶❞t♣q❞t④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏➍➀➳❞❢❼ ④❢♦❶❼❄♦Ò✈☎✐❧❡✉✐

✐▼♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦t❣✉⑤q❡❝➀✍♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✕④❢♦❶❼ ✐▼❴❜❼❄✈q⑥❜❞❢❼➵❞❢✇✚❣❥✐❧❦♥♠❧♦✮♣q♦✱④❢❡❝❴❿❣✉❹❢❡❝❴❜♦t➐✡➔❤➐ ➋ ➂✻➣❵❛✵✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐❧❛

✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣☎✐➭❛✳✐❧➀✍♦❶❡❝♣☎✐❧❡✉✐❧❼Ú❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛⑨♣q❞s④❢♦❶❼☞⑤q✇q❴❜④♥✐❧❦❢➈✚❞❢❛➍❾✚⑤q❞s⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❼❘♦✷❼❄♦✡♣q❞❢⑥❜♦✾⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦
④❢♦❶❼❄♦✬④♥✐❧✇☎✐❧⑥✻♣q❞✵❣✉❡❥✐➭✇q❛✉❼➵❴❜❛❝❛❥♠➭♦✬✈☎✐❧❡✉✐✬✐♥➯❧✐❧⑥❜❴❸✐❧❦♥♠❧♦➵♣☎✐✬❛❝⑤☎✐✕✐❧✈q⑥❿❴❜④♥✐❧➀q❴❜⑥❿❴❿♣☎✐❧♣q❞❧➏✍✈✍♦❶❡❝❹❢❼❉♦✕✈q❡❝❴❜✇q④❢❴❜✈☎✐❧⑥
♦❶➀❽Ô❤❞❆❣✉❴❿➯❶♦☛♣☎✐❧❛➄✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣❥✐❧❛✳➘✎♦❶❴✝❛❝⑤☎✐☛❴❜❼❄✈q⑥❜❞❢❼➵❞❢✇✚❣❥✐❧❦♥♠❧♦✂❞❢❼P④♥✐❧✇☎✐❧❴❜❛★❺✳❫✾rt➣➠♣q❞✾❛✉✐❧⑥❿❣✉♦☛❡✉➉❧✈q❴❜♣q♦☞❞❢❼
➘✎❡❝❞❢❾✢❏q➶❢✇q④❢❴❸✐✱➚✜③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✾➪✰➂

➣❘✈q❡❝❴❜❼❄❞❢❴❜❡✉✐❄④❢♦❶✇①❣✉❡❝❴❜➀q⑤q❴❜❦♥♠❧♦✕♣☎✐✬♣q❴❜❛❝❛❝❞❢❡❤❣❥✐❧❦♥♠❧♦✕➘✎♦❶❴❍❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧❡s⑤q❼✬✐✬⑩❶❞❢✇q❞❢❡✉✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧❦♥♠❧♦✬♣q♦❶❛✷✐❧⑥❜⑩❶♦➭➅
❡❝❴❿❣✉❼❄♦❶❛✽♣q❞s♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✵❛❝⑤☎✐♥➯①❞s♣q❞❵❺✪❷☎✐❧❛❝❞✂➼Õ➩ ➑ ➽➾➏✚⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦❶❛✽❞❢❼Ú④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛⑨➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏①✐✾➫☎❼Ú♣q❞
❛❝⑤q✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧❡❵❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛s④❢♦❧❼û❞❢⑥❜❞❢❼➵❞❢✇✚❣✉♦❶❛s✈➳❞❢❡❤❣✉❞❢✇q④❢❞❢✇①❣✉❞❢❛✷✐

GF (q > 2)
➂❵➎❍✐❧❡✉✐✕✐❧⑥❜④♥✐❧✇q❦♥✐❧❡

❞❢❛❤❣✉❞➵❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦q➏✝➘✎♦❶❡✉✐❧❼❉❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐❧❛↕✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦❢➈✡❞❢❛✾✇q♦❶❛✾❛❝❞❢⑩❶⑤q❴❜✇①❣✉❞❢❛↕❣✉➲❶✈q❴❜④❢♦❶❛↕♣q♦✮❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✕♦❶❡❝❴❜⑩❶❴Õ➅
✇☎✐❧⑥➟♣q❞✮❺✪❷☎✐❧❛❝❞❧➆➵✐①➪✷✇q♦✱④♥➉❧⑥❜④❢⑤q⑥❜♦t♣q♦■↔➜♦❶⑩①✐❧❡❝❴❿❣✉❼➵♦▼♣☎✐ ➛ ✐❧Ù♥♠❧♦✱♣q❞❄➨➍❞❢❡❝♦❶❛❝❛❝❴❜❼❄❴❜⑥❿❷☎✐❧✇q❦♥✐❻➚✎♣☎✐t❛❝❴❜⑩❶⑥❸✐
❴❜✇q⑩❶⑥❜❞❢❛✉✐❽➏⑥➫⑧➫★↔↕➪➟❾✚⑤q❞✾❡❝❞❢✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐➵⑤q❼✬✐✂❼❄❞❢♣q❴❜♣☎✐✵♣q❞✾④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❿⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❵♣q♦❶❛✳❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛✪❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦❶❛✳✘
❞✪➀✍➪✻✇☎✐s⑩❶❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦❵♣q♦❶❛❍✈☎✐❧♣q❡❝➈✡❞❢❛❍♣q❞➟❣✉❞❢❛❤❣✉❞❢❛✽✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❜♦❶❛❍✈☎✐❧❡✉✐❵✐❵➀q⑤q❛❝④♥✐❵♣☎✐s✈☎✐❧⑥❸✐✘➯✡❡✉✐➊➅➦④❆➲✡♣q❴❜⑩❶♦★④❢♦❶❼
❼❄❞❢✇q♦❶❡★♣q❴❿❛❝❣✺✹❧✇q④❆❴❸✐➵✐❧✇☎✐❧⑥❜➲❶⑩❶❴❿④♥✐☞♣☎✐➵✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡✉✐➊➅➦❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣☎✐❽➂ ➋ ✩q⑥❿❣✉❴❜❼❄♦✂❣✉➲❶✈q❴❜④❢♦➵✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛❝❴❿❣✉♦❶⑤✱❼✬✐❧❴❜♦❶❡❝❞❢❛
❼☛⑤q♣☎✐➭✇q❦♥✐❧❛❵✈☎✐❧❡✉✐✬✐✬✐❧♣q❞❢❾✚⑤☎✐❧❦♥♠❧♦✮✐❧♦❶❛❵❛❝➁❜❼☞➀✍♦❶⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏☎➀➳❞❢❼❉④❢♦❶❼❄♦✕✐❄④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦✬♣q❞✂⑤q❼

④❢♦❶❼❄✈q❡❝♦❶❼❄❴❜❛❝❛❝♦☛❞❢✇①❣✉❡❝❞✵④❢♦❶❼➵✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞✾❞✷④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✾♣q❞✷④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦q➂
➣✦❛❝❞❢⑩❶⑤q✇q♣☎✐❻④❢♦❶✇✚❣✉❡❝❴❜➀q⑤q❴❜❦♥♠❧♦❻✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣✰✐➭♣☎✐❋✇q❞❢❛❤❣✉❞✑❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷q♦⑧❹✱④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐❧♣☎✐❋✐❻❼✬✐❧❴❜❛❄❴❜❼☛➅

✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧✇①❣✉❞❧➏➍✈✍♦❶❡❝❹❢❼ ❹✕♣q❞❢✈➳❞❢✇q♣q❞❢✇①❣✉❞t♣☎✐✑❼❄❞❆✇q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧♣☎✐✑✇q♦■✈☎✐❧❡✉➉❧⑩❶❡✉✐➭➘✎♦✑✐❧✇✚❣✉❞❢❡❝❴❜♦❶❡❢➂■➣➸✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐
⑩❶❞❢✇q❞❢❡✉✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❄♦✬❞❢❛❤❣✉⑤q♣q♦✮❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦❄✈➳♦❶❡✂➼ ✖➭➽❍❛❝♦❶➀q❡❝❞☛✐❄♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✬❣✉⑤q❡❝➀➳♦✕➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❸✐☛❞❢❼û④♥✐❧✇☎✐❧❴❜❛
③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏✻➯✡❴❸✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧✇q♣q♦✱✐✑✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦t♣q❞❢❛❤❣✉❞✬❣✉❴❜✈✍♦✱♣q❞✬♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✑✈☎✐❧❡✉✐t④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛

q
➅

✌✢❖★✌



✌✢❖✟✘ ❋✂ô ✏ â①Ý ✞ à✑◆❨ä✡à

➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂ ➋ ❛⑨✈q❡❝❴❜✇q④❢❴❜✈☎✐❧❴❜❛✻❣✉➲❶✈q❴❜④❢♦❶❛✟❣❥❡✉✐➭❣❥✐❧♣q♦❧❛❍➘✎♦❶❡✉✐❧❼t➆✟✐①➪✻♦✾④♥➉❧⑥❜④❢⑤q⑥❜♦↕♣☎✐↕④❢♦❧✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞✪♣☎✐↕♣q❞❢④❢❴❿❛❥♠➭♦
♣q♦➵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡★✈☎✐❧❡✉✐☛❛❝⑤q✈✍♦❶❡❤❣❥✐❧❡★❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛✳✘❽➀✍➪✪♦❶❛★✈☎✐❧❡❂✹❧❼❄❞❆❣✉❡❝♦❶❛★✐❧♣q❴❜④❆❴❜♦❶✇☎✐❧❴❜❛✳♣q❞✾❞❢✇✡➅

❣✉❡✉✐❧♣☎✐➵✇q❞❢④❢❞❢❛❝❛✉➉❧❡❝❴❜♦❶❛s✈☎✐❧❡✉✐➵❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧❡★✐➵♣q❞❆④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦➵❣✉⑤q❡❝➀➳♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐✙✘q❞✷④✘➪➄♦❄♣q❞❢❛❝❞❢✇①➯❶♦❶⑥❿➯✡❴❜❼❄❞❢✇✚❣✉♦

♣q❞▼⑤q❼ ✇q♦✘➯❶♦⑧✈q❡❝♦✡④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦Ò❴❿❣✉❞❢❡✉✐➭❣✉❴❿➯①♦■✈☎✐❧❡✉✐■♦⑧♣q❞❆④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡☛❣✉⑤q❡❝➀➳♦q➏➟❾✚⑤q❞✱✐❧⑩❶♦❶❡✉✐■✈✍♦❶❛❝❛❝⑤q❴
⑤q❼ ✇q♦✘➯①♦✱④❢♦❶❼❄✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦q➏✟♦❶✇q♣q❞✬⑤q❼Ð❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦▼♣q❞✬❞❢✇①❣✉❡❥✐➭♣☎✐✱⑩❶❞❢❡✉✐t❼✬✐❧❴❜❛✷❾✚⑤q❞✬♣q⑤☎✐❧❛✂✈➳♦❶❛❝❛❝❴Õ➅
➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❢❛✵✈☎✐❧❡✉✐✱♦✑❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦t♣q❞✕❛✉✐❧➁❜♣☎✐❽➏❍♦✑❾✚⑤q❞✮❡❝❞❢❾✚⑤q❞❢❡☞⑤q❼ ❣✉❡✉✐➭❣❥✐❧❼❄❞❢✇①❣✉♦✑♣q❴❿➘✎❞❢❡❝❞❢✇q④❆❴❸✐❧♣q♦✑✈☎✐❧❡✉✐
♣q❞❆➫☎✇q❴❜❡★♦➵❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦☞❞✷❛❝⑤☎✐➵④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞↕✈☎✐❧❡✉✐❄✐☛✈q❡❝➲♥➷❽❴❜❼✬✐☞❴❿❣✉❞❢❡✉✐❧❦♥♠❧♦q➂

➥ ❼✬✐✕♣☎✐❧❛✾❼❄♦❧❣✉❴❿➯❧✐❧❦❆➈✡❞❢❛↕✈☎✐❧❡✉✐▼✐✮❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧❦♥♠❧♦✕♣q❞❢❛❤❣✉❞➵❞❢❛❤❣✉⑤q♣q♦▼➘✎♦❶❴⑨✐✕❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐✮♣q♦❶❛✾④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛
✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦❄✈☎✐❧❡✉✐➵✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦❢➈✡❞❢❛➄❾✚⑤q❞✵❡❝❞❢❾✚⑤q❞❢❡❝❞❢❼❉✐❧⑥❿❣❥✐❧❛✳❣❥✐➊➷q✐❧❛★♣q❞✵④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦❢➈✚❞❢❛❢➂✳❫❵❞✂✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦➵④❢♦❶❼Ð➼ ➑ ➽➾➏
❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛✮♣q❞Ò❣✉❡✉✐❧✇q❛❝❼❄❴❜❛❝❛✉♠❧♦✢♣q❴❜⑩❶❴❿❣❥✐❧⑥❵❾✚⑤q❞Ò⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❼❁❞❢❛❤❣✉❞Ò❣✉❴❜✈➳♦✢♣q❞Ò④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❱④❢♦❶✇q❛❝❞❢⑩❶⑤q❞❢❼
❛❝❞✑✐❧✈q❡❝♦✘➷❽❴❜❼✬✐❧❡☛➀☎✐❧❛❤❣❥✐❧✇①❣✉❞✱♣☎✐⑧④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✱♣q♦❻④♥✐❧✇☎✐❧⑥★⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦q➂ ➥ ❼✬✐⑧♦❶⑤❽❣✉❡✉✐⑧❼❄♦❧❣✉❴❿➯➭✐❧❦♥♠❧♦
➘✎♦❶❴➟♦✑❞❢❛❤❣✉⑤q♣q♦■❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦t✈➳♦❶❡✕➼ ✖➭➽➾➏✽♦❶✇q♣q❞✕④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛✂✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦✑♣q❞✬➀q⑥❜♦✡④❢♦t➘✎♦❶❡✉✐❧❼ ✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧♣q♦❶❛✵❞❢❼
④♥✐❧✇☎✐❧❴❜❛s✇☎♠❧♦➭➅➦⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦❧❛♥➏☎❞❢❛❝✈➳❞❢④❢❴❸✐❧⑥❜❼❄❞❢✇①❣✉❞✵♦✬③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏✍❞❢❼❉④❢♦❶✇➭Ô❤⑤q✇①❣✉♦✬④❢♦❶❼ ⑤q❼❉❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦
❴❿❣✉❞❢❡✉✐➭❣✉❴❿➯①♦➵♣q❞✂♣q❞❢④❢♦✡♣q❴Õ➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✕❾✚⑤q❞✵➘✜✐❧Ù✵⑤q❛❝♦✕♣q♦✬④❢❡❝❴❿❣✉❹❢❡❝❴❜♦✕➐✡➔❤➐ ➋ ➏➳✈➳♦❶❡❝❹❢❼ ❹☞✐❧✈q⑥❜❴❜④♥➉♥➯①❞❢⑥✻✐❧✈➳❞❢✇☎✐❧❛↕✐
❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛✽➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂❍⑦⑨❛❤❣❥✐✷⑥❜❴❜❼❄❴Õ❣❥✐➭❦♥♠❧♦✾❡❝❞❢❾✚⑤q❞❢❡✪✐✾❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧❦♥♠❧♦✾♣q❞★④❢♦❶✇①➯①❞❢❡❝❛❝➈✚❞❢❛✪➀q❴❿❣❤➅➦❛❝➁❜❼☞➀✍♦❶⑥❿♦✾✈☎✐❧❡✉✐
✐❧♣q❞❢❾✚⑤☎✐❧❡✷♦❶❛✾➀q❴❿❣✉❛✾♣q❞➵❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐➭❦♥♠❧♦▼✐❧♦▼✐❧⑥❿➘✜✐❧➀➳❞❆❣✉♦✮♣q♦▼❼❄♦✚♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡↕♣q♦▼❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐✮③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂
➢❵✐✱➯❶❞❢❡❝♣☎✐❧♣q❞❧➏➟✐✱④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞❄♣q♦✑❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦t❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦■✇q♦✑♣q❞❢❼❄♦✡♣q⑤q⑥❸✐❧♣q♦❶❡✂③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣➸❹
❾✚⑤q❞t♣q❞❆➯❶❞t❛❝❞❢❡➵❼❄❞❢♣q❴❜♣☎✐❽➏➍✈➳♦❶❡❝❹❢❼ ♦⑧♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡➵❛❝⑤☎✐♥➯①❞▼❛❝➲⑧✈q❡❝♦✡④❢❞❢❛❝❛✉✐Ò❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛☞➀q❴❜✇☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂
❫❵❞❢❛❤❣❥✐❋❼✬✐❧✇q❞❢❴❜❡✉✐❽➏✳❞❢❼ ➼Õ➩✶✦➭➽s➘✎♦❶❴s✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣✉♦❋⑤q❼ ❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦❻✈☎✐❧❡✉✐❻❞❢✇q④❢♦❶✇①❣✉❡✉✐❧❡✮✐⑧④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❜♣☎✐❧♣q❞
♣q♦✱➀q❴❿❣✷❡❝❞❢④❢❞❢➀q❴❜♣q♦q➏✟❾✚⑤q❞❄➘✎♦❶❴➍✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧♣q♦✮❞❢❼ ➼ ✖➊➽➾➂✮❫❵❞❆➯✡❴❜♣q♦✱✐t❞❆❛❝❣❥✐t✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦♥♠❧♦t❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐✮✈☎✐❧❡✉✐
⑩❶❞❢❡✉✐❧❡s✐❄④❢♦❶✇❽➫✍✐❧➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞✾♣q♦✬➀q❴❿❣♥➏☎⑥❜❞❆➯➭✐❧✇①❣✰✐➭❼❄♦❶❛s✐➵✈➳♦❶❛❝❛❝❴❜➀q❴❜⑥❜❴❿♣☎✐❧♣q❞✾♣q❞✵❷☎✐✘➯❶❞❢❡❵✐❧⑥❜⑩❶⑤q❼✬✐☞✈➳❞❢❡❝♣☎✐❄♣q❞
❴❜✇❽➘✎♦❶❡❝❼✬✐❧❦♥♠❧♦■✇q❞❢❛❤❣✉❞t✈q❡❝♦✡④❢❞❢❛❝❛❝♦q➏✳➀➳❞❢❼ ④❢♦❶❼❄♦Ò⑤q❼✬✐■❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❸✐✑♣q❞t♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦❋❾✚⑤q❞t✈➳♦✚♣q❞❢❡❝❴❸✐
❛❝❞❢❡✮✐➭❣✉❡❝❴❜➀q⑤q➁❜♣☎✐❻✐❧♦❻❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❋③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏✪④♥✐➭❛✉♦❋⑤q❼✬✐❻♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❋❣✉⑤q❡❝➀✍♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐Ò➘✎♦❶❛❝❛❝❞

❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐❽➂
➢s♦✢④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦❑✖❽➏★➘✎♦❶❴❵❞✰➷❽✈q⑥❜♦❶❡✉✐❧♣☎✐✢✐❋♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦❱❛❝⑤☎✐♥➯❶❞⑧✐➭❣✉❡✉✐♥➯❶❹❢❛✮♣q♦❶❛▼✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼➵♦❶❛✬♣q❞

❺✪❷☎✐❧❛❝❞▼✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧♣q♦❶❛☞✐✑⑤q❼ ④♥✐❧✇☎✐❧⑥✳⑩①✐❧⑤q❛❝❛❝❴❸✐❧✇q♦q➂■➣➸✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐✑✈☎✐❧❡✉✐■✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦♥♠❧♦✑♣q♦Ò✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴Õ❣✉❼❄♦
♣q❞✮❺✪❷☎✐❧❛❝❞✕♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥⑨✐✱④❢➲✚♣q❴❜⑩❶♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛✷➘✎♦❧❴✪✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣☎✐❽➂✑❫❵❞✕✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦✑④❢♦❧❼ ♦❶❛✵❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛

❴❜⑥❜⑤q❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦❶❛✵✇☎✐❧❛✵➫☎⑩❶⑤q❡✉✐❧❛ù✖❽➂ ➮❽➏ ✖❽➂❿➩ ➒ ❞✴✖❽➂❿➩❶➩❶➏✟♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧❼❄♦❶❛✂❾✚⑤q❞✕♦✱❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✱♣q❞✬♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧♣q♦➵✈☎✐❧❡✉✐☛❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❿♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛✪❛❝⑤q✈➳❞❢❡✉✐➵❞❢❼➸♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈✍❞❢✇q❷q♦✬♦➵❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦➵♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❿✇☎✐❧⑥✝♣q❞✵❺✪❷☎✐❧❛❝❞

✈☎✐❧❡✉✐✬♦❶❛❵❣✉❡❝➶❢❛↕④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛ ➛ ❞❢❞❢♣✡➅❤➐✡♦❶⑥❜♦❶❼❄♦❶✇✱⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣q♦❶❛❢➏➳❛❝❞❢❼✦❴❜✇q④❢❡❝❞❢❼➵❞❢✇✚❣❥✐❧❡↕✐✬④❢♦❶❼❄✈q⑥❜❞✰➷❽❴❜♣☎✐❧♣q❞✂♣☎✐
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦q➂s➇❍✐❧❼☞➀➳❹❢❼❉✈q⑤q♣q❞❢❼❄♦❶❛❵♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧❡↕❾✚⑤q❞☞✐✬❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❸✐☛♣q❞☞♣q❞❢❛❝❞❢❼➵✈➳❞❢✇q❷q♦✮❛❝❞✂❣✉♦❶❡❝✇☎✐
❼✬✐❧❴❜❛✵❛❝❴❜⑩❶✇q❴❿➫☎④♥✐➭❣✉❴❿➯❧✐t❾✚⑤☎✐➭✇✚❣✉♦■❼✬✐❧❴❜♦❧❡✷➘✎♦❶❡✂♦■✐❧⑥❿➘✜✐❧➀➳❞❆❣✉♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦t⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣q♦q➂✱⑦⑨❛❤❣❥✐✑♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧❦♥♠❧♦■❹



✌✢❖Û✻

Ô❤⑤q❛❤❣✉❴❿➫☎④♥✐❧♣☎✐Ò✈➳❞❢⑥❸✐■❾✚⑤q❞❢♣☎✐⑧♣q❞▼♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦❻❾✚⑤q❞t♦⑧❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦Ò♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥✪♣q❞▼♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦⑧♣q❞
❺✪❷☎✐❧❛❝❞▼❛❝♦❧➘✎❡❝❞▼✐❧♦■❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷☎✐❧❡✂④❢♦❶❼ ❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦❶❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➏⑨✈➳♦❶❴❜❛☞④❢♦❶✇①➯①❞❢❡❝❛❝➈✚❞❢❛❄❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦➭➅➹➀q❴❿❣☞❞✮➀q❴❿❣❤➅

❛❝➁❜❼☛➀✍♦❶⑥❜♦☛❛✉♠❧♦✬⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧♣☎✐❧❛➄✈☎✐❧❡✉✐✬✐➭♣q❞❢❾✚⑤☎✐❧❡❵♦❄❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦➵♦❶❡❝❴❜⑩❶❴❜✇☎✐❧⑥➜②➵♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐➭❦♥♠❧♦✬♣q❞✵✈☎✐❧⑥❸✐♥➯✡❡❥✐➭❛❤➅
④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❧❛❢➂

➢s♦✱④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦✪✗q➏❍⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❼❄♦❧❛✵✐✱✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣❥✐✱♣q❞✬♣q❞❢④❢♦✡♣q❴Õ➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✑❛❝⑤☎✐♥➯①❞
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐▼❞❢❼ ⑤q❼ ❛❝❴❜❛➞➅

❣✉❞❢❼✬✐✬③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂✝③☎♦❶❡✉✐❧❼ ❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜Ù♥✐❧♣☎✐❧❛s✐❧⑥❜⑩❶⑤q❼✬✐❧❛s✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦❢➈✡❞❢❛❵✇☎✐❄✈q❡❝♦❶✈➳♦❶❛❤❣❥✐✬✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣☎✐
✇q♦↕④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦➚✖❽➏①✐s➫☎❼❃♣q❞➄✐➭♣q❞❢❾✚⑤☎➉➊➅➦⑥❸✐↕✐❧♦↕④♥✐❧✇☎✐❧⑥❽③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂❶❫❵❞➄✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦↕④❢♦❶❼❃♦❶❛❍❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛
✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇✚❣❥✐❧♣q♦❧❛s✇q♦☛④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦q➏❽✈✍♦✡♣q❞❢❼❄♦❶❛★✐➭➫☎❡❝❼✬✐❧❡✳❾✚⑤q❞✷✐☛⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❿Ù♥✐❧❦♥♠❧♦☞♣q♦➵❼❄❹❆❣✉♦✚♣q♦➵✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣✉♦➵♣q❞
♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐☞❛❝⑤☎✐✘➯❶❞✵❣❥✐❧❼☞➀➳❹❢❼➸⑩❶❞❢❡✉✐❄⑤q❼✬✐➵④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉➉♥➯❶❞❢⑥✟❼❄❞❢⑥❜❷q♦❶❡❝❴❸✐☞♣q❞✵♣q❞❢❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦

✈☎✐❧❡✉✐t♦✱❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐t③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂✻➣❵⑥❜❹❢❼Ð♣q❴❜❛❝❛❝♦q➏❍✈➳♦✚♣q❞❢❼❄♦❶❛✵❼❄❞❢✇q④❢❴❜♦❶✇☎✐❧❡✷❾✚⑤q❞✬♦✱⑩①✐❧✇q❷q♦✱♣q❞❄♣q❞✰➅
❛❝❞❢❼❄✈➳❞❢✇q❷q♦q➏❨❞❢❼û❡❝❞❢⑥❸✐❧❦♥♠❧♦✕✐❧♦✕❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦✮✐❧⑥❜⑩❶❹❆➀q❡✉❴❿④❢♦q➏➳❹☞❼✬✐❧❴❜❛s❛❝❴❜⑩❶✇q❴❿➫☎④♥✐➭❣✉❴❿➯➭✐❄✈☎✐❧❡✉✐✬♦✕④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦✬④❢♦❶❼
❼✬✐❧❴❜♦❶❡➄✐❧⑥Õ➘✜✐❧➀➳❞❆❣✉♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦q➂

❫❵❞❢❛❝❞❢✇①➯❶♦❶⑥❿➯✡❴❜♣q♦❶❛➍♦❶❛⑨❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦❶❛⑨✈☎✐❧❡✉✐✾✐✾♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦✷❛❝⑤☎✐♥➯①❞
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❵❞➄❛❝⑤☎✐❧❛➟✐❧♣☎✐❧✈❽❣❥✐❧❦❢➈✚❞❢❛➟✐❧♦

④♥✐❧✇☎✐❧⑥✡③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➏➊✇q♦s④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦Ó✤✡➏➭➘✎♦❶❡✉✐❧❼▲✈q❡❝♦❶✈✍♦❶❛❤❣✉♦❶❛❍✐❧⑥❜⑩❶⑤q✇q❛✻✈q❡❝♦✡④❢❞❢♣q❴❜❼❄❞❢✇①❣✉♦❶❛✟✈☎✐❧❡✉✐➄❣✉♦❶❡❝✇☎✐❧❡
✈➳♦❶❛❝❛❝➁❿➯❶❞❢⑥✍✐↕♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦↕❣✉⑤q❡❝➀➳♦

q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❽➂✻➣➡✈q❡❝❴❜✇q④❢❴❜✈☎✐❧⑥✡④❢♦❶✇①❣✉❡✉❴❿➀q⑤q❴❜❦♥♠❧♦✾♣q♦✾④♥✐❧✈q➁❿❣✉⑤q⑥❜♦❵➘✎♦❶❴❽♦✷✇q♦✘➯❶♦

❼❄❹❆❣✉♦✡♣q♦❄♣q❞✵❡❝❞♥✐❧⑥❜❴❜❼➵❞❢✇①❣❥✐❧❦♥♠❧♦➵♣q♦✬♣q❞❢④❆♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧♣q♦❶❡s❴❿❣✉❞❢❡✉✐➭❣✉❴❿➯❶♦➵✈☎✐❧❡✉✐➵❛❝⑤q✈➳♦❶❡❤❣❥✐❧❡s♦❄✈q❡❝♦✚④❢❞❢❛❝❛✉✐❧❼❄❞❢✇✚❣✉♦
♣q❞✱❛❝➁❜❼☞➀➳♦❶⑥❜♦❧❛

q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛❢➂❮❫❵❞✑✐❧④❢♦❶❡❝♣q♦❻④❢♦❶❼ ♦❶❛✬❡❝❞❢❛❝⑤q⑥❿❣❥✐❧♣q♦❶❛✬✐❧✈q❡❝❞❢❛❝❞❢✇①❣❥✐❧♣q♦❶❛❢➏➄♦❶➀q❛❝❞❢❡❤➯❧✐❧❼❄♦❶❛❄❾✚⑤q❞

✐✑✐❧✈q⑥❜❴❜④♥✐❧❦♥♠❧♦t♣☎✐✱♣q❞❢④❢♦✚♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦♥♠❧♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐t✐❧⑤q❼❄❞❢✇①❣❥✐✱④❢♦❶✇q❛❝❴❜♣q❞❢❡✉✐♥➯❶❞❢⑥❜❼❄❞❢✇①❣✉❞✬♦✑✇✢✩q❼❄❞❢❡❝♦✑❼✬➉➊➷❽❴❜❼❄♦

♣q❞✵⑤q❛❝⑤☎➉❧❡❝❴❜♦❶❛➄❛❝❴❜❼☛⑤q⑥❿❣✺✹❧✇q❞❢♦❧❛➄✇q♦❄❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐➵③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂➳➎✟♦❶❡❝❹❢❼t➏✍✐☛❣❥✐➊➷q✐☛♣q♦❄④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦➵✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦
⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù❢✐❧♣q♦➄✈➳♦✡♣q❞➍④❢♦❶❼❄✈q❡❝♦❶❼❄❞❆❣✉❞❢❡➜✐★❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐➄❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✚♣q♦★❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❽➂✟➣✢⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧❦♥♠❧♦✳♣q❞➍④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛☛❞❢❼

GF (qn ≥ 32)
❹✱❡❝❞❢④❢♦❧❼❄❞❢✇q♣☎✐❧♣☎✐❻✈☎✐❧❡✉✐Ò❾✚⑤q❞✑✐⑧❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐Ò❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥s✇☎♠❧♦❻❛❝❞➞Ô❝✐

④❢♦❶❼❄✈q❡❝♦❶❼❄❞❆❣✉❴❜♣☎✐❽➂
❺✪♦❶❼➵♦s✈➳❞❢❡❝❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❴❿➯➭✐❵♣q❞➟❣✉❡✉✐❧➀☎✐❧⑥❜❷q♦❧❛➜➘✎⑤❽❣✉⑤q❡❝♦❶❛❢➏❧❛❝⑤q⑩❶❞❢❡❝❴❜❼❄♦❶❛✻⑤q❼➧❞❢❛❤❣✉⑤q♣q♦↕✇q♦❵♣q❞❢❛❝❞❢✇①➯❶♦❶⑥❿➯✡❴❜❼❄❞❢✇✚❣✉♦

♣q❞t✐❧⑥❜⑩❶♦❶❡❝❴❿❣✉❼➵♦❶❛☞♣q❞▼➀q⑤q❛❝④♥✐⑧♣q❞▼④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛☞➲❧❣✉❴❜❼❄♦❶❛☞✈☎✐❧❡✉✐⑧✐■⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧❦♥♠❧♦✑④❢♦❶❼❄♦Ò④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛

✈q❡❝♦✡♣q⑤❽❣✉♦❶❛✳♣q❞↕➀q⑥❜♦✡④❢♦q➏✘Ô❤⑤q✇✚❣❥✐❧❼❄❞❆✇✚❣✉❞❵④❢♦❶❼P✐☞♣q❞❢④❢♦✡♣q❴❿➫☎④♥✐❧❦❢♠❧♦☞❣✉⑤q❡❝➀➳♦
q
➅➞➉❧❡❝❴❸✐❽➏✚❞❢❼Ø❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐❧❛➄③✽③✽→✳➅

❺✳❫✾rt➣✂➂➜⑦⑨❛❤❣✉❞❢❛↕④❢➲✡♣q❴❜⑩❧♦❶❛
q
➅➞➉❧❡❝❴❜♦❶❛★➲❧❣✉❴❜❼❄♦❶❛★♣q❞❆➯❶❞❢❼✦✈➳♦❶❛❝❛❝⑤q❴❜❡s④♥✐❧❡✉✐❧④❆❣✉❞❢❡❝➁❜❛❤❣✉❴❜④♥✐❧❛❵❾✚⑤q❞☞④❢♦❧✇q❛✉❴❿♣q❞❢❡❝❞❢❼

⑤q❼❉④❢♦❶❼❄✈q❡❝♦❶❼❄❴❿❛❝❛❝♦❄❞❢✇①❣✉❡❝❞☞✐❄④♥✐❧✈☎✐❧④❢❴❜♣☎✐❧♣q❞✵♣q❞✂④❢♦❶❡❝❡❝❞❢❦♥♠❧♦✬❞✂✐❄❞❆➫☎④❢❴❜➶❢✇q④❢❴❸✐❄❞❢❛❝✈➳❞❢④❆❣✉❡✉✐❧⑥✟♣q♦✬❛❝❴❜❛❤❣✉❞❢❼✬✐
③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂➳❺✪♦❶❼P❴❜❛❝❛❝♦q➏☎✈✍♦✡♣q❞❢❡❝❞❢❼❄♦❶❛➄⑤❽❣✉❴❜⑥❜❴❜Ù♥✐❧❡✪④❢➲✡♣q❴❜⑩❶♦❶❛✳❼✬✐❧❴❜❛✳❞❆➫☎④❢❴❜❞❢✇①❣✉❞❢❛s❾✚⑤q❞✷✈➳♦❶❛❝❛❝❴❜➀q❴❜⑥❜❴Õ❣✉❞❢❼
⑤q❼✬✐☛❼✬✐❧❴❜♦❶❡✳✐❧✈q❡❝♦✘➷❽❴❜❼✬✐➭❦♥♠❧♦☛♣☎✐☛❣❥✐➊➷q✐☛♣q❞✷④❢♦❶❡❤❣✉❞✷♣q♦➵④♥✐❧✇☎✐❧⑥✻③✽③✽→➄➅❤❺✳❫✾rt➣✂➂



✃ ❐✓✒➍❐✔è✕✔❮ùÐê❱ø➜é❘❒ ✖ ø æ ❴➜ø❨Ñ ö è✱ÿ❽t ê❱é❘❒

➼Õ➩❢➽☞❺❵➂✵➝✪❞❢❡❝❡❝♦❶⑤❨➏➵➣✂➂ ➙ ⑥❸✐♥➯✡❴❜❞❢⑤✡➷➠❞✔➎✟➂✷➇➄❷q❴❿❣✉❴❜❼✬✐➊Ô❤❛❝❷q❴❜❼❄✐❽➂❁➢s❞♥✐❧❡❋➐✡❷☎✐❧✇q✇q♦❶✇Ú↔➜❴❜❼❄❴Õ❣⑧⑦⑨❡❝❡❝♦❶❡➞➅
❺✪♦❶❡❝❡❝❞❢④❆❣✉❴❜✇q⑩➵❺✪♦✚♣q❴❜✇q⑩☛✐❧✇q♣✮❫❵❞❢④❢♦✡♣q❴❜✇q⑩q➆ ➇✟⑤q❡❝➀➳♦➭➅❤❺✪♦✚♣q❞❢❛✘➚➞➩➊➪✰➂✴➒❂➣➤➣➤➣ ➒❶❭✚→ ❃ ÿ❞✈⑨❭✫⑦ ❃ ÿ❞✈⑨⑩❈⑩☎✔❇❭✚①✍❲
✇❂⑤■→❲①③✈⑨❭Ðt⑦➒⑨ÿ❉ÿ☞❲✍✗✙✘❶➏✡➯❶♦❶⑥➾➂ ➑ ➺■✖❽➆ ✈q✈❨➂❨➩ ➒ ✥■✗➭➻✍➩ ➒①➓ ➩❶➏☎r✱✐♥➴■➩✘➮❶➮✕✖❽➂

➼ ➑ ➽ ➛ ➂✍➎✽➴✡✇q♣q❴❸✐❧❷❨➂✳➢s❞♥✐❧❡ ➋ ✈❽❣✉❴❜❼☞⑤q❼➸❫❵❞❢④❢♦✡♣q❴❜✇q⑩❄♦❧➘⑨➎⑨❡❝♦✡♣q⑤q④❆❣✾❺✪♦✡♣q❞❢❛❢➆✳➝✪⑥❜♦✡④❥ì✕➇✟⑤q❡❝➀➳♦✮❺✪♦✚♣q❞❢❛❢➂
➒❂➣➤➣➤➣ ❱☞⑧➭⑤■❭Ðt ❃ ✈⑨❭➀ÿ❞✈⑨⑩❈⑩☎✔❇❭✚①③✇❂⑤■→❲①③✈⑨❭Ðt❆➏✡➯❶♦❶⑥➾➂ ➑ ➚✎✇q♦q➂✚✦①➪✰➆ ✈q✈❨➂➜➩ ➒❶➒ ✖➊➻✍➩ ➒ ➩ ➒ ➏❽➣❵⑤q⑩❶⑤q❛❤❣✵➩✘➮❶➮✕✦❽➂

➼ ✖➭➽✂❫✂➂①❺❵➂❧♣☎✐✷❺✪⑤q✇q❷☎✐❽➂Ûûù②✺✇✺✈✶④■① ✚s✇❂⑤✕❷✸❸✢✈✺➒❶→➉②✂⑧➭⑤■→❲①✍✌⑨⑤✝ö✳❱✣✔❇⑧✳✲❶✈❨÷q④✢②üÿ★❳✶④■①❩✩✢✈✫tq❀s⑧❂✈✶④✕✔❇→➉✈ù②✂⑩ ÿ➤⑤■❭✟⑤■①❿t
✖ü❸✢✈♣❲✧✒➔⑤✕✔❄t✺t✂①❲⑤■❭Û✈✫t❆➂✵❫❵❴❜❛❝❛❝❞❢❡❤❣❥✐❧❦♥♠❧♦▼♣q❞❄rt❞❢❛❤❣✉❡✉✐❧♣q♦q➏✻③✍✐❧④❢⑤q⑥❜♣☎✐❧♣q❞☞♣q❞➵⑦⑨✇q⑩❶❞❢✇q❷☎✐❧❡❝❴❸✐✮⑦⑨⑥❜❹❆❣✉❡❝❴❜④♥✐
❞✂❺✪♦❧❼❄✈q⑤❽❣❥✐❧❦♥♠❧♦q➏ ➥ ➢s➔❤❺✪➣↕r✑➎✻➏❨❺✳✐❧❼❄✈q❴❜✇☎✐❧❛➞➅❤➐❽➎✻➏☎➝✪❡✉✐❧❛❝❴❜⑥➾➏ ➑❧➒❶➒ ✖❽➂

➼ ✗❧➽☞r⑧➂✍❫✂➂✜✛✪✐❧④❢♦❶⑤q➀❨➂qá✓✈♣✔❇❭✟④❄⑤■→❲①③✈⑨❭Ðt➇✈➄⑦Óý➂✈❪✲✑①✿❪❿②➚↔❉⑤✢④■①③✈ù➣s❭✶✩■①✿❭Û②✺②✂⑧❶①✿❭✶✩❧➂➍❺ ➛ ❺ ➎⑨❡❝❞❢❛❝❛❢➏✻➩✘➮❶➮✕✖❽➂
➼ ✤➊➽ ➛ ➂q➣❵❛❝❷❨➂q➒❶❭✫⑦✑✈⑨⑧❶⑩❛⑤■→❲①③✈⑨❭Û❱➦�✚②✺✈⑨⑧✂þ➭➂➍➌❽➂☞✧í❴❜⑥❜❞❆➴❶➏❨➩✘➮✕✥❄✤✡➂
➼ ✥➭➽☞➐➳➂☎→❵✐✘➴✡ì✚❴❜✇❨➂sûü①❩✩■①✿→ò⑤■❪➛ÿ❞✈⑨⑩❈⑩☎✔❇❭✚①③✇❂⑤■→❲①③✈⑨❭Ðt❆➂➍➌❽➂Ð✧í❴❜⑥❜❞❆➴❶➏❨➩✘➮✕✦✕✦❽➂
➼ ➓ ➽✵➔❥➂ ➐➳➂ ➛ ❞❢❞❢♣Ò❞ ➙ ➂➜➐✡♦❶⑥❜♦❶❼❄♦❶✇❨➂✾➎✟♦❶⑥❿➴✡✇q♦❶❼❄❴❸✐❧⑥❍❺✪♦✡♣q❞❆❛✷♦✘➯❶❞❢❡✵❺✪❞❢❡❤❣❥✐❧❴❜✇Ò③❍❴❿✇q❴❿❣✉❞☞③❍❴❜❞❢⑥❜♣q❛❢➂ ❛ ➒➔☛Óý
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