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Resumo

Embora a propagação de feixes ópticos seja um tema muito investigado, existe ainda

uma grande variedade de estudos a se efetuar, principalmente no desenvolvimento de

métodos que permitam, de forma anaĺıtica, a descrição exata da enorme diversidade

de feixes com propriedades distintas.

A principal contribuição desta dissertação é a proposta de uma metodologia

matemática para a obtenção de feixes escalares e eletromagnéticos não paraxiais

puramente propagantes como soluções anaĺıticas exatas da equação de onda e das

equações de Maxwell. Tal método baseia-se em uma solução anaĺıtica para as inte-

grais que descrevem superposições de feixes de Bessel de ordem zero (não evanes-

centes) com qualquer tipo de função espectral. Exemplos de feixes não paraxiais são

apresentados para a validação do método proposto neste trabalho, os quais provam a

grande eficiência em termos do pouco esforço computacional quando são comparados

com os métodos de outros autores.

Palavras-chave: Feixes ópticos não paraxiais. Aproximação paraxial. Feixes de Bes-

sel. Transformada de Fourier. Equação de onda. Equações de Maxwell. Polarização

linear, azimutal e radial.
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Abstract

Although the propagation of optical beams has been vastly studied, there is still a

huge amount of research topics to be exploited, mainly regarding the developing of

exact analytic methods.

The main contribution of this work is the development of a mathematical metho-

dology to obtain nonparaxial propagating scalar and electromagnetic beams as exact

analytic solutions of the wave equation and Maxwell’s equations, respectively. This

method is based on an very general solution to the continuous superposition of zero

order Bessel beams (non-evanescent) with any kind of spectral function. Examples

of non paraxial beams are shown to validate the method proposed in this work,

which proves to be very efficient, based on low computational effort when compared

to other author’s methods.

Key-words: Nonparaxial optical beam. Paraxial approximation. Bessel beams. Fou-

rier transform. Wave equation. Maxwell’s equations. Linear, azimuthal and radial

polarization.
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3.3 Gráficos do espectro quadrado não paraxial. Os traços em vermelhos representam
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ω frequência angular de onda no vácuo
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paraxiais 48

4.1 Método das derivadas parciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.1.1 Feixe eletromagnético não paraxial com polarização linear . . . . . . . . 49

4.2 Método do vetor potencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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Capı́tulo 1
Introdução Geral

Neste capitulo propomos fazer, de forma introdutória, um enquadramento do tema na atu-

alidade, indicando as motivações que levaram a sua realização e os objetivos que pretendemos

atingir, mostrando também a sua estrutura e o que de original esta dissertação apresenta.

1.1 Enquadramento

Com o constante avanço tecnológico, torna-se indispensável que as áreas de ciências como

a Matemática e a F́ısica acompanhem esta evolução, melhorando assim a resolução dos proble-

mas propostos diariamente. Por exemplo, na atualidade, problemas envolvidos em complexos

fenômenos f́ısicos podem ser resolvidos através de aproximações numéricas ou de forma exata

mediante interessantes novos métodos matemáticos. Como não poderia deixar de ser, também

o âmbito da Óptica tem sido alvo de constantes alterações e atualizações no acompanhamento

do progresso tecnológico e cient́ıfico. Desde seus ińıcios até hoje, a óptica, vem sendo um campo

de estudo fascinante. De maneira geral, podemos dizer que ela estuda a propagação da luz e sua

interação com a matéria. A diferença de outras ciências muitos conceitos da óptica podem ser

visualizados com uso de um laser. O laser emite uma luz coerente, monocromática e colimada;

o qual permite a observação dos principais fenômenos ondulatórios da luz tais como difração

e interferência. Entretanto, para se chegar ao desenvolvimento deste dispositivo, e de vários

outros que são importantes no nosso cotidiano, um grande avanço na elaboração da formulação

matemática foi desenvolvido.

A presente dissertação aborda o desenvolvimento de um método totalmente anaĺıtico e exato

para descrever feixes escalares e eletromagnéticos não paraxiais e puramente propagantes. Um

feixe óptico pode ser definido como uma onda monocromática que possui concentração transver-

sal de campo. Um fenômeno sempre presente na propagação de um feixe em meios no guiados

é a difração, que lhe causa um alargamento transversal gradativo, que depende da magnitude

do seu confinamento transversal em comparação ao comprimento de onda usado.

Iniciamos o estudo do feixe óptico através da análise da propagação do feixe mais conhecido

e simples de estudar, o chamado feixe gaussiano. Sua distribuição de intensidade no plano

transversal é uma função gaussiana centrado nesse mesmo eixo. A análise da propagação do

feixe gaussiano em meios lineares pode ser efetuada com a aproximação paraxial.

1
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No entanto, todas as atenções foram chamadas de forma contundente com os artigos de

Durnin [27, 26, 28], que mostrou alguns os aspectos teóricos interessantes sobre essas ondas,

gerando feixes de Bessel truncados e os interpretando corretamente, mostrando que realmente

possúıam resistência aos efeitos da difração por longas distâncias quando comparados aos feixes

usuais.

O que em um ińıcio, era dif́ıcil de conceber pela natureza ondulatória da luz, na atualidade

já é uma realidade. Incluso, este tipo de feixe, pode ser aplicado em meios não lineares, onde

ainda é capaz de resistir aos efeitos da difração [58]. Depois do descobrimento destes feixes

surgiu um grande interesse nesta área da óptica, trazendo com ele o estudo de surpreendentes

novos tipos de feixes: Por exemplo, o feixe Airy [48, 59], o qual dá a aparência de curvatura

à medida que viaja, o feixe de Mathieu [20] tratado nas coordenas eĺıpticas ciĺındricas, o feixe

Bessel-Gauss [31], o feixe Laguerre-Gauss [25], entre outros. Assim como novas e interessantes

aplicações ópticas: Como em comunicações ópticas do espaço livre [56, 57], onde se torna mais

apropriado e simples que o uso de cabos de fibras ópticas, captações de imagens ópticas [36, 5] e

cirurgia a laser na medicina, litografia óptica [32], pinças ópticas [8, 19, 3] capazes de aprisionar

ou mover pequenas part́ıculas, alinhamento óptico a longa distância [53], guiamento óptico de

átomos [42, 6], etc.

No caso escalar, o feixe ópticos é definido como uma solução monocromática da equação

de onda. Em diversas situações é dif́ıcil, do ponto de vista matemático, encontrar soluções

anaĺıticas exatas para esta equação e portanto a forma usual de obter essas soluções é através

do uso da aproximação paraxial. Através do uso de essa aproximação matemática, os feixes são

chamados de feixes paraxiais.

Todo feixe óptico pode ser constrúıdo a partir de uma superposição de ondas planas, por

definição, estaremos dentro do regime paraxial, quando a maior contribuição de intensidades

este dado por as ondas planas que se propagam próximos ao eixo de propagação do feixe óptico.

Embora em diversas áreas de F́ısica o entendimento de determinados fenômenos ópticos seja

baseado em aproximações matemáticas, como a paraxial, o uso desta aproximação matemáti-

cas limita o estudo f́ısico envolvido, onde as soluções encontradas são validas só para certas

condições f́ısicas. Quando o fenômeno f́ısico se torna mais completo essas aproximações ma-

temáticas não podem ser mais usadas. Isto faz que o problema vire mais complexo do ponto

de vista matemático principalmente pela dificuldade de encontrar novas soluções sem o uso de

aproximações.

O estudo de feixes ópticos não paraxiais vem sendo um tema de grande relevância para a

descrição dos campos ópticos que são bem focalizado e para feixes ópticos com diâmetro da

ordem de alguns comprimentos de onda de propagação. Na década passadas o estudo vetorial

do feixe gaussiano foi analisado no regime não paraxial, onde o tamanho da cintura do feixe

gaussiano era da ordem do comprimento de onda do feixe [2]. Com o desenvolvimento da ciência

e tecnologia, na atualidade os feixes fortemente não paraxiais podem ser amplamente utilizados

em diversas áreas da F́ısica, por exemplo, na realização de captura e manipulação óptica [7] ou

em tomografia de difração óptica, onde um feixe altamente focalizado permite reduzir o domı́nio

de investigação [10]. Aplicações em microscopia de alta resolução, aprisionamento de part́ıculas,

tomografia de alta densidade e nanolasers ópticos são algumas das aplicações mais recentes onde
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não é mais valida a aproximação paraxial, portanto um tratamento não paraxial é necessário.

Embora a equação de onda paraxial descreva de maneira precisa a propagação de feixes

ópticos com tamanhos de spot muito maiores que o comprimento, existe muitas fontes de luz

como os lasers de estado sólido ou lasers semicondutores que geram feixes bem localizados,

para o qual, a aproximação paraxial não pode ser aplicável e algumas correções são necessárias.

A propagação de feixes eletromagnéticos não paraxiais tem atráıdo muita atenção no estudo

teórico de feixes ópticos.

Os primeiros estudos de feixes ópticos analisados fora do regime paraxial foram abordados

através de soluções paraxiais com adequadas correções. Em 1975, Lax desenvolveu um dos

primeiros abordagens baseado em termos de perturbações do numero de onda [34]. Depois deste

trabalho pioneiro, muitos autores fizeram uso de vários métodos para estudar soluções paraxiais

com aproximadas correções. Agrawal e colegas, através de expansões de series de potência para

o campo transversal, obtiveram a correção da primeira ordem para o feixe gaussiano [2, 1].

Nesse estudo as ondas evanescentes não foram consideradas. Davis [21] usando o método de

potencial vetor linearmente polarizado obteve correções de primeiro ordem para este tipo de

feixes. Usando o procedimento de expansão de perturbação, Couture e Belanger [18] deram a

conhecer correções de ordem superior para a solução paraxial e mostraram que somando todas

estas correções é obtida uma fonte pontal complexa de ondas esféricas [24, 47]. Aplicando

uma abordagem escalar, correções para feixes gaussianos de ordem superior foram obtidos por

Takenaka et al. [50] e Zauderer [61]. Wünsche [52] introduziu dois operadores de transição para

transformar soluções arbitrária da equação de onda paraxial em soluções exatas da equação

de onda de Helmholtz sobre diferentes condições. Empregando o método da transformada de

Fourier, Cao e Deng [14] estudaram em forma geral o problema de propagação de um feixe

de luz não paraxial. Em 2002, Seshadri [45] apresentou algumas explicações e observações em

termos de série de correções não paraxiais para o feixe gaussiano fundamental com referência à

análise dado por Wünsche [52].

Todos estes métodos são muito eficazes para a construção de soluções a partir de uma apro-

ximação anaĺıtica para a propagação não paraxial dos campos ópticos. Infelizmente, eles são

adequados para lidar com feixes fracamente não paraxiais, com pequenos parâmetros de pertur-

bação. Quando o parâmetro de perturbação torna-se maior, isto é, para feixes fortemente não

paraxial, as soluções obtidas através de termos de correção, como os obtidos por todos os mé-

todos mencionados acima, se tornam divergentes, portanto estes métodos deixam de funcionar.

Em 2003, Borghi e Santariero [12], mostraram que o método proposto por Lax poderiam

ser aproveitado e empregado, mesmo no caso de feixes extremamente não paraxial, para um

esquema diferente, introduzida pelo Weniger [55]. Os termos de correção obtidos por Borghi e

Santarsiero [12] permanecem convergentes, mesmo no caso de feixes extremamente não paraxiais.

Recentemente, Sepke e Umstadter [44, 43] derivaram uma solução anaĺıtica exata para o campo

eletromagnético vetorial da gaussiana, da gaussiana achatada, e dos modos de laser Gaussiano

anular usando o método de espectro angular. As soluções obtidas por Borghi e Santarsiero [12]

e por Sepke e Umstadter [44, 43] são adequados para feixes linearmente polarizado. Chaumet

[15], baseado em representações do espectro angular, tomou em conta as contribuições das ondas

propagantes evanescentes fora do uso da aproximação paraxial e usando as séries de Taylor
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expressou o campo elétrico em forma anaĺıtica para pontos de observação localizados perto da

cintura do feixe. Em 2007, Deng [23], usando o método de perturbações de multiescala, estudou

a propagação de feixe simétricos não paraxial no espaço livre, logrando feixes com polarizações

lineares, radiais e azimutais.

Porém, todos esses métodos são voltados na descrição de feixes espećıficos e/ou são conside-

ravelmente complexos do ponto de vista matemático.

1.2 Motivação e Objetivo

A crescente avanço tecnológico permite aplicações, novas e interessantes, de feixes ópticos

não paraxiais em incontáveis áreas e tecnologias da ciência moderna, isto apresenta uma grande

motivação para que o estudo destes feixes seja continuamente abordado. Sendo demonstrado

que ao longo do tempo sua importância foi e é imensa.

A construção de novos tipos de feixes ópticos, os quais possuem propriedades muito mais in-

teressantes que os já conhecidos feixes gaussianos abre um campo com grande aplicações óptica,

como em fibra óptica, guiamento óptico de átomos, alinhamento óptico, aplicações médicas,

comunicações ópticas no espaço livre, aplicações em óptica não linear, pinças ópticas, etc. Es-

tritamente, no caso escalar, um feixe óptico é definido como uma solução da equação de onda.

Embora o estudo da propagação destes feixes seja um tema que tem vindo a ser abordado desde

tempos muito antigos, existem poucas soluções anaĺıticas exatas da equação de onda descre-

vendo estes feixes, na maioria das vezes as soluções são dadas para o regime de aproximação

paraxial [11, 33], ou obtidas através de métodos numéricos [53].

Vários dos métodos anaĺıticos encima já foram propostos para a descrição de feixes não

paraxiais, tanto para casos escalares como para casos vetoriais, porém na maioria das vezes esses

métodos são voltados para feixes espećıficos, como dirigidos a feixes gasussianos [54, 39], a feixes

Bessel-Gauss não paraxiais [13, 4], a feixes de Airy [22, 51], a feixes Hermite-Gauss [29, 35], estão

limitados para feixes fracamente não paraxiais tratados através de correções paraxiais [30, 12]

ou são consideravelmente complexos do ponto de vista matemático [46, 15, 16, 40, 41]. Neste

sentido o presente projeto, baseado no interessante trabalho do professor Zamboni [60], tem como

principal objetivo mostrar um método de fácil manejo matemático, para fornecer qualquer tipo

de feixe escalar e eletromagnético não paraxial propagantes como soluções anaĺıticas exatas da

equação de onda e das equações de Maxwell respectivamente. Como tal, aborda-se o estudo

da propagação de vários feixes escalares e vetoriais não paraxiais, através de diferentes funções

espectrais não paraxiais.

Os objetivos desta dissertação foram ligados a cada um dos caṕıtulos apresentados.

O primeiro objetivo consiste numa introdução à propagação de feixes ópticos, baseada no

estudo da evolução de vários tipos de feixes escalares e eletromagnéticos como soluções da

equação de onda e das equações de Maxwell respectivamente. Inicialmente aborda-se a obtenção

de feixes com simetria azimutal obtidos a partir de superposições de funções de Bessel de ordem

zero através de uma integração na componente transversal do vetor de onda kρ com uma função

espectral S(kρ). Um feixe de grande simplicidade, como é o caso do feixe gaussiano, é obtido

escolhendo um adequado espectro S(kρ). Usando o v́ınculo que relaciona as componentes do
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vetor de onda (kρ, kz) com a frequência de propagação do feixe pretende-se analisar os tipos de

feixes resultantes obtidos através da integração na componente longitudinal do vetor de onda

kz para distintos espectros não paraxiais S(kz).

No segundo objetivo pretende-se analisar o método matemático proposto em [60] para a

obter feixes escalares propagantes não paraxiais, tanto com e sem simetria azimutal. Aqui o

objetivo é estudar o efeito dos diferentes espectros não paraxiais na obtenção destes feixes e,

posteriormente, comprovar a eficácia do método quando o feixe tende a ser não paraxial.

Por fim, o terceiro objetivo é estudar dois métodos matemáticos para a obtenção de feixes

eletromagnéticos não paraxiais como soluções anaĺıticas exatas das equações de Maxwell. O

ponto mais importante deste sub-objetivo corresponde à investigação, e análise vetorial da pro-

pagação de feixes eletromagnéticos não paraxiais para interessantes polarizações em coordenadas

cartesianas e ciĺındricas.

1.3 Estrutura da Dissertação

Esta dissertação, baseada em estudos sobre feixes ópticos não paraxiais, está dividida da

seguinte forma:

- No segundo caṕıtulo, apresentamos uma pequena revisão teórica de feixes ópticos, por

simplicidade a revisão é dada para feixes escalares com simetria azimutal obtidas como soluções

anaĺıticas da equação de onda, constrúıdas como superposições de feixes de Bessel de ordem

zero através de uma integração na componente longitudinal do vetor de onda kz com uma

dada função espectral S(kz). Como exemplo de aplicação e ajudados da aproximação paraxial,

escolhendo uma adequado espectro S(kz) e mostramos a obtenção do feixe óptico que apresenta

uma maior simplicidade, o feixe gaussiano. Neste caṕıtulo mostramos, também, a importância

da forma do espectro S(kz) e como ele define o tipo de feixe resultante, paraxial ou não paraxial.

Dentro da classe de feixes não paraxiais são analisados os espectros S(kz) que originam feixes

fortemente não. paraxiais. Neste capitulo também apresentamos a importância de um estudo

vetorial de feixes eletromagnético não paraxiais como soluções anaĺıticas exatas das equações de

Maxwell. A diferencia do caso escalar, neste caso não podemos supor feixes eletromagnéticos

com componentes de campo longitudinal (ao longo da direção de propagação) insignificantes,

pois a componente longitudinal e transversal do campo elétrico são do mesmo ordem.

- No terceiro caṕıtulo, baseados no interessante trabalho do professor Zamboni, aplicado

para obter pulsos de forma anaĺıtica exata [60], fornecemos um método capaz de fornecer feixes

escalares não paraxiais como soluções exatas da equação de onda. Tal método baseia-se em uma

solução anaĺıtica para as integrais que descrevem superposições de feixes de Bessel de ordem

zero (não evanescentes) com qualquer tipo de função espectral.

- O quarto caṕıtulo, engloba dois métodos vetoriais capazes de fornecer feixes eletromagnéti-

cos propagantes não paraxiais como soluções anaĺıticas exatas das equações de Maxwell. Embora

no caso escalar seja considerado ao feixes ópticos com componentes longitudinalis insignificantes

para fornecer uma simplificação considerável tanto no calculo como na sua caracterização desde

tipo de feixe, no caso vetorial não é mais valida um tratamento paraxial, portanto a polarização

do feixe joga um papel importante na obtenção de feixes eletromagnéticos não paraxiais. Neste
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sentido abalizamos distintas importantes polarizações.

- por fim, apresentamos nossas conclusões gerais finais.

1.4 Contribuições Originais

No âmbito da óptica, a obtenção de feixes ópticos com interessantes propriedades de propaga-

ção, que têm surgido nas últimas décadas, tem despertado um enorme interesse na comunidade

de cientistas, que realizam o seu trabalho na referida área, sendo, consequentemente, um tema

que tem sido alvo de uma abordagem constante e intensa ao longo do tempo. A diversidade

dos estudos elaborados até ao momento é muita ampla, porém esses estudos são baseados, em

muitos casos, no regime paraxial ou são realizados focado em casos muito espećıficos. Desta

forma, embora os estudos realizados se localizem na mesma área da F́ısica, pode considerar-se

que os métodos matemáticos obtidos para certo tipo de feixe óptico não pode ser estendido para

qualquer tipo de feixe. Além das suas soluções ser obtidas de forma complexas, desde o ponto

de vista matemático, elas não podem ser usadas para descrever feixes fortemente não paraxiais

[34, 2, 21, 18, 50, 23, 45, 45].

A originalidade da presente dissertação encontra-se:

• Na abordagem de um estudo teórico para a descrição anaĺıtica de qualquer tipo de feixe

escalar propagante no vácuo obtidos a partir de diferentes tipos de espectros não paraxiais,

os quais são colocados num só trabalho.

• Na distinção de nosso método, com os outros, por apresentar uma forte convergência das

soluções para feixes altamente não paraxiais.

• Na simplicidade do método, do ponto de vista matemático, para a obtenção de feixes

ópticos propagantes não paraxiais, sendo estendida para a obtenção de distintos tipos de

feixes ópticos.

• Na abordagem de um estudo anaĺıtico vetorial simples para a propagação de feixes ele-

tromagnéticos não paraxiais com interessantes polarizações que, até à presente data, são

abordados em casos muito espećıficos ou envoltos em complexos cálculos matemáticos.

Desta forma, os resultados obtidos são importantes para futuras investigações tanto na parte

experimental e teórica.
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Capı́tulo 2
Feixes ópticos

2.1 Introdução

O feixe óptico surge com a necessidade de poder confinar e transportar a luz através do espaço

livre sem que ela sofra os efeitos difrativos. Apesar da natureza da luz impedir a existência de tal

idealização, o feixe é a forma mais próxima que a luz pode tomar para localizar-se espacialmente

propagando-se distâncias finitas sem sofrer os efeitos de difração.

O estudo da propagação de feixes ópticos pode ser baseado através de um estudo escalar,

chamado de aproximação escalar, ou através de um estudo vetorial. No estudo escalar os

feixes ópticos são soluções monocromáticas da equação de onda caracterizados por possuirem

concentração transversal do campo. Nesse estudo, cada solução representa uma componente

do campo eletromagnético do feixe óptico, suposto linearmente polarizado. No segundo caso,

a natureza vetorial do feixe óptico é considerada, portanto os feixes ópticos são obtidos como

soluções monocromáticas das equações de Maxwell. Nesse último caso, são obtidas as expressões

para cada componente do campo eletromagnético do feixe óptico polarizado arbitrariamente.

É importante notar que quando as soluções são analiticamente exatas, isto é, obtidas sem a

necessidade de usar a aproximação paraxial, os resultados dessas equações fornecem os chamados

feixes não paraxiais, tanto para o caso escalar como vetorial.

O feixe mais conhecido é o feixe gaussiano, cujo padrão transversal é dado por uma função

gaussiana. Existem outros tipos feixes que apresentam propriedades muito mais interessantes

que os já conhecidos feixes gaussianos. Um desses, é o feixe de Bessel. O feixe de Bessel é

uma outra solução da equação de onda, proposta por Stratton [20] e redescoberta por Durnin

[11], o qual possui a interessante propriedade de não sofrer os efeitos da difração. Para isso, ele

mantém seu perfil de intensidade transversal constante ao longo da direção de propagação.

A partir de uma superposição adequada de ondas planas podemos obter qualquer tipo de

feixe. Por exemplo, os feixes de Bessel podem ser entendidos como uma superposição de ondas

planas, em que os vetores de ondas se encontram na superf́ıcie de um cone fazendo um ângulo

com respeito ao eixo de propagação. Do mesmo modo, pode-se obter qualquer tipo de feixe a

partir de uma superposição adequada de feixes de Bessel.

Em geral, um feixe escalar com simetria azimutal pode ser escrito como uma superposição de

feixes de Bessel de ordem zero (J0) através de uma integração na componente transversal do vetor

13



Caṕıtulo 2. Feixes ópticos 14

de onda com uma dada função espectral dependente da componente transversal do vetor de onda

kρ. Nesse caso, obter soluções anaĺıticas reduz-se a resolver a integral envolvida. Dependendo do

espectro escolhido as integrais tornam-se mais ou menos complexas. Por exemplo, para obter

feixes gaussianos o única forma de resolver analiticamente a integral envolvida é através de

aproximações matemáticas, as quais são chamadas de aproximações paraxiais. Aqui a expressão

resultante não é uma solução anaĺıtica exata da equação de onda e o feixe resultante é conhecido

como feixe paraxial.

Os feixes paraxiais são caracterizados por possuir a componente transversal do vetor de onda

kρ muito menores que a relação entre a frequência angular e a velocidade de propagação, fazendo

com que o spot do feixe seja muito maior que o comprimento de onda. Os feixes não paraxiais

são caracterizados principalmente por possuir seu spot da ordem do comprimento de onda e,

portanto, por possuir o kρ da mesma ordem da relação da frequência angular e a velocidade de

propagação.

Outra forma interessante de obter feixes com simetria azimutal é mediante a superposição

de feixes de Bessel de ordem zero através de uma integração na componente longitudinal do

vetor de onda, kz com uma dada função espectral dependente do kz. Nesse caso, o problema,

de novo, se reduz a resolver a integral envolta.

Quando consideramos a natureza eletromagnética dos campos ópticos a teoria escalar não é

suficiente para estudar de forma adequada a propagação de feixes não paraxiais. Em geral, os

componentes longitudinais dos campos elétrico e magnéticos podem ter amplitudes significativas,

como é o caso dos feixes eletromagnéticos não paraxiais. Portanto, o estudo eletromagnético

desses feixes é baseado nas equações de Maxwell, sendo um requisito necessário a obtenção de

soluções anaĺıticas exatas das equações de Maxwell.

A importância da obtenção de feixes eletromagnéticos não paraxiais se encontra principal-

mente no entendimento teórico para seu aproveitamento na tecnologia atual fora do regime

paraxial, no qual suas principais caracteŕısticas, forte concentração do campo e tamanho do

spot da ordem do comprimento de onda apresentam grandes aplicações, como em feixes de laser

fortemente focalizados [18, 19]ou na dispersão direta de laser de elétrons [8]. Essa propriedade

é também aproveitada em diversas áreas, incluindo imagem de alta resolução [10], manipulação

de part́ıculas [24], eletrodinâmica quântica [22], óptica não-linear [4] e máquinas laser [17], assim

como aplicações na propagação de feixes através da atmosfera com turbulência [6], entre outros.

Neste caṕıtulo, mostraremos todas essas abordagens, assim como as importantes diferenças

entre feixes paraxiais e não paraxiais. Mostraremos a obtenção de feixes escalares simétricos a

partir de uma interessante construção baseada em integrais, através de uma determinada função

espectral. Na Seção 2.1 apresentamos os feixes escalares obtidos a partir da equação de onda

escalar no sistema de coordenadas ciĺındricas. Na Subseção 2.2.1 mostramos as importantes

diferenças entre feixes escalares paraxiais e não paraxiais. Na Subseção 2.2.2 mostramos a

obtenção de feixes escalares a partir de espectros em S(kρ). O feixe mais conhecido, o feixe

gaussiano, é mostrado na Subseção 2.2.2.1 e o feixe de Bessel, o qual é um feixe não difrativo,

é mostrado na Subseção 2.2.2.2. Na Subseção 2.2.3 apresentamos uma nova e interessante

expressão para a obtenção de feixes paraxiais e não paraxiais a partir do espectro S(kz). Além

de isso, apresentamos a importância do tipo de espectro escolhido, pois ele determinará o tipo
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de feixe resultante mostrando como é posśıvel obter feixes fortemente não paraxiais. Na última

Seção apresentamos as definições de feixes eletromagnéticos não paraxiais e importância do seu

estudo vetorial.

2.2 A equação de onda: Feixes Escalares

A equação de onda é de suma importância na descrição de fenômenos f́ısicos, como acústica,

eletromagnetismo, dinâmica fluidos, f́ısica de part́ıculas, entre outros. Ela descreve a propagação

de uma variedade de ondas, como ondas de som e luz.

A equação de onda homogênea é uma equação diferencial parcial linear de segunda ordem:

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
− 1

c2
∂2

∂t2

)

ψ(x, y, z, t) = 0 (2.1)

Por simplicidade, vamos escrever a equação de onda (2.1) em coordenadas ciĺındricas (ρ, φ, z),

e vamos supor, que a solução ψ(ρ, φ, z, t) possui simetria azimutal. Portanto reescrevemos (2.1)

como:

(

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+

∂2

∂z2
− 1

c2
∂2

∂t2

)

ψ(ρ, z, t) = 0 (2.2)

Considerando que o meio de propagação é o espaço livre, escrevemos a solução ψ(ρ, z, t) em

termos de uma transformada de Fourier-Bessel na variável ρ e duas transformadas de Fourier

nas variáveis z e t:

ψ(ρ, z, t) =

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞

∫

∞

0

J0(kρρ)e
ikzze−iωtψ̄(kρ, kz, ω)kρdkρdkzdω (2.3)

onde J0(.) é a função de Bessel ordinária de ordem zero, ψ̄(kρ, kz, ω) é a transformada de Fourier

de ψ(ρ, z, t), kρ e kz são as componentes transversal e longitudinal do vetor de onda; e ω é a

freqüência angular da onda.

2.2.1 Feixes paraxiais e não paraxiais

Considerando (2.3), podemos dizer que uma onda escalar é chamada paraxial se as normais

às suas frentes de ondas são raios paraxiais, é dizer, se os raios fazem pequenos ângulos com o

eixo de propagação, ver Figura 2.1(a). Nessas condições, os feixes paraxiais são caracterizados

por possuir componentes transversais do vetor de onda (kρ) de ordem muito menores que o

módulo do vetor de onda (k), kρ ≪ k, portando o ângulo θ, na Figura 2.1(b), toma valores

muito pequenos e a componente longitudinal do vetor de onda é aproximadamente igual ao

valor do vetor de onda, kz ≈ k = ω/c, sendo muito maior que a componente transversal

kρ ≪ kz ≈ k = ω/c, então:







kρ/kz ≪ 1
kρ ≪ ω/c = 2π/λ

∆kρ ≪ ω/c = 2π/λ
(2.4)
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Portanto usando a condição (2.5) na equação (2.3), temos que as soluções (2.3) da equação

de onda (2.2) podem ser escritas como:

ψ(ρ, z, t) =

∫

∞

−∞

∫ ω/c

0

J0(kρρ)e
±i

√
ω2/c2−k2

ρ
ze−iωtS̄±(kρ, ω)kρdkρdω (2.6)

onde a função S̄±(kz, ω), aqui representa o espectro espaço-temporal de ψ(ρ, z, t). Através

de adequados espectros S̄(kz, ω), a expressão (2.6) fornece interessantes e conhecidas soluções,

como feixes e pulsos gaussianos. Observar que (2.6) possui tanto componentes propagantes

como contrapropagantes (ondas que se propagam em sentido oposto).

Nosso foco de interesse nesta dissertação são os feixes ópticos, os quais se propagam mantendo

sua frequência angular fixa. Para obter soluções monocromáticas de frequência angular ω,

escrevemos (2.6) como:

ψ(ρ, z, t) = e−iωt

∫ ω/c

0

J0(kρρ)e
±iz

√
ω2/c2−k2

ρS̄±(kρ)kρdkρ (2.7)

Além disso, nosso interesse é analisar feixes puramente propagantes (feixes propagantes na

direção +), portanto reescrevemos (2.7) como:

ψ(ρ, z, t) = e−iωt

∫ ω/c

0

J0(kρρ)e
iz
√

ω2/c2−k2
ρS̄(kρ)kρdkρ (2.8)

A solução (2.8) representa um feixe com simetria azimutal, o qual é escrito como superposição

de feixes de Bessel de ordem zero J0(.) através de uma integração na componente transversal do

vetor de onda kρ com uma função espectral S̄(kρ). Esses feixes possuem componentes puramente

propagantes, pois a integral em 0 ≤ kρ ≤ ω/c evita que o kz seja imaginário, portanto evita a

aparição de componentes evanescentes.

O feixe gaussiano

O mais comum dos feixes usado é o feixe gaussiano. Este pode ser obtido usando (2.8), para

isso escolhemos a seguinte função espectral:

S̄(kρ) = 2a2e−a2k2
ρ (2.9)

onde a é uma constante positiva relacionada com a largura do espectro ∆kρ = 1/a e como

veremos, esta também relacionada com a abertura transversal inicial do feixe, o spot.

A interpretação f́ısica da solução (2.6), com o espectro (2.9) é a formação do feixe através de

uma superposição de ondas planas, todas de mesma freqüência angular (ω) propagando-se em

todas direções (com 0 ≤ kz), sendo que o maior aporte é dado pela componente longitudinal do

vetor de onda ~kz (ver Figura 2.2).

Substituindo (2.9) em (2.8), notamos que a única forma de resolver a integral é mediante

o uso da aproximação paraxial. Considerando que a largura de banda espacial do espectro

∆kρ = 1/a ≪ ω/c, então c/ω ≪ a. Usando esta aproximação em (2.7), expansão binomial,

obtemos:

















Caṕıtulo 2. Feixes ópticos 25

da forma vetorial ou escalar da equação de onda, dáı qualquer solução particular da equação de

onda não necessariamente satisfaz as equações de Maxwell. Portanto, a análise de feixes ópticos

é baseada na obtenção de soluções anaĺıticas exatas das equações de Maxwell.

Na teoria escalar, nós consideramos o feixe eletromagnético com componente longitudinal de

campo (ao longo do eixo de propagação) igual a zero, isto é, muito menor quando comparada

com a componente transversal de campo e, portanto, o vetor de campo elétrico foi conside-

rado perpendicular ao eixo de propagação (ver Figura 2.9(a)). Essa aproximação nos ajudou

no desenvolvimento do estudo de feixes escalares. Entretanto, é importante notar que na ob-

tenção de feixes eletromagnéticos não paraxiais a natureza eletromagnética dos campos ópticos

apresenta uma grande importância e, dessa forma, deve ser considerada, pois a teoria escalar é

razoavelmente precisa somente no domı́nio da aproximação paraxial. Nota-se que, em geral, as

componentes longitudinais dos campos elétrico e magnético podem ter amplitudes significativas,

como é o caso da teoria de ondas eletromagnéticas focalizadas.

Quando feixes ópticos não paraxiais são descritos pela teoria de onda escalar, é geralmente

assumido que o feixe pode ser transversalmente polarizado, com o campo elétrico variando como

uma função de Bessel na direção transversal. Contudo, uma variação transversal do campo

elétrico é consistente com uma polarização transversal linear de um feixe eletromagnético, uma

vez que tal campo não satisfaz a lei de Gauss ∇·E = 0, para um meio sem cargas nem densidade

de corrente. Assim, um feixe com uma distribuição de campo segundo uma função de Bessel

no sentido transversal não pode ser polarizado linearmente ao longo dessa direção. Para deixar

isto mais claro, analisamos o feixe de Bessel eletromagnético de ordem zero, dado por (2.16).

No estudo escalar os feixes ópticos são considerado linearmente polarizados (digamos na

direção “y”), sendo o campo elétrico transversal ao eixo de propagação, “z”. A rigor, esse campo

não pode ser totalmente transverso e uma componente axial deve existir.

Consideremos um feixe polarizado com:

~E(~r, t) = ~Ey + ~Ez (2.22)

= Ey(~r, t)ŷ + Ez(~r, t)ẑ

com Ey dada por (2.16):

Ey(~r, t) = J0 (kρρ) e
ikzze−iωt (2.23)

Para que (2.23) seja uma solução das equações de Maxwell, ela tem que satisfazer a lei de

Gauss, portanto:

∇ · ~E = 0
∂Ey

∂y
+
∂Ez

∂z
= 0

Ez(~r, t) = −
∫

∂

∂y
Eydz (2.24)

Substituindo (2.23) em (2.24) temos:
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Ez(~r, t) = −
∫

∂

∂y

(

J0 (kρρ) e
ikzze−iωt

)

dz

= − ∂

∂y

(

J0(kρρ)e
−iωt
)

∫

eikzzdz

=
i

kz
e−iωteikzz

∂

∂y
(J0(kρρ)) (2.25)

mas:

∂

∂y
= sinφ

∂

∂ρ
+

cosφ

ρ

∂

∂φ
(2.26)

Usando (2.26) e J
′

0
(x) = −J1(x) em (2.25) temos:

∂

∂y
(J0(kρρ)) =

(

sinφ
∂

∂ρ
+

cosφ

ρ

∂

∂φ

)

(J0(kρρ))

= sinφ
∂

∂ρ
(J0(kρρ))

= −kρ sinφJ1(kρρ) (2.27)

Finalmente substituindo (2.27) em (2.25) obtemos a componente axial dada por:

Ez(~r, t) = −i(kρ/kz) sinφJ1(kρρ)e
ikzze−iωt (2.28)

Repare que nesse caso a componente axial possui uma amplitude proporcional à razão

(kρ/kz). No caso de feixes paraxiais, temos kz ≈ ω/c→ kz ≫ kρ → kρ/kz ≪ 1.

Con isso, a intensidade da componente axial, que é proporcional a (kρ/kz)
2, fica sendo muito

menor do que a intensidade da componente transversal para a situação paraxial. Podemos dizer

que nesses casos a componente transversal possui intensidade média cerca de (kρ/kz)
2 vezes

maior do que a intensidade da componente axial.

Muitas vezes desconsideramos a componente axial, pois kρ/kz ≪ 1 ocorre com frequência.

No entanto, a componente axial existe e, pelo exposto encima, pode ser estimada, sempre que

possa ser encontrada.

Portanto, um feixe eletromagnético pode ser considerado paraxial quando além de cumprir

as propriedades de paraxialidade do caso escalar, possua uma componente transversal maior

que a componente longitudinal do campo (ver Figura 2.9(b)). Isto faz, que o caso do feixe

eletromagnético não paraxial seja mais complexo, porque além de possuir as dificuldades do caso

escalar, apresenta também o problema de polarização do feixe. Por outro lado, no caso dos feixes

eletromagnéticos não paraxial, a componente transversal do campo é da ordem de grandeza

(talvez até menores) da componente longitudinal. Assim, no caso vetorial, uma dificuldade

adicional está relacionada com a polarização do campo.

Nosso estudo da propagação de feixes eletromagnéticos não paraxiais se inicia com as equa-

ções de Maxwell para o campo elétrico ou magnético. O objetivo é generalizar um método

capaz de fornecer feixes eletromagnéticos com componentes elétricas como soluções exatas das
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Capı́tulo 3
Metodologia matemática para a obtenção de

feixes escalares não paraxiais

Neste caṕıtulo desenvolvemos um método teórico [2] capaz de resolver mediante uma expres-

são anaĺıtica as integrais que descrevem superposições de feixes de Bessel de ordem zero (não

evanescentes) com qualquer tipo de função espectral na componente longitudinal do vetor de

onda.

O método será aplicado também para obter feixes escalares não paraxiais sem simetria azimu-

tal caracterizado por envolver funções de Bessel de ordem maiores nas integrais que descrevem

a superposição de feixes e Bessel de ordem maiores.

A demonstração da metodologia matemática proposta, capaz de fornecer soluções anaĺıticas

exatas da equação de onda para qualquer espectro S(kz), é dividida em três passos.

3.1 Passo 1

Primeiro consideramos um espectro constante:

S(kz) =
1

2

c

ω
(3.1)

O fato de escolhemos o espectro constante igual ao valor c/2ω deve-se apenas a motivos de

dimensionalidade e motivos estéticos na solução final. Substituindo (3.1) em (2.21) obtemos:

ψ(ρ, z, t) = exp[−iωt]

∫ ω/c

−ω/c

J0

(

ρ
√

ω2/c2 − k2z

)

exp[ikzz]
1

2

c

ω
dkz (3.2)

Fazemos a mudança de variável kz = (ω/c)s, então dkz = (ω/c)ds. Substituindo em (3.2)

ψ(ρ, z, t) =
1

2
exp[−iωt]

∫

1

−1

J0

(ω

c
ρ
√
1− s2

)

exp
[

i
ω

c
zs
]

ds (3.3)

A integral pode ser escrita como:

31
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ψ(ρ, z, t) =
1

2
exp[−iωt]

[
∫

1

−1

J0

(ω

c
ρ
√
1− s2

)

cos
(ω

c
zs
)

ds+ i

∫

1

−1

J0

(ω

c
ρ
√
1− s2

)

sin(
ω

c
zs)ds

]

(3.4)

A segunda integral se anula pois o integrando é uma função ı́mpar e o intervalo de integração

é simétrico. Assim:

ψ(ρ, z, t) = exp[−iωt]

∫

1

0

J0

(ω

c
ρ
√
1− s2

)

cos
(ω

c
zs
)

ds (3.5)

Usando as tabelas de integrais de [1], obtemos:

ψ(ρ, z, t) = exp[−iωt]
sin
(√

(ω
c
ρ)2 + (ω

c
z)2
)

√

(ω
c
ρ)2 + (ω

c
z)2

= exp[−iωt]sinc

[

√

ω2

c2
ρ2 +

ω2

c2
z2

]

(3.6)

onde a função sinc[.] é definida como:

sinc[x] =
sin(x)

x

A solução (3.6) é altamente não paraxial, obtida a partir de um espectro não paraxial,

pela superposição de feixes de Bessel propagantes e contra-propagantes de mesma amplitude.

A solução (3.6) do espectro analisado não possui interesse prático devido à forte presença de

componentes contra-propagantes (feixes de Bessel propagando-se na direção negativa).

3.2 Passo 2

Agora consideramos um segundo tipo de espectro S(kz):

S(kz) =
1

2

c

ω
exp

[

−i
2πn

K
kz

]

(3.7)

onde

K = kzmax − kzmin =
ω

c
− (−ω

c
) = 2

ω

c
. (3.8)

Substituindo (3.7) em (2.21)

ψ(ρ, z, t) =
1

2

c

ω
exp[−iωt]

∫ ω/c

−ω/c

J0

(

ρ

√

ω2

c2
− k2z

)

exp

[

i(z +
2πn

K
)kz

]

dkz (3.9)

e fazendo novamente a mudança de variável kz = (ω/c)s

ψ(ρ, z, t) =
1

2
exp[−iωt]

∫

1

−1

J0

(ω

c
ρ
√
1− s2

)

exp

[

i(z
ω

c
+

2πn

K

ω

c
)s

]

ds (3.10)

onde de (3.8), temos:
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2πn

K

ω

c
=

2πn

2ω/c

ω

c
= πn (3.11)

e portanto (3.10):

ψ(ρ, z, t) =
1

2
exp[−iωt]

∫

1

−1

J0

(ω

c
ρ
√
1− s2

)

exp
[

i(z
ω

c
+ πn)s

]

ds (3.12)

Usando o resultado (3.6) obtemos

ψ(ρ, z, t) = exp[−iωt]sinc

[

√

ω2

c2
ρ2 + (z

ω

c
+ πn)2

]

(3.13)

3.3 Passo 3

No passo final, reparamos que as soluções obtidas em (3.13) provem do cálculo de uma

integral em −ω/c ≤ kz ≤ ω/c. Isso significa que o espectro S(kz) encontra-se definido nesse

intervalo finito, e pode portanto ser escrito como uma série de Fourier:

S(kz) =
∞
∑

n=−∞

Rn exp

[

i
2π

K
nkz

]

(3.14)

onde K = 2ω/c, para −ω/c ≤ kz ≤ ω/c e os coeficientes de Fourier são dados por:

Rn =
1

K

∫ ω/c

−ω/c

S(kz) exp

[

−i
2π

K
nkz

]

dkz (3.15)

Dessa forma, substituindo (3.14) em (2.21) e usando (3.13) obtemos a solução exata de (2.2)

para qualquer espectro S(kz), dada por:

ψ(ρ, z, t) = exp[−iωt]
∞
∑

n=−∞

Rnsinc

[

√

ω2

c2
ρ2 + (z

ω

c
+ πn)2

]

(3.16)

com Rn dado por (3.15).

Portanto, nesse método, o problema se reduz ao cálculo dos coeficientes de Fourier Rn de

S(kz) usando (3.15).

O feixe dado em (3.16) com (3.15) é uma solução exata da equação de onda, válida para

qualquer espectro S(kz), com −ω/c ≤ kz ≤ ω/c. Essa formulação fornece feixes não paraxiais

de forma exata mediante um adequado espectro. No apêndice A, mostramos outra forma de

comprovar que a expressão (3.16) é solução exata da equação de onda (2.2).

Também é interessante notar que a obtenção dos coeficientes de Fourier Rn pode ser feita

mediante qualquer aproximação cab́ıvel, e ainda assim (3.16) será uma solução exata da equação

de onda. Obviamente, não consideramos infinitos termos em (3.15). Consideraremos um número

finito de termos (com o somatório indo de −N até N), tanto em (3.14) quanto em (3.15), sendo

que esse número deve permitir uma boa representação de S(kz) através da série de Fourier.
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3.4 Exemplos de feixes escalares simétricos puramente

propagantes

Com o objetivo de validar a metodologia proposta, foram estudados três tipos de espectros:

exponencial, quadrado e gaussiano. Os resultados obtidos foram feitos no software Matlab.

Consideramos feixes de comprimento de onda λ = 0.632 × 10−6m (isto é, com ω = 2.98 ×
1015Hz) propagando-se no vácuo (c = 3× 108m/s).

Para o espectro exponencial foram analisados dois tipos de espectros: o primeiro, um espectro

do tipo paraxial, é dizer um espectro concentrado (∆kz ≪ ω/c) ao redor de k̄z = kz = ω/c

(∆kz/k̄z ≪ 1) e o segundo, um espectro do tipo não paraxial com uma largura de banda

espacial maior que a primeiro espectro (∆kz/k̄z ∼ 1).

Para cada espectro quadrado e gaussiano foram analisados os dois tipos posśıveis de espectro

não paraxial: o primeiro, quando o espectros S(kz) possui grande largura de banda espacial

(∆kz) e o segundo quando o espectro concentrado é bem afastado do valor ω/c.

3.4.1 Espectro exponencial

Definimos um espectro exponencial dado por:

S(kz) =

{

(1/K) exp[−a(ω/c− kz)]; , 0 ≤ kz ≤ ω/c
0 , caso contrário

(3.17)

onde K = 2ω/c. A largura de banda espacial ∆kz do espectro é diretamente proporcional ao

valor de 1/a, o qual determina se o espectro exponencial é do tipo paraxial ou não paraxial.

Notamos que nesse caso a solução sai diretamente, sem a necessidade de expandir S(kz) em

séries de Fourier.

Substituindo (3.17) na solução (2.21) obtemos:

ψ(ρ, z, t) =
c

2ω
exp[−iωt]

∫ ω/c

−ω/c

J0

(

ρ
√

ω2/c2 − k2z

)

exp [ikzz] exp [−a(ω/c− kz)] dkz (3.18)

Seja kz = (ω/c)s, então dkz = (ω/c)ds. Substituindo em (3.18):

ψ(ρ, z, t) =
c

2ω
exp[−iωt]

∫

1

−1

J0

(

ρ

√

ω2

c2
− ω2

c2
s2

)

exp[i
ω

c
sz] exp[−a(ω/c− ωs/c)]

ω

c
ds

=
c

2ω

ω

c
exp[−iωt− aω/c]

∫

1

−1

J0

(ω

c
ρ
√
1− s2

)

exp
[

i(z − ia)
ω

c
s
]

ds; (3.19)

expandindo o termino exp[i(z − ia)(ω/c)s] na forma trigonométrica, temos:

ψ(ρ, z, t) = exp[−iωt− aω/c]sinc

[

√

ω2

c2
ρ2 +

ω2

c2
(z − ia)2

]

(3.20)
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3.5 Feixes Escalares não paraxiais puramente propagan-

tes sem simetria azimutal

Outro analise interessante é a obtenção de de feixes não paraxiais sem simetria azimutal

(com dependência em φ) como soluções anaĺıticas exatas da equação de onda.

Feixes sem simetria azimutal podem ser constrúıdos como superposições de feixes de Bessel

de ν−ordem Jν(kρρ) exp[iφ] exp[ikzz] exp[−iωt], onde ν e um inteiro positivo através da integral

em kz.

ψ̄ν(ρ, φ, z, t) = exp[−iωt]

∫ ω/c

−ω/c

Jν(kρρ) exp[iνφ] exp[ikzz]S(kz)(−kρ)νdkz (3.23)

Em (3.23) redefinimos o espectro S
′

(kz) = S(kz)(−kρ)ν e obtemos um novo feixe depende

do φ:

ψ̄ν(ρ, φ, z, t) = exp[−iωt]

∫ ω/c

−ω/c

Jν(kρρ) exp[iνφ] exp[ikzz]S
′

(kz)dkz (3.24)

Da mesma forma que na obtenção de feixes escalares não paraxiais com simetria azimutal,

os feixes sem simetria azimutal são complicados de obter devido à complexidade da integral

neste caso, a integral em (3.24). A seguir usaremos o mesmo método matemático usado an-

teriormente na obtenção de feixes não paraxiais para solucionar (3.24) e, portanto, fornecer

soluções anaĺıticas exatas descrevendo feixes não paraxiais sem simetria azimutal puramente

propagantes.

3.5.1 Metodologia matemática

Seja ψ(ρ, φ, z, t) solução da equação de onda, portanto ∂
∂x
ψ e ∂

∂y
ψ também são soluções da

equação de onda. Aplicando a regra da cadeia temos:

∂

∂x
ψ =

∂ψ

∂ρ

∂ρ

∂x
+
∂ψ

∂φ

∂φ

∂x
(3.25)

∂

∂y
ψ =

∂ψ

∂ρ

∂ρ

∂y
+
∂ψ

∂φ

∂φ

∂y
(3.26)

para simplificar (3.25) e (3.26) lembramos que ρ =
√

x2 + y2 e φ = arctan(y/x) e fazendo

as respetivas derivadas obtemos:

∂

∂x
ψ =

∂ψ

∂ρ
cosφ− 1

ρ

∂ψ

∂φ
sinφ (3.27)

∂

∂y
ψ =

∂ψ

∂ρ
sinφ+

1

ρ

∂ψ

∂φ
cosφ (3.28)

Somando (3.27) + i(3.28) e agrupando, obtemos uma nova solução ψ̄, a qual continua sendo

solução da equação de onda:
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ψ̄(ρ, φ, z, t) = (cosφ+ i sinφ)

(

∂

∂ρ
ψ +

i

ρ

∂

∂φ
ψ

)

ψ̄(ρ, φ, z, t) = exp[iφ]

(

∂

∂ρ
ψ +

i

ρ

∂

∂φ
ψ

)

(3.29)

Seja ψ igual a solução da equação de onda do tipo Bessel de ordem zero:

ψ = J0(kρρ) exp[ikzz] exp[−iωt] (3.30)

substituindo (3.30) em (3.29) temos uma nova solução dependente de φ, porém sem simetria

azimutal:

ψ̄ = −kρJ1(kρρ) exp[iφ] exp[ikzz] exp[−iωt] (3.31)

Comparando (3.30) e (3.31), notamos que aplicando (3.30) em (3.29) ν−vezes, obtemos uma

nova solução da equação de onda dependente do φ através de ν:

ψ̄ν(ρ, φ, z, t) = (−kρ)νJν(kρρ) exp[iνφ] exp[ikzz] exp[−iωt] (3.32)

Agora supomos ψ igual aos feixes expressados mediante superposição em kz dados em (3.16).

Aplicando indução no dois lados ν−vezes em (3.16) e usando (3.32), notamos que no interior

da integral a parte J0(kρρ) exp[ikzz] vira (−kρ)νJν(kρρ) exp[iνφ] exp[ikzz] depois de aplicar a

indução. Finalmente obtemos a nova solução ψ̄ν(ρ, φ, z, t). Aqui, os feixes resultantes são de

ordem maior (para ν 6= 0):

ψ̄ν(ρ, φ, z, t) = exp[−iωt]

∫ ω/c

−ω/c

Jν(kρρ) exp[iνφ] exp[ikzz]S(kz)(−kρ)νdkz (3.33)

Em (3.33) redefinimos o espectro S
′

(kz) = S(kz)(−kρ)ν e obtemos um novo feixe depende

do φ:

ψ̄ν(ρ, φ, z, t) = exp[−iωt]

∫ ω/c

−ω/c

Jν(kρρ) exp[iνφ] exp[ikzz]S
′

(kz)dkz (3.34)

A equação (3.34) é a mesma que (3.24). Portanto na prática nós não vamos usar(3.34) para

obter as soluções ψ̄ν(ρ, φ, z, t), em vez disso, nós vamos usar o operador antissimétrico L definido

por:

L =

{

exp[iφ]

[

∂

∂ρ
+

i

ρ

∂

∂φ

]}ν

(3.35)

usando como:

ψ̄ν(ρ, φ, z, t) = Lψ (3.36)

=

{

exp[iφ]

[

∂

∂ρ
+

i

ρ

∂

∂φ

]}ν

ψ
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Reparamos que a solução exata (3.37) corresponde à superposição dada em (3.34), com

S
′

(kz) = S(kz)(−kρ), onde S(kz) esta dado por (3.14).

Foi analisado o espectro gaussiano do tipo não paraxial S(kz), concentrado ao redor de

1.99× 106 e com uma largura de banda espacial ∆kz = 1.99× 104m−1.

O gráfico do espectro gaussiano (3.22) desse caso é mostrado na Figura 3.7(a) em cor ver-

melha, sendo a sua representação através da serie de Fourier (3.14) e mostrada em cor preta. O

número total de coeficientes de Fourier usado foi de 801, ou seja N = 400.

Na figura 3.7(b) apresentamos o padrão de intensidade normalizados em 3D |ψ(ρ, φ, z)|2.
Notar que a Figura 3.7(b) corresponde ao espectro não paraxial S

′

(kz) = S(kz)(−kρ), onde
S(kz) é obtido da Figura 3.7(a).

O feixe obtido provê do espectro não paraxial e é solução anaĺıtica exata da equação de onda.

Podemos observar que o feixe produzido é propagante e não possui simetria azimutal (ν = 1).

Na Figura 3.7(c) apresentamos a projeção ortogonal da intensidade do feixe 3.7(b) no plano

(ρ, z).

Na solução (3.37) notamos que a intensidade do modulo quadrado do feixe |ψ(ρ, φ, z)|2
conserva os efeitos de simetria, o qual é mostrado na Figura 3.8. Na Figura 3.8(a) apresentamos o

padrão de intensidade normalizados em 3D, mas agora nas coordenadas cartesianas |ψ(x, y, z =
0)|2 e onde podemos apreciar a conservação da simetria. Na Figura 3.8(c) apresentamos a

projeção ortogonal da intensidade do feixe 3.8(a) no plano (x, y).

Na Figura 3.8(c) apresentamos o padrão da parte real do feixe normalizados em 3D |Reψ(x, y, z =
0)|2 e onde podemos apreciar um feixe escalar não paraxial sem simetria azimutal. Na Figura

3.8(d) mostramos a projeção ortogonal no plano (x, y), com z = 0 deste último gráfico ( Figura

3.8(c) ).

O fato de trabalhar com funções de Bessel de ordem maiores, neste exemplo J1, garante

mediante (3.24) a obtenção de feixes escalares não paraxiais sem simetria azimutal.

3.6 Conclusões

Neste trabalho apresentamos um método teórico simples, do ponto de vista matemático,

que fornece feixes escalares não paraxiais como soluções anaĺıticas exatas da equação de onda

para qualquer tipo de espectro S(kz). Devido a interesses práticos, as soluções encontradas

correspondem a feixes escalares puramente propagantes com e sem simetria azimutal.

O método matemático baseia-se em uma solução anaĺıtica para as integrais que descrevem

superposições de feixes de Bessel de ordem zero (não evanescentes) com qualquer tipo de função

espectral na componente longitudinal do vetor de onda. O método distingue-se dos outros

métodos principalmente pela facilidade de convergência, à medida que o espectro S(kz) tende a

ser mais não paraxial.

Baseados neste método, podemos obter feixes escalares não paraxiais com funções de Bessel

de ordens maiores, caracterizados por não possuir simetria azimutal. O tamanho do spot dos

feixes escalares encontrados é da ordem do comprimento de onda, caracteŕıstica própria dos

feixes não paraxiais.

Os resultados deste trabalho são importantes, pois além de fornecerem soluções anaĺıticas
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exatas, evitam demoradas simulações numéricas. Na atualidade, soluções anaĺıticas exatas da

equação da onda no regime não paraxial são muito raras, pois elas são obtidas mediante a teoria

de perturbações ou mediante simulações numéricas.
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Capı́tulo 4
Metodologia matemática para a construção de

feixes eletromagnéticos não paraxiais

Neste caṕıtulo desenvolvemos dois métodos teóricos capazes de fornecer feixes eletromagné-

ticos não paraxiais. O primeiro, é o método chamado das derivadas parciais e o segundo é o

método do vetor potencial.

Como todo estudo eletromagnético iniciamos com as equações de Maxwell. No espaço livre

sem cargas nem densidade de corrente (ρ = ~J = 0) as equações de Maxwell são:

~∇ · ~E = 0 (4.1)

~∇× ~E = − ∂

∂t
~B (4.2)

~∇ · ~B = 0 (4.3)

~∇× ~B =
1

c2
∂

∂t
~E (4.4)

onde c = 1/
√
ε0µ0 e ε0, µ0 são a permissividade e a permeabilidade no vácuo respectivamente.

4.1 Método das derivadas parciais

Vamos supor que desejamos um feixe eletromagnético com polarização linear:

~E = Eyŷ + Ez ẑ (4.5)

Substituindo (4.5) em (4.1) temos:

(

x̂
∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
+ ẑ

∂

∂z

)

· (Eyŷ + Ez ẑ) = 0

Ez = − ∂

∂y

∫

Eydz (4.6)

Agora, seja ψ solução da equação de onda, então suas derivadas também são soluções da

equação de onda. Seja:

48
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ψ =

∫

Eydz (4.7)

então

Ey =
∂

∂z
ψ (4.8)

usando (4.7) em (4.6) obtemos:

Ez = − ∂

∂y
ψ (4.9)

Seja ψ igual à solução da equação de onda dada por (3.16). Porém por (4.8) e (4.9) as

componentes do campo elétrico Ey e Ez também são soluções da equação de onda. Substituindo

(3.16) em (4.8) e (4.9) temos:

Ex = 0 (4.10)

Ey = exp[−iωt]
(ω

c

)

∞
∑

n=−∞

Rn(nπ +
ω

c
z)

(

cosh

h2
− sinh

h3

)

(4.11)

Ez = exp[−iωt]

(

ω2

c2

) ∞
∑

n=−∞

Rny

(

sinh

h3
− cosh

h2

)

(4.12)

onde h é:

h =

√

ω2

c2
ρ2 +

(

z
ω

c
+ πn

)2

(4.13)

e onde Rn são os coeficientes de Fourier do espectro S(kz) dados em (3.15).

As equações (4.10-4.12) são soluções anaĺıticas exatas das equações de Maxwell e representam

as componentes transversais (Ex, Ey) e longitudinal (Ez) do campo elétrico.

4.1.1 Feixe eletromagnético não paraxial com polarização linear

Com o objetivo de avaliar a metodologia proposta, foi estudado um feixe eletromagnético

com polarização linear (4.5), onde suas componentes são dadas por (4.11) e (4.12).

O espectro S(kz) foi o mesmo usado em (3.22), ou seja, um espectro gaussiano do tipo não

paraxial concentrado ao redor de k̄z = 3.97 × 106m−1, com uma largura de banda espacial

de 9.93 × 105m−1 e com ∆kz/k̄z = 0.25. O gráfico do espectro (3.22) obtido anteriormente é

mostrado novamente na Figura 4.1(a).

Nas Figuras 4.1(b) apresentamos, em coordenadas ciĺındricas, para t = 0, o padrão de inten-

sidade 3D da componente transversal do campo elétrico |Ey|2 com sua projeção ortogonal no

plano (ρ, z). Na Figura 4.1(c) apresentamos o padrão de intensidade 3D no sistema cartesiano

e sua projeção ortogonal no plano (x, y, z = 0), aqui apreciamos sua simetria azimutal. Os

gráficos obtidos são soluções anaĺıticas exatas das equações de Maxwell obtidos de (4.11). Na
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~E +
∂

∂t
~A = −∇V

~E = −∇V − ∂

∂t
~A (4.16)

Em (4.16) o número de soluções para ~A e V são infinitos, portanto vamos obter as equações

que ~A e V devem atender.

Usando (4.16) em (4.1) temos:

~∇2V +
∂

∂t
(~∇ · ~A) = 0 (4.17)

Substituindo (4.16) e (4.14) em (4.4), temos:

0 = −∇[~∇. ~A+
1

c2
∂

∂t
V ] + ~∇2 ~A− 1

c2
∂2

∂t2
~A (4.18)

escolhemos o calibre de Lorentz [2] igual a:

~∇ · ~A = − 1

c2
∂

∂t
V (4.19)

Finalmente usando (4.19) em (4.18) e em (4.17) obtemos o sistema de equações que envolvem

a ~A e V :

∇2 ~A− 1

c2
∂2

∂t2
~A = 0 (4.20)

∇2V − 1

c2
∂2

∂t2
V = 0 (4.21)

Para obter um feixe com polarização ~E = Eρρ̂+ Ez ẑ, escolhemos:

~A(ρ, z, t) = ẑAz(ρ, z, t) = ẑA(ρ, z) exp [−iωt] (4.22)

onde Az(ρ, z, t) é solução da equação de onda (4.20).

O V pode ser obtido a partir do ~A. Substituindo (4.22) em (4.19), temos:

V (ρ, z, t) = −i
c2

ω

[

∂

∂z
Az(ρ, z, t)

]

(4.23)

Substituindo (4.23) em (4.16) obtemos o campo elétrico com componentes:

Eρ = i
c2

ω

∂2

∂ρ∂z
Az(ρ, z, t) (4.24)

Eφ = 0 (4.25)

Ez = i
c2

ω

∂2

∂2z
Az(ρ, z, t) + iωAz (4.26)

Substituindo (4.22) em (4.14) obtemos o campo magnético com componentes:
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Bρ = 0 (4.27)

Bφ = − ∂

∂ρ
Az(ρ, z, t) (4.28)

Bz = 0 (4.29)

as expressões (4.24-4.26) e (4.27-4.29) representam as componentes do campo elétrico e

magnético do feixe respectivamente. Em (4.24-4.26) as componentes transversais do campo

elétrico possuem parte radial Eφ = 0, portanto o feixe possui polarização radial. De (4.29)

Bz = 0, assim (4.24-4.26) e (4.27-4.29) representam também as componentes do campo elétrico

e magnético do modo TM do feixe, denotadas nesta dissertação, por Em e Bm respectivamente.

Escolhendo Az(ρ, z, t) igual a solução anaĺıtica da equação de onda mostrada em (3.16) e

substituindo em (4.24-4.26) e (4.27-4.29), obtemos finalmente as componentes do campo elétrico

Em e magnético Bm

Eρm = i

(

ω2

c2

)

exp[−iωt]
∞
∑

n=−∞

Rn(cnπ + ωz)ρ

(

3
sinh

h5

−3
cosh

h4
− sinh

h3

)

(4.30)

Eφm = 0 (4.31)

Ezm = iω exp[−iωt]
∞
∑

n=−∞

Rn

[

−cosh

h2
+

sinh

h3
−

ρ2
ω2

c2

(

3
sinh

h5
− 3

cosh

h4
− sinh

h3

)]

(4.32)

Bρm = 0 (4.33)

Bφm = −ω
2

c2
exp[−iωt]

∞
∑

n=−∞

Rnρ

(

sinh

h3
− cosh

h2

)

(4.34)

Bzm = 0 (4.35)

Aplicando o teorema da dualidade [1] em (4.30−4.35), obtemos as componentes do campo

elétrico e magnético para o modo TE denotado por Ee e Be respectivamente:
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paraxiais 54

Eρe = 0 (4.36)

Eφe =
ω2

c2
exp[−iωt]

∞
∑

n=−∞

Rnρ

(

sinh

h3
− cosh

h2

)

(4.37)

Eze = 0 (4.38)

Bρe = i

(

ω2

c2

)

exp[−iωt]
∞
∑

n=−∞

Rn(cnπ + ωz)ρ

(

3
sinh

h5

−3
cosh

h4
− sinh

h3

)

(4.39)

Bφe = 0 (4.40)

Bze = iω exp[−iωt]
∞
∑

n=−∞

Rn

[

−cosh

h2
+

sinh

h3
− ρ2

ω2

c2

(3
sinh

h5
− 3

cosh

h4
− sinh

h3
)

]

(4.41)

onde Rn são os coeficientes dado em (3.15), os quais dependem do tipo de espectro escolhido,

onde h foi definido em (4.13). Em (3.36) as componentes transversais do campo elétrico possuem

parte azimutal Eρ = Ez = 0, portanto o feixe resultante possui polarização azimutal.

A distribuições de intensidade dos campos eletromagnéticos para os feixes com polarização

azimutal e radial podem ser obtida facilmente usando (4.30-4.35) e (4.36-4.41) respectivamente.

4.2.1 Feixes eletromagnéticos não paraxiais com polarização azimu-

tal e radial

Para a avaliação deste último método matemático, analisamos o espectro quadrado de tipo

não paraxial (3.21), concentrado em k̄z = 5.24 × 106m−1, com uma largura de banda espacial

menor ao exemplo do caso escalar de ∆kz = 4.99 × 105m−1. O qual apresenta um ∆kz/k̄z =

0.095. Na Figura 4.3(a) mostramos o gráfico do espectro quadrado em cor vermelha, sendo a

sua representação através da série de Fourier (3.14) e mostrada em cor preta. O número total

de coeficientes de Fourier usado foi de 1601, ou seja N = 800. Para obter as soluções anaĺıticas

exatas correspondentes às componentes do campo elétrico para o modo TE e TM substitúımos

os valores de Rn em (4.30-4.35) e (4.36-4.41).

Polarização azimutal

Usando as expressões (4.30-4.35) obtemos as distribuições de intensidades dos campos elétri-

cos e magnético para o feixe não paraxial com polarização azimutal. Na Figura 4.3(d) mostramos

um exemplo deste tipo de feixe, cujo diagrama vetorial da componente transversal Eφ representa

um feixe com polarização azimutal.

Nas Figuras 4.3(b) apresentamos, em coordenadas ciĺındricas, para t = 0, o padrão de

intensidade 3D da componente transversal do campo elétrico |Eφ|2 com sua projeção ortogonal

no plano (ρ, z). Na Figura 4.3(c) apresentamos o padrão de intensidade 3D no sistema cartesiano
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[1] Constantine A. Balanis. Advanced Engineering Electromagnetics. Wiley, 2 edition, 1 2012.

[2] David J. Griffiths. Introduction to Electrodynamics (3rd Edition). Addison Wesley, 3rd

edition, 1 1999.

[3] John David Jackson. Classical Electrodynamics Third Edition. Wiley, 3 edition, 8 1998.

58



Capı́tulo 5
Conclusões Gerais

Neste trabalho apresentamos um método teórico simples, do ponto de vista matemático,

que fornece feixes escalares não paraxiais como soluções anaĺıticas exatas da equação de onda

para qualquer tipo de espectro S(kz). Devido a interesses práticos, as soluções encontradas

correspondem a feixes escalares puramente propagantes com e sem simetria azimutal.

O método matemático baseia-se em uma solução anaĺıtica para as integrais que descrevem

superposições de feixes de Bessel de ordem zero (não evanescentes) com qualquer tipo de função

espectral na componente longitudinal do vetor de onda. O método distingue-se dos outros

métodos principalmente pela facilidade de convergência, à medida que o espectro S(kz) tende a

ser mais não paraxial.

Baseados neste método, podemos obter feixes escalares não paraxiais com funções de Bessel

de ordens maiores, caracterizados por não possuir simetria azimutal. O tamanho do spot dos

feixes escalares encontrados são de igual ordem do comprimento de onda, caracteŕıstica própria

dos feixes não paraxiais.

Os resultados deste trabalho são relevantes, pois além de fornecerem soluções anaĺıticas

exatas, evitam demoradas simulações numéricas. Na atualidade, soluções anaĺıticas exatas da

equação da onda no regime não paraxial são muito raras, elas são obtidas mediante teoria de

perturbações ou mediante simulações numéricas.

Cabe ressaltar que o método desenvolvido é exato, e portanto pode também ser aplicado aos

feixes paraxiais.

Nós apresentamos também um estudo vetorial dos feixes ópticos não paraxiais, através de

dois distintos métodos vetoriais capazes de fornecer feixes eletromagnéticos não paraxiais pura-

mente propagantes, com interessantes polarizações -radial e azimutal- , como soluções anaĺıticas

exatas das equações de Maxwell.

Os métodos são deduzidos a partir das equações de Maxwell, portanto as expressões resul-

tantes encontradas representam componentes do campo elétrico e magnético do feixe eletro-

magnético não paraxial. Os cálculos matemáticos envolvem apenas simples derivadas e não são

necessários cálculos numéricos para resolver complexas integrais. Sendo, portanto, muito mais

rápido e simples de se aplicar e mais eficiente do que outros métodos.
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Caṕıtulo 5. Conclusões Gerais 60

Trabalhos Futuros

Como sugestão para trabalhos futuros fica a aplicação do método a outras situações espe-

cificas, como por exemplo na obtenção de soluções anaĺıticas descrevendo feixes truncados por

aberturas finitas ou ao estudo das pinças ópticas, onde o analise das forças envolvidas precisa

de expressões anaĺıticas exatas na descrição do feixe óptico.

Também seria muito interessante poder reproduzir experimentalmente os feixes eletromag-

néticos não paraxiais encontrados em laboratório, principalmente os feixes ópticos fortemente

concentrados com tamanhos de spot do ordem do comprimento de onda. Como vimos, estes

possuem modernas aplicações. As fontes dependentes do espectros poderiam ser geradas a par-

tir de hologramas gerados por computador, reproduzidos por um modulador espacial de luz, o

SLM, cuja sigla em inglês corresponde a Spatial Light Modulators.

Para complementação do trabalho, seria interessante encontrar expressões para fluxos de

potência através do vetor de Poynting usando os resultados conclúıdos neste trabalho, bem

como encontrar novas polarizações partindo da superposição de polarizações já encontradas.
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Apêndice A
Apêndice: Solução da equação de onda

Para a validar que a expressão (3.16):

ψ(ρ, z, t) = exp[−iωt]
∞
∑

n=−∞

Rnsinc[

√

ω2

c2
ρ2 + (z

ω

c
+ πn)2] (A.1)

onde K = 2ω/c e Rn são os coeficientes de Fourier dados em (3.15) representa uma solução

exata da equação de onda (2.2):

(

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂2

∂ρ2
+

∂2

∂z2
− 1

c2
∂2

∂t2

)

ψ(ρ, z, t) = 0 (A.2)

substitúımos (A.1) em (A.2):

(

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+

∂2

∂z2
− 1

c2
∂2

∂t2

)

ψ(ρ, z, t) = 0

∂2

∂ρ2
ψ(ρ, z, t) +

1

ρ

∂

∂ρ
ψ(ρ, z, t) +

∂2

∂z2
ψ(ρ, z, t) +

ω2

c2
ψ(ρ, z, t) = 0 (A.3)

Derivando temos:

∂2

∂ρ2
ψ(ρ, z, t) = exp[−iωt]

∞
∑

n=−∞

Rn

[

ω4

c4
ρ2
(

3 sin[h]

h5
− 3 cos[h]

h4
− sin[h]

h3

)

+
ω2

c2

(

cos[h]

h2

−sin[h]

h3

)]

(A.4)

1

ρ

∂

∂ρ
ψ(ρ, z, t) = exp[−iωt]

∞
∑

n=−∞

Rn

[

ω2

c2

(

cos[h]

h2
− sin[h]

h3

)]

(A.5)

∂2

∂z2
ψ(ρ, z, t) = exp[−iωt]

∞
∑

n=−∞

Rn

[

ω2

c2

(

nπ +
ωz

c

)2
(

3 sin[h]

h5
− 3 cos[h]

h4
− sin[h]

h3

)

+
ω2

c2

(

cos[h]

h2
− sin[h]

h3

)]

(A.6)

onde

h =

√

ω2

c2
ρ2 + (z

ω

c
+ πn)2 (A.7)
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de (A.7) usando (πn+ z ω
c
)2 = h2 − ω2ρ2/c2 em (A.6) temos:

∂2

∂z2
ψ(ρ, z, t) = exp[−iωt]

∞
∑

n=−∞

Rn

[

ω2

c2

(

h2 − ρ2
ω2

c2

)(

3 sin[h]

h5
− 3 cos[h]

h4
− sin[h]

h3

)

+
ω2

c2

(

cos[h]

h2
− sin[h]

h3

)]

= exp[−iωt]
∞
∑

n=−∞

Rn

[

−ω
4

c4
ρ2
(

3 sin[h]

h5
− 3 cos[h]

h4
− sin[h]

h3

)

− 2
ω2

c2

(

cos[h]

h2
− sin[h]

h3

)

−ω
2

c2

(

sin[h]

h

)]

= exp[−iωt]
∞
∑

n=−∞

Rn

[

−ω
4

c4
ρ2
(

3 sin[h]

h5
− 3 cos[h]

h4
− sin[h]

h3

)

− 2
ω2

c2

(

cos[h]

h2
− sin[h]

h3

)]

− ω2

c2

(

exp[−iωt]
∞
∑

n=−∞

Rn
sin[h]

h

)

= exp[−iωt]
∞
∑

n=−∞

Rn

[

−ω
4

c4
ρ2
(

3 sin[h]

h5
− 3 cos[h]

h4
− sin[h]

h3

)

− 2
ω2

c2

(

cos[h]

h2
− sin[h]

h3

)]

− ω2

c2
ψ(ρ, z, t) (A.8)

Substituindo (A.4), (A.5) e (A.8) em (A.3) notamos que (3.16) é afetivamente uma solução

exata da equação de onda (2.2) com os coeficientes de Fourier Rn dado por (3.15):

Rn =
1

K

∫ ω/c

−ω/c

S(kz) exp[−i
2π

K
nkz]dkz (A.9)

para o espectro:

S(kz) =
∞
∑

n=−∞

Rn exp

[

i
2π

K
nkz

]

(A.10)


