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Resumo

Embora a propagacao de feixes dpticos seja um tema muito investigado, existe ainda
uma grande variedade de estudos a se efetuar, principalmente no desenvolvimento de
métodos que permitam, de forma analitica, a descricao exata da enorme diversidade
de feixes com propriedades distintas.

A principal contribuicao desta dissertacao é a proposta de uma metodologia
matematica para a obtencao de feixes escalares e eletromagnéticos nao paraxiais
puramente propagantes como solucoes analiticas exatas da equagao de onda e das
equacoes de Maxwell. Tal método baseia-se em uma solucao analitica para as inte-
grais que descrevem superposicoes de feixes de Bessel de ordem zero (ndo evanes-
centes) com qualquer tipo de fungao espectral. Exemplos de feixes nao paraxiais sao
apresentados para a validagao do método proposto neste trabalho, os quais provam a
grande eficiéncia em termos do pouco esforco computacional quando sao comparados
com os métodos de outros autores.

Palavras-chave: Feixes Opticos nao paraxiais. Aproximacao paraxial. Feixes de Bes-
sel. Transformada de Fourier. Equacao de onda. Equacoes de Maxwell. Polarizacao
linear, azimutal e radial.
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Abstract

Although the propagation of optical beams has been vastly studied, there is still a
huge amount of research topics to be exploited, mainly regarding the developing of
exact analytic methods.

The main contribution of this work is the development of a mathematical metho-
dology to obtain nonparaxial propagating scalar and electromagnetic beams as exact
analytic solutions of the wave equation and Maxwell’s equations, respectively. This
method is based on an very general solution to the continuous superposition of zero
order Bessel beams (non-evanescent) with any kind of spectral function. Examples
of non paraxial beams are shown to validate the method proposed in this work,
which proves to be very efficient, based on low computational effort when compared
to other author’s methods.

Key-words: Nonparaxial optical beam. Paraxial approximation. Bessel beams. Fou-
rier transform. Wave equation. Maxwell’s equations. Linear, azimuthal and radial
polarization.
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Capitulo

Introducao Geral

Neste capitulo propomos fazer, de forma introdutéria, um enquadramento do tema na atu-
alidade, indicando as motivacoes que levaram a sua realizacao e os objetivos que pretendemos
atingir, mostrando também a sua estrutura e o que de original esta dissertacao apresenta.

1.1 Enquadramento

Com o constante avanco tecnoldgico, torna-se indispensavel que as areas de ciéncias como
a Matematica e a Fisica acompanhem esta evolucao, melhorando assim a resolucao dos proble-
mas propostos diariamente. Por exemplo, na atualidade, problemas envolvidos em complexos
fenomenos fisicos podem ser resolvidos através de aproximacgoes numéricas ou de forma exata
mediante interessantes novos métodos matematicos. Como nao poderia deixar de ser, também
o ambito da ()ptica tem sido alvo de constantes alteracoes e atualizagoes no acompanhamento
do progresso tecnolégico e cientifico. Desde seus inicios até hoje, a éptica, vem sendo um campo
de estudo fascinante. De maneira geral, podemos dizer que ela estuda a propagacao da luz e sua
interacao com a matéria. A diferenca de outras ciéncias muitos conceitos da éptica podem ser
visualizados com uso de um laser. O laser emite uma luz coerente, monocromatica e colimada;
o qual permite a observacao dos principais fenomenos ondulatérios da luz tais como difragao
e interferéncia. Entretanto, para se chegar ao desenvolvimento deste dispositivo, e de varios
outros que sao importantes no nosso cotidiano, um grande avango na elaboragao da formulagao
matematica foi desenvolvido.

A presente dissertacao aborda o desenvolvimento de um método totalmente analitico e exato
para descrever feixes escalares e eletromagnéticos nao paraxiais e puramente propagantes. Um
feixe 6ptico pode ser definido como uma onda monocromatica que possui concentragao transver-
sal de campo. Um fenomeno sempre presente na propagacao de um feixe em meios no guiados
¢ a difragao, que lhe causa um alargamento transversal gradativo, que depende da magnitude
do seu confinamento transversal em comparacao ao comprimento de onda usado.

Iniciamos o estudo do feixe éptico através da analise da propagacao do feixe mais conhecido
e simples de estudar, o chamado feixe gaussiano. Sua distribuicao de intensidade no plano
transversal é uma funcao gaussiana centrado nesse mesmo eixo. A andlise da propagacao do
feixe gaussiano em meios lineares pode ser efetuada com a aproximacao paraxial.
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Na Figura 1.1 representamos, de uma forma geral, os resultados normalmente obtidos na
propagacao de feixes de perfil gaussiano em meios lineares homogéneos, onde se verifica o alar-
gamento do feixe, e por consequéncia a diminuicao da sua amplitude, devido ao fenomeno da
difragdo. Na Figura 1.1(b) é importante notar que o raio da cintura do feixe, o spot, aproxima-
damente 60pm ¢ muito maior que o comprimento de onda usado neste exemplo de 0.63um. Esta
¢ uma caracteristica dos feixes paraxiais, a qual permite aproximagoes que simplificam muito
sua descri¢ao matematica.
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Figura 1.1: Feixe Gaussiano: (a) Diagrama de propagacao 2D no sistema de coordenadas
cilindricas. (b) Projecao ortogonal no sistema de coordenadas (p,z). O Comprimento de onda
usado 0.63um. O spot do feixe é 60pum aproximadamente.

Vamos agora falar de uma classe de feixes muito interessantes, com propriedades nao vis-
tas nos feixes gaussianos. Depois de conseguir que a luz, através da forma de feixe, possa
concentrar-se se propagando distancias pequenas no espaco livre mantendo seu perfil transver-
sal de intensidade constante, houve o interesse de se criar novos tipos de feixes que pudessem
se propagar por distancias muito maiores comparadas com os feixes gaussianos com o mesmo
tamanho do spot central.

As ondas localizadas (ou Localized Waves - LW'), também conhecidas como ondas nao difra-
tivas, surgem com uma tentativa de obter feixes e pulsos capazes de resistir os efeitos da difragao
por longas distancias através do espaco livre, chamadas de “ondas progressivas sem distorgoes”
por Courant and Hilbert [17].

Os feixes nao difrativos mais simples sao os chamados feixes de Bessel e as solucoes mate-
méaticas que os descrevem foram obtidas (provavelmente) no final do século X 7X. Tais solucoes
foram retomadas por Stratton [49], porém nunca receberam a devida atencao pois possuem fluxo
de poténcia infinito através do plano perpendicular a diregao de propagacao. Seriam necessérias
algumas décadas até que se percebesse que a versao truncada desses feixes também possuia
caracteristicas nao difrativas. Pode-se dizer que os primeiros estudos tedricos relacionados com
ondas nao difrativas surgiram em [9] e os primeiros experimentos em [38, 37].
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No entanto, todas as atencoes foram chamadas de forma contundente com os artigos de
Durnin [27, 26, 28], que mostrou alguns os aspectos tedricos interessantes sobre essas ondas,
gerando feixes de Bessel truncados e os interpretando corretamente, mostrando que realmente
possuiam resisténcia aos efeitos da difracao por longas distancias quando comparados aos feixes
usuais.

O que em um inicio, era dificil de conceber pela natureza ondulatéria da luz, na atualidade
ja é uma realidade. Incluso, este tipo de feixe, pode ser aplicado em meios nao lineares, onde
ainda é capaz de resistir aos efeitos da difracdo [58]. Depois do descobrimento destes feixes
surgiu um grande interesse nesta drea da Optica, trazendo com ele o estudo de surpreendentes
novos tipos de feixes: Por exemplo, o feixe Airy [48, 59], o qual d& a aparéncia de curvatura
a medida que viaja, o feixe de Mathieu [20] tratado nas coordenas elipticas cilindricas, o feixe
Bessel-Gauss [31], o feixe Laguerre-Gauss [25], entre outros. Assim como novas e interessantes
aplicacoes 6pticas: Como em comunicagoes 6pticas do espago livre [56, 57], onde se torna mais
apropriado e simples que o uso de cabos de fibras épticas, captagoes de imagens épticas [36, 5] e
cirurgia a laser na medicina, litografia éptica [32], pingas 6pticas [8, 19, 3] capazes de aprisionar
ou mover pequenas particulas, alinhamento éptico a longa distancia [53], guiamento éptico de
atomos [42, 6], etc.

No caso escalar, o feixe opticos é definido como uma solucao monocromatica da equacao
de onda. Em diversas situacoes é dificil, do ponto de vista matematico, encontrar solugoes
analiticas exatas para esta equacao e portanto a forma usual de obter essas solugoes é através
do uso da aproximacao paraxial. Através do uso de essa aproximacao matematica, os feixes sao
chamados de feixes paraxiais.

Todo feixe 6ptico pode ser construido a partir de uma superposicao de ondas planas, por
definicao, estaremos dentro do regime paraxial, quando a maior contribuicao de intensidades
este dado por as ondas planas que se propagam préximos ao eixo de propagacao do feixe éptico.

Embora em diversas areas de Fisica o entendimento de determinados fenomenos 6pticos seja
baseado em aproximacoes matematicas, como a paraxial, o uso desta aproximagao mateméti-
cas limita o estudo fisico envolvido, onde as solugoes encontradas sao validas s6 para certas
condicoes fisicas. Quando o fenomeno fisico se torna mais completo essas aproximagoes ma-
tematicas nao podem ser mais usadas. Isto faz que o problema vire mais complexo do ponto
de vista matematico principalmente pela dificuldade de encontrar novas solu¢oes sem o uso de
aproximacoes.

O estudo de feixes épticos nao paraxiais vem sendo um tema de grande relevancia para a
descricao dos campos épticos que sao bem focalizado e para feixes épticos com diametro da
ordem de alguns comprimentos de onda de propagacao. Na década passadas o estudo vetorial
do feixe gaussiano foi analisado no regime nao paraxial, onde o tamanho da cintura do feixe
gaussiano era da ordem do comprimento de onda do feixe [2]. Com o desenvolvimento da ciéncia
e tecnologia, na atualidade os feixes fortemente nao paraxiais podem ser amplamente utilizados
em diversas areas da Fisica, por exemplo, na realizagao de captura e manipulagao éptica [7] ou
em tomografia de difragao optica, onde um feixe altamente focalizado permite reduzir o dominio
de investigagao [10]. Aplicagoes em microscopia de alta resolucao, aprisionamento de particulas,
tomografia de alta densidade e nanolasers dpticos sao algumas das aplicacoes mais recentes onde
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nao ¢ mais valida a aproximacgao paraxial, portanto um tratamento nao paraxial é necessario.

Embora a equagao de onda paraxial descreva de maneira precisa a propagacao de feixes
Opticos com tamanhos de spot muito maiores que o comprimento, existe muitas fontes de luz
como os lasers de estado solido ou lasers semicondutores que geram feixes bem localizados,
para o qual, a aproximacgao paraxial nao pode ser aplicavel e algumas corre¢oes sao necessarias.
A propagacao de feixes eletromagnéticos nao paraxiais tem atraido muita atencao no estudo
tedrico de feixes épticos.

Os primeiros estudos de feixes 6pticos analisados fora do regime paraxial foram abordados
através de solucoes paraxiais com adequadas correcoes. Em 1975, Lax desenvolveu um dos
primeiros abordagens baseado em termos de perturbagoes do numero de onda [34]. Depois deste
trabalho pioneiro, muitos autores fizeram uso de varios métodos para estudar solucoes paraxiais
com aproximadas correcoes. Agrawal e colegas, através de expansoes de series de poténcia para
o campo transversal, obtiveram a corre¢do da primeira ordem para o feixe gaussiano [2, 1].
Nesse estudo as ondas evanescentes nao foram consideradas. Davis [21] usando o método de
potencial vetor linearmente polarizado obteve correcoes de primeiro ordem para este tipo de
feixes. Usando o procedimento de expansdo de perturbacao, Couture e Belanger [18] deram a
conhecer correcoes de ordem superior para a solugao paraxial e mostraram que somando todas
estas corregoes é obtida uma fonte pontal complexa de ondas esféricas [24, 47]. Aplicando
uma abordagem escalar, correcoes para feixes gaussianos de ordem superior foram obtidos por
Takenaka et al. [50] e Zauderer [61]. Wiinsche [52] introduziu dois operadores de transigao para
transformar solugoes arbitraria da equacao de onda paraxial em solugoes exatas da equagao
de onda de Helmholtz sobre diferentes condi¢oes. Empregando o método da transformada de
Fourier, Cao e Deng [14] estudaram em forma geral o problema de propagagao de um feixe
de luz nao paraxial. Em 2002, Seshadri [45] apresentou algumas explicagdes e observagoes em
termos de série de corregoes nao paraxiais para o feixe gaussiano fundamental com referéncia a
andlise dado por Wiinsche [52].

Todos estes métodos sao muito eficazes para a construcao de solucoes a partir de uma apro-
ximacgao analitica para a propagacao nao paraxial dos campos Opticos. Infelizmente, eles sao
adequados para lidar com feixes fracamente nao paraxiais, com pequenos parametros de pertur-
bacao. Quando o parametro de perturbacao torna-se maior, isto é, para feixes fortemente nao
paraxial, as solucoes obtidas através de termos de correcao, como os obtidos por todos os mé-
todos mencionados acima, se tornam divergentes, portanto estes métodos deixam de funcionar.

Em 2003, Borghi e Santariero [12], mostraram que o método proposto por Lax poderiam
ser aproveitado e empregado, mesmo no caso de feixes extremamente nao paraxial, para um
esquema diferente, introduzida pelo Weniger [55]. Os termos de corregao obtidos por Borghi e
Santarsiero [12] permanecem convergentes, mesmo no caso de feixes extremamente nao paraxiais.
Recentemente, Sepke e Umstadter [44, 43] derivaram uma solugao analitica exata para o campo
eletromagnético vetorial da gaussiana, da gaussiana achatada, e dos modos de laser Gaussiano
anular usando o método de espectro angular. As solugoes obtidas por Borghi e Santarsiero [12]
e por Sepke e Umstadter [44, 43] sdo adequados para feixes linearmente polarizado. Chaumet
[15], baseado em representagoes do espectro angular, tomou em conta as contribui¢oes das ondas
propagantes evanescentes fora do uso da aproximacao paraxial e usando as séries de Taylor
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expressou o campo elétrico em forma analitica para pontos de observagao localizados perto da
cintura do feixe. Em 2007, Deng [23], usando o método de perturbagoes de multiescala, estudou
a propagacao de feixe simétricos nao paraxial no espaco livre, logrando feixes com polarizacoes
lineares, radiais e azimutais.

Porém, todos esses métodos sao voltados na descri¢ao de feixes especificos e/ou sao conside-
ravelmente complexos do ponto de vista matematico.

1.2 Motivacao e Objetivo

A crescente avanco tecnoldgico permite aplicagoes, novas e interessantes, de feixes opticos
nao paraxiais em incontaveis areas e tecnologias da ciéncia moderna, isto apresenta uma grande
motivagao para que o estudo destes feixes seja continuamente abordado. Sendo demonstrado
que ao longo do tempo sua importancia foi e é imensa.

A construcao de novos tipos de feixes Opticos, os quais possuem propriedades muito mais in-
teressantes que os ja conhecidos feixes gaussianos abre um campo com grande aplicagoes éptica,
como em fibra éptica, guiamento Optico de atomos, alinhamento Optico, aplicagbes médicas,
comunicagoes épticas no espaco livre, aplicacoes em Optica nao linear, pingas épticas, etc. Es-
tritamente, no caso escalar, um feixe optico é definido como uma solucao da equacao de onda.
Embora o estudo da propagacao destes feixes seja um tema que tem vindo a ser abordado desde
tempos muito antigos, existem poucas solucoes analiticas exatas da equacao de onda descre-
vendo estes feixes, na maioria das vezes as solucoes sao dadas para o regime de aproximacao
paraxial [11, 33], ou obtidas através de métodos numéricos [53].

Varios dos métodos analiticos encima ja foram propostos para a descricao de feixes nao
paraxiais, tanto para casos escalares como para casos vetoriais, porém na maioria das vezes esses
métodos sao voltados para feixes especificos, como dirigidos a feixes gasussianos [54, 39], a feixes
Bessel-Gauss nao paraxiais [13, 4], a feixes de Airy [22, 51], a feixes Hermite-Gauss [29, 35], estao
limitados para feixes fracamente nao paraxiais tratados através de corregdes paraxiais [30, 12]
ou sao consideravelmente complexos do ponto de vista matematico [46, 15, 16, 40, 41]. Neste
sentido o presente projeto, baseado no interessante trabalho do professor Zamboni [60], tem como
principal objetivo mostrar um método de facil manejo matematico, para fornecer qualquer tipo
de feixe escalar e eletromagnético nao paraxial propagantes como solugoes analiticas exatas da
equacao de onda e das equacgoes de Maxwell respectivamente. Como tal, aborda-se o estudo
da propagacao de varios feixes escalares e vetoriais nao paraxiais, através de diferentes fungoes
espectrais nao paraxiais.

Os objetivos desta dissertacao foram ligados a cada um dos capitulos apresentados.

O primeiro objetivo consiste numa introducao a propagacao de feixes épticos, baseada no
estudo da evolucao de varios tipos de feixes escalares e eletromagnéticos como solugoes da
equacao de onda e das equagoes de Maxwell respectivamente. Inicialmente aborda-se a obtencao
de feixes com simetria azimutal obtidos a partir de superposicoes de fungoes de Bessel de ordem
zero através de uma integracao na componente transversal do vetor de onda £, com uma fungao
espectral S(k,). Um feixe de grande simplicidade, como é o caso do feixe gaussiano, é obtido
escolhendo um adequado espectro S(k,). Usando o vinculo que relaciona as componentes do
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vetor de onda (k,, k,) com a frequéncia de propagacao do feixe pretende-se analisar os tipos de
feixes resultantes obtidos através da integracao na componente longitudinal do vetor de onda
k. para distintos espectros nao paraxiais S(k.).

No segundo objetivo pretende-se analisar o método matemdtico proposto em [60] para a
obter feixes escalares propagantes nao paraxiais, tanto com e sem simetria azimutal. Aqui o
objetivo é estudar o efeito dos diferentes espectros nao paraxiais na obtencao destes feixes e,
posteriormente, comprovar a eficacia do método quando o feixe tende a ser nao paraxial.

Por fim, o terceiro objetivo é estudar dois métodos matematicos para a obtencao de feixes
eletromagnéticos nao paraxiais como solucgoes analiticas exatas das equacoes de Maxwell. O
ponto mais importante deste sub-objetivo corresponde a investigacao, e anélise vetorial da pro-
pagacao de feixes eletromagnéticos nao paraxiais para interessantes polarizacoes em coordenadas
cartesianas e cilindricas.

1.3 Estrutura da Dissertacao

Esta dissertagao, baseada em estudos sobre feixes Opticos nao paraxiais, esta dividida da
seguinte forma:

- No segundo capitulo, apresentamos uma pequena revisao tedrica de feixes Opticos, por
simplicidade a revisao é dada para feixes escalares com simetria azimutal obtidas como solugoes
analiticas da equacao de onda, construidas como superposicoes de feixes de Bessel de ordem
zero através de uma integracao na componente longitudinal do vetor de onda k, com uma
dada funcao espectral S(k,). Como exemplo de aplicagao e ajudados da aproximacao paraxial,
escolhendo uma adequado espectro S(k,) e mostramos a obtengao do feixe 6ptico que apresenta
uma maior simplicidade, o feixe gaussiano. Neste capitulo mostramos, também, a importancia
da forma do espectro S(k,) e como ele define o tipo de feixe resultante, paraxial ou nao paraxial.
Dentro da classe de feixes nao paraxiais sao analisados os espectros S(k,) que originam feixes
fortemente nao. paraxiais. Neste capitulo também apresentamos a importancia de um estudo
vetorial de feixes eletromagnético nao paraxiais como solucoes analiticas exatas das equacgoes de
Maxwell. A diferencia do caso escalar, neste caso nao podemos supor feixes eletromagnéticos
com componentes de campo longitudinal (ao longo da dire¢ao de propagacao) insignificantes,
pois a componente longitudinal e transversal do campo elétrico sao do mesmo ordem.

- No terceiro capitulo, baseados no interessante trabalho do professor Zamboni, aplicado
para obter pulsos de forma analitica exata [60], fornecemos um método capaz de fornecer feixes
escalares nao paraxiais como solucoes exatas da equacao de onda. Tal método baseia-se em uma
solucao analitica para as integrais que descrevem superposicoes de feixes de Bessel de ordem
zero (nao evanescentes) com qualquer tipo de funcao espectral.

- O quarto capitulo, engloba dois métodos vetoriais capazes de fornecer feixes eletromagnéti-
cos propagantes nao paraxiais como solugoes analiticas exatas das equacoes de Maxwell. Embora
no caso escalar seja considerado ao feixes épticos com componentes longitudinalis insignificantes
para fornecer uma simplificacao consideravel tanto no calculo como na sua caracterizacao desde
tipo de feixe, no caso vetorial nao é mais valida um tratamento paraxial, portanto a polarizacao
do feixe joga um papel importante na obtengao de feixes eletromagnéticos nao paraxiais. Neste
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sentido abalizamos distintas importantes polarizagoes.
- por fim, apresentamos nossas conclusoes gerais finais.

1.4 Contribuicoes Originais

No ambito da 6ptica, a obtencao de feixes épticos com interessantes propriedades de propaga-
¢ao, que tém surgido nas tultimas décadas, tem despertado um enorme interesse na comunidade
de cientistas, que realizam o seu trabalho na referida area, sendo, consequentemente, um tema
que tem sido alvo de uma abordagem constante e intensa ao longo do tempo. A diversidade
dos estudos elaborados até ao momento é muita ampla, porém esses estudos sao baseados, em
muitos casos, no regime paraxial ou sao realizados focado em casos muito especificos. Desta
forma, embora os estudos realizados se localizem na mesma area da Fisica, pode considerar-se
que os métodos matematicos obtidos para certo tipo de feixe 6ptico nao pode ser estendido para
qualquer tipo de feixe. Além das suas solucoes ser obtidas de forma complexas, desde o ponto
de vista matematico, elas nao podem ser usadas para descrever feixes fortemente nao paraxiais
(34, 2, 21, 18, 50, 23, 45, 45].

A originalidade da presente dissertacao encontra-se:

e Na abordagem de um estudo tedrico para a descricao analitica de qualquer tipo de feixe
escalar propagante no vacuo obtidos a partir de diferentes tipos de espectros nao paraxiais,
os quais sao colocados num sé trabalho.

e Na distin¢ao de nosso método, com os outros, por apresentar uma forte convergéncia das
solucgoes para feixes altamente nao paraxiais.

e Na simplicidade do método, do ponto de vista matematico, para a obtencao de feixes
Opticos propagantes nao paraxiais, sendo estendida para a obtencao de distintos tipos de
feixes Opticos.

e Na abordagem de um estudo analitico vetorial simples para a propagacao de feixes ele-
tromagnéticos nao paraxiais com interessantes polarizacoes que, até a presente data, sao
abordados em casos muito especificos ou envoltos em complexos calculos matematicos.

Desta forma, os resultados obtidos sao importantes para futuras investigacoes tanto na parte
experimental e tedrica.
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Capitulo

Feixes Opticos

2.1 Introducao

O feixe éptico surge com a necessidade de poder confinar e transportar a luz através do espaco
livre sem que ela sofra os efeitos difrativos. Apesar da natureza da luz impedir a existéncia de tal
idealizacao, o feixe é a forma mais proxima que a luz pode tomar para localizar-se espacialmente
propagando-se distancias finitas sem sofrer os efeitos de difracao.

O estudo da propagacgao de feixes Opticos pode ser baseado através de um estudo escalar,
chamado de aproximacao escalar, ou através de um estudo vetorial. No estudo escalar os
feixes 6pticos sao solucoes monocromaéticas da equacao de onda caracterizados por possuirem
concentracao transversal do campo. Nesse estudo, cada solugao representa uma componente
do campo eletromagnético do feixe dptico, suposto linearmente polarizado. No segundo caso,
a natureza vetorial do feixe optico é considerada, portanto os feixes opticos sao obtidos como
solugoes monocromaticas das equagoes de Maxwell. Nesse ltimo caso, sao obtidas as expressoes
para cada componente do campo eletromagnético do feixe 6ptico polarizado arbitrariamente.
E importante notar que quando as solugdes sdo analiticamente exatas, isto ¢, obtidas sem a
necessidade de usar a aproximacao paraxial, os resultados dessas equacoes fornecem os chamados
feixes nao paraxiais, tanto para o caso escalar como vetorial.

O feixe mais conhecido é o feixe gaussiano, cujo padrao transversal é dado por uma funcao
gaussiana. Existem outros tipos feixes que apresentam propriedades muito mais interessantes
que os ja conhecidos feixes gaussianos. Um desses, é o feixe de Bessel. O feixe de Bessel é
uma outra solugao da equagao de onda, proposta por Stratton [20] e redescoberta por Durnin
[11], o qual possui a interessante propriedade de nao sofrer os efeitos da difragao. Para isso, ele
mantém seu perfil de intensidade transversal constante ao longo da direcao de propagacao.

A partir de uma superposicao adequada de ondas planas podemos obter qualquer tipo de
feixe. Por exemplo, os feixes de Bessel podem ser entendidos como uma superposicao de ondas
planas, em que os vetores de ondas se encontram na superficie de um cone fazendo um angulo
com respeito ao eixo de propagacao. Do mesmo modo, pode-se obter qualquer tipo de feixe a
partir de uma superposicao adequada de feixes de Bessel.

Em geral, um feixe escalar com simetria azimutal pode ser escrito como uma superposicao de
feixes de Bessel de ordem zero (Jy) através de uma integragao na componente transversal do vetor

13
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de onda com uma dada funcao espectral dependente da componente transversal do vetor de onda
k,. Nesse caso, obter solugoes analiticas reduz-se a resolver a integral envolvida. Dependendo do
espectro escolhido as integrais tornam-se mais ou menos complexas. Por exemplo, para obter
feixes gaussianos o unica forma de resolver analiticamente a integral envolvida é através de
aproximacoes matematicas, as quais sao chamadas de aproximacoes paraxiais. Aqui a expressao
resultante nao é uma solugao analitica exata da equagao de onda e o feixe resultante é conhecido
como feixe paraxial.

Os feixes paraxiais sao caracterizados por possuir a componente transversal do vetor de onda
k, muito menores que a relagao entre a frequéncia angular e a velocidade de propagacao, fazendo
com que o spot do feixe seja muito maior que o comprimento de onda. Os feixes nao paraxiais
sao caracterizados principalmente por possuir seu spot da ordem do comprimento de onda e,
portanto, por possuir o k, da mesma ordem da relagao da frequéncia angular e a velocidade de
propagacao.

Outra forma interessante de obter feixes com simetria azimutal é mediante a superposicao
de feixes de Bessel de ordem zero através de uma integragao na componente longitudinal do
vetor de onda, k, com uma dada funcao espectral dependente do k,. Nesse caso, o problema,
de novo, se reduz a resolver a integral envolta.

Quando consideramos a natureza eletromagnética dos campos opticos a teoria escalar nao é
suficiente para estudar de forma adequada a propagacgao de feixes nao paraxiais. Em geral, os
componentes longitudinais dos campos elétrico e magnéticos podem ter amplitudes significativas,
como € o caso dos feixes eletromagnéticos nao paraxiais. Portanto, o estudo eletromagnético
desses feixes é baseado nas equagoes de Maxwell, sendo um requisito necessario a obtencao de
solugoes analiticas exatas das equacoes de Maxwell.

A importancia da obtencao de feixes eletromagnéticos nao paraxiais se encontra principal-
mente no entendimento tedrico para seu aproveitamento na tecnologia atual fora do regime
paraxial, no qual suas principais caracteristicas, forte concentragao do campo e tamanho do
spot da ordem do comprimento de onda apresentam grandes aplicagoes, como em feixes de laser
fortemente focalizados [18, 19]ou na dispersao direta de laser de elétrons [8]. Essa propriedade
é também aproveitada em diversas dreas, incluindo imagem de alta resolucao [10], manipulagao
de particulas [24], eletrodinamica quantica [22], éptica nao-linear [4] e maquinas laser [17], assim
como aplicagoes na propagagao de feixes através da atmosfera com turbuléncia [6], entre outros.

Neste capitulo, mostraremos todas essas abordagens, assim como as importantes diferencas
entre feixes paraxiais e nao paraxiais. Mostraremos a obtencao de feixes escalares simétricos a
partir de uma interessante construcao baseada em integrais, através de uma determinada fungao
espectral. Na Secao 2.1 apresentamos os feixes escalares obtidos a partir da equacao de onda
escalar no sistema de coordenadas cilindricas. Na Subsecao 2.2.1 mostramos as importantes
diferencgas entre feixes escalares paraxiais e nao paraxiais. Na Subsecao 2.2.2 mostramos a
obtencao de feixes escalares a partir de espectros em S(k,). O feixe mais conhecido, o feixe
gaussiano, é mostrado na Subsecao 2.2.2.1 e o feixe de Bessel, o qual é um feixe nao difrativo,
¢ mostrado na Subsegao 2.2.2.2. Na Subsecao 2.2.3 apresentamos uma nova e interessante
expressao para a obtencao de feixes paraxiais e ndo paraxiais a partir do espectro S(k,). Além
de isso, apresentamos a importancia do tipo de espectro escolhido, pois ele determinara o tipo
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de feixe resultante mostrando como é possivel obter feixes fortemente nao paraxiais. Na ultima
Secao apresentamos as defini¢oes de feixes eletromagnéticos nao paraxiais e importancia do seu
estudo vetorial.

2.2 A equacao de onda: Feixes Escalares

A equacao de onda é de suma importancia na descri¢ao de fenomenos fisicos, como acustica,
eletromagnetismo, dinamica fluidos, fisica de particulas, entre outros. Ela descreve a propagacgao
de uma variedade de ondas, como ondas de som e luz.

A equacao de onda homogeénea é uma equagao diferencial parcial linear de segunda ordem:

0? 0? 0? 1 02
—t— 4 — - == x,y,2,t) =0 2.1
(8:702 oy? = 022 2ot? Wy, 21) (2.1)
Por simplicidade, vamos escrever a equagao de onda (2.1) em coordenadas cilindricas (p, ¢, z),

e vamos supor, que a solugao ¥(p, ¢, z, t) possui simetria azimutal. Portanto reescrevemos (2.1)
como:

2 10 o? 1 02
— Attt = == t)=20 2.2
(ap2+p3p+3z2 c28152)w(p,z, ) (2.2)
Considerando que o meio de propagagao é o espago livre, escrevemos a solugao ¥ (p, z,t) em

termos de uma transformada de Fourier-Bessel na variavel p e duas transformadas de Fourier
nas variaveis z e t:

v(p, z,t) = / / / Jo(kpp)e™=2e (k. k., w)k,dk,dk.dw (2.3)
—o0 J —00 JO

onde Jy(.) é a fungao de Bessel ordinaria de ordem zero, ¢ (k,, k., w) é a transformada de Fourier
de ¥(p, z,t), k, e k, sdo as componentes transversal e longitudinal do vetor de onda; e w é a
freqiiéncia angular da onda.

2.2.1 Feixes paraxiais e nao paraxiais

Considerando (2.3), podemos dizer que uma onda escalar é chamada paraxial se as normais
as suas frentes de ondas sao raios paraxiais, é dizer, se os raios fazem pequenos angulos com o
eixo de propagagao, ver Figura 2.1(a). Nessas condigoes, os feixes paraxiais sdo caracterizados
por possuir componentes transversais do vetor de onda (k,) de ordem muito menores que o
médulo do vetor de onda (k), k, < k, portando o angulo 6, na Figura 2.1(b), toma valores
muito pequenos e a componente longitudinal do vetor de onda é aproximadamente igual ao
valor do vetor de onda, k, ~ k = w/c, sendo muito maior que a componente transversal
k, < k, =~ k =w/c, entao:

kyJk. < 1
k, < w/c=2m/\ (2.4)
Ak, < w/c=2m/)
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A relagao (2.4) é de grande importancia para o reconhecimento de feixes paraxiais atra-
vés do tamanho do spot do feixe. Feixes paraxiais possuem tamanhos de spot muito maiores
que o comprimento de onda. Por exemplo, como veremos, para o caso do feixe de Bessel na
aproximagao paraxial, o raio do spot do feixe é dado por Apy = 2.4/k, > .
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Figura 2.1: (a) Diagrama de raios, onde as normais as frentes de ondas sdo raios paraxiais. (b-c)
Relac@o entre as componentes do vetor de onda (k,, k). (b) Na aproximacao paraxial. (c) Fora
da aproximacao paraxial.

Os feixes nao paraxiais sao caracterizados por possuir campos épticos bem focalizados onde
seu spot é da ordem do comprimento de onda (A). Os feixes nao paraxiais sao caracterizados
principalmente por possuir o spot da ordem do comprimento de onda. Onde o k, ¢ da ordem
de grandeza da relacdo w/c (ver Figura 2.1).

2.2.2 Feixes obtidos em funcao de espectros S(k,)

Substituindo (2.3) na equagdo de onda (2.2). Encontramos a relacao entre w, k, e k. que
deve ser satisfeita para garantir que a expressao (2.3) seja solugao de (2.2):

2
i (2.5)

2
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Portanto usando a condigao (2.5) na equagao (2.3), temos que as solugoes (2.3) da equagao
de onda (2.2) podem ser escritas como:

oo w/e ] o
Y(p, 2,t) = / / Jo(k,p)ef Ve E Rz =it 5 (kW) kydk ydew (2.6)
—o0 J0

onde a funcdo Si(k.,w), aqui representa o espectro espaco-temporal de ¥(p, z,t). Através
de adequados espectros S(k.,w), a expressao (2.6) fornece interessantes e conhecidas solucoes,
como feixes e pulsos gaussianos. Observar que (2.6) possui tanto componentes propagantes
como contrapropagantes (ondas que se propagam em sentido oposto).

Nosso foco de interesse nesta dissertagao sao os feixes épticos, os quais se propagam mantendo
sua frequéncia angular fixa. Para obter solugoes monocromaticas de frequéncia angular w,
escrevemos (2.6) como:

e | _
(p, 2, t) = et /0 Jo(k,p) eV G (k) d, (2.7)

Além disso, nosso interesse é analisar feixes puramente propagantes (feixes propagantes na
dire¢do +), portanto reescrevemos (2.7) como:

o wle Ny
Y(p, 2, t) = e_lwt/o Jo(kpp)e” WQ/CLk’%S<kp)kpdkp (2.8)

A solucao (2.8) representa um feixe com simetria azimutal, o qual é escrito como superposi¢ao
de feixes de Bessel de ordem zero Jy(.) através de uma integracao na componente transversal do
vetor de onda k, com uma funcao espectral S (k,). Esses feixes possuem componentes puramente
propagantes, pois a integral em 0 < k, < w/c evita que o k, seja imagindrio, portanto evita a
aparicao de componentes evanescentes.

O feixe gaussiano

O mais comum dos feixes usado é o feixe gaussiano. Este pode ser obtido usando (2.8), para
isso escolhemos a seguinte fungao espectral:

S(k,) = 2a%e~"% (2.9)

onde a é uma constante positiva relacionada com a largura do espectro Ak, = 1/a e como
veremos, esta também relacionada com a abertura transversal inicial do feixe, o spot.

A interpretacao fisica da solugao (2.6), com o espectro (2.9) é a formagao do feixe através de
uma superposi¢ao de ondas planas, todas de mesma freqiiéncia angular (w) propagando-se em
todas diregoes (com 0 < k), sendo que o maior aporte é dado pela componente longitudinal do
vetor de onda k. (ver Figura 2.2).

Substituindo (2.9) em (2.8), notamos que a tnica forma de resolver a integral é mediante
o uso da aproximacao paraxial. Considerando que a largura de banda espacial do espectro
Ak, = 1/a < w/ec, entdo ¢/w < a. Usando esta aproximagao em (2.7), expansao binomial,
obtemos:
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Figura 2.2: Interpretagao da solucao (2.8) com o espectro (2.9) em termos de uma superposi¢ao
de ondas planas.

' w/e
VGauss (0, 2,1) = €' 207 / Jo(k,p) eV E R Rk, (2.10)
0

onde k = w/c. A integral (2.10) ndo possui solu¢ao. Porém ela pode ser resolvida através de
aproximacoes.

Na aproximagao paraxial temos Ak, < w/c — a > c/w. Portanto o espectro S(k,) sera
muito concentrado em k, ~ 0 e podemos fazer:

k2
= k= 2/02
w
~ { 2w2/02} (2.11)
Usando (2.11) em (2.10) temos:
win 2 [° i i2k2/(2 a?k2
2rDGauss(pa th) - 6_1wt2a / Jo(kﬂp)elzw/ce_lz p/( W/C) k dkﬂ (212)
0
Fazendo w — oo e usando [12] resolvemos (2.12):
2a? —p? "
auss t) = ik(z—ct) 2.13
Vaaus(p:2:1) = 5o P Lm? n 4iz/2k] ‘ (2.13)

Para obter o tamanho do spot do feixe gaussiano inicial, substituimos z = t = 0 na expressao
(2.13):

| wGauss<pa Z = O,t - 0) |2: 6_%@2/&2) (214)

Definimos o raio do spot do feixe como sendo a distancia transversal (p = Apg) na qual o
valor méximo de | ¢ |? cai a 1/e. Para isso, na expressio (2.14), igunalamos —(Apy/av/2)? =
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Figura 2.3: Feixe paraxial gaussiano com comprimento de onda de A = 0.63um e com raio do
spot central inicial Ap = 60um.

e obtemos Apy = av/2. O grifico do gaussiano inicial (2.14) com o raio do seu spot é mostrado
na Figura 2.3(c).

Repare que a estd relacionado com a largura do espectro gaussiano S(k,) (2.9), através de
Ak, = 1/a, portanto quanto mais largo é o espectro S(k,), menor é o tamanho do spot do feixe
e vice-versa.

Notamos que o feixe gaussiano resultante obtido em (2.13) é uma solugao analitica da equagao
de onda, mas obtido através de uma aproximacao paraxial. Este tipos de feixes sao chamados
de feixes paraxiais e nao sao solugoes analiticas exatas da equacao de onda.

O feixe de Bessel

O feixe de Bessel é uma onda localizada (chamada também de nao difrativa) e, como tal,
ocorre quando existe um acoplamento espago-temporal linear entre w e k, [14]. Para obter este
tipo de feixe consideramos o seguinte espectro:

6(k, — “sin0)

S(k,) = ? (2.15)
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Figura 2.4: Interpretagao da solucao (2.8) com o espectro (2.9) em termos de uma superposigao
de ondas planas cujos vetores de onda se localizam na superficie de um cone de angulo de vértice
igual a 6, que é o angulo de axicon.

De (2.5), temos imediatamente que k, = (w/c)cos e k, = (w/c)sinf com 0 < § < /2

A interpretagao da solugao (2.8), com o espectro (2.15), em termos de uma superposicao de
ondas planas, pode ser visualizada na Figura 2.4. Nessa figura vemos que o feixe de Bessel é
gerado por uma superposicao de ondas planas cujos vetores de onda se localizam na superficie
de um cone de angulo de vértice igual a 6,0 qual é chamado de angulo de axicon.

Substituindo (2.15) em (2.8) obtemos o feixe de Bessel ordindrio:

Wo

Y(p, z,t) = Jo (— sin 0,0) exp <i% cosf(z — c t)) (2.16)

c cos

o qual possui velocidade de fase vpuse = ¢/cos@ e um padrio transversal de campo, in-
dependente da componentes longitudinal z, dada por uma funcao de Bessel de ordem zero
e, por isso, possui concentracao de campo ao redor do eixo de propagacao z. O raio do seu
spot central corresponde ao raio para o qual ocorre o primeiro zero desta funcao de Bessel:
Apy = 2.405¢/(wsin @), ver Figura 2.6(a).

Usando k, = (w/c)cosf e k, = (w/c)sinf, podemos expressar (2.16) na sua forma mais
conhecida:

Y(p, z,t) = Jo (k,p) exp (ik,2) exp(—iwt) (2.17)

Obviamente, (2.17) ndo é quadraticamente integravel e por isso representa uma solucdo
ideal, sendo que na pratica, como ja o dissemos, tais feixes sao gerados por aberturas finitas e
calculados através das integrais de difragdo de Kirchhoff ou Rayleigh-Sommerfeld (ver Figura
2.5). Nestes casos os feixes de Bessel (truncados) possuem ainda uma grande profundidade
de campo, ou seja, sao capazes de se propagar por longas distancias mantendo seu padrao
transversal aproximadamente inalterado. A profundidade de propagacao maxima de um feixe
de Bessel, gerado por uma abertura finita de raio R, é dada por:

R

Dmaz = tan 6

(2.18)
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Feixe de Bessel ‘ Feixe de Bessel truncado

pT////

Z=R/Tan@
Figura 2.5: Esquema experimental para a geracao de feixes de Bessel truncados.

Embora (2.16) represente uma solucao ideal, ela pode ser usada para representar a gera-
¢ao experimental de um feixe de Bessel truncado, ao menos nas vizinhancas de p = 0; mais
especificamente quando p < R.

Através de uma comparacao dos feixes gaussiano e Bessel, nas mesmas condicoes de frequén-
cia (comprimento de onda A = 0.063um) e o raio do spot central A = 60um. Isso implica que
o feixe de Bessel tera um angulo de dxicon 6 = arcsin(2.405¢/(wApy)) = 0.004rad, ver Fi-
gura 2.6(b). O truncamento do feixe é dado através de uma abertura circular finita de raio
R = 3.5mm. Na Figura 2.6(b) sdo mostrados os dois feixes baixo as mesmas condigoes.

Na Figura 2.6(b) podemos ver que o feixe de Bessel tem uma profundidade de campo de
Zmar = R/ tan@ = 85cm. Onde mantém-se rigidamente por uma distancia 14 vezes maior que
o feixe gaussiano, depois da qual ele sofre um forte decaimento devido ao abrupto truncamento
feito na abertura, o qual também é responsavel pelas oscilagoes de intensidade que ocorrem no
feixe.

Esses dois exemplos de feixes sao uma pequena mostra da enorme quantidade de feixes
opticos que existem na atualidade. Feixes de Bessel de ordem mais alta, os quais nao possuem
simetria azimutal sao também muito interessantes, além de outros, como os feixes de Mathieu
[9], entre outros [25, 23, 26].

2.2.3 Feixes obtidos em fungao de espectros S(k.)

Outra forma de expressar (2.7), e portanto, de obter uma nova solu¢ao da equagao de onda
¢ mediante superposicoes de feixes de Bessel de ordem zero através de uma integracao em k.,
em vez de em k.
Para isso, usamos o vinculo (2.5) e mediate a derivacao obtemos:
dk, = L kedks (2.19)
(w/c)? — k2

Substituimos (2.19) em (2.7) e temos:
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Figura 2.6: Diagrama transversal do feixes de Bessel obtido em . Comparagcao entre os diagramas
de propagacao dos feixes gaussiano (a) e do Bessel (b). Fonte: Livro: Localized Waves [14].

w/c

wm%o:aM/ T/ E = I2p)ek Sk hads (2.20)
—w/e

Redefinimos o espectro S(k,) = S(k.)k, e substituindo em (2.20) obtemos:

w/e

wmgo:awf TV T = R2p)e*2 S (k. ). (2.21)

Sy
onde k, e k, sao as componentes transversal e longitudinal do vetor de onda.

A integracao (2.21) dada em k, é feita de —w/c até w/c, ou seja, —w/c < k, < w/ec. Isto
significa que estao sendo considerando feixes de Bessel que se propagam na dire¢ao negativa (—z),
isso nao é desejavel, pois desejamos obter feixes puramente propagantes. Para isso, escolhemos
espectros apropriados definidos em 0 < k, < w/¢, onde igualamos a zero o espectro no intervalo
—w/c < k, < 0. Fazendo isso podemos minimizar ou até mesmo zerar a contribuigdo desses
feixes de Bessel contrapropagantes.

E importante notar que a solugdo (2.21) engloba tanto feixes paraxiais e nao paraxiais,
portanto a fungao espectral S(k.) é de grande importancia, pois ela define o tipo de feixe
resultante. Feixes paraxiais provém de espectros paraxiais e feixes nao paraxiais provém de
espectros nao paraxiais.
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Na solucao (2.21) o espectro de S(k.) define o tipo de feixe resultante. Feixes paraxiais sao
aqueles onde os espectros S(k,) sdo paraxiais. O espectro é paraxial, quando ele é concentrado
ao redor de k, = w/c, com Ak, < w/c. Na Figura 2.7 mostramos um exemplo de espectro
paraxial, neste caso a funcao espectral corresponde a uma fungao exponencial bem concentrada
ao redor de w/ec.

|| === Espectro Exponencial

Stk)

o | &
o &

(a)

Figura 2.7: Exemplo de espectro exponencial de tipo paraxial

Feixes nao paraxiais (puramente propagantes) sao caracterizados por possuir espectros S(k. ),
nao paraxiais. O espectro pode ser nao paraxial, quando ele possui uma grande largura de
banda espacial (Ak, ~ w/c), os quais sao chamados de espectros fortemente nao paraxiais.Estos
espectros dao origem aos chamado feixes fortemente nao paraxiais. O espectro pode também ser
nao paraxial, quando ele é mesmo estreito, porém concentrado em valores de k, bem afastados
do valor k, = w/c.

Na Figura 2.8 mostramos alguns exemplos de espectros S(k,) de natureza nao paraxial.
Figura 2.8(a) Espectro quadrado fortemente nao paraxial, Figura 2.8(b) espectro gaussiano
fortemente nao paraxial, Figura 2.8(c) espectro exponencial fortemente nao paraxial, Figura
2.8(d) espectro quadrado nao paraxial.

Obter solucoes analiticas exatas para feixes nao paraxiais é um desafio devido a complexidade
da integral (2.21). No seguinte capitulo iremos expor o método capaz de solucionar (2.2) para
qualquer espectro S(k.) e, portanto, capaz de fornecer solugoes analiticas exatas descrevendo
feixes nao paraxiais puramente propagantes.

2.3 As equacoes de Maxwell: Feixes Eletromagnéticos

Nos ultimos anos, o estudo de feixes épticos vem apresentando uma grande demanda tanto
na teoria como na pratica. Esta demanda, impulsionada pelo avango éptico tecnologico, criou a
necessidade de encontrar novos tipos de feixes 6pticos que possam satisfazer os requisitos atuais.
Feixes opticos fortemente concentrados ou focalizados com tamanho de spot da ordem do
comprimento de onda tém apresentando uma grande importancia nas iltimas décadas, principal-
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Figura 2.8: Alguns exemplos de espectros S(k,) de natureza nao paraxial. (a) Espectro qua-
drado fortemente nao paraxial. (b) Espectro gaussiano fortemente nao paraxial. (¢) Espectro
exponencial fortemente nao paraxial. Espectro quadrado nao paraxial.

mente em aplicagoes Opticas. Por exemplo, na realizacao experimental de captura e manipulagao
éptica [1, 2], em tomografia de difragao 6ptica, na qual um feixe altamente focalizado permite
poder reduzir o dominio de investigagao [3], em 6ptica de nanolaser [21], entre outras.

Porém, no caso de feixes Opticos fortemente focalizados com tamanhos de spot da ordem
do comprimento de onda, o estudo vetorial nao pode ser mais descrito através da aproximagao
escalar nem no regime paraxial. E preciso, portanto, levar em conta a natureza vetorial do
campo eletromagnético. Tudo isto, cria a necessidade de se encontrar respostas tedricas que
descrevam com precisao a propagacao de feixes eletromagnéticos nao paraxiais [7, 5, 13, 16, 15].

Ainda que os resultados obtidos para feixes escalares sejam expressoes analiticas exatas da
equacao de onda, é claro que essas solucoes nao podem ser usadas como solucoes das equagoes
de Maxwell. A equacao de onda pode ser derivada a partir das equacoes de Maxwell para o
espaco homogéneo, assim, qualquer solucao das equagoes de Maxwell para o espaco homogéneo
satisfaz a equacao de onda. Porém, as equacoes de Maxwell nao podem ser derivadas a partir
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da forma vetorial ou escalar da equacao de onda, dai qualquer solucao particular da equacao de
onda nao necessariamente satisfaz as equagoes de Maxwell. Portanto, a anélise de feixes 6pticos
é baseada na obtencao de solugoes analiticas exatas das equagoes de Maxwell.

Na teoria escalar, nés consideramos o feixe eletromagnético com componente longitudinal de
campo (ao longo do eixo de propagagao) igual a zero, isto é, muito menor quando comparada
com a componente transversal de campo e, portanto, o vetor de campo elétrico foi conside-
rado perpendicular ao eixo de propagagao (ver Figura 2.9(a)). Essa aproximagao nos ajudou
no desenvolvimento do estudo de feixes escalares. Entretanto, é importante notar que na ob-
tencao de feixes eletromagnéticos nao paraxiais a natureza eletromagnética dos campos 6pticos
apresenta uma grande importancia e, dessa forma, deve ser considerada, pois a teoria escalar é
razoavelmente precisa somente no dominio da aproximagao paraxial. Nota-se que, em geral, as
componentes longitudinais dos campos elétrico e magnético podem ter amplitudes significativas,
como € o caso da teoria de ondas eletromagnéticas focalizadas.

Quando feixes épticos nao paraxiais sao descritos pela teoria de onda escalar, é geralmente
assumido que o feixe pode ser transversalmente polarizado, com o campo elétrico variando como
uma funcao de Bessel na direcao transversal. Contudo, uma variacao transversal do campo
elétrico é consistente com uma polarizacao transversal linear de um feixe eletromagnético, uma
vez que tal campo nao satisfaz a lei de Gauss V- E = 0, para um meio sem cargas nem densidade
de corrente. Assim, um feixe com uma distribui¢ao de campo segundo uma funcao de Bessel
no sentido transversal nao pode ser polarizado linearmente ao longo dessa direcao. Para deixar
isto mais claro, analisamos o feixe de Bessel eletromagnético de ordem zero, dado por (2.16).

No estudo escalar os feixes Opticos sado considerado linearmente polarizados (digamos na
diregao “y”), sendo o campo elétrico transversal ao eixo de propagacao, “z”. A rigor, esse campo
nao pode ser totalmente transverso e uma componente axial deve existir.

Consideremos um feixe polarizado com:

E(Ft) = E,+E, (2.22)

com £, dada por (2.16):

E, (7, t) = Jo (k,p) eF==e ! (2.23)

Para que (2.23) seja uma solugao das equagoes de Maxwell, ela tem que satisfazer a lei de
Gauss, portanto:

V-E =0
O, 0B _
dy oz
. 0
E.(r)t) = _/a_yEde (2.24)

Substituindo (2.23) em (2.24) temos:
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E.(T\t) = — / 02 (Jo (kpp) €%2e™") dz
— aﬁ( 1wt) /eikzzdz
_ ie*iwteikzzﬁ (Jolkop) (2.25)
- kz 8y 0 pp .
mas:
0 . .0 coso 0
— =singp— + = 2.26
dy %p p 09 (2.26)
Usando (2.26) e Jy(x) = —Ji(x) em (2.25) temos:
0 . .0 coso 0
gy L)) = (sinog + 220 (i)
.0
= sin ¢3_p (Jo(k,p))
= —k,singJ;(k,p) (2.27)
Finalmente substituindo (2.27) em (2.25) obtemos a componente axial dada por:
E.(7,t) = —i(k,/k.) sin ¢.Jy (k,p)e=Ze ! (2.28)

Repare que nesse caso a componente axial possui uma amplitude proporcional a razao
(k,/k.). No caso de feixes paraxiais, temos k, = w/c — k, >k, = k,/k, < 1.

Con isso, a intensidade da componente axial, que é proporcional a (k,/k.)?, fica sendo muito
menor do que a intensidade da componente transversal para a situagao paraxial. Podemos dizer
que nesses casos a componente transversal possui intensidade média cerca de (k,/k.)* vezes
maior do que a intensidade da componente axial.

Muitas vezes desconsideramos a componente axial, pois k,/k, < 1 ocorre com frequéncia.
No entanto, a componente axial existe e, pelo exposto encima, pode ser estimada, sempre que
possa ser encontrada.

Portanto, um feixe eletromagnético pode ser considerado paraxial quando além de cumprir
as propriedades de paraxialidade do caso escalar, possua uma componente transversal maior
que a componente longitudinal do campo (ver Figura 2.9(b)). Isto faz, que o caso do feixe
eletromagnético nao paraxial seja mais complexo, porque além de possuir as dificuldades do caso
escalar, apresenta também o problema de polarizacao do feixe. Por outro lado, no caso dos feixes
eletromagnéticos nao paraxial, a componente transversal do campo ¢ da ordem de grandeza
(talvez até menores) da componente longitudinal. Assim, no caso vetorial, uma dificuldade
adicional esta relacionada com a polarizagao do campo.

Nosso estudo da propagacao de feixes eletromagnéticos nao paraxiais se inicia com as equa-
¢oes de Maxwell para o campo elétrico ou magnético. O objetivo é generalizar um método
capaz de fornecer feixes eletromagnéticos com componentes elétricas como solugoes exatas das
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Figura 2.9: Componentes de campo elétrico. (a) Caso paraxial: Polarizacao linear E = E,y.
(b) Polarizacao do campo E = E,j + E,Z2.

equacoes de Maxwell, onde as componentes sao feixes escalares nao paraxiais originalmente
analisados na teoria de aproximacao escalar como solucoes exatas da equacao de onda. Neste
sentido, apresentamos aqui uma teoria vetorial baseada em dois métodos matematicos para
obter solugoes das equacgoes de Maxwell descrevendo a evolucgao de feixes eletromagnéticos nao
paraxiais. Em particular, nés obtemos expressoes para as componentes do campo elétrico e
magnético, os quais satisfazem as equagoes de Maxwell.
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Capitulo

Metodologia matematica para a obtencao de
feixes escalares nao paraxiais

Neste capitulo desenvolvemos um método tedrico [2] capaz de resolver mediante uma expres-
sao analitica as integrais que descrevem superposicoes de feixes de Bessel de ordem zero (nao
evanescentes) com qualquer tipo de fungao espectral na componente longitudinal do vetor de
onda.

O método sera aplicado também para obter feixes escalares nao paraxiais sem simetria azimu-
tal caracterizado por envolver fungoes de Bessel de ordem maiores nas integrais que descrevem
a superposicao de feixes e Bessel de ordem maiores.

A demonstracao da metodologia matematica proposta, capaz de fornecer solugoes analiticas
exatas da equagao de onda para qualquer espectro S(k.), é dividida em trés passos.

3.1 Passo1l

Primeiro consideramos um espectro constante:
lec
2w

O fato de escolhemos o espectro constante igual ao valor ¢/2w deve-se apenas a motivos de

S(k-) (3.1)

dimensionalidade e motivos estéticos na solugao final. Substituindo (3.1) em (2.21) obtemos:

w/e 1
Y(p, z,t) = exp[—iwt] / Jo <p w?/c? — kg) exp[ikzz]ﬁgdkz (3.2)

—w/e

Fazemos a mudanga de varidvel k, = (w/c)s, entao dk, = (w/c)ds. Substituindo em (3.2)

w(p, z,t) = %exp[—iwt] /_11 Jo (%p\/ﬁ) exp [i%zs] ds (3.3)

A integral pode ser escrita como:

31
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1

v(p, z,t) = %exp[—iwt] [/_11 Jo (%pﬂ) cos <%zs) ds + i/_1 Jo <%pm) sin(u—cjzs)ds}

(3.4)
A segunda integral se anula pois o integrando é uma fungao impar e o intervalo de integracao
é simétrico. Assim:

W(p, z,t) = exp[—iwt] /01 Jo <%pm> cos (gzs> ds (3.5)

C

Usando as tabelas de integrais de [1], obtemos:

»(p, z,t) = exp[—iwt] sin ( v(‘—"(g)[;)—kt‘—ff;) ) = exp[—iwt]sinc [ Lg—;pQ + C;)—sz] (3.6)

onde a funcao sinc|.| é definida como:

sin(x)

sinc[z] =
T

A solucao (3.6) é altamente nao paraxial, obtida a partir de um espectro nao paraxial,
pela superposicao de feixes de Bessel propagantes e contra-propagantes de mesma amplitude.
A solugao (3.6) do espectro analisado nao possui interesse pratico devido a forte presenca de
componentes contra-propagantes (feixes de Bessel propagando-se na dire¢ao negativa).

3.2 Passo 2
Agora consideramos um segundo tipo de espectro S(k,):
1 2
S(k,) = 55 exp {—i%kz} (3.7)
onde
w w w
K:kzmax_kzmin:__ ——)=2—. .
Y ()= (3.9
Substituindo (3.7) em (2.21)
le _ wie w? , 2mn
v(p, z,t) = 30 exp|—iwt] /_w/c Jo (p e kg) exp {1(2 + 7)/@} dk, (3.9)
e fazendo novamente a mudanga de variavel k, = (w/c)s
1 ) ! w . W 2mnw
v(p, z,t) = B exp|—iwt] Jo <Ep\/1 - 32) exp 1(2E + 7;)5 ds (3.10)
-1

onde de (3.8), temos:
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2mn w 2mn w
Z Z 3.11
K ¢ 2w/cce ™ (3:.11)

e portanto (3.10):

v(p, z,t) = %exp[—iwt] /1 Jo (%pﬂ) exp [1(2% + Wn)s] ds (3.12)

1

Usando o resultado (3.6) obtemos

»(p, z,t) = exp[—iwt]sinc [\/i—ij + (z% + 7n)? (3.13)

3.3 Passo 3

No passo final, reparamos que as solugoes obtidas em (3.13) provem do célculo de uma
integral em —w/c < k, < w/c. Isso significa que o espectro S(k,) encontra-se definido nesse
intervalo finito, e pode portanto ser escrito como uma série de Fourier:

Stk = 3 Reesp {12%7%] (3.14)

onde K = 2w/c, para —w/c < k, < w/c e os coeficientes de Fourier sao dados por:
PR S(k,) 2T k. | di (3.15)
= — L) exp |—i—nk, | dk, :
K J o Pl

Dessa forma, substituindo (3.14) em (2.21) e usando (3.13) obtemos a solugao exata de (2.2)
para qualquer espectro S(k,), dada por:

Y(p, z,t) = exp|—iwt] Z R,sinc [\/%QPQ + (z% + 7mn)? (3.16)

n=—oo

com R,, dado por (3.15).

Portanto, nesse método, o problema se reduz ao célculo dos coeficientes de Fourier R, de
S(k.) usando (3.15).

O feixe dado em (3.16) com (3.15) é uma solucao exata da equagao de onda, vélida para
qualquer espectro S(k,), com —w/c < k, < w/c. Essa formulagao fornece feixes ndo paraxiais
de forma exata mediante um adequado espectro. No apéndice A, mostramos outra forma de
comprovar que a expressao (3.16) é solucao exata da equagao de onda (2.2).

Também ¢é interessante notar que a obtencao dos coeficientes de Fourier R,, pode ser feita
mediante qualquer aproximagao cabivel, e ainda assim (3.16) serd uma solugao exata da equagao
de onda. Obviamente, ndo consideramos infinitos termos em (3.15). Consideraremos um nimero
finito de termos (com o somatério indo de —N até N), tanto em (3.14) quanto em (3.15), sendo
que esse nimero deve permitir uma boa representacao de S(k,) através da série de Fourier.



Capitulo 3. Metodologia matematica para a obtencao de feixes escalares nao paraxiais 34

3.4 Exemplos de feixes escalares simétricos puramente
propagantes

Com o objetivo de validar a metodologia proposta, foram estudados trés tipos de espectros:
exponencial, quadrado e gaussiano. Os resultados obtidos foram feitos no software Matlab.

Consideramos feixes de comprimento de onda A = 0.632 x 107°m (isto ¢, com w = 2.98 x
10'Hz) propagando-se no vacuo (¢ = 3 x 10%m/s).

Para o espectro exponencial foram analisados dois tipos de espectros: o primeiro, um espectro
do tipo paraxial, é dizer um espectro concentrado (Ak, < w/c) ao redor de k., = k, = w/c
(Ak,/k, < 1) e o segundo, um espectro do tipo ndo paraxial com uma largura de banda
espacial maior que a primeiro espectro (Ak,/k, ~ 1).

Para cada espectro quadrado e gaussiano foram analisados os dois tipos possiveis de espectro
nao paraxial: o primeiro, quando o espectros S(k,) possui grande largura de banda espacial
(Ak,) e o segundo quando o espectro concentrado é bem afastado do valor w/c.

3.4.1 Espectro exponencial

Definimos um espectro exponencial dado por:

(1/K)exp[—a(w/c—k,)]; , 0<k, <w/c

S(k:) = { 0 , caso contrario (3.17)

onde K = 2w/c. A largura de banda espacial Ak, do espectro é diretamente proporcional ao
valor de 1/a, o qual determina se o espectro exponencial é do tipo paraxial ou nao paraxial.
Notamos que nesse caso a solucdo sai diretamente, sem a necessidade de expandir S(k,) em
séries de Fourier.

Substituindo (3.17) na solugao (2.21) obtemos:

w/c

v(p, z,t) = iexp[—iwt]/

—w/e

Jo (p w?/c? — kg) exp [ik.z] exp [—a(w/c — k)] dk,  (3.18)

Seja k, = (w/c)s, entao dk, = (w/c)ds. Substituindo em (3.18):

c ! w2 w? w w
- ° _; YW Tl _ _ ol
v(p, z,t) = 50 exp|—iwt] / Jolp z 28 expli c sz]exp[—a(w/c — ws/c)] . ds

1

2w ¢

- oY exp[—iwt — aw /(] /11 Jo <%pm> exp [1(2’ - ia)%s] ds; (3.19)

expandindo o termino expli(z — ia)(w/c)s| na forma trigonométrica, temos:

: : w? ,  w? .y
¥(p, z,t) = exp[—iwt — aw/c|sinc i + g(z —ia) (3.20)
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Reparar que os feixes dados em (3.20) sao solugdes analiticas exatas da equacao de onda,
onde nao surgiu a necessidade de obter as solugoes mediante os coeficientes de Fourier dados
em (3.16) com (3.15).

Na Figura (3.1) mostramos os dois tipos de espectros exponenciais tedricos analisados. Na
Figura 3.1(a) mostramos um espectro do tipo paraxial, concentrado ao redor de k., = w/c =
9.97 x 10°m™*, com Ak, = 1/a = K/100 = 0.199 x 10°m~" < w/c e onde Ak, /k, = 0.02 < 1.
Na Figura 3.1(b) mostramos o segundo espectro, o qual é do tipo ndo paraxial, com uma
largura de banda espacial maior que a primeira Ak, = 1/a = K/20 = 0.997 x 10°m™! e com

Ak./k, =0.1.

1

- - :
Tedrico

- : -
Tedrico

s(k,)

0st

stk,)

x10°

Figura 3.1: Graficos do espectro exponencial (3.17) para o caso paraxial (a) e nao paraxial (b).
A largura de banda espacial em (a) é Ak, = 0.199 x 10°m™! ¢ em (b) 6 AK, = 0.997 x 10°m™".

As solugoes analiticas exatas da equac@o de onda dadas pela expressao (3.20), para cada tipo
de espectro exponencial, sao mostradas nas Figuras 3.2. Nas figuras 3.2(a)-(c) s@o apresentados
os padroes de intensidade normalizados em 3D correspondentes as solugoes dadas por (3.20).

A solucao (3.20) dada para o espectro paraxial obtido da Figura 3.1(a) corresponde a um
feixe paraxial com raio do spot igual a aproximadamente 1.0 x 10~%m, mostrado na Figura
3.2(a). A solucdo (3.20) dada para o espectro ndo paraxial obtido da Figura 3.1(b) corresponde
a um feixe nao paraxial com raio de spot igual a aproximadamente 0.46 x 10~%m, mostrado na
Figura 3.2(a), mostrado na 3.2(b).

Nas Figuras 3.2(c)-(d) sdo apresentadas as projecoes ortogonais das intensidades dos feixes
3.2(a)-(b) no plano (p, z). Podemos observar que os feixes produzidos sao propagantes e possuem
simetria azimutal.

Notar também que o raio dos spot do feixe nao paraxial produzido é da ordem do com-
primento de onda (A = 0.632 x 10°m) (Figuras 3.2(b)-(d)), sendo esta uma das principais
caracteristicas do feixe nao paraxial.

3.4.2 Espectro quadrado

Como segundo exemplo escolhemos um espectro quadrado dado por:
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Figura 3.2: (a)-(b) Padroes de intensidade 3D, solugoes exatas da equagao de onda dos feixes
paraxial e ndo paraxial respectivamente dados pela expressao(3.20). (c¢)-(d) Projegao ortogonal
da intensidade do feixe exponencial no plano (p, z).

K = QW/C 5 kzmin S kz S kzmaa:

S(k:) = { 0 , caso contrario (3.21)

onde 0 < komin < Komax < w/c. A posigdo do espectro k., e a largura de banda espacial
Ak, = komax — Kamin, determinarao se o espectro quadrado é do tipo paraxial ou nao paraxial.

Substituindo (3.21) em (3.14), foram obtidos os coeficientes de Fourier R,, do espectro qua-
drado S(k,). Para achar as solugoes analiticas exatas correspondentes ao espectro quadrado
foram substituidos os valores de R,, em (3.16).

Foram analisados dois tipos de espectros quadrados nao paraxiais:

O primeiro foi um espectro concentrado em k. = 1.99 x 10°m~"! com largura de banda
espacial de Ak, = 0.25 x 10°m™!, com K,pmin = 1.87 x 10°m™" € kopax = 2.41 x 10°m™~! e com

Ak./k, = 0.13. O gréfico do espectro (3.21), no primeiro caso, ¢ mostrado na Figura 3.3(a) em
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cor vermelha, sendo a sua representagao através da série de Fourier (3.14) e mostrada em cor
preta. O ntumero total de coeficientes de Fourier usado foi de 1601, ou seja para N = 800.

O segundo espectro analisado foi um espectro fortemente nao paraxial com largura de
banda espacial maior que a primeira Ak, = 7.98 x 10°m™! (Ak, ~ w/c) concentrado em
k. =5.99x 10°m™!, com K. = 1.99 x 10m™" e koo = 9.98 x 10°m ™!, e com Ak, /k, = 1.33.
O gréfico do espectro (3.21) desse segundo caso é mostrado na Figura 3.3(b) em cor vermelha,
sendo a sua representagio através da série de Fourier (3.14) mostrada em cor preta. O nimero
total de coeficientes de Fourier usado para este tltimo espectro foi de 401, ou seja N = 200.

Notar que o nimero de coeficientes de Fourier (2N + 1) necessérios para reproduzir o es-
pectro (3.21) é menor para o caso do espectro fortemente nao paraxial (ver Figura 3.3(b ), por
conseguinte, neste caso, o método proposto convergira com maior facilidade. A medida que o
N seja menor a facilidade do método de convergir mais rapido sera maior.

1L Tedrico S 1 b Tedrico 3. a%
"""" Néo Paraxial (N=800) ~eeNo Paravdal (N=200) ;
4 ~
< 05 X 05}
w %]
0 0E :
1 1 1 1 L 1 1 1 1 1 1 1 L 1 £l 1 1 1
8 6 4 2 0 2 4 B 8 4 6 4 2 0 2 4 B 8
k, 1 k 010

Figura 3.3: Gréficos do espectro quadrado nao paraxial. Os tracos em vermelhos representam
o0 espectro tedrico dado pela eq. (3.21). Os tracos em cor preta representam (3.21) através da
série de Fourier dada por (3.15). O nimero de termos de coeficientes de Fourier, para os gréficos
foi de 1601 e 401 respectivamente.

Nas Figuras 3.4(a)-(b) apresentamos os padroes de intensidade normalizados em 3D. A
Figura 3.4(c) corresponde ao espectro nao paraxial obtido da Figura 3.3(a) e a Figura 3.4(b)
corresponde ao espectro fortemente nao paraxial, obtido da Figura 3.3(b). Os feixes obtidos
provem de espectros nao paraxiais e sao solugoes analiticas exatas da equagao de onda (2.2.)

Nas Figuras 3.4(c)-(d) apresentamos as projecoes ortogonais das intensidades dos feixes no
plano (p, z).

O espectro de largura de banda espacial de Ak, = 0.25 x 10°m™! produz um feixe nao
paraxial de raio de spot inicial igual a 0.25 x 10°m aproximadamente e uma profundidade de
campo de 20.0 x 10~%m (Figura 3.4(c)).

O espectro fortemente nao paraxial com uma largura de banda espacial maior de Ak, =
7.98 x 10°m~! produz um feixe fortemente nao paraxial com raio do spot igual a 0.3 x 10°m e
uma profundidade do campo de 1.0 x 107%m (ver Figura 3.4(d) ). Portanto, o feixes com espectro
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Figura 3.4: Padroes de intensidade 3D, solucoes exatas da equacao de onda dos feixes para-
xial e nao paraxial respectivamente dados pela expressao(3.20). (e)-(f) Projecao ortogonal da
intensidade do feixe exponencial no plano (p, z).

mais concentrado (Figura 3.2(a) ), menor largura de banda espacial, possui uma profundidade
maior em relagao ao feixe menos concentrado (Figura 3.2(b) ). Repare também que os raios dos
spots dos feixes produzidos sao da ordem do comprimento de onda (A = 0.632 x 10°m), sendo
esta uma das caracteristicas do feixe nao paraxial.

3.4.3 Espectro gaussiano

Como tltimo exemplo na obtencao de feixes escalares nao paraxiais escolhemos um espectro
gaussiano definido por:

2w/c)exp(—alk, — k)% , 0<k.<w/ec

S(k:) = { 0 , caso contrario (3.22)
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Onde k, indica a posicio do centro do espectro. A largura de banda espacial Ak, do espectro
é diretamente proporcional ao valor do desvio padrao 1/4/(2a), o qual determina se o espectro
gaussiano é do tipo paraxial ou nao paraxial, sendo ¢ uma constante.

Substituindo (3.22) em (3.15), foram obtidos os coeficientes de Fourier R,, do espectro gaus-
siano S(k,). Para obter as solugoes analiticas exatas correspondentes ao espectro gaussiano
foram substituidos os valores de R,, em (3.16).

Da mesma forma do exemplo anterior foram analisados dois tipos de espectros nao paraxiais:

O primeiro, um espectro S(k.) concentrado ao redor de k., = 0.4w/c = 3.97 x 10m~*,
com o desvio padrdo 1.99 x 10*m~! (a = 5.0 x 10°/K?) e com Ak, /k. = 0.005. O gréfico do
espectro (3.22), no primeiro caso, ¢ mostrado na Figura 3.5(a) em cor vermelha, sendo a sua
representagao através da série de Fourier (3.14) e mostrada em cor preta. O ndmero total de
coeficientes de Fourier usado foi de 801, ou seja N = 400.
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Figura 3.5: Graficos dos espectros gaussianos nao paraxial. Os tracos em vermelhos representam
o espectro tedrico dado pela eq. (3.21). Os tragos em cor preta representam (3.21) através da
série de Fourier dada por (3.15). O niimero de termos de coeficientes de Fourier, para os gréficos
foi de 1601 e 401 respectivamente.

O segundo espectro foi para uma largura de banda espacial maior que a primeira 9.93 x
10°m~ (a = 200/K?) e com Ak, /k, = 0.250. O gréfico do espectro (3.22) desse segundo caso
¢ mostrado na Figura 3.5(b) em cor vermelha, sendo a sua representacdo através da série de
Fourier (3.14) mostrada em cor preta. Neste grafico também mostramos a variacao do espectro
com o numero de coeficientes de Fourier (2N + 1), onde notamos que o nimero minimo de
coeficientes de Fourier adequado para representar (3.22) é 21, ou seja N = 10. Este gréfico
representa um espectro fortemente nao paraxial (Ak, ~ w/c).

Na Figura 3.6(a)-(b)apresentamos os padroes de intensidade em 3D. A Figura 3.6(a) cor-
responde ao espectro ndo paraxial concentrado obtido da Figura 3.5(a) e a Figura 3.6(b) cor-
responde a um espectro nao paraxial ndo muito concentrado, obtido da Figura 3.5(b). Pode-se
observar que quanto mais estreito e o espectro, maior serda a profundidade de campo do feixe
resultante.
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Figura 3.6: Padroes de intensidade 3D, solucoes exatas da equacao de onda dos feixes para-
xial e ndo paraxial respectivamente dados pela expressao(3.20). (e)-(f) Projecao ortogonal da
intensidade do feixe exponencial no plano (p, 2).

Na Figura 3.6(c)-(d) apresentamos as projecoes ortogonais das intensidades dos feixes no
plano (p, z). Os feixes obtidos provem de espectros nao paraxiais e sao solugdes analiticas
exatas da equacao de onda.

O espectro maior concentrado 1.99 x 10*m~! produz um feixe nio paraxial com alcance de
campo de 1.0 x 107*m (Figura 3.6(a)). Para um espectro menos concentrado 9.93 x 10°m™1,
o alcance do feixe é de 2.0 x 107°m (Figura 3.6(b)). Portanto, o feixe com espectro mais
concentrado (Figura 3.5(a)), menor largura de banda espacial, possui uma profundidade maior
em relac@o ao feixe menos concentrado (Figura 3.5(b)).

Notar que se fizemos a largura de nossa gaussiana tender a zero, teremos como resultado
um feixe de Bessel, que possui concentracao do campo transversal e profundidade de campo
infinita, portanto fluxo de poténcia infinito.
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3.5 Feixes Escalares nao paraxiais puramente propagan-
tes sem simetria azimutal

Outro analise interessante é a obtencao de de feixes nao paraxiais sem simetria azimutal
(com dependéncia em ¢) como solugoes analiticas exatas da equacao de onda.

Feixes sem simetria azimutal podem ser construidos como superposicoes de feixes de Bessel
de v—ordem J, (k,p) expli¢] exp[ik.z] exp[—iwt], onde v e um inteiro positivo através da integral
em k,.

B w/ec
U, (p, ¢, 2,t) = exp|—iwt] / Ju(kop) explivg| explik,z])S(k.)(—k,)" dk. (3.23)
—w/e
Em (3.23) redefinimos o espectro S'(k.) = S(k.)(—k,)" e obtemos um novo feixe depende
do ¢:

w/e

Uu(p, @, z,t) = exp|[—iwt] / o (kop) explive] explik.z] S (k. )dk. (3.24)

—w/ec
Da mesma forma que na obtencao de feixes escalares nao paraxiais com simetria azimutal,
os feixes sem simetria azimutal sao complicados de obter devido a complexidade da integral
neste caso, a integral em (3.24). A seguir usaremos o mesmo método matematico usado an-
teriormente na obtengao de feixes ndo paraxiais para solucionar (3.24) e, portanto, fornecer
solugoes analiticas exatas descrevendo feixes nao paraxiais sem simetria azimutal puramente
propagantes.

3.5.1 Metodologia matematica

Seja ¥(p, ¢, z,t) solugao da equagao de onda, portanto a%zﬁ e a%w também sao solugoes da
equacao de onda. Aplicando a regra da cadeia temos:

0, _ avop ova
02" = 9por " 96 0x (3:25)
0, _ wap vao
55" = Bpoy 960y (3:26)

para simplificar (3.25) e (3.26) lembramos que p = /22 + y? e ¢ = arctan(y/x) e fazendo
as respetivas derivadas obtemos:

o 10y .

' = B cos 30 sin (3.27)
a o0 . 10y

'l = 3, sin ¢ + 590 oS ¢ (3.28)

Somando (3.27) + i(3.28) e agrupando, obtemos uma nova solugao 1, a qual continua sendo
solugao da equacao de onda:
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. . o io
U(p, ¢, 2,t) = (cos¢+ising) (a—p¢ + ;a—gb@b)
Hpbut) = explig (a%w o ) (3.20)

Seja 1 igual a solugao da equacao de onda do tipo Bessel de ordem zero:

Y = Jo(k,p) explik,z] exp[—iwt] (3.30)

substituindo (3.30) em (3.29) temos uma nova solu¢ao dependente de ¢, porém sem simetria
azimutal:

Y = —k,J1(k,p) explig] explik. 2] exp|—iwt] (3.31)

Comparando (3.30) e (3.31), notamos que aplicando (3.30) em (3.29) v—vezes, obtemos uma
nova solucao da equacgao de onda dependente do ¢ através de v:

Uu(p, &, 2,t) = (—k,)" J,(k,p) explive] explik, 2] exp[—iwt] (3.32)

Agora supomos 1 igual aos feixes expressados mediante superposi¢ao em k, dados em (3.16).
Aplicando indugao no dois lados v—vezes em (3.16) e usando (3.32), notamos que no interior
da integral a parte Jo(k,p)explik,z] vira (—k,)"J,(k,p) exp[ivg] exp[ik,z] depois de aplicar a
inducdo. Finalmente obtemos a nova solucdo ¥, (p, @, z,t). Aqui, os feixes resultantes sdo de
ordem maior (para v # 0):

_ wfe
U, (p, &, 2, t) = exp|—iwt] / J,(k,p) explivg| explik,z]S(k,)(—k,)" dk, (3.33)

—w/e

Em (3.33) redefinimos o espectro S'(k.) = S(k.)(—k,)” e obtemos um novo feixe depende
do ¢:

w/e

U, (p, &, 2, 1) = exp[—iwt]/ g, (k,p) explive] explik.2]S (k.)dk. (3.34)

—w/c
A equagao (3.34) é a mesma que (3.24). Portanto na pratica nés ndo vamos usar(3.34) para
obter as solucdes ¥, (p, ¢, z, t), em vez disso, nés vamos usar o operador antissimétrico L definido

L— {exp[i<]§] {a% + %a%} } (3.35)

por:

usando como:

Uo(p, ¢, 2,t) = Ly (3.36)
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onde ¢ é dado por (3.16):

= w? w 2
_ —; J 2 nd
U(p, z,t) = exp[—iwt] E R, sinc [\/02 p* + (zc +7Tn> ]

n=—oo

com R, dado por (3.15).
Portanto, nesse método, o problema de novo se reduz ao célculo dos coeficientes de Fourier

R,, de S(k.) usando (3.15).
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Figura 3.7: (a) Grafico do espectro gaussiano nao paraxial concentrado em 1.99 x 10°m~!. Os
tracos em vermelhos representam o espectro dado pela eq. (3.22) e os tragos em cor preta repre-
sentam (3.22) através da série de Fourier dada por (3.14). O nimero de termos de coeficientes
de Fourier foi de 801. (b) Padrao de intensidade 3D do feixe nao paraxial |[¢1(p, ¢, 2)|? como
solucdo exatas de (2.2). (c¢) Projegao ortogonal da intensidade do feixe no plano (p, z).

3.5.2 Exemplos de feixes escalares nao paraxiais sem simetria azi-
mutal

Partimos do feixe com simetria azimutal 1(p, z,t) dado em (3.16), com espectro gaussiano
S(k,) dado em (3.22). Usando o operador L definido em (3.35) através de (3.36) temos:
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Figura 3.8: (a) Padrao de intensidade 3D do feixe ndo paraxial sem simetria azimutal do
espectro gaussiano (3.22) para v = 1 |[¢y(z,y,2 = 0)[2. (b) Projecio ortogonal da intensidade
do feixe no plano (z,y). (c) Padrao de intensidade 3D do quadrado da parte real do feixe
|Rethy (z,y, 2 = 0)]?. (d) Projegdo ortogonal do quadrado da parte real do feixe no plano (z,y)
para z = 0.

wl (P» ¢7 Z, t) = g_zﬁ eXp[1¢]
2 cosh sinh
D1(p, ¢, 2,t) = exp[—iwt] exp[ig] (—2> HZ_:OO R,p ( ~ 73 ) (3.37)
onde )
R, = % o S(k,) exp [—i%nkz] dk, (3.38)
h \/w2 ) w 2
=\ Z (zz + m) (3.39)

em (3.37)obtemos um novo feixe sem simetria azimutal ¥4 (p, ¢, z, ), o qual é uma solugao exata

da equacio de onda(2.2).
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Reparamos que a solugao exata (3.37) corresponde a superposicao dada em (3.34), com
S'(k.) = S(k.)(—k,), onde S(k.) esta dado por (3.14).

Foi analisado o espectro gaussiano do tipo nao paraxial S(k,), concentrado ao redor de
1.99 x 10% e com uma largura de banda espacial Ak, = 1.99 x 10*m~1.

O gréfico do espectro gaussiano (3.22) desse caso é mostrado na Figura 3.7(a) em cor ver-
melha, sendo a sua representacao através da serie de Fourier (3.14) e mostrada em cor preta. O
numero total de coeficientes de Fourier usado foi de 801, ou seja N = 400.

Na figura 3.7(b) apresentamos o padrao de intensidade normalizados em 3D |¢(p, @, 2)|*.
Notar que a Figura 3.7(b) corresponde ao espectro nao paraxial S'(k.) = S(k.)(—k,), onde
S(k.) é obtido da Figura 3.7(a).

O feixe obtido prové do espectro nao paraxial e é solucao analitica exata da equacgao de onda.
Podemos observar que o feixe produzido é propagante e nao possui simetria azimutal (v = 1).

Na Figura 3.7(c) apresentamos a projegao ortogonal da intensidade do feixe 3.7(b) no plano
(p, 2)-

Na solugao (3.37) notamos que a intensidade do modulo quadrado do feixe |[¢(p, ¢, 2)|*
conserva os efeitos de simetria, o qual é mostrado na Figura 3.8. Na Figura 3.8(a) apresentamos o
padrao de intensidade normalizados em 3D, mas agora nas coordenadas cartesianas |i(x,y, z =
0)|* e onde podemos apreciar a conservacao da simetria. Na Figura 3.8(c) apresentamos a
projegao ortogonal da intensidade do feixe 3.8(a) no plano (z,y).

Na Figura 3.8(c) apresentamos o padrao da parte real do feixe normalizados em 3D |Rey)(x,y, z =
0)]? e onde podemos apreciar um feixe escalar nao paraxial sem simetria azimutal. Na Figura
3.8(d) mostramos a projegao ortogonal no plano (z,y), com z = 0 deste ultimo gréfico ( Figura
3.8(c) ).

O fato de trabalhar com funcgoes de Bessel de ordem maiores, neste exemplo J;, garante
mediante (3.24) a obtencao de feixes escalares nao paraxiais sem simetria azimutal.

3.6 Conclusoes

Neste trabalho apresentamos um método tedrico simples, do ponto de vista matematico,
que fornece feixes escalares nao paraxiais como solucoes analiticas exatas da equagao de onda
para qualquer tipo de espectro S(k,). Devido a interesses praticos, as solugoes encontradas
correspondem a feixes escalares puramente propagantes com e sem simetria azimutal.

O método matematico baseia-se em uma solugao analitica para as integrais que descrevem
superposigoes de feixes de Bessel de ordem zero (nao evanescentes) com qualquer tipo de fungao
espectral na componente longitudinal do vetor de onda. O método distingue-se dos outros
métodos principalmente pela facilidade de convergéncia, a medida que o espectro S(k,) tende a
ser mais nao paraxial.

Baseados neste método, podemos obter feixes escalares nao paraxiais com fungoes de Bessel
de ordens maiores, caracterizados por nao possuir simetria azimutal. O tamanho do spot dos
feixes escalares encontrados é da ordem do comprimento de onda, caracteristica prépria dos
feixes nao paraxiais.

Os resultados deste trabalho sao importantes, pois além de fornecerem solucoes analiticas



Capitulo 3. Metodologia matematica para a obtencao de feixes escalares nao paraxiais 46

exatas, evitam demoradas simulacoes numéricas. Na atualidade, solugoes analiticas exatas da
equacao da onda no regime nao paraxial sao muito raras, pois elas sao obtidas mediante a teoria
de perturbacoes ou mediante simula¢oes numéricas.
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Capitulo I

Metodologia matematica para a construcao de
feixes eletromagnéticos nao paraxiais

Neste capitulo desenvolvemos dois métodos tedricos capazes de fornecer feixes eletromagné-
ticos nao paraxiais. O primeiro, é o método chamado das derivadas parciais e o segundo ¢é o
método do vetor potencial.

Como todo estudo eletromagnético iniciamos com as equagoes de Maxwell. No espacgo livre

-

sem cargas nem densidade de corrente (p = J = 0) as equagoes de Maxwell sdo:

V-E = 0 (4.1)
L o —
VxE = —2.B (4.2)
V-B = 0 (4.3)
Lo 10 =

B = =—FE 4.4
VX c2 ot (44)

onde ¢ = 1/,/Eolip € €0, o Sa0 a permissividade e a permeabilidade no vécuo respectivamente.

4.1 Meétodo das derivadas parciais

Vamos supor que desejamos um feixe eletromagnético com polarizacao linear:

E=FE,j+E.2 (4.5)
Substituindo (4.5) em (4.1) temos:

0 0 0
S TP A . E 7 E ) =
(xa$+yay+zaz) (E,y+E.2)=0
0
EZ = _a_y/Ede (46)

Agora, seja 1 solucao da equacgao de onda, entdo suas derivadas também s@o solugoes da
equagao de onda. Seja:

48
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Y= /Eydz (4.7)

entao
0
B, == (4.8)
usando (4.7) em (4.6) obtemos:
0
E,=—— 4.
. (49)

Seja 1 igual a solugdo da equagao de onda dada por (3.16). Porém por (4.8) e (4.9) as
componentes do campo elétrico £, e £, também sao solugoes da equacao de onda. Substituindo
(3.16) em (4.8) e (4.9) temos:

E, = 0 (4.10)
. w > w cosh sinh
Smh cosh
E, = t] n 4.12
o () 35 o (21 12
onde h é:
w? w 2
_ 0 ol
h \/02p + <zc —|—7rn> (4.13)

e onde R, sao os coeficientes de Fourier do espectro S(k.) dados em (3.15).
As equagoes (4.10-4.12) s@o solugoes analiticas exatas das equagoes de Maxwell e representam
as componentes transversais (E,, E,) e longitudinal (E,) do campo elétrico.

4.1.1 Feixe eletromagnético nao paraxial com polarizagcao linear

Com o objetivo de avaliar a metodologia proposta, foi estudado um feixe eletromagnético
com polarizagao linear (4.5), onde suas componentes sao dadas por (4.11) e (4.12).

O espectro S(k,) foi o mesmo usado em (3.22), ou seja, um espectro gaussiano do tipo nao
paraxial concentrado ao redor de k, = 3.97 x 10°m™!, com uma largura de banda espacial
de 9.93 x 10°m~! e com Ak,/k. = 0.25. O grafico do espectro (3.22) obtido anteriormente é
mostrado novamente na Figura 4.1(a).

Nas Figuras 4.1(b) apresentamos, em coordenadas cilindricas, para ¢t = 0, o padrao de inten-
sidade 3D da componente transversal do campo elétrico |E,|? com sua proje¢ao ortogonal no
plano (p, z). Na Figura 4.1(c) apresentamos o padrao de intensidade 3D no sistema cartesiano
e sua projecao ortogonal no plano (x,y,z = 0), aqui apreciamos sua simetria azimutal. Os
graficos obtidos sao solugoes analiticas exatas das equagoes de Maxwell obtidos de (4.11). Na
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Figura 4.1(d) apresentamos o diagrama vetorial correspondente a polarizagao linear da compo-
nente transversal do campo elétrico £, superposto a uma ampliacao do seu spot central obtido

na Figura 4.1(c). Notar que nesta figura, o tamanho do spot é aproximadamente da ordem do
comprimento de onda.
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Figura 4.1: Polarizagao linear: (a) Grafico do espectro gaussiano de tipo nao paraxial (N = 10).
Gréficos dos padroes de intensidade da componente transversal do campo elétrico |E,|* e sua

projecao ortogonal, (b) no plano(p, z) e (c) no plano (z,y, z = 0). (c) Diagrama vetorial de E,,.

Nas Figuras 4.2(a)(c) apresentamos, em coordenadas cilindricas, para t = 0 e y = sin¢
com ¢ = 7/2, os padroes de intensidades 3D da componente longitudinal do campo elétrico
|E.|* e do campo elétrico total (|E.|* + |E,|*) com suas projeces ortogonais no plano (p, 2).
Nas Figuras 4.2(b)(d) apresentamos os padroes de intensidades 3D no sistema cartesiano e suas
projegoes ortogonais no plano (z,y,z = 0), onde notamos que nao possuem simetria azimutal.
Os graficos obtidos sao solugbes analiticas exatas das equagdes de Maxwell obtidos de (4.12).

Das Figuras 4.1(a-b) e Figuras 4.2(c-d) apreciamos que o feixe eletromagnético resultante
obtido de um espectro gaussiano de tipo nao paraxial possui componentes de campo F, e E,
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Figura 4.2: Padroes de intensidade 3D com suas projecoes ortogonais para componente longi-
tudinal do campo elétrico |E,|* e do campo elétrico total (|Eiora|* = |Ey|> + |E.|?), (a) e (¢) no
plano (p, z) e (b) e (d) no plano (z,y,z = 0) com ¢ = 7/2.

com mesma ordem de grandeza, sendo sua relagdo de maximas intensidades |E,|*/|E.|? = 0.5.
Além de possuir tamanhos de spot da ordem do cumprimento de onda A = 0.63um, as quais
sao propriedades caracterizas dos feixes eletromagnéticos nao paraxiais.

4.2 Método do vetor potencial

Como V- B =0 (4.3), entao existe um vetor A, chamado de vetor potencial [3], tal que:
B=VxA (4.14)
Substituindo (4.14) em (4.2) e operando obtemos:

V x (E + %/T) =0 (4.15)

de (4.15) deduzimos que o campo vetorial E+ 8!(/ Ot é um campo conservativo. Portanto
existe uma funcao escalar V', tal que:



Capitulo 4. Metodologia matematica para a construcao de feixes eletromagnéticos nao

paraxiais 52
L0 -
E4+—A = —-VV
+ 9 \Y%
. o -
E = —-VV - EA (4.16)

Em (4.16) o nimero de solugdes para AeV sio infinitos, portanto vamos obter as equagcoes
que A e V devem atender.
Usando (4.16) em (4.1) temos:
\Y V—i—a(V-A):O (4.17)
Substituindo (4.16) e (4.14) em (4.4), temos:

T A 2~ 9 % 4.1
0=-VIVA+ 5 V] +VA- 55 (4.18)
escolhemos o calibre de Lorentz [2] igual a:
- o 10
A= — 4.1
\% > 8tv (4.19)

Finalmente usando (4.19) em (4.18) e em (4.17) obtemos o sistema de equagdes que envolvem
aAdeV:

S
1 02
VQV—C—QﬁV =0 (4.21)

Para obter um feixe com polarizacao £/ = E,p + E.Z, escolhemos:

A(p, z,t) = 2A.(p, z,t) = 2A(p, 2) exp [—iwt] (4.22)
onde A, (p, z,t) é solucao da equagao de onda (4.20).
O V pode ser obtido a partir do A. Substituindo (4.22) em (4.19), temos:

C2

Vip,z,t) = —i— {%Az(p, z,t)} (4.23)

w

Substituindo (4.23) em (4.16) obtemos o campo elétrico com componentes:

2 0P
Ep = lamAz(p,Z,t> (424)
E, = 0 (4.25)
Nk :
Ez = IE%AZ(p,Z,t>+1WAZ (4.26)

Substituindo (4.22) em (4.14) obtemos o campo magnético com componentes:
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B, = 0 (4.27)
0
By, = ——A.(p,2,t 4.28
6 o (b, 2, 1) (4.28)
B, =0 (4.29)

as expressoes (4.24-4.26) e (4.27-4.29) representam as componentes do campo elétrico e
magnético do feixe respectivamente. Em (4.24-4.26) as componentes transversais do campo
elétrico possuem parte radial Ey = 0, portanto o feixe possui polarizacao radial. De (4.29)
B, =0, assim (4.24-4.26) ¢ (4.27-4.29) representam também as componentes do campo elétrico
e magnético do modo T'M do feixe, denotadas nesta dissertacao, por E,, e B,, respectivamente.

Escolhendo A, (p, z,t) igual a solugao analitica da equagdo de onda mostrada em (3.16) e
substituindo em (4.24-4.26) e (4.27-4.29), obtemos finalmente as componentes do campo elétrico
E,, e magnético B,,

W . 0 sin h

cosh sinh
3 T 3 ) (4.30)
Eym = 0 (4.31)
. . > cosh sinh
E.n = iwexp|—iwt] Z R, [— 2 + 5
2 . .
QW sin h cosh sinh
P (inb_gomh sk am
Bym = 0 (4.33)
w? , d sinh cosh
Bym = —gexp[—lwt] Z Rnp( TER— > (4.34)
B., = 0 (4.35)

Aplicando o teorema da dualidade [1] em (4.30—4.35), obtemos as componentes do campo
elétrico e magnético para o modo T'E denotado por E, e B, respectivamente:
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B, = 0 (4.36)
w? , - sinh  cosh
Ey = C—Qexp[—lwt] Z Rnp( e ) (4.37)
E. = 0 (4.38)
[ w? ) > sin h
B, = i = exp|—iwt] Z R, (enm 4+ wz)p | 3 5
cosh sinh
—3 - h3> (4.39)
By = 0 (4.40)
. . = cosh sinh w?
B,. = iwexp[—iwt] Z R, [—7+ 3 _025
sin h cosh sinh
(35 — 83— — 0 )} (4.41)

onde R, sao os coeficientes dado em (3.15), os quais dependem do tipo de espectro escolhido,
onde h foi definido em (4.13). Em (3.36) as componentes transversais do campo elétrico possuem
parte azimutal £, = F, = 0, portanto o feixe resultante possui polarizacao azimutal.

A distribuicoes de intensidade dos campos eletromagnéticos para os feixes com polarizacao
azimutal e radial podem ser obtida facilmente usando (4.30-4.35) e (4.36-4.41) respectivamente.

4.2.1 Feixes eletromagnéticos nao paraxiais com polarizacao azimu-
tal e radial

Para a avaliacao deste tultimo método matemaético, analisamos o espectro quadrado de tipo
nio paraxial (3.21), concentrado em k., = 5.24 x 10°m™!, com uma largura de banda espacial

menor ao exemplo do caso escalar de Ak, = 4.99 x 10°m~!

. O qual apresenta um Ak, /k, =
0.095. Na Figura 4.3(a) mostramos o grafico do espectro quadrado em cor vermelha, sendo a
sua representagao através da série de Fourier (3.14) e mostrada em cor preta. O nimero total
de coeficientes de Fourier usado foi de 1601, ou seja N = 800. Para obter as solugoes analiticas

exatas correspondentes as componentes do campo elétrico para o modo T'E e T'M substituimos
os valores de R, em (4.30-4.35) e (4.36-4.41).

Polarizacao azimutal

Usando as expressoes (4.30-4.35) obtemos as distribuigdes de intensidades dos campos elétri-
cos e magnético para o feixe nao paraxial com polarizagao azimutal. Na Figura 4.3(d) mostramos
um exemplo deste tipo de feixe, cujo diagrama vetorial da componente transversal Ey representa
um feixe com polarizacao azimutal.

Nas Figuras 4.3(b) apresentamos, em coordenadas cilindricas, para ¢ = 0, o padrao de
intensidade 3D da componente transversal do campo elétrico | E4|? com sua proje¢ao ortogonal
no plano (p, z). Na Figura 4.3(c) apresentamos o padrao de intensidade 3D no sistema cartesiano
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Figura 4.3: Polarizagao azimutal: (a) Gréfico do espectro quadrado de tipo ndo paraxial (N =
800). Gréficos dos padroes de intensidade da componente transversal do campo elétrico |Ey|? e
sua projecao ortogonal, (b) no plano(p, z) e (c¢) no plano (x,y,z = 0). (d) Diagrama vetorial de
Ey.

e sua projegao ortogonal no plano (z,y,z = 0), aqui apreciamos sua simetria azimutal. Notar
que os graficos obtidos representam solugoes analiticas exatas das equagoes de Maxwell, obtidos
de (4.37).

Na Figura 4.1(d) apresentamos o diagrama vetorial correspondente a polarizagao azimutal da
componente transversal do campo elétrico Fy4 superposto a uma ampliacao do seu spot central
obtido na Figura 4.3(c). Notar que nesta figura, o tamanho do spot é aproximadamente da
ordem de grandeza do comprimento de onda.

Polarizagao radial

Nas Figuras 4.4(a)(c) apresentamos, em coordenadas cilindricas, para t = 0, os padroes
de intensidades 3D das componentes transversal |E,|? e longitudinal |E,[* do campo elétrico e
também o campo elétrico total (|E|? + |E,|?) com suas projegdes ortogonais no plano (p, z).
Apresentamos seus padroes de intensidades 3D no sistema cartesiano com suas projecoes or-
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Figura 4.4: (a)-(c) Padroes de intensidade 3D das componentes transversal e longitudinal do
campo elétrico |E,[?, |E.|? e do campo total (|E,|* + |E?) respectivamente nas coordenadas
cilindricas. (p, z).

togonais no plano (x,y,z = 0) nas Figuras 4.5(a)-(c), onde notamos que possuem simetria
azimutal. Notar que os graficos obtidos representam sao solucoes analiticas exatas das equagoes
de Maxwell obtidos de (4.39).

Das Figuras 4.4 e 4.5 apreciamos que o feixe eletromagnético resultante obtido de um espectro
quadrado de tipo nao paraxial possui componentes F, e F, da mesma ordem de grandeza,
incluso a componente longitudinal possui uma intensidade méaxima maior que da componente
transversal |E,|? < |E,|?. Eles também possuem tamanhos de spot da ordem do cumprimento
de onda A = 0.63um. Essas sao caracteristicas dos feixes eletromagnéticos nao paraxiais.

Na Figura 4.5(d) apresentamos o diagrama vetorial correspondente & polarizacao radial da
componente transversal do campo elétrico £, superposto a uma ampliacao do seu spot central

obtido na Figura 4.5(c). Notar que nesta figura, o tamanho do spot é aproximadamente da
ordem do comprimento de onda.

4.3 Conclusoes

Nesta secao apresentamos dois métodos matematicos capazes de fornecer feixes eletromagné-
ticos nao paraxiais puramente propagantes, com interessantes polarizagoes -radial e azimutal-,
como solugoes analiticas exatas das equagoes de Maxwell.

Os métodos sao deduzidos a partir das equacoes de Maxwell, portanto as expressoes resul-
tantes encontradas representam componentes do campo elétrico e magnético do feixe eletro-
magnético nao paraxial. Os cédlculos mateméaticos envolvem apenas simples derivadas e nao sao
necessarios calculos numéricos para resolver complexas integrais. Sendo, portanto, muito mais
rapido e simples de se aplicar e mais eficiente do que outros métodos.
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Figura 4.5: Polarizagao radial: (a)-(c) Padrées de intensidade 3D com suas projeges ortogonais
das componentes transversal |E,|? e longitudinal |E,|* e do campo elétrico total |E,|* + |E.|?
nas coordenadas cartesianas com (z,y,z = 0). (d) Diagrama vetorial de E,.
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Capitulo

Conclusoes Gerails

Neste trabalho apresentamos um método tedrico simples, do ponto de vista matematico,
que fornece feixes escalares nao paraxiais como solucoes analiticas exatas da equacao de onda
para qualquer tipo de espectro S(k,). Devido a interesses praticos, as solugoes encontradas
correspondem a feixes escalares puramente propagantes com e sem simetria azimutal.

O método matematico baseia-se em uma solugao analitica para as integrais que descrevem
superposigoes de feixes de Bessel de ordem zero (nao evanescentes) com qualquer tipo de fungao
espectral na componente longitudinal do vetor de onda. O método distingue-se dos outros
métodos principalmente pela facilidade de convergéncia, a medida que o espectro S(k,) tende a
ser mais nao paraxial.

Baseados neste método, podemos obter feixes escalares nao paraxiais com fungoes de Bessel
de ordens maiores, caracterizados por nao possuir simetria azimutal. O tamanho do spot dos
feixes escalares encontrados sao de igual ordem do comprimento de onda, caracteristica propria
dos feixes nao paraxiais.

Os resultados deste trabalho sao relevantes, pois além de fornecerem solucoes analiticas
exatas, evitam demoradas simulacoes numéricas. Na atualidade, solugoes analiticas exatas da
equacao da onda no regime nao paraxial sao muito raras, elas sao obtidas mediante teoria de
perturbagoes ou mediante simulagoes numéricas.

Cabe ressaltar que o método desenvolvido é exato, e portanto pode também ser aplicado aos
feixes paraxiais.

Nos apresentamos também um estudo vetorial dos feixes dpticos nao paraxiais, através de
dois distintos métodos vetoriais capazes de fornecer feixes eletromagnéticos nao paraxiais pura-
mente propagantes, com interessantes polarizacoes -radial e azimutal- , como solucoes analiticas
exatas das equagoes de Maxwell.

Os métodos sao deduzidos a partir das equacgoes de Maxwell, portanto as expressoes resul-
tantes encontradas representam componentes do campo elétrico e magnético do feixe eletro-
magnético nao paraxial. Os calculos matematicos envolvem apenas simples derivadas e nao sao
necessarios calculos numéricos para resolver complexas integrais. Sendo, portanto, muito mais
rapido e simples de se aplicar e mais eficiente do que outros métodos.

29
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Trabalhos Futuros

Como sugestao para trabalhos futuros fica a aplicacao do método a outras situagoes espe-
cificas, como por exemplo na obtencao de solucoes analiticas descrevendo feixes truncados por
aberturas finitas ou ao estudo das pingas épticas, onde o analise das forgas envolvidas precisa
de expressoes analiticas exatas na descricao do feixe éptico.

Também seria muito interessante poder reproduzir experimentalmente os feixes eletromag-
néticos nao paraxiais encontrados em laboratorio, principalmente os feixes 6pticos fortemente
concentrados com tamanhos de spot do ordem do comprimento de onda. Como vimos, estes
possuem modernas aplicagoes. As fontes dependentes do espectros poderiam ser geradas a par-
tir de hologramas gerados por computador, reproduzidos por um modulador espacial de luz, o
SLM, cuja sigla em inglés corresponde a Spatial Light Modulators.

Para complementacao do trabalho, seria interessante encontrar expressoes para fluxos de
poténcia através do vetor de Poynting usando os resultados concluidos neste trabalho, bem
como encontrar novas polarizagoes partindo da superposicao de polarizagoes ja encontradas.
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Apéndice A

Apendice: Solucao da equacao de onda

Para a validar que a expressao (3.16):

v(p, z,t) = exp|—iwt] Z R, sinc| i—;pQ + (z% + mn)?] (A1)

onde K =2w/c e R, sdo os coeficientes de Fourier dados em (3.15) representa uma solucao
exata da equagao de onda (2.2):

0?19 9 107
(a—pﬁ;a—pﬁ@—:@) vip21) =0 (A2)
substituimos (A.1) em (A.2):
”# 10 9 10
(8_,02+ op toa g@) (pszt) = 0
2 1 > W2

Derivando temos:

> blpoat) = expliwt] i R {w_‘po (3sin[h] ~ 3cos[h] sin[h]) N w? <cos[h]

0p? = ct h? h* h? c? h?
sin|h
) "
10 > w? [ cos|h sin|h
0? w? wz\2 [(3sinlh]  3cos[h] sin[h
@lb(p,z,t) = exp|—iwt] Rn = <n7r+7> ( h5[ I h4[ | hL ])
w? cos[h] sin[h]
2 (o5 ) o
onde
2
h = \/j—Qp2 + (z% + 7m™n)? (A.7)
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de (A.7) usando (7n + 2%)? = h? — w?p?/c® em (A.6) temos:

o? o0 2 2 3sinlh 3 L h
@%U(P, z,t) = exp[—iwt] Z: R, {% <h2 _pgcz_Q) ( S;;[ ] CZi[ ] SIZL ]>
w? (cos[h]  sin[h]
)
= exp[—iwt] Z R, {_o:_ij (35;:;%] _ 3C2j[h] B Sizgh]) _ 202_22 (Co]jgh] _ sizz[sh])

~w? (sin[h]
c2 h
4

= exp|—iwt] i R, [_Cc‘f_jpg (3sin[h] _ 3cosh] Sin[h]) ¥ (cos[h] B sin[h])}

2. % h E 2\ R
w? . - sin[h]
- (exp[—wt] n:Z:OO R, . >
, = wh , (3sin[h]  3cos[h]  sin[h] w? (cos[h| sin[h]
= exp[—iwt] Z R, [—EPQ ( T = > - 2; ( N )1

~ FU(p.z1) (AS)

Substituindo (A.4), (A.5) e (A.8) em (A.3) notamos que (3.16) é afetivamente uma solucao
exata da equagao de onda (2.2) com os coeficientes de Fourier R,, dado por (3.15):

para O eSpeCtI‘O:
z n Fr z

n=—oo



