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Resumo

Recentemente, trés novos modelos probabilisticos de canal, modelos a-p, -y € k-p, foram pro-
postos com o intuito de prover uma andlise mais realistica do sinal propagante. Por apresentarem
um grau de liberdade a mais que os demais ja existentes na literatura, um melhor ajuste a medidas
de campo verificou-se com a utilizacdo dos mesmos. Esta tese prové uma caracterizacio estatistica
para estes modelos de desvanecimento generalizados. Tal caracterizacdo engloba tanto estatisticas
de primeira como de segunda ordem. Aproximagdes simples e precisas para a soma de varidveis e
processos aleatdrios sdo propostas. Inimeras métricas de desempenho em ambientes com e sem di-
versidade na recepcdo sdo investigadas de forma exata e aproximada. Dentre estas, podemos citar:
probabilidade de ourage, taxa de erro de bit, capacidade de canal, taxa de cruzamento de nivel, du-
racdo média de desvanecimento, dentre outras. Além disso, mostra-se também qual das distribui¢des
generalizadas melhor aproxima a soma de varidveis e processos Nakagami-m, uma vez que todas
incluem Nakagami-m como caso especial. Finalmente, expressdes exatas e aproximadas para a taxa
de cruzamento de nivel de canais Weibull correlacionados e ndo idénticos em receptores multirramos
sao apresentadas.

Palavras-chave: Ambientes de desvanecimento generalizados, caracterizacio de canal, diversi-
dade, estatisticas de ordem superior, métodos de aproximac¢ao, métricas de desempenho.

Abstract

Recently, three new channel models, -y, -1 and k-p, were proposed with the aim to provide a
more realistic analysis of the propagate signal. Due to they have one degree of freedom more than
those already existing in the literature, a better adjust to field measurement data was attested with their
use. This thesis deals with the statistical characterization of these generalized fading models. Such a
characterization includes both first and second order statistics. Simple and precise approximations to
the sum of random variables and processes are proposed. Several performance metrics in scenarios
with and without diversity are investigated in an exact and approximate manner. Among them, we
may cite: outage probability, bit error probability, channel capacity, level crossing rate, average fade
duration, such others. Furthermore, it is shown what is the generalized distribution that better ap-
proximate the sum of Nakagami-m variates and processes, once that all of them include Nakagami-m
as special case. Finally, exact and approximate expressions for the crossing rates of non-identical
correlated Weibull channels in multibranch receivers are presented.

Keywords: Generalized fading scenarios, channel characterization, diversity, higher order statis-
tics, approximation methods, performance metrics.
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Capitulo 1

Introducao

A necessidade de mobilidade garantiu aos sistemas de comunica¢do um nicho privilegiado no
mercado mundial das telecomunica¢des e um crescimento vertigioso nos tltimos tempos. As novas
geragOes de sistemas trazem propostas ousadas, com altas taxas de transmissao integrando voz, dados
e imagem. Em vista do acelerado avancgo tecnoldgico, vislumbra-se para um futuro préximo uma
rede sem fio global e convergente, provendo as mais remotas localidades com uma ampla gama de
servicos, total flexibilidade e transparéncia para os diversos tipos de usudrios. Neste contexto, uma
boa caracterizag¢do do canal rddio-mével torna o projeto e andlise de qualquer técnica de comunicagdo

muito mais precisa.

1.1 O Sinal em Comunicacoes sem Fio

Em comunicacgdes sem fio, um grande nimero de fatores afeta diretamente a qualidade do sinal
recebido. A intensidade do sinal sofre freqiientes flutuagdes, ora proporcionando um sinal de boa
qualidade, ora degradando o sinal. Torna-se, portanto, necessdria uma caracterizacdo mais precisa
do canal de comunicagdes, de forma que se possa ter uma melhor previsdo de como serd o compor-
tamento do sinal quando sujeito a determinadas condi¢des de propagacdo. Baseado nisso, o sinal
radio-movel costuma ser tratado de forma estatistica.

A intensidade do sinal pode ser caracterizada por trés fendmenos: perda de percurso, desvaneci-
mento de longo prazo ou lento e desvanecimento de curto prazo ou rapido. A perda de percurso diz
respeito a atenuacdo sofrida pelo sinal ao longo do percurso entre transmissor e receptor. Ela depende
de um grande ndmero de fatores que incluem altura da antena, freqiiéncia de operacdo, ambiente de
propagacdo, distancia entre transmissor e receptor, entre outros. O desvanecimento lento € caracte-
rizado pelo efeito do sombreamento provocado por obstrucdes de larga escala. Tal desvanecimento

determina a variacdo da média global do sinal recebido e ocorre ao longo de dezenas de comprimento
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de onda. O desvanecimento rapido decorre da propagacdo por multiplos percursos, ou seja, da acdo
conjunta de multiplas reflexdes, espalhamento e difracdes do sinal rddio-mével ao longo do seu per-
curso. Esse tipo de desvanecimento afeta a média local do sinal e ocorre em intervalos de tempo
correspondentes a fracdes de comprimento de onda. Nesta tese, iremos investigar ambientes em que

prevalecem este tltimo tipo de desvanecimento.

1.2 Distribuicoes Generalizadas de Desvanecimento

Um grande nimero de distribui¢des existem que descrevem bem as estatisticas do sinal radio-
moével. A variagdo a longo prazo segue uma distribuicao lognormal, enquanto que a variagdo a curto
prazo pode ser descrita por algumas outras distribui¢des, tais como Rayleigh, Hoyt, Rice, Nakagami-
m e Weibull. Dentre estas distribuicdes, Nakagami-m tem recebido uma atencdo especial por sua
facilidade de manipulacdo e ampla gama de aplicagdes [2]. Embora, em geral, as estatisticas do canal
radio-movel possa ser bem caracterizado por Nakagami-m, existem situacdes nas quais outras dis-
tribuicdes tais como Hoyt, Rice e Weibull se ajustam melhor as medidas de campo [3—-6]. Indo mais
além, situacdes sdo encontradas nas quais nenhuma distribui¢ao se ajusta bem aos dados experimen-
tais, embora uma ou outra se adeque moderadamente. Alguns pesquisadores [5] questionam o uso da
distribuicdo Nakagami-m devido ao fato de sua cauda ndo se ajustar bem aos dados medidos, sendo
um bom ajuste percebido apenas em torno da média.

Todas as distribuicdes de desvanecimento citadas acima, quando propostas, assumiram um campo
de espalhamento difuso homogéneo resultante a partir de pontos espalhadores distribuidos aleatori-
amente. Tal suposicdo € certamente apenas uma aproximacdo, uma vez que as superficies sdo es-
pacialmente correlacionadas caracterizando um ambiente ndo-linear [7]. Recentemente, trés novas
distribui¢cdes foram propostas [8, 9] com o intuito de prover uma melhor caracterizag@o estatistica
para o sinal rddio-mdvel. Por apresentarem um grau de liberdade a mais que as demais distribui¢des
anteriormente existentes na literatura, esperou-se que estas novas distribui¢des possuissem um melhor
ajuste as medidas de campo, o que posteriormente pode ser comprovado pelas intimeras campanhas
de medicéo realizadas para a validagdo das mesmas.

Com o objetivo de explorar a ndo-linearidade do meio de propagacgao, a distribuicdo «-p foi pro-
posta em [8]. Inicialmente, pensou-se que esta distribuicao era nova mas, de fato, ela ¢ uma versao
reescrita da distribuicdo Gamma generalizada, que foi inicialmente proposta por Amoroso [10] e par-
ticularizada por Stacy [11]. De acordo com o préprio Stacy [11], o intuito de sua proposta referia-se
a uma generalizacdo da distribuicio Gamma, sendo esta realizada com a inclusd@o de um parametro
positivo no expoente do fator exponencial da mesma. Porém, o trabalho de Stacy ndo estava associ-

ado nem com uma aplicagdo especifica nem com um modelamento fisico de algum dado fendmeno.
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Ele era puramente um problema matematico no qual algumas propriedades estatisticas de uma versao
generalizada da distribuicio Gamma foram investigadas. Por outro lado, a distribui¢do a-u [8] tem
como base um modelo de desvanecimento. Devido a isso, seus parametros estdo diretamente associ-
ados com as propriedades fisicas do meio de propagacgao. Ela inclui outras distribui¢des importantes
como casos especiais, além de suas principais estatisticas de primeira ordem serem expressas por
meio de equagdes simples e em forma fechada. Como seu préprio nome infere, a distribuicdo a-p
¢ escrita em termos de dois parametros fisicos, a e p, que descrevem a nao-linearidade do meio de
propagacdo e o nimero de clusters de ondas de multipercurso, respectivamente.

Com o objetivo de explorar tanto o desbalanceamento de poténcia entre as componentes em fase
e em quadratura de cada cluster das ondas de multipercurso como a correlacio entre as mesmas, a
distribuicdo n-4 foi proposta em [9] em dois formatos, correspondendo assim a dois modelos fisicos.
A distribuicdo x-p foi proposta também em [9], porém com o intuito de modelar sinais propagando
em ambientes com linha de visada. Estas duas distribui¢cdes foram pioneiramente investigadas nos
artigos cléssicos de Nakagami [12,13], porém sem nenhuma ligacdo com modelos fisicos de desvane-
cimento. Elas eram puramente relacionadas a um problema matematico. As distribuicdes 7-u e k-1,
em contraste, tem como base um modelo fisico, onde seus pardmetros estdo diretamente associados
com as propriedades fisicas do meio de propagacdo. Ambas as distribui¢cdes consideram o fénomeno
da clusterizacdo, descrito pelo parAmetro p, enquanto que o parametro 7 da distribuicdo n-p e o

parametro « da distribui¢do x-p descrevem fendmenos distintos que serdo detalhados no Capitulo 2.

1.3 Sistemas com Diversidade

Contornar os efeitos prejudiciais da propagacdo por multipercurso € uma das tarefas dificeis no
projeto de sistemas de comunicagdo sem fio. H4 muitas técnicas de combate a esses efeitos. Técnicas
de diversidade, codificagdo e equalizacdo adaptativa sdo exemplos representativos. Diversidade ¢ uma
técnica que estd presente em sistemas de comunicagdo desde os anos 20 e é bastante interessante por
sua efici€ncia e relativa simplicidade de implementacao.

O principio da diversidade estabelece que desvanecimentos em canais independentes sdo eventos
independentes. Assim, se determinada informacao € disponibilizada com redundancia em um certo
nimero de canais (ramos de diversidade), a probabilidade de que seja afetada por um desvaneci-
mento profundo, simultaneamente em todos os canais, € menor que a probabilidade de ocorréncia em
qualquer um dos canais. Por fim, combinando os sinais de informac¢do dos diversos ramos com um
algoritmo adequado (método de combinacdo), obtém-se um sinal resultante menos deteriorado pelo
desvanecimento do que os sinais de cada ramo individualmente. Usualmente, existem dois tipos de

esquemas de diversidade. Um deles é chamado diversidade macroscépica e o outro é denominado
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diversidade microscépica. A diversidade macroscdpica € usada para combinar dois ou mais sinais su-
jeitos a desvanecimento lento, por exemplo, sinais recebidos por caminhos independentes oriundos de
duas ou mais antenas distintas de estagoes bases distintas. Por outro lado, a diversidade microscopica
€ usada para combinar dois ou mais sinais sujeitos a desvanecimento rapido e obtidos por caminhos

independentes através de duas ou mais antenas distintas da mesma estag@o transmissora.

1.3.1 Métodos de Combinacao

A literatura costuma mencionar seis métodos de combinagdo, classificados em trés grupos se-
gundo o principio de operagcdo: combinacgdo por selecao, combinacdo por adi¢cdo e métodos hibridos.
A combinagdo por selecdo escolhe como saida um dos M sinais de diversidade, conforme algum
critério. Na combinacio por adi¢do, o sinal resultante € uma combinagao linear dos M sinais de di-
versidade. Uma mescla ocorre nos métodos hibridos. Neste caso, 1 < [ < M sinais s@o selecionados
e combinados adequadamente. A seguir, apresentaremos uma breve descricdo dos trés métodos de

combinacdo analisados em alguns Capitulos desta tese.

Combinacao por Selecao Pura:

Na combinacdo por selecdo pura (PSC, do inglés pure selection combining) os sinais de diver-
sidade sdo monitorados continuamente e o melhor sinal é selecionado. Geralmente, o critério de
selecdo é a maior relag@o sinal-ruido. Na pritica, entretanto, a presenca de ruido dificulta a esti-
mativa da poténcia do sinal puro, e o ramo com maior poténcia de “sinal+ruido” é selecionado. A
necessidade de um receptor para cada ramo de diversidade e de monitoramento dos sinais a uma taxa

superior a da ocorréncia de desvanecimento sio limitagdes desta técnica.

Combinacao por Ganho Igual:

O sinal resultante da combinag@o por ganho igual (EGC, do inglés equal-gain combining) cor-
responde a soma coerente dos sinais de diversidade. Faz-se necessdria, portanto, circuitaria para
alinhar em fase os sinais dos ramos. Tal necessidade inexiste no método de selecdo. Apesar disto, a
simplicidade de implementacdo e a eficiéncia sdo caracteristicas da EGC. Seu desempenho se apro-
xima do desempenho da combinacdo 6tima (descrita a seguir), mesmo sendo substancialmente menos

complexa.
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Combinacao por Razao Maxima:

A combinag¢do por razdo maxima (MRC, do inglés maximal-ratio combining) realiza uma soma
ponderada dos sinais de diversidade, onde o coeficiente de ponderacdo de cada ramo € proporcional
arazdo entre o valor do seu sinal e a poténcia média do ruido correspondente. Este método resulta na
combinagdo 6tima, atingindo o limite méximo tedrico de ganho com uso de diversidade com sinais
para ramos identicamente distribuidos. O desempenho ideal ndo € atingido na prética devido a erros
na estimativa dos ganhos de cada ramo. Recentes avangos na area de processamento digital de sinais,
no entanto, impulsionaram o uso da MRC em sistemas atuais envolvendo receptores RAKE e arrays

de antenas.

1.4 Objetivos e Descricao dos Capitulos

Esta tese visa investigar ambientes de desvanecimento generalizados [8,9] através de uma anélise
estatistica dos mesmos, preenchendo uma lacuna ainda existente neste ramo de comunicagdes sem fio.
Por terem sido recentemente apresentados na literatura, existem pouquissimos trabalhos que abordam

e investigam estes tipos de ambiente. Esta tese estd estruturada da seguinte forma:

 Capitulo 2: Neste Capitulo, formulacdes aproximadas para a soma de varidveis aleatorias (RVs,
do inglés random variables) a-p, -1 € k-p serdo propostas. Por serem simples e precisas, tais
formulacdes serdo estendidas para a anélise de algumas métricas de desempenho onde ocorrem

soma de RVs.

* Capitulo 3: Este Capitulo investiga algumas estatisticas de segunda ordem de canais n-y. Em
especial, a taxa de cruzamento de nivel (LCR, do ingl€s level crossing rate), a duragdo média de
desvanecimento (AFD, do inglés average fade duration) e a taxa de cruzamento de fase (PCR,
do inglés phase crossing rate) serdo obtidas. Além disso, formulacdes exatas e aproximadas
para a LCR de receptores multirramos MRC e EGC, respectivamente, em ambientes Hoyt serdo

propostas.

* Capitulo 4: Neste Capitulo, uma expressao simples e em forma fechada para a func¢do densidade
de probabilidade (PDF, do inglés probability density function) conjunta da envoltéria e fase de

canais n-p serd obtida.

* Capitulo 5: Neste Capitulo, expressdes exatas para a LCR e AFD da envoltéria na saida de
receptores multirramos PSC, EGC e MRC ser@o obtidas para ambientes a-u, 7-p € £-p. Além
disso, formulacdes aproximadas bastante precisas para as estatisticas acima serao também apre-

sentadas.
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Capitulo 6: Neste Capitulo, a capacidade de canal média (ACC, do inglés average channel
capacity) de ambientes n-i1 e k-p serd obtida. Além disso, serd mostrado que a ACC de am-
bientes Nakagami-m define regides de capacidade quando analisada em conjunto com modelos

de canal a-pu, n-p € K-,

Capitulo 7: Neste Capitulo, expressdes para as funcdes geradoras de momento (MGFs, do
inglés moment generating functions) de ambientes n-p e k-p serdo obtidas. Como uma possivel
aplicacdo de nossos resultados, a taxa de erro média (AER, do inglés average error rate) de

esquemas de modulacdo bindrios serd também apresentada.

Capitulo 8: Neste Capitulo, formulagdes exatas e aproximadas para a LCR da envoltdria de
canais Weibull correlacionados e ndo-idénticos em receptores PSC, EGC e MRC serdo apre-

sentadas.

Capitulo 9: Neste Capitulo, algumas consideracdes finais e perspectivas de investigacdes fu-

turas serdo apresentadas.

Apéndice A: Neste Apéndice, algumas propriedades relacionadas a soma de RVs a-p serdo

introduzidas.

Apéndice B: Neste Apéndice, algumas PDFs conjuntas de canais 7)-u serao apresentadas.



Capitulo 2

Formulacoes Aproximadas em Forma
Fechada para a Soma de Variaveis Aleatorias
Generalizadas e Aplicacoes em Métricas de

Desempenho

A andlise de desempenho de um grande nimero de aplicacdes em comunicacdes sem fio envolve
a soma de RVs. Tais aplicagdes incluem, por exemplo, EGC, deteccdo de sinais, interferéncia inter-
simbdlica, equalizagdo linear, cdlculos de limitantes de erro para codificacdo, dentre outras [14, 15].
Infelizmente, a formulacio analitica exata para as estatisticas de soma de RVs € invidvel do ponto
de vista computacional, uma vez que baseia-se na convolu¢do multidimensional ou na integral do
produto de MGFs. Por essa razéo, alguns métodos referentes a aproximagdo de somas tém sido pro-
postos na literatura para os mais variados tipos de RVs [1,13,16-21]. Em um trabalho pioneiro [13],
uma aproximacgdo para a soma de RVs Nakagami-m i.i.d foi proposta. Baseando-se nessa idéia, os
parametros da distribuicdo Nakagami-m que aproxima a soma de duas RVs Nakagami-m indepen-
dentes e correlacionadas foram obtidos em [16]. Em [17, 18], aproximacdes em forma fechada para
a PDF da soma de RVs Rayleigh e Rice foram obtidas. Um conjunto de trabalhos empregando
estimadores baseados em momentos foi apresentado em [1, 19-21] para aproximar somas de RVs
Weibull, Nakagami-m, Rice e Hoyt.

O objetivo deste Capitulo € apresentar formula¢des aproximadas em forma fechada para as estatis-
ticas de soma de RVs i.i.d a-p [8], n-p € k- [9]. Para isto, estimadores baseados em momentos serdo
usados com o intuito de obter os pardmetros da aproximagao a-p, 7-4 € k-p requeridos. Observar-se-
4 que as aproximacdes sdo altamente precisas, provendo resultados que sdo praticamente indistintos

das solucdes exatas. A simplicidade de nossas formulagdes as tornardo adequadas na investigacdo

7
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de algumas métricas de desempenho. Dessa forma, aproximacdes simples e precisas para a OP e
ABEP de receptores multirramos EGC serdo obtidas para os trés tipos de ambientes de desvaneci-
mento em questdo. Além disso, considerando receptores multirramos MRC, expressdes exatas e em
forma fechada, para os canais 7-p € k-p1, € expressdes aproximadas, para canais «-yi, serdo também

propostas.

2.1 Modelos de Canal a-p, n-11 € k-1

As distribuigdes a-p, n-p1 € k-p sdo distribuigdes de desvanecimento gerais que descrevem a
variagdo a curto prazo do sinal em desvanecimento. Elas incluem como casos especiais outras dis-
tribui¢des importantes. Em particular, Weibull é um caso especial da distribui¢do a-pu, Hoyt da dis-
tribuicdo 7-p e Rice consiste um caso particular da distribuicdo x-u. Além disso, a distribuicao
Nakagami-m pode ser obtida partindo de qualquer uma destas distribui¢des generalizadas. Na seqii€n-
cia, uma discussdo detalhada acerca dos modelos fisicos inerentes a cada uma destas distribui¢des sera

feita.

Modelo de Canal a-i:

O modelo de canal para a distribuicdo a-p considera um sinal composto por clusters de ondas de
multipercurso propagando-se em um ambiente ndo-homogéneo. Dentro de cada um dos clusters, as
fases das ondas espalhadas sao aleatérias e tém atrasos temporais similares, com o espalhamento do
atraso dos diferentes clusters sendo relativamente grande. Além disso, os clusters de ondas de multi-
percurso possuem ondas espalhadas com poténcias idénticas. A envoltdria resultante € obtida como
uma fungdo nao-linear do médulo da soma das componentes de multipercurso. Tal nao-linearidade é
manifestada em termos de um parametro de poténcia, tal que a intensidade do sinal resultante € obtida
ndo apenas como o modulo da soma das componentes de multipercurso, mas como este modulo ele-
vado a um certo expoente.

Assumindo que em um dado ponto o sinal recebido compreende um niimero arbitrario n de com-
ponentes de multipercurso e sendo o > 0 o parametro de poténcia que descreve a ndo-linearidade do

meio, a envoltdria resultante 2 do sinal a-p pode ser escrita como

n

R* = (X7 +YD), @.1)

i=1

onde X; e Y; sdo processos gaussianos mutuamente independentes de média nula e com variancias
idénticas tal que E(X;) = E(Y;) = 0e E(X?) = E(Y}?) = o2, com F(-) denotando média estatis-
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tica, e n € o nimero de clusters de ondas de multipercurso. A partir de (2.1), seguindo o procedimento

estatistico padrao de transformag@o de varidveis, temos que a PDF f(+) de R pode ser expressa como

au“ro‘“_l r®
_ —y— 2.2
falr) = S e (< ). @2

no qual 7 = {/E(R*) = {/2uc?, T'(-) é a fungdo Gamma [22, Eq. 6.1.1] e u > 0 é a extensdo real

do parametro n, dado pela inversa da varidncia normalizada de R%, isto é,

_ EB*(R%)
~ V(R

1 (2.3)
onde V(-) representa o operador variancia. Para o = 2, (2.2) reduz-se a PDF de Nakagami-m e para
p = 1, (2.2) reduz-se 2 PDF de Weibull. A partir de (2.2), o k-ésimo momento E(R*) pode ser obtido

como
I'(p+k/a)

i+ T (1)
Analogamente, a funcio de distribui¢do cumulativa (CDF, do inglés cumulative distribution function)
FRr(-) de R pode ser obtida de (2.2) como

E(RF) =+F (2.4)

U(p, pre /i)

Fr(r) = 00) ;

2.5)

onde I'(z,y) = [/t~ exp(—t)dt é a fungdo Gamma incompleta.

Modelo de Canal 7-y::

O modelo de canal para a distribui¢ao 7-u considera um sinal composto por clusters de ondas de
multipercurso tal que dentro de cada um dos clusters as fases das ondas espalhadas sdo aleatdrias e
tém atrasos temporais similares, com o espalhamento do atraso dos diferentes clusters sendo relati-
vamente grande. A envoltéria R do sinal n-p pode ser escrita como em (2.1) fazendo a@ = 2. Neste
caso, dependendo do formato da distribui¢ao 7-u, as componentes em fase e em quadratura X; e Y;
assumem comportamento distintos. No Formato 1, X; e Y; s@o processos gaussianos independentes
de média nula e varidncias distintas, onde a razdo destas ultimas é dada pelo parimetro 7, isto &,
n = E(X?)/E(Y?),n > 0. No Formato 2, X; e Y; sdo processos gaussianos correlacionados de
média nula e mesma varidncia, sendo o pardmetro  dado como o coeficiente de correlacdo entre tais
processos, isto é, n = E(X;Y;)/E(X?) (ou, equivalentemente, n = E(X;Y;)/E(Y?)), -1 <n < 1.
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Em ambos os formatos, o parimetro p é uma extensdo real de n/2 e é dado por

H 2
1+ (F) ] , (2.6)

onde H e h sdo funcgdes do pardmetro 7 e variam de um formato para outro. Para os dois formatos, a

B E2<R2)
= o (me)

X

PDF da envoltéria n-p pode ser expressa como

fr(r)

AT T3 RHg 2 2uhr? 2uHr?
_ WmptE exp(—'LLT)[N;['M r}, 2.7)

T(p)HP 2 Qe te Q Q

onde Q = E(R?) e I,[] é afungdo de Bessel modificada de primeiro tipo de ordem arbitréria [22, Eq.
9.6.20]. No Formato 1, h = (2+n~'+n)/4e H = (n~'—n) /4, enquanto no Formato 2, h = 1/(1—n?)
e H = n/(1 —n?). Um formato pode ser convertido no outro por meio da simples transformagao
bilinear dada por 7; = (1 — 12)/(1 + 12), onde 7, € o pardmetro 1 no Formato 1 e 7, é o pardmetro
1 no Formato 2. Além disso, pode ser constatado que a PDF da envoltéria n-p € simétrica em torno
de 7 = 1 no Formato 1 ou em torno de 7 = 0 no Formato 2, isto &, ela possui os mesmos valores nos
intervalos 0 < < 1e0 < n~! < 1, no Formato 1, e nos intervalos 0 < n < 1e —1 < n < 0, no
Formato 2. A partir de (2.7), o k-ésimo momento de R pode ser expresso como

I (2u+ %) Q3 ko1 k 1 (H\?
E(R") = ( 2) oy u+—+—,u+—;u+—;<—> , (2.8)
hPts (2u)2 T(2p) 4 2 4 2°\h

onde o F(-,;+;+) é a funcdo hipergeométrica [22, Eq. 15.1.1]. A CDF da envoltéria n-u pode ser

H [2
Fr(r)=1-Y, <F’ \/#r) , (2.9)

expressa como

onde [9]
2R
Y,(\, B) = ) P /B %’ exp (—xQ) ],U,% P\xﬂ dz. (2.10)

A distribuicdo de Hoyt (ou Nakagami-q) pode ser obtida a partir da distribuicdo 7-u fixando
i = 1/2. Neste caso, o pardmetro de Hoyt (ou Nakagami-g) é dado por b = — (1 —1n)/(1+n)
(ou ¢> = 1) no Formato 1 ou b = —n (ou ¢*> = (1 —n)/(1+n)) no Formato 2. A distribui¢do
Nakagami-m, por sua vez, advém da 7-y fazendo p = m e n — 0 ou n — oo no Formato 1, ou
n — 41 no Formato 2. Da mesma forma, ela pode ser obtida usando ;x = m/2 e  — 1 no Formato

1 ou 7 — 0 no Formato 2.
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Modelo de Canal x-p:

No modelo de desvanecimento k-u, os clusters de ondas de multipercurso sdo compostos tanto
por ondas espalhadas como por ondas em linha de visada. Neste caso, a envoltéria 12 de um sinal x-p

pode ser escrita em termos das componentes em fase e em quadratura do mesmo como

n n

2 2 2
R =Y (Xi+p)+) (Yi+a), (2.11)
i=1 i=1
onde X; e Y; sdo processos gaussianos independentes de média nula e variancias idénticas tal que
E(X?) = E(Y?) = 02, p; e q; sdo, respectivamente, os valores médios das componentes em fase e em
quadratura das ondas de multipercurso do cluster ¢ e n corresponde ao nimero de clusters de ondas
de multipercurso. O parametro s € definido como a razio entre a poténcia total das componentes
dominantes e a poténcia total das ondas espalhadas, ou seja, k = d?/(2u0?), onde d? = > 7 | (p? +

q?). O parAmetro i, que representa uma extensdo real de n, é dado por

CBARY) | 142
T VR TR

(2.12)

A PDF da envoltéria I? de um sinal -y é dada por

Fulr) = 2ME1+/€)T P exp (_M) I IQW K1+ K)

2.13
. | @

no qual Q = F(R?). O k-ésimo momento de R pode ser expresso como

k
2

I (p+ %) exp(—rp)Q
T(1) (1 + R)p)?

onde 1 Fi(+;-; ) é a fung@o hipergeométrica confluente [22, Eq. 13.1.2]. A partir de (2.13), a CDF de

Fr(r)=1-Q, <\/2/w, \/ 2“(%@» : (2.15)

o] 2 2
/ x¥ exp (_:p —;a ) I, i[ax]dz, (2.16)
b

E(R") =

k
1B (M ik w) ; (2.14)

R pode ser obtida como

onde

Qv(a,b) =

aufl

¢ a funcdo de Marcum-Q generalizada [23]. Como j4 mencionado, as distribui¢des de Rice e Nakagami-

m constituem casos particulares da x-u. Fixando 4 = 1 em (2.13), obtemos a PDF de Rice. Por outro
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lado, a PDF de Nakagami-m € obtida a partir de (2.13) fazendo x = 0.

2.2 Soma de Variaveis i.i.d - Formulacoes Aproximadas

Seja S = Zf\il R; a soma de M RVs R; i.i.d seguindo uma das distribuicdes generalizadas
discutidas anteriormente. Neste caso, R; pode ser a-y distribuido com pardmetros (o, p;, 7;) € PDF
e CDF dadas em (2.2) e (2.5), respectivamente. I?; pode também seguir uma distribui¢io n-p com
paradmetros (1;, ii;, €2;) e PDF e CDF dadas em (2.7) e (2.9), respectivamente. Finalmente, R; pode
também ser -y distribuido com PDF e CDF expressas em (2.13) e (2.15), respectivamente, para
os pardmetros (k;, /i, 2;). A solugdo exata para a PDF fg(-) de S pode ser calculada de diversas
maneiras. Um dos procedimentos padrdes € realizando a convolug@o das PDFs marginais de R;, que

resulta em

M
i=3Ti

s S—TMr 5=y ; M M
fs(S) = / / .. / le (T - Z 7"1‘> H fRi (Ti)dT’Q e d?"Mfld?”]\,{. (217)
0 0 0 =2 =2

A CDF Fg(-) de S é obtida a partir de (2.17) como

s S—ryp S*Z?ig T .sfz?iQ rg M
FS(S) = /(; /0 /0 /0 HfRi(Ti)d’l"ld’l“z...d’l“]\/[_ldTM. (218)

i=1

Este método torna-se ndo atrativo quando se soma um grande nimero de RVs, devido as muilti-
plas integrais da formulacgdo. De fato, acima de 4 RVs, tais solu¢des tornam-se computacionalmente
impraticdveis. Por exemplo, fazendo a soma de 5 RVs e implementando (2.18) usando o software
MATHEMATICA, os resultados podem ndo convergir. Portanto, formulagdes aproximadas matema-
ticamente simples e precisas sdo uma das alternativas para evitar essa incoveniéncia. Em seguida,
aproximacdes em forma fechada precisas serdo obtidas para a soma de RVs i.i.d assumindo que R;

segue uma distribuicio a-p, n-p ou K-pu.

Soma de RVs a-p:

Nesta Subsecéo, nés propomos aproximar a PDF fs(-) e CDF Fs(-) de S pela PDF e CDF da

envoltéria a-p dadas em (2.2) e (2.5), respectivamente, ou seja,

au“sa"_l s«
~N— — 2.19
felo) m e (<n ) @19
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Fo(s) ~ w

Esta idéia surgiu a partir de duas propriedades de soma de RVs a-u que estdao detalhadas no

(2.20)

Apéndice A. L4, mostra-se que, quando sujeita a algumas condi¢des especiais, a soma de RVs a-
€ exatamente uma RV a-p, com os parametros sendo estimados a partir dos pardmetros das RVs
da prépria soma. Portanto, baseando-se nisso, € de se esperar que para outras condi¢des diferentes
daquelas especificadas no Apéndice, uma RV «-p possa ser usada para aproximar uma soma de RVs
Q-[L.

Com o objetivo de tornar (2.2) e (2.5) boas aproximacdes para a PDF e CDF da soma resultante
S, usaremos estimadores baseados em momentos para calcular os parametros «, x4 e 7 (requeridos nas
expressdes aproximadas) a partir dos momentos exatos de S. Assumindo, no momento, o conheci-

mento de E(S), E(S?) e F(S*), estimadores para «, 1 e 7 podem ser obtidos como [8]

FQ(M+1/O¢) B EZ(S)
F(U)F(,U«‘FQ/OC)—FQ (/~L+1/04) B E(SQ)_EQ(S)v 2.21)
[ (n+2/a) . EX(SY)
T(u)T (u+4/a) —T2(u+2/a)  E(S*) — E2(S?)’ (2.22)
s _ 1P TWE(S)
"T T+ 1/a) (2.23)

Note que, para a estimagdo dos pardmetros « e (i, o sistema de equagdes transcendentais (2.21) e
(2.22) precisa ser resolvido. Para isso, existem rotinas disponiveis nos mais modernos softwares de
computacdo que realizam esta tarefa de maneira direta e eficiente. No MATHEMATICA, por exemplo,

a funcdo requerida é FindRoot. Neste caso, os seguintes comandos podem ser usados para o calculo

de o and pu:
. R12 Gamma[y + 1/a)?
F . pr——
indRoot[{ R2 — R1?> Gamma[u|Gammaly + 2/a] — Gammal[y + 1/a]? 0,
R22 Gammaly + 2/a)?

== 0}, {Oé, .Qf}, {/‘1/7 y}]7
(2.24)

R4 —R2?  Gamma[y]Gammaly + 4/a] — Gammal[u + 2/a]?

onde R1 £ E(R), R2 £ E(R?) e R4 £ E(R"). Os termos x e y em (2.24) sdo valores iniciais
arbitrarios para « e i, respectivamente, a partir dos quais a solu¢do numérica parte (por exemplo,
x=1ley =1). Apds obtido « e , 7 € estimado a partir de (2.23).

Para o cdlculo dos momentos exatos E(S), E(S?) e F(S*) requeridos em (2.21), (2.22) e (2.23),

que foram assumidos inicialmente conhecidos, usaremos uma expansao multinomial. Neste caso, tais
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momentos podem ser escritos em termos dos momentos individuais de cada RV 12, como

BE(S") = i Z nz (Z) (Z;) (”M—2> B(Ry7™B(RM ™). .. B(RM™Y), (2.25)

nas—
n1=0n2=0 ny—1=0 M-1
onde os momentos individuais a-u requeridos sao dados em (2.4) usando os pardmetros («;, fi;, 7).

Perceba que nosso método de aproximacao € bastante simples e eficiente, com a determinagéo dos
parametros da aproximacao feito de maneira instantdnea. Além disso, como as expressdes sdo dadas
em forma fechada, os resultados sdo também obtidos de forma rdpida, independente do nimero de

RVs considerado na soma.

Fig. 2.1 plota a PDF exata e aproximada da soma de quatro RVs -4 i.i.d com poténcias unitaria.
O parametro u; de cada RV foi fixado em 2.5, enquanto variou-se o parametro «; de 1 a 4. Um exce-
lente ajuste entre as curvas exatas e aproximadas € observado. Outras condi¢des de desvanecimento

foram analisadas e, em todas elas, nossas aproximagdes foram muito boas.

10° 3 Exato
e Aproximag&o
107 2
J.=1,15,2,25,3,4
107 4
»
 10°]
10 4
10° 4
10° ; ' ! ' '
10 -5 0 5 01520
20Log(s)

Fig. 2.1: PDF da soma de 4 RVs a-u i.i.d com poténcias unitaria (u; = 2.5).
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Soma de RVs 7-u:

Assumindo agora que R; segue uma distribuicdo 7-u, nds propomos aproximar a PDF fg(-) e
CDF F(+) de S pela PDF e CDF da envoltéria -y dadas em (2.7) e (2.9), respectivamente, ou seja,

N ATkt hp s 2p1hs? 7 2pH s?
D RTY G 1 e B Y e BT

Fs(s) ~1-7Y, (% \/ 2%%) . (2.27)

A inspirag@o para isto deve-se aos seguintes fatores. Primeiramente, a partir do modelo fisico da

fs(s) (2.26)

distribuicdo, pode-se facilmente constatar que a soma de poténcias n-y segue uma distribuicdo 7-p.
Ou seja, assumindo que Z; sdo RVs i.i.d n- com parametros 7;, j1; e €);, entdo, do modelo fisico da
distribui¢do [9], Z2 = Zf\il Z?* é também 1)-y distribuido com pardmetros 7;, M y; € M€;. Baseando-
se nisso e fazendo uso de [24, pp. 453-457], no qual é mostrado que para pequenos argumentos as
estatisticas de receptores EGC e MRC diferem umas das outras apenas por uma razo constante, é
de se esperar que, para pequenos valores de argumento, as estatisticas de receptores EGC sejam bem
aproximadas por aquelas de MRC com argumentos escalados apropriadamente. Usando essa id€ia,
em [24] a distribuicdo da soma de envoltérias Rayleigh foi aproximada pela distribuicdo da soma de
poténcias Rayleigh. Essa mesma abordagem foi usada em [13] para aproximar a soma de envoltdrias
Nakagami-m por uma outra envoltéria Nakagami-m. (Perceba que a soma de poténcias Nakagami-m

€ uma outra poténcia Nakagami-m.)

Nosso objetivo € entdo encontrar os parametros de (2.26) e (2.27), isto é, n, u e €2, a partir dos
momentos exatos de .S, de forma que isso resulte em boas aproximagdes. Vale a pena relembrar
que H e h sdo fungdes do parametro 1 e que variam de um formato para outro da distribuicdo. Os
momentos exatos de S podem ser calculados usando a equagdo (2.25), onde os momentos individuais
das RVs n-p sdo expressos em (2.8) usando os parametros (7;, (4;, §2;). De posse dos momentos de S,

estimadores para 7, 1 e {2 podem ser escritos como [9]

Q= E(S?%), (2.28)
H, +./9—
b _ \/3 D=8 4 (2.29)
ha,b 2c
E(S%)  3E(S%) 9
AW o T (2.30)

2
[
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02 H;
1+ (hT:)] . (2.31)

a = rman o X
Hab = 9(B(SH — 2)
Das equacdes acima, perceba que dois pares de estimadores para 7 e ¢ s@o encontrados, denom-

inados (7, ta) € (1, ). O par correto serd aquele que resultar no menor valor de |E(S) — E(R)|,

no qual F(R) é dado em (2.8) para (2, 14, fta) € (€2, My, 1p)-

Assim como na Subsecdo 2.2, aqui nossas formulacdes sdo bastante simples e eficazes, uma vez
que as multiplas integrais da solug¢@o exata foram substituidas por expressdes compactas e em forma
fechada. Além disso, nossas aproximacdes sdo excelentes, muitas vezes sendo impossivel distingui-

las das solugdes exatas.

Considerando o Formato 1 da distribui¢o 1-u, neste caso h = (2+n~'+n)/de H = (' —n)/4,
Fig. 2.2 esboca a PDF exata e aproximada da soma de duas e quatro RVs 7-y i.i.d com poténcias
unitdria, mantendo p; = 2.5 e variando 7;. Um 6timo ajuste € observado entre os dados exatos e

aproximados.

n,=0.999,05,0.2,0.1,0.05

20Log(s)

Fig. 2.2: PDF da soma de RVs n-p i.i.d com poténcias unitaria (M = 2,4; u; = 2.5; linhas sélidas
— exato; circulos — aproximacao).
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Soma de RVs x-u:

Usando o mesmo raciocinio das duas subse¢des anteriores, aqui nds propomos aproximar a PDF
fs(+) e CDF Fg(-) de S pela PDF e CDF da envoltéria k- dadas em (2.13) e (2.15), respectivamente.
Neste caso, assim como nos demais anteriores, parametros das expressdes aproximadas devem ser
convenientemente determinados com o intuito de tornd-las boas aproximagdes. Temos entdo que

nossas aproximacdes sdo dadas por

ptl

fs(s) = 2u(1+ ) » QM exp (—7N(1 +H)T2> I [2M ng H)] : (2.32)

pt1 Q

k2 exp(uk) Q2

Fs(s)=1-Q, («/2% , WT> . (2.33)

De forma andloga ao caso 7-, a motivagdo para tais formulagdes vem do fato de que a soma
de poténcias k- segue uma distribuicdo x-p. Ou seja, assumindo que Z; s@o RVs i.i.d x-p com
parAmetros r;, ji; € §);, entdo, do modelo fisico da distribui¢do [9], Z? = Z£1 Z? é também k-
1 distribuido com pardmetros x;, Mu; e M€);. Baseando-se nisso e a partir dos comentarios ja

discutidos para o caso 7)-u, hd uma forte tendé€ncia para que (2.32) e (2.33) sejam boas aproximacdes.

Estimadores baseados em momentos para os parametros x, p € {2, como requerido em (2.32) e

(2.33), podem ser obtidos como [9]

0= E(S2) (2.34)
K,71 — \/§<E(S4) - Qz) _ (2 35)
V2E2(S%) — O2E(S%) — QFE(SY) '
0? 142k

HEEEH -2 Ry (230

Os momentos exatos de S necessdrios para a estimacdo dos parametros acima podem ser calcu-
lados a partir de (2.25), onde os momentos individuais das RVs «-u sdo expressos como em (2.14)
usando os parametros (K, ft;, §2;).

Novamente, vale a pena ressaltar que a simplicidade de nossas formulagdes, aliada a sua exce-
lente precisdo, verificada através da Fig. 2.3, as tornam adequadas para a andlise de desempenho de
sistemas onde a soma de RVs ocorre. Em seguida, como possiveis aplica¢des, aproximagdes simples
e precisas para a OP e ABEP de receptores EGC multirramos sujeitos a desvanecimento o-pi, 1-p
e k- serdo obtidas. Considerando o caso de receptores MRC multirramos, a Secdo 2.4 apresentard
expressoes exatas e em forma fechada (canais - e x-p) e expressdes aproximadas (canais a-() para

as mesmas métricas de desempenho analisadas anteriormente para o caso EGC.
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] «=5,3,2515,05
10° 3
10" 3
\it\

a 10- E \
-, \
10 \

10" 4

1074

10° ; ; ) ;

-10 -5 0 5 10 15

20Log(s)

Fig. 2.3: PDF da soma de RVs k-p i.i.d com poténcias unitaria (M = 2,4; u; = 2.5; linhas sélidas
— exato; circulos — aproximacao).

2.3 Aplicacoes - Receptores EGC multirramos

Nesta Se¢@o, como ja mencionado anteriormente, estender-se-4 a idéia usada para aproximar soma
de RVs na anélise de algumas métricas de desempenho em receptores EGC multirramos, em especial
a OP e ABEP.

Em receptores EGC, os sinais recebidos com envoltdrias I?; sdo cofasados e adicionados tal que a
envoltoria Rpcc na saida do combinador, ja levando em conta a poténcia do ruido resultante na saida

do mesmo, é escrita como
M
1
Rrge = — R;. (2.37)
i

Seja T = R?FE,/N, a razdo sinal-ruido (SNR, do inglés signal-to-noise ratio) instantdnea por
simbolo na saida de um dado combinador, onde F,; e N, denotam a energia de simbolo média e a
densidade espectral de poténcia unilateral, respectivamente. A partir de (2.37), a SNR instantanea na
saida do combinador em questio pode ser expressa como
2

, (2.38)

1 M
rroe = (3o vT)
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onde T; representa a SNR instantinea em cada ramo de diversidade.
A CDF de Rggc pode ser obtida integrando a PDF conjunta de R; sobre o volume M -dimensional
limitado pelo hiperplano v M7 = S>M 7, [25]. Ap6s obtida a CDF de Rpgc, a CDF de Tree é

encontrada ap6s uma simples transformacao de varidveis como

VM~ My—rn VM- M
Fy co(v) = / / . / H fri(ri)dridry ... dry—adry, (2.39)
0 0

0 i=1

onde fg,(r;) pode ser expressa tanto como (2.2), (2.7) ou (2.13) apds as substitui¢cdes dos devidos
parametros de cada ramo de diversidade nas respectivas equagdes. De posse de (2.39), a PDF de

T eae € obtida, apés uma apropriada integracdo, como

\/M VM~ Mry—rpr VY- i M
Freet) =32 [T o (VM =3
2.7 Jo 0 i=2

0

M
< [ fa(roydra. . dry_sdry. (2.40)

=2

2.3.1 Probabilidade de Outage

Uma métrica importante de desempenho em sistema com diversidade € a OP. Ela € definida como
a probabilidade que a SNR na saida do combinador, Y gg¢, cai abaixo de um certo limiar especifico,

s, € pode ser calculada como

Yth

Fxpae (%h) = fTEGc (7)d% (2.41)
0

que é de fato a CDF de T g, dada em (2.39), calculada no ponto 7.

Canais a-p:

A solugdo exata para a OP em canais de desvanecimento -y € obtida substituindo (2.2), com
os pardmetros (o, j1;,7;), em (2.39). Perceba que, devido as muiltiplas integrais e de forma a se ter
resultados confidveis, a solucdo exata fica restrita a andlise de apenas uma pequena quantidade de
ramos na entrada do combinador. Acima disso, dados confidveis seriam obtidos apenas através de
simula¢@o. Sendo assim, aproximacdes simples e precisas tornam-se boas alternativas para contornar
essa inconveniéncia inerente a solugfo exata.

Seguindo o raciocinio aplicado a soma de RVs, aqui nossa proposta é aproximar a OP de recep-

tores EGC multirramos operando em canais i.i.d - pela OP de um tnico canal «-p, onde esta pode



Formulacgoes Aproximadas em Forma Fechada para a Soma de Variaveis Aleatérias
20 Generalizadas e Aplicacoes em Métricas de Desempenho

ser obtida a partir de (2.5) fazendo as apropriadas substitui¢des. Temos entdo que

r la/2 /2
Proo () L %f(m/ 0, (242)

onde 3 = I'(u)/T'(n+2/a) e ¥ = E(Tpece) tal que

2 T(u+2/0) B,

TR N 49

Estimadores para «, p e 7 requeridos em (2.42) sdo dados em (2.21)-(2.23) usando Rggc ao invés
de S. Neste caso, os momentos exatos de R ¢ ficam expressos em termos dos momentos individuais
das RVs R;, dado em (2.4) para (ay, j1;, 7;), da seguinte maneira E(RY..) = M~%/2E(S*), no qual
E(S*) foi obtido em (2.25).

Fig. 2.4 mostra as curvas exatas e aproximadas para a OP de receptores EGC com quatro ramos
de entrada, y; = 2, 7; = 1 e o, variando de 1.5 a 3. Note, mais uma vez, a excelente concordancia
entre as curvas. Vale a pena ressaltar que, nossas solugdes aproximadas sdo, de fato, solucdes exatas
quando os ramos de entrada t€m pardmetros de ndo-linearidade iguais a 1, isto é, a; = 1. Quando «;
aumenta, de 1 a oo, ou diminui, de 1 a 0, a diferenca entre as curvas exatas e aproximadas aumenta,

mas de uma maneira quase que imperceptivel.

10°
Exato EGC
) ¢ Aproximagao
10" A
1074
o
o
10”4
10_4 o=15
10° —L 7 R -
-10 -5 0 5 10

7y, [dB]

Fig. 2.4: OP de receptores EGC em canais o-p (M = 4; p; = 2;7; = 1).
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Canais 7-:

Seguindo a linha de raciocinio ja discutida anteriormente, temos que a OP para receptores EGC

sujeito a desvanecimento n-u pode ser bem aproximada por

H 2hmth) 044

FTEGC (’Vth) ~1-— YM (ﬁ’ 5
onde o termo do lado direito de (2.44) representa a OP de um tnico canal n-u. Note que a aproxi-
magdo em (2.44) € valida para qualquer um dos dois formatos da distribuicdo 7-1, bastando para isso
substituir os devidos valores de H e h, que sdo fungdes do pardmetro 7, na equacio.

Precisamos entdo estimar os parimetros 7, i € 7 de forma a tornar (2.44) uma boa aproximacao.
Tais estimadores sdo dados em (2.28)-(2.31), no qual ¥ = () e usando Rggc no lugar de S. Assim
como foi feito para canais a-y, os momentos exatos de Rpgco sdo expressos como E(RE..) =
M~*2E(S*), onde E(S*) é dado em (2.25).

Fig. 2.5 ilustra, mais uma vez, a alta precis@o de nossas aproximacdes. As curvas foram tracadas
considerando o Formato 1 da distribuicdo n-u. Testes exaustivos foram realizados levando em conta

outras condi¢des de desvanecimento e nossas aproximacdes mostraram-se ser sempre satisfatorias.

n,=0.999, 0.5, 0.2, 0.1, 0.05 EGC

-10 -5 0 5 10

Fig. 2.5: OP de receptores EGC em canais n-u (M = 2,4; u; = 2.5; 7#; = 1; linhas s6lidas — exato;
circulos — aproximacio).
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Canais ~-p:

Considerando o caso de canais «-u, propomos aproximar (2.39) pela OP de um tnico canal x-p,

ou seja,
2u(l+ kK
FTEGC (Vth) ~1- Q,u (\/ 2K, w> . (2.45)

Estimadores para k, e ¥ = €2 sdo dados em (2.34)-(2.36), sendo os momentos exatos de Rpgc
expressos como nos dois casos anteriores, ou seja, F(R%,.) = M~*/2E(S*). Fig. 2.6 plota a OP
para canais x-4 usando os mesmos parametros da Fig. 2.5, s6 que nesse caso variou-se o parametro

K.

K=9,3,2515,05

¥y, [dB]

Fig. 2.6: OP de receptores EGC em canais x-p (M = 2,4; u; = 2.5; 7; = 1; linhas sélidas — exato;
circulos — aproximacao).

2.3.2 Probabilidade de Erro de Bit Média

Outro critério de desempenho freqiientemente usado em sistemas sem fio € a ABEP. Para recep-

tores EGC, tal métrica pode ser expressa como

P - / Pa(y) Fr e (1), (2.46)
0



2.3 Aplicacoes - Receptores EGC multirramos 23

onde P.() denota a probabilidade de erro de bit condicional, que varia de acordo com o tipo de
modulacdo empregado. Por exemplo, usando chaveamento por desvio de fase bindrio diferencial
(DBPSK, do inglés differential binary phase-shift keying) e chaveamento por desvio de freqii€ncia
bindrio ndo-coerente (NBFSK, do inglés noncoherent binary frequency-shift keying) com receptor

com filtro casado 6timo, P.(+) é dado por [26]
Pe(v) = Aexp(—Bv), (2.47)

enquanto para BPSK, BFSK, PSK codificado diferencialmente M -drio (M-DEPSK, do inglés dif-
ferentially encoded PSK), PSK em quadratura (QPSK, do inglés quadrature PSK), M-PSK e PSK
diferencial M-ario (M-DPSK, do inglés differential PSK), temos que [26]

P.(v) = Aerfc(+/B7y), (2.48)

onde erfc(+) representa a fungdo erro complementar [27] e os pardmetros A and B em (2.47) e (2.48)

assumem valores particulares de acordo com o cendrio de modulagdo analisado.

A solucao exata para a ABEP € obtida substituindo (2.40) em (2.46). Perceba que, assim como na
solucdo exata para a OP, aqui nossas formulagdes exatas sdo também ineficientes do ponto de vista
computacional, pois sdo expressas em termos de multiplas integrais. Isto limita nossa andlise para
um pequeno nimero de ramos de diversidade. Na seqii€ncia, aproximagdes precisas para os dois con-

juntos de modulagdes descritos em (2.47) e (2.48) serdo apresentadas para canais de desvanecimento

Q=L 1)-f1 € K=

Canais a-p:

Como serd visto, diferentemente dos outros dois tipos de canais, nossas aproximagdes para canais
a-p serdo dadas apenas em termos de uma integral simples (isso sendo independente do nimero de
ramos empregado), e ndo também em funcido de um somatério. Nossa proposta reduz consideravel-
mente o tempo de obtencdo dos resultados, além de convergir sempre, gerando portanto resultados
confidveis. A idéia é aproximar a PDF fr .. () da SNR na saida do combinador, como requerido
em (2.46), pela PDF da SNR de um tnico canal, obtida a partir (2.2) fazendo uma transformacao de

varidveis. Segue entdo que

(ap/2)-1 /2
freae(v) = ;ﬁzﬂ/iﬁ(u) exp [— <%> ] ; (2.49)
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onde os parametros «, p e 7 de (2.49) sdo estimados usando o mesmo procedimento realizado na
Subsecdo 2.3.1 para estes tipos de canais. Expressdes aproximadas sdo obtidas substituindo (2.49)
e (2.47), ou (2.48), dependendo do tipo de modulacao desejado, em (2.46). Vale ressaltar que nos-
sas aproximagdes sdo bastante precisas, produzindo resultados praticamente indistintos daqueles da
solugdo exata, com a vantagem de ser muito mais eficiente computacionalmente.

Fig. 2.7 plota a ABEP de canais a-; em fungdo da SNR média 7y na saida do receptor EGC. Por
conveniéncia, esbocou-se curvas considerando apenas modula¢des do tipo DBPSK e NBFSK, dadas
em (2.47) para B = 1 e B = 1/2, respectivamente, e A = 1/2. Perceba quio precisas sdo nossas
aproximacdes. [sso nos permite, na pratica, substituir as intricadas solu¢des exatas por aproximacoes

simples e de facil implementacio.

Exato
Aproximagéao

ABEP
S

1 EGC

o 5 10 15 20
SNR média na saida [dB]

Fig. 2.7: ABEP de receptores EGC em canais a-p (DBPSK, NBFSK; M = 4; y; = 2; 7; = 1).

Canais 7-p:

Primeiramente, analisaremos modula¢des do tipo dada em (2.47). Neste caso, assim como re-
alizado para canais «-u, propomos aproximar fy,..(v) pela PDF da SNR de um tnico canal 7-1,

sendo esta obtida a partir de (2.7). Logo,

92 g A 2
o T yE <—“h7>1 (2.50)

Frooe(?) [Q“H”}
Teec\V) =~ F(/L)H“_% ,7“_% o p— — .

v

D=
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Entdo, uma primeira formulagdo aproximada para a ABEP operando em canais 7-p seria substituir
(2.50) e (2.47) em (2.46). Tal formulacdo € expressa em termos de uma integral simples e altamente

eficiente, além de se ajustar muito bem aos dados obtidos da formulacdo exata (multiplas integrais).

Propomos agora uma segunda expressdo aproximada para a ABEP. Usando uma representacdo
em série infinita para I,[|, dada em [27, Eq. 8.445], e substituindo esta série, juntamente com
=l exp(—B) e exp(—2uhy/7)
aparece. Expressando as fungdes exponenciais em termos de funcdes G-Meijer [28, Eq. 11], isto é,

(2.50) e (2.47), em (2.46), uma integral com integrandos y
exp(—By) = Gy [Byly] e exp(—2uhy/7) = G(l):(l) [2phy /7]y ], e sabendo que a integral do produto

de uma poténcia e duas fun¢des G-Meijer € também uma fun¢do G-Meijer [28, Eq. 21], a ABEP em

canais n-p empregando modulagdes do tipo em (2.47) pode também ser bem aproximada por

> 2A\FZ 27 2n— 2 H 2nG1,1
“nll(n+p+3) \h L1

Os parametros 7, i € 7 sdo estimados usando o mesmo procedimento feito na Subsecdo 2.3.1 para

1
2n 4 2u

2.51)

canais 7-fi.

Analisaremos agora as modulacdes do tipo dada em (2.48). Substituindo (2.50) e (2.48) em (2.46),
obtemos a formulagdo aproximada em termos de uma tnica integral. A formulacido aproximada em
termos de somatdrio segue os mesmos passos do caso anterior. Porém, agora, surge uma integral com
integrandos "~ 2~1 erfc(—+/B7) e exp(—2uhvy /7). Expressando a fun¢do erro complementar em
termos da fun¢do G-Meijer [29, Eq. 8.4.14-2], isto é, erfc(—/By) = Gig[Bv\O’ll/Z], e procedendo

como antes, a ABEP resultante de (2.48) pode ser bem aproximada por

24 S~ 27 H\™ 1,
e N - G
u)h“zn'Fn+,u+ )<h> 22

n=0

2y
By

1.1
72 , (2.52)
2n +2u,0

onde os parametros requeridos acima sdo estimados como anteriormente.

E bom salientar que, embora as equagdes (2.51) e (2.52) sejam escritas em termos de somatGrio
infinito, elas s@o dadas em termos de funcdes bem conhecidas da literatura técnica e facilmente imple-
mentadas usando o software MATHEMATICA. Além disso, considerando um erro menor que 1074,

tais equacgdes requerem poucos termos para Convergir.

Figs. 2.8 e 2.9 ilustram a ABEP de receptores EGC em canais 7-u (Formato 1) para as modu-
lacdes DBPSK e NBFSK, respectivamente. Uma excelente concordancia entre os dados exatos e
aproximados € perceptivel. Modula¢Ges do tipo dado em (2.48), embora ndo esbocadas aqui, foram

também investigadas e novamente as aproximag¢des mostraram-se ser muito precisas.



Formulacgoes Aproximadas em Forma Fechada para a Soma de Variaveis Aleatérias
Generalizadas e Aplicacoes em Métricas de Desempenho

Exato
10" ] «  Aproximagdo

ABEP
S

i DBPSK
. ] EGC
10 T T . 7 . .
0 5 10 15 20
SNR média na saida [dB]

Fig. 2.8: ABEP de receptores EGC em canais n-u (DBPSK; M = 2, 4; y; = 2.5; 7, = 1).

Exato
e Aproximagao

n,=05,0.20.1,0.05

ABEP
S

1 NBFSK
1 EGC
10-6 T T T T T T v

0 5 10 15 20

SNR média na saida [dB]

Fig. 2.9: ABEP de receptores EGC em canais n-u (NBFSK; M = 2.4; u; = 2.5; 7, = 1).
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Canais -y

Nossa proposta é basicamente a mesma realizada para os canais 7-x.. Para ndo ser tio repetitivo,
iremos apenas mostrar aonde elas se distinguem. A PDF fy,_..(7) serd aproximada pela PDF da

SNR de um unico canal x-p, obtida a partir de (2.13) através de uma transformacgdo de varidveis.

Portanto,
(1+5)3 72 (1+5) (1+5)
H K) 2 772 K)Yy K K)y
fTEGC (7) A v i1 SXP <_M%) Iy,—l [2,M — (2.53)
k5 exp(ur) 73

Substituindo (2.53) e (2.47), ou (2.48), em (2.46), expressdes aproximadas em termos de uma tinica
integral sdo obtidas, onde os pardmetros requeridos em (2.53) sdo estimados da mesma forma que a
realizada na Subsecdo 2.3.1 para o caso k-u, procedimento este simples e facilmente implementado
no MATHEMATICA.

A representa¢do em termos de somatério € obtida expressando a fungdo 7, [-] em (2.53) como série
infinita e escrevendo os integrandos requeridos na integral resultante em termos de fun¢des G-Meijer.

Logo, para as modulacdes do tipo dada em (2.47), a ABEP pode ser aproximada por

_ A O n 1 1
P~ D AerS EC) , (2.54)
exp(pr) = nll(n+p) B¥ n+
enquanto que considerando os tipos de modulag@o em (2.48), segue que
D A - (ur)" 12 | p(L+ k) 13
Pe ~ G ’ Ee— 2 255)
VT exp(pur) ; nll(n+p) ** | By | n+p,0 (

As mesmas observacdes referentes a convergéncia e simplicidade de implementacao, feitas anterior-
mente para canais 7-u, podem ser feitas aqui considerando as equacdes (2.54) e (2.55). Figs. 2.10
e 2.11 esbogam curvas exatas e aproximadas para a ABEP de receptores EGC em canais x-p. As-
sim como para canais 1-4, as curvas foram tragadas para os tipos de modulagdo descritos em (2.47),

porém um bom ajuste também € observado para as modulagdes dadas em (2.48).

2.4 Aplicacoes - Receptores MRC multirramos

Nesta Secdo, expressoes exatas para a OP e ABEP em receptores MRC multirramos sobre canais
i.i.d n-p e k-p serdo apresentadas. Além disso, por ndo ser possivel obter solucdes exatas simples e

computacionalmente eficientes para canais -, expressoes aproximadas serdo obtidas. Neste caso,
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10°3
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1 *  Aproximagao
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107 . . . . ) . .
0 5 10 15 20

SNR média na saida [dB]

Fig. 2.10: ABEP de receptores EGC em canais x-p (DBPSK; M = 2,4; p; = 2.5;7; = 1).
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6: EGC
10 y T " J ' ' '

SNR média na saida [dB]

Fig. 2.11: ABEP de receptores EGC em canais k- (NBFSK; M = 2,4; u; = 2.5; 7, = 1).
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um excelente ajuste é observado entre as curvas aproximadas e exatas.

Em receptores MRC, os sinais recebidos com envoltorias R; sdo cofasados, cada sinal é ampli-
ficado convenientemente por combinagdo dtima, e os sinais resultantes sdo adicionados tal que a

envoltéria R rc na saida do combinador € dada por

Ryre = (2.56)

A partir de (2.56), a SNR instantanea na saida do combinador Y ;o pode ser escrita em fungdo das

SNRs instantineas Y'; de cada ramo de entrada como
M
Tarre = Y T (2.57)
i=1

Perceba que T j;rc é dada como a soma das SNRs individuais de cada ramo. Portanto, a PDF de

Y arre € obtida como a convolugdo das M PDFs fr,(v;) e é dada por

Y LYIM =M. M M
frame () = / / .. / fro v — Z Yi H Jri(vi)dya .. dym—adya . (2.58)
00 0 i=2 i=2

A partir de (2.58), a CDF de Y j;gc € obtida como

Y =M =y = M
FTMRC (7) = / / cee / / H fTi (%)d’hd'h cee d'VM—ld'YMa (2.59)
o Jo 0 0 ;

=1

onde (2.59) também representa a solucdo exata para a OP de um dado canal em desvanecimento.

Canais 7-j1 € k-u:

A partir dos modelos de desvanecimento propostos em [9], pode-se constatar que uma poténcia
n-i € uma poténcia k-p podem ser, respectivamente, modeladas como a soma de poténcias 7-j €
poténcias x-p. Dessa forma, (2.56) coincide tanto com o modelo de envoltéria n-p, dado em (2.7),
como com o modelo de envoltéria x-p, dado em (2.13). Sendo mais claro, a envoltéria na saida do

combinador Rj;pc segue exatamente uma distribuicdo n-4, ou uma distribuicdo x-p, com parametros
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Y =1, (2.60a)
Q= MQ,, (2.60b)
= My, (2.60c¢)

onde 1y = n,1); = 7; para o caso n-j € Y = K,1; = K; para o caso k-y. Tal comportamento foi
um dos fatores que nos motivou a aproximar soma de RVs i.i.d n-p e x-p por uma RV n-p e k-p,
respectivamente, na Secdo 2.2, sendo novamente mencionado aqui para um melhor entendimento por
parte dos leitores do porqué destes modelos serem exatos quando receptores MRC multirramos estio

em questao.

Baseando-se no que foi dito acima, as aproximagdes propostas na Secdo 2.3 para receptores EGC
sdo, de fato, formulacdes exatas quando receptores MRC sdo empregados. Em outras palavaras,
(2.44), (2.51) e (2.52) s@o agora expressdes exatas, com os pardmetros 7, p € {2 sendo obtidos de

(2.60). Da mesma forma, para canais x-u, (2.45), (2.54) e (2.55) tornam-se expressdes exatas.

Canais a-u:

Infelizmente, para estes tipos de canais, devido ao modelo fisico inerente aos mesmos, ndo é
possivel usar o raciocinio aplicado anteriormente. Porém, expressdes aproximadas altamente precisas

serdo apresentadas.

Assim como feito para o caso EGC, aqui n6s propomos aproximar a OP na saida do combinador,
dada em (2.59), pela OP de um tnico canal a-u. Logo, a Eq. (2.42) € a nossa proposta de aproxi-
macdo, com a ressalva de que estamos fazendo a andlise em relacdo a Y j;rc. Os parametros «, e 7
de (2.42) precisam entdo ser estimados levando em conta as condi¢des de contorno devido a (2.56).
Estimadores para tais parametros diferem portanto de (2.21)-(2.23) e s@o agora expressos da seguinte

maneira

I?(u+2/a) _ E*(Ri o) 2.61)

P T (p+4/a) T2 (p+2/a)  E(Rype) — B*(Rige)’
% (u+4/a) _ E*(Risro) (2.62)

P (u+8/a) =T (u+4/a)  E(RYpe) — E*(Ripe)’
P e U(w) E(Rirre) : (2.63)

I'(p+2/a)

Fazendo uso da expansdo multinomial, os momentos F(R%, ), E(Rirrc) € E(RS e requeri-
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dos em (2.61), (2.62) e (2.63) podem ser calculados como

" - Ny S n n - n—ni ny—n2 NN —1
B(Riinc)= > >+ 2. (m) (,;) ( Y 2>E(Rf( NE(RE™ ). B(RAM™Y).

nyr—
n1=0n2=0 nay—1=0 M-1
(2.64)

Fig. 2.12 faz uma comparacio entre as curvas exatas e aproximadas referentes a OP de receptores
MRC em canais a-p. Como jé era esperado, nossas aproximagdes sdo muito boas. Além disso, para
a; = 2, as expressdes aproximadas sdo, de fato, expressdes exatas. Aumentando «;, de 2 a co, ou

diminuindo, de 2 a 0, a diferenga entre as curvas aumenta, mas de uma maneira quase que irrisoria.

10°

Exato MRC
¢ Aproximagao

1073

-10 -5 0 5 10

Fig. 2.12: OP de receptores MRC em canais a-p (M = 4; p; = 2; 7; = 1).

Analisando agora a ABEP, temos que a solucdo exata é dada substituindo (2.58) em (2.46). Na
derivagdo da solucdo aproximada, nossa idéia é aproximar a PDF de T ,;rc pela PDF da SNR de
um tnico canal a-u, fazendo uso portanto da Eq. (2.49). Estimadores baseados em momentos para
os parametros requeridos em (2.49) sdao dados em (2.61)-(2.63), com os momentos exatos de Ry grc
calculados a partir de (2.64). Assim como nas andlises anteriores referentes a ABEP, Fig. 2.13 esboca,
para receptores MRC, modulagdes DBPSK e NBFSK. Novamente, um bom ajuste entre as curvas €

percebido.
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Fig. 2.13: ABEP de receptores MRC em canais a-p (DBPSK, NBFSK; M = 4; p; = 2; 7 = 1).

2.5 Conclusoes

Neste Capitulo, aproximacdes em forma fechada para a soma de RVs i.i.d a-p, n-p e k-p foram
propostas. Para isto, estimadores baseados em momentos foram usados com o intuito de obter os
parametros da aproximagdo a-p, 1-p € k-p requeridos. Observou-se um excelente ajuste entre as
solucdes exatas e as solugdes aproximadas propostas aqui. Aliando a precisdo de nossas formulagdes
com a simplicidade das mesmas, algumas métricas de desempenho em cendrios de desvanecimento
onde a soma de RVs ocorre foram investigadas. Dessa forma, aproximacdes simples e precisas para
a OP e ABEP de receptores multirramos EGC foram obtidas para os canais a-p, 1-pt € k-p. Além
disso, considerando receptores multirramos MRC, expressdes exatas e em forma fechada, para os

canais 7)-p1 e k-1, € expressdes aproximadas, para canais a-u, foram também propostas.



Capitulo 3

Estatisticas de Segunda Ordem para Canais

de Desvanecimento 7)-.: Teoria e Aplicacoes

A distribui¢do 7n-u [9], cujo modelo fisico associado foi discutido no Capitulo 2, é uma dis-
tribuicdo de desvanecimento geral que compreende outras distribui¢des importantes como casos es-
peciais. Por ter sido recentemente proposta, poucos trabalhos na literatura lidam com a caracterizacio
estatistica de canais seguindo esta distribuicao.

Em comunicagdes sem fio, a envoltdria e a fase do sinal recebido variam de maneira aleatéria
devido ao fendmeno do multipercurso. Portanto, uma boa caracterizagdo das variacdes da envoltéria
e fase do mesmo torna a andlise de qualquer técnica de comunica¢ido muito mais precisa. Estatisticas
associadas com a variag¢do da envoltdria sdo, por exemplo, a LCR e a AFD. Estas estatisticas ja foram
investigadas para os mais conhecidos canais de desvanecimento [30-34]. Relacionada a variagdo
da fase do sinal, uma estatistica comumente usada para quantificar seu comportamento € a PCR.
Diferentemente das outras distribui¢cdes (Hoyt, Rice, Rayleigh), quando a distribuicdo 7-p, assim
como a Nakagami-m foram propostas, nenhuma informacao a respeito da fase do sinal foi fornecida.
Somente recentemente, uma expressao simples e em forma fechada para a PDF da envoltéria e fase
das distribui¢des Nakagami-m e n-u foi obtida [35,36]. Baseado em [35], um estudo das estatisticas
de segunda ordem do processo de fase para canais Nakagami-m foi realizado [37]. Porém, até entdo,
tais estatisticas permanecem inexploradas para canais de desvanecimento 7-L.

O objetivo deste Capitulo é explorar as estatisticas de segunda ordem de canais de desvanecimento
n-p (Formato 1), em especial a LCR, AFD e PCR. Para tal, expressdes exatas e em forma fechada re-
ferentes as estatisticas conjuntas da envoltoria, da fase e de suas respectivas derivadas temporais serdo
obtidas. As expressdes exatas para a LCR e AFD serdo usadas para aproximar a LCR e AFD de re-
ceptores multirramos EGC operando em canais Hoyt, onde integrais multiplas e complexas fornecem

a solugdo exata [38, Eq. 14]. Além disso, estas mesmas expressdes exatas constituiram solucdes

33
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exatas para a LCR e AFD de canais Hoyt usando receptores MRC, substituindo assim as integrais
multiplas e complexas que representam a solucao exata original [38, Eq. 18]. Os resultados analiticos
serdo completamente validados reduzindo as expressdes para alguns casos particulares (Nakagami-m,
Hoyt, Rayleigh), para os quais as soluc¢des sdo conhecidas, e por meio de simulaco, para o caso mais

geral.

3.1 Preliminares

Neste Capitulo, iremos analisar apenas o Formato 1 do modelo de desvanecimento n-p. Porém,
como ja mencionado, um formato pode ser obtido através do outro aplicando uma simples transfor-
macao bilinear de varidveis com relacdo ao pardmetro 7 da distribuicao.

A envoltéria R do sinal no modelo de desvanecimento 7-y pode ser escrita em termos das com-
ponentes em fase X; e em quadratura Y; de cada um dos n clusters do sinal como

n
R =) (X7 +Y?)=X*+Y?, (3.1)
i=1
onde X? =3" X?eY?=> " Y?representam a componente em fase ¢ em quadratura do sinal
n-p. A fase © do sinal, por sua vez, é dada por © = arctan(X/Y).

Em [36], mostrou-se que X e Y t€ém PDFs marginais dada por

Iap 2p—1 22
fz(z) = %exp (—/;2—Z> ,—00 < 2 < 00, (3.2)
Z

onde Z = X eQy = Qx = B(X?) =2u0% =nQ/(1+n),0uZ =Y eQy =Qy = B(X?) =
2uci = Q/(1+n). Neste caso, 03 = E(X?), 02 = E(Y?), 2 = E(R?) e nu é uma extensdo real de
n/2.

3.2 Taxa de Cruzamento de Fase

A PCR, representada como Ng (), é definida como o nimero médio de cruzamento ascendentes
(ou descendentes) por segundo de um sinal em um nivel de fase especifico f. Tal estistica pode ser

expressa como

No() = / 0fo.0(0,0)do, (3.3)
0
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onde fg (-, ) denota a PDF conjunta da fase © e de sua derivada temporal ©. O cdlculo desta esta-
tistica conjunta torna-se portanto crucial na obtencdo da PCR. Isso sera feito em detalhe na seqiiéncia.

Fazendo uso da idéia pioneiramente aplicada em [35], cada componente Z pode ser escrita como
Z = S|Z|, onde S = sgn(Z) (sinal de Z) e |Z| segue uma distribui¢do Nakagami-m [35]. Por con-
venié€ncia, escreveremos Z = SN, com N representando uma varidvel Nakagami-m. Diferenciando
Z em relagdo ao tempo, segue que Z = SN + SN. Devido S assumir valores constantes +1, exceto
nos instantes de transi¢do (—1 — +1 e +1 — —1), sua derivada temporal S é nula. Além disso,
como Z € continuo, os instantes de transicdo ocorrem exatamente € somente nos instantes de cru-
zamento de zero de Z, implicando N = |Z| nulo. Portanto, sempre teremos SN = 0 e Z = SN.
Em [32] foi mostrado que N ¢é gaussiano e independente de N. Sabendo que Z = SN, entdo Z
condicionado a Z = SN segue também uma distribui¢do gaussiana, tendo os mesmos parametros
da distribui¢do daquela de N. Portanto, Z é de fato independente de Z. De forma mais clara, Xe
Y seguem uma distribui¢do gaussiana de média nula com desvios padrdes 7 f,, /17 Q/(u(1 + 7)) e
T fm m , respectivamente, onde f,,, € o desvio Doppler maximo em Hz. Como ja men-
cionado, X € independente de XeYé independente de Y.Sendo X e YV processos independentes,
segue que X, X,Y eY sdo mutuamente independentes. Finalmente, percebendo que XeY seguem
uma distribuicdo gaussiana com os parametros citados e que a PDF de X e Y € expressa em (3.2), a

PDF conjunta fy x yy (2, 2,y,9) € dada por

fX,X,Y,Y(x7 i? Y, y) = fX($> fX('I.) fY(y> fY(y) =
B e ] R (o O e/ e p+mn) (42 y?
= 7 exp|( — +

2 f% 3 O2p+1 77u+5 FQ(M> 20 fgl 7277 f% T

2 2
_+ % +2y2>>. 3.4)

Sabendo que X e Y podem ser escritos em termos da envoltéria R e fase © como X = Rcos©
eY = Rsin®, segue que X = Rcos® — ROsin® e Y = Rsin©® + RO cosO. Seguindo o
procedimento estatistico padrao de transformacdo de varidveis e apés manipulacdes algébricas, a

PDF conjunta f}, ; ¢ ¢(7, 7, 0, f) ¢ obtida como

[(1 +m) p?# ] sin(20) 2~
22 703 f2, s T2 () Q2041

" exp{_ (1 ;;])M [[7* cos(9)]?:77;2f7s.in(9)]2 N [7 sin(&)%;ﬁ cos(6))? P (cos;(e) N sin2(9)>] }

fRR,@B(Tv 7,0, 9) =

(3.5)

Para as condicdes apropriadas, como detalhado no Capitulo 2, (3.5) reduz de maneira exata aos
casos Nakagami-m [37, Eq. 4] e Hoyt [33, Eq. 10]. Ainda a partir de (3.5), realizando as devi-

das integracdes, algumas PDFs conjuntas exatas e em forma fechadas podem ser encontradas. Tais
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estatisticas s@o apresentadas no Apéndice B.

Substituindo (B.3) em (3.3), a PCR de canais n-y resulta em

No(8) = YT A0 = 5)|sin0)
ST (W) [L g+ (1 ) cos(20)

(3.6)

Uma forma de verificar a veracidade de (3.6) é reduzindo-a a alguns casos especiais cujas solucdes
sdo conhecidas. Substituindon = 1 e u = m/2 em (3.6), a PCR para canais Nakagami-m é obtida
como [37, Eq. 12]

_ VEhaTlm =} [sin(20)" "

No(0 ; (3.7

o(0) e Teac)
Da mesma forma, para 7 arbitrdrio e . = 0.5, (3.6) reduz ao caso Hoyt dado como

No(8) = 12 (3.8)

—575

Perceba que (3.8) € independente do nivel de fase #, sendo portanto coerente com o resultado obtido

em [39]. Além disso, possui 0 mesmo resultado que o caso Rayleigh (n = 1).

Fig. 3.1 esboca a PCR normalizada, Ng(0)/ f,., para valores arbitrarios de ;e n = 0.5. Para
1 = 0.5 (caso Hoyt), a PCR ¢ independente do nivel de fase, assumindo um valor constante igual
a 1/(2v/2). Para valores de y maiores do que 0.5, as curvas assumem valores nulo em maltiplos
inteiros de 7 /2. Por outro lado, para valores de ;2 menores que 0.5, as curvas sdo convexas, tendendo
a infinito em mdltiplos inteiros de 7 /2. Vale ressaltar que, exceto para . = 0.5 no qual ela é uniforme,
a PCR € periddica com periodo 7. Fig. 3.2 compara as curvas tedricas com dados de simulagao. O
método de simulacdo empregado foi o Monte Carlo, no qual as varidveis autocorrelacionadas X; e
Y; foram geradas de acordo com o modelo ja bem fundamentado de Clark/Jakes [30]. O parimetro
7 foi ajustado alterando a razdo das varidncias de X; e Y;, enquanto que o parimetro y foi regulado

variando o niimero de varidveis gaussianas, como em (3.1).

3.3 Taxa de Cruzamento de Nivel e Duracao Média de Desvane-

cimento

A LCR ¢ definida como o niimero médio de vezes que a envoltdria de um sinal cruza um dado

nivel na direcdo ascendente (ou descendente) dentro de um certo periodo de tempo. Denotando este
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n=3,2,15,1,0.75,0.5, 045, 0.425, 0.4, 0.375, 0.35
A

Fig. 3.1: PCR de canais -1 (n = 0.9).

Fig. 3.2: Comparacdo entre as curvas tedricas e simuladas da PCR de canais n-p (linhas s6lidas —
téorico, circulos — simulagdo).
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nivel de cruzamento por 7, a LCR € estimada como [40]
Na(r) = /  f 1, P)dF, (3.9)
0

onde fp i(+,-) € a PDF conjunta de R e R. A AFD ¢ definida como o tempo médio que a envoltdria

recebida permanece abaixo de um dado limiar r e é formulada como

_ Fr(r)
]\/vR(T)7

Tr(r) (3.10)

no qual, para o Formato 1 da distribui¢do 7-p, a CDF Fg(-) pode ser obtida a partir de (2.9) como

]_ —
FR(T)zl—Yﬂ<ﬁ,(l+n)m/MLQ>. 3.11)

Com o intuito de obter a LCR em canais n-u, seguiremos os seguintes passos. Primeiramente,
iremos reescrever a expressao geral de Rice para o cdlculo da LCR, dada em (3.9), como
27
NR(T‘) = NR@(T, G)dG, (312)
0
onde -
Ngro(r,0) = / " frielr T, 0)dr, (3.13)
0

Substituindo (B.2) em (3.13) e realizando a integral requerida, temos que (3.13) é obtida como

/T P4 (1 4 )3 23 sin(20) |71 /T 4 5 + (=1 + 1) cos(26)
e Q5 22T (py)

X exp <_7"(;n;ﬂ77)ﬂ(1 +n—(-1+mn) cos(20))>. (3.14)

NR’@(T, 9) =

Finalmente, substituindo (3.14) em (3.12), temos que a expressao final para a LCR em canais 7-u

pode ser escrita em termos de uma integral simples como

VT QT
 92u-2 e T2(p) 0)2h—3

Ng(r) /02 [sin(26)]**'\/1 4+ n — (1 — ) cos(26)

[(1+n)*+ (1 — ) cos(20)]pur?
X exp{— 0

}de. (3.15)

A AFD segue diretamente substituindo (3.15) e (3.11) em (3.10). Com propdsitos ilustrativos € como

uma das formas de validar nossos resultados, alguns casos especiais de (3.15) serdo reproduzidos
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aqui. A LCR de canais Nakagami-m é obtida abaixo a partir de (3.15) fazendon = 1 e p = m/2

\/%fm mmf%Tmel mr?
N, = —— 3.16
wlr) = LI () G106

que estd de acordo com [32, Eq. 17]. Para ;x = 0.5 em (3.15), a LCR em canais Hoyt com parametros
b= (n—1)/(n+ 1) é derivada, sendo mais uma vez coerente com [33, Eq. 13]. Porém, tal LCR
continua sendo escrita na forma integral. Fazendo m = 1 em (3.16), a LCR para o caso Rayleigh é

obtida como em [41, Eq. 4.64] da seguinte forma

2
Ng(r) = V2T fin (%) exp(—%). (3.17)

Figs. 3.3 e 3.4 plotam a LCR normalizada (eixo da esquerda), N(r)/fn, ¢ AFD (eixo da di-
reita), Tr(r) fum, como func¢do da envoltéria normalizada p = r/ v/Q. Aumentando i e mantendo 7
constante, perceba que niveis mais baixos sdo cruzados com taxas menores. Em outras palavras, um
aumento do pardmetro . proporciona uma melhoria no desempenho do sistema. O mesmo pode ser
dito para o caso de 7 aumentando e p constante. Comparando as Figs. 3.3 e 3.4, percebe-se que
ambos LCR e AFD sofrem mais influéncia com a variagdo do parametro p do que a do . De fato, as

curvas da AFD sdo fracamente dependentes do parametro 7.

10-4 T T T T T T
30 -25 20 -15

Fig. 3.3: LCR de canais n-p (n = 0.5).
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20Log(p)

Fig. 3.4: LCR de canais n-u (1 = 0.6).

Figs. 3.5 e 3.6 esbocam as curvas tedricas e simuladas para a LCR normalizada em funcéo de p.
Observe a excelente concordancia entre as curvas. Simulagdes foram também realizadas para outras

condic¢des de desvanecimento € um bom ajuste entre as curvas ocorreu em todas elas.

3.4 Aplicacoes

A LCR e AFD de sistemas multirramos EGC e MRC operando em canais independentes Hoyt sao
conhecidas na literatura e apresentadas em termos de multiplas integrais [38, Eqs. 14 and 18]. Nesta
Secdo, serdo usadas as expressoes para a LCR e AFD, obtidas na Secao 3.3, como solugdes exatas,
simples e alternativas para a LCR e AFD de sistemas multirramos MRC operando em canais Hoyt.
Da mesma forma, elas serdao usadas como aproximagdes altamente precisas para a LCR e AFD de sis-
temas EGC sobre o mesmo cendrio de desvanecimento. Em cada caso, os parametros da distribuicao
n-p (€2, n e ) serdo devidamente calculados em termos dos pardmetros de Hoyt de cada ramo. O
procedimento para tal serd detalhado em seguida. Este mesmo raciocinio pode ser usado para o caso
Nakagami-m, no qual a solugdo exata € dada em [25,42]. Porém, testes realizados mostraram que a
distribuicdo a-p produz melhores ajustes na aproximagdo da LCR de canais Nakagami-m indepen-
dentes ndo-identicamente distribuidos (i.n.i.d, do inglés independent non-identically distributed) do

que a distribui¢do n-u. Isso sera melhor discutido e detalhado no Capitulo 6. Devido isso, somente o
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n=0.5
10°+
i1=2151251075
1Y
10" 4
q_E
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20Log(p)

Fig. 3.5: Comparagdo entre as curvas tedricas e simuladas da LCR de canais n-p (p = 0.5, linhas
sOlidas — téorico, circulos — simulagao).

caso Hoyt serd explorado neste Capitulo.

3.4.1 LCR e AFD - Receptores MRC multirramos em Canais Hoyt

Em MRC, a envoltéria na saida do combinador R);rc é dada como em (2.56). Neste caso,
R;, que € a envoltéria do i-ésimo ramo, ¢ = 1,..., M, segue a distribui¢cdo de Hoyt com poténcia
média Q; = F(R?) e parAmetro de desvanecimento b;. De fato, cada envoltéria Hoyt R; pode ser
modelada como a soma de varidveis quadraticas gaussianas independentes e desbalanceadas, tal que

(2.56) coincide com o modelo de envoltéria -4 (3.1) (isto é, Ry;rc = R) tendo a distribui¢do 7-p os

parametros
Q= MSQ,, (3.18a)
w=M]/2, (3.18b)
1+0b;
=1 (3.18¢c)

Usando (3.18) em (3.15) e (3.11), obtém-se formulacdes alternativas exatas, expressas como uma

unica integral, para a LCR e AFD de sistemas MRC operando em canais Hoyt, atualmente disponivel
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iy n=0.9,0.1,0.03, 0.01, 0.001
He A

—30I—2|5I—2|0I—1|5I—1|0I —|5 I CI) I &IS I1IO
20Log(p)

Fig. 3.6: Comparagdo entre as curvas tedricas e simuladas da LCR de canais - (4 = 1, linhas
solidas — téorico, circulos — simulagao).

na literatura em [38, Eq. 18] na forma de miiltiplas integrais.

Vale relembrar que essa mesma abordagem foi realizada na Secdo 2.4 para prover expressodes
exatas para a OP e ABEP em receptores MRC multirramos de canais 7-y i.i.d. Portanto, € fécil
concluir que as formula¢des propostas acima € um mero subcaso das formulagdes ja propostas na
Secdo 2.4, uma vez que a partir do modelo fisico da distribui¢do 7-4, a soma de poténcias n-u pode
ser subdividida em uma soma de poténcias Hoyt. Logo, temos também que (3.15) constitui uma
solucgdo exata para a LCR de receptores MRC em canais -1 i.i.d, onde os pardmetros da distribui¢do
sdo dados como em (2.60). A expressdo exata, escrita em termos de multiplas integrais e vélida para

canais ndo necessariamente i.i.d, serd apresentada no Capitulo 5.

3.4.2 LCR e AFD - Receptores EGC multirramos em Canais Hoyt

Considerando a técnica EGC, a envoltdria na saida do combinador R g pode ser escrita como em
(2.37), onde R; segue a distribuicdo Hoyt com parametros ja citados na Subsecdo 3.4.1. Neste caso,
como antes, as formulagdes exatas para a LCR e AFD de canais Hoyt estdao disponiveis na literatura
na forma de multiplas integrais [38, Eq. 14]. Sendo assim, usando as equagdes (3.15) e (3.11),

aproximacdes altamente precisas para a LCR e AFD na saida do combinador serdo apresentadas.
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Com o intuito de tornar estas expressdes boas aproximacdes (isto é, Rpgc ~ It), nds calcularemos
os parametros de R (€2, n e 1) a partir dos momentos exatos da saida do combinador Rg¢c, usando o
mesmo procedimento que foi exaustivamente discutido no Capitulo 2. Considerando o Formato 1 da
distribuicdo n-u, estimadores baseados em momentos para os pardmetros €2, n ¢ © podem ser obtidos
a partir de (2.28)-(2.31) como

Q= E(Rpec), (3.19)
; V2¢— /3 —2c++/9—38¢c (3.20)
a,b — y .
V2c++/3—2c+ /09— 8¢
E(R%GC) _ 3E(R%Gc) 2
cA W Q2 2+ ’ 3.21)
2 |:E(R4EGC) _ 1j|
02
02 1+
Hap = Tab (3.22)

E(REee) = (141000

Os momentos exatos de Rpao, requeridos acima, ficam expressos em termos dos momentos
individuais das RVs R;, obtidos a partir de (2.8) para R = R;, h = (2+n~'+n)/4, H = (7' —n)/4,
p=05en=(1+b)/(1—b;),daseguinte maneira E(R%,,) = M~*/2E(S*), no qual E(S*) foi
obtido em (2.25).

Na Fig. 3.7, nossas aproximagdes para a LCR e AFD de receptores EGC operando em canais de
Hoyt sdo comparadas com as formulagdes exatas expressas em termos de multiplas integrais como
em [38, Eq. 14], para M = 2,3,4, b; = 0.1,0.6 e €); = 1. Percebe-se como as aproximagdes
propostas produzem resultados indistingiiiveis das formulacdes exatas. Como mencionado antes,
para o caso MRC, nossas expressdes alternativas dadas em uma Unica integral sdo de fato exatas e
coincidem com as formula¢des em muiltiplas integrais dadas em [38, Eq. 18]. E claro que, neste caso,

ndo existe necessidade de comparar ambas as formulagdes.

3.5 Conclusoes

Neste Capitulo, estatisticas de segunda ordem para canais de desvanecimento 7-;, foram apresen-
tadas. Dentre estas, as estatisticas conjuntas da envoltdria, da fase e de suas derivadas temporais,
combinadas de diferentes formas, assim como a PCR, foram obtidas em forma fechada. Por sua
vez, a LCR e AFD foram expressas como uma integral simples. Tais expressdes foram validadas
reduzindo-as a alguns casos particulares (Rayleigh, Hoyt e Nakagami-m), para os quais os resultados
sdo conhecidos, e por meio de simulagdo. Além disso, baseando-se nos novos resultados, formu-

lacdes exatas e na forma de uma tnica integral para a LCR e AFD de sistemas multiramos MRC
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Fig. 3.7: LCR e AFD de receptores multirramos EGC operando em canais Hoyt.

e aproximagdes altamente precisas para a LCR e AFD de sistemas multiramos EGC, operando em
canais independentes Hoyt, foram propostas.



Capitulo 4

Distribuicao - Conjunta da Envoltoria e

Fase

Nesta parte introdutoria, gostariamos de ressaltar que embora a estatistica apresentada neste Capi-
tulo, considerando o Formato 1 da distribuicio n-u, possa ser obtida a partir de (3.5), ela difere da
andlise anterior por ser mais geral. Em outras palavras, neste Capitulo € proposto uma representagio
geral e unificada da PDF conjunta da envoltdria e fase para os dois formatos nos quais a distribui¢do
n-p pode aparecer. Em contrapartida, no Capitulo anterior a anélise foi feita apenas para o Formato
1, sendo possivel a obtencdo do Formato 2 por meio de uma transformacao bilinear.

A distribui¢do da fase tem uma grande variedade de aplicagdes em sistemas de comunicagio [23,
43-46], principalmente quando a informacao € transmitida na fase da portadora. Em particular, a PDF
da fase pode ser 1til, por exemplo, no calculo de probabilidade de erro em canais de desvanecimento
com sinalizacdo na fase [47]. A distribui¢do conjunta da envoltéria e fase, por sua vez, tem uso, por

exemplo, na determinagdo de estatisticas de ordem superior, como a LCR (ver Capitulo 5).

4.1 Formulacao e Calculo

Seja Rexp(jO) um sinal seguindo a distribui¢do 7-x, no qual R representa a envoltoria e © a

fase. Portanto, do Capitulo 2 segue que
R*=X?4+Y? 4.1)

© = arctan(Y/X), 4.2)

onde as componentes em fase X e em quadratura Y do sinal sdo expressas como o somatério das

componentes em fase X; e em quadratura Y; de cada um dos n clusters que compdem o sinal recebido

45
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e tém poténcias médias 2y e {2y, respectivamente. No Formato 1, X; e Y; sdo processos mutuamente
independentes de média nula e varidncias ndo-idénticas tal que F(X?) = nQ/(2u(1+n)) = Qx/2ue
E(Y?) =Q/2u(1+n)) = Qy/2u, sendon = E(X?)/E(Y?) e Q = E(R?). No Formato 2, X; e Y;
sd0 processos correlacionados de média nula e varidncias idénticas tal que E(X?) = E(Y?) = Q/4u
en =4uE (X;Y;) /Q.

Partindo das varidveis correlacionadas X; e Y; (Formato 2) e realizando uma rotagdo de eixos,

obtém-se varidveis em fase e em quadratura independentes, tal como no Formato 1, tendo poténcias

médias respectivamente igual a Qy = % ey = % Apbs isso, 2y e dy podem ser
expressos da mesma forma para os dois formatos como
(h— H)Q
Qy = ——— 4.3
(h+ H)Q
Qy = ——— 4.4

com h e H assumindo valores distintos para os dois diferentes formatos.

Sabendo que, apds a transformacao descrita, X e Y sdo varidveis independentes para ambos os
formatos, entdo sua PDF conjunta é dada por fxy(z,y) = fx(z) X fy(y), onde fx(z) e fy(y)

podem ser obtidas a partir de (3.2). Segue entdo que

21 2pu—1 2p—1 2 2
2 |y | < ( oy ))
T,y) = exp| —pul =—+=—11. 4.5)

Usando o procedimento estatistico padrdo de transformacdo de varidveis tal que fro(r,0) =
|.J| fxy(z,y), noqual |J| = r é o jacobiano da transformacao, e substituindo (4.3) e (4.4) em (4.5),

a PDF conjunta correspondente f5 o(r, #) é dada por

fro(r,0) =

2p2 W24t sin(20) |24 <_ 24uhr?
£

(W2 — B2 Q2 T2 () m(h + HCOS(QH))). (4.6)

Perceba que, diferentemente do caso Nakagami-m, R ndo é independente de ©. Integrando (4.6) em

relagdo a r, obtém-se a PDF da fase fg(6) como

(2 — ) D) sin(20) [

4.7
22 T2(p1) (h + H cos(26))* @7

fe(0) =
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4.2 Algumas Discussoes e Resultados Numéricos

Como citado na Secdo 2.1, a PDF da envoltéria da distribui¢do 7-p € simétrica em 1 = 1, para o
Formato 1, e n = 0, para o Formato 2, ou seja, tanto faz explora-la dentro de um intervalo ou outro
do pardmetro 7. Contudo, tal fato ndo é verdadeiro para a PDF da fase, no qual um desvio de 7/2 é

observado entre as curvas dentro dos respectivos intervalos.

O resultado em (4.7) reduz ao de Hoyt [48, Eq. 6.3] de maneira exata para 4 = 0.5 e pardmetro
de Hoyt b = —H/h. Da mesma forma, ele reduz exatamente ao de Nakagami-m [35, Eq. 3] para
uw=m/2e H/h — 0. O caso para o qual H/h — 1 merece uma atengdo especial. Embora esta
condi¢do gere a PDF da envoltéria de Nakagami-m, o mesmo ndo acontece para a PDF da fase. Como
pode ser visto de (4.7), exceto para § = 7/2 e § = 37/2 onde impulsos ocorrem, a PDF da fase é
constantemente nula em todo o intervalo de 6. O caso dual é quando H/h — —1, onde impulsos
ocorrem em # = w e 6 = 2m. Tal resultado é de fato esperado desde que H/h — 1 significa
a existéncia da componente em quadratura somente, enquanto H/h — —1 representa a existéncia

apenas da componente em fase.

Agora, alguns graficos da distribuicio de fase - serdo mostrados. Por conveniéncia, apenas o
Formato 1 serd esbocado. Fig. 4.1 ilustra a PDF da fase para n = 0.5 e p variando de 0.25 a 3.
Para valores de ; menores que (.5, as curvas sdo convexas tendendo ao infinito em multiplos inteiros
de m/2. Para u = 0.5, as curvas atingem seus minimos em inteiros mdltiplos de 7 e maximos em
miltiplos impares de 7/2. Para valores de p maiores que 0.5, as curvas assumem valores nulos em
miultiplos inteiros de 7/2. Fig. 4.2 plota a PDF da fase para ;. = 0.6 e variando 7. Fig. 4.3 mostra a

PDF da fase em coordenadas polares para 77 = 0.5 e variando .

4.3 Aplicacoes

A distribui¢do da fase encontra um grande nimero de aplicacdes em comunicagdes sem fio. A
distribui¢do conjunta da envoltéria e fase, por exemplo, € util na determinacdo de estatisticas de
ordem superior, tais como LCR em sistemas multirramos com diversidade. Nesta Secdo, uma possivel
aplicagdo dos resultados aqui obtidos é mostrada. Em particular, a PDF f(7) da derivada temporal
da envoltdria serd encontrada. Para tal, faz-se uso da PDF condicional f Rl@(H@) de R dado ©, como

segue
2

fr(r) = | frie(710) fo(0)do. (4.8)
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Fig. 4.1: PDF da fase de canais n-p (n = 0.5).

1,2

4 n=0.02,0.03,0.05,0.1,0.2,0.3, 0.5, 1

Fig. 4.2: PDF da fase de canais -y (1 = 0.6).

De (4.1), temos que RR = XX +YY,onde X eV representam, respectivamente, as derivadas
temporais de X e Y. Sabendo que X = Rcos(©) e Y = Rsin(0), segue que

R = X cos(0) + Y sin(O). (4.9)



4.3 Aplicacdes 49

n=0.1,0.2,0.25, 0.3, 0.485,
0.5, 0.52(5, 0.75,1, 15,2

180°

Fig. 4.3: PDF da fase de canais 7-u - coordenadas polares (n = 0.5).

Devido Z (Z = X, ou Z = Y') seguir uma distribui¢ao Nakagami-m [35] e sua derivada temporal
ser gaussiana [32], entdo, para espalhamento isotrépico, Zé gaussiano de média nula com F (Z 3 =
(7 fin)? Qz /. A partir de (4.9), percebe-se que R, dado ©, é gaussiano de média nula com variancia
E (R2|@). Alterando as componentes em fase e em quadratura do Formato 2 de forma que estas

fiquem independentes como no Formato 1, tal varidncia pode ser expressa como

E(R2|6):f3171—2722 (1_Hcos(29)>’ 4.10)

2u h

para ambos os formatos. Substituindo (4.7) em (4.8) e sabendo que lee(H@) ¢ uma distribuicdo

gaussiana de média nula com variancia dada em (4.10), a PDF de R é obtida como

) (Mh)%(iﬁ — H*)*T'(2p) 2 (h+ H cos(26))~2# (sin(26))2!
T} = 4n—1 ST /
fmm27T?(p) 0 h — H cos(20)
_h/“;Z
X exp <f,% T2 72(h — Hcos(29))> do. 4.11)

Figs. 4.4 e 4.5 mostram (Formato 1) a PDF normalizada de R, fa(r) mel/ 2, como fungdo da
derivada temporal da envoltéria normalizada, 7/ f,,,€2'/2, para algumas condi¢des de desvanecimento.
Perceba que as curvas tem suas formas semelhantes a gaussianas, embora fj(7") ndo seja gaussiana,

diferentemente dos modelos de desvanecimento Nakagami-m e Rice.
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0,3

n =0.001, 0.01, 0.05,0.1,0.2,0.4, 0.6, 1

Fig. 4.4: PDF da derivada temporal da envoltéria n-p (1 = 2).
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n=1,2,34,5
e
£ 0,251
-
0100 i I T T T T T T T I i
-6 -4 -2 0 2 4 6
r/f 0"

Fig. 4.5: PDF da derivada temporal da envoltéria n-p (n = 1).
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4.4 Conclusoes

Neste Capitulo, a PDF conjunta da envoltdria e da fase assim como a PDF da fase da distribuicao
n-p foram obtidas em forma fechada e de maneira exata. As formulagdes aqui apresentadas com-
preendem aquelas de Hoyt e Nakagami-m ja publicadas na literatura. Uma caracteristica importante
relacionada ao formato das curvas é que a distribuicdo da fase para o intervalo —1 < H/h < 0é a
mesma para o intervalo 0 < H/h < 1, porém deslocada de 7/2. A partir de nossos resultados, a PDF
da derivada temporal da envoltéria foi encontrada e alguns graficos foram plotados mostrando que,
diferentemente de Nakagami-m e Rice, tal estatistica ndo é gaussiana, embora o formato das curvas

se assemelhem muito a ela.



Capitulo 5

Taxa de Cruzamento de Nivel e Duracao
Média de Desvanecimento para Canais
Generalizados usando Técnicas de
Diversidade por Combinacao na Recepcao

Em sistemas sem fio, a envoltdria do sinal recebido varia aleatoriamente devido ao fendmeno
do multipercurso e técnicas de diversidade sdo geralmente utilizadas para combater esta variacdo
aleatéria do nivel de sinal, proporcionando assim uma maior confiabilidade na detec¢do do mesmo.
A LCR e a AFD sao métricas importantes que avaliam o desempenho dindmico de sistemas com
diversidade, sendo aplicadas em algoritmos de handoff, c6digos corretores de erros, cdlculo de com-
primento de pacotes, etc. Por esta razao, tais métricas t€ém sido amplamente investigadas na literatura
para os canais de desvanecimento mais conhecidos [25,34,38,49]. Um dos propdsitos deste Capitulo
€ obter expressdes exatas para a LCR e AFD de receptores multirramos EGC e MRC operando em
canais de desvanecimento a-u, n-p € k-p com poténcias médias e parimetros de desvanecimento
arbitrarios. Devido a dificuldade inerente das formulacdes exatas, nos quais a LCR e AFD serao ex-
pressas em termos de multiplas integrais, aproximacdes simples e precisas serdo propostas para tais
métricas, extendendo para estatisticas de segunda ordem a idéia inicialmente aplicada no Capitulo 2.
Como sera visto através dos resultados numéricos, novamente as diferengas entre as curvas exatas e
aproximadas serdo imperceptiveis. Além disso, baseando-se em alguns resultados da literatura, ex-
pressodes simples e em forma fechada para a LCR e AFD usando técnicas PSC serdo encontradas. Os
resultados analiticos aqui apresentados serdo validados reduzindo as expressdes gerais para alguns

casos particulares, nos quais as solugdes sdo conhecidas, e por meio de simulacao.
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5.1 Estatisticas Condicionais da Derivada Temporal da Envoltoria

em Cada Ramo de Diversidade

Em um cendrio de recep¢do com diversidade, considere que o sinal recebido no ¢-ésimo ramo
(¢ =1,..., M) compreende um certo nimero n,; de clusters de multipercurso tal que a envoltéria R;

possa ser escrita como

ng

R =3 (Xa+pa)? + (Ya + qa)” G-b

1=1
onde, dependendo do modelo de canal a ser investigado, varidveis e parametros de (5.1) possuem
um dado comportamento e valor, como ja detalhado na Secdo 2.1. E importante apenas ressaltar
que os parametros estatisticos de X;; e Y; variam somente de um ramo para outro, permanecendo
os mesmos dentro dos diversos clusters (I = 1,...,n;) que o atinge. Note também que cada ramo
de entrada possui um nimero especifico de clusters, podendo ser o mesmo ou nio. Na seqiiéncia, a
PDF condicional de R,-, derivada temporal de R;, serd obtida para cada um dos modelos de canais
generalizados apresentados aqui. Tal estatistica sera de crucial importancia na obtenc¢do da LCR e
AFD. Em toda a andlise, é assumido que o espalhamento € isotrépico. Além disso, para canais 7-4,

nossas formulacdes levam em conta o Formato 1 da distribui¢ao.

Canais a-u:

Neste caso, a envoltoria R; € modelada a partir de (5.1) fazendo p; = g; = 0. Logo, para canais

a-, (5.1) é reescrito como

ng

Ry =) (X5 +Y7). (5.2)

=1

Derivando cada lado da igualdade em (5.2), segue que
Ry R = Z <2XilXil + 2Y£1Yz'z> ) (5.3)
1=1

onde, rearranjando os termos de (5.3), resulta em

leu + Y;ZY;I
=2 Z o (5.4)
=1 ?

Para espalhamento isotrépico, as derivadas temporais X;; e Y;; sdo varidveis gaussianas de médias

nulas e variancias 6;> = 272 f20? = 72 f27% /pu; [30]. Consegiientemente, baseando-se em (5.4) e

m~ 1 'ITLZ
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sabendo que a combinag¢do linear de varidveis gaussianas segue também uma distribui¢do gaussiana,

temos que a PDF condicional de 1?; dado R; é gaussiana de média nula e variincia 012%‘ , isto &,
?

1 72
frir, (Filri) = exp ( : > : (5.5)
| V2o, 2012;,4

Portanto, precisamos determinar o valor de a;, que € a estatistica requerida em (5.5). Aplicando o

operador variancia condicional em (5.4), temos

_4iXﬁ+K%

2R2a -2 7‘
T X2+Y2 o
— 47 f2 Z : RQJ_Q % (5.6)

Perceba que, exceto X;; e Y}, todos os demais termos de (5.6) ndo sdo funcdes do nimero de clusters
l. Logo, substituindo (5.2) em (5.6), segue que a variancia da PDF condicional de R; dado R; pode

S€r expressa como
2—ay

0% = ——Ar? fR P (5.7)
a?

Canais 7-p:

Para estes tipos de canais, a envoltéria R; é modelada a partir de (5.1) fazendo o; = 2 e p; =

ga = 0. Logo,

T

R} =Y (Xi+Yy). (5.8)

=1
Escrevendo a envoltdria R;, expressa em (5.8), e a fase ©; do sinal 7-;2 em termos da componente

em fase X; e quadratura Y; do mesmo, temos que
R} = X7+ Y7, (5.9)

0, = arctan(Y;/X;), (5.10)

onde X, = m ey, = \/m com poténcias médias dadas, respectivamente, como
Qx, = 2u0%,, e Qy, = 2p03,, onde 0%, = E(X]) e 0y, = E(Y;}). Uma outra forma de expressar
Qx, e Qy, é em termos da poténcia média ); da envoltéria do sinal 7-u. Neste caso, Qy, = (1;/(1 +
1:))S% € Qy, = (1/(1 + m))S%.

A partir de (5.9), perceba que X; e Y; podem ser escritos como X; = R; cos(0;) e Y; = R; sin(6;).
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Logo, derivando ambos os lados de (5.9), segue que

R, = X; cos(0;) + Y; sin(©;). (5.11)

No Capitulo 3, foi mostrado que X; and Y; s@o varidveis gaussianas de média nula com variancias

2
X;

dado R; e ©;, segue também uma distribui¢do gaussiana de média nula, isto &,

dadas por 0%, and 0?,_, respectivamente. Baseando-se nisso e através de (5.11), é facil ver que R;,
7

.2
exp | ——i . (5.12)

1 ,
R0 (FilTis 01) = ———
le|Rl,61( ’ ) \/%URZ. 20]2;31_

Temos que, novamente, encontrar o valor de 012-%. Aplicando o operador varidncia condicional em
1

ambos os lados de (5.11), temos

0, = 0%, cos’(0;) + of, sin*(6;). (5.13)

24
X

and 052-/ , respectivamente, como serd
l il

Portanto, um pré-requisito para a determinagdo de U% € aobtencdo de 07, e 0)2.,, As expressoes para

estes parametros, por sua vez, sdo equivalentes aquelas de 0?‘«

T

mostrado em seguida.

Derivando ambos os lados da igualdade X? = >, X7, segue que

: iy XX
X; = % (5.14)
Aplicando o operador variancia condicional em (5.14)
X202
0% = —l‘lx; X (5.15)

A partir do modelo de desvanecimento 7-y, perceba que ai,_l ndo depende do nimero de clusters [,
variando somente de um ramo para outro, isto é, quando ¢ varia. Portanto, (5.15) pode ser reescrita

como

2 2 =1 "4 2
Oy =0y — 5 — 0y . 1
Xi Xa X2 Xit (5.16)
(2

De forma andloga, mostra-se que 0)2», = 012-/ )
7 2l
2
. Xit
e Y;; sdo varidveis gaussianas de médias nula com varidncias U?'(.

il

O objetivo agora torna-se entdo calcular o2, e 032., . Para espalhamento isotrépico, sabe-se que X;
il

_9.2¢2 2 2 9. 272 2
=2 f7 0%, €05 = 2 Oy,
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respectivamente. Sabendo que 0%, = Qux,/2u; = (1:;/(2u(1 + 1)) e 03, = Qy, /21 =

(1/(2p:(1 + m;)))S2;, as varidncias 0% e 0% podem ser expressas como

X;
2 _ 2 (2 Y >
7%= %y = (m(Hm) oD
2 = 2pp (S
0 =o? =nf2 (uz(1+m)> (5.18)

Substituindo (5.17) e (5.18) em (5.13) e apds algumas manipulacdes algébricas, a varidncia a da

PDF condicional de RZ, requerida em (5.12), € obtida como

) 2f2

) 200,
Tk = gy (L (1= ) os’(6) (5.19)

Canais k-p:

Em canais k-, a envoltdria I?; € obtida a partir de (5.1) fazendo «; = 2. Logo,

ng

R =) (X +pa)” + (Yu + qu)’, (5.20)

=1

no qual (5.20) pode ser reescrita como
Rf =) WP (521)
=1

onde W, denota a envoltodria de Rice. Derivando ambos os lados de (5.21)

>y Wil

B =
R;

(5.22)
Em [43], foi mostrado que W, segue uma distribuicdo gaussiana de média nula com variincia
U‘Z/VZ 2m2f2 0?2, onde 0? = E(X32) = E(Y;?). Baseando-se nisso e a partir de (5.22), é facil
perceber que R;, dado R;, é também uma RV gaussiana cuja PDF pode ser expressa como em (5.5).
Usando o operador condicional em(5.22), temos
L Wie

o} = TZ. (5.23)
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Como 0124-/ ndo depende do nimero de clusters [, variando somente de um ramo para outro, a variancia
! .
o% da PDF condicional de I?; pode também ser expressa como 0% = 27°f 07. Porém, neste caso,
T T

2 z
o; é dado por

5 Q

= 5.24
g; 2[[//2(1_'_,%) ( )

Portanto, para canais -/, a varidncia da PDF condicional de Ri, dado R;, € dada por

2 £2
o[58
0% =2m’f2o? = m

‘ — T 5.25
f (14 Ry) (5-25)

5.2 Formulacoes Exatas para a LCR e AFD de Receptores Mul-

tirramos PSC

Em PSC, os sinais recebidos sdo continuamente monitorados tal que o melhor sinal € selecionado.

Dessa forma, a envoltéria na saida do combinador Rpgc pode ser escrita como

Rpsc = nax I{Ri}- (5.26)
Em [50], uma formulag@o geral para a LCR de receptores PSC operando em canais de desvanecimento
independentes foi apresentada no qual a LCR Ng,..(r) na saida do combinador era determinada ape-
nas com o conhecimento da LCR N, (r) e da CDF F,(r) de cada ramo de entrada. Tal formulagéo
foi apresentada como
M M
Nipse(r) =Y Ne,(r) ] Fa, (r). (5.27)
- R
Fazendo uso da formulagdo acima, percebe-se que para o calculo da LCR na saida do combinador
basta substituir em (5.27) as respectivas LCRs e CDFs dos canais a-u, n-i € k-p. As CDFs foram
apresentadas no Capitulo 2 e sdo dadas em (2.5), (2.9) e (2.15) para os pardmetros (v, 1t;,7:), (i f4i,$2;)
e (K4, 44,82;), respectivamente. Em seguida, baseando-se em resultados ja publicados anteriormente,
apresentaremos as devidas LCRs.

Para canais a-u, a LCR da envoltéria R; é dada por [8]

Ng, (1)

27 f roii12) i [ 7%
(1) = — exp | — . (5.28)
T (jug) 72017

~ 0l
i

Logo, substituindo (5.28) e (2.5) em (5.27), obtém-se a LCR de canais -y na saida do combinador.
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Por sua vez, substituindo (3.15) e (2.9) em (5.27), obtém-se a LCR de canais n-p. J4 a LCR de canais

k-u foi obtida em [51,52] e € expressa como

’7TQ¢

NRi (T) - fm 2/,62(]. + K,i)

TR, (1), (5.29)

onde fg, (r) é dado em (2.13). Logo, substituindo (5.29) e (2.15) em (5.27), resulta na LCR de canais

k- em receptores PSC.

Vamos agora encontrar uma representacao geral para a AFD Tg,..(r) na saida de receptores
PSC, até entdo nao apresentada na literatura. Assumindo independéncia entre os ramos, temos que
Frpoo (1) = T, Fi, (7). Substituindo isso e (5.27) em (3.10) e apés algumas manipulagdes algébri-

cas, pode ser mostrado que
Tiheo(r) =Y TR (r), (5.30)

onde T, (r) representa a AFD de cada ramo de entrada. Para canais a-y, tal estatistica é dada por [9]

TRi (7’) = 2_7T fm o (ni—1/2) /,Lé”_l/2

(5.31)

~oy
i

F(Mi;NiTai/f?i)f’?i(M_l/z) (MH““")
p )

enquanto que para canais 7-u e k-, Tg,(r) € obtida substituindo (3.15) e (2.9) em (3.10) e substitu-
indo (5.29) e (2.15) em (3.10), respectivamente, usando nas substituicdes os devidos parametros de

cada ramo de entrada.

Vale a pena ressaltar que (5.30) é de fato geral e se aplica a qualquer cendrio de desvanecimento
com ramos independentes, sendo assim a grande contribuicdo deste capitulo relacionada a receptores

PSC, uma vez que a LCR j4 havia sido formulada anteriormente.

Figs. 5.1, 5.2 ¢ 5.3 plotam a LCR normalizada (eixo da esquerda), Ng(r)/fm, ¢ AFD (eixo da
direita), Tg(r) fm, como fun¢des da envoltéria normalizada p. Para canais a-u, p = r/7;, enquanto
que para canais 7-u € k-, p = r/+/€;. As curvas foram exemplificadas considerando apenas o caso
de canais i.i.d. Perceba como o uso da diversidade reduz drasticamente o efeito prejudicial do desva-
necimento. Além disso, quando o nimero de ramos aumenta, niveis mais baixos sdo cruzados com
taxas menores, enquanto que niveis mais altos com taxas maiores, provendo assim uma melhoria de
desempenho, como ja € esperado. A influéncia da varia¢do dos pardmetros fisicos de desvanecimento
das respectivas distribui¢cdes no desempenho do sistema serd investigada mais adiante para receptores
EGC e MRC. As conclusdes sdo as mesmas, por isso, para ndo ser tdo repetitivo esbocando cur-
vas que chegam as mesmas conclusdes, optaremos para cada tipo de receptor investigar a influéncia

da variacdo de um determinado pardmetro. Aqui, para receptores PSC, foi analisado a variacdo do
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ndmero de ramos de diversidade.

] PSC, canais i.i.d o-p
1a=15p=2

LCR/f_

Fig. 5.1: LCR e AFD para receptores PSC em canais o-p i.1.d (o; = 1.5, pi; = 2).

5.3 Formulacoes Exatas para a LCR e AFD de Receptores Mul-
tirramos EGC

Nesta Sec¢ao, expressoes exatas para a LCR e AFD de canais a-pu, -1 € k-4 na saida de receptores
EGC serao encontradas. A envoltdria na saida destes combinadores € dada em termos das envoltdrias

de entrada como em (2.37). Derivando ambos os lados de (2.37), segue que

M

. 1 .

Rpac = NeTi g R;, (5.32)
i=1

A partir de (3.9) e (3.10), note que para determinar a LCR e AFD na saida do combinador EGC,

temos que encontrar a PDF conjunta f5 . 5 . (r,7) € a CDF Fgy..(r). Esta dltima € obtida inte-

grando a PDF conjunta fr, g, (-,...,) sobre o volume limitado pelo hiperplano v Mr = Zf\il i



5.3 Formulacoes Exatas para a LCR e AFD de Receptores Multirramos EGC

61

10" 3 =10°
PSC, canais i.i.d n-u M=4,3, 2,1
o] MR 102
1 ;-101
W E 10 : >
= L3
m 0
B =10°
8 10 E 3_"
. =10
E M=1,23,4
] =107
10 — i
-20 -15 -10 -5 0 5 10
20Log(p)

Fig. 5.2: LCR e AFD para receptores PSC em canais n-p i.i.d (n; = 0.5, p; = 2).

] PSC, canais i.i.d k-p
1x=15p=2

LCR/f_

Fig. 5.3: LCR e AFD para receptores PSC em canais x-p i.i.d (k; = 1.5, y; = 2).
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[53], resultando em

v Mr vV Mr—ry \/]V[T‘—Zi\i?) ri \/M'T—Zfz2 ri
Frpoo (1) = / / / /
0 0 0 0
le,---,RM (7”1, . ,T‘]\,{)d?“ldTQ e d?“]yjfldTM.

(5.33)

A equagfo acima € geral e € valida para o cilculo da CDF da envoltéria na saida de receptores
EGC sobre qualquer canal de desvanecimento em questdo. Tal expressdo foi inicialmente proposta
no artigo cldssico de Brennan [53] e desde entdo vem sendo usada na literatura pelos pesquisadores
para a andlise de estatisticas de segunda ordem em receptores EGC. Ainda relacionado a (5.33), como
estamos assumindo independéncia entre os ramos de entrada, fr, . g, (71,...,70m) = Hf\i 1 fri (1),
onde no nosso caso fg,(-) pode ser expresso tanto como (2.1), (2.7) ou (2.13), fazendo as devidas
substitui¢des dos parametros de entrada. Falta encontrarmos a PDF conjunta f5 . 5. .. (r,7) para
cada um dos tipos de canais. Na seqii€ncia, esta estatistica assim como as expressdes finais para a
LCR e AFD serao determinadas.

Canais a-pu:

Assuma que a envoltéria de entrada R;, dada em (2.37), segue uma distribuicdo -1 com parame-
tros («;, pu;, 7;). Derivando (5.33) com relagdo a r com o intuito de obter fr(r) e usando a regra de

Bayes [49], [, .c.izpee (5 *) POde ser expressa como

M-1

T Mr o Mr—ray VMM,
fREcc,REGc(T’ 7) = \/M/0 /0 /

0

M
le,sznRM,REGC vV Mr — E T ,7”2,...,?”1\{,?.” dTQ...dT]\/[,

=2

(5.34)

onde, usando propriedades da teoria de probabilidade [54], o integrando de (5.34) pode ser reescrito

como
M

TRy Row Rar Eroe (r1i,r9, .. g, 1) = fREGC|R17R27---7RM (F|r1, 79y .oy Tar) X H fr(ri).  (5.35)
i=1

A partir de (2.37), (5.32) e (5.5), pode-se demonstrar que fREcc\RL...,RM("W ...,+), requerido

. o . ‘o A M
acima, segue uma distribuicdo gaussiana de média nula com variancia 012% =Y i Jé /M, onde 012%‘
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€ dado em (5.7). Substituindo (5.34) em (3.9) e realizando os cédlculos necessdrios seguido de algumas

manipulacgdes algébricas, a LCR na saida de receptores EGC em canais a-p € dada por

M-1
N -y, (, M — M, n-) Yo 20 o
Nawoclr) =VE=g [ [ ] . T i
0 0 0 a1t s i Hi

=2 =2

M M
X fr <\/Mr - Zn) [ fr.(ro)drs . drassdras. (5.36)

Substituindo (5.36) e (5.33) em (3.10), a AFD em canais «-p é determinada.

Como uma forma de validar nossas expressdes, iremos reduzi-las para alguns casos especiais.
Para p; = 1 (caso Weibull), nossos resultados exatos reduzem-se aqueles de [49]. Da mesma forma,

fazendo o; = 2 (caso Nakagami-m) e 7;" = (), novamente as formulagdes exatas reduzem-se aquelas
obtidas em [25, Eqs. 23-24]. Em particular, para a; = 2 e considerando o caso desbalanceado, as

expressdes aqui obtidas reduzem-se aquelas apresentadas em [55, Eqgs. 39-40].

Canais 7-p:

Assuma agora que a envoltéria R; na entrada de cada ramo, dada em (2.37), segue uma dis-
tribuigéo 7-p1 (Formato 1) com parametros (;, ii;, {2;). A PDF conjunta fp . REGC(" -) é determi-
nada seguindo os mesmos passos descritos anteriormente para canais «-y, mas neste caso pode-se
mostrar que tal estatistica € escrita em termos de fp Rus.O1 @M’REGC(rl, ces T 01,0 00, T)

----------

como

1

M

M M—
2m 2r  pVMr NV Mr—rpy VMr=32 5
fREcc,REG(j(T’T): 'M/ / / / /
0 0 0 0 0
M

le Ra,01,...000,ReGo (\/ Mr — E Tis T2, .. .,rM,Gl, . .,GM,f”) d7’2 . .d?”jwdel - deM,
1=2

,,,,,

(5.37)

onde, por sua vez, o integrando de (5.37) pode ser expresso como

fR1 ----- Ry,01,.., @MyREGC(Th”"TM701"“’61\/[’7:‘):fREGC‘Rl Ry,01 @M(T"|T’17...,T’M,(91,...,(9M)

777777777

M
X HfRi,@i(riyei)- (5.38)
i=1



Taxa de Cruzamento de Nivel e Duracao Média de Desvanecimento para Canais
64 Generalizados usando Técnicas de Diversidade por Combinac¢io na Recepc¢ao

no qual fr, e,(-,-) € dada em (4.6) para os respectivos parametros de entrada e fazendo as devidas

substituicdes para o Formato 1. A partir de (2.37), (5.32) e (5.12), é fAcil ver que o primeiro termo
2 _

R
Z£1 aéi /M, onde ai,% € dada em (5.19). Substituindo (5.37) em (3.9), obtemos a LCR de receptores

EGC em canais 7-u como

ap6s a igualdade em (5.38) segue uma distribuicdo gaussiana de média nula com varidncia o

M-1

M
e N >
Nt (r) = 1|~ f / v / /m /m /Wz S [1— (1= ;) cos?(6)]
Rpac - 2m A ; ; ; ; - ;j,i(l—i—m)
M M
X th(al (\/M?" — Zri, 91> H th@i(Ti, ei)dTQ . dTMd91 e d@M. (539)
=2 =2

A AFD é determinada substituindo (5.39) e (5.33) em (3.10).

Comparando nossas formulacdes exatas com aquelas que ja existem na literatura e constituem
casos especiais das obtidas aqui, uma boa concordéancia € observada. Fazendo p; = 0.5 (caso Hoyt) e
para um parametro de desvanecimento de Hoyt b; = —(1—1;)/(14;), nossos resultados reduzem de
maneira exata a [38, Eq. 14]. Da mesma forma, para n; = 1 (caso Nakagami-m) e fazendo p; = m; /2,

nossas formulacdes reduzem aquelas de [25, Eqgs. 23-24].

Canais k-

Para estes tipos de canais, iremos fazer uso de algumas estatisticas ja encontradas anteriormente.
A PDF conjunta fp_ . REGC(-, -) € dada como em (5.34). A diferenca agora refere-se na varidncia
de fi,cciRi Rar Ray, (|75 7+ ), Que nesse caso € expressa como em (5.25). Realizando o proce-
dimento padrao ja detalhado para canais a-u, a LCR em receptores EGC para canais x-p pode ser

obtida como

M-1

M

T VMr VMr—ry \/Mrfzizgm
Nipoo (1) = \/;fm/o /0 /O

M M

Q
S (m . z)

i=1 =2

M
X H fRi (Ti)dT’Q R dT’]\/[_ldT'M (540)
=2

A AFD ¢ determinada substituindo (5.40) e (5.33) em (3.10). Reduzindo nossas formulagdes a alguns
casos especiais [25,56], uma boa concordancia € obtida.
Figs. 5.4, 5.5 ¢ 5.6 esbocam a LCR e AFD de receptores EGC em canais i.i.d a-p, n-p € k-p1. A

influéncia da variagdo do ndmero de clusters, representada neste caso pela variagdo do pardmetro ji;, €
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analisada nas curvas. Percebe-se que um aumento no niimero de clusters resulta em uma melhoria de
desempenho. Embora ndo mostrado nas curvas, mas ja verificado para o caso PSC e valido também
para receptores EGC, um aumento no nimero de ramos melhora substancialmente o desempenho,

como j4 era esperado.

EGC, canais i.i.d o-p
I M=2,a=15 n=3252151

30 25 20 45 10 5 0 5 10
20Log(r)

Fig. 5.4: LCR e AFD para receptores EGC em canais a-p i.i.d (M = 2, a; = 1.5, 7; = 1).

5.4 Formulacoes Exatas para a LCR e AFD de Receptores Mul-
tirramos MRC

O procedimento para o cdlculo da LCR e AFD em receptores MRC segue o mesmo raciocinio apli-
cado a receptores EGC. Porém, algumas diferencas existem. Primeiramente, o hiperplano usado para
a determinacio das estatisticas é r% = wal r; [53]. Baseando-se nisso e assumindo independéncia

entre os ramos, a CDF da envoltéria na saida do combinador € dada agora por

77’1% \/7"2 g2 \/7"2 YL,z M
FRMRC / / / /0 H fR Tz drl dry .. dTM—ldrMa

(5.41)
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Fig. 5.6: LCR e AFD para receptores EGC em canais k-y i.i.d (M = 2, k; = 1.5, Q; = 1).
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onde Rj;rc pode ser escrita como em (2.56). Derivando ambos os lados de (2.56), segue que

. Moopo
Rype =Y I (5.42)
“~ Rure

A partir de (2.56), (5.42) e (5.5), para canais a-u e k-u, € a partir de (2.56), (5.42) e (5.12),
para canais 7-u, € facil ver que fRAIRC|R17R2 77777 Ras (7|71, 72, ...,70), para os dois primeiros tipos de
canal, e fRMRc|R1 Rur ©1...00 (7|11, ... o, 01, ..., Oar), para o Gltimo tipo de canal, seguem uma

L Lo A o0 M 9 9 ;9 2
distribui¢do gaussiana de média nula e variéncia o7, = > ;7 7} O /7%, onde oy, € dado em (5.7),
(5.19) ou (5.25), dependendo do tipo de canal em andlise. Assim como para receptores EGC, aqui
nossas formulacdes serdo expressas em termos dessas estatisticas e, por isso, elas s@o de crucial

importancia. Na seqiiéncia, apresentaremos a LCR e AFD para cada canais a-u, -y € k-p.
Canais o~ e k-p12

De forma andloga a receptores EGC, em receptores MRC ambos os canais -y € k- possuem a

mesma formulagdo analitica para a PDF conjunta f5  p (+,-), sendo dada por

-1

~M 2

M
T m 72 i—3 75 r
'fRIMRCyRIMRC (T7 T) :/ / o / -
0 0 0

M
DY

r? — Zri JToy ooyt T | drg . dry_1dryy,
=2

X fRLRQ,‘.‘,R]\J,RJMRC
(5.43)

onde a PDF conjunta presente no integrando acima pode ser decomposta no produto de duas PDFs,
como em (5.35). Ap6s isso, realizando o mesmo procedimento feito anteriormente para receptores

EGC, a LCR em canais «a-p € dada por

M
H le.(’I“i)dTg N d’rM_ld?"M,
i=2

(5.44)
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enquanto que para canais x-u, a LCR € expressa por

M-1
TQ*TM TQ Ez 5Ty 1
Nawnc) = 30 [ NS
T 2=
o <T2 _ Zfiz ""3) M 0. 72 M
X + — R ri)dry ... dry—dryy.
M1(1+K1) ;Ml(l—f‘/@) fR ; HfR 2 M—-1WH A
(5.45)

Para canais a-pi, a AFD é determinada substituindo (5.42) e (5.44) em (3.10). Ja para canais x-p, tal
estatistica é obtida substituindo (5.42) e (5.45) em (3.10).

As expressdes acima reduzem de maneira exata a alguns casos particulares existentes na literatura.
Fazendo o; = 2, em (5.44), ou x; = 0, em (5.45), a LCR de canais Nakagami-m com MRC é
obtida [25, Eq. 36]. Em particular, para o; = 2 ou x; = 0 e considerando o caso desbalanceado
(ramos com poténcias distintas), as expressdes aqui obtidas reduzem-se aquelas apresentadas em [55,
Egs. 29-30]. Para p; = 1 em (5.44) e (5.45), obtemos a LCR de canais Weibull [49] e Rice [56],
respectivamente. Além disso, para M = 2, u; = 1 e o; = 4, as formulagdes para canais a-p reduzem-
se aquelas de [49, Egs. 16-17]. Percebe-se entdo que ha uma boa concordancia ao reduzirmos nossas
expressoes a alguns casos especiais. O mesmo serd observado para canais 7-u, que serdo analisados

em seguida. Para casos mais gerais, nossos resultados foram validados por meio de simulagdo.

Canais 7-:

Para estes tipos de canais, baseando-se nas discussdes anteriores, pode-se facilmente mostrar que

a PDF conjunta f 5 () ¢éformulada como

M-1

M
— v
27 2 pro pa/T2-12, \/7‘2727{\;3 3
fRMRcRMRC(T’ T) = / e / / / T /
0 0 0 0 0

Z

,,,,, Rp,©1,...,© 0, Ry re

2 z
M
ZTZQ T, ... T’]\{,Ol,.. ng, dTQ...dT’Mdel...deM,

=2

(5.46)
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no qual a PDF presente no integrando acima pode ser decomposta como em (5.38). Fazendo as

devidas substituicdes e apds manipulacdes algébricas, a LCR em canais 7-y é dada por
[-1

N
27‘{' 27 r2 77M 1"2 ZZ 3T 1 1
Ve 1) = [ [ / A
TZ_ZM 2

i=2 i

M
(- ) L (1 ) cost(6) é%mfl— (1 =) cos’(6,)]
pa(1+ ) i— il +1:)

M
X le e, r2 — ZT’ZZ,Hl HfRi,Gi(ri;Hi)dTZ- ..der91 d9M (547)
=2 =2

A AFD ¢ calculada substituindo (5.42) e (5.47) em (3.10). Para y; = 0.5 e para um parametro
de desvanecimento de Hoyt b; = —(1 — n;)/(1 + 7;), nossos resultados reduzem de maneira exata
a [38, Eq. 18]. Da mesma forma, para 7; = 1 (caso Nakagami-m) e fazendo p; = m;/2, nossas

formulacgdes reduzem aquelas de [25, Egs. 36-37].
Figs. 5.7, 5.8 € 5.9 plotam a LCR e AFD normalizada para receptores MRC em canais a-p, 1-14

e k-p. Para um mesmo nimero de clusters, a variacdo dos pardmetros «;, 7; € x; € investigada nas
curvas. Percebe-se que um aumento dos parametros «; e n; melhora o desempenho do sistema tanto
em termos da LCR e AFD. De forma interessante, considerando o pardmetro x;, observou-se que
um aumento do mesmo melhora o desempenho do sistema do ponto de vista da LCR, porém tal fato
ndo ocorre assumindo a AFD como métrica de desempenho. Este comportamento ja foi constatado

em [51,52], porém para o caso de ndo-diversidade.

5.5 Comparacao entre as Técnicas PSC, EGC e MRC

Nesta Secido, iremos fazer uma comparagdo entre as trés técnicas de recep¢do com diversidade
analisadas neste Capitulo. As figuras serdo exemplificadas apenas para o caso de canais i.i.d, com os
combinadores tendo 4 ramos de entrada. Como ja era esperado, MRC possui o melhor desempenho,
sendo seguido muito préximo por EGC. J4 a técnica PSC possui o pior desempenho. Figs. 5.10-
5.15 descrevem este comportamento para diversas condi¢des de desvanecimento. Vale salientar que
a disparidade entre PSC e as demais técnicas aumenta a medida que o ndimero de ramos na entrada
aumenta. Resultados de simulacio foram gerados e comparados com os resultados tedricos. Um bom

ajuste foi obtido. Por opcdo, tais resultados ndo sdo mostrados aqui na tese.
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Fig. 5.7: LCR e AFD para receptores MRC em canais a-p i.1.d (M = 2, y; = 2, 7; = 1).
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Fig. 5.8: LCR e AFD para receptores MRC em canais -y i.i.d (M = 2, u; = 1, Q; = 1).
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Fig. 5.9: LCR e AFD para receptores MRC em canais x-p i.i.d (M = 2, p; = 2, ; = 1).

Fig. 5.10: LCR e AFD para receptores PSC, EGC e MRC em canais a-p ii.d (M = 4, o; = 1.5,
r; = 1).
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£10°

Fig. 5.11: LCR e AFD para receptores PSC, EGC e MRC em canais a-p i.i.d (M = 4, pu; = 2,

5.6 Formulacoes Aproximadas para a LCR e AFD de Receptores
Multirramos EGC e MRC

As formulacdes desenvolvidas nas Secdes anteriores sdo gerais e exatas. Por outro lado, solucdes
dadas em funcdo de mudltiplas integrais podem ndo ser tdo interessantes do ponto de vista computa-
cional, uma vez que o critério de convergéncia da maioria dos softwares se restringe a um determi-
nado nimero de integrais. Sendo assim, é certamente desejavel encontrar aproximacdes precisas que

possam ser utilizadas para substituir tais integrais.

No Capitulo 2, foi mostrado que as estatisticas da soma de RVs i.i.d a-u, n-p e k- podem ser
bem aproximadas pela estatistica de uma tnica RV a-p, n-u e k-pu, respectivamente. Além disso,
expressoes analiticas exatas de algumas métricas de desempenho em receptores EGC e MRC foram
aproximadas usando o mesmo raciocinio aplicado a soma de RVs. Além de serem bastante precisas,
nossas formulacdes aproximadas reduziram bastante o tempo de geracdo dos resultados, melhorando
substancialmente a eficiéncia computacional. O objetivo agora € entao estender a idéia, inicialmente
proposta no Capitulo 2, para estatisticas de segunda ordem, em especial a LCR e AFD, onde ex-

pressdes exatas foram obtidas nas Sec¢Oes anteriores para canais Q-ji, 7)-ft € K-i.
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Fig. 5.12: LCR e AFD para receptores PSC, EGC e MRC em canais -y i.i.d (M = 4, y; = 2,
Q;, =1).

Canais a-p:

Nossa proposta ¢ aproximar a LCR e a AFD da envoltéria na saida de ambos os combinadores
EGC e MRC, dadas através de (5.36), (5.44), (5.33) e (5.41), pela LCR (Eq. 5.28) e AFD (Eq. 5.31)

de um tnico canal a-, isto é,

\/%fm Ta(,u—l/Q) Mu—l/? MTQ
Ng(r) = T() 7172 exp <— o > , (5.48)
r a /aa) pa(p—1/2) e
Ti(r) ~ \/(_“”” / T_)lr —exp (B, (5.49)
27rfm7'a(# /Q)MH 1/2 r

onde R = Rggc ou R = Ryge. Os parametros «, e 7, requeridos em (5.48) e (5.49), sdo calcu-
lados usando estimadores que variam de acordo com a técnica de combinagdo. Para EGC, tais esti-
madores sdo dados em (2.21)-(2.23), usando Rpgc ao invés de S e onde E(Rk ) = M~*2E(S*),
sendo E(S*) dado em (2.25). Considerando receptores MRC, os estimadores sdo dados em (2.61)-
(2.63), com os momentos exatos de E(Ryrc) calculados a partir de (2.64).

Com o intuito de comparar as formulac¢Ges exata e aproximada, Figs. 5.16 e 5.17 tragam a LCR

normalizada e AFD como funcio da envoltéria. As curvas foram plotadas para a; = 1.5 (caso
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Fig. 5.13: LCR e AFD para receptores PSC, EGC e MRC em canais n-y i.i.d (M = 4, u; = 0.6,
Q;=1).

EGC) e a; = 2.5 (caso MRC), variando o parametro y;. Note como as aproximacdes propostas
produzem resultados muito bons, sendo verificado pela diferenca minima entre as curvas exatas e
aproximadas. De fato, ambas as curvas s@o coincidentes para o; = 1 (caso EGC) e o;; = 2 (caso
MRC), independente do valor assumido por p;. Ressalta-se que, quando «; aumenta (de 1 a co—
EGC, ou de 2 a co— MRC) ou «; diminui (de 1 a 0— EGC, ou de 2 a 0— MRC), a diferenca entre
as curvas exatas e aproximadas aumenta, mas de uma maneira suave, de forma que um bom ajuste
ainda é garantido. Tal comportamento nao é mostrado nas figuras devido as mesmas serem tragadas
para um unico valor de o; (o; = 1.5 — EGC, o; = 2.5 — MRC). Além disso, para altos valores
do parametro p;, a; pode ter um intervalo de variagdo ainda maior tal que uma 6tima aproximacao é

ainda mantida.

Canais n-u e k-pu:

Para estes dois tipos de canais, devido ao modelo fisico inerente aos mesmos, é possivel obter-se
expressOes exatas para a LCR na saida de receptores MRC, analogamente ao que foi feito na Se¢do

2.4. Neste caso, a LCR de receptores MRC, dadas em (5.45) e (5.47) para os canais -y € 1-y podem
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LCR/f

Fig. 5.14: LCR e AFD para receptores PSC, EGC e MRC em canais x-p i.i.d (M = 4, k; = 1.5,
Q;, =1).

ser, respectivamente, substituidas por

[ 7
NRMRC(T) = fm mfR(T)7 (5.50)

L*l —

N /T (L )7 e
Ryre (T) - 2,—2 9 ou—1
2212 T2 (p) Q2

/0 : [sin(20))* /1 4+ n — (1 — 1) cos(26)

[(1+7)* + (1 — n?) cos(20)]pu 1
X exp{— 0

}da, (5.51)

onde os parametros requeridos acima sdo obtidos a partir de (2.60). Por outro lado, levando em conta
receptores EGC, (5.50) e (5.51) constituem expressdes altamente precisas, onde a determinacdo dos
parimetros € feita a partir de (2.28)-(2.31), para canais 1-u, € a partir de (2.34)-(2.36), para canais
%-t. Em ambos os casos, E(RE ) = M~*/2E(S*), sendo F(S*) dado em (2.25). Figs. 5.18 ¢ 5.19
esbogam as curvas exatas e aproximadas para a LCR normalizada da envoltdria na saida de receptores
EGC sujeitos a desvanecimento 7-p € k-1 Perceba o 6timo ajuste de nossas aproximagdes. Intimeras

outras condi¢des de desvanecimento foram analisadas e, em todas elas, um excelente ajuste entre as
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Fig. 5.15: LCR e AFD para receptores PSC, EGC e MRC em canais s-p ii.d (M = 4, pu; = 2,
Qi - 1)

curvas foi verificado.

5.7 Conclusoes

Neste Capitulo, expressdes exatas e aproximadas para a LCR e AFD da envoltéria na saida de
receptores EGC e MRC sujeitos a desvanecimento a-pu, n-p € k- foram obtidas. As aproxima-
¢cdes propostas mostraram-se ser altamente precisas. Além disso, expressdes simples e em forma
fechada para tais métricas (LCR e AFD) foram apresentadas para a técnica PSC no qual os canais
estavam sujeitos as mesmas condi¢des de desvanecimento, isto €, independentes, desbalanceados e
nao-idénticos, das técnicas EGC e MRC.

As expressdes exatas foram validadas reduzindo-as para alguns casos particulares, no qual as
solucdes sdo conhecidas, e por meio de simulacdo. Nossos resultados encontram aplicabilidade na
andlise e projeto de sistemas sem fio com diversidade operando em condicOes generalizadas de des-

vanecimento.
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Fig. 5.16: Curvas exatas e aproximadas para a LCR e AFD de receptores EGC em canais «-y i.i.d
(M = 4, o = 15, f, = 1)
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Fig. 5.17: Curvas exatas e aproximadas para a LCR e AFD de receptores MRC em canais a-y i.i.d
(M = 4, o; = 25,722 = ].)
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Fig. 5.18: Curvas exatas e aproximadas para a LCR de receptores EGC em canais 7- i.i.d com
poténcia unitdria (u; = 1.5).
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Fig. 5.19: Curvas exatas e aproximadas para a LCR de receptores EGC em canais x-y i.i.d com
poténcia unitaria (u; = 2.5).



Capitulo 6

Soma de Variaveis e Processos Nakagami-m
Arbitrarios - A Melhor Estratégia de

Aproximacao

Iniciamos este Capitulo com a seguinte pergunta: dentre as distribuicdes generalizadas que exis-
tem (c-pu, n-p € K-i), qual delas melhor aproxima soma de variaveis e processos Nakagami-m? Tal
questionamento surgiu devido aos seguintes fatos. Primeiramente, como ja se sabe, as distribuicoes
-, N-i4 € K- possuem um grau de liberdade a mais que a de Nakagami-m e a incluem como caso
especial. Além disso, foi mostrado nos Capitulos 2 e 5 que estas distribui¢cdes generalizadas podem
ser usadas para aproximar muito bem a soma de suas respectivas RVs e processos. Portanto, € de se
esperar que aproximando soma de RVs e processos Nakagami-m por qualquer uma destas trés dis-
tribuicdes resultard em aproximagdes bastante precisas. Isto € de fato verdadeiro, sendo bem ajustdvel
ndo apenas para o caso i.i.d, mas também para o caso onde as RVs possuem poténcias e parametros
de desvanecimento arbitrarios. Porém, fica a pergunta, qual das distribui¢cdes generalizadas € a mais
apropriada para ser usada na aproximacgao?

Testes realizados mostraram que, embora as distribui¢des n-y € k-p possuam um ajuste bem
melhor do que a prépria Nakagami-m [1], elas sdo ligeiramente “piores” do que a distribuicdo a-
. Aliado a isso, suas formulacdes aproximadas sdo razoavelmente mais complexas, como pode
ser verificado apds uma minuciosa inspecdo nos métodos de aproximag@o propostos para as trés
distribui¢des. Dessa forma, formulagdes baseadas na distribuicdo a-p s@o as mais adequadas para
aproximar soma de RVs e processos Nakagami-m.

Este Capitulo tem os seguintes objetivos: (i) propor uma aproximacio simples, precisa e em
forma fechada para a PDF da soma de RVs Nakagami-m arbitrérias; (ii) propor uma aproximacao

simples, precisa e em forma fechada para a LCR da soma de processos Nakagami-m; (iii) mostrar
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algumas aplicagcdes possiveis para nossas formulagdes. Em particular, expressdoes em forma fechada
para a PDF e LCR da envoltéria na saida de receptores multirramos EGC e MRC serdo obtidas. Para
estes fins, a distribui¢do a-p é escolhida, baseando-se nos fatos citados no paragrafo anterior. Como
serd visto, as aproximagdes para a PDF da envoltdria sio bem melhores do que aquelas propostas
em [1]. Além disso, até entdo aproximagdes para LCR nunca tinham sido propostas antes na lite-
ratura. Leitores podem se perguntar do porqué deste Capitulo nfo ser incluso nos Capitulos 2 e 5,
uma vez que neles sdo propostos e aplicados os mesmos métodos de aproximacdo dos usados aqui.
A idéia deste Capitulo ser a parte dos demais € que querifamos primeiramente validar as formulagdes
para as distribui¢des generalizadas e s6 depois investigar a aproximacao da soma de RVs e processos
Nakagami-m pois, a priori, tal soma poderia ser aproximada por qualquer uma das distribuicdes ge-
neralizadas uma vez que todas tem um grau de liberdade a mais que Nakagami-m. Outro fator que
contribuiu para este Capitulo ser a parte é que aqui propomos estimadores gerais e unificados para
soma de RVs e processos genéricos, isto é, elevados a um certo expoente. Além disso, nos Capitulos
2 e 5 boas aproximagdes sdo obtidas apenas para o caso i.i.d, enquanto que agora nossas formulacdes

se mostrardo satisfatérias também para o caso i.n.i.d.

6.1 Proposta - Formulacao Geral e Unificada

Seja S* = Zf\il RF, onde k é um inteiro positivo, a soma de M RVs Nakagami-m R; com

parametros (£2;,m;), tal que a PDF f,(-) de R; é dada por

2 2 mgr?
AT :# — ‘e 1
Inrd) = =y am eXp( Q, ) (.1

onde ; = E(R?) representa a poténcia média do sinal e m; = Q?V~1(R?) € o parAmetro de des-
vanecimento Nakagami-m. Como ja mencionado, testes realizados mostraram que a melhor escolha
para aproximar a PDF de S € pela PDF da distribuicio o-, dada em (2.2). Assim como realizado no
Capitulo 2, estimadores baseados em momentos serdo utilizados para calcular os parametros requeri-
dos da expressdo aproximada. A determinacio de o e y € obtida resolvendo o sistema de equagdes

transcendentais dado abaixo

I (p+k/a) _ E*(S%) 62)
TGO T (n + Zhja) — T2+ hja) — B(S™) — B3(59)" '
2 (p+ 2k/a) B E?(S%) 63)

T() T (ju+ 4k/a) — T2 (u+ 2k/a)  E(S%) — B2(S%)
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Obtido «v e pu, 7 € calculado a partir de (2.4) como

. [u’“/a F(M)E(Sk)} v (6.4)

I'(p+k/a)

Os momentos E(S*), E(S?*) e E(S*) necessérios em (6.2), (6.3) e (6.4) sdo calculados realizando

uma expansao multinomial, onde tais momentos sdo escritos em termos dos momentos de Nakagami-

m como
n ni ny—2 n n n
E(S*) = 1) < MQ)E RE=m)y p(REm=m2)y - pREma-y,
=32 3 () () (e mome e pay
ni=vna2= npM—-1=
(6.5)
no qual os momentos individuais de Nakagami-m sdo dados por
ey = T e n/2) (0 (6.6)

O mesmo procedimento realizado acima pode ser aplicado para aproximar a LCR da soma de
processos. Neste caso, Ng(s) ~ Ng(r), onde Ng(s) é a LCR exata, que é aproximada por Ng(r),
dada em (5.48).

6.2 Aplicacoes

Nesta Secao, as formulagdes apresentadas anteriormente serdo usadas para aproximar a PDF e
LCR da envoltéria na saida de receptores multirramos EGC e MRC. A formulacdo exata para a PDF
de Rpgc e Ryre envolve miltiplas integrais, sendo obtida a partir de (2.40) e (2.58) apds uma
transformacao de varidveis. J4 a LCR exata para estes receptores pode ser obtida a partir de (5.36) e
(5.44) fazendo «; = 2. Estimadores para o calculo dos pardmetros usando as técnicas EGC e MRC
sao obtidos a partir de (6.2)-(6.4) fazendo k = 1 e k = 2, respectivamente. Além disso, os momentos
exatos de Rpgo € Rysre sdo dados por E(Ryqo) = M™2E(S™) e E(R3 ) = E(S?*"), onde
E(S™) e E(S?") s@o obtidos a partir de (6.5) para k = 1 e k = 2, respectivamente.

6.3 Resultados Numéricos

Nesta Secdo, as formulagdes exatas e aproximadas para a PDF e LCR da envoltéria de canais
Nakagami-m sdo comparadas através de alguns exemplos numéricos. O método de aproximagdo

proposto em [1] para a PDF é também plotado nas curvas. Optou-se por apenas mostrar 0s casos
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onde as varidveis sdo i.n.i.d, uma vez que para o caso i.i.d as aproximacdes propostas sao praticamente
indistingiiiveis das solugdes exatas. Tabelas 6.1, 6.2 e 6.3 mostram os parametros estimados para as
curvas aproximadas nas Figs. 6.1-6.4.

Fig. 6.1 esboca a PDF exata e aproximada da soma de quatro RVs Nakagami-m. Um perfil de
decaimento exponencial de poténcia com fator de decaimento ¢ é usado para modelar o desbalancea-
mento de poténcia, de forma que €2; = Q exp(—d(i — 1)), com ; = 1 em todas as curvas. Perceba
que o método proposto em [1], embora bom, ndo se ajusta tdo bem quanto o proposto aqui. O pior
ajuste ocorre quando sinais com maior severidade de desvanecimento t€m poténcias médias maiores
(isto &, (my, ma, m3, my4, ) = (1,2,3,4,1)). Em um cendrio oposto a esse, isto é, quando sinais mais
desvanecidos t€m poténcias médias menores (que é o caso de (mq,mq, m3, myg,d) = (4,3,2,1,1)),
curvas exatas e aproximadas sdo praticamente coincidentes. Uma vasta quantidade de condi¢des de
desvanecimento foram investigadas e, em todas elas, nossas aproximacdes foram bem melhores do
que aquelas propostas em [1].

Figs. 6.2 ¢ 6.3, 6.4 tracam a PDF e a LCR da envoltéria na saida de receptores EGC e MRC com
quatro ramos de entrada. Note que aproximagdes considerando o cendrio EGC produzem sempre

melhores resultados que aquelas formuladas para o cendrio MRC.

101‘; (M, m,m_m_8)=(12,3,4,1)
100_: (m,m,m,m,8)=(4,3,2,1,1)
E A\
10" 4
» 1074
107° 5
10*4
-5 // oy
107y, (m,.m,)=(1,2)
. (m_,m ,8)=(3,4,0)
10-6 - T T : T T T : ‘: T T T - T T
-10 -5 0 5 10 15 20
20Log(s)

Fig. 6.1: PDF da soma de 4 RVs Nakagami-m i.n.i.d (linhas s6lidas — exato, linhas tracejadas —
aproximacao proposta, linhas pontilhadas — método aproximado de [1]).
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Fig. 6.2: PDF da envoltdria na saida de receptores EGC e MRC usando 4 canais Nakagami-m com
parametros m; =4, me =3, mg =2emy = 1.

Tab. 6.1: Valores dos parametros requeridos nas formulagdes aproximadas da Fig. 6.1.

A

o 7 7

my = 1.y = 2. ms = 3.my — 4 0= 1.493 | 13.482 | 3.786
0= 1.200 | 10.513 | 2.039
my=4,me=3m3=2,my=1|0= 1.922 | 10.340 | 2.120
m; = 2 0=1/|1721| 8.048 | 2.097

Tab. 6.2: Valores dos parametros requeridos nas formulagdes aproximadas das Figs. 6.2 e 6.3.

(67

I

A~

7

EGC

1.493

13.482

1.893

MRC

0.810

47.875

1.963

EGC

1.823

11.137

1.368

MRC

1.942

10.449

1.481

EGC

1.922

10.340

1.060

MRC

1.482

14.386

1.236
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MRC (exato)
o] * MRC (aprox.)
10 3---- EGC (exato)
+  EGC (aprox.)
10" 3
w£ ]
o 2]
3 10 ' =1
10°4
/J
10* e
o 5 0 5 10

Fig. 6.3: Curvas exatas e aproximadas para a LCR de receptores EGC e MRC usando 4 canais
Nakagami-m com pardmetros m, = 4, mo = 3, mg =2emy = 1.

10’ MRC (exato)
*  MRC(aprox.)  (m m,m, m,)=(1234)
o177 EGC (exato)
10"y + EGC (aprox.) _
q—E 10-1 E
hd
o -2
—1 10" 4
10° 4
10-4 T T T T T T T
-10 -5 0 5 10
20Log(r)

Fig. 6.4: Curvas exatas e aproximadas para a LCR de receptores EGC e MRC usando 4 canais
Nakagami-m.
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Tab. 6.3: Valores dos parametros requeridos nas formulagdes aproximadas da Fig. 6.4.

(07

1

A~

P

m=1me=2mg=3mys=4,0=0

EGC

1.493

13.482

1.893

MRC

0.810

47.875

1.963

m=1me=2,ms=3my=4,0=1

EGC

1.200

10.513

1.019

MRC

0.919

11.243

1.180

EGC

1.721

8.048

1.049

MRC

1.253

10.715

1.220




Capitulo 7

Capacidade de Canal e Funcoes Geradoras

de Momento para Ambientes Generalizados

A andlise de desempenho de sistemas de comunicag@o sem fio pode ser feita através de algumas
métricas e usando diferentes abordagens [15,57-63]. Em [15], um método unificado para o célculo
da taxa de erro foi proposto baseado no uso alternativo da MGF. Neste caso, as taxas de erro média
(AERs, do inglés average error rates) foram escritas em termos de integrais finitas simples, com os
integrandos correspondendo as MGFs das SNRs instantdneas. Poucos trabalhos existem na litera-
tura que aplicam esse método. Na seqiiéncia, citamos os principais e mais recentes trabalhos que
fazem uso desse artificio. Em [57], férmulas para probabilidades de erro em sistemas com receptores
simples e multirramos sujeitos a desvanecimento Nakagami-m foram encontradas, assumindo que o
parametro m € um inteiro positivo. Em [58], os resultados de [57], para recepcdo simples, foram
estendidos considerando valor real arbitrdrio para m. Mais recentemente [59], os resultados de [58]
foram também generalizados para o caso de recep¢do multicanal. Em [60], a andlise da taxa de erro
de bit em canais Gamma generalizados (a-u) foi realizada. E em [61], o desempenho de cendrios
de modulagao M-drios foi avaliado para ambientes Hoyt. Contudo, até onde temos conhecimento,
ndo existem trabalhos na literatura reportando a AER em canais 7-u € x-u. Em parte, isso € devido a

auséncia de uma expressao explicita para a MGF de tais canais.

Com o intuito de prover uma ferramenta qtil e alternativa para o calculo da AER em canais 7-u
e k-, um dos objetivos deste Capitulo é encontrar expressdes para a MGF das distribui¢cdes gene-
ralizadas que regem estes canais. As expressoes resultantes serdo obtidas em termos das fungdes G-
Meijer [27, Eq. 9.301], que sdo facilmente implementdveis na maioria dos softwares de computacio.
Além disso, estes novos resultados serdo usados para obter expressdes para a AER em cendrios de
modulagdo bindrios. Novamente, elas aparecem em termos de fun¢des G-Meijer, estando de acordo

com as formulacdes apresentadas na Secao 2.3.2, na qual outra abordagem foi utilizada para se chegar
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nestas mesmas expressdes. Como os resultados sdo dados em termos de série infinita, uma andlise
da convergéncia no sexto digito significativo & realizada truncando a série e calculando o nimero de
termos requeridos para atingir tal precisdo. Uma convergéncia rapida das expressoes € obtida, o que
proporciona a geracao de resultados quase que instantaneamente.

Nos tltimos anos, devido a crescente demanda de servigos sem fio, o estudo da ACC em cendrios
de desvanecimento tem recebido bastante atengdo [64—69], principalmente porque esta métrica prové
um limite superior para a taxa de transmissdo méaxima. Motivado por este fato, outro objetivo deste
Capitulo € investigar a ACC em ambientes n-u € k-u, no qual expressdes exatas em termos de funcoes
G-Meijer serdo obtidas. Mais uma vez, apesar das expressdes serem obtidas em termos de somas
infinitas, € verificado uma rapida convergéncia das mesmas. Nossos resultados generalizam aqueles
apresentados em [67]. Ainda referente a ACC, um resultado bastante interessante é apresentado
neste Capitulo. E mostrado que, para qualquer condicio de desvanecimento, a ACC em ambientes
Nakagami-m define regides de capacidade: ela limita inferiormente a ACC em ambientes n-p e limita
superiormente a ACC em ambientes x-y. Da mesma forma, capitalizando um resultado disponivel
na literatura no qual a ACC em ambientes -y foi obtida [69], € mostrado que a ACC em ambientes
Nakagami-m limita inferiormente a ACC em cendrios a-j para o« < 2 € (4 > m e superiormente para
a > 2e u < m. Com propdsitos comparativos, a ACC de canais AWGN € também esbogada nos
graficos e, como é esperado, ela prové um limite superior para qualquer cendrio de desvanecimento

investigado.

7.1 Funcoes Geradoras de Momento

A MGF da SNR instantanea Y é definida como
M (s) =/ exp(—s7) fr(7)dv, (7.1)
0

onde, para canais 1-4, fy(-) é dada como em (2.50), isto é,

fr(v)

2\/T T2 hE P 2yih
_ 2mp LI <_ﬂ)[

2uH
——— PR et (72)
I(p)H =2 Ayte 7

v

(NI

enquanto que, para canais x-i, fy(-) é expressa como em (2.53), ou seja,

(7.3)

_ u(ltr)E v (_M(l + H)V) I [% K(L+ k)Y

Na seqiiéncia, (7.1) serd calculado para cendrios de desvanecimento 7-f € K- L.
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Canais 7-p:

A MGEF ¢ obtida substituindo (7.2) em (7.1). Com o intuito de obter uma expressdo computa-

cionalmente mais eficiente, iremos recorrer a [27, Eq. 8.445], de forma que o seguinte pode ser

oo n _1
I EC : pH )" (7.4)
e —~ nCn+p+3) \ 7 ' '

Substituindo (7.4) em (7.2) e entdo este em (7.1), uma integral Z; cujos integrandos sdo uma poténcia

escrito

e funcdes exponenciais resulta. A solugdo para esta integral estd detalhada abaixo

a 2uh
Z, = / A exp(—s7) exp (——M7 7) dy,
0

& — 2uh —
S R N S N
0 0
2uh\ T 2uh 1
o (L> e e , (7.5)
v s | 2n 4 2u

onde G};"[] € a fungdo G-Meijer [27, Eq. 9.301], (a) é obtido escrevendo as fungdes exponenciais
em termos de fun¢des G-Meijer [28, Eq. 11], e (b) resulta sabendo que o produto de uma poténcia
e duas fungdes G-Meijer € também uma funcdo G-Meijer [28, Eq. 21] e usando a propriedade dada
em [29, Eq. 8.2.2.14]. A partir de (7.5), a MGF de canais n- é expressa como
M (s) = r?ﬁ i o—2n—2 1 <£>2n o [M 1
pht “= Il (n +p+3) \ SY | 2n+2pu

. (7.6)

Canais x-p:

Para estes tipos de canais, o cdlculo da MGF segue exatamente os mesmos passos descritos para
canais 7-/1. Exprimindo /,,_;[-] em termos de série infinita [27, Eq. 8.445], como antes, e realizando

0 passo intermedidrio similar a (7.5), a MGF € determinada como

1
n—+u

pu(1 + k)

sy

1 s k)"
M (s) = v o

— exp(pk) n!l'(n + p)

. 7.7

n=0

7.1.1 Possivel Aplicacao - Taxa de Erro Média

Com a finalidade de mostrar uma possivel aplicacdo para os resultados obtidos na Secédo anterior,

a AER em cendrios de modulacio bindrios, em especial BPSK e BFSK coerentes, sera calculada.
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Logicamente, outros esquemas de modulagdo poderiam ser investigados a partir de nossas expressoes,
porém somente o caso bindrio serd tratado neste Capitulo. Fica como proposta de investigacdes

futuras o estudo de outros esquemas de modulagdes. A AER para sinais bindrios coerentes € dada

por [15]
B 1 /2
p_l / My <_¢2 >d9, (1.8)
T Jo sin” 6

onde 1) = 1 para BPSK coerente, 1) = 1/2 para BFSK coerente e ¢» = 0.715 para BESK coerente

com correlacdo minima [58].

Canais 7-j1 e K-z

Analisaremos primeiramente canais 7-u. Substituindo (7.6) em (7.8) e efetuando a mudanca de

varidvel ¢ = cos? 6, temos que ap6s algumas manipulagdes algébricas o seguinte precisa ser calculado

! 2ph(1 — 1
Y, :/ t2(1—t)2GH! M 7
0 ’ Yy 2n + 2u
o [* 2uh(1 — 1,1
‘:)/ 1 —pigh (200D (LD g, (7.9)
0 ’ vy (2n +2u,1)

onde H;"[-] € a fungdo H-Fox [29, Eq. 8.3.1.1] e (a) surge devido a relagdo entre as fungdes H-Fox
e G-Meijer [29, Eq. 8.3.2.14]. Baseado em [29, Eq. 2.25.2.2], (7.9) resulta em

Y, = \/%HLQ % (%a 1)7 (1a 1)
2y | @nt2u,1),(0,1))
(a) 12 | 2ph 11
= Ve | e , 7.10
vr 22y 2n + 24, 0 (7.10)

onde (a) é obtido por meio de [29, Eq. 8.3.2.14]. A partir de (7.10), a AER para canais 7-y em

esquemas de modulacdo bindrios coerentes é obtida como

_ 1 e 2727172”[_[271 Lo 2Mh
P, = Gyy | —
D(p)he 2 h2(n+p+ ) 2 [ Il

1
201

2n + 2,0

. (7.11)

n=0

Um caso particular de (7.11) produz a AER de canais Nakagami-m [58, Eq. 5], [60, Eq. 15]. Outro
caso especial de (7.11) é o Hoyt (ver [61] para o caso bindrio).

Para canais k-, a AER € calculada seguindo os mesmos passos anteriormente. Apds substituir
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(7.7) em (7.8), efetua-se a mudanga de varidvel t = cos? § e uma integral similar a (7.9) aparece. Para
resolvé-la, realiza-se 0 mesmo procedimento de antes. A AER € entdo obtida como

1
21
n—+u,0

n(1+ k)
vy

P — 1 (pr)" 1,2
b = S/ exp(ur) 2 nD(n + ) 22 ) (7.12)

n=0

Um caso especial de (7.12) é a AER em canais Nakagami-m [58, Eq. 5], [60, Eq. 15]. Outro caso
especial é Rice [15].

Embora as expressoes (7.11) e (7.12) sejam dadas como séries infinitas, elas convergem rapida-
mente. Plotando-as em fun¢do do ndmero de termos da série, observa-se que elas decaem a zero
monotonicamente e rapido. Alguns resultados numéricos para a AER da modulacdo BPSK coerente
em canais 7)-u Formato 1 (Fig. 7.1) e canais x-u (Fig. 7.2), como dadaem (7.11) e (7.12) paravy = 1,
sao mostrados. A veracidade de nossos resultados ¢ comprovada por meio de simulacdo Monte Carlo.
Como pode ser visto nas figuras, ndo ha distin¢do entre as curvas tedricas e simuladas. Perceba que
mantendo p constante, um aumento de 7 ou x implica numa melhora do desempenho do sistema. Da
mesma forma, fixando 7 ou x, o desempenho melhora quando ; aumenta.

Tabelas 7.1 e 7.2 ilustram com alguns exemplos o nimero de termos requeridos em (7.11) e (7.12)
para atingir uma precis@o no sexto digito significativo sobre a condi¢do de pior caso (maior SNR).

Como j4 dito, poucos termos sao necessarios para a precisdo desejada.

AER

SNR média [dB]

Fig. 7.1: AER em canais n-u (Formato 1) usando BPSK coerente.
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AER

—_
QS
[=2]

o 5 10 15 20
SNR média [dB]

Fig. 7.2: AER em canais -y usando BPSK coerente.

Tab. 7.1: Nimero de termos em (7.11) para um erro menor que 10~°

n=01|n=02|7n=05|n=038
=1.5 21 11 5 3
W=2.5 24 14 6 3
w=3.5 24 17 7 4

Tab. 7.2: Niimero de termos em (7.12) para um erro menor que 10~°

k=05 |k=1|Kk=15| k=25
w=15 7 9 11 15
w=25 9 12 15 20
uw=3.5 11 15 20 24

7.2 Capacidade de Canal

A ACC de um dado ambiente em desvanecimento pode ser calculada como [64]

cew / loga(1 4 7) fr (7)d. (7.13)
0
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onde W representa a largura de banda do canal. No que se segue, (7.13) seré calculado para canais
n-p e k-p. Além disso, a ACC de canais a-u, obtida em [69], serd apresentada uma vez que estudos

referentes a regides de capacidade levando em conta estes tipos de canais serdo feitos posteriormente.

Canais a-p:

A ACC para um cendrio de desvanecimento -y foi determinada em [69] e € escrita em termos

de funcdes G-Meijer como

o= " 1 T
ln(2) \/EBQQ_MF(M)(27T)W ak,k(a+1) Lk

onde o pardmetro (3 foi definido logo apés a Eq. (2.42) e ®(n, 0) = o/n, (o+1)/n,...,(o+n—1)/n,
sendo ¢ um valor real arbitrdrio e n um inteiro positivo. Da mesma forma, ak/2 e k sdo inteiros
positivos, embora « possa assumir qualquer valor positivo. (Perceba que k € arbitrario e é escolhido

tal que ak/2 seja inteiro.)

Canais 7-/1 € k-2

Determinaremos primeiramente a ACC de canais n-p. A idéia utilizada serd similar a que foi
realizada para o célculo da MGF. Ou seja, substituiremos (7.2) em (7.13) ja com a fun¢@o de Bessel
presente em (7.2) expressa como uma soma infinita. Apds isso, escrevendo os integrandos da inte-
gral resultante como funcdes G-Meijer e usando as propriedades dadas em [28, Eq. 21] e [29, Eq.
8.2.2.14], a ACC de canais 7-y é obtida como

c- 2\/m i 27 <£>2n Gl | 2k
n(2) C(p)h “= n!T (n+p+3) \ b 230 5

Para canais x-p, 0 mesmo procedimento € realizado. Neste caso, a ACC € encontrada como

0,1
. (7.16)
n+u,0,0

0,1
2n + 24,0, 0

] . (7.15)

p(1 + k)

4 1 i (,u/s’)" a3l
v

- In(2) exp(pr) ! T(n+p) 2°

n=0

Alguns casos especiais de (7.15) e (7.16) serdo citados agora. A ACC de ambientes Rice, dada
em [67, Eq. 5], pode ser obtida a partir de (7.16) fazendo p = 1. J4 a ACC de cendrios Nakagami-m,
dada em [67, Eq. 3], pode ser determinada a partir de qualquer um dos dois ambientes generalizados

cujas expressoes foram apresentadas acima. Ela pode tanto resultar (i) a partir de (7.15) para y = m
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e — 0 oun — oo no Formato 1, e para 4t = m e  — %1 no Formato 2; ou (ii) a partir de (7.16)
para k — 0. A ACC de canais Hoyt, proposta em [66], pode ser obtida de forma exata a partir de
(7.15) fazendo p = 0.5. (Perceba, contudo, que o resultado de [66] ndo aparece em termos de fungdes
G-Meijer.)

Figs. 7.3, 7.4 e 7.5 esbocam a ACC como fun¢do da SNR média 7 para canais a-p, n-p € k-p. Em
cada caso, na mesma figura, dois conjuntos de eixo sdo usados: conjunto 1, compreendendo o eixo
vertical da esquerda e o eixo horizontal inferior; conjunto 2, compreendendo o eixo vertical da direita
e o eixo horizontal superior. Analisando primeiramente a Fig. 7.3, perceba que um aumento de «
ou g acarreta uma melhoria de desempenho, sendo esta verificada por um aumento da capacidade do
canal. Este mesmo comportamento pode ser constatato para as Figs. 7.4 e 7.5, no qual um aumento
de qualquer um dos pardmetros induz uma melhoria de desempenho. Como a ACC de canais 7-1 €
k-1t € expressa em termos de série infinita, investigou-se o ndmero de termos necessdrios em cada
série para plotar as curvas com um erro menor que 10~°. Em todas elas, este ndmero ndo foi maior

que 20, mostrando que nossas formulagdes s@o bastante eficientes do ponto de vista computacional.

7.2.1 Capacidade de Canal para um parametro m de Nakagami fixo

Equacdes [8, Eq. 16], [9, Eq. 13] e [9, Eq. 30] relacionam o parametro m de Nakagami com
aqueles das distribuicdes a-u, n-i4 € x-p. Partindo disso, foi mostrado em [8, 9] que existem uma
infinidade de curvas relacionadas as distribui¢des a-p, -1 € k-4 que apresentam o mesmo parametro
de Nakagami. Os gréficos em [9] revelam que a CDF da distribuicdo Nakagami-m limita superior-
mente a CDF da distribui¢do n-p e inferiormente a CDF da distribuicdo «-p. J4 em relagdo a CDF da
distribui¢do «a-p, nada foi reportado em [8]. Porém, apds uma minuciosa investigacdo, observou-se
uma caracteristica muito interessante, que é: a CDF da distribui¢do Nakagami-m limita superiormente
a CDF da distribui¢@o o~y para o < 2 e 1 > m e limita inferiormente para outras condicdes (o > 2
e i < m). Como serd mostrado em seguida, um comportamento similar existe quando a ACC é
a métrica em questdo. Neste caso, contudo, a ACC de canais Nakagami-m limita superiormente a
ACC de canais x-u e inferiormente a ACC de canais 7-+ ACC. Da mesma forma, a ACC de canais
Nakagami-m limita inferiormente a ACC de canais a-p para o < 2 € 1 > m e superiormente em ou-
tras condigdes. Fig. 7.6 ilustra esse comportamento para m = 0.5, onde pode-se perceber claramente

as regides de capacidade delimitadas pela ACC de canais Nakagami-m.
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Fig. 7.3: ACC para canais a-fi.
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Fig. 7.4: ACC para canais n-p (Formato 1).
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Fig. 7.5: ACC para canais k-p.
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Fig. 7.6: ACC para canais a-, n-p € k-p usando o mesmo parametro m de Nakagami-m (m = 0.5).
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Capitulo 8

Formulacoes Exatas e Aproximadas para a
Taxa de Cruzamento de Nivel de Receptores
Multirramos em Canais Weibull

Correlacionados e Nao-Idénticos

Como € bem conhecido e jad comentado nos Capitulos anteriores, a LCR é uma métrica dindmica
largamente usada na literatura como medida de desempenho de sistemas com diversidade. Geral-
mente, costuma-se fazer algumas consideracdes em sua andlise como, por exemplo, a independéncia
entre os ramos da entrada. Isto facilita consideravelmente os calculos pois, na pratica, os sinais nesses
ramos sdo correlacionados [70-76]. Além do mais, para o caso mais geral, tem-se que ndo somente
os sinais sdo correlacionados entre si mas também hda correlacdo entre suas respectivas derivadas
temporais e os sinais dos outros ramos. Este fato torna a solucio para a LCR ainda mais intricada.
Tal condig¢do foi pioneiramente analisada em [70] para o caso de canais Rayleigh idénticos com dois
ramos e posteriormente em [75,76] para cendrios Rayleigh e Weibull com dois ramos ndo-idénticos.

Neste Capitulo, os resultados de [76] serdo generalizados para o caso de receptores multirramos.
Em outras palavras, expressdes exatas para a LCR de receptores PSC, EGC e MRC em canais Weibull
correlacionados e ndo-idénticos serdo determinadas. Nossas formulacdes levam em conta o caso de
correlagdo explorado em [70,75,76]. As expressoes exatas serdo apresentadas em termos de multiplas
integrais. Devido a isso, formulacdes precisas e aproximadas serdo também propostas, sendo dadas
em forma fechada, para PSC, e em termos de mudltiplas integrais, para EGC e MRC, porém com a
vantagem dos integrandos serem bem mais simples do que aqueles da solucdo exata. Logicamente, a
AFD pode ser obtida a partir dos resultados encontrados para a LCR, uma vez que € aplicagdo direta

de nossas formulagdes. Por conveniéncia, contudo, discussdes acerca da AFD serdo omitidas.

99
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8.1 Modelo de Sistema

Em sistemas com diversidade, o signal Weibull Z; recebido no i-€simo ramo (¢ = 1, ..., L) pode

Ser representado na forma complexa como
Z; = R exp(j©;) = X, + jYi, 8.1)

onde j = v/—1, a; é o parAmetro de ndo-linearidade de Weibull, ©; denota a fase, assumida uniforme-
mente no intervalo [0, 27), X; e Y; s@o varidveis gaussianas de médias nulas e variancias idénticas, e

R; representa a envoltéria. A PDF de R; é dada por

aréit ol

fr.(r) = Q exp <—Q> 8.2)

onde ; = E(R;"). Para o; = 2, (8.2) reduz a PDF de Rayleigh. O [-ésimo momento de R, pode ser
obtido a partir de (8.2) como

E(R) = Q/™T (1 + i) . (8.3)

Q;
A poténcia média P; resulta diretamente de (8.3) fazendo [ = 2. Ao longo do Capitulo, usaremos
Z 27 .. ZT en 2 [y %eif  p51/2ci%]T para representar o conjunto de varidveis complexas
de cada ramo e seus valores amostrais, respectivamente. Além disso, a derivada temporal de uma
varidvel genérica, por exemplo W, serd expressa por W;ea diferenca de fase entre os sinais nos
ramos i e k como 6;, £ 0; — 0. Por conveniéncia e sem perda de generalidade, usaremos #; como
uma fase de referéncia, tal que as diferengas serdo escritas como 6, = 6, — 6y;, isto é, em termos
de 013, ..., 0:1. Definiremos pi, (1) £ E(Z;(t) Zi(t + 7))/v/ €%, como o coeficiente de correlagdo
dpik(T) _ Ppi(n)

L. L. .. .. . A
entre 0 i-€simo e 0 k-€simo sinais nos ramos, € seja Py, = s Pik = 35 , € Pik =
0

T= =
pir(0). Em seguida, considerando um cendrio de diversidade Weibull com muiltiplos ramos na entrada,

uma formulacdo exata para a LCR de receptores PSC, EGC e MRC ser4 apresentada. Fig. 8.1 esboca

o cendrio de correlacdo bastante geral investigado neste Capitulo.

8.2 Taxa de Cruzamento de Nivel

O significado fisico dessa métrica assim como sua formulagao ja foi discutida nos Capitulos ante-
riores, em especial nos Capitulos 3 e 5. Portanto, iremos omitir os comentarios introdutérios relativo
a mesma, partindo logo para o formulagdo de fp (7, 7), que no nosso método € o ponto inicial para
o célculo da LCR. Como ja mencionado no Capitulo 5, para cada cendrio de combinagdo a envoltdria

R na saida do combinador pode ser escrita em termos das envoltérias de entrada R; em cada ramo
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Pkk

Pii Prk

Fig. 8.1: Esquemadtico do modelo de correlacdo entre os sinais complexos de entrada e suas respecti-
vas derivadas temporais.

como

max(Ry,...,R;), PSC
R={ YF R/VL, EGC (8.4)

VL B MRC

Derivando ambos os lados de (8.4), a derivada temporal da envoltéria na saida é obtida de forma

direta como

R;, R;=max(Ry,...,R;), PSC
. L -
R = > e Ri/\/z’ EGC (8.5)

(Shma)/ (EER). e

Na seqiiéncia, um método geral para o cdlculo da PDF conjunta fy ;(r, ) € apresentado, no qual
esta € escrita em termos da PDF conjunta de Z e R, fz. »(+,+). Optamos por usar esta abordagem
devido ao fato que f (-, ) poder ser expressa como fung¢do das estatisticas condicionais da PDF de
R dado Z, fR\z("‘)’ onde esta por sua vez € escrita em termos de varidveis gaussianas (ver Secoes

vindouras).
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PSC:

Iremos primeiramente investigar receptores do tipo PSC. Como um passo intermedidrio, obtere-
mos de inicio a CDF de R. Tal estatistica pode ser calculada realizando uma integracdo apropriada
sobre a PDF de Z [53], isto é,

Fa(r) :/OQW.../OZW/OT.../OTfZ(Z)dZ, (8.6)

no qual dz = ]_[éz1 dry, ]_[522 dfy;,. Desde que Z é circularmente simétrico, a distribuicdo gaussiana
multivaridvel de suas componentes pode ser escrita em termos de uma matriz de covariancia complexa
b, definida na préxima Secdo. Assumindo entdo, no momento, o conhecimento de b, e usando o
procedimento estatistico padréo de transformacdo de varidveis, onde Hle a;ry i/2-1 /2% corresponde
ao mddulo do jacobiano da transformacéo, fz(z) pode ser expresso a partir de [24, Eq. (B-2-2)], apds

algumas manipula¢des algébricas e fazendo as devidas substitui¢des, como

H‘Lﬂ i Lor 1
— = i ——7Tp *
12(2) = S o itdery) P | T3% P

[T, car™! I~ %o (O1:—01)
Sl (A ) e

ik=1

onde (-)T representa matriz transposta, (-)* é o operador conjugado e bl_,i denota o (i, k)-ésimo ele-
mento de b~
Derivando (8.6) em relagéo a r de forma a obter fz(r) e entdo usando a regra de Bayes [54], a

PDF conjunta f}, ;(r,7") pode ser expressa como

L 27 27 T T
frop(r.7) :Z/ / / / fa.r (zsc, 1) dz;, (8.8)
=1 J0 0o Jo 0

L L
no qual zgc; = z|,,—, € dz; = szlyk# dri [ [j—o d01k.

EGC:

Neste caso, Fr(r) é formulada integrando fz(z), dado em (8.7), sobre o volume de 2L dimensdes
limitado pelo hiperplano /Lr = Zle r; e pelas diferengas de fase 0y, k =2,..., L

27 2 VLr VLr—rp, \/ZT—Zfzz r;
Fr(r) = / . / / / . / fz(z)dz. (8.9
0 0 0 0 0
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Agora, derivando (8.9) e usando a regra de Bayes, a PDF conjunta f (r,7) pode ser expressa como

2 2 VILr VLr—rp, vILr— Zf:3ri
Frp(r,i) \F/ / / / / fz.i(ZEce, 7)dzy, (8.10)

onde zpcc = z\rl N

= 2’”

MRC:

Em receptores MRC, a CDF Fr(r) também pode ser escrita em termos de fz(z), dado em (8.7).
Porém, a superficie hipergeométrica usada é r* = ZL

111

/ / // o /TQ Z721fz(Z)dZ- (8.11)

De (8.11), a PDF conjunta fp, »(r, 7) € formulada como

2T 2T TQ—TL 7"2 Zz 37 r
Trp(rT) / / / / / —fz,R(ZMRcaf)th
2 _ ZL 2

T i=2 T

Portanto, segue que

(8.12)

onde zy o = z]n: ST
1= 7

Baseado nas formulagdes acima, € possivel obter expressdes preliminares para a LCR de recep-
tores PSC, EGC e MRC. Partindo delas e através de algumas propriedades estatisticas inerentes a
cada formulacdo, expressdes em termos de integrais multiplas finitas serdo providas na seqiiéncia.

Usando propriedades da probabilidade condicional, temos que f5 ;(2,7) = fpz(7|2) fz(2). E f-
cil concluir que, para todos os esquemas de combinagdo, I? dado Z segue uma distribui¢do gaussiana
com média 111 e varidncia &2 (por enquanto, assuma que estas estatisticas sdo conhecidas). Realizando
a integracdo em (3.9) com a relagdo a 7, apOs serem feitas as devidas substitui¢des, uma expressao

util resulta de tal procedimento, que é

¥(z) & /OooffmZ(Hz)df = \/%exp (—%) + 7; {1 + erf (\[0)] (8.13)

onde erf(-) é a funcao erro. Logicamente, a média condicional n = E(R|Z = z) e a variancia condi-
cional 6% = V(R|Z = z) dependem do cenério de combinagio e serdo determinadas posteriormente.

Contudo, assumindo que estas estatisticas condicionais sdo conhecidas, uma formulacdo geral para a
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LCR de receptores multirramos PSC, EGC e MRC é dada por

L 21 27 r T
Ne(r) = /0 /0 /0 /0 Izs0s) fa (250.) dzs, PSC  (8.14)
=1

27 27 VLr VLr—rp, \/ET—ZiL:3 ri
NR(T’) = \/Z/ .. / / / .. / 19(ZE(;c)fz(ZEgc)dZ1, EGC
0 0 0 0 0
(8.15)

27 2 pr pa/r2—12 2=k 2 r
Ng(r) = / / / / / ——————3(2mre) f2(zZvre)dzi,  MRC
0 0 o Jo 0 r2 — Zf:g 7”?

(8.16)

onde fz() e ¥(-) sdo dados em (8.7) e (8.13), respectivamente, para os respectivos parimetros. Em-
bora nossas discussdes posteriores se limitem a LCR, vale a pena ressaltar que a AFD € formulada
diretamente a partir de (8.6) e (8.14), para PSC, de (8.9) e (8.15), para EGC, e finalmente de (8.11) e
(8.16), para MRC.

Falta entdo encontrarmos 7 e 62 para cada esquema de combina¢io. Esta € a etapa crucial do
problema, uma vez que nela estardo descritas todas as possiveis correlagdes existentes entre os sinais

e suas respectivas derivadas temporais.

8.3 Meédia e Variancia de R dado Z

As estatisticas de R condicionada a Z, como requeridas na Secdo anterior, serdo agora obtidas.
De acordo com [54,70], os vetores Z e Z formam um conjunto de varidveis complexas conjuntamente

gaussianas de média nula e matriz de covariincia dada por

o— g 2\"(z) | s[a ¢ (8.17)
2 7 y/ | b |’ '

onde (-) representa a matriz hermitiana. A partir da defini¢do de coeficiente de correlagido dada na

Secdo 8.1 e apds realizar as operagdes necessérias em (8.17), segue que os (i, k)-ésimos elementos
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das matrizes particionadas a, b e ¢ podem ser expressos como [70]

VS, ..
Qi = — 5 kpik (8.18)

Q,Q
b = Yoy, (8.19)

VO
: ® i (8.20)

Cik = —

Note que os elementos b;;, sdo requeridos em (8.7) para o célculo de fz(z). De [24, pp. 495-496],
a densidade condicional de Z dado Z é gaussiana com matriz média M 2 F(Z|Z = z) e matriz de
covaridncia A £ (1/2)E(Z*Z"|Z = z) tal que

M = (cb™')*z = mz, (8.21)

A =a—cb!ct, (8.22)

Derivando ambos os lados de (8.1) com relacdo ao tempo, segue

R; = 3Rj‘%Re[Z'ieﬂ'@i], (8.23)
&
onde Re[-] denota a parte real de um nimero complexo. Usando um procedimento similar ao utilizado
em [76, Appendix B], as estatisticas condicionais de R; podem ser escritas em termos das estatisticas
condicionais de Z;. Em outras palavras, as médias ri; £ E(R;|Z = z), variancias 62 £ V(R;|Z = z)
e covaridncias 62, 2 C(R;, R;|Z = z) condicionais podem ser expressas a partir de (8.21), (8.22) e
(8.23) como

2 1_% . ) 2 1_ .
m; = *7”1-1 *Re[E(Z|Z = z)e %] = —ril 2 Re[M;e %]
o Q;
2 1-% = Sk g 0 2 1% = A 0
= i > Re Zm““ r, elke I e 2 Zr,ﬁ Re [mke] ’“]
! k=1 ! k=1
2 1— % L Y .
= =1, 2> 12 Re [my e 0] (8.24a)
% k=1
) 22N 4y
67 = > V(Zi|Z = z) = A, (8.24b)
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2 - % o , 4 1w g ok ;
-2 2 2 0; 2 2 0;
N frd . R C Ziv Z Z — JVik — K R AZ 7051
Uzk ;. Tz Tk e[ ( k?| Z)e ] e Tz ’rk e[ k€ ]
4 _% _%k )
= 7’1‘1 : 7’;1 2 Re[A el Vr=00], (8.24¢)
8718773

onde M; é o i-ésimo elemento da matriz M, m;;, € o (i, k)-€simo elemento de m e Ay, € o (i, k)-
ésimo elemento da matriz A. Como R condicionado a Z segue uma distribui¢cdo gaussiana, sua
média condicional 7 e variincia condicional 62 podem ser obtidas de (8.5), para cada cendrio de

combinacdo, como

mi, r; = max(rl, ceey T’L), PSC

i S/ VL EGC (8.25)

(Zle mm) / (M) MRC

=2
g;,

=1 (Shier+2yl S, 6h) /L EGC (8.26)
<Zf:1 rioy + 2 ZzL:_ll ZI?:H—I Tirkd?k) / (25:1 7’1‘2)’ MRC

r; = max(ry,...,r.), PSC

Substituindo (8.24) em (8.25) e (8.26), as estatisticas condicionais 712 € 62 sdo encontradas, como re-
queridas nas formulagdes anteriores. Perceba que (8.25) e (8.26) sdo fungdesde ry, ..., 7, 012,...,01L,
Qi piks pix € pa (i, k=1,...,L). E bom enfatizar que as expressdes obtidas para a LCR sdo gerais e
podem ser aplicadas a qualquer tipo de diversidade (espago, tempo, ou freqiiéncia) usando receptores
multirramos PSC, EGC e MRC. A tnica “desvantagem” € que sdo dadas em fun¢do de multiplas
integrais. Porém, formulagdes exatas menos complexas que estas sdo praticamente impossiveis de se
obter, uma vez que mesmo para dois ramos ou para o caso independente, elas sdo expressas como

multiplas integrais.

8.4 Formulacoes Aproximadas

Nesta Se¢do serdo apresentadas expressdes aproximadas altamente precisas para a LCR de recep-
tores PSC, EGC e MRC que foi obtida na Secdo anterior. Nossas aproximagdes serdo dadas em forma
fechada, para PSC, e como miuiltiplas integrais com integrandos mais simples, para EGC e MRC. A
Unica restri¢do € que uma boa aproximacao € obtida apenas para pequenos valores da envoltdria.

Das Secdes 8.2 e 8.3, pode ser verificado que para pequenos valores de R, o termo 1i/(1/20)

torna-se desprezivel de forma que, para os trés esquemas de combinagao, (8.7) e (8.13) podem ser
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bem aproximadas por

L 041‘71
Hizl ;T

fa(2) ~ 2n)ETdei(B)’ (8.27a)
V(z) ~ i (8.27b)

N T

Substituindo (8.27) in (8.14) e apés manipulacdes algébricas, uma expressdo simples e em forma

fechada para a LCR de receptores multirramos PSC é obtida como

NR(T)

L L
STl rFVA |, Psc (8.28)
k=1

i=1

1

~ 2L-1,/27 det(b) -
ki

Perceba que (8.28) é substancialmente mais simples que (8.14), gerando resultados quase que instan-
taneamente. Além disso, (8.28) é bastante precisa, como serd visto em seguida. Para os casos EGC
e MRC, as aproximacdes resultam da substituicdo de (8.27) em (8.15) e (8.16), respectivamente. In-
felizmente, ndo € possivel se chegar a uma formulagdo em forma fechada. Contudo, uma melhoria
consideravel do ponto de vista da eficiéncia computacional € observada. Uma andlise similar a esta
foi realizada em [70] para o caso de canais Rayleigh com dois ramos i.i.d na recep¢do. Aqui, 0s

resultados de [70] serdo generalizados para um cenario Weibull multirramos i.n.i.d.

8.5 Resultados Numéricos e Discussoes

Nesta Secao, alguns resultados numéricos serao apresentados e discutidos. Além disso, as apro-
ximagdes propostas serdo comparadas com as formulagdes exatas. Logicamente, qualquer matriz de
correlacdo geral pode ser usada na nossa andlise. Porém, com propdsitos ilustrativos, assumimos um
sistema com diversidade espacial usando trés antenas omnidirecionais espacadas horizontalmente na
estacdo movel. Neste caso, considerando um espalhamento isotrépico, a funcio de correlagdo cruzada
€ dada por [70]

pur(r) = o (27 [(f)? + (Al = KN + 2fr(dli = )/ N cos(8)] ), (829)

onde Jy (-) representa a funcdo de Bessel de ordem zero, A\ é o comprimento de onda da portadora,
d é o espagamento entre as antenas e 5 € [0,27) é o angulo entre o eixo da antena e a dire¢do de

movimento do veiculo em radiano [70]. Os coeficientes de correlacdo correspondentes podem ser
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calculados como

pi = Jo(2md(i —k)/N), (8.30a)

pin = —2mfmdy (20d(i — k) /\) cos (), (8.30b)

o [Jh(2md(i — k) /N)
2rd(i — k) /A

pie = (21fm) cos (28) — Jo (2md(i — k)/\) cos(B)?|,  (8.30c)
no qual J; () é a fun¢do de Bessel de primeira ordem.

Figs. 8.2, 8.3 e 8.4 esbocam a LCR exata e aproximada dos receptores PSC, EGC e MRC
operando em trés balanceados (mesma poténcia) e desbalanceados (poténcias diferentes) canais Wei-
bull correlacionados. As curvas sdo plotadas em fungdo de d/\ e para um nivel de envoltéria
r = —20dB. Esbogou-se os grificos para a; = 1.6,2.5,3.7 ¢ usando 3 = w/4. O caso i.i.d
¢ também plotado com critérios comparativos. Um perfil de decaimento de poténcia exponencial
com fator de decaimento 4 = 1 € usado para modelar o desbalanceamento de poténcia tal que
P, = (Pyexp(—i+ 1), com P, = I'(1 + 2/a;) em todas as curvas. O pardmetro ¢ € escolhido
convenientemente de forma a garantir que a poténcia total de entrada dos cendrios balanceados e
desbalanceados seja a mesma. No nosso caso, para os trés valores de «; usados aqui, ¢ = 1.99573.
Conhecendo P; e oy, os valores de €2; requeridos nas formulacdes podem ser diretamente obtidos
de (8.3). Para d/\ maior que 0.1, perceba a excelente concordancia entre as formulagdes exatas e
aproximadas, tornando-se ainda mais precisas quando «; aumenta. Vale salientar que d/\ = 0.1
corresponde a uma correlacio entre os ramos adjacentes de 0.9, que € de fato alto. Note também
que quando o espagamento entre as antenas aumenta, a correlagdo diminui e o caso correlacionado
converge para o caso i.i.d. Ainda analisando as figuras, pode ser visto que o desbalanceamento de
poténcia sempre deteriora o desempenho devido o aumento da LCR. Outras condi¢des de desvaneci-
mento foram investigadas e, em todas elas, chegou-se as mesmas conclusoes citadas ao longo deste
paragrafo.

Fig. 8.5 faz uma comparagdo entre a LCR de receptores PSC, EGC e MRC operando em trés
canais Weibull correlacionados idénticos. As curvas sdo esbocadas para § = 0,7/2,7/4 e P, =
['(1 + 2/a;). Como pode-se perceber, a recepgio via MRC apresenta o melhor desempenho, seguido
por EGC e PSC. Considerando pequenas distincias entre as antenas, pode-se observar também que,
para cada umas das técnicas de combinacdo, o melhor desempenho € verificado para o caso em que
as trés antenas sdo paralelas a dire¢do de movimento do veiculo, isto €, quando 3 = 0. Para grandes

espacamentos, as curvas convergem para um dado valor independente do angulo, como esperado.
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Fig. 8.2: Formulacdes exatas e aproximadas para a LCR de receptores PSC em um nivel de envoltdria

r = —20dB operando em trés balanceados e desbalanceados canais Weibull correlacionados.
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Fig. 8.3: Formulagdes exatas e aproximadas para a LCR de receptores EGC em um nivel de envoltdria

r = —20dB operando em tré€s balanceados e desbalanceados canais Weibull correlacionados.
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Fig. 8.4: Formulagdes exatas e aproximadas para a LCR de receptores MRC em um nivel de envoltéria
r = —20dB operando em trés balanceados e desbalanceados canais Weibull correlacionados.
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Fig. 8.5: Comparacdo entre a LCR de receptores PSC, EGC e MRC em um nivel de envoltdria
r = —20dB operando em tré€s canais Weibull idénticos e correlacionados.



Capitulo 9
Perspectivas de Investigacoes Futuras

Esta tese € fruto de um trabalho em andamento e introduz uma vasta drea no ramo da pesquisa,
voltada a caracterizacdo estatistica do sinal em ambientes generalizados de desvanecimento, que pode
ser investigada baseada nos resultados, e acima de tudo, nas idéias aqui propostas.

Em seguida, listamos algumas propostas de trabalhos futuros a serem feitos relacionados a esta

tese:

* Os ambientes de desvanecimento generalizados a-p, n-p € k-p poderdo ser investigados quando
técnicas de diversidade com miiltiplas antenas na entrada e mdltiplas antenas na saida (MIMO,
do inglés multiple-input multiple-output) forem empregadas. Atualmente, a maioria dos tra-
balhos existentes na literatura consideram que o ganho do canal complexo entre o transmis-
sor e receptor segue uma distribuicdo gaussiana circularmente simétrica de média nula (canal
Rayleigh).

* Qutros esquemas de modulacdo poderdo ser estudados por meio das expressdes para as MGFs
obtidas no Capitulo 7. Além disso, uma andlise de convergéncia mais detalhada das expressoes

obtidas, dadas em termos de um somatoério infinito, podera ser realizada.

* Dando continuidade a andlise apresentada no Capitulo 8, expressdes gerais e exatas para a LCR
e AFD operando em sistemas multirramos desbalanceados, correlacionados e nao-idénticos
poderio ser obtidas para outros modelos de desvanecimento existentes na literatura (Rice, Hoyt,
Nakagami-m). Resultados numéricos poderdo ser discutidos particularizando as expressoes

gerais para os casos apresentados na literatura.

* Qutra proposta de trabalho € a implementacdo de um simulador para ramos de diversidade
correlacionados. No ramo de comunicagdes, um grande nimero de algoritmos tém sido pro-

postos para a geracdo de varidveis aleatdrias Rayleigh correlacionadas através de gaussianas
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correlacionadas [77-80]. Entre estes, simuladores baseados na soma de sendides, no método
de filtragem do ruido branco, ou na transformada discreta inversa de Fourier (IDFT, do inglés
inverse discrete Fourier transform) tornaram-se populares. Porém, algumas limitacdes ineren-
tes a estes simuladores nos impede de simular o que propusemos no item anterior. A seguir,
algumas dessas limitacdes serdo comentadas. Sérios problemas afetam o comportamento es-
tatistico dos simuladores via soma de sendides. Em particular, foi mostrado em [81] que o
simulador classico de Jakes produz sinais de desvanecimento que nao sio estaciondrios no sen-
tido amplo. Novos métodos de soma de sendides, tais como os propostos em [82, 83], foram
sugeridos com o objetivo de resolver o problema da ndo-estacionariedade. A técnica IDFT, por
outro lado, € bem conhecida por gerar um simulador eficiente e de alta qualidade [77]. Infe-
lizmente, uma desvantagem do método IDFT é que todas as amostras sdo geradas de uma sé
vez com uma Unica operagdo do algoritmo, utilizando a transformada rapida de Fourier. Essa
abordagem torna-se pouco atrativa na geracdo de um grande nimero de varidveis aleatdrias
correlacionadas, devido as exigéncias de armazenamento. Certamente, ¢ mais vidvel e interes-
sante gerar as amostras a medida que for necessario. Uma outra peculariedade dos simuladores
existentes na literatura (principal motivo para propormos esse novo simulador) é que eles ndo
consideram diversidade e, os que fazem, ndo a consideram como um fend6meno espacial. O
simulador proposto tem que levar em conta a diversidade de ramos correlacionados, tratando-o

da maneira correta, ou seja, como um fendmeno espacial.

As propostas de trabalhos futuros aqui apresentadas pretendem preencher uma lacuna ainda exis-

tente relacionada aos fundamentos das comunicagdes sem fio. Esse campo tem despertado interesse

em diversos pesquisadores da area que recentemente t€m publicado com o objetivo de melhor funda-

mentar o fendmeno de radio propagacdo. Acreditamos que tais propostas poderao contribuir de forma

significativa neste sentido.
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Apéndice A

Propriedades de Soma de RVs a-u

1) Propriedade I: Seja Z; uma RV «-p com pardmetros (ay, i, 7;), no qual 7% /u; = ke Z é

uma variavel arbitraria tal que
M

ARSI (A.1)

=1

Logo, Z segue uma distribuicdo a-p com parametros (v, 1 = Zi‘i | Wiy T =

Prova: SejaY; = Z?*. Usando o procedimento estatistico padrdo de transformagao de varidveis,

a PDF de Y; pode ser expressa como

-1

g i ,
fyilys) = Lo jexP (—m Ui ) : (A.2)

fiamr(ﬂi Xz

Aplicando a transformada de Laplace £{-} em (A.2), segue

Hi ; —Hi
£t} = e (s 25) (a3)

1

Agora, escrevendo ¥ = Z% = Zf\i . Y;, temos que a transformada de Laplace de Y € dada por
L fyW)} = [£{fv;(v:)}]M, onde £{fy,(y;)} é dada em (A.3). Portanto, a PDF de Y € obtida

fazendo a sua transformada de Laplace inversa, que resulta em

M
1) s K yzﬁl mi—1

= = (1) TR (A

i=1 Mi

121



122 Propriedades de Soma de RVs a-u

onde k = 7;*" /pi;. Dado que Y = Z¢, temos que a PDF of Z ¢é

1 Zf\i1 Hi O‘Zi\i1 pi—1 o
f2(2) = az" fy (%) = (E) ??Z:T) exp <—%> ; (A.5)
i=1 Mi

Analisando a equacdo (A.5), percebe-se claramente que ela segue uma distribui¢do o~ com parame-
tros (o, p = E?il Wi, T = 4/ ﬁl 7). C.0.D

2) Propriedade II: Seja Z; uma RV «-p com pardmetros (o, f1;, 7;) € Z uma varidvel arbitraria tal

que

Mo
7o =ay 2l (A.6)
T
=1

onde a é uma constante. Entdo, a varidvel Z segue uma distribui¢do a-; com pardmetros (o, p =
M .

Zi:1 His T =/ aﬂ)-
Prova: Esta demonstracdo segue os mesmos passos descritos anteriormente. Comeca-se es-

crevendo Y; = a Z" uu; /7", tal que a PDF de Y; € dada por

i—1
Y, ( yi>

- N _Z A7
T () exp {—~ (A7)

Aplicando a transformada de Laplace em (A.7), temos

fyi(yi) =

L{fv,(y))} = a™ <s + 1) o (A.8)

a
Fazendo Y = 7 = Zﬁl Y;, segue que

a~ Zf\il Hi nyil pi—1

£/ W)} = Frly) = . (ZM M.)

exp (—Q> , (A.9)

a

no qual, apés uma transformacdo de varidveis, obtém-se a PDF de Z como

_Z]'Z1 Hi azg\il pi—1 a

_ N a2 2% 2 Z

f2(2) = az fy (%) = I exp <_a> : (A.10)
I (Zi:l ,Ui>

Novamente, a partir de (A.10) percebe-se claramente que 7 é a-p distribuido com pardmetros («, 1 =

S e i = g/ag). C.0.D



Apéndice B

Neste Apéndice, algumas PDFs conjuntas em forma fechada de canais 7-p que podem ser obtidas
a partir da PDF conjunta fp 37@7@(7", 7,0, 9) realizando uma integracdo apropriada sdo apresentadas.

Abaixo, seguem algumas das possiveis PDFs conjuntas.

(1 + )" 420020+ 3 | sin(20) 24 4
2201 £, 3 T2 () /(1 7)2 + (1 — 172) cos(26) 7utt
u(l+n) {fngFQ[?) +n(2+3n)] + 47792 + f2m24(1 — n?) cos(20) + (1 — n)? 005(40)]} r?

fR,@,@(Tv 0, 9) =

* Py T 8 2 w2 n[cos?(6) + nsin®(0)] 72

(B.1)
| (1 +n>}%+2ﬂ|sin(zewﬂwfl
. 9) —
fR’R’e(T7r7 ) nh 22u=1 f 73 T2 ,u)\/l +n — (1 —n) cos(20) pir+1
p(1+n) {f2 71 +n(6 +n)]r’ +4m’ — fam® (1 = n)? cos(40) r*}
8 exp{ 8 f2 w2 n[n cos2(f) + sin?(0)] 72 } (B-2)
f®,®(97 9) =

9dp— 1f2 4p— 2(1+77) 2# 1|s1n(29)|2“ 1F(2u+ )
WS T2 () [(2f2,m2 + 0 62) cost(6) + 20 (2f37 + 62) cos?(6) sin? (6) -+ (22w + 62) sin' (6)

1

Q) p {73 4 204 30°) + 40 0® + frm’[A(L — ) cos(20) + (1 — ) cos(40)]} | *
f2 1 [cos?(0) + nsin*(0)]

. ¢ (1+ 1) [cos?(8) + psin®(6)] ©3)
VEX

—2u
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