UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA ELETRICA E DE COMPUTACAO
DEPARTAMENTO DE COMUNICACOES

CODIFICADORES HOMOMORFOS
SOBRE GRUPOS

Jorge Pedraza Arpasi
3

Orientador: Prof. Dr. Reginaldo Palazzo Jr.

®- =] :
3 O % ‘
: % 'g . Tese apresentada a Faculdade de Engenha-
o N o "
- %k SEENA ria Elétrica e de Computagio, FEEC - UNI-
m - 3
= Q "g_ \R-.. CAMP, como requisito parcial para obtencao
o <]
'S g & % do titulo de DOUTOR EM ENGENHARIA
© \ o ’
g\é N NE- ELETRICA.
= N\ é’ SR o
s N
VIR IR
s [9]Y
@lg ~ R Junho - 1996
g ‘\'\\%) Campinas - SP
a8 |5
Y
© 5 |8
25 | >
w s 13
B




FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA

BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA - BAE - UNICAMP

P342c

Pedraza Arpasi, Jorge
Codificadores homomorfos sobre grupos / Jorge
Pedraza Arpasi.--Campinas, SP: [s.n.], 1996.

Orientador: Reginaldo Palazzo Jr.
Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Campinas
Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computag@o.

1. Codigos de controle de erros (Teoria da informag@o)
2. Modulagio digital. 3. Teoria da codificagdo. 4. Teoria
da informagdo. 5. Sistemas de transmissdo de dados. I.
Palazzo Jr., Reginaldo. II. Universidade Estadual de
Campinas. Faculdade de Engenharia Elétrica e de
Computagdo. III. Titulo.




If a word were chosen to condense the

3bo
COWOQ'MAIOR substance of the Inca’s civilization, that word
rm p« would have to be order. The order may be
CVRA ‘CO” 'DOR'CHA_ used in connection with almost everything of
::_:—_:"_T'w,;"_“"-—_:i = —:_E_—_——*—'-_——_E___—w- Inca State, including the planting of crops,
B == g e the behavior of the armies, the output of gold
\ /,~ e mines, a census results, the composition of
A s work forces, the amount and kind of tributes,
the contents of storehouses ..... At the time
\
ST T of the transfer of the power from one Inca
o * |0l s]° 1/ i\

Tg’: Sof o)t Emperor to the next, information stored

: e ° e ’Z -:: 3
s ofe L2 = on quipus was called upon to recount the
E AL : - B accomplishments of the new leader’s predece-

@n badvy yRAPu wn tador

S0rTSs.

Texto extraido de THE CODE OF QUIPU; por Marcia Ascher & Robert Ascher, Mi-
chigan Univ. Press, 1982. Figura extraida da pagina 360 de NUEVA CRONICA Y BUEN
GOBIERNO; por Felipe Guaman Poma de Ayala, carta ao Rei Felipe III da Espanha, Ano
1615.



Resumo

Neste trabalho, usando conceitos de extensao de grupos, consideramos codificadores con-
volucionais homomorfos. Seguindo [2] denominamos tal extensao de grupos como Produto
de Schreier. Assim, aos codificadores convolucionais homomorfos e aos cédigos convolucio-
nais associados a estes codificadores denominamos por codificadores de Schreier e cédigos de
Schreier, respectivamente. Os codigos de Schreier sao invariantes no tempo e o seu grupo
de estados possui cardinalidade finita. Portanto, sdo um caso particular dos group codes
definidos em [1]. Entretanto, a classé dos cédigos de Schreier contém a classe dos cédigos
lineares binarios e invariantes no tempo. Por outro lado, a classe dos cédigos Euclidianos
casados com os codigos de Schreier contém os cidigos geometricamente uniformes [3] com
cardinalidade finita de estados.

Estudando o produto de Schreier, reconhecemos quatro tipos diferentes de produtos
de grupos, entre os quais um novo tipo, denominado de produto ciclico é apresentado. A
sua importancia esta relacionada a decomposi¢ao dos grupos ciclicos da forma Z,m. Usando
o fato de que um grupo pode ser decomposto em um destes produtos, apresentamos uma
classificacao dos grupos e derivamos uma construcao multinivel de cédigos do espago de sinais
via o produto de Schreier, como uma generalizacao da construc¢ao de cédigos do espaco de
sinais via o produto direto. Também, mostramos que os cédigos de Schreier sdo completos
e estabelecemos um teste para controlabilidade com menor complexidade do que a prépria
definicao .

Finalmente, & guisa de aplicagao destes resultados, propomos dois algoritmos para a

construcao de codigos de Schreier minimos, completos e controlaveis.
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Abstract

In this work we consider homomorphic convolutional encoders over groups, with finite states,
by using the concepts from extension of groups. Following [2] we call such a group extension
Schreier product. In this way, we call the homomorphic convolutional encoders over groups
Schreier encoders, and the convolutional codes produced by these machines as Schreier codes.
The Schreier codes are time-invariant and they have a finite group of states. Therefore, they
are a special subclass of the generalized group codes over groups. However, the class of
Schreier codes is large enough to contain all known, linear and time-invariant codes. On the
other hand, the class of Euclidean codes matched to Schreier codes contain the geometrically
uniform codes [3], with finite cardinality of states.

By studying the Schreier product we recognize four different types of product of groups
including a new product called cyclic product. Its importance is related to the decomposition
of cyclic groups of the form Z,m. Using the fact that a given group can be decomposed into
one of these four distinct products, we derive a multilevel construction of signal space codes
via the Schreier product as a generalization of the multilevel construction of signal space
codes via the direct product. Also, we show that the Schreier codes are complete and we
establish a controllability test, with low complexity, for the Schreier codes, which can not be
applied to the group codes.

Finally, as an application of these results, we propose two algorithms for the construction

of minimal, complete and controllable Schreier codes.
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Tabela de Notacoes

Hx K
Hg K
GZ

HK
HiyK
Hom K
H'lo ) K
HaK
H & K

K

H~K
HEK
Aut(Q)
Ker(yp)
1

e

vd

Grupo aditivo do anel mod n.

Produto cartesiano dos conjuntos H e K.

Produto direto dos grupos H e K.

Produto direto GgG, se GG é grupo. Nos casos em que G é considerado
como conjunto G? é o produto cartesiano G x G.

Produto semidireto dos grupos H e K, via o mapeamento o.

Produto ciclico dos grupog H e K, via 0 mapeamento .

Produto de Schreier dos grupos H e K, via os mapeamentos o e p.
Produto misturado dos grupos H' e K, via os mapeamentos o e y.

H é subgrupo normal de K.

K é subgrupo normal de H.

Grupo das classes laterais do subgrupo K, no grupo H. Também chamado
de grupo quociente.

Os grupos H e K sao isomorfos.

O grupo H é isomorfo ao grupo K via o isomorfismo 6.

Grupo dos automorfismos do grupo G.

Nicleo do homomorfismo ¢.

Cardinalidade do grupo ou conjunto G

Elemento neutro do grupo G.

Elemento neutro do grupo Aut(G).
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Capitulo 1

Introducao

Em seu célebre artigo [10], Ungerboeck apresenta e discute informalmente o conceito de
casamento entre os bits codificados de um codigo convolucional bindrio e os pontos de um
conjunto de sinais, através de um maE)eamento que denominou mapping by set partitioning.
Este método heuristico atingiu enorme popularidade na comunidade de Teoria da Informacao.
Estimamos que um grande nimero de publica¢des, artigos, livros e notas didaticas, reprodu-

ziram a célebre! Figura 4 de [10], relativa ao particionamento do conjunto de sinais 8-PSK.

Assim, enquanto uma boa parcela de pesquisa e esforcos foram dedicados na deter-
minacgao de bons cddigos de trelica via métodos computacionais seguindo a receita intuitiva
de Ungerboeck, uma outra parcela foi dedicada a procura de uma fundamentagao tedrica
de carater algébrico-geométrico para estes codigos. A beleza da particao de Ungerboeck, a
simetria dos rétulos binarios dados aos sinais 8-PSK pelo mapping by set partitioning, as
simetrias das transigoes (e a simetria dos pesos das mesmas) nas treligas de 4, 8 e 16 estados
foram a motivacao dos pesquisadores que acreditavam que o método de Ungerboeck era um

caso particular, um exemplo, de alguma teoria algébrico-geométrica.

1No Exemplo 2.6, efetuamos tal particionamento de uma maneira sistematica e mostramos que o mapping
by set partitioning, na verdade, é um isomorfismo entre os grupos Zs e (ZZ(MI)ZQ)(”)ZQ, sendo este dltimo
grupo uma decomposicao realizada através de um novo tipo de produto de grupos que introduzimos neste

trabalho, o qual chamamos produto ciclico.



Entre os trabalhos desenvolvidos relacionados a esta linha de pesquisa, os mais notdveis
foram os de Calderbank/Sloane [14], e o de Slepian [15]. A retomada de [15] motivada por
[10], foi importante por duas razoes: 1)aparecem os grupos como estruturas algébricas a
serem usadas em cédigos convolucionais?; 2)uma extensdo do dominio do grupo das matrizes
ortogonais para todo o espago ambiente® permitiu dar a fundamentacao e uma base tedrica
aos cédigos de Ungerboeck. Mas em nossa opiniao, o ponto mais importante desta linha de
pesquisa, depois de [10] foi o artigo [3] de Forney, onde é apresentada uma classe ampla de
cédigos de treliga : a classe dos cddigos geometricamente uniformes. Esta classe ¢ uma gene-
ralizacdo de quase todos os cédigos de trelica conhecidos, incluidos os cédigos de Ungerboeck
e de Slepian.

Por outro lado os cddigos geometricamente uniformes adquirem de fato a sua im-
portancia no trabalho de tese de doutorado de M. D. Trott [1]. Em sua tese, Trott define
um group code* como sendo um subgrupo do produto direto infinito da familia de grupos
{GrYken, 1560 € , S 1 Gk = .. .9 G-ig - - .0 G16GogGrg - - @ Gig - - -, 1 € N, e mostra que para
cada cédigo geometricamente uniforme G de [3] existe um group code C tal que o respectivo
cédigo Euclidiano Gy, € igual a G. A “conversao ” do group code C no cédigo de treliga
G, corresponde ao casamento entre sinais e grupos definidos na tese de Loeliger [2]. Tal
casamento é feito por componentes, isto &, cada grupo Gi, k € Z, deve estar casado com
algum conjunto de pontos do espago Euclidiano. Em ambas as teses [1] e [2], desenvolvidas
simultaneamente, é mostrado que o casamento entre um grupo G e um conjunto discreto S é
a acdo transitiva do grupo G sobre o conjunto S, defini¢do esta que corresponde precisamente
aos codigos geometricamente uniformes.

Os group codes propostos por Trott sao uma generalizagdio do modelo de sistemas
dindmicos propostos por Willems [6], os quais estdo definidos sobre corpos algébricos. E

oportuno ressaltar que no contexto da Matematica, da Fisica e da Engenharia existem varias

2Até entao sé foram usados na codificagdo por blocos.
3Inicialmente o dominio de uma matriz ortogonal é um conjunto discreto S C R™. Sob determinadas

condicdes é possivel estender este dominio a todo o espago R™.

40s group codes definidos por Trott sao diferentes dos group codes definidos por Slepian.
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maneiras de caracterizar os sistemas dinamicos, mas o elo comum entre estas caracterizacoes
é que um sistema dinamico deve estar relacionado a algum processo ou fendomeno evolutivo.
A discordancia bésica é pela consideracao ou nao do meio ambiente do processo evolutivo
como parte do sistema. Como a classe completa dos sistemas dindmicos é muito grande,
critérios de escolha devem ser estabelecidos. Entre estes critérios, os mais conhecidos sao
controlabilidade, observabilidade, minimalidade, e completitude. Como é de se esperar, os
bons group codes também deverao ser controlaveis, minimais, observaveis e completos. Como
a analise destas propriedades é realizada supondo que tais sistemas sao variantes no tempo,
muitos dos resultados obtidos em [1] e [2] valem para cddigos de treliga variantes no tempo.
Nestes cédigos, dado 7 € Z, a segao da trelica em ¢, denotada por T; pode ser diferente da
secao da trelica em ¢+ 1, denotada por T;4;. E claro que estes resultados também sao vélidos
para treligas invariantes no tempo, as quais constituem casos particulares. Uma particulari-
dade importante é que quando o codigo é invariante no tempo e a cardinalidade do conjunto
dos estados do codificador é finita, entdao o cédigo sempre sera completo. Este resultado é
interessante, pois a totalidade dos cédigos conhecidos e utilizados até agora, satisfazem estas
duas condigoes de completitude. Ao nosso ver, esta é uma razao do pouco conhecimento
desta propriedade. No entanto, quando o cédigo € variante no tempo ou a cardinalidade dos
estados € infinita, a completitude é uma propriedade que requer outras condi¢oes para ser
atingida. Algo similar acontece para a minimalidade, controlabilidade, etc., isto é , ha uma

enorme dificuldade em se obter resultados valendo para toda a classe dos group codes.

No presente trabalho, o objeto principal de estudo siao os c6digos de Schreier. Os
cédigos de Schreier sao semi-infinitos, invariantes no tempo, e tém grupo de estados finito.
Desse modo, os codigos de Schreier formam uma subclasse especial dos group codes. Estas
condi¢oes fazem com que um volume muito maior de resultados importantes para os cédigos
de Schreier do que para os group codes possam ser obtidos. Por exemplo, um dos resultados
centrais deste trabalho é o Teorema 4.2, que é uma condi¢ao necessaria e suficiente de
controlabilidade valida para os cédigos de Schreier e que nao é valida para um group code

em geral.



Este trabalho consiste dos seguintes tépicos

No Capitulo 2, estudamos a extensdo de um grupo H por um grupo K, onde denomi-
namos esta extensao por produto de Schreier de H e K, como sugerida em [2]. Uma das
justificativas do nome ¢ que o produto de Schreier é uma generalizagao dos produtos direto
e semidireto de grupos. Além disso, como uma terceira particularidade do produto de Sch-
reier, exibimos um novo tipo de produto de grupos, que chamamos de produto ciclico. Este
novo produto ¢ uma excelente ferramenta para a decomposicao de grupos ciclicos. Como
uma amostra da utilidade deste produto, no Exemplo 3.6 construimos o codificador de 4
estados correspondente a Figura 4 de [10]. Como um outro exemplo, mostramos no Exemplo
2.6 que o mapeamento de rotulamentos de Ungerboeck é um isomorfismo. Como néo existe
um meétodo geral de construcao de produtos de Schreier quando os grupos H e K sdo ar-
bitrarios, apresentamos um método para o caso particular de H e K serem ciclicos. Também
apresentamos uma outra técnica para*construir produtos de Schreier a partir de outros pro-
dutos de Schreier conhecidos. Finalmente, consideramos o problema reciproco da extensao
de grupos, isto é, a decomposigao de grupos. Neste sentido, estabelecemos os critérios para
a decomposicao de grupos e concluimos que a decomposi¢do de grupos é uma generalizacio
dos seguintes teoremas classicos da algebra: o teorema fundamental da aritmética, o teorema
chinés do resto, e o teorema fundamental dos grupos abelianos finitamente gerados. Estes

fatos demonstram a importancia do produto de Schreier. Todavia o escopo aplicativo deste

produto é muito mais amplo.

No Capitulo 3, definimos codificadores como maquinas, no sentido da teoria de automatas.
Por abuso de linguagem, suporemos que uma propriedade do codificador também é proprie-
dade do cédigo associado a ele. Por exemplo, quando dizemos que o codificador é controlavel,
estamos dizendo também que o respectivo cédigo é controlavel, e vice-versa. Tomando como
base os cédigos convolucionais bindrios, definimos os codificadores convolucionais elementares
(CCE) sobre grupos. Todos os cédigos convolucionais bindrios conhecidos pertencem A classe
dos CCE. Em seguida, estabelecemos as propriedades que os CCEs devem satisfazer. Estas

propriedades servirao de guia para definir os codificadores homomorfos generalizados. Apre-
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sentamos também uma técnica de reducdo de estados quando o codificador ndo é minimo.
Os codificadores convolucionais homomorfos generalizados sdo definidos usando o produto
de Schreier. Assim, chamamos a estes codificadores de maquinas de Schreier. Um cédigo
de Schreier é precisamente um cédigo associado a uma méquina de Schreier. Como é de se
esperar, todos os CCEs estao contidos nesta classe de codificadores homomorfos generaliza-
dos. Estabelecemos o primeiro teste (o teste suave) de controlabilidade denominado teste
M1. Mostramos que um codificador que nao satisfaz o teste M1, nao é controlavel.

No Capitulo 4 estabelecemos a linearidade dos cédigos de Schreier. Esta propriedade
é obtida através da definicao de uma operagao adequada na classe de seqiiéncias finitas de
entrada {:cj}j-ﬂ, da maquina de Schreier. Através desta operaciao mostramos que esta classe
constitui um grupo. Portanto, dadas duas seqiiéncias de entradas {z;}i_;, e {u;}i_; , as
correspondentes respostas do codificador sdo {y;}!—, e {v;}'_;. Entdo mostramos que a
linearidade do codificador é no sentido que a resposta do produto das entradas ({37]}3:1) *
({u;}i=;) é igual ao produto das respostas ({y;}i=1) * ({vj}i=,). Usando deste fato, apre-
sentamos uma condicao necessaria e suficiente para se atingir a controlabilidade (Teorema
4.2).

O Capitulo 5 é dedicado a consideragdes na construcao de codificadores e a proposicio
de algoritmos para a determinacdo de bons cédigos. Para isto, restringimos a procura de
codigos (codificadores) de Schreier que sejam completos, minimos, e controldveis. Como
mencionado anteriormente, cada cédigo invariante no tempo e com um ndimero finito de
estados é sempre completo. A minimalidade é atingida considerando os codificadores como
sendo isomorfos. Por outro lado, a controlabilidade é atingida através da aplicacdo do teste
M1 e do Teorema 4.2. Estas consideracdes sdo ilustradas na Fig. 1.1. Finalmente, no
Capitulo 6 sao apresentadas as conclusoes e alguns tépicos de pesquisa futura decorrentes

deste trabalho.



Regiao restrita de bons

Maxima regiao

. Codificadores : isomorfos,
de bons codificadores:

controlaveis e completos

minimos controlaveis Codificadores completos

e completos

Figura 1.1: Regides de escolha de bons codificadores(cédigos).



Capitulo 2

O Produto de Schreier

Como resultado do esquema de modulagao codificada, cujo alfabeto usado é constituido pe-
los sinais do canal, apareceram os cédigos de trelica ou cédigos Euclidianos(pois pode-se
considerar os sinais como pontos de ajgum espago Euclidiano). Trott e Forney em [1] e [18]
e Loeliger em [2] e [19] mostram que os cédigos Euclidianos podem ser casados com cédigos
convolucionais sobre grupos denominados group codes. Como um cédigo Euclidiano e seu
respectivo group code casado possuem trelicas com a mesma dinamica, é plausivel esperar
que muitas das propriedades requeridas, relativas ao desempenho de um cédigo Euclidiano
possam ser obtidas diretamente no correspondente group code associado. O estudo dos group
codes esta estreitamente relacionado ao conceito de decomposicao de grupos. Dentro da

algebra pura este conceito tem tido um tratamento superficial, pois tal decomposicao so-

mente é feita em grupos abelianos.

No contexto da teoria da codificacao, a necessidade desta decomposi¢do de grupos surge
pelo fato de que em [1] se prova que os estados de um group code formam um grupo e que
este grupo dos estados induz uma operacao sobre as transi¢oes da segao de trelica de modo
que esta secao de trelica é também um grupo. Quando o grupo segao de trelica é abeliano
nao ciclico, entao ele é isomorfo (algebricamente idéntico) ao produto direto do grupo dos

estados e do grupo das entradas. Isto é , o grupo secdo de trelica pode ser decomposto no
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produto direto dos grupos das entradas e dos estados. Isto ocorre com a maioria dos group

codes até entao conhecidos, de maneira especial com os cédigos convolucionais bingrios.

As dificuldades aparecem quando este grupo secao de trelica é nao abeliano ou ciclico
da forma Z,». Numa primeira tentativa, procura-se um isomorfismo com algum produto
direto de dois grupos no qual um dos grupos componentes seja niao abeliano; pois conforme
veremos neste capitulo, um grupo nao abeliano, nao pode ser isomorfo a um produto direto
de grupos abelianos. Quando nao existir nenhum produto direto com estas condicdes, numa
segunda tentativa, procura-se um isomorfismo com algum produto semidireto de dois grupos.
Porém, existem grupos que nao sao decompostos como produto direto nem como produto
semidireto, tal ¢ o caso do grupo dos quatérnios Qs ou dos grupos ciclicos da forma Z .
Assim sendo, ¢ clara a necessidade de um produto generalizado de grupos que possa ser
manipulavel e sobretudo, que dado um grupo, sempre seja possivel decompé-lo como o
produto de dois grupos que seriam o ds entradas e o dos estados. Este produto generalizado.

que chamaremos produto de Schreier, é exatamente uma extensao de grupos.

Este capitulo é organizado da seguinte maneira. Na Secao 2.1 comecamos lembrando o
problema da extensio de grupos e o teorema de Schreier equivalente a este problema. Alguns
autores denominam este teorema como a solu¢ao de Schreier para o problema da extensao
de grupos. Usamos o teorema de equivaléncia de Schreier para dar a defini¢ao do produto de
Schreier como uma estrutura que é equivalente a uma extensao de grupos. Mostramos que o
produto de Schreier é a generalizacdo dos produtos direto e semidireto de grupos, sendo esta a
principal justificativa para a denominacao produto de Schreier de grupos ao invés de extensdo
de grupos. Ao final da secdo apresentamos alguns exemplos para ilustrar este produto.
Na Secao 2.2 mediante a Proposicao 2.2 deduzimos uma técnica para construir produtos
de Schreier a partir de grupos ciclicos. Assim, podemos dizer que com esta proposicio o
problema da extensdao de grupos para o caso de grupos ciclicos, é resolvido. O exemplo
dos 4 grupos diferentes de ordem 8 obtidos aplicando esta técnica aos grupos ciclicos Z4 e
Zj, € analisado em detalhe. Também, apresentamos uma técnica para construcio multinivel

de novos produtos de Schreier a partir de produtos de Schreier conhecidos. Combinando
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estas técnicas é realizada uma interpretagido do cédigo de Ungerboeck. Finalmente, na
Secao 2.3 estudamos o problema inverso da extensdo de grupos, que é o da decomposicao de
grupos. Baseados nas propriedades do produto de Schreier e no teorema de Jordan-Hélder
estabelecemos o Teorema 2.5 sobre a existéncia e unicidade da decomposicao maxima dos

grupos.

2.1 Produtos de Grupos

Definigao 2.1 Dados os grupos H e K, uma extensdao de H por K € um grupo G que

possut um subgrupo normal N = H e além disso ]Qv =K.

<&

Desta definicao decorre que dados H e K podem existir diferentes extensées de H por
K. Isto é, podem existir Gy e Gy, cotn G1 2 (G, tal que G é uma extensao de H por K e
(G, é uma outra extensao de H por K.

O problema da extensdo de grupos formulada por O. Holder, consiste em determinar
todas as extensoes de um dado grupo H por um dado grupo K. Em 1926 O. Schreier colocou

este problema da seguinte maneira:

Teorema 2.1 (O. Schreier) [11] Dados os grupos H € K, se existirem aplicacoes o : K —
Aut(H), e p: K x K — H, tais que para todo ky, ks, ks € K, e para todo h € H satisfazem
as equacoes

o (k1) (p(ka, ks)).pu(kr, kaks) = p(ky, ka).p(krks, ks) (2.1)
o(k1)(o(k2)(R)) = p(ky, k2).o(kiks)(R).(p(ky, ko))t (2.2)

entdo existe uma extensao de H por K, cuja operagdo de grupo € dada por
(h k)« (B k") = (h.o(k)(R").u(k, k"), kE'), (2.3)

onde, h € H e ke K.



As condigbes (2.1) e (2.2) sao usadas essencialmente para garantir a propriedade asso-
ciativa da operacao explicitada em (2.3).

Schreier mostrou que existem tantas extensdes quantos forem os pares de aplicacdes o
e p satisfazendo (2.1) e (2.2). Muitos autores denominam este teorema de Schreier como
sendo a solugio de Schreier ao problema da extensdo de grupos. Todavia, o problema
continua existindo, pois as aplicagdes o e u sujeitas as condicdes (2.1) e (2.2) deverado ser
determinadas. No contexto da Algebra, pura, a “solucdo de Schreier” foi interpretada em
termos de cohomologias de segunda ordem(vide [11], [5] ou [8]). No contexto da teoria da

codificagdo , interpretaremos a “solucdo de Schreier” como um produto de grupos.

Definigao 2.2 Sejam H e K grupos. Sejam o : K — Aut(H) e p: K x K — H aplicagdes
satisfazendo (2.1) e (2.2), portanto satisfazendo as condi¢oes do Teorema de Schreier. Entdo,
definimos o produto de Schreier de H por K, denotado por H, . K, como sendo a ex-

tensao de H por K para o homomorfismo o e o mapeamento y.

&

De acordo com a Definicio 2.2, o Teorema de Schreier pode ser expresso da seguinte forma
Teorema 2.2 O produto de Schreier H(, K € um grupo.

Prova: Vide o Apéndice A u

A denominagao produto de Schreier, e a notagdo H(, K, em lugar de extensio de
grupos, sera justificada em seguida quando analisarmos os casos particulares de o e p.

Quando u(k, k') = ey ;Vk, k' € K; onde ey é o elemento neutro de H, entio (2.1) e
(2.2) sdo satisfeitas se e somente se 0 : K — Aut(H) for um homomorfismo de grupos. Neste

caso temos o produto semidireto de H e K, H(,) K, pois a operacao (2.3) fica reduzida a

(hy k) = (W', k) = (h.o(k)(R'), kE'). (2.4)
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produto

produto

L direto
semidireto

Figura 2.1: Classificacao dos diferentes tipos de produtos de grupos

Quando o(k) =1d € Aut(H),V k € K, entdo (2.2) é trivialmente satisfeita, mas (2.1) fica
sendo dada por

,u(kg, ]Cg),u(kh, k'gkg) = /J,(kl, kz)./i(kle, k3) (25)

Entdo, se p : K x K — H satisfaz (2.5) definimos o produto ciclico de H e K, H(, K

como os pares ordenados (h, k), h € H e k € K. Neste caso a operagdo (2.3) fica reduzida a
(h, k) * (W, k') = (h.h'.u(k, K, kE") . (2.6)

Finalmente, quando u(k, k') = ey ,Vk, k' € K e o(k) = 1d € Aut(H). V k € K, entao
(2.1) e (2.2) sao satisfeitas. Como resultado, temos o produto direto de H e K, Hg K,

pois a operacdo (2.3) fica reduzida a
(h, k)« (K, k') = (hh', kK'). (2.7)

Desse modo, mostramos que o produto de Schreier é uma generalizagao dos conhecidos
produto direto e semidireto de grupos. Esta é uma das razoes pela qual denominamos esta
estrutura de produto ao invés de extensao. Na Fig. 2.1 é mostrado o diagrama de Venn
destes produtos. A interpretacao que se deve fazer deste diagrama é no sentido de que a
classe de grupos gerados a partir de produtos diretos estd contida na classe de grupos gerados

a partir do produto ciclico e assim sucessivamente.
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Seja H(,,)K o produto de Schreier dos grupos H e K, para um dado par (o, ). Seja
® i a classe de homomorfismos sobrejetores entre Hi K e K, isto é,
O ={¢: HpyuK — K : ¢ é sobrejetor}. (2.8)
Seja A uma familia de subconjuntos de H, ) K, definido por
X ={S:S5=Ker(d), d € Ox}. (2.9)
Entao, pelo teorema fundamental dos homomorfismos (vide Apéndice C), para cada S €
X temos que S < Hi, K e ﬂ"s“—)h = K.
Seja Hg o subconjunto de H(, ) K definido por
HO = {(h,eK) . h € H} (210)

Entao, Ho € & pois Hy = Ker(py), onde p; : H, K — K é a projecio dada por

p2(h, k) = k consequentemente, p, € ®x portanto, X é uma subclasse nio vazia. Veremos
3

que para efeitos de construgdo de bons cédigos, os produtos de Schreier mais interessantes

serao aqueles tais que A tenha mais do que um elemento.

Proposicao 2.1 Se existir ko € K tal que (ko) # id € Aut(H) no produto de Schreier

H, K, entio Hy, K € nio abeliano.
Prova: Considere o caso abeliano, isto é ,
(h,k)(B'E) = (B, k") (h,k) ;Vh, B € HeVEk K € K
Em particular para k = k' = kg, e h = eg temos que
(GH, k‘g)(hl, ]{,‘0) = (h,, k’o)(@H, k‘o) ; \V/h/ € H
(err-0(ko)(h').p(ko, ko) , k§) = (R'.o(ko)(er)-pu(ko, ko), k3) , VI € H
o(ko)(RY="1h", VR € H
Portanto (ko) = id n

Note que este resultado ¢ independente de y, consequentemente valendo para o produto
semidireto H,)K. Este resultado é um critério valioso para a construcio de grupos nao

abelianos.
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Z%,Z2 | (00,0) (10,1) (11,00 (0L,1) (10,0) (01,00 (00,1) (11,1)
(00,0) | (00,0) (10,1) (11,0) (01,1) (10,0) (01,0) (00,1) (1L,1)
(10,1) | (10,1) (11,0) (01,1) (00,0) (11,1) (00,1) (10,0) (01,0)
(11,0) | (11,0) (01,1) (00,0) (10,1) (01,0) (10,0) (11,1) (00,1)
(01,1) | (01,1) (00,0) (10,1) (11,0) (00,1) (11,1) (01,0) (10,0)
(10,0) | (10,0) (00,1) (01,0) (11,1) (00,0) (11,0) (10,1) (01,1)
(01,0) | (01,0) (11,1) (10,0) (00,1) (11,0) (00,0) (01,1) (10,1)
(00,1) | (00,1) (01,0) (11,1) (10,0) (01,1) (10,1) (00,0) (11,0)
(11,1) | (11,1) (10,0) (00,1) (01,0) (10,1) (01,1) (11,0) (00,0)

Tabela 2.1: Tabela de Cayley para Zg(a)Zg

4

2.1.1 Exemplos
Exemplo 2.1 Construcdo do produto semidireto Zg(J)Zz que € isomorfo a Dy, o grupo das

simetrias do quadrado.

Considere o homomorfismo ¢ : Z; — Aut(z}) definido por o(0) = id € Aut(Z2) e

o(1) € Aut(Z%) o automorfismo definido por:

(1)(00) = 00
#(1)(01) = 10
(1)(10) = 01
o(1)(11) =11

Entéo, a operagao de (h, k) por (h',k') é dada por (h, k) * (A, k') = (h.o(k)(R'), kk'). Por
exemplo, h = 10, A’ =01, k =1, e ¥’ = 0 produz

(10,1)(01,0) = (10 + o(1)(01),1 + 0) = (10 4+ 10,1) = (00, 1).

A tabela de Cayley é mostrada na Tabela 2.1.
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Comparando as Tabelas 2.1 e 2.3, pode ser visto que 8 : Zg(U)ZQ — Dy dado por
6(00,0) = Ry  6(10,0) = d;

6(10,1) = R, 6(01,0) = d,
(11,0) = R,  6(00,1) =V
9(01,1) =Ry 6(11,1)=H

0
¢ um isomorfismo e Dy g.zg(g)zz.
Exemplo 2.2 Construcdo de um produto de Schreier ndo trivial para H = ZygZy ¢ K = Z,.

Note que, como H ¢ abeliano, de acordo com a Proposicao A.1(vide apéndice A), o deve
ser um homomorfismo. Portanto, a equacdo (2.2) é trivialmente satisfeita. Seja o : Zy —

Aut(ZagZy) definido por o(0) = id € Aut(ZigZs) e o(1) € Aut(ZagZs) tal que

o(1)(00) =00 o(1)(01) = 01
o(1)(10) =30 o(1)(11) = 31
o(1)(20) =20 o(1)(21) = 21
o(1)30) =10 o(1)(31) = 11

Agora, defina o mapeamento p : Zy X Zy — Z4gZy como sendo

00, se ki +ky<?2
lu’(klakZ) -
01, se kl + kg = 2

Para H = Z4gZy e K = Z, a equacdo (2.1) torna-se

o(k1)(p(ka, ks)) = plky, ko) + p(ky + ko, ks) + p(ky, ko + ks).
Se k; = 0, entao
p(kas ks) = p(0, ko) + p(ka, ks) + p(0, ky + k3).

Disto resulta que, u(k, k3) = u(k2, ks). Portanto, para k; = 0, a equagdo (2.1) é trivialmente
satisfeita.

Se ki = 1, entdo para o par (kg,ks) temos as seguintes possibilidades (kq,ks) = (0,0),
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(k2,k3) = (0,1), (k2, ks) = (1,0), ou (k2, k3) = (1,1). Sabendo que u(z,y) =0sez+y < 2,
temos que para ky = 1 e (kz, k3) = (0,0), (K2, k3) = (0,1) ou (ko, k3) = (1,0), a equagao (2.1)
é satisfeita. Finalmente, para o caso em que k; = 1 e (kg, k3) = (1,1) temos o(1)(u(1,1)) =
p(1,1) + p(1,1) 4+ p(1,1). Logo o(1)(p(1,1)) = pu(1,1) que é verdadeira pela definicio de .
Portanto, o e y satisfazem as condigdes (2.1) e (2.2). Logo, o produto de Schreier nao trivial
Zag L, ) Lo esta bem definido.

Agora, dados (h, k), (R, k') € Zag Ly, L2, a operagao (h, k) = (I, k') resulta em

(h, k) (R, K') (h+0'( e)(h) + p(k, K) s b+ F)

(h+h’ 0), sek=0ek' =0

(h+h',1), sek=0ek' =
T (o)), 1), sek=lek =0

(h+o(1)(h)+01,1), sek=1ek =1.

Por exemplo, se h = (2,1) e A’ = (3,0), onde h, h’ € ZygZsye k=0e k' =1, onde k, k' €
Zs, temos que (h, k) * (A, k') = (h+ 1/, 1) =(21+30,1)= (11,1).

2.2 Alguns Produtos de Schreier Especiais

Como nao existe uma técnica geral de construcao de produtos de Schreier e consequentemente
a pouca utilizacao do mesmo em problemas praticos, é que persiste o “problema da extensao
de grupos”. No sentido de enfatizar a importancia deste produto é que apresentamos a seguir
uma técnica de obtencao de produtos de Schreier para o caso particular em que os grupos
H e K sao grupos ciclicos. Também apresentamos uma outra técnica para a obtencio
de produtos de Schreier a partir produtos de Schreier conhecidos. Estes procedimentos
serao uteis na geragao de uma parcela considerdvel de grupos ndo abelianos. Assim, o
processo de geragao de grupos nao abelianos pode ser realizado através de um algoritmo,
pois as respectivas operacoes reduzem-se as conhecidas operagdes modn. A implementacéao

computacional conduzird, em um trabalho futuro, a obter novos cédigos Euclidianos.
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2.2.1 Produto de Schreier de grupos ciclicos

Proposicao 2.2 Sejam n, m € N, onde n > 2 ¢ m > 2. Considere o sistema de equagies

z™ = 1(modn)
(2.11)
yz = y(modn).
Entdo, para cada solugdo (x,y) deste sistema, existe um par de aplicagées o e u satisfazendo

(2.1) e (2.2) tal que podemos construir o produto de Schreier Zn(y,,)Znm.

Prova: Vide Apéndice B ]

Cada solugdo de (2.11) resulta em um produto de Schreier. Todavia a reciproca nao
é verdadeira. Para isto, considere os Exemplos 2.1 e 2.3 onde o grupo das simetrias do
quadrado Dy é construido (portanto decomposto) de duas maneiras diferentes. Note que
cada par (1,j) do conjunto {(1,0),(1,2),...,(1,n — 1)} é sempre uma solugdo de (2.11).
Na demonstragao da Proposi¢ao 2.2, o foi estabelecido através da solugao z, de modo que
z = 1 implica em o(k) = id € Aut(Z,), para todo k € Z,,. Nesta mesma demonstragado, u
foi estabelecido através da solucdo y, de maneira que y = 0 implica em p(ky, k2) = 0 € Z,,
paré todo k1, k2 € Z,. Logo, a solugdo (z,y) = (1,0) conduz a construgiao do produto direto
ZngZm. Como conseqiiéncia, temos que cada solugao (1,j) de (2.11), 7 =1,...,n—1, conduz

necessariamente a constru¢do de um grupo abeliano. (vide Proposicao 2.1).

Uma regra pratica para calcular (7,7) * (s,t)

Usando a notacao da demonstragao da Proposicao 2.2, temos que o produto em Zu(, 4)Zm €
dado por
(Vo) () = (o) (y)-e(n’,n) 5 n'n')
= (v uln? ') 5 07t
(YH= a5 ™) se j+tzm
(0 5 ) se jHt<m.
Portanto, se (z,y) é uma solucdo de (2.11) e usando do fato que Z,, e Z,, podem ser expressos

por Z, = {0,1,...,n — 1} e Zp, = {0,1,...,m — 1}, temos que ¥ (i, ), (5,t) € Zn(y,)Zm @
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operagao (z,7) * (s,t) pode ser escrita como

(i.7)% (s.8) = { (14 s.27 + y)modn , (j+t)modm) se j+t>m (2.12)

(24 s.a?)modn , (j +t)modm) se J+t<m.

Para z > 1 ey = 0, a equagdo (2.12) resulta no produto semidireto Zn(s)Zm POIS & Operagao

(z,7) * (s,t), é dada por
(4,7) * (s,t) = ((i + s.2))modn , (j + t)modm) (2.13)

Por outro lado, quando z = 1 e y > 0, a equagado (2.12) resulta no produto ciclico Zn(w)Zm

pois a operacdo (¢,7) * (s,t) é dada por

(t4+s+y)modn , (j+t)modm) if j+t>m

(2,9) * (s,t) = { (2.14)

(
((z 4+ s)modn , (5 +t)modm) if j4+t<m.

4
Geradores

Os elementos (1,0) e (0,1) sao chamados os geradores candnicos de Zn(o,u)Zm, POIs para todo
(hy k) € Zn(o,u)Zm temos
(h, k) = (1,0)".(0,1)*. (2.15)

2.2.2 Exemplo: z, e z; dao origem a 4 diferentes produtos de

Schreier 24(0,/1)22.

Exemplo 2.3 Considere os grupos ciclicos Z4 € Z.

O sistema
22 = 1(mod4)

ry = y(mod4)

apresenta as seguintes solucoes

(z,y) = {(1, 0),(1,1), (1, 2),(1,3),(3,0), (3,2)}
e A solugao (1,0) produz o produto direto ZugZo.
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e A solugdo (1,2) produz o produto direto ZgZ,. Neste caso temos um produto ciclico

Za(u)Za, € a respectiva operagao (7,7) * (s,t) é dada por

. {((z‘+s+2)mod4, 0) se j4i=2
(6,7)* (s, ) =¢ ,

(14 s)modd , j+1t) se j+t<2.
Dado (2,7) € Z4(,)Za, temos que j =0 ou j = 1.
Se j = 0, entdo (2,0)* = (¢%,0), (¢,0)® = (:%,0), e (3,0)* = (s*,0) = (0,0). Assim a
ordem de (z,0) é menor ou igual a 4. Se j = 1, entdo (z,1)* = (:* + 2,0), (¢,1)% =
(®+2,1),e (¢, 1)* = (i*+ 2+ 2,0) = (0,0). Logo, a ordem de (7,1) é também menor
ou igual a 4. Portanto , Z4(,)Z; nao pode ser isomorfo a Zs. Por outro lado, considere
(1,0) € ZyZe. Entao (1,0)2 = (2,0), (1,0)® = (3,0), e (1,0)* = (0,0). Portanto,
Za(u)Z2 nao é isomorfo a z3. Como Za(p)Zo é abeliano com cardinalidade 8, entao deve

ser isomorfo a ZygZo.
i

e A solucdo (1,1) conduz ao grupo ciclico Zg. Neste caso temos, um produto ciclico
Z4(u)Zs, € a respectiva operagao (z,j) * (s,t) é dada por
o (i+s+1)modd , 0) se j+t=2
(2,7) * (s,t) = _ ' .
((z4+s)modd , j+1t) se j+t<2.
Considere o elemento (0,1) € Zy(,)Z,. Assim, (0,1)* = (1,0), (0,1)® = (1,1), (0,1)* =
(2,0), (0,1)° = (2,1), (0,1)% = (3,0), (0,1)" = (3,1), (0,1)® = (4,0) = (0,0). Por-

tanto, Zy(,)Z, € isomorfo a Zs.

e A solucao (1,3) conduz ao grupo ciclico Zs. Neste caso temos, um produto ciclico
Za4(u)Z2, € a respectiva operagao (2, j) * (s,t) é dada por
o ((i+s+3)modd , 0) se j+t=2
(4,7) * (s,) = ) ) o
((z+s)modd , j+1t) se j+t<2.
Considere o elemento (0,1) € Zy(,)Zs. Temos, (0,1)* = (3,0), (0,1)*> = (3,1), (0,1)* =
(2,0), (0,1)> = (2,1), (0,1)® = (1,0), (0,1)" = (1,1), (0,1)® = (1 + 3,0) = (0,0).
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Tabela 2.2: Tabela de Cayley para Z,)Z;

Portanto, Z4(,)Z, é isomorfo a Zs.

A operagao

e A solugdo (3,0) conduz ao grupo diedral Dy (as simetrias do quadrado).

(7,7) * (r,s) é dada por

((z +r.3)mod4 , (j+ s)mod2) .

(,5) * (r,5)

Por exemplo, se considerarmos os pares (1,1) e (2,0), entao

(3,1).

((1 +2.3YYmod4 , (1 + 0)m0d2) =

(1,1) *(2,0)

A tabela de Cayley para Zy(,)Z, é mostrada na Tabela 2.2.

Comparando as Tabelas 2.2 e 2.3, podemos ver que 6 : Zy(,)Zy — Dy dado por;

9(1, 1) = dl

6(0,0) = Ry

0(3, 1) - d2

0(0,1)

0(1,0) = R,
0(2,0)

=V

=R,

0(2,1) = H,

0(3,0) = R;

(4

~/

Dy.

é um isomorfismo e Z4 \Z
4(o) L2
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Tabela 2.3: Tabela de Cayley para Dy

e A solucdo (3,2) conduz ao grupo dos quatérnios Q3. A operacio (2,7) * (s,t) é dada

por

. (14 5.3 +2)mod4 ; (j+t)mod2) se j+t>2
(Z,])*(S,t)z . . . .

((2 + 5.3 )mod4 : (j + t)mod?2) se J+1t<2.
Por exemplo, (2,1) * (1,1) = ((2+ 1.3" +2)mod4, (1 + 1)mod2) = (3,0). A tabela de

Cayley para Zy(, ,)Z, é mostrada na Tabela 2.4. Portanto, da associacao

(0,0) = po  (1,1) =N
(L0) = p1 (3,1) = A
(2,0) = pz (0,1) = &
(3,0) = ps  (2,1) = &,

concluimos que Q3 = Zia(o,u) L2

2.2.3 Construgao multinivel de produtos de Schreier

Seja S C R™ um conjunto discreto de pontos de um es ago Euclidiano com distancia minima
J P

dada por di = min{|lz; — z;|| : z; # z;, z;,2; € S}. Considere S? = S x S, a distancia

20



(2,1)

N N~ o~ o~ o~ o~ o~

~~ ~~ ~ — —~ ~~ — ~~ ~
— — — — — () (ew) jew) [e)
(=) (=] — N ) ) — (9] o
S~— N— SN— S~— S— SN— N SN—r ~—
— — — — — () (ew) o (e
o™ o™ (=) — N (o) N o —
~— N N— S~— N~— ~— N— S~— N—
— ~— — — ~ — — ~ ~
— | — — — — [aw) o (o] [e]
— — N e o N (=) — o
S~— S— N’ N—r S— N— N— ~— N—r
~ —~ —~ — — — ~ — —~
07 07 =3 O., o — = =
) o o — o [ (=] — e
S~— S~— N—r S~— S S~ S— S~ ~—
N —~ ~ ~—~ —~ —~ —~ —~ —
Qe @ @ e L L ==
o N ) o — o — N o
~— N— S~— S— N~—r ~— N— ~— S~—
~ ~~ —~ — — —~ —~ — —
_le e e @ o ==
— i N o o (o= [\ o~ \m
S~— S~— N— S— ~— S~— N— ~— ~—
07 0., o (e o — —
o (ew) — (o} o — o (e N
~— N—r ~— N— ~— S~— ~— S~— ~—

N
N

UM — —~ —~ —~~ —~ ~~~ ~ ——

e o o o @~ - -~
24 S = N MmN O ™

ela de Cayley para Zy, ,)Z,

e

Tab

Tabela 2.4:
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Tabela 2.5: Tabela de Cayley para Q3



minima de S? é dada por dy = min{|ly; — y;|| : vi # v;, vi,y; € S*}. Temos que dy > d;.

Por outro lado, se I'(S) é o grupo de simetrias de S entao I'(S)? = T'(S)g(S) sera o
grupo de simetrias "c}e S?. Em geral, dado S C R™ considere S™ como sendo m cépias de 5,
isto é , 5™ = S x...x 8 e a distincia minima de S™ dada por d,, = min{||z; — z;|| : = #
zj, ziyzj € S™}, teremos que dy < dy < ... < d,, e I'(S)™ é o grupo de simetrias de S™.

Este é o principio da codificacao multinivel. Dado um cédigo Euclidiano sobre S com
distancia livre de cédigo dfre., que é diretamente proporcional a dy, obteremos um cédigo
Euclidiano sobre S™ com distancia livre de cédigo dy,c.,, que é diretamente proporcional a
d,. Portanto teremos que dy,ce,, > dfrecy-

Mas o processo de obtencao do cédigo Euclidiano sobre S™ passa pela obtengao do
grupo I'(5)™, que pode ser decomposto de varias maneiras. Isto significa que existem vérias

m

formas de construir o produto direto de m-cépias I'(S)™, incluindo o uso de produtos de

Schreier. Isto é mostrado no seguinté teorema que tem uma semelhanga com o Teorema 5

de [9].

Teorema 2.3 Considere uma colegdo finita de produtos de Schreier {Hi(ai’ui)]&’i}é g E'ntao,
o produto cartesiano multinivel (Hy x ... x H,) x (K; x ... x K,) pode ser convertido
em um produto de Schreier multinivel (Hyg ... Hn)(a‘ﬁ)(Klea"@ K,), se o mapeamento

:Kig...0 K, — Aut(Hyg ... H,) for definido por
Gk, ... ky) = (o1(k1), ... on(kn)) s Hig .9 Ho — Hig...q Hy
de tal maneira que
(o1(k1), .- s 0n(kn))(R1y- oy hy) = (o1(k1) (1), - oy 0n(kn) (Rn)),
e se 0o mapeamento fi : (Kiq ... K,) X (Kig ... Kn) — Hig ... H, for definido por
Bk, 1) = (pa(ke, 1n), oy pin(Bns 1)),

onde k= (ky, ... kn) € (Kig...0 Ko), el=(Ih,.... 1) € (Kig...0 Kp).
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Prova : Para (x;9) = (21,...,%n 5 q1,---,qn) € (¥,0) = (Y1y--yYn § T1yevn,Tn) €
(Hig . .@ Hy) X (K14 ...g K,). Vamos definir (x;q) * (y;r) como

(x5q) * (y;r) = (x.5(q)(y)-m(q,r) ; qr)
= ((mla ce 7:571)'(0'1((]1)(3:/1)’ sy Un(qn)(yn))'(:ul(qlv 7'1), cee ’ﬂn(qna rn) ; q-r)
= (21.01(q1)(y1)-#1(q1,71)s - - - 0200 (qn) (Un)-£in (s Tn) 5 @71, - - GnTn)

Com esta operacao, (Hig . . .4 Hy) 55 (Kig - - .0 Kn) € um grupo. |

Corolério 2.3.1 Dado um grupo G, se existir uma familia de produtos de Schreier {H (o m)K,}_ri
tal que G = H;,, ,) K parai=1,...,n, entio G" = (Hyg ...q H, )( \(K1g .. .0 Kn), onde
G"=0Gg...q0G.

Prova : Defina o mapeamento auxiliar ¢ : (Hyg. . .g Hy) 5m(Kig - - 0 Kr) — G™ como
¢(X;q) = ¢(x17 'A' 5Ty 41, - - 'aqn) = (917 cet 7971)’

onde ¢; = (z;,q;) € Hi(y, 4 Ki. Assim, como ¢ é bijetivo, concluimos que o mesmo é um

isomorfismo. =

2.2.4 Exemplos
Exemplo 2.4 [remos construir o produto direto ZsgZo como um produto multinivel
ZsgZa = La(u)Ls.

Para tal, considere o produto ciclico Zg = Z4,,)Z, correspondente & solugdo (1,1) do Exemplo

2.3. Considere o produto direto trivial Z; = {e}gZ,. Entao, pelo Teorema 2.3, temos que

ZegZz = (Zag{€}) z)(ZagZa).

O mapeamento T : ZygZs X ZogZy — Zag{e} é dado por fi(ki,ko;li,l) = (u(ki,ly),e).
Portanto, temos que

ZsgZa = Lo Z3,
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onde p' : Zy* X Zy* — Z4 é dado por p/(ki, ksl 1) = u(ky,ly). A operacio (hy; ke, ko) *

(ho;ly,1l3) em 24(#,)222 é dada por
(hl; kb kz) * (hz; 117 12) = (hl-(h2)-,ul(kh kz; 11, 12); (klv k2)-(lla 12))

= (hl(hg)/l,(kl, ll), k’l.ll, kz.lz)
= ((hl + hg + u(kl, 11))m0d4, (kl + ll)mon, (k? -+ 12)m0d2)

Por exemplo, para (3;0,1) e (2;1,0) pertencentes a Zy(,Zs*, temos (3;1,1) % (2;1,0) = ((3 +
2+ 1)mod4; (1 + 1)mod2, (1 4 0)mod 2) = (2;0,1).

Exemplo 2.5 Construgio multinivel do grupo QsgDy, onde
Q3D = Zy(or 1) (ZagDy)

Sabemos do Exemplo 2.3 que Q3 = Z4¢, ,)Z,. Por outro lado, se {e} é o grupo trivial unitario,

entdo Dy = {e}gDy. Logo, pelo Teorema 2.3, temos que
QsgDs = (Zag{e}) 7 1) (Z20D1)-

O mapeamento 7 : ZygDy — Aut(Zsg{e}) é dado por 7 (ki, k2)(h, e) = (a(k1)(h), ), k1 € Zo,
ky € Dy, h € Z4, e € {e}. O mapeamento fi : ZygDy X ZygDy — Zag{e} é dado por

B(k1, ko 1y, 13) = (u(k, ly), ). Portanto, podemos escrever
Q3{BD4 = Z4(a’,u’)(Z2®D4)’

onde o' : ZogDy — Aut(Zs) é dado por o'(ky, k2)(h) = o(k1)(h) e p' : ZogDy X ZogDy — Z4
é dado por p'(ki, ko; 1y, 1) = p(ky, l1). A operacdo (hy; ki, ko) * (he;ly,ly) em Zg(or ) (Z2gDy)

pode ser escrita como
(h1; k17 kz) * (hQ; 117 12) = (hl-U/(ku kz)(h2)~ﬂ/(k1, ky; 11, lz); (kh kz)-(lh 12))

- (hl.d(]fl)(hQ).p,(k'l, ll), ]{,‘1.11, kg.lg)
= ((h1 + o (k1) (ko) + p(ke, l))mod 4, (ky + 11)mod 2, (ky.ly)modDy ),
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onde (ky.l3)modDy significa que ks, I € Dy e portanto a operacao k.l é realizada no grupo
Dy.

Por exemplo, para (3,1R;) e (1,0d;) pertencentes a Za(or,u)(ZagDy), temos (3,1R;) *
(1,0d1) = (3 + o(1)(1) + p(1,1),1 + 1, Rydy) =(3 + 1.3 + 2,0, H) =(0,0H).

2.3 Decomposicao de Grupos

Este € o problema inverso do problema de extensdo de grupos. Sejam G' e H grupos tais que
H é um subgrupo normal de G, isto é, H <1 G. Seja N a classe dos subgrupos normais de
G, isto é ,

Ne={H : H<G}. (2.16)

Teorema 2.4 Se N € Ng, entao existem o e u como na Definicio 2.2 tais que G = N(a,u)%.

Prova: Vide Apéndice B. ]

Sejam Ny , Ny € Ng, tais que N; ¥ N;. Sejam K,,K, e Hy, Hy grupos tais que
N, 2 H, e K; = %, ¢ = 1,2. Entao, de acordo com a demonstracio do Teorema 2.4, G

pode ser decomposto em pelo menos dois diferentes produtos de Schreier G = H, (o1,) K1 €
G = Hj(s,,) K2 (Vide os Exemplos 2.1 e 2.3 onde Dy = 23(01)22 e Dy = Zy(,)Z2). Para cada
g € G existe um unico par (h;, k;) € Hi (o, Kiy 1 = 1,2, tal que g = (hy, k;). Note que esta
é uma generalizacao do Teorema Chinés do Resto.

Dado um grupo G com pelo menos um subgrupo normal N nio trivial, isto é N # eq
e N # G, considere a familia {H(,, ., K}, de todas as decomposicdes nao triviais de G,
isto é |H;| # 1 e |K;| # 1 para todo ¢ € N.

Se para algum j € N, 0;(k;) = id, Vk; € K; e u;(kj1, kj») = en;, V(kj1, kj2) € K; x Kj,
entao temos que G pode ser decomposto em um produto direto, pois G 2 H;o K;. Neste

caso, e com um certo abuso de linguagem, diremos que G pertence a classe dos produtos

diretos.

25



No caso em que G ndo possa ser decomposto como um produto direto, entdo devemos
procurar na familia {Hi(ai,ui)Ki}?il uma possivel decomposi¢do como um produto ciclico. Se
existir algum, diremos que GG pertence & classe dos produtos ciclicos ndo triviais.

No caso em que G nao possa ser decomposto nem como produto direto nem como pro-
duto ciclico, entao devemos procurar na familia {Hi(o;,u) Ki}2; uma possivel decomposigao
como um produto semidireto. Se existir um, diremos que G pertence & classe dos produtos
semidiretos nao triviais.

Finalmente, se G' ndo puder ser decomposto como produto direto ou como produto
ciclico ou como produto semidireto, entdo teremos que G pertence a classe dos produtos de
Schreter nao triviais.

Esta classificagao dos grupos é ilustrada na Fig. 2.1. Por exemplo, o grupo dos
quatérnios Qs pertence a classe dos produtos de Schreier nao triviais pois o mesmo nio
possui decomposi¢ao como produto semidireto, ou como produto ciclico, ou como produto
direto. O grupo das simetrias do quadrado Dy pertence a classe dos produtos semidiretos
nao triviais. O grupo ciclico Zy: pertence a classe dos produtos ciclicos ndo triviais. Estes

trés grupos sao analisados no Exemplo 2.3.

2.3.1 Decomposicao maxima

Definicao 2.3 [11] Seja G um grupo. Uma série normal de G ¢ uma familia de subgrupos
{Gi}2p tal que G =Go >G> ...D>Gr > ...
&

Quando a série normal é finita e tal que cada G4 € mdximaem G; ou G; = G441, entdo
a série normal é denominada série de composigao de G, [11].

Proposicao 2.3 Dado um grupo G, seja G =Gy > Gy > ...> G, > ... uma série normal

de G. Para cada, seja Q); o grupo Q; = G—C;: Entao, existem familias de aplicagées {o;}32,,

e {pi}2, tais que G tem a seguinte decomposicio

H . [[. - Qn) (o um) Qn—l] (Gn—ttinot) ] (02,12 Ql} (01,u1) QO} .
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Prova:

G1 < Go = G, entao pelo Teorema 2.4 existem oy e yy tais que, G = G4(0oy, 1) Qo-

(3 <1 Gy, entao pelo Teorema 2.4 existem o5 e p, tais que, Gy = G(02, p2)@Q1. Disto decorre
que

G = [Ga(ry)@1] Qo. (2.17)

(0'11/-1'1)
Agora, G'3 < (i3, entdo pelo Teorema 2.4 existem o3 e ps tais que, G2 = G3(o3, u3)Q2.

Substituindo em (2.17) e continuando este procedimento, a proposicao fica demonstrada. m

A decomposicao de grupos estabelecida na Proposigao 2.3 é dita maxima quando a
correspondente série normal é uma série de composicdo G = Go > Gy > ... > G, = {eg}.
O Teorema de Jordan-Holder (vide Apéndice C), estabelece que a série de composigao de

um grupo G, quando G possuir alguma, é essencialmente tinica. Disto podemos concluir que
i

Teorema 2.5 Se um grupo G possui série de composi¢io G = Go > G1 > ... > G, = {eg},

entdo G possui uma unica decomposi¢do mazima dada por

G = [[[ .. [Qn(on,un)Qn—l] (Omrinn) " } oa) Ql]( | QO] :
= 01,41

onde Q; = G—CjiT

2.3.2 Exemplos

Exemplo 2.6 Em [10], Ungerboeck, apresenta um esquema de modulagdo codificada usando
os sinais §-PSK e um codificador de j estados. A estratégia utilizada nesta associacdo de
modulagdo codificada foi a de particionar o conjunto de sinais 8-PSK em sucessivos subcon-
Juntos com distancias Fuclidianas crescentes via o esquema de particionamento de conjuntos.
A consequéncia deste particionamento € o de rotular os sinais S-PSI(' na forma bindria. O
objetivo deste exemplo € mostrar, via o produto de Schreier, a decomposi¢cdo do grupo Zs

associado ao particionamento do 8-PSK, isto € , Zg = (Zy,,)Z2),,\Za-

(»)

27



Considere o Exemplo 2.3, onde a solu¢do (1, 1) da equagdo (2.11) implica o mapeamento
JZ Zig X Zg — Z4dado por /L(kl,kz) =0 € Z4 se k1+k2 < 2,6#(1,1) =1 € Z4S€ ]Cl-f-k'g = 2.

%
o~

Assim, vimos que o grupo Zg decompode-se como Zg Z4(u)Za, onde 0 é o isomorfismo

0 . Zg d Z4(M)ZQ dado por

6(0) =00 6(1) =01
6(2) =10 6(3) =11
0(4) =20 6(5) =21
0(6) =30 6(7) = 31.

Por outro lado, como {0,2} < Z4, e {0,2} = Z,, pelo teorema da decomposigao maxima,
9

temos que existe p1 : Zy X Zg — Zg tal que Zy = Za(uy)Z2, Para algum isomorfismo 6. Este

p1 esta definido por pi(ly,l) =0 € Zase [y + 12 < 2, e p1(1,1) =1 € Zy. A operagao em

Zo(uy)Z2 ¢é dada por
i
((t4+s+1)mod2 , 0) se j+t=2

(‘%J')*(S,t)‘—‘{ , , ‘
((i4+s)mod2 , j+1t) se j+it<2.

Assim, (0,1)? = (1,0), (0,1)*> = (1,1), (0,1)* = (0,0). Portanto, 0y : Zs — Zy(,,)Z2 é dado

por

62(00) = 6;(0)0 =000 62(01) = 6,(0)1 = 001

0,(10) = 0:(1)0 =010 62(11) = 6,(1)1 =011

6,(20) = 61(2)0 = 100 62(21) = 6,(2)1 = 101

02(30) = 601(3)0 =110 602(31) = 6:(3)1 =111
Finalmente, tomando o isomorfismo composicao 03 = 05,0 : Zg — (Zg(m)Zg)(u)Zg, dado
por 83(z) = 0,(6(x)), resulta no “mapeamento por particoes ” de Ungerboeck. Com isso

7

acabamos de provar que o “mapeamento por parti¢des ” é um isomorfismo dado por
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Exemplo 2.7 Neste ezemplo, iremos considerar G como sendo um grupo abeliano finito, ao

invés do caso G = Zg do exemplo anterior.

Pelo teorema fundamental dos grupos abelianos finitamente gerados, temos que G pode ser

decomposto como

G = Zpri @ Zpyrz B .. Lpyrn Ly, ™nt1, (2.18)

onde os p; sdo primos, com p; # p; se ¢ # j. Sejam G; subgrupos de G definidos por
Py

G, = {0}
GTL—]. g Zplrl

Groz = Zprt @ Zpyr (2.19)

G=Go=Zpri @Zpy2 D ... Zpyrn DLy, o1

Temos que {eg} < G1 9 Gy < ... <Gy < Gy = G é uma série normal de G, porém a mesma
nao é necessariamente a série de composigao. Portanto, concluimos que a Proposicio 2.3, é
uma generalizagdo do teorema fundamental dos grupos abelianos finitamente gerados(para
grupos finitos). Note que a decomposigao dada por (2.18) ndo é méaxima, se algum r; for tal

que r; > 1. Suponha que 7; = r; > 1, ent@o o grupo ciclico Z,,~n tem a série de composi¢ao

{0} 92Zp, 9Zpp2... QZpm.

Z, . ~ c o~ '
Como -22*1 o~ Zp,, para 3 = 1,2,...,ry, entao pela Proposicao 2.3, temos

P17

[S]
)
o
N——

Zpr1 H [zm(”rl)zm(url_l)...] (M)Z“LM)Z“] . (2.
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A decomposigao (2.20) é realizada somente por produtos ciclicos, pois a Proposicio 2.1 diz
)

que se o € nao trivial, entdo o grupo é ndo abeliano, porém Z,,~ é um grupo abeliano.

Realizando de maneira similar a decomposicdo de Z,,~ para cada Z,~ e substituindo em

(2.18), obteremos a decomposi¢ao maxima do grupo abeliano finito G.
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Capitulo 3

Cddigos de Schreier

Dado um conjunto discreto Euclidiano S C R™, considere o grupo das simetrias de S, deno-

tado por I'(S), cujos elementos sio mapeamentos g : S — R™ tais que

3
e |g(s)|]| =]|s|l, Vs € S: Preservacao da norma Euclidiana.
e g(s) € §,VseS: Invaridncia de S.
e A operagao de grupo de I'(S) é a composi¢ao de mapeamentos g; go.

Quando T'(S5) é tal que para cada s € S existe g € I'(S) tal que s = g(s), para algum
50 € S, entao dizemos que I'(S) atua transitivamente sobre S. O ponto so € S é denominado
como a semente ou gerador de S. Podem existir varios geradores de S.

Para se obter cédigos Euclidianos de uma maneira pratica e efetiva os group codes
considerados devem ser constituidos por seqiiéncias de simetrias, denominados de cddigos
de simetrias. Um cédigo de simetria G é um subgrupo do produto direto infinito de grupos
OrezGr = ... Goig...... o G_15Gog ... Gig..-... o Gig ..., 1 € N, onde para cada k € Z,
Gr = I'(Sk) € o grupo de simetrias do conjunto discreto S, C R™.

O cédigo Euclidiano C casado a G C @rezG é obtido a partir de uma seqiiéncia semente
{®k}rez, zr € R™. Isto significa que cada palavra cédigo {yx}trez € C é tal que para
cada k € Z, yr = gr(zr), g € Gi. Estes cédigos Euclidianos sio denominados cédigos

geometricamente uniformes.

31



Note que cada S, C R™ pode ter cardinalidade infinita, mesmo sendo discreto. Em
tal caso a cardinalidade dos estados do cddigo poderd ser também infinita. Uma outra
observagao é que quando os grupos de simetrias (G} sdo diferentes entre si, entdao o cédigo
sera variante no tempo. A complexidade de um cédigo que é variante no tempo e que possui
cardinalidade de estados infinita é muito maior do que o de um cédigo invariante no tempo
e com numero finito de estados, que é um cédigo baseado num conjunto discreto Euclidiano
S C R™ com cardinalidade |S| finita, e tal que Sy = S C R"™ para todo k € Z. Neste caso
teremos que G = G, Vk € Z com |G| finito. Agora, seja G = @rerGr, G, = G, Vk € Z,
considere um subgrupo G C G%, temos que G é um cédigo de simetrias invariante no tempo
e com numero finito de estados. Esta classe de cédigos de simetrias invariantes no tempo é

o exemplo fundamental dos cddigos de Schreier que apresentamos neste Capitulo.

Os cédigos de Schreier sao subgrupos de G%, onde GG é um grupo finito arbitrario, nao
necessariamente um grupo de simetrias de algum conjunto Euclidiano discreto S C R™
Esta generalidade somente facilita a aplicagdo do produto de Schreier, que como vimos no
Capitulo 2 é sobre grupos arbitrarios. Para “converter” os cédigos de Schreier em cédigos
Euclidianos serd necessario restringirmos os cédigos de Schreier a serem cédigos de simetrias

ou ao menos de permutagoes.

Os codigos de Schreier admitem andlise local, isto € , a analise da secao de trelica numa
unidade do tempo é suficiente para determinar as propriedades tais como distancia livre,
controlabilidade, minimoidade, etc. de todo o cédigo. Esta analise local, também, permite
determinar a relagdo equipotente entre a classe dos produtos de Schreier e a classe dos cédigos
de Schreier, via os codificadores isomorfos. Isto significa que para cada cédigo de Schreier
existe um unico codificador isomorfo e para cada codificador isomorfo existe um tinico cédigo

de Schreier.

Este capitulo € organizado como segue. Na Secdo 3.1 apresentamos uma rapida descrigao
de maquinas no sentido da teoria dos automatas, pois todos os codificadores considerados
neste trabalho usam este modelo. Na Secao 3.2 inspirados pela descricio matricial dos

codificadores convolucionais binarios, definimos os codificadores convolucionais elementares
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sobre grupos (CCE). A classe dos codificadores convolucionais lineares binérios esta contida
na classe dos CCEs. Estudamos algumas propriedades dos CCEs que servem como guia para
definir os codificadores homomorfos generalizados. Também propomos um teste simples de
exclusao de CCEs catastréficos. Uma outra proposta é a de reduzir os estados de um CCE,
especialmente se este for catastréfico. Na Secdo 3.3 estudamos os codificadores homomorfos
generalizados ou codificadores de Schreier, pois a sua defini¢do é baseada no produto de
Schreier. Os cédigos de Schreier sdo apresentados como aqueles associados aos codificadores
homomorfos. Finalmente, é apresentada uma condigcdo necessaria mas nao suficiente de
controlabilidade denominado de teste M1. Este critério é pratico quando o nimero de

estados do cédigo é pequeno.

3.1 Maquinas
3
A descricao de um sistema sob a excitacao de alguma classe de entrada produzindo uma

outra classe de saida tal que a sua estrutura interna possa também ser modificada, tem
sido e sera 1til no modelamento de muitos dispositivos abstratos e fendmenos. Dentre as
possiveis descricoes, escolhemos aquela relativa a teoria dos automatas, devido ao intenso

uso do conceito de maquinas.

Definicao 3.1 Uma mdquina € uma quintupla M = (X,Y,Q,6,3); onde
X € o conjunto finito das entradas

Y € o conjunto finito das saidas

@ € o conjunto dos estados (ndo necessariamente finito)

60: X X Q — Q € o mapeamento do prézimo estado

B: X xQ —Y € o mapeamamento das saidas.

&

Esta definicao é bastante ampla e geral no sentido de que maquinas podem caracterizar
sistemas abstratos como por exemplo os sistemas de equagoes diferenciais, e até mesmo o

caso de maquinas “reais” tal como maquina de lavar roupas etc., chegando até o processo
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Figura 3.1: Maquina generalizada

evolutivo do comportamento de um ser humano. Willems em [6] usa de maneira precisa o
termo comportamento de um sistema como sendo uma subclasse de seqiiéncias bi-infinitas
de algum produto cartesiano []icz Sk, onde cada Sp é um corpo algébrico sendo este o
alfabeto de saida da respectiva maquina My. A proposta de Trott [1] sobre o conceito de
comportamento de um sistema € no sentido de que cada Sy seja um grupo algébrico. A nocao
de uma maéquina generalizada tendo como ponto de partida a Defini¢ao 3.1 ocorre quando
cada S é um conjunto arbitrario podendo apresentar ou nao alguma estrutura algébrica.

SejaU: X x@Q —Q xY xQ a aplicacao definida por
U(z,q) = (¢, (z,9),8(z,q)). (3.1)
Entao, o conjunto 7' C @ X Y x @, definido por
T=Im(¥)=Y(X xQ), (3.2)

¢ chamado segao de trelica associada & mdquina M ou simplesmente a trelica de M.
Cada elemento t = (¢, 3(z,¢),6(z,q)) € T é chamado transigdo ou ramo da trelica.
Considere a classe de seqiiéncias finitas do conjunto das entradas X* = {z* = {z;}~, :

z; € X n € N}. Dada uma seqiiéncia finita 2* = {z;}",, denotamos o seu comprimento por
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x*|, e assim |z*| = n.
||, |z*|

Definigao 3.2 Dizemos que a mdquina M = (X,Y,Q,6,3) € controlavel se para todo q

e ¢' € Q; existir uma seqiéncia finita =, com 1 < |2*| < n tal que ¢ = §*(z*,q), onde

6"(z,q) = 6(zn, 6(zn-1,...,6(z1,9)...)

Dado j € N, se para todo ¢, ¢ € @ existir um z* € X* com 1 < [z*| < j tal que
q' = 6*(z",q) entao , dizemos que a maquina é j-controlavel. Dessa forma, fica ficil de
precisar que se a maquina é j-controlavel entdo, ela também serd (j + 1)-controldvel.

O nimero v = mun{j : M é j-controldvel } é o indice de controlabilidade de
M. Na verdade, controlabilidade é uma propriedade da classe de seqiiéncias de saida C
da maquina M, ou equivalentemente do comportamento do sistema. Mas como para uma
maquina M existe uma unica classe C de seqiiéncias de saida associada com M, entio é
natural dizer que M é controldvel 4para dizer que C é controlavel. Assim, esta caracteristica
ocorreré de maneira similar com as demais propriedades de C. Isto é , quando M apresentar

uma certa propriedade P, entdao C apresentard a mesma propriedade P.

3.2 Codificadores Convolucionais Elementares sobre Gru-
pos

Sejam k e n nimeros naturais. Seja L uma matriz k x n definida por L = (lij) onde I;; € Z,
1 <v <k el <j<n. SejaG um grupo abeliano. Para qualquer n € N, considere G™
como sendo n cépias de (7, com a G-operacio sobre as respectivas coordenadas. Entio , G"

é também um grupo abeliano. Dado =z € G* e L, defina o produto z.L como sendo

k k k
.l = <Z .Iilﬂ, Z xilig, Ty, szlm) , (33)
=1 =1 =1
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onde

l;j—vezes
Tik Tk .. kT, seli; >0
xilij = eq se lij =0
lij—vezes
(z; % x;* ... xx;)" " sely <O.

Devido a condicao abeliana de G' e G™ podemos usar o simbolo de adi¢do + em lugar do
simbolo *, e também para o elemento identidade usar o simbolo 0 em lugar de eg. Sob estas

condicoes temos a seguinte definicao para o codificador convolucional elementar.

Definigao 3.3 Sejam n, k e m niumeros naturais tais quen > k > 1, em > 1. Considere as
matrizes Lo, L1, ..., Ly, com L; = (I!,), onde I'* € 2,1 <r <k, 1<s<n,ei=0,1,...m.
Um codificador convolutional elementar (CCE) com parametros (n,k,m) sobre G, onde n €
o comprimento da palavra-cédigo de transicdo, k € o nimero de digitos de informacdo e m

a memoria total, € uma mdquina M + (X,Y,Q,6,3) onde
o X C G* € o alfabeto das entradas;

Y C G" € o alfabeto das saidas ;

Q = {9=(21,22,..,Tm) | z; € X} C (Gk)m > G*™, € o conjunto (ou espaco) dos

estados da mdquina

e §: X xQ — @, € uma aplicagdo definida por §(zo;q) = (To; T1, T2, ey Tne1, Trm) =

(zo; 1, T2, vy Tm—1) (aplica¢do do prézimo estado);

B: X xQ =Y, €uma aplicagio definida por f(zo;q) = B(z0; T1,y ..oy Tm) = Tolo +
1Ly + ... + z Ly, (aplicagdo das saidas).
&

Note que um CCE é um exemplo de méaquina, isto é satisfaz a Definicao 3.1. Assim, a
classe dos CCEs esta contida na classe das maquinas.
Da Definicao 3.3, podemos extrair as seguintes propriedades dos codificadores convolu-

cionais elementares.

36



Proposigao 3.1 Se X € um grupo, entdo

1) Q e B(XgQ) C Y sdo grupos.

ii) O produto cartesiano X x () converte-se em um produto direto de grupos e as funcées § e
B sdo homomorfismos de grupos, com & sendo sobretora.

ii1) Os conjuntos Yo = {B(z,eq)},cx ¢ Y1 = {B(z,q) : 6(z,q) = eq} sdo subgrupos normais
de B(X, Q). Além disso, 29 = & LX) =,

iv) O CCE € uma mdquina controlavel, com indice de controlabilidade v < m.

Prova:
i)Dado y = Szl €Y ey =Y il €Y, temos y +y = S (z:L; + z;/L;) =
YitoxiL; € Y, pois X é um grupo. Analogamente, dado ¢ = (z1,Z3,...,2m) € ¢ =

(2, 2%,...,27,), temos ¢+ ¢’ = (z1 + @}, 22 + T, ..., T + T,,) € Q, pois X é um grupo.

i1) Como X e () sao grupos, o produto direto Xg(@) é um grupo. Assim, § é um mapeamento

entre dois grupos. Seja (z,q) e (2’,¢’) dois elementos de X x @), com ¢ = (z1,Z2,...,Tm), €

’ r ' ~
¢ = (2%, 2}, ...,z,,). Entéo ,

5(($3 Q) + (‘rlvq,)) = 5(‘T + xlvq + q,) = (l‘ + :17',:121 + $,17:c2 + $l27 ey Tm—1 + x/m—-l)
= (:L‘,:L’l,l'z, -~7$m—1) + (mlﬂxllvmlw "rm 1) = 5(1' Q) + 6( )

Portanto , ¢ é um homomorfismo de grupos. Por outro lado, dado ¢ = (21,23, ..., 2n) € Q,
assuma ¢o = (T3, T3, ..., Tmp1) € @ e 1 € X. Entdo, §(z1,q) = ¢. Com isso, temos que § é
sobrejetora.

De maneira analoga, podemos mostrar que 3 é também um homomorfismo de grupos.

iii) Defina o mapeamento auxiliar 7 : 3(XgQ) — @ por ¥(B(z,q)) = ¢. Entéo,
(B2, q)+ B(z'¢) =Bz +2',q+ ) = ¢+ ¢ =9(B(x,9) + (B(z',¢)).
Assim , 1) € um homomorfismo sobrejetor. Consequentemente, temos que

Ker(y) ={B(z,q) : ¢=9(B(z,q)) = eq} = Yo.
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Logo, pelo teorema fundamental dos homomorfismos ( veja Apéndice C) concluimos que

%X@Q)Yo = Q.

A prova para Y) é andloga. Neste caso definimos o mapeamento auxiliar ¢ : (XgQ) — @

como ¢(B(z,q)) = é(, q).

iv)Dado os estados ¢ = (21,22,...,2m) € ¢ = (21,),...,z,), considere a seqiiéncia fi-

nita 2* = 2z} ...z, € X*; temos que;
¢ =827, q).

Portanto, M é sempre m-controlavel. ]

4
No que segue sempre consideraremos X como sendo um grupo. Portanto, todas as

propriedades da Proposicao 3.1 serao validas.

Lema 3.1 A secao de trelica do CCE, ndo possui transi¢oes paralelas. Portanto, o mapea-

mento ¥ dado em (3.1) € injetor.

Prova : Lembremos que duas transi¢des t1 = (g1, S(21,¢1),0(z1,q1)) € T ety = (g2, B(x2, q2),
6(z2,q2)) € T sao ditas transi¢ées paralelas se ¢ = ¢z e §(z1,q1) = 6(2,q2). Agora, se a
trelica do CCE tiver t; e t; como transicées paralelas, entao existe um ¢ € @ tal que

tl = (‘Lﬁ(mlvq)vé(xl?q>) € t2 = (q7ﬂ($27q)56($27Q)) com 6($1aq) = 5(9327(1) DiStO, temos

que §(z1 — x2,0) = 0 € GF™. Isto implica pela defini¢io de 6, que 1 = z,. Logo, t; =1, m

Seja M = (X,Y,Q,6,3). Considere uma seqiiéncia de entradas {z;}%,, z; € X, e o

estado inicial go € Q. Seja {¢:}32,, ¢; € @, a seqiiéncia de estados gerada por {z;}%2, através
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de M, definida por

q1 = 5(5517(10)
q2 = 5(3327(11)
: (3.4)

gi = 6(xi,qiz1)

Seja {y:}2,; i € Y a seqliéncia da saida gerada por {z;}32, através de M, definida por

Y1 = 5(371,610)
Yo = ﬂ(@»‘h)
: (3.5)

yi = 6(zi,qi-1)

i
Definigao 3.4 Dado o CCE = (X,Y,Q,6,3), o cédigo convolucional C associado ao CCE

€ a familia de seqiéncias {y;}32, definidas por (3.5)

<

Cada seqiiéncia {y;}32, é chamada de palavra-cédigo. Este cédigo é invariante no

tempo, pois é produzido por um unico CCE.

Definigao 3.5 Seja C um cdédigo qualquer. Seja {Ci}ien a familia de codificadores associados
com o codigo C. Seja {s;};cy a familia de nimeros naturais tal que, cada s; € a cardinalidade
dos estados de cada codificador C;. Entdo, um codificador C; € dito minimo quando seu

nimero de estados s; € minimo, isto €, s; < s;, para todo i € N.

&

Quando da determinacédo de codificadores dos cédigos de trelica, é importante que sejam
estabelecidas as condigdes de eliminagéo de cédigos catastréficos pois os mesmos séo tais que

para um numero finito de erros introduzidos pelo canal conduzem a um nimero infinito de
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erros na decodificagdo . O Teorema 3.4 de [2] valido para cédigos completos!, veio resolver

este problema. A versdo deste teorema para os CCEs é :

Teorema 3.1 Seja a mdquina M = (X,Y,Q,6,8) tal que X = G*, Y = G" ¢ Q = G*™,
onde G € um grupo finito com carateristica p tal que mem(p,(m+1)) = 1. Sejam Lo, ..., Ly,
as matrizes que definem (. Entdo, o cddigo C associado com M € ndo catastrdfico se, e
somente se, L =370 L; € tal que x.L # 0 € G™ e m + 1 ndo € um maltiplo da carateristica

do grupo G, para todo z € X tal que x # 0.

Prova : Seja t € T uma transicio horizontal definida como sendo ¢ = (g, 8(z, q), 6(z,q)),
tal que 6(z,q9) = q. Se ¢ = (z1,...,2m), temos que §(z,q) = q se e somente se T = z; =
e = Ty

O Teorema 3.4 de [2] garante que para o codificador ser minimo uma condicio ne-
cessaria e suficiente é que a unica transicao horizontal rotulada com 0 € Y deve ser a
transicao trivial (0, 3(0,0),6(0,0)). Portanto, se (z,q) € XgQ é tal que ¢ = §(z, q) teremos
que B(z,q) =zLo+zLy+...2L, = (m+ 1)zL. ]

Dessa forma, o Teorema 3.1 é um critério de se evitar catastroficidade na construcio
do CCE. Por outro lado, o cédigo catastréfico poderd ser transformado em um cédigo nio
catastrofico através da determinacao do correspondente codificador minimo. Para isso ne-

cessitamos de técnicas que permitam a reducao da cardinalidade dos estados.

3.2.1 Reducao dos estados
Nesta subsecao assumiremos que o mapeamento 3 é sobrejetor, isto é, B(XeQ) =Y

Proposicao 3.2 Seja Q' C Q um subgrupo normal de Q. Se Y' ¢ definido como Y' =
{B(z,q) €Y : z€ X eq, §(x,q) € Q"}. Entdo, Y' é um subgrupo normal de Y.

10s cédigos completos sdo definidos na Se¢ao 4.3 do Capitulo 4. No Teorema 4.3, da mesma Secéo,
provamos que um cddigo com cardinalidade finita de estados e invariante no tempo é completo. Em particular,

um cédigo associado a um CCE é completo.
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Prova: Defina a aplicacdo auxiliar ¢ : ¥ — % X % como sendo

b(B(z,q)) = (¢+Q,8(z,q) + Q).

Entao,

Por outro lado,

Ker(¢) = {B(z,q) : ¥(B(z,q)) =(Q,Q)} ={B(z,q) €Y : € Q' eb(z,¢) €Q} =Y’

Assim, Y’ é normal em Y [ ]

Definicao 3.6 Dada uma mdquina M = (X,Y,Q,6,08), sejamY' CY e Q' C Q, definidos
como na Proposicao 3.2, e tal que 6(0,q) € Q', paratodo q € Q'. Entdo, definimos a mdquina
M =(X,2XgQ)Y", &, 6, 8') onde

o 8 X xZ g—, € dado por §'(z,q+ Q') =6(z,q) + Q';

o B Xx2 % € dado por '(z,q+Y") = B(z,q)+Y" (classe das transi¢ées paralelas).

Geralmente, uma maquina M’ ndo é um CCE, pois se Y’ é um subgrupo nao trivial, M’

possui transi¢oes paralelas. O Exemplo 3.3 ilustra esta afirmacao .
Proposicao 3.3 As aplicagies &' e ' tém as sequintes propriedades

o &' e 3" estio bem definidas, i.e., elas nio dependem da escolha do representante da

classe ¢ + @Q'.
o &' ¢ 3 sdo homomorfismos de grupos com §' sendo sobrejetora.
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o ' € tal que o0s conjuntos

Yo, = {#(z,Q") : z€ X},

Yo, = {ﬁ'($7q+ Q) ¢ (z,¢+Q") € X x % , (2, + Q") = Q/},
sdo subgrupos normais de % Além disso,
Va8
YQ' YQ; Q'

Prova:

® Seq, q1 € ¢+ Q' entdo §'(z,q+ Q') =6(z,9)+ Q" e 8'(z,q1 + Q') = 8(z,q1) + Q'. Logo,
0z, g+ Q") — §(z,qn + Q’):(Sg(),q —¢q1)+ Q'. Como 6(0,9) € Q' para todo ¢ € Q’,
temos que §'(z, ¢+ Q') — ¢'(z, 1 + Q') = Q'
A prova para ' ¢ similar pois por definicao de Y, 5(0,q) € Y’ para todo ¢ € Q’.

® 6,($?q + Q,) + 6I('T1’q1 + Ql): 5(377 q) + 6(:617(]1) + Ql: 6('7" + T1,4 + ql) + QI: 61(‘7" +
$17Q+q1+Q/)'

A prova para (' é similar.

e Considere o mapeamento auxiliar ¢ : -;—,’—, — % definido por ¢(3'(z,q¢+ Q') = §'(z,q +
Q'). Como ' e ¢ sdo homomorfismos de grupos, entdo ¢ é um homomorfismo. A

sobrejetividade de ¢ decorre da sobrejetividade de §’. Agora, Ker(¢) = {6(8'(z,q +
Q) : 8'(z,q+ Q') = Q'} = Yy,. Portanto,

¥~ Q

Yo, @
Para Y, a prova é similar usando o mapeamento auxiliar ¢ : % s % definido como
a projecao ¢(B'(z,¢+ Q")) = ¢+ Q". =
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3.2.2 Exemplos

101
Exemplo 3.1 Dados G = Zy, n = 3, k = 2, m = 2, e Ly = );le
110
010 1 01
s Ly = . Considere a maquina M dada por
0 11 0 1 1

X =122 = {00,01,10,11}
0000 0100 1000 1100 0001 0101 1001 1101
Q:XZ.:Z%:
0010 0110 1010 1110 0011 0111 1011 1111
Y = z2 = {000,001,010,100,011,110,101, 111}

6(zo,q) = 6(xo, (z1,22)) = (z0,21), com x; € Z2

B(zo,q) = B(xo, (z1,22)) = ToLo + 21 L1 + 29 L4
4

A secao da trelica da maquina M = (23,Z3,73,6,3) é mostrada na Fig. 3.2. O cédigo
associado é um cédigo convolucional binario com distancia diree = 5, taxa Ro = 2/3 e

memoria 2, onde dy,.. é a menor distancia de Hamming entre todas as palavras do cédigo.

110
Exemplo 3.2 Considere os grupos X =73, Y = 73, Q = Z2% e as matrizes Ly = ( )

011
110
€L1: .
(100)

O mapeamento 6 : Xg@Q — @ é dado por é§(z,¢) = z. O mapeamento 3 : Xg@ — Y é dado
por B(x,q) = xLo+ qLy. A secdo da trelica desta maquina M = (z2,z3,Z2 6, B) é mostrado

na Figura 3.3. O cédigo associado possui dfree = 3, R = 2 e meméria 2. Este cédigo é

3
catastrofico, pois para o estado inicial 01 a seqiiéncia ....0101010101 é codificada na palavra

codigo 00000000.....

Exemplo 3.3 Dado o CCE do Ezemplo 3.2, considere o subgrupo normal de Q' <1 Q espe-
cificado por Q" = {00,10}. Entio Y’ <Y € dado por Y' = {000,110}.
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é especificada pelo mapeamento &' : X@—QC% —
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As classes determinadas por Y’ sdo :
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YI
7, 0
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Q

19

X
Y

Y
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Figura 3.2: Trelica para o CCE do Exemplo 3.1
definido por ¢'(z,q+ Q') = §(z,q) + Q' e pelo mapeamento 3’ : X@% — & definido por

Com isso, as classes determinadas por Q' sdo

Entao a nova maquina



00 000

011

01

01 111
010
1
10 000
1
0
00
11 111

Figura 3.3: Trelica para o CCE do Exemplo 3.2
3
B'(z,q+ Q") = B(z,q) +Y’, onde 6§ e 3 estio definidos no Exemplo 3.2

Uma representacao da secao da trelica desta maquina é mostrada no lado esquerdo da
Fig. 3.4.

| No lado direito da mesma figura, é mostrado a representagao completa, isto é, os elemen-
tos das classes de Y’. Nenhuma destas trelicas corresponde a de um CCE. Considerando que
{Q',01 + Q'} = Z,, a trelica do lado direito é produzida pela maquina M = (22,73, Z,, 6, B)
onde é : Z} @ Zy — Z, é definido por 8(z1,22;q) = T2, € B : Z2DH Zy — Z3 é definido por
B(z1,z2;9) = (21 + g, 21 + z2,22). Esta méquina produz o mesmo cédigo que o CCE do
Exemplo 3.2. Note que esta maquina nao satisfaz todas as propriedades do CCE (por
exemplo a cardinalidade dos estados é menor do que a cardinalidade do grupo de entradas).

Por isso uma definicdo mais geral é necessaria.

Definicao 3.7 Um codificador abeliano € uma mdquina M = (X,Y,Q, 4, 3), onde X, Y, Q
sao grupos abelianos finitos, e 6 : Xg@Q — Q e B: Xo@Q — Y sao tais que

e 6 € homomorfismo sobrejetor;
o 3 € um homomorfismo tal que a aplicagcio ¥ dada em (3.1) € injetora.
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Figura 3.4: Trelica para a maquina do Exemplo 3.3
i

&

Assim o CCE é um caso particular do codificador abeliano. Porém, um codificador abe-
liano nao esta definido para grupos nao abelianos. Antes de fazer uma analise para estes
codificadores abelianos, iremos definir e analisar os codificadores generalizados. Estes codi-
ficadores sao gerais e incluem os CCEs, codificadores abelianos, e codificadores sobre grupos

nao abelianos.

3.3 Codificadores Convolucionais Generalizados

Nesta secao iremos definir o codificador convolucional generalizado. Para isso, considerare-
mos X como sendo o grupo finito das entradas, @) o grupo dos estados, e Y o grupo das
saidas; juntamente com as aplicagbes o : @ — Aut(X) e pu : @ x @ — X, satisfazendo
(2.1) e (2.2). Com isso o produto de Schreier esta estabelecido. Desse modo, o codificador

generalizado é definido como
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Definigao 3.8 Um codificador convolucional generalizado € uma mdquina M = (X,Y,Q,6,5

tal que
¢ 6: X )Q — Q € um homomorfismo sobrejetor;

® 3:Xn@ —Y € um homomorfismo tal que ¥, definida em (3.1), € injetora.

A melhor notagao do codificador generalizado deveria ser M = (X,Y, Q, 6, 58,0, 1), pois
M depende também dos mapeamentos o e u, os quais determinam o produto de Sch-
reier. Porém, o codificador é um caso particular de méaquinas, onde tradicionalmente a
notagdo é de uma quintupla. Dessa forma, iremos denotar o codificador generalizado por
M = (X,Y,Q,6,3). Sob estas condi¢bes denominaremos o codificador generalizado como
codificador de Schreier. s

Note que no caso particular de o e p serem identidade, entdo o produto de Schreier
resulta no produto direto Xg@Q e o codificador de Schreier M(, ,y torna-se M, = M.
Observe que esta é a mesma notagao utilizada para os codificadores abelianos da Secao 3.6.
Corﬁ isso, fica claro que os CCEs sao casos particulares do codificador de Schreier.

A partir de agora, usaremos equivalentemente os termos codificador de Schreier ou
simplesmente codificador para denotar o dispositivo M(,,) = (X,Y,Q,6,3). Como 6§ e 3
sao homomorfismos estes codificadores também serdao denominados de codificadores ho-
momorfos. No caso particular de 3 ser um isomorfismo, denominaremos o codificador
M,y = (X,Y,Q,6,3) de codificador isomorfo.

Note que a se¢do de trelica T definida por (3.2) é um grupo tal que

T Xo@, (3.6)

pois ¥ é um isomorfismo e T' = I'm(¥).

Considere a classe " definida por (2.9). Defina H; € .°* como sendo
H, = Ker(6). (3.7)
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Figura 3.5: Codificador convolucional generalizado

4

Os subgrupos Hy e Hy, onde Hy é definido em (2.10), sdo fundamentais na construcao de
codificadores, como veremos a seguir. Dado o codificador M, ,) = (X,Y,Q, 8, 3), considere

uma seqiiéncia de entradas {;}{2,, z; € X, e go 0 estado inicial tal que g0 € Q. Seja {¢;}2,,

¢; € @, a sequiéncia de estados gerada por {z;}32; através do codificador de Schreier, definida

por

9 = 5(371>QO)
q2 = 5(502,(11)
' (3-8)

gi = 6(zi,qi—1)

Note que esta seqiiéncia de estados é completamente similar a da equagao (3.4). Seja

{yi}21, yi € Y, a seqiiéncia da saida gerada por {z;}32, através do codificador de Schreier,
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definida por

v = ﬁ(ﬂhaf]o)
Y2 = ﬂ(fﬂ'z,(h)

(3.9)
yi = 0(xi, ¢i-1)

Note que esta seqiéncia de saidas é completamente similar a da equagao (3.5). Portanto,

a versao generalizada do cédigo convolucional sobre grupos é similar aquela da Definigao 3.4.

Definigao 3.9 Dado o codificador de Schreier M, ,) = (X,Y,Q,6,8), o cédigo de Sch-
reier C associado a M, ,), € a familia de seqiéncias {y;}2, definidas em (3.9)

&

i
Em outras palavras, o cédigo de Schreier é o cédigo convolucional C associado ao co-

dificador M, ,) = (X,Y,Q,6,5). A classe dos cédigos de Schreier é invariante no tempo,
semi-infinito? e com grupo de estados finito. Entao, os cédigos de Schreier podem ser mer-
gulhados na classe dos group codes.

Se um group code G é bom ( em qualquer sentido: boa distancia livre dy,.., complexi-
dade pequena, etc.) entdo G deve ser necessariamente controlavel, completo e minimo [1].
Portanto, por serem uma subclasse dos group codes, os bons cédigos de Schreier deverao
também ser controlaveis, completos e minimais. No Teorema 4.3 mostramos que os codigos
de Schreier sempre sao completos. Quanto a minimoidade, temos que um cédigo de Sch-
reier é minimo se o correspondente codificador é um codificador isomorfo. Com relacdo a
controlabilidade dos cédigos de Schreier dois critérios sao apresentados. O primeiro critério
denominado teste M1, é uma condicdo necessaria mas nao suficiente de controlabilidade.
O segundo critério é o teste definitivo pois o mesmo é uma condi¢do necessaria e suficiente

para se atingir controlabilidade. Este resultado sera apresentado no Capitulo 4, Teorema

2Cada cédigo de Schreier pode ser mergulhado na classe das seqiiéncias bi-infinitas adicionando a cada

cédigo uma seqiiéncia semi-infinita de ey s, onde ey é o elemento neutro do grupo Y.
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4.2. O Exemplo 3.5 é uma prova da existéncia de cédigos que sdo do tipo M1 mas nio sio

controlaveis.

3.3.1 Codificadores da classe M1

Proposicao 3.4 Dado o codificador M, ) = (X,Y,Q,6,8), sejam Hy e H, definidos res-
pectivamente por (2.10) e (3.7). Se Hy = Hy entdo M, ,) € ndo-controldvel.

Prova: Sejam Uy, Uy C T as transi¢oes associadas a Hq e H; dados, respectivamente, por
(2.10) e (3.7), isto é, Uy = W(Hy) e Uy = W(H;). Logo, Hy = H; implica Uy = U;. Para

qualquer seqiiéncia de entrada {z;}?_,, teremos
8(2n, 6(Tn-1,6(Tn-2,...,6(z2,6(21,€Q)...) = eq,

pois Uy = Uy = {(eq,B(z,eq),eq) | z € X}. Portanto, quando ¢ # eg nao existe uma

a . 4
seqliéncia {z;}", tal que,

q = 6(xn, 6(xp-1,6(zn-2,...,6(z2,6(z1,€q)...).

Com isso, temos a seguinte

Proposicao 3.5 Se a classe .*" definida em (2.9), ndo tem mais do que um elemento, entdo

o codificador M,y = (X,Y,Q,6,3) € ndo-controldvel.

Como Uy & Hy e U; & H,y, entao Uy e Uy sdao normais em T e Ulo =~ Ull = @. Dai
|U1| = |[Us|. Logo, dado um estado ¢ € @, o nimero de transi¢des saindo de ¢ é |Uy| = |Up|,
istoé, [{¥(z,q) : € X}| = |U1| = |Us|]. Também, teremos que, para qualquer estado ¢ € Q
o numero de transigdes chegando a q é [Uy| = |Ug|, isto é , [{¥(z,¢') = (¢, Bz, ¢'),6(z,q)) :
5(2,¢) = g}| = |0k = |U].

No Exemplo 3.5 temos que Hy # Hi, mas este codificador nao é controlavel. Isto prova
que as Proposicoes 3.4 e 3.5 ndo tém reciprocas. No entanto, para efeito de construcao de

codificadores este é um critério bésico e pratico.
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Definicao 3.10 Um codificador M, ) = (X,Y,Q,,3) € dito de classe M1 se Hy # H;
&

Denotando M0 = {Todos os codificadores convolucionais}, temos que M0 D M1. Isto é,

existem codificadores que nao estao em M]1.

Teorema 3.2 (Construcgao de codificadores da classe M1 a partir das entradas e
dos estados) Dado um produto de Schreier X(, )@, considere a classe ~ relativa a X, )@,
onde . € definido por (2.9). Seja Hy € " como em (2.10). Se existirem Hy € ', tal que
Hy # Hy e Hy 9 X(5,0)Q, tais que Hy N (Hy N Hy) = {elementoneutrode X, ,)Q} entdo,
escolhendo Y = E%@—, podemos construir um codificador M,y = (X,Y,Q,6,3) da classe
M1, onde 6 : X(,,)@ — Q € um homomorfismo tal que Ker(d) = Hy e 3 : X(,,)Q — Y €

um homomorfismo tal que Ker() = Hs.

Prova: Como a quintupla (X,Y, @, 9, 3) esta estabelecida, basta provar que ¥, definido em

3.1), é injetor. Dados (2',¢"), (z,9) € X(s..)@, temos que se ¥(z',¢") = ¥(z, ¢) entao,
(o:1)

U (2, ¢) (2, q)7") = (eq, ev, eq)

V(" eq) = (eq, ey, eqQ)

(e@, B(z",eq),6(z", eq)) = (eq, ev, €q)-
Agora, 3(z2",eq) = ey implica que (z”,eq) € Ker(f) = H,, e 6(z",eq) = eg implica que
(2" eq) € Ker(6) = Hy. Pela definicao de Hy, (2",eq) € Ho. Logo, (2",eq) € Ho N (Hy N
Hy) = {elementoneutrode X, ,)@Q}. Portanto (z”,eq) = {elementoneutrode X, Q} =

((u(eq,eq))™" eq)- -

Observe que os codificadores resultantes do Teorema 3.2 sao , em geral, homomorfos.

Para se obter codificadores isomorfos basta fazer H, = {elementoneutrode X(,,)Q} =

(((eq,eq)) ™ eq)-

3.3.2 Exemplos
Exemplo 3.4 Considere X =73, Q =73 e Y = Z3.
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O produto direto Xg@Q é isomorfo a zS5. Assim, definindo § : z§ — Zi como sendo
0(x1, 22, T3, T4, Ts, Te) = (21,22,%3,24) € B : ZS - Z% como sendo B(z1, Tg, T3, T4, Ts,Te) =
(z1+2z2+T5, 29+ T3+ 24+ 6, 1+ T4 + 5+ T6), obtemos o codificador M = (z2, 23, 74, 6, B).

Note que este codificador é o0 mesmo CCE do Exemplo 3.1.

Exemplo 3.5 Considere o Exemplo 2.5. Iremos construir um codificador isomorfo e per-
tencente a classe M1. Todavia, este codificador ndo € controldvel. Consideraremos que o

grupo das entradas € Zy € o grupo dos estados € ZygDy.

Considere os subgrupos Ho = {(0,0R,), (1,0R),(2,0R0)(3,0R0)}, Hi = {(1,1R,),(2,0R,),
(3,1Rz),(0,0R0)}, e Hy = {(0,0R,)}. E claro que Hy e H, satisfazem as condicdes do Teo-

Z4(0.IY“I)(Z2@D4)

rema 3.2. Para Hy, considerando o arranjo da Tabela 3.1, temos que o

> ZyeDy.
Logo H; também satisfaz as condigoes do Teorema 3.2. Portanto, defina 6 : Zy(,r ) (ZagDs) —

Z2gDs como sendo

6((0,0V)Hy) 0,0H)H;) =0V
6((0,1V)H,) = 1H 6((0,1H)H,) =1V
6((0,0d1)H1) = Odl 6 0,0dz)Hl) - Odz
5((0, ].dl)Hl) - ldl 5 0,1d2)H1) - ldz
Por outro lado, como Z—'*(-‘i”‘?f—iml = Z4(dlyu,)(Zz@ID>4), definimos 3 : Za(or ) (ZagDs) — QagDy

como o isomorfismo apresentado no Exemplo 2.5. Decorrente das defini¢des de § e 3 através
de Hy e Hy, o codificador resultante pertence a classe M1. Todavia, este codificador é
nao controlavel, conforme veremos no Capitulo 5. A secao da trelica correspondente a este

codificador é mostrada na Figura 3.6.

Exemplo 3.6 (Ungerboeck) Considere o Exemplo 2.4. Neste exemplo, iremos construir

um codificador onde o grupo das entradas € Zy e o grupo dos estados € Z2.
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classe lateral

contetudo da classe lateral

ordem da classe lateral

H, {(1,1R;),(2,0R0),(3,1R2),(0,0Rs)} (1)
(0,0R,)H,; {(1,1R5),(2,0R;),(3,1R3),(0,0R;)} (3)
(0,0R:)Hy = {(1,1Ro),(2,0Rz),(3,1Ro),(0,0R,)} (2)
(0,0R3)H, = {(1,1R1),(2,0R3),(3,1Ry),(0,0R3)} (3)
(0,1R)H, = {(1,0R3),(2,1Ry),(3,0R3),(0,1R;)} (3)
(0,1R)H, = {(3,0R1),(0,1Rs),(1,081), (2, 1Rs)} (3)
(0,0VH, = {(1,1H),(2,0V),(3,1H),(0,0V)} (2)
(0,0H)H, = {(1,1V),(2,0H),(3,1V),(0,0H)} (2)
(0,0d1)H, = {(1,1d2),(2,0d;),(3,1dz),(0,0d;)} (2)
(0,0d2)Hy = {(1,1d1),(2,0ds),(3,1dy),(0,0d5)} (2)
(0,1R0)H: = {(1,0Ry),(2, 1R0),(3 0R,),(0,1R0)} (2)
(0,1R2)Hy = {(1,0Ry),(2,1R5),(3,0R0),(0,1R,)} (2)
(0,1d2)Hy = {(1,0d1),(2,1d2),(3,0d1),(0,1d2)} (2)
(0,1dy)Hy = {(1,0d2),(2,1dy),(3,0dz),(0,1dy)} (2)
0,1V = {(1,0H),(2,1V),(3,0H),(0,1V)} (2)
(0,1H)H, = {(1,0V),(2,1H),(3,0V),(0,1H)} (2)

Tabela 3.1: O grupo das classes laterais —=.x)%26P¢) """;)I(lzz@m)

Considere os subgrupos Hy = {(0,00),(1,00),(2,00),(3,00)}, H;, = {(0,00),(1,01),(2,00),
(3,01)} e Hy = {(0,00),(2,01)}. E claro que Hy satisfaz as condi¢des do Teorema 3.2. Para
Hy, considerando o arranjo da Tabela 3.2, temos que Z—“%W > 72, Para H,, considerando o
arranjo da Tabela 3.3, temos que %ﬁ = Zsgg0 < ZggZy. Finalmente, como HoNHNHy =

{(0,00)} temos que H; e H, também satisfazem as condi¢des do Teorema 3.2. Portanto,

33



OR2 ‘——I
0d: ,_’ m
0d2 I———I

)
N E%
w Ol n

W e~

Figura 3.6: Trelica do codificador M,/ .y = (Z4, Q3gDy, ZogDy, 6, )

através da Tabela 3.2, defina 6 : Zy(or 1) (Zag Ds) — Zag Dy como sendo

Note que bastava definir ¢ sobre os geradores isto é

5(1,00) = 10
5(0,10) = 11
5(0,01) = 10
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classe lateral conteido da classe lateral ordem da classe lateral

H, = {(0,00),(1,01),(2,00),(3,01)} (1)
(2,11)H; = {(2,11),(3,10),(0,11),(1,10)} (2)
(3,00)H, = {(3,00),(0,01),(1,00),(2,01)} (2)
(0,10)H; = {(0,10),(1,11),(2,10),(3,11)} (2)

2
Tabela 3.2: O grupo das classes laterais BagunB2 ‘;}122

Para definir 3, consideramos que Zgg,0 < ZggZy = Zsg e fazemos uso da Tabela 3.3. Assim,

B(Hz) =0 B((1,10)Hz) =1
A((1,00)H) =2 B((0,10)Hz) =3
B((2,00)H2) =4 B((3,10)Hz) =5
B((3,00)H;) =6 B((2,10)H,) =7

Note que bastava definir 3 sobre os geradores, isto é,

A(1,00) = 2
5(0,10) =3
5(0,01) = 4

Com estas definigées de 6 e 3 o codificador de Ungerboeck M,y = (Z4,Zs, 23,6, 8) fica
caracterizado. Este é um exemplo de un codificador minimo que nao é isomorfo. A secao da

trelica correspondente a este codificador é mostrada na Fig. 3.7.
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classe lateral conteudo da classe lateral ordem da classe lateral

H, = {(0,00),(2,01)} (1)
(1,00)H, = {(1,00),(3,01)} (4)
(2,000 H, = {(2,00), (0,01)} (2)
(3,00)H, = {(3,00),(1,01)} (4)
(0,10)H, = {(0,10),(2,11)} (8)
(L,10)H, = {(1,10),(3,11)} (8)
(2,100, = {(2,10), (0,11)} (8)
(3,10)H, = {(3,10),(1,11)} (8)

Tabela 3.3: O grupo das classes laterais —(-—Q—-Z—L

00 0

2
10 g
01 3
11 ;

Figura 3.7: Trelica da méaquina M,y = (Z4, Zs, Z3, 6, 3) (Codificador de Ungerboeck)
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Capitulo 4

Controlabilidade e Completitude dos

Codigos de Schreier

Como os group codes estao deﬁnidos‘sobre grupos algébricos, os mesmos podem ser con-
siderados como uma generalizagdo dos sistemas dinamicos lineares definidos sobre corpos
algébricos. Assim, propriedades importantes dos sistemas dindmicos lineares tais como con-
trolabilidade, observabilidade, minimalidade e completitude podem ser estendidas e definidas
sobre os group codes.

Portanto, os bons cédigos de simetrias, que sdo a subclasse dos group codes tteis para
modulagao codificada, terdo que ser necessariamente controlaveis, observaveis, minimais e
completos [18]. Neste capitulo estaremos voltados principalmente sobre as propriedades
de completitude e controlabilidade. Nesta direcio, podemos colocar o seguinte problema:
como determinar se um dado cédigo de simetrias é controldvel?. A resposta natural seria
a de aplicarmos a definigdo de controlabilidade. Todavia, o problema relacionado a esta
aplicagdo é a complexidade de implementagao desta definicio. Portanto, had a necessidade
de se procurar por outros testes de menor complexidade. Um primeiro critério denominado
de teste M1, apresentado no Capitulo 3, embora sendo uma condicao necesséria, e muito
pratico quando o ndmero de estados é pequeno, o mesmo nao é condigio suficiente para

atingir controlabilidade. Para obtermos um critério de suficiéncia com menor complexidade
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do que a apresentada pela definicao de controlabilidade, precisamos estabelecer a condigao de
linearidade dos cédigos de Schreier, isto é feito na Secao 4.1. Esta é uma das particularidades
importantes destes cédigos, pois até o momento ndo conhecemos uma prova da linearidade
dos group codes ou dos codigos de simetrias em geral. Na Secao 4.2, apresentamos o Teorema
4.2, sobre controlabilidade, que é um dos resultados centrais deste trabalho. Na Secao 4.3,

apresentamos o Teorema 4.3 que mostra que todos os cédigos de Schreier sio completos.

4.1 A Estrutura de Grupo de X' x

Dados o codificador M, ) = (X,Y,Q,96,8) e ¢ €N, considere o produto cartesiano

i—vezes

X'xQ=XxXx...xXxQ.

As seqiiéncias de X* de comprimento 7'serao representadas por (z;, Ti_1,...,21) = {Ti—j41}iey-
Denotamos a z-upla por

(mi,xi_l,...,ml) ﬁ(;?) (41)

Esta notacao é 1util pois, além de sua simplicidade notacional, ela nos permite considerar

wn .. (3) - C
seqliéncias parciais, por exemplo, se (z;, T;—1,...,%1) =T, entdo para todo : > 5 > 1 teremos

(%)

T=(Tiyeey Tjt1s Tjy Tjmtye-ry T1) = (Tiy. ooy Tjg1, T ). (4.2)
Por outro lado, para a seqiiéncia dos estados {g;}—; = (q1,--.,¢:) e para a seqiiéncia das
saidas {yj}§'=1 = (y1,...,y;) usaremos a ordem crescente dos seus indices. Desse modo, dado

((azc),q) € X' x @, definimos as aplicagdes 6§; : X* x Q — Q e B; : X' x Q — Y como sendo

51(-7:17(1) :5(331#]); KA S X (4 3)
55(%.0) = 825,550 ), Wexi | izj>2
analogamente para f;, temos
ﬂl(be) :ﬂ(mbCZ)a 21 € X
) (4.4)

1 —1 ] .
8:(% . q) = Bz;,6.(" ), Pexi | izj>2
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Agora, dados uma seqiiéncia finita de entradas (:? e qualquer estado inicial g, considere o
par ((;:)’ q) € X' x Q. As aplicacdes &; e f; definem duas seqiiéncias: a seqiiéncia dos estados
{g;}i=1, e a seqiiéncia das saidas {y;}i=1, onde os elementos de cada seqiiéncia sdo dados
por

)
4 = 5(%, q), (4.5)

(5)
y; = Bi(,q). (4.6)
Mais precisamente, definimos as aplicagdes ¥; : X' xQ — Q' e A; : X* x Q — Y como sendo

0P q) = {g Yoy, (4.7)

(z) i
Ai(2,q) = {yi}i=1- (4.8)
)
Usando a estrutura de grupo do produto de Schreier X(, )@, definimos uma estrutura

de grupo sobre X* x (), para qualquer ; € N.

Definicao 4.1 Dados um codificador de Schreier M,y = (X,Y,Q,6,3) e i € N, defini-
mos o produto misturado X[, Q@ como sendo os pares ordenados (%),q) dos elementos
pertencentes aos seus respectivos grupos satisfazendo a sequinte operacdo

(8 (&)
.Z',q) * (y,T') = (mivxi—la"'ath) * (yi’yi—l"'wyl’r) = (Ziazi—-la-"vzlaqr)

(

onde

z1 = z1.0(q)(y1).u(q,7)

22 = $2.U(6($1, Q))(y2)ﬂ (5(3:17 q)‘ 6(y17 T))

4 = 25.0(654("7", ) (w5) (@_1((’5”,@,6j_1<“‘”, r>) iz
&

Note a distingdo entre as notagdes para o produto misturado, Xi[a,ﬂ]Q, e para o produto de

Schreier, Xi((,,u)Q.
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. L .. L i (2)
Lema 4.1 Paratodo: € N, as aplicagoes 6; e 3; sdo lineares, isto €, para todo ((x), q) , (y , T') €

X'(,,0Q temos que,

i (2) i (¢) ¢ (2) i (&)
5; <(:v),q> 5 (y,r) ) (((x),q).(y,r)) e B (Q,q) B: (?/,r) _ 5 (((x),q).(y,r)) .
. () () (1)
Prova: Seja (x,q). y,r| = <z,qr> tal que

z1 = 21.0(q)(y1)-u(q,7)
(-1) (i-1)

(4=1) )
zj = T;.0 <5j—1( z ,q)) (75)-1 (5j—1(J$ 1q) 5 65-1( Y ,T‘)) , J>2.

Fica claro que, para j = 1 o lema é verdadeiro. Suponha que para 7 =1,2,...,¢ o lema seja

verdadeiro. Entao, para ¢ + 1 temos,
(+1) G+ )
5i+1<2x ,q> bit ( y ,r)
() i) (5 (3)
=0 l’z+1,5(5’3 q) .6 Jz+176 yﬂ") = ($z+175(w 9))-(Yiy1,0:(Y, 7))
(3) () () (3) ()
=5 (i (52,0 s (56500600 ) L a@.0r5(5.0)
() (:4+1)
=6 (Zi+1,52'(2,q7')> = 6i+1 < z ,q7">

== 51'.{_1 (((i}:’l)’ q) . <(Z§1), 7")) .

A prova para f3; é andloga. [ ]

A

Lema 4.2 Seja <(313),6Q> o elemento de Xi[a,u]Q definido por

z1 = (u(eq,eq))™

T = [:u' (5(:171,6@), 5('7:17 eQ))]_l

. . -1
z; = [M (53'—1((];?1)7 €Q), 5;‘—1((]3«‘1)7862))] =g 22
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Para todo (

o <61 T eq) > (61 (', eq) x-) eQ)>> = (52'((3?,652), 52’((;3); 6Q)>
o <6Z T eQ (5, (Z,eq) '), r))) =pu (51-((;:), eq), 62'((:?, GQ))
(51 ) 51(:0 €q), i (;1:) eQ)>> =L (52'((.73), r), 62'((5?,3Q)) .

Prova:

) Na equagdo (2.1) substitua (ky, ko, k3) por (&((aic),eg), 61-((:?, eq), 51'((:%),@@)).
. . . (®) () ()
1) Na equacdo (2.1) substitua (kq, k2, k3) por | 8:;(2,eq), 6:i(=,eq), &:(Y,r) ).

212) Na equagao (2.1) substitua (ki, k2, k3) por (51'((3;),7“), 5i((ai:),eQ), 6,-((:?, eQ)) ]
i

Teorema 4.1 Para todo © € N, o produto misturado X"[a,#]Q € um grupo.

Prova: Vide Apéndice B [ ]

Como conseqiiéncia de que X"[a,u]Q é um grupo, temos
Corolario 4.1.1 As aplicagoes

0; : )(i[a,p.]Q — @  definida por (
Bi: X'pyQ — Y  definida por |
i Xipy@ — Q definida por  (
A Xipy@Q — Y definida por  (

sd@o homomorfismos de grupos.

Dentre os homomorfismos do Corolario 4.1.1, os homomorfismos 1; e \; conduzem ao

estabelecimento da linearidade dos cédigos de Schreier. Esta linearidade é no sentido de que
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as sequéncias ((é),q) do grupo X i[G,M]Q sao mapeadas homomorficamente, por ¥; e A;, nas
sequéncias {qj};;l do grupo Q' e {yj}j-zl do grupo Y*, respectivamente. Isto é ilustrado no

Exemplo 4.1.

Exemplo 4.1 . Considere o codificador de Schreier M,y = (z%,Y,Dy,6,3) do Exemplo 5.1.
(5)
,T‘) € ( ) [U]Z%J

Para v = 5, o produto misturado € (Z%)5 ]Zg’. Entao, tomando ((:SE),q), (u
(5) (5)
tal que (=',q) = (s5,24,73,72,21;9) = (a,b,c,e,b;Ry) e (u,r) = (us,uq, us, Uz, us;7) =

[e

(b,a,a,c,e; H), obtemos

Seqliéncia de estados gerados por ((:%),q) = (a,b,c,e,b; Ry)

@1 = 5(3717‘1) 6(b,R1) =V
@ = 52(‘” qg) = 6V) = d
e = &(7.q = sed) = R
@ = (‘4)#1) 6(b,Ry) =V
i = 57,9 = 6aV) = d

Seqiiéncia de saidas geradas por ((:%),q) = (a,b,c, e, b; Ry)

o= ﬁ(:h,q) = B(b,R) = RV
y2 = 62(93 q) = Ble,V) = Vi
ys = ﬂa(m q) = PBled) = daRy
ya = q) = BbR) = RV
ys = ( .q) = Ba,V) = Vi

rg = bo(u,r)

rg = o3(u,r) (

ry = 04(u,r) = 6(a, Ry
(u,r) (

7"5=55



Sequéncia de saidas geradas por ((13),7") =

(b,a,a,c,e; H)

o = Blus,r)
ve = Bo(Dr)
vs = Ba(W,r)
ve = Bu(r)
vs = Bs(2,r)
0 produto (‘s i) + (i, H) = (P, dy)
5 = z1.0(q)(u
5 = za.0(q)
5 = za.0(g)
zg = z4.0(g3)(
55 = wso(q)

Sequéncia de estados gerados por

(5)
(%,

s) =

Ble, H
Ble, dy
Bla, Rs
B(a, Ry
B(b, Rs

)
)
)
)
)

S1 =

S9 =

S3 =

S4 =

S5 =

Seqiiéncia de saidas geradas por (

>
—~~

(=%}

[\~

&

[0 >
N

(2]

[N
—
»

—_
~

—
~

—_

W WwW WwN
¥}

—_
~

W
w

o~ o~ =~ o~
~

5
9 4=

~—"

[V

»

§(b, dy
(C Rg

8(b,

(C Rz
(C d1

(c,c,b,c,b;ds)

)
)
V)
)
)

B(b, d-
Ble, Bs
Bb,

Blc, Ry
Ble, dy

) =
) =
V) =
) =
) =

Hd,

dy R3
R3 Ry
R Rs
RsH.

Rs

R,

Rs.

ds R3
RsV
VR,
Rydy
dy Rs.



Linearidade da aplicacao 5

Note que

5 5 5)
0s((2, )0, 1)) = (D, 5) = (Ray da, Ba, V, Rs; d).

Por outro lado,

5 5
ws(2, 9) s, 7) = (di, V, Ry, da, V; Ra).(H, Ro, Ra, Rs, du; H)

= (Rs,dy, Ry, V, R3; dy).

Portanto,
(5) (5) (5) (5)
1/)5(( Z, q)( u, T')) = 77[)5( T 7q)'¢5( u, T)'
Linearidade da aplicacdo As
Note que
(5) (5) (5)
/\5(( z, q)( u ,7')) = )\5( z, 8) = (leg,, R2d17 VRQ, R3V, ngg; dg)

Por outro lado, i

M(2, ) 0s(W, ) = (Vdy, RiV, dy Ry, Vidy, ByV; Ry).(RsH, Ry Rs, Rs Ry, dy Rs, Hdly; H)

= (leB, Rydy, V Ry, R3V, da Rs; dz)-

Portanto,

) . (5) (5) (5)
As((z,q).(w,r)) = As(2', q). As( w0, 7).

4.2 Teorema da Controlabilidade
. . (i) i
Lema 4.3 Seja Qo; C Q definido por Qo; = {q €qQ : 6 <:z:,eQ> = q}. Entdo Qo < Q.

Prova : Seja H; = {(@, 6Q> :(:ic)e X’}, entdo considerando a projegdo p; : X', 4Q — @
dada por po <(:§:),q) = ¢, temos que p, é um homomorfismo sobrejetor com Ker(py) = H;.
Logo, H; < Xi[ayﬂ]Q. Por outro lado, uma vez que § é sobrejetora temos que 6; também é
sobrejetora. Logo, 6;(H;) < @ (a imagem de um subgrupo normal por um homomorfismo

sobrejetor é também normal). Consequentemente, 6,(H;) = {&- (%’), eQ) :(;:)G X’} = Qo;- W
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Lema 4.4 Dado q € Q, seja Qqi = {6i (@,q) :(:;:)E X’}. Entdo , Q4 € uma classe lateral
de Qo;. Portanto, |Qoil = |Qql-

Prova : Considere a classe (( q).H; de H;. Entao, ((&),q) = (u, ¢ q)- {(%), eQ) :(aic)e X’}

_ {((é’,q> Ye X’}. Logo 6, ((&,@.H) { ( ) i } Qui.
Por outro lado, & ((({t),q).HO: 5, (2’2, q) Si(Hy)=6; (uq) Qoi. Assim, Qui=6; (‘{?, q> Qo

Isto mostra que @,; é uma classe lateral de Qo; e que portanto |Qoi| = |Qqil- [

Teorema 4.2 Seja Qo; < Q o subgrupo normal de () definido no Lema 4.3. Entdo, M(,,,) =
(X,Y,Q,8,3) € controldvel se e somente se Qoi = Q, para algum 1 <@ < |Q)].

4

Prova : Suponha M, ) controlavel. Entao, se
. . . (4) (9) j
i=maz(j EN,J<[Q|:6;(T,eq)=¢q,7€X?,q€Q,

teremos! que para todo ¢ € @ existe (xe X' tal que §; (a: eQ) = ¢, pois se ¢ = §; (u) eQ)

para j < 7, entdo tomando (;Zz:):: TiyeooyTiging, ( ]) ,onde :v I {elementoneutrode X7/, 4Q}

(veja no apéndice B as equacdes dadas por (4.9)), e para s > ¢ — j, tome z, como sendo

Ty = Us_(;—j); teremos que q¢ = §; ((alv), eQ>. Portanto, para todo ¢ € ) temos que g € Qo;.

Na outra direcao do teorema, suponha que @) = Qo;, para algum ¢ > 1. Entao, dados

qer € @, considere a classe @y = {6,- C:?,q) :(:;:)6 Xi} definida no Lema 4.4. Como

ol = |Qqi| = |@Q], entdo existe %)E X* tal que §; (:%),q =r. . |
q

Isto é o principio da controlabilidade: j-controlabilidade implica j + 1-controlabilidade.
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4.3 Teorema da Completitude

4.3.1 Espagos métricos

Dado um conjunto X, se existir uma funcdo d : X x X — R tal que
e d(z,y) =0 se e somente se = = y.
o d(z,y) = d(y,z) para todo z, y € X.
e d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) para todo z, y, z € X.

entao dizemos que d é uma métrica em X e o par (X, d) é chamado de espagco métrico.
Usualmente os elementos de um espaco métrico sao denominados pontos.

Dada uma seqiiéncia {z,},en de pontos de X, dizemos que {z,}.en converge para
x € X, na métrica d, quando para cada numero positivo real €, existir um niumero natural
no tal que se n > ng entdo d(z,,z) < e. Esta convergéncia é denotada por z, 4.

Um subconjunto X’ C X é dito fechado quando para cada seqliéncia {z, },en C X' de
pontos de X’ convergindo a algum ponto z € X implica que z € X’. Em simbolos,

X" C X éfechado <= V{z,}nen C X' tal que z, Le=zeX.
Um subconjunto A C X é dito aberto quando o seu complementar é fechado.

4.3.2 Cobdigos invariantes no tempo sao completos

Dado um conjunto finito Y, seja YN = {{y;}2, : v, € Y}. Em Y" considere a fungao
d:Y" x YN — R definida por

1
d({y:}iZe {uikiZh) = o, (4.10)
onde t = min{j € N : y; #u;} — L.
Por exemplo, se {y;}32; N {u;};2, = 0 entdo t = 0, logo d({y:}2,,{ui}2,) = 1. Se

y1 = up com y; # u;Vi > 1, entdo t = 1, logo d({y:i}{2;, {ui}2,) = 3. Assim, para todo
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{y:}21,{ui}2; € Y™ temos que 0 < d({yi}2;, {ui}2;) < 1. Além disso, d é uma métrica

em YN

Definigao 4.2 Considere o espago métrico (Y™, d) definido por (4.10). Um subconjunto C

C Y™ € dito completo quando C for fechado.

Teorema 4.3 Um cddigo C associado a um codificador de Schreier M, ) = (X,Y,Q,6,5)

€ completo em Y.

Prova : Supondo o contrario. Entao, existe uma seqliéncia de pontos de C, {¢,}nen CC e

um ponto ¢ € Y™ — C no complemento de C, tal que c, KN ¢, com d definido em (4.10).
Como ¢ = {¢;}2, € C e C possui um numero finito de estados, entdo existe k£ € N tal

que ¢ # ,Bk((:lé),q) para todo ((clfc),q) € X',,y@. Entdo, d({yi}32,,¢) > 5% para todo ponto

{y:}2, € C. Em particular, para os pontos {c,}nen, temos d(c,,c) > 2%, Vn € N. Porém,
3

d .~
¢, — ¢, uma contradicao. ]
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Capitulo 5

Aplicacoes : Casos e Exemplos

Neste capitulo denominaremos ao grupo das saidas por grupo dos rotulos e ao grupo das
entradas por grupo das informagées . Os Teoremas 5.2, 4.2 e 4.3 sdo fundamentais no estabe-
lecimento das condigbes necessarias e*suficientes para que os codificadores sejam isomorfos,
controldveis e completos. A controlabilidade é obtida considerando somente codificadores
pertencentes a classe M 1. Com isso, o Teorema 4.2,'poderd ser empregado.

- Assumiremos que o grupo se¢ao de trelica T' definido em (3.2) é isomorfo ao grupo dos
rétulos Y. Portanto, os codificadores serdo isomorfos. A decomposi¢do do grupo dos rétulos
Y 2 X,nQ ¢é feita de modo que | X |<| @ |. Para facilitar a analise, consideraremos os
casos onde o grupo dos rétulos Y € abeliano e nao abeliano.

Este capitulo é organizado como segue. Na Secdo 5.1, propomos técnicas para cons-
trucdo de codificadores de Schreier isomorfos e controlaveis independentemente do grupo da
secao de trelica T ser abeliano ou nao. Pelo Teorema 4.3 estes codificadores também sao
completos. Na Secao 5.2 propomos algoritmos de construcao de codificadores isomorfos e
controlaveis para o caso abeliano distinguindo os subcasos binario e ciclico. Finalmente, na
Secéo 5.3 apresentamos a nossa versio da Proposigdao 4 de [4] sobre a limitagdo superior da

distancia livre do cédigo quando o mesmo possui transicoes paralelas. Na nossa versao, esta

10 Teorema 4.2 pode ser empregado em qualquer codificador; o risco é desperdigar esfor¢os num codifi-

cador nao controldvel, que pode ser detectado pelo teste M1.

69



limitagao estd relacionada ao fato do grupo dos estados ser abeliano. Usando este resultado
apresentamos uma construgdo de codificadores isomorfos e controlaveis para o caso de T ser

nao abeliano.

5.1 Construcao de Codificadores Isomorfos, Controlaveis
e Completos

Teorema 5.1 (Construcdo de codificadores controlaveis isomorfos a partir das
entradas e dos estados)

Dado um produto de Schreier X, )@, seja Y qualquer grupo isomorfo a X, )@ via 3, isto
€Y é Xow@- Seja m €N definido por m = }%l se |Q| € par e m = J@;—l se |Q| € impar.
Se Hy e Hy, definidos respectivamente por (2.10) e (3.7), sdo tais que Ho # Hq, e se existir

um homomorfismo sobrejetor 0 : X(a):)Q — @ tal que

i) Ker(6)=H;

i) ’{5,,1 ((’:?),eq> e Xm}l > m.
Entdo, M,y = (X,Y,Q,4,8) € um codificador isomorfo controldvel.

Prova: Pelas hipéteses do teorema é obvio que M, ,) = (X,Y,Q,6,3) é um codificador
isomorfo. SO resta entao provar a controlabilidade.

Seja (Qo; o subgrupo normal de () definido no Lema 4.3. Pelo Teorema 4.2, temos que
M = (X,Y,Q,6,3) é ndo controldvel se e somente se |Qo;| < |Q|, para todo ¢ € N. Mas,
|Qoi| < |@]| implica que |Qui| < e—l < m. Assim, M, ) = (X,Y,Q,6,3) é ndo controlavel se
e somente se |Qoi| < m. Como |Qom| > m, entdo Qom = . Logo, M, ) = (X,Y,Q,6,8) é

controlavel. -

Teorema 5.2 (Construcao de codificadores isomorfos controlaveis a partir das

saidas)
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Dado um grupo finito Y, suponha que Uy QY e Uy QY sdo subgrupos normais tais que:

1) |Uo| = |Ui]
1) Uy # Uy
Entao,
o Luiste um produto de Schreier X, )@, para alguns X, Q e aplicagées o, u satisfazendo

¢
(2.1) e (2.2) tais que Y = X, )@, para algum isomorfismo &.

3 £
o Se Hy e Hy sdo os subgrupos normais de X ,,,)@Q tais que Uy = Hy e Uy = H;, entdo Hy
satisfaz a equacao (2.10); Hy € X, onde X € definido por (2.9). Além disso Hy # H;.

4
e Se existir um homomorfismo sobrejetor § : X(,,)Q — Q tal que

1) Ker(é6) = H,
i7) l{ﬁm ((g),eQ> :(g)e XmH > m,

onde m € definido pelo Teorema 5.1 ¢ f = (. Entdo, M,y = (X,Y,Q,6,8) € um

codificador isomorfo controldvel.
Prova:

e Pelo Teorema 2.4 e a sua prova, ¥ = U, X Paray €Y, sejay; € Uy e seja
(o r:1R) Uy

Y2 € R CY o representante de ULO, tal que y = (y1,92).

D

2

0
Sejam X, () grupos tais que Uy = X e ULO = (), para alguns isomorfismos #; e 6,.
¢
Entao, ¥V = UO(URvN/R)ULO = X(o,u)@, onde £ = (64, 0,).

o Para y = (y1,92) € V & UO(GR,MR)U%v temos que o representante de y em X(, )@ é

(61(y1), 02(y2)). Em particular se y € Up, entdo y = (y,ey), dai £&(y) = &(y,ey) =
(01(y), 02(ev)) = (61(y),eq) € Ho C X(4,)Q. Logo, Hy satisfaz a equagao (2.10).
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Y ~ Y .Y ~ . ,
Por outro lado, como - = - e g- = @ temos que U; = K er(¢1), onde ¢; é al-

gum homomorfismo sobrejetor ¢; : ¥ — (). Considere a composicao de homomor-
fismos ¢1,{7! + X(,Q@ — @, entdo ¢ £ é sobrejetor e Ker(¢1,671)={(z,q)

G167 (2, 9) = eq} = {(2,9) : ¢1(£7(2,9)) = eq} = {(2,9) : {(y) = (z,9), d(y) =
eg} = Hi. Finalmente, fica claro que Uy # Uy implica Hy # H;.

e Fazendo § = #,,£71, as condigdes do Teorema 5.1 sio satisfeitas. [ ]

Corolério 5.2.1 (Construcao de codificadores isomorfos controlaveis a partir das
entradas dos estados e das saidas)
Dados os grupos X, Q) e Y, suponha que o e pu sao tais que seja possivel construir o produto

de Schreier X, ,)Q satisfazendo

, X(U,“)Q = Y

o X, )@ cumpre as condicoes do Teorema 5.1

Entdo, € possivel obter um codificador isomorfo controlivel M.,y = (X,Y,Q,6,3), onde 3

e 6 estdo definidos de acordo com o Teorema 5.1.

No exemplo a seguir, faremos uso do Teorema 5.2 ao cédigo de Wei [20], com o objetivo
de obter o correspondente codificador, ou equivalentemente, obter o grupo das entradas e o

grupo dos estados.

Exemplo 5.1 Considere o grupo de rotulos de permutagoes do codigo de Trelica CCITT
V.32, encontrado por Trott na pdgina 104 de [1]. Este grupo € isomorfo a um subgrupo de

DygDy = D3.
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Mais precisamente,

(Ro, Ro), (Ro,Ry), (Ro,d1), (Ro,d2), (Rz,Ro), (B2, Rz), (R2,di), (Rz,d2),
v — (R1,V), (R, H), (Ri,R1), (Ra,Rs), (B3, V), (Rs,H), (Rs Ri), (Rs,Rs),

(d1, V), (di,H), (di,R1), (di,Bs), (d2,V), (do,H), (d2,B1), (d2,Rs),

(V,Ro), (V,Ray), (V, d), (V,d2), (H,Ro), (H,Rz), (H,dy), (H,d,)
Se Uy = {(Ro, Ro), (Ro, R2),(Ro,d1),(Ro,d2)} e Uy = {(Ro, Ro), (R2, Ro),(V, Ro),(H, Ro)}

entao %’; o UL ~ Dy. Assim, Uy, U; satisfazem as condigoes do Teorema 5.2. Sejam X, @
grupos tais que X =73 = Up e Q =Dy = ¢ Seja 0 : Dy — Aut(Z3) um homomorfismo tal
que o(Ry) = 0(Ry) = o(H) = o(V) = id € Aut(z3) e

o(Ry) = o(Rs) = o(d1) = o(ds) : Z3 — Z3
o mapeamento que associa os elementos de Z3 da seguinte maneira,

s e e
av— a
b—c

c+— b.

Dessa forma, obtemos o grupo Z3,)Dy. Seja § : ¥ — Z3(,)D1 0 mapeamento definido por

(Ro, Ro) — (e, Ro) (Ro, Ry) +— (a, Ro) (Ro,d1) — (b, Ro) (Ro,d2) — (¢, Ro)
(Ri,R1) — (e.Ry) (Ra,Rs)— (a,R1) (B1,V)— (b,R1) (Bi,H) (¢, B)
(Ra, Ry) — (€, Ry) (R2, Ro) = (a,Ry) (Rz,d2) — (b, Rz) (Rz,d1) — (c, R)
(Rs, Rs) — (¢, Rs) (Rs, R1)+w (a,R3) (B3, H)— (b,Rs) (B3, V) — (c, Hs)
(d, V)= (e;dr)  (di, H) = (a,d1)  (di, Ra) = (bydv)  (da, Rs) = (c,dn)
(do, H) = (e,d3)  (d, V) > (a,d2)  (d2, R3) = (b,d2)  (da, Ba) = (¢, do)
(Vids) = (e,V)  (Vidi) = (a,V)  (V,R2) = (b, V) (V,Ro) = (c, V)

(H,d) — (e, H) (H,dy) v~ (a,H) (H,Ro) v (b,H) (H,Rz)— (c,H)

Entao, ¢ é um isomorfismo. Portanto, Zg(U)JDL; ~ Y. Os subgrupos Hy < Z%(a)]Da e Hy <

zg(a)m tais que Ho = Uy, H; = U, sao,
Ho = {(67 RO)? (av RO)a (bv RO)v (cv RO)} € Hl = {(ea Ro), (av R2)7 (ba H)7 (ca V)}
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classe lateral

contetido do classe lateral

ordem da classe lateral

{(6, R0)7 (aa R2)v (bv H)? (ca V)}

{(a, Ro), (e, R2), (¢, H),(b,V)}

{(b, Ro), (¢, R2), (e, H),(a,V)}

{(c, Ro), (b, R2),(a, H),(e,V)}
¢, Rs), (e, dy), (a,

(2)
(2)
(2)
(2)
(2)
(4)
(4)
(2)

Tabela 5.1: O grupo das classes laterais ﬂL

4

As classes laterais & direita sao mostradas na Tabela 5.1.

Seja Hy = {(e,000)} o subgrupo trivial de Z%(O)ID)4. Entao Hy, Hy e H, satisfazem as

condicoes do Teorema 3.2. Portanto, definimos o homomorfismo 6 : Zg(a)m — Dy como

sendo

6(Hy) = Ro 6(Hi(a, Ro
6(Hi(e,R1)) = Ry 6(Hi(a, Ry
8(H1(b,Ro)) = d1 6(Hi(c, Ro
6(Hi(b, Br)) =V 6(Hi(c, By

Claramente 6 é sobrejetora.

Definindo S : Zg(a)]m — Y como sendo 3 = {71, obtemos o codificador M,

para codigo de trelica V32.

Observacgao :

= <Z§7 Y7D47535)

No Exemplo 5.1, os grupos Up, U; ndo sao os unicos satisfazendo as condi¢oes do Teorema
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5.2. Por exemplo, os subgrupos

U(I) = {(R()a RO)a (RO, R2)7 (R27 RO)’ (R27 R2)7 (dl’ V)? (dh H)? (d27 V)(d2v H)}

U{ = {(R07 RO)v (ROv R2)7 (R27 RO)? (RQ’ RQ)’ (Va R0)7 (V’ R2)’ (H7 RO)(H’ RZ)};

sao tais que U} # Uy, Uy = 73, Ulg = Ull, >~ 7, Portanto, considerando X = Z3 e Q = Z4,
podemos encontrar o e u tais que X, ,)Q =Y.

Assim, dado um grupo de rétulos Y, usando o Teorema 5.2 podemos obter mais de um
cédigo de Schreier com rétulos em Y. Portanto, critérios de escolha do melhor cédigo de
Schreier associado a Y sao necessarios. O proposito das préoximas secoes é o de fornecer
tais critérios. Para maior clareza apresentaremos os casos em que o grupo dos rétulos Y é

abeliano e nao abeliano.

5.2 Caso Abeliano

Quando G = X @ € abeliano, pela Proposicao 2.1, o deve ser a identidade. Assim, G €
o produto direto Xg@ ou o produto ciclico X(,)@) do grupo das informagdes e o grupo dos
estados. Com base neste fato, consideramos dois subcasos especiais.

5.2.1 Subcaso bindrio : Y ~ 2z} ~ zk @ z]~F

Tendo como base o Teorema 5.2, apresentamos um algoritmo para a constru¢ao da maquina
M = (z%, 23, 757%,6,3) associada a um cédigo convolucional binério de taxa r = k/n e

memoériam =n — k.
Algoritmo

Passo 1 - Encontrar Uy < Z% e Uy < Z% tal que,
1la IUol — |U1| = 2k.



1b U, # U;.
1c Se peso(Up) = dg e peso(Uy) = dy, entdo do + dy = d, deve ser tal que

d = maz{peso(Vo) + peso(V1)},

Vo e Vi estdo sujeitos a Vo, Vi 2% | Vo |=| Vi |=2F e Vo # V4.
1d De modo a evitar transi¢oes paralelas, entdao Uy N U; = 0 € Z3.

Passo 2 - Considere Uy e U; como subespagos vetoriais de Z3, e considere as bases
{u1,...,ur} de Uy, e {u1,...,us,v1,...,05_5s} de U;. Note que s = 0 se e somente se
UsnNU; =0 €7z

Passo 3 - Seja {e;}_; a base canénica de Z%, onde e; é definida por ¢; = (z4, ..., z;,
...,Z,) € seus componentes sdo tais que z; = 0if j # ¢ e z; = 1 se j = i. Entao, defina o

mapeamento de rotulamentos como sendo o isomorfismo 3 : Z’g@zg“k — Z% tal que

17N w) = e,
B (i) = exts
com a finalidade de otimizar a distancia livre, a definicao de 8 para os restantes n — (2k — s)
vetores da base {e;}, é deixada para o Passo 7.
Passo 4 - Calcular Hy = 7Y(Us), Hy = B7Y(Uh), e lI(H,y), onde I, : Z} — zZ07F é a
projecao definida por Ha(z1,. .., Tk, Tkt -3 Tn) = (Thgty- - Tn)-
Passo 5 - Usando os elementos do grupo das classes laterais %%, defina a aplicagao
do prézimo estado como sendo o homomorfismo de grupos 6 : Z§ — Z3™* com as seguintes
condigoes

5a Ker(6) = H,, significando que
6(ex+;) =0 paraj=1,...,k—s.

5b Se n — (2k — s) > 0 entéo, §( Hy) NT,(H,) = 0 € Z;37*, significando que
6(ei) ¢ IIo(Hy), parai = 1,...,k.

Passo 6 - A definigao de ¢ para os remanescentes n — (2k — s) vetores da base {e;}",

deve ser feito de modo que,
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. .y (Zn_k_l) (Zn-k_l) k.on—k-1
6a Satisfaga o teste de controlabilidade: |{ d5n—k-1 z ,00): =z ‘ezj
> 2n—k~1'

6b Tratando de que 6(z,8(Hy)) & II2(H;) para todo z € X.

6¢c Se 6(z,6(Hy)) ¢ Il(H;y) para todo & € X entdo, fazer outra tentativa para que
6(x2,6(x1,6(Ho))) & I2(H,), para todo x4, z; € X. Tentar outra vez para z3 € X, e assim
por diante.

Usando a definicao de § com relagdo a base {e;}?_,, escrever a regra explicita de 6.

Passo 7 - Defina 8 para os remanescentes n — (2k — s) vetores da base {e;}"; fazendo
uma adequada distribuicdo dos pesos conforme a dinamica da treliga obtida através de 6 no
Passo 5 e Passo 6.

Usando a definicao de 8 em relagao a base {e;}",, escrever a regra explicita de £.
Este algoritmo gera a maquina M = (z%,z2,257*,6, 3) associada a um cédigo convolu-

. « s ~ , 4 N
cional bindrio, ndo catastréfico com taxa r = k/n, meméria m =n — k, € dfree > d.

Exemplo 5.2 Construgio de um codigo convolucional bindrio a partir da mdquina M =

(23, 25,23, 6, B)
Passo 1 - Determinacao de Uy e Uy,

Us = {0000, 1001,1110,0111} U = {0000,1100,0011,1111}

Entao, os pesos de U e de Uy sdo peso(Uy) = peso(U;) = 2, respectivamente.

Passo 2 - Determinagao das bases para Uy e para U;: {1001,1110} é uma base para
Up, e {1100,0011} é uma base para Uj.

Note que, como Uy N U; = 0000, entao s = 0.

Passo 3 -
1(1001) = 1000 B~1(0011) = 0010
111

ﬁ_
5"1( 0) = 0100 ﬁ"1(1100) = 0001
Passo 4 -

Hy = {(00,00), (10, 00), (01,00), (11,00) H; = {(00,00), (00,10), (00,01), (00, 11)}
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I,(H,) = {00,10,01,11}
Passo 5 - Para que Ker(6) = Hy, devemos ter que

§(00,10) = 00
§(00,01) = 00

Como n — (2k — s) = 4 — (4 — 0) = 0 entdo , ndo é possivel que §(Ho) N IIo(H1) = 00, logo

§(10,00) = 11
5(01,00) = 01

Passo 6 -Neste exemplo nio existem n — (2k — s) vetores remanescentes {e;}i_;, pois n —

(2k —s) =4 — (4 — 0) = 0. Portanto, 6 é dado por

5(5172,561; q1, 612) = $25(€1) + 11315(62) + 915(63) + Q25(64)
= 29.11 + 21.01 + ¢,.00 4 ¢2.00

= (22,22 + 1)

Passo 7 - Como nio ha vetores remanescentes, resta escrever a regra de correspondéncia de
B, isto é,
B(za, 215 q1,q2) = z2B(e1) + z18(e2) + 1 B(e3) + q20(es)
= 15.1001 + 2,.1110 + ¢;.0011 + ¢2.1100
= (22 + T1 + g2, 71 + @2, 1 + @1, T2 + Q1)
O codificador resultante é mostrado na Fig. 5.1. O cddigo correspondente tém taxa

R. =1, distincia livre dfee = 5 € um ganho assintético de 3.98 dB.

5.2.2 Subcaso ciclico : Y &~z &z (Zpn-k
()P

Proposicdo 5.1 Se o grupo se¢io de trelica T € ciclico, entdo o codificador com o qual esta

associaciado € ndao controldvel.

Prova : Se T é ciclico, entdo T & Z,n, para algum primo p e para algum n € N. A tnica

maneira de decompor Zpn é Zyn = Zyk, Zyn-s. Mas, existe um tnico subgrupo Uy < Zpn

(w)P
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X'+ Xi+
i+1,2 é XiZ X“ — qi_l, q.l,z

YH,I y+l,2 }Ii+1.3 y+l,4

—

Yo | Y |V, |V

Figura 5.1: Codificador de Schreier Mg, = (2%, 23,257*,6, B).
4

tal que |Up| = |Z,x] = p*. Assim, o subgrupo Hy < Zpk () Lpr— definido em (3.7) é o unico
subgrupo normal com cardinalidade p* de Z g () Lpr—r- Portanto, pela Proposicao 3.4, o co-

dificador é nao controlavel. u

No caso em que Y = T, temos que o grupo dos rétulos Y nado podera ser ciclico. No
entanto, é possivel que Y seja ciclico quando |Y'| < |T|, nesse caso é suficiente que Ker(8) #
{elementoneutrode X, ,)Q} e que %;‘(‘—)ﬂg) seja ciclico (veja o codificador de Ungerboeck no

Exemplo 3.6).

5.3 Caso Nao Abeliano

SeY = X(,,)Q énao abeliano entdo a aplicagdo o é diferente da identidade (Veja Proposigao

2.1). Para analisar este caso apresentamos uma versio do Teorema 4 de [4].
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Proposigao 5.2 Seja G = X(,,,)Q um grupo ndo abeliano. Seja M, ) = (X,Y,Q, 6, ) um
codificador controldvel obtido de X(,,)Q). Se o grupo dos estados () € abeliano entdo, a secdo

de trelica tem transi¢does paralelas.

Prova: Como () é abeliano, entao X(}'}g‘)Q & X(;}*l‘)Q sao grupos de classes laterais abelia-
nos, onde Hy e H;y sao dados por (2.10) e (3.7). Entao o subgrupo dos comutadores G' C G

é tal que G' C HoNH;. Mas, GG ndo abeliano implica que G’ # eg. Portanto , HoNH; # eg. ®

E muito importante notar que a reciproca da Proposicao 5.2 é falsa. O Exemplo 3.5 é
um codificador com grupo secao de trelica nao abeliano e grupo de estados nao abeliano, no
entanto possui transigoes paralelas.

Agora, quando () € abeliano, entdo pela Proposicao 5.2, teremos que a distancia livre
dfree do cédigo resultante do codificador My, = (X,Y,Q,6,3) é limitada superiormente
pela distancia entre as transi¢oes paralelas que sdo rotuladas por Y’ = S(Ho N Hy). Assim,
Y’ é um subgrupo normal de Y. Note que, se cada elemento de Y é representado por um
unico simbolo de algum alfabeto, entao a distancia minima de Hamming de Y’ é 1.

Portanto, um alfabeto e uma distancia adequadas devem ser usados. Se considerarmos
a distancia Euclidiana, entdao o grupo Y deve ser isomorfo a um grupo I' que esteja atuando
isometricamente sobre um subconjunto de pontos S C R™, onde R é o conjunto dos niimeros
reais. Quando a agao € transitiva, entao diz-se que o cddigo é geometricamente uniforme, e
que S esta casado com Y. O grupo das classes laterais % determina uma particao de S em
células S = J?_, S; onde a é a cardinalidade do grupo % Cada célula é invariante pela acao
da correspondente classe determinada por Y.

Como I' atua transitivamente sobre S, entdo existe so € S (o ponto inicial ou o centro
de referéncia de S) tal que para todo s € S existe v € I' com s = ¥(sg). Por outro lado,
como [' 2 Y entdo, para cada y € Y existe um unico v = 7, € I' casado com y. Portanto,

para todo y € Y, é possivel definir o nimero real peso(y) € R com sendo

peso(y) = [[7y(s0) = soll; (5.1)
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onde o simbolo ||.|| denota a norma Euclidiana ||(z1,...,zmn)|| = /21 + ... + 22,. Note que
peso(ey) = ||Vey (S0) — So|| = 0. Se cada v, que esta atuando sobre S, pode ser estendido a
todo o espaco ambiente B™ preservando sua propriedade isométrica®, teremos 7, : R™ — R™
é tal que ||y, (z)|| = ||z||, para todo € R™ e para todo y € Y. Em particular, se y1, y» € Y
para o ponto (7, (s0) — Yy, (50)) € B™ temos |7y, -1 (7 (50) = Y4 (50)) || = |75 (50) — 7yz (s0)[-
Porém, ||7y,-1 (7 (50) = Y (So)|| = [1y1.00-1(50) — Sol| = peso(y1.y2~"). Esta propriedade

permite definir a distancia de y; a y ou reciprocamente de y2 a y; como

d(y1,y2) = peso(y1.y; ). (5.2)

Se U C Y é um subconjunto de Y, entao

peso(U) = min{d(y1,y2) : y1,y2 € U, y1 # y2} = min{peso(y1.y;"') : y1,y2 € U ,y1 # y2}-

Porém, ys = y1.5; ' € Y com y3 = ey se e somente se y; = y,. Portanto, podemos definir
peso(U) como
peso(U) = min{peso(y) : y € U, y # ey }.

Considerando o caso multinivel, para (y1,...,¥,) € ¥Y", defina

n

peso(yi, ..., yn) = > peso(ys).

1=1

Finalmente, se V' C Y™ é um subconjunto de Y™ entao

peso(V) = min{peso(y1,...,yn) : (Y15---,Yn) € Vi (Y1, yn) # (ey,...,ev)}.

A seguir, apresentamos um algoritmo para a construcao de codificadores em que o grupo
dos rétulos é nao abeliano. Este algoritmo é baseado no produto de Schreier multinivel e
na construgao do produto de Schreier para grupos ciclicos (Teorema 2.3, Corolario 2.3.1, e

Proposicao 2.2), isto é ,

),/' n

1%

(X1g -0 Xn)(a‘,m(@lea - @n),;

onde Y = X;(,, . Q:parai=1,...,n, étal que X; e Q; sdo grupos ciclicos para algum

J,isto é X; = Zs e ); = Z;. Portanto, Y = Z \Zt.

S(O'J 7“]

2Condigoes para tal extensdo sao apresentadas em [2]
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Algoritmo

Passo 1 - Encontrar os subgrupos normais Uy e U; em Y™ tais que,
1la) Up = Xig - - -@ Xn-

1b) |Ui| = |Ud|.

1c) Uy # Us.

1d) =5 = Qg - .0 Q-

1e) Se peso(Uy) = dy e se peso(Uy) = dy, entdo do + dy = d, onde
d = maz{peso(Vy) + peso(V1)}

Vo and V; estdo sujeitos a Vo, Vi <Z3; | Vo |=| Vi =25 Vo # Vi e YV: = YTT 2 Qig - - @n-
1f) Para evitar transi¢oes paralelas Uy e U; devem satisfazer UpNU; = {elementoneutro}.
Nesse caso, Q1 - .. @n deve ser ndo éa,belia,no.

Passo 2 - Usando os geradores candnicos de Zy(,, ,.,)Z1, dados em (2.15), considere a

familia {e;}?%, onde e; = (€1, ..., €i2,) é uma base, isto é , um conjunto de geradores Y™,
Zs se j impar 0 se j#1 )

com e;; € e e = , para cadat=1,...,2n.
Zi se ) par 1 se 7=1

Através desta base de geradores de Y™ determinar os geradores de Uy e de U; e a corres-
pondente familia de geradores {g;};Z; de (Xig...0 Xn)zp)(@1g - -0 @) casado a {e;}12;.

Passo 3 - Considere Hy < (Xig .. .9 Xn)(F,E)(Q1® ...@ @n), como definida em (2.10).
Use estes geradores para definir a aplicacdo dos rotulamentos 5 : (Xiq .. .g Xn)(?,ﬁ)(Qlea v Qn) -
Y™ tal que Ho = 371 (Uy);

Passo 4 - Calcule H; = 371(U1) e lIo(Hy), onde Iy ¢ (Xig - - .0 Xn) g (Q1g - - -0 @n) —
Qig - -0 @n € aprojecdo I(z1...,2Zn;q1,.--,qn) = (q1,- - -, Gn)-

Passo 5 - Defina 6 : (Xi4...9 Xn)(?,ﬁ)(Qlea @ @n) = Qig - - -0 @n tal que Ker(6) =
H,. Note que 6 deve satisfazer o teste de controlabilidade, isto é , se m = 191119219l op47,
{5m (“ﬁ),te,_,qn) P (Xig .. 0 Xn )m} deve ser tal que

Hém <(7£), te---Qn> :(7:?)6 (Xig -0 Xn)m}l > m.
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Exemplo 5.3 Considere o grupo Dy, as simetrias do quadrado. Pelo Exemplo 2.3 sabemos
que Dy = Zyy)Za. Por outro lado, sabemos também que Dy = {e}gDs. Aplicando o Teorema
2.3 e o Coroldrio 2.3.1, temos que Df = (Zag{e})7)(Z2gDs) = Zaz)(Z2gDs). Isto significa
que a trelica que esta sendo construida tém Z, como o grupo de informagoes e Zy Dy como

o grupo de estados.

Passo 1 - Considerando UO = {R()Ro, R1R0, RzRo, RgRo} € Ul = {R()Ro, RoRl, R()Rz, R0R3}

temos que
a) |Uo| = |U1] = |Z4]
b) Uy # Uy
) U By,

Passo 2 - Usando a Tabela 2.2, os elementos de D} podem ser escritos como

DZ = {($15U2,y1‘?12) D Ty,Y1 € Zae Ty, Yo € Lo}

Portanto, a base canénica de D? é a = {(10,00), (01,00), (00,10),(00,01)}. Desta ma-
neira, o gerador de Uy é {(10,00)} e o gerador de Uy é {(00,10)}. Por outro lado, uma base
para Zy(z)(ZagDs) casada com a é o/ = {(1,000), (0,100), (0,010), (0, 001)}.

Passo 3 - Defina o mapeamento dos rétulos como o isomorfismo 3 : Zag)(ZagDs) — Df

dado por
(1,000) = 5~1(10,00)
(0,100) = #~*(01,00)
(0,010) = B~*(00, 10)
(0,001) = 5~1(00,01)

Desse modo, B é dado por

B(z1, 91, 42, 43) = A(1,000).5(0,100)".5(0,010)*.5(0,001)%
= (10, 00)*1.(01,00)?.(00,10)?.(00,01)%. '

Passo 4 - Hy = {(0,000), (1,000), (2,000), (3,000)}, H;, = {(0,000), (0,010), (0,020), (0, 030
e II,(H,) = {000,010,020,030}.
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Passo 5 - Defina 6 : Zyz)(Z2gDs) — ZagDy) como sendo

5(1,000) = (1,10)
§(0,100) = (1,11)
5(0,010) = (0, 00)
§(0,001) = (1,01).

Note que nao foi possivel obter §( Ho)NIz(Hy) = {0,00}, devido ao fato de que se 6(1,000) =
(u,v1vq), onde u € Zj, v1 € Zg € vy € Zg, entao para (2,000) € Hy teremos 6(2,000) =
6((1,000)%) = (u,v105)?. No entanto, para todo u,v1vy € ZagDs, (u,v1v2)? = (0,20) para

algum z € Z4. Portanto, é é dado por

8(z1,q1,92,q3) = 6(1,000)%1.6(0,100)%.5(0,010)%.6(0,001)%
(1,10)7.(1,11)%.(0,00)%.(1,01)%
(1,10)%.(1,11)%.(1,01)%.

Sob esta condicio, o cédigo de Schreier resultante, associado ao codificador Mz = (Zy, D%, ZogDy, 6
est4 casado a um cédigo Euclidiano cujos rétulos formam o conjunto de sinais 2x8-PSK. Este
cédigo Euclidiano alcanca uma distancia livre Euclidiana quadratica df... = 8. O codificador
Mz = (Z4,D%, ZsgDy, 6, B) é mostrado na Fig 5.2, onde as duplas caixas denotam elementos
de Z4 e as caixas simples elementos de Z,, os circulos com chapéu denotam exponenciagao e

o circulo com um ponto operagdo de multiplicacao .
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Figura 5.2: Codificador de Schreier M5 = (Z4,D3, ZogDy, 6, 3).
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

O objetivo principal deste trabalho foi o de propor algoritmos de construc¢ao de bons cédigos
convolucionais sobre grupos. Os principais itens do programa que tracamos com este objetivo

foram: 3

e Em [1, 18] é mostrado que o grupo dos estados ()) é isomorfo ao grupo quociente —%:
do grupo secdo de trelica T e do grupo das entradas Xy, em cada instante de tempo
k. Em aritmética elementar é simples mostrar a equivaléncia das expresdes § = c e
a = be, se b # 0. Com a introducdo do produto de Schreier, mostramos que este

fato aritmético também vale para grupos, isto é, a expressao @) = % é equivalente a

T, = Xk(a,u)Qk'

e Para facilitar a determinacdo de bons cddigos, restringimos a busca sobre os cédigos
invariantes no tempo e com numero de estados finito. Isto é, Qr = Q, Ty = T,
X, = X, para todo k € Z e |Q| < oo. Estas restrigbes possibilitaram estabelecer
critérios para se obter codigos controlaveis e completos. Isto porque todo bom cédigo

é, necessariamente, controlavel e completo.

e Um grupo T pode ter diferentes decomposicoes, isto €, pode existir uma familia de

produtos de Schreier {Xi(ai,u,-)Qi}?=1 tal que T' = X;(,, ., Qi paracadai=1,...,n. A

TisHi

melhor decomposicao sera aquela cuja trelica tenha baixa complexidade e forneca uma
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boa distancia livre. Desse modo, algoritmos que se baseiam na escolha das melhores

decomposi¢oes dos grupos de secdo de trelica foram propostos.

6.1 Conclusoes

Como resultado do estudo do produto de Schreier, apresentamos os cédigos de Schreier.
Estes cddigos formam uma classe intermediaria entre os tradicionais cédigos convolucionais
binérios e os group codes apresentados em [1]. Os aportes deste trabalho foram:

No Capitulo 2

e Estabelecemos um novo produto de grupos, o produto ciclico, itil na decomposigao dos

grupos ciclicos da forma Z,», (Equagao (2.6)).

e Propusemos uma técnica de comstrugdo de produtos de Schreier para grupos ciclicos
(Proposicao 2.2). Esta técnica permite operar uma boa parcela de grupos nao abelianos

finitos, em termos das operagoes de anéis modn ja conhecidas.

e Propusemos uma técnica de construgao multinivel de produtos de Schreier (Teorema
2.3). Esta técnica foi utilizada na construcdo do cédigo apresentado no Exemplo 5.3,

que é o melhor até agora encontrado para o casamento entre o grupo Dj e a constelagao

2x8—-PSK.

e Mostramos que cada grupo é decomponivel em produtos de Schreier (Proposic¢do 2.3).
Segundo os tipos de produto de Schreier desta decomposigao, estabelecemos uma classi-
ficagdo dos grupos. Uma outra conclusdo é que esta decomposicao, € uma generalizagao
de trés teoremas classicos: O teorema fundamental da aritmética, o teorema chinés do
resto e o teorema fundamental dos grupos abelianos finitamente gerados. Finalmente,
provamos que quando um grupo possui série de composi¢dGo, entdo o mesmo possui

uma decomposic¢do tnica (Teorema 2.5).

No Capitulo 3
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e Na apresentacao dos codificadores convolucionais elementares (CCE), foi introduzido

um teste pratico de minimalidade, portanto de nao catastroficidade.(Teorema 3.1).

e Foram estabelecidos os codigos de Schreier como sendo aqueles produzidos pelos codi-

ficadores de Schreier (Defini¢ao 3.9).

e Estabelecemos um critério necessario, embora nao sufuciente, para construir cédigos
de Schreier controlaveis (Proposi¢do 3.4). Entretanto, quando o nimero de estados é
pequeno, este teste é suficiente para se determinar a controlabilidade do codificador,

através de sua treliga.
No Capitulo 4

e Mostramos que os cédigos de Schreier sdo lineares, independentemente de os grupos
dos estados, informacoes, rétulos, ou o grupo segao de trelica serem abelianos ou nao

(Teorema 4.1). ¢

e Usando a linearidade destes cédigos, foi estabelecido um critério necessario e suficiente
para a obtencdo de cédigos de Schreier controlaveis (Teorema 4.2). Fica para uma

pesquisa futura a otimizacao deste teste.

e Mostramos que os cédigos de Schreier sdo completos (Teorema 4.3)

No Capitulo 5

Usando a teoria desenvolvida nos Capitulos 2, 3 e 4,

e Propusemos um algoritmo para obtencao de bons cédigos binarios nao catastréficos.

e Mostramos que quando o grupo da trelica € ciclico, entdao o correspondente cédigo de

Schreier é ndo controlavel (Proposigao 5.1).

e Exibimos as limitacoes em distancia dos codigos de Schreier quando o grupo dos estados

é abeliano (Proposicio 5.2). Esta é a nossa versao do Teorema 4 de [4].

e Propusemos um algoritmo para construir bons cédigos de Schreier nao abelianos usando

o Teorema 2.3.
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6.2 Propostas de Pesquisa Futura

o Na decomposi¢ao maximal inica de um grupo G

G = |'|:l: .. [Qn(dn,#n)Qn_l] (on—11#n—-1) N } (02,12) Ql:l( ) QO} |
sH2 g1,41

apresentada no Teorema 2.5, sera que cada grupo @); é ciclico?

e Mediante a implementacao computacional da Proposigao 2.2 podemos fazer uma pro-
cura exaustiva por bons cddigos de Schreier que tenham como grupo secao de trelica
T, tal que T' é isomorfo a um produto de Schreier de dois grupos ciclicos. E plausivel
esperar que existam bons coédigos de Schreier cujo grupo secao de trelica nao é iso-
morfo a algum produto de Schreier de dois grupos ciclicos. Como usar o Teorema 2.5
na implementacao de um algoritmo que permita uma busca destes cédigos?. Em que

medida ajudaria nesta implemefitacio se cada Q; do Teorema 2.5 for ciclico?.

e Os tnicos codigos de Euclidianos casados com cddigos de Schreier, sobre grupos nao
abelianos até entdo encontrados estdo em [20] e [9]. Em [20] encontramos os cédigos
~ de Wei CCITT V.32 e V.64 usados em modems de 14.4 bps e que usam constelagdes
QAM de 32 e 64 sinais respectivamente. O CCITT V.32, que possui 8 estados e uma
distancia livre d¢,.c = 8, No Exemplo 5.1 é determinado que a secdo de treligdo CCITT
V.32 esté casada a um subgrupo de 32 elementos do grupo D?. Em [9] encontramos um
cédigo Euclidiano que utilisa a constelacao 2 x 8 PSK e cuja secao de trelica esta casada
ao grupo nao abeliano Dy atingindo uma distancia livre df,. = 1.61. No Exemplo 5.3
¢é efetuado um casamento diferente entre os mesmos 2 x 8PSK e Dy obtendo-se uma
distancia livre de d,.. = 8. Sera que existem outros grupos nao abelianos nao relativos

a Dy casados a constelacoes de sinais?.
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Apéndice A
Demonstracao do Teorema de Schreier

Substituindo elementos notaveis dos grupos H e K, tais como ey, ek, em (2.1) e (2.2),
podemos fazer uma lista de propriedades elementares de H(,,)K. Estas propriedades sao
uteis na demonstracao de que H(, ) K é um grupo. Estas propriedades sao explicitadas na

Proposicao A.l.

Proposigao A.1 Sejam ex o elemento neutro de K e ey o elemento neutro de H. Entdo,
i) o(ex)(p(ex, ex)) = ulex, ex).

i) o(ex)(plex, k) = plex,ex) ;Vk € K.

iii) o(k)(pu(ex, ex)) = u(k,ex) ;Vk € K.

iv) o (R (k™ k) k. ex)] = plk, k=0 ).plenc, K); Yk € K.

v) o(ex)(h) = plex,ex).h.(ulex,ex)) ; Vh € H.

vi p(ex,ex) = plex,k); VEk € K.
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vii) o(ex) " (k) = (u(ex, ex)) - hop(ex, ex); Yh € H.

viii) Se (e, ex) = en, entdo p(ex, ex) = plex, k) = p(k,ex); Vk € K

ix) o(k)(h) = p(k, k=)0 (ex) ((o(k™)) 71 () (u(k, k™)) ™Y Y h € H, VE € K.
x) Se H ¢ abeliano, entdo o : K — Aut(H) € um homomorfismo.

xi) Se o : K — Aut(H) é um homomorfismo, entdo h.pu(ki, k) = p(kiks).h; Yk ko € K e
VheH;

Prova : i) Substitua (ki, k2, k3) de (2.1) por (ex, €K, €K)-
ii) Substitua (k1, k2, ks) de (2.1) por (ex, ex, k).
iii) Substitua (K1, ka, ks) de (2.1) por '(k, ex, ex)-
iv) Substitua (ki, k2, k3) de (2.1) por (k, k™%, k).

v) Fazendo ki = k; = ex e h = k', na equagao (2.2), temos
o(ex)(o(ex)(R)) = plex, ex)-o(ex)(h).(ulex, ex)) ™ ; VR € H.

Como o(ex) € Aut(H), entdo o(ex) é um-a-um. Dai, Vh € H, existe um unico k' € H tal
que h = o(ex)(h).
Portanto,
o(ex)(h) = wlex,ex).b.(ulex,ex))™; Yh € H.
vi) De i) e i), temos que o(ex)(u(ex, ex)) = o(ex)(p(ex, k)). Logo, como o(ex) é um-a-um
entao
e, ex) = plex, k).

vii) De ) temos que o(ex)(u(ex, ex)) = plex, ex). Assim, o(ex) ™ (u(ex, ex)) = ulex, ex)-

Agora, de v) temos que

h = (0(61«;’))_1[#(61{, eK)-h-(#(eI\’a eK))_l]
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h = plex, ex).o(ex)™ (h).(u(ex, ex))™
o(ex) ™ (h) = (nlex, ex)) ™" h-plex, ex).

viii) De iii) temos que u(k,ex) = o(k)(u(ex,ex)). Por hipétese, o(k)(p(ex,ex)) =
o(k)(ew) = en.
ix) Substituindo k; = k, k2 = k™' e h = k' na equacéo (2.2), obtemos
() (k) (K)) =k, k). (ex) (W) (1, K1)
Fazendo h = o(k™1)(h'), obtemos k' = (o(k™'))"!(h) e cosequentemente que

o(k)(k) = ulk, k™) (ex ) (o (k)7 (h)-(u(h, k™)™

4

x) Como H é abeliano, a equagao (2.2), fica sendo
U(kl)d(kg)(h) = U(kle)(h), Vkl ,kz € [{, Vh € H

POI‘t&HtO, O"(k'l)O'(kg) = O'(klkg); \V/kl 3 k2 € K.

xi) Como o(k;)o(ks) = o(kik2), a equagao (2.2), fica sendo

o(kika)(h) = p(ky, ko).o(kikz)(h).(u(k1, k)™t
o(kikz)(h).p(ke, k2) = p(ky, k2).o(kik2)(h)
Bk, ko) = (ke ko) 1,

para todo o(kiky)(h) =h' € H.
Teorema A.1 O produto Hi, ,)K € um grupo.

Prova: Fica claro que

(h, k)R k) = (hoo(k)(B).u(k, &), kk') € H, K ;Y(h, k), (K, k) € H, K.
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Associatividade

(h, B)I(R', K)(R", K")] = (R, k) (Ko (k") (A").u(K', k"), K'R")
= (h.o(B)[(.o(K")(R").u(k', k")].p(k, K'K") , kE'R")
= (h.o(k)(k').o(k)o () (R").o (k) (u(k, k")).u(k, K'E") | kRR") .

Usando a condi¢do (2.1), na dltima igualdade, resulta em
= (h.o(k)(h).o(k)o (K )(R").u(k, k). u(kk' k") , KE'E").
Usando a condigdo (2.2) nesta dltima igualdade, temos

= (h.o(k)(R').p(k, k).o (kK ) (B"). (ke &))"t ke, K pu(RE L R) Rk R
= (h.o(k)(R).p(k, &").o(kk ) (B"). (kK K") | kk'E")

= (h.o(k)(h').p(k, k'), kE") (R", k")

= (h, k)(h', K)](R", k™).

-1

O elemento neutro é ((u(ex,ex))™t, ex)

Verificacdo pela esquerda

Suponha que (A’, k') é elemento neutro pela esquerda. Entdo, V(h,k) € H, ,K, temos que
(R, K" (h, k) = (h, k).

Logo, k' = ex. Além disso,

"o(ex)(h).ulex, k) = h
h.o(ex)(h) = h.(u(ex, ex))™
plex, ex).h'.o(ex)(h) = plex, ex)-h.(u(ex, ex)) ™.

Usando o {tem v) da Proposigao A.1, pelo lado direito, temos que

pler,ex).h.o(ex)(h) = o(ex)(h)
plex,ex).h' =eq

h' = (u(ex,ex))™
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Verificacao pela direita

Suponha que (h/, k') é o elemento neutro pela direita. Entéo, V(h, k) € H, ,K, temos que
(h,k)(R', k1) = (h, k).
Logo, k' = ex e h.o(k)(h').u(k,ex) = h. Do item iii) da Proposicao A.1, temos que

o(k)(h').o(k) (ulex,ex)) = en
o(k)[M . pu(ex,ex)] = en
h.u(ex,ex) = en

W' = (uler,ex))™"

Y (h,k) € H,,K, o inverso de (h,k) é (h, k)™t = ([o(k7")(h).p(k™", k).u(ex, ex)]™" k™)

.pe ~ 4
Verificacdo pela esquerda '

Dado (h,k) € H, K, suponha (k',k') é o inverso pela esquerda. Entao,
(W, K')(h, k) = ((n(ex, ex) ™ exc) -
Logo, k' = k~! donde

W (k) (h)(k k) = (u(ex, ex) ™
W = (ulexc, ex)) (k= K)o (k™)(h)
B = (o (k=) (R).n (k™ k)., exc)]

Verificacdo pela direita

Dado (h, k) € H,,K, suponha que (', k") é o inverso pela direita de (k, k). Entao,
(b, R)(H,K) = ((ulex,ex) ™ ex) -
Logo, k' = k~!. Além disso,

hoo(k)(R').p(k, k™) = (n(ex, ex)) ™ (A.1)
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Usando o ftem v) da Proposicio A.l no fator o(k)(h') do lado esquerdo da equagao A.l,

temos que

hop(k, k71).0(ex) (o (k7)) 1(h’) (u(k, k1)) ok, k71) = (u(ex, ex)) ™
o(ex)(o (k™)) (W) = (u(k, k7)) 7R (pex, ex)) ™
(o (k)W) = o(ex)  [(u(k, k7)1 R (pex, ex)) 7]

Agora, usando o {tem vii) da Proposicao A.l, temos que

k‘

(o

) = (e ex)) Gl ) LB (e, )T, )
( k

N )
“INHR) = (plex,ex)) ™ (u(k, k1)) ~HATY
ok~ 1>[(u<eh ) (u(l, K)o (k1) (A1)
= [o(k™)[p(k, k). p(ex, ex)] T o (kH)(RT).

Finalmente, usando o item iv) da Proposicao A.l, obtemos
3

B = [u(k k).plex, ex)] 7o (k7 (A7)
B = o (k™) (h).p(k™" k).plex, ex)]

(
(

??‘

II
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Apéndice B

Outras Demonstracoes

B.1 Prova da Proposicao 2.2

Construcio de o . $

Sejam 7 e v geradores de Z,, e Z,, respectivamente. Seja o : Z,, X Z, — Z, definido por
o(n',7) = o(n)(¥’) =7 ; 0<i<m;0<j<n

Note que o(n') é um homomorfismo, pois

a(n) (7" 7°) = o) (7+) = AU = 47 4 = (i) (y") .o () ()

Por outro lado, uma vez que 2™ = 1(modn) temos que 'y””i ¢ também um gerador de Z,,

para todo ¢ = 0,...,m — 1. Agora, a aplicacio o(n') mapeia v em v° . Desse modo, o(n’) é
bijetora. Portanto, o(n’) € Aut(Z,) e 0 : Z,, — Aut(Z,).

Finalmente, para todo ¢,j =0,1,...,m — 1l eparar =0,1,...,n — 1, temos que
.7 r 47 r r.aplt r.zl).zt 7 . 7 ] r
o(n'n’)(77) = o) (V) = 4" =4 = () (47F) = o (n')o (n’) (7).

Portanto, o : Z,, — Aut(Z,) € um homomorfismo.

Definicdo de u

Como zy = y(modn), entdo o elemento 7Y € Z, é um ponto fixo de o(n'), para qualquer 7,
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pois

Seja e, = v o elemento neutro de Z,. Definimos y : Z,, X Z,, — Z,, como sendo

. €n, if 24+75<m
p(n',n’) = T (B.1)
~Y, if e+ > m.

Ambas as aplicacdos o e p satisfazem as condicSes (1) e (2)

A condigdo (2) é trivialmente satisfeita. Entdo, resta somente verificar a condicdo (1).
Para as ternas (n%,77,7n"), temos que considerar os seguintes casos: a) i +j +7 < m, e b)
i+j+r>=m.

Caso a

Sei+j+r<m,entdoi+j <m,ej+s<m. Assim,
p(n?,n") = p(n'sni*) = u(n',n?) = p(n'™t,n") = en.

Portanto,
o)’ n")-p(n's ") = w(n',n?).u(n™ 7).
Caso b
Se ¢ + j +r > m, entdo existem quatro possibilidades a serem consideradas. Elas sao as
seguintes:
b.l)i:+7>m,ej+r>m;
b.2)t+j7j<m,ej+r>m;
b.3)i+j>m,ej+r<m;
b.4)

t+j<m,ej+r<m.

Se b.1), entdo n** = p°, para algum s < m, e p’*" = p', para algum ¢t < m. Logo,

i n) =en; p'0t) = en; w(nt,n?) = en; u(n,n7) = ey

Portanto,

o)’ n"))-u(n', 07 t7) = u(n',n?).p(n™,n").
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Se b.2), entdo n?*" = nt, para algum ¢t < m. Assim,
p? o) =75 p(n,n’™7) = e s u(n',n') = ens p(n™*,n7) =77,

Portanto,

7

o(n')(u(n? ;")) (', 0 *7) = w(n'sn?).u(n™,0").

Se b.3), entdo n't? =, para algum ¢ < m. Dessa forma,

7

w0 =en; pn', ) =Y uln'n?) =47 w0 ,n") = en.

Portanto,

o(n')(p(? s n")-p(n' s *) = (o', n?).p(n™ ")

Se b.4), entdo temos que

1+ y

") =Y.

Y

p( ") =Y w5 =Y u(n'n’) =475 u(n

Portanto,

o (") (sl ™))ty p?*7) = (s n?). (™ 7).

B.2 Prova do Teorema 2.4

Seja % o grupo quociente relativo a N, cujos elementos denotaremos por u,v,w, etc. Seja
R C GG, um conjunto de representantes de % Estes representantes sdo escolhidos com a
tnica condicdo de que o representante da classe NV € % deve ser o elemento neutro eg do
grupo GG. Se u € %, entdo o representante de u é denotado por & € R. Também, se v , w

pertencem a %, os representantes serdo ¥ para v e W para w e assim por diante.
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Definicdo de pg

Dados os representantes % e 0 temos que & € u e v € v. Temos também que v € uv, mas
Y nao necessariamente é o representante v de uv. Assim, é melhor dizer que existe n € N

tal que uv = n.uv. Isto é ilustrado na Fig. B.1.

Figura B.1: Sistema de coordenadas N x R para o grupo G

"Este n € N depende de u € %, de v € % e da escolha de R. Logo, podemos escrever n

como sendo n = pg(u,v). Portanto, pg : % X —]C\i, — N fica definido por
v = pr(u,v).un, (B.2)
ou, equivalentemente, por
pr(u,v) = a.0.(aw) ™" (B.3)

Definicao de or

Como N é normal, entdo @.n.w~' € N. Portanto, og : & — Aut(N) fica definido por
or(u)(n) = w.n.a ' (B.4)

Esquematicamente, temos
or: & — Aut(N)
u +— ogu): N — N

n +— op(u)(n)=anat
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O produto de Schreier N, )%

Dados u,v,w € g,’— temos

or(u)(pr(v,w)).up(u, vw) = or(w)(pr(v, w)).o.70.(TT) !
= op(u)(pr(v,w)).w.vw.(w0.w) " uv.0.(vww) ™!
= op(u)(pr(v, w)).0.00.(T0.0) " pr(wv, w)
= @.pp(v, w).u " .u.vw.(uw.0) " pr(uv, w)

or(u)(or(v)(n)) = or(u)(v.n.07") = w.0.n.07 .4

Desta maneira, or e up satisfazem as condigoes (2.1) e (2.2). Entdo, podemos definir o

produto de Schreier N(crayun)% com a operagao
(n,u) * (n',v) = (n.og(u)(n).pr(u,v) , uv).

Seja eg/n € % o elemento neutro deste grupo quociente. Seja eq € G o elemento neu-

tro de G e N. Entao, o produto de Schreier N(Ua,un)% é um grupo com elemento neutro

(ea,eq/n) e inverso (n,u)™t = ((or(u™!)(n).pr(u™"uw))™", u™h).

G é isomorfo ao produto de Schreier N, .)%

Dados ¢, ¢’ € G, necessariamente g € u e g’ € v, para algum par u € % ev E % Entao,
podemos escrever g = n.i e ¢’ = n’.v onde & € R e v € R sdo os representantes de u e de v

respectivamente e n, n’ € N. Logo,

1

g9’ = (n.0).(n'.0) = n.a.n’.a" 4.0 = n.og(u)(n').u.0 = n.or(u)(n').pr(u, v).uw.
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Desta maneira, podemos descrever G como sendo um grupo de pares ordenados (n,u) €

N x R, cuja operacgao é dada por
(n,a) * (n',0) = (n.og(u)(n’).pr(u,v) , D).

De maneira equivalente, podemos dizer que G = N x R.
Finalmente, a aplicagdo ¢ : N x R — N(C,R,NR)% dada por ¢(n,u) = (n,u) é um

homomorfismo bijetivo de grupos pois:

Portanto,

Na prova do Teorema 2.4, denotamos o e p por og e pg respectivamente, com o propésito

de ressaltar a dependéncia de og e de ug, com respeito a escolha do conjunto R.

B.3 Prova do Teorema 4.1

Associatividade
i (%) i .
Dados <(ar),q> , <y,7') , <(z),3> € X',y @ temos que

(@) (9.)] (29 = (B (29),

onde

wy = z1.0(q)(y1)-1(g,7)

(j-1) (7-1) (4-1) . .
wj = ;.0 <5j—1( "z ,q)) (y5)- (5j_1( "27,q), 8.y ,7’)) ;1> > 2
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i i (i
Agora, (guv),qr) . ((z),s>= ( ),qrs> onde

ty = wy.o(qr)(z1).u(qr, s)
(i—-1) (i—-1)

t; =wj;.o <6j_1( w ,qr)) (z;).p (6j_1( w',qr), 61-_1((321),5)) ;e

Por outro lado,

Vv
.
v

B

onde

(1 = y1.0(r)(21).p(r,s)

G-1) (i-1) (i-1) . (B.5)
G = (81" ) ) RGN o) 5 izize
() (7) (%)
Agora, (:c,q). (,rs|=|P,qrs| onde
pr = z1.0(q)(C1)-1(g,s) !
(=1 (B.6)

(i=1) -1 o
pi =250 (5(°5",0)) (G (85" 0) G Crs) ) 5 iz g2
Como a propriedade associativa vale para o produto de Schreier ordindrio, temos que py = .

Agofa, para j > 2, a substituigao (; de (B.5), em (B.6) conduz a

(-1 . (4-1) (-1 (5-1)
by =57 (55205%,0) [ (5570 G (5, 1P, ) |
(5-1) (4-1)
2 (5J'“1(]$ 7q)’ 6j—1( C ,T’S)) .

Fazendo uso da linearidade de o (5j_1((1$ ), q)), que estd em Aut(X), obtemos os seguintes

cinco fatores de p;

b C

by =37 (522 0) ). (15 ) (= (570 29).

o (51—1((j;?1),Q)> (u (6j_1((j@71),r),éj_l((j?),s))) . ' (B.7)
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. ) (G=1) (-1) (i-1)
Pela linearidade de §;_;, temos que 6;_1 | ¢ ,rs| =6;_1| Y ,7).0;-1 ( z ,s> e
-1 j—1 (5-1)
51 ((zw )’qr> Y ((ax )’q> 5 (Jy ’r)

Fazendo uso de (2.2), o fator ¢ de p; em (B.7) fica sendo
(4=1) (7=1) (5-1) (5-1)
o (35220 (o (525" 0)) () = (5700 8190
(-1) 1) (j-1) -1
o (35T . [ (550 690 |

Por outro lado, através de (2.1), o fator d.e de p; em (B.7) fica sendo

(J'—l)

(i=1) (i=1) )>) #<5] (Y3

7 (5,42 )) (u (<6j-1<“51170,<63-1< : ,q>,6;_1<051),rs>)
(3=1)

-1) (4-1) (-1) (%)
(500927 0) s b y,r)-u(@>ﬂjx,q)®—d y,r>,@_mz,@)

(4=1) (J-1) . (5-1)

(¥)
— (670 (80 ) (5,00 ) 6(B9)).

Assim,

( 1) 1) (1=1)
pP; = T;.0 < 'z > N((SJ 1 jw ,Q), 6j—1( Yy ’T)> :

a(@léhﬁﬂw)<>u(6 () ar) s 620 ) s izize

Portanto,

(4-1) (5-1) (5-1) : .
M:“%déﬁwwaWD@ﬂﬂ«@4“w»WLwﬁﬂ%>@>=E;ZZJZQ

Elemento neutro

Considere a sequéncia {yj} definida por 4.9.
(5) ' i i
Afirmamos que (y , eQ) é o elemento neutro de X[, ,j@. Com efeito, se <(x), q) . ((y), eQ) =

((2), q> , entao

z1 = 21.0(q)(y1)-1(q, €q)
f

G=1) .
q), 6510 Y 7‘3@)) j12g 22

(B.8)
(i=1) (i=1)

ZrZ%ﬂ<@4($a®)@ﬂﬂ(@4(x
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Usando o produto de Schreier ordindrio, temos que z; = z;. Para j > 2 fazendo uso do

Lema 4.2 no fator f de z; em (B.8), temos

zj =j.0 <5j~1((j5’1),q)) (v5)-0 (5j—1((j;61),Q)) (M (59'—1((@1),642)7 53'—1((j?;1)> 8@)))
= ;.0 <5j—1((j~”_01),Q)> (yj-ﬂ (5j—1((j3?1)»6c2)7 5j—1((j3;1)v 6@)))
=1z;.0 <5j—1((jf—01)7Q)> (ex)

= .’Ej.

O elemento inverso

Dado <(:§:),q> € X', 4@, considere o elemento (@, q‘1> € X',,@Q definido por

1= (n(ear Q) e~ )™ )
2= [i (50T 0, 810 )| IR A RSt R ) |
[ (55("".a™) (au-)]_l iz

(B.9)
- Se (@,q“l) i (gz),q) = (gfu), eQ>, onde
wi = z1.0(q7")(1).4(q7", 9)
; (7=1) (5=1) (5=1) . .
w = 5.0 (52070 @) (520 602 0) sz 2 2
substituindo z; dado em (B.9) para j =1,...,1, obtemos w; = y; [
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Apéndice C

Alguns Teoremas Fundamentais da

Algebra

Apresentamos neste apéndice algumds definicoes e teoremas fundamentais da algebra que

sao usados neste trabalho.

' 1.- Teorema Fundamental dos Homomorfismos

Teorema C.1 Sejam G e G' dois grupos. Seja ¢ : G — G' um homomorfismo de grupos
com imagem Im(¢) = {¢' € G' : ¢ = ¢(g), para algum g € G} e com nicleo Ker(¢)={g €
G : ¢(g9) = ea}. Entdo: Ker(¢) € um subgrupo normal de G e além disso I\%W) = Im(4).

G
Ker(¢)

1

G

Quando ¢ for sobrejetora teremos que I'm(¢) = G’ entao

2.- Teorema de Jordan-Holder

Definicdo C.1 Sejam G um grupo e S; : G = Go > Gi1 > ... > G = {ec} e S2 :
G=G,> G > ... G, ={eg} duas séries normais finitas de G. Entdo, dizemos que as

.. . ~ . : el .
séries normais S; e S, sdo equivalentes sen =m e G—Gj; = -, para todor=1,...,n.
i i+1
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Teorema C.2 Jordan-Holder Qualquer par de séries de composi¢io S, e S, de um grupo

G, sdo equivalentes.
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