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RESUMO

O principal obstaculo nas implementagdoes da compressdo fractal de images ¢ o exaustivo
tempo de codificacdo inerente. O objetivo desta pesquisa ¢ introduzir uma nova aproximagdo para
acelerar a codificagdo fractal de imagens através da aplicagdo da TWD e suas propriedades, sem
que haja detrimento do PSNR ou da qualidade visual subjetiva. Logo, este trabalho apresenta um
novo Codificador Hibrido Fractal-Wavelet, que aplica a compressdo fractal acelerada a imagens
estaticas decompostas pela transformada wavelet, explorando a correlagdo direcional das
subimagens-wavelet. Este tipo de correlagdo foi constatada por Shapiro em outro contexto [2]. O
esquema proposto promove melhor qualidade visual (compativel com as medidas de PSNR) e uma
reducdo média de cerca de 80% no tempo de codifica¢do-decodificagdo quando comparado aos
resultados da codificagdo fractal pura para diversas imagens e taxas de bits. Adicionalmente os
detalhes da imagem e as caracteristicas de transmissdo progressiva wavelet foram preservados.
Nenhum artefato de blocagem, usualmente encontrados em codificadores fractais puros, resultou do
processo de compressao hibrido. Os resultados deste trabalho demonstram o potencial da

compressao hibrida fractal-wavelet como sendo uma ferramenta poderosa ainda a ser explorada.

ABSTRACT

The major drawback in the implementations of the fractal image compression is the
exhaustive inherent encoding time. The objective of this research is to introduce a new approach to
accelerate the fractal image coding through the application of the DWT and its properties without
decrease in the PSNR as well as in the subjective visual quality. Thus, this work presents a New
Fast Hybrid Fractal-Wavelet Image Coder that applies the accelerated fractal compression to
wavelet transformed images by exploiting the directional correlation of the wavelet subimages. This
kind of correlation was noticed by Shapiro in a different context [2]. The proposed scheme
promotes better visual quality (compatible to the PSNR measures) and an average reduction of
about 80% in encoding-decoding time when compared to the results of the pure accelerated fractal
coding for several images and bitrates. Furthermore, the image details and the characteristics of
wavelet progressive transmission are maintained; blocking effects, usually found in pure fractal
coders, are not introduced. The results of this work demonstrate the potential of the fractal-wavelet

hybrid compression as a powerful tool to be further explored.
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Capitulo 1

Introducao

Imagens digitais exigem uma parcela cada vez maior do mundo da informagéo. Basta observar
os avangos continuos na tecnologia de impressoras, scanners e camaras digitais; por exemplo. Nesse
ambito, o campo da compressdo de imagens experimentou recentemente uma explosdo de interesse
devido especialmente a expansdo da Internet ¢ de outras aplicagdes multimidia.

Embora os métodos de compressdo de imagens sejam de uso extensivo hoje, a demanda pelo
aumento da capacidade de armazenamento e de velocidade de transmissdo exige pesquisas continuas em
busca de novos métodos ou na melhoria dos ja existentes. Muitas areas da ci€ncia, em especial a
engenharia ¢ matematica tém se dedicado a essa questdo. Por esse motivo tem sido dada atengdo a duas
novas vertentes: tecnologia wavelet e tecnologia fractal. Fractais e wavelets, nas palavras de Wealsted
[1], “providenciam dois diferentes caminhos para tais pesquisas”.

Novas tecnologias, tais como fractais e wavelets, se tornam aliadas potenciais no
estabelecimento de novos padroes de compressdo de imagens. De fato, a transformada wavelet (TW)
apresenta algoritmos rapidos, boa capacidade de concentrar a energia do sinal em poucos coeficientes,
transmissdo progressiva, além de ndo introduzir artefatos de blocagem. Essas vantajosas caracteristicas
permitiram a inser¢do da TW em importantes padrdes recentes de compressao de imagem e video, tais
como o JPEG2000, MPEG-4 ¢ MPEG-7.

A compressdo fractal, por sua vez, apresenta também suas vantagens tais como a rapida
decodificacdo, transmissdo progressiva, boa compressido e o fato de praticamente ndo necessitar de
codificadores entropicos. Por se tratar de uma técnica ainda pouco explorada, se apresenta como um
vasto campo para a pesquisa, dado o seu alto potencial para a compressdo de imagens. Um dos aspectos
que encorajam a codificagdo fractal ¢ que ela é completamente paralelizavel. Hardware paralelo
especializado pode, portanto, reduzir significativamente o tempo de codificagéo.

Apesar das vantajosas caracteristicas da compressdo fractal, o tempo exaustivo de
processamento ¢ a principal barreira na implementacdo de sistemas praticos que fagam uso dessa
tecnologia.

Dada essa limitagdo no tempo de processamento das implementagdes correntes, métodos fractais
puros sdo provavelmente mais convenientes & aplicagdes de arquivamento, tais como enciclopédias
digitais, onde uma imagem ¢ codificada uma vez e decodificada muitas vezes. J4 os métodos wavelet sao

mais convenientes para aplicagdes que exigem codificagdo rapida, tais como comunicagdes em tempo



real via Internet.

Diversas tentativas recentes tem sido feitas na tentativa de minimizar o extenso tempo de
processamento fractal, abordando desde vetores de caracteristicas até redes neurais. Muita pesquisa
ainda se faz necessaria para destravar o potencial fractal latente para a compressdo de imagens. Sem
davida nenhuma, essas pesquisas devem residir na questdo de promover a aceleracdo da etapa de

compressao dessa nova tecnologia.

1.1 — Contribuicdes e Organizacio do Trabalho

O objetivo deste trabalho é propor uma solu¢do para a questdo da velocidade computacional
fractal de imagens estaticas através da aplicacdo da TWD e suas propriedades, sem que haja detrimento
do PSNR ou da qualidade visual. Logo, este trabalho apresenta um novo Codificador Hibrido Fractal-
Wavelet, que aplica a compressao fractal acelerada a imagens estaticas decompostas pela transformada
wavelet, explorando a direcionalidade das subimagens-wavelet, constatada por Shapiro [2].

Através deste esquema, para diversas imagens e bitrates, obteve-se uma melhora visual
corroborada pelos valores de PSNR e um aumento na velocidade de processamento fractal pura em cerca
de 80% para uma mesma taxa de bits, tornando viavel a exploracdo dessa poderosa ferramenta de
compressao fractal conjunta. Nenhum artefato de blocagem (comum a procedimentos fractais puros)
resultou do processo de compressdo hibrido. Os detalhes da imagem e as caracteristicas de transmisséo
progressiva wavelet foram também preservados. O aumento na complexidade do codificador pode ser

considerado de pequeno porte.

Dessa forma, sdo sumarizadas aqui as principais contribui¢des deste trabalho:

(a) Idéia Central: exploragdo conjunta da codificagdo fractal com a direcionalidade wavelet. Conforme
sera abordado no Capitulo 12, Shapiro coloca que as subbandas-wavelet de um mesmo tipo representam
uma mesma estrutura espacial da imagem em diferentes escalas [2]. Logo, neste trabalho, propde-se a
idéia de que os pares range-domain fractais de um determinado tipo de subimagem wavelet poderiam ser
preditos pelos pares range-domain da subimagem-wavelet de menor escala do mesmo tipo. Essa
direcionalidade substitui o uso de Domain Pools de forma bastante significativa e eficiente. A
conseqiiéncia direta ¢ o aumento de velocidade de compressao.

(b) Implementagdo dos Sistemas-Base Fractal Puro e Wavelet Puro (para comparagdo). elaboragdo e
implementacdo do Codificador/Decodificador Hibrido Fractal-Wavelet completo, contando com um

esquema de controle de qualidade (que classifica os blocos para uma melhor distribui¢do de quantizagao,



permitindo que haja uma melhor codificagdo dos blocos conforme a necessidade) € com um mecanismo

de escape (prevenindo excecdes de auséncia de auto-similaridade).

Os capitulos foram, entdo, divididos da seguinte forma:

TEORIA DE WAVELETS: Capitulos 2-7.

Capitulo 2: Transformada Wavelet Continua (TWC)

Neste capitulo ¢ feita uma apresentag@o dos principios basicos da transformada wavelet continua
1D e 2D, de suas caracteristicas e principios de funcionamento. A interpretagdo da TW via banco de
filtros talvez seja o conceito mais importante deste capitulo uma vez que nele estdo baseadas as

aplicacdes dessa transformada.

Capitulo 3: Introducao aos Principios da Transformada Wavelet Discreta (TWD)

Neste capitulo realiza-se um breve estudo acerca da codificacdo por subbanda resultando na
implementacdo pratica da TWD através dos filtros do algoritmo rapido de Mallat. Trata-se de uma
preparagdo para, no Capitulo 4, apresentar os sinais resultantes da decomposi¢cdo wavelet: o sinal passa-
baixas (PB) e os sinais de detalhes. E sobre esses sinais (estendidos para o caso 2D e biortogonal) que

sera aplicada a codificacgdo fractal do codificador hibrido proposto nesta pesquisa.

Capitulo 4: Analise Multiresolucio e Projeto da TWD

Apresenta-se neste capitulo a decomposi¢do e sintese da TWD para o caso ortogonal, bem como
os sinais PB e de detalhes resultantes do processo de decomposi¢do. Uma vez colocada a teoria
ortogonal, pode-se relaxar as condicdes de operagdo, gerando a biortogonalidade, que sana as
deficiéncias do caso ortogonal e possibilita efetivamente a aplicagio da TWD na compressdo de
imagens com excelente desempenho. A biortogonalidade consagrou o uso da TWD na compressao de

imagens ¢ ¢ o tema do capitulo seguinte.

Capitulo 5: Biortogonalidade

Neste capitulo sdo abordadas a decomposicdo e sintese da TWD para o caso biortogonal, que
estendida para o caso bidimensional, apresenta desempenho excelente para a compressdao de imagens.
Esse desempenho se deve as excelentes caracteristicas conjuntas dos filtros biortogonais: suporte
compacto, simetria € bom compromisso entre regularidade e comprimento do filtro. Essas caracteristicas

serdo melhor abordadas no Capitulo 7.



Capitulo 6: Analise Multiresolu¢ao Bidimensional
Sdo detalhadas neste capitulo a decomposi¢do ¢ sintese da TWD para o caso bidimensional

ortogonal, bem como os sinais PB (2D) e de detalhes (2D) resultantes do processo de decomposigao.

Capitulo 7: Regularidade e Selecao das Wavelets

Este capitulo tem por objetivo apresentar as caracteristicas desejaveis para a TWD na
compressao de imagens, com destaque para a regularidade; culminando com a importancia da
biortogonalidade e nas caracteristicas da TWD spline biortogonal 9-7, adotada por este trabalho.
Também ¢é apresentada a codificacdo SPIHT (Set Partitioning in Hierarchical Trees — Particionamento
de Conjuntos em Arvores Hierarquicas), que compora o codificador wavelet puro que sera utilizado
como o Sistema-Base 1 a ser comparado com o codificador hibrido proposto nesta pesquisa. Este
capitulo encerra a abordagem da teoria de transformada wavelet, nas quais foram fundamentados todos
0s conceitos necessarios a apresentacdo da parcela wavelet do Codificador Hibrido Fractal-Wavelet

proposto neste trabalho.

TEORIA DE FRACTAIS: Capitulos: 8-11.

Capitulo 8: Bases da Compressdo Fractal de Imagens

Neste breve capitulo, apresentam-se os principios basicos da compressdo fractal. Sdo
introduzidos os conceitos de transformagdo afim, iteracdo e atrator, sendo este ultimo o mais importante.
Trata-se de uma abordagem inicial com carater ilustrativo, para num segundo momento (Capitulos 9 e
10) apresentar a abordagem matematica, da qual derivardo esses fundamentos. Esses topicos serdo

importantes para compreender porque € como a compressao fractal de imagens funciona.

Capitulo 9: Espacos Métricos Completos e Contratividade

Este capitulo coloca a abordagem matematica relativa aos conceitos fractais ilustrados no
Capitulo 8, com destaque para os teoremas da colagem e do mapeamento contrativo. O primeiro deles
permite que, dado o atrator, possa-se determinar os coeficientes das transformagdes afins a serem
enviados (codifica¢do fractal). O segundo garante que o processo fractal converge para um atrator
(decodificagdo fractal). Também ¢ apresentado o método de geragdo de fractais conhecido como IFS
({terated Function System — Sistema de Fungdes Iterativas), inspiragdo dos codificadores fractais hoje

€m uso.



Capitulo 10: Sistemas de Fungoes Iterativas Particionadas (PIFS)

Apresenta-se neste capitulo o sistema de codificagdo fractal conhecido como PIFS (Partitioned
Iterated Function Systems - Sistema de Fungdes Iterativas Particionadas), método de codificacdo
efetivamente usado nos codificadores fractal atuais, incluindo o codificador hibrido elaborado por este
trabalho. Sdo apresentados seus principios de funcionamento (baseado na similaridade por partes), o
particionamento da imagem em domain-blocks e range-blocks, a aplicagdo das transformagdes afins, o
método basico de busca e encontro do domain-block equivalente e as informagdes a serem enviadas ao

decodificador.

Capitulo 11: Codificacdo Fractal de Imagens Acelerada

Este capitulo apresenta os dois sistemas-base fractais para comparacdo com o codificador
hibrido proposto neste trabalho: o Codificador de Fisher [3] ¢ o Codificador de Cardinal [4]. Ambos
também objetivam acelerar o processo de codificacdo fractal. O primeiro deles foi escolhido por ser um
dos codificadores mais implementados na literatura cientifica atual. O segundo foi também escolhido por
ser uma referéncia bastante atualizada e requisitada como um bom parametro de comparagédo pela revista
cientifica /EEE Transactions on Image Processing em dezembro de 2004. A bibliografia referente a
outros codificadores acelerados ¢ também apresentada de forma a situar o leitor nas diversas
possibilidades. Este capitulo encerra a abordagem da teoria de codificagdo fractal, na qual foram
fundamentados todos os conceitos necessarios a apresentacdo da parcela fractal do Codificador Hibrido

Fractal-Wavelet proposto neste trabalho.

CODIFICADOR HIBRIDO FRACTAL-WAVELET PROPOSTO
E ANALISE DE RESULTADOS: Capitulos: 12-14

Capitulo 12: Codificador Hibrido Fractal-Wavelet Proposto e Sistemas-Base de Comparacio

Sao detalhados neste capitulo os principios de funcionamento do codificador proposto, cuja idéia
central ¢ a exploragdo conjunta da codificagdo fractal com a direcionalidade wavelet, procedimento que
substitui o uso de Domain Pools de forma bastante significativa e eficiente ¢ que tem como
conseqiiéncia direta o aumento de velocidade de codificacdo. Os Sistemas-Base de Comparagdo
utilizados nos experimentos também sdo sumarizados e identificados, bem como sdo apresentadas as
suas particularidades de implementacdo e as do codificador proposto. O Codificador/Decodificador
Hibrido Fractal-Wavelet completo é apresentado, contando com um esquema de controle de qualidade e

com um mecanismo de escape (prevenindo excegdes de auséncia de auto-similaridade).



Capitulo 13: Apresentacio e Analise dos Resultados Experimentais

Neste capitulo apresentam-se os resultados das simulagdes e as respectivas analises realizadas
durante o desenvolvimento do trabalho. Os resultados do codificador hibrido sdo comparados com os
resultados de sistemas-base fractais “puros” e com o sistema-base wavelet “puro”. Os resultados obtidos
foram analisados quanto ao tempo de codificacdo, PSNR, e qualidade subjetiva para uma ampla gama de

imagens conhecidas na literatura cientifica codificadas a varios bitrates.

Capitulo 14: Conclusdes e Sugestdes para Trabalhos Futuros

Finaliza-se este trabalho apresentando-se comentarios e conclusdes a luz dos resultados obtidos,
analisando-se as perspectivas de melhorias e extensdes do procedimento proposto que poderdo ser
implementadas com base nos resultados ja obtidos. Espera-se, através deste trabalho e das sugestdes aqui

apresentadas, colaborar de alguma forma para que o potencial da compressao fractal seja expandido.



Capitulo 2
Transformada Wavelet Continua (TWC)

Nos ultimos anos tem crescido cada vez mais o interesse em novas técnicas, transformadas
e combinagodes de diferentes tecnologias que resolvam os problemas da compressdo de imagens,
deteccdo de bordas, e analise de texturas.

Nesse contexto, a transformada wavelet (TW) foi desenvolvida na ultima década, fruto das
contribuicdes de pesquisadores das mais diversas areas, tais como matematica, fisica, estatistica,
computacao grafica e engenharia. Essas contribuigdes surgiram no sentido de eliminar problemas
inerentes as outras transformadas, objetivando um melhor desempenho nas diversas aplicagdes.

A TW apresenta algoritmos de implementacdo rapida, boa capacidade de concentrar a
energia do sinal em poucos coeficientes, além de ndo introduzir os efeitos de blocagem;
caracteristicas que a consagraram nos ultimos anos como sendo uma excelente alternativa aos entao
métodos tradicionais de compressdo de imagens. Hoje, importantes padroes de compressiao de
imagem e video tais como o JPEG 2000, MPEG-4 ¢ MPEG-7 fazem uso da transformada wavelet.

Neste capitulo serdo introduzidos os principios basicos da transformada wavelet continua
1D e 2D, sua interpretagdo através do conceito de banco de filtros e a expansdo em série da wavelet
(SW) 1D e 2D. O estudo a seguir se restringe a fungdes quadraticamente integraveis 1D e 2D, uma

vez que estas englobam os sinais e imagens que sdo de interesse.

2.1 — Introducao: Waves x Wavelets

O objetivo da andlise de sinais € extrair informagao relevante de um sinal. Em geral, isso ¢
feito através de uma transformacao que permita representar o sinal num dominio mais elucidativo a
respeito de suas caracteristicas do que o dominio do tempo.

Nos processos de transformacdo de sinais e imagens, sabe-se que cada coeficiente
transformado € o resultado do produto interno entre a fungdo de entrada e uma das fungdes-base da
transformacao. Assim sendo, esse valor representa, de certa forma, o grau de similaridade entre a
fungdo de entrada e determinada fungao-base.

Assim, se os componentes de interesse no sinal de entrada (p.e., bordas) sdo similares a
poucas fungdes-base, gerariam coeficientes maiores correspondentes a essas fungdes-base, sendo
facilmente localizados e até mesmo removidos. Dai conclui-se o potencial em usar transformadas

com fungodes-base que sejam similares a determinados componentes do sinal de entrada.



A transformada de Fourier (TF) é uma ferramenta classica na analise de sinais e decompde

o sinal em fungdes-base ortonormais e”*™*. A TF continua de um sinal f{x) ¢ dada por:
F(s)= jf(x)~e"j2mdx (2.1)

Para a transformagdo de Fourier integral, essas fun¢des-base senoidais tendem ao infinito
em ambas as dire¢des. Os vetores-base da transformada de fourier discreta (DFT) também ndo sdo

nulos em todo o seu dominio. Logo, a TF ndo apresenta suporte compacto.

A rigor a TF pode representar qualquer funcdo analitica (mesmo um sinal transiente
estreito) como uma soma de sendides através de interferéncia destrutiva. O problema é que
componentes transientes importantes do sinal (bordas naturais, por exemplo) s6 diferem de zero
durante um curto intervalo de tempo, ndo se assemelhando as fung¢des-base da TF e ndo sendo

portanto representados de forma compacta nos coeficientes transformados (espectro em freqiiéncia).

Para resolver esse problema, matematicos e engenheiros t€ém explorado varias aproximagoes
usando transformadas que tenham fungdes-base de duracdo limitada. Essas fun¢des-base (chamadas
wavelets ou ondeletas) sdo ondas que variam em posicdo ¢ freqiiéncia, e as transformadas baseadas
nelas sdo chamadas de transformadas wavelet [5]. A Fig. 2.1 ilustra a diferenca entre ondas (waves)

e ondeletas (wavelets), sendo estas ultimas as duas curvas inferiores.

Fig. 2.1. Waves ¢ Wavelets

A técnica conhecida por analise tempo-freqiiéncia precedeu a TW, mas se encaixa na
mesma estrutura da TW. Na andlise tempo-freqiiéncia o sinal é submetido a varias filtragens
diferentes gerando, por exemplo, o grafico da Fig. 2.2 que permite uma analise do conteudo do
sinal. A TW que sera apresentada a seguir também torna possivel este tipo de analise, decompondo

o sinal em sua base de fung¢des.
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Fig. 2.2. Espaco tempo-freqiiéncia: (a) sinal original; (b) representagao

2.2 - Da Série de Fourier a TW

O espago de fungdes L’(0,27) ¢ definido como a classe de fungdes mensuraveis (Lebesgue),
definidas em /0,27], tais que:

2z
J.|f(x)|2dx <oo (2.2)
0

A representagdo por Série de Fourier (SF) e os coeficientes C, de Fourier de uma fungao
f{x) qualquer sdo dados respectivamente por:

)= S e

(2.3)
] 2r .
Cn :E 0 (x)'e J dx (2'4)
A série definida em (2.3) apresenta sua convergéncia definida em L?(0,27):
27 N 2
: _ . pJnx —
Jim | 7(x) ZA;C e™ dx=0

(2.5)
Se a fungdo f{x) € L’(0,27), ha convergéncia e pode-se utilizar a representagio em série

(2.3). Logo, a fung¢do f(x) pode ser decomposta em infinitas componentes ortonormais g,(x)= e’

[6]. Sendo < g,,, g, > o produto interno de duas componentes g,(x) € g,(x), a ortonormalidade da
base g,(x) ¢ definida por:

I 2

1 . |0, sem#n
%<gm,g,,> s Igm(X)gn(x)dx—{

0 1, sem=n

(2.6)
Assim, na série de Fourier, e’ ¢

uma base ortonormal para o espago L°(0,27) gerada
através de dilatagdes e compressdes de uma unica fun¢doe”. Assim, baixos valores de |7

correspondem a baixas freqiiéncias e altos valores de |n| correspondem a altas freqiiéncias.

Definindo agora o espago L*(R) como sendo a classe de fungdes f(x) mensuraveis e
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quadraticamente integraveis (sinais de energia), ou seja, fungdes tais que:
J-|f(x)|2dx<oo 2.7)

Assim como na SF, onde o espago L’(0,27) é gerado a partir de compressdes e dilatagdes de
uma tUnica fungdo, na TW procuramos uma Unica fungdo ¥(x) capaz de gerar todo o espago L’(9)
através de dilatagdes e compressdes de si mesma. Porém, ao contrario de e, a fun¢do ¥(x) tem
duragdo finita, o que implica que para cobrir todo o espago L’(9), é necessario utilizar combinagdes
lineares dos deslocamentos de ¥(x) ao longo da reta real.

A fungdo prototipo W(x) ¢ chamada de wavelet-basica, fungdo oscilatéria usualmente

centrada na origem e que cai rapidamente a zero quando |x|— co. Assim, Y(x)e L*(9).

2.3 - Transformada Wavelet Continua 1D

A TWC foi introduzida por Grossman e Morlet [7]. As fungdes-base ¥, ,(x) sdo comumente
chamadas de wavelets-filhotes, versdes deslocadas e dilatadas ou comprimidas da wavelet-mae (ou

wavelet-basica) y(x) e capazes de gerar todo o espago L’(9). Assim, sendo a>0 e b niimeros reais:

m,b(x)=ﬁw(x;b j 2.8)

Em (2.8), b é o parametro responsavel pelo deslocamento de ¥(x) ao longo do eixo x e a €

o pardmetro responsavel pela dilatagio ou compressdo. A constante a? em (2.8) é o termo de
normalizagdo da energia da fungdo com relagdo ao parametro a.
Na Fig. 2.3 é apresentada a wavelet de Morlet para diversos valores de a e b.

O fator de escala ¢’ em (2.8) assegura que as normas das fungdes-base sejam iguais, pois:
| (Xx—b
W)
a

a=2

= - a=0.5 |
b=-5 |_, b=0 | Ap~—] 220 ﬁ"f

dx = \/Z"f(x)” (2.9)

Fig. 2.3. Wavelets de Morlet deslocadas.

Assim, seja a wavelet W(x) uma funcdo oscilatoria e de curta duracdo, a TWC ¢ uma

transformada real e € definida pela seguinte expressao [5]:
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Wlab)=< 1.0, >= [ 1) -, (x)dx (2.10)

onde ¥, ,(x) ¢ dado em (2.8).

Para se obter a TWC inversa, i.e., reconstruir f{x) a partir de seus coeficientes wavelet, ¢
necessario que o seguinte critério de admissibilidade seja satisfeito [8] [9]:
2
« |Pls
c,=[ uds@o @2.11)
=
onde ¥(s) ¢é o espectro da wavelet-basica real ¥(x). O critério de admissibilidade restringe a classe

de fungdes que podem ser utilizadas como wavelets-basicas.

Como s ¢ denominador da integral, é necessario que:
=0=[" p(x)dx=0 (2.12)

Como, além disso, ¥(e)=0, pode-se afirmar que o espectro de amplitude da wavelet
admissivel (wavelet-basica) € similar a funcao de transferéncia de um filtro passa-faixas.
Se a constante C\, na equagdo (2.11) for finita, entdo existe a TWC inversa definida por:
da
:—j j W(a,b)y,,(x)d db—= (2.13)
Como a wavelet-basica tem média nula, todos os escalonamentos e translagdes de (2.8)

também tém média nula.

2.4 — Interpretacao da TWC por Banco de Filtros

A TWC possui janela de comprimento variavel, ou seja, resolu¢des no tempo e freqiiéncia

variaveis e também pode ser interpretada através do conceito de banco de filtros [5]. Definindo a
172,

:éu{ﬂ (2.14)

Definindo também seu complexo conjugado refletido:

7,(x)=w. (- x)=ﬁw*[_7xj (2.15)

Pode-se reescrever (2.10) e (2.13), respectivamente como:

wavelet escalonada de a e normalizada por a’

Wlab)=[" f)y,(b-x)dxc=1*7, (2.16)
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Z_I [NAAIACE xdb—=—j [ *w, *y,](x) Z—? (2.17)

Nota-se que para a fixo, W(a,b) é a convolucdo de f(x) com o complexo conjugado refletido
da wavelet-basica escalonada definida em (2.14). A TWC pode ser interpretada como um banco de
filtros lineares atuando sobre f{x), conforme ilustrado na Fig. 2.4. Todas as saidas dos filtros juntas

compdem a TWC.

v

v — W(lx)

fx) " W) — W(2x)

MU T w3y

Fig. 2.4. Interpretacdo da TWC por banco de Filtros

Deve-se notar que a TW ndo envolve explicitamente o conceito de freqiiéncia. Apesar da
relacdo implicita existente entre escala e freqiiéncia, esses conceitos sao diferentes, modificando a
forma de interpretacdo dessas duas transformadas. Contudo, serdo feitas analogias entre ambas a
titulo de esclarecimentos do mecanismo de funcionamento da TW que, como sera visto a frente,

permite uma visdo simultanea dos resultados da transformagao para diversos valores de escala.

Deve-se observar que:

e Ha para o esquema da Fig. 2.4 uma unica wavelet-basica.

#,(x), #,(x),#,(x),#,(x) sdo cada uma, a wavelet-basica escalonada com uma “freqiiéncia”

diferente e portanto cada uma ¢ uma familia de wavelets gracas ao deslocamento ». Cada uma ¢é
ainda um conjunto de fun¢des-base de mesma “freqiiéncia”.

e (Cada saida da Fig. 2.4 ¢, portanto, uma convolugdo de f{x) com uma wavelet-basica escalonada.
Logo, para a fixo, cada W(a,b) é um conjunto de coeficientes de mesma freqiiéncia,
correspondendo a uma linha do grafico da Fig. 2.2.b.

e Como em (2.15), se y(x) for real e par (que ¢ usualmente o caso) a reflexdo e o conjugado ndo

tém efeito, logo ¥, (x)= w,(v).
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De (2.17) percebe-se que as saidas dos filtros, cada qual filtrada novamente por ¥,(x) e
corretamente escalonada, se combinam para reconstruir f{x).
Lembrando que:
TF{f(ax)}ziF(i) 2.18)
o \a
tem-se:
¥, (s)=TF{y, (x) }=va ¥(as) (2.19)
Na TWC os filtros passa-faixas apresentam simultaneamente larguras diferentes definidas
pelo valor de a. Para valores altos de a, a wavelet definida em (2.14) sofre dilatagdo no tempo e
conseqiiente contragdo em freqii€ncia. Como se tratam de filtros passa-faixas, a contracdo em
freqiiéncia também desloca o centro da banda passante para valores mais baixos em freqiiéncia.
Portanto, aumentar a largura da wavelet no tempo, implica em analisar as baixas freqiiéncias do
sinal através de filtro estreito, como pode ser observado na Fig. 2.5.a. Analogamente, reduzindo a

largura da wavelet no tempo, pode-se realizar a analise das altas freqiiéncias do sinal através de

filtros mais largos.

l N\ AN

A I\~ I\~ s

| kﬂ

frequéncia

Amplitude

-
T I

fo 2o 4fo &l fregiiéncia

tempo

(a) (b)

Fig. 2.5. TWC: (a) Bandas de freqiiéncias das janelas; (b) Resolucdo no plano tempo-freqiiéncia [6]

A largura da wavelet esta intimamente ligada a resolucdo do sinal. Wavelets mais largas
implicam na utilizagdo de um nimero maior de componentes do sinal original na formagao de cada
coeficiente transformado durante o processo de convolugdo (menor resolugdo no tempo e maior
resolucao em freqiiéncia). Ja wavelets mais estreitas implicam na utilizagdo de um ntimero menor na
formacao de cada coeficiente transformado (maior resolu¢ao no tempo e menor em freqiiéncia).

A resolugdo da TWC, ilustrada na Fig. 2.5.b, permite a analise de um sinal sob diversas
resolucdes diferentes simultaneamente permitindo, por exemplo, o processamento por camadas de

detalhamento do sinal [6]. Esta € a grande vantagem da TWD sobre as demais transformadas.
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2.5 — TWC Bidimensional

A TWC, W(a,b), de uma fung¢ao f{x) ¢ uma fungdo de duas variaveis. Assim, a TWC ¢ dita
ser “sobrecompleta” pois representa um aumento consideravel no volume de informagdo e no
volume necessario para armazenamento dos dados. Para fun¢des de mais que uma variavel, a TWC
também aumenta em um a dimensionalidade.

Seja Y(x,y) uma funcdo oscilatdria e de curta duragdo, a TWC-2D de f(x,y) € dada por [5]:
Wlasb,b,)= (£ (60) Wi, () )= [T 10000, (6, 0) ddy (2.20)
onde b, e b, especificam a translagdo em duas dimensdes. vy, beob, (x,y) sdo as wavelets-filhotes

bidimensionais geradas a partir da wavelet-basica bidimensional ¥(x,y) por:

— —b,
Voo, (5, y)=iu/(x b, ¥ *J (2.21)

a a a

Para obter a TWC 2D inversa € necessario que a condicdo de admissibilidade seja satisfeita

[6]. Assim, seja ¥ (sx,s y) a transformada de Fourier 2D de y(x,y), essa condi¢ao ¢ dada por:

c w (27 |‘P(rc0sn9,rsin6’)|2 irdd 597
=l ; rdo <o 222

Caso W(x,y) seja esfericamente simétrica, sua transformada de Fourier também ¢
esfericamente simétrica. Logo, a condi¢do de admissibilidade pode ser simplificada e escrita da

seguinte forma [9]:

L lelas as))| (2.23)
C, =L ‘ » “da <oo ,V(sx,sy)e R’
Se a constante C, for finita, entdo existe a TWC 2D inversa, definida por:
()= 17 wab,.b (x, ) db,db, % 2.24
f X,y _C_WJ.O J._w I_W (a, x? y) l//a;bx,by X,y x y ? ( : )

Generaliza¢des analogas sao validas para fun¢des de mais que duas variaveis.

Deve-se notar que, em virtude da redundéancia (por ser sobrecompleta), por si s6 o valor
potencial da TWC ndo reside em representacdo compacta, mas sim na decomposi¢do ¢ analise.
Pode-se, por exemplo, projetar uma TWC de forma a permitir o acesso aos componentes da
imagem isoladamente. Uma das aplicacdes poderia ser, por exemplo, permitir realizar um

determinado processamento somente sobre os componentes de alta freqii€ncia.
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2.6 — Expansiao em Série da Wavelet (SW)

A Expansdo em série wavelet (SW) ¢ obtida através da discretizacdo dos pardmetros a
(escala) e b (deslocamento), mantendo a variavel x (tempo) continua. Assim, o resultado da SW ¢
um conjunto enumeravel de coeficientes, que correspondem a pontos na grade bidimensional do
dominio deslocamento-escala [6]. O pardmetro a sofre discretizacdo exponencial, enquanto o
parametro b sofre uma discretizagdo proporcional a a. Respectivamente, sendo j e n inteiros:

a=aj (2.25)

b=k b, a]=n-a] (2.26)

As constantes ay € by sdo os comprimentos dos passos discretos de escala e deslocamento,
respectivamente.

Para esclarecer o fato do parametro b sofrer uma discretizacao proporcional ao parametro a,
deve-se ter em mente a necessidade de evitar a geracao de redundancia. Para valores de a maiores, ¢
maior o nimero de componentes do sinal original para formar cada coeficiente transformado.
Conseqiientemente, para evitar o excesso de redundancia durante a convolugdo com f{x), 0s passos
de deslocamento da wavelet devem ser maiores. Similarmente, para valores pequenos de a, sdo

necessarios passos de deslocamento menores.

Substituindo (2.25), (2.26) e (2.15) em (2.16), tem-se a equagdo da SW de um sinal f{x) [8]:
_J/ oo .
W(j,n)=a/Lf(X) ylay’ - x—n)ax (2.27)

Por questdo de notago, daqui em diante W(j,n) sera referenciado simplesmente como W, .

Ao contrario da TWC, a SW s6 esta definida para valores positivos de escala, o que ndo chega a ser

uma restri¢ao, uma vez que se pode utilizar uma wavelet refletida para cobrir as escalas negativas.

2.6.a — Wavelets Diadicas

O tamanho do passo da escala, ay, ¢ usualmente escolhido como sendo % de forma a
facilitar a implementa¢do, uma vez que dilatar um sinal por um fator de dois corresponde

simplesmente a tomar uma amostra sim e outra ndo do sinal. Para esse valor de @, sdo formadas
fungdes-base a partir da wavelet-basica através de escalonamentos binarios (de 2’ ) e deslocamentos

diadicos (de k/ 27)). Sdo as chamadas wavelets diadicas, que sio definidas por [5]:

J .
v, (x)=2" {2/ - x—n) jneZ (2.28)
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Caso seja escolhida uma wavelet-basica de norma unitaria (||¥4|=1), as wavelets-filhotes

Y. (x) também apresentardo normas unitarias, o que implica na conservagio de energia de f{x)
emW, .

A Fig. 2.6 mostra a grade de amostragem no plano deslocamento-escala para wavelets

diadicas. Cada n6 € um coeficiente-wavelet associado a uma wavelet y; , (x).

b, 3by
2
b

&

Fig. 2.6. Grade de amostragem no plano deslocamento-escala para
wavelets diadicas (ay=1/2)

Sabe-se que ¢é possivel reconstruir uma funcao de energia finita a partir dos coeficientes da
TWC. No caso da SW ha o procedimento analogo, porém sdo necessarios alguns cuidados. Por
exemplo, imagine duas wavelets com escalas a; e a, respectivamente, sendo a; > a,. A Fig. 2.7

mostra um esbogo da TF de ambas.

l‘”a],b(x)
1 TF
1 <>
A,
sUaz,b(x)
| TF
D -
’ P A"I‘z | ’ ’ ’ ’ ’ SZ SJ ’

Fig. 2.7. Comparagao entre as TF de duas wavelets com diferentes escalas a,
sendo a;> a, e AT; >AT,.
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Variando b, pode-se interpretar ambas as wavelets como sendo uma seqiiéncia horizontal de
pontos da Fig. 2.6. Assim, pode-se notar que uma grade muito esparsa verticalmente indicaria uma
diferenca muito grande entre as escalas consecutivas de duas wavelets, o que poderia representar
s,>>s; na Fig. 2.6 dependendo da escolha da wavelet-basica. Este fato pode vir a provocar perda de
informacao durante o processo de filtragem e a partir dai a equagdo de reconstru¢do pode ndo ser
mais valida.

Por outro lado, uma grade muito densa verticalmente poderia até mesmo eventualmente
indicar s;>s,, o que a despeito de uma reconstrucgéo fiel do sinal, acarretaria em redundancia. Ha,
portanto, um compromisso entre fidelidade e eficiéncia de processamento na escolha da wavelet-
basica e sua grade de operacdo. Em termos praticos, o ideal € que as grades sejam apenas densas o
suficiente para que a reconstrugdo seja realizada com um minimo de perda e um maximo de
eficiéncia. Tendo isso em mente, € usual buscar fun¢des-base ortonormais.

Assim, uma fungio f{x)e L’(R) pode ser reconstruida a partir dos coeficientes-wavelet
W, da seguinte forma [8]:

= 3w, v, (2.29)

Jj=—oo n=—co

onde as fungdes-base ¥/, , (x) , -e0<j,n <eco formam uma base ortonormal de L*(R), ou seja:

1, se j=lk=m (2.30)

0, cc

<l//‘i’k Yim >:§j,l Ot ={

sendo /, m inteiros e 0, sendo a fungdo delta de Kronecker. Os coeficientes da série podem ser

obtidos por:
= 231
Wj’n—<f,l//j’n> (2.31)
A série em (2.29) converge em L°(R):
3 (2.32)
M,,N,,IA}II;I}NZAN f(x)_ /;47 j;lnlj,n WVia = 0 :

Assim, para as wavelets diadicas, os coeficientes da SW sdo dados por [8]:

12 [~ - 2.33

W, =(f v, )=2"2[ f(x)-pl2/x=n)dx (233)
Em (2.29) a fun¢do continua € representada por uma dupla seqiiéncia infinita. Contudo,
conforme ja dito, se ¥(x) for escolhida apropriadamente de acordo com o sinal original, pode-se

truncar a série sem que haja grande erro de aproximagdo. Se f{x) tiver suporte compacto (i.e., se
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tiver duragdo finita) e se a wavelet-basica for bem localizada (i.e., decaia rapidamente a zero na
medida em que dista da origem), entdo muitos dos coeficientes com altos valores de |n| resultantes
apresentardo pequenas amplitudes, podendo ser negligenciados dependendo da aplicacdo. Ja para
altos valores de | j| a area das func¢des-base tendem a zero e portanto os coeficientes relacionados a

ela podem ser negligenciados. Como conseqiiéncia, o esforco computacional pode ser reduzido.

2.6.b — SW bidimensional

A SW-2D é também uma extensdo do caso unidimensional. Assim, fixando os valores de a,

eby fazse a=aj] ;b ,=n_-a] e b,=n, -a). A SW-2D &, ento, definida por:

y

W = [ [ o) plasn,caity—n, e 234
e as wavelets diadicas (ay =1/2 , by=1) bidimensionais por:

Vom0 3) =272 x=n, 27 y=n, ) (2.35)

2.7 — Comentarios

Como o objetivo deste trabalho é propor um esquema Hibrido Fractal-Wavelet para a
compressao de imagens, neste capitulo foi apresentada uma introducdo a transformada wavelet
continua 1D e 2D, suas caracteristicas e principios de funcionamento. A interpretacdo da TW via
banco de filtros ¢ fundamental e talvez seja o conceito mais importante, na medida em que as
aplicagoes dessa transformada residem nesse conceito. Também foram abordadas a série da wavelet
uni e bidimensional como uma introducao a tranformada wavelet discreta, tema do capitulo seguinte

e cujo caso bidimensional € parte central deste trabalho.
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Capitulo 3

Introducio aos Principios da Transformada Wavelet Discreta

A transformada wavelet discreta, um dos nucleos do codificador proposto neste trabalho,
apresenta um oOtimo desempenho na compressdo, processamento e analise de imagens. Antes de
introduzir a TWD propriamente dita, serd abordada uma técnica que levou ao desenvolvimento de
sua implementacdo: a codificagdo por subbanda [5]. Por fim, neste capitulo é apresentado o

algoritmo rapido de Mallat [10] que ¢ efetivamente utilizado para a implementagdo da TWD.

3.1 — Codificaciao por Subbanda

A codificagdo por subbanda € uma técnica tempo-freqiiéncia originalmente desenvolvida
para possibilitar a codificacdo compacta de sinais de audio digitais. Essa técnica decompde o sinal
1D ou 2D em componentes limitados em faixas de freqiiéncia e os representa sem redundancia e de
forma a possibilitar a reconstru¢ao do sinal sem erros [5] [11].

Seja o sinal f{x) limitado em banda e com transformada de Fourier F(s):

F(s)=0 para |S|ZSN (3.1)

Na Fig. 3.1.a, pode-se amostrar esse sinal no tempo a freqiiéncia de Nyquist, Sxyquis: » dada

por:

S vquist = A 2.5y (3.2)

A codifica¢ao por subbanda comega com a particdo do eixo de freqiiéncias em intervalos
disjuntos de forma a permitir a implementagdo de filtros passa-faixas aos quais o sinal sera
submetido. Podem ser adotados M intervalos disjuntos de comprimento 2sy/M produzindo M sinais
de subbanda com Sy /M cada. Componentes de freqii€ncias diferentes aparecerdo em diferentes
canais de subbanda.

Supondo dois canais de subbanda, o intervalo de freqiiéncias é particionado no ponto s)/2
submetendo o sinal a dois filtros que gerardo dois sinais de subbanda: um sinal meia-banda baixa e

um sinal meia-banda alta.

Sinal Meia-Banda Baixa
Inicialmente o espectro do sinal f{iAx), que é periddico de periodo 2sy , ¢ submetido ao

filtro passa-baixas meia-banda /(idx), assim chamado por deixar passar somente a banda [-sy/2, sy
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/2] , ou seja, a metade da banda de freqii€ncias do sinal. Como resultado € produzido y,(i.4Ax), uma

versdo de baixa resolugdo (“borrada”) de f(idx), como pode ser observado na Fig. 3.1.c.

Sidx)

JRERRRNERRRY

(i) £(iA%)

INARERN

ANEEEE

(@)

(b)

(c)

(d)

(e)

U]

F(s)
: % :
N SN
H(s)
= |
=N Sy
YAD)
} |
I T
N Sy
l Fs)
' f '
SN SN

L T
SN
Folding f

frequency

—SN

T
.\‘N
Folding

frequency

Fig. 3.1. Meia-banda baixa da codificagdo por subbanda: (a) sinal amostrado e seu espectro; (b)
filtro passa-baixas meia banda ideal; (c) sinal filtrado; (d) fungdo de subamostragem; (¢)
amostras impares substituidas por zeros; (f) amostras impares descartadas.

A resposta ao impulso e a fungdo de transferéncia do filtro s@o respectivamente:
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h(x)= Sinc[ﬂﬁj (3.3)
H(s)= H(LJ , onde: (3.4)

1 se |x|<%
H(x)= % se |x|:% (3.5)
0 se |x|>%

Com a aplicagdo da filtragem, o sinal y,(i.Ax) fica limitado ao intervalo /[-sy/2, sy/2],
podendo agora sofrer o processo chamado de subamostragem ou decimagdo. No caso, y,(i.4x) pode
ser amostrado com um novo espagamento de até 2Ax, ou seja pode ser representado com a metade
das amostras sem que haja perda de informagao.

Essa subamostragem pode ser modelada através da aplicagdio de uma fungdo de
subamostragem que zere as amostras impares para permitir o descarte das mesmas. A fun¢do pode

ser vista na Fig. 3.1.d e pode ser escrita como:
f.(iAx) = é[l +cos(27 s, iAx)| (3.6)
cujo espectro ¢ dado por:
F(5)= 21805} + 8(s=5,)+ s +5,) (3.7)

A aplicacdo da subamostragem reduz o periodo de yy(i.4x) de 2sy para sy, como pode ser
observado na Fig. 3.1.e em virtude da convoluc¢do de Yy(s) com Fi(s). Assim:

E ) ,()=30, )+ 315, )+ SV, =s,) G

s

Apds essa convolugdo, pode-se entdo descartar as amostras impares sem que haja nenhuma
perda de informagdo, como pode ser observado na Fig. 3.1.f. Pode-se entdo representar y,(i. Ax) com

a metade do niumero de amostras.

Uma forma simples de recuperar yy(i.Ax) a partir do sinal da Fig. 3.1.f é primeiramente
superamostrar o sinal da Fig. 3.1.f inserindo-se amostras impares nulas, formando o sinal da

Fig.3.1.e. A seguir, aplicando-se um filtro 24(iAx), pode-se reconstruir o espectro e dai o sinal

Yo(i.Ax):

AR e) An e dn s e brlos ) I =200 69

Sy 2
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Sinal meia-banda alta
Para construir o sinal meia-banda alta, o sinal original f{iAx) (Fig. 3.2.a) é submetido ao
filtro passa-faixas meia-banda g(i4x) mostrado na Fig. 3.2.b. Como resultado ¢ produzido y;(i.4x),

uma versao que contém basicamente os detalhes de f{iAx), como pode ser observado na Fig. 3.2.c.

I T [ 17 T T { T [ 1 , , } _
@ v i
) ¥ g

11LTLHTT I A M

(c)

fiiAx) + F(s)

MW U | } |
(d) —Syn SN
YyliAx) f(idx) y ¥ ()=F(s)
ool /\ /\ﬁ

| o
Folding __#

(e) frequency
T -~ -~ 1 l~\ /I I
T

! ! ! N Folding ___4 e

(H frequency

Fig. 3.2. Meia-banda alta da codificagdo por subbanda: (a) sinal amostrado e seu espectro; (b)
filtro passa-alta meia banda ideal; (c) sinal filtrado; (d) fungdo de subamostragem; (¢) amostras
impares substituidas por zeros; (f) amostras impares descartadas.
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A resposta ao impulso e a fung@o de transferéncia do filtro sdo respectivamente:

glx)=olx)- sinc(%ij (3.10)

c%):z-]’[(ij (3.11)

onde 77(x) é dado em (3.5).

A seguir, da mesma forma que yy(i.4x), o sinal y;(i.Ax) passard pelo processo de
subamostragem. Nesse processo, y,(i.Ax) também é amostrado com um espacamento de 2A4x, ou
seja, também ¢ representado com a metade das amostras. A fungdo de subamostragem ¢ a mesma
que foi aplicada ao sinal meia-banda baixa, podendo ser novamente observada na Fig. 3.2.d. A

subamostragem no tempo provoca a seguinte convolucao em freqiiéncia:

F )1, (5) =30 21545, )+ 21,5 -,) (3.12)

Novamente a subamostragem reduz o periodo de 2sy para sy. No espectro mostrado na Fig.
3.2.e pode-se observar que para o sinal meia-banda alta, a subamostragem preenche o intervalo
[— syv/2.sy/ 2] com uma réplica do espectro de y;(i.Ax). Contudo, como esse intervalo estava vago,

a subamostragem que foi aplicada ndo produz superposicao de espectros (aliasing), nao provocando

distor¢des no sinal, como pode ser observado na Fig. 3.3.

(b)

Fig. 3.3. Aliasing da meia banda alta: (a) formagao;
(b) resultado da sobreposigdo.

Apos essa convolugdo, pode-se entdo descartar as amostras impares sem que haja perda de
informagao, como pode ser observado na Fig. 3.2.f. Pode-se entdo também representar y,(i.4x) com

a metade do nimero de amostras.
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O sinal y,(i.4x) pode ser recuperado da mesma forma que yy(i.4x), ou seja, a partir do sinal
da Fig. 3.2.f. Assim, basta primeiramente superamostrar o sinal da Fig. 3.2.f inserindo amostras

impares nulas e em seguida aplicar um filtro 2g(idx):

RO F 10 e e drfems) -T2 -450 619

Codificacdo e decodificacdao por subbanda
Sabendo que y,(i.4x) contém exatamente a informacdo de alta freqiiéncia que foi eliminada
de f{i.Ax) durante a geragdo de y,(i.Ax), pode-se dizer que y;(i.4Ax) € yy(i.Ax) contém juntos toda a
informacao presente no sinal original f{i. Ax) [5]. Assim, tem-se:
S Ax) =y, i Ax)+ i &) = 16+ Ax)hli- )+ £ &) i+ Ax) 3-19)
pois
H(s)+G(s)=1 (3.15)
Logo, o sinal original f{i.Ax) de N pontos pode ser codificado sem redundancia em dois
sinais de N/2 pontos: um sinal meia-banda baixa e um sinal meia-banda alta. Como foi colocado
que yy(i.Ax) e y;(i.Ax) podem ser completamente recuperados a partir dos sinais codificados em
subbanda, f{i.Ax) pode ser reconstruido sem erros no decodificador.
Formulando matematicamente o processo completo, tem-se que a codificagdo por subbanda
em dois canais requer somente a filtragem de f(i.Ax) com h(i.Ax) e g(i.Ax), seguidas pela

subamostragem de cada saida. Logo,

o (2i-Ax)= Y (k- Ax)- h((~ k +2i)Ax) (3.16)

1 2i-AY) = k- Ax)- g((~ k +2i)Ax) (3.17)

Para a reconstrugdo do sinal original basta superamostrar os dois sinais codificados em
subbanda, interpola-los com 2A(i. Ax)e 2g(i.Ax), e em seguida, soma-los, ou seja:

£ A0)= 23 [, 2k Ax)- (= -+ 26)A0) + v, (24 A2)- g (= -+ 26)a)] 3.18)

O processo completo encontra-se esquematizado na Fig. 3.4. Deve-se notar que em s=sy/2
ha um pequeno problema, uma vez que a codificagdo e decodificagdo filtram f{i.Ax) neste ponto
duas vezes, uma com A(i.Ax) e outra com g(i.Ax) e em virtude de H(sy/2)=1/2 ¢ G(sp/2)=1/2. Este
problema pode ser evitado fazendo IT(+1/2)=(1/2)"* em (3.5).
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flidx) Yy(idx) flidx)

c s R(idx) 4@_, %, (2iAx) -—-®—.
Y (idx)
2(idx) —.®¥; ¥,(2idx) '_@_; g(idx)

Fig. 3.4. Codificac¢do por subbanda de duas bandas e reconstrucao.

h(idx)

3.2 — Introducgio ao Algoritmo Rapido para TWD

Mallat [10] definiu um algoritmo iterativo para a TWD que ¢ mais eficiente que calcular o
conjunto completo de produtos internos. No algoritmo, apos aplicar a codificacdo por subbanda em
dois canais ao sinal f{i.Ax) descrita na Secdo 3.1, o sinal meia-banda baixa y,(i.Ax) ¢ novamente
sujeito a mesma codificagdo por subbanda em dois canais. Esse procedimento nos leva a um sinal
meia-banda alta com N/2 coeficientes e dois sinais subbanda com N/4 coeficientes correspondendo
ao primeiro ¢ segundo quartos do intervalo [0,sy/.

O processo ¢ iterativo, a cada passo retendo o sinal meia-banda alta e processando o sinal
meia-banda baixa, até que seja obtido um tnico coeficiente conforme esquematizado na Fig. 3.5. Os
coeficientes transformados sdo entdo o coeficiente banda-baixa e o conjunto de coeficientes meia-

banda alta codificados; que totalizardo N coeficientes.

j(iAx)T» hidx) | hidx) hidx) -+®_. -
L, gidx) —Kb—lt—- g(idy) ‘@—‘ g(tdx)

Y, (2idx) y,(didx) Y(8idx)
Fig. 3.5. Algoritmo de Mallat (TWD)
Nota-se que cada conjunto de coeficientes transformados ¢ obtido através da convolugdo de
f(i.Ax) repetidamente com A(i.Ax) e somente uma vez com g(i.Ax). Dai as fun¢des-base da TWD,

Vin (x) serem a reflexdo de g(i.4Ax) e de outras fun¢des derivadas da convolugdo de g(i.4x)

repetidamente com /(7. Ax).
O algoritmo apresentado ¢ também chamado de FWT (Fast Wavelet Transform -

Transformada Wavelet Rapida) ou Mallat’s Herringbone Algorithm. O processo de reconstrugdo de
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f(i.Ax) encontra-se esquematizado na Fig. 3.6. O objetivo dessa subsegdo é colocar o principio de

funcionamento da implementacdo da TWD para detalha-la nas proximas secgoes.
e Mk(mw

¥, (8idx) »,(4idx) Y,(2idx)

Sfidx)

Fig. 3.6. Algoritmo inverso de Mallat (TWD)

3.3 — Comentarios

Abordada a TWD e a introducdo a implementagdo pratica através do algoritmo rapido de
Mallat, pode-se no Capitulo 4 apresentar essa implementacdo de forma completa através da analise
multiresolugdo. A analise multiresolu¢ao permite determinar os filtros /(i.4Ax) e g(i.Ax) de Mallat a
partir das fungdes-base da TWD. Sdo por fim gerados os sinais efetivos resultantes da

decomposicao wavelet: o sinal passa-baixas e os sinais de detalhes.
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Capitulo 4
Analise Multiresolucao e Projeto da TWD

A analise multiresolugdo ¢ uma técnica que permite analisar o sinal através da
decomposicao de seu conteido em um conjunto de detalhes em diferentes resolugdes. A resolucao
de um sinal f{x) € L’(R) definido no intervalo 0< x <x, ¢ a quantidade de pontos para os quais ele é
definido [6][10]. Genericamente, um sinal tem resolug¢do 7; quando ¢ definido para r; pontos do
intervalo. Uma funcdo f{x) continua possui resolu¢do infinita, uma vez que é conhecida para todos
os pontos do intervalo.

Ao alterar a resolugdo do sinal f{x) original, o sinal resultante dessa mudanga ¢ chamado de
uma aproximagdo de f{x). Dada uma seqiiéncia crescente de resolugdes {7;, je Z} adotadas para o
sinal, os detalhes com uma dada resolugdo r; do sinal sdo definidos como a diferenca de informagao
entre a aproximagdo com resolugdo 7; e a aproximagdo com resolucdo r;.;, mais baixa [10].

O objetivo desta sec¢do ¢ fornecer as bases completas da implementacdo da TWD através da
analise multiresolugdo, gerando os sinais de aproxima¢dao ¢ de detalhes apds a transformacgao

wavelet. Primeiramente, neste capitulo ¢ abordado o caso ortogonal.

4.1 — Aproximacao por Multiresolu¢ao em L*(R): propriedades
Seja o sinal original f{x)e L’(R). O operador linear 4,, € responsavel pela projecdo de f{x),

gerando sua aproximagdo com resolu¢do2’. Como a aproximacdo de f{x) é decorrente de uma
mudanca na resolucao de f(x), na pratica pode-se entendé-la como o resultado de uma mudanga na

taxa de amostragem do sinal original e, dessa forma, encarar A, como, por exemplo, um pente de

Dirac com 2’ amostras no intervalo J0,x,/. A aproxima¢do com resolugdo 2’ ¢é denotada por

A4,-f (x) e o operador apresenta as seguintes propriedades [10]:

Propriedade 1 Se 4, - f (x) ¢ a aproximagio da fungio f{x) com resolugdo 2’ , entdo A4, -f (x)
ndo ¢ modificada se a operagdo for repetida no nivel de resolugdo 2’. Ou seja, 4, -4, =4,,. O
operador 4,, ¢ um operador de proje¢do no subespago vetorial ¥, c L*(R). O subespago vetorial

V., pode ser interpretado como o conjunto de todas as possiveis aproximagdes de todas as fungdes
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L’(R) no nivel de resolugdo 27 . O conjunto dos subespagos vetoriais V,, formam o espago vetorial
V, . JeZ } que sera referenciado ao longo do texto como {V2 1.} de forma a diferencia-lo de cada

V,, em particular.

Propriedade 2  H& vérias aproximagdes da fun¢do f{x) no nivel de resolug¢do2’. Se 4, for

encarado como o pente de Dirac, basta pensar que as diferentes aproximacdes seriam geradas por

diferentes deslocamentos desse pente. Dentre todas as aproximagdes de f(x) no nivel de resolucdo

2, A4, -f (x) serd daqui em diante designada como sendo a fun¢do que mais se aproxima de f{x),
ou seja:

Vy(x)e sz ’ | y(x)_f(x) | 2‘ Azi f(x)—f(x)‘ 4.1)

Comod ;- f (x) ¢ a fungdo que mais se aproxima de f{x), o operador 4, calcula entdo a

projecdo ortogonal da fungdo no espago vetorial V.

Propriedade 3 A aproximagdo de f(x) no nivel de resolugdo2’*' contém toda a informacio
necessaria para calcular a sua aproximagdo no nivel de resolugdo2’. Uma vez que 4,,¢ um
operador de proje¢do em ¥, tem-se que:
vVieZ , V, V. 4.2)
Através da aplicagdo de recursdao em (4.2), obtém-se a seguinte hierarquia de subespagos:

..cV,cv,
2 2

cV21 CV22 c... (4.3)

Propriedade 4 A operaciao aproximagao nao depende do nivel de resolucdo. Os subespacos das
aproximagdes podem ser obtidos a partir de outros subespagos, através da dilatagdo ou compressao

das aproximagdes:

VieZ , A, flx)e V, =4, f[%j €V, 4.4

Propriedade 5 Caso o intervalo 0<'x <x, no qual a f{x) é definida seja normalizado por x, , a

aproximagdo 4 ; - f (x) pode ser caracterizada por 2/ amostras por unidade de comprimento.
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Quando f{x) ¢ deslocada por um valor proporcional a 2/, A4,-f (x) ¢ deslocada do mesmo valor,
logo, invariante com o deslocamento.

Propriedade 6 Ao ser feita uma aproximacdo, alguma informacdo da fungdo original f{x) ¢

perdida, e essa perda € inversamente proporcional a resolugdo. Assim:

lim?,, = U7, =*(R) 4.5)
Joo Jj=—oo
lim v, = ()7, ={0} (4.6)
Jomee j:—w

De (4.5) e (4.6), percebe-se que a medida que a resolugdo aumenta tendendo a +oo, a
aproximagdo converge para o sinal original. Similarmente, & medida que a resolu¢do diminui a

aproximagao passa a conter cada vez menos informagao, convergindo para zero.

Definicdo Qualquer conjunto de subespagos vetoriais {Vz /} que satisfacam as propriedades 4.1-

4.6 ¢ chamado de Aproximacdo por Multiresolucdo em L*(R). O conjunto de operadores

{A }associados a este conjunto de espacos vetoriais gera as aproximacdes de qualquer fungdo
2/

f(x)e L*(R) em todos os niveis de resolu¢io 2, para jeZ.

Teorema A Seja {sz ,jeZ Jl uma aproximagdo por multiresolugio em L*(R). Dado j, ha um tnico
operador 4 ; que faz a projegdo ortogonal de f{x) na base ortonormal de V. Existe uma unica
fungio @) € L’(R) responsavel pela formagdo de todas as bases ortonormais de todos os
subespacos. Essa fung@o ¢(x) ¢ denominada fungao-escala que define [10]:

9. (x)= 277 ¢(27 x=n) , neZ 4.7)
e essa familia, através da variacdo de n, ¢ uma base ortonormal para cada Vz_,. Essa familia sera

referenciada ao longo do texto simplesmente como {¢ i }

A relagdo entre {(,/5 } e V,, ¢ ilustrada na Fig. 4.1, que exemplifica o caso paraj € {-1,0,1}.

Jj.n
Combinando cada um desses valores de j com alguns valores de n, obtem-se as trés bases

ortonormais B; B;e B; a seguir, como exemplo.
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n1=0:>¢]‘0=\/5-¢(2x) n1=03¢0,0=¢(x)

oj=1in,=1=¢, =2-¢(2x-1) °j=0:n=1=¢,, =¢(x-1)
n3=2:>¢]’2=\/3'¢(2x—2) n3=2:>¢0,2=¢(x_2)

: 4.8)
n=0=¢_,, =1/\/3-¢(271x)
°oj=—1n, =13¢71,1 =1/\/E-¢(2_1x—1)
ny=2=9,, =1/\/§-¢(271x—2)

Bz

Fig. 4.1. Esquema ilustrativo da relagdo entre ¢, , (x) e sz para je [-1,1]

As trés bases respectivamente dos trés subespagos vetoriais do exemplo, embora diferentes,
sdo geradas pela mesma funcdo-escala ¢@(x). Na Fig. 4.1 somente estd representada a base

ortonormal de V...
O Teorema A mostra que a aproximag¢ao por multiresolugdo {Vz, ,jeZ } ¢ completamente

caracterizada pela fungdo-escala ¢(x). A funcdo @(x) deve ser continuamente diferenciavel. O
decaimento assintotico de @(x) e de sua derivada ¢’(x) no infinito deve satisfazer as seguintes
relacdes:

d)=0l7) e |ok)|=007) (4.9)
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A aproximagdo (proje¢do ortogonal de f{x)) no subespaco vetorial V, pode ser obtida

através da decomposicdo desta func¢do na base ortonormal definida no Teorema A. Assim:

vi()e C(R), 4,-1()=Y(r.0,)0,x) (4.10)

n=—oo

e coeficientes dessa aproximagao podem ser obtidos em fung¢do dos seguintes produtos internos:
4’ .f={<f,¢/_ﬂ> nez} (4.11)

onde Aj/ - f € a aproximagio discreta de f{x) na resolugdo 2’ [10].

4.2 - Implementacio da Transformada de Multiresolucao

Os sinais utilizados na pratica sdo discretos, sendo simbolizados por Ajj - f e possuindo

resolucdo maxima finita. Por uma questdo de normalizagdo, sera utilizada uma resolucdo maxima
igual a 1 (i.e., um ponto por unidade de comprimento em x). Assim, 4/ - / é a aproximagdo discreta
de f(x) nessa resolucao.

A Propriedade 3 diz que a partir de A4/ - f pode-se calcular todas as aproximagdes discretas
A;’j - f para j<0 (em termos de teoria de filtros entende-se: a partir do sinal discreto original, podem

ser obtidas todas as aproximagdes derivadas de sua subamostragem). Esta secdo destina-se a
descrever algoritmos simples e iterativos para o calculo destas aproximagoes discretas [6][10].

Seja {VZ LJEZ Jl uma aproximacao por multiresolucdo e sua fungdo-escala correspondente
@(x). De acordo com o Teorema A, a familia {¢j’"} ¢ uma base ortonormal para cada V, [10][12].

Sabe-se também que V, SV - Pode-se entdo expandir {¢ }na base ortonormal de V' et

¢jvn (x) = ki<¢j,n > ¢j+1,k > ¢j+1,k (x) (4.12)

Fazendo a mudanga de variaveis u=2""y+n /2 no produto interno de (4.12), tem-se:
(9 20,00)= (27202 u=n) , 202 p(27 u~k)) =
20 [ g2 ) ol = (k= 2m)2 " dy = 22 u) g~ (k= 2m))) - 1D

Assim, retornando a (4.12) tem-se:

o

Z<¢10 s Po-am )>‘¢j+1,k(x) (4.14)

fk=—c0



32

Sabe-se que todas as aproximagdes do sinal discreto original podem ser obtidas através de
diferentes taxas de subamostragem do mesmo. O objetivo desse estudo ¢, contudo, obter

aproximacdes do sinal discreto original a partir de outras aproximagdes, que sera a base da analise

multiresolugdo. No caso, o objetivo é obter a proje¢do em 2’ a partir da proje¢do em 2/*'.

Assim, calculando cada coeficiente resultante da projecdo de f(x) através da aplicagdo do

produto interno de f{x) com ambos os lados de (4.14), tem-se:

)

(£:0,)=2(0.,@), ¢, @) (f ()6, w)) (4.15)

Definindo o filtro discreto i(m) de resposta impulsiva em (4.16), pode-se encarar (4.15)
como um processo de filtragem.

h(m)=(¢,,(u). ¢,,)) Vnez (4.16)
Assim pode-se reescrever (4.14) como sendo:
0,,(x)= S hlk—2n)- 9., (%) (4.17)

Analogamente, (4.15) pode ser reescrita como sendo:
(f:0,)= 2 hlk=2n)-(f.0,..) (4.18)
k=—oc0

que ¢ a expressdo que para 7 fixo obtém um coeficiente da projecdo de f{x) na resolucdo 2’ a partir
de todos os coeficientes da proje¢do de f{x) na resolugdo 2’*'. Dessa forma, (4.18) mostra que

Aj,. - f pode ser calculada convoluindo AjM - f com h(-n) e dizimando o resultado por um fator de

2, conforme esquematizado no ramo superior da Fig. 4.2.

A;j+1.f |
2 . hen) W2 WAL

g(-n) _TI 2, _,D‘;-f

Fig. 4.2. Diagrama em blocos do esquema de
decomposigao.

Todas as aproximagdes Aj,. - f para j<0 podem ser obtidas recursivamente tendo como

ponto de partida A f utilizando esse procedimento. Esse processamento € conhecido como
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codificacdo piramidal [13]. Assim, supondo que a aproximacdo discreta de f{x) no maior nivel de

resolugdo seja completamente caracterizada por N coeficientes: A¢ - f =a, para 1< n< N; cada

aproximacao discreta Aj/ . f para j<0 tera 2.N amostras (coeficientes).

Para obter a expressdo que determina a fungdo-escala ¢(x) basta fazer j= n= 0 na equacdo

(4.17), resultando em:

o(x)= > hlk)- 2" 9(2x— k) (4.19)
A TF de (4.19) é obtida recursivamente da seguinte forma:
. 0:5 —10,5w 075 420
¢(w):k§mh(k)¢(2%W)e 0.5wk _ ¢(2%W)H(O,5W) (4.20)
i 2 4.21
otw) =000 [ 102 (420
m=l1 2 2

Porat em [14] coloca que para qualquer analise multiresolug@o, ¢(@)=1. Isto implica que a

familia de fungdes {(/5/.”} ndo sdo wavelets, uma vez que ndao obedecem a condicdo de

admissibilidade (equagdo (2.18)). Em [34] também mostra-se que se 4(k) € ndo-nulo apenas para 0<
k< N-1 (filtro FIR), entdo ¢(x) é ndo-nula somente para 0< x< N-I. Deve-se ter em mente que o
objetivo ¢ determinar ¢(x) tal que seja bem localizado em x. Assim, para obter essa ¢(x) bem

localizada deve-se impor um conjunto de restri¢oes a A(k). Sendo H(w) a TF de h(n):

Hw)= Y hn)e™ “422)

n=—oco

H(w) deve satisfazer as propriedades (4.23 - 4.26) [12]:

H(0)= ih(k) =42 , obtida fazendo w=0 em (4.21). (4.23)

=0

h(n)= O(x'z) (4.24)

quando x—eo

|H(le +|H(W+7Il2 =2 ,Vw [14]. (4.25)

|H(w] #0  para we [0%] (4.26)

Note-se que estas propriedades indicam que H(w) ¢ um filtro passa-baixas.
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4.3 - O Sinal de Detalhamento

Seja W, o subespaco vetorial que ¢ o complemento ortogonal do subespaco vetorial V',

ou seja:
W, éortogonala V',
V,®ew, =V, (4.27)
conforme esquematizado na Fig. 4.3.
O sinal formado a partir da diferenga de informacdo entre os niveis de resolugdo 2/ e 2/ ¢é
chamado de sinal de detalhamento no nivel de resolugdo 2’ . Na subsecdo anterior foi visto que as
aproximacdes de f{x) nos niveis de resolucio 2’ e 2’/*'sio, respectivamente iguais as suas projecdes

ortogonais nos subespagos vetoriais¥, e V,,.,. Assim, o sinal de detalhamento em 2’¢ obtido

através da projecdo ortogonal de f{x) em W .

V

2j+1

Fig. 4.3. O espaco vetorial WZ .

Para calcular a proje¢do de f{(x) em W, precisa-se encontrar, analogamente ao caso da
se¢do anterior, uma base ortonormal para gerar o subespago W, . Dessa forma, precisa-se encontrar

uma funcdo ¥(x) capaz de gerar a base ortogonal em questdo. O objetivo desta se¢do € entdo

assumir a existéncia de uma familia {l//j,n (x)=27" ~;V(2j x— n),n eZ } e verificar se ela ¢ uma base
ortonormal para W, [6][10]. Essa familia sera referenciada ao longo do texto simplesmente como
W,

Assumindo a existéncia de ¥(x), para qualquer neZ , a fungdo ¥, (x):2j/ ? ~l//(2j x—n)

pertencea W, < V., . Pode-se entdo expandir ¥, , na base ortonormal de V., :



35

V.. (x) = i<y/j,n 5 ¢j+1,k> ) ¢j+],k (x) (4.28)

f=—o0
Fazendo a mudanga de variaveis no produto interno de (4.28), tem-se analogamente a se¢ao

anterior:

(Wi - Bas) = 272002 [ 27 ) gy = (= 20027 dy = 272 (327 ) gl - (k — 2m)) (4.29)

Assim, retornando a (4.28) tem-se:

‘//J" z<l//1 o\t) s Bpsan (”)> Ok (x) (4.30)
[
Calculando-se cada coeficiente resultante da proje¢do de f{x) através da aplicagdo do

produto interno de f{x) com ambos os lados de (4.28), tem-se:

<f Vin > = ki<l//.1,0 (”) 5 ¢(),k-2n (u )> ’ <f(u), ¢j+1_k (“ )> (4.31)

Novamente aplicando a teoria de filtros, definindo o filtro discreto g(n) de resposta

impulsiva em (4.32), pode-se encarar (4.31) como um processo de filtragem.
glm)=(v.,, W), 9,,() Vnez (4.32)

Assim pode-se reescrever (4.30) como sendo:

v, ()= Y glc=2n)-0,,, (%) (4.33)

k=—oc0

Analogamente, (4.31) pode ser reescrita como sendo:
(fw,.)=2glk=2n)-(f.0,.,) (4.34)
f=—oc0

Para se obter a expressao que determina a funcao-escala y[x) basta fazer j= n=0 na equagao
(4.33), resultando em:
zg 1/2 2x—k) (435)
k=—c0

Tomando-se a TF de ambos os lados de (4.33), tem-se:

S 0,5W) _ip5wn 0,5
ylw)= kzg(k)%e = ¢(2%W) G(0,5w) (4.36)

Deve-se notar que, diferentemente de @(w), ndo ha recursdo para Yyw). G(w) deve satisfazer
as propriedades (4.37), (4.38) e (4.40):

W) +|Gw+x) =2, vw (4.37)

[14].



36

Porat [14] também coloca que G(w) e H(w) satisfazem a seguinte relagdo:
H(W)G*(W)+H(W+7Z')G*(W+7Z')=0 (4.38)
Testando por fim, a condigdo de admissibilidade para WY(w), tem-se primeiramente

substituindo (4.23) em (4.25):

|H(0)|2 + |H(7r]2 =2 +|H(7c)|2 =2= |H(7z)|2 -0 (4.39)
e em seguida substituindo (4.23) e (4.39) em (4.38):
G(0)=0=y(0)= #0) G0) = wl(0)=0 (4.40)

- 21/2
Logo, w(w) satisfaz a condi¢do de admissibilidade. Assim, a familia {l//(/.m} ¢ uma base

wavelet.
Resta agora concatenar algumas equacdes anteriores para se obter a relagdo entre os filtros
g(n) e h(n) que sera a base da andlise multiresolucdo. Para isso, primeiro definindo:
H,=H(w) , G,=Gw) , H,=Hw+7x) , G,=H(w+x) (41)

e em seguida substituindo (4.41) em (4.38), tem-se:

G%b

571/2
Dividindo-se o primeiro lado de (4.42) por {1 + } e o segundo lado por

5742
H, .
/—1(1 } , tem-se:

{H

G%?b _ (H%fj (4.43)
RV RV
o] )]

Multiplicando matematicamente e substituindo (4.25) e (4.37) em (4.43), obtém-se:

H

a

G,

G .
b .H, =-Aw) H,

a

(4.44)

onde A(w) ¢ uma funcdo passa-tudo, uma vez que |A(w)| =1, V' w. Conseqlientemente |G,|=|H,|,
que € a primeira relagdo entre os filtros e nos diz que a magnitude do espectro de g(n) ¢ igual ao

espectro de /(n) deslocado de 7. Logo, G(w) é um filtro passa-alta.
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Para analisar agora a questdo da fase dos filtros, basta substituir (4.44) em (4.38):

How) | Aw) B w+2)| + How+ )| Alw+z)H (w 27)] =0

Aw)+ Aw+7m)=0 (4.45)
Deve-se notar que a condigdo de admissibilidade estd embutida em (4.44) (4.45).

Freqiientemente se escolhe 4(w)=e™, escolha que obedece & |[4(w)|=1 e a (4.45). Substituindo essa

escolha em (4.44) tem-se:
Gw)=e™ -H'(w+x)
gln)=(1)""-n"(1-n) (4.46)
A equacdo (4.46) da a relagdo entre os filtros g(m) e h(n) utilizados no processo de
decomposicdo e sintese da TW [6]. Qualquer par de filtros que obedeca as condigdes apresentadas
nesta se¢do pode ser utilizado, mas ¢é usual escolher /() como sendo um filtro passa-baixas. Sendo
h(n) um filtro passa-baixas, g(n) ¢ automaticamente um filtro passa-altas para esse procedimento.
Note-se que determinando g(n) e h(n), sdo determinadas Y(x) e @(x).

Com base na analise feita, pode-se enunciar o seguinte teorema:

Teorema B: Seja {Vz ’ }o conjunto de subespagos vetoriais de uma analise de multiresolugdo, @(x)
a fungdo-escala e A(n) o filtro correspondente. Seja ¥(x) a funcdo cuja TF é dada por:
wiw) = G(0,5w) 9(0,5w) 27> (4.47)
onde G(w)=e™ -H'(w+z) e, y,, (x)=27"" w(2/ x = n)entao:
l//j’n(x)=2"/2 -y/(2jx—n) , ne’zZ (4.48)

chamada no texto de {l//j’n }é uma base ortonormal em W, [6].

Conforme colocado anteriormente, o objetivo desta secdo era assumir a existéncia de uma

familia {l// n }e verificar se ela era uma base ortonormal para W, o que foi confirmado com a

analise feita e formalizado no Teorema B.

O Teorema B estabelece uma relagéo entre a wavelet y,, e a fungdo-escala ¢(x). Observe

que a partir de um par de filtros que satisfacam (4.23)-(4.26), pode-se encontrar a fungdo-escala e a

wavelet-mae a partir de (4.21) e (4.47), respectivamente. De fato, ¢ usualmente mais facil comecar
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com A(n). Se h(n) tem somente um numero finito de entradas ndo-nulas, entdo @), Wx) e as
wavelets-filhotes resultantes tero todas suporte compacto, i.e., serdo nao-nulas somente num

pequeno intervalo em x [5].

Assim, similarmente a se¢do anterior, seja D, o operador de proje¢do ortogonal no

subespago vetorial /¥, . O sinal de detalhamento de f{x), D, - f (x), com resolugdo 27 ¢ dado por:

D, flx)= i<f ).y, (u)>-l///,n (x) (4.49)

n=—oo

e coeficientes desse sinal de detalhamento sdo obtidos em fun¢do dos seguintes produtos internos:
o' r={{r.v,) nez (4.50)
onde Dj, - / contém a diferenca de informagdo entre 47, - f e 45, - f
De (4.34) nota-se que ¢é possivel calcular o sinal de detalhamento Dj, - f através da
d

convolugdo de 47, - f com o filtro discreto g(-n), e aplicando dizimagdo por um fator de dois no

resultado, conforme esquematizado no ramo inferior da Fig. 4.2. O processo completo ¢ definido

por (4.11) e (4.49).

4.4 - Implementacao da Representaciao Wavelet Ortogonal

A representagdo wavelet ortogonal do sinal discreto A4/ - f pode ser calculada através de
sucessivas decomposigdes de 45, - fem A5, - fe Dy, - f,sendo —J <j <-1I:
d d
W, ol st ) .51)
ou seja, composta pela aproximacao Aj,,, -f com resolugdo mais “grosseira” (“DC”) e pelos
detalhes Dj, - f com resolugdes 2’ (“ACs”), sendo —J <j < -1. Se o sinal original possui N
amostras, entdo os sinais discretos Djj»f e Aj,- / possuem 2.N amostras cada. Assim, a

representagdo wavelet (4.51) apresenta 0o mesmo nimero de amostras que A’-f, gracas a

ortogonalidade da representacgdo.
Toda essa analise, feita nas Secdes 4.1- 4.4, detalha o algoritmo de Mallat cujo principio de

funcionamento havia sido brevemente colocado na Segdo 3.2.
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4.5 — Reconstrucio a partir da Representacio Wavelet Ortogonal

Foi visto anteriormente que o espaco vetorial definido para a representacdo wavelet
ortogonal ¢ completo. Como W _, ¢é o complemento ortogonal de V, em V., ,
2/ 2/

27

({gz)j,n (x)} ,{y/j,n (x) })"Ez ¢ uma base ortonormal em V. Pode-se escrever ¢, , (x) como:

¢j+1,n (x) = i<¢j+1,n > ¢j, > ' ¢j,k (x)+ i<¢j+],n > V/j,k> ’ l//j,k (x) (4.52)

f=—co f—

Calculando-se o produto interno de ambos os lados de (4.52) com f(x), tem-se:
(£ ()0, (x)) = Z<¢ ) (F(x).9,4 (x)>+ki<¢,+,,n ) (F@w, () a3
Em seguida, fazendo-se a mudanga de variaveis em (4.53), obtém-se:
<¢/+1,n (”) > ¢j,k (u )> = <¢71,0 (u )a ¢(),n—2k (” )> = h(n - Zk) (4-54)
<¢j+1,n (“) Yik (u)> = <l//.1,0 (“)a Dok (”)> = g(” - Zk) (4.55)

que, se substituidas em (4.53), permitem que ela seja reescrita em funcdo dos filtros g(n) e i(n):

(£@).0,,,, () = 2o hln—2k)-(f(x).0,, () + D gln—26)-(f () . (x))  (a.56)
—_— k=—oc0 —_————— k=—c0 —_—
componente de A‘:j af componente de Ajj -f componente de Djl -f

Em (4.56), nota-se que Azdﬁ, -f pode ser construida inserindo-se um zero entre cada
amostra de Aj,. -f e Djj - f (superamostragem) e convoluindo os resultados, respectivamente, com
d

h(n) e g(n). Deve-se notar que cada coeficiente de 4;,,, - /' ¢ formado por fodos os coeficientes de

Aj_, -fe D;’, - . O diagrama em blocos da reconstrug¢ao do sinal encontra-se na Fig. 4.4.

d a
AL-f ‘—| - At
— 20— hn —Pp—

— 2t — gn ——

Fig. 4.4. Esquema de reconstrucdo do sinal a
partir da representagdo wavelet.

Comparando as Figs. 4.2 e 4.4, pode-se observar que no algoritmo de decomposic¢do utiliza-

se h-(n) e g(-n), enquanto na sintese utiliza-se filtros de resposta impulsiva /(n) e g(n).
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4.6 — Transformada Wavelet Discreta (TWD): Implementacoes

O objetivo desta subsegdo ¢ conectar alguns conceitos colocados nas se¢des anteriores, de
forma a permitir uma visualizacdo global da aplicagdo da transformada wavelet discreta (TWD). A

TWD pode ser implementada diretamente [5]:

Zf iAt)-y,, (iAt) (4.57)

fliar)= Z 2 Vi (iAt) (4.58)

Nessa implementagdo, basta colocar a wavelet-basica (que obedeca a condigcdo de
admissibilidade) e variar j e n, ndo havendo necessidade de se fazer o calculo de A(n), g(n) ou da
fungdo-escala.

Contudo, a escolha arbitraria, mesmo seguindo o procedimento descrito, pode levar a
wavelets sem o comportamento desejado. Nesse contexto, diversos pesquisadores se aprofundaram
na construgdo de wavelets que obedecessem a determinadas caracteristicas importantes para as mais
diversas aplicagdes, como sera abordado no Capitulo 7. De forma geral, esses pesquisadores
elaboraram algoritmos partindo de /(1) e achando ¢(x), g(n) e W(x) direcionando as caracteristicas.

Uma vez determinada a wavelet-mde do sistema, pode-se alternativamente implementar a
TWD através do algoritmo rapido de Mallat (FWT) dado na Secdo 3.2, que é computacionalmente
mais eficiente [5]. Deve ser ressaltado que as condi¢des a respeito de A#(n) e g(n) colocadas
anteriormente devem ser satisfeitas. O interessante acerca do algoritmo de Mallat é que ele nao
manipula as wavelets e fungdes-escala explicitamente, mas sim, as projecdes de f(x) na hierarquia

de subespagos. Veja, o filtro i(-n) via equagédo (4.17) mapeia a projecdo de f(x) no subespago V.,
para a projecdo no subespago ¥, . Similarmente, o filtro g(-n) via (4.34) mapeia a proje¢do de f(x)
no subespago 7, para a proje¢do no subespago W . Assim, as saidas do esquema da Fig. 3.5

podem ser vistas em (4.51).

4.7 — Comentarios

Este capitulo apresentou a implementagdo da TWD (decomposigdo e sintese) para o caso
ortogonal. A importancia fundamental desse capitulo reside na geragdo dos sinais PB e de detalhes,
que s3o os sinais efetivamente manipulados no processamento de sinais. Apresentada esta teoria

ortogonal, pode-se relaxar as condi¢des de operacdo, gerando a biortogonalidade, que sana
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deficiéncias do caso ortogonal e possibilita efetivamente a aplicacdo na compressdo de imagens
com excelente desempenho. A biortogonalidade consagrou o uso da TWD nos esquemas de

compressao de imagens e ¢ tema do capitulo seguinte.
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Capitulo 5

Biortogonalidade

Muitas propriedades interessantes podem ser obtidas ao se utilizar uma base ortogonal para
a expansao de sinais. Através dela o sinal pode ser decomposto em um conjunto de coeficientes
independentes via projecdo, onde cada coeficiente corresponde a um elemento dessa base. Nesse
tipo de representagdo, nao ha redundancia.

No processamento de imagens, contudo, é importante que a transformada utilizada
apresente outras vantagens tais como suporte compacto, simetria e regularidade. Wavelets de
suporte compacto implicam no uso de filtros FIR e, conseqiientemente, algoritmos de rapida
implementacdo. Filtros simétricos (também chamados de filtros fase linear) tornam possivel o
cascateamento de bancos de filtros sem a necessidade de compensacéo de fase. A regularidade esta
diretamente relacionada com o niimero de fungdes possiveis de serem representadas pela TW com
maior fidelidade. Contudo, suporte compacto ¢ conflitante com a regularidade, conforme sera
abordado na Se¢do 7.2 [9][15][16].

Além disso, teoricamente, os filtros adotados devem garantir a reconstru¢do do sinal sem
erros. Infelizmente, Daubechies et.al [15] afirma que ndo ha filtro FIR ortonormal e simétrico trivial
com propriedade de reconstrucdo exata. Os uUnicos filtros FIR simétricos com propriedade de
reconstrugdo exata sdo os filtros correspondentes a wavelet de Haar [9], que por ser descontinua,
possui ma localizagdo em freqiiéncia.

Para contornar essas questdes conflitantes, a condi¢do de ortogonalidade ¢ relaxada,

gerando a biortogonalidade. Antes de exp0o-la porém, se faz necessario abordar a teoria de frames.

5.1 — Teoria de Frames

As wavelets biortogonais sdo uma generalizacdo das wavelets ortogonais [17]-[19]. Foi

colocado em (4.7) que a familia {qﬁj,n}é uma base ortonormal para V. Essa familia também

constitui um frame, sendo a defini¢do de frame dada por:
Seja { gi, keK} um conjunto de fun¢des em L’(R). Este conjunto é um firame se existirem

nimeros 0< A< B<eo, tais que:

AT <S g r) <8l vre 2(R) (5.1)
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onde 4 e B sdo chamados de limitantes do frame [5]. O frame é um conjunto de fung¢des, tais que
qualquer funcéo f{x) ndo-nula deve ter uma projecao ndo-nula em pelo menos uma delas.

Um frame é necessariamente um conjunto completo em L*(R), mas as fungdes de um frame
podem ser linearmente dependentes (LD, implicando em redundancia) ou linearmente
independentes (LI, sem redundéncia). Nem todo frame é uma base em L’(R). Caso as fungdes sejam
LD, o frame ndo constitui uma base para L’(R). Caso sejam LI, o frame constitui uma base e é
chamado de frame exato. Nesse caso, um frame ¢ dito ser estreito se seus limitantes 4 ¢ B sdo

iguais, indicando que a energia apds a transformag@o ¢ a energia de f(x) escalonada.

Considere, por exemplo R’ e sua base ortonormal elementar E; =lo,1] e Z =[1,0]. Definindo:

a=c 7o Z--1-85 6
tem-se:
X e o e L e B PO e e

2

L B ) -

O conjunto de vetores {Z , Z,Z} obedece (5.1), logo compdem um frame. Sdo também

(5.3)

LD, logo, ndo constituem uma base. Como A=B=3/2, o frame ¢ estreito, onde 3/2 ¢ a razao de

redundancia [6].

Lema A  Se o frame € estreito, se A=B=1 (conservagdo de energia aplicando a transformacao), e
se todas as suas fungbes {g; ,keK}! possuem norma unitaria (||g||=1), o frame é uma base

ortonormal [9].

A qualquer frame { g, keK} pode-se associar um “operador frame” T: L*(R)— L*(R) que

realize a transformagao expansao em série de f(x):

T'f(x)zz<fagk>'gk (x) (5.4

ke K
Porat [14] demonstrou que o operador T ¢ inversivel. Assim, preparando para definir a

transformada inversa:

Lema B  Define-se o conjunto de fungoes { v, , k€K}! como sendo o frame dual de { g, , keK}

obtido da seguinte forma [14]:

_ 5.5
ve=T ng (5-5)
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Quando o frame é exato, os frames { Y.} € { g } sdo biortogonais, logo:
<gk’71>=§(k_l) (5.6)
De (5.4) e (5.5) segue o Teorema C.

Teorema C Para qualquer frame{ g; } e seu dual {7y, }, pode-se expressar qualquer fungéo f(x) €

L’(R) através de qualquer uma das formas abaixo:

F&)=>(f7) g.(x) (5.7)

keK

f(x)zz<f’gk>'7k(x) (5.8)

kek

As equagdes (5.7) e (5.8) mostram que pode-se expressar qualquer fungio de L°(R) como
uma combinacdo linear das fungdes componentes do frame. Deve-se notar que para realizar a
transformada inversa descrita precisa-se entdo apenas calcular o frame dual [8]. Se o frame for
estreito, 7=A.I (onde I é o operador identidade) e portanto %=4"g; , tornando trivial a obtengdo do

dual. Caso o frame nao seja estreito, o dual é obtido de forma nao trivial.

5.2 - Wavelets Ortogonais X Wavelets Biortogonais

Assim, estendendo para o contexto da TW, se a wavelet y(x) gera um frame {l//_ in }, isto ¢é:

A"f “2 < %Z Kf ’V’j,n>

existe a inversa [9]. Assim, nesse contexto, definindo-se { v

‘< e (R) (59

i } como sendo o frame dual de

{l//m }; as equacdes (5.4), (5.8) e (5.7) ficam, respectivamente:

T‘f(x): .z<f’l//j,n>.l//j,n(x) (510)
S&=17-T- ()= Y (fow,) T v, 0= 2 fw,) 7,,6) (.11
f(_x): IZ<f"/~//,n>'l/l_/,n (X) (512)

Quando {y/j’n} ¢ frame exato, os conjuntos {l//m }e{lﬁj’n} sdo biortogonais, ou seja [17]:

Wi Tim)= (W 6)- 7, (x)dx=8(i~Lk-m)  jkimeZ (5.13)

Caso os frames em questdo sejam também estreitos, sdo ortogonais e (5.11) fica:
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f@)=Y(fw. ) Ay, &=a" Y1y, )y, &) (5.14)

JjneZ j.nez

Caso os frames obedecam ao Lema A formando bases ortonormais, tem-se

Vin (x)= V.., (x) e:
S&)= Y (1) v, ) (5.15)

J.neZ
que foi a equagdo colocada em (2.29). Nota-se que fazendo ¥/, (x)= V. (x) em (5.12) obtém-se

(5.15) evidenciando que, de fato, as wavelets ortogonais sdo um caso especial das wavelets

biortogonais. As principais diferengas entre ambas sdo [6]:

e Os filtros ortogonais possuem necessariamente 0 mesmo comprimento, que deve ser par. Essa
restri¢ao nao ¢ imposta aos filtros biortogonais.

e A biortogonalidade permite que wavelets e fungdes-escala simétricas e de reconstru¢ao exata
sejam construidas, o que se constitui numa de suas principais vantagens, conforme serd abordado
no Capitulo 7.

e A identidade de Parseval ndo ¢ valida para os sistemas biortogonais, ou seja, a norma dos
coeficientes ndo ¢ idéntica a norma da funcdo, o que se constitui numa das principais
desvantagens das wavelets biortogonais. Isso significa que dada a energia do sinal original, ndo ¢

possivel prever a energia da saida.

5.3 - Analise de Multiresolucio para Wavelets Biortogonais

A analise de multiresolucdo para wavelets biortogonais ¢ similar a apresentada para o caso

ortogonal, porém com uma implementacao ligeiramente mais complicada. No caso biortogonal ha

dois espagos vetoriais {VZ,} e {172, }, um par de fungdes-escala duais @(x) e ;/7 (x), dois espagos
vetoriais de detalhamento {W2 S Jl e {sz }, bem como um par de wavelets duais Y(x) e l/7(x) [5].

Os subespagos 7, e 172 . obedecem as propriedades da se¢do 5.1. Assim:

..cV_,cVv,cV,cV,c...

2 2 2 2

L (5.16)
..clV_  ,cVv,cVv,cV,c...

2 2 2 2

Para qualquer jeZ, {¢M} e {5” } sdo bases ndo-ortogonais que geram, respectivamente, os

subespagos ¥, e 172,. Essas bases sdo construidas a partir de deslocamentos, dilatagdes e
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compressdes das funcdes-escala ¢ (x) e 5 (x), respectivamente. As fun¢des-escala obedecem a:

(000 .00, ) = S(m) (5.17)

O subespago W, € o complemento ndo-ortogonal de ¥, em V,,.,. Ja VIN/ZJ ¢ o complemento

nao-ortogonal de v, emV,.,,ouseja:

V., =V ew V_. ndo é ortogonal a W
2/ 2/ 27 2/ 27 (5 18)
Vi =V, ®W, V., ndo é ortogonal a W,
Similarmente, os subespagos vetoriais 17, e VIN/Z»,. obedecem a:
.CW_ ,cW,cW,cWwW, c...
2 2 2 2
(5.19)

...CVIN/,, CVIN/,7 CW, CVI~/Z c...
2 2 2 2
e para qualquer jeZ, {l/lm }e{l/7jﬁn } sdo bases ndo-ortogonais que geram, respectivamente, os
subespagos 7, e VIN/ZJ.. Essas bases sdo construidas a partir de deslocamentos, dilatacdes e
compressdes das wavelets-basicas w(x)e §(x), respectivamente. As wavelets-basicas obedecem a:

(W0 W)= 06(m) (5.20)

Daubechies [9] também coloca a seguinte relacdo:

VLW, eV, 1w, (5.21)
2 2 2 2

Para determinar qualquer um dos subespacos de (5.21), s6 é preciso que se conheca um

deles. A equagdo (5.21) implica em:
<¢0,0 ’l/7(),m> = <¢700 ’l/jﬂ,m> = &(m) (5.22)
Sejam {(,/5 /‘"} e {ﬁj,n } os dois frames duais geradores dos subespagos Ve 172,. . De acordo
com a teoria de frames, a projecio da fungio f(x)e L(R’) na base {q)j,n} no nivel de resolugdo 2’

para o caso biortogonal ¢ entdo dada por:
A, f()=2(1.6,.)9,.) (5.23)

e sua aproximacao discreta :

A;f 'f={<f75j,n> ,ne Z} (5.24)

Analogamente, sendo {l///.’n }6{1,7 i }os dois frames duais geradores dos subespagos W,
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e VIN/Z‘,. , a proje¢do da funcio f{x)eL(R’) na base {l///.’n} no nivel de resolu¢do 2’ para o caso

biortogonal é dada por:

D, )= 3(/ 7)) (5.25)
e o sinal de detalhamento discreto ¢é:
o' -r={(r.w,) .nez} (5.26)
Como {5]” }e 172 ; NZN , pode-se expandi-la na base de V > encarando-a como
filtragem:
5j,n (X): z <$_/,n ’¢_/+1,k> ¢/+1k( ) z <¢—]()( )1 ¢(),k-2n( > 5+1k Zh k— 27’1 j+1k( )
- - - (5.27)
onde o filtro discreto de resposta impulsiva em questao ¢ dado em (5.28):
h(m)=(0.,, (). 9, w)) (5.28)

Da mesma forma, como {1/7/. .

}e VIN/),. cV et s pode-se expandi-la na base de 1 et -

o

l/7j,n(x)= Z<‘/7j,n ’¢j+1,k> ¢J+1k(x) Z<'//—1o( )r¢0,k—2n( > J+1k Zg k— 2" +1k( )

fe=—co fe=—co fe=—co
(5.29)

onde o filtro discreto de resposta impulsiva ¢ dado em (5.30):
g(m): <l/771,0 (u)’¢0,m (“)> (5~3O)

Convoluindo (5.27) e (5.29) com a fungdo f{x), tem-se respectivamente:
(£.6,,)= 2 hle=2n)-(1 6,...) (5:31)
k=—oc0

(5.32)

(r.7,)=Y8k=20)-(1. 3,.)

k=—o0
As equagdes (5.31) e (5.32) caracterizam o processo de decomposicdo da analise

. ~ . . ~ : d d
multiresolugdo biortogonal. Pode-se notar que as aproximagdes discretas 4], - f e D7, - f podem

ser calculadas através da convolugéo de Aj”, - f com os filtros h (-n) e g(-n) respectivamente,

seguidas pela dizimag@o por um fator de 2 (descarte de uma amostra sim e outra ndo do resultado).
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5.4 - Reconstrucio a partir da Representacdo Wavelet Biortogonal

O subespago W, ¢ o complemento néo-ortogonal de V, em V. Portanto, o espago V,

pode ser gerado pela base ({¢j,n } {l//j’n }) . Como:

neZ

A S0 =2 (). 6,1,) 0,00, (5.33)

n
¢ interessante comegar o processo de reconstrugdo a partir da expansdo de ¢, . Assim:

90n ()= (8,0, ).0,,0) 6,0+ 28, W)y, ()7, ()

= 3 B 0.0, 0) 6,00+ T G )y, ) () 539

Definindo os filtros discretos de resposta impulsiva em (5.35) e (5.36), pode-se encarar

(5.34) como o processo de filtragem dado em (5.37).
Hon) =0, )., )

glm)={y_;,(w).6,,,(u)) (5.36)

(5.35)

011 (x)= ih(n = 2k)- ¢, (x)+ i gln—2k)-%,, (x) (5.37)

f=—oo f=—oo

Convoluindo (5.37) com a func¢ao f{x), tem-se:

(1), 801 () = 2ohln=20)-(£(x). 3, () + D gln=2k)-(1(x). 7, (x))  (538)
—_— k=—oc0 —_— k=—o0 —_—
componente de A;’/H -f componente de Aj/ -f componente de Dj/‘ f

Em (5.38), nota-se que Aj#, - f pode ser reconstruida inserindo-se um zero entre cada
amostra de A;’, - f eD;’, - f (superamostragem) e convoluindo os resultados, respectivamente com
h(n) e g(n). Deve-se notar que cada coeficiente de Aj,.ﬂ - f € formado por todos os coeficientes de
Aj_, -fe Dj, - f . A reconstrucao da andlise de multiresolugdo biortogonal é caracterizada por:

Ay fx)=45, - f(x)+ D3 - f(x) (5.39)

O esquema da decomposigdo e sintese da TW biortogonal encontra-se na Fig. 5.1. Observa-
se que na decomposic¢do utiliza-se h (-n) e g(~n), enquanto na sintese utiliza-se filtros de resposta

impulsiva a(n) e g(n). Esta caracteristica ¢ diferente da TW ortogonal, na qual s3o utilizados os
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mesmos filtros A(n) e g(n) na decomposi¢do e na sintese. Além disso, os filtros correspondentes a

wavelet biortogonal sdo mais flexiveis, faceis de projetar e podem ser simétricos [15].

ses — T2 | up

e

Fig. 5.1. Diagrama em blocos do algoritmo de decomposigao e sintese
da TWD biortogonal.

5.5 - Comentarios

Neste capitulo foram apresentados os algoritmos de decomposicdo e sintese da TWD
biortogonal, técnica que, estendida para o caso 2D, apresenta excelente desempenho nos esquemas

de compressdo de imagens. No proximo capitulo é apresentada a TWD bidimensional.
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Capitulo 6

Analise Multiresolucio Bidimensional

Ja sdo conhecidos os excelentes resultados da TWD quando aplicada a compressdo de
imagens estaticas e video. Bons exemplos podem ser encontrados em [20]-[31]. Este capitulo

destina-se a estender a analise multiresolucdo para o caso 2D a partir de wavelets ortogonais
[6][10]. O subespago vetorial V;j ¢ definido como o produto tensorial dado por:

V.=V, ®v) 6.1

Sendo {Vz’/} a aproximagdo por multiresolugdo em L’(R) dada na Secdo 4.1, qualquer

conjunto de subespagos vetoriais {V;,, je Z} que satisfacam as propriedades 1-6 da mesma

subsecdo para o caso bidimensional ¢ chamado de Aproximagéo por Multiresolu¢do em L*(R’). Ao

longo do texto, esse conjunto sera referenciado simplesmente por {VZZ/ }, de forma a diferencia-lo de
cada V;,. em particular. A aproximacdo de uma imagem f{x,y) no nivel de resolucdo 2’ é a sua
projecao no subespago vetorial V;, .

Estendendo o Teorema A para o caso bidimensional, pode-se mostrar que ha uma tnica
fungdo-escala ¢(x,y) € L’(R’) responsavel pela formagio de todas as bases ortogonais de todos os

subespagos em questdo [10]. Assim, a familia i¢( (x,»)f dada por:

Jinysny,
¢j;n‘.‘nv(x3y)=2j¢(2/x_nx ’2/y_ny) ’(nx’ny)e ZZ (62)

forma uma base ortonormal para cada ij .
Sendo ¢(x) a funcdo-escala unidimensional referente a {V;j }, Mallat [21] mostra o caso em

que a fungdo-escala bidimensional ¢(x,y) ortogonal é separavel, podendo ser expressa por:
o(x,y)=9(x)-9(») (6.3)
O mesmo ocorre para a base ortogonal em ij :

0 63)=0,, ()0, () n,.n)e2’ 6.4)

Analogamente ao caso unidimensional, a aproximacdo de uma imagem f{x,y) no subespago

vetorial '}, ¢ obtida por:
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=% 2 ()0 w) 0, () ©5)

(=00 =00

e a aproximacdo discreta de f{x,y) na resolucdo 2’/ é obtida em fungdo dos seguintes produtos

internos:

A s = {10).0,,0) 0, 0)  fnn)e 2] (6.6)

6.1 — Implementaciao de uma Transformada de Multiresolucio 2D

As imagens utilizadas na pratica sdo discretas, possuindo resolugdo maxima finita.

Novamente por questdo de normalizacdo, sera utilizada resolugdo maxima igual a 1. Assim,

A? - f(x,y) sera a aproximacao discreta de f{x,y) nessa resolugao.

Analogamente ao caso 1D, a familiaiqjj (x, y)} ¢ uma base ortonormal para cada Vj/ e

ingny

Logo, pode-se expandir i¢ (x,y }na base ortonormal de V7 Y

Jimen,

Jl¢./';ru.,l(‘. (X, y)}e V2 cv?

2/+1
_/ Ny, VlJ Z Z < ] oy, ]+1 kyoky, (u’v)>'¢j+1;kx,ky (xﬂy) (67)

ky=—c0 ky=—o0
Fazendo a mudanga de variaveis (analoga ao caso 1D) no produto interno de (6.7), tem-se

que cada coeficiente resultante da proje¢ao de f(x,y) pode ser obtido por:

<f(x’y) D inm, > Z Z <¢-1 0.0\U> V s Pk 2m) (ky=2n, )(u V)> <f(x9y)'¢j+[;kpky(xgy)> (6.8)

ky=—c0 ky=—co

Definindo o filtro discreto /(l,m) de resposta impulsiva em (6.9), pode-se encarar (6.8)

como o processo de filtragem descrito em (6.10).

h(tm)= (000 ,v), 0., 0, 0)) = (0, ), 0y () -(0.,,(v), @, ,, (V) = () hm) (6.9)

(F2) By o)) = X 0l =20, ) 3 = 20) (F(0) By, () (6:10)

ky=—co p—

Deve-se notar que o filtro /(/,m) é separavel nas diregdes x e y, podendo ser decomposto no

produto de dois filtros digitais unidimensionais definidos em (4.16). A equagdo (6.10) é a expressao
que, para (n,,n,) fixo, obtém cada coeficiente da projecdo de f{x,y) na resolugdo 2’ a partir de todos
os coeficientes da projegdo de f{x,y) na resolugdo 2/*'.

Esta equagdo mostra que A - fpode ser calculada através de filtragens sucessivas de
i
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Ajﬂ, - f em ambas as diregdes. Primeiramente, Aj,” - f € filtrado na dire¢@o horizontal (dire¢do das

linhas, x) com o filtro A(-n) 1D, dizimando-se o resultado por um fator de 2 nessa dire¢do (ou seja,
descartando-se uma linha sim e outra ndo). A seguir, o resultado ¢ filtrado na diregdo vertical
(diregdo das colunas, y) com o mesmo A(-n), seguido novamente pela dizimagao por um fator de 2
na direcao vertical (ou seja, descartando-se uma coluna sim e outra ndo). Esse processo encontra-se

esquematizado no ramo superior da Fig. 6.1.

Todas as aproximagdes Ajj - f para j<0 podem ser obtidas recursivamente tendo como

ponto de partida A futilizando esse procedimento. Alternativamente, pode-se realizar

primeiramente o processamento por colunas e depois por linhas, a semelhanga do que ocorre com as
demais transformadas bidimensionais. Essa op¢ao também ¢ valida para o sinal de detalhamento e

para a transformacao inversa, apresentadas na seqiiéncia.

LAl
hh | | -
’—«. Ny s 2V s fiy
A;‘M'f r fhi—: r;, | I
e e Ly 2w L
[ R T . D.-f
hg '
: I—-uml_r——:”ll-—»fhg
| . D?
i Nm) | ::2|$ — f
| ]
: e 51 1,
o 5 2w B
L [ Uohas | : D;.f
am | 2 Ly,

Fig. 6.1. Diagrama de blocos de um estagio de
decomposi¢do wavelet de uma imagem.

As indicagdes do tipo f;, f".,f,.f"', na Fig. 6.1 sdo marcos para o exemplo pratico de

aplicagdo da transformada wavelet bidimensional que sera dado na Secédo 6.5.

6.2 - O sinal de Detalhamento 2D

Sendo {VZZ,} a aproximagio por multiresolugdo separavel em L’(R’), o detalhe no nivel de

resolugdo 2/ é a projecdo de f{x,») no subespago vetorial szj que, analogamente ao caso 1D, é o

complemento ortogonal de Vj, em V;jﬂ .



54

Teorema D Estendendo o Teorema B para o caso 2D, sendo a fungdo-escala 2D separavel @(x,y)=
d(x).¢(y) e sendo W(x) a wavelet unidimensional associada a @(x), ha 3 wavelets responsaveis pela

formagdo das bases ortonormais [5][10]. As trés wavelets bidimensionais sdo dadas por:

' (x, y)=p(x)-w(y)
v (x,y)=plx)- 9(») (6.11)
v (x,y)=vlx) wiy)

Assim, a familia{ l//; (x,y), I<i< 3} dada em (6.12) ¢ uma base ortonormal para cada Wj, .
Ty

1

=2 (n 2 )
v’ (x,y)=2jl//2(2-"x—nx,2jy—ny) , (nx,ny)e zZ’ (6.12)

Jinyny,

l//i,wv (x,y)=2"y’ (ij -n. 2 y- n, )
Analogamente ao caso unidimensional e baseado no Teorema D, a diferenca de informagao
6]:

entre 4°,, - fe Ad - f € igual a projecao ortogonal de f{x,y) no subespago W

/+1

ol
= (1) yhs 62)) nez}
02 f={ (el 59)) o)z} (6.13)
D} S = () v 63)) ez )

que correspondem as trés imagens de detalhes.

Assumindo a existéncia do conjunto de waveletsi 1//"/  (xy), 1< 53} separaveis, cada
wavelet {l//’/ (x, y)} pertence ao  espago WZ c szﬁ, Pode-se entdo  expandir

J[l//im (x,y),1<i< 3} na base ortonormal de V'’

2/+I N

Viten, Z Z < Viinen, ¢j+1;kX,ky (U,V)>‘¢j+1;kpkv (x,») (6.14)

k =—oc0 k=00

Aplicando uma mudanga de varidveis, tem-se:

w;;n'r,n), (.X, y) = Z Z <l//il;0,0 (u’ V) H ¢();(kX72nv‘.),(knyny)(u’ V)> : ¢/+];kx,ky (X, y) (6 1 5)

ky=—co ky=—co
Definindo o filtro discreto bidimensional de resposta impulsiva:
g (t.m)= (') 00(v)., 0y, (0,v)) (6.16)

onde i indica o indice da wavelet utilizada, tem-se que para cada wavelet i definida em (6.11), existe

um filtro separavel correspondente que pode ser decomposto no produto de dois filtros 1D definidos
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em (4.16) e (4.32). Assim:

g’(Z,m)=<¢7]‘0(u)l//71’0(v),¢0’£(u)¢0‘m(v)> =<¢4,o(“)s¢0 /(”)><l// ]()(v)’¢(),m(v)> h(f) (m)
gz((,m) = <'//71,0 (u)¢71,0 (V): ¢o,/(u)¢0,m (V)> = <l//71,0 (”)s ¢0 f(u)> < (V)» ¢0,m (V)> g(f) (m)
gj(fam) = <'//71,0 (u)l//.l,n(v)» ¢0,/(”)¢0,m(")> = <l//71,0(”)s ¢0 /(”)> <‘// 10(")’ ¢0,m( )> (E) g(m)

Definidos os filtros pode-se obter o processo de filtragem em (6.18-6.20):

<f( )V o, > Zg(k ~2n,). Zh(kx—Zn )-<f(x, V)Pt y)> (6.18)

(6.17)

o oo

<f () ¥} (x,y)> = Zh(ky ~2n,) > gk, - 2nx)'<f (0. 2) 01, (x,y)> (6.19)

(Fe) Wi Ce))= Yale, =20, ) S alh, = 20)-((er) 6,0y, () (620

ky=—oo ey=—oo
As equagdes (6.18)-(6.20) mostram que as diferentes imagens de detalhes D;’, - f podem ser

calculadas através de filtragens sucessivas de 4° i f em ambas as dire¢Ges. Primeiramente A? S S

¢ filtrado na direg@o horizontal (linhas, x) com um filtro 1D, dizimando-se o resultado por um fator
de 2 nesta dire¢do. A seguir, o resultado € filtrado na diregdo vertical (colunas, y) com outro filtro
1D, seguido novamente pela dizimagdo por um fator de 2 na dire¢ao vertical. O filtro utilizado em
cada dire¢do depende do indice i da wavelet em questao.

Esse processo encontra-se esquematizado nos demais ramos da Fig. 6.1.

6.3 - Implementacio de uma Representaciao Wavelet Ortogonal 2D

A representagdo wavelet ortogonal 2D de uma imagem original 47 -  pode ser calculada
através de sucessivas decomposicdes de 4., -/ em A5, -f, D), -f , D},-f e Dj -f, sendo que

- J<j<-1. Um estagio completo deste algoritmo encontra-se na Fig. 6.1. A representacdo wavelet
bidimensional pode, entdo, ser calculada através do cascateamento de dois algoritmos piramidais
unidimensionais: o primeiro aplicado nas linhas da imagem, seguido pelo segundo aplicado as
colunas.

Para qualquer J >0, a representacio wavelet 2D ortogonal de uma imagem 4¢ - f(x,y) ¢

dada pelas 3J+1 imagens discretas:

(Aj"’ f ’ {Dzl-f .f}-JSjS-I ’ {DZZ" .f}-JSjS-I ’{Dzjf .f}-JSjS-I ) (6'21)
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A imagem Aj,., - f é a aproximagdo de 47 - f com nivel de resolugdo 2™/, correspondendo

as freqliéncias mais baixas de f{x,)). {D;,. - f } sdo as imagens de detalhamento para diferentes

I<i<3
niveis de resolugdes onde: Dz’ .- f corresponde as freqiiéncias verticais altas (linhas horizontais na
imagem), DZZ ;- f corresponde as freqiiéncias horizontais altas (linhas verticais na imagem) e D; o f
corresponde as freqiiéncias altas em ambas as dire¢des. Se a imagem original possui N pixels, cada
imagem Aj, ,of> Dy -f , D)-f e Dj-f darepresentagio possui 2% N pixels, totalizando os

mesmos N pixels da imagem original.

A Fig. 6.2 ilustra a representacao wavelet ortogonal 2D para trés estagios (J=3).

Ag_nglﬁf
DlLf
Dl.fDc.f|
275 27 1
D..f
Dj_gf Dg_gf
Dl.f D).f

Fig. 6.2. Imagens resultantes da decomposi¢ao wavelet ortogonal bidimensional para J=3.

6.4 — Reconstrucao a partir da Representacao Wavelet Ortogonal 2D

2

Como W’ ¢ o complemento ortogonal de ¥V’ em V’,, o conjunto de fungdes
2 2 2

({qﬁj;,wy (x, y)} {'//.;;m,n),» (x,y),1<i SS})(%”YFZ ¢ a base ortonormal em V;H,. Assim, pode-se

escrever ¢ (x,y) como:

J+1ny y,

¢j+1;nx,ny (X, y) = i
+ z i i <¢j+1:nxﬁy (u,v), l/('/i‘,kX’k‘yy (u,v)> . W;;kx’ky (x,y) (6.22)
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Calculando o produto interno de ambos os lados de (6.22) com f{x,y), tem-se:

() By, )= 25 (Brarnn, 00,010 ) (£5.9). 0,0, 3+

k, =—co f, =
2 (s, W) ) () o)) (62

Aplicando algumas substitui¢des, tem-se:

oo

(£0)- 100, () = 3 o, = 2,) 3 =26 {15) 0,4 () +

Mx

+ i gln, =26,) > hln, = 26,)-(fle ) w4 (60) +

+ Z h(n -2k )i (nx—ka)'<f(xy '//Jk’f >+

(6.24)

+ Zg(ny—Zky)i g(nx—ka)-<f( Vi, xy>

ky=—c0 k =—c0

Em (6.24) nota-se que para reconstruir 4 .., - f primeiro héd a insercdo de uma coluna de

2/
zeros entre cada coluna de 4f, - f, D), -f,D; -f,D], - f seguida pela convolugio das linhas

resultantes com um filtro unidimensional. A seguir, ha a inser¢do de uma linha de zeros entre cada
linha, seguida pela convolug@o das colunas resultantes com outro filtro unidimensional. Os filtros

utilizados s3o aqueles definidos em (4.16) e (4.32).

Deve-se notar que cada coeficiente de A4‘ S - ¢ formado por todos os coeficientes de
d 1 2 3 : Lo ~
A5, -f. D, -f.D,, -f e Dj -f . O diagrama em blocos de um estagio da reconstru¢do da

imagem encontra-se na Fig. 6.3. A imagem A - f ¢ reconstruida a partir da representagio wavelet

repetindo-se este processo para — /< j < —J.

Alf

i [ 24 |Yhn ¥ih
—_— I-—_d! n{mj .
Yh M
[
2 T Yng o Yig |
e At
D> -f Y, t Y
2 24 | Yo J
e |
r' Yé?

i’ Y, ¥e
2 [:2 ¥ E‘HI— i1

Fig. 6.3. Diagrama em blocos de um estagio da
reconstru¢do da imagem.
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6.5 — Exemplos da TWD-2D e sua inversa

Exemplo 1) A Fig. 6.4 mostra um exemplo ilustrativo de um estagio da TWD-2D aplicada a uma
imagem 8x8 de um pulso gaussiano, enquanto a Fig. 6.5 mostra sua inversa [5]. As indica¢des do
tipo f,,f' .f,,f' foram referenciadas nas Figs. 6.1 e 6.3. Os arredondamentos da

implementacdo ndo foram mostrados

000000D0O0O0 00000000 00000 0 00
0001100 :1‘ 001 11000 00000 0 0 0
00244200 j0024 5 4200 011 0-1-100

;:”'4"”"”i 388310 230320
LI ] o R ST e e e
00244200 02454200 0110 -1 00
00011000 01 1 1DOOD 00600 0 O 0 D
00000000 0000 0000 00000 0 0 0
0000 00 ¢ 0 01 10 [ T (I T 00 00
0110 o0 0 0 0 4 4 0 02 20 o1 -1 0 o1 -1o
04 4 []‘ 01 -1 0 19 9 | 03 30 13 =3 1 01 -1 0
P L I P Y I T Lo 00 00 14 =4 -l 00 00

L PP II =l s ol W0 0 | o oo TRl s L] fe=lo o0 o

04 4 0f 01 =1 0 0 4 4 0 0 -2 =20 01 =10 0 =1 1 0
0110 00 0 0 o1 10 0 -1 =10 00 0 0 00 00
000 ol 000 O 00 00 00 00 0 0 00 00
1 2 [ DR 00 0 0 00 00
e 199 | o - 03 30 - 13 -3 - . o1 -10
[ pe ey | 0 -3 =30 13 -3 - 290 -1 1 0
[ ] 0 -1 -10 00 0 0 00 00
Fig. 6.4. Exemplo da aplicacdo da TWD bidimensional
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16 6 1 0 -2 -2 0 02 -2 0| 0 o-1 1 0
0110 00 0 0 o0 00 0 0 0 0
[V T ] lo 0o o o loo o ol 00 0 0
a0 0 0 00 o 0 00000000 a0 000 0 0 0
‘u 1o 00 0 0 000 10100 00000 0 00
lo 4 a4 0 01 -1 0 D004 0400 0001 0 -1 0 0
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Fig. 6.5. Exemplo da apnlicacao da TWD bidimensional inversa.
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Exemplo 2 ) A Fig. 6.6 mostra a imagem original Yosemite 248x350 ¢ a Fig. 6.7 mostra a
representagdo wavelet ortogonal bidimensional da imagem Yosemite para trés estagios feita no

aplicativo Matlab Wavelets Toolbox (Matlab 6.1).

Fig. 6.6. Imagem original Yosemite 248x350

Fig. 6.7. Representacdo wavelet ortogonal 2D para trés estagios (J=3).



60

6.6 — Comentarios

Foram apresentadas neste capitulo a decomposicdo e sintese da TWD bidimensional
ortogonal, bem como os sinais PB e de detalhes bidimensionais resultantes do processo de
decomposicdo. O capitulo seguinte finalizara a apresentacdo da teoria wavelet abordando as

caracteristicas desejaveis da TWD para a compressao de imagens.
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Capitulo 7
Regularidade, Selecao das Wavelets e SPIHT

Genericamente falando, as mais diversas técnicas de compressdo de imagens surgem da
anulagdo ou da quantizagdo ‘“grosseira” dos coeficientes de alta freqiiéncia. Nesse contexto, a
regularidade (suavidade) da TW esta diretamente relacionada com a fidelidade na representagdo da
funcdo. Isso ocorre uma vez que, se a wavelet nao for regular (apresentando, por exemplo,
descontinuidades ou quebras), serdo gerados mais componentes de alta freqii€ncia, o que em um
sistema de compressdo acarretaria erros e perda de qualidade visual.

Este capitulo tem por objetivo apresentar as caracteristicas desejaveis para a TW na
compressao de imagens (alvo desta pesquisa), com destaque para a regularidade; culminando com a
importancia da biortogonalidade na compressdo de imagens e nas caracteristicas da TWD spline
biortogonal 9-7, adotada por este trabalho.

Neste capitulo também ¢ apresentado o algoritmo SPIHT para codificacdo de imagens
decompostas pela TWD. Este algoritmo ¢é apresentado por ser o nticleo do Sistema-Base 1 adotado

para comparagdo com o codificador proposto.

7.1 — Wavelets de Daubechies

Daubechies [16] construiu um conjunto de wavelets-basicas, {l//(x) |N} com caracteristicas

especiais. Caso ¥(x) |N fosse nula fora do intervalo /0, 2N-1], seus primeiros N momentos também
se anulavam, ou seja:

[ x"ylx) dx=0  n=01..N (7.1)

e seu numero de derivadas continuas ¢ = N/5. Isso descreve um grupo de fungdes bem comportadas,
também chamadas de wavelets regulares.

Em [16] pode ser encontrado o algoritmo de Daubechies para a construcao de filtros FIR
h(n) que gerem as wavelets W(x) regulares, ortogonais e de suporte compacto. Este algoritmo
consiste na fatoracdo de um polinomio fun¢do de N (onde 2N é o comprimento do filtro 4(k) ) e na
aplicagdo das formulas (4.46), (4.21) e (4.47), ndo sendo apresentado aqui dada a sua extensao e por
fugir ao escopo da tese.

O parametro N € o indice de regularidade de ¢(x) ¢ ¥(x). Quanto maior o valor de N, mais
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suave a wavelet-basica W(x). Essas wavelets sdo conhecidas como “wavelets de Daubechies” e

algumas delas encontram-se na Fig. 7.1. Curiosamente, l//(x)|N:1 ¢ a wavelet-basica da

transformada de Haar. A Tabela VII.1 mostra os coeficientes dos filtros /(n) das wavelets-basicas

comN=3,57¢9.

2 T 1 | | T T
Wx)| 1 - cu(x)| .
I+ W] — N=5
0 4_-—-—-—\..\/ A5 0 “‘--..//\ Uf\\v—
- \/7 i i \j ]
1+ -
2 ! 1 1 | I 1
-2 -1 0 I 2 4 2 0 2 4
(a) (b)

T I T I T T | T

v — | |- W(X)|N=q _
- Al NN

A : Vit

|
]

I 1
-4 2 0 2 4 -6 -4 =2 0 2 4 6
() (d)

Fig. 7.1. Wavelets de Daubechies para: (a) N=3; (b) N=5; (c)N=7 e (d)N=9.

TABELA VIL1 — COEFICIENTES DOS FILTROS H(N) DAS WAVELETS-BASICAS COMN =3, 5, 7E9.

N | Coefs

3 [ ho-hs [ 0,3327 [ 0,8069 | 0,4599 [-0,1350 [-0,0854 | 0,0352
5| hy-hy [ 0,1601 | 0,6083 | 0,7243 [ 0,1384 [-0,2423 [-0,0322] 0,0776 |-0,0062 [-0,0126 [ 0,0033
ho-hs | 0,0779 | 0,3965 [ 0,7291 | 0,4698 | -0,1439 [ 0,2240 | 0,0713
ho-hys | 0,0806 |-0,0380[-0,0166| 0,126 | 0,0004 |-0,0018 | 0,0004
ho-hg | 0,0381 | 0,2438 | 0,6048 | 0,6573 | 0,1332 [-0,2933 [ -0,0968 | 0,1485 | 0,0307
he-hy7 [ -0,0676 | 0,0003 | 0,0224 |-0,0047 [ -0,0043 | 0,0018 | 0,0002 |-0,0003 | 0,0000

7.2 — Selecao das Wavelets.

A aplicagdo em processamento de imagens requer que a TW e, portanto seus filtros de

implementacdo, apresentem certas caracteristicas [S][6][9]:
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e Suporte compacto: a wavelet basica ideal deveria ser uma funcgdo oscilatoria de curta duragdo

(i.e., de suporte compacto), onde as translagdes diadicas de escalonamentos binarios da fungdo
fossem ortonormais. A fungdo de Haar obedece a essa premissa, porém, o mesmo ndo ocorre
para muitas das wavelets disponiveis. Caso funcdo-escala e wavelet possuam suporte compacto,
as respostas impulsivas dos filtros correspondentes possuem comprimento finito (FIR),
possibilitando algoritmos de rapida implementacao.

e Coeficientes racionais: Adotando filtros com coeficientes racionais, ou melhor, racionais

diadicos, as operagdes de ponto flutuante sdo evitadas e um numero menor de erros ¢
introduzido.

e Simetria: Filtros simétricos (também chamados de fase linear) tornam possivel o cascateamento
de bancos de filtros sem a necessidade de compensagdo de fase, evitando problemas nas bordas
naturais das imagens.

e Regularidade: Conforme apresentado, quanto mais regular a wavelet e a fungdo-escala, maior o

numero de fungdes possiveis de serem representadas com fidelidade.

Contudo, nota-se que suporte compacto ¢ conflitante com a regularidade, uma vez que
quanto maior o comprimento do filtro, mais regular a wavelet para favorecer o processo de
compressao; porém pior o aspecto de implementagdo do ponto de vista de velocidade. O objetivo

passa a ser, portanto, encontrar o ponto 6timo com relagdo a esses aspectos conflitantes.

Além disso, teoricamente, os filtros adotados devem garantir a reconstru¢do do sinal sem
erros. Infelizmente, Daubechies ez.a/ [15] afirma que ndo ha filtro FIR ortonormal e simétrico trivial
com propriedade de reconstrugdo exata, independente da regularidade. Para contornar essas
questdes conflitantes, a condi¢cdo de ortogonalidade ¢ relaxada, gerando a biortogonalidade. Com
ela, ¢ possivel preservar a simetria ¢ a reconstrugdo exata e ainda obter alta regularidade. As

wavelets biortogonais tém apresentado bom desempenho na compressao de imagens [15].

Deve ser notado que para transformadas sobrecompletas (como a TWC), as restricdes a
respeito das fungdes-base sdo suaves, enquanto para transformadas envolvendo pouca ou nenhuma
redundancia (como a TWD) as restrigdes sdo mais severas. Dentro das ultimas, a TWD biortogonal
apresenta maior flexibilidade na escolha da wavelet-basica a ser adotada. O calculo das fungdes
duais também ndo aumenta a complexidade computacional do processo.

Nesse contexto, o projeto de wavelets biortogonais tém sido uma area ativa de pesquisa.

Varios autores tém catalogado filtros e suas wavelets biortogonais correspondentes.
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7.3 — Implementacio das Wavelets Biortogonais

Em [15][32] foram realizados extensos estudos matematicos gerando técnicas para a
construgdo de wavelets biortogonais. Dada a extensdo e complexidade dessas técnicas e por fugirem

ao escopo da tese, seus principios serdo somente sumarizados aqui.

Em [15][ref. 12 de 15] provou-se que uma alta regularidade pode ser obtida, tanto para ¥

quanto para ¥, desde que se selecione os filtros suficientemente longos. Em particular, se as

fungdes ¥ e W forem, respectivamente, diferenciaveis (p—1)e (p—1) vezes no tempo, entdo
A . S ~ o ey . —jw 4 —jw 2
suas respostas em freqiiéncias (H(w) e H (w)) sdo divisiveis por (1+e : ) e (1 +e™ ) ,

respectivamente. Logo, os filtros (h(n) e h (n)) terdo um cumprimento maior que p e P,

respectivamente [33].

Outro aspecto € que a divisibilidade de H (w) por (] +e )77 significa que i pode ter p
momentos nulos consecutivos [9], ou seja,

Jxll//(x)dx =0, paral=01,...,p-1 (7.2)

Prova-se utilizando-se as séries de Taylor [9], que se ¥ tem p momentos nulos, os
coeficientes < 1, '//m,n> irdo representar fungdes f que sdo p vezes diferenciaveis com um alto

potencial de compressdo.
Muitos exemplos de wavelets biortogonais consideravelmente regulares podem ser
construidos através dos algoritmos propostos por esses pesquisadores. Antonini [15] sugere que,

dentro dos limites impostos pelo suporte compacto, procure-se escolher p o maior possivel para
obter bom nivel de regularidade.
Em termos de H(w) e H (w) , a expressdo de reconstrugdo perfeita ¢ dada por [15]:
HwHW)+Hw+7x)Hw+7)=2 (7.3)
Combinando-se as expressdes (7.2) e (7.3) e levando-se em conta a imposicdo de
divisibilidade de H(w) e H(w)por (]+ef"vw)p e (]+efjw)ﬁ, chega-se através de uma prova

bastante extensa a [15]:

=

H(W)I-NI(W)Z cos” (%) [ Z(l —I* q] sin’? (%)+ sin”! (%) R(w) (7.4)

q=0 q
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onde R(w) é um polinébmio impar em cos(w), e 2I=p+ p (o fato de os filtros /# e h serem simétricos

garante que p+ p seja par).

A partir de (7.4) é possivel construir muitos exemplos de filtros biortogonais. De forma
geral os passos sdo os seguintes: escolhe-se um R(w); fatora-se H(w) e H (w) gerando-se uma
familia; escolhe-se p e p (comprimentos minimos) gerando-se filtros diferentes. Nas proximas
subsegOes serdo mostrados trés exemplos pertencentes a trés diferentes familias [33]. Na Tabela
VIIL.2 sdo apresentados os coeficientes 4, € Zn dos filtros passa-baixas destes trés exemplos € nas

Figs. 7.2, 7.3, 7.4 as respectivas wavelets e suas duais.

Uma vez obtidos 4, ¢ Zn , para a implementagdo do processo completo basta utilizar as

expressoes, bastante semelhantes ao caso ortogonal, somente incluindo o conceito de dual [9]:
gn)=1"-n(1-n) (7.5)

gln)=(=1y"-h*(1-n) (7.6)

Tabela VII.2 — Coeficientes e comprimentos de filtros biortogonais spline e spline variantes

n 0 +1 +2 +3 +4
Filtros spline 272 h, | 45/64 19/64 -1/8 3/64 3/128
p=4 p=2el=3 93] PR S Y/ 1/4 0 0 0
Filtros variante spline com 272 h, | 0,602949 | 0,266864 |-0,078223 |-0,016864 | 0,026749
comprimentos semelhantes
p=4, p=4el=4 [9-7] 272, | 0,557543 | 0,295636 | -0,028772 | -0,045636 0
Filtros variante spline com 272 p, 0,6 0,25 -0,05 0 0
comprimentos muito semelhantes P
p=2. P=2el=2 [5-7] 272 b, | 17/28 73/280 -3/56 -3/280 0

" w(x) [ 2 w(x) r'

1 [l 2 3 '

Fig. 7.2 — Wavelet biortogonal spline [9-3] e sua dual
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Fig. 7.3 — Wavelet biortogonal spline [9-7] e sua dual
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Fig. 7.4Wavelet biortogonal variante spline [5-7] e sua dual

7.3.a — Wavelets Spline Biortogonais Cohen-Daubechies-Feauveau

Fazendo R(w) =0 em (7.4), e se a resposta do filtro passa-baixas dual for definida por:

~ = . =0, sep é par
H(w)=cos "W/, )¢, ond
()= cos (A) ¢ onee {821, sep éimpar (7.7)

obtém-se a familia de filtros conhecida como filtros spline [15], pois a fungao (/7 correspondente ¢

B-spline ou filtro binomial, onde os h sdo coeficientes binomiais. Os filtros spline sdo simétricos,

suaves e tem coeficientes diadicos. A resposta em freqii€ncia do filtro passa-baixas ¢ dada por:

H(w)=cos*? (%)elgg{ i(l_“_q] sin’ (%)} (7.8)

q=0 q

Na Tabela VII.2 foram apresentados os coeficientes /4, e }Nzn dos filtros passa-baixas desse
caso para /=3 e p=2. Observe que os filtros desse exemplo sdo simétricos com relagdo a 0, ¢

possuem um cumprimento impar. Essa ¢ uma caracteristica dos filtros spline [33].

7.3.b — Variante de Wavelets Spline Biortogonais
Para se construir essa familia de filtros faz-se R(w) =0 em (7.4) e fatora-se o lado direito da

expressao quebrando o polindmio de grau -/ em sin (W/Z), ou seja, em um produto de dois
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polindmios em sin (W/Z). Na tentativa de tornar o comprimento do filtro # mais proximo do

comprimento do filtro h (facilitando a implementag@o), um dos dois polindmios resultantes (o que

possui coeficientes reais) ¢ definido como H e o outro como H [33].

O exemplo na Tabela VIL.2 ¢ o filtro mais curto dessa familia, com /=p=4. Trata-se da
spline biortogonal [9-7], extremamente utilizada na literatura cientifica do estado da arte de
compressdao de imagens. Esse motivo, aliado as vantajosas caracteristicas destas wavelets (suporte
compacto, simetria, 6timo compromisso entre regularidade e rapidez dos algoritmos, reconstru¢ao
exata) motivaram a escolha da spline biortogonal [9-7] para os experimentos deste trabalho.

A Fig. 7.5 ilustra a wavelet biortogonal spline [9,7] 2D adotada nesta pesquisa.

Fig. 7.5. Wavelet biortogonal spline [9,7] 2D

7.3.c —Wavelets proximas as Ortonormais.
Existem muitos exemplos de wavelets biortogonais para as quais R(w)# 0. Em particular,
existe uma escolha de RMw) para a qual os filtros em (7.4) estdo muito proximos e

conseqiientemente, muito proéximos ao caso ortonormal. Um desses casos € o filtro piramidal

laplaciano proposto em [34], para o qual /[=p=2¢

R(w)=48 cos@”j /1 75 (7.9)

Os coeficientes desse filtro podem ser consultados na Tabela VIL.2. Os dois filtros
biortogonais desse exemplo sdo ambos muito proximos de um filtro wavelet ortonormal de

comprimento 6 apresentado em [35] denominados de coiflets. Sendo um filtro ortogonal, o coiflet

ndo ¢ simétrico para reconstrucdo exata. Os proximos filtros (I=p=4) de h ¢ i dessa familia

possuem comprimentos 9 ¢ 15 e ambos sdo proximos ao coiflet de comprimento 12 [33].
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7.4 — SPIHT (Set Partitioning in Hierarchical Trees)

O Codificador Wavelet “Puro” que foi usado como um dos Sistemas-Base para Comparagao
com o Codificador Hibrido proposto nesta pesquisa tem como nucleo a TWD e um algoritmo de
compressdo lossy conhecido como SPIHT (Set Partitioning in Hierarchical Trees). Nos testes
realizados nesta pesquisa (Capitulos 12 a 14), este Codificador Wavelet “Puro” sera referenciado
simplesmente como “TWD+SPIHT”. Neste contexto, esta secdo destina-se a fornecer uma breve

apresentacao do algoritmo SPIHT em si, bem como andlises acerca dessa escolha.

O algoritmo SPIHT foi introduzido por Said e Pearlman [36][37][38] e se apresenta como
uma versdo bastante refinada do EZW tradicional [39][40]. Alguns dos melhores resultados
(excelente qualidade visual e valores de PSNR mais altos para mesmas razdes de compressao) para
uma ampla gama de imagens t€m sido obtidos com esse algoritmo. Conseqiientemente, Rao e Yip
[41] o apontam como sendo provavelmente o algoritmo de compressao de coeficientes-wavelet mais
largamente utilizado, servindo de padrao basico de comparacao para algoritmos subseqiientes.

Tanto o EZW quanto o SPIHT utilizam o conceito de arvores de particionamento. Como a
decomposi¢ao concentra a energia nas subimagens de menor escala, em geral, os coeficientes
possuem magnitudes maiores a medida que estdo localizados mais proximos da raiz da arvore.
Logo, se um dado coeficiente tiver magnitude menor que um dado threshold, sua descendéncia
tende fortemente a apresentar magnitudes menores que esse mesmo threshold. Neste contexto, o
EZW e o SPIHT atuam como cddigos de “embutimento” executados por passos de refinamento que
possibilitam alta compressdo e a transmissao progressiva dos dados.

No EZW, uma grande parcela de informag@o ¢ transmitida a baixo custo quando uma
subarvore inteira ¢ declarada como ndo-significativa sendo representada com a simples “etiqueta”
zerotree. O SPIHT usa um particionamento melhorado das arvores de forma a manter os
coeficientes-wavelet insignificantes melhor agrupados em subconjuntos maiores [42].

As decisdes binarias de particionamento sdo transmitidas ao decodificador. A eficiéncia da
codificagdo do mapa de significancia pelo SPIHT ¢ tal que a codificagdo aritmética das decisoes
binarias gera muito pouco ganho adicional na codificagdo [41].

Os thresholds usados para testar a significancia sao poténcias de 2, de forma que em sua
esséncia, o SPIHT termina por enviar a representacdo binaria do valor inteiro dos coeficientes-
wavelet. Da mesma forma que no EZW, a codificagdo do mapa de significancia, ou o
particionamento dos conjuntos e passo de ordenamento, ¢ seguido por um passo de refinamento, no

qual as representacdes dos coeficientes significativos sdo refinadas.
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Notagdo e Principio de Funcionamento

Os coeficientes-wavelet sdo divididos em arvores origindrias a partir da resolu¢do mais
baixa (banda I na Fig. 7.6). Estes coeficientes sdo agrupados em arrays 2x2 que, exceto para a
banda I, sdo filhos de um coeficiente numa subbanda de resolugdo mais baixa. Os coeficientes na
subbanda I sdo também agrupados em arrays 2x2, entretanto, o coeficiente-wavelet do canto
superior esquerdo de cada array dessa subbanda ndo é tratado como um nod-raiz, ndo sendo
vinculado a ele qualquer descendéncia. Essa estrutura pode ser observada na Fig 7.6 para uma TWD

de 2 niveis [42].

ab . bl b . bu|brbabz
cld bs b. busbubz

baibxbibs
I\ I bs 34.b43

I Iv\

VI VII

Fig. 7.6 — Estrutura de dados utilizada pelo SPTHT[43]

As arvores sdo particionadas em quatro tipos de conjuntos, que nada mais sdo do que

conjuntos de coordenadas dos coeficientes:

1) O (ij) : conjunto de coordenadas dos “filhos” diretos de um dado coeficiente-wavelet da
localizacdo (7,j). Como cada né pode ter 4 filhos ou nenhum, (i) possui tamanho zero ou 4, por
exemplo, na Fig. 7.6 o conjunto ¢(1,2) consiste das coordenadas dos coeficientes b, b,, b; e b,.

2) 9(ij) : conjunto de toda a descendéncia (“filhos, netos,...”) de um dado coeficiente-wavelet da
localizagdo (i,j). Por exemplo, na Fig 7.6 o conjunto & (1,2) consiste das coordenadas dos
coeficientes by, ..., by, by, ..., bys,..., bgyy . Como o nimero de filhos pode ser zero ou 4, o tamanho
de 9(1,2) é zero ou a soma de poténcias de 4.

3) X (ij) : conjunto de todos os nos-raiz (essencialmente banda I na Fig 7.6, salvo a excegdo

citada)
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4) £ (ij) : conjunto de coordenadas de toda a descendéncia de um dado coeficiente-wavelet da
localizagdo (i,j), com exce¢do dos seus “filhos” diretos. Na Fig 7.6 o conjunto . (7,2) consiste das

coordenadas dos coeficientes by, ..., bys,..., by . Portanto:

i) = 96) - O () 7o

Conforme ja comentado, determinadas etapas do algoritmo SPIHT processam a informagao
referente a comjuntos de coeficientes-wavelet, ¢ ndo somente aos coeficientes-wavelet
individualmente. Para estas situagdes, um conjunto ¥ (i,j) ou £(i,j) € dito significativo se qualquer
de seus coeficientes integrantes apresentar magnitude maior do que o dado threshold. Esses
thresholds usados para testar a significancia sdo poténcias de 2, de forma que em sua esséncia, o

SPIHT termina por enviar a representagao bindria do valor inteiro dos coeficientes-wavelet.

Introduzidas as nogdes genéricas, segue-se a descrigdo do funcionamento do algoritmo em si.
Primeiramente, esse algoritmo faz uso de trés listas:
e LIP: Lista de pixels insignificantes;
e LIS: Lista de conjuntos insignificantes;

e LSP: Lista de pixels significativos;

A LIP e a LSP conterdo as coordenadas dos coeficientes, enquanto a LIS contera as coordenadas
das raizes dos conjuntos tipo 9 ou £. Durante os passos de funcionamento, essas trés listas sdo

entdo analisadas para determinados valores de threshold, como sera visto no exemplo.

Acompanhamento

O algoritmo tem inicio com a determinacao de valor do threshold inicial (7)), dado por:

I,=2" (7.11)

onde, sendo ¢,,,, @ magnitude maxima dos coeficientes-wavelet a codificar, n é dado por:
n=|log, ¢y, | (7.12)
A LIP ¢ inicializada contendo o conjunto %. Os elementos de # que possuam
descendéncia sdao também colocados em LIS, como sendo entradas do tipo . A LSP ¢ inicializada
como sendo vazia. Em cada passo, serdo processados os componentes de LIP e a seguir os de LIS ¢
esta composi¢do determina o passo de codificagio do mapa de significAncia. A seguir, o

processamento da LSP determina o passo de refinamento.
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O processamento de LIP consiste em examinar cada coordenada contida nela. Caso o
coeficiente da coordenada seja insignificante (ou seja, menor do que 2"), é transmitido um ‘0’ . Caso
o coeficiente da coordenada seja significativo (ou seja, maior ou igual a 2"), é transmitido um ‘7’
seguido por um bit representativo do sinal do coeficiente (‘0 para positivo e ‘I’ para negativo) e

esse coeficiente ¢ entdo movido para LSP.

Apbs o processamento de todos os componentes de LIP, os conjuntos componentes de LIS
sdo examinados. Caso o conjunto da coordenada seja insignificante (ou seja, todos os seus
componentes menores do que 2"), é transmitido um ‘0’ . Caso o conjunto da coordenada seja
significativo (ou seja, pelo menos um componente maior ou igual a 2"), ¢ transmitido um ‘7’ ¢ o que

¢ feito em seqiiéncia depende se trata-se de um conjunto do tipo ¥ ou .£.

Caso trate-se de um conjunto tipo 9, ¢é testada a significancia de cada um dos seus 4 filhos,
cujas coordenadas estdo em ¢ (i,j) . Esses filhos s@o percorridos segundo uma varredura que
privilegie o tipo de subimagem. Para cada filho significativo é transmitido um ‘/’, a informacao de
sinal dele (‘0’ ou ‘I”), e entdo a coordenada dele ¢ movida para a LSP. Para cada filho insignificante

¢ transmitido um ‘(’, e sua coordenada vai para a LIP.

Agora que as coordenadas de ¢ (i) foram removidas do conjunto, o restante € o conjunto
Hij), que se ndo for vazio, recebe a etiqueta £ e ¢ movido para o fim de LIS. Deve ser ressaltado
que essa nova entrada da LIS terda que ser examinada durante este passo. Caso £ (3,j) seja vazio, a

coordenada (7,j) é removida da lista.

Caso o conjunto seja do tipo .£, nds adicionamos cada coordenada de ¢(i,j) no fim de LIS
como a raiz de um conjunto tipo . Deve ser ressaltado que essas novas entradas da LIS terdo que

ser examinadas também durante esse passo. A coordenada (i,j) é entdo removida da lista.

Uma vez processados todos os componentes de LIS, incluindo os novos termos, segue-se o
passo de refinamento. Neste, cada coeficiente de LSP do passo anterior é examinado e a saida é o
(n+1) bit menos significativo de |c;;|. Os coeficientes de LSP adicionados no passo corrente nio sao
processados neste ponto porque, declarando-os como significativos, ja informamos ao decodificador

o valor do (n+1) bit menos significativo de |c;;|.

Apos esses procedimentos, o primeiro passo ¢ completado. O processo de codificagdo pode

continuar, decrementando # de / e repetindo os passos explicados.
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Exemplo ilustrativo
Seja, por questdo de simplicidade, a decomposicdo wavelet em um nivel a seguir. Neste
exemplo serdo executados 3 passos de codificagdo e sera gerado o bitstream que seria enviado ao

decodificador. Em seguida, ¢ exemplificada a decodificagdo deste bitstream.

26 6 13 10

Passo 1) cex = 26 . Logo, n=4. T; =16 . A inicializagdo das listas, portanto, ¢ dada por:
LIP: { (1,1)—> 26;(1,2)—6;(21)—-7;(22)>7 }

LIS: { (1.2)2; (2,1)9; (2,2)9 }

LSP: { }

Bitstream inicial: -

Para facilitar a visualizagdo, em parénteses sdo dadas as coordenadas e apods a seta, o
respectivo valor do coeficiente-wavelet. No bitstream também serd, por vezes, colocado um certo
espacamento para facilitar a visualizagdo. Inicialmente, examinando a LIP, sobre o coeficiente (1,1)
transmite-se ‘I’ (significativo, pois € maior do que 16) e ‘0’ (significativo positivo) e suas
coordenadas sdo movidas para a LSP. Os proximos 3 coeficientes de LIP sdo insignificantes com
relacdo a 16, logo, sdo transmitidos um zero referente a cada um deles e eles permanecem em LIP.

Terminada a analise de LIP, segue-se o exame de LIS. Olhando para a descendéncia de
(1,2) (etiquetada como (1,2)9), que sdo os coeficientes 13, 10, 4 ¢ 6 (segundo a ordem da
varredura), observa-se que nenhum deles é significativo com relagdo a 16. Assim, para esse
conjunto (7,2)9, transmite-se um ‘0. Idem para os conjuntos (2,1)9 e(2,2)%. Logo, para cada um
deles também transmite-se um ‘0’.

A seguir, como ndo hé coeficientes de LSP do passo anterior, ndo é feito o refinamento
nesse passo. A situagdo das listas no fim deste primeiro passo €:

LIP: { (1.2)—>6,(21)—>-7:(22)—>7 }
LIS: { (1.2)2; (2.1)2; (2,2)9 }

LSP: {(1,1)— 26}

Bitstream: 10 000 000 = 8 bits
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Passo 2) Feito o decremento de 1 emn, n=3. T =8.

Novamente, iniciando pelo exame da LIP. Ha 3 coeficientes na LIP, sendo todos
insignificantes para este novo threshold. Logo, sdo transmitidos um zero referente a cada um deles e
eles permanecem em LIP.

Segue-se o exame de LIS. Olhando para a descendéncia de (1,2), observa-se que 13 ¢ 10 sdo
significativos com relagdo a 8. Assim, para este conjunto (7,2)%, transmite-se um ‘/’e abre-se a
analise de sua descendéncia direta (os filhos 13, 10, 4 e 6). O valor 13 ¢ significativo positivo, logo,
transmite-se um ‘7’ seguido de um ‘0. O valor 10 também ¢ significativo positivo, logo, transmite-
se um ‘/’ seguido de um ‘0’ novamente. O valor 4 ¢ insignificante, logo, transmite-se um ‘0’, o
mesmo ocorrendo para o valor 6. As coordenadas de 13 e 10 s@o entdo movidas para LSP e as
coordenadas de 4 ¢ 6 sdo movidas para a LIP. Como (1,2).£ ¢ vazio, o conjunto (1,2)9 ¢ entdo
retirado de LIS (em outras palavras, uma vez que ndo ha netos para (1,2)).

Os conjuntos (2,1)9 e(2,2)9 nao apresentam filhos significativos, logo, para cada um deles
transmite-se um ‘0’. A seguir, s8o examinados os coeficientes de LSP do passo anterior, que
consiste no coeficiente 26. Portanto, o refinamento consiste em mandar o (rn+/) bit menos
significativo de 26, que € ‘1.

A situagdo das listas no fim desse segundo passo é:
LIP: { (1.2)>6:(21)—-7:(22)>7:(24) > 4;,(23)>6 }
Lis: { (2.1)9; (2,2)9 }
LSP: {(2,1)— 26;(1,3) > 13;(1,4)— 10; }
Bitstream: 000 1101000 0 0 1= 13 bits adicionais.

Passo 3)n=2.T =4.

Seguindo a orientagdo dos procedimentos, pode-se verificar que a situagdo das listas e o
bitstream transmitido no fim deste terceiro passo sio:
LIP: { (41)>2,(42)—>-2;34)>-3;(43)>-2,(44)>0}
Lis: { }
LSP: {(1,1) > 26,(1,3) > 13;(1,4) > 10;(1,2) > 6, (2,]) > -7:(2,2) > 7;

(24)>4;(23)>6; (3.1)>4,(32) > -4:(33) > 4}

Bitstream: 1011101010 1100011 110000 010= 26 bits adicionais.
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Claramente nota-se o aumento consideravel no numero de bits transmitidos a medida que o
valor de T cai. Um breve exame no algoritmo EZW apresentado em [39] pode constatar de onde
vem principalmente a economia em bits do SPIHT com relagdo ao EZW: o SPIHT reduz pela
metade o numero de bits que transporta o conceito de zerotree e os zeros isolados da ltima camada
da TWD (de 2 para 1, ja que no EZW existem 4 simbolos para codificar os coeficientes: zerotree,
signif.pos, signif.neg, e zero isolado) e estes coeficientes constituem a grande parcela de

coeficientes-wavelet.

Decodificacdo do exemplo
Segue-se a decodificagdo do bitstream gerado. No decodificador, o processamento também
tem inicio com a mesma inicializacao das listas:
LIP: { (1,0):(1,2);(2.1):(2,2) }
LIS: { (1.2)2; (2.1)9; (2,2)9 }
LSP: { }

Tendo sido o valor de » inicial transmitido ao decodificador, sabe-se que 7,=16. Tendo
recebido apds o primeiro passo o bitstream 10 000 000, pode-se ver que o primeiro elemento da LIP

¢ significativo positivo e os demais ndo, bem como suas descendéncias. Logo, a reconstrugao inicial

seria:
24 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

E as listas, seguindo o mesmo procedimento do codificador, seriam atualizadas para:

Le: { (1.2):(2.0)(2.2) }
Lis: { (1.,2)9; (2.1)9; (2.2)2 }
LSP: {(1.1)}

Para o segundo passo, n ¢ decrementado por 1 e o bitstream 000 1101000 0 0 1 recebido ¢
examinado. Como s6 ha 3 entradas em LIP e os 3 primeiros bits (000) sdo 0, estes componentes sdo
ainda insignificantes. Os proximos 9 bits (1101000 0 0) ddo informagdo a respeito de LIS. Percebe-
se que o conjunto de raiz (1,2) € significativo (1), logo, ¢ aberta a sua primeira descendéncia:
101000 (significativo positivo, significativo positivo, insignificante e insignificante; segundo a

ordem de varredura, também conhecida do decodificador). Logo, os significativos vao para a LSP e
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os insignificantes para LIP. Esses coeficientes significativos sdo aproximados para a reconstrug@o
por 1.5 x 2° =12. O conjunto (1,2)9 é também removido de LIS.

Os proximos bits (0 0) indicam que os dois conjuntos que sobraram em LIS sdo
insignificantes e o bit final corresponde ao refinamento de (1,1). Logo, a reconstrugdo de (1,1) ¢

24+8/2 = 28.

28 0 12 12
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

LIP: { (1,2):(2,1),(2,2):(2,4): (2,3)}
Lis: { (2.1)9; (2,2)9 }
LSP: {(2,1):(1,3):(1,4); }
Para os demais passos, basta dar continuidade ao processo, refinando ainda mais a imagem.
Pode-se perceber a natureza da transmissdo progressiva apresentada também pelo SPIHT. Estudos

mais recentes com relacdo a melhorias aplicadas sobre o SPIHT podem ainda ser encontrados em

[43]-[46].

7.4 —Comentarios

Este capitulo abordou as caracteristicas desejaveis para a TWD na compressao de imagens.
Foram apresentadas questdes como regularidade, suporte compacto e simetria; caracteristicas
altamente desejaveis e que podem ser simultaneamente satisfeitas através do uso de filtros
biortogonais. Por fim, ¢ apresentada a TWD spline biortogonal 9-7, adotada por este trabalho e suas
caracteristicas.

Este capitulo encerra a abordagem da teoria de transformada wavelet, na qual foram
fundamentados todos os conceitos necessarios a apresentacdo no Capitulo 12 de: 1) a parcela
wavelet do Codificador Hibrido Fractal-Wavelet proposto neste trabalho e 2) o Sistema-Base 1

(Codificador Wavelet “Puro”, referenciado por “TWD+SPIHT”) de comparagdo.
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Capitulo 8

Bases da Compressao Fractal de Imagens

A codificacdo fractal de imagens consiste, na pratica, em representar os blocos da imagem
através de coeficientes de transformagdes contrativas, explorando o conceito de auto-similaridade.
Assim, nesse tipo de codificagdo, ao invés de armazenar/transmitir os blocos da imagem como uma
cole¢do de pixels, somente sdo enviados/armazenados os coeficientes dessas transformagdes. Esse
principio de funcionamento permite obter altas taxas de compressdo mantendo 6tima qualidade visual;
caracteristicas que tém despertado recentemente o interesse de diversos pesquisadores, dada a explosao
das aplicacdes digitais de imagem.

Neste capitulo, apresentam-se os principios basicos da compressdo fractal, uma vez que esta
pesquisa apresenta um Codificador Hibrido Fractal-Wavelet. Sao introduzido os conceitos de
transformacdo afim, iteragdo e atrator, sendo esse ultimo o mais importante. Trata-se de uma abordagem
inicial com carater ilustrativo, para num segundo momento (Capitulos 9 e 10) apresentar a abordagem
matematica, da qual derivardo estes fundamentos. Esses topicos sero importantes para compreender
porque e como a compressdo fractal de imagens funciona. O Capitulo 11 apresentard métodos para
acelerar a compressdo fractal, uma vez que o tempo de processamento exaustivo ¢ a causa da hesitacdo
na adogdo de aplicacdes dessa técnica. O Capitulo 11 também apresentara os dois métodos bases de

comparacdo adotados por este trabalho.

8.1 — Introducio ao Principio Fractal

Quase todos os modelos matematicos aplicados em engenharia encorajam aproximagdes suaves,
continuas e diferenciaveis. Isso implica na hipdtese de “retificabilidade”, ou seja, qualquer parte do
modelo que sofra ampliacdo €, por hipotese, plana e suave; conceito simples que gera bons resultados
para a maioria das aplicacdes praticas. Assim, ampliando-se a foto de uma montanha, via modelo
classico, ver-se-a apenas uma grande area verde plana e uniforme.

O termo fractal foi primeiramente introduzido por Benoit Mandelbrot em 1983 [47]. A
propriedade-chave que caracteriza os fractais e os diferencia das demais técnicas € a auto-similaridade,
isto €, os fractais apresentam a mesma complexidade de detalhamento independente da escala em que
sdo observados. Ampliando-se a foto da montanha, por exemplo, veriamos o mesmo nivel de
detalhamento que o da imagem sem ampliacdo, assemelhando-se mais fielmente ao mundo real. O que

imediatamente nos remete a um processo iterativo de geracdo dos fractais.
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Barnsley and Sloan [48] foram os primeiros a reconhecer o potencial da aplicagdo da teoria de
IFS (Iterated Funcion Systems) ao problema da compressao de imagens e patentearam sua idéia em 1990
e 1991 [49][50]. Jacquin em 1992 [51] introduziu um método de codificagdo fractal que utilizava um
sistema de blocos-dominio e blocos-range, base da maioria dos codificadores fractais atuais. A
aproximacgao colocada a seguir ndo particiona a imagem em blocos, como ¢ feito nos codificadores

atuais, mas foi escolhida como introdugao por constituir a inspiragao destes.

Principio Fractal
Considere-se inicialmente uma folha branca de papel com um sistema de coordenadas (x,y), no

qual escolhe-se um ponto arbitrario A. Selecionando aleatoriamente uma das transformagdes afins
abaixo e aplicando-a nesse ponto, obtém-se as coordenadas de um novo ponto B. Marca-se o ponto B no
papel.

w;:(x,y) = (0.85x+0.04y, -0.04x+0.85y+40),

@ (x,y) = (0.20x-0.26y, 0.23x+0.22y+40),

@;:(x,y) = (-0.15x+0.28y, 0.26x+0.24y+11),

w;: (x,y) = (0, 0.16y), (8.1)

Selecionando-se uma outra transformagdo para o ponto B, gera-se um ponto C em outras
coordenadas e assim, por diante. A unido dos pontos B, C, ..., gerados pelas transformagdes no plano,
produz uma nova imagem. Se a essa nova imagem, reaplicar-se as mesmas transformagdes, obter-se-a
uma terceira imagem. Repetindo-se esse processo indefinidamente e sendo pacientes e persistentes o
suficiente, notar-se-a que a imagem produzida pelo processo converge para uma determinada imagem
especifica, denominada “atrator” [52]. No caso das transformacdes listadas em (8.1), uma folha de

samambaia surgird no papel (Fig. 8.1a).

Fig. 8.1 — Folhas de samambaia: a) 2D; b) 3D. [52]

Pode-se definir fractal como sendo uma imagem ou figura que pode ser completamente descrita

com suas texturas infinitamente detalhadas por um algoritmo matematico. No caso, a folha de
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samambaia ¢ um exemplo de fractal que pode ser definido por quatro transformagdes de 6 coeficientes
cada, necessitando portanto de somente 24 numeros: 85, 4, 0, -4, 85, 40; 20, -26, 0, 23, 22, 40; -15, 28, 0,
26,24, 11; 0,0,0,0,16,0.

Essas quatro transformagdes afins formam um sistema de fungoes iterativas (/terated Function
System, IFS). O fractal imagem da folha de samambaia é matematicamente chamado de atrator desse
IFS. Cada repeticao do processo ¢ chamada de iteracao .

Transformagdes afins planares podem ser generalizadas para o espago 3D. Nesse caso, cada
transformacdo ¢ caracterizada ndo por 6, mas por 12 coeficientes. No caso da folha de samambaia
apresentada na Fig.8.1b:

85,0,0,0,0, 85,13, 81,0, -9, 85,0; 31,-34,0,0, 12, 21, 0, 24, 0, 0, 30, 0;
-29.,33,0,0, 12, 19, 0, 66, 0, 0, 30, 0; 0,0, 0,0, 0, 20, 0,0, 0, 0, 0, 0.

Uma analogia simples foi feita por Fisher [3] para explicar esses principios basicos de
funcionamento da idéia fractal. Essa analogia consiste num tipo especial de fotocopiadora que reduz a

imagem a ser copiada pela metade e a reproduz trés vezes na copia de saida, como mostrado na Fig. 8.2.

Input Image [ Al D Cutput Image

Copy machine

Fig. 8.2 — Exemplo de Fotocopiadora de Fisher. [3]

A idéia basica consiste em passar essa copia de saida pela copiadora, num processo recursivo.
Apos varias iteracdes desse processo, percebe-se na Fig. 8.3 que mesmo com diferentes imagens de
entrada, todas as copias de saida parecem convergir para a mesma imagem final, mostrada na Fig. 8.3c.
Essa imagem € o atrator para essa maquina fotocopiadora.

Uma vez que a fotocopiadora reduz a imagem de entrada, qualquer imagem inicial sera reduzida
a um ponto na medida em que aumentam as iteragdes. Logo, a imagem inicial ndo afeta o atrator final;
de fato somente a posicdo e orientagdo das copias (transformagoes afins) determinam como a imagem

final se parecera.

As transformagdes possuem a limitagdo de terem de ser “contrativas”, ou seja, a distancia entre
dois pontos quaisquer da imagem de saida (apés transformagdo) precisa ser menor do que a distdncia

entre os pontos correspondentes na imagem de entrada [3].
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(a)

(b)

(©)

Initial Image First Copy Second Copy Third Copy

Fig. 8.3 — Primeiras 3 copias geradas pela fotocopiadora para 3 imagens diferentes. [3]

Na pratica, transformagdes na forma (8.2) permitem gerar uma grande variedade de interessantes
atratores. Essas transformacdes podem torcer, deslizar, rotacionar, escalar ou deslocar a imagem de

entrada, dependendo dos valores dos coeficientes.
ol 124 b | |x e
[Ie 2CH
A Fig. 8.4 mostra alguns exemplos de transformacdes com seus respectivos atratores ¢ a
ampliacdao de uma regido de cada atrator. As transformagdes sdo aplicadas sobre uma imagem inicial em
forma de , que ajuda a visualizar as transformacdes [3].
O primeiro exemplo da Fig. 8.4 mostra as transformagdes usadas na fotocopiadora da Fig. 8.2. O
segundo exemplo ¢ muito similar ao primeiro, entretanto invertendo uma das copias, gerando um atrator

diferente. O ultimo exemplo ¢ a folha da samambaia da Fig. 8.1. Os dois primeiros exemplos da Fig. 8.4

sdo constituidos de trés transformacgdes, enquanto o ultimo, como visto, utiliza quatro.

A caracteristica comum a todos os atratores frutos desse tipo de transformagdo é que, ao se
ampliar uma de suas regides com detalhes, ver-se-4 uma copia do atrator. Noutras palavras, cada atrator
¢ formado por copias reduzidas e transformadas de si mesmo. Trata-se da ja citada “auto-similaridade”.
Esse método de gerar fractais foi criado por John Hutchinson [53].

Identificando as auto-similaridades fractais das imagens, os esforcos de pesquisadores como

Barnsley levaram a um novo campo cientifico: a compressao e representacao fractal de imagens.
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Barnsley [54] sugeriu que armazenar os coeficientes das transformacgdes afins ao invés de
armazenar a imagem como uma colecdo de pixels, poderia gerar significativa compressdo. Por exemplo,
no caso da folha de samambaia Fig. 8.1 armazenar-se-ia originalmente 65.536 bits (256x256, 1bpp).
Com a tecnologia fractal s6 seriam necessarios 24 coeficientes, que com precisdo de 32 bits, leva a 768
bits armazenados. Uma vez armazenados os coeficientes, para reconstruir a imagem basta aplicar
recursivamente as transformagdes por eles determinadas em uma imagem qualquer. A questdo
primordial da compressdo ¢ a determinacdo desses coeficientes e o desenvolvimento de algoritmos

rapidos para a realizagdo desse processo.
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Fig. 8.4 — Transformagdes Afins, Atratores ¢ Ampliacdo no Atrator. [3]

8.2 — Comentarios

Neste capitulo, foram apresentados de forma ilustrativa os principios basicos da compressio
fractal que inspiraram os codificadores fractais atuais. Os capitulos seguintes (Capitulos 9 e 10) ddo
seqiiéncia a essa apresentagdo, inserindo a abordagem matematica pertinente. O Capitulo 11 apresentara
métodos para acelerar a compressdo fractal, uma vez que o tempo de processamento exaustivo dos
codificadores fractais praticos € a causa da hesitacdo na adocdo de aplicagdes dessa técnica. Reside nesse
aspecto o alvo desta pesquisa: a aceleragdo fractal através da prévia decomposigdo wavelet, explorando-

se as caracteristicas da ultima.
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Capitulo 9

Espacos Métricos Completos e Contratividade

A topologia dos espagos métricos ¢ uma parte da Matematica que estuda as conformagdes e

caracteristicas dos espagos € objetos. Em topologia de espagos métricos, o termo (#€(X), h) define o

espaco métrico onde os fractais existem. O termo % diz respeito a métrica que rege esse espago, chamada
“métrica de Hausdorff”.

Neste capitulo, ¢ apresentada a abordagem matematica relativa aos conceitos fractais ilustrados
no Capitulo 8. Destaque especial deve ser dado aos dois teoremas principais: o teorema da colagem e o
teorema do mapeamento contrativo. O primeiro deles permite que, dado o atrator, possa-se determinar o
mapeamento contrativo. Portanto, pode-se determinar os coeficientes das transformacdes afins a serem
enviados, atuando na etapa de codificagdo fractal. O teorema do mapeamento contrativo por sua vez

garante a convergéncia dos mapeamentos contrativos definidos em espagos métricos completos, tais

como o espago (F(X), h). Noutras palavras, ele garante que o processo fractal converge para um atrator,
atuando na etapa de decodificacdo fractal.

Também ¢ apresentado o método de geracdo de fractais conhecido como IFS ({terated Function
System ou Sistema de Fungdes Iterativas), que ¢ a inspiragdo dos sistemas de codificagdo fractais atuais.
As provas matematicas individuais dos teoremas deste capitulo serdo apresentadas nos apéndices, de
forma a ndo prejudicar a fluéncia da exposi¢cdo dos conceitos. Maiores detalhes podem ser encontrados

também em [55]. A notacdo {.} sera usada para designar uma seqiiéncia ou um conjunto.

9.1 - Definicoes Matematicas: Espacos Métricos Completos

A primeira etapa para a defini¢do dos espagos métricos completos, tais como o espago (F(X), h)

onde os fractais existem, ¢ a defini¢do do que € um espaco métrico e de métrica [56].

Métricas e Espacos métricos

Basicamente, espago métrico ¢ um espacgo qualquer que tenha uma fungao associada que mede a
distancia entre os seus elementos. Essa distancia precisa ser uma métrica, portanto, precisa obedecer as
condigdes 1-4 dadas a seguir [3].

Definicéo 1: “Seja um espago X e uma aplicagdo (fungdo) d: XxX — &, o par (X,d) é um espago métrico
se [1][52] [56]:
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1) 0<dixy)<ewosxzy Vx,yelX,;

2) d(x,x)=0 VxeX;

3) dx,y)=d@yx), Vx,y e X;

4) d(x,z)<d(x,y)*+ d(y,z), V'x, y, z € X (desigualdade triangular)”. ©-D
Se a fungdo d obedecer a essas propriedades, entdo ela é chamada de métrica e a distancia entre

dois pontos quaisquer do espacgo (X,d) € dada por d(x,y), V'x, y € X.

Um conjunto de métricas muito utilizado € o conjunto de métricas L,:

. b
de (xy) = [ZPC,» —yi|pj ’ , para x, ye K" 9.2)
i=1
1

Vo
d, (fg)= [ f(x),g(x)”p = [ﬂ fx)—g(x)" dx} ,paraf,g e {h|h: B— I} 9.3)

Dentro dessas métricas sdo incluidas a métrica do modulo (p=17), a métrica euclidiana ou rms
(p=2) e a métrica do maximo (p—=0). Uma vez definido o conceito de espago métrico, a proxima etapa ¢
a defini¢do do conceito de completitude de um espago métrico. Esta definicdo € feita com o auxilio de

seqiiéncias de Cauchy [56], que serdo apresentadas no proximo item.

Segiiéncias de Cauchy

Definicao 2: "Uma seqiiéncia {x,} < ,< .~ ¢ considerada uma seqiiéncia de Cauchy em um espago métrico
(X,d) se {x,}€ X e, para qualquer € > 0 e € € &, ha um nimero inteiro N > 0 tal que d (xn,xm)< g,
VYmn>N".

Ou seja, a medida que » aumenta, os pontos da seqiiéncia {x,} se aproximam cada vez mais um
do outro. Note que nao se pode inferir que essa seqiiéncia converge para um ponto, pois esse ponto pode
ndo existir dentro do espago X. Um exemplo de uma seqiiéncia de Cauchy que ndo converge para um
ponto ¢é: dado o espago X = (0,1) = {x | 0<x<I, xe &} e a seqiiéncia de Cauchy {x,=1/n} ;<p<e C X,

pode-se facilmente observar que:

lim(ij =0¢(0;1). (9.4)

n—>o0 n

Assim, pode-se definir que uma seqiiéncia convergente em X ¢é tal que, existe um ponto x,€X tal

que, para qualquer £ > 0 e £ € %, hd um numero inteiro N > 0 tal que d(x,,x,) <& Vn> N .E, nesse

caso, o ponto x; ¢ chamado limite da seqiiéncia e pode ser matematicamente definido por:
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x, =limx,. 9.5)

n—oo
E relativamente facil de se observar que toda seqiiéncia convergente ¢ uma seqiiéncia de Cauchy

(prova A, , Apéndice A) [55]. A partir disso, pode-se, entdo, definir o espago métrico completo.

Espacos Métricos Completos

Definicdo 3: "Um espago métrico X é completo se, € somente se, todas as seqiiéncias de Cauchy {x,} <
n<e €m X convergem para um ponto limite x,eX ™.

Dessa forma, dada uma seqiiéncia de Cauchy em um espago métrico completo, entdo essa
seqiiéncia converge para um ponto limite x; pertencente a esse espago métrico de forma que a bola aberta

B(x;€), Ve e 9> 0 contém infinitos pontos da seqiiéncia.

O Espaco Métrico (F(X),h): espaco métrico onde os fractais existem

A defini¢do do espago métrico (H(X), &) é dividida em duas partes sendo a primeira a definigdo
do espago J e a segunda, a defini¢do da métrica associada 4. Em um espago métrico completo (X,d),
seus subconjuntos compactos sao fechados e limitados. Assim:

Definicdo 4: "Seja (X,d) um espago métrico completo. Entdo o espago dos fractais F£(X) é o espaco dos

subconjuntos compactos € ndo vazios do espago X .

Dessa forma, cada ponto Ae J€(X) é um subconjunto compacto do espago métrico (X,d), e,
entdo, pode-se definir a distAncia (métrica associada) entre dois conjuntos 4 ¢ B, sendo 4 € B € J(X)

como sendo a aplica¢do h: H(X)xH(X) — K tal que:

h:max{ n}&x{ rﬁi}l}q{d(x,y)}} ,n}gx{ I}Clsijl{d(x,y)}}} (9.6)

Essa aplicagdo & ¢ chamada métrica de Hausdorff e é, em geral, a métrica utilizada no espago

dos fractais Jf(X). Pode-se provar [56] que a aplicagdo & é uma métrica, pois obedece as quatro

propriedades dadas em (9.1). Deve-se notar que a métrica & dos subconjuntos 4, B de (H(X), h) é
dependente da métrica d(x,y) de (X.,d).

O passo final para completar a defini¢do do espaco dos fractais € dado pelo seguinte teorema [1]

[56]:
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Teorema D: “Seja (X,d) um espago métrico completo. Entdo (H(X),h) é um espago métrico completo.

Além disso, como o espago (H(X),h) ¢ completo, se a seqiiéncia de subconjuntos {A4,eI(X)} p<pe €

uma seqiiéncia de Cauchy, entdo, ela converge. Dessa forma, existe um A4, tal que:

4, =lim 4, € 30(X) 9.7)

n—seo

Formalizando, a seqiiéncia de Cauchy para o espago dos fractais ¢ definida em [1] [56] como:
Defini¢do 5: “Uma seqiiéncia {4, : n=1, 2, ..., e} < J(X) é uma seqiiéncia de Cauchy se, dado um &>

0 e € € A, existe um numero inteiro positivo N tal que:

h(4,A4,) <€ Vinn>N 9.8)

Assim, como o espago de fractais (J€(X), h) é completo, toda seqiiéncia de Cauchy em J(X)

converge para um ponto em J(X). Como sera visto posteriormente, este resultado é muito importante

para os algoritmos de geracdo de fractais.

9.2 - Definicoes Matematicas: Mapas Contrativos e Construcao de Fractais

Nesta se¢@o sdo dadas as defini¢cdes de transformagdo afim e dos dois principais teoremas da

codificacdo fractal.

Transformacoes em espacos métricos e Transformacoes Afins

Primeiramente, uma transformagdo de um espaco métrico X em si mesmo ¢ definida
matematicamente por [55] [56]:
Definicdo 6: “Seja (X,d) um espago métrico. Uma transformag¢do em X ¢ uma funcdo 2 X— X que
associa exatamente um ponto f{x)e X a cada ponto xeX. Se f estabelece uma relagdo um-a-um entre um
ponto f{x) e x de forma que f{x)=f{y)=x=y, entdo ¢ possivel definir uma fungdo /' : X— X tal que f{f~
!(x))=x. Neste caso a fungio f'¢ chamada inversivel e a fungdo /' é a funcdo inversa de 1.

Como as transformagoes sdo fun¢des definidas do espago métrico X sobre si mesmo, entdo pode-

se definir as aplicagdes sucessivas (iteragdes) da fun¢do f'como sendo:

Definicao 7: “Seja f: X— X uma transformagao em um espago métrico. As iteragoes diretas de f sdo as

transformagdes 1" : X— X definido por /*’(x)=x, 1 (x)=f(x)...., f""(x)= ff°""(x)) para n=0, 1, 2, ... .
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Se ffor inversivel, entdo as iteragoes reversas de [ sdo as transformacgodes:
o XX por f*Po)=1"x),.. )= ") (x) param=1,2,3, ...

Um exemplo de uma classe de transformagdes no espago (¥, d 1,) s@o as transformagdes

polinomiais [57][58]:

Defini¢io 8: “Uma Transformacdo Polinomial de Grau N f: %— 9 ¢ expressa na forma:
fx)=ay + a;xt +ax + o+ ayx” 99)
onde os coeficientes a;, i=0, I, ..., N, sdo nlimeros reais com ay # 0 e N é um inteiro ndo-negativo”.
Dentro das transformagdes polinomiais existe uma familia de transformacdes que sdo chamadas
TRANSFORMACOES AFINS, que sdo transformacdes polinomiais de grau 1. No caso acima, na
forma: f{x)=a.x +b, onde a, b € .

Definicdo de Contratividade [7]

Definicdo 9: “Uma transformagdo f : X — X em um espago métrico (X,d) ¢ chamada contrativa ou
mapeamento contrativo se ha uma constante real 0 <s < I tal que:

d(f) ) < s.d(xy), ViyeX, ©-10
onde o numero s é chamado fator de contratividade de f”. Nota-se que a aplicacdo iterativa do
mapeamento contrativo gera uma seqiiéncia de Cauchy nao necessariamente convergente, pois o0 ponto
ainda pode estar fora do espaco, ja que a defini¢do ndo diz se tratar de um espago métrico completo.

Com essa defini¢do de contratividade, pode-se enunciar o seguinte teorema:

TEOREMA DO MAPEAMENTO CONTRATIVO

Teorema E: “Seja a transformagdo f - X — X um mapeamento contrativo em um espaco métrico

completo (X,d), entdo ha um ponto x;& X, chamado ponto fixo de f, tal que, para qualquer ponto xeX, a
sequiéncia {f*"(x) | n=0,1,2,...} converge para o ponto x;. Ou seja:

lim f™(x)=x,, VxeX”. 9.11)
n—so -

Pode-se notar que no caso, pela contratividade, a distancia d em (9.10) vai diminuindo. Como se
trata de um espaco métrico completo, essa distdncia convergira para zero. Logo, os pontos x € y apds as
transformagdes iterativas convergirdo para um determinado ponto no espago. Esse ponto x; ¢ exatamente

0 ja tdo citado atrator.
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TEOREMA DA COLAGEM

Corolario — Teorema de Colagem: “Seja a transformagdo /- X — X um mapeamento contrativo em um

espago métrico completo (X,d) com um ponto fixo x;; entdo:

d(x, f(x)), vkex . (9.12)

1
d(x,xf)s i

Pode-se notar que, no caso, a distdncia entre um ponto qualquer do espago ¢ seu atrator ¢ menor
do que a distancia entre ele e sua transformagao. Portanto, quanto menor d(x,f(x)), mais perto se esta do
atrator. Dessa forma, descobrindo-se a fung@o f(x) que leve d(x,f(x)) para zero, estar-se-a4 descobrindo a

funcdo associada a esse atrator x; (prova A, , Apéndice A).

MAPEAMENTOS CONTRATIVOS NO ESPACO DOS FRACTAIS

Até este ponto foram definidos mapeamentos contrativos em espacos métricos genéricos X. No

entanto o espaco métrico (F(X), /) ndo é geometricamente simples ¢ a sua métrica é complexa, o que

faz com que a definicdo dos mapeamentos contrativos e a analise da convergéncia de seqiiéncias sejam
consideravelmente mais complexas.

Para contornar esse problema em [56] apresenta-se o seguinte lema que analisa a relagdo entre

um mapeamento contrativo ® : X — X e o seu equivalente no espago (3 (X), h).

Lema C: “Seja ® - X — X um mapeamento contrativo no espago métrico (X,d) com fator de
contratividade s. Entdo o mapeamento o : J (X) — € (X) definido por:

a(4)={w(x) | xe 4}, VAe I (X) (9.13)

¢ um mapeamento contrativo em (J€ (X), &) com fator de contratividade s > (prova Az , Apéndice A).

Assim, para determinar se um mapa ¢ contrativo no espago de fractais J€ (X), basta determinar a

sua contratividade no espago X, o que ¢ bem mais facil na medida que este espaco é, em geral,
geometricamente simples.

Dadas essas ferramentas matematicas, pode-se, agora, definir o processo de construcdo de
fractais denominado sistemas de funcdes iterativas — IFS que é o principio basico do processo de

compressao fractal de imagens.
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9.3 — Sistema de Funcoes Iterativas (IFS — Iterated Function Systems)

Nos anos 80, Michael Barnsley apresentou idéias sobre teorias fractais. Outros pesquisadores ja
haviam mostrado que sistemas cadticos eram capazes de produzir imagens fascinantes, conhecidas como
“atratores estranhos”. Barnsley , entretanto, foi o primeiro a resolver o problema inverso: dada uma
imagem especifica, seria possivel determinar o sistema de mapeamentos que tem essa dada imagem
como atrator?” Barnsley usou um sistema particular de mapeamentos que chamou de Sistema de

Fungoes Iterativas (IFS — Iterated Function Systems).

Uma imagem tal como o fractal “folha de samambaia” da Fig. 8.1 do Capitulo 8 pode ser
reproduzido com um IFS relativamente simples devido a sua auto-similaridade global. Isto ¢, a imagem
inteira ¢ feita de pequenas copias de si mesma.

IFS ¢, na melhor hipdtese, a forma mais crua de compressao fractal de imagens, diferentemente
do PIFS (Sistema de Fungoes Iterativas Particionadas — Partitioned Iterated Function Systems) que
melhor se adequa as imagens reais, sendo efetivamente utilizado nos codificadores fractais atuais [1].
Contudo, a compreensdo do IFS ¢é essencial para se compreender o modo como a compressdo fractal

trabalha [59].

Um sistema de fungdes iterativas (IFS) em R? consiste de uma cole¢do de transformagdes
contrativas {@ : R° —R’ | i=1I,..n} que mapeiam o plano R? para si mesmo em cada iteragdo. Essa

colegdo de transformagdes define o mapa [3]:
w()=Ja() (9.14)

Tratando a imagem inicial como um subconjunto 4 do plano (X,y), pode-se calcular ; (4) para
cada i, e fazendo a unido dos resultados, obtém-se um novo conjunto W(4), representando a imagem
resultante ao fim de uma iteragdo. Pode-se ilustrar isso através da Fig. 8.4 onde, por exemplo no
primeiro caso, a imagem resultante ao fim de uma iteragdo ¢ composta pelas 3 copias reduzidas da

imagem original.

Hutchinson trabalhou teoremas acerca da contratividade de W [53] e colocou que se o mapa W
(conjunto de transformagdes afins) for contrativo, terd um Unico ponto fixo no espago de todas as
imagens, isto é, pode-se aplicar repetidamente W a qualquer imagem (ou conjunto) inicial, que se
converge para uma imagem fixa. Logo, W (ou os ;) determinam completamente uma tinica imagem [3].

Assim, dada uma imagem inicial 4o, aplicando uma vez o conjunto de transformagdes W, gera-
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se A;=W(4,); a segunda vez gerando A,=W(4,)=W(W(4,))=W**(4,) e assim por diante. Dessa forma, o

atrator € o conjunto limite:

A, =limW*(4,) (9.15)

que independe da escolha de 4. Esse modelo é adequado para imagens bi-tonais (preto e branco) pois

esta-se trabalhando em {@ : R° —R’ | i=1,...n}.

Para se trabalhar com imagens em escala de cinza ¢ assumido um modelo matematico que trata a
imagem como uma fungdo continua e limitada no espaco. Para uma imagem quadrada, é interessante
limitar-se o seu dominio a um quadrado unitario. A ultima restricdo € considerar também a amplitude
como um valor continuo limitado ao intervalo [0,1].

Assim, pode-se referir a imagem como a fungdo z = f(x,y) tal que [3]:
(x,y)e{w.v):0<uv<i}=1’ ¢ flx.y)el= [0,1] (9.16)

sendo que / é o intervalo [0,1] e I’ é o quadrado unitario.

Formalizando matematicamente esses conceitos colocados, tem-se que na se¢do 9.1 ¢ 9.2, havia

sido apresentado o conceito de contratividade para um mapeamento simples no espago de fractais F0(X).

No entanto, agora, essa definicdo pode ser entendida para os citados conjuntos de mapeamentos
contrativos (W) de forma a possibilitar outras maneiras para se gerar curvas fractais. O lema a seguir,

cuja prova ¢ apresentada em [56], define a contratividade de conjuntos de mapeamentos contrativos.

CONTRATIVIDADE DE W(A):

Lema D: “Seja (X, d) um espago métrico completo ¢ {@, : X = X, n=1I, 2, ..., N} um conjunto de
mapeamentos contrativos neste espago, € portanto, em (F(X), h). Seja o fator de contratividade de @,

dado por s, (Defini¢do 9) para cada n. Definindo W : H(X) — F(X) por:

w(4)=aw,(4) Jo,(4) ] .oy (4) (9.17)

N
w(4)= an (4), para cada Ae F(X).

n=1I

(9.18)

entdo /¥ é um mapeamento contrativo com fator de contratividade s = max {s,, n=1, 2, ..., N }".

Com o lema define-se os sistemas de fungdes iterativas (IFS — Iterated Function Systems) [56]:



91
DEFINICAO E PROPRIEDADES DE SISTEMAS DE FUNCOES ITERATIVAS (IFS):

Definicao 10: “Um Sistema de Fungdes Iterativas — IFS — consiste em um espago métrico completo
(X,d) e um conjunto finito de mapeamentos contrativos @, : X — X , com os respectivos fatores de
contratividade s,, para n=1, 2, ..., N. A notacdo para a IFS ¢é {(X, d); @,, n=1, 2, ..., N} e seu fator de
contratividade é s = max {s,, n=1, 2, ..., N }".

O teorema a seguir resume as principais propriedades dos sistemas de fungdes iterativas e define

o conceito de atrator de um IFS [56].

Teorema F: “Seja {(X, d); w, n=1, 2, .., N} um sistema de fungdes iterativas com fator de

contratividade s. Entdo a transformagdo W : 3(X) —» J€(X) definida por:
w(4)= o, (4) (9.19)

para todo A€ J(X), ¢ um mapeamento contrativo no espago métrico completo (F(X), h) com fator de
contratividade s, ou seja:

WW(4),W(B))<s-h(4,B), 9.20)
para todo 4,Be J(X). Seu tnico ponto fixo, 4, € F(X) e chamado de atrator da IFS, é dado por
(teorema do ponto fixo de mapas contrativos):

Ay =lim W"(4), VA € H(X), 9.21)

n—o0

de forma que Af =W( Af ). A distancia entre um dado 4e J(X) e o atrator A, obedece a inequagdo

(TEOREMA DA COLAGEM):
ha, 4,)<—Ln(a,w () 9.22)
’ /‘ — ] —s ) *
Esse teorema resume as caracteristicas que possibilitam o modelamento de fractais como sendo
subconjuntos compactos de um espaco métrico completo que pode ser completamente especificado

através de um sistema de equagdes (mapas contrativos).

9.4 — Comentarios

Neste capitulo, foram apresentados os principios matematicos da compressdo fractal, com

destaque para os teoremas da colagem e do mapeamento contrativo. O primeiro deles permite que, dado
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o atrator, possa-se determinar os coeficientes das transformagdes afins a serem enviados (codificagao
fractal). O segundo garante que o processo fractal converge para um atrator (decodificacao fractal).
Colocada a base matematica, foi também apresentado o método de geracao de fractais conhecido
como IFS (lterated Funcion Systems), que € a inspiragdo do sistema de codificacdo fractal atual de
imagens denominado PIFS (Partitioned Iterated Funcion Systems). O PIFS serd abordado
detalhadamente no Capitulo 10, dada a sua importancia e por ser o sistema utilizado na parte fractal do

codificador hibrido proposto neste trabalho.
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Capitulo 10

Sistemas de Funcoes Iterativas Particionadas - PIFS

Uma imagem real, em geral, ndo apresenta a auto-similaridade semelhante a da folha de
samambaia da Fig. 8.1, dita “auto-similaridade global”. Ao invés disso, algumas de suas areas
apresentam similaridades entre si (similar por partes). Para codificar essas imagens reais ¢ necessaria a
aplicacdo do PIFS (Sistema de Fungdes Iterativas Particionadas — Partitioned Iterated Function

Systems), método efetivamente usado nos codificadores fractal atuais [1] e abordado neste capitulo.

10.1 — Introducao ao PIFS

Uma imagem real como a mostrada na Fig. 10.1 ndo apresenta o tipo de auto-similaridade que
pode ser encontrado nos fractais da Fig. 8.1, ou seja, a imagem ndo parece conter transformagdes afins
de si mesma. No entanto, a imagem possui algumas areas que apresentam similaridades. Na Fig.10.1b
podem ser vistas similaridades entre as regides destacadas no chapéu e espelho e entre regides

destacadas no ombro [3].

(b)

Fig. 10.1 — (a) Imagem Lena Original (256 x 256 pixels);
(b) Exemplos de similaridades nessa imagem. [3]

A distingdo entre esse tipo de similaridade e o dos fractais apresentados na Fig. 8.1 é que,
naquele caso, a imagem era formada por copias transformadas de si mesma infeira e aqui a imagem ¢
formada por copias propriamente transformadas de partes de si mesma. Dessa forma, as partes
transformadas geralmente ndo se encaixam perfeitamente. Por conseqiiéncia, a imagem codificada pelo

PIFS néo sera uma copia idéntica da imagem original, mas sim uma aproximacao dela.
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10.2 — Decodificacao e Codificacao do PIFS

10.2.a - Decodificacio PIFS:

Usualmente, para o PIFS, se define inicialmente o processo de decodificagdo. Assim sendo, uma
vez transmitidos os dados, cada iteragdo do processo de decodificacdo de imagens naturais em escala de
cinza através do PIFS ¢ realizado da seguinte forma: uma mascara seleciona uma parte de uma imagem
no decodificador (essa parte é referenciada como D; — “domain-block”ou bloco-dominio), na qual
aplica-se uma subamostragem e uma transformagdo-afim @ (ja transmitida). A seguir, esse domain-
block ja subamostrado e transformado ¢ copiado para uma regido especifica desta mesma imagem
(regido esta que ¢ referenciada por R; — “range-block” ou Bloco-Imagem). Esse processo ¢é repetido para
todas as partes da imagem. O conjunto de todos os domain blocks é chamado de Domain pool. O

conjunto final de todos os range-blocks formara a imagem ja decodificada apés esta iteracdo.

Assim, para realizar a codificacdo e decodificagdo através do PIFS € necessaria primeiramente a

definicdo de quatro aspectos basicos [56]:

e O numero de copias transformadas que irdo compor a imagem de saida, ou seja, o numero de range-
blocks. Em geral essa informacdo ¢é transmitida de forma implicita, como no caso da partigdo
quadtree que sera apresentada no Capitulo 11;

* A mascara que selecionara qual a parte afetada (domain-block ) em cada transformagao.

¢ O ajuste de brilho e contraste para cada domain-block;

e Os demais coeficientes das transformacdes afins (além de contraste e brilho) associados a cada

domain-block.

Dada uma imagem f em escala de cinza segundo (9.16), uma iteracdo do processo de
decodificacdo utilizando uma particdo com N partes (N range-blocks) pode ser descrito como a aplicagdo

do mapeamento ¥ da seguinte forma [56]:

w(f)=a,(f)Ua,()U.....Uasy(f) (10.1)

onde @ ¢ aplicada somente sobre a respectiva regido D;. E importante salientar que associado a cada @

tem-se uma regido D; na imagem de entrada e uma regido R; na imagem de saida.

Como W(f) representa uma imagem, deve-se salientar que UR, =1° e que R, N R =9, sei#,

ou seja, R; ¢ uma parti¢do da imagem de saida (/?). Dessa forma, pode-se dizer que o processo iterativo é

tal que a saida da primeira iteragdo f; é dada por f;=W(f;), a da segunda fL=W(f;)=W(W(f,)=W"(f;) e
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assim por diante.

Seria interessante neste ponto utilizar o teorema do ponto fixo de mapeamento contrativo para
provar a existéncia e a unicidade do ponto fixo para um PIFS. No entanto, segundo Fisher [3], essa prova
¢ impossivel no sentido completamente geral.

No entanto, para imagens reais se 0 mapa W for contrativo, segundo o teorema de Hutchinson,

ha um ponto fixo tal que W(f)=f; ou seja, existe o atrator:

fo =limW*(f,) (10.2)

Definicao 11: “Seja (X,d) um espago métrico completo, e D, R; c X, parai =1, 2, ..., n tal que:
Ur=1*. (10.3)

Um sistema particionado de fungdes iterativas ¢ uma cole¢do de mapas contrativos, W={a : D;

SRi|i=12 . n )7,

10.2.b - Codificagdo PIFS:

Codificar uma dada imagem f significa encontrar a cole¢io de mapas @, @,..., @y com
N . . . . .
W= Uizja)l. tal que f = f.., ou seja, tal que a imagem f que deseja-se codificar seja o ponto fixo do

mapeamento W.

De forma geral, a codificagdo fractal consiste em encontrar as auto-similaridades dos blocos da
imagem dentro de si mesma em escala maior. Assim, a cada bloco da imagem a ser codificada, (domain-
block), sdo aplicadas subamostragem, filtragem de média e transformagdes-afins @ . Os resultados de
todas as transformagdes sdo comparados com cada bloco desta mesma imagem e de tamanho menor que
o tamanho dos domain-blocks. Estes blocos de tamanho menor sdo chamado de range-blocks. Uma vez
encontrado o melhor matching segundo um critério pré-determinado, ou seja, uma vez encontrada a
auto-similaridade, somente serdo enviados basicamente ao decodificador os coeficientes da
transformacdo afim responsavel pela formagdo de cada range-block e o endereco do domain-block que
foi escolhido como seu equivalente.

A necessidade de se encontrar o melhor matching surge uma vez que, em geral, a intencdo de
determinar a regiao D; da imagem que ap0ds a transformacdo gere exatamente R; nio pode ser alcangada.
Isso ocorre porque uma imagem real dificilmente € composta somente por partes que, apos a

transformacao, se encaixem perfeitamente em outra parte da mesma imagem.
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Assim, 0 que sempre é possivel é tentar encontrar uma outra imagem /" tal que f'= f. e que a
métrica d(f, f°) seja pequena o suficiente, ou seja, procura-se o mapa W tal que o seu ponto fixo f~ seja
proximo (ou se parega com) a imagem f. A métrica d(f, f°) pode ser definida de varias formas, mas uma

forma simples e bastante efetiva ¢ a fungao sup

d(f(x,y).g(x,y))=max|f(x,y)-g(x.y) (xy)e I’ (10.4)

O processo de codificagdo, entdo, se resume a encontrar as regides D; € os mapas @ tais que ao
aplicar @ em D; obtém-se algo mais proximo possivel a regido R;. Num caso simples, a determinacdo de
R; e D; ¢ arbitraria como no exemplo da Fig. 10.2 em que os R; foram escolhidos como sendo blocos de

8x8 pixels distintos da imagem e D; blocos de 16x16 ndo necessariamente distintos (possivel overlap).

i

;} . .. (d)
Fig.10.2 — Decodificagdo fractal da imagem Lena: a) imagem inicial arbitraria; b) apos a 1*
itera¢do; ¢) ap0s a 2° iteragdo; d) apos a 107 iteragdo. [56]

O PIFS pode ser visto como uma generalizacdo do IFS. Essa generalizacdo simplifica (e torna
possivel na maioria dos casos) a codificacdo de conjuntos ndo auto-similares, como as imagens naturais.
No IFS apresentado no Capitulo 9 viu-se que a decodificacdo independe da imagem inicial. No

PIFS isso nem sempre ¢ verdade. Sendo os dominios restritos, a escolha do ponto inicial se torna
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relevante e, se ndo for escolhido apropriadamente, as aplicagdes recursivas podem levar a um conjunto
vazio (que ndo pertence ao espago de fractais). No entanto, no caso especifico da representacdo de
imagens naturais (caso relevante para este trabalho), esse problema ndo ocorre. Apesar da teoria
completa sobre o PIFS ainda estar por ser desenvolvida, muitos casos especiais ja foram estudados,

como o caso da compressao de imagens.

10.2.c - Formalizacdo Matemadtica do PIFS:

O primeiro passo na codificacdo de imagens com PIFS ¢ a definicdo do modelo matematico que

sera usado para a imagem natural:

Definigdo 12: “Seja / = [0;1] < 9 o intervalo unitario na reta real e, conseqiientemente, /° o quadrado
unitario no plano euclidiano. Uma imagem natural pode ser vista como o grafico de uma fungdo f'e F
talque F = {f|f:I’— %"

Deve-se notar que a fungdo f mapeia o quadrado unitario para o intervalo unitario, mas
considera-se que a imagem de f'seja K para que as somas e subtragdes de imagens fiquem bem definidas.
Adotando a métrica do supremo d,, para este espago, Rudin [60] provou que o espago métrico (F, dy,,) €
um espago métrico completo. Embora o range ¢ o domain da fungdo sejam, respectivamente, R; X I ¢ D;

x 1, é usual referencia-los apenas como range-block R; € domain-block D;.

Generalizando a equacdo (8.2) para o caso de imagens com tons de cinza ¢ definido o modelo de
imagem, suponha que se deseja codificar por PIFS uma imagem f. Ou seja, deseja-se encontrar a cole¢ao

de mapas w;, @, ..., @, com:

X a b 0] |x e
olyl=le. d 0||y|+|f].i=12 .. n
z 0 0 s ||z o, (10.3)

i i
onde {a, b, c; d, e, f;} define a transformacao geométrica; s; determina o contraste e o; o brilho. Todos
esses componentes compdem a transformacgdo afim, mas por vezes, a transformagdo geométrica ¢é
referenciada separadamente, uma vez que ¢ transmitida separadamente do brilho e contraste no bitstream
do sinal codificado. A transformagdo geométrica € enviada em 3 bits. Tipicamente o brilho ¢ enviado em
7 bits, € o contraste em 5 bits. Maiores detalhes podem ser encontrados em [3].

W(f") é definido por:
w(r)=U. e (f ~(D,x1)) (10.6)



98

de modo que f = f.. seja o atrator de /¥ . Usando a notacdo @, (f) para indicar w, (f m(Dl. xI)), a

equagdo do ponto fixo pode ser expressa como:

fo=w(t)=o(f)uae(f)u..a(f.) (10.7)

O objetivo, na pratica, ¢ encontrar f” = f. tal que o erro dy,, (f, f°) seja pequeno o suficiente,

conforme ja colocado. Nesse caso:

f=r=wir=w(f)=ao,f)vae,(f)v..e,(f) (108)
Entdo, é suficiente aproximar os blocos-R; dos blocos-D; transformados minimizando a

expressao:

min {d,,, (f " (R x1)e,(f)} i=1 .. n
0 (10.9)

10.2.d - Transformacgoes Afins:

Para facilitar a codificagdo, os mapas @ sdo, em geral, selecionados a partir de um conjunto
limitado de possiveis mapas. Na pratica da codificacdo, divide-se cada mapa (10.5) em duas partes:

e Parte geométrica composta pelos coeficientes: a;, b;, ¢;, d;, e;, f; que escalonam, rotacionam, invertem
e transladam o domain-block sobre o range-block;
e Ajuste de brilho/contraste: formado pelos coeficientes s; € o;.

Quando se utiliza particdo quadtree (abordada na proxima se¢do), o formato de D; e R; é sempre
quadrado e o tamanho do domain-block ¢, em geral, o dobro do tamanho do range-block. Assim, a
escolha da parte geométrica do mapa ¢ limitada a apenas uma reducdo de tamanho por um fator de 2
seguida de uma dentre as 8 opgdes: 4 rotagdes (0°, 90°, 180° e 270°) e 4 inversdes (vertical, horizontal,
diagonal principal, diagonal secundéria). Assim, a minimizagdo da equagdo (10.9) fica bastante
simplificada, bastando encontrar os valores s; € 0; que minimizam a distancia em cada uma das 8

transformacdes geométricas possiveis.

Para concluir a descricdo do processo de codificagdo ainda € necessario definir como ¢ feita a

particdo da imagem em range-blocks R; € como se encontram os domain-blocks D; correspondentes.

10.2.e - Particionamento da imagem: range-blocks e domain-blocks

O modo mais simples de particionar uma imagem ¢ dividi-la em blocos de mesmo tamanho, a
semelhanga do que ¢ feito nos esquemas tradicionais de compressdo de imagem. No entanto, ha regides

que possuem um grande nimero de detalhes, o que torna dificil a obtengdo de um mapa @ (e de uma
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parte associada D;) que resultem em erro pequeno o suficiente. Similarmente, ha regides grandes e com
poucos detalhes que possibilitam a utilizacdo de um mesmo mapa, de forma que a codificagdo final seja
mais eficiente.

Uma generalizagdo da parti¢do de tamanho fixo ¢ a particdo quadtree. Nesse esquema de
particionamento, se para uma dada regido R; ndo for possivel encontrar um D; tal que o erro (10.9) seja
menor que um erro maximo estipulado, entdo se subdivide essa regido em quatro partes iguais
processando cada uma separadamente.

Esse algoritmo ¢ recursivo, ou seja, se qualquer uma dessas subdivisdes também nao alcangar o
erro desejado, ¢ subdividida em 4 partes e recomega-se o processo. No caso fop-down o processo de
particionamento se inicia com a imagem inteira e segue recursivamente até que todas as partigoes

atinjam o erro desejado.

O conjunto D de todos os possiveis domain-blocks (Domain Pool) pode ser escolhido como
sendo todos os possiveis quadrados dentro da imagem, no entanto, € comum escolher-se D como um
subconjunto desse espaco [3]. Um exemplo de D é o conjunto de quadrados de tamanho fixo dentro de
uma grade com espacamento de metade do tamanho de cada D; [61]. E conveniente a escolha do
tamanho de D; como sendo o dobro do tamanho do cada R;.

Na determinagdo de D da particdo quadtree, nao € levado em conta o contexto da imagem, o que
faz com que a colegdo de possiveis domain-blocks precise ser grande para tornar possivel o encontro de
uma boa aproximac¢ao para um dado range-block R;. Apesar dessa caracteristica, esse tipo de parti¢dao

apresenta otimos resultados, sendo bastante simples e eficiente para a codificagdo fractal.

10.2.f - Tipos de codificadores PIFS

Como os esquemas de particdo sdo em geral adaptativos, o numero de range-blocks R; ndo ¢
fixo. Quanto maior o numero de range-blocks, maior a fidelidade, mais transformagodes e,
conseqiientemente, menor a compressao. Esse balanceamento entre fidelidade e taxa de compressao leva
a duas possiveis aproximagdes para a codificagdo: visando uma determinada compressdo ou uma
determinada fidelidade. O fluxograma de um esquema basico buscando uma fidelidade minima e, é

mostrado na Fig. 10.3 [3].

Sendo 7,;,, 0 parametro que designa o tamanho minimo permitido ao range-block R;, pode-se
notar que apesar de o parametro e, ser a fidelidade minima para cada range-block, esse valor ndo garante

que a imagem codificada tenha essa fidelidade, uma vez que a fidelidade depende também do valor de
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rmin € do conjunto dominio. No entanto, quanto menor o e., melhor a fidelidade da imagem codificada.

Escolher
€c.

R;=P¢
Marcar R; como
ndo-processado.

Existe Ri ndo
processado?

Encontrar D; ¢ w;
que minimize a
distancia
d=d,s(R;, @ (D).

Y

Gravar transformagao @;
€ marcar R; como
processado.

d<e,?
ou
tam(R;) <vpim?

Particionar R; E marque
as particdes resultantes [
como nao-processadas.

Remover R; dos nao
processados.

Fig. 10.3 — Fluxograma do codificador fractal de imagens com fidelidade almejada [3]

10.3 — Comentarios

Neste capitulo foi apresentado o sistema de codificagdo fractal conhecido como PIFS (Sistema
de Fungoes Iterativas Particionadas — Partitioned Iterated Function Systems), método de codificagdo
efetivamente usado nos codificadores fractal atuais [1], incluindo no Codificador Hibrido desenvolvido
neste trabalho. Foram apresentados seus principios de funcionamento (baseado na similaridade por
partes), o particionamento da imagem em domain-blocks e range-blocks, a aplicagdo das transformagdes
afins, o método basico de busca e encontro do domain-block-equivalente e as informagdes a serem
enviadas ao decodificador.

O capitulo seguinte apresentara os dois codificadores fractais que serdo utilizados como
sistemas-base para comparacdo com o codificador hibrido proposto nesta pesquisa. Trata-se do

Codificador Fractal com Acelerador, de Fisher [3]; e do Codificador Fractal de Cardinal [4].
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Capitulo 11

Codificacao Fractal Acelerada

A codificagdo fractal consiste em representar os blocos da imagem através dos coeficientes de
transformagdes contrativas, explorando-se o conceito de auto-similaridade. Esse tipo de compressdo
apresenta 6tima qualidade de imagens, mesmo a baixas taxas de bits. Entretanto, cada range-block NxN é
comparado a todos os domain-blocks 2Nx2N da domain pool dentro de uma imagem MxM. Como
conseqiiéncia, o algoritmo de matching possui complexidade computacional O/M’], o que exige um
tempo exaustivo de processamento, tipicamente levando horas. Esse peso computacional € o principal
motivo de hesitagdo da adogao de aplicagdes fractais.

Basicamente, as tentativas de acelerar a codificac¢do fractal consistem em modificar os seguintes
aspectos: a composicdo da domain pool, o tipo de procura usado no block matching, ou a
representagao/quantizagdo dos parametros transformados. Trabalhos recentes podem ser encontrados em
[4][62]-[71].

Neste capitulo s3o apresentados os dois codificadores fractais que serdo utilizados como
Sistemas-Base de comparagdo com o codificador Hibrido proposto nesta pesquisa. O primeiro deles, o
Codificador Fractal com Acelerador (Fisher) [3], foi escolhido por ser um dos codificadores mais
implementados na literatura cientifica atual. O segundo, o Codificador Fractal de Cardinal [4] foi
também escolhido por ser uma referéncia bastante atualizada e requisitada como um bom parametro de
comparacdo pela revista cientifica IEEE Transactions on Image Processing. Este capitulo também

apresenta referéncias de outros trabalhos na area de aceleragdo da codificacdo fractal de imagens.

11.1 — Codificador Fractal de Fisher

Fisher [3] desenvolveu uma classificagdo de dominios com o objetivo de reduzir o nimero de
comparacdes de matching. O ponto principal desse esquema € que, primeiramente, todos os domain-
blocks sdo classificados. Durante a codificagdo, cada range-block ¢é classificado e somente sera
comparado com os domain-blocks de mesmo tipo que o seu (segundo um critério baseado em média e
varidncia), o que significativamente reduz o nimero de comparacdes de matching. Por esse motivo, esse

esquema ¢ referenciado como “acelerador de Fisher”.

A seguir serdo apresentados os principios desse codificador tais como a particdo quadtree, até se

chegar a citada classificacdo de blocos propriamente dita.
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11.1.a - Determinagdo dos blocos-imagem

A etapa de codificagdo do esquema de compressdo fractal de Fisher segue o fluxograma
apresentado na Fig. 10.3. Note que a métrica utilizada ¢ a métrica rms, escolha que facilitard a
determinagdo dos valores de s; € 0;, conforme sera colocado a frente. Nesse esquema, a colecao de range-
blocks ¢ gerada a partir do sistema de particdo quadtree e a colecdo de domain-blocks é formada pelos
blocos quadrados da imagem (também gerados por quadtree), cujo tamanho é duas vezes o tamanho do
range-block.

A particdo quadtree ¢ a representacdo da imagem como uma arvore na qual cada n6 (que
corresponde a uma parte quadrada da imagem) possui quatro ramificacdes (que correspondem aos quatro

quadrantes desse quadrado). A raiz da arvore € a imagem original, como no exemplo da Fig. 11.1.

Imagem original

Fig. 11.1 — Exemplo de parti¢do quadtree

Os range-blocks sdo selecionados da seguinte forma:

e Particiona-se a imagem original em alguns niveis de quadtree (pardmetro do codificador: nivel
minimo da guadtree). Cada no resultante (range-block) sera entdo comparado com todos os domain-
blocks pertencentes a Domain Pool que tenham o dobro do tamanho do range-block. Estes domain-
blocks sao os candidatos a domain-block-equivalente.

e Para a comparagdo citada acima, cada candidato a domain-block é primeiramente subamostrado por
um fator de 2, onde cada pixel € substituido pela média de dois pixels consecutivos. O objetivo é que
os candidatos a domain-block tenham o mesmo tamanho do range-block para permitir a comparagao.

e Aplicam-se as transformacdes afins otimizadas a cada candidato a domain-block-equivalente e

calcula-se a d,,,; deste com o range-block correspondente.



103

e Compara-se a menor d,,; encontrada com a fidelidade minima (pardmetro do codificador) e.. Se a
distancia for maior que a fidelidade e o nivel da quadtree for menor que o maximo permitido
(parametro do codificador: nivel maximo da quadtree), particiona-se esse range-block em quatro
partes e reinicia-se o processo. Caso contrario, o domain-block que gere a menor d,, ¢ escolhido

como sendo o domain-block-equivalente . Segue a codificacdo do proximo range-block.

11.1.b - Determinacdo da Domain Pool D

O esquema de Fisher permite o uso de um dos trés diferentes tipos de Domain Pool D;, D, ¢ Ds.
Nos trés casos, os candidatos a domain-blocks-equivalentes sdo escolhidos como sendo blocos
quadrados que tem o canto superior esquerdo alinhado com uma grade com passo /. Para cada tipo de
Domain Pool, o espagamento da grade é escolhido em fungdo do tamanho requerido do domain-block

COmo S€ segue:

. D; : Domain pool que contém um nimero aproximadamente igual de candidatos a domain-blocks-
equivalentes em cada tamanho de bloco da quadtree. Espagamento da grade igual a / em todos os

tamanhos;

. D, : mais domain-blocks-candidatos pequenos e menos domain-blocks-candidatos grandes,
privilegiando a codificacdo dos detalhes das imagens. Espacamento da grade igual ao tamanho do

bloco dividido por /. Esse foi o esquema proposto por Jacquin [61];

. D; : mais domain-blocks-candidatos grandes e menos domain-blocks-candidatos pequenos,
proporcionando assim, uma melhor codificagdo dos range-blocks grandes, pois esses oferecem
maior compressdo (menor numero de transformacgdes a serem transmitidas/armazenadas). O
espacamento da grade € inverso ao anterior, ou seja, 0 maior tamanho possivel de bloco tem uma

grade com espagamento igual ao tamanho do menor bloco dividido por / e vice-versa.

E interessante notar que, para cada candidato a domain-block-equivalente, serdo testadas as 8
possiveis orientagdes (transformagdes geométricas do Capitulo 10) o que faz com que, na verdade, cada
candidato seja testado 8 vezes, sendo que cada teste tem um par (s;, 0;) proprio calculado como mostrado

no proximo item.

11.1.c - Calculo dos valores s; e o;

Sejam r; o range-block transformado em vetor; d; o domain-block transformado em vetor; 1 o

vetor unitario; e NxN as dimensdes do range-block. Para calcular os valores de s; € o; 6timos para cada
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candidato a domain-block-equivalente em uma dada transformagao geométrica utiliza-se a expressao:

v , 1/2
min(drms(ri’ Si‘di+0i'1)): Z""ij_(si‘dij"‘oi)‘ (IL1)
=1

Si 0;

Para resolver essa equagdo utilizar-se-4 uma caracteristica da métrica rms, na qual pode-se
calcular a distancia entre dois pontos utilizando o produto interno padrao (simbolizado pelo operador

<.,~>) segundo a expressao:

drms(x’y): <x_.Vax_.V>

(11.2)
Assim:
drzms(ri’ s;-d; +o, ‘1)=<ri _(Si d; +o, '1)’ri _(Si -d; +o, 1)> =
= siz<di,d,.>+ 20isi<di,1> + of<l,l> - 2si<di,ri> - 20i<1,ri> +<rl.,ri> (11.3)
Diferenciando com relacdo a s; € a o; e igualando a zero obtém-se os valores:
)~ (el n)=(Ln)d.a) -
(1) (L1} (1) ~(L1)(da,)
Substituindo pela defini¢do do produto interno:
Zdi'zri_Nz'Zdiri Zdi'zdiri_zri'zdiz
s; = > e o0;,= > (11.5)
) -~ Yd; XCa,) -~ Y d;
onde:

Z r, =soma de todos os elementos do vetor r;;
Zd ; =soma de todos os elementos do vetor d;;
Z r,d, =soma do produto elemento a elemento (produto interno) dos vetores d; e r;

de = soma do quadrado de todos os elementos do vetor d;

N’ = namero de elementos de cada vetor.

Note que os valores de s; e o; calculados por estas equacdes ndo sdo limitados em termos de
amplitude e precisardo ser quantizados. Para calcular o erro de aproximagdo usam-se os valores
quantizados, pois serdo estes os valores enviados ao decodificador. Outro fator de restricdo ¢ o maximo
valor de contraste permitido s,,,, (que é um parametro do codificador). Caso o valor calculado ultrapasse

Smax, O Valor s, € usado para o célculo do erro.
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11.1.d - Classificagdo dos blocos

(efetivamente o Acelerador de Fisher)

Este item apresenta o ponto principal do “acelerador de Fisher” [3]: a anteriormente citada
classificagdo de blocos, concebida com o objetivo de reduzir o numero de domain-blocks comparados
com cada range-block. Para isso, nesse esquema primeiramente todos os domain-blocks sio
classificados. Durante a codificagdo, cada range-block também ¢é classificado e somente sera comparado
com o0s domain-blocks de mesmo tipo que o seu. A idéia de desenvolver essa classificacdo foi
desenvolvida independentemente em [61] e [72].

Muitas classificagdes sdo possiveis, mas Fisher utilizou a classificagdo por superclasse e
subclasse apresentada em [72]: o sub-bloco quadrado ¢ dividido em quatro quadrantes: esquerdo alto,
direito alto, esquerdo baixo e direito baixo, numerados seqiiencialmente. Para cada quadrante sdo

calculados valores proporcionais a média e a variancia dos pixels. Denotando os n pixels do quadrante i

por 7/, ..., r!,parai =1, 2, 3, 4, a média e a variancia sio dadas em (11.6) em (11.7), respectivamente:
I~
M;==>"r (11.6)
n*
J=1

Vi=i-(i(r;)2J—Mf. (1.7

=1
Pode-se, através de rotagdes e inversdes, orientar o bloco de forma a ordenar as M; , de modo
que seja possivel classifica-lo em uma das trés superclasses de média (ilustradas na Fig. 11.2):
Superclasse 1) M; > M, > M; >M,
Superclasse 2) M ;> M, > M, >M;
Superclasse 3)M ;> M; > M, >M,

-

Superclasse 1 Superclasse 2 Superclasse 3

Fig. 11.2 — Superclasses de classificagdo por brilho

Uma vez fixada a orientacdo, cada Superclasse de média tem 24 subclasses de varidncia

consistindo nas 24 possiveis ordenagdes dos valores de V; resultando em um total de 72 classes. Nesta
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classificacdo, se o valor calculado de s; for negativo, os ordenamentos nas classes acima sao
rearranjados. Portanto cada dominio ¢ classificado em duas orientagcdes, uma para s; positivo € uma para
s; negativo. Em [3] s@o apresentados maiores detalhes sobre esta classificagdo, omitidos aqui por questao

de objetividade.

11.1.e - Pardmetros de Codificacdo

Observando o acelerador de Fisher apresentado, tem-se os seguintes parametros de codificagao:

. Os niveis minimo e maximo da quadtree;

O tipo de Domain Pool e o espagamento da grade /;
° O limiar de tolerancia rms ou fidelidade minima: e.;

. O maximo fator de brilho permitido s,,.,;

A codificagdo de uma imagem consiste na transmissao dos seguintes dados:
. A particdo quadtree final da imagem;

. Para cada range-block, a posicao do domain-block-equivalente que ¢ mapeado sobre ele;

A orientagdo (transformacdo geométrica) usada para mapear os pixels do domain-block-
equivalente sobre o range-block. Essa orientacdo vem claramente nesse esquema através da

informacao de superclasse e subclasse.

Os valores s; € 0; para cada range-block;

11.1.f - Armazenamento/transmissdo

Para aumentar a compressao, Fisher utilizou a seguinte estrutura de bitstream:

. Quadtree: Um bit para cada né da quadtree para indicar a subdivisdo do no atual (em caso de
“quebra” nos 4 nés componentes, bit “1”’) ou o envio da informacao de transformagdo (no caso de
nao haver “quebra”, bit “0”). No ultimo nivel de codificagdo nio é enviado nenhum bit, pois nio
pode haver mais subdivisoes.

. Escala e deslocamento: Fisher usou cinco bits para armazenar o fator de escala s; e sete bits para
o deslocamento o;. Resumidamente, sera utilizada a notacdo [s;, o;] = [5,7]. Nao foi utilizada
nenhuma codificagdo adaptativa para estes coeficientes embora suas distribui¢des ndo fossem
uniformemente distribuidas.

. Domain-Blocks: Os domain-blocks sao indexados e referenciados por seus indices. No entanto

quando o fator de escala s; € nulo, o domain-block é irrelevante e, portanto, ndo sdo armazenados
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nem a posic¢ao do domain-block, nem a orientagao.

. Orientacao: Foram usados 3 bits para armazena-la pois sdo 8 orientagdes possiveis.

11.1.g - Decodificacio

Para imagens reais, que s@o as de interesse nesta pesquisa, o processo de decodificagdo consiste
basicamente em realizar as iteragdes de W (Capitulo 10) a partir de qualquer imagem inicial. Cada

iteracdo segue os seguintes passos:

1. A informacao da particdo quadtree € usada para gerar todos os range-blocks;

2. Para cada range-block R;, o domain-block-equivalente D; é sub-amostrado por um fator de 2
realizando a média de cada grupo de 2 x 2 pixels ndo-sobrepostos;

3. Os pixels do dominio sub-amostrado sdo multiplicados pelo fator s, somados ao fator o; e
posicionados no local do range-block correspondente com a orientagdo (transformagéo
geométrica) indicada no codigo. As operagdes desse passo 3 compdem efetivamente a

transformacao afim.

Essas itera¢des sdo repetidas até que a imagem final seja obtida, ou seja, até que o erro entre as
imagens antes da iteragdo e depois da iteracdo seja pequeno o suficiente (menor que um limiar
escolhido). Como se trata de um processo lento, o autor propde ainda métodos alternativos de realizar a
decodificacdo, como a inversdo de um matriz feita a partir dos coeficientes das transformacdes ou a

utilizacdo de uma aproximacdo de tamanho menor construida a partir da propria informagao codificada.

Uma caracteristica interessante da codificag@o fractal ¢ a independéncia da resolugdo. Como os
fractais apresentam detalhes em todas as escalas, uma vez codificada uma imagem por fractal, o
processo de decodificagdo pode ser realizado em qualquer resolucao.

Claramente, se a resolucdo usada na decodificagdo for maior que a resolugdo original, os
detalhes gerados pelo processo iterativo podem ndo ser exatamente iguais aos reais. Contudo, estes
detalhes sdo auto-similares a imagem original, gerando aproximagdes interessantes como a mostrada na

Fig. 11.3.

Como no processo de codificacdo a imagem ¢é dividida em blocos disjuntos que sdo processados
independentemente, a imagem reconstruida pode apresentar eventuais descontinuidades entre os range-
blocks. Este efeito € conhecido como efeito de bloco. Para reduzi-lo, Fisher aplicou uma filtragem passa-
baixas nos pixels das fronteiras dos blocos.

Como dito anteriormente, apesar deste codificador ndo ser otimizado, ele ainda ¢é a referéncia de
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comparacao para muitos artigos da literatura cientifica recente em codificacdo fractal de imagens.

Fig. 11.3 — Ampliagdes da imagem original usando: (a) codificagdo fractal; (b) interpolagdo linear [3].

11.2 — Codificador Fractal de Cardinal

Cardinal [4] propds um excelente algoritmo para compressdo fractal de imagens em escala de
cinza. Esse algoritmo faz uso de resultados anteriores de outros autores, reduzindo o processo de procura
pelas transformagoes afins de cada range-block ao problema geométrico classico de busca pelos vizinhos
mais proximos num espago euclidiano. Baseando-se na particdo geométrica do espago de caracteristicas
dos range-blocks, Cardinal conseguiu uma aceleracdo excelente na compressao sem perda de qualidade,
quando comparado a diversos resultados anteriores.

O algoritmo de Cardinal usa como parametros os dois conjuntos de blocos j& conhecidos: o
conjunto dos range-blocks € o conjunto dos domain-blocks. Para cada um dos blocos ¢ calculado um
vetor de caracteristicas (também chamado de “key”). O vetor adotado por Cardinal foi o operador

projecdo normalizada de Saupe, A [3, Apéndice], dado por:

_||x_<x)_e>.e” (11.8)

onde e = (],...,] )/ \/; , sendo k£ o numero de dimensdes. Trata-se do espaco métrico (Rk,LZ).

Assume-se que todos os blocos possuam o mesmo tamanho, ou seja, os domain-blocks ja
sofreram a subamostragem com filtragem de média. Os blocos sio tratados como simples vetores em R ¥,
vetores estes que sdo a saida de (11.8) . Deve-se notar que, aplicar o operador de Saupe, equivale a zerar
a média do vetor e normaliza-lo.

Uma vez calculadas as keys, o proximo passo consiste em particionar recursivamente o espaco

de procura, espago esse que contém tanto as range-keys quanto as domain-keys. Este particionamento ¢é
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feito até que um nimero # de domain-keys (pequeno o suficiente) seja deixado em cada subespaco. Cada
range-block (correspondendo a uma range-key no subespaco) € entdo comparado a cada um dos domain-
blocks (correspondendo as domain-keys remanescentes), ¢ a melhor transformacgdo para cada range-

block € escolhida. Deve-se notar que a informagao de particionamento ndo precisa ser enviada.

As vezes, o processo pode terminar com um subespago que nio contenha nenhuma domain-key,
somente range-keys, o que ndo faria sentido no processo de compressao. Assim, essa excegao precisa ser
tratada separadamente, cancelando previamente a particdo. Contudo, podem haver subespagos que
contenham somente domain-keys. Nesse caso, os domain-blocks correspondentes a elas ndo serdo

utilizados para nenhuma comparago de matching.

O espago de procura € recursivamente dividido em duas partes por um hiperplano (k-1)-

. . . .. , . k
dimensional. A cada passo, o hiperplano divisor é representado por um vetor normalizado ve€ R" e por

um valor escalar g€ R, onde o hiperplano € ortogonal a v e contém o ponto f-v , como pode ser

. 2 ~ ~
observado na Fig. 11.4 para o caso de R °. A questdo se concentra entdo em encontrar 4 ¢ v a cada passo

para encontrar o hiperplano divisor correspondente.

hiperplano divisor

origem (0,0)

Fig. 11.4 — Ilustrag@o do processo de particionamento: as linhas tracejadas
representam os hiperplanos divisores subseqiientes. O par domain-range é
testado somente se as keys correspondentes ficarem na mesma célula [4].

Chamemos as keys de p. Cada key p estara em um lado do hiperplano ou no outro, dependendo
se a projecdo <p,v> ¢ maior ou menor que 4 Na Fig. 11.4, por exemplo, como <p1,v> > akeyp;esta

no lado A do hiperplano.

A complexidade do processo de particionamento ¢ da ordem de O( k( Ny + Np ) ) para cada
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nivel, onde Ny € Np sdo o numero de range-blocks e domain-blocks, respectivamente.

Uma boa solucdo para encontrar v foi proposta em [73], onde ¢ feita a matriz de covariancia da
distribui¢do das keys. A dire¢do do plano ¢ dada pelo principal autovetor (chamado v,,) desta matriz.
Essa solugdo foi usada como referéncia de comparagdo por Cardinal por considerd-la como sendo a
solucdo otima, uma vez que esta direcdo do plano maximiza a varidncia residual das keys, ou seja,
maximiza a informa¢ao dos dois lados do divisor do hiperplano.

O processo até aqui de divisdo de espago de procura ja era tradicional. Cardinal excelentemente
propds entdo um método rapido para encontrar /e v. Assim, ele propds uma heuristica para encontrar
um processo rapido de divisdo do espago sem ter que calcular o v,, , uma vez que este processo €
computacionalmente extensivo, especialmente em maiores dimensdes. O método proposto por Cardinal

para determinar o hiperplano divisor segue 0os seguintes passos:

e (Calcula-se {rieRk |i=1,...,NR} e {d[eRk \i=1,...,ND}, que sao o conjunto de range-keys e
o conjunto de domain-keys, respectivamente.

e Calcula-se o centro de gravidade g da distribui¢ao das Range-keys:
Ng
g= (/N Y r, (11.9)
i=1

e Paracada iel,..., N, , calcule a proje¢do de cada r; na esfera unitéria centrada em g:

_(n-g)
t,._—" el (11.10)

e (Calcula-se
N,
£ 11.11
w=(l/N) D, (A
i=1

e O hiperplano divisor procurado serd ortogonal a dire¢do dada por v=w / ||w|| e contera o ponto g. O

valor correspondente a i € dado pela projecao < g, v> .

O objetivo dessa heuristica ¢ encontrar uma diregdo significativa na nuvem de keys.
Primeiramente, Cardinal encontra o centro de gravidade das range-keys com o objetivo de centrar a
distribuicdo, e entdo simplesmente tira a média das dire¢cGes observadas a partir deste ponto até as range-
keys. O fato de utilizar somente as range-keys para encontrar os hiperplanos divisores acelera muito o

processo, uma vez que o numero de range-blocks ¢ muito menor do que o niimero de domain-blocks.

Uma vez que o hiperplano divisor tenha dividido o espago de procura em células, ¢ iniciado o
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processo de busca pelo melhor matching, semelhante a Fisher [3] na Se¢do 11.1. Assim, dentro de cada
célula, cada range-block sera comparado com os domain-blocks componentes dessa mesma célula.
Porém, Cardinal ndo usou as transformagdes geométricas fractais (Secdo 10.2, Item “transformacdes
afins”). Logo, para cada comparacao range-block com domain-block € feito um unico calculo de S; e O;
(brilho e contraste). A comparagdo que gere menor RMS fornecerd o domain-block-equivalente,
semelhantemente a Fisher.

Os itens “parametros de codificagdo”, “armazenamento e transmissao”, e “decodificacdo” sdo
basicamente iguais aos de Fisher, com as modificagdes pertinentes dadas a seguir.

No caso de “parametros de codificacdo”, o tipo de Domain Pool é agora especificado pelas
células geradas com os hiperplanos divisores e existe um novo pardmetro: o nimero maximo de domain-
keys por célula. NA codificagdo nio sdo usadas transformagdes geométricas. Em “armazenamento e

transmissdo” também ndo sdo enviados os bits de orientacéo.

Cardinal comparou sua proposta com 3 métodos [4]:
1. Meétodo randémico: no qual v é determinado segundo um particionamento qualquer;
2. Meétodo 6timo: determinado pelo calculo do v, ;
3. Método k-d-tree de particao.

Os resultados de Cardinal publicados em [4] validaram seu codificador como tendo desempenho
superior aos demais métodos: proporcionou um aumento significativo de velocidade para a mesma
qualidade de imagem. Os detalhes e parametros de codificagdo para a comparagdo com o codificador

Hibrido Fractal-Wavelet proposto neste trabalho serdo apresentados no Capitulo 12.

11.3 — Outros Codificadores Acelerados

Diferentes tentativas de reduzir o tempo de compressdo fractal t€ém sido tentadas. As mais
tradicionais dizem respeito a restrigdo da Domain Pool via pré-classificagdo dos blocos. Por exemplo,
em [61] Jacquin classificou os blocos usando informagdes de borda e, em [3], Fisher pré-classificou os
blocos segundo seus valores de média e variancia (conforme apresentado na Secdo 11.1).

Bogdan e Meadows [74] aplicaram uma rede auto-organizadora de Kohonen ao problema da
codificagdo fractal, requerendo treinamento do codificador sobre a imagem a ser codificada. Esses
autores reduziram o numero de comparagdes range-domain, mas ndo a complexidade da comparagdo em

si. McGregor et al [75], por outro lado, trabalhou esses dois problemas usando uma procura do tipo K-
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D-tree nos domain-blocks combinada a extracdo de um pequeno ntimero de caracteristicas do bloco-

imagem.

Um passo importante na questdo da aceleracdo fractal foi dado em [65], e foi a inspiragdo do
codificador de Cardinal apresentado na Se¢do 11.2. Em [65] Saupe reduziu a questdo da procura pelo
melhor matching a procura pelo vizinho mais préximo dentro de um espago métrico conveniente. Nesta
técnica, cada bloco € associado a um vetor de caracteristicas tal que minimizar o erro de colagem entre o
range-block e o domain-block equivale a minimizar a distdncia entre os vetores de caracteristica
correspondentes. A procura pelo melhor matching entdo consiste em simplesmente encontrar o vetor
mais proximo no espaco vetorial. Deve-se colocar, entretanto, que o método de Saupe encontra o melhor

matching e s6 depois calcula os valores de s; € 0;, 0 que pode ferir a restrigdo de contratividade sobre s;

(| S; | < 1). O método de Saupe pode ser feito de forma mais rapida se for usada uma estrutura K-D-tree.

Idéias similares sdo apresentadas em [76][77]. Também pode ser utilizada a quantizacdo vetorial
como em [73][78]. Em [52] um método ligeiramente menos sofisticado que o de Cardinal [4] ¢
apresentado, mas segue a mesma filosofia. Cardinal argumenta que tais técnicas tendem a superar as
aproximagoes classicas que tém por base a redugdo da Domain Pool.

Em [62] € apresentada uma procura pelo vizinho mais proximo baseada na projecdo ortogonal e
pré-quantizagdo dos parametros fractais transformados. Tong e Pi também desenvolveram um
codificador de procura adaptativa que exclui um grande nimero de domain-blocks nao qualificados [63]
e Wang e Hsieh [64] elaboraram um método que explora a correlagdo entre range-blocks com o mesmo
proposito. Bani Egbal [69] propds um método de procura em arvore para a Domain Pool.

Alguns algoritmos eficientes [68][70] foram também apresentados para aliviar a carga
computacional mantendo a mesma qualidade de imagem do Full Search. Entretanto, pré-processamento

¢ necessario para esses algoritmos.

Ao lado dessas tentativas de acelerar a codificacdo fractal pura, alguns codificadores hibridos
tém sido desenvolvidos. A relagdo entre fractal e codificadores baseados em transformada foi
investigada em [79]-[83]. Davis [81][84][85] apresentou uma aproximagdo que usa elementos de ambos
os tipos de compressdo: fractal e wavelet. Em [82] argumenta-se que o mapeamento contrativo fractal
poderia ser considerado como uma operacdo de predicdo do dominio wavelet. Em [83] os autores
fizeram o matching domain-range no dominio wavelet para obter uma compressdo mais alta.

Li e Kuo [86] usaram o mapeamento contrativo fractal para predizer os coeficientes wavelets

entre escalas e entdo codificaram o residuo de predigdo com um codificador de plano de bits. Esse
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procedimento ¢ diferente de [80] e [81] e de outros codificadores fractais convencionais, onde a imagem
¢ codificada inteira por predicao fractal.

O numero bastante restrito dessas publicagdes sobre Codificadores Hibridos Fractal-Wavelet ¢ o
fato de seus autores ndo explicitarem todos os parametros utilizados (dada a abrangéncia das duas
técnicas) torna dificil a comparagdo via implementacao desses codificadores, uma vez que existe quase
uma impossibilidade de reproduzir seus resultados. Em contrapartida, os codificadores hibridos se

tornam um vasto campo para a pesquisa.

Codificagdo Entropica Fractal

Com excecgdo da alocagdo de bits que Fisher utilizou para a quadtree (apresentada na Secdo
11.1), ndo ¢ aplicado nenhum tipo de compressao lossless (sem perdas) a informacdo fractal codificada,
mesmo nos trabalhos recentes. Por esse motivo e por fugir ao escopo e abrangéncia da tese, optou-se por
ndo implementar nenhuma codificacdo entrdpica neste trabalho além da de Fisher.

Simula¢des revelam que a distribuicdo de probabilidade tipica da estrutura da informacgao
enviada ¢ bastante semelhante a distribuicao de probabilidade uniforme, com exce¢do do parametro o; .
Assim, a codificagdo entrépica somente traria algum ganho no caso desse pardmetro. Logo, nesta
pesquisa o gasto de bits para o; foi estimado pela entropia de primeira ordem e acrescido aos demais

gastos de bits.

11.4 — Comentarios

Este capitulo apresentou os dois sistemas-base fractais de comparacdo: o Codificador de Fisher
[3] e o Codificador de Cardinal [4]. A bibliografia referente a outros codificadores acelerados e hibridos
¢ também apresentada de forma a situar o leitor nas diversas possibilidades. O capitulo seguinte
apresenta finalmente o codificador hibrido proposto e seus principios de funcionamento.

Este capitulo encerra a abordagem da Teoria Fractal, nas quais foram fundamentados os
conceitos necessarios a apresentacdo no Capitulo 12 de: 1) a parcela fractal do Codificador Hibrido
Fractal-Wavelet proposto neste trabalho; 2) o Sistema-Base 2 (Codificador de Fisher, referenciado por
“Fractal Acelerado™) e 3) o Sistema-Base 3 (Codificador de Cardinal, referenciado simplesmente por

“Cardinal”).
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Capitulo 12

Codificador Hibrido Fractal-Wavelet Proposto

e Sistemas-Base de Comparacio

O objetivo deste trabalho ¢ propor um método de aceleragdo para a exaustiva compressao
fractal de imagens estaticas, através da aplicagdo da TWD e suas propriedades sem que haja
detrimento do PSNR ou da qualidade visual. Logo, este trabalho apresenta um novo Codificador
Hibrido Fractal-Wavelet, que aplica a compressao fractal acelerada a imagens estaticas decompostas
pela Transformada Wavelet, explorando a direcionalidade das subimagens-wavelet, constatada por
Shapiro [2].

Através deste esquema, para diversas imagens e bitrates, obteve-se uma melhora visual
corroborada pelos valores de PSNR e um aumento na velocidade de processamento fractal pura em
cerca de 80% para uma mesma taxa de bits, atingindo o objetivo proposto.

O objetivo deste capitulo é apresentar o Codificador Hibrido proposto e sumarizar os
Sistemas-Base 1, 2 e 3, com os quais ele sera comparado. Trata-se de um capitulo compacto, uma
vez que toda a base tedrica necessaria a compreensdo dos Sistema-Base e Proposto foi
cuidadosamente apresentada ao longo dos capitulos anteriores. Optou-se por esta estrutura de forma
a isolar a teoria ja conhecida das contribui¢des originais propostas por esta pesquisa. Os detalhes e
parametros de implementacgdo propriamente ditos sdo também apresentados.

Todos os sistemas ¢ o Codificador Proposto foram todos implementados em Matlab 6.1. Os

resultados experimentais encontram-se no Capitulo 13.

12.1. — Sistema-Base 1: Codificador Wavelet Puro (“TWD+SPIHT”)

O Sistema-Base 1 (técnica de compressdo /lossy wavelet) pode ser representado
esquematicamente na forma da Fig. 12.1, onde podem ser observadas a etapa de codificacdo e
decodificacdo. A TWD adotada para ambos os sistemas (base e codificador hibrido proposto) foi a

wavelet biortogonal spline 9-7. Utilizou-se 3 niveis de decomposigdo.

De forma geral, os inicos componentes ndo inversiveis da Fig 12.1 sdo as etapas de
quantizagdo/dequantizagdo que, no caso de esquemas que adotam o algoritmo SPIHT, encontram-se
internas a ele. Esse componente ¢, portanto, responsavel pelas perdas do sistema. Dentre os métodos

de compressdo lossy para coeficientes-wavelet, existem quatro algoritmos principais recentes e que
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obtém os menores erros por taxa de compressdo, bem como os resultados visuais mais expressivos
jé reportados. Tratam-se dos algoritmos EZW (Embedded Zerotree Wavelet), SPIHT (Set
Partitioning in Hierarchical Trees), WDR (Wavelet Difference Reduction) e ASWDR (Adaptatively
Scanned Wavelet Difference Reduction) [41].

Sistema-Base 1

Imagem —» DWT [—| SPIHT (com quantizador) P Codif. Lossless ~ |[——® Bitstream
Original

(a)
Imagem —| IDWT |4 Decodificador SPIHT < Decodif. Lossless |€—— Bitstream
Reconstruida

(b)

Fig. 12.1. Esquema do Sistema-Base 1 (“TWD +SPIHT”): (a) codificagdo; (b) decodificagio.

O algoritmo SPIHT, escolhido para implementagdo desta pesquisa e nucleo do Sistema-
Base 1 ¢ apontado por Rao e Yip como sendo provavelmente o algoritmo de compressdo de
coeficientes-wavelet mais largamente utilizado, servindo de padrio basico de comparacdo para
algoritmos subseqiientes [41]. Nele, ¢ utilizado um particionamento melhorado das arvores de
coeficientes de forma a manter os coeficientes-wavelet insignificantes melhor agrupados nos
subconjuntos. As decisdes de particionamento (binarias) sdo transmitidas ao decodificador.

A eficiéncia da codificacdo do mapa de significancia pelo SPIHT ¢ tal que a codificacdo
aritmética das decisdes bindrias gera muito pouco ganho adicional na codificacdo [41].

O Sistema-Base 1 foi implementado segundo o esquema da Fig. 12.1, seguindo
rigorosamente a se¢do 7.4. Foi implementada a varredura apresentada em Yip ¢ Rao [41] que
privilegia as caracteristicas de cada tipo de subimagem (horizontal, diagonal ou vertical), de forma a

facilitar uma eventual compressdo lossless subseqiiente. Nao foi executada codificagdo aritmética.

12.2 — Sistema-Base 2: Codificador de Fisher (“Fractal Acelerado”) [3]

Para comparar o codificador proposto com técnicas fractais “puras”, foram escolhidos dois
codificadores. O primeiro, o Codificador Fractal com Acelerador (Fisher) [3], foi escolhido como

Sistema-Base 2, por ser um dos codificadores mais implementados na literatura cientifica atual.
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O Sistema-Base 2 (técnica de compressdo lossy fractal pura) pode ser representado
esquematicamente na forma da Fig. 12.2, onde podem ser observadas a etapa de codificagdo e
decodificacdo. Novamente, os componentes da Fig. 12.2 ndo-inversiveis (portanto, responsaveis
pelas perdas do sistema) s@o as etapas de “quantizacdo e dequantizacdo inerentes ao processo

fractal.

No Capitulo 10, foi visto que as técnicas fractais aplicadas a compressdo de imagens
consistem fundamentalmente na busca por auto-similaridades, baseando-se no conceito de que a
imagem ¢ formada por coOpias propriamente transformadas de partes de si mesma. Assim, a cada
bloco da imagem de entrada (domain-block) sao aplicadas subamostragem, filtragem de média e
transformagdes-afins @ . Os resultados das transformagdes sdo comparados a cada bloco a ser
codificado (range-block).

Uma vez encontrado o matching segundo um critério pré-determinado, sdo enviados
basicamente ao decodificador os coeficientes da transformagdo afim responsavel pela formagio de
cada range-block e o endereco do domain-block escolhido. O conjunto de todos os domain blocks ¢é

chamado de Domain pool.

Sistema-Base 2

Imagem .
Original » FRACTAL (Fisher) »| Codif. Lossless P Bitstream
(a)
Imagem .
Reootruida @ Decodificador FRACTAL [ Decodif. Lossless | Bitstream
(b)

Fig. 12.2. Esquema do Sistema-Base 2 (“FRACTAL ACELERADO”): (a) codificagdo; (b) decodificagao.

O Codificador fractal acelerado de Fisher, suas caracteristicas e funcionamento foram
abordados no Capitulo 11. Basicamente se trata de um esquema de classificagdo de dominios de
forma a reduzir a Domain pool [3]. O Sistema-Base 2 foi implementado segundo [3], com os

seguintes parametros utilizados por Fisher:

1 — Métrica rms ou euclidiana para comparar os pares domain-range:
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d<f<x,y>,g(x,y»=ﬁ[iimx,y)_gu,y)}z]z a2

x=1 y=1

onde MxN sdo as dimensodes dos blocos.

2 — Nivel maximo e minimo de quadtree respectivamente 7 e 3 (normalmente utilizado para
imagens 512x512 que foram as utilizadas nos experimentos desta pesquisa).

3 — Tipo de Domain Pool: D2 com overlap de 50%.

4 — Acelerador de Fisher: classificacio de média e varidncia (superclasse com subclasse).
Observando que, caso aplicando-se ambas, ndo restarem blocos-dominio possiveis, utiliza-se
somente a superclasse.

5 — Maximo fator de contraste: 1,2.

6 — Quantizagdo do par [S;, O;] =[5, 7] bits.

7 — Sem codificagdo lossless. O numero de bits foi estimado pela entropia de primeira ordem.

12.3 — Sistema-Base 3: Codificador de Cardinal (“Cardinal”) [4]

O segundo codificador fractal “puro”utilizado como base de comparagdo, o Codificador
Fractal de Cardinal [4], foi escolhido por ser uma referéncia bastante atualizada e requisitada como
um bom parametro de comparagdo pela revista cientifica [EEE Transactions on Image Processing

em novembro de 2004.

A codificagdo e decodificagdo do Sistema-Base 3 (técnica de compressao lossy fractal pura)
¢ ilustrado na Fig. 12.3. Novamente, os componentes nao-inversiveis sdo as etapas embutidas no

algoritmo fractal em questao.

Cardinal [4] faz uso de resultados de outros autores, reduzindo o processo de procura pelas
transformacodes afins ao problema geométrico classico de busca pelos vizinhos mais préoximos num
espaco euclidiano. Para cada um dos blocos (domain-blocks e range-blocks) é calculado um vetor
de caracteristicas (também chamado de “key”). O espaco de procura contendo todas as keys é entdo
particionado recursivamente.

Esse particionamento ¢ feito até que um niimero pequeno de domain-keys seja deixado em

cada subespago. Cada range-block (correspondendo a uma range-key no subespago) ¢ entdo
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comparado a cada um dos domain-blocks (correspondendo as domain-keys remanescentes). A

comparacdo que gere menor rms fornecerd o domain-block-equivalente, semelhantemente a Fisher.

A informacao de particionamento do espago de procura ndo precisa ser enviada.

Baseando-se nessa parti¢do geométrica do espaco de caracteristicas, Cardinal conseguiu

uma aceleracdo excelente na compressdo sem perda de qualidade, quanto comparado a diversos

resultados anteriores. O codificador fractal de Cardinal e suas caracteristicas foram abordadas no

Capitulo 11.

Sistema-Base 3

Ié“ﬁﬁiﬂil — > FRACTAL (Cardinal) Codif. Lossless
(a)
Imagem .
Reconstruida € Decodificador FRACTAL < Decodif. Lossless
(b)

—3P Bitstream

&— Bitstream

Fig. 12.3. Esquema do Sistema-Base 3 (“CARDINAL”): (a) — codificagdo; (b) — decodificagdo.

Os resultados do Codificador Proposto foram comparados diretamente com os resultados

apresentados em [4]. Logo, o Sistema-Base 3 ndo foi implementado para os testes. Contudo, os

parametros de simulagdo constantes em [4] s3o:

1 — Métrica rms ou euclidiana para comparar os pares domain-range, segundo (12.1):

2 — Nivel maximo e minimo de quadtree respectivamente 7 € 5.

3 — Tipo de Domain Pool: D1 com espagamento da grade igual a 2 pixels.

4 — Classificagdo usando o operador de projecdo de Saupe e divisdo por hiperplanos. Numero

maximo de domain-keys por célula:300.

5 — Maximo fator de contraste: 1,0.

6 — Nao usou transformagdes geométricas (para cada comparagdo domain-range € feito um tnico

calculo de s;e 0;).
7 — Quantizagdo do par [S;, O;] =[5, 7] bits.

8 — Sem codificacédo lossless.
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12.4 — Codificador Hibrido proposto (“Fractal-Wavelet”)

O Codificador Hibrido Proposto pode ser genericamente representado segundo o esquema
da Fig. 12.4. Contudo, a combinag¢ao das vantagens das técnicas fractal e wavelet e de como elas sdo
exploradas serd revista na seqiiéncia. Conforme ja& colocado, a TWD adotada foi a wavelet
biortogonal spline 9-7 e o responsavel pelas perdas do sistema encontra-se embutido no algoritmo

fractal.

Sabe-se que a TWD decompde a imagem original em 3k subimagens de detalhes e /
subimagem de aproximag¢do, conforme pode ser observado na Fig. 12.5, onde k é o nivel de
decomposicao wavelet desejado. Logo, a TWD decompde a imagem original em um conjunto de
subimagens com diferentes resolucdes correspondentes a diferentes bandas de freqii€ncias,
fornecendo uma representagdo da estrutura espacial da imagem em diferentes escalas. Claramente,
as caracteristicas espaciais de uma subimagem particular em diferentes resolucdes sdo diferentes,
mas altamente correlatas uma vez que, na verdade, especificam a mesma estrutura espacial em

diferentes escalas [6][9].

Codificador Hibrido Fractal-Wavelet Proposto

Imagem —3 pWT |[— FRACTAL COM Codif. Lossless [~ Bitstream
Original DIRECIONALIDADE

(a)
Imagem  «¢ IDWT |€——| Decodificador Fractal < Decodif. Lossless |4 Bitstream
Reconstruida

(b)

Fig. 12.4. Esquema do Codificador Hibrido Proposto (“FRACTAL-WAVELET”):
(a) codificagdo; (b) decodificagio.

Essa caracteristica de correlagdo entre as subimagens foi explorada por Shapiro em seu
esquema EZW de codificagdo zerotree [2] e estendida para video através de esquemas de estimacao

de movimento multiresolugdo apresentados por diversos autores como em [87]-[89].

Assim, as subbandas verticais de diferentes escalas apresentam caracteristicas de alta
correlagdo espacial entre si, ocorrendo o mesmo para as subbandas horizontais e diagonais. Essa

caracteristica sera referenciada neste trabalho como “direcionalidade” (Fig. 12.5.b).
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Fig. 12.5. Imagens resultantes da decomposi¢do wavelet ortogonal 2D para 3 niveis de decomposigdo:
(a) notacdo detalhada; (b) notagdo simplificada e direcionalidade.

Ja com relagdo a codificagdo fractal, o objetivo é o encontro de auto-similaridades de
trechos da imagem dentro de si mesma em escala maior, de forma a encontrar o que pode ser
chamado de par bloco-dominio-imagem. Assim, ao invés de promover o envio do bloco, somente

sao enviados os coeficientes da transformagao, o que se reflete em economia de transmissao.

A idéia central desta pesquisa reside entdo na exploracdo dessas caracteristicas de

direcionalidade wavelet ¢ poderosa compressao fractal. Primeiramente, consideremos uma imagem

original decomposta pela TWD e focalize-se a aten¢do na subbanda vertical p.. Aplicando-se a

codificagdo fractal (de Fisher [3], por exemplo) nessa subimagem, determinam-se os pares dominio-

imagem para seus blocos.

Aplicando o conceito de direcionalidade para tirar proveito da altissima correlagdo entre as

subbandas de mesmo tipo (no caso, verticais) em diferentes escalas, pode-se dizer, observando a

Fig. 12.6, que os pares dominio-imagem de p} serdo muito proéximos aos pares dominio-imagem de

D) e de D! , bastando adaptar o tamanho dos blocos ao seu nivel da pirdmide wavelet.

Assim, os pares dominio-imagem de um determinado tipo de subimagem acabam sendo

preditos pelos pares dominio-imagem da subimagem de menor escala do mesmo tipo, sem

necessidade de procura em Domain Pool. Nessa idéia reside a inovacdo central proposta pela
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pesquisa. Claramente, pode ser feito também um refinamento AV(x,y) apds a predicdo inicial,

conforme ilustrado na Fig. 12.6.

A questdo da velocidade computacional se apresenta como o principal motivo de hesitacao
da adogdo de esquemas fractais. A exploragdo da direcionalidade wavelet substitui o uso de Domain

Pools para as camadas de maior resolucdo, solucionando essa questao.

A codificacdo lossless (sem perdas) representada nos 4 esquemas (3 Sistemas-Base de
comparacdo ¢ Proposto) nao foi implementada por questdo de isolamento de variaveis, de forma a

facilitar a interpretacao dos resultados.

AV ()

(N3]

Fig. 12.6. Predicao dos pares dominio-imagem das subimagens verticais pelos
pares dominio-imagem da subimagem de menor escala do mesmo tipo.

Melhorias Adicionais

Esquemas fractais comumente s@o aplicados sobre a imagem original, como ocorre nos
Sistemas Base 2 e 3. Porém, no Codificador Hibrido, técnicas fractais sdo aplicadas a subimagens
de coeficientes-wavelet, que apresentam caracteristicas tais como tendéncia de concentracdo de
energia rumo ao canto superior esquerdo da decomposi¢do e baixissima energia nas subbandas de
detalhes. Dessa forma, ndo convém utilizar simplesmente o mesmo padrio de quantizagdo em

ambos os sistemas. Ha a necessidade de adaptacio.
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Para essa adaptacdo, foram feitas algumas melhorias adicionais no codificador, priorizando
a tendéncia de concentracdo de energia citada e evitando o desperdicio de bits nas subbandas de

detalhe, aumentando consecutivamente as taxas de compressdo de operacdo do sistema.

e  Camada de detalhes 3 (4,, D{,V,, H,).da TWD:

Esta camada ¢é tratada de forma exclusiva por concentrar a maior parcela da energia da
imagem. Para ela ¢ feita a codificac@o fractal mais detalhada através dos parametros de quantizagado
do par [S; , O;] setados em [7,9] para a passa-baixas e [3,5] para as demais. Sdo utilizados blocos de

dimensdes 2x2.

e  Demais Camadas:

Para as demais camadas foi elaborado um controle de qualidade (e por conseguinte, de bits)
através da aplicacdo de um threshold T , semelhante a filosofia basica do SPIHT. Comparados a T,
os coeficientes do bloco sdo classificados em significativos ou ndo. Caso todos os coeficientes do

bloco sejam ndo-significativos, serdo quantizados segundo o par [2,2] e processados normalmente.

Caso haja pelo menos um coeficiente significativo, o bloco sera particionado em guadtree,
até formar subblocos de dimensodes 2x2, de forma a reduzir o nimero de coeficientes a serem
refinados e elevar a precisdo de sua codificagdo. Para esses Range-Blocks significativos 2x2, serdo
feitos: um refinamento na procura pelo par range-domain (através de uma janela de procura com
overlap que parte do ponto inicial previsto pela direcionalidade) e uma melhor quantizagio ([3,5] a
semelhanca da camada 3).

Os range-blocks nao-significativos 2x2 serdo quantizados segundo o par [2,2] e
processados normalmente. A Fig. 12.7 apresenta o modelo esquematico da situagdo de um range-
block que possui coeficiente significativo acima descrita.

Na Fig. 12.7, o bloco 4x4 em D} possui a0 menos um coeficiente significativo sendo,

portanto, particionado formando subblocos 2x2. Para estes subblocos 2x2 sera feito o refinamento
na procura pelo par range-domain. Assim, partindo do ponto inicial previsto pela direcionalidade
(no caso, o ponto A), sdo feitas novas comparagdes de matching entre os range-subblocos 2x2 e os
domain-subblocos 4x4 (estes 4x4 estdo dentro da janela de procura de dimensdes 8x8). Uma vez
determinado o melhor matching, sera utilizada a citada quantizagao [3,5].

O valor de T ¢ parametro de entrada e funciona como um refinamento na codificagdo, na

medida em que proporciona que mais blocos sejam melhor codificados. Exerce, dessa forma,
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funcdo de controle de qualidade e, por conseguinte, de bits.

e  Escape:
A codificagdo fractal apresenta excegdes de codificagdo localizadas, ou seja, por vezes ndo

encontra auto-similaridade. Para essas excecdes, o melhor matching do par dominio-imagem pode
apresentar erro consideravel. Para eliminar essa questdo, também foi implementado um mecanismo
de escape. Caso o erro do matching seja superior a um determinado valor, o bloco ¢ transmitido sem
codificag¢do. No caso, o escape ¢ setado em 5% da méaxima amplitude em médulo dos coeficientes,
para a passa-baixas; e 5% da maxima amplitude em mddulo de todos os coeficientes para as demais
subimagens. Esse valor foi determinado através de diversos testes, tendo apresentado Otimo

resultado para diversas imagens.

Parti¢do Quadtree

2x32

/ \ i

R \ 4x4 _____..-

8x8

v

Dpoal

Janela de procura

8x8

Fig. 12.7. Modelo esquematico do processamento de um range-block 4x4 que possui coeficiente
significativo.

Deve-se ressaltar que outros valores de quantizagdo [S; , O;] deste processo como um todo

foram testados. O que pudemos observar foi um 6timo desempenho, desde que se mantenha a
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priorizacdo da concentra¢do de energia rumo ao canto superior esquerdo da decomposicio wavelet.
As comparagdes e resultados completos encontram-se no capitulo seguinte. O Codificador

Proposto (“Fractal-Wavelet”) foi implementado com os seguintes parametros:

1 — Métrica rms ou euclidiana para comparar os pares dominio-imagem, segundo (12.1).

2 — Threshold T adotado como parametro de entrada (controle de qualidade).

3 — Tipo de Domain Pool: D2 com overlap de 50%.

4 — Acelerador de Fisher (superclasse com subclasse) aplicado somente nas subimagens de Gltimo
nivel wavelet (nivel 3 de decomposigao, passa-baixas inclusive). Ndo aplicado as demais em virtude
da proposta (aplicar direcionalidade para as demais subimagens, evitando novas procuras fractais
através da eliminacdo de Domain Pools). Observando que, aplicando-se superclasse com subclasse,
case ndo restem domain-blocks possiveis, utiliza-se somente a superclasse.

5 — Predi¢do dos pares domain-range de um determinado tipo de subimagem através dos pares
dominio-imagem da subimagem de menor escala do mesmo tipo. Predi¢do direcional sem
refinamento.

6 — Refinamento (janela de procura) para blocos significativos.

7 — Méximo fator de contraste: 1,2 (segundo Fisher)

8 — Quantizagdo do par [S;, O;] = [7, 9] bits para as subimagens passa-baixas; [3, 5] para o nivel 3
de decomposi¢do e para todos os blocos dados como significativos segundo T (apds particao
quadtree); e [2,2] para blocos ndo-significativos (antes ou apos particdo quadtree, dependendo do
caso).

9 — Mecanismo de escape setado em 5% da maxima amplitude em mddulo dos coeficientes, para a
passa-baixas; e 5% da maxima amplitude em moédulo de todos os coeficientes para as demais
subimagens. Esse mecanismo controla eventuais erros localizados de matching fractal.

10 — Sem codificagdo lossless. O niimero de bits foi estimado pela entropia de primeira ordem.

12.5 — Comentarios

Foram detalhados neste capitulo os principios de funcionamento do Codificador Proposto
(“FRACTAL-WAVELET”), cuja idéia central é a exploragdo conjunta da codificagdo fractal com a
direcionalidade wavelet, procedimento que elimina a necessidade de Domain Pools para grande
parte das subimagens e que tem como conseqiiéncia direta o aumento de velocidade de codificagdo.

Também foram sumarizados ¢ identificados os Sistemas-Base de Comparacdo que foram

utilizados nos testes:
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1) Sistema-Base 1: Codificador Wavelet Puro (“TWD-+SPIHT”);
2) Sistema-Base 2: Codificador de Fisher (“Fractal Acelerado”) [3];
3) Sistema-Base 3: Codificador de Cardinal (“Cardinal”) [4] .

O Codificador/Decodificador Hibrido Fractal-Wavelet completo foi apresentado, contando
com melhorias adicionais na idéia basica: um esquema de controle de qualidade e um mecanismo de
escape (prevenindo excegdes de auséncia de auto-similaridade).

Os parametros de simulaggo tanto dos Sistemas-Base como do Codificador Proposto foram
também enumerados. O capitulo seguinte apresentara os resultados experimentais das simulacdes ¢

as respectivas analises realizadas durante o desenvolvimento do trabalho.
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Capitulo 13
Resultados Experimentais

Neste capitulo sdo apresentados os resultados experimentais obtidos pelo Codificador
Hibrido Fractal-Wavelet proposto para acelerar a velocidade da compressdo fractal de imagens
estaticas, sem que haja detrimento do PSNR ou da qualidade visual. Os resultados obtidos sdo
analisados com base no tempo de processamento (preocupacgdo primordial ao se trabalhar com
fractal e wavelets), na qualidade visual das imagens recuperadas, na medida de PSNR (Peak Signal-
to Noise Ratio) e no numero de bits por pixel (bitrate) utilizado na codificacdo das seqiiéncias.

Conforme sera apresentado ao longo deste capitulo, o codificador proposto apresentou, para
diversas imagens e bitrates, uma melhora visual (corroborada pelos valores de PSNR) e um
aumento na velocidade de processamento fractal pura em cerca de 80% para uma mesma taxa de
bits, tornando viavel a exploragdo da ferramenta de compressdo conjunta. Nenhum efeito de bloco
(caracteristico de procedimentos fractais puros) resultou do processo hibrido. Os detalhes e as
caracteristicas de transmissdo progressiva wavelet foram também preservados com o esquema

proposto. O aumento na complexidade do codificador pode ser considerado de pequeno porte.

13.1 — Introducao e Observacoes Sobre as Simulacoes

O PSNR entre a imagem original (£, ) e a imagem reconstruida (Fy ), ambas de dimensdes

WxH com 8bpp pode ser expresso como fun¢do do MSE (Mean Square Error):

2
PSNR(F,,Fy)=10-log| —22>_| onde (13.1)
MSE (F,,Fy)
Ji H-1W-1 5
MSE (F,, F) =23 D (Fy(%,3) = Fa(x.7)) (13.2)

1l
S

x=0 y
No total dos experimentos foram utilizadas 8 imagens 512x512 do conjunto-padrdo em
escala de cinza disponivel no website Waterloo Bragzone'. Essas imagens sdo de dominio ptiblico e
extensamente utilizadas na literatura cientifica do processamento digital de imagens.
Os codificadores testados (Sistemas-Base e Codificador Proposto) foram implementados
em Matlab 6.1, que também foi o ambiente de programagdo para a visualizagdo de imagens e
construgdo de graficos. Os tempos de processamento englobam os valores de codificacao e

decodificacao.

: http://links.uwaterloo.ca
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Embora sistemas de compressdo de imagens completos empreguem codificagdo entropica e
pos-processamento nas imagens decodificadas para melhorar os resultados, nesta pesquisa esses
procedimentos ndo foram adotados, uma vez que o objetivo era enfocar especificamente as
implementacdes fractais e wavelet. Essa op¢do permitiu o isolamento de variaveis ¢ uma melhor
analise do nucleo dos processos. Entretanto, para a estimagdo do bitrate das imagens codificadas,

foi utilizado o calculo de entropia de primeira ordem.

O Codificador Hibrido Proposto sera referenciado por (“FRACTAL-WAVELET”). Os
Sistemas-Base para Comparagdo com o Codificador Hibrido Proposto neste trabalho serdao
referenciados conforme a prévia abordagem teodrica (Capitulo 12, em especial), ou seja:

1) Sistema-Base 1: Codificador Wavelet Puro (“TWD+SPIHT”);
2) Sistema-Base 2: Codificador de Fisher (“FRACTAL ACELERADO”) [3];
3) Sistema-Base 3: Codificador de Cardinal (“CARDINAL”) [4] .

Divide-se a apresentagdo dos resultados e comentarios em 3 sec¢des: 1) secdo 13.2, relativa

aos resultados com analise subjetiva; 2) se¢do 13.3, relativa aos resultados estendidos; 3) secdo

13.4, contendo o resumo e comentario das conclusdes.

13.2 — Resultados com Analise Subjetiva

A Fig. 13.1 mostra as imagens-teste originais Lena, Peppers e Mandrill, extremamente
utilizadas na literatura cientifica. Sdo apresentadas suas dimensdes e algumas de suas regides serdo
ampliadas para tornar clara a qualidade da imagem apds os processamentos pelos Sistemas-Base e

Proposto, permitindo as comparagdes.

Fig. 13.1 — Imagens originais (512x512 pixels). (a) Lena; (b) Peppers; (¢c) Mandrill.
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As Figs. 13.2 e 13.3 mostram a imagem Lena original e as imagens reconstruidas pelos

diversos métodos a 0,52 bpp. As medidas de PSNR encontram-se indicadas nas figuras em questao.

(b) PSNR =32,97dB
Fig. 13.2 - Imagem Lena 512x512, 0,52bpp : (a) ORIGINAL;
(b) reconstruida TWD+ SPIHT.
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(a) PSNR = 32,68 dB

(b) PSNR = 33,60 dB

Fig. 13.3 - Imagem Lena 512x512 reconstruida, 0,52bpp:
(a) FRACTAL ACELERADO; (b) FRACTAL-WAVELET.
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Do ponto de vista da qualidade visual pode ser observado da Fig. 13.2 que o sistema
TWD+SPIHT apresenta realmente um 6timo desempenho, somente gerando distor¢des de brilho
devido ao seu esquema de quantizacdo, o que pode ser observado em especial ao longo dos tragos
do rosto e penacho do chapéu de Lena. Nessa taxa de compressao (0,52bpp) também observou-se

perda de textura em regides homogéneas, como a bochecha de Lena.

O sistema FRACTAL ACELERADO da Fig. 13.3a apresenta grande perda de detalhamento
e artefatos (efeitos de bloco em especial na regido dos olhos, nariz € ombros de Lena). O
Codificador Hibrido FRACTAL-WAVELET da Fig. 13.3b apresenta qualidade de imagem
ligeiramente superior ao TWD+SPIHT e superior ao Fractal Acelerado, com a vantagem de nao
causar a distor¢do de brilho do primeiro, nem os artefatos e perdas do segundo. Contudo, ha um

leve aumento no efeito de ringing.

Do ponto de vista de PSNR das imagens reconstruidas, cujos valores encontram-se nas
respectivas figuras, o Sistema Hibrido FRACTAL-WAVELET apresenta PSNR superior aos demais.
Embora seja conhecido o fato de que o PSNR nem sempre reflete a qualidade visual com precisdo

[41], essa medida apresentou-se coerente com a analise visual.

Quanto ao aspecto da velocidade computacional, extremamente importante, tem-se que o
tempo de processamento para essa imagem foi: 3°28°° para o TWD+SPIHT; 26’15 para o
FRACTAL ACELERADO e somente 6’02’ para FRACTAL-WAVELET, demonstrando que o
objetivo de minimizar o gasto computacional fractal ¢ plenamente alcangado através da aplicacdo da
direcionalidade da TWD. Contudo, o melhor resultado nesse aspecto € obtido com o TWD+SPIHT.
Fica evidenciado um fator importante: para um mesmo nimero de bits e qualidade visual melhor,

FRACTAL-WAVELET reduz o tempo de processamento fractal em 77%.

Nas Figs. 13.4 e 13.5 sdo apresentadas as ampliagdes da imagem Lena de forma a permitir
as comparacdes necessarias entre os sistemas de codificagdo, enfocando regioes de detalhes. Pode
ser observada a citada distor¢do de brilho nas ampliagdes referentes ao TWD-+SPIHT, em especial
em torno dos tragos do rosto, ombro e penacho do chapéu de Lena. FRACTAL ACELERADO
apresenta elevadissima perda de detalhamento e efeito de bloco consideravel. No detalhamento
pode-se observar mais claramente que FRACTAL-WAVELET apresenta qualidade superior aos
demais (evita a distor¢do de brilho e a blocagem). As Tabelas XIII.1-XIII.3 no fim da secdo

apresentardo um numero maior de comparagdes.
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Fig. 13.4 — Ampliagdes da imagem Lena reconstruida a 0,52bpp:
(Lado esquerdo) ORIGINAL; (Lado direito) TWD-+SPIHT.

| /4

Fig. 13.5 — Amplia¢des da imagem Lena reconstruida a 0,52bpp:
(Lado esquerdo) FRACTAL ACELERADO; (Lado direito) FRACTAL-WAVELET.
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Nas Figs. 13.6 e 13.7 encontram-se a imagem Peppers original e as imagens reconstruidas

pelos diversos métodos a 0,52bpp. As medidas de PSNR encontram-se indicadas.

(b) PSNR = 32,65 dB.
Fig. 13.6 - Imagem Peppers 512x512, 0,52bpp : (a) ORIGINAL; (b) reconstruida TWD+ SPIHT.
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(b) PSNR =33,80dB

Fig. 13.7 - Imagem Peppers 512x512 reconstruida, 0,52bpp :
(a) FRACTAL ACELERADO; (b) FRACTAL-WAVELET.
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Novamente analisando a qualidade visual, pode ser observado da Fig. 13.6 que o sistema
TWD+SPIHT apresenta novamente bom desempenho, mas ainda gera distor¢des de brilho e perda
de textura, o que pode ser observado em especial nas areas planas (por exemplo, a pimenta vertical

a esquerda) de Peppers.

O sistema FRACTAL ACELERADO da Fig. 13.7a apresenta novamente excessiva perda
de detalhamento e artefatos de blocagem ao longo de toda a imagem. O sistema hibrido FRACTAL-
WAVELET da Fig. 13.7b, apresenta qualidade de imagem superior ao TWD+SPIHT e ao Fractal
Acelerado, novamente ndo causando a distor¢do de brilho e perda de textura do primeiro, nem a

blocagem do segundo.

Analisando o PSNR das imagens reconstruidas, cujos valores encontram-se nas respectivas
figuras, o sistema hibrido FRACTAL-WAVELET apresenta PSNR equivalente ao do sistema
FRACTAL ACELERADO e ligeiramente superior ao TWD-+SPIHT.

Quanto a velocidade computacional, tem-se que o tempo de processamento para esta
imagem foi: 3’47’ para o TWD+SPIHT; 30’06’ para o FRACTAL ACELERADO e somente
6’20 para FRACTAL-WAVELET, confirmando a minimizagdo do gasto computacional fractal
através da aplicac@o da direcionalidade da TWD. Novamente o melhor resultado nesse aspecto ¢

obtido com o TWD+SPIHT.

Nas Figs. 13.8 e 13.9 s@o apresentadas as ampliacdes referentes a Imagem Peppers,
enfocando regides de detalhes. Pode ser observada novamente a citada distor¢do de brilho e perda
de textura do TWD-+SPIHT, e a elevadissima perda de detalhamento e artefatos de blocagem graves
no sistema-base FRACTAL ACELERADO.

No detalhamento pode-se observar novamente que FRACTAL-WAVELET apresenta

qualidade subjetiva superior a ambos.

As Figs. 13.10 e 13.11 mostram a imagem Mandrill original e as imagens reconstruidas
pelos diversos métodos a 0,52 bpp. Nas Figs. 13.12 e 13.13 sdo apresentadas as ampliagoes

referentes a imagem Mandrill.
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Fig. 13.8 — Ampliagdes da imagem Peppers reconstruida a 0,52bpp:
(Lado esquerdo) ORIGINAL; (Lado direito) TWD+SPIHT.

L d
%
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Fig. 13.9 — Ampliagdes da imagem Peppers reconstruida a 0,52bpp:
(Lado esquerdo) FRACTAL ACELERADO; (Lado direito) FRACTAL-WAVELET.
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Pode ser observado da Fig. 13.10b que o sistema TWD+SPIHT apresenta bom desempenho
visual, em especial na area dos olhos, mas gera muitas distor¢des de brilho (nos bigodes de

Mandrill) e perda de textura em dreas como o nariz e as linhas do focinho de Mandrill.

f
/ -
e o . A WD o vk

~ (b) PSNR =23,75dB
Fig. 13.10 - Imagem Mandrill 512x512, 0,52bpp : (a) ORIGINAL;
(b) reconstruida TWD+ SPIHT.
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(2) PSNR = 21,50 dB

(b) PSNR = 22,38 dB
Fig. 13.11- Imagem Mandrill 512x512 reconstruida, 0,52bpp :
(a) FRACTAL ACELERADO; (b) FRACTAL-WAVELET.
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Fig.13.12— Amplia¢des da imagem Mandrill reconstruida a 0,52bpp:
(Lado esquerdo) ORIGINAL; (Lado direito) TWD+SPIHT.

Fig. 13.13 — Ampliagdes da imagem Mandrill reconstruida a 0,52bpp:
(Lado esquerdo) FRACTAL ACELERADO; (Lado direito) FRACTAL-WAVELET
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O sistema FRACTAL ACELERADO da Fig. 13.11a apresenta novamente excessiva
blocagem. O sistema hibrido FRACTAL-WAVELET da Fig. 13.11b, apresenta qualidade de imagem
superior ao Fractal Acelerado, e similar ao TWD+SPIHT (melhor desempenho em algumas regides

e pior desempenho em outras).

Quanto a velocidade computacional, tem-se que o tempo de processamento para a imagem
Mandprill foi: 3’32’ para o TWD-+SPIHT; 26’15 para o FRACTAL ACELERADO e 5’15’ para
FRACTAL-WAVELET. Quanto ao PSNR das imagens reconstruidas, o sistema hibrido FRACTAL-
WAVELET apresenta PSNR melhor do que o do sistema FRACTAL ACELERADO. O PSNR de
TWD+SPIHT ¢ o mais significativo.

As Tabelas XIII.1-XIII.3 apresentam uma gama maior de resultados de tempo de

processamento ¢ PSNR para as imagens da Fig. 13.1 a varias taxas de compressao.

TABELA XIII.1 - TWD+SPIHT

Imagem Bitrate (bpp) PSNR(dB) Tempo(s)
0,42 32,79 177
Lena 0,52 32,97 233
0,73 33,68 365
0,44 32,76 198
Peppers 0,52 32,65 227
0,73 33,23 349
0,52 23,75 212
Mandrill 0,68 24,69 258
0,85 26,12 470

TABELA XIII.2 - FRACTAL ACELERADO

Imagem Bitrate (bpp) PSNR(dB) Tempo(s)
0,42 31,80 1290
Lena 0,52 32,68 1575
0,73 34,47 2420
0,44 32,87 1502
Peppers 0,52 33,86 1806
0,73 35,46 2829
0,52 21,50 1574
Mandrill 0,68 22,58 2036
0,85 24,78 3680

Quanto aos valores de PSNR, pode-se considerar o desempenho médio dos trés
procedimentos praticamente equivalente em todas as taxas de compressdao, com exce¢do da imagem

Mandrill (para a qual o PSNR de TWD+SPIHT ¢ melhor). Os artefatos visuais de blocagem, perda
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de textura, excesso de brilho e ringing apontados na comparagao visual apresentada se mantiveram
para as demais simulagdes constantes das Tabelas XIII.1-XIII.3, bem como a caracteristica de
velocidade computacional.

Pode-se dizer que, com relagdo a estes aspectos, o sistema FRACTAL-WAVELET apresenta
desempenho equivalente ao TWD+SPIHT, evitando, porém, distorgoes de brilho e textura. Nesse
aspecto, o codificador FRACTAL-WAVELET reflete realmente sua esséncia: um intermediario entre
técnicas, na medida em que reduz os artefatos de compressdo apresentados em cada técnica

individualmente.

TABELA XII1.3- FRACTAL -WAVELET

Imagem Bitrate (bpp) PSNR(dB) Tempo(s)
0,42 32,00 287
Lena 0,52 33,60 362
0,73 34,49 641
0,44 31,80 304
Peppers 0,52 33,80 380
0,73 35,53 523
0,52 22,38 315
Mandrill 0,68 23,29 420
0,85 25,15 738

13.3 — Resultados Estendidos

Os testes da Seg@o 13.2 feitos com as imagens-teste originais Lena, Peppers e Mandrill sdo
estendidos nesta se¢do, de forma a fornecer uma analise ainda mais completa sobre o desempenho
comparativo dos codificadores testados.

Nesta secdo (13.3) foram utilizadas todas as 8 imagens 512x512 do conjunto-padrao em

. . , . 1 , . ~
escala de cinza disponivel no website Waterloo Bragzone' a varias taxas de compressao.

Consideragdes e comparagdes adicionais com outros resultados publicados também foram
feitas. Em submissdo de um artigo sobre fractais em novembro de 2004, a revista cientifica /[EEE
Transactions on Image Processing requisitou a comparag@o com o codificador fractal de Cardinal
[4] (referéncia bastante atualizada) por considera-lo um bom pardmetro de comparagdo. Dessa
forma, incluimos este codificador como sendo um dos sistemas-base (Sistema-Base 3) a ser

comparado com o Codificador Hibrido Proposto por este trabalho.

Os resultados de Cardinal publicados em [4] validaram seu codificador como tendo, na

ocasido, desempenho muito bom: proporcionou um aumento significativo de velocidade em suas
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comparagdes para a mesma qualidade de imagem. Esse codificador foi o tnico sistema-base que
ndo foi implementado. As comparagdes com o Sistema-Base 3 foram feitas baseadas nos dados
extraidos diretamente dos graficos e dados apresentados em [4]. Deve-se frisar que, para essa

comparacao, utilizou-se rigorosamente o mesmo conjunto de imagens de [4].

As Figs 13.14 e 13.15 apresentam, respectivamente, a curva Taxa-Distorcdo Média
(average rate-distortion) e Tempo de Processamento Médio x Taxa de Compressdo para o conjunto
de imagens testadas. Pode-se notar que as caracteristicas R-D das Tabelas XIII.1-XIIIL.3 refletem-se
no comportamento das curvas dos graficos das Figs 13.14 e 13.15, validando as observagdes da

Se¢ao 13.2.

3 7 T T T
i —@— FRACTAL-ACELERADO
| —m— FRACTAL-WAVELET
35§ +-—-—-—-—-—-—-- e —&— DWT+SPIHT -
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PSNR (dB)
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5 8 11 14 17 20
Taxa de Compressao

Fig. 13.14 — Curvas de Taxa-Distor¢ao Média para o conjunto Waterloo Bragzone.

Deve-se observar que o Codificador Hibrido Fractal-Wavelet (bem como os Sistemas-Base
de Comparagdo 1 e 2) superam consideravelmente em termos de PSNR para todos os bitrates o
Codificador de Cardinal recomendado pela /IEEE. A explicacdo mais provavel para essa diferenga
reside na ndo utilizacdo das transformagdes geométricas durante o processo de matching por

Cardinal, limitando a capacidade de procura pelas auto-similaridades.
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Fig. 13.15 — Curvas de Tempo de Processamento Médio para o conjunto Waterloo Bragzone.

Observando as Figs. 13.14 e 13.15, pode-se notar o resultado excelente do ponto de vista de

velocidade computacional e PSNR, no qual a velocidade do sistema hibrido proposto (FRACTAL-
WAVELET) é sempre superior ao FRACTAL ACELERADO, proporcionando uma reducdo média

de 80% no tempo de processamento no procedimento fractal puro para mesmo numero de bits,

melhor qualidade visual e de PSNR.

O objetivo de minimizar o gasto computacional fractal sem detrimento do PSNR é.

portanto, plenamente alcancado através da aplicacdo da direcionalidade da TWD, tornando viavel a

exploracdo da poderosa ferramenta de compressio fractal conjunta.

A importancia de se comparar o codificador FRACTAL-ACELERADO e o codificador
FRACTAL-WAVELET proposto com o0 TWD+SPIHT se revela no fato deste ultimo ser uma técnica
jé consolidada e otimizada, enquanto muito pouco do potencial da compressdo fractal foi até aqui
explorado. Pode-se observar nas Figs 13.14 e 13.15 o qudo significativamente o uso da
direcionalidade “desloca” positivamente o desempenho da técnica fractal pura (FRACTAL
ACELERADOQ) em direcdo a excelente técnica de compressdo wavelet pura (TWD+SPIHT),

especialmente no tocante a velocidade de processamento, objetivo central desta pesquisa.
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Nota-se que FRACTAL-WAVELET apresenta uma reducdo média de 80% no tempo de
processamento de FRACTAL ACELERADO, enquanto o TWD+SPIHT apresenta reducao de 86%.

O desempenho visual intermediario do codificador proposto entre o TWD-+SPIHT ¢ o
FRACTAL ACELERADO (minimizando os artefatos de compressdo apresentados
individualmente) visto na Sec¢do 13.2 encontra-se refletido no grafico das Fig.13.14.

A queda mais acentuada da curva de PSNR com o aumento da taxa de compressdo ocorre
em processamentos que utilizem tecnologia fractal, uma vez que a aplicagdo desta técnica em
compressao de imagens ¢ mais recente € bem menos explorada, necessitando ainda de pesquisas

especialmente para otimizagao dos pontos de operacgdo a altas taxas de compressao.

Uma vez que os resultados de CARDINAL foram tirados diretamente de [4], ou seja, este
algoritmo nao foi implementado, a curva referente a esse sistema nao consta da Fig. 13.15. Para
fornecer uma breve andlise de tempo de processamento comparativo desse sistema foi levantado o
numero médio de operagdes de ponto flutuante por imagem baseado no funcionamento do
algoritmo.

Segundo a analise do algoritmo, CARDINAL apresenta, em média, para imagens 512x512
aproximadamente 1,26 GFLOPS (Giga floating-point operations) enquanto FRACTAL-
ACELERADO usa em média 2,12 GFLOPS para imagens com as mesmas dimensdes. Sabe-se que
nimero de GFLOPS por imagem ¢ diretamente proporcional ao tempo de processamento. Assim,
como FRACTAL-WAVELET reduz o tempo de processamento de FRACTAL ACELERADO em
aproximadamente 80%, pode-se estimar que FRACTAL-WAVELET reduza o tempo de
processamento de CARDINAL em cerca de 66 %.

13.4 — Comentarios

Neste capitulo foram apresentados os resultados experimentais do codificador hibrido
FRACTAL-WAVELET, cujo objetivo era minimizar o gasto computacional fractal na compressao
de imagens estaticas através da aplicacdo da TWD e suas propriedades, sem que houvesse
detrimento do PSNR ou da qualidade visual.

No total dos experimentos foram utilizadas 8 imagens 512x512 do conjunto-padrdo em escala
de cinza disponivel no website Waterloo Bragzone'. Para os testes ¢ simulagdes foi utilizado um
computador Pentium 4, 2.6GHz com 1Gbyte de RAM. Os resultados experimentais do codificador

hibrido apresentados foram comparados em termos de tempo de processamento, qualidade visual
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das imagens recuperadas, PSNR e ntimero de bits com os seguintes sistemas:
1) Sistema-Base 1: Codificador Wavelet Puro (“TWD+SPIHT”);
2) Sistema-Base 2: Codificador de Fisher (“FRACTAL ACELERADO”) [3];
3) Sistema-Base 3: Codificador de Cardinal (“CARDINAL”) [4] .

Na questdo da analise visual, o codificador FRACTAL-WAVELET refletiu realmente sua
esséncia: um intermedidrio entre técnicas, na medida em que reduziu os artefatos de compressao
apresentados em cada técnica individualmente (efeito de bloco fractal e distor¢des de brilho e
textura wavelet). O desempenho visual de FRACTAL-WAVELET foi similar ao desempenho de
TWD+SPIHT e ambos consideravelmente superiores a FRACTAL ACELERADO.

Segundo os resultados obtidos, pode-se observar que FRACTAL-WAVELET proporcionou
uma excelente reducdo média de 80% no tempo de processamento no procedimento fractal puro
para mesmo numero de bits e melhor qualidade visual e de PSNR.

O wuso da direcionalidade ‘“deslocou” positivamente o desempenho de FRACTAL
ACELERADO em direcdo a excelente técnica ja consolidada TWD+SPIHT, especialmente no
tocante a velocidade de processamento.

FRACTAL-WAVELET também reduz o tempo de processamento de CARDINAL

(referéncia IEEFE) em cerca de 66 % para PSNR consideravelmente superior.

O objetivo de minimizar o gasto computacional fractal sem detrimento do PSNR foi,

portanto, plenamente alcancado através da aplicacdo da direcionalidade da TWD. tornando viavel a

exploracdo da ferramenta conjunta.

Nenhum artefato de blocagem (comum a procedimentos fractais puros) resultou do
processo de compressdo hibrido. Os detalhes da imagem e as caracteristicas de transmissdo
progressiva wavelet foram também preservados. O aumento na complexidade do codificador pode

ser considerado de pequeno porte.
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Capitulo 14

Conclusoes e Sugestoes para Trabalhos Futuros

14.1 — Comentarios sobre o Contexto e Contribuicoes

Embora os métodos de compressdo sejam hoje de uso extensivo, o ritmo acelerado no
crescimento das aplicagdes de imagens e videos digitais impdem ao mundo tecnologico sua
necessidade pelo aumento na capacidade de armazenamento e na velocidade de transmissao.

Novas tecnologias, tais como fractais e wavelets surgem como aliadas potenciais no
estabelecimento de novos padrdes de compressdo de imagens, dadas as suas vantajosas
caracteristicas.

A codificagdo fractal de imagens consiste, na pratica, em representar os blocos da imagem
através de coeficientes de transformagdes contrativas, explorando-se o conceito de auto-
similaridade dentro da imagem. Assim, nesse tipo de codificagdo, ao invés de armazenar/transmitir
os blocos da imagem como uma colecdo de pixels, somente sdo enviados/armazenados os
coeficientes destas transformagdes. Este principio de funcionamento permite obter altas taxas de
compressao mantendo-se 6tima qualidade visual.

Entretanto, para determinar as auto-similaridades, cada range-block NxN ¢ comparado a
todos os domain-blocks 2Nx2N da Domain Pool dentro de uma imagem MxM. Como conseqiiéncia,
os algoritmos de matching fractais tém uma complexidade computacional da ordem de O[M"], o

que demanda um tempo de processamento exaustivo, tipicamente levando horas.

Diversas tentativas recentes tém sido feitas na tentativa de minimizar o extenso tempo de
processamento fractal, abordando desde vetores de caracteristicas até redes neurais. Basicamente
consistem em modificar os seguintes aspectos: a composicdo da domain pool, o tipo de procura
usado no block matching, ou a representacdo/quantizacdo dos parametros transformados. Trabalhos
recentes podem ser encontrados em [4][62]-[71].

Entretanto, muita pesquisa ainda se faz necessaria para destravar o potencial fractal latente
para a compressdo de imagens. Sem duvida nenhuma, essas pesquisas devem residir na questdo de

promover a aceleragdo da etapa de compressao dessa nova tecnologia.

Nesse contexto, mesclando as duas poderosas técnicas wavelet e fractal, o objetivo deste

trabalho é propor um método de aceleragdo para a exaustiva compressdo fractal de imagens
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estaticas, através da aplicacdo da TWD e suas propriedades sem que haja detrimento do PSNR ou
da qualidade visual. Logo, este trabalho apresenta um novo Codificador Hibrido Fractal-Wavelet,
que aplica a compressdo fractal acelerada a imagens estaticas decompostas pela transformada

wavelet, explorando a direcionalidade das subimagens-wavelet, constatada por Shapiro [2].

Dessa forma, sdo sumarizadas aqui as principais contribui¢des deste trabalho como sendo:

(a) Idéia Central: Exploracdo conjunta da codificagdo fractal com a direcionalidade wavelet.
Conforme foi abordado no Capitulo 12, Shapiro coloca que as subbandas-wavelet de um
mesmo tipo representam uma mesma estrutura espacial da imagem em diferentes escalas
[2]. Logo, neste trabalho, propds-se a idéia de que os pares range-domain fractais de um
determinado tipo de subimagem wavelet poderiam ser preditos pelos pares range-domain da
subimagem-wavelet de menor escala do mesmo tipo. Essa direcionalidade substitui o uso de
Domain Pools de forma bastante significativa e eficiente. A conseqiiéncia direta foi o
aumento de velocidade de compressao.

(b) Implementagdo dos Sistemas-Base Fractal Puro e Wavelet Puro (para comparagio).
Elaboragdo e implementagdo do Codificador/Decodificador Hibrido Fractal-Wavelet
completo, contando com um esquema de controle de qualidade (que classifica os blocos
para uma melhor distribui¢do de quantizacdo, permitindo que haja uma melhor codificagdo
dos blocos conforme a necessidade) e com um mecanismo de escape (prevenindo excecdes

de auséncia de auto-similaridade).

Através desse esquema, para diversas imagens e bitrates, obteve-se uma melhora visual
corroborada pelos valores de PSNR e um aumento na velocidade de processamento fractal pura em
cerca de 80% para uma mesma taxa de bits, tornando viavel a exploragdo dessa poderosa ferramenta
de compressdo fractal conjunta. Nenhum artefato de blocagem (comum a procedimentos fractais
puros) resultou do processo de compressdo hibrido. Os detalhes da imagem e as caracteristicas de
transmissdo progressiva wavelet foram também preservados. O aumento na complexidade do

codificador pode ser considerado de pequeno porte.

14.2 — Conclusoes Breves sobre os Capitulos e Relacido com a Proposta

Este trabalho apresentou trés macrodivisdes, a primeira correspondendo ao estudo da teoria

dea transformada wavelet (Capitulos 2 a 7); a segunda correspondendo ao estudo da tecnologia
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fractal (Capitulos 8 a 11) e a terceira correspondendo a apresentagdo do codificador proposto, seus
resultados e avalia¢des pertinentes (Capitulos 12 a 14).

Primeiramente, o Capitulo 2 apresentou os principios basicos da transformada wavelet
continua 1D e 2D, suas caracteristicas e principios de funcionamento. No Capitulo 3 foi realizado
um breve estudo acerca da codificagdo por subbanda resultando na implementagdo pratica da
tranformada wavelet discreta (TWD) através dos filtros do algoritmo rapido de Mallat. Trata-se de
uma preparacdo para o Capitulo 4, no qual foram apresentados os sinais resultantes da
decomposicdo wavelet: o sinal passa-baixas (PB) e os sinais de detalhes. Sobre esses sinais
(estendidos para o caso 2D e biortogonal) foi aplicada a codificacdo fractal do codificador hibrido
proposto nesta pesquisa.

Dessa forma, em resumo, o Capitulo 4 apresentou a decomposigdo ¢ sintese da TWD para o
caso ortogonal, bem como os sinais PB e de detalhes. Uma vez colocada a teoria ortogonal, pdde-se
relaxar as condi¢des de operagdo, apresentando a biortogonalidade, que sana as deficiéncias do caso
ortogonal e possibilita efetivamente a aplicagdo da TWD na compressdo de imagens com excelente
desempenho.

Esse desempenho se deve as excelentes caracteristicas conjuntas dos filtros biortogonais:
suporte compacto, simetria € bom compromisso entre regularidade e comprimento do filtro. A
biortogonalidade consagrou o uso da TWD na compressdo de imagens e ¢ o tema do Capitulo 5.

Foi apresentado a seguir, no Capitulo 6, a analise multiresolu¢do bidimensional. Foram
entdo detalhadas a decomposi¢do e sintese da TWD para o caso bidimensional ortogonal, bem como
os sinais PB (2D) e de detalhes (2D) resultantes do processo de decomposicao.

Encerrando a teoria de wavelets, o Capitulo 7 apresentou as caracteristicas desejaveis para a
TWD na compressdo de imagens (em especial a regularidade) culminando com a importancia da
biortogonalidade e com as caracteristicas da spline biortogonal 9-7, que foi adotada por este
trabalho. Também foi apresentada a codificagdo SPIHT (Set Partitioning in Hierarchical Trees),
que compds o codificador wavelet puro utilizado como o Sistema-Base 1 que foi comparado com o
codificador hibrido proposto nesta pesquisa.

Este capitulo finaliza a abordagem da teoria de transformada wavelet, na qual foram
fundamentados todos os conceitos necessarios a apresentacdo da parcela wavelet do codificador

hibrido proposto neste trabalho.

O Capitulo 8 abordou de forma ilustrativa as bases da compressdo fractal de imagens.

Foram abordados os conceitos de transformacdo afim, iteragdo e atrator. Esse capitulo introduziu
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uma abordagem inicial para que, num segundo momento (Capitulos 9 e 10), fosse colocada a

abordagem matematica responsavel por esses fundamentos.

Dessa forma, no Capitulo 9 apresentou-se em destaque os teoremas da colagem e do
mapeamento contrativo referentes a teoria de espagos métricos completos. O primeiro deles permite
que, dado o atrator, possa-se determinar os coeficientes das transformagoes afins a serem enviados
(codificagdo fractal). O segundo garante que o processo fractal converge para um atrator
(decodificag@o fractal). Viu-se ainda nesse capitulo o método de geragdo de fractais conhecido
como IFS (Iterated Function System), inspiragdo dos codificadores PIFS.

O Capitulo 10 encerrou a abordagem matematica comentando o PIFS (Partitioned Iterated
Function Systems), método efetivamente usado nos codificadores fractal atuais, incluindo o
codificador hibrido desta pesquisa. Foram apresentados os principios de funcionamento (baseado na
similaridade por partes), o conceito de Domain Pool, o particionamento da imagem em domain-
blocks e range-blocks, a aplicagdo das transformagdes afins, o método basico de busca e encontro
do domain-block-equivalente e as informacgdes a serem enviadas ao decodificador.

Encerrando a teoria fractal, o Capitulo 11 teve por tema a codificacdo fractal acelerada,
abordando os trabalhos atuais da literatura cientifica e abordando os dois Sistemas-Base Fractais
para comparacdo com o codificador hibrido proposto. Ambos os Sistemas-Base (o Codificador de
Fisher [3] e o Codificador de Cardinal [4]) também objetivam acelerar a velocidade de codificagdo
fractal.

O primeiro deles foi escolhido por ser um dos codificadores mais implementados
atualmente. O segundo foi escolhido por ser citado como um bom parametro de comparagdo pela
revista cientifica IEEE Transactions on Image Processing em dezembro de 2004.

Esse capitulo encerrou a abordagem da teoria fractal, na qual foram fundamentados os

conceitos necessarios a apresentagdo da parcela fractal do codificador hibrido proposto.

No Capitulo 12 foram detalhados os principios de funcionamento do Codificador Hibrido
Fractal-Wavelet Proposto, cuja idéia central foi a exploragdo conjunta da codificacdo fractal com a
direcionalidade wavelet, procedimento que substitui o uso de Domain Pools de forma eficiente. A
conseqiiéncia direta ¢ o aumento de velocidade de codificacdo. As particularidades do Codificador

Proposto e dos Sistemas-Base de Comparagao também foram alvo deste capitulo.

Finalmente, o Capitulo 13 apresentou os resultados e analises das simulagdes realizadas. Os

resultados do Codificador Hibrido foram comparados com os resultados de Sistemas-Base Fractais
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“puros” e com o Sistema-Base Wavelet Puro em termos de tempo de codificagdo, PSNR, e

qualidade subjetiva para uma ampla gama de imagens codificadas a varios bitrates.

Finaliza-se este trabalho apresentando, nesse capitulo, os comentarios e conclusdes a luz
dos resultados obtidos, analisando-se as perspectivas de melhorias e adaptagdes do procedimento

proposto.

14.3 — Comentarios sobre Simulacoes e Resultados

Os codificadores testados (Sistemas-Base ¢ Codificador Proposto) foram implementados
em Matlab 6.1, que também foi o ambiente de programagdo para a visualizagdo de imagens e
construgdo de graficos. Os tempos de processamento englobaram os valores de codificagdo e
decodificacéo.

Para os resultados apresentados no Capitulo 13, foram utilizadas 8 imagens 512x512 do
conjunto-padrio em escala de cinza disponivel no website Waterloo Bragzone'. Essas imagens sdo
extensamente utilizadas na literatura cientifica de processamento digital de imagens.

Embora sistemas de compressao de imagens completos empreguem codificagdo entrdpica e
pos-processamento nas imagens decodificadas para melhorar os resultados, nesta pesquisa esses
procedimentos ndo foram adotados, uma vez que o objetivo era focar especificamente nas
implementacdes fractais e wavelet. Essa op¢do permitiu o isolamento de varidveis e uma melhor
analise do nucleo dos processos. Entretanto, para a estimagdo do bitrate das imagens codificadas,
foi utilizado o célculo de entropia de primeira ordem.

Os resultados experimentais do codificador hibrido (“FRACTAL-WAVELET”)
apresentados foram comparados em termos de tempo de processamento, qualidade visual das

imagens recuperadas, PSNR e ntimero de bits com os seguintes sistemas:

1) Sistema-Base 1: Codificador Wavelet Puro (“TWD+SPIHT”);
2) Sistema-Base 2: Codificador de Fisher (“FRACTAL ACELERADO”) [3];
3) Sistema-Base 3: Codificador de Cardinal (“CARDINAL”) [4] .

Quanto a andlise visual das imagens, o codificador hibrido proposto (FRACTAL-
WAVELET) refletiu realmente sua esséncia: um intermedidrio entre a técnica fractal e entre a
técnica wavelet, na medida em que reduziu os artefatos de compressdo apresentados em cada
técnica individualmente (efeito de bloco fractal e distor¢des de brilho e textura waveler). O

desempenho visual de FRACTAL-WAVELET foi similar ao desempenho de TWD+SPIHT e ambos
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consideravelmente superiores 8 FRACTAL ACELERADO.

Segundo os resultados obtidos, pode-se observar que FRACTAL-WAVELET proporcionou
uma excelente reducdo média de 80% no tempo de processamento no procedimento fractal puro
para mesmo numero de bits e melhor qualidade visual e de PSNR.

O uso da direcionalidade “deslocou” positivamente o desempenho de FRACTAL
ACELERADO em direcdo a excelente técnica ja consolidada TWD+SPIHT, especialmente no

tocante a velocidade de processamento.

FRACTAL-WAVELET também reduziu o tempo de processamento de CARDINAL
(referéncia /IEEE de 2004) em cerca de 66 % para PSNR consideravelmente superior.

Pode-se concluir que o objetivo de minimizar o gasto computacional fractal sem detrimento

do PSNR foi, portanto, plenamente alcancado através da aplicacdo da direcionalidade da TWD,

tornando viavel a exploracdo da ferramenta hibrida.

Nenhum artefato de blocagem (comum a procedimentos fractais puros) resultou do
processo de compressdo hibrido. Os detalhes da imagem e as caracteristicas de transmissdo
progressiva wavelet foram também preservados no codificador proposto. O aumento na
complexidade do codificador pode ser considerado de pequeno porte, tratando-se simplesmente da

inser¢do da decomposicdo e recosntru¢ao wavelet.

14.4 — Sugestoes para Trabalhos Futuros
Algumas sugestdes que foram visualizadas durante a realizagdo desta pesquisa foram:

e Testar o codificador hibrido proposto aplicando-se outros tipos de wavelets (que ndo a
spline 7-9) com propriedades diferentes, comparando-se sua influéncia na velocidade
computacional e no desempenho geral.

e Aplicacdo da técnica de /ifting para aceleragdo da decomposicdo e reconstru¢ao da parcela
wavelet do codificador proposto;

e  Usar outros métodos de classificagao de dominios diferente do método de Fisher e observar
sua influéncia nas curvas de taxa-distor¢do e de velocidade.

¢ Implementacdo de técnicas de codificacao entrdpica.

e Num nivel mais complexo, a extensdo para imagens coloridas e adequagdo para sinais de

video. Deve-se considerar as implicagdes das taxas temporais tipicas de sinais de video se
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comparada as taxas de tempo de processamento fractais.

Assim, foram listadas as principais contribui¢des e resultados do presente trabalho e foram
feitas algumas sugestdes que espera-se, possam auxiliar o desenvolvimento de outras pesquisas

relacionadas com o processamento e a compressao digital de imagens e video.

Conforme dito anteriormente, o exaustivo tempo de processamento das implementagdes
fractais correntes restringem essa técnica a aplicagdes de arquivamento, tais como enciclopédias
digitais. Métodos wavelet sdo, comparativamente, mais adequados para aplicagdes que requerem
codificag@o rapida, tais como comunicagdes em tempo real via Internet. Métodos hibridos rapidos
como o codificador proposto nesta pesquisa, podem permitir a extensdo do uso das técnicas fractais

aos meios rapidos de comunicagdo.
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Apéndice A
Provas Matematicas Referenciadas no Texto

Prova A.1) “Toda seqiiéncia convergente ¢ uma seqiiéncia de Cauchy” [55]
Seja "Uma seqiiéncia {x,}¢< ,< - uma seqiiéncia convergente em X. Entdo, para qualquer £> 0 e €&
9, ha um nimero inteiro N > 0 tal que d(x,,x,)<ée Vn>N. Também pode-se dizer que
d(x;x,)<e& VYm>N.Logo, pela desigualdade triangular, tem-se:
d(x,.x,)<d(x,x,)+d(x,x,)
d(x,,x,)<2e=0

Logo, para qualquer & >0, ha um nimero inteiro N > 0 tal que d(x,,,x,)<0 Vm,n>N ; que é

m’

exatamente a definicdo de Seqiiéncia de Cauchy apresentada na Defini¢cdo 2 do Capitulo 9.

Prova A.2) Prova do Teorema da Colagem
Suponha f: X — X um mapeamento contrativo em um espago métrico completo (X,d). Seja xeX e

um numero real s€/0,1) o fator de contratividade do mapeamento contrativo f. Para Vm>n=>0:
aly (), 7 ()<l 0). )<l ) ) 5l 7 )
lembrando que x= £’ (x)= f ”(”_”)(x).

Pela desigualdade triangular, tem-se que:

(), ro ()<l G, 7))+ d (1), £+t a2 (), oo ()]

m—n

d(f(x), fm ) sm Y a0 (x), (%))

k=1

Prova A.3) Prova sobre Contratividade de ® no espaco dos fractais:
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“Como @ ¢ uma mapeamento contrativo, entdo ele ¢ continuo [55]. Logo, preserva a
caracteristicas topologicas. Assim, tomando-se um subconjunto B —X ndo-vazio, @W(B) = {a(x) |

xeB} € ndo vazio. Se B for compacto, entdo @(B) também ¢ compacto [55]. Como o espaco dos
fractais JP(X) é o espago dos subconjuntos compactos e ndo vazios do espago X. Se € J(X) entdo
@(B) € 3(X). Ou seja, a fun¢do wdefinida desta forma mapeia o espago F(X) para si mesmo.

Agora para provar que se @ ¢ continuo em X, e’continuo também em J(X), sejam B,CeI(X),
entdo:

h(a(B).2(C)) = max{max{min{d(&(x). ()} max{ minfd (@(x). ()}

h(w(B),w(C))< maximaximin{s -d(x, y)}i Ir}lee}xir{gl{s -d(x, y)}ﬁz s-h(B,C) (34)

xeB yeC
portanto, @: F(X) — F(X) é um mapeamento contrativo com fator de contratividade s .

Assim, para determinar se um mapa é contrativo no espaco de fractais J(X), basta

determinar a sua contratividade no espacgo X.
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Apéndice B

Codigos-fonte desenvolvidos na pesquisa

Neste apéndice sdo mostradas as partes principais dos codigos desenvolvidos em Matlab 6.1

durante a pesquisa.

B.1 — Func¢ao de codificacao SPIHT:

function [bitstream, n0, bpp, tempo] = SPIHTcoder(imgsaida, S, passos, bitbudget, verbose)

% uso: [bitstream,n0,bpp,tempo] = SPIHTcoder(imgsaida, S, passos, bitbudget)

% Codificador SPIHT para imagem formada por coeficientes-wavelet (baseado em SPIHT do livro
de Sayood).

% Foi tb usada a varredura diferente para subimagens H, V e D de acordo com pg 281 do livro de
Rao e Yip.

% Parametros de Entrada:

% 1imgsaida: Coef-wavelet que devem estar no formato imagem saido de C2imgsaida

% S: Matriz de tamanhos das subimagens descrita em decwaveletv2.

% passos: Numero de passos de SPIHT desejado

% bitbudget: Limite de bits por pixel desejado. O codificador para quando atinge Passos

% ou bitbudget, o que acontecer primeiro.

% verbose: Variavel que indica se o acompanhamento de codificacao deve ser mostrado

% Parametros de Saida:

% bitstream: Sequencia binaria sem compressao lossless.

% n0: Valor para fazer o threshold inicial.

% bpp: Valor da taxa de bits estimada usando entropia binaria

% tempo: Tempo em segundos gasto na codificacao

% conversao do range dos coeficientes (entre os coef-wavelet de 0 a 1 e os valores de Threshold)
imgsaida = floor(.5+imgsaida*255);

tempo = cputime;

% inicializagao de variaveis

bitstream =";

nivdec = length(S(:, 1))-2;

n0 = ceil(log2(max(max(imgsaida))))-1; % det. n0 a partir do maior coeficiente-wavelet
n=n0; T =2"n; % determina n ¢ o Threshold inicial

nbits_max = round(bitbudget * prod(S(nivdec+2,:)));

% inicializagao das listas (Listas de Sayood - SPIHT)
LIP= varrSPIHT(S(1,:), 1)';
LIS= zeros(0,2);
for i=1:length(LIP(:,1))
if not(all(mod(LIP(i,:),2)))
LIS = [LIS;LIPG,:)];
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end
end
LSP = zeros(0,2);
prox_LIP= zeros (0,2);
prox_LIS= zeros (0,2);
prox_LSP= zeros (0,2);
nbits = 0;

XXX XXX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
%X LOOP PRINCIPAL X
XXX XXX XXXXXX XXX XXX XXXXXXXXXXXXXXX

for k=1:passos
% PROCESSANDO A LIP
for i=1:length(LIP(:,1))
if (abs(imgsaida(LIP(i,1),LIP(i,2)))>=T) % teste de significancia
prox_LSP = [prox_LSP; LIP(i,:)]; % se maior/igual que T, manda 1
bitstream =[bitstream, '1'];
if (imgsaida(LIP(i,1),LIP(i,2))>=0) % se positivo, manda novo 0
bitstream =[bitstream, '0'];

else
bitstream =[bitstream, '1']; % cc, manda 1
end
nbits = nbits+2;
else
prox_LIP = [prox_LIP; LIP(i,:)];
bitstream =[bitstream, '0']; % se menor que T, manda 0
nbits = nbits +1;
end
if (nbits>nbits_max)
break
end
end
% PROCESSANDO A LIS
i=1;

while ((i<=length(LIS(:,1)))&(nbits<=nbits_max))
desc = descendencia(S,LIS(i,:));
if (any(abs(imgsaida(desc))>=T)) % teste de significancia
bitstream = [bitstream, '1']; % se maior que T, manda 1
nbits = nbits+1;

for j=1:4 % analisando os filhos diretos do coef-pai
if (abs(imgsaida(desc(j)))>=T)
bitstream = [bitstream, '1']; % se filho maior que T, manda 1

prox_LSP = [prox LSP; [mod(desc(j)-1,S(nivdec+2, 1)), floor((desc(j)-
1)/S(nivdec+2,1))]+1 |;
if (imgsaida(desc(j))>=0)
bitstream = [bitstream, '0']; % se filho positivo, manda 0
else
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bitstream = [bitstream, '1']; % se filho negativo, manda 1
end
nbits = nbits+2;
else
bitstream = [bitstream, '0']; % se filho menor que T, manda 0

prox_LIP = [prox_ LIP; [mod(desc(j)-1,S(nivdec+2, 1)), floor((desc(j)-
1)/S(nivdect2,1))]+1 ];
nbits = nbits+1;
end
if (length(desc)>4)
LIS = [LIS; [mod(desc(j)-1,S(nivdec+2, 1)), floor((desc(j)-1)/S(nivdec+2,1))]+1 |; %
atualiza desc. (netos)
% para ser analisada ainda nesse passo.
end
end
elseif (not(isempty(desc)))
bitstream = [bitstream, '0']; % se menor que T, manda 0
prox_LIS = [prox_LIS; LIS(i,:)];% mantem o coef em LIS para o proximo passo
nbits = nbits+1;
end
i=i+1;
end

% PROCESSANDO A LSP (PASSO DE REFINAMENTO): enviar o MSB dos ecof.
significativos
i=1;
while( (i<=length(LSP(:, 1))) & (nbits<=nbits max))
binario = dec2bin(imgsaida(LSP(i,1),LSP(i,2)), 16);
MSB = binario(16-n);

bitstream = [bitstream, MSB]; % acresce 0 MSB dos significativos nos bits
trasmitidos
nbits = nbits+1; 1=i+1;
end

if (nbits>nbits_max)
break;
end

% ATUALIZANDO AS LISTAS e o parne T PARA O PROXIMO PASSO
LIP=prox LIP;

prox_LIP= zeros(0,2);

LIS=prox LIS;

prox_LIS= zeros(0,2);

LSP=prox_ LSP;

n=n-1;
T=2"n;
end
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tempo = cputime-tempo;

% CALCULO DO NUMERO DE BITS

prob = mean(bitstream == "1");

Hbits = -prob*log2(prob)-(1-prob)*log2(1-prob);
nbits = ceil(Hbits*length(bitstream));

bpp = nbits/prod(S(nivdec+2,:));

buffl = sprintf('numero de bits = %d (%6.4f bpp)', nbits, bpp);

buff2 = sprintf('tempo de codificagcao = %5.2f seg (%2dm%4.21s)', tempo, floor(tempo/60),
mod(tempo,60) );

if exist('verbose")
disp(buftl);
disp(buft2);
end

B.2 — Funcao de decodificacao SPIHT:

function [imgdecod,tempo] = SPIHTdecoder4 budg(bitstream, S, n0, verbose)

% uso: [imgdecod,tempo] = SPIHTdecoder4d budg(bitstream, S, n0, verbose)

% Decodificador SPIHT para bitstream gerado pelo codificador SPIHT-gemeo dele (baseado em
SPIHT do livro de Sayood).

% Para mais especificacoes, vide comentarios do codificador (help SPIHTcoder)

% Parametros de Entrada :

% S: Matriz de tamanhos das subimagens descrita em decwaveletv2.
% bitstream: Sequencia binaria sem compressao lossless.
% n0: Valor para fazer o threshold inicial.

% verbose: Variavel que indica se o acompanhamento de codificagao deve ser mostrado

% Parametros de Saida :

% 1imgdecod Coef-wavelet no formato imagem saido de C2imgsaida resultado da decodificacao
% tempo: Tempo usado na decodificagao

tempo = cputime;

% inicializagao de variaveis

nivdec = length(S(:, 1))-2;

n=n0; T=2"n; % determina o valor de n e do Threshold inicial
imgdecod = zeros(S(nivdec+2, :)); % inicializagao de imgdecod como zeros

% inicializagao das listas (Listas de Sayood - SPIHT)
LIP= varrSPIHT(S(1,:), 1)
LIS= zeros(0,2);
for i=1:length(LIP(:,1))
if not(all(mod(LIP(i,:),2)))
LIS = [LIS;LIPG,:)];
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end
end
LSP = zeros(0,2);
prox_LIP= zeros (0,2);
prox_LIS= zeros (0,2);
prox_LSP= zeros (0,2);

XXX XX XXX XX XXX XXX XX XXX XXXXXXXXXXXX
%X LOOP PRINCIPAL X
XXX XXXXXXXXX XXX XXX XXXXXXXXXXXXXXX

comp = length(bitstream);
pos =1;
while (pos <= comp)
% PROCESSANDO A LIP
for i=1:length(LIP(:,1))
if (bitstream(pos)=="1"') % teste de significancia
prox_LSP = [prox_LSP; LIP(i,)]; % eh maior/igual que T.
pos=pos+1;
if (bitstream(pos)=="0") % eh positivo
imgdecod(LIP(i,1), LIP(i,2))= 1.5*T; % reconstroi valor positivo
else
imgdecod(LIP(i,1), LIP(i,2))= - 1.5*T; % reconstroi valor negativo
end
else
prox_LIP = [prox_LIP; LIP(i,:)]; % eh menor que T. Continua nulo e vai para
prox LIP.
end
if pos>=comp
break
end
pos=pos+1;
end

% PROCESSANDO A LIS

i=1;

while ((i<=length(LIS(:,1)))& (pos<=comp))
desc = descendencia(S,LIS(i,:));

if (bitstream(pos)=="1") % teste de significancia
pos=pos+1;
for j=1:4 % analisando os filhos diretos do coef-pai

if (bitstream(pos)=="1") % se 1, filho eh significativo

prox_LSP = [prox LSP; [mod(desc(j)-1,S(nivdec+2, 1)), floor((desc(j)-
1)/S(nivdec+2,1))]+1 ];

pos=pos+1;

if (bitstream(pos)=="0") % se 0, filho eh positivo

imgdecod(mod(desc(j)-1,S(nivdec+2, 1))+1, floor((desc(j)-1)/S(nivdec+2,1))+1)=

1.5*T;

else % se 1, filho eh negativo
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imgdecod(mod(desc(j)-1,S(nivdec+2, 1))+1, floor((desc(j)-1)/S(nivdec+2,1))+1)= -
1.5*T;
end
else % se 0, filho nao eh significativo
prox_ LIP = [prox_LIP; [mod(desc(j)-1,S(nivdec+2, 1)), floor((desc(j)-
1)/S(nivdec+2,1))]+1 |;
end
if (length(desc)>4) % testa se existem netos
LIS = [LIS; [mod(desc(j)-1,S(nivdect+2, 1)), floor((desc(j)-1)/S(nivdec+2,1))]+1 ;%
atualiza desc.
end % (netos) para ser analisada ainda nesse passo.
pos=pos+1;
end
elseif (not(isempty(desc)))
prox_LIS =[prox LIS; LIS(i,:)]; % mantem o coef em LIS para o proximo passo
pos=pos+1;
end
i=i+1;
end

% PROCESSANDO A LSP (PASSO DE REFINAMENTO):
i=1;
while( (i<=length(LSP(:, 1))) & (pos<=comp))
if (bitstream(pos)=="1")
imgdecod(LSP(i,1),LSP(i,2))= imgdecod(LSP(i,1),LSP(i,2))+ T/2 ;
else
imgdecod(LSP(i,1),LSP(i,2))= imgdecod(LSP(i,1),LSP(i,2))- T/2 ;
end
pos = pos+l1; i=itl;
end

% ATUALIZANDO AS LISTAS e o parne T PARA O PROXIMO PASSO
LIP=prox LIP;

prox_LIP= zeros(0,2);

LIS=prox LIS;

prox_LIS= zeros(0,2);

LSP=prox_ LSP;

n=n-1;
T=2"n;
end

imgdecod = imgdecod/255;

tempo = cputime-tempo;
buff = sprintf("tempo de decodificacao = %5.2f seg (%2dm%4.21s)', tempo, floor(tempo/60),
mod(tempo,60) );
if exist('verbose')
disp(buff);
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end
B.3 — Funcao de codificacao fractal QPIFS:

function [tocoder, partree] = fractcoder2(img, err_per, qdtree, overlap, bits SO, verbose)

% EXP 1: Codificador Fractal de Imagens V2.0.
% Uso: [tocoder, partree] = fractcoder2(img, errper max, qdtree, overlap, bits_SO).
% Parametros de entrada:

% img: Variavel contendo a imagem a ser codificada ou o caminho do arquivo que contem

% a imagem. A imagem deve ter dimensoes em potencia de 2;

% err_per: Erro percentual maximo permitido entre um matching R-D em funcao da variancia da
imagem,;

% qdtree:  Vetor contendo o minimo e o maxido nivel de quadtree permitido para os blocos
Range.

% overlap: Percentual de overlap na construgao do Domain Pool.

% bits_SO: vetor de 2 posigoes contendo o numero de bits no qual serao quantizados os
parametros S e O

% Parametros de saida:

% tocoder: contem a relagao D-R e trans. afim de todos os blocos codificados em forma de
matriz

% 5xn : [Range, Domain, T, S, O].

% partree: eh a arvore de particao quadtree descrito nos comments do codificador.

if ischar(img)
im_ori = double(imread(img));
elseif isa(img,'uint8")
im_ori = double(img);
elseif isa(img,'double")
im_ori = img;
else
error('A imagem de entrada deve ser numerica (Double ou Uint8) ou o nome do arquivo bitmap
valido");
end
% Inicializacao de constantes

qdtree_min = qdtree(1); % Menor nivel do Quadtree: VAR.
qdtree_max = qdtree(2); % Maior nivel do Quadtree: VAR.

% Inicializacao de variaveis
e max = err_per * (mean2(im_ori.”2) - mean2(im_ori)"2);

tam = size(im_ori); % Tamanho da imagem a ser codificada.
%qdtree_max =7; % Maior nivel do Quadtree: VAR.
partree = ntree (4, qdtree_min); % Definicao da arvore de parti¢ao inicial.

% Obs.: O Quadtre que sera utilizado ser’a o UP-DOWN.

% Calculo do numero de blocos domain para cada nivel de quadtree.
nb_domain = zeros (qdtree_max-qdtree_min +1 ,1);
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for i = 0:(qdtree_max-qdtree_min)
tam_dom = tam / (2"(qdtree_min -1 +1));
desl = max( 2, round(tam_dom(1)*(1-overlap)) ); % tamanho do deslocamento
nb_domain(i+1) = (1+floor( (tam(1) - tam_dom(1))/desl ))*2; % Numero de blocos domain
% (Cada linha refere-se a um nivel).
end
nbc_domain = [0; cumsum(nb_domain)]; % nbc_domain contem a posicao de inicio de cada
nivel dentro do domain_pool

% CRIACAO DA LISTA DE DOMAIN POOL: contem informagao para localizar e separa cada
% bloco dominio

domain_pool = zeros(11, sum(nb_domain));

% Subamostrando imagem original para formar domain pool

im_dom = (im_ori(1:2:tam(1),:) + im_ori(2:2:tam(1),:))/2; % subamostrando linhas

im_dom = (im_dom(:,1:2:tam(2)) + im_dom(:,2:2:tam(2)))/2; % subamostrando colunas

for i =1:sum(nb_domain)
% Calculo do tamanho do bloco dominio
aux = min(find(nbc_domain >=i))-1;
domain_pool(3:4,i) = tam' / ( 2*(qdtree_min - 1 + aux) );

% Calculo do numero da linha e do numero da coluna do bloco dominio

aux_pos =1 - nbc_domain(aux);

desl = max( 1, round(domain_pool(3,i)*(1-overlap)) ); % tamanho do deslocamento

nbd_rowcol = 1+floor( (tam(1)/2 - domain_pool(3,i))/desl ) ; % Calcula o numero de
blocos dominio em uma linha ou coluna

domain_pool(1,i) = floor( (aux_pos -1) / nbd_rowcol ) * desl;

domain pool(2,i) = mod ( (aux_pos -1) , nbd_rowcol ) * desl;

domain_pool(5:11,1) = classifica (im_dom(domain_pool(1,i)+[1:domain_pool(3,i)],
domain_pool(2,i)+[1:domain_pool(4,i)]), 1);
end

% LOOP MAIS GERAL: "MORE RANGE CELLS ?" (a serem processadas).

pos =1; % Contador que indica o bloco range que sera processado. Quando o contador chegar no
% fim do vetor leaves(partree), entao teremos processado todos os blocos-range.

tocoder = zeros(6,0);

acomp = 0; % Variavel auxiliar para caompanhamento do porcesso de codificagao
tcomp = cputime; % Variavel auxiliar para acompanhamento do tempo de codificagao
lvs = leaves(partree); % Determina todos os nos terminais da arvore

while (pos <= length(lvs)) % Enquanto ainda houver blocos a processar

% Seleciona a folha na arvore que sera processado e seus indices
[nd_dep nd_pos] = ind2depo(4, Ivs(pos)); % Calcula a Profundidade (depth) e a Posicao (pos)
da folha a ser processada
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nd_tam = tam / (2"nd_dep); % Calcula o Tamanho do bloco (folha) a ser processado

% Calculo da posig¢ao na imagem do bloco (folha) a ser processado em qualquer nivel (dinamico)

[nd_row, nd col] = calc rowcol(nd pos, nd dep, nd tam);

rangeblock = im_ori(nd_row +[1:nd_tam(1)], nd_col+[1:nd _tam(2)]); % Armazena o bloco-
imagem que sera processado

rangeclass = classifica(rangeblock, 0);

% Encontrando o conjunto de dominio com o dobro do tamanho do range a ser processado;
% Encontrando os vetores de restricoes
aux! = find(domain_pool( 3,:)==nd_tam(1));
aux2 = find(domain_pool( 4,:)==nd_tam(2));
aux3 = find(domain_pool( 7,:)== rangeclass(3)); % Comparacgao da classe de media
aux4 = find(domain_pool( 8,:)== rangeclass(4)); % Comparagao da classe de variancia (S
positivo)
aux5 = find(domain_pool(10,:)==rangeclass(4)); % Comparagao da classe de variancia (S
negativo)
% Aplicando as restircoes e determinando os candidatos
aux6 = union(aux4,aux5);
domains_idx = intersect(intersect(aux 1,aux2), intersect(aux3,aux6)); % Classifica¢ao
% domains_idx = intersect(aux1,aux2); % Alteragao para eliminar classificagao
domains = domain_pool( :, domains_idx ); % Seleciona todos os dominios candidatos

% Garantindo que um bloco de ultima camada sempre tenha candidatos evitando que ele fique
sem codificacao
% Testa se ha candidatos para blocos de ultima nivel quadtree
if ( ((length(domains_idx)==0) & (nd_dep == qdtree_max)) )
domains_idx = intersect(intersect(aux1,aux2), aux3); % Aplica apenas uma restricao de
classe (a de media)
domains = domain_pool( :, domains_idx ); % Reseleciona os dominios candidatos
end
% Testa se agora ha candiatos, se nao houver, remove mais uma restrigao
if ( ((length(domains_idx)==0) & (nd_dep == qdtree_max)) )

domains_idx = intersect(aux1,aux2); % Nao aplica nenhuma restricao de classe
domains = domain_pool( :, domains_idx ); % Reseleciona os dominios candidatos
end
clear aux*;

bestfit = zeros(5,1); bestfit(5) = Inf;

% Testando o Matching para todos os dominios selecionados

for i=1:size(domains,2)
% Selecionando o domainblock que sera testado
domainblock = im_dom(domains(1,i)+[1:domains(3,1)], domains(2,i)+[1:domains(4,1)]);
domainblock2 = domainblock; % Cria uma copia para S negativo

% Ha classificagao, logo so ha 2 transformagoes afins: uma para si positivo e outra para negativo
% Calculando os valores de Si, Oi e mse para Si positivo
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Tr = calc_tr(rangeclass, domains(9,i) );
% Aplicando a Transformagao Afim
if (Tr>3)
domainblock = domainblock';
end
domainblock = rot90(domainblock, mod(Tr,4));
% Calculando o bestfit
[Si, Oi, mse] = calc_ SOmse (rangeblock, domainblock, rangeclass(1), domains(5,i),
domains(6,1), bitsSO);

if (mse < bestfit(5))
bestfit = [ domains_idx(i); Tr; Si; Oi; mse];
end

% Calculando os valores de Si, Oi e mse para Si negativos
Tr = calc_tr(rangeclass, domains(11,i) );
% Aplicando a Transformagao Afim
if (Tr>3)
domainblock2 = domainblock?2';
end
domainblock2 = rot90(domainblock2, mod(Tr,4));
% Calculando o bestfit
[Si, Oi, mse] = calc_ SOmse (rangeblock, domainblock?2, rangeclass(1), domains(5,1),
domains(6,1), bits SO);

if (mse < bestfit(5))
bestfit = [ domains_idx(i); Tr; Si; Oi; mse];
end

% Vai para o proximo dominio
end

% Foi encontrado pelo menos um matching dentro da tolerancia ou maximo nivel de quadtree
%alcancado
if ((bestfit(5) <= e max) | (nd_dep == qdtree_max))
% Foi encontrado um matching dentro da tolerancia
tocoder = [ tocoder, [lvs(pos); bestfit(1:5)] ]; % Armazena os dados para o codif. lossless
pos = pos +1;
% Acompanhamento da evolucao da codificagao
if ((( (nd_pos+1)/4"nd_dep)>=acomp) & exist('verbose') )
buf = sprintf("Concluidos: %4.1f %%', 100*acomp);
disp(buf);
acomp = acomp + 0.1;
end
else
% Nao foi encontrado um matching dentro da tolerancia
partree = nodesplt(partree, Ivs(pos)); % Quebra a folha
lvs = leaves(partree);
end
end
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tempo = cputime-tcomp;
if (exist('verbose'))
buf = sprintf('Tempo Usado na Codificacao: %8.3f s (%dm%4.2fs)', tempo, floor(tempo/60),
mod(tempo,60));
disp(buf);
end

B.4 — Funcao de decodifica¢ao fractal QPIFS:

function imgdecod = fractdecoder2(tocoder, partree, tam_im, tol, qdtree, overlap)

% Uso: imgdecod = fractdecoder2(tocoder, partree, tam_im, tol, qdtree, overlap)

% Decodificador para codificador fractal.

% Parametros:

% tocoder: contem a relacao D-R e trans. afim de todos os blocos codificados em forma de matriz
% 5xn : [Range, Domain, T, S, O].

% partree: eh a arvore de particao quadtree descrito nos comments do codificador.

% tam_im: referencia o tamanho no qual a imagem sera decodificada (deve ser potencia de 2);

% tol: representa a tolerancia ao erro que determina a convergencia do decodificador;
% qdtree:  Vetor contendo o minimo e o maxido nivel de quadtree permitido para os blocos
Range.

% overlap : percentual de overlap na construcao do Domain Pool.

% Inicializacao de constantes

dtree_min = qdtree(1); % Menor nivel do Quadtree: VAR.
q _ q
qdtree_max = qdtree(2); % Maior nivel do Quadtree: VAR.

% Inicializacao de variaveis
comp = length (tocoder(1, :)); % Calculo de n para fazer o contador
rearranjo = zeros(9,comp); % Inicializagao da variavel que rearranja as informagoes de
tocoder.Converte a
% numeracao qudtree (de domains e ranges)para coordenadas.

% para facilitar a decodificagao.

% [ Posicao do bloco-range na imagem (X, y),

% Posi¢ao do bloco-dominio na imagem (X, y),

% Tamanho do bloco-range (dx, dy),

% Indice da transformagao geometrica usada (de 0 a 7),

% Ajuste de contraste Si

% Ajuste de brilho Oi ]
imgaux = zeros(tam_im); % criando a img que gerarah imgdecod apos as iteragoes
imgdecod = imgaux; % Inicalizagao de imgdecod

% XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

% X X
% X REALIZANDO O REARRANJO DAS INFORMACOES DE X
%X TOCODER QUE FOI TRANSMITIDO X
% X X

% XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
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% Calculo do numero de blocos domain para cada nivel de quadtree.
nb_domain = zeros (qdtree_max-qdtree_min +1 ,1);
for i = 0:(qdtree_max-qdtree_min)

tam_dom = tam_im/ (2"(qdtree_min -1 +1));

desl = max( 2, round(tam_dom(1)*(1-overlap)) ); % tamanho do deslocamento

nb_domain(i+1) = (1+floor( (tam_im(1) - tam_dom(1))/desl ))*2; % Numero de blocos domain

% (Cada linha refere-se a um nivel).
end
nbc_domain = [0; cumsum(nb_domain)]; % nbc_domain contem a posicao de inicio de cada
nivel de quadtree
% dentro do domain_pool
% CRIACAO DO DOMAIN-POOL
% CRIACAO DA LISTA DE DOMAIN POOL
% O domain-pool contem informagao para localizar e separar cada bloco dominio
domain_pool = zeros(4, sum(nb_domain)); % inicializagao. 4 informagoes: 1)num. da linha, 2)
num. da coluna de
% cada bloco-domain candidato. 3 e 4) tamanho do bloco (dx, dy)

for i =1:sum(nb_domain)

% Calculo do tamanho do bloco dominio

aux = min(find(cumsum(nb_domain)>=i));

domain_pool(3:4,i) = tam_im'/ ( 2*(qdtree_min - 2 + aux) );

% Calculo do numero da linha ¢ do numero da coluna do bloco dominio

aux_pos =1-nbc domain(aux);

desl = max( 2, round(domain_pool(3,i)*(1-overlap)) ); % tamanho do deslocamento

nbd_rowcol = 1+floor( (tam_im(1) - domain_pool(3,i))/desl ) ; % Calcula o numero
de blocos dominio em uma linha ou coluna

domain_pool(1,i) = floor( (aux_pos -1) / nbd_rowcol ) * desl;

domain pool(2,i) = mod ( (aux_pos -1) ,nbd rowcol ) * desl;
end

% REARRANJO EM SI PARA A SUBIMAGEM

for pos = 1:comp

% Seleciona o bloco-range que sera processado e seus indices

[nd_dep nd_pos] = ind2depo(4, tocoder(1,pos)); % Calcula a Profundidade (depth) e a Posicao
(pos) da folha

nd_tam =tam_im/(2”nd_dep); % Calcula o Tamanho do bloco (folha) a ser
processado

% Calculo da posicao na imagem do bloco (folha) a ser processado em qualquer nivel (dinamico)

aux = dec2bin(nd _pos, 2*nd_dep);

nd_row = bin2dec( aux(1:2:(2*nd_dep)) ) * nd_tam(1);

nd_col = bin2dec( aux(2:2:(2*nd_dep)) ) * nd_tam(2);

%Executa o rearranjo

rearranjo(1:2, pos) = [nd_row; nd_col]; % (x,y) do bloco-range

rearranjo(3:4, pos) = domain_pool(1:2, tocoder(2, pos)); % (x,y) do bloco-domain gemeo
rearranjo(5:6, pos) =nd_tam'; % (dx,dy) do bloco-range
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rearranjo(7:9, pos) = tocoder (3:5, pos); % transformacao
end

% XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

% X ITERACOES FRACTAIS X
% XXX XXX XXX XX XXX XXX X XXX XX XXX XXX XXXXXXXXXX
erro = inf;

iter=1;

while ((erro > tol) & (iter <10))
for i = 1:length(rearranjo(1, :))

domainblock = imgdecod ( rearranjo(3,i)+[1:2*rearranjo(5,1)],
rearranjo(4,i)+[1:2*rearranjo(6,1)] );

aux = (domainblock(1:2:2*rearranjo(5,1),:)+domainblock(2:2:2*rearranjo(5,i),:))/2;% Media
das linh(subamost)

domainblock = (aux(:,1:2:2*rearranjo(6,1))+aux(:,2:2:2*rearranjo(6,1)))/2; % Media das
col(subamost)

domainblock = rearranjo (8, i)*domainblock + rearranjo(9,i); % aplicacao da transformagao
if (rearranjo(7,1) >= 4)
domainblock = domainblock";
end
domainblock = rot90(domainblock, mod(rearranjo(7,1), 4) );
imgaux ( rearranjo(1,i)+[1:rearranjo(5,1)], rearranjo(2,i)+[ 1:rearranjo(6,i)] )= domainblock;
end
erro = sqrt( sum(sum((imgdecod-imgaux).”2))/prod(size(imgdecod)) );
imgdecod = imgaux;
iter = iter+1;
end

B.5 — Funcio de codificacio e decodificacdo hibrida proposta:
function [imgrec_aj, bpp, PSNR] = proc_hibrido(imagem, ¢_per)

% Codificador
qdtree =[5 5];
bits SO=[79];

% Calculando a TWD
[C S] = wavedec2(imagem, 3, 'bior4.4");
imgsaida = c2imgsaida(C,S,3);

% Separando as subimagens

PB = imgsaida( 1:S(1,1), 1:S(1,2) )*255/8;

H3 = imgsaida( [1:S(2,1)], S(2,2)*+[1:S(2,2)])*255/8;
V3 =imgsaida(S(2,1)+[1:S(2,1)], [1:S(2,2)])*255/8;
D3 =imgsaida(S(2,1)+[1:S(2,1)], S(2,2)+[1:S(2,2)])*255/8;
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H2 = imgsaida( [1:S(3,1)], S(3,2)*+[1:S(3,2)])*255/4;
V2 = imgsaida(S(3,1)+[1:S(3,1)], [1:S(3,2)])*255/4;
D2 = imgsaida(S(3,1)+[1:S(3,1)], S(3,2)+[1:S(3,2)])*255/4;

HI1 =imgsaida(  [1:S(4,1)], S(4,2)+[1:S(4,2)])*255/2;
V1 = imgsaida(S(4,1)+[1:S(4,1)], [1:S(4,2)])*255/2;
D1 = imgsaida(S(4,1)+[1:S(4,1)], S(4,2)+[1:S(4,2)])*255/2;

% Codificando as imagens em fractal

[tc_pb, pt_pb] = fractcoder2(PB, .0001, gdtree, .5, bits SO);
[tc_h3, pt h3] = fractcoder2(H3, .0001, qdtree, .5, bits SO);
[tc_v3, pt v3] = fractcoder2(V3, .0001, gdtree, .5, bits SO);
[tc_d3, pt _d3] = fractcoder2(D3, .0001, gdtree, .5, bits SO);

[tc_h2h3c, pt h2h3c] = fractcoder predito(H2, tc_h3, qdtree, bits SO-4);
[tc_v2v3c, pt_v2v3c] = fractcoder predito(V2, tc_v3, qdtree, bits SO-4);
[tc_d2d3c, pt_d2d3c] = fractcoder predito(D2, tc_d3, qdtree, bits SO-4);

[tc_h1h3c, pt h1h3c] = fractcoder predito(H1, tc h3, qdtree, bits SO-4);
[tc_v1v3c, pt_vlv3c] = fractcoder predito(V1, tc v3, qdtree, bits SO-4);
[tc_d1d3c, pt_d1d3c] = fractcoder predito(D1, tc_d3, qdtree, bits_SO-4);

% Calculando ajustes de matching (eliminando os matching ruins)

[tc_pb_aj, oh pb]=localiza _erro pred(tc_pb, PB, e per*max(max(PB)) );
[tc_h3 aj, oh h3]=Ilocaliza erro pred(tc_h3, H3, e per*max(max(abs(H3))) );
[tc_v3 aj, oh v3]=localiza erro pred(tc_v3, V3, e per*max(max(abs(V3))) );
[tc_d3 aj, oh_d3] =localiza erro pred(tc_d3, D3, e per*max(max(abs(D3))) );

[tc_ h2h3c_aj, oh_h2h3c] = localiza erro pred(tc_h2h3c, H2, e per*max(max(abs(H2))) );
[tc_v2v3c_aj, oh_v2v3c] =localiza_erro_pred(tc_v2v3c, V2, e per*max(max(abs(V2))));
[tc_d2d3c_aj, oh_d2d3c] = localiza_erro pred(tc_d2d3c, D2, e per*max(max(abs(D2))) );

[tc_ h1h3c_aj, oh hlh3c]=localiza erro pred(tc hlh3c, H1, e per*max(max(abs(H1))) );
[tc_vIv3c_aj, oh vlv3c]=localiza _erro pred(tc vlv3c, V1, e per*max(max(abs(V1))));
[tc_d1d3c_aj, oh_d1d3c] = localiza_erro pred(tc_d1d3c, D1, e per*max(max(abs(D1))) );

% Decodificando as imagens em fractal
PBd_aj = fractdecoder _completo(tc_pb_aj, pt pb, oh_pb, S(1,:), .0001, qdtree, .5);

H3d aj = fractdecoder completo(tc_h3 aj, pt h3, oh_h3, S(2,:), .0001, qdtree, .5);
V3d_aj = fractdecoder_completo(tc_v3 aj, pt v3, oh_v3, S(2,:), .0001, qdtree, .5);
D3d_aj = fractdecoder completo(tc_d3 aj, pt d3, oh d3, S(2,:), .0001, gdtree, .5);

H2 h3c aj = fractdecoder completo(tc h2h3c_aj, pt h2h3c, oh h2h3c, S(3,:), .0001, qdtree,
V2 v3c aj = fractdecoder completo(tc_v2v3c aj, pt v2v3c, oh v2v3c, S(3,:), .0001, gdtree,
D2 d3c aj = fractdecoder completo(tc_d2d3c_aj, pt d2d3c, oh d2d3c, S(3,:), .0001, qdtree,

H1 h3c aj = fractdecoder completo(tc_hlh3c_aj, pt hlh3c, oh _hlh3c, S(4,:), .0001, qdtree,
V1 v3c aj = fractdecoder completo(tc_vIv3c aj, pt vlv3c, oh vlv3c, S(4,:), .0001, qdtree,

5);
5);
5);

5);
5);
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D1 _d3c_aj = fractdecoder completo(tc_d1d3c_aj, pt d1d3c, oh_d1d3c, S(4,:), .0001, qdtree, .5);

% Montando a imagem recuperada
imgwav_aj=[[[PBd _aj H3d aj;V3d aj D3d aj]*2, H2 h3c aj; V2 v3c aj, D2 d3c_aj]*2, ...
H1 h3c aj; V1 v3c aj, D1 d3c aj]*2/255;

Crc_aj = imgsaida2c(imgwav_aj, S, 3);
imgrec_aj = sintwaveletv2(Crc_aj, S);
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