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ABSTRACT

The basic problem of linear constrained filtering consists in searching an
optimal filter whose parameters arc subject to a set of lincar equations. For
transversal structures, the optimal coefficients in the mean-square sense are
given by the Wiener-Hopf equations. The introduction of constraints leads to a
modified solution, obtained by means of the Lagrange multipliers method.

In many cases, it is interesting to obtain the constrained filter by an
adaptive procedure in order to provide useful methods for real-time operations
and for non-stationary environment. In this sense, we propose in this work a
new recursive algorithm which updates the constrained filter by least-squares
techniques. The algorithm is exact, stable and accurate, with a computational
complexity proportional to NK; N being the number of parameters and K the

number of constraints.

The technique may be applied in several problems of signal processing,
as: spatial filtering, adaptive arrays, spectral analysis and channel
equalization. Finally, we employ the proposed algorithm in order to implement
an adaptive filter with linear-phase property.




RESUMO

O problema de filtragem com restrigdes aparece quando se trata de obter um
filtro 6timo, segundo um certo critério, sendo que seus parametros estio
sujeitos a um conjunto de equagbdes lineares. No caso de estrutura transversal,
as equagbes de Wiener-Hopf fornecem os coeficientes que minimizam um critério
de erro quadrdtico. A introdugio de rcs.trlt;t)cs conduzem & uma solugio
modificada, em relagio 2 de Wiener, obtida pelo método dos multiplicadores de

Lagrange.

Em diversos casos, € conveniente encontrar os cocficientes do filtro por
técnicas adaptativas visando uma operagio em tempo real ou num contexto
nio-estaciondrio. Nesse sentido, propde-se neste trabalho um novo algoritmo
recursivo que adapta o filtro com restrigbes por minimos quadrados. O
algoritmo € exato, estdvel e preciso, com uma complexidade proporcional a NK;
sendo N o nimero de parimetros e K o de restrigdes.

A técnica estudada possui aplicagbes em diversos problemas de
processamento de  sinais, tais como: processamento espacial, antenas
adaptativas, andlise espectral e equalizagio de wum canal de transmissfo.
Finalmente, utilizamos o algoritmo proposto para implementar um filtro

adaptativo mantendo a propriedade de fase linear.
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CAP[TULO 1
INTRODUCAO

Restrigbes lincares sio incorporadas a um processo de filtragem quando, na
otimizagio de um determinado critério, os valores dos coeficientes do filtro

estdo sujeitos a um conjunto de equagbes lineares.

As restrigbes permitem pré-estabelecer um determinado comportamento para
a resposta do filtro, tornando-o adequado a diversas aplicagdes. Filtros com
restricbes sio empregados, por exemplo, em processamento espacial [14] e
aplicagdes de telecomunicagbes tais como equalizagio, recuperagio de portadora
[16,17] e, principalmente, antenas adaptativas [7,9). Além disso, o principio
de filtragem 6tima com restrigbes ¢ bdsico para andlise espectral pelo método
da varidncia minima [4]. Em muitas destas aplicagbes as restrigdes sdo
utilizadas para selecionar e ecliminar raias espectrais em meio ao ruido. Para
aplicagbes em tempo real ou nos casos nio—estaciondrios € desejdvel, ou mesmo
necessirio, obter o filtro com restrigbes por técnicas adaptativas. Neste
sentido, os algoritmos com restrigdes }4 apresentados na literatura se baseiam
no método do gradiente mshH [l Conseqlientemente, apresentam limitagdes no

que diz respeito a taxa de convergéncia e 2 natureza do sinal processado.

Visando superar estas limitagdes e melhorar significativamente o
desempenho dos filtros adaptativos com restrigdes, desenvolvemos neste
trabalho um algoritmo recursivo baseado no método dos minimos quadrados. Este
algoritmo € exato e preserva as propriedades de alta taxa de convergéncia ¢
precisio préprias dos algoritmos dos minimos quadrados, recursivo (RLS?) e
répido (FLS®), empregados  classicamente em  filtragem adaptativa sem

restrigdes.

O algoritmo ¢ desenvolvido a partir da solugio 6tima obtida pelo método
dos multiplicadores de Lagrange associado ao critério de minimos quadrados.

l"l.cnt—Mean Square”.
2"’ll.elmrsl\-re Least-Square”.

3'Flst Least-Square”.
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A utilizagio do lema de Inversio de matrizes e¢ de recursbes decorrentes
do préprio algoritmo RLS permitem desenvolver um procedimento recursivo para o
célculo dos coeficientes 6timos no caso em que lhes é imposto um conjunto de
restrigbes.

Antes de apresentar o procedimento adaptativo, abordamos no Capftulo 2 o
problema de filtragem 6tima ¢ o estendemos ao caso com restrigdes lineares.
Deste modo, € revista neste capitulo a teorla de Wiener ¢ o método dos minimos

quadrados assim como as modificagdes devidas 3 incorporagdo de restrigdes.

Tendo visto os métodos de obtencio do filtro 6timo, passamos no
Capftulo 3 ao problema de filtragem adaptativa propriamente  dito.
Inicialmente, apresentamos uma revisio dos algoritmos dos mfnimos quadrados
recursivo e répido para filtragem sem restrigbes. Em seguida, tendo
estabelecido a base tedrica necessdrla, desenvolvemos um algoritmo para
filtros com restrigdes lineares baseado no método dos mfnimos quadrados. Este

algoritmo constitui a principal contribuigdo do trabalho.

O Capitulo 4 verifica o desempenho do algoritmo proposto aplicando-o ao
problema de recuperagio ¢ anulagio de ralas espectrais. Também traz outras
duas contribuigdes:

- A implementagio adaptativa do método de andlise espectral por

varidncia minima;

- A proposta do filtro adaptativo com fase linear, utilizando
restrigoes.

Estas abordagens mostram todo o interesse da filtragem com restrigdes,
uma vez que ela permite conferir aos sinals e sistemas envolvidos certas

propriedades importantes em diversas aplicagbes.




CAP[TULO 2
FILTRAGEM OTIMA COM RESTRICOES LINEARES

Um filtro adaptativo é um sistema cujos parametros se alteram no tempo,
visando atingir um conjunto de valores, ditos 6timos, que obedecem a um dado
critério. Esse processo de otimizagio ocorre na medida em que os sinais
envolvidos s3o recebidos e tratados ("on line"). Assim, antes de entrar no
contexto adaptativo, € conveniente estudar solugdes analiticas para o filtro
6timo que se quer obter. Estas solugdes apresentam uma formulagio bastante
simples quando se trata de um filtro a resposta impulsional finita e de
estrutura transversal, cujos parimetros sio otimizados segundo um critério do

tipo quadritico.

Nesse sentido € que aprcsentanios, neste capitulo, uma revisio sobre a
teoria de filtragem de Wiener e sobre o método de mfnimos quadrados. Nosso
objetivo €, uma vez estabelecidas as solugbes destes métodos, estendé-los ao
caso onde um conjunto de restrigdes sio impostas ao problema. Dessa forma,
chegamos 2a solugdo analitica para a filtragem 6tima com restrigdes, que
constitul a base tedrica necessdria para a posterior proposta de um algoritmo

adaptativo.
2.1 FILTRAGEM OTIMA

O problema da filtragem 6tima se caracteriza pela obtengio de um filtro (h)
que fornega, a partir de um dado sinal de entrada (x), uma estimativa @ de
um determinado sinal desejado (d) ou de referéncia. A solugio deste problema,
representado na Figura 2.1, passa pela minimizacio de um erro de estimagdo (e)
dado por:

e(i) = d(i) - d() @.D

O filtro que fornece o menor erro, scgundo o critério de minimizagio adotado,
¢ dito 6timo. Neste contexto, € especialmente importante o chamado filtro de
Wiener, que assocla um critério do tipo quadritico 2 uma estrutura transversal

do filtro, conforme iremos ver a seguir.
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x(i)

Figura 2.1: Formulagio do problema de filtragem 6tima.
2.1.1 O FILTRO DE WIENER

O filtro de Wiener, mostrado na Figura 2.2, minimiza um {ndice de desempenho
J(h), definido como o valor médio quadritico do sinal de erro:

3h) =E { le()]? } (2.2)
Sendo o sinal de safda dado por
s N-1
d() =k)_:0hk x(i-k) (2.3)

a Eq. (2.1) € reescrita como

N-1
e() = d(i) - ): h, x(i-k) (2.4)
k=0
Em notagio vetorial,
e(i) = d(i) - x'(Dh (2.5)
onde
x'() = [ x(1) x(-1) ... x(I-N+1) ] (2.6)

¢ formado pelas N amostras de entrada do instante i-N+1 a I e

2.7

€ formado pelos coeficientes do filtro.
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Figura 2.2: Filtro de Wiener.

Sejam o vetor x(1) e o escalar d(/) modelados como processos estocdsticos
estaciondrios e supostos com média zero. O vetor de coeficientes, 6timo no
sentido médio quadritico, € [2]

h=R_p_ (2.8)

Xx
onde

R =E { x(Dx'(1) } 2.9

& a matriz de autocorrelagio de x(i) e

P,™ E { x(1)d(1) } (2.10)

é o vetor de correlagio cruzada entre x(i) e d(i).

O filtro de Wiener fornece, na média, a melhor estimativa do sinal
desejado para todas realizagbes do processo de entrada. A solugio dada por
(2.8) ¢ tnica e requer o conhecimento "a priori” das estatisticas dos sinais
envolvidos, definidas nas Egs. (2.9) e (2.10).

2.1.2 0 METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

Geralmente, na prética, ndo se dispde de Il“_c P, Mas apenas de um conjunto
de dados provenientes de uma realizagio de cada processo envolvido. Para

contornar esta dificuldade empregamos médias temporais.

Sejam x(i) e d(1) dois conjuntos de n dados. Ao invés de se efectuar

médias estatisticas, utiliza-se como fndice de desempenho a soma dos erros
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quadrados, para obter os coeficientes do filtro:

n
$lh(n)] -'): le()1? .11
=1

O método € conhecido como minimos quadrados ¢ a soluglo 6tima para h(n) € [2]

-1
h(n) = R“(n) pm(n) (2.12)
onde -
R (n) -’[ x(Dx'(1) (2.13)
b ¢ 4 =1
€
n
P, (M =’[ x(1)d(1) (2.14)
=]

A menos de uma divisio por um fator n, as Egs. (2.13) e (2.14) nada mals
sio que estimativas temporais das grandezas  estatisticas definidas nas
Egs. (2.9) e (2.10). Isto €, o método dos minimos quadrados € a contrapartida
deterministica da filtragem de Wiener. Entretanto, diferentes filtros sfo
obtidos para diferentes colegbes de dados, a nio ser que 0s Pprocessos x(i) e
d(i) sejam ergédicos e se disponha de infinitos dados (n=w). Neste caso, para

qualquer realizagiio dos processos, a solugio equivale & de Wiener.

Os limites do somatério nas Egs. (2.13) e (2.14) definem um método de
estimagio conhecido como pré-janelamento. Sem perda de generalidade, outros
métodos sio utilizados desde que a matriz de autocorrelagio estimada, R“(n),
seja nio-singular. A literatura traz também o6 métodos conhecidos como:

pos- janelamento, autocorrelacdo e covariéncia [2,4].
2.1.3 PREDICAO LINEAR

Um caso particular do filtro de Wiener diz respeito 2 estimativa da prépria
seqiéncla de entrada a partir de um conjunto de amostras conhecidas. Esta
operagio € chamada predigdo linear, sendo classificada como progressiva
("forward”) quando se estimam amostras futuras, ou regressiva ("backward”) no

caso de amostras passadas.

A Figura 2.3 mostra o caso progressivo. A estimativa da préxima amostra

x(i+1) €
- N
x(i+1) -k);l-k x(i-k+1) (2.18)
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O sinal de erro:
e (141) = x(i+1) - x'()a (2.16)
é chamado erro de predigdo progressiva onde a € o vetor que contém o6

x O filtro que fornece dirctamente cste erro a partir da entrada
x(1) € dito filtro de erro de predigdo progressiva.

parametros a

x(i) x(i-1) x (i-N+1)

x(i+1)

+

x(i+1)
x(i+l) — T .(“lL

Figura 2.3: Predigio linear progressiva.

Utilizando-se a solugio de Wiener para este caso, chega-se aos

coeficientes 6timos de predigdo, dados por:

a=R'r 2.17

P, E { x()x(i+1) } (2.18)

é o vetor dos elementos de autocorrelagdo do sinal x(i).

Os coeficientes ©6timos bk do preditor regressivo sio aqueles que

minimizam o erro dado por:

N
e, () = x(-N) —kzlbk x(i-k+1) (2.19)

ou seja, trata-sc de estimar, a partir das amostras contidas no filtro, a
imediatamente anterior.
A solugio, obtida de maneira similar ao preditor progressivo, ¢ dada por:

b=R"!rP (2.20)
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onde

=Jr (2.21)
Verifica-se ainda que, para sinals estaciondrios:
b=a"=1Ja (2.22)

Da mesma forma com que fol feito no caso geral da filtragem de Wiener, os
preditores 6timos podem também ser estimados pelo método dos minimos quadrados
quando se dispde de uma colegio de dados x(i).

A solugio € obtida por um procedimento semelhante, mudando apenas o

critério que passa a envolver médias temporais. Temos entdo, para n dados

considerados:
atn) =R ') r (n) (2.23)
XX XXx
e
b(n) = R::(n) rl:l(n) (2.24)
onde . .
r_ () =‘): x(1)x(i+1) (2.25)
=1

Tendo estabelecido as relagbes fundamentais para a filtragem 6tima,

podemos ver agora o efeito da incorporagio de restrigdes lincares ao problema.

2.2 O FILTRO OTIMO COM RESTRICOES LINEARES

O problema de filtragem 6tima com restrigbes lineares consistc cm minimizar o
fndice de desempenho #(h) adotado, sendo que os coeficientes do filtro devem
satisfazer um conjunto de equagdes lineares. Assim, chega-se a seguinte

formulagéo:

Minimizar $(h) sujeito a c;h = fk' k=12, .. KeK<N (2.26)
h

O conjunto de K restrigbes pode ser incorporado na seguinte relagdo
matricial:

Ch=f (2.27

onde C € uma matriz NxK dada por:
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C= [ cc o ] (2.28)
c o e—
rl
f
£=|.2 (2.29)
fx

Se K=1 a restrigdo é denominada vetorial, sendo é dita matricial.

Assumimos que C tem "rank" cheio € K < N, o que implica em “rank” igual a
K. Assim, as K restrigbes sio linecarmente independentes € a Eq. (2.27) possul,
obviamente, mals de uma solugio em h. A solugio desejada € aquela que minimiza

o fndice de desempenho e sua solugido € apresentada a seguir.
2.2.1 0 METODO DOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE [2]

Inicialmente, redefinimos o conjunto de restrigdes por:

5, (h) = cth + b'e, - 2f

= . (2.30)
= 0, k=12 .., KeK<N
O sistema de N+K equagdes simultineas
K
8 F(h) 8 §’k(h)
_— ;‘k —_— =10 (2.31a)
8 h 4 h
k=1
?k(h) =0, k=12 ..,,KeK<c<N (2.31b)
define a solugio O6tima para h e para ?tl'. 3\2. vy ?«K. Tais escalares sio
chamados multiplicadores de Lagrange.
Quando somente uma restrigio linear
§h) = c'h + h'c - 2f
=0 (2.32)

€ incorporada & otimizagio de J(h), a solugio € dada pelo sistema de N+1

equagdes simultineas
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8 3(h) 8 §(h)

— =2 —— =0 (2.33a)
8 h 8 h

§h) =0 (2.33b)

2.2.2 O FILTRO DE WIENER COM RESTRICOES LINEARES

O filtro de Wiener com restrigdes lineares minimiza o valor quadritico médio
do sinal de erro, sendo que o vetor de coeficientes estd sujeito as condigdes
dadas em (2.27). A partir da definigio do critério de Wiener ¢ da Eq. (2.5),

podemos escrever:
$h) = E { [dr? } -E { d()x' () } h-h'E { x(1)d(i) } +
+h'E { x(Dx'(1) } h (2.34)

Reconhecemos, na equagio acima, que a primeira esperanga € igual 2 varidncia
do sinal desejado. As restantes foram definidas nas Egs. (2.9) e (2.10).
Assim, a Eq. (2.34) pode ser reescrita como

$h) =o’ - p'h -h'p, +hR_h (2.35)

Derivando J(h) ¢ Qk(h) [Eq. (2.30)] em relagio ao vetor de coeficientes,

obtemos
8 3(h)
T = -2p‘d + 2R1!h (2.36)
e
a E‘k(h)
———— = ch, k=12, ... Ke K<N (2.37)
d h

Substituindo as Egs. (2.36) e (2.37) na Eq. (2.31a), temos

K
-2p , + 2R _h -2 }: A€, =0 (2.38)
k=1
ou
-2p +2R h-2CA=0 (2.39)
xd xx

onde o vetor:

10
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¥
Az
A= A (2.40)
A
¢é formado pelos multiplicadores de Lagrange. Da Eq. (2.39) deduzimos
Rnh =p,*tCA (2.4
Portanto,
-1
h=R_ [pld-i-CA] (2.42)
Da substituigio da Eq. (2.42) na Eq. (2.27), decorre
CR![p +CAl = £ (2.43)
xx xd
A partir da Eq. (2.43), temos
crRlp +CRlca=Tf (2.49)
xx xd xx )
Daf obtemos
crRlca=r-CcrR’p (2.45)
xx xx xd
Da Eq. (2.45), chega-se entdo 2 solugdo de A:
eo-1.]" to-1
A=[cn'c] [f-CR P ] (2.46)
xx xx xd

Finalmente, substituindo a Eq. (2.46) na Eq. (2.42), o vetor 6timo do filtro

com restrigdes lineares €
1 -1 477 L
h=R'p +R'C [c‘nc]f-[cn c] c'Rp
xx xd XX XX xx xx xd

= { Rp } + { n;:c[c‘ln;:c] -l} [ - CRp, d] (2.47)

11
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O termo delimitado pelo prlmcirﬁ par de chaves ¢ a solugio do filtro de
Wiener sem restrigbes. O fator delimitado pelo dltimo par de colchetes € a
corregio, no espago R¥, necessiria para que aquela solugio possa atender as
restrigbes de C. Uma vez que a matriz Cc' ¢ de dimensio KxN ¢ tem "rank" K,
pode-se afirmar que C' possul Inversas A direita [S]. As constatagbes acima
permitem concluir que o fator delimitado pelo segundo par de chaves na
Eq. (2.47) é um operador linear, do espago R* em RV, que corresponde a uma

matriz inversa 2 direita de C‘. isto é:
R, ; Y
R C[CR C] = [C ] (2.48)
XX XX

19 denota inversio 2 direita, ou seja, a pré-multiplicagio de (cr

onde
por C' resulta na identidade. Além disso, a pré-multiplicagio da Eq. (2.47)

por C' resulta em f, provando que h atende as restrigdes.

De fato, existem obviamente diferentes . matrizes inversas a direita de c
que satisfazem a Eq. (2.27), uma vez que o nimero de restrigdes € menor do que
o de coeficientes do filtro. Entretanto a expressio dada em (2.48) ¢ a tnica
solugio que, obedecendo as restrigbes, minimiza também o critério do erro

quadritico.

Caso haja uma unica restrigio, a solugéo € dada por:

f -c'R'p
hll-'-R_lp +R_1{ XX xd}c
xx" xd XX

t._-1
cR ¢
XX

-1

-1 Rxxc t. -1
= Rup:d % T [f =% Rnpxd] (2.49)
c R ¢

XXx
Como se podia esperar, tal resultado corresponde 2 substituigdo da matriz C,

na Eq. (2.47), pelo vetor ¢ que representa a restricdo unica.
2.2.3 PREDICAO LINEAR COM RESTRICOES

Conforme definido na Secgio 2.1.3, o filtro de erro de predigio fornece na
safda o sinal de erro que queremos minimizar. Neste caso, nio hd propriamente
uma referéncia d(i) mas o erro € obtido diretamente como uma combinagio linear

das amostras do sinal de entrada. Este problema, com a incorporagio das
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restrigdes, é formulado a seguir:

minimizar E { [t:(!)]2 } sujeito &s restrigbes c;‘h(n) = fk.
h

k=12 ., KeK<N (2.50)

A solugio do problema comega com a expansio do fndice de desempenho que,

E{umﬁ}

E{hmmﬁ}
E { h'x(1)x"()h }

EE{xmfm}h

neste caso, € dado por:

J(h)

h'R h (2.51)
Xx

Derivando-se o critério em relagido aos parametros do filtro, obtemos:

8 3(h)

— =2R h (2.52)
a h XX

De modo similar ao procedimento anterior, aplicamos o método dos

multiplicadores de Lagrange obtendo o vetor de coeficientes 6timos

-1
b= { n"c[c‘k“c] } f (2.53)
XX Ix

E interessante deter-se um pouco no significado da equagdo acima. De
fato, uma vez que estamos minimizando a variincia do sinal de safda e sendo

este sinal obtido por:

e(i) = x'(Dh (2.54)

é evidente que a solugio clementar h=0 € 6tima. Em outra palavras, o ponto de
mfnimo da superficie de erro quadritico #(h) encontra-se na origem. Assim, € a
prépria imposicio das restricdes que nos leva a um filtro 6timo nio—clementar;
ou seja, o filtro 6timo € dado pelo vetor h que satisfaz (2.27). Deste modo,

13



Capitulo 2 - Flltragem Otima com Restrigbes Lineares

conclue-se que

h = [ ¢ ]“ldf (2.55)

-1d
onde [C‘ ] ¢ dada por (2.48), o que nos leva a (2.53).

Outra maneira ainda de interpretar o problema € encarar o filtro de erro
de predigio como um filtro de Wiener com sinal de reféncia nulo. Desta forma,

chega-se de (2.47) a (2.53) pela simples observagio de que pid-o.

Para o caso particular onde impomos somente uma restrigio ao filtro,

chega-se a solugdo dtima:

h= —R ¢ (2.56)

2.2.4 0 METODO DOS MINIMOS QUADRADOS COM RESTRICOES LINEARES

Da mesma forma que na filtragem de Wiener, podemos acrescentar restrigbes ao

método dos mfnimos quadrados, formulando o problema da seguinte maneira:
- 2 t
mln!mlzartz [e()]” sujeito as restrigdes ckh(n) = fk'
h(n) =

k=12, ... Ke K <N (2.57)

Considerando primeiramente um erro de estimagio dado por:

N-1
e(d) = d(i) - th x(i-k) (2.58)
k=0
a solugio d6tima €
1 1 E |
h(n) = R \(m)p_(n) + {R (n)c[c‘n‘ (n)C] [r - R mp (n)] (2.59)
XX xd XX XX XX xd

Esta solucio & obtida de maneira exatamente andloga ao caso do filtro de
Wiener, mudando-se apenas o critérlo de (2.2) para (2.11). Em lugar de R e

14
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P,, °cmpregamos as cstimativas temporals R“(n) € P d(n). Temos aqui, entfo, a

contrapartida determinfstica da teoria de Wiener com restrigdes lineares.

Finalmente, no caso da predigio com restrigbes, onde minimizamos o sinal

de safda, temos:

-1
h(n) = R;i(n)C[C'R;i(n)C] f (2.60)

Quando a restrigio € vetorial basta substituir C por ¢ nas
Egs. (2.59) ¢ (2.60).

2.3 CONCLUSOES

Neste capftulo revimos a teoria de Wiener, bem como a aplicagio do método dos
minimos quadrados, para o problema de filtragem 6tima. Em seguida, mostramos
como estender esses métodos ao caso onde um conjunto de restrigbes lineares ¢€
imposto aos parametros que queremos otimizar. Assim, procuramos oferecer uma
visio unificada do problema, explicitando algumas relagGes entre os casos com

e sem restrigdes.

As formulagbes derivadas neste capfitulo constituem a base fundamental
para o seguinte, onde procuraremos obter o filtro 6timo com restrigbes através
de técnicas adaptativas. Em particular serd proposto um algoritmo com base no

método dos mfnimos quadrados.

15



CAPITULO 3
FILTRAGEM ADAPTATIVA COM RESTRICOES LINEARES

O objetivo deste capftulo € estudar o problema da filtragem com restrigbes num
contexto adaptativo. Neste sentido, iniclamos com uma revisio dos algoritmos
cldssicos de minimos quadrados, sobre os quais iremos nos basear. Em seguida,
propomos um novo algoritmo para o caso em que restrigbes lineares sio impostas

ao filtro.

E demonstrado que os coeficientes 6timos sdo obtidos, sem aproximagdes e
de forma recursiva, a partir de dois vetores de ganho de adaptagio. O primeiro
independe das restrigdes e € obtido pelo j4 conhecido algoritmo FLS; o segundo
se calcula a partir do lema de inversio de matrizes ¢ leva em conta as

restrigbes impostas.

O algoritmo proposto preserva as propriedades de alta taxa de
convergéncia, precisdio e robustez quanto ao sinal processado, préprias dos

algoritmos cldssicos.
3.1 FILTRAGEM ADAPTATIVA POR MINIMOS QUADRADOS

Os algoritmos adaptativos que iremos apresentar baselam-se no critério dos
minimos quadrados, j4 apresentado no capitulo anterior. Com a finalidade de
seguir as nio estacionaridades de um processo, um fator de esquecimento

exponencial € introduzido no critério; assim:

S = w' [d()-x" ()Dh(n)] G.1)
i=1

sendo 0 << W < 1.

A solugio 6tima no instante n €

h(n) = R;:(n) p, () (3.2)

onde
L e | t
R (n) =): w x(Dx'() 3.3
" =1 '
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n
p,,(n) -I};lw“' x(Dd(i) (3.9

O objetivo do algoritmo € entio obter diretamente o vetor h(n+l), de forma
recursiva, a partir de h(n).

A partir das defini¢bes acima, vemos que a matriz de autocorrelagio pode

ser obtida recursivamente por
R_(n+1) = W R_(n) + x(n+1)x'(n+1) (.9
enquanto temos para o vetor de correlagio cruzada:

pxd(nﬂ) =Wp(n)+ x(n+1)d(n+1) (3.6)

Das Egs. (3.5) e (3.6), poder-se-iam obter os coeficientes 6timos no

instante (n+1) que sio, obviamente, dados por
h(n+1) = R '(n+1) p_(n+1) G.7)
xx xd

Neste caso, faz-se necessdrio efetuar uma inversio de matriz a cada iteragdo
no tempo. Entretanto, € possivel desenvolver uma férmula recursiva para o
vetor h(n+1), utilizando um resultado de 4lgebra matricial conhecido como lema
de inversdo de matrizes. Este lema, apresentado a seguir, nos permite uma
recursio sobre a matriz de autocorrelagio J4 invertida, necessdria para

obtengio dos coeficientes 6timos.
3.1.1 LEMA DE INVERSAO DE MATRIZES

Sejam Z ¢ S matrizes n3o singulares M x M, Q uma matriz nio singular I x I, U

uma matriz M x I, ¢ V uma matriz I x M, tais que satisfagam a equagio
Z=S8 +UQV (3.8)

Entio a inversa da matriz Z, se existir, € dada por:
z! = (s + ugn™?
-1 -1 -1 "
=S -SU[VSU+Q]VS (3.9)

Se U= Vt, por substituigio na Eq. (3.9),
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-1
z'=s"- s"u[u‘s"u + o"] u's™! (3.10)

Para o caso pai‘tlcular onde Q € um escalar, U um vetor M x 1, denotado

poru,eVumvetorlxM.denoudopwv‘. temos

Z=S+uv (3.11)
[
- - [Sl-ln] [vts_l]
Z =8 - - e (3.12)
1+vSu
Ainda, neste caso, se u = V,
Z=S+u (3.13)
c
e [
Z =8 - - (3.19)
1+ S @»

3.1.2 0 ALGORITMO DOS MINIMOS QUADRADOS RECURSIVO (RLS)

Um procedimento recursivo de atualizagio dos coeficientes, sem inversio

matricial, é conhecido como O Algoritmo dos Minimos Quadrados Recursivo.

De modo a utilizar o lema para efetuar a inversio da matriz Rn(n). vamos

considerar a Eq. (3.13), supondo:

= R“(n+l)
§=WR_(n) (3.15)
u = x(n+1)
temos entdo pela Eq. (3.14) que
1 L e R mxme) xf(as) R Ln)
R _(n+1) = R _(n) - = =

1 + lt(n-rl)%l_l(n)x(nﬂ)
XX

R '(n)x(n+1)x'(n+1)R ' (n)
R () ~ —= - = (3.16)
W+ xt(n+l)R;x(n)x(n+1)

onde, definindo
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R 1(n)x(n+1)

g(n+l) = = - = (3.17)

W+ x (n+1)R“(n)x(n+l)

obtemos a recursio para R;i(ml)

-1 1 [,-1 t -1
R (n+1) = W [R (n) - g(n+1)x (n+1)R (n)] (3.18)

XX XX Ix

Reorganizando a Eq. (3.17) de maneira que
g(n+1) = {-\‘-‘,- [n"(n) . g(mnx‘(mnu"(n)]} x(n+1) (3.19)
XX XK

e reconhecendo que o termo entre chaves da Eq. (3.19) ¢ R;i(nﬂ}, dada em
(3.18), temos

g(n+1) = R:(n-bl)x{ml) (3.20)
A Eq. (3.20) ¢ utilizada na obtengio recursiva dos coeficientes do filtro,
dada a seguir.

Substituindo as Egs. (3.6) e (3.18) na Eq. (3.7), obtemos:

h(n+l) = Tlv’ [R;i(n) - g(n+1)x'{n+1}R;i(n)] [w pxu(") - x(n+1)d(n+1)]

-1 1 -1
R“(n)pm(n) + Wku(n)x(nﬂ)d(nﬂ) +

]

- g(n+l)xt(ml)R;i(n)pxd(n) +

- —&,—g(n+1)x'(ml)R;i(n)x(nﬂ)d(ml)

h(n) - g(nﬂ)x‘(n*-l)h(n) +

o o [n“(n) - g(nu)x*(nu)n“(n)]x(nu)d(mn
W xx xx

h(n) - gn+Dd(n+1) + R (+Dx(n+1)d(n+1) (3.21)
A partir da Eq. (3.20), temos

h(n+1) = h(n) + g(n+D[d(n+1) - d(n+1)] (3.22)

onde, reconhecendo que
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d(n+1) - d(n+1) = e(n+1) (3.23)
€ o erro de estimagldo "a priori”, obtemos a recursio:

h(n+1) = h(n) + g(n+1)e(n+1) (3.249)

O vetor g(n+1) ¢ conhecido como ganho de adaptagdo. A Figura 3.1 ilustra este

procedimento adaptativo.

dine+d)

e A
x(ne+d) M) dined) -
7 !
( |
e e e e e e e -

Figura 3.1: Filtro adaptativo.

O algoritmo dos mifnimos quadrados recursivo redne as Egs. (3.17), (3.23),
(3.24) e (3.18), nesta ordem. Uma vez que, no algoritmo RLS, a inversa da
matriz de autocorrelagio €é obtida de maneira recursiva, ela deve ser

inicializada com um valor diferente de zero. Uma inicializagdo recomendada [3]

€

i (1) T 3 ' (3.25)
xx E i u . .

[+]

o 0 ...W

b —

que corresponde 2 inversa da matriz de autocorrelagdo de uma seqliéncia

5 Y2
[w Eo] « o il =N (3.26)

0 , parai <0, i #-N

onde W ¢ Eo sio constantes.

A sequéncia de passos a cada iteragio do algoritmo dos minimos quadrados

recursivo bem como sua iniclalizagio é mostrada na Tabela 3.1.
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Tabela 3.1: O Algoritmo RLS.

» [Inicializagio)
(1) R;:(O). de acordo com a Eq. (3.25).
(2) h(0) =0

P [Atualizagio]

e Ganho de adaptagio:

R '(n)x(n+1)
(1) gln+) = —==

W+ x‘(m)k;:(n)x(mn

e Erro de estimagio "a priori™

(2)  e(n+1) = d(n+1) - h'(n)x(n+1)

e Coeficientes do filtro:

(3) h(n+1) = h(n) + g(n+l)e(n+1)

e Matriz inversa de autocorrelagio:

1

(4) n;:(mn = - [R;:(n) % g(mnx‘(mnn:(n)]

Um total de aN?+4N multiplicagbes e 1 divisdo s3o realizadas a cada
iteragio. A complexidade pode ser ainda reduzida se aproveitarmos as

propriedades de simetria inerentes 2 matriz de autocorrelagio.

Para diminuir mais significativamente o nimero de multiplicagoes,
diferentes autores propuseram, h4 alguns anos, o algoritmo apresentado a
seguir [8,12,13]. Este algoritmo obtém o vetor ganho de adaptagio sem utilizar
os cilculos matriciais contidos nas Egs. (1) ¢ (4) da Tabela 3.1.

3.1.3 0 ALGORITMO DOS MINIMOS QUADRADOS RAPIDO (FLS)

Os algoritmos répidos sio fundamentados na propriedade do deslocamento de
x(n), isto é, o novo vetor x(n+l) é composto a partir de x(n), bastando para
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isto o deslocamento de seus elementos, a introdugio da nova amostra x(n+l) e a

remogio da amostra x(n-N+1).

A primeira versio do algoritmo dos mfnimos quadrados rédpido € baseada
nesta  propricdade. Intuitivamente, o  desenvolvimento do  algoritmo
fundamenta-se no fato de que toda a informagio contida na matriz de
autocorrelagio, que intervem no célculo do ganho de adaptagio, pode ser obtida
através dos erros e dos coeficientes de predigio linear. Assim, € mais simples
calcular esses paridmetros do que a matriz inversa, e, a partir deles, obter o
ganho de adaptagio.

A seqéncia de operagSes do algoritmo rdpido [3], que emprega apenas os
erros de predigio "a priori", é mostrada na Tabela 3.2, onde sua inicializagio
decorre da Eq. (3.25).

Um total de 10N+4 multiplicagbes e 2 divisbes sio requeridas a cada
iteragdo por esse algoritmo. A outra versio do algoritmo rdpido [3], que

emprega os erros de predigio "a priori" e
multiplicagdes e 3 divisoes.

a posteriori”", requer 8N+10

3.2 0 FILTRO ADAPTATIVO COM RESTRICOES LINEARES

A filtragem adaptativa com restrigbes jJ4 fol objeto de diversos trabalhos, a
maioria relacionados com o problema de tratamento espacial e antenas
adaptativas ("array processing”). Entretanto todos os algoritmos propostos sdo
baseados em variagbes sobre o LMS [1,7,9] e, portanto, sujeitos as limitagdes
deste algoritmo no que se refere 2 convergéncia e¢ a dependéncia do sinal
processado. De nosso conhecimento, nido existe nenhum algoritmo derivado do RLS

aplicado a este problema.

Visando superar as limitagdes dos algoritmos existentes e melhorar o
desempenho da filtragem, desenvolvemos um algoritmo baseado no método dos

minimos quadrados, exposto a seguir.
3.2.1 0 ALGORITMO DOS MINIMOS QUADRADOS PROPOSTO
Como apresentado na Eq. (2.59), para cada -conjunto de dados, a solugio que

minimiza a diferenca entre o sinal desejado (ou de referéncia) e sua

estimativa, quando obtida pelo critério dos minimos quadrados, €
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Tabela 3.2: O Algoritmo FLS.

p [Inicializagao)

(1) a(0) = b(0) = g(0) = h(0) = 0
(2) E =E
8 o

b [Atualizagio]

e Erro de predigio progressiva "a priori":
(1) e (n+1) = x(n+1) - a'(n)x(n)

e Coeficientes de predigio progressiva:
(2) a(n+1) = a(n) + g(n)c.(ml)

e Erro de predigdo progressiva "a posteriori™:
(3) e (n+1) = x(n+1) - a'(n+1)x(n)

e Energia do erro de predigéo progg;rcssiva:'
(4) Ea(n-l-l) =W E.(n) + c.(n+1)e.(n+1)

e Ganho de adaptagio aumentado:

[0 e (n+1) 1
(5 gl(m-l) = TR S
g(n) E.(nﬂ) -a(n+1)

-p(n‘!-l)]

[ p(n+1)

e Erro de predigio regressiva "a priori™:
(6) e (n+1) = x(n*1-N) - b'(n)x(n+1)

e Ganho de adaptagio:

1

(7 s@+) =4 p(n+1)e _(n+1)

p(n+1) + p(nﬂ)b(n)]
e Coeficientes de predigdo regressiva:
(8) b(n+1) = b(n) + g(m-l)cb(ml)

e Erro de estimagio "a priori™:
(9) e(n+1) = d(n+1) - h'(n)x(n+1)

® Atualizacio dos coeficientes do filtro:
(100 h(n+1) = h(n) + g(n+1)e(n+1)
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-1
bn) = R*@p_() + R'()C c‘n"(n)c] [r - R (m)p (n)] (.27)
xx b { xx xx xd

Para atualizar os coeficlentes de um filtro no instante seguinte, quando

uma nova amostra torna-se disponivel, temos

-1
hn+1) = R '@eDp_(n+1) + r(nm[c‘rtnm] [f - c‘n;i(m:)pm(mn] (3.28)

onde

F(n+l) = n;:(nu)c (3.29)

Analogamente ao caso sem restrigdes, empregamos um fator de esquecimento em
R (n+1) e p‘d(nﬂ) para o acompanhamento de processos nio—estaciondrios.
xx

Demonstraremos que, mesmo com a incorporagio de restrigbes, ainda € possivel

obter de forma exata os coeficlentes 6timos por cdlculos recursivos.

Utilizando a definigio (3.29) ¢ a Eq. (4) do algoritmo RLS (Tabela 3.1),
temos que I'(n+1) pode ser obtido por:

. 3

I'(n+1) = W

[r(n) - a(n+1)x‘(n+1)r(n>] (3.30)

sendo g(n+1) dado pela Eq. (1) da Tabela 3.1. Uma maneira eficiente de efetuar
esta recursio € calcular o vetor g(n+1) através do algoritmo FLS (Tabela 3.2).

Podemos ainda mostrar que na Eq. (3.28) a inversa de C'r(n+1) pode também
ser obtida recursivamente. Pré-multiplicando a Eq. (3.30) por c' obtemos

1

C'r'(n+1) = “ [c‘r(n) = c‘g{mnx‘(mnr(n)] (3.31)

Identificando na equagdo os termos:

Z = C'T(n+1)
t
S = Cll"(n) (3.32)
u = Cg(n+l)
v' = x'(n+1)I(n)
ela pode ser reescrita como
z= -1 [s+u (3.33)
w -

A partir da Eq. (3.12), sua inversa €
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-1 i l—l
Z =W S+Iv]
L

cw [ L) st

1+v'sls

Temos, entdo, que

-1 -1)

& y [C‘r(n)] c‘g(nmx‘(nﬂ)r(n)[c'r(n)]
[C'r(mn] =W T [c‘r(n)] + = s
1 - x'(n+1)I(n) c‘r(nJ] c'g(n+1)

(3.35)

Definindo na equagdo acima o vetor I(n+1) por

-1
Ctl"(n)] C'g(n+1)

I(n+1) = 5 (3.36)
1 - x'(n+1)I'(n) c‘r(n)] C'g(n+1)

a Eq. (3.35) pode ser rescrita como
L t L t ¢ ke
[Ctl’{n-rl )] =W [C I"(n)] + 1(n+1)x (n+1)'(n) [C l"(rl)] (3.37)

A Eq. (337) nos dd dirctamente uma recursio sobre a matriz j4 Invertida

-1
[C' I"(n+1)] , onde também evitamos a pré-multiplicagdo de I'(n+1) por c.

Com a intengdo de obter finalmente uma expressio recursiva para h(n+l),
substituiremos as Egs. (3.6), (3.18), (3.30) e (337) na Eq. (3.28). Desta

forma, temos:

h(n+1) = R:(“)p; a(“) - g(n-l-l)xt(nﬂ)ll:(n)p‘ VR
1 t 4
+ R;!(nﬂ)x(ml)d(nd) + I'(n) [C I‘(n)] f+

-1
- g(n+1)xt(n+l)l'(n)[C‘r(n)] f+

25



Capltulo 3 - Filtragem Adaptativa com Restri¢bes Lineares

+

-1
W T'(n+1)1(n+1)x'(n+1)I'(n) c‘r(n)] f+

-1
r(n)[c'r(n)] Ctll:(n)pm(n) +

+

-1
g(n+1)x'(n+1)r(n) [Ctl‘(n)] Ctn;:(“)p; d(“) +

-1
W [(n)l(n+1)x'(n+1)(n) c‘r(n)] Ctk;i(n)pxd(n) +

-1
I'(n+1) c‘r(mn] Ctk;i(ml)x(ml)d(ml) +

+

-1
r(n+1)[c‘r(n+1)] C'g(n+l)xt(nﬂ)R:(n)p‘d(n) (3.38)

Reagrupando alguns termos, chega-se a:

-1 -1
hnsi) = {n“(n)p (n) + I'(n) c‘r(n)] £ - I'n) [c‘r(u)] C'R(n)p (n)} R
xx xd xx xd

-1
g(ml)x‘(m—l) {R;i(")p;d(“) + l"(n)[C'l"(n)] f+

-1
r'(n) [Ctr(n)] C‘R;i(n)pm(n)} + R;i(ml)x(nﬂ)d(nﬂl +

+

-1
W T'(n+1)1(n+1)x'(n+1)I(n) [c‘r(n)] f+

-1
W T'(n)l(n+1)x'(n+1)I'(n) [Ctl"{n)] CtR;:(n)pld(n) +

-1
r(n+1)[c‘r(n+1)] C‘R;i(nﬂ)x(ml)d(nﬂ) +

+

-1
r(mn[c‘r(mn] Clene D' DR (mlp_(n) (3.39)

Reconhecendo na Eq. (3.39) a solugio 6tima correspondente ao instante

anterior, temos
h(n+1) = h(n) - g(n+l)xt(n+l)h(n) + R;i(nﬂlx(ml)d(nﬂ} +

-1
+ W I'(n+DI(n+1)x'(n+1)I'(n) [C'I‘(n)] f+
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-1
- W r(nmn+1)x'(n+1)r(n)[c‘r(n)] Ctl:l(n)p“(n) +
1.4 ;
- I(n+1) c‘r(nm] CR @eD)x(me1)ds1) +
1, 1
+ T(n+1) [c‘r(mn] Cg(ml)x'(ml)ll;‘(n)pl KLy (3.40)

Podemos identificar o vetor l(n+1) no dltimo termo da Eq. (3.40), para

isto, vamos reescrevé-lo da seguinte forma:

1
C‘I‘(n)] Ctg(m-l)

I(n+1) = =
1 - x‘(mnr(n)[c‘r(n)] C'g(n+1)

-1 -1
= [Ctl‘(n)] C'g(n+1) + l(n+l)xt(n+1)l‘(n)[Ctl"(n)] C'g(n+1)
-1 -1
- [c‘r(n)] + Un+Dx (+DT(n) c‘r(n)] C'g(ns1) (.41

Assim, a partir da Eq. (3.37), obtemos que
1 [« 1,
I(n+1) = w [C 1"(n+l)] C g(n+1) (3.42)

Pela Eq. (3.42) podemos reescrever a Eq. (3.40) como
h(n+1) = h(n) - g(n+1)x'(n+l)h(n) + R:(nﬂ)x(ml)d(ml) +

+ W I‘(n+1)l(n+1)x'(n+l){ll:(n)pl a(“) +
B t . 1
+ I'(n) Ctl"(n)] f - I'(n) Cl‘(n)] C‘R;‘(n)p“(n) +

-1
- r‘(ml)[CtI‘(n-rl)] C'R;:(nﬂ)x(m—l)d(na-l) (3.43)

Novamente, reconhecendo h(n) na equagio acima, temos

h(n+1) = h(n) - gn+Dx'(n+1)h(n) + lt;i(n-tl)x(nﬂ)d(nﬂ) +

+ W I'(n+1)1(n+1)x'(n+1)h(n) +
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-1
- T'(n+1) C'I'(n+1)] c R;i(nﬂ)x(ml)d(nﬂ) (3.449)

A partir da Eq. (3.20), também reconhemos na Eq. (3.44) g(n+1), o que

permite reescrevé-la como

h(n+1) = h(n) - g(n+1)xt(n+l)h(n) + g(n+1)d(n+1) +

+ W I'(n+1)l(n+1)x'(n+1)h(n) +

-1
- I'(n+1) [C‘l"(nﬂ)] C‘g(n-'-l)d(n-l-l)

= h(n) - g(n+x'(n+Dh(n) + g(n+1)d(n+1) +

+ W I'(n+Dl(n+1)x'(n+Dh(n) - W T'(n+1)1(n+1)d(n+1)

- i) * gl ity < x'(mnh(n)] .
- w l"(n+1)l(n+1)[d(n+1) - x‘(nu)h(n)] (3.45)

Reconhecendo que o fator entre chaves na Eq. (3.45) € e(n+l), obtemos o

resultado final:
h(n+1) = h(n) + g(n+l)e(n+1l) - W I'(n+1)l(n+1)e(n+1) (3.46)

E interessante notar que os cocficientes 6timos sdo determinados por dois
vetores de ganho de adaptagio g(n) e 1(n). O primeiro, definido pela
Eq. (3.17), independe das restricdes € pode ser obtido pelo algoritmo FLS; o
segundo, decorrente da incorporagio das restricdes € portanto dependente
delas, € calculado através das Egs. (3.36) e (3.3'7).

A obtengio pelo algoritmo dos mfnimos quadrados ripido de g(n+l), € as
Eq. (3.36), (3.37), (3.30) e (3.46), nesta ordem, constituem o algoritmo
proposto que € apresentado na Tabela 3.3. A inicializagio do algoritmo garante
que h(0) atende as restrigdes. Também que C'T(0) ¢ inversivel.

As seguintes operagdes sio requeridas a cada iteragdo pelo algoritmo:

1. 8N + 4 multiplicacdes ¢ 2 divisbes para obter g(n+1);

2. 2NK + l'(2 + 2K multiplicagbes e 1 divisio para obter 1(n+1);
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Tabela 3.3: Algoritmo dos Minimos Quadrados Recursivos com Restrigdes

Lineares (MQR-RL).

® Minimizagéio do Sinal de Erro: d(n+1) - x'(n+1)h(n)

p» [Inicializagéo]

(1) ro) = R;:(O)C. onde sfio atribuidos a R;i(O) os valores da
Eq. (3.25).

-1
(2) Obter [c‘r(o}] )

-1
(3)  h0) = r(O)[c‘r(m] f

P [Atualizagiol

® Ganho de adaptagio independente das restrigdes:
(1)  Obter g(n+1) através do algoritmo FLS.
e Ganho de adaptagio dependente das restrigdes:

-1
c‘r(n)] Cc'g(n+1)
(2) Kn+1) =

-1
1 - x'(n+1)r(n) c‘r(n)] C'g(n+1)
-1
® Atualizacio de [Ctl"(nﬂ)] :

-1 -1 -1
(3) [c‘r(mn] - W {[c‘r(n)] + 1n+D)x' (+1)T(n) c‘r(n)] }

e Atualizagio de TI(n+1):

@ @ = [I‘(n) ~ g(nu)x‘(mnr(n)]

e Erro de estimagio "a priori™:
(5)  e(n+1) = d(n+1) - x'(n+1)h(n)

@ Cocficientes dtimos:
(6) hi(n+1) = h(n) + g(n+1)e(n+1) - W I'(n+1)l(n+1)e(n+1)
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=

-1
. 3K? multiplicagbes para atualizar [Ctl'(n-fl)] :

4. 2NK multiplicagbes para atualizar I'(n+1);

e

N multiplicagbes para obter e(n+1);

6. NK + 2N + 1 multiplicagbes para atulizar o vetor de coeficientes
do filtro.

Este algoritmo requer portanto SNK + 4](2 + 1IN + 2K + 5 multiplicagbes e 3
divisdes, ou seja, uma complexidade proporcional a NK.

Quando apenas uma restricio € imposta aos coeficientes, €é conveniente
alterarmos parte deste algoritmo para diminuirmos um pouco mais o nimero de
multiplicagbes. A partir da Eq. (3.28), obtemos que

I'(n+1)

h(n+1) = R_ (n+1)p_(n+1) + [rl - c:R;i(ml)pm(nﬂ)] (3.47)

c:l'(nﬂ)

sendo, agora, I'(n+1) um vetor. A primeira parcela do termo a direita
identifica-se como a solugio d6tima para o caso que n3o hd restrigdes
impostas [Eq. (2.12)]. Pode-se entdo definir:

_ -1
h. = R“(nﬂ) pld(n+1) (3.48)

Uma vez que a Eq. (3.47) envolve somente operagdes de vetores e
escalares, €é conveniente utilizdi-la para atualizar os coeficientes do filtro.

O algoritmo reduz-se entio ao esquema dado na Tabela 3.4.

As operagdes requeridas a cada iteragdo por este algoritmo sdo

relacionadas a seguir:
1. 10N + 4 multiplicagdes e 2 divisbes para obter g(n+1) ¢ hm(nﬂ);
2. 3N multiplicagdes para atualizar I'(n+1);

3. 3N multiplicagbes e 1 divisio para obter o vetor de coeficientes
do filtro.

Portanto, um total de 16N + 4 multiplicagdes € 3 divisdes sio requeridas.

Passemos agora a considerar o caso particular [18] do filtro com

restrigdes que minimiza o sinal de safda dado por
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Tabela 3.4: Algoritmo dos Mfnimos Quadrados com Restrigdo Vetorial (MQ-RV)

@ Minimizagio do Sinal de Erro: d(n+1) - x'(n+1)h(n)

» [Inicializagdol

(1) ro) = R;i(o)cl. onde sio atribuidos a R;:(O) os valores da
Eq. (3.25)

P [Atualizagio]

e Ganho de adaptagio independentc das restrigbes e coeficientes 6timos

irrestritos hm:

(1)  Obter g(n+1) ¢ h  através do algoritmo FLS.

e Atualizagio de T(n+1):

(2) T(n+1) = -\lv [[‘(n) - g(n+1)xt(n+1)r‘(n)]

e Coeficientes dtimos:

I'(n+1) .
(3) h(n+1) = h_(n+1) + —— [f -ch ]
IR c:l"(nﬂ) 1 1 IR

e(l) = x'(Dh(n) (3.49)

ou seja, o preditor linear com restrigées. Do método dos minimos quadrados, a

solugio 6tima no instante que segue a chegada de uma nova amostra ¢ dada por
-1
h(n+1) = r(nﬂ)[c‘rtmn] f (3.50

Substituindo na Eq. (3.50) as Egs. (3.30) e (3.37), obtemos

=1 a1
h(n+1) = I'(n) [Cli"(n)] f - g(n+1)xt(n+l)1"(n) Ctl"(n)] f+

-1
+ W T(n+1)l(n+1)xt(n+l)r(n)[Ctl"(n)] f

= h(n) - gn+Dx'(n+Dh(n) + W T'(n+DI(n+Dx'(n+1)h(n) 3.5D
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Reconhecendo na Eq. (3.51) que x'(n+1)h(n) € e(n+1), esta € reescrita como
h(n+1) = h(n) - g(n+1)e(n+1) + W I'(n+1)l(n+1)e(n+1) (3.52)

Desta forma, a menos de uma diferenca de sinal ¢ do célculo de e(n+l), o
algoritmo para o preditor linear consiste nos mesmos passos do algoritmo
MQR-RL. A mudanga de sinal € justificada pelo fato de estarmos, nessa
formulagio, minimizando um fndice de desempenho que € fungio de x'(Dh(n) e

nio de -x'(/)h(n), como na formulagio anterior.

Novamente observamos que no caso de restrigio vetorial ¢
computacionalmente mais econdmico obter os coeficientes 6timos através da

Eq. (3.50), o que requer um total de 13N + 4 multiplicagdes e 3 divisdes.
3.3 CONCLUSOES

Neste capitulo propomos um novo algoritmo para o caso de filtragem adaptativa
com restrigbes lineares. O algoritmo € exato e apresenta as vantagens proprias
do método de minimos quadrados, no que diz respeito 2 taxa de convergéncia,
precisio, e Independéncia das caracteristicas dos sinals processados. Neste
sentido, ele constitui um importante avango em relagio aos algoritmos,

baseados no gradiente, apresentados na literatura para filtros com restrigoes.

O desempenho do algoritmo, avaliado por simulagbes ¢é ilustrado no
capftulo seguinte. Além disso, aplicamos a técnica proposta em dois outros
problemas interessantes de processamento de sinais, proporcionando-lhes uma

abordagem original e eficiente.
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CAPITULO 4
APLICACOES

Neste capftulo, verificamos o desempenho do algoritmo proposto anteriormente,
através de resultados obtidos por simulagio. Numa primeira avaliagio,
utilizamos a técnica no problema de recuperagio e anulagio de ralas espectrais

em melo ao ruido, importante em diversas aplicagdes.

Verificamos ainda que, associando o algoritmo MQR-RL a restrigdes
apropriadamente formuladas, obtemos alguns resultados inéditos e de interesse
em processamento de sinais ¢ andlise espectral. Assim, apresentamos ainda

neste capftulo duas propostas:

- Implementar adaptativamente o método de anidlise espectral por

varidncia minima;
- Adaptar ¢ otimizar um filtro mantendo a propriedade de fase linear.

Estas duas propostas também sio ilustradas por simulagbes que confirmam o
bom desempenho do método.

4.1 RECUPERACAO E ANULACAO DE RAIAS ESPECTRAIS

A filtragem adaptativa com restrigdes lincares pode ser aplicada para
recuperar ¢ anular componentes espectrals de um sinal corrompido por rufdo.

Para isto, basta incorporar um conjunto de restrigdes adequadas do tipo:

c;(w}h(n) =f,, k=12 ..K 4.1)
sendo

c;(w) = [1 cos w,  cos 2wk ... COS [(N-l)wkl] (4.2)

e f k=l' Desta forma, pode ser demonstrado que a magnitude da resposta do
filtro em cada frequéncia w, ¢ forcada a ter valor um. Conseqlientemente, cada

componente espectral com frequéncia L ¢ filtrada com ganho unitédrio. As
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demais sido atenuadas ao minimizarmos a poténcia de safda. Este € o princfpio
utilizado nas diversas aplicagdes dos filtros com restrigbes lineares
objetivando a melhoria da relagio sinal-rufdo, uma vez que asseguramos que a

poténcia do rufdo € reduzida, sem distorgdo do sinal de interesse.

A primeira simulagio emprega um sinal de entrada, contaminado por rufdo
branco, composto por sendides reals com frequéncias normalizadas W1=lf4,
w2=‘7|t/16. € w3=111r/16- A relagio sinal-rufido (SNR) € de 3dB. Um filtro de
ordem 10 (N=11) ¢é utilizado, sendo que duas restrigbes (K=2) associadas 2as

frequéncias w, e w sio impostas aos coeficientes, conforme descrito em (4.2)

¢ assumindo f2=fs=1.3

A Figura 4.1(a) mostra a evolugio dos coeficientes. Podemos observar a
répida convergéncia uma vez que o regime permanente € atingido apdés 30
iteragdes. A magnitude da resposta em frequéncia do filtro obtido estd
mostrada na Figura 4.1(b). Vemos que nas freqliéncias w, € W, a resposta é
unitdria (0dB), tal como imposto pelas restrigdes, sendo que o filtro também
procura um compromisso entre a minimizagio do clevado nivel de ruido ¢ da

outra componente do sinal.

1.508

1 I ] i

] ] I lI

Mn) : . : :
] 1 I i

n N ! ! 1 !

8.758 : . ' :

. " i i

1

- -

(a)
Figura 4.1: Sendides contaminadas por rufdo branco (SNR=3dB):

(a) Evolugdo dos coeficientes;
(b) Magnitude da resposta em frequéncia.
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Figura 4.2: Senéides contaminadas por rufdo branco (SNR=40dB):
(b) Magnitude da resposta em freqliéncia;

(c) Sinal de entrada;

(a) Evolugio dos coeficientes;
(d) Sinal de saida.
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Finalmente, consideremos o mesmo sinal de entrada contaminado desta vez
por um ruido colorido, dado por um processo auto-regressivo (AR) de ordem 2.

j9n/16 e a relagio sinal-ruido € de

Os polos deste processo sio dados por 0,9
6dB. A evolugdo dos coeficientes € representada na Figura 4.3(a). A
Figura 4.3(b) mostra que o filtro atende 2as restrigbes e, além de atenuar a
senéide de frequéncia =n/4, também procura "branquear” o rufdo colorido,
direcionando zeros para os polos do processo AR. Comparando-a com a
Figura 4.1(b) podemos observar que a atenuagio na freqiéncia 9m/16 € mals

acentuada. O posicionamento dos zeros ¢ mostrado na Figura 4.3(c).
1.50@

| M

o —
¢.008

TS S

b’ Al - ——
GRS S

-8.750

-1.%08
(a)

Figura 4.3: Senéides contaminadas por um processo AR(2) (SNR=6dB):

(a) Evolugdo dos coeficientes;
(b) Magnitude da resposta em freqliéncia;
(c) Posicionamento dos zeros.
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4.2 0 ESTIMADOR ESPECTRAL DE VARIANCIA MINIMA

O método de andlise espectral por varidncia minima [4] tem como principio

minimizar o sinal de safda de um filtro sujeito A restricio de que a magnitude

para uma determinada frequéncia, seja um. Assim, a variincia do

da resposta,

indica a poténcia desta componente do sinal de entrada. A

de saida

partir daf, um estimador de densidade espectral ¢ obtido por

sinal

1

4.3)

xx

¢ (WR ' e(w)

P(w) =




Capltulo 4 - Aplicagdes

onde -x < w s n. Levando em conta os diferentes valores de w na Eq. (4.3),

podemos levantar a curva de densidade espectral de poténcia.

Este método pode ser implementado adaptativamente, através de uma
recursio que compde o algoritmo MQR-RL, afim de possibilitar o acompanhamento
das variagdes do espectro de processos nldo-estaciondrios bem como aplicagdes
em tempo real. Para isto, consideremos a estimativa da varidncia do sinal de
safda dada por:

n
[w"" [e(D)?
ol(n) = = (4.4)
i wu-l
i=1
Desenvolvendo a expressio acima, temos
s 1 e t
): W' [h'(n) x(Dx'(Dh(n)]
2 i=1
o (n) =
® i wn-l
i=1
h'(n)R  (n)h(n)
= = 4.5)
q(n)
onde
n
R () =} w [x()x'D] (4.6)
E i=1 ;
[
& i
q(n) =} W = W q(n-1) + 1 (%))
i=1

Substituindo a Eq. (2.60) na Eq. (4.5), obtemos depois de algumas manipulagdes

algébricas:
, 1
o’n) = —————— 4.8)
¢ q(n) c¢T(n)

Neste caso, um estimador de densidade espectral de poténcia, para n dados

disponivelis, é dado por

1
P(w,n) = 4.9
q(n) c'(w)r(w,n)
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Desta forma, a densidade espectral de um sinal pode ser estimada
adaptativamente. Para cada uma das frequéncias no espectro, o vetor I'(w,n) €
calculado recursivamente através da Eq. (3.30). O ganho de adaptagio utilizado
nesta recursio é o mesmo para todos os valores de w, sendo obtido pelo
algoritmo répido (FLS).

Este método pode ser visualizado através de um banco de filtros
adaptativos com restrigdes vetorlals, esquematizado na Figura 4.4. De fato ndo
€ necessdrio realizar a filtragem do sinal para obter a estimagio dada na
Eq. (4.9); porém, o esquema da Figura 4.4 ilustra como um mesmo vetor g(n) €

usado no célculo de I'(w,n), para todos valores de w.

4
P4
x(n+1) e o;(n+t)
.ﬁH l
7, |
|
A

Figura 4.4: Banco de filtros adaptativos com restrigao vetorlial.

Para ilustrar a adaptagio das estimativas de densidade de poténcia,
consideramos uma sendide de frequéncia =/4 contaminada com rufdo branco sendo
SNR=3dB. Impomos as restrigbes para 65 frequéncias igualmente espagadas entre
0 e =, utilizando N=32 na Eq. (4.2). A inicializacdo de I(w,0), correspondente
a de um sinal impulsivo, dado na Eq. (3.26), ¢ a mesma utilizada no algoritmo
MQR-RL para W=0,99. A evolugio da estimativa da densidade espectral do sinal
considerado (sendide+rufdo) ¢ mostrada pelas Figuras 4.5. Foram feitas 500
iteragbes ¢ a estimativa € tragada de 100 em 100, a partir do Instante

iniclal.
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(a)

Sendide contaminada por rufdo branco (SNR=3dB): {a) n=0;
(b) n=100; (c) n=200; (d) n=300; (e) n=400; (f) n=500.
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Outra simulagio considera um processo AR(4) com parimetros al=-0,43;
a2=0,296; a3=-0,2752 e a4=0,4096; cuja evolucio da densidade espectral
estimada, ao longo também de 500 amostras, € ecxibida pelas Figuras 4.6. Os
valores de K ¢ N sio os mesmo do exemplo anterior. Para fins de comparagio,
tragamos também nas Figuras 4.6 o espectro obtido a partir deste modelo AR,
tirado da referéncia [3,cap.2].
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Figura 4.6: Processo AR(4): (a) n=100; (b) n=200; (c) n=300; (d) n=400;
(e) n=500.
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Os dols exemplos comprovam que, apesar das limitagdes de resolugio
préprias do método de anilise espectral por variincla minima, os resultados da
sua versio adaptativa conseguem delinear razoavelmente a configuragio do

espectro.
4.3 O FILTRO DE FASE LINEAR

Em virias aplicagdes de filtragem digital, € interessante manter a propriedade
de fase lincar afim de Impedir uma distorgio de fase do sinal na banda
passante do filtro. Diversos trabalhos j4 foram propostos na literatura
visando implementar um filtro adaptativo que, durante o processo de adaptagio,
mantenha esta importante propriedade [10,11]. Nosso objetivo € impor a
caracterfstica de fase linear através do wuso de restrigdes, utilizando em

decorréncia o algoritmo MQR-RL para a adaptagio.

Uma condigio suficiente para que o filtro possua esta propriedade € a

simetria de sua resposta impulsional [6]). Isto implica em:
hy=h,, ., =01 .,N2-1 (4.10)
para N par, ou alnda:
hy=h, . 1=01 .., (N-1)/2 - 1 (4.11)

para N impar.
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Mostramos a seguir como a condigio acima pode ser imposta pelo uso de
restrigdes lincares apropriadas. Seja um filtro de ordem N-1, onde N € f{mpar,
sujeito a K=(N-1)/2 restrigdes lincares dadas pela matriz C KxN da seguinte

forma:
Ch=rt (4.12)
onde
1 0 0_|
0 1 0
0 0 1 I
cC=| o0 ... 0 |= o' 4.13)
0 0 -1 -J
0 -1 0
-1 0 0
[
£f=0 (4.149)

sendo que I € a matriz identidade KxK, 0 denota o vetor nulo € J a matriz

reflexio KxK. Quando N € par, K=N/2 ¢ a matriz C correspondente € dada por

|
C= S, (4.15)
-J

Podemos observar que estas restrigdes [Egs. (4.13) e (4.15)] correspondem
fielmente 2s igualdades das Egs. (4.10) e (4.11) e, uma vez sendo impostas a

um filtro, lhe conferem a propriedade de fase linear.

Para exemplificar o uso de restrigbes na obtengio adaptativa de um filtro
de fase linear, empregamos primeiramente um filtro de ordem 2 como filtro de

erro de predigio progressiva. A restrigio €

ch(n) = f ' (4.16)

onde

1
c= 0 (4.17)
1
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e f=0. Obviamente, deve-se também incorporar ao filtro a restrigio h =1 para
torné-lo um filtro de erro de predigio. Do contrério, obteriamos a solugio
clementar h=0.

Uma senéide real com freqiéncia normalizada de =/4 constitulu o sinal de

entrada, contaminado por rufdo branco para uma relagio sinal-rufdo de 3 dB.

A cvolugio dos coeficientes € mostrada na Figura 4.7(a). Verificamos
novamente a rédpida convergéncia, caracterfstica do algoritmo proposto. A
Figura 4.7(b) mostra a magnitude da resposta em frequéncia do filtro, onde se
constata uma forte atenuagio em uma freqléncia préxima 2 da sendide. Este
resultado € coerente com o posiclonamento do par de zeros conjugados complexos
sobre a circunferéncia de ralo unitirio e decorre da Imposigio de resposta de
fase linear. O posicionamento dos zeros do filtro ao longo da adaptagao ¢
mostrado na Figura 4.7(c), onde o tragado da circunferéncia ¢ omitido para
permitir a observagio da trajetéria dos zeros. Ainda notamos uma polarizagio
na frequéncia da sendide devido 2 elevada poténcia do rufdo. A Figura 4.7(d)
mostra a resposta de fase do filtro onde constatamos sua caracteristica

linear.
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(a)
Figura 4.7: Predigio Linear: Sendide contaminada por ruido branco (SNR=3dB):

(a) Evolugdo dos coeficientes;

(b) Magnitude da resposta em freqiéncia;
(c) Posicionamento dos zeros;

(d) Resposta de fase.
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(b)

Plak0 Z
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Como segundo exemplo, predizemos um sinal AR(6) com polos em O,

(?l,‘)etrll L O,Qctlnn. Para este caso empregamos um filtro de erro de
predigio de ordem 6 sujeito 2 restrigio dada na Eq. (4.13), sendo K=3. Os

resultados sio mostrados nas Figuras 4.8.
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Figura 4.8: Predicio Linear: Processo AR(6):

(a) Evolugio dos coeficientes;

(b) Magnitude da resposta em freqiéncia;

(c) Posicionamento dos zeros;

(d) Resposta de fase;
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4.4 CONCLUSOES

Os resultados de simulagio apresentados neste capftulo permitem verificar o
excelente desempenho do algoritmo MQR-RL. Além de preservar as J4 citadas
qualidades inerentes ao método dos minimos quadrados, o algoritmo mantém o
filtro adaptativo sujeito as restrigdes estabelecidas sem que isto provoque
problemas de convergéncia nem exija nenhum tipo de monitoramento durante a
adaptagio. Estas caracterfsticas foram constatadas em indmeros casos de
recuperagio e anulagio de ralas espectrals, dentre os quais selecionamos
algumas curvas para llustrar este capftulo. Mas uma atengio especial deve ser

dada também as duas extensdcs propostas aqui.

O algoritmo MQR-RL mostrou-se uma ferramenta eficiente para a
implementagio adaptativa do método de variincia mfnima, proporcionando o
desempenho esperado, dadas as caracteristicas do préprio método, para a

andlise espectral de um sinal.

Finalmente, através da imposigio de restrigdes adequadas e do consegliente
uso do algoritmo MQR-RL, propomos uma maneira simples de realizar filtros
adaptativos com fasc linear. O algoritmo ¢ eficiente e fornece uma
complexidade competitiva ‘em relacio a outras técnicas propostas na literatura

para este fim.
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Em vérlas aplicagbes, a Imposicio de restrigbes lincares aos coeficientes de
um filtro possibilita conferir aos sistemas ¢ sinals envolvidos propriedades
especificas desejadas. E convenlente implementar este filtro adaptativamente,
tendo em vista sua aplicagio em tempo real ou em situagbes envolvendo
processamento de sinals cujas caracteristicas ndo sdo estaciondrias. Neste
sentido, muitos trabalhos tém se dedicado a formulagio de algorftmos para
atualizagio dos coeficientes sob-restrigdes. Isto € particularmente frequente
em estudos direcionados a aplicagbes em antenas adaptativas. De todos estes
algoritmos, aqueles que sio de nosso conhecimento se baselam na técnica do
gradiente estocdstico (LMS). Conseqlientemente, apesar de sua robustez,
apresentam os Inconvenientes da taxa de convergéncia ser baixa e¢ dependente da
natureza do sinal processado. Além disto as tentativas que procuram superar
tals limitagbes estio restritas por relagbes de compromisso que envolvem

rapidez e preciséo.

Na procura de algoritmos mais eficientes, estendemos a teoria de Wiener,
associada a0 critério dos mifnimos quadrados, através da incorporagio de
restricbes lineares. De posse da solugdo 6tima obtida para o filtro,
desenvolvemos um algoritmo para filtragem adaptativa com restrigdes, que pode
ser visto como o dual do algoritmo RLS cléssico. Deste modo, preservamos as
caracterfsticas desejdveis do método dos minimos quadrados, que superam
significativamente os  problemas relacionados a0 método do gradiente.
Observando o desempenho do algoritmo proposto nos exemplos apresentados no
capftulo anterlor, constatamos que ecle constitui uma ferramenta itil e cria
uma nova alternativa para a realizagio da filtragem adaptativa sujeita a
restrigbes lineares. Também apresentamos uma forma original de formulagio de
restricbes que, quando assoclada ao algoritmo proposto, permite conferir a um
filtro a propriedade de fase linear. Este resultado constitui uma das
principals contribuigbes da tese, juntamente com © algoritmo prdpriamente
dito.

Verificando que o método de andlise espectral por variancia minima tem
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como principio a Incorporagio de uma restrigio lincar a um filtro, ¢ também
que a técnica dos mifnimos quadrados permite determinar seus coeficientes,
idealizamos uma implementagio adaptativa deste método. Isto ¢ um resultado de
significativa relevincia na medida em que possibilita ao método acompanhar as

nio-estacionaridades de um sinal assim como seu emprego em tempo real.

Verificamos que a complexidade do algoritmo MQR-RL ¢ malor do que a do
gradiente. Entretanto, a ecxisténcia de um dual do algoritmo RLS clédssico
sugere que exista também um dual, com restrigdes, do algoritmo FLS. Estd em
curso a iInvestigacio de tal algoritmo, que possibilitaria uma complexidade
mals préxima 2 do gradiente.

Ao longo do desenvolvimento realizado neste trabalho, podemos constatar a
diversidade de linhas de estudo vinculadas ao largo campo da filtragem com
restricdes por minimos quadrados. Entre estas, também € de nosso interesse
investigar a incorporacio de desigualdades lineares, restrigdes nao-lineares,
ou até mesmo de restrigdes ajustdveis [15].

No que diz respeito ao algoritmo MQR-RL, € natural que apresente as
dificuldades em termos de estabilidade préprias do algoritmo FLS cléssico.
Cabe entio, um estudo analitico aprofundado de seu comportamento em diversas

situagbes envolvendo filtragem com restrigbes lineares.
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