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Resumo

Network Calculus (NC) é um conjunto de regras e resultados para calcular
parametros de desempenho de redes de comunicacoes. As redes de comunicagoes sao exemplos
de Sistemas Dinamicos a Eventos Discretos (DEDS), ou seja, sistemas cujas mudangas de estado
sdo comandadas por eventos que ocorrem em instantes discretos. As restricbes matematicas de
alguns DEDS podem ser descritas mais adequadamente usando a algebra de didides. Existe,
portanto, uma relacao entre NC e algebra de diéides. No entanto, trabalhar em uma plataforma
completamente baseada na algebra de didides é uma abordagem nova para o NC. Nesse contexto,
as contribuicoes deste trabalho podem ser consideradas sob dois aspectos. Por um lado, no
uso sistemadtico da dlgebra de didides e na definicdo de métodos, baseados nessa algebra,
para a modelagem e andlise de desempenho de redes de comunicacées. Por outro lado, nas
analises desenvolvidas e resultados alcancados para alguns sistemas especificos. Como uma
forma de ilustrar os métodos propostos, analisam-se componentes comuns a modelos de redes
de comunicagoes, tais como: enlaces conservativos, reguladores de trafegos, buffers de recepcao
e multiplexadores. Alguns resultados alcancados para esses sistemas sdo inovadores e menos
conservativos do que os encontrados na literatura.

Palavras-chave: Network Calculus, Qualidade de Servigo, Sistemas Dinamicos a
Eventos Discretos, adlgebra de didides.

Abstract

Network Calculus (NC) is a set of rules and results regarding performance parameters
of communication networks. Communication networks are examples of Discrete Event Dynamic
Systems (DEDS), i.e., systems whose state transitions are triggered by events that occur at
discrete instants. The mathematical constraints of some DEDS can be described more adequately
using the dioid algebra. Therefore, there is a relationship between NC and the dioid algebra.
However, working on a framework completely based on the dioid algebra is a new approach to
the NC. In this context, the contributions of this work can be considered under two aspects.
On one hand, in the systematic use of the dioid algebra and the definition of methods based
on this algebra to model and analyze performance of communication networks. On the other
hand, in the analysis developed and results achieved for some specific systems. To illustrate
the introduced methods, some systems that are commonly found in models of communication
networks were analyzed. Among them: conservative links, traffic regulators, receive buffers (or
packetizers) and multiplexers. Some of the results obtained for these systems are new and less
conservative than those in the literature.

Keywords: Network Calculus, Quality of Service, Discrete Event Dynamic Systems,
dioid algebra.
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Fungéo de p-atraso varidvel a(t).

Fungéo limitante do p-atraso A(t).

Medida de atraso virtual instantdneo em relagao ao fluxo de saida.
Fungoes de distancia horizontal entre curvas de regulacao e de servigo.
Curva de servigo que satisfaz um limitante de p-atraso a(t).

Capacidade méaxima de transmissao de um enlace conservativo.

Ponto em que, dadas duas funcées em C e dois instantes de tempo, o produto

em ¢ atinge o minimo. Por exemplo, £ : (z03)(s,t) = z(s,&) + B(&, ).
Fungéo de atraso virtual varidvel D(t).

Tamanho maximo dos pacotes de um dado fluxo.

Funcao de quantizacao que descreve matematicamente o comportamento de

um buffer de recepcao.

Funcao que limita o quao lento uma dada funcao de fluxo pode variar.
Funcao limitante para o atraso de reordenagao gerado pelo fluxo k no fluxo i.
Funcéao limitante para o backlog de reordenacao gerado pelo fluxo &k no fluxo i.

Conjunto dos fluxos com menor prioridade do que o fluxo 7.
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Capitulo 1

Introducao

Redes de comunicagoes com suporte para servigos integrados (Intserv - Braden et al.,
1994) ou diferenciados (DiffServ - Blake et al., 1998) podem transportar tréafegos de uma grande
variedade de aplicagoes e ainda serem capazes de prover garantias de desempenho para trafegos
de tempo real, como video sob demanda (VoD), videoconferéncias e voz sobre IP (VoIP) (Parekh
e Gallager, 1993). Para satisfazer seus usudrios finais, cada tipo de aplicacdo demanda um certo
requisito de Qualidade de Servigo (QoS), tal como méaximo atraso fim-a-fim, maxima variacao
de atraso (ou jitter) e minima taxa de transmissao de dados. Esse cendrio de trafegos impde
a determinacao de limitantes de parametros de QoS e mecanismos de filtragem de tréafegos,
para evitar a monopolizacao de recursos de redes por um tnico fluxo e a conseqiiente piora na
qualidade de servigo oferecida a outros fluxos. Por exemplo, considere-se uma radio online. Neste
caso, apresentar aos ouvintes um servico de qualidade significa disponibilizar dudio sem cortes
ou ruidos, a uma taxa adequada. Para conseguir a qualidade desejada, em geral, a partir da
requisicao do ouvinte, dados sdo armazenados em um buffer durante algum tempo. Esse buffer é
importante para que o usudrio nao perceba eventuais oscilagcbes na taxa de dados recebidos e
conseqiientes falhas no dudio, mas nao pode ser tao grande ao ponto de fazer o ouvinte desistir
de ouvir a rddio porque o atraso inicial (até comegar a ouvir a radio) é muito grande.

O Network Calculus (NC) surgiu no contexto de prover QoS a Internet, como um
fundamento matemadtico para um estudo mais rigoroso da arquitetura DiffServ/IntServ em um
contexto estdtico! e deterministico. O NC pode ser definido como um conjunto de regras e
resultados para calcular limitantes de parametros de desempenho em redes de comunicacoes e
¢ uma forma alternativa a teoria de filas classica, para analisar o comportamento de sistemas
de filas. O NC se baseia na idéia de que uma anélise detalhada dos fluxos de trafego nao é

necessdria, para analisar o desempenho de uma rede em termos dos requisitos de servigo (Malaney

IEstético, porque nio se leva em conta a natureza de tempo real de aplicacoes (Parekh e Gallager, 1994).
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e Rogers, 1999). A teoria existente sobre o NC estd basicamente descrita em Le Boudec (1996),
Chang (2000), Chang et al. (2002) e Le Boudec e Thiran (2003) e uma introdugao ao assunto
pode ser encontrada em Agrawal et al. (1999), Le Boudec et al. (2000a), Le Boudec et al. (2000b),
Firoiu et al. (2002) e Benvenuti et al. (2003).

A evolucao da tecnologia trouxe a tona sistemas dinamicos complexos, cujo espaco
de estados é descrito por um conjunto discreto, e cujas transigoes de estados sao associadas a
ocorréncia instantanea de eventos. Esses sistemas sao chamados Sistemas Dinamicos a Eventos
Discretos (DEDS). As redes de comunicagoes, alvo de estudo do Network Calculus, sdo exemplos
de DEDS. Nesse caso, por exemplo, pode-se definir como varidvel de estado o nimero de pacotes
presentes na rede; e como eventos, a chegada e a saida de pacotes. Outros exemplos de DEDS
sdo: sistemas de manufatura flexivel, sistemas de controle de trafego, sistemas multiprocessados
e sistemas de logistica.

DEDS nao sao adequadamente descritos pelo arsenal matemaético centrado em
equacoes diferenciais ou a diferencas. Para esses sistemas, hé técnicas alternativas mais
adequadas, conforme discussdo em Cassandras e Lafortune (1999). Em geral, os DEDS levam
a uma descrigdo nao-linear na algebra convencional de nimeros reais. Contudo, existe uma
subclasse desses sistemas que pode ser modelada linearmente na Algebm de Didides. As
caracteristicas intrinsecas a essa algebra sao, portanto, mais adequadas para o tratamento desses
sistemas.

A relacao entre o NC e a algebra de didides esta presente na literatura. Por exemplo,
Le Boudec (1996) utiliza a édlgebra de didides para representar restri¢oes da taxa de servigo
minima de redes; e Chang (1998b) e Chang et al. (2002) mostram que calculos de limitantes
de desempenho em redes de comunicacoes sao simplificados, se suas restrigoes sao representadas
nessa algebra. Contudo, o potencial da algebra de didides para o tratamento sistematico de redes
de comunicagoes ainda nao foi totalmente explorado.

Os trabalhos existentes sobre NC em geral utilizam uma notagao heterogénea
(&lgebra tradicional e de didides) para representar as restrigdes mateméticas de sistemas, o
que obscurece as relacoes entre variaveis. Além disso, alguns simbolos utilizados na literatura
do NC e de didides aparecem com significados diferentes, dificultando o correto entendimento
de expressoes. Nesse contexto, os objetivos deste trabalho podem ser considerados sob dois
aspectos. Por um lado, deseja-se utilizar sistematicamente as propriedades da dlgebra de didides

na formulacao e derivagao de resultados em NC. Em particular, deseja-se:

e Uniformizar a notacao utilizada, em torno da literatura de didides.
e Usar mais sistematicamente resultados conhecidos da dlgebra de didides.
e Definir métodos para o tratamento sistematico e modular de problemas como a modelagem

e a determinacao de parametros de QoS em redes de comunicacoes.



e Quando possivel, apresentar resultados e demonstragbes completamente na algebra de

didides.

Por outro lado, deseja-se obter resultados menos conservativos para problemas encontrados na
literatura.

Como uma forma de ilustrar os métodos propostos neste trabalho, analisam-se
alguns componentes encontrados freqiientemente em modelos de redes de comunicagoes, tais
como: enlaces conservativos, reguladores de trafegos, buffers de recepcao e multiplexadores.
Em particular, destacam-se as andlises desenvolvidas para multiplexadores, apresentadas nos
Capitulos 6 e 7.

Trabalhar em uma plataforma completamente baseada na algebra de didides é uma
abordagem nova para o NC. Ha muitos resultados tteis da algebra de didides que ainda nao foram
explorados e podem ser usados para melhorar resultados conhecidos ou resolver problemas novos,
relacionados a limitantes de desempenho ou & modelagem de redes de comunicagoes. Além disso,
vale ressaltar que a comunidade de Sistemas Dinamicos a Eventos Discretos aplica o formalismo
da &lgebra de didides sistematicamente, para a modelagem e controle de DEDS. Seria, portanto,

positivo se ambas comunidades (DEDS e NC) compartilhassem as mesmas técnicas.

Este trabalho estd dividido da maneira descrita a seguir. No Capitulo 2, apresenta-se
um breve histérico do NC, introduzindo alguns conceitos importantes, como “curvas de
regulacio”? e “curvas de servico”. No Capitulo 3, apresentam-se definicdes e resultados da
algebra de didides que formam a base matematica deste trabalho. No Capitulo 4, definem-se os
diferentes tipos de restricoes matematicas aqui tratados. A partir dessas restrigoes, formam-se
unidades de modelo, chamadas de elementos bdsicos, com as quais é possivel o tratamento
de diversos problemas relacionados a redes de comunicagoes. No Capitulo 5, a partir dos
elementos basicos, define-se um método para a determinacao de parametros de QoS em redes
de comunicacGes. A partir desse método, determinam-se, para um sistema simples, alguns
limitantes de desempenho como méaximo atraso fim-a-fim e méxima utilizagdo de buffers (ou
backlog). Finalmente, introduz-se o conceito de equivaléncia entre modelos de sistemas e se
obtém algumas regras para a simplificacdo desses modelos. No Capitulo 6, analisa-se um
sistema com agregacao (multiplexagao) dos tréfegos de entrada. No Capitulo 7, analisam-se
componentes comumente encontrados na modelagem de sistemas de comunicagoes, tais como:
enlaces conservativos, reguladores de trafegos, buffers de recepcao e multiplexadores. Finalmente,
no Capitulo 8, apresentam-se conclusoes do trabalho e sugestoes para trabalhos futuros.

Para dar mais fluéncia ao texto, as demonstracoes de algumas propriedades dos

2Na literatura, h4 uma multiplicidade de nomes associados ao conceito de curva de regulagio (e.g., “arrival
curve”). Uma revisao histérica destes termos é apresentada no Capitulo 2.
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Capitulos 3, 4, 6 e 7 estdao apresentadas a parte, respectivamente, nos Apéndices B-E. Além
disso, no Apéndice F, apresentam-se alguns resultados da literatura, referenciados ao longo do
texto; e, no Apéndice G, as demonstracbes de algumas passagens especificas. Para facilitar
consultas futuras, as tabelas de resultados apresentadas ao longo deste trabalho estao repetidas

no Apéndice A.



Capitulo 2

Network Calculus

Pode-se definir Network Calculus (NC) como uma compilacao de regras e resultados
relacionados a determinacao de limitantes de parametros de desempenho em redes de pacotes
(Le Boudec, 1998). O NC surgiu no inicio dos anos noventa como uma ferramenta deterministica
para a analise do desempenho de redes de comunicagoes, mais especificamente redes de pacotes
com garantia de servigo, mas existem extensoes do NC em um contexto estocastico (Vojnovié¢ e
Le Boudec, 2002; Liebeherr et al., 2003; Pandit et al., 2004; Jiang, 2006; Li et al., 2007). Neste
trabalho, o NC é visto em um contexto puramente deterministico.

O modelo de redes utilizado estd descrito a seguir e se baseia em Sariowan (1996).
Uma rede consiste de um conjunto de nés roteadores interconectados por enlaces. Assume-se
um modelo de circuito virtual, no qual pacotes de uma sessao trafegam por um caminho fisico
pré-definido. Desta forma, pacotes de uma mesma sessao seguem um mesmo caminho (Le Boudec
e Hébuterne, 2000). Uma rota consiste de um conjunto de enlaces ordenados conectando fonte
e destino de uma sessdo. Como em Fidler (2003), consideram-se apenas rotas sem ciclos'. A
rota é configurada no estabelecimento da sess@o e permanece inalterada enquanto a sessao estd
ativa. Ao invés de impor uma estrutura probabilistica especifica, assume-se que o trafego de
entrada é arbitrario, mas obedece a alguma restricdo de rajada, conforme explicado a seguir.
Consideram-se servicos sem preempg¢do, ou seja, uma vez que um servidor comegou o servigo de

um pacote, deverd continuar até seu ultimo bit.

Em geral, fontes de trafego geram fluxos? de uma maneira desconhecida e aleatéria.

Portanto, um possivel método para modelar fontes de trafego consiste em escolher um processo

'Ao configurar os caminhos seguidos por pacotes, utiliza-se algum algoritmo de prevencéo de ciclos, como
spanning tree, up/down routing ou turn prohibition (Starobinski et al., 2003).

2Um fluxo de trafego (ou simplesmente fluxo) é um conjunto de pacotes com as mesmas caracteristicas, os
quais trafegam entre dois pontos terminais de uma rede. Por exemplo, um conjunto de pacotes com os mesmos
nés de origem e destino (ou mesmos nés de ingresso e de egresso) e um conjunto de atributos que determinam seu
comportamento e seus requisitos & rede, como classe de servigo e identificador de sessdao (Daniel-Cavalcante, 2001).
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estocastico para o trafego emitido. Esse tipo de modelo permite fazer inferéncias estatisticas sobre
o desempenho de redes, como, por exemplo, a probabilidade do atraso fim-a-fim de um pacote
exceder T unidades de tempo. O NC, ao contrario, trabalha com limitantes deterministicos para
medidas de desempenho. Esses limitantes podem ser usados para a configuragao de redes com
garantia de desempenho no pior caso. Para o exemplo anterior, determinam-se condigoes para
que o atraso de pacotes nunca exceda T unidades de tempo (Kumar et al., 2004).

As principais ferramentas para a obtencao de limitantes de QoS em redes de pacotes
sdo o Network Calculus e a Teoria de Filas. A Teoria de Filas busca valores médios de parametros
de desempenho, com o sistema em um estado de equilibrio; o NC faz uma anélise de pior caso
buscando limitantes para esses parametros (Pandit et al., 2004). Se, por um lado, ao determinar
limitantes no pior caso, o NC é conservativo, por outro lado, limitantes de parametros de
desempenho sdo bem mais facilmente obtidos usando os resultados do NC.? Outros métodos
para obtencao de medidas de desempenho no contexto de redes podem ser encontrados em Liu
et al. (2001), Firoiu et al. (2002) e Cassandras et al. (2002).

O NC se baseia na idéia de que nao é necessaria uma analise detalhada de fluxos
de tréfego, para especificar o desempenho de uma rede de comunicagoes, dado que as seguintes

condigOes sejam satisfeitas:

e O fluxo de entrada da rede seja limitado.

e Alguma garantia minima de servico por fluxo seja fornecida.

As condigoes acima definem um sistema minimo para o NC: um filtro que limite o
trafego de entrada; e uma rede de pacotes que forneca alguma garantia minima de servigo. A
Figura 2.1 ilustra esse sistema. Essas condicoes estao diretamente relacionadas a dois conceitos
fundamentais do NC, apresentados a seguir: as “curvas de chegada” ou “curvas de entrada” e as

“curvas de servigo”.

Filtro

Regulador

Figura 2.1: Rede com fluxo de entrada sujeito a um filtro regulador.

3Uma desvantagem da Teoria de Filas é que normalmente, para obter resultados de complexidade aceitavel,
assumem-se tréfegos Markovianos (Pandit et al., 2004).
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2.1 Curvas de regulacao

Considere-se uma fungao z : ZT — RT U {400}, tal que x(t) representa a quantidade
de dados que passam em um determinado ponto de uma rede de comunicagoes no intervalo de
tempo (0,t]. A funcao z(t) é, portanto, nao-decrescente em t.

Como mencionado anteriormente, o NC considera que fluxos de entrada de redes
sdo limitados de uma forma conhecida. Essa idéia gerou o conceito de “restrigbes de rajada”
(burstiness constraints), introduzido em 1991 por Cruz (1991a) e Cruz (1991b) da maneira
descrita a seguir. Como ilustrado na Figura 2.1, seja & uma funcao que representa o fluxo
de entrada de uma determinada rede. Nesse caso, para alguma funcao o : ZT — R* U {400}, a

seguinte inequacao deve ser satisfeita, Vs,t € Z™, tal que s < t:
xz(t) —x(s) <ot —s). (2.1)

Le Boudec (1996) chama as fungbes o para as quais a inequagao (2.1) é satisfeita de “curvas de
entrada” (arrival curves). Esse termo ¢ utilizado mais freqlientemente na literatura do NC do
que “restricoes de rajada”.

Qualquer que seja a fungao u(t) ilustrada na Figura 2.1, mesmo que nao satisfaca a
inequagao (2.1), produzird, apds passar pelo “Filtro Regulador”, uma curva z(t) que satisfaz a

inequacao (2.1). A Figura 2.2 ilustra o efeito de uma curva de entrada o(t).

1500 w w w w 1500

= =

5 g

8 1000 +-+++=-ssweesrresens e 1000 ++-++=-resressreeseneaenocy

I} [

= e

A g

56 CG

= i

= 500 g 500

: :

= — o(t)

@’ = o) < ul)
0 ‘ ‘ ‘ - u(t) ‘ ‘ ‘ ~ (1)
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Tempo (s) Tempo (s)
(a) Curva de entrada o(t) e fluxo u(t) (b) Curvas o(t), u(t) e z(t)

Figura 2.2: Exemplo de curva de entrada o(t). Em (a), a curva o(t) e uma instanciacao do fluxo
de entrada u(t). Em (b), repetigdo das curvas o(t) e u(t) e a curva de saida do regulador, z(t).

Considere-se a definicao de fungdes invariantes e variantes no tempo apresentada a

seguir.

4Células sio pacotes de mesmo tamanho.
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Definigao 1 (Funcdes invariantes e variantes no tempo). Seja f uma fungdo do tipo f : (Z1)? —

RT U{+o0}. A fungdo f € invariante no tempo se atende a seguinte igualdade:
f(s,t) = f(s+d,t+d), Vd € Z, (2.2)

ou seja, o valor de f(s,t) depende apenas do tamanho do intervalo(s,t]. Notagao: f(s,t)= f(t—s).

Se, por outro lado, a equacao (2.2) nao € satisfeita, entao f € uma fungao variante no tempo.

Existem filtros reguladores que sao melhor representados por curvas de entrada
variantes no tempo. Neste sentido, Chang et al. (2002) apresentam uma versao variante no
tempo para a inequagao (2.1). Nesse caso, considera-se que uma fungao de tréfego x satisfaz

uma “envoltéria superior” (upper envelope) o, quando a seguinte inequacao é satisfeita:
x(t) — x(s) < o(s,t). (2.3)

Chang et al. (2002) chamam a relagdo expressa na inequacao (2.3) de “restrigdo de regulacao”
(regulation constraint).

Seja z : (Z1)? — Rt U {+0o} uma funcdo tal que z(s,t) representa a quantidade de
dados que passam em um determinado ponto de uma rede de comunicacdes no intervalo de tempo
(s,t]. Para cada valor de s, z(s,t) deve ser uma fungao nao-decrescente de t. Neste trabalho,
chama-se ‘“restricao de regulagdo” uma expressao parecida com a inequagao (2.3), apresentada

na Definicao 2.

Definicdo 2 (Restricdo de regulacio e curva de regulacdo). Sejam z,0 : (Z1)? — RT U {+o00}

funcoes que satisfazem a sequinte inequacdo, Vs, t € ZT, com s < t:
x(0,t) — x(0,s) < o(s,t). (2.4)

A inequagdo (2.4) é chamada de “restri¢cao de regulag¢do” e a fun¢ao o € chamada de “curva de

requlacao” da funcao x.

Observagao 1. A quantidade de dados que passam em um determinado ponto de uma rede
de comunicagoes no intervalo de tempo (s,t], x(s,t), € dada por x(t) — x(s). Neste trabalho,
entretanto, visando um formalismo mais uniforme, apresentado no Capitulo 3, utiliza-se a funcdo
x: (Z1)? — RYU{+o00} para representar essa quantidade de dados. Como este capitulo pretende
fazer uma revisao ao mesmo tempo conceitual e historica do NC, serdo usadas (apenas neste

capitulo) as duas notagées, z(t) e x(s,t), concomitantemente, sem dar origem a confusao.

Em Cruz (1995), a curva de regulacao do tréfego de saida de uma rede é chamada de
“curva de saida” (departure curve). Considerando que ambas (a curva de entrada e a curva de

saida) tém o mesmo significado de limitacao de rajadas de trafegos, neste trabalho, preferiu-se
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usar a mesma denominagao (curva de regulagao) evidenciando que ambas pertencem ao mesmo
“tipo de restrigao”.
As curvas de regulacao mais comumente encontradas na literatura sdo as seguintes
funcoes, Vs,t € ZT, com s < t:
ot—s)=b+r-(t—s). (2.5)

Em geral, quando uma funcao x satisfaz a curva de regulagao o expressa na equacao (2.5), diz-se
que x estd sujeito a um leaky bucket® (ou token bucket) com tamanho de balde de tokens b e
taxa de criacao de tokens r. Para uma melhor compreensao da equacao (2.5), considere-se uma
rede cujo fluxo de entrada estd sujeito a um filtro do tipo leaky bucket. Esses filtros funcionam
da seguinte maneira: cada pacote precisa de um token (permissdo para transmissdo) ou um
conjunto de tokens, para ser transmitido; esses tokens sao gerados a uma taxa r fixa, e pacotes
sao liberados para transmissao na rede apds a remogao da quantidade necesséria de tokens (se
houver tokens suficientes). Nao hé limite para o niimero de pacotes que podem ser armazenados
pelo filtro. Dessa forma, considera-se que leaky buckets possuem buffers de tamanho infinito.

Mas o nimero méximo de tokens ¢é limitado em b (Parekh e Gallager, 1993).

2.2 Curvas de servico

Cruz (1991a) e Cruz (1991b) utilizam limitacoes de rajadas de trafegos (equagao 2.1),
para determinar limitantes de atraso de alguns sistemas. A idéia principal de Cruz (1991a) e Cruz
(1991b) é modelar sistemas complexos a partir de sistemas simples. Como exemplo, modela-se
um roteador, a partir da juncao em série de um multiplexador, um buffer e um demultiplexador.
Dos modelos obtidos para sistemas simples, encontram-se limitantes de atraso para sistemas mais
complexos, somando os atrasos de cada parte. Os limitantes obtidos por esse procedimento sao
conservativos, porque admitem que um mesmo pacote pode sofrer o atraso méximo em redes
consecutivas (Cruz, 1995). Esse principio é chamado de “Pay Burst Only Once”® em Le Boudec
e Thiran (2003).

Parekh e Gallager (1993) e Parekh e Gallager (1994) mostram que os limitantes
obtidos para um sistema a partir da soma dos limitantes de suas partes podem ser melhorados,
quando os enlaces de uma rota sao tratados em conjunto. Para tornar possivel esse tratamento

conjunto, definem as “curvas de servigo universais”, conforme a Defini¢ao 3.

Definigao 3 (Curva de servigo universal). Seja l o k-ésimo enlace do caminho de um fluxo de
interesse, i. A curva de servigo universal p'(t) do fluxo i ao passar pelos enlaces ly,--- ,ln,

representa o mumero minimo de bits de i que podem atravessar uma sub-rede formada pelos

5Literalmente, “balde furado”.
6“Pay Burst Only Once” pode ser traduzido como “Considerar Rajadas Apenas Uma Vez”.
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enlaces ly, ...l nas primeiras t unidades de tempo apos o inicio de uma rajada. Seja x; uma
fungao que representa o fluxo i antes de entrar no enlace ly; e seja y;"* uma funcao que representa
o fluxo i ao deixar o m-ésimo enlace de seu caminho, l,,. Considere-se s um instante em que a
rede nao contém pacotes do fluro i. A sequinte inequacdo deve ser satisfeita:

yi'(s,t) = min {@;(s,7) + pi"(t —7)}.
s<7<t

(Parekh e Gallager, 1994, Lemma 8).

As curvas de servico representam um limitante inferior para a quantidade de servico
alocada por uma rede para um dado fluxo (Agrawal et al., 1999). Da Definicdo 3, pode-se
perceber que, ao invés de caracterizar servigo a partir de um tnico numero, como maximo atraso
ou minima taxa de servigo de dados, as curvas de servico especificam as caracteristicas do servigo
oferecido a partir de uma func¢ao. Desta forma, contém um amplo espectro de caracteristicas do

servigo oferecido (Sariowan et al., 1999).

A partir das definicoes de curvas de entrada e de servico, os dois conceitos
fundamentais para o desenvolvimento do NC se fazem presentes. Dessa forma, pode-se dizer
que o NC tem suas bases em Cruz (1991a), Cruz (1991b), Parekh e Gallager (1993) e Parekh e
Gallager (1994).

Cruz (1995) mostra que as curvas de servigo sdo convenientes para o gerenciamento
deterministico de garantias de QoS em redes, porque medidas de desempenho fim-a-fim podem
ser obtidas facilmente a partir destas curvas e de restricoes de rajadas dos trafegos de entrada.
Defina-se “backlog” a quantidade de dados internos a um determinado sistema, ou seja, os dados
“em transmissao”. Sariowan et al. (1995) e Cruz (1995) reapresentam a defini¢ao de curva de

servigo, conforme a Definicao 4.

Definigao 4 (Curva de servigo estrita). Sejam x,y, respectivamente, os fluzos de entrada e de
satda de um determinado servidor. Uma curva de servigo estrita representa o minimo niumero
de pacotes de uma sessdo que tém que deizar um servidor em um dado intervalo de tempo, em
um periodo de backlog ndo nulo. Matematicamente, tem-se, Vt € Z*, s € ZT, tal que s < t,

x(s) = y(s) (o sistema estd vazio no instante s) e a sequinte inequagao € satisfeita:

y(s,t) > B(t — s).

A partir da Defini¢ao 4, usando a idéia de trabalhar com os enlaces de uma rota em
conjunto, Sariowan et al. (1995) e Cruz (1995) definem a curva de servi¢o ao longo do caminho
percorrido por um dado fluxo de interesse da forma apresentada a seguir. Seja [; ,, a curva de

servico estrita do fluxo ¢ ao percorrer um enlace [,,,. Considere-se que o fluxo ¢ percorre um total
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de M enlaces, sendo ly,--- , Il seu percurso total, e que o backlog do fluxo i no enlace [y é nulo
no instante 7. Entre os fluxos de entrada em [; e saida em [y, o sistema dedica ao fluxo i a
seguinte curva de servico:

M
BNET () = min { > @M(Tm)} : (2.6)
m=1

M
T1yeey T 2 0; Zmzl Tm =1

Sariowan (1996) e Le Boudec (1996) mostram que a curva de servigo da Defini¢ao 4

¢ mais restrita do que o necesséario e apresentaram uma nova definicao, apresentada a seguir.

Definicao 5 (Curva de servigo invariante). Sejam x,y, respectivamente, os fluros de entrada e
de saida de um determinado sistema. FEsse sistema apresenta uma curva de servico invariante

B(t), seVt € ZT, Is € ZT, com s < t, tal que a sequinte inequagdo € satisfeita:

y(t) = a(s) + B(t — ),

ou seja, V't € Z+:
y(0) > min, fa(s) + (0~ )} (2.7

Observagao 2. O conceito de curva de servigo apresentado na Definicdo 5 € mais amplo do que
o apresentado na Definicdo 4, porque nao se exige backlog nulo no instante s. Dadas curvas de
servigo definidas segundo a Defini¢ao 5 para todos os enlaces do caminho de um dado fluzo i, a
curva de servigo fim-a-fim para o fluzo i pode ser definida como na equagdo (2.6), relaxando-se

a restricao de backlog nulo para o primeiro enlace.

A Figura 2.3 apresenta um exemplo de curva de servigo invariante 3(t) e do limitante

para o fluxo y(t), f(t) = ming<s<¢ {x(s) + B(t — s)} (inequagao 2.7).

350 350
& 300 & 300
= =
g 2500 ‘8 250r
) )
< 200 < 200
s E
'_cg 150F "g 150F ]
o o f(t) = min {z(s) + Bt — )}
E 100 E 100 oSSt ]
= S — a(t)
C  50r C  50r y(t)

‘ ‘ = 8@ ‘ ‘ A1)
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Tempo (s) Tempo (s
(a) Curva de servigo 3(t) (b) Curvas z(t), y(t) e f(t%jg y(t), vt (limitante para

y(t), obtido a partir da inequagéo 2.7)

Figura 2.3: Exemplo de curva de servigo 5(t). Em (a), a curva §(¢). Em (b), uma instanciacao
do fluxo de entrada z(t), do fluxo de saida y(t) e do limitante f(t) = mino<s<¢ {z(s) + B3(t — s)}.
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Le Boudec et al. (2000a) fazem uma comparacdo entre a inequagao (2.7), que
relaciona os fluxos de entrada e de saida de uma dada rede com curva de servigo (3(t), e a
expressao entre as tensoes de entrada e de saida de um circuito RC, respectivamente, as fungoes
x(t) e y(t) indicadas na Figura 2.4.” Essa comparacio entre curvas est4 apresentada sucintamente
a seguir. Uma versao mais detalhada encontra-se em Le Boudec e Thiran (2003, Introduction) e
Benvenuti et al. (2003).

Considere-se um circuito RC, ilustrado na Figura 2.4. Seja x(t) o sinal de entrada e

y(t) o sinal de saida, conforme ilustrado.

R
a(t) c C_l_o y(®)

Figura 2.4: Circuito RC, formado pela jungdo em série de um resistor R e um capacitor C.
Considera-se x(t) a tensao de entrada, e y(t) a tensao de saida.

A resposta ao impulso® deste circuito é dada por, Vt € R™:

1 -
0= (1)

A fungao y(t) esta relacionada a funcao z(t) da seguinte maneira:

y(t) = /0 2(s) - h(t — 5) ds. (2.8)

A integral expressa na equacao (2.8) é chamada de convolucao. Nesse caso, mais
especificamente, a convolucao da tensao de entrada, x(t), e a resposta ao impulso do circuito RC,
h(t). Comparando as equagoes (2.7) e (2.8), e considerando que uma integral representa uma
soma de termos, pode-se perceber que existe uma correspondéncia entre convolugao de funcgoes
no tempo e restricoes de servico em redes. De fato, a operacdo de min e a soma em uma,
correspondem & soma (ou integragao) e & multiplicacdo na outra. Tendo isso em vista, Le Boudec
(1996) passa a chamar a operagdo entre as fungoes x e [ na inequagao (2.7) de “convolugao
min-plus” (Le Boudec, 1996, Definition 5). Esse termo é uma referéncia ao didéide min-plus
(Baccelli et al., 1992). A seguir, no Capitulo 3, é apresentada uma definicdo de didides e
sao citadas algumas caracteristicas da algebra de didides. Em particular, apresenta-se o didide

min-plus, no Exemplo 3.2.

"Chama-se circuito RC o circuito formado pela juncéo em série de um resistor de resisténcia R e um capacitor
com capacitancia C.

8Neste caso, resposta ao impulso significa a tensio do capacitor, quando z(t) é um pico infinito de tensio
aplicado no instante t = 0, com duragao desprezivel.
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A denominagao “Network Calculus” surge quando é explicitada uma relagdo entre o
didide min-plus e a representacao de restrigoes de elementos de redes de comunicagoes, como uma
forma de realgar a adequacao da algebra de didides para o tratamento desses sistemas. Nesse
sentido, uma possivel traducao para o termo Network Calculus seria “dlgebra de redes”.

A partir do momento em que é explicitada a relagao entre algebra de didides e redes de
comunicagoes, procura-se encontrar expressoes lineares nessa algebra, para representar restricoes
de sistemas. Chang (1997) menciona que determinados sistemas podem ter suas restri¢oes
escritas linearmente na algebra min-plus, mas nao chega a utilizar os simbolos convencionais
dessa dlgebra. Especificamente, menciona que a regulacao de trafegos pode ser alcangada por
um filtro linear invariante no tempo com resposta ao impulso o, na algebra min-plus, quando a
fungao o é crescente e sub-aditiva (Defini¢ao 32, Apéndice F). Chang (1998b) apresenta a dlgebra
min-plus mais rigorosamente e reapresenta os conceitos de curvas de regulagao e de servico nessa
algebra discutindo como é possivel obter reguladores 6timos a partir de métodos sistematicos.

Outro exemplo de trabalho que expressa linearmente na algebra de didides as
restri¢oes de redes de pacotes, Baccelli e Hong (2000) mostram que, em uma conexao controlada
via protocolo TCP, as varidveis que representam os instantes de saida de pacotes em cada roteador
satisfazem uma relagdo linear na algebra max-plus. Esse modelo foi analisado por Andreola
(2007) para uma rede sem fio.

Embora, a partir de 1996, explicitar a relagao didides/redes seja um ponto comum
na literatura do NC, nao existiu (como ainda nao existe) uma uniformidade na notacao utilizada.
Por exemplo, Le Boudec (1996) e Malaney e Rogers (1999) definem a “convolugao” entre duas

funcdes x e 8 da seguinte maneira:
(z®B)(t) = min {a(s) + B(t - s)} -

Essa mesma operacao de “convolucao” é denotada (zx 3)(t) em Chang (1998b), e (z ® (3)(t) em
Le Boudec (1998). Para um cendrio de funcoes invariantes no tempo em que nao se expressam
restrigoes entre fungoes matricialmente, a notagao (z® ) é, sem divida, a utilizada na literatura
recente do NC. Porém, quando z e [ expressam matrizes (Cruz e Taneja, 1998; Chang, 1998a;
Chang, 1998b; Malaney e Rogers, 1999) ou sao fungoes variantes no tempo (Chang e Cruz, 1999;
Chang, 2000; Chang et al., 2002; Kim e Hou, 2004), a diversidade de notacao ainda é presente.

Chang et al. (2002) reapresentam o conceito de curva de servico para funcoes
variantes no tempo. Nesse caso, considera-se que a funcao y satisfaz uma curva de servigo
em relagao ao fluxo x (Figura 2.1) se, Vt € Z*, 3s € ZT, tal que s < t, e a seguinte inequagao é

satisfeita:

y(t) = a(s) + B(s,1). (2.9)
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Neste trabalho, chama-se “restricao de servigo” uma expressao parecida com a

inequacao (2.9), apresentada a seguir, na Defini¢ao 6.

Definigdo 6 (Restri¢do de servico e curva de servico). Sejam x,y,3 : (ZT)? — RT U {+o00}

funcdes que satisfazem a sequinte inequacdo:
VteZT, Is <t:y(0,t) > 2(0,5) + B(s, 1),

ou seja,
Vte ZT :y(0,t) > Orgigt{x(o, s) + B(s,t)}. (2.10)

A inequagao (2.10) é chamada de “restricdo de servigo” entre x e y; e a func¢do 3 correspondente

€ chamada de “curva de servigo”.

2.3 Resultados da literatura

No contexto deterministico, no qual se insere esta tese, existem duas linhas principais
de trabalhos que utilizam os resultados do NC. A primeira busca a determinacdo de limitantes
de parametros de QoS, a partir de informagoes sobre o trafego de entrada e de informagoes
sobre servigo (descrigdo do comportamento do sistema, disciplina de servigos adotada, garantia
minima de servicos fornecida). Em geral, na literatura, encontram-se trabalhos relacionados
aos seguintes parametros de QoS: atraso, backlog, variagao de atraso (jitter), taxa mdxima e
efetiva de envio de dados (respectivamente, throughput e effective bandwidth) e curvas de servigo.
Por exemplo, Goyal et al. (1997) determinam medidas de atraso fim-a-fim, quando o algoritmo
de escalonamento é do tipo Guaranteed Rate (GR - Goyal et al., 1997). Barta et al. (2001)
determinam atraso fim-a-fim em redes que empregam a disciplina GPS (Generalized Processor
Sharing - Parekh e Gallager, 1993) em cada nd. Outros exemplos de trabalhos nesta linha sao:
Le Boudec e Verscheure (2000a), Le Boudec e Verscheure (2000b), Jasperneite et al. (2002), Kim
e Hou (2004), Rizzo e Le Boudec (2005), Morais (2005), Fidler e Schmitt (2006) e Li et al. (2007).

Uma outra linha de trabalhos é o controle de admissdo ou escalonamento de trafegos
(Keshav, 1997) visando a manutencao de limitantes de interesse dentro de uma faixa de valores
determinada, ou visando a satisfacdo de uma curva de servico pré-determinada. Por exemplo,
Fidler (2003) discute como resultados do NC podem ser usados para o controle de admissao
de trafegos a partir de um Bandwidth Broker? (BB), para um cenério particular de curvas de
regulacao e de servigo e a partir de medidas de atraso virtual maximo fim-a-fim. Outros exemplos
de trabalhos nesta linha sdo: Sariowan (1996), Sariowan et al. (1999), Malaney e Rogers (1999),
Le Boudec e Verscheure (2000a), Le Boudec e Verscheure (2000b).

“Um BB controla o acesso a servicos de redes de um certo dominio.
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Visando possibilitar a implementacao dos resultados do NC, Rabinovitch et al.
(2005), em sua proposta de patente, discutem como gerar pardmetros de curvas de regulagao,
de forma a assegurar a conformidade de trafegos com Service Level Agreements'® (SLA); e
Frossard et al. (2007), em sua patente, apresentam estratégias de escalonamento (multiplexacao)
de trafegos multimidia em um ambiente com restrigoes de capacidade de transmissao, respeitando

a necessidade de temporizagdo das apresentagdes multimidia e minimizando atraso (playback

delay) e utilizagao de buffer.

10 Service Level Agreements sio especificagbes de servico contratadas.



Capitulo 3
Algebra de didides

Este capitulo traz as principais definicoes e resultados necessarios para o
entendimento das andlises presentes nesta tese. Em particular, sao apresentados definicoes e
resultados das estruturas algébricas denominadas didides, que formam a base matematica deste
trabalho. O capitulo é dividido em duas partes. Inicialmente, sdo apresentadas defini¢oes e
propriedades gerais de didides; em seguida, é introduzido o didide proposto neste trabalho e suas
caracteristicas particulares. Para facilitar a leitura, foram incluidas tabelas com os resultados

mais relevantes, e demonstragoes foram deixadas em apéndice.

3.1 Definicoes e propriedades gerais de didides

Esta secao introduz o conceito de didides da forma como aparece em Baccelli et al.

(1992, Definition 4.1) e apresenta resultados relevantes associados.

Definicao 7 (Didide). Um didide 2 é um conjunto D munido de duas operagoes fechadas,
chamadas de “adi¢io” ou “soma” (®) e “multiplicacio” ou “produto” (®). A notagdo usual é

(D,®,®). Os sequintes axiomas devem ser satisfeitos:

Associatividade da adigdo. Va,b,c€D: (adb)dc=a® (bdc).
Comutatividade da adicao. Va,b €D :adb=>bDa.
Associatividade da multiplicagdo. Ya,b,c€eD: (a®b)Rc=a® (b®c).

Distributividade da multiplicacao para somas finitas.

e e =

Va,b,ceD: (adb)@c=(a®c)® (b®c),
c®(a®b)=(c®a)®(cDb).

5. Existéncia de um elemento nulo. YVa € D,dc €D :a®e=cPa=a.

6. Existéncia de um elemento identidade. Va €c D,decD:a®e=e®a = a.

17
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7. Absorcao pelo elemento nuloc. Va e D:aQ®e=cQa =-c.

8. Idempoténcia da adi¢ao. Va € D:a @ a = a.
A seguir, s@o apresentados alguns exemplos de didides.
Exemplo 3.1 (Didide (Z, max,+)). Sejam a,b € Z. Definem-se as sequintes operacoes:
a®b=max{a,b};
a®b=a+Db.
Neste didide, portanto, 2@ 3 =max{2,3} =3 e2®3=2+3=5.

Exemplo 3.2 (Didide (Rt U {+o0},min,+) ou didide min-plus). Sejam a,b € RT U {+o00}.
Definem-se as sequintes operacoes:
a®b=min{a,b};

a®b=a+b.
Neste didide, 23 =2 e2® 3 =5.

Exemplo 3.3 (Didide ({0,1},max,min)). Sejam a,b € {0,1}. Definem-se as seguintes

operacoes:

a®b=max{a,b};

a®b=min{a,b}.

Ezxiste uma completa correspondéncia entre este didide e a dlgebra de Boole. De fato: 000 = 0,
061=160=1,101=1,0080=0,001=1®0=0e1®1=1.

Os didides também s@o chamados de semianéis idempotentes, uma vez que a operagao
de adigao ¢é idempotente (Defini¢ao 7, Axioma 8) e nao existe um elemento simétrico (ou elemento
inverso da adigdo). Da Definigao 7, pode-se perceber que, a menos da idempoténcia da adigao,
os axiomas satisfeitos pelos didides sao comuns & dlgebra convencional, o que facilita o uso dessas

estruturas. A Tabela 3.1 resume os axiomas de um didide.

Va,b,c € D:
a®b=bda (a®b)Bc=a® (D) (a®b)®c=a® (bRc)
(a®bd)®@c=(a®c)D(b®c) | c®(adb)=(cRa)d(c®RD) eba=ade=a
e®a=a®e=c¢ eRa=a®e=a ada=a

Tabela 3.1: Axiomas de um didide.
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Observagao 3. Para simplificar a notacdo, algumas vezes o simbolo @ € omitido. Por exemplo,

para representar “a @ b” € escrito simplesmente “ab”.

Os didides podem ser classificados dependendo de suas caracteristicas particulares.
Por exemplo, chama-se didide comutativo um didide cuja multiplicacdo também é comutativa
Va,b € 2 : a®b =b®a). O didide ({0,1}, max, min) apresentado no Exemplo 3.3 é um
didide comutativo. Neste trabalho, dentre os possiveis tipos de didides, destacam-se os didides
completos, conforme definicdo a seguir. Outros tipos podem ser encontrados em Baccelli et al.
(1992).

Definigao 8 (Didide completo). Um didide é completo, quando € fechado para somas infinitas,

e a distributividade se aplica para somas infinitas (Baccelli et al., 1992, Definition 4.32).

Uma conseqiiéncia direta da Definicao 8 é que, se um didide é completo, entao é

fechado para a soma de todos os seus elementos. Considerem-se, agora, as Defini¢coes 9 e 10.

Definicao 9 (Relagao de ordenamento parcial). Uma relagdo bindria é chamada de relagdo de
ordenamento parcial em um dado conjunto D (denotada <), se as sequintes propriedades sao

satisfeitas:

1. Reflexividade. Ya € D:a < a.
2. Antissimetria. Ya,b € D:sea<beb=a, entdo a =>b.

3. Transitividade. Ya,b,c € D: sea <beb=xc, entioa < c.

Observagao 4. Neste trabalho, consideram-se relagoes de ordenamento simétricas, em que a = b

implica, necessariamente, que b < a.

Definicao 10 (Ordenamento parcial em um didide 2). Seja 2 = (D, ®,®) um didide, e sejam

a,be 9. A sequinte relagdo define um ordenamento parcial em 9 :
Va,beD:a=bsa=a®b,
ou ainda,
Va,beD:ax=bsdc:a=bDc
(Baccelli et al., 1992, Theorem 4.28).

Seja ¥ um didide completo, e seja T a soma de todos os elementos de Z, isto é,
T=P= (3.1)
zeD
Conforme comentado anteriormente, se 4 é um didide completo, entao é fechado para a soma
de todos os seus elementos, de forma que T € 2. Da Definicdo 10, portanto, o elemento T é o

maximo elemento de 2. T é chamado de topo de Z (em inglés, top).
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Observagao 5. Note-se a diferenca entre os simbolos > e < que representam a ordenagdo
linear ma dlgebra convencional e os simbolos = e <X que representam o ordenamento parcial em

um dioide, apresentado na Defini¢cao 10.

Dado um ordenamento parcial em um conjunto D (Definicao 9), pode-se definir

limitantes superior e inferior dos subconjuntos de D, conforme apresentado a seguir.

Defini¢ao 11 (Limitante superior (inferior) de um subconjunto). Seja um conjunto D munido
de um ordenamento parcial. Define-se o limitante superior (inferior) de um dado subconjunto de
D como o menor (maior) elemento de D, maior ou igual (menor ou igual) a todos os elementos

do subconjunto dado.

Observagao 6. Dado um conjunto D, os limitantes superior e inferior de wm subconjunto de D

nao necessariamente pertencem a esse subconjunto.

Das Definicoes 7, 9 e 10, pode-se perceber que os didides sao estruturas situadas
entre a algebra convencional e os reticulados! possuindo caracteristicas de ambos. Por exemplo,
da algebra convencional possuem as propriedades decorrentes dos Axiomas 1-7 da Definicao 7,
e dos reticulados possuem o ordenamento parcial e a existéncia de limitantes superior e inferior

para cada par de elementos.

Observagao 7. Neste trabalho, a notacdo utilizada para o mdaximo limitante inferior entre dois

elementos a,b € (a \'D).

Uma conseqiiéncia das Definigoes 10 e 11 é que, dado um didide 2 = (D, D, ®)

completo (Definigao 8), as seguintes relagoes sao satisfeitas:
Va,be Z:azbsa=adbsb=>bAa. (3.2)
Seja um mapeamento isotonico entre didides conforme definicdo abaixo.

Definicao 12 (Mapeamento isotonico). Sejam P e % dois didides. Um mapeamento f de D

em B € dito isotonico, quando satisfaz a sequinte condigcdo:
Va,be D:a=b= f(a) = f(b) com f(a), f(b) € B.

Observagao 8. A operacao A € associativa, comutativa e idempotente.  Entretanto, a

multiplicacdo ndo € necessariamente distributiva em relacao a essa operacao. De um modo geral,

'Reticulados sdo conjuntos ordenados em que existem limitantes superior e inferior (Definigao 11) para qualquer
subconjunto finito (Blyth e Janowitz, 1972; Birkhoff, 1979). Outras definigbes relacionadas a reticulados também
podem ser encontradas em Baccelli et al. (1992), Chapter 4.
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tém-se:
Ay @c=x (z®@c) A (y®e),
cR @AYy K (c@z)A(c®Y).

(Baccelli et al., 1992, se¢ao 4.3.4). Além disso, dado um didide completo P, T € D (equagdo

3.1) € o elemento neutro da operagdo A.

Quando restrigoes de sistemas sdo representadas usando a estrutura algébrica
definida anteriormente, o resultado obtido pode ser um conjunto de equagoes da forma f(z) = b,
sendo f um mapeamento isoténico (Definicio 12) entre diides completos.? Encontrar possiveis
valores de x que satisfacam esse tipo de equagdo corresponde, de alguma forma, a encontrar uma
possivel inversa de f em &. Esse problema, de forma semelhante ao que acontece na algebra
convencional, pode nao ter resposta, ou a resposta pode nao ser unica. De modo geral, em
reticulados, esta questao é tratada da seguinte maneira. Resolve-se uma relaxacao do problema

original, que pode ser:

?

e Encontrar o maximo x para o qual f(x)

<b
e Encontrar o minimo x para o qual f(x) = b.

Nesses casos, a solucao é unica, quando o conjunto de possiveis solugoes da inequagao f(x) < b
(f(z) %= b)énao-vazio e contém um limitante superior (inferior). No caso da inequacao f(z) < b,
quando o conjunto de possiveis solucoes é nao-vazio e contém um limitante superior, entao diz-se

que a funcgao f é residuada, conforme a definicdo a seguir.

Definicao 13 (Fungdo residuada e residuo). Seja f : 2 — B um mapeamento isotonico do
dioide completo 2 no dicide completo XB. Se, ¥Vb € A, o conjunto das solucdes da inequagdo
f(z) < b € nao-vazio e contém seu limitante superior, denotado fi(b), entdo f é uma funcdo
residuada e ff(b) € chamado de residuo de f em b (Baccelli et al., 1992, Theorem 4.50).

Definigao 14 (Fungao dualmente residuada e residuo dual). Seja f : Z — % um mapeamento
1sotonico do didide completo 9 no didide completo B. Se, Vb € B, o conjunto das solucoes da
inequacdo f(x) = b € ndo-vazio e contém seu limitante inferior, denotado f°(b), entio f ¢ uma
funcao dualmente residuada e fb(b) é chamado de residuo dual de f em b (Baccelli et al., 1992,
Theorem 4.52).

Sejam, por exemplo, as fungoes l,(x) e rq(z) definidas da seguinte maneira:

lo(z) =a®z, (3.3)

rqo(x) =2 ® a. (3.4)

2 Assume-se que os didides sdo completos, para garantir a existéncia de limitantes inferiores e superiores.
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Pode-se demonstrar que, para qualquer diide completo 2, as fungoes l,(x) e ro(x) sao residuéveis
(Maia, 2003, Secao 2.1.4). Suas fungoes residuo sao denotadas, respectivamente, 17 (y) =agy e
Tf (y) = y¢a, definindo “divisdes” por a em & & esquerda e & direita, respectivamente. Deve-se
observar que a operagao § (ou ¢), embora univocamente definida, nao é precisamente a inversa
de l4(x) (ou rq(z)). De modo geral, a ® (a§b) < b (ou (bfa) ® a < b). Em casos particulares, a
igualdade pode ocorrer. A Tabela 3.2 apresenta algumas propriedades conhecidas da residuacao,

relacionadas a essa “divisao”.

Va,b,x € D:
ar b x < akb raxbe z<xbda (PR.1)
af (az) = = (za) da =z (PR.2)
(ab) 4o = bk (a%e) oF (ba) = (wpa) $b | (PR.3)
(a®b) §x =agz AbRx xp(a®b)=xdanzdb (PR.4)
b(ake) < (agb) ke (zga)b<of (bka) | (PR.5)
(agz)b < ay(zd) b(zda) < (bx)da (PR.6)
ra* K a*yr Lz (PR.7T)
(2 N y) = (k) A (aky) | (2 Ah9)pa=@pa)A(ypa) | (PRB)
R (2B y) » (aha) & (aky) | (@B y)far (29a) & (ypa) | (PR.9)
(anb)§z = (agx) @ (bR zd(aAb) = (xda) @ (z¢bd) | (PR.10)
a(a§z) 5 x (zda)a gz (PR.11)
a(a§(ax)) = ax ((ax)da)a = ax (PR.12)
agla(ayz)] = agz [(zda)a]da =zda (PR.13)
(ko) #b = ak(29b) bh(zpa) = (bha)fa | (PR.14)
(agz) ®b < af(x D ab) (zda) Db =< (xBba)da (PR.15)

Tabela 3.2: Propriedades da residuacao (adaptado de Baccelli et al., 1992, Table 4.1).

Como mencionado anteriormente, a residuacao é uma forma de tentar encontrar
possiveis solugdes para a equacao f(z) = b, a partir dos conjuntos de solucoes da inequagao
f(x) < b. Outros problemas interessantes estao apresentados a seguir. Dados a,b € ¥, sendo ¥

um didide completo,

e Encontrar possiveis valores de x para os quais £ = xa ® b ou x = xa P b.

e Encontrar possiveis valores de = para os quais ¢ = x¢a Abou z < x¢da Ab.
Os Teoremas 1 e 2 respondem esses problemas.
Teorema 1. Sejam a e b dois elementos de um didide completo &. Tém-se:

1. A solugdo minima de * = xa ®b e v = xza ® b € dada por x = b ® a*, onde a* = P,y at

(chamado “fechamento de Kleene”), a’ = e, e

d= a®...%a.
————

1 vezes
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2. Qualquer solu¢do de x = xa ® b e x = xa P b satisfaz x = xa*.

FEste teorema € andlogo a Baccelli et al. (1992, Theorem 4.75).

Teorema 2. Sejam a e b dois elementos de um didide completo &. Tém-se:

1. A solugio mdzima de x = x¢aAb ex < xdaAb é dada por x =bga”.

2. Qualquer solugao de x = x¢a ANb ex X xda Ab satisfaz x =xda*.

Este teorema € andlogo a Baccelli et al. (1992, Theorem 4.73).

3.2 Diédide proposto: ¢

Como mencionado anteriormente, um dos objetivos desta tese é considerar
um método algébrico para manipular problemas relacionados ao desempenho de redes de

comunicagoes. Os elementos a serem manipulados sao funcdes positivas do tipo
z:(Z7)? - RT U {+0},

em que uma fungao x(s,t) representa a quantidade de dados que passam em um determinado
ponto de uma dada rede, em um intervalo de tempo (s,t]. Como em Cruz (1995), portanto,
considera-se um modelo de tempo discreto.

Seja o seguinte conjunto de funcdes z : (Z1)? — Rt U {+oo}:
C={x:x(s,t) >0, se s<t,ex(s,t)=0, ses>t}. (3.5)

Dados a,b € C, pode-se definir as seguintes operacoes em C, Vs,t € ZT:

(a ®b)(s,t) = inf{a(s,1),b(s,t)}, (3.6)
min {a(s,7) 4+ b(7,t)}, ses<t,

(a®@b)(s,t) = Zg labm 4o (3.7)
0, se s > t.

O conjunto C e as operacoes de soma e produto definidas acima formam o didide € =
(C,®,®). No restante desta segao, demonstra-se que ¢ é um didide completo, e se determinam

expressoes para as residuacoes das funcdes produto & direita e & esquerda em €.

3Neste trabalho, por razdes de simplicidade, as residuacdes das operacdes de produto & esquerda (la(z) na
equagdo 3.3) e a direita (rq(z) na equagdo 3.4) sdo denominadas, respectivamente, operagdes de residuacgao a
esquerda e a direita.
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Teorema 3. ¢ = (C,®,®) € um didide completo definido pelas equagoes (3.5)-(3.7). Os

elementos nulo e unidade sdo definidos, respectivamente, da sequinte maneira:

+o0 ses <, +oo ses<t,
e(s,t) = - (3.8) e(s,t) = (3.9)
0, se s> t, 0, se s> t.

As Figuras 3.1 e 8.2 ilustram os elementos neutros em € para um dado valor de s.
Note-se que € e e diferem no ponto s =t: £(s,s) = +00, Vs; e e(s,s) =0, Vs.
e(s,t) e(s,t)

+o00 ¢V—m—— +0o0

Figura 3.1: Elemento nulo em €. Figura 3.2: Elemento identidade em €.

Demonstra¢ao. Primeiramente, deve-se mostrar que a adicdo e a multiplicacao definidas pelas
equagoes (3.6) e (3.7) sao fechadas em C. Sejam a,b € C. Da definicao de C (equagao 3.5), se s < ¢,
entao a(s,t) > 0eb(s,t) > 0. Assim, (a®b)(s,t) = inf {a(s,t),b(s,t)} = min {a(s,t),b(s,t)} >0
e (a®b)(s,t) = ming<,<¢ {a(s,7) +b(r,t)} > 0. Por outro lado, se s > t, a(s,t) = b(s,t) = 0.
Dai: (a @ b)(s,t) = inf{a(s,t),b(s,t)} = min{0,0} = 0 e (a ® b)(s,t) = 0 (diretamente da
definigao). Assim, (a ®b), (a ®b) € C.

A seguir, mostra-se que a estrutura (C, ®, ®) satisfaz cada axioma da Definigao 7 e

da Definicao 8. Consideram-se s,t € Z™.
1 (Associatividade da adigao). Para todo a,b,c € C,
Vs,t:[(a®b) @] (s,t) =inf {inf {a(s,t),b(s,t)},c(s,t)}

= inf {CL(S, t)? inf {b(S, t)a 0(37 t)}}
=[a® (b& ) (s,t).

Dai: (a®b)®c=a® (bdc).

2 (Comutatividade da adicao). Para todo a,b € C,

Vs,t: (a®b)(s,t) =inf{a(s,t),b(s,t)}
= inf {b(s,t),a(s,t)} = (b® a)(s,t).

Assim, a®b=0P a.
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3 (Associatividade da multiplicacdo). Sejam a,b,c € C. Para todo s,t, tal que s <t:

[(a®b)®c](s,t) = SI%lTiISlt {(a®Db)(s,7) + c(r,t)}

= min { min {a(s,7") +b(r',7)} —1—0(7',75)}

s<7<t | s<7'<T

s<7<t | s<7'<T

— min { min {a(s,T/)+b(T/,T)+C(7"t)}}

Aplicando o Teorema 40 (Apéndice F) na equagdo acima, tem-se:

s<t'<t | 7'<7<¢t

[(a®b) ®c](s,t) = min { min {a(s,7’) 4+ b(7',7) + (T, t)}}
= sgi%t {a(s, )+ T'ngli%t {b(',7) + (7, t)}}

= min {a(s,7) + (@), 0)

=la® (bR )] (s,t).

Por outro lado, se s > t, da equagao (3.7), [(a®@b)®c|(s,t) =0 = [a® (b® )] (s,t). Dai:
(a®b)@c=a® (b®c).

4 (Distributividade para somas infinitas). Por um lado, é necessdrio mostrar que, se aj € C,

VEEN, entio @, cnar € C. Para todo s,t, quando s > t, @ oy ar(s,t) = infren 0 = 0; quando

s <t, Prenan(s,t) =infren {ar(s, t)} > 0, porque ai, € C, Vk. Dessa forma, @ycnar € C.
Finalmente, sejam ay, € C, k € N e c € C. Para todo s,t, se s <t,

(@)

(s,t) = min {inf {ar(s,7)} + (T, t)}

s<7<t | keN

= inf { min {ay(s,7) + ¢(r, t)}}

keN | s<7r<t

= [EB (ar ® ¢)

keN

(s,t).

Por outro lado, se s > t, [Py ar)@c|(s,t) = 0 = [Pren(ar®0)](s,t). Assim, (Pjenar)@c =
@keN(ak ®c).

A prova da segunda parte, ou seja ¢ ® (Byey k) = Ppen(c ® ar) € semelhante.

5 (Existéncia do elemento nulo). Seja a € C. De acordo com a definicao de £ dada na
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equagao (3.8), Vs, t:

(e @ a)(s,t) =inf {e(s,t),a(s,t)}

min {+o0,a(s,t)} = a(s,t),
min {0,0} = 0 = a(s,t),

= a(s,t).

ses<t,

ses>t,

Dai: € ® a = a. Da comutatividade da adicdo, portanto, e ®a = a P € = a.

6 (Existéncia do elemento identidade). Seja a € C. Da defini¢ao de e dada na equagio (3.9),

Vs, t:

SI%nTigt{a(s,T) +e(r,t)}, ses<t,

0, ses>t,

(a®e)(s,t) =

s<T<

0=a(s,t),

Dai: a®e=a. A demonstracao de que e ® a = a € parecida.

7 (Absorgao pelo elemento nulo). Seja a € C. Para todo s,t:

mint{e(s,T) +a(r,t)} = +oo,

(E®a)(s,t) = § °=7=
0,

=¢e(s,t).
Dai: e®a=c¢. A prova de a ® € = ¢, € parecida.

8 (Idempoténcia da adicao). Seja a € C. Para todo s,t:

(a ®a)(s,t) =inf{a(s,t),a(s,t)}

= a(s,t).

Dai: a®a=a.

{ min{ min {a(s, ) + oo},a(s,t)} =a(s,t), ses<t,

se s>t

ses<t,

ses>t,

O

Observagao 9. A multiplicacao em um didide nao € necessariamente comutativa. Por exemplo,

a operag¢ao ® definida na equagao (3.7) nao é comutativa.

Uma vez que o didide € é completo, é possivel definir, para qualquer par de

elementos, um limitante inferior.
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Definigao 15. Sejam a,b € C. Definem-se o mdzimo limitante inferior entre a e b, a A'b, e o

mdzimo elemento em €, T, conforme equacoes a sequir. Para todo s,t € Z:

(a A b)(s,t) =sup{a(s,t),b(s,t)},
T(s,t) =0.

De acordo com (3.2), um ordenamento parcial em um diéide completo qualquer é

dadoporz =y r=xPy< y=yAzx. A partir destas defini¢oes, é imediato:
yr=ax e Vst € ZT i y(s,t) < a(s,t), (3.10)
onde “<” é o ordenamento linear usual em R, e “>=” é o ordenamento parcial em % .

Observacao 10. A partir das equagoes (3.2) e (3.6), os simbolos < e = que representam o
ordenamento parcial em € correspondem, respectivamente, aos simbolos > (Vs,t) e < (Vs,t) na
dlgebra usual (note-se a inversao). Neste trabalho, diz-se que a € € € um limitante € -inferior
para b € C, se a <X b. Analogamente, definem-se os limitantes € -superiores. Novamente,

ressalte-se a inversdo em relacdo aos conceitos usuais de limitantes inferior e superior.

Proposicao 4 (Residuagoes em €). Para o didide € definido anteriormente, os residuos das
fungées lo(z) = a®@ x e rq(z) = x @ a, respectivamente 11 (y) e vl (), sdo expressos da sequinte

maneira, Vs,t € Z+:

max {y(7,t) — a(, s)}+, se s <t,

17 (y) = (ajy)(s,t) = Os7=s=t (3.11)
0, se s>t
2 sup {y(s,7) —a(t,7)}", ses<t,
ri (y) = (ypa)(s,t) = ¢ sst=r (3.12)
0, se s>t

onde x+ = max {0, z}.

Demonstragao. A seguir, demonstra-se a equagao (3.11). De acordo com a Defini¢ao 13, o residuo
da funcao l,(z) = a ® z é a méxima funcao x € C que satisfaz a inequacao l,(z) = a®@ = < ¥.
Portanto, de (3.10):

Vr,t € Z1 : (a®x)(7,t) > y(7,1).
Essa inequagao é naturalmente satisfeita, quando 7 > ¢, visto que, nesse caso, (a ® z)(7,t) =
y(1,t) = 0. Por outro lado, quando 7 < ¢, (a ® z)(7,t) = r@igt {a(7,s) + z(s,t)}, de forma que

a seguinte inequacao é satisfeita, V7,t € ZT, tais que 7 < ¢:

(a®z)(T,t) = Trglglt {a(r,8) + x(s,t)} > y(7,1).
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A desigualdade anterior é satisfeita, quando
a(t,s) +z(s,t) > y(r,t), V1,5,t € Z", tais que 7 < 5 < t,
ou, equivalentemente, quando
x(s,t) > y(7,t) —a(r,s), Vr,s,t € ZT, tais que 7 < s < t.

Por outro lado, como = € C, entao z(s,t) > 0, Vs,t € Z*. Dessa forma, a
inequagao acima pode ser expressa da seguinte maneira: V7,s,t € Z*, se s < t : z(s,t) >
max,<s<¢ 1y(7,t) — a(T, 3)}+'

Do exposto anteriormente, pode-se concluir que a solugao méxima em C de l,(x) < y

é dada da seguinte forma:

max {y(r,t) —a(r,s)}", ses<t,

Vr,s,t €ZT :(a § y)(s,t) = TSsst
0, se s> t.
A demonstragao da equagao (3.12) é parecida. O

A Tabela 3.3 resume as definicoes das operagoes usadas neste trabalho.

Ya,b,y € C:
(a @ b)(s,t) = inf {a(s,t),b(s,t)}
milgt {a(s,7)+b(1, 1)}, ses<t

(a®Db)(s,t) = { s<T<

0, caso contrério

max {b(r,t) —a(r,s)}", ses<t
(a’ é? b)(&t):{ Tgsgt{( ) ( )}

0, caso contririo
{ sup {b(s,7) —a(t,7)}", ses<t

(b ¢ a)(s,t) = § szi=r
0, caso contrario

(a Ab)(s,t) =sup{a(s,t),b(s,t)}

Tabela 3.3: Operagoes definidas em %'.

Observagao 11. Conforme a Definicdo 1, no caso invariante no tempo, € possivel representar
0s elementos de € como fungoes de t — s. Sejam a(t — s) e b(t — s) as representacies
de duas fungoes em € invariantes no tempo. Neste caso, (bda)(s,t) = (a§d)(s,t) =
SUPg>( {b(t—s+d)—a(d)}t, se s < t; e (bda)(s,t) = (akd)(s,t) = 0, se s > t. Esta
expressao € muito semelhante a operagcio de deconvolucao definida por Chang (1998b) como
(b@a)(t) = supgsg {b(t +d) —a(d)}. O nome “deconvolugdo” indica que esta operagdo €, de

certo modo, uma inversa da convolucdo apresentada na Sec¢ao 2.2.

Proposigao 5 (Residuacoes duais em €). Os mapeamentos lo(z) = a®@ x e ro(z) = x @ a do

dioide € no didide € nao sao dualmente residuados.
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Demonstragao. Segundo Baccelli et al. (1992, Definition 4.43 e Theorem 4.52), para que um
mapeamento f : 2 — % do didide completo Z no didide completo £ seja dualmente residuado,
é necessério que f(T) = T equeVz,y € 2, f(xAy) = f(z)Af(y), sendo f(xAy), f(x), f(y) € B.
Sejam os mapeamentos [,(x) = a ® z e rp(x) = z ® b. Da Defini¢ao 15, tém-se:
(a® T)(s,t) = SI%lTnSlt {a(s,7)+ T (1, )} = slélTnglt {a(s,7)},

(T®b)(s,t)= S]ngiISlt {T(s,7)+b(r,t)} = S]ngilgt {b(r,t)}.

Assim, paraque a® T = T e T®b = T, as seguintes equacoes precisam ser satisfeitas, Vs,t € Z*:

(a®T)(s,t) = 521712 {a(s,7)} =0, (3.13)
(T®b)(s,t) = i, {b(r,t)} = 0. (3.14)

Essas equactes, contudo, nao sao satisfeitas para quaisquer elementos de ¥. Por exemplo,
considerem-se Vs: a(s,s) = ming<,<¢{a(s,7)}, e Vt: b(t,t) = ming<,<; {b(7,t)}. Nesses casos,
(a®T)(s,t) =a(s,s) e (T Rb)(s,t) = b(t,t). Dessa forma, se Is : a(s,s) # 0, e It : b(t, t) # 0,

entao as equagoes (3.13) e (3.14) deixam de ser satisfeitas, Vs, t. O

No comego deste capitulo, mencionou-se que as fungoes z(s, t) representam o nimero
de pacotes que passam por um determinado ponto de uma rede de comunicagoes durante o
intervalo (s, t]. Essas func¢oes devem ser nao-decrescentes em ¢, para cada valor de s. Por outro
lado, pode-se perceber que nao se exige que elementos em C sejam fungoes nao-decrescentes de t.
Por essa razao, o resultado de uma multiplicagdo em % de termos nao-decrescentes em t, pode
ser uma fungdo com porcoes decrescentes em t.

Seja C; o subconjunto das funcoes de C nao-decrescentes em t. O conjunto C; pode

ser definido da seguinte maneira:
Ce ={z €C:ua(s,t1) > x(s,t2),Vs, set; > ta}. (3.15)

Chang et al. (2002) sugerem que o conjunto C; (chamado de F, na referéncia original)
¢ uma escolha natural para aplicagbes em Network Calculus dando origem a estrutura algébrica
(Ct, ®,®), na qual as operagoes de soma e produto sao as mesmas definidas nas equagoes (3.6) e
(3.7). Porém, o produto definido na equacéo (3.7) nao é fechado em C; (ou F), como mostra o

Exemplo 3.4. Conseqiientemente, (C¢, @, ®) nao é um didide.

Exemplo 3.4 (Nao fechamento do conjunto C; em relacdo a ®). Para mostrar que a opera¢ao
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® ndo € fechada em Cy, sejam a,b € C; definidas da seguinte maneira:

+oo, se(s,t) ¢ {(0,0),(0,1)} es<t,

CL(S, t) =

0, caso contrdrio,

+oo, se (s,1) ¢{(0,0),(0,1),(1,1)} es <t,
b(s,t) =

0, caso contrdrio.

Tém-se:

(a®b)(0,0) = a(0,0) + b(0,0) = 2,
(a ®b)(0,1) = min{a(0,0) + b(0,1),a(0,1) + b(1,1)}

=min{4,1} =1< 2.
Dessa maneira, (a ® b)(s,t) nao é nao-decrescente em t Vs, e (a ® b) ¢ C;.

Chang et al. (2002) basearam alguns de seus resultados no fato de (C;, @, ®) ser um
didide completo. Apesar dessa consideracdo nao ser realmente atendida, a grande maioria dos
resultados apresentados em Chang et al. (2002) estao corretos, porque os autores partem sempre
da premissa de que as fungdes z estdo em um subconjunto de C; (chamado Fp) de elementos tais
que x(s,s) = 0, Vs € Z*. O conjunto Fo, por sua vez, é fechado para o produto definido na
equacao (3.7). Contudo, a estrutura (.7:"0, @, ®) também nao define um didide, por nao incluir o
elemento £.* Uma possivel solucdo para essa falha técnica em Chang et al. (2002) seria adicionar
o elemento £ ao conjunto Fy e trabalhar em F' = Fy U {e}. Neste trabalho, contudo, essa
nao é uma solucao razoavel, porque o conjunto Fo néo inclui alguns elementos de € que sao
essenciais para a descricao das restricoes de elementos de redes de comunicacoes. Exemplos

desses elementos sao apresentados na proxima segao.

3.3 Elementos e mapeamentos titeis do didide ¥

Nesta secao, sao apresentados dois elementos do didide ¥ que se destacam por
facilitarem a descricao de restricoes de elementos de redes de comunicagoes. Sao eles: as fungoes
do tipo Ap, que facilitam a descricao de restrigoes de backlog; e as funcoes do tipo dp, tteis para

representar restricoes de atraso méximo. Em seguida, sao definidos os mapeamentos T, tteis

“Note-se que £(s,s) = 400, Vs.
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para representar restrigdes apenas no intervalo de tempo (0,t]; e os mapeamentos de projegao
% -superior e %-inferior de funcoes de C em C;, importantes quando se quer determinar possiveis
limitantes em C; de func¢bes em C;. Por 1ltimo, sdo apresentadas propriedades que facilitam a
andlise de redes com agregagdo (multiplexagao) de fluxos. Para cada um desses elementos e
mapeamentos especiais de %, destacam-se algumas propriedades interessantes. Para garantir
a fluidez do texto, as demonstracoes dessas propriedades sdo apresentadas no Apéndice B;
para facilitar uma consulta posterior, as propriedades estdao apresentadas em forma de tabelas

(repetidas no Apéndice A).

Definigao 16 (Fungao de deslocamento vertical). Seja uma fungio B : ZT — RT U {+o00}.

Define-se a funcdo de deslocamento vertical, A € C, da sequinte maneira:

0, s> t,
AB(s,t) = ¢ B(t), s=t,
+o00, s<t.

A Figura 3.3 ilustra a fungao Ap(s,t), para algum valor de s dado. Da equacao (3.5),

claramente, A\p € C. Essa funcao foi anteriormente definida por Chang et al. (2002, Example 6.7).
/\B (8, t)

—+00

B(t) ¢

s=1 t—s

Figura 3.3: Funcao de deslocamento vertical: Ag € €.

As funcoes do tipo Ap sao uteis para representar limitacoes de capacidade de
armazenagem de dados em elementos de redes de comunicagoes, conforme apresentado no
préximo capitulo. A Tabela 3.4 apresenta propriedades dessas fungoes. Suas demonstragoes

podem ser encontradas no Apéndice B, Secao B.1.

Outros elementos de ¥ que facilitam a representacdo de restrigbes impostas a

elementos de redes de comunicacoes sao as fungoes do tipo dp, definidas a seguir.

Definigao 17 (Funcao de atraso). Dado um D € Z* U {400}, define-se a funcao de atraso
0p € C da sequinte maneira:
0, set< s+ D,

(5D(S,t) = .
400, caso contrdrio.
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Validade Propriedade Referéncia
vz e (@ ® Ag)(s, 1) = { 3’7(3’” tBE), o=t (PL.1)
wee | Guoney={ f@IFEE sl Ly
Ve ec (x $XB)(s,t) = [x(s,t) — B(t)]* (PL.3)
Ve ec (AB }x)(s,t) = [x(s,t) — B(s)]* (PL.4)

Tabela 3.4: Propriedades da funcao de deslocamento vertical: A\g € .

A Figura 3.4 representa graficamente uma funcao do tipo ép. KEssas funcoes sao
Uteis para representar restricoes de atrasos em elementos de redes de comunicagoes. Esse tipo

de fungao foi anteriormente definido na literatura (Chang, 1998b; Agrawal et al., 1999).

5D(8, t)

—|—OO, ,,,,,,,,,,,, S—

s=1 D t—s

Figura 3.4: Fungao de atraso constante: dp € €.

Seja Cs o conjunto dos elementos de C nao-crescentes em s, ou seja,
Cs={x €C:x(s1,t) > x(s9,t),Vt, se s1 < sa2}. (3.16)

A Tabela 3.5 traz algumas propriedades relacionadas as funcoes ép e aos elementos dos conjuntos
C: (equagao 3.15) e Cs (equagao 3.16).

A seguir sao definidos alguns mapeamentos titeis em %. Sejam z,y € C. De (3.10),
dizer que Vs, t € ZT: y(s,t) < z(s,t) equivale a dizer que y = y @ x, ou ainda, que y = = ou que
x =z Ay. Em alguns casos, porém, s6 é possivel afirmar que y(0,¢) < x(0,t), Vt, seja porque
nao se tem informacao sobre a relacao entre y(s,t) e x(s,t) para s # 0, ou simplesmente porque

y(s,t) £ x(s,t), Vs, t. Em qualquer desses casos, pode-se usar o artificio descrito a seguir.

Definicao 18 (Mapeamento z € C). Seja © € C. Define-se o mapeamento T de C em C da
seguinte maneira:
x(0,t), ses=0,

oeot) = e(s,t), ses#0. (317)
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Validade Propriedade Referéncia
z(s,t — D), set>s+ D
Vo € Ct (x®6p)(s,t) =< x(s,s), ses<t<s+D (PD.1)
0, se s>t
z(s+ D,t), set>s+ D
Va € Cs (bp @ z)(s,t) =< x(t,1), ses<t<s+D (PD.2)
0, se s>t
Vo € C¢ (m [029] 5D) € Cy (PD.3)
Vo € Cs (bp®@ ) €Cs (PD.4)
Vo € Ct Se z(s,s) =0, Vs, entdo (x ® dp)(s,t) = z(s, (t — D)™) (PD.5)
Vx € Cs Se z(s,s) = 0,Vs, entdo (6p @ z)(s,t) = z(s+ D, t) (PD.6)
x(s,t+ D), ses<t
vz € C, (2 40)(s,1) = { 07( ) st (PD.7)
Vo € Cy ($®5D)¢5D:CC®(5D¢5D):1’ (PD.S)
VIE,yECt (I@y)¢5D:I¢5D@y¢5D (PDQ)
Vz,y € Ct Se zdp =y, entdo = = y$Iip (PD.10)
Va,y € Cy Se z(s,s) < y(s,s), Vs, entdo xdp =y < x = y$dp (PD.11)
[ z((s=D)",t), ses<t
Vx € Cs (6pgz)(s,t) = { 0, se 5>t (PD.12)
Va,y € Cs op§(x@y) =0pRx®IpRy (PD.13)
Va,y € Cs Se dpz > y, entdo x = dp {yY (PD.14)
Vr,y € Cs Se z(t,t) < y(t,t), Vt, entdo dpz > y < = = Ip{y (PD.15)

Tabela 3.5: Propriedades da fungao de atraso constante: dp € €.

33
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Quando, Vt € Z*: y(0,t) < z(0,t), entao Vt € Z* : 7(0,t) < Z(0,t). Por outro lado,
Vs, t € ZTse s # 0: y(s,t) = Z(s,t) = e(s,t). Assim, quando Vt € Z*: y(0,t) < x(0,t), entdao

Vs, t € Z1 : y(s,t) < Z(s,t) e, portanto, como em (3.10), as seguintes equivaléncias sao satisfeitas:
Vte ZT i y(0,t) <2(0,t) & Vs, t €ZT 1 Y(s,1) <T(s5,1) S PY=JDT S YT ST=TNY.

A Tabela 3.6 mostra as equivaléncias entre restricoes discutidas anteriormente; e a

Tabela 3.7, propriedades do mapeamento 7.

Vz,y € C:
Vs,t € Z: y(s,t) < z(s,t) | y=yPz |y=z | z2=2Ay
vteZt: y(0,t) <z(0,t) | ¥=70T | J=T | T=TAY

Tabela 3.6: Equivaléncias entre restrigoes na algebra convencional e no didide %.

Validade Propriedade Referéncia
Va,b € C, b(0,0) =0 bpa=a (PH.1)
Va,beC a®b= (ab) (PH.2)

. [ (0,t) —a(0,8)]7, ses<t,
Va,beC (@ 8b)(s,t) = { 0, caso contrdrio (PH.3)
sup {b(0,7) —a(0,7)}7, ses=t=0
Va,beC (b ga)(s,t) = 7>0 (PH.4)
, caso contrario
Va,b € C, ~
b(s,t) < +o0,se s,t < +00 bRa=e¢ (PH.5)
Ya,b € C, L —
b(s,t) < +o0,se s,t < +00 a pb=(apb) (PH.6)
e _f a(0,t), ses=0
Va € C @)(s,t) = { o(s,t), ses#0 (PH.T)
Va,beC ba " =bda (PH.8)
Va € C; (@qa)" = (aya) (PH.9)

Tabela 3.7: Propriedades do mapeamento T.

Conforme mencionado anteriormente, este trabalho trata da determinacao de
limitantes de parametros de QoS em redes de comunicagoes. A determinacdo desses limitantes,
muitas vezes, estd ligada a determinagao de limitantes de fungoes em C. Adicionalmente, neste
trabalho, considera-se que z(s,t) representa a quantidade de dados que passam por um dado
ponto da rede no intervalo de tempo (s,t]. Assim, é natural partir da consideracao de que,
para cada s, z(s,t) é uma fungao nao-decrescente de t, ou seja, x € C;. Nesse caso, é natural
procurar limitantes de x também em C;. Contudo, para garantir o fechamento da operagdao ® no
conjunto C, admite-se fungoes com porg¢oes decrescentes em t. Surge, entao, a questao de como

se pode garantir limitantes em C; para funcdes em C;. A solucdo escolhida nesta tese foi a de
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trabalhar no conjunto C e depois fazer uma projecao dos limitantes encontrados, do conjunto C

para o conjunto C;, da maneira descrita a seguir.

Definicao 19 (Projecoes de C em C;). Seja a fung¢io x € C. Definem-se Pr{z} e Pr{xz},
respectivamente, as projecoes € -inferior e € -superior de x em Ci, da sequinte maneira, Vs,t €

Zt:
(Pr{a})(s,) = max {a(s,)}.

(ﬁ {x})(s7t) = 71_25 {x(S,T)} :

A Figura 3.5 ilustra o significado das projegdes € -inferior e €-superior de uma fungao
x € C no conjunto C; (respectivamente, Pr{z} e Pr{z}). Para facilitar a distin¢do entre as
curvas, os graficos foram criados considerando s,t € RT. Note-se que os operadores de projecao
sdo isotonicos, por exemplo, se a < b, entdo Pr{a} < Pr{b}.

x(s,t)

= - Pr{z}
—- Pr{z}

t—s

Figura 3.5: Proje¢oes de uma fungao z(s,t) de C em C;, para um certo valor de s.

Proposicao 6 (Limitantes em C; de funcdes em C;). Sejam xy,x, € C, possiveis limitantes da
fungao x € Cy tais que x, < x < zy. As proje¢oes Pr{z,} e Pr{z;} de z, e zy em C; também sdo

possiveis limitantes de x. Nesse caso,
Priz} <o < Pr{z}.
Demonstracdo. A demonstracao dessa propriedade encontra-se no Apéndice B, Secao B.4. ]

Sob certas condigoes, duas fungoes a,b € C; levam a uma funcao (a ® b) € C, o que

implica que Pr{(a ® b)} = Pr{(a ® b)} = (a ® b). Considere-se o seguinte conjunto:
C,={reC:a(t,t) <z(t+1,t+1),Vt}. (3.18)

Propriedades envolvendo projecoes podem ser encontradas na Tabela 3.8.
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Validade Propriedade Referéncia
Vo € Cy Pr{z}=Pr{z} =2 (PP.1)
Va,b € C; Pr{a®b}=Pr{a®bl=a®b (PP.2)

Tabela 3.8: Propriedades das projecoes de C em C;.

Das definigoes de C; (equagao 3.18) e de produto em % (Tabela 3.3), se a,b € Cj,

tem-se:
(a®b)(t,t) =a(t,t) +b(t,t) <a(t+1,t+1)+b(t+1,t+1) = (a®b)(t + 1,4+ 1).
Assim, o produto definido na equagao (3.7) é fechado em C;.

Observacao 12. O fato do produto definido na equacgdao (3.7) ser fechado em C, pode induzir a
conclusdo de que uma maneira simples de contornar o nao-fechamento do conjunto Cy € trabalhar
no conjunto C,. FEssa solugdo, embora realmente possivel, nao foi levada em conta nesta tese,
porque implicaria trabalhar com fungoes Ap tais que B(t) < B(t 4+ 1) (ver Defini¢ao 16) e isso
significaria, por sua vez, trabalhar com sistemas com backlog crescente no tempo, o que nao €

interessante. Esse ultimo aspecto serd aprofundado mo prérimo capitulo.

Por fim, seja x € C um fluxo formado pela agregacao de dois outros fluxos, z1,x2 € C.
Nesse caso, tem-se, Vs,t € ZT: z(s,t) = x1(s,t) + x2(s,t). Dessa forma, Vs,t € Z1: xy(s,t) =
x(s,t) — xa(s,t) e xa(s,t) = x(s,t) — x1(s,t). Para tornar possivel a representagdo em ¢ desse
tipo de restrigoes relacionadas & multiplexacao de fluxos, definem-se os mapeamentos F : C — C

e G:C — C a seguir.

Definigao 20 (Mapeamento F). Dados a,b € C, define-se o mapeamento F : C — C da sequinte
forma, Vs,t € ZT:

(F{a,b})(s,t) = a(s,t) + b(s, t). (3.19)
Note-se que, se a,b € C, entio F{a,b} € C. De fato, por um lado, Vs,t € Z%, se s > t :
a(s,t) = b(s,t) =0, e, portanto, (F{a,b})(s,t) = a(s,t) + b(s,t) = 0; por outro lado, se s < t,
a(s,t) > 0 e b(s,t) > 0, de forma que (F{a,b})(s,t) = a(s,t) + b(s,t) > 0. Dai, F{a,b} € C.
Note-se também que o mapeamento F € tal que F{a,b} =F {b,a}.

Definigao 21 (Mapeamento G). Dados a,b € C, define-se, o mapeamento G : C — C da sequinte
forma, Vs,t € Z:

(G {a,0})(s,t) = {a(s,t) = b(s, £)} T
Para mostrar que, se a,b € C, entio, G{a,b} € C, por um lado, tem-se, Vs,t € Z7:

(G{a,b})(s,t) > 0, diretamente da definicio de x+. Por outro lado, como a,b € C, entdio
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Vs >t :a(s,t) = b(s,t) = 0, de forma que {a(s,t) —b(s,t)}" = max {0, 21(s,t) — z2(s,1)} =
max {0,0} = 0. Da7, G{a,b} €C.
A Tabela 3.9 apresenta mapeamentos definidos nesse capitulo.

Ya,b,x € C :
(Pr{z})(s,t) = maxo<r<: {2(s, 7)}

(Pr{z})(s,t) = inf > {x(s,7)}
(F{a,b})(s,t) = a(s,t) + b(s,t)

(G{a,b})(s,1) = [a(s,t) — b(s, )]

Tabela 3.9: Mapeamentos Pr, Pr, F e G definidos em €.

A Tabela 3.10 apresenta algumas propriedades em % relacionadas aos mapeamentos

F e G. As demonstracoes encontram-se no Apéndice B, Secao B.6.

Validade Propriedade Referéncia
Ya,b,c,d € C Sea=cebi=d, entdo F {a,b} = F{c,d} (PM.1)
Va,b,c € C a=F{bctobxG{a,c}<sc<xG{a,b} (PM.2)
Va,b,c € C a=xF{bc}<eb=G{a,c}<c=G{ab} (PM.3)
Va,b,c € C Se a = b, entdao G {c,a} < G{c, b} (PM.4)
Ya,b,c,d € C (F{a,b})8 (F{c,d}) = F{(a¥c), (b§d)} (PM.5)
Vo €C, k=1,...,M F{z16p,...,2m0p}t =F{z1,...,2} ® dp (PM.6)
Vore CeVXr: Ax, €C, k=1,....M | F{ziAx,,...,zemAxy} =F{z1, ..., om} Axi4..x0) (PM.7)
Vo, Bk €C k=1,...,M F{z161,...,z2mBu}=F{z1,...,om} QF {B1,...,Bm} (PM.8)

Tabela 3.10: Propriedades dos mapeamentos F e G.

3.4 Conclusao

Neste capitulo, foram apresentados os conceitos que formam a base matematica deste
trabalho. Primeiramente, foram apresentados conceitos gerais da &dlgebra de didides presentes
na literatura. Em seguida, foi introduzido o didide ¥ proposto neste trabalho, e foram definidas
algumas funcbes e mapeamentos importantes para a descricdo de sistemas de comunicagoes.
Conforme mencionado, o diéide & proposto neste trabalho se baseia na estrutura definida em
Chang et al. (2002), com as alteracoes necessirias para garantir o fechamento da operagao de

multiplicacao e, desta forma, permitir a definicao de um didide.
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A relacao de ordenamento parcial representada pelos simbolos = e < nao aparece
na literatura associada ao Network Calculus. A operacao A, por outro lado, é comumente
encontrada, mas com significado oposto ao utilizado na literatura de diéides.® Neste trabalho,
preferiu-se a conformidade com seu significado na teoria de didides.

Na literatura do NC, em geral, trabalha-se na estrutura (C;, min,+), chamada de
“didide min-plus”. Nesta estrutura, para tornar possivel a representacao de restricoes de sistemas
de comunicacoes, definem-se varios mapeamentos®. Por exemplo, conforme mencionado no
Capitulo 2, a multiplicacdo definida pela equagao (3.7) é apresentada como um mapeamento
chamado de “convolucao min-plus”. Conseqiientemente, resultados conhecidos da literatura de
didides, como a existéncia de residuagoes para o produto a esquerda e a direita e as propriedades
da Tabela 3.2 nao sao diretamente aplicdveis para a multiplicacdo definida na equacao (3.7),
tendo que ser individualmente demonstrados.

Entre os elementos do didide %, foi destacada a importancia das funcoes dp e Ag. A
primeira é particularmente interessante para a representagdo de atrasos constantes; a segunda,
para a representacao de restrigoes de backlog. Embora as funcoes dp e Ap ja estejam presentes na
literatura (Chang, 1998b, e Chang et al., 2002, por exemplo), a quase totalidade das propriedades
apresentadas nas Tabelas 3.4 e 3.5 sao contribuigoes deste trabalho. Sao também contribuigoes
deste trabalho a definicao e utilizagao sistematica da operacao de residuacao e suas propriedades,
assim como todas as defini¢oes e propriedades de mapeamentos apresentadas.

Cinco mapeamentos foram definidos neste capitulo e sao uma contribuicdo deste
trabalho. O mapeamento Z, permite extrair de uma funcio x € C apenas as informacoes referentes
ao intervalo (0,t], Vt € ZT. Os mapeamentos Pr{-} e Pr{-} permitem a obtencio de fungdes
no conjunto C; a partir de fungdes em C. Finalmente, os mapeamentos F {-} e G {-} facilitam a

representagao de restrigdes relacionadas a multiplexacao de trafegos.

®Na literatura relacionada ao Network Calculus, a operacdo A é utilizada como um sinénimo do operador
de minimo da &lgebra convencional dos numeros reais. Portanto, seu significado é praticamente o oposto do
apresentado neste trabalho para o didide %.

6 Alguns dos mapeamentos usados na literatura do NC estdo apresentados em Le Boudec et al. (2000Db, Secao 2).



Capitulo 4

Restricoes matematicas basicas e

elementos basicos associados

Este trabalho trata da determinacao de parametros de QoS tais como méaximo atraso
fim-a-fim, méximo backlog e curvas de regulacdo e de servico. O termo “parametro”! é utilizado
neste contexto para fazer referéncia a curvas, em geral elementos do didide ¥. Neste ponto,
cabe estabelecer a diferenca entre curva parametrizada (uso comum) e uma curva ela prépria
entendida como um parametro (utilizacao feita neste trabalho). Restri¢es matemdticas podem
ser associadas a parametros de QoS, para descrever o comportamento de elementos de sistemas

de comunicagoes. Essas restri¢oes (igualdades ou desigualdades) podem expressar:

e Especificagoes de desempenho.

e Limitacoes fisicas do sistema.

Considere-se o didide % e a interpretacao fisica de seus elementos conforme descrito
na Secao 3.2. Sejam x,y € C os fluxos de entrada e saida, respectivamente, de um dado sistema

S, como ilustrado pela Figura 4.1.

Figura 4.1: Elemento genérico com fluxo de entrada x e fluxo de saida y.

A seguir, cinco tipos de restrigoes entre os fluxos = e y sao descritos, no didide €
as restrices de fluxo, de agregacao ou acoplamento, de regulacao, de servico e de backlog. Em

seguida, mostra-se que restrigoes de atraso maximo sao um caso especial das restrigoes de servigo.

De acordo com Michaelis, “parametro” é “todo elemento cuja variacio de valor altera a solucéio de um problema
sem alterar-lhe a natureza” (Melhoramentos, 2008). Neste sentido, fun¢des como as curvas de regulagio e de servigo
também sao consideradas “parametros”.

39
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Um aspecto importante deste trabalho é ressaltar que o conjunto de restri¢coes acima
permite o tratamento de uma classe abrangente de problemas relacionados aos parametros de QoS
mencionados anteriormente. Por essa razao, esse conjunto de restrigoes serd chamado conjunto
basico de restri¢coes. Estas restrigdes nao necessariamente formam um conjunto completo, capaz
de tratar qualquer problema relacionado a sistemas de comunicagoes. Outras restrigoes podem
ser adicionadas a este conjunto, conforme a necessidade de modelagem de problemas diferentes

dos aqui apresentados.

4.1 Restricoes de fluxo

A restricdo de fluxo garante que a quantidade de dados que entram em um sistema
desde o instante inicial, s = 0, nunca é maior do que a quantidade de dados que o deixam.

Matematicamente, essa restricao pode ser expressa da seguinte maneira:
Vt e ZT 1 y(0,t) < x(0,1). (4.1)

A inequacao (4.1) significa que se considera que os sistemas nao criam trafego, mas apenas o
atrasam, quando necessario. Essa restricao estd sempre presente em sistemas causais.
De acordo com a Tabela 3.6, a inequagao (4.1) pode ser rescrita em % da seguinte

maneira:

Y=7D7I. (4.2)

4.2 Restricoes de acoplamento

A restricdo de acoplamento® permite a modelagem de sistemas em que o fluxo de
saida é o acoplamento dos fluxos de entrada. Por exemplo, considere-se um sistema cuja saida é o
agregado de M fluxos. Sejam x, k = 1,2,..., M, os fluxos de entrada e x o fluxo de saida desse
sistema®. Matematicamente, a restricdo de acoplamento pode ser expressa da seguinte maneira,
Vs, t € Z7:
x(s,t) = x1(s,t) + xa(s,t) + ...+ zpr(s,t). (4.3)
Considere-se a Definicao 20 apresentada no Capitulo 3, ou seja, dados a,b € C,
tem-se, Vs, t € ZT:
(F{a,b})(s,t) = a(s,t) + b(s,t).

ZNeste trabalho, utilizam-se os termos multiplexacio, agregacio e acoplamento como sinénimos. Todos
representam a soma no sentido convencional de fungdes.

3Em geral, neste trabalho, preferiu-se usar a mesma letra para representar fluxos de entrada e safda de
acopladores. A diferenciacéo entre entrada e saida é feita pela inclusdo de um sub-indice para fluxos de entrada.
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A equagao (4.3) pode ser rescrita em % da seguinte maneira:
x=F{z1,x0,...,20}. (4.4)
Defina-se a seguinte notacao:
Fre1,. v {ze} =F{x1,20,...,20}.

A equagao (4.4) também pode ser escrita da seguinte maneira:

=Fro1, v {xi}. (4.5)

4.3 Restricoes de regulacao

Conforme mencionado anteriormente, o NC parte do pressuposto que os fluxos de
uma rede de comunicages sao limitados. Seja o € C a curva de regulagdo de um sistema
(filtro) com fluxo de entrada = € C e fluxo de saida y € C, conforme Definigao 2 apresentada no
Capitulo 2. Da inequacao (2.4), define-se a restri¢io de requlagio da seguinte maneira, Vs, t € ZT,
com s < t:

y(0,t) —y(0,s) < o(s,t). (4.6)

A curva de regulacao estd relacionada a quantidade maxima de dados que podem
deixar um sistema que atende a inequacao (4.6), em um dado intervalo de tempo, conforme

mostrado na Proposicao 7.

Proposicao 7. Seja y € C a funcdo de saida de um filtro que atende a curva de requlagcdo o € C.

Considere-se y uma funcgdo aditiva, conforme Definicao 31, Apéndice F. Tem-se:
Vs, t € Z1 1 y(s,t) < o(s,t),
ou, equivalentemente, de acordo com a Tabela 3.6: y=y D o.

Demonstragao. Da Defini¢ao 31 (Apéndice F, pagina 213): y(s,t) = y(0,t) —y(0, s). Nesse caso,

a propriedade acima decorre diretamente, da inequagao (4.6). O

A inequagao (4.6) pode ser rescrita da seguinte maneira:
+ . < :
VieZ" 1 y(0,t) < [in, {y(0,5) + o(s,t)}.
Assim, de acordo com a Tabela 3.3, como t > 0, tem-se:
VteZT :y(0,t) < (y®a)(0,1). (4.7)

Finalmente, da Tabela 3.6 e da propriedade (PH.2), Tabela 3.7, a inequacao (4.7) pode ser
rescrita em 4 da seguinte maneira:

y=y®dyo. (4.8)
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Proposigao 8. Se um dado fluxo x de um sistema satisfaz uma curva de regulagdo o € C, entao

também satisfaz a uma curva de requlagio o* € C (considerando que o™ exista).

Demonstragao. Se o fluxo x satisfaz a curva de regulacao o, entdo Z = Z(e @ o). Dal, de
acordo com o Teorema 1 (item 2), tem-se: T = Zo™*. Assim, da idempoténcia da adigdo: T =
T @ xo*. Dessa forma, o fluxo x também satisfaz uma curva de regulagao o*. Esse resultado foi

anteriormente apresentado em Chang et al. (2002, Lemma 3.2). O

Seja um sistema formado pelo acoplamento de M fluxos de entrada, onde cada fluxo
de entrada estd sujeito a uma curva de regulagao o, k = 1,..., M, conforme ilustrado na
Figura 4.2. A curva de regulacao total do sistema pode ser definida conforme a proposi¢ao a
seguir.
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Figura 4.2: Sistema formado pelo acoplamento de M fluxos de entrada, sujeitos a curvas de
regulacdo o, k=1,..., M.

Proposigao 9. Considere-se um filtro cujo fluro de saida € formado pelo agrupamento de M
funcées de entrada, conforme ilustra a Figura 4.2. Sejam uy, € C, k = 1,..., M os fluzos de
entrada deste filtro. Considere-se que a func¢do uy estd sujeita a uma curva de requlagdo oy € C,
k=1,...,M. Seja, ainda, x = F{x1,...,2p} a saida total do sistema (Defini¢ao 20). Uma
possivel curva de regulacdo para o fluxo de saida deste sistema, o € C, pode ser definida da
seguinte maneira:

o=F{o],...,on}.
Demonstracdo. A demonstracao desta propriedade pode ser encontrada no Apéndice C. O

Proposigao 10. Seja o € C uma curva de requla¢io para um trdfego y. Qualquer funcdo o’ tal

que 0’ < o também € uma curva de requlacdo para y.
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Demonstragao. A fungdo o é uma curva de regulagao para o trafego y. Dai, da equacdo (4.8) e
da Tabela 3.6, 7 = yo. Por outro lado, 0’ < 0. Dessa forma, da isotonicidade do produto em %,
yo' < yo, o que implica que ¥ = Yo = yo'. Assim, novamente da Tabela 3.6, § = 7 @ yo’ e,

portanto, a funcao ¢’ é uma curva de regulacao para o trafego v. O

4.4 Restricoes de servico

A restricdo de servigo esta relacionada a quantidade minima de dados, em um certo
intervalo de tempo, para a qual se garante servigo. Neste trabalho, da Definicao 6 (Capitulo 2),
mais especificamente da equacao (2.10), a restricdo de servigo pode ser expressa da seguinte
maneira:

Vte ZT :y(0,t) > Olélsilglt {z(0,s) + B(s,t)} . (4.9)

Das Tabelas 3.3 e 3.6 e da propriedade (PH.2), Tabela 3.7, a inequagao (4.9) pode

ser rescrita em % da seguinte maneira:
=207y (4.10)

A seguir, apresentam-se algumas propriedades relacionadas as restri¢oes de servico.

As demonstragoes estdo apresentadas no Apéndice C.

Proposigao 11. Sejam x ey, respectivamente, os fluxos de entrada e saida de um dado sistema

causal. Se a fungao y € aditiva, entao sempre existe um s, com 0 < s < t, tal que y(s,t) > [B(s,t).

Proposigao 12. Se um sistema apresenta uma curva de servico 3 € C, entdo qualquer func¢do

B € C tal que 3 = 3, também é uma possivel curva de servico para o sistema.

4.5 Restricoes de backlog

A restrigdo de backlog representa limitagoes de capacidade de buffers. Sejam z,y €
C, respectivamente, as curvas de entrada e saida de um dado sistema. Define-se o backlog do
sistema no instante ¢, w(t), como a diferenca entre suas curvas de entrada e de saida no instante ¢,
ou seja,
w(t) = x(0,t) — y(0,1).

Dessa forma, quando uma dada fila tem um backlog no instante ¢ limitado pela funcao W (t), a

seguinte inequacao deve ser satisfeita, Vt: w(t) = z(0,t) —y(0,t) < W(t). Equivalentemente, Vt:

x(0,t) < y(0,t) + W(t). (4.11)
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Da Tabela 3.4, V& € Z* : y(0,t) + W(t) = (y ® A\w)(0,t) de forma que a
inequagao (4.11) pode ser rescrita da seguinte maneira, V¢ € Z*: z(0,t) < (y @ Aw)(0,1),

ou equivalentemente, de acordo com a Tabela 3.6 e da propriedade (PH.2), Tabela 3.7,
T=2® @\)\Wx (4.12)

As restrigoes de backlog podem ser consideradas por um ponto de vista diferente.
A quantidade de dados y(s,t) que pode sair de um sistema em um dado intervalo de tempo
(s,t] também é limitada pelo backlog do sistema em cada instante. De fato, em cada intervalo
de tempo, pode sair de um sistema, no maximo, a quantidade de dados que estava armazenada
no sistema no inicio deste intervalo mais os dados que entraram no sistema durante o intervalo.

Portanto, a seguinte inequacao deve ser satisfeita:
y(s,t) < a(s,t) +w(s),
ou ainda, considerando w(s) < W (s), Vs:
y(s,t) < x(s,t) + W(s). (4.13)

Finalmente, da Tabela 3.4, a inequagao (4.13) pode ser rescrita da seguinte maneira,
Vs,t € ZT, com s < t:
y(s,t) < 2(s,8) + W(s) = (w ® 7)(s,1).

A inequacao acima também é vélida, se s > t. Nesse caso, y(s,t) = (A\w ® x)(s,t) = 0. De

acordo com a Tabela 3.6, portanto, tem-se:

Y=y Iwz.

4.6 Restricoes de atraso maximo

Define-se atraso virtual de um sistema no instante t, d(t), como o deslocamento
temporal em ¢ entre suas curvas de entrada e de saida. Considere-se o bit com menor prioridade
de transmissao presente em um sistema em um certo instante t. O atraso virtual é, por definicao,
o tempo de espera deste bit, considerando que nenhum outro bit (com maior prioridade) chega
ao sistema. Sejam x e y os fluxos de entrada e saida de um dado sistema, respectivamente, com
Z »=¢. O atraso virtual em ¢ para esse sistema pode ser expresso matematicamente da seguinte

maneira:

d(t) =inf{d > 0: x(0,t) < y(0,t 4+ d)} (4.14)

(adaptado de Le Boudec e Thiran, 2003, segao 1.1.2). A Figura 4.3 ilustra o cdlculo do atraso

virtual de um sistema para t = t7.
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Quantidade
de dados

Figura 4.3: Fluxos de entrada e saida para um sistema genérico com atraso virtual maximo D.

Sejam D(t) um limitante para o atraso virtual méximo no instante t e D um limitante
para o atraso virtual méximo em qualquer instante. Considere-se conhecida a funcao D(t). O

parametro D pode ser calculado da seguinte maneira:

D = igg {D(t)}. (4.15)

Se um sistema tem atraso virtual méximo D, qualquer bit que tenha deixado o
sistema no instante s, deve ter chegado em um instante posterior a [s — D]*. Caso contrério,
seria admitido um atraso virtual maximo maior do que D. Esse sistema tem que atender a
seguinte inequacdo, Vs,t: x([s — D]T,t) > y(s,t). Além disso, como ilustrado na Figura 4.3, Vt:

x(0, [t — D]") < y(0,t). Portanto, da Tabela 3.6 e das propriedades (PD.1) e (PD.2), Tabela 3.5,

um sistema que tem atraso virtual maximo D deve atender as seguintes equagoes em % :

y=y®(0pya),

265 =205 ® 7. (4.16)

e

Observacao 13. Comparando as equagoes (4.16) e (4.10), a conclusdo natural € que = 6p €
uma curva de servigo possivel (em muitos casos conservativa), para esse sistema. Esse resultado
foi anteriormente apresentado para fungées invariantes no tempo por Le Boudec e Thiran (20083,
Proposition 1.3.3). Pode-se utilizar, portanto, uma rede 3 = dp para modelar um atraso

mazrimo D.

4.7 FElementos basicos

Por razdes de praticidade, quatro? elementos pictéricos podem ser definidos a partir

das restricoes matemadticas bdsicas descritas anteriormente pelas equagoes (4.2), (4.5), (4.8),

4A restricdo de fluxo nio define um elemento bésico, porque é considerada sempre presente.
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(4.10) e (4.12). Essas definigoes permitem a descricdo modular das restrigdes de elementos
de redes de comunicagoes mais complexos, conforme exemplificado nos Capitulos 6 e 7. Os
elementos bésicos, portanto, nao representam sistemas fisicos, mas apenas restricoes matematicas

de sistemas. Todos os elementos bésicos deste trabalho sao considerados causais.

M-Acopladores. M-acopladores representam elementos que agregam M trafegos de entrada,
de forma a satisfazer a equagao (4.5). M-acopladores nunca atrasam ou adiantam os fluxos

de entrada. A Figura 4.4 mostra a representacao gréafica adotada neste trabalho para um

M-acoplador com fluxos de entrada =, k =1,..., M, e fluxo de saida .
Z1
—» T
M

Figura 4.4: Acoplador com M fluxos de entrada.

Reguladores o. Reguladores o representam elementos de rede com buffer infinito, os quais
atrasam o trafego de entrada, quando necessario, de forma a satisfazer as restrigoes de
fluxo (equacao 4.2, considerada sempre presente), e de regulacao (equagao 4.8). Dessa

forma, as seguintes equacoes em % devem ser satisfeitas:

T=707, (4.17)
7=7a7o. (4.18)

Basicamente, os reguladores determinam limitantes %-inferiores para fluxos de dados.

Pelos axiomas da Tabela 3.1, as equagoes (4.17) e (4.18) equivalem & seguinte equagao:

y=yle®o)®x. A Figura 4.5 mostra a representacao grafica adotada neste trabalho para

T : Y

Figura 4.5: Regulador sem perdas, com curva caracteristica o € C.

um regulador o.

Redes (. As redes [ representam sistemas causais sem perdas, os quais sdo restritos pela
equacao (4.10), para algum 8 € C. Ao contrario dos reguladores, as redes 3 determinam

limitantes %-superiores para fluxos.
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Para esses elementos, as seguintes equagoes em % devem ser atendidas:

y=yeor,
3 =T DY,

A Figura 4.6 mostra a representagao grafica desse tipo de elemento, também chamado de

rede (3.

Figura 4.6: Elemento com curva de servico 3 € C.
Filas . Seja W uma fungao do tipo W : ZT — RT U {+oco}. Uma fila causal sem perdas

garante um backlog méaximo no instante ¢, W (t), quando satisfaz a equacao (4.12). Para

esse sistema, portanto, as seguintes equagoes em % devem ser satisfeitas:

Figura 4.7: Fila sem perdas, com backlog méximo no instante ¢ limitado pela funcao W (t).

A Tabela 4.1 apresenta os sistemas de equagoes em % e as representacoes graficas

que caracterizam cada elemento bésico.

Elemento Representagao grafica | Restricbes matemadticas
x1
M-acoplador sem perdas E@» Y y=Fr=1,. m{xx}
M
T Y oo
y=yoz
Regulador ¢ sem perdas — : >—— oL
& P y=ydyo
x y u = m T
Rede 8 sem perdas —»@—» fz _ %?@;ﬁﬂ
. = y j=—go%
Fila W sem perdas —»E—» Z =30 Tw

Tabela 4.1: Elementos bésicos e suas restricoes matematicas em %.
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Observagao 14. As flechas na representacao grdfica dos elementos bdsicos indicam a dire¢do
da restrigao de fluzo (sentido fungdo € -inferior para € -superior). Para os M -acopladores, como
nunca sdo inseridos atrasos ou adiantamentos aos fluxos de entrada, as setas sdo puramente
estéticas indicando o sentido de entrada (parcelas) para saida (soma). Duas confusdes devem ser

evitadas:

1. Os elementos basicos representam restricoes matemdticas. As funcoes de entrada e saida
de elementos bdsicos ndo representam, mecessariamente, os fluros de entrada e saida de
elementos reais de uma rede de pacotes. Por exemplo, considere-se a fila W ilustrada na
Figura 4.7. FEssa fila nao significa que entre os fluros x e y exista necessariamente um
buffer com capacidade para armazenar W (t) dados. Na verdade, essa representa¢do indica
apenas que a distancia vertical entre as fungoes x(0,t) e y(0,t) nao ultrapassa W (t) dados.

Dessa forma, o sistema real entre x e y pode ser inclusive desconhecido.

2. Na representacdo grdfica com elementos bdsicos, pontos com bifurcagoes de flechas indicam
que a mesma funcdo atende a mais de uma restricio. Assim, as flechas ndo estdo
necessariamente relacionadas ao caminho fisico sequido pelos dados. Por exemplo,
considerem-se duas restricoes de servico em paralelo conforme ilustra a Figura 4.8. FEssa
representacdo nao significa uma divisdo do fluxo em u entre dois servidores, mas apenas a
satisfacao das sequintes equacoes (Tabela 4.1): y=y@u, ufy =uf1 @Y e ufs = ufr DY,

ou seja, entre as funcées u e y existem duas curvas de servico possiveis, 1 e (a.
U Y
—

Figura 4.8: Duas restricoes de servigo entre os mesmos fluxos x e y.

4.8 Meétodo para a resolucao de problemas em %

Como mencionado anteriormente, o objetivo deste trabalho é considerar um método
algébrico, para manipular problemas relacionados ao desempenho de redes de comunicagoes. Os
elementos a serem manipulados sdo funcdes positivas do tipo = : (ZT)? — R* U {+co}, onde
uma funcao z(s,t) representa a quantidade de dados que passam por um determinado ponto de
uma rede de comunicagoes, em um intervalo de tempo (s, t].

Possiveis problemas de interesse sao a determinagao de limitantes para as fungoes x.

Para resolvé-los, a estratégia adotada neste trabalho é usar a estrutura algébrica apresentada
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no Capitulo 3, para descrever as restricoes das redes de comunicagbes de interesse como uma
composicao dos elementos bésicos definidos neste capitulo. O método proposto é modular.

A Figura 4.9 ilustra o método proposto. Note-se que, se outras restri¢coes bésicas sao
criadas, outros blocos basicos também sao automaticamente criados, mas a estrutura do método

se mantém.

Restricoes
Matematicas
Gerais

Elementos
Baésicos

Problema, Restricoes SOl,u (;;%o ..
. Algébrica Instanciacao
Dado do Sistema (diSides)
Abordagem LO1Ces
Modular

Figura 4.9: Método para a resolugao de problemas em % .

Nessa abordagem, o problema de obter limitantes para parametros de QoS de uma

rede de comunicacoes é tratado da seguinte maneira:

1. O problema particular é descrito como uma composicao de elementos bésicos.

2. As restrigoes algébricas de cada elemento bésico de 1 sdo escritas.

3. O sistema de equacoes obtido em 2 é resolvido usando a estrutura algébrica introduzida no
Capitulo 3.

4. Os resultados obtidos sao instanciados no contexto do problema em particular, se

necessario.

4.9 Conclusao

Neste capitulo, foram definidos cinco tipos de restrigoes que permitem o tratamento
de uma classe abrangente de problemas relacionados a parametros de QoS em sistemas de
comunicacoes.

A classificacao das restrigoes matematicas de sistemas de comunicacoes em diferentes
tipos nao é nova (a exemplo de Chang et al., 2002). Contudo, neste trabalho, esta classificagao é

apresentada de uma forma sistematica usando a dlgebra de didides. Isso permite a definicao de um
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conjunto finito de restrigdes consideradas bdsicas. A partir destas restricoes, é possivel definir
unidades de modelo, chamados elementos basicos, com as quais é possivel modelar elementos
diversos de sistemas de comunicagdes. Conforme mencionado, o conjunto de restrigoes aqui
definido néo é necessariamente completo, ou seja, nao é necessariamente capaz de tratar qualquer
problema relacionado a sistemas de comunicagoes. Contudo, é sempre possivel a adicao de novas
restrigoes e de novos elementos bésicos, a medida que se fizerem necessarios.

Em geral, na literatura relacionada ao Network Calculus, sistemas sao tratados
individualmente, de forma que, para cada problema, propoe-se uma solucao. Uma contribuicao
deste trabalho presente neste capitulo é a idéia de descrever e resolver o conjunto de restricoes
de um dado sistema completamente na algebra de didides. Esse uso intensivo das técnicas da

algebra de didides permite uma analise mais sistemdtica de problemas.



Capitulo 5

Determinacao de limitantes de

parametros de QoS

Conforme mencionado anteriormente, uma das contribuigoes deste trabalho é a
defini¢do de métodos para a andlise de sistemas de comunicagoes, o que permite a sistematizacao
no tratamento de problemas diversos. Neste sentido, nos capitulos anteriores, apresentou-se uma
estrutura algébrica para representar as restrigoes de sistemas de comunicagoes, e foi definido um
método para a representacao dessas restrigoes a partir de estruturas chamadas de “elementos
bésicos”.

Sejam x e y os fluxos de entrada e saida de um determinado sistema, conforme ilustra
a Figura 5.1. Neste capitulo, define-se um método para a determinacao de parametros de QoS de
interesse para esse sistema, dado um modelo obtido a partir de elementos basicos entre os fluxos
x e y. Os parametros de QoS abordados sdo: o atraso maximo fim-a-fim, o backlog maximo, e as

curvas de regulacao e de servico. Esses problemas sao analisados nas préximas secoes para um

x Yy
—{ s}

Figura 5.1: Sistema genérico de interesse.

sistema, simples.

O capitulo estd dividido conforme descrito a seguir. Primeiramente, o método para
determinacao de parametros de QoS é definido. Em seguida, a aplicacao desse método é ilustrada
a partir da andlise de um sistema regulador o - rede 3. Por fim, analisa-se, de um modo geral,
como a representagao de um sistema de comunicagoes pode ser simplificada, através da andlise

de equivaléncia entre modelos.

o1
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5.1 Meétodo

No Capitulo 4, mencionou-se que restricoes matematicas podem ser associadas a
parametros de QoS, expressando especificacées de desempenho ou limitacdes fisicas de um
ststema. Neste capitulo, sao introduzidas as restrigcoes redundantes, um novo tipo de restricao.

Ao acrescentar um novo elemento em paralelo a um sistema, acrescenta-se uma
nova restricao ao conjunto de equacoes que descrevem suas limitagoes. Dai, duas situagoes
podem ocorrer: ou a restricao adicionada impée uma nova limitacao ao sistema, como é o caso
das restricoes que expressam especificacoes de desempenho ou limitacoes fisicas; ou a restricao
adicionada é redundante e sua inclusao ou exclusao nao afeta o sistema de equagdes original.

O caso limite entre estes dois tipos de restrigoes pode ser usado para a determinacao
de possiveis limitantes para parametros de QoS em sistemas de comunicacoes. Nesse caso,

utiliza-se o seguinte método:

1. Acrescenta-se um elemento que represente o parametro considerado, entre as funcoes de
entrada e saida do sistema de interesse. Este procedimento estd ilustrado na Figura 5.2.

As restrigoes redundantes estao representadas com linhas tracejadas.

e g eenee R R
(a) Limitante de curva de regulagao (b) Limitante de curva de servico
s e el 5 e
oo g o YA S
(¢) Limitante de atraso méximo (d) Limitante de backlog méximo

Figura 5.2: Método para a determinacao de limitantes de parametros de QoS.

2. Determinam-se os intervalos de valores do parametro adicionado para os quais as equagoes
do novo elemento sao redundantes. Essa escolha de intervalos estd normalmente relacionada
a escolha dos termos que devem prevalecer em uma operagao de soma (@) ou de minimo
(A) em ¥, de forma a nao se alterarem as caracteristicas iniciais do sistema em andlise.
Uma aplicagao concreta desse principio pode ser observado, por exemplo, na passagem das
equagoes (5.7) e (5.8), na préxima secao.

3. Encontra-se o valor limite (méximo ou minimo) do parametro adicionado dentre os valores

encontrados no item 2.
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Conforme mencionado anteriormente, o Network Calculus parte do pressuposto que
os fluxos de entrada de sistemas sao limitados de alguma forma e que é oferecida alguma garantia
de minimo servigo para esses fluxos. Essas condigoes estao diretamente relacionadas as restri¢oes
de regulacdo e de servico, que, portanto, devem estar sempre presentes. Dessa forma, o sistema

da Figura 5.3 pode ser considerado o sistema elementar ou minimo para o NC.

e O
—
Figura 5.3: Rede com curva de servigo 3 conectada a um regulador o.

A seguir, o método apresentado nesta secao serd utilizado para a determinacgao
de possiveis limitantes para parametros de QoS relacionados ao sistema da Figura 5.3. Os

parametros analisados sao:

Atraso méaximo da rede §3;

Backlog maximo da rede [3;

e Taxa maxima de saida de dados;

Curva de servico total para o sistema regulador o - rede .

Limitantes equivalentes para varios desses parametros estao presentes na literatura.
Apesar disso, as demonstracoes foram mantidas no texto a seguir, porque tais demonstragoes,
diferentemente dos resultados apresentados na literatura, sao feitas integralmente no contexto
da dlgebra de didides utilizando de modo sistemdtico suas propriedades intrinsecas (e.g., a
residuacao). Este fato unifica os resultados tedricos encontrados na literatura em torno da

abordagem de didides.

5.2 Atraso virtual maximo

Nesta secao, o método introduzido na secao anterior é utilizado para a determinacgao
de um possivel limitante para o atraso virtual mdximo da rede ( ilustrada na Figura 5.3. O
resultado obtido esta apresentado no Teorema 13 a seguir. Este resultado é similar ao apresentado
por Chang (2000, Theorem 5.5.5.7ii), embora demonstrado de maneira diferente. Basicamente, o
Teorema 13 determina que o maior atraso virtual de um bit que pertence a um fluxo que satisfaz
uma curva de regulacdo o e que atravessa uma rede com curva de servigo (3 estd relacionado a

maior distancia horizontal entre as curvas o e .

Teorema 13. Para o sistema da Figura 5.3, sejam as funcées u,x,y € C e 0,8 € C.

Considere-se que § = T = U, ou seja, o sistema € causal; ¢ U »= €, ou seja, o sistema estd



54 Capitulo 5: Determinacao de limitantes de parametros de QoS

vazio em s =t = 0. Um possivel limitante D para o atraso virtual da rede 3 representada na

Figura 5.8 corresponde a resposta do sequinte problema de otimizacdo:

0p = inf g,
s.a o%0q = 0.

Demonstracdo. Seguindo o método apresentado na Segdo 5.1, uma maneira de determinar o
maximo atraso virtual da rede 3 ilustrada na Figura 5.3 é acrescentar um elemento basico com
curva de servigo g de x para y (paralelo a rede [, conforme ilustrado na Figura 5.2(c)) e
determinar para que valores de d as restri¢bes impostas pelo novo elemento sao redundantes. A
Figura 5.4 ilustra esse procedimento. A seguir, deve-se determinar o valor 6timo de d4 (nesse
caso, o valor minimo em %) para que nao se alterem os possiveis valores de x e y que satisfazem

as equagoes originais do problema.

Figura 5.4: Sistema com curva de servigo d4 conectado em paralelo a rede 8 da Figura 5.3, para
determinacao de seu atraso virtual maximo.

De acordo com a Tabela 4.1, o sistema mostrado na Figura 5.4 atende as seguintes

equagoes:

764 = 704 ® .

Da consideracao de que y = T = u, as equagoes (5.1) e (5.3) sdo naturalmente
satisfeitas (ver Tabela 3.6). Além disso, das equagdes (5.4) e (5.5) e da Tabela 3.6, tém-se
Y <xB ey < xdy. Dessa forma, y < TS A Zdy e, portanto, a equagao (5.5) é redundante, se
70 < 764. Essa inequacao nao pode ser explicitamente resolvida para dg4, porque o didide € nao
¢ dualmente residuado (Proposicao 5). Mas, pela isotonicidade do produto, ela é com certeza
satisfeita se 0 < 4. Esta tultima inequacao significa que, no caso em que o atraso virtual maximo
de um sistema for conhecido e igual a d (ou quando um limitante para o seu atraso virtual maximo

for conhecido e igual a d), pode-se garantir uma curva de servigo 4, conforme mencionado na
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Observacao 13. Esse resultado, contudo, nao é 1util para o cdlculo de §4, pois é muito conservativo,
levando facilmente ao resultado d = 400, bastando para isso que (3(s,t) < 400, Vt < +00.

Continuando a busca por um limitante para 4, da equagao (5.2) e da Proposigao 8,
tem-se: T = To*. Portanto,

7 3o (5.6)

de forma que oy > To*dy. Assim, da propriedade (PR.1), Tabela 3.2: T < (Zdyq) ¢ (0%04)-
Agora, da equagao (5.4) e da Tabela 3.6: y < Z(. Portanto, da propriedade (PR.5), Tabela 3.2:

~

y<z0
< [(@éa) ¢ (076a)] B
< (@dq) ¢ [BY (070a)]-

Dali, novamente de acordo com a propriedade (PR.1), Tabela 3.2: Zd4 = y[5] (0%04)].
Por outro lado, da equagao (5.5), Zd4 = y. Dessa forma, a seguinte inequacdo deve

ser satisfeita:

Toq = Y08 (0%0a) Se]. (5.7)

Dai, se for garantido que 3§ (0*d4) = e, ou seja, se 0%y = 3, entdo a equagao (5.5)
serd redundante, Vd. De fato, quando §(c*dy) = e, entdo Tdy = Y[BR(c%0q) De] =
s

U188 (0%4)] = ¥y e, portanto, a inequagao Tdy = y é sempre satisfeita.

Observagao 15. Conforme mencionado no item 2 do método apresentado na Secao 5.1, a
escolha dos intervalos para os quais as equagoes do elemento inicialmente adicionado (para esse
exemplo, a rede 64) sejam redundantes estd relacionada a escolha de termos predominantes de
uma operacdo de soma ou de minimo em %. Para esse exemplo, a predominancia do termo

B&(c%04) sobre o termo e.

Finalmente, o valor limite para o atraso virtual maximo do sistema da Figura 5.3
pode ser determinado a partir da seguinte expressao:
dp = inf dq,
b (5.8)
s.a 004 = 0.
Nesse caso, usou-se o operador de infimo porque quanto menor d4, melhor é o limitante encontrado

(quanto menor é dp, em ¢, menor ¢é o limitante de atraso virtual maximo D associado). O

O Teorema 13 foi anteriormente publicado em Daniel-Cavalcante e Santos-Mendes
(2006).
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Exemplo 5.1. Sejam o, € C; fungdes invariantes no tempo, conforme ilustrado na Figura 5.5.
De acordo com (5.8), o limitante de atraso mdzimo, D, é o valor minimo de d para o qual
0*84 = B. Graficamente, D é o menor atraso (deslocamento para a direita) que pode ser dado a
curva o* = o, de forma a tornd-la abaizo da curva 3. A funcgdo o*dp também estd representada

na Figura 5.5.

45 x10
— ()
4--- B(t)
~ (0*3p)(t
8 3,51 (070p)(®)
S 3
=]
& 2,5
o 2
<=
e 7
(8]
£ 15
Z 1,
0,5
(\ L % L L i
0 200 400 600 800 1000
Tempo (s)

Figura 5.5: Fungées o(t) e B(t) e respectiva fungdo (0*6p)(t).

5.3 Backlog maximo

Um procedimento semelhante ao descrito na secao anterior pode ser usado para
determinar o backlog maximo da rede § da Figura 5.3. Nesse caso, acrescenta-se um elemento
béasico com curva de servico A\, de x para y em paralelo a rede § e se determina para que
funcao w(t) as restricoes do elemento adicionado sado redundantes. A Figura 5.6 ilustra esse
procedimento. Os resultados obtidos estao apresentados no Teorema 14 e Corolario 14.1 a
seguir. Este resultado é similar ao apresentado por Chang (2000, Theorem 5.5.5.7), mas esté
demonstrado de maneira diferente. O Teorema 14 relaciona o maior backlog de um sistema a
maior distancia vertical entre sua curva de servico § e a curva de regulagao o do trafego de

entrada.

Figura 5.6: Fila w conectada em paralelo a rede 8 da Figura 5.3, para determinacao de seu
backlog maximo.
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Teorema 14. Seja o sistema da Figura 5.3. Novamente, considerem-se as fun¢oes u,x,y € Cy
ea,BE€C, comy=T=u euxe. Esse sistema apresenta o sequinte limitante para o backlog no

nstante t:
W(t) = (B8a")(t, 1), (5.9)
e o sequinte limitante para o backlog mdzrimo:
W= (wgT)(0,0),
sendo w € C a sequinte fung¢do:

W(t), ses=0,

wist) = e(s,t), ses#0.

Demonstracdo. De acordo com a Tabela 4.1, as seguintes equagoes devem ser satisfeitas para o

sistema da Figura 5.6:

T=7du, (5.10)
7=7® 7o, (5.11)
U=y, (5.12)
B=x0d7Y, (5.13)
T=T B Y. (5.14)

Novamente, considera-se que as equagoes (5.10) e (5.12) sao naturalmente atendidas.
Da equagao (5.11) e da Tabela 3.6: T = Zo. Assim, como na demonstragdo anterior
(inequagao 5.6), T = To*. Da propriedade (PR.1), Tabela 3.2, entdo, ¥ < T¢o*. Dessa forma,
da equagao (5.13) e da propriedade (PR.5), Tabela 3.2,

y<sSTh < (Xgo")f < TP (BR07).

Ou seja,

7 G(BRo). (5.15)

o~ ~

Da equacao (5.14) e da inequagao (5.15), T = YAy € T =y (B]o™*). Assim, a seguinte
inequacao deve ser satisfeita:
7 y[(BRa7) A
Finalmente, se A\, < 0™, entao = = y (6{0*) = YA, € a equacdo (5.14) é redundante.
Para a andlise da inequacao A\, < (§0*, por sua vez, note-se que, de um modo

geral, se s < t, entdo \,(s,t) = 400, de forma que A, (s,t) > (880%)(s,t); e se s > t, entao
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Aw(s,t) = 0 = (B]o™)(s,t). Além disso, se s = t, entdo A, (t,t) = w(t). Dessa forma, a
inequacao A\, < f{o* é sempre satisfeita, se w(t) > (6§0)(t,t). Assim, o melhor limitante do

backlog maximo no instante ¢ para a rede 3 da Figura 5.6 pode ser definido da seguinte maneira:
W (t) = (B807)(t,1).
Por fim, seja w € C a seguinte fungao:

W(t), ses=0,

wlont) = e(s,t), ses#0.

O limitante para o backlog maximo para todo t é dado diretamente por

W = sup {W(t)} = sup {w(0,1)}

>0 >0
= sup {W(O, t) - T(Ov t)}+
t>0

= (w¢T)(0,0).
|

O resultado apresentado no Teorema 14, incluindo o método da Secao 5.1, foi

anteriormente publicado em Daniel-Cavalcante et al. (2006b).

Corolério 14.1. Quando o e 3 sao fungdes invariantes no tempo, ou seja, o(s,t) = o(t —s) e
B(s,t) = B(t — s), o limitante do backlog mdximo no instante t, W(t), pode ser calculado pela
seguinte equagao:

W(t) = max {o"(v) = B()}" .

Nesse caso, o backlog mdzimo do sistema, W, é dado por: W = sup,so{c*(v) — Bw)}".
FEsse ultimo resultado € semelhante ao apresentado em Le Boudec (1996, Theorem 1), embora

demonstrado de forma diferente.

Demonstracdo. Quando o, 8 € C sdo fungdes invariantes no tempo, entao

W(t) = [68e7)(t,t) = max {0"(s,1) — Bls, )}

= Joax {o"(t —s) = Bt = s)} "

Fazendo v = t — s, portanto: W (t) = maxo<,<; {o*(v) — B(v)}". Dai, W = sup;>q {W(t)} =
by {0 (v) — AW} 0
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2,5+ /
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Figura 5.7: Fungoes o(t) e B(t) e respectiva funcao limitante do mdximo backlog, W(t) =
(8 & o] (L, 1).

Exemplo 5.2. Sejam as funcgées 0,8 € Cy ilustradas na Figura 5.7. A Figura 5.7 ilustra a
fungdo W (t) para esse sistema. O limitante para o backlog mdzimo do sistema € a mdzima

distancia vertical entre as curvas o* (nesse caso igual a o) e 3.

Proposicao 15. Considere-se um sistema cujo fluzo de entrada satisfaz uma curva de requlacao
o € C;. Se forem conhecidos limitantes para o atraso mdzimo, D, e para o backlog mdzimo no
instante t, W (t), pode-se garantir que a curva (6* g \w)A(c*dp) € um possivel limitante superior

em € para a curva de servigo desse sistema.

Demonstracdo. Dos Teoremas 13 e 14, se D e W (t) sdo possiveis limitantes para o atraso maximo

e backlog maximo em t, entao

Desta forma, da propriedade (PR.1), Tabela 3.2, 8 < (6*#Aw ). Dal: B < 0"dp5 A (6" Aw). O

Observacgao 16. Limitantes mais conservativos para d(t) e w(t) podem ser obtidos, substituindo
o* por o, nos enunciados dos Teoremas 13 e 14. Nesse caso, as demonstracdes sao simplificadas

pela utilizagao direta da equagdo (5.2).

5.4 Taxa de saida de dados maxima

Nesta se¢ao, o método apresentado na Secao 5.1 é utilizado para a determinagao da

taxa de saida de dados maxima para o sistema da Figura 5.3.
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Conforme mencionado na Secao 4.3, a curva de regulacao estd relacionada a
quantidade méaxima de dados que podem deixar um determinado sistema em um certo intervalo
de tempo, ou seja, estd relacionada a sua taxa méaxima de saida de dados. Por esse motivo,
nesta secao, acrescenta-se um regulador com curva caracteristica o, € C em paralelo a todo o
sistema da Figura 5.3, para obter a taxa maxima de saida de dados. Em seguida, de acordo com
o método da Secao 5.1, determina-se para que funcgoes o, as restri¢oes do regulador adicionado
sdo redundantes. A Figura 5.8 ilustra esse procedimento. O resultado obtido estd apresentado

no Teorema 16 a seguir.

Figura 5.8: Regulador o, conectado em paralelo ao sistema regulador o - rede 3 da Figura 5.3,
para a determinacao de um possivel limitante para a taxa de saida de dados maxima.

Teorema 16. Seja o sistema da Figura 5.3. Considerem-seu,xz,y € Cs ec,3€C, com¥y =T =1

eu=¢e. A curva de saida, y, satisfaz a sequinte restricdao de regqulagdo:
g = ?/J\ D yoy,
sendo oy, = B{o*.

Demonstragao. As condigoes do Teorema 14 sdo atendidas. Dessa forma, a inequacao (5.15) é

satisfeita, isto é, T = y (880™). Além disso, por hipétese: y = Z. Dai, ¥ »= T 3= y (8§0™). Assim,

5> 7 (BR"). (5.16)

Além dessas restrigoes, o sistema da Figura 5.8 satisfaz as restrigoes do elemento regulador

adicionado (o regulador tracejado, na Figura 5.8). Sao elas:

: (5.17)

<)
<)
)

)

S
D yoy. (5.18)

<)
<)
<

~

A equagdo (5.17) é diretamente satisfeita, das hipdteses §¥ = Z = u. Além disso, da
inequacao (5.16) e da equacao (5.18), tém-se: y = y (B80*) e y = yo,. Dai: § = y[oy, ® (B&c™)].
Seguindo o método apresentado na Segdo 5.1, para que a equacao (5.18) seja

redundante, a seguinte inequagao deve ser satisfeita:

oy < B’
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Nesse caso, de fato: y = y(880*) = yo,. Assim, a fungdo o, = B§c* é um limitante para a
curva de regulacao da funcao de saida do sistema da Figura 5.3, ou seja, um limitante para sua

taxa de saida de dados méaxima. Ol

Os resultados obtidos no Teorema 16 sao similares aos obtidos por Le Boudec (1996,
Theorem 2), para o caso em que as fungoes o e [ sdo invariantes no tempo, e aos obtidos
por Chang (2000, Theorem 5.5.5.ii), quando o e 3 sao fungoes variantes no tempo, mas estao

demonstrados diferentemente.

Exemplo 5.3. Sejam as funcoes 0,3 € Cy ilustradas na Figura 5.7 e repetidas na Figura 5.9.
A Figura 5.9 ilustra também a funcdo oy(t) = [B80*] (t). Note-se que, para as fungoes o e oy
apresentadas, a curva de saida, y, pode alcancar taxas mais altas do que o fluzo de entrada, x.

Esse fato se deve a possibilidade de acimulo de pacotes na rede 3 (Figura 5.8).

Niumero de Pacotes
- < wgf\

0,5 T~ 2,25 x 10* |

0 200 400 600 800 1000
Tempo (s)

Figura 5.9: Fungoes o(t) e B(t) e respectiva fungdao limitante da mdzima taza de saida de dados,

oy(t) = [6 & 7] (D).

5.5 Curva de servico de uma juncao regulador ¢ - rede (3

Podem existir casos em que nio existe uma expressdo analitica! para o limitante
de um dado parametro de QoS. Por exemplo, considere-se o sistema na Figura 5.3. Seguindo
o método apresentado na Secado 5.1, para determinar uma curva de servico para o sistema
regulador o - rede (3, ilustrado na Figura 5.3, acrescenta-se uma rede 3’ € C em paralelo a todo o
sistema e se determina para que funcoes 3 as restricoes da rede 3’ adicionada sao redundantes.

A Figura 5.10 ilustra o procedimento.

No contexto deste trabalho, considera-se “expressdo analitica” uma expressio matemética composta por um
conjunto finito das operagoes em ¢: @, ®, #, §, *, < and =.
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Figura 5.10: Rede ' conectada em paralelo ao sistema regulador o - rede 3 da Figura 5.3, para
a determinagao de um possivel limitante para a curva de servico total do sistema.

Para o sistema da Figura 5.3, as seguintes equagoes sao satisfeitas:

F=1@0, (5.19)

T=7e7, (5.20)

I8 =T6®7. (5.21)

Além dessas equagoes, as restri¢oes do novo elemento (Figura 5.10) também devem ser atendidas,

de forma que as seguintes equagoes devem ser satisfeitas:

=ydu (5.22)

uf =up @ (5.23)

Das equacoes (5.19) e (5.20), tem-se: ¥y = T = u. Dali, ¥ = u, ou equivalentemente,

Yy = y®u. Dessa forma, a equacao (5.22) é sempre satisfeita. Por outro lado, da equagao (5.21),
U < 70 e, da equacgao (5.23), y < uf’. Daf:

y<z8nus.

Dessa forma, a equagao (5.23) serd redundante, se T3 < u3’. Nesse caso, de fato:
Y < 7 < uf'. Para esse sistema, contudo, nao é possivel determinar uma funcao 3’ que sempre
garanta o atendimento da inequacao 73 < u/3, porque ¢ nao é dualmente residuado, conforme
Proposicao 5. Consequientemente, nao é possivel determinar uma curva de servico para o sistema
regulador o - rede § da Figura 5.3, usando o método da Secao 5.1.

A Tabela 5.1 resume os resultados obtidos nesta secao.

5.6 Simplificacao de modelos e analise de equivaléncias

Nesta se¢ao, analisa-se, de um modo geral, como a representacao de um sistema

de comunicacoes pode ser simplificada, sem que as restricoes originais do sistema sejam
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Sistema original Sistema equivalente Parametro de equivaléncia
u x Y
u x y| ! 1 0p = inf b4,
7 s.a 004 %=p
e 0p -
U T Y
U x Y | A .
? i : W(t) = (B8o")(t,1)
. >’:J;I};“L,J
u T Y
x : ; Y ;
- o : 3 S O'y = ﬁ&a*
R Oy
u T Y
Y s i»@—;y N B’ indeterminado
I ﬁ>‘\/ ﬁ/ \1 77777777 i

Tabela 5.1: Parametros de QoS obtidos para um sistema regulador o - rede (3.

desrespeitadas, e sem que se alterem os limitantes de parametros de QoS obtidos para a
representagao original. A andlise leva em conta as definicoes de representacao de um sistema

e de equivaléncia entre representacoes de sistemas apresentadas a seguir.

Definicao 22 (Representagao de um sistema). Define-se a representagdo R de um sistema como
sendo o conjunto finito de equacgdes que o descreve, mais a definicao de seus pontos de entrada

e saida.

Definigao 23 (Equivaléncias entre representacoes de sistemas). Seja R a representa¢ao de um
dado sistema, e seja ™ um parametro de QoS?. Defina-se L(R,7) o limitante do pardmetro
obtido para a representacdo R através do método introduzido na Se¢do 5.1. Duas representagoes
R1 e Ry sdo equivalentes em relagdo ao parametro m, se, dado w: L(Ri,m) = L(Ro,m). As

representagoes Ry e Ry sdo totalmente equivalentes, se Vr: L(Ry,7) = L(Ra, ).

Observagao 17. Dadas duas representagoes de sistemas com os mesmos pontos de entrada e
saida, se o conjunto de equacdes de uma delas puder ser transformado em um conjunto idéntico
ao conjunto de equacdes da outra representacao, entdo, trivialmente, estas representacdes sao

totalmente equivalentes (condigao suficiente).

Observagao 18. Ao aplicar o método definido na Se¢cao 5.1 em um dado modelo de sistema,
adiciona-se um elemento bdsico que represente um parametro de QoS de interesse, e se

determinam os parametros das equacoes adicionadas de forma a tornd-las redundantes. Mas

2 Neste trabalho, w é considerado wm dos sequintes pardmetros: backlog instantdneo; backlog mdzimo; curva de
regqulagdo; curva de servigo; p-atraso (definido no Capitulo 6); atraso virtual instantdneo e atraso virtual mdzimo.
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equacoes redundantes, por defini¢cdo, podem ser sempre retiradas, sem alterar o sistema de
restri¢oes original. Assim, os dois modelos (original e com o elemento bdsico adicionado) sao

sempre totalmente equivalentes, sequndo a Definicao 23.

Seja um dado fluxo z de um sistema. Considere-se que z € C é o resultado obtido
ao passar um fluxo u € C por um sistema com curva de servigo §1 € C. Essa restricao de servigo
pode ser representada, adicionando ao modelo do sistema uma rede (31 entre os fluxos u e ,
conforme ilustrado na Figura 5.11. O modelo ilustrado na Figura 5.11 descreve as limitagoes

impostas ao fluxo z, quando a restricao de interesse é a quantidade (ou taxa) minima de dados

u T
.

Figura 5.11: Rede (31 conectada entre os fluxos u e x, para indicar uma restrigao de servigo.

em y.

Seja, agora, um fluxo y € C sujeito a uma curva de servigo B2 € C em relagao ao

fluxo x, conforme ilustra a Figura 5.12(a).

U x Y v Y
_»
(a) Restrigoes originais (b) Restrigdes equivalentes

Figura 5.12: Exemplo de representacao simplificada para as restricoes de um sistema de interesse,
em relagao ao seu fluxo de entrada u e seu fluxo de saida y. Em (a), o modelo inicial do sistema.
Em (b), o sistema equivalente, em relacao aos fluxos u e y. Nesse caso, § = 31 ® [a.

Chang (2000, Theorem 5.5.2) afirma que a curva 5 = 1 ® (32 é a curva de servigo
entre u e y para o sistema da Figura 5.12(a). Dessa forma, se u e y sdo, respectivamente, os
fluxos de entrada e de saida de interesse, entao o sistema da Figura 5.12(a) pode ser visto como
uma tnica rede 3, como ilustrado na Figura 5.12(b). Essa é, portanto, uma forma de simplificar
a representagao das restrigoes de um sistema.

A seguir, sao analisadas as associagOes possiveis entre dois elementos basicos do
mesmo tipo, do ponto de vista dos fluxos de entrada e saida (respectivamente, u e y, nos exemplos
a seguir). Para cada associacdo, tenta-se determinar um modelo totalmente equivalente em

relacao aos fluxos de entrada e saida.

Reguladores em série. Considere-se o sistema da Figura 5.13(a).
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.

) Sistema original (b) Sistema simplificado

(c) Sistema equivalente

Figura 5.13: Anélise de equivaléncia: reguladores em série.

Esse sistema estd sujeito as seguintes equagoes:

rT=Tdu, (5.24)
rT=r®To, (5.25)
y=yorz, (5.26)
Y=7® Yo (5.27)
De acordo com o Teorema 1, tém-se: das equagoes (5.24) e (5.25), T = uo]; das equagoes

(5.26) e (5.27), ¥ = Zo;. Dal, y = Zoj = (uof)oy = u(ojo;). Dessa forma, os sistemas
das Figuras 5.13(a) e 5.13(b) sao equivalentes em relagdo ao limitante para y, quando
o=0i®05eu =u.

Em contrapartida, das equacoes (5.25) e (5.27), e de acordo com o Teorema 1, tém-se:
T = Toj e y = yos. Assim, da equacdo (5.24), T = To] & u. Da mesma forma, da
equacao (5.26), tem-se: y = yoi & z. Dal: § = yoi & To] & u. Essa ultima equacdo
corresponde ao sistema da Figura 5.13(b), fazendo o = 03 e 0’ = Zo] @ 4. Note-se que, no
primeiro caso, definiu-se o = o]0 e, no segundo, 0 = 05 < 0j05. Para esse exemplo, nao
existe uma defini¢do dnica para a fungdo o para a qual o sistema da Figura 5.13(a) seja

totalmente equivalente ao sistema da Figura 5.13(b).

Observe-se, agora, a Figura 5.13(c). A seguir, mostra-se que, do método proposto na
Segao 5.1, é possivel definir uma funcao o na Figura 5.13(c) tal que os sistemas das Figuras
5.13(a) e 5.13(c) sejam totalmente equivalentes. Para o sistema da Figura 5.13(c), além

das equagoes (5.24)-(5.27), tém-se:

j=jau, (5.28)
J=7jo. (5.29)
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Das equagoes (5.24) e (5.26): ¥ = T > u, ou equivalentemente, ¥ = y @ u. Dessa forma,
a equagao (5.28) é sempre satisfeita. Além disso, das equacoes (5.27) e (5.29): § = yoo
e § = yo. Dessa forma, se o9 = o, entdo as equacoes do regulador o sdo redundantes.
Portanto, 0 = 09 é uma possivel curva de regulacao para o sistema da Figura 5.13(c) e
esse valor de o torna os sistemas das Figuras 5.13(a) e 5.13(c) totalmente equivalentes,

conforme mencionado na Observacao 18.

Reguladores em paralelo. Considere-se o sistema da Figura 5.14(a).

U Y
» 01
u )
—
» 09
(a) Sistema original (b) Sistema simplificado

Figura 5.14: Anélise de equivaléncia: reguladores em paralelo.

Esse sistema estd sujeito as seguintes equagoes:

T=7®7, (5.30)
y=y®Yyo, (5.31)
7 =770 (5.32)

Da equagao (5.31), tem-se: y = yo1; da equagao (5.32), ¥ = yoa. Somando essas inequagoes,

tem-se: ¥ = Y (01 @ 02) ou equivalentemente

Y=9@y(01@09)". (5.33)

As equagoes (5.33) e (5.30) sao exatamente as equagoes de um regulador o, com o =
(o1 @ 02)". Dessa forma, o sistema da Figura 5.14(a) equivale totalmente ao sistema da

Figura 5.14(b), quando o = (01 ® 02)™.

Chang et al. (2002, Ezample 3.5) analisam o sistema da Figura 5.14, para um caso

particular de o1 e 09, chegando a mesma conclusao para a curva o.

Redes [ em série. Considere-se o sistema da Figura 5.15(a).
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U x y u Y
_»
(a) Sistema original (b) Sistema simplificado

Figura 5.15: Analise de equivaléncia: redes 0 em série.

Esse sistema estd sujeito as seguintes equagoes:

T=7T®0, (5.34)
up =up &7, (5.35)

y=yaz, (5.36)
TPy =TP®Y (5.37)

Da equacao (5.35), tem-se: T < uf; da equagao (5.37), ¥ < Z02. Dal: y < Ty < uf1f2

ou equivalentemente

u(prP2) = u(B152) @Y. (5.38)
Além disso, das equagoes (5.34) e (5.36): ¥ = T = U, ou seja,
y=yau. (5.39)

As equagoes (5.38) e (5.39) sao as equagoes de uma rede 3, com 3 = 31 ® 2. Dessa forma,
de u para y, o sistema da Figura 5.15(a) equivale totalmente ao sistema da Figura 5.15(b),

sendo 8 = 1 ® Pa.

Chang (2000, Theorem 5.5.2) apresenta esse mesmo resultado para a curva 3 equivalente.

Redes [ em paralelo. Considere-se o sistema da Figura 5.16(a).

u Yy
—

() . y
(&) O

(a) Sistema original (b) Sistema simplificado

Figura 5.16: Analise de equivaléncia: redes 0 em paralelo.

Esse sistema estd sujeito as seguintes equagoes:
y=you,
uf = ub Y, (5.40)

ufy =ufs &Y. (5.41)



68

Capitulo 5: Determinacao de limitantes de parametros de QoS

Da equagao (5.40), tem-se: § < uf; da equagdo (5.41), ¥ < uf2. Dai: y < ufy A ufs.
Conforme mencionado na Observacao 8, em geral em didides, tem-se: ab A ac = a(b A ¢).
Assim, o passo y < uf A ufy = u(f1 A f2) nao é necessariamente verdadeiro e, portanto,
a funcao B1 A B2 nao é necessariamente uma curva de servico para o sistema. Para esse
exemplo, nao é possivel garantir a existéncia de uma funcao unica 3 tal que o sistema da
Figura 5.16(b) seja totalmente equivalente ao sistema da Figura 5.16(a), a menos que seja

demonstrado que uB; A ufB2 = u(fB1 A B2).

Os casos em que a composicao de curvas de servigo ocorre, mas nao pode ser sintetizada
em uma unica curva podem ser vistos como uma generalizacao do conceito de curvas de
servico. Nesses casos, deve-se decidir entre uma representagao mais complexa, mantendo a
informacao relativa as duas curvas de servigo, ou uma representacao mais simples, porém

mais conservativa.

Observacao 19. Para os sistemas da Figura 5.16, quando 3y = 6p, e B2 = dp,, € sempre
possivel definir 3 = dp A dp,. De fato, uép, N udp, = u(dp, A 6p,) = Udp, sendo
D = min {Dl,DQ}.

Chang (2000, Theorem 5.5.3) afirma que a curva § = (31 @ (2 é uma possivel curva de
servigo para o sistema da Figura 5.16(b). De fato: ¥ < uf1 Aufy < uf1 ®ufs = u(f1 @ 52)
e, portanto, a curva 0 = 1 @ B2 é uma curva de servigo possivel para o sistema. Isso
nao quer dizer, contudo, que fazendo 8 = (1 ® P2 os dois sistemas da Figura 5.16 sejam
totalmente equivalentes, porque, como mostrado a seguir, eles diferem em limitantes de

parametros de QoS, o que fere a Definicao 23.

Exemplo 5.4 (Nao equivaléncia entre os sistemas da Figura 5.16, quando 3 = 51 @ [2.).
Considere-se que o sistema da Figura 5.16 estd conectado a um regulador o. Deseja-se
determinar um limitante para o tara mdxima de dados ma saida, ou seja, a curva de
requlacdo do fluxo y. De acordo com os resultados obtidos na Secdo 5.4, se for adicionado
um requlador o1 = [18§0* em paralelo a jungao requlador o - rede (31, e um regulador
o9 = (B280™ em paralelo a juncgdao regulador o - rede [Ba, obtém-se um sistema totalmente
equivalente ao sistema inicial. A Figura 5.17(a) apresenta o sistema total, com a adi¢ao
dos reguladores o1 e oo. Além disso, da andlise de requladores em paralelo feita no inicio
desta secdo, se o requlador o1 e o requlador oo forem substituidos por um tunico requlador
oy = (01 @ 02)*, o sistema resultante, ilustrado na Figura 5.17(b) também € equivalente ao

sistema inicial.

Por outro lado, considerando que as duas redes 3 sejam substituida por uma tinica rede (3,

sendo 3 = 1 @ [, entao, de acordo com a Secdo 5.4, obtém-se uma curva de requlacao
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(a) Primeiro sistema equivalente (b) Segundo sistema equivalente

Figura 5.17: Redes 8 em paralelo: determinacdo de uma curva de requlagdo.

total: o' = B'§o*. A seguir, mostra-se que a curva de regulacdo oy € um limitante melhor

para a tara mdzrima de dados na saida do sistema do que o'. De fato, da Tabela 3.2:
oy =[(BL8o”) ® (B2o™)]
7 (61807) & (B2807)
7 (61807) A (B2807)
= (61 ® 2)go" =o',
e portanto: Y = Yo, = yo'.
Dessa forma, do ponto de vista prético, em relacao a taxa méaxima de dados na saida, isto

é, em relacao a curva de regulacao para o fluxo de saida, é menos conservativo modelar

este sistema como na Figura 5.16(a) do que como na Figura 5.16(b).

Filas W em série. Considere-se o sistema da Figura 5.18(a).

U T Y U Y
— Wl [ W2 - — W =
(a) Sistema original (b) Sistema simplificado

Figura 5.18: Anaélise de equivaléncia: filas W em série.

Esse sistema estd sujeito as seguintes equagoes:

F=10q, (5.42)
T=1® T\, (5.43)
T=70%, (5.44)
7 =7 ® 5w, (5.45)
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Da equagao (5.43), tem-se: u = TAw,; da equagdo (5.45), T = yAw,. Dal: © = TAw, =

YA\w, Aw, , ou equivalentemente,
u=1u® Y Aw,Aw, ). (5.46)
Por outro lado, das equagdes (5.42) e (5.44), y = T = u, ou seja,
y=yodu. (5.47)
As equagoes (5.46) e (5.47) sdo as equacoes de uma fila W, tal que Aw = Aw,Awy, =

AW, Aws,, ou seja, W (t) = Wi(t)+ Wa(t). Dessa forma, o sistema da Figura 5.18(a) equivale
totalmente ao sistema da Figura 5.18(b), quando W (t) = Wy (t) + Wa(t).

Filas W em paralelo. Considere-se o sistema da Figura 5.19(a).

U Y
—e— V]
u — Y
— W —
A E—
(a) Sistema original (b) Sistema simplificado

Figura 5.19: Analise de equivaléncia: filas W em paralelo.

Esse sistema estd sujeito as seguintes equagoes:

y=you, (5.48)
U=u®yi\w,, (5.49)
U=1®Y\w,. (5.50)

Da equagao (5.49), u = yAw,; da equagao (5.50), U = yAw,. Somando essas inequagoes,

tem-se: U = Y (Aw, & Aw,) ou equivalentemente
T=udYy Ay ® Aws,) - (5.51)

As equagoes (5.48) e (5.51) sao as equagoes de uma fila W, com Ay = Aw, @ A\, ou seja,
W(t) = min {W;(t), Wa(t)}. Dessa forma, o sistema da Figura 5.19(a) equivale totalmente
ao sistema da Figura 5.19(b), quando W (t) = min {Wy(t), Wa(t)}.

A Tabela 5.2 resume os resultados obtidos nesta secao. A partir desta tabela, pode-se

reapresentar a Tabela 5.1, para o caso em que as restrigoes de servico de um sistema nao podem

ser sintetizadas em uma tunica curva de servico. Os resultados obtidos estao apresentados na

Tabela 5.3 e sdo facilmente estendidos para mais de duas curvas de servico em paralelo.?

30 processo de obtengio dos resultados da Tabela 5.3 é semelhante ao utilizado para determinar o, no

Exemplo 5.4.
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Sistema original

Sistema equivalente

Parametro para equivaléncia total

o indeterminado

I

U T Y u Yy
— |0 >—
U

o= (01 ®o2)"

()

B = B162

Y

3 indeterminado

u y | u - y
— W Wy — — W W(t) =W (t) + WQ(t)
u Y
Wy
vy
— W e W (t) = min {W1(t), Wa(t)}
Wa

Tabela 5.2: Sistemas equivalentes e parametros para equivaléncia total.

Sistema original

Sistema equivalente

Parametro de equivaléncia

u I
—

dp, = inf dq,
S. a 004 = 1

8p, = inf 84,

2
S. a 004 = B2

D = min{D1,D2}

Y
Y

Y
5

Wi(t) = (B1&o™)(¢,t)
Wa(t) = (B2807)(¢, 1)

W (t) = min {Wi(t), Wa(t)}

(%)
I
(%)

>
Gy

oy = [BLyo” @ PaRo”]
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Tabela 5.3: Parametros de QoS obtidos para um sistema formado pela juncao em série de um
regulador ¢ e duas redes 3 em paralelo.
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5.7 Conclusao

Neste capitulo, definiu-se um método para a determinacao de limitantes de
parametros de QoS em sistemas de comunicagées. A partir do método proposto, foram
determinados, para um sistema simples formado pela juncao em série de um regulador o e
uma rede [, limitantes para os seguintes parametros: atraso maximo entre os fluxos de entrada
e saida da rede 3; taxa maxima de saida de dados; e backlog maximo da rede 3. Adicionalmente,
mostrou-se que nao é possivel determinar uma tnica curva de servigo entre os fluxos de entrada
e saida para essa juncdo regulador o - rede 3. Alguns dos limitantes obtidos para esse sistema,
apresentados nas Secbes 5.2 a 5.4, sdo resultados semelhantes aos ja presentes na literatura.
Porém suas demonstragoes totalmente baseadas na algebra de didides sao contribuigoes deste
trabalho.

Na Secao 5.6, foi introduzido o conceito de equivaléncia entre representactes de
sistemas. A partir deste conceito, analisou-se como a representacao de sistemas de comunicagoes
pode ser simplificada em relacdo a um certo parametro de QoS e em relacao a fluxos de entrada
e saida de interesse.

Em geral, na literatura, procura-se obter uma curva de servigo unica, para
representar as restricoes de garantia de servico de um dado sistema. Uma contribuicao
interessante deste capitulo é a idéia de manter diferentes curvas de servico em paralelo, quando
for conhecida mais de uma curva de servico para um dado sistema e nao for possivel definir uma
relacao de ordenamento entre as curvas obtidas. Esse resultado gera uma representacao original

para as restricoes de garantia de servigo de sistemas, a qual serd utilizada no préoximo capitulo.



Capitulo 6

Desacoplamento de curvas de servico

para trafegos multiplexados

Neste capitulo, discute-se, para o caso de trafegos multiplexados, como podem ser
determinadas curvas de servico. Especificamente, é estudado um multiplexador FIFO (First In,
First Out), em que se considera que nao hé na rede nenhuma politica de prioridade e que a
ordem de transmissdo das informacoes na saida do sistema é a ordem de chegada de cada bit.!
Essa é, naturalmente, uma situacao ideal, em que nao se considera a integridade de pacotes na
saida de um sistema. SituagOes mais realistas de trafego, serao estudadas no préximo capitulo,
Secdo 7.5.

Considere-se um enlace com curva de servico estrita 8 € C e fluxo de entrada x; € C,
conforme ilustra a Figura 6.1(a). Da defini¢ao de curva de servigo estrita, pode-se garantir que
uma quantidade de dados de pelo menos [3(s,t) bits do fluxo 1 serd transportada pelo enlace,

caso o sistema nunca fique vazio ao longo do intervalo de tempo (s, t].

e (T D -3 B R =i

(a) Enlace com curva de servico 3, fluxo de (b) Enlace com curva de servico 8, fluxo de
entrada x = x1 e fluxo de saida y = 11 entrada x = x1 + x2 e fluxo de saida y = y1 +y2

Figura 6.1: Enlace com curva de servigo estrita (3, fluxo de entrada x e fluxo de saida y. Em (a),
r=xz1ey=yp;em (b),x=x1+z2 ey =1y + Yo

Considere-se que um outro fluxo, o € C, é adicionado a entrada do sistema, de

Neste trabalho, essa disciplina de filas serd chamada de FIFO bit a bit. Ao assumir essa disciplina de filas,
ficam implicitas as consideracoes de que o tempo é uma variavel discreta, mas que os fluxos sdo infinitamente
divisiveis, de forma que um bit é uma unidade de trafego de tamanho tendendo a zero (modelo chamado “L = 07,
em Cruz, 1991a). Além disso, fica implicita a consideragao de justiga no encaminhamento de dados, o que permite
o “embaralhamento” de dados pertencentes a fluxos diferentes.

73
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forma que a quantidade total de dados que devem passar pelo enlace de curva de servigo § passa
a ser © = x1 + x2 (soma convencional), conforme ilustra a Figura 6.1(b). Nesse caso, as seguintes
perguntas podem surgir: como a presenca do fluxo 2 interfere na utilizacdo do canal pelo fluxo 17

qual é a curva de servico que o sistema dedica ao fluxo 1, apds a adigdo do novo fluxo?

6.1 Resultados anteriores

As questoes anteriores foram abordadas primeiramente em Cruz (1998, Theorem /),
para o caso em que os dois fluxos de entrada sao invariantes no tempo e a fila segue uma disciplina

de filas FIFO bit a bit. O resultado esta apresentado a seguir, no Teorema 17.

Teorema 17. Considere-se um multiplezador FIFO com dois fluxos de entrada e curva de saida
8. Sejam xi,yr € Ci, respectivamente, o fluxo de entrada e o fluro de saida do trdfego k,
k = 1,2. Além disso, sejam x = x1 + 9 o fluzo total de entrada do sistema; y = y1 + y2 0
fluzo total de saida; e B uma curva de servico entre x e y. Se o fluro xo satisfaz uma curva de

requlacdo oo, invariante no tempo, entao o fluro x1 satisfaz a sequinte curva de servigo:

0, sev <O,

0(,) —
) [B(v) —oa(v —O)]", sev >0,

se 6? for ndo-decrescente em v, sendo © € ZT um valor fizo qualquer.

Demonstragao. A demonstragdo deste teorema aparece em Le Boudec e Thiran (2003,
Proposition 6.2.1), para o caso particular em que ( e oy s@o fungoes continuas de tempo continuo,
e © € RT (modelo de trafego fluido). O

Observagao 20. As curvas de servico definidas pelo Teorema 17 dependem do parametro ©, que
pode assumir infinitos valores, desde que satisfeita a condicao de que ﬁ?(u) seja nao-decrescente
em v. Desta forma, esse teorema define, na verdade, uma familia de curvas de servico possiveis
para o fluxo 1. O exemplo a sequir ilustra uma situacdo em que a condi¢cdo acima nao € satisfeita

e mostra que, mesmo entre as curvas de servico vdlidas, nem todas tém interesse prdatico.

Exemplo 6.1 (Parte 1). Considere-se um multiplexador FIFO com duas entradas. Sejam oy e
o9 possiveis curvas de requlacdo para os fluros x1 e xo, respectivamente, e 3 a curva de servigo
total do sistema, conforme ilustra a Figura 6.2(a). As curvas ﬂg, [320, 5,135 e 5}%00’ k=12
estao ilustradas nas Figuras 6.2(b) e 6.2(c). Para esse exemplo, os limitantes do atraso virtual
mdzimo do sistema como um todo, D, e dos fluros x1 e xo individualmente, Dy, k = 1,2 sdo
tais que D = Dy = Dy = 135s (Teorema 13).
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Figura 6.2: Problema da determinagao de curvas de servigo para trdfegos multiplexados. Em (a),
as curvas de requlacdo para o fluro x1, o1; para o fluxo xo, o9; € para o sistema como um todo,
o; e a curva de servigo total do sistema, 3. Em (b)-(c), exemplos de fungoes ﬂl@ e 62@ obtidas a
partir do Teorema 17 para diferentes valores de ©.
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Conforme mencionado anteriormente, note-se que nem todos os valores de © nas
expressoes de ﬁ,?(l/), k = 1,2, definidas pelo Teorema 17 levam a curvas de servigo validas, e
nem todas as curvas validas obtidas sao de interesse. Primeiramente, as curvas obtidas podem
apresentar porcoes nao-decrescentes em v sendo, portanto, nao-validas. Sao exemplos as curvas
da Figura 6.2(c) em que © # 0. Além disso, quando © é maior do que D, isto é, © > 135s, entdo
as curvas de servigo obtidas pelo Teorema 17 sao mais conservativas do que a curva ép, que é
garantidamente uma curva de servigo para o sistema (Observagao 13, Capitulo 4). Nesse caso,
portanto, ¢ melhor trabalhar com a curva 5 do que com as curvas ﬁ]?, k=1,2.

Da definigao de ﬂ? expressa no Teorema 17, pode-se perceber que, se o parametro ©
for muito pequeno, entao a curva de servigo obtida tende a diminuir, porque quanto menor ©,
menor o valor de 5(v)—oy(r—0). Por outro lado, quanto maior o valor de ©, mais tempo a curva
de servigo obtida permanece no valor 0, o que também nao é interessante. Dessa forma, deve
existir um valor de © 6timo para o Teorema 17. Neste trabalho, de uma forma geral, utiliza-se

a seguinte escolha, justificada a seguir:

© =sup{v: B(v) =0}. (6.1)

Sejam x e y, respectivamente, os fluxos de entrada e saida de um determinado sistema
que admite uma curva de servico 8. Nesse caso, a curva y é limitada pela inequagdo ¥ < Z0.
Dessa forma, o quanto antes a curva de servigco atinge valores ndo-nulos, mais cedo o limitante da
curva de saida, 73, atinge valores nao-nulos. Sendo assim, garante-se uma saida nao-nula para
o sistema (y(0,t) > 0) mais cedo. Observe-se que qualquer outra escolha para © garante saida

de dados do sistema em instantes de tempo posteriores.

O Teorema 17 pode ser apresentado de forma mais geral do que no enunciado original.
De fato, é possivel encontrar uma expressao muito semelhante para a curva de servigo ﬁ? , para o

caso em que se consideram fungoes variantes no tempo. Esse resultado estd apresentado a seguir.

Teorema 18. Considere-se que dois fluros de trdfego entram em um elemento de rede com
disciplina de filas FIFO bit a bit. Sejam xp,yr € Ci, respectivamente, o fluxo de entrada e o
fluxo de saida do trdfego k, k = 1,2. Além disso, x = x1 + x2 € o fluxo total de entrada do
sistema, e y = y1 + y2 € o fluxo total de saida. Se o fluro xo satisfaz uma curva de regulacdo

o9 € Cy, entdo o fluro x1 satisfaz a seguinte curva de servigo:

ses>t—0,

BP(s,t) =4
r(sf) (Pr{G{B.0300}}) (s,t), ses<t—O,

sendo © € ZT um wvalor fizo qualquer.

Demonstracdo. A demonstracdo deste teorema encontra-se no Apéndice D. O
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O Teorema 18 estende os resultados do Teorema 17 nos seguintes aspectos:

a) As curvas de servigo sdo variantes no tempo, isto é, 3 passa a ser func¢ao de s e t e nao
apenas de v =t — s.
b) Devido a utilizacdo do operador de projecao em % (Definigao 19, Capitulo 3), o resultado

vale para qualquer valor de ©.

Como mencionado anteriormente, as curvas de servico definidas pelos Teoremas
17 e 18 definem familias de curvas de servigo possiveis para o fluxo 1. No restante deste
capitulo, apresenta-se uma nova forma para a determinacao da curva de servigo de um trafego de
interesse dentre um agregado de fluxos. Os resultados obtidos sao independentes da definicao de

parametros e permitem a satisfacdo da equivaléncia de atraso virtual definida na préxima sec¢ao.

6.2 Formalizacao do problema

Sejam M fluxos de trafego servidos concorrentemente por uma rede 3, conforme
ilustra a Figura 6.3(a). Considere-se que a causalidade estd presente em todo o sistema; que o
fluxo 7 é o fluxo de interesse; e que os fluxos de entrada da rede 3, xi, k = 1,..., M, sdo limitados

por reguladores o, k =1,..., M. Deseja-se determinar:

e Uma curva de servico §; € C que a rede § dedica especificamente ao fluxo 7;
e Uma curva de servigo BZ € C que a rede [ dedica ao agregado dos demais fluxos,

excetuando-se o fluxo 1.

Neste trabalho, esse problema é mencionado como o desacoplamento de um fluxo de interesse.
Esse problema é fundamental para a anélise de sistemas de comunicagoes que envolvem agregacao
de trafegos. As Figuras 6.3(b) e 6.3(c) ilustram a idéia do desacoplamento de trafegos, incluindo
a modelagem usando os blocos bésicos introduzidos no Capitulo 4. As redes f5; e §3; estdo
evidenciadas na Figura 6.3(c).

Como mencionado anteriormente, sera considerado que nao hd na rede nenhuma
politica de prioridade e que a ordem de transmissao das informagoes na saida do sistema é a
ordem de chegada de cada bit (FIFO bit a bit). Dessa forma, o atraso de um bit é devido ao
backlog total do sistema no instante de sua chegada. Conseqiientemente, os limitantes de atrasos

virtuais observados pelos M fluxos de entrada sao idénticos. Para esse exemplo, portanto, tem-se:

Dy=Dy=...=Dy =D.

Essa igualdade entre limitantes de atrasos virtuais é uma caracteristica marcante para sistemas

FIFO bit a bit. Por essa razao, nas analises que se seguem, procuram-se curvas de servico [3; e



78 Capitulo 6: Desacoplamento de curvas de servico para trafegos multiplexados

T

w1 — Filtro 01
Z; T
M

UM  —— | Filtro oM MUX

(a) Sistema original

Ui

O

(b) Modelo inicial, com acoplamento (c) Sistema equivalente, apds o desacoplamento do
fluxo ¢

Figura 6.3: Sistema com M fluxos de entrada. Em (a), diagrama de blocos do sistema original,
evidenciando a agregacao dos M fluxos na entrada de uma rede 3. Em (b), o modelo do
sistema usando os blocos bésicos definidos no Capitulo 4. Em (c), o modelo equivalente apds o

desacoplamento do fluxo de interesse, i.
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Bi que respeitem essa caracteristica. Por fim, considera-se que o sistema é causal, e que G; = (3
e B3; = 3, para que nao se exija do sistema, apés o desacoplamento do fluxo i, mais garantias de
servigo do que originalmente foi dado.

Para a resolugao desse problema de desacoplamento de um fluxo de interesse, é usado
o método apresentado na Secao 5.1 (pagina 52). Nesse caso, a idéia é acrescentar uma rede [3;
entre as fungoes de entrada e saida do fluxo i, isto é, entre as funcdes x; e y;, ilustradas na
Figura 6.3(c), onde y; representa apenas os pacotes do fluxo ¢ na curva de saida, y.

Para a andlise dos sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c), repetindo o procedimento do
capitulo anterior, parte-se do pressuposto de que é possivel obter uma equivaléncia total entre
ambos sistemas do ponto de vista dos fluxos totais de entrada e saida. Em seguida, € feita a andlise
especifica da equivaléncia desses sistemas em relacdo aos atrasos virtuais maximos por fluxo, ou
seja, entre as funcoes de entrada e saida de cada fluxo. A analise estd dividida em trés partes.
Ainda nesta sec¢ao, sao apresentados os conjuntos de restricoes dos dois sistemas sem a suposicao
de disciplina de filas FIFO, e sdo analisadas as condigoes para as quais eles sdo totalmente
equivalentes, considerando os fluxos totais de entrada e saida. Na Secao 6.3, sao feitas andlises
de equivaléncia em relacao ao atraso virtual maximo considerando a hipdtese da disciplina de
filas FIFO bit a bit e s@o expressas as condi¢Oes para as quais se garante que os limitantes obtidos
por fluxo para o sistema da Figura 6.3(b) nao sejam alterados pelo desacoplamento do trafego i,
ilustrado na Figura 6.3(c). Por fim, na Se¢do 6.4, define-se uma nova medida de atraso virtual e
se analisa a equivaléncia por fluxo entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) especificamente
em relacdo a esse novo parametro de QoS.

Para o sistema ilustrado na Figura 6.3(b), da Tabela 4.1, as seguintes equagdes sao

satisfeitas:

Tr=TL0u, k=1,..., M,

Tp =T ®Tpop, k=1,..., M, (6.2)
x=F{xy,...,zm}, (6.3)
y=yerz, (6.4)

IP=T0D7Y. (6.5)

Adote-se, agora, a seguinte notacio:?

M
l’(z): Z :Ek:F{:El,...,l’i_1,$i+1,...,l‘M}. (6.6)
k=1;k#i

Das equacdes (6.3) e (6.6), tem-se: © = F {zs,z(;y} = F {z4), 2}

2Esta notacdo, isto é, o uso de um sub-indice entre parénteses para indicar agregacio com exclusdo, serd
utilizada em outras situagdes ao longo deste texto.
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Para o sistema da Figura 6.3(c), por sua vez, as seguintes equagbes devem ser

satisfeitas:

Tp=TpPug, k=1,..., M,

Ty =Tp DTpop, k=1,..., M,
Ui = Ui © T, (6.7)
Tifi = Tifi D Ui, (6.8)
Ua) = U6y © Ty, (6.9)
2@yBi = Zw)Bi @ Yo (6.10)

r=F {:Ei,:E(i)} ,

y=F{vi,yn}. (6.11)
J=7e7, (6.12)
38— 3807 (6.13)

Observe-se que o segundo sistema apresenta as mesmas restricoes do primeiro, mais as restricoes

relacionadas apenas aos fluxos z; e ao fluxo agregado ;).

Observagao 21. A curva de servigo que a rede (8 dedica ao agregado dos fluxos excetuando-se

o fluro i, nao necessariamente € igual a B = Zkle,k# Br. Por isso, foi utilizado o simbolo (;.

Nesta se¢ao, deseja-se encontrar as condicoes que garantem a equivaléncia total entre
os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c), considerando como entrada e saida, respectivamente,
os fluxos x e y. A anélise ¢ feita através do método apresentado no Capitulo 5 (pagina 52).
Primeiramente, note-se que um sistema causal atrasa de alguma forma os fluxos de entrada.
Esse atraso acontece indistintamente para fluxos isoladamente (equagao 6.7) e para agregados
de fluxos (equagdes 6.9 e 6.12). Conseqiientemente, as equagoes (6.7) e (6.9) sao satisfeitas pelo
sistema da Figura 6.3(b), mesmo que tenham sido deixadas implicitas. Da mesma forma, a
equagao (6.11) estd implicita ao sistema da Figura 6.3(b). Por essa razao, encontrar as condigoes
que garantem a equivaléncia total entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) se resume a
encontrar restricoes para as curvas de servigo 3; e BZ tais que as equagoes (6.7)-(6.10) sejam
redundantes.

Se as equagoes (6.8) e (6.10) forem satisfeitas, tém-se, respectivamente:
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Dai, da equacao (6.11) e da propriedade (PM.1), Tabela 3.10, a seguinte expressao deve ser

satisfeita:
F {@@'ﬁ(i)@} = F{0,06} =7 (6.14)
Das inequagoes (6.13) e (6.14), a seguinte inequacao deve ser satisfeita:
Y<SZBAF {@@'7 f(i)@} :
Seguindo o método apresentado no Capitulo 5 (item 2, pagina 52), deve-se escolher
o termo predominante na operacao de minimo acima. Para que o desacoplamento do fluxo

nao altere as equagoes do sistema original em relagao a x e y, isto é, para que a equagao (6.13)

continue sendo a restricdo predominante no sistema da Figura 6.3(a), deve-se fazer
28 < F{@8, 508 } (6.15)

Seja o(;) uma curva de regulagao para o agregado de trifegos excetuando-se o fluxo i.
Para checar se as curvas f3; e (3; satisfazem a inequacgao (6.15), é necessério conhecer as curvas z;
e EU\(Z-), 0 que nao é uma condicao interessante. Por outro lado, da isotonicidade do produto em

didides, a inequagao (6.15) é sempre satisfeita, quando f; e f3; satisfazem a seguinte inequacao:
B 4F{J§kﬁi,0’&)ﬁ~i}- (6.16)

A inequagao (6.16) é, portanto, uma condicao suficiente para que a inequacao (6.15) seja
satisfeita. De fato, da propriedade (PM.8), Tabela 3.10, se 3 < F {Jfﬁi,aa)@}, tem-se:

8)
@
N

TQF {a;‘ﬁi, oz‘i)@-} =F {fi,f(i)} QF {U;'kﬁi, Uzki)gi}

< @03@'7@(1’)0@)@}

As inequagoes (6.15) e (6.16) garantem a equivaléncia total entre os sistemas das
Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em relagao aos fluxos totais de entrada e saida, garantindo os mesmos
limitantes de parametros de QoS em relacao a esses fluxos. Contudo, garantir equivaléncia entre
os fluxos totais de entrada e saida nao implica, necessariamente, que os limitantes dos parametros
de QoS obtidos por fluxo sejam respeitados. Essa questao sera discutida a seguir, em relacao ao

atraso virtual maximo.

6.3 Atraso virtual maximo por fluxo

De acordo com a Definicdo 23, duas representagoes de um dado sistema sao

equivalentes em relacao a um certo parametro de QoS se, de ambas representacoes, obtém-se
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0s mesmos limitantes para o parametro em andlise. A seguir, discute-se que restri¢des devem ser
impostas as curvas de servico ; e 3;, de forma a garantir equivaléncia entre as representacoes
ilustradas nas Figuras 6.3(b) e 6.3(c), em relagao ao atraso virtual maximo por fluxo.

Conforme discussao anterior, em um sistema FIFO bit a bit, consideram-se satisfeitas
as seguintes igualdades: D = Dy, k = 1,..., M. Conseqiientemente, as seguintes igualdades
também devem ser atendidas: D = D; e D = [)i, sendo Di um limitante para o atraso virtual
maximo do fluxo agregado, excetuando-se o fluxo de interesse, .

Sejam o e (3, respectivamente, curvas de regulacao e de servico atendidas pelos fluxos
de entrada e saida da rede 3 da Figura 6.3(b). De acordo com o Teorema 13, um limitante D para

o atraso virtual maximo desse sistema corresponde a solucao do seguinte problema de otimizacao:

0p = inf dg4, (6.17)
s.a o004 = p.

Além disso, sejam o; e (3;, respectivamente, curvas de regulacao e de servigo para o
fluxo de interesse, i; e sejam o(;) e (3;, respectivamente, curvas de regulacdo e de servico para
o agregado de fluxos restante, excetuando-se o fluxo i. Novamente do Teorema 13, para que
as consideracdes D = D; = D; sejam atendidas, o limitante D deve corresponder, também, as

solucoes dos seguintes problemas:

55 = inf oy,
D =10 (6.18)
s.a  0;0q = B
(]
55 = inf oy,
D= od (6.19)

S. a aa)éd = G;.
As restrigoes expressas pelos problemas (6.18) e (6.19) sao, portanto, condigbes necessérias para
que se garanta a equivaléncia entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c), em relacao ao limitante
D de atraso virtual maximo.

Para determinar um valor de D que atenda aos trés problemas acima, primeiramente
deve-se conhecer a relacao entre as curvas de regulacao total do sistema, o; a curva de regulacao
o do fluxo k, k = 1,..., M; e a curva de regulagao o(;) do agregado de fluxos excetuando-se o
fluxo de interesse 7. De acordo com a Proposicao 9, o e o(;), podem ser definidas da seguinte

maneira:
o=F{o],....00,....,0n},
op =F{ot,....00 1,00 1,..., 00} (6.20)
Assim, da Proposicao 47 (Apéndice G), tem-se:

o=F{o},004)} :F{U;‘,UZ‘Z-)} =o". (6.21)
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A partir da equagao (6.21), de (6.17) e da propriedade (PM.6), Tabela 3.10, a seguinte

inequacgao deve ser satisfeita:
00 =005 =F {af,az‘i)} dp=F {0;‘5[),02})5[)} = 0. (6.22)
Dai, da propriedade (PM.3), Tabela 3.10, e da inequagao (6.22) tém-se:
010p = G{B.00)0p} (6.23)
oy0p 7 G{B,0idp}. (6.24)
Além disso, de (6.18) e (6.19), as seguintes inequagoes devem ser satisfeitas:
0 0p = Bis (6.25)
oly0p = Pi- (6.26)
Das inequagoes (6.23) e (6.25) e das inequagoes (6.24) e (6.26), tém-se:
010p = B © G{B,07y0p } .
oly0p = i & G{B,070p} .

Das inequagbes acima, seguindo o método proposto na Secdo 5.1, para que as curvas [3; e BZ
nao alterem os limitantes de atraso virtual maximo por fluxo, D, previsto em (6.18) e (6.19), as

seguintes inequacoes devem ser satisfeitas:
8= G{8,07)0p}
Bi = G{B,07dp} .

Conseqilientemente, tém-se:

010p = B = G{B,00y0p ) (6.27)
010D 7 Bi = G{B,070p}, (6.28)
ou ainda, se for exigido f3;, B; € G, da Proposicao 6 (Capitulo 3, pagina 35), tém-se:
oo = B = Pr{G {8,070} ). (6.29)
olop = i = PTG {B,070p} . (6.30)

As inequagoes (6.27) e (6.28) sao condigoes necessdrias para garantir a equivaléncia

entre as representacoes do multiplexador FIFO bit a bit ilustrado nas Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em

%Nas expressoes (6.29) e (6.30), usou-se o fato de que Pr{c;dp} = 0}dp e que &{Jz‘i)éD} = 0(;0p, porque
070p € Ct e 0(;y0p € Ct, de acordo com a (PD.3), Tabela 3.5.
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relacdo ao atraso virtual maximo por fluxo, se f3; e ﬁ, forem curvas de servigo possiveis para o
sistema. Contudo, é possivel que nem toda curva (3; que satisfaca a inequacao (6.27) seja uma
curva de servigo para o fluxo 4, assim como é possivel que nem toda curva BZ que satisfaca a
inequagao (6.28) seja uma curva de servigo para o agregado dos fluxos restantes, excetuando-se o
fluxo i. Para garantir que 3; e 3; sdo curvas de servico possiveis, ainda é necessario demonstrar

que ¥ < Tifi e que Yy < () Bi-

Exemplo 6.1 (Parte 2). A Figura 6.4 ilustra, para as mesmas curvas de requlagdo e de servigo
do Exemplo 6.1 (Parte 1), a regido onde (3 e ﬁl = B9 devem estar definidas, de modo a respeitar,
respectivamente, as inequagoes (6.29) e (6.30) (regiGo sombreada). Consideram-se 31,32 € Cy.
As curvas de servico ﬁ? e ﬁg obtidas no Exemplo 6.1 (Parte 1) nao estao totalmente contidas
nas regioes sombreadas e, portanto, ndo garantem os limitantes desejados para o atraso virtual

mdzimo por fluzo.

Regido de interesse Regido de interesse

. 450 — ﬁJD . 450 — ﬁdﬁ

:: a0of f;;?{c' {B,036p}} :: a0of P;;S{G {B.070p}}

QO L QO L

o 350 < 350

O - QL L

~= 300 ~= 300

O 2501 O 2501

= =

g 2001 g 2001

s | £

S 150F S 150F

S S

S 100f S 1o00f

<& . S T

501" 501
100 260 360 460 560 6(‘)0 760 860 960 1000 - 100 200 360 460 560 6(‘)0 760 860 960 1000
Tempo (s) Tempo (s)

(a) Regido onde 1 garante um atraso virtual maximo (b) Regiao onde 32 garante um atraso virtual maximo
D ao fluxo 1, e a curva de servico 8¢ obtida no D ao fluxo 2, e a curva de servico 35 obtida no
Exemplo 6.1 (Parte 1) Exemplo 6.1 (Parte 1)

Figura 6.4: Regides onde as curvas de servico (1 e B1 = o podem estar definidas, de forma
a garantir um atraso virtual mdzimo D = Dy = Do = 13bs e repeticao das curvas obtidas no
Ezemplo 6.1 (Parte 1).

A partir do Exemplo 6.1 (Parte 2), pode-se perceber que as curvas de servigo ﬂ? e
B? definidas pelo Teorema 17 nao garantem necessariamente os mesmos limitantes de parametros
de QoS por fluxo, para os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c). O Teorema 19 a seguir apresenta
expressoes alternativas para as curvas de servigo [3; e Bi, de forma a garantir o mesmo limitante

de atraso virtual maximo, D.

Teorema 19. Para as mesmas condigoes apresentadas no Teorema 18, as curvas de servigo

do fluzo i e do agregado de trdfegos restantes podem ser definidas, respectivamente, da sequinte
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maneira:

sendo, 0p = inf {04 : B < %4}

Demonstragao. Primeiramente, note-se que 05 = inf {04 : § < 0*04} é um possivel limitante para
o atraso maximo do sistema como um todo e para os diferentes fluxos isoladamente, porque o
sistema atende uma disciplina de filas FIFO bit a bit, o que implica que D = Dy, k=1,..., M.
Dessa forma, tem-se: Z;0p = ¥i e T(;)0p = Y;)- Mas & = T;07 e Ty = f(i)aa.), da Proposigao 8.
Dai, tem-se: §; < T;0p = 7:0;0p = 2.8 e Yi) S T(iy0p = f(i)UZ‘i)5D = :f(i)ﬁNiD, e, portanto, 87 e

BZ-D sao possiveis curvas de servico para o sistema. O

As curvas de servigo ﬁiD e BZD definidas pelo Teorema 19 sao tais que ﬁiD = 0p e
BZ-D = 0, mas nao sao mais conservativas do que d5. Por exemplo, de acordo com a demonstracao
do Teorema 19, tem-se: 7;8F = 7;6p e f(i)ﬁzp = T(;0p. Assim, as curvas dp e 0;0p levam ao
mesmo limitante para o fluxo y;; e as curvas dp e O'Eki) dp levam ao mesmo limitante para a curva
Y(i)- Além disso, as curvas ﬂiD e @D sempre satisfazem as consideracoes ﬂiD =0 e BZD = 03, 0
que nao ¢ necessariamente atendido pela curva d5. Por fim, note-se que as curvas ﬁiD =0;0p
e ﬁg) = 0(;0p garantem a equivaléncia total entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) e
também garantem a equivaléncia em relacdo ao atraso virtual méximo por fluxo. De fato, por
um lado, da propriedade (PM.6), Tabela 3.10, F{ﬁiD,ﬁN;D} = F{Uf‘SDan)‘SD} = 0%0p = [, de

forma que a inequacao (6.16) é satisfeita. Por outro lado, tem-se:
op =inf{ds: B < 084} = inf {04 : BP < 0764} = inf{04: AP < olyy0a}-

Cruz (1995) e Malaney e Rogers (1999) apresentam curvas de servigo para o fluxo i
semelhantes a curva ﬂlp , com a diferenca de que sao consideradas func¢bes o invariantes no
tempo. Além disso, Malaney e Rogers (1999) consideram o fluxo de entrada conhecido fazendo

g; = i‘\zéi{/fz

Considere-se a expressao que define ﬁ? no Teorema 18. Trocando-se ﬁ? por ﬁle e
o5 por 0?2.), é possivel estender este teorema para o caso de um multiplexador com M entradas,
sendo 7 o fluxo de interesse. Assim, dos Teoremas 18 e 19, podem-se obter duas curvas de servico
possiveis para o fluxo i: ﬁle e ﬁ;D . Nesse caso, vale salientar que nem sempre é possivel provar
que a curva ﬂi@ A BZ-D é uma possivel curva de servigo para o fluxo ¢. Quando esse for o caso,

como discutido na Segao 5.6 (pagina 67), é mais vantajoso trabalhar com as duas redes 3 que
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representam as curvas de servico obtidas anteriormente em paralelo, do que trabalhar com uma
das seguintes curvas isoladamente: ﬁ?, ﬁ;D ou ﬁle <) ﬁ;D . Nesse caso, as restricoes entre os fluxos

x; e y; na Figura 6.3(c) podem ser representadas como ilustrado na Figura 6.5.

Figura 6.5: Restri¢oes de servigo entre os fluxos z; e y; na Figura 6.3(c).

Para achar um limitante para a curva y;, por exemplo, pode-se usar a seguinte

inequagao: y; < 7;8° A 7; 87, ou equivalentemente,
S <539 A6
Yi fﬂzﬁi NZi0p5.

Da mesma forma, pode-se limitar a curva de saida do agregado de trafegos excetuando-se o

fluxo 4, y(;), da seguinte maneira:
L L B9 A TS
Yu) S TP NEi)0p.

Para os demais limitantes de parametros de QoS, pode-se utilizar os resultados da Tabela 5.3.
O exemplo a seguir, ilustra um caso em que ﬂ? A [3? nao é uma curva de servico

possivel para um dado sistema.

Exemplo 6.1 (Parte 3). As Figuras 6.6(a) e 6.6(b) reapresentam, para o Exemplo 6.1, a regido
onde By € Cp e By = Bo € Cy devem estar definidas, de forma a garantir que o limitante para
o atraso virtual mdzimo seja mantido, apds o desacoplamento do fluro 1 (regiGdo sombreada).
Estio também ilustradas as curvas 31 = 39 A ﬂ? e B =B A ﬂ%), sendo ) e B9 obtidas através
do Teorema 17, fazendo © = 0. Note-se, da Figura 6.6(c), que 1 nao é uma curva de servi¢o
possivel para o trdfego 1, porque y1 £ T101, isto é, existem instantes em que a fungdo Y; estd
abaizo da funcgdo 101 (a exemplo dos pontos em torno de t = 300s mostrados no detalhe). A
fungdao B2, por outro lado, € uma curva de servigo possivel para o trdfego 2, porque B2 = dp
(D = 135s), como pode ser observado na Figura 6.6(d). Nas Figuras 6.6(e) e 6.6(f), pode-se
perceber a melhora obtida nos limitantes dos fluzos de saida por fluzo, quando sao mantidas em

paralelo as curvas de servigo ﬁ,(? e ﬁl;D, k =1,2, conforme ilustrado na Figura 6.5.

Nesta secao, foram apresentadas algumas definigbes possiveis para as curvas de
servico de um trafego de interesse e para o agregado dos demais trafegos em um sistema com
multiplexacao. O método empregado para a determinacgao dessas curvas de servigo foi o de

garantir a equivaléncia entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c), em relagao ao atraso virtual
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Figura 6.6: Problema da determinacao de possiveis curvas de servico para trdafegos multiplezados.
Em (a) e (b), regides onde as curvas de servigo (31 e B2 devem estar definidas, de forma a garantir
um atraso virtual mdzimo D = Dy = Dy = 1355 e as curvas B = B,g A ﬂ,?, k=1,2, sendo ﬂg,
k = 1,2 obtidas através do Teorema 17. Em (c) e (d), as curvas Tk, Yr € TiPr, k = 1,2, para
o caso particular em que x1(v) = 0,8 X 01(v) e x2(v) = o2(v), Yv. Em (e) e (f), as curvas Yy,
TBY e TpBY AN Tpdp, k= 1,2, para as mesmas entradas usadas em (c) e (d).
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maximo por fluxo. Esse mesmo método serd utilizado na préxima secao, em relacdo ao atraso

virtual maximo por fluxo em um dado instante.

6.4 Atraso virtual instantaneo em relagao ao fluxo de saida

Considere-se a definicao de atraso virtual no instante t apresentada no Capitulo 4

(equagao 4.14), ou seja:
d(t) =inf{d > 0:2(0,t) <y(0,t +d)}.

De forma semelhante, pode-se definir o atraso virtual no instante t em relacdo ao

fluzo de saida, A(t), da seguinte maneira:
A(t) =inf{d>0:2(0,t —d) <y(0,t)}. (6.31)

O atraso virtual em relacao ao fluxo de saida pode ser entendido como o atraso sofrido por um
bit com prioridade minima que deiza um sistema no instante ¢, considerando que nenhum bit de
maior prioridade entrou no sistema.

Define-se como atraso virtual a priori o atraso que um bit deverd sofrer ao passar
por um sistema; e atraso virtual a posteriori o atraso que esse bit deve ter sofrido ao passar pelo
sistema, considerando uma disciplina de filas FIFO bit a bit. As fungoes d(t) e A(t) definidas
acima podem ser entendidas, respectivamente, como os atrasos virtuais a priori e a posteriori
de um determinado bit. Neste trabalho, chama-se simplesmente “atraso virtual” o atraso a
priori, d(t); e “p-atraso”, o atraso virtual a posteriori, A(t). A seguir, discute-se como as
areas de convergéncia discutidas na se¢ao anterior, definidas pelas inequagoes (6.27) e (6.28), sao
alteradas, quando se refaz a andlise em relagao ao p-atraso.

Note-se que se um sistema apresenta um p-atraso A(t), definido pela equagao (6.31),

entao satisfaz a seguinte inequagao:
‘/E(Ovt - A(t)) < y(07t)'

A seguir, o método de determinacao de limitantes de parametros de desempenho
definido no capitulo anterior é usado para determinar um limitante para o p-atraso. Antes, é

necessaria a definicao de mais um elemento do didide %.

Definigao 24 (Funcao de p-atraso variavel). Seja uma funcdo a : Z* — ZT. Define-se a funcao
de p-atraso varidvel d, € C da seguinte maneira:
0, set—a(t) <s,

da(s,t) =
+oo, set—a(t) > s.
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A Tabela 6.1 apresenta algumas propriedades interessantes da funcao J,. As

demonstracoes destas proposicoes encontram-se no Apéndice D.

Validade Propriedade Referéncia

z(s,t —a(t)), ses<t-—a(t),

Vx € Cy (zda)(s,t) = ¢ x(s,s), set —a(t) <s <t, (PDA.1)
0, se s > t.

Vo € Cy Se x(s,s) = 0, Vs, entdo (x ® 64)(s,t) = x(s, [t — a(t)]) (PDA.2)

[ z(s—a(s)]T,t), ses<t,
Vx € Cs (6a§x)(s,t) = { 0. e 5>t (PDA.3)
Ve €Ce, k=1,...,M F{x15a,...,xM§a}:F{xl,...,xM}(Sa (PDA4)

Tabela 6.1: Propriedades da fungao de atraso variavel §, € €.

Como fica evidenciado pela propriedade (PDA.1), a fungao ¢, pode ser usada para

representar atrasos variaveis em fungoes em C;.

Observacgao 22. Da propriedade (PDA.1), pode-se concluir que, quando a func¢ao a(t) nao
€ constante em t, entao o produto xd, € uma funcao variante no tempo, mesmo quando T €

variante.

A partir da propriedade (PDA.1), o Teorema 18 pode ser estendido para um
multiplexador com M fluxos de entrada, sendo i o fluxo de interesse, e sendo © : Z* — Z7T

uma fungao qualquer.

Teorema 20. Considere-se um multiplexador com M fluros de entrada e disciplina de filas
FIFO bit a bit, que atende uma curva de servico B € C. Sejam xk, Yy, or € Ct, respectivamente,
o fluxo de entrada, o fluxo de saida e uma curva de requlacdo para o trafego k, k =1,..., M.
Sejam, ainda, x = 1 + ... + xpy = F{z1,...,xm} o fluxo de entrada total do sistema;
y=wn+...+ymw =F{y1,....,ym} o fluxo total de saida; e UE"Z.) a curva de regulacdo do agregado
de trdfegos excetuando-se o fluzo i, definida pela equagdao (6.20). Definem-se curvas de servigo

para o trdafego i e para o agregado de fluxos restante, respectivamente, da segquinte maneira:

0i(t),
G {5,06)592.}) (s,t), ses<t—0;t),

, ses>t—

7 >t —0,(t),
39 (5,) = o Y

s =4
(
0
<G {ﬁ,ofééi}) (s,t), se s <t—0t),

sendo ©; : Zt — ZT ¢ ©, : Zt — Z1 funcdes pré-definidas quaisquer.

Demonstracdo. A demonstracao deste teorema encontra-se no Apéndice D. O



90 Capitulo 6: Desacoplamento de curvas de servico para trafegos multiplexados

Observagao 23. Caso se exija (3;, B; € Cy, pode-se definir as sequintes curvas de servi¢o para o
fluzo i e para o fluro agregado, excetuando-sei: 3; = Pr {ﬁ Z} e3; = Pr {ﬁ } De fato, se ﬁi@i
e ﬁi © sdo curvas de servico para o fluxo i e para o fluxo agregado excetuando-se i, respectivamente,
entio f3; e B; também sdo curvas de servico para o fluzo i e para o fluxo agregado, porque B; = ﬂi@ g
e B = 5? L
Observagao 24. Caso ndao se erija ﬁze",ﬁiéi € C;, pode-se obter limitantes nao-decrescentes
em t para as fungoes y; € Cy e Yy € Cy, respectivamente, a partir das fungoes &{ﬁz\,@@l} e
&{E(i)@éi}. De fato, como 5?2' € uma curva de servico para o fluxo i e y; € Ci, tem-se:
T < t: y;(0,t) > y;(0,7) > (wiﬂ?i)(O,T), de forma que y;(0,t) > max,<; {(xiﬂi@i)(O,T)}
< }) 0,t) = <&{§:\,@®1}> (0,t). De forma semelhante, prova-se que y;)(0,t) >

Pr {z;f §
({705 01

Da Observacao 22, a menos que as funcoes ©;(t) e ©;(t) sejam constantes, as curvas

ﬂi@ ‘e Blé ¢ definidas pelo Teorema 20 sao funcbes variantes no tempo. Desta forma, mesmo
quando as curvas o, B e o, k=1,..., M, sao invariantes no tempo, pode-se associar aos fluxos
de entrada curvas de servigo variantes no tempo.

A funcao de atraso variavel, J,, pode ser usada para determinar um limitante para o
p-atraso A(t). Considere-se o sistema da Figura 5.3, por conveniéncia repetida na Figura 6.7. O

Teorema 21 determina um limitante a(t) para o p-atraso A(t) da rede [ ilustrada na Figura 6.7.

_.

Figura 6.7: Rede com curva de servigo 3 conectada a um regulador o.

Teorema 21. Para o sistema da Figura 6.7, sejam as funcées u,xz,y € C e 0,8 € C.
Considere-se que § »= T = u (o sistema € causal); e U = € (o sistema estd vazio em s =t =0).
Um limitante a(t) para o p-atraso A(t) da rede [ representada na Figura 6.7 corresponde a

solucdo do sequinte problema de otimizacdo:

0q = inf §
¢ “ (6.32)
s.a 00 = 0.
Demonstracao. A demonstracao desta proposicao encontra-se no Apéndice D. O

Proposicao 22. Sejam xz,y € C;, respectivamente, os fluros de entrada e saida de um
determinado sistema, e seja a(t) wm limitante para o p-atraso desse sistema. A curva 3 = 64 €

uma curva de servi¢o para esse sistema.
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Demonstragao. A fungao a(t) é um limitante para o p-atraso. Dessa forma, tem-se, Vt € Z™:
y(0,t) > x(0,t — a(t)), de modo que, da propriedade (PDA.1), Tabela 6.1, tem-se: ¥ < Z,.
Assim, a curva 8 = §, é tal que T8 = Zd, = ¥, e, portanto, é uma curva de servico para o

sistema. O

Repetindo os mesmos procedimentos usados na secao anterior, pode-se chegar a
resultados semelhantes as inequagoes (6.27)-(6.30). Nesse caso, pode-se mostrar que as curvas
de servico 3; e B; garantem a equivaléncia entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c), se as

seguintes inequagcoes sao satisfeitas:
0100 = B = G{B.ota ) (6.33)
0'6)5(1 = Bz =G {ﬁa o-;kéa} 5 (634)

ou ainda, quando se exigem curvas de servico em C;, garante-se a equivaléncia entre os sistemas

das Figuras 6.3(b) e 6.3(c), se as seguintes inequacoes sao satisfeitas:

Pr {00} = 6= Pr{G{B.00bu} }
Pr{ofyda b = B, = Pr{G {8,070} }
A funcao J, apresenta algumas propriedades tuteis para descrever sistemas FIFO bit

a bit. A seguir, estao enunciadas algumas dessas propriedades. As demonstragoes encontram-se

no Apéndice D.

Proposicao 23. Considere-se um sistema com M fluxos de entrada e disciplina de servigcos
FIFO bit a bit. Sejam z,y € C;, respectivamente, os fluxos de entrada e saida totais do sistema;
T, Yk, k=1,2,..., M, respectivamente, os fluxos de entrada e saida do fluxro k; e i o fluro de

interesse. Da Definicdo 20, tém-se: x = F {xi,:n(i)} ey=F {yi,y(i)}. Se §J < Tdq, entao

e se = T4, entdo

~

Yi) 7

)

(i)%a-

Na Secao 6.2, comentou-se que um sistema causal atende naturalmente as restrigoes
de fluxo em relacao aos fluxos totais de entrada e saida, ou seja ¥ 3= Z, e em relacao aos fluxos
de entrada e saida isoladamente, ou seja yp = Ty, k = 1,...,M. Essas consideragdes séo

conseqiiéncia direta da Proposi¢ao 23, para o caso em que a(t) = 0, Vt € Z*.
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Sejam, agora, as seguintes definigdes:

A(t) = inf{d > 0:y(0,t) > (0, — d)}, (6.35)
A~(t) =sup{d > 0: y(0,£) < z(0,t — d)}, (6.36)
Ap(t) = inf {d > 01 yp(0,) > 25(0,¢ — d)}, k=1,2,..., M, (6.37)
A7 (t) =sup{d > 0: yp(0,t) < zx(0,t —d)}, k=1,2,..., M, (6.38)

A(s,t) =inf{d > 0: 0*(s,t — d) < B(s, 1)} . (6.39)

A seguir, mostra-se que nao so6 os limitantes do atraso virtual méximo devem ser
iguais em sistemas FIFO bit a bit, ou seja, D = Dy, k = 1,..., M, mas também os p-atrasos
devem ser iguais, ou seja, Vt € ZT: A(t) = Ap(t), k =1,..., M, sendo A(t) e Ak(t) definidas,
respectivamente, segundo as equagoes (6.35) e (6.37). Além disso, a partir da fungao A(s,t)
definida na equagao (6.39), chega-se a um limitante para A(¢). Esse limitante corresponde a
solugao do seguinte problema: ¢, = inf {d, : 0%0, = B}. O resultado obtido é a fungao a(t) =
maxo<s<t {A(s,t)}. Note-se que a funcao a(t) definida dessa forma é sempre nao-decrescente

em t.

Proposi¢ao 24. Considere-se que M trdfegos entram em um elemento de rede com disciplina
de filas FIFO bit a bit. Sejam x,y € C; os fluros de entrada e saida totais do sistema; e
Tk, yr € Ci, respectivamente, os fluxos de entrada e saida do trdfego k, k = 1,2,..., M. As

sequintes igualdades sdo satisfeitas:
A(t) =A7(t) = Ap(t) = A, (1) ,k=1,2,..., M,

sendo A(t), A™(t), Ar(t) e A, (t) definidas pelas equacoes (6.35)-(6.38). Consegiientemente,
tém-se:

~

y=aon,
Uk = Tkopn, k=1,..., M.

Proposigao 25. Sejam o € C; e 8 € C, respectivamente, uma curva de requlacdo e uma curva
de servigo para um dado sistema com disciplina de filas FIFO bit a bit, fluzo de entrada = e fluzo

de saida vy, e seja a : ZT — ZT a sequinte funcao:

a(t) = max {A(s,t)}.

0<s<t
A fungao a(t) deﬁm’da desta maneira corresponde a solugcao do sequinte problema de otimizacdo:

0o = inf {04 : 0% = B}. Em particular, quando o e 3 sao fungdes invariantes no tempo, entao
A(s,t) = A(t — s). Daz, tem-se:

a(t) = max {A(t —s)} = Jnax {A( )} (6.40)

0<s<t



6.4. Atraso virtual instantaneo em relacao ao fluxo de saida 93

A partir das Proposicoes 24 e 25, pode-se definir possiveis curvas de servigo para o
trafego i e para o agregado de trafegos restante, respectivamente, 3; e §;, de forma a sempre
garantir que os limitantes D e a(t) sejam respeitados por fluxo, isto é, de forma a satisfazer as

seguintes igualdades:

D=Dy, k=1,...,M,
a(t) =ag(t), k=1,..., M.

Teorema 26. Para as mesmas condigoes apresentadas no Teorema 18, as curvas de servigo
do fluxo i e do agregado de trdfegos restante podem ser definidas, respectivamente, da sequinte

maneira:

ﬁa = O';;k(sa,

K]
Bia = O-z;')éaa
sendo a(t) definida pela Proposicdo 25 ou pela equagao (6.40).

Demonstragao. Primeiramente, note-se que d, = inf {d, : 0%, = f} é um possivel limitante
para o p-atraso do sistema como um todo e dos diferentes fluxos isoladamente. Dessa forma,
a(t) = ap(t), k=1,..., M. Assim, ;04 = ¥i € T(;)0a = Y- Mas T; = ;0] e T(;) = fﬁ(i)aa). Dali,
tém-se: ;i X Tidg = ;070 = T;07 € Z/\(i) < f(i)éa = fﬁ(i)aa)éa = fﬁ(i) Nl-a, e, portanto, 5?7 e Bf sao

possiveis curvas de servico para o sistema. O

Teorema 27. As curvas de servigo 37, 37 definidas anteriormente garantem:

1. Equivaléncia total entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em relagdo aos trdfegos
totais de entrada e saida;
2. Equivaléncia por fluxo desses sistemas em relagdo ao limitante do p-atraso, a(t);

3. Equivaléncia por fluzo desses sistemas em relagdo ao limitante de atraso virtual, D.

Considere-se a fungao ﬂi@ ¢ definida pelo Teorema 20. Da Observacao 24, quando nao
se exige ﬁi@ i € Cy, entao, da definicao do operador G {-}, tem-se:

. 0, se s >t— 0O;(t),
BPi(s,t) = (%) (6.41)

max {0, B(s, t) — (o(;y0e,)(s, 1)}, ses <t—Ot).
Analisando a equacao (6.41), pode-se perceber que, de forma semelhante ao pardmetro © do
Teorema 17, deve existir uma funcao O;(¢) 6tima para o Teorema 20. A seguir, apresenta-se
a escolha para O;(t) utilizada neste trabalho. Da equagao (6.41), note-se que, mesmo quando

s <t—0;(t), tem-se ﬁi@i(s,t) =0, se B(s,t) < (03;)0e,)(s,t). Dessa forma um valor étimo para
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O;(t) deve ser tal que B(s,t) > (o(;de,)(s,t), Vs,t tais que s <t — O;(t). Além disso, quanto
menor for a funcao 0;(t), mais cedo a funcao ﬁi@ * pode assumir valores nao-nulos. Do exposto
anteriormente, considerou-se que uma boa escolha para ©;(t) corresponde & solugao do seguinte
problema:

de, = inf dq,

(6.42)
S. a O’(i)(sa = 0.

Comparando as equagoes (6.32) e (6.42), pode-se perceber que a funcao ©;(t) definida pela
equagao (6.42) corresponde exatamente ao limitante de atraso virtual de um sistema com
curva de regulagao total de entrada o(;) = aa) e curva de servico §. A solugao para
(6.42), portanto, pode ser determinada a partir da Proposigao 25, fazendo A@Z_(S,t) =
inf {d>0:04(s,t —d) < B(s,1)}.

A curva de servigo ﬁi@ * definida pelo Teorema 20 e a curva de servigo 37 definida
pelo Teorema 26 podem ser funcOes variantes no tempo, mesmo que o, k= 1,..., M e [ sejam
funcdes invariantes no tempo. A Proposicao 28 indica as condigdes necessarias para garantir a
existéncia de uma curva de servigo 3; para o fluxo de interesse que seja invariante no tempo e

que atenda a inequacao (6.33).

Proposicao 28. Considere-se um sistema com M fluzos de entrada. Sejam o,8 € C,
respectivamente, uma curva de requla¢do e uma curva de servigo para o sistema como um todo;
or € C¢, uma curva de requlacdo para o fluxo k, k = 1,...,M; e i o fluro de interesse, de
forma que o* = F{al’-‘,aa)}. Considerem-se, ainda, o,3,01,k = 1,..., M funcées invariantes
no tempo, e seja a : ZT — Z* tal que 6, = inf {d, : B < 0%04}. Se uma curva de servigo (3; é
mvariante no tempo e garante equivaléncia em relacdo ao atraso entao ela estd completamente

definida na sequinte regido:

YweZt:of(v—al)) <Biv) <BWV) - oy (v —a(v)).

O exemplo a seguir mostra, para as mesmas curvas de regulacao e de servico do
Exemplo 6.1, que nao existe uma curva (; invariante no tempo tal que se obtenha a equivaléncia

dos sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em relagao ao p-atraso.

Exemplo 6.1 (Parte 4). Sejam as mesmas curvas de requla¢ao e de servigo do Exemplo 6.1,
e seja a(t) = maxo<,<t {A(v)}. As Figuras 6.8(a) e 6.8(b) ilustram as regides onde (31 € C; e
By = By € C; devem estar definidas, de forma a garantirem os mesmos limitantes para o p-atraso
do sistema como um todo e dos fluxos T1 e xo, caso seja considerado que (31 e Py sdo funcgdes
invariantes no tempo (Proposi¢ao 28). Da Figura 6.8(c), note-se que a curva 31 (v) = of (v—a(v))

ndao é uma curva de servigo para o fluro 1, porque y3 ¥ x101. Para esse exemplo, portanto,
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nao eriste uma fungdo invariante no tempo que satisfaca a regido definida na Proposicao 28. Ou
seja, nao existe uma funcao (B1 invariante no tempo que garanta a equivaléncia entre os sistemas

das Figuras 6.3(b) e 6.3(c), em relagdo ao p-atraso.
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* *
oi(v—a(v)) o3 (v —a(v))

Figura 6.8: Em (a) e (b), regides onde as curvas 1 e o garantem os mesmos limitantes a(t)
para o p-atraso do sistema como um todo e dos fluxos x1 e xo isoladamente, de acordo com a
Proposi¢ao 28 (as fungoes 1 e By sdo consideradas invariantes no tempo). Em (c) e (d), as
curvas Ty, U € TrPr, k = 1,2, considerando-se Bi(v) = op(v — a(v)), k = 1,2. Para esse
exemplo, tém-se: x1(0,v) = 0,8 X o1(v) e 22(0,v) = o2(v).

A partir do Exemplo 6.1 (Parte 4), e da Proposicao 28, pode-se perceber que
nem sempre é possivel encontrar curvas de servigo invariantes no tempo, para o fluxo i ou
para o agregado de trafegos restante de forma a garantir a equivaléncia entre os sistemas das
Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em relacdo aos atrasos virtuais maximos por fluxo, mesmo quando os fluxos

de entrada e saida e as curvas de regulacao e de servico sao funcées invariantes no tempo. Dessa



96 Capitulo 6: Desacoplamento de curvas de servico para trafegos multiplexados

forma, para se determinar as curvas de servigo para o trafego ¢ e para o agregado excetuando-se
1, quando fluxos e curvas de regulacao e de servigo sao fungoes invariantes no tempo, € necessario,

antes, escolher uma das seguintes opgoes:

1. As curvas de servico 3; e ﬁ, devem ser funcgoes invariantes no tempo, mesmo que sejam
sub-6timas, ou seja, mesmo que levem a limitantes para o atraso virtual méximo, D, ou
para o p-atraso, a(t), maiores do que a consideracao FIFO garante. Nesse caso, (3; e BZ
podem ser calculadas de acordo com os Teoremas 17 ou 18, e o parametro © pode ser

calculado a partir da equacao (6.1).

2. As curvas de servigo ; e BZ devem ser funcoes invariantes no tempo, mesmo que sejam
sub-6timas em relacao ao limitante do p-atraso, a(t), mas devem garantir a equivaléncia
entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em relagdo ao limitante do atraso virtual
méximo, D. Nesse caso, as curvas 3; e 3; podem ser calculadas diretamente através do
Teorema 19, ou pode-se utilizar as curvas de servico obtidas a partir dos Teoremas 18
e 19 em paralelo, conforme discussao anterior. Qualquer que seja a opg¢ao escolhida, o
parametro D corresponde & solugdo do seguinte problema: §p = inf {54 : 0%54 = B}, isto é,
D corresponde ao menor atraso que pode ser dado & curva o* de forma a torna-la menor
do que a curva 8 em qualquer instante; e o parametro © pode ser calculado a partir da

equagao (6.1).

3. As curvas de servico 3; e [3; devem garantir a equivaléncia entre os sistemas das
Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em relagio a D e a(t), mesmo que isso resulte em fungdes
variantes no tempo. Nesse caso, §; e 3; podem ser determinadas a partir do Teorema 26,
sendo a(t) = maxo<,<¢ {A(V)}, e A(v) = inf{d:0*(v —d) <[(v)}. Alternativamente,
pode-se utilizar as curvas de servigo obtidas a partir dos Teoremas 20 e 26 em paralelo.

Nesse caso, no Teorema 20, pode-se fazer ©;(t) = maxg<,<¢ {Agi(y)}, com Ay (v) =
inf {d : Ja.)(y —d) < ﬁ(u)}
A seguir, sao apresentados os resultados obtidos para o Exemplo 6.1, quando j; e BZ

correspondem & juncao em paralelo das curvas de servigo obtidas pelos Teoremas 20 e 26. Para

esse exemplo, tém-se B € C; e B2 € Cy.

Exemplo 6.1 (Parte 5). Considerem-se o, 3 e oy, k = 1,2, as curvas definidas no Exemplo 6.1.

Além disso, sejam:

) ﬁg a curva de servigo do fluxo k (k= 1,2) obtida a partir do Teorema 18, fazendo © = 0;

) ﬁ,(?k a curva de servico do fluxo k obtida a partir do Teorema 20, fazendo
Or(t) = maXogugt{A@k(V)}, com Ay (v) = inf{d:o3(v—d) <B)} e A, (v) =
inf{d:oj(v—d) <pv)};
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o 37 = 0704 a curva de servico do fluzo k obtida a partir do Teorema 26, sendo a(t) definida

pela equagao (6.40).

As Figuras 6.9(a) e 6.9(b) ilustram as curvas de servigo obtidas a partir do Teorema 20; e as
Figuras 6.9(c) e 6.9(d) ilustram as curvas Jy, TrSy e fkﬂ,(?k NZpBR, k =1,2. Conforme esperado,
tém-se: Y1 X T10y e Yo <X Tafy. Além disso, das Figuras 6.9(c) e 6.9(d), note-se que as curvas
fﬁlﬁ? AT e fgﬁg) 2 N\ x233 sao melhores limitantes para Y1 e Yo, respectivamente, do que as

curvas 7137 e T235.
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Figura 6.9: Problema da determinacgao de possiveis curvas de servico para trdafegos multiplezados.
Em (a) e (b), curvas de servico 3, € C; e By € Ci obtidas do Teorema 27. Em (c) e (d),
curvas Ji, Tk, e Ekﬂ,?k NZTpBR, k =1,2. Para esse exemplo, tém-se: x1(0,v) = 0,8 x 01(v) e
x2(0,v) = o9(v).

A partir dos Teoremas 17 a 19 (caso invariante no tempo) ou dos Teoremas 20 e 26
(caso variante no tempo) é possivel determinar curvas de servigo entre os fluxos z; e y; para o
sistema ilustrado na Figura 6.3. Além disso, da Proposicao 25, é possivel determinar um limitante

a;(t) para o p-atraso entre z; e y;. A partir desses resultados, pode-se calcular um limitante D;
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para o atraso virtual entre x; e y;; uma funcao W;(t), limitante para o backlog entre z; e y; no

instante ¢; e uma curva de regulagao oy, para o fluxo y;. Da Tabela 5.1, tém-se:

D; = sup{a;(t)},

t>0
Wi(t) = (B:&a7)(t, 1),
oy, = Bijo}. (6.43)

A equacgao (6.43) ainda pode ser melhorada, no caso em que a rede 3 ilustrada na

Figura 6.3(a) corresponda a um enlace conservativo.* A Proposiciao 29 apresenta este resultado.

Proposicao 29. Quando a rede [ ilustrada na Figura 6.3(a) corresponde a um enlace

conservativo de capacidade [ = C¥, entdo o fluxo y; atende a segquinte curva de regula¢do:
oy, = (Bigo}) ® Cy.

Demonstracdo. A demonstracao desta proposicao encontra-se no Apéndice D. ]

6.5 Conclusao

Neste capitulo, abordou-se o problema de determinacao de curvas de servico para um
fluxo de interesse, 7, pertencente a um agregado de trafegos. A literatura aborda esse problema
apenas para um cendrio de curvas invariantes no tempo. Dessa forma, todas as curvas de servigo
variantes no tempo apresentadas neste capitulo sdo contribuicées deste trabalho. Também é uma
contribuicao deste trabalho a defini¢do e uso da funcgao de p-atraso.

Em Cruz (1998), definiu-se uma familia de curvas de servigo parametrizada por um
nimero inteiro positivo, ©. Na Secao 6.1, analisou-se a otimalidade destas curvas de servigo em
relagao a O, enfatizando-se que nem todos os valores do parametro © levam a curvas de servico
vélidas (sao consideradas validas apenas as fungoes nao-decrescentes no tempo).

Na secao seguinte, foi definido formalmente o problema de determinacao da curva
de servigo de um trafego de interesse dentre um agregado de trafegos e, a partir do método
apresentado na Secao 5.1 para determinacao de limitantes, foi feita uma investigacao das
restrigoes necessarias para garantir a equivaléncia total em relacao aos fluxos totais de entrada e
saida antes e depois do desacoplamento do fluxo de interesse (Figuras 6.3(b) e 6.3(c)).

Uma caracteristica marcante de sistemas FIFO bit a bit é o fato de atrasos
instantaneos dos fluxos de entrada individualmente e do agregado de todos os fluxos de entrada

serem iguais. Tendo essa caracteristica em vista, na Secao 6.3, determinou-se uma regiao onde a

4Um enlace conservativo é aquele que atende o fluxo de entrada & méxima taxa de transmissio possivel. Os
enlaces conservativos estao analisados detalhadamente no Capitulo 7, Segao 7.1.
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curva de servigo para o trafego de interesse deve estar definida, de forma a garantir essa igualdade
de limitantes de atraso. Através de um contra-exemplo, mostrou-se que o limitante %-inferior
da regiao obtida nao é necessariamente uma curva de servigo para o fluxo de interesse. Portanto,
nem todas as funcbes da regido obtida sdo vélidas como curva de servigo para o trafego de
interesse. Por outro lado, provou-se que o limitante %-superior da mesma regiao nao sé é uma
curva de servigo valida, mas também garante a igualdade de limitantes desejada. Ainda nesta
secdo, a partir do Exemplo 6.1 (Parte 2), mostrou-se que as curvas de servigo definidas por Cruz
(1998) nao ficam necessariamente na regiao obtida anteriormente. Desta forma, nao garantem
necessariamente limitantes de atraso maximo iguais para os diversos fluxos individualmente e
para o fluxo total de entrada.

Como discutido no Capitulo 5, quando é possivel determinar diversas curvas de
servigo para um certo fluxo, mas nao é possivel determinar uma relagao de ordenamento entre
estas curvas, é mais vantajoso trabalhar com as curvas obtidas em paralelo. A partir desse
resultado, conseguiu-se obter, para o fluxo de saida de um exemplo ilustrativo, um limitante
menos conservativo do que o limitante obtido através da curva de servigo definida em Cruz
(1998).

Na Secao 6.4, foi introduzido o conceito de p-atraso e os resultados da Secao 6.3
foram estendidos para esse novo parametro de QoS. Dos resultados obtidos, definiu-se uma nova
curva de servico para o fluxo de interesse dependente apenas de limitantes para o p-atraso
do sistema em estudo e da curva de regulacao o;. Definiu-se, ainda, uma nova familia de
curvas de servigo para o trafego de interesse parametrizadas por uma funcao inteira positiva
©;(t). Uma das vantagens dessa familia de curvas de servigo é o fato de que todas as curvas
obtidas sao véalidas, independentemente das defini¢oes das fungoes ©;(t), porque o conjunto C nao
exige fungoes nao-decrescentes em t, e os operadores de projecdo permitem encontrar limitantes
nao-decrescentes em ¢, mesmo a partir de fungoes com porcoes decrescentes em ¢. Finalmente,
definiu-se uma estratégia para a determinacdo de ©O;(t) e foi retomada a discussdao sobre a
manutencao de curvas de servico em paralelo, quando nao é possivel estabelecer uma relacao
de ordenamento entre as curvas obtidas.

Uma contribuicao importante deste capitulo é a idéia de ser possivel e potencialmente
mais vantajoso obter curvas de servico variantes no tempo mesmo em um cendrio invariante no
tempo. Esse resultado, por si s, justifica a definicaio de um didide variante no tempo para o
Network Calculus. Como pode ser visto pelo Exemplo 6.1 (Parte 5), permitir curvas de servigo
variantes no tempo, mesmo quando trafegos de entrada e curvas de regulacdo e de servico sao
funcoes invariantes, agrega informagoes as curvas de servigo obtidas. Essa informagao adicionada
pode melhorar os limitantes de pardametros de QoS (como o fluxo de saida, por exemplo) no inicio

de rajadas, quando o sistema experimenta um transitério na funcao de entrada.



Capitulo 7

Sistemas de pequena complexidade:

elementos de redes isolados

Neste capitulo, os resultados obtidos anteriormente sdo usados para analisar

elementos encontrados na modelagem de sistemas de comunicagbes. Seis elementos sao

analisados. Todos os sistemas sdao considerados causais. Sao eles:

S Ot R W=

Enlaces conservativos com capacidade de transmissao variavel no tempo;
Reguladores 6timos (greedy shapers);

Canais com atraso maximo determinado;

Buffers de recepcao;

Reordenadores de bits;

Multiplexadores.

Para cada tipo de elemento, considera-se que os fluxos de entrada atendem a curvas

de regulacao conhecidas. Para cada elemento, determinam-se os seguintes parametros:

Um limitante D para o atraso maximo, determinado a partir do Teorema 13 ou da
equagao (4.15).

Uma fungao a(t), limitante para o p-atraso, determinada a partir do Teorema 21 e/ou uma
fungao D(t), limitante de atraso méximo no instante ¢, determinada a partir do Teorema 30

(apresentado a seguir).

Um limitante W (t) para o backlog méximo no instante ¢, determinado a partir do

Teorema 14.

Uma curva de regulacao o, para o fluxo de saida y, determinado a partir do Teorema 16.

Ao longo do capitulo alguns exemplos simples sao apresentados. Em geral, estes

exemplos ilustram como uma solugao obtida a partir da algebra de didides pode ser instanciada,

conforme indicado no método da Figura 4.9.

101
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No final do capitulo, discute-se como alterar o modelo de um elemento bésico

qualquer, de forma a permitir situagoes com perdas.

7.1 Enlace conservativo com capacidade variavel e regulador

“guloso” (greedy shaper)

Nesta secao, analisa-se um enlace conservativo com capacidade de transmissao
conhecida e varidvel no tempo (Definigdo 25). Esse exemplo foi analisado anteriormente em

Chang et al. (2002), mas foi tratado de forma diferente.

Definicao 25 (Sistema conservativo). Um sistema € dito conservativo, quando atende o fluzo
de entrada a mdzrima tara possivel. Um sistema conservativo, portanto, mao pdra de transmitir
dados, a menos que seu backlog seja nulo; além disso, ndo atende o fluxo de entrada a uma taza

de servico menor do que sua capacidade de transmissdo mdxrima.

Sejam x,y € C;, respectivamente, os fluxos de entrada e saida de um enlace
conservativo com capacidade méxima de transmissdao C' € C;. O fluxo de saida desse enlace
é restrito pela capacidade C. Nesse caso, a seguinte inequacao deve ser satisfeita, Vs,t € ZT:
y(0,t) — y(0,s) < C*(s,t). Esse sistema funciona, portanto, como um regulador C* e deve

satisfazer as seguintes equagbes em ¢: Yy =y @ T e y = y & yC*, ou equivalentemente,
y=yleaeCHaer=yC"a7. (7.1)

Da Definigao 25, a saida de um sistema conservativo deve ser méxima, o que

corresponde & solucao 6tima da equacao (7.1). De acordo com o Teorema 1, tem-se:
y=1zC". (7.2)

Da equagao (7.2), Vt, existe um £ tal que y(0,t) = z(0,&) + C*(,t). Mas x(0,§) >
y(0,€), V. Dai, y(0,1) > y(0,€) + C*(&,) de forma que y(0,1) — y(0,€) > C*(&,1). No entanto,
como mencionado anteriormente, y(0,t) — y(0,s) < C*(s,t), Vs,t. Dessa maneira, a seguinte

equacao deve ser satisfeita:
y(0,1) —y(0,8) = C*(&,1). (7.3)
Do exposto anteriormente, tem-se:

y(0,t) = y(0,8) + C*(&, 1) = (0,8) + C7(&, 1),

o que implica que z(0,&) = y(0,£). Portanto, para um enlace conservativo, sempre existe um

valor de ¢ tal que z(0,¢)

y(0,£), isto é, o backlog no instante £ é nulo, e a equagao (7.3) é

satisfeita.
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Da equagao (7.2), um enlace conservativo sempre atende a inequagao y < zC*,
admitindo uma curva de servico C*. Dessa forma, um sistema conservativo com capacidade
maxima C' funciona ao mesmo tempo como um regulador C* e como uma rede 3 = C*. Por essa

razao, escolheu-se um simbolo diferenciado para esses sistemas, conforme ilustra a Figura 7.1(a).

(a) Enlace conservativo  com (b) Enlace conservativo com capacidade de
capacidade C € C; transmissao C conectada a um regulador com
curva caracteristica o € C

Figura 7.1: Enlace conservativo com capacidade de transmissao varidvel. Em (a), a representacao
grafica desse sistema. Em (b), um enlace conservativo com capacidade de transmissao varidvel
conectado em série a um regulador o.

Ao conectar um enlace conservativo a um regulador o, conforme ilustra a
Figura 7.1(b), pode-se calcular um limitante para o p-atraso a(t) entre os fluxos = e y. O

limitante a(t) corresponde & seguinte funcao de atraso:
0o = 1inf {04 : 0704 = C*}.
Da Tabela 5.1, tém-se:

D = sup {a(t)},
>0

W(t) = (C"&a")(t, 1),

oy, =C"§o™.

Defina-se, agora, um regulador “guloso” aquele cuja saida é ndo-nula sempre que
ha dados a serem transmitidos. Um regulador guloso nao insere atrasos em pacotes, a menos
que necessario para satisfazer a restricao de regulacdo (equagao 4.8). Seja C' € C a curva
caracteristica de um regulador guloso com fluxos de entrada e saida, respectivamente, x e y.
Da mesma forma que um enlace conservativo de capacidade C', um regulador guloso corresponde
a solucao 6tima da equagao (7.1) e atua ao mesmo tempo como um regulador C* e como uma
rede C*. Assim, o mesmo simbolo ilustrado na Figura 7.1(a) pode ser usado para representar
as restrigoes destes sistemas, e todos os resultados apresentados nesta secao também sao validos
para esses reguladores. Reguladores gulosos invariantes no tempo foram anteriormente analisados
(Le Boudec et al., 2000b; Firoiu et al., 2002).
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7.2 Canal com atraso maximo D

Sejam z,y € C;, respectivamente, os fluxos de entrada e saida de um canal com
atraso maximo D(t). Considere-se a definicdo de atraso virtual no instante ¢ apresentada no
Capitulo 4, isto é:

d(t) =inf{d>0:2(0,t) <y(0,t+d)}.

Neste trabalho, define-se um “canal de atraso maximo D” um elemento em que qualquer bit que
entra no instante ¢ sofre um atraso de, no maximo, D(¢). Um canal de atraso méximo D ¢ tal
que d(t) < D(t), Vt € Z*, quaisquer que sejam os fluxos x e y. Dessa forma, a seguinte inequacao
deve ser satisfeita, Vt € Z1: x(0,t) < y(0,¢ + D(t)). Para escrever essa inequagao no didide €,

é conveniente definir mais um elemento em C.

Definigao 26 (Funcao de atraso variavel dp € C). Seja uma funcio D : ZT — ZT. Define-se a

fungao de atraso varidvel Op € C da sequinte maneira:

0, se s+ D(s) > t,

8D(s,t) =
+o0, ses+D(s) <t.

Como a funcao d,, a funcdo dp pode ser usada para representar deslocamentos
horizontais varidveis em funcgoes em C; e Cs. Algumas propriedades da funcido Jp estéo

apresentadas na Tabela 7.1.

Validade Propriedade Referéncia

z(s+ D(s),t), ses+ D(s)<t,

Vo € Cs (Opz)(s,t) = ¢ x(t,t) se s+ D(s) >t >s, (PPD.1)
0, se s > t.

Va € Cs Se z(t,t) = 0,V¢, entdo (Op ® x)(s,t) = z(s + D(s),t) (PPD.2)

x(s,t+ D(t)), ses<t,
Vo € G, (2$p)(s,t) = { 07( () et (PPD.3)
Ve, €Ce, k=1,..., M F{z140p,...,2m80p} =F{z1,...,2m} 40D (PPD.4)

Tabela 7.1: Propriedades da fungao de atraso varidvel dp € €.

Da comparacao das Tabelas 7.1 e 6.1, pode-se perceber que a funcao é, é conveniente
para descrever atrasos em relagdo ao fluxo de saida (atrasos de bits que deixam um sistema no
instante t) e para representar curvas de servigo do tipo d,. Por outro lado, a fungao dp é adequada
para descrever atrasos em relacao ao fluxo de entrada (atrasos de bits que chegam a um sistema
no instante ¢) e para modelar fluxos de prioridades distintas ou representar situagdes em que a
ordem de servigo de bits é diferente da ordem de chegada. Estas ultimas funcionalidades de dp

serao exploradas detalhadamente na Secao 7.4.
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T,y
A
y(0,t) = z(0,t — a(t))
z(0,#) = y(0,¢' + D(t)) z(0,1)
onde:
t' =t — af(t)
t =t'+ D(t)

t ' + D(t')

Figura 7.2: Curvas de entrada e saida de um dado sistema, mostrando a correspondéncia entre
as fungoes de atraso a(t) e D(t).

Existe uma relagao entre as fungoes limitantes de atraso virtual a(t) e D(t). Através
da Figura 7.2, pode-se perceber que a relagao entre a(t) e D(t) é clara, quando os fluxos de
entrada e saida sao estritamente crescentes. Contudo, essa relacdo fica menos visivel, quando
os fluxos de entrada e/ou saida apresentam patamares ou descontinuidades. Por isso, definir
expressoes fechadas para as residuacoes (x¢d,) e (Op §x) e para as multiplicagoes z0p e d,x nao
é pratico. A definicdo das duas funcoes de atraso, d, e Jp, permite a utilizacdo de uma ou de
outra conforme a conveniéncia, embora, de uma forma geral, seja possivel definir D(t) dado a(t),

ou vice-versa, de forma a satisfazer a equagao (Zd,)$9p = Z, para um z dado.

Da Defini¢ao 26 e da propriedade (PPD.3), Tabela 7.1, a inequacdo x(0,t) <
y(0,t 4+ D(t)) que descreve o comportamento de um elemento com atraso méximo D(t) pode

ser escrita em % da seguinte maneira:

Z7y¢0p. (7.4)

Pode-se associar a equagao (7.4) um novo elemento bésico. O simbolo escolhido estd

Figura 7.3: Linha de atraso maximo no instante ¢ limitado pela fungao D(t).

apresentado na Figura 7.3.

Em conformidade com os demais elementos bdsicos definidos no Capitulo 4,

considera-se que o elemento ilustrado na Figura 7.3 é causal. Desta forma, as seguintes equacoes
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devem ser satisfeitas:

y=yar,
T=TD®Y4op.

A partir do método para determinacao de limitantes introduzido no Capitulo 5 e dos
canais com atraso maximo D apresentados nesta secao, pode-se determinar um limitante para
o atraso virtual maximo do sistema regulador o - rede 3 ilustrado na Figura 7.4. O resultado

obtido estd apresentado a seguir, no Teorema 30.

PO

Figura 7.4: Rede com curva de servigo 3 conectada a um regulador o.

Teorema 30. Para o sistema da Figura 7.4, sejam as funcoes u,z,y € C; e 0,8 € C.
Considere-se que J = T = u (o sistema € causal); e que u = e (o sistema estd vazio em
s =t = 0). Um limitante D(t) para o atraso virtual no instante t da rede [ representada

na Figura 7.4 corresponde a resposta do sequinte problema de otimizagao:

Op = inf 0y,
s.a o* = P40,

Demonstracdo. A demonstracdo deste teorema encontra-se no Apéndice E. O

De maneira andloga & apresentada no Capitulo 6, a fungao D(t) definida pelo

Teorema 30 pode ser determinada a partir das seguintes equagoes:

Q(s,t) =inf{d >0:6(s,t +d) > 0o"(s,t)}, (7.5)

D(t) = zax {Q(s, )} (7.6)

Ou ainda, se o e § forem fungoes invariantes no tempo, da seguinte maneira:

Q)=inf{d>0: (B(r+d)>c"(v)}, (7.7)
D(t) = pas {00)). (78)

A Tabela 7.2 resume os resultados dos Teoremas 21 e 30. Note-se a correspondéncia

entre os limitantes a(t) e D(t).
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Sistema original Sistema equivalente Parametros de equivaléncia

el (0 ) b = inf 3.,
u b x Yy s.a  0%0. =3
¢ D },X

L Op = inf 94,
N s.a o= B9y

Tabela 7.2: Parametros de atraso obtidos para um sistema regulador o - rede j3.

A seguir, apresenta-se um exemplo de um canal com atraso méximo conhecido: uma

linha de atraso constante.

Exemplo 7.1 (Linha de atraso constante). Uma linha de atraso constante é um elemento que
atrasa um determinado fluzo de entrada de uma quantidade fiza de tempo, D(t) = D, Vt. Esse
sistema satisfaz a sequinte equagao: y(0,t) = x(0,t — D), ou equivalentemente em €: § = Tdp.
Sejat' =t — D. A sequinte equagio também deve ser satisfeita, Vt' € Zt: y(0,t + D) = x(0,t'),
ou em €: T =y¢0p. A inequacao (7.4), portanto, é satisfeita. Além disso, um canal de atraso
mdzximo D satisfaz naturalmente a restri¢ao de fluxo. De fato: § = Zop = Z(e ®dp) »= T. Dessa
forma a equacao de fluwo, ¥ = y ® T, € redundante. Uma linha de atraso constante satisfaz,
ainda, uma curva de servico 8 = dp. De fato, da idempoténcia da adicdo, ¥ = Tép = Tép B Y.
Portanto, esse sistema €, ao mesmo tempo, uma rede dp e um canal com atraso maximo D. Para

enfatizar esse fato, pode-se utilizar um simbolo diferente para representd-lo, conforme ilustra a
Figura 7.5(a).

- D)

(a) Linha de atraso constante D (b) Linha de atraso constante D conectada a um
regulador com curva caracteristica o € C

Figura 7.5: Linha de atraso constante D. Em (a), a representagdo grdfica de uma linha de atraso
constante D. Em (b), uma linha de atraso constante conectada em série a um regulador o.

Quando uma linha de atraso constante D € conectada a um regulador o, conforme
ilustra a Figura 7.5(b), obtém-se os sequintes limitantes para o backlog mdximo no instante t e

para a curva de requlacao do trdfego de saida, o :

W(t) = (Op&o™)(t.1),

oy =0po™.
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' , . - vativ
A Tabela 7.3 apresenta os simbolos e restricoes matematicas do enlace conservativo
de capacidade varidvel (ou regulador “guloso”), do canal com atraso méximo conhecido e da

linha de atraso constante.

Elemento Representagao grafica | Restrigbes matematicas
Enlace conservativo
com capacidade C x@_y 7y =zC*
ou regulador C guloso:
Linha de atraso z y y=yeT
maximo D(t) sem perdas: T=ZdYy$op
Linha de atraso z y ~
constante D: < > Y ="%0p

Tabela 7.3: Elementos basicos adicionais e suas restrigoes em % .

Exemplo 7.2 (Enlace conservativo a menos de um periodo de laténcia ou vacéancia).
Considere-se um enlace nao-conservativo com tempo mdzimo de laténcia de V(s) unidades de
tempo para uma rajada com inicio no instante s. Esse periodo de laténcia é caracterizado por
uma pausa na transmissao de dados na saida de um elemento com backlog nao-nulo, ou seja, o
sistema nao estd vazio, mas nao transmite dados na saida. Como em Cruz (1991a), considera-se
que o inicio de um periodo de laténcia s6 pode acontecer quando o sistema estd vazio e que, uma
vez que o sistema transmite dados, o faz a sua capacidade mdzima de transmissao, C € (CsNCy).
Esse sistema, portanto, € conservativo a menos do periodo de laténcia. Seja s o instante de inicio
de uma rajada de dados (o sistema estd vazio em s) e sejam u ey, respectivamente, os fluzos
de entrada e saida. FEsse sistema so pode comegar a transmitir dados apds s + v(s) unidades de
tempo, onde v(s) < V(s) € o periodo de laténcia observado para uma rajada com inicio em s. A
partir de s + v(s), o sistema transmite dados a mdzrima taxa possivel. Dessa forma, a sequinte
expressao deve ser satisfeita: y(0,t) —u(0,s) = y(0,t) —y(0,s) = C(s+v(s),t) > C(s+V(s),t),

dado que C € Cs. Dessa forma, em €, tém-se:

@ u,

Il
<)

y
A0y C) = a8y C) @ 7.

A Figura 7.6 apresenta as restricoes deste sistema entre u e y.
u x b‘ y

Figura 7.6: Enlace ndo-conservativo formado pela associa¢ao de uma fila com periodo de laténcia
mazxima V (s) (rajada com inicio em s) e um enlace conservativo de capacidade C.
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7.3 Buffer de recepcao

Um buffer de recepgao é um elemento que armazena todos os bits de um pacote até
que o ultimo bit tenha sido recebido, quando entao todo o pacote é enviado instantaneamente
para a saida. Dessa forma, ou o sistema estd em espera, ou estd transmitindo dados a uma taxa
infinita. Além disso, o tltimo bit de cada pacote nunca sofre atraso.

Sejam z,y € C;, respectivamente, os fluxos de entrada e saida de um buffer de

L Os buffers de recepcio podem

recepgao; e seja L o tamanho do maior pacote do fluxo z.
ser utilizados na modelagem de sistemas cujo encaminhamento de pacotes é do tipo storage
and forward, ou seja, pacotes devem ser inteiramente recebidos antes de serem novamente
encaminhados.

Um buffer de recepcao apresenta as seguintes caracteristicas:

1. A capacidade de transmissao da saida é considerada infinita, para que os pacotes possam
ser dispostos a saida instantaneamente.

2. O maior backlog possivel é o tamanho do maior pacote, L.

A curva de servigo de um buffer de recepgao pode ser definida como uma funcao do
tipo 8 = d,,, sendo ar(t) um limitante para o p-atraso do sistema, correspondente ao maior
intervalo de tempo necessario a recepcao de um pacote de tamanho L bits que deixa o sistema
no instante t. A funcao d,, deve ser definida de tal forma que o backlog do sistema nunca

ultrapasse L bits. A Figura 7.7 ilustra estas restri¢oes.

Figura 7.7: Buffer de recepgao com tamanho maximo de pacote L e p-atraso limitado por ar ().

Seja Py, : C; — C; uma funcdo de quantizagdo que descreve matematicamente o
comportamento de um buffer de recepcao. Para que o sistema da Figura 7.7 represente um
buffer de recepcao, portanto, é necessério adicionar a seguinte restricao: y = Py, {z}. A fungao
Py, {z(s,t)} representa o nimero total de bits de pacotes do fluxo = completamente recebidos no
intervalo de tempo (s,t]. Dessa forma, (Pr,{z}) (s,t) é uma funcdo nao-decrescente de t, dado
que x € C¢. A Figura 7.8 ilustra um exemplo de fungoes x e y para um buffer de recepgao (para

esse exemplo todos os pacotes tém o mesmo tamanho: 50 bits).

"Embora por simplicidade o parametro L seja considerado uma constante ao longo deste capitulo, ele pode, de
modo geral, ser substituido por um tamanho varidvel L(¢). As demonstragoes apresentadas no Apéndice E levam
em conta o tamanho varidvel.
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3501
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Quantidade de bits
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Z y=Pi{z}
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0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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0

Figura 7.8: Exemplo de curvas de entrada e saida para o buffer de recepcao ilustrado na
Figura 7.7. Para esse exemplo, todos os pacotes tém 50 bits.

Observagao 25. Sejam dois fluros x1,x9 € Cy, tais que x1 = xo. Se x1 e xo forem compostos
pela mesma seqiiéncia de pacotes,® entio Py, {x1} = Pr {z2}.

Considere-se a definicao de funcao L-quantizada abaixo.
Defini¢ao 27 (Fungao L-quantizada). Uma fun¢ao x € dita L-quantizada, quando Py, {z} = x.

Da Definicao 27, qualquer fungao de saida de um buffer de recepgao é necessariamente
uma funcao L-quantizada. Considere-se que o sistema da Figura 7.7 representa um buffer de
recepgao. Nesse caso, tem-se: y = P, {z} = P {y}, qualquer que seja o fluxo de entrada, x.

Dai, o sistema da Figura 7.7 satisfaz as seguintes equagoes em % :

y=yeou, (7.9)
Z0q, = Toa, DY, (7.10)
T=TDY\L, (7.11)
y=Pp{z}. (7.12)

Da equacao (7.10), ¥ < @d,, ; e da equacdo (7.11), ¥ < £¢Ar. Dessa forma, tem-se:

Y < Toy, NTFAL. Assim, para que a equagdo (7.10) seja redundante, a seguinte inequacao deve
ser satisfeita:

Toa, = THAL. (7.13)

Adiante, serd apresentado um caso particular em que nao é necessério o conhecimento da funcao =

para determinar uma possivel fungao ar(t) que satisfaca a inequagao (7.13).

20 primeiro pacote do fluxo 1 tem o mesmo tamanho do primeiro pacote do fluxo x2; o segundo pacote do
fluxo 1 tem o mesmo tamanho do segundo pacote do fluxo z2 e assim sucessivamente.
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Considere-se que o fluxo de entrada do buffer de recepgao analisado anteriormente

esta sujeito a uma curva de regulacao o, conforme ilustra a Figura 7.9.

u x =P
S SRS
I S N

o i
 Yap T
\
/

Figura 7.9: Buffer de recepgao com tamanho maximo de pacote L, conectado a um regulador
com curva caracteristica o € C.

As seguintes equagoes sao adicionadas ao sistema (7.9)-(7.12):

F=i@q, (7.14)
=7 @30 (7.15)

Da equagao (7.9), ¥ = T; e da equagao (7.15), T = To*. Dai, tem-se: § = T = To*.
). Dessa

Além disso, da equagao (7.11), T = yAr, o que implica que To* = (yAp)o* = y(Aro
forma, § = y(Apo™). Assim, dado que (A\o*)* = e® Apo* (Apéndice G, Proposigao 41), o fluxo

y deve satisfazer a seguinte equacao:
y=yoye®ALo’),
Ou seja, o fluxo de saida y do sistema da Figura 7.9 satisfaz a seguinte curva de regulacao:
oy=e®ALo". (7.16)

Portanto, os fluxos de saida de buffers de recepcao podem apresentar rajadas maiores que as

permitidas para o fluxo de entrada.

Exemplo 7.3. Considere-se que o fluro x na Figura 7.9 estd sujeito a um leaky bucket sem
perdas, modelado por uma curva de requlagdo invariante no tempo do tipo o(v) = b+r-v = o*(v).
Da equacio (7.16), tem-se: oy(v) =0, sev=0; e oy(v) =0o(v)+L=(b+L)+r v, sev>0.

Esse resultado foi anteriormente apresentado em Chang (2000, Lemma 2.4.2).

Considere-se, agora, que o fluxo de entrada do buffer de recepcao da Figura 7.7 estd
sujeito a uma curva de servico 3, como ilustra a Figura 7.10(a). As seguintes equagoes sao

adicionadas ao sistema (7.9)-(7.12):

B =up @ 7. (7.17)
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u = Pr, {u} x E—g—*: PL{z} u=Pr, {u} x E: Pr {z}

et 5aL [ el 0g :r<{>.‘*>1: Oay, ¥ ;
(a) Rede B em série com um buffer de recepgao (b) Rede 8 em série com um buffer de recepgao,
evidenciando um limitante a(t) para o p-atraso
da rede 3

Figura 7.10: Buffer de recepgao com tamanho méximo de fila L, conectado a uma rede § € C.
Em (b), evidencia-se um limitante a(t) para o p-atraso da rede 3.

Da equagao (7.17), & < uf; e da equacao (7.11), Z = yAr. Dessa forma, tem-se:
YAL < uf, e dai, da propriedade (PR.1), Tabela 3.2,

Y=< (uf)gAL. (7.18)

Essa inequagao nao define uma curva de servigo para o sistema da Figura 7.10(a), porque, de
uma forma geral, (uf) ¢ AL, = u(S4Ar). No entanto, é possivel provar que, quando a fungao u é

L-quantizada (Definigao 27), entdo y < u(6¢Ar). O Teorema 31 apresenta esse resultado.

Teorema 31. Considere-se uma rede 3 € C em série com um buffer de recep¢ao, conforme ilustra
a Figura 7.10(a). Além disso, considere-se que u,x,y € C;. Se o fluxo u da Figura 7.10(a) é
L-quantizado, entdo a curva de servigo total da juncdo rede B - buffer de recepcao pode ser

definida da seguinte maneira:

B =pBéAL.

Demonstracdo. A demonstracdo deste teorema encontra-se no Apéndice E. Este resultado foi
anteriormente apresentado em Chang (2000, Example 2.4.4) e Le Boudec e Thiran (2003,
Theorem 1.7.1), para o caso mais restrito que o aqui apresentado, em que [ é uma fungao

invariante no tempo. O

Observagao 26. Na prdtica, considerar que o fluxo u é L-quantizado (u = Pr {u}) significa
que, uma vez que um elemento de rede se dispoe a enviar um quadro por um enlace, este
quadro estd completamente disponivel para envio, ou seja, um pacote foi recebido da camada
de rede pela camada de enlace, e um quadro foi criado a partir desse pacote; ou um quadro foi
completamente recebido por uma interface de rede e estd pronto para ser re-encaminhado (por
isso, nao € permitido o encaminhamento do tipo cut-through). Esta hipdtese € importante, para
evitar os casos em que o trdfego de entrada € tdo lento que € invidvel determinar em quanto

tempo seria recebido um pacote de tamanho L.
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Conforme mencionado anteriormente, um buffer de recepcdo nao impoe atraso ao
altimo bit de cada pacote. Conseqiientemente, ao acrescentar um buffer de recepcao em série
a um sistema, nao se altera o limitante de p-atraso deste sistema. A seguir, apresenta-se uma

demonstracao desse resultado.

Teorema 32. Considere-se o sistema da Figura 7.10(a), com v = Py {u}. Se a fun¢ao a(t)
é um limitante para o p-atraso da rede 3 entre os fluxos u e x, como ilustra a Figura 7.10(b),

entdo também € um limitante entre os fluxos u e y.

Demonstragao. Se a funcao a(t) é um limitante para o p-atraso da rede  da Figura 7.10(b),
entdo, T < ud,. Dai, da Observacao 25, como u = Py, {u}, tem-se: y = P, {Z} < Pp{ud,} =
wq. O

Considere-se que o fluxo x da Figura 7.10(a) estd sujeito a um regulador o, como
ilustra a Figura 7.11. Nesse caso, quando o fluxo u é L-quantizado, entao é possivel determinar

ar(t), independentemente do fluxo x. O Teorema 33 apresenta este resultado.
u =P, {u} x y = Pp {z}
- L

o
N v

Figura 7.11: Buffer de recep¢ao com tamanho méximo de fila L, conectado a uma rede 3 € C e
um regulador ¢ € C.

Teorema 33. Para o sistema da Figura 7.11, um limitante para o p-atraso do buffer de recepcdo

entre os fluxos x ey corresponde a funcgdo ar(t) determinada a partir do sequinte problemas:

0q, = inf o,
s.a 004 = AL

Demonstragao. Do Teorema 31, (8¢Ar) é uma possivel curva de servigo entre u e y, para o
sistema da Figura 7.11. Assim, da Proposicao 12 (Capitulo 4), qualquer fungao c*d,, tal que
0%0q, = [$AL também é uma curva de servigo entre u e y, de forma que y < u(c*9,, ). Além
disso, das equagoes (7.14)-(7.15), & = uo*. Dessa forma, y < u(0%0,,) = (uc*)ds, < T, e,
portanto, ar(t) é um possivel limitante para o p-atraso do buffer de recepcao da Figura 7.11 no

instante t. O

Por fim, considere-se o caso especifico em que a rede 3 e o regulador ¢ da Figura 7.11
sao substituidos por um enlace conservativo (ou um regulador guloso), conforme ilustra a
Figura 7.12.
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B @ A

el Oy -
v ’

Figura 7.12: Buffer de recep¢do com tamanho méximo de pacote L, conectado a um enlace
conservativo de capacidade C € C.

As seguintes equacoes sdo adicionadas as equagcoes (7.9)-(7.12):

u =P {u},
T =uC”. (7.19)

O Teorema 33 se aplica para esse exemplo, conforme apresentado no Corolario 33.1.

Corolario 33.1. Para o sistema da Figura 7.12, um possivel limitante para o p-atraso do
buffer de recep¢ao entre os fluxos x e y corresponde a funcao ar(t) determinada a partir do

sequinte problema: §,, = inf {dq : C*0q = C*$AL}.
Demonstracdo. Este corolario é conseqiiéncia direta do Teorema 33, fazendo c=C* e §=C*. 0O

Observagao 27. De maneira semelhante a apresentada no Capitulo 6, a func¢do ar(t) definida
pelo Teorema 33 (ou Coroldrio 33.1) pode ser determinada a partir de uma fun¢ao A(s,t) =
inf{a >0:0%(s,t —a) < (B*¢AL)(s,t)} da sequinte forma: ar(t) = maxo<s<t {A(s,t)}. Ou,
se o e (B forem fungées invariantes no tempo, pode ser definida a partir de A(v) =
inf{a>0:0%(v—a) < (B*¢A)(v)}, da sequinte forma: ar(t) = maxo<,<¢ {A(v)}.

Proposicao 34. Na Figura 7.12, considere-se C = \; p*, sendo L(t) > L(t), Vt € Z*. Nesse
caso, existe um resultado mais forte que a equagdo (7.16) para a curva de requlagdo do fluxo de
satda y, o,. De fato, a funciao C* também € uma curva de requlacdo para o fluro de saida y, de
forma que § = yC*. Nesse caso, portanto, o fluxo de saida ndo pode apresentar rajadas maiores

do que o permitido para o fluzo de entrada.

Demonstracdo. A demonstracao desta proposicao encontra-se no Apéndice E. Este resultado foi

apresentado anteriormente em Le Boudec e Thiran (2003), para fungoes invaridveis. O

Exemplo 7.4 (Buffer de recepgao com enlace de entrada de capacidade constante (Parte 1)).
Considere-se que o enlace de entrada do buffer de recepcdo da Figura 7.12 tem capacidade
constante, com C*(s,t) = C - (t —s)*. Seja L o tamanho do maior pacote do fluzo de entrada.

Deseja-se determinar um limitante para o p-atraso ar(t) e para o atraso mdximo D.
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Para esse sistema, do Coroldario 33.1 e da Observacdo 27, tém-se:

sev >

7

Av)=inf{a>0:C-(v—a)t <[C-(v)-L]"} = &

Qs Al

sev <

)

ar(t) = max {A(v)} = A(),

0<v<t
_ L
D =sup{ar(t)} = 2
t>0

Considere-se mais uma vez o sistema da Figura 7.11. A partir do Teorema 30
também é possivel determinar uma fungao D(t), limitante para o atraso virtual maximo do
buffer de recepcao entre x e y, conforme ilustra a Figura 7.13. Esse resultado esta apresentado

na Proposicao 35.

u =Py, {u} y = Pr {z}
— —1—»
L o >/5aL ‘r,,,g

Figura 7.13: Buffer de recepcao com tamanho méaximo de fila L, conectado a uma rede 3 € C
e um regulador o € C, com a adicdo de um canal D, para determinar um limitante de atraso
virtual maximo.

Proposicao 35. Considere-se o sistema da Figura 7.13. Um limitante para o atraso virtual
mdzximo do canal entre os fluzos x e y corresponde a fungdo D(t) determinada a partir do

sequinte problema:

D(t) = inf ég4,
s.a o =40y,
B = B¢,

Demonstragao. Da isotonicidade do produto em ¢, para qualquer fungao 9, € C tal que /¢ 9y <
o% tem-se: T (' $94) < T. Dal, da Proposicao 48 (Apéndice G): (Z8') ¢9q < Z. Por outro lado,
do Teorema 31, a fungdo 3 = B¢, é uma curva de servigo entre u e y para o sistema da
Figura 7.13. Dessa forma, y§ < uf’. Dai, y¢0s < (uB')$04. Por fim, observando o sistema
da Figura 7.13, tem-se: u < Z. Desta forma, y40; < (Z5)¢9y. Assim, como (25') 404 < 7,
tem-se y¢ 9y < T. Portanto, D(t) é um limitante para o atraso virtual do buffer de recepcao da

Figura 7.13. U
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Exemplo 7.5 (Buffer de recepcao com enlace de entrada de capacidade constante (Parte 2)).
Considere-se o sistema do Exemplo 7.4. Deseja-se determinar um limitante para o atraso virtual
mdzximo D(t).

Da Proposicio 35 e das equagoes (7.7)-(7.8), tém-se:

Q) =inf{d>0:[C-(v+d)—L]" >C-v >0},

. L
:1nf{d:C'd2L}:E,
D(t) = max {Q(v)} = £, VteZ®. (7.20)

0<v<t C

Exemplo 7.6. Considere-se o sistema da Figura 7.14(a), formado pela junc¢ao em série de
um regulador o e M sistemas iguais ao da Figura 7.10(a). FEsse exemplo foi apresentado

anteriormente por Le Boudec (2002) para um cendrio invariante no tempo. Deseja-se determinar:

1. Uma curva de servigo total Broa para a juncao em série dos M sistemas iguais ao sistema
da Figura 7.10(a) (Figura 7.14(b)).

2. Um limitante a(t) para o p-atraso entre u e y.

Do Teorema 31, o subsistema k formado pela rede B e o buffer de recepcdo sequinte

apresenta a curva de servigo 5., definida a sequir (Figura 7.14(b)).

Be = Beg AL

Dessa forma, da Tabela 5.2, a curva de servigo total do sistema apresenta a sequinte curva de
servigo (Figura 7.14(b)):

M
ﬁTotal = ® ﬁllg
k=1

Para o cdlculo do p-atraso mdzrimo fim-a-fim, por sua vez, do Teorema 32, nao €
necessario levar em conta o ultimo buffer de recepcdo. A curva de servico resultante sem o

ultimo buffer de recepg¢ao é a sequinte (Figura 7.14(b)):
M-1
8= <® ﬁ;@) ® Bur-
k=1

A Figura 7.14(c) apresenta o sistema equivalente entre v’ ey, resultante desta simplifica¢ao entre

U exTp.

Finalmente, do Teorema 32, o limitante a(t) para o p-atraso desta rede (3 obtida
€ também um limitante de p-atraso entre u e y. Da Tabela 5.1, este limitante corresponde a

solugdo do seguinte problema: 6, = inf {dy : 0% = 5}.
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(a) Conexdo em série de um regulador o e M sistemas iguais ao da Figura 7.10(a)

(b) Sistema totalmente equivalente ao sistema em (a), em relagdo a u e y, ressaltando
as redes Brotal, Bk, k=1,...,M, e 3

u =Py {u}
u’ ’ U ‘ Ty } Y=Ym

bel Og ree-sl gy -

(c) Sistema totalmente equivalente ao sistema em (a), em relacdo a u e y, ressaltando
o limitante de p-atraso a(t)

Figura 7.14: Conexdo em série de um regulador o e M sistemas iguais ao da Figura 7.10(a).
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FEsse exemplo foi anteriormente apresentado em Goyal et al. (1997) e Le Boudec
e Thiran (2003, Theorem 2.1.5), para o caso invariante no tempo em que o(v) = b+1r-v e
Br(v) = Ry - (t — Ty), ou seja, para o caso especifico em que o requlador o representa um leaky
bucket sem perdas, e as redes By, k = 1,..., M representam servidores do tipo Rate-Latency (Le

Boudec e Thiran, 2003, Definition 2.1.1), com taza de servi¢o Ry e laténcia Ty, k=1,..., M.

7.4 Reordenador de bits

No contexto deste trabalho, um “reordenador de bits” é um sistema abstrato que
permite modelar alteragoes na ordem de servico de bits em relacao a ordem de recepcao.
Reordenadores de bits sao interessantes, para modelar diferencas de prioridade entre fluxos e
serao utilizados nas préximas se¢oes na analise de multiplexadores.

Seja x € C; o fluxo de entrada de um reordenador de bits. Um reordenador de bits
pressupoe inversoes na ordem de servico de bits em relacao a ordem de chegada. Por exemplo,
seja B; um bit de um fluxo x particular que chega a um reordenador de bits no instante t¢. E
possivel que existam bits que chegam ao sistema depois do instante ¢, mas que devem ser servidos
antes de Bj. Dessa forma, o instante de servico do bit By depende do futuro recebimento de

dados pelo sistema. Considere-se as definigdes de atraso e backlog de reordenagao abaixo.

Definigao 28 (Atraso de reordenacao). Neste trabalho, chama-se atraso de reordenagdo em
um dado instante t, o intervalo de tempo que um bit que entra em um reordenador de bits no

instante t deve esperar pela recepcao de dados que chegam ao reordenador apds o instante t.

Definicao 29 (Backlog de reordenagao). Neste trabalho, chama-se backlog de reordenag¢ao em
um dado instante t, a quantidade de bits que, embora tenham entrado em um reordenador de bits

depois do instante t, sao servidos antes de um bit qualquer que entra no sistema em t.

Seja d(t) o atraso de reordenagao do bit Bj. Antes de deixar o sistema, B deve

esperar que uma quantidade de bits
b(t) = [z(0,t + d(t)) — x(0,1)] (7.21)

seja recebida pelo sistema.
A funcao b(t) definida pela equagao (7.21) representa o backlog de reordenagao de
um reordenador de bits para uma funcao x particular, em um instante ¢ fixo. Seja a funcao v € C

definida da seguinte maneira:

v(s,t) = (7.22)
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Nesse caso, das equagoes (7.21) e (7.22), tem-se: Vt € ZT: b(t) = v(0,t) — z(0,¢).

O atraso d(t) sofrido por um bit depende do fluxo de entrada x. Seja D(t) um
limitante independente de x para este atraso. Tem-se, Vt € ZT: x(0,t + d(t)) < z(0,t + D(t)).
Portanto, o backlog de reordenacao de um bit qualquer que entra em um reordenador de bits no

instante ¢ é limitado pela funcao B(t) definida da seguinte forma:
B(t) = [z(0,t 4+ D(t)) — z(0,t)] . (7.23)
Do exposto anteriormente, as seguintes inequacoes devem ser satisfeitas, Vt € Z™:
v(0,t) = x(0,t + d(t)) < z(0,t + D(t)), (7.24)
b(t) = v(0,t) — x(0,t) < B(t). (7.25)
Das inequagoes (7.24) e (7.25), tém-se, respectivamente:

T 740D, (7.26)

= TAB. (7.27)

<)

Considere-se que o fluxo x satisfaz uma curva de regulacao o € C. A Figura 7.15 é obtida a partir
das restrigoes (7.26) e (7.27), utilizando os blocos bésicos definidos no Capitulo 4 e na Segao 7.2

(Tabela 7.3).

Figura 7.15: Reordenador de bits com fluxo de entrada sujeito a uma curva de regulagao o € C.

O sistema da Figura 7.15 satisfaz as seguintes equactes em %:

F=1®q,
7 =7® 370, (7.28)
F=1®7, (7.29)
T=0@®1¢dp, (7.30)
T=7®TAs (7.31)

Das equacoes (7.28)-(7.29), = »= vo*. Além disso, da equagao (7.30), ¥ = £¢Jdp. Dali,
U = (Vo*)¢0p. Mas, da propriedade (PR.6), Tabela 3.2, (vo*)¢0p = v (0*$0p). Dessa forma,
tem-se: 0 = 0 (0*¢0dp), o que implica que ¥ = vV (0*¢dp)* = Ve ® (c*¢Ip)] (Apéndice G,
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Proposicao 42). Por outro lado, da equagao (7.31), v = TAp. Dai, fazendo novamente Z = vo*,
tem-se U = (0*Ap), o que implica que ¥ = v(c*Ap)* = V(e®o*Ap) (caso andlogo ao demonstrado

no Apéndice G, Proposigao 41). Nesse caso, a seguinte equacao deve ser satisfeita:
1=0e® (c*40p) ® (c*AB)]. (7.32)
Portanto, o fluxo v satisfaz a seguinte curva de regulagao:
oy, =e® (0"¢0p) ® (6" Ap). (7.33)

Na discussao anterior, considerou-se que as fungoes D(t) e B(t) (Figura 7.15) sao
conhecidas. A seguir, sdo apresentados alguns casos em que a funcao D(t) pode ser determinada
independentemente do fluxo de entrada, x, se for conhecida uma funcao B(t), limitante para o

backlog de reordenacao do sistema da Figura 7.15.

Proposigcao 36. Seja x € C; o fluxo de entrada de uwm reordenador de bits, conforme ilustra a

Figura 7.15. Considerem-se conhecidas:

1. Uma fung¢ao que limita o qudo lento o fluxo x pode ser, ou seja, uma funcdo ¢ € C tal que,
Vs,t € Zt: z(0,t) — 2(0,8) > ¢(s,t).

2. Uma fungao B(t), limitante do backlog de reordena¢ao do fluxo x.

O atraso de reordenac¢do do reordenador de bits da Figura 7.15 € limitado pela sequinte fungdo:
D(t) =inf{d > 0: ¢(t,t +d) > B(t)}.

Demonstracdo. O backlog de reordenacao de um bit que entra em um reordenador de bits no
instante ¢ é dado por b(t) = [z(0,t + d(t)) — z(0,t)], sendo d(t) o atraso de reordenacao deste
bit. Da suposigao de que B(t) é um limitante para b(t), a seguinte inequagao deve ser satisfeita,
Vt € ZT: x(0,t +d(t)) — 2(0,t) < B(t). Mas das definigoes de D(t) e  acima, tem-se: B(t) <
o(t,t + D(t)) < z(0,t + D(t)) — x(0,t). Assim, como = € C, entdao d(t) < D(t), Vt. O

No exemplo a seguir, apresenta-se uma nova forma para calcular a funcao D(t) a

partir de B(t) independentemente do fluxo z. Nesse caso, o fluxo u deve ser L-quantizado.

Exemplo 7.7 (Inversor de pacotes com enlace de entrada conservativo). Seja um “inversor
de pacotes” um sistema que inverte a ordem de transmissdo dos bits dos pacotes recebidos.
Dessa forma, se um pacote € formado pelos bits B1BsBs na entrada, serd formado pelos bits
B3BsBy na saida. Considere-se que o enlace de entrada € conservativo e tem capacidade
C(s,t) = C-(t—s)" e que o fluzo u € L-quantizado, conforme ilustra a Figura 7.16(a).

Deseja-se determinar:
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1. Um limitante D(t) para o atraso mdzimo desse sistema no instante t.

2. As condigoes para as quais uma curva o pode ser uma curva de requlagdo para o fluzo x.

3. As condigoes para as quais as equacdes do enlace C' sao redundantes, considerando a adi¢do
do regulador o do item anterior em paralelo ao enlace C' (Figura 7.17).

4. Uma curva de regulagao o, para o trdfego de saida do inversor de pacotes (equagao 7.33),

dado que as condicoes dos itens anteriores sao satisfeitas ao mesmo tempo.

u="Py, {u} v o =Py {a}
v 1 L ?
[ >f: 5CLL ‘/r,,,t
= D
(a) Inversor de pacotes com limitante de atraso (b) Modelo utilizado para calcular a fungéo
D(t), backlog maximo L e enlace de entrada de D(t) a ser usada na Figura 7.16(a)

capacidade C'

Figura 7.16: Inversor de pacotes com limitante de atraso mdximo D(t), enlace de entrada de
capacidade C e um fluzo de entrada com pacotes de tamanho mdzimo L. Em (b), um modelo
que permite calcular a fun¢ao D(t) a ser usada na Figura 7.16(a).

Ezatamente como acontece em wm buffer de recepcao, para que um inversor de
pacotes transmita o primeiro bit de um determinado pacote pelo enlace de saida, todos os bits deste
pacote devem ter sido recebidos. Assim, um inversor de pacotes apresenta o mesmo limitante de
atraso mdzximo, D(t), de um buffer de recep¢ao nas mesmas condigoes (nesse caso, um enlace
de entrada de capacidade C, conforme ilustra a Figura 7.16(b)). Seja L o tamanho do maior
pacote do fluzo de entrada. Da equagao (7.20), tem-se: D(t) = é, Vt. Portanto o limitante D(t)
de um buffer de recep¢ao (Figura 7.16(b)) € igual ao limitante D(t) em um inversor de pacotes

(Figura 7.16(a)) nas mesmas condi¢oes para o trifego de entrada.

u =Py, {u}

Figura 7.17: Inversor de pacotes com enlace de entrada conservativo de capacidade C' e fluro de
entrada com tamanho de pacote mdaximo L, sujeito a uma curva de requlacdo o.

Para a sequnda parte deste problema, considere-se que o fluxo = das Figuras 7.16
também € limitado pela curva de regulacio o € C, conforme ilustra a Figura 7.17. O

backlog de reordenacdo de um reordenador de bits € igual a [x(0,t + d(t)) — x(0,t)], sendo d(t)
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o atraso de um bit que chega ao sistema em t. Para esse exemplo, essa quantidade de bits é
limitada pelo tamanho do maior pacote, L. Portanto, a sequinte inequacao deve ser satisfeita:
Vit € ZT : 2(0,t +d(t)) — x(0,t) < L. Dai, é possivel que, para alguma entrada x, a igualdade
x(0,t +d(t)) — x(0,t) = L seja satisfeita. Por outro lado, a fun¢do o é uma curva de requlagao
para o fluzo x, e d(t) < D(t), Vt. Entdo, Vt € Z7: z(0,t+d(t)) —z(0,t) < o*(t,t+ D(t)). Dessa

forma, a funcdo o deve atender a sequinte inequacdo:
YVt e ZT :o*(t,t + D(t)) > L. (7.34)

Ao adicionar um regulador o a um sistema com curva de regulagdo C, de acordo
com a Tabela 5.2, o filtro resultante € um regulador (o @ C)*. Assim, as equagdes do enlace de

capacidade C sdo redundantes, se a curva o satisfizer a sequinte inequag¢ado:
o= C. (7.35)

Finalmente, considere-se que as equagoes (7.34) e (7.35) sao satisfeitas ao mesmo
tempo. Para esse ezemplo, para todo s < t, tem-se: C*(s,t + D(t)) = C - (t — s+ &)T =
C-(t—s)+ L. Dai, C*(t,t + D(t)) = L. Assim, para que as equacoes (7.84) e (7.35) sejam

satisfeitas concomitantemente, a fun¢do o deve atender a sequinte igualdade:
o*(t,t + D(t)) = L, Vt.

Dai, da sub-aditividade da fungdo o*, Vs,t € ZT: o*(s,t + D(t)) < o*(s,t) + o*(t,t + D(t)) =
0*(s,t) + L. Dessa forma, tem-se: c*$0p = o*A\. Portanto, da equagdio (7.33), o, pode ser
definida da seguinte maneira:

oy, =e® (6" ¢0p), (7.36)

sendo D(t) = é, Vt.

Considere-se o sistema da Figura 7.18(a). A correspondéncia citada no exemplo
anterior entre as fungoes limitantes de atraso em um buffer de recepcao e um inversor de pacotes
sob as mesmas condicOes para o trafego de entrada pode ser utilizada de uma forma geral para
a determinagao do limitante de atraso maximo D(t). Nesse caso, é necessdrio que as seguintes

condicoes sejam atendidas:

1. A funcao u seja L-quantizada (u = Pr, {u});
2. Seja conhecido um limitante B(t) para o backlog de reordenagao do sistema da
Figura 7.18(a).

As Figuras 7.18 apresentam a correspondéncia de atrasos entre buffer de recepgao e reordenador
de bits.
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]
E@ G e
‘———>} D\

(a) Reordenador de bits com limitante de atraso (b) Modelo auxiliar, utilizado para calcular a
méximo D(t), backlog de reordenagdo méximo B(t), e fungdo D(t) a ser usada na Figura 7.18(a)

fluxo de entrada que atende uma curva de regulagio o

e uma curva de servico 3

Figura 7.18: Reordenador de bits e buffer de recepcao sob as mesmas condigoes dos trafegos de
entrada, evidenciando a correspondéncia de suas funcoes limitantes de atraso, D(t).

7.5 Multiplexador com duas entradas

No Capitulo 6, foram determinadas curvas de servigo para um trafego de interesse i
e para o agregado de trafegos excetuando-se o fluxo i, respectivamente §; e f3;, correspondentes
a um multiplexador FIFO bit a bit com M entradas. Nesta secdo, analisam-se multiplexadores
com duas entradas, em que a integridade de pacotes é garantida na saida e se admitem trafegos
de diferentes prioridades. A partir da escolha de um fluxo de interesse, deseja-se determinar uma
curva de servigo e limitantes de atraso, backlog e curva de regulacao de saida para este fluxo
especifico.

Sejam xzp, k = 1,2, e y, respectivamente, os fluxos de entrada e saida de um
multiplexador. Considere-se que o fluxo z; atende uma curva de regulagdo o e uma curva

de servico pg, conforme ilustra a Figura 7.19.

1 n
Uy 4»—»@—1{
C B~ :
4 13 11 ”””””” :
g ! y=F{y1,y2}

U2 —¢g—»|

N
T Bix MUX FIFO
N bit a bit 1}
i [ !
" ! MUX geral |

(g ;::::::::::: ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
e Y2

Figura 7.19: Multiplexador com duas entradas, evidenciando as restricbes de regulacao e de
servigo dos tréfegos de entrada e os limitantes B;x(t) e Dy (t), k = 1,2.
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A anélise de multiplexadores gerais pressupoe a possibilidade de reordenacao na
ordem de servico de bits em relacao a ordem de chegada, para que seja possivel a andlise de
fluxos com prioridades distintas e a manutencao da integridade dos pacotes.

Seja ¢ o fluxo de interesse. Considere-se um bit do fluxo ¢ que chega a um
multiplexador com M entradas no instante t. Dependendo do tipo de disciplina de filas do
multiplexador, é possivel que bits do préprio fluxo i ou de outro(s) fluxo(s) de entrada que
chegam ao sistema apds o instante ¢ sejam servidos antes do bit do fluxo i que chega ao sistema
em t. Por exemplo, considere-se um multiplexador FIFO com dois fluxos de entrada e enlaces
de entrada com capacidade constante, C. Considere-se ¢ = 1, e seja Lo o tamanho do maior
pacote do fluxo 2. Como o enlace de entrada do fluxo 2 tem capacidade C constante, qualquer
pacote do fluxo 2 leva no maximo Ly /C unidades de tempo para ser recebido. Considere-se que
imediatamente antes do instante ¢, o sistema comeca a recepcao de um pacote do fluxo 2 de
tamanho desconhecido. Antes de ser servido, um bit do fluxo 1 que chega ao sistema em ¢ tem
que esperar o servico de todo o backlog ja presente no sistema em ¢, mais o servigo do pacote
do fluxo 2 que comegou a ser recebido imediatamente antes de t. Como o maior atraso para a
recepcao de um pacote do fluxo 2 é limitado em Ly /C, esta tultima quantidade de bits é limitada
pela quantidade de dados do fluxo 2 que pode ser recebida pelo sistema no intervalo (¢,t + Lo /C],

ou seja, é limitada pela funcao By(t) definida da seguinte maneira:
B(t) = [22(0,t + Lo /C) — 22(0, )] . (7.37)

Note-se que a equagao (7.37) corresponde & equagao (7.23), fazendo D(t) = Lo/C, Vt. Essa
correspondéncia sugere que o efeito do fluxo 2 no fluxo 1 em um multiplexador FIFO pode ser
modelado por um reordenador de bits aplicado ao fluxo 2.

Considerem-se as seguintes definigoes:

e D;;(t), uma fungao limitante para o atraso de reordenacao gerado pelo fluxo k no fluxo i.

e Bjx(t), uma fungao limitante para o backlog de reordenacao gerado pelo fluxo k no fluxo i.

Para o multiplexador FIFO do exemplo anterior, tém-se: Bya(t) = Lo, Vt, e D12(t) = Lo/C, Vt.
Além disso, como os bits do fluxo 1 séo servidos na ordem de entrada, tém-se: Byi(t) =0, Vt, e
Dy (t) =0, Vt.

Da discussao anterior, a analise apresentada nesta secao para multiplexadores gerais
usa o seguinte método: utilizam-se reordenadores de bits para modelar apenas a reordenacao
do servico de bits; a fungéo de saida do reordenador de bits é usada diretamente no modelo
de multiplexador FIFO bit a bit apresentado no Capitulo 6. A Figura 7.19 apresenta o modelo
utilizado neste trabalho para um multiplexador geral com duas entradas. Note-se que este modelo

depende dos valores de D;x(t) e Bjx(t), os quais dependem da escolha do trafego de interesse i.
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Dessa forma, o modelo da Figura 7.19 é dependente do fluxo de interesse. Os célculos de D;i(t)
e B;r(t) dependem da configuracao do trafego de entrada e da disciplina de filas utilizada. Nas

préximas secoes, quatro situagoes sao analisadas:

1. Fluxos de mesma prioridade e disciplina de filas FIFO.

2. Fluxo de interesse e um fluxo de maior prioridade, com disciplina de filas FIFO para o
fluxo de interesse.

3. Fluxo de interesse e um fluxo de menor prioridade, com disciplina de filas FIFO para o
fluxo de interesse.

4. Fluxos sem garantia de ordem de servico.

Para cada uma das situagoes acima, é possivel determinar D;i(t) e Bjr(t). Uma vez

conhecidas essas fungoes, pode-se definir uma funcao o;; da seguinte maneira (equagao 7.33):
oirk =e® (0,40p,,) ® (01 B,,), 1 =1,2; k=1,2. (7.38)

A fungao oy, definida pela equac@o (7.38) representa uma curva de regulagdo para a funcao vy
(Figura 7.19), quando i é o fluxo de interesse. Da equagao (7.32), portanto, a seguinte restrigao

deve ser satisfeita:

B = ko, k= 1,2. (7.39)

Além disso, as equagoes do multiplexador FIFO bit a bit com M entradas analisado no Capitulo 6

(equagoes 6.3-6.5) devem ser satisfeitas. Fazendo M = 2, tém-se:

v="F{v,v2} = Fr_12{wr}, (7.40)
y=yan,
V8 =00d7Y.

Da Proposicao 9, se cada fluxo vy, k = 1,2, satisfaz a equagao (7.39), entao o fluxo
de entrada total, v, definido na equagao (7.40) satisfaz uma curva de regulacao p; € C definida

da seguinte maneira:

pPi = F{Uﬂ,O‘Z‘Q} . (7.41)

A partir da equagao (7.41), é possivel calcular uma fungao a;(t), limitante do p-atraso

entre os fluxos v; e y;. Do Teorema 21, tem-se:

5q, = inf 6,

(7.42)
s.a pida = O
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Observacao 28. Conforme mencionado na Proposi¢cio 25 (Capitulo 6), a fungdo a;(t)
definida pelo problema (7.42) pode ser determinada a partir de uma fun¢do A;(s,t) =
inf{a > 0:pi(s,t —a) < B(s,t)} da sequinte forma: a;(t) = maxo<s<¢ {Ai(s,t)}. Ou, se p; e
B forem fungodes invariantes no tempo, a funcao a;(t) pode ser definida a partir de N;(v) =

inf{a >0:p;i(v—a) < B(v)}, da sequinte forma: a;(t) = maxo<,<t {Ai(v)}.

De forma semelhante, pode-se calcular uma fungao D;(t), limitante do atraso virtual
entre os fluxos v; e y;. Do Teorema 30, tem-se:
Op, = inf Oy,
b a (7.43)
s.a p; = 3904
Observacgao 29. Conforme mencionado na Se¢do 7.2 (Teorema 30 e equagoes 7.5-7.8), a fungao
D;(t) definida pelo problema (7.43) pode ser determinada a partir de uma funcdo Q;(s,t) =
inf{d > 0: pi(s,t) < B(s,t +d)} da seguinte forma: D;(t) = maxo<s<t{Qi(s,t)}. Ou, se p; e
B forem fungées invariantes no tempo, a func¢ao D;(t) pode ser definida a partir de Q;(v) =
inf{d > 0: pi(v) < B(v+d)}, da sequinte forma: D;(t) = maxo<,<¢ {Q:(v)}.

As funcoes a;(t) e D;(t) definidas pelos problemas (7.42) e (7.43) sao limitantes,
respectivamente, do p-atraso e do atraso virtual entre os fluxos v; e y;. A proposicdo a seguir
mostra que essas fungdes também sao limitantes, respectivamente, do p-atraso e do atraso entre

os fluxos z; e y; (Figura 7.19).

Proposicao 37. Considere-se o sistema ilustrado na Figura 7.19. Qualquer limitante de atraso

entre os fluxos v; e y; também € um limitante de atraso entre os fluxos x; e y;.

Demonstragao. Seja a;(t) e D;(t), respectivamente, limitantes de p-atraso e de atraso virtual
entre os fluxos v; e y;. Nesse caso, tém-se: y; < 0idq, € U; = Y;$O0p,. Mas, da Figura 7.19,
U; < T;. Dessa forma, tém-se: y; < T;0q, € T; = ¥i$0p, e, portanto, a;(t) e D;(t) também sao

limitantes de atraso entre os fluxos z; e y;. O

Como mencionado anteriormente, quatro configuragoes de trafego serao analisadas
nas proéximas secoes. Nas quatro situacbes analisadas, considera-se que o sistema ¢é
nao-preemptivo, ou seja, a transmissdao de um pacote nunca é interrompida. Além disso, o
fluxo 1 é considerado o fluxo de interesse (i = 1). Dessa forma, tém-se: 3; = (3 e B; = . A
extensao dos resultados para ¢ = 2 é direta. Para cada tipo de multiplexador estudado, deseja-se

determinar:

e Uma curva de servigo (31, entre os fluxos 1 e y1.

e Uma funcao aq(t), limitante para o p-atraso entre z1 e y;.
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e Uma funcao D (t), limitante para o atraso instantaneo entre z1 e y;.

A partir dos resultados obtidos para esses parametros, também é possivel calcular um limitante
D para o atraso maximo entre x1 e y1; uma funcio Wi(t), limitante para o backlog entre x1 e

y1 no instante ¢; e uma curva de regulagao oy, para o fluxo y;. Da Tabela 5.1, tém-se:

Dy = Sup {ai ()}, (7.44)
Wi (t) = (ﬂl EQO-I)(tv t)? (745)
oy = P1]o7. (7.46)

Como observado no Capitulo 6, quando fluxos e curvas de regulacao e de servico sao
funcbes invariantes no tempo, deve-se escolher entre uma curva de servico invariante ou variante
no tempo para o fluxo de interesse. Caso se deseje obter uma curva invariante no tempo, pode-se

definir uma curva de servigo para o tréafego x; da seguinte maneira (Teorema 19):

AL (v) = (910p,) (). (7.47)

sendo D; definido pela equacdo (7.44). Alternativamente, pode-se definir uma curva de servico
para o fluxo x; da seguinte maneira (do Teorema 20, considerando ©; = D e fazendov =t — s):
D=1 " ev="Dn (7.48)
(G {ﬁ, 0125[)1})(1/), se v > D1,
sendo 012 definida a partir da equacao (7.38) e D1, a partir da equacio (7.44).

A seguir, sdo analisadas as quatro configuracoes de trafego e disciplina de filas
mencionadas anteriormente. Para cada uma das quatro configuracées de trafegos analisadas,
sao obtidos os limitantes a;(t), Di(t) e 51(s,t) (variantes no tempo). A partir destes resultados,
das equagoes (7.44)-(7.48) (ou das equacgoes 7.44-7.45, 7.47-7.48 e da Proposigao 29, se o enlace
de saida for conservativo), os limitantes Dy, Wi(t), oy, e (1(v) (invariantes no tempo) ficam

determinados.

7.5.1 Situacao 1: Fluxos de mesma prioridade e disciplina de filas FIFO

Nesta secao, analisa-se um multiplexador FIFO com fluxos de entrada de mesma
prioridade. Considera-se que dois pacotes de um mesmo fluxo nao podem ser recebidos ao
mesmo tempo. Seja L, o tamanho do maior pacote do fluxo x, k = 1,2.3 Dado um bit do fluxo

x1 (fluxo de interesse) o qual chega ao sistema no instante ¢, tém-se:

3Caso se considere possivel a recepcio de varios pacotes de um mesmo fluxo no mesmo instante, pode-se redefinir
L), como o tamanho em bits da maior rajada permitida.
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e Bits do fluxo x; seguem a ordem de chegada. Por isso, ndo precisam esperar por outros

bits do préprio fluxo z1. Nesse caso, portanto, D11(t) = 0 e By1(t) = 0, Vi. Dai, da
equagao (7.38), tem-se: 011 = o7.

Se o bit do fluxo x; recebido em t chega ao sistema imediatamente depois do primeiro bit
de um pacote do fluxo z9, esse bit tem que esperar o final da transmissao de todos os bits
do pacote do fluxo x5. Para esse exemplo, tem-se Bys(t) = L, Vt. Nesse caso, se o fluxo
ug é L-quantizado, entdo o atraso Di2(t) corresponde ao atraso de um buffer de recepgao

com backlog méximo Ls. Seja uh = pa$Ar,. Da Proposigao 35, tém-se:

Qo(s,t) =inf {d > 0: ps(s,t +d) > o5(s,t) },

D15(t) = max {Q(s,t)}.
(t) = max {Ra(s,)}
ou ainda, se i e o9 sdo fungdes invariantes no tempo,

Qo(v) =inf {d >0: py(v+d) > o5(v)},

Dia(t) = max {Q2(v)}

Se, por outro lado, o fluxo uy nao é L-quantizado, duas situagoes podem ser analisadas.
Se for conhecida uma funcao ¢ tal que Vs,t € Z1: x5(0,t) — 22(0,5) > ¢a(s,t), entao é
possivel calcular Dis(t) a partir da Proposicao 36, fazendo By(t) = Lg, Vt. Sendo, pode-se
considerar Dy3(t) = +oo, Vt. Conseqiientemente, o termo (o} $0p,,) na equagao (7.38)
pode ser suprimido, de forma que o192 = e & (05Ap,,) = e ® (05AL,). A Figura 7.20

apresenta as restrigoes deste sistema (i = 1).

Z1 Y1
Ul —o—» {—»
U1

g1 +

Bt
s - N

Figura 7.20: Multiplexador com duas entradas: fluxos com a mesma prioridade.

L

y=F{y1, vy}

Para esse exemplo, da equagao (7.41), tem-se:

p1 = F{UT,JlQ} . (7.49)
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Além disso, de (7.42), p10q, = (. Desta forma, da equagao (7.49), tem-se:
F {UT7 012} 5(11 - F {O’T(Sal s O’lz(sal} # /8

Dal: 0704, = G{f, 01204, }
Repetindo o raciocinio do Capitulo 6, para que o desacoplamento do fluxo 1 nao

altere as equagoes originais do problema, as seguintes inequacoes devem ser satisfeitas:

O-Iécu =0 =G {ﬁ>0-125a1}7 (7.50)

ou ainda, no caso em que se exige 31 € Cy:

&{O’Iéal} = ﬁl = ﬁ{G {ﬁ70-125a1}} .

Para esse problema, é possivel definir uma curva de servico 3; entre os fluxos
x1 e y1, de forma andloga ao Teorema 26. Note-se que a curva definida a seguir atende as
inequagoes (7.50). Considere-se um multiplexador FIFO com dois fluxos de entrada de mesma

prioridade e curva de servico § € C. O sistema dedica ao fluxo x1 a seguinte curva de servico:
B = 010,, (7.51)

sendo aq(t) definida segundo o problema (7.42). Alternativamente, quando se exigem curvas
de servigo em C;, pode-se definir uma curva de servigo 3] para o fluxo 1 da seguinte maneira:
B = Pr{3i'}, sendo 37! definida pela equagao (7.51).

Para mostrar que a fungao 7' definida pela equagao (7.51) é uma curva de servigo
entre os fluxos 1 e y1, note-se que a funcao al(t) é um limitante para o p-atraso do fluxo x7.
Dessa forma, y; < T1dq,. Além disso, 55* é tal que 04, < 57'. Dal: J1 < Z10q, < Z157".

Por outro lado, do modelo ilustrado na Figura 7.20, como o multiplexador entre os
fluxos vi, k = 1,2 e y é FIFO bit a bit e x1 = v1, também é possivel definir uma curva de servico
(1 entre os fluxos x1 e y1, de forma analoga ao Teorema 20. Nesse caso, tem-se:

0, se s >t—0O4(t),

s,t) = 7.52
Prls: 1) (G{B, 01200, })(s,t), ses <t—Oq(t), ( )

sendo O1 : Z1t — Z* uma fungao qualquer; e oo definida a partir da equacao (7.38).

Exemplo 7.8 (Multiplexador com duas entradas, enlaces de capacidade constante e fluxos de
mesma prioridade). Considere-se um multiplexador FIFO com dois fluzos de entrada de mesma
prioridade e enlaces conservativos de capacidade constante, sendo Vv € Z*T: Cy(v) = Cy - v,
k =1,2, as capacidades dos enlaces de entrada, e 3(v) = C,-v, a capacidade do enlace de saida.
Considere-se que (C1 + Co) < C,, para que o sistema seja capaz de manter atrasos finitos. A

Figura 7.21 apresenta as restricées deste problema. Deseja-se determinar:
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1. Uma fung¢ao D15(t), limitante do atraso de reordenagdo gerado pelo fluzo 2 no fluzo 1.
2. Uma fungdo ay(t), limitante de p-atraso entre os fluzos x1 e yj.

3. Uma curva de servigo 31 entre x1 e yq.

Ul ——]

Ug = PL {’LLQ} —

Figura 7.21: Multiplexador FIFO, com dois fluxos de entrada de mesma prioridade, sujeito
enlaces conservativos de capacidade constante.

Primeiramente, note-se que entre us e vo na Figura 7.21 existem as mesmas

restri¢oes ilustradas na Figura 7.16(a), Exemplo 7.7. Dessa forma, do Exemplo 7.7, ¥Vt € ZT:

L
Dia(t) = Fz

Para determinar ay(t), das equagoes (7.38) e (7.49) as seguintes defini¢oes podem
ser usadas:

0'12(V)

(e ® Ca$dp,, ® C2Ap,) (v)

Cy-(v)+ Lo, sev >0,

0, sev =20,

p(v) =Cq - (v) + o12(v).

Assim, da Observagao 28 e da equagio (7.44), tém-se:

AW v, se 0 <v < Ly/C,,
1(v) = oV +
[(Cﬁ%ﬁccoz) +L2] , sev > Ly/C,.
t, se 0 <t < Lqg/C,,
ar(t) =
Ly/C,, set > Lo/C,.
Dl = LQ/CO.

(7.53)

Das equagoes (7.53) e (7.47), pode-se determinar uma curva de servigo 31 da sequinte
maneira:

BP(w)=Cy-(v—D1)=C1 (v— Ly/Cy).
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Exemplo 7.9 (Multiplexador com duas entradas, enlaces de capacidade constante e fluxos
de mesma prioridade (Parte 2)). Seja o multiplexador do exemplo anterior (Exemplo 7.8).
Considere-se que o fluzo de entrada estd sujeito & sequinte curva de regulacao, Vv € Z*:
op(v) = min{Cy - v,b + 1. - v}, k = 1,2. Considere-se, ainda, que as sequintes restricoes sao
atendidas: (C1+ C3) > Cy, e (11 +12) < Co. A Figura 7.22 ilustra as restrigoes deste problema.
Note-se que as restrigoes dos enlaces Cy, k = 1,2 sao redundantes (Exemplo 7.7). Deseja-se

determinar:

1. Uma fung¢ao D1(t), limitante do atraso virtual entre os fluxos x1 e yy.

2. Uma curva de servigo B1 entre os fluxos x1 e y1.

Figura 7.22: Multiplexador FIFO, com dois fluxos de entrada de mesma prioridade, sujeito
enlaces conservativos.

Do Ezemplo 7.7 (equagdo 7.36), tem-se: 012 = e ® 03 $0p,,, sendo Dia(t) = (Lj—g, Vt.
Dai, da equagdo (7.49) e da Proposi¢io 10, py pode ser definida da sequinte maneira, Vv € Z™ :
(V) = o1(v) + o2(v + Lo /Cy). Assim, para determinar D1(t), da Observagao 29, tem-se:
Q(v) =inf{d > 0:01(v) + o2(v + L2/C2) < B(v +d)}
=inf{d>0:01(v) +o2(v+ La/C2) < Cp - (v +d)}

— L {010) + 02V + Lo/Ca) — Cy- v}

C,
Dai:
1
Dy(t) = o lax {o1(v) + o2(v + La/Ca) — C, - v},
_ 1
Dy = —sup{oi(t) + oa(t + L2/Ca) — C, - t}. (7.54)
Co >0

O limitante D1 definido pela equacdo (7.54) foi anteriormente apresentado em Cruz (1991a,
Theorem 4.1).
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A partir das equagoes (7.54) e (7.47), pode-se determinar uma curva de servi¢o [}

entre os fluros x1 e y1 da sequinte maneira:
Bi(v) = BT (v) = o (v — Dy).

7.5.2 Situagao 2: Fluxo de interesse com um fluxo de maior prioridade

Nesta secao, analisa-se a situagao em que o fluxo de interesse, x1, é menos prioritario
que o fluxo xg, e é garantida uma disciplina de servicos FIFO para o fluxo z;. Em Cruz (1991a),
esse multiplexador é chamado multiplexador LEFCFS (Locally First-Come First-Served).

Considere-se um multiplexador com duas entradas e enlace de saida conservativo com
capacidade constante tal que, Vv € ZT: 3(v) = C -v. De acordo com Le Boudec e Thiran (2003,
Segao 1.3.2), se o fluxo z2 é mais prioritério que o fluxo x; e satisfaz uma curva de regulagao o3,

invariante no tempo, entao o sistema dedica ao fluxo x; a seguinte curva de servico:

Bi(v) = (G{B,02})(¥).

E possivel obter uma expressao mais geral do que a apresentada originalmente. O

Teorema 38 apresenta este resultado.

Teorema 38. Considere-se um multiplexador FIFO nao preemptivo com duas entradas e curva
de servigo estrita 3 € C (Defini¢ao 4). Se o fluro xo € mais prioritario que o fluxo x1 e atende

uma curvae de requlagdo o9, entao o sistema dedica ao fluro x1 a sequinte curva de servigo estrita:
*
ﬁl =G {ﬁ? 0-2} :
Demonstracdo. A demonstracdo deste teorema encontra-se no Apéndice E. ]

Seja 1 definida a partir do Teorema 38. Pode-se determinar limitantes a1 (t) e D1 (t)

diretamente dos Teoremas 21 e 30 (Tabela 7.2), a partir das seguintes expressoes:

0oy = 1nf {04 : 0100 = G{B,05}}, (7.55)
8[)1 = inf {ad : O'I =G {ﬂ, O';} 5248[1} . (756)

As mesmas fungoes limitantes de atraso aq(t) e D1(t) obtidas a partir das equagoes
(7.55)-(7.56) seriam obtidas a partir do procedimento utilizado na segao anterior. Por exemplo,
através deste procedimento, demonstra-se a equagao (7.56) a seguir.

Considere-se um bit do fluxo z; (fluxo de interesse) que chega ao sistema no

instante ¢t. Tém-se:
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e Bits do fluxo z; seguem a ordem de chegada e nao precisam esperar por outros bits do
préprio fluxo x; que chegam depois de t. Nesse caso, D11(t) = 0 e By1(t) = 0, Vt. Dai:
011 = 07.

e Se o bit do fluxo x; recebido em t chega ao sistema imediatamente depois do primeiro bit
de uma rajada do fluxo xo, esse bit tem que esperar o final da transmissao de toda a rajada
do fluxo xo. Considere-se que nao se conhecem limitantes para o tamanho e a duracao
méaximos de uma rajada do fluxo z5. Nesse caso, nao é possivel definir Dis(t) através das
Proposicoes 35 e 36. No entanto, sabe-se que Dia(t) < D;(t), Vt. Dessa forma, pode-se,
alternativamente, fazer Di9(t) = d(t) para qualquer d(t) > D;(t). Nesse caso, a fungao o129
pode ser definida da seguinte maneira: o1z =e @ (05 ¢0p,,) = e @ (05 $04). A Figura 7.23

ilustra as restrigoes deste sistema.

u ——
U1
01

<§+}v> y=F{y,y2}
" E U2

5 @ Y2
7 N

Figura 7.23: Multiplexador com duas entradas: fluxo de interesse com um fluxo de maior
prioridade.

Da equagao (7.41), pode-se definir p; da seguinte maneira:
p1 =F{ol,012} =F{o1,(e B o3¢04)}.
Dai, de (7.43), tem-se:
Op, = inf {0 : F {07, (e ®0380a)} = B¢ 0a}
=inf {0y : 0] = G{B¢04,(e ®05¢04)}}
=inf {0, : 0] = G{B¢0y4,05804}} (7.57)
=inf {0y : 0] = G{B,05} $04}.
A passagem para a equagao (7.57) estd demonstrada no Apéndice G, Proposigao 43.

Exemplo 7.10 (Multiplexador com duas entradas, com enlaces de capacidade constante e fluxo
de interesse menos prioritario). Considere-se um multiplexador com duas entradas e enlace de

saida conservativo, com capacidade constante C,, a menos de um periodo de laténcia de, no
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mdximo, V' (constante) unidades de tempo. Além disso, considere-se que os fluros de entrada
sd@o restritos por curvas de regulacao invariantes no tempo, tais que Yv € Z%1 : o (v) = ox(v),
k =1,2. Deseja-se determinar um limitante para o atraso do fluxo xy, Dq(t).

Para esse sistema, de acordo com o Exemplo 7.2, tem-se, Vv € ZT:
Br) = (OvCo)(v) = Co- (v = V)™
Do Teorema 38, tem-se, Vv € 77 :
() = [B) = o3 " = [Co (v = V)* = oa(0)] T

Dai, da equagdo (7.56), a fungdo D1(t) pode ser determinada a partir das sequintes

equacoes, Vv € 7 :

Qw)=inf{d>0:01(v) <[Co-(v+d—V)—0oa(v+d)]"},

Dy (t) = max {Q(v)}.

7.5.3 Situacao 3: Fluxo de interesse com um fluxo de menor prioridade

Nesta secao, analisa-se 0 caso em que o fluxo de interesse, x1, é mais prioritario que
o fluxo z2, e se garante uma disciplina de filas FIFO para o fluxo z1. Seja L; o tamanho do
maior pacote do fluxo zp, k = 1,2. A curva de servico 1 nesta situacdo é bem conhecida. De
acordo com Le Boudec e Thiran (2003, Secao 1.3.2), quando o enlace de saida é conservativo e
tem capacidade constante tal que Vv € Z* : 3(v) = C - v, se o fluxo z1 é mais prioritdrio que o

fluxo a9, entdo o sistema dedica ao fluxo x; a seguinte curva de servico:

PiL(v) = (BFAL,) (V).

Essa expressao é extensivel para o caso em que curvas de regulacao e de servico sao
fungdes variantes no tempo e 8 € C é uma curva de servico estrita. O Teorema 39 apresenta este

resultado.

Teorema 39. Considere-se um multiplexador FIFO com duas entradas e curva de servigo estrita
B e€C. Se o fluro xo € menos prioritdrio que o fluro x1, e Lo (constante) é o tamanho do maior

pacote do fluxo xo, entdo o sistema dedica ao fluro x1 a sequinte curva de servico estrita:
/81 = /8524)\112-

Demonstracdo. A demonstracdo deste teorema encontra-se no Apéndice E. O
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Seja (1 definida a partir do Teorema 39. Dos Teoremas 21 e 30 (ou da Tabela 7.2),
tém-se:
0oy = inf {04 : 0104 = BEAL, ),
8D1 = inf {8[1 : O’T = (5¢AL2)¢&1} . (758)
Exemplo 7.11 (Multiplexador com duas entradas com enlaces de capacidade constante e fluxo de
interesse de maior prioridade). Seja um multiplexador com duas entradas e enlaces conservativos
de capacidade constante, sendo, Vv € Z: Cyx(v) = Cy-v, k = 1,2, as capacidades dos enlaces de
entrada e Co(v) = C, - v a capacidade do enlace de saida. Considere-se que os fluzos de entrada

sao restritos por curvas de regulacao invariantes no tempo, tais que Yv € Z%1 : o} (v) = ox(v),

k =1,2. Deseja-se determinar:

1. Uma curva de servico 31 entre os fluros x1 € y1.
2. Uma fungdo D1(t), limitante para o atraso entre os fluzos x1 e yi;

3. Um limitante D1 para o atraso mdzrimo entre os fluxos x1 e yi;

Do Teorema 39, tem-se:
ﬁl(lj) = [Co N 2 L2]+.

Dai, um limitante para o atraso virtual entre os fluxos x1 e y1 pode ser determinado a partir da

equagao (7.58). Tém-se:

Q(v) =inf{d>0:01(v) <[Co- (v +d)— Lo]*}

)+ ey,

C,
1
Dy (t) = c [nax, {o1(v)+ Ly —C,-v}.
Dai:
_ 1
Dy = —sup{oi1(v)+ Ly — C, - v}.
Oo v>0

7.5.4 Situagao 4: Fluxos sem garantia de ordem de servigo

Nesta secao analisa-se um multiplexador geral, em que nao se garante a ordem de
servigo de bits. Considere-se um bit do fluxo z; (fluxo de interesse) que chega ao sistema no

instante ¢t. Tém-se:

e Nao é possivel definir a ordem de servico dos bits. Dessa forma, nao é possivel definir
limitantes para backlog e atraso de reordenacao devido ao préprio fluxo z1, respectivamente,

Bi1(t) e D11(t). No entanto, sabe-se que Dii(t) < Dj(t), Vt. Dessa forma, pode-se
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alternativamente fazer D11 (t) = d(t), para qualquer d(t) > D;(t). Nesse caso, a funcao o1;
pode ser definida da seguinte maneira: o171 = e ® (0] ¢0p,,) = e ® (05 $04).

e Como no item anterior, D15(t) < D;(t), Vt. Portanto, a fungao o015 pode ser definida da
seguinte maneira: o192 = e @ (05¢0p,,) = e ® (05404). A Figura 7.24 ilustra as restrigdes

deste sistema.

Ul

Figura 7.24: Multiplexador com duas entradas: fluxos sem garantia na ordem de servigo.
Da equagao (7.41), tem-se:
p1 =F{o11,012} =F{(e® 0]404),(e ®0o5604)} . (7.59)
Dai, de (7.43), a funcao D;(t) corresponde a solugao do seguinte problema:
Op, = inf {9y : F{(c ® o} $04), (e ® 03404)} 3= Bda} (7.60)
A partir de D1 (t), pode-se determinar D;. Tem-se:

D, = Sup {D1(t)}-

Desse resultado, pode-se determinar uma curva de servico para o fluxo 1 a partir da equagao (7.47)

ou da equacao (7.48).

Exemplo 7.12 (Multiplexador com duas entradas e fluxos sem garantia de ordem de servigo).
Considere-se um multiplexador com duas entradas e enlace de saida conservativo, com capacidade
constante C,, a menos de um periodo de laténcia de, no mdzximo, V (constante) unidades de
tempo. Além disso, considere-se que os fluxos de entrada sdo restritos por curvas de requlac¢do

invariantes no tempo, tais que oy (v) = by+ry-v, k=1,2, e (r1+r2) < C,. Deseja-se determinar:

1. Uma fung¢ao D1(t), limitante para o atraso entre os fluxos x1 e y1;
2. Um limitante Dy para o atraso mdximo entre os fluxos x1 € y1;

3. Uma curva de servigo 51 entre os fluros x1 e y1.
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Para esse sistema, de acordo com o Exemplo 7.2, tem-se, Yv € 77 :
B(v) = (OvCo)(v) =Cy- (v —V)T.

Além disso, da equacao (7.59) e da Proposicio 10, pode-se definir py da sequinte maneira, Vv €
Zt: p1(v) = (b1 + b2) + (r1 +r2) - (v +d). Dai, da equacao (7.60), Di(t) pode ser determinada

a partir das sequintes equacoes, Vv € 7T :

Qi) =inf{d>0: (b1 +b2)+(r1+72) w+d) <Co-(v+d—-V)"}
_ b1 +bo+C, -V —V+
a CO—Tl—TQ ’

- - bi+by+C,-V
Dift) = gua, (00} = (M2l

~ by +ba+C,-V
Dy = ) 61
! < C’O—rl—r2 > (76)

O limitante D1 na equagdo (7.61) foi anteriormente apresentado em Cruz (1991a,
equagdo 4.13). Das equagoes (7.47) e (71.61), tem-se, Vv € C:

_ b1 +be+C,-V
ﬁl(l/)—|:b1 71 < Co—Tl—Tg >:|—|—7‘1 V.

A Tabela 7.4 apresenta as curvas de servico obtidas para o trafego 1 para as quatro

configuracoes de trafego abordadas nesta secao.

Configuragao de tréafego Curva de servigo do fluxo 1, 5
ﬂil = 0-’1*5(11
0, se s >t—01(t)
t) =
Arle:1) { (G {8, 01200, }) (5,1), se s < t—Ou(t)
sendo
L Blz(t) = Lo, Vt
Mesma prioridade (FIFO) Qa(s,t) = inf {d > 0, (u2 g0, )(s,t +d) > o3 (s, 8)}
Dia(t) = max {Qa(s,1)}
012 =e® (03960D,,) ® (03AB;2)

p1=F{o11,012}
ay = inf {04 : p16a = B}

Fluxo 1 menos prioritdrio (FIFO) 51 =G{B,05}

Fluxo 1 mais prioritario (FIFO) B1=PBFAL,

61 =016p,

sendo
Op, = inf{04:F{(e® o7 $0a),(e®03$04)} = Bb0a}
Dy = sup {Du (1)}

t>0

Fluxos sem garantia de
ordem de servigo

Tabela 7.4: Curvas de servigo obtidas para quatro configuragdes de trafegos multiplexados.

Na préxima secao, é analisado o caso mais geral de um multiplexador com M fluxos

de entradas de diferentes prioridades.
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7.6 Multiplexador com M fluxos de entradas

Considere-se um multiplexador com M fluxos de entrada. Sejam: (3, uma curva de
servico estrita para o sistema como um todo, e o, k = 1,..., M, uma curva de regulacao para
o fluxo xi. Considere-se i o fluxo de interesse. Os demais fluxos podem ser reunidos em trés
grupos: os fluxos de menor prioridade, os de maior prioridade e os de mesma prioridade que o
fluxo i. Considerem-se os seguintes conjuntos:

o LP(i
e SP(i

e HP(i): conjunto dos fluxos com maior prioridade do que o fluxo i.

): conjunto dos fluxos com menor prioridade do que o fluxo 7.
): conjunto dos fluxos com a mesma prioridade do fluxo i.
Dessas definigoes, se um fluxo k tem prioridade menor do que o fluxo i, entao k € LP(i); se tem

a mesma prioridade que i, entdao k € SP(i); e se tem maior prioridade do que i, entao k € HP (7).
Observagao 30. Se LP(i) = @ e HP(i) = @, entdo a curva (3 ndo precisa ser estrita.

Os fluxos de maior prioridade do que o fluxo ¢ podem ser agrupados em um tnico

fluxo, com curva de regulagio oyp(;) definida da seguinte maneira:

oupi) = Frenr) 104} -
Dessa forma, da Se¢ao 7.5.2, a curva de servico resultante para o agregado de fluxos incluindo
o fluxo i e os fluxos de igual e de menor prioridade que i, @HP , pode ser definida da seguinte
maneira:
B =G {8, onm) } - (7.62)
Considere-se o agregado de fluxos com menor prioridade que o fluxo ¢. Seja L o

tamanho do maior pacote do fluxo k. O tamanho do maior pacote do agregado de fluxos de

menor prioridade do que o fluxo i, Ly p;), pode ser definido da seguinte maneira:
Lypiy = max{Ly}, k € LP(7). (7.63)

O parametro Lyp;) corresponde a seguinte fungao:
Moy = N\ A
kELP(i)
Da Secao 7.5.3, portanto, a curva de servico para o agregado de trafegos formado

pelo fluxo i e os fluxos de mesma prioridade que 4, ﬁiLP, pode ser definida da seguinte maneira:
LP HP
52' = ﬂz ¢ALLP(1-)7 (764)

sendo o parametro Lyp;) definido pela equagao (7.63).
Por fim, excetuando-se os fluxos de maior e de menor prioridade do que o fluxo 7,

surgem duas opgoes:
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1. E garantida uma disciplina de filas FIFO para o fluxo i;

2. Nao é garantida uma ordem de servigo para o fluxo i.

Considere-se garantida uma disciplina de filas FIFO para o fluxo i. Da Secao 7.5.1,
Vk € SP(i), tém-se:
Bix(t) = Lg, Vt,
A partir de By (t), se ux, = P, {ug}, com k € SP(i), pode-se determinar D;j(t) das Proposicoes 35
e 36; sendo, pode-se fazer D; = +00, conforme comentado na Secao 7.5.1.

Da Secao 7.5.1, dos valores de D;(t) e Bjx(t), tém-se:

osp(i) = Frespiy {e ® (0p $0Dir) @ (0xAL,)}, (7.65)
pi = F {0}, ospi) }
A;i(s,t) = inf {a >0:pi(s,t —a) < ﬂiLP(s,t)} )
ai(t) = max {Ai(s, 1)}, (7.66)
Qi(s,t) =inf {d > 0: p;(s,t) < B (s,t +d)},

Dz(t) = OS?%(t {Qi(sat)}7

D; = sup {a;(t)} .
>0

Do exposto anteriormente, uma curva de servigo para o fluxo ¢ em um multiplexador

com M fluxos de entrada de diferentes prioridades pode ser definida da seguinte maneira:

: 0, se s>t —0,(t),
B (s,t) = . (7.67)
(G{B] , OSp(3) @ do,}) (s,t), ses<t—0;(t),
sendo (B-F definida pela equacio (7.64); osp), pela equagdo (7.65); e ©4(t) : ZT — ZT uma

funcdo qualquer. Além disso, a funcdo Pr { ﬂi@ 1} é uma curva de servigo em C; para o fluxo i.

Observagao 31. A fim de garantir o limitante de atraso a;(t) obtido na equagao (7.66), pode-se

definir a sequinte curva de servigo para o fluxo i:
A; E3
Bt = 07 da;-

Alternativamente, de forma semelhante a equagao (6.42), pode-se utilizar na equagao (7.67) a

fungdo ©;(t) correspondente a solugao do sequinte problema: dg, = inf {5(1 : Ogp(i)0a = @LP}‘

Se, por outro lado, nao se garante a ordem de servigo do fluxo 7, entao da Secao 7.5.4,

tem-se:

dp, = inf {Ja : Fresproyug {(e © 05 $9a)} = B¢0a} -
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A partir de D1 (t), pode-se determinar D;. Tem-se:

Dy = Sup {D1(t)} -

Dai, pode-se determinar uma curva de servigo para o fluxo 1 a partir da equagao (7.47) ou da

equagao (7.48).

Exemplo 7.13 (Multiplexador com enlaces conservativos e trés fluxos de entradas com
prioridades diferentes). Considere-se um multiplezador com trés fluxos de entrada de prioridade
diferentes e enlaces conservativos de capacidade constante, sendo C a capacidade do enlace de
saida. Seja Ly, k =1,2,3, o tamanho do maior pacote do fluzo k. Considere-se que o fluro 1 €
0 menos prioritdrio entre todos, e que o fluxo 3 € o mais prioritdrio. Considere-se, também, que
o fluxo k, k = 1,2,3, atende uma curva de requlagio oy (v) = by +ry-v. Deseja-se determinar as
curvas de servico para cada um dos fluzos de entrada. A resolucdo deste problema estd dividida

por fluzo:
1. Sei=1, tém-se: LP(1) = @; SP(1) = @; HP(1) = {2,3}. Dai, tém-se:
oup) (V) = (F{oz,03}1)(v) = (b2 + b3) + (r2 +73) - v,
Bi(v) = (B (wv) = (G{B,omp) })(¥) = [C v = (b2 + b3) = (r2 +73) - 1]
ba + b3 +
oo ()]
2. Sei=2, tém-se: LP(2) = {1}; SP(2) = @; HP(1) = {3}. Dad, tém-se:
oupe) (V) = 03(v) =bs + 13- v,
2 (W) = (G {B.oupe) () = [C-v —bs =13 - v]T = [(C —r3) - v —b3]",
ALppay = AL
Ba(v) = B () = (B # M i) (¥) = {[(C = 75) - v = bs]* = L1} 7,

. bs + Ly +
= (C 7“3)-[1/ 0—7‘3:| .

3. Se i =3, tém-se: LP(3) = {1,2}; SP(3) = @; HP(3) = @. Dai, tém-se:

LLP(S) = max {Ll, LQ} s
5 =0,

Bs(v) = 657 () = (B#ALpps)) () = [C - v — max {Ly, Ly}]"
max {Ly, Lo} +.

=C. |v— c
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e 3.

(2005). Para o item 2., Georges et al. (2005) apresentam a sequinte fun¢ao como uma curva de

Os resultados dos itens 1. acima foram anteriormente apresentados em Georges et al.

servigo para o trdfeqo xo:

p2(v) = (C —r3) - [V— <Cl)_?)r3 +%>]+-

Note-se que pus(v) > Ba(v), Yv. Desta forma, se Yo < Tapa, entao pg seria uma curva de servigo

menos conservativa para o trifego xo. Contudo, como pode ser observado na Figura 7.25 para uwm
exemplo simples, ilustrativo, a funcao pus ndo € uma verdadeira curva de servico para o fluzo 2,
porque Yo KTopo. A Tabela 7.5 apresenta os parametros utilizados para as trés fontes de trdfego.
Para esse exemplo, o enlace de saida tem capacidade C = % bits/s, e o enlace da entrada k tem
capacidade Cy, k = 1,2,3, de forma que o,(v) = min {Cy - v, by + i, - v}*. As curvas de entrada
x, k = 1,2,3, sao as maiores possiveis, como ilustra a Figura 7.25 para o fluro xo (fluzo de

prioridade mediana).

Tabela 7.5: Parametros utilizados para as fontes de trdfego do exemplo ilustrado na Figura 7.25.

Quantidade de dados (bits)

5000

4000

3500

3000

2500

2000

1000

Fonte | Cy (bits/s) | by (bits) | ri (bits/s) | Ly (bits)
k=1 12,5 1500 1/3 500
k=2 10 2500 1 100
k=3 10 500 10/3 500

500 -, - Ty ® o
0'; ) | | | | ‘ — 23 Q P
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Tempo (s)

Figura 7.25: Problema da determinacdao de uma curva de servico para um trdfego de prioridade
mediana.

4 Note-se que se a fungio oy € uma curva de requlagio para o trdfego xr, entio a funcdo o também o é.
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7.7 Elementos com perdas

Todos os elementos bésicos definidos neste trabalho (Tabelas 4.1 e 7.3) sao elementos
sem perdas. Para evitar perdas, considerou-se que reguladores o e redes 5 tém buffers infinitos,
e que o numero de bits presentes em uma fila W no instante ¢ nunca supera W (t) dados. Nesta
secdo, apresenta-se uma maneira de usar os elementos basicos anteriormente definidos, para
representar situagoes com perdas. Considera-se que as perdas em sistemas acontecem por dois

motivos:

e A quantidade de dados recebidos supera a capacidade fisica de armazenamento do
sistema, B(t).

e A quantidade de dados recebidos supera um limiar pré-estabelecido para o maéaximo
backlog B(t) ou para o méximo atraso D(t). Nesse caso, a perda é calculada de modo

a garantir os valores dados para B(t) e D(t).

Sejam z,y € Cy, respectivamente, os triafegos de entrada e saida de um elemento S,
com perdas. Considerem-se conhecidos o backlog méximo no instante ¢, B(t); o atraso virtual
maéximo no instante ¢, D(t).

Seja u € C; a porgao do trafego de entrada do regulador que aparece na saida, e seja
u? € C; a porcao do trafego de entrada que é perdida. O fluxo total de entrada, z, do sistema S

satisfaz a seguinte equagao:

z=F{uu"}. (7.68)

Essa equacao pode ser modelada através de um acoplador de trafegos com duas entradas,
conforme ilustra a Figura 7.26. Nesta figura, S é um elemento sem perdas com a mesma
funcionalidade de S. Por exemplo, se S é um regulador com perdas, entdo S é um regulador

sem perdas.

Figura 7.26: Elemento S com perdas.
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Da equagao (7.68), tem-se, Vs, t € Z*:

[2(0,1) — 2(0, 5)] = [u(0,t) — u(0,s)] + [uf’(0,t) — ul (0, 5)]
> u(0,t) — u(0, s).

Dessa forma, da Tabela 3.7, T8Z < u§u, o que implica que u = u(T{§Z), ou ainda
u=u(r]T). (7.69)

Além da equagao (7.69), o sistema da Figura 7.26 satisfaz as seguintes equagoes:

J=7e1, (7.70)
=7 (7.71)
U=T® s, (7.72)
T=u®40p (7.73)

Da equagao (7.71), y = u. Assim, da inequagao (7.69), tem-se:
U= u(z]e). (7.74)

A inequagao (7.74) significa que o fluxo de saida do elemento S é limitado pela fungao total de
entrada, x, e pela porcao de x nao perdida, u. A seguir é apresentada a andlise especifica de um

regulador com perdas.

Exemplo 7.14 (Regulador de trafego com perdas). Sejam z,y € Cy, respectivamente, os trdfegos

de entrada e saida de um regulador o € C com perdas, como ilustra a Figura 7.27.

Figura 7.27: Regulador com perdas.

Além das equagoes (7.68)-(7.73), o sistema ilustrado na Figura 7.27 satisfaz a
sequinte equacao:

y=yayo, (7.75)
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Da equagao (7.75), y = yo*; e da equagdio (7.72), U = yAp. Dai, u = yo*Ag. Além
disso, da equacao (7.73), U = y¢Op. Assim, u = (yo*)$0p = y(o*¢0p). Dessa forma, tem-se:
u=yl(c"Ap) ® (0" $0p)].
ou ainda, da equagao (7.71),
u=1uled (c"A\p) & (6" ¢0p)]. (7.76)
Das equagoes (7.69) e (71.76), tem-se:
u=ul(c"Ap)® (c"¢0p) ® (zRT)]. (7.77)
Finalmente, das equagoes (7.71), (7.75) e (1.77), tem-se:

O_*

<)

=

= @[(0"\p) ® (0" $0p) ® (FRT)] ™. (7.78)

Considere-se o caso particular em que B(t) = 0,Vt. Nesse caso, das equagoes (7.71)
e (1.72), y = u. Além disso, das equagoes (7.71) e (7.75), § »= uo. Assim, da inequagao (7.74),
U =ulo® (z]7T)]. Dai, tem-se:

7o e (@8). (7.79)

Considerando que U =€, as maximas funcoes y que satisfazem as equagoes (71.78) e

(7.79) sao as sequintes fungoes:

y(0,) = ([((c"AB) ® (0" ¢0p) @ (28 7)] 07) (0, 1), (7.80)
y(0,1) = ([0 ® (28] 2)]") (0,1). (7.81)

O limitante de y(0,t) expresso na equagao (7.80) foi anteriormente apresentado em
Chang (2000, Theorem 5.4.1), e o limitante da equagao (7.81) foi anteriormente apresentado em
Cruz e Taneja (1998, Theorem 1).

Observagao 32. Nesta secdo, foi analisada a situacdo em que as perdas de pacotes sdo
originadas por limitantes em B(t) e em D(t). Contudo, € possivel considerar o caso em que
a causa das perdas de pacotes é desconhecida, mas sao conhecidos limitantes para B(t) e D(t).

A modelagem para este caso € idéntica d apresentada mesta se¢ao.
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7.8 Conclusao

Neste capitulo foram analisados alguns elementos encontrados em modelos de
sistemas de comunicagoes. Dos elementos apresentados, apenas os enlaces conservativos com
capacidade variavel haviam sido analisados em outros trabalhos para um cendrio variante no
tempo. Dos demais elementos, sao contribuicoes deste trabalho os canais de atraso maximo
determinado e os reordenadores de bit.

Na literatura, encontram-se andlises de reguladores étimos, buffers de recepcgao e
multiplexadores. Porém, pela primeira vez, esses elementos sao analisados a partir de uma
abordagem baseada na algebra de didides, em um cendrio variante no tempo e a partir de um
método sistematico e modular. Também sao contribuices deste trabalho a definicao de funcao
de atraso varidvel dp (Definicao 26) e o método para a representacao de elementos com perdas
apresentado na Secao 7.7. Como no Capitulo 6, os limitantes aqui obtidos sao melhores do que os
resultantes da andlise invariante no tempo, embora neste capitulo tais comparacoes nao estejam
apresentadas explicitamente.

Nas Secoes 7.5 e 7.6, o modelo de multiplexador FIFO bit a bit apresentado no
Capitulo 6 foi estendido para multiplexadores mais realistas, em que se garante a integridade de
pacotes e se permitem fluxos de entrada de diferentes prioridades. O modelo de multiplexador
apresentado foi dividido em duas partes: uma responsavel pela inversao na ordem de servico de
bits; outra responsavel pela multiplexacao e servico dos trafegos de entrada. A andlise sistematica
apresentada neste trabalho facilitou a extensao do modelo de multiplexador com dois fluxos de
entrada (Segao 7.5) para um multiplexador com M fluxos de entrada de diferentes prioridades
(Segao 7.6). Além disso, facilitou a verificagdo de uma falha na expressao apresentada como
curva de servigo para um trafego de prioridade mediana, em Georges et al. (2005).

Ao longo de todo o capitulo, foram inseridos exemplos ilustrativos.  Esses
exemplos foram apresentados como uma forma de validar os métodos propostos neste trabalho,

confrontando os resultados aqui obtidos com os encontrados na literatura.
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Conclusao

As contribuigoes deste trabalho podem ser consideradas sob dois aspectos. Por um
lado, no uso sistematico da algebra de didides e na definicdo de métodos para a modelagem e
andlise de desempenho de redes de comunicacoes. Por outro lado, nas andlises desenvolvidas e
resultados alcancados para alguns sistemas especificos. Esses dois aspectos estdo apresentados
mais detalhadamente na Secao 8.1. Em seguida, na Secao 8.2, as possiveis extensoes para este

trabalho sao apresentadas.

8.1 Contribuigoes do trabalho

Em geral, na literatura relacionada ao Network Calculus, sistemas sdo tratados
individualmente, de forma que, para cada problema, propoe-se uma solucao. Uma contribuicao
deste trabalho é o uso intensivo das técnicas da dlgebra de didides para uma andlise mais
sistematica de redes de comunicagoes. Nesse sentido, dois métodos foram propostos. O
primeiro método, apresentado na Secao 4.8, propoe que a modelagem e a resolucao de problemas
relacionados a redes de comunicagoes sejam feitas na dlgebra de didides. Esse método s faz
sentido, porque a proposicao rigorosa de um didide, juntamente com a utilizacao intensiva do
formalismo de didides, permitiu a classificacdo de restrigdes em “tipos”, o que levou, finalmente,
a idéia de “elementos béasicos”.

Os elementos basicos, isolados ou compostos, sao capazes de descrever restrigoes
de componentes de redes de comunicacoes. Para cada restricao considerada, deve existir um
elemento basico ou uma composicdo de elementos bésicos que a represente!. Por exemplo, no
Capitulo 7, mostrou-se como é possivel modelar perdas a partir de uma composicao dos quatro

elementos basicos definidos no Capitulo 4. Caso uma determinada restricdo nao corresponda aos

LA menos da restricio de fluxo que é considerada sempre presente.
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elementos bésicos definidos (ou a uma composicao desses elementos), pode-se definir um novo
elemento para representar a nova restricao. Por isso, esse método é modular.

Para tornar possivel a implementacao desse método de resolugao de problemas na
algebra de didides, definiu-se uma base matemdtica para a descricdo de restrigdes comumente
encontradas em redes de comunicacoes, como a presenca de filtros reguladores, limitagoes de

tamanho de buffers e a multiplexacao de trafegos. Neste sentido, sdo contribuicGes deste trabalho:

Definigao do didide ¥. A partir de uma estrutura encontrada na literatura, definiu-se, no
Capitulo 3, o didide €. Esse didide mostrou-se adequado ao tratamento de redes de
comunicacoes.

Uso de residuagoes. Residuacao é uma ferramenta importante para a resolugao de problemas
na algebra de didides. Neste trabalho, definiram-se as residuactes das operacoes de
multiplicagao & direita e a esquerda, definindo as “divisdes” & direita (¢) e a esquerda
(§) no didide €. Essas residuagoes foram utilizadas sistematicamente ao longo do texto,
permitindo a derivagao de novos resultados para o NC.

Defini¢oes de funcgoes de atraso variaveis. Conforme discussao no Capitulo 7, por
conveniéncia, duas funcoes de atraso foram definidas:? a funcéo 6,, adequada para descrever
atrasos de bits que deizam um sistema em um dado instante e para representar curvas de
servico em funcao de informacoes sobre atraso; e a funcao Op, adequada para descrever
atrasos de bits que chegam a um sistema em um instante determinado e para representar
fluxos de prioridades distintas e reordenamento de bits.

Definigoes de mapeamentos. Para trabalhar inteiramente na algebra de didides e, ao
mesmo tempo, representar restricoes comuns a redes de comunicagoes, definiram-se cinco
mapeamentos em %. O mapeamento ¥ extrai de uma dada fun¢éo as informacoes referentes
ao intervalo de tempo (0,t] sendo importante para escrever em % praticamente todas as
restrigoes abordadas neste trabalho, como restrigoes de fluxo, de backlog, de servico e de
regulacdo. Os mapeamentos de projecao Pr{-} e Pr{-} permitem a obtencao de limitantes
nao-decrescentes no tempo a partir de funcées quaisquer, com ou sem porgoes decrescentes.
Os mapeamentos F{-} e G{-} facilitam a representacdo de restricoes relacionadas a

multiplexacao de trafegos.

O segundo método definido neste trabalho, apresentado na Secao 5.1, determina
procedimentos para a obtencdo de limitantes de parametros de desempenho em redes. A idéia
central deste método é adicionar um elemento béasico que represente um parametro de interesse,
em paralelo a um sistema em observacdo. Em seguida, verifica-se para que parametros do
elemento adicionado suas restricoes sao redundantes. Este método se baseia no conceito de

equivaléncia entre modelos de sistemas introduzido na Secao 5.6.

2A funcéo dp, apresentada no Capitulo 3, é um caso particular da funcéo d,, definida no Capitulo 6.



8.2. Trabalhos futuros 149

Além das contribuicbes mencionadas anteriormente, este trabalho chegou a alguns
resultados particularmente interessantes, mencionados a seguir. Na Secao 5.6, o conceito
de equivaléncia entre representagoes de sistemas foi usado, para determinar simplificagoes de
modelos em relagdo a um certo parametro de QoS e em relagao a fluxos de entrada e de saida
de interesse. Como um resultado interessante dessa discussao, mostrou-se que, quando se obtém
vérias curvas de servigo nao comparaveis para um dado sistema, é mais vantajoso manter as
curvas obtidas em paralelo. Essa idéia cria uma representagao original para restrigoes de garantia
de servigo em sistemas, na qual, ao invés de uma unica curva, procura-se um conjunto de curvas
de servico que representem mais fielmente as restricbes de servigo do sistema em andlise. No
Capitulo 6, mostrou-se, para um exemplo ilustrativo, como a manutencao de duas curvas de
servigo foi capaz de representar mais adequadamente o comportamento de um multiplexador
FIFO bit a bit, mantendo a caracteristica particular a esse sistema de igualdade de limitantes
de atraso para os diferentes trafegos de entrada.

Também no Capitulo 6, mostrou-se que, mesmo em um cendrio invariante no tempo,
¢é possivel e potencialmente mais vantajoso obter curvas de servico variantes no tempo. Essas
curvas de servico tendem a ser menos conservativas® para a obtencdo de limitantes de QoS no
transitério do fluxo de entrada, no inicio de rajadas.

No Capitulo 7, como uma forma de ilustrar os métodos mencionados anteriormente,
analisaram-se alguns componentes comumente encontrados em modelos de sistemas de
comunicagoes, tais como: enlaces conservativos, reguladores 6timos, buffers de recepcao,
reordenadores de bits e multiplexadores. Dos elementos analisados, os canais de atraso maximo
determinado e os reordenadores de bit sao contribuicoes deste trabalho. Dos demais, reguladores
otimos, buffers de recepcao e multiplexadores foram analisados pela primeira vez a partir de
uma abordagem totalmente baseada na algebra de didides e em um cendrio variante no tempo.
Além disso, na Secao 7.6, analisaram-se multiplexadores mais realistas do que os encontrados
normalmente na literatura do NC, em que se garante a integridade de pacotes e se permitem fluxos
de entrada de diferentes prioridades. Finalmente, também é uma contribuicao deste trabalho o

método para a representacao de elementos com perdas apresentado na Secao 7.7.

8.2 Trabalhos futuros

Uma questao relevante levantada por este trabalho é como os procedimentos
sistematicos propostos favorecem a utilizacao do NC para a resolucao de problemas praticos.

Uma extensao direta deste trabalho é a implementacao de uma ferramenta computacional grafica,

3Dependendo do caso em anilise, é possivel que se obtenham os mesmos limitantes a partir de curvas de servico
variantes ou invariantes no tempo.
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por exemplo, um toolbox para o MATLAB Simulink (Simulation and Model-Based Design - The
MathWorks, 2007). Uma ferramenta como esta facilitaria sensivelmente o uso dos resultados do
NC, porque todos os calculos poderiam ficar transparentes ao projetista ou avaliador de uma
rede, que apenas precisaria entender o significado de cada elemento béasico. Nesse caso, modelar
e analisar uma rede de comunicacoes sob a 6tica do NC significaria simplesmente: desenhar a
rede; determinar pontos de observacdo entre os quais seriam monitoradas curvas de interesse ou

parametros pré-definidos de QoS; analisar os resultados obtidos.

A relagao entre NC e técnicas de controle e tomadas de decisao em redes é um aspecto
que ainda pode ser melhor investigado. Na literatura, existem artigos que relacionam NC e
técnicas de controle de admissao de trafegos. Por exemplo, Daniel-Cavalcante e Santos-Mendes
(2006), analisam como o controle de admissao de trafegos pode ser usado, para garantir uma
curva de servico minima para um certo fluxo de interesse. Considera-se um multiplexador com
dois fluxos de entrada. Nesse caso, deseja-se determinar uma curva de regulagao o, (controlador)
a ser imposta a um dos fluxos de entrada de modo que o outro fluxo (de interesse) tenha garantida

uma dada curva de servico (objetivo de controle).

Uma ferramenta ainda inexplorada para a resolucdo de problemas relacionados ao
NC é a definigao de um didide de séries de poténcia (Baccelli et al., 1992). Didides de séries de
poténcia sao particularmente interessantes para a representacao de func¢oes com padrao repetitivo.
Para o caso invariante no tempo, é possivel definir um diéide polinomial para o tratamento de
problemas relacionados ao NC (Daniel-Cavalcante e Santos-Mendes, 2008a). Para o caso variante
no tempo, a defini¢do de um didide polinomial nao é direta e seria necessaria uma investigacao

minuciosa para verificar sua possibilidade.

Um outro aspecto ainda pouco explorado na literatura, é a obtencao de uma curva
de servico fim-a-fim que um sistema formado pela juncao em série de multiplexadores dedica
a um determinado fluxo ¢ de interesse. Do Capitulo 5, uma maneira de se obter essa curva
de servigo é através da multiplicacdo em % da curva de servigo obtida em cada multiplexador
do caminho de 7. Fidler (2003) discute como obter uma curva de servigo menos conservativa
para esse fluxo de interesse, a partir do Principio Estendido de “Pay Burst Only Once”. Esse
resultado é intuitivo e leva em conta que um mesmo bit ndo deve sofrer o maximo atraso possivel
em duas redes consecutivas. Fidler (2003) trata apenas de um cendrio invariante no tempo, com
curvas de regulagao tipo leaky bucket (equagao 2.5) e curvas de servigo tipo rate latency (5(v) =
R-(v—T)"). Seria muito interessante, levando-se em conta este principio, obter expressoes gerais
para a curva de servigo de um trafego de interesse dentre um agregado de trafegos, considerando
qualquer tipo de curva de regulacao e de servico, para um cenério invariante ou variante no tempo,
em que se determinam uma ou mais curvas de servico para cada multiplexador pertencente ao

caminho do fluxo de interesse e considerando possivel multiplexadores com trafegos de entrada
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de diferentes prioridades.

Neste trabalho, obtiveram-se expressoes para curvas de servico a partir da descrigao
do comportamento de sistemas. Também é possivel definir métodos para a determinacao
experimental de curvas de servigo. Liebeherr et al. (2007) analisam esta questdo a partir da
definicao de um operador no didide min-plus chamado de “transformada de Legendre”. Os
resultados obtidos s@o utilizados para a definicdo de um trafego de pacotes de monitoragao, com
os quais se obtém informagoes suficientes para a estimacao de curvas de servico.

Os métodos apresentados neste trabalho podem ser utilizados para explorar melhor
variacoes de atraso (jitter). Neste trabalho, tratam-se problemas relacionados a quatro
parametros de desempenho: atraso, backlog e curvas de regulacdo e de servico. A exemplo
de Cruz (1998) e Bennet et al. (2002), também existem trabalhos na literatura sobre variagoes
maximas de atraso (méximo jitter). Esses trabalhos partem da defini¢ao de curva de mdximo
servigo (mazimum service curve) apresentada em Cruz (1998) e Agrawal et al. (1998, 1999).
Para manter uma uniformidade com o presente trabalho, considere-se a defini¢ao de restricao de

maximo servigo a seguir.

Definigao 30 (Restricido de maximo servico e curva de maximo servico). Sejam x,y, 0 : (Z1)? —
RTU {400} fungoes que satisfazem a seguinte inequagado:

Vt € Z1 : y(0,t) < orélsigt {z(0,s) + o(s,t)}. (8.1)

A inequacdo (8.1) é chamada de “restricao de mdzimo servico” entre x e y; e a fungdo o

correspondente € chamada de “curva de mdximo servigo”.

No didide € proposto neste trabalho, a inequagao (8.1) pode ser rescrita da seguinte
maneira:

Yy =19 To. (8.2)

Para utilizar os métodos apresentados neste trabalho no tratamento de problemas
de jitter basta adicionar ao conjunto de restrigbes bésicas consideradas, a equacao (8.2); e ao
conjunto de elementos bdsicos, um elemento que satisfaca as seguintes equacoes: ¥ = D T e
y=y®To.

Finalmente, embora os resultados deste trabalho tenham sido apresentados em um
contexto puramente de determinacao de desempenho de redes de pacotes, é possivel que possam
ser utilizados para outros sistemas de filas (sistemas de manufatura ou sistemas de transporte
de mercadorias, por exemplo). Nesse caso, é necessdrio uma recontextualizagdo das definigoes de
curvas de regulacao e de servico para o sistema considerado. Por exemplo, as curvas de regulacao
podem representar a maxima quantidade de uma determinada pega que podem ser postas em

uma esteira, em um certo intervalo de tempo.
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Apéndice A

Tabelas de resultados

Este capitulo reapresenta as tabelas de resultados desta tese. As contribuictes deste

trabalho estao identificadas por uma estrela ().

Va,b,c € D:
a®b=bda (a®b)Bc=a® (D) (a®b)®c=a® (b®c)
(a®b)Rc=(aRc)P(bRc) | cR(adb)=(cRa) P (cRDb) cedPa=ade=a
e®a=a®@e=c¢ eRa=a®e=a ada=a
Tabela 3.1 Axiomas de um didide.
Va,b,x € D:

ar X b& x < alb raxbezxbda (PR.1)

ag (az) = x (za) da =z (PR.2)

ab) §z = by (agx) x$ (ba) = (xda) ¢b (PR.3)

(a®b) gz =ajx AbRz zp (a®b)=xdaNzdd (PR.4)

b(ake) < (agb) ye (wfa)b <24 (bha) | (PR.5)

(agz)b < a§(zd) b(zda) < (bx)da (PR.6)

ra* K x a*Rr K (PR.7)

8 (2 N y) = (eha) A (aky) | (@A9)pa=@pa)A(vpa) | (PRB)

k(2@ y) = (ake) @ (aky) | (@ y)par (wha)® (ypa) | (PR9)

(anb)gz = (afz) B (bRz) | zd(anb) = (xda)® (zdb) | (PR.10)

a(a§z) 5 x (rda)a g = (PR.11)

a(af(az)) = ax ((ax)da)a = ax (PR.12)

ayla(ayz)] = ajzx [(zda)a]da =z da (PR.13)

(@%2)#b = ak (240) bh(pa) = (bha)ga | (PR.14)

(a8z) ®b < af(x @ ab) (zda)®b=< (xBba)da (PR.15)
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Tabela 3.2 Propriedades da residuacao (adaptado de Baccelli et al., 1992, Table 4.1).
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Va,b,y € C:

Apéndice A: Tabelas de resultados

(a®b)(s,t) = inf {a(s,t),b(s,t)}

min {a(s,7) + b(7, 1)},

s<7<t

I

se s <t

caso contrario

I

max {b(7,t) — a(r, s)}7L

se s <t

caso contrario

s<t<T

’

sup {b(s,7) — a(tﬂ')}+

, ses<t

caso contririo

(a & b)(s,t) = { TSest ’ *

(a Ab)(s,t) =sup{a(s,t),b(s,t)} *
Tabela 3.3 Operacoes definidas em %.
Validade Propriedade Referéncia
wee | @aanso={ fCOTEO st L
Ve ec (A5 @ 2)(s,1) = { gfsi) + B(s), s § ! (PL.2) *
Vzec (x $A5)(s,t) = [x(s,t) — B(t)]" (PL.3) *
Vrecd (A 82)(s,) = [2(s,t) — B(s)]* (PL.4) *

Tabela 3.4 Propriedades da funcao de desloca

mento vertical: A\g € ¥.



VD € Z* (constante):

Validade Propriedade Referéncia
z(s,t — D), set>s+ D
Vx € Cy (z®d0p)(s,t) =1 x(s,s), ses<t<s+D (PD.1)
0, se s>t
z(s+ D,t), set>s+ D
Va € Cs (0p ® x)(s,t) =< =(t,t), ses<t<s+D (PD.2)
0, se s>t
Vo € Ct (CC ® 5D) S Ct (PD.3)
Va € Cs (bp ®x) €Cs (PD.4)
Vx € Cy Se z(s,s) = 0, Vs, entdo (x ® dp)(s,t) = z(s, (t — D)™) (PD.5)
Vx € Cs Se z(s,s) = 0,Vs, entdo (6p @ z)(s,t) = z(s+ D,t) (PD.6)
_f z(s,t+D), ses<t
Vo € Cy (x¢dp)(s,t) = { 0, co 5 > & (PD.7)
Vo € C¢ (I®5D)¢5D:I®(6D¢5D):m (PD.S)
Vr,y € Ct (z®y)¢dp =2¢0p Dyddp (PD.9)
Vz,y € Ct Se zdp > y, entdo = = y$dip (PD.10)
Va,y € Ce Se z(s,s) < y(s,s), Vs, entdo z0p = y < = = y$dp (PD.11)
[ z((s=D)",t), ses<t
Vx € Cs (0p{z)(s,t) = { 0, o 5>t (PD.12)
Vx,yecs 5D§(I@y):5pkel’@5p§y (PD.13)
Vz,y € Cs Se dpz = y, entdo x = dp jy (PD.14)
Vz,y € Cs Se z(t,t) < y(t,t), Vt, entdo dpz = y < = = Ip Yy (PD.15)

Tabela 3.5 Propriedades da funcédo de atraso constante: dp € €.

Vz,y € C:
Vs,t € Z%: y(s,t) <z(s,t) | y=yDx | y=x :c::c/\y‘*
vieZb:y(0.) <x(0,t) | §=§0F |§-7|2=3/7| %

*

* % % % %

*

*

Tabela 3.6 Equivaléncias entre restricées na algebra convencional e no didide %.
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Validade Propriedade Referéncia
Va,b e C, b(0,0) =0 boa=a (PH.1) *
Va,beC a®b= (ab) (PH.2) *

5 [ b(0,t) —a(0,8)]T, ses<t,
Va,beC (@ &b)(s,%) = { 0, caso contrério (PH.3) *
sup {b(0,7) — a(0,7)}", ses=¢t=0
Ya,b e C (b a)(s,t) = TZO{ (0,7 = a(0,m} (PH.4) *
0, caso contririo
Va,b € C, ~
b(s,t) < 400,se s,t < 400 bra=e (PH.5) *
Va,b € C, =
b(s,t) < 400,se s,t < 400 a pb=(agb) (PH.6) o
Vaec (@)(s,0) = 4 U0D), ses=0 (PH.T) | %
’ e(s,t), ses#0 )
Va,beC bRA =bea (PH.8) | *
Va € C; (aga)* = (aga) (PH.9) *
Tabela 3.7 Propriedades do operador 7.
Validade Propriedade Referéncia
Vz € Ct Pr{z}=Pr{z} == (PP.1) *
Va,b € C; Pr{ica®b}=Pr{a®bl=a®b (PP.2) *

Tabela 3.9 Mapeamentos Pr, Pr, F e G definidos em %

Tabela 3.8 Propriedades das projecoes de C em C;.

Ya,b,xz € C:
(Br{z})(s,t) = maxo<r<i {x(s,7)}

(Pr{z})(s,t) = infr>; {2(s,7)}
(F{a,b})(s,t) = a(s,t) + b(s,t)

(G{a,b})(s,t) = [a(s,t) —b(s, )]

* % % %
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Validade Propriedade Referéncia
Va,b,c,d € C Seaiceb=d, entdo F{a,b} = F {c,d} (PM.1)
Va,b,ceC a=F{bc}ebxG{a,c}<c=xG{ab} (PM.2)
Va,b,c € C axF{bct<obx=G{a,c}<sc=G{a,b} (PM.3)
Va,b,ceC Se a = b, entdo G {c,a} < G{c, b} (PM.4)
Va,b,c,d € C (F{a,b})}(F{c,d}) = F{(age), (bRd)} (PM.5)
VIEkGCt,kZZL...,M F{I15D,...,CUJV[5D}:F{:El,...,‘T]\,{}@(;D (PM6)
VCCkGCeVXk:/\XkGC7k’zl,...,M F{mlAX17...,xA{)\XM}:F{m]_,.--7‘T]\/I})\(X]+___TXM) (PM.7)
Ve, Bk €C, k=1,..., M F{z1f1,...,2mBum} = F{z1,...,2m} QF {B1,...,08m} (PM.8)
Tabela 3.10 Propriedades dos mapeamentos F e G.
Elemento Representagao grafica | Restrigdes matematicas
1
M-acoplador sem perdas E&)» Y y="Fr=1,  m{zr} *
TM
T Y P Y
> y=yoT
Regulador o sem perdas — < L0 *
& P y=yodyo
x y T=7®7
Rede 3 sem perdas —»@—» ig _ %ﬂ@e;g *
. z Y y=yoT
Fila W sem perdas —»Il—» =70 Pw *
Tabela 4.1 Elementos bésicos e suas restricoes matematicas em % .
Sistema original Sistema equivalente Parametro de equivaléncia
u x Yy
u x yl| ! i 0p = inf dgq,
- e @—> s.a 004 %0
= 0p F
U x y
u i Y ! A\ *
e 3 ; W (t) = (BRa™)(t,t) *
i ‘>17J;Yi}’ i
)
oGy TEEOT L
R ﬂ>3‘7\y ERREEETE ‘
u b T @ Y
u T Y /s .
—| o H@—» ‘ N | " indeterminado *
b S ‘

Tabela 5.1 Parametros de QoS obtidos para um sistema regulador o - rede S.

L D D D D e s
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Sistema original

Sistema equivalente

Parametro para equivaléncia total

u T Y u Y . .
b b | o . o indeterminado
” y
u Yy .
— 0 > o= (01 S 02)

u . z @—»y 11_»@_:/

B = BBz

RnOaad

B indeterminado

u y| uw Emm— Y
GRS S - | W (1) = Wa(t) + Wa (1)
U Y
Wi
(72— Yy
— W W (t) = min {W1(t), Wa(t)}
Wa

Tabela 5.2 Sistemas equivalentes e parametros para equivaléncia total.

Sistema original

Sistema equivalente

Parametro de equivaléncia

dp, = inf dq,

1
S. a 004 = 1

dp, = inf dq, *
S. a 0% 84 = P2

D = min {Dl,Dg}

Wi(t) = (BLyo™)(t, 1)
Wa(t) = (B2807)(t, 1) *

W (t) = min {W1(t), Wa(t)}

oy =[]0 © f2807] *

Tabela 5.3 Parametros de QoS obtidos para um sistema formado pela juncao em série de um

regulador ¢ e duas redes 3 em paralelo.




Validade Propriedade Referéncia
z(s,t —a(t)), ses<t—a(t),
Vo € Cy (z0a)(s,t) = ¢ z(s,s), set—a(t) <s<t, (PDA.1)
0, se s > t.
Vo € Cy Se x(s,s) = 0, Vs, entdo (x ® 8.)(s,t) = z(s, [t — a(t)]T) (PDA.2)
[ z(s—a(s)]T,t), ses<t,
Vo € Cs (6a§x)(s,t) = { 0, 5>t (PDA.3)
Vo €Ce, k=1,...,M | F{z1da,...,2Mm0a} =F{z1,...,2m} b0 (PDA.4)

Tabela 6.1 Propriedades da funcao de atraso variavel d, € €.

Validade Propriedade Referéncia

z(s+ D(s),t), ses+ D(s)<t,

Vx € Cs (Opx)(s,t) = ¢ z(t,t) se s+ D(s) >t>s, (PPD.1)
0, se s > t.

Vx € Cs Se z(t,t) = 0, Vt, entao (Op ® x)(s,t) = z(s+ D(s),t) (PPD.2)

z(s,t+ D(t)), ses<t,
Vo € C, (€40p)(s,t) = { 07( (1)) et (PPD.3)
Ve, €C, k=1,...,. M F{l’lysap,“.,mMyﬁaD}:F{l’l,“.,mM} ¢8D (PPD.4)

Tabela 7.1 Propriedades da funcao de atraso varidvel dp € €.

Sistema original Sistema equivalente

Parametros de equivaléncia

T Y Lo
<> e~ D iy

0q = inf 0,
S. a " 00 = 0

Op = inf da,
0" = B8

S. a

Tabela 7.2 Parametros de atraso obtidos para um sistema regulador o - rede .

Elemento Representagao grafica | Restricbes matematicas
Enlace conservativo
com capacidade C I—@—y 7y =zC*
ou regulador C' guloso:
Linha de atraso = y YU=yeT *
méximo D(t) sem perdas: T=ZdYy$op
Linha de atraso z y S5
constante D: y=2op

Tabela 7.3 Elementos basicos adicionais e suas

restrigdes em % .
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Configuragao de trafego Curva de servigo do fluxo 1, 5

=07 da,,
[ o, se s >t—01(t)
Bi(s,t) —{ (G{B,01200,}) (s,t), ses<t—0Oq(t)
sendo
N Bis(t) = Lo, Vt *
Mesma prioridade Qa2(s,t) =inf {d > 0, (u2$A1,)(s,t +d) > o3(s,1)}

D12(t) = orgggt {Q2 (57 t)}
012 :EB@(US?WDH)@(US)‘BM)

p1 =F {011,012}

a1 = inf {04 : p1da = B}
Fluxo 1 menos prioritério G =GH{B,05} *
Fluxo 1 mais prioritdrio B =B, *

B =01dp,
Fluxos sem garantia de sendo

ordem de servico Op, =inf{04:F{(e® 01 $04),(e® 03$04)} = B#0a} *
Dy = sup {D:(t)}
>0

Tabela 7.4 Curvas de servico obtidas para quatro configuragoes de trafegos multiplexados.



Apeéendice B

Demonstracoes referentes ao

Capitulo 3

A seguir, sdo apresentadas as demonstracoes de propriedades apresentadas no

Capitulo 3. Para facilitar a leitura, as demonstragoes estao divididas por tabela.

B.1 Propriedades da Tabela 3.4
Propriedades (PL.1) e (PL.2). Para todo x € C:

x(s,t) + B(t), ses<t,

(z @ Ap)(s,t) = (B.1)
0, ses>t,

(\p ® 2)(s,1) x(s,t) + B(s), ses<t, (B.2)
0, ses>t.

Demonstracdo. Seja x € C. Da defini¢ao de produto apresentada na Tabela 3.3 e da Defini¢ao 16,
Vs, t, se s <t

(x®@Ap)(s,t) = SrélTiISlt {z(s,7) + A\p(1,t)}
= min {Snglrét {z(s,7) + Ap(7, 1)}, [x(s,t) + Ap(t, t)]}

= min {400, [z(s,t) + B(t)]} = z(s,t) + B(t).

Por outro lado, quando s > t, (x ® Ag)(s,t) = 0, diretamente da definigdo de produto, o que
completa a prova da equacao (B.1).

A prova da equagao (B.2) é parecida. O

167
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Propriedade (PL.3). Para todo x € C:
(agXp)(s,t) = [a(s.t) — Bt)]".
Demonstracao. Da Tabela 3.3, Vs, t € ZT, se s < t:

(agAB)(s,t) = sup {a(s,7) — Ap(t,7)}"

s<t<t

= max {[a(s,t) —Ag(t, )], sup {a(s,7) — )\B(t,T)}+}

s<t<T

= [a(s,t) = B(®)]"

Além disso, se s > t, entdo a(s,t) = 0, de forma que [a(s,t) — B(t)]T = [0—B(@t)]" =0
(a¢AB)(s,t), da definicao de residuagao (Tabela 3.3).

O

Propriedade (PL.4). Para todo x € C:
(Aya)(s,t) = [a(s,t) = B(s)] " .
Demonstracao. Da Tabela 3.3, Vs, t € Z*1, se s < t:

(Ag¥a)(s,t) = max {a(r,t) — Ap(r,s)} "

0<7<s<t

= max {[a(s, t) — Ap(s,s)]" ’ogrggfgt {a(1,t) — Ap(T, s)}+}

= [a(s,t) = B(s)]".

Além disso, se s > t, entao a(s,t) = 0, de forma que [a(s,t) — B(s)]t = 0 = (Ag{a)(s,t)
(Tabela 3.3). O

B.2 Propriedades da Tabela 3.5
Nesta secao, considere-se que s,t,7,v,D € Z* e que D é uma constante.
Propriedade (PD.1). Para todo = € Cy:

xz(s,t — D), set>s+ D,
(x®0p)(s,t) = x(s,s), ses<t<s+D,

0, se s > t.

Demonstracao. Da Tabela 3.3, Vs, t, se s < t,

(x®0p)(s,t) = slélfigt {z(s,7)+dp(7,t)}.
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Seja t < s+ D. Nesse caso, como s < 7, entdo t < 7+ D. Assim, da Definigao 17, ép(,t) = 0.
Portanto, se s <t < 74+ D, (z ®dp)(s,t) = ming<,<¢ {z(s,7)}. Mas, da consideracao de que
x € Cp: ming<,<¢{x(s,7)} = x(s,s). Dai, se s <t < s+ D, entao (z ® dp)(s,t) = x(s, s).

Por outro lado, se t > s+ D, ou seja, se s <t — D, entao:

(x ®dp)(s,t) = min {SSEE?—D {z(s,7) +p(7,t)} ’t—glglgt {z(s,7) +dp(T, t)}}

o : : 0
min {8<1;11<1%1_D {z(s,7) + o0} ', min_ {x(s,7) + }}

=, Inin_ {z(s,7)} = z(s,t — D).

Por fim, quando s > t, (z ® 0p)(s,t) = 0, direto da definigao de produto. O
Propriedade (PD.2). Para todo x € Cs:
x(s+ D,t), set>s+ D,
(Op®@x)(s,t) = ¢ w(t,t), ses<t<s+D,
0, ses>t.

Demonstracao. Da Tabela 3.3, Vs, t, se s < t,

(0p ® z)(s,t) = SlélTirglt {op(s,7) +x(r,t)}.

Sejat < s+ D. Dai, 7 <t < s+ D. Dessa forma, da Defini¢ao 17, dp(s,7) = 0 e entao
(6 @ 2)(s,8) = min {a(r,0)} = (t,1),
s<t<t

porque z € Cs.
Por outro lado, se t > s+ D:

(6w a)(s.0) =min{_min {0+ a(r.0},_min_ {+oo+ a(r, 0}

i {a(r )} = a(s + D, 1)

Finalmente, (dp ® x)(s,t) =0, se s > t, pela definicao de produto. O
Propriedades (PD.3) e (PD.4). Para todo x € Ci: (x @ 6p) € Ct e (dp @ x) € Cs.
Demonstragao. Da propriedade (PD.1), Tabela 3.5,

xz(s,t — D), set>s+ D,

(xép)(s,t) = x(s,s), ses<t<s-+D,
0, se s >t.

Sejam s,t1,to € ZT, com t; < to. Nesse caso, para provar que zép € C;, basta provar que
J

(zdp)(s,t1) < (xdp)(s,ta), Vs, t1,te, com t; < to. A andlise serd feita por intervalos.



170 Apéndice B: Demonstracoes referentes ao Capitulo 3

1. Se s < t; — D, entao s < t; — D < ty — D. Nesse caso, (zdp)(s,t1) = x(s,t1 — D) e
(xdp)(s,ta) = z(s,ta — D). Mas, como x € Cy, entdo, x(s,t; — D) < x(s,t2 — D). Portanto,
(x0p)(s,t1) < (xdp)(s,ta).

2. Set;—D < s <min{te — D, t1}, entdo (xdp)(s,t1) = z(s,s) e (xdp)(s,t2) = x(s, t2 — D).
Comoz € Cre s < ta—D, entao, x(s, s) < z(s,ta—D). Portanto, (xdp)(s,t1) < (zdp)(s, t2).

3. Setys—D<s<ty,entaoty — D <ty — D < s <ty <ty Assim: (xdp)(s,t1) = x(s,s) e
(xdp)(s,ta) = x(s,s). Dai, (zdp)(s,t1) = (xdp)(s,t2).

4. Se t; < s <ty — D, entao (xdp)(s,t1) =0 e (xdp)(s,ta) = x(s,to — D). Dai, como x € Cy,
entdao x(s,t) > 0, Vs,t € Z* e, portanto, (xdp)(s,t1) < (zdp)(s,ta).

5. Se max {t1,to — D} < s < t9, entdo (xdp)(s,t1) = 0 e (zdp)(s,t2) = z(s,s) > 0. Dal,
(xdp)(s,t1) < (xdp)(s,ta).

6. Finalmente, se s > ty > t1, entdo (xdp)(s,t1) = (xdép)(s,t2) = 0.

Dos itens anteriores, tem-se Vs, t1,to € ZT, com t; < to: (wdp)(s,t1) < (2ép)(s,t2). Desta
forma, (xdp) € Cy.
A andlise da propriedade (PD.4), Tabela 3.5, é parecida. O

Propriedades (PD.5) e (PD.6). Seja x € C, tal que x(s,s) =0, Vs. Sex € Cy:
(z ®dp)(s,t) = (s, [t — DI").

Além disso, se x € Cy:

(0p ® x)(s,t) = z(s+ D,t).
Demonstragao. Seja x € Cy. Da propriedade (PD.1), Tabela 3.5, se z(s, s) = 0, Vs:

xz(s,t—D), set>s+ D,
(zdp)(s,t) = (B.3)
0, set<s+D.

Agora, se t > s+ D, entao x(s, [t — D]*) = z(s,t — D), dado que s > 0. Portanto,
da equacao (B.3), (zdp)(s,t) = z(s,[t — D]T). Por outro lado, se t < s + D dois casos podem
acontecer: t < D < s+ D ouD <t < s+ D. Pela definigaio do conjunto C (equacdo 3.5)
e novamente da equagao (B.3), se t < D, entao z(s,[t — D]*) = z(s,0) = 0 = (z0p)(s,t); se
D <t<s+D,ouseja, se 0 <t— D < s, entao z(s, [t — D]7) = z(s,t — D) =0 = (xdp)(s,t).
Do exposto anteriormente, (xdp)(s,t) = z(s, [t — D]T).

A segunda propriedade, ou seja, (0px)(s,t) = z(s + D,t), quando z(s,s) = 0, Vs,
é conseqliéncia direta da propriedade (PD.2), Tabela 3.5, e do fato de que, se x € C, entao
z(s+ D,t) =0, quando t < s+ D. O
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Propriedade (PD.7). Para todo x € Cy:

($¢5D)(S,t) _ a:(S,t +D)7 se s < t,

0, ses>t.

Demonstracao. Da Tabela 3.3, Vs, t tais que s < t:

(x$dp)(s,t) = sup {x(s,7) —p(t,7)} "

s<t<rt
—maxfo,_max  (ols7) =0} sup{afs.7) - o0}
o lax {z(s,7)} = z(s,t + D),
se z € C;. Quando s > t, (x¢dp)(s,t) =0, diretamente da definigdo da operagao ¢. O

Propriedade (PD.8). Para todo z € C;:
(r® 5D)¢5D = ® (5[)5245[)) =x.
Demonstragao. Da propriedade (PD.7), Tabela 3.5,

[(26p) $0p)] (5,t) = (xdp)(s,t+ D), ses <t

0, se s >t.

Mas, da propriedade (PD.1), Tabela 3.5, quando = € Cy: (x0p)(s,t + D) = z(s,t),
se t > s. Assim, Vs, t:

[(z6p)$6p)] (s,t) = x(s,t), ses<t,
0, se s > t.

= x(s,t).

Dai: [(zdp)é4op] = =.
Por fim, fazendo x = e na equacao anterior, tem-se: [(edp)ddp] = (dpddp) = e, e

entdo £ ® (dp$dp) = x ® e = x, 0 que completa a prova. O
Propriedade (PD.9). Para todo z,y € C;:
(m ) y)¢6D = 33¢5D ) y¢5D.
Demonstragao. Primeiramente, é necessario mostrar que, se © € C; e y € Cy, entao (x @ y) € Cy.
Sejam t1,ty € ZT tais que t; < to. Entao, Vs: x(s,t1) < z(s,t2) e y(s,t1) < y(s,t2). Assim, da
Tabela 3.3, Vs, t1,t2 € ZT, com t; < to:
(z @y)(s,t1) = inf {z(s,1),y(s,t1)}

<inf {a:(s,tg),y(s,tg)} = (‘T S y)(S,tz),
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e, portanto, (x @ y) € Cy. Dessa forma, da propriedade (PD.7), Tabela 3.5, se s <'t,
[(z®y)¢op](s,t) = (z@y)(s,t+ D)
=inf{z(s,t + D),y(s,t + D)}
= inf {($¢5D)(8, t)’ (y¢5D)(s> t)}
= [(z¢dp) ® (y$dp)] (s,1).

Por outro lado, se s > t,
[(z@y)gdp](s,t) = [(x$dp) & (y$dp)] (s, t) = 0.

Dessa forma, Vs, t € Z* : [(x ® y)$0p] (s,t) = [(x¢dp) & (y$Ip)] (s,t). Portanto, da Tabela 3.6,
(r®y)¢op =x¢dp ©y¢op. O

Propriedades (PD.10) e (PD.11). Para todo z,y € C;:
ép =y =z = ygop.
Além disso, se x(s,s) < y(s,s), Vs, entdo:
Top =y < x = y$dp.

Demonstragdo. Primeiramente, se z0p = y, entdao, da Tabela 3.6, Vs,t € ZT : (zdp)(s,t)
y(s,t). Assim, da propriedade (PD.1), Tabela 3.5, se x € C, entao Vt > s+ D : z(s,t — D)
y(s,t), ou equivalentemente, fazendo v =t — D, Vv > s> 0: z(s,v) < y(s,v + D). Assim, da

<
<

consideracao de que y € C; e da propriedade (PD.7), Tabela 3.5,
Vo>s>0: z(s,v) < (ygdp)(s,v).

Por outro lado, Vv < s, z(s,v) = (y$dp)(s,v) = 0, de forma que a seguinte inequagao é satisfeita:
Yo, s € Z1 1 xz(s,v) < (y$dp)(s,v),

ou ainda, da Tabela 3.6, = > y¢dp, o que completa a prova da primeira parte.

Para a segunda parte, considere-se que = = y$dp. Da Tabela 3.6, portanto, Vs,t €
7t :x(s,t) < (y¢dp)(s,t). Nesse caso, se y € Cy, da propriedade (PD.7), Tabela 3.5, Vs,t €
Zt se s <t:x(s,t) <y(s,t+D). Sejav =t+D. Se s < t, entao s < v— D ou, equivalentemente,
v > s+ D, de forma que Vs,v € ZT se v > s+ D : z(s,v — D) < y(s,v). Mas, da propriedade
(PD.3), Tabela 3.5, se v > s+ D, entao z(s,v — D) = (zdp)(s,v). Dal, se z > y$dp, entdo

Vs,v € ZTsev>s+D: (x6p)(s,v) < y(s,v).
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Além disso, das hipéteses y € C; e z(s,s) < y(s,s),Vs, tem-se: Vs,v € ZTse s < v :x(s,s) <

y(s,8) < y(s,v). Mas, quando s <v < s+ D, (xdp)(s,v) = z(s,s). Daf:
Vs,v€ZTses<v<s+D:(xép)(s,v) <y(s,v).

Finalmente, Vs,v € ZTse s > v : (2dp)(s,v) = y(s,v) = 0.

Do exposto anteriormente, se z,y € Cy; (s, s) < y(s, s),Vs; ex = y¢5D:
Vs,v € ZT : (x6p)(s,v) < y(s,v).
Equivalentemente, da Tabela 3.6, xdp = y.

Propriedade (PD.12). Para todo x € Cy:

(Opyz)(s,t) = z([s — D|*,t), ses<t,

0, ses>t.

Demonstracao. Da Tabela 3.3, Vs, t € ZT, se s < t:

(6p{x)(s,t) = max {x(r,t) — dp(r,5)} 7,

T<s<t

onde 7 € ZT. Dai, se s > D,

s—D<7<s5<t T<s—D<s<t

(0p&z)(s,t) = max {O, max  {x(r,t) =0}, max {z(r,t)— oo}}

o pnax St{fﬂ(ﬂ )}

se s < D,

(Op{z)(s,t) = maX{O, ax {z(r,t) — 0}} = max t{l‘(T,t)}.

m.
s—D<0<7<s<t 0<7<s<

Da anélise anterior, tem-se:

(Op&z)(s,t) = L {z(r, 1)}

Mas, se € Cs, entao max(,_pj+<-<s<; {2(7,t)} = x([s — D]*,t). Nesse caso, portanto, se s < t:

(Opyz)(s,t) = z([s — DIT,1).

Finalmente, quando s > ¢: (dp§z)(s,t) =0, diretamente, da definicdo da operacao

R.

Propriedade (PD.13). Para todo x,y € Cy:

dpy(x @ y) =0p&r ®IpRY.

O



174 Apéndice B: Demonstracoes referentes ao Capitulo 3

Demonstragao. Primeiramente, é necessario mostrar que, se x € Cs e y € Cs, entao (z @ y) € Cs.
Sejam s1,s9 € Z7T tais que s1 < so. Entao, z(s1,t) > z(so,t) e y(s1,t) > y(s2,t). Dai, Vsy,s9 €

77, se 51 < s, entao:
(x ®y)(s1,t) = inf {x(s1,t),y(s1,t)}
> inf {z(s2,t), y(s2,t)} = (x D y)(s2,1).

Dessa forma, (x @ y) € Cs.
Uma vez que (x @ y) € Cs, de acordo com a propriedade (PD.12), Tabela 3.5, se
s <t,

[0p&(z @ y)] (s,t) = (x @ y)([s — D", 1)
= inf {z([s — D]*,t),y([s — D]*,t)}
=inf {(6p&x)(s,t), (Opyy)(s,t)}
= [(6p&z) & (Op&Y)] (s, ).

Por outro lado, se s > t,
Op&(z & y)](s,t) = [(dpgz) ® (OpyY)] (s,t) = 0.
Portanto: dp&(z @ y) =dp&x & opRy. O
Propriedades (PD.14) e (PD.15). Para todo z,y € Cs:
0px =y = x = dp]y.
Além disso, se x(t,t) < y(t,t), Vi:
IpT =y < x = 0py.

Demonstragao. Primeiramente, se dpr = y, entao, da Tabela 3.6, Vs,t € ZT : (6pz)(s,t) <
y(s,t). Assim, da propriedade (PD.2), Tabela 3.5, se z € Cs, Vt > s+ D : z(s + D, t) < y(s,t),
ou equivalentemente, fazendo v = s+ D, Vt > v : x(v,t) < y(v — D,t). Nesse caso, v > D, ja
que s € ZT, de forma que y(v — D,t) = y([v — D]*,t). Assim, da consideragao de que y € Cs e
da propriedade (PD.12), Tabela 3.5,

Vt>wv: x(v,t) < (0p]y)(v,t).
Por outro lado, Vt < v, z(v,t) = (0p§y)(v,t) = 0, de forma que a seguinte inequagcao é satisfeita:

Vo, t € Z1 : x(v,t) < (0pyy)(v,t).
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ou ainda, da Tabela 3.6, z = dp§y, o que completa a prova da primeira parte.

Para a segunda parte, considere-se que x = dp{y. Da Tabela 3.6, portanto, Vs, t €
Zt : x(s,t) < (6p{y)(s,t). Nesse caso, se y € Cs, da propriedade (PD.12), Tabela 3.5, Vs,t €
Ztses <t:x(st) <y([s— D] t). Sejav=s—D. Ses <t entao t > v+ D, de forma
que Vo, t € Ztset > v+ D : xz(v+ D,t) < y(vt,t) = y(v,t). Mas, da propriedade (PD.2),
Tabela 3.5, se t > v+ D, entao z(v + D,t) = (0pz)(v,t). Dai, se z = dp {y, entdo

Vuo,t € ZTset>v+ D: (6px)(v,t) < ylv,t).

Além disso, das hipéteses y € C; e z(t,t) < y(t,t),Vt, tem-se: Vv, t € ZT sev <t : z(t,t) <
y(t,t) <y(v,t). Mas, quando v <t <wv+ D, (dpx)(v,t) = x(t,t). Dai:

Vo, t € Ztsev<t<v+D:(0pz)(v,t) <y(v,t).

Finalmente, Yv,t € ZTse v > t: (6px)(v,t) = y(v,t) = 0.
Do exposto anteriormente, se x,y € Cs; x(t,t) < y(t,t),Vt; e = Op]y:

Vo, t € ZT : (6px)(v,t) < y(v,t).

Equivalentemente, da Tabela 3.6: dpz = y. O

B.3 Propriedades da Tabela 3.7

Propriedade (PH.1). Sejam a,b € C, com b(0,0) =0. Tem-se: b@a = a.
Demonstracao. Da Tabela 3.3 e da Definicao 18, tem-se, Vs,t € Z*, se s < t:

(b®a)(s,t) = min {b(s,7)+a(r,t)}

s<7<t

Oglm {b(0,7) +a(r,t)}, ses=0,

min {b(s T)+e(r,t)}, ses>0,

s<1<

mm{ (0,0) 4+ a(0,t)], rgigt{b(O,T) +€(T,t)}}, se s =0,

(s, t), se s > 0,
~J a(0,t), ses=0,
e(s,t), ses>0,
=a(s,t).

Por outro lado, quando s > t, entao (b®a)(s,t) = a(s,t) = 0. Dessa forma, se b(0,0) = 0, entao
b®a=a. O
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—

Propriedade (PH.2). Sejam a,b € C. Tem-se: a ® b = (ab).

Demonstragao. De acordo com a Tabela 3.3, Vs,t € Z*, se s < t: (a ® b)(s,t) =
ming<,<¢ {a(s, ) + b(7,t)}. Dessa forma, da Defini¢do 18, Vt:

—

(a®b)(0,t) = (a ®b)(0,1)

= OISnTigt {a(0,7) + b(7,t)}

= jain {a(0,7) +b(, 1)}

= (@®b)(0,1).

Além disso, Vs # 0: a(s,t) = &(s,t), Vt. Dessa forma, Vs,t € Z1, se s # 0: (a ® b)(s,t) =

(e®0b)(s,t) =e(s,t) = (a®@b)(s,t). Dai, (a®@b) =a®b=ab. O
Propriedade (PH.3). Sejam a,b € C. Tem-se, Vs, t € Z*:

[6(0,t) — a(0,8)]", ses<t,

(@ &§b)(s,t) = {

0, caso contrdrio.

Demonstracao. Da Tabela 3.3 e da Definicao 18, tem-se, Vs,t € Z*, se s < t:

(@ §b)(s,t) = max {b(r,t) —a(r,s)}"

0<7r<s<t

= max {[b(O, t) —a(0,s)]", max {b(r,t) —a(r,s)}"

0<7<s<t

_ - + _ +

= max {00.0) - (0.9 max (r.0) — (7.0} |

= [b(ov t) - (1(0, 8)]+ :
Além disso, quando s > t, (a §b)(s,t) = 0, por definigao. O
Propriedade (PH.4). Sejam a,b € C. Tem-se, Vs, t € ZT:

b i) = | Preo (O Z a0, sea =t =0

0, caso contrdrio.

Demonstracao. Para todo s,t € ZT, se s < t:

(b da)(s,t) = sup {b(s,7) —a(t,7)}

s<t<t
supg<i<, 16(0,7) —a(0, )}, set=0,
SUPg<i<r {b(s,7) — 6(75,7')}JC se t #0,
sup, o {b(0,7) —@(0,7)}% set=0,
07 set 75 0.
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Para completar a prova, quando s > t, (b ¢a)(s,t) = 0, por definicao. O
Propriedade (PH.5). Sejam a,b € C, com b(s,t) < +o0, Vs,t < +oo. Tem-se, b §a = €.
Demonstracao. Da Tabela 3.3, Vs, t € Z*1, se s < t:

(b §a)(s,t) = max {a(r,t) —b(r,s)}

0<7<s<t

0<7<s<t

= max {[6(0, t) —b(0,5)], max {a(r,t) —b(r,s)}"

}
— max < [a(0, 1) — b(0, )], max_{e(r,t) — b(r, s)}*
{ }

0<7<s<t

=¢e(s,t).

Além disso, quando s > t, (b §a)(s,t) =0 =¢(s,t). Dai: bya =«. O

—

Propriedade (PH.6). Sejam a,b € C, com b(s,t) < 400, Vs,t < +00. Tem-se: (agb) = (a$b).

Demonstracao. De acordo com a Tabela 3.3, Vs, t € ZT, se s < t:

(@gb)(s,t) = sup {a(s,7)—b(t,7)}"

s<t<rt

sup {a(0,7) —b(t, 7))} ses=0,

— 0<t<r
sup {e(s,7) = b(t,7)}% ses#0,
s<t<rt
sup {a(0,7) —b(t,7)}, ses=0,
= 0<t<r
e(s,t), se s #£ 0,

(a$b)(0,t), ses=0,

e(s,t), se s £ 0,
= (agb)(s.1).
Além disso, quando s > t, (agb)(s,t) = m(s,t) =0. O

Propriedade (PH.7). Seja a € C, com a(0,0) = 0. Tem-se:

. a(0,t), ses=0,
(@)(s,t) =
e(s,t), ses#0.
Demonstragao. Da propriedade (PH.1), Tabela 3.7, @ ® a = a. Dali:
F=e0d0atOA D ...

=eda. (B.4)
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Dessa forma, Vs,t € Z™, tem-se:

(@)(s,t) = (e®a)(s,t)
inf {e(0,%),a(0,t)}, ses=0,
inf {e(s,t),e(s,t)}, ses#0,

Além disso, quando s > t, (a*)(s,t) = e(s,t) = 0, o que completa a prova. O
Propriedade (PH.8). Sejam a,b € C. Tem-se: b@a* =b&®a.
Demonstragao. Da equagao (B.4) e da propriedade (PH.7),
bR =b® (e ®a)
=b® ba.
Agora, da propriedade (PH.1), ba = a. Dai: b@a* =bda. O
Propriedade (PH.9). Seja a € C;. Tem-se: (a§a)* = (a§a).

Demonstracao. Da Tabela 3.3, Vs,t € Z™T, se s < t,

[(@ga) ® (aga)] (s,t) = min {(aga)(s,7) + (aga)(r, 1)} .

s<t<t

Mas, de acordo com a propriedade (PH.3), Tabela 3.7, se s < t, (a%a)(s,t) = [a(0,t) — a(0,s)]T
Além disso, da consideragao de que a € C;, quando s < ¢, entao a(0,s) < a(0,t) de forma que
[a(0,t) — a(0, )]t = a(0,t) — a(0,s). Daf:

[(@%a) @ (a%a)] (s,1) = min {(aga)(s,7) + (aga)(r, 1)}

= min {a(0,7) = a(0,5) +a(0,) — a(0,7)}
= a(0,1) — a(0, s)
= (@Ra)(s, t).
Dessa forma:
(@%a)* =ed (a%a) ® (aja)’ @ ...
= e @ (aga) = (aga),

porque (aga)(t,t) = a(0,t) — a(0,t) =0, Vt € Z*. O
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B.4 Proposicao 6

Proposigao. Sejam x,,24 € C e x € C;. Considerem-se Pr{z,} e Pr{x;}, respectivamente, a
projecao ¢ -superior de x, em Cy, e a proje¢io € -inferior de xy em Ci, conforme Definigao 19.

Se x, X T <X 1y, entdo as sequintes inequagoes também sao satisfeitas:
Pri{z} <o < Pr{z}.
Demonstracdo. De acordo com a Definicao 19, tém-se:

(Pr {a,})(s. 1) = inf {ay(5,7)}

(Pr{zy})(s,t) =

[nax, {z4(s,7)}.

Assim, para todo ponto (s,t) da curva Pr{x,}, existe um ponto (s,7), com 7 > t, tal que
(Pr{z,})(s,t) = z,(s,7) = (Pr{z})(s,7). No ponto (s,7), tem-se: (Pr{zy})(s,7) = z,(s,7) >
x(s, ), porque x, < x. Agora, como z € Cy e T > t, x(s,7) > x(s,t). Portanto, para todo ponto
(s,t), existe um 7 > t, tal que (Pr{z,})(s,t) = x,(s,7) = (Pr{z,})(s,7) = m,(s,7) > x(s,7) >
x(s,t) e entdo, Vs, t € ZT: (Pr{z,})(s,t) > x(s,t). Dessa forma, da Tabela 3.6, Pr {z,} < =.
Por outro lado, para todo ponto (s,t) da curva Pr{zy}, existe um ponto (s,7),
com 7 < t, tal que (Pr{zy})(s,t) = x4(s,7) = (Pr{zy})(s,7). No ponto (s,7), tem-se:
(Pr{z4})(s,7) = xy(s,7) < x(s, ), porque = < x4. Agora, como x € C; e 7 < t, (s, 7) < x(s,t).
Portanto, para todo ponto (s,t), existe um 7 < t, tal que (Pr{zy})(s,t) = zy4(s,7) =
(Pr{zy})(s,7) = z4(s,7) < xz(s,7) < z(s,t) e entdo, Vs,t € Z1 : (Pr{zy})(s,t) < x(s,t).

Dai, < Pr{x4}, o que completa a prova. O

B.5 Propriedades da Tabela 3.8
Propriedade (PP.1). Seja x € C;. Tem-se:
Pr{z} =Pr{z} ==

Demonstragao. Seja x € Cy. Nesse caso, se 7 < t, x(s,7) < z(s,t) e entdo maxo<,<¢ {x(s,7)} =
x(s,t). Por outro lado, para 7 > t, z(s,7) > xz(s,t), de forma que inf;>; {x(s,7)} = x(s,1).
Assim, da Definicdo 19, Vs,t € Z* : (Pr{z})(s,t) = (Pr{z})(s,t) = x(s,t) e entdo Pr{z} =
Pr{z} ==. O

Propriedade (PP.2). Sejam a,b € C;. Se b(t,t) < b(t+ 1,t+ 1), Vt, entao,

Pr{a®b}=Pr{a®@b}l=a®b.
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Demonstracao. De acordo com a Tabela 3.3, Vs, t € ZT, se s <t + 1:

(a®b)(s,t+1) = Sgrglgi;aﬂ {a(s,7) +b(1,t + 1)}

= min { I<nigt{a(s,7') +b(r,t+1)},a(s,t +1)+b(t+1,t+ 1)} .
Se a,b € Cy, entdo, a(s,t +1) > a(s,t), Vs,t e b(r,t + 1) > b(7,t), V7,t. Desta forma,
(a®b)(s,t+1) = min{ Igligt{a(sm) +b(r,t+1)},a(s,t+1)+b(t+1,t+ 1)}

> min {Snguét {a(s,7) + b(1,t)},a(s,t) + bt + 1,t + 1)}

=min{(a ®b)(s,t),a(s,t) +b(t+1,t+1)}.

Assim, da consideragao de que b(t + 1,¢ + 1) > b(t,t), Vt, por um lado, Vs,t € ZT,
se s <t—+1:

(a®0b)(s,t+1) > min{(a®@b)(s,t),a(s,t) + bt +1,t +1)}
> min{(a®b)(s,t),a(s,t) +b(t,t)}
= (a®0b)(s,t).

Por outro lado, se s > t+1, entdo s > t+1 > t, de forma que (a®b)(s,t+1) = (a®b)(s,t) = 0.
Portanto, Vs,t € Z* : (a ® b)(s,t +1) > (a ® b)(s,t). Nesse caso, (a ® b) € C; e, portanto, da

propriedade (PP.1), Tabela 3.8, Pr{a ® b} = Pr{a®@ b} =a®b. O

B.6 Propriedades da Tabela 3.10

Considerem-se as definigdes dos mapeamentos F : C — C e G : C — C (Definigoes 20
e 21 do Capitulo 3). Dados a,b € C, tem-se, Vs,t € Z*:

(F{a,b})(s,t) = a(s,t) + b(s, 1),
(G{a,b})(s,t) = max {0, a(s,t) — b(s,t)}.
Propriedade (PM.1). Dados a,b,c,d € C. Sea=c eb=d, entao
F{a,b} = F{c,d}.
Demonstracao. Das consideracoes de que a 3= ce b =d, Vs, t € Z*:

a(s,t) < c(s,t),

b(s,t) < d(s,t).
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Somando as inequacoes acima, tem-se, Vs,t € Z™:
a(s,t) +b(s,t) < c(s,t) +d(s,t).

Equivalentemente:
Vs,t € Z* 1 (F{a,0})(s,t) < (F{c,d})(s,1).

Da Tabela 3.6, portanto, F {a,b} = F{c,d}. O
Propriedades (PM.2). Sejam a,b,c € C. Tem-se:
ax>F{bc}=b=xG{a,ct<c<G{a,b}.
Demonstragao. Por um lado, se a = F {b, c}, entao, Vs,t € Z:
a(s,t) < (F{b,c})(s,t) =b(s,t) + c(s,t).

Dessa forma, Vs, t:

b(s,t) > a(s,t) — c(s,t).
Além disso, como b € C, entao b(s,t) > 0, Vs, t. Dai, Vs, t:
bs,) = max {0, as, 1) — c(s,1)} = (G {a, c})(s, 1)

Dai: b < G{a,c}.
Por outro lado, se b < G {a,c}, entao, Vs, t € Z*,

b(s,t) > (G{a,c})(s,t) = max {0,a(s,t) — c(s,t)} .

Dessa forma, Vs, t: b(s,t) > 0, e b(s,t) > a(s,t) — ¢(s,t). Esta ultima inequacdo implica que,
Vs, t: a(s,t) < b(s,t) +c(s,t) = (F{b,c})(s,t). Dai: a = F{b,c}.

Finalmente, da comutatividade do mapeamento F: a = F{b,c} < a = F{c, b} &
¢ < G{a,b}. O

Propriedade (PM.3). Sejam a,b,c € C. Tem-se:
axF{bc} < bx=G{a,ct<c=G{a,b}.
Demonstragao. Por um lado, se a < F {b, c}, entao, Vs,t € Z:
a(s,t) > (F{b,c})(s,t) =b(s,t) + c(s,t). (B.5)

Dessa forma, Vs, t:

b(s,t) < a(s,t) —c(s,t) = (G{a,c})(s,t).
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Dessa forma, b = G {a, c}.
Por outro lado, se b %= G {a,c}, entao, Vs,t € Z™:

b(s,t) < (G{a,c})(s,t) =a(s,t) —c(s,t).

Dessa forma, Vs, t: a(s,t) > b(s,t) +c(s,t) = (F{b,c})(s,t). Dai: a < F{b,c}.
Finalmente, da comutatividade do mapeamento F: a < F{b,¢} & a < F{c, b} &
¢ = G{a,b}. O

Propriedade (PM.4). Sejam a,b,c € C. Se a = b, entao
G{c,a} < G{e,b}.

Demonstragao. Se a = b, entao, da Tabela 3.6, Vs,t € ZT : a(s,t) < b(s,t). Nesse caso, a

seguinte inequacao deve ser satisfeita, Ve € C:
Vs,t € ZT 1 c(s,t) — a(s,t) > c(s,t) — b(s,t).
Dessa forma,
Vs,t € ZT : max {0, c(s,t) — a(s,t)} > max {0, c(s,t) — b(s,t)},

ou equivalentemente, Vs,t € ZT: (G{c,a})(s,t) > (G{c,b})(s,t). Da Tabela 3.6, portanto:
G{c,a} < G{c,b}. O

Propriedade (PM.5). Sejam a,b,c,d € C. Tem-se:

(F{a,b})§ (F{c,d}) = F{(age), (b&d)} .

Demonstracao. Para todo s,t € ZT, tem-se:

[(F{a,b})&(F {c,d})] (s,t) = nax {(F{c,d})(7,t) — (F{a,b})(7,s)}
= Tnél?%(t {c(1,t) + d(7,t) — a(1,s) = b(7, )}

= max {[c(7,t) — a(r, s)] + [d(1,t) — b(T, 9)|}

T<s<t

< g?%{t {c(1,t) —a(r,s)} + Tlgli}%it {d(r,t) = b(r,s)}

= (age)(s, 1) + (b&d)(s, 1)

= [F{(age), (b&d)}] (s,1).
Dai, Vs,t € ZT: [(F{a,b})§(F{c,d})] (s,t) < [F{(agc),(b&d)}] (s,t). Portanto, da Tabela 3.6,
(F{a,b}) & (F{c,d}) = F{(ake), (b&d)}. O
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Propriedade (PM.6). Sejam x, € Ct, k=1,..., M. Tem-se:
F{.’L’lép,. .. ,fosp} = F{.’L’l, v ,a:M} & (5D.
Demonstragao. Da propriedade (PD.1), Tabela 3.5, tem-se, Vs, t € Z™:

(F{z1,...,xpm})(s,t = D), set>s+ D,
(F{z1,...,2m} ®6p)(5,t) = (F{z1,...,20})s,5), ses<t<s+D,
0, se s>t

SOV ap(s,t — D), set>s+D,

=1 Sl an(s,s), ses<t<s+D,
224:1 07 se s>t
M
= (akdp)(s.1)
k=1

= (F{x10p,...,xpm0p})(s,1),
o que completa a prova. O
Propriedade (PM.7). Sejam x, € C e Xy : ZT — RY, comk=1,...,M. Tem-se:
F{ziAx,, o omAxy } =F{on, o zm} Axooxa)-

Demonstragao. Da propriedade (PL.1), Tabela 3.4, (zpAx,)(s,t) = zx(s,t) + Xp(t), k =
1,..., M. Dessa forma, da Definicao 20, tem-se, Vs,t € Z*:

M
(F {331)\)(1, cee ’xM)‘wa})(Sv t) = Z(xk/\Xk)(Sv t)

k=

1
= F{z1,...,2m} >\(X1,...,XM))(8715)-
Dai: F {a:l)\xl, e ,(L‘M)\XM} =F {.’L’l, e ,a:M} )\(Xl,--~7X1v1)' O
Propriedade (PM.R). Sejam zy, B, €C, k=1,..., M. Tem-se:

Fl{z161,...,omPu} = F{z1,...,am} @ F{B1,...,Bm}-
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Demonstracdao. Primeiramente, Vs, t € Z1, se s < t:

M
(F (@181, anBi))(s,0) = 3 (@nfh) (s, )

e
Il
—

M= I T

sngirét {zk(s,7) + Br(1,t)}

[k (s, 7) + Bk(T,t)], VT :s <7<t

M
= xk(S,T)—l-Zﬂk(T,t), Vr:s<rt<t
k=1 k=1
= (F{z1,...,2pm})(s,7)+ (F{b1,...,Bum})(1,t), VT :s <1 <t

Mas, se a inequagao acima ¢ valida V7, tal que s < 7 < ¢, entao a seguinte inequacao também é

vélida, Vs, t € Z*, se s < t:
(Fz1fr,- o zmBud)(st) < min {(Fay,. . om})(s,7) + (F{Br,-... A (7, 1)}
= (F{z1,...,2pm} @ F{B1,...,Bm}) (s,1).
Por outro lado, quando s > ¢,
(F{x161,.. ., zmBum})(s,t) =0 = (F{z1,...,2pm} QF{b1,...,8um}) (s,1).

Dessa forma, Vs, t € Z© : (F{z181,...,2mBm})(s,t) < (F{z1,..., 20} QF{B1,...,0m}) (5,1)
e portanto, da Tabela 3.6, F{z101,...,2m0Bum} = F{z1,...,apm} QF{B1,...,Bm}. O



Apéndice C

Demonstracoes referentes ao

Capitulo 4

Neste capitulo, sao apresentadas as demonstracoes de propriedades apresentadas no
Capitulo 4. Primeiramente, considere-se a Definicao 20. Dados x, € C, k = 1,..., M, tem-se,
Vs,t € Z7:
(F{z1,...,xzpm})(s,t) = 21(s,t) + ... + 2k (s, 1).

Proposicao 9. Considere-se um sistema cujo fluzo de saida € formado pelo agrupamento de M

funcdes de entrada, conforme ilustra a Figura 4.2. Sejam ap € C, k = 1,..., M as entradas
do sistema, cada uma sujeita a uma curva de regulagao o € C, k = 1,..., M. Seja, ainda,
x =F{x1,...,zm} a saida total do sistema (Definicio 20). Uma possivel curva de requlagdo

para esse sistema, o € C, pode ser definida da seguinte maneira:
* *

Demonstracao. As curvas x, k =1,..., M estao sujeitas a uma curva de regulagdao oj. Assim,

da equagao (4.6), Vs, t € Z1, se s < t:
$k(07 t) < l’k(o, 3) + Uk(sv t)a

ou ainda, da Proposicao 8,

:L'k(ovt) < l‘k(o, 3) + O-Z(Svt)a

A inequagado acima é vélida para kK = 1,...,M. Somando essas M inequacses,

tem-se, Vs,t € Z*, se s < t:
Floy,..,om} (0,8) <Flay,...,om}(0,8) + (F o7, ....on})(s,1),

185
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ou equivalentemente,
2(0,1) < 2(0,5) + F{o1,...,on} (s,1).

Comparando a inequagdo acima com a inequacao (4.7), percebe-se que o =

F{o},...,0%,} é uma possivel curva de regulagao total do sistema. ]

Proposigao 11. Sejam x e y, respectivamente, os fluzos entrada e saida de um dado sistema
causal. Se a funcao y(s,t) € aditiva, entao sempre existe um s, com 0 < s < t, tal que y(s,t) >

B(s,t).

Demonstragao. Da equagao (4.9), para todo t > 0, y(0,t) > Olgligt {z(0,7) 4+ B(7,t)}. Agora,
<7<
se o sistema é causal, entao y(0,7) < x(0,7), V7, de forma que a seguinte inequacao deve ser

satisfeita:
> mi + vVt > 0.
y(0,t) > ogflgt{y(o’ﬂ B(r,t)} ¥t >0

Dessa maneira, existe pelo menos um s com 0 < s < ¢, tal que y(0,t) > y(0,s) + B(s,t) ou,
equivalentemente, existe pelo menos um s com 0 < s < ¢, tal que y(s,t) > ((s,t). E garantido,
entdo, que uma quantidade de dados de pelo menos [3(s,t) deixa o sistema durante o intervalo
(s,t]. O

Proposigao 12. Se um sistema apresenta uma curva de servigo 3, entdo qualquer funcdo maior

ou igual a B, em €, também € uma possivel curva de servigo para o sistema.

Demonstracao. Seja  uma curva de servigo para um dado sistema. A funcao 3 deve atender a
seguinte inequacao: 73 = y. Assim, se 3 = 3, entao 73 = 73 3= y. Desta forma, 3/ também é

uma possivel curva de servico para o sistema. O



Apéndice D

Demonstracoes referentes ao

Capitulo 6

Este apéndice contém demonstracoes de proposicoes e teoremas apresentados no
Capitulo 6. As demonstragoes a seguir estao dispostas em uma ordem diferente da utilizada no
Capitulo 6, para facilitar a compreensao.

Dada uma funcao a : ZT — Z*, seja d, € C definida da seguinte maneira:

0, set—a(t) < s,
Sulis.t) = "
+oo, set—a(t) > s,

conforme apresentado na Definigao 24.
Propriedade (PDA.1). Seja z € C;. Tem-se, Vs, t € Z":

x(s,t —a(t)), ses<t—a(t),
() (s,t) = ¢ (s, 8), set—a(t) <s<t,

0, ses>t.

Demonstragao. Considerem-se s,t € Z*. Se s <t — a(t) < t, entao,

(204)(s,t) = min {z(s,7) + da(7, 1)}

s<1<t

:min{ min  {a(s,7)+0}, min {x(s,T)—i-OO}}

s<t—a(t)<r<t s<r<t—a(t)<t
=L {z(s,7)}
= x(s,t —a(t)).

Nos passos acima, a ultima equacao é valida, porque z € C;.
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Por outro lado, quando ¢ — a(t) < s < t, tem-se:

(20a)(s,t) =  min  {x(s,7) 4 da(7, 1)}

t—a(t)<s<t<t

— i 0
t—a(ggilygt {w(s,7) + 0}

= x(s,s)
Por fim, da defini¢do de produto em %, tem-se: (xd,)(s,t) =0, quando s > ¢t. O
(PDA.2). Seja x € Cy. Se x(s,s) =0, Vs, entdo (x @ d,)(s,t) = x(s, [t — a(t)]T).
Demonstragao. Da propriedade (PDA.1), tem-se:

x(s,t —a(t)), ses<t—alt),
(0q)(s,t) = § (s, 5), set—al(t) <s<t,

0, se s > t.

Dessa forma, se z(s,s) = 0, Vs, entao a seguinte equacao é satisfeita:

x(s,t —a(t)), ses<t—alt),
0, se s >t—alt).

(x0q)(s,1) =

Agora, se t—a(t) > s, entao x(s, [t—a(t)]T) = x(s,t—a(t)), porque s > 0. Nesse caso,
tem-se: (xd,)(s,t) = x(s, [t —a(t)]T). Por outro lado, se t —a(t) < s dois casos podem acontecer:
t—a(t) <0<soul<t—a(t) < s. Pela definicao de C, se t—a(t) < 0 < s, entdo z(s, t—a(t)]") =
x(5,0) = 0 = (26,)(s,t); se s > t—a(t) > 0, entao z(s, [t—a(t)]") = z(s,t—a(t)) = 0 = (x,)(s, ).

Do exposto anteriormente, tem-se: (zd,)(s,t) = (s, [t — a(t)]1). O
(PDA.3). Seja x € Cs. Tem-se:

(Bak)(s,t) = 2([s —a(s)]" 1), ses<t,

0, ses>t.

Demonstracao. Considerem-se s,t € Z7. Se s < t, tem-se:

(0a8x)(s,t) = max {x(1,t) — 04(7,5)}

0<7<s<t

max {[S_a(smax {z(r,t) =0}, max  {x(r,t) — oo}}

T <r<s<t T<s—a(s)<s<t

= max {z(r,t)}
[s—a(s)]t <r<s<t

= a([s —a(s)]" . t).
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Nos passos acima, a ultima equacao é valida, porque x € Cs.
Por fim, da definicdo da residuagao do produto em %, tem-se: (d,8x)(s,t) = 0,
quando s > t.

Propriedade (PDA.4). Sejam YV, € Cy, k=1,..., M. Tem-se:
F{z104,..., 2000} = F{x1,..., 201} d0.
Demonstragao. Da propriedade (PDA.1), tem-se, k = 1,..., M:

xp(s,t —a(t)), ses<t—alt),
(zr0a)(5,t) = wx(s, s), set—al(t) <s<t,
0, se s >t.

Dessa forma, da defini¢ao do operador F, se s <t — a(t), tem-se:

(F {2100, ..., 20100} (5,8) = (2100)(5,8) + ... + (22164) (5, 1)
=x1(s,t —a(t)) +... +xp(s,t —a(t))
= (F{z1,...,20})(s,t — a(t))
= (F{z1,...,20} 8,) (5, 1).

Por outro lado, se t — a(t) < s < t, tem-se:

(F{z160,- .., xnm0a}) (8,1) = (2162)(s,t) + ... + (T0s04) (s, t)
=x1(s,8)+ ...+ xp(s,s)
= (F{x1,...,zpm})(s,5)
= (F{x1,..., 20} 0q)(8,1).

Por fim, se s > t, como F{x104,..., 2004} € C e F{z1,...,20} 04 € C, tem-se:
(F{z16a,...,200a})(s,t) = (F{z1,... 20} 6a)(s,) = 0. -

Proposigao 23. Considere-se um sistema com M fluzos de entrada e disciplina de servicos
FIFO bit a bit. Sejam x,y € C;, respectivamente, os fluros de entrada e saida totais do sistema;
Te, Yk, Kk = 1,2,..., M, respectivamente, os fluxos de entrada e saida do fluzo k; e i o fluro de

interesse. Da Definicdo 20, tém-se: x = F {xi,w(i)} ey=F {yi,y(i)}. Se §J < Tdq, entao
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€ se = Tdy, entdo

~

Yi

N
&)

i5a7

~

Yi) 7

&)

(i)%a-
Demonstra¢ao. Considere-se que § < T, € U; % Z;0,. Nesse caso, It € ZT, tal que
y(0,8) = (0, —a(t)),
yi(0,t) < z;(0,t — a(t)).
Para esse sistema, © = F {xi, az(i)} ey="F {yi, y(i)}. Assim,
2(0,t) = 24(0,t) + z(;5(0,1),
y(0,t) = vi(0,1) + y() (0, 7).
Dal, se y(0,t) > x(0,t — a(t)), entao
Yi(0,t) + y)(0,8) = 2i(0, ¢ — a(t)) + ;) (0,t — a(t)),
ou equivalentemente, da consideragao de que y;(0,t) < ;(0,t — a(t)),
Y(i)(0,8) = [25(0,t — a(t)) — yi(0,)] + z(;)(0, ¢ — a(?))
> (0, — a(t)).
Dessa forma, as seguintes inequagoes teriam que ser concomitantemente satisfeitas:
¥i(0,t) < z;(0,t — a(t)),
Yi)(0,) > z33)(0,t — a(t)).

Isso nao é possivel em um sistema FIFO bit a bit, porque significa que todos os
dados que chegaram do agregado de trafegos excetuando-se o fluxo i até o instante ¢ — a(t) mais
pelo menos um bit ja deixaram o sistema até o instante ¢, mas nem todos os bits do fluxo ¢
que chegaram até o instante ¢t — a(t) deixaram o sistema. Em outras palavras, pelo menos um
bit do fluxo agregado “passou na frente” de algum bit do fluxo i, o que contradiz a hipdtese da
disciplina FIFO bit a bit. A hipdtese analoga, ou seja, ¥ < Zdq € Yi) % T(i)0a, leva ao mesmo
tipo de contradigao.

Considere-se, agora, que ¥ = Td,, € U; # T;04. Nesse caso, It € Z*, tal que

y(ovt) < x(()?t - a(t))a
yi(0,t) > z;(0,t — a(t)).
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Dessa forma, se y(0,t) < z(0,t — a(t)), entéo
Yi(0,t) + y3;)(0,t) < 2:(0,t — a(t)) + z(; (0,1 — a(t)).
Dai, de forma semelhante ao caso anterior,

Y (0,) < [24(0, — a(t)) — yi(0,8)] + 23;)(0,t — a(t))
< x(i)(o, t —a(t)).

Assim, tem-se:

yi(0,t) > 2;(0,t — a(t)),

y(i)(o, t) < Z(4) (0,t —a(t)).

Conforme discussao anterior, essas duas inequagoes nao podem  ser
concomitantemente satisfeitas em um sistema FIFO bit a bit. A hipdtese de que § = Zd, e

~

Y o T(;)04 leva ao mesmo tipo de contradigao. O

Na demonstragao a seguir, ainda no contexto de um sistema com M fluxos de entrada,

considerem-se as seguintes definigoes:

A(t) =inf{d > 0:y(0,t) > z(0,¢ — d)}, (D.1)
A (t) = sup{d > 0:y(0,t) < 2(0,t — d)}, (D.2)
Ap(t) = inf {d > 0: yp(0,8) > 2x(0,t —d)}, k=1,2,..., M, (D.3)
Ap(t) =sup{d > 0:yp(0,t) < 24(0,t —d)}, k=1,2,... M. (D.4)

Proposigao 24. Considere-se que M fluzos de trifego entram em um elemento de rede com
disciplina de filas FIFO bit a bit. Sejam x,y € C; 0s fluxos de entrada e saida totais do sistema;
e Tk, Y € Ct, respectivamente, os fluxos de entrada e saida do trdfego k, k = 1,2,..., M. As

sequintes igualdades sao satisfeitas:
At)=A7(t) =A(t) = AL (1) ,k=1,2,..., M.

Conseqiientemente, tém-se:

U= Tk0n, k=1,..., M.



192 Apéndice D: Demonstracoes referentes ao Capitulo 6

Demonstragao. Primeiramente, da equagao (D.2) e da propriedade (PDA.1), Tabela 6.1, tem-se:
Y = Toa-. Dai, como o sistema é FIFO bit a bit, de acordo com a Proposi¢ao 23, tem-se:
Uk = TpOa—. Dessa forma, Vt € ZT:

ye(0,t) < ag(0,6 —A™(2)), k=1,2,.... M.

Da equagao (D.4), portanto, tém-se: A, (t) > A™(t), k = 1,2,..., M. Conseqiientemente, da
equagao (D.2),
y(0,t) > x(0,t — A (), k=1,2,..., M,

o que implica, da equacao (D.1), que A, (t) > A(t), k =1,2,..., M. Dessa forma, tém-se:
Ap(t) > AL (H) > A®), k=1,2,..., M. (D.5)

Por outro lado, da equacao (D.1), Vt € Z*: y(0,t) > z(0,t — A(¢)), ou
equivalentemente, ¥ < Toa. Dai, da Proposicao 23, Ui < Zxoa, k=1,..., M. Assim, Vt € Z*:

ye(0,t) > xx(0,t — A(t)), k=1,2,..., M.

Portanto, da equagao (D.3), tem-se: A(t) > Ag(t) > A, (t), k= 1,2,..., M, o que implica, da
inequagao (D.5), que A(t) = Ap(t) = A (t) = A~ (), k=1,2,..., M.

Por fim, das Definigdes (D.1)-(D.4) e da propriedade (PDA.1), Tabela 6.1, se
A(t) = Ap(t) = A (), B = 1,2,...,M, entdo yp = Z1da, k = 1,...,M. Dai, tem-se:
@\:F{’y\l,...,’y\M}:F{g’il&A,...,ﬁ:\M&A}:x5A, de forma que A(t) = A7 (t) e y = Tda O

Na demonstracao a seguir, considere-se o sistema ilustrado na Figura D.1.

Figura D.1: Rede com curva de servigo # conectada a um regulador o.

Teorema 21. Para o sistema da Figura D.1 (por conveniéncia uma repeticao da Figura 6.7),
sejam as fungoes u,x,y € Cy e 0,4 € C. Considere-se que § = T = u (o sistema € causal); e
u =€ (o sistema estd vazio em s =t = 0). Um limitante a(t) para o p-atraso A(t) da rede (3

representada na Figura D.1 corresponde a solucdo do sequinte problema de otimizacdo:

0q = inf 64,
s..a 00 = 0.

Demonstracdo. Primeiramente, se o sistema descrito anteriormente satisfaz uma funcao de

p-atraso A(t), entao, de (D.1), tem-se: y < Zda, isto é, Tdn = TIa @ y. Portanto, o p-atraso
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A(t) pode ser representado por uma rede da. Desta maneira, seguindo o método apresentado
na Secdo 5.1, de forma semelhante ao procedimento para determinar o atraso virtual maximo D,
uma maneira de determinar um limitante para o p-atraso da rede  ilustrada na Figura D.1 é
acrescentar um bloco bésico com curva de servigo d, de = para y (paralelo a rede [3) e determinar
os valores de «a(t) para os quais as restrigdes impostas pelo novo bloco sdo redundantes. A
Figura D.2 ilustra esse procedimento. Em seguida, determina-se o valor 6timo de §, (nesse caso,
o valor minimo em %) para que nao se alterem os possiveis valores de x e y que satisfazem as

equacoes originais do problema.

Figura D.2: Sistema com curva de servico d, conectado em paralelo a rede 3 da Figura 6.7
(Figura D.1), para determinagao de um limitante para o p-atraso.

O sistema da Figura D.2 satisfaz as seguintes equagoes em %

F=707, (D.6)
r=7® 7o, (D.7)
y=yer, (D.8)
=76 DY, (D.9)
B0 = 00 . (D.10)

As equagoes (D.6)-(D.10) sao as mesmas utilizadas na demonstragao do Teorema 13
(trocando-se dp por d,). Assim, as mesmas manipulagoes feitas na prova do Teorema 13
podem ser usadas nesta demonstracao, chegando-se ao seguinte resultado: As equacoes do bloco

adicionado na Figura D.2 sdo redundantes, se a seguinte inequagao for satisfeita:
0%0q = B.

Dai, o valor limite para o p-atraso da rede (§ da Figura D.1, a(t), corresponde & solucao do

seguinte problema de otimizagao: &, = inf {d, : 0%, = 5}. O

Teorema 20. Considere-se um multiplexador com M fluxos de entrada e disciplina de filas
FIFO bit a bit, que atende uma curva de servico B € C. Sejam xk, Yy, or € Ct, respectivamente,
o fluxo de entrada, o fluxo de saida e uma curva de requlacdo para o trifego k, k =1,..., M.

Sejam, ainda, x = 1 + ... + xpy = F{z1,...,2m} o fluxo de entrada total do sistema;
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y=vyi1+...+ymw =F{y1,...,ym} o fluzo total de saida; e O’Eki) a curva de regulacdo do agregado
de trdfegos excetuando-se o fluzo i, definida pela equagao (6.20). As curvas de servi¢o para o
trdafego de interesse, i, e para o agregado de fluxos restante excetuando-se o fluxo i podem ser

definidas, respectivamente, da sequinte maneira:
se s>t —0,(t),
B (s,t) =
(s:1) <G{ }) (s,t), ses<t—0;t),
iy 0, se s >t — O4(t),
ﬁzel s,t) = ~
, se s <t— 0;(t),
(5,1 - .
sendo ©; : Zt — ZT ¢ ©, : Zt — Z1 funcdes pré-definidas quaisquer.

Demonstracao. A seguir, demonstra-se que a curva ﬁi@ ¢ ¢ uma curva de servigo para o trafego
de interesse. A demonstracao de que Blé ¢ ¢ uma curva de servigo para o agregado dos fluxos
restante é andloga.

O sistema como um todo atende uma curva de servico S € C. Portanto, Vt € Z™,

tem-se:
y(0,t) = 4i(0,t) + y;)(0,¢) = (z8)(0,1), (D.11)
Seja & um ponto para o qual (z3)(0,t) = z(0,&) + 3(&,t). Da Proposigao 24, tem-se:
y(0,t) = x(0,¢ — A(t)). Dessa forma, da inequacao (D.11),
y(0,t) = x(0,t — A(t)) = z(0,€) + B(&, 1) = z(0,). (D.12)
De (D.12), considerando que = € C;, pode-se concluir que a inequagao (D.11) s6 faz sentido para
valores de £ tais que £ <t — A(t).
Da Proposicao 24, e da inequagao (D.11), tem-se:
2(0,€) + B(& 1) — x(;)(0,t — A())
2i(0,8) + B(&:t) — [z (0.t — A(t) — (0, €)] - (D.13)

Da inequagdo (D.13), como o(; é uma curva de regulagio para o agregado de fluxos

excetuando-se i e £ <t — A(t), tem-se:

3i(0,1) = 2,(0,€) + B(E, 1) — oy (&, — A(D)): (D.14)

Considere-se definida a fungao ©,(t), Vt. A andlise a seguir estd dividida em dois

Ccasos:

©i(t) < A(?),
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1. Se ©;(t) < A(t), entdo t — O;(t) > t — A(t) > £ Da consideracao de que o} € Cy,
k=1,..., M, tem-se: o(;) € C;. Dai, da inequagao (D.14):
> 2;(0,8) + B(&,t) — 0(y(&,t — Ou(t)). (D.15)
Além disso, como t — A(t) > £ e z; € Cy, tem-se: y;(0,t) = z;(0,t — A(t)) > x;(0,£). Dali,
da inequacao (D.15), as seguintes inequagdes s@o satisfeitas:
5i(0,8) — (0, ) = B, 1) — 07y (6, — B4(1)).

Dessa forma, tem-se:

i(0,8) = 2:(0,€) + max {0, (&, £) — oy (€ — ©:(1)) }

= 2:(0,6) + (G {8,000, }) (€,)

= 2i(0,€) + B (&, 1)

> (@07 (0,t).

2. Se ©;(t) > A(t), entdio, t — O;(t) < t — A(t). Dessa forma, 3 (t — A(t),t) = 0. Dai, da
Proposicao 24,
i(0,0) = (0, = A(1))

= (0t — A1) + B (t — A(t), 1)
> (2:677)(0,t).

Do exposto anteriormente, y;(0,t) > (a:,ﬂi@ )(0,t), Vt € Z*, independente da definigao da fungao

Q; : ZT — ZT, o que completa a prova. O

Teorema 18. Considere-se que dois fluxos de trdfego entram em um elemento de rede com
disciplina de filas FIFO bit a bit. Sejam xp,yr € Ci, respectivamente, o fluro de entrada e o
fluxo de saida do trdfego k, k = 1,2. Além disso, x = x1 + x2 € o fluxo total de entrada do
sistema, e y = y1 + y2 € o fluro total de saida. Se o fluro 2 satisfaz wma curva de regqulacdo

o9 € Cy, entdo o fluro x1 satisfaz a seguinte curva de servigo:

6 0, ses>t—0,
Bl (S,t) =
(G{B,0500}) (s,t), ses<t—0O,

sendo © : ZT — ZT uma funcdo pré-definida qualquer.
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Demonstragao. Este teorema é uma aplicacao direta do Teorema 20, quando: M =2, ©(t) = O,
eVteZt. O

A seguir, considere-se A : (Z7)? — Z7T a seguinte funcio:
A(s,t) =inf{d > 0:0%(s,t —d) < ((s,1)}. (D.16)

Proposigao 25. Sejam o € C; e 8 € C, respectivamente, uma curva de requlagdo e uma curva
de servico para um dado sistema com disciplina de filas FIFO bit a bit, e seja a : ZT — ZT a
sequinte funcao:

a(t) = Jnax, {A(s,t)}.

A fungdo a(t) definida desta maneira corresponde a solu¢ao do sequinte problema de otimizagao:

0q = inf 64,

(D.17)
s.a 00 = 0.

Demonstragao. Primeiramente, note-se que, Vs,t € Z: a(t) = maxo<s<t {A(s,t)} > A(s,1).

Dessa forma, da definiciao de A e como o* € C;, tem-se, Vs,t € Z™T:
ﬁ('S»t) > J*(Svt - A(S,t))
> 0" (s,t —a(t)).
Equivalentemente, da propriedade (PDA.1), Tabela 6.1, tem-se: 3 < 0%, de forma que 4§, é
uma solugao possivel para o problema (D.17). Agora, para mostrar que d, é também a solucao
6tima de (D.17), considere-se uma fungao factivel e arbitréria b(t) < a(t) tal que o*§, = [.
Se %0y = 3, entao, Vs,t € Z*, tem-se: o*(s,t — b(t)) < [(s,t). Contudo, da definicaio de A
(equagao D.16), se, Vs,t € Z1: o*(s,t —b(t)) < B(s,t), entao, Vs,t € Z*: b(t) > A(s,t). Em
particular, essa inequacgao deve ser satisfeita para A(c,t) = maxo<s<t {A(s,t)} = a(t). Assim,

qualquer funcao b(t) tal que o*d = 3 é tal que b(t) > a(t). Portanto, a(t) corresponde & solucao
6tima de (D.17). O

De acordo com o Teorema 20, as curvas de servico para o fluxo i e para o agregado

de trafegos excetuando-se i podem ser definidas, respectivamente, da seguinte maneira:
/Bi = 1{17
/Bi = 1{17

sendo a(t) definida pela Proposi¢ao 25.

Teorema 27. As curvas de servico 3; e B; definidas acima garantem.:
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1. Equivaléncia total entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em relagdo aos trdfegos
totais de entrada e saida;
2. Equivaléncia por fluzo desses sistemas em relagao ao limitante de p-atraso, a(t);

3. Equivaléncia por fluzo desses sistemas em relacdo ao limitante de atraso virtual, D.
Demonstracdo. As demonstragoes estdo apresentadas por item.

1. Equivaléncia total. De acordo com a inequagao (6.16), uma condigao suficiente para a
equivaléncia total entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em relagao aos trafegos

totais de entrada e saida é que 3; e ﬁ, satisfagam a seguinte inequacao:

8<F {018,008}
Das definigoes de 3{ e ﬁf, as seguintes inequacoes sao satisfeitas: 3 = d, e ﬁf >= 0,. Dali, da
isotonicidade do produto, tém-se: o} 3 = 070, e O'a.) BZ“ = Ja)&l. Da propriedade (PM.1),

Tabela 3.10, portanto: F {afﬂl‘-’, UE*Z.)BZ@} =F {aféa, a?i)da} = 0*J,. Mas da Proposigao 25,
tem-se: 0*d, = (. Dessa forma, tem-se:
F {a; g,a@)ﬁg} = 0*0, = 0.
Assim, a equivaléncia total é garantida, em relacao aos fluxos totais de entrada e saida.
2. Equivaléncia por fluxo em relagdo a A(t). De acordo com as inequagoes (6.33) e (6.34), a

equivaléncia entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) acontece para quaisquer curvas

0 e BZ que satisfacam as seguintes inequacoes:
0100 = B = G{B.010u ), (D.18)
oly0a = Oi = G{8,070.} - (D.19)

(i

Essas inequagoes sao satisfeitas para [ e BZ“ Primeiramente, note-se que, se s >t — a(t),
tém-se: (0704)(s,t) =0=F%(s,t) e (J?Z.)da)(s,t) =0 = (%(s,t). Além disso, tém-se, Vs,t €
7Zt: G {ﬁ,aa)éa} (s,t) > 0e G{B,0/64}(s,t) > 0. Dessa forma, quando s > t — a(t):
G {ﬁa 0-6)50«} (Svt) >0= ﬁg(svt) e G {ﬁa 0-;(5&} (Svt) >0= qu(svt)'
Por outro lado, quando s < t — a(t), entao 3¢(s,t) = G {ﬁ, UZ‘i)éa} (s,t) > (076a)(s,1),
Be(s,t) = G{B,050,} (s,t) > (azki)da)(s,t). Desta forma, as curvas 3¢ e 3% estao na regido
que garante a equivaléncia em relacao a A(t).

3. Equivaléncia por fluxo em relacdo a D. De acordo com as inequacdes (6.27) e (6.28), a
equivaléncia entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) acontece para quaisquer curvas

0 e BZ que satisfacam as seguintes inequacoes:
010p = B = G{B,00)0p }
00D 7 Bi = G{B,07dp}.
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Essas inequagoes sao satisfeitas para [ e BZ“, como mostrado a seguir. Primeiramente,
note-se que a(t) < D, Vt. Daf, tem-se: 6p = d,. Entdo, da isotonicidade dos operadores de
projecao e como o;0p € C; e aa)d b € Ct, das consideragoes de que 0;,0(;) € Ct, as seguintes
inequacoes sao satisfeitas: o07dp = 06, € O’E)(SD = aa.)éa. Da mesma forma, tém-se:
G {ﬁ, a@.)éD} <G {ﬁ, a(i)aa} e G{B,0105} < G{B,078,}. Dai, das inequacdes (D.18) e
(D.19), tém-se:

9
*
(o9
w]
Y

U;'k(sa = ﬁza =G {ﬁa O-z;;)éa} =G {ﬁ’o-zki)éD}’
010p = 0ly0a = B = G{B,070a} = G{B,070p} .

Dessa forma, as curvas 3 e 3 também estao na regiao que garante a equivaléncia em

relacdo a D.

Proposigao 28. Considere-se um sistema com M fluxos de entrada. Sejam o,0 € C,
respectivamente, uma curva de requla¢do e uma curva de servigo para o sistema como um todo;
or € Ci, uma curva de requlacao para o fluzo k, k = 1,...,M; e i o fluro de interesse, de
forma que o* = F{af,aa)}. Considerem-se, ainda, o,B,01,k = 1,..., M fung¢oes invariantes
no tempo, e seja a : ZT — Z* tal que 6, = inf {d, : B < 0%04}. Se uma curva de servigo (3; é
mvariante no tempo e garante equivaléncia em relacdo ao atraso entao ela estd completamente
definida na sequinte regido:

e ZF ot (v — a(v)) < Bilv) < B(Y) — oty (v — a(v)).
Demonstragao. Primeiramente, da consideragao de que f; < 07J, e da propriedade (PDA.1),
Tabela 6.1, tem-se, Vs, t € Z1: Bi(s,t) > oF(s,t — a(t)). Seja, agora, v =t — s. As seguintes
inequacoes devem ser satisfeitas, Vv € Z™:
3i(0,v) 2 07 (0,v — a(v)),
Gi(L,v+1)>0f(1l,v+1—a(v+1)),

Bi(s,v+8) > ol (s,v+s—a(v+s)), Vs> 0.

Dai, se o; e (; sao fungoes invariantes no tempo, as seguintes inequacoes também devem ser
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atendidas, Vv € Z*:

Bi(v) 2 ai (v — a(v)),
Bi(v) = i (v — a(v + 1)),

Bi(v) > oj (v —a(v+s)), Vs > 0.

Das inequacoes acima, pode-se concluir que, para que 3; < 0.9, e 3; seja uma fungao invariante

no tempo, a seguinte inequacao deve ser satisfeita, Vv € Z™:

Bi(v) > Sup {o; (v —a(v +s))}

=o;(v— ;121{’) {a(v+s)}), (D.20)

sendo que a inequacao (D.20) é satisfeita, porque o; € C;. Da consideragdo de que af(t)
corresponde a §, = inf {0, : 00, = B}, e da Proposigdo 25, tem-se: a(t) = maxo<s<t {A(s,1)}.
Dessa forma, a(t) é uma funcao nao-decrescente em t. Dai, a seguinte igualdade é satisfeita:

infs>0{a(v + s)} = a(v). Da inequacao (D.20), tem-se:
Vv e ZT: Bi(v) > of (v —a(v)).

Por outro lado, da definicao de a(t), tem-se: 5 < 0*d,. Portanto, da consideracao
de que o e ( sdo fungoes invariantes no tempo, tem-se, Vv € Z* : B(v) > o*(v —a(v)) >
az‘i)(u —a(v)). Assim, se 3; = G {ﬁ, az‘i)&l}, da propriedade (PDA.1), Tabela 6.1, tem-se, Vs, t €

7t Bi(s,t) < maX{O,ﬁ(s,t) - O'Eki)(S,t - a(t))} = [(s,t) — O'Eki)(S,t —a(t)). Seja, novamente,
v =t—s. Quando f;(s,t) < B(s,t) — JE*Z.)(S, t —a(t)), as seguintes inequagoes também devem ser

satisfeitas, Vv € Z*:

Bi(ovy) < 6(07V) - O'Eki)(ovy - CL(V)),
Gi(Lv+1) <BLv+1)—o;(Lv+1—alv+1)),

Bi(s,v+s) < B(s, v+ ) —o(y(s,v+s—a(v+s)), Vs> 0.

Dai, como o) e 3 sao fungoes invariantes no tempo, entao para que 3; seja uma fungao invariante
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no tempo, as seguintes inequacoes devem ser atendidas, Vv € Z™:

Bi(v) < Bv) — oty (v —alv)).
Biv) < B) — oy (v — alv + 1),

Bi(v) < B(v) — oy (v —alv +5)), Vs = 0.

Das inequagoes acima, pode-se concluir que, para que 3; = G { 0, aa)éa}, e (; seja uma funcao

invariante no tempo, as seguintes expressoes devem ser satisfeitas, Vv € ZT:

Bi(v) < inf {ﬁ(u) — 0?2-)(1/ —alv+ s))}

s>0
= B(v) —ssl>1p {0(2)( a(l/—l-s))}
= 80) — oy (v — inf {a(v + ). (D.21)

Nos passos acima, usou-se o fato de que O’Eki) € C;. Mas a fungao a(t) é nao-decrescente em t.
Dessa forma, tem-se: infgs>o {a(v + s)} = a(v). Assim, a inequac@o (D.21) pode ser rescrita da

seguinte maneira:
Yv e ZT: Bi(v) < B(v) — oy (v —a(v)).

Do exposto anteriormente, para que exista uma fungdo (; invariante no tempo
tal que 070, = B = G {ﬁ,o’*. 5a}, entao a seguinte inequacdo deve ser satisfeita: Vv € Z7T:

o; (v —a(v)) < Bi(v) < Bv) — o) (v — a(v)). 0

Proposicao 29. Considere que a rede [ ilustrada na Figura 6.3(a) corresponde a um enlace
conservativo de capacidade 3 = C¥. Nesse caso, o fluxo y; deve atender a seguinte curva de
requlacao:

ay; = (Bika;) ® G5

Demonstmgdo. Se a rede [ ilustrada na Figura 6.3(a) corresponde a um enlace conservativo de
capacidade § = C¥, entdo, da Segao 7.1, tem-se: ¥ = yC», ou ainda: y{y = C. Por outro lado,
como i, Y(;), Y € Ct, tem-se, Vs, t € ZT:

[y(0,) — y(0,)]" = y(0,2) — y(0,5)
=4i(0,1) + y(5) (0, 1) — 5:(0, 5) — y;)(0, 5)
= [1:i(0,1) = wi(0, 8)] + [y) (0, ) — y(;) (0, 5)]
> yi(0,1) — yi(0, 5) = [4:(0, 1) — s(0,5)]"
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Dai, da propriedade (PH.3), Tabela 3.7, tem-se: 4;87; = y8y = Ci. Dessa forma, a fungao C
também é uma curva de regulagao para o trafego y;. Além disso, da equagao (6.43), a curva
(Bi§o}) é uma curva de regulacao para o fluxo y; de forma que y; = y;(8i§0;). Assim, tem-se:
Ui = Ui [(Bijo}) @ C}]. Portanto, se o fluxo de saida é conservativo e tem capacidade C}, entao

o fluxo 7; deve atender a seguinte curva de regulacio:

0y = (Biyo}) @ C.



Apeéendice E

Demonstracoes referentes ao

Capitulo 7

Este apéndice contém demonstracoes de proposigcoes e teoremas apresentados no

()

Figura E.1: Rede com curva de servigo 3 conectada a um regulador o.

Capitulo 7.

Teorema 30. Para o sistema da Figura E.1 (por conveniéncia uma repeticio da Figura 7.4),
sejam as fungoes u,x,y € Cy e 0,4 € C. Considere-se que § = T = u (o sistema € causal); e
que U = e (o sistema estd vazio em s =t = 0). Um limitante D(t) para o atraso virtual no
instante t da rede (B representada na Figura E.1 corresponde a resposta do sequinte problema de

otimizacao:
8,3 = inf 8d,
s.a o= [F404.

Demonstracao. Seguindo o método apresentado na Secao 5.1, uma maneira de se determinar o
atraso virtual maximo no instante ¢ da rede (3 ilustrada da Figura E.1 é acrescentar um elemento
com atraso méximo d(t) de x para y (paralelo a rede ) e determinar os valores de d(t) para
0s quais as restrigoes impostas pelo novo bloco sao redundantes. A Figura E.2 ilustra esse
procedimento. Em seguida, deve-se determinar o valor 6timo dp (nesse caso o minimo em %),

dentre os valores encontrados anteriormente, que sejam independentes dos fluxos @, 7 e 7.

203
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Figura E.2: Sistema com atraso maximo d(t) conectado em paralelo a rede [ da Figura E.1, para
determinacao de seu atraso virtual maximo.

O sistema da Figura E.2 satisfaz as seguintes equagoes em %

IT=Tdu,
T=7617o0, (E.1)
y=yeou,

I6=1I0DY, (E.2)
T=TD Y40, (E.3)

Da equacao (E.2), y < . Dai: yé0, < (z3) $9y4. Por outro lado, da equagao (E.1),

<
T =7Zo*, e da equagao (E.3), y¢Jy < T. Dessa forma, tem-se:
Y0y < (ZB)$0q N To™. (E.4)

Seguindo o método proposto no Capitulo 5 (Segao 5.1), deve-se escolher um termo predominante
na inequagdo (E.4), de forma a garantir a redundancia da equacao (E.3). Nesse caso, a

equacao (E.3) é redundante, se a seguinte inequacao for satisfeita:
(ZB) ¢ 0y < To™. (E.5)

Achar uma funcao d4 6tima que satisfaca a inequacao (E.5) equivale a encontrar uma

solucao dtima em Jy para a seguinte equagao:
#(B90a) < 7o (E-6)

De fato, da propriedade (PR.6), Tabela 3.2, qualquer fungao &4 que satisfaz a equagao (E.5),
também satisfaz a equagao (E.6). Por outro lado, da Proposicao 48 (Apéndice G), se a
equagao (E.6) ¢ satisfeita, entao a equagao (E.5) também ¢é satisfeita.

A solugao da equacdo (E.6) envolve a residuacdo z§z.  Dessa forma, ¢
necessariamente dependente de x. Por outro lado, considere-se que a seguinte inequacao é

satisfeita:

o = B4 0a. (E7)
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Nesse caso, a simples pré-multiplicacdo dos dois lados da equagao (E.7) por T implica que a
equagao (E.6) é satisfeita. Desta forma, a equagao (E.5) é satisfeita. Assim, um limitante
sub-6timo para Jy, independente do fluxo x, pode ser definido da seguinte maneira: dp =

inf{@d:a*¢6¢8d}. O

Seja D : Z* — Z* uma funcao conhecida. Nas demonstracoes a seguir, utiliza-se a

seguinte defini¢do (Definigao 26):

0, se s+ D(s) > t,

Op(s,t) =
+o00, se s+ D(s) < t.

Propriedade (PPD.1). Seja = € Cs. Tem-se:

z(s+ D(s),t), ses+ D(s) <t,
(Opz)(s,t) = x(t,1) se s+ D(s) >t >s,
0, se s >t.

Demonstragao. Considerem-se s,t € Z*. Se s + D(s) < t, tem-se:

(Opx)(s,t) = SI%]}Iglt {0p(s,7) + x(r,t)}

min {8<T<§ﬂg(s)<t {0+ (7, 1)} ,5§5+I[r)1(181§<7—§t {00 + (T, t)}}

— i t
s<r<atD(s)<t te(r.0)}

= z(s + D(s),t).

Nos passos acima, a ultima equacao é valida, porque x € Cs.

Por outro lado, se s + D(s) >t > s, tem-se:

(Opx)(s,t) = min : {0p(s,7) + x(7,t)}

s<7<t<s+D(s
= SSTS?ESI}I-D(S) {0+ z(r,t)}
= x(t,1).
Por fim, da defini¢ao de produto em %, tem-se: (Opx)(s,t) =0, quando s > t. O
Propriedade (PPD.2). Seja x € Cs. Se z(t,t) = 0,Vt, entdo (Opx)(s,t) = x(s + D(s),t).

Demonstragao. Da propriedade (PPD.1), quando z(t,t) = 0, V¢, tem-se:

z(s+ D(s),t), ses+ D(s) <t,

(Op)(s,t) =
0, se s+ D(s) > t.
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Mas da definicao de C, z(s + D(s),t) = 0, se s + D(s) > t. Dessa forma, quando
x(t,t) =0, Vt, entdo (Opx)(s,t) = x(s + D(s),t). O

Propriedade (PPD.3). Seja © € C;. Tem-se:

x(s,t+ D(t)), ses<t,
0, ses>t.

(x¢0p)(s,t) =

Demonstracao. Considerem-se s,t € Z*. Se s < t:

(x$dp)(s,t) = sup {x(s,7) —dp(t,7)}T

s<t<rt
= max sup z(s,7) — oo}, max z(s,7) —0},0
{s§t§t+D(t)<r{ (5:7) } sStSTSt-‘rD(t){ (s,7) =0} }
- sgtglgl;}iD(t) {z(s,7)}

= x(s,t + D(t)).

Nos passos acima, a ultima equacao é valida, porque z € C;.
Por fim, da definigdo da residuacao do produto em %, tem-se: (x¢0dp)(s,t) = 0,
quando s > t.

Propriedade (PPD.4). Sejam Yz € Ct, k=1,..., M. Tem-se:
F{z140p,...,xp$0p} =F{z1,...,20} ¢0p.
Demonstragao. Da (PPD.3), tem-se, para k =1,..., M:

(s, t+ D(t)), ses<t,
0, se s > t.

(zx$0p)(s,t) =

Dessa forma, da definicao do operador F, se s < ¢, tem-se:

(F{(z180p),...,(xm$9p)}) (s,t) = (x1¢0p)(s,1) + ... + (xar $Ip)(s, 1)
= z1(s,t+ D)) + ... +zpn(s,t + D(t))
= (F{z1,...,20})(s,t + D(t))
= (F{x1,...,za} ¢0p)(s,1).

Por outro lado, F{x1¢0p,...,zp¢0p} € C e F{z1,..., 20} ¢9p € C. Portanto, se s > t:
(F {5515248[),. .. ,$M¢8D})(S,t) = (F {xl, e ,a:M} ¢8D)(S,t) = 0. ]
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u = Py, {u} ( : > T E—V’y:PL{x}

= Cap r-
,

Figura E.3: Rede 8 em série com um buffer de recepcao e tamanho méaximo de pacotes L.

Teorema 31. Considere-se uma rede 3 € C em série com um buffer de recepcio, conforme
ilustra a Figura E.3 (por conveniéncia, uma repeticao da Figura 7.10). Além disso, considere-se
que u,z,y € C;. Se o fluxo u da Figura E.3 é L-quantizado, entdo a curva de servigo total da

jungao rede B - buffer de recep¢do pode ser definida da sequinte maneira:
B =BgArL.

Demonstragao. Primeiramente, para esse sistema, y < (uf)¢ A1 (equagao 7.18). Desta forma,
vVt € ZT:
y(0,8) = [(uB)(0,t) — L(t)]" . (E.8)

Seja & um ponto tal que (uB)(0,t) = u(0,§) + 5(§,t). Da equagao (E.8), tem-se:

y(0,) > [(uB)(0,t) — L(t)]"
= [u(0,6) + B(&, 1) — L()]*
> u(0,8) + B(¢,t) — L(¢).
Dessa forma, tem-se:
y(0,) — u(0,€) > B(&,t) — L(1). (E-9)
Agora, se o fluxo u é L-quantizado, entdo v = P, {u}. Dai, as seguintes inequacoes
devem ser satisfeitas:
y(0,t) = Pr, {z(0,1)}
> PL{(uB)(0,)} = PL{u(0,¢) + B, 1)}
> Pr {u(0,€)} = u(0,£).

Assim, da inequacao (E.9), as seguintes inequagoes devem ser atendidas ao mesmo

tempo:

y(O,t) - U(O,f) > ﬂ(§7t) - L(t)a
y(0,t) —u(0,£) > 0.
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Dessa forma, Vt € Z*:
y(0,) > u(0,€) + [B(&, ) — L))"
=u(0,&) + (B AL)(&,1)
> [u (B¢AL)] (0,1),

ou ainda
y<u(BeAL).

Dessa forma, a curva 3’ = B¢\, é uma curva de servigo para o sistema entre u e y. O

u:PL{u} @ xT E—r»:PL{I}

I / .
- i
' 50’[4 /I’
\
/

Figura E.4: Buffer de recepcao com tamanho méximo de pacote L, conectado a um enlace
conservativo de capacidade C' € C.

Proposicao 34. Na Figura E.j (por conveniéncia, uma repeticio da Figura 7.12), considere-se
C = \; p*, sendo L(t) > L(t), Vt € Z*. Entdo, a funcdo C* também é uma curva de regulacdo
para o fluxo de saida y, de forma que y = yC*.

Demonstracao. O sistema da Figura E.4 satisfaz as seguintes equagoes:

7 = ac™, (E.10)
j=jer (E.11)
F=7 0P\, (E.12)
y =P {z}

Da equacao (E.12), ¥ < Z¢Ar. Dai, da equagao (E.10), tem-se: § < (uC*)gAL.
Além disso, de (E.10) e (E.11), y %= = uC*. Assim, da Tabela 3.2,

Y8y = [(WC) $AL] §(uC”)
7 AL [(WC") § (uC™)].

Mas (uC*) € Cy, dado que u,C € Ct, e C*(t,t) = 0, Vt. Dessa forma, da propriedade (PH.3),
Tabela 3.7, Vs,t € Z™:

8Y)(s. 1) < L(s) + [(uC™)(0, 1) — (uC™)(0, )]
= L(s) + (uC*)(0,t) — (uC*)(0, s), (E.13)
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Observe-se, agora, que Vs,t : (uC*)(0,t) < wu(0,s) + C*(s,t). Em particular,

(uC*)(0,£) < u(0,€) + C*(£, 1), sendo & um ponto em que a seguinte igualdade é verificada:
(uC*)(0,s) = u(0,€) + C*(&, s). (E.14)
Dessa forma, tem-se:
(uC*)(0,t) — (uC*)(0,5) < u(0,€) + C* (&, 1) —u(0,&) + C* (€, 5)
= C*(&,t) — C* (&, 5). (E.15)

Analisando o termo [(C*(&,t) — C*(&,s))], surgem duas possibilidades: £ # s ou

& = s. Esses dois casos estao detalhados a seguir.

1. Se & # s, considerando que C' = A;p* (C* = e® A\;p*) e que p* é uma funcao sub-aditiva,
tem-se:
C*(&,1) — C*(&s) = [L() + p*(&,1)] — [L(E) + p"(&, 5)]
,0* (67 t) - ,0* (67 S)
*(s,t). (E.16)

IN
>

Assim, das equagoes (E.13)-(E.16), Vs, t € Z*:

(H&Y)(s,t) < L(s) + p*(s,t)
< L(s) +p*(st)
= (App")(s,t) = C(s,1).
2. Se £ = s, da defini¢ao de £ (equacao E.14), tem-se (uC*)(0,s) = (0, s). Dai,
y(07 S) = /y\(()? S) =Py {‘T(Ov 3)}
=PL{(uC")(0,5)}
= P, {u(0, )} = u(0,s).
Dai, como y € C, tem-se:
(HRY)(s: 1) = y(0,t) — y(0,s)
< z(0,t) — u(0, s)
= (uC*)(0,t) — u(0,s)
< u(0,s) + C*(s,t) —u(0,s) = C*(s,1t),
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Dos resultados anteriores, tem-se y = yC, de forma que a funcdo C' é uma curva de regulacao
para o fluxo y. Conseqiientemente, § = yC*, e a funcao C* também ¢é uma curva de regulacao

para y. O

Teorema 38. Considere-se um multiplezador FIFO nao preemptivo com duas entradas e curva
de servigo estrita € C (Definigao 4). Se o fluro xo é mais prioritdrio que o fluro x1 e atende

uma curva de requlagdo oy, entao o sistema dedica ao fluro x1 a sequinte curva de servigo estrita:
*
ﬂl - G {57 02} .

Demonstracao. Se 8 é uma curva de servico estrita para o sistema como um todo, entao, para

todo t € Z*, existe um s < t tal que x(0, s) = y(0, s) e a seguinte inequagao é satisfeita:
y(0,t) = y1(0,t) + y2(0,t) > (0, s) + B(s, 1),
Dali, tem-se:

yl(ovt) > x(()? S) + 5(57t) - y2(07t)

— 21(0,5) + B(5, ) — 12(0, £) + 22(0, 5) (E.17)
= 21(0,5) + B(s,t) — [y2(0,¢) — 22(0, s)]

> 21(0,8) + B(s,1) — [22(0, 1) — 25(0, )] (E.18)
> 21(0,8) + B(s, 1) — 03(s, 1). (E.19)

Nas inequagoes acima, (E.17) é satisfeita, porque, Vt € Z1: z(0,t) = 21(0,t) + x2(0,¢); (E.18),
porque Vi € ZT: y3(0,t) < x2(0,t), da causalidade do sistema; e (E.19), porque o5 é uma curva
de regulacao para o fluxo 2.

Note-se que z(0,s) = y(0,s). Da causalidade do sistema, para que essa igualdade

seja satisfeita, tém-se:

$1(07 8) = yl(ov 8)7

332(0, S) = y2(07 3)'

Mas, s < t. Dai, como y; € C, entdo x1(0,s) = 31(0,s) < 31(0,t). Dessa forma, da

inequagao (E.19), as seguintes inequagoes devem ser satisfeitas:

y1(0,t) — 21(0,5) > B(s,t) — 05(s, 1),
y1(0,t) — x1(0,8) > 0.
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Seja 1 = G{3,0%}. Das inequagoes acima, Vt € Z:
y1(0,t) > x1(0, ) + max {0, 3(s,t) — 05(s,t)}
= 21(0,5) + (G{B,03}) (s,1)
> (2151)(0,1).
Dessa forma, 8; = G {3,053} é uma curva de servico estrita para o fluxo 1. O
Teorema 39. Considere-se um multiplexador FIFO com duas entradas e curva de servigo estrita

B €C. Se o fluvo xo € menos prioritdrio que o fluro x1, e Ly (constante) é o tamanho do maior

pacote do fluro xo, entao o sistema dedica ao fluro x1 a sequinte curva de servigco estrita:
B = 655 >‘L2'

Demonstragao. Seja s < t o ponto de inicio de uma rajada do fluxo 1. Tem-se: z1(0,s) = y1(0, s).
A partir do ponto s, como o fluxo 2 é menos prioritario e o sistema é nao-preemptivo, o sistema
vai se dedicar inteiramente ao fluxo 1, a menos que ja tenha iniciado a transmissao de um pacote
do fluxo 1. Considere-se que o sistema ainda tenha dados do fluxo 1 no instante ¢t. Nesse caso, a
partir de s e até t, a quantidade de dados que podem sair do fluxo x5 é limitada pelo tamanho do
maior pacote, Lo, ou seja, y2(0,t) — y2(0,s) < La. Além disso, como o sistema é causal, tem-se:
y2(0,8) < x2(0, ), Vs.

Da demonstragao anterior (inequacao E.17), tem-se:

y1(0,t) > 21(0,s) + B(s,t) — y2(0,t) + x2(0, 5).
Dai:
yl(oat) > ‘7:1(07 3) + /6(87t) - [y2(07t) - y2(07 3)] )
> xl(oa 3) + ﬂ(S,t) - L2-

Como s < t,y; € Cr e 21(0,8) = 31(0, s), tem-se: x1(0,5) = y1(0,s) < y1(0,¢). Dali,

as seguintes inequagoes devem ser satisfeitas:
yl(oat) - xl(oa 3) > /B(Sat) - L27
y1(0,t) —z1(0,s) > 0.
Seja 31 = B¢ A,. Das inequagdes acima, V¢ € Z+:
y1(0,t) > 21(0,8) + [B(s,t) — La] ™
=21(0,5) + (B¢ AL,)(s, 1)
> (2161)(0,1).

Dessa forma, 31 = f¢ A1, é uma curva de servigo estrita para o fluxo 1. O



Apéndice F
Resultados conhecidos

Teorema 40. Seja S um subconjunto ndo-vazio de Z, e seja f uma funcdo de S em Z. Seja

{Sn}tnen um conjunto de subconjuntos de S cuja unido resulta em S. Tem-se:
inf = inf < inf n .
i (7)) = int { int {50} }

Adaptado de Le Boudec e Thiran (2003, Theorem 3.1.1).

Definigao 31 (Funcoes aditivas). Seja x uma funcdo do tipo x : Z?> — R. A funcio x é dita

aditiva, quando satisfaz a sequinte equacado:
z(s,t) = (s, 7) + 2(7,1),

para todo T, tal que s < T < t.

Se x € € € uma funcdo aditiva, entdo, Vs,t € ZT, tem-se:

22 (s,t) = (z @ x)(s,1)
= Iin {a(s,7) +2(7, )}
= 1 = t
Join {x(s, 1)} = a(s, 1),
o que implica que x*> = x e entdo x* = x (Chang et al., 2002, Remark 2.5).

Tendo em vista a Definicao 31, pode-se definir as fungoes sub-aditivas como a seguir.

Definigao 32 (Funcdes sub-aditivas). Seja x uma fungdo do tipo = : Z2 — R. A fun¢do x é dita

sub-aditiva, quando satisfaz a sequinte inequacdo:
x(s,t) < x(s,7) + z(7, 1),
para todo T, tal que s < 7 < t.

213
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Se x € € € uma funcgdo sub-aditiva, entdo, Vs,t € T, tem-se:
2 .
t) = m t
(s, t) i, {z(s,7) + z(1,t)}

> min {z(s,t)} = z(s,t),

s<7<t

o que implica que x> < = e entdo ¥ =e & x.



Apéndice G

Demonstracoes e proposicoes

adicionais

Proposicao 41. Sejam Ap,0 € C, e A\ uma fun¢ao de deslocamento vertical (Defini¢ao 16).

Tem-se: (Apo*)* =e® Apo*.

Demonstragao. Primeiramente, da propriedade (PL.2), Tabela 3.4, Vs, t € ZT, se s < t:
(Apo™)(s,t) = L(s) + o*(s,t).

Desta forma, tem-se:

[(Ao™) @ (Apa™)] (5,8) = min {(ALa™)(s,7) + (ALa™)(7. 1)}

= L(s) 4+ o"(s,7) + L(7) + o*(7,1)
> L(s)+ 0" (s,7) + o*(7,1).
Desta forma, como ¢* é uma funcao sub-aditiva,
[(ALo™) @ (ALo™)] (s,t) = L(s) + 07 (s,1)
= (ALo")(s,t).

Por outro lado, se s > t, [(ALo*) ® (Aro™)] (s,t) = (Apo*)(s,t) = 0. Assim,
(Ao*)? < (ALo*). Da mesma forma, (Aro*)? = (Ao*)? ® (ALo*) < (A\o*) @ (Apo*) < (ALo®)
e assim sucessivamente. Portanto, a seguinte igualdade é satisfeita:
()\LO'*)* =ed ()\LO'*) > ()\LO'*)2 D---
=ed Ao,
O
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Proposicao 42. Sejam Op,x € C, e p uma fun¢ao de atraso varidvel (Defini¢ao 26). Tem-se:
(z*40p)* =e @ x*40p.
Demonstragao. Considere-se x € C;. Primeiramente, da propriedade (PPD.3), Tabela 7.1, Vs, t €

77, se s <t
(x*$0p)(s,t) = x*(s,t + D(t)).

Desta forma, tem-se:

(2" ¢0p) ® (27 ¢ Op)] (s, 1) = min {(="$0p)(s,7) + (2" ¢Ip)(. 1)}

= mint {z*(s,7 + D(7)) + (1, t + D(t))} .

s<t<

Desta forma, como z* é uma funcao sub-aditiva e x € Cy,

[(z*40p) ® (x*¢0p)] (s,t) = min {z*(s,7 + D(7)) + 2" (7, t + D(¢))}

s<7<t

> min {z*(s,7) + 2" (1, t + D(t))}

s<1<t

> min {z*(s,t+ D(t))}

s<t<

=x"(s,t+ D(t)) = (" ¢Ip)(s,1).

Por outro lado, se s > ¢, [(z*¢0p) ® (x*$0p)] (s,t) = (z*¢Ip)(s,t) = 0. Assim,
(r*40p)? < (z*$0p). Da mesma forma, (z*¢0p)3=(2*40p)?®(z*$0p) < (z*$0p)@(x* ¢0p) <

(z*40p) e assim sucessivamente. Dai, a seguinte igualdade é satisfeita:
(z*40p)* =e @ (z*$0p) ® (2" $0p)* @ - -
=e®z*40p.
]

Proposicao 43. Sejam 01,09, € C e Op uma funcao de atraso varidvel (Defini¢ao 26). A

sequinte igualdade € satisfeita (equagao 7.57):
inf {04 : 07 > G{B¢0u, (e ® 03¢04)}} = inf {0y : 07 = G{B¢04,05¢a}}.
Demonstracdo. A seguir, demonstra-se a seguinte equivaléncia:
o1 = G{B¢04,0380a} < 01 = G{B404, (e ®02804)} -

Primeiramente, note-se que (03 ¢09y) < e ® (03404). Dessa forma, da propriedade
(PM.4), Tabela 3.10, tem-se:

G{B¢04,0580a} = G{B¢0a, (e ©05¢0a)} -
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Dali, qualquer 9, que satisfaz a inequagao o] = G{540,4,05¢ 04} também satisfaz a inequagao
ot = G {8304, (e & 73 400)}.

Considere-se, agora, que a inequacao o3 = G{3¢0q4, (e ® 05¢04)} é satisfeita, mas
nao a inequagao o = G{¢04,05$0,}. Nesse caso, devem existir s, ¢ € ZT tais que as seguintes

inequacoes sejam satisfeitas:

(G{B¢0a,05¢0a}) (s,t) < o1(s,t) < (G{B¢0a, (e ®03¢0a)}) (5,1). (G.1)

Para mostrar que as inequagoes (G.1) nao podem ser satisfeitas, considerem-se dois

casos: s >tes <t.

1. Se s >t, entao o5 (s,t) = 0. Dessa forma, a desigualdade (G {8404, 05 ¢0a}) (s,t) < o5 (s,1)
nao pode ser satisfeita, porque G{3¢ 04,05 ¢04} € C.

2. Se s < t, entdo e(s,t) = +00. Nesse caso, (e@ o3 $0y)(s,t) = (05604)(s,1), e a desigualdade
(G{B¢04,05¢04}) (s,t) < (G{B¢Dy, (e ® 05804)}) (s,t) ndo pode ser satisfeita.

Do exposto anteriormente, qualquer funcao J; que satisfaz a inequagao o] =
G{B 404, (e ® 05404)} também satisfaz a inequacao o5 = G{B¢0y,05¢0,}. O

Proposicao 44. Sejam a,b,c,d : (Z*)? — RT. Tem-se:

max {c(r,t) —a(r,s) +d(r,t) —b(1,8)} < nax {c(7y,t) — a(m, S)Hé@‘}g{t {d(72,t) — b(12,s)}.

Demonstracdo. Primeiramente, tém-se, Vt:

V711 :e(m,t) —a(r,s) < max {c(m,t) —a(r,s)},
71 <8<t

V1ot c(T2,t) — a(re, ) < max {c(m2,t) — a(1e,8)} .
T258S

Somando-se as inequacOes acima, tem-se:

V1,72 1 e(my,t)—a(m, s)+c(r2, t)—a(me, s) < max {c(m,t) — a(r, s)}+ max {c(m2,t) —a(r2,s)} .
T1<s<t To<s<t

Em particular, portanto, Vr7:

c(r,t) —a(r,s) + c(r,t) —a(r,s) < max {c(m,t) —a(r1,s)} + max {c(m2,t) —a(r,s)}.

T1<s<t T2<s<t

Mas, se a expressao acima é vélida V7, entao a seguinte expressao também é valida:

Tnglgu%(t {e(1,t) —a(T,s) + (1, t) —a(r,s)} < ng&;}g{ {e(r1,t) — a(m, s)}+T£%}§<t {c(19,t) — a(m2,8)} .

O
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Proposigao 45. Considere-se 9 um didide qualquer e sejam a,b,c € Y. Se a = b, entdo,

age < bye.

Demonstragao. Se a > b, entdo, da Definicdo 10, a = a @ b. Assim, da Tabela 3.2, agc =
(a ®b)§c = agc Abye. Dai, novamente da Defini¢ao 10, a§c < bge. O

Proposigao 46. Considere-se o didide € definido do Capitulo 3, e sejam a,b € €. Tem-se:

[(e®b)&a™] (1) = [ba™] (£, 1).
Demonstracao. Da Tabela 3.3, Vt € Z™T:

(@ b)8a’] (¢, ) = max {a”(7,1) — (@ b)(7, 1)}

= max{ max {a*(7,t) — (e ®b)(7,t)} ", {a*(t,t) — (e ® b)(t,t)}+}

<<t

= max { max {a*(7,t) — b(r,t)}" , {a*(t,t) — b(t, t)}+} (G.2)

<<t
= [b&a”] (¢,1).

Nas passagens acima, a equagao (G.2) é conseqiiéncia das seguintes igualdades:
{a*(t.t) = (e@b)(t, 1)} " ={0 -0} =0={0—b(t,1)}" = {a*(t,t) — b(t,1)}"" O

Proposigao 47. Sejam x,x1,x2 € C. Se, x = F{z7, 25}, entdo z* = x.
Demonstragdo. Primeiramente, note-se que, Vt € Z*: x(t,t) = 0. De fato:

w(t,t) = (F{at, a3})(s,t) = al(t,t) + (£, ) = 0+ 0 = 0.

Dessa forma, para completar a prova, é suficiente mostrar que x>

em ¢, tem-se, Vs, t € Z*:

< z. Da definicao de produto

(x®@x)(s,t) = SrélTiISlt {z(s,7) + z(1,t)}

= min {[af(s.7) +@3(s,7)] + (7. 8) + a3 (. 1))}

= Join {[o1(s,7) + 21(7 )] + w3 (s, 7) + 25(7, )]}

> : * * t : * * t
Join {27(s,m) +21(n, 0} + min {25(s, ) + 25(m, 1)}

= (21 @ 27)(s,1) + (23 @ 23)(s, 1)

=z](s,t) + 25(s,t) = x(s, 1),

0 que completa a prova. [l
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Proposicao 48. Seja B €C ex € C;. Se T(B¢0,y) < T, entdo (ZB)$0q < .

Demonstragao. Para algum instante ¢ fixo, considere-se que a inequagao (3¢ 0y) < T é satisfeita,

mas nao a inequacao (z3)$0; < . Nesse caso, tem-se:

[ (8¢0a)] (0,8) = x(0,t) > [(Z) ¢0a] (0,1). (G.3)

Mas a funcao [(Z3) ¢ 04] satisfaz as seguintes igualdades:

[(Z5) $04] (0,1) = _ min ){$(07 s)+ (st +d(t))}

0<s<t+d(t

= min {Oglsigt {x(0,5) + B(s,t +d(t))} ,t<s§ifd(t) {x(0,s) + B(s, t + d(t))}}

:min{[ﬁfwad)] (0,4), min {m(O,s)—irﬂ(s,t—Ird(t))}}.

t<s<t+d(t)
Dessa forma, as inequagoes (G.3) s6 podem ser satisfeitas, se as seguintes inequagoes também
forem verificadas:

[z (8404)] (0,t) > x(0,) > min ){:13(0, s)+ B(s,t+d(t))}. (G.4)

t<s<t4d(t

No entanto, as inequagoes (G.4) também nao podem ser satisfeitas, porque, como 3 € C e z € Cy,
entao [(s,t+d(t)) > 0e x(0,s) > x(0,t), para qualquer s no intervalo t < s < t+d(t), de forma
que mint<s§t+d(t) {$(07 3) + ﬁ('s)t + d(t))} > $(07 t)'

Do exposto anteriormente, as inequagdes (G.3) nunca se verificam.

Conseqiientemente, qualquer fungao Jy tal que Z(540;) < T também satisfaz a inequacao
(@B)¢0a < 7. O

Proposicao 49. Qualquer funcdo do tipo x* = e @ x ® 22 @ ... € uma funcdo sub-aditiva,
conforme Definicao 32 (Apéndice F). De fato, como x* = x* @ 2*, Vs,t € ZT, com s < t:
x*(s,t) = min {z*(s,7) + 2*(7,t)}
s<t<t

<z*(s, 1)+ x"(1,t), VT:s <71 <t



