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Resumo

Network Calculus (NC) é um conjunto de regras e resultados para calcular
parâmetros de desempenho de redes de comunicações. As redes de comunicações são exemplos
de Sistemas Dinâmicos a Eventos Discretos (DEDS), ou seja, sistemas cujas mudanças de estado
são comandadas por eventos que ocorrem em instantes discretos. As restrições matemáticas de
alguns DEDS podem ser descritas mais adequadamente usando a álgebra de dióides. Existe,
portanto, uma relação entre NC e álgebra de dióides. No entanto, trabalhar em uma plataforma
completamente baseada na álgebra de dióides é uma abordagem nova para o NC. Nesse contexto,
as contribuições deste trabalho podem ser consideradas sob dois aspectos. Por um lado, no
uso sistemático da álgebra de dióides e na definição de métodos, baseados nessa álgebra,
para a modelagem e análise de desempenho de redes de comunicações. Por outro lado, nas
análises desenvolvidas e resultados alcançados para alguns sistemas espećıficos. Como uma
forma de ilustrar os métodos propostos, analisam-se componentes comuns a modelos de redes
de comunicações, tais como: enlaces conservativos, reguladores de tráfegos, buffers de recepção
e multiplexadores. Alguns resultados alcançados para esses sistemas são inovadores e menos
conservativos do que os encontrados na literatura.

Palavras-chave: Network Calculus, Qualidade de Serviço, Sistemas Dinâmicos a
Eventos Discretos, álgebra de dióides.

Abstract

Network Calculus (NC) is a set of rules and results regarding performance parameters
of communication networks. Communication networks are examples of Discrete Event Dynamic
Systems (DEDS), i.e., systems whose state transitions are triggered by events that occur at
discrete instants. The mathematical constraints of some DEDS can be described more adequately
using the dioid algebra. Therefore, there is a relationship between NC and the dioid algebra.
However, working on a framework completely based on the dioid algebra is a new approach to
the NC. In this context, the contributions of this work can be considered under two aspects.
On one hand, in the systematic use of the dioid algebra and the definition of methods based
on this algebra to model and analyze performance of communication networks. On the other
hand, in the analysis developed and results achieved for some specific systems. To illustrate
the introduced methods, some systems that are commonly found in models of communication
networks were analyzed. Among them: conservative links, traffic regulators, receive buffers (or
packetizers) and multiplexers. Some of the results obtained for these systems are new and less
conservative than those in the literature.

Keywords: Network Calculus, Quality of Service, Discrete Event Dynamic Systems,
dioid algebra.
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Ao Mauŕıcio, pelas inúmeras conversas produtivas e pela ajuda em relação ao
levantamento bibliográfico.
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6.1 Resultados anteriores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

6.2 Formalização do problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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E Demonstrações referentes ao Caṕıtulo 7 203
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4.7 Fila sem perdas, com backlog máximo limitado pela função W (t). . . . . . . . . . 47

4.8 Duas restrições de serviço entre os mesmos fluxos x e y. . . . . . . . . . . . . . . 48

4.9 Método para a resolução de problemas em C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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5.6 Fila w conectada em paralelo à rede β da Figura 5.3. . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5.7 Exemplo: Funções σ(t) e β(t) e respectiva função W (t) = [β ◦\ σ∗] (t, t). . . . . . 59

5.8 Regulador σy em paralelo ao sistema regulador σ - rede β da Figura 5.3. . . . . . 60

5.9 Exemplo: Funções σ(t) e β(t) e respectiva função σy(t) = [β ◦\ σ∗] (t). . . . . . . 61

5.10 Rede β′ em paralelo ao sistema regulador σ - rede β da Figura 5.3. . . . . . . . . 62

5.11 Rede β1 conectada entre u e x, para indicar uma restrição de serviço. . . . . . . . 64

5.12 Exemplo de representação simplificada de um sistema. . . . . . . . . . . . . . . . 64

5.13 Análise de equivalência: reguladores em série. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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“4” e “<” Relações de ordenamento parcial em um dióide qualquer.

⊤ Máximo elemento de um dióide completo.
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∧
Máximo limitante inferior entre dois elementos de um conjunto munido de

um ordenamento parcial.

f ♯(b) Reśıduo do mapeamento isotônico f aplicado em b.

f ♭(b) Reśıduo dual do mapeamento isotônico f aplicado em b.

la(x) Função de multiplicação à esquerda por a.

ra(x) Função de multiplicação à direita por a.

a\◦y Reśıduo da função la(x).

y /◦a Reśıduo da função ra(x).

a∗ Fechamento de Kleene do elemento a de um dióide.

ai i-ésima potência de a, ou seja, ai = a ⊗ . . . ⊗ a (i vezes).

C Conjunto de trabalho para o dióide proposto.

C Dióide completo proposto. Notação: C = (C,⊕,⊗).

s, t, τ Números inteiros que representam instantes de tempo.

x(s, t)
Quantidade de dados que passam em um determinado ponto de uma rede de

comunicações, no intervalo de tempo (s, t].

x+ Máximo entre x e zero, ou seja, x+ = max {0, x}.

Ct Sub-conjunto das funções de C não-decrescentes em t.

λB Função de deslocamento vertical.

δD Função de atraso D.

Cs Conjunto dos elementos de C não-crescentes em s.

x̂
Mapeamento de C em C, responsável por representar restrições no intervalo

(0, t].

x♭ Limitante C -inferior da função x.

x♯ Limitante C -superior da função x.

C′
t Subconjunto dos x ∈ Ct, tais que x(t, t) ≤ x(t + 1, t + 1), ∀t.
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F {·} Mapeamento de C em C, útil para representar agregação de tráfegos.

G {·} Mapeamento de C em C, útil para representar desagregação de tráfegos.

u, v, x, y Funções em Ct ∩ Cs. Representam fluxos de tráfego.

S Sistema genérico de interesse.

xk

Função que representa os dados do fluxo k ao passar por um ponto x de uma

rede de comunicações.

σ, ρ Curvas de regulação.

β, µ Curvas de serviço.

w(t) Backlog de um sistema no instante t.

W (t) Limitante para o maior backlog de um sistema no instante t.

W Limitante para o maior backlog de um sistema em qualquer instante.

d(t) Atraso virtual máximo de um sistema no instante t.

D(t) Limitante para o atraso virtual máximo de um sistema no instante t.

D̄ Limitante para o atraso virtual máximo de um sistema em qualquer instante.

ν
Variável inteira que representa o tamanho de um intervalo de interesse. Em

geral, ν = t − s.

σy Curva de regulação atendida pelo fluxo y.

R Representação de um sistema.

π Parâmetro de QoS.

L(R, π)
Limitante do parâmetro π obtido para a representação R, a partir do método

da Seção 5.1 deste trabalho.

βΘ Curva de serviço parametrizada pela constante Θ ∈ Z+ ou pela função

Θ : Z+ → Z+.

x(i)

Somatório no sentido convencional das funções xk, ∀k, excetuado-se a função

xi, isto é, x(i) =
∑

k 6=i xk.

fi Função f referente ao fluxo xi. Por exemplo: βi, Di.
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f̃i

Função f referente a um agregado de tráfegos excetuado-se o fluxo xi. Por

exemplo: β̃i.

D̃i
Limitante para o atraso virtual máximo do fluxo agregado, excetuando-se o

fluxo i.

βD
Curva de serviço que satisfaz um dado limitante de atraso virtual D̄.

∆(t)
Atraso virtual instantâneo em relação ao fluxo de sáıda. Também chamado

de atraso virtual a posteriori ou p-atraso.

δa Função de p-atraso variável a(t).

a(t) Função limitante do p-atraso ∆(t).

∆−(t) Medida de atraso virtual instantâneo em relação ao fluxo de sáıda.

Λ,Ω Funções de distância horizontal entre curvas de regulação e de serviço.

βa Curva de serviço que satisfaz um limitante de p-atraso a(t).

C Capacidade máxima de transmissão de um enlace conservativo.

ξ
Ponto em que, dadas duas funções em C e dois instantes de tempo, o produto

em C atinge o mı́nimo. Por exemplo, ξ : (xβ)(s, t) = x(s, ξ) + β(ξ, t).

∂D Função de atraso virtual variável D(t).

L Tamanho máximo dos pacotes de um dado fluxo.

PL

Função de quantização que descreve matematicamente o comportamento de

um buffer de recepção.

ϕ Função que limita o quão lento uma dada função de fluxo pode variar.

Dik(t) Função limitante para o atraso de reordenação gerado pelo fluxo k no fluxo i.

Bik(t) Função limitante para o backlog de reordenação gerado pelo fluxo k no fluxo i.

LP(i) Conjunto dos fluxos com menor prioridade do que o fluxo i.
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BB Bandwidth Broker

DEDS Discrete Event Dynamic Systems

DiffServ Differentiated Services

FIFO First In, First Out

GPS Generalized Processor Sharing

GR Guaranteed Rate

IntServ Integrated Services

IP Internet Protocol

LFCFS Locally First-Come First-Served

NC Network Calculus

QoS Quality of Service

SLA Service Level Agreements

VoD Video-on-Demand

VoIP Voice over IP

xix



Trabalhos Publicados pelo Autor

DANIEL-CAVALCANTE, M.; LIMA, T. M. R.; DA COSTA, V. L.; MAGALHÃES,
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DANIEL-CAVALCANTE, M.; MAGALHÃES, M. F.; SANTOS-MENDES, R.
Max-Plus: A network algebra. In: Second Multidisciplinary International Symposium
on Positive Systems: Theory and Applications (POSTA’06), 2006. Anais... Grenoble,
França, 2006.

In: COMMAULT, C. (Ed.); MARCHAND, N. (Ed.). Positive systems. Berlin, Alemanha:
Springer Berlin/Heidelberg, October 2006. v. 341/2006 em Lecture Notes in Control and
Information Sciences, Cap. Max-Plus: A Network Algebra, p. 375–382.

DANIEL-CAVALCANTE, M.; SANTOS-MENDES, R. A álgebra Max-Plus e o
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Caṕıtulo 1

Introdução

Redes de comunicações com suporte para serviços integrados (Intserv - Braden et al.,

1994) ou diferenciados (DiffServ - Blake et al., 1998) podem transportar tráfegos de uma grande

variedade de aplicações e ainda serem capazes de prover garantias de desempenho para tráfegos

de tempo real, como v́ıdeo sob demanda (VoD), videoconferências e voz sobre IP (VoIP) (Parekh

e Gallager, 1993). Para satisfazer seus usuários finais, cada tipo de aplicação demanda um certo

requisito de Qualidade de Serviço (QoS), tal como máximo atraso fim-a-fim, máxima variação

de atraso (ou jitter) e mı́nima taxa de transmissão de dados. Esse cenário de tráfegos impõe

a determinação de limitantes de parâmetros de QoS e mecanismos de filtragem de tráfegos,

para evitar a monopolização de recursos de redes por um único fluxo e a conseqüente piora na

qualidade de serviço oferecida a outros fluxos. Por exemplo, considere-se uma rádio online. Neste

caso, apresentar aos ouvintes um serviço de qualidade significa disponibilizar áudio sem cortes

ou rúıdos, a uma taxa adequada. Para conseguir a qualidade desejada, em geral, a partir da

requisição do ouvinte, dados são armazenados em um buffer durante algum tempo. Esse buffer é

importante para que o usuário não perceba eventuais oscilações na taxa de dados recebidos e

conseqüentes falhas no áudio, mas não pode ser tão grande ao ponto de fazer o ouvinte desistir

de ouvir a rádio porque o atraso inicial (até começar a ouvir a rádio) é muito grande.

O Network Calculus (NC) surgiu no contexto de prover QoS à Internet, como um

fundamento matemático para um estudo mais rigoroso da arquitetura DiffServ/IntServ em um

contexto estático1 e determińıstico. O NC pode ser definido como um conjunto de regras e

resultados para calcular limitantes de parâmetros de desempenho em redes de comunicações e

é uma forma alternativa à teoria de filas clássica, para analisar o comportamento de sistemas

de filas. O NC se baseia na idéia de que uma análise detalhada dos fluxos de tráfego não é

necessária, para analisar o desempenho de uma rede em termos dos requisitos de serviço (Malaney

1Estático, porque não se leva em conta a natureza de tempo real de aplicações (Parekh e Gallager, 1994).

1



2 Caṕıtulo 1: Introdução

e Rogers, 1999). A teoria existente sobre o NC está basicamente descrita em Le Boudec (1996),

Chang (2000), Chang et al. (2002) e Le Boudec e Thiran (2003) e uma introdução ao assunto

pode ser encontrada em Agrawal et al. (1999), Le Boudec et al. (2000a), Le Boudec et al. (2000b),

Firoiu et al. (2002) e Benvenuti et al. (2003).

A evolução da tecnologia trouxe à tona sistemas dinâmicos complexos, cujo espaço

de estados é descrito por um conjunto discreto, e cujas transições de estados são associadas à

ocorrência instantânea de eventos. Esses sistemas são chamados Sistemas Dinâmicos a Eventos

Discretos (DEDS). As redes de comunicações, alvo de estudo do Network Calculus, são exemplos

de DEDS. Nesse caso, por exemplo, pode-se definir como variável de estado o número de pacotes

presentes na rede; e como eventos, a chegada e a sáıda de pacotes. Outros exemplos de DEDS

são: sistemas de manufatura flex́ıvel, sistemas de controle de tráfego, sistemas multiprocessados

e sistemas de loǵıstica.

DEDS não são adequadamente descritos pelo arsenal matemático centrado em

equações diferenciais ou a diferenças. Para esses sistemas, há técnicas alternativas mais

adequadas, conforme discussão em Cassandras e Lafortune (1999). Em geral, os DEDS levam

a uma descrição não-linear na álgebra convencional de números reais. Contudo, existe uma

subclasse desses sistemas que pode ser modelada linearmente na Álgebra de Dióides. As

caracteŕısticas intŕınsecas a essa álgebra são, portanto, mais adequadas para o tratamento desses

sistemas.

A relação entre o NC e a álgebra de dióides está presente na literatura. Por exemplo,

Le Boudec (1996) utiliza a álgebra de dióides para representar restrições da taxa de serviço

mı́nima de redes; e Chang (1998b) e Chang et al. (2002) mostram que cálculos de limitantes

de desempenho em redes de comunicações são simplificados, se suas restrições são representadas

nessa álgebra. Contudo, o potencial da álgebra de dióides para o tratamento sistemático de redes

de comunicações ainda não foi totalmente explorado.

Os trabalhos existentes sobre NC em geral utilizam uma notação heterogênea

(álgebra tradicional e de dióides) para representar as restrições matemáticas de sistemas, o

que obscurece as relações entre variáveis. Além disso, alguns śımbolos utilizados na literatura

do NC e de dióides aparecem com significados diferentes, dificultando o correto entendimento

de expressões. Nesse contexto, os objetivos deste trabalho podem ser considerados sob dois

aspectos. Por um lado, deseja-se utilizar sistematicamente as propriedades da álgebra de dióides

na formulação e derivação de resultados em NC. Em particular, deseja-se:

• Uniformizar a notação utilizada, em torno da literatura de dióides.

• Usar mais sistematicamente resultados conhecidos da álgebra de dióides.

• Definir métodos para o tratamento sistemático e modular de problemas como a modelagem

e a determinação de parâmetros de QoS em redes de comunicações.
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• Quando posśıvel, apresentar resultados e demonstrações completamente na álgebra de

dióides.

Por outro lado, deseja-se obter resultados menos conservativos para problemas encontrados na

literatura.

Como uma forma de ilustrar os métodos propostos neste trabalho, analisam-se

alguns componentes encontrados freqüentemente em modelos de redes de comunicações, tais

como: enlaces conservativos, reguladores de tráfegos, buffers de recepção e multiplexadores.

Em particular, destacam-se as análises desenvolvidas para multiplexadores, apresentadas nos

Caṕıtulos 6 e 7.

Trabalhar em uma plataforma completamente baseada na álgebra de dióides é uma

abordagem nova para o NC. Há muitos resultados úteis da álgebra de dióides que ainda não foram

explorados e podem ser usados para melhorar resultados conhecidos ou resolver problemas novos,

relacionados a limitantes de desempenho ou à modelagem de redes de comunicações. Além disso,

vale ressaltar que a comunidade de Sistemas Dinâmicos a Eventos Discretos aplica o formalismo

da álgebra de dióides sistematicamente, para a modelagem e controle de DEDS. Seria, portanto,

positivo se ambas comunidades (DEDS e NC) compartilhassem as mesmas técnicas.

Este trabalho está dividido da maneira descrita a seguir. No Caṕıtulo 2, apresenta-se

um breve histórico do NC, introduzindo alguns conceitos importantes, como “curvas de

regulação”2 e “curvas de serviço”. No Caṕıtulo 3, apresentam-se definições e resultados da

álgebra de dióides que formam a base matemática deste trabalho. No Caṕıtulo 4, definem-se os

diferentes tipos de restrições matemáticas aqui tratados. A partir dessas restrições, formam-se

unidades de modelo, chamadas de elementos básicos, com as quais é posśıvel o tratamento

de diversos problemas relacionados a redes de comunicações. No Caṕıtulo 5, a partir dos

elementos básicos, define-se um método para a determinação de parâmetros de QoS em redes

de comunicações. A partir desse método, determinam-se, para um sistema simples, alguns

limitantes de desempenho como máximo atraso fim-a-fim e máxima utilização de buffers (ou

backlog). Finalmente, introduz-se o conceito de equivalência entre modelos de sistemas e se

obtêm algumas regras para a simplificação desses modelos. No Caṕıtulo 6, analisa-se um

sistema com agregação (multiplexação) dos tráfegos de entrada. No Caṕıtulo 7, analisam-se

componentes comumente encontrados na modelagem de sistemas de comunicações, tais como:

enlaces conservativos, reguladores de tráfegos, buffers de recepção e multiplexadores. Finalmente,

no Caṕıtulo 8, apresentam-se conclusões do trabalho e sugestões para trabalhos futuros.

Para dar mais fluência ao texto, as demonstrações de algumas propriedades dos

2Na literatura, há uma multiplicidade de nomes associados ao conceito de curva de regulação (e.g., “arrival
curve”). Uma revisão histórica destes termos é apresentada no Caṕıtulo 2.
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Caṕıtulos 3, 4, 6 e 7 estão apresentadas à parte, respectivamente, nos Apêndices B-E. Além

disso, no Apêndice F, apresentam-se alguns resultados da literatura, referenciados ao longo do

texto; e, no Apêndice G, as demonstrações de algumas passagens espećıficas. Para facilitar

consultas futuras, as tabelas de resultados apresentadas ao longo deste trabalho estão repetidas

no Apêndice A.



Caṕıtulo 2

Network Calculus

Pode-se definir Network Calculus (NC) como uma compilação de regras e resultados

relacionados à determinação de limitantes de parâmetros de desempenho em redes de pacotes

(Le Boudec, 1998). O NC surgiu no ińıcio dos anos noventa como uma ferramenta determińıstica

para a análise do desempenho de redes de comunicações, mais especificamente redes de pacotes

com garantia de serviço, mas existem extensões do NC em um contexto estocástico (Vojnović e

Le Boudec, 2002; Liebeherr et al., 2003; Pandit et al., 2004; Jiang, 2006; Li et al., 2007). Neste

trabalho, o NC é visto em um contexto puramente determińıstico.

O modelo de redes utilizado está descrito a seguir e se baseia em Sariowan (1996).

Uma rede consiste de um conjunto de nós roteadores interconectados por enlaces. Assume-se

um modelo de circuito virtual, no qual pacotes de uma sessão trafegam por um caminho f́ısico

pré-definido. Desta forma, pacotes de uma mesma sessão seguem um mesmo caminho (Le Boudec

e Hébuterne, 2000). Uma rota consiste de um conjunto de enlaces ordenados conectando fonte

e destino de uma sessão. Como em Fidler (2003), consideram-se apenas rotas sem ciclos1. A

rota é configurada no estabelecimento da sessão e permanece inalterada enquanto a sessão está

ativa. Ao invés de impor uma estrutura probabiĺıstica espećıfica, assume-se que o tráfego de

entrada é arbitrário, mas obedece a alguma restrição de rajada, conforme explicado a seguir.

Consideram-se serviços sem preempção, ou seja, uma vez que um servidor começou o serviço de

um pacote, deverá continuar até seu último bit.

Em geral, fontes de tráfego geram fluxos2 de uma maneira desconhecida e aleatória.

Portanto, um posśıvel método para modelar fontes de tráfego consiste em escolher um processo

1Ao configurar os caminhos seguidos por pacotes, utiliza-se algum algoritmo de prevenção de ciclos, como
spanning tree, up/down routing ou turn prohibition (Starobinski et al., 2003).

2Um fluxo de tráfego (ou simplesmente fluxo) é um conjunto de pacotes com as mesmas caracteŕısticas, os
quais trafegam entre dois pontos terminais de uma rede. Por exemplo, um conjunto de pacotes com os mesmos
nós de origem e destino (ou mesmos nós de ingresso e de egresso) e um conjunto de atributos que determinam seu
comportamento e seus requisitos à rede, como classe de serviço e identificador de sessão (Daniel-Cavalcante, 2001).

5
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estocástico para o tráfego emitido. Esse tipo de modelo permite fazer inferências estat́ısticas sobre

o desempenho de redes, como, por exemplo, a probabilidade do atraso fim-a-fim de um pacote

exceder T unidades de tempo. O NC, ao contrário, trabalha com limitantes determińısticos para

medidas de desempenho. Esses limitantes podem ser usados para a configuração de redes com

garantia de desempenho no pior caso. Para o exemplo anterior, determinam-se condições para

que o atraso de pacotes nunca exceda T unidades de tempo (Kumar et al., 2004).

As principais ferramentas para a obtenção de limitantes de QoS em redes de pacotes

são o Network Calculus e a Teoria de Filas. A Teoria de Filas busca valores médios de parâmetros

de desempenho, com o sistema em um estado de equiĺıbrio; o NC faz uma análise de pior caso

buscando limitantes para esses parâmetros (Pandit et al., 2004). Se, por um lado, ao determinar

limitantes no pior caso, o NC é conservativo, por outro lado, limitantes de parâmetros de

desempenho são bem mais facilmente obtidos usando os resultados do NC.3 Outros métodos

para obtenção de medidas de desempenho no contexto de redes podem ser encontrados em Liu

et al. (2001), Firoiu et al. (2002) e Cassandras et al. (2002).

O NC se baseia na idéia de que não é necessária uma análise detalhada de fluxos

de tráfego, para especificar o desempenho de uma rede de comunicações, dado que as seguintes

condições sejam satisfeitas:

• O fluxo de entrada da rede seja limitado.

• Alguma garantia mı́nima de serviço por fluxo seja fornecida.

As condições acima definem um sistema mı́nimo para o NC: um filtro que limite o

tráfego de entrada; e uma rede de pacotes que forneça alguma garantia mı́nima de serviço. A

Figura 2.1 ilustra esse sistema. Essas condições estão diretamente relacionadas a dois conceitos

fundamentais do NC, apresentados a seguir: as “curvas de chegada” ou “curvas de entrada” e as

“curvas de serviço”.

Filtro
Regulador

u x y
Rede

Figura 2.1: Rede com fluxo de entrada sujeito a um filtro regulador.

3Uma desvantagem da Teoria de Filas é que normalmente, para obter resultados de complexidade aceitável,
assumem-se tráfegos Markovianos (Pandit et al., 2004).
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2.1 Curvas de regulação

Considere-se uma função x : Z+ → R+∪{+∞}, tal que x(t) representa a quantidade

de dados que passam em um determinado ponto de uma rede de comunicações no intervalo de

tempo (0, t]. A função x(t) é, portanto, não-decrescente em t.

Como mencionado anteriormente, o NC considera que fluxos de entrada de redes

são limitados de uma forma conhecida. Essa idéia gerou o conceito de “restrições de rajada”

(burstiness constraints), introduzido em 1991 por Cruz (1991a) e Cruz (1991b) da maneira

descrita a seguir. Como ilustrado na Figura 2.1, seja x uma função que representa o fluxo

de entrada de uma determinada rede. Nesse caso, para alguma função σ : Z+ → R+ ∪ {+∞}, a

seguinte inequação deve ser satisfeita, ∀s, t ∈ Z+, tal que s ≤ t:

x(t) − x(s) ≤ σ(t − s). (2.1)

Le Boudec (1996) chama as funções σ para as quais a inequação (2.1) é satisfeita de “curvas de

entrada” (arrival curves). Esse termo é utilizado mais freqüentemente na literatura do NC do

que “restrições de rajada”.

Qualquer que seja a função u(t) ilustrada na Figura 2.1, mesmo que não satisfaça a

inequação (2.1), produzirá, após passar pelo “Filtro Regulador”, uma curva x(t) que satisfaz a

inequação (2.1). A Figura 2.2 ilustra o efeito de uma curva de entrada σ(t).
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(a) Curva de entrada σ(t) e fluxo u(t)
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(b) Curvas σ(t), u(t) e x(t)

Figura 2.2: Exemplo de curva de entrada σ(t). Em (a), a curva σ(t) e uma instanciação do fluxo
de entrada u(t). Em (b), repetição das curvas σ(t) e u(t) e a curva de sáıda do regulador, x(t).

Considere-se a definição de funções invariantes e variantes no tempo apresentada a

seguir.

4Células são pacotes de mesmo tamanho.
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Definição 1 (Funções invariantes e variantes no tempo). Seja f uma função do tipo f : (Z+)2 →

R+ ∪ {+∞}. A função f é invariante no tempo se atende a seguinte igualdade:

f(s, t) = f(s + d, t + d), ∀d ∈ Z+, (2.2)

ou seja, o valor de f(s, t) depende apenas do tamanho do intervalo(s, t]. Notação: f(s, t)=f(t−s).

Se, por outro lado, a equação (2.2) não é satisfeita, então f é uma função variante no tempo.

Existem filtros reguladores que são melhor representados por curvas de entrada

variantes no tempo. Neste sentido, Chang et al. (2002) apresentam uma versão variante no

tempo para a inequação (2.1). Nesse caso, considera-se que uma função de tráfego x satisfaz

uma “envoltória superior” (upper envelope) σ, quando a seguinte inequação é satisfeita:

x(t) − x(s) ≤ σ(s, t). (2.3)

Chang et al. (2002) chamam a relação expressa na inequação (2.3) de “restrição de regulação”

(regulation constraint).

Seja x : (Z+)2 → R+ ∪ {+∞} uma função tal que x(s, t) representa a quantidade de

dados que passam em um determinado ponto de uma rede de comunicações no intervalo de tempo

(s, t]. Para cada valor de s, x(s, t) deve ser uma função não-decrescente de t. Neste trabalho,

chama-se “restrição de regulação” uma expressão parecida com a inequação (2.3), apresentada

na Definição 2.

Definição 2 (Restrição de regulação e curva de regulação). Sejam x, σ : (Z+)2 → R+ ∪ {+∞}

funções que satisfazem a seguinte inequação, ∀s, t ∈ Z+, com s ≤ t:

x(0, t) − x(0, s) ≤ σ(s, t). (2.4)

A inequação (2.4) é chamada de “restrição de regulação” e a função σ é chamada de “curva de

regulação” da função x.

Observação 1. A quantidade de dados que passam em um determinado ponto de uma rede

de comunicações no intervalo de tempo (s, t], x(s, t), é dada por x(t) − x(s). Neste trabalho,

entretanto, visando um formalismo mais uniforme, apresentado no Caṕıtulo 3, utiliza-se a função

x : (Z+)2 → R+∪{+∞} para representar essa quantidade de dados. Como este caṕıtulo pretende

fazer uma revisão ao mesmo tempo conceitual e histórica do NC, serão usadas (apenas neste

caṕıtulo) as duas notações, x(t) e x(s, t), concomitantemente, sem dar origem a confusão.

Em Cruz (1995), a curva de regulação do tráfego de sáıda de uma rede é chamada de

“curva de sáıda” (departure curve). Considerando que ambas (a curva de entrada e a curva de

sáıda) têm o mesmo significado de limitação de rajadas de tráfegos, neste trabalho, preferiu-se
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usar a mesma denominação (curva de regulação) evidenciando que ambas pertencem ao mesmo

“tipo de restrição”.

As curvas de regulação mais comumente encontradas na literatura são as seguintes

funções, ∀s, t ∈ Z+, com s ≤ t:

σ(t − s) = b + r · (t − s). (2.5)

Em geral, quando uma função x satisfaz a curva de regulação σ expressa na equação (2.5), diz-se

que x está sujeito a um leaky bucket5 (ou token bucket) com tamanho de balde de tokens b e

taxa de criação de tokens r. Para uma melhor compreensão da equação (2.5), considere-se uma

rede cujo fluxo de entrada está sujeito a um filtro do tipo leaky bucket. Esses filtros funcionam

da seguinte maneira: cada pacote precisa de um token (permissão para transmissão) ou um

conjunto de tokens, para ser transmitido; esses tokens são gerados a uma taxa r fixa, e pacotes

são liberados para transmissão na rede após a remoção da quantidade necessária de tokens (se

houver tokens suficientes). Não há limite para o número de pacotes que podem ser armazenados

pelo filtro. Dessa forma, considera-se que leaky buckets possuem buffers de tamanho infinito.

Mas o número máximo de tokens é limitado em b (Parekh e Gallager, 1993).

2.2 Curvas de serviço

Cruz (1991a) e Cruz (1991b) utilizam limitações de rajadas de tráfegos (equação 2.1),

para determinar limitantes de atraso de alguns sistemas. A idéia principal de Cruz (1991a) e Cruz

(1991b) é modelar sistemas complexos a partir de sistemas simples. Como exemplo, modela-se

um roteador, a partir da junção em série de um multiplexador, um buffer e um demultiplexador.

Dos modelos obtidos para sistemas simples, encontram-se limitantes de atraso para sistemas mais

complexos, somando os atrasos de cada parte. Os limitantes obtidos por esse procedimento são

conservativos, porque admitem que um mesmo pacote pode sofrer o atraso máximo em redes

consecutivas (Cruz, 1995). Esse prinćıpio é chamado de “Pay Burst Only Once”6 em Le Boudec

e Thiran (2003).

Parekh e Gallager (1993) e Parekh e Gallager (1994) mostram que os limitantes

obtidos para um sistema a partir da soma dos limitantes de suas partes podem ser melhorados,

quando os enlaces de uma rota são tratados em conjunto. Para tornar posśıvel esse tratamento

conjunto, definem as “curvas de serviço universais”, conforme a Definição 3.

Definição 3 (Curva de serviço universal). Seja lk o k-ésimo enlace do caminho de um fluxo de

interesse, i. A curva de serviço universal µm
i (t) do fluxo i ao passar pelos enlaces l1, · · · , lm,

representa o número mı́nimo de bits de i que podem atravessar uma sub-rede formada pelos

5Literalmente, “balde furado”.
6“Pay Burst Only Once” pode ser traduzido como “Considerar Rajadas Apenas Uma Vez”.
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enlaces l1, . . . , lm nas primeiras t unidades de tempo após o ińıcio de uma rajada. Seja xi uma

função que representa o fluxo i antes de entrar no enlace l1; e seja ym
i uma função que representa

o fluxo i ao deixar o m-ésimo enlace de seu caminho, lm. Considere-se s um instante em que a

rede não contém pacotes do fluxo i. A seguinte inequação deve ser satisfeita:

ym
i (s, t) ≥ min

s≤τ≤t
{xi(s, τ) + µm

i (t − τ)} .

(Parekh e Gallager, 1994, Lemma 8).

As curvas de serviço representam um limitante inferior para a quantidade de serviço

alocada por uma rede para um dado fluxo (Agrawal et al., 1999). Da Definição 3, pode-se

perceber que, ao invés de caracterizar serviço a partir de um único número, como máximo atraso

ou mı́nima taxa de serviço de dados, as curvas de serviço especificam as caracteŕısticas do serviço

oferecido a partir de uma função. Desta forma, contêm um amplo espectro de caracteŕısticas do

serviço oferecido (Sariowan et al., 1999).

A partir das definições de curvas de entrada e de serviço, os dois conceitos

fundamentais para o desenvolvimento do NC se fazem presentes. Dessa forma, pode-se dizer

que o NC tem suas bases em Cruz (1991a), Cruz (1991b), Parekh e Gallager (1993) e Parekh e

Gallager (1994).

Cruz (1995) mostra que as curvas de serviço são convenientes para o gerenciamento

determińıstico de garantias de QoS em redes, porque medidas de desempenho fim-a-fim podem

ser obtidas facilmente a partir destas curvas e de restrições de rajadas dos tráfegos de entrada.

Defina-se “backlog” a quantidade de dados internos a um determinado sistema, ou seja, os dados

“em transmissão”. Sariowan et al. (1995) e Cruz (1995) reapresentam a definição de curva de

serviço, conforme a Definição 4.

Definição 4 (Curva de serviço estrita). Sejam x, y, respectivamente, os fluxos de entrada e de

sáıda de um determinado servidor. Uma curva de serviço estrita representa o mı́nimo número

de pacotes de uma sessão que têm que deixar um servidor em um dado intervalo de tempo, em

um peŕıodo de backlog não nulo. Matematicamente, tem-se, ∀t ∈ Z+, ∃s ∈ Z+, tal que s ≤ t,

x(s) = y(s) (o sistema está vazio no instante s) e a seguinte inequação é satisfeita:

y(s, t) ≥ β(t − s).

A partir da Definição 4, usando a idéia de trabalhar com os enlaces de uma rota em

conjunto, Sariowan et al. (1995) e Cruz (1995) definem a curva de serviço ao longo do caminho

percorrido por um dado fluxo de interesse da forma apresentada a seguir. Seja βi,m a curva de

serviço estrita do fluxo i ao percorrer um enlace lm. Considere-se que o fluxo i percorre um total
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de M enlaces, sendo l1, · · · , lM seu percurso total, e que o backlog do fluxo i no enlace l1 é nulo

no instante τ1. Entre os fluxos de entrada em l1 e sáıda em lM , o sistema dedica ao fluxo i a

seguinte curva de serviço:

βNET
i (t) = min

τ1,...,τM ≥ 0;
PM

m=1 τm = t

{
M∑

m=1

βi,m(τm)

}
. (2.6)

Sariowan (1996) e Le Boudec (1996) mostram que a curva de serviço da Definição 4

é mais restrita do que o necessário e apresentaram uma nova definição, apresentada a seguir.

Definição 5 (Curva de serviço invariante). Sejam x, y, respectivamente, os fluxos de entrada e

de sáıda de um determinado sistema. Esse sistema apresenta uma curva de serviço invariante

β(t), se ∀t ∈ Z+, ∃s ∈ Z+, com s ≤ t, tal que a seguinte inequação é satisfeita:

y(t) ≥ x(s) + β(t − s),

ou seja, ∀t ∈ Z+:
y(t) ≥ min

0≤s≤t
{x(s) + β(t − s)} . (2.7)

Observação 2. O conceito de curva de serviço apresentado na Definição 5 é mais amplo do que

o apresentado na Definição 4, porque não se exige backlog nulo no instante s. Dadas curvas de

serviço definidas segundo a Definição 5 para todos os enlaces do caminho de um dado fluxo i, a

curva de serviço fim-a-fim para o fluxo i pode ser definida como na equação (2.6), relaxando-se

a restrição de backlog nulo para o primeiro enlace.

A Figura 2.3 apresenta um exemplo de curva de serviço invariante β(t) e do limitante

para o fluxo y(t), f(t) = min0≤s≤t {x(s) + β(t − s)} (inequação 2.7).
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{x(s) + β(t − s)}

(b) Curvas x(t), y(t) e f(t) ≤ y(t), ∀t (limitante para
y(t), obtido a partir da inequação 2.7)

Figura 2.3: Exemplo de curva de serviço β(t). Em (a), a curva β(t). Em (b), uma instanciação
do fluxo de entrada x(t), do fluxo de sáıda y(t) e do limitante f(t) = min0≤s≤t {x(s) + β(t − s)}.
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Le Boudec et al. (2000a) fazem uma comparação entre a inequação (2.7), que

relaciona os fluxos de entrada e de sáıda de uma dada rede com curva de serviço β(t), e a

expressão entre as tensões de entrada e de sáıda de um circuito RC, respectivamente, as funções

x(t) e y(t) indicadas na Figura 2.4.7 Essa comparação entre curvas está apresentada sucintamente

a seguir. Uma versão mais detalhada encontra-se em Le Boudec e Thiran (2003, Introduction) e

Benvenuti et al. (2003).

Considere-se um circuito RC, ilustrado na Figura 2.4. Seja x(t) o sinal de entrada e

y(t) o sinal de sáıda, conforme ilustrado.

+

−

+

−

R

C
x(t) y(t)

Figura 2.4: Circuito RC, formado pela junção em série de um resistor R e um capacitor C.
Considera-se x(t) a tensão de entrada, e y(t) a tensão de sáıda.

A resposta ao impulso8 deste circuito é dada por, ∀t ∈ R+:

h(t) =

(
1

RC

)
· e−t/(RC).

A função y(t) está relacionada à função x(t) da seguinte maneira:

y(t) =

∫ t

0
x(s) · h(t − s) ds. (2.8)

A integral expressa na equação (2.8) é chamada de convolução. Nesse caso, mais

especificamente, a convolução da tensão de entrada, x(t), e a resposta ao impulso do circuito RC,

h(t). Comparando as equações (2.7) e (2.8), e considerando que uma integral representa uma

soma de termos, pode-se perceber que existe uma correspondência entre convolução de funções

no tempo e restrições de serviço em redes. De fato, a operação de min e a soma em uma,

correspondem à soma (ou integração) e à multiplicação na outra. Tendo isso em vista, Le Boudec

(1996) passa a chamar a operação entre as funções x e β na inequação (2.7) de “convolução

min-plus” (Le Boudec, 1996, Definition 5). Esse termo é uma referência ao dióide min-plus

(Baccelli et al., 1992). A seguir, no Caṕıtulo 3, é apresentada uma definição de dióides e

são citadas algumas caracteŕısticas da álgebra de dióides. Em particular, apresenta-se o dióide

min-plus, no Exemplo 3.2.

7Chama-se circuito RC o circuito formado pela junção em série de um resistor de resistência R e um capacitor
com capacitância C.

8Neste caso, resposta ao impulso significa a tensão do capacitor, quando x(t) é um pico infinito de tensão
aplicado no instante t = 0, com duração despreźıvel.
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A denominação “Network Calculus” surge quando é explicitada uma relação entre o

dióide min-plus e a representação de restrições de elementos de redes de comunicações, como uma

forma de realçar a adequação da álgebra de dióides para o tratamento desses sistemas. Nesse

sentido, uma posśıvel tradução para o termo Network Calculus seria “álgebra de redes”.

A partir do momento em que é explicitada a relação entre álgebra de dióides e redes de

comunicações, procura-se encontrar expressões lineares nessa álgebra, para representar restrições

de sistemas. Chang (1997) menciona que determinados sistemas podem ter suas restrições

escritas linearmente na álgebra min-plus, mas não chega a utilizar os śımbolos convencionais

dessa álgebra. Especificamente, menciona que a regulação de tráfegos pode ser alcançada por

um filtro linear invariante no tempo com resposta ao impulso σ, na álgebra min-plus, quando a

função σ é crescente e sub-aditiva (Definição 32, Apêndice F). Chang (1998b) apresenta a álgebra

min-plus mais rigorosamente e reapresenta os conceitos de curvas de regulação e de serviço nessa

álgebra discutindo como é posśıvel obter reguladores ótimos a partir de métodos sistemáticos.

Outro exemplo de trabalho que expressa linearmente na álgebra de dióides as

restrições de redes de pacotes, Baccelli e Hong (2000) mostram que, em uma conexão controlada

via protocolo TCP, as variáveis que representam os instantes de sáıda de pacotes em cada roteador

satisfazem uma relação linear na álgebra max-plus. Esse modelo foi analisado por Andreola

(2007) para uma rede sem fio.

Embora, a partir de 1996, explicitar a relação dióides/redes seja um ponto comum

na literatura do NC, não existiu (como ainda não existe) uma uniformidade na notação utilizada.

Por exemplo, Le Boudec (1996) e Malaney e Rogers (1999) definem a “convolução” entre duas

funções x e β da seguinte maneira:

(x ⊕ β)(t) = min
0≤s≤t

{x(s) + β(t − s)} .

Essa mesma operação de “convolução” é denotada (x ⋆ β)(t) em Chang (1998b), e (x⊗ β)(t) em

Le Boudec (1998). Para um cenário de funções invariantes no tempo em que não se expressam

restrições entre funções matricialmente, a notação (x⊗β) é, sem dúvida, a utilizada na literatura

recente do NC. Porém, quando x e β expressam matrizes (Cruz e Taneja, 1998; Chang, 1998a;

Chang, 1998b; Malaney e Rogers, 1999) ou são funções variantes no tempo (Chang e Cruz, 1999;

Chang, 2000; Chang et al., 2002; Kim e Hou, 2004), a diversidade de notação ainda é presente.

Chang et al. (2002) reapresentam o conceito de curva de serviço para funções

variantes no tempo. Nesse caso, considera-se que a função y satisfaz uma curva de serviço β

em relação ao fluxo x (Figura 2.1) se, ∀t ∈ Z+, ∃s ∈ Z+, tal que s ≤ t, e a seguinte inequação é

satisfeita:

y(t) ≥ x(s) + β(s, t). (2.9)
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Neste trabalho, chama-se “restrição de serviço” uma expressão parecida com a

inequação (2.9), apresentada a seguir, na Definição 6.

Definição 6 (Restrição de serviço e curva de serviço). Sejam x, y, β : (Z+)2 → R+ ∪ {+∞}

funções que satisfazem a seguinte inequação:

∀t ∈ Z+, ∃s ≤ t : y(0, t) ≥ x(0, s) + β(s, t),

ou seja,

∀t ∈ Z+ : y(0, t) ≥ min
0≤s≤t

{x(0, s) + β(s, t)} . (2.10)

A inequação (2.10) é chamada de “restrição de serviço” entre x e y; e a função β correspondente

é chamada de “curva de serviço”.

2.3 Resultados da literatura

No contexto determińıstico, no qual se insere esta tese, existem duas linhas principais

de trabalhos que utilizam os resultados do NC. A primeira busca a determinação de limitantes

de parâmetros de QoS, a partir de informações sobre o tráfego de entrada e de informações

sobre serviço (descrição do comportamento do sistema, disciplina de serviços adotada, garantia

mı́nima de serviços fornecida). Em geral, na literatura, encontram-se trabalhos relacionados

aos seguintes parâmetros de QoS: atraso, backlog, variação de atraso (jitter), taxa máxima e

efetiva de envio de dados (respectivamente, throughput e effective bandwidth) e curvas de serviço.

Por exemplo, Goyal et al. (1997) determinam medidas de atraso fim-a-fim, quando o algoritmo

de escalonamento é do tipo Guaranteed Rate (GR - Goyal et al., 1997). Barta et al. (2001)

determinam atraso fim-a-fim em redes que empregam a disciplina GPS (Generalized Processor

Sharing - Parekh e Gallager, 1993) em cada nó. Outros exemplos de trabalhos nesta linha são:

Le Boudec e Verscheure (2000a), Le Boudec e Verscheure (2000b), Jasperneite et al. (2002), Kim

e Hou (2004), Rizzo e Le Boudec (2005), Morais (2005), Fidler e Schmitt (2006) e Li et al. (2007).

Uma outra linha de trabalhos é o controle de admissão ou escalonamento de tráfegos

(Keshav, 1997) visando a manutenção de limitantes de interesse dentro de uma faixa de valores

determinada, ou visando a satisfação de uma curva de serviço pré-determinada. Por exemplo,

Fidler (2003) discute como resultados do NC podem ser usados para o controle de admissão

de tráfegos a partir de um Bandwidth Broker9 (BB), para um cenário particular de curvas de

regulação e de serviço e a partir de medidas de atraso virtual máximo fim-a-fim. Outros exemplos

de trabalhos nesta linha são: Sariowan (1996), Sariowan et al. (1999), Malaney e Rogers (1999),

Le Boudec e Verscheure (2000a), Le Boudec e Verscheure (2000b).

9Um BB controla o acesso a serviços de redes de um certo domı́nio.
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Visando possibilitar a implementação dos resultados do NC, Rabinovitch et al.

(2005), em sua proposta de patente, discutem como gerar parâmetros de curvas de regulação,

de forma a assegurar a conformidade de tráfegos com Service Level Agreements10 (SLA); e

Frossard et al. (2007), em sua patente, apresentam estratégias de escalonamento (multiplexação)

de tráfegos multimı́dia em um ambiente com restrições de capacidade de transmissão, respeitando

a necessidade de temporização das apresentações multimı́dia e minimizando atraso (playback

delay) e utilização de buffer.

10Service Level Agreements são especificações de serviço contratadas.



Caṕıtulo 3

Álgebra de dióides

Este caṕıtulo traz as principais definições e resultados necessários para o

entendimento das análises presentes nesta tese. Em particular, são apresentados definições e

resultados das estruturas algébricas denominadas dióides, que formam a base matemática deste

trabalho. O caṕıtulo é dividido em duas partes. Inicialmente, são apresentadas definições e

propriedades gerais de dióides; em seguida, é introduzido o dióide proposto neste trabalho e suas

caracteŕısticas particulares. Para facilitar a leitura, foram inclúıdas tabelas com os resultados

mais relevantes, e demonstrações foram deixadas em apêndice.

3.1 Definições e propriedades gerais de dióides

Esta seção introduz o conceito de dióides da forma como aparece em Baccelli et al.

(1992, Definition 4.1 ) e apresenta resultados relevantes associados.

Definição 7 (Dióide). Um dióide D é um conjunto D munido de duas operações fechadas,

chamadas de “adição” ou “soma” (⊕) e “multiplicação” ou “produto” (⊗). A notação usual é

(D,⊕,⊗). Os seguintes axiomas devem ser satisfeitos:

1. Associatividade da adição. ∀a, b, c ∈ D : (a ⊕ b) ⊕ c = a ⊕ (b ⊕ c).

2. Comutatividade da adição. ∀a, b ∈ D : a ⊕ b = b ⊕ a.

3. Associatividade da multiplicação. ∀a, b, c ∈ D : (a ⊗ b) ⊗ c = a ⊗ (b ⊗ c).

4. Distributividade da multiplicação para somas finitas.

∀a, b, c ∈ D: (a ⊕ b) ⊗ c = (a ⊗ c) ⊕ (b ⊗ c),

c ⊗ (a ⊕ b) = (c ⊗ a) ⊕ (c ⊗ b).

5. Existência de um elemento nulo. ∀a ∈ D,∃ ε ∈ D : a ⊕ ε = ε ⊕ a = a.

6. Existência de um elemento identidade. ∀a ∈ D,∃ e ∈ D : a ⊗ e = e ⊗ a = a.

17
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7. Absorção pelo elemento nulo ε. ∀a ∈ D : a ⊗ ε = ε ⊗ a = ε.

8. Idempotência da adição. ∀a ∈ D : a ⊕ a = a.

A seguir, são apresentados alguns exemplos de dióides.

Exemplo 3.1 (Dióide (Z,max,+)). Sejam a, b ∈ Z. Definem-se as seguintes operações:

a ⊕ b = max {a, b} ;

a ⊗ b = a + b.

Neste dióide, portanto, 2 ⊕ 3 = max {2, 3} = 3 e 2 ⊗ 3 = 2 + 3 = 5.

Exemplo 3.2 (Dióide (R+ ∪ {+∞} ,min,+) ou dióide min-plus). Sejam a, b ∈ R+ ∪ {+∞}.

Definem-se as seguintes operações:

a ⊕ b = min {a, b} ;

a ⊗ b = a + b.

Neste dióide, 2 ⊕ 3 = 2 e 2 ⊗ 3 = 5.

Exemplo 3.3 (Dióide ({0, 1} ,max,min)). Sejam a, b ∈ {0, 1}. Definem-se as seguintes

operações:

a ⊕ b = max {a, b} ;

a ⊗ b = min {a, b} .

Existe uma completa correspondência entre este dióide e a álgebra de Boole. De fato: 0⊕ 0 = 0,

0 ⊕ 1 = 1 ⊕ 0 = 1, 1 ⊕ 1 = 1, 0 ⊗ 0 = 0, 0 ⊗ 1 = 1 ⊗ 0 = 0 e 1 ⊗ 1 = 1.

Os dióides também são chamados de semianéis idempotentes, uma vez que a operação

de adição é idempotente (Definição 7, Axioma 8) e não existe um elemento simétrico (ou elemento

inverso da adição). Da Definição 7, pode-se perceber que, a menos da idempotência da adição,

os axiomas satisfeitos pelos dióides são comuns à álgebra convencional, o que facilita o uso dessas

estruturas. A Tabela 3.1 resume os axiomas de um dióide.

∀a, b, c ∈ D:

a ⊕ b = b ⊕ a (a ⊕ b) ⊕ c = a ⊕ (b ⊕ c) (a ⊗ b) ⊗ c = a ⊗ (b ⊗ c)

(a ⊕ b) ⊗ c = (a ⊗ c) ⊕ (b ⊗ c) c ⊗ (a ⊕ b) = (c ⊗ a) ⊕ (c ⊗ b) ε ⊕ a = a ⊕ ε = a

ε ⊗ a = a ⊗ ε = ε e ⊗ a = a ⊗ e = a a ⊕ a = a

Tabela 3.1: Axiomas de um dióide.



3.1. Definições e propriedades gerais de dióides 19

Observação 3. Para simplificar a notação, algumas vezes o śımbolo ⊗ é omitido. Por exemplo,

para representar “a ⊗ b” é escrito simplesmente “ab”.

Os dióides podem ser classificados dependendo de suas caracteŕısticas particulares.

Por exemplo, chama-se dióide comutativo um dióide cuja multiplicação também é comutativa

(∀a, b ∈ D : a ⊗ b = b ⊗ a). O dióide ({0, 1} ,max,min) apresentado no Exemplo 3.3 é um

dióide comutativo. Neste trabalho, dentre os posśıveis tipos de dióides, destacam-se os dióides

completos, conforme definição a seguir. Outros tipos podem ser encontrados em Baccelli et al.

(1992).

Definição 8 (Dióide completo). Um dióide é completo, quando é fechado para somas infinitas,

e a distributividade se aplica para somas infinitas (Baccelli et al., 1992, Definition 4.32).

Uma conseqüência direta da Definição 8 é que, se um dióide é completo, então é

fechado para a soma de todos os seus elementos. Considerem-se, agora, as Definições 9 e 10.

Definição 9 (Relação de ordenamento parcial). Uma relação binária é chamada de relação de

ordenamento parcial em um dado conjunto D (denotada 4), se as seguintes propriedades são

satisfeitas:

1. Reflexividade. ∀a ∈ D : a 4 a.

2. Antissimetria. ∀a, b ∈ D : se a 4 b e b 4 a, então a = b.

3. Transitividade. ∀a, b, c ∈ D : se a 4 b e b 4 c, então a 4 c.

Observação 4. Neste trabalho, consideram-se relações de ordenamento simétricas, em que a < b

implica, necessariamente, que b 4 a.

Definição 10 (Ordenamento parcial em um dióide D). Seja D = (D,⊕,⊗) um dióide, e sejam

a, b ∈ D . A seguinte relação define um ordenamento parcial em D :

∀a, b ∈ D : a < b ⇔ a = a ⊕ b,

ou ainda,

∀a, b ∈ D : a < b ⇔ ∃c : a = b ⊕ c

(Baccelli et al., 1992, Theorem 4.28).

Seja D um dióide completo, e seja ⊤ a soma de todos os elementos de D , isto é,

⊤ =
⊕

x∈D

x. (3.1)

Conforme comentado anteriormente, se D é um dióide completo, então é fechado para a soma

de todos os seus elementos, de forma que ⊤ ∈ D . Da Definição 10, portanto, o elemento ⊤ é o

máximo elemento de D . ⊤ é chamado de topo de D (em inglês, top).
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Observação 5. Note-se a diferença entre os śımbolos ≥ e ≤ que representam a ordenação

linear na álgebra convencional e os śımbolos < e 4 que representam o ordenamento parcial em

um dióide, apresentado na Definição 10.

Dado um ordenamento parcial em um conjunto D (Definição 9), pode-se definir

limitantes superior e inferior dos subconjuntos de D, conforme apresentado a seguir.

Definição 11 (Limitante superior (inferior) de um subconjunto). Seja um conjunto D munido

de um ordenamento parcial. Define-se o limitante superior (inferior) de um dado subconjunto de

D como o menor (maior) elemento de D, maior ou igual (menor ou igual) a todos os elementos

do subconjunto dado.

Observação 6. Dado um conjunto D, os limitantes superior e inferior de um subconjunto de D

não necessariamente pertencem a esse subconjunto.

Das Definições 7, 9 e 10, pode-se perceber que os dióides são estruturas situadas

entre a álgebra convencional e os reticulados1 possuindo caracteŕısticas de ambos. Por exemplo,

da álgebra convencional possuem as propriedades decorrentes dos Axiomas 1-7 da Definição 7,

e dos reticulados possuem o ordenamento parcial e a existência de limitantes superior e inferior

para cada par de elementos.

Observação 7. Neste trabalho, a notação utilizada para o máximo limitante inferior entre dois

elementos a, b é (a ∧ b).

Uma conseqüência das Definições 10 e 11 é que, dado um dióide D = (D,⊕,⊗)

completo (Definição 8), as seguintes relações são satisfeitas:

∀a, b ∈ D : a < b ⇔ a = a ⊕ b ⇔ b = b ∧ a. (3.2)

Seja um mapeamento isotônico entre dióides conforme definição abaixo.

Definição 12 (Mapeamento isotônico). Sejam D e B dois dióides. Um mapeamento f de D

em B é dito isotônico, quando satisfaz a seguinte condição:

∀a, b ∈ D : a < b ⇒ f(a) < f(b) com f(a), f(b) ∈ B.

Observação 8. A operação ∧ é associativa, comutativa e idempotente. Entretanto, a

multiplicação não é necessariamente distributiva em relação a essa operação. De um modo geral,

1Reticulados são conjuntos ordenados em que existem limitantes superior e inferior (Definição 11) para qualquer
subconjunto finito (Blyth e Janowitz, 1972; Birkhoff, 1979). Outras definições relacionadas a reticulados também
podem ser encontradas em Baccelli et al. (1992), Chapter 4.
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têm-se:

(x ∧ y) ⊗ c 4 (x ⊗ c) ∧ (y ⊗ c),

c ⊗ (x ∧ y) 4 (c ⊗ x) ∧ (c ⊗ y).

(Baccelli et al., 1992, seção 4.3.4). Além disso, dado um dióide completo D , ⊤ ∈ D (equação

3.1) é o elemento neutro da operação ∧.

Quando restrições de sistemas são representadas usando a estrutura algébrica

definida anteriormente, o resultado obtido pode ser um conjunto de equações da forma f(x) = b,

sendo f um mapeamento isotônico (Definição 12) entre dióides completos.2 Encontrar posśıveis

valores de x que satisfaçam esse tipo de equação corresponde, de alguma forma, a encontrar uma

posśıvel inversa de f em D . Esse problema, de forma semelhante ao que acontece na álgebra

convencional, pode não ter resposta, ou a resposta pode não ser única. De modo geral, em

reticulados, esta questão é tratada da seguinte maneira. Resolve-se uma relaxação do problema

original, que pode ser:

• Encontrar o máximo x para o qual f(x) 4 b;

• Encontrar o mı́nimo x para o qual f(x) < b.

Nesses casos, a solução é única, quando o conjunto de posśıveis soluções da inequação f(x) 4 b

(f(x) < b) é não-vazio e contém um limitante superior (inferior). No caso da inequação f(x) 4 b,

quando o conjunto de posśıveis soluções é não-vazio e contém um limitante superior, então diz-se

que a função f é residuada, conforme a definição a seguir.

Definição 13 (Função residuada e reśıduo). Seja f : D → B um mapeamento isotônico do

dióide completo D no dióide completo B. Se, ∀b ∈ B, o conjunto das soluções da inequação

f(x) 4 b é não-vazio e contém seu limitante superior, denotado f ♯(b), então f é uma função

residuada e f ♯(b) é chamado de reśıduo de f em b (Baccelli et al., 1992, Theorem 4.50).

Definição 14 (Função dualmente residuada e reśıduo dual). Seja f : D → B um mapeamento

isotônico do dióide completo D no dióide completo B. Se, ∀b ∈ B, o conjunto das soluções da

inequação f(x) < b é não-vazio e contém seu limitante inferior, denotado f ♭(b), então f é uma

função dualmente residuada e f ♭(b) é chamado de reśıduo dual de f em b (Baccelli et al., 1992,

Theorem 4.52).

Sejam, por exemplo, as funções la(x) e ra(x) definidas da seguinte maneira:

la(x) = a ⊗ x, (3.3)

ra(x) = x ⊗ a. (3.4)

2Assume-se que os dióides são completos, para garantir a existência de limitantes inferiores e superiores.
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Pode-se demonstrar que, para qualquer dióide completo D , as funções la(x) e ra(x) são residuáveis

(Maia, 2003, Seção 2.1.4). Suas funções reśıduo são denotadas, respectivamente, l#a (y) = a\◦y e

r#
a (y) = y /◦a, definindo “divisões” por a em D à esquerda e à direita, respectivamente. Deve-se

observar que a operação \◦ (ou /◦ ), embora univocamente definida, não é precisamente a inversa

de la(x) (ou ra(x)). De modo geral, a ⊗ (a\◦b) 4 b (ou (b/◦a) ⊗ a 4 b). Em casos particulares, a

igualdade pode ocorrer. A Tabela 3.2 apresenta algumas propriedades conhecidas da residuação,

relacionadas a essa “divisão”.

∀a, b, x ∈ D:

ax 4 b ⇔ x 4 a\◦b xa 4 b ⇔ x 4 b/◦a (PR.1)

a\◦ (ax) < x (xa) /◦a < x (PR.2)

(ab) \◦x = b\◦ (a\◦x) x/◦ (ba) = (x/◦a) /◦b (PR.3)

(a ⊕ b) \◦x = a\◦x ∧ b\◦x x/◦ (a ⊕ b) = x/◦a ∧ x/◦b (PR.4)

b (a\◦x) 4 (a/◦b) \◦x (x/◦a) b 4 x/◦ (b\◦a) (PR.5)

(a\◦x)b 4 a\◦(xb) b(x/◦a) 4 (bx)/◦a (PR.6)

x/◦a∗
4 x a∗ \◦x 4 x (PR.7)

a\◦ (x ∧ y) = (a\◦x) ∧ (a\◦y) (x ∧ y)/◦a = (x/◦a) ∧ (y /◦a) (PR.8)

a\◦(x ⊕ y) < (a\◦x) ⊕ (a\◦y) (x ⊕ y)/◦a < (x/◦a) ⊕ (y /◦a) (PR.9)

(a ∧ b)\◦x < (a\◦x) ⊕ (b\◦x) x/◦ (a ∧ b) < (x/◦a) ⊕ (x/◦b) (PR.10)

a(a\◦x) 4 x (x/◦a)a 4 x (PR.11)

a(a\◦(ax)) = ax ((ax)/◦a)a = ax (PR.12)

a\◦ [a(a\◦x)] = a\◦x [(x/◦a)a]/◦a = x/◦a (PR.13)

(a\◦x)/◦b = a\◦(x/◦b) b\◦ (x/◦a) = (b\◦x)/◦a (PR.14)

(a\◦x) ⊕ b 4 a\◦ (x ⊕ ab) (x/◦a) ⊕ b 4 (x ⊕ ba)/◦a (PR.15)

Tabela 3.2: Propriedades da residuação (adaptado de Baccelli et al., 1992, Table 4.1 ).

Como mencionado anteriormente, a residuação é uma forma de tentar encontrar

posśıveis soluções para a equação f(x) = b, a partir dos conjuntos de soluções da inequação

f(x) 4 b. Outros problemas interessantes estão apresentados a seguir. Dados a, b ∈ D , sendo D

um dióide completo,

• Encontrar posśıveis valores de x para os quais x = xa ⊕ b ou x < xa ⊕ b.

• Encontrar posśıveis valores de x para os quais x = x/◦a ∧ b ou x 4 x/◦a ∧ b.

Os Teoremas 1 e 2 respondem esses problemas.

Teorema 1. Sejam a e b dois elementos de um dióide completo D . Têm-se:

1. A solução mı́nima de x = xa ⊕ b e x < xa ⊕ b é dada por x = b ⊗ a∗, onde a∗ =
⊕

i∈N
ai

(chamado “fechamento de Kleene”), a0 = e, e

ai = a ⊗ . . . ⊗ a︸ ︷︷ ︸ .

i vezes
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2. Qualquer solução de x = xa ⊕ b e x < xa ⊕ b satisfaz x = xa∗.

Este teorema é análogo a Baccelli et al. (1992, Theorem 4.75).

Teorema 2. Sejam a e b dois elementos de um dióide completo D . Têm-se:

1. A solução máxima de x = x/◦a ∧ b e x 4 x/◦a ∧ b é dada por x = b/◦a∗.

2. Qualquer solução de x = x/◦a ∧ b e x 4 x/◦a ∧ b satisfaz x = x/◦a∗.

Este teorema é análogo a Baccelli et al. (1992, Theorem 4.73).

3.2 Dióide proposto: C

Como mencionado anteriormente, um dos objetivos desta tese é considerar

um método algébrico para manipular problemas relacionados ao desempenho de redes de

comunicações. Os elementos a serem manipulados são funções positivas do tipo

x : (Z+)2 → R+ ∪ {+∞} ,

em que uma função x(s, t) representa a quantidade de dados que passam em um determinado

ponto de uma dada rede, em um intervalo de tempo (s, t]. Como em Cruz (1995), portanto,

considera-se um modelo de tempo discreto.

Seja o seguinte conjunto de funções x : (Z+)2 → R+ ∪ {+∞}:

C = {x : x(s, t) ≥ 0, se s ≤ t, e x(s, t) = 0, se s > t} . (3.5)

Dados a, b ∈ C, pode-se definir as seguintes operações em C, ∀s, t ∈ Z+:

(a ⊕ b)(s, t) = inf {a(s, t), b(s, t)} , (3.6)

(a ⊗ b)(s, t) =





min
s≤τ≤t

{a(s, τ) + b(τ, t)} , se s ≤ t,

0, se s > t.
(3.7)

O conjunto C e as operações de soma e produto definidas acima formam o dióide C =

(C,⊕,⊗). No restante desta seção, demonstra-se que C é um dióide completo, e se determinam

expressões para as residuações das funções produto à direita e à esquerda em C .3

3Neste trabalho, por razões de simplicidade, as residuações das operações de produto à esquerda (la(x) na
equação 3.3) e à direita (ra(x) na equação 3.4) são denominadas, respectivamente, operações de residuação à
esquerda e à direita.
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Teorema 3. C = (C,⊕,⊗) é um dióide completo definido pelas equações (3.5)-(3.7). Os

elementos nulo e unidade são definidos, respectivamente, da seguinte maneira:

ε(s, t) =





+∞ se s ≤ t,

0, se s > t,
(3.8) e(s, t) =





+∞ se s < t,

0, se s ≥ t.
(3.9)

As Figuras 3.1 e 3.2 ilustram os elementos neutros em C para um dado valor de s.

Note-se que ε e e diferem no ponto s = t: ε(s, s) = +∞, ∀s; e e(s, s) = 0, ∀s.

ε(s, t)

+∞

s = t t − s

Figura 3.1: Elemento nulo em C .

e(s, t)

+∞

s = t t − s

Figura 3.2: Elemento identidade em C .

Demonstração. Primeiramente, deve-se mostrar que a adição e a multiplicação definidas pelas

equações (3.6) e (3.7) são fechadas em C. Sejam a, b ∈ C. Da definição de C (equação 3.5), se s ≤ t,

então a(s, t) ≥ 0 e b(s, t) ≥ 0. Assim, (a⊕b)(s, t) = inf {a(s, t), b(s, t)} = min {a(s, t), b(s, t)} ≥ 0

e (a ⊗ b)(s, t) = mins≤τ≤t {a(s, τ) + b(τ, t)} ≥ 0. Por outro lado, se s > t, a(s, t) = b(s, t) = 0.

Dáı: (a ⊕ b)(s, t) = inf {a(s, t), b(s, t)} = min {0, 0} = 0 e (a ⊗ b)(s, t) = 0 (diretamente da

definição). Assim, (a ⊕ b), (a ⊗ b) ∈ C.

A seguir, mostra-se que a estrutura (C,⊕,⊗) satisfaz cada axioma da Definição 7 e

da Definição 8. Consideram-se s, t ∈ Z+.

1 (Associatividade da adição). Para todo a, b, c ∈ C,

∀s, t : [(a ⊕ b) ⊕ c] (s, t) = inf {inf {a(s, t), b(s, t)} , c(s, t)}

= inf {a(s, t), inf {b(s, t), c(s, t)}}

= [a ⊕ (b ⊕ c)] (s, t).

Dáı: (a ⊕ b) ⊕ c = a ⊕ (b ⊕ c).

2 (Comutatividade da adição). Para todo a, b ∈ C,

∀s, t : (a ⊕ b)(s, t) = inf {a(s, t), b(s, t)}

= inf {b(s, t), a(s, t)} = (b ⊕ a)(s, t).

Assim, a ⊕ b = b ⊕ a.
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3 (Associatividade da multiplicação). Sejam a, b, c ∈ C. Para todo s, t, tal que s ≤ t:

[(a ⊗ b) ⊗ c] (s, t) = min
s≤τ≤t

{(a ⊗ b)(s, τ) + c(τ, t)}

= min
s≤τ≤t

{
min

s≤τ ′≤τ

{
a(s, τ ′) + b(τ ′, τ)

}
+ c(τ, t)

}

= min
s≤τ≤t

{
min

s≤τ ′≤τ

{
a(s, τ ′) + b(τ ′, τ) + c(τ, t)

}}

Aplicando o Teorema 40 (Apêndice F) na equação acima, tem-se:

[(a ⊗ b) ⊗ c] (s, t) = min
s≤τ ′≤t

{
min

τ ′≤τ≤t

{
a(s, τ ′) + b(τ ′, τ) + c(τ, t)

}}

= min
s≤τ ′≤t

{
a(s, τ ′) + min

τ ′≤τ≤t

{
b(τ ′, τ) + c(τ, t)

}}

= min
s≤τ ′≤t

{
a(s, τ ′) + (b ⊗ c)(τ ′, t)

}

= [a ⊗ (b ⊗ c)] (s, t).

Por outro lado, se s ≥ t, da equação (3.7), [(a ⊗ b) ⊗ c] (s, t) = 0 = [a ⊗ (b ⊗ c)] (s, t). Dáı:

(a ⊗ b) ⊗ c = a ⊗ (b ⊗ c).

4 (Distributividade para somas infinitas). Por um lado, é necessário mostrar que, se ak ∈ C,

∀k∈N, então
⊕

k∈N
ak ∈ C. Para todo s, t, quando s > t,

⊕
k∈N

ak(s, t) = infk∈N 0 = 0; quando

s ≤ t,
⊕

k∈N
ak(s, t) = infk∈N {ak(s, t)} ≥ 0, porque ak ∈ C, ∀k. Dessa forma,

⊕
k∈N

ak ∈ C.

Finalmente, sejam ak ∈ C, k ∈ N e c ∈ C. Para todo s, t, se s ≤ t,

[(⊕

k∈N

ak

)
⊗ c

]
(s, t) = min

s≤τ≤t

{
inf
k∈N

{ak(s, τ)} + c(τ, t)

}

= inf
k∈N

{
min

s≤τ≤t
{ak(s, τ) + c(τ, t)}

}

=

[⊕

k∈N

(ak ⊗ c)

]
(s, t).

Por outro lado, se s > t, [(
⊕

k∈N
ak)⊗c](s, t) = 0 = [

⊕
k∈N

(ak⊗c)](s, t). Assim, (
⊕

k∈N
ak)⊗c =

⊕
k∈N

(ak ⊗ c).

A prova da segunda parte, ou seja c ⊗
(⊕

k∈N
ak

)
=
⊕

k∈N
(c ⊗ ak) é semelhante.

5 (Existência do elemento nulo). Seja a ∈ C. De acordo com a definição de ε dada na
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equação (3.8), ∀s, t:

(ε ⊕ a)(s, t) = inf {ε(s, t), a(s, t)}

=





min {+∞, a(s, t)} = a(s, t), se s ≤ t,

min {0, 0} = 0 = a(s, t), se s > t,

= a(s, t).

Dáı: ε ⊕ a = a. Da comutatividade da adição, portanto, ε ⊕ a = a ⊕ ε = a.

6 (Existência do elemento identidade). Seja a ∈ C. Da definição de e dada na equação (3.9),

∀s, t:

(a ⊗ e)(s, t) =





min
s≤τ≤t

{a(s, τ) + e(τ, t)} , se s ≤ t,

0, se s > t,

=





min

{
min

s≤τ<t
{a(s, τ) + ∞} , a(s, t)

}
= a(s, t), se s ≤ t,

0 = a(s, t), se s > t,

= a(s, t).

Dáı: a ⊗ e = a. A demonstração de que e ⊗ a = a é parecida.

7 (Absorção pelo elemento nulo). Seja a ∈ C. Para todo s, t:

(ε ⊗ a)(s, t) =





min
s≤τ≤t

{ε(s, τ) + a(τ, t)} = +∞, se s ≤ t,

0, se s > t,

= ε(s, t).

Dáı: ε ⊗ a = ε. A prova de a ⊗ ε = ε, é parecida.

8 (Idempotência da adição). Seja a ∈ C. Para todo s, t:

(a ⊕ a)(s, t) = inf {a(s, t), a(s, t)}

= a(s, t).

Dáı: a ⊕ a = a.

Observação 9. A multiplicação em um dióide não é necessariamente comutativa. Por exemplo,

a operação ⊗ definida na equação (3.7) não é comutativa.

Uma vez que o dióide C é completo, é posśıvel definir, para qualquer par de

elementos, um limitante inferior.
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Definição 15. Sejam a, b ∈ C. Definem-se o máximo limitante inferior entre a e b, a ∧ b, e o

máximo elemento em C , ⊤, conforme equações a seguir. Para todo s, t ∈ Z+:

(a ∧ b)(s, t) = sup {a(s, t), b(s, t)} ,

⊤(s, t) = 0.

De acordo com (3.2), um ordenamento parcial em um dióide completo qualquer é

dado por x < y ⇔ x = x ⊕ y ⇔ y = y ∧ x. A partir destas definições, é imediato:

y < x ⇔ ∀s, t ∈ Z+ : y(s, t) ≤ x(s, t), (3.10)

onde “≤” é o ordenamento linear usual em R, e “<” é o ordenamento parcial em C .

Observação 10. A partir das equações (3.2) e (3.6), os śımbolos 4 e < que representam o

ordenamento parcial em C correspondem, respectivamente, aos śımbolos ≥ (∀s, t) e ≤ (∀s, t) na

álgebra usual (note-se a inversão). Neste trabalho, diz-se que a ∈ C é um limitante C -inferior

para b ∈ C, se a 4 b. Analogamente, definem-se os limitantes C -superiores. Novamente,

ressalte-se a inversão em relação aos conceitos usuais de limitantes inferior e superior.

Proposição 4 (Residuações em C ). Para o dióide C definido anteriormente, os reśıduos das

funções la(x) = a⊗ x e ra(x) = x ⊗ a, respectivamente l#a (y) e r#
a (y), são expressos da seguinte

maneira, ∀s, t ∈ Z+:

l#a (y) = (a\◦y)(s, t) =





max
0≤τ≤s≤t

{y(τ, t) − a(τ, s)}+ , se s ≤ t,

0, se s > t,
(3.11)

r#
a (y) = (y /◦a)(s, t) =





sup
s≤t≤τ

{y(s, τ) − a(t, τ)}+ , se s ≤ t,

0, se s > t,
(3.12)

onde x+ = max {0, x}.

Demonstração. A seguir, demonstra-se a equação (3.11). De acordo com a Definição 13, o reśıduo

da função la(x) = a ⊗ x é a máxima função x ∈ C que satisfaz a inequação la(x) = a ⊗ x 4 y.

Portanto, de (3.10):

∀τ, t ∈ Z+ : (a ⊗ x)(τ, t) ≥ y(τ, t).

Essa inequação é naturalmente satisfeita, quando τ > t, visto que, nesse caso, (a ⊗ x)(τ, t) =

y(τ, t) = 0. Por outro lado, quando τ ≤ t, (a ⊗ x)(τ, t) = min
τ≤s≤t

{a(τ, s) + x(s, t)}, de forma que

a seguinte inequação é satisfeita, ∀τ, t ∈ Z+, tais que τ ≤ t:

(a ⊗ x)(τ, t) = min
τ≤s≤t

{a(τ, s) + x(s, t)} ≥ y(τ, t).
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A desigualdade anterior é satisfeita, quando

a(τ, s) + x(s, t) ≥ y(τ, t), ∀τ, s, t ∈ Z+, tais que τ ≤ s ≤ t,

ou, equivalentemente, quando

x(s, t) ≥ y(τ, t) − a(τ, s), ∀τ, s, t ∈ Z+, tais que τ ≤ s ≤ t.

Por outro lado, como x ∈ C, então x(s, t) ≥ 0, ∀s, t ∈ Z+. Dessa forma, a

inequação acima pode ser expressa da seguinte maneira: ∀τ, s, t ∈ Z+, se s ≤ t : x(s, t) ≥

maxτ≤s≤t {y(τ, t) − a(τ, s)}+.

Do exposto anteriormente, pode-se concluir que a solução máxima em C de la(x) 4 y

é dada da seguinte forma:

∀τ, s, t ∈ Z+ : (a \◦ y)(s, t) =





max
τ≤s≤t

{y(τ, t) − a(τ, s)}+ , se s ≤ t,

0, se s > t.

A demonstração da equação (3.12) é parecida.

A Tabela 3.3 resume as definições das operações usadas neste trabalho.

∀a, b, y ∈ C :

(a ⊕ b)(s, t) = inf {a(s, t), b(s, t)}

(a ⊗ b)(s, t) =

(
min

s≤τ≤t
{a(s, τ ) + b(τ, t)} , se s ≤ t

0, caso contrário

(a \◦ b)(s, t) =

(
max

τ≤s≤t
{b(τ, t) − a(τ, s)}+ , se s ≤ t

0, caso contrário

(b /◦ a)(s, t) =

(
sup

s≤t≤τ

{b(s, τ ) − a(t, τ )}+ , se s ≤ t

0, caso contrário

(a ∧ b)(s, t) = sup {a(s, t), b(s, t)}

Tabela 3.3: Operações definidas em C .

Observação 11. Conforme a Definição 1, no caso invariante no tempo, é posśıvel representar

os elementos de C como funções de t − s. Sejam a(t − s) e b(t − s) as representações

de duas funções em C invariantes no tempo. Neste caso, (b/◦a) (s, t) = (a\◦b) (s, t) =

supd≥0 {b(t − s + d) − a(d)}+, se s ≤ t; e (b/◦a) (s, t) = (a\◦b) (s, t) = 0, se s > t. Esta

expressão é muito semelhante à operação de deconvolução definida por Chang (1998b) como

(b ⊘ a)(t) = supd≥0 {b(t + d) − a(d)}. O nome “deconvolução” indica que esta operação é, de

certo modo, uma inversa da convolução apresentada na Seção 2.2.

Proposição 5 (Residuações duais em C ). Os mapeamentos la(x) = a ⊗ x e ra(x) = x ⊗ a do

dióide C no dióide C não são dualmente residuados.
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Demonstração. Segundo Baccelli et al. (1992, Definition 4.43 e Theorem 4.52 ), para que um

mapeamento f : D → B do dióide completo D no dióide completo B seja dualmente residuado,

é necessário que f(⊤) = ⊤ e que ∀x, y ∈ D , f(x∧y) = f(x)∧f(y), sendo f(x∧y), f(x), f(y) ∈ B.

Sejam os mapeamentos la(x) = a ⊗ x e rb(x) = x ⊗ b. Da Definição 15, têm-se:

(a ⊗⊤)(s, t) = min
s≤τ≤t

{a(s, τ) + ⊤(τ, t)} = min
s≤τ≤t

{a(s, τ)} ,

(⊤⊗ b)(s, t) = min
s≤τ≤t

{⊤(s, τ) + b(τ, t)} = min
s≤τ≤t

{b(τ, t)} .

Assim, para que a⊗⊤ = ⊤ e ⊤⊗b = ⊤, as seguintes equações precisam ser satisfeitas, ∀s, t ∈ Z+:

(a ⊗⊤)(s, t) = min
s≤τ≤t

{a(s, τ)} = 0, (3.13)

(⊤⊗ b)(s, t) = min
s≤τ≤t

{b(τ, t)} = 0. (3.14)

Essas equações, contudo, não são satisfeitas para quaisquer elementos de C . Por exemplo,

considerem-se ∀s: a(s, s) = mins≤τ≤t {a(s, τ)}, e ∀t: b(t, t) = mins≤τ≤t {b(τ, t)}. Nesses casos,

(a ⊗⊤)(s, t) = a(s, s) e (⊤ ⊗ b)(s, t) = b(t, t). Dessa forma, se ∃s : a(s, s) 6= 0, e ∃t : b(t, t) 6= 0,

então as equações (3.13) e (3.14) deixam de ser satisfeitas, ∀s, t.

No começo deste caṕıtulo, mencionou-se que as funções x(s, t) representam o número

de pacotes que passam por um determinado ponto de uma rede de comunicações durante o

intervalo (s, t]. Essas funções devem ser não-decrescentes em t, para cada valor de s. Por outro

lado, pode-se perceber que não se exige que elementos em C sejam funções não-decrescentes de t.

Por essa razão, o resultado de uma multiplicação em C de termos não-decrescentes em t, pode

ser uma função com porções decrescentes em t.

Seja Ct o subconjunto das funções de C não-decrescentes em t. O conjunto Ct pode

ser definido da seguinte maneira:

Ct = {x ∈ C : x(s, t1) ≥ x(s, t2),∀s, se t1 > t2} . (3.15)

Chang et al. (2002) sugerem que o conjunto Ct (chamado de F̃ , na referência original)

é uma escolha natural para aplicações em Network Calculus dando origem à estrutura algébrica

(Ct,⊕,⊗), na qual as operações de soma e produto são as mesmas definidas nas equações (3.6) e

(3.7). Porém, o produto definido na equação (3.7) não é fechado em Ct (ou F̃), como mostra o

Exemplo 3.4. Conseqüentemente, (Ct,⊕,⊗) não é um dióide.

Exemplo 3.4 (Não fechamento do conjunto Ct em relação a ⊗). Para mostrar que a operação
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⊗ não é fechada em Ct, sejam a, b ∈ Ct definidas da seguinte maneira:

a(0, 0) = 1, a(0, 1) = 1,

b(0, 0) = 1, b(0, 1) = 3, b(1, 1) = 0,

a(s, t) =





+∞, se (s, t) /∈ {(0, 0), (0, 1)} e s ≤ t,

0, caso contrário,

b(s, t) =





+∞, se (s, t) /∈ {(0, 0), (0, 1), (1, 1)} e s ≤ t,

0, caso contrário.

Têm-se:

(a ⊗ b)(0, 0) = a(0, 0) + b(0, 0) = 2,

(a ⊗ b)(0, 1) = min {a(0, 0) + b(0, 1), a(0, 1) + b(1, 1)}

= min {4, 1} = 1 < 2.

Dessa maneira, (a ⊗ b)(s, t) não é não-decrescente em t ∀s, e (a ⊗ b) /∈ Ct.

Chang et al. (2002) basearam alguns de seus resultados no fato de (Ct,⊕,⊗) ser um

dióide completo. Apesar dessa consideração não ser realmente atendida, a grande maioria dos

resultados apresentados em Chang et al. (2002) estão corretos, porque os autores partem sempre

da premissa de que as funções x estão em um subconjunto de Ct (chamado F̃0) de elementos tais

que x(s, s) = 0, ∀s ∈ Z+. O conjunto F̃0, por sua vez, é fechado para o produto definido na

equação (3.7). Contudo, a estrutura (F̃0,⊕,⊗) também não define um dióide, por não incluir o

elemento ε.4 Uma posśıvel solução para essa falha técnica em Chang et al. (2002) seria adicionar

o elemento ε ao conjunto F̃0 e trabalhar em F̃ ′ = F̃0 ∪ {ε}. Neste trabalho, contudo, essa

não é uma solução razoável, porque o conjunto F̃0 não inclui alguns elementos de C que são

essenciais para a descrição das restrições de elementos de redes de comunicações. Exemplos

desses elementos são apresentados na próxima seção.

3.3 Elementos e mapeamentos úteis do dióide C

Nesta seção, são apresentados dois elementos do dióide C que se destacam por

facilitarem a descrição de restrições de elementos de redes de comunicações. São eles: as funções

do tipo λB , que facilitam a descrição de restrições de backlog ; e as funções do tipo δD, úteis para

representar restrições de atraso máximo. Em seguida, são definidos os mapeamentos x̂, úteis

4Note-se que ε(s, s) = +∞, ∀s.
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para representar restrições apenas no intervalo de tempo (0, t]; e os mapeamentos de projeção

C -superior e C -inferior de funções de C em Ct, importantes quando se quer determinar posśıveis

limitantes em Ct de funções em Ct. Por último, são apresentadas propriedades que facilitam a

análise de redes com agregação (multiplexação) de fluxos. Para cada um desses elementos e

mapeamentos especiais de C , destacam-se algumas propriedades interessantes. Para garantir

a fluidez do texto, as demonstrações dessas propriedades são apresentadas no Apêndice B;

para facilitar uma consulta posterior, as propriedades estão apresentadas em forma de tabelas

(repetidas no Apêndice A).

Definição 16 (Função de deslocamento vertical). Seja uma função B : Z+ → R+ ∪ {+∞}.

Define-se a função de deslocamento vertical, λB ∈ C, da seguinte maneira:

λB(s, t) =





0, s > t,

B(t), s = t,

+∞, s < t.

A Figura 3.3 ilustra a função λB(s, t), para algum valor de s dado. Da equação (3.5),

claramente, λB ∈ C. Essa função foi anteriormente definida por Chang et al. (2002, Example 6.7).

λB(s, t)

+∞

s = t t − s

B(t)

Figura 3.3: Função de deslocamento vertical: λB ∈ C .

As funções do tipo λB são úteis para representar limitações de capacidade de

armazenagem de dados em elementos de redes de comunicações, conforme apresentado no

próximo caṕıtulo. A Tabela 3.4 apresenta propriedades dessas funções. Suas demonstrações

podem ser encontradas no Apêndice B, Seção B.1.

Outros elementos de C que facilitam a representação de restrições impostas a

elementos de redes de comunicações são as funções do tipo δD, definidas a seguir.

Definição 17 (Função de atraso). Dado um D ∈ Z+ ∪ {+∞}, define-se a função de atraso

δD ∈ C da seguinte maneira:

δD(s, t) =





0, se t ≤ s + D,

+∞, caso contrário.
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Validade Propriedade Referência

∀x ∈ C (x ⊗ λB)(s, t) =


x(s, t) + B(t), se s ≤ t
0, se s > t

(PL.1)

∀x ∈ C (λB ⊗ x)(s, t) =


x(s, t) + B(s), se s ≤ t
0, se s > t

(PL.2)

∀x ∈ C (x /◦λB)(s, t) = [x(s, t) − B(t)]+ (PL.3)

∀x ∈ C (λB \◦x)(s, t) = [x(s, t) − B(s)]+ (PL.4)

Tabela 3.4: Propriedades da função de deslocamento vertical: λB ∈ C .

A Figura 3.4 representa graficamente uma função do tipo δD. Essas funções são

úteis para representar restrições de atrasos em elementos de redes de comunicações. Esse tipo

de função foi anteriormente definido na literatura (Chang, 1998b; Agrawal et al., 1999).

δD(s, t)

+∞

s = t t − sD

Figura 3.4: Função de atraso constante: δD ∈ C .

Seja Cs o conjunto dos elementos de C não-crescentes em s, ou seja,

Cs = {x ∈ C : x(s1, t) ≥ x(s2, t),∀t, se s1 ≤ s2} . (3.16)

A Tabela 3.5 traz algumas propriedades relacionadas às funções δD e aos elementos dos conjuntos

Ct (equação 3.15) e Cs (equação 3.16).

A seguir são definidos alguns mapeamentos úteis em C . Sejam x, y ∈ C. De (3.10),

dizer que ∀s, t ∈ Z+: y(s, t) ≤ x(s, t) equivale a dizer que y = y ⊕ x, ou ainda, que y < x ou que

x = x ∧ y. Em alguns casos, porém, só é posśıvel afirmar que y(0, t) ≤ x(0, t), ∀t, seja porque

não se tem informação sobre a relação entre y(s, t) e x(s, t) para s 6= 0, ou simplesmente porque

y(s, t) � x(s, t), ∀s, t. Em qualquer desses casos, pode-se usar o artif́ıcio descrito a seguir.

Definição 18 (Mapeamento x̂ ∈ C). Seja x ∈ C. Define-se o mapeamento x̂ de C em C da

seguinte maneira:

x̂(s, t) =





x(0, t), se s = 0,

ε(s, t), se s 6= 0.
(3.17)
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Validade Propriedade Referência

∀x ∈ Ct (x ⊗ δD)(s, t) =

8
<
:

x(s, t − D), se t ≥ s + D
x(s, s), se s ≤ t < s + D
0, se s > t

(PD.1)

∀x ∈ Cs (δD ⊗ x)(s, t) =

8
<
:

x(s + D, t), se t ≥ s + D
x(t, t), se s ≤ t < s + D
0, se s > t

(PD.2)

∀x ∈ Ct (x ⊗ δD) ∈ Ct (PD.3)

∀x ∈ Cs (δD ⊗ x) ∈ Cs (PD.4)

∀x ∈ Ct Se x(s, s) = 0, ∀s, então (x ⊗ δD)(s, t) = x(s, (t − D)+) (PD.5)

∀x ∈ Cs Se x(s, s) = 0, ∀s, então (δD ⊗ x)(s, t) = x(s + D, t) (PD.6)

∀x ∈ Ct (x/◦δD)(s, t) =


x(s, t + D), se s ≤ t
0, se s > t

(PD.7)

∀x ∈ Ct (x ⊗ δD)/◦δD = x ⊗ (δD /◦δD) = x (PD.8)

∀x, y ∈ Ct (x ⊕ y)/◦δD = x/◦δD ⊕ y /◦δD (PD.9)

∀x, y ∈ Ct Se xδD < y, então x < y /◦δD (PD.10)

∀x, y ∈ Ct Se x(s, s) ≤ y(s, s), ∀s, então xδD < y ⇔ x < y /◦δD (PD.11)

∀x ∈ Cs (δD \◦x)(s, t) =


x

`
(s − D)+, t

´
, se s ≤ t

0, se s > t
(PD.12)

∀x, y ∈ Cs δD \◦ (x ⊕ y) = δD \◦x ⊕ δD \◦y (PD.13)

∀x, y ∈ Cs Se δDx < y, então x < δD \◦y (PD.14)

∀x, y ∈ Cs Se x(t, t) ≤ y(t, t), ∀t, então δDx < y ⇔ x < δD \◦y (PD.15)

Tabela 3.5: Propriedades da função de atraso constante: δD ∈ C .
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Quando, ∀t ∈ Z+: y(0, t) ≤ x(0, t), então ∀t ∈ Z+ : ŷ(0, t) ≤ x̂(0, t). Por outro lado,

∀s, t ∈ Z+, se s 6= 0: ŷ(s, t) = x̂(s, t) = ε(s, t). Assim, quando ∀t ∈ Z+: y(0, t) ≤ x(0, t), então

∀s, t ∈ Z+ : ŷ(s, t) ≤ x̂(s, t) e, portanto, como em (3.10), as seguintes equivalências são satisfeitas:

∀t ∈ Z+ : y(0, t) ≤ x(0, t) ⇔ ∀s, t ∈ Z+ : ŷ(s, t) ≤ x̂(s, t) ⇔ ŷ = ŷ ⊕ x̂ ⇔ ŷ < x̂ ⇔ x̂ = x̂ ∧ ŷ.

A Tabela 3.6 mostra as equivalências entre restrições discutidas anteriormente; e a

Tabela 3.7, propriedades do mapeamento x̂.

∀x, y ∈ C :

∀s, t ∈ Z+: y(s, t) ≤ x(s, t) y = y ⊕ x y < x x = x ∧ y

∀t ∈ Z+: y(0, t) ≤ x(0, t) by = by ⊕ bx by < bx bx = bx ∧ by

Tabela 3.6: Equivalências entre restrições na álgebra convencional e no dióide C .

Validade Propriedade Referência

∀a, b ∈ C, b(0, 0) = 0 b ⊗ ba = ba (PH.1)

∀a, b ∈ C ba ⊗ b = d(ab) (PH.2)

∀a, b ∈ C (ba \◦b)(s, t) =


[b(0, t) − a(0, s)]+ , se s ≤ t,
0, caso contrário

(PH.3)

∀a, b ∈ C (b /◦ba)(s, t) =

(
sup
τ≥0

{b(0, τ ) − a(0, τ )}+ , se s = t = 0

0, caso contrário
(PH.4)

∀a, b ∈ C,
b(s, t) < +∞, se s, t < +∞

b \◦ba = ε (PH.5)

∀a, b ∈ C,
b(s, t) < +∞, se s, t < +∞

ba /◦b = (̂a/◦b) (PH.6)

∀a ∈ C (ba∗)(s, t) =


a(0, t), se s = 0
e(s, t), se s 6= 0

(PH.7)

∀a, b ∈ C b ⊗ ba∗ = b ⊕ ba (PH.8)

∀a ∈ Ct (ba \◦ ba)∗ = (ba \◦ ba) (PH.9)

Tabela 3.7: Propriedades do mapeamento x̂.

Conforme mencionado anteriormente, este trabalho trata da determinação de

limitantes de parâmetros de QoS em redes de comunicações. A determinação desses limitantes,

muitas vezes, está ligada à determinação de limitantes de funções em C. Adicionalmente, neste

trabalho, considera-se que x(s, t) representa a quantidade de dados que passam por um dado

ponto da rede no intervalo de tempo (s, t]. Assim, é natural partir da consideração de que,

para cada s, x(s, t) é uma função não-decrescente de t, ou seja, x ∈ Ct. Nesse caso, é natural

procurar limitantes de x também em Ct. Contudo, para garantir o fechamento da operação ⊗ no

conjunto C, admite-se funções com porções decrescentes em t. Surge, então, a questão de como

se pode garantir limitantes em Ct para funções em Ct. A solução escolhida nesta tese foi a de
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trabalhar no conjunto C e depois fazer uma projeção dos limitantes encontrados, do conjunto C

para o conjunto Ct, da maneira descrita a seguir.

Definição 19 (Projeções de C em Ct). Seja a função x ∈ C. Definem-se Pr {x} e Pr {x},

respectivamente, as projeções C -inferior e C -superior de x em Ct, da seguinte maneira, ∀s, t ∈

Z+:

(Pr {x})(s, t) = max
0≤τ≤t

{x(s, τ)} ,

(Pr {x})(s, t) = inf
τ≥t

{x(s, τ)} .

A Figura 3.5 ilustra o significado das projeções C -inferior e C -superior de uma função

x ∈ C no conjunto Ct (respectivamente, Pr {x} e Pr {x}). Para facilitar a distinção entre as

curvas, os gráficos foram criados considerando s, t ∈ R+. Note-se que os operadores de projeção

são isotônicos, por exemplo, se a 4 b, então Pr {a} 4 Pr {b}.

x(s, t)

Pr {x}
x

Pr {x}

t − s

Figura 3.5: Projeções de uma função x(s, t) de C em Ct, para um certo valor de s.

Proposição 6 (Limitantes em Ct de funções em Ct). Sejam x♯, x♭ ∈ C, posśıveis limitantes da

função x ∈ Ct tais que x♭ 4 x 4 x♯. As projeções Pr {x♭} e Pr {x♯} de x♭ e x♯ em Ct também são

posśıveis limitantes de x. Nesse caso,

Pr {x♭} 4 x 4 Pr {x♯} .

Demonstração. A demonstração dessa propriedade encontra-se no Apêndice B, Seção B.4.

Sob certas condições, duas funções a, b ∈ Ct levam a uma função (a ⊗ b) ∈ Ct, o que

implica que Pr {(a ⊗ b)} = Pr {(a ⊗ b)} = (a ⊗ b). Considere-se o seguinte conjunto:

C′
t = {x ∈ Ct : x(t, t) ≤ x(t + 1, t + 1),∀t} . (3.18)

Propriedades envolvendo projeções podem ser encontradas na Tabela 3.8.
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Validade Propriedade Referência

∀x ∈ Ct Pr {x} = Pr {x} = x (PP.1)

∀a, b ∈ C′
t Pr {a ⊗ b} = Pr {a ⊗ b} = a ⊗ b (PP.2)

Tabela 3.8: Propriedades das projeções de C em Ct.

Das definições de C′
t (equação 3.18) e de produto em C (Tabela 3.3), se a, b ∈ C′

t,

tem-se:

(a ⊗ b)(t, t) = a(t, t) + b(t, t) ≤ a(t + 1, t + 1) + b(t + 1, t + 1) = (a ⊗ b)(t + 1, t + 1).

Assim, o produto definido na equação (3.7) é fechado em C′
t.

Observação 12. O fato do produto definido na equação (3.7) ser fechado em C′
t pode induzir à

conclusão de que uma maneira simples de contornar o não-fechamento do conjunto Ct é trabalhar

no conjunto C′
t. Essa solução, embora realmente posśıvel, não foi levada em conta nesta tese,

porque implicaria trabalhar com funções λB tais que B(t) ≤ B(t + 1) (ver Definição 16) e isso

significaria, por sua vez, trabalhar com sistemas com backlog crescente no tempo, o que não é

interessante. Esse último aspecto será aprofundado no próximo caṕıtulo.

Por fim, seja x ∈ C um fluxo formado pela agregação de dois outros fluxos, x1, x2 ∈ C.

Nesse caso, tem-se, ∀s, t ∈ Z+: x(s, t) = x1(s, t) + x2(s, t). Dessa forma, ∀s, t ∈ Z+: x1(s, t) =

x(s, t) − x2(s, t) e x2(s, t) = x(s, t) − x1(s, t). Para tornar posśıvel a representação em C desse

tipo de restrições relacionadas à multiplexação de fluxos, definem-se os mapeamentos F : C → C

e G : C → C a seguir.

Definição 20 (Mapeamento F). Dados a, b ∈ C, define-se o mapeamento F : C → C da seguinte

forma, ∀s, t ∈ Z+:

(F {a, b})(s, t) = a(s, t) + b(s, t). (3.19)

Note-se que, se a, b ∈ C, então F {a, b} ∈ C. De fato, por um lado, ∀s, t ∈ Z+, se s > t :

a(s, t) = b(s, t) = 0, e, portanto, (F {a, b})(s, t) = a(s, t) + b(s, t) = 0; por outro lado, se s ≤ t,

a(s, t) ≥ 0 e b(s, t) ≥ 0, de forma que (F {a, b})(s, t) = a(s, t) + b(s, t) ≥ 0. Dáı, F {a, b} ∈ C.

Note-se também que o mapeamento F é tal que F {a, b} = F {b, a}.

Definição 21 (Mapeamento G). Dados a, b ∈ C, define-se, o mapeamento G : C → C da seguinte

forma, ∀s, t ∈ Z+:

(G {a, b})(s, t) = {a(s, t) − b(s, t)}+.

Para mostrar que, se a, b ∈ C, então, G {a, b} ∈ C, por um lado, tem-se, ∀s, t ∈ Z+:

(G {a, b})(s, t) ≥ 0, diretamente da definição de x+. Por outro lado, como a, b ∈ C, então
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∀s > t : a(s, t) = b(s, t) = 0, de forma que {a(s, t) − b(s, t)}+ = max {0, x1(s, t) − x2(s, t)} =

max {0, 0} = 0. Dáı, G {a, b} ∈ C.

A Tabela 3.9 apresenta mapeamentos definidos nesse caṕıtulo.

∀a, b, x ∈ C :

(Pr {x})(s, t) = max0≤τ≤t {x(s, τ )}

(Pr {x})(s, t) = infτ≥t {x(s, τ )}

(F {a, b})(s, t) = a(s, t) + b(s, t)

(G {a, b})(s, t) = [a(s, t) − b(s, t)]+

Tabela 3.9: Mapeamentos Pr, Pr, F e G definidos em C .

A Tabela 3.10 apresenta algumas propriedades em C relacionadas aos mapeamentos

F e G. As demonstrações encontram-se no Apêndice B, Seção B.6.

Validade Propriedade Referência

∀a, b, c, d ∈ C Se a < c e b < d, então F {a, b} < F {c, d} (PM.1)

∀a, b, c ∈ C a < F {b, c} ⇔ b 4 G {a, c} ⇔ c 4 G {a, b} (PM.2)

∀a, b, c ∈ C a 4 F {b, c} ⇔ b < G {a, c} ⇔ c < G {a, b} (PM.3)

∀a, b, c ∈ C Se a < b, então G {c, a} 4 G {c, b} (PM.4)

∀a, b, c, d ∈ C (F {a, b})\◦ (F {c, d}) < F {(a\◦c), (b\◦d)} (PM.5)

∀xk ∈ Ct, k = 1, . . . , M F {x1δD, . . . , xMδD} = F {x1, . . . , xM} ⊗ δD (PM.6)

∀xk∈ C e ∀Xk : λXk
∈C, k=1, . . . , M F {x1λX1

, . . . , xMλXM
} = F {x1, . . . , xM} λ(X1+...,XM ) (PM.7)

∀xk, βk ∈ C, k = 1, . . . , M F {x1β1, . . . , xMβM}<F {x1, . . . , xM} ⊗ F {β1, . . . , βM} (PM.8)

Tabela 3.10: Propriedades dos mapeamentos F e G.

3.4 Conclusão

Neste caṕıtulo, foram apresentados os conceitos que formam a base matemática deste

trabalho. Primeiramente, foram apresentados conceitos gerais da álgebra de dióides presentes

na literatura. Em seguida, foi introduzido o dióide C proposto neste trabalho, e foram definidas

algumas funções e mapeamentos importantes para a descrição de sistemas de comunicações.

Conforme mencionado, o dióide C proposto neste trabalho se baseia na estrutura definida em

Chang et al. (2002), com as alterações necessárias para garantir o fechamento da operação de

multiplicação e, desta forma, permitir a definição de um dióide.
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A relação de ordenamento parcial representada pelos śımbolos < e 4 não aparece

na literatura associada ao Network Calculus. A operação ∧, por outro lado, é comumente

encontrada, mas com significado oposto ao utilizado na literatura de dióides.5 Neste trabalho,

preferiu-se a conformidade com seu significado na teoria de dióides.

Na literatura do NC, em geral, trabalha-se na estrutura (Ct,min,+), chamada de

“dióide min-plus”. Nesta estrutura, para tornar posśıvel a representação de restrições de sistemas

de comunicações, definem-se vários mapeamentos6. Por exemplo, conforme mencionado no

Caṕıtulo 2, a multiplicação definida pela equação (3.7) é apresentada como um mapeamento

chamado de “convolução min-plus”. Conseqüentemente, resultados conhecidos da literatura de

dióides, como a existência de residuações para o produto à esquerda e à direita e as propriedades

da Tabela 3.2 não são diretamente aplicáveis para a multiplicação definida na equação (3.7),

tendo que ser individualmente demonstrados.

Entre os elementos do dióide C , foi destacada a importância das funções δD e λB. A

primeira é particularmente interessante para a representação de atrasos constantes; a segunda,

para a representação de restrições de backlog. Embora as funções δD e λB já estejam presentes na

literatura (Chang, 1998b, e Chang et al., 2002, por exemplo), a quase totalidade das propriedades

apresentadas nas Tabelas 3.4 e 3.5 são contribuições deste trabalho. São também contribuições

deste trabalho a definição e utilização sistemática da operação de residuação e suas propriedades,

assim como todas as definições e propriedades de mapeamentos apresentadas.

Cinco mapeamentos foram definidos neste caṕıtulo e são uma contribuição deste

trabalho. O mapeamento x̂, permite extrair de uma função x ∈ C apenas as informações referentes

ao intervalo (0, t], ∀t ∈ Z+. Os mapeamentos Pr {·} e Pr {·} permitem a obtenção de funções

no conjunto Ct a partir de funções em C. Finalmente, os mapeamentos F {·} e G {·} facilitam a

representação de restrições relacionadas à multiplexação de tráfegos.

5Na literatura relacionada ao Network Calculus, a operação ∧ é utilizada como um sinônimo do operador
de mı́nimo da álgebra convencional dos números reais. Portanto, seu significado é praticamente o oposto do
apresentado neste trabalho para o dióide C .

6Alguns dos mapeamentos usados na literatura do NC estão apresentados em Le Boudec et al. (2000b, Seção 2).



Caṕıtulo 4

Restrições matemáticas básicas e

elementos básicos associados

Este trabalho trata da determinação de parâmetros de QoS tais como máximo atraso

fim-a-fim, máximo backlog e curvas de regulação e de serviço. O termo “parâmetro”1 é utilizado

neste contexto para fazer referência a curvas, em geral elementos do dióide C . Neste ponto,

cabe estabelecer a diferença entre curva parametrizada (uso comum) e uma curva ela própria

entendida como um parâmetro (utilização feita neste trabalho). Restrições matemáticas podem

ser associadas a parâmetros de QoS, para descrever o comportamento de elementos de sistemas

de comunicações. Essas restrições (igualdades ou desigualdades) podem expressar:

• Especificações de desempenho.

• Limitações f́ısicas do sistema.

Considere-se o dióide C e a interpretação f́ısica de seus elementos conforme descrito

na Seção 3.2. Sejam x, y ∈ C os fluxos de entrada e sáıda, respectivamente, de um dado sistema

S, como ilustrado pela Figura 4.1.

x S y

Figura 4.1: Elemento genérico com fluxo de entrada x e fluxo de sáıda y.

A seguir, cinco tipos de restrições entre os fluxos x e y são descritos, no dióide C :

as restrições de fluxo, de agregação ou acoplamento, de regulação, de serviço e de backlog. Em

seguida, mostra-se que restrições de atraso máximo são um caso especial das restrições de serviço.

1De acordo com Michaelis, “parâmetro” é “todo elemento cuja variação de valor altera a solução de um problema
sem alterar-lhe a natureza” (Melhoramentos, 2008). Neste sentido, funções como as curvas de regulação e de serviço
também são consideradas “parâmetros”.

39
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Um aspecto importante deste trabalho é ressaltar que o conjunto de restrições acima

permite o tratamento de uma classe abrangente de problemas relacionados aos parâmetros de QoS

mencionados anteriormente. Por essa razão, esse conjunto de restrições será chamado conjunto

básico de restrições. Estas restrições não necessariamente formam um conjunto completo, capaz

de tratar qualquer problema relacionado a sistemas de comunicações. Outras restrições podem

ser adicionadas a este conjunto, conforme a necessidade de modelagem de problemas diferentes

dos aqui apresentados.

4.1 Restrições de fluxo

A restrição de fluxo garante que a quantidade de dados que entram em um sistema

desde o instante inicial, s = 0, nunca é maior do que a quantidade de dados que o deixam.

Matematicamente, essa restrição pode ser expressa da seguinte maneira:

∀t ∈ Z+ : y(0, t) ≤ x(0, t). (4.1)

A inequação (4.1) significa que se considera que os sistemas não criam tráfego, mas apenas o

atrasam, quando necessário. Essa restrição está sempre presente em sistemas causais.

De acordo com a Tabela 3.6, a inequação (4.1) pode ser rescrita em C da seguinte

maneira:

ŷ = ŷ ⊕ x̂. (4.2)

4.2 Restrições de acoplamento

A restrição de acoplamento2 permite a modelagem de sistemas em que o fluxo de

sáıda é o acoplamento dos fluxos de entrada. Por exemplo, considere-se um sistema cuja sáıda é o

agregado de M fluxos. Sejam xk, k = 1, 2, . . . ,M , os fluxos de entrada e x o fluxo de sáıda desse

sistema3. Matematicamente, a restrição de acoplamento pode ser expressa da seguinte maneira,

∀s, t ∈ Z+:

x(s, t) = x1(s, t) + x2(s, t) + . . . + xM (s, t). (4.3)

Considere-se a Definição 20 apresentada no Caṕıtulo 3, ou seja, dados a, b ∈ C,

tem-se, ∀s, t ∈ Z+:

(F {a, b})(s, t) = a(s, t) + b(s, t).

2Neste trabalho, utilizam-se os termos multiplexação, agregação e acoplamento como sinônimos. Todos
representam a soma no sentido convencional de funções.

3Em geral, neste trabalho, preferiu-se usar a mesma letra para representar fluxos de entrada e sáıda de
acopladores. A diferenciação entre entrada e sáıda é feita pela inclusão de um sub-́ındice para fluxos de entrada.
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A equação (4.3) pode ser rescrita em C da seguinte maneira:

x = F {x1, x2, . . . , xM} . (4.4)

Defina-se a seguinte notação:

Fk=1,...,M {xk} = F {x1, x2, . . . , xM} .

A equação (4.4) também pode ser escrita da seguinte maneira:

x = Fk=1,...,M {xk} . (4.5)

4.3 Restrições de regulação

Conforme mencionado anteriormente, o NC parte do pressuposto que os fluxos de

uma rede de comunicações são limitados. Seja σ ∈ C a curva de regulação de um sistema

(filtro) com fluxo de entrada x ∈ C e fluxo de sáıda y ∈ C, conforme Definição 2 apresentada no

Caṕıtulo 2. Da inequação (2.4), define-se a restrição de regulação da seguinte maneira, ∀s, t ∈ Z+,

com s ≤ t:

y(0, t) − y(0, s) ≤ σ(s, t). (4.6)

A curva de regulação está relacionada à quantidade máxima de dados que podem

deixar um sistema que atende a inequação (4.6), em um dado intervalo de tempo, conforme

mostrado na Proposição 7.

Proposição 7. Seja y ∈ C a função de sáıda de um filtro que atende a curva de regulação σ ∈ C.

Considere-se y uma função aditiva, conforme Definição 31, Apêndice F. Tem-se:

∀s, t ∈ Z+ : y(s, t) ≤ σ(s, t),

ou, equivalentemente, de acordo com a Tabela 3.6: y = y ⊕ σ.

Demonstração. Da Definição 31 (Apêndice F, página 213): y(s, t) = y(0, t)− y(0, s). Nesse caso,

a propriedade acima decorre diretamente, da inequação (4.6).

A inequação (4.6) pode ser rescrita da seguinte maneira:

∀t ∈ Z+ : y(0, t) ≤ min
0≤s≤t

{y(0, s) + σ(s, t)} .

Assim, de acordo com a Tabela 3.3, como t ≥ 0, tem-se:

∀t ∈ Z+ : y(0, t) ≤ (y ⊗ σ)(0, t). (4.7)

Finalmente, da Tabela 3.6 e da propriedade (PH.2), Tabela 3.7, a inequação (4.7) pode ser

rescrita em C da seguinte maneira:

ŷ = ŷ ⊕ ŷσ. (4.8)



42 Caṕıtulo 4: Restrições matemáticas básicas e elementos básicos associados

Proposição 8. Se um dado fluxo x de um sistema satisfaz uma curva de regulação σ ∈ C, então

também satisfaz a uma curva de regulação σ∗ ∈ C (considerando que σ∗ exista).

Demonstração. Se o fluxo x satisfaz a curva de regulação σ, então x̂ = x̂(e ⊕ σ). Dáı, de

acordo com o Teorema 1 (item 2), tem-se: x̂ = x̂σ∗. Assim, da idempotência da adição: x̂ =

x̂ ⊕ x̂σ∗. Dessa forma, o fluxo x também satisfaz uma curva de regulação σ∗. Esse resultado foi

anteriormente apresentado em Chang et al. (2002, Lemma 3.2 ).

Seja um sistema formado pelo acoplamento de M fluxos de entrada, onde cada fluxo

de entrada está sujeito a uma curva de regulação σk, k = 1, . . . ,M , conforme ilustrado na

Figura 4.2. A curva de regulação total do sistema pode ser definida conforme a proposição a

seguir.

MUX

u1

uk

uM

x1

xk

xM

Filtro σ1

Filtro σk

Filtro σM

+ x

...

...

Filtro com acoplamento

Figura 4.2: Sistema formado pelo acoplamento de M fluxos de entrada, sujeitos a curvas de
regulação σk, k = 1, . . . ,M .

Proposição 9. Considere-se um filtro cujo fluxo de sáıda é formado pelo agrupamento de M

funções de entrada, conforme ilustra a Figura 4.2. Sejam uk ∈ C, k = 1, . . . ,M os fluxos de

entrada deste filtro. Considere-se que a função uk está sujeita a uma curva de regulação σk ∈ C,

k = 1, . . . ,M . Seja, ainda, x = F {x1, . . . , xM} a sáıda total do sistema (Definição 20). Uma

posśıvel curva de regulação para o fluxo de sáıda deste sistema, σ ∈ C, pode ser definida da

seguinte maneira:

σ = F {σ∗
1 , . . . , σ

∗
M} .

Demonstração. A demonstração desta propriedade pode ser encontrada no Apêndice C.

Proposição 10. Seja σ ∈ C uma curva de regulação para um tráfego y. Qualquer função σ′ tal

que σ′ 4 σ também é uma curva de regulação para y.
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Demonstração. A função σ é uma curva de regulação para o tráfego y. Dáı, da equação (4.8) e

da Tabela 3.6, ŷ < ŷσ. Por outro lado, σ′ 4 σ. Dessa forma, da isotonicidade do produto em C ,

ŷσ′ 4 ŷσ, o que implica que ŷ < ŷσ < ŷσ′. Assim, novamente da Tabela 3.6, ŷ = ŷ ⊕ ŷσ′ e,

portanto, a função σ′ é uma curva de regulação para o tráfego y.

4.4 Restrições de serviço

A restrição de serviço está relacionada à quantidade mı́nima de dados, em um certo

intervalo de tempo, para a qual se garante serviço. Neste trabalho, da Definição 6 (Caṕıtulo 2),

mais especificamente da equação (2.10), a restrição de serviço pode ser expressa da seguinte

maneira:

∀t ∈ Z+ : y(0, t) ≥ min
0≤s≤t

{x(0, s) + β(s, t)} . (4.9)

Das Tabelas 3.3 e 3.6 e da propriedade (PH.2), Tabela 3.7, a inequação (4.9) pode

ser rescrita em C da seguinte maneira:

x̂β = x̂β ⊕ ŷ. (4.10)

A seguir, apresentam-se algumas propriedades relacionadas às restrições de serviço.

As demonstrações estão apresentadas no Apêndice C.

Proposição 11. Sejam x e y, respectivamente, os fluxos de entrada e sáıda de um dado sistema

causal. Se a função y é aditiva, então sempre existe um s, com 0 ≤ s ≤ t, tal que y(s, t) ≥ β(s, t).

Proposição 12. Se um sistema apresenta uma curva de serviço β ∈ C, então qualquer função

β′ ∈ C tal que β′ < β, também é uma posśıvel curva de serviço para o sistema.

4.5 Restrições de backlog

A restrição de backlog representa limitações de capacidade de buffers. Sejam x, y ∈

C, respectivamente, as curvas de entrada e sáıda de um dado sistema. Define-se o backlog do

sistema no instante t, w(t), como a diferença entre suas curvas de entrada e de sáıda no instante t,

ou seja,

w(t) = x(0, t) − y(0, t).

Dessa forma, quando uma dada fila tem um backlog no instante t limitado pela função W (t), a

seguinte inequação deve ser satisfeita, ∀t: w(t) = x(0, t)− y(0, t) ≤ W (t). Equivalentemente, ∀t:

x(0, t) ≤ y(0, t) + W (t). (4.11)



44 Caṕıtulo 4: Restrições matemáticas básicas e elementos básicos associados

Da Tabela 3.4, ∀t ∈ Z+ : y(0, t) + W (t) = (y ⊗ λW )(0, t) de forma que a

inequação (4.11) pode ser rescrita da seguinte maneira, ∀t ∈ Z+: x(0, t) ≤ (y ⊗ λW )(0, t),

ou equivalentemente, de acordo com a Tabela 3.6 e da propriedade (PH.2), Tabela 3.7,

x̂ = x̂ ⊕ ŷλW . (4.12)

As restrições de backlog podem ser consideradas por um ponto de vista diferente.

A quantidade de dados y(s, t) que pode sair de um sistema em um dado intervalo de tempo

(s, t] também é limitada pelo backlog do sistema em cada instante. De fato, em cada intervalo

de tempo, pode sair de um sistema, no máximo, a quantidade de dados que estava armazenada

no sistema no ińıcio deste intervalo mais os dados que entraram no sistema durante o intervalo.

Portanto, a seguinte inequação deve ser satisfeita:

y(s, t) ≤ x(s, t) + w(s),

ou ainda, considerando w(s) ≤ W (s), ∀s:

y(s, t) ≤ x(s, t) + W (s). (4.13)

Finalmente, da Tabela 3.4, a inequação (4.13) pode ser rescrita da seguinte maneira,

∀s, t ∈ Z+, com s ≤ t:

y(s, t) ≤ x(s, t) + W (s) = (λW ⊗ x)(s, t).

A inequação acima também é válida, se s > t. Nesse caso, y(s, t) = (λW ⊗ x)(s, t) = 0. De

acordo com a Tabela 3.6, portanto, tem-se:

y = y ⊕ λW x.

4.6 Restrições de atraso máximo

Define-se atraso virtual de um sistema no instante t, d(t), como o deslocamento

temporal em t entre suas curvas de entrada e de sáıda. Considere-se o bit com menor prioridade

de transmissão presente em um sistema em um certo instante t. O atraso virtual é, por definição,

o tempo de espera deste bit, considerando que nenhum outro bit (com maior prioridade) chega

ao sistema. Sejam x e y os fluxos de entrada e sáıda de um dado sistema, respectivamente, com

x̂ < ê. O atraso virtual em t para esse sistema pode ser expresso matematicamente da seguinte

maneira:

d(t) = inf {d ≥ 0 : x(0, t) ≤ y(0, t + d)} (4.14)

(adaptado de Le Boudec e Thiran, 2003, seção 1.1.2). A Figura 4.3 ilustra o cálculo do atraso

virtual de um sistema para t = t1.
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x(0, t)

x(0, [t − D̄]+)

y(0, t)

Quantidade
de dados

tt1

d(t1)

D̄

Figura 4.3: Fluxos de entrada e sáıda para um sistema genérico com atraso virtual máximo D̄.

Sejam D(t) um limitante para o atraso virtual máximo no instante t e D̄ um limitante

para o atraso virtual máximo em qualquer instante. Considere-se conhecida a função D(t). O

parâmetro D̄ pode ser calculado da seguinte maneira:

D̄ = sup
t≥0

{D(t)} . (4.15)

Se um sistema tem atraso virtual máximo D̄, qualquer bit que tenha deixado o

sistema no instante s, deve ter chegado em um instante posterior a [s − D̄]+. Caso contrário,

seria admitido um atraso virtual máximo maior do que D̄. Esse sistema tem que atender a

seguinte inequação, ∀s, t: x([s − D̄]+, t) ≥ y(s, t). Além disso, como ilustrado na Figura 4.3, ∀t:

x(0, [t− D̄]+) ≤ y(0, t). Portanto, da Tabela 3.6 e das propriedades (PD.1) e (PD.2), Tabela 3.5,

um sistema que tem atraso virtual máximo D̄ deve atender as seguintes equações em C :

y = y ⊕ (δD̄ \◦x),

x̂δD̄ = x̂δD̄ ⊕ ŷ. (4.16)

Observação 13. Comparando as equações (4.16) e (4.10), a conclusão natural é que β = δD̄ é

uma curva de serviço posśıvel (em muitos casos conservativa), para esse sistema. Esse resultado

foi anteriormente apresentado para funções invariantes no tempo por Le Boudec e Thiran (2003,

Proposition 1.3.3). Pode-se utilizar, portanto, uma rede β = δD̄ para modelar um atraso

máximo D̄.

4.7 Elementos básicos

Por razões de praticidade, quatro4 elementos pictóricos podem ser definidos a partir

das restrições matemáticas básicas descritas anteriormente pelas equações (4.2), (4.5), (4.8),

4A restrição de fluxo não define um elemento básico, porque é considerada sempre presente.
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(4.10) e (4.12). Essas definições permitem a descrição modular das restrições de elementos

de redes de comunicações mais complexos, conforme exemplificado nos Caṕıtulos 6 e 7. Os

elementos básicos, portanto, não representam sistemas f́ısicos, mas apenas restrições matemáticas

de sistemas. Todos os elementos básicos deste trabalho são considerados causais.

M-Acopladores. M -acopladores representam elementos que agregam M tráfegos de entrada,

de forma a satisfazer a equação (4.5). M -acopladores nunca atrasam ou adiantam os fluxos

de entrada. A Figura 4.4 mostra a representação gráfica adotada neste trabalho para um

M -acoplador com fluxos de entrada xk, k = 1, . . . ,M , e fluxo de sáıda x.

x1

xM

x+··
·

Figura 4.4: Acoplador com M fluxos de entrada.

Reguladores σ. Reguladores σ representam elementos de rede com buffer infinito, os quais

atrasam o tráfego de entrada, quando necessário, de forma a satisfazer as restrições de

fluxo (equação 4.2, considerada sempre presente), e de regulação (equação 4.8). Dessa

forma, as seguintes equações em C devem ser satisfeitas:

ŷ = ŷ ⊕ x̂, (4.17)

ŷ = ŷ ⊕ ŷσ. (4.18)

Basicamente, os reguladores determinam limitantes C -inferiores para fluxos de dados.

Pelos axiomas da Tabela 3.1, as equações (4.17) e (4.18) equivalem à seguinte equação:

ŷ = ŷ(e⊕σ)⊕ x̂. A Figura 4.5 mostra a representação gráfica adotada neste trabalho para

um regulador σ.

x
σ

y

Figura 4.5: Regulador sem perdas, com curva caracteŕıstica σ ∈ C.

Redes β. As redes β representam sistemas causais sem perdas, os quais são restritos pela

equação (4.10), para algum β ∈ C. Ao contrário dos reguladores, as redes β determinam

limitantes C -superiores para fluxos.
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Para esses elementos, as seguintes equações em C devem ser atendidas:

ŷ = ŷ ⊕ x̂,

x̂β = x̂β ⊕ ŷ,

A Figura 4.6 mostra a representação gráfica desse tipo de elemento, também chamado de

rede β.

x
β

y

Figura 4.6: Elemento com curva de serviço β ∈ C.

Filas W . Seja W uma função do tipo W : Z+ → R+ ∪ {+∞}. Uma fila causal sem perdas

garante um backlog máximo no instante t, W (t), quando satisfaz a equação (4.12). Para

esse sistema, portanto, as seguintes equações em C devem ser satisfeitas:

ŷ = ŷ ⊕ x̂,

x̂ = x̂ ⊕ ŷλW .

A Figura 4.7 apresenta a representação gráfica desse sistema.

x
W

y

Figura 4.7: Fila sem perdas, com backlog máximo no instante t limitado pela função W (t).

A Tabela 4.1 apresenta os sistemas de equações em C e as representações gráficas

que caracterizam cada elemento básico.

Elemento Representação gráfica Restrições matemáticas

M -acoplador sem perdas y+··
·

x1

xM

y = Fk=1,...,M {xk}

Regulador σ sem perdas
x y

σ
by = by ⊕ bx
by = by ⊕ byσ

Rede β sem perdas
x y

β
by = by ⊕ bx

bxβ = bxβ ⊕ by

Fila W sem perdas
x y

W
by = by ⊕ bx
bx = bx ⊕ byλW

Tabela 4.1: Elementos básicos e suas restrições matemáticas em C .
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Observação 14. As flechas na representação gráfica dos elementos básicos indicam a direção

da restrição de fluxo (sentido função C -inferior para C -superior). Para os M -acopladores, como

nunca são inseridos atrasos ou adiantamentos aos fluxos de entrada, as setas são puramente

estéticas indicando o sentido de entrada (parcelas) para sáıda (soma). Duas confusões devem ser

evitadas:

1. Os elementos básicos representam restrições matemáticas. As funções de entrada e sáıda

de elementos básicos não representam, necessariamente, os fluxos de entrada e sáıda de

elementos reais de uma rede de pacotes. Por exemplo, considere-se a fila W ilustrada na

Figura 4.7. Essa fila não significa que entre os fluxos x e y exista necessariamente um

buffer com capacidade para armazenar W (t) dados. Na verdade, essa representação indica

apenas que a distância vertical entre as funções x(0, t) e y(0, t) não ultrapassa W (t) dados.

Dessa forma, o sistema real entre x e y pode ser inclusive desconhecido.

2. Na representação gráfica com elementos básicos, pontos com bifurcações de flechas indicam

que a mesma função atende a mais de uma restrição. Assim, as flechas não estão

necessariamente relacionadas ao caminho f́ısico seguido pelos dados. Por exemplo,

considerem-se duas restrições de serviço em paralelo conforme ilustra a Figura 4.8. Essa

representação não significa uma divisão do fluxo em u entre dois servidores, mas apenas a

satisfação das seguintes equações (Tabela 4.1): ŷ = ŷ ⊕ û, ûβ1 = ûβ1 ⊕ ŷ e ûβ2 = ûβ2 ⊕ ŷ,

ou seja, entre as funções u e y existem duas curvas de serviço posśıveis, β1 e β2.

u
β1

β2

y

Figura 4.8: Duas restrições de serviço entre os mesmos fluxos x e y.

4.8 Método para a resolução de problemas em C

Como mencionado anteriormente, o objetivo deste trabalho é considerar um método

algébrico, para manipular problemas relacionados ao desempenho de redes de comunicações. Os

elementos a serem manipulados são funções positivas do tipo x : (Z+)2 → R+ ∪ {+∞}, onde

uma função x(s, t) representa a quantidade de dados que passam por um determinado ponto de

uma rede de comunicações, em um intervalo de tempo (s, t].

Posśıveis problemas de interesse são a determinação de limitantes para as funções x.

Para resolvê-los, a estratégia adotada neste trabalho é usar a estrutura algébrica apresentada
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no Caṕıtulo 3, para descrever as restrições das redes de comunicações de interesse como uma

composição dos elementos básicos definidos neste caṕıtulo. O método proposto é modular.

A Figura 4.9 ilustra o método proposto. Note-se que, se outras restrições básicas são

criadas, outros blocos básicos também são automaticamente criados, mas a estrutura do método

se mantém.

Restrições
Matemáticas

Gerais

Elementos
Básicos

Problema
Dado

Abordagem
Modular

+ Restrições
do Sistema

Solução
Algébrica
(dióides)

Instanciação

Figura 4.9: Método para a resolução de problemas em C .

Nessa abordagem, o problema de obter limitantes para parâmetros de QoS de uma

rede de comunicações é tratado da seguinte maneira:

1. O problema particular é descrito como uma composição de elementos básicos.

2. As restrições algébricas de cada elemento básico de 1 são escritas.

3. O sistema de equações obtido em 2 é resolvido usando a estrutura algébrica introduzida no

Caṕıtulo 3.

4. Os resultados obtidos são instanciados no contexto do problema em particular, se

necessário.

4.9 Conclusão

Neste caṕıtulo, foram definidos cinco tipos de restrições que permitem o tratamento

de uma classe abrangente de problemas relacionados a parâmetros de QoS em sistemas de

comunicações.

A classificação das restrições matemáticas de sistemas de comunicações em diferentes

tipos não é nova (a exemplo de Chang et al., 2002). Contudo, neste trabalho, esta classificação é

apresentada de uma forma sistemática usando a álgebra de dióides. Isso permite a definição de um
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conjunto finito de restrições consideradas básicas. A partir destas restrições, é posśıvel definir

unidades de modelo, chamados elementos básicos, com as quais é posśıvel modelar elementos

diversos de sistemas de comunicações. Conforme mencionado, o conjunto de restrições aqui

definido não é necessariamente completo, ou seja, não é necessariamente capaz de tratar qualquer

problema relacionado a sistemas de comunicações. Contudo, é sempre posśıvel a adição de novas

restrições e de novos elementos básicos, à medida que se fizerem necessários.

Em geral, na literatura relacionada ao Network Calculus, sistemas são tratados

individualmente, de forma que, para cada problema, propõe-se uma solução. Uma contribuição

deste trabalho presente neste caṕıtulo é a idéia de descrever e resolver o conjunto de restrições

de um dado sistema completamente na álgebra de dióides. Esse uso intensivo das técnicas da

álgebra de dióides permite uma análise mais sistemática de problemas.



Caṕıtulo 5

Determinação de limitantes de

parâmetros de QoS

Conforme mencionado anteriormente, uma das contribuições deste trabalho é a

definição de métodos para a análise de sistemas de comunicações, o que permite a sistematização

no tratamento de problemas diversos. Neste sentido, nos caṕıtulos anteriores, apresentou-se uma

estrutura algébrica para representar as restrições de sistemas de comunicações, e foi definido um

método para a representação dessas restrições a partir de estruturas chamadas de “elementos

básicos”.

Sejam x e y os fluxos de entrada e sáıda de um determinado sistema, conforme ilustra

a Figura 5.1. Neste caṕıtulo, define-se um método para a determinação de parâmetros de QoS de

interesse para esse sistema, dado um modelo obtido a partir de elementos básicos entre os fluxos

x e y. Os parâmetros de QoS abordados são: o atraso máximo fim-a-fim, o backlog máximo, e as

curvas de regulação e de serviço. Esses problemas são analisados nas próximas seções para um

sistema simples.

x y

S

Figura 5.1: Sistema genérico de interesse.

O caṕıtulo está dividido conforme descrito a seguir. Primeiramente, o método para

determinação de parâmetros de QoS é definido. Em seguida, a aplicação desse método é ilustrada

a partir da análise de um sistema regulador σ - rede β. Por fim, analisa-se, de um modo geral,

como a representação de um sistema de comunicações pode ser simplificada, através da análise

de equivalência entre modelos.

51
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5.1 Método

No Caṕıtulo 4, mencionou-se que restrições matemáticas podem ser associadas a

parâmetros de QoS, expressando especificações de desempenho ou limitações f́ısicas de um

sistema. Neste caṕıtulo, são introduzidas as restrições redundantes, um novo tipo de restrição.

Ao acrescentar um novo elemento em paralelo a um sistema, acrescenta-se uma

nova restrição ao conjunto de equações que descrevem suas limitações. Dáı, duas situações

podem ocorrer: ou a restrição adicionada impõe uma nova limitação ao sistema, como é o caso

das restrições que expressam especificações de desempenho ou limitações f́ısicas; ou a restrição

adicionada é redundante e sua inclusão ou exclusão não afeta o sistema de equações original.

O caso limite entre estes dois tipos de restrições pode ser usado para a determinação

de posśıveis limitantes para parâmetros de QoS em sistemas de comunicações. Nesse caso,

utiliza-se o seguinte método:

1. Acrescenta-se um elemento que represente o parâmetro considerado, entre as funções de

entrada e sáıda do sistema de interesse. Este procedimento está ilustrado na Figura 5.2.

As restrições redundantes estão representadas com linhas tracejadas.

x y

S

σ

(a) Limitante de curva de regulação

x y

S

β

(b) Limitante de curva de serviço

x y

S

δd

(c) Limitante de atraso máximo

x y

S

w

(d) Limitante de backlog máximo

Figura 5.2: Método para a determinação de limitantes de parâmetros de QoS.

2. Determinam-se os intervalos de valores do parâmetro adicionado para os quais as equações

do novo elemento são redundantes. Essa escolha de intervalos está normalmente relacionada

à escolha dos termos que devem prevalecer em uma operação de soma (⊕) ou de mı́nimo

(∧) em C , de forma a não se alterarem as caracteŕısticas iniciais do sistema em análise.

Uma aplicação concreta desse prinćıpio pode ser observado, por exemplo, na passagem das

equações (5.7) e (5.8), na próxima seção.

3. Encontra-se o valor limite (máximo ou mı́nimo) do parâmetro adicionado dentre os valores

encontrados no item 2.
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Conforme mencionado anteriormente, o Network Calculus parte do pressuposto que

os fluxos de entrada de sistemas são limitados de alguma forma e que é oferecida alguma garantia

de mı́nimo serviço para esses fluxos. Essas condições estão diretamente relacionadas às restrições

de regulação e de serviço, que, portanto, devem estar sempre presentes. Dessa forma, o sistema

da Figura 5.3 pode ser considerado o sistema elementar ou mı́nimo para o NC.

u
σ

yx
β

Figura 5.3: Rede com curva de serviço β conectada a um regulador σ.

A seguir, o método apresentado nesta seção será utilizado para a determinação

de posśıveis limitantes para parâmetros de QoS relacionados ao sistema da Figura 5.3. Os

parâmetros analisados são:

• Atraso máximo da rede β;

• Backlog máximo da rede β;

• Taxa máxima de sáıda de dados;

• Curva de serviço total para o sistema regulador σ - rede β.

Limitantes equivalentes para vários desses parâmetros estão presentes na literatura.

Apesar disso, as demonstrações foram mantidas no texto a seguir, porque tais demonstrações,

diferentemente dos resultados apresentados na literatura, são feitas integralmente no contexto

da álgebra de dióides utilizando de modo sistemático suas propriedades intŕınsecas (e.g., a

residuação). Este fato unifica os resultados teóricos encontrados na literatura em torno da

abordagem de dióides.

5.2 Atraso virtual máximo

Nesta seção, o método introduzido na seção anterior é utilizado para a determinação

de um posśıvel limitante para o atraso virtual máximo da rede β ilustrada na Figura 5.3. O

resultado obtido está apresentado no Teorema 13 a seguir. Este resultado é similar ao apresentado

por Chang (2000, Theorem 5.5.5.iii), embora demonstrado de maneira diferente. Basicamente, o

Teorema 13 determina que o maior atraso virtual de um bit que pertence a um fluxo que satisfaz

uma curva de regulação σ e que atravessa uma rede com curva de serviço β está relacionado à

maior distância horizontal entre as curvas σ e β.

Teorema 13. Para o sistema da Figura 5.3, sejam as funções u, x, y ∈ Ct e σ, β ∈ C.

Considere-se que ŷ < x̂ < û, ou seja, o sistema é causal; e û < ê, ou seja, o sistema está
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vazio em s = t = 0. Um posśıvel limitante D̄ para o atraso virtual da rede β representada na

Figura 5.3 corresponde à resposta do seguinte problema de otimização:

δD̄ = inf δd,

s. a σ∗δd < β.

Demonstração. Seguindo o método apresentado na Seção 5.1, uma maneira de determinar o

máximo atraso virtual da rede β ilustrada na Figura 5.3 é acrescentar um elemento básico com

curva de serviço δd de x para y (paralelo à rede β, conforme ilustrado na Figura 5.2(c)) e

determinar para que valores de d as restrições impostas pelo novo elemento são redundantes. A

Figura 5.4 ilustra esse procedimento. A seguir, deve-se determinar o valor ótimo de δd (nesse

caso, o valor mı́nimo em C ) para que não se alterem os posśıveis valores de x e y que satisfazem

as equações originais do problema.

u
σ

yx
β

δd

Figura 5.4: Sistema com curva de serviço δd conectado em paralelo à rede β da Figura 5.3, para
determinação de seu atraso virtual máximo.

De acordo com a Tabela 4.1, o sistema mostrado na Figura 5.4 atende as seguintes

equações:

x̂ = x̂ ⊕ û, (5.1)

x̂ = x̂ ⊕ x̂σ, (5.2)

ŷ = ŷ ⊕ x̂, (5.3)

x̂β = x̂β ⊕ ŷ, (5.4)

x̂δd = x̂δd ⊕ ŷ. (5.5)

Da consideração de que ŷ < x̂ < û, as equações (5.1) e (5.3) são naturalmente

satisfeitas (ver Tabela 3.6). Além disso, das equações (5.4) e (5.5) e da Tabela 3.6, têm-se

ŷ 4 x̂β e ŷ 4 x̂δd. Dessa forma, ŷ 4 x̂β ∧ x̂δd e, portanto, a equação (5.5) é redundante, se

x̂β 4 x̂δd. Essa inequação não pode ser explicitamente resolvida para δd, porque o dióide C não

é dualmente residuado (Proposição 5). Mas, pela isotonicidade do produto, ela é com certeza

satisfeita se β 4 δd. Esta última inequação significa que, no caso em que o atraso virtual máximo

de um sistema for conhecido e igual a d (ou quando um limitante para o seu atraso virtual máximo

for conhecido e igual a d), pode-se garantir uma curva de serviço δd, conforme mencionado na
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Observação 13. Esse resultado, contudo, não é útil para o cálculo de δd, pois é muito conservativo,

levando facilmente ao resultado d = +∞, bastando para isso que β(s, t) < +∞, ∀t < +∞.

Continuando a busca por um limitante para δd, da equação (5.2) e da Proposição 8,

tem-se: x̂ = x̂σ∗. Portanto,

x̂ < x̂σ∗, (5.6)

de forma que x̂δd < x̂σ∗δd. Assim, da propriedade (PR.1), Tabela 3.2: x̂ 4 (x̂δd) /◦ (σ∗δd).

Agora, da equação (5.4) e da Tabela 3.6: ŷ 4 x̂β. Portanto, da propriedade (PR.5), Tabela 3.2:

ŷ 4 x̂β

4 [(x̂δd) /◦ (σ∗δd)] β

4 (x̂δd) /◦ [β \◦ (σ∗δd)].

Dáı, novamente de acordo com a propriedade (PR.1), Tabela 3.2: x̂δd < ŷ [β \◦ (σ∗δd)].

Por outro lado, da equação (5.5), x̂δd < ŷ. Dessa forma, a seguinte inequação deve

ser satisfeita:

x̂δd < ŷ [β \◦ (σ∗δd) ⊕ e] . (5.7)

Dáı, se for garantido que β \◦ (σ∗δd) < e, ou seja, se σ∗δd < β, então a equação (5.5)

será redundante, ∀d. De fato, quando β \◦ (σ∗δd) < e, então x̂δd < ŷ [β \◦(σ∗δd) ⊕ e] =

ŷ [β \◦ (σ∗δd)] < ŷ e, portanto, a inequação x̂δd < ŷ é sempre satisfeita.

Observação 15. Conforme mencionado no item 2 do método apresentado na Seção 5.1, a

escolha dos intervalos para os quais as equações do elemento inicialmente adicionado (para esse

exemplo, a rede δd) sejam redundantes está relacionada à escolha de termos predominantes de

uma operação de soma ou de mı́nimo em C . Para esse exemplo, a predominância do termo

β \◦ (σ∗δd) sobre o termo e.

Finalmente, o valor limite para o atraso virtual máximo do sistema da Figura 5.3

pode ser determinado a partir da seguinte expressão:

δD̄ = inf δd,

s. a σ∗δd < β.
(5.8)

Nesse caso, usou-se o operador de ı́nfimo porque quanto menor δd, melhor é o limitante encontrado

(quanto menor é δD̄, em C , menor é o limitante de atraso virtual máximo D̄ associado).

O Teorema 13 foi anteriormente publicado em Daniel-Cavalcante e Santos-Mendes

(2006).
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Exemplo 5.1. Sejam σ, β ∈ Ct funções invariantes no tempo, conforme ilustrado na Figura 5.5.

De acordo com (5.8), o limitante de atraso máximo, D̄, é o valor mı́nimo de d para o qual

σ∗δd < β. Graficamente, D̄ é o menor atraso (deslocamento para a direita) que pode ser dado à

curva σ∗ = σ, de forma a torná-la abaixo da curva β. A função σ∗δD̄ também está representada

na Figura 5.5.
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Figura 5.5: Funções σ(t) e β(t) e respectiva função (σ∗δD̄)(t).

5.3 Backlog máximo

Um procedimento semelhante ao descrito na seção anterior pode ser usado para

determinar o backlog máximo da rede β da Figura 5.3. Nesse caso, acrescenta-se um elemento

básico com curva de serviço λw de x para y em paralelo à rede β e se determina para que

função w(t) as restrições do elemento adicionado são redundantes. A Figura 5.6 ilustra esse

procedimento. Os resultados obtidos estão apresentados no Teorema 14 e Corolário 14.1 a

seguir. Este resultado é similar ao apresentado por Chang (2000, Theorem 5.5.5.i), mas está

demonstrado de maneira diferente. O Teorema 14 relaciona o maior backlog de um sistema à

maior distância vertical entre sua curva de serviço β e à curva de regulação σ do tráfego de

entrada.

u
σ

yx
β

w

Figura 5.6: Fila w conectada em paralelo à rede β da Figura 5.3, para determinação de seu
backlog máximo.
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Teorema 14. Seja o sistema da Figura 5.3. Novamente, considerem-se as funções u, x, y ∈ Ct

e σ, β ∈ C, com ŷ< x̂< û e û< ê. Esse sistema apresenta o seguinte limitante para o backlog no

instante t:

W (t) = (β \◦σ∗)(t, t), (5.9)

e o seguinte limitante para o backlog máximo:

W = (ω/◦⊤)(0, 0),

sendo ω ∈ C a seguinte função:

ω(s, t) =





W (t), se s = 0,

ε(s, t), se s 6= 0.

Demonstração. De acordo com a Tabela 4.1, as seguintes equações devem ser satisfeitas para o

sistema da Figura 5.6:

x̂ = x̂ ⊕ û, (5.10)

x̂ = x̂ ⊕ x̂σ, (5.11)

ŷ = ŷ ⊕ x̂, (5.12)

x̂β = x̂β ⊕ ŷ, (5.13)

x̂ = x̂ ⊕ ŷλw. (5.14)

Novamente, considera-se que as equações (5.10) e (5.12) são naturalmente atendidas.

Da equação (5.11) e da Tabela 3.6: x̂ < x̂σ. Assim, como na demonstração anterior

(inequação 5.6), x̂ < x̂σ∗. Da propriedade (PR.1), Tabela 3.2, então, x̂ 4 x̂/◦σ∗. Dessa forma,

da equação (5.13) e da propriedade (PR.5), Tabela 3.2,

ŷ 4 x̂β 4 (x̂ /◦σ∗)β 4 x̂ /◦(β \◦σ∗).

Ou seja,

x̂ < ŷ (β \◦σ∗) . (5.15)

Da equação (5.14) e da inequação (5.15), x̂ < ŷλw e x̂ < ŷ (β \◦σ∗). Assim, a seguinte

inequação deve ser satisfeita:

x̂ < ŷ [(β \◦σ∗) ⊕ λw] .

Finalmente, se λw 4 β \◦σ∗, então x̂ < ŷ (β \◦σ∗) < ŷλw e a equação (5.14) é redundante.

Para a análise da inequação λw 4 β \◦σ∗, por sua vez, note-se que, de um modo

geral, se s < t, então λw(s, t) = +∞, de forma que λw(s, t) ≥ (β \◦σ∗)(s, t); e se s > t, então
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λw(s, t) = 0 = (β \◦σ∗)(s, t). Além disso, se s = t, então λw(t, t) = w(t). Dessa forma, a

inequação λw 4 β \◦σ∗ é sempre satisfeita, se w(t) ≥ (β \◦σ∗)(t, t). Assim, o melhor limitante do

backlog máximo no instante t para a rede β da Figura 5.6 pode ser definido da seguinte maneira:

W (t) = (β \◦σ∗)(t, t).

Por fim, seja ω ∈ C a seguinte função:

ω(s, t) =





W (t), se s = 0,

ε(s, t), se s 6= 0.

O limitante para o backlog máximo para todo t é dado diretamente por

W = sup
t≥0

{W (t)} = sup
t≥0

{ω(0, t)}

= sup
t≥0

{ω(0, t) −⊤(0, t)}+

= (ω/◦⊤) (0, 0).

O resultado apresentado no Teorema 14, incluindo o método da Seção 5.1, foi

anteriormente publicado em Daniel-Cavalcante et al. (2006b).

Corolário 14.1. Quando σ e β são funções invariantes no tempo, ou seja, σ(s, t) = σ(t − s) e

β(s, t) = β(t − s), o limitante do backlog máximo no instante t, W (t), pode ser calculado pela

seguinte equação:

W (t) = max
0≤ν≤t

{σ∗(ν) − β(ν)}+ .

Nesse caso, o backlog máximo do sistema, W , é dado por: W = supν≥0 {σ
∗(ν) − β(ν)}+.

Esse último resultado é semelhante ao apresentado em Le Boudec (1996, Theorem 1), embora

demonstrado de forma diferente.

Demonstração. Quando σ, β ∈ C são funções invariantes no tempo, então

W (t) = [β \◦σ∗](t, t) = max
0≤s≤t

{σ∗(s, t) − β(s, t)}+

= max
0≤s≤t

{σ∗(t − s) − β(t − s)}+ .

Fazendo ν = t − s, portanto: W (t) = max0≤ν≤t {σ
∗(ν) − β(ν)}+. Dáı, W = supt≥0 {W (t)} =

supν≥0 {σ
∗(ν) − β(ν)}+.
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Figura 5.7: Funções σ(t) e β(t) e respectiva função limitante do máximo backlog, W (t) =
[β ◦\ σ∗] (t, t).

Exemplo 5.2. Sejam as funções σ, β ∈ Ct ilustradas na Figura 5.7. A Figura 5.7 ilustra a

função W (t) para esse sistema. O limitante para o backlog máximo do sistema é a máxima

distância vertical entre as curvas σ∗ (nesse caso igual a σ) e β.

Proposição 15. Considere-se um sistema cujo fluxo de entrada satisfaz uma curva de regulação

σ ∈ Ct. Se forem conhecidos limitantes para o atraso máximo, D̄, e para o backlog máximo no

instante t, W (t), pode-se garantir que a curva (σ∗ /◦λW )∧(σ∗δD̄) é um posśıvel limitante superior

em C para a curva de serviço desse sistema.

Demonstração. Dos Teoremas 13 e 14, se D̄ e W (t) são posśıveis limitantes para o atraso máximo

e backlog máximo em t, então

σ∗δD̄ < β,

σ∗ < βλW .

Desta forma, da propriedade (PR.1), Tabela 3.2, β 4 (σ∗ /◦λW ). Dáı: β 4 σ∗δD̄ ∧ (σ∗ /◦λW ).

Observação 16. Limitantes mais conservativos para d(t) e w(t) podem ser obtidos, substituindo

σ∗ por σ, nos enunciados dos Teoremas 13 e 14. Nesse caso, as demonstrações são simplificadas

pela utilização direta da equação (5.2).

5.4 Taxa de sáıda de dados máxima

Nesta seção, o método apresentado na Seção 5.1 é utilizado para a determinação da

taxa de sáıda de dados máxima para o sistema da Figura 5.3.
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Conforme mencionado na Seção 4.3, a curva de regulação está relacionada à

quantidade máxima de dados que podem deixar um determinado sistema em um certo intervalo

de tempo, ou seja, está relacionada à sua taxa máxima de sáıda de dados. Por esse motivo,

nesta seção, acrescenta-se um regulador com curva caracteŕıstica σy ∈ C em paralelo a todo o

sistema da Figura 5.3, para obter a taxa máxima de sáıda de dados. Em seguida, de acordo com

o método da Seção 5.1, determina-se para que funções σy as restrições do regulador adicionado

são redundantes. A Figura 5.8 ilustra esse procedimento. O resultado obtido está apresentado

no Teorema 16 a seguir.

u
σ

yx
β

σy

Figura 5.8: Regulador σy conectado em paralelo ao sistema regulador σ - rede β da Figura 5.3,
para a determinação de um posśıvel limitante para a taxa de sáıda de dados máxima.

Teorema 16. Seja o sistema da Figura 5.3. Considerem-se u, x, y ∈ Ct e σ, β ∈ C, com ŷ < x̂ < û

e û < ê. A curva de sáıda, y, satisfaz a seguinte restrição de regulação:

ŷ = ŷ ⊕ ŷσy,

sendo σy = β \◦σ∗.

Demonstração. As condições do Teorema 14 são atendidas. Dessa forma, a inequação (5.15) é

satisfeita, isto é, x̂ < ŷ (β \◦σ∗). Além disso, por hipótese: ŷ < x̂. Dáı, ŷ < x̂ < ŷ (β \◦σ∗). Assim,

ŷ < ŷ (β \◦σ∗) . (5.16)

Além dessas restrições, o sistema da Figura 5.8 satisfaz as restrições do elemento regulador

adicionado (o regulador tracejado, na Figura 5.8). São elas:

ŷ = ŷ ⊕ û, (5.17)

ŷ = ŷ ⊕ ŷσy. (5.18)

A equação (5.17) é diretamente satisfeita, das hipóteses ŷ < x̂ < û. Além disso, da

inequação (5.16) e da equação (5.18), têm-se: ŷ < ŷ (β \◦σ∗) e ŷ < ŷσy. Dáı: ŷ < ŷ [σy ⊕ (β \◦σ∗)].

Seguindo o método apresentado na Seção 5.1, para que a equação (5.18) seja

redundante, a seguinte inequação deve ser satisfeita:

σy 4 β \◦σ∗.
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Nesse caso, de fato: ŷ < ŷ (β \◦σ∗) < ŷσy. Assim, a função σy = β \◦σ∗ é um limitante para a

curva de regulação da função de sáıda do sistema da Figura 5.3, ou seja, um limitante para sua

taxa de sáıda de dados máxima.

Os resultados obtidos no Teorema 16 são similares aos obtidos por Le Boudec (1996,

Theorem 2 ), para o caso em que as funções σ e β são invariantes no tempo, e aos obtidos

por Chang (2000, Theorem 5.5.5.ii), quando σ e β são funções variantes no tempo, mas estão

demonstrados diferentemente.

Exemplo 5.3. Sejam as funções σ, β ∈ Ct ilustradas na Figura 5.7 e repetidas na Figura 5.9.

A Figura 5.9 ilustra também a função σy(t) = [β \◦σ∗] (t). Note-se que, para as funções σ e σy

apresentadas, a curva de sáıda, y, pode alcançar taxas mais altas do que o fluxo de entrada, x.

Esse fato se deve à possibilidade de acúmulo de pacotes na rede β (Figura 5.8).
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Figura 5.9: Funções σ(t) e β(t) e respectiva função limitante da máxima taxa de sáıda de dados,
σy(t) = [β ◦\ σ∗] (t).

5.5 Curva de serviço de uma junção regulador σ - rede β

Podem existir casos em que não existe uma expressão anaĺıtica1 para o limitante

de um dado parâmetro de QoS. Por exemplo, considere-se o sistema na Figura 5.3. Seguindo

o método apresentado na Seção 5.1, para determinar uma curva de serviço para o sistema

regulador σ - rede β, ilustrado na Figura 5.3, acrescenta-se uma rede β′ ∈ C em paralelo a todo o

sistema e se determina para que funções β′ as restrições da rede β′ adicionada são redundantes.

A Figura 5.10 ilustra o procedimento.

1No contexto deste trabalho, considera-se “expressão anaĺıtica” uma expressão matemática composta por um
conjunto finito das operações em C : ⊕, ⊗, /◦ , \◦ , ∗, 4 and <.
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u
σ

yx
β

β′

Figura 5.10: Rede β′ conectada em paralelo ao sistema regulador σ - rede β da Figura 5.3, para
a determinação de um posśıvel limitante para a curva de serviço total do sistema.

Para o sistema da Figura 5.3, as seguintes equações são satisfeitas:

x̂ = x̂ ⊕ û, (5.19)

x̂ = x̂ ⊕ x̂σ,

ŷ = ŷ ⊕ x̂, (5.20)

x̂β = x̂β ⊕ ŷ. (5.21)

Além dessas equações, as restrições do novo elemento (Figura 5.10) também devem ser atendidas,

de forma que as seguintes equações devem ser satisfeitas:

ŷ = ŷ ⊕ û, (5.22)

ûβ′ = ûβ′ ⊕ ŷ. (5.23)

Das equações (5.19) e (5.20), tem-se: ŷ < x̂ < û. Dáı, ŷ < û, ou equivalentemente,

ŷ = ŷ ⊕ û. Dessa forma, a equação (5.22) é sempre satisfeita. Por outro lado, da equação (5.21),

ŷ 4 x̂β e, da equação (5.23), ŷ 4 ûβ′. Dáı:

ŷ 4 x̂β ∧ ûβ′.

Dessa forma, a equação (5.23) será redundante, se x̂β 4 ûβ′. Nesse caso, de fato:

ŷ 4 x̂β 4 ûβ′. Para esse sistema, contudo, não é posśıvel determinar uma função β′ que sempre

garanta o atendimento da inequação x̂β 4 ûβ′, porque C não é dualmente residuado, conforme

Proposição 5. Conseqüentemente, não é posśıvel determinar uma curva de serviço para o sistema

regulador σ - rede β da Figura 5.3, usando o método da Seção 5.1.

A Tabela 5.1 resume os resultados obtidos nesta seção.

5.6 Simplificação de modelos e análise de equivalências

Nesta seção, analisa-se, de um modo geral, como a representação de um sistema

de comunicações pode ser simplificada, sem que as restrições originais do sistema sejam
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Sistema original Sistema equivalente Parâmetro de equivalência

u x y
σ β

u x y
σ β

δD̄

δD̄ = inf δd,
s. a σ∗δd < β

u x y
σ β

u x y
σ β

W

W (t) = (β \◦σ∗)(t, t)

u x y
σ β

u x y
σ β

σy

σy = β \◦σ∗

u x y
σ β

u x y
σ β

β′

β′ indeterminado

Tabela 5.1: Parâmetros de QoS obtidos para um sistema regulador σ - rede β.

desrespeitadas, e sem que se alterem os limitantes de parâmetros de QoS obtidos para a

representação original. A análise leva em conta as definições de representação de um sistema

e de equivalência entre representações de sistemas apresentadas a seguir.

Definição 22 (Representação de um sistema). Define-se a representação R de um sistema como

sendo o conjunto finito de equações que o descreve, mais a definição de seus pontos de entrada

e sáıda.

Definição 23 (Equivalências entre representações de sistemas). Seja R a representação de um

dado sistema, e seja π um parâmetro de QoS 2. Defina-se L(R, π) o limitante do parâmetro π

obtido para a representação R através do método introduzido na Seção 5.1. Duas representações

R1 e R2 são equivalentes em relação ao parâmetro π, se, dado π: L(R1, π) = L(R2, π). As

representações R1 e R2 são totalmente equivalentes, se ∀π: L(R1, π) = L(R2, π).

Observação 17. Dadas duas representações de sistemas com os mesmos pontos de entrada e

sáıda, se o conjunto de equações de uma delas puder ser transformado em um conjunto idêntico

ao conjunto de equações da outra representação, então, trivialmente, estas representações são

totalmente equivalentes (condição suficiente).

Observação 18. Ao aplicar o método definido na Seção 5.1 em um dado modelo de sistema,

adiciona-se um elemento básico que represente um parâmetro de QoS de interesse, e se

determinam os parâmetros das equações adicionadas de forma a torná-las redundantes. Mas

2Neste trabalho, π é considerado um dos seguintes parâmetros: backlog instantâneo; backlog máximo; curva de
regulação; curva de serviço; p-atraso (definido no Caṕıtulo 6); atraso virtual instantâneo e atraso virtual máximo.
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equações redundantes, por definição, podem ser sempre retiradas, sem alterar o sistema de

restrições original. Assim, os dois modelos (original e com o elemento básico adicionado) são

sempre totalmente equivalentes, segundo a Definição 23.

Seja um dado fluxo x de um sistema. Considere-se que x ∈ C é o resultado obtido

ao passar um fluxo u ∈ C por um sistema com curva de serviço β1 ∈ C. Essa restrição de serviço

pode ser representada, adicionando ao modelo do sistema uma rede β1 entre os fluxos u e x,

conforme ilustrado na Figura 5.11. O modelo ilustrado na Figura 5.11 descreve as limitações

impostas ao fluxo x, quando a restrição de interesse é a quantidade (ou taxa) mı́nima de dados

em y.

u x
β1

Figura 5.11: Rede β1 conectada entre os fluxos u e x, para indicar uma restrição de serviço.

Seja, agora, um fluxo y ∈ C sujeito a uma curva de serviço β2 ∈ C em relação ao

fluxo x, conforme ilustra a Figura 5.12(a).

u x y
β1 β2

(a) Restrições originais

yu

β

(b) Restrições equivalentes

Figura 5.12: Exemplo de representação simplificada para as restrições de um sistema de interesse,
em relação ao seu fluxo de entrada u e seu fluxo de sáıda y. Em (a), o modelo inicial do sistema.
Em (b), o sistema equivalente, em relação aos fluxos u e y. Nesse caso, β = β1 ⊗ β2.

Chang (2000, Theorem 5.5.2 ) afirma que a curva β = β1 ⊗ β2 é a curva de serviço

entre u e y para o sistema da Figura 5.12(a). Dessa forma, se u e y são, respectivamente, os

fluxos de entrada e de sáıda de interesse, então o sistema da Figura 5.12(a) pode ser visto como

uma única rede β, como ilustrado na Figura 5.12(b). Essa é, portanto, uma forma de simplificar

a representação das restrições de um sistema.

A seguir, são analisadas as associações posśıveis entre dois elementos básicos do

mesmo tipo, do ponto de vista dos fluxos de entrada e sáıda (respectivamente, u e y, nos exemplos

a seguir). Para cada associação, tenta-se determinar um modelo totalmente equivalente em

relação aos fluxos de entrada e sáıda.

Reguladores em série. Considere-se o sistema da Figura 5.13(a).
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u x y
σ1 σ2

(a) Sistema original

y
σ

u′

(b) Sistema simplificado

u x y
σ1 σ2

σ

(c) Sistema equivalente

Figura 5.13: Análise de equivalência: reguladores em série.

Esse sistema está sujeito às seguintes equações:

x̂ = x̂ ⊕ û, (5.24)

x̂ = x̂ ⊕ x̂σ1, (5.25)

ŷ = ŷ ⊕ x̂, (5.26)

ŷ = ŷ ⊕ ŷσ2. (5.27)

De acordo com o Teorema 1, têm-se: das equações (5.24) e (5.25), x̂ < ûσ∗
1; das equações

(5.26) e (5.27), ŷ < x̂σ∗
2 . Dáı, ŷ < x̂σ∗

2 < (ûσ∗
1)σ

∗
2 = û(σ∗

1σ
∗
2). Dessa forma, os sistemas

das Figuras 5.13(a) e 5.13(b) são equivalentes em relação ao limitante para ŷ, quando

σ = σ∗
1 ⊗ σ∗

2 e u′ = u.

Em contrapartida, das equações (5.25) e (5.27), e de acordo com o Teorema 1, têm-se:

x̂ = x̂σ∗
1 e ŷ = ŷσ∗

2. Assim, da equação (5.24), x̂ = x̂σ∗
1 ⊕ û. Da mesma forma, da

equação (5.26), tem-se: ŷ = ŷσ∗
2 ⊕ x̂. Dáı: ŷ = ŷσ∗

2 ⊕ x̂σ∗
1 ⊕ û. Essa última equação

corresponde ao sistema da Figura 5.13(b), fazendo σ = σ∗
2 e û′ = x̂σ∗

1 ⊕ û. Note-se que, no

primeiro caso, definiu-se σ = σ∗
1σ

∗
2 e, no segundo, σ = σ∗

2 4 σ∗
1σ

∗
2. Para esse exemplo, não

existe uma definição única para a função σ para a qual o sistema da Figura 5.13(a) seja

totalmente equivalente ao sistema da Figura 5.13(b).

Observe-se, agora, a Figura 5.13(c). A seguir, mostra-se que, do método proposto na

Seção 5.1, é posśıvel definir uma função σ na Figura 5.13(c) tal que os sistemas das Figuras

5.13(a) e 5.13(c) sejam totalmente equivalentes. Para o sistema da Figura 5.13(c), além

das equações (5.24)-(5.27), têm-se:

ŷ = ŷ ⊕ û, (5.28)

ŷ = ŷ ⊕ ŷσ. (5.29)
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Das equações (5.24) e (5.26): ŷ < x̂ < û, ou equivalentemente, ŷ = ŷ ⊕ û. Dessa forma,

a equação (5.28) é sempre satisfeita. Além disso, das equações (5.27) e (5.29): ŷ < ŷσ2

e ŷ < ŷσ. Dessa forma, se σ2 < σ, então as equações do regulador σ são redundantes.

Portanto, σ = σ2 é uma posśıvel curva de regulação para o sistema da Figura 5.13(c) e

esse valor de σ torna os sistemas das Figuras 5.13(a) e 5.13(c) totalmente equivalentes,

conforme mencionado na Observação 18.

Reguladores em paralelo. Considere-se o sistema da Figura 5.14(a).

u
σ1

σ2

y

(a) Sistema original

σ
u y

(b) Sistema simplificado

Figura 5.14: Análise de equivalência: reguladores em paralelo.

Esse sistema está sujeito às seguintes equações:

ŷ = ŷ ⊕ û, (5.30)

ŷ = ŷ ⊕ ŷσ1, (5.31)

ŷ = ŷ ⊕ ŷσ2. (5.32)

Da equação (5.31), tem-se: ŷ < ŷσ1; da equação (5.32), ŷ < ŷσ2. Somando essas inequações,

tem-se: ŷ < ŷ (σ1 ⊕ σ2) ou equivalentemente

ŷ = ŷ ⊕ ŷ (σ1 ⊕ σ2)
∗ . (5.33)

As equações (5.33) e (5.30) são exatamente as equações de um regulador σ, com σ =

(σ1 ⊕ σ2)
∗. Dessa forma, o sistema da Figura 5.14(a) equivale totalmente ao sistema da

Figura 5.14(b), quando σ = (σ1 ⊕ σ2)
∗.

Chang et al. (2002, Example 3.5 ) analisam o sistema da Figura 5.14, para um caso

particular de σ1 e σ2, chegando à mesma conclusão para a curva σ.

Redes β em série. Considere-se o sistema da Figura 5.15(a).



5.6. Simplificação de modelos e análise de equivalências 67

u
β1 β2

x y

(a) Sistema original

β

yu

(b) Sistema simplificado

Figura 5.15: Análise de equivalência: redes β em série.

Esse sistema está sujeito às seguintes equações:

x̂ = x̂ ⊕ û, (5.34)

ûβ1 = ûβ1 ⊕ x̂, (5.35)

ŷ = ŷ ⊕ x̂, (5.36)

x̂β2 = x̂β2 ⊕ ŷ. (5.37)

Da equação (5.35), tem-se: x̂ 4 ûβ1; da equação (5.37), ŷ 4 x̂β2. Dáı: ŷ 4 x̂β2 4 ûβ1β2

ou equivalentemente

û(β1β2) = û(β1β2) ⊕ ŷ. (5.38)

Além disso, das equações (5.34) e (5.36): ŷ < x̂ < û, ou seja,

ŷ = ŷ ⊕ û. (5.39)

As equações (5.38) e (5.39) são as equações de uma rede β, com β = β1 ⊗β2. Dessa forma,

de u para y, o sistema da Figura 5.15(a) equivale totalmente ao sistema da Figura 5.15(b),

sendo β = β1 ⊗ β2.

Chang (2000, Theorem 5.5.2 ) apresenta esse mesmo resultado para a curva β equivalente.

Redes β em paralelo. Considere-se o sistema da Figura 5.16(a).

u
β1

β2

y

(a) Sistema original

β
u y

(b) Sistema simplificado

Figura 5.16: Análise de equivalência: redes β em paralelo.

Esse sistema está sujeito às seguintes equações:

ŷ = ŷ ⊕ û,

ûβ1 = ûβ1 ⊕ ŷ, (5.40)

ûβ2 = ûβ2 ⊕ ŷ. (5.41)
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Da equação (5.40), tem-se: ŷ 4 ûβ1; da equação (5.41), ŷ 4 ûβ2. Dáı: ŷ 4 ûβ1 ∧ ûβ2.

Conforme mencionado na Observação 8, em geral em dióides, tem-se: ab ∧ ac < a(b ∧ c).

Assim, o passo ŷ 4 ûβ1 ∧ ûβ2 = û(β1 ∧ β2) não é necessariamente verdadeiro e, portanto,

a função β1 ∧ β2 não é necessariamente uma curva de serviço para o sistema. Para esse

exemplo, não é posśıvel garantir a existência de uma função única β tal que o sistema da

Figura 5.16(b) seja totalmente equivalente ao sistema da Figura 5.16(a), a menos que seja

demonstrado que ûβ1 ∧ ûβ2 = û(β1 ∧ β2).

Os casos em que a composição de curvas de serviço ocorre, mas não pode ser sintetizada

em uma única curva podem ser vistos como uma generalização do conceito de curvas de

serviço. Nesses casos, deve-se decidir entre uma representação mais complexa, mantendo a

informação relativa às duas curvas de serviço, ou uma representação mais simples, porém

mais conservativa.

Observação 19. Para os sistemas da Figura 5.16, quando β1 = δD̄1
e β2 = δD̄2

, é sempre

posśıvel definir β = δD̄1
∧ δD̄2

. De fato, ûδD̄1
∧ ûδD̄2

= û(δD̄1
∧ δD̄2

) = ûδD̄, sendo

D̄ = min
{
D̄1, D̄2

}
.

Chang (2000, Theorem 5.5.3 ) afirma que a curva β = β1 ⊕ β2 é uma posśıvel curva de

serviço para o sistema da Figura 5.16(b). De fato: ŷ 4 ûβ1 ∧ ûβ2 4 ûβ1 ⊕ ûβ2 = û(β1 ⊕β2)

e, portanto, a curva β = β1 ⊕ β2 é uma curva de serviço posśıvel para o sistema. Isso

não quer dizer, contudo, que fazendo β = β1 ⊕ β2 os dois sistemas da Figura 5.16 sejam

totalmente equivalentes, porque, como mostrado a seguir, eles diferem em limitantes de

parâmetros de QoS, o que fere a Definição 23.

Exemplo 5.4 (Não equivalência entre os sistemas da Figura 5.16, quando β = β1 ⊕ β2.).

Considere-se que o sistema da Figura 5.16 está conectado a um regulador σ. Deseja-se

determinar um limitante para a taxa máxima de dados na sáıda, ou seja, a curva de

regulação do fluxo y. De acordo com os resultados obtidos na Seção 5.4, se for adicionado

um regulador σ1 = β1 \◦σ∗ em paralelo à junção regulador σ - rede β1, e um regulador

σ2 = β2 \◦σ∗ em paralelo à junção regulador σ - rede β2, obtém-se um sistema totalmente

equivalente ao sistema inicial. A Figura 5.17(a) apresenta o sistema total, com a adição

dos reguladores σ1 e σ2. Além disso, da análise de reguladores em paralelo feita no ińıcio

desta seção, se o regulador σ1 e o regulador σ2 forem substitúıdos por um único regulador

σy = (σ1 ⊕σ2)
∗, o sistema resultante, ilustrado na Figura 5.17(b) também é equivalente ao

sistema inicial.

Por outro lado, considerando que as duas redes β sejam substitúıda por uma única rede β′,

sendo β′ = β1 ⊕ β2, então, de acordo com a Seção 5.4, obtém-se uma curva de regulação
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x
β1

β2

u
σ

y

σ1

σ2

(a) Primeiro sistema equivalente

x
β1

β2

u
σ

y

σy

(b) Segundo sistema equivalente

Figura 5.17: Redes β em paralelo: determinação de uma curva de regulação.

total: σ′ = β′ \◦σ∗. A seguir, mostra-se que a curva de regulação σy é um limitante melhor

para a taxa máxima de dados na sáıda do sistema do que σ′. De fato, da Tabela 3.2:

σy = [(β1 \◦σ∗) ⊕ (β2 \◦σ∗)]∗

< (β1 \◦σ∗) ⊕ (β2 \◦σ∗)

< (β1 \◦σ∗) ∧ (β2 \◦σ∗)

= (β1 ⊕ β2)\◦σ∗ = σ′,

e portanto: ŷ < ŷσy < ŷσ′.

Dessa forma, do ponto de vista prático, em relação à taxa máxima de dados na sáıda, isto

é, em relação à curva de regulação para o fluxo de sáıda, é menos conservativo modelar

este sistema como na Figura 5.16(a) do que como na Figura 5.16(b).

Filas W em série. Considere-se o sistema da Figura 5.18(a).

u
W1 W2

x y

(a) Sistema original

W
u y

(b) Sistema simplificado

Figura 5.18: Análise de equivalência: filas W em série.

Esse sistema está sujeito às seguintes equações:

x̂ = x̂ ⊕ û, (5.42)

û = û ⊕ x̂λW1, (5.43)

ŷ = ŷ ⊕ x̂, (5.44)

x̂ = x̂ ⊕ ŷλW2. (5.45)
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Da equação (5.43), tem-se: û < x̂λW1; da equação (5.45), x̂ < ŷλW2. Dáı: û < x̂λW1 <

ŷλW2λW1 , ou equivalentemente,

û = û ⊕ ŷ(λW2λW1). (5.46)

Por outro lado, das equações (5.42) e (5.44), ŷ < x̂ < û, ou seja,

ŷ = ŷ ⊕ û. (5.47)

As equações (5.46) e (5.47) são as equações de uma fila W , tal que λW = λW2λW1 =

λW1λW2, ou seja, W (t) = W1(t)+W2(t). Dessa forma, o sistema da Figura 5.18(a) equivale

totalmente ao sistema da Figura 5.18(b), quando W (t) = W1(t) + W2(t).

Filas W em paralelo. Considere-se o sistema da Figura 5.19(a).

u
W1

W2

y

(a) Sistema original

y

W

u

(b) Sistema simplificado

Figura 5.19: Análise de equivalência: filas W em paralelo.

Esse sistema está sujeito às seguintes equações:

ŷ = ŷ ⊕ û, (5.48)

û = û ⊕ ŷλW1, (5.49)

û = û ⊕ ŷλW2. (5.50)

Da equação (5.49), û < ŷλW1 ; da equação (5.50), û < ŷλW2 . Somando essas inequações,

tem-se: û < ŷ (λW1 ⊕ λW2) ou equivalentemente

û = û ⊕ ŷ (λW1 ⊕ λW2) . (5.51)

As equações (5.48) e (5.51) são as equações de uma fila W , com λW = λW1 ⊕ λW2, ou seja,

W (t) = min {W1(t),W2(t)}. Dessa forma, o sistema da Figura 5.19(a) equivale totalmente

ao sistema da Figura 5.19(b), quando W (t) = min {W1(t),W2(t)}.

A Tabela 5.2 resume os resultados obtidos nesta seção. A partir desta tabela, pode-se

reapresentar a Tabela 5.1, para o caso em que as restrições de serviço de um sistema não podem

ser sintetizadas em uma única curva de serviço. Os resultados obtidos estão apresentados na

Tabela 5.3 e são facilmente estendidos para mais de duas curvas de serviço em paralelo.3

3O processo de obtenção dos resultados da Tabela 5.3 é semelhante ao utilizado para determinar σy no
Exemplo 5.4.
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Sistema original Sistema equivalente Parâmetro para equivalência total

u x y
σ1 σ2

u y

σ σ indeterminado

u y
σ1

σ2

u y

σ σ = (σ1 ⊕ σ2)
∗

u x y
β1 β2

u y

β β = β1β2

u y
β1

β2

u y

β β indeterminado

u x y
W1 W2

u y

W
W (t) = W1(t) + W2(t)

u y
W1

W2

u y

W W (t) = min {W1(t),W2(t)}

Tabela 5.2: Sistemas equivalentes e parâmetros para equivalência total.

Sistema original Sistema equivalente Parâmetro de equivalência

u x y
σ

β1

β2

u x y
σ

β1

β2

δD̄

δD̄1
= inf δd,

s. a σ∗δd < β1

δD̄2
= inf δd,

s. a σ∗δd < β2

D̄ = min
˘
D̄1, D̄2

¯

u x y
σ

β1

β2

u x y
σ

β1

β2

W

W1(t) = (β1 \◦σ∗)(t, t)

W2(t) = (β2 \◦σ∗)(t, t)

W (t) = min {W1(t), W2(t)}

u x y
σ

β1

β2

u x y
σ

β1

β2

σy

σy = [β1 \◦σ∗ ⊕ β2 \◦σ∗]

Tabela 5.3: Parâmetros de QoS obtidos para um sistema formado pela junção em série de um
regulador σ e duas redes β em paralelo.
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5.7 Conclusão

Neste caṕıtulo, definiu-se um método para a determinação de limitantes de

parâmetros de QoS em sistemas de comunicações. A partir do método proposto, foram

determinados, para um sistema simples formado pela junção em série de um regulador σ e

uma rede β, limitantes para os seguintes parâmetros: atraso máximo entre os fluxos de entrada

e sáıda da rede β; taxa máxima de sáıda de dados; e backlog máximo da rede β. Adicionalmente,

mostrou-se que não é posśıvel determinar uma única curva de serviço entre os fluxos de entrada

e sáıda para essa junção regulador σ - rede β. Alguns dos limitantes obtidos para esse sistema,

apresentados nas Seções 5.2 a 5.4, são resultados semelhantes aos já presentes na literatura.

Porém suas demonstrações totalmente baseadas na álgebra de dióides são contribuições deste

trabalho.

Na Seção 5.6, foi introduzido o conceito de equivalência entre representações de

sistemas. A partir deste conceito, analisou-se como a representação de sistemas de comunicações

pode ser simplificada em relação a um certo parâmetro de QoS e em relação a fluxos de entrada

e sáıda de interesse.

Em geral, na literatura, procura-se obter uma curva de serviço única, para

representar as restrições de garantia de serviço de um dado sistema. Uma contribuição

interessante deste caṕıtulo é a idéia de manter diferentes curvas de serviço em paralelo, quando

for conhecida mais de uma curva de serviço para um dado sistema e não for posśıvel definir uma

relação de ordenamento entre as curvas obtidas. Esse resultado gera uma representação original

para as restrições de garantia de serviço de sistemas, a qual será utilizada no próximo caṕıtulo.



Caṕıtulo 6

Desacoplamento de curvas de serviço

para tráfegos multiplexados

Neste caṕıtulo, discute-se, para o caso de tráfegos multiplexados, como podem ser

determinadas curvas de serviço. Especificamente, é estudado um multiplexador FIFO (First In,

First Out), em que se considera que não há na rede nenhuma poĺıtica de prioridade e que a

ordem de transmissão das informações na sáıda do sistema é a ordem de chegada de cada bit.1

Essa é, naturalmente, uma situação ideal, em que não se considera a integridade de pacotes na

sáıda de um sistema. Situações mais realistas de tráfego, serão estudadas no próximo caṕıtulo,

Seção 7.5.

Considere-se um enlace com curva de serviço estrita β ∈ C e fluxo de entrada x1 ∈ C,

conforme ilustra a Figura 6.1(a). Da definição de curva de serviço estrita, pode-se garantir que

uma quantidade de dados de pelo menos β(s, t) bits do fluxo x1 será transportada pelo enlace,

caso o sistema nunca fique vazio ao longo do intervalo de tempo (s, t].

x1 y1

β

(a) Enlace com curva de serviço β, fluxo de
entrada x = x1 e fluxo de sáıda y = y1

x1

x2

y1

y2
β

(b) Enlace com curva de serviço β, fluxo de
entrada x = x1 +x2 e fluxo de sáıda y = y1 +y2

Figura 6.1: Enlace com curva de serviço estrita β, fluxo de entrada x e fluxo de sáıda y. Em (a),
x = x1 e y = y1; em (b), x = x1 + x2 e y = y1 + y2.

Considere-se que um outro fluxo, x2 ∈ C, é adicionado à entrada do sistema, de

1Neste trabalho, essa disciplina de filas será chamada de FIFO bit a bit. Ao assumir essa disciplina de filas,
ficam impĺıcitas as considerações de que o tempo é uma variável discreta, mas que os fluxos são infinitamente
diviśıveis, de forma que um bit é uma unidade de tráfego de tamanho tendendo a zero (modelo chamado “L = 0”,
em Cruz, 1991a). Além disso, fica impĺıcita a consideração de justiça no encaminhamento de dados, o que permite
o “embaralhamento” de dados pertencentes a fluxos diferentes.

73
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forma que a quantidade total de dados que devem passar pelo enlace de curva de serviço β passa

a ser x = x1 +x2 (soma convencional), conforme ilustra a Figura 6.1(b). Nesse caso, as seguintes

perguntas podem surgir: como a presença do fluxo 2 interfere na utilização do canal pelo fluxo 1?

qual é a curva de serviço que o sistema dedica ao fluxo 1, após a adição do novo fluxo?

6.1 Resultados anteriores

As questões anteriores foram abordadas primeiramente em Cruz (1998, Theorem 4 ),

para o caso em que os dois fluxos de entrada são invariantes no tempo e a fila segue uma disciplina

de filas FIFO bit a bit. O resultado está apresentado a seguir, no Teorema 17.

Teorema 17. Considere-se um multiplexador FIFO com dois fluxos de entrada e curva de sáıda

β. Sejam xk, yk ∈ Ct, respectivamente, o fluxo de entrada e o fluxo de sáıda do tráfego k,

k = 1, 2. Além disso, sejam x = x1 + x2 o fluxo total de entrada do sistema; y = y1 + y2 o

fluxo total de sáıda; e β uma curva de serviço entre x e y. Se o fluxo x2 satisfaz uma curva de

regulação σ2, invariante no tempo, então o fluxo x1 satisfaz a seguinte curva de serviço:

βΘ
1 (ν) =





0, se ν ≤ Θ,

[β(ν) − σ2(ν − Θ)]+ , se ν > Θ,

se βΘ
1 for não-decrescente em ν, sendo Θ ∈ Z+ um valor fixo qualquer.

Demonstração. A demonstração deste teorema aparece em Le Boudec e Thiran (2003,

Proposition 6.2.1 ), para o caso particular em que β e σ2 são funções cont́ınuas de tempo cont́ınuo,

e Θ ∈ R+ (modelo de tráfego fluido).

Observação 20. As curvas de serviço definidas pelo Teorema 17 dependem do parâmetro Θ, que

pode assumir infinitos valores, desde que satisfeita a condição de que βΘ
1 (ν) seja não-decrescente

em ν. Desta forma, esse teorema define, na verdade, uma famı́lia de curvas de serviço posśıveis

para o fluxo 1. O exemplo a seguir ilustra uma situação em que a condição acima não é satisfeita

e mostra que, mesmo entre as curvas de serviço válidas, nem todas têm interesse prático.

Exemplo 6.1 (Parte 1). Considere-se um multiplexador FIFO com duas entradas. Sejam σ1 e

σ2 posśıveis curvas de regulação para os fluxos x1 e x2, respectivamente, e β a curva de serviço

total do sistema, conforme ilustra a Figura 6.2(a). As curvas β0
k, β50

k , β135
k e β200

k , k = 1, 2

estão ilustradas nas Figuras 6.2(b) e 6.2(c). Para esse exemplo, os limitantes do atraso virtual

máximo do sistema como um todo, D̄, e dos fluxos x1 e x2 individualmente, D̄k, k = 1, 2 são

tais que D̄ = D̄1 = D̄2 = 135s (Teorema 13).
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Figura 6.2: Problema da determinação de curvas de serviço para tráfegos multiplexados. Em (a),
as curvas de regulação para o fluxo x1, σ1; para o fluxo x2, σ2; e para o sistema como um todo,
σ; e a curva de serviço total do sistema, β. Em (b)-(c), exemplos de funções βΘ

1 e βΘ
2 obtidas a

partir do Teorema 17 para diferentes valores de Θ.
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Conforme mencionado anteriormente, note-se que nem todos os valores de Θ nas

expressões de βΘ
k (ν), k = 1, 2, definidas pelo Teorema 17 levam a curvas de serviço válidas, e

nem todas as curvas válidas obtidas são de interesse. Primeiramente, as curvas obtidas podem

apresentar porções não-decrescentes em ν sendo, portanto, não-válidas. São exemplos as curvas

da Figura 6.2(c) em que Θ 6= 0. Além disso, quando Θ é maior do que D̄, isto é, Θ > 135s, então

as curvas de serviço obtidas pelo Teorema 17 são mais conservativas do que a curva δD̄, que é

garantidamente uma curva de serviço para o sistema (Observação 13, Caṕıtulo 4). Nesse caso,

portanto, é melhor trabalhar com a curva δD̄ do que com as curvas βΘ
k , k = 1, 2.

Da definição de βΘ
1 expressa no Teorema 17, pode-se perceber que, se o parâmetro Θ

for muito pequeno, então a curva de serviço obtida tende a diminuir, porque quanto menor Θ,

menor o valor de β(ν)−σ2(ν−Θ). Por outro lado, quanto maior o valor de Θ, mais tempo a curva

de serviço obtida permanece no valor 0, o que também não é interessante. Dessa forma, deve

existir um valor de Θ ótimo para o Teorema 17. Neste trabalho, de uma forma geral, utiliza-se

a seguinte escolha, justificada a seguir:

Θ = sup {ν : β(ν) = 0} . (6.1)

Sejam x e y, respectivamente, os fluxos de entrada e sáıda de um determinado sistema

que admite uma curva de serviço β. Nesse caso, a curva y é limitada pela inequação ŷ 4 x̂β.

Dessa forma, o quanto antes a curva de serviço atinge valores não-nulos, mais cedo o limitante da

curva de sáıda, x̂β, atinge valores não-nulos. Sendo assim, garante-se uma sáıda não-nula para

o sistema (y(0, t) > 0) mais cedo. Observe-se que qualquer outra escolha para Θ garante sáıda

de dados do sistema em instantes de tempo posteriores.

O Teorema 17 pode ser apresentado de forma mais geral do que no enunciado original.

De fato, é posśıvel encontrar uma expressão muito semelhante para a curva de serviço βΘ
1 , para o

caso em que se consideram funções variantes no tempo. Esse resultado está apresentado a seguir.

Teorema 18. Considere-se que dois fluxos de tráfego entram em um elemento de rede com

disciplina de filas FIFO bit a bit. Sejam xk, yk ∈ Ct, respectivamente, o fluxo de entrada e o

fluxo de sáıda do tráfego k, k = 1, 2. Além disso, x = x1 + x2 é o fluxo total de entrada do

sistema, e y = y1 + y2 é o fluxo total de sáıda. Se o fluxo x2 satisfaz uma curva de regulação

σ2 ∈ Ct, então o fluxo x1 satisfaz a seguinte curva de serviço:

βΘ
1 (s, t) =





0, se s ≥ t − Θ,
(
Pr {G {β, σ∗

2δΘ}}
)
(s, t), se s < t − Θ,

sendo Θ ∈ Z+ um valor fixo qualquer.

Demonstração. A demonstração deste teorema encontra-se no Apêndice D.
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O Teorema 18 estende os resultados do Teorema 17 nos seguintes aspectos:

a) As curvas de serviço são variantes no tempo, isto é, β passa a ser função de s e t e não

apenas de ν = t − s.

b) Devido à utilização do operador de projeção em C (Definição 19, Caṕıtulo 3), o resultado

vale para qualquer valor de Θ.

Como mencionado anteriormente, as curvas de serviço definidas pelos Teoremas

17 e 18 definem famı́lias de curvas de serviço posśıveis para o fluxo 1. No restante deste

caṕıtulo, apresenta-se uma nova forma para a determinação da curva de serviço de um tráfego de

interesse dentre um agregado de fluxos. Os resultados obtidos são independentes da definição de

parâmetros e permitem a satisfação da equivalência de atraso virtual definida na próxima seção.

6.2 Formalização do problema

Sejam M fluxos de tráfego servidos concorrentemente por uma rede β, conforme

ilustra a Figura 6.3(a). Considere-se que a causalidade está presente em todo o sistema; que o

fluxo i é o fluxo de interesse; e que os fluxos de entrada da rede β, xk, k = 1, . . . ,M , são limitados

por reguladores σk, k = 1, . . . ,M . Deseja-se determinar:

• Uma curva de serviço βi ∈ C que a rede β dedica especificamente ao fluxo i;

• Uma curva de serviço β̃i ∈ C que a rede β dedica ao agregado dos demais fluxos,

excetuando-se o fluxo i.

Neste trabalho, esse problema é mencionado como o desacoplamento de um fluxo de interesse.

Esse problema é fundamental para a análise de sistemas de comunicações que envolvem agregação

de tráfegos. As Figuras 6.3(b) e 6.3(c) ilustram a idéia do desacoplamento de tráfegos, incluindo

a modelagem usando os blocos básicos introduzidos no Caṕıtulo 4. As redes βi e β̃i estão

evidenciadas na Figura 6.3(c).

Como mencionado anteriormente, será considerado que não há na rede nenhuma

poĺıtica de prioridade e que a ordem de transmissão das informações na sáıda do sistema é a

ordem de chegada de cada bit (FIFO bit a bit). Dessa forma, o atraso de um bit é devido ao

backlog total do sistema no instante de sua chegada. Conseqüentemente, os limitantes de atrasos

virtuais observados pelos M fluxos de entrada são idênticos. Para esse exemplo, portanto, tem-se:

D̄1 = D̄2 = . . . = D̄M = D̄.

Essa igualdade entre limitantes de atrasos virtuais é uma caracteŕıstica marcante para sistemas

FIFO bit a bit. Por essa razão, nas análises que se seguem, procuram-se curvas de serviço βi e
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Figura 6.3: Sistema com M fluxos de entrada. Em (a), diagrama de blocos do sistema original,
evidenciando a agregação dos M fluxos na entrada de uma rede β. Em (b), o modelo do
sistema usando os blocos básicos definidos no Caṕıtulo 4. Em (c), o modelo equivalente após o
desacoplamento do fluxo de interesse, i.
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β̃i que respeitem essa caracteŕıstica. Por fim, considera-se que o sistema é causal, e que βi < β

e β̃i < β, para que não se exija do sistema, após o desacoplamento do fluxo i, mais garantias de

serviço do que originalmente foi dado.

Para a resolução desse problema de desacoplamento de um fluxo de interesse, é usado

o método apresentado na Seção 5.1 (página 52). Nesse caso, a idéia é acrescentar uma rede βi

entre as funções de entrada e sáıda do fluxo i, isto é, entre as funções xi e yi, ilustradas na

Figura 6.3(c), onde yi representa apenas os pacotes do fluxo i na curva de sáıda, y.

Para a análise dos sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c), repetindo o procedimento do

caṕıtulo anterior, parte-se do pressuposto de que é posśıvel obter uma equivalência total entre

ambos sistemas do ponto de vista dos fluxos totais de entrada e sáıda. Em seguida, é feita a análise

espećıfica da equivalência desses sistemas em relação aos atrasos virtuais máximos por fluxo, ou

seja, entre as funções de entrada e sáıda de cada fluxo. A análise está dividida em três partes.

Ainda nesta seção, são apresentados os conjuntos de restrições dos dois sistemas sem a suposição

de disciplina de filas FIFO, e são analisadas as condições para as quais eles são totalmente

equivalentes, considerando os fluxos totais de entrada e sáıda. Na Seção 6.3, são feitas análises

de equivalência em relação ao atraso virtual máximo considerando a hipótese da disciplina de

filas FIFO bit a bit e são expressas as condições para as quais se garante que os limitantes obtidos

por fluxo para o sistema da Figura 6.3(b) não sejam alterados pelo desacoplamento do tráfego i,

ilustrado na Figura 6.3(c). Por fim, na Seção 6.4, define-se uma nova medida de atraso virtual e

se analisa a equivalência por fluxo entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) especificamente

em relação a esse novo parâmetro de QoS.

Para o sistema ilustrado na Figura 6.3(b), da Tabela 4.1, as seguintes equações são

satisfeitas:

x̂k = x̂k ⊕ ûk, k = 1, . . . ,M,

x̂k = x̂k ⊕ x̂kσk, k = 1, . . . ,M, (6.2)

x = F {x1, . . . , xM} , (6.3)

ŷ = ŷ ⊕ x̂, (6.4)

x̂β = x̂β ⊕ ŷ. (6.5)

Adote-se, agora, a seguinte notação:2

x(i) =
M∑

k=1;k 6=i

xk = F {x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xM} . (6.6)

Das equações (6.3) e (6.6), tem-se: x = F
{
xi, x(i)

}
= F

{
x(i), xi

}
.

2Esta notação, isto é, o uso de um sub-́ındice entre parênteses para indicar agregação com exclusão, será
utilizada em outras situações ao longo deste texto.
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Para o sistema da Figura 6.3(c), por sua vez, as seguintes equações devem ser

satisfeitas:

x̂k = x̂k ⊕ ûk, k = 1, . . . ,M,

x̂k = x̂k ⊕ x̂kσk, k = 1, . . . ,M,

ŷi = ŷi ⊕ x̂i, (6.7)

x̂iβi = x̂iβi ⊕ ŷi, (6.8)

ŷ(i) = ŷ(i) ⊕ x̂(i), (6.9)

x̂(i)β̃i = x̂(i)β̃i ⊕ ŷ(i), (6.10)

x = F
{
xi, x(i)

}
,

y = F
{
yi, y(i)

}
, (6.11)

ŷ = ŷ ⊕ x̂, (6.12)

x̂β = x̂β ⊕ ŷ. (6.13)

Observe-se que o segundo sistema apresenta as mesmas restrições do primeiro, mais as restrições

relacionadas apenas aos fluxos xi e ao fluxo agregado x(i).

Observação 21. A curva de serviço que a rede β dedica ao agregado dos fluxos excetuando-se

o fluxo i, não necessariamente é igual a β(i) =
∑M

k=1;k 6=i βk. Por isso, foi utilizado o śımbolo β̃i.

Nesta seção, deseja-se encontrar as condições que garantem a equivalência total entre

os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c), considerando como entrada e sáıda, respectivamente,

os fluxos x e y. A análise é feita através do método apresentado no Caṕıtulo 5 (página 52).

Primeiramente, note-se que um sistema causal atrasa de alguma forma os fluxos de entrada.

Esse atraso acontece indistintamente para fluxos isoladamente (equação 6.7) e para agregados

de fluxos (equações 6.9 e 6.12). Conseqüentemente, as equações (6.7) e (6.9) são satisfeitas pelo

sistema da Figura 6.3(b), mesmo que tenham sido deixadas impĺıcitas. Da mesma forma, a

equação (6.11) está impĺıcita ao sistema da Figura 6.3(b). Por essa razão, encontrar as condições

que garantem a equivalência total entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) se resume a

encontrar restrições para as curvas de serviço βi e β̃i tais que as equações (6.7)-(6.10) sejam

redundantes.

Se as equações (6.8) e (6.10) forem satisfeitas, têm-se, respectivamente:

x̂iβi < ŷi,

x̂(i)β̃i < ŷ(i).
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Dáı, da equação (6.11) e da propriedade (PM.1), Tabela 3.10, a seguinte expressão deve ser

satisfeita:

F
{

x̂iβi, x̂(i)β̃i

}
< F

{
ŷi, ŷ(i)

}
= ŷ. (6.14)

Das inequações (6.13) e (6.14), a seguinte inequação deve ser satisfeita:

ŷ 4 x̂β ∧ F
{

x̂iβi, x̂(i)β̃i

}
.

Seguindo o método apresentado no Caṕıtulo 5 (item 2, página 52), deve-se escolher

o termo predominante na operação de mı́nimo acima. Para que o desacoplamento do fluxo i

não altere as equações do sistema original em relação a x e y, isto é, para que a equação (6.13)

continue sendo a restrição predominante no sistema da Figura 6.3(a), deve-se fazer

x̂β 4 F
{

x̂iβi, x̂(i)β̃i

}
. (6.15)

Seja σ(i) uma curva de regulação para o agregado de tráfegos excetuando-se o fluxo i.

Para checar se as curvas βi e β̃i satisfazem a inequação (6.15), é necessário conhecer as curvas x̂i

e x̂(i), o que não é uma condição interessante. Por outro lado, da isotonicidade do produto em

dióides, a inequação (6.15) é sempre satisfeita, quando βi e β̃i satisfazem a seguinte inequação:

β 4 F
{

σ∗
i βi, σ

∗
(i)β̃i

}
. (6.16)

A inequação (6.16) é, portanto, uma condição suficiente para que a inequação (6.15) seja

satisfeita. De fato, da propriedade (PM.8), Tabela 3.10, se β 4 F
{

σ∗
i βi, σ

∗
(i)β̃i

}
, tem-se:

x̂β 4 x̂ ⊗ F
{

σ∗
i βi, σ

∗
(i)β̃i

}
= F

{
x̂i, x̂(i)

}
⊗ F

{
σ∗

i βi, σ
∗
(i)β̃i

}

4 F
{

x̂iσ
∗
i βi, x̂(i)σ

∗
(i)β̃i

}

= F
{

x̂iβi, x̂(i)β̃i

}
.

As inequações (6.15) e (6.16) garantem a equivalência total entre os sistemas das

Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em relação aos fluxos totais de entrada e sáıda, garantindo os mesmos

limitantes de parâmetros de QoS em relação a esses fluxos. Contudo, garantir equivalência entre

os fluxos totais de entrada e sáıda não implica, necessariamente, que os limitantes dos parâmetros

de QoS obtidos por fluxo sejam respeitados. Essa questão será discutida a seguir, em relação ao

atraso virtual máximo.

6.3 Atraso virtual máximo por fluxo

De acordo com a Definição 23, duas representações de um dado sistema são

equivalentes em relação a um certo parâmetro de QoS se, de ambas representações, obtêm-se
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os mesmos limitantes para o parâmetro em análise. A seguir, discute-se que restrições devem ser

impostas às curvas de serviço βi e β̃i, de forma a garantir equivalência entre as representações

ilustradas nas Figuras 6.3(b) e 6.3(c), em relação ao atraso virtual máximo por fluxo.

Conforme discussão anterior, em um sistema FIFO bit a bit, consideram-se satisfeitas

as seguintes igualdades: D̄ = D̄k, k = 1, . . . ,M . Conseqüentemente, as seguintes igualdades

também devem ser atendidas: D̄ = D̄i e D̄ = D̃i, sendo D̃i um limitante para o atraso virtual

máximo do fluxo agregado, excetuando-se o fluxo de interesse, i.

Sejam σ e β, respectivamente, curvas de regulação e de serviço atendidas pelos fluxos

de entrada e sáıda da rede β da Figura 6.3(b). De acordo com o Teorema 13, um limitante D̄ para

o atraso virtual máximo desse sistema corresponde à solução do seguinte problema de otimização:

δD̄ = inf δd,

s. a σ∗δd < β.
(6.17)

Além disso, sejam σi e βi, respectivamente, curvas de regulação e de serviço para o

fluxo de interesse, i; e sejam σ(i) e β̃i, respectivamente, curvas de regulação e de serviço para

o agregado de fluxos restante, excetuando-se o fluxo i. Novamente do Teorema 13, para que

as considerações D̄ = D̄i = D̃i sejam atendidas, o limitante D̄ deve corresponder, também, às

soluções dos seguintes problemas:

δD̄ = inf δd,

s. a σ∗
i δd < βi.

(6.18)

e

δD̄ = inf δd,

s. a σ∗
(i)δd < β̃i.

(6.19)

As restrições expressas pelos problemas (6.18) e (6.19) são, portanto, condições necessárias para

que se garanta a equivalência entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c), em relação ao limitante

D̄ de atraso virtual máximo.

Para determinar um valor de D̄ que atenda aos três problemas acima, primeiramente

deve-se conhecer a relação entre as curvas de regulação total do sistema, σ; a curva de regulação

σk do fluxo k, k = 1, . . . ,M ; e a curva de regulação σ(i) do agregado de fluxos excetuando-se o

fluxo de interesse i. De acordo com a Proposição 9, σ e σ(i), podem ser definidas da seguinte

maneira:

σ = F {σ∗
1 , . . . , σ

∗
i , . . . , σ

∗
M} ,

σ(i) = F
{
σ∗

1, . . . , σ
∗
i−1, σ

∗
i+1, . . . , σ

∗
M

}
. (6.20)

Assim, da Proposição 47 (Apêndice G), tem-se:

σ = F
{
σ∗

i , σ(i)

}
= F

{
σ∗

i , σ
∗
(i)

}
= σ∗. (6.21)
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A partir da equação (6.21), de (6.17) e da propriedade (PM.6), Tabela 3.10, a seguinte

inequação deve ser satisfeita:

σ∗δD̄ = σδD̄ = F
{

σ∗
i , σ

∗
(i)

}
δD̄ = F

{
σ∗

i δD̄, σ∗
(i)δD̄

}
< β. (6.22)

Dáı, da propriedade (PM.3), Tabela 3.10, e da inequação (6.22) têm-se:

σ∗
i δD̄ < G

{
β, σ∗

(i)δD̄

}
, (6.23)

σ∗
(i)δD̄ < G {β, σ∗

i δD̄} . (6.24)

Além disso, de (6.18) e (6.19), as seguintes inequações devem ser satisfeitas:

σ∗
i δD̄ < βi, (6.25)

σ∗
(i)δD̄ < β̃i. (6.26)

Das inequações (6.23) e (6.25) e das inequações (6.24) e (6.26), têm-se:

σ∗
i δD̄ < βi ⊕ G

{
β, σ∗

(i)δD̄

}
,

σ∗
(i)δD̄ < β̃i ⊕ G {β, σ∗

i δD̄} .

Das inequações acima, seguindo o método proposto na Seção 5.1, para que as curvas βi e β̃i

não alterem os limitantes de atraso virtual máximo por fluxo, D̄, previsto em (6.18) e (6.19), as

seguintes inequações devem ser satisfeitas:

βi < G
{

β, σ∗
(i)δD̄

}
,

β̃i < G {β, σ∗
i δD̄} .

Conseqüentemente, têm-se:

σ∗
i δD̄ < βi < G

{
β, σ∗

(i)δD̄

}
, (6.27)

σ∗
(i)δD̄ < β̃i < G {β, σ∗

i δD̄} , (6.28)

ou ainda, se for exigido βi, β̃i ∈ Ct, da Proposição 6 (Caṕıtulo 3, página 35), têm-se:3

σ∗
i δD̄ < βi < Pr

{
G
{

β, σ∗
(i)δD̄

}}
, (6.29)

σ∗
(i)δD̄ < β̃i < Pr {G {β, σ∗

i δD̄}} . (6.30)

As inequações (6.27) e (6.28) são condições necessárias para garantir a equivalência

entre as representações do multiplexador FIFO bit a bit ilustrado nas Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em

3Nas expressões (6.29) e (6.30), usou-se o fato de que Pr {σ∗
i δD̄} = σ∗

i δD̄ e que Pr
˘
σ∗

(i)δD̄

¯
= σ∗

(i)δD̄, porque

σ∗
i δD̄ ∈ Ct e σ∗

(i)δD̄ ∈ Ct, de acordo com a (PD.3), Tabela 3.5.



84 Caṕıtulo 6: Desacoplamento de curvas de serviço para tráfegos multiplexados

relação ao atraso virtual máximo por fluxo, se βi e β̃i forem curvas de serviço posśıveis para o

sistema. Contudo, é posśıvel que nem toda curva βi que satisfaça a inequação (6.27) seja uma

curva de serviço para o fluxo i, assim como é posśıvel que nem toda curva β̃i que satisfaça a

inequação (6.28) seja uma curva de serviço para o agregado dos fluxos restantes, excetuando-se o

fluxo i. Para garantir que βi e β̃i são curvas de serviço posśıveis, ainda é necessário demonstrar

que ŷi 4 x̂iβi e que ŷ(i) 4 x̂(i)β̃i.

Exemplo 6.1 (Parte 2). A Figura 6.4 ilustra, para as mesmas curvas de regulação e de serviço

do Exemplo 6.1 (Parte 1), a região onde β1 e β̃1 = β2 devem estar definidas, de modo a respeitar,

respectivamente, as inequações (6.29) e (6.30) (região sombreada). Consideram-se β1, β2 ∈ Ct.

As curvas de serviço β0
1 e β0

2 obtidas no Exemplo 6.1 (Parte 1) não estão totalmente contidas

nas regiões sombreadas e, portanto, não garantem os limitantes desejados para o atraso virtual

máximo por fluxo.
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D̄ ao fluxo 2, e a curva de serviço β0

2 obtida no
Exemplo 6.1 (Parte 1)

Figura 6.4: Regiões onde as curvas de serviço β1 e β̃1 = β2 podem estar definidas, de forma
a garantir um atraso virtual máximo D̄ = D̄1 = D̄2 = 135s e repetição das curvas obtidas no
Exemplo 6.1 (Parte 1).

A partir do Exemplo 6.1 (Parte 2), pode-se perceber que as curvas de serviço βΘ
1 e

βΘ
2 definidas pelo Teorema 17 não garantem necessariamente os mesmos limitantes de parâmetros

de QoS por fluxo, para os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c). O Teorema 19 a seguir apresenta

expressões alternativas para as curvas de serviço βi e β̃i, de forma a garantir o mesmo limitante

de atraso virtual máximo, D̄.

Teorema 19. Para as mesmas condições apresentadas no Teorema 18, as curvas de serviço

do fluxo i e do agregado de tráfegos restantes podem ser definidas, respectivamente, da seguinte
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maneira:

βD
i = σ∗

i δD̄,

β̃D
i = σ∗

(i)δD̄,

sendo, δD̄ = inf {δd : β 4 σ∗δd}.

Demonstração. Primeiramente, note-se que δD̄ = inf {δd : β 4 σ∗δd} é um posśıvel limitante para

o atraso máximo do sistema como um todo e para os diferentes fluxos isoladamente, porque o

sistema atende uma disciplina de filas FIFO bit a bit, o que implica que D̄ = D̄k, k = 1, . . . ,M .

Dessa forma, tem-se: x̂iδD̄ < ŷi e x̂(i)δD̄ < ŷ(i). Mas x̂i = x̂iσ
∗
i e x̂(i) = x̂(i)σ

∗
(i), da Proposição 8.

Dáı, tem-se: ŷi 4 x̂iδD̄ = x̂iσ
∗
i δD̄ = x̂iβ

D
i e ŷ(i) 4 x̂(i)δD̄ = x̂(i)σ

∗
(i)δD̄ = x̂(i)β̃

D
i , e, portanto, βD

i e

β̃D
i são posśıveis curvas de serviço para o sistema.

As curvas de serviço βD
i e β̃D

i definidas pelo Teorema 19 são tais que βD
i < δD̄ e

β̃D
i < δD̄, mas não são mais conservativas do que δD̄. Por exemplo, de acordo com a demonstração

do Teorema 19, tem-se: x̂iβ
D
i = x̂iδD̄ e x̂(i)β̃

D
i = x̂(i)δD̄. Assim, as curvas δD̄ e σ∗

i δD̄ levam ao

mesmo limitante para o fluxo ŷi; e as curvas δD̄ e σ∗
(i)δD̄ levam ao mesmo limitante para a curva

ŷ(i). Além disso, as curvas βD
i e β̃D

i sempre satisfazem as considerações βD
i < β e β̃D

i < β, o

que não é necessariamente atendido pela curva δD̄. Por fim, note-se que as curvas βD
i = σ∗

i δD̄

e βD
(i) = σ∗

(i)δD̄ garantem a equivalência total entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) e

também garantem a equivalência em relação ao atraso virtual máximo por fluxo. De fato, por

um lado, da propriedade (PM.6), Tabela 3.10, F{βD
i , β̃D

i } = F{σ∗
i δD̄, σ∗

(i)δD̄} = σ∗δD̄ < β, de

forma que a inequação (6.16) é satisfeita. Por outro lado, tem-se:

δD̄ = inf {δd : β 4 σ∗δd} = inf
{
δd : βD

i 4 σ∗
i δd

}
= inf{δd : β̃D

i 4 σ∗
(i)δd}.

Cruz (1995) e Malaney e Rogers (1999) apresentam curvas de serviço para o fluxo i

semelhantes à curva βD
i , com a diferença de que são consideradas funções σ invariantes no

tempo. Além disso, Malaney e Rogers (1999) consideram o fluxo de entrada conhecido fazendo

σi = x̂i \◦ x̂i.

Considere-se a expressão que define βΘ
1 no Teorema 18. Trocando-se βΘ

1 por βΘ
i e

σ∗
2 por σ∗

(i), é posśıvel estender este teorema para o caso de um multiplexador com M entradas,

sendo i o fluxo de interesse. Assim, dos Teoremas 18 e 19, podem-se obter duas curvas de serviço

posśıveis para o fluxo i: βΘ
i e βD

i . Nesse caso, vale salientar que nem sempre é posśıvel provar

que a curva βΘ
i ∧ βD

i é uma posśıvel curva de serviço para o fluxo i. Quando esse for o caso,

como discutido na Seção 5.6 (página 67), é mais vantajoso trabalhar com as duas redes β que
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representam as curvas de serviço obtidas anteriormente em paralelo, do que trabalhar com uma

das seguintes curvas isoladamente: βΘ
i , βD

i ou βΘ
i ⊕ βD

i . Nesse caso, as restrições entre os fluxos

xi e yi na Figura 6.3(c) podem ser representadas como ilustrado na Figura 6.5.

xi

βΘ
i

βD
i

yi

Figura 6.5: Restrições de serviço entre os fluxos xi e yi na Figura 6.3(c).

Para achar um limitante para a curva yi, por exemplo, pode-se usar a seguinte

inequação: ŷi 4 x̂iβ
Θ
i ∧ x̂iβ

D
i , ou equivalentemente,

ŷi 4 x̂iβ
Θ
i ∧ x̂iδD̄.

Da mesma forma, pode-se limitar a curva de sáıda do agregado de tráfegos excetuando-se o

fluxo i, ŷ(i), da seguinte maneira:

ŷ(i) 4 x̂(i)β̃
Θ
i ∧ x̂(i)δD̄.

Para os demais limitantes de parâmetros de QoS, pode-se utilizar os resultados da Tabela 5.3.

O exemplo a seguir, ilustra um caso em que βΘ
1 ∧ βD

1 não é uma curva de serviço

posśıvel para um dado sistema.

Exemplo 6.1 (Parte 3). As Figuras 6.6(a) e 6.6(b) reapresentam, para o Exemplo 6.1, a região

onde β1 ∈ Ct e β̃1 = β2 ∈ Ct devem estar definidas, de forma a garantir que o limitante para

o atraso virtual máximo seja mantido, após o desacoplamento do fluxo 1 (região sombreada).

Estão também ilustradas as curvas β1 = β0
1 ∧ βD

1 e β2 = β0
2 ∧ βD

2 , sendo β0
1 e β0

2 obtidas através

do Teorema 17, fazendo Θ = 0. Note-se, da Figura 6.6(c), que β1 não é uma curva de serviço

posśıvel para o tráfego 1, porque ŷ1 4/ x̂1β1, isto é, existem instantes em que a função ŷ1 está

abaixo da função x̂1β1 (a exemplo dos pontos em torno de t = 300s mostrados no detalhe). A

função β2, por outro lado, é uma curva de serviço posśıvel para o tráfego 2, porque β2 < δD̄

(D̄ = 135s), como pode ser observado na Figura 6.6(d). Nas Figuras 6.6(e) e 6.6(f), pode-se

perceber a melhora obtida nos limitantes dos fluxos de sáıda por fluxo, quando são mantidas em

paralelo as curvas de serviço βΘ
k e βD

k , k = 1, 2, conforme ilustrado na Figura 6.5.

Nesta seção, foram apresentadas algumas definições posśıveis para as curvas de

serviço de um tráfego de interesse e para o agregado dos demais tráfegos em um sistema com

multiplexação. O método empregado para a determinação dessas curvas de serviço foi o de

garantir a equivalência entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c), em relação ao atraso virtual
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Figura 6.6: Problema da determinação de posśıveis curvas de serviço para tráfegos multiplexados.
Em (a) e (b), regiões onde as curvas de serviço β1 e β2 devem estar definidas, de forma a garantir
um atraso virtual máximo D̄ = D̄1 = D̄2 = 135s e as curvas βk = β0
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k , k = 1, 2, sendo β0

k,
k = 1, 2 obtidas através do Teorema 17. Em (c) e (d), as curvas x̂k, ŷk e x̂kβk, k = 1, 2, para
o caso particular em que x1(ν) = 0,8 × σ1(ν) e x2(ν) = σ2(ν), ∀ν. Em (e) e (f), as curvas ŷk,
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máximo por fluxo. Esse mesmo método será utilizado na próxima seção, em relação ao atraso

virtual máximo por fluxo em um dado instante.

6.4 Atraso virtual instantâneo em relação ao fluxo de sáıda

Considere-se a definição de atraso virtual no instante t apresentada no Caṕıtulo 4

(equação 4.14), ou seja:

d(t) = inf {d ≥ 0 : x(0, t) ≤ y(0, t + d)} .

De forma semelhante, pode-se definir o atraso virtual no instante t em relação ao

fluxo de sáıda, ∆(t), da seguinte maneira:

∆(t) = inf {d ≥ 0 : x(0, t − d) ≤ y(0, t)} . (6.31)

O atraso virtual em relação ao fluxo de sáıda pode ser entendido como o atraso sofrido por um

bit com prioridade mı́nima que deixa um sistema no instante t, considerando que nenhum bit de

maior prioridade entrou no sistema.

Define-se como atraso virtual a priori o atraso que um bit deverá sofrer ao passar

por um sistema; e atraso virtual a posteriori o atraso que esse bit deve ter sofrido ao passar pelo

sistema, considerando uma disciplina de filas FIFO bit a bit. As funções d(t) e ∆(t) definidas

acima podem ser entendidas, respectivamente, como os atrasos virtuais a priori e a posteriori

de um determinado bit. Neste trabalho, chama-se simplesmente “atraso virtual” o atraso a

priori, d(t); e “p-atraso”, o atraso virtual a posteriori, ∆(t). A seguir, discute-se como as

áreas de convergência discutidas na seção anterior, definidas pelas inequações (6.27) e (6.28), são

alteradas, quando se refaz a análise em relação ao p-atraso.

Note-se que se um sistema apresenta um p-atraso ∆(t), definido pela equação (6.31),

então satisfaz a seguinte inequação:

x(0, t − ∆(t)) ≤ y(0, t).

A seguir, o método de determinação de limitantes de parâmetros de desempenho

definido no caṕıtulo anterior é usado para determinar um limitante para o p-atraso. Antes, é

necessária a definição de mais um elemento do dióide C .

Definição 24 (Função de p-atraso variável). Seja uma função a : Z+ → Z+. Define-se a função

de p-atraso variável δa ∈ C da seguinte maneira:

δa(s, t) =





0, se t − a(t) ≤ s,

+∞, se t − a(t) > s.
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A Tabela 6.1 apresenta algumas propriedades interessantes da função δa. As

demonstrações destas proposições encontram-se no Apêndice D.

Validade Propriedade Referência

∀x ∈ Ct (xδa)(s, t) =

8
<
:

x(s, t − a(t)), se s ≤ t − a(t),
x(s, s), se t − a(t) < s ≤ t,
0, se s > t.

(PDA.1)

∀x ∈ Ct Se x(s, s) = 0, ∀s, então (x ⊗ δa)(s, t) = x(s, [t − a(t)]+) (PDA.2)

∀x ∈ Cs (δa \◦x)(s, t) =


x([s − a(s)]+ , t), se s ≤ t,
0, se s > t.

(PDA.3)

∀xk ∈ Ct, k = 1, . . . , M F {x1δa, . . . , xMδa} = F {x1, . . . , xM} δa (PDA.4)

Tabela 6.1: Propriedades da função de atraso variável δa ∈ C .

Como fica evidenciado pela propriedade (PDA.1), a função δa pode ser usada para

representar atrasos variáveis em funções em Ct.

Observação 22. Da propriedade (PDA.1), pode-se concluir que, quando a função a(t) não

é constante em t, então o produto xδa é uma função variante no tempo, mesmo quando x é

invariante.

A partir da propriedade (PDA.1), o Teorema 18 pode ser estendido para um

multiplexador com M fluxos de entrada, sendo i o fluxo de interesse, e sendo Θ : Z+ → Z+

uma função qualquer.

Teorema 20. Considere-se um multiplexador com M fluxos de entrada e disciplina de filas

FIFO bit a bit, que atende uma curva de serviço β ∈ C. Sejam xk, yk, σk ∈ Ct, respectivamente,

o fluxo de entrada, o fluxo de sáıda e uma curva de regulação para o tráfego k, k = 1, . . . ,M .

Sejam, ainda, x = x1 + . . . + xM = F {x1, . . . , xM} o fluxo de entrada total do sistema;

y = y1 + . . .+yM = F {y1, . . . , yM} o fluxo total de sáıda; e σ∗
(i) a curva de regulação do agregado

de tráfegos excetuando-se o fluxo i, definida pela equação (6.20). Definem-se curvas de serviço

para o tráfego i e para o agregado de fluxos restante, respectivamente, da seguinte maneira:

βΘi

i (s, t) =





0, se s ≥ t − Θi(t),(
G
{

β, σ∗
(i)δΘi

})
(s, t), se s < t − Θi(t),

β̃Θ̃i

i (s, t) =





0, se s ≥ t − Θ̃i(t),(
G
{

β, σ∗
i δΘ̃i

})
(s, t), se s < t − Θ̃i(t),

sendo Θi : Z+ → Z+ e Θ̃i : Z+ → Z+ funções pré-definidas quaisquer.

Demonstração. A demonstração deste teorema encontra-se no Apêndice D.
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Observação 23. Caso se exija βi, β̃i ∈ Ct, pode-se definir as seguintes curvas de serviço para o

fluxo i e para o fluxo agregado, excetuando-se i: βi = Pr
{
βΘi

i

}
e β̃i = Pr

{
β̃Θ̃i

i

}
. De fato, se βΘi

i

e β̃Θ̃i

i são curvas de serviço para o fluxo i e para o fluxo agregado excetuando-se i, respectivamente,

então βi e β̃i também são curvas de serviço para o fluxo i e para o fluxo agregado, porque βi < βΘi

i

e β̃i < β̃Θ̃i

i .

Observação 24. Caso não se exija βΘi

i , β̃Θ̃i

i ∈ Ct, pode-se obter limitantes não-decrescentes

em t para as funções ŷi ∈ Ct e ŷ(i) ∈ Ct, respectivamente, a partir das funções Pr
{

x̂iβ
Θi

i

}
e

Pr
{
x̂(i)β̃

Θ̃i

i

}
. De fato, como βΘi

i é uma curva de serviço para o fluxo i e yi ∈ Ct, tem-se:

∀τ ≤ t: yi(0, t) ≥ yi(0, τ) ≥ (xiβ
Θi

i )(0, τ), de forma que yi(0, t) ≥ maxτ≤t

{
(xiβ

Θi

i )(0, τ)
}

=
(
Pr
{

xiβ
Θi

i

})
(0, t) =

(
Pr
{

x̂iβ
Θi

i

})
(0, t). De forma semelhante, prova-se que y(i)(0, t) ≥

(
Pr
{

x̂(i)β̃
Θ̃i

i

})
(0, t).

Da Observação 22, a menos que as funções Θi(t) e Θ̃i(t) sejam constantes, as curvas

βΘi

i e β̃Θ̃i

i definidas pelo Teorema 20 são funções variantes no tempo. Desta forma, mesmo

quando as curvas σ, β e σk, k = 1, . . . ,M , são invariantes no tempo, pode-se associar aos fluxos

de entrada curvas de serviço variantes no tempo.

A função de atraso variável, δa, pode ser usada para determinar um limitante para o

p-atraso ∆(t). Considere-se o sistema da Figura 5.3, por conveniência repetida na Figura 6.7. O

Teorema 21 determina um limitante a(t) para o p-atraso ∆(t) da rede β ilustrada na Figura 6.7.

u
σ

yx
β

Figura 6.7: Rede com curva de serviço β conectada a um regulador σ.

Teorema 21. Para o sistema da Figura 6.7, sejam as funções u, x, y ∈ Ct e σ, β ∈ C.

Considere-se que ŷ < x̂ < û (o sistema é causal); e û < ê (o sistema está vazio em s = t = 0).

Um limitante a(t) para o p-atraso ∆(t) da rede β representada na Figura 6.7 corresponde à

solução do seguinte problema de otimização:

δa = inf δα,

s. a σ∗δα < β.
(6.32)

Demonstração. A demonstração desta proposição encontra-se no Apêndice D.

Proposição 22. Sejam x, y ∈ Ct, respectivamente, os fluxos de entrada e sáıda de um

determinado sistema, e seja a(t) um limitante para o p-atraso desse sistema. A curva β = δa é

uma curva de serviço para esse sistema.
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Demonstração. A função a(t) é um limitante para o p-atraso. Dessa forma, tem-se, ∀t ∈ Z+:

y(0, t) ≥ x(0, t − a(t)), de modo que, da propriedade (PDA.1), Tabela 6.1, tem-se: ŷ 4 x̂δa.

Assim, a curva β = δa é tal que x̂β = x̂δa < ŷ, e, portanto, é uma curva de serviço para o

sistema.

Repetindo os mesmos procedimentos usados na seção anterior, pode-se chegar a

resultados semelhantes às inequações (6.27)-(6.30). Nesse caso, pode-se mostrar que as curvas

de serviço βi e β̃i garantem a equivalência entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c), se as

seguintes inequações são satisfeitas:

σ∗
i δa < βi < G

{
β, σ∗

(i)δa

}
, (6.33)

σ∗
(i)δa < β̃i < G {β, σ∗

i δa} , (6.34)

ou ainda, quando se exigem curvas de serviço em Ct, garante-se a equivalência entre os sistemas

das Figuras 6.3(b) e 6.3(c), se as seguintes inequações são satisfeitas:

Pr {σ∗
i δa} < βi < Pr

{
G
{

β, σ∗
(i)δa

}}
,

Pr
{

σ∗
(i)δa

}
< β̃i < Pr {G {β, σ∗

i δa}} .

A função δa apresenta algumas propriedades úteis para descrever sistemas FIFO bit

a bit. A seguir, estão enunciadas algumas dessas propriedades. As demonstrações encontram-se

no Apêndice D.

Proposição 23. Considere-se um sistema com M fluxos de entrada e disciplina de serviços

FIFO bit a bit. Sejam x, y ∈ Ct, respectivamente, os fluxos de entrada e sáıda totais do sistema;

xk, yk, k = 1, 2, . . . ,M , respectivamente, os fluxos de entrada e sáıda do fluxo k; e i o fluxo de

interesse. Da Definição 20, têm-se: x = F
{
xi, x(i)

}
e y = F

{
yi, y(i)

}
. Se ŷ 4 x̂δa, então

ŷi 4 x̂iδa,

ŷ(i) 4 x̂(i)δa;

e se ŷ < x̂δa, então

ŷi < x̂iδa,

ŷ(i) < x̂(i)δa.

Na Seção 6.2, comentou-se que um sistema causal atende naturalmente as restrições

de fluxo em relação aos fluxos totais de entrada e sáıda, ou seja ŷ < x̂, e em relação aos fluxos

de entrada e sáıda isoladamente, ou seja ŷk < x̂k, k = 1, . . . ,M . Essas considerações são

conseqüência direta da Proposição 23, para o caso em que a(t) = 0, ∀t ∈ Z+.
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Sejam, agora, as seguintes definições:

∆(t) = inf {d ≥ 0 : y(0, t) ≥ x(0, t − d)} , (6.35)

∆−(t) = sup {d ≥ 0 : y(0, t) ≤ x(0, t − d)} , (6.36)

∆k(t) = inf {d ≥ 0 : yk(0, t) ≥ xk(0, t − d)} , k = 1, 2, . . . ,M, (6.37)

∆−
k (t) = sup {d ≥ 0 : yk(0, t) ≤ xk(0, t − d)} , k = 1, 2, . . . ,M, (6.38)

Λ(s, t) = inf {d ≥ 0 : σ∗(s, t − d) ≤ β(s, t)} . (6.39)

A seguir, mostra-se que não só os limitantes do atraso virtual máximo devem ser

iguais em sistemas FIFO bit a bit, ou seja, D̄ = D̄k, k = 1, . . . ,M , mas também os p-atrasos

devem ser iguais, ou seja, ∀t ∈ Z+: ∆(t) = ∆k(t), k = 1, . . . ,M , sendo ∆(t) e ∆k(t) definidas,

respectivamente, segundo as equações (6.35) e (6.37). Além disso, a partir da função Λ(s, t)

definida na equação (6.39), chega-se a um limitante para ∆(t). Esse limitante corresponde à

solução do seguinte problema: δa = inf {δα : σ∗δα < β}. O resultado obtido é a função a(t) =

max0≤s≤t {Λ(s, t)}. Note-se que a função a(t) definida dessa forma é sempre não-decrescente

em t.

Proposição 24. Considere-se que M tráfegos entram em um elemento de rede com disciplina

de filas FIFO bit a bit. Sejam x, y ∈ Ct os fluxos de entrada e sáıda totais do sistema; e

xk, yk ∈ Ct, respectivamente, os fluxos de entrada e sáıda do tráfego k, k = 1, 2, . . . ,M . As

seguintes igualdades são satisfeitas:

∆(t) = ∆−(t) = ∆k(t) = ∆−
k (t) , k = 1, 2, . . . ,M,

sendo ∆(t), ∆−(t), ∆k(t) e ∆−
k (t) definidas pelas equações (6.35)-(6.38). Conseqüentemente,

têm-se:

ŷ = x̂δ∆,

ŷk = x̂kδ∆, k = 1, . . . ,M.

Proposição 25. Sejam σ ∈ Ct e β ∈ C, respectivamente, uma curva de regulação e uma curva

de serviço para um dado sistema com disciplina de filas FIFO bit a bit, fluxo de entrada x e fluxo

de sáıda y, e seja a : Z+ → Z+ a seguinte função:

a(t) = max
0≤s≤t

{Λ(s, t)} .

A função a(t) definida desta maneira corresponde à solução do seguinte problema de otimização:

δa = inf {δα : σ∗δα < β}. Em particular, quando σ e β são funções invariantes no tempo, então

Λ(s, t) = Λ(t − s). Dáı, tem-se:

a(t) = max
0≤s≤t

{Λ(t − s)} = max
0≤ν≤t

{Λ(ν)} . (6.40)
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A partir das Proposições 24 e 25, pode-se definir posśıveis curvas de serviço para o

tráfego i e para o agregado de tráfegos restante, respectivamente, βi e β̃i, de forma a sempre

garantir que os limitantes D̄ e a(t) sejam respeitados por fluxo, isto é, de forma a satisfazer as

seguintes igualdades:

D̄ = D̄k, k = 1, . . . ,M,

a(t) = ak(t), k = 1, . . . ,M.

Teorema 26. Para as mesmas condições apresentadas no Teorema 18, as curvas de serviço

do fluxo i e do agregado de tráfegos restante podem ser definidas, respectivamente, da seguinte

maneira:

βa

i = σ∗
i δa,

β̃a

i = σ∗
(i)δa,

sendo a(t) definida pela Proposição 25 ou pela equação (6.40).

Demonstração. Primeiramente, note-se que δa = inf {δα : σ∗δα < β} é um posśıvel limitante

para o p-atraso do sistema como um todo e dos diferentes fluxos isoladamente. Dessa forma,

a(t) = ak(t), k = 1, . . . ,M . Assim, x̂iδa < ŷi e x̂(i)δa < ŷ(i). Mas x̂i = x̂iσ
∗
i e x̂(i) = x̂(i)σ

∗
(i). Dáı,

têm-se: ŷi 4 x̂iδa = x̂iσ
∗
i δa = x̂iβ

a

i e ŷ(i) 4 x̂(i)δa = x̂(i)σ
∗
(i)δa = x̂(i)β̃

a

i , e, portanto, βa

i e β̃a

i são

posśıveis curvas de serviço para o sistema.

Teorema 27. As curvas de serviço βa

i , β̃a

i definidas anteriormente garantem:

1. Equivalência total entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em relação aos tráfegos

totais de entrada e sáıda;

2. Equivalência por fluxo desses sistemas em relação ao limitante do p-atraso, a(t);

3. Equivalência por fluxo desses sistemas em relação ao limitante de atraso virtual, D̄.

Considere-se a função βΘi

i definida pelo Teorema 20. Da Observação 24, quando não

se exige βΘi

i ∈ Ct, então, da definição do operador G {·}, tem-se:

βΘi

i (s, t) =





0, se s ≥ t − Θi(t),

max
{
0, β(s, t) − (σ(i)δΘi

)(s, t)
}

, se s < t − Θi(t).
(6.41)

Analisando a equação (6.41), pode-se perceber que, de forma semelhante ao parâmetro Θ do

Teorema 17, deve existir uma função Θi(t) ótima para o Teorema 20. A seguir, apresenta-se

a escolha para Θi(t) utilizada neste trabalho. Da equação (6.41), note-se que, mesmo quando

s < t − Θi(t), tem-se βΘi

i (s, t) = 0, se β(s, t) ≤ (σ(i)δΘi
)(s, t). Dessa forma um valor ótimo para
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Θi(t) deve ser tal que β(s, t) ≥ (σ(i)δΘi
)(s, t), ∀s, t tais que s < t − Θi(t). Além disso, quanto

menor for a função Θi(t), mais cedo a função βΘi

i pode assumir valores não-nulos. Do exposto

anteriormente, considerou-se que uma boa escolha para Θi(t) corresponde à solução do seguinte

problema:

δΘi
= inf δα,

s. a σ(i)δα < β.
(6.42)

Comparando as equações (6.32) e (6.42), pode-se perceber que a função Θi(t) definida pela

equação (6.42) corresponde exatamente ao limitante de atraso virtual de um sistema com

curva de regulação total de entrada σ(i) = σ∗
(i) e curva de serviço β. A solução para

(6.42), portanto, pode ser determinada a partir da Proposição 25, fazendo Λ
Θi

(s, t) =

inf
{
d ≥ 0 : σ(i)(s, t − d) ≤ β(s, t)

}
.

A curva de serviço βΘi

i definida pelo Teorema 20 e a curva de serviço βa

i definida

pelo Teorema 26 podem ser funções variantes no tempo, mesmo que σk, k = 1, . . . ,M e β sejam

funções invariantes no tempo. A Proposição 28 indica as condições necessárias para garantir a

existência de uma curva de serviço βi para o fluxo de interesse que seja invariante no tempo e

que atenda a inequação (6.33).

Proposição 28. Considere-se um sistema com M fluxos de entrada. Sejam σ, β ∈ C,

respectivamente, uma curva de regulação e uma curva de serviço para o sistema como um todo;

σk ∈ Ct, uma curva de regulação para o fluxo k, k = 1, . . . ,M ; e i o fluxo de interesse, de

forma que σ∗ = F{σ∗
i , σ∗

(i)}. Considerem-se, ainda, σ, β, σk, k = 1, . . . ,M funções invariantes

no tempo, e seja a : Z+ → Z+ tal que δa = inf {δα : β 4 σ∗δα}. Se uma curva de serviço βi é

invariante no tempo e garante equivalência em relação ao atraso então ela está completamente

definida na seguinte região:

∀ν ∈ Z+ : σ∗
i (ν − a(ν)) ≤ βi(ν) ≤ β(ν) − σ∗

(i)(ν − a(ν)).

O exemplo a seguir mostra, para as mesmas curvas de regulação e de serviço do

Exemplo 6.1, que não existe uma curva βi invariante no tempo tal que se obtenha a equivalência

dos sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em relação ao p-atraso.

Exemplo 6.1 (Parte 4). Sejam as mesmas curvas de regulação e de serviço do Exemplo 6.1,

e seja a(t) = max0≤ν≤t {Λ(ν)}. As Figuras 6.8(a) e 6.8(b) ilustram as regiões onde β1 ∈ Ct e

β̃1 = β2 ∈ Ct devem estar definidas, de forma a garantirem os mesmos limitantes para o p-atraso

do sistema como um todo e dos fluxos x1 e x2, caso seja considerado que β1 e β2 são funções

invariantes no tempo (Proposição 28). Da Figura 6.8(c), note-se que a curva β1(ν) = σ∗
1(ν−a(ν))

não é uma curva de serviço para o fluxo 1, porque ŷ1 /4 x̂1β1. Para esse exemplo, portanto,
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não existe uma função invariante no tempo que satisfaça a região definida na Proposição 28. Ou

seja, não existe uma função β1 invariante no tempo que garanta a equivalência entre os sistemas

das Figuras 6.3(b) e 6.3(c), em relação ao p-atraso.
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Figura 6.8: Em (a) e (b), regiões onde as curvas β1 e β2 garantem os mesmos limitantes a(t)
para o p-atraso do sistema como um todo e dos fluxos x1 e x2 isoladamente, de acordo com a
Proposição 28 (as funções β1 e β2 são consideradas invariantes no tempo). Em (c) e (d), as
curvas x̂k, ŷk e x̂kβk, k = 1, 2, considerando-se βk(ν) = σ∗

k(ν − a(ν)), k = 1, 2. Para esse
exemplo, têm-se: x1(0, ν) = 0,8 × σ1(ν) e x2(0, ν) = σ2(ν).

A partir do Exemplo 6.1 (Parte 4), e da Proposição 28, pode-se perceber que

nem sempre é posśıvel encontrar curvas de serviço invariantes no tempo, para o fluxo i ou

para o agregado de tráfegos restante de forma a garantir a equivalência entre os sistemas das

Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em relação aos atrasos virtuais máximos por fluxo, mesmo quando os fluxos

de entrada e sáıda e as curvas de regulação e de serviço são funções invariantes no tempo. Dessa
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forma, para se determinar as curvas de serviço para o tráfego i e para o agregado excetuando-se

i, quando fluxos e curvas de regulação e de serviço são funções invariantes no tempo, é necessário,

antes, escolher uma das seguintes opções:

1. As curvas de serviço βi e β̃i devem ser funções invariantes no tempo, mesmo que sejam

sub-ótimas, ou seja, mesmo que levem a limitantes para o atraso virtual máximo, D̄, ou

para o p-atraso, a(t), maiores do que a consideração FIFO garante. Nesse caso, βi e β̃i

podem ser calculadas de acordo com os Teoremas 17 ou 18, e o parâmetro Θ pode ser

calculado a partir da equação (6.1).

2. As curvas de serviço βi e β̃i devem ser funções invariantes no tempo, mesmo que sejam

sub-ótimas em relação ao limitante do p-atraso, a(t), mas devem garantir a equivalência

entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em relação ao limitante do atraso virtual

máximo, D̄. Nesse caso, as curvas βi e β̃i podem ser calculadas diretamente através do

Teorema 19, ou pode-se utilizar as curvas de serviço obtidas a partir dos Teoremas 18

e 19 em paralelo, conforme discussão anterior. Qualquer que seja a opção escolhida, o

parâmetro D̄ corresponde à solução do seguinte problema: δD̄ = inf {δd : σ∗δd < β}, isto é,

D̄ corresponde ao menor atraso que pode ser dado à curva σ∗ de forma a torná-la menor

do que a curva β em qualquer instante; e o parâmetro Θ pode ser calculado a partir da

equação (6.1).

3. As curvas de serviço βi e β̃i devem garantir a equivalência entre os sistemas das

Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em relação a D̄ e a(t), mesmo que isso resulte em funções

variantes no tempo. Nesse caso, βi e β̃i podem ser determinadas a partir do Teorema 26,

sendo a(t) = max0≤ν≤t {Λ(ν)}, e Λ(ν) = inf {d : σ∗(ν − d) ≤ β(ν)}. Alternativamente,

pode-se utilizar as curvas de serviço obtidas a partir dos Teoremas 20 e 26 em paralelo.

Nesse caso, no Teorema 20, pode-se fazer Θi(t) = max0≤ν≤t

{
Λ

Θi
(ν)
}

, com Λ
Θi

(ν) =

inf
{

d : σ∗
(i)(ν − d) ≤ β(ν)

}
.

A seguir, são apresentados os resultados obtidos para o Exemplo 6.1, quando βi e β̃i

correspondem à junção em paralelo das curvas de serviço obtidas pelos Teoremas 20 e 26. Para

esse exemplo, têm-se β1 ∈ Ct e β2 ∈ Ct.

Exemplo 6.1 (Parte 5). Considerem-se σ, β e σk, k = 1, 2, as curvas definidas no Exemplo 6.1.

Além disso, sejam:

• β0
k a curva de serviço do fluxo k (k = 1, 2) obtida a partir do Teorema 18, fazendo Θ = 0;

• βΘk

k a curva de serviço do fluxo k obtida a partir do Teorema 20, fazendo

Θk(t) = max0≤ν≤t

{
Λ

Θk
(ν)
}
, com Λ

Θ1
(ν) = inf {d : σ∗

2(ν − d) ≤ β(ν)} e Λ
Θ2

(ν) =

inf {d : σ∗
1(ν − d) ≤ β(ν)};
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• βa

k = σ∗
kδa a curva de serviço do fluxo k obtida a partir do Teorema 26, sendo a(t) definida

pela equação (6.40).

As Figuras 6.9(a) e 6.9(b) ilustram as curvas de serviço obtidas a partir do Teorema 20; e as

Figuras 6.9(c) e 6.9(d) ilustram as curvas ŷk, x̂kβ
0
k e x̂kβ

Θk

k ∧x̂kβ
a

k, k = 1, 2. Conforme esperado,

têm-se: ŷ1 4 x̂1β1 e ŷ2 4 x̂2β2. Além disso, das Figuras 6.9(c) e 6.9(d), note-se que as curvas

x̂1β
Θ1
1 ∧ x̂1β

a

1 e x̂2β
Θ2
2 ∧ x̂2β

a

2 são melhores limitantes para ŷ1 e ŷ2, respectivamente, do que as

curvas x̂1β
0
1 e x̂2β

0
2 .
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Figura 6.9: Problema da determinação de posśıveis curvas de serviço para tráfegos multiplexados.
Em (a) e (b), curvas de serviço β1 ∈ Ct e β2 ∈ Ct obtidas do Teorema 27. Em (c) e (d),
curvas ŷk, x̂kβ

0
k e x̂kβ

Θk

k ∧ x̂kβ
a

k, k = 1, 2. Para esse exemplo, têm-se: x1(0, ν) = 0,8 × σ1(ν) e
x2(0, ν) = σ2(ν).

A partir dos Teoremas 17 a 19 (caso invariante no tempo) ou dos Teoremas 20 e 26

(caso variante no tempo) é posśıvel determinar curvas de serviço entre os fluxos xi e yi para o

sistema ilustrado na Figura 6.3. Além disso, da Proposição 25, é posśıvel determinar um limitante

ai(t) para o p-atraso entre xi e yi. A partir desses resultados, pode-se calcular um limitante D̄i
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para o atraso virtual entre xi e yi; uma função Wi(t), limitante para o backlog entre xi e yi no

instante t; e uma curva de regulação σyi
para o fluxo yi. Da Tabela 5.1, têm-se:

D̄i = sup
t≥0

{ai(t)} ,

Wi(t) = (βi \◦σ∗
i )(t, t),

σyi
= βi \◦σ∗

i . (6.43)

A equação (6.43) ainda pode ser melhorada, no caso em que a rede β ilustrada na

Figura 6.3(a) corresponda a um enlace conservativo.4 A Proposição 29 apresenta este resultado.

Proposição 29. Quando a rede β ilustrada na Figura 6.3(a) corresponde a um enlace

conservativo de capacidade β = C∗
o , então o fluxo ŷi atende a seguinte curva de regulação:

σyi
= (βi \◦σ∗

i ) ⊕ C∗
o .

Demonstração. A demonstração desta proposição encontra-se no Apêndice D.

6.5 Conclusão

Neste caṕıtulo, abordou-se o problema de determinação de curvas de serviço para um

fluxo de interesse, i, pertencente a um agregado de tráfegos. A literatura aborda esse problema

apenas para um cenário de curvas invariantes no tempo. Dessa forma, todas as curvas de serviço

variantes no tempo apresentadas neste caṕıtulo são contribuições deste trabalho. Também é uma

contribuição deste trabalho a definição e uso da função de p-atraso.

Em Cruz (1998), definiu-se uma famı́lia de curvas de serviço parametrizada por um

número inteiro positivo, Θ. Na Seção 6.1, analisou-se a otimalidade destas curvas de serviço em

relação a Θ, enfatizando-se que nem todos os valores do parâmetro Θ levam a curvas de serviço

válidas (são consideradas válidas apenas as funções não-decrescentes no tempo).

Na seção seguinte, foi definido formalmente o problema de determinação da curva

de serviço de um tráfego de interesse dentre um agregado de tráfegos e, a partir do método

apresentado na Seção 5.1 para determinação de limitantes, foi feita uma investigação das

restrições necessárias para garantir a equivalência total em relação aos fluxos totais de entrada e

sáıda antes e depois do desacoplamento do fluxo de interesse (Figuras 6.3(b) e 6.3(c)).

Uma caracteŕıstica marcante de sistemas FIFO bit a bit é o fato de atrasos

instantâneos dos fluxos de entrada individualmente e do agregado de todos os fluxos de entrada

serem iguais. Tendo essa caracteŕıstica em vista, na Seção 6.3, determinou-se uma região onde a

4Um enlace conservativo é aquele que atende o fluxo de entrada à máxima taxa de transmissão posśıvel. Os
enlaces conservativos estão analisados detalhadamente no Caṕıtulo 7, Seção 7.1.
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curva de serviço para o tráfego de interesse deve estar definida, de forma a garantir essa igualdade

de limitantes de atraso. Através de um contra-exemplo, mostrou-se que o limitante C -inferior

da região obtida não é necessariamente uma curva de serviço para o fluxo de interesse. Portanto,

nem todas as funções da região obtida são válidas como curva de serviço para o tráfego de

interesse. Por outro lado, provou-se que o limitante C -superior da mesma região não só é uma

curva de serviço válida, mas também garante a igualdade de limitantes desejada. Ainda nesta

seção, a partir do Exemplo 6.1 (Parte 2), mostrou-se que as curvas de serviço definidas por Cruz

(1998) não ficam necessariamente na região obtida anteriormente. Desta forma, não garantem

necessariamente limitantes de atraso máximo iguais para os diversos fluxos individualmente e

para o fluxo total de entrada.

Como discutido no Caṕıtulo 5, quando é posśıvel determinar diversas curvas de

serviço para um certo fluxo, mas não é posśıvel determinar uma relação de ordenamento entre

estas curvas, é mais vantajoso trabalhar com as curvas obtidas em paralelo. A partir desse

resultado, conseguiu-se obter, para o fluxo de sáıda de um exemplo ilustrativo, um limitante

menos conservativo do que o limitante obtido através da curva de serviço definida em Cruz

(1998).

Na Seção 6.4, foi introduzido o conceito de p-atraso e os resultados da Seção 6.3

foram estendidos para esse novo parâmetro de QoS. Dos resultados obtidos, definiu-se uma nova

curva de serviço para o fluxo de interesse dependente apenas de limitantes para o p-atraso

do sistema em estudo e da curva de regulação σi. Definiu-se, ainda, uma nova famı́lia de

curvas de serviço para o tráfego de interesse parametrizadas por uma função inteira positiva

Θi(t). Uma das vantagens dessa famı́lia de curvas de serviço é o fato de que todas as curvas

obtidas são válidas, independentemente das definições das funções Θi(t), porque o conjunto C não

exige funções não-decrescentes em t, e os operadores de projeção permitem encontrar limitantes

não-decrescentes em t, mesmo a partir de funções com porções decrescentes em t. Finalmente,

definiu-se uma estratégia para a determinação de Θi(t) e foi retomada a discussão sobre a

manutenção de curvas de serviço em paralelo, quando não é posśıvel estabelecer uma relação

de ordenamento entre as curvas obtidas.

Uma contribuição importante deste caṕıtulo é a idéia de ser posśıvel e potencialmente

mais vantajoso obter curvas de serviço variantes no tempo mesmo em um cenário invariante no

tempo. Esse resultado, por si só, justifica a definição de um dióide variante no tempo para o

Network Calculus. Como pode ser visto pelo Exemplo 6.1 (Parte 5), permitir curvas de serviço

variantes no tempo, mesmo quando tráfegos de entrada e curvas de regulação e de serviço são

funções invariantes, agrega informações às curvas de serviço obtidas. Essa informação adicionada

pode melhorar os limitantes de parâmetros de QoS (como o fluxo de sáıda, por exemplo) no ińıcio

de rajadas, quando o sistema experimenta um transitório na função de entrada.



Caṕıtulo 7

Sistemas de pequena complexidade:

elementos de redes isolados

Neste caṕıtulo, os resultados obtidos anteriormente são usados para analisar

elementos encontrados na modelagem de sistemas de comunicações. Seis elementos são

analisados. Todos os sistemas são considerados causais. São eles:

1. Enlaces conservativos com capacidade de transmissão variável no tempo;

2. Reguladores ótimos (greedy shapers);

3. Canais com atraso máximo determinado;

4. Buffers de recepção;

5. Reordenadores de bits;

6. Multiplexadores.

Para cada tipo de elemento, considera-se que os fluxos de entrada atendem a curvas

de regulação conhecidas. Para cada elemento, determinam-se os seguintes parâmetros:

• Um limitante D̄ para o atraso máximo, determinado a partir do Teorema 13 ou da

equação (4.15).

• Uma função a(t), limitante para o p-atraso, determinada a partir do Teorema 21 e/ou uma

função D(t), limitante de atraso máximo no instante t, determinada a partir do Teorema 30

(apresentado a seguir).

• Um limitante W (t) para o backlog máximo no instante t, determinado a partir do

Teorema 14.

• Uma curva de regulação σy para o fluxo de sáıda y, determinado a partir do Teorema 16.

Ao longo do caṕıtulo alguns exemplos simples são apresentados. Em geral, estes

exemplos ilustram como uma solução obtida a partir da álgebra de dióides pode ser instanciada,

conforme indicado no método da Figura 4.9.

101
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No final do caṕıtulo, discute-se como alterar o modelo de um elemento básico

qualquer, de forma a permitir situações com perdas.

7.1 Enlace conservativo com capacidade variável e regulador

“guloso” (greedy shaper)

Nesta seção, analisa-se um enlace conservativo com capacidade de transmissão

conhecida e variável no tempo (Definição 25). Esse exemplo foi analisado anteriormente em

Chang et al. (2002), mas foi tratado de forma diferente.

Definição 25 (Sistema conservativo). Um sistema é dito conservativo, quando atende o fluxo

de entrada à máxima taxa posśıvel. Um sistema conservativo, portanto, não pára de transmitir

dados, a menos que seu backlog seja nulo; além disso, não atende o fluxo de entrada a uma taxa

de serviço menor do que sua capacidade de transmissão máxima.

Sejam x, y ∈ Ct, respectivamente, os fluxos de entrada e sáıda de um enlace

conservativo com capacidade máxima de transmissão C ∈ Ct. O fluxo de sáıda desse enlace

é restrito pela capacidade C. Nesse caso, a seguinte inequação deve ser satisfeita, ∀s, t ∈ Z+:

y(0, t) − y(0, s) ≤ C∗(s, t). Esse sistema funciona, portanto, como um regulador C∗ e deve

satisfazer as seguintes equações em C : ŷ = ŷ ⊕ x̂ e ŷ = ŷ ⊕ ŷC∗, ou equivalentemente,

ŷ = ŷ(e ⊕ C∗) ⊕ x̂ = ŷC∗ ⊕ x̂. (7.1)

Da Definição 25, a sáıda de um sistema conservativo deve ser máxima, o que

corresponde à solução ótima da equação (7.1). De acordo com o Teorema 1, tem-se:

ŷ = x̂C∗. (7.2)

Da equação (7.2), ∀t, existe um ξ tal que y(0, t) = x(0, ξ) + C∗(ξ, t). Mas x(0, ξ) ≥

y(0, ξ), ∀ξ. Dáı, y(0, t) ≥ y(0, ξ) + C∗(ξ, t) de forma que y(0, t) − y(0, ξ) ≥ C∗(ξ, t). No entanto,

como mencionado anteriormente, y(0, t) − y(0, s) ≤ C∗(s, t), ∀s, t. Dessa maneira, a seguinte

equação deve ser satisfeita:

y(0, t) − y(0, ξ) = C∗(ξ, t). (7.3)

Do exposto anteriormente, tem-se:

y(0, t) = y(0, ξ) + C∗(ξ, t) = x(0, ξ) + C∗(ξ, t),

o que implica que x(0, ξ) = y(0, ξ). Portanto, para um enlace conservativo, sempre existe um

valor de ξ tal que x(0, ξ) = y(0, ξ), isto é, o backlog no instante ξ é nulo, e a equação (7.3) é

satisfeita.



7.1. Enlace conservativo com capacidade variável e regulador “guloso” (greedy shaper) 103

Da equação (7.2), um enlace conservativo sempre atende a inequação ŷ 4 x̂C∗,

admitindo uma curva de serviço C∗. Dessa forma, um sistema conservativo com capacidade

máxima C funciona ao mesmo tempo como um regulador C∗ e como uma rede β = C∗. Por essa

razão, escolheu-se um śımbolo diferenciado para esses sistemas, conforme ilustra a Figura 7.1(a).

x y
C

(a) Enlace conservativo com
capacidade C ∈ Ct

u σ x y
C

(b) Enlace conservativo com capacidade de
transmissão C conectada a um regulador com
curva caracteŕıstica σ ∈ C

Figura 7.1: Enlace conservativo com capacidade de transmissão variável. Em (a), a representação
gráfica desse sistema. Em (b), um enlace conservativo com capacidade de transmissão variável
conectado em série a um regulador σ.

Ao conectar um enlace conservativo a um regulador σ, conforme ilustra a

Figura 7.1(b), pode-se calcular um limitante para o p-atraso a(t) entre os fluxos x e y. O

limitante a(t) corresponde à seguinte função de atraso:

δa = inf {δα : σ∗δα < C∗} .

Da Tabela 5.1, têm-se:

D̄ = sup
t≥0

{a(t)} ,

W (t) = (C∗ \◦σ∗)(t, t),

σy = C∗ \◦σ∗.

Defina-se, agora, um regulador “guloso” aquele cuja sáıda é não-nula sempre que

há dados a serem transmitidos. Um regulador guloso não insere atrasos em pacotes, a menos

que necessário para satisfazer a restrição de regulação (equação 4.8). Seja C ∈ C a curva

caracteŕıstica de um regulador guloso com fluxos de entrada e sáıda, respectivamente, x e y.

Da mesma forma que um enlace conservativo de capacidade C, um regulador guloso corresponde

à solução ótima da equação (7.1) e atua ao mesmo tempo como um regulador C∗ e como uma

rede C∗. Assim, o mesmo śımbolo ilustrado na Figura 7.1(a) pode ser usado para representar

as restrições destes sistemas, e todos os resultados apresentados nesta seção também são válidos

para esses reguladores. Reguladores gulosos invariantes no tempo foram anteriormente analisados

(Le Boudec et al., 2000b; Firoiu et al., 2002).
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7.2 Canal com atraso máximo D

Sejam x, y ∈ Ct, respectivamente, os fluxos de entrada e sáıda de um canal com

atraso máximo D(t). Considere-se a definição de atraso virtual no instante t apresentada no

Caṕıtulo 4, isto é:

d(t) = inf {d ≥ 0 : x(0, t) ≤ y(0, t + d)} .

Neste trabalho, define-se um “canal de atraso máximo D” um elemento em que qualquer bit que

entra no instante t sofre um atraso de, no máximo, D(t). Um canal de atraso máximo D é tal

que d(t) ≤ D(t), ∀t ∈ Z+, quaisquer que sejam os fluxos x e y. Dessa forma, a seguinte inequação

deve ser satisfeita, ∀t ∈ Z+: x(0, t) ≤ y(0, t + D(t)). Para escrever essa inequação no dióide C ,

é conveniente definir mais um elemento em C.

Definição 26 (Função de atraso variável ∂D ∈ C). Seja uma função D : Z+ → Z+. Define-se a

função de atraso variável ∂D ∈ C da seguinte maneira:

∂D(s, t) =





0, se s + D(s) ≥ t,

+∞, se s + D(s) < t.

Como a função δa, a função ∂D pode ser usada para representar deslocamentos

horizontais variáveis em funções em Ct e Cs. Algumas propriedades da função ∂D estão

apresentadas na Tabela 7.1.

Validade Propriedade Referência

∀x ∈ Cs (∂Dx)(s, t) =

8
<
:

x(s + D(s), t), se s + D(s) ≤ t,
x(t, t) se s + D(s) > t ≥ s,
0, se s > t.

(PPD.1)

∀x ∈ Cs Se x(t, t) = 0,∀t, então (∂D ⊗ x)(s, t) = x(s + D(s), t) (PPD.2)

∀x ∈ Ct (x/◦∂D)(s, t) =


x(s, t + D(t)), se s ≤ t,
0, se s > t.

(PPD.3)

∀xk ∈ Ct, k = 1, . . . , M F {x1 /◦∂D, . . . , xM /◦∂D} = F {x1, . . . , xM} /◦∂D (PPD.4)

Tabela 7.1: Propriedades da função de atraso variável ∂D ∈ C .

Da comparação das Tabelas 7.1 e 6.1, pode-se perceber que a função δa é conveniente

para descrever atrasos em relação ao fluxo de sáıda (atrasos de bits que deixam um sistema no

instante t) e para representar curvas de serviço do tipo δa. Por outro lado, a função ∂D é adequada

para descrever atrasos em relação ao fluxo de entrada (atrasos de bits que chegam a um sistema

no instante t) e para modelar fluxos de prioridades distintas ou representar situações em que a

ordem de serviço de bits é diferente da ordem de chegada. Estas últimas funcionalidades de ∂D

serão exploradas detalhadamente na Seção 7.4.
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x, y

x(0, t)

y(0, t)

t

a(t) = D(t′)

t − a(t)
t′

t
t′ + D(t′)

y(0, t) = x(0, t − a(t))
x(0, t′) = y(0, t′ + D(t′))

onde:
t′ = t − a(t)
t = t′ + D(t′)

Figura 7.2: Curvas de entrada e sáıda de um dado sistema, mostrando a correspondência entre
as funções de atraso a(t) e D(t′).

Existe uma relação entre as funções limitantes de atraso virtual a(t) e D(t). Através

da Figura 7.2, pode-se perceber que a relação entre a(t) e D(t) é clara, quando os fluxos de

entrada e sáıda são estritamente crescentes. Contudo, essa relação fica menos viśıvel, quando

os fluxos de entrada e/ou sáıda apresentam patamares ou descontinuidades. Por isso, definir

expressões fechadas para as residuações (x/◦δa) e (∂D \◦x) e para as multiplicações x∂D e δax não

é prático. A definição das duas funções de atraso, δa e ∂D, permite a utilização de uma ou de

outra conforme a conveniência, embora, de uma forma geral, seja posśıvel definir D(t) dado a(t),

ou vice-versa, de forma a satisfazer a equação (x̂δa)/◦∂D = x̂, para um x dado.

Da Definição 26 e da propriedade (PPD.3), Tabela 7.1, a inequação x(0, t) ≤

y(0, t + D(t)) que descreve o comportamento de um elemento com atraso máximo D(t) pode

ser escrita em C da seguinte maneira:

x̂ < ŷ /◦∂D. (7.4)

Pode-se associar à equação (7.4) um novo elemento básico. O śımbolo escolhido está

apresentado na Figura 7.3.

x y
D

Figura 7.3: Linha de atraso máximo no instante t limitado pela função D(t).

Em conformidade com os demais elementos básicos definidos no Caṕıtulo 4,

considera-se que o elemento ilustrado na Figura 7.3 é causal. Desta forma, as seguintes equações
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devem ser satisfeitas:

ŷ = ŷ ⊕ x̂,

x̂ = x̂ ⊕ ŷ /◦∂D.

A partir do método para determinação de limitantes introduzido no Caṕıtulo 5 e dos

canais com atraso máximo D apresentados nesta seção, pode-se determinar um limitante para

o atraso virtual máximo do sistema regulador σ - rede β ilustrado na Figura 7.4. O resultado

obtido está apresentado a seguir, no Teorema 30.

u
σ

yx
β

Figura 7.4: Rede com curva de serviço β conectada a um regulador σ.

Teorema 30. Para o sistema da Figura 7.4, sejam as funções u, x, y ∈ Ct e σ, β ∈ C.

Considere-se que ŷ < x̂ < û (o sistema é causal); e que û < e (o sistema está vazio em

s = t = 0). Um limitante D(t) para o atraso virtual no instante t da rede β representada

na Figura 7.4 corresponde à resposta do seguinte problema de otimização:

∂D = inf ∂d,

s. a σ∗ < β /◦∂d.

Demonstração. A demonstração deste teorema encontra-se no Apêndice E.

De maneira análoga à apresentada no Caṕıtulo 6, a função D(t) definida pelo

Teorema 30 pode ser determinada a partir das seguintes equações:

Ω(s, t) = inf {d ≥ 0 : β(s, t + d) ≥ σ∗(s, t)} , (7.5)

D(t) = max
0≤s≤t

{Ω(s, t)} . (7.6)

Ou ainda, se σ e β forem funções invariantes no tempo, da seguinte maneira:

Ω(ν) = inf {d ≥ 0 : (β(ν + d) ≥ σ∗(ν)} , (7.7)

D(t) = max
0≤ν≤t

{Ω(ν)} . (7.8)

A Tabela 7.2 resume os resultados dos Teoremas 21 e 30. Note-se a correspondência

entre os limitantes a(t) e D(t).
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Sistema original Sistema equivalente Parâmetros de equivalência

u x y
σ β

u x y
σ β

D

δa

δa = inf δα,
s. a σ∗δα < β

∂D = inf ∂d,
s. a σ∗ < β /◦ ∂d

Tabela 7.2: Parâmetros de atraso obtidos para um sistema regulador σ - rede β.

A seguir, apresenta-se um exemplo de um canal com atraso máximo conhecido: uma

linha de atraso constante.

Exemplo 7.1 (Linha de atraso constante). Uma linha de atraso constante é um elemento que

atrasa um determinado fluxo de entrada de uma quantidade fixa de tempo, D(t) = D, ∀t. Esse

sistema satisfaz a seguinte equação: y(0, t) = x(0, t − D), ou equivalentemente em C : ŷ = x̂δD.

Seja t′ = t−D. A seguinte equação também deve ser satisfeita, ∀t′ ∈ Z+: y(0, t′ + D) = x(0, t′),

ou em C : x̂ = ŷ /◦∂D. A inequação (7.4), portanto, é satisfeita. Além disso, um canal de atraso

máximo D satisfaz naturalmente a restrição de fluxo. De fato: ŷ = x̂δD = x̂(e⊕ δD) < x̂. Dessa

forma a equação de fluxo, ŷ = ŷ ⊕ x̂, é redundante. Uma linha de atraso constante satisfaz,

ainda, uma curva de serviço β = δD. De fato, da idempotência da adição, ŷ = x̂δD = x̂δD ⊕ ŷ.

Portanto, esse sistema é, ao mesmo tempo, uma rede δD e um canal com atraso máximo D. Para

enfatizar esse fato, pode-se utilizar um śımbolo diferente para representá-lo, conforme ilustra a

Figura 7.5(a).

x y
D

(a) Linha de atraso constante D

u σ x y
D

(b) Linha de atraso constante D conectada a um
regulador com curva caracteŕıstica σ ∈ C

Figura 7.5: Linha de atraso constante D. Em (a), a representação gráfica de uma linha de atraso
constante D. Em (b), uma linha de atraso constante conectada em série a um regulador σ.

Quando uma linha de atraso constante D é conectada a um regulador σ, conforme

ilustra a Figura 7.5(b), obtêm-se os seguintes limitantes para o backlog máximo no instante t e

para a curva de regulação do tráfego de sáıda, σy:

W (t) = (δD \◦σ∗)(t, t),

σy = δD \◦σ∗.
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A Tabela 7.3 apresenta os śımbolos e restrições matemáticas do enlace conservativo

de capacidade variável (ou regulador “guloso”), do canal com atraso máximo conhecido e da

linha de atraso constante.

Elemento Representação gráfica Restrições matemáticas

Enlace conservativo
com capacidade C

ou regulador C guloso:

x y
C by = bxC∗

Linha de atraso
máximo D(t) sem perdas:

Dx y by = by ⊕ bx
bx = bx ⊕ by/◦∂D

Linha de atraso
constante D:

x y
D by = bxδD

Tabela 7.3: Elementos básicos adicionais e suas restrições em C .

Exemplo 7.2 (Enlace conservativo a menos de um peŕıodo de latência ou vacância).

Considere-se um enlace não-conservativo com tempo máximo de latência de V (s) unidades de

tempo para uma rajada com ińıcio no instante s. Esse peŕıodo de latência é caracterizado por

uma pausa na transmissão de dados na sáıda de um elemento com backlog não-nulo, ou seja, o

sistema não está vazio, mas não transmite dados na sáıda. Como em Cruz (1991a), considera-se

que o ińıcio de um peŕıodo de latência só pode acontecer quando o sistema está vazio e que, uma

vez que o sistema transmite dados, o faz à sua capacidade máxima de transmissão, C ∈ (Cs∩Ct).

Esse sistema, portanto, é conservativo a menos do peŕıodo de latência. Seja s o instante de ińıcio

de uma rajada de dados (o sistema está vazio em s) e sejam u e y, respectivamente, os fluxos

de entrada e sáıda. Esse sistema só pode começar a transmitir dados após s + v(s) unidades de

tempo, onde v(s) ≤ V (s) é o peŕıodo de latência observado para uma rajada com ińıcio em s. A

partir de s + v(s), o sistema transmite dados à máxima taxa posśıvel. Dessa forma, a seguinte

expressão deve ser satisfeita: y(0, t)−u(0, s) = y(0, t)− y(0, s) = C(s + v(s), t) ≥ C(s + V (s), t),

dado que C ∈ Cs. Dessa forma, em C , têm-se:

ŷ = ŷ ⊕ û,

û(∂V C) = û(∂V C) ⊕ ŷ.

A Figura 7.6 apresenta as restrições deste sistema entre u e y.

u x y
∂V C

Figura 7.6: Enlace não-conservativo formado pela associação de uma fila com peŕıodo de latência
máxima V (s) (rajada com ińıcio em s) e um enlace conservativo de capacidade C.
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7.3 Buffer de recepção

Um buffer de recepção é um elemento que armazena todos os bits de um pacote até

que o último bit tenha sido recebido, quando então todo o pacote é enviado instantaneamente

para a sáıda. Dessa forma, ou o sistema está em espera, ou está transmitindo dados a uma taxa

infinita. Além disso, o último bit de cada pacote nunca sofre atraso.

Sejam x, y ∈ Ct, respectivamente, os fluxos de entrada e sáıda de um buffer de

recepção; e seja L o tamanho do maior pacote do fluxo x.1 Os buffers de recepção podem

ser utilizados na modelagem de sistemas cujo encaminhamento de pacotes é do tipo storage

and forward, ou seja, pacotes devem ser inteiramente recebidos antes de serem novamente

encaminhados.

Um buffer de recepção apresenta as seguintes caracteŕısticas:

1. A capacidade de transmissão da sáıda é considerada infinita, para que os pacotes possam

ser dispostos à sáıda instantaneamente.

2. O maior backlog posśıvel é o tamanho do maior pacote, L.

A curva de serviço de um buffer de recepção pode ser definida como uma função do

tipo β = δaL
, sendo aL(t) um limitante para o p-atraso do sistema, correspondente ao maior

intervalo de tempo necessário à recepção de um pacote de tamanho L bits que deixa o sistema

no instante t. A função δaL
deve ser definida de tal forma que o backlog do sistema nunca

ultrapasse L bits. A Figura 7.7 ilustra estas restrições.

x y

δaL

L

Figura 7.7: Buffer de recepção com tamanho máximo de pacote L e p-atraso limitado por aL(t).

Seja PL : Ct → Ct uma função de quantização que descreve matematicamente o

comportamento de um buffer de recepção. Para que o sistema da Figura 7.7 represente um

buffer de recepção, portanto, é necessário adicionar a seguinte restrição: y = PL {x}. A função

PL {x(s, t)} representa o número total de bits de pacotes do fluxo x completamente recebidos no

intervalo de tempo (s, t]. Dessa forma, (PL {x}) (s, t) é uma função não-decrescente de t, dado

que x ∈ Ct. A Figura 7.8 ilustra um exemplo de funções x e y para um buffer de recepção (para

esse exemplo todos os pacotes têm o mesmo tamanho: 50 bits).

1Embora por simplicidade o parâmetro L seja considerado uma constante ao longo deste caṕıtulo, ele pode, de
modo geral, ser substitúıdo por um tamanho variável L(t). As demonstrações apresentadas no Apêndice E levam
em conta o tamanho variável.
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Figura 7.8: Exemplo de curvas de entrada e sáıda para o buffer de recepção ilustrado na
Figura 7.7. Para esse exemplo, todos os pacotes têm 50 bits.

Observação 25. Sejam dois fluxos x1, x2 ∈ Ct, tais que x1 < x2. Se x1 e x2 forem compostos

pela mesma seqüência de pacotes,2 então PL {x1} < PL {x2}.

Considere-se a definição de função L-quantizada abaixo.

Definição 27 (Função L-quantizada). Uma função x é dita L-quantizada, quando PL {x} = x.

Da Definição 27, qualquer função de sáıda de um buffer de recepção é necessariamente

uma função L-quantizada. Considere-se que o sistema da Figura 7.7 representa um buffer de

recepção. Nesse caso, tem-se: y = PL {x} = PL {y}, qualquer que seja o fluxo de entrada, x.

Dáı, o sistema da Figura 7.7 satisfaz as seguintes equações em C :

ŷ = ŷ ⊕ x̂, (7.9)

x̂δaL
= x̂δaL

⊕ ŷ, (7.10)

x̂ = x̂ ⊕ ŷλL, (7.11)

y = PL {x} . (7.12)

Da equação (7.10), ŷ 4 x̂δaL
; e da equação (7.11), ŷ 4 x̂ /◦λL. Dessa forma, tem-se:

ŷ 4 x̂δaL
∧ x̂ /◦λL. Assim, para que a equação (7.10) seja redundante, a seguinte inequação deve

ser satisfeita:

x̂δaL
< x̂ /◦λL. (7.13)

Adiante, será apresentado um caso particular em que não é necessário o conhecimento da função x̂

para determinar uma posśıvel função aL(t) que satisfaça a inequação (7.13).

2O primeiro pacote do fluxo x1 tem o mesmo tamanho do primeiro pacote do fluxo x2; o segundo pacote do
fluxo x1 tem o mesmo tamanho do segundo pacote do fluxo x2 e assim sucessivamente.
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Considere-se que o fluxo de entrada do buffer de recepção analisado anteriormente

está sujeito a uma curva de regulação σ, conforme ilustra a Figura 7.9.

u x y = PL {x}

δaL

Lσ

Figura 7.9: Buffer de recepção com tamanho máximo de pacote L, conectado a um regulador
com curva caracteŕıstica σ ∈ C.

As seguintes equações são adicionadas ao sistema (7.9)-(7.12):

x̂ = x̂ ⊕ û, (7.14)

x̂ = x̂ ⊕ x̂σ. (7.15)

Da equação (7.9), ŷ < x̂; e da equação (7.15), x̂ = x̂σ∗. Dáı, tem-se: ŷ < x̂ = x̂σ∗.

Além disso, da equação (7.11), x̂ < ŷλL, o que implica que x̂σ∗ < (ŷλL)σ∗ = ŷ(λLσ∗). Dessa

forma, ŷ < ŷ(λLσ∗). Assim, dado que (λLσ∗)∗ = e⊕ λLσ∗ (Apêndice G, Proposição 41), o fluxo

y deve satisfazer a seguinte equação:

ŷ = ŷ ⊕ ŷ (e ⊕ λLσ∗),

Ou seja, o fluxo de sáıda y do sistema da Figura 7.9 satisfaz a seguinte curva de regulação:

σy = e ⊕ λLσ∗. (7.16)

Portanto, os fluxos de sáıda de buffers de recepção podem apresentar rajadas maiores que as

permitidas para o fluxo de entrada.

Exemplo 7.3. Considere-se que o fluxo x na Figura 7.9 está sujeito a um leaky bucket sem

perdas, modelado por uma curva de regulação invariante no tempo do tipo σ(ν) = b+r·ν = σ∗(ν).

Da equação (7.16), tem-se: σy(ν) = 0, se ν = 0; e σy(ν) = σ(ν) + L = (b + L) + r · ν, se ν > 0.

Esse resultado foi anteriormente apresentado em Chang (2000, Lemma 2.4.2).

Considere-se, agora, que o fluxo de entrada do buffer de recepção da Figura 7.7 está

sujeito a uma curva de serviço β, como ilustra a Figura 7.10(a). As seguintes equações são

adicionadas ao sistema (7.9)-(7.12):

x̂ = x̂ ⊕ û,

ûβ = ûβ ⊕ x̂. (7.17)
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u = PL {u} x y = PL {x}

δaL

Lβ

(a) Rede β em série com um buffer de recepção

u = PL {u} x y = PL {x}

δaL

L

δa

β

(b) Rede β em série com um buffer de recepção,
evidenciando um limitante a(t) para o p-atraso
da rede β

Figura 7.10: Buffer de recepção com tamanho máximo de fila L, conectado a uma rede β ∈ C.
Em (b), evidencia-se um limitante a(t) para o p-atraso da rede β.

Da equação (7.17), x̂ 4 ûβ; e da equação (7.11), x̂ < ŷλL. Dessa forma, tem-se:

ŷλL 4 ûβ, e dáı, da propriedade (PR.1), Tabela 3.2,

ŷ 4 (ûβ)/◦λL. (7.18)

Essa inequação não define uma curva de serviço para o sistema da Figura 7.10(a), porque, de

uma forma geral, (ûβ)/◦λL < û(β /◦λL). No entanto, é posśıvel provar que, quando a função u é

L-quantizada (Definição 27), então ŷ 4 û(β /◦λL). O Teorema 31 apresenta esse resultado.

Teorema 31. Considere-se uma rede β ∈ C em série com um buffer de recepção, conforme ilustra

a Figura 7.10(a). Além disso, considere-se que u, x, y ∈ Ct. Se o fluxo u da Figura 7.10(a) é

L-quantizado, então a curva de serviço total da junção rede β - buffer de recepção pode ser

definida da seguinte maneira:

β′ = β /◦λL.

Demonstração. A demonstração deste teorema encontra-se no Apêndice E. Este resultado foi

anteriormente apresentado em Chang (2000, Example 2.4.4 ) e Le Boudec e Thiran (2003,

Theorem 1.7.1 ), para o caso mais restrito que o aqui apresentado, em que β é uma função

invariante no tempo.

Observação 26. Na prática, considerar que o fluxo u é L-quantizado (u = PL {u}) significa

que, uma vez que um elemento de rede se dispõe a enviar um quadro por um enlace, este

quadro está completamente dispońıvel para envio, ou seja, um pacote foi recebido da camada

de rede pela camada de enlace, e um quadro foi criado a partir desse pacote; ou um quadro foi

completamente recebido por uma interface de rede e está pronto para ser re-encaminhado (por

isso, não é permitido o encaminhamento do tipo cut-through). Esta hipótese é importante, para

evitar os casos em que o tráfego de entrada é tão lento que é inviável determinar em quanto

tempo seria recebido um pacote de tamanho L.
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Conforme mencionado anteriormente, um buffer de recepção não impõe atraso ao

último bit de cada pacote. Conseqüentemente, ao acrescentar um buffer de recepção em série

a um sistema, não se altera o limitante de p-atraso deste sistema. A seguir, apresenta-se uma

demonstração desse resultado.

Teorema 32. Considere-se o sistema da Figura 7.10(a), com u = PL {u}. Se a função a(t)

é um limitante para o p-atraso da rede β entre os fluxos u e x, como ilustra a Figura 7.10(b),

então também é um limitante entre os fluxos u e y.

Demonstração. Se a função a(t) é um limitante para o p-atraso da rede β da Figura 7.10(b),

então, x̂ 4 ûδa. Dáı, da Observação 25, como u = PL {u}, tem-se: ŷ = PL {x̂} 4 PL {ûδa} =

ûδa.

Considere-se que o fluxo x da Figura 7.10(a) está sujeito a um regulador σ, como

ilustra a Figura 7.11. Nesse caso, quando o fluxo u é L-quantizado, então é posśıvel determinar

aL(t), independentemente do fluxo x. O Teorema 33 apresenta este resultado.

u = PL {u} x y = PL {x}

σ δaL

Lβ

Figura 7.11: Buffer de recepção com tamanho máximo de fila L, conectado a uma rede β ∈ C e
um regulador σ ∈ C.

Teorema 33. Para o sistema da Figura 7.11, um limitante para o p-atraso do buffer de recepção

entre os fluxos x e y corresponde à função aL(t) determinada a partir do seguinte problema:

δaL
= inf δα

s. a σ∗δα < β /◦λL.

Demonstração. Do Teorema 31, (β /◦λL) é uma posśıvel curva de serviço entre u e y, para o

sistema da Figura 7.11. Assim, da Proposição 12 (Caṕıtulo 4), qualquer função σ∗δaL
tal que

σ∗δaL
< β /◦λL também é uma curva de serviço entre u e y, de forma que ŷ 4 û(σ∗δaL

). Além

disso, das equações (7.14)-(7.15), x̂ < ûσ∗. Dessa forma, ŷ 4 û(σ∗δaL
) = (ûσ∗)δaL

4 x̂δaL
e,

portanto, aL(t) é um posśıvel limitante para o p-atraso do buffer de recepção da Figura 7.11 no

instante t.

Por fim, considere-se o caso espećıfico em que a rede β e o regulador σ da Figura 7.11

são substitúıdos por um enlace conservativo (ou um regulador guloso), conforme ilustra a

Figura 7.12.
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u = PL {u} x y = PL {x}

δaL

LC

Figura 7.12: Buffer de recepção com tamanho máximo de pacote L, conectado a um enlace
conservativo de capacidade C ∈ C.

As seguintes equações são adicionadas às equações (7.9)-(7.12):

u = PL {u} ,

x̂ = ûC∗. (7.19)

O Teorema 33 se aplica para esse exemplo, conforme apresentado no Corolário 33.1.

Corolário 33.1. Para o sistema da Figura 7.12, um posśıvel limitante para o p-atraso do

buffer de recepção entre os fluxos x e y corresponde à função aL(t) determinada a partir do

seguinte problema: δaL
= inf {δα : C∗δα < C∗ /◦λL}.

Demonstração. Este corolário é conseqüência direta do Teorema 33, fazendo σ=C∗ e β=C∗.

Observação 27. De maneira semelhante à apresentada no Caṕıtulo 6, a função aL(t) definida

pelo Teorema 33 (ou Corolário 33.1) pode ser determinada a partir de uma função Λ(s, t) =

inf {α ≥ 0 : σ∗(s, t − α) ≤ (β∗ /◦λL)(s, t)} da seguinte forma: aL(t) = max0≤s≤t {Λ(s, t)}. Ou,

se σ e β forem funções invariantes no tempo, pode ser definida a partir de Λ(ν) =

inf {α ≥ 0 : σ∗(ν − α) ≤ (β∗ /◦λL)(ν)}, da seguinte forma: aL(t) = max0≤ν≤t {Λ(ν)}.

Proposição 34. Na Figura 7.12, considere-se C = λL̄ ρ∗, sendo L̄(t) ≥ L(t), ∀t ∈ Z+. Nesse

caso, existe um resultado mais forte que a equação (7.16) para a curva de regulação do fluxo de

sáıda y, σy. De fato, a função C∗ também é uma curva de regulação para o fluxo de sáıda y, de

forma que ŷ < ŷC∗. Nesse caso, portanto, o fluxo de sáıda não pode apresentar rajadas maiores

do que o permitido para o fluxo de entrada.

Demonstração. A demonstração desta proposição encontra-se no Apêndice E. Este resultado foi

apresentado anteriormente em Le Boudec e Thiran (2003), para funções invariáveis.

Exemplo 7.4 (Buffer de recepção com enlace de entrada de capacidade constante (Parte 1)).

Considere-se que o enlace de entrada do buffer de recepção da Figura 7.12 tem capacidade

constante, com C∗(s, t) = C · (t − s)+. Seja L o tamanho do maior pacote do fluxo de entrada.

Deseja-se determinar um limitante para o p-atraso aL(t) e para o atraso máximo D̄.
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Para esse sistema, do Corolário 33.1 e da Observação 27, têm-se:

Λ(ν) = inf
{
α ≥ 0 : C · (ν − α)+ ≤ [C · (ν) − L]+

}
=





L
C , se ν ≥ L

C ,

ν, se ν < L
C ,

aL(t) = max
0≤ν≤t

{Λ(ν)} = Λ(t),

D̄ = sup
t≥0

{aL(t)} =
L

C
.

Considere-se mais uma vez o sistema da Figura 7.11. A partir do Teorema 30

também é posśıvel determinar uma função D(t), limitante para o atraso virtual máximo do

buffer de recepção entre x e y, conforme ilustra a Figura 7.13. Esse resultado está apresentado

na Proposição 35.

β

δaL

xu = PL {u} y = PL {x}
L

D

σ

Figura 7.13: Buffer de recepção com tamanho máximo de fila L, conectado a uma rede β ∈ C
e um regulador σ ∈ C, com a adição de um canal D, para determinar um limitante de atraso
virtual máximo.

Proposição 35. Considere-se o sistema da Figura 7.13. Um limitante para o atraso virtual

máximo do canal entre os fluxos x e y corresponde à função D(t) determinada a partir do

seguinte problema:

D(t) = inf δd,

s. a σ∗ < β′ /◦∂d,

β′ = β /◦λL,

Demonstração. Da isotonicidade do produto em C , para qualquer função ∂d ∈ C tal que β′ /◦∂d 4

σ∗, tem-se: x̂ (β′ /◦∂d) 4 x̂. Dáı, da Proposição 48 (Apêndice G): (x̂β′) /◦∂d 4 x̂. Por outro lado,

do Teorema 31, a função β′ = β /◦λL é uma curva de serviço entre u e y para o sistema da

Figura 7.13. Dessa forma, ŷ 4 ûβ′. Dáı, ŷ /◦∂d 4 (ûβ′)/◦∂d. Por fim, observando o sistema

da Figura 7.13, tem-se: û 4 x̂. Desta forma, ŷ /◦∂d 4 (x̂β′)/◦∂d. Assim, como (x̂β′) /◦∂d 4 x̂,

tem-se ŷ /◦∂d 4 x̂. Portanto, D(t) é um limitante para o atraso virtual do buffer de recepção da

Figura 7.13.
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Exemplo 7.5 (Buffer de recepção com enlace de entrada de capacidade constante (Parte 2)).

Considere-se o sistema do Exemplo 7.4. Deseja-se determinar um limitante para o atraso virtual

máximo D(t).

Da Proposição 35 e das equações (7.7)-(7.8), têm-se:

Ω(ν) = inf
{
d ≥ 0 : [C · (ν + d) − L]+ ≥ C · ν ≥ 0

}
,

= inf {d : C · d ≥ L} =
L

C
,

D(t) = max
0≤ν≤t

{Ω(ν)} =
L

C
, ∀t ∈ Z+. (7.20)

Exemplo 7.6. Considere-se o sistema da Figura 7.14(a), formado pela junção em série de

um regulador σ e M sistemas iguais ao da Figura 7.10(a). Esse exemplo foi apresentado

anteriormente por Le Boudec (2002) para um cenário invariante no tempo. Deseja-se determinar:

1. Uma curva de serviço total βTotal para a junção em série dos M sistemas iguais ao sistema

da Figura 7.10(a) (Figura 7.14(b)).

2. Um limitante a(t) para o p-atraso entre u e y.

Do Teorema 31, o subsistema k formado pela rede βk e o buffer de recepção seguinte

apresenta a curva de serviço β′
k, definida a seguir (Figura 7.14(b)).

β′
k = βk /◦λL.

Dessa forma, da Tabela 5.2, a curva de serviço total do sistema apresenta a seguinte curva de

serviço (Figura 7.14(b)):

βTotal =
M⊗

k=1

β′
k.

Para o cálculo do p-atraso máximo fim-a-fim, por sua vez, do Teorema 32, não é

necessário levar em conta o último buffer de recepção. A curva de serviço resultante sem o

último buffer de recepção é a seguinte (Figura 7.14(b)):

β =

(
M−1⊗

k=1

β′
k

)
⊗ βM .

A Figura 7.14(c) apresenta o sistema equivalente entre u′ e y, resultante desta simplificação entre

u e xM .

Finalmente, do Teorema 32, o limitante a(t) para o p-atraso desta rede β obtida

é também um limitante de p-atraso entre u e y. Da Tabela 5.1, este limitante corresponde à

solução do seguinte problema: δa = inf {δα : σ∗δα < β}.
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σ
u

PL {u}

u′ x1 x2 xMy1 y2 yM−1 y = yM

δaL
δaL

δaL

LL Lβ1 β2 βM· · ·

(a) Conexão em série de um regulador σ e M sistemas iguais ao da Figura 7.10(a)

σu′ x1 x2y1 y2 yM−1 y = yM

δaL
δaL

δaL

LL Lβ1 β2 βM· · ·
u

xM

β

β′
1 β′

2
β′

M

βTotal

(b) Sistema totalmente equivalente ao sistema em (a), em relação a u e y, ressaltando
as redes βTotal, β′

k, k = 1, . . . , M , e β

σu′ y = yM

δaL

L

δa

u = PL {u}

u xMβ

(c) Sistema totalmente equivalente ao sistema em (a), em relação a u e y, ressaltando
o limitante de p-atraso a(t)

Figura 7.14: Conexão em série de um regulador σ e M sistemas iguais ao da Figura 7.10(a).



118 Caṕıtulo 7: Sistemas de pequena complexidade: elementos de redes isolados

Esse exemplo foi anteriormente apresentado em Goyal et al. (1997) e Le Boudec

e Thiran (2003, Theorem 2.1.5), para o caso invariante no tempo em que σ(ν) = b + r · ν e

βk(ν) = Rk · (t − Tk), ou seja, para o caso espećıfico em que o regulador σ representa um leaky

bucket sem perdas, e as redes βk, k = 1, . . . ,M representam servidores do tipo Rate-Latency (Le

Boudec e Thiran, 2003, Definition 2.1.1), com taxa de serviço Rk e latência Tk, k = 1, . . . ,M .

7.4 Reordenador de bits

No contexto deste trabalho, um “reordenador de bits” é um sistema abstrato que

permite modelar alterações na ordem de serviço de bits em relação à ordem de recepção.

Reordenadores de bits são interessantes, para modelar diferenças de prioridade entre fluxos e

serão utilizados nas próximas seções na análise de multiplexadores.

Seja x ∈ Ct o fluxo de entrada de um reordenador de bits. Um reordenador de bits

pressupõe inversões na ordem de serviço de bits em relação à ordem de chegada. Por exemplo,

seja B1 um bit de um fluxo x particular que chega a um reordenador de bits no instante t. É

posśıvel que existam bits que chegam ao sistema depois do instante t, mas que devem ser servidos

antes de B1. Dessa forma, o instante de serviço do bit B1 depende do futuro recebimento de

dados pelo sistema. Considere-se as definições de atraso e backlog de reordenação abaixo.

Definição 28 (Atraso de reordenação). Neste trabalho, chama-se atraso de reordenação em

um dado instante t, o intervalo de tempo que um bit que entra em um reordenador de bits no

instante t deve esperar pela recepção de dados que chegam ao reordenador após o instante t.

Definição 29 (Backlog de reordenação). Neste trabalho, chama-se backlog de reordenação em

um dado instante t, a quantidade de bits que, embora tenham entrado em um reordenador de bits

depois do instante t, são servidos antes de um bit qualquer que entra no sistema em t.

Seja d(t) o atraso de reordenação do bit B1. Antes de deixar o sistema, B1 deve

esperar que uma quantidade de bits

b(t) = [x(0, t + d(t)) − x(0, t)] (7.21)

seja recebida pelo sistema.

A função b(t) definida pela equação (7.21) representa o backlog de reordenação de

um reordenador de bits para uma função x particular, em um instante t fixo. Seja a função v ∈ C

definida da seguinte maneira:

v(s, t) =





x(0, t + d(t)), se s = 0,

ε(s, t), se s 6= 0.
(7.22)
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Nesse caso, das equações (7.21) e (7.22), tem-se: ∀t ∈ Z+: b(t) = v(0, t) − x(0, t).

O atraso d(t) sofrido por um bit depende do fluxo de entrada x. Seja D(t) um

limitante independente de x para este atraso. Tem-se, ∀t ∈ Z+: x(0, t + d(t)) ≤ x(0, t + D(t)).

Portanto, o backlog de reordenação de um bit qualquer que entra em um reordenador de bits no

instante t é limitado pela função B(t) definida da seguinte forma:

B(t) = [x(0, t + D(t)) − x(0, t)] . (7.23)

Do exposto anteriormente, as seguintes inequações devem ser satisfeitas, ∀t ∈ Z+:

v(0, t) = x(0, t + d(t)) ≤ x(0, t + D(t)), (7.24)

b(t) = v(0, t) − x(0, t) ≤ B(t). (7.25)

Das inequações (7.24) e (7.25), têm-se, respectivamente:

v̂ < x̂ /◦∂D, (7.26)

v̂ < x̂λB . (7.27)

Considere-se que o fluxo x satisfaz uma curva de regulação σ ∈ C. A Figura 7.15 é obtida a partir

das restrições (7.26) e (7.27), utilizando os blocos básicos definidos no Caṕıtulo 4 e na Seção 7.2

(Tabela 7.3).

σ Du x v

B

Figura 7.15: Reordenador de bits com fluxo de entrada sujeito a uma curva de regulação σ ∈ C.

O sistema da Figura 7.15 satisfaz as seguintes equações em C :

x̂ = x̂ ⊕ û,

x̂ = x̂ ⊕ x̂σ, (7.28)

x̂ = x̂ ⊕ v̂, (7.29)

v̂ = v̂ ⊕ x̂/◦∂D, (7.30)

v̂ = v̂ ⊕ x̂λB. (7.31)

Das equações (7.28)-(7.29), x̂ < v̂σ∗. Além disso, da equação (7.30), v̂ < x̂ /◦∂D. Dáı,

v̂ < (v̂σ∗)/◦∂D. Mas, da propriedade (PR.6), Tabela 3.2, (v̂σ∗)/◦∂D < v̂ (σ∗ /◦∂D). Dessa forma,

tem-se: v̂ < v̂ (σ∗ /◦∂D), o que implica que v̂ < v̂ (σ∗ /◦∂D)∗ = v̂ [e ⊕ (σ∗ /◦∂D)] (Apêndice G,
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Proposição 42). Por outro lado, da equação (7.31), v̂ < x̂λB . Dáı, fazendo novamente x̂ < v̂σ∗,

tem-se v̂ < v̂(σ∗λB), o que implica que v̂ < v̂(σ∗λB)∗ = v̂(e⊕σ∗λB) (caso análogo ao demonstrado

no Apêndice G, Proposição 41). Nesse caso, a seguinte equação deve ser satisfeita:

v̂ = v̂ [e ⊕ (σ∗ /◦∂D) ⊕ (σ∗λB)] . (7.32)

Portanto, o fluxo v satisfaz a seguinte curva de regulação:

σv = e ⊕ (σ∗ /◦∂D) ⊕ (σ∗λB). (7.33)

Na discussão anterior, considerou-se que as funções D(t) e B(t) (Figura 7.15) são

conhecidas. A seguir, são apresentados alguns casos em que a função D(t) pode ser determinada

independentemente do fluxo de entrada, x, se for conhecida uma função B(t), limitante para o

backlog de reordenação do sistema da Figura 7.15.

Proposição 36. Seja x ∈ Ct o fluxo de entrada de um reordenador de bits, conforme ilustra a

Figura 7.15. Considerem-se conhecidas:

1. Uma função que limita o quão lento o fluxo x pode ser, ou seja, uma função ϕ ∈ C tal que,

∀s, t ∈ Z+: x(0, t) − x(0, s) ≥ ϕ(s, t).

2. Uma função B(t), limitante do backlog de reordenação do fluxo x.

O atraso de reordenação do reordenador de bits da Figura 7.15 é limitado pela seguinte função:

D(t) = inf {d ≥ 0 : ϕ(t, t + d) ≥ B(t)} .

Demonstração. O backlog de reordenação de um bit que entra em um reordenador de bits no

instante t é dado por b(t) = [x(0, t + d(t)) − x(0, t)], sendo d(t) o atraso de reordenação deste

bit. Da suposição de que B(t) é um limitante para b(t), a seguinte inequação deve ser satisfeita,

∀t ∈ Z+: x(0, t + d(t)) − x(0, t) ≤ B(t). Mas das definições de D(t) e ϕ acima, tem-se: B(t) ≤

ϕ(t, t + D(t)) ≤ x(0, t + D(t)) − x(0, t). Assim, como x ∈ Ct, então d(t) ≤ D(t), ∀t.

No exemplo a seguir, apresenta-se uma nova forma para calcular a função D(t) a

partir de B(t) independentemente do fluxo x. Nesse caso, o fluxo u deve ser L-quantizado.

Exemplo 7.7 (Inversor de pacotes com enlace de entrada conservativo). Seja um “inversor

de pacotes” um sistema que inverte a ordem de transmissão dos bits dos pacotes recebidos.

Dessa forma, se um pacote é formado pelos bits B1B2B3 na entrada, será formado pelos bits

B3B2B1 na sáıda. Considere-se que o enlace de entrada é conservativo e tem capacidade

C(s, t) = C · (t − s)+ e que o fluxo u é L-quantizado, conforme ilustra a Figura 7.16(a).

Deseja-se determinar:
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1. Um limitante D(t) para o atraso máximo desse sistema no instante t.

2. As condições para as quais uma curva σ pode ser uma curva de regulação para o fluxo x.

3. As condições para as quais as equações do enlace C são redundantes, considerando a adição

do regulador σ do item anterior em paralelo ao enlace C (Figura 7.17).

4. Uma curva de regulação σv para o tráfego de sáıda do inversor de pacotes (equação 7.33),

dado que as condições dos itens anteriores são satisfeitas ao mesmo tempo.

D
x

L

C

u = PL {u}

v

(a) Inversor de pacotes com limitante de atraso
D(t), backlog máximo L e enlace de entrada de
capacidade C

C

δaL

D

xu = PL {u} v′ = PL {x}
L

(b) Modelo utilizado para calcular a função
D(t) a ser usada na Figura 7.16(a)

Figura 7.16: Inversor de pacotes com limitante de atraso máximo D(t), enlace de entrada de
capacidade C e um fluxo de entrada com pacotes de tamanho máximo L. Em (b), um modelo
que permite calcular a função D(t) a ser usada na Figura 7.16(a).

Exatamente como acontece em um buffer de recepção, para que um inversor de

pacotes transmita o primeiro bit de um determinado pacote pelo enlace de sáıda, todos os bits deste

pacote devem ter sido recebidos. Assim, um inversor de pacotes apresenta o mesmo limitante de

atraso máximo, D(t), de um buffer de recepção nas mesmas condições (nesse caso, um enlace

de entrada de capacidade C, conforme ilustra a Figura 7.16(b)). Seja L o tamanho do maior

pacote do fluxo de entrada. Da equação (7.20), tem-se: D(t) = L
C , ∀t. Portanto o limitante D(t)

de um buffer de recepção (Figura 7.16(b)) é igual ao limitante D(t) em um inversor de pacotes

(Figura 7.16(a)) nas mesmas condições para o tráfego de entrada.

C Du = PL {u} x v

Lσ

Figura 7.17: Inversor de pacotes com enlace de entrada conservativo de capacidade C e fluxo de
entrada com tamanho de pacote máximo L, sujeito a uma curva de regulação σ.

Para a segunda parte deste problema, considere-se que o fluxo x das Figuras 7.16

também é limitado pela curva de regulação σ ∈ C, conforme ilustra a Figura 7.17. O

backlog de reordenação de um reordenador de bits é igual a [x(0, t + d(t)) − x(0, t)], sendo d(t)
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o atraso de um bit que chega ao sistema em t. Para esse exemplo, essa quantidade de bits é

limitada pelo tamanho do maior pacote, L. Portanto, a seguinte inequação deve ser satisfeita:

∀t ∈ Z+ : x(0, t + d(t)) − x(0, t) ≤ L. Dáı, é posśıvel que, para alguma entrada x, a igualdade

x(0, t + d(t)) − x(0, t) = L seja satisfeita. Por outro lado, a função σ é uma curva de regulação

para o fluxo x, e d(t) ≤ D(t), ∀t. Então, ∀t ∈ Z+: x(0, t+d(t))−x(0, t) ≤ σ∗(t, t+D(t)). Dessa

forma, a função σ deve atender a seguinte inequação:

∀t ∈ Z+ : σ∗(t, t + D(t)) ≥ L. (7.34)

Ao adicionar um regulador σ a um sistema com curva de regulação C, de acordo

com a Tabela 5.2, o filtro resultante é um regulador (σ ⊕ C)∗. Assim, as equações do enlace de

capacidade C são redundantes, se a curva σ satisfizer a seguinte inequação:

σ < C. (7.35)

Finalmente, considere-se que as equações (7.34) e (7.35) são satisfeitas ao mesmo

tempo. Para esse exemplo, para todo s ≤ t, tem-se: C∗(s, t + D(t)) = C · (t − s + L
C )+ =

C · (t − s) + L. Dáı, C∗(t, t + D(t)) = L. Assim, para que as equações (7.34) e (7.35) sejam

satisfeitas concomitantemente, a função σ deve atender a seguinte igualdade:

σ∗(t, t + D(t)) = L, ∀t.

Dáı, da sub-aditividade da função σ∗, ∀s, t ∈ Z+: σ∗(s, t + D(t)) ≤ σ∗(s, t) + σ∗(t, t + D(t)) =

σ∗(s, t) + L. Dessa forma, tem-se: σ∗ /◦∂D < σ∗λL. Portanto, da equação (7.33), σv pode ser

definida da seguinte maneira:

σv = e ⊕ (σ∗ /◦∂D), (7.36)

sendo D(t) = L
C , ∀t.

Considere-se o sistema da Figura 7.18(a). A correspondência citada no exemplo

anterior entre as funções limitantes de atraso em um buffer de recepção e um inversor de pacotes

sob as mesmas condições para o tráfego de entrada pode ser utilizada de uma forma geral para

a determinação do limitante de atraso máximo D(t). Nesse caso, é necessário que as seguintes

condições sejam atendidas:

1. A função u seja L-quantizada (u = PL {u});

2. Seja conhecido um limitante B(t) para o backlog de reordenação do sistema da

Figura 7.18(a).

As Figuras 7.18 apresentam a correspondência de atrasos entre buffer de recepção e reordenador

de bits.
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D
x

Bβ

σ
u = PL {u} v

(a) Reordenador de bits com limitante de atraso
máximo D(t), backlog de reordenação máximo B(t), e
fluxo de entrada que atende uma curva de regulação σ
e uma curva de serviço β

δaL

β

σ

xu = PL {u} v′ = PL {x}
B

D

(b) Modelo auxiliar, utilizado para calcular a
função D(t) a ser usada na Figura 7.18(a)

Figura 7.18: Reordenador de bits e buffer de recepção sob as mesmas condições dos tráfegos de
entrada, evidenciando a correspondência de suas funções limitantes de atraso, D(t).

7.5 Multiplexador com duas entradas

No Caṕıtulo 6, foram determinadas curvas de serviço para um tráfego de interesse i

e para o agregado de tráfegos excetuando-se o fluxo i, respectivamente βi e β̃i, correspondentes

a um multiplexador FIFO bit a bit com M entradas. Nesta seção, analisam-se multiplexadores

com duas entradas, em que a integridade de pacotes é garantida na sáıda e se admitem tráfegos

de diferentes prioridades. A partir da escolha de um fluxo de interesse, deseja-se determinar uma

curva de serviço e limitantes de atraso, backlog e curva de regulação de sáıda para este fluxo

espećıfico.

Sejam xk, k = 1, 2, e y, respectivamente, os fluxos de entrada e sáıda de um

multiplexador. Considere-se que o fluxo xk atende uma curva de regulação σk e uma curva

de serviço µk, conforme ilustra a Figura 7.19.

v

µ1

µ2

σ1

σ2

u1

u2

Di1

Di2

Bi1

Bi2

v1

v2

x1

x2

+
y = F {y1, y2}

y1

y2

β

β1

β2

Reordenador de bits 1

Reordenador de bits 2

MUX FIFO
bit a bit

MUX geral

Figura 7.19: Multiplexador com duas entradas, evidenciando as restrições de regulação e de
serviço dos tráfegos de entrada e os limitantes Bik(t) e Dik(t), k = 1, 2.
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A análise de multiplexadores gerais pressupõe a possibilidade de reordenação na

ordem de serviço de bits em relação à ordem de chegada, para que seja posśıvel a análise de

fluxos com prioridades distintas e a manutenção da integridade dos pacotes.

Seja i o fluxo de interesse. Considere-se um bit do fluxo i que chega a um

multiplexador com M entradas no instante t. Dependendo do tipo de disciplina de filas do

multiplexador, é posśıvel que bits do próprio fluxo i ou de outro(s) fluxo(s) de entrada que

chegam ao sistema após o instante t sejam servidos antes do bit do fluxo i que chega ao sistema

em t. Por exemplo, considere-se um multiplexador FIFO com dois fluxos de entrada e enlaces

de entrada com capacidade constante, C. Considere-se i = 1, e seja L2 o tamanho do maior

pacote do fluxo 2. Como o enlace de entrada do fluxo 2 tem capacidade C constante, qualquer

pacote do fluxo 2 leva no máximo L2/C unidades de tempo para ser recebido. Considere-se que

imediatamente antes do instante t, o sistema começa a recepção de um pacote do fluxo 2 de

tamanho desconhecido. Antes de ser servido, um bit do fluxo 1 que chega ao sistema em t tem

que esperar o serviço de todo o backlog já presente no sistema em t, mais o serviço do pacote

do fluxo 2 que começou a ser recebido imediatamente antes de t. Como o maior atraso para a

recepção de um pacote do fluxo 2 é limitado em L2/C, esta última quantidade de bits é limitada

pela quantidade de dados do fluxo 2 que pode ser recebida pelo sistema no intervalo (t, t + L2/C],

ou seja, é limitada pela função B2(t) definida da seguinte maneira:

B(t) = [x2(0, t + L2/C) − x2(0, t)] . (7.37)

Note-se que a equação (7.37) corresponde à equação (7.23), fazendo D(t) = L2/C, ∀t. Essa

correspondência sugere que o efeito do fluxo 2 no fluxo 1 em um multiplexador FIFO pode ser

modelado por um reordenador de bits aplicado ao fluxo 2.

Considerem-se as seguintes definições:

• Dik(t), uma função limitante para o atraso de reordenação gerado pelo fluxo k no fluxo i.

• Bik(t), uma função limitante para o backlog de reordenação gerado pelo fluxo k no fluxo i.

Para o multiplexador FIFO do exemplo anterior, têm-se: B12(t) = L2, ∀t, e D12(t) = L2/C, ∀t.

Além disso, como os bits do fluxo 1 são servidos na ordem de entrada, têm-se: B11(t) = 0, ∀t, e

D11(t) = 0, ∀t.

Da discussão anterior, a análise apresentada nesta seção para multiplexadores gerais

usa o seguinte método: utilizam-se reordenadores de bits para modelar apenas a reordenação

do serviço de bits; a função de sáıda do reordenador de bits é usada diretamente no modelo

de multiplexador FIFO bit a bit apresentado no Caṕıtulo 6. A Figura 7.19 apresenta o modelo

utilizado neste trabalho para um multiplexador geral com duas entradas. Note-se que este modelo

depende dos valores de Dik(t) e Bik(t), os quais dependem da escolha do tráfego de interesse i.
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Dessa forma, o modelo da Figura 7.19 é dependente do fluxo de interesse. Os cálculos de Dik(t)

e Bik(t) dependem da configuração do tráfego de entrada e da disciplina de filas utilizada. Nas

próximas seções, quatro situações são analisadas:

1. Fluxos de mesma prioridade e disciplina de filas FIFO.

2. Fluxo de interesse e um fluxo de maior prioridade, com disciplina de filas FIFO para o

fluxo de interesse.

3. Fluxo de interesse e um fluxo de menor prioridade, com disciplina de filas FIFO para o

fluxo de interesse.

4. Fluxos sem garantia de ordem de serviço.

Para cada uma das situações acima, é posśıvel determinar Dik(t) e Bik(t). Uma vez

conhecidas essas funções, pode-se definir uma função σik da seguinte maneira (equação 7.33):

σik = e ⊕ (σ∗
k /◦∂Dik

) ⊕ (σ∗
kλBik

) , i = 1, 2; k = 1, 2. (7.38)

A função σik definida pela equação (7.38) representa uma curva de regulação para a função vk

(Figura 7.19), quando i é o fluxo de interesse. Da equação (7.32), portanto, a seguinte restrição

deve ser satisfeita:

v̂k = v̂kσik, k = 1, 2. (7.39)

Além disso, as equações do multiplexador FIFO bit a bit com M entradas analisado no Caṕıtulo 6

(equações 6.3-6.5) devem ser satisfeitas. Fazendo M = 2, têm-se:

v = F {v1, v2} = Fk=1,2 {vk} , (7.40)

ŷ = ŷ ⊕ v̂,

v̂β = v̂β ⊕ ŷ.

Da Proposição 9, se cada fluxo vk, k = 1, 2, satisfaz a equação (7.39), então o fluxo

de entrada total, v, definido na equação (7.40) satisfaz uma curva de regulação ρi ∈ C definida

da seguinte maneira:

ρi = F {σi1, σi2} . (7.41)

A partir da equação (7.41), é posśıvel calcular uma função ai(t), limitante do p-atraso

entre os fluxos vi e yi. Do Teorema 21, tem-se:

δai
= inf δα,

s. a ρiδα < β.
(7.42)
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Observação 28. Conforme mencionado na Proposição 25 (Caṕıtulo 6), a função ai(t)

definida pelo problema (7.42) pode ser determinada a partir de uma função Λi(s, t) =

inf {α ≥ 0 : ρi(s, t − α) ≤ β(s, t)} da seguinte forma: ai(t) = max0≤s≤t {Λi(s, t)}. Ou, se ρi e

β forem funções invariantes no tempo, a função ai(t) pode ser definida a partir de Λi(ν) =

inf {α ≥ 0 : ρi(ν − α) ≤ β(ν)}, da seguinte forma: ai(t) = max0≤ν≤t {Λi(ν)}.

De forma semelhante, pode-se calcular uma função Di(t), limitante do atraso virtual

entre os fluxos vi e yi. Do Teorema 30, tem-se:

∂Di
= inf ∂d,

s. a ρi < β /◦∂d.
(7.43)

Observação 29. Conforme mencionado na Seção 7.2 (Teorema 30 e equações 7.5-7.8), a função

Di(t) definida pelo problema (7.43) pode ser determinada a partir de uma função Ωi(s, t) =

inf {d ≥ 0 : ρi(s, t) ≤ β(s, t + d)} da seguinte forma: Di(t) = max0≤s≤t {Ωi(s, t)}. Ou, se ρi e

β forem funções invariantes no tempo, a função Di(t) pode ser definida a partir de Ωi(ν) =

inf {d ≥ 0 : ρi(ν) ≤ β(ν + d)}, da seguinte forma: Di(t) = max0≤ν≤t {Ωi(ν)}.

As funções ai(t) e Di(t) definidas pelos problemas (7.42) e (7.43) são limitantes,

respectivamente, do p-atraso e do atraso virtual entre os fluxos vi e yi. A proposição a seguir

mostra que essas funções também são limitantes, respectivamente, do p-atraso e do atraso entre

os fluxos xi e yi (Figura 7.19).

Proposição 37. Considere-se o sistema ilustrado na Figura 7.19. Qualquer limitante de atraso

entre os fluxos vi e yi também é um limitante de atraso entre os fluxos xi e yi.

Demonstração. Seja ai(t) e Di(t), respectivamente, limitantes de p-atraso e de atraso virtual

entre os fluxos vi e yi. Nesse caso, têm-se: ŷi 4 v̂iδai
e v̂i < ŷi /◦∂Di

. Mas, da Figura 7.19,

v̂i 4 x̂i. Dessa forma, têm-se: ŷi 4 x̂iδai
e x̂i < ŷi /◦∂Di

e, portanto, ai(t) e Di(t) também são

limitantes de atraso entre os fluxos xi e yi.

Como mencionado anteriormente, quatro configurações de tráfego serão analisadas

nas próximas seções. Nas quatro situações analisadas, considera-se que o sistema é

não-preemptivo, ou seja, a transmissão de um pacote nunca é interrompida. Além disso, o

fluxo 1 é considerado o fluxo de interesse (i = 1). Dessa forma, têm-se: βi = β1 e β̃i = β2. A

extensão dos resultados para i = 2 é direta. Para cada tipo de multiplexador estudado, deseja-se

determinar:

• Uma curva de serviço β1, entre os fluxos x1 e y1.

• Uma função a1(t), limitante para o p-atraso entre x1 e y1.
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• Uma função D1(t), limitante para o atraso instantâneo entre x1 e y1.

A partir dos resultados obtidos para esses parâmetros, também é posśıvel calcular um limitante

D̄1 para o atraso máximo entre x1 e y1; uma função W1(t), limitante para o backlog entre x1 e

y1 no instante t; e uma curva de regulação σy1 para o fluxo y1. Da Tabela 5.1, têm-se:

D̄1 = sup
t≥0

{a1(t)} , (7.44)

W1(t) = (β1 \◦σ∗
1)(t, t), (7.45)

σy1 = β1 \◦σ∗
1 . (7.46)

Como observado no Caṕıtulo 6, quando fluxos e curvas de regulação e de serviço são

funções invariantes no tempo, deve-se escolher entre uma curva de serviço invariante ou variante

no tempo para o fluxo de interesse. Caso se deseje obter uma curva invariante no tempo, pode-se

definir uma curva de serviço para o tráfego x1 da seguinte maneira (Teorema 19):

βD
1 (ν) = (σ∗

1δD̄1
)(ν). (7.47)

sendo D̄1 definido pela equação (7.44). Alternativamente, pode-se definir uma curva de serviço

para o fluxo x1 da seguinte maneira (do Teorema 20, considerando Θ1 = D̄1 e fazendo ν = t−s):

βD̄1
1 (ν) =





0, se ν ≤ D̄1,

(G
{
β, σ12δD̄1

}
)(ν), se ν > D̄1,

(7.48)

sendo σ12 definida a partir da equação (7.38) e D̄1, a partir da equação (7.44).

A seguir, são analisadas as quatro configurações de tráfego e disciplina de filas

mencionadas anteriormente. Para cada uma das quatro configurações de tráfegos analisadas,

são obtidos os limitantes a1(t), D1(t) e β1(s, t) (variantes no tempo). A partir destes resultados,

das equações (7.44)-(7.48) (ou das equações 7.44-7.45, 7.47-7.48 e da Proposição 29, se o enlace

de sáıda for conservativo), os limitantes D̄1, W1(t), σy1 e β1(ν) (invariantes no tempo) ficam

determinados.

7.5.1 Situação 1: Fluxos de mesma prioridade e disciplina de filas FIFO

Nesta seção, analisa-se um multiplexador FIFO com fluxos de entrada de mesma

prioridade. Considera-se que dois pacotes de um mesmo fluxo não podem ser recebidos ao

mesmo tempo. Seja Lk o tamanho do maior pacote do fluxo xk, k = 1, 2.3 Dado um bit do fluxo

x1 (fluxo de interesse) o qual chega ao sistema no instante t, têm-se:

3Caso se considere posśıvel a recepção de vários pacotes de um mesmo fluxo no mesmo instante, pode-se redefinir
Lk como o tamanho em bits da maior rajada permitida.
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• Bits do fluxo x1 seguem a ordem de chegada. Por isso, não precisam esperar por outros

bits do próprio fluxo x1. Nesse caso, portanto, D11(t) = 0 e B11(t) = 0, ∀t. Dáı, da

equação (7.38), tem-se: σ11 = σ∗
1.

• Se o bit do fluxo x1 recebido em t chega ao sistema imediatamente depois do primeiro bit

de um pacote do fluxo x2, esse bit tem que esperar o final da transmissão de todos os bits

do pacote do fluxo x2. Para esse exemplo, tem-se B12(t) = L2, ∀t. Nesse caso, se o fluxo

u2 é L-quantizado, então o atraso D12(t) corresponde ao atraso de um buffer de recepção

com backlog máximo L2. Seja µ′
2 = µ2 /◦λL2 . Da Proposição 35, têm-se:

Ω2(s, t) = inf
{
d ≥ 0 : µ′

2(s, t + d) ≥ σ∗
2(s, t)

}
,

D12(t) = max
0≤s≤t

{Ω2(s, t)} .

ou ainda, se µ′
2 e σ2 são funções invariantes no tempo,

Ω2(ν) = inf
{
d ≥ 0 : µ′

2(ν + d) ≥ σ∗
2(ν)

}
,

D12(t) = max
0≤ν≤t

{Ω2(ν)} .

Se, por outro lado, o fluxo u2 não é L-quantizado, duas situações podem ser analisadas.

Se for conhecida uma função ϕ2 tal que ∀s, t ∈ Z+: x2(0, t) − x2(0, s) ≥ ϕ2(s, t), então é

posśıvel calcular D12(t) a partir da Proposição 36, fazendo B2(t) = L2, ∀t. Senão, pode-se

considerar D12(t) = +∞, ∀t. Conseqüentemente, o termo (σ∗
k /◦∂D1k

) na equação (7.38)

pode ser suprimido, de forma que σ12 = e ⊕ (σ∗
2λB12) = e ⊕ (σ∗

2λL2). A Figura 7.20

apresenta as restrições deste sistema (i = 1).
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u2

D12

L2

v1

v2

x1

x2

+
y = F {y1, y2}

y1

y2

β

β1

β2

Figura 7.20: Multiplexador com duas entradas: fluxos com a mesma prioridade.

Para esse exemplo, da equação (7.41), tem-se:

ρ1 = F {σ∗
1 , σ12} . (7.49)
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Além disso, de (7.42), ρ1δa1 < β. Desta forma, da equação (7.49), tem-se:

F {σ∗
1 , σ12} δa1 = F {σ∗

1δa1 , σ12δa1} < β.

Dáı: σ∗
1δa1 < G {β, σ12δa1}.

Repetindo o racioćınio do Caṕıtulo 6, para que o desacoplamento do fluxo 1 não

altere as equações originais do problema, as seguintes inequações devem ser satisfeitas:

σ∗
1δa1 < β1 < G {β, σ12δa1} , (7.50)

ou ainda, no caso em que se exige β1 ∈ Ct:

Pr {σ∗
1δa1} < β1 < Pr {G {β, σ12δa1}} .

Para esse problema, é posśıvel definir uma curva de serviço β1 entre os fluxos

x1 e y1, de forma análoga ao Teorema 26. Note-se que a curva definida a seguir atende as

inequações (7.50). Considere-se um multiplexador FIFO com dois fluxos de entrada de mesma

prioridade e curva de serviço β ∈ C. O sistema dedica ao fluxo x1 a seguinte curva de serviço:

βa1
1 = σ∗

1δa1 , (7.51)

sendo a1(t) definida segundo o problema (7.42). Alternativamente, quando se exigem curvas

de serviço em Ct, pode-se definir uma curva de serviço β′
1 para o fluxo 1 da seguinte maneira:

β′
1 = Pr {βa1

1 }, sendo βa1
1 definida pela equação (7.51).

Para mostrar que a função βa1
1 definida pela equação (7.51) é uma curva de serviço

entre os fluxos x1 e y1, note-se que a função a1(t) é um limitante para o p-atraso do fluxo x1.

Dessa forma, ŷ1 4 x̂1δa1 . Além disso, βa1
1 é tal que δa1 4 βa1

1 . Dáı: ŷ1 4 x̂1δa1 4 x̂1β
a1
1 .

Por outro lado, do modelo ilustrado na Figura 7.20, como o multiplexador entre os

fluxos vk, k = 1, 2 e y é FIFO bit a bit e x1 = v1, também é posśıvel definir uma curva de serviço

β1 entre os fluxos x1 e y1, de forma análoga ao Teorema 20. Nesse caso, tem-se:

β1(s, t) =





0, se s ≥ t − Θ1(t),

(G {β, σ12δΘ1})(s, t), se s < t − Θ1(t),
(7.52)

sendo Θ1 : Z+ → Z+ uma função qualquer; e σ12 definida a partir da equação (7.38).

Exemplo 7.8 (Multiplexador com duas entradas, enlaces de capacidade constante e fluxos de

mesma prioridade). Considere-se um multiplexador FIFO com dois fluxos de entrada de mesma

prioridade e enlaces conservativos de capacidade constante, sendo ∀ν ∈ Z+: Ck(ν) = Ck · ν,

k = 1, 2, as capacidades dos enlaces de entrada, e β(ν) = Co ·ν, a capacidade do enlace de sáıda.

Considere-se que (C1 + C2) ≤ Co, para que o sistema seja capaz de manter atrasos finitos. A

Figura 7.21 apresenta as restrições deste problema. Deseja-se determinar:
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1. Uma função D12(t), limitante do atraso de reordenação gerado pelo fluxo 2 no fluxo 1.

2. Uma função a1(t), limitante de p-atraso entre os fluxos x1 e y1.

3. Uma curva de serviço β1 entre x1 e y1.

u1

u2 = PL {u2}

C1

C2
L2

D12

x1 = v1

v2x2

v

y1

y

β1

Co+

Figura 7.21: Multiplexador FIFO, com dois fluxos de entrada de mesma prioridade, sujeito
enlaces conservativos de capacidade constante.

Primeiramente, note-se que entre u2 e v2 na Figura 7.21 existem as mesmas

restrições ilustradas na Figura 7.16(a), Exemplo 7.7. Dessa forma, do Exemplo 7.7, ∀t ∈ Z+:

D12(t) =
L2

C2
.

Para determinar a1(t), das equações (7.38) e (7.49) as seguintes definições podem

ser usadas:

σ12(ν) = (e ⊕ C2 /◦∂D12 ⊕ C2λL2) (ν)

=





C2 · (ν) + L2, se ν > 0,

0, se ν = 0,

ρ1(ν) = C1 · (ν) + σ12(ν).

Assim, da Observação 28 e da equação (7.44), têm-se:

Λ1(ν) =





ν, se 0 ≤ ν < L2/Co,[
(C1+C2−Co)·ν+L2

(C1+C2)

]+
, se ν ≥ L2/Co.

a1(t) =





t, se 0 ≤ t < L2/Co,

L2/Co, se t ≥ L2/Co.

D̄1 = L2/Co. (7.53)

Das equações (7.53) e (7.47), pode-se determinar uma curva de serviço β1 da seguinte

maneira:

βD
1 (ν) = C1 · (ν − D̄1) = C1 · (ν − L2/Co).
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Exemplo 7.9 (Multiplexador com duas entradas, enlaces de capacidade constante e fluxos

de mesma prioridade (Parte 2)). Seja o multiplexador do exemplo anterior (Exemplo 7.8).

Considere-se que o fluxo de entrada está sujeito à seguinte curva de regulação, ∀ν ∈ Z+:

σk(ν) = min {Ck · ν, bk + rk · ν}, k = 1, 2. Considere-se, ainda, que as seguintes restrições são

atendidas: (C1 + C2) ≥ Co e (r1 + r2) ≤ Co. A Figura 7.22 ilustra as restrições deste problema.

Note-se que as restrições dos enlaces Ck, k = 1, 2 são redundantes (Exemplo 7.7). Deseja-se

determinar:

1. Uma função D1(t), limitante do atraso virtual entre os fluxos x1 e y1.

2. Uma curva de serviço β1 entre os fluxos x1 e y1.

u1

u2 = PL {u2}

C1

C2
L2

D12

x1 = v1

v2

v1

x2

v

y1

y2

y

β1

β2

Co

σ1

σ2

+

Figura 7.22: Multiplexador FIFO, com dois fluxos de entrada de mesma prioridade, sujeito
enlaces conservativos.

Do Exemplo 7.7 (equação 7.36), tem-se: σ12 = e⊕ σ∗
2 /◦∂D12 , sendo D12(t) = L2

C2
, ∀t.

Dáı, da equação (7.49) e da Proposição 10, ρ1 pode ser definida da seguinte maneira, ∀ν ∈ Z+:

ρ1(ν) = σ1(ν) + σ2(ν + L2/C2). Assim, para determinar D1(t), da Observação 29, tem-se:

Ω1(ν) = inf {d ≥ 0 : σ1(ν) + σ2(ν + L2/C2) ≤ β(ν + d)}

= inf {d ≥ 0 : σ1(ν) + σ2(ν + L2/C2) ≤ Co · (ν + d)}

=
1

Co
{σ1(ν) + σ2(ν + L2/C2) − Co · ν} .

Dáı:

D1(t) =
1

Co
max
0≤ν≤t

{σ1(ν) + σ2(ν + L2/C2) − Co · ν} ,

D̄1 =
1

Co
sup
t≥0

{σ1(t) + σ2(t + L2/C2) − Co · t} . (7.54)

O limitante D̄1 definido pela equação (7.54) foi anteriormente apresentado em Cruz (1991a,

Theorem 4.1).
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A partir das equações (7.54) e (7.47), pode-se determinar uma curva de serviço β1

entre os fluxos x1 e y1 da seguinte maneira:

β1(ν) = βD
1 (ν) = σ∗

1(ν − D̄1).

7.5.2 Situação 2: Fluxo de interesse com um fluxo de maior prioridade

Nesta seção, analisa-se a situação em que o fluxo de interesse, x1, é menos prioritário

que o fluxo x2, e é garantida uma disciplina de serviços FIFO para o fluxo x1. Em Cruz (1991a),

esse multiplexador é chamado multiplexador LFCFS (Locally First-Come First-Served).

Considere-se um multiplexador com duas entradas e enlace de sáıda conservativo com

capacidade constante tal que, ∀ν ∈ Z+: β(ν) = C · ν. De acordo com Le Boudec e Thiran (2003,

Seção 1.3.2), se o fluxo x2 é mais prioritário que o fluxo x1 e satisfaz uma curva de regulação σ2,

invariante no tempo, então o sistema dedica ao fluxo x1 a seguinte curva de serviço:

β1(ν) = (G {β, σ∗
2})(ν).

É posśıvel obter uma expressão mais geral do que a apresentada originalmente. O

Teorema 38 apresenta este resultado.

Teorema 38. Considere-se um multiplexador FIFO não preemptivo com duas entradas e curva

de serviço estrita β ∈ C (Definição 4). Se o fluxo x2 é mais prioritário que o fluxo x1 e atende

uma curva de regulação σ2, então o sistema dedica ao fluxo x1 a seguinte curva de serviço estrita:

β1 = G {β, σ∗
2} .

Demonstração. A demonstração deste teorema encontra-se no Apêndice E.

Seja β1 definida a partir do Teorema 38. Pode-se determinar limitantes a1(t) e D1(t)

diretamente dos Teoremas 21 e 30 (Tabela 7.2), a partir das seguintes expressões:

δa1 = inf {δα : σ∗
1δα < G {β, σ∗

2}} , (7.55)

∂D1 = inf {∂d : σ∗
1 < G {β, σ∗

2} /◦∂d} . (7.56)

As mesmas funções limitantes de atraso a1(t) e D1(t) obtidas a partir das equações

(7.55)-(7.56) seriam obtidas a partir do procedimento utilizado na seção anterior. Por exemplo,

através deste procedimento, demonstra-se a equação (7.56) a seguir.

Considere-se um bit do fluxo x1 (fluxo de interesse) que chega ao sistema no

instante t. Têm-se:
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• Bits do fluxo x1 seguem a ordem de chegada e não precisam esperar por outros bits do

próprio fluxo x1 que chegam depois de t. Nesse caso, D11(t) = 0 e B11(t) = 0, ∀t. Dáı:

σ11 = σ∗
1 .

• Se o bit do fluxo x1 recebido em t chega ao sistema imediatamente depois do primeiro bit

de uma rajada do fluxo x2, esse bit tem que esperar o final da transmissão de toda a rajada

do fluxo x2. Considere-se que não se conhecem limitantes para o tamanho e a duração

máximos de uma rajada do fluxo x2. Nesse caso, não é posśıvel definir D12(t) através das

Proposições 35 e 36. No entanto, sabe-se que D12(t) ≤ D1(t), ∀t. Dessa forma, pode-se,

alternativamente, fazer D12(t) = d(t) para qualquer d(t) ≥ D1(t). Nesse caso, a função σ12

pode ser definida da seguinte maneira: σ12 = e ⊕ (σ∗
2 /◦∂D12) = e ⊕ (σ∗

2 /◦∂d). A Figura 7.23

ilustra as restrições deste sistema.

v

µ1

µ2

σ1

σ2

u1

u2 D1

v1

v2

x1

x2

+
y = F {y1, y2}

y1

y2

β

β1

β2

Figura 7.23: Multiplexador com duas entradas: fluxo de interesse com um fluxo de maior
prioridade.

Da equação (7.41), pode-se definir ρ1 da seguinte maneira:

ρ1 = F {σ∗
1 , σ12} = F {σ∗

1, (e ⊕ σ∗
2 /◦∂d)} .

Dáı, de (7.43), tem-se:

∂D1 = inf {∂d : F {σ∗
1, (e ⊕ σ∗

2 /◦∂d)} < β /◦∂d}

= inf {∂d : σ∗
1 < G {β /◦∂d, (e ⊕ σ∗

2 /◦∂d)}}

= inf {∂d : σ∗
1 < G {β /◦∂d, σ

∗
2 /◦∂d}} (7.57)

= inf {∂d : σ∗
1 < G {β, σ∗

2} /◦∂d} .

A passagem para a equação (7.57) está demonstrada no Apêndice G, Proposição 43.

Exemplo 7.10 (Multiplexador com duas entradas, com enlaces de capacidade constante e fluxo

de interesse menos prioritário). Considere-se um multiplexador com duas entradas e enlace de

sáıda conservativo, com capacidade constante Co, a menos de um peŕıodo de latência de, no
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máximo, V (constante) unidades de tempo. Além disso, considere-se que os fluxos de entrada

são restritos por curvas de regulação invariantes no tempo, tais que ∀ν ∈ Z+ : σ∗
k(ν) = σk(ν),

k = 1, 2. Deseja-se determinar um limitante para o atraso do fluxo x1, D1(t).

Para esse sistema, de acordo com o Exemplo 7.2, tem-se, ∀ν ∈ Z+:

β(ν) = (∂V Co)(ν) = Co · (ν − V )+.

Do Teorema 38, tem-se, ∀ν ∈ Z+:

β1(ν) = [β(ν) − σ∗
2(ν)]+ =

[
Co · (ν − V )+ − σ2(ν)

]+
.

Dáı, da equação (7.56), a função D1(t) pode ser determinada a partir das seguintes

equações, ∀ν ∈ Z+:

Ω1(ν) = inf
{
d ≥ 0 : σ1(ν) ≤ [Co · (ν + d − V ) − σ2(ν + d)]+

}
,

D1(t) = max
0≤ν≤t

{Ω(ν)} .

7.5.3 Situação 3: Fluxo de interesse com um fluxo de menor prioridade

Nesta seção, analisa-se o caso em que o fluxo de interesse, x1, é mais prioritário que

o fluxo x2, e se garante uma disciplina de filas FIFO para o fluxo x1. Seja Lk o tamanho do

maior pacote do fluxo xk, k = 1, 2. A curva de serviço β1 nesta situação é bem conhecida. De

acordo com Le Boudec e Thiran (2003, Seção 1.3.2), quando o enlace de sáıda é conservativo e

tem capacidade constante tal que ∀ν ∈ Z+ : β(ν) = C · ν, se o fluxo x1 é mais prioritário que o

fluxo x2, então o sistema dedica ao fluxo x1 a seguinte curva de serviço:

β1(ν) = (β /◦λL2)(ν).

Essa expressão é extenśıvel para o caso em que curvas de regulação e de serviço são

funções variantes no tempo e β ∈ C é uma curva de serviço estrita. O Teorema 39 apresenta este

resultado.

Teorema 39. Considere-se um multiplexador FIFO com duas entradas e curva de serviço estrita

β ∈ C. Se o fluxo x2 é menos prioritário que o fluxo x1, e L2 (constante) é o tamanho do maior

pacote do fluxo x2, então o sistema dedica ao fluxo x1 a seguinte curva de serviço estrita:

β1 = β /◦λL2 .

Demonstração. A demonstração deste teorema encontra-se no Apêndice E.
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Seja β1 definida a partir do Teorema 39. Dos Teoremas 21 e 30 (ou da Tabela 7.2),

têm-se:

δa1 = inf {δα : σ∗
1δα < β /◦λL2} ,

∂D1 = inf {∂d : σ∗
1 < (β /◦λL2)/◦∂d} . (7.58)

Exemplo 7.11 (Multiplexador com duas entradas com enlaces de capacidade constante e fluxo de

interesse de maior prioridade). Seja um multiplexador com duas entradas e enlaces conservativos

de capacidade constante, sendo, ∀ν ∈ Z+: Ck(ν) = Ck ·ν, k = 1, 2, as capacidades dos enlaces de

entrada e Co(ν) = Co · ν a capacidade do enlace de sáıda. Considere-se que os fluxos de entrada

são restritos por curvas de regulação invariantes no tempo, tais que ∀ν ∈ Z+ : σ∗
k(ν) = σk(ν),

k = 1, 2. Deseja-se determinar:

1. Uma curva de serviço β1 entre os fluxos x1 e y1.

2. Uma função D1(t), limitante para o atraso entre os fluxos x1 e y1;

3. Um limitante D̄1 para o atraso máximo entre os fluxos x1 e y1;

Do Teorema 39, tem-se:

β1(ν) = [Co · ν − L2]
+.

Dáı, um limitante para o atraso virtual entre os fluxos x1 e y1 pode ser determinado a partir da

equação (7.58). Têm-se:

Ω1(ν) = inf
{
d ≥ 0 : σ1(ν) ≤ [Co · (ν + d) − L2]

+
}

=
1

Co
[σ1(ν) + L2 − Co · ν] ,

D1(t) =
1

Co
max
0≤ν≤t

{σ1(ν) + L2 − Co · ν} .

Dáı:

D̄1 =
1

Co
sup
ν≥0

{σ1(ν) + L2 − Co · ν} .

7.5.4 Situação 4: Fluxos sem garantia de ordem de serviço

Nesta seção analisa-se um multiplexador geral, em que não se garante a ordem de

serviço de bits. Considere-se um bit do fluxo x1 (fluxo de interesse) que chega ao sistema no

instante t. Têm-se:

• Não é posśıvel definir a ordem de serviço dos bits. Dessa forma, não é posśıvel definir

limitantes para backlog e atraso de reordenação devido ao próprio fluxo x1, respectivamente,

B11(t) e D11(t). No entanto, sabe-se que D11(t) ≤ D1(t), ∀t. Dessa forma, pode-se
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alternativamente fazer D11(t) = d(t), para qualquer d(t) ≥ D1(t). Nesse caso, a função σ11

pode ser definida da seguinte maneira: σ11 = e ⊕ (σ∗
1 /◦∂D11) = e ⊕ (σ∗

1 /◦∂d).

• Como no item anterior, D12(t) ≤ D1(t), ∀t. Portanto, a função σ12 pode ser definida da

seguinte maneira: σ12 = e ⊕ (σ∗
2 /◦∂D12) = e ⊕ (σ∗

2 /◦∂d). A Figura 7.24 ilustra as restrições

deste sistema.
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Figura 7.24: Multiplexador com duas entradas: fluxos sem garantia na ordem de serviço.

Da equação (7.41), tem-se:

ρ1 = F {σ11, σ12} = F {(e ⊕ σ∗
1 /◦∂d), (e ⊕ σ∗

2 /◦∂d)} . (7.59)

Dáı, de (7.43), a função D1(t) corresponde à solução do seguinte problema:

∂D1 = inf {∂d : F {(e ⊕ σ∗
1 /◦∂d), (e ⊕ σ∗

2 /◦∂d)} < β /◦∂d} . (7.60)

A partir de D1(t), pode-se determinar D̄1. Tem-se:

D̄1 = sup
t≥0

{D1(t)} .

Desse resultado, pode-se determinar uma curva de serviço para o fluxo 1 a partir da equação (7.47)

ou da equação (7.48).

Exemplo 7.12 (Multiplexador com duas entradas e fluxos sem garantia de ordem de serviço).

Considere-se um multiplexador com duas entradas e enlace de sáıda conservativo, com capacidade

constante Co, a menos de um peŕıodo de latência de, no máximo, V (constante) unidades de

tempo. Além disso, considere-se que os fluxos de entrada são restritos por curvas de regulação

invariantes no tempo, tais que σ∗
k(ν) = bk+rk ·ν, k = 1, 2, e (r1+r2) ≤ Co. Deseja-se determinar:

1. Uma função D1(t), limitante para o atraso entre os fluxos x1 e y1;

2. Um limitante D̄1 para o atraso máximo entre os fluxos x1 e y1;

3. Uma curva de serviço β1 entre os fluxos x1 e y1.
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Para esse sistema, de acordo com o Exemplo 7.2, tem-se, ∀ν ∈ Z+:

β(ν) = (∂V Co)(ν) = Co · (ν − V )+.

Além disso, da equação (7.59) e da Proposição 10, pode-se definir ρ1 da seguinte maneira, ∀ν ∈

Z+: ρ1(ν) = (b1 + b2) + (r1 + r2) · (ν + d). Dáı, da equação (7.60), D1(t) pode ser determinada

a partir das seguintes equações, ∀ν ∈ Z+:

Ω1(ν) = inf
{
d ≥ 0 : (b1 + b2) + (r1 + r2) · (ν + d) ≤ Co · (ν + d − V )+

}

=

[(
b1 + b2 + Co · V

Co − r1 − r2

)
− ν

]+
,

D1(t) = max
0≤ν≤t

{Ω(ν)} =

(
b1 + b2 + Co · V

Co − r1 − r2

)
, ∀t,

D̄1 =

(
b1 + b2 + Co · V

Co − r1 − r2

)
. (7.61)

O limitante D̄1 na equação (7.61) foi anteriormente apresentado em Cruz (1991a,

equação 4.13). Das equações (7.47) e (7.61), tem-se, ∀ν ∈ C:

β1(ν) =

[
b1 − r1 ·

(
b1 + b2 + Co · V

Co − r1 − r2

)]
+ r1 · ν.

A Tabela 7.4 apresenta as curvas de serviço obtidas para o tráfego 1 para as quatro

configurações de tráfego abordadas nesta seção.

Configuração de tráfego Curva de serviço do fluxo 1, β1

Mesma prioridade (FIFO)

βa1

1 = σ∗
1δa1

β1(s, t) =


0, se s ≥ t − Θ1(t)
(G {β, σ12δΘ1

}) (s, t), se s < t − Θ1(t)
sendo

B12(t) = L2, ∀t
Ω2(s, t) = inf {d ≥ 0, (µ2 /◦λL2

)(s, t + d) ≥ σ∗
2(s, t)}

D12(t) = max
0≤s≤t

{Ω2(s, t)}

σ12 = e ⊕ (σ∗
2 /◦∂D12

) ⊕ (σ∗
2λB12

)
ρ1 = F {σ11, σ12}
a1 = inf {δα : ρ1δα < β}

Fluxo 1 menos prioritário (FIFO) β1 = G {β, σ∗
2}

Fluxo 1 mais prioritário (FIFO) β1 = β /◦λL2

Fluxos sem garantia de
ordem de serviço

β1 = σ∗
1δD̄1

sendo
∂D1

= inf {∂d : F {(e ⊕ σ∗
1 /◦∂d), (e ⊕ σ∗

2 /◦∂d)} < β /◦∂d}
D̄1 = sup

t≥0
{D1(t)}

Tabela 7.4: Curvas de serviço obtidas para quatro configurações de tráfegos multiplexados.

Na próxima seção, é analisado o caso mais geral de um multiplexador com M fluxos

de entradas de diferentes prioridades.
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7.6 Multiplexador com M fluxos de entradas

Considere-se um multiplexador com M fluxos de entrada. Sejam: β, uma curva de

serviço estrita para o sistema como um todo, e σk, k = 1, . . . ,M , uma curva de regulação para

o fluxo xk. Considere-se i o fluxo de interesse. Os demais fluxos podem ser reunidos em três

grupos: os fluxos de menor prioridade, os de maior prioridade e os de mesma prioridade que o

fluxo i. Considerem-se os seguintes conjuntos:

• LP(i): conjunto dos fluxos com menor prioridade do que o fluxo i.

• SP(i): conjunto dos fluxos com a mesma prioridade do fluxo i.

• HP(i): conjunto dos fluxos com maior prioridade do que o fluxo i.

Dessas definições, se um fluxo k tem prioridade menor do que o fluxo i, então k ∈ LP(i); se tem

a mesma prioridade que i, então k ∈ SP(i); e se tem maior prioridade do que i, então k ∈ HP(i).

Observação 30. Se LP(i) = ∅ e HP(i) = ∅, então a curva β não precisa ser estrita.

Os fluxos de maior prioridade do que o fluxo i podem ser agrupados em um único

fluxo, com curva de regulação σHP(i) definida da seguinte maneira:

σHP(i) = Fk∈HP(i) {σ
∗
k} .

Dessa forma, da Seção 7.5.2, a curva de serviço resultante para o agregado de fluxos incluindo

o fluxo i e os fluxos de igual e de menor prioridade que i, βHP
i , pode ser definida da seguinte

maneira:

βHP
i = G

{
β, σHP(i)

}
. (7.62)

Considere-se o agregado de fluxos com menor prioridade que o fluxo i. Seja Lk o

tamanho do maior pacote do fluxo k. O tamanho do maior pacote do agregado de fluxos de

menor prioridade do que o fluxo i, LLP(i), pode ser definido da seguinte maneira:

LLP(i) = max {Lk} , k ∈ LP(i) . (7.63)

O parâmetro LLP(i) corresponde à seguinte função:

λLLP(i)
=

∧

k∈LP(i)

λLk
.

Da Seção 7.5.3, portanto, a curva de serviço para o agregado de tráfegos formado

pelo fluxo i e os fluxos de mesma prioridade que i, βLP
i , pode ser definida da seguinte maneira:

βLP
i = βHP

i /◦λLLP(i)
, (7.64)

sendo o parâmetro LLP(i) definido pela equação (7.63).

Por fim, excetuando-se os fluxos de maior e de menor prioridade do que o fluxo i,

surgem duas opções:
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1. É garantida uma disciplina de filas FIFO para o fluxo i;

2. Não é garantida uma ordem de serviço para o fluxo i.

Considere-se garantida uma disciplina de filas FIFO para o fluxo i. Da Seção 7.5.1,

∀k ∈ SP(i), têm-se:

Bik(t) = Lk, ∀t,

A partir de Bik(t), se uk = PL {uk}, com k ∈ SP(i), pode-se determinar Dik(t) das Proposiçoes 35

e 36; senão, pode-se fazer Dik = +∞, conforme comentado na Seção 7.5.1.

Da Seção 7.5.1, dos valores de Dik(t) e Bik(t), têm-se:

σSP(i) = Fk∈SP(i) {e ⊕ (σ∗
k /◦∂Dik) ⊕ (σ∗

kλLk
)} , (7.65)

ρi = F
{
σ∗

i , σSP(i)

}
,

Λi(s, t) = inf
{
α ≥ 0 : ρi(s, t − α) ≤ βLP

i (s, t)
}

,

ai(t) = max
0≤s≤t

{Λi(s, t)} , (7.66)

Ωi(s, t) = inf
{
d ≥ 0 : ρi(s, t) ≤ βLP

i (s, t + d)
}

,

Di(t) = max
0≤s≤t

{Ωi(s, t)} ,

D̄i = sup
t≥0

{ai(t)} .

Do exposto anteriormente, uma curva de serviço para o fluxo i em um multiplexador

com M fluxos de entrada de diferentes prioridades pode ser definida da seguinte maneira:

βΘi

i (s, t) =





0, se s ≥ t − Θi(t),(
G
{
βLP

i , σSP(i) ⊗ δΘi

})
(s, t), se s < t − Θi(t),

(7.67)

sendo βLP
i definida pela equação (7.64); σSP(i), pela equação (7.65); e Θi(t) : Z+ → Z+ uma

função qualquer. Além disso, a função Pr
{

βΘi

i

}
é uma curva de serviço em Ct para o fluxo i.

Observação 31. A fim de garantir o limitante de atraso ai(t) obtido na equação (7.66), pode-se

definir a seguinte curva de serviço para o fluxo i:

βai

i = σ∗
i δai

.

Alternativamente, de forma semelhante à equação (6.42), pode-se utilizar na equação (7.67) a

função Θi(t) correspondente à solução do seguinte problema: δΘi
= inf

{
δα : σSP(i)δα < βLP

i

}
.

Se, por outro lado, não se garante a ordem de serviço do fluxo i, então da Seção 7.5.4,

tem-se:

∂D1 = inf
{
∂d : Fk∈SP(i)∪{i} {(e ⊕ σ∗

k /◦∂d)} < β /◦∂d

}
.
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A partir de D1(t), pode-se determinar D̄1. Tem-se:

D̄1 = sup
t≥0

{D1(t)} .

Dáı, pode-se determinar uma curva de serviço para o fluxo 1 a partir da equação (7.47) ou da

equação (7.48).

Exemplo 7.13 (Multiplexador com enlaces conservativos e três fluxos de entradas com

prioridades diferentes). Considere-se um multiplexador com três fluxos de entrada de prioridade

diferentes e enlaces conservativos de capacidade constante, sendo C a capacidade do enlace de

sáıda. Seja Lk, k = 1, 2, 3, o tamanho do maior pacote do fluxo k. Considere-se que o fluxo 1 é

o menos prioritário entre todos, e que o fluxo 3 é o mais prioritário. Considere-se, também, que

o fluxo k, k = 1, 2, 3, atende uma curva de regulação σk(ν) = bk +rk ·ν. Deseja-se determinar as

curvas de serviço para cada um dos fluxos de entrada. A resolução deste problema está dividida

por fluxo:

1. Se i = 1, têm-se: LP(1) = ∅; SP(1) = ∅; HP(1) = {2, 3}. Dáı, têm-se:

σHP(1)(ν) = (F {σ∗
2 , σ

∗
3})(ν) = (b2 + b3) + (r2 + r3) · ν,

β1(ν) = (βHP
1 )(ν) = (G

{
β, σHP(1)

}
)(ν) = [C · ν − (b2 + b3) − (r2 + r3) · ν]+

= (C − r2 − r3) ·

[
ν −

(
b2 + b3

C − r2 − r3

)]+

.

2. Se i = 2, têm-se: LP(2) = {1}; SP(2) = ∅; HP(1) = {3}. Dáı, têm-se:

σHP(2)(ν) = σ∗
3(ν) = b3 + r3 · ν,

βHP
2 (ν) = (G

{
β, σHP(2)

}
)(ν) = [C · ν − b3 − r3 · ν]+ = [(C − r3) · ν − b3]

+ ,

λLLP(2)
= λL1 ,

β2(ν) = βLP
2 (ν) = (βHP

2 /◦λLLP(2)
)(ν) =

{
[(C − r3) · ν − b3]

+ − L1

}+
,

= (C − r3) ·

[
ν −

b3 + L1

C − r3

]+

.

3. Se i = 3, têm-se: LP(3) = {1, 2}; SP(3) = ∅; HP(3) = ∅. Dáı, têm-se:

LLP(3) = max {L1, L2} ,

βHP
3 = β,

β3(ν) = βLP
3 (ν) = (β /◦λLLP(3)

)(ν) = [C · ν − max {L1, L2}]
+

= C ·

[
ν −

max {L1, L2}

C

]+

.
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Os resultados dos itens 1. e 3. acima foram anteriormente apresentados em Georges et al.

(2005). Para o item 2., Georges et al. (2005) apresentam a seguinte função como uma curva de

serviço para o tráfego x2:

µ2(ν) = (C − r3) ·

[
ν −

(
b3

C − r3
+

L1

C

)]+

.

Note-se que µ2(ν) ≥ β2(ν), ∀ν. Desta forma, se ŷ2 4 x̂2µ2, então µ2 seria uma curva de serviço

menos conservativa para o tráfego x2. Contudo, como pode ser observado na Figura 7.25 para um

exemplo simples, ilustrativo, a função µ2 não é uma verdadeira curva de serviço para o fluxo 2,

porque ŷ2 4/ x̂2 µ2. A Tabela 7.5 apresenta os parâmetros utilizados para as três fontes de tráfego.

Para esse exemplo, o enlace de sáıda tem capacidade C = 25
3 bits/s, e o enlace da entrada k tem

capacidade Ck, k = 1, 2, 3, de forma que σ′
k(ν) = min {Ck · ν, bk + rk · ν}4. As curvas de entrada

xk, k = 1, 2, 3, são as maiores posśıveis, como ilustra a Figura 7.25 para o fluxo x2 (fluxo de

prioridade mediana).

Fonte Ck (bits/s) bk (bits) rk (bits/s) Lk (bits)

k = 1 12, 5 1500 1/3 500

k = 2 10 2500 1 100

k = 3 10 500 10/3 500

Tabela 7.5: Parâmetros utilizados para as fontes de tráfego do exemplo ilustrado na Figura 7.25.
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Figura 7.25: Problema da determinação de uma curva de serviço para um tráfego de prioridade
mediana.

4Note-se que se a função σ′
k é uma curva de regulação para o tráfego xk, então a função σ também o é.



142 Caṕıtulo 7: Sistemas de pequena complexidade: elementos de redes isolados

7.7 Elementos com perdas

Todos os elementos básicos definidos neste trabalho (Tabelas 4.1 e 7.3) são elementos

sem perdas. Para evitar perdas, considerou-se que reguladores σ e redes β têm buffers infinitos,

e que o número de bits presentes em uma fila W no instante t nunca supera W (t) dados. Nesta

seção, apresenta-se uma maneira de usar os elementos básicos anteriormente definidos, para

representar situações com perdas. Considera-se que as perdas em sistemas acontecem por dois

motivos:

• A quantidade de dados recebidos supera a capacidade f́ısica de armazenamento do

sistema, B(t).

• A quantidade de dados recebidos supera um limiar pré-estabelecido para o máximo

backlog B(t) ou para o máximo atraso D(t). Nesse caso, a perda é calculada de modo

a garantir os valores dados para B(t) e D(t).

Sejam x, y ∈ Ct, respectivamente, os tráfegos de entrada e sáıda de um elemento S,

com perdas. Considerem-se conhecidos o backlog máximo no instante t, B(t); o atraso virtual

máximo no instante t, D(t).

Seja u ∈ Ct a porção do tráfego de entrada do regulador que aparece na sáıda, e seja

uP ∈ Ct a porção do tráfego de entrada que é perdida. O fluxo total de entrada, x, do sistema S

satisfaz a seguinte equação:

x = F
{
u, uP

}
. (7.68)

Essa equação pode ser modelada através de um acoplador de tráfegos com duas entradas,

conforme ilustra a Figura 7.26. Nesta figura, S′ é um elemento sem perdas com a mesma

funcionalidade de S. Por exemplo, se S é um regulador com perdas, então S′ é um regulador

sem perdas.

u

uP

x
y

S

S′

B

D

+

Figura 7.26: Elemento S com perdas.
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Da equação (7.68), tem-se, ∀s, t ∈ Z+:

[x(0, t) − x(0, s)] = [u(0, t) − u(0, s)] + [uP (0, t) − uP (0, s)]

≥ u(0, t) − u(0, s).

Dessa forma, da Tabela 3.7, x̂\◦ x̂ 4 û\◦ û, o que implica que û < û(x̂\◦ x̂), ou ainda

û = û (x̂\◦ x̂) . (7.69)

Além da equação (7.69), o sistema da Figura 7.26 satisfaz as seguintes equações:

ŷ = ŷ ⊕ x̂, (7.70)

ŷ = ŷ ⊕ û, (7.71)

û = û ⊕ ŷλB , (7.72)

û = û ⊕ ŷ /◦∂D. (7.73)

Da equação (7.71), ŷ < û. Assim, da inequação (7.69), tem-se:

ŷ < û(x̂\◦ x̂). (7.74)

A inequação (7.74) significa que o fluxo de sáıda do elemento S é limitado pela função total de

entrada, x, e pela porção de x não perdida, u. A seguir é apresentada a análise espećıfica de um

regulador com perdas.

Exemplo 7.14 (Regulador de tráfego com perdas). Sejam x, y ∈ Ct, respectivamente, os tráfegos

de entrada e sáıda de um regulador σ ∈ C com perdas, como ilustra a Figura 7.27.

u

uP

x
yσ

B

D

+

Figura 7.27: Regulador com perdas.

Além das equações (7.68)-(7.73), o sistema ilustrado na Figura 7.27 satisfaz a

seguinte equação:

ŷ = ŷ ⊕ ŷσ, (7.75)
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Da equação (7.75), ŷ = ŷσ∗; e da equação (7.72), û < ŷλB. Dáı, û < ŷσ∗λB. Além

disso, da equação (7.73), û < ŷ /◦∂D. Assim, û < (ŷσ∗)/◦∂D < ŷ(σ∗ /◦∂D). Dessa forma, tem-se:

û < ŷ [(σ∗λB) ⊕ (σ∗ /◦∂D)] .

ou ainda, da equação (7.71),

û = û [e ⊕ (σ∗λB) ⊕ (σ∗ /◦∂D)] . (7.76)

Das equações (7.69) e (7.76), tem-se:

û = û [(σ∗λB) ⊕ (σ∗ /◦∂D) ⊕ (x̂\◦ x̂)] . (7.77)

Finalmente, das equações (7.71), (7.75) e (7.77), tem-se:

ŷ < ûσ∗

= û [(σ∗λB) ⊕ (σ∗ /◦∂D) ⊕ (x̂\◦ x̂)] σ∗. (7.78)

Considere-se o caso particular em que B(t) = 0,∀t. Nesse caso, das equações (7.71)

e (7.72), ŷ = û. Além disso, das equações (7.71) e (7.75), ŷ < ûσ. Assim, da inequação (7.74),

ŷ < û [σ ⊕ (x̂\◦ x̂)]. Dáı, tem-se:

ŷ < û [σ ⊕ (x̂\◦ x̂)]∗ . (7.79)

Considerando que û < ê, as máximas funções ŷ que satisfazem as equações (7.78) e

(7.79) são as seguintes funções:

y(0, t) = ([(σ∗λB) ⊕ (σ∗ /◦∂D) ⊕ (x̂\◦ x̂)] σ∗) (0, t), (7.80)

y(0, t) = ([σ ⊕ (x̂\◦ x̂)]∗) (0, t). (7.81)

O limitante de y(0, t) expresso na equação (7.80) foi anteriormente apresentado em

Chang (2000, Theorem 5.4.1), e o limitante da equação (7.81) foi anteriormente apresentado em

Cruz e Taneja (1998, Theorem 1).

Observação 32. Nesta seção, foi analisada a situação em que as perdas de pacotes são

originadas por limitantes em B(t) e em D(t). Contudo, é posśıvel considerar o caso em que

a causa das perdas de pacotes é desconhecida, mas são conhecidos limitantes para B(t) e D(t).

A modelagem para este caso é idêntica à apresentada nesta seção.
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7.8 Conclusão

Neste caṕıtulo foram analisados alguns elementos encontrados em modelos de

sistemas de comunicações. Dos elementos apresentados, apenas os enlaces conservativos com

capacidade variável haviam sido analisados em outros trabalhos para um cenário variante no

tempo. Dos demais elementos, são contribuições deste trabalho os canais de atraso máximo

determinado e os reordenadores de bit.

Na literatura, encontram-se análises de reguladores ótimos, buffers de recepção e

multiplexadores. Porém, pela primeira vez, esses elementos são analisados a partir de uma

abordagem baseada na álgebra de dióides, em um cenário variante no tempo e a partir de um

método sistemático e modular. Também são contribuições deste trabalho a definição de função

de atraso variável ∂D (Definição 26) e o método para a representação de elementos com perdas

apresentado na Seção 7.7. Como no Caṕıtulo 6, os limitantes aqui obtidos são melhores do que os

resultantes da análise invariante no tempo, embora neste caṕıtulo tais comparações não estejam

apresentadas explicitamente.

Nas Seções 7.5 e 7.6, o modelo de multiplexador FIFO bit a bit apresentado no

Caṕıtulo 6 foi estendido para multiplexadores mais realistas, em que se garante a integridade de

pacotes e se permitem fluxos de entrada de diferentes prioridades. O modelo de multiplexador

apresentado foi dividido em duas partes: uma responsável pela inversão na ordem de serviço de

bits; outra responsável pela multiplexação e serviço dos tráfegos de entrada. A análise sistemática

apresentada neste trabalho facilitou a extensão do modelo de multiplexador com dois fluxos de

entrada (Seção 7.5) para um multiplexador com M fluxos de entrada de diferentes prioridades

(Seção 7.6). Além disso, facilitou a verificação de uma falha na expressão apresentada como

curva de serviço para um tráfego de prioridade mediana, em Georges et al. (2005).

Ao longo de todo o caṕıtulo, foram inseridos exemplos ilustrativos. Esses

exemplos foram apresentados como uma forma de validar os métodos propostos neste trabalho,

confrontando os resultados aqui obtidos com os encontrados na literatura.
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Conclusão

As contribuições deste trabalho podem ser consideradas sob dois aspectos. Por um

lado, no uso sistemático da álgebra de dióides e na definição de métodos para a modelagem e

análise de desempenho de redes de comunicações. Por outro lado, nas análises desenvolvidas e

resultados alcançados para alguns sistemas espećıficos. Esses dois aspectos estão apresentados

mais detalhadamente na Seção 8.1. Em seguida, na Seção 8.2, as posśıveis extensões para este

trabalho são apresentadas.

8.1 Contribuições do trabalho

Em geral, na literatura relacionada ao Network Calculus, sistemas são tratados

individualmente, de forma que, para cada problema, propõe-se uma solução. Uma contribuição

deste trabalho é o uso intensivo das técnicas da álgebra de dióides para uma análise mais

sistemática de redes de comunicações. Nesse sentido, dois métodos foram propostos. O

primeiro método, apresentado na Seção 4.8, propõe que a modelagem e a resolução de problemas

relacionados a redes de comunicações sejam feitas na álgebra de dióides. Esse método só faz

sentido, porque a proposição rigorosa de um dióide, juntamente com a utilização intensiva do

formalismo de dióides, permitiu a classificação de restrições em “tipos”, o que levou, finalmente,

à idéia de “elementos básicos”.

Os elementos básicos, isolados ou compostos, são capazes de descrever restrições

de componentes de redes de comunicações. Para cada restrição considerada, deve existir um

elemento básico ou uma composição de elementos básicos que a represente1. Por exemplo, no

Caṕıtulo 7, mostrou-se como é posśıvel modelar perdas a partir de uma composição dos quatro

elementos básicos definidos no Caṕıtulo 4. Caso uma determinada restrição não corresponda aos

1A menos da restrição de fluxo que é considerada sempre presente.

147



148 Caṕıtulo 8: Conclusão

elementos básicos definidos (ou a uma composição desses elementos), pode-se definir um novo

elemento para representar a nova restrição. Por isso, esse método é modular.

Para tornar posśıvel a implementação desse método de resolução de problemas na

álgebra de dióides, definiu-se uma base matemática para a descrição de restrições comumente

encontradas em redes de comunicações, como a presença de filtros reguladores, limitações de

tamanho de buffers e a multiplexação de tráfegos. Neste sentido, são contribuições deste trabalho:

Definição do dióide C . A partir de uma estrutura encontrada na literatura, definiu-se, no

Caṕıtulo 3, o dióide C . Esse dióide mostrou-se adequado ao tratamento de redes de

comunicações.

Uso de residuações. Residuação é uma ferramenta importante para a resolução de problemas

na álgebra de dióides. Neste trabalho, definiram-se as residuações das operações de

multiplicação à direita e à esquerda, definindo as “divisões” à direita (/◦ ) e à esquerda

(\◦ ) no dióide C . Essas residuações foram utilizadas sistematicamente ao longo do texto,

permitindo a derivação de novos resultados para o NC.

Definições de funções de atraso variáveis. Conforme discussão no Caṕıtulo 7, por

conveniência, duas funções de atraso foram definidas:2 a função δa, adequada para descrever

atrasos de bits que deixam um sistema em um dado instante e para representar curvas de

serviço em função de informações sobre atraso; e a função ∂D, adequada para descrever

atrasos de bits que chegam a um sistema em um instante determinado e para representar

fluxos de prioridades distintas e reordenamento de bits.

Definições de mapeamentos. Para trabalhar inteiramente na álgebra de dióides e, ao

mesmo tempo, representar restrições comuns a redes de comunicações, definiram-se cinco

mapeamentos em C . O mapeamento x̂ extrai de uma dada função as informações referentes

ao intervalo de tempo (0, t] sendo importante para escrever em C praticamente todas as

restrições abordadas neste trabalho, como restrições de fluxo, de backlog, de serviço e de

regulação. Os mapeamentos de projeção Pr {·} e Pr {·} permitem a obtenção de limitantes

não-decrescentes no tempo a partir de funções quaisquer, com ou sem porções decrescentes.

Os mapeamentos F {·} e G {·} facilitam a representação de restrições relacionadas à

multiplexação de tráfegos.

O segundo método definido neste trabalho, apresentado na Seção 5.1, determina

procedimentos para a obtenção de limitantes de parâmetros de desempenho em redes. A idéia

central deste método é adicionar um elemento básico que represente um parâmetro de interesse,

em paralelo a um sistema em observação. Em seguida, verifica-se para que parâmetros do

elemento adicionado suas restrições são redundantes. Este método se baseia no conceito de

equivalência entre modelos de sistemas introduzido na Seção 5.6.

2A função δD, apresentada no Caṕıtulo 3, é um caso particular da função δa, definida no Caṕıtulo 6.
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Além das contribuições mencionadas anteriormente, este trabalho chegou a alguns

resultados particularmente interessantes, mencionados a seguir. Na Seção 5.6, o conceito

de equivalência entre representações de sistemas foi usado, para determinar simplificações de

modelos em relação a um certo parâmetro de QoS e em relação a fluxos de entrada e de sáıda

de interesse. Como um resultado interessante dessa discussão, mostrou-se que, quando se obtêm

várias curvas de serviço não comparáveis para um dado sistema, é mais vantajoso manter as

curvas obtidas em paralelo. Essa idéia cria uma representação original para restrições de garantia

de serviço em sistemas, na qual, ao invés de uma única curva, procura-se um conjunto de curvas

de serviço que representem mais fielmente as restrições de serviço do sistema em análise. No

Caṕıtulo 6, mostrou-se, para um exemplo ilustrativo, como a manutenção de duas curvas de

serviço foi capaz de representar mais adequadamente o comportamento de um multiplexador

FIFO bit a bit, mantendo a caracteŕıstica particular a esse sistema de igualdade de limitantes

de atraso para os diferentes tráfegos de entrada.

Também no Caṕıtulo 6, mostrou-se que, mesmo em um cenário invariante no tempo,

é posśıvel e potencialmente mais vantajoso obter curvas de serviço variantes no tempo. Essas

curvas de serviço tendem a ser menos conservativas3 para a obtenção de limitantes de QoS no

transitório do fluxo de entrada, no ińıcio de rajadas.

No Caṕıtulo 7, como uma forma de ilustrar os métodos mencionados anteriormente,

analisaram-se alguns componentes comumente encontrados em modelos de sistemas de

comunicações, tais como: enlaces conservativos, reguladores ótimos, buffers de recepção,

reordenadores de bits e multiplexadores. Dos elementos analisados, os canais de atraso máximo

determinado e os reordenadores de bit são contribuições deste trabalho. Dos demais, reguladores

ótimos, buffers de recepção e multiplexadores foram analisados pela primeira vez a partir de

uma abordagem totalmente baseada na álgebra de dióides e em um cenário variante no tempo.

Além disso, na Seção 7.6, analisaram-se multiplexadores mais realistas do que os encontrados

normalmente na literatura do NC, em que se garante a integridade de pacotes e se permitem fluxos

de entrada de diferentes prioridades. Finalmente, também é uma contribuição deste trabalho o

método para a representação de elementos com perdas apresentado na Seção 7.7.

8.2 Trabalhos futuros

Uma questão relevante levantada por este trabalho é como os procedimentos

sistemáticos propostos favorecem a utilização do NC para a resolução de problemas práticos.

Uma extensão direta deste trabalho é a implementação de uma ferramenta computacional gráfica,

3Dependendo do caso em análise, é posśıvel que se obtenham os mesmos limitantes a partir de curvas de serviço
variantes ou invariantes no tempo.
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por exemplo, um toolbox para o MATLAB Simulink (Simulation and Model-Based Design - The

MathWorks, 2007). Uma ferramenta como esta facilitaria sensivelmente o uso dos resultados do

NC, porque todos os cálculos poderiam ficar transparentes ao projetista ou avaliador de uma

rede, que apenas precisaria entender o significado de cada elemento básico. Nesse caso, modelar

e analisar uma rede de comunicações sob a ótica do NC significaria simplesmente: desenhar a

rede; determinar pontos de observação entre os quais seriam monitoradas curvas de interesse ou

parâmetros pré-definidos de QoS; analisar os resultados obtidos.

A relação entre NC e técnicas de controle e tomadas de decisão em redes é um aspecto

que ainda pode ser melhor investigado. Na literatura, existem artigos que relacionam NC e

técnicas de controle de admissão de tráfegos. Por exemplo, Daniel-Cavalcante e Santos-Mendes

(2006), analisam como o controle de admissão de tráfegos pode ser usado, para garantir uma

curva de serviço mı́nima para um certo fluxo de interesse. Considera-se um multiplexador com

dois fluxos de entrada. Nesse caso, deseja-se determinar uma curva de regulação σc (controlador)

a ser imposta a um dos fluxos de entrada de modo que o outro fluxo (de interesse) tenha garantida

uma dada curva de serviço (objetivo de controle).

Uma ferramenta ainda inexplorada para a resolução de problemas relacionados ao

NC é a definição de um dióide de séries de potência (Baccelli et al., 1992). Dióides de séries de

potência são particularmente interessantes para a representação de funções com padrão repetitivo.

Para o caso invariante no tempo, é posśıvel definir um dióide polinomial para o tratamento de

problemas relacionados ao NC (Daniel-Cavalcante e Santos-Mendes, 2008a). Para o caso variante

no tempo, a definição de um dióide polinomial não é direta e seria necessária uma investigação

minuciosa para verificar sua possibilidade.

Um outro aspecto ainda pouco explorado na literatura, é a obtenção de uma curva

de serviço fim-a-fim que um sistema formado pela junção em série de multiplexadores dedica

a um determinado fluxo i de interesse. Do Caṕıtulo 5, uma maneira de se obter essa curva

de serviço é através da multiplicação em C da curva de serviço obtida em cada multiplexador

do caminho de i. Fidler (2003) discute como obter uma curva de serviço menos conservativa

para esse fluxo de interesse, a partir do Prinćıpio Estendido de “Pay Burst Only Once”. Esse

resultado é intuitivo e leva em conta que um mesmo bit não deve sofrer o máximo atraso posśıvel

em duas redes consecutivas. Fidler (2003) trata apenas de um cenário invariante no tempo, com

curvas de regulação tipo leaky bucket (equação 2.5) e curvas de serviço tipo rate latency (β(ν) =

R ·(ν−T )+). Seria muito interessante, levando-se em conta este prinćıpio, obter expressões gerais

para a curva de serviço de um tráfego de interesse dentre um agregado de tráfegos, considerando

qualquer tipo de curva de regulação e de serviço, para um cenário invariante ou variante no tempo,

em que se determinam uma ou mais curvas de serviço para cada multiplexador pertencente ao

caminho do fluxo de interesse e considerando posśıvel multiplexadores com tráfegos de entrada
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de diferentes prioridades.

Neste trabalho, obtiveram-se expressões para curvas de serviço a partir da descrição

do comportamento de sistemas. Também é posśıvel definir métodos para a determinação

experimental de curvas de serviço. Liebeherr et al. (2007) analisam esta questão a partir da

definição de um operador no dióide min-plus chamado de “transformada de Legendre”. Os

resultados obtidos são utilizados para a definição de um tráfego de pacotes de monitoração, com

os quais se obtêm informações suficientes para a estimação de curvas de serviço.

Os métodos apresentados neste trabalho podem ser utilizados para explorar melhor

variações de atraso (jitter). Neste trabalho, tratam-se problemas relacionados a quatro

parâmetros de desempenho: atraso, backlog e curvas de regulação e de serviço. A exemplo

de Cruz (1998) e Bennet et al. (2002), também existem trabalhos na literatura sobre variações

máximas de atraso (máximo jitter). Esses trabalhos partem da definição de curva de máximo

serviço (maximum service curve) apresentada em Cruz (1998) e Agrawal et al. (1998, 1999).

Para manter uma uniformidade com o presente trabalho, considere-se a definição de restrição de

máximo serviço a seguir.

Definição 30 (Restrição de máximo serviço e curva de máximo serviço). Sejam x, y, ̺ : (Z+)2 →

R+ ∪ {+∞} funções que satisfazem a seguinte inequação:

∀t ∈ Z+ : y(0, t) ≤ min
0≤s≤t

{x(0, s) + ̺(s, t)} . (8.1)

A inequação (8.1) é chamada de “restrição de máximo serviço” entre x e y; e a função ̺

correspondente é chamada de “curva de máximo serviço”.

No dióide C proposto neste trabalho, a inequação (8.1) pode ser rescrita da seguinte

maneira:

ŷ = ŷ ⊕ x̺̂. (8.2)

Para utilizar os métodos apresentados neste trabalho no tratamento de problemas

de jitter basta adicionar ao conjunto de restrições básicas consideradas, a equação (8.2); e ao

conjunto de elementos básicos, um elemento que satisfaça as seguintes equações: ŷ = ŷ ⊕ x̂ e

ŷ = ŷ ⊕ x̺̂.

Finalmente, embora os resultados deste trabalho tenham sido apresentados em um

contexto puramente de determinação de desempenho de redes de pacotes, é posśıvel que possam

ser utilizados para outros sistemas de filas (sistemas de manufatura ou sistemas de transporte

de mercadorias, por exemplo). Nesse caso, é necessário uma recontextualização das definições de

curvas de regulação e de serviço para o sistema considerado. Por exemplo, as curvas de regulação

podem representar a máxima quantidade de uma determinada peça que podem ser postas em

uma esteira, em um certo intervalo de tempo.
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Apêndice A

Tabelas de resultados

Este caṕıtulo reapresenta as tabelas de resultados desta tese. As contribuições deste

trabalho estão identificadas por uma estrela (⋆).

∀a, b, c ∈ D:

a ⊕ b = b ⊕ a (a ⊕ b) ⊕ c = a ⊕ (b ⊕ c) (a ⊗ b) ⊗ c = a ⊗ (b ⊗ c)

(a ⊕ b) ⊗ c = (a ⊗ c) ⊕ (b ⊗ c) c ⊗ (a ⊕ b) = (c ⊗ a) ⊕ (c ⊗ b) ε ⊕ a = a ⊕ ε = a

ε ⊗ a = a ⊗ ε = ε e ⊗ a = a ⊗ e = a a ⊕ a = a

Tabela 3.1 Axiomas de um dióide.

∀a, b, x ∈ D:

ax 4 b ⇔ x 4 a\◦b xa 4 b ⇔ x 4 b/◦a (PR.1)

a\◦ (ax) < x (xa) /◦a < x (PR.2)

(ab) \◦x = b\◦ (a\◦x) x/◦ (ba) = (x/◦a) /◦b (PR.3)

(a ⊕ b) \◦x = a\◦x ∧ b\◦x x/◦ (a ⊕ b) = x/◦a ∧ x/◦b (PR.4)

b (a\◦x) 4 (a/◦b) \◦x (x/◦a) b 4 x/◦ (b\◦a) (PR.5)

(a\◦x)b 4 a\◦ (xb) b(x/◦a) 4 (bx)/◦a (PR.6)

x/◦a∗
4 x a∗ \◦x 4 x (PR.7)

a\◦ (x ∧ y) = (a\◦x) ∧ (a\◦y) (x ∧ y)/◦a = (x/◦a) ∧ (y /◦a) (PR.8)

a\◦ (x ⊕ y) < (a\◦x) ⊕ (a\◦y) (x ⊕ y)/◦a < (x/◦a) ⊕ (y /◦a) (PR.9)

(a ∧ b)\◦x < (a\◦x) ⊕ (b\◦x) x/◦ (a ∧ b) < (x/◦a) ⊕ (x/◦b) (PR.10)

a(a\◦x) 4 x (x/◦a)a 4 x (PR.11)

a(a\◦ (ax)) = ax ((ax)/◦a)a = ax (PR.12)

a\◦ [a(a\◦x)] = a\◦x [(x/◦a)a]/◦a = x/◦a (PR.13)

(a\◦x)/◦b = a\◦ (x/◦b) b\◦ (x/◦a) = (b\◦x)/◦a (PR.14)

(a\◦x) ⊕ b 4 a\◦ (x ⊕ ab) (x/◦a) ⊕ b 4 (x ⊕ ba)/◦a (PR.15)

Tabela 3.2 Propriedades da residuação (adaptado de Baccelli et al., 1992, Table 4.1 ).
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∀a, b, y ∈ C :

(a ⊕ b)(s, t) = inf {a(s, t), b(s, t)}

(a ⊗ b)(s, t) =

(
min

s≤τ≤t
{a(s, τ ) + b(τ, t)} , se s ≤ t

0, caso contrário

(a \◦ b)(s, t) =

(
max

τ≤s≤t
{b(τ, t) − a(τ, s)}+, se s ≤ t

0, caso contrário

(b /◦ a)(s, t) =

(
sup

s≤t≤τ

{b(s, τ ) − a(t, τ )}+, se s ≤ t

0, caso contrário

(a ∧ b)(s, t) = sup {a(s, t), b(s, t)}

⋆

⋆

⋆

Tabela 3.3 Operações definidas em C .

Validade Propriedade Referência

∀x ∈ C (x ⊗ λB)(s, t) =


x(s, t) + B(t), se s ≤ t
0, se s > t

(PL.1)

∀x ∈ C (λB ⊗ x)(s, t) =


x(s, t) + B(s), se s ≤ t
0, se s > t

(PL.2)

∀x ∈ C (x /◦λB)(s, t) = [x(s, t) − B(t)]+ (PL.3)

∀x ∈ C (λB \◦x)(s, t) = [x(s, t) − B(s)]+ (PL.4)

⋆

⋆

⋆

Tabela 3.4 Propriedades da função de deslocamento vertical: λB ∈ C .
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∀D ∈ Z+ (constante):

Validade Propriedade Referência

∀x ∈ Ct (x ⊗ δD)(s, t) =

8
<
:

x(s, t − D), se t ≥ s + D
x(s, s), se s ≤ t < s + D
0, se s > t

(PD.1)

∀x ∈ Cs (δD ⊗ x)(s, t) =

8
<
:

x(s + D, t), se t ≥ s + D
x(t, t), se s ≤ t < s + D
0, se s > t

(PD.2)

∀x ∈ Ct (x ⊗ δD) ∈ Ct (PD.3)

∀x ∈ Cs (δD ⊗ x) ∈ Cs (PD.4)

∀x ∈ Ct Se x(s, s) = 0, ∀s, então (x ⊗ δD)(s, t) = x(s, (t − D)+) (PD.5)

∀x ∈ Cs Se x(s, s) = 0, ∀s, então (δD ⊗ x)(s, t) = x(s + D, t) (PD.6)

∀x ∈ Ct (x/◦δD)(s, t) =


x(s, t + D), se s ≤ t
0, se s > t

(PD.7)

∀x ∈ Ct (x ⊗ δD)/◦δD = x ⊗ (δD /◦δD) = x (PD.8)

∀x, y ∈ Ct (x ⊕ y)/◦δD = x/◦δD ⊕ y /◦δD (PD.9)

∀x, y ∈ Ct Se xδD < y, então x < y /◦δD (PD.10)

∀x, y ∈ Ct Se x(s, s) ≤ y(s, s), ∀s, então xδD < y ⇔ x < y /◦δD (PD.11)

∀x ∈ Cs (δD \◦x)(s, t) =


x

`
(s − D)+, t

´
, se s ≤ t

0, se s > t
(PD.12)

∀x, y ∈ Cs δD \◦(x ⊕ y) = δD \◦x ⊕ δD \◦y (PD.13)

∀x, y ∈ Cs Se δDx < y, então x < δD \◦y (PD.14)

∀x, y ∈ Cs Se x(t, t) ≤ y(t, t), ∀t, então δDx < y ⇔ x < δD \◦y (PD.15)

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

Tabela 3.5 Propriedades da função de atraso constante: δD ∈ C .

∀x, y ∈ C :

∀s, t ∈ Z+: y(s, t) ≤ x(s, t) y = y ⊕ x y < x x = x ∧ y

∀t ∈ Z+: y(0, t) ≤ x(0, t) by = by ⊕ bx by < bx bx = bx ∧ by
⋆

⋆

Tabela 3.6 Equivalências entre restrições na álgebra convencional e no dióide C .
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Validade Propriedade Referência

∀a, b ∈ C, b(0, 0) = 0 b ⊗ ba = ba (PH.1)

∀a, b ∈ C ba ⊗ b = d(ab) (PH.2)

∀a, b ∈ C (ba \◦b)(s, t) =


[b(0, t) − a(0, s)]+ , se s ≤ t,
0, caso contrário

(PH.3)

∀a, b ∈ C (b /◦ba)(s, t) =

(
sup
τ≥0

{b(0, τ ) − a(0, τ )}+ , se s = t = 0

0, caso contrário
(PH.4)

∀a, b ∈ C,
b(s, t) < +∞, se s, t < +∞

b \◦ba = ε (PH.5)

∀a, b ∈ C,
b(s, t) < +∞, se s, t < +∞

ba /◦b = (̂a/◦b) (PH.6)

∀a ∈ C (ba∗)(s, t) =


a(0, t), se s = 0
e(s, t), se s 6= 0

(PH.7)

∀a, b ∈ C b ⊗ ba∗ = b ⊕ ba (PH.8)

∀a ∈ Ct (ba\◦ba)∗ = (ba\◦ba) (PH.9)

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

Tabela 3.7 Propriedades do operador x̂.

Validade Propriedade Referência

∀x ∈ Ct Pr {x} = Pr {x} = x (PP.1)

∀a, b ∈ C′
t Pr {a ⊗ b} = Pr {a ⊗ b} = a ⊗ b (PP.2)

⋆

⋆

Tabela 3.8 Propriedades das projeções de C em Ct.

∀a, b, x ∈ C :

(Pr {x})(s, t) = max0≤τ≤t {x(s, τ )}

(Pr {x})(s, t) = infτ≥t {x(s, τ )}

(F {a, b})(s, t) = a(s, t) + b(s, t)

(G {a, b})(s, t) = [a(s, t) − b(s, t)]+

⋆

⋆

⋆

⋆

Tabela 3.9 Mapeamentos Pr, Pr, F e G definidos em C .
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Validade Propriedade Referência

∀a, b, c, d ∈ C Se a < c e b < d, então F {a, b} < F {c, d} (PM.1)

∀a, b, c ∈ C a < F {b, c} ⇔ b 4 G {a, c} ⇔ c 4 G {a, b} (PM.2)

∀a, b, c ∈ C a 4 F {b, c} ⇔ b < G {a, c} ⇔ c < G {a, b} (PM.3)

∀a, b, c ∈ C Se a < b, então G {c, a} 4 G {c, b} (PM.4)

∀a, b, c, d ∈ C (F {a, b})\◦ (F {c, d}) < F {(a\◦c), (b\◦d)} (PM.5)

∀xk ∈ Ct, k = 1, . . . , M F {x1δD, . . . , xMδD} = F {x1, . . . , xM} ⊗ δD (PM.6)

∀xk∈ C e ∀Xk : λXk
∈C, k=1, . . . , M F {x1λX1

, . . . , xMλXM
} = F {x1, . . . , xM}λ(X1+...,XM ) (PM.7)

∀xk, βk ∈ C, k = 1, . . . , M F {x1β1, . . . , xMβM} < F {x1, . . . , xM} ⊗ F {β1, . . . , βM} (PM.8)

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

Tabela 3.10 Propriedades dos mapeamentos F e G.

Elemento Representação gráfica Restrições matemáticas

M -acoplador sem perdas y+··
·

x1

xM

y = Fk=1,...,M {xk}

Regulador σ sem perdas
x y

σ
by = by ⊕ bx
by = by ⊕ byσ

Rede β sem perdas
x y

β
by = by ⊕ bx

bxβ = bxβ ⊕ by

Fila W sem perdas
x y

W
by = by ⊕ bx
bx = bx ⊕ byλW

⋆

⋆

⋆

⋆

Tabela 4.1 Elementos básicos e suas restrições matemáticas em C .

Sistema original Sistema equivalente Parâmetro de equivalência

u x y
σ β

u x y
σ β

δD̄

δD̄ = inf δd,
s. a σ∗δd < β

u x y
σ β

u x y
σ β

W

W (t) = (β \◦σ∗)(t, t)

u x y
σ β

u x y
σ β

σy

σy = β \◦σ∗

u x y
σ β

u x y
σ β

β′

β′ indeterminado

⋆

⋆

Tabela 5.1 Parâmetros de QoS obtidos para um sistema regulador σ - rede β.
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Sistema original Sistema equivalente Parâmetro para equivalência total

u x y
σ1 σ2

u y

σ σ indeterminado

u y
σ1

σ2

u y

σ σ = (σ1 ⊕ σ2)
∗

u x y
β1 β2

u y

β β = β1β2

u y
β1

β2

u y

β β indeterminado

u x y
W1 W2

u y

W
W (t) = W1(t) + W2(t)

u y
W1

W2

u y

W W (t) = min {W1(t), W2(t)}

⋆

⋆

⋆

⋆

Tabela 5.2 Sistemas equivalentes e parâmetros para equivalência total.

Sistema original Sistema equivalente Parâmetro de equivalência

u x y
σ

β1

β2

u x y
σ

β1

β2

δD̄

δD̄1
= inf δd,

s. a σ∗δd < β1

δD̄2
= inf δd,

s. a σ∗δd < β2

D̄ = min
˘
D̄1, D̄2

¯

u x y
σ

β1

β2

u x y
σ

β1

β2

W

W1(t) = (β1 \◦σ∗)(t, t)

W2(t) = (β2 \◦σ∗)(t, t)

W (t) = min {W1(t),W2(t)}

u x y
σ

β1

β2

u x y
σ

β1

β2

σy

σy = [β1 \◦σ∗ ⊕ β2 \◦σ∗]

⋆

⋆

⋆

Tabela 5.3 Parâmetros de QoS obtidos para um sistema formado pela junção em série de um
regulador σ e duas redes β em paralelo.
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Validade Propriedade Referência

∀x ∈ Ct (xδa)(s, t) =

8
<
:

x(s, t − a(t)), se s ≤ t − a(t),
x(s, s), se t − a(t) < s ≤ t,
0, se s > t.

(PDA.1)

∀x ∈ Ct Se x(s, s) = 0, ∀s, então (x ⊗ δa)(s, t) = x(s, [t − a(t)]+) (PDA.2)

∀x ∈ Cs (δa \◦x)(s, t) =


x([s − a(s)]+ , t), se s ≤ t,
0, se s > t.

(PDA.3)

∀xk ∈ Ct, k = 1, . . . , M F {x1δa, . . . , xMδa} = F {x1, . . . , xM} δa (PDA.4)

⋆

⋆

⋆

⋆

Tabela 6.1 Propriedades da função de atraso variável δa ∈ C .

Validade Propriedade Referência

∀x ∈ Cs (∂Dx)(s, t) =

8
<
:

x(s + D(s), t), se s + D(s) ≤ t,
x(t, t) se s + D(s) > t ≥ s,
0, se s > t.

(PPD.1)

∀x ∈ Cs Se x(t, t) = 0, ∀t, então (∂D ⊗ x)(s, t) = x(s + D(s), t) (PPD.2)

∀x ∈ Ct (x/◦∂D)(s, t) =


x(s, t + D(t)), se s ≤ t,
0, se s > t.

(PPD.3)

∀xk ∈ Ct, k = 1, . . . , M F {x1 /◦∂D, . . . , xM /◦∂D} = F {x1, . . . , xM} /◦∂D (PPD.4)

⋆

⋆

⋆

⋆

Tabela 7.1 Propriedades da função de atraso variável ∂D ∈ C .

Sistema original Sistema equivalente Parâmetros de equivalência

u x y
σ β

u x y
σ β

D

δa

δa = inf δα,
s. a σ∗δα < β

∂D = inf ∂d,
s. a σ∗

< β /◦ ∂d

⋆

Tabela 7.2 Parâmetros de atraso obtidos para um sistema regulador σ - rede β.

Elemento Representação gráfica Restrições matemáticas

Enlace conservativo
com capacidade C

ou regulador C guloso:

x y
C by = bxC∗

Linha de atraso
máximo D(t) sem perdas:

Dx y by = by ⊕ bx
bx = bx ⊕ by /◦∂D

Linha de atraso
constante D:

x y
D by = bxδD

⋆

Tabela 7.3 Elementos básicos adicionais e suas restrições em C .
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Configuração de tráfego Curva de serviço do fluxo 1, β1

Mesma prioridade

βa1

1 = σ∗
1δai

,

β1(s, t) =


0, se s ≥ t − Θ1(t)
(G {β, σ12δΘ1

}) (s, t), se s < t − Θ1(t)
sendo

B12(t) = L2, ∀t
Ω2(s, t) = inf {d ≥ 0, (µ2 /◦λL2

)(s, t + d) ≥ σ∗
2(s, t)}

D12(t) = max
0≤s≤t

{Ω2(s, t)}

σ12 = e ⊕ (σ∗
2 /◦∂D12

) ⊕ (σ∗
2λB12

)
ρ1 = F {σ11, σ12}
a1 = inf {δα : ρ1δα < β}

Fluxo 1 menos prioritário β1 = G {β, σ∗
2}

Fluxo 1 mais prioritário β1 = β /◦λL2

Fluxos sem garantia de
ordem de serviço

β1 = σ∗
1δD̄1

sendo
∂D1

= inf {∂d : F {(e ⊕ σ∗
1 /◦∂d), (e ⊕ σ∗

2 /◦∂d)} < β /◦∂d}
D̄1 = sup

t≥0
{D1(t)}

⋆

⋆

⋆

⋆

Tabela 7.4 Curvas de serviço obtidas para quatro configurações de tráfegos multiplexados.



Apêndice B

Demonstrações referentes ao

Caṕıtulo 3

A seguir, são apresentadas as demonstrações de propriedades apresentadas no

Caṕıtulo 3. Para facilitar a leitura, as demonstrações estão divididas por tabela.

B.1 Propriedades da Tabela 3.4

Propriedades (PL.1) e (PL.2). Para todo x ∈ C:

(x ⊗ λB)(s, t) =





x(s, t) + B(t), se s ≤ t,

0, se s > t,
(B.1)

(λB ⊗ x)(s, t) =





x(s, t) + B(s), se s ≤ t,

0, se s > t.
(B.2)

Demonstração. Seja x ∈ C. Da definição de produto apresentada na Tabela 3.3 e da Definição 16,

∀s, t, se s ≤ t:

(x ⊗ λB)(s, t) = min
s≤τ≤t

{x(s, τ) + λB(τ, t)}

= min

{
min

s≤τ<t
{x(s, τ) + λB(τ, t)} , [x(s, t) + λB(t, t)]

}

= min {+∞, [x(s, t) + B(t)]} = x(s, t) + B(t).

Por outro lado, quando s > t, (x ⊗ λB)(s, t) = 0, diretamente da definição de produto, o que

completa a prova da equação (B.1).

A prova da equação (B.2) é parecida.
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Propriedade (PL.3). Para todo x ∈ C:

(a/◦λB)(s, t) = [a(s, t) − B(t)]+ .

Demonstração. Da Tabela 3.3, ∀s, t ∈ Z+, se s ≤ t:

(a/◦λB)(s, t) = sup
s≤t≤τ

{a(s, τ) − λB(t, τ)}+

= max

{
[a(s, t) − λB(t, t)]+, sup

s≤t<τ
{a(s, τ) − λB(t, τ)}+

}

= [a(s, t) − B(t)]+.

Além disso, se s > t, então a(s, t) = 0, de forma que [a(s, t) − B(t)]+ = [0 − B(t)]+ = 0 =

(a/◦λB)(s, t), da definição de residuação (Tabela 3.3).

Propriedade (PL.4). Para todo x ∈ C:

(λB \◦a)(s, t) = [a(s, t) − B(s)]+ .

Demonstração. Da Tabela 3.3, ∀s, t ∈ Z+, se s ≤ t:

(λB \◦a)(s, t) = max
0≤τ≤s≤t

{a(τ, t) − λB(τ, s)}+

= max

{
[a(s, t) − λB(s, s)]+ , max

0≤τ<s≤t
{a(τ, t) − λB(τ, s)}+

}

= [a(s, t) − B(s)]+ .

Além disso, se s > t, então a(s, t) = 0, de forma que [a(s, t) − B(s)]+ = 0 = (λB \◦a)(s, t)

(Tabela 3.3).

B.2 Propriedades da Tabela 3.5

Nesta seção, considere-se que s, t, τ, v,D ∈ Z+ e que D é uma constante.

Propriedade (PD.1). Para todo x ∈ Ct:

(x ⊗ δD)(s, t) =





x(s, t − D), se t ≥ s + D,

x(s, s), se s ≤ t < s + D,

0, se s > t.

Demonstração. Da Tabela 3.3, ∀s, t, se s ≤ t,

(x ⊗ δD)(s, t) = min
s≤τ≤t

{x(s, τ) + δD(τ, t)} .
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Seja t < s + D. Nesse caso, como s ≤ τ , então t < τ + D. Assim, da Definição 17, δD(τ, t) = 0.

Portanto, se s ≤ t < τ + D, (x ⊗ δD)(s, t) = mins≤τ≤t {x(s, τ)}. Mas, da consideração de que

x ∈ Ct: mins≤τ≤t {x(s, τ)} = x(s, s). Dáı, se s ≤ t < s + D, então (x ⊗ δD)(s, t) = x(s, s).

Por outro lado, se t ≥ s + D, ou seja, se s ≤ t − D, então:

(x ⊗ δD)(s, t) = min

{
min

s≤τ<t−D
{x(s, τ) + δD(τ, t)} , min

t−D≤τ≤t
{x(s, τ) + δD(τ, t)}

}

= min

{
min

s≤τ<t−D
{x(s, τ) + ∞} , min

t−D≤τ≤t
{x(s, τ) + 0}

}

= min
t−D≤τ≤t

{x(s, τ)} = x(s, t − D).

Por fim, quando s > t, (x ⊗ δD)(s, t) = 0, direto da definição de produto.

Propriedade (PD.2). Para todo x ∈ Cs:

(δD ⊗ x)(s, t) =





x(s + D, t), se t ≥ s + D,

x(t, t), se s ≤ t < s + D,

0, se s > t.

Demonstração. Da Tabela 3.3, ∀s, t, se s ≤ t,

(δD ⊗ x)(s, t) = min
s≤τ≤t

{δD(s, τ) + x(τ, t)} .

Seja t < s + D. Dáı, τ ≤ t < s + D. Dessa forma, da Definição 17, δD(s, τ) = 0 e então

(δD ⊗ x)(s, t) = min
s≤τ≤t

{x(τ, t)} = x(t, t),

porque x ∈ Cs.

Por outro lado, se t ≥ s + D:

(δD ⊗ x)(s, t) = min

{
min

s≤τ≤s+D
{0 + x(τ, t)} , min

s+D<τ≤t
{+∞ + x(τ, t)}

}

= min
s≤τ≤s+D

{x(τ, t)} = x(s + D, t).

Finalmente, (δD ⊗ x)(s, t) = 0, se s > t, pela definição de produto.

Propriedades (PD.3) e (PD.4). Para todo x ∈ Ct: (x ⊗ δD) ∈ Ct e (δD ⊗ x) ∈ Cs.

Demonstração. Da propriedade (PD.1), Tabela 3.5,

(xδD)(s, t) =





x(s, t − D), se t ≥ s + D,

x(s, s), se s ≤ t < s + D,

0, se s > t.

Sejam s, t1, t2 ∈ Z+, com t1 ≤ t2. Nesse caso, para provar que xδD ∈ Ct, basta provar que

(xδD)(s, t1) ≤ (xδD)(s, t2), ∀s, t1, t2, com t1 ≤ t2. A análise será feita por intervalos.
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1. Se s ≤ t1 − D, então s ≤ t1 − D ≤ t2 − D. Nesse caso, (xδD)(s, t1) = x(s, t1 − D) e

(xδD)(s, t2) = x(s, t2 −D). Mas, como x ∈ Ct, então, x(s, t1 −D) ≤ x(s, t2 −D). Portanto,

(xδD)(s, t1) ≤ (xδD)(s, t2).

2. Se t1−D < s ≤ min {t2 − D, t1}, então (xδD)(s, t1) = x(s, s) e (xδD)(s, t2) = x(s, t2 − D).

Como x ∈ Ct e s ≤ t2−D, então, x(s, s) ≤ x(s, t2−D). Portanto, (xδD)(s, t1) ≤ (xδD)(s, t2).

3. Se t2 − D < s ≤ t1, então t1 − D ≤ t2 − D < s ≤ t1 ≤ t2. Assim: (xδD)(s, t1) = x(s, s) e

(xδD)(s, t2) = x(s, s). Dáı, (xδD)(s, t1) = (xδD)(s, t2).

4. Se t1 < s ≤ t2 − D, então (xδD)(s, t1) = 0 e (xδD)(s, t2) = x(s, t2 − D). Dáı, como x ∈ Ct,

então x(s, t) ≥ 0, ∀s, t ∈ Z+ e, portanto, (xδD)(s, t1) ≤ (xδD)(s, t2).

5. Se max {t1, t2 − D} < s ≤ t2, então (xδD)(s, t1) = 0 e (xδD)(s, t2) = x(s, s) ≥ 0. Dáı,

(xδD)(s, t1) ≤ (xδD)(s, t2).

6. Finalmente, se s > t2 ≥ t1, então (xδD)(s, t1) = (xδD)(s, t2) = 0.

Dos itens anteriores, tem-se ∀s, t1, t2 ∈ Z+, com t1 ≤ t2: (xδD)(s, t1) ≤ (xδD)(s, t2). Desta

forma, (xδD) ∈ Ct.

A análise da propriedade (PD.4), Tabela 3.5, é parecida.

Propriedades (PD.5) e (PD.6). Seja x ∈ C, tal que x(s, s) = 0, ∀s. Se x ∈ Ct:

(x ⊗ δD)(s, t) = x(s, [t − D]+).

Além disso, se x ∈ Cs:

(δD ⊗ x)(s, t) = x(s + D, t).

Demonstração. Seja x ∈ Ct. Da propriedade (PD.1), Tabela 3.5, se x(s, s) = 0, ∀s:

(xδD)(s, t) =





x(s, t − D), se t ≥ s + D,

0, se t < s + D.
(B.3)

Agora, se t ≥ s + D, então x(s, [t − D]+) = x(s, t − D), dado que s ≥ 0. Portanto,

da equação (B.3), (xδD)(s, t) = x(s, [t − D]+). Por outro lado, se t < s + D dois casos podem

acontecer: t < D ≤ s + D ou D ≤ t < s + D. Pela definição do conjunto C (equação 3.5)

e novamente da equação (B.3), se t < D, então x(s, [t − D]+) = x(s, 0) = 0 = (xδD)(s, t); se

D ≤ t < s + D, ou seja, se 0 ≤ t − D < s, então x(s, [t − D]+) = x(s, t − D) = 0 = (xδD)(s, t).

Do exposto anteriormente, (xδD)(s, t) = x(s, [t − D]+).

A segunda propriedade, ou seja, (δDx)(s, t) = x(s + D, t), quando x(s, s) = 0, ∀s,

é conseqüência direta da propriedade (PD.2), Tabela 3.5, e do fato de que, se x ∈ C, então

x(s + D, t) = 0, quando t < s + D.
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Propriedade (PD.7). Para todo x ∈ Ct:

(x/◦δD)(s, t) =





x(s, t + D), se s ≤ t,

0, se s > t.

Demonstração. Da Tabela 3.3, ∀s, t tais que s ≤ t:

(x/◦δD)(s, t) = sup
s≤t≤τ

{x(s, τ) − δD(t, τ)}+

= max

{
0, max

s≤t≤τ≤t+D
{x(s, τ) − 0} , sup

τ>t+D
{x(s, τ) −∞}

}

= max
s≤t≤τ≤t+D

{x(s, τ)} = x(s, t + D),

se x ∈ Ct. Quando s > t, (x/◦δD)(s, t) = 0, diretamente da definição da operação ◦/.

Propriedade (PD.8). Para todo x ∈ Ct:

(x ⊗ δD)/◦δD = x ⊗ (δD /◦δD) = x.

Demonstração. Da propriedade (PD.7), Tabela 3.5,

[(xδD)/◦δD] (s, t) =





(xδD)(s, t + D), se s ≤ t,

0, se s > t.

Mas, da propriedade (PD.1), Tabela 3.5, quando x ∈ Ct: (xδD)(s, t + D) = x(s, t),

se t ≥ s. Assim, ∀s, t:

[(xδD)/◦δD] (s, t) =





x(s, t), se s ≤ t,

0, se s > t.

= x(s, t).

Dáı: [(xδD)/◦δD] = x.

Por fim, fazendo x = e na equação anterior, tem-se: [(eδD)/◦δD] = (δD /◦δD) = e, e

então x ⊗ (δD /◦δD) = x ⊗ e = x, o que completa a prova.

Propriedade (PD.9). Para todo x, y ∈ Ct:

(x ⊕ y)/◦δD = x/◦δD ⊕ y /◦δD.

Demonstração. Primeiramente, é necessário mostrar que, se x ∈ Ct e y ∈ Ct, então (x ⊕ y) ∈ Ct.

Sejam t1, t2 ∈ Z+ tais que t1 ≤ t2. Então, ∀s: x(s, t1) ≤ x(s, t2) e y(s, t1) ≤ y(s, t2). Assim, da

Tabela 3.3, ∀s, t1, t2 ∈ Z+, com t1 ≤ t2:

(x ⊕ y)(s, t1) = inf {x(s, t1), y(s, t1)}

≤ inf {x(s, t2), y(s, t2)} = (x ⊕ y)(s, t2),
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e, portanto, (x ⊕ y) ∈ Ct. Dessa forma, da propriedade (PD.7), Tabela 3.5, se s ≤ t,

[(x ⊕ y)/◦δD] (s, t) = (x ⊕ y)(s, t + D)

= inf {x(s, t + D), y(s, t + D)}

= inf {(x/◦δD)(s, t), (y /◦ δD)(s, t)}

= [(x/◦δD) ⊕ (y /◦δD)] (s, t).

Por outro lado, se s > t,

[(x ⊕ y)/◦δD] (s, t) = [(x/◦δD) ⊕ (y /◦δD)] (s, t) = 0.

Dessa forma, ∀s, t ∈ Z+ : [(x ⊕ y)/◦δD] (s, t) = [(x/◦δD) ⊕ (y /◦δD)] (s, t). Portanto, da Tabela 3.6,

(x ⊕ y)/◦δD = x/◦δD ⊕ y /◦δD.

Propriedades (PD.10) e (PD.11). Para todo x, y ∈ Ct:

xδD < y ⇒ x < y /◦δD.

Além disso, se x(s, s) ≤ y(s, s), ∀s, então:

xδD < y ⇔ x < y /◦δD.

Demonstração. Primeiramente, se xδD < y, então, da Tabela 3.6, ∀s, t ∈ Z+ : (xδD)(s, t) ≤

y(s, t). Assim, da propriedade (PD.1), Tabela 3.5, se x ∈ Ct, então ∀t ≥ s + D : x(s, t − D) ≤

y(s, t), ou equivalentemente, fazendo v = t − D, ∀v ≥ s ≥ 0 : x(s, v) ≤ y(s, v + D). Assim, da

consideração de que y ∈ Ct e da propriedade (PD.7), Tabela 3.5,

∀v ≥ s ≥ 0 : x(s, v) ≤ (y /◦δD)(s, v).

Por outro lado, ∀v < s, x(s, v) = (y /◦δD)(s, v) = 0, de forma que a seguinte inequação é satisfeita:

∀v, s ∈ Z+ : x(s, v) ≤ (y /◦δD)(s, v),

ou ainda, da Tabela 3.6, x < y /◦δD, o que completa a prova da primeira parte.

Para a segunda parte, considere-se que x < y /◦δD. Da Tabela 3.6, portanto, ∀s, t ∈

Z+ : x(s, t) ≤ (y /◦δD)(s, t). Nesse caso, se y ∈ Ct, da propriedade (PD.7), Tabela 3.5, ∀s, t ∈

Z+, se s ≤ t : x(s, t) ≤ y(s, t+D). Seja v = t+D. Se s ≤ t, então s ≤ v−D ou, equivalentemente,

v ≥ s + D, de forma que ∀s, v ∈ Z+, se v ≥ s + D : x(s, v − D) ≤ y(s, v). Mas, da propriedade

(PD.3), Tabela 3.5, se v ≥ s + D, então x(s, v − D) = (xδD)(s, v). Dáı, se x < y /◦δD, então

∀s, v ∈ Z+, se v ≥ s + D : (xδD)(s, v) ≤ y(s, v).
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Além disso, das hipóteses y ∈ Ct e x(s, s) ≤ y(s, s),∀s, tem-se: ∀s, v ∈ Z+, se s ≤ v : x(s, s) ≤

y(s, s) ≤ y(s, v). Mas, quando s ≤ v < s + D, (xδD)(s, v) = x(s, s). Dáı:

∀s, v ∈ Z+, se s ≤ v < s + D : (xδD)(s, v) ≤ y(s, v).

Finalmente, ∀s, v ∈ Z+, se s > v : (xδD)(s, v) = y(s, v) = 0.

Do exposto anteriormente, se x, y ∈ Ct; x(s, s) ≤ y(s, s),∀s; e x < y /◦δD:

∀s, v ∈ Z+ : (xδD)(s, v) ≤ y(s, v).

Equivalentemente, da Tabela 3.6, xδD < y.

Propriedade (PD.12). Para todo x ∈ Cs:

(δD \◦x)(s, t) =





x([s − D]+, t), se s ≤ t,

0, se s > t.

Demonstração. Da Tabela 3.3, ∀s, t ∈ Z+, se s ≤ t:

(δD \◦x)(s, t) = max
τ≤s≤t

{x(τ, t) − δD(τ, s)}+,

onde τ ∈ Z+. Dáı, se s ≥ D,

(δD \◦x)(s, t) = max

{
0, max

s−D≤τ≤s≤t
{x(τ, t) − 0} , max

τ<s−D≤s≤t
{x(τ, t) −∞}

}

= max
s−D≤τ≤s≤t

{x(τ, t)} ;

se s < D,

(δD \◦x)(s, t) = max

{
0, max

s−D≤0≤τ≤s≤t
{x(τ, t) − 0}

}
= max

0≤τ≤s≤t
{x(τ, t)} .

Da análise anterior, tem-se:

(δD \◦x)(s, t) = max
[s−D]+≤τ≤s≤t

{x(τ, t)} .

Mas, se x ∈ Cs, então max[s−D]+≤τ≤s≤t {x(τ, t)} = x([s−D]+, t). Nesse caso, portanto, se s ≤ t:

(δD \◦x)(s, t) = x([s − D]+, t).

Finalmente, quando s > t: (δD \◦x)(s, t) = 0, diretamente, da definição da operação

\◦ .

Propriedade (PD.13). Para todo x, y ∈ Cs:

δD \◦ (x ⊕ y) = δD \◦x ⊕ δD \◦y.
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Demonstração. Primeiramente, é necessário mostrar que, se x ∈ Cs e y ∈ Cs, então (x ⊕ y) ∈ Cs.

Sejam s1, s2 ∈ Z+ tais que s1 ≤ s2. Então, x(s1, t) ≥ x(s2, t) e y(s1, t) ≥ y(s2, t). Dáı, ∀s1, s2 ∈

Z+, se s1 ≤ s2, então:

(x ⊕ y)(s1, t) = inf {x(s1, t), y(s1, t)}

≥ inf {x(s2, t), y(s2, t)} = (x ⊕ y)(s2, t).

Dessa forma, (x ⊕ y) ∈ Cs.

Uma vez que (x ⊕ y) ∈ Cs, de acordo com a propriedade (PD.12), Tabela 3.5, se

s ≤ t,

[δD \◦ (x ⊕ y)] (s, t) = (x ⊕ y)([s − D]+, t)

= inf
{
x([s − D]+, t), y([s − D]+, t)

}

= inf {(δD \◦x)(s, t), (δD \◦y)(s, t)}

= [(δD \◦x) ⊕ (δD \◦y)] (s, t).

Por outro lado, se s > t,

[δD \◦ (x ⊕ y)] (s, t) = [(δD \◦x) ⊕ (δD \◦y)] (s, t) = 0.

Portanto: δD \◦(x ⊕ y) = δD \◦x ⊕ δD \◦y.

Propriedades (PD.14) e (PD.15). Para todo x, y ∈ Cs:

δDx < y ⇒ x < δD \◦y.

Além disso, se x(t, t) ≤ y(t, t), ∀t:

δDx < y ⇔ x < δD \◦y.

Demonstração. Primeiramente, se δDx < y, então, da Tabela 3.6, ∀s, t ∈ Z+ : (δDx)(s, t) ≤

y(s, t). Assim, da propriedade (PD.2), Tabela 3.5, se x ∈ Cs, ∀t ≥ s + D : x(s + D, t) ≤ y(s, t),

ou equivalentemente, fazendo v = s + D, ∀t ≥ v : x(v, t) ≤ y(v − D, t). Nesse caso, v ≥ D, já

que s ∈ Z+, de forma que y(v − D, t) = y([v − D]+, t). Assim, da consideração de que y ∈ Cs e

da propriedade (PD.12), Tabela 3.5,

∀t ≥ v : x(v, t) ≤ (δD \◦y)(v, t).

Por outro lado, ∀t < v, x(v, t) = (δD \◦y)(v, t) = 0, de forma que a seguinte inequação é satisfeita:

∀v, t ∈ Z+ : x(v, t) ≤ (δD \◦y)(v, t).
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ou ainda, da Tabela 3.6, x < δD \◦y, o que completa a prova da primeira parte.

Para a segunda parte, considere-se que x < δD \◦y. Da Tabela 3.6, portanto, ∀s, t ∈

Z+ : x(s, t) ≤ (δD \◦y)(s, t). Nesse caso, se y ∈ Cs, da propriedade (PD.12), Tabela 3.5, ∀s, t ∈

Z+, se s ≤ t : x(s, t) ≤ y([s − D]+, t). Seja v = s − D. Se s ≤ t, então t ≥ v + D, de forma

que ∀v, t ∈ Z+, se t ≥ v + D : x(v + D, t) ≤ y(v+, t) = y(v, t). Mas, da propriedade (PD.2),

Tabela 3.5, se t ≥ v + D, então x(v + D, t) = (δDx)(v, t). Dáı, se x < δD \◦y, então

∀v, t ∈ Z+, se t ≥ v + D : (δDx)(v, t) ≤ y(v, t).

Além disso, das hipóteses y ∈ Ct e x(t, t) ≤ y(t, t),∀t, tem-se: ∀v, t ∈ Z+, se v ≤ t : x(t, t) ≤

y(t, t) ≤ y(v, t). Mas, quando v ≤ t < v + D, (δDx)(v, t) = x(t, t). Dáı:

∀v, t ∈ Z+, se v ≤ t < v + D : (δDx)(v, t) ≤ y(v, t).

Finalmente, ∀v, t ∈ Z+, se v > t : (δDx)(v, t) = y(v, t) = 0.

Do exposto anteriormente, se x, y ∈ Cs; x(t, t) ≤ y(t, t),∀t; e x < δD \◦y:

∀v, t ∈ Z+ : (δDx)(v, t) ≤ y(v, t).

Equivalentemente, da Tabela 3.6: δDx < y.

B.3 Propriedades da Tabela 3.7

Propriedade (PH.1). Sejam a, b ∈ C, com b(0, 0) = 0. Tem-se: b ⊗ â = â.

Demonstração. Da Tabela 3.3 e da Definição 18, tem-se, ∀s, t ∈ Z+, se s ≤ t:

(b ⊗ â)(s, t) = min
s≤τ≤t

{b(s, τ) + â(τ, t)}

=





min
0≤τ≤t

{b(0, τ) + â(τ, t)} , se s = 0,

min
s≤τ≤t

{b(s, τ) + ε(τ, t)} , se s > 0,

=





min

{
[b(0, 0) + â(0, t)], min

0<τ≤t
{b(0, τ) + ε(τ, t)}

}
, se s = 0,

ε(s, t), se s > 0,

=





â(0, t), se s = 0,

ε(s, t), se s > 0,

= â(s, t).

Por outro lado, quando s > t, então (b⊗ â)(s, t) = â(s, t) = 0. Dessa forma, se b(0, 0) = 0, então

b ⊗ â = â.
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Propriedade (PH.2). Sejam a, b ∈ C. Tem-se: â ⊗ b = (̂ab).

Demonstração. De acordo com a Tabela 3.3, ∀s, t ∈ Z+, se s ≤ t: (a ⊗ b)(s, t) =

mins≤τ≤t {a(s, τ) + b(τ, t)}. Dessa forma, da Definição 18, ∀t:

(̂a ⊗ b)(0, t) = (a ⊗ b)(0, t)

= min
0≤τ≤t

{a(0, τ) + b(τ, t)}

= min
0≤τ≤t

{â(0, τ) + b(τ, t)}

= (â ⊗ b)(0, t).

Além disso, ∀s 6= 0: â(s, t) = ε(s, t), ∀t. Dessa forma, ∀s, t ∈ Z+, se s 6= 0: (â ⊗ b)(s, t) =

(ε ⊗ b)(s, t) = ε(s, t) = (̂a ⊗ b)(s, t). Dáı, (̂a ⊗ b) = â ⊗ b = âb.

Propriedade (PH.3). Sejam a, b ∈ C. Tem-se, ∀s, t ∈ Z+:

(â \◦b)(s, t) =





[b(0, t) − a(0, s)]+ , se s ≤ t,

0, caso contrário.

Demonstração. Da Tabela 3.3 e da Definição 18, tem-se, ∀s, t ∈ Z+, se s ≤ t:

(â \◦b)(s, t) = max
0≤τ≤s≤t

{b(τ, t) − â(τ, s)}+

= max

{
[b(0, t) − â(0, s)]+, max

0<τ≤s≤t
{b(τ, t) − â(τ, s)}+

}

= max

{
[b(0, t) − â(0, s)]+, max

0<τ≤s≤t
{b(τ, t) − ε(τ, s)}+

}

= [b(0, t) − a(0, s)]+ .

Além disso, quando s > t, (â \◦b)(s, t) = 0, por definição.

Propriedade (PH.4). Sejam a, b ∈ C. Tem-se, ∀s, t ∈ Z+:

(b /◦ â)(s, t) =





supτ≥0 {b(0, τ) − a(0, τ)}+ , se s = t = 0,

0, caso contrário.

Demonstração. Para todo s, t ∈ Z+, se s ≤ t:

(b /◦ â)(s, t) = sup
s≤t≤τ

{b(s, τ) − â(t, τ)}

=





sup0≤t≤τ {b(0, τ) − â(0, τ)}+, se t = 0,

sups≤t≤τ {b(s, τ) − ε(t, τ)}+, se t 6= 0,

=





supτ≥0 {b(0, τ) − â(0, τ)}+, se t = 0,

0, se t 6= 0.
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Para completar a prova, quando s > t, (b /◦ â)(s, t) = 0, por definição.

Propriedade (PH.5). Sejam a, b ∈ C, com b(s, t) < +∞, ∀s, t < +∞. Tem-se, b \◦ â = ε.

Demonstração. Da Tabela 3.3, ∀s, t ∈ Z+, se s ≤ t:

(b \◦ â)(s, t) = max
0≤τ≤s≤t

{â(τ, t) − b(τ, s)}

= max

{
[â(0, t) − b(0, s)]+, max

0<τ≤s≤t
{â(τ, t) − b(τ, s)}+

}

= max

{
[â(0, t) − b(0, s)]+, max

0<τ≤s≤t
{ε(τ, t) − b(τ, s)}+

}

= ε(s, t).

Além disso, quando s > t, (b \◦ â)(s, t) = 0 = ε(s, t). Dáı: b\◦ â = ε.

Propriedade (PH.6). Sejam a, b ∈ C, com b(s, t) < +∞, ∀s, t < +∞. Tem-se: (â /◦b) = (̂a/◦b).

Demonstração. De acordo com a Tabela 3.3, ∀s, t ∈ Z+, se s ≤ t:

(â /◦b)(s, t) = sup
s≤t≤τ

{â(s, τ) − b(t, τ)}+

=





sup
0≤t≤τ

{â(0, τ) − b(t, τ)}+, se s = 0,

sup
s≤t≤τ

{ε(s, τ) − b(t, τ)}+, se s 6= 0,

=





sup
0≤t≤τ

{a(0, τ) − b(t, τ)}+, se s = 0,

ε(s, t), se s 6= 0,

=





(a/◦b)(0, t), se s = 0,

ε(s, t), se s 6= 0,

= (̂a/◦b)(s, t).

Além disso, quando s > t, (â /◦b)(s, t) = (̂a/◦b)(s, t) = 0.

Propriedade (PH.7). Seja a ∈ C, com a(0, 0) = 0. Tem-se:

(â∗)(s, t) =





a(0, t), se s = 0,

e(s, t), se s 6= 0.

Demonstração. Da propriedade (PH.1), Tabela 3.7, â ⊗ â = â. Dáı:

â∗ = e ⊕ â ⊕ â2 ⊕ â3 ⊕ . . .

= e ⊕ â. (B.4)
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Dessa forma, ∀s, t ∈ Z+, tem-se:

(â∗)(s, t) = (e ⊕ â)(s, t)

=





inf {e(0, t), a(0, t)} , se s = 0,

inf {e(s, t), ε(s, t)} , se s 6= 0,

=





a(0, t) = â(0, t), se s = 0,

e(s, t), se s 6= 0.

Além disso, quando s > t, (â∗)(s, t) = e(s, t) = 0, o que completa a prova.

Propriedade (PH.8). Sejam a, b ∈ C. Tem-se: b ⊗ â∗ = b ⊕ â.

Demonstração. Da equação (B.4) e da propriedade (PH.7),

b ⊗ â∗ = b ⊗ (e ⊕ â)

= b ⊕ bâ.

Agora, da propriedade (PH.1), bâ = â. Dáı: b ⊗ â∗ = b ⊕ â.

Propriedade (PH.9). Seja a ∈ Ct. Tem-se: (â\◦ â)∗ = (â\◦ â).

Demonstração. Da Tabela 3.3, ∀s, t ∈ Z+, se s ≤ t,

[(â\◦ â) ⊗ (â\◦ â)] (s, t) = min
s≤τ≤t

{(â\◦ â)(s, τ) + (â\◦ â)(τ, t)} .

Mas, de acordo com a propriedade (PH.3), Tabela 3.7, se s ≤ t, (â\◦ â)(s, t) = [a(0, t) − a(0, s)]+.

Além disso, da consideração de que a ∈ Ct, quando s ≤ t, então a(0, s) ≤ a(0, t) de forma que

[a(0, t) − a(0, s)]+ = a(0, t) − a(0, s). Dáı:

[(â\◦ â) ⊗ (â\◦ â)] (s, t) = min
s≤τ≤t

{(â\◦ â)(s, τ) + (â\◦ â)(τ, t)}

= min
s≤τ≤t

{a(0, τ) − a(0, s) + a(0, t) − a(0, τ)}

= a(0, t) − a(0, s)

= (â\◦ â)(s, t).

Dessa forma:

(â\◦ â)∗ = e ⊕ (â\◦ â) ⊕ (â\◦ â)2 ⊕ . . .

= e ⊕ (â\◦ â) = (â\◦ â),

porque (â\◦ â)(t, t) = a(0, t) − a(0, t) = 0, ∀t ∈ Z+.
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B.4 Proposição 6

Proposição. Sejam x♭, x♯ ∈ C e x ∈ Ct. Considerem-se Pr {x♭} e Pr {x♯}, respectivamente, a

projeção C -superior de x♭ em Ct, e a projeção C -inferior de x♯ em Ct, conforme Definição 19.

Se x♭ 4 x 4 x♯, então as seguintes inequações também são satisfeitas:

Pr {x♭} 4 x 4 Pr {x♯} .

Demonstração. De acordo com a Definição 19, têm-se:

(Pr {x♭})(s, t) = inf
τ≥t

{x♭(s, τ)} ,

(Pr {x♯})(s, t) = max
0≤τ≤t

{x♯(s, τ)} .

Assim, para todo ponto (s, t) da curva Pr {x♭}, existe um ponto (s, τ), com τ ≥ t, tal que

(Pr {x♭})(s, t) = x♭(s, τ) = (Pr {x♭})(s, τ). No ponto (s, τ), tem-se: (Pr {x♭})(s, τ) = x♭(s, τ) ≥

x(s, τ), porque x♭ 4 x. Agora, como x ∈ Ct e τ ≥ t, x(s, τ) ≥ x(s, t). Portanto, para todo ponto

(s, t), existe um τ ≥ t, tal que (Pr {x♭})(s, t) = x♭(s, τ) = (Pr {x♭})(s, τ) = x♭(s, τ) ≥ x(s, τ) ≥

x(s, t) e então, ∀s, t ∈ Z+: (Pr {x♭})(s, t) ≥ x(s, t). Dessa forma, da Tabela 3.6, Pr {x♭} 4 x.

Por outro lado, para todo ponto (s, t) da curva Pr {x♯}, existe um ponto (s, τ),

com τ ≤ t, tal que (Pr {x♯})(s, t) = x♯(s, τ) = (Pr {x♯})(s, τ). No ponto (s, τ), tem-se:

(Pr {x♯})(s, τ) = x♯(s, τ) ≤ x(s, τ), porque x 4 x♯. Agora, como x ∈ Ct e τ ≤ t, x(s, τ) ≤ x(s, t).

Portanto, para todo ponto (s, t), existe um τ ≤ t, tal que (Pr {x♯})(s, t) = x♯(s, τ) =

(Pr {x♯})(s, τ) = x♯(s, τ) ≤ x(s, τ) ≤ x(s, t) e então, ∀s, t ∈ Z+ : (Pr {x♯})(s, t) ≤ x(s, t).

Dáı, x 4 Pr {x♯}, o que completa a prova.

B.5 Propriedades da Tabela 3.8

Propriedade (PP.1). Seja x ∈ Ct. Tem-se:

Pr {x} = Pr {x} = x.

Demonstração. Seja x ∈ Ct. Nesse caso, se τ ≤ t, x(s, τ) ≤ x(s, t) e então max0≤τ≤t {x(s, τ)} =

x(s, t). Por outro lado, para τ ≥ t, x(s, τ) ≥ x(s, t), de forma que infτ≥t {x(s, τ)} = x(s, t).

Assim, da Definição 19, ∀s, t ∈ Z+ : (Pr {x})(s, t) = (Pr {x})(s, t) = x(s, t) e então Pr {x} =

Pr {x} = x.

Propriedade (PP.2). Sejam a, b ∈ Ct. Se b(t, t) ≤ b(t + 1, t + 1), ∀t, então,

Pr {a ⊗ b} = Pr {a ⊗ b} = a ⊗ b.
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Demonstração. De acordo com a Tabela 3.3, ∀s, t ∈ Z+, se s ≤ t + 1:

(a ⊗ b)(s, t + 1) = min
s≤τ≤t+1

{a(s, τ) + b(τ, t + 1)}

= min

{
min

s≤τ≤t
{a(s, τ) + b(τ, t + 1)} , a(s, t + 1) + b(t + 1, t + 1)

}
.

Se a, b ∈ Ct, então, a(s, t + 1) ≥ a(s, t), ∀s, t e b(τ, t + 1) ≥ b(τ, t), ∀τ, t. Desta forma,

(a ⊗ b)(s, t + 1) = min

{
min

s≤τ≤t
{a(s, τ) + b(τ, t + 1)} , a(s, t + 1) + b(t + 1, t + 1)

}

≥ min

{
min

s≤τ≤t
{a(s, τ) + b(τ, t)} , a(s, t) + b(t + 1, t + 1)

}

= min {(a ⊗ b)(s, t), a(s, t) + b(t + 1, t + 1)} .

Assim, da consideração de que b(t + 1, t + 1) ≥ b(t, t), ∀t, por um lado, ∀s, t ∈ Z+,

se s ≤ t + 1:

(a ⊗ b)(s, t + 1) ≥ min {(a ⊗ b)(s, t), a(s, t) + b(t + 1, t + 1)}

≥ min {(a ⊗ b)(s, t), a(s, t) + b(t, t)}

= (a ⊗ b)(s, t).

Por outro lado, se s > t+1, então s > t+1 > t, de forma que (a⊗ b)(s, t+1) = (a⊗ b)(s, t) = 0.

Portanto, ∀s, t ∈ Z+ : (a ⊗ b)(s, t + 1) ≥ (a ⊗ b)(s, t). Nesse caso, (a ⊗ b) ∈ Ct e, portanto, da

propriedade (PP.1), Tabela 3.8, Pr {a ⊗ b} = Pr {a ⊗ b} = a ⊗ b.

B.6 Propriedades da Tabela 3.10

Considerem-se as definições dos mapeamentos F : C → C e G : C → C (Definições 20

e 21 do Caṕıtulo 3). Dados a, b ∈ C, tem-se, ∀s, t ∈ Z+:

(F {a, b})(s, t) = a(s, t) + b(s, t),

(G {a, b})(s, t) = max {0, a(s, t) − b(s, t)} .

Propriedade (PM.1). Dados a, b, c, d ∈ C. Se a < c e b < d, então

F {a, b} < F {c, d} .

Demonstração. Das considerações de que a < c e b < d, ∀s, t ∈ Z+:

a(s, t) ≤ c(s, t),

b(s, t) ≤ d(s, t).
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Somando as inequações acima, tem-se, ∀s, t ∈ Z+:

a(s, t) + b(s, t) ≤ c(s, t) + d(s, t).

Equivalentemente:

∀s, t ∈ Z+ : (F {a, b})(s, t) ≤ (F {c, d})(s, t).

Da Tabela 3.6, portanto, F {a, b} < F {c, d}.

Propriedades (PM.2). Sejam a, b, c ∈ C. Tem-se:

a < F {b, c} ⇔ b 4 G {a, c} ⇔ c 4 G {a, b} .

Demonstração. Por um lado, se a < F {b, c}, então, ∀s, t ∈ Z+:

a(s, t) ≤ (F {b, c})(s, t) = b(s, t) + c(s, t).

Dessa forma, ∀s, t:

b(s, t) ≥ a(s, t) − c(s, t).

Além disso, como b ∈ C, então b(s, t) ≥ 0, ∀s, t. Dáı, ∀s, t:

b(s, t) ≥ max {0, a(s, t) − c(s, t)} = (G {a, c})(s, t).

Dáı: b 4 G {a, c}.

Por outro lado, se b 4 G {a, c}, então, ∀s, t ∈ Z+,

b(s, t) ≥ (G {a, c})(s, t) = max {0, a(s, t) − c(s, t)} .

Dessa forma, ∀s, t: b(s, t) ≥ 0, e b(s, t) ≥ a(s, t) − c(s, t). Esta última inequação implica que,

∀s, t: a(s, t) ≤ b(s, t) + c(s, t) = (F {b, c})(s, t). Dáı: a < F {b, c}.

Finalmente, da comutatividade do mapeamento F: a < F {b, c} ⇔ a < F {c, b} ⇔

c 4 G {a, b}.

Propriedade (PM.3). Sejam a, b, c ∈ C. Tem-se:

a 4 F {b, c} ⇔ b < G {a, c} ⇔ c < G {a, b} .

Demonstração. Por um lado, se a 4 F {b, c}, então, ∀s, t ∈ Z+:

a(s, t) ≥ (F {b, c})(s, t) = b(s, t) + c(s, t). (B.5)

Dessa forma, ∀s, t:

b(s, t) ≤ a(s, t) − c(s, t) = (G {a, c})(s, t).
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Dessa forma, b < G {a, c}.

Por outro lado, se b < G {a, c}, então, ∀s, t ∈ Z+:

b(s, t) ≤ (G {a, c})(s, t) = a(s, t) − c(s, t).

Dessa forma, ∀s, t: a(s, t) ≥ b(s, t) + c(s, t) = (F {b, c})(s, t). Dáı: a 4 F {b, c}.

Finalmente, da comutatividade do mapeamento F: a 4 F {b, c} ⇔ a 4 F {c, b} ⇔

c < G {a, b}.

Propriedade (PM.4). Sejam a, b, c ∈ C. Se a < b, então

G {c, a} 4 G {c, b} .

Demonstração. Se a < b, então, da Tabela 3.6, ∀s, t ∈ Z+ : a(s, t) ≤ b(s, t). Nesse caso, a

seguinte inequação deve ser satisfeita, ∀c ∈ C:

∀s, t ∈ Z+ : c(s, t) − a(s, t) ≥ c(s, t) − b(s, t).

Dessa forma,

∀s, t ∈ Z+ : max {0, c(s, t) − a(s, t)} ≥ max {0, c(s, t) − b(s, t)} ,

ou equivalentemente, ∀s, t ∈ Z+: (G {c, a})(s, t) ≥ (G {c, b})(s, t). Da Tabela 3.6, portanto:

G {c, a} 4 G {c, b}.

Propriedade (PM.5). Sejam a, b, c, d ∈ C. Tem-se:

(F {a, b})\◦ (F {c, d}) < F {(a\◦c), (b\◦d)} .

Demonstração. Para todo s, t ∈ Z+, tem-se:

[(F {a, b})\◦ (F {c, d})] (s, t) = max
τ≤s≤t

{(F {c, d})(τ, t) − (F {a, b})(τ, s)}

= max
τ≤s≤t

{c(τ, t) + d(τ, t) − a(τ, s) − b(τ, s)}

= max
τ≤s≤t

{[c(τ, t) − a(τ, s)] + [d(τ, t) − b(τ, s)]}

≤ max
τ≤s≤t

{c(τ, t) − a(τ, s)} + max
τ≤s≤t

{d(τ, t) − b(τ, s)}

= (a\◦c)(s, t) + (b\◦d)(s, t)

= [F {(a\◦c), (b\◦d)}] (s, t).

Dáı, ∀s, t ∈ Z+: [(F {a, b})\◦(F {c, d})] (s, t) ≤ [F {(a\◦c), (b\◦d)}] (s, t). Portanto, da Tabela 3.6,

(F {a, b})\◦ (F {c, d}) < F {(a\◦c), (b\◦d)}.
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Propriedade (PM.6). Sejam xk ∈ Ct, k = 1, . . . ,M . Tem-se:

F {x1δD, . . . , xM δD} = F {x1, . . . , xM} ⊗ δD.

Demonstração. Da propriedade (PD.1), Tabela 3.5, tem-se, ∀s, t ∈ Z+:

(F {x1, . . . , xM} ⊗ δD)(s, t) =





(F {x1, . . . , xM})(s, t − D), se t ≥ s + D,

(F {x1, . . . , xM})s, s), se s ≤ t < s + D,

0, se s > t

=





∑M
k=1 xk(s, t − D), se t ≥ s + D,

∑M
k=1 xk(s, s), se s ≤ t < s + D,

∑M
k=1 0, se s > t

=
M∑

k=1

(xkδD)(s, t)

= (F {x1δD, . . . , xMδD})(s, t),

o que completa a prova.

Propriedade (PM.7). Sejam xk ∈ C e Xk : Z+ → R+, com k = 1, . . . ,M . Tem-se:

F {x1λX1 , . . . , xMλXM
} = F {x1, . . . , xM}λ(X1,...,XM ).

Demonstração. Da propriedade (PL.1), Tabela 3.4, (xkλXk
)(s, t) = xk(s, t) + Xk(t), k =

1, . . . ,M . Dessa forma, da Definição 20, tem-se, ∀s, t ∈ Z+:

(F {x1λX1, . . . , xMλXM
})(s, t) =

M∑

k=1

(xkλXk
)(s, t)

=
M∑

k=1

[xk(s, t) + Xk(t)]

=

M∑

k=1

xk(s, t) +

M∑

k=1

Xk(t)

= (F {x1, . . . , xM}λ(X1,...,XM ))(s, t).

Dáı: F {x1λX1 , . . . , xMλXM
} = F {x1, . . . , xM}λ(X1,...,XM ).

Propriedade (PM.8). Sejam xk, βk ∈ C, k = 1, . . . ,M . Tem-se:

F {x1β1, . . . , xMβM} < F {x1, . . . , xM} ⊗ F {β1, . . . , βM} .
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Demonstração. Primeiramente, ∀s, t ∈ Z+, se s ≤ t:

(F {x1β1, . . . , xkβk})(s, t) =
M∑

k=1

(xkβk) (s, t)

=

M∑

k=1

min
s≤τ≤t

{xk(s, τ) + βk(τ, t)}

≤

M∑

k=1

[xk(s, τ) + βk(τ, t)] , ∀τ : s ≤ τ ≤ t

=
M∑

k=1

xk(s, τ) +
M∑

k=1

βk(τ, t), ∀τ : s ≤ τ ≤ t

= (F {x1, . . . , xM})(s, τ) + (F {β1, . . . , βM})(τ, t), ∀τ : s ≤ τ ≤ t.

Mas, se a inequação acima é válida ∀τ , tal que s ≤ τ ≤ t, então a seguinte inequação também é

válida, ∀s, t ∈ Z+, se s ≤ t:

(F {x1β1, . . . , xMβM})(s, t) ≤ min
s≤τ≤t

{(F {x1, . . . , xM})(s, τ) + (F {β1, . . . , βM})(τ, t)}

= (F {x1, . . . , xM} ⊗ F {β1, . . . , βM}) (s, t).

Por outro lado, quando s > t,

(F {x1β1, . . . , xMβM})(s, t) = 0 = (F {x1, . . . , xM} ⊗ F {β1, . . . , βM}) (s, t).

Dessa forma, ∀s, t ∈ Z+ : (F {x1β1, . . . , xMβM})(s, t) ≤ (F {x1, . . . , xM} ⊗ F {β1, . . . , βM}) (s, t)

e portanto, da Tabela 3.6, F {x1β1, . . . , xMβM} < F {x1, . . . , xM} ⊗ F {β1, . . . , βM}.



Apêndice C

Demonstrações referentes ao

Caṕıtulo 4

Neste caṕıtulo, são apresentadas as demonstrações de propriedades apresentadas no

Caṕıtulo 4. Primeiramente, considere-se a Definição 20. Dados xk ∈ C, k = 1, . . . ,M , tem-se,

∀s, t ∈ Z+:

(F {x1, . . . , xM})(s, t) = x1(s, t) + . . . + xk(s, t).

Proposição 9. Considere-se um sistema cujo fluxo de sáıda é formado pelo agrupamento de M

funções de entrada, conforme ilustra a Figura 4.2. Sejam ak ∈ C, k = 1, . . . ,M as entradas

do sistema, cada uma sujeita a uma curva de regulação σk ∈ C, k = 1, . . . ,M . Seja, ainda,

x = F {x1, . . . , xM} a sáıda total do sistema (Definição 20). Uma posśıvel curva de regulação

para esse sistema, σ ∈ C, pode ser definida da seguinte maneira:

σ = F {σ∗
1 , . . . , σ

∗
M} .

Demonstração. As curvas xk, k = 1, . . . ,M estão sujeitas a uma curva de regulação σk. Assim,

da equação (4.6), ∀s, t ∈ Z+, se s ≤ t:

xk(0, t) ≤ xk(0, s) + σk(s, t),

ou ainda, da Proposição 8,

xk(0, t) ≤ xk(0, s) + σ∗
k(s, t),

A inequação acima é válida para k = 1, . . . ,M . Somando essas M inequações,

tem-se, ∀s, t ∈ Z+, se s ≤ t:

F {x1, . . . , xM} (0, t) ≤ F {x1, . . . , xM} (0, s) + (F {σ∗
1 , . . . , σ

∗
M})(s, t),
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ou equivalentemente,

x(0, t) ≤ x(0, s) + F {σ∗
1 , . . . , σ

∗
M} (s, t).

Comparando a inequação acima com a inequação (4.7), percebe-se que σ =

F {σ∗
1 , . . . , σ

∗
M} é uma posśıvel curva de regulação total do sistema.

Proposição 11. Sejam x e y, respectivamente, os fluxos entrada e sáıda de um dado sistema

causal. Se a função y(s, t) é aditiva, então sempre existe um s, com 0 ≤ s ≤ t, tal que y(s, t) ≥

β(s, t).

Demonstração. Da equação (4.9), para todo t ≥ 0, y(0, t) ≥ min
0≤τ≤t

{x(0, τ) + β(τ, t)}. Agora,

se o sistema é causal, então y(0, τ) ≤ x(0, τ), ∀τ , de forma que a seguinte inequação deve ser

satisfeita:

y(0, t) ≥ min
0≤τ≤t

{y(0, τ) + β(τ, t)} ∀t ≥ 0.

Dessa maneira, existe pelo menos um s com 0 ≤ s ≤ t, tal que y(0, t) ≥ y(0, s) + β(s, t) ou,

equivalentemente, existe pelo menos um s com 0 ≤ s ≤ t, tal que y(s, t) ≥ β(s, t). É garantido,

então, que uma quantidade de dados de pelo menos β(s, t) deixa o sistema durante o intervalo

(s, t].

Proposição 12. Se um sistema apresenta uma curva de serviço β, então qualquer função maior

ou igual a β, em C , também é uma posśıvel curva de serviço para o sistema.

Demonstração. Seja β uma curva de serviço para um dado sistema. A função β deve atender à

seguinte inequação: x̂β < ŷ. Assim, se β′ < β, então x̂β′ < x̂β < ŷ. Desta forma, β′ também é

uma posśıvel curva de serviço para o sistema.



Apêndice D

Demonstrações referentes ao

Caṕıtulo 6

Este apêndice contém demonstrações de proposições e teoremas apresentados no

Caṕıtulo 6. As demonstrações a seguir estão dispostas em uma ordem diferente da utilizada no

Caṕıtulo 6, para facilitar a compreensão.

Dada uma função a : Z+ → Z+, seja δa ∈ C definida da seguinte maneira:

δa(s, t) =





0, se t − a(t) ≤ s,

+∞, se t − a(t) > s,

conforme apresentado na Definição 24.

Propriedade (PDA.1). Seja x ∈ Ct. Tem-se, ∀s, t ∈ Z+:

(xδa)(s, t) =





x(s, t − a(t)), se s ≤ t − a(t),

x(s, s), se t − a(t) < s ≤ t,

0, se s > t.

Demonstração. Considerem-se s, t ∈ Z+. Se s ≤ t − a(t) ≤ t, então,

(xδa)(s, t) = min
s≤τ≤t

{x(s, τ) + δa(τ, t)}

= min

{
min

s≤t−a(t)≤τ≤t
{x(s, τ) + 0} , min

s≤τ<t−a(t)≤t
{x(s, τ) + ∞}

}

= min
s≤t−a(t)≤τ≤t

{x(s, τ)}

= x(s, t − a(t)).

Nos passos acima, a última equação é válida, porque x ∈ Ct.
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Por outro lado, quando t − a(t) < s ≤ t, tem-se:

(xδa)(s, t) = min
t−a(t)<s≤τ≤t

{x(s, τ) + δa(τ, t)}

= min
t−a(t)<s≤τ≤t

{x(s, τ) + 0}

= x(s, s)

Por fim, da definição de produto em C , tem-se: (xδa)(s, t) = 0, quando s > t.

(PDA.2). Seja x ∈ Ct. Se x(s, s) = 0, ∀s, então (x ⊗ δa)(s, t) = x(s, [t − a(t)]+).

Demonstração. Da propriedade (PDA.1), tem-se:

(xδa)(s, t) =





x(s, t − a(t)), se s ≤ t − a(t),

x(s, s), se t − a(t) < s ≤ t,

0, se s > t.

Dessa forma, se x(s, s) = 0, ∀s, então a seguinte equação é satisfeita:

(xδa)(s, t) =





x(s, t − a(t)), se s ≤ t − a(t),

0, se s > t − a(t).

Agora, se t−a(t) ≥ s, então x(s, [t−a(t)]+) = x(s, t−a(t)), porque s ≥ 0. Nesse caso,

tem-se: (xδa)(s, t) = x(s, [t−a(t)]+). Por outro lado, se t−a(t) < s dois casos podem acontecer:

t−a(t) ≤ 0 ≤ s ou 0 ≤ t−a(t) < s. Pela definição de C, se t−a(t) < 0 ≤ s, então x(s, [t−a(t)]+) =

x(s, 0) = 0 = (xδa)(s, t); se s > t−a(t) ≥ 0, então x(s, [t−a(t)]+) = x(s, t−a(t)) = 0 = (xδa)(s, t).

Do exposto anteriormente, tem-se: (xδa)(s, t) = x(s, [t − a(t)]+).

(PDA.3). Seja x ∈ Cs. Tem-se:

(δa \◦x)(s, t) =





x([s − a(s)]+ , t), se s ≤ t,

0, se s > t.

Demonstração. Considerem-se s, t ∈ Z+. Se s ≤ t, tem-se:

(δa \◦x)(s, t) = max
0≤τ≤s≤t

{x(τ, t) − δa(τ, s)}

max

{
max

[s−a(s)]+≤τ≤s≤t
{x(τ, t) − 0} , max

τ<s−a(s)≤s≤t
{x(τ, t) −∞}

}

= max
[s−a(s)]+≤τ≤s≤t

{x(τ, t)}

= x([s − a(s)]+ , t).
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Nos passos acima, a última equação é válida, porque x ∈ Cs.

Por fim, da definição da residuação do produto em C , tem-se: (δa \◦x)(s, t) = 0,

quando s > t.

Propriedade (PDA.4). Sejam ∀xk ∈ Ct, k = 1, . . . ,M . Tem-se:

F {x1δa, . . . , xM δa} = F {x1, . . . , xM} δa.

Demonstração. Da propriedade (PDA.1), tem-se, k = 1, . . . ,M :

(xkδa)(s, t) =





xk(s, t − a(t)), se s ≤ t − a(t),

xk(s, s), se t − a(t) < s ≤ t,

0, se s > t.

Dessa forma, da definição do operador F, se s ≤ t − a(t), tem-se:

(F {x1δa, . . . , xMδa}) (s, t) = (x1δa)(s, t) + . . . + (xMδa)(s, t)

= x1(s, t − a(t)) + . . . + xM (s, t − a(t))

= (F {x1, . . . , xM})(s, t − a(t))

= (F {x1, . . . , xM} δa)(s, t).

Por outro lado, se t − a(t) < s ≤ t, tem-se:

(F {x1δa, . . . , xMδa}) (s, t) = (x1δa)(s, t) + . . . + (xMδa)(s, t)

= x1(s, s) + . . . + xM (s, s)

= (F {x1, . . . , xM})(s, s)

= (F {x1, . . . , xM} δa)(s, t).

Por fim, se s > t, como F {x1δa, . . . , xMδa} ∈ C e F {x1, . . . , xM} δa ∈ C, tem-se:

(F {x1δa, . . . , xM δa})(s, t) = (F {x1, . . . , xM} δa)(s, t) = 0.

Proposição 23. Considere-se um sistema com M fluxos de entrada e disciplina de serviços

FIFO bit a bit. Sejam x, y ∈ Ct, respectivamente, os fluxos de entrada e sáıda totais do sistema;

xk, yk, k = 1, 2, . . . ,M , respectivamente, os fluxos de entrada e sáıda do fluxo k; e i o fluxo de

interesse. Da Definição 20, têm-se: x = F
{
xi, x(i)

}
e y = F

{
yi, y(i)

}
. Se ŷ 4 x̂δa, então

ŷi 4 x̂iδa,

ŷ(i) 4 x̂(i)δa;



190 Apêndice D: Demonstrações referentes ao Caṕıtulo 6

e se ŷ < x̂δa, então

ŷi < x̂iδa,

ŷ(i) < x̂(i)δa.

Demonstração. Considere-se que ŷ 4 x̂δa e ŷi 4/ x̂iδa. Nesse caso, ∃t ∈ Z+, tal que

y(0, t) ≥ x(0, t − a(t)),

yi(0, t) < xi(0, t − a(t)).

Para esse sistema, x = F
{
xi, x(i)

}
e y = F

{
yi, y(i)

}
. Assim,

x(0, t) = xi(0, t) + x(i)(0, t),

y(0, t) = yi(0, t) + y(i)(0, t).

Dáı, se y(0, t) ≥ x(0, t − a(t)), então

yi(0, t) + y(i)(0, t) ≥ xi(0, t − a(t)) + x(i)(0, t − a(t)),

ou equivalentemente, da consideração de que yi(0, t) < xi(0, t − a(t)),

y(i)(0, t) ≥ [xi(0, t − a(t)) − yi(0, t)] + x(i)(0, t − a(t))

> x(i)(0, t − a(t)).

Dessa forma, as seguintes inequações teriam que ser concomitantemente satisfeitas:

yi(0, t) < xi(0, t − a(t)),

y(i)(0, t) > x(i)(0, t − a(t)).

Isso não é posśıvel em um sistema FIFO bit a bit, porque significa que todos os

dados que chegaram do agregado de tráfegos excetuando-se o fluxo i até o instante t− a(t) mais

pelo menos um bit já deixaram o sistema até o instante t, mas nem todos os bits do fluxo i

que chegaram até o instante t − a(t) deixaram o sistema. Em outras palavras, pelo menos um

bit do fluxo agregado “passou na frente” de algum bit do fluxo i, o que contradiz a hipótese da

disciplina FIFO bit a bit. A hipótese análoga, ou seja, ŷ 4 x̂δa e ŷ(i) 4/ x̂(i)δa, leva ao mesmo

tipo de contradição.

Considere-se, agora, que ŷ < x̂δa, e ŷi </ x̂iδa. Nesse caso, ∃t ∈ Z+, tal que

y(0, t) ≤ x(0, t − a(t)),

yi(0, t) > xi(0, t − a(t)).
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Dessa forma, se y(0, t) ≤ x(0, t − a(t)), então

yi(0, t) + y(i)(0, t) ≤ xi(0, t − a(t)) + x(i)(0, t − a(t)).

Dáı, de forma semelhante ao caso anterior,

y(i)(0, t) ≤ [xi(0, t − a(t)) − yi(0, t)] + x(i)(0, t − a(t))

< x(i)(0, t − a(t)).

Assim, tem-se:

yi(0, t) > xi(0, t − a(t)),

y(i)(0, t) < x(i)(0, t − a(t)).

Conforme discussão anterior, essas duas inequações não podem ser

concomitantemente satisfeitas em um sistema FIFO bit a bit. A hipótese de que ŷ < x̂δa e

ŷ(i) </ x̂(i)δa leva ao mesmo tipo de contradição.

Na demonstração a seguir, ainda no contexto de um sistema com M fluxos de entrada,

considerem-se as seguintes definições:

∆(t) = inf {d ≥ 0 : y(0, t) ≥ x(0, t − d)} , (D.1)

∆−(t) = sup {d ≥ 0 : y(0, t) ≤ x(0, t − d)} , (D.2)

∆k(t) = inf {d ≥ 0 : yk(0, t) ≥ xk(0, t − d)} , k = 1, 2, . . . ,M, (D.3)

∆−
k (t) = sup {d ≥ 0 : yk(0, t) ≤ xk(0, t − d)} , k = 1, 2, . . . ,M. (D.4)

Proposição 24. Considere-se que M fluxos de tráfego entram em um elemento de rede com

disciplina de filas FIFO bit a bit. Sejam x, y ∈ Ct os fluxos de entrada e sáıda totais do sistema;

e xk, yk ∈ Ct, respectivamente, os fluxos de entrada e sáıda do tráfego k, k = 1, 2, . . . ,M . As

seguintes igualdades são satisfeitas:

∆(t) = ∆−(t) = ∆k(t) = ∆−
k (t) , k = 1, 2, . . . ,M.

Conseqüentemente, têm-se:

ŷ = x̂δ∆,

ŷk = x̂kδ∆, k = 1, . . . ,M.
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Demonstração. Primeiramente, da equação (D.2) e da propriedade (PDA.1), Tabela 6.1, tem-se:

ŷ < x̂δ∆− . Dáı, como o sistema é FIFO bit a bit, de acordo com a Proposição 23, tem-se:

ŷk < x̂kδ∆− . Dessa forma, ∀t ∈ Z+:

yk(0, t) ≤ xk(0, t − ∆−(t)), k = 1, 2, . . . ,M.

Da equação (D.4), portanto, têm-se: ∆−
k (t) ≥ ∆−(t), k = 1, 2, . . . ,M . Conseqüentemente, da

equação (D.2),

y(0, t) ≥ x(0, t − ∆−
k (t)), k = 1, 2, . . . ,M,

o que implica, da equação (D.1), que ∆−
k (t) ≥ ∆(t), k = 1, 2, . . . ,M . Dessa forma, têm-se:

∆k(t) ≥ ∆−
k (t) ≥ ∆(t), k = 1, 2, . . . ,M. (D.5)

Por outro lado, da equação (D.1), ∀t ∈ Z+: y(0, t) ≥ x(0, t − ∆(t)), ou

equivalentemente, ŷ 4 x̂δ∆. Dáı, da Proposição 23, ŷk 4 x̂kδ∆, k = 1, . . . ,M . Assim, ∀t ∈ Z+:

yk(0, t) ≥ xk(0, t − ∆(t)), k = 1, 2, . . . ,M.

Portanto, da equação (D.3), tem-se: ∆(t) ≥ ∆k(t) ≥ ∆−
k (t), k = 1, 2, . . . ,M , o que implica, da

inequação (D.5), que ∆(t) = ∆k(t) = ∆−
k (t) = ∆−(t), k = 1, 2, . . . ,M .

Por fim, das Definições (D.1)-(D.4) e da propriedade (PDA.1), Tabela 6.1, se

∆(t) = ∆k(t) = ∆−
k (t), k = 1, 2, . . . ,M , então ŷk = x̂kδ∆, k = 1, . . . ,M . Dáı, tem-se:

ŷ = F {ŷ1, . . . , ŷM} = F {x̂1δ∆, . . . , x̂Mδ∆} = x̂δ∆, de forma que ∆(t) = ∆−(t) e ŷ = x̂δ∆.

Na demonstração a seguir, considere-se o sistema ilustrado na Figura D.1.

u
σ

yx
β

Figura D.1: Rede com curva de serviço β conectada a um regulador σ.

Teorema 21. Para o sistema da Figura D.1 (por conveniência uma repetição da Figura 6.7),

sejam as funções u, x, y ∈ Ct e σ, β ∈ C. Considere-se que ŷ < x̂ < û (o sistema é causal); e

û < ê (o sistema está vazio em s = t = 0). Um limitante a(t) para o p-atraso ∆(t) da rede β

representada na Figura D.1 corresponde à solução do seguinte problema de otimização:

δa = inf δα,

s. a σ∗δα < β.

Demonstração. Primeiramente, se o sistema descrito anteriormente satisfaz uma função de

p-atraso ∆(t), então, de (D.1), tem-se: ŷ 4 x̂δ∆, isto é, x̂δ∆ = x̂δ∆ ⊕ ŷ. Portanto, o p-atraso
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∆(t) pode ser representado por uma rede δ∆. Desta maneira, seguindo o método apresentado

na Seção 5.1, de forma semelhante ao procedimento para determinar o atraso virtual máximo D̄,

uma maneira de determinar um limitante para o p-atraso da rede β ilustrada na Figura D.1 é

acrescentar um bloco básico com curva de serviço δα de x para y (paralelo à rede β) e determinar

os valores de α(t) para os quais as restrições impostas pelo novo bloco são redundantes. A

Figura D.2 ilustra esse procedimento. Em seguida, determina-se o valor ótimo de δα (nesse caso,

o valor mı́nimo em C ) para que não se alterem os posśıveis valores de x e y que satisfazem as

equações originais do problema.

u
σ

yx
β

δα

Figura D.2: Sistema com curva de serviço δα conectado em paralelo à rede β da Figura 6.7
(Figura D.1), para determinação de um limitante para o p-atraso.

O sistema da Figura D.2 satisfaz as seguintes equações em C :

x̂ = x̂ ⊕ û, (D.6)

x̂ = x̂ ⊕ x̂σ, (D.7)

ŷ = ŷ ⊕ x̂, (D.8)

x̂β = x̂β ⊕ ŷ, (D.9)

x̂δα = x̂δα ⊕ ŷ. (D.10)

As equações (D.6)-(D.10) são as mesmas utilizadas na demonstração do Teorema 13

(trocando-se δD̄ por δα). Assim, as mesmas manipulações feitas na prova do Teorema 13

podem ser usadas nesta demonstração, chegando-se ao seguinte resultado: As equações do bloco

adicionado na Figura D.2 são redundantes, se a seguinte inequação for satisfeita:

σ∗δα < β.

Dáı, o valor limite para o p-atraso da rede β da Figura D.1, a(t), corresponde à solução do

seguinte problema de otimização: δa = inf {δα : σ∗δα < β}.

Teorema 20. Considere-se um multiplexador com M fluxos de entrada e disciplina de filas

FIFO bit a bit, que atende uma curva de serviço β ∈ C. Sejam xk, yk, σk ∈ Ct, respectivamente,

o fluxo de entrada, o fluxo de sáıda e uma curva de regulação para o tráfego k, k = 1, . . . ,M .

Sejam, ainda, x = x1 + . . . + xM = F {x1, . . . , xM} o fluxo de entrada total do sistema;
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y = y1 + . . .+yM = F {y1, . . . , yM} o fluxo total de sáıda; e σ∗
(i) a curva de regulação do agregado

de tráfegos excetuando-se o fluxo i, definida pela equação (6.20). As curvas de serviço para o

tráfego de interesse, i, e para o agregado de fluxos restante excetuando-se o fluxo i podem ser

definidas, respectivamente, da seguinte maneira:

βΘi

i (s, t) =





0, se s ≥ t − Θi(t),(
G
{

β, σ∗
(i)δΘi

})
(s, t), se s < t − Θi(t),

β̃Θ̃i

i (s, t) =





0, se s ≥ t − Θ̃i(t),(
G
{

β, σ∗
i δΘ̃i

})
(s, t), se s < t − Θ̃i(t),

sendo Θi : Z+ → Z+ e Θ̃i : Z+ → Z+ funções pré-definidas quaisquer.

Demonstração. A seguir, demonstra-se que a curva βΘi

i é uma curva de serviço para o tráfego

de interesse. A demonstração de que β̃Θ̃i

i é uma curva de serviço para o agregado dos fluxos

restante é análoga.

O sistema como um todo atende uma curva de serviço β ∈ C. Portanto, ∀t ∈ Z+,

tem-se:

y(0, t) = yi(0, t) + y(i)(0, t) ≥ (xβ)(0, t), (D.11)

Seja ξ um ponto para o qual (xβ)(0, t) = x(0, ξ)+β(ξ, t). Da Proposição 24, tem-se:

y(0, t) = x(0, t − ∆(t)). Dessa forma, da inequação (D.11),

y(0, t) = x(0, t − ∆(t)) ≥ x(0, ξ) + β(ξ, t) ≥ x(0, ξ). (D.12)

De (D.12), considerando que x ∈ Ct, pode-se concluir que a inequação (D.11) só faz sentido para

valores de ξ tais que ξ ≤ t − ∆(t).

Da Proposição 24, e da inequação (D.11), tem-se:

yi(0, t) ≥ (xβ)(0, t) − y(i)(0, t)

= x(0, ξ) + β(ξ, t) − x(i)(0, t − ∆(t))

= xi(0, ξ) + β(ξ, t) −
[
x(i)(0, t − ∆(t)) − x(i)(0, ξ)

]
. (D.13)

Da inequação (D.13), como σ(i) é uma curva de regulação para o agregado de fluxos

excetuando-se i e ξ ≤ t − ∆(t), tem-se:

yi(0, t) ≥ xi(0, ξ) + β(ξ, t) − σ∗
(i)(ξ, t − ∆(t)). (D.14)

Considere-se definida a função Θi(t), ∀t. A análise a seguir está dividida em dois

casos:

Θi(t) < ∆(t),

Θi(t) ≥ ∆(t).
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1. Se Θi(t) < ∆(t), então t − Θi(t) > t − ∆(t) ≥ ξ. Da consideração de que σk ∈ Ct,

k = 1, . . . ,M , tem-se: σ(i) ∈ Ct. Dáı, da inequação (D.14):

yi(0, t) ≥ xi(0, ξ) + β(ξ, t) − σ∗
(i)(ξ, t − ∆(t))

≥ xi(0, ξ) + β(ξ, t) − σ∗
(i)(ξ, t − Θi(t)). (D.15)

Além disso, como t − ∆(t) ≥ ξ e xi ∈ Ct, tem-se: yi(0, t) = xi(0, t − ∆(t)) ≥ xi(0, ξ). Dáı,

da inequação (D.15), as seguintes inequações são satisfeitas:

yi(0, t) − xi(0, ξ) ≥ 0,

yi(0, t) − xi(0, ξ) ≥ β(ξ, t) − σ∗
(i)(ξ, t − Θi(t)).

Dessa forma, tem-se:

yi(0, t) ≥ xi(0, ξ) + max
{

0, β(ξ, t) − σ∗
(i)(ξ, t − Θi(t))

}

= xi(0, ξ) +
(
G
{

β, σ∗
(i)δΘi

})
(ξ, t)

= xi(0, ξ) + βΘi

i (ξ, t)

≥ (xiβ
Θi

i )(0, t).

2. Se Θi(t) ≥ ∆(t), então, t − Θi(t) ≤ t − ∆(t). Dessa forma, βΘi

i (t − ∆(t), t) = 0. Dáı, da

Proposição 24,

yi(0, t) = xi(0, t − ∆(t))

= xi(0, t − ∆(t)) + βΘi

i (t − ∆(t), t)

≥ (xiβ
Θi

i )(0, t).

Do exposto anteriormente, yi(0, t) ≥ (xiβ
Θi

i )(0, t), ∀t ∈ Z+, independente da definição da função

Θi : Z+ → Z+, o que completa a prova.

Teorema 18. Considere-se que dois fluxos de tráfego entram em um elemento de rede com

disciplina de filas FIFO bit a bit. Sejam xk, yk ∈ Ct, respectivamente, o fluxo de entrada e o

fluxo de sáıda do tráfego k, k = 1, 2. Além disso, x = x1 + x2 é o fluxo total de entrada do

sistema, e y = y1 + y2 é o fluxo total de sáıda. Se o fluxo 2 satisfaz uma curva de regulação

σ2 ∈ Ct, então o fluxo x1 satisfaz a seguinte curva de serviço:

βΘ
1 (s, t) =





0, se s ≥ t − Θ,

(G {β, σ∗
2δΘ}) (s, t), se s < t − Θ,

sendo Θ : Z+ → Z+ uma função pré-definida qualquer.
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Demonstração. Este teorema é uma aplicação direta do Teorema 20, quando: M = 2, Θ(t) = Θ,

e ∀t ∈ Z+.

A seguir, considere-se Λ : (Z+)2 → Z+ a seguinte função:

Λ(s, t) = inf {d ≥ 0 : σ∗(s, t − d) ≤ β(s, t)} . (D.16)

Proposição 25. Sejam σ ∈ Ct e β ∈ C, respectivamente, uma curva de regulação e uma curva

de serviço para um dado sistema com disciplina de filas FIFO bit a bit, e seja a : Z+ → Z+ a

seguinte função:

a(t) = max
0≤s≤t

{Λ(s, t)} .

A função a(t) definida desta maneira corresponde à solução do seguinte problema de otimização:

δa = inf δα,

s. a σ∗δα < β.
(D.17)

Demonstração. Primeiramente, note-se que, ∀s, t ∈ Z+: a(t) = max0≤s≤t {Λ(s, t)} ≥ Λ(s, t).

Dessa forma, da definição de Λ e como σ∗ ∈ Ct, tem-se, ∀s, t ∈ Z+:

β(s, t) ≥ σ∗(s, t − Λ(s, t))

≥ σ∗(s, t − a(t)).

Equivalentemente, da propriedade (PDA.1), Tabela 6.1, tem-se: β 4 σ∗δa, de forma que δa é

uma solução posśıvel para o problema (D.17). Agora, para mostrar que δa é também a solução

ótima de (D.17), considere-se uma função fact́ıvel e arbitrária b(t) ≤ a(t) tal que σ∗δb < β.

Se σ∗δb < β, então, ∀s, t ∈ Z+, tem-se: σ∗(s, t − b(t)) ≤ β(s, t). Contudo, da definição de Λ

(equação D.16), se, ∀s, t ∈ Z+: σ∗(s, t − b(t)) ≤ β(s, t), então, ∀s, t ∈ Z+: b(t) ≥ Λ(s, t). Em

particular, essa inequação deve ser satisfeita para Λ(ς, t) = max0≤s≤t {Λ(s, t)} = a(t). Assim,

qualquer função b(t) tal que σ∗δb < β é tal que b(t) ≥ a(t). Portanto, a(t) corresponde à solução

ótima de (D.17).

De acordo com o Teorema 20, as curvas de serviço para o fluxo i e para o agregado

de tráfegos excetuando-se i podem ser definidas, respectivamente, da seguinte maneira:

βi = βa
i ,

β̃i = β̃a
i ,

sendo a(t) definida pela Proposição 25.

Teorema 27. As curvas de serviço βi e β̃i definidas acima garantem:
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1. Equivalência total entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em relação aos tráfegos

totais de entrada e sáıda;

2. Equivalência por fluxo desses sistemas em relação ao limitante de p-atraso, a(t);

3. Equivalência por fluxo desses sistemas em relação ao limitante de atraso virtual, D̄.

Demonstração. As demonstrações estão apresentadas por item.

1. Equivalência total. De acordo com a inequação (6.16), uma condição suficiente para a

equivalência total entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) em relação aos tráfegos

totais de entrada e sáıda é que βi e β̃i satisfaçam a seguinte inequação:

β 4 F
{

σ∗
i βi, σ

∗
(i)β̃i

}
.

Das definições de βa
i e β̃a

i , as seguintes inequações são satisfeitas: βa
i < δa e β̃a

i < δa. Dáı, da

isotonicidade do produto, têm-se: σ∗
i β

a
i < σ∗

i δa e σ∗
(i)β̃

a
i < σ∗

(i)δa. Da propriedade (PM.1),

Tabela 3.10, portanto: F
{

σ∗
i β

a
i , σ∗

(i)β̃
a
i

}
< F

{
σ∗

i δa, σ
∗
(i)δa

}
= σ∗δa. Mas da Proposição 25,

tem-se: σ∗δa < β. Dessa forma, tem-se:

F
{

σ∗
i β

a
i , σ∗

(i)β̃
a
i

}
< σ∗δa < β.

Assim, a equivalência total é garantida, em relação aos fluxos totais de entrada e sáıda.

2. Equivalência por fluxo em relação a ∆(t). De acordo com as inequações (6.33) e (6.34), a

equivalência entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) acontece para quaisquer curvas

βi e β̃i que satisfaçam as seguintes inequações:

σ∗
i δa < βi < G

{
β, σ∗

(i)δa

}
, (D.18)

σ∗
(i)δa < β̃i < G {β, σ∗

i δa} . (D.19)

Essas inequações são satisfeitas para βa
i e β̃a

i . Primeiramente, note-se que, se s ≥ t − a(t),

têm-se: (σ∗
i δa)(s, t) = 0 = βa

i (s, t) e (σ∗
(i)δa)(s, t) = 0 = β̃a

i (s, t). Além disso, têm-se, ∀s, t ∈

Z+: G
{

β, σ∗
(i)δa

}
(s, t) ≥ 0 e G {β, σ∗

i δa} (s, t) ≥ 0. Dessa forma, quando s ≥ t − a(t):

G
{

β, σ∗
(i)δa

}
(s, t) ≥ 0 = βa

i (s, t) e G {β, σ∗
i δa} (s, t) ≥ 0 = β̃a

i (s, t).

Por outro lado, quando s < t − a(t), então βa
i (s, t) = G

{
β, σ∗

(i)δa

}
(s, t) ≥ (σ∗

i δa)(s, t), e

β̃a
i (s, t) = G {β, σ∗

i δa} (s, t) ≥ (σ∗
(i)δa)(s, t). Desta forma, as curvas βa

i e β̃a
i estão na região

que garante a equivalência em relação a ∆(t).

3. Equivalência por fluxo em relação a D̄. De acordo com as inequações (6.27) e (6.28), a

equivalência entre os sistemas das Figuras 6.3(b) e 6.3(c) acontece para quaisquer curvas

βi e β̃i que satisfaçam as seguintes inequações:

σ∗
i δD̄ < βi < G

{
β, σ∗

(i)δD̄

}
,

σ∗
(i)δD̄ < β̃i < G {β, σ∗

i δD̄} .
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Essas inequações são satisfeitas para βa
i e β̃a

i , como mostrado a seguir. Primeiramente,

note-se que a(t) ≤ D̄, ∀t. Dáı, tem-se: δD̄ < δa. Então, da isotonicidade dos operadores de

projeção e como σ∗
i δD̄ ∈ Ct e σ∗

(i)δD̄ ∈ Ct, das considerações de que σi, σ(i) ∈ Ct, as seguintes

inequações são satisfeitas: σ∗
i δD̄ < σ∗

i δa e σ∗
(i)δD̄ < σ∗

(i)δa. Da mesma forma, têm-se:

G
{

β, σ∗
(i)δD̄

}
4 G

{
β, σ∗

(i)δa

}
e G {β, σ∗

i δD̄} 4 G {β, σ∗
i δa}. Dáı, das inequações (D.18) e

(D.19), têm-se:

σ∗
i δD̄ < σ∗

i δa < βa
i < G

{
β, σ∗

(i)δa

}
< G

{
β, σ∗

(i)δD̄

}
,

σ∗
(i)δD̄ < σ∗

(i)δa < β̃a
i < G {β, σ∗

i δa} < G {β, σ∗
i δD̄} .

Dessa forma, as curvas βa
i e β̃a

i também estão na região que garante a equivalência em

relação a D̄.

Proposição 28. Considere-se um sistema com M fluxos de entrada. Sejam σ, β ∈ C,

respectivamente, uma curva de regulação e uma curva de serviço para o sistema como um todo;

σk ∈ Ct, uma curva de regulação para o fluxo k, k = 1, . . . ,M ; e i o fluxo de interesse, de

forma que σ∗ = F{σ∗
i , σ∗

(i)}. Considerem-se, ainda, σ, β, σk, k = 1, . . . ,M funções invariantes

no tempo, e seja a : Z+ → Z+ tal que δa = inf {δα : β 4 σ∗δα}. Se uma curva de serviço βi é

invariante no tempo e garante equivalência em relação ao atraso então ela está completamente

definida na seguinte região:

∀ν ∈ Z+ : σ∗
i (ν − a(ν)) ≤ βi(ν) ≤ β(ν) − σ∗

(i)(ν − a(ν)).

Demonstração. Primeiramente, da consideração de que βi 4 σ∗
i δa e da propriedade (PDA.1),

Tabela 6.1, tem-se, ∀s, t ∈ Z+: βi(s, t) ≥ σ∗
i (s, t − a(t)). Seja, agora, ν = t − s. As seguintes

inequações devem ser satisfeitas, ∀ν ∈ Z+:

βi(0, ν) ≥ σ∗
i (0, ν − a(ν)),

βi(1, ν + 1) ≥ σ∗
i (1, ν + 1 − a(ν + 1)),

...

βi(s, ν + s) ≥ σ∗
i (s, ν + s − a(ν + s)), ∀s ≥ 0.

Dáı, se σi e βi são funções invariantes no tempo, as seguintes inequações também devem ser
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atendidas, ∀ν ∈ Z+:

βi(ν) ≥ σ∗
i (ν − a(ν)),

βi(ν) ≥ σ∗
i (ν − a(ν + 1)),

...

βi(ν) ≥ σ∗
i (ν − a(ν + s)), ∀s ≥ 0.

Das inequações acima, pode-se concluir que, para que βi 4 σ∗
i δa e βi seja uma função invariante

no tempo, a seguinte inequação deve ser satisfeita, ∀ν ∈ Z+:

βi(ν) ≥ sup
s≥0

{σ∗
i (ν − a(ν + s))}

= σ∗
i (ν − inf

s≥0
{a(ν + s)}), (D.20)

sendo que a inequação (D.20) é satisfeita, porque σi ∈ Ct. Da consideração de que a(t)

corresponde a δa = inf {δα : σ∗δα < β}, e da Proposição 25, tem-se: a(t) = max0≤s≤t {Λ(s, t)}.

Dessa forma, a(t) é uma função não-decrescente em t. Dáı, a seguinte igualdade é satisfeita:

infs≥0 {a(ν + s)} = a(ν). Da inequação (D.20), tem-se:

∀ν ∈ Z+ : βi(ν) ≥ σ∗
i (ν − a(ν)).

Por outro lado, da definição de a(t), tem-se: β 4 σ∗δa. Portanto, da consideração

de que σ e β são funções invariantes no tempo, tem-se, ∀ν ∈ Z+ : β(ν) ≥ σ∗(ν − a(ν)) ≥

σ∗
(i)(ν −a(ν)). Assim, se βi < G

{
β, σ∗

(i)δa

}
, da propriedade (PDA.1), Tabela 6.1, tem-se, ∀s, t ∈

Z+: βi(s, t) ≤ max
{

0, β(s, t) − σ∗
(i)(s, t − a(t))

}
= β(s, t) − σ∗

(i)(s, t − a(t)). Seja, novamente,

ν = t− s. Quando βi(s, t) ≤ β(s, t)−σ∗
(i)(s, t− a(t)), as seguintes inequações também devem ser

satisfeitas, ∀ν ∈ Z+:

βi(0, ν) ≤ β(0, ν) − σ∗
(i)(0, ν − a(ν)),

βi(1, ν + 1) ≤ β(1, ν + 1) − σ∗
(i)(1, ν + 1 − a(ν + 1)),

...

βi(s, ν + s) ≤ β(s, ν + s) − σ∗
(i)(s, ν + s − a(ν + s)), ∀s ≥ 0.

Dáı, como σ(i) e β são funções invariantes no tempo, então para que βi seja uma função invariante
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no tempo, as seguintes inequações devem ser atendidas, ∀ν ∈ Z+:

βi(ν) ≤ β(ν) − σ∗
(i)(ν − a(ν)),

βi(ν) ≤ β(ν) − σ∗
(i)(ν − a(ν + 1)),

...

βi(ν) ≤ β(ν) − σ∗
(i)(ν − a(ν + s)), ∀s ≥ 0.

Das inequações acima, pode-se concluir que, para que βi < G
{

β, σ∗
(i)δa

}
, e βi seja uma função

invariante no tempo, as seguintes expressões devem ser satisfeitas, ∀ν ∈ Z+:

βi(ν) ≤ inf
s≥0

{
β(ν) − σ∗

(i)(ν − a(ν + s))
}

= β(ν) − sup
s≥0

{
σ∗

(i)(ν − a(ν + s))
}

= β(ν) − σ∗
(i)(ν − inf

s≥0
{a(ν + s)}), (D.21)

Nos passos acima, usou-se o fato de que σ∗
(i) ∈ Ct. Mas a função a(t) é não-decrescente em t.

Dessa forma, tem-se: infs≥0 {a(ν + s)} = a(ν). Assim, a inequação (D.21) pode ser rescrita da

seguinte maneira:

∀ν ∈ Z+ : βi(ν) ≤ β(ν) − σ∗
(i)(ν − a(ν)).

Do exposto anteriormente, para que exista uma função βi invariante no tempo

tal que σ∗
i δa < βi < G

{
β, σ∗

(i)δa

}
, então a seguinte inequação deve ser satisfeita: ∀ν ∈ Z+:

σ∗
i (ν − a(ν)) ≤ βi(ν) ≤ β(ν) − σ∗

(i)(ν − a(ν)).

Proposição 29. Considere que a rede β ilustrada na Figura 6.3(a) corresponde a um enlace

conservativo de capacidade β = C∗
o . Nesse caso, o fluxo ŷi deve atender a seguinte curva de

regulação:

σyi
= (βi \◦σ∗

i ) ⊕ C∗
o .

Demonstração. Se a rede β ilustrada na Figura 6.3(a) corresponde a um enlace conservativo de

capacidade β = C∗
o , então, da Seção 7.1, tem-se: ŷ < ŷC∗

o , ou ainda: ŷ \◦ ŷ < C∗
o . Por outro lado,

como yi, y(i), y ∈ Ct, tem-se, ∀s, t ∈ Z+:

[y(0, t) − y(0, s)]+ = y(0, t) − y(0, s)

= yi(0, t) + y(i)(0, t) − yi(0, s) − y(i)(0, s)

= [yi(0, t) − yi(0, s)] + [y(i)(0, t) − y(i)(0, s)]

≥ yi(0, t) − yi(0, s) = [yi(0, t) − yi(0, s)]
+ .
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Dáı, da propriedade (PH.3), Tabela 3.7, tem-se: ŷi \◦ ŷi < ŷ\◦ ŷ < C∗
o . Dessa forma, a função C∗

o

também é uma curva de regulação para o tráfego yi. Além disso, da equação (6.43), a curva

(βi \◦σ∗
i ) é uma curva de regulação para o fluxo yi de forma que ŷi < ŷi(βi \◦σ∗

i ). Assim, tem-se:

ŷi < ŷi [(βi \◦σ∗
i ) ⊕ C∗

o ]. Portanto, se o fluxo de sáıda é conservativo e tem capacidade C∗
o , então

o fluxo ŷi deve atender a seguinte curva de regulação:

σyi
= (βi \◦σ∗

i ) ⊕ C∗
o .



Apêndice E

Demonstrações referentes ao

Caṕıtulo 7

Este apêndice contém demonstrações de proposições e teoremas apresentados no

Caṕıtulo 7.

u
σ

yx
β

Figura E.1: Rede com curva de serviço β conectada a um regulador σ.

Teorema 30. Para o sistema da Figura E.1 (por conveniência uma repetição da Figura 7.4),

sejam as funções u, x, y ∈ Ct e σ, β ∈ C. Considere-se que ŷ < x̂ < û (o sistema é causal); e

que û < e (o sistema está vazio em s = t = 0). Um limitante D(t) para o atraso virtual no

instante t da rede β representada na Figura E.1 corresponde à resposta do seguinte problema de

otimização:

∂D = inf ∂d,

s. a σ∗ < β /◦∂d.

Demonstração. Seguindo o método apresentado na Seção 5.1, uma maneira de se determinar o

atraso virtual máximo no instante t da rede β ilustrada da Figura E.1 é acrescentar um elemento

com atraso máximo d(t) de x para y (paralelo à rede β) e determinar os valores de d(t) para

os quais as restrições impostas pelo novo bloco são redundantes. A Figura E.2 ilustra esse

procedimento. Em seguida, deve-se determinar o valor ótimo ∂D (nesse caso o mı́nimo em C ),

dentre os valores encontrados anteriormente, que sejam independentes dos fluxos û, x̂ e ŷ.

203
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u
σ

yx
β

d

Figura E.2: Sistema com atraso máximo d(t) conectado em paralelo à rede β da Figura E.1, para
determinação de seu atraso virtual máximo.

O sistema da Figura E.2 satisfaz as seguintes equações em C :

x̂ = x̂ ⊕ û,

x̂ = x̂ ⊕ x̂σ, (E.1)

ŷ = ŷ ⊕ x̂,

x̂β = x̂β ⊕ ŷ, (E.2)

x̂ = x̂ ⊕ ŷ /◦∂d. (E.3)

Da equação (E.2), ŷ 4 x̂β. Dáı: ŷ /◦∂d 4 (x̂β)/◦∂d. Por outro lado, da equação (E.1),

x̂ = x̂σ∗, e da equação (E.3), ŷ /◦∂d 4 x̂. Dessa forma, tem-se:

ŷ /◦∂d 4 (x̂β)/◦∂d ∧ x̂σ∗. (E.4)

Seguindo o método proposto no Caṕıtulo 5 (Seção 5.1), deve-se escolher um termo predominante

na inequação (E.4), de forma a garantir a redundância da equação (E.3). Nesse caso, a

equação (E.3) é redundante, se a seguinte inequação for satisfeita:

(x̂β)/◦∂d 4 x̂σ∗. (E.5)

Achar uma função δd ótima que satisfaça a inequação (E.5) equivale a encontrar uma

solução ótima em ∂d para a seguinte equação:

x̂(β /◦∂d) 4 x̂σ∗. (E.6)

De fato, da propriedade (PR.6), Tabela 3.2, qualquer função δd que satisfaz a equação (E.5),

também satisfaz a equação (E.6). Por outro lado, da Proposição 48 (Apêndice G), se a

equação (E.6) é satisfeita, então a equação (E.5) também é satisfeita.

A solução da equação (E.6) envolve a residuação x̂\◦ x̂. Dessa forma, é

necessariamente dependente de x. Por outro lado, considere-se que a seguinte inequação é

satisfeita:

σ∗ < β /◦∂d. (E.7)
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Nesse caso, a simples pré-multiplicação dos dois lados da equação (E.7) por x̂ implica que a

equação (E.6) é satisfeita. Desta forma, a equação (E.5) é satisfeita. Assim, um limitante

sub-ótimo para ∂d, independente do fluxo x, pode ser definido da seguinte maneira: ∂D =

inf {∂d : σ∗ < β /◦∂d}.

Seja D : Z+ → Z+ uma função conhecida. Nas demonstrações a seguir, utiliza-se a

seguinte definição (Definição 26):

∂D(s, t) =





0, se s + D(s) ≥ t,

+∞, se s + D(s) < t.

Propriedade (PPD.1). Seja x ∈ Cs. Tem-se:

(∂Dx)(s, t) =





x(s + D(s), t), se s + D(s) ≤ t,

x(t, t) se s + D(s) > t ≥ s,

0, se s > t.

Demonstração. Considerem-se s, t ∈ Z+. Se s + D(s) ≤ t, tem-se:

(∂Dx)(s, t) = min
s≤τ≤t

{∂D(s, τ) + x(τ, t)}

= min

{
min

s≤τ≤s+D(s)≤t
{0 + x(τ, t)} , min

s≤s+D(s)<τ≤t
{∞ + x(τ, t)}

}

= min
s≤τ≤s+D(s)≤t

{x(τ, t)}

= x(s + D(s), t).

Nos passos acima, a última equação é válida, porque x ∈ Cs.

Por outro lado, se s + D(s) > t ≥ s, tem-se:

(∂Dx)(s, t) = min
s≤τ≤t<s+D(s)

{∂D(s, τ) + x(τ, t)}

= min
s≤τ≤t<s+D(s)

{0 + x(τ, t)}

= x(t, t).

Por fim, da definição de produto em C , tem-se: (∂Dx)(s, t) = 0, quando s > t.

Propriedade (PPD.2). Seja x ∈ Cs. Se x(t, t) = 0,∀t, então (∂Dx)(s, t) = x(s + D(s), t).

Demonstração. Da propriedade (PPD.1), quando x(t, t) = 0, ∀t, tem-se:

(∂Dx)(s, t) =





x(s + D(s), t), se s + D(s) ≤ t,

0, se s + D(s) > t.



206 Apêndice E: Demonstrações referentes ao Caṕıtulo 7

Mas da definição de C, x(s + D(s), t) = 0, se s + D(s) > t. Dessa forma, quando

x(t, t) = 0, ∀t, então (∂Dx)(s, t) = x(s + D(s), t).

Propriedade (PPD.3). Seja x ∈ Ct. Tem-se:

(x/◦∂D)(s, t) =





x(s, t + D(t)), se s ≤ t,

0, se s > t.

Demonstração. Considerem-se s, t ∈ Z+. Se s ≤ t:

(x/◦∂D)(s, t) = sup
s≤t≤τ

{x(s, τ) − ∂D(t, τ)}+

= max

{
sup

s≤t≤t+D(t)<τ
{x(s, τ) −∞} , max

s≤t≤τ≤t+D(t)
{x(s, τ) − 0} , 0

}

= max
s≤t≤τ≤t+D(t)

{x(s, τ)}

= x(s, t + D(t)).

Nos passos acima, a última equação é válida, porque x ∈ Ct.

Por fim, da definição da residuação do produto em C , tem-se: (x/◦∂D)(s, t) = 0,

quando s > t.

Propriedade (PPD.4). Sejam ∀xk ∈ Ct, k = 1, . . . ,M . Tem-se:

F {x1 /◦∂D, . . . , xM /◦∂D} = F {x1, . . . , xM} /◦∂D.

Demonstração. Da (PPD.3), tem-se, para k = 1, . . . ,M :

(xk /◦∂D)(s, t) =





xk(s, t + D(t)), se s ≤ t,

0, se s > t.

Dessa forma, da definição do operador F, se s ≤ t, tem-se:

(F {(x1 /◦∂D), . . . , (xM /◦∂D)}) (s, t) = (x1 /◦∂D)(s, t) + . . . + (xM /◦∂D)(s, t)

= x1(s, t + D(t)) + . . . + xM (s, t + D(t))

= (F {x1, . . . , xM})(s, t + D(t))

= (F {x1, . . . , xM} /◦∂D)(s, t).

Por outro lado, F {x1 /◦∂D, . . . , xM /◦∂D} ∈ C e F {x1, . . . , xM} /◦∂D ∈ C. Portanto, se s > t:

(F {x1 /◦∂D, . . . , xM /◦∂D})(s, t) = (F {x1, . . . , xM} /◦∂D)(s, t) = 0.



207

u = PL {u} x y = PL {x}
β

δaL

L

Figura E.3: Rede β em série com um buffer de recepção e tamanho máximo de pacotes L.

Teorema 31. Considere-se uma rede β ∈ C em série com um buffer de recepção, conforme

ilustra a Figura E.3 (por conveniência, uma repetição da Figura 7.10). Além disso, considere-se

que u, x, y ∈ Ct. Se o fluxo u da Figura E.3 é L-quantizado, então a curva de serviço total da

junção rede β - buffer de recepção pode ser definida da seguinte maneira:

β′ = β /◦λL.

Demonstração. Primeiramente, para esse sistema, ŷ 4 (ûβ)/◦λL (equação 7.18). Desta forma,

∀t ∈ Z+:

y(0, t) ≥ [(uβ)(0, t) − L(t)]+ . (E.8)

Seja ξ um ponto tal que (uβ)(0, t) = u(0, ξ) + β(ξ, t). Da equação (E.8), tem-se:

y(0, t) ≥ [(uβ)(0, t) − L(t)]+

= [u(0, ξ) + β(ξ, t) − L(t)]+

≥ u(0, ξ) + β(ξ, t) − L(t).

Dessa forma, tem-se:

y(0, t) − u(0, ξ) ≥ β(ξ, t) − L(t). (E.9)

Agora, se o fluxo u é L-quantizado, então u = PL {u}. Dáı, as seguintes inequações

devem ser satisfeitas:

y(0, t) = PL {x(0, t)}

≥ PL {(uβ)(0, t)} = PL {u(0, ξ) + β(ξ, t)}

≥ PL {u(0, ξ)} = u(0, ξ).

Assim, da inequação (E.9), as seguintes inequações devem ser atendidas ao mesmo

tempo:

y(0, t) − u(0, ξ) ≥ β(ξ, t) − L(t),

y(0, t) − u(0, ξ) ≥ 0.
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Dessa forma, ∀t ∈ Z+:

y(0, t) ≥ u(0, ξ) + [β(ξ, t) − L(t)]+

= u(0, ξ) + (β /◦λL)(ξ, t)

≥ [u (β /◦λL)] (0, t),

ou ainda

ŷ 4 û (β /◦λL).

Dessa forma, a curva β′ = β /◦λL é uma curva de serviço para o sistema entre u e y.

u = PL {u} x y = PL {x}

δaL

LC

Figura E.4: Buffer de recepção com tamanho máximo de pacote L, conectado a um enlace
conservativo de capacidade C ∈ C.

Proposição 34. Na Figura E.4 (por conveniência, uma repetição da Figura 7.12), considere-se

C = λL̄ ρ∗, sendo L̄(t) ≥ L(t), ∀t ∈ Z+. Então, a função C∗ também é uma curva de regulação

para o fluxo de sáıda y, de forma que ŷ < ŷC∗.

Demonstração. O sistema da Figura E.4 satisfaz as seguintes equações:

x̂ = ûC∗, (E.10)

ŷ = ŷ ⊕ x̂, (E.11)

x̂ = x̂ ⊕ ŷλL, (E.12)

y = PL {x} .

Da equação (E.12), ŷ 4 x̂/◦λL. Dáı, da equação (E.10), tem-se: ŷ 4 (ûC∗)/◦λL.

Além disso, de (E.10) e (E.11), ŷ < x̂ = ûC∗. Assim, da Tabela 3.2,

ŷ\◦ ŷ < [(ûC∗)/◦λL] \◦(ûC∗)

< λL [(ûC∗)\◦ (ûC∗)] .

Mas (uC∗) ∈ Ct, dado que u,C ∈ Ct, e C∗(t, t) = 0, ∀t. Dessa forma, da propriedade (PH.3),

Tabela 3.7, ∀s, t ∈ Z+:

(ŷ \◦ ŷ)(s, t) ≤ L(s) + [(uC∗)(0, t) − (uC∗)(0, s)]+

= L(s) + (uC∗)(0, t) − (uC∗)(0, s), (E.13)
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Observe-se, agora, que ∀s, t : (uC∗)(0, t) ≤ u(0, s) + C∗(s, t). Em particular,

(uC∗)(0, t) ≤ u(0, ξ) + C∗(ξ, t), sendo ξ um ponto em que a seguinte igualdade é verificada:

(uC∗)(0, s) = u(0, ξ) + C∗(ξ, s). (E.14)

Dessa forma, tem-se:

(uC∗)(0, t) − (uC∗)(0, s) ≤ u(0, ξ) + C∗(ξ, t) − u(0, ξ) + C∗(ξ, s)

= C∗(ξ, t) − C∗(ξ, s). (E.15)

Analisando o termo [(C∗(ξ, t) − C∗(ξ, s))], surgem duas possibilidades: ξ 6= s ou

ξ = s. Esses dois casos estão detalhados a seguir.

1. Se ξ 6= s, considerando que C = λL̄ρ∗ (C∗ = e ⊕ λL̄ρ∗) e que ρ∗ é uma função sub-aditiva,

tem-se:

C∗(ξ, t) − C∗(ξ, s) =
[
L̄(ξ) + ρ∗(ξ, t)

]
−
[
L̄(ξ) + ρ∗(ξ, s)

]

= ρ∗(ξ, t) − ρ∗(ξ, s)

≤ ρ∗(s, t). (E.16)

Assim, das equações (E.13)-(E.16), ∀s, t ∈ Z+:

(ŷ \◦ ŷ)(s, t) ≤ L(s) + ρ∗(s, t)

≤ L̄(s) + ρ∗(s, t)

= (λL̄ ρ∗)(s, t) = C(s, t).

2. Se ξ = s, da definição de ξ (equação E.14), tem-se (ûC∗)(0, s) = û(0, s). Dáı,

y(0, s) = ŷ(0, s) = PL {x(0, s)}

= PL {(uC∗)(0, s)}

= PL {u(0, s)} = u(0, s).

Dáı, como y ∈ Ct, tem-se:

(ŷ \◦ ŷ)(s, t) = y(0, t) − y(0, s)

≤ x(0, t) − u(0, s)

= (uC∗)(0, t) − u(0, s)

≤ u(0, s) + C∗(s, t) − u(0, s) = C∗(s, t),
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Dos resultados anteriores, tem-se ŷ < ŷC, de forma que a função C é uma curva de regulação

para o fluxo y. Conseqüentemente, ŷ < ŷC∗, e a função C∗ também é uma curva de regulação

para y.

Teorema 38. Considere-se um multiplexador FIFO não preemptivo com duas entradas e curva

de serviço estrita β ∈ C (Definição 4). Se o fluxo x2 é mais prioritário que o fluxo x1 e atende

uma curva de regulação σ2, então o sistema dedica ao fluxo x1 a seguinte curva de serviço estrita:

β1 = G {β, σ∗
2} .

Demonstração. Se β é uma curva de serviço estrita para o sistema como um todo, então, para

todo t ∈ Z+, existe um s ≤ t tal que x(0, s) = y(0, s) e a seguinte inequação é satisfeita:

y(0, t) = y1(0, t) + y2(0, t) ≥ x(0, s) + β(s, t),

Dáı, tem-se:

y1(0, t) ≥ x(0, s) + β(s, t) − y2(0, t)

= x1(0, s) + β(s, t) − y2(0, t) + x2(0, s) (E.17)

= x1(0, s) + β(s, t) − [y2(0, t) − x2(0, s)]

≥ x1(0, s) + β(s, t) − [x2(0, t) − x2(0, s)] (E.18)

≥ x1(0, s) + β(s, t) − σ∗
2(s, t). (E.19)

Nas inequações acima, (E.17) é satisfeita, porque, ∀t ∈ Z+: x(0, t) = x1(0, t) + x2(0, t); (E.18),

porque ∀t ∈ Z+: y2(0, t) ≤ x2(0, t), da causalidade do sistema; e (E.19), porque σ∗
2 é uma curva

de regulação para o fluxo 2.

Note-se que x(0, s) = y(0, s). Da causalidade do sistema, para que essa igualdade

seja satisfeita, têm-se:

x1(0, s) = y1(0, s),

x2(0, s) = y2(0, s).

Mas, s ≤ t. Dáı, como y1 ∈ Ct, então x1(0, s) = y1(0, s) ≤ y1(0, t). Dessa forma, da

inequação (E.19), as seguintes inequações devem ser satisfeitas:

y1(0, t) − x1(0, s) ≥ β(s, t) − σ∗
2(s, t),

y1(0, t) − x1(0, s) ≥ 0.
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Seja β1 = G {β, σ∗
2}. Das inequações acima, ∀t ∈ Z+:

y1(0, t) ≥ x1(0, s) + max {0, β(s, t) − σ∗
2(s, t)}

= x1(0, s) + (G {β, σ∗
2}) (s, t)

≥ (x1β1)(0, t).

Dessa forma, β1 = G {β, σ∗
2} é uma curva de serviço estrita para o fluxo 1.

Teorema 39. Considere-se um multiplexador FIFO com duas entradas e curva de serviço estrita

β ∈ C. Se o fluxo x2 é menos prioritário que o fluxo x1, e L2 (constante) é o tamanho do maior

pacote do fluxo x2, então o sistema dedica ao fluxo x1 a seguinte curva de serviço estrita:

β1 = β /◦λL2 .

Demonstração. Seja s ≤ t o ponto de ińıcio de uma rajada do fluxo 1. Tem-se: x1(0, s) = y1(0, s).

A partir do ponto s, como o fluxo 2 é menos prioritário e o sistema é não-preemptivo, o sistema

vai se dedicar inteiramente ao fluxo 1, a menos que já tenha iniciado a transmissão de um pacote

do fluxo 1. Considere-se que o sistema ainda tenha dados do fluxo 1 no instante t. Nesse caso, a

partir de s e até t, a quantidade de dados que podem sair do fluxo x2 é limitada pelo tamanho do

maior pacote, L2, ou seja, y2(0, t) − y2(0, s) ≤ L2. Além disso, como o sistema é causal, tem-se:

y2(0, s) ≤ x2(0, s), ∀s.

Da demonstração anterior (inequação E.17), tem-se:

y1(0, t) ≥ x1(0, s) + β(s, t) − y2(0, t) + x2(0, s).

Dáı:

y1(0, t) ≥ x1(0, s) + β(s, t) − [y2(0, t) − y2(0, s)] ,

≥ x1(0, s) + β(s, t) − L2.

Como s ≤ t, y1 ∈ Ct e x1(0, s) = y1(0, s), tem-se: x1(0, s) = y1(0, s) ≤ y1(0, t). Dáı,

as seguintes inequações devem ser satisfeitas:

y1(0, t) − x1(0, s) ≥ β(s, t) − L2,

y1(0, t) − x1(0, s) ≥ 0.

Seja β1 = β /◦λL2 . Das inequações acima, ∀t ∈ Z+:

y1(0, t) ≥ x1(0, s) + [β(s, t) − L2]
+

= x1(0, s) + (β /◦λL2)(s, t)

≥ (x1β1)(0, t).

Dessa forma, β1 = β /◦λL2 é uma curva de serviço estrita para o fluxo 1.



Apêndice F

Resultados conhecidos

Teorema 40. Seja S um subconjunto não-vazio de Z, e seja f uma função de S em Z. Seja

{Sn}n∈N
um conjunto de subconjuntos de S cuja união resulta em S. Tem-se:

inf
s∈S

{f(s)} = inf
n∈N

{
inf

sn∈Sn

{f(sn)}

}
.

Adaptado de Le Boudec e Thiran (2003, Theorem 3.1.1).

Definição 31 (Funções aditivas). Seja x uma função do tipo x : Z2 → R. A função x é dita

aditiva, quando satisfaz a seguinte equação:

x(s, t) = x(s, τ) + x(τ, t),

para todo τ , tal que s ≤ τ ≤ t.

Se x ∈ C é uma função aditiva, então, ∀s, t ∈ Z+, tem-se:

x2(s, t) = (x ⊗ x)(s, t)

= min
s≤τ≤t

{x(s, τ) + x(τ, t)}

= min
s≤τ≤t

{x(s, t)} = x(s, t),

o que implica que x2 = x e então x∗ = x (Chang et al., 2002, Remark 2.5).

Tendo em vista a Definição 31, pode-se definir as funções sub-aditivas como a seguir.

Definição 32 (Funções sub-aditivas). Seja x uma função do tipo x : Z2 → R. A função x é dita

sub-aditiva, quando satisfaz a seguinte inequação:

x(s, t) ≤ x(s, τ) + x(τ, t),

para todo τ , tal que s ≤ τ ≤ t.
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Se x ∈ C é uma função sub-aditiva, então, ∀s, t ∈ Z+, tem-se:

x2(s, t) = min
s≤τ≤t

{x(s, τ) + x(τ, t)}

≥ min
s≤τ≤t

{x(s, t)} = x(s, t),

o que implica que x2 4 x e então x∗ = e ⊕ x.



Apêndice G

Demonstrações e proposições

adicionais

Proposição 41. Sejam λL, σ ∈ C, e λL uma função de deslocamento vertical (Definição 16).

Tem-se: (λLσ∗)∗ = e ⊕ λLσ∗.

Demonstração. Primeiramente, da propriedade (PL.2), Tabela 3.4, ∀s, t ∈ Z+, se s ≤ t:

(λLσ∗)(s, t) = L(s) + σ∗(s, t).

Desta forma, tem-se:

[(λLσ∗) ⊗ (λLσ∗)] (s, t) = min
s≤τ≤t

{(λLσ∗)(s, τ) + (λLσ∗)(τ, t)}

= L(s) + σ∗(s, τ) + L(τ) + σ∗(τ, t)

≥ L(s) + σ∗(s, τ) + σ∗(τ, t).

Desta forma, como σ∗ é uma função sub-aditiva,

[(λLσ∗) ⊗ (λLσ∗)] (s, t) ≥ L(s) + σ∗(s, t)

= (λLσ∗)(s, t).

Por outro lado, se s > t, [(λLσ∗) ⊗ (λLσ∗)] (s, t) = (λLσ∗)(s, t) = 0. Assim,

(λLσ∗)2 4 (λLσ∗). Da mesma forma, (λLσ∗)3 = (λLσ∗)2 ⊗ (λLσ∗) 4 (λLσ∗) ⊗ (λLσ∗) 4 (λLσ∗)

e assim sucessivamente. Portanto, a seguinte igualdade é satisfeita:

(λLσ∗)∗ = e ⊕ (λLσ∗) ⊕ (λLσ∗)2 ⊕ · · ·

= e ⊕ λLσ∗.
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Proposição 42. Sejam ∂D, x ∈ C, e ∂D uma função de atraso variável (Definição 26). Tem-se:

(x∗ /◦∂D)∗ = e ⊕ x∗ /◦∂D.

Demonstração. Considere-se x ∈ Ct. Primeiramente, da propriedade (PPD.3), Tabela 7.1, ∀s, t ∈

Z+, se s ≤ t:

(x∗ /◦∂D)(s, t) = x∗(s, t + D(t)).

Desta forma, tem-se:

[(x∗ /◦∂D) ⊗ (x∗ /◦∂D)] (s, t) = min
s≤τ≤t

{(x∗ /◦∂D)(s, τ) + (x∗ /◦∂D)(τ, t)}

= min
s≤τ≤t

{x∗(s, τ + D(τ)) + x∗(τ, t + D(t))} .

Desta forma, como x∗ é uma função sub-aditiva e x ∈ Ct,

[(x∗ /◦∂D) ⊗ (x∗ /◦∂D)] (s, t) = min
s≤τ≤t

{x∗(s, τ + D(τ)) + x∗(τ, t + D(t))}

≥ min
s≤τ≤t

{x∗(s, τ) + x∗(τ, t + D(t))}

≥ min
s≤τ≤t

{x∗(s, t + D(t))}

= x∗(s, t + D(t)) = (x∗ /◦∂D)(s, t).

Por outro lado, se s > t, [(x∗ /◦∂D) ⊗ (x∗ /◦∂D)] (s, t) = (x∗ /◦∂D)(s, t) = 0. Assim,

(x∗ /◦∂D)2 4(x∗ /◦∂D). Da mesma forma, (x∗ /◦∂D)3 =(x∗ /◦∂D)2⊗(x∗ /◦∂D)4(x∗ /◦∂D)⊗(x∗ /◦∂D)4

(x∗ /◦∂D) e assim sucessivamente. Dáı, a seguinte igualdade é satisfeita:

(x∗ /◦∂D)∗ = e ⊕ (x∗ /◦∂D) ⊕ (x∗ /◦∂D)2 ⊕ · · ·

= e ⊕ x∗ /◦∂D.

Proposição 43. Sejam σ1, σ2, β ∈ C e ∂D uma função de atraso variável (Definição 26). A

seguinte igualdade é satisfeita (equação 7.57):

inf {∂d : σ∗
1 < G {β /◦∂d, (e ⊕ σ∗

2 /◦∂d)}} = inf {∂d : σ∗
1 < G {β /◦∂d, σ

∗
2 /◦∂d}} .

Demonstração. A seguir, demonstra-se a seguinte equivalência:

σ∗
1 < G {β /◦∂d, σ

∗
2 /◦∂d} ⇔ σ∗

1 < G {β /◦∂d, (e ⊕ σ∗
2 /◦∂d)} .

Primeiramente, note-se que (σ∗
2 /◦∂d) 4 e ⊕ (σ∗

2 /◦∂d). Dessa forma, da propriedade

(PM.4), Tabela 3.10, tem-se:

G {β /◦∂d, σ
∗
2 /◦∂d} < G {β /◦∂d, (e ⊕ σ∗

2 /◦∂d)} .
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Dáı, qualquer ∂d que satisfaz a inequação σ∗
1 < G {β /◦∂d, σ

∗
2 /◦∂d} também satisfaz a inequação

σ∗
1 < G {β /◦∂d, (e ⊕ σ∗

2 /◦∂d)}.

Considere-se, agora, que a inequação σ∗
1 < G {β /◦∂d, (e ⊕ σ∗

2 /◦∂d)} é satisfeita, mas

não a inequação σ∗
1 < G {β /◦∂d, σ

∗
2 /◦∂d}. Nesse caso, devem existir s, t ∈ Z+ tais que as seguintes

inequações sejam satisfeitas:

(G {β /◦∂d, σ
∗
2 /◦∂d}) (s, t) < σ∗

1(s, t) ≤ (G {β /◦∂d, (e ⊕ σ∗
2 /◦∂d)}) (s, t). (G.1)

Para mostrar que as inequações (G.1) não podem ser satisfeitas, considerem-se dois

casos: s ≥ t e s < t.

1. Se s ≥ t, então σ∗
1(s, t) = 0. Dessa forma, a desigualdade (G {β /◦∂d, σ

∗
2 /◦∂d}) (s, t) < σ∗

1(s, t)

não pode ser satisfeita, porque G {β /◦∂d, σ
∗
2 /◦∂d} ∈ C.

2. Se s < t, então e(s, t) = +∞. Nesse caso, (e⊕σ∗
2 /◦∂d)(s, t) = (σ∗

2 /◦∂d)(s, t), e a desigualdade

(G {β /◦∂d, σ
∗
2 /◦∂d}) (s, t) < (G {β /◦∂d, (e ⊕ σ∗

2 /◦∂d)}) (s, t) não pode ser satisfeita.

Do exposto anteriormente, qualquer função ∂d que satisfaz a inequação σ∗
1 <

G {β /◦∂d, (e ⊕ σ∗
2 /◦∂d)} também satisfaz a inequação σ∗

1 < G {β /◦∂d, σ
∗
2 /◦∂d}.

Proposição 44. Sejam a, b, c, d : (Z+)2 → R+. Tem-se:

max
τ≤s≤t

{c(τ, t) − a(τ, s) + d(τ, t) − b(τ, s)} ≤ max
τ1≤s≤t

{c(τ1, t) − a(τ1, s)}+ max
τ2≤s≤t

{d(τ2, t) − b(τ2, s)} .

Demonstração. Primeiramente, têm-se, ∀t:

∀τ1 : c(τ1, t) − a(τ1, s) ≤ max
τ1≤s≤t

{c(τ1, t) − a(τ1, s)} ,

∀τ2 : c(τ2, t) − a(τ2, s) ≤ max
τ2≤s≤t

{c(τ2, t) − a(τ2, s)} .

Somando-se as inequações acima, tem-se:

∀τ1, τ2 : c(τ1, t)−a(τ1, s)+c(τ2, t)−a(τ2, s) ≤ max
τ1≤s≤t

{c(τ1, t) − a(τ1, s)}+ max
τ2≤s≤t

{c(τ2, t) − a(τ2, s)} .

Em particular, portanto, ∀τ :

c(τ, t) − a(τ, s) + c(τ, t) − a(τ, s) ≤ max
τ1≤s≤t

{c(τ1, t) − a(τ1, s)} + max
τ2≤s≤t

{c(τ2, t) − a(τ2, s)} .

Mas, se a expressão acima é válida ∀τ , então a seguinte expressão também é válida:

max
τ≤s≤t

{c(τ, t) − a(τ, s) + c(τ, t) − a(τ, s)} ≤ max
τ1≤s≤t

{c(τ1, t) − a(τ1, s)}+ max
τ2≤s≤t

{c(τ2, t) − a(τ2, s)} .
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Proposição 45. Considere-se D um dióide qualquer e sejam a, b, c ∈ D . Se a < b, então,

a\◦c 4 b\◦c.

Demonstração. Se a < b, então, da Definição 10, a = a ⊕ b. Assim, da Tabela 3.2, a\◦c =

(a ⊕ b)\◦c = a\◦c ∧ b\◦c. Dáı, novamente da Definição 10, a\◦c 4 b\◦c.

Proposição 46. Considere-se o dióide C definido do Caṕıtulo 3, e sejam a, b ∈ C . Tem-se:

[(e ⊕ b)\◦a∗] (t, t) = [b\◦a∗] (t, t).

Demonstração. Da Tabela 3.3, ∀t ∈ Z+:

[(e ⊕ b)\◦a∗] (t, t) = max
0≤τ≤t

{a∗(τ, t) − (e ⊕ b)(τ, t)}+

= max

{
max
0≤τ<t

{a∗(τ, t) − (e ⊕ b)(τ, t)}+ , {a∗(t, t) − (e ⊕ b)(t, t)}+

}

= max

{
max
0≤τ<t

{a∗(τ, t) − b(τ, t)}+ , {a∗(t, t) − b(t, t)}+

}
(G.2)

= [b\◦a∗] (t, t).

Nas passagens acima, a equação (G.2) é conseqüência das seguintes igualdades:

{a∗(t, t) − (e ⊕ b)(t, t)}+ = {0 − 0}+ = 0 = {0 − b(t, t)}+ = {a∗(t, t) − b(t, t)}+.

Proposição 47. Sejam x, x1, x2 ∈ C. Se, x = F {x∗
1, x

∗
2}, então x∗ = x.

Demonstração. Primeiramente, note-se que, ∀t ∈ Z+: x(t, t) = 0. De fato:

x(t, t) = (F {x∗
1, x

∗
2})(s, t) = x∗

1(t, t) + x∗
2(t, t) = 0 + 0 = 0.

Dessa forma, para completar a prova, é suficiente mostrar que x2 4 x. Da definição de produto

em C , tem-se, ∀s, t ∈ Z+:

(x ⊗ x)(s, t) = min
s≤τ≤t

{x(s, τ) + x(τ, t)}

= min
s≤τ≤t

{[x∗
1(s, τ) + x∗

2(s, τ)] + [x∗
1(τ, t) + x∗

2(τ, t)]}

= min
s≤τ≤t

{[x∗
1(s, τ) + x∗

1(τ, t)] + [x∗
2(s, τ) + x∗

2(τ, t)]}

≥ min
s≤τ1≤t

{x∗
1(s, τ1) + x∗

1(τ1, t)} + min
s≤τ2≤t

{x∗
2(s, τ2) + x∗

2(τ2, t)}

= (x∗
1 ⊗ x∗

1)(s, t) + (x∗
2 ⊗ x∗

2)(s, t)

= x∗
1(s, t) + x∗

2(s, t) = x(s, t),

o que completa a prova.
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Proposição 48. Seja β ∈ C e x ∈ Ct. Se x̂(β /◦∂d) 4 x̂, então (x̂β)/◦∂d 4 x̂.

Demonstração. Para algum instante t fixo, considere-se que a inequação x̂(β /◦∂d) 4 x̂ é satisfeita,

mas não a inequação (x̂β)/◦∂d 4 x̂. Nesse caso, tem-se:

[x̂ (β /◦∂d)] (0, t) ≥ x(0, t) > [(x̂β) /◦∂d] (0, t). (G.3)

Mas a função [(x̂β) /◦∂d] satisfaz as seguintes igualdades:

[(x̂β) /◦∂d] (0, t) = min
0≤s≤t+d(t)

{x(0, s) + β(s, t + d(t))}

= min

{
min

0≤s≤t
{x(0, s) + β(s, t + d(t))} , min

t<s≤t+d(t)
{x(0, s) + β(s, t + d(t))}

}

= min

{
[x̂ (β /◦∂d)] (0, t), min

t<s≤t+d(t)
{x(0, s) + β(s, t + d(t))}

}
.

Dessa forma, as inequações (G.3) só podem ser satisfeitas, se as seguintes inequações também

forem verificadas:

[x̂ (β /◦∂d)] (0, t) ≥ x(0, t) > min
t<s≤t+d(t)

{x(0, s) + β(s, t + d(t))} . (G.4)

No entanto, as inequações (G.4) também não podem ser satisfeitas, porque, como β ∈ C e x ∈ Ct,

então β(s, t+ d(t)) ≥ 0 e x(0, s) ≥ x(0, t), para qualquer s no intervalo t < s ≤ t+ d(t), de forma

que mint<s≤t+d(t) {x(0, s) + β(s, t + d(t))} ≥ x(0, t).

Do exposto anteriormente, as inequações (G.3) nunca se verificam.

Conseqüentemente, qualquer função ∂d tal que x̂(β /◦∂d) 4 x̂ também satisfaz a inequação

(x̂β)/◦∂d 4 x̂.

Proposição 49. Qualquer função do tipo x∗ = e ⊕ x ⊕ x2 ⊕ . . . é uma função sub-aditiva,

conforme Definição 32 (Apêndice F). De fato, como x∗ = x∗ ⊗ x∗, ∀s, t ∈ Z+, com s ≤ t:

x∗(s, t) = min
s≤τ≤t

{x∗(s, τ) + x∗(τ, t)}

≤ x∗(s, τ) + x∗(τ, t), ∀τ : s ≤ τ ≤ t.


