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É usual utilizar a transposição das fases nas linhas de transmissão com o intuito de 

diminuir o desequilíbrio de tensão e corrente existente. Na freqüência fundamental uma 

linha de transmissão pode ser considerada idealmente transposta, mas normalmente nos 

estudos de transitórios eletromagnéticos e nos estudos de qualidade de energia as linhas 

também são representadas como se fossem idealmente transpostas. Para freqüência 

fundamental é adequado tratar uma linha como idealmente transposta, mas isto não pode 

ser generalizado para toda a gama de freqüência dos fenômenos transitórios. 

No presente trabalho foi analisado o erro de se tratar uma linha como idealmente 

transposta para toda a faixa de freqüências, especificamente até 10 kHz. Uma análise 

teórica foi implementada identificando o desequilíbrio entre as fases considerando uma 

linha idealmente transposta e considerando uma linha com trechos de transposição real. A 

dependência da freqüência dos parâmetros elétricos da linha de transmissão foi 

adequadamente representada. 

Palavras-chave: Dependência da Freqüência, Parâmetros Elétricos, Transitórios 

Eletromagnéticos, Transposição.  

 

 

 

 

 

 

 



 iii

 
 

It is usual to use the phase transposition in transmission line aiming to decrease the 

existing voltage and current unbalance. In fundamental frequency a transmission line can 

be considered ideally transposed, but normally in the electromagnetic transients and quality 

energy studies the lines also are represented as if they were ideally transposed. For 

fundamental frequency it is correct to treat a line as ideally transposed, but this cannot be 

generalized for the entire frequency range of transient phenomena.  

In the present work it was analyzed the error of treating transmission line as ideally 

transposed for all frequency range, specifically up to 10 kHz. A theoretical analysis was 

implemented identifying the unbalances between the phases considering the transmission 

line ideally transposed and considering the transmission line with its actual transposition 

sections. The frequency dependence of transmission line parameters was properly 

represented. 

Keywords: Electrical Parameters, Electromagnetic Transients, Frequency 

Dependence, Transposition. 
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1.1  Evolução Histórica dos Sistemas de Transmissão [1, 2, 3] 

A estrutura genérica de um sistema de energia elétrica é formada por geradores, 

transformadores, linhas de transmissão e outros dispositivos importantes. Entre seus 

equipamentos, os mais expressivos são as linhas de transmissão de alta tensão, as elevadas 

torres de aço que cruzam o país em todas as direções. Transportando milhares de 

megawatts de energia, estas linhas interligam as estações geradoras distantes com os 

centros urbanos de carga ou unem, em sistemas cooperativos, as instalações de produção de 

energia de grandes áreas geográficas. 

Os sistemas de energia têm pouco mais de 100 anos. Por volta de 1876, não se sabia 

qual a melhor maneira de, por exemplo, transmitir a energia elétrica gerada por uma queda 

de água para um centro consumidor distante, e foi graças aos trabalhos de cientistas como 

Siemens, Gramme e Pacinotti, que foi possível obter energia elétrica em quantidades 

razoáveis a partir da energia mecânica. Somente em 1879-1880, porém, com a invenção da 

lâmpada incandescente por Thomas A. Edison, é que a energia elétrica teve seu grande 

impulso. A partir de 1882, quando foi inaugurada a central elétrica de Pearl, pelo mesmo 

Edison, fornecendo iluminação pública e energia para motores em parte da cidade de Nova 

York, começaram a surgir os primeiros sistemas comerciais de eletricidade, em diversos 

países do mundo. Com eles também tiveram início problemas com o transporte e a 

distribuição de energia elétrica, então gerada e consumida em tensão contínua. Surge então 

a tensão alternada. A expansão dos sistemas incipientes e o uso da energia hidráulica eram 

limitados devido à queda de tensão e ao efeito Joule. Para evitar a utilização de condutores 

de seções maiores, as centrais elétricas eram construídas relativamente próximas umas das 

outras. Grande potencial hidroelétrico ficava fora de alcance, pois a energia era consumida 

na tensão em que era produzida, não havendo solução imediata à vista para os problemas de 

corrente contínua. 
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Por volta de 1884/1885 foi inventado o transformador, que permitia elevar e abaixar a 

tensão, e começou a ser usada a tensão alternada. Nessas condições, o problema de 

transmissão em tensões mais elevadas resultando em menores perdas de energia estava 

resolvido. Destaca-se neste período, duas realizações que podem ser consideradas notáveis 

para a época: em 1886 foi construída na Itália uma linha monofásica com 29,5 km para 

Roma e em 1888 foi construída uma linha trifásica de 11 kV e 180 km na Alemanha. 

A invenção de Ferraris e Tesla, dos motores a indução (1885-1888), deu novo 

impulso aos sistemas de tensão alternada em detrimento dos sistemas de tensão contínua 

que foram pouco a pouco sendo substituídos. Mais e mais, a energia elétrica passou a ser 

utilizada, crescendo continuamente as potências das centrais elétricas; os novos locais que 

favoreciam aproveitamentos hidroelétricos tornavam-se cada vez mais remotos, exigindo 

tensões sempre mais elevadas e linhas mais longas, avolumando-se os problemas. Assim é 

que, por volta de 1903, a tensão de 60 kV era atingida; em 1910, 150 kV. Por volta de 1922 

entrou em operação a primeira linha de 230 kV, e posteriormente em 1936, uma linha de 

287 kV. Esta somente foi suplantada em 1950, com a entrada em serviço de uma linha com 

tensão de 400 kV na Suécia. Por volta de 1955 foram construídas as primeiras linhas em 

345 kV nos Estados Unidos, onde se iniciaram estudos e experiências, visando à 

implantação de linhas de 500 kV. Entre 1964 e 1967, no Canadá foram projetadas e 

construídas as primeiras linhas de 735 kV. 

No Brasil a evolução de sistemas de transmissão foi relativamente mais lenta, 

considerando-se que a primeira linha de transmissão de que se tem registro no Brasil foi 

construída por volta de 1883, na cidade de Diamantina, Minas Gerais. Esta linha 

transportava energia gerada em uma usina hidroelétrica, constituída de duas rodas d’água e 

dois dínamos Gramme, a uma distância de 2 km aproximadamente. A energia transmitida 

através desta linha acionava bombas hidráulicas em uma mina de diamantes. Consta que era 

a linha mais longa do mundo na época. Em 1901, com a entrada em serviço da central 

Hidroelétrica de Santana do Parnaíba, a então The San Paulo Tramway Light and Power 

Co. Ltd. construiu as primeiras linhas de seus sistemas de 40 kV. Em 1914, com a entrada 

em serviço da Usina Hidroelétrica de Utupararanga, a mesma empresa introduziu o padrão 

88 kV. Esse padrão de tensão foi em seguida adotado pela Companhia Paulista de Estradas 

de Ferro, Estrada de Ferro Sorocabana e através desta, pela USELPA (Usinas elétricas do 



                                                                                                                            I - Introdução 

 3

Paranapanema), que futuramente viria a integrar o sistema CESP. Entre os anos 1945 e 

1947 construiu-se a primeira linha de 230 kV no Brasil, com um comprimento aproximado 

de 330 km. Esta linha, destinada a interligar os sistemas Rio Light e São Paulo Light, 

operava inicialmente em 170 kV, passando, em 1950, a operar com 230 kV. Foi também a 

primeira interligação de dois sistemas importantes realizados no Brasil. Vieram, a partir 

daí, em rápida sucessão, as linhas de 230 kV do sistema da Cia. Hidroelétrica de São 

Francisco, 161 e 345 kV da CEMIG e FURNAS, 440 kV da CESP, as linhas de 500 kV de 

FURNAS e  765 kV do sistema Itaipu. 

Considerando os dados encontrados no site www.aneel.gov.br, a Agência Nacional de 

Energia Elétrica licitou e autorizou, desde 1998, 24.814,01 km de extensão de linhas de 

transmissão. Desses, 19.935,276 km estão em operação comercial. Em 2005 foram 

energizados 3.035,696 km de linha e em 2006 estão previstos energizar mais de     

2.146,194 km de linhas. Atualmente estão em operação 82.995,876 km de linha no sistema 

interligado nacional – SIN Brasileiro.  

 

Fig. 1.1: Crescimento do sistema de transmissão (km) 

A Fig. 1.1 foi obtida do site da ANEEL, pode-se observar o acréscimo anual das 

linhas de transmissão. Essa evolução, evidentemente, é uma conseqüência do crescimento 

da demanda de energia elétrica e da extensão dos sistemas. 
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1.2 Apresentação da Transposição em Linhas de Transmissão 

As linhas de transmissão de energia têm como função principal o transporte de 

energia entre centros de produção e centros de consumo, assim como a interligação de 

centros de produção e entre os mesmos e sistemas independentes. No caso predominante no 

Brasil (geração hídrica) a natureza impõe os locais onde sejam viáveis as construções das 

barragens. As linhas de transmissão no Brasil costumam ser extensas, porque as grandes 

usinas hidrelétricas geralmente estão situadas a distâncias consideráveis dos centros 

consumidores de energia. 

Se numa determinada linha de transmissão tem-se tensão e corrente a freqüência 

fundamental equilibrados num extremo, observa-se que os valores medidos no outro 

extremo apresentam desequilíbrio entre eles, devido ao efeito eletromagnético provocado 

pela linha. Este desequilíbrio depende quase exclusivamente de geometria da linha, ou seja, 

de suas características físicas que não só ditam o seu comportamento em regime normal de 

operação como também o comportamento quando são submetidas a perturbações 

transitórias.  

Particularmente uma linha de transmissão trifásica gera desequilíbrio em termos de 

tensão e corrente a freqüência fundamental considerável tanto maior quanto maior for o 

comprimento da linha. Este desequilíbrio analisado no extremo medido da linha é produto 

de várias características físicas e elétricas dos cabos condutores, os quais constituem os 

elementos ativos propriamente ditos das linhas de transmissão. Idealmente os condutores 

das linhas de transmissão deveriam apresentar características como: alta condutividade 

elétrica, baixo custo, boa resistência mecânica, baixo peso específico, etc. [2].  

A característica física responsável pelo desequilíbrio de tensão e corrente observado 

nos terminais da linha de transmissão é a disposição física dos condutores na linha, que 

pode ser representada matematicamente por impedância longitudinal e admitância 

transversal próprias e mútuas distintas entre si [4]. 

Por meio da “transposição da linha” é possível restaurar o equilíbrio das tensões e 

correntes nos terminais da linha para a freqüência fundamental. A transposição numa linha 

de transmissão consiste em fazer com que cada fase ocupe cada uma das posições nas torres 

por igual distância (para uma linha trifásica, três são as posições possíveis e deve-se fazer 



                                                                                                                            I - Introdução 

 5

com que cada fase ocupe por 1/3 do comprimento da linha cada uma das três posições). 

Considerando por exemplo uma linha de 300 km pode-se fazer a transposição de uma linha 

utilizando duas estruturas de transposição (três trechos de 100 km), como também é 

possível fazer um ciclo de transposição utilizando três estruturas de transposição (dois 

trechos de 50 km e dois de 100 km). Neste último caso as posições iniciais das fases do 

primeiro trecho são as mesmas posições do último trecho. 

A transposição como forma de restaurar o equilíbrio de tensão e corrente entre as 

fases é necessária para a freqüência fundamental e nas representações matemáticas de 

modelos de linhas em programas de simulação comumente as linhas de transmissão 

também são consideradas como idealmente transpostas, o que não é válido. 

1.3  Objetivos 

O objetivo deste trabalho é a quantificação do erro de se tratar uma linha como 

idealmente transposta para estudos de transitórios eletromagnéticos para uma faixa de 

freqüência de 120 Hz até 10 kHz. Considerando que a freqüência fundamental de 

transmissão no Brasil é 60 Hz, neste estudo está incluída a análise das harmônicas da 

freqüência fundamental.  

Serão estudados os seguintes tópicos: 

• Como parte inicial deste trabalho serão calculados os parâmetros elétricos da 

linha em função da freqüência.  

• Identificação através da função de transferência (quadripolos) para quais 

freqüências uma linha com transposição real pode ser considerada como 

idealmente transposta. 

• Avaliação da influência do comprimento do trecho de transposição no 

desequilíbrio de tensão e corrente nos terminais de uma linha em regime 

permanente. 

• Análise da manobra de energização representando a linha com transposição 

ideal e a linha com transposição real, ou seja, trechos de linhas não transpostas 

seguidos por torres de transposição.  
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1.4  Revisão Bibliográfica 

As simulações de transitórios eletromagnéticos são fundamentais num estudo de 

planejamento e operação de um sistema. A confiabilidade dos estudos de transitórios 

eletromagnéticos é fortemente dependente da modelagem dos elementos do sistema nos 

programas de simulação. Neste contexto, destacam-se as linhas de transmissão, pela vasta 

variedade de modelos encontrados na literatura técnica. O grande desafio na modelagem de 

linhas de transmissão é a representação da variação de seus parâmetros com a freqüência, 

devido ao efeito pelicular nos condutores e à impedância de retorno pelo solo. 

No presente trabalho, os modelos de linha são utilizados para representar a 

transposição real da linha. Não foram encontrados muitos trabalhos que tratem da 

transposição, mas sim alguns trabalhos que analisam a transposição para freqüências 

harmônicas [4]. O efeito da indução eletromagnética em estudos de transposição [5] e os 

efeitos de ressonância devido à transposição de um condutor [6]. A informação com 

referência à transposição em linhas de alta tensão é considerada como base para a análise 

da transposição real da linha, conjuntamente com os modelos de linha de transmissão.  

A partir de trabalhos desenvolvidos até a atualidade, inúmeras formas de análise 

matemática foram aplicadas na análise de linhas. Além da análise matricial, podem ser 

identificados, entre outros exemplos, aplicações de equações diferenciais, transformadas de 

Laplace e séries de Fourier. Os primeiros simuladores utilizavam a transformada numérica 

de Fourier, onde se considera um número de pontos de freqüência para o cálculo [7]. 

Os modelos de linhas de transmissão podem ser classificados como modelos descritos 

no domínio do tempo e no domínio da freqüência. Uma das principais limitações dos 

modelos de linha com parâmetros dependentes da freqüência é devido à avaliação 

computacional muito pesada, em termos de tempo. 

 Em contrapartida ao desenvolvimento de programas no domínio da freqüência há a 

modelagem de sistemas diretamente no domínio do tempo. Este tipo de abordagem é, 

atualmente, mais comum tanto na literatura técnica como nas empresas do setor elétrico, 

visto a grande disseminação de programas do tipo EMTP (Electromagnetic Transients 

Program) [8]. Nos modelos no domínio do tempo, a solução é obtida diretamente em 

função do tempo sem utilizar transformadas inversas, mas para modelos no domínio da 
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freqüência é primeiro obtida a solução no domínio da freqüência e depois convertida para o 

domínio do tempo utilizando transformadas inversas [9]. 

Para as simulações de transitórios eletromagnéticos em linhas de transmissão com 

parâmetros dependentes da freqüência, deve-se obter as soluções por integrais de 

convolução [10]. Ao associar séries de Fourier aos métodos de convolução, o resultado é 

um modelo preciso e eficiente para linhas sem distorção e sem perdas. Distorções e perdas 

podem ser introduzidas mediante parâmetros concentrados [11 e 12]. Para se determinar os 

parâmetros de linha devem ser consideradas a configuração da torre e as características 

construtivas dos feixes de condutores [13]. Considerando-se linhas com dependência da 

freqüência, a maioria dos programas digitais utiliza aplicações das fórmulas de Carson e o 

efeito pelicular. 

Os modelos de linhas podem ser classificados também enquanto à natureza de seus 

parâmetros em modelos a parâmetros concentrados e modelos em parâmetros distribuídos. 

Os parâmetros concentrados são de fácil utilização [13], mas nem sempre representam 

adequadamente a linha para toda a faixa de freqüências que estão presentes nos fenômenos 

de regime transitório. Na maior parte dos casos estes modelos aumentam a amplitude das 

harmônicas de ordem elevada, distorcendo as formas de ondas e produzindo picos 

exagerados [14]. Os modelos com parâmetros distribuídos dependentes da freqüência são 

considerados mais precisos que os modelos que consideram os parâmetros constantes [15]. 

Os parâmetros de propagação são variantes com a freqüência e, na prática, só podem 

ser calculados de forma discreta neste domínio. Nos primeiros modelos, a resposta temporal 

da linha era obtida através de convoluções numéricas envolvendo amostras temporais da 

admitância característica e do fator de propagação, que eram obtidas através da 

transformada numérica de Fourier. Uma formulação muito mais eficiente é alcançada 

quando estas grandezas são sintetizadas por funções racionais, permitindo uma análise 

recursiva das convoluções [16]. Desta forma, um ponto crítico na modelagem de linhas em 

simuladores do tipo EMTP é a síntese da admitância característica e do fator de 

propagação, podendo ser efetuada tanto no domínio modal quanto no domínio de fases. 
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Uma alternativa para a modelagem consiste no uso de parâmetros concentrados 

representando a variação da impedância série da linha de transmissão com a freqüência [17, 

18, 19, 20, 21, 22]. 

Buscam-se, então, soluções mais precisas, substituindo os métodos recursivos de 

convolução por transformação modal. Trabalha-se no domínio dos modos, caracterizando 

uma mudança de base vetorial, do domínio das fases para o domínio dos modos, e 

diagonalizando as matrizes de impedâncias e de admitâncias, representativas da linha. A 

representação de uma linha de transmissão através de seus autovetores traz a vantagem de 

que um sistema acoplado com n fases pode ser avaliado por n linhas monofásicas 

independentes [23]. Então, obtêm-se elementos desacoplados a partir dos componentes de 

fase [17,18,19,23]. No entanto, como os parâmetros de linha são dependentes da 

freqüência, os autovetores e os autovalores também são dependentes da freqüência [19, 24]; 

os autovalores e autovetores podem ser obtidos também pelo método de Newton Raphson 

[25]. 

Matrizes de transformação constantes, tais como as matrizes de Clarke, de Fortescue e 

Karrenbauer têm boa precisão em relação aos autovetores exatos quando se inclui um termo 

de correção [26, 27]. Caso a linha analisada seja idealmente transposta, os resultados 

obtidos com a transformação de Clarke são exatos para linhas trifásicas simples [17, 18, 19, 

26, 27, 28]. Uma das grandes dificuldades no estudo de transitórios eletromagnéticos é a 

correta representação dependência com a freqüência dos parâmetros longitudinais da linha 

de transmissão nos programas no domínio do tempo. 

Outra forma de representação é a modelagem de linhas de transmissão no domínio 

direto das fases e não de modos a qual tem sido objeto de diversos estudos [29, 30, 31, 32, 

33 e 34]. 

1.5  Apresentação da Linha de Transmissão em Estudo 

A linha em análise é uma linha trifásica simples da CESP de 440 kV. Esta possui 

quatro sub-condutores compondo o feixe de cada fase e dois cabos pára-raios. 

Na Fig. 1.2. estão mostradas as disposições físicas tanto dos sub-condutores como os 

cabos pára-raios. 
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Fig. 1.2: Silhueta de torre da linha de 440 kV 

 1.5.1 Dados Elétricos da Linha 

Mostram-se nas Tabelas 1.1 e 1.2, os dados elétricos para os doze condutores de fase, 

e dois cabos pára-raios. A resistividade do solo considerada para a análise é de 1000 �.m e 

vão médio de 450 m. 
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Tabela 1.1: Dados e características dos condutores de fase da linha 

Condutor de fase Grosbeak 

               Raio externo R1 12,57 mm 

               Raio interno R0 4,635 mm 

               Resistência cc. 0,089898 Ω/km 

               Temperatura 75 ° C 

               Permeabilidade magnética relativa 1,0 

               Flecha a meio vão 13,43 m 

Tabela 1.2: Dados e características dos cabos pára-raios da linha 

Cabo Pára-raios 

               Raio externo R1 4,572 mm 

               Raio interno R0 0,0 mm 

               Resistência cc 4,188 Ω/km 

               Temperatura 45 ° C 

               Permeabilidade magnética relativa 70 

               Flecha a meio vão 6,4 m 

1.6  Estrutura do Trabalho 

O texto da dissertação está dividido em oito capítulos, incluindo este capítulo 

introdutório. A seguir apresenta-se uma descrição dos demais capítulos. 

O capítulo 2 apresenta a teoria fundamental para o cálculo de parâmetros elétricos de 

uma linha de transmissão tanto da impedância série quanto da admitância em derivação. As 

matrizes de parâmetros estão apresentadas em função da freqüência.  

O capítulo 3 apresenta o processo de transposição em linhas, mostrando os casos de 

linha para análise, começando por linha sem transposição, com transposição parcial, com 

transposição de ciclo completo e finalmente apresentando o caso de uma linha idealmente 

transposta. 
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O capítulo 4 aborda as relações de tensão e corrente numa linha de transmissão, onde 

estão apresentados os diferentes tipos de modelos de linha. A utilização dos modelos vai 

depender do comprimento da linha em análise. A solução de propagação de onda para 

linhas longas está apresentada para um sistema monofásico. 

No capítulo 5 estão apresentadas as diferentes formas de soluções das equações de 

propagação de onda em linhas polifásicas. É apresentada a solução freqüentemente aplicada 

(funções hiperbólicas), nas quais são utilizadas transformações modais. Outras duas formas 

adicionais de solução para representações de sistemas polifásicos são apresentadas neste 

capítulo (quadramento e séries equivalentes). 

No capítulo 6 são aplicadas as três soluções de propagação de onda do capítulo 5, 

obtendo-se as funções de transferência (quadripolos) para as linhas em análise. As funções 

de transferência de uma linha a freqüência nominal são apresentadas, obtendo as tensões e 

correntes nos extremos da linha e desta forma permitindo observar a influência da 

transposição numa linha de transmissão. Neste capítulo estão apresentados também os 

elementos da matriz de transferência em componentes de fase em função da freqüência para 

o caso de linha idealmente transposta e da linha com transposição real. São apresentados os 

módulos dos elementos da matriz de transferência em função da freqüência e é possível 

observar a diferença entre a representação ideal e a representação com transposição real. 

No capítulo 7 são avaliados os resultados da influência da transposição em função das 

tensões e correntes para freqüência nominal. Estão apresentados também valores dos 

elementos das matrizes de transferência no domínio das fases para as harmônicas de 60 Hz. 

Neste capítulo são apresentados os erros calculados entre as representações de linha 

idealmente transposta e linha com transposição real em função da freqüência. Como parte 

da análise são realizadas simulações de transitórios eletromagnéticos para avaliar e  

identificar as diferenças entre representações ideais e representações reais de linha. A 

comparação é feita  simulando uma energização de linha no simulador PSCAD/EMTDC. 

O capítulo 8 apresenta, com base nos resultados obtidos nos capítulos anteriores, as 

conclusões da dissertação e algumas sugestões de trabalhos futuros. 
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2.1  Cálculo de Parâmetros Elétricos 

As linhas de transmissão são essenciais no desenvolvimento do setor elétrico. Com o 

crescimento dos sistemas de transmissão, torna-se cada vez mais importante a 

representação adequada da linha de transmissão em programas de simulação. Neste 

contexto, deve-se prestar uma atenção especial na determinação dos parâmetros 

fundamentais da linha (resistência, indutância, condutância e capacitância). 

Os parâmetros unitários de linhas de transmissão, resistência por unidade de 

comprimento (R), indutância por unidade de comprimento (L) e capacitância por unidade 

de comprimento (C) não podem, em geral, ser considerados como concentrados e podem 

ser supostos igualmente distribuídos ao longo da linha de transmissão. A condutância (G) 

normalmente pode ser desconsiderada para linhas aéreas excetuando-se os estudos de efeito 

corona. A representação da linha através de seus parâmetros por unidade de comprimento é 

válida quando a linha tem características homogêneas e o efeito dos seus terminais pode ser 

desprezado. Caso a linha seja não uniforme é necessário representar trechos de linha que 

possuam características semelhantes e associá-los em série. 

 

Fig. 2.1: Representação de um trecho de linha com parâmetros distribuídos. 

Atualmente no ATP-EMTP existem duas sub-rotinas capazes de calcular os 

parâmetros das linhas de transmissão, a Line Constants e a Cable Parameters. Enquanto a 
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primeira existe praticamente desde as primeiras versões de EMTP, a segunda rotina é uma 

evolução da Cable Constants, originalmente implementada em 1981. Estas duas rotinas 

calculam os parâmetros elétricos de uma linha, mas a Line Constants calcula os parâmetros 

elétricos de uma linha de transmissão, enquanto a Cable Parameters permite também o 

cálculo dos modelos de cabos aéreos e subterrâneos [35]. 

O cálculo de parâmetros pode ser efetuado também utilizando qualquer outra 

ferramenta computacional e neste trabalho o cálculo de parâmetros foi desenvolvido dentro 

do ambiente computacional Matlab. 

2.2  Considerações Importantes no Cálculo de Parâmetros 

A análise dos fenômenos de propagação de ondas eletromagnéticas em linhas de 

transmissão é bastante complexa, uma vez que as grandezas envolvidas tal como 

morfologia de terreno, posição dos condutores no espaço, efeitos das estruturas e outros, 

não podem ser representados com exatidão. Isto faz com que o cálculo exato dos 

parâmetros ao longo de toda a linha seja muito complexo, sendo usual admitir hipóteses 

simplificativas. Para calcular estes parâmetros são adotadas algumas hipóteses, como as 

descritas a seguir [36]: 

• O  solo é plano nas vizinhanças da linha; 

• O solo é homogêneo ao longo de toda a extensão da linha; 

• Os condutores são paralelos entre si e o solo, sendo seus raios muito 

inferiores às distâncias envolvidas; 

• Os efeitos terminais da linha e das estruturas são desprezados na 

determinação do campo eletromagnético; 

• Os cabos pára-raios de aço da linha possuem permeabilidade magnética 

constante com a freqüência; 

• Os cabos de fase, compostos por fios encordoados com alma de aço, são 

representados através de um condutor com seção reta com a forma de 

coroa circular, onde a corrente na alma de aço é desprezada. 

Os parâmetros elétricos de uma linha de transmissão são expressos sob a forma de 

matrizes com elementos próprios e mútuos, cujas dimensões correspondem ao número de 
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condutores da linha (sub-condutores que compõem o feixe e os cabos pára-raios). As 

matrizes de parâmetros longitudinais e transversais, ou seja, matriz resistência e indutância 

e matriz capacitância (sendo desprezada a condutância), são calculadas de forma a se obter 

os parâmetros de cada cabo, tanto dos condutores quanto dos cabos pára-raios. 

2.3  Matriz de Parâmetros Longitudinais Unitários 

A matriz de parâmetros longitudinais unitários de uma linha de transmissão supondo 

as considerações mencionadas anteriormente é composta pela soma das seguintes 

contribuições: 

• Impedância interna unitária do condutor, 

• Reatância externa unitária para um solo ideal, 

• Impedância unitária devido ao solo real. 

Todas as parcelas da impedância longitudinal unitária da linha são função da 

freqüência. 

Os elementos da matriz impedância série por unidade de comprimento da linha são 

dados por: 

,...n3,2,1i,j

) Xext  Xe (Xcj)Re   (Rc Z ijijijijijij

=

++⋅++=
 (2.1) 

Onde: 

a) jXcRc +  Impedância interna unitária do condutor. 

b) jXext  Reatância mútua unitária entre os condutores (solo e condutores 

ideais). 

c) jXeRe +  Impedância unitária devido ao retorno no solo. 

d) n  Número total de condutores. 

Unidade da impedância longitudinal unitária: Ω/km. 

2.3.1 Impedância Interna Unitária 

Por definição a impedância interna é a relação entre campo elétrico na superfície do 

condutor e a corrente total do condutor. A impedância interna de um condutor cilíndrico 
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com seção reta em forma de coroa circular com raio externo R1 e raio interno R0, mostrado 

na Fig. 2.2 é definida através da resistência interna e reatância interna. No caso de um 

condutor sólido de seção circular, para freqüências baixas a corrente é uniformemente 

distribuída em sua seção circular. À medida que a freqüência aumenta, a densidade de 

corrente concentra-se em maior grau na superfície do condutor e diminui bastante na região 

central do condutor. A distribuição da densidade de corrente através da seção transversal do 

condutor não é uniforme, sendo este fenômeno conhecido como Efeito Pelicular (em 

inglês, “Skin Effect”). Tal efeito, de alteração do fluxo magnético interno pode ser 

representado através da modificação da impedância interna fazendo com que a resistência e 

a indutância variem em função da freqüência [2]. 

 

Fig. 2.2: Vista longitudinal e transversal de um condutor cilíndrico de seção reta em forma de coroa 
circular. 

Considerando o efeito pelicular, a expressão da impedância interna é obtida a partir 

do cálculo das expressões de campo elétrico, fluxo magnético e densidade de corrente 

obtidas através das leis do eletromagnetismo. A relação entre o campo elétrico longitudinal 

na superfície exterior do condutor e a corrente que flui no condutor será a impedância 

interna do condutor por unidade de comprimento. Realizadas as deduções destas 

expressões, a impedância interna resulta numa combinação (somas e produtos) de Funções 

de Bessel. 

Ao realizar a implementação no Matlab, utilizou-se a funções de Bessel já definidas 

neste ambiente. 

Finalmente a impedância interna de um condutor tubular, com seção reta com a forma 

de uma coroa circular de raio interno R0 e externo R1 é dada pela fórmula: 
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)(K)(I)(K)(I

)(I)(K)(K)(I

R2

1j
XcjRcZc

11010111

01100110

1 ρ⋅ρ−ρ⋅ρ

ρ⋅ρ+ρ⋅ρ
⋅

⋅π⋅
⋅

σ

µ⋅ω⋅
=⋅+=  (2.2) 

Onde: 0I , 1I , 0K  e 1K  são funções de Bessel de primeira e segunda ordem, 

respectivamente . 

4
j

000 eRjR
π

⋅

⋅σ⋅µ⋅ω⋅=σ⋅µ⋅ω⋅⋅=ρ  (2.3) 

4
j

00 e'

π
⋅

⋅ρ=ρ  (2.4) 

4
j

000 eRjR
π

⋅

⋅σ⋅µ⋅ω⋅=σ⋅µ⋅ω⋅⋅=ρ  (2.5) 

4
j

11 e'

π
⋅

⋅ρ=ρ  (2.6) 

σ⋅µ⋅ω⋅=ρ 00 R'  (2.7) 

σ⋅µ⋅ω⋅=ρ 11 R'  (2.8) 

� = Permeabilidade magnética do condutor. 

σ = Condutividade do condutor.  

ω = Freqüência angular. 

Geralmente, na implementação computacional do cálculo da impedância interna, 

utilizam-se fórmulas aproximadas (polinômios interpoladores) das funções de Bessel 

acima. Tais aproximações apresentam uma boa precisão no cálculo. 

2.3.2 Impedância Externa Unitária Supondo o Solo Ideal 

A reatância externa jXext , supondo que o solo seja um condutor ideal, representa a 

reatância entre condutores reais e os condutores imagens, fazendo uso do conceito de 

imagem de corrente. Na reatância externa não é considerada a contribuição interna dos 

condutores. Um solo ideal é aquele de condutividade infinita.  

A expressão da reatância externa, definida em [36], é dada pela fórmula: 
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












⋅

π

µ
⋅ω=

ij

ij0
ij d

D
ln

2
  Xext  (2.9) 

Onde: 

ω = freqüência angular; 

µ0 = permeabilidade magnética do vácuo (4π*10-7 H/m); 

ijD  e ijd = são definidos conforme Fig. 2.3; 

 

Fig. 2.3: Representação esquemática de dois condutores da linha e suas imagens para solo ideal. 

Para os termos próprios ( )ji = : iij H2D =  e iij rd =  (raio interno). 

2.3.3 Impedância Externa Unitária Corrigindo o Efeito do Solo Real 

O solo real não tem condutividade infinita (resistividade ρ) e as contribuições do solo 

real para resistência e reatância longitudinais ( )jXeRe+  numa linha de transmissão são 

obtidas através de um conjunto de fórmulas desenvolvidas por Carson [19]. 

Em 1926, o Dr. John R. Carson publicou suas equações para calcular a impedância de 

um circuito, considerando o efeito do retorno pela terra. Estas equações são muito 

utilizadas para o cálculo de parâmetros de linhas de transmissão aérea e subterrânea. Carson 

supõe que a terra é uma superfície uniforme, plana, sólida e infinita com uma resistividade 

constante e não nula. 

No cálculo desta impedância o método de Carson é apresentado sob a forma de séries, 

mas seria possível utilizar a formulação diretamente na forma de integrais; em [36] 
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apresenta-se a formulação dos termos gerais das séries. As séries para representar a 

formulação de Carson foram implementadas no ambiente Matlab para calcular o efeito do 

solo real na impedância externa. 

As expressões de cálculo de impedância devido ao solo real estão apresentadas: 

ij
0

ij PRe ⋅
π

µ⋅ω
=  (2.10) 

ij
0

ij QXe ⋅
π

µ⋅ω
=  (2.11) 

Onde ijP  e ijQ  são definidos para dois intervalos do parâmetro adimensional δ: 

ij
0

ij D⋅
ρ

µ⋅ω
=δ  (2.12) 

Onde ρ é a resistividade do solo, ijD  e ijθ  são obtidos da geometria da linha conforme 

a Fig. 2.4. 

 

Fig. 2.4: Representação esquemática de dois condutores da linha e suas imagens para solo real. 

Para ijδ  ≤ 5: 
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Onde: 
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Em algumas das expressões, os índices i e j foram omitidos por facilidade de notação. 

Para ijδ  ≥ 5: 
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2.4  Matriz de Admitâncias Transversais Unitárias 

A matriz de admitâncias transversais unitárias é formada basicamente por dois 

parâmetros: condutância e capacitância. No entanto, o primeiro termo é muito pequeno e 

não é considerado em representações de linhas aéreas.

Concretamente, para o caso do parâmetro condutância não existe um modelo 

matemático preciso e com simplicidade apropriada para conseguir representar a 

condutância. Este parâmetro resulta da observação das “correntes de fuga” descrevendo 

uma trajetória das fases a terra. Principalmente estas correntes fluem através do isolador até 

a torre, sendo função das perdas do isolador, a qual varia significativamente com o calor, 

umidade atmosférica, contaminação e salinidade do ambiente, entre outros fatores. Por esta 

razão, obter um modelo matemático representativo deste fenômeno resulta numa tarefa 

complexa, por outro lado é comum desprezar o efeito dessas correntes de fuga, por elas 

representarem uma porcentagem muito pequena com respeito às correntes nominais da 

linha.   

Finalmente a matriz admitância considerando-se só a capacitância, é calculada entre 

condutores e dos condutores para a terra. Analogamente à reatância mútua, a expressão da 

admitância é dada por: 
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[ ] 1
0ij A2j  Y −

⋅ε⋅ω⋅π⋅⋅=  (2.33) 

Onde: 
ω = freqüência angular; 

ε0 = permissividade do ar (8,85 * 10-12 F/m); 

A = matriz cujos elementos são )/dln(D ijij ; 

No caso de ijD  e ijd  são definidos também pela Fig. 2.3, onde para os termos 

próprios ( )ji = : iij H2D =  e iij rd =  (raio interno). 

2.5  Matrizes Reduzidas 

Os parâmetros elétricos de uma linha de transmissão obtidos na análise são 

apresentados por duas matrizes unitárias (matriz impedância e matriz admitância). Estas 

matrizes cuja ordem é igual ao número total de sub-condutores e cabos pára-raios são 

chamadas de matrizes primitivas e no caso da linha em análise sua matriz primitiva é de 

ordem catorze. 

A partir das matrizes primitivas da linha são obtidas as matrizes reduzidas da linha 

que tem dimensão igual ao número de fases da linha de transmissão. Esta redução é 

realizada pelo método de Kron. A hipótese para eliminação dos cabos pára-raios foi supô-

los continuamente aterrados, ou seja, 0VPR = . Para redução dos sub-condutores a um 

condutor equivalente por fase foi suposto que a corrente no condutor equivalente era igual à 

soma das correntes em cada sub-condutor e que a tensão em todos os sub-condutores era 

igual à tensão no condutor equivalente, ou seja, 

aka2a1A I...II  I +++= ,  aka2a1A V...VV  V ====  (2.34) 

Onde: 

A - associado ao condutor equivalente e; 

k - número de sub-condutores fase.  

Utilizando a redução são incorporados os efeitos dos sub-condutores e cabos-pára-

raios num equivalente trifásico, ou seja, obtém-se matrizes de parâmetros elétricos de 

ordem três (impedância e admitância). 
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Fig. 2.5: Representação do equivalente trifásico de uma linha trifásica usando a regra de Kron. 

Em resumo a implementação do cálculo dos parâmetros teve como base [36], 

extraindo as fórmulas do cálculo de impedância série e susceptância paralelo, já que a 

condutância em paralelo foi desprezada. Calculou-se a impedância série unitária para cada 

cabo (condutor e pára-raio) em partes, sendo definidas elas como: impedância interna, 

reatância externa (solo ideal), impedância devido ao efeito do solo real. A impedância da 

linha é composta pela soma de todas as contribuições acima descritas, sendo seus elementos 

dependentes da freqüência. No cálculo da susceptância, utilizou-se algumas definições 

usadas no cálculo da impedância úteis para encontrar a capacitância. Esse cálculo é 

somente função das posições relativas dos condutores ao solo e relativas entre si, e no caso 

da admitância esta é constante para toda a gama de freqüências do estudo (até 10 kHz). 

No cálculo dos parâmetros foi considerada a resistividade do solo de 1000 �.m. 

O estudo realizado exige a representação da dependência com a freqüência dos 

parâmetros de linha, já que se deseja obter resultados comparativos em freqüência. Alguns 

gráficos demonstrativos dos parâmetros da linha de transmissão sem transposição serão 

apresentados neste capítulo. 

2.6 Parâmetros Elétricos em Função da Freqüência para a 
Configuração da Torre de Transmissão Analisada 

Considerando o seguinte: 

• Rc = Resistência interna unitária 

• Lc = Indutância interna unitária 

• Re = Resistência de Carson unitária 
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• Le = Indutância de Carson unitária 

• Lg = Indutância externa unitária (solo ideal) 

• Rtot = Rc+Re 

• Ltot = Lc+Le+Lg 

A representação do solo utilizada neste estudo foi simplificada, não sendo 

considerada a sua dependência com a freqüência e a permissividade foi suposta nula [37, 

38]. O solo foi suposto somente representado por uma resistividade independente da 

freqüência e igual 1000 �.m. Em trabalhos futuros deverá ser analisada a influência da 

representação mais precisa do solo na análise da transposição. 

2.6.1 Parâmetros Elétricos para a Configuração Física da Linha 
Trifásica Real Analisada 

As posições físicas dos condutores na torre de transmissão são obtidas de uma linha 

real da Fig. 1.2, dita linha tem a configuração triangular mostrada na Fig. 2.6. 

 

Fig. 2.6: Configuração física dos condutores de fase para a linha real analisada 

 

A Fig. 2.7 apresenta a resistências internas (Rc), as resistências próprias devido à 

correção de solo real (Re) e a resistência total do condutor (Rtot) da linha da Fig. 2.6 

variando com a freqüência. Enquanto a Fig. 2.8 apresenta a resistência mútua entre os 

condutores A1 e B2 variando com a freqüência. 
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Fig. 2.7: Parcelas da resistência própria por unidade de comprimento em função da freqüência - 
matriz primitiva 

Na Fig. 2.7 pode-se observar que a resistência interna total do condutor é constante 

até 100 Hz. A partir de 100 Hz, a Rtot[11]  passa ser dependente da freqüência devido ao 

efeito pelicular e à correção do solo. À medida que a freqüência aumenta a corrente tende a 

fluir na parte superficial do condutor e do solo. Portanto a Rtot[11] aumenta 

significativamente para freqüências maiores a 100 Hz. 

 

Fig. 2.8: Parcelas da resistência mútua por unidade de comprimento em função da freqüência - 
matriz primitiva 

Pode-se observar na Fig. 2.8 que as resistências externas do condutor “1” e do 

condutor “2” para freqüências baixas apresentam valores praticamente iguais, mesmo com 

o condutor 1 mais próximo do solo. No entanto, para freqüências acima de 100 Hz a 

resistência externa do condutor “1” apresenta variação ligeiramente mais acentuada com a 
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freqüência comparada com a resistência externa do condutor “2”, em conseqüência de sua 

configuração física da torre de transmissão. 

 

Fig. 2.9: Parcelas da indutância própria por unidade de comprimento em função da freqüência - 
matriz primitiva 

A Fig. 2.9 mostra a indutância interna (Lc), indutância própria devido à correção de 

solo real (Lg), a indutância para solo ideal e a indutância própria total do condutor (Ltot) da 

linha da Fig. 2.6 variando com a freqüência. 

Pode-se observar Fig. 2.9 que a indutância interna permaneceu constante até 

aproximadamente 100 Hz, observando-se que é a mesma faixa de freqüência em que a 

resistência interna se manteve constante. Posteriormente começa a declinar, mostrando um 

comportamento dual em relação a resistência interna própria. As indutâncias externas 

apresentam um decréscimo suave, sempre com valores bem próximos, e mais elevados que 

a indutâncias interna. 

Em baixas freqüências a indutância própria total é a soma da parcela interna constante 

com a correção do solo real mais a contribuição da parcela externa na condição de solo 

ideal, que depende da posição relativa dos condutores na torre de transmissão. Para 

freqüências acima de 10 kHz a influência do solo faz com que a indutância decresça em 

forma mais acentuada. 
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Fig 2.10: Parcelas da indutância mútua por unidade de comprimento em função da freqüência - 
matriz primitiva 

As indutâncias mútuas devido à contribuição do solo apresentam decréscimo suave, 

sendo que as três indutâncias mútuas para diferentes características físicas apresentadas na 

Fig. 2.10 são bem próxima para baixas freqüências, apresentado-se uma diferença bem 

pequena entre elas para altas freqüências. 

 

Fig. 2.11: Resistências próprias por unidade de comprimento em função da freqüência - matriz 
reduzida 

Nas Fig. 2.11 até Fig. 2.14 estão apresentadas as resistências próprias e mútuas, as 

indutâncias próprias e mútuas, numa representação equivalente em fase tanto para 

resistência como indutância em função da freqüência. Nestas equivalências em fase estão 

presentes todas contribuições que correspondem tanto para resistências como para 

indutâncias. 
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Fig. 2.12: Resistências mútuas por unidade de comprimento em função da freqüência - matriz 
reduzida 

 

Fig. 2.13: Indutâncias próprias por unidade de comprimento em função da freqüência - matriz 
reduzida 

 

Fig. 2.14: Indutâncias mútuas por unidade de comprimento em função da freqüência - matriz 
reduzida 
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Na seguinte tabela 2.1 estão apresentados os valores das resistências próprias e 

mútuas, as indutâncias próprias e mútuas, numa representação equivalente em fase tanto 

para resistência como indutância em função da freqüência. 

 

Tabela 2.1: Valores de resistência e indutância por unidade de comprimento para a configuração de 
linha real analisada. 

Parâmetros Elétricos - Matriz Impedância Reduzida 

Freqüência  Resistência por unidade de comprimento [ΩΩΩΩ/km] 
Hz Raa Rbb Rab Rac 

10 Hz 0,0347 0,0349 0,0123 0,0122 
60 Hz 0,1169 0,1215 0,0964 0,0941 

100 Hz 0,1730 0,1809 0,1538 0,1497 
120 Hz 0,1971 0,2062 0,1782 0,1735 
180 Hz 0,2622 0,2742 0,2438 0,2376 
240 Hz 0,3237 0,3383 0,3054 0,2978 
300 Hz 0,3840 0,4010 0,3654 0,3565 
360 Hz 0,4431 0,4624 0,4241 0,4139 
420 Hz 0,5007 0,5222 0,4810 0,4696 
480 Hz 0,5566 0,5801 0,5361 0,5235 
540 Hz 0,6108 0,6362 0,5895 0,5758 
600 Hz 0,6635 0,6906 0,6412 0,6265 
1 kHz  0,9851 1,0196 0,9554 0,9360 
3 kHz 2,2860 2,3097 2,2150 2,1944 

10 kHz 5,9894 5,7710 5,7111 5,7740 

Freqüência  Indutância por unidade de comprimento [mH/km] 
Hz Laa Lbb Lab Lac 

10 Hz 2,0931 2,0923 1,2846 1,1604 
60 Hz 1,8210 1,8108  1,0080  0,8886 

100 Hz 1,7259 1,7099  0,9102  0,7937 
120 Hz 1,6953  1,6774 0,8788 0,7632 
180 Hz 1,6362 1,6149 0,8182 0,7044 
240 Hz 1,5999 1,5767 0,7813 0,6684 
300 Hz 1,5734 1,5489 0,7544 0,6422 
360 Hz 1,5522 1,5267 0,733 0,6213 
420 Hz 1,5345 1,5082 0,7151 0,604 
480 Hz 1,5193 1,4923 0,7000 0,5892 
540 Hz 1,5062 1,4785 0,6868 0,5764 
600 Hz 1,4946 1,4664 0,6753 0,5651 
1 kHz  1,4422 1,4117 0,6234 0,5145 
3 kHz 1,3504 1,3173 0,5332 0,4258 

10 kHz 1,2738 1,2417 0,4591 0,3516 
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3.1  Definição de Transposição 

Em um sistema de potência, a linha de transmissão não deveria agregar desequilíbrio 

ao sistema, mas isto acontece devido à geometria da linha, já que as distâncias entre as 

fases e a terra e entre as fases nunca serão exatamente as mesmas; conseqüentemente, 

haverá desbalanços no fluxo de potência. O desequilíbrio provocado pela transmissão é 

observado nos terminais da linha em termos de tensão e corrente a freqüência fundamental. 

Portanto, a transposição em linhas de transmissão é um método utilizado para diminuir o 

desequilíbrio a freqüência fundamental entre as tensões e correntes de fase vistas dos 

terminais da linha em análise supondo balanceamento no início da linha, e consiste na 

mudança nas posições das fases, ou seja, mudam-se as posições físicas dos condutores de 

fase. Desta forma é possível minimizar o desequilíbrio causado pela linha. 

Em uma linha de transmissão equilibrada temos, por exemplo, a amplitude da tensão 

de fase “a” igual à das outras fases, “b” e “c”, o mesmo ocorrendo para as correntes que 

fluem nas fases. 

Para compreender melhor a influência da geometria da linha nesta análise é 

apresentada na equação (3.1) a impedância série correspondente a uma linha sem 

transposição multiplicada pela corrente de cada fase, obtendo valores de tensão diferentes 

para cada fase, considerando que os elementos próprios são diferentes entre si e os 

elementos mútuos são diferentes entre si para a matriz impedância de uma linha não 

transposta. Esta linha de transmissão tem impedâncias próprias aaZ  bbZ  ccZ , impedâncias 

mútuas abZ , bcZ , caZ : 
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 (3.1) 

As impedâncias dependem da geometria da linha de transmissão. A única situação em 

que abZ , bcZ  e caZ  são iguais ocorre quando a linha é completamente  transposta, como 

esta mostrado em (3.2). 
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 (3.2) 

A equação (3.1) representa uma linha sem transposição apresentada na Fig. 3.1, que 

ilustra o acoplamento entre as fases e pode-se entender melhor a forma da matriz 

impedância (elementos da impedância mútua) da linha não transposta. 

Na equação (3.1) os elementos fora da diagonal da matriz impedância representam os 

acoplamentos mútuos entre as fases da linha de transmissão. 

 

Fig. 3.1: Representação de uma linha trifásica com acoplamento mútuo. 

As correntes de qualquer condutor produzem quedas de tensão nos condutores 

adjacentes. As quedas de tensão podem ser diferentes entre si, mesmo para correntes 

balanceadas, pois as impedâncias mútuas e próprias dependem da configuração física dos 

condutores da linha e são distintas entre si numa linha não transposta. 

Mesmo uma linha com espaçamento triangular eqüilátero, isto é, a distância entre as 

três fases são iguais, gerará desequilíbrio de tensão e corrente, já que os parâmetros não 
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dependem somente das distâncias entre condutores, mas também dependem das distâncias 

entre os condutores e o solo e entre condutores e cabos pára-raios. 

Como foi dito anteriormente a maneira de obter o equilíbrio das impedâncias e 

admitâncias próprias e mútuas consiste na realização de transposições (rotação física dos 

condutores) ao longo da linha. 

3.2  Método Geral de Transposição em Linhas de Transmissão 

A transposição em linhas de transmissão consiste na mudança das posições das fases 

para que cada fase ocupe cada uma das posições na torre, por igual distância ao longo da 

linha (para uma linha trifásica três são as possíveis posições e deve-se fazer com que cada 

fase ocupe 1/3 do comprimento da linha em cada uma das três posições), como é mostrado 

na Fig. 3.2. Tendo em conta que: 

3/LLLL 321 ===  (3.3) 

 

Fig. 3.2: Esquema de ciclo completo de transposição com três trechos. 

Para conseguir o equilíbrio do sistema de transmissão deve-se ter em mente que o 

comprimento do trecho em que a fase “a” ocupa a posição “1” deve ser igual ao 

comprimento do trecho em que as fases “b” e “c” ocupam a mesma posição. O mesmo 

deve ocorrer para as demais posições. 

A forma de representar matematicamente a transposição é utilizando matrizes de 

rotação para conseguir modificar as posições dos condutores nas matrizes que representam 

a linha de transmissão (matriz impedância e admitância). É possível conseguir as mudanças 

de posição dos condutores utilizando as duas matrizes de rotação seguintes: 
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E sua inversa: 
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onde t1 RR φ
−

φ = . 

Em uma linha trifásica sua matriz impedância e admitância têm a forma: 
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No caso de se aplicar a transposição à matriz impedância de (3.6), ter-se-á como 

resultado uma outra matriz, na qual as posições dos elementos serão diferentes das posições 

da matriz (3.6). 

]R[]Z[]R[]Z[ 1
abccab

−
φφ ⋅⋅=  (3.8) 

Observando na Fig. 3.2. a expressão (3.8) é utilizada para a primeira transposição que 

é feita no final do primeiro trecho (L/3), e para o caso da transposição no final do segundo 

trecho é feita como em (3.9). 

  ]R[]Z[]R[]Z[ abc
1

bca φ
−

φ ⋅⋅=  (3.9) 

As equações (3.8) e (3.9) são utilizadas de igual forma para as admitâncias. 

Um ciclo de transposição numa linha de transmissão pode estar constituído por duas 

ou três estruturas de transposição. Um ciclo com duas estruturas de transposição foi 

mostrado na Fig. 3.2, e para o caso de ciclo com três estruturas de transposição é mostrado 

na Fig. 3.3, considerando também que: 

6/L3/LL 4132 LLeL ====  (3.10) 
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O ciclo de transposição com três estruturas de transposição será analisado, pois as 

posições das fases no início e final da linha não se alteram. Este ciclo de transposição é 

usado no sistema real. 

 

Fig. 3.3: Esquema de ciclo completo de transposição com quatro trechos. 

Neste trabalho é feita a análise da transposição em linhas de transmissão. Tendo as 

linhas em análise 300 km de comprimento total, e como maneira de comparação são 

apresentados os seguintes tipos de transposição de linha. 

• Linha sem Transposição (LNT). 

• Linha com ciclo de Transposição Parcial (2 trechos) (LCTP). 

• Linha com ciclo de Transposição (3 trechos) (LT3). 

• Linha com ciclo de Transposição (4 trechos) (LT4). 

• Linha com dois ciclos de Transposição (6 trechos) (LT6).  

• Linha Idealmente Transposta (LIT). 

Para o caso da linha idealmente transposta serão feitas algumas considerações 

particulares para o seu desenvolvimento, apresentadas ao longo do trabalho. 

3.3  Tipos de Linha em Estudo 

3.3.1 Linha sem Transposição 

Na Fig. 3.4, mostra-se o esquema de uma linha sem transposição ou não transposta. 

Numa linha não transposta tem uma única matriz impedância e admitância ao longo do seu 

comprimento. As matrizes de impedância e admitância deste tipo de linha permitem 

observar o maior grau de desequilíbrio que pode existir entre os acoplamentos mútuos e 

próprios da impedância série e admitância transversal. Considerando uma linha de 
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transmissão em regime permanente, o desequilíbrio é observado em termos de módulos de 

tensão e corrente no extremo final da linha. 

 

Fig. 3.4: Esquema de linha de transmissão sem transposição (LNT). 

Considerando a Fig. 3.2 e Fig. 3.4, podemos afirmar o seguinte: 

LL1 =  (3.11) 

0LL 32 ==  (3.12) 

]Z[ NTabc ]Z[ =  (3.13) 

Os parâmetros elétricos (matriz impedância e matriz admitância) de uma linha não 

transposta têm as formas apresentadas a seguir. 
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Observando na Fig. 3.1, que corresponde à configuração geométrica dos condutores 

de fase na torre pode-se perceber que as distâncias entre as fases não são as mesmas como 

também não são as distâncias entre cada fase e a terra. Portanto as características próprias e 

mútuas são diferentes entre si. Estas características são representadas por meio de 

impedâncias próprias e mútuas que estão apresentadas nas matrizes (3.14) e (3.15), onde os 

elementos fora da diagonal correspondem às impedâncias mútuas e os elementos diagonais 

às impedâncias próprias. Portanto, os termos próprios da matriz de parâmetros são 

diferentes entre si e também os termos mútuos da dita matriz serão diferentes entre si. 
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Considerando a matriz (3.14) que representa a impedância da linha não transposta, os 

seus elementos da matriz são caracterizados por: 

acabbbaa ZZZZ e ≠≠  (3.16) 

3.3.2. Linha com Ciclo de Transposição Parcial 

Uma transposição parcial numa linha de transmissão é a que resulta de dividir a linha 

em só duas seções do comprimento total, fazendo somente uma rotação tal como mostrado 

na Fig. 3.5. Este tipo de análise é teórico e visa principalmente mostrar a influência que vai 

ter a transposição na linha. 

 

Fig. 3.5: Esquema de linha de transmissão com transposição parcial (LCTP). 

Da Fig. 3.5, que apresenta a transposição parcial podemos afirmar que; 

21 LLL +=  (3.17) 

0L3 =  (3.18) 

cababcTP ZZZ +=  (3.19) 

Para a linha com transposição parcial só é necessário utilizar uma rotação o que 

resulta numa nova matriz de parâmetros para o segundo trecho, da mesma forma como foi 

mostrado em (3.8). As duas matrizes que representam a linha com transposição parcial ao 

longo do comprimento estão apresentadas nas seguintes equações: 
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O grau de desequilíbrio para o caso de linhas com transposições parciais será menor 

que para o caso de ter uma linha sem transposição. Isso ocorre devido a uma rotação que 

ajuda consideravelmente ao balanceamento. 

Neste tipo de linha com uma só estrutura de transposição será possível perceber a 

influência que terá a transposição numa linha trifásica. A forma de observar os efeitos da 

transposição é por meio da análise do comportamento das tensões e correntes nos extremos 

da linha em estudo. 

3.3.3 Linha com Ciclo de Transposição (LT3) e (LT4) 

Uma linha com ciclo de transposição completo pode ser apresentada de duas formas; 

a primeira considerando três trechos iguais (LT3), sendo utilizadas duas estruturas de 

transposição está mostrada na Fig. 3.2, onde cada trecho tem L/3=100 km. A outra forma 

de ciclo de transposição completo é considerando quatro trechos (LT4) (dois trechos = L/3 

e dois trechos = L/6), sendo utilizadas três estruturas de transposição, como está mostrada 

na Fig. 3.3. 

Neste trabalho para a análise da transposição será considerada uma linha com ciclo de 

transposição completo como é mostrado na Fig. 3.6, onde a linha tem um comprimento 

total de 300 km, e é dividido em quatro seções sendo duas de 50 km e duas de 100 km. 

Portanto, a forma das matrizes de parâmetros estão distribuídas para cada trecho da 

seguinte maneira: 

Primeiro trecho de comprimento de 50 km, tem sua matriz na forma: ]Z[ abc . 

Segundo trecho de comprimento de 100 km, tem sua matriz na forma: ]Z[ cab . 

Terceiro trecho de comprimento de 100 km, tem sua matriz na forma: ]Z[ bca .  

Quarto trecho de comprimento de 50 km, tem sua matriz na forma: ]Z[ abc . 
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Na linha com quatro seções, a posição inicial das fases no primeiro trecho vai ser 

igual à posição final no último trecho da linha. Este tipo de transposição é mais utilizado 

em campo por motivos operacionais. 

 

Fig. 3.6: Esquema da linha de transmissão com ciclo completo de transposição em análise (LT4). 

A transposição de ciclo completo numa linha de transmissão garante bons resultados 

com relação ao equilíbrio das tensões e correntes nas fases quando o comprimento do ciclo 

de transposição é bem menor do que ¼ do comprimento da onda. A velocidade de 

propagação da onda é sempre menor do que a velocidade da luz (300.000 km/s). 

Consideremos para freqüência de 60 Hz o comprimento de onda (λ) de 5000 km; assim ¼ 

de λ é 1250 km. Como o ciclo de transposição utilizado na prática é de 300 km (<< 4
λ ), a 

linha transposta para a freqüência de 60 Hz pode ser considerada uma linha idealmente 

transposta, ou seja, considera-se que não há desequilíbrio entre as fases. Todavia, há ainda, 

um pequeno desequilíbrio entre as fases, mesmo para 60 Hz. 

Esse desequilíbrio é maior para freqüências superiores, porque, para essas 

freqüências, o ciclo de transposição já não é muito menor do que ¼ do comprimento da 

onda em questão como apresentado na tabela 3.1. 

Tabela. 3.1: Comprimentos de onda em função da freqüência. 
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O presente trabalho faz um estudo para freqüências superiores a 60 Hz (de 120 Hz a 

10 kHz), ou seja, harmônicas geradas por uma manobra ou harmônicas produzidas por 

cargas especiais. 

3.3.4 Linha com Dois Ciclos de Transposição (LT6) 

Para representar uma linha de 300 km com dois ciclos de transposição são formados 

dois ciclos de transposição (LT3) um a continuação do outro como mostrado na Fig. 3.7. 

Cada ciclo de transposição (LT3) tem um comprimento de linha de 150 km, então os 

trechos de transposição têm comprimentos de 50 km. 

 

Fig. 3.7: Esquema da linha de transmissão com dois ciclos de transposição (LT6). 

No final do primeiro ciclo de transposição (LT3-a) se utiliza uma estrutura de 

transposição para voltar às posições iniciais do primeiro trecho de transposição deste ciclo. 

Desta maneira se continua com o seguinte ciclo de transposição (LT3-b) para os seguintes 

150 km. 

Nesta forma de utilizar dois ciclos de transposição para uma linha de 300 km tem 

melhor desempenho na obtenção do equilíbrio da linha de transmissão devido que neste 

caso o ciclo de transposição (150 km) é ainda menor do que ¼ do comprimento de onda 

comparado ao caso de ciclo de transposição de 300 km. O desequilíbrio de tensão (e de 

corrente) na freqüência fundamental deve ser menor do que o obtido com somente um ciclo 

de transposição. 
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3.3.5 Linha Idealmente Transposta 

Na linha idealmente transposta a “mudança de posição” das fases ocorre 

“continuamente”, em trechos extremamente pequenos na forma da Fig. 3.2. 

Matematicamente as matrizes de impedância e admitância podem ser obtidas de (3.22). 
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(3.22) 

 

 

Fig. 3.8: Esquema de linha de transmissão idealmente transposta (LIT). 

Numa linha idealmente transposta as matrizes impedância e admitância têm seus 

termos próprios iguais entre si e também os termos mútuos iguais entre si. As matrizes de 

parâmetros é constante ao longo da linha como mostrado na Fig. 3.8. Esta característica 

facilita o uso da linha idealmente transposta na análise de diversos problemas de um 

sistema de potência.

 As representações das matrizes de impedância e admitância de uma linha idealmente 

transposta são apresentadas em (3.23) e (3.24), respectivamente. 
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Nos estudos de sistemas de potência são assumidas várias considerações com respeito 

às linhas de transmissão como é o caso da linha ser idealmente transposta. 
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Neste capítulo iremos apresentar as expressões com as quais poderemos calcular a 

tensão e corrente em qualquer ponto de uma linha de transmissão, desde que esses valores 

sejam conhecidos num ponto qualquer da linha. Normalmente este ponto é um dos 

terminais da linha. 

4.1  Representações de Linhas em Função do Comprimento 

A representação matemática de uma linha de transmissão é feita através de seus 

parâmetros elétricos, os quais, para um caso monofásico, são representados como escalares. 

Para o caso de um sistema trifásico os parâmetros elétricos que representam a linha de 

transmissão são matrizes (impedância e admitância), tal como foi mostrado no capítulo 2. 

Normalmente as linhas de transmissão alimentam cargas trifásicas equilibradas. Para 

freqüência fundamental o sistema pode ser considerado em equilíbrio. A Fig. 4.1 mostra um 

sistema equivalente de geração ligado em “Y” alimentando uma carga equilibrada, também 

ligada em “Y”, através de uma linha de transmissão. O circuito equivalente da linha de 

transmissão apresenta-se simplificado; nele aparecem apenas a resistência e a reatância 

ligadas em série, consideradas como parâmetros concentrados e não distribuídos ao longo 

da linha. 

 

Fig. 4.1: Equivalente de geração alimentando uma carga equilibrada ligada em “Y”, através de uma 
linha de transmissão. 
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Fig. 4.2: Diagrama unifilar do circuito da Fig. 4.1. 

As equações gerais que relacionam a tensão e corrente de linhas de transmissão 

estabelecem o fato de que os quatro parâmetros de uma linha de transmissão, resistência e 

indutância, que constituem a impedância em série da linha, capacitância e condutância 

constituindo a admitância em paralelo, estão distribuídos uniformemente ao longo da linha. 

Se a linha aérea for curta, a capacitância em derivação é tão pequena que se pode omitir por 

completo, com uma perda de exatidão pequena e só considera-se a resistência R e a 

indutância L em série para o comprimento total da linha como foi mostrado na Fig. 4.2. 

Em relação ao comprimento [40], consideram-se as linhas na freqüência de 60 Hz 

como: 

Linhas curtas (<80 km) de comprimento. 

Linhas médias (80 km – 240 km) de comprimento. 

Linhas longas (> 240 km) de comprimento. 

As linhas com comprimentos longos necessitam ser representadas em termos de 

parâmetros distribuídos, sendo este o nosso caso por analisarmos uma linha de transmissão 

trifásica de 300 km de comprimento. 

Existem vários modelos que são úteis para representar a linha, mas sua aplicação vai 

depender do comprimento da linha. 

4.1.1 Linhas de Comprimento Curto 

O circuito equivalente de uma linha de transmissão monofásica curta é mostrado na 

Fig. 4.3, onde sI  e rI  são as correntes, respectivamente, no gerador e na carga; sV  e rV  são 

as tensões entre fase e terra, também no gerador e na carga, respectivamente. Quando a 

corrente instantânea flui no sentido indicado no circuito ela é considerada positiva; meio 

ciclo depois, quando se inverte o sentido da corrente, ela é negativa. As indicações de 

polaridade mostram o sentido considerado positivo para as tensões nos extremos da linha. 
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O valor instantâneo da tensão entre fase e terra é considerado positivo quando o terminal 

(+) estiver num potencial maior do que o terminal (-), caso contrário será negativo [39]. 

 

Fig. 4.3: Circuito equivalente de uma linha monofásica de transmissão curta. 

O circuito da Fig. 4.3 é resolvido como um simples circuito (C.A.) série, ou seja, só se 

consideram parâmetros longitudinais e desconsideram-se parâmetros transversais, e a 

corrente será a mesma no gerador e na carga: 

rs II =  (4.1) 

A tensão do gerador será 

ZIVV rrs +=  (4.2) 

4.1.2 Linhas de Comprimento Médio 

Em uma linha monofásica de comprimento médio a sua admitância em paralelo, 

geralmente uma capacitância pura, é incluída nos cálculos. Divide-se em duas partes iguais 

a admitância em paralelo total da linha e cada parte se coloca nos extremos do gerador e 

receptor, então se obtém o chamado circuito pi nominal (Fig. 4.4). Para se obter a expressão 

de sV , se observa que a corrente na capacitância no extremo receptor é 2/YVr  e a corrente 

no ramo série é 2/YVI rr + .  

Então, tem-se a seguinte equação: 

rrrs VZI
2

Y
VV +








+=  (4.3) 
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Fig. 4.4: Circuito pi nominal de uma linha de transmissão monofásica de comprimento médio. 

rrs ZIV1
2

ZY
V +








+=  (4.4) 

Para encontrar sI , observa-se que a corrente na capacitância em derivação no extremo 

do gerador é 2/YVs , e somada à corrente no ramo série, obtém-se: 

rrss I
2

Y
V

2

Y
VI ++=  (4.5) 

Ao substituir sV , da equação (4.4), na equação (4.5), obtém-se: 

rrs I1
2

ZY

4

ZY
1YVI 








++








+=  (4.6) 

As equações (4.4) e (4.6) podemos expressar na forma geral: 

rrs BIAVV +=  (4.7) 

rrs DICVI +=  (4.8) 

onde: 

1
2

ZY
DA +== ,    ZB = ,     








+=

4

ZY
1YC  (4.9) 

As constantes (A, B, C e D) são chamadas algumas vezes constantes gerais do 

circuito da linha de transmissão. Em geral, são números complexos. As constantes “A” e 

“D” são adimensionais e iguais entre si. A linha é a mesma quando se vê de qualquer lado 

terminal. As unidades de “B” e “C” são os ohms e siemens, respectivamente. Tal circuito é 

conhecido como quadripolo. 
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Facilmente se pode dar um significado físico às constantes. Se em (4.7) rI  é igual a 

zero, se observa que “A” é a relação rs V/V  sem carga. De igual forma, “B” é a relação 

rs I/V  quando o extremo receptor está em curto circuito. 

Na modelagem de linha de transmissão monofásica são utilizadas as constantes (A, B, 

C e D), mas para um sistema trifásico, as ditas constantes têm forma matricial e 

representam a linha trifásica. A representação de linha de comprimento médio pode ser 

utilizada para a modelagem de uma linha longa, desde que se considere a linha em 

pequenos segmentos (quadramento). Esta representação será mais detalhada no capítulo 5. 

4.1.3 Linhas de Comprimento Longo 

Para se conseguir a solução exata para qualquer linha de transmissão monofásica e 

para obter-se um alto grau de precisão na representação de linhas com mais de 240 km, 

freqüência de 60 Hz, deve-se considerar o fato de que os parâmetros da linha não estão 

concentrados e sim uniformemente distribuídos ao longo da mesma. 

Na Fig. 4.5, mostra-se a fase e terra de uma linha monofásica, considerando 

parâmetros distribuídos. 

 

Fig. 4.5: Diagrama esquemático de uma linha de transmissão monofásica. 

Da Fig. 4.5, consideremos um elemento muito pequeno da linha e calculemos a 

diferença de tensão e a diferença de corrente entre as duas extremidades do elemento. 

Designa-se “x” a distância medida a partir da barra receptora até o pequeno elemento da 

linha, e chamaremos o comprimento do elemento “∆x”. Então, “ xZ ∆⋅ ” será a impedância 

em série, e “ xY ∆⋅ ” a admitância em derivação do elemento da linha. A tensão de fase é 
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“ V ”, que é a expressão complexa do valor eficaz de tensão, cuja amplitude e fase variam 

com a distância. A tensão do lado do gerador é “ VV ∆+ ”. A queda de tensão “ V∆ ” do lado 

do gerador é: 

ZI
x

V
ouxZIV ⋅−=

∆

∆
∆⋅⋅−=∆  (4.10) 

quando 0x →∆ , o limite se torna: 

ZI
dx

dV
⋅−=  (4.11) 

Da mesma forma, a equação da corrente que flui para fora do elemento no lado da 

carga é “ I ”. E a corrente que flui para dentro do elemento, do lado do gerador, é “ II ∆+ ”. 

A diferença de corrente é a corrente “ xYV ∆⋅⋅ ” que flui pela admitância em derivação do 

elemento. Portanto: 

YV
x

I
ouxYVI ⋅−=

∆

∆
∆⋅⋅−=∆  (4.12) 

Através dos mesmos passos usados para a tensão, 

YV
dx

dI
⋅−=  (4.13) 

As equações de propagação de onda (4.11) e (4.13), numa seção da linha de 

transmissão e derivando-as em função de “x” se obtém: 

VYZ
dx

dI
Z

xd

Vd
2

2

⋅⋅=−=  (4.14) 

IZY
dx

dV
Y

dx

Id
2

2

⋅⋅=−=  (4.15) 

A solução das equações (4.14) e (4.15) é uma solução do tipo exponencial como 

mostrado abaixo: 

xYZ
2

xYZ
1 eAeAV −+=  (4.16) 

xYZ
2

xYZ
1 eA

Y/Z

1
eA

Y/Z

1
I −−=  (4.17) 
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As constantes 1A  e 2A  podem ser calculadas usando as condições de contorno na 

saída, ou seja, 0x = , 2VV =  e 2II = . Substituindo estes valores em (4.16) e (4.17), tem-se: 

212 AAV +=  (4.18) 

)AA(
Y/Z

1
I 212 −=  (4.19) 

Substituindo Y/ZZc = , que é chamada de impedância característica, tem-se; 

2

ZIV
A c22

1

+
=  (4.20) 

2

ZIV
A c22

2

−
=  (4.21) 

Assim, substituindo (4.20) e (4.21) em (4.16) e (4.17), tendo a definição de YZ=γ , 

que é a constante de propagação da linha se pode apresentar: 

xc22xc22 e
2

ZIV
e

2

ZIV
V γ−γ −

+
+

=  (4.22) 

x2c2x2c2 e
2

IZV
e

2

IZV
I γ−γ −

−
+

=  (4.23) 

As equações (4.22) e (4.23) fornecem os valores de “ V ” e “ I ” em qualquer ponto da 

linha em função das distâncias “x” medidas a partir dos terminais da carga, supondo-se 

conhecidos 2V  , 2I  e as outras variáveis relacionadas aos parâmetros da linha.     

A interpretação das equações anteriores mostram que tanto γ  como cZ , são 

grandezas complexas. A parte real da constante de propagação γ  é chamada constante de 

atenuação α , sendo medida em nepers por unidade de comprimento; a parte imaginária de 

γ  é a constante de fase β , medida em radianos por unidade de comprimento. Portanto: 

β+α=γ j  (4.24) 

e as equações (4.22) e (4.23) tornam-se 

xjxc22xjxc22 ee
2

ZIV
ee

2

ZIV
V β−α−βα −

+
+

=  (4.25) 
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xjx2c2xjx2c2 ee
2

IZ/V
ee

2

IZ/V
I β−α−βα −

−
+

=  (4.26) 

As propriedades de xeα  e xje β ajudam a explicar a variação da tensão e da corrente em 

qualquer instante, em função da distância ao longo da linha. O termo xeα  muda a amplitude 

com a variação de “x”, enquanto xje β  produz uma defasagem de β  radianos por unidade de 

comprimento na onda.  

Em cada equação acima, há dois termos, o primeiro termo se refere à parcela da onda 

incidente e o segundo é referente à onda refletida da linha de transmissão. Em qualquer 

ponto da linha a tensão é a soma das componentes incidente e refletida no ponto. 

A razão de estudar a tensão e corrente de uma linha em função de suas componentes 

incidente e refletida é principalmente para compreender fenômenos que ocorrem nas linhas 

de transmissão.  

Agora uma forma mais conveniente de representar as equações (4.25) e (4.26) é 

utilizando funções hiperbólicas, as quais são definidas em forma exponencial por: 

2

ee
sinh

θ−θ −
=  (4.27) 

2

ee
cosh

θ−θ +
=  (4.28) 

Rearranjando as equações (4.27) e (4.28) e substituindo os termos exponenciais por 

funções hiperbólicas, obtemos um novo conjunto de equações. As novas equações para a 

tensão e corrente são: 

xsinhZIxcoshVV c221 γ+γ=  (4.29) 

xsinh
Z

V
xcoshII

c

2
21 γ+γ=  (4.30) 

Onde o índice “1” e “2” indicam o início e o final de um trecho “x” de linha 

respectivamente. 

Deseja-se obter 2V  e 2I , pois a intenção é analisar o desequilíbrio no final da linha 

em função da entrada. Sendo assim, as equações (4.29) e (4.30) tornam-se: 
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xsinhZIxcoshVV c112 γ−γ=  (4.31) 

xsinh
Z

V
xcoshII

c

1
12 γ−γ=  (4.32) 

As equações (4.29) e (4.30) são as equações que apresentam a propagação das ondas 

nas linhas de transmissão monofásica para qualquer comprimento. Para resolver as 

equações é necessário, inicialmente determinar os valores das funções hiperbólicas. Sendo 

em geral “ xγ ” complexo, as funções hiperbólicas também serão complexas. 

As funções hiperbólicas podem ser representadas em séries de Maclaurin: 

( ) ( ) ( )
...

!6

x

!4

x

!2

x
1xcosh

642

+
γ

+
γ

+
γ

+=γ  (4.33) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
...

!7

x

!5

x

!3

x
xxsinh

753

+
γ

+
γ

+
γ

+γ=γ  (4.34) 

As séries (4.33) e (4.34) convergem rapidamente para os valores de “ xγ ” usualmente 

encontrados para as linhas de transmissão, sendo que uma precisão suficiente para 

freqüência fundamental é obtida calculando apenas os primeiros termos de cada série e para 

freqüências maiores é necessário usar mais termos da série.  

A seguir podemos utilizar as definições hiperbólicas ou suas equivalências, para a 

representação das constantes (A, B, C e D) do quadripolo monofásico. Sendo as constantes 

definidas por: 

xcoshA γ=  (4.35) 

xsinhZB c γ−=  (4.36) 

cZ

xsinh
C

γ
−=  (4.37) 

AD =  (4.38) 

Onde cZ  é a impedância característica da linha, γ  é a constante de propagação.  

Então, depois de ter as definições das constantes (A, B, C e D) é possível apresentar a 

forma tradicional de quadripolo, mostrado na seguinte equação: 
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







⋅







=









1

1

2

2

I

V

DC
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 (4.39) 

Desta forma a análise do comportamento da linha de transmissão torna-se bastante 

simples representando a linha através do seu quadripolo. As entradas do quadripolo são a 

tensão e corrente de geração ou do início do trecho e as saídas são a tensão e corrente da 

carga ou do final do trecho. Isso pode ser observado na equação (4.39), na qual 1V  e 1I  são 

a tensão e corrente no gerador e 2V  e 2I  são a tensão e corrente no final da linha, neste caso 

“x” é o comprimento da linha. 

Todas as equações acima são apresentadas para uma linha monofásica, ou seja, um 

quadripolo monofásico. A impedância longitudinal e a admitância transversal da linha são 

os principais elementos para se representar uma linha através do quadripolo, e com a tensão 

e corrente na entrada pode-se obter os correspondentes valores de tensão e corrente na saída 

do quadripolo. 

O elemento “A” na equação (4.35) vai estar em função do valor de “ xγ ”, que é 

utilizado na função co-seno hiperbólico. Igualmente para os demais elementos (B, C e D) 

vão estar em função dos valores de “ xγ ”. 

Em um sistema monofásico a solução das equações de propagação de onda para linha 

de comprimento longo (4.11) e (4.13) foi apresentada passo a passo desde (4.14) até (4.39), 

chegando finalmente a uma representação matricial (quadripolo), que está definida por 

funções hiperbólicas.  

As soluções de propagação de onda para: Linha de comprimento curto, Linha de 

comprimento médio e Linha de comprimento longo foram apresentadas considerando uma 

linha de transmissão monofásica. 

Agora para a representação matemática de propagação de onda numa linha polifásica, 

a impedância e a admitância têm forma matricial. A ordem das matrizes de parâmetros 

corresponde ao número de fases. Particularmente, numa linha trifásica a resolução das 

equações que representam a linha vai ser análoga ao caso monofásico, com a diferença que 

toda a representação de linha trifásica tem forma matricial, portanto as constantes (A, B, C 

e D) são da mesma ordem da matriz de parâmetros elétricos da linha. 
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A resolução das equações de propagação de onda para linhas polifásicas será 

apresentada no capítulo 5, onde a solução, por exemplo, para uma linha trifásica terá a 

forma da equação (4.39), portanto o quadripolo trifásico no domínio das fases terá a forma 

de (4.40). 
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A solução das equações de propagação de onda, desenvolvida para linha monofásica, 

pode ser estendida a linhas polifásicas de “n” condutores. Embora sejam consideradas 

nesta análise somente linhas de transmissão trifásicas, que são os tipos de linha mais 

freqüente nos sistemas de energia elétrica, a formulação adotada é de caráter geral, podendo 

ser estendida a linhas com n fases. O sistema pode ainda possuir as mais diversas 

configurações, com n cabos pára-raios e mais de um condutor por fase. No entanto, após a 

redução de suas matrizes primitivas de impedância longitudinal e admitância transversal 

unitárias por fase, o sistema original se transforma num sistema equivalente de ordem igual 

ao número de fases, sendo que os efeitos da presença de mais de um condutor por fase, dos 

cabos pára-raios vão estar todos incluídos nas matrizes equivalentes de impedâncias 

longitudinais [ ]Z  e admitâncias transversais [ ]Y  unitárias de fase do sistema reduzido. A 

matriz impedância é formada por resistência e indutância dependentes da freqüência, a 

admitância formada por sua capacitância independente da freqüência. A matriz impedância 

e admitância são apresentadas na equação (5.1). 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]ω⋅ω⋅+ω=ω LjRZ       e     ( )[ ] [ ]CjY ⋅ω⋅=ω  (5.1) 

Reescrevendo as equações de propagação de onda da linha monofásica (4.11) e 

(4.13), e apresentando a dependência com a freqüência ( )ω  e os índices de representação 

em fase ( )f , pode-se apresentar as equações de propagação de onda para sistemas 

polifásicos considerando o modelo de parâmetros distribuídos e representação complexa de 

tensões e correntes senoidais. 
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[ ]
[ ] [ ])x(I)(Z

xd

)x(Vd
ff

f ⋅ω−=  (5.2) 

[ ]
( )[ ] [ ])x(VY

xd

)x(Id
ff

f ⋅ω−=  (5.3) 

Derivando as equações (5.2) e (5.3) com relação a “x” e substituindo uma na outra, 

obtemos as equações de propagação de ondas de segunda ordem para uma linha de 

transmissão. 

[ ] [ ] ( )[ ] [ ])x(VY)(Z
dx

)x(Vd
fff2

f
2

⋅ω⋅ω=  (5.4) 

[ ]
( )[ ] [ ] [ ])x(I)(ZY

dx

)x(Id
fff2

f
2

⋅ω⋅ω=  (5.5) 

Onde [ ])(Zf ω  é a matriz impedância longitudinal por unidade de comprimento, e 

( )[ ]ωfY  é a matriz admitância transversal por unidade de comprimento (considerando nulas 

as perdas por dispersão, efeito corona e radiação). A matriz impedância e admitância são 

simétricas. 

Considerando (4.16) e (4.17) podemos observar que para o caso monofásico a 

multiplicação dos elementos impedância e admitância ZYYZ ⋅=⋅ , mas no caso, por 

exemplo, num sistema trifásico as operações matemáticas em (5.6) têm soluções diferentes. 
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 (5.6) 

A dificuldade na solução de equações lineares para linhas polifásicas deve-se ao fato 

de estar-se trabalhando com matrizes e não mais com escalares. Como foi apresentada a 

solução das equações de propagação de onda é obtida através de funções matemáticas 

difíceis de aplicar a matrizes cheias, mas simples quando aplicadas a escalares. 

O método mais freqüentemente usado para se representar a propagação de ondas num 

sistema polifásico é utilizando transformações modais, de modo a transformar as matrizes 
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cheias em matrizes diagonais o que permite aplicar as funções matemáticas a cada elemento 

da matriz isoladamente, como se fosse escalar. 

Existem outras formas de solução das equações de sistemas polifásicos e uma delas é 

por meio da representação em “quadramento”, que será desenvolvida posteriormente neste 

capítulo. Também uma outra possibilidade de solução no domínio das fases é utilizando 

séries equivalentes às funções hiperbólicas, que também será desenvolvido neste capítulo. 

5.1  Transformação Modal 

A transformação modal é essencialmente uma mudança de base vetorial caracterizada 

por desacoplar um grupo de equações. Isso pode ser tipicamente aplicado às matrizes 

impedância e admitância de uma linha que no domínio das fases apresentam acoplamento 

entre fases. Na Fig. 5.1, são mostrados os acoplamentos, onde os termos mútuos da matriz 

impedância mútua MZ  são eliminados na matriz impedância transformada, na qual somente 

aparecem os termos diagonais de impedância modal 1mZ , 2mZ  e 3mZ  e os outros elementos 

fora da diagonal são iguais a zero. Este desacoplamento é muito importante, pois a 

manipulação matemática requerida para tratamento matricial da propagação de onda se 

transforma em manipulação de escalares. O desacoplamento para a matriz admitância 

ocorre da mesma forma.  

 

Fig. 5.1: Esquema de desacoplamento com transformação modal. 

5.1.1 Transformação Modal de Linha Idealmente Transposta 

Considera-se uma linha idealmente transposta aquela que tem sua matriz impedância 

e matriz admitância totalmente transposta, ou seja, seus termos próprios da matriz 
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impedância são iguais entre si, de igual forma para a matriz admitância; e para o caso dos 

termos mútuos da matriz impedância são também iguais entre si, igualmente para a matriz 

admitância, como é mostrado em (5.7) e (5.8). 


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IT
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Z  (5.7) 
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



=

PMM

MPM

MMP

IT

YYY

YYY

YYY

Y  (5.8) 

5.1.1.1. Esquema de Linha Trifásica Simples 

Suponha a linha de transmissão trifásica simples apresentada esquematicamente na 

Fig. 5.2, com os cabos pára-raios considerados implicitamente. 

 

Fig. 5.2: Representação esquemática da linha de transmissão trifásica simples. 

A transformação modal permite que o sistema trifásico seja tratado como um sistema 

de três circuitos monofásicos independentes como foi mostrado na Fig. 5.1. A matriz de 

impedância (ou admitância) em componentes de fase é transformada em matriz de 

impedância em modo composta por três impedâncias desacoplados: um modo homopolar 

(modo 0) e dois modos não homopolares (modo α  e modo β ), também conhecido como 

modo não homopolar “1” e modo não homopolar “2”. Os três modos apresentam 

impedância característica e velocidade de propagação distintas [41]. Na linha idealmente 

transposta os modos não homopolares são idênticos. 

A transformação de Clarke pode ser aplicada e correntes e tensões podem ser 

descompostas para cada componente como na Fig 5.3. 
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Fig 5.3: Corrente nos condutores para as componentes de Clarke na forma racionalizada. 

A matriz de transformação de Clarke e sua inversa são: 
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Por meio da transformação modal, as componentes 0 (zero), α (alfa) e β  (beta) de 

tensão e corrente podem ser obtidas através das componentes de fase do sistema trifásico, 

respectivamente como segue: 























⋅

















































−

−−=























β

α

c

b

a0

V

V

V

2

1
0

2

1
6

1

6

2

6

1
3

1

3

1

3

1

V

V

V

 (5.11) 

e para as correntes temos: 
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 (5.12) 

ou de forma resumida. 

]V[]T[]V[ abc
1

cl0 ⋅=
−

αβ  (5.13) 

]I[]T[]I[ abc
1

cl0 ⋅=
−

αβ  (5.14) 

Onde αβ0V  e αβ0I  são os vetores modais de tensão e corrente,  abcV  e abcI  são os 

vetores de fase de tensão e corrente. 

Considerando [ ]abcf V]V[ = , [ ]abcf I]I[ =  e usando as equações (5.13) e (5.14) em (5.2) e 

(5.3) tem-se: 

]I[]T[]Z[])V[]T([
x 0clIT0cl αβαβ ⋅⋅=⋅
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∂
−  (5.15) 
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x 0clIT

1
cl0 αβ

−
αβ ⋅⋅⋅=⋅

∂

∂
−  (5.16) 

Utilizando a matriz de transformação de Clarke é possível obter matrizes de 

impedância e admitância em componentes modais, matrizes diagonais, ou seja, matrizes 

sem elementos mútuos. A representação modal para a matriz admitância tem a mesma 

forma (5.17). 
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Portanto ao aplicar a transformação modal a uma linha idealmente transposta, a 

mesma será descomposta em três sistemas monofásicos desacoplados, dos quais dois terão 

as mesmas impedâncias e velocidades de propagações de ondas, resultando em apenas dois 

circuitos para análise, os circuitos de modo homopolar (modo zero) e de modo não 

homopolar (modo alfa = modo beta). 

Obtém-se, portanto, matrizes de impedância e admitância em componentes de modo. 
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]T[]Z[]T[]Z[ clIT
1

cl0 ⋅⋅=
−

αβ  (5.18) 

]T[]Y[]T[]Y[ clIT
1

cl0 ⋅⋅=
−

αβ  

 
(5.19) 

Com isso cada modo, zero, alfa e beta, pode ser estudado separadamente como 

simples circuito monofásico. Se a linha fosse ideal (sem perdas) as velocidades de 

propagação dos modos homopolar 0mv  e não homopolar αmv  [41] seriam iguais a: 

)CL(

1
v

00
0m

⋅
=  (5.20) 

)CL(

1
vm

αα

α
⋅

=  (5.21) 

Em que 0L , 0C , αL , αC , são as indutâncias e capacitâncias unitárias de modo zero e 

alfa da linha de transmissão, respectivamente. 

Sendo as matrizes impedância e admitância diagonais, estas facilitam a manipulação 

matemática da função de transferência de um sistema trifásico. Portanto a representação das 

sub-matrizes de transferência (A, B, C e D) serão analisadas em componentes modais, por 

exemplo, a sub-matriz de transferência “A” em componentes modais terá a seguinte forma: 
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A seguir são mostrados os gráficos da resistência, indutância e constante de 

propagação em modo e em função da freqüência correspondente a uma linha idealmente 

transposta. Os parâmetros modais para este caso foram calculados considerando uma 

resistividade do solo de 1000 �.m. 

A maneira de simplificar a apresentação literal dos tipos de linha tem-se: 

• Linha Idealmente Transposta (LIT) 

• Linha Não Transposta (LNT) 
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Fig. 5.4: Resistências modo para LIT. 

 

 

Fig. 5.5: Indutâncias modo para LIT. 
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Fig. 5.6: Constante de atenuação para LIT. 

 

Fig. 5.7: Constante de fase para LIT. 

As Fig. 5.4 a Fig. 5.7 apresentam o comportamento da resistência, indutância e 

constante de propagação em modos exatos, onde os modos não homopolares são iguais para 

toda a faixa de freqüência. 

5.1.2 Transformação Modal de Linha Não Transposta (Autovalores e 
Autovetores) 

As matrizes de transformação, que fazem a ligação entre os componentes de fase e os 

modos naturais da linha são função da matriz impedância e admitância da linha. Essas 

matrizes de transformação são dependentes da freqüência, sendo a matriz impedância [ ]Z  
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formada por resistência e indutância (dependente da freqüência) e a matriz admitância [ ]Y  

formada por sua capacitância (independente da freqüência).  

As matrizes de transformação não são únicas, existe uma família de autovetores 

associados aos autovalores que diagonalizam as matrizes de impedância e admitância. De 

acordo com o tipo de normalização imposto no cálculo dos autovetores, obtém-se um 

determinado valor de impedância e admitância em modo associado [19]. 

Reescrevendo as equações de onda da linha (5.2) e (5.3) são apresentadas as derivadas 

em função de “x”, tendo: 
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omitindo o índice “x” para a definição de tensão senoidal tem-se: 

[ ]tjx
f eeVRe]V[ ωγ=  (5.27) 

onde γ é a constante de propagação da linha, V é o valor máximo de tensão e 
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tem-se 
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onde 
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E assim 

[ ] ]V[eeVRe
dx
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⋅Γ=γ= ωγ  (5.31) 

Γ⋅Γ=Γ 2  (5.32) 

Substituindo-se (5.31) em (5.25), tem-se: 

0]V[))](Y[)](Z([ f
2

ff =⋅Γ−ω⋅ω  (5.33) 

0]I[))](Z[)](Y([ f
2

ff =⋅Γ−ω⋅ω  (5.34) 

Os autovalores associados às matrizes )](Y[)](Z[ ff ω⋅ω  e )](Z[)](Y[ ff ω⋅ω  são iguais a 

2Γ . Os autovetores associados são: 

)()](T[)])(Y[)](Z([)](T[ 21
vffv ωΓ=ω⋅ω⋅ω⋅ω −  (5.35) 

)()](T[)])(Z[)](Y([)](T[ 21
iffi ωΓ=ω⋅ω⋅ω⋅ω −  (5.36) 

Onde: 

)(2 ωΓ  - Matriz diagonal formada pelos autovalores γ2; 

)](T[ v ω  - Matriz formada pelos autovetores associados aos autovalores do produto 

)](Y[)](Z[ ff ω⋅ω , esta matriz é associada à tensão e é função da freqüência. 

)](T[ i ω  - Matriz formada pelos autovetores associados aos autovalores do produto 

)](Z[)](Y[ ff ω⋅ω , esta matriz é associada à corrente e é função da freqüência. 

Como a linha não é transposta, os produtos )](Y[)](Z[ ff ω⋅ω  e )](Z[)](Y[ ff ω⋅ω  não são 

iguais, o que significa que existem duas matrizes transformação diferentes, uma associada à 

tensão e outra associada a corrente. Porém essas matrizes têm a seguinte relação entre si: 

Transpondo (5.35) 

)()](T[)])(Z[]Y([)](T[ 2t
vff

1
v ωΓ=ω⋅ω⋅⋅ω−  (5.37) 
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Comparando (5.36) e (5.37) obtém-se: 

)](T[)](T[ 1
vi ω=ω −  (5.38) 

)](T[)](T[ t
v

1
i ω=ω
−  (5.39) 

Pode-se, portanto, calcular somente uma matriz transformação (a de corrente ou a de 

tensão) e obter a outra através das relações acima. 

Com a ajuda das matrizes de transformação é possível obter as matrizes de 

impedância longitudinal e admitância transversal em modos para uma linha não transposta. 

A matriz de transformação )(Tv ω  e )(Ti ω , dependentes da freqüência, foram obtidas do 

produto das matrizes de impedância e de admitância, sendo que a primeira também depende 

da freqüência. O método utilizado para a obtenção destas matrizes formadas pelos 

autovetores foi o de Newton Raphson [25]. 

A seguir são mostrados os gráficos das partes real e imaginária do autovalor em 

função da freqüência. 

 

Fig. 5.8: Autovalores modo exato (parte real) para LNT. 
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Fig. 5.9: Autovalores modo exato (parte imaginária) para LNT. 

O autovalor modo 3 na Fig. 5.9 varia com a freqüência, sendo que a sua influência é 

sentida a partir de 1000 Hz. Para o autovalor modo 2 apresenta um crescimento quase linear 

conforme aumenta a freqüência. O autovalor modo 1 (homopolar) apresenta também um 

crescimento aproximadamente linear (escala log) conforme aumenta a freqüência, mas com 

valores superiores dos modos não homopolares. 

Finalmente depois de observar os autovalores em função da freqüência para a 

transformação em modo exato chega-se ao cálculo dos componentes, tensão e corrente em 

modo: 
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]V[)](T[]V[ mvf ⋅ω=  (5.44) 

]I[)](T[]I[ mif ⋅ω=  (5.45) 

Substituindo (5.44) e (5.45) em (5.40) e (5.41) 
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]I[)])(T[)](Z[)](T([
dx

]V[d
mif

1
v

m ⋅ω⋅ω⋅ω−=
−  (5.46) 

]V[)])(T[)](Y[)](T([
dx

]I[d
mvf

1
i

m ⋅ω⋅ω⋅ω−=
−  (5.47) 

)](T[)](Z[)](T[)](Z[ if
1

vm ω⋅ω⋅ω=ω
−  (5.48) 

)](T[)](Y[)](T[)](Y[ vf
1

im ω⋅ω⋅ω=ω
−  (5.49) 

O resultado da transformação exata de uma linha não transposta são matrizes 

impedância e admitância da linha em componentes de modo. Sendo as matrizes mZ  e mY  

matrizes diagonais, é possível tratar o sistema trifásico como três sistemas monofásicos 

( 1mZ , 2mZ , 3mZ ) e desta forma se pode representar a linha de transmissão através de 

funções hiperbólicas aplicadas a escalares, já que foi eliminado o acoplamento entre as 

fases como é mostrado em (5.50) e (5.51). 
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Y00
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Em geral, com a ajuda da transformação modal (autovalores e autovetores) pode-se 

representar por circuitos modais desacoplados os sistemas polifásicos, o que é muito útil 

para a manipulação matricial e modelagem da linha. As sub-matrizes de transferência (A, 

B, C e D) em modos utilizadas na modelagem de linha também são diagonais, por exemplo, 

para uma linha trifásica a sub-matriz “A” tem forma da matriz mA . 

















=

3m

2m

1m

m

A00

0A0

00A

A  (5.52) 

Esta matriz mA  está formada pelos modos ( 1mA , 2mA , 3mA ). As definições dos 

elementos das sub-matrizes ( mA , mB , mC  e mD ) são as mesmas do caso monofásico, 

apresentado nas equações (4.35) até (4.38). 
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Na análise de transposição serão utilizadas estas matrizes de transformação exata, 

observando desta maneira a influência que tem de trabalhar com matrizes de transformação 

em função da freqüência. 

Finalmente são mostrados os gráficos da resistência, indutância e constante de 

propagação em componentes modais e em função da freqüência de uma linha não 

transposta, utilizando matrizes de transformação exata em função da freqüência. 

 

 

Fig. 5.10: Resistência modo exato para LNT. 

 

Fig. 5.11: Indutâncias modo exato para LNT. 
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Fig. 5.12: Constante de atenuação para LNT. 

 

Fig. 5.13: Constante de fase para LNT. 

5.2  Quadramento 

Outra forma de apresentar a solução da propagação de ondas em linhas polifásicas é 

através do quadramento. No quadramento a linha será dividida em trechos curtos, podendo 

ser representada através do modelo de linha média do capítulo 4. O uso do quadramento é 

independente do tipo de transposição da linha, podendo ser aplicada a linhas idealmente 

transpostas ITZ  e ITY , como também para linhas não transpostas NTZ  e NTY  ou transposta 

em trechos reais, pois ela é feita diretamente no domínio das fases. 

Considere um trecho de linha uniforme de comprimento ℓ . Supondo uma seção finita 

muito pequena ∆ℓ, considerando a aproximação da derivada no ponto x aplicada ao 
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intervalo x e x + ∆ℓ (que resulta num erro da ordem de ∆ℓ), tem-se, entre dois “pontos” 

identificados pelos índices 1 e 2 a distância ∆ℓ = ℓ / 2n: 

112

112

IVYI

IZVV

+⋅∆⋅−=

⋅∆⋅−=
 (5.53) 
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eWW a  (5.54) 

Sendo ∆W  a função de transferência de tensões e correntes de fase entre os dois 

terminais da seção de comprimento ∆ℓ e I a matriz identidade. 

Supondo uma seção finita de comprimento muito pequeno ∆ℓ, considerando a 

aproximação da derivada variando linearmente com x, aplicada no intervalo x e x + ∆ℓ (o 

que resulta num erro da ordem de ∆ℓ2), tem-se, entre dois “pontos” identificados pelos 

índices 1 e 2 e a distância ∆ℓ = ℓ / 2n: 
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Sendo ∆W  a função de transferência de tensões e correntes de fase entre os dois 

terminais de seção de comprimento ∆ℓ e I a matriz identidade. 

A formulação (5.56) permite considerar um valor de ∆ℓ mais elevado que a equação 

(5.54), evitando o uso de uma seção de comprimento  “∆ℓ” extremamente pequena, o que 

poderia originar um erro numérico significativo devido ao número limitado de dígitos das 

operações numéricas. 

A matriz W correspondente à cascata de 2n seções de linha idênticas, cada uma com 

comprimento ∆ℓ, e,  portanto, a um trecho de linha uniforme, de comprimento ℓ, obtém-se 
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com n quadraturas sucessivas da matriz ∆W  correspondente a um trecho de linha de 

comprimento ∆ℓ (Fig. 5.14) [20]. 

 

Qp-1 Qp 

 
Fig. 5.14 Linha de transmissão representada por cascata de seções π 

Por exemplo, a matriz W de uma linha de 300 km pode ser obtida a partir da função 

de transferência ∆W  de um trecho de linha de comprimento “∆ℓ” de (300/1024) km, 

quadrada 10 vezes. O quarto do comprimento de onda para 10 kHz é aproximadamente   

7,5 km, o que é muito grande quando comparado a (300/1024) km. 

A função de transferência ∆W  de “∆ℓ” utilizada para a representação em 

quadramento de uma linha de transmissão de 300 km é mostrada na equação (5.57). 
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5.3  Séries Equivalentes às Funções Hiperbólicas 

A solução de propagação de ondas de uma linha utilizando séries finitas equivalentes 

às funções hiperbólicas é outra forma de modelagem para os diferentes tipos de linha. A 

modelagem consiste em substituir as funções hiperbólicas pelas séries finitas equivalentes, 

a qual podem ser aplicadas a matrizes no domínio das fases e desta maneira desconsiderar a 

representação modal. 

Primeiramente na modelagem de linha monofásica consideramos o quadripolo da 

equação (4.39), então na definição dos elementos (A, B, C e D) são utilizadas as séries 
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equivalentes às funções hiperbólicas. Estas séries foram apresentadas anteriormente como 

séries de Maclaurin nas equações (4.33) e (4.34). Portanto, a definição dos elementos é: 

( ) ( ) ( )
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AD =  (5.61) 

Sendo: 

• YZZc =  a impedância característica da linha.  

• ZY ⋅=γ , é a constante de propagação formada pela raiz do produto ZY ⋅  

• “ x ” é o comprimento da linha. 

Para o caso de sistemas polifásicos os elementos (A, B, C e D) terão forma matricial, 

tendo em conta as definições (5.58) até (5.61). 

Na representação para um sistema trifásico primeiramente são apresentadas as 

seguintes definições (5.62) e (5.63), que são úteis nas definições das sub-matrizes (A, B, C 

e D). 
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Aplicando-se as definições das equações (5.58) até (5.61), e considerando as matrizes 

]Z[ c  e ]x[γ , tem-se as equivalências das sub-matrizes (A, B, C e D) que correspondem a 

uma linha trifásica. 
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Na apresentação das seguintes equações, a matriz impedância característica será 

apresentada por  ]Z[ c . 
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Todas as sub-matrizes (A, B, C e D), neste caso estão determinadas para um 

comprimento “x” definido pelo comprimento da linha em estudo ou trecho da linha sem 

transposição. Portanto, agora é possível por meio do método de séries equivalentes, 

modelar a propagação de onda na linha de transmissão diretamente no domínio das fases. 

As séries de Maclauren presentes nas equações (5.64), (5.65) e (5.66) convergem 

rapidamente para os valores de “γx” usualmente encontrados para as linhas de transmissão, 

sendo que uma precisão suficiente para freqüência fundamental é obtida calculando apenas 
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os primeiros termos de cada série e para freqüências maiores é necessário usar mais termos 

da série. 

Finalmente, as duas formas de solução de propagação de onda no domínio das fases 

são fácil de utilização para as representações de linhas de transmissão. A representação em 

quadramento pode representar a linha para qualquer freqüência. No entanto, para a 

representação em fase com séries de Maclauren é preciso calcular mais termos da série 

quando se requer representações de linha para freqüências maiores do que a fundamental.    
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A modelagem matemática da propagação de onda de uma linha de transmissão é 

descrita através de funções de transferência. Esta função matemática representa o 

comportamento elétrico da linha. 

Tendo em conta que os parâmetros longitudinais da linha variam com a freqüência, 

neste capítulo será observado o comportamento dos elementos da matriz de transferência 

em função da freqüência. Também serão analisadas as funções de transferência na 

freqüência fundamental de 60 Hz para os vários tipos de representação de linha em análise. 

Observando os elementos da matriz de transferência será possível comparar as 

representações de uma linha com transposição ideal e com transposição real em função da 

freqüência. 

As soluções de propagação de onda em linhas monofásicas e polifásicas foram 

apresentadas nos capítulos 4 e 5. As três formas de solução de propagação de onda (funções 

hiperbólicas, quadramento e séries equivalentes às funções hiperbólicas) serão utilizadas 

para obter as matrizes de transferência dos diferentes tipos de representação de linha em 

análise. 

Considerando um sistema monofásico e retomando as definições das equações (4.35) 

até (4.38), tem-se a representação de quadripolo correspondente à linha de transmissão 

monofásica com seus respectivos elementos. 

 

Fig. 6.1: Representação de linha monofásica na forma de quadripolo. 
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Um quadripolo de uma linha monofásica tem duas variáveis de entrada e duas 

variáveis de saída como foi mostrado na Fig. 6.1. No quadripolo de uma linha monofásica 

os elementos A, B, C e D são números complexos definidos em função dos parâmetros 

elétricos (impedância Z e admitância Y) e do comprimento da linha. 

Finalmente a representação matricial de um quadripolo de uma linha monofásica é a 

seguinte, na configuração para aplicação em cascata: 
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6.1  Apresentação da Função de Transferência para Linha 
Idealmente Transposta 

A função de transferência para uma linha trifásica idealmente transposta é diretamente 

relacionada com seus parâmetros elétricos. Os parâmetros elétricos da LIT (matriz 

impedância longitudinal e matriz admitância transversal) como já foi dito são matrizes onde 

seus termos fora da diagonal são iguais entre si e seus termos próprios são iguais entre si. 

Na Fig 6.2 é apresentada a função de transferência na forma de quadripolo para uma 

linha trifásica idealmente transposta onde as sub-matrizes de transferência estão no domínio 

das fases. 

 

Fig. 6.2: Representação da propagação de onda da linha trifásica LIT na forma de um quadripolo. 
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Usualmente na solução de propagação de ondas em sistemas polifásicos são utilizadas 

transformações modais para obter soluções sem acoplamento mútuo, ou seja, para se 

trabalhar com matrizes diagonais. Então, para representar a linha numa função de 

transferência (quadripolo trifásico) as matrizes de parâmetros de LIT são transformadas em 

componentes modais e nestes elementos modais são aplicadas as funções hiperbólicas. Para 

voltar novamente para o domínio das fases utiliza-se novamente as matrizes de 

transformação fase-modo. 

Usualmente, numa linha considerada idealmente transposta a transformação de Clarke 

é utilizada para diagonalizar a matriz em fase, obtendo-se os modos naturais. Esta 

transformação é baseada na decomposição das correntes nos condutores conforme a       

Fig. 5.3. 

As matrizes de transformação de Clarke relacionadas à tensão e corrente são iguais, 

tal como foi apresentado no capítulo 5. 

TTT iv ==  (6.2) 

Depois de diagonalizadas as matrizes de parâmetros elétricos, são calculadas as 

matrizes de impedância característica cmZ  e constante de propagação mγ também diagonais. 

Considerando que para LIT, ITcmcm ZZ −=  e ITmm −γ=γ , são apresentadas as matrizes: 
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⋅



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














=  (6.4) 

Obtidas  as matrizes de parâmetros, cmZ  e mγ  em componentes modais, trabalha-se 

com os elementos diagonais, e desta maneira é possível aplicar as funções hiperbólicas nos 

elementos das matrizes como se estivéssemos operando escalares, os valores de tensão e 

corrente também são apresentados em modos. A função de transferência em componentes 

modais é apresentada na seguinte equação: 
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 (6.5) 

Uma forma de representação mais simples de (6.5) tem-se: 
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 (6.6) 

Voltando à representação em fase considerando o caso de linha geral, utilizar-se-ia as 

transformações (5.46) e (5.47) em (6.6). Então; 
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Lembrando-se do capítulo 5 e (6.2), numa linha idealmente transposta as suas 

transformações relacionadas à tensão e corrente são iguais. Portanto aplicando (6.2) em 

(6.8), tem-se: 
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Aplicadas as transformações nas sub-matrizes de transferência de (6.9) é obtida a 

matriz de transferência em fase: 
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 (6.10) 

Na função de transferência (6.10) pode-se perceber que as sub-matrizes de 

transferência (A, B, C e D) em fase têm ordem três. Portanto, a matriz de transferência total 
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será de ordem seis, a qual representa à função de transferência da propagação de onda de 

uma linha trifásica. Os valores em fase calculados da matriz de transferência são função do 

comprimento e têm dependência com a freqüência. 

Agora como exemplo é apresentada a sub-matriz de transferência fijA −  no domínio 

das fases de uma linha idealmente transposta definida para a freqüência de 60 Hz e 

comprimento total de 300 km.  

















++++

++++

++++

=−

0,0170i  0,88700,0118i  0,0397-0,0118i  0,0397-

0,0118i  0,0397-0,0170i  0,88700,0118i  0,0397-

0,0118i  0,0397-0,0118i  0,0397-0,0170i  0,8870

A fij  (6.11) 

6.1.1 Utilizando Representação em Quadramento 

A modelagem de uma linha idealmente transposta utilizando a representação em 

quadramento é feita diretamente no domínio das fases, tal como foi definido no capítulo 5. 

Na Fig. 6.3. são mostradas as funções de transferência na forma de quadripolos em cascata 

para a representação da linha idealmente transposta com quadramento para um 

comprimento total “L”. 

Na representação em quadramento para um sistema trifásico de LIT, a equação 

matricial que representa a função de transferência tem a forma da equação (6.10). Esta 

definição é para um pequeno trecho de linha, então a modelagem do comprimento total da 

linha será através da associação das pequenas funções de transferência em cascata.  

O esquema de representação por quadramento de uma linha de transmissão com 

comprimento total de 300 km esta mostrado na Fig. 6.3. 
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  Fig. 6.3: Representação de linha trifásica LIT na forma de circuitos pi em cascata. 

Observando-se na Fig. 6.3. se tem cada iQ  com sua respectiva função de transferência 

correspondente a km1=∆ . 

A modelagem de uma linha de transmissão utilizando quadramento é mais simples do 

que utilizando funções hiperbólicas, já que toda a representação é realizada no domínio das 

fases e sem a necessidade de transformações modais. 

Finalmente é apresentada a sub-matriz de transferência fijA −  de uma linha idealmente 

transposta de comprimento total de 300 km, na qual foi utilizada a representação em 

quadramento com parâmetros elétricos definidos para 60 Hz. 

















++++

++++

++++

=−

0,0170i  0,88700,0118i  0,0397-0,0118i  0,0397-

0,0118i  0,0397-0,0170i  0,88700,0118i  0,0397-

0,0118i  0,0397-0,0118i  0,0397-0,0170i  0,8870

A fij  (6.12) 

6.1.2 Utilizando Representação com Séries Equivalentes 

A utilização da representação das funções hiperbólicas através de séries equivalentes 

na modelagem de uma linha idealmente transposta é um método bem prático como foi 

apresentado no capítulo 5, o qual é desenvolvido no domínio das fases e é útil para linhas 

transpostas ou não transpostas.  

As modelagens utilizando funções hiperbólicas ou séries equivalentes representam a 

propagação de onda da linha por meio de uma única função de transferência que está 
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definida para o comprimento total da linha em análise. A forma do quadripolo é a da      

Fig. 6.2. 

Na representação por séries equivalentes de uma linha idealmente transposta, 

primeiramente se tem as seguintes definições: 
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

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=  (6.14) 

Na seguinte equação é apresentada como exemplo a sub-matriz fijA −  da matriz de 

transferência total de uma linha idealmente transposta, na qual foi utilizada a representação 

com séries equivalentes definidas para um comprimento de 300 km e freqüência 60 Hz. 

















++++

++++

++++

=−

0,0170i  0,88700,0118i  0,0397-0,0118i  0,0397-

0,0118i  0,0397-0,0170i  0,88700,0118i  0,0397-

0,0118i  0,0397-0,0118i  0,0397-0,0170i  0,8870

A fij  (6.15) 

6.2 Apresentação da Função de Transferência para Linha não 
Transposta 

Na modelagem da propagação de onda de uma linha não transposta é possível utilizar 

a representação hiperbólica (modelo de linha longa). A função de transferência terá a 

mesma forma que a da representação hiperbólica de linha idealmente transposta com a 

diferença de que a matriz de transformação modal é obtida a partir dos autovetores.  

Primeiramente a linha não transposta tem os elementos próprios da sua matriz 

impedância e matriz admitância diferentes entre si, de igual forma para os termos mútuos 

têm uma diferença entre si. 

As matrizes de parâmetros de linha não transposta transformadas em parâmetros 

modais foram apresentadas no capítulo 5. Para visualizar melhor é mostrada a Fig 6.4. 



                                                                                                 VI – Funções de Transferência 

 84

 

  Fig. 6.4: Representação de linha trifásica LNT na forma de um quadripolo. 

Na Fig. 6.4 estão apresentadas as matrizes de parâmetros de linha não transposta ( NTZ  

e NTY ), as quais são transformadas em matrizes diagonais utilizando matrizes de 

transformação formadas por seus autovetores. Desta forma é possível obter a transformação 

modal exata de uma linha não transposta. 

No capítulo 5 foram apresentadas as duas matrizes de transformação, uma delas 

relacionada à tensão vT  e outra relacionada à corrente iT , em função da freqüência. Então, 

por exemplo, se se deseja uma função de transferência de uma linha não transposta para a 

freqüência de 60 Hz, serão definidas as matrizes de transformação à mesma freqüência. 

Depois de obter as transformações das matrizes ( NTZ  e NTY ), tem-se as matrizes 

modais apresentadas como NTmZ −  e NTmY − , e tem a forma de (5.54) e (5.55), então da 

mesma forma que (6.3) e (6.4) são obtidas as matrizes NTcmZ −  e NTm−γ  modais 

correspondentes à impedância característica e constante de propagação modais, sendo estas 

matrizes diagonais utilizadas na definição das sub-matrizes (A, B, C e D). 

Agora, por exemplo, para representar uma linha não transposta em componentes 

modais para um comprimento de 300 km, tem-se: 
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Aplicando as transformações (5.46) e (5.47) em (6.16), tem-se. 
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Os valores no domínio das fases das tensões e correntes no início e final da linha não 

transposta de 300 km são mostrados em (6.18) e (6.19), respectivamente. 
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 (6.19) 

Considerando que a equação matricial de uma linha não transposta tem a forma de 

(6.10), é apresentada a sub-matriz fijA −  de transferência no domínio das fases de uma linha 

não transposta definida para um comprimento total de 300 km e freqüência de 60 Hz. 

















++++

++++

++++

=−

0,0174i  0,88450,0105i  0,0354-0,0126i  0,0418-

0,0124i  0,0425-0,0162i  0,89350,0124i 0,0425-

0,0126i 0,0418-0,0105i  0,0354-0,0174i  0,8845

A fij  (6.20) 

6.2.1 Utilizando Representação em Quadramento 

A modelagem da propagação de onda de uma linha não transposta através da 

representação em quadramento tem a mesma forma que a de linha idealmente transposta. 

Na Fig. 6.5 são apresentadas as funções de transferência obtida através de quadripolos em 

cascata de uma LNT de 300 km. 
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Fig. 6.5: Representação de linha trifásica LNT na forma de circuitos pi em cascata. 

As definições das sub-matrizes (A, B, C e D) de LNT por quadramento estão 

apresentadas em (5.57) até (5.60). A sub-matriz de transferência fijA −  de uma linha não 

transposta definida para um comprimento total de 300 km e freqüência de 60 Hz é 

apresentada em (6.21).  








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
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

++++
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=−

0,0174i  0,88450,0105i  0,0354-0,0126i  0,0418-

0,0124i  0,0425-0,0162i  0,89350,0124i 0,0425-

0,0126i 0,0418-0,0105i  0,0354-0,0174i  0,8845

A fij  (6.21) 

6.2.2 Utilizando Representação com Séries Equivalentes 

A modelagem da propagação de onda de uma linha não transposta utilizando a 

representação das funções hiperbólicas através de séries equivalentes é igual à 

representação para linha idealmente transposta. 

As representações em séries equivalentes feitas no domínio das fases precisam da 

impedância característica e constante de propagação, as quais para a modelagem de linha 

não transposta são apresentadas nas seguintes equações. 
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1
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=  (6.23) 

Utilizando as equações (6.22) e (6.23) é possível obter as sub-matrizes (A, B, C e D), 

aplicando as definições das equações (5.68) até (5.71). 

A função de transferência na forma de quadripolo para linha não transposta, na qual 

foram utilizadas séries equivalentes é apresentada na Fig. 6.4. 

A seguir é apresentada a sub-matriz fijA −  da matriz de transferência de uma linha não 

transposta utilizando séries equivalentes às funções hiperbólicas, definida para um 

comprimento de 300 km e freqüência de 60 Hz. 

















++++

++++

++++

=−

0,0174i  0,88450,0105i  0,0354-0,0126i  0,0418-

0,0124i  0,0425-0,0162i  0,89350,0124i 0,0425-

0,0126i 0,0418-0,0105i  0,0354-0,0174i  0,8845

A fij  (6.24) 

6.3  Apresentação da Função de Transferência para Linha com 
Transposição Real 

A linha com transposição real estudada foi dividida em quatro trechos, ou seja, 

utilizam-se três estruturas de transposição e desta maneira as posições das fases no início da 

linha serão iguais às posições no final da linha. Portanto, uma linha com comprimento total 

de 300 km é dividida como na Fig. 6.6. 

  

  Fig. 6.6: Esquema de linha trifásica de 300 km com transposição. 
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Na modelagem da linha com transposição real cada trecho de linha é uma pequena 

linha não transposta, então a linha com ciclo de transposição completo será composto por 

quatro pequenas linhas. Na Fig. 6.6. pode-se observar a linha com transposição real na 

forma de quadripolos (Fig. 6.7). 

 

  Fig. 6.7: Representação de linha trifásica com transposição real na forma de quadripolos. 

 O primeiro trecho tem um comprimento de 50 km e é apresentado como uma 

pequena linha não transposta, na qual aplicando a forma de (6.8), se obtém a função de 

transferência para 1Q .  
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 (6.25) 

De (6.25) é apresentada a sub-matriz de transferência para o pequeno trecho 1Q  de   

50 km, definido para a freqüência de 60 Hz. 

















++++

++++

++++

=

0,0005i  0,99670,0003i  0,0010-0,0004i  0,0012-

0,0004i  0,0012-0,0005i  0,99700,0004i 0,0012-

0,0004i 0,0012-0,0003i  0,0010-0,0005i  0,9967

A50  (6.26) 

Continuando a modelagem se tem a primeira transposição 1T  , que consiste na troca 

das posições das fases, então depois de 1T  os valores de tensão e corrente no final do 

primeiro trecho serão os valores iniciais do segundo trecho, considerando que para o trecho 

dois, suas posições das fases estão modificadas devido à aplicação de (6.27). 
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

























⋅



























=



























−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

2fc

2fb

2fa

2fc

2fb

2fa

1fb

1fa

1fc

1fb

1fa

1fc

I

I

I

V

V

V

010000

001000

100000

000010

000001

000100

I

I

I

V

V

V

 (6.27) 

Em (6.28) é apresentada a sub-matriz fijA −  depois de ter aplicado a transposição 1T . 

















++++

++++

++++

=

0,0005i  0,99700,0004i  0,0012-0,0004i  0,0012-

0,0003i  0,0010-0,0005i  0,99670,0004i 0,0012-

0,0003i 0,0010-0,0004i  0,0012-0,0005i  0,9967

A T50  (6.28) 

Para a análise do segundo trecho se utiliza novamente a função de transferência, em 

modos para um trecho de 100 km. Então a representação matricial da função de 

transferência para o segundo trecho 2Q  é mostrada na seguinte equação: 









⋅












⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
=








−

−
−

−

−
−

−
−

1f

1f
1

ikm100mi
1

vkm100mi

1
ikm100mv

1
vkm100mv

2f

2f

I

V

TATTCT

TBTTAT

I

V
 (6.29) 

Na seguinte equação é apresentada a sub-matriz produto fijA −  para a linha de 150 km 

com transposição 1T . 

















++++

++++

++++

=

0,0042i  0,97240,0032i  0,0108-0,0032i  0,0099-

0,0028i  0,0092-0,0046i  0,97100,0034i 0,0118-

0,0028i 0,0081-0,0033i  0,0118-0,0045i  0,9705

A150  (6.30) 

Na segunda transposição 2T  ocorre outra mudança das posições das fases devido à 

(6.31), tendo em conta que os valores finais do segundo trecho serão os valores iniciais para 

o terceiro trecho, como mostrado na seguinte equação: 



























⋅



























=



























−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

2fb

2fa

2fc

2fb

2fa

2fc

1fa

1fc

1fb

1fa

1fc

1fb

I

I

I

V

V

V

010000

001000

100000

000010

000001

000100

I

I

I

V

V

V

 (6.31) 

Em (6.32) é apresentada a sub-matriz fijA −  depois de ter aplicado a transposição 2T . 
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















++++

++++

++++

=

0,0045i  0,97050,0028i  0,0081-0,0033i  0,0118-

0,0032i  0,0099-0,0042i  0,97240,0032i 0,0108-

0,0034i 0,0118-0,0028i  0,0092-0,0046i  0,9710

A T150  (6.32) 

A matriz de transferência equivalente produto da cascata 1Q , 1T , 2Q , 2T  e 3Q  para 

250 km é apresentada a seguir. 

















++++

++++

++++

=

0,0121i  0,92120,0090i  0,0326-0,0078i  0,0241-

0,0086i  0,0312-0,0124i  0,91950,0079i 0,0249-

0,0083i 0,0262-0,0088i  0,0288-0,0115i  0,9223

A250  (6.33) 

Com a terceira transposição, fisicamente é possível retornar às posições das fases do 

primeiro trecho, como mostrado em (6.34). 



























⋅



























=



























−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

2fa

2fc

2fb

2fa

2fc

2fb

1fc

1fb

1fa

1fc

1fb

1fa

I

I

I

V

V

V

010000

001000

100000

000010

000001

000100

I

I

I

V

V

V

 (6.34) 

Na seguinte equação (6.35) é apresentada a sub-matriz fijA −  depois de aplicar a 

terceira transposição 3T . 

















++++

++++

++++

=

0,0124i  0,91950,0079i  0,0249-0,0086i  0,0312-

0,0088i  0,0288-0,0115i  0,92230,0083i 0,0262-

0,0090i 0,0326-0,0078i  0,0241-0,0121i  0,9211

A T250  (6.35) 

O último trecho 4Q  é igual do trecho 1Q , já que seus comprimentos e estrutura de 

linha são iguais. Em (6.36) é apresentada a sub-matriz fijA − , a qual é a representação total 

da linha, produto das funções de transferência em cascata 1Q , 2Q , 3Q  e 4Q  com as 

respectivas transposições. Então a sub-matriz final fijA −  para a linha com ciclo de 

transposição completo para freqüência de 60 Hz e comprimento total de 300 km é 

apresentada em (6.36). 

















++++

++++

++++

=−

0,0173i  0,88640,0120i  0,0417-0,0116i  0,0387-

0,0122i  0,0428-0,0170i  0,88690,0115i 0,0366-

0,0121i 0,0407-0,0118i  0,0379-0,0167i  0,8875

A fij  (6.36) 
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Em resumo as matrizes de transferência incluindo as transposições foram 

apresentadas em função do comprimento e freqüência definida, mostradas da seguinte 

maneira: 

Sub-matriz fijA −  para: Q1; 50 km - (6.26) 

Sub-matriz fijA −  para: Q1+T1; 50 km - (6.28) 

Sub-matriz fijA −  para: Q1+T1+Q2; 150 km - (6.30) 

Sub-matriz fijA −  para: Q1+T1+Q2+T2; 150 km - (6.32) 

Sub-matriz fijA −  para: Q1+T1+Q2+T2+Q3; 250 km - (6.33) 

Sub-matriz fijA −  para: Q1+T1+Q2+T2+Q3+T3; 250 km - (6.35) 

Sub-matriz fijA −  para: Q1+T1+Q2+T2+Q3+T3+Q4; 300 km - (636)  

As sub-matrizes de transferência apresentadas anteriormente são matrizes não 

simétricas. Esta particularidade das matrizes está explicada no apêndice “A”. 

6.3.1 Utilizando Representação em Quadramento 

A linha com transposição real foi obtida também através do quadramento 

representando trechos de linha não transposta e as transposições. A transposição ocorrerá 

em alguns pontos ao longo da linha como mostrado na Fig. 6.8. No modelo em 

quadramento utilizado, cada pequena função de transferência foi de 1 km, o primeiro trecho 

teve 50 segmentos de linha, o segundo e terceiro trecho tiveram 100 segmentos de linha em 

quadramento cada um. Para o último trecho foram 50 segmentos de linha que finalizam os 

últimos 50 km. O esquema de toda a linha em quadramento com ciclo de transposição 

completo está mostrado na Fig. 6.8. 

 

  Fig. 6.8: Representação de linha trifásica com transposição na forma de circuitos pi em cascata. 
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A linha de transmissão foi modelada em pequenos segmentos, tendo em conta que 

eles estão conectados em cascata ao longo do seu comprimento, considerando novamente 

que os valores finais da linha num primeiro segmento vão ser os valores iniciais para o 

segundo segmento e assim sucessivamente. 

Para fazer a transposição se aplica a mesma equação de (6.27), utilizada para 

representar a primeira transposição 1T  . Para as outras transposições 2T  e 3T  são utilizadas 

as equações (6.31) e (6.34), respectivamente. 

Finalmente se pode observar que os valores das sub-matrizes de transferência (6.37) 

até (6.43) utilizando a representação em quadramento são iguais aos valores da modelagem 

utilizando funções hiperbólicas. 

A seguir são mostradas as sub-matrizes fijA −  da matriz de transferência para vários 

comprimentos de linha, incluindo as transposições. 

Sub-matriz fijA −  - Trecho Q (1-50) 

















++++

++++

++++

=

0,0005i  0,99670,0003i  0,0010-0,0004i  0,0012-

0,0004i  0,0012-0,0005i  0,99700,0004i 0,0012-

0,0004i 0,0012-0,0003i  0,0010-0,0005i  0,9967

A50  (6.37) 

Sub-matriz fijA −  - Trecho Q(1-50)+T1 

















++++

++++

++++

=

0,0005i  0,99700,0004i  0,0012-0,0004i  0,0012-

0,0003i  0,0010-0,0005i  0,99670,0004i 0,0012-

0,0003i 0,0010-0,0004i  0,0012-0,0005i  0,9967

A T50  (6.38) 

Sub-matriz fijA −  - Trecho Q(1-50)+T1+Q(51-150) 

















++++

++++

++++

=

0,0042i  0,97240,0032i  0,0108-0,0032i  0,0099-

0,0028i  0,0092-0,0046i  0,97100,0034i 0,0118-

0,0028i 0,0081-0,0033i  0,0118-0,0045i  0,9705

A150  (6.39) 

Sub-matriz fijA −  - Trecho Q(1-50)+T1+Q(51-150)+T2 

















++++

++++

++++

=

0,0045i  0,97050,0028i  0,0081-0,0033i  0,0118-

0,0032i  0,0099-0,0042i  0,97240,0032i 0,0108-

0,0034i 0,0118-0,0028i  0,0092-0,0046i  0,9710

A T150  (6.40) 
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Sub-matriz fijA −  - Trecho Q(1-50)+T1+Q(51-150)+T2+Q(151-250) 

















++++

++++

++++

=

0,0121i  0,92110,0090i  0,0326-0,0078i  0,0241-

0,0086i  0,0312-0,0124i  0,91950,0079i 0,0249-

0,0083i 0,0262-0,0088i  0,0288-0,0115i  0,9223

A250  (6.41) 

Sub-matriz fijA −  - Trecho Q(1-50)+T1+Q(51-150)+T2+Q(151-250)+T3 

















++++

++++

++++

=

0,0124i  0,91950,0079i  0,0249-0,0086i  0,0312-

0,0088i  0,0288-0,0115i  0,92230,0083i 0,0262-

0,0090i 0,0326-0,0078i  0,0241-0,0121i  0,9211

A T250  (6.42) 

Sub-matriz fijA −  - Trecho Q(1-50)+T1+Q(51-150)+T2+Q(151-250)+T3+ Q(251-300) 

















++++

++++

++++

=−

0,0173i  0,88640,0120i  0,0417-0,0116i  0,0387-

0,0122i  0,0428-0,0170i  0,88690,0115i 0,0366-

0,0121i 0,0407-0,0118i  0,0379-0,0167i  0,8875

A fij  (6.43) 

6.3.2 Utilizando Representação com Séries Equivalentes 

A representação de linha com transposição real utilizando séries equivalentes tem o 

mesmo esquema da Fig. 6.6. Sua representação na forma de quadripolo é mostrada na    

Fig. 6.7, considerando os trechos 1Q , 2Q , 3Q  e 4Q  como pequenas linhas não transpostas. 

Na representação dessas pequenas linhas são utilizadas novamente as equações (6.22) e 

(6.23), para a definição das sub-matrizes (A, B, C e D) mostradas nas equações (5.68) até 

(5.71), as quais estão definidas para os comprimentos dos trechos de linha. 

A inclusão das transposições 1T , 2T  e 3T  é aplicada da mesma forma que nas outras 

formas de representação. Desta forma será possível modelar a linha utilizando a 

representação em séries equivalentes às funções hiperbólicas. 

Os valores obtidos da sub-matriz transferência fijA −  utilizando séries equivalentes 

correspondente à linha com transposição real de quatro trechos são iguais aos valores da 

sub-matriz fijA −  calculada com funções hiperbólicas. As sub-matrizes de transferência 

fijA −  calculadas utilizando séries equivalentes, quadramento e funções hiperbólicas são 

iguais. 
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Finalmente modelar a propagação de onda numa linha utilizando as representações 

em quadramento é mais simples do que usar funções hiperbólicas porque o 

desenvolvimento é diretamente no domínio das fases, já que na representação utilizando 

funções hiperbólicas se trabalha em componentes modais. Com relação à utilização das 

séries o número de termos aumenta com a freqüência, dificultando um pouco a sua 

utilização, apesar de se trabalhar diretamente no domínio das fases.    

6.4  Funções de Transferência para Freqüência Fundamental 

Utilizando as funções de transferência definidas neste capítulo serão apresentadas as 

modelagens de vários tipos de transposição de linha com valores de tensão e correntes 

nominais definidos para a freqüência fundamental de transmissão 60 Hz. 

A potência injetada no terminal gerador da linha foi suposta igual à potência 

característica da linha e as tensões neste terminal foram supostas balanceadas e iguais ao 

valor nominal. 

6.4.1 Tensão e Corrente numa Linha Idealmente Transposta 

A modelagem da propagação de onda na linha idealmente transposta na freqüência 

fundamental é feita considerando uma única função de transferência representando toda a 

linha em análise. Nesta modelagem é observado o comportamento dos módulos e das fases 

das tensões e correntes ao longo do comprimento de uma linha de transmissão idealmente 

transposta nas Fig. 6.9 a Fig. 6.12. Os módulos das três fases são iguais. 

   

Fig. 6.9: Módulos das tensões de LIT para 60 Hz. 
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Fig. 6.10: Fases das tensões de LIT para 60 Hz. 

 

Fig. 6.11: Módulos das correntes de LIT para 60 Hz. 

 

Fig. 6.12: Fases das correntes de LIT para 60 Hz. 
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6.4.2 Tensão e Corrente numa Linha não Transposta 

Para a modelagem da propagação de onda numa linha não transposta considera-se que 

ao longo do comprimento não ocorra nenhuma mudança das posições das fases. Portanto, a 

função de transferência utilizada para este tipo de linha vai ser única para todo o 

comprimento. 

O comportamento das tensões e correntes é apresentado para uma linha trifásica não 

transposta de comprimento total 300 km.  

Nas figuras seguintes estão mostrados os comportamentos dos módulos e fases das 

tensões e correntes de uma linha não transposta, que estão definidas em função do 

comprimento para a freqüência nominal de 60 Hz. A potência injetada no terminal gerador 

foi suposta igual à potência característica da linha e as tensões neste terminal iguais ao 

valor nominal. 

 

 

Fig. 6.13: Módulos das tensões de LNT para 60 Hz. 
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Fig. 6.14: Fases das tensões de LNT para 60 Hz. 

 

Fig. 6.15: Módulos das correntes de LNT para 60 Hz. 

 

Fig. 6.16: Fases das correntes de LNT para 60 Hz. 
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6.4.3 Tensão e Corrente numa Linha com Transposição Parcial 

Para uma linha com transposição parcial considera-se que a linha é dividida em duas 

partes iguais, portanto no meio da linha haverá uma estrutura de transposição, ou seja, a 

linha tem uma única mudança de fases ao longo de todo seu comprimento. 

Modelando a linha no caso de transposição parcial se pode perceber a influência que 

tem a transposição nas tensões e correntes numa linha de transmissão. A linha terá duas 

funções de transferência, uma função de transferência para os primeiros 150 km e outra 

função de transferência diferente da primeira para os outros 150 km finais. A linha com 

transposição parcial está apresentada na Fig. 3.5. 

Uma linha com transposição parcial não é utilizada na realidade, mas no presente 

estudo serve para mostrar a influência que tem uma estrutura de transposição nos valores de 

tensão e corrente na linha. 

Os comportamentos dos módulos e fases das tensões e correntes aplicando uma 

estrutura de transposição são apresentados nas seguintes figuras. A potência injetada no 

terminal gerador foi suposta igual à potência característica da linha e as tensões neste 

terminal iguais ao valor nominal.  

  

 

Fig. 6.17: Módulos das tensões de LCTP para 60 Hz. 
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Fig. 6.18: Fases das tensões de LCTP para 60 Hz. 

 

Fig. 6.19: Módulos das correntes de LCTP para 60 Hz. 

 

Fig. 6.20: Fases das correntes de LCTP para 60 Hz. 
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6.4.4 Tensão e Corrente numa Linha com Ciclo de Transposição 
Completo 

A análise para uma linha com ciclo de transposição completo pode ser considerando 

duas ou três estruturas de transposição ao longo de seu comprimento (300 km). Então a 

linha pode ser dividida em três (LT3) ou quatro trechos (LT4), e nesta análise foi escolhida 

uma linha com quatro trechos, ou seja, três estruturas de transposição ao longo de seu 

comprimento. A linha em estudo é dividida da seguinte maneira 1/6, 1/3, 1/3 e 1/6 do 

comprimento total da linha, tal como foi mostrado na Fig. 3.6. 

As matrizes de parâmetros ]Z[ abc , ]Z[ bca  e ]Z[ cab  mostradas na Fig. 3.6. correspondem 

aos diferentes trechos da linha e são numericamente diferentes entre si devido à 

transposição. Portanto, as funções de transferência de cada trecho de linha são diferentes 

dos outros trechos por causa da transposição. Utilizando as funções de transferência 

(Quadripolo trifásico) é possível observar o comportamento das tensões e correntes devido 

aos efeitos da transposição, tal como foi apresentado para os outros tipos de linha. 

Em uma linha com ciclo de transposição completo é possível conseguir o menor 

desequilíbrio entre as fases, e esse menor desequilíbrio é medido no extremo final da linha. 

A linha com ciclo de transposição completa (transposição real) pode ser considerada como 

uma linha idealmente transposta para freqüências baixas, por exemplo, para 60 Hz. 

A seguir são mostrados os comportamentos das tensões e correntes numa linha com 

ciclo de transposição completa (real) de 300 km de comprimento e freqüência fundamental. 

 

Fig. 6.21: Módulos das tensões de LT4 para 60 Hz. 
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Fig. 6.22: Fases das tensões de LT4 para 60 Hz. 

 

Fig. 6.23: Módulos das correntes de LT4 para 60 Hz. 

 

Fig. 6.24: Fases das correntes de LT4 para 60 Hz. 
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Observa-se nas Fig. 6.21. e Fig. 6.9. que os módulos da tensão no extremo final da 

linha idealmente transposta (LIT) e da linha com transposição real (LT4) modelados na 

freqüência fundamental de 60 Hz são bem próximos. No apêndice “E” estão  apresentados 

os gráficos dos módulos e fase para uma linha de 300 km com ciclo de transposição (LT3) 

e também com dois ciclos de transposição (LT6), sendo cada ciclo de 150 km. 

Considerando que as matrizes de transferência para freqüências maiores do que 

fundamental exprimem o comportamento elétrico da linha, os elementos destas matrizes 

serão analisados em função da freqüência. 

6.5  Matrizes de Transferência em Função da Freqüência 

No item anterior foi apresentada a modelagem de linha (função de transferência) 

observando-se as tensões e correntes na freqüência fundamental. 

A análise em função da freqüência é feita apresentando o comportamento dos 

elementos da matriz de transferência em função da freqüência para as representações de 

linha idealmente transposta e linha com transposição real. 

A matriz de transferência total no domínio das fases de um sistema trifásico é uma 

matriz de ordem seis, apresentada na equação (6.10), na qual estão especificadas as sub-

matrizes de transferência (A, B, C e D) em fase. 

6.5.1 Matriz de Transferência de Linha com Transposição Real 

A linha com transposição real em análise é composta por quatro trechos: L/6, L/3, L/3 

e L/6 com L=300 km, onde cada trecho tem sua respectiva matriz de transferência. 

A Fig. 6.7 apresenta o esquema dos quatro trechos de uma linha com transposição real 

(LT4). 

Para se observar a diferença do comportamento de uma linha idealmente transposta 

com uma linha de transposição real serão mostradas as primeiras 10 harmônicas, ou seja, 

até 600 Hz. Nestas figuras são apresentados os comportamentos dos módulos e ângulos dos 

elementos próprios e mútuos das sub-matrizes de transferência (A, B, C e D) no domínio de 

fases e em função da freqüência. O caso da sub-matriz “D” não é apresentado, já que tem 

os mesmos valores da sub-matriz “A”. 
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No apêndice “B” estão apresentados os resultados para as freqüências maiores, de 600 

Hz até 1800 Hz (30 harmônicas). 

Das Fig. 6.25 a Fig. 6.42, correspondentes aos módulos dos elementos das matrizes de 

transferência para LIT e LT4, pode-se observar que para freqüências maiores do que a 

fundamental alguns elementos apresentam diferença considerável entre a representação 

com transposição real e transposição ideal. 

No capítulo 7 será apresentada a diferença relativa da representação LIT com relação 

à LT4. 

 

 

Fig. 6.25: Comportamento dos elementos A (1,1) 

 

Fig. 6.26: Comportamento dos elementos A (2,2). 



                                                                                                 VI – Funções de Transferência 

 104

 

Fig. 6.27: Comportamento dos elementos A (1,1) e A (2,2). 

 

Fig. 6.28: Comportamento dos elementos B (1,1). 

 

Fig. 6.29: Comportamento dos elementos B (2,2). 
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Fig. 6.30: Comportamento dos elementos B (1,1) e B (2,2). 

 

Fig. 6.31: Comportamento dos elementos C (1,1). 

 

Fig. 6.32: Comportamento dos elementos C (2,2). 
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Nas Fig. 6.31 até Fig. 6.33 pode-se verificar que nas freqüências perto de 480 Hz, 

apresentam uma diferença considerável entre as representações de linha idealmente 

transposta e linha com transposição em trechos, pois o comprimento da linha nesta 

freqüência de 480 Hz corresponde a um múltiplo de λ/4. 

 

 

Fig. 6.33: Comportamento dos elementos C (1,1) e C (2,2). 

 

Fig. 6.34: Comportamento dos elementos A (1,2). 
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Fig. 6.35: Comportamento dos elementos A (1,3). 

 

Fig. 6.36: Comportamento dos elementos A (1,2) e C (1,3). 

 

Fig. 6.37: Comportamento dos elementos B (1,2). 
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Fig. 6.38: Comportamento dos elementos B (1,3). 

 

Fig. 6.39: Comportamento dos elementos B (1,2) e B (1,3). 

 

Fig. 6.40: Comportamento dos elementos C (1,2). 
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Fig. 6.41: Comportamento dos elementos C(1,3). 

 

Fig. 6.42: Comportamento dos elementos C (1,2) e (1,3). 

As figuras correspondentes aos ângulos das representações de LIT e LT4 em função 

da freqüência apresentam também uma diferença mais importante a partir de 

aproximadamente 600 Hz. 
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Fig. 6.43: Ângulos dos elementos A (1,1). 

 

Fig. 6.44: Ângulos dos elementos A (2,2). 

 

Fig. 6.45: Ângulos dos elementos B (1,1). 
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Fig. 6.46: Ângulos dos elementos B (2,2). 

 

Fig. 6.47: Ângulos dos elementos C (1,1). 

 

Fig. 6.48: Ângulos dos elementos C (2,2). 
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Fig. 6.49: Ângulos dos elementos A (1,2). 

 

Fig. 6.50: Ângulos dos elementos A (1,3). 

 

Fig. 6.51: Ângulos dos elementos B (1,2). 
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Fig. 6.52: Ângulos dos elementos B (1,3). 

 

Fig. 6.53: Ângulos dos elementos C (1,2). 

 

Fig. 6.54: Ângulos dos elementos C (1,3). 
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Para analisar o efeito da transposição em linhas de transmissão em função da 

freqüência é necessário observar as tensões e correntes nos extremos da linha em análise. 

Supondo que a linha se comporta como um elemento linear, ou seja, que a análise é 

realizada para tensões que não provoquem o efeito corona, podem ser estabelecidas 

condições de contorno para as diversas freqüências para se comparar as representações da 

linha em análise, especificamente a linha idealmente transposta (LIT) e a linha transposta 

em trecho reais (LT4). 

Para a freqüência fundamental foi estabelecida uma condição de contorno 

considerando uma potência injetada no terminal de geração igual a potência característica e 

tensão nominal balanceada no terminal da geração. 

Para freqüências maiores do que a fundamental foram observadas as relações entre as 

tensões e correntes entre os terminais da recepção e da geração. A propagação de onda da 

linha foi representada através de seus quadripolos e os elementos dos quadripolos foram 

analisados em função da freqüência. 

As análises efetuadas são: 

1. Análise dos módulos e fases (tensão e corrente) no início e final da linha 

para seus distintos tipos de representação da transposição e para a 

freqüência fundamental de 60 Hz. 

2. Análise dos elementos da matriz de transferência da linha (sub-matrizes 

A, B e C no domínio das fases), considerando valores das freqüências 

harmônicas até 3600 Hz e comprimento de 300 km. 

3. Análise dos módulos dos elementos da matriz de transferência 

correspondente a LIT e LT4 em função da freqüência. 

4. Análise de um transitório de energização da linha (LIT e LT4). 



                                                                                                     VII - Análise dos Resultados 

 116

7.1 Análise da Tensão e Corrente para a Freqüência Fundamental 
de 60 Hz 

Nesta parte da análise é mostrada a influência que tem a transposição numa linha de 

transmissão para a freqüência fundamental de 60 Hz. São feitas as comparações para os 

vários tipos de transposição numa linha: sem transposição, com transposição parcial, 

transposição de ciclo completo e linha idealmente transposta. É possível observar o 

pequeno erro de se considerar uma linha idealmente transposta quando ela tem transposição 

real (ciclo completo) mesmo para 60 Hz. 

No capítulo 6 foi apresentado o comportamento dos módulos da tensão e corrente ao 

longo de seu comprimento para os vários tipos de representação da transposição da linha. 

Nas seguintes tabelas são mostrados os módulos e fase de tensão e corrente no extremo 

inicial e final das linhas, tendo como condição de contorno a potência injetada na geração 

(igual a potência característica) supondo linha em regime permanente. As linhas analisadas 

neste item têm comprimento total de 300 km, os valores dos módulos estão em pu. e os 

valores das fases em graus. É também apresentada a máxima diferença das tensões entre as 

fases em (%). 

Considerando uma simplificação na notação para os tipos de linha tem-se; 

Linha Não Transposta    LNT 

Linha com Transposição Parcial   LCTP 

Linha com Transposição 3 Trechos   LT3 

Linha com Transposição 4 Trechos   LT4 

Linha com Transposição 6 Trechos   LT6  

Linha Idealmente Transposta   LIT 

As definições de LNT, LCPT, LT3, LT4 e LIT foram apresentadas no capítulo 3. A 

definição de LT6 significa que a linha de 300 km está dividida em 6 trechos iguais, ou seja, 

terá dois ciclos de transposição LT3 e cada um de 150 km. 
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Tabela 7.1: Módulos das tensões iniciais e finais nos tipos de linha. 

Valores dos Módulos 

  Tensões Iniciais e Finais em Pu. Max.D/valor M. 

  Vi (A) Vf (A)  Vi (B) Vf (B)  Vi (C)  Vf (C)  % 

LNT 1 0,9078 1 0,9412 1 0,9609 3,0784 

LCTP 1 0,9355 1 0,9237 1 0,9495 1,4170 

LT3 1 0,9366 1 0,9366 1 0,9346 0,1425 

LT4 1 0,9359 1 0,9366 1 0,9352 0,0748 

LT6 1 0,9362 1 0,9363 1 0,9352 0,0748 

LIT 1 0,9359 1 0,9359 1 0,9359 0 

Tabela 7.2: Fases das tensões iniciais e finais nos tipos de linha. 

Valores das Fases 

  Fase das tensões em graus 

  Fi (A) Ff (A)  Fi (B) Ff (B)  Fi (C)  Ff (C)  

LNT 0 -14,0925 -120 -132,3499 120 107,2197 

LCTP 0 -14,1642 -120 -132,9067 120 107,8210 

LT3 0 -13,3590 -120 -133,4291 120 107,5675 

LT4 0 -12,8918 -120 -133,3932 120 107,0669 

LT6 0 -13,2120 -120 -133,2445 120 107,2491 

LIT 0 -13,0659 -120 -133,0659 120 106,9341 

Tabela 7.3 Módulos das correntes iniciais e finais nos tipos de linha. 

Valores dos Módulos 

  Correntes Iniciais e Finais em Pu. Max.D/valor M. 

  Ii (A) If (A)  Ii (B) If (B)  Ii (C)  If (C)  % 

LNT 1 1,1763 1 1,1519 1 1,0683 5,6411 

LCTP 1 1,1166 1 1,1685 1 1,1092 3,2761 

LT3 1 1,1255 1 1,1321 1 1,1353 0,4834 

LT4 1 1,1299 1 1,1286 1 1,1343 0,2977 

LT6 1 1,1284 1 1,1313 1 1,1330 0,2211 

LIT 1 1,1309 1 1,1309 1 1,1309 0 

Tabela 7.4: Fases das correntes iniciais e finais nos tipos de linha. 

Valores das Fases 

  Fase das Correntes em graus 

  Fi (A) Ff (A)  Fi (B) Ff (B)  Fi (C)  Ff (C)  

LNT 0 -32,3324 -120 -156,1676 120 83,7815 

LCTP 0 -33,8824 -120 -154,3536 120 83,5518 

LT3 0 -34,8182 -120 -154,6476 120 84,8212 

LT4 0 -35,0205 -120 -154,7181 120 85,1010 

LT6 0 -34,8399 -120 -154,7658 120 84,9813 

LIT 0 -34,8708 -120 -154,8708 120 85,1292 
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Os valores apresentados nas tabelas são obtidos dos extremos da linha de transmissão 

(extremo inicial (i) e final (f)). Com estes dados é possível apresentar a máxima diferença 

das fases dividida pela média dos módulos das três fases. 

Observando na tabela 7.1 pode-se verificar que a influência da transposição na linha 

de transmissão é importante, pois contribui com o balanço de tensão/corrente observado no 

extremo final da linha, considerando que no extremo inicial se tem os três valores da 

tensão/corrente iguais para todas as fases. No caso do comportamento dos argumentos das 

tensões apresentam um decremento no ângulo mais acentuado quando a linha é não 

transposta, tal como apresentado na tabela 7.2. 

Na tabela 7.3 estão apresentados os módulos das correntes e a expressão de 

porcentagem de desequilíbrio. Pode-se observar que a transposição ajuda diminuir o 

desequilíbrio entre os módulos das correntes no extremo final da linha. Na tabela 7.4 

apresenta os valores das fases das correntes, verificando-se que a transposição tem 

influência na variação do ângulo tendo como referência o valor do ângulo no extremo 

inicial e final.   

7.2 Análise dos Elementos das Matrizes de Transferência (sub-
matrizes A, B e C no Domínio das Fases) Considerando 
Valores de Freqüências Harmônicas até 3600 Hz e 
Comprimento de 300 km 

Os valores apresentados nas seguintes tabelas correspondem aos elementos das sub-

matrizes (A, B e C) para linha idealmente transposta (LIT) e linha com transposição real 

(LT4), sendo os elementos de B expressos em (�) e os elementos  de C expressos em (S) 

unidades. 

O comprimento de onda para a freqüência de 60 Hz é 5000 km, portanto o quarto do 

comprimento de onda é 1250 km. O comprimento de onda é menor com o aumento da 

freqüência e para algumas freqüências o comprimento físico da linha em estudo se 

aproxima do ¼ do comprimento de onda. É, portanto muito importante que se dê atenção à 

relação entre o comprimento físico e o comprimento de onda. 
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Os ciclos de transposição numa linha estão, em geral, em torno de 300 km, distância 

muito menor que um quarto do comprimento de onda para 60 Hz. Quando a linha está 

sujeita a ondas em freqüências maiores que a do regime permanente, os comprimentos de 

onda envolvidos são menores. Conseqüentemente, para sinais de freqüências elevadas, a 

transposição para ciclos de 300 km torna-se insuficiente, ou seja, a linha não pode ser 

considerada transposta para freqüências elevadas.  

Com relação à aplicação de transposição em linhas reais, para freqüências entre        

10 kHz e 1 MHz toda linha deve ser considerada como não transposta, devido ao 

comprimento necessário para um ciclo completo de transposição. 

Nas seguintes tabelas pode-se observar que os elementos correspondentes à 

freqüência de 60 Hz são bem similares entre os que correspondem a uma linha idealmente 

transposta e uma linha com transposição real. Com o aumento da freqüência estes 

elementos apresentam maior diferenças entre os que correspondem a linha ideal e linha 

com transposição em trechos.  

 Pode-se observar as freqüências de 240 e 480 Hz onde o comprimento da linha são 

múltiplos de λ/4. Particularmente na freqüência próxima de 480 Hz há uma diferença mais 

acentuada entre os elementos de LIT e LT4. Portanto, já nesta freqüência se pode afirmar 

que uma linha não pode ser considerada idealmente transposta para altas freqüências. 

A seguir são apresentadas as tabelas com os elementos da matriz de transferência para 

a representação de linha idealmente transposta e linha com transposição real em função da 

freqüência. 
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As tabelas anteriores mostram a influência que tem a freqüência nos elementos das 

matrizes de transferência do quadripolo, onde todos os valores estão no domínio das fases. 

Portanto, é possível observar a diferença existente entre a representação da linha idealmente 

transposta com a linha de transposição real. Nas tabelas acima são apresentados, como 

exemplo de comparação, somente os valores próprios dos dois tipos de transposição de 

linha: LIT e LT4. 

Pode-se observar nas tabelas que os valores próprios correspondentes à sub-matriz de 

transferência “A” da linha ideal são iguais. Mas os valores próprios da sub-matriz “A” da 

linha com transposição real apresentam uma diferença significativa entre eles. Esta 

diferença é devido à multiplicação das funções de transferência de trechos de linha que têm 

matrizes de transferência diferentes para cada trecho. Esta característica é descrita no 

apêndice A. 

As sub-matrizes “B” e “C” correspondentes à linha com transposição têm dois valores 

diagonais iguais. A igualdade destes elementos é devido à configuração da linha de 

transmissão no cálculo dos parâmetros elétricos. 

Os resultados obtidos da modelagem em freqüência fundamental (tensão e corrente) e 

os valores das sub-matrizes de transferência de LIT e LT4 mostram a influência da 

transposição numa linha de transmissão. Pode-se perceber que para a freqüência de 60 Hz, 

uma linha com transposição real pode ser considerada idealmente transposta devido à 

pequena diferença entre representação de linha ideal e real, mas para freqüências maiores 

isso já não é válido porque esta diferença aumenta. 

7.3 Análise dos Módulos dos Elementos das Matrizes de 
Transferência (sub-matrizes A, B e C no Domínio das Fases) 
Considerando os Elementos em Função da Freqüência e 
Comprimentos de 300 e 600 km 

7.3.1 Diferença entre as Representações de LIT e LT4 para 300 km 

No capítulo 6 foram apresentados os módulos e os ângulos dos elementos da matriz 

de transferência em fase, em função da freqüência, e é possível observar a diferença entre 

as duas representações de linha. Uma maneira de melhor analisar esta diferença é obtendo a 
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diferença relativa entre as duas representações. Estas diferenças serão apresentadas em 

função da freqüência. Os erros calculados estão apresentados para o caso de linha 

idealmente transposta (LIT) e linha com transposição real (LT4), tendo como base linha 

com transposição real. Portanto, o erro apresentado entre os dois casos é definido por: 

)100(*
)j,i(Xt

)j,i(Xt)j,i(Xit
(%)Erro

−
=  (7.2) 

Onde: 

)j,i(Xit  : Módulo do elemento para o caso linha idealmente transposta. 

)j,i(Xt  : Módulo do elemento para o caso linha com transposição real. 

Nas figuras os erros são obtidos considerando os módulos dos elementos das duas 

matrizes de transferência. 

 

 

Fig. 7.1: Erro existente no elemento A (1,1). 
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Fig. 7.2: Erro existente no elemento A (2,2). 

 

Fig. 7.3: Erro existente no elemento B (1,1). 

 

Fig. 7.4: Erro existente no elemento B (2,2). 
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Fig. 7.5: Erro existente no elemento C (1,1). 

 

Fig. 7.6: Erro existente no elemento C (2,2). 

 

Fig. 7.7: Erro existente no elemento A (1,2). 
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Fig. 7.8: Erro existente no elemento A (1,3). 

 

Fig. 7.9: Erro existente no elemento B (1,2). 

 

Fig. 7.10: Erro existente no elemento B (1,3). 
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Fig. 7.11 Erro existente no elemento C (1,2). 

 

Fig. 7.12: Erro existente no elemento C (1,3). 

Pode-se perceber dos gráficos que o erro dos elementos próprios começa a ter 

pequena variação até uns 600 Hz, e logo uma variação considerável ao aumento de 

freqüências maiores. No caso dos elementos mútuos o erro é mais significativo para 

freqüências maiores do que 100 Hz. 

Os erros elevados ocorrem quando o denominador fica muito pequeno e muitas vezes 

não caracterizam uma imprecisão tão elevada. Nos gráficos anteriores pode-se observar um 

maior erro na freqüência próxima de 480 Hz, que corresponde a um comprimento de onda 

aproximado de 625 km. 



                                                                                                     VII - Análise dos Resultados 

 135

7.3.2 Diferença entre as Representações de LIT e LT4 para 600 km 

Na análise das matrizes de transferência em função da freqüência é possível observar 

que o comportamento dos módulos de elementos da matriz de transferência variam com o 

comprimento. O comportamento dos módulos e ângulos das sub-matrizes (A, B, C e D) em 

função da freqüência para o comprimento de 600 km estão apresentados no apêndice “C” 

para os dois casos (linha idealmente transposta e linha com transposição real). 

Para esta análise se considera uma linha idealmente transposta e a linha com 

transposição real com dois ciclos de transposição de 300 km. 

Os erros calculados entre os elementos do quadripolo são obtidos comparando o caso 

de linha idealmente transposta e de linha com transposição real, tendo como base a linha 

com transposição real (600 km). A forma de obter o erro foi apresentada em (7.2). 

 

 

Fig. 7.13: Erro existente no elemento A (1,1) - 600 km. 
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Fig. 7.14: Erro existente no elemento A (2,2) – 600 km. 

 

Fig. 7.15: Erro existente no elemento B (1,1) – 600 km. 

 

Fig. 7.16: Erro existente no elemento B (2,2) – 600 km. 



                                                                                                     VII - Análise dos Resultados 

 137

 

Fig. 7.17: Erro existente no elemento C (1,1) – 600 km. 

 

Fig. 7.18: Erro existente no elemento C (2,2) – 600 km. 

 

Fig. 7.19: Erro existente no elemento A (1,2) – 600 km. 
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Fig. 7.20: Erro existente no elemento A (1,3) – 600 km. 

 

Fig. 7.21: Erro existente no elemento B (1,2) – 600 km. 

 

Fig. 7.22: Erro existente no elemento B (1,3) – 600 km. 
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Fig. 7.23: Erro existente no elemento C (1,2) – 600 km. 

 

Fig. 7.24: Erro existente no elemento C (1,3) – 600 km. 

Dos gráficos anteriores podemos observar que o comportamento do erro para uma 

linha de 600 km tem forma similar, mas um pouco mais atenuado. Houve deslocamento em 

função da freqüência com respeito ao erro da linha de 300 km em função da relação entre 

λ/4 e o ciclo de transposição. 

Nas seguintes figuras são apresentados os módulos dos elementos A(1,1) e A(2,2) em 

função da freqüência das matrizes de transferência correspondentes aos comprimentos de 

300 e  600 km, onde é possível observar o comportamento que cada elemento das matrizes, 

tanto para a representação de linha idealmente transposta como para a linha com 

transposição real. 

Os outros elementos das matrizes de transferência são apresentados no apêndice “D”. 
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Fig. 7.25: Comportamento dos elementos A (1,1) de LIT para 300 e 600 km. 

 

Fig. 7.26: Comportamento dos elementos A (2,2) de LIT para 300 e 600 km. 

 

Fig. 7.27: Comportamento dos elementos A (1,1) de LT4 para 300 e 600 km. 
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Fig. 7.28: Comportamento dos elementos A (2,2) de LT4 para 300 e 600 km. 

 

Pode-se observar nas Fig. 7.25 a Fig. 7.28 que quanto maior a linha menores são as 

freqüências de ressonância. Com relação à diferença entre as representações estas se tornam 

mais significativas para as ressonâncias de ordem superior, como apresentado no gráfico 

dos erros. Desta forma as linhas de 600 km começam a apresentar erros para freqüências 

menores do que as linhas de 300 km apesar de serem erros de menor valor. 

7.4 Simulação da Energização da Linha 

Outra forma de analisar a diferença entre as duas representações é fazendo simulações 

no tempo, por exemplo, da energização de linha. Estas simulações foram feitas utilizando o 

programa PSCAD/EMTDC. 

O sistema simulado consiste: 

• Linhas de transmissão LIT e LT4 utilizadas na análise têm comprimentos de 

300 km. 

• Tensão nominal 440 kV, 

• Equivalente de geração foi apresentado através de 50 km de linha idealmente 

transposta. 

• Resistores de pré-inserção 300 �. 
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• Tempos de fechamento (atuação do resistor): 

Fase “A” = 0,096301 s. 

Fase “B” = 0,099965 s. 

Fase “C” = 0,099176 s. 

• Tempos de fechamento da chave de by-pass (curto-circuitando o resistor de 

pré-inserção): 

Fase “A” = 0,102428 s. 

Fase “B” = 0,101558 s. 

Fase “C” = 0,105858 s. 

Os tempos de fechamento das chaves na energização da linha são aplicados para 

condições bem severas de transitórios, correspondendo ao fechamento próximo aos 

máximos das tensões em cada fase. Portanto, com esses tempos são simuladas as 

energizações para o caso de uma linha idealmente transposta e linha com transposição real 

e desta maneira será possível observar as diferenças entre as representações LIT e LT4 para 

esse transitório bem severo. 

A montagem da linha idealmente transposta (LIT) no PSCAD é feita inserindo no 

elemento que representa a linha, as coordenadas das posições dos condutores, resistividade 

do solo, resistência cc para os condutores de fase e cabos pára-raios, etc. A linha foi 

representada como idealmente transposta. 

A montagem da linha com transposição real (LT4) no PSCAD é feita utilizando 

quatro trechos de linha. Cada trecho de linha está definido por seu comprimento e são 

inseridos os dados da linha, posições dos condutores, resistividade, resistências cc, etc. 

Definiu-se cada trecho de linha como linha não transposta. Para o caso de representação 

com transposição real (LT4) a linha foi dividida em 1/6, 1/3, 1/3 e 1/6 do comprimento total 

de 300 km. O PSCAD representa a dependência dos parâmetros longitudinais da linha em 

função da freqüência. 

No circuito a representação do equivalente de geração é realizada através de um 

elemento com acoplamento entre fases, mas constante na freqüência. 
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As Fig. 7.29 e Fig. 7.30 mostram os circuitos em PSCAD de uma linha idealmente 

transposta e linha com transposição real (LT4). As diferenças devido às representações da 

transposição da linha (LIT e LT4) podem ser visualizadas através de suas tensões, 

observadas nos terminais das linhas. 

 

Fig. 7.29: Esquema de linha idealmente transposta utilizando PSCAD. 

 

Fig. 7.30: Esquema de linha com transposição real utilizando PSCAD. 
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O comportamento das tensões observadas na energização, tanto no extremo inicial 

(V1), como também no extremo final da linha (V2) são úteis para observar e comparar as 

representações de LIT e LT4. 

 
Fig. 7.31: Energização da linha – Tensão no terminal próximo à geração (0,09 a 0,14 s). 

 

Fig. 7.32: Energização da linha – Tensão no terminal próximo à geração (0,14 a 0,19 s). 
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Fig. 7.33: Energização da linha – tensão no terminal da recepção da linha (0,09 a 0,14 s). 

 

Fig. 7.34: Energização da linha – tensão no terminal da recepção da linha (0,14 a 0,19 s). 
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Os transitórios gerados pela manobra de energização são mais severos no extremo 

final e com menos intensidade na parte inicial da linha. 

Análise dos resultados: As diferenças entre as representações de LIT e LT4        

(Fig. 7.32) não são acentuadas. A representação que resulta em sobretensões superiores é a 

representação de LIT para um pico de onda específico, mas em outros picos de onda a 

representação LT4 mostra maiores sobretensões. 

Um fator que poderia realçar as diferenças entre as representação real e ideal é a 

injeção de harmônicos em freqüências previamente identificadas, para as quais a resposta 

das representações da transposição apresentam diferenças significativas. 
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Neste trabalho foi demonstrado que utilizar as representações de linha idealmente 

transposta para estudos de transitórios eletromagnéticos não é totalmente adequado. 

A geometria da linha tem influência importante no comportamento elétrico de uma 

linha de transmissão. 

As matrizes de parâmetros longitudinais e transversais de uma linha idealmente 

transposta (LIT) são diferentes dos da linha não transposta (LNT). A comparação é feita 

entre LIT e LT4, lembrando-se que a linha com transposição real (LT4) é representada por 

pequenas linhas não transpostas associadas em série. Avaliando-se as componentes modais 

da linha não transposta observam-se diferenças nos componentes não homopolares a partir 

de aproximadamente 1 kHz. Então utilizar componentes modais de LIT na representação de 

uma linha de transmissão não é adequado para freqüências altas, já que as componentes não 

homopolares da linha sem transposição são distintas a partir de determinado valor de 

freqüência. 

A solução da propagação de onda comumente utilizada tanto para linhas polifásicas é 

a solução definida por funções hiperbólicas (utilizando transformação modal). Outras 

formas de representação da propagação de ondas para linhas polifásicas são por meio da 

representação por quadramento e através de séries equivalente às funções hiperbólicas. 

Estas duas formas são desenvolvidas diretamente no domínio das fases, evitando fazer 

transformações modais e tornando mais fácil e prática a representação da linha. 

Comparando-se resultados das representações via funções hiperbólicas, quadramento ou 

séries equivalentes, pode-se afirmar que as duas formas de solução de propagação de onda 

diretamente em fase de linhas polifásicas são iguais à solução hiperbólica. Portanto, as 

soluções descritas no trabalho podem ser utilizadas como possíveis métodos de solução na 

modelagem das linhas de transmissão. 
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Normalmente as linhas são representadas como se fossem idealmente transpostas para 

todas as freqüências. As funções de transferência (quadripolos) utilizadas para a 

modelagem da linha na freqüência de 60 Hz mostram que, mesmo para freqüência 

fundamental, uma linha com transposição real (LT4) apresenta uma pequena diferença com 

relação à linha representada como idealmente transposta (LIT). No entanto, esta pequena 

diferença pode ser desprezada e para a freqüência fundamental uma linha com transposição 

real (LT4) pode ser considerada como uma linha idealmente transposta. 

A diferença entre as representações da linha com transposição real (LT4) e 

transposição ideal (LIT) para freqüências maiores do que a fundamental foi analisada 

através das funções de transferência da linha vista de seus terminais em função da 

freqüência (sub-matrizes A, B, C e D). A comparação entre os módulos dos elementos das 

matrizes de transferência entre as duas representações real e ideal no domínio da freqüência 

mostra que para freqüências maiores do que a fundamental surge uma diferença bem 

significativa para alguns elementos da matriz de transferência. Pode-se afirmar que a 

representação de linha idealmente transposta para todas as freqüências não é totalmente 

adequada, por não representar o comportamento elétrico da linha. 

Para as freqüências cujo ¼ do comprimento de onda seja múltiplo do comprimento 

elétrico da linha o erro entre as representações da transposição será mais acentuado. Caso 

numa manobra ou defeito sejam geradas perturbações com freqüência dominante próximo a 

estas freqüências as sobretensões resultantes serão muito diferentes, ou mesmo ocorrendo 

se foram injetadas correntes/tensões harmônicas nestas freqüências. 

A simulação do transitório de energização utilizando-se o PSCAD mostra novamente 

uma diferença entre as representações de linha idealmente transposta e linha com 

transposição real. A modelagem da linha com a representação com transposição ideal pode 

levar a resultados incorretos em estudos de transitórios eletromagnéticos. 

A discrepância entre a representação real da linha e a representação aproximada de 

LIT pode implicar em resultados muito diferentes quando a linha for submetida a 

transitórios eletromagnéticos devido a manobras usuais ou durante a ocorrência de defeitos. 

Especificamente para a linha exemplo, foi analisado que a presença da 4a harmônica pode 
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resultar em perturbações bastante distintas em termos de tensão e corrente no extremo da 

linha. 

O efeito da transposição numa linha de transmissão na freqüência fundamental mostra 

que quanto menor o ciclo de transposição menor será o desequilíbrio do sistema de 

transmissão, já que o ciclo de transposição se torna ainda menor do que ¼ do comprimento 

de onda.  

A correta representação de linhas de transmissão é muito importante, já que modelar 

uma linha com parâmetros exatos implica uma análise precisa em estudos de transitórios 

eletromagnéticos. 

8.1 Propostas Futuras 

Os resultados da dissertação foram obtidos analisando uma linha trifásica simples. 

Novos aspectos sobre a transposição podem ser abordados em trabalhos futuros, como 

listados a seguir. 

- Análise da transposição em circuitos trifásicos duplos, para observar a 

influência entre ambas linhas, como por exemplo, as interações de indução 

eletromagnética entre fases de cada circuito e a interação da indução 

eletromagnética entre as fases do circuito paralelo; 

- Análise da transposição para uma linha trifásica simples próxima a uma linha 

telefônica, para avaliar a interferência em circuitos próximos; 

- Análise teórica das matrizes de impedância e admitância da linha transposta 

em trechos (LT4) e idealmente transposta (LIT), avaliando a diferença entre as 

impedâncias modais das duas representações.  

o Extensão da análise para os autovetores; 

o Extensão da análise para as constantes de propagação, constante de 

atenuação e impedância característica; 

- Simulação de transitórios eletromagnéticos procurando identificar regiões 

onde a correta representação da transposição seja importante; 
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- Verificar a importância da representação correta da transposição nos estudos 

de qualidade de energia.  
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MATRIZES NÃO SIMÉTRICAS ASSOCIADAS À 

FUNÇÃO DE TRANSFERÊNCIA DE UMA LINHA DE 

TRANSMISSÃO 

A função de transferência de uma linha de transmissão é formada por sub-matrizes de 

transferência assimétricas (A, B, C e D), que representam o comportamento, por exemplo, 

da tensão e da corrente ao longo da linha. 

Neste apêndice é apresentada a sub-matriz de transferência “A” para um trecho de 

linha exemplo de 3 km. Este trecho de linha de 3 km é dividido em três trechos de 1 km e  

cada trecho tem sua própria matriz de transferência. Portanto, a matriz de transferência 

correspondente aos 3 km de linha é produto das três matrizes de transferência de 1 km em 

cascata. 

No capítulo 6 foi apresentada a matriz de transferência (sub-matrizes A, B, C e D) em 

função da freqüência e para a freqüência fundamental de 60 Hz. Neste apêndice é 

apresentada a manipulação matricial de multiplicação entre matrizes para uma freqüência. 

Então, considerando-se uma sub-matriz de transferência “ 1A ” definida para 60 Hz e 

correspondente para um trecho de 1 km, tem-se. 

















++++

++++

+++++

=

007i-2.0476e 0001.0000e007i-1.2531e 007-4.1026e-007i-1.5098e 007-4.8509e-

007i-1.4791e 007-4.9325e-007i-1.9002e 0001.0000e007i-1.4791e 007-4.9325e-

007i-1.5098e 007-4.8509e- 007i-1.2531e 007-4.1026e-  007i-2.0476e 0001.0000e

A1
 (a.1) 

A sub-matriz “ 1A ” está definida em (5.57) do capítulo 5, onde está especificada a 

multiplicação da matriz impedância pela matriz admitância. As duas matrizes de 

parâmetros são simétricas, mas são numericamente diferentes, portanto, o produto entre as 

duas matrizes resulta numa matriz assimétrica. 
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Lembrando a definição da sub-matriz “A” da equação (5.57), tem-se: 
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
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 (a.2) 

Da equação (a.2) é possível apresentar como exemplo uma simples multiplicação de 

duas matrizes simétricas e numericamente diferentes, com dois termos próprios iguais e 

dois termos mútuos iguais. Desconsiderando-se a matriz unidade pode-se demonstrar que a 

multiplicação de duas matrizes de parâmetros simétricas e numericamente diferentes resulta 

numa matriz assimétrica. 
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=

















fff

fff

fff

fff

fff

fff

fff

fff

fff

YaYoYn

YoYbYo

YnYoYa

ZaZoZn

ZoZbZo

ZnZoZa

AzAvAt

AwAyAr

AuAsAx

 (a.3) 

Da equação (a.3) são apresentados os elementos da matriz produto final na forma 

literal, portanto são especificados todos os elementos próprios e mútuos da matriz produto. 

Então, tem-se; 

Elementos próprios: 

fffffff Yn*ZnYo*ZoYa*ZaAx ++=  (a.4) 

fffffff Yo*ZoYb*ZbYo*ZoAy ++=  (a.5) 

fffffff Ya*ZaYo*ZoYn*ZnAz ++=  (a.6) 

Elementos mútuos: 

fffffff Yo*ZnYb*ZoYo*ZaAs ++=  (a.7) 

fffffff Yn*ZoYo*ZbYa*ZoAr ++=  (a.8) 

fffffff Yn*ZaYo*ZoYa*ZnAt ++=  (a.9) 

fffffff Ya*ZnYo*ZoYn*ZaAu ++=  (a.10) 

fffffff Yo*ZaYb*ZoYo*ZnAv ++=  (a.11) 
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fffffff Ya*ZoYo*ZbYn*ZoAw ++=  (a.12) 

Das equações acima é possível afirmar o seguinte; 

ff AzAx =  (a.13) 

ff AvAs =  (a.14) 

ff AwAr =  (a.15) 

ff AuAt =  (a.16) 

Agora considerando as igualdades anteriores a matriz tem a seguinte forma; 

















AaAcAe

AdAbAd

AeAcAa

 (a.17) 

Podemos afirmar que a multiplicação de duas matrizes simétricas e numericamente 

diferentes com dois termos próprios iguais e dois termos mútuos iguais terá como resultado 

uma matriz assimétrica, e que tem a forma da matriz (a.17) com dois termos próprios iguais 

e pares de termos mútuos iguais. 

Finalmente da sub-matriz “ 1A ” referente à matriz de transferência considerada para    

1 km de comprimento é obtido do produto final de três matrizes de transferência em cascata 

( )111 QQQ ⋅⋅  como na Fig. 6.5., e que terá uma sub-matriz “ 3A ” resultante, correspondente 

ao comprimento de 3 km para freqüência de 60 Hz. A sub-matriz resultante está 

apresentada na equação (a.18). 

















+++

+++

++++

=

006i-1.8428e 001-9.9999e006i-1.1278e 006-3.6923e-006i-1.3588e 006-4.3658e-

006i-1.3311e 006-4.4392e-006i-1.7102e 001-9.9999e006i-1.3311e 006-4.4392e-

006i-1.3588e 006-4.3658e- 006i-1.1278e 006-3.6923e- 006i-1.8428e 001-9.9999e

A3
 (a.18) 

Observando os valores da sub-matriz “ 3A ”, é possível afirmar que a multiplicação de 

matrizes de transferência assimétricas com a formação da equação (a.18) resultarão em 

matrizes da mesma forma (a.17). 
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MÓDULOS DOS ELEMENTOS DA MATRIZ DE 

TRANSFERÊNCIA PARA LINHA DE 300 km 

Freqüências de 600 até 1800 Hz, LIT=Idealmente Transposta e LT4=Transposição Real. 

As diferenças se acentuam nas freqüências onde múltiplos de ¼ do comprimento 

elétrico são próximos do comprimento da linha.  

 

Fig. B.1: Comportamento dos elementos A (1,1) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

 

Fig. B.2: Comportamento dos elementos A (2,2) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 
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Fig. B.3: Comportamento dos elementos A (1,1) e A (2,2) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

 

Fig. B.4: Comportamento dos elementos B (1,1) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

 

Fig. B.5: Comportamento dos elementos B (2,2) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 
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Fig. B.6: Comportamento dos elementos B (1,1) e B (2,2) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

 

Fig. B.7: Comportamento dos elementos C (1,1) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

 

Fig. B.8: Comportamento dos elementos C (2,2) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 
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Fig. B.9: Comportamento dos elementos C (1,1) e C (2,2) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

 

Fig. B.10: Comportamento dos elementos A (1,2) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

 

Fig. B.11: Comportamento dos elementos A (1,3) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 
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Fig. B.12: Comportamento dos elementos A (1,2) e A (1,3) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

 

Fig. B.13: Comportamento dos elementos B (1,2) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

 

Fig. B.14: Comportamento dos elementos B (1,3) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 
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Fig. B.15: Comportamento dos elementos B (1,2) e B (1,3) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

 

Fig. B.16: Comportamento dos elementos C (1,2) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

 

Fig. B.17: Comportamento dos elementos C (1,3) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 
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Fig. B.18: Comportamento dos elementos C (1,2) e C (1,3) - (Freq. 600 até 1800 Hz). 
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MÓDULOS DOS ELEMENTOS DA MATRIZ DE 

TRANSFERÊNCIA PARA LINHA DE 600 km 

Freqüências menores do que 600 Hz. 

LIT = Linha Idealmente Transposta e LT4= Linha com Transposição Real. 

 

 

Fig. C.1: Comportamento do elemento A (1,1) – 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 

 

Fig. C.2: Comportamento do elemento A (2,2) – 600 km (Freq. 0 até 600 Hz) 
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Fig. C.3: Comportamento do elemento B (1,1) – 600 km (Freq. 0 até 600 Hz) 

 

Fig. C.4: Comportamento do elemento B (2,2) – 600 km (Freq. 0 até 600 Hz) 

 

Fig. C.5: Comportamento do elemento C (1,1) – 600 km (Freq. 0 até 600 Hz) 
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Fig. C.6: Comportamento do elemento C (2,2) – 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 

 

Fig. C.7: Comportamento do elemento A (1,2) – 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 

 

Fig. C.8: Comportamento do elemento A (1,3) – 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 
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Fig. C.9: Comportamento do elemento B (1,2) – 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 

 

Fig. C.10: Comportamento do elemento B (1,3) – 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 

 

Fig. C.11: Comportamento do elemento C (1,2) – 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 
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Fig. C.12: Comportamento do elemento C (1,3) – 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 

 

Freqüências de 600 até 1800 Hz. 

  

Fig. C.13: Comportamento dos elementos A (1,1) – 600 km (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

  

Fig. C.14: Comportamento dos elementos A (2,2) – 600 km (Freq. 600 até 1800 Hz). 
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Fig. C.15: Comportamento dos elementos B (1,1) – 600 km (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

  

Fig. C.16: Comportamento dos elementos B (2,2) – 600 km (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

  

Fig. C.17: Comportamento dos elementos C (1,1) – 600 km (Freq. 600 até 1800 Hz). 
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Fig. C.18: Comportamento dos elementos C (2,2) – 600 km (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

  

Fig. C.19: Comportamento dos elementos A (1,2) – 600 km (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

  

Fig. C.20: Comportamento dos elementos A (1,3) – 600 km (Freq. 600 até 1800 Hz). 
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Fig. C.21: Comportamento dos elementos B (1,2) – 600 km (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

  

Fig. C.22: Comportamento dos elementos B (1,3) – 600 km (Freq. 600 até 1800 Hz). 

 

  

Fig. C.23: Comportamento dos elementos C (1,2) – 600 km (Freq. 600 até 1800 Hz). 
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Fig. C.24: Comportamento dos elementos C (1,3) – 600 km (Freq. 600 até 1800 Hz). 
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COMPARAÇÕES DOS MÓDULOS DOS ELEMENTOS 

DAS MATRIZES DE TRANSFERÊNCIA PARA LINHA 

(LT4) DE 300 E 600 km 

Freqüências menores do que 600 Hz. 

 LT4= Linha com Transposição Real. 

 

Fig. D.1: Comportamento dos elementos A (1,2) de LT4 para 300 e 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 

 

 

Fig. D.2: Comportamento dos elementos A (1,3) de LT4 para 300 e 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 
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Fig. D.3: Comportamento dos elementos B (1,1) de LT4 para 300 e 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 

 

Fig. D.4: Comportamento dos elementos B (2,2) de LT4 para 300 e 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 

 

Fig. D.5: Comportamento dos elementos B (1,2) de LT4 para 300 e 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 
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Fig. D.6: Comportamento dos elementos B (1,3) de LT4 para 300 e 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 

 

Fig. D.7: Comportamento dos elementos C (1,1) de LT4 para 300 e 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 

 

Fig. D.8: Comportamento dos elementos C (2,2) de LT4 para 300 e 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 
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Fig. D.9: Comportamento dos elementos C (1,2) de LT4 para 300 e 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 

 

Fig. D.10: Comportamento dos elementos C (1,3) de LT4 para 300 e 600 km (Freq. 0 até 600 Hz). 
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MÓDULOS E FASES DA T ENSÃO E CORRENTE NA 

FREQÜÊNCIA FUNDAMENTAL DE 60 Hz 

(LT3) E (LT6) PARA LINHA DE 300 km 

Linha com 01 ciclo de transposição (LT3) e 02 ciclos de transposição (LT6). 

A potência injetada no terminal gerador foi suposta igual à potência característica da 

linha e as tensões neste terminal iguais ao valor nominal.  

 

Fig. E.1: Módulos das tensões de LT3 para 60 Hz. 

 

Fig. E.2: Fases das tensões de LT3 para 60 Hz. 



                                                                                                                              Apêndice - E 

 182  

 

Fig. E.3: Módulos das correntes de LT3 para 60 Hz. 

 

Fig. E.4: Fases das correntes de LT3 para 60 Hz. 

 

Fig. E.5: Módulos das tensões de LT6 para 60 Hz. 
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Fig. E.6: Fases das tensões de LT6 para 60 Hz. 

 

Fig. E.7: Módulos das correntes de LT6 para 60 Hz. 

 

Fig. E.8: Fases das correntes de LT6 para 60 Hz. 


