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Resumo

Este trabalko apresenta uma metodologia para o projeto de controladores robustos
com relagdo a incertezas paramétricas do processo. O método utiliza a alocacdo de pélos em
malha fechada numa regido pré-definida do plano complexo. Para o caso em que os coefici-
entes do polinémio caracteristico de malha fechada sio funcoes lineares dos parametros do
processo, derivam-se dominios de busca limitados. no espaco de pardmetros do controlador.
contendo o conjunto dos controladores factiveis para o problema. Estes dominios de husca
sao definidos por restricdes lineares, no caso em que a regido de aloca¢do ¢ conexa. ou entio
por restri¢bes quadrdticas. quando a regido de alocagioe é dada por um conjunto de circulos
disjuntos no plano complexo. Uma rotina de otimizacio, baseada em algoritmos genéticos. é
proposta para a maximizacao da robustez do controlador, dentro da regido de busca, deter-
minada. No caso em que os coeficientes do polindmio caracteristico sio funcoes nao-lineares
dos pardmetros do processo, e o nimero de incertezas é pequenc, propde-se wma rotina de
otimiza¢ao para a maximizagio da robustez do controlador utilizando um método de busca
multidimensional com o uso dos algoritmos genéticos.




Abstract

This thesis presents a methodology for designing controllers that are robust with
respect to parametric plant uncertainties using a stochastic global search technique - Ge-
netic Algorithms ((GAs} - as the optimization tool. We adopt a pole placement approach.
considering linear systems and linear interval uncertainties. provided that the characteristic
polyromial coefficients are affine functions of plant parameters. With respect to the alocation
region, we treat two different cases. The first case is concerned with a connected region in the
complex plane. while the second one considers circular disjoint regions for the poles. In each
case, a set of necessary conditions is derived, defiring a hounded domain in the controller pa-
rameters space, which is used by a constraint handling GA in the optimization of the system
robustness, In the first case, the search space is shown to be a linear, polytopic domain, while
in the second one the limits are defined by quadratic constraints. Results are also provided
allowing the controller order optimization. In the case where the characteristic polvnomial
coefficients are non-linear functions of plant parameters, and considering a low number of
uncertain parameters, an alternate solution is proposed using the genetic algorithms in a

multidimensional search procedure.




Capitulo 1

Introducao

Uma das principais dreas de desenvolvimento da engenharia de controle é o pro-
Jjeto de controladores robustos para processos que nao podem ser modelados com exatidio.
Entende-se por robustez, no presente contexto, a propriedade de um certo controlador garam-
tir estabilidade e/on desempenho nio somente para um modelo nominal, como também para
toda uma familia de modelos que representam um processo real.

A importancia das caracteristicas de robustez para um projeto coerente de sistemas
de controle, justifica a grande quantidade de pesquisa nesta drea vas dltimas décadas. O
desenvolvimento de métodos matemadticos especificos e o advento de poderosas técnicas com-
putacionals tém propiciado nos dltimos anos o aparecimento das mais diversas metodologias
para o tratamento da estabilidade robusta de sistemas incertos.

Numa perspectiva histdrica, segundo relato de Dorato (1987 ). talvez a primeira grande
proposta de solugio para o problema de controle de processos com parametros incertos te-
nha sido a patente de H. S. Black datada de 1927. Nesta patente. Black propunha nma
realimentagao com ganhos elevados para o projeto de amplificadores de tubo a védcuo com in-
certezas do processo {grandes variacdes nas caracteristicas do tubo}. Infelizmente. a maioria
destes sistemas se tornava instavel devido aos altos ganhos utilizados.

Somente a partir dos resultados de Nyquist em 1932 é que o compromisso entre es-
tabilidade dindmica e ganhos elevados pode ser analiticamente compreendido. () critério de
estabilidade de Nyquist e o conceito de Black de ganhos elevados formam a base do projeto
de controle robusto desenvolvido no cldssico livro de Bode (Bode, 1945 apud Dorato. 1987).
O periodo de 1927 a 1960 poderia ser chamado. segundo Dorato (1987}, de periodo clissico
et sensibilidade.

O proximo grande periodo da teoria de sistemas de controle foi o perfodo compre-

endido entre J960 e 1975, aproximadamente. Este periodo é conhecido como periodo das
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varidveis de estado (Dorato, 1987). U'm novo tratamento para o problema de controle étimo
foi introduzido por R. I Kalman em 1960, através de um artigo publicado na primeira
conferéncia. da Federagio Internacional de Controle Automdtico (ITAC). que mostrava cla-
ramente a dualidade existente entre controle e filtragem com realimentacio (Bennett. 1996).
No comego da década de 60, Kalman introduzin também hmportantes conceitos, wiilizando
varidvels de estado. como: controlabilidade. observabilidade, LQR {Linear Quadratic Re-
gulator), estimacao de estado otima. etc. Infelizmente, com raras excecdes, o problema da
incerteza paramétrica fol ignorado durante este periodo. A abordagem temporal das varidveis
de estado exerceu um dominio tdo grande durante esta fase. que Isaac Horowitz, importante
pesquisador na drea de resposta em frequéncia, chegou a escrever em fom de isolamento: “Os
modernos doutores parecem ter uma pobre compreensio de conceitos tia hdsicos como lar-
gura de banda e ndo tém a menor idéia de sua importincia central na teoria da realimentacio.
[ espantoso como muitos nao se dao conta de que a razao primdria da realimentacio em con-
trole é o problema da incerteza” (Bennett, 1996).

Ainda dentro deste periodo, houve uma rapida conscientizacao de que os podero-
sos meétados de controle 6timo néo poderiam ser usados para problemas industriais comumns.
por causa da inexisténcia de modelos precisos para o processo. De acordo com o registro
de Karl Astrém em 1971, a for¢a da abordagem da resposta frequencial classica reside nas
técnicas poderosas para identificacio de sistemas, ou seja, a analise frequencial através da
qual as funcdes de transferéncia podem ser determinadas com precisdo para uso nas técnicas
de sintese {Bennett, 1996). Gradativamente, o interesse pela abordagem de resposta em
[requéncia foi se reavivando, e um esforgo sistemitico fol realizado para se atacar o problema
do desenvolvimenio de méitodos de resposta frequencial para sistemas multivaridveis.

No final dos anos 70 e comeco dos anos 80, o problema de incertezas paramétricas
recebeu um renovado interesse. Neste periodo, alguns resuitados significativos foram obtidos
na analise de sistemas multivaridveis no dominio da frequéncia. Em particular, o conceito de
matrizes coprimas fracionadas para sistemas multivariaveis foi introduzido como ferramenta
por Youla. Jabr e Bongiorno, dentre outros. Além disto. o critério de Nvquist foi generalizado
para sistemas multivaridveis por Rosenbrock (Dorato, 1987). Esta confluéncia de interesses
em sistemas incertos e multivaridveis levou, no corrente periodo, ac que fol denominade de
Controle Robusto Moderno. Nesta fase, tanto os métodos frequenciais como os métodos de
representacio em espaco de estados sio utilizados nas mais diversas metoedologias para se
tratar o problema das incertezas paramétricas do modelo.

Dentro do controle robusto moderno, um feorema extremamente importante, que
iniciou toda uma geracio de trabalhos de robustez na abordagem polinomial, foi o Teorema

de Kharitenov {Kharitonov, 1979}, com relacao i estabilidade de uma familia de polindmios,




para sisternas em tempo continuo. Uma prova simplificada deste teorema pode ser vista em
Yeung e Wang {1987).

O Teorema de Kharitonov fornece condicdes necessarias e suficientes para a estabili-
dade de uma familia de polinémios com coeficientes incertos a partir do teste de estahilidade
em apenas quatro polindmios especialmente construidos a partir das incertezas. Este teorema
apresenta, contudo, duas limitacdes importantes: nio trata a dependéncia entre coeficientes
incertos e, na sua forma original. s6 é aplicdvel ao caso continuo.

Entre os primeiros trabalhos que utilizaram este teorema tem-se Barmish (1984),
Bialas e Garloff (1985). Anderson et al. (1987) e Soh {1989). Ixtensdes do Teorema de
Nharitonov para polindmios de sistermas em tempo discreto foram desenvolvidas em Soh et
al. (1985, 1987a), e Hollot e Bartlett (1986).

Todos estes trabalhos contudo apresentam o inconveniente de nio considerar a de-
pendeéncia entre os coeficientes do polindmio caracteristico. Como na maioria dos problemas
de controle esta dependéncia é relevante, estes trabalhos se mostram conservativos, limi-
tando a aplicacdo dos resultados. Nestes casos. o Teorema de Kharitonov fornece aApenas
uma condicdo suficiente,

Um resultado importante, no sentido de se superar as limitacoes do Teorema de Kha-
ritonov, é o Teorema de Bartlett Hollot-Lin ( Fdge Theorem), que se encontra transcrito em
Bartlett e Hollot (1988). Este teorema fornece condices necessarias e suficientes para veri-
ficar se as raizes de um politopo de polinémios estio contidas numa regiao conexa gualquer
do plano complexo. O politopo de polindmios. definide como uma combinacio convexa de
polindmios, estabelece uma maneira de se abordar a dependéncia linear entre as incertezas
parametricas. descritas através de intervalos. As raizes do politopo pertencem a nma regiao
conexa dada se. e somente e, todas as combinacoes convexas de dois vériices exXpostos { eapo-
sed edges) deste politopo também possuirem rafzes nesta regiao. Fstes resultados. na pratica.
podem ter seu ugo limitado devide & explosio combinatorial que surge no teste de estabili-
dade, mesmo para um ndmero moderado de parametros incertos.

Outros trabalhos importantes., no sentido de se reduzir a conservatividade do Teorema
de RKharitonov sao: Biernacki et el. {1987) ¢ Wei ¢ Yedavalli {19%7). Fm Biernacki ef al.
{1987). os resuitados para sistemas em tempo continuo de Barmish (1984) e Soh ef al. {1985}
sao generalizados para o casc em gue os coeficientes do polindmio caracteristico dependem
linearmente dos parametros do processo. Nesta abordagem, o grau de estabilidade de um
controlador é associado a maior regido hiperesférica de variacio paramétrica do processo, tal
{ue o sistema em malha fechada ainda mantenha a estabilidade. O raio desta hiperesfera
fornece uma medjda de robustez do controlador considerada.

Os resultados apresentados por Fam e Meditch (1978) e Ackermann { 1980) incluem-se




também entre as primeiras contribuigdes na busca da solu¢do para o problema de alocacao de
polos robusta em sistemas de controle lineares. Em Fam e Meditch {1978}, encontra-se uma
das primeiras tentativas de se caracterizar geometricamente o dominio de estabilidade no
espaco de coeficientes do polinomio caracteristico. para sistemas em tempo discreto. Estes
resultados sdo utilizados no presente trabalho (Capitulo 51, na delimitacio do dominio dos
controladores factiveis para o problema de robustez. Os resultados de Fam e Meditch (1978}
foram originalmente desenvolvidos como condigao para a estabilidade de sistemas em tempo
discreto. Contudo, como as condigdes derivadas se apiicam igualmente a qualquer circulo
centrado no eixo real do plano complexo, estes resuitados podem ser estendidos para o caso
continuo considerando-se circulos de alocagdo no semi-plano esquerdo.

Em Santos-Mendes (1988) e Santos-Mendes e Aguilar-Martin {1989), um método
de sintese de controladores é proposto de maneira similar & abordagem de Biernacki ef al
{1987}, considerando-se regides de incerteza paramétrica do tipo elipsoidal. Associa-se a um
dado controlador uma funcdo, denominada funcdo medida de robustes correspondente & malior
hiperelipse no espago de parametros do processo, tal que o sistema em malha fechada man-
tenha seus pélos em nma regido conexa quaiquer do plana complexo. O problema de sintese
é resolvido de maneira iterativa a partir de um controlador inicial. A cada iteragdo, o vetor
de parametros do controlador é modificado segundo a diregao do gradiente da funcio medida
de robustez.

A abordagem de Aradjo (1991), que é adotada no presente trabalho com relacio a
analise de robustez, segue a mesma linha de Santos-Mendes (1988). A diferenca entre os
dois trabalhos consiste no tipo de regide de incerteza paraméirica considerada. Em Aradjo
(1991) os parametros estao sujeitos a infervalos de incerteza. o que resulta em wma regido
hiperretangular (ao invés de hipereliptica) no espaco de pardmetros incertos do processo.

Para o caso em que os coeficientes do polindmio caracteristico de malha fechada sao
funcoes nao-lineares dos pardmetros do processo. ¢ tratamento matematico apresenta-se bem
mais complexo e a maioria das abordagens existentes considera apenas situagoes particulares
na analise de robustez. Na abordagem de Chapellat ef al. (1993} considera-se o caso em que
as incertezas paramétricas aparecem de forma multilinear no polindmioc caracteristico. Cha-
pellat et al. (1993} define um subconjunto dos polindmios incertos do processo. denominados
segmentos CB, numa extensao direta dos resultados de Khazitonov (1979). Estes segmentos
B apresentam importantes propriedades com relagio a todo o conjunto de incertezas, sendo
gue as margens de estabilidade e desempenho para todo o sistema incerto podem ser caleu-
ladas a partir deste subconjunto reduzido de polinémios.

Uma outra abordagem que considera o caso do polindmio caracteristico nio-linear

nos parametros do processo é a abordagem de Zettler e Garloff (1996). Esta técnica utiliza




um método eficiente de varredura numérica para verificar a estabilidade de todo um comn.
junto de polinomios incertos, testando-se apenas um importante subconjunto dos mesmos.
Este subconjunto de polindmios é obtido através de uma expansao polinomial denominada
representagdo Bernstein (Garloff, 1993). O teste de estabilidade é entio realizado atraves
de otimizagio numérica. considerando esta subclasse representativa de toda a familia de
polindmios incertos. Maiores detalhes sobre estas duas abordagens para o caso ndo-linear
encontram-se no Capitulo 8.

Além da abordagem do tratamento do polindmio caracteristico para o problema de
robustez, diversas outras metodologias encontram-se disponiveis para o projetista de siste-
mas de controle, tanto no dominio frequencial como na representagao em espaco de estados.
Dentre as principais linhas de pesquisa pode-se citar a otimizacdo em H.,, os métodos de
Lyapunov e a andlise/sintese-;. Uma interessante abordagem que contorna algumas das de-
ficiéncias apresentadas pela analise-ps pode ser vista em El Ghaoui (1990, 1992} e também no
Capituio 8 deste trabalho.

A mesma abordagem de Aradjo {1991) para a andlise de robustez é utilizada no
presente trabalho. Contudo, uma nova proposta para a etapa de sinfese de controladores
robustos é apresentada, dispensando o uso de gradientes.

Determina-se inicialmente. a partir de um conjunto de condi¢des necessarias e conhe-
cidas propriedades geométricas, um dominio limitado no espaco de parametros do controlador
contendo o conjunto de todos os controladores factiveis para o problema. Utiliza-se entio nm
algoritmo baseado em busca estocdstica - algoritmos genéticos - para otimizar a funcdo de ro-
bustez dentro deste dominio pré-determinado. a fim de se obter um controlador que satisfaca
as especificagoes de desempenho propostas.

Os processos considerados no presente trabalhio sao sistemas lineares. invariantes no
tempo. na representacdo de fungdes de transferéncia, assumindo-se que os coelicientes do
polinémio caracterfstico de malha fechada sao funcdes lincares dos parametros da planta.
Para o caso da nde-linearidade do polindmio caracteristico em relagio a0 processo, uma
solugao aproximada para alguns casos particulares é proposta no (lapitulo 8,

A definigéo de robustez considerada neste traballo, é haseada na atribuicao de regido
de pdlos (Araiijo, 1991). (Santos-Mendes e Agunilar-Martin. 1989). O sistema é considerado
robusto se todos os pdlos de malha fechada, ou seja, as raizes do polinomio caracteristico
estao contidas dentro de uma determinada regido no plano complexo (estabilidade relatival.
apesar das incertezas paramétricas do processo.

Em sistemas de controle sujeitos a incertezas paramétricas da planta. a especificacao de
indices de desempenho é normalmente colocada em termos de intervalos aceitdveis para as

caracteristicas de resposta transitéria. Como a resposta transitéria estd diretamente relaci-
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onada a localizagao dos pdlos de malha fechada do sistema, estas especificacdes podem ser
traduzidas por uma regido no plano complexo onde devem estar localizadas as rajzes do po-

linémio caracteristico.

Im{z)

HY

Figura 1.1: Exemplos de regides de alocacio para sistemas discretos e continuos.

A Figura 1.1 apresenta dois tipos de regides no plano complexo bastante utilizadas
em projefos de controladores por alocacio de pélos para sistemas em tempo continuo e em
tempo discreto (Ogata, 1987: Ackermann. 1985). Estas duas regides de alocacdo sao obti-
das a partir de especificagoes de resposta fransitéria de um sisterna de segunda ordem. com
entrada em degrau unitdrio, como sobre-sinal, tempeo de subida, tempo de acomodacio, etc.
O comportamento dindmico de sistemas de segunda ordem pode ser descrito em termos de
dois parametros, o coeficiente de ameortecimento ¢ e a frequéncia natural ndo-amortecida w,.
tendo em vista que as outras especificactes da resposta transitéria podem ser obtidas a partir
destes pardmetros. Fstas especificacoes podem ser consideradas também. com hoa precisac.
para sistemas de ordem superior que apresentam um par de péles dominantes.

Cousidera-se. no presente trabalho, dois tipos possiveis de regioes para a alocacao dos
polos no plano complexo. O primeiro corresponde 2 regides conexas como nos exemplos da
Figura 1.1, tratado no Capitulo 5, enquanto o segundo considera regides de alocagio circu-
lares e disjuntas. sendo este caso abordado no Capitulo 6. Em ambos os casos denota-se por
1} a regido de alocacao pré-definida.

Considera-se que os pardmetros do processo estio sujeitos a intervalos de incerteza
cujos limites sdo supostamente conkecidos a priori. Esta hipdtese leva a uma regiao de incer-
teza hiperretangular no espaco de parametros do processo. A interdependéncia linear entre
0s parametros tambem pode ser abordada por este método {Aradjo, 1991).

Um controlador linear é conectado ao sistema através da malha de realimentacio.
O problema consiste na determinagie dos parametros de um controlador. gque combinadeo

com quaisquer possiveis valores de pardmetros assumidos pelo processo dentro da regiao de




incerteza dada. resulte em pdlos do sistema de malha fechada dentro da reglao D pré-definida
(D-estabilidade robusta).

O problema do projeto de controladores robustos pode ser dividido em duas partes.
A andlise permite verificar se win dado controlador atende As especificactes de D-estabilidade
robusta para um conjunto de incertezas dado. A sintese consiste de um procedimento de oti-
mizagio para a obhtencao dos pardmetros de um controlador que atenda as especificagdes de
robustez.

A andlise considerada no presente trabalho correspende a metodologia desenvolvida,
em Aradjo (1991). Nesta abordagem, uma funcio associada aos parametros do controlador,
denominada funcdo medida de robustez, determina., para um dado controlador, a maior regifio
hiperretangular de incerteza no espago de parametros do processo, tal que a D-estabilidade
do sistema seja mantida. Assim, além de permitir verificar se um dado controlador é D-
estabilizante para a regido de incerteza proposta, a funcao medida de robustez permite
também a comparacio entre controladores através da comparagao das respectivas regides
de incerteza admissiveis.

O processo de sintese utilizado em Aratjo (1991) consiste de um procedimento de
maximizacdo da fungio de robustez utilizando direcdes de gradiente, a fim de se obter o
controlador mais robusto. Contudo, devido & grande complexidade desta funcdo, como nio-
diferenciabilidade, mau-condicionamento, entre outros, um procedimento de otimizacio com
gradientes para este problema pode levar a resultados limitados {(conforme discutido no
Capitulo 3).

A proposta de sintese do presente trabalho é a utilizacio de algoritinos de busca es-
tocdstica, como algoritmos genéticos, para a otimizacio da funcdo medida de robustez dentro
de dominios previamente definidos. Estes dominios, determinados a partir de um conjunto de
condicoes necessdrias juntamente com conhecidas propriedades geométricas, contém o con-
Junto dos controladores factiveis para o problema, o que anmenta a eficiéncia desta classe de
algoritmos de busca.

Para o caso das regides de alocagio conexas (Capitulo 5), o dominio de busca derivado
¢ representado por um conjunto de restricdes lineares (politopo de busca). Neste caso, pode-
se determinar ndo apenas um dominio contendo o conjunto dos controladores factiveis, como
também um dominio de busca para o conjunto de todos os controladores com uma medida
de robustez acima de um certo valor pré-definido. Um algoritmo de otimizacio é proposto
para a maximiza¢do da funcido de robustez do controlador em relagdo aos seus parametros
e & sua ordem (estrutura). Ainda neste caso, é proposta também a otimizagio conjunta da
D-estabilidade e de um indice de desempenho M, pré-definido para o sistema., utilizando

como dominio de busca, a regido politépica determinada. No caso de regides de alocacao cir-




culares e disjuntas (Capitulo 6), o dominio de busca derivado é definido por um conjunto de
restricdes guadrdtices no espago de parametros do controlador.

Para o caso em que os coeficientes do polindmio caracteristico sio fungdes ndo-lineares
dos parametros do processo, uma solugao aproximada, considerando um niimero pequeno de
incertezas, é proposta utilizando os algoritmos genéticos em ambas as etapas de andlise e de
sintese. Comeo o algoritmo genético ndo garante a otimalidade global, a andlise da robustez
do controlador obtido por este procedimento deve ser confirmada por um outro método al-
ternativo, que garanta pelo menos um limitante inferior da margem paramétrica admissivel.

O conteddo deste trabalho estd organizado da seguinte forma. O Capitulo 2 des-
creve a formulacdo do problema de robustez do ponto de vista da andlise, de acordo com
a metodologia desenvolvida em Aradjo (1991). O Capitulo 3 apresenta algumas discussdes
com relagdo as deficiéncias dos métodos de sintese de controladores baseados em gradiente,
Juntamente com trés exemplos numéricos que ilustram os principais pontos. No Capitulo 4
apresentam-se os conceitos, caracteristicas e aplica¢bes dos algoritmos genéticos. O Capitulo
5 considera o caso em que a regiao de alocagdo para os pdlos de malha fechada é uma regido co-
nexa no plano complexo. Neste capitulo apresentam-se os resultados da derivagio do domfnio
de busca politépico no espaco de pardmetros do controlador, e sua utilizagido no algoritmo
de maximizacdo da fungao de robustez. Os artigos De Paiva et al. (1996a) e De Paiva et
al. {1996b} estdao relacionados & primeira parte deste capitulo {Fstabilidade Robusta). Na
segunda parte. apresenta-se a otimizacdo conjunta robustez/desempenho H, ilustrando-se
os resultados através de exemplos numéricos. A metodologia desenvolvida nesta segunda
parte encontra-se também em De Paiva et al. (1997b). No Capitulo 6 considera-se o caso
em que a regido de alocacao é formada por um conjunto de regiGes circulares e disjuntas
no plano complexo. Apresentam-se os resultados relativos a determinacio do conjunto de
restrices quadraticas que fornecem um dominio de busca imitado no espaco de parametros
do controlador. Um exemplo numérico comparative llustra os resultados obtidos. A metodo-
logia para este caso encontra-se registrada também em De Paiva et al. (1997a). O Capitulo
7 apresenta uma série de quatro exemplos numéricos e aplicacdes. solucionados através do
método desenvolvido no Capitulo 5. O Capitulo 8 apresenta o algoritmo de otimizagao para
a solucdo aproximada do problema do polindmio caracteristico néo-linear nos parametros do
processo, juntamente com dois exemplos numéricos conhecidos da literatura. Este capitulo
também traz uma rapida descricdo de algumas das principais abordagens que consideram
este problema. Finalmente, as conclusdes do trabalho e um resumo das principais contri-

buicbes si&o apresentados no Capitulo 9.




Capitulo 2

O Problema de Estabilidade Robusta

2.1 Introducgao

Neste capitulo, aborda-se o problema de anilise da robustez de controladores. con-
forme os resultados propostos em Aratdjo (1991) e Araijo e Santos-Mendes (1891), a partir
do qual é desenvolvida a metodologia de projeto de controladores proposta neste trabalho.
Descrevem-se inicialmente as estruturas consideradas para planta e controlador. Trata-se
em seguida da descrigio das incertezas paramétiricas da planta e as transformacées de co-
ordenadas no espago de pardmetros do processo que simplificam o tratamento matemitico.
Aborda-se, em seguida, a fungao medida de robustez associada a um dado controlador, que é
definida de modo a avaliar a major regifo de incerteza paramétrica do processo para a gqual

o referido controlador garante a estabilidade relativa do sistema.

2.2 Modelo do Processo

Os métodos usuais de projeto de controladores assumem que o modelo do processo
seja conhecido precisamente. Na pritica, contudo, istc nio ocorre. Em modelagem fisica.,
assim como em modelagem experimental, deve-se sempre levar em consideracio as diferencas
entre o modelo do processo obtido ¢ o comportamento do processo real. Portanto, no projeto
de sistemas de controle, deve-se considerar que o processo a ser controlado possui um modelo
sujeito a incertezas e que seu comportamento pode variar com o tempo durante a operacao.

Os resultados apresentados neste trabalho consideram wm modelo discreto para a
planta. Contudo. o caso continuo pode ser ignalmente tratado em virtude da semethanca das

equiagbes caracteristicas em matha fechada de ambos os dominios. Para tal, basta apenas gue
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se considere os polinémios das funcoes de transferéncia como polinomios em 57! ao invés de
5.
Considera-se que o comportamento dinamico do processo possa ser descrito pelo mo-

delo paraméirico definido pela seguinte func¢ao de transferéncia:

Pl = 2 - B (2.1)

onde Y{z) e U{z} representam as transformadas Z dos sinais de controle e saida e A'(z) e

B'(z} sio polindmios em z com graus na e nb, respectivamente, dados por:

Az} = 2" b ag 2™ b a2™ T b g,

(2.2)
B(z) = boz™t + blz”bml +- bgz“b_?' Aok b

A abordagem de Aratjo {1991)utiliza a representaciio na varidvel >~* na formulacio da

analise do problema de robustez. Assim, a funcdo de transferéncia em (2.1} é reescrita como:

z7¢B(z"1)

= e

(2.3)

onde d representa o atraso de tempo do processol, dado por d = na — nb, e A(z71) e B(z71)

1

sao polindmios em 27" com graus na e nb, respectivamente, dados por:

Alz N =1+ gz b agz™ 2+ b agy, 2™
(2.4)
Bz = bg 4 bz 4 bz 4 o 4 by

Utilizaremos a partir dagui, a representacio implicita que denota a relacio entre o

~1

operador 27 e o operador atrase, on seja,

o=d 5 ~1
=B )y (2.5)

W=

onde u(k) e y(k) representam os sinais de controle e saida, respectivamente, no instante &7,
onde T é o periodo de amostragem.

Os coeficientes de A(z"!) e B(z™1), 45,1 = 1,2,...,na, e b;,5 = 0,1,2,..., nb, res-
pectivamente, sdo os parametros do processo, suposto causal.

I suposto adicionalmente que a estrutura do modelo do processo, isto &, a forma e

a ordem das equagdes, ndo varia, e que seus pardmetros possam variar lentamente, se com-

parado com a dindmica em malha fechada. ou variar de maneira descontinua. porém com

1Nos casos em gue hd atraso puro do processo, este pode ser incorporado 4 planta como zeros de polindémic
B{z™"), de forma que a relagio d == na ~ nb pode ser considerada uma relagio geral.
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frequéncia desprezivel em relacdo & dinimica do processo.

Com estas consideragoes, alguns processos nio-lineares ou lentamente variantes no
tempo podem ser descritos aproximadamente por um modelo linear a parimetros incertos.

A meta, portante, consiste na obtencdo dos parametros de um controlador fixo. que
garanta a estabilidade para todos os valores possiveis dos paramesros do processo, e ainda
assegure que certas especificacées de desempenho sejam satisfeitas pelo sistema de controle.
Estes controladores sdo referidos como controladores robustos.

Na abordagem de Aratdjo (1991), a estrutura do controlador é dada e somente os
pardmetros do mesmo sdo determinados utilizando-se um dado critério de otimizacio. Uma
contribuigao do presente trabalho é possibilitar a otimizacio do controlador também com
relagdo a sua ordem. Mostra-se que aumentando a ordem do mesmo, a solugdo 0tima do pro-
blema forrece controladores de maior robustez, ou seja, a robustez é monoténica em relagio &
ordem do controlador.

Considera-se a estrutura geral do controlador linear (Figura 2.1). de forma que o sinal
de controle seja dado, na representacio implicita do operador atrase z~', por:

Gt E(z"1H

Gz
7 Y e

u(k) = r(k) (2.6)

onde
G(an) = g ~<}~gl-€7_l "}‘9'22""2 4o gngs_ng

H(z" ) =14 hyz™' 4 haz™2 4o hpyzmh (2.7)

E(z Y =eg+ez L ege 24 oo g, 27me
sao os polinomios referentes ao controlador com graus ng, nh e ne respectivamente.
Os graus ng, nh e ne sdo escothidos @ priori, podendo ser modificados durante o
projeto do controlador, em fungio dos resultados obtidos. Portanto uma etapa importante do
problema se resume em determinar os coeficientes dos polinémios G(z7"), H(z71). e E(z=4),
gt o= 0.1,2,..., ng, g = 1,2,...,nh e el = 0,1,2,..., ne. respectivamente. isto é, 08
parametros do controlador, de tal maneira que certos critérios de desempenho de controle.
definidos a seguir, sejam satisfeitos, apesar das incertezas dos pardmetros do processo.
Considera-se a configuragio do sistema de controle linear em malha fechada da Figura
2.1 a seguir, onde o processo e o controlador sdo definidos pelas funcdes de transferéncia
(2.1), (2.2}, (2.6) e (2.7), respectivamente. A funcio de transferéncia de malha fechada, que
relauona, a salda y(£) com a entrada de referéncia r{k), obtida para este sistema. é dada por:
y(k) _ BB
rik)  A(HH(zY + 274 B(z"0G(z )

(2.8)




i2

k
rt) Bz i 7% Bz 'h yk)
1 ®~
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§
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Figura 2.1: Sistema de controle em malha fechada.

Portanto, o polindmio caracteristico do sistema em malha fechada, definido por

T{z71), com grau nt, é dado por:
T(r 8 = AE"DH(EY + 7B DG (2.9)

onde
nt = max{na + nh ; nb+ ng + d). (2.10)

Os polos do sistema em malha fechada da Figura 2.1 sdo obtidos pela solucio da

seguinte equagdo caracteristica:
PPN = AT HGE Y 4+ 27 BNG(EY)] =0 (2.11)

Com o objetivo de simplificar as andlises feitas para o problema, adota-se um trata-
mento matricial para a equacdo polinomial (2.9).
Sejam
p=lliar,as, - tpg,bo, by, oo b € RReFREFE
(2.12)

- 9
I = [1,]1;,!‘12, e -,hnh,go,gz, s ':\g’ngET & J‘ﬁnh+ng+‘

o0s vetores cujas componentes sio os coeficientes dos polindmios do processo A{z~!)e B(z71).
e do controlador, G(z7'} e H(z™1), respectivamente {o polindmio E(z™%) nio influencia os
pélos de malha fechada, mas somente os zeros). Desta forma, a equagio (2.9} pode ser escrita

na forma matricial, como segue:

t=X{ap (2.13)
ot na sua forma dual

t= M(p)z (2.14)
ondet = {1,%y, -, tm}T € R*H ¢ o vetor cujas componentes sio os coeficientes do polinémio

caracterfstico (2.9}, que pode ser escrito como

Tz = Ldtys b tyz™™ (2.15)
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As matrizes X () € RIPHHDx(atnbt2) o jr(p) e RUUHIX(ne+nb42) o0 dadas por

! 0 0 ] v
hy fao 0
1
Xz =
P -‘rl} Ung do
0 h’nh 0 Ong |
{na+1) {nb41}
(2.16)
1 0 0 ] v
a; - b g
1
M(p) = . _
Apg ooar | b i bO
2 Q arna, O b?lb n
{nh+1} (ng-+1}

A matriz M(p)em (2.16) pode ser vista como uma transformagcio linear que mapeia o
espago dos parametros do controlador 2. no espaco dos coeficientes do polindmio caracteristico
t (uma interpretagdo andloga pode ser dada para X(z) na mesma equacao). Portanto, os
coeficientes do polinédmio caracteristico sdo funcbes lineares dos pardmetros do controlador,
para um dado valor p fixo do processo. Esta propriedade é fundamental. tanto na avaliacdo da
medida de robustez de um controlador, como nos métodos de determinacio dos dominios de
busca no espago de parametros do controlador, apresentados nos capitulos seguintes.

Os resultados a seguir, apresentados em Aradjo (1991), sdo obtidos para sistemas em
tempo discreto com uma entrada ¢ uma safda (SISO). Todavia, estes podem ser estendidos
para o caso continuo, e para sistemas com miltiplas entradas e uma saida (MISQ), ou com
uma entrada e multiplas safdas (SIMO). Em todos estes casos, os coeficientes do polinémio

caracteristico de malha fechada sdo fungoes lineares dos parametros do processo.
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2.3 Descrigao das Incertezas Paramétricas

Como ja foi dito anteriormente, os parametros do processo, dados pelos coeficientes
a; e b, de A(z™1) e B(z™1), estdo sujeitos a variacdes limitadas. definidas pelos seguintes

intervalos de incerteza:
a; < a; <@, 1=1,2.....na _
_ ) (2.17)
b, <b;<b;, j=0,1,2,...,nb
onde g; e b; sdo os limites inferiores e @; e &; sio os limites superiores, supostamente conhe-
cidos, dos pardmetros incertos. Seja p o vetor que contém os mesmos componentes do vetor
de parametros do processo p, exceto pelo primeiro elemento, ot seja, p = [1 p?]7, e sejam

- T b1 —_— = T 7 7

P = [,5_517.(.1_27"'!_@naaéﬁaélﬁ"'vb.nb] = ‘5Rﬂa+n+ GP+ = {(1.1,(!,2,'",Gna,b(].:b]_,"'.bnb}T e
Rratrdtl o5 vetores cujas componentes sio os limites inferiores e superiores, respectivamente,

dos pardinetros incertos do processo. O vetor de parimetros p pertence, entdo, a uma regiio

de incerteza aberta, indicada por H, que pode ser definida como:

T={p|peR™ Q(p-pe) <1} (2.18)

onde pe € R+ ¢ o centro da regido, correspondendo ao pardmetro central {on nominal)

2

do processo? e o vetor | denota o vetor de componentes unitdrias [1 1 1---1]7 ¢ R#rotnbs1),

A matriz @ € R2atnbtiix(natndti} ¢ dada por:

Q= ¢ (2.19)
-
onde (' € Rinatnbtl)x{ratnbil) & dada por
m -y - 0
= : {2.20)
0 e 2/ (b — b,p)
e o vetor p. é dado por:
pe = 2P (2.21)

A regido descreve um hiperretingulo aberto no espaco de parametros RPN o
representa a incerteza paramétrica definida no projeto inicial.
Caso haja dependéncia linear entre os parametros, o vetor p pode ser escrito em

funcao de um vetor ¢, que contém os parametros efetivamente incertos do processo, ou seja:

1
p=5 (2.22)
q

?Neste trabalho considera-se que o parimetro nominal definide para o processo corresponde ao préprio
parimetro central p..
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onde g € R™, e § & Rretnbt2ixlng+1) O limites dos intervalos de incerteza destes

parametros sdo dados por:
4 <¢ <G, =12, ng. (2.23)

Analogamente a eq. (2.18), o vetor de pardmetros realmente incertos ¢ pertence a

uma regiao [I, definida por:
I={g]qge R, Qg~q) <1} (2.24)

onde g. € R™, @ € RN¥M*" ¢ | € B2 A matriz § e o vetor g. sao obtidos de forma
andloga as equagdes (2.19) e (2.21), respectivamente. No caso mais geral, a dependéncia
entre os parametros ndo € linear. Uma solugio alternativa para este caso é proposta no
Capftulo 8 desta tese,

Utilizando-se uma transformagdo de coordenadas 1o espaco de parametros R9, pode-
se obter uma normaliza¢do das incertezas paramétricas que é extremamente itil no cileulo

da fun¢io medida de robustez. Considera-se a seguinte transformagao linear:
* -1 ; :
¢ =R"(g-q) (2.25)

onde ¢* € R™ e R/ ¢ §gI*79,

De acordo com (2.24), tem-se que:
Qg —q.) <1 (2.26)
Substituindo-se {2.25) em {2.26), obtém-se:
QR ¢ < L (2.27)
Define-se entio:

(@ —a)/2 - 0
R=0C"T= : (2.28)

0 (G- g2

onde (7 € R™*"9 & a matriz que compée (J, segundo a equacio (2.19}, considerando-se apenas
os parametros efetivamente incertos.

A equacdo (2.27) fica reduzida entio a:

G <1 (2.29)
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onde * ¢ R¥IMIX"7 & dada por:

i 0
0 1 |
Q" = | (2.30)
~1 0
0 -1

Como §; > q., ¥ i, a matriz (' é sempre inversivel, o que garante, sempre, a possibili-
dade da transformagdo de coordenadas.
A partir desta transformacdo, as incertezas definidas em (2.24) passam a ser repre-

sentadas pela regido aberta, denotada por II*, descrita por:
"= {¢" | ¢" € R".Q°¢" < 1) (2.31)

Esta regidao representa uma regidao hipercibica centrada na origem do novo sistema
de coordenadas, no espaco de parametros efetivamente incertos £™9,

A representagdo normalizada das incertezas dos pardmetros permite, assim, o ma-
peamento da regido Il na regido II", ou seja, ¢ € I « ¢* ¢ HII*. Uma visualizagio das

transformacdes lineares sobre os parametros do processo pode ser vista na Figura 2.2.

SI’
P q H AT q*
IPERRETANGULO HIPERCUBG
3 [I*
: : I E ) T
ai.bi 7
pd o
Incertezas da Planta Incertezas Efetivas Incertezas Normalizadas

Figura 2.2: Transformacdes lineares sobre os parametros do processo.

Substituindo-se g na equacdo (2.22) por ¢*, atilizando-se a equagio (2.25), obtém-se

a relacio entre o vetor de parimetros p e o vetor de pardmetros incertos normalizados g7,




i

como é dada a seguir:

I [ 1
p=25 = 5 . (2.32)
¢ q
onde
1:90 ,
R=|— c ﬁ?(nq+].)x(?1q+1} (2.33)
g | B
Finalmente, tem-se entao:
L1
p= ST . (2.34)
q

com §* %(na»%nb+2)x(nq+i} = SR,

2.4 A Funcao Medida de Robustez

A solugao do problema de robustez consiste na obtencdo de um controlador z que
aloque os polos do sistema na regido D pré-definida no plano complexo, considerando a regido
de incerteza paramétirica inicial dada. Como o problema pode admitir miltiplas soluces, a
definicdo de uma fungdo medida de robustez surge naturalmente como um critério que per-
mite a comparagao entre controladores.

Considere-se a familia de hiperretangulos no espago dos parametros incertos R, cu-
jas proporgoes sao similares® & regifio II de incerteza definida no projeto inicial. A funcio me-
dida de robustez m{x) de um dado controlador z estd relacionada & maior regido de incerteza
paramétrica admissivel (dentro da familia considerada), associada ao mesmo. A Figura 2.3
traz uma interpretagao geométrica da fun¢do medida de robustez m(z). Um controlador
z & dito factivel, se a combinagio deste controlador com o pardmetro central do processo
(p = p. & ¢ = 0) levar a pdlos em malha fechada deniro da regiio D especificada. A
familia de regides hiperretangulares considerada acima, corresponde a uma familia de hi-
percubos no espago de parametros normalizados ¢*. Para um controlador factivel, pode-se
entao determinar a malior variagdo paramétrica (normalizada) admissivel, ou seja. a maior
regido hipercibica, tal que os pélos do sistema ainda permanecam dentro da regido D. Esta
variagdo parameétrica ¢ representada pelo hipercubo II% no espago de parimetros incertos
normalizados. A medida de robustez m(z} é definida entio como sendo a distincia ortogonal

kpy do centro a face deste hipercubo (Pigura 2.3).

*Por praporcoes similazes entende-se que as arestas dos diferentes hiperretdngulos obedecerm & uma mesma
proporcio com relagioc as arestas de .
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Como as incertezas dadas no projeto inicial sdo normalizadas em um hipercubo II*
cuja distancia centro-face é igual a 1, conforme a equacio (2,31}, um controlador z serd
solugao para o problema inicial se sua medida de robustez satisfizer mixz) > 1.

Portanto, além de avaliar a maxima variacio paramétrica admissivel para um dado
controlador, a medida de robustez permite também a comparagao entre dois conirolado-
res, associando a nogdo de “malis robusto” aquele que admitir maior regidao de incerteza nos
parametros da planta.

Apresenta-se a seguir, algumas definicdes necessdrias ao cdlculo da medida de robus-
tez de um controlador, segundo Aradjo (1991).

Considere-se a familia de regides hiperciibicas, parametrizadas pela varidvel k, defi-

q*
T Im{z)

Polos Nominais
Parameiro Central
de Processe M
- D i
=0 \j Re(2)
K_‘ Controlador M_/
< i
q* /

‘ Em{z)
ﬁx Maior Regido de Nuvem de Rafzes
Incerteza Paramétrica

ot
(—:: ~7 n* x
! :- | | ! =% DD I
i ’j — 7 1]
) s X5, S| Ret)

e m(x)=k,
—

L9

Figura 2.3: Interpretacio da Funcdo Medida de Robustez.

nida abaixo:

k)= {q" | ¢" e R™. Q"¢ < &} (2.35)
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onde k denota o vetor [k k -+ k¥ € R¥™ com k ¢ [0,00) ¢ Q é a matriz definida na
eq. (2.30). Para k& = | tem-se a regido de incerteza definida no projeto inicial ([*(1) =
II* definida na eq.(2.31)). O pardmetro k ¢ utilizado na definicio da funcio medida de ro-
hustez mi{z).
Retomando-se a equagdo matricial do polinémio caracteristico (2.13), com p subs-
tituido pela expressio da eq. (2.34), tem-se:
t=X{z)p= X(x)5* 1* (2.36)
q
Explicitando-se a dependéncia dos coeficientes do polinémio caracteristico em malha
fechada (dados em t) em relacdo aos parimetros do controlador x e aos parimetros incertos

representados por g%, escreve-se;
(Y = T, g% 2 {2.37}

Define-se um controlador @ como sendo D-estabilizante para a regiio de incerteza
paramétrica nominal dada, se as raizes de T'(z, ¢*, z} estio contidas na regido de alocacio D,
qualquer que seja o valor do vetor de pardmetros normalizados ¢* € 1T*.

Em virtude da complexidade da funcio medida de robustez, para a qual nio é co-
nhecida uma expressio analitica direta, diversos conceitos intermediarios sio definidos para

o calculo da mesma.

2.1 Definigdo (Aratjo, 1991): Define-se o conjunto W de controladores factiveis. como
sendo o conjunto dos controludores D-estabilizantes para o vetor de pardmetros central do

processo (p=p. = ¢ = 0), ou seja:
W={e|zeR" 7(2.0,:)=0= z¢e D)} (2.38)

onde 0 denota o vetor nulo em R,

2.2 Definigdo: Dado um controlador factivel € W, define-se o conjunto K{x) como sendo

o conjunto de todos os valores de k em (2.35) que correspondem a regides de incerteza p-

ramétrica para as quais o dado controlador ¢ D-estabilizante. ou seja,

Kiz)={k € RTU{0} |V¢" e I"(k) : T{2,¢", 2} = 0= z € D} (2.39}

Dado que IT*(k) O I[*(£") < k > & & trivial concluir que K{z} é um conjunto conexo

e portanto K{z) = [0, k,,). Este fato motiva a seguinte definicio.




20

2.3 Definicao: 4 medida de robustez de um conlroludor x € W € definida como:
m{z) =sup Klz)=lky, z&W {2.40)

Ou seja, k,, é o maior valor de k& em (2.35) tal que todos os polindmios resultantes
da combinagio do controlador » com qualquer vetor de parametros em I1*(k,,) apresentem
suas raizes dentro da regido de alocagio 0.

Para o calculo da fun¢do medida de robustez, utiliza-se o conceito intermedidrio de
medida de robustez local m(z, z), que ¢ calculada para um ponto = do plano complexo. Esta
nova funcio estd associada a maior variagdo paramétrica do processo que combinada com o
controlador z nao produza z como raiz do pelindmio caracteristico de malha fechada.

De maneira andloga a definigdo do conjunto K(z) tem-se a seguinte definicio.

2.4 Definicio: K(z,2)={k e RYU{0} | Vg~ e (k) : T(z,q",z) # 0}

Como anteriormente, tem-se que o conjunto K(z,z) é conexo e portanto K(z,z) =

[0.k.). De modo andlogo & Definicio 2.3, esta propriedade motiva a seguinte definicio.

2.5 Definicdo: A medida de robustez local de um controlador © € W com relagdo a um

ponto z do plano complezo ¢ definida como:
mi{z,z)=sup K(z,z)=k, zeW, z¢C (241}

Ou seja, &k, € o maior valor de k ern {2.35) tal que qualguer vetor de pardmetros em
IF*(k.) combinado com o controlador 2 r:do apresente z como raiz da equacio caracteristica.,

A partir destas definicoes pode-se enunciar a seguinte proposi¢io.

2.6 Proposicdo (Santos-Mendes, 1988): Sejam 2 € W e k' um nimero real ndo-negativo,
Se (Vg € IT(K"), Yz € DY: T(z,q",2)#0
entdo (Vq* € I*(k'), V2 D). T(z,q",z}#0

A demonstracio desta proposicic é mostrada no Apéndice B de uma forma diferente
daguela apresentada em Santos-Mendes {1988).
Esta proposicao garante que na determinagdo de &, é suficiente restringir a analise

aos pontos pertencentes a fronteira 00D, o que permite enunciar o seguinte coroldrio,

2.7 Proposigao (Santos-Mendes, 1988),( Aradjo, 1991): A funcdo medida de robustez
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m(z), definide anteriormente, pode ser determinada por:

' (2.42)

m{z) = min  m(z, z) (z € W)
z€dD

Ou seja, o cdlculo de m(z) para um dado controlador € W é determinado pela
minimizacdo da funcido medida de robustez local em =z, com z restrito a fronteira 85,
A determinagio da medida de robustez local consiste na avaliagio da maior regifio
hipercibica de incerteza para ¢* tal que T{z,¢", z) # 0, com z € W e z € 8D dados. Para a
apresenta¢do da expressdo analitica para k., algumas definicdes sio necessirias.

Considere-se, inicialmente, a matriz V(z) € #{"*+1)x2 definida como:

o (2.43)
(M) F(EN) . S(z) 0

*{/T{:) . !: ?R(Znt) ?R(-gntml) ﬁ(z} 1 }

onde f( ) e I( ) denotam, respectivamente, as partes real e imaginaria de um nimero com-
plexo. ¢ nt & o grau do polindémio T(z7%).
Observa-se que a construgdo de V(z}, como definida acima, permite a obtencio de

uma importante relagio, a saber:

. RIz(z1

VIt = ,\[ i ( ml)] (2.44)
ST ()]

Substituindo-se  em (2.44} pela equacdo (2.36) e considerando-se a notacio introdu-

zida em (2.37), tem-se que:

- et 1 R[=™T (=1 o 4=
ViAX(2)S" =
()X (2) [ - } [ ST (1] } (2.45)

Define-se a matriz U{z, z) € R?9H1%2 comg
U, 2y = V()X (2)S* (2.46)

e ainda, o conjunto V(z, z) como:
- " T 1 0 S
Viz,z)={g" | ¢ ¢ R™. U (z,z2) = } (2.47)
)

Tem-se entdo que z serd rafz do polinémio T'(z, ¢*, ) se e somente se o vetor 17 ¢

R+ pertencer ao espago nulo de U7 (z, ), ou seja:

T(z,q", 2) # 0 ¢" & Viz, 2) (2.48)
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Como consequéncia deste fato, a funcio medida de robustez local pode ser redefinida

como:
miz,z)=k,, zeWezcdh (2.49)
onde k. ¢ o maior valor do pardmetro &k em {2.35), tal que IT*(k,} N V{z.2) = 0. Reescrevendo-

se a matriz /(z, z) definida em (2.46), para z e z dados, como:

T - . :
Ul (e, )=| % | = | ® @ el prxinery) (2.50)
5 Bo Bi g -
ondea = [ag oy -+ any]T € R H 3 = [Bo By - ﬁnq}T € R+ 4 funcio medida de robus-

tez local m(z, z) pode ser determinada pelo seguinte teorema, cuja demonstragio encontra-se

o Apéndice C, ao final deste trabalho.

2.8 Teorema (Aratijo, 1991): Sejam z € W um controlador factivel, ¢ = um ponto gual-
quer da fronteira 0D de D. A funcdo medida de robustez local m(z, z) € dada analiticarnente,

pare duas situacées, por:

a .

_n_q{‘_ﬂl_ se os vetores a e B sdo linearmente dependentes,

o]
1=1

mix, z) = (2.51)
. max nq%i caso contrdrio.
t=1,...,ng
>
1=1,(5#4)
nde .. _ . ¢

ONAE v = B — oy ;.

Retomando-se a equagio {2.42), a fungio medida de robustez pode ser obtida pela
minimizacdo numérica da funcao medida de robustez local.

Devido a simetria da fronteira D em relagio ao eixo real do plano complexo e 3
equivaléncia de m(xz, z) para pontos z conjugados, é suficiente realizar a busca do minimo em
uma metade JD. No caso em que se tem regides de alocacio circulares e disjuntas (Capitulo
6), considera-se a minimizacdo de m(z, z) sobre cada um dos circuios de alocacio.

Parametrizando-se o contorno dD por uma varidvel 8 € [0, 7] pode-se reescrever a

equacdo (2.42) como:

miz) = { min  m{z,#) (zeW) (2.52)

<8<




23

e
-

Re(z)

Pigura 2.4: Minimizagio Numeérica de m(z,#) sobre o contorno de D.

A solucdo deste problema é dada numericamente avaliando-se # em um ndmero
razodvel de pontes no intervalo [0, 7] (Figura 2.4). O nimero de pontos normalmente utili-
zado varia de 1000 a 5000, dependendo da sensibilidade de cada problema. Mesmo no caso
em que a nuvem de raizes “escapa” da regido D por um tnico ponto z* da fronteira, é possivel
detectar este ponto com uma precisio razodvel. Isto é realizado minimizando-se o determi-
nante det U7/, na varidvel =z € 4D, o gue permite avaliar o ponito z para o gual as duas
linhas de U7 (z, z) ficam bastante préximas da situacio LD — Linearmente Dependentes.

A partir de m(z), a maior regido II} (e consequentemente II,) de incerteza pa-
rametrica associada a r pode ser calculada. Os limites inferiores e superiores dos inter-
valos de incerteza correspondentes a esta regiao I1. podem ser calculados utilizando-se a
equagio {2.34) com ¢ = [~ky — Epm o —kp)l € R e ¢" = [ky by oo k)T € R,

respectivamente, onde &, é a medida de robustez do controlador dado.

2.5 Exemplo Tlustrativo

Apresenta-se aqul um exemplo numérico para ilustrar a metodologia de Araijo (1991)
na analise da medida de robustez de um controlador. O exemplo corresponde a um sistema
discreto de primeira ordem, com dois pardmetros incertos. O sistema., por sua simplicidade.
permite ilustrar com clareza as defini¢bes apresentadas ao longo do capitulo com relagio &
representacdo das incertezas paramétricas e o calculo da funcic medida de robustez. O

sistema de primeira ordem ¢ dado pela segninte funcéo de transferéncia:

-1

27t
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Os pardmetros ¢ e b estdo sujeitos aos seguintes intervalos de incerteza:

—0.6 << 0.4

(2.54)
0.3 <b <07 '

Deseja-se encontrar um controlador do tipo PI, de modo a alocar os pdles do sistema
em malha fechada na regido 7 do plano complexo representada na Figura 2.5. Esta regido
D é obtida considerando-se a relacdo {w, > 40 e o sobre-sinal maximo M, < 0.1 (£ > 0.6}
como especificagdes da resposta transitdria.

A estrutura do controlador PI é dada pela equacdo seguinte:

1

0.8¢

0.6+

041

a2

Iz}
=]

25

O
Re(z)

Figura 2.5: Regido para alocacao de pdlos.

: -1
g+ 12

rik) (2.55)
onde eg é escolhido de forma a garantir erro nulo em regime para uma entrada em degrau,
ou seja, €g = go + g1. O vetor de pardmetros do controlador é definido como x = [1 g5 ¢:17.

O problema consiste na obtencdo dos parametros gp e g1 tais que o polindmio carac-
teristico em malha fechada tenha raizes na regido D da Figura 2.5, quaisquer que sejam os
valores de a e b definidos em (2.54). Descreve-se a seguir, a representacio matematica para
o8 parametros e incertezas do processo.

Do ponto de vista do céleulo dos pardmetros do controlador, a parte integral do
mesmo pode ser “incorporada” como parte do processo, por ser um termo constante. Por-
tanto a componente integral (1 — z7') é incorporada na estrutura de A(z71), que passa a ser

tratado como um polindmio de segunda ordem, ou seja:

Az — Azl -z =14+{a—- Dzt —a2™? (2.56)
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Neste caso, a expressio do vetor de paradmetros do processo p. segundo a equacao (2.22)

pode ser escrita como:

1 L 060 )
1 a-1 -1 10 ' (2.57)
P = = e 2.01
p — 0 -1 0 ;
b 6 01
onde o vetor de pardmetros efetivamente incertos ¢ é dado por:
i 1
I .
[ } =l g | =1a (2.58)
q
P b
A equagao (2.57) permite concluir que a matriz S definida pela equacio {2.22) é dada
por:
1 00
-1 1 0
S = {2.59)
G -1 0
0 01

Seguindo-se a definicdo dada em (2.24), pode-se obter a representacio para a regido

de incerteza hiperretangular para o vetor ¢, como sendo:

M={q|qge R Qg—q.)< 1} (2.60)

onde:
l=[1117

4. = [~0.50.5]" ¢ o vetor de parametros central.

e (2.61)
@w_wc}

[
oo |10 0}

I 0 5

Normalizando-se a regido II utilizando a equacio (2.32). obtém-se:

1 , Lo,
a :R{ *}z ~05 —0.1 0 [} (2.62)

. q
0.5 0 0.2
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Logo, a matriz S que incorpora todas as informacdes sobre o processo é dada por:

10 0
| 15 01 0
5% = SR = ’ (2.63)
05 —0.1 0
0.5 0 0.2

Assim, tem-se:

{ los { 1* } (2.64)
P | q

onde o vetor ¢" pertence a regiao hipercibica normalizada IT*, dada por:

"= {¢" | ¢ € R2,Q"¢ < 1} (2.65)
COIm
1 0
Q" = 0L (2.66)
—1 0 -
0 -1

A fim de flustrar o cdlculo da fungio medida de robustez, considerou-se um certo

controlador factivel z, dado por:
e=[1 g0 ]’ =[1 1.4 —0.687 (2.67)

O critério adotado para a determinacio de = foi a alocagio dos pdlos nominais do
sistema (com relagdo ao pardmetro central do processo) numa regido central da regido D (os
2 pdlos de malha fechada foram localizados em z = §.4).

A matriz de parametros do controlador (2.16) é dada, neste caso, por:
1 00
X(z)=10 1 0 14 (2.68)
06 0 1

A medida de robustez foi determinada pela minimizacio numérica da medida de
robustez local, segundo (2.42), sobre o contorno da regido D, utilizando 1000 pontos. Os
valores obtidos para a medida de robustez e o ponto z* correspondente & minimizacao foram:

mi{z) = {f?é% mix,z) = 0.90, 25 = ~0.0048 (2.69)
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Obviamente, como este controlador nio apresenta uma medida de robustez maior
do que 1, o mesmo ndo representa uma solucio para o problema inicial. No Capitulo 8.
o problema ¢ solucionado através do método proposto neste trabalho. A nuvem de raizes
resultante da combinacio do controlador {2.67) com as incertezas paramétricas definidas
para o problema (2.54) pode ser vista na Figura 2.6.

A seguir, ilustra-se o cdlculo da medida de robustez local m{z, ) no ponto critico

Pulos de malha fechada

im(z)

0
Re(z)
Figura 2.6: Pdlos de malha fechada considerando-se as incertezas pré-especificadas.

em questao, ou seja, o ponto ¢ = ~0.0948 que minimiza m(2, z) sobre ¢ contorno da regiio
de alocacio.

A matriz V(z), definida em (2.43}, avaliada para z = —0.0948 é dada por:

VT(s) = RH Rz 1 _ | 0:009 —0.0948 1 (2.70)
J(2*) S(z) 0 0 0 0

A matriz U(z. z), definida em (2.46), avaliada para os parametros do controlador x

dado e o ponto z = —0.0948 em questio, fornece:

4 0.2448 —0.1095 -0.1625
Ul(e,2) = VT(2)X (2)5* = ? (2.71)
0 0 0
As duas linhas da matriz U7 (z, z) sdo linearmente dependentes. e portanto a medida
de robustez local é calculada através da primeira expressio de (2.51). fornecendo:
{0.2448]
{ -~ 0.1095] + | ~ 0.1625|

m{z, 2} =

= 0.90 (2.72)
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O capitulo seguinte retoma este exemplo a fim de ilustrar os pontos probleméaticos
associados as abordagens de sintese de coniroladeres que utilizam métodos de gradiente.

Apresentam-se também outros casos particulares que evidenciam as dificuldades associadas

a este método.




Capitulo 3

Sintese de Controladores Baseada em
Métodos de Gradiente

3.1 Introducao

Apresenta-se, neste capitulo, uma revisdo de trabalhos anteriores que utilizam métodos
de gradiente para a sintese de controladores robustos. A técnica de gradiente é ntilizada na
maximizagao da fungio medida de robustez. Discutem-se alguns pontos problematicos destes

metodos através de alguns exemplos numéricos que ilustram as dificuldades associadas.

3.2 Abordagem de Araijo

0 método de projeto de controladores robustos, conforme abordagem apresentada
no Capitulo 2, consiste na obtencido de um controlador z com {ndice de robustez miz) > L.
Em Araijo (1991) propde-se uma rotina de otimizagido que, a partir de um controlador
ro € W, realiza sucessivas modificagoes nos pardmetros de z, segundo a dire¢io do gradiente
da fungao m{z), a fim de se obter o controlador de maior robustez. Apesar de alguns exemplos

bem-sucedidos, esta metodologia apresenta algumas limitacdes, a saber:

¢ O conjunto W nio pode ser explicitamente obtido, portanto, encontrar um consrolador

inicial zg € W pode representar uma tarefa bastante dificil.

o A funcdo de robustez m{z) ndo é diferencidvel em todos os pontos do seu dominic.
Nestas situa¢oes, Santos-Mendes (1988) e Aradjo (1991) adotam uma direcac de busca

modificada que procura manter a propriedade de direcio de subida dos gradientes.
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Esta dire¢ao, contudo., pode nao produzir progressos significativos na maximizacio da

funcio.

» Finalmente, a funcao de robustez m(x) apresenta-se em geral. como nma funcio bas-
tante complexa e com caracteristicas de mau condicionamento. Estas caracteristicas
fazem com que uma rotina baseada em gradientes apresente frequentemente para-
das prematuras, devido & ndo melhoria da fungio objetivo. Pelas mesmas razées. a

solucdo final obtida torna-se extremamente dependente da condigio inicial zg.

No presente capitulo, estas dificuldades sio ilustradas através de alguns exemplos
numéricos. Aborda-se a seguir algumas caracteristicas especificas do gradiente da fungio de
robustez m(z), segundo Aradjo (1991).

Considera-se a funcdo medida de robustez dada em (2.52), reescrita da seguinte formas
m(z) =m(z,0(z)) (z€W) (3.1)

onde #*(x) é o valor de 8 € [0, 7] que minimiza a funcio m(z,d) para um controlador z dado.
A partir desta equacdo, e supondo-se um 4nico valor de # minimizando m(z.#), tem-se que
o gradiente de m{x) é dado por:

umlz) = Gm(l(;mg(m)) + Bm(g,gf?(x)) di(;}

(x € W) (3.2)

garantida a existéncia das derivadas acima. Como #* = #(z) minimiza a funciao m(x, ) no
ponto (z,#), e como foi suposta a existéncia da derivada, tem-se que dm(z,0)/00 = 0 e o

gradiente da fun¢ao medida de robustez fica reduzido a:

dm(z.,#)
dSL T = Ty

# = 8“(;20)

i) I;szg =

Em Santos-Mendes (1988) e Aradjo {1991), esta é a expressdo utilizada para a ava-
liacao deo gradiente de m(z).

Contudo, nas situacoes em que para um dado controlador # existe mais de um valor
de 6 que minimiza a fun¢ido m{x,#) na equagio {2.52}, o gradiente da Mincdo medida de
robustez nao estd definide. Da mesma forma. se o indice { que resolve a maximizacio na
equacdo {2.51) nao for dnico, o gradiente da funcido de robustez também nio estard definido.
Nestas situacdes, Santos-Mendes (1988) propde uma direcio de busca alternativa, baseada
em uma defini¢do de gradiente modificado de m{z). Em virtude da descontinuidade de #(x)

ou m{z,#), mais de uma dire¢do de busca {subgradiente) pode ser considerada neste caso. A
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direcdo de busca alternativa é escolhida de forma a satisfazer simultaneamente uma direcdo de
subida para todas as direcdes individuais no ponto de descontinuidade. Contudo, através de
alguns exemplos numéricos, pode-se constatar que a nio-diferenciabilidade e os outros as-
pectos discutidos anteriormente, dificultam a maximizacio da funcio medida de robustez
com este metodo. As limitagdes da abordagem ficam evidentes através da discussio dos dois

exemplos seguintes.

Exemplo 3.1:

Este exemplo, utilizado na ilustracio do cileulo da funcio medida de robustez no
capitulo anterior, consiste de um sistema de primeira ordem dado pela seguinte funcio de
transferéncia:

Pt

ylk) = mﬂ(m (3.4)

onde os pardmetros a e b estdo sujeitos acs seguintes intervalos de incerteza:
-0.6 <a< 0.4

(3.5)
0.3 <b<0.7

Deseja-se encontrar um controlador do tipo PI, de modo a alocar os pélos do sistema
em malha fechada na regido D do planc complexo representada na Figura 3.1. Esta regiio
D) é obtida considerando-se &w, > 40 e o sobre-sinal miximo M, < 0.1 (£ > 0.6) como
especificacoes da resposta transitéria.

A estrutura do controlador PI é dada pela equacio seguinte:

1 T
0.8p
08
04
o2 m

Figura 3.1: Regido de alocagio de pélos para o exemplo 3.1.

o

1

u(h) = LDy 4 —2 o) (3:6)
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onde eg € escolhido de forma a garantir erro nulo em regime para uma entrada em degrau, oun
seja, eg = go+gi. O vetor de pardmetros do controlador é definido entdo como a = [1 g g1]7.

O problema consiste na obtencdo dos parametros gg e g1 tals que o polindémio carac-
teristico em malha fechada tenha raizes na regidao D da Figura 3.1, quaisquer que sejam os
valores de a e b definidos em (3.5).

Como o problema apresenta somente duas varidveis de otimizacdo, pode-se tracar
facilmente as curvas de nivel da funcao m(z} calculando o valor da mesma ponto a ponto. As
curvas de nivel sdo apresentadas na Figura 3.2. Estas curvas ddo uma idéia da complexidade
da funcdo medida de robustez. Percebe-se que a func¢io nao é diferencidvel e que hi uma
tendéncia de mau condicionamento.

A maximizacdo da funcdo de robustez m(z) foi implementada com o método de

Curvas de nivel de m{x)

0.5

P S S S S R O R

Figura 3.2: Curvas de Nivel de m{z) para o exemplo 3.1.

gradientes considerando-se 10 diferentes condicdes iniciais xg, aleatoriamente escolhidas no
dominic W. Os controladores z; obtidos para cada caso, juntamente com as respectivas
medidas de robustez m(z) foram registrados na Tabela 3.1. A Figura 3.3 ilustra os resul-
tados obtidos com este método mostrando, para cada uma das 10 situagdes simuladas, as
condicdes iniciais e finais sobre as curvas de nivel da funcio m{z). Os resultados mostram
que é frequente a parada prematura da rotina de otimizacio devido aos problemas mencio-

nados anteriormente, e que como consequéncia deste fato, o processo de otimizacio torna-se




33

Caso Parametros dos Controladores Medidas de Robustez
[ o 1—1 zr mzg) = mizy)
1 [11.5 —~0.8] — [1 1.126 — 0.471] (.60 — 1.61
2 [T 1.40656 — (.3883] — [1 0.816 0.384] 0.07 — 2.08
3 [10.9577 - 0.8706] — [1 1.037 - 0.447] 0.48 — 1.72
4 [10.5403 — 0.0847] — [1 0.416 — 0.184] 0.29 — 1.0
5 [11.3248 - 0.6488] — [1 1.112 — 0.467] (.99 — 1.62
6 [10.8709 —0.3369] — 1 0.639 — 0.301] 1.29 — 2.08
7 [11.5342 — 0.5152] — [1 1.275 — 0.509] 0.72 — 1.42
8 [10.9289 — 0.7160] — [1 0.750 ~ 0.358] 0.92 — 2.13
9 [1 0.0415 0.0223] — {1 0.615 — 0. 288] (.79 — 2.06
10 [1 1.9837 —0.6523] — [1 1.722 — 0.617] 0.63 — 0.98

Tabela 3.1: Exemplo 3.1 com o método de gradientes de Aradjo {1961).

Otimizacao com gradientes

! ! ! % % f f ? ? *
0.5+ ~0-cond inicial - - .
X — ¢ond. final
OF _
=
08 NG A AR I e N i
-1+ -
-15 : i 1 ! ! £ L : !
-} 0.5 0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5

Figura 3.3: Condicdes iniciais (’0’} e finais {(’x’} resultantes da otimizacio do exemplo 3.1

com ¢ método dos gradientes,
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dependente da condigio inicial dada e sujeito ao fracasso. O problema mais complexo tratado

a seguir enfatiza as dificuldades da sintese com gradientes.

Exemplo 3.2:
Este segundo exemplo apresenta uma complexidade maior que o anterior. por se tra-
tar de uma planta de segunda ordem cujo controlador possui quatro pardmeiros a otimizar.

A fungdo de transferéncia do processo é dada a seguir:

z74B(z"1) B 27 by + byzh) 3.7)
Alz7Y T (At az b a3 (L - 271 '
As incertezas parameétricas sio:
~0.65 < a; < —0.55
0.55 < ay < 0.65
e (3.8)

0.4 < by < 0.56
0.36 < b; < 0.56

O objetivo é projetar um controlador robusto que mantenha os pdlos do sistema em
malha fechada na regido D para os intervalos de incerteza descritos. A regido D) é seme-
lhante a do exemplo anterior, obtida das especificagdes da resposta transitéria com & > 0.5
e tw, > 40. Considera-se aqui, para simulagdo com o método dos gradientes. a situacao em
que os graus dos polinémios H(z71) e (27!} sdo § e 2, respectivamente, on seja, nfz = 1 e
ng = 2. O veteor de parametros do controlador corresponde entdo a = = {1 hy g9 g1 ngT, com
quatro varidaveis a ofimizar.

Damesma forma que no exemplo anterior, implementou-se a rotina de maximizacao de
m{x) utilizando o método de gradientes para 10 condigdes iniciais g € W registrando os re-
sultados obtidos para x; e m(2y), os quais se encontram na Tabela 3.2.

Dos resultados obtidos pode-se concluir que para problemas mais complexos, com
um maior ndmero de varidveis, o método de gradientes se torna ainda mais deficiente, apre-
sentando em todos os casos simulados uma parada prematura do processo de maximizacao da
funcao. E interessante notar neste exemplo, que em nenhum dos 10 casos simulados com este
método foi obtide um controlador solugdo para o problema, ou seja, zy tal que m{zg) > 1.
Um controlador robusto para este problema é obtido no Capitulo 5 com o método proposto

neste trabalho.




Caso Parametros dos Controladores Medidas de Robustez
[ 2o =0 =y ] m(zo) — m(wy)
1 zp = [1 0.2087 0.0039 — 0.1963 0.3979] — 0.53 — 0.66
zy;={10.2300 —0.0058 —~ 0.1902 0.4016]
2 ro = {1 0.1019 - 0.1258 0.1657 0.1981] — 0.02 — 0.75
zy=[10.064 —0.256 0.0947 0.2558]
3 xo = {1 0.1317 - 0.2690 - 0.0316 0.3367] — (.30 — 0.98
zy={10.2057 — 0.2943 0.02 0.3444]
4 zp = (1 0.0674 —~ 0.1843 0.1449 0.1647] — 0.10 — 0.55
zy = [10.0547 — 0.2047 0.1518 0.2055]
5 zg = [1 0.1682 - 0.1960 0.1945 0.2214] — 0.14 — (.89
zy =[10.1054 — 0.3096 0.1093 0.2718]
6 rg = [1 0.2402 —0.2531 0.1785 0.2591] — 0.41 — 0.89
xy = {10.1900 - 0.3315 0.1172 0.2932]
7 zo = [1 0.0337 — 0.2881 0.3447 0.1267] — 0.05 — 0.73
zy;=[1 —0.0016 —~ 0.3569 0.2927 0.1468]
8 ro = [1 0.2581 0.0209 ~ 0.2499 0.4743] — 0.28 — 0.70
2y ={10.2087 —0.0213 — 0.2701 0.4446]
9 To = |1 0.2428 — 0.0850 — 0.1422 0.4182] — 0.45 — 0.79
zp = [10.2548 —0.1246 —0.1675 0.4038]
19 zo = [10.1031 — 0.0685 — 0.0979 0.3429] — 0.19 — 0.64

x; = [10.1471 ~ 0.0806 — 0.0808 0.3360]

Tabela 3.2: Exemplo 3.2 com o método de gradientes de Aratjo (1991).
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3.3 Abordagem de El Ghaoui

Uma outra abordagem que também utiliza gradientes no processo de sintese de con-
troladores Tobustos é apresentada no trabatho de Ei Ghaoui (1990, 1992). Apresenta-se aqui
um exemplo numérico abordado pelo autor juntamente com as discussdes relativas is de-
ficiéncias do método.

Embora a abordagem de El Ghaoui (1990, 1992) para a andlise do problema de robus-
tez seja completamente diferente da desenvolvida nesta tese, pode-se dizer que com relagio &
sintese de controladores com gradientes, o método apresenta as mesmas dificuldades bisicas
encontradas em Aradjo (1991).

A abordagem de El Ghaoui {1990, 1992} considera incertezas estruturadas para um
modelo no espago de estados. O autor define a chamada “margem de pardmetros™ (em inglés
‘parameter margin’ - pm), que ¢ equivalente & nossa medida de robustez, para avaliar a
méxima variagdo nos parametros do processo mantendo ainda a D-estabilidade do sistema
em malha fechada. Este método considera tanto a norma {3 como a norma {,, para a medida
dos desvios paramétricos. A metodologia utilizada para se determinar a margem admissivel
de parametros possui estreita ligagdo com a abordagem da Analise g (Doyle, 1982), consi-
derando, porém, apenas perturbacgoes paramétricas reals (para maiores detalhes sobre estas
abordagens, refira-se ao Capitulo 8 no final desta tese). No método da Andlise i para trata-
mento de problemas de robustez, as incertezas multi-paramétricas sao representadas em um
laco de realimentacdo interna envolvendo uma matriz de transferéncia M(s). Desta forma, a
analise de robustez para sistemas MIMO pode ser realizada através de métodos que utilizam
auto-valores e valores singulares.

No caso da sintese, El Ghaouni {1990, 1992) utiliza rotinas de gradiente para a maxi-
mizagdo da margem de parametros pm. A sintese com gradientes compartilha das mesmas
deficiéncias j& discutidas anteriormente para a abordagem de Aratjo (1991). Para resumir,
transcrevem-se aqui as palavras do proprio autor, que podem ser encontradas no Capitulo
7 de El Ghaoui (1990): “No caso em que o algoritmo (com gradientes) encontra miltiplos
auto-valores, a ndo-diferenciabilidade do indice de robustez (pm) provocard a parada do
mesmo, com a mensagem ‘0 ponto corrente nio pode ser melhorado’. Uma outra dificuldade
aparece quando duas diregoes diferentes fornecem a mesma minimizacio para a margem de
parametros, mas os gradientes correspondentes sdo diferentes, Neste caso, o indice de robus-
tez estd definido, mas ndo o seu gradiente.” Observe a semelhanca desta discussio com o

ultimo pardgrafo antes do Exemplo 3.1.
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Exemplo 3.3:
Para exemplificar, apresenta-se a seguir o problema do controle do sistema Duas Mas-
sas e Uma Mola, apresentado em El Ghaoui (1990). O sistema é mostrado na Figura 3.4.

A massa m é suposta conhecida e de valor m; = 1. e os dois parametros incertos sio

X Y=

| S— |%
H

OO QO

Figura 3.4: Sistema Duas Massas e Uma Mola.

a massa my e a constante da mola k, ambos com valor nominal unitdrio. Os parametros {1 e
Iy representam a comstante da mola normalizada para ambas as massas, ou seja, 1 = k/my
ely = k/my. A saida y é o deslocamento 2, da massa m,y. A representacio do sistema 10

espag¢o de estados é dada por:

0 1 0 o0 0
- 0 i 0 H
% - (}1 ¢ (}z 1 i 0 )
(3.9)
lo 0 =iy 0 0
y=0 010 =
onde o vetor de estados é dado por:
v =[xy &y 29 29)7 (3.10)
e 0§ pardmetros sao:
k k
h=—, 1= (3.11)
my Mg
com valores nominais iguais a:
B =05 =1 (3.12)

O objetivo é encontrar um controlador dindmico que estabilize o sistema para todos
os valores dos parametros incertos, Em El Ghaoui {1990), vérias estruturas de controladores
30 propostas para solucionar o problema. No caso de realimentacio de safda para um contro-
lador de segunda ordem, e considerando a norma £, para os desvios paramétricos, o método

encontra um controlader solugdo para o problema (pm = 1.0). mas para o controlador de
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realimentacao de saida de ordem completa (4a. ordem), a maxima robustez conseguida com
o método foi de um controlador com pm = 0.4064. Com relagin a esta situagio o autor co-
menta no Capitulo 8 de sua tese: “N&o se pode melhorar além deste ponto, pois nele o indice
de robustez nio ¢ diferencidvel”, o que evidencia claramente as dificuldades j&4 mencionadas
anteriormente.

Aplicando-se a2 metodologia desenvolvida a este problema, como serd visto mais adi-
ante, obtém-se o modelo do sistema em fungéo de transferéncia equivalente i representacio de
estados, e através do método proposto consegue-se determinar um controlador de 4a. ordem
com margem de parametros igual a 1.

Concluindo, neste capitulo abordaram-se as deficiéncias do método cldssico para
sintese de controladores robustos utilizando gradientes. Estas dificuldades justificam o método
alternativo proposto nesta dissertagio, que utiliza algoritmos de busca estocdstica em dominios
limitados para a otimizagio da funcdo de robustez. No capitulo seguinte apresentam-se os
conceitos bdsicos relativos aos algoritmos genéticos e sua utilizacio no problema de sintese

robusta.




Capitulo 4

Algoritmos Genéticos - Principios e

Aplicacoes

4.1 Introducao

Apresentam-se neste capitulo os fundamentos de algoritmos genéticos, bem como
algumas caracteristicas particulares de sua implementacio e aplicacio. A Segdo 4.2 apre-
senta os conceitos bisicos dos algoritmos genéticos classicos utilizados como ferramenta de
otimiza¢ao. A Se¢do 4.3 aborda diversas caracteristicas importantes com relacio & teoria,
implementacao e aplicacdo dos algoritmos genéticos segundo o levantamento realizado por
Man et al. (1996). Na Segio 4.4 discute-se a abordagem de Michalewicz (1994ab) para o
desenvolvimento de algoritmos genéticos. utilizada neste trabalho, que permite um eficiente
tratamento dos problemas de otimizago restrita, no caso era que o conjunto de restricbes é
dado por um conjunto convexo. Finalmente, a Se¢iio 4.5 descreve os parametros utilizados

no algoritmo genético implementado.

4.2 Conceitos Basicos de Algoritmos Genéticos

Os Algoritmos Genéticos {GAs) constituem uma classe de algoritmos de busca es-
tocdstica baseados em modelos da genética e da selecio natural. Um algoritmo genético é um
procedimento iterativo que mantém um conjunto de solucées candidatas, denominado “po-
pulagao”, para um dado problema de otimizagio. FEm cada iteracio do procedimento. denomi-
nada “geracdo”, as estruturas na populagio corrente sio avaliadas e a partir da aplicacio de

operadores denominados “operadores genéticos” sobre os elementos, um nove conjunto de
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solugbes candidatas é gerado. levando gradativamente a melhores solucdes para o problema.

Os algoritmos genéticos (GAs) foram desenvolvidos por J. H. Holland e sua equipe
na Universidade de Michigan durante a década de 70. Desde entao, os trabalhos nesta irea,
tanto académicos como industriais, tém apresentado um crescimento exponencial, principal-
mente a partir da década de 80 com os avancos na capacidade de processamento computaci-
onal. Com o aumento da disponibilidade de computadores de baixo custo e alta velocidade
de processamento. problemas antes considerados diffceis ou insoldveis, puderam ser soluci-
onados através de técnicas como a dos algoritmos genéticos. O crescimento vertiginoso no
nimero de aplicacdes nesta drea € facilmente explicado por duas razdes. Primeiro. os algorit-
mos genéticos sdo computacionalmente simples, e ainda assim extremamente eficazes como
ferramentas de otimizacdo para problemas complexos. Além disto, GAs nido sdo fundamen-
talmente limitados por hipdteses restritivas acerca do espacgo de busca, como continuidade,
existéncia de derivadas, unimodalidade, etc., o que geralmente ocorre nos métodos cldssicos
de otimizacao. Podem-se citar como diferencas bdsicas entre a técnica de ofimizagiao com
algoritmos genéticos e as técnicas cldssicas {geralmente baseadas em gradientes), os seguintes

aspectos:

o (GAsrealizam o procedimento de busca a partir de um conjunto de pontos (populacao)

e nao a partir de um dénico ponto.

e GAs utilizam unicamente informagido sobre a funcio objetivo, e ndo sobre as suas

derivadas ou outra informacio adicional.

o (GAs utilizam regras de transicio probabilisticas.

Os algoritmos genéticos utilizam uma analogia direta com os modelos existentes para
a genética e a sele¢do natural. Na abordagem cldssica de algoritmos genéticos, os elemen-
tos do dominio de busca sdo representados por codificagio bindria através de um vetor de
componentes bindrias (numa analogia ao modelo da genética. os bits correspondem aos ge-
nes e o vetor corresponde ao cromossomo). Uma funcdo de avaliagiao positiva, relacionada a
funcao objetivo é usada para comparar os elementos dentro da populagio.

No inicio do algoritmo, um conjunto de solugdes candidatas - populagdo, ¢ deter-
minado aleatoriamente dentro do dominio de busca. O tamanho desta populagdo varia de
problema para problema, embora haja um certo consenso a respeito do nimero razodvel de
individuos (entre 70 e 100 elementos}. Em cada iteracio do algoritmo, uma geracio subse-
quente é criada a partir dos elemenios da populagio corrente. Um subconjute dos elementos
da populacao é selecionado através de regras especificas, sendo os mesmos recombinados entre

st para gerar os novos elementos. O processo de selecio mais comumente usado é conhecido
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por “roleta russa”. Este mecanismo seleciona os elementos da populacio com uma probabi-
lidade propocional ao valor da respectiva funcio de avaliacio. Fm outras palavras, quanto
“melhor” um certo elemento (ou seja, quanto maior a sua funcio de avaliacao), majores sio
as chances deste individuo ser selecionado para as etapas seguintes. Estas etapas sio carac-
terizadas por deis operadores fundamentais, denominados mutacdo e cruzamento, definidos
para o processo de recombinacdo das solugoes selecionadas.

O operador cruzamento combina dois elementos da populagio gerando outras duas
novas solu¢es candidatas. Definido o par a ser cruzado, escolhe-se aleatoriamente um ponto
de cruzamento sobre os vetores bindrios dos dois elementos. Em seguida, as porcoes dos dois
vetores, além do ponto de cruzamento, sio permutadas gerando-se os dois novos elementos
(Figura 4.1). Uma taxa de cruzamento (p.), indicando qual a porcentagem dos individuos
selecionados que ird sofrer cruzamento, € utilizada com um valor tipico entre 0.6 e 1.

O operador mutagio é aplicado individualmente a cada elemento apés o processo de

Figura 4.1: Exemplo da aplicacio do operader eruzamento.

cruzamento. Lste operador altera aleatoriamente uma componente (bit) do vetor solucio com
uma pequena probabilidade (p,,} de valor tipico menor do que 0.1 {Figura 4.2}, A escolha
do nimero de elementos da populacdo ¥, e das probabilidades p,, e p. pode ser uma tarefa
complexa. Além disto, os ajustes destes parametros dependem criticamente da natureza do
problema considerado. Vdrios trabalhos tém sido publicados na tentativa de se obter regras
objetivas para a definicio destes coeficientes.

A nova geragdo formada percorre entio as mesmas etapas [selecdo, cruzamento e
mutagao}, na tentativa de se gerar solucbes cada vez melhores. O processo se repete até
que um certo critério de parada ¢ atingido. Este critério poder ser definido pelo ndmero de
iteragoes (geragoes) executadas, a taxa de melhoria na fun¢io de avaliacdo entre diferentes
geragoes, ou mesmo um valor pré-definido da fun¢io objetivo a ser atingido. O esquema geral

de um algoritmo genético padrio é dado a seguir.




42

Figura 4.2: Exemplo da aplicacio do operador mutacio,

Algoritmo (lenético Padrdo

INICIALIZACAO
¢ Iteracdo inicial ¢ = O
o Definir populacdo inicial de individuos {aleatdria) P{t);

¢ Caleular a fungio de avaliagao para os elementos de P(t});

WHILE (condicgéo de término ndo satisfeita)
¢ Incrementar a iteragio ¢ «—— ¢+ 1;
¢ Selecionar uma subpopulagao P'(t) de P(t) para a aplicagdo dos
operadores genéticos;
¢ Recombinar os elementos de P'(1) com o operador cruzamento;
¢ Perturbar os elementos de P/(1) através do operador mutagdo;
o Calcular a fun¢do de avaliagio para a nova populagio P'(t};
END_WHILE

4,3 Particularidades dos Algoritmos Genéticos

Discutem-se nesta secio alguns aspectos particulares com relacdo a teoria, imple-
mentagao e aplicagao dos algoritinos genéticos, segundo o levantamento realizado por Man
et al. (1996).

4.3.1 Teoria

Um algoritmo genético é um processo a eventos discretos, ndo-linear e estocdstico,

e portanto extremamente complexo. A compreensiao do mecanismo de trabalho dos algo-
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ritmos genéticos ainda € objeto de estudo. Uma das principais teorias elaboradas para a
explicagao do funcionamento dos (3As é a Teoria dos Schemate (Goldberg, 19891,

Holland define um schema como sendo um conjunto de vetores {em codificacdo bindria)
que possuem uma ou mais caracteristicas em comum. Um schema ¢ construido ntilizando-
se o simbolo “#” para indicar que o bit correspondente pode ser indiferentemente 0 ou i
no vetor bindrio. Por exemplo, o schema representado por #1101#0 é dado por {1110110,
1110100. 0110110, 0110100}, Um schema que possui 7 caracteres “#7 corresponde portanto
a um conjunto de 27 vetores. Os schemata permitem a analise de importantes caracterfsticas
de similaridade entre os vetores hindrios, repassadas de geracao para geracio através dos
processos de selegio, cruzamento e mutagio.

Os schemata possuem caracteristicas peculiares. E ficil constatar que alguns sdo mais
especificos do que outros. Por exemplo, o schema 011#1## fornece maiores informacdes de
similaridade do que o schema O#4####. Além disto, alguns schemata “varrem” uma
maior parte do comprimento total do vetor bindrio do que outros. Por exemplo, o schema
L# #4114 “varre” uma porcdo maior do vetor do que o schema 1#1####. A fim de se
quantificar estes conceitos, algumas defini¢des sio colocadas com relacio a um dado schema
“57. Seja ((5,1) o nimero de vetores bindrios que se enquadram no schema S na ¢-ésima
iteragio de um algoritmo genético. Define-se a ordem do schema, denotada por of 5}, como
o numero de posigbes especificas presentes no mesmo (ou seja, o nimero de 0's e 1’s), por
exemplo, o(011#14#) =4. O comprimento definido de um schema, denotado por 6(5),
representa a distancia entre a primeira e a dltima posicdes especificas do vetor. Por exem-
plo, 0 schema 0114 144 possui 6(5) = 4, pois a primeira posicio especifica é 1 e a dltima
posicao especifica é 5. Define-se ainda f( 5, 1) como sendo o valor médio de todas as funcoes de
avaliacao correspondentes a todos os vetores bindrios que satisfazem o respectivo schema na
{-ésima iteragao do algoritmo, I & comprimento do vetor bindria, e £( ¢} o valor médio das
funcdes de avaliagio de todos os elementos da populacio corrente.

Levando-se em conta os efeitos da sele¢do proporcional, cruzamento e mutagio, uma
equacao que permite estimar o nimero de vetores que satisfazem o schema S na geracio se-
guinte é dada por:

(S, t+1) > 5(5,-&)%‘%)& 1- pcmg% = o{S)pm {4.1)

onde p. e p,, sdo as taxas de cruzamento e mutagio, respectivamente.

Esta relacdo mostra que uma certa classe de schemata apresenta uma taxa de cresci-
mento exponencial. Esta classe corresponde aos schemata com desempenho acima da média
(f(S.t) > F(t)), de pequeno comprimento definido 6(5} e de pequena ordem o(S§). Este

resultado é apresentado no conhecido enunciado do Teorema dos Sehemata:
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4.1 Teorema dos Schemata (Goldberg, 1989):

Os schemata acima da média F(1), de pequeno comprimente definido, e de baiza or-
dem recebem copias exponencialmente crescentes nas geracoes subsequentes de um algoritmo
genético,

Ou seja, se o valor médio de um dado schema é tal que f(5,¢) > F({) (schema acima
da média), e este & de baixa ordem o5} e de pequeno comprimento definido 6(.5), entdo o
termo que multiplica ((5,t) na equagdo (4.1) pode assumir um valor maior do que 1, o que
mostra que o nimero de vetores binarios satisfazendo o dado schema aumenta exponencial-
mente de geragdo para geracio .

Apesar de ser um avanc¢o na tentativa de se explicar o funcionamento dos algoritmos
genéticos, esta formulagiao apresenta limitacdes que restringem o sen uso. Uma delas é o
fato de que o valor de f(S5,f) pode variar bastante de uma populagio para outra, ja que um
schema pode interferir com outro. Portanto, o uso de uma funcao de avaliagio média s6 é
relevante para a primeira populacdo, apds o que a amostra de vetores se torna polarizada

tornando impossivel a previsdo da evolugio do comportamento do processo,

4.3.2 Representacgao

A codifica¢do bindria para os vetores ¢ a abordagem mais cldssica utilizada na repre-
sentagio dos elementos da populagdo. Uma abordagem mais recente (Michalewicz, 1994ab)
propée a representacdo direta em ponto flutuante, introduzida especialmente para o trata-
mento de problemas com parimetros reais. A Secdo 4.4 trata da abordagem de algoritmos
genéticos de Michalewicz {1994ab), que foi a abordagem adotada neste trabatho. Alguns
pesquisadores apontam que a representacdo em pento flutuante apresenta melhores carac-
teristicas do ponto de vista do processamento computacional e da consisténcia (resultados
semelhantes para diferentes sequéncias de otimizacio simuladas}, embora ainda haja alguma

controvérsia a respeito de qual seria a forma ideal de representacio.

4.3.3 Funcgao Objetivo e Funcao de Avaliacio

A funcdo objetivo ¢ a funcdo definida no problema de otimizacdo e avaliada para
cada vetor bindric no dominio da populacdo. Devido i faixa de variagdo assumida pela
fung¢io objetivo de problema para problema, define-se um escalonamento da mesma a fim de
se manter uma melhor uniformidade. A funcdo escalonada é chamada funcio de avaliacao.

O escalonamento mais comum é o linear, onde a funcio de avaliagio f; é obtida a partir da
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funcao objetivo O; pela seguinte relacio linear:

fi=aO;+b, i=1,....N (4.2)

onde N é o nimero de elementos da populagio, e @ e b sdo os pardmetros de escalonamento,
escolhidos de tal forma que o valor maximo da funcio escalonada seja um certo miltiplo de seu
valor minimo (geralmente entre 1.2 ¢ 2) e além disto f; assuma sempre valores positivos. Uma
outra finalidade importante do escalonamento é evitar que os methores individuos recebam
um nimero excessivamente grande de cdpias na etapa de sele¢io (devido a um grande valor

absoluto da funcdo objetivo), levando a uma convergéncia prematura do algoritmo?,

4.3.4 Mecanismos de Selecao

O mecanismo de sele¢io representa uma eiapa exiremamente importante dentro do
algoritmo genético. A selegio é usada para se determinar o nimero de copias de um de-
terminado individuo que serdo usadas nas etapas de cruzamento e mutagio. Existem alguns
critérios para se avaliar o desempenho de um mecanismo de selec@o, dentre os quais destacam-
se a polarizacao e o espalhamento. A polarizagio ¢ definida como sendo a diferenca absoluta
entre a probabilidade de sele¢do prevista e a probabilidade de selecdo efetiva de um individuo.
O espalhamento é a variacio no ndmero possivel de copias que podem ser obtidas para um
dado individuo. O mecanismo de selegio conhecido por “roleta russa” é um procedimento nio
polarizado, mas que apresenta um espalhamento que pode ser bem elevado. Existem outros
mecanismos de selegdo que podem ser usados para se obter menor espalhamento, conforme
Man et al. (1996). A definicio de um mecanismo de selegdo coerente é fundamental para se

evitar problemas de convergéncia prematura de algoritmo.

4.3.5 Taxas de Cruzamento e Mutacio

A escolha das taxas de probabilidade de cruzamento Pe & mutagdo p,, € uma outra
area bastante controversa, tanto no ambito analitico como empirico. O aumento da taxa de
cruzamento provoca um aumento na recombinagdo dos blocos construtivos, mas ao mesmo
tempo, eleva também a quebra (separacio das componentes do vetor) de bons individuos.
Além disto, um aumento muito grande na taxa de mutacao provoca a transformacio da
busca genética em uma busca puramente estocdstica. Alguns métodos sugerem (Man et

al., 1996) taxas de probabilidade varidveis ao longo das geragbes, como por exemplo, uma,

'"Por convergéncia prematura entende-se que o algoritmo ndo apresenta melhoria na fungio otimizada
embora esta ainda possa ser melhorada.
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variacdo linear decrescente da taxa de cruzamento e crescente para a taxa de mutacio ao

longo das iteragoes.

4.3.6 Reinsercao

Apés a formacdo dos novos individuos, através da aplicagdo dos operadores cruza-
mento e mutacdo, varias estratégias podem ser adotadas na substitui¢do da geracdo antiga
pela nova.

No caso da substituigido de geragido, todos os elementos da populacdo corrente sio
substituidos pelos noves individuos gerados. Como o melhor individuo da populacio pode
falhar na sua reproducdo para a proxima geracio, a substitui¢io de geracdo é usualmente
combinada com a estratégia conhecida por estratégia elitista (Goldberg, 1989), na qual o
melhor individuo é automaticamente copiado para a geracdo seguinte. A estratégia elitista
pode propiciar a polarizacko da popula¢do por um “super individuo”, mas de maneira geral

os resultados apontam um melhor desempenho desta técnica.

4.3.7 Paralelismo em Algoritmos Genéticos

Uma das maiores criticas aos algoritmos genéticos se refere ao tempo computacio-
nal consumido, que pode ser bastante elevado. Este esforco computacional é compreensivel
considerando que o algoritmos genético € um processo estocdstico. discreto, nido-linear e de
busca multidimensional.

Considerando que os GAs ja possuem infrinsecamente uma estrutura de paralelismo,
a construcio de uma arquitetura de processamento paralelo torna-se uma consequéncia di-
reta. Através do processamento paralelo, a potencialidade dos algoritmos genéticos para
aplicagdes praticas, como conirole e processamento de sinais, pode ser eficientemente ex-
plorada. Virias abordagens sdo propostas para se tratar o problema do paralelismo em
algoritmos genéticos. Istes métodos sdo classificados em paralelismo global, de migragio e
de difusdo. Estas categorias refletemn as diferentes formas em que o paralelismo é explorado
no algoritmo genético, bem como a natureza da estrutura da populagio e os mecanismos de

recombinagao utilizados. Para maiores detalhes sugere-se consultar Man et al. (1996).
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4.3.8 Limitagdes dos Algoritmos Genéticos

Nenhuma garantia pode ser dada para a obtengio do ponto de étimo global com
0 uso de algoritmos genéticos, embora esta seja a tendéncia observada. Esta possibilidade
¢ reduzida se hd perda na diversidade da populagdo. Quando o algoritmo encontra um
6timo local, a populagio pode convergir para este ponto e uma convergéncia prematura pode
ocorrer. Neste caso, a solu¢io 6tima global s6 pode ser obtida pela exploracdo da mutacio nas
operagoes genéticas. Tal fenémeno é conhecido como polarizagdo, e pode facilmente ocorrer
quando a populagdo utilizada pelo algoritmo é muito pequena. Virias técnicas sio propostas
para se limitar o efeito da polarizacio e manter a diversidade da populagdo, entre elas citam-
se a pré-selegio, o aglomeramento e a avaliacio compartilhada. Maiores detalhes podem ser
obtidos em Man et al, (1996).

Um outro ponto problemdtico nos algoritmos genéticos refere-se as aplicacdes em
tempo real. Assim como ocorre em outras técnicas de inteligéncia artificial, os algoritmos
genéticos ndo sdo adequados para analises que requerem um tempo de resposta garantido.
Além disto, a variancia do tempo de resposta para um GA é muito maior do que para os
métodos convencionais. Estes aspectos desfavordveis limitam o uso dos algoritmos genéticos

em tempo real.

4.3.9 Ligagbes com Redes Neurais e Légica Nebulosa

O uso de redes neurais para aplicacdes industriais ja € largamente aceito, principal-
mente nas areas de telecomunicacdes, reconhecimento de padroes, reconhecimento de voz,
controle de processos, ete. A combinacio de algoritmos genéticos e redes neurais pode ser di-
vidida em duas categorias principais: integracio de suporte e integragao de colaboragao. Na
integragio de suporte, os algoritmos genéticos podem participar da rede neural nas seguintes

etapas:

s Selecdo das caracteristicas ou transformacao do espago de caracteristicas usados por

um classificador da rede nenral.

¢ Sele¢do das regras de aprendizado ou dos parametros que controlam o aprendizado na

rede neural.

e anilise da rede neunral.

Na integragio de colaboragio, os algoritmos geneticos podem ser usados no ajuste

dos pesos e também na topologia da rede.




No caso da ldgica nebulosa, os algoritmos genéticos sio usados para otimizar tanto
a funcdo de pertinéncia nebulosa como também as proprias regras nebulosas. Aplicacdes de
controladores nebulosos otimizados por este método sdo encontradas em controle de pll e

sistemas de bomba d’dgua (Man et al. 1996).

4.3.10 Aplicagdes

A aplicacio dos algoritmos genéticos nas mais diversas dreas, tanto académicas como
industriais, mostra um crescimento exponencial nos iltimos anos. Algumas das dreas que po-
dem ser citadas sdo: reconhecimento de padrées, reconhecimento de voz, projetos de circnitos
integrados VLST (“layout”), processamento de sinais (otimizacio de pardmetros e ordem de
filtros IIR), sistemas de classificacdo, robética, otimizacio de estruturas flexiveis, e vérias
outras. No campo da engenharia de controle, os algoritmos genéticos podem ser utilizados
em varias metodologias, especialmente naquelas que exigem a otimizacio de determinados
parametros a fim de se obter um desempenho desejado.

A aplicagao de algoritmos genéticos & identificagio de sistemas, tanto discretos como
continuos (Fleming e Fonseca, 1993), se dd na minimizacio da funcio de erro para um
conjunto de dados de entrada e saida. Algumas abordagens empregam a otimizacio com
algoritmos genéticos na identificagio direta de pélos e zeros, ao invés da identificacio dos
coeficientes da fungéo de transferéncia (Man et al. 1996).

A otimizagdo dos pardmetros de um controlador PID também ji foi realizada com o
uso dos algoritmos genéticos, com aplicacbes bem sucedidas em sistemas de controle de pH e
trocadores de calor (Man et al. 1996).

No caso da otimizagio em f, os algoritmos genéticos tem sido utilizados para se
determinar as estruturas 6timas para pré e pds compensadores a fim de que os valores singu-
lares da planta escalonada satisfacam determinados eritérios. Algumas das aplicacdes desta
técnica incluem o controle de veiculos de levitagio magnética e controle de colunas de des-
tilagdo. A abordagem de controle por modos deslizantes é uma outra técnica de controle que

tem sido otimizada com o uso dos algoritmos genéticos (Man et al. 1996).

4.4 Abordagem de Algoritmos Genéticos de Michalewicz

Esta secdo discute a abordagem de algoritmos genéticos desenvolvida por Michalewicz
(1994ab}, que é utilizada neste trabalho. Duas caracteristicas principais distinguem esta

abordagem das demais:
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¢ Representagio dos elementos em ponto flutuante ao invés de codificacdo bindria.

¢ Tratamento do problema de otimizagio restrita. para o caso de restricdes convexas,

sem o uso de fungdes de penalidade.

A representacio bindria tradicional utilizada em algoritmos genéticos apresenta al-
gumas deficiéncias quando aplicada a problemas de otimizaczo multidimensional de alta pre-
cisdo. Por exemplo, considerando-se 100 varidveis com dominio no intervalo [-500,500], e com
uma precisao requerida de 6 digitos apds o ponto decimal, o comprimentoe do vetor bindrio
necessario é de 3000 bits, o que torna o problema nesta, representagao praticamente inviavel.
Michalewicz (1994ab) utiliza a representacio direta em ponto flutuante com definigdes espe-
clais para as operagdes de cruzamento e mutacao, que sdo realizadas sobre as componentes
cartesianas do vetor solucio. Estes operadores sio discutidos em detalhes no final desta
segao.

Vdrias abordagens de algoritmos genéticos ignoram o problema de otimizacdo restrita,
o que limita bastante as aplicacdes praticas. Os dominios de busca normalmente considerados
pelos algoritmos genéticos sdo do tipo D = [Tf_, [lr. 7], ou seja, cada componente do vetor
x € R" é restrita ao intervalo [ly, 7], k= 1,....n.

A maioria das abordagens de algoritmos genéticos que consideram o problema restrito
utiliza o conceito de fungées de penalidade, As funcées de penalidade sao fung¢des incorpora-
das & fungdo objetivo, com o objetivo de “penalizar” as solugdes infactiveis para o problema.
Uma das principais dificuldades associadas ao uso das fun¢des de penalidade ¢ o esfor¢o com-
putacional que pode ser excessivamente grande.

No caso em que o conjunto de restrigdes é definido por um conjunto convexo, Michale-
wicz (1994ab) propoe uma classe de algoritmos genéticos que dispensam o uso das fungdes de

penalidade. Considere-se o seguinte problema de otimizac¢io restrita:

otimizar f(x), x & F ¢ ®", (4.3)

onde F ¢é o espago de busca factivel definido por um conjunto de restricdes convexas, A
abordagem considera inicialmente uma populacio inicial factivel {ou um elemento factivel, a
partir do qual pode-se gerar toda a populagio inicial). A estratégia principal ¢ a definicio de
operadores especiais (mufagdo e cruzamento} que garantem que os novos elementos gerados
também sdo elementos factiveis. Michalewicz (1994ab) defire um conjunto de 6 operadores
(3 de mutagdo e 3 de cruzamento) que sdo aplicados sobre as compouentes cartesianas dos
vetores representados em ponto flutuante. Desta forma o algoritmo procura. iterativamente,
pela solugdo 6tima, recombinando as solucdes candidatas através de operagées que garanterm

a factibilidade de toda a populacio. Descreve-se a seguir, cada um dos operadores em detalhe.




Os trés primeiros sao operadores de mutacao que operam sobre um #nico elemento (vetor},

enguanto que os outros trés sio operadores de cruzamento que operamn sobre dois elementos.

4.4,1 Mutacao Uniforme

Considere-se um vetor solugdo candidata x = {zy,-- -, 2, - +.2,) &€ F. Define-se
o intervalo [left(k), right(k)] para a componente 2, do vetor X, como sendo o conjunto de
valores que a mesma pode assumir, mantendo-se as demals componentes fixas, de forma a

ainda manter a factibilidade do vetor solu¢do. Ou seja, em outras palavras:
Y & [Zeft(k)~ nght(kn = (31‘11 o TR Yy Tty mn) € F (44}

onde z;, ¢ = 1,---,n; ¢ # k permanecem constantes. No caso de restrigdes lineares e
quadraticas, que sio os tipos de retrigoes consideradas neste trabalho, estes intervalos podem
ser eficientemente computados.

O operador mutagac uniforme seleciona aleatoriamente uma componente & = 1,---,n
do vetor x = (xy, -, 24, -, 2,) e produz o vetor X' = (@, -+, 2}, -+, 2,) onde z} é uma
variave] aleatéria uniformemente distribuida no intervalo [le ft(k), right(k)].

Este operador possui um papel muito importante na fase inicial do processo iterativo,
onde as solucdes candidatas sdo determinadas livremente sobre o espago de busca. Na fase
final do algoritmo, o operador permite um possivel deslocamento de um 6timo local na procura
de uma melhor solugdo. O operador também é utilizado quando é necessdrio gerar uma
populacdo inicial a partir de um tnico elemento factivel, gerando-se solucdes candidatas

diversificadas.

4.4.2 Mutagao de Contorno

Este operador gera elementos sobre o contorno do dominio de busca F. Da mesma

maneira gue na mutacio uniforme, seleciona-se aleatoriamente uma componente b = 1,---,n
do vetor Xx = {1, . Lk, . 4 ). O novo vetor x’ é dado entdo por:
;o 1] 45
X = (2, Ty ) (4.5)

onde z}, = lefi{k) ou z, = right(k) com igual probabilidade para ambas.
Este operador é construido para probiemas de otimizacdo nos quais a solucdo otima

se encontra nas proximidades do contorno do espago de busca.
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4.4.3 Mutacaoc Nio-Uniforme

Este operador ¢ um dos responsdveis pelas boas propriedades de ajuste fino desta
técnica de algoritmos genéticos. Um problema comum no algoritmo genético cldssico é o
grau de refinamento da solugdo obtida. Muitas vezes o algoritmo chega na vizinhanca da
solugao otima mas dificilmente se aproxima dela. O operador mutacao ndo-uniforme per-
mite um melhor refinamento da solu¢do através de uma estratégia de mutagio localizada. A
medida que as iteragdes do algoritmo eveoluem, as mutacdes vio ocorrendo com maior proba-
bilidade nas vizinhancas do elemento mutade. A componente z}. do vetor x’ que sofre esta

mutacdo ¢ dada por:

Tr + AL, right(k) — z)  se um dado n2 aleatdrio é igual a 0

z), = . (4.6)
zp — At 2 — left(k}Y) se um dado n® aleatdrio é igual a 1
onde
i t
Alty)=yr(1 - =) (4.7)

e r ¢ um nimero real aleatdrio entre 0 e 1, T é 0 nimero maximo de geragOes definido, e b é um
parametro de nao-uniformidade. A funcdo A(¢,y) retorna um valor no intervalo [0, y] tal que
a probabilidade de A{t,y} se aproximar de 0 aumenta i medida que o nimero de geracdes t
evolui. Esta propriedade faz com que o operador procure numa distribui¢do uniforme do

espago de busca na etapa inicial, e numa distribuicio mais localizada nos estagios posteriores.

4.4.4 Cruzamento Aritmético

O operador cruzamento combina deis vetores x; e x3 gerando dois novos elementos

X} e x5, através da combinacdo convexa entre os mesmos:

Xi = ax 1 a)zx
,1 | 1+ {l—a)zy (4.8)
Xy ={1—a)r; 4+ ez
onde @ & uma varidvel aleatéria no intervalo [0, 1], o que garante que as novas solucdes geradas
pertencem ao dominio convexo de busca F. H4 evidéncias de que o operador cruzamento
aritmético proporciona melhores caracteristicas de consisténcia ao algoritme, ou seja, um me-

nor desvio padrio da solu¢do dtima para diferentes sequéncias de simulacdo implementadas.

4.4.5 Cruzamento Simples

O cruzamento simples é semelhante ao cruzamento cldssico realizado na tradicional

representacao bindria. Sejam os vetares X1 = (1. -, 2,) @ X3 = (F1,- -, yn), € seja uma
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posican k escolhida aleatoriamenie na sequéncia das componentes destes vetores. (s vetores
x] e x}, sdo definidos por:

= (‘:L'l': T PEy YEgL, -!}n)

= (yla"':ykaa:k‘-f—la"'s‘zn)

(4.9)

Este operador pode produzir elementos x| e x4 fora do dominio de busca 7. Quando
ocorre tal situacdo, uma propriedade particular de conjuntos convesos € utilizada para se

modificar os vetores obtidos. Esta propriedade garante que existe a € [0, 1] tal que:

Xﬁ e (_-7:1-, Ce g Yhtra zk+1(1 - a):' o Yutt + (1~ CL))
e (4.10)

X!ia - (yls'“vykamk+ia + ykwi\»l(l — G),'“,.In&-f- yn(l - (L))

sao elementos factiveis. O problema se resume ento em encontrar o maitor valor de a que
pode ser usado na relagio acima de forma a gerar dois novos elementos pertencentes ao

dominio convexo dado.

4.4.6 Cruzamento Heuristico

Este operador é um dos mais poderosos deste conjunto de operadores especiais, pos-
suindo particularidades bem distintas dos demais. Entre as caracteristicas que o diferenciam

dos demais operadores de cruzamento cita-se:

o Utilizacio dos valores da funcio objetivo na determinacio da direcdo de busca.
o Geragdo de apenas | elemento a partir da combinagiao de 2 outros.

e O operador pode eventualmente nao produzir nenhum elemento.

O operador gera um novo elemento x5 a partir de dois elementos xy e X, através da
seguinte regra:

X3 = ’I‘(Xg - Xl} “+ Xa (411)

onde r & um nimero aleatdrio entre § e 1, e x5 ndo é pior do que xy, ou seja, f(xz) >
f{xq) para problemas de maximizacio e f(xy) < f(x3) para problemas de minimizacio.
Eventualmente, o novo elemento gerado x3 pode ndo ser uma solugio factivel. Neste caso,
o parametro r é dividido por 2 e um novo elemenio é gerado, e assim sucessivamente. Se
apés um certo nimero de tentativas (na implementacdo realizada determinou-se um nidmero

de 3 tentativas), nenhuma solucio factivel for encontrada, opta-se por um dos outros dois




operadores de cruzamento {aritmético ou simples) para a determinacio dos novos elementos.
O cruzamento heuristico contribui para a aceleracio do processo de busca, ja que
utiliza uma informacdo direcional importante. Além disto permite uma melthor precisdo da

solugdo encontrada com excelentes caracteristicas de ajuste fino.

4.5 Parametros Utilizados no Algoritmo Implementado

O algoritmo genético implementado neste trabalho utilizou a abordagem de Michale-
wicz (1994ab), por permitir o tratamento de problemas de otimizacio com restri¢bes convexas,
que € o caso aqui encontrado (restricdes lineares para o caso da alocagio dos pélos em regides
conexas, e restri¢des quadriticas para o caso da alocagdo dos pdlos em regides circulares e
disjuntas). Além disto, um processamento mais acelerado no processo de busca e as boas
caracteristicas de ajuste fino da solu¢io 6tima sdo outras justificativas para a utilizacio desta
abordagem.

Na implementagio do algoritmo, utilizou-se a estratégia elitista que preserva auto-
maticamente o melhor elemento para a préxima geragio, com uma populacio definida de 70
individuos. Foram aplicados todos os operadores genéticos especiais de Michalewicz (1994ab),
a menos do cruzamento simples. O processo de selecdo utilizado foi a “roleta russa”. e todos
os elementos selecionados recebiam a aplicagio do operador cruzamento, ou seja, uma taxa
de cruzamento igual a p, = 1. As taxas de mutacio utilizadas foram de Pm = 0.0588 para
as mutag¢des uniforme e ndo-uniforme e p, = 0.0286 para a mutagio de contorno, ou seja, as
mutacoes uniforme e nao-uniforme provocavam alieragdo de 1 em cada 17 componentes dos
vetores de solugoes candidatas, e de 1 em cada 35 componentes para o caso da mutagao de
contorno. O parametro b utilizado na mutacio ndo-uniforme foi igual a & = 2. sendo que 0
nimero total de geragdes T' em (4.7) variou de problema para problema {nos casos mais sim-
pies, com controladores de ordem baixa, geralmente 300 < T < 500 era razoavel, enquanto
que para 0s casos mais complexos o nimero médio de iteragdes foi de 5000).

A tabela a seguir apresenta um resumo dos parimetros utilizados no algoritmo

genético implementado.




Algoritmo Genético

INICIALIZACAO
o Iteracdo micial £ = 0;
¢ Definir populagéo inicial de individuos (aleatéria) P(1);

o Calcular a funcdo de avaliacio para os elementos de P({);

WHILE {t < T}
¢ Incrementar a iteragdo ¢t — t + 1;
¢ Selecionar uma subpopulagido P/(t) de P(t) para a aplicagio dos
operadores genéticos;
< Recombinar os elementos de P/(t) com os operadores cruzamento;
o Perturbar os elementos de P'(t) através dos operadores mutagdo;

¢ Calcular a fungdo de avaliagio para a nova populacgio P/(t);

END_WHILE
Populagio N =70
Selecao “Roleta Russa”
Reinsercao toda a populacdo (+ elitista)
Operadores de Mutacio Uniforme, Nao-Uniforme, Contorno
Operadores de Cruzamento Aritmético, Heuristico
Probabilidades de mutacio Pm = L0588
(Uniforme, Nio-Uniforme)
Probabilidades de mutacio P = 0.0286
{Contorno)
Probabilidade de cruzamento pe =1
Parametro da
Mutag¢io Nio-Uniforme h=2

Tabela 4.1: Parametros utilizados no algoritmo genético.




Capitulo 5

Sintese de Controladores - Regioes de

Alocacao Conexas

5.1 Imtroducao

Considera-se neste capitulo o caso em que as regides de alocagio para os pélos do
sistema em malha fechada sdo regides conexas. Deriva-se para esta sitnagéo am dominio de
busca politépico no espago de pardmetros do controlador contende o conjunto dos contro-
ladores com medida de robustez acima de um dado valor pré-definido mp. Uma rotina de
otimizagao ¢ proposta, onde um Algoritmo Genético maximiza a funcio medida de robustez
m{z) dentro da regifo politépica determinada. Um outro importante resuttado neste capitulo
relaciona a medida de robustez 6tima de um controlador i sua ordem. Demonstra-se, através
de um teorema, que o étimo m* = max m(z) é uma funcio nio decrescente da ordem de z.
ou seja, aumentando-se a ordem do controlador, aumenta-se as possibilidades de se conseguir
um controlador mais robusto.

O capitulo é dividido em duas partes, sendo que a primeira trata o caso da estabili-
dade robusta somente, e a segunda aborda o problema conjunto de robustez na estabilidade
e no desempenho Hj. Neste segundo caso, propde-se um indice de desempenho do contro-
fador correspondendo a pior norma H, do sistema para os vértices da regiao de incerteza
parametrica, o que geralmente corresponde & pior norma H, considerando-se todas as in-
certezas do processo (De Paiva. 1993ab). Utilizando a mesma regido politépica derivada
na primeira se¢do, um Algoritmo Genético procura pelo controlador que minimiza o indice
de desempenho H,, considerando ainda a restricio de D-estabilidade robusta. Ao longe do
capitulo, exemplos numéricos ilustram os resultados obtidos. Os resultados desenvolvidos

neste capitulo encontram-se também presentes em De Paiva ef al. {(1996ab) e De Paiva et al.




(1997b).

5.2 Estabilidade Robusta

Os algoritmos genéticos constituem uma classe de algoritmos de busca estocatica. Seu
desempenho pode ser consideravelmente melhorado, se for possivel garantir que a solucdo pro-
curada se encontra numa regidao delimitada e reduzida. Um dos resultados mais importanies
deste capitulo refere-se & determina¢io de regides politdpicas, no espago de pardmetros do
controlador, contendo o conjunto de todos os controladores com medida de robustez maior que
um dado valor mg. Em outras palavras, constréi-se um politopo X, o {z | m{z) > me} a
partir de um conjunto de condi¢des necessdrias propostas aqui e de propriedades geométricas
dos dominios de estabilidade apresentadas em Fam e Meditch (1978). Dentro deste dominio
linear limitado Ay, , a rotina de otimizacio baseada em GA procura. com maior eficiéncia,
o controlador que maximiza a fun¢do medida de robustez m{z). Como j4 foi dito anterior-
mente, um controlador serd considerado satisfatdrio para as incertezas paramétricas definidas
no processo, se a sua medida de robustez satisfizer m(z) > 1.

A seguir, apresenta-se um sumdrio dos resultados de Fam e Meditch (1978), gue for-
necem uma condigdo necessdria para que um polindmio ménico apresente todas as suas raizes
dentro de um dado circulo no plano complexo. Este trabalho foi originalmente desenvolvido
como uma condi¢do para a estabilidade de sistemas em tempo discreto, mas o resultado se
aplica igualmente a qualquer circulo centrado no eixo real do plano complexo, e portanto
pode ser prontamente estendido para o caso continue. Utiliza-se aqui a notagiao x e t para

0s velores com 0s mesmos componentes de z e f, exceto pelo primeiro elemento, on seja:

T =1 | 7]

o 5.1)
IT:[l IXI] (

Seja (' um circulo de raio r e centro ¢ sobre o eixo real do plano complexo. seia 7 o
conjunto de todos os vetores t = [t1,13,...,6]" € R™ correspondendo aos coeficientes dos
polinomios ménicos com raizes dentro do circulo . Sabe-se {Ackermann, 1980, 1993) que
o contorno d7 de 7 é composto de 3 hipersuperficies. As primeiras duas sio hiperplanos
em R correspondendo aos polindmios com rafzes reais {c — v} e {c+ 7}, respectivamente.
A terceira superficie é gerada por polinémios que apresentam ao menos um par de raizes
complexas conjugadas sobre o contorno dC de €. Com relacio a 7 e ( definidos acima.

pode-se enunciar o seguinte teorema:




o
-1

5.1 Teorema (Fam e Meditch, 1978): A casca conveza de T € um poliedro P, cujos
vértices correspondem aos (ni-+1) polinémios com tedas as suas raizes no conjunto {c—7, c+r}

(considerando-se os coeficientes dos polinémios como pontos em R

Para exemplificar este teorema, considerando-se polinémios de segunda ordem ¢ um
circulo €' definido por ¢ = 0.5 e r = 0.5 (Figura 5.1), obtém-se 3 polinomios {22 —2z+1; 22—
z; 2°} que definem o tridngulo P, da mesma figura como a casca convexa de 7. O primeiro
polinémio (2% — 2z + 1) possui 2 raizes em z = 1, o segundo (2% — z) possui uma raiz em z = 0
e outra em z = 1, e o terceiro polinémio possui 2 rafzes em z = 0. Ou seja, todo polindmio
de segunda ordem com raizes dentro deste circulo C' deve apresentar, necessariamente, os
seus coeficientes dentro do referido tridngulo P,. Portanto, a pertinéncia dos coeficientes
de um dado polinémio de grau nt & regido poliédrica P; é uma condicio necessaria de sua
(-estabilidade.

Considerando o problema de alocacio robusta, a idéia é tomar um circulo ¢ con-

bz}

2,1

(-1,0) 0

Tizi=z? +t, z +1,

Figura 5.1: Hustracao do Teorema 5.1 para um sistema de 2a. ordem.

tendo a regido de alocacao conexa [ {(C' D D) e aplicando o Teorema 5.1 derivar o poliedro
P que contém o dominio da D-estabilidade em £. A partir dai, utilizando a linearidade entre
polinémio caracteristico e controlador (eq. 2.14}, deriva-se um conjunto de restricoes lineares
no espago de pardmetros do controlador como condicio necessaria da D-estabilidade robusta.
A Figura 5.2 mostra exemplos de circulos que contém regides de alocagao para os casos dis-
creto e continno. Como discutide no Capitulo 1, as regiées de alocacio sido determinadas a
partir de especificagdes da resposta transitéria como amortecimento e tempo de acomodagio
(Ogata, 1987; Ackermann, 1985).

Antes de passar para os resultados principais desta seciio, apresentam-se algumas
defini¢bes preliminares. Retomando a definicio de familia de regides hiperciibicas I*(mg}.
mqo € R parametrizadas por mg (eq. {2.35)), define-se 4(ipd = 1,2,...,2™ como a repre-

sentagao para os 2™ vetores ¢~ correspondendo aos vértices de um dado hipercubo II*{rng).
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Re(z)

Figura 5.2: Exemplos de regides de alocacio para sistemas continuos e discretos.

Seja P(;) @ notagio para os vetores de pardmetros do processo correspondentes aos vértices
q{;y deste hipercubo, segundo a equagdo (2.34), ou seja, p;y = S*[1 7T, Seja i(z,p) a
notacio para o polindmio caracteristico que destaca a sua dependéncia nos parametros do
controlador e da planta, representados respectivamente por ¢ e p. Finalmente, seia o conjunto
Ao definido por Mo = {x € W70+ | t{a py) € P, ;5=1,...,2%}.

5.2 Proposig8o: Se a medida de robustez de um controlador x € W satisfar m(z) > mo > 0,

entdo x pertence ao conjunio X, definido acima.

Prova: Por definicdo, tem-se que. se um controlador x possui uma medida de robustez
m{z} > mp > 0, entdo este controlador deve alocar os pdlos de malha fechada para (pelo
menos) todos 0s parametros incertos correspondentes a g* € I1"(mg) na regido de alocagdo
dada D). Portanto, uma condicdo necessaria para x apresentar uma medida de robustez
m{z) > myg é que os polos de malha fechada para os 277 polinémios {2, pr;),7 = 1,...,2™
estejam na regido ). Considerando-se o Teorema 5.1, pode-se reescrever esta condigdo da
seguinte forma. Uma condi¢io necessdria para um controlador z apresentar m(x) > mq €
que todos os vetores t originados da combinacdo de o com os vetores vértices do processo

p(;y estejam no poliedro F, jd que as suas raizes devem estar na regido D C C. ]

A seguir, apresenta-se a descricdo explicita do conjunto Xy, para uma dada ordem
do controlador nh, ng e uma certa especificacdo mg.

A regido poliédrica P, definida no Teorema 5.1 para um dado grau nt do polindmio
caracteristico e um certo circulo ' (de raio r e centro ¢) no plano complexo, pode ser descrita

por:

Pr={te R At < B} (5.2}
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onde a matriz A € RUHIX2 o o vetor B € RHY 530 obtidos da seguinte forma. Inici-
almente, determina-se o conjunto dos {nt -+ 1) vértices do poliedro P, no espaco R, que
correspondem aos polinémios com raizes no conjunto {¢ — r, ¢ + 7}, segundo o Teorema 5.1.
Em seguida, determina-se o conjunto dos {nt+1) hiperplanos resultantes de todas as possiveis
combinagdes de ni dos (nt + 1} vértices. A intersecciio dos semi-espagos gerados por estes
hiperplanos fornece o conjunto de desigualdades lineares da equagio {5.2).

Considere os pardmetros vértices do processo obtidos pela relagdo (2.34):
. 1
PGy =57 (5.3)
90
onde qz‘j), J = 1,...,2™ sio os vértices do hipercubo de incerteza paramétrica normalizada
H*(.m[)}.
Seja a matriz M (p), definida na equagio (2.16), sendo que p assume os valores dos

pardametros vértices, particionada da seguinte formas:

M(p(;y) = { 1_ 0) J ’ (5.4)

onde ne) € Rt e N(j} & Rntx(nhtng+1)
Denotando por ;) © polinémio caracteristico associado a P(;) para um dado contro-

lador z, ou seja ;) = M(p;y)z, obtém-se pela partigio acima:
by = ng) + Nigx (5.5)
que substituido no conjunto de restrigies que define o poliedro P, (equacio 5.2), fornece:
.A(?l(j) -+ iV(j)X) § B o= (AAT(J'})X g (B - A?L(j}). (56}

Assim, obtém-se um conjunto de (ni + 1) restrices lineares no espaco de parimetros

do controlador para o j — ésimo vértice de I1*(mg). Procedendo da mesma forma para o0s

»

demais vértices, chega-se & descricdo final da regiio politépica A}, como segue:
Xy = {x € ROHPHL | 4imeix < b{mg)} (5.7}

onde A(mp) € Rt x{nhtng+l) o b(mg) € RUnH) x50 dados por

Aqy(mo) b1y(me)
Alma) = | Agy(mg) s b(mo) = | byjy(mo) (5.8}
- A(?“?)(m{}) i | b(gnq)(ﬂl{}) i

S S —

UHig s 5 i
Mfz}?sm CEMYBa




Agy(mo) = AN
bipylmoy =B — Angy, j=1.2,...,2".

Resumindo, pode-se dizer que para uma certa ordem do controlador nh. ng e uma
certa especificacao mq representando o “tamanho” da regidao de incerteza normalizada, um
controlador z ird apresentar uma medida de robustez m{z) > mg somente se x € A,
{condi¢do necessiria). Portanto, esta regido politopica limita o espaco de parametros do con-
trolador tal que m{z) > mg e pode ser usada para definir o dominio de busca de qualquer
algoritmo que otimize a funcao medida de robustez.

Considerando que o objetivo final é a determina¢dao do controlador mais robusto
{max m(z)}, poder-se-ia pensar em usar uma forte restricio no dominio de busca, ou seja,
um alto valor para mg. Quanto maior a especificacdo g, mais restritivo é o dominio de
busca politdpico A, e, possivelmente, mais eficiente é a busca do Algoritmo Genético. In-
felizmente, como se trata de condi¢bes necessdrias, este nio é sempre o caso. A Figura 5.3
ilustra uma situacio deste tipo, onde o conjunte dos controladores factivels W é desenhado
juntamente com 3 regides politdpicas Ay, Ay, e A%, representando as condicdes necessarias
para m{z} > 1, 2 e 3, respectivamente. Observe que A3 aparece como um conjunto ndo-vazio,
contudo pode-se constatar que nio existe nenhum controlador com medida m(z) = 3, jd que
X W = . Este problema é contornado na rotina de otimizagio apresentada mais adiante.
iniciando-se o algoritmo com uma restricio mg peguena que é gradualmente aumentada ao
longo do processo de otimizacao. A seguir. apresenta-se o resultado que relaciona o étimo

E

m* = max m(x) a ordem do controlador z.

5.3 Teorema: Seja a funcdo medida de robustez m(z) mazimizada em dois dominios
factivels diferentes 3 € W e & € W, onde T representa um controlodor de ordem maior
que &. Sejam M e M os valores dos respectivos olimoes. Fnido pode-se afirmar que m 2

m. (A prova deste teorema encontra-se no Apéndice A).

Este teorema mostra que a medida de robustez étima é uma funcio ndo-decrescente
da ordem do controlador. Portanto, aumentar a ordem do controlador deve, em geral, per-
mitir que o processo de maximizacdo de m(z) encontre controladores mais robustos. Este
resultado sugere uma metodologia para o projeto de controladores robustos, que é a idéia
explorada no algoritmo apresentado a seguir. A estratégia consiste na otimizacio da robusiez

do controlador nao somente em relagio aos pardmetros do mesmo para uma dada ordem, mas




Figura 5.3: Conjunto factivel W e condicbes necessarias para m(z) > 1,2, e 3.

também em relagdo & prépria ordem do controlador. O algoritmo define uma restricao ini-
cial mo pequena (para evitar os problemas mencionados anteriormente) e uma ordem inicial
nhg,ngo para o controlador. O Algoritmo Genético maximiza entdo a funcio medida de
robustez m(z) dentro da regido politépica dada por X0 ancontrando os parametros
6timos para esta ordem dada do controlador. A seguir, a ordem do controlador é aumen-
tada e uma nova restricio mg é definida com base nos resuliados obtidos na etapa anterior
(escolhe-se mg como o 6timo m* da etapa anterior, garantindo-se assim que a nova regido
politopica nao serd infactivel, ou seja, A, N W # §). Novamente o Algoritmo Genético
maximiza m(z) dentro do novo politopo X&h'w J para esta nova ordem definida do contro-
lador. A rotina prossegue entdo desta forma: “aumentar a ordem do controlador, obter o
novo politopo de busca, otimizar m{z) em relagio aos parametros do controlador utilizando
o Algoritmo Genético. aumentar a ordem do controlador. ...” e assim siucessivamente até
que um certo critério de parada seja satisfeito. Ohserva-se que, embora a otimizacio global
com os Algoritmos Genéticos niio seja garantida, os exemplos numéricos implementados con-
firmam uma tendéncia tipica dos GAs neste sentido. Uma descricio resumida da rotina de

otimizagdo é dada a seguir,

Algoritmo de Otimizagdo de m(z)

INICIALIZAGCAO
o Definir erdem inicial do controlador nh « nhg, ng — ngg.
¢ Definir restricio inicial mg.

¢ Determinar dominio politépico inicial Ai{;l'”g ),
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WHILE {condicao de término nio satisfeita)
Yy(ﬂ?;fz,ng)

Otimizagdo GA deniro do politopo 1,
4

Resaltado: ;L"{nh‘ng), m*

= Mg

¢ Aumentar a ordem do eontrolador nh — nh + 1,
ng - ng -+ 1.
< Kstabelecer o novo parametro de restricdo mg — m*,
o Determinar o novo dominio politdpico Yﬁ)}:ﬁf*}
END WHILE

O Algoritmo Genético utilizado na rotina de otimizacao aplica os operadores genéticos
apresentados no Capitulo 4 a fim de solucionar o problema de otimizacdo com restrigdes li-
neares dado por:

max miz)

5.10
v C Ao (5.10)

Com relagdo aos ponfos de busca aonde a fungio ndo estd definida, oun seja, {z ¢
W, embora z € A, ) associa-se uma pseudo medida de robustez de valor negativo (lembrando
que a medida de robustez é sempre um ndmero positivo} permitindo assim, uma medida de
comparacgao entre controladores, mesmo que estes ndo sejam factiveis. Esta pseudo medida de
robustez é definida da seguinte forma. 5eja t{x, p.} o polindmio resultante da combinagéo do
controlador z com o parametro central p.. Se 2 ¢ W tem-se, pela definigdo de W, que ao
menos uma raiz de i{x,p.) estd fora da regido de alocagdo D). Seja d a distancia ortogonal
entre a regido D e a raiz de { mais afastada de D (Figura 5.4). A pseudo medida de robustez
do controlador z é definida entdo como d{z) = —d. Desta forma, o Algoritmo Genético
possul uma medida de comparacio para qualquer controlador z dentro de politopo de busca,

seja este factivel ou nio,

Um outro problema que pode eventualmente ocorrer, embora com extrema raridade,
€ 0 caso em que o politopo A}, é um conjunto Himitado, ndo definindo um dominio de busca
fechado. Isto pode ocorrer quando a ordem do conirolador é muito grande levando o nimero
de colunas da matriz A(mg) em (5.7) a se tornar demasiadamente grande em rela¢do ao seu
ndmero de linhas. Ressalta-se mals uma vez que esta situagdo, na pratica, sera dificilmente
encontrada, pois a ordem dos controladores para a gual se constata o problema & geralmente

muito alta (acima de 15), j4 que o numero de restricdes, ou seja, o ntimero de linhas da
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[miz}

pseudo medida

/'m |
\,—/ Re(z)

de robustez

dx)= -d

Figura 5.4: Tustracio da defini¢do da pseudo medida de robustez d(z) para x ¢ W.

matriz A(mg) também é muito elevado (2"7(nt + 1)). Ainda assim, se eventualmente for
encontrada tal situagao, restricdes adicionais ao problema podem ser incorporadas para gerar
um dominio de busca fechado, como por exemplo uma norma mdxima imposta ao vetor de
pardmetros do controlador (a eventual situa¢do em que o politopo nido é limitado pode ser
facilmente defectada através da solucio de um PL - Programa Linear - sobre um conjunto

definido de restriches lineares).

5.2.1 Exemplo Numérico

Apresenta-se aqui uma aplicagio de método proposto, a fim de ilustrar os resultados
desenvolvidos nesta segao. O exemplo considerado ja foi abordado anteriormente no Capitulo
3 com o propdsito de exemplificar as dificuldades existentes com os métodos baseados em
gradiente. Trata-se de um sistema discreto de segunda ordem com integrador cuja funcio de

transferéncia ¢ dada por:

Rz 27 bg + bz )

_ o s 511
A{z71) (14 az7 +apz")(1 - z7H (5.11)
Os intervalos para as incertezas paramétricas sio dados por:
—0.65 < a3 < —0.55
(.55 < a3 < 0.65 .
(5.12)

0.4 < by < 0.56
0.36 < by < 0.56

O objetivo ¢ projetar um controlador robusto que mantenha os pdlos do sistema em
malha fechada na regido 7 (Figura 5.6) para os intervalos de incerteza descritos. A regido de

alocagdao ) é obtida a partir das especificacbes da resposta transitdéria com amortecimento
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£ 2> 05¢e fwy, > 40. O creule € 2 D wtilizado na derivagio do pelitopo de busca é um
circulo centrado em ¢ = (.34 com raio r = 0.64 conforme a Figura 5.6.

Consideram-se aqui 5 situagoes possiveis para as ordens dos controladores, segundo se
observa na Tabela 5.1. Esta tabela apresenta os parametros 6timos para os controladores ob-
tidos através da rotina de otimizacdo apresentada anteriormente, juntamente com as medidas
de robustez destes controladores. Para cada caso executoun-se a rotina de otimizacio J vezes,
sendo que os resultados apresentados representam os melhores valores obtidos dentro de cada
série de simulacdes. A Tabela 5.2 apresenta. para cada caso, o nimero médio de iteragdes (ou
geraghes) necessario para uma “convergéncia” do algoritmo. Por “convergéncia” considera-se

a situacdo em gue ndo hd melhoria na funcio objetivo por mais de 100 iteracoes.

Caso Ordem do Parametros Otimos m{x™)
Controlader
1 | nh=0,ng=1 z* = (1 — 0.6715 0.6977]T 0.84
2 nh =1,ng = 2 z* = [10.2199 — 0.3630 0.0521 0.3523]7 1.10
3 nh=2,ng=3 z* =[1 —0.3406 ~0.1134 — 0.3981
0.3606 0.256 — 0.29?5]T 1.18
4 nh=3,ng=4 z* =[1 —0.7032 0.0362 0.0604 ~ 0.3578
0.4219 0.1816 — 0.3171 0.0879]7 1.25
5 nh=d,ng=5|2z"={1 ~0.6950.1754 0.014 ~ 0.0162 - 0.3324
0.3631 0.1659 — 0.2725 0.1203 — 0.0239]7 1.32

Tabela 5.1: Resultados da maximizacdo de m{z) para diferentes ordens de controladores.

] Caso | No. de iteracdes até o critério de parada

1 150 geragoes
2 500 geracoes
3 1000 geragdes
4 3000 geraces
5 5000 geragdes

Tabela 5.2: Numero médio de iteragoes do algoritmo.

Os resultados da Tabela 5.1 mostram que o étimo m™ obtide pelo algoritmo na ma-
ximizacdo de mi{z), aumenta a medida que se aumenta a ordem definida para o controlador.
Pode-se dizer que estes resultados estdo de acordo com o Teorema 5.3, que diz que o valor

6timo da medida de robustez m” é uma funcio ndo-decrescente da ordem do controlador.
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Deve-se ressaltar, contudo, que estes resultados apenas apontam na dire¢io do Teorema
5.3, j& que ndo se pode assegurar que o 6timo obtido pelo algoritmo seja o étimo global de
{max m{z)}.

Observa-se também que para a ordem de controlador do Caso 1 ndo foi possivel en-
contrar um controlador que satisfizesse as especificacies de incerteza definidas no projeto, ja
que m” ndo € maior do que 1 (condigio da D-estabilidade robusta).

Outra observagio interessante, ¢ que na simulacio com o método dos gradientes para
o Caso 2 (conforme mostrado no Capitulo 3)) nio foi possivel encontrar um controlador
D-estabilizante para o sistema, apos a simulagdo do algoritme com 10 condi¢des iniciais dife-
rentes. O algoritmo aqui proposto demonstra-se eficaz no tratamento de problemas bastante
complexos como o Caso 5 acima que apresenta 10 variaveis de otimizacéo.

A Figura 5.5 mostra, para o contrelador do Caso 1, que possui apenas 2 varidveis

Geracao nro. 1 Geracaonre. 5

Figura 5.5:  Evolucdo das iteragdes do algoritmo para o Caso 1, mostrando as po-

pulagbes das geracoes 1, 3, 10 e 50.

de otimizagdo, a evolucdo da populacio ao longo das iteragdes do algoritmo e a convergéneia




66

para o 6timo encontrado. A Figura ilustra também o Politopo A} que contém o conjunto
dos controladores robustos D-estaveis {2 |m(z) > 1). juntamente com o conjunto W dos
controladores factiveis. O politopo A neste caso ¢ definido pelo seguinte conjunto de res-

trigdes lineares (ja eliminadas as restrigoes redundantes):
Y= {xe R A(x < b(1)} (5.13)

onde A(1) € P3%2 2 b(1) € 3, sio dados por:

ACL)= b{1)=
0.3794 0.8699 0.3789
-0.7370 -0.7520 ~-0.0214
0.0208 -0.4107 =0.1526

A titulo de exemplo, para o Caso 2, o politopo 1} é definido por:

X o= {xeR*] A()x < b(1)}, onde A{1) € ¥ e b(1) € R*, sdo dados por:

A= b(1)=
0.0175 -0.7222  -0.737¢  -0.7B20 ~0.0171
1.08558 ~-0.0216 0.0720  -0.2400 0.3267
0.0175 -0.9143 -0.9330 -0.9520 =0.0171
-0.2886 G.1943 0.5029 0.8240 0.2772
0.0175 -0.8728 -0.83808 -0.9088 -0.0171
1.0855 -0.0173 0.0576 ~0.1920 0.3257
0.0175 -1.0649 -1.0866  -1.1088 -0.0171
~0.2886 0.1973 0,Bb62 0.9296 0.2772
0.2074 0.06877 -0.1787 -0.7504 0.03e3
1.0885 -0.0383 0.1176 ~0.3920 0.3257
0.0185 -¢.7222 -0.7370 -0.7520 -0.0191
1.21686  -0.0216 0.0720 -0.2400 0 .3647
0.0188 -0.9143 -0.29330 ~(0.95820 -0.0121
0.2734 0.0517  -0.1820 -0.6960 ¢.0032
0.0195  -0.8728  -0.8906 =0.5088 -0.0191
0.2734 0.0635 -0.1107 -0.5504 0.0032
1.2155 -0.0173 0.0576 -0.1920 C.3647
0.019% -1.0648 -1.0866 ~1.1088 -0.0191




0.2734
1.21585
0.01%4
-0.3213
1.0465
0.0194
-0.3213
=-0.3105
1.0465
0.01%4
1.0465
0.0194
-0.3108
1.04865
0.0214
-0.3553
0.3098
-0.4085
1,1765
0.0214
-0.3583
0.3025
-0.4085
1.1785
0.0214
0.3085
-0.4085
1.1785
0.0214
0.3095
-0.4085

LOBTT
.0353
L7222
.1278
.0218
.9143
L1943
.0334
.0386
.8728
.0173
.0649
.023%9
-03863
L7222

0.1276

.0475
0130
.0218
.9143
.1943

C.0b17

.0334
.0396
.8728
.0635
.0035
0173
.0843
L0877
.023%

L1787
L1176
.T370
L3709
.0720
.9330
.b028

L0296

L1320
. 89086
L0576
.0866
L0459
L1178
L7370
L3709
.1140
L0336

.0720

.9330
L5029
.1820
.0296
.1320
. 89806
L1107
-0499
L0576
.0866

L1787

.0459

L7504
L3820
.7520
.6240
. 2400
L9520

0.8240

.5880
- 4400
.9088
.1920
.1088
.B712
.3920
L7520
.6240
. 4360
. 3680
.24C0
.9520
.8240
.6960
.5B680
4400
.8088
.5504
.3712
.1820
. 1088
L7504
BTL2

.0032
. 3647
.0190

0.3086

.3140
L0180
.30886
L2417
.3140
L0180
.3140
.0180C

0.2417

.3140
.0210
L3413
.Go47

0.2539

.3530
.0210
L3413
.0047
L2539
.353¢C
.0210
. 0047

0.2538

.3830
.0210
.0047
.2539

Neste caso gera-se um grande nimero de restricoes, pois tem-se 4 incertezas {ng = 4),

a ordem do polindmio caracteristico é nt = 4 e o ndmero de restri¢des é dado por 2™(nt + 1)

segundo a equagio (5.8). Portanto o nimero de restrigdes nesta situacio seria igual a 80,
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reduzido para 49 apds a eliminagio das restricdes redundantes.

A Figura 5.6 mosira os pélos do sistema em malha fechada para os controladores
dos Casos 2, 3, 4. e 5. Os polos sido gerados pela combinacio do controlador dtimo com
todos os parametros incertos admissiveis para cada caso. Observa-se a boa distribuicio das
raizes dentro da regido de alocagdo em todas as situacOes. I interessante notar que na
distribuicdo dos pdlos para a situagdo de cada 6timo, a nuvem de raizes geralmente toca
o contorno de D em vidrios pontos, o que € uma situagdo quase impossivel de ser obtida
através do meétodo de gradientes. Isto se deve ao fato de que quando a nuvem de rafzes toca
o contorne de DD em mais de um ponto, a varidvel 4 em {3.1) j4 ndo pode mais ser definida
como uma fungio de x (ou seja 8 = #(z)), pols para um mesmo controlador & haverd mais de
um valor de # que minimiza a medida de robustez m{z,8). Consequentemente, o gradiente
de m{z) ndo pode ser definido neste ponto, embora uma dire¢io de subida alternativa possa
ser definida, como exposto no Capitulo 3. Portanto, toda vez que um controlador fornecer
uma nuvem de raizes que toca o contorno da regido de alocacdo DD em mais de um ponto, o
gradiente da medida de robustez m{xz) para este controlador ndo estara definido. Este fato
sugere uma maior dificuidade dos métodos de gradiente para obter distribuicdes de raizes

como as da Figura 3.6,

A Figura 5.7 mostra, para os Casos 2 e 4, as respostas temporais da saida y(kT)
do sistema para uma entrada de referéncia em degrau, considerando todos os 16 parametros
extremnos para os intervalos de incerteza admissiveis, Para o Caso 2. os intervalos de incerteza

(correspondentes a m* = 1.10), sdo dados por:

—0.655 < a1 < —~0.545
0.545 < ap < 0.655
0.392 < by < 0.568

0.35 < by < 0.57

(5.14)

Para o Caso 4. os intervalos de incerteza (correspondentes a m* = 1.25), sio dados

por:

—.6625 < ay < ~-0.5375
0.5375 < ap < 0.6625
0.38 < by < 0.58
0.335 < b < 0.585
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Respostas ao degrau —~ Caso 2 Respostas ao degrau - Case 4
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k (muttiptos do per. de amostragem T) k (multiplos do per. de amostragem T)

Figura 5.7: Respostas ao degrau para os Casos 2 e 4, considerando os parametros extremos

dos intervalos de incerteza.

5.3 Estabilidade Robusta e Desempenho H; Robusto

Nesta se¢iio considera-se o problema da otimizagio conjunta da D-estabilidade ro-
busta e do desempenho H, robusto do sistema em malha fechada. A norma H,; de uma
func¢ido de transferéncia mede o valor quadratico médio de sua saida quando a entrada é uma
excitacao do tipo ruido branco {Bovd e Barratt, 1991). A norma H: é um indice de desem-
penho de grande importancia pratica em projetos de controladores em geral. ja que grande
parte das perturbagoes atuantes em sistemas de controle pode ser razoavelmente modelada
por um processo estocdstico do tipo ruido brance filtrado por nm sistemea linear (_.f\st;zéim e
Wittenmark, 1973).

0O modelo do sistema abordado aqui é o mesmo tratado antertormente com a inclusao
de uma perturbacao gaussiana de ruido branco (Figura 5.8). Utilizando a mesma regido po-
litépica derivada anteriormente, um Algoritmo Genético minimiza am indice de desempenho
Hsy pré-definido, considerando ainda a restricdo de D-estabilidade robusta. Uma vez mals, os
resultados sdo desenvolvidos para o caso discreto, aplicando-se igualmente ao caso continuo.

A notacdo usada na secdo é dada a seguir:

o u(k),r(k),y(k) = entradas de controle. referéncia e salda, respectivamente.
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* wik) = sinal de perturbacdo representado por um rufdo hranco de densidade espectral
unitaria.

e A, B,C = polindmios no operador airaso z~! com graus na, nb e nc = na, respecti-
vamente, correspondendo aos pardmetros do processo. Ressalta-se que g =cg =1 e

C(271) é um polindmio estivel {Astrém e Wittenmazk, 1973).

e £.G, H = polindémios no operador atraso correspondendo aos parametros do contro-

lador (hg = 1).
o F{o} = operador Esperanca Mateméatica.

(| Pllz = Norma H; da fungiio de transferéncia P(x).

; w(k} y :
; Planta — Ce ;
; Az ™h !
T(k) E(Z ~l) + U‘{k) E an B(Z -E) + : y(k}
7Y p— :
Hiz 5y Pl AT + !
Giz )
Hiz

Figura 5.8: Sistema de controle com perturbacio estocastica.

As fungbes de transferéncia em malha fechada para os sinais de controle e saida com

relacdo as entradas de referéncia e perturbacio® sio as seguintes:

wllk) = AL e G.C o
LL(;h) - AH + E—EB.G r(k} ‘/_‘LH + ZmuB‘G Uz(i\,)
(5.16)
:UB.E H2.C
= ik sl I
y(k:) AH+ ARG ?(‘ )+ AH + EMdB.G H’(k,)

O objetivo aqui ¢ minimizar a maior norma H; das funcées de transferéncia de con-
trole/saida para a perturbagio considerando-se as incertezas do processo {(desempenho H;
robusto, também conhecido como custo garantido H,), e ainda manter a D-estabilidade ro.
busta. Em outras palavras, procura-se o controlador z que minimiza o pior caso da norma
Hy sujeito & restricao m(z) > 1.

Seja ¢ = {1,e1,- -, end]] € R o vetor que contém os coeficientes do polinémic

C(z71) e seja 11, a regiao hiperretangular que descreve o espago dos parametros incertos do

*Adota-se aqui a notacdc implicita, introduzida no Capitulo 2, indicando ¢ operador z™7 como o operador
atraso.
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vetor ¢, de forma analoga a I1.

Considere as [ungoes de transferéncia em (5.16) relacionando a safda y(k) as entradas
de controle e perturbacio. u(k) e w(k), respectivamente. A norma Ho destas funcdes de
transferéncia € uma fungio dos parimetros da planta {p.c) e do controlador z. Portanto,

utiliza-se aqui a notacido Ho(p,c,z}. O objetivo principal é a solucdo do seguinte problemas

min J(z)
& (5.17)
ze{a|miz) > 1}
onde
J((g) = max 7‘{2(,’07 c, ‘1} (518)
p.c
Na realidade trata-se aqui do seguinte problema de otimizacio:
min Spl) (5.19)
z e {x[m{m) z 1}
onde
Jo(z) = max Hy(pk,cr z) (5.20)

Pk, Ck
onde {py, ¢ ) sao os parametros da planta correspondendo aos vértices das regides de mcerteza
If e Il..

Este critério foi adotado baseado em extensas observagdes que apontam que o pior
caso da norma M, com relagiio aocs parimetros incertos é geralmente encontrado para um
dos vértices da regido de incerteza (De Paiva, 1993ab). Portanto, ao invés de se tentar so-
luciorar o problema (5.17), que é um problema de extrema complexidade. trabalha-se com
(5.19) que € um problema bem mais tratdvel e que permite a obtencio de excelentes resulta-
dos prdticos. Para se ter uma medida segura do pior caso da norma Hz para o controlador
obtido, executa-se, ao final do procedimento, uma busca extensiva sobre todos os parimetros
incertos. Em todos os casos simulados tem-se confirmado que & pior norma H; é obtida para
um dos vértices da regido de incerteza.

Este critério de desempenho H; adotado, embora ndo defina a rigor um custo garan-
tido, ¢ significativamente methor do que o desempenho H; nominal que é considerado em
algumas abordagens, como por exemplo em El Ghaoui (1990}, O desempenho H; nominal
refere-se somente a norma Hy correspondente ac parametro central (ou nominal} do processo,
ou seja, Ha(pe, c..a}, onde p. e ¢. denotam os vetores correspondentes aos parametros cen-
trais dos pardmetros incertos do processo p e c.

Obviamente, o indice M3 nominal nio ¢ uma medida confidvel na avaliacdo do de-

sempenho de um controlador, pois, como serd visto no exemplo numérico mais adiante, um
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controlador pode apresentar um pequeno valor da norma Hs quando combinado ao parametro
central do processo, e um grande vator quando combinado a um dos parametros extremos.
A fim de solucionar o problema proposto em (5.19), formulou-se & seguinte estratégia

de otimizagdo utilizando o Algoritmo Genético:

max f(x)
z €A

P1:

onde

diz) sex g W

flz) =14 m(z) sem(z)<1 (5.21)

K —J(x) sem{z)>1
e A7 ¢ a regido politdpica contendo o conjunto dos controladores D-estdveis. ou seja, A7 D
{z | m(z} > 1}, derivada conforme os resultados apresentados anteriormente (Se¢ao 5.2); a
constante K representa um nimero positivo grande (tal que & —. p(T) seja sempre positivo)
e d{z) é a pseudo medida de robustez definida na segao anterior para os pontos infactiveis. A
fungao objetivo definida desta forma, leva o Algoritmo Genético a buscar o controlador que

apresenta uma medida de robustez maior ou igual a | ( D-estavel) e com um minimo indice

de desempenho J,(z).

5.3.1 Exemplo Numsérico

Utiliza-se aqui a rotina de otimiza¢do baseada em GA para a solugdo de {5.21) no caso
do problema Duas Massas e Mola. Este problema. frequentemente encontrado na literatura
(EI Ghaoui, 1990} é 0 exemplo mais simples de uma estrutura flexivel. O sistema é mostrado
na Iligura 3.9,

A massa m; é suposta conhecida e de valor my = 1. e os dois parametros incertos sio

X Y=+ w,

|ome —

OO OO

Figura 5.9: Sistema Duas Massas e Mola.

a massa my e a constante da mola k. ambos com valor nominal unitirio. Os parametros {y e

I3 representam a constante da mola normalizada para ambas as massas, ou seja, Iy = k/my
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e ly = k/mg. A salda y é o deslocamento 2, da massa my. Uma for¢a de perturbagio wy
atua na massa my, e além disto um ruido ws atua na saida y; ambas as perturbacgdes sao
representadas por um ruido branco de densidade espectral unitaria. A representacdo do

sistema no espago de estados é dada a seguir, confarme El Ghaoui (1990}:

0 1 ¢ 0 0 0
=y 0 I 0O 1 0
d? = ! ! T A4 i - uhy
0 0 0 1 0 0
{5.22}
lp 0 -z 0 0 1
y=1[0 0 1 0] 2+ wy
onde o vetor de estados é dado por:
. . . 5T \
T =17 &1 T 2] (5.23)
e os pardmetros sao:
k k o
h=— ly=-— (5.24)
iy T
com valores nominais iguais a:
l;wm — szmm - 1 (5'25)

A fim de se tratar o problema de acorde com o modelo aqui considerado, obteve-se
a Tepresentagao equivalente do sistema em fungoes de transferéncia, de acordo com a Figura
5.10 (convém lembrar que para se aplicar os resultados de robustez apresentados no Capitulo
2 para o caso continuo, as funcées de transferéncia devem se apresentar como fungdes em s~}

ao invés de s.)

A fungao de transferéncia em malha aberta relacionando a saida y{t} & entrada de

controle u(t) é dada por:

Y(s) I B{s) .
o = (5.26)
Uls) s+ (L +10)s%2  A(s)

onde os valores nominais dos pardmetros sdo {([°7 = [J°7 = 1. Supdem-se os seguintes

intervalos de incerteza para os pardmetros [; € (0.6,1.4) e I; € {0.6,1.4).

As fungoes de transferéncia da saida y(¢) com relagao is entradas de perturbagio w(¢)

e wol(l) sho dadas por:

(5} _ Cils) _ s? 41
Wils) = Als) — ¥+ {1 + I2)s?
(5.27)
Y{s) (s} _

Wy(s (.s) =1




wy (1) Com
A{S) mﬂl
will) oo éﬁ-
Al(s) + !
!
r(%) L ul 5 [, ()
(s)
T” Als) *‘é
G(s)
H(s)

Figura 5.10: Representacdo em funcdes de transferéncia do sistema Duas Massas-Mola.

Ou seja, os polindmios C'((s) e (C3(s) sio definidos da seguinte forma:

Ci{s)=s*+1
(5.28)
Co(s) = A(s) = s* ++ (Iy + Ip)s°

As fungGes de transferéncia em malha fechada relacionando os sinais de saida y(t)
e controle u{t) as entradas de perturbacio wq(t) e wsy( t), considerando uma referéncia nula

(r = 0), s&o dadas por:

}(s)w*’ })W (s)+ \“g()}u 2(s)

U(s) = %gillfvl(s) ' ;\12(2())11/ (s)

onde:

T(s) = A(s}H(sY+ B(s)G(s)
Nuyls) = Ci(s)H(s) 1 Nigls) = Co(s)H(s) (5.30)
Nai{s) = —C1{s)G(s) 3 Nag(s) = ~Ca(s)G(s)

O objetivo é encontrar um controlador G{s)/H(s) que estabiliza o sistema, para todos

valores dos pardmetros incertos e ainda minimiza o seguinte critério:

Ja(2}) = max /m E{y*(r)+ au?{r)}dr
0

Pk, €k

(5.31)
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Define-se entdo o indice de desempenho global do sistema como sendo:

1V1 1
T

;'I\frl 2
T

Noy

z 5Ny e
Hoa = {15 + 1208 + =301 + =211) (5.32)

Portanto, a furcio de custo a ser minimizada corresponde a

Jp(x) = max Hy 4

Py, Gk

Como a regiio de alocagio para os pdlos é o proprio semi-plano esquerdo em s, define-
se um circulo ' no mesmo, a fim de se obter o dominio de busca linear para o algoritmo.
Adotou-se neste caso um circulo centrado em s = —5 com raio » = 5. Considerou-se para
este exemplo um controlador de segunda ordem cujo vetor de pardmetros correspondente é
dado por « = [1 hy hy go 1 gg]T. Aplicando a rofina de otimizacdo. obieve-se a solucio 2™ =
[13.2555 0.8948 —0.003 1.7477 0.1405 |7 com um fadice de desempenho igual J,(2*) = 27.37,
que foi confirmado através de busca exaustiva como o pior valor da norma H; , sobre todos
os valores dos parametros incertos.

Para mostrar a importancia de se otimizar o pior case da nerma H, ao invés da
otimizagdo da norma Hy apenas para o parimetro nominal do processo como em El Ghaoui,

{1990), aplica-se a seguir a mesma rofina de otimiza¢io para o problema nominal, on seja:

miﬂ H?,cl(}"C& CC?"'C)

Critério H; Nominal:
z € {z|m(x) > 1}

A soluciio para este problema forneceu 2™ = [1 3.2769 1.3514 —0.1067 1.7489 0.2126]7
com H, ™ = 9.81, ou seja. um indice de desempenho H; para o pardmetro central melhor do
que no caso anferior (da otimizacio pelo pior vértice). Contudo, o valor da norma Hy neste
caso, para um dos extremos do infervalo de incerteza fornece o valor extremamente alto de
Jp = 399.74, o que evidencia claramente a importincia de se otimizar o pior caso do {ndice de
desempenho considerando efetivamente todos os pardmetros incertos. Os resuliados relativos
a estes dois critérios para o indice de desempenho - a pior norma H, dos vértices da regido
de incerteza e a norma H; do sistema nominal - estdo apresentados na Tabela 5.3.

A fim de ilustrar a diferenca dos dois critérios para o indice de desempenho H,

simelaram-se?

as respostas temporais do sistema para nma perturbagio em degrau na entrada
wy. A amplitude das perturbagdes foi ajustada a fim de fornecer saidas unitarias. As respostas
para os valores nominal e ndo-nominal {a 95 % do pardmetro desestabilizante do sistema)

sdo mostradas na Figura 5.11 para cada critério adotado. Pode-se observar que a resposta

2A aplicacio de uma entrada do tipo degrau na entrada de perturbacic estocdstica permite obter uma
medida indireta do desempenho Hs do sistema.




m(z™) | Jp{x¥) = maxyepy Hoo | H2"W5"
Critério - Pior ‘Hy dos Vértices | 1.12 27.37 11.57
Critério - H, Nominal 1.00 399.74 9.81

Tabela 5.3: Resultados para os dojs diferentes critérios no indice de desempenho.

para o valor ndo-nominal no critério H; nominal apresenta um amortecimento muito pobre,

enquanto que no critério do pior Hy dos vértices as respostas sio similares para os diferentes

valores dos pardmetros do processo.

a) Criterio — Norma H2 Nominai

H T T H T T T T H

: : ‘ : ; e NOMINAL

— NAO-NOMINAL

0 : i 1 ;

i | 1 ; ]
0 20 40 60 a0 100 120 140 160 180 200
b} Criterio — Pior Norma HZ dos Vertices
T H 3 T T 3 13 T
= i : — NOMINAL
— NAO-NOMINAL:
O - ; L I 1] l 1 E 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tempo (sequndaes)

Figura 5.11: Respostas termporais para os valores nominal e ndo-nominal do processo: a)

critério Hz nominal; b) critério pior Hs dos vértices.

Tratou-se neste capitulo do caso em que as regides de alocagao para os pélos do sis-
tema em maiha fechada sao regides conexas. Derivou-se para esta situacio um deminio de
busca politdpico no espago de parametros do controlador contendo o conjunto dos contro-
ladores com medida de robustez acima de um dado valor pré-definido mg. Uma rotina de
otimiza¢io proposta, utilizando Algoritmos (zenéticos, maximiza a funcio medida de robus-

tez m{z) dentro da regifo politdpica determinada.




Considerou-se também a otimiza¢ido conjunta da D-estabilidade robusta e do desem-
penho H; robusto. Paraisto, utilizou-se um indice de desempenho Hy de wm controlador cor-
respondendo & pior norma Hy do sistema para os vértices da regido de incerteza paramétrica.
Utilizando a mesma regido politdpica, derivou-se uma rotina de otimizacio que minimiza o
indice de desempernho H; de um controlador satisfazendo a restricio de D-estabilidade ro-
busta.

No capitulo seguinte. apresenta-se o caso em gue a regido de alocacio é dada por
um conjunto de regides circulares e disjuntas. Deriva-se um dominio de busca, defirido
por restri¢oes quadraticas, contendo o conjunto dos controladores factiveis para o problema.
Este dominio Limitado é utilizado pelo Algoritmo Genético na busca do controlador de maior

robustez.




Capitulo 6

Sintese de Controladores - Regioes de

Alocacao Circulares e Disjuntas

6.1 Introdur;iio

Considera-se neste capitulo o caso em que a regidao de alocagao para os pélos do sis-
tema em malha fechada é definida por um conjunto de regides circulares e disjuntas no plano
complexo. Utilizando propriedades polinomiais bdsicas, deriva-se para esta situagdo, um con-
junto de condicdes necessarias para um polinémio apresentar cada uma de suas raizes dentro
dos respectivos circulos de alocagio. A partir destas condi¢des necessdrias, definidas por um
conjunto de restricdes quadréticas, deriva-se um dominio de busca no espago de pardmetros
do controlador. denotado por @ ., contendo o conjunte dos controladores factiveis para o
problema (¢, 2 ¥). Uma rotina de otimizacdo é proposta. onde um Algoritmo (Genético
maximiza a fun¢ao medida de robustez m(z ) dentro do dominio de busca determinado. Final-
mente, um exemplo numérico comparativo ilustra a metodologia desenvolvida. (s resultados

apresentados neste capitulo encontram-se também em De Paiva et al. (1997a).

6.2 Histdérico do Problema

Um problema de grande importdancia em alocagdo de pdlos robusta é aquele relacio-
nado a alocagdo dos pdlos em regides circulares circunvizinhas aos pélos nominais do sistema.
A idéia é manter os pdlos proximos aos polos nominais, a fim de que as respostas temporais
do sistema tenham aspectos semelhantes, considerando os diferentes valores dos parametros

incertos do processo. Embora a metodologia se aplique tanto a sistemas continuos como
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discretos, a técnica € mais conveniente para o caso dos sistemas contiruos, pelo fato de que a
imposicdo de vdrias regides circulares de alocacio dentro do cfzculo unitdario pode se tornar
demasiado restritiva.

Como uma solugao alternativa para o problema, Soh et al. (1987b} propdem uma
abordagem que tenta manter os pélos préximos aos pdlos nominais do sistema indirefa-
mente, através da imposicdo de restricdes sobre os coeficientes do polindémio caracteristico.
O método baseia-se no cdleulo prévio de um politopo no espaco dos coeficientes do polindmio
caracteristico, de modo a assegurar a estabilidade do sistema. Apods a caracterizacio de limi-
tes nos coeficientes do polindmio caracterisiico, tante a distancia & um controlador nominal,
como uma medida de robustez do controlador podem ser otimizadas, considerando a presenca
das incertezas paramétricas do processo. Contudo. como a regifo do espaco paramétrico cor-
respondente a todos os polindmios estdvels é bastante complexa. o maior politopo contido
nesta regido apresenta-se muito conservativo. Por consequéncia. a margem paramétrica ad-
missivel para o controlador (medida de robustez) torna-se também muito conservativa.

A abordagem de Rotstein ei al. (1991) representa um avanco em relagdo a abordagem
anterior, embora ainda considere o problema de maneira indireta {lidando com resiricdes so-
bre o polindmio caracteristico ao invés da alocagdo direta dos pélos nas regides circulares).
Assim como em Soh et al. (1987b}, um politopo (conservative) ¢ calculado no espago de
pardmetros do polindmio caracteristico a fim de assegurar a estabilidade do sistema. Rots-
tein et al. (1991) consideram porém a otimizacdo de uma fun¢do objetivo que pondera nao
somente a distdncia a um controlador nominal, mas também um “desvio” em relagido ao
polinémio caracteristico nominal, Esta ponderagdo forca as raizes a se concentrarem na vizi-
nhanca dos pdlos nominais do sistema, emnbora ainda mantendo os resultados conservativos
devido a restricdo politdpica imposta.

A abordagem de Figueroa e Romagnoli {1994) representa wm avango significativo em
relacdo as abordagens anteriores por tratar diretamente o problema da alocagio em regides
circulares, embora ainda com certo grau de conservatividade, come se discute mais adiante.
Figueroa e Romagnoli {1994) derivam uma formulacio que relaciona diretamente os pélos de
malha fechada do sistema aos coeficientes do polindmio caracteristico. Uma condicao sufici-
ente sobre os coeficientes do polindmio caracteristico é determinada, tal que as rafzes deste
polinémio estejam contidas nos circulos de alocagio pré-definidos. Esta condicdo é utilizada
em uma metodologia de projeto de controladores baseada em programacdo semi-infinita.
Contudo, a suficiéncia das condicles e a auséncia de uma medida de robustez para o contro-
lador, tendem a fornecer, por este método, resultados bastante conservativos.

Na abordagem agui desenvolyida, derivam-se um conjunto de condi¢Ges necessarias

(a0 invés de suficientes) sobre os coeficientes do polindmio caracteristico, tal que as raizes
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do mesmo estejam contidas nos circulos de alocacio. Utilizando a linearidade existente entre
polinémio caracteristico e controlador, estas condigdes {definidas por restrigdes quadriticas),
determinam um dominio de buseca limitado, no espaco de parametros do controlador, con-
tendo o conjunto de todos os controladores factiveis para o problema. Propoe-se uma rotina
de otimizagdo, utiizando os Algoritmos Genéticos, na qual a funcio medida de robustez é
maximizada dentro do dominio de busca definido. Assim, é possivel obter um controlador
que atenda as especificacbes de incerteza paramétrica do processo evitando os resultados

conservativos derivados anteriormente.

6.3 Derivacao do Dominio de Busca

O problema de alocacio de pélos em regides circulares e disjuntas consiste na deter-
minacdo dos parametros do controlador tal que os pélos de malha fechada resultantes fiquem
restritos as regioes circulares contendo os pdlos nominais do sistema. O problema é formulado
da seguinte forma.

Seja A = {AY,...,A0,} o conjunto dos pélos nominais do sistema em malha fe-
chada, ou seja, os pélos relacionados ao pardmetro central do processo (correspondendo &
situacdo desejada para os pdlos do sistema). Seja D = {C; U CoU ...y} um conjunto de

regides circulares no semi-plano esquerdo, onde cada circulo é definido por
Ci={ANel ]\ - )\?] <, G E€RTI i=1,..., 0t (6.1}

A tnica restrigdo imposta aos parametros ¢; ¢ que estes devem ser tais que as regies
circulares sejam disjuntas. Considera-se aqui o tratamento do caso continuo. por ser este o
caso mais adequado para a aplicacdo desta metodologia. conforme discutido anteriormente.

O problema é encontrar o controlador (s}/H{s) que mantenha cada raiz A, do
polinémio caracteristico na regido circular ; de raio ¢;, para todos os valores admissiveis do
vetor de parametros incertos ¢ € II (ou, equivalentemente, ¢* € II*). Observa-se que cada raiz
complexa deve permanecer complexa e cada raiz real deve permanecer real, portanto para o
caso de raizes reais tem-se na verdade um intervalo ao invés de um cireulo de alocagio (Figura
6.1}.

Counsidera-se o polinémio caracteristico para o sistema em malha fechada dado por:
T(s) =™ + 11" H 6™ 2 o bty (6.2)

juntamente com seu respectivo vetor de parametros t = {1 t7)7 = [1,#;,t,...,1,,]T € Rnt+1,

Os resultados de robustez apresentados no Capitulo 2 aplicam-se aqui para o caso de
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Figura 6.1: Exemplos de regices de alocacio para as raizes.

regides disjuntas, a menos de pequenas modificagdes nas definigdes apresentadas. A seguir,

reapresentam-se estas defini¢des enfocando o caso particular aqui abordado.

6.1 Definigdo: Define-se um controlador © como sendo D-estabilizante para a regido de in-
certeza paramétrica nominal dada, seVg* € 1%, entdo a raiz A de T(x,q%, 5}, 1 =1.2,---.nt

pertence ao seu respeciive circulo de alocagdo C,.

6.2 Definicao: Define-se o conjunto W de controladores factiveis, como sendo o conjunto
dos controladores D-estabilizantes para o vetor de pardmetros central do processo (p=p. &

g" = 9), ou seja:
W= {z|zeR" 2 T2 0s)=0= A €C j=1,2,-,nt} (6.3)

onde () denota o vetor nulo em ™.

6.3 Definicdo: A medida de robustez de um controlador z € W € definida como:
mfz) =sup K{z)=k,, zeW (6.4)
onde K{z) é o conjunto conexo definido por:

Kiz)={ke RT U{0}| Vg € 0"(k): T{z,¢",s)=0=X;€(Cy, =1,2,---,nt} (6.5)

De maneira andloga & definicio da medida de robustez local para o caso de regides

conexas, tem-se a definicio da medida de robustez local para um dado controlador e um dado
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ponto s no plano complexo,

6.4 Definicao: A medida de robuste: local de um controlador 1 € W com relagdo a um

ponto s do plano complezo € definida como:
miz,s)=sup K{z,s}=k, zeW, sl {6.6)
onde K(x,s) € o conjunto conero definido por:

K(z,s)={keRTU{0} | ¥q" € (k) : T(x,q",s)# 0} (6.7)

6.5 Proposicdo: 4 fungdo medida de robustez m{z), definida anteriormente, ¢ determinada,
neste caso, por:
miz) = min  m(z,s) . xeW

) (6.8)
s€JC;, j=1,2,---,nt

Ou seja, o calculo de m{z) para um dado controlador x € W é determinado pela
minimizacao da fungdo medida de robustez local em s, com s restrito is fronteiras 9C ; de
todos os circulos ;.

A seguir, deriva-se o conjunto de condicdes necessirias sobre os coeficientes do po-

lindmio caracteristico tal que as suas raizes estejam nos circulos de alocacio. Seja

Ts) = 8™ + (7s™ 1 4 96m2 o 1 0 (6.9)

o polinémio caracteristico nomiral {associado ao pardmetro central) com o correspondente

vetor de parametros dado por t* = [1,¢9,43,...,#%,]7 (ou seja, £ = 19,49, .. L1907 Tem-se
portanto:
nt
T%s) = [[(s = A) (6.10)
i

O objetivo ¢ determinar um conjunto de condigdes vilidas sobre os coeficientes de

am certo polindmio caracteristico T'(s), dado que as suas raizes satisfazem a relacio
A=A <o, i=1,..., 0t (6.11)
Seja A) uma das raizes de 79s) e seja a definicio da seguinte mudanca de varidveis:

w=s— A\l

(6.12)
t =t04 6 '
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onde & = [é,.. b6 um vetor de perturbacio. A mudanca de varidveis (6.12) aplicada

ao polindmio 1'(s) dado na equagao {6.2) leva a:

T(s) = (A + w)™ + (1 + &)(A) + @)™ L+ (19 + &) (AT + w)™ 2 4 (10, + 8 =

= W™ vy w™ T e = Vi(w)
(6.13)

Nota-se que, em geral, os coeficientes v; sdo nimeros complexos.

Sejam wy, W, ..., Wy as raizes de Vi{w). Denota-se por wy a raiz pertencente ao
cfrculo com centro em (A — AD) e raio €.

A fim de definir limites sobre og coeficientes do polindmio como condicdo necessiria
para a alocagao de pélos robusta na regido D (conjunto de regides circulares), assume-se um
polinomio 7(s) com raizes nos respectivos circulos de alocagio. Utiliza-se entao a conhecida
propriedade polinomial que diz que o termo constante de wm polinémio (com sinal apropri-
ado) é igual ao produto de suas raizes, para a derivagido dos limites sobre os coeficientes do
mesmo. A condicao necessaria é derivada considerando-se o caso em que o produto das raizes

dentro de cada circulo é maximo. Primeiramente, apresenta-se o seguinte lema.

6.6 Lema: Se um polinémio moénico T(s) possui uma raiz compleza X; tal que
=Nl < e, (6.14)

entdo hd uma raiz conjugada AT satisfazendo

A=A < (6.15)

Seja w; uma das raizes de Vi(w) com coeficientes reais (Figura 6.2). Uma andlise
similar pode ser feita para o caso em que Vi{w} possui coeficientes complexos, Assim, pode-
se escrever:

wy o= /‘\?— x\?-i-&jfij, {6.16)

L o
para algum nimero complexo a;, |a;] < 1.

E ficil mostrar que o méximo de w;w} com relagdo a a;, onde w} é o conjugado de
: = 1 e arefas) = 0 _ 30 arel -] 1 . :
w;, ocorre quande |ojf = 1 e argla;) = arg(A; A7), onde arg(-) representa a fase angular

do nimero complexo. O miximo do produto das duas raizes é dado por:

maxw;w} = (|A] = A + ¢;)° (6.17)
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juw
Rafzes do polinémio
desiocado —— Vi(w)
Vi(w) = T{w -+ A%)
& oo
Tl o
— .
€3 T -

Figura 6.2: Raizes do polindmio Vi{w} correspondendo a max w;w}.

Generalizando este resultado para as nt raizes de V;(w), pode-se enunciar a seguinte

proposigao:

6.7 Proposigao: Seja T(s) um dado polinémio, onde cuda wma de suas raizes Ay k =
L,....nt pertence ao respectivo circulo Cy. Aplicando a transformacdo (6.12) e considerando

a raiz A} de TY(s), obtém-se o polinémio Vi(w) (6.13) onde sua i-ésima raiz w; satisfaz:
lwil < « (6.18)

Entdo, fem-se que o sequinte relacdo € vdlida:

0] < viled (6.19)
onde
ni
vile)=e ] (A7 =AY +¢)) (6.20)
F=lg#i
com € = [€],€2,. .., €.

A demonstracio desta proposi¢do é obtida a partir das equagdes apresentadas ante-

riormente, juntamente com a mencionada propriedade polinomial, on seja:

nt | ni nt
[v;0] = H wylo= o w; H wil < og H (EA? — /\?I +€;) (6.21)
e FESRES =t

O




86

A partir da equacdo (6.19), e aplicando-se as transformacoes (6.12) e (6.13) suces-
sivamente para todas as ralzes nominais AY, deriva-se a seguinte expressio como fungio do

vetor de perturbacao é:
gi(1%.6.¢) = 6T A, (196 — vEe) < 0
" ix'l.,....njaan —‘r)nR (6.22)
onde
ng € o nidmero de pares complexos conjugados de T(s}.
np é o numero de raizes reais de T(s).
& é o vetor de perturbagdo dado por & = [61,...,68u]7

A; € a matriz positiva semi-definida resultante do desenvolvimento de |v; gl

Em outras palavras, se cada raiz A; do polinomio caracteristico 7'(s) pertence ao
respectivo circulo C;, entdo os coeficientes deste polinémio devem verificar o conjunto de
desigualdades dado em {6.22)} (lembrando que ¢ = t — ¢9).

Deve-se destacar que os resultados propostos acima, ao contrdrio dagueles apresen-
tados em Figueroa e Romagnoli (1994), nao sao conservativos. Na abordagem de Figueroa
e Romagnoli (1994), ¢ munimo do produto das raizes é a condigdo suficiente (mas néo ne-
cessdria) imposta sobre os coeficientes do polindmio caracteristico.

A seguir, as restricdes qnadriticas acima sde utilizadas na obtengdo de uma regido,
denotada por ( ., no espago de pardmetros do controlador contendo o conjunto W dos con-

troladores factiveis. A Figura 6.3 flustra o processo de obtengio do conjunto de restrigdes.

Condicdo necessdria schre T(s) para
que suas ralzes pertengam aos
cireulos de alocagao

. t= Mip)sz
B ]
T. Linear

Figura 6.3:  Derivacdao do dominie de busca ), 2 W ne espago de parametros do

controlador.

Inicialmente, seja a partigdo da matriz M{p) em {2.16), considerando o parametro




central do processo p = p.:

1 o
M(p.) = o o | (6.23)

onde n® € R, e N0 & prix(nhtnoti)
Logo, levardo-se em conta a linearidade do polindmio caracteristico em relagio aos

pardmetros do controlador {2.14), pode-se escrever:
t=n"+ N (6.24)
Assim, tem-se. pela equagdo (6.22)

g =0T A4:6 —7He) < 0 =
gi = (6 —tHTA;(t - t9) - 43 e) < 0 = (6.25)

G, = x TN A, N + 2 NT A (0 — 19 + (0 ~ tD_)TAg(_-nU -t —v¥Hea <0
onde g, € a nota¢do para as restricdes quadraticas em x. Portanto, pode-se definir o dominio
de busca (), como:

Qp={xe Rt | g <0 ,i=1,---,np.} (6.26)

Lembrando que a condigdo obtida na Proposigdo 6.7 é uma condicio necessiria, fica
claro que a regido () ,, contém o conjunto dos controladores factiveis W (Q , D W). Portanto,

o objetivo da rotina de otimizagdo é solucionar o problema de maximizacio restrita dada por:

{ max f{x)

re),
onde
m{z) sex €W
= 6.27
fz) { dlz) sex g W (6:27)

e d(z} é a fungéo pseudo medida de robustez definida de modo andlogo ao apresentado no
capitulo anterior, e caiculada para os pontos infactiveis (# ¢ W). Como o conjunto de
restrigies é definido por um conjunto de inequagtes quadréticas, o Algoritmo Genético para

restrigbes convexas, apresentado no Capitulo 4, pode ser prontamente aplicado.

6.4 Exemplo Numérico

Considera-se aqui o mesmo exemplo tratado por Figueroa e Romagnoli (1994), o qual

foi inicialmente abordado por Soh et al. {1987b). Trata-se de um processo de segunda ordem,
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cuja func¢ao de transferéncia e respectivos intervalos de incerteza sio dados por:

b 238 < a <242
gls) = 5—SEL
57 =225 —a 0.97 < b < 1.05
Os circulos de alocagio mostrados na Figura 6.4, sio definidos por AY = ~10, AY =
~1.0+j0.7e AS = ~1.0 - j0.7 com raios iguais a2 ¢, = 0.5, ¢, = ¢3 = 0.7.

Considera-se a seguinte estrutura para o controlador, juntamente com seu respectivo

vetor de parametros:

_ oS+ o _ T
G(s)/H(s) = STh. o T (LAt gogn]”.

As restricbes quadraticas g,, calculadas por (6.25) sdo dadas por:

1wt 10 102 222 —1.49 0.51
Ay =] =108 102 -0 | ; Ao = | —-1.49 1.490 -1.00
102 —10 1 0.51 ~1.00 1.00

1 0 0 0
2.2 1 H ]
-24 =22 101 1

0 -24 0 101

Y1 =47.0; g2 = 14.0; M(pe) =

0 =11 12.0 2149 14.9]7

O dominio de busca do algoritme é definido entdo por ¢, = {x g, <0.i= 1.2}. O

algoritme converge apds 2 iteragdes para o seguinte conjunto de parametros do controiador:
wp=[1 12.227 1.902 45.595]7

que apresenta uma medida de robustez m(zs) = 4.64 ou, em outras palavras, um intervalo
de incerteza admissivel correspondendo a o € [2.31,2.49} e b € [0.83,1.19] que é 4.64 vezes
maior do que o assegurado por Figuerca e Romagnoli {1994) para este exemplo. A titulo de
comparagao, a Figura 6.4 mostra as rafzes obtidas com o controlador a) obtido por Figueroa
e Romagnoli (1994} e b) gerado pelo presente métedo. Nota-se a concentracio de rafzes em
torne dos centros dos circulos em a), indicando a conservatividade das restrigoes utilizadas.
Ao mesmo tempo, confirma-se uma boa distribuicdo de raizes no caso b).

Concluindo. apresentou-se neste capitulo uma metodologia para o projeto de contro-
ladores robustos que alocam os pélos de malha fechada do sistema em um conjunto de regices

circulares circunvizinhas aos pélos nominais definidos. Utilizando propriedades polinomiais




a) Polos para o controlador em {Figueroa e Romagnoli, 1994} , a=[2.38,2.42}, b={0.97,1.05]
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I'igura 6.4: Comparacdo de controladores.
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basicas, derivou-se um conjunto de condicies necessirias sobre os coeficientes do polinédmio
caracteristico tal que as suas raizes pertencam aos circulos dados. Estas condicdes necessarias
foram usadas para a obtencao de um dominio de busca ¢} . no espaco de pardmetros do con-
trolador contendo o conjunto W dos controladores factiveis. Dentro deste dominio fechado
@ v, o Algoritmo Genético procura pelo controlador mais robusto. O exemplo considerado
em Figueroa e Romagnoli (1994} é usado para ilustrar a eficiéncia do método.

Na abordagem de Figueroa ¢ Romagnoli {1994), uma condicio suficiente para que
as raizes do polinémio caracteristico estejam dentro dos respectivos circulos & derivada.
Dado que o projeto é totalmente baseado nesta restriciio, é fundamental a utilizacdo de uma
condicio que seja sufictente. Como esta condigiio é imposta a tados polindmios resultantes
da combinagio de um dado controlador com os parimetros incertos do processo, a margem
de incerteza paramétrica assegurada pelo controlador obtido resulta conservativa.

A abordagem aqui proposta para a sintese do controlador robusto se baseia em dois
aspectos importantes. A otimiza¢do de uma medida de robustez de um dado controlador (que
dé a suficiéncia com relacio & robustez garantida) é realizada com relagio aos parametros
que satisfazem um conjunto de condigées necessdrias, cuja tinica funcio é delimitar o espaco
de busca do algoritmo. Desta forma, o resultado conservativo resultante da imposicio de
uma condigao suficiente pode ser evitado.

E interessante observar que a metodologia adotada se enquadra perfeitamente nas
consideragbes acerca da andlise e sintese de controladores colocadas em Ackermann (1993).
Na pagina 269 do referido livro, 1&-se: “Condiges necessdrias de estabilidade apresentam
um valor limitado na analise de robustez, porque é preciso ser pessimista na andlise. Para
o projeto, contudo, as condigdes necessirias de estabilidade sio tteis jé que estas fornecem
uma regiao finita no espago de pardmetros do controlador aonde as possiveis solucdes devem
estar alocadas™.

O capitulo seguinte apresenta uma relagio de exemplos numéricos e aplicacoes envol-

vendo os resultados apresentados nos capitulos precedentes.




Capitulo 7

Exemplos e Aplicacoes

7.1 Introducao

Nos capitulos anteriores, foram desenvolvidas metodologias especificas para o cdlculo
dos parametros de um controlador linear que apresente um desempenho aceitdvel diante das
incertezas paramétricas do processo controlado. Neste capitulo, acrescentam-se alguns exem-
plos numéricos e aplicacbes do método desenvolvido.

Primeiramente, na Se¢do 7.2, apresenta-se um exemplo simples com relacdo a um
sistemna discreto de primeira ordem. Este exemplo, apresentado em Santos-Mendes (1989), ja
foi considerado no Capitulo 3 nas discussdes das limitacdes dos métodos de gradiente, Agui, o
algoritmo apresentado no Capitulo 5 é utilizado na determinacio de um controlador robusto
para o sistema.

A segdo 7.3 apresenta um sistema discreto de fase ndo-minima com inclusio de inte-
grador. Este problema foi solucionadeo originalmente em Aradjo (1991b} através do método
de gradientes. Aqui, a solu¢io do problema é obtida para duas ordens distintas do controla-
dor, com excelentes indices de robustez.

Na secao 7.4 discute-se o sistema continuo “Duas Massas/Uma Mola”, apresentado
em El Ghaoui (1990) e também discutido anteriormente no Capitulo 3. Soluciona-se o pro-
blema da estabilidade para 3 casos distintos da ordem do controlador, sendo que para o
terceiro caso {controlador de 4a. ordem), destaca-se que o método de sintese com gradientes
de El Ghaoui (1990) nao obteve um controlador robusto.

Finalmente, na se¢ao 7.5, considera-se o modelo em tempe continuo do eixo lateral de
uma aeronave L-1011. apresentado em Galimidi e Barmish (1986), correspondendo a um sis-

tema {SIMO) de duas saidas e uma entrada. Obtém-se os pardmetros dos controladores que
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estabilizam o sistema., considerando também frés situacdes distintas nas ordens dos mesmos.

7.2 Sistema de Primeira Ordem com Integrador

Apresenta-se aqui o exemplo de wm sistema discreto de primeira ordem. com duas
incertezas parameétricas. Este exemplo ja foi abordade no Capitulo 2 para exemplificar o
calculo da medida de robustez para um dado controlador. e também no Capitulo 3 para
ilustrar as limitagoes dos métodos de sintese de controladores baseados em gradiente. Trata-
se de um sistema de primeira ordem, abordado originalmente em Santos-Mendes {1989}, dado
pela seguinte fun¢do de transferéncia:

271
1 + az7!

Os pardmetros a e b estdo sujeitos aos seguintes intervalos de incerteza:

ylk) = ulk) (7.1)

—0.6 <a<—-04

(7:2)
0.3<b<0.7
Deseja-se encontrar um controlador do tipo PL, de modo a alocar os pdlos do sistema
em malha fechada na regido D do plano complexo representada na Figura 7.1. Esta regido
D é obtida considerando-se o indice de desempenho £w, > 40 e o sobre-sinal mdximo M, <
0.1 {£ > 0.8) como especificacdes da resposta transitoria.
A estrutura do controlador Pl é dada pela equagio seguinte:

1

0.8¢

0.8+ #

1/
o D

iz}
(=]
o

-1 -0.5 & 5.8 1
Refz}

Figura 7.1: Regido para alocagio de polos.

1
_ ot ;T () (7.3)

u(k) = T
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onde ey € escolhido de forma a garantir erro nulo em regime para uma entrada em degrau, ou
seja. eg = go+g1. O vetor de pardmetros do controlador é definido entdao como & = [1 g9 g1]%.

O problema consiste na obtencdo dos parametros g e g1 tais que o polindmio carac-
teristico emn malha fechada tenha raizes na regido D da Figura 7.1. quaisquer que sejam os
valores de a e b definidos em (7.2).

Considerando-se a otimizagdo dos pardmetros do controlador através da metodologia
apresentada no Capitulo 5, definiu-se o circulo C contendo a regido de alocagio D como sendo
um circulo centrado em z = .39 com raio r = 0.59, conforme se observa da Figura 7.2. Este
circulo é usado na determinagio do dominio de busca politépico no espago de parametros do
controlador. Executando-se o algoritmo de otimizacdo proposto para este problema (consi-
derando apenas a ordem definida acima para o controlador), obteve-se o seguinte vetor de

parimetros para o mesmo:

2" ={1 go ga]” =1[10.7803 — 0.3735" (7.4)

cuja medida de robustez equivale a

miz™) = 2.14 (7.5)

que corresponde ao seguinte intervalo admissivel para os pariametros incertos:

—-0.714 < g < —0.285
0.070 < b < 0.929

A nuvem de raizes correspondendo is combinacoes destas incertezas com o contro-
lador obtido ¢ dada na Figura 7.2, Observa-se o excelente aproveitamento de espaco na
distribuicao das raizes dentro da regido de alocacao.

Como se trata de um exemplo simples, com apenas 2 varidveis de otimizagdo,
¢ facil verificar atraves de uma varredura exaustiva, que os valores encontrados para as
varidveis otimizadas, correspondem com boa precisao ao Stimo global para {max m(z)}. Na
simulagdo com o método de gradientes, em 10 situagdes diferentes para as condicdes iniciais
{conforme Capitulo 3}, apenas em um caso obteve-se um resultado préximo ao étimo global
{z* =11 0.816 — 0.384] com medida de robustez m(z*) = 2.08).
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Poles de maiha fechada

0
Re{z}

Figura 7.2: Polos de malha fechada cousiderando-se as incertezas admissiveis.
7.3 Sistema de Fase Nao-Minima

1

Considera-se aqui o sistema discreto de fase ndao minima' com integrador, discutido

em Aratjo (1991b}, dado pela seguinte funcdo de transferéncia:

4Bz 1) _ by + bz
ACz"YY T (I +az D1 =21

cujos pardmetros estdo sijeltos aos seguintes intervalos de incerteza:

.99 < a; < ~0.89
0.38 < by < 0.58 {7.8)
0.36 < by < 0.58

0O objetivo é projetar um controlador linear robusto gue alogue os pélos do sistema
em malha fechada na regido eliptica D mostrada na Figura 7.3, considerando-se todas as
possiveis combinacbes dos pardmetros as, by e by, A elipse D é definida com centro em
z = 0.5 e semi-eixos vertical e horizontal iguais a 0.4 e 0.48, respectivamente.

Considera-se dois tipos de estruturas para a ordem do controlador, uma de primeira
ordem e a outra de segunda ordem. conforme a Tabela 7.1.

Os resultados obtidos com o algoritmo de otimizacio do Capitulo 5 sdo apresentados

'De fato, o sistema serd de fase ndo-minima apenas para um subconjunto das incertezas do processo
carrespondendo a jbi] > lbal.
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Caso i Estrutura do Controlador § Vetor de Parametros

; GG mtas
[f(}.‘:_z}' 1+ hgz“l
o | GGET) gtz g
Hz"1 14+ hiz7b 4 hpz—?

z=[1ht g gl]T

=11 hy bz go g1 92}7

Tabela 7.1: Estruturas abordadas para o controlador.

na Tabela 7.2. Verifica-se que a medida de robustez 6tima para o controlador de 2a. ordem
apresentou um aumento de 18% em rela¢do ao de primeira ordem, como previste pelo Teorema
5.3 apresentado no Capitulo 5.

As nuvens de raizes para os 2 casos, considerando-se as incertezas admissiveis em

Caso Parametros Robustez Incertezas
do Controlador m{z*) Admissiveis
-1.0725 < a; < —0.8075
1 | 2*=[10.0270.3266 —0.3103]7 | 2.65 0.215 < by < 0.745
0.195 < by < 0.725
#*=1{1 ~0.7828 — 0.0003 ~1.097 < a; < —0.783
2 0.3418 ~ 0.5455 0.2089)7 3.14 0.166 < b < 0.794
0.146 < by < 0.774

Tabela 7.2: Resultados obtidos para os controladores de Ia. e 2a. ordem.

cada situagdo, sdo mostradas na Figura 7.3.

As respostas temporais para uma entrada do tipo degrau sio mestradas na Figura
7.4, Para a simulacdo das respostas temporais utilizaram-se os valores extremos dos intervalos
de incerteza correspondentes a 90%2. Ou seja, para o controlador de 1a. ordem, utilizaram-se

os 8 conjuntos de parametros correspondentes aos extremos dos intervalos:

—1.0593 < ¢y < ~0.8207
0.2415 < by < 0.7185 {7.9)
0.2215 < by < 0.6985

*Devido 3 escolha da regifio D neste caso, algumas simulacdes para 100% das incertezas admissiveis apre-
sentam um amortecimento muito haixo.
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Casot Caso 2

Im{z)

Figura 7.3: Pdlos de matha fechada considerando-se as incertezas admissiveis.

e para o controlador de 2a. ordem. os extremos dos intevalos:

—1.081 < ay < ~0.799
0.198 < by < 0.762 (7.10}
0.178 < by < 0.742

As respostas femporais subamortecidas (mais pronunciadas para o caso do con-

Caso |
1.5 T T : c : T
i 1 L 1 H
& 50 100 150 200 250 300 350 400
Caso 2
1.5 Y T T T T
=y
=
O I L ! L 1 L
0 5G 100 150 200 250 300 350 400

& {muliiplos do per. de amostragem T}
Figura 7.4: Respostas temporais para uma entrada em degrau.

trolador de la. ordem} correspondem a pdlos complexos no extremo direito da elipse de




alocagdo (proximos ao circulo unitdrio) e poderiam ser evitadas com a escolha de uma regiio

de alocagao mais restritiva.

7.4 Sistema “Duas Massas/Uma Mola”

Apresenta-se aqui a solugdo do problema “Duas Massas/Uma Mola”, j4 abordado no
Capitulo 3, utilizando o método proposto neste trabalho, O exemplo foi apresentado também
no Capitulo 5 onde inclufa a presenca de um sinal de perturbagio estocdstico. Considera-se,
na presente discussdo, apenas o problema da estabilidade robusta. Este sistema é tradicio-
nalmente abordado na literatura {El Ghaoui, 1990}, sendo também o exemplo mais simples
de uma estrutura flexivel. O sistema em tempo continuo é mostrado na Figura 7.5.

A massa my é suposta conhecida e de valor mq = 1, e 0s dois pardmetros incertos sio

Xy Y=3%

- —

0O 0O

Figura 7.5: Sistema Duas Massas/Uma Mola.

a massa mg e a constante da mola k, ambos com valor nominal unitdrio. Os parametros [; e
/3 representam a constante da mola normalizada para ambas as massas. ou seja, [; = k/m,
e ly = k/my. A saida y é o deslocamento z; da massa ms. A representacdo do sistema no

espaco de estados é dada por (E! Ghaoui, 1990):

0 1 0 0 0
. -l 0 1 1
%% 1 1 0 .t Y
0 0 0 1 0 ;
(7.11)
lo 0 =l 0 0
y=[00 10 =
onde o vetor de estados é dado por:
T =z &y g 22)7 (7.12)
e 03 parametros sao;
k k )
I = e, [y = (7.13)
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com valores nominais iguais a:

/{wm — z;om =1 (7.14)

Admite-se como intervalos de incerteza, I; € (0.2} e l; € {(0,2). O objetivo é encon-
trar uin controlador dindmico que estabilize o sistema para todos os valores dos parametros
incertos.

Fm El Ghaoui (1990), vérias estruturas de controlador sio propostas para solucionar
o problema. A norma utilizada pelo autor para medir os desvios paraméiricos é a norma £
{portanto, correspondendo a regides de incerteza hiperesféricas ao invés de hipercibicas), e a
margem paramétrica admissivel para o controlador é chamada de “margem de parametros”
{pm} — o equivalente da medida de robustez aqui definida. No caso de realimentagio de
safda para um controlador de segunda ordem, o método citado encontra um controlador
solugdo para o problema {pm = 1.0), mas para o controlador de realimentacio de safda de or-
dem completa (4a. ordem), a maxima robustez conseguida equivale a pm = (.4064. Através
do método desenvolvido neste trabalho, pode-se obter um controlador de 4a. ordem com ro-
bustez maxima. o que evidencia as deficiéncias dos métodos de gradiente e a potencialidade
da metodologia aqui apresentada.

A fim de se tratar o problema de acordo com o modelo aqui considerado, obteve-se a
representacio equivalente do sistema em funcio de transferéncia {para se aplicar os resulta-
dos de robustez apresentados no Capitulo 2 para o caso continuo, as funcdes de fransferéncia

devem se apresentar como funcdes em 57!

ao invés de s). Conforme apreseniado no Capitulo
5, a fungao de transferéncia em malha aberta relacionando a saida y(¢) & entrada de controle

u(t) é dada por:

Y(s) _ Iy _ B(s)
Us) ~ s+ (bt s~ Als)

o

(7.15)

onde os valores nominais dos pardmetros sao [1°" = 797 = .

Como a regido de alocacdo para os pdlos é o proprio semi-plano esquerdo em s, define-
se um circulo ¢’ no mesmo, a fim de se obter um dominio de busca linear para o algoritmo.
Adotou-se neste caso wm circulo centrado em s = —5 com ralo r = 5. Consideraram-se 3
ordens diferentes para o controlador, segundo se observa da Tabela 7.3. Esta tabela também
mostra os parametros otimos obtidos com o algoritmo para cada situacio, juntamente com
a medida de robustez correspondente. (J caso estatlico ¢ o de la. ordem ndo admitem
solugbes factivels para este problema {W = 0).

Observa-se que para este exemplo todos os controladores obtidos tém robustez igual
2 0.999. O Teorema 5.3 permite conjecturar que este € um limite tedrico para a robustez de

qualquer controlador para este sistema. Destaca-se aqui, a obtencao do controlador robusto
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de 4a. ordem, que ndo foi obtido anteriormente em F! Ghaoui (1990), por se tratar de um
problema bastante complexo (10 varidveis de otimizagio) para ser solucionado com métodos

de gradiente.

Caso | Ord. Cont. Parametros Otimos (2™) m*
1| nhong =2 [ [112.3948 24.7810 -19.5713 0.0067 0.0005]7 | 0.999
2 nh,ng = 3 {1 13.7969 105.63 327.8819 (3.999

441.3526 416.2397 0.0927 0.086]7
3 | nhyng =4 1e3*[0.001 0.0214 0.2246 1.2603 3.3626
0.8803 6.3918 2.5521 0.0002 0.0001]7 0.999

Tabela 7.3: Resultados para os controladores dos casos 1,2 e 3.

A Figura 7.6 mostra os pdlos de malha fechada do sistema com relacio ao controlador

de 4a. ordem.

Raizes para o controlador de 4a., ordem
: T

38 7 1 T
ap : -’: ey /) \\\‘:ﬁ"/’ .

E—
T

Im
o
T

- . .,...'.’r,’:.“ e P \\ » \ ) /‘,_—-v Lot —
: 7 . - 4‘\
o S . /“P ’i -
-8 L H ; H £ H L
—& -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
Re

Figura 7.6: Pdlos de malha fechada para o controlador de 4a. ordem.
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7.5 Modelo Dinamico para a Aeronave L-1011

Apresenta-se aqui a aplicacio do algoritmo proposto no Capitulo 5 na determinacao de
um controlador estabilizante para o modelo dinamico do eixo lateral de uma aeronave L-1011.
O modelo do sistema na representacio de espaco de estados. segundo Galimidi e Barmish.

{1986) é dado por:

—2.98 a ] 0,034 —0.032
dr —0.99 -0.21 0.035 -0.0011 0
S = T+ 7
0 0 { 1 0
0.3 —5.5585 0 —1.89 -1.6 (7.16}

6 0 1 0
y = x
0 0 01
onde # € R* & o vetor de estados do sistema ¢ a é o parametro incerto, cujo intervalo de
incerteza € dado por a € (—0.57,2.43).

A funcdo de transferéncia. com duas saidas e uma entrada, correspondente a esta

representacao do modelo é dada por:

V(s) = [YI(S)} -t {Bl(‘s)}v(_s) (7.17)

Yo(s) | AGs) | Bys)

onde

A(s) = 5"+ 50857 + (6.662 + 0.99a)s” + (1.5487 + 1.8711a)s + (0.5793 — 0.0132a)

Bi(s) = ~1.68° — 5.11655 — (1.1799 + 1.584a)

Ba(s) = ~1.65° — 5.11655% — (1.1799 + 1.584a)s (7.18)

A estrutura do controlador, considerando uma referéncia nula {(r=140). édada por:

—1

"= T

[G1{s) Gafs)]Y(s) (7.19)

=

onde
H(S) P Sﬂh + h»l.S’ﬂh_l + hzsnhw‘z ot hnh

Gil(s) = gro8™" + 115" 4 gras™n 2 L4 G1ng, (7.20)
Gals) = 20892 + gg18"92 1 4 gops™02—2 L < Yong,
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O vetor de pardmetros do controlador é dado por:

. T . sk
e=[1 hy hy - hop Gio G112 G12 - Ging; §20 §21 §22 7 Gangy) € ROVFRIrATg2Ed

(7.21}

O objetivo é encontrar um controlador que estabiliza o sistema para todos os valores

dos parametros incertos a € {—0.57,2.43). Para a determinacio do dominio politdpico de

busca definiu-se o cfreelo € centrado em s = 5 com raio r = 5. Considera-se 3 ordens

diferentes para o controlador, segundo a Tabela 7.4. Esta tabela também apresenta os resul-

tados apresentados com a simulacdo do algeritmo, incluindo os parametros 6timos obtidos. a
respectiva medida de robustez e o intervalo admissivel para o pardmetro incerto.

Em todas as 3 situacdes, o controlador obtido z* representa uma solugdo para o

Ordem Contr. Pardmetros Otimos (2*) m* a
nh,ngi,ngs = 0 (1.0 —0.3761 —0.2213]7 1.72 | (-1.65, 3.51)
nh,ngy,ngz = 1 | [1.0 3.6511 3.3479 — 0.6594 2.6545 - 0.3686]7 | 2.55 | (-2.89, 4.75)
nhyng, ngs = 2 [1.0 — 1.7179 90.2201 52.3454 109.1376 2.84 | (-3.33, 5.19)

~13.5355 — 0.8077 — 11.4009 — 21.2344]7

Tabela 7.4: Resultados para os controladores de ordem 0.1 ¢ 2.

problema inicial (j& que m(z*} > 1). Novamente ressalta-se que, em problemas como este,
com grande numero de varidveis a otimizar, os métodos de gradiente dificilmente obtém o
controlador mais robusto. Mais uma vez, pode-se observar o aumento da medida de robustez
otima m” com o aumento da ordem do controlador, segundo o Teorema 5.3. A Figura 7.7
mostra os polos do sistema em malha fechada para cada uma das situagdoes. considerando os

respectivos intervalos admissiveis da incerteza paramétrica.

Em conclusao. apresentaram-se neste capitulo uma série de aplicagbes do algoritmo
proposto no Capitulo 5 envolvendo sistemas discretos e continuos. Pdde-se verificar a oti-
mizacao eficiente dos controladores robustos nao somente em relagio aos seus parametros,

mas também em relagdo as suas estruturas {ordens).
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RAIZES PARA O CONTROLADOR DE ORDEM ZERGC
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Figura Pélos de malha fechada para os controladores de ordem 0,1 e 2.




Capitulo 8

Polinomio Caracteristico Nao-Linear nos

Parametros do Processo

8.1 Introducao

Apresenta-se neste capitulo uma proposta de soluciio alternativa para o caso geral
em que os coeficientes do polinémio caracterfstico sio funcdes nio-lineares dos coeficientes do
processo. A Segdo 8.2 traz uma discussdo sobre alguns dos principais métodos que abordam
este problema. destacando as vantagens e os pontos probleméticos de cada abordagem.

O método de andlise de robustez adotado nesta tese pressupde a linearidade de
polinémio caracteristico em relagio aos parametros do processo. Na realidade, os poucos
metodos encontrados na literatura enfocando a nic-linearidade geralmente fornecem uma
solugdo exata apenas para alguns casos particulares. Na maioria das vezes, o que se tem &
um limitante inferior da margem de pardmetros (medida de robustez} para o caso mais geral.
A proposta aqui é de uma solugdo aproximada para o problema utilizando uma rotina de
busca muitidimensional baseada em algoritmos genéticos. A metodologia limita-se aos casos
em que o numero de incertezas ¢é reduzido. A otimizacio numérica é aplicada tanto na etapa
de andlise como na etapa de sintese dos controladores. O processo de sintese é implemen-
tado sem consideragoes prévias sobre o dominio de busca para os parametros, ao contririo
do caso linear apresentado anteriormente. Ou seja, definem-se a priori limites inferiores e
superiores para os parametros do controlador, sendo a robustez do mesmo otimizada sobre
este conjunto. Ao final da etapa de otimizag¢do, um método de andlise alternativo, como, por
exemplo, o método de El Ghaoui (1990, 1992}, é utilizado para garantir a medida de robustez
do controlador obtido. Apresentam-se, ao final do capitulo, dois importantes exemplos de

aplicagio do algoritmo: o sistema de 3 massas e 2 molas apresentado em El Ghaoui (1990,
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1992), e o problema do controle vertical de um helicoptero. proposto em Bhattacharrvya.
(1987},

8.2 Histérico do Problema

O tratamento da robustez para o caso em (ue os coeficientes do polindmio carac-
teristico sdo fungdes ndo-lineares dos parametros do processo apresenta tma grande comple-
xidade, sendo que a maioria dos métodos fornece apenas limitantes (superior/inferior) para
a margem paramétrica, ou entdo soluciona o problema, para o caso geral, através de oti-
mizagdo numérica multidimensional.

Dentre os casos de néo-linearidade do polindmio caracteristico destaca-se o caso dos
sistemas MIMO (miltiplas entradas. multiplas safdas). cujos polindmios caracteristicos apre-
sentam termos do tipo produto dos coeficientes do processo. Obviamente, o proprio caso
SISO {entrada simples, saida simples) pode, dependendo da estrutura de problema, apresen-
tar ndo-linearidade nos coeficientes do polindmio caracteristico.

Apresenta-se a seguir, uma rapida descrigdo de cinco das principais abordagens que
consideram o problema da nao-linearidade no polinémio caracteristico. A abordagem de
Geromel et al. (1991) é formulada para uma representagao em espaco de estados. As abor-
dagens de Chapellat et al. (1993) e Zettler e Garloff (1996) trabalham diretamente com a
representagao em fungdes de transferéncia, enquanto que as abordagens da Analise ;2 e Ll

Ghaoui (1990, 1992) prevéem uma formulacio para ambas as representacoes,

8.2.1 Abordagem de Chapellat

Esta abordagem considera o caso particular em que as incertezas paramétricas apa-

recem de forma multilinear no polinémio caracteristico, denotado aqui por 4(s}, ou seja:
8(s) = Fi(s)Pii(s) - Pony(s)+ -+ Enl(8)Pri(s) -+ - Py, () (8.1}

onde F;; sdo os polindmios do processo com incertezas do tipo intervalo, e I} correspondem

ao0s polindmios do controlador (Figura 8.1).

Em Chapellat et al. (1993) define-se um subconjunto dos polindmios incertos do
processo, denominados segmentos CB, numa extensio direta dos resultados de Kharitonov
(1979). Estes segmentos CB apresentam importantes propriedades com relagio a todo o con-

junto de incertezas, sendo que as margens de estabilidade e desempenho para todo o sistema
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+ Fi(s) Pri(s} Pia(s) | o D8]
- Fa(s) Pa(s) Prals} Prry (s}

Figura 8.1: Exemplo de um sistema com perturbacdes multilineares no caso SISO.

incerto podem ser calculadas dentro deste subconjunto reduzido de incertezas.

O importante Teorema de Kharitonov fornece uma condiciio necessria e suficiente
para a estabilidade de uma familia de polindmios incertos através de um teste simples sobre a
estabilidade de apenas 4 polinémios especiais dentro deste conjunto. A apresentacdo formal

do Teorema de Kharitonov é dada a seguir:

8.1 Teorema (Kharitonov, 1979):

Considere a familia F de polindémios:
6(s) = o + 618+ bas® + - + 88" {8.2)

onde

& € lxi i, i=0,1,2,....n (8.3)

Entdo, a familia F € estritamente Hurwitz (assintolicamente estdvel) se e somente

se o8 quatro polinémios abaizo:

EYs) = zg+ 215+ yps° + yzs° + ayst + .-

I{Q(_S) = 2o+ 185+ ’gﬁzSg + ;1:353 + ,1?43‘§ O (8.4)
E3(s) = yo + w15 + 2257 + yas® + yast + - - -
K*4(s) = yo + y15 + 228” + 2357 + gy’ + -

sdo estritamente Hurwitz,

O Teorema de Kharitonov se aplica apenas ao caso continuo e nio abrange uma
possivel dependéncia entre os coeficientes do polinémio caracterfstico considerado. Apesar
destas limitagdes, este é um dos resultados mais citados da literatura de controle robusto.
tendo iniciado toda uma geracio de trabalhos nesta irea.

Em Chapellat ef al. (1993) estende-se a definicio dos polinédmios-vértice de Kharito-
nov, sobre os quais se testa a estabilidade de toda a familia de polinémios, para a definicio de

polindmios-segmento, denominados segmentos CB.
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Considere a regido de incerteza II no espago de coeficientes dos polindmios P,(s)

definidos acima:
IT={p| p‘;j € [fxij,;ﬁfj] iem, JEM =01 grau( P} (8.5)
Logo, pode-se escrever:
6(s) = Fils)Pu{s,p)- - Proy(8.p) + - Fols)Pa(s.p) - P (8, P). (8.6)

Seja A a familia de polindmios gerados do mapeamento p — 6(s), obtida fazendo-se

com que o vetor p assuma valores sobre o hiperretangulo II:

A = {§(s,p) | p e} (8.7)

Considere-se as seguintes defini¢ées :

o KE “(s), k=1,2,3,4- sdo os quatro polinémios de Kharitenov associados & familia
correspondente de polindomios-intervalo FPy;(s).

¢ Sejam os seguintes polindmios segmento, denominados segmentos de Kharilonov,

associados a cada polindmio incerto Pj;(s):

Sh=1K5(s), KE()] = MEL(s)+ (1 - A)KE(s), X e0,1]
SE =[KL(s), KE(s)] = AKL(s)+ (1= AKZ(s)., Ae[0,1] (8.9)
ng[ﬁ?j sh Ki(s)] = AKZ(s)+ (1= MEXEs), Ae (0,1
S =[K3(s), Ki(s)] = MKE(s)+(1—-NELs), Ae[0.1]

e Seja IT; um subconjunto de I obtido da seguinte forma. Os polinémios F;;(s), ¢ #

[ assumem valores sobre os polindmios vértice de Kharitonov A,f‘?& e {1234}, 1 =

Leeooomyf=1...., r;, e os polindmios Fy;(s) assumem valores sobre os segmentos de Khari-
tonov Sf, k€ {1,2,3,4}, j=1,....n0

e Seja Ay, [ = 1,....m o conjunto dos polindmios resultantes da combina¢io dos
polindmios fixes F = [F(s) F3{s) -+ Fpn(s)] com o subconjunto I}, ou seja,

A= {8(s) | (s} = A()E D ) KD sy 0 kI gy 4o

iry

()5 A5y S s) + (8.9)

A Fn ()KL () T sy - KT (5))

De forma andloga a definicao de A, tem-se:

Ar={é(s,p) | p eI} (8.10)
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¢ Seja [lcp = S § VR
* I finalmente Acp = UL, A = {8(s,p) I p € lIen).

Finalmente pode-se enunciar o seguinte teoremas:

8.2 Teorema (Chapellat et al., 1993): Dado wm conjunto fizo de pardmetros do con-
trolador representados pelo conjunto de polinémios F = [Fy(s) Fy(s) «+v Fi,.(3)], tem-se que

F' estabiliza II se e somente se F estabiliza ey,

Iste teorema garante que a estabilidade para toda a familia de polinémios com incer-
tezas multilineares pode ser determinada a partir da estabilidade para o subconjunto definido
IIcg. O teorema também pode ser modificado para considerar a situagio em que os coefici-
entes dos polinémios F;;(s} sdo interdependentes. Uma margem paraméirica de estabilidade

{(medida de robustez) pode ser igualmente obtida através desta metodologia.

8.2.2 Abordagem da Anédlise y

Uina abordagem tradicional para o tratamento de robustez em sistemas com per-
turbagdes estruturadas é o método da Andlise u (Doyle, 1982). Nesta abordagem, as per-
turbagbes multiparamétricas sdo representadas por um lago de realimentagio interna envol-
vendo uma matriz de transferéncia M{(jw). Desta forma, os métodos para tratamento de
sistemas MIMO (miltiplas entradas e mdltiplas safdas), envolvendo auto-valores e valores
singulares, sio usados na andlise das perturbagdes multiparamétricas limitadas em norma
{Whidborne et al., 1995)

A representacao adotada para o sistema na Andlise p é a representacio padrao larga-

mente utilizada em vérias abordagens de controle robusto (Figura 8.2). O sistema, ¢ descrito

por:
r4 . W
= P(s)
Y U
| Puls) Pals) w (8.11)
Pay(s)  Pasls) u
u = K(s)y

onde os sinals sdo: u - a varidvel de controle, y - as varidveis medidas. w - o sinal exégena,
e z a salda regulada. A matriz de transferéncia de malha fechada de w para z é dada pela

seguinte relacio :

z=F P K (8.12)
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Figura 8.2: Representacio padrio para o sistema.

onde

fl(P, I&v) =P+ P{sz(f - ngff)wlpgl (813)

A partir desta representagao, as perturbagtes (incertezas) presentes no modelo do
sistema podem ser representadas na forma da estrutura da Figura 8.3. A matriz P descreve
a planta, cujas entradas e saldas s&o ponderadas de forma que se tenha as normas das matrizes
de incerteza iguais a 1. O controlador A mapeia as medidas y as entradas de controle w. A
matriz Ay € BA; representa a perturbacio de incerteza estruturada. limitada em norma.

onde:

Ax = {Ar | Ay = bloco diag(Ag,, ..., Agp ). Ay, € C8%F i=1,. Fy}
(8.14)

BA; ={A e A} 5{A)< 1}

onde Fy ¢ o nimero de blocos complexos na perturbacao estruturada & e ¢ denota o valor

AR
Wrob Zrob
w z
per f perf
L L Atk e | P e ——
o Y
K

Figura 8.3: Representacio para a Andlise p.

singular maximo de uma matriz.
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O mapeamento Wy — 2, caracteriza o modelo de incerteza utilizado e o mapea-
mento Wyep s — Zuers Caracteriza o desempenho desejado. O objetivo é verificar se um dado
controlador K leva a um desempenho robusto, onde desempenho robusto é caracterizado
pela situacdo em que a estabilidade e o desempenho sio satisfeitos para todo o conjunto de
incertezas limitadas em norma. Portanto. o desempenho robusto é atingido se A estabiliza
FulP.Ay), VAL € BAy e [[F{FUP. ), AN|lee < L. VA € BA;.

Uma fungdo matricial g é definida para se analisar as propriedades de estabilidade
e desempenho do sistema da Figura 8.3. Define-se M = F (P, K) como sendo a matriz que
incorpora a planta (sem as perturbacdes ) e o controlador. Observa-se que as matrizes P, K
e A sao, na realidade, fun¢bes do pardmetro frequéncia w. Sejam n; as dimensdes de w,p
e Zrop € Nz as dimensdes de Wyey s € Zpers. Fechando-se 0 1ago zpery — > Wpers € definindo-se
a funcao matricial ¢ para uma frequéncia dada wg, obtém-se a representacio da Figura 8.4,

onde A € a perturbagdo de incerteza aumentada:

A = {A{ A = bloco diag(A1, Ag), A € Ay, Ay € CP27"2) (8.15)

Wroph Zrob
Wper f Zperf

Figura 8.4: Representacio para Analise i de desempenho robusto,

Pode-se agora definir p, para uma dada frequéncia wy, a partir da estrutura em bloco

para z andlise de desempenho robusto:

1 . .

A partir das definigdes anteriores, a seguinte definicao de desempenho robusto pode

ser feita.
,U,A(ﬂf(w{;) <1l ;,:'.AI(J_I[H(WQ)) < i (8 17)
& maxa, eBa, #a,(Fu(M{ws). Ay) <1 '
Se pa, {Mi1(wo)) < 1e M{wy) éestdvel, entdo ndo hda A, € BA; que possa desestabi-

Hzar F,(M(wo), Alwp)) e se pa  dF(M(wo), Ar}) < 1, 0 que equivale a 6{F,( M{wy), A }) <
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1 devido & estrutura de Az, entdo o desempenho é satisfeito em wg ja que HF, (M (wo s A)]|oo <
1V € BA,. Portanto isto demonstra a equivaléncia entre ga(M{wo)) < 1 e o desempenho
robusto.

o possivel mostrar que, se os pardmetros incertos admitem valores complexos. a mar-
gem paramétrica pm na norma (., ou seja, a medida de robustez, é dada pela minimizacio de
1/ no espectro de frequéncias, ou seja:

1
P M (w})

PMe = Mmin
W

(8.18)

Como nio se conhece uma expressio matematica para o cilculo do valor exato de
i, um limitante superior para o mesmo (ot seja, um limitante inferior para a margem pa-

ramétrica) é geralmenie usado:

pa(Miw)) < 5%1;) G{DM(w}D™h) (8.19)

onde D é um conjunto de matrizes inversivels qie comutam com A.

A seguir apresenta-se um resumo das principais dificuldades associadas ao método da
Andlise u:

¢ Como a Andlise p considera parametros complexos, o limitante superior para u
pode ser arbitrariamente conservativo nos casos mais realisticos, onde os pardmetros do pro-
CEes80 SA0 Teais.

o Os algoritmos existentes para o calculo do limitante superior de g em (8.19) res-
tringem a matriz de perfurbacdo complexa A para o caso em que ndo hé blocos repetidos na
matriz bloco diagonal.

e A funcdo w — p(M(w)) é uma funcio descontinua.

¢ A inica norma que pode ser considerada na medicdo dos desvios paramétricos é a
norma £...

o A sintese p é limitada pelo fato de que o problema nao esta resolvido para o caso

das perturbagbes paramétricas reais.

A Abordagem de El Ghaoui {1990, 1992), apresentada a segnir, contorna alguns dos

problemas associados & Anélise pu.

8.2.3 Abordagem de El Ghaoui

A abordagem de El Ghaoui (1990, 1992) apresenta uma formulacao semelhante aos

principios da Andlise g. A minima distdncia a instabilidade no espacgo de parametros do
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processo. ou seja a margem de pardmetros, é formulada como um problema de valores singu-
lares estruturados, de forma andloga a Andlise x. Aqui. porém, a norma euclidiana também
pode ser usada na medida dos desvios paramétricos. Uma outra vantagem importante sobre
a Andlise ¢ é que a formulagdo envolve uma matriz real 3 independente da frequéncia w.
evitando assim, a varredura em frequéncia da Analise u (que pode ser problemitica devido &
descontinuidade de M{w)). A desvantagem desta metodologia é que a matriz real M repre-
sentativa do sistema é de ordem elevada, o que leva a necessidade de uma rotina de reducéo de
ordem.

Considera-se o sistema linear de ordem n em maiha fechada, invariante no tempo:
&= F(p)a (8.20)

onde = é o estado e F{p} € R"*™ é a matriz dindmica da planta. A matriz F(p) é uma
fungao racional do vetor de parémetros p € R, cujos valores nominais podem sempre ser

normalizados para zero. A margem paramétrica na norma £, de F(p) é dada por:
R(F) 2 min {pll | F(p) & instivel) (8.21)
Na Anélise y, a restricdo no problema (8.21) é expressa da seguinte forma:
Jw e R {det{jwl — F(p)) = 0. (8.22)

O problema é solucionado para cada frequéncia w, e wma varredura em frequéncia é
feita para se localizar o minimo global de R(w). Contudo, quando os paradmetros sio reais,
R{w) pode ser descontinua. mesmo no seu ponto de étimo global.

0 método de El Ghaoui (1990, 1992} evita este problema expressando a restricio erftica

(qual seja, F{p) possuir pdlos no eixo imaginério) na forma da equacéo :
det{B(p)) =0 (8.23)

onde B{p) é uma matriz polinomial reai de ordem nx(n+1)/2. Para virios casos particulares
do problema de estabilidade robusta (tempo discreto, representacio polinomial, estabilidade
relativa), a restricao critica também pode ser escrita como uma restricio de singularidade
para uma matriz real independente da frequéncia.

A representagdo final do problema também utiliza o método do lago de realimentacio in-

terna como na Andlise g. Em dltima instancia, O problema ¢ formulado da seguinte formas:
Ry(M.r} = mingepne {[|pllg | det(! + MA(p)) = 0},
(8.24)
A(p) = bloco diag [p1/,, -- 'pnpfrnp]




112

A quantidade R,(M,r) é referida como a margem paramétrica de M na norma £,,
com relagao ao vetor de estruturas r = [y -7p). O valor j. é 0 “p real” da andlise g, jd
que [|pllee = F(A(p)). Observa-se a similaridade com a Andlise u. A diferenca reside no fato
de que a matriz M ¢ de dimensao malor, porém real e independente da frequéncia.

Resumindo, pode-se enumerar como principais vantagens desta abordagem, os se-
guintes pontos:

¢ Definicio de uma margem de pardmetros pm generalizando o “i real” para dife-
rentes tipos de normas usadas na medigio dos desvios paramétricos.

¢ Uma ferramenta de aralise da estabilidade robusta para sistemas sujeitos a per-
turbagdes reais e polinomiais, nos dominios continuos ou discretos.

¢ Representagdo do problema numa formulacdo onde a mairiz A é real, evitando a
necessidade da varredura na frequéncia w.

¢ Um algoritmo para se computar o valor exato da margem paramétrica para o caso
de 1 ou 2 pardmetros incertos.

¢ Um algoritmo globalmente convergente para se computar um limitante inferior da
margem paramétrica pm para o caso geral multiparamétrico.

A desvantagem desta metodologia, como ja foi dito anteriormente, é gue a matriz real
M representativa do sistema é de ordem elevada. 0 que leva & necessidade de uma rotina de

reducae de ordem.

8.2.4 Anilise Convexa

Uma outra importante abordagem que permite o tratamento de problemas de ro-
bustez para o caso do polindémio caracteristico ndo-linear nos pardmetros é a abordagem de
Geromel ef al.. (1991) que utiliza programacdo convexa na determinagio dos parametros
Stimos do controlador robusto.

Geromel et al., (1991} considera o modelo de um sistema linear, descrito na repre-

sentacdo de estados dada por:

= Aw+ Biw + Byu
= Cl.’i’: -+ D1U (825}

H=—-Kz

g
|

onde x € B é o vetor de estados, u € R™ é o vetor de controle, w € ®! é o vetor de per-

turbacao, y € R" é o vetor de saida, e z € 17 é o vetor de saida controlada.
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Geromel et al., (1991) define um sistema aumentado, para o qual é realizado o trata-

mento matematico do problema, dado pelas matrizes:

[ 4 -B
F= 2]
0 0
(8.26)
0
7 =
x}

onde F ¢ Rlmtmixtmin) ¢ g Umtn)xm A matriz (7 apresenta uma importante propriedade
utilizada no desenvolvimento do método. Qualquer v¥' € N(GT) é escrito como v = [z7 0],
onde A denota o espaco nulo de uma matriz, e 2 € R® é um vetor arbitririo.
Considere-se a defini¢io da matriz semidefinida positiva @ ¢ Rim+rixim+n],
B BT o

Q= (8.27)
0 0

Seja a definicdo do seguinte conjunto convexo:
COV) = {W | W0, oI (FW+WF + Q) <0, Vv e N(GT)} (8.28)

onde W é particionada da seguinte forma:

W =Wl =

LERLE } (8.99)

Wi Wi
com Wy € R Wy € BT, o Wy« ROX™m,
Este conjunto convexo apresenta importantes propriedades com relagao ao conjunto
dos controladores estabilizantes para o sistema em malha fechada. como mostrado a seguir.
Considere-se que as incertezas nas matrizes A e By sdo descritas pelo seguinte dominio

poliedral:

N N
P:{F‘UﬁxZ&R, & >0, Zfizl} (8.30)
=1 =1
Ou seja, qualguer matriz factivel I' pode ser escrita como uma combinagio convexa
das matrizes extremas F; ~ (A, By);, i = 1,.-- N,
Seja K o conjunto de todas as matrizes de realimentagio de estado que estabilizam o

sistema em malha fechada, ou seja:
K={KeR™" | A~ ByK é ass. estivel} (8.31)

Um dos resultados mais importantes da abordagem convexa de Geromel et al., (1991)

relaciona o conjunto dos controladores estabilizantes K com o conjunto convexo C(W) definido
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anteriormente. Demonstra-se que os elementos do conjunto K possuem uma relacio biunivoca

com os elementos de C(W), ou seja:
EeKaeWel(W) {(8.32)
sendo que esta relagao é dada por:
K= {wiw | wec} (8.33)

Portanto, esta rela¢do biunivoca permite a representacio do conjunto nio convexo
K através do conjunto convexo C. Desta forma, o problema da determinacio de um con-
trolador robusto pode ser resolvido sobre o dominio C através dos métodos tradicionais de
programacao convexa. Apoés a determinacio dos pardmetros otimos {correspondentes ao
4timo global, por se tratar de um problema convexo), aplica-se a transformacdo inversa.
obtendo-se o ganho para a realimentacio de estado.

Varios outros problemas como desempenho H,, H.., estabilidade relativa e reali-
mentacdo de saida podem ser tratados com esta abordagem convexa. Nestes casos, porém,
nem sempre é possivel obter uma condigdo necessdria e suficiente de estabilizacdo, como para

o caso de realimentacio de estado.

8.2.5 Abordagem de Zettler e Garloff

A abordagem de Zettler e Garloff (1996) trabalha diretamente sobre o espaco dos
coeficientes do polindmio caracteristico. O método é usado na verificagdo da estabilidade
robusta de polinémios com incertezas polinomiais, ou seja. polindomios cujos coeficientes de-
pendem polinomialmente de parametros que variam em am intervalo.

Esta técnica utiliza um método eficiente de varredura numérica para verificar a es-
tabilidade de todo um conjunto de polindémios incertos, testando-se apenas um subconjunto
particular dos mesmos. Utiliza-se uma transformacio sobre o conjunte de polindmios, de-
nominada expansdo Dernstein, gerando os chamados polindémios Bernsiein (Garloff, 1993).
Fsta representacao possui uma importante propriedade que garante que todo o conjunto de
polindmios pode ser gerado pela combinagdo convexa de um subconjunto dos polindémios
Bernstein, O teste, na realidade, é feito sobre os polinémios incertos resultantes do desen-
volvimento do determinante de Hurwitz associado a0 sistema (a condicio de estabilidade
assintdtica € que este determinante ndo se anule). O método utiliza ent@o rotinas eficien-
tes de otimizagdo numeérica para verificar a positividade do determinante de Hurwitz com

relagao aos parametros incertos, considerando-se o subconjunte de polinémios Bernstein.




115

Esta metodologia permite a anélise de problemas de grande complexidade, onde o po-
lindmio caracteristico é de ordem elevada e com grande nimero de incertezas paramétricas,
Em Zettler e Garloff (1996) apresentam-se vérios exemplos de aplicacio, dentre os quais a
verificacdo da estabilidade de um polindmio caracteristico associado a uma maguina da Fiat,
apresentando 7 incertezas num polindmio de 7a. ordem cujos coeficientes envolvem um total

de 144 termos.

8.3 Proposta do Algoritmo de Otimizacao

Nesta se¢ao, propoe-se um algoritmo para a otimizacio da robustez do controlador no
caso em que o polindmio caracteristico é fun¢éo ndo-linear dos pardmetros do processo. Esta
abordagem limita-se a problemas com pequeno niimero de incertezas paramétricas devido as
propriedades de sintese do algoritmo discutidas mais adiante. Nos exemplos aqui simulados,
o nimero de incertezas fol limitado a ng = 3. O algoritmo segue uma rotina que alterna
sintese e andlise, ambas otimizadas com o uso de algoritmos genéticos. Deve-se ressaltar
que, como os algoritmos genéticos nao garantem a otimalidade global. a medida de robustez
do controlador obtido deve, sempre que possivel, ser confirmada através de algum método
alternativo, como o método proposto em El Ghaoui {1990, 1992) para o caso de 2 incertezas
parameétricas. Outra caracterfstica do algoritmo é que o dominio de busca para os parimetros
do controlador ¢ definido a priori pelo projetista ao contréario do caso linear, zonde é possivel
determinar dominios de busca relacionados ao conjunto dos controladores factiveis, conforme
abordado nos capitulos anteriores. Apresenta-se a seguir uma descricao detalhada do algo-

ritmo, cujo resumo enconira-se na sequéncia.

Define-se inicialmente uma regido de incerteza paramétrica R (conforme Figura 8.5)
para a qual o referido controlador deve garantir a D-estabilidade robusta. Define-se também
um conjunto de parametros P = {py,ps,....px} no contorno desta regiio de incerteza a se-
rem utilizados pela rotina. O algoritmo evolui alternando sintese e andlise otimizadas com o
uso do Algoritmo Genético para restri¢des convexas apresentade no Capitulo 4. Na etapa de
sintese, otimizam-se os pardmetros do controlador # para um conjunto finito de pardmetros
do processo (0s pardmetros criticos definidos no conjunto P). O algoritmo procura minimizar
a parte real dos pdlos de malha fechada associados a este conjunto reduzide de parametros.
Na etapa de analise verifica-se se este controlador garante as propriedades de estabilidade
para todos os demais pardmetros p € R. Se este ndo for o caso, um novo parametro critico

¢ incorporado ao conjunto finito de parimetros P e maijs uma vez o processo de sintese é
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acionado considerando este novo conjunto. Caso na etapa de andlise se verifique que o dado
controlador satisfaz as condigdes de estabilidade robusta para todos os pardmetros incertos
da regido K. a rotina é encerrada sendo este o controlador robusto obtido. Deve-se salientar
mais uma vez, ue como a andlise com o Algoritmo Genético nio garante a obtencao do
otimo giobal, um método de andlise alternativo deve ser usado para a garantia da robustez
deste controlador (por exemplo, para o caso de 2 parametros incertos. a abordagem de Fl
Ghaeoui (1990, 1992) fornece um valor exato para a medida de robustez). I interessante oh-
servar que, porém, como o nimero de pardmetros otimizados na analise é pequeno. ou seja.
o nimero de incertezas paramétricas (limitado por consideracdes praticas a ng = 3) é pe-
queno, o algoritmo genético torna-se extremamente eficiente com uma grande probabilidade
de otimalidade global.

Seja P = {p;, 7 = 1,...,r} o conjunto finito de parimetros criticos do DPIOCesso, Buma
certa iteracao do algoritmo, e #(z, p;) os polindémios resultantes da combinacio de um dado
controlador com estes parametros. A fungio f{z, P) na etapa de sintese é definida como o
maximo da componente real de todas as raizes dos polinémios t(e,p;), F=1....,7. Aetapa
de sintese procura pelo controlador  que minimiza esta funcio dentro do dominio X definido.
Com isto, o algoritmo procura pelos pardmetros do controlador que forneca pélos de malha
fechada com parte real negativa, que é a condigio de estabilidade para sistemas continuos.
A estabilidade para sistemas discretos pode ser tratada com pequenas modificacdes no algo-
ritmo. Para isto basta que se considere o médulo das raizes ao invés da componente real em
todas as fungoes definidas e altere-se a condigdo de parada do algoritmo para g™ < 1aoinvés
de g™ < 0. A estabilidade relativa também pode ser considerada através de modificagdes con-
venientes nas fungoes de otimizacio f(z.P)e g(p,a™).

A fungao g{p, "} é utilizada na etapa de anilise na tentativa de se verificar se algum
parametro p € R nio satisfaz as condigdes de estabilidade para o controlador obtido 2* {ja
que 0 mesmo € determinado considerando-se apenas um subconjunto finito dos pardmetros
incertos em R). Seja ¢(z*,p), o polindmio resultante da combinacio do controlador z* com
um certo vetor de pardmetros p € R. e sejam up(p), & = I,....nt as raizes deste po-
linémio. A fungdo g(p,z”) é definida como a maior componente real das raizes up(p). A
maximizagio de g{p,z”) sobre todo o conjunto de incertezas definido em R procura verificar
se hd algum pardmetro da planta para o qual o dado controlador nio garanta as condigdes de
estabilidade.

O caso da representacio em espago de estados também pode ser tratado por este
algoritmo. Para tanto basta que se considerem os auto-valores da matriz de representagao de

estados de malha fechada, ac invés das rafzes do polinémio caracteristico.
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Algoritmo de Otimizacio da Robustez

(Polinomio Caracteristico Nio-Linear nos Pardmetros)

INICIALIZACAO
< Definir regido R de incerteza paramétrica com medida mg (Figura 8.5).
¢ Definir conjunto de pardmetros P = {p1, pa,..., px} no contorno de R.

e T AP g

< Definir limites para os pardmetros do controlador
o Seja inicialmente ¢* = ¢ > 0.
WHILE (¢* > 0)
SINTESE:
Resolver com Algoritmo Genético o problemas:
min f{z,P), z&€ X
Solugée = 2=, f* = f(z*).
ANALISE:
Resolver com Algoritmo Genético o problema:
max g(p,z*), pER
Solucdo : p*, ¢* = g(p™).
Incorporar p* ao conjunto P, ou seja P — {P U p*}.
END_WHILE

onde

e v;x(z) = k-ésima raiz do polinémie #{x,p,),
ur(p) = k-ésima raiz do polinémio {{z*,p) e

7 = nimero de elementos do conjunto P = {p;, j=1.....r}.
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Regides de lacerteza Hiperesféricas Regides de Incerteza Hiperciibicas

Figura 8.5: Exemplos de pardmetros criticos nas regides de incerteza.

8.4 Exemplo 1 - Sistema 3 Massas/2 Molas

Considera-se aqui o exemplo apresentado em El Ghaoui (1990, 1992) com relagio ao
sistema 3 Massas/2 Molas mostrado na Figura 8.6. O sistema consiste de 3 massas: my =
3. ma = 2 e mg = 1, conectadas por duas molas, cujas constantes elasticas k; e kp sio
08 parametros incertos do sistema, com valores nominais unitdrios (K7°7" = 1, k2™ = 1).

Define-se os pardmetros incertos normalizados como sendo;
ai =k —1 i=1,2. (8.34)

O controle u ¢ a forca atuante na massa my, ¢ a salda y é o deslocamento z1 da

¥ = X
ki k2

ONNG®, OO OO

Figura 8.6: Sistema dinamico 3 massas/2 molas.

massa ms. A funcdo de transferéncia em malha aberta é dada por (E] Ghaoni. 1990. 1992):

(s} _ kikz/mymams (2.35)
[_’(S) 52{84 + [kZ(T_n% + “;ilm;) + }31(%1"2_ + ;”Ll_)] + -"ﬁkz( malmg + malm1 + "rmlm? )} o
que avaliada para os parimetros dados fornece:
Yi(s kyky/6
(s) — 1k2/ (8.36)

Uls) st 4 (ky + 3k2)s2 + kaks)
Trata-se, portanto, de um sistema com 2 parimetros incertos, apresentando a nao-

linearidade do produto kiks. Em El Ghaoui {1990, 1992}, um controlador dindmico de
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Ja. ordem ¢ proposto para a maximizacao da medida de robustez (margem de parametros)
do sistema. O objetivo é estabilizar o sistema em malha fechada para o maior conjunto
possivel de incertezas paramétricas centradas nos valores nominais. A margem de parametros,
neste caso é calculada com relagdo & norma euclidiana #,, ou seja considerando-se regides de
incerteza circulares em torno do pardmetro normalizado (ay,a2) = {0,0). O controlador

obtido pelo autor, utilizando métodos de gradiente, corresponde a:

G(s)  0.74665° - 0.1132s* + 0.53855 + 0.0416

H(s) s +0.8233s% + 1.2384s + 0.333

(8.37)

cuja medida de robustez equivale a m(z) = 0.5036, ou seja, um controlador estabilizante para
todos os valores de (kq, kg) com valores no circulo centrado em {1, 1) e raio r = 0.5036.

Através do algoritmo proposto na se¢do anterior foi possivel obter um controlador
com uma medida de robustez 24% malor do que a obtida acima. Com relagio ao controla-
dor obtido em El Ghaoui (1992), o autor comenta, na referida obra, que o0 mesmo apresenta
indicios de ser o 6timo global para o problema. De acordo com suas palavras: “..A figura
que apresenta os dominios de estabilidade em malha fechada mostra que os ramos (contor-
nosj do dominio de estabilidade (dos pardmetros incertos) praticamente toca a esfera de raio
Ry = 0.5036 em dois pontos. Neste sentido, o controlador € otimamente robusto”. O contro-
lador obtido pelo método aqui proposto mosira que este nao era o caso.

O algoritmo proposto utilizon como dominio de busca para os parametros do contro-

lador, o conjunto definide pelos seguintes intervalos:

—20<h; <20, ¢=1,...,3.

_ (8.38)
2.0 < g, <20, j=0,...3.

A rotina de otimizacdo determinou, para este caso, os seguintes pardmetros para o
controlador de da. ordem:

G{(s)  0.0948s° + 0.0654s7 + 0.0857s + 0.0475
H(s) s+ 1.5007s° + 1.1123s + 0.6732

(8.30)

apresentando uma medida de robustez (na norma (3) igual a m{z) = 0.62, ou seja, vm au-
mento de 24% em relagdo ao obtido no trabalho citado.

Para a confirmagao desta medida de robustez {ja que no processo de otimizacio utiliza-
se valores estimados da mesma), utilizou-se 0 método de andlise da referida obra (El Ghaoui,
1990, 1992) que permite a avaliacdo exata da margem de robustez para o caso de 2 parametros
incertos. Para maiores detalhes sobre este método de andlise, sugere-se consultar uma das
duas referdncias acima citadas,

As nuvens de raizes para a comparagido dos dois controladores podem ser vistas.
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respectivamente, nas Figuras 8.7 e 8.8. A Figura 8.9 apresenta um detalhe da Figura 8.8
mostrando a distribuicdo das raizes préximas ao eixo imaginario. As nuvens de raizes foram
obtidas através da combinacio do controlador com parameiros descrevendo circunferéncias
conceéntricas de raios r = 0.1,0.3 e 1.5 para o primeiro caso (Figura 8.7 e r = 0.1.0.3 ¢ 0.62
para o segundo caso (Figuras 8.8, 8.9}). Pode-se observar da comparacao das duas nuvens de
raizes que, no caso do presente trabalho, apesar de um maior esforgo do sinal de controle (re-
presentade por pélos reais de maior valor absoluto). consegue-se uma melhor distribuicao das

raizes, em particular ao longo do eixo imagindrio.

MNuvem de Raizes am E! Ghaoui (1992) - m()=0.5

L : i
0.3 ~(.25 -0.2 ~0.15 ~0.1 -0.05 o

Figura 8.7: Nuvem de raizes para o controlador de El Ghaoui {1990, 19923,

8.5 Exemplo 2 - Modelo de um Helicéptero no Plano Vertical

Considera-se aqui o exemplo apresentado originalmente em Bhattacharyya (1987) e
discutido também em El Ghaoui (1990). Trata-se do problema de estabilidade para o modelo
de um helicéptero no plano vertical. O modelo linearizado em malha aberta do helicoptero

no plano vertical é dado por:

T = Fye + Guu, y=Hyz {8.40)




MNuvern de Haizes para o controlador proposto - m(x=0.62

2 H ' T T

B , ;

Figura 8.8: Nuvem de raizes para o controlador agui proposto.

Detalhe da nuvem de raizes

2 t T t T

Re

Figura 8.9: Detalhe da nuvem de raizes da Figura 8.8,

-2 ! ; : : ) L
~0.65 ~0.048 -0.04 -0038 -0.03 -0.025 -0.02 -0.015 -001 -0.005

o
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O vetor de estados é definido por:

Velocidade horizontal (nds)
Velocidade vertical {nds)
T = _ (R.41)
Taxa de inclinagdo (graus/s)

Angulo de inclinacdo (graus)
O vetor de controle é dado por:

Controle de inclinacao coletivo
= o o (8.42)
Controle de inclinagio ciclico longitudinal

Para uma velocidade de 135 2n6s e condicfes tipicas de véo e carga, as matrizes de

estado sio dadas por:

~0.0366 0.0271 0.0188 ~0.4555
0.0482 —-1.01 0.0024 —4.0208

ol =
0.1002 i -0.707 I
0 0 1 0
(8.43)
0.4422  0.1761
{ ~7.5922
Gy = ° . Hy=1[0100]
~5.52 4.49
0 {
Os pardmetros nominais apresentam os seguintes valores:
P = 0,368 10977 = 1,427 5% = 3.5446. {8.44)

sendo gue as incertezas consideradas correspondem a uma esfera (norma (3) centrada nos
pardmetros nominais. FEm Bhattacharyya (1987}, um controle por reglimentacio de saida
(v = —Ny) & utilizado para estabilizar a planta. O objetivo é alocar os polos de malha
fechada no semi-plano esquerdo. O controlador obtido em Bhattacharyya (1987) é definido

pelo seguinte ganho de realimentacio da saida:

) 1.63522
K = (8.45)
~1.582236

No referido trabalho, um limitante inferior é calculado para a medida de robustez do con-
trolador sendo igual a 0.02712, ou seja, o autor garante apenas que m(A’) > 0.02712. Este
limitante na verdade é extremamente conservativo de acordo com El Ghaoui (1990), que de-

terminou através de uma busca numérica multidimensional que a medida de robustez deste
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controlador é igual a m( A} = 1.9081.
A implementacao do algoritmo da se¢do 8.3 para este problema fornecen o seguinte

ganho estdtico de realimenta¢io de saida:

- 9.6007 o
K= (8.46)
~1.6527

cuja medida de robustez calculada através de uma varredura exaustiva (busca numérica sobre
os 3 parametros incertos), indica uma medida de robustez igual a m{ K’} = 2.9, ou seja, um
aumento de 52% em relagio ao caso anterior. O algoritmo proposto utilizou como limitantes
para os parametros do controlador, os intervalos dados por —10.0 < K! < 10.0, definidos

arbitrariamente.

As nuvens de raizes para os dois controladores, juntamente com os respectivos deta-

Nuvem de raizes para controlador em Bhattacharyya (1987)

Figura 8.1(: Nuvem de raizes e detalhe ampliado (Bhattacharvya, 1987).

lhes proximo ao eixo imagindrio, podem ser vistas nas Figuras 8.10 e 8.11. As nuvens foram
plotadas para 300 combinagdes diferentes de parametros dentro das respectivas regides de in-
certeza esféricas. Em ambos os casos, observa-se que alguns pélos se encontram bem préximos
ao eixo imagindrio. Duas alternativas que poderiam ser usadas para se evitar tal situacao sao
a otimizagao combinada da estabilidade e do desempenho Hz como mostrade no Capitulo 5, e

a defini¢do de uma regiiio de alocagio com uma restrigio do tipo Re(s) < —ayg para os pélos de
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Nuvem de raizes para o controlador proposto

T

1 T T T

| i 1

-50 —-40 -30 -20
Re

Detathe da nuvern de raizes

-15

Figura 8.11

malha fechada. O detalhe das raizes para o controlador otimizado pelo Algoritmo Genético,
mostra que a nuvem “quase” toca o limite de estabilidade em varios pontos. o que indica que o

controlador obitido “tenta” explorar ao maximo a regido de alocacio permitida para os pdlos.

Concluindo. apresentou-se neste capitulo uma revisdo dos principais métodos para
o tratamento do polinémio caracteristico nao-linear nos parametros do processo, enfocando
vantagens e desvantagens de cada abordagem. Um algoritmo para a solugdo do problema,
restrito a um pegueno ndmero de incertezas paramétricas, fol proposto utilizando a oti-

mizagdo restrita com Algoritmos Genéticos. Os resultados foram ilustrados através de dois

13
-0.5 0
Re

exemplos de Importante aplicacdo pratica.

: Nuvem de raizes e detalhe ampliado (controlador obtido).




Capitulo 9

Conclusoes e Sugestoes para Trabalhos

Futuros

Este trabalho apresentou metodologias para o projeto de controladores robustos com
relagdo a incertezas paramétricas do processo. O método utiliza o conceito de medida de ro-
bustez de um controlador, que permite avaliar a margem de incerteza paramétrica aceitdvel
pelo mesmo de tal forma a manter os pélos de malha fechada do sistema em uma regiio
pré-definida do plano complexo.

Uma nova proposta para a sintese de controladores robustos foi apresentada. dis-
pensando o uso de gradientes. A partir de um conjunto de condigdes necessirias. junta-
mente com conhecidas propriedades geométricas, derivou-se um dominio limitado no espaco
de parametros do controlador contendo o conjunto de todos os controladores factiveis para
o problema. Um procedimento de otimizacdo, baseado em algoritmos genéticos fol proposto
para se otimizar a fungao medida de robustez dentro deste domino de busca pré-determinado.

Para o caso em que os coeficientes do polindmio caracteristico de malha fechada sdo
fungoes lineares dos parametros do processo, derivaram-se dominjos de busca limitados para
duas situagoes distintas com relagio & regido de alocacio dos pélos. No caso de regides de
alocagdo conexas, o dominio de busca é definido por uma regido politépica no espaco de
parametros do controlador, enquanto que para o caso de regides de alocacio circulares e dis-
juntas, a regiao de busca é determinada por um conjunto de restricdes quadraticas.

No caso de regides de alocagio conexas, foi derivado um dominio de busca politépico
no espaco de pardmetros do controlador contendo o conjunto dos controladores com medida
de robustez acima de um dado valor pré-definido mg. Apresentou-se também um resultado
que relaciona a medida de robustez 6tima de um controlador A sua ordem. Demonstrou-se,

através de um teorema, que o 6timo m* = max m{z) é uma funcio nio-decrescente da or-
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dem de x. Um procedimento de otimizac¢io fol proposto. onde a fancdo medida de robustez
¢ maximizada com relacao aos parametros e a ordem do controlador. O problema conjunto
de robustez na estabilidade e no desempenho H; foi também abordado. Utilizando a mesma
regido politdpica derivada, um procedimento de otimizacdo baseado em algoritmos genéticos
procura pelo controlador que minimiza um certo indice de desempenho H;, considerando
ainda a restricdo de D-estabilidade robusta.

Para o caso em que os coeficientes do polindmio caracteristico sdo fungoes nao-lineares
dos pardmetros do processo, e o nimero de incertezas é pequeno, numa rotina de otimizacio foi
proposta para a maximizag&o da robustez do controlador utilizando um método de busca
multidimensional com o uso dos algoritmos genéticos. Exemplos numéricos e aplicagbes es-
pecificas ilustraram os métodos desenvolvidos.

Pode-se citar como principais contribuicdes para a 4rea, os seguintes pontos:

o Determinacdo de condicbes necessarias para um controlador apresentar uma medida
de robustez maior que um certo valor pré-definido myq.
o Derivacdo de dominios limitados de busca no espago de parimetros do controlador

permitindo:

- a “localizacdo” do conjunto factivel W.
- o aumento do desempenho de algoritmos baseados em busca estocdstica como os
algoritmos genéticos.

- a maximizacgao eficiente da funcdo de robustez m{x), evitando os problemas apre-

sentados pelas rotinas com gradientes.

¢ Derivagao do resultado gque mostra que controladores de maior ordem em geral apre-

sentam melhores propriedades de robustez.
e Otimizacao conjunta da D-estabilidade robusta e do desempenho Hs robusto.

¢ Otimizacio da robustez para o caso em que os coeficientes do polindmio caracteristico
sao fungbes nao-lineares dos paradmetros do processo, considerando-se um pequeno

ntimero de incertezas.

Finalmente, citam-se como possiveis extensdes a serem consideradas em trabalhos

futuros, os seguintes topicos:

¢ Utilizacdo de outras técnicas de algoritmos genéticos (por exemplo, GA paralelo),
permitindo um tratamenio computacional mais eficiente para problemas de maior

dimensio.
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Utilizagdo de algoritmos genéticos juntamente com outras técnicas de otimizagio.
Neste caso, o algoritmo genético seria usado inicialmente para se determinar a regiao
do étimo global, sendo aplicada entdo uma outra técnica (como “Simulated Annea-

ling”, ou o préprio método de gradientes) no refinamento da solucao final.

Considerando que a medida de robustez étima é nio decrescente com a ordem do
controlador, seria interessante investigar a ordem de controlador a partir da qual a
melhoria na medida de robustez étima possa ser considerada desprezivel (situacao de

saturacdo}.

Determinagédo de uma medida de robustez (ou limitante inferior) para o caso do po-

lindomie caracteristico ndo-linear nos parametros do processo.

Determinagao de dominios de busca no espago de parametros do controlador para o

caso acima.

Estudo analitico do problema do pior caso da norma H; com relacdo aos vértices da

regiao de incerteza.
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Apéndice A

Prova do Teorema 5.3

Este Apéndice demonstra o Teorema 5.3, que mostra que a medida de robustez étima
para o problema de maximizacdo de m(z), é ndo decrescente com relagio ao aumento da
ordem do controlador.

A prova é realizada, mostrando-se que dado um controlador factivel de ordem n,.
com medida de robustez m,, ¢ possivel obter um controlador de ordem superior (e + 2)
apresentando a mesma medida de robustez m,,.

Primeiramente, considera-se a apresentacio do seguinte lema.

Lema Al

Sejam dois sistemas (1, M(p), 2. W) e (i, M(p), 2, W) cuja diferenca reside na ordem
dos controladores (ou seja, os graus nh e ng dos polinémios do controlador}. Scjam dim(#).
dim(#) as dimensdes de T e &, respectivamente. Seja dim(3) > dim(F) € considere-se. sem
perda de generalidade, que dim(i)=dim(z) + 2n. Seja ¢ € W o vetor de pardmetros do
controlador correspondendo aos polindmios Go(z7"), Ho(z71). e seja o polinémio U{z71)
definido por U{z"") = 1 — 2,27, onde 2z, é wma raiz real gualquer pertencente ¢ regidgo D).
Seja ainda U™(z71) = (1 — z.27")". Logo, o vetor de pardmeiros do controlador & definido
pelos polinémios Glo(z™1) = Gl 27U (z71) e Ho(z™Y) = Ho(z~")Un(z=1) corresponde a

um controlador factivel (is € W) cuja medida de robuste: ¢ igual a m(Tg) = mizg).

Prova- Da equagdo (2.9) tem-se que

To(z7') = A(z"NHo{z"1) + 27 B(=")Go(z71) =
(A.1)
(A2 Ho(=™1) + 2Bz )Go( = NU™="") = To(=1)Um(=~1),
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Portanto. para guaisquer polinémios incertos da planta A{z7%) e B{z71), as raizes
de 2" Ty(z71) sdo as mesmas de z*Ty(2~1) mais n raizes reais em z = z. € D. Para A{z~1)
e B(z7') correspondentes ao pardmetro central do processo {p = p.), tem-se que as raizes
do polinémio (representado pelo seu vetor}) {5 = M(p. )3 estdo dentro da regido D {jd que
Fo € W) o que implica que as rafzes de ty = M(p.)Z¢ também estio em D. o que prova
que ¥y € W. Portanto, considerando-se que as raizes de ip = M{p)iy sdo as mesmas de
o = M(p)Eg, mais n raizes fizas em z = z. para qualguer valor do parametro incerto do
processo g € II, conclui-se que ambos os controladores Tg e &o possuem a mesma medida de
robustez (m(Zg) = m{&q)).

A partir do Lema Al, o Teorema 5.3 pode ser facilmente provado.

Seja a notacdo &g = [Tg, z.] que denota a construgao de Zq a partir de Zg e z,.

Teorema 5.3
Seja a funcdo medida de robuster m(z) mazrimizada em dois dominios factiveis dife-
rentes t € W e 3 € W, onde & representa um controlador de ordemn maior que &. Sejam m

e 1 os valores dos respectivos otimos. Entdo pode-se afirmar que 7 > m.

Prova- Sejam os sistemas (Z, M{p), ¥, W) e (&, M(p), Z, W) segundo as consideracdes acima,
onde dim(Z) > dim(Z). Seja a funcdo medida de robustez m{z} maximizada nos dois dominios
i e Weze W, cujos 6timos sio m and m, respectivamente. Sejam I™ = argmax m(I)
e £* = argmax m(Z) os argumentos dos dtimos. Seja ¢ o controlador obtido a partir de
I = &* e um certo ndmero real z, € D, através da construcio ig = [#*,2.]. Pelo Lema Al,

tem-se que m{dg) = m(E*), portanto

m(E7) > m(ig) = m(z*) = m>m




Apéndice B

Prova da Proposicao 2.6

Neste apéndice considera-se dado um controlader factivel, z € W.

Para provar a Proposicdo 2.6 sejam as seguintes definigdes:

B.1 Definicio: Para k € R*U{0}, define-se Z(k) C C como o conjunto de todos os pélos de

malha fechada do sistema correspondentes aos valores de ¢* pertencentes ao hipercubo *(k),

ou seja

Z(k)={z€C | T(z,¢",2) =0 para algum ¢* € II*(k)} {B.1)

B.2 Definigao: (Royden, 1988, pg. 182)
U'm conjunto E C C € dito conexo se ndo existirem conjunios abertos Oy C C e Oy © C tais
gque: ECOLUQOy e ENO MO0y = 6.

B.3 Lema: O conjunto Z(k) € a unido de nt conjuntos coneros:
Z{ky = UM, Z(k) (B.2)
sendo que
Zk)nD#£O, di=1,...,ni
onde nt € o grau do polinémio T{z,q, z).

Prova: Seja a fungdo f:C" — C™ definida por:

t= flw) (B.3)
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tal que os componentes de t sejam os coeficientes do polindémio ménico cujas raizes sio os

componentes de w. A funcido f ¢ continua e bijetiva. Por exemplio, para n = 3 tem-se:

~(wy + wy + wa)
= —(wywy + wiws + wyws) (B.4)

~{wywyws)

A funcio [~ C" — (™, ou seja, w = f7H(t) existe e é continua (Barmish, 1994, pg. H2).

]
1 q*

tem-se que t é uma fungdo continua de ¢*. Consequentemente, a fungdo w = fYt) = g(g")

Comnsiderando

¢ uma fung¢do continua em g¢*.
Seja wk] = ¢[IT*(k)] a imagem da regido IT*(k) através da funcio g. Considerando
que a regiao I[*(k) é conexa ¢ g é continua conclui-se que wlk] é um conjunto conexo em "

(Royden, 1988, pg.182). Portanto, os conjuntos Zi(k) tais que
Z1(k)
wik] = (B.6)
Z.(k)

sao conexos. L fdcil concluir que Z{k) = U, Zi(k), o que completa a primeira parte da

prova. Para provar que Z,;(k) N D) # 0, basta lembrar que z € W e portanto

UM Z(0)c D {da definicio de W) (B.7)
Em consequéncia:
Zi{cb i=1,..., nt (B.8)
Além disso.
Zi(0)C Z{k) i=1....,nt (B.9)

Das expressGes anteriores, conclui-se
ZA0)y C DN Zi(k) {B.10)

0 que prova o teorema, pois Z;{0} # 0. O

Assume-se ainda, que o conjunto D é aberto e define-se 1’ como sendo o complemento
de DUJD:
D' = comp{D U 3D} = comp{D} (B.11)
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Obviamente, [ e D' sdo abertos, DND' =0e DUD USD = (.

A Proposicao 2.6 pode ser reescrita como segue:

Proposigdo 2.6:

Se  Z{k)naD =10 i=1.....nt

(B.12)
entio  Z kYN D' = ¢ t=1,...,nl.
Prova: Por absurdo, suponha-se que:
Zi{k)NnaD = == 1,...,nt
(k) - ’ CE T (B.13)
Zik)nD #0 para algum 1 < j < ni.

Como © € W, tem-se que Z;(k)ND # @, e portanto Z;(k) C DUD'. Mas Z;{k)nDnD' =0,
sendo ) e )’ conjuntos abertos. Consequentemente Z;(k) néo é conexo (Definicdo B.2), o

que contradiz o Lema B.3 e prova o teorema. [
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Apeéndice C

Calculo da Medida de Robustez Local

Neste apéndice, demonstra-se o cdlculo da fun¢do medida de robustez local. apresen-
tado em Aradjo (1991).
A medida de robustez local é calculada analiticamente para duas situacées possiveis

com relagiio & matriz U7 (2, 2) na equacio (2.50):

2.8 Teorema (Aratjo, 1991): Sejamn x € W um controlador factivel, e = um ponto

qualquer da fronleira 0D de D. A funcdo medida de robustex local m(x,z) ¢ dada analitica-

mente por.
o o e g

—RJI—OI— se os wvetores o € 3 sdo linearmente dependentes,

> e

=1
mlzx,z} = (€C.1)

0 :
max o caso conlrario.
[ N g
>
1=1,(584)
onde

Considere-se a primeira situagao, na qual 0s vetores o e 3 em UT(I, z}sa0 linearmente
dependentes:
[24
mie,z) =k, = 2l (C.2)

ng
> ol
szl

Pela definigio de m(z. 2}, k. é o maior valor de k na equagdo (2.35) tal que TT* (k) N Viz,z)=
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0. Observa-se que H*(k) é nma regido hipercibica. centrada na origem. com arestas de com-
primento igual a 2k, e V{z. 2} é definido pela expressdao (2.47}.

Inicialmente. prova-se, por contradicio, que [*(k.) N V(e,z) = . Seja ¢ =
g g ... qnq]T € R™ um vetor pertencente & intersecio entre II*(k,) e Vi{z.z). Como
q" € I"(k,), entdo:

il < koo i=1,2,....nq. (C.3)

A relagdo a seguir é vilida, pois ¢~ € V(z,z 4

ng
S oigi = —ao (C.4)

=1

Considerando-se o médulo da equacdo (C.4}, decorre da desigualdade $riangular que:

ng ng
| — ol = 3}: oy < Z e | (C.5)
i1=1 2=l
Logo:
ng
| = ol € Jail lail (C.6)
=1
A partir da desigualdade (C.3), tem-se que:
ng ng
el Jal < > ol (C.7)
=1 1=1

Comparando-se as equagbes (C.6) e (C.7), pode-se concluir que:

ke > —'{—9‘”—' (C.8)
> e
gl
Este resultado é uma contradicdo, pois, pela equacio {(C.2} k, é dado por:
b, = 1%l (C.9)

g
> el
=1

A intersecio I*(k.) N V(z,z), portanto é vazia, devido a arbitrariedade na escolha

do valor de ¢™.
Em seguida, prova-se que k; é o malor valor de & tal que IT*(k) N V{z,z) = Q. Seja

k' > k, tal que
&Yy 0 Vie,2)=6 (C.10)

Considera-se o vetor ¢* € R™ cujas componentes sao definidas como:

g = sglag)k; ,i=1,2,... . nq (C.11)




onde a fun¢do sgn(-) é dada por:

+1.sea>10
sgn{e) = <¢ 0,sea=0 (C.12)
-1, seqa <0
e ky é dado por:
[ g—— (C.13)
>l
i=1

Demonstra-se a seguir, que o vetor ¢*, definido em (C.11), pertence a IT*(k') e a
V(z,z) e que, portanto, a interse¢do em (C.10) nio é vazia com &' > k..

Como |g;| = (ky| = k., i=1,2,...,ng, entio:

Gl <k, i=1,2,....nq (C.14)

A partir da desigualdade (C.14), portanto, pode-se concluir que ¢* € II*(k").

Considerando-se a defini¢do dada em (C.11), a seguinte relagio é valida:

ng ng
Yowig =Y asgn{aks (C.15)
t=1 =1

A expressao {(C.15} pode ser simplificada como:

ng ng
Z g = Z leslky (C.16)
1=} =1

Substituindo-se o valor de k;, dado pela equacio ((".13), na expressio anterior. tem-se

que:l
ng
> g = —ag (C.17)
pzzl

Logo. o vetor ¢* também pertence a V{z. ). Como consequencia, k., é o malor valor de k tal
que II"(k) N V(x, z) = 0. ou seja, 1I*(k,) é o maior hipercubo, centrado na origem, limisado

pelo hiperplano 3_07, oi¢; = ~aqg (Figura C.1).

Considera-se, agora, a segunda situagdo em (C.1). onde os vetores a e 3 em UT(;I:, z)
sdo linearmente independentes:
miz,z) =k, = max ——-—E:f—mi—— (C.18)

1==1,...,ng g

> il

J=1{i#4)
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onde o . . .3
Yii = (}j;.jz - inj‘?_

O conjunto V(z, z}, definido em (2.50), pode ser expresso pela intersecio dos seguintes

hiperplanos:
ng
Z 0 = =g (C.19)
J=1
Z 8,9, = =i (C.20)
3=1

Neste caso, o problema de se determinar k., o maior valor do parametro & tal que
II*(ky N V(x,z) = § pode ser dividido em vdrios problemas equivalentes ao do primeiro
caso (LD). Desta forma, todas as projegoes de V{z,z) sobre os hiperplanos ortogonais as
coordenadas ¢;, 1 = 1,2,...,n¢ sdo analisadas.

Obtendo-se, inicialmente. o valor de ¢; em funcao dos ¢;, j # ¢ na equagio (C.19)
e. em seguida. substituindo-o na equacdo {C.20) (ou vice-versa), tem-se que a projecio de
V(z, z) sobre o hiperplano ortogonal a coordenada ¢; ¢ dada por:

ng
Y. (@i~ iBi)g; = —{aofi — aifo) (C.21)
j=1.(i#1)

ou mais sucintamente:
ng

i=1.(j#)
Como demonstrado anteriormente para o caso LD, o maior hipercubo centrado na

origem, limitado pelo hiperplano {C.22) é obtido para & igual a:

.
k=ki= B k71 (C.23)

> il

i=1.(i#i)
Obviamente «v,;; = 0 para j = <.

O maior valor do pardmetro & tal que II*(k)NV(z, z) = @ é dado pela maximizacio de

ki, 1=1,2,...,ng, pois todas as projegdes de V(z, z) consideradas sio ortogonais a cada ¢,
ou seja:
_ . |~ vl ,,
k: = maxk; = max —F—— (C.24)
! LESE SN k
Z 1756l
I=1,(J#1)

O pardmetro k. determina entdo, o malor hipercubo, centrado na origem, limitado
pela intersecao entre os hiperplanos (C.19) e (C.20) (Figura C.1). Este resultado ¢ igual ao
apresentado em (C.18). Desta forma, conclui-se a demonstracgio do cdleulo da fungio medida

de robustez lacal.
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Interpretacao Geomeétrica do Célculo da Medida de Robustez Local
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