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Resumo

A construcio de cédigos de grupo comutativo para o canal Gaussiano € considerada. O

problema do vetor inicial pode ser formulado come uma extensfio do caso de cddigos de
grupo ciclico. Todos os subgrupos de (Z,)", L= 2,3, com ordem 2" onde m = 6,9, foram

testados e novos cédigos otimos foram obtidos. Eles tem eficiéncia melhor que os codigos de
grupo ciclico. Curiosamente, alguns cédigos (L =13) apresentam dois niveis de energia e
podem ser implementados como (JAM esirela cedificado. A estrutura de grupo possibilita
encontrar uma solucdo para o problema do vetor inicial, facilita o esquema de codificacio e
possivelmente o de decodificagfio. Ela também implica em regides de decisdo de maxima
verossimilhanga congruentes, o que simplifica o cdlculo de parémetros de desempenho. Neste
trabalho vamos utilizar o limitante de unifo da probabilidade de erro como medida de
desempenho dos codigos gerados. ComparacSes de desempenho com outros esquemas

tradicionais de modulagiio, em especial os cédigos de grupo ciclico, sdo mostradas.



Abstract

The construction of commutative group codes for the Gaussian channel is considered.

The initial vector problem can be formulated in a similar fashion as it has been done for cyclic
group codes. All subgroups of (Z,)", L=2,3, with order 2" where m = 6,9, have been

tested and new optimal codes were obtained. They have better efficiency than cyclic group

codes. Curiously, some codes (L = 3) have two energy levels and can be implemented as

coded level Star QAM. The group structure suggests and allow us to find a solution for the
initial vector problem, simplifies the coding and possibly the decoding scheme. It also implies
that maximun likelihood decison regions are congruent, which simplifies the computation of
efficiency parameters. In this work we will use the error probability union bound as a
perfomance criterion for the generated codes. A performance comparison of the new codes

with other traditional modulation schemes , in special cyclic group codes, is shown.



Capitulo 1

Introducao

A crescente demanda pela troca de informagdo, principalmente na forma digital, tem
propiciado uma grande evolugdo dos sistemas de comunicacio. Muitas pesquisas e projetos
foram e continuam a serem desenvolvidos nesta é4rea, visando principalmente aumentar a
capacidade de transmissdo e a confiabilidade dos atuais sistemas. Para melhor definir o objetivo
do nosso estudo, vamos considerar inicialmente o diagrama de blocos de um sistema de
comunicagio digital, que ¢ mostrado na Figura 1.1. O desempenho deste sistema, abordado
sob os aspectos de codificagfio de fonte, ou seja, a eficiéncia com que a informacgio de uma
dada fonte pode ser representada, e de codificagdo de canal, que diz respeito a taxa de
transmissido de informagio através de um canal ruidoso, sdo assuntos tratados pela Teoria da
Informagdo. Os limitantes fundamentais a que estes parimetros, entropia e capacidade de

canal, estdo sujeitos sdo obtidos via Teoria da Informacio.

TRANSMISSOR i CANAL
' o ‘ DISCRETO

Cadificagéo
de Fonte

Codificagdo de
Canal

Fonte
Discreta

Decodificador
de Canal

Decodificador
de Fonte

Usudério

Figura 1.1 - Diagrama de blocos de um sistema de comunicagdo digital




O nosso estudo € dedicado @ busca de novos esquemas de modulagiio digital, de forma
a melhorar a eficiéncia dos atuais sistemas. Basicamente, 0 modulador mapeia a informacio
proveniente da fonte (codificada ou ndo) em um conjunto de formas de onda, apropriada para
a transmissdo através de um canal disponivel. A escolha deste conjunto de sinais para a
transmissdo através de um canal Gaussiano constitui um dos principais problemas na
concepegdo de sistemas de comunicagdes.

Este conjunto de sinais, pode ser representado de forma discreta, ou seja, por um
conjunto de vetores num espago vetorial Euclidiano, sendo denominado de constelacdo de
sinais. O modelo vetorial simplifica muito a andlise dos sistemas. Portanto, determinar um
conjunto de sinais consiste basicamente em escolher um conjunto de vetores no espago
vetorial Euclidiano, levando-se em conta certos critérios de projeto, como probabilidade de
erro e taxa de transmisséo.

A constelag@o de sinais € denominada de cddigo (M,N) para o canal Gaussiano, onde
M denota o nimero de sinais e N a dimensio do espaco Euclidiano gerado. Analisaremos uma
classe de codigos de grupo para o canal Gaussiano, denominada de cédigos de grupo
comutativo para o canal Gaussiano [5]. Estes cédigos sdo uma classe dos cédigos
geometricamente uniformes (GU) descritos por Slepian [19], isso implica que eles possuem
regides de Voronoi de maxima verossimilhanca congruentes e configuragdo equipontual, ou
seja, o conjunto de distancias visto de qualguer uma das palavras cédigo é o mesmo. Isso pode
simplificar muito o cdlculo de parmetros de desempenho e possivelmente os esquemas de
codificagio e decodificacio. Para fontes de informacdo que emitem simbolos ndo
equiprovdveis, pode-se minimizar a mixima probabilidade de erro utilizando-se este tipo de
estrutura. Tais cédigos, assim como os cédigos de treliga sdo denominados cédigos de espaco
de sinais {2}, pois a métrica associada € a distincia Euclidiana. Estes c6digos sfo geralmente
ndo lineares sobre o corpo dos reais.

O nosso objetivo € gerar novos cddigos de grupo utilizando-se como medida de
desempenho o limitante de unido da probabilidade de erro. O limitante é uma aproximagéo da
probabilidade de erro verdadeira, que é extremamente dificil de ser calculada em certos casos.
As palavras-codigo s@o geradas por transformacSes de um vetor inicial num espago
Euclidiano N-dimensional. O problema fundamental consiste em determinar o vetor inicial
étimo, de acordo com certas restri¢des pré-estabelecidas. Vamos abordar este problema como
uma extenséo do caso de codigos de grupo ciclico. O método Simplex de otimizagio linear é

utilizado para a escolha do vetor étimo para um dado cédigo. Comparagdes entre cédigos de



grupo comutativo e codigos de grupo ciclico sio analisadas. Aspectos de implementacio
pratica deste novos esquemas de modulagio sdo propostos. Os codigos de grupo obtidos
possuem caracteristicas interessantes para serem utilizados como modulagio codificada de
bloco (BCM) € modulagio codificada de treliga (TCM) [11,13]. Curiosamente alguns ¢odigos
possuem dois ou trés niveis de energia e podem ser implementados como QAM estrela

codificado [15].

1.1 - Estrutura do Trabalho

No Capitulo 2 sfio descritos os conceitos fundamentais sobre a teoria de transmissio
digital utilizando-se o modelo vetorial para o canal Gaussiano. Definicdes sobre grupos,
representagdo de grupos e codigos para o canal Gaussiano também sdo descritas, sendo

necessarias ao entendimento do trabalho.

No Capitulo 3 ¢é feita uma analise mais detalhada dos codigos de grupo comutativo e
do método utilizado na construgio dos codigos. O problema do vetor inicial é descrito de
maneira similar ao de codigos de grupo ciclico e também pode ser resolvido utilizando-se o

algoritmo simplex de otimizagfo linear.

No Capitulo 4 sfo mostrados todos os resultados, ou seja, os novos codigos de grupo
comutativo obtidos, pardmetros de desempenho, aspectos de implementacio e comparagdes

importantes com outros codigos para o canal Gaussiano.

No Capitulo 5 s@o apresentadas as conclusdes do trabalho, discutindo as vantagens e
desvantagens na utilizagdo de codigos de grupo comutativo, complexidade de geracdo e
caracteristicas de implementacfio. Algumas sugestBes para trabalhos futuros também sdo

comentadas.



Capitulo 2

Conceitos Basicos

Neste capitulo vamos apresentar alguns conceitos basicos da teoria de transmissdo
digital. Inicialmente vamos definir o conceito do modelo vetorial para o canal Gaussiano, que
serd o fundamento de todo nosso estudo. NogBes elementares sobre grupos, representacio de

grupos e codigos de grupo também sio descritas,

2.1 - Representacdo Discreta de Sinais Continuos

Sinais continuos podem ser representados de forma discreta, ou seja, por um conjunto
de pontos num espago vetorial Euclidiano [2, p. 62]. Este modelo simplifica muito a analise

dos esquemas de modulagdo digital.
2.1.1 - Expansdes Ortonormais de Sinais de Energia Finita

Um upo fundamental de representacdo discreta € baseada em conjuntos de sinais
chamados ortonormais. Para definir estes conjuntos, vamos considerar a notagio de produto

escalar entre dois sinais de energia finita x(?) e y(1):

(xy) =[xy (o,

onde * denota o complexo conjugado de um sinal complexo. Sendo X(f) e Y( as

transformadas de frourier de x(1) e y(1), temos:

(X )= [ "XV .
A igualdade de Parseval [1, p. 93] relaciona os produtos escalares definidos no dominio tempo

e freqiiéncia,

{x,y)=(X.7).



Se (x,y} =0, ou equivalentemente (.X,¥) =0, os sinais x() ¢ y(2) sio chamados ortogonais.
Das defini¢des de produto escalar e ortogonalidade segue que (x,x) = ¢ , ¢ a energia de x(1),

e que a energia da soma de dois sinais ortogonais ¢ igual a soma de suas energias. Suponha

que se tenha uma seqiiéncia de sinais ortogonais {\¥,(1)},_,, isto ¢,

&, i=J
(.%,) = {0 i ¢;
onde 1 é um conjunto finito de indices.
Se &=1 para todo iel, os sinais da sequéncia sdo chamados ortonormais.
Obviamente, uma seqiiéncia ortonormal pode ser obtida de uma ortogonal, dividindo-se cada

‘W (t) por \/E-;‘ . Dada uma seqiiéncia ortonormal, podemos aproximar um dado sinal de

energia finita x(2) como uma combinagdo linear de sinais pertencentes a esta seqiiéncia, ou
seja:

2(0)= Y ¥ (0). @1

iel
Um critério apropriado para a escolha das constantes ¢, ¢ minimizar a energia do sinal erro:
e(t)y = x(t) - x(t)
& =(ee) = [ ee' 0t = [ el =2%{x 02O} + £ ot =
&+ el - 290Y o).
iel iel

A letra R denota a parte real da expressdo. Completando os quadrados podemos escrever,

) RN i A

ief iel

A energia do erro é minimizada escolhendo-se os ¢; tal que:

¢ =(x¥)= [:’ X(OE (DOdt, el . (2.2)

O valor minimo de & ¢ dado por:
@ =& -2 el @3)
ief

Quando os ¢, , i€/, sdo calculados usando-se (2.2), o sinal %(z) de (2.1) € chamado

projeciio de x(¢) sobre o espago gerado pelos sinais da seqiiéncia {\Pi(r)} , isto é, X(f)

iel

pertence ao conjunio de sinais que podem ser expressos como combinacfio linear dos W,(¢) .



Esta denominagdo surge do fato que , se a equagdo (2.2) é satisfeita, o erro e(?) ¢ ortogonal a

cada W(f), i €/, ea £(1). Pode-se verificar que
(e, = {x-2.%)
={x,¥,)~(z.%)
=¢, —c, =0, iel.

Um aspecto importante nesta teoria ¢ a investigagdo das condigdes sob as quais (&) =0.

min

Quando isto acontece, a seqiiéncia {\¥(7)} _ ¢ dita ser completa para o sinal x(y), ¢ da

equagdo (2.3) temos a igualdade
& =2kl

Neste caso podemos escrever que

(1) =Y ¢¥.(1).
iel
Devido a importéncia de seqiiéncias de sinais ortonormais, algoritmos foram desenvolvidos

para a construgfo de tais seqiiéncias. Um algoritmo que ¢ computacionalmente conveniente

porque € de natureza iterativa, € chamado de processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt
[2, p. 64]. Seja dada uma certa seqiiéncia {¢,. (t)}ii de energia finita, constituida por sinais

N
linearmente independentes, ou seja, tal que qualquer combinacio linear Zq;zﬁj(t) ¢ zero

i=1

somente se todos os ¢, sdo zero. Uma seqiiéncia ortonormal {‘P,(t)} ¢ gerada usando o
I

iG

seguinte algoritmo:

W(1) = ¢, (1)
tpl(r) - i(tl.__
()
W) = (1) - {6, )P, (¢)
R 4O
%m-——~~~~~~~~~~f~*~<%,’%,> . i=3,..N (2.4)

VA0 = 4,0 - 2 (9, %,) ¥, (0)
0!

\P:‘ (t -
" e



2.1.2 - Representagdo Geométrica de um Conjunto de Sinais

A teoria de expansOes ortonormais de sinais de energia finita mostra que x() pode ser

representado por uma seqiiéncia {c,} de produtos escalares (2.2), uma vez que uma
iel

seqiiéncia ortonormal que € completa para x(i) tenha sido determinada. Se considerarmos uma
dada seqiiéncia {‘I’t.(r)}il de N sinais ortonormais reais, ela sera completa para qualquer x(2)

real que possa ser escrito como uma combinagfio dos W,(¢) , ou seja, na forma:
N
FOEDREATOY (2.5)
i=1]

Entdo cada sinal pode ser representado por um vetor real N-dimensional x = (x,%,,...,x,)

ou, equivalentemente, por um ponto no espago Fuclidiano N-dimensional cujos eixos de
coordenadas correspondem aos sinais W.(¢), i =1,...,N.
. . e M-l
Portanto, se tivermos um conjunto de sinais {x,.(t)}j=0 , € pudermos encontrar uma

seqiiéncia ortonormal que € completa para os M sinais, entio podemos representar

x,(2),x,(8),...,%,,_,(#) como M vetores ou M pontos num espago Euclidiano de dimensio

M-l
i=0

apropriada. Se os sinais do conjunto {x,.(t)} sdo linearmente independentes, pode-se

aplicar o processo de Gram-Schmidt para encontrar uma seqiiéncia ortonormal. Supondo-se
agora que apenas N sinais em {x{(t}}f(; ' sd0 linearmente independentes, neste caso os M-N
sinais restantes podem ser expressados como combinagdes lineares destes N sinais. O
processo de Gram-Schmidt ainda poderd ser usado, mas ird produzir apenas N<M sinais

ortogonais diferentes de zero. Ento cada x,(¢) é representado por um vetor N-dimensional

X, = (xt‘i5xr'23"‘9fo ) (2.6)

onde

x,=(x. W), i=0.. M-le j=1..,N.



2.2 - Teoria da Detecgdo - M Sinais Reais com Ruido

Para M sinais, temos que decidir entre M hipoteses
H: y)y=x,(0)+nt), j= 0L...M-1.
através da observagio de y(#) no intervalo (0,T). Os M sinais reais x,(f), j=0L...,.M -1,
sdo conhecidos e tem duragdo e energia finita. Usando o processo de Gram-Schmudt, podemos
N
1 ?

determinar um conjunto de sinais ortonormais {‘I"j(t)}m N <M, tal que cada x(7),

N
j=01,...,M~1, possa ser expresso como uma combinagfio linear de {‘I{.(t)}l_:l. Também

vamos considerar uma sequéncia completa de sinais ortonormais, tal que seus primeiros N

sinais sdo ‘¥, (¢)...., ¥y (f) . Denotando por {‘I’,. (if)}fi1 esta sequéncia, e definindo

¥ = [t x, = [x, (0¥, ()t € = [ m(e)E ()
para
j=0L... . M~-1e i=12,...,0,
o problema de decisio pode ser formulado na forma discreta. Escolher entre M hipoteses
H: y= (x +1,% 0y, S R/ TR N (2.7
baseando-se na observagdo dos valores tomados pelas varidveis aleatorias, y,,¥,,... . Como
as componentes do ruido n,, ,n,,,,... s3o independentes de r,,...,n, e das hipteses, as
observagdes de V.., Vy.s,---» N30 adicionam nenhuma informagio ao processo de decisdo.
Entfio a decisdo pode ser baseada somente na observagio de y,.y,,...,J, . Definindo-se os
vetores- linha N-dimensionais y = [y,,y,,.... vy |, n=[m.n,,..ony] e x, = [xﬂ,xﬂ,...,xw],
j=01,...,M—1, podemos reduzir (2.7) a forma
H: y=x,+n, j=0L.. M-1
Entdo, o detetor 6timo deve operar da seguinte forma:
Escolha H, se yeR,, (2.8)
onde ¥ ¢é o valor observado do vetor aleatorio y, e R, R ,....R,,, ¢ a partigio do espago

vetorial N-dimensional tal que a regra (2.8) fornega um valor minimo de probabilidade de erro

média,



Pe)=1= 2., [, fy, @, ). @9)

onde p, = P{H }.}, Jj=0l..,M~-1, é a probabilidade de ocorréncia da hipotese H,. A
fungio fyy (z) € a fungdo densidade de probabilidade Gaussiana do vetor aleatorio y, sendo

definida como

Sy, (D = \Eﬁ'expl:w{z];x]) ],

- o N, e
tendo média x, e varifincia o = ngm Pode ser observado de (2.9) que Pfe) é minimizada se
cada R, ¢ escolhido de tal forma que
z € R, se e somente se ijyug (z|Hf) = m?x{pjfm (ziHi)} . (2.10)
Combinando-se (2.8) e (2.10), obtemos a regra de méaxima probabilidade a posteriori. Nesta
situagio as regides R, N-dimensionais sdo chamadas de regides de maxima probabilidade a
posteriori. No caso especial em que as hipoteses H, forem igualmente provaveis, isto ¢,
p,=YM, j=0L..,M-1, (2.10) torna-se
Z € R, seesomentese f, (zH,)= m?xnyHj (z|H,), (2.11)
que corresponde a regra de decisdo de mdaxima verossimilhanca (MV). Da mesma forma, os
R, sio chamados de regides de decisdo de maxima verossimilhanga. Embora a regra de
decisio MV minimiza a probabilidade de erro média somente para A, igualmente provaveis,

(2.11) ¢ a regra de decisdo mais usada. Definindo-se uma hipétese auxiliar
H y=n, (2.12)
(2.11) pode também ser escrita na forma

z € R, seesomente se A (z) = max A(z),

onde definimos as razdo de verossimilhanca

S, J1H )
A= =0 M1
fy|H9(y!H)

Entdo, a regra de decisfo de MV ¢

Escolha H; se A (F) = max A, (). (2.13)



O detetor de MV opera pelo caleculo das M razdes de verossimithanca

Ay(3)LA(F),.... A, (¥), e entdo escolhendo a hipdtese que corresponde a maior entre elas.
Vamos calcular agora de maneira explicita as razdes de verossimilhanga. Pela observagGes
sobre as hipoteses H,, j=0L...,M—1, y ¢ um vetor aleatorio Gaugsiano com meédia X
(ou zero para j=0), componentes independentes, e varidncia ¥,/2 para cada componente.

Entéo

s RUAS I CIE
A= = expd —§x7 ~—x [V, j=0L.. M1,
o] eXp{ U, “x’“} ’ 1

Considerando o logaritmo das razio de verossimilhanga
"1;(5}) = InAj(ir):

podemos reescrever (2.13) da seguinte forma:

_ mgx{gfx,r .y ir}.

Uma outra expressio para o logaritmo da razio de verossimilhanga pode ser denvada como

N 1
Escolha H, se yx; — }:le ;

segue. Como
y(t) = Zyil}’i ()
i=]
e
N
xj(t) = ijllpl(t) ’
i=1
temos
7 © N R 7 N . T
[ e, 0dr =33 jixe, [0 (dt = Y D, = yx,
i=1 I=i i=1
e
T, N X T A, 2
J, i dt = x 0, [ (O, (0d = Y x5 = x|
=1 e m
assim

A 2T | o
Aj.(y)—ﬁ:L y(t)xj(t)dt——]ﬂj; x2(t)dt, j=01,....,M~1.



1

2.3 - Modulagdo Sem Memodria e Demodulagio Coerente

O processo de modulagdo sem memoria implica que as formas de onda disponiveis no
modulador sio estritamente limitadas ao intervalo de tempo 7' e que o modulador tem somente
um estado, que portanto nfio afeta os sinais gerados. Para cada simbolo m, de A bits, associa-
se uma forma de onda. Isso pode ser escrito como

X, (0 -kT), kT<t<(k+DT,
onde &, ¢ uma variavel aleatéria associada com a forma de onda. Esta variavel aleatoria pode

ser a amplitude, a fase, a frequéncia, ou algum outro pardmetro que define a forma de onda.

Em principio, o demodulador forma um conjunto de sinais,

K1
vg(t)mth(t—kT), 0<#<KT, (2.14)
k=0

-

para todas as possiveis sequéncias &. Destes sinais, é recuperada uma estimativa & da
sequéncia de simbolos transmitidos. O logaritmo da raz8o de verossimilhanga para a sequéncia

£, baseada na observagdo de y(?) ¢ dado por:
2 pET 1 pkr
Ae=ar Ly(l‘)v L(dt - A jo vi(r)dt . (2.15)
i+ 0

O demodulador 6timo escolhe a sequéncia 2 que maximiza 4, na equagéo (2.15), ou seja,

-~

& /”LE = mgzxif.

Inserindo (2.14) em (2.15) e multiplicando por N,/2, a sequéncia de méaxima verossimilhanca

maximiza a expressio

L= [0 x, (ki - %JO”E X, (- m} i 216)

Como estamos trabalhando com modulagdo sem memoria e a duragiio 7 de x; (), a equagio

(2.16) pode ser reescrita da forma:

K-1

L=31, (2.17)

k=0

onde

L+ )T I pste+nyT
=] yox, (t - kT)dt - [ xiar (2.18)



De (2.17) podemos concluir que a sequéncia % de MV ¢é obtida como uma decis@o simbolo
por simbolo maximizando-se em cada intervalo 7' as quantidades /. de (2.18). De fato, em
nosso ¢aso o maximo valor da soma (2.17) corresponde a soma dos maximos valores de suas
componentes. Considerando este fato, a partir de agora, iremos nos restringir ao intervalo de
tempo (0,T) correspondente a k=0.

As quantidades em (2.18) sdo ditas ser uma estatistica suficiente do sinal recebido y().
Este é um termo técnico significando que tudo que precisamos saber sobre o sinal recebido y(1)
para permitir uma decisfo de MV esté contida nestas quantidades. Desde de que a variavel

aleatéria &, pode assumir M valores diferentes, cada sinal x, (¢) € escolhido de um conjunto
{x, (O} de M formas de onda diferentes de duragdo 7. Portanto, as varidveis aleatorias I,
de (2.18) tornam-se
T
L =[x (ddt+c,, ¢ = wj 2di=—-—&, i=01..M-1, (2.19)

onde & ¢ a energia da i-ésima forma de onda. O diagrama de bloco do demodulador de MV ¢

mostrado na Figura 2.1 e ¢ usualmente referido como demodulador de correlagdo. Por

simplicidade a figura também refere-se a detecgfio do primeiro simbolo, que é, k=0.

o
e
<
=
o
<
s
-
)
O
|8}
=

Figura 2.1 - Diagrama de Blocos de um Recepior de Correlagdo



Outro método para obter os valores (2.19) ¢ trocar o banco de correlatores por um
banco de filtros casados com os sinais {x,. (t)}t';l. O filtro casado com x, () tem resposta ao

impulso A (¢) = x,(T—1t). Portanto, a saida do filtro em /=7, quando a entrada € y(¥), ¢

exatamente aquilo requerido por (2.19). O diagrama de blocos deste demodulador de filtro

casado é mostrado na Figura 2.2.

e
=
<
=
o
<
=
e
Q
)
|23
(3

Figura 2.2 - Diagrama de Blocos de um Receptor de Filtro Casado

Uma versdo diferente do demodulador otimo pode ser obtida representando-se os
. N .
sinais {x, (t)}fi na base ortonormal {‘Fj(t)}‘ . N < M, utilizando-se o processo de Gram-
- e
Schmidt. Portanto, obtemos

N
x (= x¥ (1), 0<t<T, i=0L...M-1 (2.20)

J=1

Inserindo (2.20) em (2.19) obtemos
N I N 5
l mz‘;xijyj—Efoj, i=0L.. M-1, (2.21)
= e

onde

v, = [y¥, (ar. (2.22)



Devido ao completo conhecimento do conjunto de sinais {xi(t)}fz;i, podemos concluir de

(2.21) que uma estatistica suficiente para o sinal y(z) é o conjunto { Y }N

» das componentes do
j:

sinal recebido no espago N-dimensional gerado pela base ortonormal {‘I’j(r)}il, De fato,
(2.21) mostra que somente as proje¢des de y(7) sobre o espago de sinais sdo relevantes para a
decisfio. O demodulador ignora como dados relevantes qualquer componente do sinal recebido
que ¢ ortogonal ao espago N-dimensional dos sinais transmitidos. O diagrama de blocos do
demodulador baseado em (2.21) é mostrado na Figura 2.3. H4 uma diferenga conceitual entre
este demodulador e aquele da Figura 2.1. A {nica diferenga pratica depende do niimero N de
correlatores. Algumas vezes pode ser muito menos que M. Por outro lado, alguns processos

adicionais estdo presentes no demodulador da Figura 2.3.

ESCOLHA O MAIOR

Figura 2.3 - Diagrama de Blocos de um Receptor de Correlacdio com Sinais Expandidos

Vamos considerar o diagrama da Figura 2.3 sob um ponto de vista diferente, com o objetivo
de melhorar a interpretagdo geométrica da regra de decisdo 6tima. O espago N-dimensional
utilizado para representar o conjunto de sinais também contém a estatistica suficiente para o
sinal recebido y(7). Portanto, usando (2.20) e (2.22), o sinal recebido pode ser colocado na
forma de um vetor:

y=x,+n, j=0L.. M-I, (2.23)

onde



Y=Y b)) X, =X, X 000X,y ) € n=(,0,,...0,).
Utilizando-se a razio de verossimilhanca definida anteriormente e completando o quadrado

dos expoentes pela adicdo de um termo que nio depende de £, e portanto é irrelevante para a

decisfo, definimos a fungdo de verossimilhanga
, 1 pxr 2
A= exp{—N—L [y(t) - vg(t)] dt}.
0 ;
Considerando decisdo simbolo a simbolo, temos
Al = ex mif[ () - x (O] dt (2.24)
j p N, do Y i Ty .

A maximizagio da expressdo (2.24) é obtida tomando-se o menor expoente. Usando a

representagio vetorial (2.23), podemos escrever
e N
[ Do-x@fd =30, -x) =ly-x|.
7=

Se definirmos a distincia Euclidiana entre os dois vetores ye x, como

!

podemos redefinir a regra de decisdo de maxima verossimithanga numa abordagem geométrica.

d(y:‘xf) - ﬂy - x:‘

O demodulador 6timo escolhe o vetor x, que esta mais perto do vetor recebido y. Em

conclusdo, a decisdo de mdxima verossimilhanca é implementada pelo demodulador de

distdncia minima. Cada ponto do espago representa um possivel vetor recebido y. O

demodulador calcula as distincias de cada possivel vetor transmitido. O espago ¢ particionado

em regides de decisdo R, que € o lugar dos pontos mais proximos do vetor x, que de qualquer

outro. De maneira formal teriamos:

R =y d(yx)=max d(yx,)) (2.25)
A regra de decisdio de maxima verossimilhanga € portanto:

Escolha X =x, sempreque y eR .



2.4 - Céalculo da Probabilidade de Erro

O desempenho de cada esquema de transmissdo usa como medida a probabilidade de
ervo de simbolo, que ¢ a probabilidade de o demodulador escolher uma forma de onda
diferente da transmutida. Na auséncia de codificagio de canal, nenhuma redundincia ¢
adicionada a seqiiéncia de informagdo. Portanto, o demodulador , apos a selecdo da forma de
onda, pode fazer o mapeamento inverso da seqiiéncia digital, obtendo os bits de informagdo.
Entdo o outro parametro de desempenho de interesse é a probabilidade de erro de bit.
Estamos considerando modulacdo sem memoria e demodulagdo coerente, isto ¢, o receptor
tem conhecimento completo do conjunto possivel de sinais transmitidos.

O proposito do demodulador € processar o sinal recebido (¥ para produzir uma

estimativa £ da seqiiéncia transmitida &, e assim uma estimativa #, de cada simbolo

transmitido. Calculando o desempenho de um esquema de modulagio através da

probabilidade de erro de simbolo, temos
Pe)= P&, # &} = P, =m).

Sob a hipotese de que os simbolos sdo igualmente provaveis, a probabilidade de erro de

simbolo pode ser escrita como
I M1
Pley=1-P(c) = IMMZP(Clxj),
M =

onde P(c[x;) ¢ a probabilidade de decisdo correta dado que o vetor sinal x,, correspondente

ao stmbolo m,, foi transmitido. Portanto, o célculo da probabilidade de erro requer o calculo

do conjunto de probabilidades {P(clx ].)}J_Mzgl. Abordando este problema sob o ponto de vista

geométrico, podemos escrever que
P(e) = 1m~3ffp{y R x } (2.26)
M= i ¥
Isto significa que o demodulador erra quando o vetor y = x, + n nfo est4 na regidio de decisdo
R, do vetor transmitido x,. A probabilidade de erro depende somente da configuragio

geométrica das regibes de decisdio que sdo uma conseqiéncia direta, através de (2.25), de um

dado conjunto de sinais transmitidos. Portanto a escotha de uma base ortonormal {‘I’j(t)}

néo afeta a probabilidade de erro. Em outras palavras, alterar as formas de onda usadas para a



transmissdo ndo muda a probabilidade de erro, dado que a configuragdo geométrica do
conjunto de vetores é deixada inalterada. Este importante resultado é também devido ao fato
da natureza sem distor¢do do canal. Em conclusio, conjunto de sinais tendo configurages
geométricas idénticas sdo equivalentes.

Este conceito de equivaléncia entre conjuntos diferentes de sinais pode ser estendido
depois de algumas consideragOes mais cuidadosas da geometnia das regides de decisdo. Se
definirmos como porntos de sinais no espago de sinais as extremidades dos vetores, podemos
dizer que a configuracio das regides de decisio dependem somente deste conjunto de pontos
de sinais. Portanto, qualquer rotagio ou translagio do conjunto de pontos de sinais nfo muda
o valor da probabilidade de erro. Uma vez que a probabilidade de erro € invariante com
respeito a translagdo dos pontos de sinais, tal modificagdo muda a energia requerida para
transmitir cada sinal. Como a energia média necessaria para transmitir um dado conjunto de
sinais ¢ dada por

1% 2
& ;

media E Z”xi|

f=0)

2.27)

uma questdo importante pode ser levantada. Para uma dada configurac@o particular de pontos
de sinais, e portanto um dado valor de probabilidade de erro, aonde devera ser localizada a
origem de tal forma que a energia média seja minima ?

Reconhecendo que (2.27) € precisamente a definigio de momento de inércia em torno
da origem para um conjunto de M pontos de massas iguais localizados nos pontos de sinais, a
resposta € que seu centro de gravidade deve ser a origem. Esta condi¢io pode ser definida

matematicamente como
M1
> x, =0 (2.28)
i=0
Portanto um sinal satisfazendo (2.28) para uma dada probabilidade de erro requer a menor
energia média para transmissio.
Iremos a seguir, definir um conjunto de sinais que apresenta simetria completa. Uma
configuragdo geométrica de pontos de sinais apresenta uma simetria completa quando esta
configuragdo possui regides de decisdo congruentes e funcio densidade de probabilidade

simétrica. Nesta situagdo, a probabilidade condicional de decisdo correta é independente do

sinal transmitido. Como conseqiiéncia, (2.26) pode ser escrito como

Ple)=1- P{y €R,lx, }, para qualquer j .



Precisamos conhecer a fungdo densidade de probabilidade condicional do vetor recebido y

para um dado sinal transmitido x,. As variaveis aleatérias Gaussianas #, sdo estatisticamente

. - N . : i
independentes com meédia zero e varidncia —2—0— Entdo a densidade de probabilidade do vetor

ruido n é dada por

_ 1 af’
1 exp{ N, }

Como o vetor ruido né independente do sinal transmitido, a densidade de probabilidade

condicional do vetor recebido [,

vir, (X)) € Gaussiana com média x; e ¢ dada por

fyﬁj(alx}') zfn(a_xj)'

Finalmente, introduzindo esta expressdo em (2.26), obtemos

P(e) = lmﬁg‘.‘&fn(a—xj)da.

2.4.1 - Limitantes Superior ¢ Inferior da Probabilidade de Erro

Em muitos casos a probabilidade de erro ndo pode ser calculada de forma exata, sendo
comum utilizar limitantes superiores e inferiores para a probabilidade de erro. Estes limitantes

sdo de interesse pratico e exigem poucos calculos. Um evento de erro e, ocorre quando um
vetor transmitido x, € transformado pelo canal em um vetor recebido y, tal que y esteja
mais proximo do vetor x;, diferente de x,. Podemos associar o evento e, ao conjunto de
pontos (hiperplano)

{y:d(y.x,) <d(yx)x}.
Quando x, é transmitido, o evento de erro € a unidio de todos os eventos ¢, . Entdo podemos

esCrever

Plejx,)= P Ue,.]. <> Ple,). (2.29)



A Equagdo (2.29) ¢ denominada limitante da unido da probabilidade de erro condicional

Plelx,). Este resultado ¢ conseqliéncia direta da propriedade de que a unido dos eventos é

limitada superiormente pela soma das probabilidades destes eventos. Calcular P(e;) em (2.29)
¢ facil porque somente os sinais X, e x, sio considerados. Com isso, podemos escrever (2.29)

da seguinte forma

A -1 d“
Pelx,) < Z%erfc[z ‘/i[_] (2.30)

i=0
o]

onde d; =d(x,,x ). Finalmente, fazendo-se a média de (2.30) sobre o conjunto de sinais,

2

obtemos

1 MoiMo d,
Ple) < i > Zerfc[zm] ,

i=% j=0
JEi

onde d, = d(x,,x;) = ”x,. - X, “ = /2& - 2x;x, . Note que podemos normalizar os vetores x, e

x, com relagio a v& conduzindo a x = 7= e x| =—4. Com isso, finalmente temos
Je NE]

que

(231)

2.5 -Cdédigos para o Canal Gaussiano

Nesta se¢do vamos definir o conceito de cddigo para o canal Gaussiano. Assumiremos

que todos oS vetores X, possuem energia constante. Isso implica que a razdo de
verossimilhanga possa ser definida como

- 2.
AG) = exp{wxz }

0

simplificando o esquema de demodulagio.



FAY)

2.5.1 - Matriz de Configuracio

Defini¢do 1: A matriz C=(c;) ¢ uma matriz MxM cujos elementos sdo os produtos

escalares das formas de onda x,(¢), 0<i< M -1;

T
c; = (xj )x}.> = J;)xi ()x, (#)dt .
Conforme definido anteriormente, as razdes de verossimilhanga formam um conjunto

de estatisticas suficientes para tomada de decisfio em relagdo ao simbolo transmitido. Entdo, do

ponto de vista do receptor, o canal pode ser visto como um mecanismo aleatério que mapeia

. .. . ’ . M-t .
o sinal transmitido em um conjunto de M nimeros reais {Ai (y)}i: , » Ou equivalentemente em

um vetor [{y,x9>,..., (y,x Mt >] . A probabilidade de erro pode ser limitada superiormente por

P(e) < £ (), 232)

onde f ()} éuma fungio crescente, e

P =max .
i=J d

A distancia minima pode ser definida como
T
dr, = [ [5(0) - x, (O dt = 22 -2p,
onde & ¢ agora a energia dos vetores x.. Devido a (2.32) uma das maneiras de melhorar o

indice de desempenho ¢ escolher um conjunto de sinais que minimize p , ou, equivalentemente,

que maximize a distincia minima entre os sinais. A probabilidade de erro pode ser definida da

seguinte forma

M-1M-3

PO=-L3Y 5,

i=0 j=0
i

As probabilidades p, denotam que o sinal transmitido x,(f) resultou em um sinal
recebido pertencente a regifio R, i j. Vamos demonstrar que as probabilidades p,

dependem do conjunto de formas de onda somente através da matriz C [3 . Isto significa que

qualquer que seja o indice de desempenho do sistema de comunicagdo em consideragdo, este

dependera somente da matriz C. Para um sinal transmitido x, (/) definimos o vetor v, como

v, = [(xr +1,%),.. {x, +nM,xM)].



Para um dado valor de 7z, ou seja, um dado sinal transmitido, v_ ¢ uma vetor aleatorio

Gaussiano, com média
E{vrlr} = {(xf,xJ,...,(xr,xM)] =7 - ¢sima linha de C (2.34)

e matriz covariancia

ﬂ{[v wE{V,lT}]T[Vf——E{VJZ“}][T} =C (2.35)
independente de 7. As probabilidades p, sdo obtidas pela integragdo das fungBes densidades

de probabilidade Gaussianas com os pardmetros dados por (2.34) e (2.35) sobre as regides de

decisfo. Esta operacfo 1rd resultar numa fungio da matriz C.
2.5.2 - Modelo Geométrico

Precisamos definir inicialmente o conceito de posto de uma matriz . A dimensio
comum do espago das linhas e do espago das colunas de uma matriz C é chamado de posto

[21]. Considerando ¢ modelo geométrico, se denotarmos por N o posto da matriz C, entdo
. . . s M1
podemos encontrar M vetores coluna N-dimensionais de norma unitaria {x,. }i= , gerando o

espaco N-dimensional Euclidiano, tal que seus produtos escalares sejam iguais aos das formas

de onda
M-1
AT
{"’—“} e,
& o
isto
.o 1 1
X, X; = g<xi,x}.> = gc{.}.. (2.36)

A matriz C € simétrica e pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal R = (r;):

RCR" =D. (2.37)
Como C ¢ uma matriz de produtos escalares, ela é ndo-negativa definida [20, p. 590], tendo
posto N. A matriz D tem N elementos positivos na diagonal principal e todos os outros nulos.
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que os primeiros N elementos da diagonal de D,

digamos A, = 4,, i =1,...,N, sdo todos positivos. De (2.37) segue que

¢, = Zirﬁ\/:l:@\//’!_,; :



oy

Entdo encontramos M vetores unitarios tal que (2.36) seja satisfeita. Para mostrar que
estes vetores geram o espago Euclidiano N-dimensional, podemos observar que (2.36) pode
ser escrito da seguinte forma

C=Y"Y,
onde Y é uma matriz NxM cuja i-ésima coluna é x,. Como o posto do produto de duas
matrizes ndo pode exceder o menor dos postos, segue que Y deve ter posto N. De fato, se ela

for de posto menor do que N, entdo C também deveria ter posto ¥, ao contrario da hipotese.

M-

De maneira inversa, se o conjunto {xi }jx0

de vetores N-dimensionais gerando o espaco

Euclidiano N-dimensional € dado, considerando N sinais ortogonais no intervalo (0,T),

digamos {\I’,.(t)}j\;l, podemos construir um conjunto de sinais {x, (r)}ff; , t€(0,7), tal que

(2.36) seja satisfeita. Portanto, sendo x; a j-ésima componente de x,, temos:
N
x,(f) = inj‘l’j(t), te(0,7).
j=1

O conjunto {xj }:‘f;l ¢ denominado de codigo (M,N) para o canal Gaussiano.

2.6 - Grupos

Conforme descrito em [7], o tratamento moderno da algebra abstrata comeca com a
simples definigio de grupo. Este conceito é fundamental para o entendimente do trabalho.
Antes de formalizar o conceito de grupo, precisamos de algumas defini¢3es basicas.

- Uma operagdo bindria e sobre um conjunto G ¢ uma fungio do produto cartesiano
de G com Gem G, .G x G — G. Para qualquer a,h<(G escrevemos aeh para » (a,b).

- Uma opera¢do binaria sobre um conjunto (G € associativa se para todos a,b,c €G,
as(bec)=(aeb)ec.

- Se ® ¢ uma operago binéria sobre um conjunto G dizemos que os elementos a e b de
G comutam se aeb=heq. Dizemos entdo que » (ou G) ¢ comutativo se para todos a,beG,

eb=heg,

Definigdo 2: Um grupo € um par ordenado (G, ¢) onde G é um conjunto e ¢ é uma

operacao binaria sobre (r satisfazendo os seguintes axiomas;



1 - {aeb) ec=ae (bec), para todo a,b,cc(G (isto €, » € associativa).
2 - Existe um elemento e em G tal que aee=eeg=a, para todo ac(. e é chamado

identidade de G.

3 - Para cada a<( existe um elemento a”' de G tal que asa’'= a'ea=¢. a' é chamado
o mverso de a.

O grupo (G, ) ¢ chamado abeliano (ou comutativo) se aeh=beqa, para todo a,beG.
Seja & um grupo. O subconjunto A de G é um subgrupo de (7 se H é ndo vazio e H é fechado

sobre produtos e inversos. Se H € um subgrupo de G, escrevemos H < G.

Defini¢do 3: Seja H um subgrupo de um grupo G, e seja a €G. A classe lateral

esquerda aeh de H & o conjunto {aehheH}. A classe lateral a direita hea ¢

similarmente definido.

Para o caso de grupos abelianos, a classe lateral 4 esquerda e a classe lateral & direita
sdo idénticas. Qualquer elemento da classe lateral pode ser o lider de classe lateral ou

representante da classe lateral. O conjunto de representantes definem uma particio de G.

2.6.1 - Teorema Fundamentai sobre Grupos Abelianos

Um teorema importante que utilizaremos posteriormente é o teorema fundamental

sobre grupos abelianos finitos.

Teorema 1 [18, p. 119]: Um grupo abeliano finito € o produto direto de grupos

ciclicos.

Isso significa que um grupo abeliano G com ordem p” ¢ isomorfo ao produto direto
de grupos ciclicos, G = 4x4,x...x4,, onde os 4, sio grupos ciclicos de ordem p™ e
n=m +n,+...+n, . Osinteiros n, = 0 ddo uma particdo de n. Dois grupos abelianos de ordem
p" sio isomorfos se e somente se eles possuem os mesmos n,,1,,...,1,. Podemos concluir
portanto que o namero de grupos ndo isomorfos de ordem p" ¢ igual ao nimero de partigdes
de n. Como exemplo, para n=4 temos 5 particbes que s80 4=4, 4=3+1, =242 4=2+]+],

4=]+1+1+1. Isso significa que ha cinco grupos ndo isomorfos de ordem p*.
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2.7 - Representagdo de Grupos

Seja G um grupo abstrato finito. Se para cada elemento g (G existe uma matriz
NxN D{g,) ndo singular, e se D(g,)D(g,) = D(gg,), o conjunto D = {D(g;)}, ¢ chamado

de representagdio N-dimensional do grupo G [3].

2.7.1 - Representacio Redutivel e Irredutivel

Uma representagio N-dimensional D ¢ dita ser redutivel se existe uma matriz NxN U,
tal que UD(g,)U™ possa ser escrita como a soma direta de duas matrizes A(g) ¢ B(g) na

forma

UD(gi)U_l - A(gi) @ B(g;‘) = [A(%) " j s
Q" Blg)
onde A(g) e B(g,) sdo matrizes quadradas, e ', Q" sdo matrizes cujos elementos sio

nulos. Uma representagfio que nfo é redutivel é chamada de irredutivel.

2.7.2 - Representacdo Real

Toda representagdo real de um grupo finito € equivalente a uma representacio por
matrizes ortogonais. Pode-se definir também representagdes reais irredutiveis, obedecendo a
mesma definigio mostrada na Subsegdo 2.7.1. Toda representagdo real irredutivel que é
redutivel sobre os numeros complexos ¢ equivalente a soma direta de uma representacio

irredutivel e seu conjugado. Se a representagio irredutivel
D= {D(g)} = {Dl(gi) “*”ﬂ)z(gi)} . & €G, j= ﬂ:

(com D,(g,) e D,(g,) reais) ndo é equivalente a uma representagio real ortogonal, ento

( D.(g) Dz(g:)}
, 8 G,
-D,(g) D,(g)

¢ uma representacdo real irredutivel por matrizes ortogonais reais.



2.8 -Cddigos de Grupo para o Canal Gaussiano

Definicdo 4: Um codigo de grupo para o canal Gaussiano ¢ um conjunto de M
vetores unitarios & -dimensionais {x[.} , i=10,..,M~1, com as seguintes propriedades:
1 - Os vetores {x,.} geram o espaco vetorial V -dimensional.
2 - Existe um conjunto de M matrizes ortogonais {Q} ,i=0,..,M~1, tal que
{x, }f: = {xj -Of}f:, para qualquer je(0,M-1).

Para um cddigo de grupo as regides de decisio de MV {R,. }f; ' so todas congruentes e

todos os vetores tem a mesma probabilidade de erro. £ possivel, para todos os cédigos de

M-1
i=0

grupo conhecidos, encontrar um conjunto {Q} de matrizes ortogonats satisfazendo a

condigfio 2 da Definigio 4, e formando um grupo sobre multiplicagio de matrizes. O inverso €

obviamente verdade. O conjunto {xi }f;l definido por

x,=x,0 (2.38)
onde {Oi }Z ' éum grupo multiplicativo de matrizes ortogonais, é um cédigo grupo.

Defini¢do 5: Seja A uma matriz NxN , entdo um vetor nfo nulo x € R ¢é chamado
um autovetor de A se Ax € um escalar multiplo de x, ou seja, Ax = ax, para qualquer escalar
a. O escalar @ ¢ chamado de autovalor da matriz A.

Af-1
i=

O conjunto {xi} , contém Af vetores distintos se e somente se X, ndo ¢ um

autovetor de qualquer uma das matrizes O,, i=0,....M —1. Dois codigos de grupo sdo
chamados equivalentes se um pode ser obtido a partir do outro por uma transformagio

ortogonal. Slepian [19] mostrou que um cddigo de grupo definido pela equagio (2.38) ¢é

equivalente a soma direta de j codigos de grupo, cada um gerado por grupo de matrizes

ortogonais irredutiveis, ou seja, (), na forma pseudodiagonal O, m[A. A, ‘,A,}.], onde

T2
A1 . . Ci .. . . ,oq-
{Aik}fzo constituem grupos irredutiveis de matrizes ortogonais, Para os codigos de grupo

temos as regiGes de decisdo congruentes, ou seja, P(ex;) = P(e). Finalmente obtemos a

expressdo do limitante da uniio da probabilidade de erro,

Mol 1 2&(0-x"xY)
Pleys » —erfe] — . |——— 22|,
(e) 22 f{z | N

J#i



Capitulo 3

Codigos de Grupo Comutativo

Vamos analisar uma classe de codigos de grupo para o canal Gaussiano, gerada a
partir de grupos comutativos de matrizes ortogonais. Tais codigos, denominados cddigos de
grupo comutativo para o canal Gaussiano, podem ser descritos de maneira muito parecida
com os codigos algébricos lineares. O nosso estudo esta fundamentado no modelo vetorial do

canal Gaussiano branco, conforme descrito no Capitulo 2.

3.1 - Propriedades Gerais

Conforme vimos na Se¢fio 2.7, todo grupo finito possui uma representaciio N-
dimensional através de um conmjunto de matrizes que formam um grupo. Em nosso caso
estamos interessados em representagdes reais-irredutiveis. Isso é equivalente a representagdes
feitas por matrizes ortogonais. Para os codigos de grupo comutativo este conjunto de matrizes
deve formar um grupo comutativo sob multiplicagio. Podemos definir entio o conceito de

codigo de grupo comutativo [5].

Defini¢do 6. Um cddigo de grupo comutativo ¢ um cddigo de grupo gerado por um

grupo comutativo de matrizes NxN ortogonais, {0}

As matrizes ortogonais podem ser representadas na forma pseudodiagonal, definida como:

_ cos@, send, cosf), send,
0. = diagona . gL E L 3.1

—send, cosé, —senf, cosd,

Uma propriedade importante ¢ que cada codigo de grupo comutativo é equivalente a soma
direta de um conjunto de subcodigos unidimensionais e bidimensionais gerados por

representagOes reais irredutivels de matrizes ortogonais.



O vetor x, ¢ projetado sobre » subespagos mutuamente ortogonais, # bidimensionais
e n-r unidimensionais. As primeiras r componentes sio rotacionadas por 0, de um angulo

8, (Jj <r) e os sinais remanescentes das componentes unidimensionais s&o alterados ou ndo,

de acordo com as entradas +1. Portanto, conforme descrito por Ingemarsson [5], essa divisido

unidimensional e bidimensional pode ser ilustrada como mostrado na Figura 3.1

xi
é, X | X X; 1 X
............. » LA I >
X
L — . » ) [N — " 5 ;
\[g{ \ﬁé: J‘Erﬂ ‘/E;

cosf, send, cost, senf,
yeevrennens I T

—-send, cosé, —-senf, cosé,

Figura 3.1 - Representagdo dos Subcodigos Unidimensionais e Bidimensionais

Discutiremos no Capitulo 4 os aspectos de implementagio, mas € importante observar que as
primeiras 7 componentes podem ser representadas por 7 sinais modulados em fase mutuamente

ortogonais e as 7-r componentes restantes correspondem a sinais antipodais. A operagdo de

O, ¢ descrita por seu vetor de rotagdo 8., definido como
8.=(8,,...,6,.0,.,,....0,) (3.2)
As primeiras 7 componentes de _Q. sdo os dngulos de rotagio bidimensionais da equaco (3.1)

e as n-r componentes restantes sio 0 ou 7 . Entio podemos rescrever a equagio (3.1) da

seguinte forma,

é.

cos#, send, cosd, sené.
0. = diagonal "1, cos
; yenes ) s

.,cos8, 1. (3.3
-send, cosd, ~senf, cosé, o G-3)

O vetor rotagio do produto de duas matrizes € a soma modulo 2 de seus vetores rotagio,
onde a adiciio de vetores rotagio ¢ definida como adi¢io componente a componente, modulo

— Yy M- . . -
2m. O conjunto de vetores rotagdo {(9,.}_ . associado com o grupo multiplicativo {Q }ffoi ,



forma um grupo aditivo, isomorfo a {0, }i: . A matriz identidade tem vetor rotagiio 6, = 0

2

v Y M ~1
o vetor identidade, que ¢ o elemento nulo do grupo {9,.},

3.2 - O Problema do Vetor Inicial

A busca por codigos de grupo com baixa probabilidade de erro envolve basicamente
dois problemas. Primeiro precisamos encontrar um grupo apropriado de matrizes ortogonais e,
segundo, um vetor micial que junto com o grupo de matrizes, proporcione uma probabilidade
de erro tdo pequena quanto possivel. Vamos definir de forma genérica o problema do vetor
inicial, que deve ser escolhido em fungio de certos critérios. Devemos encontrar um vetor

inicial x, que maximize a distdncia minima, ou seja, encontrar

max min"x0 -0 vxgﬂ
iz0

para um dado conjunto de matrizes.

Foi mostrado que, para o caso de cddigos de grupo ciclico [3,4], este € equivalente a
um problema de otimizagdo linear e pode ser resolvido usando-se o algoritmo simplex [6].
Vamos verificar que podemos também modelar os casos em que o grupo é abeliano através do
problema de otimizagio linear para o caso de codigos de grupo comutativo. Dado um conjunto
M-1

de matrizes {Q }z=0 , as propriedades de distdncia sdo completamente caracterizadas pelo

vetor x, = (x,,...,X, ). Inicialmente vamos considerar a distincia entre o vetor inicial x, e

um outro vetor qualquer do codigo x,, que pode ser expressa como
d =x,—0,-x,|. (3.4)

Podemos manipular esta expressfio de forma a obter d, como uma fun¢do das coordenadas do
vetor x, e dos angulos &, das matrizes 0,. Fazendo-se isso podemos mostrar que recaimos

em um problema de programacdo linear. Todos os passos desta demonstragio sio descritos a

seguir,



A S

I coséd, send,
0 0 0 ¢
msenen 005‘911
0 0 : :
cosd, sené,
dr =l (%) —(Xpees Xy —send. cosd 0
0 0086, 0
: : 0

- 0 0 0 0 0 cosd,, |

h(xy, e 2y ) = (x,-cos @, —x,-sen ), ,x, -senf, +x, cosd,,...,

z _
dl =
2z
X, ,-cosd, —x, -senf, ,x, ,-senf, +x, -cosf,  x, .  -cos, . ,...,x, cosb,)
2 _ . - .
d? =||(x, - x,-cos@, +x, senf,,x, - x,-send, —x,-cos6,,...,.%,, , - X,,_, cosb,
2

+X,, 5606, %, = X,,_,-send, —x, -cosb, ,x; ,, ~ X, €080, ..., Xy - Xy C086,)

Podemos expressar d; da seguinte forma:

2 _
d =a+,. . +a, +a, ,+,....+4,,

onde a,=2-(xj;,+x,;)—2-cos8,-(x;,, +x;,), para 1<j<r (3.5)
e
a,=x,,—2-x3, -cosf, +x; -cos’d,, para r+l<jsn. (3.6)
Como cos’ 8, =1 para r+1< j<n, podemos reescrever a equacio 3.6 da seguinte forma
(3.7)

- 2 2 .
a,=2-x;,—2-x;, -cost, para r+1<j<n

Adicionando os termos, obtemos
2
-cosd, . (3.8)

r n
dl =" 2-(x]  +x; )= 2-cos8, (x; +x; )+ D 2x5, ~2-x0

j=r+l

j=L

Considerando os vetores normalizados (energia unitéria), temos que

S2xk, =201 = 2.

J=r+l

,
3 2(x), X))+
Jj=1

Portanto, podemos reescrever (3.8) como
di =2-2-% cos8, -(x;,, +x;,)-2- > xj, -cosb, . (3.9)
7=l Jurel



Definindo-se

oz 2 .
M=%y, +X;, ,para 1<j<r,e

M, =x;,, para r+ls<j<n, (3.10)
temos
di=2-2. Z,u -cosf, -2 Z,u -cosd, . (3.11)
J=r+l

Através de algumas manipulagdes algébricas, podemos rescrever a equagio (3.11) de outra

forma. Dado que cos(24) = 1-2-sen’ 4, temos:

dl =2~ Zz,uj (1-2-sen’ ”) 2. Zy (1~ ZSen—”)—

J=1 J=ral

' o d 0,
{Z“; * Z#; “2'{2—2-;11.-35:112 %}—2[2 2 p1, - sen? _21}2

zral j=1 Jz=r+l

i . 8, 6
4. Z“; sen’ wim& Z,uj sen MQ_}

J=r+l

Supondo que d” seja a distincia ao vizinho, temos
df > dzl
ou seja,
r g, n 4.
2 27y 2
D 4-p,-sen ?4» D 4, sen —2—~2d .
j=1 J=r+l

Dividindo-se todos os termos por d” chegamos a seguinte relacio,

L4 p .0, A

> —Losen? L+ Losen® 221,
=1 d 2 Jured d 2
Denominando
4'/“:‘
o= —6}‘2—'—, (312)
segue que

Zyj 2+Zy] sen’ 9'}'31.

J=r+l 2

Pode-se verificar que

Su= [i#f = 1] - (3.13)

i=1



Da expresséo (3.13) podemos verificar que maximizar a distincia minima, significa minimizar a

expressdo linear

i{ v, (3.14)
considerando as seguintes restrigdes
B-y' =1, (3.15)
yz0, (3.16)
onde
Y= (e d)s

— ean? 20 ;
b, =sen EE para j<r

eb, xsenz?ﬁ, para r+l<j<n (4, ‘5{0=”})

Foi mostrado entdo que para os codigos de grupo comutativo o problema do vetor
inicial também pode ser formulado como um problema de otimizacio linear. Teremos uma

equacdo de restrigio para cada matriz @, representadas pela equagdo (3.15). A equacio de

restricdo dada por (3.16) implica em se restringir valores negativos de distincia minima.
Podemos concluir que uma diferenca fundamental entre os cédigos de grupo

comutativo e os codigos de grupo ciclico esta na estrutura pseudodiagonal das matrizes O .

Para os codigos de grupo comutativo a forma pseudodiagonal das matrizes O, é dada por

cosd, sené?ﬂ) [cosﬂﬁ sen&,.,)

=di /|
0, = diagona [(— sené, cosé,

I - B
—-senf, cosd,

Como descrito em [3,4], para os codigos de grupo ciclico temos uma forma pseudodiagonal

definida por
0 - ’ ( cosd, sené{.}} ( cosf, sen&,.,) i
. = diagona +
‘ & —-send, cosf,)” "\-send, cosf, ) |’
ou seja, qualquer grupo ciclico pode ter uma representagio contendo apenas um subcddigo

unidimensional, sendo os demais bidimensionais. No Capitulo 4 vamos mostrar numericamente

uma justificativa desta representacio.

f A notagdo y20 significa que cada componente ¥y 20
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3.3 - Parametros de Desempenho

Quando se deseja comparar dois esquemas de modulagio digital, ambos devem ter, a
priori, a mesma taxa de transmissdo. O indice de desempenho geralmente utilizado, ¢ a
probabilidade de erro de bit ou, o limitante da unido da probabilidade de erro. Qs codigos de
grupo apresentam as mais variadas taxas de transmiss3o, inclusive taxas nio inteiras. Portanto,
deve-se utilizar outras medidas de desempenho, que permitam comparar os cédigos de grupo.
Uma das medidas utilizadas € a eficiéncia espectral, que é definida como a relagio entre a taxa
de transmissdo e a largura de banda,

R

= (3.17)

Essa medida representa a quantidade de bits/s transmitidos para cada 1 Hz de freqiiéncia. A

taxa de transmissdo de um esquema de modulagio € dada por

R= logzM,
T

e representa a quantidade de bits transmitidos a cada periodo de sinalizacio. A unidade

utilizada € bits/s. Ja a largura de banda adotada sera Zl_T que € a menor largura de banda

conseguida de forma a minimizar a interferncia intersimbélica. De modo a relacionar esta

medida com a dimensdo do espago de sinais, vamos utilizar a seguinte relagio,

N=2-W.T. (3.18)
Da equagéo 3.18, obtemos
74 N '

O outro pardmetro utilizado ¢ dado por
K =(1-p)-log, M,

e pode ser expresso como uma fungio da distancia minima entre as palavras codigo,

2

K= %1—" log, M (320

As equagBes (3.19) e (3.20) serfo utilizadas no capitulo seguinte, onde analisaremos o

desempenho de alguns codigos de grupo gerados.



2.0

3.4 - Geragio de Codigos de Grupo Comutativo

O primeiro passo na geragio de codigos de grupo comutativo é a escolha de um
conjunto de matrizes ortogonais. Estas matrizes devem satisfazer a propriedade mencionada
anteriormente, ou seja, devem formar um grupe comutativo sob multiplicacdo ordinaria.
Atraveés delas se determinard um vetor inicial Otimo, utilizando-se algum método de
otimizagdo. A eficiéncia espectral do codigo de grupo é definida pela propria estrutura das
matrizes, ji a probabilidade de erro, vai depender do vetor inicial escolhido. Portanto, a
obtencdo do conjunto de matrizes de alguma forma deve ser realizada. Nio existe nenhum
procedimento prético, que permita obter diretamente um conjunto otimo, em fungdo de
critérios pré-estabelecidos.

A idéia € particionar um dado grupo comutativo, obtendo-se assim, através do
isomorfismo, o conjunto de matrizes. Estes grupos comutativos serfo referidos como grupos
geradores. A partir de um dado grupo gerador, utiliza-se um algoritmo de maneira a obter-se
subgrupos que apresentem uma boa caracteristica em termos do conjunto de distincias
minimas num dado nivel de parti¢fo.

Vamos definir agora a estrutura dos grupos comutativos que serio utilizados. Qualquer

conjunto de nameros inteiros Z,= {O,...,Q— 1} forma um grupo comutativo sob a operagio
de adi¢io médulo Q. Utilizaremos grupos, denominados geradores, do tipo G = (Z,)", onde
0 ¢ uma poténcia de 2, L um inteiro. A notagdo (ZQ)L representa o produto cartesiano

?Q X ZQx...xZQ .

L
A parti¢do dos grupos geradores ¢ feita através dos representantes de classes laterais
ou, também denominados, /ideres de classe laterais [7]. Todo elemento identidade de um
grupo gerador € um subgrupo, pois ele proprio é o elemento identidade e o elemento inverso.
Portanto inicia-se a parti¢io através do elemento zero e busca-se pelos representantes de

classes laterais que vio gerar os demais subgrupos. E descrito a seguir as etapas do algoritmo

utilizado para a parti¢do dos grupo comutativos (ZQ)L . Esta € uma versio simplificada de um

algoritmo descrito em [10,11], utilizado para se obter particSes geometricamente uniformes de

constelagtes L MPSK
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As etapas do algoritmo s@o as seguintes:

1 - Inicializagdo: Denomina-se de mp o nivel de parti¢io. Atribui-se a np o valor m
(onde o numero de elementos do grupo gerador é 2™) e armazena-se 0 elemento identidade

no subgrupo SG.. Armazena-se o ndmero de subgrupos como N(m) = 1.
m p

2 - Decrementa-se o valor de np de uma unidade. Se mp for igual a zero, sera o final do

algoritmo. Caso contrério, atribui-se ao ponteiro de subgrupo ps=1.

3 - Recupera-se o subgrupo SGJ2,, identificado por ps no nivel de particio np+1 e

np-+

calcula-se suas classes laterais ¢l .

4 - Faz-se o contador de classes laterais £=1.

: T Py (kY Qe ps
5 ~ Verfica-se se a umdo de SGJ, com ¢, 'SG), forma um subgrupo, onde

¢()SGE., denota o conjunto formado pela soma de ¢}’ a cada elemento de SGZ,. Se unifio

ndo formar um subgrupo, va para o passo nimero 7.

6 - Verifica-se se este subgrupo ja foi considerado. Se ainda nfo foi considerado,

armazena-se 0 novo subgrupo como G’ e incrementa-se o valor de N(np) .

7 - Incrementa-se £. Se & for maior que o nimero maximo de classes laterais, v4 para o

passo 8, sendo va para o passo 5.

8 - Incrementa-se ps. Se ps for maior que N(np+1) , va para o passo 2. Caso contrario

va para o passo 3.

Na Figura 3.2 ¢ mostrado o diagrama de blocos do algoritmo de partigio. O processo
de partigio consiste de uma busca exaustiva pelos representantes de classes laterais que vio
gerar novos subgrupos. Posteriormente vamos fazer algumas observag¢des importantes sobre a
natureza iterativa do algoritmo, suas vantagens e desvantagens. No Anexo A consta a listagem

do programa de parti¢fo, que foi desenvolvido em linguagem C.



Armazene o
elemento identidade

1o subgrupo SG!

X

Fago contador de
cosets k=1

” eI
SGE. e’ SG

12 npr+l

Armazeno o
Subgrupo.
N(np)=N(np)+1

T4 considerado ?

Figura 3.2 - Diagrama de Blocos do Algoritmo de Particéo.
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Como exemplo de utilizagio do algoritmo vamos considerar a partigdo do grupo (Z,),

que tem 16 elementos,

{00,01,02,03,10,20,30,11,12,13,21,22,23,31,32,33} .

- Passo 1 - Inicialmente faz-se o nivel de partigdo mp=4 e armazena-se o elemento

identidade (SG,, ) como SG, = {00}. Armazena-se o nimero de subgrupos N(4)=1.

- Passo 2 - Decrementa-se np, obtendo-se np=3. Atribui-se ao ponteiro de subgrupo

ps=1.
- Passo 3 - Calcula-se todas as classes laterais (c{)) de (SGZ,,), SG, = {00}, que sio
todos os outros elementos, definidos como, ¢i” = {01}, ¢ = {02},......,e{"” = {33},

-Passo 4 - Faz-se k=1

- Passo 5 - Verifica-se se a unido de SG, (SGZ,,) com ¢{"SG, (c'SGF,,

) forma um
subgrupo, ou seja, verifica-se se SG, U eVSG, = {00} L {01} = {00,01} é um subgrupo.
Como ndo € subgrupo vé para o passo 7 e incremente £, isto é , k=2. Como 4<I5 volto ao
passo 5. Verifica-se se SG, wciVSG] = {00} {02} = {00,02}.

Neste caso € um subgrupo. Ele ainda ndo foi considerado, portanto armazene este novo

subgrupo como SG; = {00,02} e incremente N(3)=1. Incremente k, k=3, como k<15 volte ao

passo 5.
Assim, segue-se sucessivamente os passos do algoritmo obtendo-se os subgrupos em
cada nivel de partigio. Para o nivel de partigio np=3, podemos descrever resumidamente a

geracio de subgrupos, da seguinte maneira:

k=1- 8SG, wc’SG, = {00} {01} = {00,01} - N(3)=0 - Nao ¢ Subgrupo.
k=2 - SG, v ePSG, = {00} {02} = {00,02} - N(3)=1 - E Subgrupo.
k=5 - 8G, wei"8G, = {00} U {20} = {00,20} - N(3)=2 - E Subgrupo.

k=11- §G; weiPSG, = {00} L {22} = {00,22) - N(3)=3 - E Subgrupo.

k=15 - $Gy el "8G, = {00} U {33} = {00,33} - N(3)=3 - Nao é Subgrupo.



Portanto, no nivel de partigdo np=3 obtemos 3 subgrupos, de cardinalidade 2. No nivel

np=2, obtém-se 7 subgrupos, com cardinalidade 4. No nivel np=/, tém-se 3 subgrupos de
cardinalidade 8. Finalmente para np=0, obtém-se o grupo gerador (Z,)*, com 16 elementos.

Essa descrigio pode ser melhor visualizada através da arvore de partigio deste subgrupo,

mostrada na Figura 3.3.

00,02

00,02, 00,02, 00,22, 00,02, 00,22, 00,20, 00,20,
01,03 21,23 11,33 20,22 13,31 12,32 10,30
00,02,01,03 00,02,20,22 00,02,20,22
20,22,21,23 11,13,31,33 10,12,30,32
2
(Z,)

Figura 3.3 - Arvore de Partigéo.

De modo geral cada subgrupo é um cddigo de bloco C sobre Z, , cujas palavras
codigo ¢, sdo formadas por L-uplas, ¢ =(c,,...,c;). Através deste algoritmo, geramos as
parti¢des dos grupos geradores(Z,)*, (Z,)’ e (Z,)*. No Anexo B consta a particio completa
de (Z,)°, pois a nossa andlise para a busca de bons codigos baseou-se praticamente nesta

particio. E importante fazer algumas consideragdes sobre o algoritmo. Este algoritmo foi
implementado em linguagem C e foi rodado em estacdes de trabatho SUN SPARC 20. Temos

dois problemas basicos, o tempo computacional e a alocagio de meméria.



Tempo computacional: Podemos verificar que o algoritmo constitui um processo de
forga bruta, ou seja, ele vai tentando todas as possibilidades possiveis para encontrar os
representantes de classes laterais e gerar novos subgrupos. Por isso o tempo computacional de

parti¢io de certos grupos com Q e L grandes é “proibitivo”.

Alocagdo de Memdria: A mémoria necessaria também ¢ grande e a quantidade que
deve ser alocada varia muito no decorrer do processo de parti¢io. Portanto deve-se utilizar

alocagdo dindmica de memoria para otimizar o processo de geragio.

3.4.1 - Representagdo Matricial dos Subgrupos

Uma vez obtida a particio do grupo gerador, inicia-se a primeira etapa na geracio dos
codigos de grupo comutativo, ou seja, obter o conjunto de matrizes a partir das palavras do
codigo de bloco. Esse problema pode ser abordado de duas formas, primeiro podemos

considerar o isomorfismo das palavras codigo ¢, que formam um grupo comutativo sob

adi¢do modulo O (componente a componente), e os vetores rotagdo é,, que forma um grupo

comutativo sob adi¢do moédulo 27. De outra forma, pode-se considerar o grupo de matrizes
como uma representagdo do grupo (codigo de bloco). Ndo podemos especificar, 4 priori, quais
subgrupos irdo gerar bons codigos, mas veremos mais adiante algumas caracteristicas
importantes que nos permitem fazer uma pré-anélise da particio.

Supondo que se tenha escolhido um dado cddigo de bloco, vamos determinar seu
conjunto de matrizes. Define-se inicialmente a estrutura de uma matriz geradora, que ¢ dada na
sua forma pseudodiagonal

0 = diagonaI[Ai,Ag,...,AL],

onde cada 4,, j=1....,L, pode ser da seguinte forma:
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A partir de uma palavra do cédigo de bloco ¢ ={c,,...,c, ), para obter-se o vetor

~ . . - 2r
rotagdo correspondente, através do isomorfismo, basta multiplicar ¢ por =—, resultando em

2z-{Q-1)
o

éngulos @, com valores entre 0 ¢ . pois as componentes c, e{O,...,Q—I}.

Obviamente podemos ter ¢, =0 ou ¢, = g, resultando em dngulos 6, =0 e 8, =7, que
2

fepresentam as componentes unidimensionais da forma pseudodiagonal mostrada em (3.1).

Podemos entdo relacionar cada matriz O, diretamente com as palavras do codigo de bloco C.

Inicialmente a escolha dos A4, da matriz geradora é feita analisando-se as componentes de

cada palavra, em uma mesma posigio. Isso pode ser feito listando-se todas as palavras da

seguinte forma:
L
st e,
Crysee5Cyy
o :
cil » ‘:ciL
A, A4

A estrutura de cada 4, ¢ definida verificando-se quantas dimensdes sio necessarias para

representar todos os componentes de uma dada coluna. Para o caso de duas dimensdes define-

se
2 2
Cos—c; sen—c¢,
4,c)=| M M
Fra 2
- 8en ——M ij COs «—M cg

e no caso unidimensional define-se

2a;

Ae)=(-D¢

Desta forma é construida a forma pseudodiagonal das matrizes, bastando substituir cada

palavra do codigo de bloco, para obter-se a matriz 0, correspondente.
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Pelo Teorema 1 sabemos que um grupo comutativo multiplicativo ¢ igual ao produto

direto de subgrupos ciclicos cujas ordens sdo poténcia de primo. Isso significa que a matriz O,

pode ser escrita como

v
0 = H D
131

onde m, (/ =1,...,k) sdo inteiros que dependem de 7, e as matrizes D, tem a mesma forma

pseudodiagonal de (J,. Os valores assumidos por m, sdo 0)1,...,q,—1, onde os g, sio

poténcias de primo. A ordem do grupo {0,,} ¢ dada por

k
M = qu.
f=1

Os vetores rotagdo 6, de 0, sho decompostos em termos dos vetores rotagdo y, de D,,

- k
g, = Zm,;zr (mod 27).
=1

Portanto podemos escrever os vetores rotagdo como

éi =m-I,
onde m = (m,...,m_) e
Y Yiu oo Vi
T={:|=|: ;
Y2 7 i Y kn

¢ uma matriz kxn, denominada geradora.

Teorema 2 [5}. Se a matriz geradora I' contém dois vetores coluna que sio nulos ou
cuja soma € nula (mod 27), entdo os vetores codigo definidos por I' nio geram o espaco

Euclidiano N-dimensional.

Utilizaremos este teorema no Capitulo 4 para verificar a dimensio dos codigos de

grupo comutativo gerados.



Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo sido mostrados os novos codigos de grupo comutativo gerados, onde é
feita uma descrigio detalhada de todo o processo de geragio, desde a representacio do
conjunto matrizes, até o calculo das equagdes de restri¢des utilizadas para a obtengiio do vetor
inicial 6timo. Sdo apresentados célculos de pardmetros de desempenho e limitante de unido da
probabilidade de erro. Algumas caracteristicas peculiares s3o discutidas, bem como
comparages importantes em relagio a outros codigos de grupo, como ciclicos, biortogonais e

simplex.

4.1 - Codigos de Bloco

O primeiro passo na geragdo de codigos de grupo comutativo € a obtengio de um
grupo comutativo de matrizes. Estas matrizes sdo obtidas através do isomorfismo com codigos

de bloco definidos sobre Z,, com comprimento L. Foram particionados cédigos de bloco

(Z,)", para Q=8 e L=2,3 4, utilizando-se o algoritmo descrito na Se¢do 3.4. As Tabelas 4.1,

4.2 ¢ 4.3 mostram a ordem e 0 nimero respectivo de subgrupos existentes.

Nivel de Particio Numero de Ordem do
np Subgrupos Subgrupo
6 4 2
5 8 4
4 16 8
3 8 16
2 4 32
1 1 64

Tabela 4.1 - Cédigo de Bloco (Z,)” - 64 Elementos



Nivel de Partigdo Numero de Ordem do
np Subgrupos Subgrupo
9 g 2
8 36 4
7 156 8
6 204 16
5 204 32
4 156 64
3 36 128
2 8 256
1 1 512

Tabela 4.2 - Codigo de Bloco (Z,)’ - 512 Elementos

Nivel de Particio Nimero de Ordem do
np Subgrupos Subgrupo
12 16 2
11 156 4
10 1396 8
9 4132 16
8 - 32
7 - 64
6 - 128
5 - 256
4 - 512
3 - 1024
2 - 2048
I 1 4096

Tabela 4.3 - Codigo de Bloco (Zy)* - 4096 Elementos

4.2 - Analise dos Subgrupos

Foi feita uma anilise completa dos subgrupos da partico de (Z,Y e de alguns

subgrupos de (Z,)*. A seguir sdo descritos todos 0s novos codigos de grupo comutativo

obtidos. O codigos sio referidos por seus pardmetros (M,N). A analise da particio de (Z,)

nfo resultou em nenhum “bom” codigo, portanto algumas consideragdes sobre este caso seram

feitas posteriormente.



4.2.1 - Codigo de Grupo Comutativo (16,4)

Este codigo ja foi apresentado em [9] e ¢ isomorfo a um codigo de bloco, subgrupo de
(Z,)’. Obviamente deveria aparecer em nossa particdo. Este codigo de grupo foi obtido
utilizando-se o subgrupo de (Z,)’ com 16 elementos,
{000,004,002,006,041,045,043 047,40 1,405,403,407,442,446,444,440}
Cada palavra do cédigo de bloco ¢ formada por 3 componentes, portanto a estrutura das

matrizes, na forma pseudodiagonal, ¢ dada por
O, = diagonal( 4, 4,, 4,) .
Cada A, ¢ associada a uma das 3 componentes da palavra cédigo, sendo definida em fungdo

de seus valores. Podemos observar que as duas primeiras componentes de todas as palavras
sdo formadas por 0 e 4. Isso significa que precisamos apenas uma dimensio para representa-
las. Ja para a terceira componente de cada palavra, temos valores entre 0 e 7, sendo necessario

duas dimensGes para sua representagio. Para este caso, a estrutura das matrizes 0, é definida

como

cosf, send
0 = di.::;fgomrl{cost9,.§ ,cos8,, ,[ i3 i 3D ,

—-send, coséd,

tendo como pardmetros 7=/ e n=3. A matriz pode ser escrita em fungio das componentes da

palavra ¢, =(c,,¢,,¢;) do codigo de bloco correspondente, ou seja,

2ne,, 27,4
G S cos 8 sen 8 .

= T [ -4 (- 4
Q dzagona ( 1) ,( l) g 27531_3 276(}1-3

—sen cos
8 8

Para cada palavra do cddigo de bloco temos uma matriz 0. correspondente, Conforme
demonstrado na Segfio 3.2, a distAncia Euclidiana d, entre o vetor X, e um outro vetor
qualquer do codigo x,, é dada por
2 - 9 “
d’=3 4 p, -sen2-~21+ > u; -[2_2~cos6’,;,,],
I=1 Jmr+l

onde o primeiro somatorio se refere as componentes bidimensionais e o segundo s

componentes unidimensionais. Qualquer alteracio de ordem nos somatérios nio implica em



nenhuma mudanga nos procedimentos de calculo. Para o nosso caso, esta expressdo pode ser

escrita da seguinte forma,

i b

dl = u, -[2—2vcosﬁn]+,uz~{2~2~cos€i2]+4-y3-sen2%3—

onde 4, =, =¥ 1, = (5 +22).
Na Tabela 4.4 estiio listados todos os valores def, e d’ , em fungio dos elementos do codigo

de bloco. Conforme foi mostrado no Capitulo 3, o conjunto de equacbes referentes as

distancias d’ vao definir as restrigbes do método de otimizagdo para o calculo do vetor inicial.

i [ ¢, |, | c.| 8, 8., ., d;

1 | 000 0] 010 0 0 0 O pt, +0- g2, 40 1,

2| 004 0 0 4 0 0 s 0 g, +0- p, +4-

3 o2 ool 2] o 0 | 2 0-pt, +0- g, +2- sz,
4 | 006 01046 0 0 | 3n/2 0 gty +0 1, +2- p,

5| 041 01411 0 g /4 0-p +4- pu, +0,5857 4,
6 | 045 0| 4] 5 0 n | 5n/4 0- 4, +4- p, +34142. 4,
71043 0| 4]3] 0 n | 3n/4 0-pt, +4- p1, +3,4142 41,
8 | 047 0] 417 0 n | Tn/4 0-p, +4- 1, + 05857 pz,
9 | 401 410 1 T 0 /4 44, 40y, +0,5857 -
10 405 | 4|05 = 0 | 5n/4 4oy, +0- 1, +3,4142
1] 403 | 4] 0| 3| = 0 | 3w4 4, +0- g1, +3,4142- 1,
12| 407 4 10| 7 e 0 | Tn/4 A4 p, +0- u, +0,5857 - 1,
13| 442 4 1 4 2 yis yis 7/2 4-p +4-p, +2- 4,
14 446 | 4 | 4 | 6 s ® | 3mw/2 4 p +4op, + 201,
151 444 4 4 4 s yis i Gop+4pu, +4-u,
16 | 440 4 4 0 n T 0 4 +4 4, +0-p,

Tabela 4.4 - Valores de 0, e d’ - Cédigo (16,4)

E importante notar que existem restricoes redundantes e que podem ser retiradas.Ndo se
pode definir a priori quantas redunddncias existem. Para cada cédigo de grupo comutativo é

preciso fazer uma andlise do seu conjunto de equagdes.



4.2

A Tabela 4.5 mostra o conjunto de restri¢Ges, ja excluidas as redundéncias. Portanto, devemos

minimizar a expressao

yi+y2 '5')}3:

onde y, = %, sujeito as restrigdes da Tabela 4.5.

ik

0,40y, 42y, 21

0-y, +4-y, + 05857 . > |

4-y,+0-y,+0,5857-p, = 1

4y, +4.y,+0-y, 21

y]syZ:ayB 2 0

Tabela 4.5 - Equacdes de Restrigdo - Codigo (16,4)

Obtemos os seguintes valores,
Yy =017678, y, =0]17678 e y,=03.

A distdncia minima € obtida através da relagio

1
Yo+ Y, +y, = - donde 4

min

= 117157 .

min

As componentes do vetor inicial sdo calculadas da seguinte forma

_ M _ M M
y1"‘:1”i"t:: yz“‘“;:?:_na yg“:i"ri:» onde
Hy =X,

/uzmxgu

Temos portanto o vetor inicial
x, =(0,4551 0,4551 0,7654 0).

Uma vez calculada a distdncia minima e tendo os valores de M e N podemos determinar os
pardmetros de desempenho do codigo de grupo,

d:. log, M

K-m rain EEZ'IngM

= 2,34315 e
w N

=2,0.

O codigo de grupo completo, ou seja, o seu conjunto de vetores é gerado a partir do vetor
mnicial utilizando-se o grupo comutativo de matrizes ortogonais. O cédigo de grupo

comutativo completo ¢ listado na Tabela 4.6.
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i X,

0 (0.4551 04551 0.7654 0)

1 (0.4551 04551 -0.7654 0)
2 (0.4551 04551 0 0.7654)
3 (0.4551 04551 0 -0.7654)
4 (0.4551 -0.4551 0.5412 0.5412)
5 (04551 -0.4551 -0.5412 -0.5412)
6 (0.4551 -0.4551 -0.5412 0.5412)
7 (0.4551 -0.4551 05412 -0.5412)
8 (-0.4551 0.4551 0.5412 0.5412)
9 (-0.4551 0.4551 -0.5412 -0.5412)
10 (-0.4551 0.4551 -0.5412 0.5412)
1 (-0.4551 04551 05412 -0.5412)
12 (-0.4551 -0.4551 0 0.7654)
13 (-0.4551 -0.4551 0 -0.7654)
14 (-0.4551 -0.4551 -0.7654 0)
15 (-0.4551 -0.4551 0.7654 0)

Tabela 4.6 - Codigo de Grupo Comutativo (16,4)

d? N}

4 1
2.828 6
2.343 1
1.656 1
1.171 6

Tabela 4.7 - Perfil de Distdncias - Codigo (16,4)

Uma caracteristica importante a ser observada é o perfil de distincias do codigo. Este

perfil vai definir o limitante de unifio da probabilidade de erro, baseando-se no numero de

vizinhos do vetor inicial. O perfil de distdncia deste codigo é mostrado na Tabela 4.7.



Um grupo multiplicativo comutativo pode ser representado pela soma direta de subgrupos

ciclicos de ordens que sdo poténcia de primos. Este codigo de bloco tem cardinalidade
|G| = 2*. Pelo Teorema 1, como este grupo tem cardinalidade |G| = p”, onde p ¢ primo, ele
¢ isomorfo 4 um dos seguintes grupos:
G = ZL,

ou & =2z,

ou (5 = Z,Z,Z,,

ou G = Zal,xd, i, .
Este codigo de grupo pode ser gerado como

G =[041} m, +[440])-m,,
onde m €{0,1,2,3,4,56,7} e m, {01}

O isomorfismo encontrado € portanto com o grupo G = Z,xZ,. Através do Teorema 2,

podemos demostrar que os vetores do codigo de grupo comutativo geram o espago Euclidiano

4-dimensional. Os elementos [041] e [440] tem as respectivas representacdes matriciais,

1 O 0 0
-1 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0
2 27 -
041] = 0 Z — e [440]= .
[041] =10 cos 2 sen 2 [440] 0 1o
0 0 —senzir— cos»-«zwﬁ 0 0 1
8 8

Elas representam subgrupos ciclicos de matrizes ortogonais de ordem 2° e 2, respectivamente.
Todos os vetores ¢, da representacfio matricial podem ser escritos como combina¢do dos

vetores rotag@o destas duas matrizes. Isso pode ser expressado da seguinte forma,

6. =m-T,
onde
0 o 2x/8
m = (m m,) I”ﬂ( ]
Tr 0

Como ndo existem duas colunas iguais, ou cuja soma ¢ nula (mod. 2x), os vetores codigos de
I" geram o espago vetonial Euclidiano de 4 dimensdes (Teorema 2, p. 40 ),

Através da representacdo por lideres de classes laterais, podemos gerar todas as palavras do
codigo de bloco da seguinte forma:

¢, =h, -[004] + b, -[002] + b, -[041] + b, - [401],
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onde 5, {01}, 0:[,c,¢,1=[000] e 1-[e,c ;] =y cp6,] - Dessa maneira pode-se definir
uma regra de assoclagdo dos bits de informagio com os vetores do codigo de grupo
comutativo. Para a implementagio deste esquema de modulagio precisamos de 4 fungdes
ortonormais, com as quais possamos representar o comjunto de 16 sinais. Teremos um

conjunto de sinais, definidos como:

Xo (1) = % ¥, () + %0, W, () + 3, W (1) + %, W, (1)
x () =x, W, () +x,'F, (1) + x5 () + %, W, (1)

X5{1) = x(IS)l‘{fl 6+ x(w)zl{’z )+ x(lS)ElFS (H+ xus;a\ﬂ )

Conforme foi observado na Se¢fo 3.1, as primeiras » componentes podem ser representadas
por r sinais modulados em fase, mutuamente ortogonais. As »-r componentes restantes
correspondem a sinais antipodais. Considerando portanto uma modulagdo em fase (PSK), as

fungdes ‘¥, (1) e ¥, (f) podem ser representadas por um sinal coseno e seno, respectivamente.
As fungdes W, () e W,(f) também podem ser representadas por coseno e seno, s que,
obviamente, a sua ortogonalidade com ¥, (f) e ¥, (f) sera temporal. Da Tabela 4.6 pode-se
observar que as componentes x, € x,, dos vetores x,, representam um 4-PSK e as
componentes x,; € x,,, representam um &§-PSK. Cada vetor do codigo de grupo comutativo €

mapeado em uma seqiiéncia de dois sinais, ou seja, por um sinal 4-PSK e por um sinal 8-PSK,

X (1) = X5, (£) + X, (F)

X, (f) = x, (1) + x,,(2)

x5(f) = Xas) 1)+ Yoy @)

onde

x,(t), estadefinido 27T <t < (2k+1)T,
e x,(f), estadefinido (2ZA+DT<t<Qk+2)T.



43

Nas Figuras 4.1 e 4.2 sdo mostradas as duas constelagdes de sinais, 4-PSK e 8-PSK. Cada sinal

x,(8), i=0,.,M-1, é representado por

X (f)=1x, (1) +x, () +x () +x, ().

(-0,4551 0.4551) ,--‘;0

¥,

-

e (0.4551 0.4551
00 ‘.( Ed 3 )

— 0,6436

‘e \44

(-0,4551 -04551)

. ¢
04 &
< (0,4551 <0,4551)

Figura 4.1 - Constelacdo de Sinal 4-PSK - Codigo (16,4)

A lPd-
(0 0,7654)
(0541205412) . N5 (05412 0,5412)
23 .
,.-'4 L 07654
‘: ‘ » ¥,
(-0,7654 0y 0/ (07654 0)
. S
. 6 7 (0,5412 -0,5412)
(0,5412 -0,5412) g
(0 -0,7654)

Figura 4.2 - Constelacdo de Sinal 8-PSK - Cédigo (16,4)

Temos entdo um conjunto de bases ortogonais

definidas como

Wit) = cos(2af,t), 2kT <t <(k+1)-T,

Yoty = —sen(2afyt), 2kT <t <Qk+1)-T,

WI(f) = cos(2af,t), (2k+1)-T<t<(2+2)-T,
Wit = —sen(2af,t), (2k+1)-T<t<(2k+2)T.



Para encontrar um conjunto ortonormal basta normalizar as bases ortogonais, utilizando-se o
')

Jw

processo descrito na Segdo 2.1, ¥(¢) = . Obtemos entdo o seguinte conjunto de

bases ortonormais,
2
(1) =/ -cos2f)

5 para 2kT <t <(2k+1)-T e
¥, (0) = —\]; sen(27f,0)

W(r) = % -cos(2af,1)

para (2k+1)-T<t<QQk+2)-T.
Y, (1) = “\/%'533(27900[)

A forma de implementagdo descrita para o cddigo (16,4), consiste de um esquema de
modula¢io com memoria. Um esquema de demodulacio para este codigo € mostrado na
Figura 4.3. Discutiremos posteriormente, com maiores detalhes, o aspecto de decodificagdo

dos codigos de grupo comutativo utilizando-se estrutura de treliga.

\/%; - :cos(?-ﬂy%t). ”

ESCOLHA O MAIOR

Figura 4.3 - Diagrama de Blocos do Demodulador - Codigo (16,4)
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O limitante de unido da probabilidade de erro deste codigo de grupo comutativo pode ser

51 1 12&(1-x"x")
Ple)s Yy —erfe, — |——————L= 1
B el

inf

calculado através de

X, , . ) &
onde x' = —=. Podemos definir a relagio sinal/ruido como SNR = A Sabemos que
& o
E 4E N .
SNR = A = —_ entdo podemos rescrever a expressio do limitante como
o 0

LA 1 (88 (1-x"x")
Pe) < —-erfc[- HUTRNI)
3

iy
Como foi proposto uma implementagéo utilizando-se um 4-PSK e um 8-PSK, temos uma taxa

: , o 2 .
de transmissdo de 2 bits por periodo de sinalizagio, R = T bits/s. Portanto podemos

comparar este codigo com um 4-PSK. A probabilidade de erro de simbolo exata de um 4-PSK
¢ dada por

Ple)=2p-p*, onde p= %-erfc( %’0—} .

Devemos considerar um bloco de dois simbolos 4-PSK ndo codificado, ou seja, palavras de 4

bits. A probabilidade de erro fica portanto definida como
Pley=1-[1-@p- ]

A Figura 4.4 mostra uma comparagio entre o limitante de unifo do codigo (16,4) e a
probabilidade de erro do bloco de dois simbolos do 4-PSK ndo codificado. E possivel
observar que o codigo de grupo apresenta um desempenho superior ao 4-PSK. Para baixa
relacdo SNR o 4-PSK apresenta, obviamente, um desempenho melhor. Essa estrutura pode ser

descrita como um QAM estrela codificado. Este tipo de modulagdo é utilizado em canais de

radio movel e comunicagdes via satélite [15].



P(e)

- - - - SEQUENCIA DE DOIS $IMBOLOS 4-PSK. o
—— CODIGO DE GRUPO COMUTATIVO (16,4}
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0.001
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Figura 4.4 - Grdfico de Desempenho - Codigo (16,4) versus 4-PSK ndo Codificado
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4.2.2 - Codigo de Grupo Comutativo (16,5)

Este codigo de grupo também é gerado utilizando-se um cédigo de bloco com 16
palavras-codigo. Vamos verificar que este codigo apresenta uma distincia minima superior ao
codigo (16,4), mas em conseqii€ncia, possui uma eficiéncia espectral menor. Este codigo é
gerado a partir do subgrupo

{000,004,040,044,022,026,062,066,402,406,442, 446,424, 420,464,460}
Procedendo com a mesma andlise descrita para o c¢odigo (16,4), podemos definir a forma

pseudodiagonal da matrizes O,, como

iy 27, 2, 2,
o | COs— sen— = GOST sen—
= diagonal; (-1) *
% gonah (=%, 2, 2mc, | 27, 27,
- 3Cn COS —sen COoS
8 8 8 3

Seus pardmetros sdo r=2 e n=/. Neste caso duas componentes de cada palavra do cédigo de
bloco necessitam uma representacdo bidimensional. Isso nos leva a uma outra observagio

importante.
Se especificarmos uma componente A, unidimensional, como uma componente

bidimensional, estaremos apenas perdendo eficiéncia espectral, sem alterar a distdncia

minima entre os vetores do codigo de grupo.

Para este codigo de grupo o conjunto de distincias fica portanto definido como
2 2 2 2 z 91‘3 2 2 2 91’3
d = x, -[2~»~2~c;c:st9n]+4-(x2 + x5 ) sen -£—+4-(x4 + X ) - sen ER

onde os valores de &, e d estdo listados na Tabela 4.8.

L6 |G| G| by 0, 05 d;

1{ 0 0 0 0 0 0 0 g, +0- 1, +0- 2y
210 0 4 0 0 i O0-4,+0- 1, +4- 1,
310 4 0 0 T 0 Oy +4- -, +0- 1y
41 0 4 4 0 T b O gty +4-p, +4-
stolz2]200 | a2l mn 0 g, +2- 1 +2- 41,
6{ 02|61 0 | n2|{3n2 Qo +20 4y +2- 444
71016 | 2| 0 32| n2 O gty +2- 44, +2- gty
81 0 6 6 0 3n/2 | 3n/2 O-pe, +2- 0, +2- 4,




i S Cia Ciz 9;& 9:‘2 913 df

o140 2] = 0 | w2 4+ 001y +2- 4
16 41 0| 6 T 0 3n/2 4op +0- 4, +2- p,
11| 4 | 4| 2 n n /2 4op+4 4, +2 4,
121 4 1 41 6 o n | 3n/2 g +4-p, +2- p,
13| 4 2 4 yis /2 i 4- g +2-p, +4-u,
14| 4 2 0 s /2 0 4-p+2 0, +0-
151 4 6 | 4 T | 3r2| = 4op, + 24, +4- p,
16| 4 | 6 0 ® | 3%/2 0 4opr, + 20 p, +0- 1,

Tabela 4.8 - Valores de 6, ¢ d} - Cddigo (16,5)

24

Novamente podemos verificar o grande numero de equagdes de restricio redundantes. Na

Tabela 4.9 sdo mostradas apenas as equagdes ndo redundantes utilizadas no método de

otimizagdo. Deve-se fazer portanto essa analise para cada novo cédigo a ser gerado.

0-y+2-y,+2-y, 21

4.9, +0-y,+2-y, 21

4y +2-y,+0-y, 21

VYo, Ys 2 0

Tabela 4.9 - Equacdes de Restrigio - Codigo (16,5)

Para este codigo podemos observar que o mimero de equacées de restricdo ndo redundantes

¢ diferente do cédigo (16,4), apesar de ambos possuirem o mesmo niimero de palavras. Isso

realmente mostra que ndo existe uma regra para se determinar quantas equagdes de restrigdo

devemos utilizar na otimizacdo do vetor inicial..

Os valores obtidos através da otimizagdio, sdo y, = 0,125, y, =025 ¢ v, = 0,25. Verificamos

portanto que este codigo de grupo apresenta uma distincia minima maior,

parametros de desempenho sio

K=

2
dm:‘n . IOgZ M - 3’2 e _Ri
2 w

dZ

=16. Seus
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O vetor inicial 6timo fica portanto determinado,
x,=(0,4472 0,6325 0 06325 0).

E interessante notar que o perfil de distincias deste codigo apresenta apenas duas distancias

distintas entre todos os vetores, conforme mostra a Tabela 4.10.

d? N(d?)
1,6 10
32 5

Tabela 4.10 - Perfil de Distancias - Cédigo (16,5)

4.2.3 - Codigo de Grupo Comutativo (32,4)

Este codigo possui 32 vetores, gerando um espaco Euclidiano 4-dimensional. Em
relagdo ao codigo (716,4), € intuitivo que como o nimero de vetores é maior, teremos uma
distancia minima menor e um ganho condideravel de eficiéncia espectral. Este codigo de grupo

¢ obtido utilizando-se um codigo de bloco, subgrupo de (Z,)’, com 32 elementos,

{000,004,002,006,001,005,003,007,040,044,042,046,041,045,043,047,
400,404,402,406,401,405,403,407,440,444 442,446 441,445 443 447}

O codigo de bloco gerador de (16,4) é um subgrupo deste, implicando portanto que a forma

pseudodiagonal das matrizes ¢ a mesma,

2ne,, 2,
a | cosTsen—
— _ 4 _ 4
O, = diagonal (-1)* ,(-1) ¢, 2mc,, 27
- 8€n. COS8
3 g

Os par@metros » e n da matriz, bem como a expressdo de d”, sdo definidos exatamente da

mesma forma descrita na Segfio 4.2.1. A diferenga em relagfio ao codigo (16,4) esta no niimero

de palavras e nos valores de 6, e d’ conforme é mostrado na Tabela 4.11.



PGy |6y B, ., " d’

10 0 0 0 0 O 41, +0- p, +0- 1,
210 0 4 0 0 yis 04, +0 1, +4- y,
37010 2 0 0 /2 O gty +0- 1, +2- g,

sl ool 6] o 0 |32 0- g, +0-p, +2- 11,
slolol 1 o1 0 | wa 0.4, +0- g1, +0,5857 - 1,
610 0]5] 0 0 | 5w/4 O- g, +0- 41, +3,4142- 1,
7701037 0 0 | 3n/4 0- 4, +0-u, +34142- 1,
8l 0] 0] 7] o0 0 | w4 0-pt, +0- 41, + 05857 1,
91041} 0 0 b 0 0 g, +4- 11, +0- 1,
10} 0O 4 4 0 i T O gy +4-p, +4- p,
Iy 01 4] 2 0 i /2 O-py+4- 1, +2- 1,
12 0| 4| 6 0 n | 3n/2 O-p,+4- 1, +2- 4,
13/ 0| 4 1 0 i n/4 O gy +4- 1, +0,5857 - 1,
14 0 { 4} 5 0 T | Sm/4 O 4y +4- p, +3,4142. 1,
151 0 4| 3 0 T | 3m/4 0 4, +4- u, +3,4142- 1,
16 0 1 4| 7 0 T | Tn/4 O- g4y +4- p, +0,5857 - 1,
171 4 0 0 i3 0 0 4., +0 g, +0- 1,
181 4 0 4 i 0 n 4- 4, +0- 1, +4- 1,
191 4 | 0} 2 T 0 /2 4 4, +0- g, +2- 1,
2004101 6 i 0 | 3n2 4, +0- 4, +2- 4,
20l 4o 1| = | 0 | wa 4.4 +0- 41, +0,5857 - p,
24705 & 0 | 5m/4 4 +0- 1, +3,4142- 1,
231 4 0 | 3 i 0 3n/4 4-pt, +0- 1, +3,4142- 41,
24| 4 0 7 T 0 Tr/4 440, +0- p, + 05857 1,
251 4 | 4 0 T T 0 4-py+4- g, +0-
260 4 1 4| 4 T T T 4op+4-pu, +4- 4,
27041 41 2 T T n/2 4op +4 pu, +2-p,
281 4 | 4 6 n n | 3n/2 4op +4-p,+2- 1,
291 4141 = n| w4 4-p +4- 1, +05857- 1,
301 445 n n | Sm/2 4o +4- 4, +2 p,
31 4 | 4 3 T n | 3n/4 4. g +4-pu, +3,4142 -y,
32041417 o | 1 |74 4. u +4 u, +05857 4,

Tabela 4.11 - Valores de 6, e d - Cédigo (32,4)

AN



0-y, +0-y, +05857 -y, 21

Oy +4d-y,+0-y,21

4y +0y,+0-y, 21
y]:y23y3 2 0

Tabela 4.12 - Equagdes de Restrigdo - Codigo (32,4)

Na Tabela 4.12 ¢ mostrado o conjunto de restri¢des nio redundantes utilizados na otimiza¢ao,

onde obtém-se
31,=025, », =025 & y,=1707.

A distancia minima quadratica é 42

» = 0,453, comprovando ser menor que a distincia do

codigo (16,4). Este codigo tem os seguintes pardmetros de desempenho:

di log, M

K = %o R _2log M

=113
N

=25.

O vetor inicial 6timo € portanto

x,=(0,3366 0,3366 0,8795 0).

Na Tabela 4.13 temos o perfil de distancias deste codigo.

e N(d?)
0,453 4

0.906
1,359

1,546

2,453
2,640
3,093
3,546

EoS BB A S B L A S LR B AR

A
ot

Tabela 4.13 - Perfil de Distancias - Codigo (32,4)



4.2.4 - Codigo de Grupo Comutativo (32,5)

Este codigo consiste de 32 vetores em 5 dimensdes. O mesmo pode ser obtido,

utilizando-se o seguinte codigo de bloco, subgrupo de (Z,)°, com 32 elementos,

{000,004,002,006,040,044,042,046,021,025,023,027,061,065,063,067,
401,405,403,407,441,445 443 447 422,426,424 420,462,466,464,460)

Os parametros da matniz sdo r=2 e n=/, cuja forma pseudodiagonal é definida como

Cy 27ICT.2 mez 27?6{3 2755}3
- cos : sen 3 cOS . sen <
=di I (-
0. = diagonal) (-1) * | 27, 2m, | 27, 2rc,,
—8en COS8 —sen COs
g g 8 8

Para este caso, a expresso das distincias é dada por
i

d’=x'[2~2-cos@, |+4-(x%+x? -senzgl%»+4- X2 +xl)-sen® 22
1 il 2 3 2 4 3 2

cujos valores estio listados na Tabela 4.14.

il eyl en ey 8, 8., (2 d’

110 0 0 0 0 0 O-p, +0- 42, +0- gy
210 0] 4 0 0 T O-p4, +0- g2, +4- u,
3100 0} 2 0 0 /2 O-pt, +0- 40, +2- pu,
410 0 6 0 0 3n/2 O g, +0- 1, +2- 1,
510 4 0 0 yin 0 O- 4, +4- p, +0- g,

61 0| 4 4 0 i 7 O-p,+4-pu,+4- u,
7101 41 2 0 i /2 O g, +4 p, +2- 11,

81 0| 4] 6 0 T | 3n/2 O p, +4- p, +2- 4,

91 0 2 1 0 /2 | w4 0-p, +2- p, +0,5857 - p,
0] 0 2 5 0 w2 | Sn/4 O-p, +2- 1, +3,4142- u,
1y ol 293 0 /2 | 3n/4 0.0, +2- 1, +3,4142 - 1,
12y 0127 0 /2 | Tnl/4 0-p, +2- 1, +0,5875- u,
131 0] 6] 1 0 |[3n/2 | n/4 0-p8, +2- 42, +0,5857 - 1,
141 0 | 6 | 5 0 | 3n/2 | 5n/4 O-p1, +2- p, +3,4142- 11,
15 01 6 |3 0 | 3n/2 | 3m/4 O g, +2- 11, +3,4142 - 1,




Y

Pl C | 6| B, ., 8., d’

6] o6 7] 0 |3n2] 74 O- g4, +2- 4, +0,5857 1z,
1714l o 1] = 0 | /4 44, +0- p, +0,5857- 1,
181 4 0 5 T 0 5n/4 4-p, +0- p, +34142- 4,
19 4|03 = 0 | 3w4 4opa, +0- g1, +34142. 1)
20| 4 0 7 T 0 Tri4 4-py +0- p, +0,5857 - u,
2t a1 4 [ 1] = r | w4 4 g, +4-pu, +0,5857
2] 4| 4|5 x n | Sn/4 4o, +4-p, +34142 1,
231 4| 413 T T | 3n/4 4-p +4- 4, +34142 - 4,
241 4 | 417 x| 7 | 704 4y +4-p, +0,5857 - 4,
2514 V22| o | a2 | a2 g 4 g, + 2 g
26| 41216 n | n2 |32 op + 2y +2 py
271 4 1 2 | 4 7 /2 s 4-p, 42 p, +4
281 4 2 0 s /2 0 4o, +2-p1, + 00 g2,
21 41 6] 2 T | 3n/2 | w2 4o +2-p,+2 1,
36 4| 6] 6 T | 3n/2 | 3n/2 4op +2 4, +2- p,
31 4| 6} 4 n {32 =w 4-py+2-p, +4-pu,
32 4 | 6 10 n {32 O 4op, +2- 4, +0- 42,

Tabela 4.14 - Valores de 6, e d’ - Cédigo (32,5)

O nmero de restri¢bes para o codigo (32,4) é 4, enquanto que para o cédigo (32,5) o ndmero
de equagdes ndo redundantes é maior, conforme mostra a Tabela 4.15. Para estas restrigdes os

valores obtidos sdo respectivamente, y, =0,176, y, = 0,353 € y, =0,5.

0-3+0-y,+2. 3,21

0y +4-y, +0-y, 21

O-y,+2-y,+0,5857-y, =1

4-y,+0-p, +0,5857- y, 2 1

4'yl+2-y2+o-y3 >1

Yya,y; 20

Tabela 4.15 - Equacdes de Restrigido - Codigo (32,5)
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A distdncia minima quadratica deste codigo é d’ =097 e seus parimetros de desempenho

min

sdo
2
. . M
demm EngMm2,426 e R _2-log, —7.
2 w N

O vetor inicial 6timo fica portanto definido como x,=(0,4142 0,5858 0 0,6396 0) e seu
perfil de distincias é mostrado na Tabela 4.16. £ interessante observar, através do vetor

inicial, que este codigo apresenta 3 niveis de energia.

d? N(d?)
0,97 8
1,372 3
1,941 1
2,343 14
3,313 3
3,715 2

Tabela 4.16 - Perfil de Distdncias - Codigo (32,5)

4.2.5- Cédigo de Grupo Comutativo (32,6)

Na Seglo 4.2.3 analisamos o codigo (32,4), que apresenta dois niveis distintos de
energia e na Seglo 4.2.4 verificamos que o codigo (32,5) apresenta trés niveis distintos de
energia. Como exemplo ilustrativo, vamos descrever o codigo (32,6), apresentando energias
iguais. Isso significa que terfamos uma modulacio muitinivel LMPSK com energias iguais, ou

seja, uma estrutura BCM. Este codigo de grupo também é obtido utilizando-se o codigo de

bloco, subgrupo de (Z,)*, com 32 elementos,

{000,004,040,044,022,026,062,066,400,404,440,444,422 426 462 466,
202,206,242,246,224,220,264,260,602,606,642,646,624,620,664,660}.



Qi

Temos neste caso matrizes de 6 dimensGes, com a seguinte forma pseudodiagonal,

im, 2, 2, 27, 2ms 2,
COs 3 sen 3 Cos g sen g COs 3 sen —"8——
0, = diagona 27,y 2m, | 2, 27, [ 2z 27
—5en Cos —8en Cos —sen—— cos—
8 8 8 8 8 8

Os parametros da matriz sdo r=3 e n=0. Para este caso, a expressdo de distancias € definida

como
2 2 2 2‘9;'1 2 2 291'2 2 2 2953
d’ =4-(x; +x;) sen By +4-(x; +x;)-sen -2—«+4-(x5 +X;)-sen >

Na Tabela 4.17 estéio os valores dos 6, e d.

P - o a 8., 0., d’

Iy 041 014 0 0 0 0 0 g, +0- 41, +0- 1,
21071 01 4 0 0 O o, +0 - p, +4- p,
310 4 0 0 i 0 O g, +4- p, +0- pu,
41 01 41 4 0 T v O-py+4- 4, +4- p,
51070 2| 2 0 2 | n/2 0-46, +2- 4, +2- g
61 0 2 6 0 /2 | 3n/2 O-p, +2- p1, +2- 1,
710 6| 2 0 3n/2 | n/2 O py +2 1, +2- 4,
81 0 6 6 0 3n/2 | 3nf2 O-pty #+2- o, +2-
91 4 041 0 i 0 0 4-p + 04, +0- p,
101 4 101} 4 T 0 4o, +0 4, +4- 1,
11y 4 1 40 7 n 0 4op,+4- 4, + 01,
12] 4 4 4 7 T 7 g +4-p, +4-p,
Bl 41212 o | n2] a2 o+ 2y +2
412161 n | 12|32 A+ 2oy + 20 1y
150416 |2 =n |3z2]| n2 gl 2y + 20 py
160 4 | 6 | 6 T | 3wn/2 | 3n/2 4opp 42 g, +2-u,
17 2 012 | =2 0 /2 2op, 404, +2- 1,
181 2 1 01 6 | nn O | 3n/2 200,404, +2- 1,
9121412 2| = | 22 2o Ay + 2 py
200 2 1 4| 6 | w2 T | 3n/2 2op 4w, 42,
2002 0 2 1 4 | 2 | w2 T Zop, 2, w4
2202 1 210 | a2 | w2 0 2ou,+ 204, +0-
2312 06 1 4 | w2 |32 2o A2, + 4 u,
241 2 6 | 0| n/2 |3n/2| O 2op 24, +0-




ile | enle,| 6, |6, ] 6, d?

230 6 | 0| 2 |3n/2] O /2 24, +0- 1, +2- 11,
260 6 | 0| 6 {3n2| O |3r2 20,40 1, +2- p,
271 6 | 4 | 2 |3n2] ©n | a2 2o +dop +2p,
28016 1416 |3r2| ® |3n2 2op+4pu, +2p,
221 6 | 21 4 |32 n2 | = 2o +2p, +4p
300 6 | 2| 0 {32 w2 | O 2o 2y + 0y
311 6 | 6 | 4 {3n2|3n2]| =n 2op+ 2, +4
321 6 | 610 |3w2]|3r2]| O 2opy + 24, + 0 py

Tabela 4.17 - Valores de 6, e d} - Cédigo (32,6)

O-y,+0-y,+4-y, 21

O-y+4-y,+0-y, 21

4y, +0-y,+0-y, 21

- yi:y2:y3a0

Tabela 4.18 - Equacdes de Restrigdo - Codigo (32,6)

A Tabela 4.13 mostra o conjunto de restricdes, donde obtemos »w=025, y, =025

¥, = 0,25. A distdncia minima quadratica é 4°

m

» = 1,333 e seus pardmetros de desempenho

dl. log, M

K G R _2los,M
: .

=333
N

= 1,66.

Ui

€

O vetor inicial 0timo fica portanto definido como x,=(0,577 0 0,577 0 0,577 0}, onde

podemos observar as energias iguais. O perfil de distancias deste codigo consta na Tabela 4.19.

d? N(d?)
1,332 15
2,665 15

4 1

Tabela 4.19 - Perfil de distdncias - Codigo (32,6)



4.3- Tabela dos Codigos de Grupo Comutativo

Na Seg#o 4.2 foi feita uma anilise detalhada da construgdo de alguns codigos de grupo
comutativo, utilizando-se a metodologia descrita no Capitulo 3. Além dos codigos descritos
anteriormente, outros bons codigos foram obtidos para valores de M=64 e M=728. Nio sera
feita uma descri¢do detalhada destes codigos. A Tabela 4.21 mostra todos os codigos de grupo

comutativo construidos, seus pardmetros de desempenho e o respectivo vetor inicial 6timo.

(MN) X, K RW
(16 4) (0,455 0,455 0,765 0) 2,34 2
(16,5) (0,447 0,632 0 0,632 0) 3,2 1,6
(16,3) (0,5005005005 0) 4 1
(32,4) (0,336 0,336 0,879 0) 1,13 2,5
(32,5) (0,414 0,585 0 0,639 0) 2,42 2
(32,6) (0,577 0 0,577 0,577 0) 3,33 1,66
(64.6) (0,447 0 0,632 0 0,632 0) 2,4 2
(64,6) (0,541 0 0,541 0 0,643 0) 2,48 2
(128,5) (0,26 0,681 0 0,681 0) 0,95 2,8
(128.6) (0,576 0 0,576 0 0,576 0) 2,05 2,33
(256,6) (0,706 0 0,5 0 0,5 0) 1,17 2,66

Apenas o codigo (16,8) foi construido através de um subgrupo de (Z,)", os demais codigos

de grupo foram obtidos utilizando-se codigos de bloco subgrupos de (Z,)*. Os codigos (16,8),

(32,6) e (128,6) possuem energias iguais e s30 mostrados como exemplo, conforme discutimos
na Sec#o 4.2.5. Podemos comparar o desempenho dos codigos de grupo comutativo com
esquemas tradicionais de modulagdo, como simplex, biortogonal e principalmente com os

codigos de grupo ciclico. Na Segdo 4.4 sio descritos os parametros de eficiéncia para estes

codigos.

Tabela 4.20 - Cédigos de Grupo Comutativo (M,N)
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4.4 - Comparagdo de Desempenho

Vamos comparar o desempenho dos codigos de grupo comutativo com outros
esquemas tradicionais de modulagio, como simplex, biortogonal e os codigos de grupo

ciclico. Na Tabela 4.21 sdo mostradas as caracteristicas de dimensdo, energia média (&, ) e

distincia minima quadritica (d?’,) dos codigos simplex e biortogonais. Para efeitos de

comparagdo, consideramos & . =1.

media

Codigo (M,N) | Dimensdo | Energia Média | Distancia Quadratica Minima
N Cq‘z/wmedia d2

i

Simplex M-1 N2E

1
f(lm“ﬂ)

Biortogonal M & 2&
2

Tabela 4.21 - Pardmetros do Codigos Simplex e Biortogonais

O calculo dos parimetros de desempenho dos cédigos de grupo ciclico mostrados em
[4] foram refeitos. Também foi feita uma nova busca de codigos ciclicos, procurando-se
possiveis “bons codigos”, com desempenho superior aos codigos de grupo comutativo
encontrados. No Capitulo 3 ¢ mostrado a forma pseudodiagonal das matrizes para os codigos
de grupo ciclico, onde tem-se apenas uma componente unidimensional. Como exemplo, o
codigo ciclico (8,3) € gerado pelo grupo ciclico

{OO,I4,20,34,40,54,60,74} )

e tem a forma pseudodiagonal das matrizes definida como

i} Zmil

cos " senw-g— 4

0:‘ :dlago 2 7. :(MD 4
—SeN~—"  CO§ s
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Este codigo tem como pardmetros de desempenho K =2,2164 e R/W = 2. Vamos considerar
um  codigo de  grupo  ciclico  (8,4), gerado pelo  grupo  ciclico

{000,144,200,344,400,544,600,744} , tendo a seguinte forma pseudodiagonal

Zm i1 Zﬂcﬂ
cOs 2 sen 2 % N
=i N4 1y 4
0. =diagona 2, 2, (=D =D 4.

—sen oS
8 8

Neste caso temos como pardmetros de desempenho K =2,216 e R/W =15. Concluimos
portanto que para o caso de codigos de grupo ciclico, acrescentar mais de uma componente
unidimensional na forma pseudodiagonal, implica em perder eficiéncia espectral, sem aumentar
a distdncia minima do cédigo. Este exemplo foi mostrado apenas para comprovar a
propriedade descrita na Segdo 3.1.

Na Figura 4.5 € mostrado os pardmetros de desempenho dos novos cédigos de grupo
comutativo gerados, dos codigos de grupo ciclico, simplex e biortogonais. Pode-se verificar
que os codigos de grupo comutativo tem desempenho superior aos codigos de grupo ciclico.
Para os codigos de grupo ciclico pode-se tragar facilmente um grafico mostrando o
comportamento dos pardmetros de desempenho quando varia-se a dimensdo ou nimero de
palavras do codigo. Para os codigos de grupo ciclico (30,9), (24,7), (28,7) e (36,7) tracamos
os parametros de desempenho, variando-se a dimensio do codigo. Na Figura 4.6 estdio
plotadas as curvas destes codigos. E importante observar que temos um bom cédigo de grupo
ciclico, obtido a partir de (30,9), com X = 2,7 ¢ R/W =1,9. Este codigo ndo é mostrado nos

resultados obtidos em [4].
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Figura 4.5 - Grdfico de Lficiéncia - Codigos Comutativos, Ciclicos, Simplex e Biortogonais
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4.5 - Aspectos de Implementacéo

Na Secgio 4.2.1 discutimos os aspectos de implemetagdo do codigo (16,4). Vamos
agora analisar o aspecto de implementagio do codigo de grupo (64,6) onde vamos descrever
em especial a estrutura de decodificagdo. Este codigo de grupo possui 64 elementos, distincia

2

minima quadratica 4., =0,8284 e pardmetros de desempenho K =2485 e R/W=20. De

maneira similar ao codigo (16,4), a sua implementa¢do pode ser feita utilizando-se o conjunto

de sinais mostrado na Figura 4.7 ¢ 4.8.

Y\,

I(o 0,5411)
o 2 ‘\__.

(05411 /g4 b 0,5411 0)
* *—>
Yoy
; 1 13

~_‘-\“ 6 s
© -0,5411)

Figura 4.7 - Constelacdo de Sinal 4-PSK - Codigo (64,6)

¥
(0 0,6436)
(0435104551 .~ 1o " (04551 04551
A3 *
f”' 1 “I
i B
¢ — ¥
(-0,6436 0) . 0 7 (0,6436 0)
.“\ 7 "4‘
) |
w6 L7 (0,4551 -0,4551)
(-0,4551 -0,4551) .
(0 -0,6436)

Figura 4.8 - Constelacdo de sinal 8-PSK - Cédigo (64,6)



Neste caso para cada palavra codigo sdo enviados dois sinais 4-PSK e um sinal 8-PSK,

conforme mostrado na figura. Temos entdo um conjunto de bases ortogonais definidas como
2
(1) = | - cos2)

5 para 2kT<t<(2k+1)- 7,
¥,(0) = —\/; sen(27f,0)

(1) = \E -cos(277f1)

5 para (2k+DT 1< (2k+2)- T,
¥, (0) = —J; sen(2,)

1) = | -cos2ay)

) para (2k+2)- T<t<(2k+3)-T.
() = —\/;~S®n(27@f0f)

O codigo (64,6) apresenta uma taxa de 2 bits/T | que é, também, a mesma taxa de um 4-PSK
nfo codificado. Podemos tragar um grafico comparando o limitante de unido do codigo (64,6)
com uma sequéncia de 3 simbolos 4-PSK, com energia média unitéria, isto é, a energia de cada
simbolo é 1/3. Esta comparagio ¢ mostrada na Figura 4.9. O limitante de unido da

probabilidade de erro deste codigo de grupo comutativo pode ser calculado atraves de

5 1 1 28(1—xNxN)
Ple)< > —erfe| — |———-—"+= 1,
25 (2\/ N, l

izj

Neste caso temos que SNR = —— = »%m, entdo podemos reescrever a expressao do limitante
0

=

como

j=1
iztj

&l 128 (1-xMx¥
Pe) < Zé.e,ﬁ[%\/ &( Nx, X; )J |

Considerando 3 simbolos 4-PSK, temos Pfe) é definida como

P(e) = 1—[1—(2pmp2)]3, onde p = %‘efjfc( %—J :

Q
A Figura 4.9 mostra uma comparacio entre o limitante de unifio do codigo (64,6) ¢ a
probabilidade de erro do bloco de 3 simbolos 4-PSK. O codigo (64,6) apresenta uma ganho de

codificagfo maior em relagio ao codigo (16,4) descrito na Seciio 4.2.1. Podemos observar que



Fur

para uma probabilidade de erro  P(e) =107 o ganho esperado ¢ de 0.8 dB. O ganho

2
10-1ogw(d% ) dB=1,24 dB.
4 PSK

Na Figura 4.9 também sdo mostrados alguns resultados de simulacio. Pode-se observar a

assintotico de codificagdo € de

excelente concordncia entre a estimagio de Pfe) pelo limitante de unido e pela simulacgo.
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0.001
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Figura 4.9 - Grdfico de Desempenho - Codigo (64,6) versus 4-PSK
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4.5.1 - Demodulacgdo

Na Sec¢do 2.3 foram descritos os conceitos basicos sobre modulagio sem memoria e
demodulagio coerente. Antes de apresentarmos o esquema de demodulagio para o cddigo
(64,6) precisamos fazer algumas consideragdes. A implementagio de um esquema de
modulagio muitidimensional implica em restringir as seqiiéncias de sinais, ou seja, temos uma
combinago de modulagio e codificagio. Isso significa que os sinais transmitidos ndo
dependem apenas de £,, mas também do estado o, do modulador. Um sinal transmitido num
intervalo 7 vai depender dos sinais transmitidos nos intervalos anteriores. Neste caso o
receptor de MV nfo pode utilizar decisio simbolo a simbolo. Este tipo de modulagio ¢
chamado de modulacdo com memoria {2, p. 165]. Portanto vamos utilizar os resuitados da
Segdo 2.3 para dertvarmos o esquema de demodulagio.

O demodulador forma um conjunto de sinais que agora sdo fungdes do estado o, do

modulador. Entdo podemos reescrever a expressao (2.14) como

K-1

vi()=x, . (t—kT), 0<1<KT,
k=0

O demodulador deve escolher uma sequéncia &£ que maximize as razbes de verossimilhanca.

Da mesma forma que (2.16), temos

KT 1 #kT K-l
o= | y(@yv(eyde - > [“vima=31,, (4.1)
k=0
onde
(k+1)T 1 ptk+idr
L, = LT YO, , (¢~ kD)t - > LT x5, o (t—kD)dt . (4.2)
Precisamos introduzir a definicdo de soma parcial sobre os primeiros £ intervalos de
duracgdo T,
k-3
by = 2%, (4.3)
i=0
obtendo-se a relacio
by = lyy T 1, » (4.4)

onde /., = /. O demodulador de MV deve maximizar (4.1) sob o conjunto de possiveis

seqii€ncias ¢. Para sequéncias & longas o calculo de todas as possiveis seqiiéncias & é

proibitivo. A maximizagdo de (4.1) simbolo a simbolo, dado por (4.2), nfio resulta em uma



decodificagdo otima, pois os /, ndo sio independentes. Uma maneira de reduzir o nimero de

comparagdes € a utilizagio do algoritmo de Viterbi que ¢ baseado em (4.4). Utilizando-se este
algoritmo pode-se descrever a decodificagio através de uma trelica. A métrica utilizada na

treliga para o nosso caso ¢ a distancia Euclidiana. Podemos mostrar que
5 N N N
2 . _ 2 2
d =ly=-x| =2y -2 T yx, + 3 x!.
j=1 7=l s=1

Como estamos trabalhando com sinais de energia unitaria, podemos utilizar como métrica os

proprios /, , ou seja, i Y;x; . O diagrama de blocos do demodulador do codigo (64,6) ¢
7ol

mostrado na Figura 4.10. A Figura 4.11 mostra a estrutura de treliga do cédigo de grupo

comutativo (64,6). Apesar de termos deduzido a treliga da observagdo direta do codigo de

bloco, deve ser possivel obté-la através da estrutura do grupo conforme descrito em [12]. A

principio seria necessario 64 comparagdes para a decodificagio de cada simbolo transmitido.

Com a estrutura de treliga ¢ necessério apenas 31 comparagdes, o que simplifica bastante a

decodificagio.

2
Ly = leig}’,
o

1=0246
S mt=0123

&
1 o= ZSJ%J’;
&

P=00..7
m(iv=8.....15

ALGORITMO DE VITERBI

Figura 4.10 - Diagrama de Blocos do Demodulador - Codigo (64,6)



Figura 4.11 - Trelica - Codigo (64,6)
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho fizemos uma abordagem pratica dos codigos de grupo comutativo para
o canal Gaussiano, Nos restringimos a geragdo de novos codigos, comparagdes de
desempenho, bem como propor sua implementagio. E possivel através da utilizagio de
cbdigos de bloco de alfabeto e comprimento maior (Q e L grande) gerar novos codigos de
grupo, que tenham bons pardmetros de desempenho. Inicialmente € importante destacar
algumas caracteristicas do método de geracdo. O algoritmo de partigio faz uma busca
exaustiva por representantes de classes laterais de maneira a obter todos os possiveis
subgrupos. Isso obviamente implica num tempo computacional muito grande. Como exemplo,
o tempo (CPU) de partigo do grupo (Z,)°, numa estagio SPARC 20, foi de
aproximadamente 20 horas. Para valores grandes de Q e L, o tempo computacional torna-se
proibitivo. Outro problema inerente ao processo de partigio é a quantidade de memoria
necessaria, que também ¢ relativamente grande. E possivel diminuir a complexidade do
algoritmo aperfeigoando-se as rotinas do programa de parti¢io e o processo de alocagio de
memoria. Apesar de ser uma alternativa viavel, nio resultaria numa grande reducio de
complexidade. Um proposta alternativa para se construir bons codigos, sem particionar
grandes grupos, seria a concatenagio de codigos de grupo com os codigos algébricos lineares,
obtendo-se assim novos codigos em dimensdes muito maiores [16,17]. No Anexo C,
apresentamos um subgrupo com 128 elementos com as respectivas distincias minimas,
proveniente da particio do grupo (Z,)*. Quanto & implementagio dos codigos de grupo
comutativo, verificamos que ¢ relativamente simples, através da utilizagio dos sinais
modulados em fase (PSK). Os codigos de grupo ciclico apresentam uma decodificaciio
relativamente simples, utilizando-se apenas um filtro casado. Para os codigos de grupo
comutativo (por exemplo o codigo (64,6)) é possivel associar-se uma estrutura de treliga, o
que simplificaria muito a decodificagdo por MV,

Os codigos de grupo comutativo apresentam um desempenho superior aos codigos

ciclicos, que em contrapartida tem uma facilidade maior de construgdo. O problema do vetor



inicial tem solugdo semelhante para ambos os casos, sendo possivel a utilizagio do algoritmo
de otimizagéo simplex. Um diferenca importante é em relagdo ao niimero de equacdes de
restrigio. Para um codigo de grupo ciclico (M,N) sdo necessérias no maximo M/2 equacdes de
restri¢io. Como verificamos, para os codigos de grupo comutativo ndo se pode definir a priori
quantas equagOes S0 necessarias d otimizagiio do vetor inicial Para codigos com grande
numero de palavras (grande mimero de restrigdes) o problema do vetor inicial ainda pode ser
resolvido através do algoritmo simplex ou simplex dual, retirando-se as equag@es redundantes.
Uma abordagem eficiente para o problema do vetor inicial para o caso de codigos de grupo
nio comutativo € descrita em [14].

Alguns codigos possuem energias unidimensionais e bidimensionais distintas e podem
ser referidos como uma modulagdo QAM estrela. Esse tipo de modulagio é de particular
interesse para aplicagBes em canais com desvanecimento, em especial comunicagdes moveis.
Outro aspecto referente a implementacio que deve ser destacado ¢ a utilizacdo da estrutura de
treliga para a decodificagdo de codigos com grande nimero de palavras. Essa simplificaciio de

decodificagdo € uma das justificativas para a utilizagio de codigos com estrutura de grupos.



Anexo A

Listagem do Programa de Parti¢do do Grupo VA

#include<stdio h>

#inchide<alloca.h>

#define L 3

#define M §

#define ML, 512

Hdefine P 9

unsigned ¢l,c2,ele,tnsg, nsg;

unsigned GS[3];

unsigned N1[9}={1,7,35,155,203,203,155,35,7};
unsigned N2[9]={7,35,155,203,203,155,35,7,1};
unsigned ****SG;

unsigned ¥**TROCA;

unsigned **¥LISTA;

FILE *fp;

FILE *fpl,

void Gera_Grupo();

void Gera_Lista();

void verifica();

void verifica2(),

void Aloca_Memoria();

void Desaloca();

main()

{ unsigned 1,1.k;
fp=fopen("z8 3.txt""w");
fclose(fp);
fpl=fopen("troca3.txt","w"),
felose(fp1);
Aloca_Memoria(N1[0],N2[0],1);
nsg=0;
ele=1;
tnsg=1;

for(i=0;i<L;i++) SG[1}[nsg][1][0]=0;
for (cl1=0;c1<P;cl++)
{ for(c2=0;c2<tnsg;c2++) Gera Grupo();
fp=fopen("z8_3.txt","a"},
for (1=0;i<nsg;i++)
{ for(j=0;j<(2*ele);j++)
{ for(k=0;k<L:k++)
fprintf{fp,"%1d",SGO][i] (k] [j]);
fprintf(fp," "); }
fprintf(fp,"n"); }
fclose(fp);



if (c1<=7)
{ fpl=fopen("troca3.txt","w"),
for (i=0;i<nsg;i++)
{ fprintf(fpl,"n");
for(j=0;3<(2*ele);}++)
fprintf{fp1,"%1d%1d%1d", SGIOI[i[0][j). SGIOEI IGLSGIONM21GD);
fclose(fpl);
Desaloca(N1[c1] N2[cl].ele);
Aloca_Memoria(N1[1+c1] N2[1+¢c1],2%ele);
fp1=fopen("troca3 txt" "r'");
for (1=0;i<nsg;i++)
for(j=0;j<(2*ele);j++)
fscanf(tpl,"%1d%1d%1d", &SGI1][i]{0]H],&SG i 1] &SGI2IED:
felose(fpl);
ele=ele*2;
tnsg=nsg;
nsg=0; }}
return 0; }

void Aloca_Memoria{m1,m2 m3)
unsigned m1,m2,m3;
{ wnsigned 1,j,k;
SG = (unsigned ****) calloc(2,sizeof(unsigned***));
SG{1] =(unsigned ***) calloc(m1,sizeof(unsigned**));
SGI0] =(unsigned ***) calloc(m?2 sizeof(unsigned**));
for(j=0;j<ml;j++)
{ SGf1][j]=(unsigned **) calloc(L,sizeof(unsigned*));
for(k=0;k<L;k++) SG{1]]j][k]=(unsigned *) calloc(m3 sizeof(unsigned)); }
for(=0;j<m2;j++)
{ SG[0][j]=(unsigned **) calloc(L,sizeof(unsigned*));
for(k=0;k<L;k++) SG[0][j}{k]=(unsigned *) calloc(2*m3 sizeof{unsigned)); }
LISTA=(unsigned **) calloc(l.,sizeof(unsigned*));
for(i=0;i<L;i++) LISTA[i]=(unsigned *) calloc(2*m3,sizeof(unsigned));}

void Desaloca(iml,m2,m3)
unsigned ml,m2.m3;
{ unsigned 1,j,k;
for(j=0;j<ml;j++)
for(k=0;k<L;k++) free(SG[11[1[k]);
for(j=0;j<m2;j++)
for(k=0;k<L;k++) free(SGO][1[kD;
free(SG);
for(i=0;i<L;i++) free(LISTA[i]);
free(LISTA);}

void Gera_Grupo()

{ unsigned 11,12,13;
for(11=0;11<M:i14++)
for(i2=0;i2<M;i2++)
for(i3=0;13<M;i3++)
{ GS[0}=it;

GS[1]=i2;
GS[2]=i3;



Gera_Lista();
verifica(); }}

void Gera_Lista()

{

unsigned 1,j;
for(i=0;i<ele;i++)

{ LISTA[0][i}=SG[1][c2][C}{i};
LISTA[N[i}=SG[1][c2][1][i];
LISTA[Z][i]=SG[1]{c2][2]f];
LISTA[O]]ele+i}=(LISTA[O][i]+GS{0])%M;
LISTA[1][ele+i]=(LISTA{I][i]+GS[1])%M:
LISTAR2[[ele+i}=(LISTA2i[+GS[2]))%M; }}

void verifica()
{ unsignedil,i2,i3 .k cg=0;
for(11=0;11<(2*ele);i1 ++)
for(i2=11;12<(2*ele);i2++)
{ for(i3=0i3<(2%ecle);i3-++)
if ((LISTA[O][i1]+LISTA[0][i2])%M==LISTA[0][i3])&
((LISTAJL1H+LISTA[1]{i2])%M==LISTA[1]]i3D)&
((LISTA[Z]1+LISTA[2][i2])%M==LISTA[2}[i3])) cg++; )}

if (cg==((2*ele)*((2*ele)+1))/2) verifica2();}

void verifica2()
{ unsigned i1,12,13 k,cg=0,cg1=0;
for(il=0;i1<nsg;il++)
{ for(i2=0;i2<(2*¢le);i2++)
{ for(i3=0;13<(2*ele);13++)
if ((LISTA[O][i2]==SGJO)[i1][0][i3])&
(LISTA[1][i2}==SG{0][i1][1][i3]&
(LISTA[2][i2]==SG[01[11}[2][i3])) { cg++; break; }}
if (cg==(2*¢le)) cgl++, ¢g=0; }
if (cgl==0)
{ for(il=0:11<(2*ele);il++)
for(k=0;k<L;k++) SG[0][nsg]{k][il}=LISTA[K]{il];
nsgt+; }}



Anexo B

Listagem Completa da Particdo do Grupo (%)

Q00 404
900040
000044
000 400
000 404
000 440
000 444

066 004 602 006
GO0 004 G40 044
G006 004 (42 046
000 004 466 404
000 004 402 406
000 004 440 444
006 004 442 446
880 540 020 060
{00 040 024 064
000 040 400 440
000 040 404 444
000 040 420 408
000 040 424 464
000 044 022 D66
000 044 026 062
GO0 044 400 444
000 044 404 440
606 044 422 466
000 044 426 462
000 400 260 600
000 400 204 664
000 400 240 646
000 400 244 644
000 404 202 606
000 404 205 602
000 404 242 646
000 404 246 642
000 440 220 660
000 440 224 564
000 440 260 620
000 440 264 574
000 444 222 6566
000 444 226 662
Q00 444 262 626
000 444 266 622

G00 004 062 006 001 005903 007
GO0 004 002 606 040 D44 042 846
000 004 002 GGG D41 045 043 047
000 004 002 006 400 404 407 406
000 004 002 006 401 405 403 407
000 004 002 006 440 444 447 446
000 004 007 006 441 445 443 447
000 004 040 044 020 024 060 064
000 004 040 044 622 026 062 066
00 604 040 044 406 4G4 440 444
900 0604 D40 044 402 406 442 446
000 004 940 044 420 424 460 464
000 004 040 044 422 426 462 466
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ANEXO B R7
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000 004 040 044 020 024 060 064 012 016 0352 056 032 035 072 076 400 404 440 444 420 424 460 464 412 416 452 456 432 436 472 476 202 206 242 246 222 226 262 266 214218 254 250 234
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Anexo C

Particdo do Subgrupo de 128 Elementos

000 004 «> dmiin=1.86353
000 040« dinin=1 86353
000 044 +~> drnin=3.72706
000 400« dmin=0.27290
008 404 +> dmin=2.13643
000 440 > dmin=2.13643
000 444 —> dmijn=3.99996

000 004 082 006 -~ dimin=0.93177
000 504 040 044 > drnin=1.86353
000 904 042 046 —> dmin=1.86353
900 004 400 404 > dmin=0.27290
300 004 402 406 oo drmin=].20467
000 004 440 444 ~--> dmin=1.86353
000 004 442 446 > dmin=] 86333
000 040 020060 ~-> dmin=0.93177
000 040 024 064 ---> dmin={ 86353
000 040 400 440 -—> dinin=0.27250
000 040 404 444 > dmin={ B353
000 046 420 460 ---> dmin=1 20467
000 040 424 464 -~ diin=t B6353
060 044 022 066 > dmmire=1 86353
000 044 026 062 -~ dmine=1 86353
000 044 4040 444 ---> dmine=0.27290
000 044 404 440 —~> dmin=2. 13643
000 644 422 466 -—> drin=2. 13643
000 044 426 462 —> drnite=2. 13643

000 004 002 G606 00 005 003 007 > dinin=0.27291
000 004 002 006 040 044 042 046~ dmin=0.93177
000 004 002 086 041 045 043 047 —> drin-0.93177
000 004 002 UGS 400 404 402 406 > dmin=0.27250
000 004 002 006 401 405 403 407 ---> dmin={.54581
000 004 002 006 446 444 44) 446 .« Gmine=(.93177
000 004 602 (06 441 445 443 447 > dmin=0(.93177
000 004 040 044 G20 034 G60 064 > dmine=0. 93177
000 004 040 044 G622 026 067 066 —> dmin=<E 36353
000 004 040 044 400 404 440 454 ---> dinin=0.2729¢
000 004 040 044 452 406 442 446 ---> dinin=i. 20467
000 004 040 044 42¢ 424 460 464 ~--> drnine=i 20467
GO0 004 040 044 422 426 462 466 > dmun=1. 86353
000 004 042 046 021 025 063 067 ---> drine=1.20467
000 004 042 046 623 027 065 06} ---> dinine=1. 20467
000 004 042 046 4060 404 442 446 ---> dmin=0,27290
000 004 042 046 402 406 444 440 ---> dmin=1.20467
000 004 0472 046 421 425 463 467 ---> dmin=1.47758
(00 004 D42 0446 423 427 465 463 ---> dimin=!}.47758
(00 040 020 060 GG 050 030 070 ---> dmin=0.27291
000 040 020 060 (14 054 034 074 ---> dmin=0.93177
G00 040 020 040 400 440 420 460 ---> dmin=0.27250
000 040 020 060 404 444 424 464 ---> dmin=0.93177
000 040 070 C60 410 430 430 470 > drnine=0. 54581
$00 040 020 060 414 454 434 474 wo> Gmin=(.93177
000 040 024 064 012 052 036 076 ---> dmine=] . 20467
000 040 024 064 018 636 (32 072 ---> dmine=1.20467
000 040 024 064 400 440 424 4684 ---> dmineQ 27250
000 040 024 064 464 444 420 460 ---> dmine=]. 20467
000 040 024 064 412 452 436 476 ---> dimins=] 47758
0060 040 024 064 416 456 432 477 ---> dmine=} 47758
000 044 027 066 G11 035 033 0FF > dimine=( 54582
000 044 027 066 G15 053 037 073 -> dinirre=t 86353
GO0 044 027 066 400 444 422 466 > dinin=0,27290
000 044 022 066 404 440 426 467 ---> dinins=3 86353
000 044 022 066 411 455 433 477 ---> dinin=0 81872
000 D44 022 066 ALS 551 437 473 —-> dmin=1.86353
0BG G644 26 062 G613 057 031 075 ---> dinine=1 86353
BOG G44 026 062 017 053 035 071 > dmin=0.54582
000 644 626 062 400 444 426 462 > dmin=0.27200
006 644 526 062 404 440 477 466 > dmin=] 86353
000 044 026 062 413 457 431 475 —> drnin=1.86353
000 044 026 062 437 453 435 471 v dinin=0.81872

000 004 002 006 001 005 003 007 040 044 047 046 641 545 043 047 - dmin=0.27291
000 004 002 006 001 005 003 007 400 464 4072 406 401 465 403 407 —-> dmine=4.27290
000 004 007 006 481 005 003 007 440 444 442 446 441 445 443 447 > drain=0.27291
B00 004 007 006 840 044 042 046 020 024 022 026 060 064 062 066 -~> dmin=0.93177
000 004 007 006 040 044 042 046 021 025 023 027 061 065 063 067 > dmin=0.93177
060 904 00Z D06 840 044 042 046 400 464 402 406 440 444 442 446 ---> dnin=0.27290
000 004 902 006 040 044 042 046 4G1 AGS 403 407 441 445 443 447 > dimin=0.54581



)

000 004 002 006 040 G44 042 046 420 424 422 426 460 464 462 466 > dinine=0 9377
000 004 002 006 040 D44 042 046 421 425 423 427 461 465 463 467 o> dinin=(.93177
000 004 002 006 041 045 043 047 400 404 492 496 441 445 443 447 o> dmine=0.27290
060 004 002 006 041 045 043 047 401 405 403 407 442 446 494 440 > demin=0. 54581
GO0 604 040 044 020 024 060 064 G106 014 050 054 030 034 570074~ drnipe0.27291
000 004 G40 644 020 024 060 064 012 018 052 056 032 036 072 076 > demin=0.93177
000 004 040 G44 020 024 060 064 400 404 440 Add 220 424 460 464 > dinin=0 27290
000 004 040 044 G20 024 060 064 402 406 442 446 427 426 462 466 > dinin=0 93177
000 004 040 044 020 024 060 054 410 414 450 454 430 434 470 474 -—-> dyin=0 54581
000 004 040 044 020 024 060 064 412 416 457 456 432 436 472 476 --> dinin=0.93177
000 004 040 0d4 022 026 062 066 011 015 051 055 033 037 073 077 > drnine=0. 54562
000 004 040 044 822 026 662 066 013 017 053 057 035 031 075 071 ---> dmire=(, 54582
000 004 040 044 022 026 062 066 400 404 440 444 422 426 462 466 ---> dmin=0.27290
GGG G604 (40 044 022 026 062 066 402 406 447 446 424 420 464 450 —--> dmin=1.20467
GOC G4 040 044 022 026 062 066 411 415 45) 455 433 437 473 477 > dmin=0 81872
GGO G04 G40 044 022 026 062 066 413 417 453 457 435 431 475 478 —-> dmin=).B1872
G060 604 042 646 021 025 063 067 400 404 442 446 421 425 46D 467 > drnin=0.27290
{00 004 042 046 021 025 063 067 402 406 444 440 423 427 465 461 —-> dimin=1.20457
000 004 042 046 623 027 065 161 400 404 442 446 423 427 465 461 —-> demin=0.27790
Q00 004 047 046 §23 627 065 081 407 406 444 440 425 421 467 463 > drsims=3 20467
000 040 020 060 011 0506 030 070 400 440 425 460 416 450 430 470 > dmin=027290
000 040 020 060 010 630 030 070 404 444 424 464 414 454 434 474 --> dmin=0.272%1
000 040 020 060 014 034 634 (74 400 440 420 460 414 454 434 474 ---> dmin=(.27100
(00 040 020 060 014 034 834 (74 404 444 424 464 410 450 430 470 ---> drnin={. 5458
006 040 024 064 012 052 036 D76 400 440 424 454 4172 452 436 476 > dinin=0.27290
G0 040 624 064 012 052 036 G76 404 444 420 460 416 456 432 472 > dming=1.20467
GG0 045 624 064 016 056 032 072 400 440 424 464 416 456 432 472 > dmin=0.27290
000 040 024 064 016 056 032 072 404 444 420 460 412 452 436 476 > dinin=1.20467
00 044 022 066 OLE 055 053 077 400 444 422 466 AL E 455 433477 -5 dmin=~0.27290
000 044 022 066 ¢11 055 033 077 404 4406 426 462 415 451 437 473 > dmin=0.54582
000 044 022 066 G13 033 037 073 400 444 422 466 415 431 437 473 > dimin=0 7200
000 044022 066 015 GS1 037 073 404 440 426 462 411 455 433 477 > dmin=0 81§72
000 044 076 062 013 057 031 075 400 444 426 467 413 457 431 475 > dinin=0.27290
000 044 026 562 D13 057 031 075 404 440 422 466 417 453 435 471 ---> dimin=0.R1872
(000 044 026 062 017 053 035 071 400 444 426 462 417 453 435471 > dmin=0.2729¢
GGG 044 626 062 017 053 035 071 404 440 422 466 413 457 431 475 > dmin=0.54582

000 004 602 DOG 002 005 003 D07 040 G644 042 046 041 045 043 047 020 024 (72 626 621 025 023 627 060 064 087 066 051 065 063 067 -—> dmin=0.27291
000 004 002 006 60X 005 003 D07 040 044 042 046 04} 045 043 047 400 404 462 406 401 405 403 407 440 444 447 456 441 445 443 447 —> dmin=0.27700
000 004 002 006 601 005 003 037 040 044 642 046 041 045 043 047 420 424 492 476 421 425 423 427 460 454 467 466 461 465 463 467 ——> drnin=0.2775]
000 004 002 D06 04C 044 042 D45 420 024 022 526 660 064 062 066 014 614 512 016 030 054 052 056 030 534932 036 070 074 072 676 -w> dmin=0.2779]
000004 002 006 040 044 042 046 020 024 022 026 HSG G664 062 066 D11 615013 017 051 055 053 057 031 435 033 037 7L 675 073 077 —> drmin=0.54582
000004 002 006 040 044 042 046 020 024 022 026 DG 064 062 066 400 404 402 406 440 444 442 445 420 534 420 426 460 464 462 466 > drrin==0. 27700
000004 007 606 040 044 042 046 020 024 922 026 060 064 062 066 401 405 403 407 441 445 443 447 A2} 425 423 477 461 465 463 467 --> drmrin=0.5458]
000 004 002 006 040 044 042 046 020 024 022 026 060 064 062 056 410 414 412 415 450 454 452 456 430 434 432 436 470 474 472 476 > dmin=.54581
G0 BG4 002 005 040 044 042 646 020 024 022 026 060 164 062 066 411 415 413 417 455 455 453 457 431 435 433 437 471 475 473 477 > dmn=0.831872
GO0 604 D02 006 040 044 D42 046 021 025 023 027 061 065 63 067 400 404 402 406 440 444 442 446 421 425 423 427 461 465 463 467 ---> dmisr=0 27200
000 004 £62 006 040 044 047 046 021 025 033 027 061 065 063 067 401 405 403 407 441 445 443 447 422 426 424 420 452 466 464 460 > dmin=0 54581
000 004 646 544 020 024 060 064 010 614 050 054 030 034 070 074 400 404 440 444 420 424 460 464 410 414 459 454 430 434 470 474 -—> dmin=0.27190
000 004 040 044 620 024 060 064 010 014 G50 054 030 034 070 674 402 406 442 446 422 426 462 466 412 416 452 456 432 436 472 476 > dmin=0.2779]
000 004 040 044 620 024 060 064 012 016 052 056 032 036 072 076 400 404 440 444 420 424 466 464 417 416 452 456 432 436 472 476 > dmnin=6.27296
000 004 040 044 G20 024 060 054 012 016 052 056 032 036 072 676 402 406 442 446 422 426 462 466 414 410 454 450 534 430 474 470 > dminy=D 54581
000 004040 044 022 026 062 955 011 015 051 055 033 (37 073 077 400 404 440 444 427 426 467 466 411 415 457 455 £33 £37 473 477 > drnin=0.27290
000004 040 044 622 026 062 056 011 015 051 055 633 (37 673 077 402 406 442 446 424 420 464 460 413 417 453 457 435 431 475 47] > drnin=0.54583
000 004 540 044 022 G26 062 056 013 017 053 057 035 031 575 071 400 404 440 444 422 476 462 466 413 417 £53 457 435 431 47$ 471 --> dimin=0.77790
000 004 040 044 022 (26 062 056 013 917 053 057 035 031 675 071 407 406 442 446 424 420 464 460 415 41) 455 451 437 433 477 473 > dmin=0.54582

000004007 006 001 005 603 007 040 044 047 045 041 045 043 047 020 024 022 026 D21 425 023 D27 D60 064 062 066 051 065 063 D67 010 014812 016 O11 415 C13 017050 054052 056 051
035 053 057 030 034 032 036 031 (35 033 037 070 074 072 076 071 678 073 077 > dmin=0.2729]
(60 004 002 006 031 905 003 007 G40 044 042 046 041 045 043 047 020 024 022 026 021 025 073 027 060 064 067 066 061 065 063 067 400 404 402 406 40] 405 403 407 440 444 442 446 441
445 AA3 447 420 474 A27 426 421 425 423 527 460 464 467 456 461 465 A63 467 > dmine0.27290
G600 604 662 006 001 005 003 007 040 044 042 046 041 045 043 047 020 024 022 626 021 025 023 027 06D 064 062 066 061 063 063 867 410 414 412 416 411 415 413 417 450 454 452 456 451
455 453 457 430 434 437 436 431 435 433 437 470 474 471 £16 471 475 473 477 > dmin=027701
000 004 002 666 040 044 042 046 020 024 022 026 060 064 062 066 010 024 012 016 650 054 052 56 030 034 032 036 070 074 077 076 400 404 402 406 440 444 442 446 430 424 422 4£26 460
464 462 466 416 414 432 416 430 454 452 456 430 434 430 436 470 474 472 476 > dmin=D 27290
400 004 002 66 040 054 042 046 020 024 022 026 060 064 062 066 610 014 £12 016 030 G54 652 556 030 034 032 035 070 074 072 076 401 405 403 407 441 445 443 447 421 425 423 427 461
465 453 467 411 415 413 457 451 455 453 457 431 435 433 437 ATL 475 4TI ATT > dimin=. 27291
008 084 007 006 046 (44 D42 046 920 024 022 626 660 664 062 066 011 015 613 617 51 055 053 057 031 035 033 037 072 075 072 077 400 404 407 406 440 444 442 446 420 424 422 426 460
464 462 466 411 415 413 417 451 455 453 457 431 435 433 437 471 475 473 477 o> drrdin=0.27290
000 004097 006 040 044 042 046 020 024 022 026 060 064 0662 066 01) §15 013 017 051 055 053 057 031 035033 037 074 075 073 677 ADL 403 403 407 441 445 443 447 421 425 473 427 461
463 463 467 412 416 414 410 452 456 454 450 432 436 434 430 472 476 474 470 > dinin=0.54581

000 004002 006 001 005 003 007 040 044 042 046 041 045 043 047 020 024 022 026 021 625 423 027 DG 064 062 066 061 665 063 067 010 014 012 016 011 015 013 017 050 054 052 056 051
035053 057 030 034 032 036 831 035 033 037 070 074 072 076 071 075 073 077 400 404 407 406 401 405 403 407 440 444 447 446 441 445 443 AT 420 424 422 576 471 425 413 427 460 464
462 466 4G 465 463 467 410 414 412 416 411 415 413 417 450 454 4572 456 451 455 453 457 430 434 432 436 431 435 433 437 470 474 AT 476 ATL 475 473 477 > dmun=0.27290
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