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vi



Resumo

A distribuição α-µ é um modelo estat́ıstico generalizado que representa o efeito

conjunto de dois fenômenos de desvanecimento cruciais em sistemas de comunicação

sem fio: o agrupamento de ondas de multipercurso e a não-linearidade do meio

de propagação. Nessa distribuição, o agrupamento de ondas é representado pelo

parâmetro µ > 0. Dependendo do valor de µ, a simulação do modelo α-µ pode ser

um desafio. Apenas para casos muito limitados, em que µ é inteiro ou múltiplo de

meio, o próprio modelo original de desvanecimento α-µ pode ser usado como um

esquema de simulação. De fato, ao que nos consta, não existe nenhum esquema de

simulação para canais de desvanecimento α-µ que permita valores de µ não inteiros

ou não múltiplos de meio. Neste trabalho, são projetadas e analisadas diferentes

soluções para esse problema, explorando-se uma estreita relação entre os modelos

de desvanecimento α-µ e Nakagami. Os simuladores projetados acomodam valores

reais arbitrários de µ.

Palavras-chave: canais de desvanecimento, desvanecimento α-µ, simulação.
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Abstract

The α-µ distribution is a generalized statistical model that accounts for the joint ef-

fect of two fundamental radio-fading phenomena: the clustering of multi-path waves

and the non-linearity of the propagation medium. In this distribution, the clustering

of multi-path waves is represented by the parameter µ > 0. Depending on the value

of µ, the simulation of the α-µ model may be a challenge. Only for the very limited

cases in which µ is integer or half integer the original α-µ fading model can be used

as a simulation scheme. In fact, to the best of our knowledge, no simulation scheme

for α-µ fading channels exists that allows for non-integer or non-half-integer values

of µ. In this work, we design and analyze different solutions to this problem, by

exploiting a close relationship between the α-µ and Nakagami fading models. The

designed simulators allow for arbitrary real values of µ.

Key-words: fading channels, α-µ fading, simulation.
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1.7 Sinal de desvanecimento, nos tempos discreto e cont́ınuo. . . . . . . . . . . . . . 8

2.1 A PDF α-µ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2 A CDF α-µ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Φ(.) Função Distribuição de Probabilidade de uma variável aleatória Gaussiana
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2F1(, .; .; .) Função hipergeométrica de Gauss
Ω Valor da raiz média quadrática da envoltória Nakagami-m
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Capı́tulo 1
Introdução

Durante as décadas de 60 e 70, as telecomunicações apresentaram um avanço enorme, sobre-

tudo como meio de aperfeiçoar a transmissão de informações confidenciais entre forças militares

no peŕıodo da Guerra Fria. Foi nesse peŕıodo que os Estados Unidos, a fim de se proteger de

posśıveis ataques soviéticos a seus sistemas de comunicação, criaram a Arpanet. Tratava-se de

uma rede de telecomunicações bastante sofisticada, com tecnologia semelhante à da Internet,

hoje onipresente [1].

Apesar do avanço cont́ınuo das tecnologias e sistemas de comunicações, muitos desafios

permanecem inalterados, como as restrições severas impostas pelo meio de transmissão. Seja

em sistemas cabeados, seja em sistemas sem fio, o meio de transmissão sempre atenua e distorce

em certo grau o sinal transmitido, dificultando o entendimento da mensagem recebida. Em

particular, os sistemas sem fio estão hoje em alta, por conta da grande mobilidade inerente a

esses sistemas e do baixo custo associado à produção e comercialização em larga escala.

O modo como o meio de transmissão afeta o processo de comunicação é aleatório por na-

tureza. Aliás, por isso mesmo é que se faz dif́ıcil combater os seus efeitos. Em sistemas sem

fio, por exemplo, no caminho entre transmissor e receptor, há uma infinidade de obstáculos que

influenciam no ńıvel e na distorção do sinal recebido, quase sempre impreviśıveis. Por conta

disso, esse processo é tratado de forma estat́ıstica. E, quanto melhor o entendimento da natureza

estat́ıstica das intempéries, mais eficazes os métodos desenvolvidos para combatê-las.

1.1 O Sistema de Comunicações

Basicamente, o processo de comunicação e seus respectivos elementos podem ser representa-

dos como descrito na Fig. 1.1 [2]. A fonte de informação, ou simplesmente informação, pode ser

exemplificada por um sinal de voz a ser transmitido, por uma imagem, um v́ıdeo, dentre outros.

Após ser processada de forma adequada pelo sistema de comunicação, a informação original é

então denominada de sinal de mensagem, ou simplesmente sinal.

Em todo sistema de comunicação, há três elementos indispensáveis: transmissor, canal e

receptor. O transmissor converte o sinal, destinado ao receptor, num formato adequado para

transmissão através do canal. Em uma rede celular, por exemplo, esse formato é uma onda

eletromagnética apropriada. Para esse exemplo, na operação de downlink, o transmissor está

1
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Fig. 1.1: O sistema de comunicação.

representado por uma estação rádio-base.

O canal é o meio de propagação propriamente dito, que permite estabelecer a conexão entre

transmissor e receptor [2, 3]. Em sistemas sem fio, por exemplo, o canal é a interface aérea,

onde a informação trafega entre transmissor e receptor por meio de radiação eletromagnética [4].

Ao longo do canal, o sinal pode sofrer perdas consideráveis. Em ambientes sem fio, o sinal

está sujeito à perda de percurso [5, 6] e a fenômenos como espalhamento, reflexão e difração

[4, 6, 7]. Esses fenômenos alteram a natureza do sinal e, muitas vezes, comprometem a recepção

adequada.

Por fim, o receptor é o elemento responsável por reconstruir, a partir do sinal atenuado

e distorcido na sáıda do canal, o sinal originalmente transmitido, tornado-o inteliǵıvel para o

usuário final da informação [2]. No downlink de sistemas celulares, por exemplo, o receptor está

representado por um dispositivo móvel.

1.2 O Canal sem Fio

Considere, como exemplo de sistema de comunicação sem fio, uma rede celular. Nela, a

escolha da localização das estações base e dos ńıveis de potência a serem utilizados no sistema

são questões cŕıticas [4]. O percurso do sinal entre transmissor e receptor pode ser uma simples

linha de visada direta ou conter severas obstruções, representadas por folhagens, construções e

montanhas [7]. Em geral, as antenas móveis estão próximas ao ńıvel do solo [6], aumentando a

probabilidade de surgimento de alguns obstáculos que dissipam energia e reduzem a amplitude

do sinal recebido. Têm-se ainda as perdas de espaço livre, as quais estão relacionadas à distância

entre transmissor e receptor [5, 6].

Após transmitido, além da redução em seu ńıvel médio ao longo da distância, o sinal pode

sofrer fenômenos deletérios como espalhamento, reflexão e difração, por conta dos diversos obs-

táculos em seu caminho. O espalhamento ocorre quando o comprimento de onda do sinal é

menor que o obstáculo (folhagens, por exemplo) [5, 6, 7]. A reflexão ocorre por conta de varia-

ções na constante dielétrica do meio, sendo influenciada pela textura e rugosidade do obstáculo

ou terreno [5, 6]. Quando a ordem de grandeza de um obstáculo é a mesma do comprimento de

onda do sinal, ocorre a difração. Devido a todos esses fenômenos, o sinal alcança a estação mó-

vel como um grande número de ondas espalhadas, refletidas e difratadas, oriundas de caminhos
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Transmissor

Receptor

Fig. 1.2: A propagação de multipercurso.

diversos, com amplitudes e fases também diversas. É a chamada propagação de multipercurso,

como ilustra a Fig. 1.2.

Desse modo, em seu trajeto aéreo entre transmissor e receptor, o sinal está sujeito a uma

infinidade de fatores, em boa parte impreviśıveis, que podem comprometer a qualidade da in-

formação. Devido à natureza caótica e aleatória desses fatores, ferramentas estat́ısticas são

normalmente utilizadas para modelá-los. Esses modelos estat́ısticos são uma tentativa de tra-

duzir o caos e a aleatoriedade do meio de propagação numa teoria matematicamente tratável,

ainda que complexa, e que permita a construção de sistemas reais mais confiáveis e eficientes [8].

Segundo [7], modelar um canal de rádio tem sido, historicamente, uma das mais dif́ıceis ações

de projeto em sistemas rádio-móvel.

1.3 Desvanecimento

Num ambiente sem fio, o sinal transmitido raramente terá uma linha de visada direta para

o receptor. Quase sempre, esse sinal será a soma de componentes de onda espalhadas por

obstruções aleatórias no trajeto entre transmissor e receptor, impondo diferentes atenuações e

fases ao sinal resultante [5]. Dois fatores determinam a propagação em sistemas sem fio: perda

de percurso e multipercurso. Por um lado, a perda de percurso faz com que a amplitude das

componentes de onda desvaneça à medida que a distância entre o transmissor e o receptor

aumenta [5, 7]; seja pelo espaço livre, seja pelos obstáculos no caminho. Por outro lado, a

propagação multipercurso faz com que as componentes de onda estejam ora em fase, somando-

se construtivamente, ora em oposição de fase, somando-se destrutivamente [5].

Como resultado da combinação de perda de percurso e propagação multipercurso, a ampli-

tude e a fase do sinal recebido flutuam aleatoriamente ao longo do tempo. Essa flutuação é

conhecida como desvanecimento. Mesmo que o terminal receptor esteja parado, o sinal recebido

ainda pode desvanecer, devido ao movimento de objetos no ambiente do canal de rádio [7]. O

desvanecimento do sinal é uma das principais causas da degradação de desempenho em sistemas

rádio-móvel [5].

Pode-se combater o desvanecimento tirando-se vantagem da própria natureza aleatória desse
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Fig. 1.3: Tipos básicos de desvanecimento.

Potência do
sinal [dB]

Larga escala
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Fig. 1.4: Desvanecimento de larga escala vs. desvanecimento de pequena escala.

fenômeno. A ideia central é que os desvanecimentos que afetam canais independentes são tam-

bém estatisticamente independentes. Assim, ao se transmitir a informação de forma redundante,

através de múltiplos canais independentes, a probabilidade de que esta seja afetada por um des-

vanecimento muito severo, ocorrendo ao mesmo tempo em todos os canais, é baixa [5]. Essa

estratégia de recepção é conhecida como diversidade.

Como indicado na Fig. 1.3, há dois tipos básicos de desvanecimento: desvanecimento de

larga escala (ou de longo prazo) e desvanecimento de pequena escala (ou de pequeno prazo). A

relação entre eles é ilustrada na Fig. 1.4.

O desvanecimento de larga escala é decorrente de obstruções de grande porte, e representa

a flutuação da potência média do sinal quando há movimento sobre grandes áreas (centenas

ou milhares de metros) [3, 7]. Obstruções como florestas, construções, montanhas e colinas

podem ocasionar desvanecimentos dessa natureza. Terminais móveis em ambientes assim po-

dem experimentar uma comunicação ruim e, algumas vezes, pode ocorrer perda completa do

sinal [5]. Fala-se então em sombreamento no receptor [3]. A forma de combater esse tipo de
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Cluster de Ondas de Multipercurso

Transmissor

Receptor

Fig. 1.5: Clusters de Ondas de Multipercurso.

desvanecimento é driblar as grandes obstruções, tendo, por exemplo, várias estações base es-

trategicamente posicionadas, tal que os terminais móveis tenham um percurso de comunicação

sem muitas obstruções para ao menos uma das estações. Essa estratégia é denominada diversi-

dade macroscópica [5]. A distribuição lognormal é um bom modelo estat́ıstico para esse tipo de

desvanecimento [9].

O desvanecimento de pequena escala é decorrente da propagação multipercurso, e se refere

às flutuações drásticas na amplitude e fase do sinal sobre uma curta distância ou um curto

peŕıodo de tempo. Esse fenômeno é observado com pequenas mudanças (tão pequenas quanto

um comprimento de onda) na posição do transmissor e receptor [7, 3]. Esse desvanecimento

pode ser combatido por meio da diversidade microscópica, onde a informação é repetida através

de percursos independentes, minimizando os efeitos deletérios no sinal recuperado [5]. Um

modelo estat́ıstico simples e popular para o desvanecimento de pequena escala é a distribuição

Rayleigh. Trata-se de um bom modelo para os assim chamados ambientes ricamente espalhados,

sem componente predominante de linha de visada [3]. Outros modelos comuns incluem as

distribuições Rice, Nakagami, Weibull e Hoyt [9].

1.4 Agrupamento de Ondas

O fenômeno de multipercurso pode levar à formação de agrupamentos de ondas — os cha-

mados clusters de onda. Cada componente de multipercurso é caracterizada por sua potência,

fase, ângulo de partida, de chegada e atraso [10, 11]. Os clusters de onda são então definidos

como acumulações de componentes de multipercurso que possuem parâmetros espaço-temporais

similares [12]. Ou seja, as ondas espalhadas geralmente não ocorrem de modo uniforme em todo

o ambiente de transmissão, mas em grupos ou blocos. Esse comportamento é encontrado em

praticamente qualquer ambiente sem fio [13]. A Fig. 1.5 ilustra o processo.

Cada cluster se associa a determinado histórico de reflexões, espalhamentos e difrações no

trajeto entre transmissor e receptor [12]. Dependendo da extensão do cluster, poderá haver um

maior ou menor atraso envolvido, e a dispersão angular correspondente pode comprometer na

comunicação em alguns sistemas [11]. Cada ambiente terá um comportamento caracteŕıstico
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do agrupamento de ondas espalhadas, como em ambientes urbanos ou rurais, devido à não

uniformidade do meio [11].

1.5 Simulação

Diante da complexidade dos sistemas modernos, ferramentas de simulação se tornaram es-

senciais em engenharia [14]. Quando um determinado fenômeno é estudado e nele se encontram

limitações para a realização de testes de campo, por exemplo, o uso de simulação pode servir

de suporte aos resultados obtidos, tornando a investigação mais robusta e confiável.

Um simulador permite representar caracteŕısticas reais de um ambiente, e a tarefa de simu-

lação é alcançada geralmente por meio de um software, descrito pelo modelo em análise [15]. No

caso de interesse deste trabalho, por exemplo, a simulação é usada para emular um ambiente de

desvanecimento do tipo α-µ [9], contendo muitos dos fenômenos de propagação já mencionados.

Em qualquer caso, o software para simulação deve produzir amostras que retratem o compor-

tamento dos sistemas reais. Para que, a partir disso, possam ser levantadas estat́ısticas de tais

amostras, na intenção de descrever o desempenho do sistema. O trabalho em [16], por exemplo,

descreve geradores altamente eficientes de sequências aleatórias para as distribuições de desva-

necimento κ-µ, η-µ [17] e α-µ [9], modelos generalizados para ambientes sem fio. Tais geradores

serão úteis em estudos que irão permitir avanços na busca por comunicação mais confiável e

eficiente nesses ambientes de propagação. Em particular, a distribuição α-µ, além de modelar

um ambiente móvel sem fio terrestre, apresenta também bom ajuste para dados emṕıricos de

sinais de GPS (Global Positioning System) propagando em ambiente com cintilação [18], de

redes BAN (Body Area Network) [19], e ainda de sinais acústicos submersos [20].

Neste trabalho, o estudo é direcionado ao desenvolvimento e análise de simuladores referentes

à envoltória do canal de desvanecimento. A envoltória corresponde ao módulo ou amplitude do

sinal [5]. Através do projeto e da análise aqui realizados, serão viabilizadas inúmeras estat́ısticas

do canal, que auxiliarão na descrição apropriada de um sinal ao se propagar num ambiente sem

fio.

Grande parte das distribuições estat́ısticas empregadas para descrever o comportamento do

canal sem fio estão associadas a modelos f́ısicos subjacentes. É, portanto, posśıvel implementar

um simulador com uso direto desses modelos. Simuladores assim são comumente chamados de

clássicos. Eles carregam a motivação de terem sido inspirados nos próprios modelos f́ısicos de

cada ambiente de desvanecimento, muitas vezes já validados por medidas de campo.

Todavia, algumas vezes, a estrutura dos simuladores clássicos não é suficientemente flex́ıvel

para acomodar a faixa de parâmetros observados nos sistemas reais. Nas distribuições κ-µ, η-µ

e α-µ, por exemplo, o parâmetro µ é um número real positivo, e isso é o que se observa também

na prática quando se estima esse parâmetro. No entanto, nesses casos, os simuladores clássicos

só acomodam valores de µ inteiros ou múltiplos de meio.

Em casos assim, usar simuladores alternativos, que não os clássicos, torna-se a única solu-

ção. Contudo, pode haver efeitos colaterais sobre diversas das estat́ısticas do canal. Em cada

caso, deve-se então mensurar o quão viável é a escolha do simulador alternativo, sobretudo

relativamente ao impacto sobre métricas importantes de desempenho.
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Fig. 1.6: Experimento aleatório, variável aleatória e processo estocástico.

A investigação deste trabalho lida, essencialmente, com comparações entre o simulador clás-

sico do canal α-µ, conhecido, e outros simuladores a serem aqui propostos. As comparações se

baseiam em uma série de estat́ısticas de segunda ordem, deduzidas para cada esquema proposto.

1.6 Modelagem

Um experimento aleatório é aquele cujo resultado varia de forma impreviśıvel, quando, sobre

as mesmas condições, tal experimento é repetido diversas vezes [8]. Uma variável aleatória é uma

função real ou complexa definida num espaço amostral de todas as possibilidades do experimento

aleatório. E um processo estocástico é uma coleção indexada de variáveis aleatórias.

O experimento aleatório, a variável aleatória e o processo estocástico podem ser ilustrados

como na Fig. 1.6 [2, 8]. Nessa figura, cada um dos gráficos representa uma função amostra,

experimento aleatório ou realização do processo estocástico, dado que ζ represente resultados

do espaço amostral S. Assim, para cada ζ ∈ S, tem-se uma realização associada, ou uma função

X(t, ζ). Cada tempo fixo tk determina uma variável aleatória dentro da realização referente.

Um processo estocástico pode ser classificado em discreto no tempo ou cont́ınuo no tempo. O

processo discreto no tempo é definido como uma sequência de variáveis aleatórias indexadas por

um ı́ndice inteiro. Já o processo cont́ınuo no tempo é indexado por uma variável real. O sinal

de fala, por exemplo, é originalmente um processo estocástico cont́ınuo no tempo, mas, ao sofrer

amostragem, se torna um processo discreto no tempo. Da mesma forma, um sinal caracteŕıstico

de desvanecimento pode ser representado de forma discreta ou cont́ınua no tempo, como visto

na Fig. 1.7.

O comportamento de variáveis aleatórias é descrito de forma probabiĺıstica, por meio de

funções estat́ısticas. Mais especificamente, por meio da chamada função densidade de proba-

bilidade (PDF, do inglês probability density function) ou, equivalentemente, de sua integral, a
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Fig. 1.7: Sinal de desvanecimento, nos tempos discreto e cont́ınuo.

função de distribuição acumulada (CDF, do inglês cumulative distribution function). É comum

se referir a essas funções de forma genérica, como distribuições estat́ısticas.

Várias distribuições estat́ısticas são empregadas para descrever o fenômeno de desvaneci-

mento em sistemas sem fio. O desvanecimento de longo prazo é geralmente modelado pela

distribuição lognormal. Quanto ao desvanecimento de curto prazo, modelos mais simples in-

cluem as distribuições Rayleigh, Rice, Nakagami, Weibull e Hoyt [9]. Modelos mais sofisticados

incluem as distribuições κ-µ, η-µ [17] e α-µ [9].

As variáveis aleatórias podem ter relações entre si. Por exemplo, a soma de duas variáveis

gaussianas, uma em fase (componente real), outra em quadratura (componente imaginária),

resulta num processo do tipo Rayleigh, cuja envoltória segue a distribuição Rayleigh e cuja fase

segue uma distribuição uniforme. Outro exemplo: a soma de quadrados de variáveis Rayleigh

independentes e identicamente distribúıdas (i.i.d.) resulta no quadrado de uma variável Naka-

gami. Relações desse tipo podem ser utilizadas para simplificar a descrição de variáveis mais

sofisticadas, em termos das caracteŕısticas de variáveis mais simples. Neste trabalho, faz-se uso

de uma relação estreita entre a variável Nakagami e a variável α-µ, objeto deste estudo.

1.7 Motivação e Objetivos

A simulação do canal de desvanecimento α-µ pode ser um desafio, dependendo do valor do

parâmetro µ > 0. Originalmente, no modelo f́ısico de desvanecimento por trás da dedução da

distribuição α-µ, o sinal resultante é uma soma de 2µ clusters de multipercurso do tipo gaus-

siano, mutuamente independentes [9]. Assim, em prinćıpio, só faria sentido considerar valores

inteiros ou múltiplos de meio para o parâmetro µ. E, nesse caso, o modelo de desvanecimento ori-

ginal α-µ poderia ser usado como próprio esquema de simulação. Neste trabalho, esse esquema

é chamado de simulador clássico α-µ.

Por outro lado, existem diversas razões para se considerar valores não inteiros ou não múl-

tiplos de meio para o parâmetro µ, incluindo as que seguem. Em primeiro lugar, as muitas

expressões estat́ısticas decorrentes do modelo de desvanecimento original α-µ não possuem ne-
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nhuma restrição matemática para serem usadas com qualquer valor real de µ > 0. Em segundo,

na prática, se o parâmetro µ é estimado empiricamente por meio de medidas de campo, valores

reais de µ certamente ocorrerão. Em terceiro, o modelo de desvanecimento α-µ, como qualquer

outro modelo de desvanecimento dispońıvel, possui limitações inerentes, por ser de fato uma

solução aproximada para o chamado problema de fase aleatória. E estas limitações podem ser

feitas menos restritivas ao se permitir valores reais para µ. Finalmente, valores não inteiros de

clusters de multipercurso têm sido relatados extensivamente na literatura (veja, por exemplo,

[13] e referências lá citadas).

Contudo, como argumentado anteriormente, quando µ é não inteiro ou não múltiplo de meio,

o modelo de desvanecimento original α-µ não pode ser usado como esquema de simulação. De

fato, para o nosso conhecimento, nenhum esquema de simulação para canais de desvanecimento

α-µ tem sido relatado até o momento, o qual permita valores reais arbitrários de µ. Esse é ainda

um problema em aberto.

Neste trabalho, projeta-se uma solução para o problema em questão, explorando-se uma

relação simples entre os modelos α-µ e Nakagami. Como será detalhado no próximo caṕıtulo, no

modelo α-µ, a envoltória recebida, elevada à α-ésima potência, é igual à soma de 2µ componentes

gaussianas quadradas i.i.d de média nula [9]. De forma semelhante, como se sabe, no modelo

Nakagami com parâmetro de desvanecimento m, o quadrado da amplitude do sinal recebido é

igual à soma de 2m componentes gaussianas quadradas i.i.d. de média nula [9, 21]. Portanto,

elevando-se um processo Nakagami com m = µ à potência 2/α, obtém-se um processo α-µ com

parâmetros α e µ. Como resultado, por meio dessa simples transformação, pode-se tirar proveito

de esquemas de simulação já existentes para canais de desvanecimento Nakagami, a fim de se

construir esquemas correspondentes de simulação para canais de desvanecimento α-µ. Isso é

feito neste trabalho.

Em prinćıpio, as relações mencionadas permitem o uso de qualquer simulador de envoltória

Nakagami dispońıvel como base para o simulador de envoltória α-µ associado. Naturalmente,

espera-se que, quanto melhor o simulador Nakagami adotado, tanto melhor o simulador α-µ

obtido. Em particular, foi proposto recentemente em [22] um simulador Nakagami altamente

eficiente que (i) permite o uso de valores reais arbitrários para o parâmetro de desvanecimento

m, (ii) corresponde exatamente às estat́ısticas de primeira ordem Nakagami, (iii) e se apro-

xima estreitamente das estat́ısticas de segunda ordem Nakagami. Esse esquema é baseado na

combinação de dois outros simuladores Nakagami, denominados random-mixture [23] e rank-

matching [24]. Correspondentemente, o esquema é chamado de simulador Nakagami random-

mixture-rank-matching (RM2). Ao que sabemos, o simulador RM2 provê a melhor solução

atualmente dispońıvel para simulação de canais de desvanecimento Nakagami.

Por conta disso, é proposto neste trabalho o uso do simulador Nakagami RM2 como base de

projeto para um simulador α-µ eficiente que (i) permite valores reais arbitrários para os parâ-

metros de desvanecimento α e µ, (ii) corresponde exatamente às estat́ısticas de primeira-ordem

do modelo α-µ, (iii) e se aproxima estreitamente das estat́ısticas de segunda ordem do modelo

α-µ. Cada uma das caracteŕısticas enumeradas são herdadas de caracteŕısticas correspondentes

do simulador Nakagami RM2. Além do projeto do simulador, provê-se uma análise detalhada

das estat́ısticas de primeira e segunda ordem associadas. Para termo de comparação, simulado-
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res α-µ com base nos simuladores Nakagami random-mixture e rank-matching, separadamente,

são também apresentados e avaliados. Mais especificamente, para cada esquema investigado

(random-mixture, rank-matching e RM2), são deduzidas expressões em forma-fechada para es-

tat́ısticas importantes do canal, a saber: taxa de cruzamento de ńıvel (LCR - Level Crossing

Rate), duração média de desvanecimento (AFD - Average Fade Duration), PDF de primeira or-

dem, PDF de segunda ordem e PDF conjunta da envoltória e sua derivada temporal. A função

de autocorrelação (ACF - Autocorrelation Function) é também obtida, mas em forma integral.

Exemplos numéricos são fornecidos para ilustrar o desempenho dos simuladores random-mixture

e rank-matching, bem como a superioridade do simulador RM2.

1.8 Estrutura da Dissertação

O restante desta dissertação está estruturado da seguinte forma:

Caṕıtulo 2 - Revisão da distribuição α-µ e suas principais estat́ısticas; revisão do simulador

clássico α-µ; apresentação de uma relação fundamental entre os processos α-µ e Nakagami, com

dedução de relações importantes entre suas estat́ısticas de segunda ordem;

Caṕıtulo 3 - Proposta de três novos esquemas de simulação para canais α-µ: random-

mixture, rank-matching e RM2; análise das principais estat́ısticas de primeira e segunda ordens

de cada esquema proposto;

Caṕıtulo 4 - Exemplos numéricos e comparações de desempenho entre os esquemas clássico,

random-mixture, rank-matching e RM2, em termos de estat́ısticas de segunda ordem represen-

tativas (LCR e AFD);

Caṕıtulo 5 - Considerações finais e propostas de novos trabalhos.



Capı́tulo 2
O Modelo de Desvanecimento α-µ

2.1 Introdução

A distribuição α-µ é uma distribuição generalizada de desvanecimento de curto prazo, origi-

nalmente proposta em [9]. Seu modelo estat́ıstico descreve o efeito conjunto de dois fenômenos

fundamentais em sistemas sem fio: a não-linearidade do meio de propagação (α > 0) e o agru-

pamento (clusters) de ondas de multipercurso (µ > 0). Por meio dos parâmetros α e µ, a

distribuição α-µ cobre uma vasta gama de condições de propagação, indo do desvanecimento

leve ao moderado ao severo. Essa distribuição inclui, como casos especiais, as distribuições

Gaussiana unilateral, Rayleigh, Nakagami e Weibull.

Este caṕıtulo revisita a distribuição α-µ e suas principais estat́ısticas, bem como seu modelo

f́ısico original. Como será visto, apenas quando µ é inteiro ou múltiplo de 1/2 esse modelo

pode ser prontamente utilizado como esquema de simulação, então denominado de simulador

α-µ clássico. Além disso, apresenta-se uma relação simples e fundamental entre o processo α-µ

e o processo Nakagami [21]. A partir dessa relação, deduzem-se uma série de relações corres-

pondentes entre as estat́ısticas de segunda ordem dos dois processos. Essas relações servirão de

base para o projeto e a análise de novos simuladores mais gerais e flex́ıveis para o canal α-µ,

apresentados no próximo caṕıtulo. Os novos simuladores acomodam valores reais arbitrários

de µ.

2.2 A Distribuição α-µ

Considerando-se um sinal desvanecido com envoltória R, um parâmetro arbitrário de não-

linearidade do ambiente α > 0, e um valor médio de raiz α-ésima r̂ = α
√

E(Rα), como descrito

em [9], a PDF da distribuição α-µ é então escrita como

fR(r;α, µ, r̂) =
αµµrαµ−1

r̂αµΓ(µ)
exp

(

−µ
rα

r̂α

)

, (2.1)

em que Γ(.) é a função gama, dada por Γ(z) =
∫

∞

0
tz−1exp(−t)dt, e µ > 0 é o inverso da

variância normalizada de Rα, isto é,

µ =
E2(Rα)

V (Rα)
, (2.2)

11
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sendo E(.) o operador de esperança e V (.) de variância. Correspondentemente, a CDF de R é

obtida como [9]

FR(r;α, µ, r̂) = 1− Γ(µ, µrα/r̂α)

Γ(µ)
, (2.3)

em que Γ(., .) é a função gama incompleta, dada por Γ(z, y) =
∫

∞

y
tz−1exp(−t)dt. As Figs. 2.1

e 2.2 ilustram a PDF e a CDF da variável α-µ para alguns valores de parâmetros.
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Fig. 2.1: A PDF α-µ.
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Fig. 2.2: A CDF α-µ.

Neste trabalho, discutem-se também importantes estat́ısticas de segunda ordem da envoltória

do canal, tais como LCR, AFD, PDF de segunda ordem de R, PDF conjunta de R e sua derivada

temporal Ṙ, e ACF de R. Em particular, considera-se um cenário com espalhamento isotrópico

e recepção omnidirecional. Nesse cenário, a PDF conjunta de R e Ṙ pode ser calculada como [9]

fR,Ṙ(r, ṙ;α, µ, r̂) =
α2µµ+0.5rα(µ+0.5)−2

√
2πωr̂αµ+0.5Γ(µ)

exp

(−µα2rα−2ṙ2

2ω2r̂α
− µrα

r̂α

)

, (2.4)

em que ω = 2πfD é o desvio Doppler máximo em radianos por segundo e fD = v/λ, sendo v a

velocidade do móvel e λ o comprimento de onda.

A partir da PDF conjunta fR,Ṙ(r, ṙ), pode-se encontrar a LCR e a AFD do canal, escritas

respectivamente como [25]

NR(r) =

∫

∞

0

ṙfR,Ṙ(r, ṙ)dṙ (2.5)

TR(r) =
FR(r)

NR(r)
. (2.6)

A LCR mede quantas vezes um sinal cruza um dado ńıvel, no sentido positivo ou negativo.

Usando-se (2.4) em (2.5), a LCR da distribuição α-µ é obtida como [9]

NR(r;α, µ, r̂) =
ωµµ−0.5rα(µ−0.5)

√
2πΓ(µ)r̂α(µ−0.5)exp

(

µ rα

r̂α

) , (2.7)

a AFD, por sua vez, mede o tempo médio que o sinal permanece abaixo de um certo ńıvel.

Usando-se (2.3) e (2.7) em (2.6), a AFD da distribuição α-µ é obtida como [9]

TR(r;α, µ, r̂) =

√
2πΓ(µ, µ rα

r̂α
)exp

(

µ rα

r̂α

)

r̂α(µ−0.5)

ωµµ−0.5rα(µ−0.5)
. (2.8)
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Essas duas estat́ısticas, LCR e AFD, são fundamentais para o correto dimensionamento de

técnicas de combate às flutuações do canal sem fio, como, por exemplo, na definição de tamanho

de bloco e profundidade de entrelaçamento em códigos corretores de erro.

Considerando que o processo de desvanecimento é estacionário, a PDF de segunda ordem

da distribuição α-µ é dada por [9]

fR(t),R(t+τ)(r1, r2;α, µ, r̂) =
α2µµ+1r

α
2
(µ+1)−1

1 r
α
2
(µ+1)−1

2

(1− δ(τ))δ(τ)
µ−1
2 Γ(µ)r̂α(µ+1)

×exp

(

−µ
rα1 + rα2

(1− δ(τ))r̂2α

)

Iµ−1

(

2µ

√

δ(τ)rα1 r
α
2

(1− δ(τ))r̂α

)

,

(2.9)

em que Iv(.) é a função de Bessel modificada de primeiro tipo e ordem v [26], e δ(τ) é o coeficiente

de autocorrelação da α-ésima potência de R, definido por

δ(τ) =
C(Rα(t), Rα(t+ τ))

√

V (Rα(t))V (Rα
2 (t+ τ))

, (2.10)

em que C(·, ·) denota covariância. A estrutura funcional de δ(τ) depende das condições de

espalhamento do ambiente de propagação considerado [27]. Em particular, para espalhamento

isotrópico e recepção omnidirecional, δ(τ) = J2
0 (ωτ), em que J0(.) é a função de Bessel de

primeiro tipo e ordem zero [26].

Finalmente, a ACF de R, definida como AR(τ) , E[R(t)R(t + τ)], pode ser obtida para a

distribuição α-µ a partir de (2.9), obtendo-se [9]

AR(τ ;α, µ, r̂) =
r̂2Γ2

(

µ+ 1
α

)

µ
2
αΓ2(µ)

2F1

(

− 1

α
,
1

α
;µ; δ(τ)

)

, (2.11)

em que 2F1(, .; .; .) é a função hipergeométrica de Gauss [26, Eq. (15.1.1)].

A seção seguinte apresenta o modelo f́ısico original da envoltória α-µ, aqui também chamado

de modelo clássico α-µ. De fato, por terem sido obtidas direta ou indiretamente a partir desse

modelo, as estat́ısticas que acabaram de ser apresentadas são também denominadas de esta-

t́ısticas clássicas da envoltória α-µ. Da mesma forma, o esquema de simulação implementado

segundo a estrutura do modelo clássico é igualmente chamado de simulador clássico α-µ.

2.3 O Modelo F́ısico α-µ

O modelo originalmente proposto para a distribuição α-µ considera um sinal composto por

2µ componentes de multipercurso, e que a envoltória resultante é uma função não linear do

módulo da soma dessas componentes [9]. Mais especificamente, essa não-linearidade ocorre na

forma de um parâmetro de potência α, de modo que a envoltória é representada como

R = α

√

√

√

√

2µ
∑

i=1

X2
i , (2.12)
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em que as variáveis Xi, i ∈ {1, . . . , 2µ}, denotam componentes de multipercurso gaussianas,

i.i.d., de média nula e variância r̂α/2µ. Como já mencionado, a partir de (2.12) é posśıvel obter

todas as funções estat́ısticas apresentadas na última seção.

Note em (2.12) que, para valores inteiros ou múltiplos de 1/2 do parâmetro µ, a própria

estrutura do modelo f́ısico α-µ pode ser prontamente explorada como um esquema de simulação,

a partir da geração e soma apropriada das 2µ componentes gaussianas. Esse é o chamado

esquema clássico de simulação. No entanto, para valores não inteiros ou não múltiplos de 1/2

do parâmetro µ, o esquema clássico obviamente não se aplica.

Como visto no último caṕıtulo, sobram razões para se considerar valores reais arbitrários de

µ, incluindo estas: (i) as muitas expressões estat́ısticas decorrentes do modelo de desvanecimento

original α-µ não possuem nenhuma restrição matemática para serem usadas com qualquer valor

real de µ > 0; (ii) na prática, se o parâmetro µ deve ser estimado empiricamente por meio de

medidas de campo, valores reais de µ certamente ocorrerão; (iii) o modelo de desvanecimento

α-µ, como qualquer outro modelo de desvanecimento dispońıvel, possui limitações por ser uma

solução aproximada para o chamado problema de fase aleatória, e essas limitações podem ser

feitas menos restritivas ao se permitir valores reais para µ; (iv) valores não inteiros de clusters

de multipercurso têm sido relatados extensivamente na literatura (veja, por exemplo, [13] e

referências lá citadas).

Não existe, contudo, um esquema de simulação para canais de desvanecimento α-µ que

permita valores reais arbitrários de µ. Esse é ainda um problema em aberto. Neste trabalho,

projeta-se uma solução para esse problema, explorando-se uma relação simples entre os modelos

α-µ e Nakagami. Essa relação é detalhada a seguir.

2.4 Relação entre os Modelos α-µ e Nakagami

Como mostrado na última seção, no modelo α-µ com parâmetros α, µ e r̂, a α-ésima potên-

cia da envoltória do sinal é igual à soma dos quadrados de 2µ componentes de multipercurso

gaussianas i.i.d. de média nula e variância r̂α/2µ. Similarmente, sabe-se que, no modelo f́ısico

de Nakagami com parâmetros m e Ω, o quadrado da envoltória é igual à soma dos quadrados de

2m componentes de multipercurso gaussianas i.i.d. de média nula e variância Ω/(2m), ou seja,

RN =

√

√

√

√

2m
∑

i=1

X2
i , (2.13)

em que RN denota a envoltória Nakagami, Ω = E(R2
N) é potência média e m = E(R2

N)/V (R2
N)

é o chamado parâmetro de desvanecimento de Nakagami. Note que, similarmente ao modelo

α-µ, o modelo em (2.13) só se aplica a valores inteiros ou múltiplos de 1/2 do parâmetro m.

Nesses casos, tal modelo pode ser usado como esquema de simulação, então denominado de

simulador Nakagami clássico.

Comparando-se (2.13) e (2.12), nota-se que há uma estreita relação entre a envoltória R da

distribuição α-µ e a envoltória RN da distribuição Nakagami, dada por [9]

Rα = R2
N , (2.14)
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RN R(.)2/α

Fig. 2.3: Transformação de envoltória Nakagami em α-µ.

ou, expressando-se R em termos de RN ,

R = R
2/α
N , (2.15)

ou ainda, expressando-se RN em termos de R,

RN = Rα/2. (2.16)

Nota-se, portanto, que o quadrado de uma envoltória Nakagami com parâmetros

m = µ e Ω = r̂α (2.17)

é igual à α-ésima potência de uma envoltória α-µ com parâmetros α, µ e r̂. Essa é uma relação

central para este trabalho.

Em particular, com base em (2.16), pode-se aproveitar qualquer esquema existente para

a simulação de canais Nakagami a fim de construir prontamente um esquema de simulação

correspondente para canais α-µ. Basta elevar à α-ésima potência as amostras de envoltória

geradas pelo simulador Nakagami. A fim de obter uma envoltória α-µ com parâmetros α, µ e

r̂, os parâmetros do simulador Nakagami devem ser ajustados para m = µ e Ω = r̂α. A Fig. 2.3

ilustra esse esquema geral de transformação entre RN e R.

No próximo caṕıtulo, esse esquema geral será utilizado para projetar novos simuladores α-µ

com base em três simuladores Nakagami dispońıveis na literatura: random-mixture [23], rank-

matching [24] e RM2 [22]. Em cada caso, a análise das estat́ısticas de segunda ordem resultantes

para o simulador α-µ pode ser realizada diretamente a partir das estat́ısticas correspondentes

para o simulador Nakagami, já conhecidas. Para tanto, fazem-se necessárias relações gerais entre

as estat́ısticas de segunda ordem da envoltória Nakagami e aquelas da envoltória α-µ, gerada

como na Fig. 2.3. Essas relações são deduzidas na próxima seção.

2.5 Relação entre as Estat́ıticas α-µ e Nakagami

A seguir, estat́ısticas importantes (PDF conjunta da envoltória e sua derivada temporal,

LCR, AFD, PDF de segunda ordem e ACF) para o processo α-µ, R, implementado como na

Fig. 2.3, são obtidas genericamente em termos das estat́ısticas correspondentes do processo

Nakagami utilizado, RN .

A PDF conjunta de R e sua derivada temporal Ṙ, fR,Ṙ(r, ṙ;α, µ, r̂), pode ser obtida em

termos da PDF conjunta de RN e sua derivada temporal ṘN , fRN ,ṘN
(r, ṙ;m,Ω), utilizando-se

a relação em (2.16) e sua derivada temporal

ṘN =
α

2
R

α−2
2 Ṙ (2.18)
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para realizar uma transformação de variáveis convencional entre (RN , ṘN ) e (R, Ṙ). O Jacobiano

da transformação, J , pode ser calculado como

J =
α2

4
rα−2, (2.19)

de modo que, após algumas manipulações algébricas, a transformação resulta em

fR,Ṙ(r, ṙ;α, µ, r̂) =
α2

4
rα−2fRN ,ṘN

(

r
α
2 ,

α

2
r

α−2
2 ṙ;µ, r̂α

)

. (2.20)

Note que, na transformação de variável, a relação (2.17) deve ser atendida, ou seja, os parâmetros

Nakagami devem ajustados para m = µ e Ω = r̂α. Esse ajuste pode ser observado na PDF

conjunta Nakagami em (2.20), bem como nas demais estat́ısticas Nakagami apresentadas a

seguir.

A LCR deR, NR(r;α, µ, r̂), pode ser obtida diretamente a partir da LCR deRN , NRN
(r;m,Ω),

como segue. Nota-se em (2.15) que o mapeamento entre RN e R é do tipo sem memória. Como

resultado, o processo de sáıda R cruzará um certo ńıvel r à mesma taxa com que o processo de

entrada RN cruza o ńıvel rα/2. Em outras palavras, isso resulta diretamente em

NR(r;α, µ, r̂) = NRN
(r

α
2 ;µ, r̂α). (2.21)

Obviamente, a mesma relação é também válida para a AFD, tal que

TR(r;α, µ, r̂) = TRN
(r

α
2 ;µ, r̂α). (2.22)

A PDF de segunda ordem de R, fR(t),R(t+τ)(r1, r2;α, µ, r̂), pode ser obtida em termos da

PDF de segunda ordem de RN , fRN (t),RN (t+τ)(r1, r2;m,Ω), utilizando-se a relação em (2.16) nos

instantes de tempo t e t + τ , para realizar uma transformação de variáveis convencional entre

(RN(t), RN(t + τ)) e (R(t), R(t + τ)). O Jacobiano da transformação, J , pode ser calculado

como

J =
α2

4
(r1r2)

α
2
−1. (2.23)

de modo que, após algumas manipulações algébricas, a transformação resulta em

fR(t),R(t+τ)(r1, r2;α, µ, r̂) =
α2

4
(r1r2)

α
2
−1fRN (t),RN (t+τ)(r

α
2
1 , r

α
2
2 ;µ, r̂

α). (2.24)

Diferentemente das demais estat́ısticas consideradas aqui, a ACF de R não pode ser obtida

a partir da ACF de RN . No entanto, usando-se a definição de ACF, é possivel escrevê-la em

termos da PDF de segunda ordem de R, obtida em (2.24), obtendo-se

AR(τ ;α, µ, r̂) =

∫

∞

0

∫

∞

0

r1r2fR(t),R(t+τ)(r1, r2;α, µ, r̂)dr1dr2. (2.25)

A depender do processo Nakagami utillizado na geração do processo α-µ, pode não ser posśıvel

encontrar uma solução em forma fechada para a ACF α-µ dada em (2.25).

As relações gerais (2.20), (2.21), (2.22), (2.24), (2.25) serão de extrema valia na análise dos

simuladores α-µ propostos no próximo caṕıtulo.
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2.6 Conclusões

Neste caṕıtulo, a distribuição α-µ foi revisitada, além de suas principais estat́ısticas e de

seu modelo f́ısico original. Em particular, verificou-se que esse modelo serve como esquema

de simulação apenas para valores inteiros ou múltiplos de 1/2 do parâmetro µ. É o chamado

simulador clássico. Ou seja, quando µ é um número real arbitrário — o que é comum em

ambientes reais — o simulador clássico não se aplica.

No intuito de contornar essa limitação do simulador clássico, apresentou-se uma relação sim-

ples e essencial entre os processos Nakagami e α-µ. Essa relação permite obter prontamente um

esquema de simulação para canais α-µ a partir de qualquer esquema existente de simulação para

canais Nakagami. Além disso, por meio dessa relação, foi posśıvel estabelecer transformações

que permitem obter as estat́ısticas de segunda ordem do processo α-µ em termos daquelas do

processo Nakagami. O caṕıtulo seguinte põe todas essas relações e transformações em prática,

projetando e analisando novos simuladores α-µ a partir de simuladores Nakagami existentes.

Os novos simuladores possibilitarão o uso de valores reais para o parâmetro µ.



Capı́tulo 3
Simuladores α-µ

3.1 Introdução

Conforme mencionado no caṕıtulo anterior, quando o valor do parâmetro de desvaneci-

mento µ não é inteiro ou múltiplo de 1/2, o modelo f́ısico original para o desvanecimento α-µ

não está definido e, portanto, o chamado esquema clássico de simulação não pode ser usado. A

fim de contornar essa limitação, este caṕıtulo propõe três alternativas ao simulador clássico, com

base na relação entre os processos α-µ e Nakagami, apresentada no último caṕıtulo. Cada simu-

lador proposto se baseia em um simulador Nakagami existente, a saber: rank-matching, random-

mixture e o h́ıbrido RM2. Esses novos simuladores são aqui denominados de não-clássicos. A

seguir, descrevem-se os seus esquemas de simulação, bem como as principais estat́ısticas associ-

adas. Antes disso, o simulador clássico é revisitado brevemente.

3.2 Simulador Clássico

A Fig. 3.1 apresenta a estrutura do simulador clássico para a envoltória α-µ. Essa estrutura

se baseia na reprodução direta do modelo f́ısico (2.12) proposto originalmente em [9]. Nela,

Simulador

Simulador

Simulador

Gaussiano

Gaussiano

Gaussiano

∑

(.)2

(.)2

(.)2

α

√

(.)
Envoltória

α-µ

Fig. 3.1: Simulador clássico.
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Simulador
Rayleigh

Operação
rank-matching (.)2/α

Amostras de envoltória Nakagami com parâmetros de

desvanecimento m = µ desejados (geradas independentemente)

Envoltória

α-µ

Fig. 3.2: Simulador rank-matching.

observa-se que cada amostra α-µ de sáıda é obtida a partir de 2µ amostras gaussianas de

entrada. Portanto, esse esquema é obviamente limitado a valores de µ inteiros ou múltiplos de

1/2.

Apesar de tal limitação, o simulador clássico (ou, equivalente, o modelo f́ısico original)

permite obter uma série de estat́ısticas importantes para a envoltória α-µ, denominadas de

estat́ısticas clássicas. Diferentemente do modelo e simulador associados, essas estat́ısticas não

apresentam qualquer restrição matemática para serem usadas com valores reais arbitrários de

µ > 0. As estat́ısticas clássicas da envoltória α-µ já foram apresentadas na seção 2.2, e servirão

de referência de desempenho para os novos simuladores propostos a seguir.

3.3 Simulador Rank-Matching

3.3.1 Estrutura

O simulador rank-matching foi originalmente proposto em [24], para a distribuição Nakagami.

Usando-se a transformação (2.15), a sua forma estendida para a distribuição α-µ pode ser obtida

como na Fig. 3.2.

No esquema rank-matching, inicialmente, amostras de um processo Rayleigh (autocorrela-

cionado) são geradas, por meio de qualquer simulador Rayleigh existente, como na Fig. 3.3a.

Essas amostras servirão de referência para o simulador. Além dessas, um outro conjunto de

amostras também faz parte do simulador rank-matching, agora do tipo Nakagami. As amostras

Nakagami podem ser geradas independentemente, como indicado na Fig. 3.3b. Além disso,

devem ter parâmetros m = µ e Ω = r̂α, de acordo com (2.17). Em Matlab, um vetor de

amostras Nakagami independentes pode ser facilmente obtido por meio da função gamrnd(.).

Já as amostras Rayleigh de referência podem ser geradas com simuladores Rayleigh dispońıveis

na literatura. Esses dois vetores de amostras serão aqui denotados por nakagami e rayleigh,

respectivamente.

Tendo sido gerados os dois processos, a próxima etapa é utilizar o ranking das amostras Ray-

leigh autocorrelacionadas como referência para rearranjar as amostras Nakagami independentes.

Essa operação é chamada de rank-matching. O procedimento, por ser um mero rearranjo, não al-

tera as estat́ısticas de primeira ordem das amostras, mas tem impacto direto sobre as estat́ısticas

de ordem superior [14]. Em outras palavras, o rearranjo irá ocasionar uma certa autocorrelação

para as amostras Nakagami, inicialmente independentes. Nas Figs. 3.3a e 3.3b, como exem-
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Amostras Rayleigh

k

de referência

123 456 78

(a) Amostras Rayleigh de referência.

Amostras Nakagami

k

geradas independentemente

123 456 78

(b) Amostras Nakagami geradas indepen-
dentemente.

Fig. 3.3: Amostras que compõem o simulador rank-matching.

Amostras Nakagami

k

reordenadas

123 456 78

Fig. 3.4: Amostras Nakagami reordenadas.

plo, o ranking das amostras Rayleigh de referência e das amostras Nakagami independentes é

mostrado abaixo do eixo k.

A operação de rank-matching pode ser implementada facilmente em Matlab, como segue.

Inicialmente, através do comando

[rayleigh,index]=sort(rayleigh),

colocam-se em ordem crescente as amostras do vetor rayleigh e, na variável index, armazena-

se o ranking original de tais amostras. A seguir, colocam-se também em ordem crescente as

amostras independentes do vetor nakagami, por meio do comando

nakagami=sort(nakagami).

Finalmente, o comando

nakagami(index)=nakagami

resulta num novo vetor nakagami, contendo as mesmas amostras originais, mas agora reorde-

nadas de acordo com o ranking index das amostras do vetor rayleigh de referência.

O resultado dessa operação é ilustrado na Fig. 3.4. Nota-se que a amostra de valor mı́nimo

do processo Nakagami é realocada para a mesma posição da amostra de valor mı́nimo do pro-

cesso Rayleigh de referência. Da mesma forma, a segunda amostra de valor mı́nimo do processo
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F−1

B (FA(.))A B

Fig. 3.5: Equivalência entre o métodos rank-matching e o método da inversão.

Nakagami é realocada para a mesma posição da segunda amostra de valor mı́nimo do processo

Rayleigh de referência. E assim por diante, até que todas as amostras Nakagami sejam rear-

ranjadas, de acordo com o ranking da sequência Rayleigh [14]. Como já mencionado, por conta

do rearranjo, as amostras Nakagami, inicialmente independentes, formam agora uma sequência

autocorrelacionada.

Finalmente, submetendo-se essas amostras Nakagami, com parâmetros m = µ e Ω = r̂α, à

transformação descrita em (2.15), obtém-se uma sequência de amostras α-µ, autocorrelacionada,

com parâmetros α, µ e r̂ desejados. Note que, nesse esquema, o parâmetro µ pode assumir

qualquer valor real positivo.

3.3.2 Estat́ısticas Nakagami

Em [14], mostra-se que gerar um processo B a partir de um dado processo A de referência,

através do método rank-matching, é equivalente, em termos estat́ısticos, a gerar um processo B

a partir de A através do chamado método de transformação inversa, ou simplesmente método da

inversão [28, Eq.(7-157)]. Nesse método, o processo B é gerado a partir de uma transformação

não-linear sem memória do processo A, como

B = F−1
B (FA(A)) , h−1(A), (3.1)

em que F−1
B (·) é a CDF inversa de B, FA(·) é a CDF de A e h−1(·) denota a função inversa de

h(·), definida como

h(b) , F−1
A (FB(b)), (3.2)

em que F−1
A (·) é a CDF inversa de A e FB(·) é a CDF de B. A equivalência entre o método

rank-matching e o método de inversão é representada na Fig. 3.5. A seguir, essa equivalência é

utilizada para se analisar as estat́ısticas de segunda ordem do método rank-matching.

Em nosso caso, o processo A é uma envoltória Rayleigh, RRay, e o processo B, uma envoltória

Nakagami, RN , tal que a transformação por inversão em (3.1) pode ser escrita como

RN = F−1
RN

(FRRay
(RRay)), (3.3)

em que F−1
RN

(·) é a CDF inversa de Nakagami e FRRay
(·) é a CDF de Rayleigh. Para a análise que

segue, é conveniente utilizar a relação inversa àquela em (3.3), explicitando-se RRay em termos

de RN , como [29]

RRay = F−1
RRay

(FRN
(RN)) , h(RN), (3.4)

em que F−1
RRay

(·) é a CDF inversa de Rayleigh e FRN
(·) é a CDF de Nakagami. Aqui, sem perda

de generalidade, considera-se um processo Rayleigh com potência média unitária, tal que [29]

F−1
RRay

(r) =
√

−ln(1− r). (3.5)
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Além disso, a CDF de Nakagami é dada por [21, 22]

FRN
(r;m,Ω) =

1− Γ
(

m, mr2

Ω

)

Γ(m)
. (3.6)

Substituindo-se (3.5) e (3.6) em (3.4), a função h(·) pode ser então obtida como [29]

h(r) =

√

√

√

√−ln

(

Γ
(

m, mr2

Ω

)

Γ(m)

)

. (3.7)

Outra relação importante para a análise das estat́ısticas de segunda ordem é aquela en-

tre (RRay, ṘRay) e (RN , ṘN). Essa relação pode ser obtida derivando-se (3.4) em relação ao

tempo, o que fornece

ṘRay = h′(RN)ṘN , (3.8)

em que h′(·) denota a derivada primeira de h(·), calculada como [29]

h′(r) =
mmr2m−1exp

(

−mr2

Ω

)

ΩmΓ
(

m, mr2

Ω

)

√

−ln

(

Γ
(

m,mr2

Ω

)

Γ(m)

)

. (3.9)

Com base nas relações apresentadas, pode-se agora encontrar as estat́ısticas de segunda

ordem da envoltória Nakagami para o simulador rank-matching, a partir das estat́ısticas corres-

pondentes da envoltória Rayleigh de referência, já conhecidas. Isso é feito utilizando-se (3.4)

e (3.8) para realizar transformações de variáveis convencionais entre (RRay, ṘRay) e (RN , ṘN),

conforme necessário. Apenas os resultados desse procedimento são reproduzidos a seguir.

A PDF conjunta de RN e sua derivada temporal ṘN é obtida como [29]

fRN ,ṘN
(r, ṙ;m,Ω) =

√
2m2mr4m−2

exp






−2mr2

Ω
+

m2mr4m−2exp
(

−
2mr2

Ω

)

ṙ2

2π2f2
D
Ω2mΓ

(

m,mr2

Ω

)2
ln

(

Γ(m,mr2
Ω )

Γ(m)

)







π
3
2fDΩ2mΓ(m)Γ

(

m, mr2

Ω

)

√

−ln

(

Γ
(

m,mr2

Ω

)

Γ(m)

)

, (3.10)

a LCR e AFD de RN como [29]

NRN
(r;m,Ω) =

√
2πfDΓ

(

m, mr2

Ω

)

√

−ln

(

Γ
(

m,mr2

Ω

)

Γ(m)

)

Γ(m)
(3.11)

TRN
(r;m,Ω) =

Γ(m)− Γ
(

m, mr2

Ω

)

√
2πfDΓ

(

m, mr2

Ω

)

√

−ln

(

Γ
(

m,mr2

Ω

)

Γ(m)

)

(3.12)
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e a PDF de segunda ordem de RN como [29]

fRN (t),RN (t+τ)(r1, r2;m,Ω) =
4m2m(r1r2)

2m−1

Ω2m(1− δ(τ))Γ(m)
2

1−δ(τ)

exp

(

−m(r21 + r22)

Ω

)

×
(

Γ

(

m,
mr21
Ω

)

Γ

(

m,
mr22
Ω

))

δ(τ)
1−δ(τ)

I0







2
√

δ(τ)

1− δ(τ)

√

√

√

√

√ln





Γ
(

m,
mr21
Ω

)

Γ(m)



 ln





Γ
(

m,
mr22
Ω

)

Γ(m)










.

(3.13)

Usando-se sua definição, a ACF de RN pode ser escrita em termos de (3.13) como

ARN
(τ ;m,Ω) =

∫

∞

0

∫

∞

0

r1r2fRN (t),RN (t+τ)(r1, r2;m,Ω)dr1dr2. (3.14)

Não há solução em forma fechada para a ACF de RN .

3.3.3 Estat́ısticas α-µ

Agora, substituindo-se as estat́ısticas de Nakagami descritas em (3.10), (3.11), (3.12) e (3.13)

nas relações gerais entre as estat́ısticas de Nakagami e as estat́ısticas α-µ, descritas em (2.20),

(2.21), (2.22) e (2.24), respectivamente, então as estat́ısticas correspondentes α-µ são obtidas,

para o simulador rank-matching, como

fR,Ṙ(r, ṙ;α, µ, r̂) =

√
2πα2µ2µr2(αµ−1)exp



−2µ rα

r̂α
+

exp(−2µ rα

r̂α )α2µ2µr2(αµ−1)ṙ2

2ω2r̂2αµΓ2(µ,µ rα

r̂α
)ln

(

Γ(µ,µ rα

r̂α
)

Γ(µ)

)





2πωr̂2αµΓ(µ, µ rα

r̂α
)

√

−ln
(

Γ(µ,µ rα

r̂α
)

Γ(µ)

)

(3.15)

NR(r;α, µ, r̂) =

√
2πfDΓ(µ, µ

rα

r̂α
)

√

−ln
(

Γ(µ,µ rα

r̂α
)

Γ(µ)

)

Γ(µ)
(3.16)

TR(r;α, µ, r̂) =
Γ(µ)− Γ(µ, µ rα

r̂α
)

√
2πfDΓ(µ, µ

rα

r̂α
)

√

−ln
(

Γ(µ,µ rα

r̂α
)

Γ(µ)

)

(3.17)

fR(t),R(t+τ)(r1, r2;α, µ, r̂) =
α2µ2µ(r1r2)

αµ−1

r̂2αµ(1− δ(τ))Γ(µ)
2

1−δ(τ)

exp

(

−µ(rα1 + rα2 )

r̂α

)

×
(

Γ

(

µ, µ
rα1
r̂α

)

Γ

(

µ, µ
rα2
r̂α

))
δ(τ)

1−δ(τ)

I0







2
√

δ(τ)

1− δ(τ)

√

√

√

√

√ln





Γ
(

µ,
µrα1
r̂α

)

Γ(µ)



 ln





Γ
(

µ,
µrα2
r̂α

)

Γ(µ)










,

(3.18)

A ACF, por sua vez, é obtida em forma integral, substituindo-se (3.18) em (2.25). Não há

solução em forma fechada para a ACF. Vale ressaltar que a PDF do simulador rank-matching é

a PDF exata de uma variável α-µ, dada em (2.1) [22].
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Simulador Nakagami

Simulador Nakagami

com parâmetro de

com parâmetro de

desvanecimento

desvanecimento

mL = ⌊2µ⌋/2

mU = ⌊2µ⌋/2 + 1/2

(.)2/α
Envoltória

α-µ

Seta para cima

Seta para baixo

com probabilidade

com probabilidade

[1− p(µ)]

p(µ)

Fig. 3.6: Simulador random-mixture.

3.4 Simulador Random-Mixture

3.4.1 Estrutura

O simulador random-mixture foi proposto em [23] para a distribuição Nakagami. Usando-se

a transformação (2.15), a sua forma estentida para a distribuição α-µ pode ser vista na Fig. 3.6.

Primeiramente, dados certos valores desejados dos parâmetros α, µ e r̂, um processo Nakagami

é obtido sorteando-se dentre dois processos Nakagami com parâmetros de desvanecimento mL

e mU . A potência média de ambos os processos é Ω = r̂α. Quanto a mL e mU , correspondem

aos números inteiro ou múltiplo de 1/2 imediatamente menor ou igual (mL) e imediatamente

maior (mU) que o parâmetro m = µ desejado, ou seja, [23]

mL = µL =
⌊2m⌋
2

=
⌊2µ⌋
2

(3.19)

mU = µU =
⌊2m⌋
2

+
1

2
=

⌊2µ⌋
2

+
1

2
, (3.20)

em que ⌊·⌋ é a função floor. Note que µL ≤ µ < µU . Por exemplo, se µ = 1, 3, então

mL = µL = 1, 0 e mU = µU = 1, 5. A Fig. 3.7 ilustra dois processos Nakagami com parâmetros

mL e mU . A prinćıpio, esses processos podem ser gerados por qualquer método dispońıvel de

simulação Nakagami. Neste trabalho, considera-se que eles são gerados através do simulador

clássico. (Note que o simulador clássico se aplica nesse caso, pois mL e mU são inteiros ou

múltiplos de 1/2.)

Nakagami-mU

Amplitude

t

(a) Amostras Nakagami (mref = µU ,Ω = r̂α).

Nakagami-mL

Amplitude

t

(b) Amostras Nakagami (mref = µL,Ω = r̂α).

Fig. 3.7: Processos Nakagami de entrada do simulador random-mixture.



Caṕıtulo 3. Simuladores α-µ 25

Sinal Nakagami
com mistura aleatória

Amplitude

t

Fig. 3.8: Processo Nakagami resultante do simulador random-mixture.

Nota-se na Fig. 3.6 que o processo Nakagami com menor parâmetro mL é sorteado com

probabilidade p(µ), e que o processo Nakagami com maior parâmetro mU é sorteado com pro-

babilidade [1− p(µ)]. Essas são as chamadas probabilidades de mistura. No esquema random-

mixture, uma tarefa central é projetar uma probabilidade de mistura p(µ) apropriada, que renda

ao esquema uma boa aproximação em relação a determinada estat́ıstica de interesse do processo

Nakagami clássico. Em [23], essa tarefa foi realizada com base em um ajuste de momentos de

baixa ordem, chegando-se a

p(µ) =
2µL(µU − µ)

µ
. (3.21)

Discussões adicionais sobre p(µ), referentes a outros critérios de ajuste com base em estat́ısticas

de ordem superior, podem ser encontradas em [22]. A Fig. 3.8 ilustra o processo Nakagami

resultante do procedimento de mistura aleatória. Finalmente, submetendo-se essas amostras

Nakagami à transformação descrita em (2.15), obtém-se as amostras para o processo α-µ. Note

que, nesse esquema, o parâmetro µ pode assumir qualquer valor real positivo. Todavia, como

a mistura aleatória das amostras Nakagami com parâmetros mL e mU não segue a PDF exata

Nakagami com parâmetro desejado m, então a transformação em (2.15) não segue a PDF exata

da envoltória α-µ.

3.4.2 Estat́ısticas Nakagami

No esquema random-mixture, toda estat́ıstica de sáıda é uma mera soma ponderada das

estat́ısticas correspondentes dos processos de entrada, com os pesos sendo dados pelas probabi-

lidades de mistura. Assim, tem-se que

fRN
(r;m,Ω) = p(m)fRN

(r;mL,Ω) + [1− p(m)]fRN
(r;mU ,Ω) (3.22)

fRN ,ṘN
(r, ṙ;m,Ω) = p(m)fRN ,ṘN

(r, ṙ;mL,Ω) + [1− p(m)]fRN ,ṘN
(r, ṙ;mU ,Ω) (3.23)

NRN
(r;m,Ω) = p(m)NRN

(r;mL,Ω) + [1− p(m)]NRN
(r;mU ,Ω) (3.24)

TRN
(r;m,Ω) = p(m)TRN

(r;mL,Ω) + [1− p(m)]TRN
(r;mU ,Ω) (3.25)

fRN (t),RN (t+τ)(r1, r2;m,Ω) = p(m)fRN (t),RN (t+τ)(r1, r2;mL,Ω)

+[1− p(m)]fRN (t),RN (t+τ)(r1, r2;mU ,Ω)
(3.26)

ARN
(τ ;m,Ω) = p(m)ARN

(τ ;mL,Ω) + [1− p(m)]ARN
(τ ;mU ,Ω). (3.27)
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Nas expressões acima, as estat́ısticas fRN
(r;m,Ω), fRN ,ṘN

(r, ṙ;m,Ω), NRN
(r;m,Ω), TRN

(r;m,Ω),

fRN (t),RN (t+τ)(r1, r2;m,Ω) e ARN
(τ ;m,Ω), à direita da igualdade, são aquelas de um processo

Nakagami clássico, dadas respectivamente por (2.1), (2.4), (2.7), (2.8), (2.9) e (2.11), com µ = m,

α = 2 e r̂α = Ω.

3.4.3 Estat́ısticas α-µ

Agora, usando-se as estat́ısticas de Nakagami descritas em (3.22), (3.23), (3.24) e (3.25) e

(3.26), em conjunto com as relações gerais entre as estat́ısticas de Nakagami e as estat́ısticas

α-µ, descritas em (2.20), (2.21), (2.22) e (2.24), então as estat́ısticas correspondentes α-µ são

obtidas, para o simulador random-mixture, como

fR(r;α, µ, r̂) = p(µ)fR(r;α, µL, r̂) + [1− p(µ)]fR(r;α, µU , r̂) (3.28)

fR,Ṙ(r, ṙ;α, µ, r̂) =

(

α2

4
r(α−2)

)

(

p(µ)fRN ,ṘN

(

r
α
2 ,

α

2
r

α−2
2 ṙ;µL, r̂

α
))

+

(

α2

4
r(α−2)

)

(

[1− p(µ)]fRN ,ṘN

(

r
α
2 ,

α

2
r

α−2
2 ṙ;µU , r̂

α
))

(3.29)

NR(r;α, µ, r̂) = p(µ)NRN
(r

α
2 ;µL, r̂

α) + [1− p(µ)]NRN
(r

α
2 ;µU , r̂

α)) (3.30)

TR(r;α, µ, r̂) = p(µ)TRN
(r

α
2 ;µL, r̂

α) + [1− p(µ)]TRN
(r

α
2 ;µU , r̂

α)) (3.31)

fR(t),R(t+τ)(r1, r2;α, µ, r̂) =

(

α2

4
(r1r2)

(α
2
−1)
)

(

p(µ)fRN (t),RN (t+τ)

(

r
α
2
1 , r

α
2
2 ;µL, r̂

α
))

+

(

α2

4
(r1r2)

(α
2
−1)
)

(

[1− p(µ)]fRN (t),RN (t+τ)

(

r
α
2
1 , r

α
2
2 ;µU , r̂

α
))

.

(3.32)

Em (3.28), as PDFs à direita da igualdade são aquelas de uma envoltória α-µ, dadas em (2.1).

Além disso, nas demais expressões, as estat́ısticas fRN ,ṘN
(r, ṙ;m,Ω), NRN

(r;m,Ω), TRN
(r;m,Ω)

e fRN (t),RN (t+τ)(r1, r2;m,Ω), à direita da igualdade, são aquelas de um processo Nakagami clás-

sico, dadas respectivamente por (2.4), (2.7), (2.8) e (2.9), com µ = m, α = 2 e r̂α = Ω. A ACF,

por sua vez, é obtida em forma integral, substituindo-se (3.32) em (2.25). Vale ressaltar que a

PDF do simulador random-mixture não é a PDF exata de uma variável α-µ.

3.5 Simulador RM2

3.5.1 Estrutura

O simulador RM2 foi proposto recentemente em [22], para a distribuição Nakagami. Usando-

se a transformação (2.15), a sua forma estentida para a distribuição α-µ pode ser vista na

Fig. 3.9. Como ficará evidente, o simulador α-µ RM2 é superior aos demais esquemas pro-

postos, pois (i) permite valores reais arbitrários para o parâmetro de desvanecimento µ, (ii)

corresponde às estat́ısticas exatas de primeira-ordem α-µ, (iii) e provê uma boa aproximação

para as estat́ısticas de segunda ordem α-µ. Cada uma dessas caracteŕısticas é herdada de uma

caracteŕıstica correspondente do simulador Nakagami RM2 [22].
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Simulador Nakagami

Simulador Nakagami

com parâmetro de

com parâmetro de

desvanecimento

desvanecimento

mL = ⌊2µ⌋/2

mU = ⌊2µ⌋/2 + 1/2
Envoltória

α-µ
Operação

rank-matching (.)2/α

Amostras de envoltória Nakagami com parâmetros de

desvanecimento m = µ desejados (geradas independentemente)

Seta para cima

Seta para baixo

com probabilidade

com probabilidade

[1− p(µ)]

p(µ)

estágio random-mixture estágio rank-matching

Fig. 3.9: Simulador RM2.

Nakagami Nakagami

Nakagami

de referência

Rmix

Operação
rank-matching

reordenado

RN

gerado independentemente

Fig. 3.10: Relação entre processos Nakagami no simulador RM2.

Como se observa na Fig. 3.9, o esquema RM2 é baseado na combinação em cascata das

técnicas random-mixture e rank-matching. O primeiro estágio, random-mixture, opera exata-

mente como descrito na seção anterior. A novidade é que agora, a sáıda desse estágio provê a

entrada para um segundo estágio, do tipo rank-matching. Nesse segundo estágio, uma sequên-

cia Nakagami de sáıda é então obtida reordenando-se um conjunto de amostras independentes

Nakagami, de acordo com o ranking das amostras Nakagami fornecidas pelo estágio random-

mixture. Essa operação de rearranjo se dá exatamente como descrito para o simulador rank-

matching. Finalmente, submetendo-se as amostras Nakagami resultantes à transformação des-

crita em (2.15), obtêm-se as amostras para o processo α-µ. Note que, nesse esquema, o parâ-

metro µ pode assumir qualquer valor real positivo.

Observe que, no esquema proposto, devido ao estágio random-mixture, a sequência de refe-

rência de entrada é uma mistura aleatória de um processo Nakagami com mL = µL — o que

ocorre com probabilidade p(µ) — e de um processo Nakagami com mU = µU — o que ocorre

com probabilidade [1− p(µ)]. Além disso, observe que, para atender a parâmetros desejados µ,

α e r̂ para a sequência α-µ de sáıda, as amostras Nakagami independentes devem ser geradas

segundo os parâmetros m = µ e Ω = r̂α. Devido ao estágio rank-matching, a sequência final de

sáıda é obtida com PDF α-µ exata.

3.5.2 Estat́ısticas Nakagami

Considere Rmix (Fig.3.10) como sendo a envoltória resultante da etapa random-mixture, com

parâmetro mref = µL ou mref = µU , conforme o sorteio, e RN como sendo o processo Nakagami



Caṕıtulo 3. Simuladores α-µ 28

na sáıda da operação de rank-matching. Como já mencionado, sabe-se que a geração de RN a

partir de Rmix via rank-matching é estatisticamente equivalente à geração de RN a partir de

Rmix via método da inversão. Assim, para fins de análise estat́ıstica, pode-se usar que

RN = F−1
RN

(FRN
(Rmix;mref ,Ω);m,Ω), (3.33)

em que F−1
RN

(u;m,Ω) é a CDF inversa da envoltória Nakagami e FRN
(r;m,Ω) é a CDF da

envoltória Nakagami. A CDF da envoltória Nakagami é dada em (3.6), e sua inversa é dada

por [21, 22]

F−1
RN

(u;m,Ω) =

√

Ω

m
Q−1(m, 1− u), (3.34)

em que Q−1(m,u) é a função gama incompleta regularizada, isto é, fornece a solução para z em

u = Γ(m, z)/Γ(m). Essa função pode ser calculada no software Mathematica por meio de

InverseGammaRegularized[m,u].

Na análise que segue, em vez de (3.33), torna-se conveniente utilizar sua relação inversa, na

qual Rmix é escrita em termos de RN , ou seja,

Rmix = F−1
RN

(FRN
(RN ;m,Ω);mref ,Ω)

, h(RN ;mref ,m,Ω). (3.35)

Além disso, para determinar algumas estat́ısticas de segunda ordem, é também importante

escrever a derivada temporal Ṙmix de Rmix em termos da derivada temporal ṘN de RN . Isso é

obtido pela diferenciação de (3.35) em relação ao tempo, o que fornece

Ṙmix = h′(RN ;mref ,m,Ω)ṘN , (3.36)

em que h′(.) é a primeira derivada da função h(.) definida em (3.35). Usando-se (3.6) e (3.34)

na definição de h(.), pode-se obter essa função, após algumas manipulações algébricas, como

h(r;mref ,m,Ω) =

√

√

√

√

Ω

mref

Q−1

(

mref ,
Γ
(

m, mr2

Ω

)

Γ(m)

)

, (3.37)

e sua primeira derivada como

h′(r;mref ,m,Ω) =
mmr2m−1Γ(mref)

m
1/2
ref Ω

m−1/2Γ(m)
exp



−mr2

Ω
+Q−1



mref ,
Γ
(

m, mr2

Ω

)

Γ(m)









×Q−1



mref ,
Γ
(

m, mr2

Ω

)

Γ(m)





mref+1/2

. (3.38)

Agora, com base em (3.35)–(3.38), por meio de transformações convencionais de variáveis,

torna-se posśıvel obter qualquer estat́ıstica de RN e ṘN em termos das estat́ısticas correspon-

dentes de Rmix e Ṙmix, que correspondem àquelas de um simulador Nakagami clássico. De fato,

tal procedimento pode ser aplicado para cada um dos processos Nakagami de referência, com
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parâmetros mref = mL = µL e mref = mU = µU . Então, por conta da mistura aleatória desses

processos, as estat́ısticas resultantes serão somas ponderadas das estat́ısticas individuais para

mref = mL = µL e mref = mU = µU , com pesos dados por p(µ) e [1− p(µ)], respectivamente. A

seguir, reproduzimos apenas os resultados desse procedimento.

A PDF conjunta de RN e sua derivada temporal ṘN é obtida como

fRN ,ṘN
(r, ṙ;m,Ω) = p(m)f1 + [1− p(m)]f2, (3.39)

em que f1 é dada por

f1 , h′2(r;mL,m,Ω)fRref ,Ṙref
(h(r;mL,m,Ω), ṙ h′(r;mL,m,Ω);mL,Ω) (3.40)

e f2 é dada por

f2 , h′2(r;mU ,m,Ω)fRref ,Ṙref
(h(r;mU ,m,Ω), ṙ h′(r;mU ,m,Ω);mU ,Ω). (3.41)

A LCR e AFD de RN são obtidas como

NRN
(r;m,Ω) = p(m)NRref

(h(r;mL,m,Ω);mL,Ω) + [1 − p(m)]NRref
(h(r;mU ,m,Ω);mU ,Ω)

(3.42)

TRN
(r;m,Ω) = p(m)TRref

(h(r;mL,m,Ω);mL,Ω) + [1 − p(m)]TRref
(h(r;mU ,m,Ω);mU ,Ω).

(3.43)

A PDF de segunda ordem de RN é obtida como

fRN (t),RN (t+τ)(r1, r2;m,Ω) = p(m)f3 + [1− p(m)]f4, (3.44)

em que f3 é dada por

f3 , h′(r1;mL,m,Ω)h′(r2;mL,m,Ω)fRref (t),Rref(t+τ)(h(r1;mL,m,Ω), h(r2;mL,m,Ω);mL,Ω)

(3.45)

e f4 é dada por

f4 , h′(r1;mU ,m,Ω)h′(r2;mU ,m,Ω)fRref (t),Rref(t+τ)(h(r1;mU ,m,Ω), h(r2;mU ,m,Ω);mU ,Ω).

(3.46)

Nas expressões (3.39)–(3.46), as estat́ısticas com sub́ındice “ref” são aquelas do processo

clássico Nakagami, dadas pelas expressões correspondentes na seção 2.2 com µ = m, α = 2 e

r̂α = Ω. Não há solução fechada para a ACF de RN .

3.5.3 Estat́ısticas α-µ

Agora, usando-se as estat́ısticas de Nakagami descritas em (3.39)–(3.46), em conjunto com

as relações gerais entre as estat́ısticas de Nakagami e as estat́ısticas α-µ, descritas em (2.20),

(2.21), (2.22) e (2.24), então as estat́ısticas correspondentes α-µ são obtidas, para o simulador

RM2. Os resultados são apresentados a seguir.
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A PDF conjunta de R e sua derivada temporal Ṙ é obtida como

fR,Ṙ(r, ṙ;α, µ, r̂) =
α2

4
rα−2 (p(µ)f1 + [1− p(µ)]f2) , (3.47)

em que f1 é dada por

f1 , h′2(r
α
2 ;µL, µ, r̂

α)fRref ,Ṙref
(h(r

α
2 ;µL, µ, r̂

α),
α

2
r

α−2
2 ṙ h′(r

α
2 ;µL, µ, r̂

α);µL, r̂
α) (3.48)

e f2 é dada por

f2 , h′2(r
α
2 ;µU , µ, r̂

α)fRref ,Ṙref
(h(r

α
2 ;µU , µ, r̂

α),
α

2
r

α−2
2 ṙ h′(r

α
2 ;µU , µ, r̂

α);µU , r̂
α). (3.49)

A LCR e AFD de R são obtidas como

NR(r;α, µ, r̂) = p(µ)NRref
(h(r

α
2 ;µL, µ, r̂

α);µL, r̂
α) + [1− p(µ)]NRref

(h(r
α
2 ;µU , µ, r̂

α);µU , r̂
α)

(3.50)

TR(r;α, µ, r̂) = p(µ)TRref
(h(r

α
2 ;µL, µ, r̂

α);µL, r̂
α) + [1 − p(µ)]TRref

(h(r
α
2 ;µU , µ, r̂

α);µU , r̂
α).

(3.51)

A PDF de segunda ordem de R é obtida como

fR(t),R(t+τ)(r1, r2;α, µ, r̂) =
α2

4
(r1r2)

α
2
−1 (p(µ)f3 + [1− p(µ)]f4) , (3.52)

em que f3 é dada por

f3 , h′(r
α
2
1 ;µL, µ, r̂

α)h′(r
α
2
2 ;µL, µ, r̂

α)fRref(t),Rref(t+τ)(h(r
α
2
1 ;µL, µ, r̂

α), h(r
α
2
2 ;µL, µ, r̂

α);µL, r̂
α)

(3.53)

e f4 é dada por

f4 , h′(r
α
2
1 ;µU , µ, r̂

α)h′(r
α
2
2 ;µU , µ, r̂

α)fRref(t),Rref(t+τ)(h(r
α
2
1 ;µU , µ, r̂

α), h(r
α
2
2 ;µU , µ, r̂

α);µU , r̂
α).

(3.54)

Aqui também, nas expressões (3.47)–(3.54), as estat́ısticas com sub́ındice “ref” são aquelas

do processo clássico Nakagami, dadas pelas expressões correspondentes na seção 2.2 com µ = m,

α = 2 e r̂α = Ω. A ACF, por sua vez, é obtida em forma integral, substituindo-se (3.52) em

(2.25). Vale ressaltar que a PDF do simulador RM2 é a PDF exata de uma variável α-µ.

3.6 Conclusões

Como alternativa ao simulador clássico, este caṕıtulo propõe três novos simuladores para

a envoltória α-µ: rank-matching, random-mixture e RM2. Todos os simuladores propostos

acomodam valores reais arbitrários para o parâmetro µ, enquanto que o simulador clássico se

limita a valores de µ inteiros ou múltiplos de 1/2. Além disso, todos se baseiam em simuladores

dispońıveis para a envoltória Nakagami, com uso de uma transformação simples que mapeia

amostras Nakagami em amostras α-µ.
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Para cada simulador proposto, as seguintes estat́ısticas de segunda ordem foram obtidas em

forma fechada: (i) densidade de probabilidade conjunta da envoltária e sua derivada temporal;

(ii) taxa de cruzamento de ńıvel; (iii) duração média de desvanecimento; e (iv) densidade de

probabilidade de segunda ordem. Adicionalmente, (vi) a função de autocorrelação foi obtida em

forma integral. Dentre os simuladores propostos, o random-mixture é o único que não atende à

PDF exata da envoltória α-µ.

Com base nas expressões aqui deduzidas, o próximo caṕıtulo analisará o desempenho dos

simuladores propostos em termos de LCR e AFD, duas das estat́ısticas de segunda ordem mais

representativas. Tais estat́ısticas serão confrontadas às do simulador clássico.



Capı́tulo 4
Resultados Numéricos e Comparações de

Desempenho

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo, são apresentados alguns exemplos numéricos para as estat́ısticas dos simula-

dores propostos, como comparação de desempenho entre esses simuladores e o simulador clássico.

As comparações são feitas com a finalidade de investigar quão próximas as estat́ısticas dos novos

simuladores estão daquelas do simulador clássico, tomado como referência de desempenho. Em

particular, dentre as várias estat́ısticas obtidas no último caṕıtulo, são aqui utilizadas a LCR

e a AFD, por serem essas muito representativas do comportamento dinâmico do canal. Como

suporte às expressões anaĺıticas, são também inclúıdos resultados de simulação.

Na distribuição α-µ, para um mesmo valor fixo do parâmetro m de Nakagami, os parâmetros

α e µ podem assumir uma infinidade de valores [9]. Nos exemplos apresentados a seguir, fixa-se

o valor de m em 1, 75. Com m = 1, 75, varia-se então o parâmetro µ como sendo 0, 75, 1, 25,

1, 75, 2, 25 e 2, 75. Note que, intencionalmente, dois valores de µ são escolhidos abaixo de m,

dois acima de m e um igual a m, a fim de ilustrar os vários casos. Para cada valor de µ escolhido,

calcula-se um parâmetro α tal que m = 1, 75. Esse valor de α é dado pela solução de [9]

βµ =
Γ2(µ+ β/α)

Γ(µ)Γ(µ+ 2β/α)− Γ2(µ+ β/α)
(4.1)

com β = 2, para o qual se tem 2µ = m. Usando-se (4.1), os valores aproximados obtidos para

α são 3,14, 2,37, 2, 1,77 e 1,60, respectivamente. Note que, em particular, com m = µ = 1, 75 e

α = 2, tem-se o caso Nakagami. Cabe ressaltar que, como µ representa o número de clusters de

ondas de multipercurso, quanto maior o seu valor, menor a severidade do desvanecimento que

afeta a envoltória do canal.

4.2 Simulador Rank-Matching

As Figs. 4.1 e 4.2 apresentam a LCR em (3.16) e AFD em (3.17) para o simulador rank-

matching, respectivamente. Os resultados anaĺıticos são mostradas em linhas tracejadas, e os

32
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Fig. 4.1: Taxa de cruzamento de ńıvel para o simulador rank-matching.

(Α; Μ) = (0,75; 3,14), (1,25; 2,37), (1,75; 2), (2,25; 1,77), (2,75; 1,60)

clássico HsólidoL

Μ decrescente

Α crescente

rank-matching (tracejado)

simulação (pontilhado)

 Μ decrescente

Α crescente

-30 -20 -10 0 10
0.001

0.01

0.1

1

10

envoltória normalizada, 20logHΡL, @dBD,

A
F

D
n

o
rm

al
iz

ad
a,

T
R
Hr
L
f D

(ρ , r/r̂)

Fig. 4.2: Duração média de desvanecimento para o simulador rank-matching.
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Fig. 4.3: Taxa de cruzamento de ńıvel para o simulador random-mixture.

resultados de simulação, em linhas pontilhadas. Além disso, como termo de comparação, as

estat́ısticas do simulador clássico são também apresentadas, em linhas cheias.

No geral, percebe-se que as estat́ısticas do simulador rank-matching podem destoar bastante

daquelas do simulador clássico, sobretudo para baixos ńıveis de envoltória. Em relação à LCR,

nota-se que o simulador rank-matching tende a ser mais próximo do simulador clássico nos casos

com µ < m do que nos casos com µ > m. Nos exemplos apresentados, com m = 1, 75, observa-se

uma melhora para o caso µ = 1, 25. Um comportamento similar é observado em relação à AFD.

4.3 Simulador Random-Mixture

As Figs. 4.3 e 4.4 apresentam a LCR em (3.30) e AFD em (3.31) para o simulador random-

mixture, respectivamente. Os resultados anaĺıticos são mostradas em linhas tracejadas, e os

resultados de simulação, em linhas pontilhadas. Além disso, como termo de comparação, as

estat́ısticas do simulador clássico são também apresentadas, em linhas cheias.

No geral, percebe-se que as estat́ısticas do simulador random-mixture são mais próximas

às do simulador clássico que as do simulador rank-matching. Em relação à LCR, nota-se que

o simulador random-mixture tende a ser mais próximo do simulador clássico à medida que µ

aumenta. Em particular, observa-se um excelente desempenho para o caso extremo com µ =

2, 75. Em relação à AFD, nota-se que o simulador random-mixture é praticamente indistingúıvel

do simulador clássico, para qualquer valor de µ. No entanto, para altos ńıveis de envoltória,

percebe-se uma leve perda de desempenho.

Apesar do bom desempenho do simulador random-mixture em termos de LCR e AFD, vale

lembrar que esse simulador, diferentemente dos demais simuladores propostos, não satisfaz a

PDF exata da envoltória α-µ.
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Fig. 4.4: Duração média de desvanecimento para o simulador random-mixture.

4.4 Simulador RM2

(Α; Μ) = (0,75; 3,14), (1,25; 2,37), (1,75; 2), (2,25; 1,77), (2,75; 1,60)

Μ crescente 

Α drecrescente 

clássico (sólido)

RM2 (tracejado)

simulação (pontilhado)

-30 -20 -10 0 10
0.001

0.01

0.1

1

10

envoltória normalizada, 20logHΡL, @dBD,

L
C

R
n

o
rm

al
iz

ad
a,

N
R
Hr
L�

f D

(ρ , r/r̂)

Fig. 4.5: Taxa de cruzamento de ńıvel para o simulador RM2.

As Figs. 4.5 e 4.6 apresentam a LCR em (3.50) e AFD em (3.51) para o simulador RM2,

respectivamente. Os resultados anaĺıticos são mostradas em linhas tracejadas, e os resultados

de simulação, em linhas pontilhadas. Além disso, como termo de comparação, as estat́ısticas do

simulador clássico são também apresentadas, em linhas cheias.

Em relação à LCR, o desempenho do simulador RM2 é notoriamente superior ao dos simula-

dores rank-matching e random-mixture. Nota-se que, exceto para valores de µ muito pequenos,
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Fig. 4.6: Duração média de desvanecimento para o simulador RM2.

a LCR do simulador RM2 é praticamente indistingúıvel da LCR do simulador clássico. Em

relação à AFD, nota-se que o desempenho do simulador RM2 é levemente inferior ao do simu-

lador random-mixture (particularmente, para baixos ńıveis de envoltória e µ muito pequeno) e

superior ao do simulador rank-matching. De fato, para altos ńıveis de envoltória, o desempenho

do simulador RM2 em termos de AFD é levemente superior ao do simulador random-mixture.

Levando-se tudo isso em conta, e considerando que a PDF do simulador random-mixture

não é exata, então o simulador RM2 é certamente o melhor dentre os simuladores propostos.

4.5 Conclusões

Conforme constatado através dos exemplos numéricos e comparações, pode-se concluir que

o simulador RM2 apresenta o melhor desempenho dentre os três simuladores propostos. Ou

seja, é ele que mais se aproxima, no balanço geral, das estat́ısticas do simulador clássico. Além

disso, o simulador RM2, assim como os demais simuladores propostos, contornam a limitação

do simulador clássico a valores de µ inteiros ou múltiplos de 1/2.

Em suma, o simulador RM2 surge como uma alternativa promissora ao simulador clássico

para canais α-µ, reunindo três caracteŕısticas que o tornam superior aos demais simuladores:

• permitir valores reais arbitrários para o parâmetro de desvanecimento µ;

• corresponder às estat́ısticas exatas de primeira-ordem α-µ;

• prover uma excelente aproximação para as estat́ısticas de segunda ordem α-µ.
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Por conta das limitações encontradas no simulador clássico α-µ, restrito para valores de µ

inteiros ou múltiplo de meio, torna-se oportuna a busca por simuladores alternativos que remo-

vam essas limitações. Nesse contexto, este trabalho de mestrado propôs três novos simuladores

para a envoltória α-µ: rank-matching, random-mixture e RM2. Se, por um lado, todos os si-

muladores propostos se aplicam a valores reais arbitrários de µ, por outro, cada um deles afeta

diferentemente as estat́ısticas de segunda ordem originais do processo clássico. A fim de se

determinar a extensão desse impacto, expressões anaĺıticas foram obtidas para diversas estat́ıs-

ticas de segunda ordem de cada novo simulador. Comparando-se essas estat́ısticas àquelas do

simulador clássico, conclui-se o seguinte:

• O simulador rank-matching se aplica a valores reais arbitrários do parâmetro µ e provê

um ajuste exato para as estat́ısticas de primeira ordem, mas provê um ajuste ruim para

as estat́ısticas de segunda ordem;

• O simulador random-mixture se aplica a valores reais arbitrários do parâmetro µ e provê

um bom ajuste para as estat́ısticas de segunda ordem, mas provê um ajuste aproximado

para as estat́ısticas de primeira ordem;

• O simulador RM2 se aplica a valores reais arbitrários do parâmetro µ, provê um ajuste

exato para as estat́ısticas de primeira ordem e, além disso, provê um bom ajuste para as

estat́ısticas de segunda ordem.

Por conta disso, o simulador RM2 é o melhor dentre os simuladores propostos.

Trabalhos Futuros

Vislumbram-se as seguintes possibilidades de desdobramento imediato para este trabalho:

• Otimização das probabilidades de mistura do simulador RM2, tendo em vista melhorar o

seu desempenho, a exemplo do que foi feito em [22] para o canal Nakagami;

• Inclusão da fase do canal;
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• Proposta e análise de simuladores fase-envoltória alternativos (não-clássicos) para outras

distribuições generalizadas de desvanecimento, como as distribuições κ-µ e η-µ [17].
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