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À minha mãe Arlete.

iv



Agradecimentos

A Deus;
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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo dos efeitos dos modos espúrios na análise modal

e em esquemas de propagação de feixes na modelagem de guias de onda por ele-

mentos finitos mistos. A presença dos modos espúrios no espectro das matrizes de

elementos finitos é investigada e discutida a partir de uma formulação alternativa

para a análise modal em guias de onda bidimensionais, onde a condição de diver-

gente nulo é imposta inicialmente na equação vetorial de onda. Um novo esquema de

propagação de feixes é proposto substituindo a componente longitudinal da equação

vetorial de onda pela equação de Gauss e uma análise do efeito dos modos espúrios

sobre os esquemas de propagação de feixes é realizada. Testes computacionais de

convergência e estabilidade dos novos esquemas de propagação de feixes, assim como

dos esquemas convencionais, são apresentados.

Palavras-chave: análise modal, modos espúrios, método dos elementos finitos, ele-

tromagnetismo computacional, método de propagação de feixes (BPM), fotônica.

vii



Abstract

This work shows a study of the effects of spurious modes in the modal analysis and

in beam propagation schemes based on finite element mixed for modelling bidimen-

sional waveguides structures. The presence of spurious modes in the spectrum of

the finite element matrices is investigated and discussed from an alternative formu-

lation for modal analysis of two-dimensional waveguides, where the divergence-free

condition is imposed on the vector wave equation. A new beam propagation scheme

is proposed by replacing the longitudinal component of the vectorial wave equation

with Gauss equation, and analysis of the effect of spurious modes on beam propaga-

tions schemes is performed. Computational convergence and stability tests for the

new beam propagations schemes as well as the conventional schemes are presented.

Key-words: modal analysis, spurious modes, finite elements method, computational

electromagnetics, beam propagation method, photonics.
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convencional. (b) BPM-DIV. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
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5.23 Índice de refração efetivo neff versus a distância de propagação ao longo de z
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Caṕıtulo 1

Introdução Geral

1.1 Introdução

O Método dos Elementos Finitos tem sido usando durante as últimas quatro décadas na aná-

lise de estruturas eletromagnéticas (Cendes & Silvester 1970, Konrad 1976, Hano 1984, Koshiba

& Suziki 1986, Fernandez, Lu, Davis & Zhu 1993, Hernádez-Figueroa 1994, Saitoh & Koshiba

2001, Gonçalves, Figueroa & Bordonalli 2006, Pintus, Pasquale & Bowers 2011). Devido sua

versatilidade e flexibilidade em permitir o uso de malhas não-estruturadas, tal técnica possibi-

lita a modelagem de sofisticadas e complexas estruturas com diferentes materiais e geometrias

arbitrárias nas faixas de frequências de micro-ondas, ondas milimétricas e ópticas. Entretanto,

apesar dessas vantagens, a modelagem através de elementos finitos apresenta uma limitação

que tem sido objeto de estudo desde as primeiras décadas e que ainda hoje limita o uso de tal

técnica em alguns tipos de problemas na área de eletromagnetismo – os modos espúrios, solu-

ções numéricas, porém não-f́ısicas, do sistema linear gerado a partir da discretização domı́nio

computacional por elementos finitos (Cendes 1991, Sun, Manges, Yuan & Cendes 1995, Jiang,

Wu & Povinelli 1996, Mur & Lager 2002).

Durante toda a década de 80 e até meados dos anos 90 diversos pesquisadores busca-

ram uma solução que eliminasse os modos espúrios em Elementos Finitos Nodais (Rahman

& Davies 1984, Wong & Cendes 1988, Kobelansky & Webb 1986, Hernández-Figueroa, Fernán-

dez, Lu & Davies 1995), modos esses originados devido à imprecisão da modelagem do espaço

nulo do operador rotacional uma vez que tais elementos não atendiam à condição de divergente

nulo (Jin 2002, Monk 2003, Wong & Cendes 1988) e que poluiam o espectro de modais alea-

toriamente, como ilustra a Figura (a). No ińıcios do anos 90 uma formulação livre de modos

espúrios foi apresentada (Hernández-Figueroa et al. 1995), onde a condição de divergente nulo

era forçada na equação de onda eliminando a componente longitudinal do campo magnético

através da equação de Gauss para o fluxo magnético. Contudo, com a introdução dos Elemen-

tos Finitos Vetoriais essas formulações alternativas foram sendo gradualmente abandonadas,

pois a formulação baseada nos elementos de aresta, além de elegante, garantia naturalmente

a continuidade das componentes tangenciais das intensidades de campo elétrico ou magnético,

uma vez que atende localmente à condição de divergente nulo, gerando matrizes massa e ri-

gidez positivo-definidas (Jin 2002). Não obstante, a despeito do que se costuma acreditar, os

elementos finitos vetoriais não eliminam os modos espúrios do espectro finito, muito embora

1
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da frequência baseados em elementos finitos vetoriais, tais como o Método de Propagação de

Feixes (BPM – Beam Propagation Method), uma vez que essas soluções não f́ısicas provocam

instabilidade em BPMs baseados em Diferenças Finitas e Elementos Finitos Nodais (Schulz,

Glingener & Voges 1994, Yevick, Yu, Bardyszewski, & Glasner 1995).

Os Métodos de Propagação de Feixes (BPM’s) são atualmente as mais usadas e versáteis

técnicas para investigar a propagação da luz em guias de ondas ópticos e fotônicos longos,

quando comparados ao comprimento de onda de operação, e com variação longitudinal suave

do ı́ndice de refração. No passado uma grande variedade de formulações numéricas foram

apresentadas baseadas na Técnica de Diferenças Finitas e no Método de Elementos Finitos

Nodais e demostraram modelar com sucesso o guiamento da luz em estruturas ópticas (Nolting

& März 1995, Chang & Dagli 1991, Schulz et al. 1994, Yevick & Hermansson 1990, Hadley

1992). Esquemas de propagação de feixe baseados na Transformada Rápida de Fourier (FFT-

BPM), no Método das Diferenças Finitas (FD-BPM) e no Método dos Elementos Finitos (FE-

BPM) têm sido reportados com sucesso na literatura ao longo dos últimos anos (Hernádez-

Figueroa 1994, Schultz, Gingerer, Bludsuweit & Voges 1998, da Silva, Frasson & Hernandez-

Figueroa 2003). Nos esquemas FD-BPM, contudo, o espectro de autovalores das matrizes de

diferenças finitas contém autovalores complexos uma vez que as matrizes são não-hermitianas,

levando os esquemas baseados em Diferenças Finitas à ganhos não-f́ısicos quando um campo

arbitrário é aplicado (Schulz et al. 1994). À época, uma abordagem alternativa foi considerada

a fim de reduzir os efeitos desse ganho não-f́ısico sem, contudo, eliminar completamente os efeitos

dos modos espúrios (Yevick et al. 1995). O mesmo problema também afeta os esquemas FE-

BPM baseados em elementos finitos nodais uma vez que não é da natureza dos elementos nodais

prevenir ou mesmo confinar as soluções espúrias, levando os esquemas BPM a ganhos não-f́ısicos.

À época um esquema alternativo provou ser eficiente em superar o problema de instabilidade,

eliminando os modos espúrios do espectro modal pela aplicação da condição do divergente nulo

na formulação do BPM (Hernádez-Figueroa 1994, da Silva et al. 2003). Entretanto, a despeito

de sua eficiência as formulações baseadas em elementos nodais gradativamente perderam espaço

para as formulações baseadas em elementos finitos vetoriais.

Conforme mencionado anteriormente, os modos espúrios têm sido constante objeto de estudo

para aqueles que trabalham com eletromagnetismo computacional e, embora os elementos finitos

vetoriais tenham minimizado os efeitos dessas soluções não-f́ısicas, a busca de técnicas que

possam, de maneira simples e eficiente, eliminar tais modos dos espectro de autovalores dos

sistema baseados em elementos finitos ainda se constituiu objeto de pesquisa, pois tais modos

podem comprometer a estabilidade de esquemas dinâmicos de propagação tanto nos domı́nios

do tempo como no domı́nio da frequência.

1.2 Objetivos e organização do trabalho

Baseado no exposto anteriormente, esta tese tem como objetivo o estudo dos efeitos dos mo-

dos espúrios em formulações baseados em Elementos Finitos Vetoriais no domı́nio da frequência

– os efeitos dos modos espúrios na análise modal e em esquemas de propagação de feixes na

modelagem de guias de onda por elementos h́ıbridos. A partir da formulação modal proposta
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por Demkowicz (Vardapetyan & Demkowicz 2002), um detalhado estudo da presença dos modos

espúrios no espectro de autovalores da solução de problemas modais bidimensionais é apresen-

tado. Além disso, a tese apresenta um novo esquema de propagação de feixes usando os conceitos

dessa formulação modal alternativa onde a equação de Gauss (ou condição do divergente nulo) é

forçada na equação de onda com intuito de eliminar os modos espúrios. Partindo dessa premissa,

este trabalho foi divido em duas partes e cada parte divida em duas partes complementares.

O Caṕıtulo 2 apresenta a modelagem matemática que permite calcular os modos de propa-

gação em estruturas guiantes em domı́nios com anisotropia completa. Nesta dedução, seguindo

a abordagem convencional, a equação vetorial de onda é decomposta em termos de suas com-

ponentes transversal e longitudinal à direção de propagação, resultando em um sistema de

equações acopladas através das componentes transversais e longitudinal dos campos elétrico ou

magnético. Seguindo a formulação proposta por Demkowicz, a equação do divergente nulo é

inserida na formulação em substituição à componente longitudinal da equação de onda. Após

normalizada, a componente longitudinal do campo eletromagnético, dois esquemas de cálculo

modal são derivados. Uma análise da presença de modos espúrios no espectro das matrizes de

elementos finitos resultantes é apresentado.

O Caṕıtulo 3 apresenta os resultados numéricos calculados a partir de códigos computa-

cionais implementados a partir das formulações derivadas no Caṕıtulo 2. Para tanto, foram

escolhidos dois problemas clássicos, um guia metálico parcialmente preenchido com um dielé-

trico de alto ı́ndice de refração e operando na faixa de micro-ondas e um guia dielétrico de alto

contraste operando na faixa óptica de frequências. Curvas de dispersão e distribuição de campos

eletromagnéticos, calculados usando a formulação modal convencional e a formulação usando a

equação do divergente são apresentadas. O caṕıtulo também traz a distribuição de campo dos

modos espúrios e discute sua presença no espectro de soluções dos sistemas lineares analisados.

O Caṕıtulo 4 apresenta de forma detalhada esquemas de BPM baseados em elementos finitos

h́ıbridos. A partir da formulação modal alternativa onde a componente longitudinal da equação

vetorial de onda é substitúıda pela equação do divergente nulo, um novo esquema de propagação

por feixes é proposto. O caṕıtulo também traz o equacionamento detalhado da formulação BPM

convencional. Uma análise de estabilidade das formulações BPM é apresentada assumindo a

presença de modos espúrios no espectro do sinal de entrada. O Caṕıtulo apresenta ainda os

esquemas de integração numérica ao longo da direção de propagação para as quatro formulações

derivadas.

O Caṕıtulo 5 apresenta os resultados numéricos calculados através de códigos computaci-

onais implementados a partir das formulações derivadas no Caṕıtulo 4. Figuras de mérito,

atestando a convergência dos códigos computacionais, são apresentadas para uma estrutura

fotônica complexa com alto contraste de ı́ndice e condições de contorno absorventes do tipo ca-

madas perfeitamente casadas. Além disso, o caṕıtulo apresenta os efeitos dos modos espúrios na

convergência dos algoritmos baseados na formulação BPM convencional e na nova formulação

usando a equação de Gauss em substituição à componentes longitudinal da equação de onda.

Por fim, no Caṕıtulo 6 são apresentadas as conclusões dos resultados obtidos, bem como

sugestões para trabalhos futuros.



Caṕıtulo 2

Análise Modal

2.1 Introdução

Este caṕıtulo apresenta uma dedução detalhada da análise modal bidimensional usando

tanto a abordagem tradicional de decompor a equação vetorial de onda em suas componentes

transversal e longitudinal, como também uma abordagem alternativa onde a equação de Gauss

é usada em substituição à componente longitudinal de onda.

2.2 Equação de Onda

Seja a estrutura tridimensional ilustrada na Figura 2.1, orientada sob o sistema de coorde-

nadas (i, j, k). Tal sistema representa, de forma generalizada, o sistema (x, y, z) de modo que,

aplicando rotações ćıclicas horárias, pode-se obter as seguintes relações:

 i

 j

 k

Figura 2.1: Ilustração de uma estrutura tridimensional.

(i, j, k) = (x, y, z), (2.1a)

(i, j, k) = (z, x, y), (2.1b)

(i, j, k) = (y, z, x). (2.1c)

5
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Sejam as equações de Maxwell na sua forma pontual, em uma região Ω 2 R3 livre de fontes,

r⇥ e = �@b

@t
, (2.2a)

r⇥ h =
@e

@t
, (2.2b)

r · d = 0, (2.2c)

r · b = 0, (2.2d)

onde e = e(i, j, k, t) é o vetor intensidade de campo elétrico, h = h(i, j, k, t) é o vetor intensidade

de campo magnético, d = d(i, j, k, t) é o vetor densidade de fluxo elétrico e b = b(i, j, k, t) é o

vetor densidade de fluxo magnético. As intensidades de campo e as densidades de fluxo estão

relacionadas através das relações constitutivas,

d = ✏0¯̄✏r ⇤ e, (2.3a)

b = µ0
¯̄µr ⇤ h, (2.3b)

onde o operador (⇤) significa a convolução no domı́nio do tempo e os tensores ¯̄✏ e ¯̄µ representam

a permissividade e a permeabilidade relativas, respectivamente, funções cont́ınuas por partes ao

longo do plano transversal e cont́ınuas ao longo do eixo longitudinal.

Combinando as equações de Faraday (2.2a) e Ampère (2.2b), e usando as relações consti-

tutivas (2.3), obtém-se a equação vetorial da onda, escrita em função do campo elétrico sob a

forma,

r⇥
⇣
¯̄✓rr⇥ e

⌘
= � 1

c2
@2

@t2
�
¯̄✏r ⇤ e

�
, (2.4)

ou do campo magnético,

r⇥
⇣
¯̄�rr⇥ h

⌘
= � 1

c2
@2

@t2
�
¯̄µr ⇤ h

�
, (2.5)

onde c =
1

p
µ0✏0

é a velocidade da luz no vácuo e,

¯̄✓r =
1
¯̄µr

, (2.6a)

¯̄�r =
1
¯̄✏r
. (2.6b)

A generalização da equação de onda possibilita maior flexibilização na utilização dos algo-

ritmos, tanto para o campo elétrico e quanto para o campo magnético h. Assim, a equação de

onda pode ser escrita de forma geral em função do campo vetorial a,

r⇥
⇣
¯̄⇣rr⇥ a

⌘
+

1

c2
@2

@t2
� ¯̄⇠r ⇤ a

�
= 0, (2.7)

de modo que as equações (2.4) e (2.5) podem ser diretamente obtidas, assumindo-se:
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i. caso elétrico

8
>><
>>:

a = e
¯̄⇠r = ¯̄✏r
¯̄⇣r =

¯̄✓r =
1
¯̄µr

, (2.8a)

ii. caso magnético

8
>><
>>:

a = h
¯̄⇠r = ¯̄µr

¯̄⇣r =
¯̄�r =

1
¯̄✏r

. (2.8b)

De maneira geral, o meio de propagação pode ser definido pelo tensor

¯̄⇠ = ⇠0
¯̄⇠r,

onde ¯̄⇠ representa a permissividade ¯̄✏ ou a permeabilidade ¯̄µ. Considerando que não há variação

ao longo da coordenada k (caso planar), embora o meio seja anisotrópico e espacialmente arbi-

trário, será permitida apenas variação nas direções i e j. Assim, o tensor ¯̄⇠r pode ser definido

como

¯̄⇠r =

2
4
⇠ii(i, j) ⇠ij(i, j) ⇠ik(i, j)
⇠ji(i, j) ⇠jj(i, j) ⇠jk(i, j)
⇠ki(i, j) ⇠kj(i, j) ⇠kk(i, j)

3
5 . (2.9)

No domı́nio da frequência, a equação vetorial de onda generalizada é obtida aplicando-se a

transformada de Fourier à equação (2.7). Portanto, assumindo que o meio material é invariante

no tempo, a equação de onda pode ser escrita como:

r⇥
⇣
¯̄⇣rr⇥A

⌘
� 2

0
¯̄⇠r A = 0, (2.10)

onde A = A(i, j, k,!) é a transformada de Fourier do campo vetorial a = a(i, j, k, t) e 0 =
!

c
é o número de onda no vácuo.

2.3 Decomposição das Equações

2.3.1 Decomposição da Equação Vetorial de Onda

Uma vez derivada a equação de onda no domı́nio da frequência (2.10), é necessário decompô-

la em suas componentes transversal e longitudinal. O primeiro passo para tanto consiste em

decompor o tensor ¯̄⇠r em termos de suas componentes transversais (i, j) e longitudinal k. Assim,

usando a notação diádica (Tai 1994), o tensor ¯̄⇠r, definido matricialmente em (2.9), pode ser

escrito como

¯̄⇠r =
¯̄⇠t + ⇠ijbk + bk⇠ji + ⇠kkbkbk, (2.11)



Caṕıtulo 2. Análise Modal 8

onde,

¯̄⇠r =

2
4
⇠ii(i, j) ⇠ij(i, j)
⇠ji(i, j) ⇠jj(i, j)
⇠ki(i, j) ⇠kj(i, j)

3
5 , (2.12a)

⇠ij = ⇠ik(i, j)bi+ ⇠jk(i, j)bj, (2.12b)

⇠ji = ⇠ki(i, j)bi+ ⇠kj(i, j)bj. (2.12c)

De forma análoga, o campo vetorial A e o operador nabla devem ser escritos, respectivamente,

em termos de suas componentes transversais (i, j) e longitudinal k, tal que

A = At +Ak, (2.13a)

At = Ai
bi+ Aj

bj, (2.13b)

Ak = Ak
bk, (2.13c)

r = rt +rk, (2.14a)

rt =
@

@i
bi+ @

@j
bj, (2.14b)

rk =
@

@k
bk. (2.14c)

Fazendo uso das equações (2.11), (2.13a) e (2.14a), o argumento do primeiro termo da

equação (2.10), pode ser escrito na forma,

¯̄⇣rr⇥A =

✓
¯̄⇣t + ⇣ijbk + bk⇣ji + ⇣kkbkbk

◆
·

✓
rt ⇥At +rt ⇥Ak +rk ⇥At +rk ⇥Ak

◆
. (2.15)

Entretanto, observando que,

rt ⇥At ) direção longitudinal, (2.16a)

rt ⇥Ak ) plano transversal, (2.16b)

rk ⇥At ) plano transversal, (2.16c)

rk ⇥Ak = 0, (2.16d)

a equação (2.15) pode ser escrita de forma simplificada como:

¯̄⇣rr⇥A =
⇣
⇣ijbk + ⇣kkbkbk

⌘
·rt ⇥At +

⇣
¯̄⇣t + bk⇣ji

⌘
· (rt ⇥Ak +rk ⇥At) . (2.17)

A partir das equações (2.12) e usando as relações vetoriais
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⇣ij

✓
bk ·rt ⇥At

◆
= ⇣

0

ij ⇥rt ⇥At, (2.18a)

bk
✓
⇣ji ·rt ⇥Ak

◆
= ⇣

0

ji ⇥rt ⇥Ak, (2.18b)

bk
✓
⇣ji ·rk ⇥At

◆
= ⇣

0

ji ⇥rk ⇥At, (2.18c)

bk
✓
bk ·rt ⇥At

◆
= rt ⇥At, (2.18d)

onde,

⇣
0

ij = �⇣jkbi+ ⇣ikbj, (2.19a)

⇣
0

ji = ⇣kjbi� ⇣kibj, (2.19b)

a equação (2.17) pode ser reescrita como,

¯̄⇣rr⇥A = ⇣
0

ij ⇥rt ⇥At + ⇣kkrt ⇥At +
¯̄⇣trt ⇥Ak + ⇣

0

ji ⇥rt ⇥Ak+

+ ¯̄⇣trk ⇥At + ⇣
0

ji ⇥rk ⇥At.
(2.20)

Aplicando o operador rotacional na equação (2.20), tem-se:

r⇥ ¯̄⇣rr⇥A = rt ⇥ ¯̄⇣rr⇥A+rk ⇥ ¯̄⇣rr⇥A, (2.21)

onde,

rt ⇥ ¯̄⇣rr⇥A = rt ⇥
h
⇣

0

ij ⇥rt ⇥At + ⇣kkrt ⇥At +
¯̄⇣trt ⇥Ak+

+⇣
0

ji ⇥rt ⇥Ak +
¯̄⇣trk ⇥At + ⇣

0

ji ⇥rk ⇥At

i
,

(2.22a)

rk ⇥ ¯̄⇣rr⇥A = rk ⇥
h
⇣

0

ij ⇥rt ⇥At + ⇣kkrt ⇥At +
¯̄⇣trt ⇥Ak+

+⇣
0

ji ⇥rt ⇥Ak +
¯̄⇣trk ⇥At + ⇣

0

ji ⇥rk ⇥At

i
.

(2.22b)

Analisando as equações (2.22) observa-se que,
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rt ⇥ ⇣kkrt ⇥At ) plano transversal, (2.23a)

rt ⇥ ⇣
0

ji ⇥rt ⇥Ak ) plano transversal, (2.23b)

rt ⇥ ⇣
0

ji ⇥rk ⇥At ) plano transversal, (2.23c)

rk ⇥ ⇣
0

ij ⇥rt ⇥At ) plano transversal, (2.23d)

rk ⇥ ¯̄⇣trt ⇥Ak ) plano transversal, (2.23e)

rk ⇥ ¯̄⇣trk ⇥At ) plano transversal, (2.23f)

rt ⇥ ⇣
0

ij ⇥rt ⇥At ) direção longitudinal, (2.23g)

rt ⇥ ¯̄⇣trk ⇥At ) direção longitudinal, (2.23h)

rk ⇥ ⇣kkrt ⇥At ) 0, (2.23i)

rk ⇥ ⇣
0

ji ⇥rt ⇥Ak ) 0, (2.23j)

rk ⇥ ⇣
0

ji ⇥rk ⇥At ) 0. (2.23k)

Usando as considerações apresentadas em (2.23), a equação (2.21) pode, então, ser decomposta

em suas componentes transversais e longitudinais, tal que:

h
r⇥ ¯̄⇣rr⇥A

i
t
= rt ⇥ ⇣kkrt ⇥At +rt ⇥ ⇣

0

ji ⇥rt ⇥Ak+

+rt ⇥ ⇣
0

ji ⇥rk ⇥At +rk ⇥ ⇣
0

ij ⇥rt ⇥At+

+rk ⇥ ¯̄⇣trt ⇥Ak +rk ⇥ ¯̄⇣trk ⇥At,

(2.24a)

h
rk ⇥ ¯̄⇣rr⇥A

i
k
= rt ⇥ ⇣

0

ij ⇥rt ⇥At +rt ⇥ ¯̄⇣trt ⇥Ak+

+rt ⇥ ¯̄⇣trt ⇥Ak.
(2.24b)

Uma vez decomposto o primeiro termo, faz-se necessário a decomposição do segundo termo

da equação vetorial de onda. Assim, fazendo uso das equações (2.11) e (2.13), o segundo termo

de (2.10) pode ser escrito como

2

0
¯̄⇠r A = 2

0

⇣
¯̄⇠t + ⇠ijbk + bk⇠ji + ⇠kkbkbk

⌘
· (At +Ak) , (2.25)

ou,

2

0
¯̄⇠r A = 2

0

⇣
¯̄⇠t ·At + ⇠ijbk ·Ak + bk⇠ji ·At + ⇠kkbkbk ·Ak

⌘
. (2.26)

Separando (2.26) em suas componentes transversal e longitudinal, tem-se:
h
2

0
¯̄⇠r A

i
t

= 2

0

⇣
¯̄⇠t ·At + ⇠ijbk ·Ak

⌘
, (2.27a)

h
2

0
¯̄⇠r A

i
k

= 2

0

⇣
bk⇠ji ·At + ⇠kkbkbk ·Ak

⌘
. (2.27b)
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A partir das equações (2.24) e (2.27), a equação vetorial de onda pode finalmente ser escrita em

termos de suas componentes transversal e longitudinal, respectivamente,

0 =
h
rt ⇥ ⇣kkrt ⇥�2

0
¯̄⇠t ·+rt ⇥ ⇣

0

ji ⇥rk ⇥+rk ⇥ ⇣
0

ij ⇥rt ⇥+rk ⇥ ¯̄⇣trk⇥
i
At +

+
h
rt ⇥ ⇣

0

ji ⇥rt ⇥+rk ⇥ ¯̄⇣trt ⇥�2

0⇠ij
bk·
i
Ak,

(2.28a)

0 =
h
rt ⇥ ⇣

0

ij ⇥rt ⇥�2

0
bk⇠ji ·+rt ⇥ ¯̄⇣trk⇥

i
At +

h
rt ⇥ ¯̄⇣trt ⇥�2

0⇠kk

i
Ak. (2.28b)

2.3.2 Decomposição da Equação de Gauss

Fazendo-se uso do procedimento apresentado na Seção 2.3.1 é posśıvel reescrever a equação

de Gauss, não em termos de suas componentes transversal e longitudinal, uma vez que tal

equação é de natureza escalar. Contudo, é posśıvel apresentá-la em função das componentes

transversal e longitudinal do campo eletromagnético. Para tanto, considere-se a equação de

Gauss num meio sem cargas,

r ·
⇣
¯̄⇠rA

⌘
= 0. (2.29)

Usando as equações (2.11) e (2.13a) o termo entre parênteses em (2.29) pode ser escrito como:

¯̄⇣rA = ¯̄⇠t ·At + ⇠ijbk ·Ak + bk⇠ji ·At + ⇠kkbkbk ·Ak. (2.30)

Sabendo que r = rt +rk e, observando que,

rt ·
⇣
bk⇠ji ·At

⌘
= rt ·

⇣
⇠kkbkbk ·Ak

⌘
= rk ·

⇣
⇠ijbk ·Ak

⌘
= rk ·

⇣
¯̄⇠t ·At

⌘
= 0,

a equação (2.29) pode ser reescrita em função das componentes transversal At e longitudinal

Ak do campo eletromagnético como:

rt ·

✓
¯̄⇠t ·At

◆
+rt ·

✓
⇠ijbk ·Ak

◆
+rk ·

✓
bk⇠ji ·At

◆
+rt ·

✓
⇠kkAk

◆
= 0. (2.31)
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2.3.3 Forma Matricial

As equações (2.28) e (2.31) podem ser escritas de maneira compacta sob a forma matricial,

GA = 0, (2.32)

sendo

A =


At,Ak

�T
, (2.33a)

G =

2
4
G11 B12

G21 B22

G31 B32

3
5 . (2.33b)

onde,

G11 = rt ⇥ ⇣kkrt ⇥�2

0
¯̄⇠t ·+rt ⇥ ⇣

0

ji ⇥rk ⇥+rk ⇥ ⇣
0

ij ⇥rt ⇥+

+rk ⇥ ¯̄⇣trk⇥,
(2.34a)

G12 = rt ⇥ ⇣
0

ji ⇥rt ⇥+rk ⇥ ¯̄⇣trt ⇥�2

0⇠ij
bk·, (2.34b)

G21 = rt ⇥ ⇣
0

ij ⇥rt ⇥�2

0
bk⇠ji ·+rt ⇥ ¯̄⇣trk⇥, (2.34c)

G22 = rt ⇥ ¯̄⇣trt ⇥�2

0⇠kk, (2.34d)

G31 = rt ·
⇣
¯̄⇠t·
⌘
+rk ·

⇣
bk⇠ji·

⌘
, (2.34e)

G32 = rt ·
⇣
⇠ijbk·

⌘
+rk · (⇠kk) . (2.34f)

A fim de realizar a análise modal assume-se que o campo vetorial A possui variação espacial

na forma,

A(i, j, k) = A(i, j) exp(��k), (2.35)

onde � = ↵ + j� é a constante de propagação no meio e o campo vetorial A(i, j) representa a

distribuição transversal do campo eletromagnético, sendo grandezas a serem determinadas. A

partir de (2.35), as derivadas do campo A em relação à variável k podem ser calculadas,

@

@k
A(i, j, k) = ��A(i, j) exp(��k), (2.36)

e, portanto,

rk ⇥A(i, j, k) = bk ⇥ @

@k
A(i, j) = ��A(i, j) exp(��k), (2.37a)

rk ·A(i, j, k) = bk ·
@

@k
A(i, j) = ��Ak(i, j) exp(��k). (2.37b)



Caṕıtulo 2. Análise Modal 13

Usando (2.37) e observando que,

rt ⇥Ak = �bk ⇥rkAk, (2.38)

os termos Gmn em (2.34) podem ser reescritos como:

G11 = rt ⇥ ⇣kkrt ⇥� 2

0
¯̄⇠t ·� �rt ⇥ ⇣

0

ji ⇥ bk ⇥� �bk ⇥ ⇣
0

ij ⇥rt ⇥+

+ �2bk ⇥ ¯̄⇣t · bk⇥,
(2.39a)

G12 = �rt ⇥ ⇣
0

ji ⇥ bk ⇥rt + �bk ⇥ ¯̄⇠t · bk ⇥rt � 2

0⇠ij, (2.39b)

G21 = rt ⇥ ⇣
0

ij ⇥rt ⇥� 2

0
bk⇠ji ·� �rt ⇥ ¯̄⇣t · bk⇥, (2.39c)

G22 = �rt ⇥ ¯̄⇣t · bk ⇥rt � 2

0⇠kk, (2.39d)

G31 = rt ·
⇣
¯̄⇠t·
⌘
� �⇠ji·, (2.39e)

G32 = rt · (⇠ij·)� �⇠kk. (2.39f)

2.4 Análise Modal

A fim de realizar a análise modal, um conjunto adequado de equações deve ser escolhido.

O equacionamento apresentado anteriormente permite que duas formulações distintas possam

ser usadas. A partir de (2.32) pode-se derivar a formulação de análise modal clássica baseada

na decomposição direta da equação de onda, tomando-se os termos (2.39a) – (2.39d) (Pelosi

& Coccioli 1998, Jin 2002). Contudo, uma formulação alternativa pode ser derivada, onde a

componente longitudinal da equação vetorial de onda é substitúıda pela equação do divergente

nulo.

Uma vez que formulação clássica é uma formulação consagrada na literatura (Pelosi &

Coccioli 1998, Jin 2002), este caṕıtulo focará sua atenção na análise da formulação alterna-

tiva derivada com o uso da equação de Gauss, a fim de investigar sua eficácia em eliminar os

modos espúrios do espectro de soluções (Vardapetyan & Demkowicz 2002). Dessa forma, esco-

lhendo os termos relativos à componente transversal da equação de onda, (2.39a) e (2.39b) e

os termos associados à equação do divergente nulo, a equação matricial (2.32) se reduz a um

sistema quadrado na forma,

BA = 0, (2.40)

onde,
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A =


At,Ak

�t
, (2.41a)

B =


B11 B12

B21 B22

�
, (2.41b)

e,

B11 = G11, (2.42a)

B12 = G12, (2.42b)

B21 = G31, (2.42c)

B22 = G32, (2.42d)

com operadores Gmn definidos em (2.39).

2.4.1 Forma Integral

A solução do sistema (2.40) através do Método dos Elementos Finitos exige que as equações

sejam escritas na forma integral (Jin 2002). Assim, aplicando o método de Galerkin à equação

(2.40) (Jin 2002), tem-se

Z

Ω

GA · F∗dΩ = 0, (2.43)

onde F∗ é o complexo conjugado da função-teste,

F = [Ft,Fk]
T , (2.44)

Ft a função-teste transversal e Fk = bkFk a função teste longitudinal. Usando (2.40) e (2.44), a

equação integral (2.43) pode ser escrita como,

Z

Ω

Ft ·

✓
B11At + B12Ak

◆
dΩ = 0, (2.45a)

Z

Ω

Fk ·

✓
B21At + B22Ak

◆
dΩ = 0. (2.45b)

Usando as equações (2.39) e (2.42), a equação (2.45) pode ser escrita em função dos opera-

dores espaciais,
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0 =

Z

Ω

Ft ·

✓
rt ⇥ ⇣kkrt ⇥At

◆
dΩ� 2

0

Z

Ω

Ft ·

✓
¯̄⇠t ·At

◆
dΩ �

� �

Z

Ω

Ft ·

✓
rt ⇥ ⇣

0

ji ⇥ bk ⇥At

◆
dΩ� �

Z

Ω

Ft ·

✓
bk ⇥ ⇣

0

ij ⇥rt ⇥At

◆
dΩ +

+ �2

Z

Ω

Ft ·

✓
bk ⇥ ¯̄⇣t · bk ⇥ Ft

◆
dΩ�

Z

Ω

Ft ·

✓
rt ⇥ ⇣

0

ji ⇥ bk ⇥rtAk

◆
dΩ +

+ �

Z

Ω

Ft ·
⇣
bk ⇥ ¯̄⇠t · bk ⇥rtAk

⌘
dΩ� 2

0

Z

Ω

Ft ·

✓
⇠ijAk

◆
dΩ,

(2.46a)

0 =

Z

Ω

Fk

✓
rt ·

¯̄⇠t ·At

◆
dΩ� �

Z

Ω

Fk

✓
⇠ji ·At

◆
dΩ+

Z

Ω

Fk

✓
rt · ⇠ijAk

◆
dΩ �

� �

Z

Ω

Fk

✓
⇠kkAk

◆
dΩ.

(2.46b)

Do teorema de Green, tem-se que:

Z

V


u
�
r⇥ a

�
·
�
r⇥ b

�
� a ·

�
r⇥ ur⇥ b

��
dV =

I

S

u

✓
a⇥r⇥ b

◆
· bndS, (2.47a)

Z

V


a r ·

�
urb

�
+
�
ra

�
·
�
rb

��
dV =

I

S

aurb · bndS, (2.47b)

e, portanto,

Z

Ω

Ft ·

✓
rt ⇥ ⇣kkrt ⇥At

◆
dΩ =

Z

Ω

⇣kk

✓
rt ⇥ Ft

◆
·

✓
rt ⇥At

◆
dΩ �

�
I

∂Ω

⇣kkFt ·

✓
bn⇥rt ⇥At

◆
dΓ,

(2.48a)

�
Z

Ω

Ft ·

✓
rt ⇥ ⇣

0

ji ⇥ bk ⇥rtAk

◆
dΩ =

Z

Ω

✓
rt ⇥ Ft

◆
·

✓
⇣

0

ji ⇥rt ⇥Ak

◆
�

�
I

∂Ω

Ft ·
⇣
⇣

0

ji ⇥⇥rt ⇥Ak ⇥ bn
⌘
dΓ,

(2.48b)

Z

Ω

Fk


rt ·

✓
¯̄⇠t ·At

◆�
dΩ = �

Z

Ω

rtFk ·

✓
¯̄⇠t ·At

◆
dΩ+

I

∂Ω

Fk

✓
¯̄⇠t ·At

◆
· bndΓ, (2.48c)

Z

Ω

Fk


rt ·

✓
⇣

0

ij · Ak

◆�
dΩ = �

Z

Ω

rtFk

✓
⇣

0

ijAk

◆
dΩ+

I

∂Ω

Fk

✓
⇣

0

ijAk

◆
· bndΓ. (2.48d)

Aplicando as relações (2.48) em (2.46), tem-se que,
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Z

Ω

⇣kk

✓
rt ⇥ Ft

◆
·

✓
rt ⇥At

◆
dΩ � 2

0

Z

Ω

Ft ·

✓
¯̄⇠t ·At + ⇠ijAk

◆
dΩ �

��

Z

Ω

✓
rt ⇥ Ft

◆
·

✓
⇣

0

ji ⇥ bk ⇥At

◆
dΩ � �

Z

Ω

Ft ·

✓
bk ⇥ ⇣

0

ij ⇥rt ⇥At

◆
dΩ +

+�2

Z

Ω

Ft ·

✓
bk ⇥ ¯̄⇣t · bk ⇥At

◆
dΩ +

Z

Ω

✓
rt ⇥ Ft

◆
·

✓
⇣

0

ji ⇥ bk ⇥rtAk

◆
dΩ +

+�

Z

Ω

Ft ·

✓
bk ⇥ ¯̄⇠t · bk ⇥rtAk

◆
dΩ �

I

∂Ω

⇣kkFt ·

✓
bn⇥rt ⇥At

◆
dΓ �

�
I

∂Ω

Ft ·

✓
⇣

0

ji ⇥⇥rt ⇥Ak ⇥ bn
◆
dΓ = 0,

(2.49a)

Z

Ω

rtFk ·

✓
¯̄⇠t ·At

◆
dΩ +

Z

Ω

rtFk

✓
⇣

0

ijAk

◆
dΩ + �

Z

Ω

Fk

✓
⇠ji ·At + ⇠kkAk

◆
dΩ �

�
I

∂Ω

Fk

✓
¯̄⇠t ·At

◆
· bndΓ �

I

∂Ω

Fk

✓
⇣

0

ijAk

◆
· bndΓ = 0.

(2.49b)

2.4.2 Condições de Contorno

Analisando a equação (2.49) observa-se a necessidade de uma investigação do comportamento

das integrais de linha sobre o contorno Γ, ilustrado na Figura 2.2.

Figura 2.2: Fronteira entre os meios quaisquer.

Como as componentes tangenciais dos campos eletromagnéticos devem ser cont́ınuas ao

longo do contorno Γ, segue, então, que a componente
⇣
bn · ¯̄⇣rr⇥A

⌘
deve ser cont́ınua ao longo

a interface que separa os meios 1 e 2. Expandindo o termo
⇣
bn · ¯̄⇣rr⇥A

⌘
em suas componentes

transversal e longitudinal, tem-se que:



Caṕıtulo 2. Análise Modal 17

h
bn⇥ ¯̄⇣rr ·A

i
t
= ⇣kkbn⇥rt ⇥At + bn⇥ bk⇣ 0

ji ⇥rt ⇥Ak+

+ bn⇥ bk⇣ 0

ji ⇥rk ⇥At,
(2.50a)

h
bn⇥ ¯̄⇣rr ·A

i
k
= bn⇥ ⇣

0

ij
bk ·rt ⇥At + bn⇥ ¯̄⇣t ·rt ⇥Ak+

+ bn⇥ ¯̄⇣t ·rk ⇥At.
(2.50b)

Além disso, a componente normal dos fluxos eletromagnéticos também devem ser cont́ınuas

ao longo da interface Γ e, dessa forma, a componente bn ·
⇣
¯̄⇠rA

⌘
também deve ser cont́ınua

através do contorno que separa dois meios distintos. Expandindo o termo bn ·
⇣
¯̄⇠rA

⌘
tem-se:

bn ·
⇣
¯̄⇠A

⌘
= bn ·

⇣
¯̄⇠rAt

⌘
+ bn ·

⇣
⇠
0

ijAk

⌘
. (2.51)

Aplicando as condições de contorno (2.50) e (2.51) nas equações (2.49), observa-se que as

integrais de linha se anulam ao longo do contorno Γ.

Fazendo uso das identidades vetoriais

bk ⇥ ¯̄⇣t · bk ⇥At = ¯̄⇣
0

t ·At, (2.52a)

bk ⇥ ¯̄⇣t · bk ⇥rtAk = ¯̄⇣
0

t ·rtAk, (2.52b)

bk ⇥ ⇣
0

ij ⇥rt ⇥At = ⇣
0

ij
bk ·rt ⇥At, (2.52c)

⇣
0

ji ⇥ bk ⇥At = bk⇣ 0

ji ·At, (2.52d)

⇣
0

ji ⇥ bk ⇥rtAk = bk⇣ 0

ji ·rtAk, (2.52e)

e orientando o sistema de coordenadas segundo à relação (2.1a), as equações (2.49) podem ser

reescritas como:

Z

Ω

⇣zz

✓
rt ⇥ Ft

◆
·

✓
rt ⇥At

◆
dΩ � 2

0

Z

Ω

Ft ·

✓
¯̄⇠t ·At + ⇠xyAz

◆
dΩ �

� �

Z

Ω

✓
rt ⇥ Ft

◆
·

✓
bz⇣ 0

yx ·At

◆
dΩ � �

Z

Ω

Ft ·

✓
⇣

0

xybz ·rt ⇥At

◆
dΩ +

+ �2

Z

Ω

Ft ·

✓
¯̄⇣
0

t ·At

◆
dΩ +

Z

Ω

✓
rt ⇥ Ft

◆
·

✓
bz⇣ 0

yx ·rtAz

◆
dΩ +

+ �

Z

Ω

Ft ·

✓
¯̄⇣
0

t ·rtAz

◆
dΩ = 0,

(2.53a)

Z

Ω

rtFz ·

✓
¯̄⇠t ·At

◆
dΩ +

Z

Ω

rtFz ·

✓
⇠
0

xyAk

◆
dΩ + �

Z

Ω

Fz

✓
⇠yx ·At + ⇠zzAz

◆
dΩ = 0. (2.53b)
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2.4.3 Normalização dos Campos Eletromagnéticos

A fim de simetrizar o sistema de equações é posśıvel aplicar dois tipos de normalização

à componente longitudinal do campo eletromagnético. Tal processo levará, como será visto a

seguir, a duas equações distintas e equivalentes de autovalor cujas soluções estão intrinsecamente

relacionadas com as caracteŕısticas dos modos espúrios.

Caso 1: normalização Az = �A
0

z

Aplicado a transformação Az = �A
0

z, onde A
0

z é a componente longitudinal normalizada, a

equação (2.53) pode ser reescrita como:

�2

Z

Ω

✓
¯̄⇣
0

t ·At +
¯̄⇣
0

t ·rtA
0

z

◆
· FtdΩ� �

Z

Ω

✓
⇣

0

xy
bk ·rt ⇥At + 2

0⇠
0

xyA
0

z

◆
· FtdΩ�

� �

Z

Ω

✓
bz⇣ 0

yx ·rtA
0

z + bz⇣ 0

yx ·At

◆
·

✓
rt ⇥ Ft

◆
dΩ� 2

0

Z

Ω

✓
¯̄⇠t ·At

◆
· FtdΩ

+

Z

Ω

⇣zz

✓
rt ⇥At

◆
·

✓
rt ⇥ Ft

◆
dΩ = 0,

(2.54a)

�2

Z

Ω

✓
⇠zzA

0

z

◆
FzdΩ+ �

Z

Ω

✓
⇠yx ·AtFx + ⇠xyA

0

z ·rtFz

◆
dΩ+

Z

Ω

✓
¯̄⇠t ·At

◆
·rtFzdΩ = 0,

(2.54b)

onde o tensor ¯̄⇣
0

t é dado por:

¯̄⇣
0

t =


�⇣yy ⇣yx
⇣xy �⇣xx

�
. (2.55)

com ⇣ij definidos em (2.12a).

Discretização por Elementos Finitos

O sistema de equações (2.54) encerra um problema de condição de contorno onde os campos

At e A
0

z determinam a solução do sistema. Para tanto será aplicado o Método dos Elementos

Finitos, onde o domı́nio Ω é dividido em M subdomı́nios – denominados elementos finitos.

Este procedimento permite definir funções de interpolação mais simples sobre cada subdomı́nio,

simplificando, assim, a solução do problema. O método dos elementos finitos permite representar

a solução global At e Ak, definidas sobre o Ω, como um combinação linear de suas componentes

elementares na forma (Jin 2002),

At =
MX

e=1

Ae
t , (2.56a)

A
0

z =
MX

e=1

Ae
z, (2.56b)
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onde os campos eletromagnéticos Ae
t e A

e
z são definidos sobre o domı́nio Ω

e do e-ésimo elemento

finito, a partir da combinação linear

Ae
t =

nX

j=1

Ne
jat

e
j = {aet}

T{Ne} = {Ne}T{aet}, (2.57a)

Ae
z =

nX

j=1

Le
jaz

e
j = {aez}

T{Le} = {Le}T{aez}, (2.57b)

sendo que Ne
j e Le

j são funções de forma, vetoriais e escalares, respectivamente, definidas sobre

Ω
e; at

e
j e az

e
j são incógnitas a serem determinadas e n representa o número de nós e arestas no

elemento. De maneira similar, as funções-pesos são definidas sobre o e-ésimo elemento, tal que

Fe
t =

nX

i=1

Ne
i , (2.58a)

Fz =
nX

i=1

Le
i . (2.58b)

Usando as equações (2.57) e (2.58), o sistema de equações (2.54) pode ser escrito na forma

de uma equação matricial de segunda ordem em �, como,


�2M + �N + P

�
{a} = 0, (2.59)

onde as matrizes M, N, P e o vetor {a} são definidos tal que

M =


Mtt Mtz

0 Mzz

�
, (2.60a)

N =


Ntt Ntz

Nzt Nzz

�
, (2.60b)

P =


Ptt 0

Pzt 0

�
, (2.60c)

{a} =
⇥
{at} {az}

⇤T
, (2.60d)

sendo:
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Mtt =
MX

e=1

Z

Ωe

Ne
i ·

✓
¯̄⇣
0

t
e ·Ne

j

◆
dΩ, (2.61a)

Mtz =
MX

e=1

Z

Ωe

Ne
i ·

✓
¯̄⇣
0

t
e ·rtL

e
j

◆
dΩ, (2.61b)

Mzz =
MX

e=1

Z

Ωe

⇠ezzL
e
iL

e
jdΩ, (2.61c)

Ntt =
MX

e=1

Z

Ωe


Ne

i ·

✓
⇣e

0

xy
bk ·rt ⇥Ne

j

◆
�
✓
rt ⇥Ne

i

◆
·

✓
bz⇣e0yx ·Ne

j

◆�
dΩ, (2.61d)

Ntz = �
MX

e=1

Z

Ωe


2

0N
e
i ·

✓
⇠e

0

xyL
e
j

◆
dΩ+

✓
rt ⇥Ne

i

◆
·

✓
bz⇣e0yx ·rtL

e
j

◆�
dΩ, (2.61e)

Nzt =
MX

e=1

Z

Ωe

Le
i

✓
⇠e

0

yx ·N
e
j

◆
dΩ, (2.61f)

Nzz =
MX

e=1

Z

Ωe

rtL
e
i ·

✓
⇠e

0

xyL
e
j

◆
dΩ, (2.61g)

Ptt =
MX

e=1

Z

Ωe


⇣ezz

✓
rt ⇥Ne

i

◆
·

✓
rt ⇥Ne

j

◆
� 2

0N
e
i ·

✓
¯̄⇠et ·N

e
j

◆�
dΩ, (2.61h)

Pzt =
MX

e=1

Z

Ωe

rtL
e
i ·

✓
¯̄⇠et ·N

e
j

◆
dΩ. (2.61i)

Modos Espúrios

Uma vez que tem-se por objetivo investigar a presença de modos espúrios no autovalor nulo,

e sabendo que tais modos não-f́ısicos se manifestam em códigos baseados em elementos finitos

h́ıbridos que modelam tanto meios anisotrópicos quanto meios isotrópicos, será considerado, sem

perda de generalidade, apenas meios elétrica e magneticamente isotrópicos ou com anisotropia

uniaxial. Dessa forma, os tensores ⇣
0

xy = ⇣
0

yx = ⇠xy = ⇠yx = 0 e, sob tais condições, a matriz N

definida em (2.60b), é nula. Dessa forma, a equação matricial (2.59) se reduz a uma equação

de segunda ordem incompleta em �


�2M + P

�
{a} = 0, (2.62)

onde M e P são definidos em (2.60a) e (2.60c).

A equação (2.62) encerra um problema de autovalor e pode ser escrita de forma generalizada,

como
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�Ax = Bx. (2.63)

onde

A = M, (2.64a)

B = �P, (2.64b)

e � = �2 e x = {a} são, respectivamente, os autovalores e autovetores do sistema.

O sistema definido por (2.63) admitirá solução não-trivial somente se a matriz B for singular.

Contudo, sendo a matriz B definida em (2.64b), analisando matriz global (2.60c) verifica-se que

a matriz P, e portanto, B, é singular independentemente da malha, tipo ou ordem dos elementos

finitos utilizados. Isto leva, portanto, a uma solução não-trivial do sistema (2.63), verificando-se

ser posśıvel um conjunto de soluções não-triviais para a autoequação (2.62), tal que,

�i = 0, {ai} 6= 0, (2.65)

indicando a presença de modos espúrios no espectro de soluções de (2.62).

Caso 2: Normalização Az = �−1A
0

z

Aplicado transformação Az = �−1A
0

z, a equação (2.53) pode ser reescrita, resultando em um

novo sistema de equações de terceira ordem em �, na forma:

�3

Z

Ω

Ft ·

✓
¯̄⇣
0

t ·At

◆
dΩ� �2

Z

Ω

Ft ·

✓
⇣

0

xy
bk ·rt ⇥At + bz⇣ 0

yx ·At

◆
dΩ+

+�

Z

Ω

Ft ·

✓
¯̄⇣
0

t ·rtA
0

z

◆
dΩ+ �

Z

Ω

⇣zz

✓
rt ⇥ Ft

◆
·

✓
rt ⇥At

◆
dΩ�

�
Z

Ω

✓
rt ⇥ Ft

◆
·

✓
bz⇣ 0

yx ·rtA
0

z

◆
dΩ� 2

0

Z

Ω

Ft ·

✓
⇠
0

xyA
0

z

◆
dΩ = 0,

(2.66a)

�2

Z

Ω

⇠yx ·AtFzdΩ+ �

Z

Ω

✓
¯̄⇠t ·At

◆
·rtFz + ⇠zzA

0

zFz

�
dΩ+

+

Z

Ω

⇠xyA
0

z ·rtFzdΩ = 0.

(2.66b)

Discretização por Elementos Finitos

Aplicando o método dos elementos finitos e usando as equações (2.56) – (2.58), o sistema de

equações (2.66) pode ser escrito como uma equação matricial de terceira ordem em �


�3M+ �2N + �P + Q

�
{a} = 0, (2.67)
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onde as matrizes M, N, P, Q e o vetor {a} são definidos tal que

M =


Mtt 0

0 0

�
, (2.68a)

N =


Ntt 0

Nzt 0

�
, (2.68b)

P =


Ptt Ntz

Pzt Nzz

�
, (2.68c)

Q =


0 Qtz

0 Qzz

�
, (2.68d)

{a} =
⇥
{at} {az}

⇤T
, (2.68e)

sendo,

Mtt =
MX

e=1

Z

Ωe

Ne
i ·

✓
¯̄⇣
0

t
e ·Ne

j

◆
dΩ, (2.69a)

Ntt =
MX

e=1

Z

Ωe


Ne

i ·

✓
⇣e

0

xy
bk ·rt ⇥Ne

j

◆
�

✓
rt ⇥Ne

i

◆
·

✓
bz⇣e0yx ·Ne

j

◆�
dΩ, (2.69b)

Nzt =
MX

e=1

Z

Ωe

Le
i

✓
⇠e

0

yx ·N
e
j

◆
dΩ, (2.69c)

Ptt =
MX

e=1

Z

Ωe


⇣ezz

✓
rt ⇥Ne

i

◆
·

✓
rt ⇥Ne

j

◆
� 2

0N
e
i ·

✓
¯̄⇠et ·N

e
j

◆�
dΩ, (2.69d)

Ptz =
MX

e=1

Z

Ωe

Ne
i ·

✓
¯̄⇣
0

t
e ·rtL

e
j

◆
dΩ, (2.69e)

Pzt =
MX

e=1

Z

Ωe

rtL
e
i ·

✓
¯̄⇠et ·P

e
j

◆
dΩ, (2.69f)

Pzz =
MX

e=1

Z

Ωe

⇠ezzL
e
iL

e
jdΩ, (2.69g)

Qtz = �
MX

e=1

Z

Ωe


2

0N
e
i ·

✓
⇠e

0

xyL
e
j

◆
dΩ+

✓
rt ⇥Ne

i

◆
·

✓
bz⇣e0yx ·rtL

e
j

◆�
dΩ, (2.69h)

Qzz =
MX

e=1

Z

Ωe

rtL
e
i ·

✓
⇠e

0

xyL
e
j

◆
dΩ. (2.69i)

Modos Espúrios

Assumindo meios elétrica e magneticamente isotrópicos ou com anisotropia uniaxial, as

matrizes N e Q, definidas, respectivamente, por (2.68b) e (2.68d), são nulas, uma vez que
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⇣
0

xy = ⇣
0

yx = ⇠xy = ⇠yx = 0. Assim, a equação matricial (2.67) se reduz a uma equação de

segunda ordem incompleta em �, na forma


�2M + P

�
{a} = 0, (2.70)

com as matrizes M e P definidos em (2.68a) e (2.68c), respectivamente.

A equação (2.70) encerra um problema de autovalor e pode ser escrita em sua forma gene-

ralizada,

�Ax = Bx, (2.71)

onde � = �−2 e x = {a} são, respectivamente, os autovalores e autovetores do sistema e

A = P, (2.72a)

B = �M. (2.72b)

Neste caso, o sistema definido por (2.71) admitirá solução não-trivial se, e somente se, a

matriz B for singular. Entretanto, sendo a matriz B definida em (2.72b), analisando matriz

global (2.68a) verifica-se que a matriz M, e portanto, a matriz B, é singular independentemente

da malha, tipo ou ordem dos elementos finitos utilizados. Tal caracteŕıstica da matriz B leva

a uma solução não-trivial do sistema (2.71), e mostrando ser posśıvel um conjunto de soluções

não-triviais para a autoequação (2.70), tal que,

�i ! 1, {ai} 6= 0. (2.73)

indicando a presença de modos espúrios no espectro de soluções de (2.62) quando � ! 1.

A Figura 2.3 apresenta uma tabela associando a presença dos modos espúrios para o Caso

1 – normalização Az = �A
0

z, e Caso 2, normalização Az = �−1A
0

z, tanto para a formulação

modal usando a equação do divergente nulo (equação de Gauss), e para a formulação modal

convencional (Pelosi & Coccioli 1998).Como pode ser observado, a singularidade da matriz P,

para o Caso 1, e da matriz M, para o Caso 2, determina a presença do dos modos espúrios em

� = 0 e � ! 1, respectivamente, independentemente da formulação utilizada para o cálculo

dos autovalores.

2.5 Conclusão

Uma análise da formulação modal alternativa é apresentada nesse caṕıtulo onde a equação

de Gauss é imposta na formulação modal em substituição à componente transversal da equação

de onda, com o intuito de suprimir o surgimento soluções não-f́ısicas em torno do autovalor nulo.

Segundo Demkowicz (Vardapetyan & Demkowicz 2002), a inserção da equação do divergente

na formulação modal inibe completamente o surgimento de modos espúrios. Contundo, como





Caṕıtulo 3

Análise Modal: Resultados Numéricos

3.1 Introdução

A fim de validar numericamente as formulações e as análises apresentadas no Caṕıtulo 2, e

verificar o surgimento de modos espúrios a partir da formulação modal usando a equação do

divergente nulo (FEM-DIV) em substituição à componente longitudinal da equação vetorial de

onda FEM convencional, foram escolhidos dois exemplos clássicos: (a) guia metálico parcial-

mente preenchido com um dielétrico de alto ı́ndice de refração operando na faixa de frequências

de micro-ondas e, (b) um guia dielétrico de alto contraste operando na faixa óptica de freqüên-

cias.

3.2 Guia Metálico Parcialmente Preenchido

Considere um guia metálico parcialmente preenchido com um dielétrico com alto ı́ndice de

refração, cuja seção transversal é mostrada na Figura 3.1, onde a = 3, 45 mm, b = 7, 899 mm,

w = 7, 899 mm, h = 3, 2 mm, n0 = 1, 0 e nG = 3, 0 (Fernandez et al. 1993).

Figura 3.1: Guia de ondas blindado parcialmente preenchido com dielétrico de alto ı́ndice de
refração.

Para a solução de tal problema foi utilizada uma malha com 10000 elementos lineares e o

problema de autovalor foi resolvido usando a rotina sptarn do Matlabr (MathWorks 2011),

25
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que usa o método de Arnoldi com transformação espectral para calcular autovalores em um

intervalo pré-definido [�1,�2] (Demmel 1997).

A curva de dispersão dos seis primeiros modos, calculados a partir da formulação FEM-DIV

é mostrada na Figura 3.2. Os modos HE11, HE21 e HE31 são modos propagantes ao longo

de toda a faixa de frequência estudada e, portanto, suas constantes de atenuação são nulas. O

modo EH31 é evanescente até 16 GHz e, a partir dessa frequência, passa a ser propagante. O

diagrama também mostra a onda complexa na faixa de 12 a 14,57 GHz, degenerando, a partir

dessa frequência, nos modos EH21 e HE41. Os resultados mostrados aqui apresentam excelente

concordância com os resultados apresentados por Fernandez (Fernandez et al. 1993).

Figura 3.2: Guia de ondas blindado parcialmente preenchido com dielétrico de alto ı́ndice de
refração.

As Figuras 3.3 e 3.4 mostram, respectivamente, as distribuições dos campos Et e Ez dos

modos EH11 e HE21 calculados em f0 = 13 GHz. Tais campos foram calculados tanto através

da formulação modal FEM convencional (Pelosi & Coccioli 1998) quanto pela formulação modal

FEM-DIV e apresentam excelente concordância tanto na distribuição de campo quanto nos

valores da constante de propagação efetiva – �eff = 2, 1346 para o modo EH11, e �eff = 1, 3130,

para o modo HE21.
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(a) Campo Et (V/m) – FEM convencional (b) Campo Ez (V/m) – FEM convencional

(c) Campo Et (V/m) – FEM-DIV (d) Campo Ez (V/m) – FEM-DIV

Figura 3.3: Distribuição dos campos elétricos transversal e longitudinal EH11 guiado pelo guia
blindado da Figura 3.1 em f0 = 13 GHz numa janela computacional de 16⇥ 16 mm. (a) e (b)
Campos Et e Ez calculados pelo FEM convencional. (c) e (d) Campos Et e Ez calculados pelo
FEM-DIV.
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(a) Campo Et (V/m) – FEM convencional (b) Campo Ez (V/m) – FEM convencional

(c) Campo Et (V/m) – FEM-DIV (d) Campo Ez (V/m) – FEM-DIV

Figura 3.4: Distribuição dos campos elétricos transversal e longitudinal HE21 guiado pelo guia
blindado da Figura 3.1 em f0 = 13 GHz numa janela computacional de 16⇥ 16 mm. (a) e (b)
Campos Et e Ez, calculados pelo FEM convencional. (c) e (d) Campos Et e Ez, calculados pelo
FEM-DIV.

3.3 Guia Dielétrico de Alto Contraste

Considere o guia dielétrico de alto contraste cuja seção reta é mostrada na Figura 3.5, onde

W = 3, 0µm, R = 2, 9µm, D = 1, 0µm, H = 1, 0µm, G = 0, 5µm, S = 2, 0µm e nC = 1, 0,

nG = 3, 44 e nS = 3, 40 (Hadley 2002).
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também com os resultados apresentados por Hadley (Hadley 2002).

As Figuras 3.7 à 3.9 mostram as distribuições dos campos Et e Ez dos três primeiros modos

quase-TE guiados pela estrutura mostrada na Figura 3.5, com ı́ndices de refração efetivos (neff )

igual a 3, 4270, 3, 4221 e 3, 4116, respectivamente. Tais campos foram calculados tanto pela aná-

lise modal FEM convencional quanto pela formulação modal FEM-DIV e, como pode ser obser-

vado, as componentes transversal e longitudinal dos campos apresentam excelente concordância

entre si corroborando, uma vez mais, a eficiência da formulação proposta por Demkowicz.

(a) Campo Et (V/m) – FEM convencional (b) Campo Ez (V/m) – FEM convencional

(c) Campo Et (V/m) – FEM-DIV (d) Campo Ez (V/m) – FEM-DIV

Figura 3.7: Distribuição dos campos elétricos transversal e longitudinal do modo fundamental
quase-TE guiado pelo guia canal mostrado na Figura 3.5 em �0 = 0, 7µm, com neff = 3, 4270.
(a) e (b) Campos Et e Ez calculados pelo FEM convencional. (c) e (d) Campos Et e Ez

calculados pelo FEM-DIV.
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3.4 Modos Espúrios

Uma vez testada a precisão da formulação modal FEM-DIV dos primeiros modos propa-

gantes dos guias mostrados nas Figuras 3.1 e 3.5, investigou-se a presença dos modos espúrios

no espectro de soluções de tais estruturas. Tal procedimento pedia um algoritmo que calcu-

lasse todas as soluções do sistema linear em questão e, para tanto, foi utilizada a rotina eig

do Matlabr, baseada na rotina cdgeig da biblioteca LAPACK, que resolve o sistema através

de solução matricial permitindo o cálculo de todos os autovalores e autovetores posśıveis do

sistema. Como tal rotina trabalha com matrizes cheias, foi necessário utilizar matrizes meno-

res e, consequentemente, malhas com resolução mais baixas. Por essa razão, alguma imagens

mostradas a seguir apresentam resolução inferior às imagens mostradas nas figuras anteriores.

3.4.1 Guia Metálico Parcialmente Preenchido

Esse problema foi resolvido usando uma malha com 1110 elementos, resultando num sistema

linear 2631⇥2631. As formulações convencional e FEM-DIV1apresentaram 632 modos espúrios

no autovalor nulo, enquanto a formulação FEM-DIV2 apresentou o mesmo número de modos

espúrios no autovalor infinito. A Figura 3.10 mostra a distribuição dos campos transversal e

longitudinal de modos espúrios da estrutura mostrada na Figura 3.1 calculados na frequência de

f0 = 13 GHz, calculados pelos FEM convencional, FEM-DIV caso 1 e FEM-DIV caso 2. Os mo-

dos mostrados nas Figuras 3.10(a) – (c) apresentaram constantes de propagação � = 0, enquanto

os modos cujos campos são mostrados na Figura 3.10(d) apresentou constante de propagação

� ! 1. Em todos os casos verificados, a componente longitudinal do campo elétrico resultou

nula, como mostrado na Figura 3.10(b), enquanto as componentes transversais, independen-

temente da formulação, apresentaram distribuição de campo aleatória, não se assemelhando a

nenhuma configuração de campo conhecida, como pode ser observado nas Figuras 3.10(a), (c)

e (d).

A Figura 3.11 apresenta a distribuição das componentes transversais e longitudinais de mo-

dos espúrios calculados através das formulações FEM convencional – Figuras 3.11(a) e (b),

FEM-DIV caso 1 – Figuras 3.11(c) e (d) e FEM-DIV caso 2 – Figuras 3.11(e) e (f), usando

a mesma malha usada para o cálculo dos modos mostrados nas Figuras 3.3 e 3.4. Devido às

dimensões do sistema matricial envolvido no cálculo, tais modos foram calculados através da

rotina sptarn através do mapeamento local de alguns autovalores. Tal procedimento mostrou

que os modos espúrios estão presentes no espectro de soluções do sistema de elementos finitos,

independentemente do método de solução utilizado.
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(a) Campo Et (V/m) – FEM convencional
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(b) Campo Ez (V/m) – FEM convencional
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(c) Campo Et (V/m) – FEM-DIV caso 1
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(d) Campo Et (V/m) – FEM-DIV caso 2

Figura 3.10: Distribuição dos campos elétricos transversal e longitudinal dos modos espúrios
calculados em f0 = 13 GHz numa janela computacional de 16 ⇥ 16 mm. (a) e (b) Campos Et

e Ez calculados pelo FEM convencional. (c) Campo Et calculado pelo FEM-DIV caso 1. (d)
Campo Et calculado pelo FEM-DIV caso 2.
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(a) Campo Et (V/m) – FEM convencional
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(b) Campo Ez (V/m) – FEM convencional
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(c) Campo Et (V/m) – FEM-DIV
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(d) Campo Ez (V/m) – FEM-DIV
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(e) Campo Et (V/m) – FEM-DIV
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(f) Campo Ez (V/m) – FEM-DIV

Figura 3.11: Distribuição dos campos elétricos transversal e longitudinal dos modos espúrios
calculados em f0 = 13 GHz numa janela computacional de 16 ⇥ 16 mm. (a) e (b) Campos Et

e Ez calculados pelo FEM convencional. (c) e (d) Campos Et e Ez calculados pelo FEM-DIV
caso 1. (e) e (f) Campos Et e Ez calculados pelo FEM-DIV caso 2.
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3.4.2 Guia Dielétrico de Alto Contraste

Para resolver esse problema a janela computacional de 10 ⇥ 5 µm foi discretizada com 800

elementos, resultando num sistema linear 1412 ⇥ 1412. As formulações convencional e FEM-

DIV 1 apresentaram 331 modos espúrios no autovalor nulo, enquanto a formulação FEM-DIV

2 apresentou o mesmo número de modos espúrios no autovalor infinito. As Figuras 3.12, 3.13

e 3.14 apresentam as distribuições dos campos transversais e longitudinais de modos espúrios

calculados em �0 = 0, 7µm para as formulações convencional, FEM-DIV caso 1 e FEM-DIV

caso 2, respectivamente. Assim como no problema anterior, as formulações FEM convencional

e FEM-DIV caso 1 resultaram em constantes de propagação � = 0, enquanto que o cálculo

da constante de propagação através da formulação FEM-DIV caso 2 resultou em constantes de

propagação � ! 1.
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(b) Campo Ez (V/m)
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(c) Campo Et (V/m)
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(d) Campo Ez (V/m)

Figura 3.12: Distribuição dos campos elétricos transversal e longitudinal de modos espúrios
calculados em �0 = 0, 7µm através do FEM convencional.



Caṕıtulo 3. Análise Modal: Resultados Numéricos 37

A exemplo do que foi observado no problema, anterior os modos espúrios investigados para

o guia canal, mostrado na Figura 3.5, também apresentam apresentam distribuições de campo

completamente aleatória, sem um padrão estabelecido. Observe que para o modo espúrio mos-

trado nas Figuras 3.12(a) e 3.12(b) o campo transversal é nulo enquanto o campo longitudinal

possui amplitude local unitária. O oposto acontece no modo mostrado nas Figuras 3.12(c)

e 3.12(d), onde o campo transversal é localmente unitária, enquanto o campo longitudinal é

praticamente nulo. As Figuras 3.13 e 3.14 mostram a distribuição dos campos transversal e

longitudinal calculados pelos FEM-DIV1 e FEM-DIV2, respectivamente.
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Figura 3.13: Distribuição dos campos elétricos transversal e longitudinal de modos espúrios
calculados em �0 = 0, 7µm através da formulação FEM-DIV caso 1.

Observe que tais campos, a exemplo dos campos mostrados na Figura 3.12, apresentam um

distribuição totalmente aleatória dos campos no interior do domı́nio.
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(c) Campo Et (V/m)
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Figura 3.14: Distribuição dos campos elétricos transversal e longitudinal de modos espúrios
calculados em �0 = 0, 7µm através do FEM-DIV caso 2.



Caṕıtulo 3. Análise Modal: Resultados Numéricos 39

A Figura 3.15 mostra as distribuições dos campos transversais e longitudinais de modos

espúrios calculados em � = 1, 15µm para as formulações FEM convencional e FEM-DIV caso 1.

Novamente são observadas distribuições de campo completamente aleatórias, fugindo ao padrão

modal conhecido.
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(a) Campo Et (V/m) – FEM convencional
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(b) Campo Ez (V/m) – FEM convencional
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(c) Campo Et (V/m) – FEM-DIV
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(d) Campo Ez (V/m) – FEM-DIV

Figura 3.15: Distribuição dos campos elétricos transversal e longitudinal de modos espúrios
calculados em �0 = 1, 15µm calculados através da formulação FEM convencional e FEM-DIV
caso 1.

Importante observar que, matematicamente, o número de modos espúrios está diretamente

relacionado com as caracteŕısticas do sistema linear pois, sendo tais soluções combinações linea-

res das bases formadas pelas variáveis independentes do sistema linear, o número total de modos

espúrios é exatamente igual ao número de variáveis independentes do sistema (Demmel 1997).

Sendo assim, é posśıvel estimar o número total de modos espúrios de determinado sistema atra-

vés da análise das matrizes de elementos finitos, sendo tal número igual à diferença entre os

postos das matrizes M e P para o caso 1 – equações (2.60a)e (2.60c), e das matrizes M e P para

o caso 2 – equações (2.68a) e (2.68c).
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3.5 Conclusão

Neste caṕıtulo foram apresentados resultados numéricos da formulação modal derivada no

Caṕıtulo 2. Pode-se observar que a formulação modal FEM-DIV mostra excelente precisão na

modelagem de estruturas complexas nas faixas de micro-ondas e ópticas, apresentando-se como

uma formulação alternativa à formulação modal convencional. Além disso, os testes computa-

cionais corroboram a análise teórica apresentada no Caṕıtulo 2, mostrando que modos espúrios

fazem parte do espectro de soluções do problema de autovalores independente da formulação,

tipo ou número de elementos utilizados na malha de elementos finitos. Convém ressaltar que o

número de modos espúrios contido no espectro modal não é aleatório, pois sendo os modos espú-

rios combinações lineares das soluções não triviais do sistema, o números de modos não-f́ısicos

é igual ao número de variáveis independentes do sistema.



Caṕıtulo 4

Método da Propagação por Feixe

4.1 Introdução

Uma vez que a formulação proposta por Demkowicz (Vardapetyan & Demkowicz 2002), a

exemplo da formulação modal convencional (Lee et al. 1991), não elimina os modos espúrios

do espectro de soluções cumpre, então, investigar os efeitos que tais soluções não-f́ısicas possam

ter sobre um processo dinâmico de propagação. Assim, partindo dessa proposta, o esquema de

propagação por feixes (Beam Propagation Method – BPM) foi o processo dinâmico escolhido.

O esquema de propagação por feixes (BPM) é uma ferramenta numérica usada para es-

tudar a propagação de ondas eletromagnéticas em dispositivos longos, quando comparados ao

comprimento de onda de operação, e com variação longitudinal suave do ı́ndice de refração. A

ideia básica é representar os campos eletromagnéticos como uma superposição de ondas planas,

cada qual se propagando em diferentes direções. O método basicamente constrói uma relação

entre os campos eletromagnéticos em dois planos paralelos adjacentes, onde a distribuição de

campo em um determinado plano (z + h) é calculada numericamente a partir da distribuição

dos campos no plano anterior z, como ilustra a Figura 4.1. Este procedimento é implementado

recursivamente, permitindo calcular, passo-a-passo, a propagação da onda eletromagnética em

uma direção arbitrária qualquer.

Este caṕıtulo apresenta a análise detalhada do método de propagação por feixe usando duas

abordagens distintas: a abordagem convencional, aqui denominada BPM convencional ou apenas

BPM , que usa as componentes transversal e longitudinal da equação vetorial de onda; e uma

abordagem alternativa, onde a componente longitudinal da equação de onda é substitúıda pela

equação de Gauss e que será referida como BPM-DIV. Adicionalmente, como um dos objetivos

desse trabalho é investigar posśıveis soluções crescentes ao longo da direção de propagação, o

caṕıtulo apresenta uma análise de estabilidade para as formulações BPM e BPM-DIV.

4.2 Método da Propagação por Feixe

4.2.1 BPM Convencional

Considere o guia de ondas cuja seção reta é mostrado na Figura 4.2, onde k é assumida como

sendo a direção de propagação e i e j são as direções transversais à direção de propagação.

41





Caṕıtulo 4. Método da Propagação por Feixe 43

Tomando a equação vetorial de onda decomposta em suas componentes transversal e longi-

tudinal, conforme demostrado na Seção 2.3.3 e orientando o sistema de coordenadas segundo a

relação (2.1a),

(i, j, k) = (x, y, z), (4.1)

as equações que governam a propagação ao longo do guia de ondas podem ser expressas no

sistema de coordenadas cartesiano como

0 = rt ⇥ ⇣zzrt ⇥At +rt ⇥ ⇣
0

yx ⇥rz ⇥At +rz ⇥ ⇠
0

xy ⇥rt ⇥At +rz ⇥ ¯̄⇣
0

trz ⇥At�
� 2

0
¯̄⇣
0

t ·At +rt ⇥ ⇣
0

yx ⇥rT ⇥Az +rz ⇥ ¯̄⇣Trt ⇥Az � 2

0⇠xybz ·Az,
(4.2a)

0 = rt ⇥ ⇣
0

xy ⇥rt ⇥At � 2

0bz⇠yx ·At +rt ⇥ ¯̄⇣trz ⇥At +rt ⇥ ¯̄⇣trt ⇥Az � 2

0⇠zzAz. (4.2b)

Na equação (4.2) os tensores ⇠xy, ⇠yx, ⇣
0

xy, ⇣
0

yx e ¯̄⇣
0

t são definidos, respectivamente, em (2.12),

(2.19) e (2.55), segundo a orientação adotada em (4.1), e
�
At,Az

�
representam, respectivamente,

os campos elétricos
�
Et,Ez

�
ou os campos magnéticos

�
Ht,Hz

�
.

Conforme observado na análise realizada nos caṕıtulos anteriores, a presença dos modos

espúrios no espectro de soluções é um fenômeno intŕınseco à técnica numérica e independe do

meio em questão. Sendo assim, para efeito da análise que será realizada nesse caṕıtulo, o meio

material será assumido magnetica e eletricamente isotrópico ou possuindo apenas anisotropia

uniaxial e, portanto, ⇣
0

xy = ⇣
0

yx = ⇠xy = ⇠yx = 0. Assim, fazendo uso das identidades vetoriais,

rk ⇥ ¯̄⇣
0

trz ⇥At = ¯̄⇣
0

t ·
@2

@z2
At, (4.3a)

rz ⇥ ¯̄⇣
0

trt ⇥Az = � ¯̄⇣
0

t ·
@

@z
rtAz, (4.3b)

rz ⇥At = bz ⇥ @

@z
At, (4.3c)

rT ⇥Az = �bz ⇥rtAz, (4.3d)

a equação (4.2) pode ser reescrita em termos de suas derivadas de primeira e segunda ordens

em relação à direção z, como

rt ⇥ ⇣zzrt ⇥At � 2

0
¯̄⇠t ·At +

¯̄⇣
0

t ·
@2

@z2
At � ¯̄⇣

0

t ·
@

@z
rtAz = 0, (4.4a)

rt ⇥ ¯̄⇣
0

t · bz ⇥
@

@z
At �rt ⇥ ¯̄⇣

0

t · bz ⇥rtAz � 2

0⇠zzAz = 0, (4.4b)

onde as equações (4.4a) e (4.4b) são, respectivamente, as componentes transversal e longitudinal

da equação vetorial de onda.

A seção transversal do guia de ondas será discretizada usando uma base de elementos finitos

h́ıbridos (Jin 2002), tal que,
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At =
MX

e=1

Ae
t , (4.5a)

Az =
MX

e=1

Ae
z, (4.5b)

ondeAe
t e A

e
z são definidos sobre o domı́nio Ωe do e-ésimo elemento finito, a partir da combinação

linear,

Ae
t =

nX

k=1

Ne
k�t

e
k = {�e

t}
T{Ne} = {Ne}T{�e

t}, (4.6a)

Az = j

nX

k=1

Le
k�z

e
k = j{�e

z}
T{Le} = j{Le}T{�e

z}, (4.6b)

sendo, j =
p
�1, n o número de nós e arestas do e-ésimo elemento, Ne

k e Le
k funções de

forma, vetoriais e escalares, respectivamente, definidas sobre Ω
e, e {�e

t} e {�e
z} incógnitas a

serem determinadas, funções apenas da coordenada z. Da mesma maneira, as funções-peso são

definidas no e-ésimo elemento de forma que

Fe
t =

nX

i=1

Ne
i , (4.7a)

Fz = j

nX

i=1

Le
i . (4.7b)

Substituindo (4.5) - (4.7) em (4.4) obtém-se o seguinte sistema matricial,

Mtt

d2

dz2
{�t}+ jLtz

d

dz
{�z}+Ktt{�t} = 0, (4.8a)

jLzt

d

dz
{�t}+Kzz{�z} = 0, (4.8b)

onde
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Mtt =
MX

e=1

Z

Ωe

Ne
i ·

¯̄⇣
0

t
e ·Ne

kdΩ, (4.9a)

Ltz = �
MX

e=1

Z

Ωe

Ne
i ·

¯̄⇣
0

t
e ·rtL

e
kdΩ, (4.9b)

Ktt =
MX

e=1

Z

Ωe


⇣ezz

✓
rt ⇥Ne

i

◆
·

✓
rt ⇥Ne

k

◆
� 2

0N
e
i ·

¯̄⇠et ·N
e
k

�
dΩ, (4.9c)

Lzt = �
MX

e=1

Z

Ωe

rtL
e
i ·

¯̄⇣
0

t ·N
e
kdΩ, (4.9d)

Kzz =
MX

e=1

Z

Ωe


�rtL

e
i ·

¯̄⇣
0

t
e ·rtL

e
kdΩ+ 2

0⇣
e
zzL

e
iL

e
k

�
dΩ. (4.9e)

Aplicando uma transformação à componente longitudinal do campo (Schultz et al. 1998),

tal que

�z(z) = j
d

dz
�

0

z(z), (4.10)

o sistema (4.8) pode ser escrito como,

Mtt

d2

dz2
{�t}� Ltz

d2

dz2
{�

0

z}+Ktt{�t} = 0, (4.11a)

jLzt

d

dz
{�t}+ jKzz

d

dz
{�

0

z} = 0. (4.11b)

Considerando que {�t} e {�z} são funções apenas da variáveis longitudinal z, sob a forma

�t(z) = �t(z) exp(��z), (4.12a)

�
0

z(z) = �
0

z(z) exp(��z), (4.12b)

o sistema (4.11) pode, então, ser reescrito como:

A
d2

dz2
{�}� 2�A

d

dz
{�}+


Q+ �2A

�
{�} = 0, (4.13)

onde
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A =


Mtt �Ltz

�Lzt �Kzz

�
, (4.14a)

Q =


Ktt 0
0 0

�
, (4.14b)

{�} =
⇥
{�t} {�

0

z}
⇤T

. (4.14c)

A fim de deduzir uma expressão para a equação de BPM de ângulo largo, a equação (4.13)

deve ser reescrita sob a forma:

�2�A
d

dz
{�}


1� 1

2�

d

dz

�
= �

✓
Q+ �2A

◆
{�}. (4.15)

Usando a relação de recorrência de Padé (Hadley 1993) e substituindo a primeira derivada em

relação a z, entre cochete na equação (4.15), por

d

dz
⇠=

A−1

2�

✓
Q+ �2A

◆
, (4.16)

a seguinte equação de Padé pode ser obtida:

�2�


A� 1

4�2

✓
Q+ �2A

◆�
d

dz
{�} = �

✓
Q+ �2A

◆
{�}. (4.17)

A equação diferencial de primeira ordem em relação à variável z, apresentada em (4.17), é

conhecida como a equação de BPM de ângulo largo e pode ser escrita de forma compacta como

M
d

dz
{�}+K{�} = 0, (4.18)

onde,

K = Q+ �2A, (4.19a)

M = �2�


A� 1

4�2

✓
Ktt + �2A

◆�
. (4.19b)

A aproximação paraxial, aproximação considerando @z2/@z2 = 0, pode ser deduzida direta-

mente da equação (4.18), fazendo

M = �2�A. (4.20)
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4.2.2 BPM-DIV

Nessa seção será derivado um BPM alternativo usando a equação de Gauss, juntamente

com a componente transversal da equação de onda. Tal equacionamento será desenvolvido de

maneira análoga àquele apresentado na seção anterior, sendo a componente longitudinal da

equação vetorial de onda substitúıda pela equação do divergente nulo.

Partindo da equação (2.32), e tomando os termos referentes à componente transversal da

equação vetorial de onda – equações (2.34a) e (2.34b), e os termos referentes à equação de Gauss

– equações (2.34e) e (2.34f), o sistema de equações que governa a propagação da onda pode ser

escrito usando a relação (2.1a), como:

0 = rt ⇥ ⇣zzrt ⇥At +rt ⇥ ⇣
0

yx ⇥rz ⇥At +rz ⇥ ⇠
0

xy ⇥rt ⇥At +rz ⇥ ¯̄⇣
0

trz ⇥At�
� 2

0
¯̄⇣
0

t ·At + +rt ⇥ ⇣
0

yx ⇥rT ⇥Az +rz ⇥ ¯̄⇣Trt ⇥Az � 2

0⇠xybz ·Az,

(4.21a)

0 = rt ·
⇣
¯̄⇠t ·At

⌘
+rk ·

⇣
bk⇠yx ·At

⌘
+rt ·

⇣
⇠xybk ·Az

⌘
+rz · (⇠zzAz) . (4.21b)

Assumido um meio magnetica e eletricamente isotrópico ou com anisotropia uniaxial, tal

que ⇣
0

xy = ⇣
0

yx = ⇠xy = ⇠yx = 0, e usando as identidades vetoriais (4.3), a equação (4.21) pode

ser escrita como:

rt ⇥ ⇣zzrt ⇥At � 2

0
¯̄⇠t ·At +

¯̄⇣
0

t ·
@2

@z2
At � ¯̄⇣

0

t ·
@

@z
rtAz = 0, (4.22a)

rt ·
¯̄⇠t ·At + ⇠zz

@

@z
Az = 0. (4.22b)

Discretizando a seção transversal do guia de ondas usando uma base de elementos finitos

h́ıbridos, usando (4.5) – (4.7), o sistema de equações (4.22) pode ser reescrito na forma integral

como,

Mtt

d2

dz2
{�t}+ jLtz

d

dz
{�z}+Ktt{�t} = 0, (4.23a)

jLzt{�t}+Kzz

d

dz
{�z} = 0, (4.23b)

onde
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Mtt =
MX

e=1

Z

Ωe

Ne
i ·

¯̄⇣
0

t
e ·Ne

kdΩ, (4.24a)

Ltz = �
MX

e=1

Z

Ωe

Ne
i ·

¯̄⇣
0

t
e ·rtL

e
kdΩ, (4.24b)

Ktt =
MX

e=1

Z

Ωe


⇣ezz

✓
rt ⇥Ne

i

◆
·

✓
rt ⇥Ne

k

◆
� 2

0N
e
i ·

¯̄⇠et ·N
e
k

�
dΩ, (4.24c)

Lzt = �
MX

e=1

Z

Ωe

rtL
e
i ·

¯̄⇠t ·N
e
kdΩ, (4.24d)

Mzz = �
MX

e=1

Z

Ωe

⇠zzL
e
iL

e
kdΩ. (4.24e)

Aplicando a transformação (4.10) à componente longitudinal do campo � (Schultz et al.

1998), tem-se o seguinte sistema de equações,

Mtt

d2

dz2
{�t}� Ltz

d2

dz2
{�z}+Ktt{�t} = 0, (4.25a)

�Lzt{�t}�Kzz

d2

dz2
{�z} = 0. (4.25b)

Assumindo que {�t} e {�z} são funções apenas da variável longitudinal z, na forma

�t(z) = �t(z) exp(��z), (4.26a)

�
0

z(z) = �
0

z(z) exp(��z), (4.26b)

o sistema (4.25) pode, após algumas manipulações algébricas, ser escrito de forma compacta

como:

A
d2

dz2
{�}� 2�A

d

dz
{�}+


Q+ �2A

�
{�} = 0, (4.27)

onde

A =


Mtt �Ltz

0 �Kzz

�
, (4.28a)

Q =


Ktt 0
�Lzt 0

�
, (4.28b)

{�} =
⇥
{�t} {�z}

0
⇤T

. (4.28c)

A fim de deduzir para a equação alternativa de BPM de ângulo largo, a equação (4.27) pode

ser rearranjada, tal que:
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�2�A
d

dz
{�}


1� 1

2�

d

dz

�
= �

✓
Q+ �2A

◆
{�}. (4.29)

Usando a relação de recorrência de Padé (Hadley 1993) e substituindo a primeira derivada em

relação a z, entre cochetes, em (4.29) por

d

dz
⇠=

A−1

2�

✓
Q+ �2A

◆
, (4.30)

a seguinte equação de Padé é obtida:

�2�


A� 1

4�2

✓
Q+ �2A

◆�
d

dz
{�} = �

✓
Q+ �2A

◆
{�}. (4.31)

A equação (4.31) é a versão alternativa à equação BPM convencional de ângulo largo, mos-

trada na equação (4.17), e pode ser escrita de forma compacta como .

M
d

dz
{�}+K{�} = 0, (4.32)

onde,

K = Q+ �2A, (4.33a)

M = �2�


A� 1

4�2

✓
Q+ �2A

◆�
. (4.33b)

A equação de primeira derivada em relação à variável z, apresentada em (4.32), descreve

o esquema de propagação por feixe usando a equação do divergente nulo em substituição à

componente longitudinal da equação de onda, e por usar a equação de recorrência de Padé, será

denominada equação de BPM-DIV de ângulo largo.

A aproximação paraxial, aproximação que considera @z2/@z2 = 0, pode ser derivada direta-

mente da equação (4.32), fazendo

M = �2�A. (4.34)

As equações (4.33) e (4.34) se apresentam como novos esquemas de propagação por feixe,

alternativo ao BPM convencional, usando a equação do divergente nulo em substituição à com-

ponente longitudinal da equação de onda.
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4.3 Análise da Solução Crescente ao longo da Direção z

A análise de estabilidade apresentada nessa seção baseia-se na proposta do surgimento de

uma solução crescente ao longo da direção de propagação z devido à presença de modos não-

f́ısicos com autovalor nulo no espectro modal do sinal lançado em z = 0. Para tanto, será

considerada uma solução crescente ao longo de z, função dos autovalores �i e autovetores {�}i
presentes na formulação modal convencional (Pelosi & Coccioli 1998) e na formulação modal

FEM-DIV apresentada no Caṕıtulo 2 desta tese.

Considere, por hipótese, um campo �, tal que

� = {�} exp (��iz), (4.35a)

� =
�
1 + z

�
{�}i, (4.35b)

onde �i e {�}i são, respectivamente, autovalor e autovetor contidos no espectro de solução

modal e {�} é a solução da equação de BPM. Combinando as equações (4.35) a solução geral

do esquema BPM, crescente ao longo da direção z, pode ser escrita como

{�} = (1 + z){�}i exp (�iz). (4.36)

4.3.1 BPM Convencional

Considere a solução geral apresentada pela equação (4.36), onde {�}i e �i são os respectivos

autovetores e autovalores contidos no espectro modal associado ao BPM convencional. Fazendo

@/@z = 0 na equação (4.18), o espectro modal associado ao BPM convencional pode ser escrito

como

�2A{�} = �Q{�}, (4.37)

onde,

A =


Mtt �Ltz

�Lzt �Kzz

�
, (4.38a)

Q =


Ktt 0
0 0

�
. (4.38b)

Seja a solução crescente ao longo da direção de propagação aplicada à equação de Padé.

Assim, substituindo (4.36) em (4.18), tem-se a equação matricial:


M+

✓
�iM+K

◆
(1 + z)

�
{�}i = 0, (4.39)

onde as matrizes M e K são definidas em (4.19), tal que
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K = Q+ �2A, (4.40a)

M = �2�


A� 1

4�2

✓
Q+ �2A

◆�
. (4.40b)

Considerando que {�}i e �i são soluções espúrias contidas no autovalor nulo do sistema (4.37)

e, portanto, Q{�}i = 0, a equação (4.39) pode ser escrita de forma simplificada como

A{�}i = 0. (4.41)

Analisando a equação (4.41) observa-se que (4.36) só será solução de (4.18) se {�}i fosse um

autovetor da matriz A. Entretanto, como A é uma matriz não-singular, os autovetores {�}i não

pertencem ao conjunto de autovetores da matriz A e, portanto, o esquema de propagação (4.18)

evoluirá ao longo de z sem ser afetado pelos modos espúrios.

4.3.2 BPM-DIV

Considere a solução geral apresentada pela equação (4.36), onde {�}i e �i são os respectivos

autovetores e autovalores contidos no espectro modal associado ao BPM-DIV. Similarmente ao

que foi feito no caso anterior, assumindo que @/@z = 0 na equação (4.32), o espectro modal

associado ao BPM-DIV pode ser escrito como

�2A{�} = �Q{�}, (4.42)

onde,

A =


Mtt �Ltz

0 �Kzz

�
, (4.43a)

Q =


Ktt 0
�Lzt 0

�
. (4.43b)

Assumindo que (4.36) é solução da equação de Padé, isto é, substituindo (4.36) em (4.32)

tem-se a equação matricial:


M+

✓
�iM+K

◆
(1 + z)

�
{�}i = 0, (4.44)

onde as matrizes M e K são definidas em (4.33), tal que

K = Q+ �2A, (4.45a)

M = �2�


A� 1

4�2

✓
Q+ �2A

◆�
. (4.45b)
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Considerando que {�}i e �i são soluções espúrias contidas no autovalor nulo do sistema

(4.42), a equação (4.44) pode ser escrita de forma simplificada como

A{�}i = 0. (4.46)

Analisando a equação (4.46) observa-se que (4.36) só será solução de (4.18) se {�}i fosse um

autovetor da matriz A. Entretanto, como A é uma matriz não-singular, os autovetores {�}i não

pertencem ao conjunto de autovetores da matriz A e, portanto, o esquema de propagação (4.18)

evoluirá ao longo de z sem ser afetado pelos modos espúrios.

4.4 Discretização

A integração numérica dos esquemas BPM apresentados nesse caṕıtulo foram implementados

utilizando o método de Crank-Nicholson (Saitoh & Koshiba 2001).

4.4.1 BPM Convencional

Aplicando o esquema de dois pontos de recorrência para integração ao longo da direção z à

equação de Padé (4.18), obtém-se a seguinte equação de diferenças

⇥
A
⇤
i
{�}i+1 =

⇥
B
⇤
i
{�}i, (4.47)

com

⇥
A
⇤
i

= Mi + ✓∆zKi, (4.48a)
⇥
B
⇤
i

= Mi � (1� ✓)∆zKi, (4.48b)

onde

Ki = Q� 2

0n
2

0iA, (4.49a)

Mi = �j20n0i


A+

1

42
0n

2
0i

✓
Q� 2

0n
2

0iA

◆�
, (4.49b)

onde os subscritos i+1 e i denotam as grandezas associadas aos (i+1)-ésimo, i-ésimo passos de

integração, respectivamente, ∆z é o passo de integração e as matrizes A e Q são as matrizes de

BPM definidas em (4.14a) e (4.14b), respectivamente. O parâmetro 0, 5  ✓  1, 0 é introduzido

para controlar a estabilidade do esquema de integração e se ✓ = 0, 5 o esquema de integração

apresentado em (4.47) é conhecido como Crank-Nicholson.
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4.4.2 BPM-DIV

Aplicando o esquema de dois pontos de recorrência para integração em z à equação (4.32),

obtém-se

⇥
A
⇤
i
{�}i+1 =

⇥
B
⇤
i
{�}i, (4.50)

onde
⇥
A
⇤
i

= Mi + ✓∆zKi, (4.51a)
⇥
B
⇤
i

= Mi � (1� ✓)∆zKi, (4.51b)

onde

Ki = Q� 2

0n
2

0iA, (4.52a)

Mi = �j20n0i


A+

1

42
0n

2
0i

✓
Q� 2

0n
2

0iA

◆�
, (4.52b)

os subscritos i + 1 e i denotam as grandezas associadas aos (i + 1)-ésimo, i-ésimo passos de

integração, respectivamente, ∆z é o passo de integração e as matrizes A e Q são as matrizes de

BPM definidas em (4.28a) e (4.28b), respectivamente.

Atualização do Índice de Refração Efetivo

A fim de melhorar a precisão numérica, o ı́ndice de refração efetivo é atualizado a cada passo

de propagação, a partir da equação (Saitoh & Koshiba 2001),

n0i =
1

0

Re


�jbi +

p
�b2i + 4aici
2ai

�
, (4.53)

onde

ai = {�}†iMi{�}i, (4.54a)

bi = {�}†iLi{�}i, (4.54b)

ci = {�}†iKi{�}i, (4.54c)

† indica o complexo conjugado transposto de {�}i, e

M =


Mtt 0
0 0

�
, (4.55a)

L =


0 jLtz

jLzt 0

�
, (4.55b)

K =


Ktt 0
0 Kzz

�
. (4.55c)
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4.5 Conclusão

Neste caṕıtulo foram apresentadas formulações de esquemas de propagação por feixe ba-

seadas nos elementos finitos h́ıbridos. Em uma primeira etapa foram derivados os esquemas

de propagação por feixe usando as componentes transversal e longitudinal da equação de onda

(Saitoh & Koshiba 2001). Um novo esquema de propagação inédito, usando a componente trans-

versal da equação de onda e a equação de Gauss, também é apresentado nesse caṕıtulo. Uma

análise de estabilidade é apresentada assumindo-se a presença de modos espúrios no espectro do

sinal de entrada. A análise parte de uma solução crescente ao longo da direção de propagação,

função da distribuição campo e do ı́ndice efetivo dos modos espúrios presente no espectro de

solução modal da estrutura. A análise mostra que tanto o esquema BPM convencional quanto

o novo esquema usando a equação de Gauss não são afetados pela posśıvel presença de modos

espúrios, contaminando o espectro do sinal de entrada. O caṕıtulo ainda apresenta esquemas de

integração numérica ao longo da direção de propagação para as quatro formulações apresentadas

e cujos resultados numéricos serão mostrados no caṕıtulo seguinte.
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A janela computacional de 12⇥5µm foi discretizada usando uma malha não estruturada com

10.765 nós e 21.102 elementos. A Figura 5.2 mostra o feixe gaussiano com spot size de 0, 4µm,

comprimento de onda de operação de 1, 1µm e polarização na direção x, usado na entrada do

propagador.
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Figura 5.2: Feixe gaussiano com campo elétrico polarizado ao longo da direção x com spot size
de 0, 4µm e �0 = 0, 4µm, lançado na entrada do guia óptico mostrado na Figura 5.1, na janela
computacional de 12⇥ 5µm.

O feixe gaussiano é lançado em z = 0 e sua evolução é acompanhada ao longo da direção

z monitorando tanto a distribuição dos campos eletromagnéticos como a evolução do ı́ndice

de refração efetivo neff . A convergência do algoritmo pode, portanto, ser analisada a partir

do ı́ndice de refração efetivo neff , uma vez que este é função das componentes transversal e

longitudinal dos campos eletromagnéticos, como mostrado na equação (4.53) e, uma vez que o

feixe gaussiano se propaga e converge para o modo fundamental, o ı́ndice de refração efetivo deve

convergir para o ı́ndice efetivo do referido modo. A Figura 5.3 mostra o ı́ndice de refração efetivo

em função da distância de propagação, calculado através da formulação BPM convencional e

BPM-DIV. Nos dois casos o ı́ndice de refração inicial usado foi neff = 3, 38 e, como pode ser

observado, seu valor converge para o ı́ndice de refração efetivo modo quase-TE – neff = 3, 42697.

As Figuras 5.4 a 5.7 mostram a evolução das componentes do campo elétrico ao longo

da direção de propagação em 40µm, 90µm, 130µm e 1000µm, respectivamente, calculadas a

partir do BPM convencional com passo de integração ∆z = 0, 1µm e ✓ = 1, uma vez que

instabilidades poderia surgir devido ao esquema Crank-Nicholson (Saitoh & Koshiba 2001). O

pulso gaussiano lançado na entrada se propaga ao longo da direção z radiando sua energia

no interior da estrutura à medida que se propaga. Assim, pode-se observar as mudanças na

distribuição de campo durante a propagação até que o pulso convirja para o modo quase-TE.
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Figura 5.3: Índice de refração efetivo neff versus a distância de propagação ao longo de z.
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(c) Componente Ez (V/m)
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Figura 5.4: Distribuição espacial das coDistribuição espacial dasmponentes do campo elétrico
em z = 40µm, calculadas através do BPM convencional. (a) Componente Ex (b) Componente
Ey (c) Componente Ez (d) Componente Et.
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(a) Componente Ex (V/m)
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(b) Componente Ey (V/m)
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(c) Componente Ez (V/m)
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(d) Componente Et (V/m)

Figura 5.5: Distribuição espacial das componentes do campo elétrico em z = 90µm, calculadas
através do BPM convencional. (a) Componente Ex (b) Componente Ey (c) Componente Ez (d)
Componente Et.
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(b) Componente Ey (V/m)
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(c) Componente Ez (V/m)
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Figura 5.6: Distribuição espacial das componentes do campo elétrico em z = 130µm, calculadas
através do BPM convencional. (a) Componente Ex (b) Componente Ey (c) Componente Ez (d)
Componente Et.
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(a) Componente Ex (V/m)
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(b) Componente Ey (V/m)
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Figura 5.7: Distribuição espacial das componentes do campo elétrico em z = 1000µm, calculadas
através do BPM convencional. (a) Componente Ex (b) Componente Ey (c) Componente Ez (d)
Componente Et.
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As Figuras 5.8 a 5.11 mostram a evolução das componentes do campo elétrico ao longo

da direção de propagação em 40µm, 90µm, 130µm e 1000µm, respectivamente, calculadas a

partir do BPM-DIV, alimentado pelo pulso gaussiano mostrado na Figuras 5.2, e com passo

de integração ∆z = 0, 1µm. Como já indicava a evolução do ı́ndice efetivo, as componentes

de campo calculadas através da nova formulação apresentada nessa tese mostram excelente

concordância com os resultados obtidos através do BPM convencional.
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(c) Componente Ez (V/m)
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Figura 5.8: Distribuição espacial das componentes do campo elétrico em z = 40µm, calcula-
das através do BPM-DIV. (a) Componente Ex (b) Componente Ey (c) Componente Ez (d)
Componente Et.
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(a) Componente Ex (V/m)
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(d) Componente Et (V/m)

Figura 5.9: Distribuição espacial das componentes do campo elétrico em z = 90µm, calcula-
das através do BPM-DIV. (a) Componente Ex (b) Componente Ey (c) Componente Ez (d)
Componente Et.
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(a) Componente Ex (V/m)
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(b) Componente Ey (V/m)
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Figura 5.10: Distribuição espacial das componentes do campo elétrico em z = 130µm, calcu-
ladas através do BPM-DIV. (a) Componente Ex (b) Componente Ey (c) Componente Ez (d)
Componente Et.
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(b) Componente Ey (V/m)
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(c) Componente Ez (V/m)
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Figura 5.11: Distribuição espacial das componentes do campo elétrico em z = 1000µm, calcu-
ladas através do BPM-DIV. (a) Componente Ex (b) Componente Ey (c) Componente Ez (d)
Componente Et.
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(f)

Figura 5.13: Distribuição espacial das componentes do campo elétrico Et (V/m) calculada
através do BPM-DIV. (a) z = 0 µm (b) z = 9 µm (c) z = 18, 2 µm (d) z = 29 µm (e) z = 35
µm (f) z = 39 µm.
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F0(x, y) = G(x, y) + pSn(x, y), (5.1)

onde G(x, y) é o feixe gaussiano, Sn(x, y) é a distribuição espacial do n-ésimo modo espúrio e

0 < p < 1 é o peso atribúıdo a essa distribuição. A Figura 5.15 apresenta a distribuição da

componente transversal do campo elétrico do modo espúrio adicionado ao pulso gaussiano em

z = 0. A distribuição foi escolhida aleatoriamente dentre os 639 modos contidos no espectro de

soluções modal da estrutura para a malha com 739 nós e 1390 elementos.
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Figura 5.15: Distribuição da componente transversal do campo elétrico do modo espúrio, em
z = 0.

A Figura 5.16 mostra a evolução do ı́ndice de refração de referência para os esquemas BPM

convencional e DIV em �0 = 1, 1µm. Nos dois casos foi usado o ı́ndice de refração inicial

neff = 3, 3 e o feixe gaussiano foi polúıdo com um modo espúrio peso de p = 0, 2. Como pode

ser observado, apesar dos dois esquemas convergirem para o neff = 3, 4134, após o primeiro

passo de propagação o ı́ndice calculado pelo esquema convencional sobre para valores de ı́ndice

efetivo superiores a neff = 4, 0, indicando que o esquema tradicional sentiu a presença do modo

espúrio enquanto o ı́ndice calculado através do BPM-DIV sustenta o valor inicial do ı́ndice

efetivo, convergindo gradualmente para o ı́ndice efetivo do modo quase-TE.
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(a) Evolução de neff para 0 < z < 2000m.
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(b) Evolução de neff para 0 < z < 2m.

Figura 5.16: Índice de refração efetivo neff versus a distância de propagação ao longo de z para
feixe gaussiano polúıdo com modo espúrio de peso p = 0, 2, em �0 = 1, 1µm. (a) 0 < z < 2000m.
(b) 0 < z < 2m

.

A Figura 5.17 mostra a evolução do ı́ndice de refração de referência para os esquemas BPM

convencional e DIV em �0 = 1, 1µm. Nos dois casos foi usado foi o ı́ndice de inicial neff = 3, 38,

p = 0, 4 e ∆z = 0, 5µm. Como pode ser observado o ı́ndice de refração efetivo calculado através

das duas formulações BPM convergem mas, a exemplo do que aconteceu no caso anterior, o
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BPM convencional parte de um ı́ndice de referência maior que o ı́ndice inicial, enquanto o

BPM-DIV sustenta o valor inicial do ı́ndice de refração de referência. Outros pesos foram

testados na composição do sinal de entrada e em todos os casos os dois esquemas de propagação

se mostraram imunes à presença dos modos espúrios.
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(a) Evolução de neff para 0 < z < 2000m.
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(b) Evolução de neff para 0 < z < 2m.

Figura 5.17: Índice de refração efetivo neff versus a distância de propagação ao longo de z para
feixe gaussiano polúıdo com modo espúrio de peso p = 0, 4, em �0 = 1, 1µm. (a) Evolução de
neff para 0 < z < 2000m. (b) Evolução de neff para 0 < z < 2m.
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A Figura 5.18 mostra a evolução do ı́ndice de refração quando um feixe gaussiano com spot

size de 0, 4µm é aplicado na entrada dos propagadores BPM convencional e BPM-DIV com

aproximação paraxial, com �0 = 1, 1µm, ∆z = 0, 1µm e ı́ndice de referência inicial neff 0 = 3, 38.

Conforme pode ser observado, o ı́ndice efetivo, calculado através dos dois esquemas, converge

para o ı́ndice efetivo do modo quase-TE, indicando que a aproximação paraxial do esquema

BPM-DIV se mostra tão estável e robusta quando o BPM paraxial convencional.
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Figura 5.18: Índice de refração efetivo neff versus a distância de propagação ao longo de z
quando os propagadores com aproximação paraxial são alimentados com pulso gaussiano de
spot size igual a 0, 4µm.

A Figura 5.20 apresenta a evolução do ı́ndice de refração de referência quando um feixe

gaussiano com spot size de 0, 03µm, ilustrado na Figura 5.19, em comparação com o pulso de

spot size igual a 0, 4µm, é aplicado na entrada dos propagadores BPM convencional e BPM-

DIV com aproximação paraxial, usando �0 = 1, 1µm, ∆z = 0, 1µm e ı́ndice de referência inicial

neff 0 = 3, 38. Observe que nesse caso os dois esquemas não convergem para o ı́ndice efetivo

do modo quase-TE. Isso pode ser explicado pelo fato do pulso gaussiano aplicado na entrada

possuir um espectro espacial mais largo do que o ângulo de abertura dos esquemas sob teste.

Assim, as componentes espectrais não contidas no ângulo de abertura do BPM serão filtradas

e, consequentemente, o ı́ndice efetivo não convergirá ao ı́ndice efetivo esperado.
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observado que para p � 0, 35, enquanto o esquema BPM convencional paraxial se propaga sem

sentir a presença do modo espúrio, os campos eletromagnéticos e, consequentemente, o ı́ndice

de refração de referência, calculados pelo esquema BPM-DIV paraxial, convergem rapidamente

para zero após poucas iterações. Comparando os resultados apresentados nas Figuras 5.20 e 5.21

pode-se concluir que a perda da convergência do BPM-DIV paraxial não pode ser atribúıda

apenas à aplicação de um pulso de banda espectral mais larga que sua abertura, mas, sim,

devido à presença do modo espúrio na composição espectral no pulso de entrada.

5.4.2 Acoplador Direcional com Fibra Óptica

Prosseguindo com os testes de convergência e estabilidade dos esquemas BPM quando sub-

metidos a uma perturbação em virtude de modos espúrios, será analisado o acoplador direcional

mostrado na Figura 5.12. Para se obter os modos espúrios, necessários para poluir o feixe de

entrada, o domı́nio computacional foi discretizado usando uma malha com 2.000 elementos, re-

sultando na geração de 4.190 modos espúrios. Vários modos espúrios foram testados e todos os

testes apresentaram os resultados reportados a seguir.

A Figura 5.22 mostra evolução do ı́ndice de refração efetivo, calculado pelos BPM conven-

cional e DIV de ângulo largo, para o acoplador direcional ao longo da direção de propagação,

referente à propagação mostrada na Figura 5.13, isto é, para p = 0 e para um ı́ndice de referên-

cia inicial de neff = 1.5331. Observe que o ı́ndice de referência varia ao longo da propagação,

convergindo para neff = 1.546, o ı́ndice do modo Ex
11.
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Figura 5.22: Índice de refração efetivo neff versus a distância de propagação ao longo de z
quando os propagadores são alimentados com pulso gaussiano de spot size igual a 0, 03µm.

Uma vez levantada a curva de ı́ndice de refração de referência para um pulso de entrada
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livre de modos espúrios, os teste prosseguiram alimentando o propagador com um feixe gaus-

siano polúıdo com modos espúrios conforme definido na equação (5.1), variando o parâmetro

p. Observou-se que para p < 0, 3 os dois esquemas são equivalentes e os ı́ndices de refração

calculados através do BPM convencional e BPM-DIV convergem para neff = 1.546. Contudo,

para p � 0, 3 a presença dos modos espúrios afeta significativamente a propagação no BPM

convencional, conforme mostra a Figura 5.23.
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Figura 5.23: Índice de refração efetivo neff versus a distância de propagação ao longo de z
quando os propagadores BPM convencional e BPM-DIV são alimentados com pulso gaussiano
de polúıdo com um modo espúrio de peso p = 0, 4.

Como pode ser observado, enquanto o ı́ndice de referência calculado pelo BPM-DIV converge

para o ı́ndice de referência do modo Ex
11, mostrado na Figura 5.22, o ı́ndice de referência calculado

pelo BPM convencional converge para zero à medida que o pulso se propaga na estrutura. Este

fenômeno pode ser melhor entendido analisando a distribuição de campo na seção transversal

do acoplador em alguns pontos ao longo da direção de propagação, mostrado na Figura 5.24.

Observe que enquanto o BPM-DIV não sente a presença do modo espúrio, permitindo ao feixe

gaussiano se acoplar à fibra óptica adjacente, o mesmo não acontece com o BPM convencional.

Nesse caso, a presença do modo espúrio com peso p � 0, 3 faz com que o feixe vá se atenuando à

medida que se propaga na fibra, não permitindo, assim, o acoplamento ao guia adjacente como

no caso anterior. Foram testados vários modos espúrios, aleatoriamente escolhido no espectro

modal, e em todos os teste foram observados o mesmo comportamento acima descrito.
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(a) BPM-DIV em z = 0 µm
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(b) BPM convencional em z = 0 µm

−3 −2 −1 0 1 2 3
−3

−2

−1

0

1

2

3  

 

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

(c) BPM-DIV em z = 18, 2 µm
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(d) BPM convencional em z = 18, 2 µm
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(e) BPM-DIV em z = 39 µm
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(f) BPM convencional em z = 39 µm

Figura 5.24: Distribuição espacial da componente do campo elétrico Et (V/m) calculada através
do BPM-DIV e BPM convencional. (a) BPM-DIV em z = 0 µm (b) BPM convencional emz = 0
µm (c) BPM-DIV em z = 18, 2 µm (d) z = 18, 2 µm (e) BPM-DIV em z = 39 µm (f) BPM
convencional em z = 39 µm.
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5.5 Conclusão

Neste caṕıtulo foram apresentados resultados numéricos das formulações BPM convencional

e BPM-DIV derivadas no Caṕıtulo 4. A estrutura escolhida para teste foi o guia de ondas

mostrado na Figura 5.1, um guia de ondas óptico de alto contraste e com condições de contorno

absorventes. Os teste de convergência foram feitos discretizando o domı́nio computacional com

uma malha contendo 10.765 nós e 21.102 elementos e aplicando-se um pulso gaussiano na entrada

do guia e propagando esse pulso ao longo da direção axial. Os resultados apresentados nas

Figuras 5.3 a 5.11 indicam que sob tais condições o esquema BPM-DIV converge tão bem

quanto o esquema BPM convencional. O Caṕıtulo também apresenta os teste de estabilidade e

convergência dos BPMs convencional e DIV.

Do ponto de vista de estabilidade os testes mostraram que nenhum dos esquemas apresenta

ganho não-f́ısico devido à presença de modos espúrios no espectro do feixe de entrada, indepen-

dentemente da magnitude de tais modos no espectro do pulso inicial, corroborando os resultados

teóricos obtidos no caṕıtulo anterior. Para o caso do guia canal, a presença dos modos espúrios

é sentida pelos esquemas de propagação e, independentemente de sua intensidade, os esquemas

BPM de ângulo largo mantêm a precisão e a convergência. Na análise dos esquemas BPM

com aproximação paraxial, entretanto, os modos espúrios apresentaram efeito negativo sobre o

BPM-DIV. Nesse caso, enquanto o peso dos modos espúrios foi mantida abaixo de certo limite,

p  0, 35, os dois esquemas apresentaram excelente convergência, como pode ser observado nas

Figuras 5.18. À medida que o peso dos modos espúrios na composição do pulso de entrada foi

aumentado, p � 0, 4, o BPM convencional, apesar da rápida variação do ı́ndice de referência,

mantém a convergência, como mostra a Figura 5.21(a), indicando que o esquema não foi afetado

pela presença dos modos espúrios. Contudo, nesta situação, a convergência do BPM-DIV pa-

raxial é seriamente afetada. Os campos se degradam rapidamente, levando o ı́ndice de refração

efetivo a zero, como mostrado na Figura 5.21(b).

Os testes com o acoplador óptico, contudo, mostraram um comportamento diferente do

observado anteriormente quando o feixe de entrada é polúıdo com um modo espúrio. Nesse

caso, os esquemas BPM-DIV de ângulo largo e paraxial mostram-se mais robustos quando

submetidos à modos espúrios com peso p � 0, 3, não sendo afetados pela presença dos modos

não-f́ısicos presentes na composição do feixe de entrada. Nos esquemas BPM convencional,

contudo, a presença do modos não-f́ısicos na composição do feixe de alimentação não permite

o acoplamento fibra-fibra e os campos vão sendo gradualmente degradados à medida que se

propagam.
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Conclusões e Trabalhos Futuros

Conclusões

Os esforços despendidos ao longo desse trabalho tiveram como objetivo estudar como os

modos espúrios afetam formulações no domı́nio da frequência, especificamente os efeitos dessas

soluções não-f́ısicas na análise modal e em esquemas de propagação de feixes na modelagem de

guias de onda por elementos finitos vetoriais.

O ponto de partida dessa tese foi um trabalho publicado por Demkowicz (Vardapetyan &

Demkowicz 2002) na tentativa de eliminar os modos associados a soluções não-f́ısicas localizadas

no autovalor nulo das matrizes de elementos finitos vetoriais, impondo a equação do divergente

nulo na formulação modal. Esta técnica é claramente inspirada nas técnicas desenvolvidas

no final dos anos 80 e ińıcios dos anos 90, onde a equação do divergente era impostas na

formulação modal pela eliminação da componente longitudinal do campo elétrico ou magnético

(Hernández-Figueroa et al. 1995). Essa formulação é apresentada em detalhes no Caṕıtulo 2,

onde a equação vetorial de onda é decomposta em suas componentes transversal e longitudinal

e, então, a equação de Gauss é forçada na formulação, substituindo a componente axial da

equação de onda. O novo sistema é, então, discretizado usando elementos finitos mistos, isto é,

elementos de aresta para modelar as componentes transversais e elementos nodais para modelar

a componente axial dos campos eletromagnéticos. A partir da normalização da componente

axial do campo eletromagnético é posśıvel se obter dois sistemas lineares para o cálculo dos

autovalores, e é aqui que os resultados apresentados nesse trabalho divergem dos resultados

publicados por Demkowicz. De acordo com Demkowicz essa formulação resultaria num sistema

linear livre de modos espúrios. Contudo, como pode ser observado na análise apresentada no

Caṕıtulo 2, a imposição da equação de Gauss na formulação modal não suprime os modos

espúrios do espectro finito. O que acontece é que, dependendo da normalização utilizada, essas

soluções não-f́ısicas podem ser alocadas ou no autovalor nulo ou no autovalor infinito.

A nova formulação foi implementada computacionalmente e os resultados numéricos são

apresentados no Caṕıtulo 3. Através desses testes, pode ser observado que a formulação modal,

usando a equação de Gauss, mostra excelente precisão na modelagem de estruturas complexas

nas faixas de micro-ondas e ópticas, apresentando-se como uma alternativa à formulação modal

convencional. Além disso, contrariamente ao afirmado por Demkowicz, os testes computacionais

confirmaram a análise teórica apresentada no caṕıtulo anterior, mostrando que modos espúrios
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fazem parte do espectro de soluções do problema de autovalores independente da formulação,

tipo ou número de elementos utilizados na malha de elementos finitos. Aqui também são mos-

tradas distribuições de campo dos modos espúrios e pode ser observado que tal distribuição é

completamente aleatória sobre o domı́nio computacional, não se assemelhando a nenhum tipo

de distribuição de campo associada a modos f́ısicos.

Uma vez que a formulação modal usando a condição do divergente, a exemplo da formulação

modal convencional, não elimina os modos espúrios do espectro finito, partiu-se para a segunda

etapa do trabalho – investigar os efeitos desses modos não-f́ısicos sobre os esquemas de propa-

gação de feixes na modelagem por elementos finitos h́ıbridos. Aqui, além do equacionamento

detalhado da formulação BPM convencional, um novo esquema de propagação de feixe baseado

nos elementos finitos h́ıbridos é proposto, onde a componente longitudinal da equação vetorial

de onda é substitúıda pela equação do divergente nulo.

Assumindo que os modos espúrios presentes nas matrizes de elementos finitos, a exemplo

do que acontece com BPM baseados em Diferenças Finitas e também Elementos Finitos Veto-

riais, poderia levar os BPMs baseados em Elementos Finitos Vetoriais a ganhos ou atenuações

não-f́ısicas, as formulações BPM são submetidas a uma análise de estabilidade, onde se conclui

que os modos espúrios, se presentes no espectro do sinal de entrada, não afetariam os esquemas

de propagação de feixes. Os resultados numéricos gerados a partir de algoritmos baseados nas

formulações derivadas no Caṕıtulo 4 mostraram que o novo esquema de propagação de feixes –

BPM-DIV de ângulo largo é robusto e, assim como o BPM convencional de ângulo largo, apre-

senta excelente convergência quando pulsos gaussianos são aplicados na entrada do propagador.

Os testes também mostraram que, diferentemente do que acontece com os FD-BPM e FE-BPM

nodal, a presença de modos espúrios no espectro de entrada não leva os BPMs baseados em

Elementos Finitos Vetoriais a ganhos não-f́ısicos, corroborando a análise teórica apresentada no

Caṕıtulo 4. Os teste numéricos mostraram ainda que, para o guias canal de alto contraste a

presença dos modos espúrios é sentida pelos esquemas de propagação de feixes com aproxima-

ção paraxial. Aqui observou-se a principal diferença entre o BPM convencional e o BPM-DIV

proposto nessa tese. Enquanto o BPM convencional, com aproximação paraxial, não é afetado

pelos modos espúrios, o BPM-DIV paraxial é suscept́ıvel à presença dessas soluções não-f́ısicas

que, dependendo de seu peso, podem comprometer a convergência do BPM-DIV paraxial. No

caso do acoplador direcional, contudo, as simulações numéricas mostraram um comportamento

diferente do observado anteriormente quando o feixe de entrada é polúıdo com um modo espúrio.

Nesse caso, os esquemas BPM-DIV de ângulo largoe paraxial mostram-se mais robustos quando

submetidos a modos espúrios com peso p � 0, 3, não sendo afetados pela presença desses mo-

dos não-f́ısicos presentes na composição do feixe de entrada. Os esquemas BPM convencional,

contudo, a presença do modos não-f́ısicos na composição do feixe de alimentação não permite

o acoplamento fibra-fibra e os campos vão sendo gradualmente degradados à medida que se

propagam.

Trabalhos Futuros

Os resultados apresentados nessa tese mostram que, embora os modos espúrios não afetem

a estabilidade dos esquemas BPM, os modos modos espúrios podem ser uma fonte de erro
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na análise de determinadas estruturas. Tais resultados mostram a necessidade de se analisar

outros tipos de estruturas, tais como as fibras de cristais fotônicos – PCF, cujos testes não foram

posśıveis por limitações computacionais. Tais estruturas serão testadas assim que ampliarmos

nossa capacidade computacional para que se possa colher resultados confiáveis, uma vez que

tais fibras requerem malhas extremamente refinadas.

Embora essa tese tenha mostrado que a presença de modos espúrios não compromete subs-

tancialmente o desempenho de algoritmos dinâmicos no domı́nio da frequência, a solução compu-

tacional da equação vetorial de onda no domı́nio do tempo em três dimensões ainda se constitui

um desafio, uma vez que a presença dos modos espúrios nos espaços nulos dos operadores de

segunda ordem temporal e rotacional tende a provocar instabilidade nos códigos baseados em

elementos finitos vetoriais (Donderici & Teixeira 2008). Assim, como extensão natural desse

trabalho, sugere-se atacar os problemas dinâmicos tempo-espaciais utilizando a técnica Garlen-

kin Descont́ınuo 3D (Hille, Kullock, Grafström & Eng 2010, Cohen, Ferrieres & Pernet 2006).

Essencialmente o método Galerkin Descontinuo é uma variante do FEM convencional. O do-

mı́nio computacional é dividido em um conjunto de elementos, a malha, e em cada elemento

os campos eletromagnéticos são expandidos em termos de um conjunto de funções de base. A

principal diferença para o FEM é que essas bases são restritas aos respectivos elementos, sendo

nulas em todos os outros elementos – especialmente nos elementos vizinhos. Dessa forma, na

interface entre dois elementos vizinhos podem existir dois valores diferentes de campo eletro-

magnético, um para cada elemento - dáı a origem do termo ‘descontinuo’ do nome do método.

Sem a possibilidade da sobreposição das funções de base entre elementos vizinhos como meca-

nismo de acoplamento, faz-se necessário, então, tratar elementos individualmente, aplicando as

técnicas de expansão para gerar as matrizes elementares. Uma vez calculadas as matrizes em

cada um dos elementos, o acoplamento entre os elementos é forçado usando o conceito de fluxo

numérico. Dessa forma, se obtém um sistema semi-discreto: discretizado no espaço e cont́ınuo

no tempo. Nesse ponto ou usa-se uma técnica de integração temporal similar ao FDTD para

resolver o sistema no domı́nio do tempo ou resolve-se o sistema no domı́nio da frequência. Vale

ressaltar que o sistema temporal resultante combina as vantagens tanto do FDTD quanto do

FEM, uma vez que é tão preciso quando o FEM e tão rápido quando o FDTD, onde cada

elemento de malha avança no tempo de maneira śıncrona, usando seu passo temporal próprio.

Isso, além de garantir a estabilidade numérica, proporciona um significativo ganho no tempo de

processamento para malhas não-estruturadas, uma vez que os elementos maiores usam passos

temporais de ordem duas a cinco vezes maiores que os menores elementos da malha (Stannigel,

König, Niegemann & Busch 2009, H. Songoro & Cendes 2010).
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