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Resumo

No presente trabalho desenvolve-se um modelo que serve aos problemas de produgao e estoque
de multiplos itens, expansao de capacidade com diferentes classes de unidades de servigos e filas
com servidor removivel e diferentes classes de clientes. Utiliza-se a classe de processos markovianos
deterministicos por partes e adota-se uma hipdtese sobre o valor global de cada lote produzido,
supondo que este seja uma varidvel aleatéria exponencialmente distribuida. Considera-se a classe
de controles estocasticos por intervengoes, que consiste na mudanga do item em fabricacao ou na
paralisagdo da produgao em qualquer instante. A adocao da hipdtese acima mencionada permite
a simplificagao da solucao analitica do problema de otimizagao estocdstica, e dos procedimentos
computacionais de busca da solugao 6tima para esse problema. Para o modelo adotado, obtém-se
um critério de decisao baseado apenas no estoque atual do sistema. A classe de politicas de controle
obtida é denominada classe de politicas simples, e consiste na composi¢ao de regioes de produgao
para cada um dos produtos fabricados com uma regiao de paralisagao, onde nenhum dos produtos

é fabricado.



Abstract

We deal with a class of models for production/inventory problems of many classes of items, or
capacity expansion problems with various classes of facilities or queueing problems with removable
server and various classes of clients. Piecewise deterministic Markov processes are employed and an
assumption concerning the global value of each item is adopted: it is assumed that it is an expo-
nentially distributed random variable. Impulsive control is considered, consisting on interventions
on the product in production, changing instantaneously the item in production or stopping the
production process. The hypothesis mentioned above make it possible to simplify both the ana-
lytical solution of the stochastic optimization problem and the computational procedure that seeks
the optimal solution for this problems. A decision criterion based only on the current inventory
level of the system is obtained. The control policy is named simple policy since it depends on the
storage/backlog level only, and it provides production regions for each product and a paralyzation

region, where no item is produced.
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Capitulo 1

Introducao

Na literatura existem vérios trabalhos envolvendo problemas de produgio e estoque (PFE), ex-
pansao de capacidade (EC) e filas com servidor removivel (FSR). Todavia, a maior parte desses
trabalhos trata de casos mais simples: problemas PFE de um unico produto, problemas FC que
envolvam uma unica classe de projetos de expansao ou problemas FSR com uma unica classe de
clientes e sem penalizacao devido a mudanca de operagao.

Por outro lado, é comum encontrarmos sistemas mais complexos, tais como unidades fabris
encarregadas da produgao de mais de um bem de consumo (problemas PE), unidades de suprimento
onde se dispoe de mais de uma alternativa de projetos de expansao (problemas EC'), ou servidores
responsaveis pelo processamento de tarefas de varias classes diferentes de clientes.

O presente trabalho visa obter e sistematizar a solucao desses problemas mais complexos, aqui
denominados problemas de multiplos itens, beneficiando-se de resultados ja existentes na literatura
para problemas mais simples, aqui chamados de problemas de um item. Dentre esses resultados, os
mais utilizados sdo aqueles encontrados em (Salles and do Val, 2000), (Salles, 1999) e (Monticino
and Weisinger, 1995), onde o processo é modelado de acordo com a classe de processos marko-
vianos denominada Processos Markovianos Deterministicos por Partes (PMDP), vide (Davis, 1993)
e (Gatarek, 1992). Através da utilizagdo dos resultados mencionados, pretende-se tornar mais
simples a formulagao dos problemas estudados, bem como obter politicas de controle de facil im-
plementagdo em sistemas reais, considerando-se uma hipdtese simplificadora.

A formulagdo dos problemas segue de perto aquela encontrada em (Salles, 1999), o que possibilita
a obtencao de politicas étimas de decisdo baseadas no estado corrente do sistema. A adocgdo de
custos totais de conclusao por unidade de produto (problemas PE), unidade de expanséo (problemas

EC) ou unidade de servigo (problemas FSR) exponencialmente distribuidos e ilimitados possibilita
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a obtencdo de politicas de decisao simples, baseadas apenas no nivel de estoque! do sistema. Para
problemas mais complexos, busca-se obter regides do espaco de estados onde a politica 6tima é nao
intervir e, para as regioes de intervencao, o objetivo € a caracterizacao da intervencao. Caracterizar a
intervengao no caso de multiplos itens significa, tomando como exemplo os problemas PFE, especificar
qual produto passara a ser produzido quando se intervém no sistema.

Segue uma apresentacao detalhada de um problema genérico de um item cuja representacao
pode ser facilmente adaptada para os trés problemas estudados. A seguir sao formulados problemas
de controle 6timo para o problema genérico. Finalmente, voltando-se aos problemas originais, é feita
uma associacao das varidveis do problema genérico com os parametros dos problemas de producao

e estoque, expansao de capacidade e filas com servidor removivel.

1.1 Apresentacao do sistema estudado

Considere um sistema responsavel pela fabricacdo de determinado produto. Esse produto é
fabricado em lotes individuais de K unidades e pode ser um bem de consumo ou um servigo
oferecido. A fabricacdo desse produto evolui a uma taxa normalizada u; € [0,1],Vt > 0 e a
progressao da producao de cada lote de itens em fabricagao é representada pelo processo continuo

t — &, definido como:
t
& = / usds (1.1)
0

onde 6 € [0,t) é o instante de conclusdo do lote de K itens previamente fabricado. Um lote
é completado quando a progressdao da producgao chega a um certo valor dado por T'; logo, 0 <
& < T',Vt > 0. Assume-se neste trabalho que, para cada lote fabricado, I' € [0, 00) é uma varidvel
aleatdria exponencialmente distribuida com taxa «y. A figura 1.1 exemplifica a trajetéria do processo

t — &, onde I'; representa o esfor¢o total de producao do i-ésimo lote de itens.

&

Iy
I's

I'y

o 0, 0> 03

Figura 1.1: Trajetéria do processo &

Ipor nivel de estoque entenda-se o nivel de estoque/déficit para problemas PE, o nivel de sobre/sub-capacidade

para problemas EC ou o tamanho da fila para problemas FSR
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Representa-se a producao acumulada até um determinado instante t pelo processo discreto

t — q¢, que obedece a seguinte equacao:
=Y Klgp<y, t>0 (1.2)
i

Supoe-se também que as solicitagdes de compra dos clientes chegam em instantes e quantidades
aleatdrios, e que as chegadas de demanda formam um processo de Poisson com taxa § > 0. Assim,
os pedidos formam uma seqiiéncia de varidveis aleatorias discretas independentes e identicamente
distribuidas (iid) denotadas por w;, com distribui¢do pg, k = 1,2,...,l; onde [ é 0 maior tamanho
de pedidos a ser aceito e py, = P(w; = k).

Seja 0;,1 = 1,2,... a seqiiéncia de instantes de chegada de clientes. Por conseguinte, a demanda

acumulada até um determinado instante ¢ é definida pelo processo t — d;, dado por:
d =Y willg<cyy, 120 (1.3)
i

Tendo em vista a formulagao acima, a quantidade de itens em estoque ou sob encomenda é

expressa pelo processo discreto t — 7, assim definido:
Ny = qs — dt, t>0 (1.4)

Seja N = {N=,...,Nt} C Z um conjunto enumerdvel, onde N~ representa o menor nivel de
estoque do sistema e NT representa o maximo estoque admitido para o sistema. O processo t —
2 = (¢, &;) toma valores em um conjunto S := N x R, e apresenta uma trajetéria deterministica
intercalada por saltos aleatérios, que ocorrem quando da chegada de clientes ou da conclusao de um
lote de itens. Considerando que é aplicada ao sistema uma taxa de producao normalizada u; = a,

a € [0,1] para todo instante ¢ > 0, a taxa total de saltos do processo é expressa por:
Aa) =0+ ~a (1.5)

O processo possui também uma medida de probabilidade de saltos u(2’, z) dada pela seguinte
relagao:

w(z', zlu=a) = %P(z’ —z=w)+ %H{Z,ZI:K} (1.6)
onde considera-se que o processo salta de z’ para z.

A figura 1.2 mostra uma trajetdria tipica do processo (1, &) para K = 2. Note que nos instantes
de conclusao 6;, o processo salta de (179r ,T') para (7]91_7 +K,0), ao passo que nos instantes de chegada
de clientes o processo salta de (15, , &, ) para (1, —wi, &, )-

Observagao:

Considere a seguinte nocao de estabilidade. O sistema sera estével se conseguir suprir a demanda

em todo instante ¢t. Em outras palavras, a estabilidade do sistema serd garantida se, para todo ¢ > 0,

Dissertacao de Mestrado Edilson Fernandes de Arruda
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292
n+3 |
291.
n+2y
B : R T
N B A o
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N - - &t
: Iy Ty
' Zo
n—1 28

Figura 1.2: Trajetéria tipica do processo (1, &)

o valor esperado de itens produzidos for maior que o total esperado de itens solicitados, de acordo

com a seguinte equagao:
l

6kak <~K (1.7)
k=1

1.2 O problema de controle continuo

Considere o sistema, descrito na secao anterior e imagine que esse sistema dispoe de um decisor
encarregado de optar pela politica de produgdo que minimize o custo esperado de operacao do
sistema em horizonte infinito. Imagine também que a tnica variavel que o decisor tem sob seu
poder € a taxa normalizada de produgao ao longo do tempo, ;.

Seja a > 0 uma taxa de desconto e  uma constante positiva representando o custo de produgao
de cada lote de K itens por unidade de tempo. Define-se uma fungdo convexa n — L(7n) que
representa o custo de estocagem (para o caso de 7 > 0) ou déficit (quando 7, for negativo). O
problema de controle continuo consiste na determinagdo da politica de producdo u; que minimiza
a fungdo valor V : N x [0,T] — R do processo t — z; definida como:

V(z) = inf BY{ / e (L) + Bur)dt + =Tz} (1.8)

onde 29 = (1,€) é o valor inicial do processo e 7 = inf{t > 0:n < N~ oun > N*t}. O valor
esperado é calculado em relacao ao processo z;,t > 0 e o infimo é decidido sobre a classe de controles

realimentados U = {u: N x [0,T] — [0,1]}.

Dissertacao de Mestrado Edilson Fernandes de Arruda
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Este problema de controle é desenvolvido no capitulo 2, onde se verifica que sua solugao consiste
na adogao de uma politica u; do tipo bang-bang que tome apenas os valores extremos (0 e 1) de u;.
Dessa maneira, o espago de estados do problema de controle continuo pode ser dividido em duas

regioes distintas:
e A regiao de produgado, onde se fabrica o produto & méxima taxa possivel (u; = 1);
e A regido de ndo-produgio, onde a fabricagdo do produto é paralisada (u; = 0).

Trata-se de uma politica atraente dadas sua simplicidade e sua facilidade de implementacao. Ora,
as agoes de controle estdo limitadas em iniciar/reiniciar a produgdo ou paralisd-la. Nao obstante,
as agoes de paralisa¢do e/ou retomada da produgdo podem gerar custos adicionais & operagdo do
sistema, custos esses nao previstos na formulagao do problema de controle continuo.

No sentido de aproveitar os resultados obtidos para o problema de controle continuo e inserir na
formulagao os custos de paralisagao e reinicio da produgao, existe uma outra abordagem de controle
denominada problema de controle impulsional. Para esse problema considera-se que a varidvel u;
assume apenas os valores extremos (0 e 1) e que o decisor tem o poder de paralisar ou reiniciar o
sistema sempre que julgar conveniente. A seguir sao detalhadas as idéias do problema de controle

impulsional.

1.3 O problema de controle impulsional

Considera-se, para o sistema apresentado, que a varidvel u;, definida pela equagao (1.1) assume
apenas os valores do conjunto {0,1}. Na prética, isso significa que estamos dividindo o espago de
estados S do processo t — z; em duas copias idénticas representadas por S’ e S”. Considera-se que o
processo t — z; evolui ora no subconjunto S’ := N x [0,T) (sempre que u; = 1), ora no subconjunto
8" := N x[0,T') (para todo u; = 0). Portanto, ndo é sem razao que S’ é denominado subconjunto de
produgao, enquanto S” é chamado de subconjunto de paralisa¢do. O espago de estados do processo
é dado por S = S"US”.

Supoe-se também que o decisor desse sistema, tem a capacidade de intervir de maneira a transferi-
lo de S’ para S”, ou vice-versa, em instantes quaisquer, formando uma seqiiéncia 7; de instantes
aleatdrios que representam as intervengoes de controle no sistema. As intervengoes devem, contudo,
ser penalizadas.

A figura 1.3 mostra uma trajetéria tipica do processo t — z; = (7, &;). No subconjunto S’ o
processo t — z; salta nos instantes de chegada de demanda (o;, i = 1,2) e também nos instantes de
conclusdo de um novo lote de itens (;, i = 1,2). No subconjunto S”, o processo t — z; apresenta

apenas saltos por demanda (t = 04, i = 3,4), permanecendo de outra forma no mesmo estado até o

Dissertacao de Mestrado Edilson Fernandes de Arruda
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préximo evento do tipo demanda (o;) ou intervengao (7;). Observe também na figura que o processo
t — z; é transferido de S’ para S” e vice-versa nos instantes 7, e 7o, respectivamente.

"

Mt s’ e S

T1

Z : z_—
2 _92—17'1 —_— BTy

T2

Zry 2o,

Figura 1.3: Trajetoria tipica do problema de controle impulsional

Define-se uma estratégia de produgao pela seqiiéncia de instantes de intervencao = = {7y, 72,...} €
II, onde II é a classe de todas as politicas de intervencao factiveis. Assume-se que as politicas de in-
tervengao admissiveis sdo markovianas, e portanto tém o conhecimento completo do estado (n;, &) e
do subconjunto em que este se encontra (S’ ou S”). Para cada estratégia de produgdo 7 associamos
um certo custo de operagao para o sistema. O operador desse sistema deve optar pela estratégia
de produgao que minimiza o custo esperado de operacao do sistema em horizonte infinito, que é
detalhado na secao 2.3.

A seguir sao apresentados os problemas a serem abordados neste trabalho. E feita também a

associacao destes com o problema genérico definido anteriormente.

1.4 O problema de produgao e estoque

O problema de Producao e Estoque (PE) é uma extensdo do problema de controle de estoque
padrao sujeito a demanda aleatéria por itens. Diferentemente do problema de controle de estoque
padrao, onde o estoque é controlado por um mecanismo que sugere que os itens sao adquiridos
de terceiros, no problema de Producao e Estoque as varidveis de controle sdo a taxa de producao
dos itens em questdo, bem como os instantes de inicio, reinicio e/ou paralisagdo da produgio. As
decisoes de controle devem ser tomadas de modo a minimizar o custo esperado de operagao do

sistema. Este custo é formado pelos seguintes elementos:

Dissertacao de Mestrado Edilson Fernandes de Arruda



Introdugao 7

(i) Custo de armazenagem ou déficit de estoque
O custo de armazenagem leva em conta os gastos relacionados & manutengao e a operagao das
instalagoes de armazenagem; ja o custo de déficit contempla os prejuizos relacionados a falta
de itens em estoque para atender a demanda e a eventual perda de clientes por insatisfagao

ou por atrasos na entrega dos pedidos.

ii usto de producgao
ii) Custo d d
Sao os gastos diretamente ligados a taxa de producao, tais como treinamento, despesas com

empregados, aquisicdo de matéria-prima, aquisicdo e manutencao de equipamentos, etc.

(iii) Custo de ajuste (set up)
Séo os custos de paralisa¢io e/ou reinicio de produgdo. Estas despesas podem incluir demissdo
ou contratacao de mao-de-obra, aquisi¢cao de equipamentos, gastos ocasionados pelo ajuste da

linha de produgao, custo associado a tempo de inatividade do sistema de producao, etc.

Para esse problema, n;, dado pela equacdo (1.4), representa o nivel de estoque ou déficit do
sistema. O processo &, definido pela equacao (1.1), representa o esforgo de produgao empregado no
sistema. As varidveis aleatérias (I';,i = 1,2, ...), de distribuigao exponencial e taxa 7, representam
o esforco total de producao do i-ésimo lote de itens e formam uma seqiiéncia iid. O detalhamento

das fungées de custo de produgdo, armazenagem e ajuste (setup) é apresentado na secgao 2.3.

1.5 O problema de expansao de capacidade

Expansao de Capacidade é o processo de se adicionar instalagoes de modo a satisfazer uma
demanda crescente por um produto ou servico. Cada novo projeto de expansao concluido representa
um acréscimo de K unidades a capacidade total do sistema.

O problema de Expansdo de Capacidade (EC) estd normalmente relacionado a sistemas de
grande porte e/ou alto valor agregado, tais como: sistemas de geracao de energia, sistemas de
comunicagao, sistemas de manufatura de grandes itens, etc.

Nesse problema, persegue-se o equilibrio entre oferta e demanda em horizonte infinito, por meio
da construgao de sucessivos projetos de expansao. As varidaveis de controle sao a taxa de investimento
em expansao, bem como os instantes de inicio, retomada e/ou abandono de um projeto de expansao.
As decisoes de controle devem ser tomadas de modo a minimizar o custo esperado de operacao do

sistema, o qual recebe as seguintes contribuigoes:

(i) Custo de sobre ou sub-capacidade

O custo de sobre-capacidade estd relacionado a capacidade ociosa do sistema, enquanto o

Dissertacao de Mestrado Edilson Fernandes de Arruda



Introdugao 8

custo de sub-capacidade estd relacionado & demanda nao atendida pelo produto ou servico

oferecido.

(ii) Custo de expansao
Sao os custos diretamente relacionados aos projetos de expansao correntes, tais como: terce-
irizacao, contratagao de mao-de-obra, aquisi¢cao de terrenos, matéria-prima e equipamentos,

etc.

(iii) Custo de ajuste (set up)
Custos de paralisagdo e/ou reinicio do projeto de expansido. Essas despesas podem incluir

depreciagao, rescisao de contratos, demissao e contratagao de mao-de-obra, etc.

Para esse problema, n; representa o nivel de sobre ou sub-capacidade do sistema; & representa
o valor j& investido no projeto de expansdo corrente. As varidveis aleatérias (I';,¢ = 1,2,...), de
distribuicao exponencial e taxa -y, representam o custo do i-ésimo projeto de expansao e formam

uma seqiiéncia #id. A secdo 2.3 traz o detalhamento das funcoes de custo acima mencionadas.

1.6 O problema de filas com servidor removivel

O problema de Filas com Servidor Removivel (FSR) trata do gerenciamento das tarefas de um
servidor responsdvel por um conjunto de usudrios. Este servidor pode ser colocado fora de operacao
por determinado intervalo de tempo em decorréncia de uma acao de controle.

Neste problema busca-se a minimizagao do custo de operacao do sistema. FEste custo estd
associado ao tempo de inatividade do servidor, a quantidade de clientes na fila e & paralisagdo e
retomada do servigo.

As varidveis de controle desse problema sdo a taxa de processamento das tarefas do servidor,
bem como os instantes de inicio, retomada e/ou paralisacao da oferta de servigos por parte do
servidor.

Para este problema, n; € [0, N*] representa o ntimero de clientes na fila aguardando servigo; &
representa a quantidade de tarefas requisitadas ao servidor. As varidveis aleatérias (I';,i = 1,2,...),
de distribuicao exponencial e taxa 7y, representam o total de tarefas requisitadas pelo i-ésimo cliente
e formam uma seqiiéncia 7id. As fungoes de custo mencionadas nessa secao sao detalhadas na secao

2.3.
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1.7 Objetivos propostos

A primeira contribuigdo desse trabalho é a simplificagdo dos resultados obtidos em (Salles,
1999) para o problema de controle impulsional, por meio da adogdo de custos de conclusdo I’
exponencialmente distribuidos e ilimitados. A adogao dessa hipétese simplificadora permite que a
politica 6tima de gerenciamento do sistema seja uma politica de limiares. Isto é, a politica étima
nao se altera até que o estoque chegue a um limiar a ser determinado. Para valores de estoque
superiores a esse limiar, a politica 6tima obriga uma mudanga de operagao (de S’ para S” ou
vice-versa).

Esse trabalho se propoe a obter e caracterizar as solugoes para os problemas de controle impul-
sional de um item, fazendo uso da hipétese simplificadora mencionada. A seguir, fazendo uso dos
resultados obtidos para esse problema, busca-se generalizar sua formulacgao e seus resultados para
problemas de muiltiplos itens, no intuito de obter politicas de controle de limiar para os problemas
PE, EC e FSR que envolvam mais de um item. Para tanto, a adocao da hipdtese simplificadora
permite que se possa reduzir o espago de estados e caracterizar a solugao 6tima por meio de equagoes
a diferencas nao lineares, como é mostrado no decorrer desta dissertagao. Essa abordagem torna
o problema mais tratavel matematica e computacionalmente e permite que se possa obter solugoes
Otimas em situagoes onde seria invidvel obté-las nao fazendo uso da hipétese simplificadora.

A formulacéo utilizada neste trabalho pode trazer perdas em relagdo aquela encontrada (Salles,
1999), principalmente no que diz respeito a qualidade da solugdo obtida. No entanto, além das van-
tagens mencionadas acima, a sua formulacao pode ser justificada como forma de obter rapidamente
uma solucao sub-6tima para o problema mais geral.

Outra contribuicao desse trabalho é a elaboracao de algoritmos para solucao dos problemas pro-
postos de um e multiplos itens, com base nas equagoes de otimalidade desses problemas. Da andlise
desses algoritmos sao propostas e implementadas algumas idéias com respeito a procedimentos de
aceleragao de convergéncia.

O capitulo 2 é dedicado aos sistemas de produgao de um tunico item. Primeiro mostra-se que
o problema de controle continuo pode ser considerado como uma particularizagdo do problema de
controle impulsional quando aplicado a esses sistemas. Em seguida obtém-se a solugao do problema
de controle impulsional de um item. Para fechar o capitulo, apresenta-se uma discussao acerca das
politicas de controle encontradas na literatura para o problema de controle continuo, e introduz-se
a classe de politicas simples de intervencao, obtida neste trabalho para o problema de controle
impulsional.

No capitulo 3 resolve-se o problema de controle impulsional aplicado a sistemas de producgao

de multiplos itens. Inicia-se o capitulo com uma apresentagao dos sistemas em questao. A seguir,
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formula-se o problema de controle impulsional aplicado a esses sistemas, e introduz-se um operador
que resolve o problema de otimizacao estocdstica no horizonte do primeiro salto ou da primeira
intervengao, o que ocorrer primeiro. Finalmente, apresenta-se a solugao do problema, caracterizada
em fungao desse operador.

No capitulo 4 apresenta-se os procedimentos recursivos elaborados para a solugdo dos proble-
mas de controle impulsional aplicados a sistemas de produg¢ao de um tnico item e de multiplos
itens. Apresenta-se uma breve discussao acerca do comportamento da fungao valor que soluciona o
problema de um item e também sugere-se procedimentos de aceleracao da convergéncia para esse
problema.

Apresenta-se, no capitulo 5, resultados numéricos obtidos para os problemas de um tnico item
e de multiplos itens. No capitulo 6 apresenta-se as conclusoes do trabalho, bem como sugestoes de

trabalhos futuros concernentes ao tema dessa dissertagao.
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Capitulo 2

Problemas de um item

A proposta desse capitulo é mostrar que a politica étima para o problema de controle continuo
é uma politica do tipo bang-bang, o que caracteriza esse problema como uma particularizagao
do problema de controle impulsional, quando se desconsidera o custo de intervengao. Mostra-se
também que a fungao valor do problema de controle continuo é fun¢ao apenas do nivel de estoque
quando se considera o custo de conclusao I' como exponencialmente distribuido e ilimitado, isto é,
que os custos finais de operacao do sistema nao dependem da varidvel progressao da produgao &,
mas somente do nivel de estoque 7.

Em seguida formula-se o problema de controle impulsional e sua solugao é caracterizada. Fica
demonstrado que a funcao valor do problema depende apenas do nivel de estoque 1 e da funcao
valor de intervencao g, nao variando em fungao da varidvel progressao da producao &.

Finalmente, apresenta-se uma discussao acerca das politicas de controle obtidas na literatura
para o problema de controle continuo. Também é caracterizada a politica simples, obtida neste
trabalho para o problema de controle impulsional. Trata-se de uma politica de controle de limiares,
onde devem ser determinados dois limiares de estoque distintos (para S’ e S”) tais que a politica
Otima nao se altera até que o nivel de estoque chegue ao limiar correspondente ao subconjunto de
operacao. Para valores de estoque superiores a esse limiar, a politica 6tima prevé transferéncia de

subconjunto (de S’ para S” ou vice-versa)

2.1 Solugao do problema de controle continuo

Considera-se o problema de controle continuo apresentado na se¢ao 1.2. Assume-se que o custo
de conclusao de um lote de itens I' é uma variavel aleatéria distribuida exponencialmente com taxa

. Portanto, o custo de concluséo do k-ésimo lote de itens (£, ) serd uma varidvel aleatéria com a

11
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seguinte distribuigao:

P&, <& :=H(¢)=1-¢"¢ (2.1)

Supondo que, para todo instante ¢ > 0, aplica-se uma agdo de controle normalizada u; = a,
a € [0,1], a taxa total de saltos do processo é dada por A(a), definida pela equagdo (1.5), onde vya
pode ser vista como a taxa instantanea de saltos por conclusao de novos lotes quando u; = a.

Assume-se que o k-ésimo salto do processo t — z; ocorre no instante Tj. Entre saltos consecu-

tivos, o processo t — z; percorre uma trajetéria deterministica descrita pela seguinte funcao:

o(s; (ne, &) = " . T <t<s<Tpn (2.2)
&+ [ uedr
Seja a fungao valor do processo definida em (1.8). Na préxima secdo é definido o operador
de “um salto”, que resolve um problema de otimizagao no horizonte do primeiro salto do processo
t — z;. Isso é feito com vistas a obter a solugao do problema original aplicando sucessivas vezes esse

operador até que se chegue a solu¢ao do problema original, que pode ser visto como uma composicao

de infinitos problemas de um salto.

2.2 O operador um salto

Seja o conjunto das agdes de controle factiveis dado por U = {u : Ry — [0, 1], u é mensurdvel}.

Seja ¢ : N — R, ¢ € B(S) e defina-se os seguintes operadores:

To6)(n.€) = B*{ / " L) + Bu(s)]ds + e T p(em, )} (2.3)

TI6)(,€) = inf Tulo](1.€) (2.4

No Apéndice A é apresentada a solugdo do problema de controle continuo no horizonte do
primeiro salto por demanda ou conclusao. Mostra-se que a politica 6tima para esse problema é
uma politica do tipo bang-bang. Além disso, mostra-se que, para funcdes ¢ invariantes em relacao a
varidvel progressao da producao (¢(z) = ¢(n)), o operador 7 [¢] depende apenas do nivel de estoque
do sistema. Logo, podemos concluir que o problema de controle continuo é um caso particular do
problema de controle impulsional quando o custo é na forma L(n) 4+ Su e a dindmica & = u é linear
em relacao a u.

Portanto, por ser o problema de controle continuo uma particularizagao do problema de controle

impulsional, opta-se nesse trabalho por formular e solucionar esse ultimo. Essa opcao leva em
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consideracao o fato de que o problema de controle continuo nao permite a inclusao da func¢ao custo
de intervengao g : S — R, na sua formulagao. Além disso, a partir dos resultados obtidos para
o problema de controle impulsional, pode-se chegar a solugao do problema de controle continuo
ao se estabelecer g = 0 (Salles, 1999). Segue detalhamento do problema de controle impulsional

apresentado na segao 1.3.

2.3 Formulacao do problema de controle impulsional

Considere o problema de controle impulsional apresentado na secao 1.3. O processo t — z; é
essencialmente o mesmo apresentado na se¢ao 1.1, com algumas simplificagoes na notagao, visto
que se assume ug € {0,1}, V¢t > 0. Os parametros cuja notagdo pode ser simplificada sdo redefinidos
nessa se¢ao com o intuito de facilitar a leitura.

Sejam 7 e & as varidveis definidas em (1.4) e (1.1), respectivamente. Como descrito na segao
1.3, o espago de estados S é formado pela unido de dois subconjuntos idénticos (S’ e S”), que
representam as regioes de produgao (u; = 1) e paralisagao (u; = 0), respectivamente.

O processo t — z; toma valores em S e apresenta trajetoria deterministica intercalada por saltos
aleatérios que ocorrem por ocasiao da chegada de demanda ou da conclusao de um lote de itens do

produto fabricado. A taxa total de saltos do processo é dada por:

A=d+v Vzed
(2.5)
A=94 vz e §”
Assume-se que o k-ésimo salto do processo t — z; ocorre no instante Ty, com Ty = 0. As-

sim, considera-se a seqiiéncia ordenada de instantes de salto do processo {T,k = 0,1,...}, cuja

distribuigao de probabilidade entre saltos é expressa pela seguinte equagao:

P(Thy1 — T >t)=e M, t>0 (2.6)

Entre saltos, o processo t — z; = (n;,&) € S obedece uma trajetéria determinfstica representada

pela seguinte funcao:

(mt+&), Tp<t<Th Yz e S
p(t,z) = (2.7)
(n,), Tp <t<Tp,1 VzeS§”

O processo t — z; possui também uma medida de probabilidade de saltos definida como:

7

o
,U‘(Z/:Z) = XP(Z/ —Z= w) + )\ﬂ{z—z’:K,zes’}

assumindo-se que o processo salta de 2z’ para z.
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O problema de Controle Impulsional (PI) é caracterizado por intervengdes que transferem o
y 1 . . . A
processo z; de S’ para S” ou vice-versa, pagando-se por isso um custo instantdaneo dado por uma
funcao g : § — R,.. Cabe lembrar que as intervencoes ocorrem em instantes aleatérios ;. Entre os
instantes de intervengdo, um custo, dado por uma fung¢do h : S — R, é associado a evolugao do
Processo.

Seja a funcdo h(n) definida por:

h(n) :=L(n) + Blesy  VneS (2.8)

onde 3 > 0 é o custo de produgao de cada lote de K itens por unidade de tempo; e n — L(n), uma
fun¢ao convexa representativa do custo de estoque (n > 0) ou déficit (n < 0) de itens no problema
PE.

Para o problema EC, descrito na segdo 1.5, a fungdo n — L(n) representa o custo associado a
capacidade ociosa do sistema ou & demanda nao atendida em caso de déficit, enquanto 3 representa
o investimento em expansao por unidade de tempo. Ja para o problema FSR, descrito na secao
1.6, n — L(n) é uma funcdo de penalizacdo proporcional ao tamanho da fila, ao passo que § é a
taxa instantanea de processamento das tarefas do servidor. Para esse problema temos a seguinte
restricio: N C N.

Para cada politica de intervencao factivel m = {11, 72, ...} € II definida na segéo 1.3, associamos

uma fung¢do valor V : N x [0,00) — R definida por:

V(z):= ;ré% E;T{/OT e “h(zs) + Z e Mgz o)+ e TW(z)} (2.9)

onde « é a taxa de desconto, z = zy é o valor inicial do processo t — z; e 7 = inf{t > 0:nm <
N~ oun > Nt}

As caracteristicas do processo t — z; sugerem seu modelamento por meio de uma classe de
processos markovianos denominada Processos Markovianos Deterministicos por Partes (PMDP).
Introduzidos por Davis (Davis, 1984), os PMDP fornecem suporte matemdtico consistente para o
tratamento dos problemas abordados e contemplam sua principal caracteristica, a saber: trajetéria
deterministica intercalada por saltos aleatoérios.

A solugao desse problema consiste em dividir o problema geral em uma série de problemas de
um Unico salto ou uma tnica intervengao (o que ocorrer no menor horizonte) para depois recuperar
a solucao geral do problema fazendo o niimero de saltos tender a infinito. Segue a formulacao desse
processo de solugao para o problema de um item.

Observacgao:

Para os trés problemas abordados no capitulo 1, g : S — R} é uma func¢ao de penalizacao por
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intervengao no sistema, denominada de custo de ajuste (set up) e nao incluida na formulagao do

problema de controle continuo.

2.3.1 Definicoes e hipoteses

Considere o problema de controle impulsional (PI) apresentado na segdo anterior. Assuma que
no instante de intervengdo 7 = t o processo s — 25,0 < s < t é transferido do estado z,- =
limgys 25 = (1,€) € S' para o estado z = (n,¢) € s (ou vice-versa), do espago de estados S.

Designa-se por B(S) o conjunto das fungoes limitadas em S. Assume-se que o problema PI

satisfaz as seguintes hipoteses:

A1z h, g e € B(S). h(z) = h(n), ¥(z) =¥(n), g(z) = g(n). Ou seja, as fungdes h e 1 dependem
apenas do nivel de estoque 7, sendo independentes da variavel de progressao £. Ja a fungao g
depende do nivel de estoque e do subconjunto em que o processo se encontra no instante de

salto (S” ou S”), vide 2.9;

As: g(n) > go > 0. Essa condigdo assegura a existéncia de penaliza¢bes por intervengio e a

impossibilidade dessas intervencoes serem recompensadas;
Az: L(n) é uma fungdo convexa associada ao nivel de estoque/déficit do sistema.

Dadas as hipGteses acima, a expressao (2.9) serd independente da varidvel progressao da produgdo

&, como serda mostrado no capitulo 3.

2.4 O operador um salto ou uma intervencao

Nesta secao define-se a fungao valor do problema de controle impulsional no horizonte do primeiro
salto ou intervencao, e apresenta-se os resultados obtidos para esse problema, com base em oper-
adores definidos para as situagoes de intervenc¢ao antes da ocorréncia do primeiro salto por demanda
ou conclusdo, ou nao intervencao até esse instante. Os resultados obtidos podem ser vistos como
particularizacoes dos resultados obtidos na secao 3.3 para o problema de controle impulsional de
miltiplos itens, de modo que julga-se conveniente a omissao das provas, que podem ser encontradas
na secao 3.3 para o problema mais geral referido acima.

Seja Ty, que obedece a distribui¢ao de probabilidade dada por (2.6), o instante de primeiro salto
por conclusdo ou demanda do processo t — z;. Para ¢ € B(S), defina-se a seguinte medida de

transicao:

l
Qll(n) 1= Elotnm g = = 5 3" peoln —K) + Lo+ K) (2.10)
k=1
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Para fungoes ¢ e ¢ € B(S) sao definidos os seguintes operadores:

tAT,
Ri[o, ¢P(n) := Ez{/o e~ *h(ns)ds + e T o(nr, ) Lz, <y + e~ (U(7) + 9D Lgr<ry)} (2.11)

T:
Ry[o)(n) := Ez{/o e *h(ns)ds +e T o(nr, )} (2.12)

onde ¢(nr,) representa o custo final associado ao primeiro salto por conclusdo ou demanda, ao
passo que a terceira parcela da equagao (2.11) representa o custo final associado & intervengdo no
instante ¢, sendo que 9 (7) é o custo associado ao destino, em caso de intervengéo, e g(n) representa
o custo de intervengao a partir do estado z;—. A parcela integral contida nas expressoes (2.11) e
(2.12) representa o custo de produgio no horizonte do primeiro salto ou intervencéo.

Sejam também definidos os seguintes operadores:

Ralo,6)(n) i=  int _Rulo, )0 (213)
RI6,)() := Ralg, ¥](n) A Rld](n) (214)

R; representa o custo minimo de intervencao, enquanto Ry representa o custo de nao intervencao
até o instante de primeiro salto (77). Assim, pode-se definir a fungdo valor para o problema de um

salto ou intervengao (v : S — R ) da seguinte forma:

v(n) = R[$,¥](n) (2.15)

Note que o operador Ry é equivalente aos operadores 77 (se z € S’) e 7Ty (se z € S”) do problema

de controle continuo apresentado no apéndice A e definidos em (A.4) e (A.5), respectivamente.

Lema 2.1 Assuma A;. Entdo, Ri[o,¥](n) e R2(¢|(n), definidos em (2.11) e (2.12), respectiva-

mente satisfazem as sequintes equagoes:

Ri[o, ¢)(n) = /0 e {h(n) + AQ[e](n)}ds + e M (1) + g(n))} (2.16)

Ralol(o) = | " e N (h(n) + AQ[6) () s

onde \ = a + \

Lema 2.2 Assuma A;. Entdo v, definido em (2.15), satisfaz a sequinte equagdo:

o(n) ={¢@) + 9} A Ra[¢l(n),  z€S (2.17)

Observe que a equacgao algébrica 2.17 possui uma tunica solugdo, que coincide com a fungao
valor. A funcgao valor v é a solucao do problema de controle 6timo no horizonte do primeiro salto
ou intervencao. Todavia, para recuperar o problema original, além de definir os operadores que
resolvem o problema de um salto, é necessario provar que a aplicagao sucessiva desses operadores

leva a solugao do problema original. Esse procedimento é detalhado na préxima segao.
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2.5 Solucao dos problemas de um item

Para solucionar o problema de um item faz-se uso de uma importante propriedade dos operadores
de programacao dinamica: a contratividade. A idéia é provar que o operador P, definido em (2.19),
é um operador contrativo, e que sua aplicagdo sucessiva conduz a solugdo do problema original.
Segue a definicao de mapeamentos contrativos e os principais resultados aplicados ao problema de
um item. Os resultados encontrados nessa se¢ao sao particularizacao dos resultados gerais obtidos
e provados nas secoes 3.4 e 3.5 para problemas de miultiplos itens. Por essa razao as provas sao

omitidas.

Definicao 2.1 1. Seja F uma espago métrico completo com norma denotada por ||.||. Um ma-
peamento T : F' — F € chamado mapeamento contrativo se satisfizer a sequinte equag¢do para
algum 0 < B < 1.

1Ty -T2 <Blly—2 Vy,z€F (2.18)

onde Ty :=T(y).
2. Se Tw = w, entdo w € chamado ponto fixo de T.

Seja definido o seguinte operador:

Po](n) := R[¢, Ra[¢]l(n)  VzeS (2.19)
Lema 2.3 P: B(S) — B(S) € um operador contrativo
Para fungoes ¢ € B(S), defina-se a seguinte funcao:
W(n) = P[¢](n)

A caracterizacao de solucao do problema é feita com base na aplicacao sucessiva do operador
P, até que se chegue ao tinico ponto fixo desse operador (vide teorema A.1 do Apéndice A), que

coincide com a funcao valor do problema original V.

Teorema 2.1 A seqiiéncia

W; = P[W;_4] (2.20)

onde Wy € C(S) converge uniformemente para V € B(S) e V € a unica solugao de V = P[V]

O problema geral de miltiplos itens é explorado no capitulo 3, onde sao evidenciadas algumas

propriedades do processo t — z; omitidas para o caso particular abordado nesse capitulo.
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2.6 Politicas de controle para o problema de um item

Para o problema de controle de um item foram estudadas na literatura varias alternativas de
politica de controle com vistas a aplicacado em sistemas reais.

Modelando o problema de controle continuo com varidvel & limitada, (Davis et al., 1987) apre-
sentaram politicas de controle caracterizadas pela existéncia de duas regioces distintas do espaco de
estados (regiao de producao e regiao de paralisa¢ao), intercaladas por uma regiao de transigdo. A

figura 2.1 representa a forma de solugao de um problema genérico.

mt

M §t

Regiao de producao

Regiao de paralisacao
Figura 2.1: Politica geral de controle para o problema PC

Também foram apresentadas em (Davis et al., 1987) algumas variagdes da politica de controle
geral, que apresentam certas caracteristicas peculiares. A primeira delas foi denominada politica
IUC (invest until complete) e apresenta a seguinte caracterfstica: uma vez iniciada, a produgao de
um lote de itens nao pode ser paralisada até que esse lote de itens seja completado. A figura 2.2
ilustra a politica IUC.

Uma outra politica de controle possivel apresentada em (Davis et al., 1987) é denominada politica
FRD (follow realized demand). A principal caracteristica dessa politica é a existéncia, para valores
de estoque 7, < n < n*, de niveis de progressao &, a partir dos quais a producao é paralisada até
que chegue demanda adicional pelo produto. A figura 2.3 mostra um exemplo de politica FRD.

Outra politica de controle possivel é uma variacao da politica FRD onde n* = n,. Monticino e
Weisinger (Monticino and Weisinger, 1995) a denominaram cutoff strategies (estratégias de limiar).

Essa politica se baseia na existéncia de um limiar de estoque n* = 7, tal que a acdo a ser tomada
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e
7]* ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
T 13
r
Regido de produgao
Regiao de paralisacao
Figura 2.2: Politica de controle IUC para o problema PC
e
"7* R R T T T T T T T S T
N - &t
r

Regido de produgéo

Regido de paralisacao

Figura 2.3: Politica de controle FRD para o problema PC

consiste em produzir-se a maxima taxa possivel até que o nivel de estoque se iguale a n*. Para

niveis de estoque superiores a n* a producao deve ser paralisada. A figura 2.4 ilustra a politica

cutoff.
Cabe ressaltar que essas politicas de controle foram estabelecidas para o problema de controle

continuo - vide (Davis et al., 1987) e (Monticino and Weisinger, 1995) - e ndo consideram, portanto,
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Nx =N

&t

Regiao de producao

,,,,,,,, Regiao de paralisacao

Figura 2.4: Politica de controle cutoff para o problema PC

a existéncia de custos de interven¢ao no sistema. Para o problema de controle impulsional formulado
neste trabalho, a politica 6tima de controle é semelhante & politica cutoff, com a diferenca que pode
haver uma regiao de nao intervengao, onde nao se deve intervir no sistema, quer este esteja evoluindo
em S’, ou em S”. Esta politica é aqui denominada politica simples e é estabelecida também para
o problema de miiltiplos itens, abordado no préximo capitulo. A figura 2.5 exemplifica a politica
simples para o problema PI de um tunico item. Observe que a politica 0tima é permanecer em
S’ para todo nivel de estoque n < n; e transferir o sistema para S” sempre que n > n;. Quando
evoluindo em S”, deve-se transferir o sistema para S’ se o nivel de estoque 1 for menor ou igual a
77:, ou permanecer em S, se n > 77:. Cabe ressaltar que trata-se de um caso particular do problema

de muiltiplos itens, estudado no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Problemas de multiplos itens

Apresenta-se inicialmente neste capitulo um problema genérico de multiplos itens. Em seguida
formula-se o problema de controle impulsional para o problema genérico e apresenta-se a proposta
de solugao do problema.

A forma de solugao baseia-se, tal qual no capitulo anterior, na divisao do problema geral em uma
seqiiéncia infinita de problemas de um salto ou uma intervencao. Na secao 3.3 aborda-se o problema
de controle impulsional no horizonte do primeiro salto ou intervencao. Na secao 3.5 recupera-se o
problema geral e trata-se a sua solugao através da aplicacao e solugao de sucessivos problemas de
um tnico salto ou intervengao.

A solucao 6tima é caracterizada por meio da aplicacdo de operadores similares aos operadores
de programacao dinamica discreta e baseia-se apenas nos niveis de estoque do sistema, sendo inde-
pendente das variaveis de progressao da producao.

Conforme discutido no capitulo 2, pode-se dizer que a abordagem de controle impulsional é mais
geral que a abordagem de controle continuo. Por esse motivo, o sistema é apresentado de maneira
adequada a formulagao do problema de controle impulsional. Opta-se pela nao formulagao do prob-
lema de controle continuo, uma vez que este ultimo pode ser considerado como uma particularizagao

do primeiro no contexto apresentado.

3.1 Apresentacao do sistema

Considera-se um sistema responsavel pela producao de um total de p diferentes tipos de pro-
dutos, que estd limitado a fabricar apenas um produto por vez. Supoe-se que cada produto
P,i = 1,2,...,p é fabricado em lotes individuais, cada qual adicionando ao sistema um total

de K; unidades desse produto.

22
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Cada produto P; possui uma taxa de produgao normalizada ul € {0,1}, V¢t > 0 e estd associado
ao processo estocastico t — ¢}, indicativo da progressao da producao do respectivo produto, de

acordo com a seguinte relagao:
t
& :/ uyds t>0 (3.1)
ek
onde o indice i refere-se ao i-ésimo produto; 0 < 0¥ < t é o instante de conclusdo do lote de itens

previamente fabricado do i-ésimo produto. Por estar limitado a produzir um tinico produto por

vez, o sistema em questao apresenta a seguinte restrigao:
p .
dupefo,1}  vt>0
i=1

isso significa que, para todo t > 0, o sistema estard paralisado (uf = 0,Vi = 1,...,p) ou produzindo
um dos produtos & maxima taxa possivel (ui = 1,ul = 0,Vj # i,i,j € [1,p])
E conveniente definir-se um vetor que represente a progressao da producao de todos os produtos

fabricados pelo sistema, representado pelo processo t — &; e definido como:

&
&

& = (3.2)

&

Um novo lote do produto P; é entregue ao sistema quando & atinge um valor dado pela varidvel
aleatéria I'?, associada ao custo final de cada lote de itens do produto P;. Neste trabalho considera-
se que I'* é distribuida exponencialmente com taxa ;. A seqiiéncia de varidveis aleatérias 6%,
k = 1,2,... representa a ordem cronolégica dos instantes de conclusao de cada lote de itens do
i-ésimo produto entregue ao sistema, sendo que os intervalos 6} — 6 | sdo iid. A figura 3.1 ilustra
uma trajetéria do processo t — & para p = 2.

Representa-se a produgao acumulada do produto P; pelo processo t — ¢i, t > 0, definido como:

4= Kilicy, t<0 (3.3)
k

Convém também definir um vetor indicativo da producao acumulada de todos os produtos

fabricados pelo sistema. Esse vetor, designado pelo processo ¢t — ¢;, é dado por

a4t
2
a4y
qt = ) (3.4)
4
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Figura 3.1: Evolucao de & para p = 2

Assume-se que a demanda por todos os produtos oferecidos pelo sistema chega em instantes e
quantidades aleatérios e supoe-se que cada produto P; recebe solicitagoes de compra cuja ordem
de chegada caracteriza um processo de Poisson com taxa &; > 0. Designa-se por wi o k-ésimo
pedido de produtos do tipo P;. Dessa forma, a seqiiéncia de varidveis aleatérias iid w}, k = 1,2,...
caracteriza o historico de chegada de demanda pelo produto P;. Para cada produto P; atribui-se
uma distribuigao pl,,m = 1,2,...,1; as varidveis w}, onde l; é o mdximo pedido considerado para
o produto P; e pi, = P(w}, = m).

Defina-se por a,"g, i1=1,2,...,pe k=1,2,... a seqiiéncia de instantes de chegada de demanda
por itens do produto P;. A demanda acumulada pelo produto P; é representada pelo processo
t —di, t >0, dado por:

4= willpicy, >0 (3.5)
k

Um vetor representativo da demanda acumulada por todos os produtos do sistema é denotado
pelo processo t — d; e definido como:

di
2

d; = d,t (3.6)
dy

Dessa forma, a quantidade de itens em estoque ou sob encomenda serd representada pelo processo

t — n;, denotado por n; = q; — d;, t > 0, de forma andloga ao definido para o problema de um item.

Considera-se que 7} assume valores de um conjunto de inteiros N; = {N, ..., N;"}.
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Defina-se ainda o processo indicador do produto em produgao ¢t — v, que pode assumir qualquer
valor no conjunto de inteiros {0,...,p}. Assim, v; = 0 indica que o sistema estd paralisado, ao
passo que v; = i,¢ = 1,...,p indica que o sistema estd produzindo o produto P;. Considerando

o apresentado acima, o conjunto de estados do sistema pode ser denotado pelo processo t — z; =

(ntagh Ut)-

3.2 O problema de controle impulsional

De acordo com as caracteristicas do sistema apresentado, o espago de estados do processo t — z;
é formado pela unido de p + 1 subconjuntos denotados por S%, i = 0,1,...,p. Quando o processo
se encontra no subconjunto S%, i = 1,2,...,p, o sistema encontra-se produzindo o produto P; e
ze = (g, &, v¢), com vy = 4. Quando a produgdo estiver paralisada, o processo t — z; evolui no
subconjunto S° e z; = (4, &, v4), com vy = 0.

Sejam definidos os conjuntos S? ;= N3 x ... x Ny x Ry ... x Ry x {i},i=0,1,...,pe

p
S=Js
=0

Quando v, = 4, i = 1,...,p, o processo evolui no subconjunto S?, isto é, 5; =1le §t] =0
para todo j # i, j € [1,p]. Quando v; = 0 o processo se encontra “paralisado”, isto é fz =0,
Vi=1,...,p.

O processo t — z; toma valores em S e apresenta trajetoria deterministica intercalada por saltos
aleatdrios que ocorrem por ocasiao de chegada de demanda ou quando é concluido um lote de itens
de qualquer dos produtos fabricados pelo sistema. Para todo i, a taxa total de saltos do processo é

dada por:
p
Xi=Y Om+v i=01....p (3.7)
m=1

com g := 0.
Denota-se por T} o instante de ocorréncia do k-ésimo salto do processo t — z;, com Ty = 0.
Assim, a seqiiéncia ordenada de instantes de salto do processo é denotada por {Tx, k =0,1,...} e

a distribuicao de probabilidade entre saltos é expressa pela seguinte equagao:

P(Tyi1 —Tp >t)=et,  t>0,2€ 8" (3.8)
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Seja e’ um vetor coordenada de RPT!, isto é:

0

onde a componente unitaria se encontra na i-ésima linha.
Para todo z = (,&£,4) € S podemos definir a “trajetéria”’ deterministica associada ao processo

t — 2 por:

el +6,7), VzeSh1<i<

ot )= &9) P s (3.9)
(n,€,1), Vz e S°

assim, z; = @(t — Tk, z) quando Ty, <t < Tii1.

O processo t — z; possui também uma medida de probabilidade de saltos dada por:
» ” 4
Z )\—m z —zzw-em)—i—)\—z]l{z,z,:m,ei}, z€8i=0,1,...,p (3.10)
i
m—1

onde Ko := 0.

O problema de controle impulsional (PI) é caracterizado por intervengdes que transferem o
processo t — z de S7 para S%, 4,5 =0,1,...,p, j # i, pagando-se por isso um custo instantaneo
dado por uma funcao g : S — Ry. O processo t — v; assume, portanto, valores constantes entre
intervengoes e expressa as transferéncias de subconjunto do sistema em decorréncia de agoes de
controle. A funcao de intervencdo g : S — R, depende, por sua vez, do estado em que o processo
se encontra no instante de intervengdo z;- = (m4,&,7j) e do estado para o qual o processo serd
transferido, z; = (n;,&,1). Entre os instantes de intervengdo, um custo, dado por uma fungao
h:S — R,, é associado a evolugao do processo.

Um custo de penalizagdo W : S — Ry é levado em conta sempre que qualquer das i-ésimas
componentes do vetor 7; se igualar aos valores maximo (N;") ou minimo (N, ) do conjunto N;.

Sejam os instantes ordenados de intervencao dados por 7,k = 1,2, ...; a seqiiéncia de instantes
de intervencao é dada por m = {71, 79, ...} € II, onde II é a classe de todas as politicas de intervengao
factiveis, tais que 7 < 741, VK.

A funcao valor do problema PI de miiltiplos itens é dada por V' : S — R definida como:

V(z) := inf E’T{/ e “h(zs)ds + Ze aTi z —,2n) F e TU(2,)} (3.11)

mell
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onde « é a taxa de desconto; z = zg é o valor inicial do processo t — z; e 7 = inf{t > 0:n! < N,

ounf > N;'}.

3.2.1 Definicoes e hipoteses

Considere o problema de controle impulsional (PI) apresentado na segdo anterior. Assuma que
no instante de intervengdo 7 = t o0 processo s — 25,0 < s < t é transferido do estado z;- =
limgrs 25 = (1,€,§) € S7 para o estado 2, = (n,&,1) € S%, j #i.

Designa-se por B(S) o conjunto das funcoes limitadas em S. Assume-se que o problema PI

satisfaz as seguintes hipdteses:

Az gep € B(S). ¥(z) = ¥(n,i), g(zr—,2:) = g(n,7,1). Ou seja, a funcdo 1 depende do nivel
de estoque 7 e da varidvel indicadora ¢, mas nao da varidvel de progressao £. Ja a funcao g
depende do nivel de estoque e dos subconjuntos em que o processo se encontra no instante de

salto e no instante imediatamente anterior ao salto.

Asz g(n,7,1) > go > 0. Essa condigio assegura a existéncia de penalizagoes por intervencgao e a

impossibilidade dessas intervencoes serem recompensadas;

Az: g(n, j, k) +g(n, ki) > g(n, 3, 1), Vi k,i=0,1,...,p, j # k # i. Essa hipétese impossibilita
a existéncia de transferéncias indiretas entre estados por meio de intervengoes instantaneas

sucessivas;

Ay: Os conjuntos N;,i = 1,...,p, sdo todos finitos. Essa hipétese visa o tratamento matematico
na classe B(S) de fungoes. E possivel mostrar que para conjuntos N; finitos suficientemente
grandes, a solucao do problema envolvendo esses conjuntos equivale & solugdo do problema
composto por conjuntos N; enumerdveis infinitos. Para o caso de um tinico item essa pro-

priedade foi mostrada em (Salles, 1999);

As: h: S — R, € B(S), tal que h(z) := L(n) + 3;, z € S', i = 1,...,p, onde 3; é o custo de
produgao de cada lote de itens do produto P; por unidade de tempo e n — L(n) é uma fungio

convexa do custo de déficit/estoque do sistema.

Dadas as hipéteses acima, pode-se simplificar a notagao do problema, designando-se por y =
(n,4) o conjunto de pontos z = (n,-,i), uma vez que as fungoes consideradas neste trabalho nio
dependem da varidvel &. Assim, a expressao (3.11) serd, por sua vez, independente da varidvel

progressao da produgao &.
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3.3 O operador um salto ou uma intervencao

Seja T, o instante de primeiro salto do processo por conclusao ou demanda do processo t — z;.
Para ¢ € B(S), defina-se a medida de transicio Q[¢](y), de acordo com a medida de probabili-
dade de saltos definida em (3.10):

a 5m o 4 ]
Ql¢l(n, 1) = El(nry, im)lyr, = ()] = Y pi'é(n — ke™, i) + %qﬁ(n +K;-¢'i) (3.12)

Seja T; := {j = 0,1,...,p,j # i}, o conjunto de destinos possiveis apds uma intervengio a

partir de y = (n, 7). Para funcoes ¢ e 1 € B(S) define-se os seguintes operadores:

tATy
Ry, ¥](n, 1) := Ez{ /0 e *h(ns,is)ds + e T d(nry i) iy <4y (3.13)

. —aty, . ..
+mine (d)(m)+9(17,2,J))11{tg1}}

Rty = B [ e bl + T, )} (3.14)

onde ¢(nr,,1) estd associado ao primeiro salto por conclusdo ou demanda, ao passo que a terceira
parcela da equacgao (3.13) representa o custo minimo associado & intervencdo no instante ¢, sendo
que 1(n,j) é o custo associado ao destino em caso de intervengao e g(n,i,j) representa o custo de
intervengao no estado z;—. A parcela integral contida nas expressoes (3.13) e (3.14) representa o
custo de producao no menor horizonte entre o primeiro salto e a primeira intervencao.

Sejam também definidos os seguintes operadores:
Ralp, ¥1(n,3) o= | inf Re[¢,4](n,7) (3.15)

R[), P)(n, 1) := Ra[o, ¥)(n, ) A Ra[](n, 1) (3.16)

Comentario 3.1 R; representa o custo minimo de intervencao, ao passo que Ry representa o custo
de nao intervencao até o instante de primeiro salto 77. Assim, R : S — Ry representa a funcao

valor para o problema de um salto ou uma interveng¢ao, o que ocorrer primeiro.

Lema 3.1 Assuma Ay. Entdo: Ri[p,¥](n,1) e Ra[¢](n, i), definidos respectivamente em (3.13) e

(8.14), satisfazem ds sequintes equagoes:

Relo 6)(0.) = ol )(1 = ¢ M)+ ¢ min (0(0,) + 900.1.5)) (3.17)
Ro[6](n, i) = %{hmi) QL)) (3.18)

’L

onde 5\,- =a+ N\
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Prova:
Desenvolvendo o primeiro termo da equagao (3.13) e lembrando que T; apresenta distribuigao
exponencial dada por (3.8), tem-se:
AT, t s ¢
EZ{/0 e *h(ns,is)ds} :/0 )\ie*’\is(/o e “"h(n,i)dr)ds —|—ef’\"t(/0 e “"h(n,i)dr) (3.19)

lembrando que y = (7, 4) permanece constante no horizonte de primeiro salto. Da primeira parcela

da equagao (3.19), tem-se:

t s t t
/ )\Z-e_AiS(/ e~ "h(n,i)dr)ds :/ )\,-e_’\"s{/ Nr<sye™* h(n,i)dr}
0 0 0 0

Assim, os limites de integracdo podem ser alterados para a forma:

t ot
= / / Nie 3 ds{e=h(n, i)dr}
0 Jr

Integrando a parcela relativa a A;, chega-se a seguinte expressao:

t
— / _6*)\1'5
0

t
:/ (e= N — e h(n, i)dr
0

t
e “"h(n,di)dr

T

Desse modo, a partir de (3.19), chega-se ao seguinte resultado:

B[ b i)dsh = 0= e Onn) (3:20

(3

onde \; = a + \;. Do segundo termo de (3.13) deriva-se a seguinte expressao:
EA{e T ¢(nr,, i) lin <y} = E{e T Qo] (0, 1) 1z, <1y }
t . .
- / Aie”*Q[g](n, i)ds = (1 — e~ ") Q[¢](n, 1) (3.21)
0
Desenvolvendo a terceira parcela da equacao (3.13), tem-se:
E{min e (§ (. 4) + g(m.1.)) <y} = Be{e " Up<ry } min(4(n, 5) +9(n.4.7))
= e~ M min(¢(n,5) + 9(n,i,5))  (3.22)
JET;

Substituindo (3.20), (3.21) e (3.22) em (3.13) conclui-se que:

Relolini) = [ e (i) + AQUel(n s + N mip (6(ad) + almid)}) (329

Resolvendo a integral acima chega-se ao resultado expresso em (3.17). Fazendo ¢ — oo na equagao

(3.17) chega-se ao expresso em (3.18). O
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Lema 3.2 Assuma A;. Entao R[¢,)], definido em (3.16) satisfaz a seguinte equagdo:

Rlg ](n.7) = min{e(n. 5) + g(n. 0. )} A Ralé)(n,9). 2 €S (3.24)

Prova:
A combinagdo convexa expressa na equacdo (3.17) assume seu valor minimo para ¢ = 0 ou
t — oo. Logo, comparando-se as equagoes (3.17) e (3.18) obtém-se o resultado expresso em (3.24).
O
Dadas fungoes ¢ e 1 € B(S), a expressao algébrica em (3.24) determina unicamente o valor do

operador R[¢, 9]

3.4 Operadores e propriedades importantes

Nesta secao procura-se definir operadores cujas propriedades tornem possivel encontrar a solugao
do problema proposto de maneira eficiente. A se¢do comega com alguns resultados auxiliares demon-

strados a seguir.

Lema 3.3 Sejam Fy, Fy,...F,, n mapeamentos de B(S) em B(S) ec; € [0,1)Vi=1,...,n, n

constantes tais que:

[|[F1[po] — Filén]|l < c1llo — o1l
[ F2[¢0] — Fi[gn]|] < callpo — 1l

[[Fnldo] — Fulén]ll < enlldo — énl|
Considere também o mapeamento Fy, : B(S) — B(S) definido como:

Fnlo](z) == F1[¢](z) A F2[0](2) A ... A Fy[d](2) (3.25)

entao

[1Fn 0] = Fulda]l] < maxfer, ca,... s en}lldo — ¢nll (3.26)

Prova:
Este lema pode ser provado por indugao. Para tanto, deve-se mostrar primeiro que a equagao

(3.25) é valida para n = 2. Para provar que a equagao (3.25) vale para F» primeiro supoe-se que:
|[F2ld0] — Falon]l| = Faldo](2) — F2[¢1](2), para algum 2 € S

e assume-se Z tal que:

Fi[$1](2) A Fa[n](2) = Fi[¢1](2)
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Assim:

Falol(2) = Fa[ha](2) = Fildo](2) A Falgo](2) — Fi[d1](2) A Fa[¢](2)
= F1[¢o](2) A F2[do](2) — Fi[¢1](2)
< Fi[dol(2) — Fi[o1](2)
< ||Fi[do] — Fi[¢n]ll
< c1f|¢o — ¢nl|
Em seguida supde-se:
Fi[¢1](2) A F2[¢](2) = F2[¢1](2)

Repetindo os argumentos acima, pode-se concluir que, nesse caso:

Falool(2) — Fa[p1](2) < Falgo(2) — Fale1](2) < [[Falgo] — F2[b1]l| < calldo — ¢l

Supde-se agora que a equagio (3.25) seja vdlida para um certo n > 2. E evidente que podemos

escrever:

Frri1ld] = Fi[] N Fo[@] A ... AN Fo[@] A Frya[d]
:fn[¢] /\Fn+1[¢]

Aplicando-se a primeira parte da prova conclui-se que o resultado (3.26) vale para qualquer F,
definido como em (3.25). O

Considera-se o seguinte operador:

Pl¢](n, i) :== R[¢, Ra[¢]](n, i)  Vz€S (3.27)

e o seguinte desenvolvimento matematico baseado na forma do operador Ry, definido em (3.13):

t>0

tAT
Pl i) =minBe{ [ e hnn s + €T o, D) o
0
. —at . AN
+ min o= (Rafd] (0. ) + (1.7 Lpp< |

pela propriedade de Markov, a equagao acima toma a forma:

tATy
= Itn>151 EZ{ / e “*h(ns,i)ds + efaqub(nTl LSy
2 0

JET;

T
+min e~ (B{ / € b, j)ds + e T @z, )20t < Tk + g(n,7,) ) Lppersy |
t

baseado na expressio de Ry em (3.14) chega-se ao seguinte resultado:

T
Pl¢](n,i) = _min Ez{/ 6’°‘Sh(ns,is)d8+€’“T1¢(77T1,iT1)+g(n,i,j)]1{tg1}}
t>0,j€Y; 0
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A partir da expressao acima, pode-se concluir que o operador P[¢] representa o custo minimo
associado & permanéncia no estado corrente no horizonte de primeiro salto ou a transferéncia do
sistema para um outro estado, onde o sistema deve permanecer até o horizonte de primeiro salto.

Na ocorréncia do salto, o problema termina e paga-se Ra[d].
Lema 3.4 P: B(S) — B(S) € um operador contrativo

Prova: Define-se:

e note que 0 < p; < 1, tendo em vista que 5\2- =a+ \.

De acordo com o lema 3.2, o operador P[¢] pode ser expresso pela seguinte relagao:

P[](n, 1) := ;2%{32 [91(n,5) + 9(n.4,5)} A Ra[d](n, i) (3.28)

Assim, considerando o lema 3.3, pode-se provar que P[¢] é um operador contrativo mostrando

apenas que Rs[¢] é operador contrativo. Considera-se o seguinte desenvolvimento matemético:

Ra[¢o](n, 1) — Ra[da](n,1) = pi(Qleo] (0, 1) — Qlda](n,1))

portanto,

| Ra[¢o](n, 1) — Ra[¢n](n,1)| < pil| Qldo] — Qlelll

assim,

|| Ra[¢o] = Ra[d1]l| < pilldo — ¢nl|

Da relagao acima podemos concluir que Ra[¢] é um operador contrativo e a prova estd concluida.

O

3.5 Solucao do problema PI

O objetivo desta segao é caracterizar a solugao do problema PI de acordo com os operadores
introduzidos na secao anterior. Primeiro adapta-se os resultados obtidos por Davis (Davis, 1993)
para o problema em questao. Em seguida mostra-se que, para o problema formulado neste trabalho,
a fungéo valor do problema pode ser obtida através do operador P, definido em (3.27). Além disso,
por ser P um operador contrativo (vide lema 3.4) podemos concluir que o método aqui proposto
converge para a solucao do problema independentemente do valor inicial arbitrado, ao contrario
do método proposto por Davis, que estipula que a busca deve partir de um limite superior para a

funcao valor do problema.
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Assim, a primeira maneira para se encontrar a fungao valor do problema PI vem da adaptacao

de resultados gerais obtidos em (Davis, 1993). Seja o operador:

L[¢] == R¢, ¢] (3.29)

Proposicao 3.1 Assuma Ay e As. Entao V € a maior solugdo mensurdvel a Borel que resolve o

sistema:
W = L]W]
W< f
onde:
£ = E{ [ e h(n.)ds) (3.30)
0

Além disso, para uma funcdo Vo > f, a seqiiéncia Vi,i = 1,2, ... definida por
Viln) == LVi-1]l(n),  n€S (3.31)
€ tal que V; | 'V a medida que i — oo.

Essa proposigao é uma adaptagao dos resultados encontrados em (Davis, 1993). Para maiores
detalhes ver (Davis, 1993), (pg. 239), teorema 54.23. Considerando as equagbes (3.31) e (3.29),
pode-se dizer que fungao valor do problema de controle impulsional para multiplos itens em produgao
pode ser encontrada por meio da aplicagdo recursiva do operador R[¢, ¢]. No entanto, a convergéncia
do procedimento de busca é garantida apenas para fungoes valor iniciais Vg < f.

Defina os dos seguintes conjuntos:

Se={z€85:V(n,1) < jiengi{V(n,j) +9(n,4,5)}} e

S,:={z€8:V(ni)= ji€n§_{V('f/,j) +9(n,i,7)}}

O conjunto dos pontos (n,&,i) C Se,(n,£,i) € S* indica os pontos de S onde nao se deve
intervir no processo, devendo o processo permanecer em S* até que ocorra o primeiro salto para um
ponto (n,&,i) C S,. Para pontos (1, &, 1) pertencentes ao conjunto S, deve-se intervir no processo

de forma a transferi-lo para um ponto (n,&,5) € Se, (n,€,7) € S7, tal que j # i.

Lema 3.5 Assuma Ay, Ay e As.Entao se (n,1) € Sy, entao {(n,7) : V(n,i) =V (n,j)+9(n,i,j)} €
Se

Prova: Para (n,i) € S, (n,i) € S,, supde-se (n,5) € Sy, (n,j) € S7. Neste caso,

Vi) =V(n.j) +g(n,i.j) = min{V(n.x) + g(n.i,2)}  (n.9) € s (3.32)
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Assumindo-se (n,j) € Sp, tem-se:

V(n,5) = V(. k) +9(n,j, k) = min {V(n,2) + g(n,j,2)}  (n.5) € 5
x J
Dessa forma, voltando & equagao (3.32) chega-se ao seguinte resultado:
Vi(n,i) =V(n,k)+9n,j,k)+9(n.i,5) < V(n, k) +g(n,i, k)

o que é um absurdo em vista de Ay e Az. Portanto, se (n,4) € S%, (n,i) € S, entdo {(n,j) : V(n,i) =
V(n,4) +9(n,i,5)} € Se, (n,5) € 7. O

A seguir mostra-se que a funcao valor do problema proposto é um ponto fixo do operador P,
definido pela equagdo (3.27). Este é um resultado fundamental do trabalho e serve de base para o
procedimento de busca de solugao do problema de controle impulsional a ser proposto e detalhado

a seguir.
Teorema 3.1 Assuma Aj, Az e Az, entdo V = P[V]
Prova: Fazendo R =V = ¢ = 1) na equagao (3.24) chegamos & seguinte relacao:

V(n,i) = Ra[V](n,1) A Jr.ggpi{V(n,j) +9(n,4,5)},V(n,i) € S (3.33)

Do comentdrio 3.1, conclui-se que, se (1,i) € S¢, entao V(n,i) = Ra[V](n,7). Além disso, con-

siderando o lema 3.5, sabe-se que, se (1,i) € Sp, entdo o estado destino

{(n,3%) 5" = arg}ggl[V(n,j) +9(n,4,5)]} € Se

i

Por outro lado, considerando o comentdrio 3.1, se (n,j*) € S, entdo:

Vi(n,j*) = Re[V](n,57) (3.34)

Assim, considerando a expressao (3.34), a equagdo (3.33), toma a seguinte forma:

V(n,i) = Ra[VI(n,0) A min{Rx[V](n. ) + 9 (1.7, 5)}
Comparando a expressdo acima com a equagao (3.28), verifica-se que
V(na Z) = P[V}(nﬂ.’)a Vze S

O
Portanto, estd provado que a funcao valor do problema V' é um ponto fixo do operador P. Desse
modo verifica-se que a funcao valor V' pode também ser obtida por meio do operador P e nao

apenas através do operador £, definido em (3.29). Além disso, o lema 3.4 mostra que o operador P
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é um operador contrativo, e como tal possui um unico ponto fixo (vide teorema A.1); logo, a funcao
valor V' é unica. Cabe lembrar que a propriedade de contratividade nao pode ser mostrada para o
operador £ acima mencionado.

A seguir define-se um procedimento de busca da fungao valor que soluciona o problema de
otimizagao estocdstica proposto. Esse procedimento baseia-se na aplicagao do operador P sobre o
espaco de estados do sistema e sua principal vantagem em relagdo ao procedimento proposto por
Davis (Davis, 1993) é o fato de ndo exigir um limitante superior para o para cada ponto inicial do
procedimento de busca.

Para fungoes ¢ € B(S) defina-se o seguinte operador:

W(n,i) = Pl¢](n, 1)

A caracterizacao da proposta para resolug¢ao do problema de otimizacao proposto nesse capitulo

é a que segue:

Teorema 3.2 A seqiiéncia

W; = P[W;_4] (3.35)

onde Wy € B(S) converge uniformemente para V€ B(S) e V € a dnica solugao de V = P[V]

Prova:
Do lema 3.4, tem-se que P é um operador contrativo. Portanto, para qualquer Wy € B(S), a
seqiiéncia

{(Wo, PWy, P*Wo, ...}

converge para algum W = lim, .. P"Wj, sendo W um ponto fixo de P. No entanto, o lema 3.4
mostra que P é um operador contrativo e, portanto, possui um tnico ponto fixo, vide teorema A.1l
do apéndice A. Mas o teorema 3.1 mostra que V = P[V], donde podemos concluir que W = V.
O
Dessa forma, o processo de solugao do problema consiste em aplicar recursivamente a equagao
(3.35) partindo de uma fungdo Wy € B(S) qualquer, até que se chegue ao ponto W = lim, .. P"Wy
que coincide com a fungéo valor V', que é solugdo da equagao (3.11). Como discutido anteriormente,
esse processo de busca recursiva nao estabelece nenhum limite superior para a funcao Wy, ao
contrério do método proposto por Davis (Davis, 1993). Esse tltimo, caracterizado na proposigao
3.1, impoe um limite superior para Wy a fim de que se possa garantir a convergéncia do processo

de busca.
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Capitulo 4

Procedimentos recursivos

As rotinas computacionais desenvolvidas para a solugdo do problema de controle impulsional
aplicado a sistemas de producgao de miltiplos itens baseiam-se diretamente nos resultados obtidos
na secao 3.5. A simplicidade das referidas ferramentas computacionais é uma implicagdo direta
da forma de solugao obtida no capitulo 3, em vista das hipdteses assumidas no modelamento do
problema, que foi detalhado na secao 3.2.

Embora seja possivel solucionar os problemas de um item através das rotinas elaboradas para
o problema de miltiplos itens, foram desenvolvidas rotinas especificas para a solu¢ao do primeiro
problema. Essas rotinas se utilizam das peculiaridades e da menor dimensao do problema de um
item, no intuito de tornar o procedimento de busca mais eficiente. O procedimento de busca sugerido
pode ser visto como uma aplicacao direta dos resultados obtidos na secao 2.5 para o problema de
controle impulsional aplicado a sistemas de produgdao de um tnico item.

Na seqiiéncia do capitulo apresenta-se a descrigao dos procedimentos computacionais sugeridos
para a busca da solu¢ao dos problemas de um tnico item e de multiplos itens. Além disso, apresenta-
se sugestoes para aceleragao da convergéncia do procedimento computacional de busca da solugao
Otima para o problema de um tnico item. Apresenta-se também alguns resultados ilustrativos das

alternativas discutidas ao longo do capitulo.

4.1 Algoritmos para problemas de um item

Foram implementadas duas ferramentas computacionais distintas para a solucao do problema
de controle impulsional aplicado a sistemas de producao de um tnico item. A primeira delas é
uma aplicagdo direta da equacdo recursiva (2.20) e soluciona o problema a partir de uma fungio

valor inicial V € B(S) arbitrdria. A cada iteracio é realizada a comparagio entre as fungoes
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valor de permanéncia e intervenc¢ao para ambos os subconjuntos do sistema, escolhendo-se a menor
delas. A estratégia de controle 6tima corresponde as acoes de controle referentes a fungao valor
obtida a medida que o nimero de iteracoes tende a infinito. A segunda ferramenta computacional
implementada é uma variagdo da primeira, onde assume-se uma fungao valor inicial Vg € B(S),
que € a solugdo analitica de regime para um problema auxiliar com os mesmos parametros, onde
a intervencao é penalizada através de uma funcao de custo de setup ¢ — oo. Os demais passos
do procedimento computacional sdo idénticos aqueles referentes ao primeiro algoritmo. A seguir

apresenta-se a descricao passo a passo dos algoritmos acima referidos.

Algoritmo I:
Passo 1 Escolha arbitrariamente V4 € B(S)

Passo 2 No subconjunto S’ determine V; resolvendo a seguinte equacio:
Vitn) = {Viex(n) + g} A Ra[Vial(n) Ve S’ (4.1)
Passo 3 No subconjunto S” determine V; resolvendo a seguinte equagao:

Vi(n) = {Vi(n) + g(m} A Ro[Vieal(n)  VnesS” (4.2)

Passo 4 Retorne ao passo 2 caso o valor da norma ||V; — V;_1|| ndo seja suficientemente pequeno.

Caso contrario, adote como solucao os tultimos valores de V.

Deve-se intervir no sistema sempre que a relagdo {V;(7) + g(n)} < Ra[V;—1](n) for satisfeita.

Algoritmo II:

Passo 1 Determine W resolvendo analiticamente a seguinte equacao:
W(n) = Ra[Wl(n)  Wnes (4.3)
efaca Vo =W

Os passos 2, 3 e 4 sao idénticos aos descritos no algoritmo I. Apresenta-se a seguir uma tabela
comparativa do desempenho dos algoritmos I e IT na busca de solu¢oes dos problemas de um item
propostos no capitulo 5, cujos parametros sao apresentados na tabela 5.1. Para o algoritmo I foi
arbitrada uma func¢@o valor inicial Vj = h, coincidente com o custo instantaneo de evolugao do
sistema no estado corrente. O processo de resolugao analitica da expressdo (4.3) é explicitado no

apéndice B.
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Tabela 4.1: Tteragoes e tempo de processamento dos exemplos apresentados na tabela 5.1

Exemplo Algoritmo I Algoritmo II
Iteragoes | Tempo de processamento | Iteracoes | Tempo de processamento
Caso A 7 1.81s 62 1.50 s
Caso B 7 1.81s 61 143 s
Caso C 45 1.31s 44 1.26 s
Caso D 7 1.75 s 47 1.32s
Caso E 76 1.81s 63 1.54 s
Caso F 59 1.65 s 48 1.32's
Caso G 56 1.60 s 37 1.32s
Caso H 41 1.21s 27 1.16 s

4.1.1 Atribuigao das condigoes de contorno

Nesse trabalho buscou-se simular o comportamento de sistemas de produgao de um item com
N infinito. Todavia, uma vez que se assumiu, para efeitos praticos, que o sistema possui con-
junto N finito e, portanto, condicdes de contorno desconhecidas, foram estudadas alternativas de
aproximacao dessas condigoes de contorno, de forma a atenuar o efeito de condigdes de contorno
incompativeis com a soluc¢ao do problema no processo de convergéncia do procedimento de obtencao
da funcao valor do problema para a regiao de operacao do sistema. Lembrando que as condicoes de
contorno sao os valores iniciais (V(N7),..., V(N ~+1)) e finais (V(Nt—K),...,V(N™)) da fungao
valor do problema. Ora, ao se assumir condi¢oes de contorno constantes, ocorre como que um “en-
colhimento” dos valores de n atualizados, uma vez que os estados constantes iniciais “amarram”os [
valores seguintes, que permanecem constantes na préxima iteragao, e assim por diante.

A primeira alternativa considerada foi aquela proposta em (Davis, 1984) que consiste em se
estabelecer penalizaces constantes para os estados extremos do conjunto N por meio da funcao
de penalizagao ¥. No entanto, ao se testar a aproximacao das condigoes de contorno, iteracao a
iteracao, por meio de extrapolagao linear ou quadratica, e tomando como referéncia para a aprox-
imacao pontos da regido de operacao do sistema, verificou-se que a convergéncia do algoritmo
torna-se mais rdpida. Essa extrapolacao consiste em tomar como base pontos vizinhos aos pontos
centrais do conjunto N considerado, definir uma funcéo linear ou quadrética passando por esses
pontos, e aproximar as condigoes de contorno com base na fungao de extrapolagao obtida. Desse
modo, optou-se por desconsiderar a primeira alternativa, dada a reducao sensivel no tempo de
processamento do algoritmo ao se aplicar a referida aproximagao das condigoes de contorno. Uma

vez que foram simulados sistemas com funges de custo de estoque/déficit lineares e quadréticas,
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optou-se pela aproximacao quadratica das condi¢oes de contorno, por se verificar que se trata de

uma fungao aplicavel satisfatoriamente para ambos os casos.

4.1.2 Reducao do espago de estados

Resultados numéricos mostraram que o comportamento da funcao valor do problema de controle
impulsional aplicado a sistemas de produgdo de um unico item tende a acompanhar o comporta-
mento da fungdo de custo instantaneo de permanéncia h : S — R,;. Assim, a fun¢do valor de
sistemas cuja fun¢ao de custo de permanéncia é quadratica, tende a ser quadratica, e assim por
diante. Os gréficos a seguir ilustram a trajetéria da funcdo valor ao longo do espaco de estados

para os casos F' e H da tabela 5.1.

10000
§ L 4
>~ L ,
-150 -100 50 0 50
n
Figura 4.1: Funcao valor para o caso F (h linear)
4
1910
=
=~ G ]
-Y50 100 -50 b 50

Figura 4.2: Funcgao valor para o caso H (h quadrérico)
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Assim, a fungao valor do problema tem bastante similaridade com a fungao valor inicial, dada por
(4.3) e atribuida pelo algoritmo 2, cuja facilidade de cdlculo analitico é bastante simples, conforme
mostrado no Apéndice B. De fato, o comportamento da funcao valor é alterado apenas em pontos
proximos a regiao de comutagdo. Em vista disso, foi testada a alternativa de se assumir, para
pontos a certa distancia da regido de comutacao, a fungdo valor como sendo a fungao W obtida
pelo algoritmo 2 e reduzir-se o espago de estados do sistema a um conjunto de pontos na vizinhanga
do ponto de minimo da fungao convexa h. Dessa forma, assume-se as condigdes de contorno como
conhecidas e dadas pelos valores de V; = W correspondentes. Todavia, o tamanho a que o espago
de estados pode ser reduzido sem o risco de obtencao de uma estratégia sub-6tima depende das
caracteristicas dos custos de permanéncia e setup, devendo ser considerado individualmente para
cada problema.

Como forma de verificagdo das afirmagoes acima, foi simulado o caso H da tabela 5.1 considerando-
se o espaco de estados reduzido a Ny = {—5,...,5}. Para os valores do conjunto N /N, assume-se
V = W. Os graficos abaixo permitem uma comparacao entre os valores das funcoes valor inicial
W e final V nos subconjuntos S’ e S”, respectivamente, para o caso H. Veja que na figura 4.3 os
valores de W e V sao praticamente iguais para valores n < —5 em S’. Na figura 4.4 verifica-se que
os valores de W e V praticamente se confundem para valores de estoque > 5 em S”.

Com relagao ao desempenho do algoritmo, verificou-se, aplicando o algoritmo 2, que o nimero
de iteragoes baixou de 27 para 21. J4 o tempo de processamento foi reduzido de 1.16s para 0.61s
(vide tabela 5.1). Se comparado ao algoritmo I, o procedimento de redugao do espago de estados

apresenta vantagem ainda maior.

~ /
550 Ehn(;ao Val‘or para z € S

—V
w

Figura 4.3: Caso H: comparacgao de W e V para z € S’
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Funcao valor para z € S

— V
w

Figura 4.4: Caso H: comparacao de W e V para z € S”

4.2 Algoritmos para problemas de maultiplos itens

O procedimento computacional elaborado para a solugdo do problema de controle impulsional
aplicado a sistemas de producao de multiplos itens é uma aplicacao direta da equagao recursiva
(3.35). Partindo de uma fungdo Vp arbitrdria, compara-se, a cada iteragdo, a fungdo valor de per-
manéncia com as fungoes valor de intervengao para cada um dos demais subconjuntos do espago de
estados, escolhendo-se a menor delas. A estratégia de controle étima corresponde as agoes de cont-

role referentes a fungdo valor obtida para cada subconjunto do espago de estados, a medida que o

numero de iteracoes tende a infinito. Apresenta-se em seguida a descri¢ao do algoritmo mencionado.

Algoritmo I:

Passo 1 Escolha arbitrariamente Vg € B(S)

Passo 2 Nos subconjuntos de produgiao S, 1 < i < p determine Vj(n,v) resolvendo a seguinte
equagao:

Vic(n,i) = r]r.gl{kal(n,j) +9(n.1,4)} A Re[Via](n.i)  Vne s (4.4)

Passo 3 No subconjunto S° determine Vi (n,0) resolvendo a seguinte equacao:
Vi(n,0) = min{Vi(n, 1) +9(n, i, )} A RolViea] (n,0) - ¥y € S° (4.5)

Passo 4 Retorne ao passo 2 se o valor da norma » % [[Vi —Vj—1|| ndo for suficientemente pequeno.

Caso contrario, adote como solugao os tultimos valores de V.
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Tabela 4.2: Tteragoes e tempo de processamento dos exemplos apresentados na tabela 5.2

Exemplo | Iteragoes | Tempo de processamento

Caso I 68 8.15 min
Caso J 46 5.71 min

Deve-se intervir no sistema sempre que a relagdo {Vi(n,7) + 9(n,4,7)} < Ra[Vi—1](n,4) for
satisfeita para algum j # 1.

Em vista da grande complexidade dos problemas de controle impulsional aplicados a sistemas de
produgao de multiplos itens, os procedimentos de aceleragdao de convergéncia propostos para o caso
de problemas de um 1inico item nao apresentam vantagens significativas se aplicados aos problemas
de multiplos itens. Isso se deve ao fato de requererem grande esfor¢o computacional, recompensado
com vantagens minimas em rela¢ao ao algoritmo tradicional. Com relagao as condigoes de contorno,
a aproximacao quadrética a diferengas parciais para cada componente do vetor 7 (procedimento
equivalente ao adotado para problemas de um tnico item descrito na se¢do 4.1.1) ndo mostrou
vantagens em relagao ao procedimento de assumir penalizagoes constantes para os estados iniciais,
proposto em (Davis, 1984). Por essa razao, adotou-se a ultima alternativa, que ndo apresenta esforgo
computacional extra na atribuicao das condicoes de contorno. A tabela 4.2 apresenta o desempenho
do algoritmo proposto na busca de solugoes dos problemas de multiplos itens propostos no capitulo
5, cujos parametros sao apresentados na tabela 5.2.

De acordo com os pardmetros descritos na tabela 5.2, verifica-se que os casos I e J apresentam
um espaco de estados composto por 40401 estados. Verifica-se também que o custo computacional
do algoritmo cresce com a dimensao do problema. A quantidade de estados possiveis do sistema

pode ser expressa pela seguinte desigualdade:
EP > min(N;” — N; + 1), i=1,...,p (4.6)
K3

Assim, por apresentar um critério de decisdo baseado no estado do sistema, o algoritmo proposto
tornar-se-4 mais lento a medida que se aumenta a dimensao do sistema, sendo necessario maquinas

com alta capacidade de processamento para simular em tempo habil sistemas de grande dimensao.
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Capitulo 5

Resultados numeéricos

Neste capitulo apresenta-se os resultados numéricos de alguns exemplos simulados para o prob-
lema de controle impulsional aplicado aos sistemas de produgao de um tnico item e de multiplos
itens. Alguns casos simulados para problemas de um item foram relatados no capitulo 5 de
(Salles, 1999), tendo sido incluidos nesse trabalho como forma de validagdo dos resultados aqui
obtidos.

Também sao relatados os resultados obtidos para o problema de multiplos itens com dois itens
em producao. Resultados referentes a sistemas de maior dimensao nao sao mostrados por conta
de sua dificuldade de visualizacao e apresentacao. A seguir apresenta-se os resultados numéricos

obtidos para alguns exemplos simulados neste trabalho.

5.1 Resultados do problema de um item

Seguem alguns resultados numéricos para o problema de controle impulsional de um item. Os
parametros sao descritos na tabela 5.1; considera-se que o espago de estados seja dado por S =
{—146,...,54} x [0,00). Em cada um dos casos considera-se que o tamanho de cada lote pedido
tem distribui¢do binomial py = (0.0417 + 0.51!)/k!(I — k)!, k = 1,...,l, onde [ é o maximo pedido
aceito. A politica u = 1 representa nao intervencao para z € S’, e intervengao para z € S”; a
politica u = 0 representa nio intervencao para z € S”, e intervencao para z € S’. Alguns dos casos
aqui apresentados podem ser encontrados em (Salles, 1999), com a diferenca que naquele trabalho
adota-se um custo total I' fixo, ao passo que aqui adota-se I' exponencialmente distribuido, com o
cuidado de fazer com que o valor médio da distribuicao exponencial do custo seja igual ao custo fixo
adotado em (Salles, 1999). A tabela 5.1 apresenta os parametros referentes aos exemplos numéricos

simulados. Os casos simulados satisfazem a condigdo de estabilidade expressa pela equacgao (1.7).
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As figuras a seguir apresentam a politica 6tima para cada um dos casos apresentados na tabela
5.1. Os casos de A a F sdo exemplos de resolugao do problema de controle continuo através do
procedimento de obtencao de solugao para o problema de controle impulsional. Isso é possivel
porque o problema de controle continuo pode ser visto como uma particularizacdo do problema
de controle impulsional, como mencionado na secao 2.2. Note que a politica de controle obtida é
equivalente a politica cutoff, descrita na segao 2.6, pois cada um desses casos apresenta um unico
nivel de estoque de transferéncia de S’ para S” e vice versa. As figuras 5.1, 5.2, 5.3, 5.4 e 5.5

apresentam as politicas de controle 6timas obtidas para os casos A, B, C, D e E, respectivamente.

é n g 71
1@ ® ® ® ® ® ® =
=
N—r = -
3
ol ‘ ‘ ‘ ‘ ® ® " ®
-5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5
n
Figura 5.1: Estratégia de produgao para o caso A
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Figura 5.2: Estratégia de producao para o caso B
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Figura 5.5: Estratégia de producao para o caso &
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Os casos F, G e H apresentam custo de setup nao nulo. Por esse motivo, a politica étima para
esses casos apresenta trés regides distintas: uma regiao onde a politica étima é produzir o item a
maxima taxa possivel composta por niveis de estoque baixos; uma regiao onde a politica étima é
ndo intervir no sistema, esteja ele evoluindo em qualquer dos subconjuntos (S’ ou S”), denominada
de regido de nao intervengdo e uma regiao onde a politica étima é paralisar a produgao, regiao esta
composta por niveis de estoque altos. A regido de ndo intervencdo é composta por niveis de estoque
onde a diferenca entre as fungoes valor de permanéncia em S’ e S é menor que o valor de setup
g(n). Assim, é mais vantajoso permanecer no subconjunto atual até o préximo salto do sistema,

para que nao se tenha que pagar o valor de intervencao no estado atual. As politicas de controle

6timas para os casos F, G e H sao apresentadas nas figuras 5.6, 5.7 e 5.8.
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Figura 5.6: Estratégia de produgado para o caso F
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Figura 5.7: Estratégia de produgao para o caso G
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Figura 5.8: Estratégia de producao para o caso H

5.2 Resultados do problema de multiplos itens

Sao apresentados alguns problemas simulados para sistemas de produgao de dois itens cujos
parametros se encontram descritos na tabela 5.2. Considera-se que o tamanho dos lotes pedidos
para cada um dos produtos tem a mesma distribuicdo apresentada na segdo 5.1. Os resultados
obtidos para os casos I e J sao mostrados nas figuras 5.9 e 5.10, respectivamente. Para pontos
pertencentes a S°, u = 0 indica nao intervencdo, u = 1 indica transferéncia para S* e v = 2 indica
tranferéncia para S2; para pontos pertencentes a S!, u = 1 indica ndo intervencdo, v = 0 indica
transferéncia para S° e v = 2 indica tranferéncia para S?; para pontos pertencentes a S?, u = 2
indica ndo intervencdo, u = 0 indica transferéncia para S° e u = 1 indica tranferéncia para S?'.
Cada subconjunto (SY, S',e S?) possui regides onde a politica 6tima é nao intervir e regides onde
a politica 6tima é transferir o sistema para um dos demais subconjuntos. Note que ha niveis de
estoque para os quais a politica 6tima é de nao intervengdo para mais de um subconjunto, sendo
que a regiao de nao intervengao é composta pelos niveis de estoque onde a politica étima é de nao
intervencgao para todos os subconjuntos do espaco de estados. E importante mencionar que no caso
de falhas no sistema de producdo o sistema deve ser automaticamente transferido para S°.

A figura 5.11 exemplifica uma trajetéria tima para o caso I, cujos parametros estdo descritos
na tabela 5.2. Partindo do ponto inicial zg = (2, —1) € S2, sdo solicitadas 3 unidades do produto
Py e o sistema salta para z; = (—1,—1) € S2. O salto seguinte ocorre quando é concluido um lote
de K3 = 5 unidades do produto P, e o sistema salta para o ponto zo- = (—1,4) € S2. Nesse estado
ocorre uma intervengao e o sistema é transferido para para o ponto zo = (—1,4) € S1. J4 evoluindo
em S', um lote de K; = 2 unidades do produto P; é concluido e o sistema salta para o ponto

z3- = (1,4) € S', onde uma nova intervencdo transfere o sistema para o ponto zz = (1,4) € SO,
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Com o sistema paralisado chega um pedido de 3 unidades do produto P e o sistema salta para o
ponto z4 = (1,1) € S°. Em seguida, sao solicitadas 3 unidades do produto P; e o sistema salta
para o ponto z5- = (—2,1) € S, onde uma nova intervengio deve transferi-lo para o subconjunto

S, e assim por diante.
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Figura 5.9: Estratégia de produgao para o caso |
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- nao produzir

- produzir item 1

- produzir item 2

Figura 5.10: Estratégia de produgao para o caso J
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- nao produzir

- produzir item 1

- produzir item 2

Figura 5.11: Exemplo de trajetéria para o caso [
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Capitulo 6

Conclusoes

Este trabalho se propos a apresentar um método mais simples de solugao para os problemas
de controle impulsional aplicados a sistemas de produgao de um tnico item e de multiplos itens.
Esse método pode ser aplicado a problemas bastante difundidos na literatura, tais como o problema
de erpansdo de capacidade, o problema de producdo e estoque e o problema de filas com servidor
removivel, de forma a tornar possivel a obtencao da politica étima de intervencao para problemas
de maior dimensao nao abordados na vasta literatura de pesquisa operacional.

Os resultados apresentados nesse trabalho tornaram mais simples o processo de busca da solugao
para problemas de um item, apresentando também sugestoes acerca da melhoria da convergéncia
do método proposto, com vistas a tornd-lo ainda mais eficiente. As simplificagoes no modelamento
tornaram possivel a solugao de problemas de muiltiplos itens, uma vez que a solugao do problema
é expressa em termos de equagoes algébricas. Assim, foi possivel a elaboragdo um procedimento
computacional vidvel de busca da solu¢ao 6tima para problemas de dimensao maior.

As solugdes sao obtidas através de propriedades e operadores de programagao dindmica, com o
uso de uma técnica bem semelhante a programacao dinamica e que, tal qual a primeira, fornece
acoes de controle 6timas para cada estado possivel do sistema. Nesse sentido, a adocao de cus-
tos distribuidos exponencialmente diminui significativamente a dimensao do espaco de estados do
sistema uma vez que, possuindo uma distribuicdo sem memoéria, o custo esperado de conclusao
de um item é constante para cada estado do sistema. Essa propriedade nos permite excluir a
variavel progressao da produgao da formulacao, considerando apenas a varidvel discreta de nivel de
estoque/encomendas.

A maior virtude do presente trabalho é a simplicidade dos resultados obtidos. A simplicidade
da solugao permite que se possa solucionar programas de grande dimensao computacional. Nesse

sentido, foram propostos e implementados procedimentos computacionais eficientes, simples e de
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facil implementagao, com base na solu¢ao matematica obtida para os problemas de um unico item
e de multiplos itens. As politicas de intervencao obtidas para os problemas abordados sao atraentes
em vista de sua simplicidade, uma vez que estabelecem limiares de estoque dividindo as regioes de
producao e intervengao do sistema.

Para trabalhos futuros sugere-se a analise da viabilidade de se tratar o problema de multiplos
itens como uma composi¢ao de p problemas de um tnico item, onde p é a quantidade de produtos
do sistema. Outra possibilidade é a redugao do espaco de estados do problema de multiplos itens
por meio da resolugao separada de p problemas de um item, um para cada produto. Assim, os
estados 7 tais que 7; € S" Vi e {1,p} podem ser excluidos do espaco de estados, uma vez que
pode-se concluir a priori que a politica 6tima para esses estados é a paralisacao do sistema. Outras
vertentes a serem exploradas referem-se aos procedimentos computacionais de solugao do problema.
Pode-se analisar o tratamento do problema aqui proposto ou mesmo considerar-se o tratamento do
problema de fronteira fixa, abordado em (Salles, 1999), por meio de algoritmos genéticos.

O objetivo maior desse trabalho foi estabelecer uma abordagem para o problema de controle
impulsional aplicado a sistemas de producao e multiplos itens, com a pretensao de trazer também
uma contribuicao para o estudo desse problema, bem como servir de referéncia para trabalhos
futuros nessa area. Possam esses objetivos serem alcangados, o trabalho terd sido ainda mais

gratificante.
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Apéndice A
Resultados auxiliares do capitulo

A.1 Resultados auxiliares da secao 2.2

Esta se¢ao comega com o lema A.1, que calcula o valor esperado do operador T, [¢], definido
pela equagao (2.3). Em seguida mostra-se, de acordo com o principio de Pontryagin, que a politica
de controle 6tima para o problema de controle continuo é do tipo bang-bang. O lema A.2 mostra
que a fungao valor do problema PC no horizonte de um salto independe da variavel progressao da
producao ¢ quando se assume ¢(n, &) = ¢(n),Vz € S.

Sejam definidas as seguintes varidveis:
t t
A(t,u) ::/ AMu(s))ds = 6t +'\// u(s)ds
0 0

A(t,u) = ot + A(t)

‘ -

!
Qle|(n,€.a) = El(n, &)l &) = (0, €),up- = a] = Zqﬁn k &)+ (a)¢(n+K 0) (A.1)

(@)=

>

onde K é o tamanho do lote de itens em produgdo. A medida de transigdo Q[¢](n, &, a) pode ser
interpretada como a distribuicao da préxima posi¢ao z; apés um salto ocorrido no instante ¢, a
partir da posigdo z;—, quando é utilizada a acao de controle u; = a.

Seja T o instante de primeiro salto do processo t — z;. T; é uma varidvel aleatéria com a

seguinte distribuicao:

P(Ty > t) = e AW (A.2)
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Lema A.1 O operador T,[¢|(n, &), definido em (2.3) € dado pela sequinte equagao:

T.[8](n,€) = /0 T e ROM (L) + Buls) + Muu()) QL) £, uls))ds (A.3)

Prova:

T.16)(.€) = B / "L + Bu(]dt + T $(o, )}

= /000 {E. [/05 e “"(L(n) + pu(s))dr + e *o(zp)|T1 = S]})\(u(s))e*A(s’“)ds

Desenvolvendo a primeira parcela da equagao anterior, teremos:

= /000 )\(u(s))e*A(s’“)ds{ /08 e "(L(n) + Bu(r))dr}

= / - Au(s))e 2 ds ] / - Lyr<sye™ (L(n) + Bu(r))dr}
0 0
= /000 /00 )\(u(s))efA(s’“)ds{efm(L(n) + Bu(r))dr}
= [ e e L + utrar

= [ e e e L + sutryar

0

Portanto:

Tl €)= [ e MWL)+ Buls) + Mu(e)) Qo€ u(s)ds
Logo,
Tleln§) = inf [ ML) + Bus) + Mu(s)) Qléln, & u(s)ds

i
uwel Jq

Para 7 constante, o sistema pode ser expresso da seguinte forma:

i
= p1(t)
p(t) <p2<t)

O Hamiltoniano associado ao problema é dado por:

Defina-se o seguinte vetor:
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l
H(z,a,p) = L(n) + Ba+6Y_ d(n— k. &) +vag(n+ K,0) + pa(t)u
k=1

l

= L(n) + Y o(n—k,&) +a(B+76(n+ K,0) +pa(t))
k=1

Do principio do minimo de Pontryagin, o controle 6timo a* do problema de um salto satisfaz:

min H(a,z,p) = H(a",z,p)
a€l0,1]

Portanto, o controle u*(t) que minimiza a expressdo acima assume os valores extremos 0 ou 1
(controle bang-bang) devido & dependéncia linear do Hamiltoniano em relagao a u; = a.
Aplicando na equagdo A.3 uy = 1 e uy = 0,Vt > 0, respectivamente, defina-se os seguintes

operadores:

l
Tildl(.€) = Sy (L) + B+ 6 —k,©) +79(n + K.0)] (A4)
k=1
l
Tol6)01,) = ——5L0) + 83 601 — h,€) (45)
k=1

De acordo com o exposto acima, para todo z € S, o operador 7 [¢](z) satisfaz a seguinte equagao:

T[¢l(n, €) = Tol¢l(n, &) A Tale](n,€) (A.6)

Lema A.2 Seja ¢(n,&) € B(S) : &(n,&) = ¢(n), onde B(S) € o espago das fungoes limitadas em
S. Entao: T[¢](n,&) € constante para todon € N.

Prova:

Para provar-se que 7 [¢](n, ) ndo varia com £ basta provar que os operadores do lado direito de
(A.6) sdo constantes em relagdo a £. Essa verificagdo é trivial.

Observagao

Em (Monticino and Weisinger, 1995) (lema 3.1) é provado que a fungdo valor do problema
de controle continuo independe de ¢ devido & contratividade do operador 7 [¢], mesmo que nio
se assuma a funcdo ¢ como invariante em relacao a . Nesse trabalho, opta-se por omitir essa

demonstracao uma vez que o objetivo principal é a formulagao do problema de controle impulsional.
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A.2 Resultados auxiliares da secao 2.5

Teorema A.1 Seja F' um espaco métrico completo. Seja T : F — F um mapeamento contrativo.

Entao:

1. Hd um unico w satisfazendo a equacdo: Tw = w. Ou seja, T possui um unico ponto fizo.

2. Para todo z € F, seja {2,Tz,T%z,...} a seqiiéncia de iteragoes sucessivas, onde T?(z) =

T(T(2)), e assim por diante; entdo:
lim |T"z —w|| =0, Vze F

Prova:

Tome algum z € F. Seja a := ||z — T'z|; entéo:

||Tz—T2zH < Bllz = Tz|| = fa

||T?2 — T32|| < B||Tz — T?z|| < B«

Assim, por inducao chegamos a:

|[T72 — T 2|| < B a

O préximo passo serd mostrar que {z,Tz,T?z,...} é uma seqiiéncia de Cauchi - isto é, dado

€ > 0 pode-se encontrar N € N tal que, para todo n > N, |[T"z — T""iz|| <e€,i> 1,4 € N.

N
Seja N um numero tao grande que i—g < €, 0 que é possivel visto que 0 < 3 < 1. Entao, para

n>N,i>1:

[ T7z — T 2| = ||T"2 =T e 4 Ty =ity o pnticly iy

T2 — T2 < || T2 — T 2| | + [T e = T 22| 4. 4 T e — T Ty

[Tz — T 2| < Bla+ " a4 ...+ " a = gra(1+ B8+ 62+ ...+ 371

n.,  gm4+i Na
|T"z—T ZH<71_6<6
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Isto mostra que a seqiiéncia {z, Tz, T%z,...} é uma seqiiéncia de Cauchy. Sendo F' um espago
métrico completo, a seqiiéncia converge.
Seja w := lim,,_, 7™z um ponto fixo de T. Como T é continuo, pois ||[Tz — Ty|| < e para

todos os pontos z e y tais que ||z — y|| < €, podemos escrever:

Tw=T( lim T"2) = limg, o T(T"2) = limy, ooT" 2 = w

n—oo

Suponha entdo que W seja um outro ponto fixo de 7', portanto:

|lw =@l = ||Tw = Tw|| < fllw —w|| =0

0 que prova a primeira parte deste teorema.
Para provar a segunda parte tome y # z. Pelo argumento anterior podemos provar que lim 7™y
existe e é um ponto fixo. No entanto, como o operador T possui um tnico ponto fixo w, entao

limy,, oo T™y = w.
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Resultados auxiliares da secao

4.1.2

Explicita-se aqui o processo de inicializagao do algoritmo II, proposto na se¢ao 4.1 para o prob-
lema de controle impulsional de um tnico item. Esse procedimento de inicializacao consiste na
obtencao da solucdo analitica de regime da equagao 4.3 nos subconjuntos S’ e S”. Essa solugao é
utilizada no processo de aceleragao da convergéncia proposto na secao 4.1.2.

A obtencao da fungdo W consiste em determinar a solugdo das seguintes equagoes a diferenga:

W) = g () + W = ) oot 5pW (o~ )W + ), e S (BD
W) =~ Jlr 5 () +0pW(n =1 +...+pWn=1)), nes” (B2

A estabilidade das equagoes acima pode ser garantida por manipulagao simples de varidvel, pois
se qualquer das equagoes acima for instdvel para 7 crescente, ela serd estdvel para 7 decrescente.
Para fungoes h lineares e quadraticas utilizou-se o método dos coeficientes a determinar para solu-
cionar as equagoes (B.1) e (B.2); para fungdes h modulares ou envolvendo o médulo, o método
utilizado para aproximar a solug¢ao das equagoes acima foi a resolugao dessas equagoes paran > 0 e
n <0, n € N separadamente, pelo método dos coeficientes a determinar; para funcoes h diferentes
das mencionadas acima, sao arbitradas condig¢oes iniciais para valores de n < N~ arbitrariamente
pequenos, como forma de atenuar a influéncia dos estados iniciais na regiao de comutagao, para

entao resolver-se recursivamente as equagoes (B.1) e (B.2) a partir das condigdes iniciais arbitradas.

60



Referéncias Bibliograficas

Arruda, E. F. and do Val, J. B. R. (2002). Problema de controle impulsional para vérios itens em

producao. Artigo submetido ao XIV Congresso Brasileiro de Automadtica.

Bashyam, T. C. A. (1996). Competitive capacity expansion under demand uncertainty, Furopean

journal of operational research 95: 89-114.
Bazaraa, M. S. (1979). Nonlinear programming: theory and algorithms, Wiley, New York.

Bremaud, P. (1999). Markov chains: gibbs fields, monte carlo simulation and queues, Springer-

Verlag, New York.

Davis, M. H. A. (1984). Piecewise-deterministic Markov process: a general class of non-diffusion

stochastic models, Journal of the royal statist. soc. B 46(3): 353—-388.
Davis, M. H. A. (1993). Markov models and optimization, Chapman and Hall, London.

Davis, M. H. A., Dempster, M. A. H., Sethi, S. P. and Vermes, D. (1987). Optimal capacity

expansion under uncertainty, Advances in applied probability 19: 156-176.

do Val, J. B. R. and Davis, M. H. A. (1988). Critérios locais de otimalidade para controle estocéstico
de processos deterministicos por partes, Revista brasileira de probabilidade e estatistica 2: 101—

123.

do Val, J. B. R. and Salles, J. L. F. (1999). Optimal production with preemption to meet stochastic
demand, Automdtica 35(11): 1819-1828.

Garcia, A. L. (1994). Probability and random processes for electrical engineering, Addison-Wesley,
New York.

Gatarek, D. (1990). A note on impulsive control of Feller processes with costly information, Applied

mathematics 35: 21-59.

61



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 62

Gatarek, D. (1992). Optimality conditions for impulse control of piecewise deterministic processes,

Mathematics of control signals and systems 5: 217-232.

Gravish, B. and Graves, S. C. (1981). Production/inventory systems with a stochastic production

rate under a ontinuous review policy, Comput. & ops. res. 8(3): 169-183.

Hall, R. W. (1991). Queueing methods for services and manufacturing, Prentice Hall, Upper Saddle

River.
Higham, D. J. and Higham, N. J. (2000). Matlab Guide, Siam, Philadelphia.
Cinlar, E. (1975). Introduction to stochastic processes, Prentice Hall, Englewood Cliffs.
Kitaev, M. Y. and Rykov, V. V. (1995). Controlled queueing systems, CRC Press, Boca Raton.

Kumar, P. R. and Varaiya, P. (1986). Stochastic systems: estimation, identification and control,

Prentice Hall, Englewood Cliffs.
Luenberger, D. G. (1984). Linear and nonlinear programming, Addison-Wesley, New York.

Monticino, M. and Weisinger, J. (1995). Optimal cutoff strategies in capacity expansion problems,

Naval research logistics 42: 1021 1039.

Perkins, J. and Srikant, R. (2001). Failure-prone production systems with uncertain demand, IEEE

transactions on automatic control 46(3): 441 449.

Salles, J. L. F. (1999). Controle da producao por itens com interrupgoes e demanda aleatéria, PhD

thesis, FEEC-Unicamp, Campinas.

Salles, J. L. F. and do Val, J. B. R. (2000). An impulse control problem of a production model with
interruptions to follow stochastic demand, Furopean journal of operational research 132: 123

145.

Zhang, Q., Yin, G. G. and Boukas, E. (2001). Optimal control of a marketing-production system,
IEEE transactions on automatic control 46(3): 416-427.

Zhou, K., Doyle, J. C. and Glover, K. (1996). Robust and optimal control, Prentice Hall, Upper
Saddle River.

Dissertacao de Mestrado Edilson Fernandes de Arruda



