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Resumo

Nesta tese é descrito como alguns problemas relacionados à identificação de sistemas discretos multivariáveis,
à realização de séries temporais discretas multivariáveis e à modelagem de séries temporais discretas mul-
tivariáveis, podem ser formulados como problemas de otimização. Além da formulação dos problemas de
otimização, nesta tese também são apresentadas algumas propostas imuno-inspiradas para a solução de cada
um dos problemas, assim como os resultados e conclusões da aplicação dos métodos propostos.

Os métodos aqui propostos apresentam resultados e performance melhores que aqueles obtidos por métodos
conhecidos para solução dos problemas estudados, e podem ser aplicados em problemas cujas condições não
sejam favoráveis para aplicação dos métodos conhecidos na literatura.

Palavras-chave: Análise de séries temporais, Identificação de sistemas, Métodos de espaço de estado,
Processo estocástico, Algoritmos evolutivos.

Abstract

In this thesis it is described how some problems related to multivariable system identification, multivariable
time series realization and multivariable time series modeling, can be formulated as optimization problems.
Additionally, in this thesis some immuno-inspired methods to solve each problem are also shown, and also the
results and conclusions resultant from the application of the proposed methods.

The performance and the results obtained with the methods here proposed are better than the results pro-
duced by known methods to solve the studied problems and can be applied even if the problem conditions are
not suitable to the methods presented in the literature.

Keywords: Time series analysis, System identification, State space methods, Stochastic processes, Evolu-
tionary algorithms .
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Capítulo 1

Introdução

A identificação de sistemas é uma forma de encontrar alguma representação matemática que re-
alize um sistema que se quer estudar, ou seja, o objetivo que se tem ao identificar um sistema é
encontrar alguma equação, seja ela escalar, matricial, diferencial, a diferenças, não linear, linear,
dentre outras, que seja capaz de traduzir para uma linguagem matemática a relação entre grandezas
quantificáveis através do sistema. Deve ficar claro então que modelos são apenas modelos, e não
se deve supor que algum fenômeno acontece por causa de relações matemáticas. Por exemplo, uma
maçã que se solte de uma árvore, não cai porque:

F =
Gm1m2

d2
,

mas sim porque ela cai. Ao cair, esta maçã desenvolve uma grandeza que pode ser quantificada, e
que resolveram definir como velocidade. Esta grandeza definida como velocidade varia de acordo
com algo também quantificado, que resolveram definir como aceleração da gravidade. Percebeu-se
que esta aceleração tem relação linear com outra grandeza, definida como força, e que a constante de
proporcionalidade entre força e aceleração é uma propriedade da maçã, que resolveram definir como
massa. A força, que é proporcional à aceleração, que faz com que a velocidade da maçã varie, tem
relação com a massa da Terra, e com outra grandeza, que é a distância da maçã à Terra. Notou-se
que a força varia proporcionalmente à massa da Terra, à massa da maçã e com o inverso do quadrado
da distância entre a maçã e a Terra. No entanto, como a grandeza definida como força, da maneira
que foi definida, não se relaciona exatamente com o produto entre a massa da Terra, a massa da maçã
e o inverso do quadrado da distância entre a maçã e a Terra, foi criada uma constante que ajusta o
resultado, e a ela foi dado o nome de constante gravitacional. Esta constante muda, dependendo da
maneira como for medida a massa da maçã, a massa da Terra e a distância entre a maçã e a Terra.
A maçã, no entanto, não tem conhecimento disto, e cairia mesmo que um modelo físico-matemático
para sua queda não existisse.

A equação criada para modelar a queda da maçã pode não descrever seu movimento de maneira
exata. A maçã, ao cair, eventualmente pode estar sujeita a algum vento, que tenha algum componente
que altere sua velocidade vertical. A própria maçã produz um deslocamento de ar, que também produz
uma componente de força vertical que altera sua velocidade. Aliás, não se garante que a maçã chegará
ao chão, uma vez que algum animal pode interceptar o seu vôo e comê-la.

Por todos esses motivos, deve-se ter em mente que os modelos matemáticos nem sempre refletem
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exatamente o que de fato ocorrerá com um fenômeno. No entanto, os eventos não previstos podem
não ter grande influência na relação entre as grandezas observadas de um certo fenômeno e podem ser
tratados como pequenos desvios, ou seja, pequenos ruídos. O conjunto entre grandeza, ou sinal, a ser
medido e ruídos pode apresentar características estatísticas marcantes, que permitam que se modele
de uma maneira um pouco mais precisa o que ocorre, mesmo sem o conhecimento pleno sobre todos
os eventos que possam acontecer naquele fenômeno. Por este motivo, a identificação de sistemas com
ruído começou a ser estudada.

Muitas vezes também se está interessado no estudo de sinais puramente aleatórios. Estes sinais,
definidos como processos estocásticos, ou como séries temporais, podem ter significado em si só.
Exemplos disto são as séries temporais econômicas, em que se tem o interesse de conhecer o com-
portamento de determinado evento ao longo do tempo, as séries temporais relacionadas à natureza,
como índice de pluviosidade, taxa de reprodução de animais, dentre outros. O tratamento deste tipo
de dados pode ser feito da mesma forma como se tratam os ruídos observados em grandezas físicas e
é possível propor modelos matemáticos que gerem ruídos com características estatísticas semelhan-
tes às de ruídos observados. Ao estudo da definição destes modelos matemáticos se dá o nome de
realização de séries temporais.

Nesta tese, é apresentada a pesquisa desenvolvida a respeito da aplicação de algoritmos imuno-
inspirados a problemas relacionados à identificação de sistemas e à realização de séries temporais
no espaço de estado. A aplicação de algoritmos de inteligência computacional a problemas de iden-
tificação e controle é um tema recente e já tem sido tratado no Laboratório de Controle e Sistemas
Inteligentes (LCSI), com as teses de doutorado [19], [53], [56] dentre outras.

Os problemas estudados e as contribuições desta pesquisa são descritos de forma resumida a
seguir.

1.1 Objetivos e justificativas

Tanto a identificação de sistemas multivariáveis no espaço de estado, quanto a realização de sé-
ries temporais multivariáveis no espaço de estado, são problemas que requerem um amplo tratamento
estatístico dos dados coletados a partir de amostras de entradas e saídas dos sistemas a serem identi-
ficados, ou de amostras da série temporal a ser realizada, respectivamente. Para que este tratamento
estatístico seja efetivo, é necessário que um volume relativamente grande de dados relativamente bem
comportados seja coletado.

Caso o volume de dados coletados não seja suficientemente grande, as características estatísticas
dos sinais podem não ser fielmente retratadas. Seja, por exemplo, o lançamento de uma moeda.
Se uma moeda for lançada infinitas vezes, cada uma das faces será sorteada em exatamente metade
das vezes. No entanto, se a moeda for jogada apenas duas vezes, não é impossível que a mesma
face apareça as duas vezes. Isto não significa necessariamente que a moeda é viciada, ou que a
probabilidade do aparecimento da face que foi sorteada seja unitária, mas apenas significa que o
número de amostras do experimento não é grande o suficiente para que se conheça suas características
estatísticas com exatidão.

O objetivo desta pesquisa é a aplicação de métodos de computação imuno-inspirada para a solução
dos problemas de identificação de sistemas e de realização de séries temporais quando o volume de
dados coletados não é grande o suficiente, ou não é bem comportado o suficiente, para que os métodos
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estatísticos existentes impliquem em bons resultados. Em geral, os métodos de computação imuno-
inspirada podem ser aplicados ao se transformar os problemas resultantes da falta de qualidade, ou
quantidade, das amostras coletadas em problemas de otimização.

Desta forma, parte das contribuições desta pesquisa é a interpretação de diversos problemas li-
gados à identificação de sistemas e à realização de séries temporais como problemas de otimização.
Para cada um destes problemas de otimização, as contribuições incluem sua definição, a definição das
soluções candidatas, da função objetivo, do espaço de busca e, quando aplicável, das restrições. Outra
parte das contribuições é a implementação de diversas variantes de algoritmos imuno-inspirados para
tratar de cada um dos problemas definidos ao longo desta pesquisa. Como, em alguns casos, os pro-
blemas de otimização encontrados têm restrições, outra contribuição desta pesquisa é uma proposta
de modificação dos algoritmos imuno-inspirados para lidar com este tipo de problemas.

De maneira resumida, os objetivos e os problemas descritos nesta tese são apresentados nas pró-
ximas subseções.

1.1.1 Geração de ruídos brancos

Como apresentado de maneira mais detalhada no capítulo 5, os resultados dos métodos de reali-
zação de séries temporais no espaço de estado são as matrizes de um modelo em espaço de estado
e a covariância para atraso zero do ruído branco que, quando aplicado como entrada ao modelo en-
contrado, faz com que a saída seja uma realização da série temporal que se quer realizar. Sendo
assim, para se gerar uma realização de uma determinada série temporal com um número limitado de
amostras, é necessário aplicar um ruído branco com um limitado número de amostras como entrada
ao sistema encontrado.

Durante esta pesquisa, notou-se que os sinais com número limitado de amostras criados com um
gerador pseudo-aleatório comum não satisfazem a definição de ruído branco no domínio do tempo,
detalhada no capítulo 7. Sendo assim, um dos objetivos desta pesquisa é a obtenção de um ruído
branco com número de amostras limitado para gerar realizações de séries temporais com número
limitado de amostras. Como se está tratando de modelos multivariáveis, o método proposto deve
ser capaz de lidar com casos multidimensionais. Este objetivo foi alcançado e seus resultados estão
publicados no artigo [37] e são detalhados no capítulo 7 desta tese.

1.1.2 Solução da equação algébrica de Riccati

Para a determinação das matrizes do modelo em espaço de estado que realiza uma determinada
série temporal pelo método proposto por Aoki, é necessária a solução de uma equação algébrica de
Riccati, conforme descrito no capítulo 5 desta tese. Os termos desta equação são matriciais e sua
solução depende da possibilidade de manipulação destas matrizes. Estas matrizes são criadas a partir
das amostras da série temporal que se quer realizar. Desta forma, dependendo dos dados coletados,
as matrizes presentes na equação de Riccati são de tal forma que a solução não pode ser encontrada
pelos métodos convencionais descritos na seção 5.1.3.

Um dos objetivos desta pesquisa é a determinação de soluções aproximadas para a equação de
Riccati no caso em que os métodos de solução convencionais não levam a soluções por problemas
numéricos durante a manipulação das matrizes. Este objetivo foi alcançado e seus resultados estão
publicados nos artigos [39] e [40] e são detalhados no capítulo 7 desta tese.
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1.1.3 Modelagem de séries temporais

A partir do problema de realização de séries temporais no espaço de estado, pode-se definir um
problema mais simples, que é a modelagem de séries temporais no espaço de estado. Neste pro-
blema, considera-se que, tanto a entrada, quanto a saída do modelo que gera a série temporal, estão
disponíveis para a aplicação do método. Sendo assim, este problema se aproxima mais do problema
de identificação de sistemas no espaço de estado do que propriamente do problema de realização de
séries temporais no espaço de estado.

Um dos objetivos desta pesquisa é a proposta de um algoritmo imuno-inspirado para a solução
deste problema. A justificativa para isto é a criação de uma base que pode ser usada para a solução
de problemas mais complexos, como a identificação de sistemas multivariáveis variantes no tempo,
resumida na próxima subseção. Este objetivo também foi alcançado e os resultados foram publicados
nos artigos [38] e [41] e são também detalhados no capítulo 7 desta tese.

1.1.4 Identificação de sistemas multivariáveis variantes no tempo no espaço de

estado

Existem diversos métodos de identificação de sistemas multivariáveis invariantes no tempo, con-
forme apresentado no capítulo 3. Uma das maneiras de se identificar sistemas multivariáveis variantes
no tempo é a aplicação dos métodos de identificação de sistemas multivariáveis invariantes no tempo
a intervalos de dados para os quais não há variação significativa. No entanto, para se encontrar solu-
ções dos problemas de identificação de sistemas multivariáveis invariantes no tempo, é necessário que
um grande número de amostras esteja disponível. Desta forma, métodos de identificação de sistemas
multivariáveis variantes no tempo baseados na partição temporal dos conjuntos de amostras falham
se a variação do sistema for muito rápida, de forma a não haver um número de amostras suficientes
para a identificação quando o sistema está estacionado em um estado.

Um dos objetivos desta pesquisa é a criação de um algoritmo para a identificação de sistemas
multivariáveis variantes no tempo a partir de um número mínimo de amostras de entrada e saída dos
sistemas. Desta forma, mesmo variações mais rápidas do sistema podem ser modeladas. Este objetivo
foi alcançado, os resultados obtidos foram submetidos para publicação e são detalhados no capítulo
7 desta tese.

1.2 Organização desta tese

Esta tese está organizada da seguinte maneira: No capítulo 2 os processos estocásticos, ou séries
temporais, são definidos e suas propriedades são descritas. Esse capítulo serve como base para os
capítulos 4, em que é introduzido um estimador ótimo de estados, conhecido como filtro de Kalman,
e 5, em que são introduzidos os problemas de realização e modelagem de séries temporais discretas no
espaço de estado e alguns dos métodos de resolução destes dois problemas são descritos. Os capítulos
4 e 5 foram escritos de maneira a tornar clara a relação entre o filtro de Kalman e a realização de séries
temporais no espaço de estado. No capítulo 3, os métodos de identificação de sistemas multivariáveis
discretos no espaço de estado são discutidos. Este capítulo também está escrito de maneira que a
relação entre o problema tratado nele e o problema tratado no capítulo 5 se torna clara. No capítulo
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6 são descritos os algoritmos imuno-inspirados para otimização. Esse tipo de algoritmo foi escolhido
devido a suas propriedades favoráveis à solução dos problemas estudados nesta tese. No capítulo 7,
as contribuições desta pesquisa, que são os métodos baseados nos conceitos descritos no capítulo 6,
para solução de problemas relacionados aos capítulos 3 e 5, são detalhadas. Por fim, no capítulo 8,
as conclusões obtidas ao longo desta pesquisa e os trabalhos futuros que podem ser realizados são
apresentados.
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Capítulo 2

Processos Estocásticos

Neste capítulo, são apresentados os conceitos fundamentais envolvidos no estudo de processos
estocásticos. O objetivo deste estudo é fornecer as bases necessárias para o desenvolvimento dos
conceitos envolvidos no problema de realização de séries temporais multivariáveis, tratado no capítulo
5, que é um dos assuntos principais desta tese. As referências básicas para este capítulo são as notas
de aula [9], os capítulos iniciais das referências [47] e [51], o capítulo 4 de [46] e também e os livros
[30] e [52].

Ao longo do capítulo há notas de rodapé contando um pouco da história por trás das pessoas
que foram homenageadas com nomes de teoremas, desigualdades, etc. com o objetivo de tornar a
leitura mais instrutiva e permitir que o leitor conheça a ordem cronológica em que os conceitos foram
percebidos.

2.1 Noções iniciais

O primeiro passo para o estudo estatístico é a definição de eventos e de probabilidades. Usual-
mente estas entidades são definidas de forma ingênua e sem a abordagem de aspectos como a sigma
álgebra e a teoria da medida. O objetivo desta seção é o de introduzir estes conceitos de uma forma
mais axiomática conforme feito por Kolmogorov1.

A princípio vamos definir um espaço amostral, geralmente denotado por Ω. O espaço amostral

é um espaço em que há pelo menos dois subconjuntos: o vazio (∅) e o todo (Ω). Este espaço pode
ser, por exemplo, um conjunto com todos os resultados possíveis de um experimento, um espaço de
números como o ℜn, dentre outros. Um dos exemplos mais básicos de espaço amostral é o conjunto
formado por cara e coroa, que são os resultados possíveis do lançamento de uma moeda.

Dentro de um espaço amostral Ω pode-se encontrar uma determinada família de subconjuntos ℱ
que apresente as seguintes propriedades:

• ∅ ∈ ℱ .

• Se F é um subconjunto que está contido na família ℱ então seu complemento F c também está
contido na família ℱ .

1Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987). Matemático soviético que contribuiu com avanços nas teorias de
probabilidade, topologia, turbulência, dentre outros

7
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• Se F1, F2,... são conjuntos contidos na família ℱ , então sua união infinita
∪∞

i=1 Fi também está
contida na família ℱ .

Às famílias de conjuntos com estas três propriedades é dado o nome de �-álgebra.
Para ilustrar este conceito, seja o experimento do lançamento de um dado. Os possíveis resultados

pertencem ao conjunto Ω ={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Se escolhermos uma família de conjuntos ℱ formada
pelos seguintes subconjuntos {1}, {2, 3, 4, 5, 6}, ∅ e Ω, nota-se que esta família tem todas as propri-
edades de uma �-álgebra listadas acima, portanto esta família é uma �-álgebra. Note também que se
tomarmos a seguinte família de subconjuntos: {Números pares}, {Números ímpares}, ∅ e Ω teremos
que esta família também satisfaz às propriedades acima e portanto também é uma �-álgebra.

A cada subconjunto de elementos de Ω dá-se o nome de evento. Note que os eventos possíveis são
determinados pela �-álgebra definida para o espaço amostral. Um espaço amostral em que está defi-
nida uma �-álgebra é chamado de espaço mensurável. Se há infinitos Fi eventos, então a intersecção
e a soma infinita, ou seja:

∞
∪

i=1

Fi

e
∞
∩

i=1

Fi

também são eventos, sendo que a união infinita é evento devido à própria definição de sigma-álgebra
Pode-se definir uma medida P sobre o espaço mensurável. Neste contexto, entende-se por me-

dida uma determinada função que leva do espaço amostral a um vetor numérico (que pode ser real,
inteiro, degenerado para uma dimensão, etc..). Este vetor numérico indica o tamanho relativo de um
determinado subconjunto do espaço amostral, sendo que este subconjunto é definido a partir de uma
�-álgebra. Se a medida P definida tiver as seguintes propriedades:

• P (∅) = 0

• P (Ω) = 1

• P (
∪∞

i=1 Fi) ≤
∑∞

i=1 P (Fi)

É dado à medida P o nome de probabilidade. A probabilidade apresenta ainda as seguintes proprie-
dades:

0 ≤ P (A) ≤ P (B) ≤ 1 ∀A, B ∈ ℱ comA ⊆ B

P (Ac) = 1− P (A)

em que Ac denota o evento complementar ao evento A.
Deve-se notar que a escolha da �-álgebra influencia na medida de probabilidade. Voltando ao

exemplo do lançamento de um dado, se for escolhida a primeira �-álgebra exemplificada, ou seja,
{1}, {2, 3, 4, 5, 6}, ∅ e Ω, a medida de probabilidade do subconjunto {1} é de 1/6 (supondo que o dado
seja honesto). Caso seja escolhida a segunda �-álgebra citada, ou seja, {Números pares}, {Números
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ímpares}, ∅ e Ω, a probabilidade de ocorrência de cada elemento é 1/2. Independentemente da �-
álgebra escolhida, a probabilidade pode ser vista como uma medida normalizada de subconjuntos de
um determinado espaço amostral.

Definidos um espaço amostral, uma �-álgebra e uma medida de probabilidade, tem-se uma tripla
{Ω,ℱ , P} chamada de espaço de probabilidade. É importante que fique clara a necessidade de
cada um dos termos desta tripla. Voltando ao exemplo do lançamento de dados, é óbvio que se não
houvesse o dado, ou seja, o espaço amostral, não faria sentido a definição de probabilidades. Se não
fossem definidos diferentes eventos, ou seja, subconjuntos do espaço amostral como os números das
faces ou o fato de eles serem pares ou ímpares, também não faria sentido se falar de probabilidades,
ou seja, a �-álgebra é fundamental para que se faça esta definição. E finalmente, se não for definida
uma medida para cada um dos subconjuntos em que o espaço amostral foi dividido, não se pode falar
em probabilidade. Desta forma fica clara a importância e a necessidade de cada um dos elementos
desta tripla. Embora este parágrafo seja redundante com relação ao resto do texto, é importante que
fique clara a definição de cada um dos elementos da tripla fundamental para uma definição axiomática
da probabilidade.

Para uma determinada família de subconjuntos do espaço amostral pode-se definir a menor �-
álgebra gerada por esta família. Por exemplo, a família formada pelos subconjuntos Ω, ∅ determina a
mais simples �-álgebra que pode ser definida sobre um espaço amostral, que é chamada de �-álgebra

trivial.
Voltando ao experimento do lançamento de um dado, a primeira �-álgebra definida continha o

subconjunto {1}. No entanto, note que esta �-álgebra não é a única que pode conter aquele sub-
conjunto. Por exemplo, a família de subconjuntos {{1}, {2}, {2, 3, 4, 5, 6}, {1, 3, 4, 5, 6}, ∅, Ω}
contém {1} e também satisfaz todas as condições para ser uma �-álgebra, podendo portanto ser de-
finida desta forma. A primeira �-álgebra tem, por outro lado, uma propriedade interessante: ela é a
menor �-álgebra que pode ser definida contendo o subconjunto {1}, e ela está contida na �-álgebra
apresentada neste parágrafo. Desta discussão pode-se notar que as �-álgebras podem estar contidas,
serem maiores ou menores entre si. Além disto, é importante notar que a menor �-álgebra contendo
determinado subconjunto é a intersecção de todas as �-álgebras possíveis que podem conter aquele
subconjunto.

No caso em que o espaço amostral é o ℜn, a �-álgebra gerada por todos os subconjuntos semi-
infinitos limitados superiormente deste espaço, ou seja, por todos os vetores x ∈ ℜn tais que

x ∈ ℜn; −∞ < x ≤ a

em que a é um número real qualquer, é chamada de �-álgebra de Borel2, denotada por ℬ. Aos
conjuntos que geram esta �-álgebra é dado o nome de conjuntos de Borel, e eles são normalmente
simbolizados por B. Esta �-álgebra é particularmente importante quando definida sobre a reta ℜ
uma vez que é possível criar uma função ℜ → ℜ que contenha todas as informações de uma função
Ω → ℜ conforme será apresentado mais adiante.

2Nome dado em homenagem ao matemático francês Félix Édouard Justin Émile Borel (1871-1956), que contribuiu
significativamente para o estudo da teoria de probabilidade. É conhecido também por ter enunciado o teorema do Macaco
Infinito, no qual dizia que se fosse dada a um macaco uma máquina de escrever ele poderia, em tempo infinito, datilografar
um texto exatamente igual às obras completas de Shakespeare. Qualquer relação entre isto e as nacionalidades de Borel e
de Shakespeare não deve ser mera coincidência.
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A partir da definição do espaço amostral, pode-se definir funções que levem deste espaço a quais-
quer outros espaços. Se uma função X que leva de Ω a ℜn é tal que o seu domínio está contido
em uma determinada �-álgebra ℱ de Ω, dizemos que esta função X : Ω → ℜn é ℱ-mensurável.
Matematicamente, X é ℱ-mensurável se:

X−1(U) = {! ∈ Ω} ∈ ℱ , U ⊂ ℜn

em que U é um subconjunto qualquer da imagem de X . Note que a medida de probabilidade sobre
um espaço mensurável {Ω,ℱ} é uma função ℱ-mensurável.

Dado um espaço de probabilidade {Ω,ℱ , P}, uma função X : Ω → ℜn ℱ-mensurável é chamada
de variável aleatória. Embora seja conhecida como variável, deve ficar claro que a variável aleatória
é uma função. Como o domínio das variáveis aleatórias é um conjunto, e como o manuseio de funções
que envolvam conjuntos é algo não muito intuitivo, foi criado um artifício para o estudo das variáveis
aleatórias. Este artifício consiste em criar uma função F : ℜn → [0, 1] que vá da imagem da variável
aleatória até o intervalo [0, 1]. Esta função é tal que seu valor é definido como sendo a probabilidade
de ocorrência do subconjunto formado por todos os eventos do espaço amostral tais que, ao se tomar
a variável aleatória sobre estes eventos, o resultado é menor ou igual ao ponto do domínio de F sobre
o qual F está sendo calculada. À função F é dado o nome de função de distribuição, ou ainda
probabilidade acumulativa. O termo acumulativa vem do fato de um ponto na imagem da função
de probabilidade acumulativa retratar a probabilidade de ocorrência de todos os eventos que, quando
submetidos à variável aleatória, apresentam resultados menores ou iguais à aplicação da variável
aleatória a um determinado evento. Na figura 2.1 são ilustrados os conceitos de variável aleatória e
da função de distribuição.

Por exemplo, seja um determinado x na imagem de uma variável aleatória X , que também é
o domínio de F . O valor de F (x) será igual à probabilidade de todos os subconjuntos ! tais que
X(!) < x, ou seja:

F (x) = P (! ∈ Ω∣X(!) ≤ x) (2.1)

Ao se definir a função de distribuição F (x) criou-se algo que vai de ℜn → [0, 1], mas mais do que
isto, criou-se uma função que atribui valores no intervalo [0,1] a subconjuntos semiinfinitos limitados
superiormente, ou seja, a subconjuntos de uma �-álgebra de Borel. Sendo assim, definindo:

PX(B) = P ({! ∈ Ω∣X(!) ∈ B})B ∈ ℬ (2.2)

temos que a tripla (ℜ, ℬ, PX) é um espaço de probabilidade que contém as mesmas informações que
o espaço (Ω, ℱ , P ), e portanto a função F (x) carrega todas as informações da variável aleatória X ,
podendo ser usada em seu lugar.

Conforme discutido, a função F (x) reflete a probabilidade de todos os eventos tais que a aplicação
da variável aleatória X(!) sobre eles implica em um valor menor ou igual à aplicação da variável ale-
atória a um determinado evento, e por isso é definida como função de probabilidade acumulativa. No
entanto, em alguns casos se quer saber qual é a probabilidade de um determinado grupo de eventos,
que não necessariamente são todos tais que a aplicação da variável aleatória sobre eles seja menor ou
igual a certo valor. Mais interessante ainda é conhecer a probabilidade daquele grupo de eventos com
relação ao tamanho do intervalo que eles ocupam no espaço imagem da variável aleatória ou, em ou-
tras palavras, qual é a densidade de probabilidade daquele conjunto de eventos. Mais formalmente,
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Fig. 2.1: Variável aleatória X levando de Ω a ℜ e função de distribuição F levando da imagem da
variável aleatória ao intervalo [0,1].

suponha que se queira determinar a densidade de probabilidade de todos os eventos ! ∈ Ω tais que,
quando sujeitos a uma variável aleatória X , implicam em resultados entre x1 ∈ ℜ e x2 ∈ ℜ tal que
x2 > x1. Obviamente, se for feita a diferença entre o valor de F (x2) que reflete a probabilidade de
todos os eventos tais que, quando sujeitos à variável aleatória X , implicam em valores menores ou
iguais a x2, e o valor de F (x1), que é a probabilidade de todos os eventos tais que, quando sujeitos à
variável aleatória X , implicam em valores menores ou iguais a x1, se terá a probabilidade de todos
eventos que, quando sujeitos à variável aleatória X , terão resultados entre x1 e x2. Ou seja:

P ({! ∈ Ω∣x1 ≤ X(!) ≤ x2}) = F (x2)− F (x1) (2.3)

Desta forma, para se ter a densidade de probabilidade destes eventos, basta dividir a probabilidade
deste conjunto de eventos, que é a diferença F (x2)−F (x1), pelo tamanho do intervalo que este grupo
de eventos ocupa na imagem da variável aleatória, ou seja, x2−x1. Quando x2 → x1, ou seja, quando
o intervalo entre x1 e x2 é infinitesimal, se tem a definição da função de densidade de probabilidade
f(x) conforme abaixo:

f(x) = lim
x2→x1

=
F (x2)− F (x1)

x2 − x1

=
d

dx
F (x) (2.4)

Com isto, para dois números reais x1 e x2, tem-se que a probabilidade de todos os eventos ! tais
que os resultados da aplicação da variável aleatória estão no intervalo entre x1 e x2 é igual a:

P ({! ∈ Ω∣x1 ≤ X(!) ≤ x2}) =
∫ x2

x1

f(x)dx (2.5)

2.2 Definição de processo estocástico

Recordados os conceitos importantes, parte-se agora para o estudo detalhado dos processos esto-
cásticos. Por definição, um processo estocástico é um tipo de função temporal que atribui para cada
instante de tempo uma variável aleatória. Um processo estocástico x é tal que x(!, t) : (Ω, t) → ℜn,
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ou seja, um processo estocástico é uma função que leva de um domínio, que inclui um espaço amos-
tral Ω e um espaço de tempos, a uma imagem, que é o espaço real de dimensão n natural. Se n = 1 o
processo estocástico é definido como monovariável. Caso n > 1, o processo estocástico é definido
como multivariável, ou vetorial.

Deve-se notar que, se um determinado instante de tempo for fixado, ter-se-á apenas uma variável
aleatória, pois a função x levará de um espaço amostral a um espaço real. Por outro lado, caso se
observe a ocorrência do processo ao longo do tempo, se diz que se tem uma função de amostragem,
também conhecida como realização de um processo estocástico, ou ainda como série temporal.
Em outras palavras, uma realização de um processo estocástico é uma sequência numérica em que,
a cada instante de tempo, é sorteado um valor, de acordo com as características estatísticas da variá-
vel aleatória que representa o processo naquele instante de tempo. O conceito de realização de um
processo estocástico é tratado com mais detalhes no capítulo 5.

Seja um determinado processo estocástico definido nos seguintes k instantes de tempo: t1, . . . , tk.
Define-se como distribuição conjunta destas variáveis aleatórias a seguinte medida de probabili-
dade:

P{x(t1) ≤ a1, . . . , x(tk) ≤ ak} =

=
∫ a1

−∞
. . .
∫ ak

−∞
ft1,..., tk(x1, . . . , xk) dx1 . . . dxk (2.6)

Em que ft1,..., tk(x1, . . . , xk) é a função de densidade de probabilidade conjunta das variáveis
aleatórias obtidas ao se fixar os instantes de tempo de t1, . . . , tk. Neste caso a distribuição conjunta
tem dimensão finita. A distribuição de um processo estocástico pode ser determinada por todas as
distribuições finitas das variáveis aleatórias formadas ao se fixar instantes de tempo.

Se o domínio de tempo de amostragem for toda a reta real, o processo estocástico é dito contínuo.
Caso o domínio do tempo seja formado apenas por alguns pontos da reta, o processo estocástico é
dito discreto. Nesta tese se tem interesse principalmente nos processos estocásticos discretos.

2.3 Propriedades de processos estocásticos monovariáveis

A definição e o estudo dos processos estocásticos não é algo trivial. Sendo assim, ao longo do
tempo, foram definidas algumas propriedades que um processo estocástico pode apresentar de forma
que seu estudo seja simplificado. Estas propriedades são interessantes pois se aplicam a uma grande
classe de processos estocásticos. Com isto, ao se investigar um determinado processo estocástico em
particular, estas propriedades podem ser supostas, facilitando o estudo. Por simplicidade, nesta seção
são tratadas as propriedades dos processos estocásticos monovariáveis. Na seção 2.4 os processos es-
tocásticos multivariáveis são introduzidos e as peculiaridades do caso multivariável das propriedades
definidas nesta seção são tratadas.

A idéia de se definir as propriedades de processos estocásticos é semelhante à idéia por trás das
hipóteses de linearidade, invariância com o tempo, dentre outras, aplicadas ao estudo de sistemas
dinâmicos. Praticamente tudo aquilo que se estuda é não linear ou variante no tempo. No entanto, ao
se trabalhar com um sistema, pode-se adotar estas hipóteses, mesmo que restritas a algumas condições
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ou a algumas regiões do problema, e se encontrar soluções satisfatórias. Da mesma forma, ao se
estudar um processo estocástico, pode-se adotar as hipóteses de que ele é markoviano, estacionário,
ergódico, etc para simplificar seu estudo.

2.3.1 Processos Markovianos

Seja um determinado processo estocástico discreto x(t). O conjunto de observações deste pro-
cesso estocástico até um instante s ≤ t pode ser visto como um subconjunto do espaço gerado pelas
observações até o instante de tempo t. Portanto, pode-se encontrar a mínima �-álgebra ℱs gerada por
este subconjunto. Note que a cada novo instante de tempo, nova informação é fornecida ao sistema,
de forma que se t1 < t2 então ℱt1 ⊂ ℱt2. Em outras palavras, a cada instante de tempo se está
adicionando mais informações, ou seja, inovações à �-álgebra. Definida a �-álgebra ℱs como sendo
a �-álgebra gerada por amostras de um processo estocástico até o instante s, um processo estocástico
é dito markoviano3 se:

P{x(s+ 1) ≤ a∣ℱs} = P{x(s+ 1) ≤ a∣�(x(s))} (2.7)

em que �(x(s)) denota a �-álgebra gerada pela amostra x(s).

Ou seja, o processo é markoviano se com apenas a medida no instante de tempo anterior pode-se
determinar o futuro com a mesma precisão que se teria ao se conhecer todo o passado do processo.
Ou ainda, o processo é markoviano se toda a informação passada do processo é resumida no último
instante de tempo, ou ainda, �(x(s)) = ℱs. Esta propriedade pode ser vista como um caso especial
de causalidade, ou seja, o comportamento do processo depende apenas de seu passado (causalidade)
e este passado está resumido no último instante de tempo. Obviamente, um processo markoviano é
causal, mas nem todo processo causal é markoviano.

Em termos da densidade de probabilidade condicional, dizer que um processo é markoviano sig-
nifica dizer que:

p(x(s)∣x(s− 1), . . . , x(0)) = p(x(s)∣x(s− 1)) (2.8)

A função de densidade conjunta de um processo markoviano pode ser encontrada com o uso da
regra de Bayes4 conforme demonstrado abaixo:

3Nome dado em homenagem ao matemático russo Andrey Andreyevich Markov (1856-1922), professor da Univer-
sidade de São Petesburgo tendo ocupado a cadeira deixada por Chebyshev. Markov ficou conhecido por solucionar a
equação (1 + x2) dy

dx
= n(1 + y2) e por ter se retirado da Universidade de São Petersburgo após sofrer represálias ao ter

negado a vigiar seus alunos durante revoltas estudantis no ano de 1908.
4Thomas Bayes (1702-1761). Matemático e pastor presbiteriano inglês, que teve o teorema que leva seu nome enunci-

ado postumamente. Seus dois principais trabalhos mostram as duas atividades a que ele se dedicava: Divine Benevolence,
or an Attempt to Prove That the Principal End of the Divine Providence and Government is the Happiness of His Creatu-
res (1731) e An Introduction to the Doctrine of Fluxions, and a Defence of the Mathematicians Against the Objections of
the Author of the Analyst (1736).
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p(x(t1), . . . , x(tk)) = p(x(tk)∣x(t1), . . . , x(tk−1))p(x(t1), . . . , x(tk−1))

= p(x(tk)∣x(tk−1))⋅

⋅p(x(tk−1)∣x(t1), . . . , x(tk−2))p(x(t1), . . . , x(tk−2)) =

= p(x(tk)∣x(tk−1))⋅

⋅p(x(tk−1)∣x(tk−2))⋅

⋅p(x(tk−2)∣x(t1), . . . , x(tk−3))p(x(t1), . . . , x(tk−3)) =
...

= p(x(t1))
∏k

i=2 p(x(ti)∣x(ti−1))

(2.9)

mas

p(x(ti)∣x(ti−1)) =
p(x(ti), x(ti−1))

p(x(ti−1))
(2.10)

então:

p(x(t1), . . . , x(tk)) = p(x(t1))
k
∏

i=2

[

p(x(ti), x(ti−1))

p(x(ti−1))

]

(2.11)

Portanto, tem-se que a densidade de probabilidade conjunta de um processo de Markov é determinada
apenas pelas funções de densidade de primeira p(x(ti)) e de segunda ordem p(x(ti), x(ti−1)). Este
fato é fundamental, pois permite que se defina o processo apenas com estas duas medidas, que são
equivalentes ao primeiro e segundo momentos, ou seja, média e autocovariância, conforme será visto
a seguir. Este fato é uma das bases do estudo feito no capítulo 5.

2.3.2 Momentos de um processo estocástico

Para um determinado processo estocástico, define-se o k-ésimo momento M(t1, . . . , tk) como
sendo a esperança do produto das variáveis aleatórias obtidas ao se fixar o processo estocástico x nos
instantes t1, . . . , tk, ou seja:

M(t1, . . . , tk) = E[x(t1) . . . x(tk)] (2.12)

No estudo de processos estocásticos markovianos, se tem interesse pela função de média �x(t),
que é o momento de primeira ordem, e pela função de autocovariância Λxx(t, s), que é o momento
de segunda ordem centrado, ou seja, as variáveis aleatórias são subtraídas de sua média antes de se
tomar a esperança de seu produto. Caso a covariância seja tomada em dois processos estocásticos
distintos, ela recebe o nome de covariância cruzada (Λxy(t, s)). Caso a covariância seja tomada no
mesmo instante de tempo do mesmo processo (Λxx(t, t)), tem-se a variância do processo estocástico,
normalmente denotada por �2.

Em resumo, os momentos objetos de estudo geralmente são:
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• Media:

�x(t) = E[x(t)]

• Autocovariância:

Λx,x(t, s) = E[(x(t)− �x(t))(x(s)− �x(s))]

• Covariância cruzada:

Λx,y(t, s) = E[(x(t)− �x(t))(y(s)− �y(s))]

• Variância:

�2 = Λx,x(t, t) = E[(x(t)− �x(t))(x(t)− �x(t))]

Um processo estocástico com variância finita é chamado de processo de segunda ordem.

2.3.3 Estacionariedade

Definidos os momentos, pode-se agora definir a estacionariedade de um processo estocástico. Um
processo estocástico é dito fortemente estacionário quando todos seus momentos não dependem do
intervalo de tempo em que são tomados. Algebricamente, x(t) é fortemente estacionário se:

pt1,..., tk(x1, . . . , xk) = pt1+l,..., tk+l(x1, . . . , xk) ∀ k (2.13)

Um processo é dito fracamente estacionário se apenas seus primeiro e segundo momentos fo-
rem independentes do instante de tempo em que se observa o processo. Para o primeiro momento
(média) isto significa um valor constante em qualquer instante de tempo. Para o segundo momento
(covariância), tem-se que seu valor depende apenas do intervalo de tempo entre os dois momentos em
que ela é tomada e não dos instantes de tempo absolutos. Ou seja, um processo estocástico discreto é
fracamente estacionário se:

�x(l) = �x Λxx(t+ l, t) = Λxx(l) ∀ l ∈ Z
Um processo fortemente estacionário é fracamente estacionário mas um processo fracamente estaci-
onário não é necessariamente um processo fortemente estacionário.

A definição de processo fortemente estacionário também pode ser feita sem o uso do conceito de
momentos, conforme demonstrado em [47]. Seja Ft1, t2,..., tn a distribuição conjunta de uma variável
aleatória X nos instantes de tempo t1, t2, tn. O processo será dito fortemente estacionário se, para
um dado ℎ real, a seguinte expressão for verificada:

Ft1, t2,..., tn = Ft1+ℎ, t2+ℎ,..., tn+ℎ (2.14)

para todo t definido sobre o espaço T que faz parte do domínio da variável aleatória.
Deve-se notar que esta definição é equivalente à definição feita a partir dos momentos, uma vez

que o enésimo momento de uma variável aleatória depende da densidade de probabilidade de ordem
n, que por sua vez é a derivada da função de distribuição conjunta de uma variável aleatória em
diversos instantes de tempo diferentes.

Para um processo estacionário pode-se enunciar o seguinte lema:
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Lema 2.1 Em um processo estacionário a função de covariância Λxx(l) tem as seguintes proprieda-
des:

1. É limitada, ou seja, ∣Λxx(l)∣ ≤ Λxx(0)∀ l ∈ Z

2. É simétrica, ou seja, Λxx(l) = Λxx(−l)

Prova:

1. Da desigualdade de Cauchy5-Schwarz6 tem-se que

∣ < x, y > ∣2 ≤< x, x > ⋅ < y, y >

em que < x, y > denota o produto interno entre os vetores x e y de um espaço vetorial qualquer.

No caso do espaço vetorial formado pelos processos estocásticos, a norma é definida como
sendo a covariância, portanto, se tomarmos o processo estocástico estacionário x nos instantes
0 e l, temos que:

E[x(l)x(0)]2 ≤ E[x(l)2]E[x(0)2] ⇒

⇒ E[x(l)x(0)]2 ≤ E[x(l)x(l)]E[x(0)x(0)] ⇒

⇒ E[x(l)x(0)]2 ≤ Λxx(0)Λxx(0) ⇒

⇒ E[x(l)x(0)] ≤ Λxx(0)

uma vez que Λxx(0) > 0 por se tratar de um termo quadrático.

2. Como para o processo estacionário a covariância depende apenas do tamanho do intervalo entre
os dois instantes de tempo escolhidos, não faz diferença se este intervalo for l ou −l.

2.3.4 Ergodicidade

As características dos processos estocásticos apresentadas até este ponto são definidas para infini-
tas realizações. No estudo de processos estocásticos, muitas vezes se tem apenas uma realização, com
um número grande o suficiente de instantes de tempo. Desta forma, é importante saber se um pro-
cesso estocástico tem alguma propriedade que permita que, com apenas uma realização, seja possível
determinar as características definidas para infinitas realizações. Os processos estocásticos que têm
esta propriedade são definidos como processos ergódicos. Este termo vem da junção das palavras

5Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Matemático francês pioneiro em análise matemática. Em vida foi amigo de
Lagrange e de Laplace

6Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921). Matemático alemão que trabalhou principalmente com teoria de
funções, geometria diferencial e cálculo variacional. Foi membro da academia de ciências de Berlim e professor da
Universidade de Berlim.
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Fig. 2.2: Processo estocástico ergódico. Neste caso, obter as propriedades estatísticas do processo
considerando todas as realizações 1, 2, 3... N é equivalente a se obter as propriedades ao longo de
apenas uma das realizações.

gregas para trabalho (�́�
o�) e caminho (o�ó�) e foi introduzido por Boltzmann7 no estudo de dinâ-
mica de partículas para definir um sistema em que a órbita passa através de todo ponto da superfície
de energia [58].

Em outras palavras, um processo estocástico é dito ergódico quando suas características estatís-
ticas são as mesmas ao se tomar medidas em um conjunto de realizações e ao se tomar medidas de
apenas uma realização ao longo do tempo. Por exemplo, se houver um conjunto de partículas em um
volume fechado e se a velocidade das partículas for um processo ergódico, a média das velocidades
de todas as partículas ao longo de um número grande o suficiente de instantes de tempo tende à média
da velocidade de apenas uma das partículas ao longo de um número grande o suficiente de instantes
de tempo.Na figura 2.2 o conceito de ergodicidade é ilustrado.

De maneira mais formal, seja x(t) um processo estocástico estacionário de Markov, de segunda
ordem e com média nula. Se houver apenas uma realização do processo estocástico x(t), pode-se
definir uma média m(N) e uma covariância rxx(l) desta realização da seguinte forma:

m(N) =
1

2N + 1

N
∑

t=−N

x(t) (2.15)

7Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906). Físico e matemático austríaco conhecido como um dos fundadores da
mecânica estatística. Contemporâneo de Kirchhoff e Hemholtz, gradou-se e defendeu seu doutorado sobre teoria cinética
dos gases na Universidade de Viena. Tornou-se professor das Universidades de Viena e de Graz, e se casou com Henriette
von Aigentler, sua aluna em Graz. Passou também pelas Universidades de Munique e Leipzig, na Alemanha. Seu busto
pode ser visto na galeria dos professores da Universidade de Viena, assim como em outros lugares.
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rxx(l) = lim
N→∞

1

2N + 1

N
∑

t=−N

x(t+ l)x(t) l ∈ Z (2.16)

Se a média de m(N) coincidir com a média do processo estocástico x ou seja, E[m(N)] = �x(t)
e se a covariância de m(n) for nula, ou seja, E[(m(N) − �x)

2] = 0 então o primeiro momento
do processo x(t) será característico de um processo ergódico. Da mesma forma, se a média da
covariância rxx(l) for Λxx(l) e a variância da variância for nula, o processo terá características de
ergodicidade com relação aos momentos de segunda ordem. Como o processo é de Markov e de
segunda ordem, garantir sua ergodicidade com relação aos dois primeiros momentos é suficiente para
garantir sua ergodicidade completa.

O objetivo agora é estudar as condições para que isto ocorra. Para a primeira condição do primeiro
momento tem-se o seguinte:

E[m(N)] = E

⎡

⎣

1

2N + 1

N
∑

t=−N

x(t)

⎤

⎦ =
1

2N + 1

N
∑

t=−N

E[x(t)] = �x(t) (2.17)

ou seja, a primeira condição é sempre satisfeita.
Para a segunda condição tem-se o seguinte:

E[(m(N)− �x)
2] = E

⎡

⎢

⎣

⎛

⎝

1

2N + 1

N
∑

t=−N

(x(t)− �x)

⎞

⎠

2
⎤

⎥

⎦ =

=
1

(2N + 1)2
{E[(x−N − �x)(x−N − �x)] +

+E[(x−N − �x)(x−N+1 − �x)] + . . .+

+E[(x−N − �x)(xN − �x)] +

+E[(x−N+1 − �x)(x−N − �x)] +

+E[(x−N+1 − �x)(x−N+1 − �x)] + . . .+

+E[(x−N+1 − �x)(xN − �x)] + . . .+

+E[(xN − �x)(x−N − �x)] +

+E[(xN − �x)(x−N+1 − �x)] + . . .+

+E[(xN − �x)(xN − �x)]} =



2.3. PROPRIEDADES DE PROCESSOS ESTOCÁSTICOS MONOVARIÁVEIS 19

=
1

(2N + 1)2

N
∑

t=−N

N
∑

s=−N

Λxx(t− s) (2.18)

Note que na somatória do final da equação 2.18 tem-se as seguintes quantidades de funções de cova-
riância:

Covariância Quantidade Ocorrências

Λxx(−2N) 1 Λxx(N,−N)
Λxx(−2N + 1) 2 Λxx(N,−N + 1) e Λxx(N − 1,−N)
Λxx(−2N + 2) 3 Λxx(N,−N + 2), Λxx(N − 1,−N + 1) e Λxx(N − 2,−N)

...
...

...
Λxx(−1) 2N Λxx(−N + 1,−N), . . ., Λxx(N − 1, N)
Λxx(0) 2N+1 Λxx(−N,−N), . . ., Λxx(N,N)
Λxx(1) 2N Λxx(−N,−N + 1), . . ., Λxx(N,N − 1)

...
...

...
Λxx(2N − 2) 3 Λxx(−N + 2, N), Λxx(−N + 1, N − 1) e Λxx(−N,N − 2)
Λxx(2N − 1) 2 Λxx(−N + 1, N) e Λxx(−N,N − 1)
Λxx(−2N) 1 Λxx(−N,N)

Ou seja,

E[(m(n)− �x)
2] =

1

(2N + 1)2
(Λxx(2N) + . . .+ (2N + 1)Λxx(0) . . .+ Λxx(2N))

Portanto, se tomarmos os termos entre parênteses e colocarmos em uma somatória em k indo de −2N
a 2N , teremos 2N +1 vezes cada termo. Isto se aplica quando k = 0, no entanto, para k ∕= 0 isto não
se aplica. Por este motivo, um dos dois 2N +1 do denominador da fração que multiplica a somatória
entra para dentro da somatória e os Λxx(k) são multiplicados pelo fator 1− ∣k∣

2N+1
. De fato, note que:

k = 2N 1− ∣k∣
2N+1

= 1
2N+1

k = 2N − 1 1− ∣k∣
2N+1

= 2
2N+1

...
...

k = 1 1− ∣k∣
2N+1

= 2N
2N+1

k = 0 1− ∣k∣
2N+1

= 2N+1
2N+1

Portanto, temos finalmente que:

E[(m(n)− �x)
2] =

1

2N + 1

2N
∑

k=−2N

(

1− ∣k∣
2N + 1

)

Λxx(k) (2.19)

Ao observar a equação 2.19 pode-se notar que se a seguinte expressão for válida:

lim
N→∞

1

N + 1

N
∑

k=0

Λxx(k) = 0 (2.20)



20 CAPÍTULO 2. PROCESSOS ESTOCÁSTICOS

tem-se que E[(m(n) − �x)
2] = 0 e, portanto, o primeiro momento do processo é o de um processo

ergódico. A somatória em k presente na equação 2.20 é conhecida como soma de Cesàro8.
Com relação ao segundo momento, o valor esperado da variância rxx é:

E[rxx(l, N)] = E
[

1
2N+1

∑N
t=−N x(t+ l)x(t)

]

=

= 1
2N+1

∑N
t=−N E[x(t+ l)x(t)] =

= Λxx(l)

(2.21)

Ou seja, sob este critério sempre se satisfaz a condição para a qual o processo é ergódico. Portanto,
se a variância da variância rxx(l, N) for nula, o processo terá o segundo momento característico
de um processo ergódico. Para calcular a variância da variância é introduzida a variável auxiliar
�(l) = x(t + l)x(t) de forma que ��(l) = Λxx(l) e a variância do processo � para um intervalo k é
calculada da seguinte forma:

Λ��(k) = E[(x(t+ l + k)x(t+ k)− ��(l))(x(t+ l)x(t)− ��(l))]

= E[(x(t+ l + k)x(t+ k)x(t+ l)x(t)]− E[x(t+ l + k)x(t+ k)]��(l)−

−��(l)E[x(t+ l)x(t)] + ��(l)
2

= E[x(t+ l + k)x(t+ k)x(t+ l)x(t)]− ��(l)
2 − ��(l)

2 + ��(l)
2

= E[x(t+ l + k)x(t+ k)x(t+ l)x(t)]− ��(l)
2

(2.22)

A partir disto pode-se calcular a variância da variâcia da seguinte forma:

E[(rxx(l, N)− Λxx(l))
2] = E

[

(

1
2N+1

∑N
t=−N(x(t+ l)x(t)− Λxx(l))

)2
]

= E
[

(

1
2N+1

∑N
t=−N(�(l)− ��(l))

)2
]

Com procedimentos semelhantes aos feitos para o primeiro momento encontra-se que:

E[(rxx(l, N)− Λxx(l))
2] =

1

2N + 1

2N
∑

k=−2N

(

1− ∣k∣
2N + 1

)

Λ��(k) (2.23)

Com isto, tem-se que o processo tem momento de segunda ordem caracterísitico de um processo
ergódico apenas se a seguinte condição for satisfeita:

8Ernesto Cesàro (1859-1906). Matemático italiano que trabalhou no campo da geometria diferencial e das séries
infinitas. Ficou conhecido justamente pela média de Cesàro, que é a média de uma série divergente obtida como soma
de uma outra série. Ele também foi homenageado com o nome de um teorema que apresenta um resultado sobre séries
infinitas.
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lim
N→∞

1

N + 1

N
∑

k=0

Λ��(k) = 0 (2.24)

As condições para que um processo seja ergódico determinadas acima formam um teorema ergó-
dico. Provas mais formais de teoremas ergódicos no contexto da mecânica estatística foram desen-
volvidas por Von Neumann9 [63] e por Birkhoff10 [7].

2.4 Processos estocásticos multivariáveis

Ao se formar um vetor a partir da concatenação de dois ou mais processos estocásticos mono-
variáveis, tem-se um vetor de processos estocásticos, também definido como processo estocástico

multivariável. Seja, por exemplo, um processo estocástico multivariável z(t) definido como a con-
catenação de dois processos estocásticos monovariáveis x(t) e y(t), ou seja:

z(t) =

[

x(t)
y(t)

]

A média do processo z(t), denotada por �z, é um vetor definido da seguinte maneira:

�z = E[z(t)] = E

[[

x(t)
y(t)

]]

=

[

E[x(t)]
E[y(t)]

]

=

[

�x

�y

]

em que �x é a média do processo estocástico x(t) e �y é a média do processo estocástico y(t).
Supondo que x(t) e y(t) tenham média nula, a covariância de z(t) será uma matriz igual a:

Λz(t+ l, t) = E[z(t+ l)z(t)T ] = E

[[

x(t+ l)
y(t+ l)

]

[x(t) y(t)]

]

=

[

Λxx(t+ l, t) Λxy(t+ l, t)
Λyx(t+ l, t) Λyy(t+ l, t)

]

em que Λxx(t+ l, t) é a autocovariância de x(t) entre os instantes t e t+ l, Λxy(t+ l, t) é a covariância
cruzada entre os processos x(t) e y(t) entre os instantes t e t+ l e Λyy(t+ l, t) é a autocovariância do
processo y(t) entre os instantes t e t+ l.

9Margittai Neumann János Lajos (Johann von Neumman ou John von Neumann) (1903-1957). Matemático húngaro
de origem judia, nacionalizado estadunidense, considerado um dos maiores matemáticos do século XX. Nascido em
Budapeste, à época no império Austro-Húngaro, se destacava desde pequeno por seu raciocínio rápido e facilidade de
memória. Aos 12 anos havia entendido o livro Théorie des Fonctions de Borel. Em 1921 foi estudar engenharia química
em Berlim, onde teve aulas com Albert Einstein, e paralelamente fez um doutorado em matemática na Universidade de
Budapeste. Posteriomente foi estudar engenharia química em Zurique e em 1926, aos 23 anos, se tornou o mais novo
professor da Universidade de Berlim. Em 1930 se mudou para os Estados Unidos devido à perseguição do regime nazista.
Nos Estados Unidos foi professor de Princenton e trabalhou também no projeto Manhattan, de desenvolvimento da bomba
atômica. Propoz uma arquitetura de computadores que é utilizada até os dias de escrita desta tese.

10George David Birkhoff (1884-1944). Matemático estadunidense conhecido principalmente pela prova do teorema
ergódico. Graduado e mestre por Harvard, completou seu doutorado em 1907 na Universidade de Chicago. Foi professor
das Universidades de Wisconsin, Princeton e Harvard. Nos últimos anos de vida se interessou por temas como estética,
arte, música e poesia, tendo publicado um livro a respeito da teoria matemática da estética.
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Se os processos x(t) e y(t) forem descorrelacionados, os termos da matriz Λz(t + l, t) que estão
fora dos blocos diagonais principais, ou seja, os termos que representam as covariâncias cruzadas,
são nulos. No contexto de espaços vetoriais de Hilbert11, se o produto interno entre dois processos
estocásticos for definido como sendo sua função de variância, ter este produto igual a zero significa
ortogonalidade entre os dois processos. Portanto dizer que os processos são descorrelacionados é
equivalente a dizer que eles são ortogonais no espaço em que eles estão definidos. Estes conceitos
são detalhados nas seções 2.7.1 e 2.7.2.

Se um processo estocástico multivariável for formado pela concatenação de dois ou mais proces-
sos estocásticos estacionários, diz-se que o novo processo estocástico é conjuntamente estacioná-

rio. De fato, ao se observar a covariância Λz(t + l, t), nota-se que se x(t) e y(t) são estacionários,
Λxx(t+ l, t) = Λxx(l), Λxy(t+ l, t) = Λxy(l) e Λyy(t+ l, t) = Λyy(l), portanto Λz(t+ l, t) = Λz(l).

As covariâncias cruzadas entre dois processos estacionários, que fazem parte da matriz de covari-
ância de um processo conjuntamente estacionário, obedecem ao seguinte lema:

Lema 2.2 A função de covariância Λxy(l) entre dois processos estocásticos estacionários x(t) e y(t)
tem as seguintes propriedades:

1. Antisimetria, ou seja, Λxy(l) = Λyx(−l)

2. É limitada, ou seja, ∣Λxy(l)∣2 ≤ Λxx(0)Λyy(0)

Prova:

1. Λxy(l) = E[x(t+ l)y(t)] = E[y(t− l)x(t)] = Λyx(−l)

2. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se que

∣Λxy(l)∣2 = E[x(l)y(0)]2 ≤ E[x(l)2]E[y(0)2]

mas, conforme enunciado no lema 2.1:

0 ≤ E[x(l)2] ≤ �2
x 0 ≤ E[y(l)2] ≤ �2

y

Portanto,
E[x(l)y(0)]2 ≤ �2

x�
2
y = Λxx(0)Λyy(0)

2.5 Exemplos de processos estocásticos

2.5.1 Ruído branco

Um exemplo importante de processo estocástico é o ruído branco. A característica do ruído
branco é ter média nula e descorrelação entre as variáveis aleatórias tomadas em instantes de tempo
diferentes. Ou seja, v(t) é um ruído branco se:

11David Hilbert (1862-1943). Matemático alemão que se tornou famoso por ter generalizado o conceito do espaço
euclidiano para infinitas dimensões. Por este motivo, qualquer espaço em que esteja definido um produto interno é hoje
conhecido como espaço de Hilbert. Professor da Universidade de Götingen viu seus colegas serem exterminados pelo
regime nazista e chegou a protestar de forma irônica sobre o problema com o ministro da educação Bernhard Rust.
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• E[v(t)] = 0

• E[v(t), v(s)] =

{

0 t ∕= s
�2
v t = s

em que �v é uma constante e seu quadrado é definido como a covariância para atraso zero do ruído
branco v(t).

A partir de sua covariância, que significa que amostras do ruído branco tomadas em intantes de
tempo diferentes são independentes, tem-se que a função de densidade de probabilidade conjunta para
um ruído branco é:

pt,s(v(t), v(s)) = pt(v(t))ps(v(s))

O ruído branco é um processo fracamente estacionário uma vez que os seus dois primeiros mo-
mentos não são função dos instantes de tempo em que foram tomados. É também um processo de
segunda ordem, uma vez que sua variância é finita. Como suas amostras são descorrelacionadas,
o processo também é Markoviano, ou seja, a previsão do processo em um determinado instante de
tempo a partir de todas as amostras passadas é a mesma obtida apenas com o instante de tempo
imediatamente anterior.

A partir do processo estocástico ruído branco é possível gerar uma realização de qualquer outro
processo estocástico através de uma filtragem. O problema de determinação do filtro que transforma
um ruído branco em uma realização de processo estocástico desejado é conhecido como problema

de realização de séries temporais e é tratado com detalhes no capítulo 5.
Ao se fazer a concatenação de dois ou mais ruídos brancos descorrelacionados se tem um ruído

branco multivariável. Sejam v(t) e w(t) dois ruídos brancos descorrelacionados, com covariâncias
para atraso zero respectivamente iguais a �2

v e �2
w, concatenados formando um ruído branco multi-

variável e(t). A média de e(t) será um vetor bidimensional nulo, e sua matriz de covariância será a
seguinte:

E[e(t)e(s)T ] =

⎧









⎨









⎩

[

0 0
0 0

]

t ∕= s
[

�2
v 0
0 �2

w

]

t = s

Semelhantemente ao caso monovariável, também é possível gerar realizações de processos es-
tocásticos multivariáveis a partir da filtragem de ruídos brancos multivariáveis. A determinação do
filtro que transforma um ruído branco multivariável em uma realização de um processo estocástico
multivariável é definida como problema de realização de séries temporais multivariáveis. Neste
caso, a análise dos filtros no espaço de estado reduz consideravelmente a complexidade do problema
de realização. Nesta tese, são propostas algumas contribuições para a solução do problema de reali-
zação de séries temporais multivariáveis no espaço de estado. Estas contribuições são detalhadas no
capítulo 7.

2.5.2 Passeio aleatório

Um exemplo simples de processo estocástico formado pela filtragem de um ruído branco é o
passeio aleatório x(t) definido a seguir:
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x(t) =
t
∑

i=0

v(i) (2.25)

sendo x(0) = 0. Isto pode ser escrito de forma equivalente como:

x(t) = x(t− 1) + v(t) (2.26)

O passeio aleatório é um processo markoviano, uma vez que o valor do processo em um instante
de tempo seguinte ao atual é determinado apenas pelo valor do processo no instante atual adicionado
a um componente aleatório, conforme fica claro na equação 2.26.

O valor esperado do passeio aleatório é o seguinte:

�x(t) = E[x(t)] = E

[

t
∑

i=0

v(i)

]

=
t
∑

i=0

E[v(i)] = 0

uma vez que o processo v(t) é um ruído branco e, portanto, tem média nula. Para os instantes de
tempo s e t, tais que s < t, a covariância do passeio aleatório será:

Λxx(t, s) = E[x(s)x(t)] = E

⎡

⎣

s
∑

i=0

v(i)
t
∑

j=0

v(j)

⎤

⎦

como E[v(s)v(t)] = 0∀ s ∕= t, tem-se que, ao se passar o operador de valor esperado para dentro das
chaves, os únicos termos que não se anulam são aqueles em que há um produto dos dois processos
estocásticos no mesmo instante de tempo, portanto:

E

⎡

⎣

s
∑

i=0

v(i)
t
∑

j=0

v(j)

⎤

⎦ =
s
∑

i=0

E[v(i)2] = s�2

Em que �2 é a variância do processo v(t). Note que na última igualdade se considerou a estacionari-
edade do ruído branco. Pela definição deste processo nota-se que esta propriedade de fato se aplica.
O passeio aleatório no entanto não é um processo estacionário pois a covariância sempre será função
do menor instante de tempo escolhido para o cálculo e não do intervalo entre os instantes de tempo
escolhidos.

2.5.3 Outros processos gerados pelo ruído branco

Suponha agora que v(t) seja um ruído branco discreto de média nula e covariância �2, e que este
ruído seja a entrada de um sistema discreto que tenha a seguinte função de transferência:

H(z) =

1z

−1 + 
2z
−2 + . . .+ 
qz

−q

1 + �1z−1 + �2z−2 + . . .+ �pz−p
=

Γ(z)

Θ(z)

Este sistema é conhecido como ARMA, ou seja, Auto Regressivo pois a saída depende dela mesma
em instantes de tempo passado, e com Moving Average, pois toma-se uma média móvel das entradas
ao longo do tempo [1]. Esta função de transferência será estável se as raízes de Θ(z) estiverem
dentro do círculo de raio unitário. Se o polinômio Γ(z) também tiver raízes dentro do círculo de raio
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unitário, a inversa da função de transferência também será estável. Desta forma, é possível gerar um
ruído branco ao se entrar com o sinal de saída y(t) em um filtro com função de transferência igual ao
inverso de H(z). Este filtro é chamado de branqueador. Ao filtro com função de transferência H(z)
é dado o nome de filtro formatador12.

O ruído branco pode ser visto como um análogo da função impulso definida para sistemas deter-
minísticos. Esta analogia pode ser feita pois, da mesma forma que um sistema determinístico pode
ser descrito sinteticamente por sua resposta ao impulso e, a partir desta resposta ao impulso, um
modelo matemático pode ser construído para ter o mesmo comportamento que o sistema, um pro-
cesso estocástico pode ser descrito sinteticamente por suas covariâncias, que são a resposta ao ruído
branco de um modelo matemático que tem o mesmo comportamento que o processo estocástico. O
problema de se encontrar um modelo com a mesma resposta ao impulso de um sistema dinâmico
determinístico é tratado no capítulo 3 e o problema de se encontrar um modelo com a mesma resposta
ao ruído branco, ou seja, com as mesmas covariâncias que uma determinada série temporal, é tratado
no capítulo 5 desta tese.

2.6 Análise espectral

2.6.1 Caso monovariável

Se um processo estocástico x(t) discreto, de segunda ordem, de média zero e com taxa de amos-
tragem unitária é tal que a soma infinita do módulo da função de covariância não diverge, ou seja:

∞
∑

l=−∞

∣Λxx(l)∣ ≤ ∞

então pode-se definir sua função de densidade espectral em freqüência, como sendo a transformada
discreta de Fourier13 da função de covariância, ou seja:

Φxx(z) =
∞
∑

l=−∞

Λxx(l)z
−l (2.27)

O espectro traz informações sobre a intensidade do processo estocástico em cada uma das freqüên-
cias uma vez que z = ej!, −� < ! ≤ �.

Como a transformada de Fourier pode ser invertida, tem-se que a covariância é igual a:

Λxx(l) =
1

2�j

∫

∣z∣=1
Φzz(z)z

−1dz =
1

2�

∫ �

−�
eæ!tΦxx(!) d!, l ∈ Z (2.28)

12Tradução para o termo shaping
13Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830). Matemático francês que lutou a favor da revolução francesa. Fourier

recebeu uma cadeira da École Polytechnique, mas logo depois viajou ao Egito junto com Napoleão por quem foi nomeado
governador do Baixo Egito, onde organizava a logística de armamentos para o exército francês e dava palpites matemáticos
no Instituto Egípcio, fundado por Napoleão na cidade de Cairo. Seus estudos foram principalmente sobre sistemas
térmicos mas sua fama veio através do enunciado que todas as funções, contínuas ou descontínuas, são formadas por
combinações lineares de senos e cossenos. Foi contemporâneo de Laplace, Legendre, dentre outros.
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Como o espectro e a covariância têm uma relação de ida e volta, tem-se que ambos carregam a mesma
informação sobre o processo estocástico que eles representam14.

Se a taxa de amostragem do processo estocástico não for unitária mas sim igual a Δt, é necessário
que se faça uma mudança de escala na transformada de Fourier de forma que:

Φxx(�) = Δt
∞
∑

l=−∞

e−j�ΔtlΛxx(l)
−�

Δt
< � ≤ �

Δt
(2.29)

Em que � = !
Δt

Sobre a densidade espectral pode-se enunciar os seguintes lemas:

Lema 2.3 A função de densidade espectral satisfaz às seguintes propriedades:

1. Simetria: Φxx(!) = Φxx(−!) − � < ! ≤ �

2. Não negatividade: Φxx(!) ≥ 0 − � < ! ≤ �

Prova:

1.
Φxx(!) =

∑∞
l=−∞ Λxx(l)e

−j!l =
∑−∞

l=∞ Λxx(−l)ej!l =

=
∑∞

l=−∞ Λxx(l)e
−j(−!)l = Φxx(−!)

2. Como a densidade espectral é a somatória dos produtos de dois valores positivos que são a
covariância e uma potência do número positivo e, ela também será positiva.

A partir do instante em que se define a densidade espectral do segundo momento de um processo
estocástico, é possível que se descubra a densidade espectral da saída de um sistema, ou filtro, que
tem como entrada o primeiro processo, desde que o sistema seja estável e que sua resposta ao impulso
seja conhecida. Se os processos de entrada e de saída tiverem média nula15 e forem markovianos, toda
a informação necessária para conhecer a saída será conhecida através de sua densidade espectral. O
lema a seguir formaliza esta discussão:

Lema 2.4 Seja um sistema, ou filtro, linear, causal, invariante no tempo e com função de transfe-
rência G(z) estável. Seja também um processo estocástico u(t) estacionário, de segunda ordem, de
média nula e markoviano com convariância satisfazendo a seguinte condição:

∞
∑

l=−∞

∣Λuu(l)∣ < ∞

Então a saída y(t) deste sistema também será um processo estocástico, de segunda ordem, com
média nula com a seguinte função de densidade espectral:

14Apesar de a transformada inversa ser apresentada como uma integral, normalmente são usados outros métodos para
se calcular a transformada Z inversa, como por exemplo, a decomposição dos quocientes de polinômios em z em frações
parciais. Mais informações podem ser encontradas nas referências [10] e [34].

15Se a média dos processos não for nula, a média pode ser considerada um termo determinístico da entrada do sistema.
Como o sistema é linear, a saída será igual à soma dos efeitos da entrada determinísitica e da estocástica. Por isso, pode-se
considerar para estudos que a média de um processo estocástico na entrada de um sistema linear é sempre nula.
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Φyy(z) = G(z)G(z−1)Φuu(z) (2.30)

Ou ainda, em função de !:

Φyy(!) = ∣G(ej!)∣2Φuu(!) (2.31)

A variância do processo y será dada por:

�2
y =

1

2�

∫ �

−�
∣G(ej!)∣2Φuu(!) d! (2.32)

Prova: Primeiro vamos provar que a média do processo y(t) é zero. Como G(z) é estável tem-se
que:

y(t) =
∞
∑

i=0

g(i)u(t− i)

Tomando o valor esperado de ambos os lados se tem:

E[y(t)] = E

[

∞
∑

i=0

g(i)u(t− i)

]

=
∞
∑

i=0

g(i)E[u(t− i)] = 0

Vamos agora provar que o processo y é de segunda ordem, ou seja, que sua variância Λyy(0) é
finita. A covariância de y é dada por:

Λyy(l) = E[y(t+ l)y(t)] =

= E [
∑∞

i=0 g(i)u(t+ l − i)
∑∞

k=0 g(k)u(t− k)] =

=
∑∞

i=0

∑∞
k=0 g(i)g(k)E[u(t+ l − i)u(t− k)])]

=
∑∞

i=0

∑∞
k=0 g(i)g(k)Λuu(l + k − i)

então:

∑∞
t=−∞ ∣Λyy(l)∣ =

∑∞
t=−∞

∑∞
i=−∞

∑∞
k=−∞ ∣g(i)∣∣g(k)∣∣Λuu(l + k − i)∣

= = (
∑∞

i=0 ∣g(i)∣)2
∑∞

l=−∞ ∣Λuu(l + k − i)∣

Como o sistema é estável, a somatória infinita de ∣g(i)∣ converge. Como o processo de entrada u é
de segunda ordem, a segunda somatória também converge. Portanto, a covariância da saída converge
e a variância converge, o que é visto simplesmente ao se substituir l por zero na equação acima, e
portanto, o processo de saída do sistema é de segunda ordem.

Para encontrar a densidade espectral da saída o procedimento é o seguinte:
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Φyy(z) =
∑∞

l=−∞ Λyy(l)z
−l =

=
∑∞

l=−∞ z−l (
∑∞

i=0

∑∞
k=0 g(i)g(k)Λuu(l + k − i)) =

=
∑∞

i=0 g(i)
∑∞

k=0 g(k)
∑∞

l=−∞ z−lΛuu(l + k − i)

=
∑∞

i=0 g(i)z
−izi

∑∞
k=0 g(k)z

kz−k∑∞
l=−∞ z−lΛuu(l + k − i)

=
∑∞

i=0 g(i)z
−i∑∞

k=0 g(k)z
k∑∞

l=−∞ z−(l+k−i)Λuu(l + k − i) =

= G(z)G(z−1)Φuu(z)

(2.33)

Aplicando a transformada inversa desta equação e fazendo l = 0 se chega à variância do processo
estocástico y.

2.6.2 Caso multivariável

Assim como foi feito para os processos monovariáveis, também é possível definir a densidade
espectral nos casos multivariáveis. Seja um processo estocástico discreto, de média nula e n dimen-
sional. A matriz de covariância é a seguinte:

Λxx(l) = E[x(t+ l)xT (t)]

Se a soma infinita dos elementos da diagonal principal desta matriz de covariância for conver-
gente, ou seja, se todas os n processos que formam o processo x(t) são de segunda ordem, ou ainda
se:

∞
∑

t=−∞

∣Λii(l)∣ ≤ ∞ 1 ≤ i ≤ n

Então define-se a densidade espectral matricial como sendo a transformada discreta de Fourier da
matriz de covariâncias do processo x, ou seja:

Φxx(z) =
∞
∑

l=−∞

Λxx(l)z
−l

Ou ainda, em função de ! temos:

Φxx(!) =
∞
∑

l=−∞

Λxx(l)e
−j!l − � ≤ ! < �

Também é possível determinar a transformada inversa com a seguinte integral:

Λxx(l) =
1

2�j

∫

∣z∣=1
Φxx(z)z

t−l dz =
1

2�

∫ �

−�
ej!t�xx(!) d! l ∈ Z

Os elementos fora da diagonal principal da matriz de densidade espectral são conhecidos como
densidades espectrais cruzadas e são funções de números complexos. Sobre a matriz de densidades
espectrais pode-se enunciar o seguinte lema:



2.7. PROCESSOS ESTOCÁSTICOS NO ESPAÇO DE HILBERT 29

Lema 2.5 A matriz de densidade espectral Φxx(!) tem as seguintes propriedades:

1. É hermitiana16,17, ou seja, Φxx(!) = ΦH
xx(−!)

2. É não negativa: Φxx(!) ≥ 0

Prova:

1. Como Λxx(l) = ΛT
xx(−l)

Φxx(!) =
∞
∑

l=−∞

e−j!lΛxx(l) =
∞
∑

l=−∞

e−j!lΛT
xx(−l) =

∞
∑

l=−∞

ej!lΛT
xx(l) = ΦH

xx(−!)

2. Seja �(t) =
∑n

i=1 aixi(t) em que ai são coeficientes complexos. A covariância de � tem o
seguinte valor:

Λ��(l) =
n
∑

i,k=1

aiakΛik(l)

Em que ∗ é o complexo conjugado de ∗. A transformada de Fourier de Λ�� é:

Φ��(!) =
n
∑

i,k=1

aiakΦik(!)

Como Φ��(!) ≥ 0, Φxx é não negativa definida.

2.7 Processos estocásticos no espaço de Hilbert

2.7.1 Caso monovariável

Nesta seção é descrito o estudo dos processos estocásticos monovariáveis em um espaço definido
para eles. Ao se definir os processos estocásticos em um espaço vetorial, em que estão definidos
produto interno e norma, é possível que se use diversas ferramentas e definições como ortogonalidade,
projeções, dentre outras. As técnicas de previsão do comportamento dos processos estocásticos são
baseadas nestes princípios. Mais informações a respeito de espaços vetoriais podem ser encontradas
em textos básicos de álgebra linear, como [8], [14], [50], [54], dentre outros.

O espaço gerado por um processo estocástico y(k) estacionário, monovariável, de segunda ordem
e média nula é denotado como:

ℋ =

⎧

⎨

⎩

� =
k2
∑

k=k1

aky(k)∣ak ∈ ℜ
⎫

⎬

⎭

, −∞ < k1 ≤ k2 < ∞

16Uma matriz hermitiana é igual a sua complexa conjugada transposta
17Nome dado em homenagem a Charles Hermite (1822-1901), matemático francês que se dedicou ao estudo da teoria

dos números, dos polinômios ortogonais, funções elípticas, dentre outros. Quando jovem foi afastado da École Polytech-
nique por ter um defeito de nascença em seu pé direito. Apesar disso conseguiu o título de Bacharel em 1847 e se tornou
professor da École Politechnique em 1869. Durante a vida foi amigo de Cauchy e de Jacobi.
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Ou seja, é o espaço gerado por todos os vetores � formados por combinações lineares dos vetores da
base, que neste caso são as variáveis aleatórias obtidas ao se tomar o valor do processo estocástico y
nos instantes de tempo entre k1 e k2.

Neste espaço se define o produto interno de dois vetores como sendo a covariância entre eles.
Sejam dois vetores � e � contidos no espaço ℋ:

� =
i2
∑

i=i1

aiy(i) � =
j2
∑

j=j1

bjy(j)

Como a média do processo y é nula o produto interno entre � e � é:

< �, � >ℋ= E

⎡

⎣

⎛

⎝

i2
∑

i=i1

aiy(i)

⎞

⎠

⎛

⎝

j2
∑

j=j1

bjy(j)

⎞

⎠

⎤

⎦ =
∑

i,j∈D

E[y(i)y(j)]aibj =
∑

i,j∈D

Λyy(i− j)aibj

em que D é o seguinte domínio: D = {(i, j)∣i1 ≤ i ≤ i2; j1 ≤ j ≤ j2}.
Se a covariância Λyy(i− j) for positiva 18, define-se a norma do vetor � como sendo:

∣∣�∣∣2ℋ =< �, � >ℋ=
∑

i,j∈D

Λyy(i− j)aiaj

Portanto, como no espaço ℋ está definida uma norma, ele é um espaço de Hilbert conforme já havia
sido adiantado.

Como exemplo seja o espaço gerado pelo ruído branco monovariável e(t), que tem média nula e
variância unitária:

ℋ =

{

�n =
∞
∑

k=0

ake(k)∣
∞
∑

k=0

∣ak∣2 < ∞, ak ∈ ℜ
}

No limite, para m > n → ∞, a norma da diferença entre dois vetores do espaço ℋ será:

∣∣�m − �n∣∣2ℋ = ∣∣∑m
k=0 ake(k)−

∑n
k=0 ake(k)∣∣2ℋ = ∣∣∑m

k=n+1 ake(k)∣∣2ℋ

= E
[

∑m
k=n+1 ake(k)

∑m
i=n+1 aie(i)

]

=
∑m

k=n+1

∑m
i=n+1 akaiE[ekei] =

=
∑m

k=n+1 a
2
i

uma vez que e é branco com variância unitária, ou seja,E[ekei] = �k,i.
A somatória do quadrado de a tende a zero. Por este motivo �n é um processo de Cauchy, ou seja,

um processo que converge para um determinado valor depois de um intervalo de tempo suficiente-
mente grande. Desta forma existe um limite quadrático:

� = q − lim
n→∞

�n = q − lim
n→∞

n
∑

k=0

ake(k)

18Se a covariância não for positiva, a definição foge do conceito de norma.
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Portanto, ao se agregar todos os possíveis limites de média quadrática, ℋ se torna um espaço de
Hilbert, então ℋ pode ser escrito como:

ℋ =

{

� = q − lim
n→∞

n
∑

k=0

ake(k)∣
∞
∑

k=0

∣ak∣2 < ∞, ak ∈ ℜ
}

Define-se como produto interno entre duas variáveis aleatórias monovariáveis a covariância entre
elas. Se duas variáveis aleatórias monovariáveis �, �, que são vetores do espaço ℋ, são tais que
< �, � >ℋ= 0, elas são ditas ortogonais, o que é simbolizado por � ⊥ �. Da mesma forma se W é
subespaço de ℋ e todos os vetores w de W forem ortogonais a um vetor � ∈ ℋ então o subespaço W
é ortogonal a �, ou seja, W ⊥ �. Neste caso o vetor � está contido no complemento ortogonal de W ,
ou seja, no subespaço de ℋ que tem intersecção vazia com W e que unido com W forma o espaço
ℋ. O complemento ortogonal de W é denotado por W⊥.

Com o conceito de ortogonalidade, pode-se definir a projeção ortogonal. Seja W um subespaço
do espaço de Hilbert ℋ. Para qualquer vetor � ∈ ℋ há um único w0 que satisfaz:

∣∣� − w0∣∣ℋ ≤ ∣∣� − w∣∣ℋ ∀w ∈ W (2.34)

O vetor !0 é tal que � − !0 ⊥ W e !0 é chamado de projeção ortogonal de � em W . Se � ∈ W ,
!0 = �.

A partir deste conceito, a predição do valor futuro de um processo estocástico passa a ser vista
como o procedimento de encontrar a projeção ortogonal do próximo valor do processo estocástico no
subespaço definido pelos valores do processo nos instantes anteriores de tempo e, se o processo for
markoviano, pelo subespaço definido pela saída do processo no instante de tempo atual. Esta idéia
será explorada mais detalhadamente deste ponto em diante.

Seja y(t) um processo estocástico monovariável estacionário de segunda ordem e média zero. Para
prever o futuro do processo no instante t+m como uma combinação linear das medidas obtidas nos
instantes de tempo t, t− 1, . . . é definido um espaço Yt de Hilbert gerado pelas medidas y(t), y(t−
1), . . .:

Yt =

{

�(t) =
∞
∑

k=0

aky(t− k)∣
∞
∑

k=0

∣ak∣ < ∞, ak ∈ ℜ
}

Este espaço pode ser visto como a saída de um filtro com função de transferência A(z) =
∑∞

k=0 akz
−k, excitado pela entrada y(t). Por hipótese, é suposto que este filtro é estável. O espaço Yt

é linear, uma vez que ele é formado por combinações lineares de vetores. Além disto, este espaço é
fechado com relação à soma e à multiplicação por escalar, conforme provado a seguir:

Sejam � e � dois vetores de Yt:

� =
∞
∑

k=0

aky(t− k) � =
∞
∑

k=0

bky(t− k)

em que a soma infinita dos módulos de ak e bk são finitas. Então:

� + � =
∞
∑

k=0

(ak + bk)y(t− k)
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Como ∣ak + bk∣ ≤ ∣ak∣ + ∣bk∣,
∑∞

k=0 ∣ak + bk∣ < ∞, portanto � + � ∈ Yt, que, portanto, é fechado
com relação à soma.

Seja c um escalar. Então:

c� = c
∞
∑

k=0

aky(t− k) =
∞
∑

k=0

caky(t− k) < ∞

Portanto c� ∈ Yt, que, portanto, é fechado com relação à multiplicação por um escalar.
Como geralmente a medida y(t + m) não pertence a Yt, a previsão de seu valor baseada nas

medidas até o instante t consiste em encontrar uma aproximação ŷ(t + m) ∈ Yt que seja a mais
próxima possível da medida y(t+m). Como foi visto acima, o melhor preditor é dado pela projeção
ortogonal, ou seja:

ŷ(t+m) = Ê[y(t+m)∣Yt] ∈ Yt∣[y(t+m)− ŷ(t+m)] ⊥ Yt

e o vetor y(t+m)− ŷ(t+m) é definido como erro de predição.
A variância do erro de predição é definida como:

�2
m = E[(y(t+m)− ŷ(t+m))2], m = 1, 2, . . .

Como o processo y é estacionário por hipótese, o erro de predição é função apenas do intervalo
m e não de t. Note que a variância do erro de predição é uma medida da incerteza sobre o futuro.

A cada instante de tempo se adquire uma informação sobre o processo. Se esta nova informação
for linearmente dependente das informações já existentes, não há ganho de informação sobre o pro-
cesso. No entanto, geralmente a nova informação tem algum componente linearmente independente
das anteriores, e ela representa uma inovação. De qualquer forma, se s ≤ t forem dois instantes de
tempo, Ys ⊂ Yt. Com isto, se o intervalo de tempo m entre o instante atual e o futuro for pequeno,
a incerteza sobre o futuro será menor que se o intervalo m for maior. Portanto, a variância �2

m é uma
função não decrescente com relação a m:

0 ≤ �2
1 ≤ �2

2 ≤ . . . (2.35)

Se a variância de um processo estacionário de segunda ordem for �2
1 = 0 não há incerteza sobre

o futuro e o processo é dito determinístico ou singular. Se �2
1 > 0 o processo é dito não determi-

nístico ou regular.
Se �2

1 > 0, pela desigualdade 2.35 tem-se que �2
m > 0∀m = 2, 3, . . .. De forma análoga, se

�2
1 = 0, ŷ(t + 1) = y(t + 1) ∈ Yt. Mas ŷ(t + 2) = y(t + 2) ∈ Yt+1. Portanto, Yt+2 = Yt e �2

2 = 0.
Seguindo este raciocínio conclui-se que se �2

1 = 0, �2
m = 0∀m = 2, 3, . . ..

Um processo estocástico y(t) estacionário de segunda ordem e de média nula é decomposto de
forma única como:

y(t) = u(t) + v(t) =
∞
∑

i=0

ℎ(i)�(t− i) + v(t) (2.36)

em que v(t) é determinístico e descorrelacionado com a média móvel u(t) que tem seus pesos ℎ(t)
absolutamente somáveis, ou seja, a soma infinita dos valores absolutos de ℎ(t) é finita. Este é o
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teorema de Wold19.
Seja um processo y(t) estacionário de média zero. A partir de sua função de densidade espectral

Φyy(!) é possível determinar se ele é regular, ou seja, se ele é não determinístico. Supondo que a
função log Φyy(z) é definida na coroa � < ∣z∣ < 1/�, 0 < � < 1 pode-se decompor esta função como
uma soma de potências de z da seguinte forma:

log Φyy(z) =
∞
∑

l=−∞

clz
−l, � < ∣z∣ < 1/� (2.37)

Como a função log Φyy(!) é par, c−l = cl no domínio � < ∣z∣ < 1/� e a seguinte igualdade pode ser
escrita:

Φyy(z) = exp

⎛

⎝

∞
∑

l=−∞

clz
−l

⎞

⎠ = ec0 exp

⎛

⎝

−1
∑

l=−∞

clz
−l

⎞

⎠ exp

(

∞
∑

l=1

clz
−l

)

O lado direito da equação 2.37 tem transformada inversa igual a uma soma de funções temporais
em instantes l ponderadas por cl. Ou seja, os termos cl são os coeficientes da transformada inversa da
função log Φyy(z) portanto:

cl =
1

2�

∫ �

−�
ej!l log Φyy(!) d!, l ∈ Z (2.38)

O que para l = 0 dá a condição para a série ser não determinística que é:

c0 =
1

2�

∫ �

−�
log Φyy(!) d! > −∞ (2.39)

uma vez que se c0 = −∞, ec0 = 0 e Φyy(z) = 0. Esta condição é conhecida como condição de
regularidade de Szegö20.

Definindo H(z) = exp (
∑∞

i=0 ℎ(i)z
−i) , ∣z∣ > �, temos que a série deste expoente é analítica

em ∣z∣ > � e H(∞) = 1. Portanto H(z) pode ser expandido em série de Taylor, ou seja:

H(z) =
∞
∑

i=0

ℎ(i)z−i, ∣z∣ > �, ℎ(0) = 1 (2.40)

Além disso, a definição de H(z) permite que se escreva a função de densidade espectral da se-
guinte forma:

Φyy(z) = �2H(z)H(z−1)

onde �2 = ec0 .
19Herman Wold (1908-1992). Matemático norueguês naturalizado sueco. Graduou-se em matemática na Universidade

de Estocolmo, tendo estudado com Harald Cramér. Fez seu doutorado em processos estocásticos sob a orientação de
Cramér, tendo publicado em 1936 a tese Um estudo na análise de séries temporais estacionárias, em que enunciou a
decomposição de Wold que é citada neste texto. Em 1942 se tornou professor de estatística da Universidade de Uppsala,
onde ficou até 1970 quando se tornou professor da Universidade de Gotemburgo por onde se aposentou em 1975.

20Gábor Szegö (1895-1985). Matemático húngaro que se dedicou ao estudo das matrizes de Toeplitz e dos polinômios
ortogonais, tendo publicado o livro Polinômios Ortogonais em 1939. Assim como Hilbert, também foi professor de János
Von Neumman.
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A série de potência da equação 2.40 converge para ∣z∣ > � então H(z) não tem pólos na região
∣z∣ ≥ 1. Disto também segue que ∣ℎ(l)∣ ≤ M�1 para qualquer l ≥ 0 onde M > 0 e 0 < �1 ≤ � < 1.
Portanto:

∞
∑

i=0

∣ℎ(l)∣ < ∞ ⇒
∞
∑

i=0

∣ℎ(l)∣2 < ∞

Além disso, H(z) é tal que:

H(z)−1 = exp

(

−
∞
∑

l=1

clz
−l

)

que é analítica em ∣z∣ > � e portanto H(z) não tem zeros na região ∣z∣ ≥ 1, portanto H(z) é de fase
mínima.

Como a densidade espectral do processo estocástico y é maior ou igual a zero, log Φyy(!) ≤
Φyy(!). Portanto c0 é menor que o coeficiente zero da série de Fourier de Φyy, ou seja:

co ≤
1

2�

∫ �

−�
Φyy(!) d! < ∞ (2.41)

Portanto há um limite superior para c0. Se também há um limite inferior para co, ou seja, c0 < ∞,
o processo é não singular.

No entanto quando c0 > −∞ é possível que o processo tenha zeros sobre o círculo de raio unitá-
rio, de forma que a condição de regularidade de Szegö é mais fraca que o fato de a função log Φyy(z)
ser analítica conforme será demonstrado no exemplo a seguir. Seja y(t) o seguinte processo de média
móvel:

y(t) = �(t)− �(t− 1) (2.42)

em que � é um ruído branco de média nula e variância �2 = 1.
O processo y(t) pode ser visto como a saída de um filtro com função de transferência H(z) =

1− z−1 a uma entrada �(t). Portanto a função de densidade espectral de y(t) será:

Φyy(z) = �2H(z)H(z−1) = 2− (z + z−1) ⇒ Φyy(!) = 2− 2 cos(!) (2.43)

Para este processo, log Φyy(z)∣z=1 = −∞, portanto o logaritmo não é analítico sobre o círculo de
raio unitário. No entanto, a integral deste logaritmo é maior que −∞, o que satisfaz a condição de
Szegö, conforme será demonstrado abaixo:

∫ �

−�
log Φyy(!) d! =

∫ �

−�
log(2− 2 cos(!)) d! = 0 > −∞

2.7.2 Caso multivariável

Seja agora y(k) um processo estocástico estacionário, multivariável com dimensão n > 1, de
segunda ordem e média nula. O espaço ℋ gerado por esse processo pode ser definido da seguinte
maneira:



2.7. PROCESSOS ESTOCÁSTICOS NO ESPAÇO DE HILBERT 35

ℋ =

⎧

⎨

⎩

� =
k2
∑

k=k1

aky(k)∣ak ∈ ℜ
⎫

⎬

⎭

, −∞ < k1 ≤ k2 < ∞

Ou seja, o espaço ℋ é definido por todos os vetores � formados por combinações lineares de todos os
elementos do processo estocástico vetorial y(k) em todos instantes compreendidos entre k1 e k2.

Sejam dois vetores � e � contidos no espaço ℋ definidos da seguinte maneira:

� =
k2
∑

k=k1

aky(k) � =
j2
∑

j=j1

bjy(j)

Neste espaço, define-se o produto interno entre dois vetores como sendo a somatória das covariân-
cias tomadas para cada termo do processo multivariável, ou seja, o produto interno entre dois vetores
� e � definidos em ℋ é:

< �, � >ℋ=
n
∑

i=1

E

⎡

⎣

⎛

⎝

k2
∑

k=k1

akyi(k)

⎞

⎠

⎛

⎝

j2
∑

j=j1

bjyi(j)

⎞

⎠

⎤

⎦ =
∑

k,j∈D

akbj
n
∑

i=1

E[yi(k)yi(j)]

em que yi(k) é o i-ésimo termo do vetor y(k), D é o domínio em que estão definidas as variáveis j
e k, ou seja, k1 ≤ k ≤ k2 e j1 ≤ j ≤ j2, e 1 ≤ i ≤ n. A expressão acima pode ser simplificada ao
se tomar a matriz de covariância do processo estocástico multivariável y(k) de média nula, conforme
apresentado abaixo:

E[y(k)y(j)T ] =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

E[y1(k)y1(j)] E[y1(k)y2(j)] . . . E[y1(k)yn(j)]
E[y2(k)y1(j)] E[y2(k)y2(j)] . . . E[y2(k)yn(j)]

...
...

. . .
...

E[yn(k)y1(j)] E[yn(k)y2(j)] . . . E[yn(k)yn(j)]

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

portanto,

n
∑

i=1

E[yi(k)yi(j)] = tr(E[y(k)y(j)T ])

em que tr(∙) é o traço da matriz ∙, ou seja, a soma dos elementos de sua diagonal principal.
Desta forma, o produto interno em um espaço de Hilbert formado por processos estocásticos

multivariáveis pode ser escrito da seguinte maneira:

< �, � >ℋ=
∑

k,j∈D

tr(E[y(k)y(j)T ])akbj

Consequentemente, a norma do vetor � é definida como:

∣∣�∣∣2ℋ =< �, � >ℋ=
k2
∑

k=k1

tr(E[y(k)y(k)T ])a2k

Como a norma é o produto entre uma somatória de covariâncias e um termo quadrático, ela é sempre
positiva e o espaço ℋ é um espaço de Hilbert.
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2.8 Predição de um processo estocástico

No exemplo a seguir é demonstrado como a predição de um processo estocástico pode ser feita
levando em conta a análise espectral desenvolvida acima. Seja y(t) um processo regular estacionário.
Conforme comentado anteriormente, o processo y(t) pode ser visto como a saída de um filtro que tem
como entrada um ruído branco descorrelacionado �(t), ou seja:

y(t) =
∞
∑

i=0

ℎ(i)�(t− i) (2.44)

Sendo que a função de transferência do filtro é:

H(z) =
∞
∑

i=0

ℎ(i)z−i (2.45)

por hipótese este filtro é de fase mínima, ou seja, sua inversa é estável.
Como o processo y(t) é formado por combinações lineares de ocorrências passadas do processo

�(t), o espaço Yt, formado pelos valores do processo y(t) até o instante t, é igual ao espaço ℰt,
formado pelo ruído branco até o instante t. Por este motivo, a previsão do valor do processo y(t) no
instante t+m, m > 0, pode ser escrita tanto como uma combinação linear de valores passados de y,
quanto de valores passados do processo �, ou seja:

ŷ(t+m∣t) = Ê[y(t+m)∣Yt] =
∞
∑

i=0

giy(t− i) (2.46)

ou

ŷ(t+m∣t) = Ê[y(t+m)∣ℰt] =
∞
∑

i=0

fi�(t− i) (2.47)

A partir das famílias de coeficientes gi e fi pode-se definir as seguintes funções de transferência:

G(z) =
∞
∑

i=0

g(i)z−i F (z) =
∞
∑

i=0

f(i)z−i (2.48)

Estes filtros têm uma relação entre si. Se o sinal y(t) for dado como entrada para um filtro com
função de transferência 1/H(z) (motivo pelo qual foi feita a hipótese de H(z) ser de fase mínima.) na
saída haverá o sinal �(t). Se este sinal for dado como entrada a um filtro com função de transferência
F (z), o sinal de saída será ŷ(t+m). Por outro lado, se o sinal y(t) for dado como entrada a um filtro
com função de transferência G(z), a saída será ŷ(t+m). Disto se conclui que:

G(z) =
F (z)

H(z)
(2.49)

O parágrafo e a expressão acima estão ilustrados na figura 2.3.
Definindo y(t+m) como sendo o erro de predição, ou seja:

y(t+m) = y(t+m)− ŷ(t+m) (2.50)

tem-se que:
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Fig. 2.3: Relação entre as funções de transferência G(z), F (z) e H(z). a) o sinal y(t) ao passar
pelo filtro com função de transferência 1

H(z)
produz o sinal �(t), que ao passar pelo filtro com função

de transferência F (z) resulta no sinal ŷ(t + m). b) o sinal y(t) ao passar pelo filtro com função de
transferência G(z) resulta no sinal ŷ(t+m).

y(t+m) =
∑∞

i=0 ℎ(i)�(t+m− i)−∑∞
i=0 f(i)�(t− i)

=
∑m−1

i=0 ℎ(i)�(t+m− i) +
∑∞

i=0[ℎ(i+m)− f(i)]�(t− i)
(2.51)

Ao se aplicar o valor esperado dos dois lados da equação acima fica claro que o valor esperado do
erro de predição é nulo. A variância do erro de predição por sua vez é dada por:

E[y2(t+m)] = �2
e

m−1
∑

i=0

ℎ2(i) + �2
e

∞
∑

i=0

[ℎ(i+m) + f(i)]2 (2.52)

uma vez que o processo � é um ruído branco descorrelacionado de variância �2
e .

Da equação acima nota-se que para minimizar a variância do erro deve-se fazer f(i) = ℎ(i+m),
portanto o melhor preditor tem a seguinte forma:

ŷ(t+m∣t) =
∞
∑

i=0

ℎ(i+m)�(t− i) =
t
∑

i=−∞

ℎ(t+m− i)�(i) (2.53)

Também se tem que a função de transferência F (z) é dada por:

F (z) =
∞
∑

i=0

ℎ(i+m)z−i = ℎ(m) + ℎ(m+ 1)z−1 + . . . (2.54)

mas ao se multiplicar H(z) por zm se tem o seguinte:

zmH(z) = ℎ(0)zm + . . .+ ℎ(m− 1)z + ℎ(m) + ℎ(m+ 1)z−1 + . . . (2.55)

portanto F (z) é igual à parte causal de zmH(z). Se [∗]+ denotar o isolamento da parte causal de uma
expressão, então a função G(z) que fornece a previsão com menor covariância de erro é dada por:

G(z) =
[zmH(z)]+

H(z)
(2.56)
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A variância mínima a que se chega usando o G(z) ótimo é obtida ao se anular o segundo termo
da equação 2.52, ou seja:

�2
m = E[y2(t+m)] = �2

e

m−1
∑

i=0

ℎ2(i) (2.57)

Como y(t+m) = ŷ(t+m∣t) + y(t+m) com ŷ(t+m∣t) ortogonal a y(t+m) então:

�2
y = E[y(t+m)y(t+m)] =

= E[(ŷ(t+m∣t) + y(t+m))(ŷ(t+m∣t) + y(t+m))] =

= �2
ŷ + �2

m ⇒ �2
m = �2

y − �2
ŷ

(2.58)

em que �2
y = E[ŷ2(t+m∣t)]. Como Y (z) = H(z)�(z) e Ŷ (z) = F (z)�(z) então a variância mínima

pode ser escrita a partir da transformada inversa de Fourier como:

�2
m =

�2
e

2�

∫ �

−�

(

∣H(ej!)∣2 − ∣F (ej!)∣2
)

d! (2.59)

2.9 Sistemas estocásticos variantes no tempo

Seja um sistema linear variante no tempo sujeito apenas a ruídos e descrito pela seguinte equação
de estado:

{

x(t+ 1) = A(t)x(t) + w(t)
y(t) = C(t)x(t) + v(t)

(2.60)

Em que x ∈ ℜn é o vetor de estados, y ∈ ℜp é o vetor de saída, w ∈ ℜn é o ruído sobre a
atualização dos estados, v ∈ ℜp é o ruído de observação e as matrizes A(t) ∈ ℜnxn e C(t) ∈ ℜpxn

são funções determinísticas do tempo t. Os ruídos v(t) e w(t) são processos estocásticos brancos,
gaussianos de média nula com as seguintes matrizes de covariância:

E

[[

w(t)
v(t)

]

[w(t)T v(t)T ]

]

=

[

Q(t) S(t)
S(t)T R(t)

]

�ts (2.61)

em que Q(t) ∈ ℜnxn é uma matriz não negativa definida e R(t) é uma matriz positiva definida para
qualquer t. O estado inicial x0 por sua vez é gaussiano com média �x(0), com matriz de covariância
Π(0) e descorrelacionado com os ruídos v(t) e w(t).

A partir destas definições o interesse é o estudo das propriedades estatísticas dos processos x e y
a partir das características dos outros processos envolvidos no problema. Para o estudo do processo
x é interessante definir a matriz de transição de estados Φ(t, s) como sendo:

Φ(t, s) =

{

∏t−1
i=s A(i) s < t

I s = t
(2.62)

Com esta definição a solução da primeira equação do sistema é:
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x(t) = A(t− 1)x(t− 1) + w(t− 1) =

= A(t− 1)[A(t− 2)x(t− 2) + w(t− 2)] + w(t− 1) =

= A(t− 1)[A(t− 2)[A(t− 3)x(t− 3) + w(t− 3)] + w(t− 2)] + w(t− 1) =

= . . . =

=
∏t−1

i=s A(i)x(s) + w(t− 1) + A(t− 1)w(t− 2) + A(t− 1)A(t− 2)w(t− 3)+

+ . . .+ A(t− 1)A(t− 2) . . . A(s+ 1)w(s) =

=
∏t−1

i=s A(i)x(s) + w(t− 1) +
∏t−1

i=t−1 A(i)w(t− 2) +
∏t−1

i=t−2 A(i)w(t− 3)+

+ . . .+
∏t−1

i=s+1 A(i)w(s)

(2.63)

usando a definição de Φ(t, s) tem-se:

x(t) = Φ(t, s)x(s) + Φ(t, t)w(t− 1) + Φ(t, t− 1)w(t− 2) + Φ(t, t− 2)w(t− 3)+

+ . . .+ Φ(t, s+ 1)w(s) =

= Φ(t, s)x(s) +
∑t−1

k=s Φ(t, k + 1)w(k)

(2.64)

Se o estado inicial é x0, ou seja, s = 0, então:

x(t) = Φ(t, 0)x(0) +
t−1
∑

k=0

Φ(t, k + 1)w(k) (2.65)

ou seja, o vetor x(t) é uma combinação linear de um processo gaussiano x0 e do ruído w nos instantes
de tempo de 0 a t−1, portanto x(t) também é gaussiano. O processo x(t) também é markoviano, uma
vez que ele é combinação linear de processos estocásticos descorrelacionados (x0 e w), implicando
que:

p(x(t+ k)∣x(t), x(t− 1), . . . , x(0)) = p(x(t+ k)∣x(t))
comprovando que x(t) é de fato markoviano. Como um processo markoviano e gaussiano, x(t) é
completamente caracterizado pelo seu vetor de média:

�x(t) = E[x(t)] = E

[

Φ(t, 0)x(0) +
t−1
∑

k=0

Φ(t, k + 1)w(k)

]

= Φ(t, 0)�x(0) (2.66)

e por sua matriz de covariância:
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Λxx(t, s) = E[(x(t)− �x(t))(x(s)− �x(s))
T ] =

= E
[((

Φ(t, 0)x(0) +
∑t−1

l=0 Φ(t, l + 1)w(l)
)

− �x(t)
)

∗

∗
((

Φ(s, 0)x(0) +
∑s−1

k=0Φ(s, k + 1)w(k)
)

− �x(s)
)T
]

=

= E
[(

Φ(t, 0)(x(0)− �x(0)) +
∑t−1

l=0 Φ(t, l + 1)w(k)
)

∗

∗
(

Φ(s, 0)(x(0)− �x(0)) +
∑s−1

k=0 Φ(s, k + 1)w(k)
)T
]

=

= Φ(t, 0)E[(x(0)− �x(0))(x(0)− �x(0))
T ]ΦT (s, 0)+

+Φ(t, 0)E
[

(x(0)− �x(0))(
∑s−1

k=0 Φ(s, k + 1)w(k))T
]

+

+E[(
∑t−1

l=0 Φ(t, l + 1)w(l))(x(0)− �x(0))
T ]ΦT (s, 0)+

+
∑t−1

l=0 Φ(t, l + 1)E[w(l)w(k)T ]
∑s−1

k=0 Φ
T (s, k + 1) =

= Φ(t, 0)Π(0)ΦT (s, 0) +
∑s−1

k=0Φ(t, k + 1)Q(k)ΦT (s, k + 1)

(2.67)

Na última passagem do cálculo abaixo, o segundo e o terceiro termos são nulos devido à descorre-
lação entre x(0) e w(t) e também devido ao fato de w(t) ter média nula. No último termo, o produto
de somatórias se torna apenas uma somatória pois o ruído w é descorrelacionado em instantes de
tempo diferentes. Portanto, se s < t, a somatória vai até o instante s− 1.

A matriz de variância Π(t) do processo x é obtida simplesmente ao se substituir s por t na equação
acima, ou seja:

Π(t) = Λxx(t, t) = Φ(t, 0)Π(0)ΦT (t, 0) +
t−1
∑

k=0

Φ(t, k + 1)Q(k)ΦT (t, k + 1) (2.68)

Esta matriz de variância também pode ser calculada recursivamente conforme demonstrado a
seguir:
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Π(1) = Φ(1, 0)Π(0)ΦT (1, 0) + Φ(1, 1)Q(0)ΦT (1, 1)

= A(0)Π(0)AT (0) +Q(0)

Π(2) = Φ(2, 0)Π(0)ΦT (2, 0) + Φ(2, 1)Q(0)ΦT (2, 1) + Φ(2, 2)Q(1)ΦT (2, 2) =

= A(1)A(0)Π(0)AT (0)AT (1) + A(1)Q(0)AT (1) +Q(1) =

= A(1)[A(0)Π(0)AT (0) +Q(0)]AT (1) +Q(1) =

= A(1)Π(1)AT (1) +Q(1)

...
...

Π(t+ 1) = A(t)Π(t)AT (t) +Q(t)

(2.69)

A equação 2.69 é conhecida como equação de Lyapunov21 e tem sua solução explorada na refe-
rência [56] por meio de redes neurais e nos artigos [39] e [40] e no capítulo 7 desta tese por meio de
algoritmos imuno-inspirados.

O processo y(t) também é gaussiano pelos mesmos motivos que o processo x(t) o é. e Sua média
é a seguinte:

�y(t) = E[y(t)] = E[C(t)x(t) + v(t)] = C(t)�x(t) = C(t)Φ(t, 0)�x(0) (2.70)

O cálculo de sua variância é feito em duas partes. Primeiro encontra-se o valor de y(t) − �y(t)
em termos dos processos conhecidos:

y(t)− �y(t) = C(t)x(t) + v(t)− C(t)Φ(t, s)�x(s)

= C(t)
[

Φ(t, s)x(s) +
∑t−1

k=s Φ(t, k + 1)w(k)
]

+ v(t)− C(t)Φ(t, s)�x(s) =

= C(t)Φ(t, s)[x(s)− �x(s)] + C(t)
∑t−1

k=s Φ(t, k + 1)w(k) + v(t)
(2.71)

Com isto tem-se que:

21Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918). Matemático e físico russo, aluno de Chebyshev. Graduado pela
Universidade de São Petesburgo dois anos após Markov, especializou-se nas áreas de hidrostática, teoria da probabilidade
e sistemas dinâmicos. Foi professor da Universidade da Carcóvia e posteriormente da Universidade de São Petesburgo,
ocupando a cadeira de Chebyshev. Se suicidou em Odessa, após a morte de sua esposa por tuberculose.
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Λyy(t, s) = E[(y(t)− �y(t))(y(s)− �y(s))
T ] =

= E
[(

C(t)Φ(t, s)[x(s)− �x(s)] + C(t)
∑t−1

k=s Φ(t, k + 1)w(k) + v(t)
)

∗

∗ (C(s)x(s) + v(s)− C(s)�x(s))
T
]

= E
[(

C(t)Φ(t, s)[x(s)− �x(s)] + C(t)
∑t−1

k=s Φ(t, k + 1)w(k) + v(t)
)

∗

∗ (C(s)(x(s)− �x(s)) + v(s))T
]

=

= C(t)Φ(t, s)E[(x(s)− �x(s))(x(s)− �x(s))
T ]CT (s)+

+C(t)Φ(t, s)E[(x(s)− �x(s))v(s)
T ]+

+C(t)
∑t−1

k=s Φ(t, k + 1)E[w(k)(x(s)− �x(s))
T ]CT (s)+

+C(t)
∑t−1

k=s Φ(t, k + 1)E[w(k)v(s)T ]+

+E[v(t)(x(s)− �x(s))
T ]CT (s) + E[v(t)v(s)T ] =

= C(t)Φ(t, s)Π(s)CT (s)+

+C(t)
∑t−1

k=s Φ(t, k + 1)E[w(k)v(s)T ]+

+E[v(t)v(s)T ]

(2.72)

Se s < t, a somatória do segundo termo da última equação acima tem um termo não nulo quando
k = s e este termo é Φ(t, s + 1)S(s), enquanto o terceiro termo se anula. Se s = t o segundo termo
se anula e o terceiro é a variância do processo v(t). É possível mostrar também que se s > t, a matriz
de covariância é a transposta de quando s < t. Portanto, tem-se finalmente que:

Λyy(t, s) =

⎧



⎨



⎩

C(t)Φ(t, s)Π(s)CT (s) + C(t)Φ(t, s+ 1)S(s) t > s
C(t)Π(t)CT (t) +R(t) t = s
ΛT

yy(s, t) t < s
(2.73)

2.10 Sistemas estocásticos invariantes no tempo

Um sistema linear estocástico invariante no tempo é semelhante aos variantes no tempo a menos
que as matrizes envolvidas (A(t), C(t), Q(t), R(t) e S(t)) não dependem do tempo t, ou seja, A(t) =
A, C(t) = C, Q(t) = Q, R(t) = R e S(t) = S.
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Por analogia ao estudado no caso variante no tempo se tem que, para um sistema linear estocástico
invariante no tempo representado por:

{

x(t+ 1) = Ax(t) + w(t)
y(t) = Cx(t) + v(t)

(2.74)

com instante inicial igual a t0, com x(t0) gaussiano com média �x(t0) e matriz de covariância Π(t0),
a matriz de transição de estado será:

Φ(t, s) = At−s (2.75)

se t ≤ s. O processo x terá média:
�x(t) = At−t0�x(t0) (2.76)

e a seguinte matriz de covariância:

Π(t) = At−t0Π(t0)(A
T )t−t0 +

∑t−1
k=t0

At−k−1Q(AT )t−k−1

= At−t0Π(t0)(A
T )t−t0 +

∑t−t0−1
k=0 AkQ(AT )k

(2.77)

e esta matriz satisfaz a equação de Lyapunov, ou seja:

Π(t+ 1) = AΠ(t)AT +Q (2.78)

Se a matriz A for estável, matriz de covariância Π(t) tende a um valor constante Π conforme será
demonstrado a seguir:

Se A é estável então:

lim
t0→−∞

At−t0 = 0 (2.79)

portanto:

lim
t0→−∞

�x(t) = 0 (2.80)

Com isto o limite de Π(t) quando t0 → −∞22 é:

lim
t0→−∞

[

At−t0Π(t0)(A
T )t−t0 +

t−t0−1
∑

k=0

AkQ(AT )k
]

=
∞
∑

k=0

AkQ(AT )k = Π (2.81)

Ou seja, Π(t) não depende mais de t, portanto, pode ser definido como Π. Desta forma, a matriz de
covariância Λ(t + l, t) quando t0 → −∞ tem um valor que depende apenas do intervalo l, uma vez
que, a partir da equação 2.77:

Λxx(t, t) = At−t0Π(t0)(A
T )t−t0 +

t−1
∑

k=t0

At−k−1Q(AT )t−k−1 (2.82)

22Tomar o limite quando t0 → −∞ significa que o sistema está sendo analisado em seu regime, ou seja, o compor-
tamento transitório do início de seu funcionamento não tem mais importância pois ele ocorreu há um tempo grande o
suficiente.



44 CAPÍTULO 2. PROCESSOS ESTOCÁSTICOS

e
Λxx(t+ l, t) = At+l−t0Π(t0)(A

T )t−t0 +
∑t−1

k=t0
At+l−k−1Q(AT )t−k−1 =

= Al
[

At−t0Π(t0)(A
T )t−t0 +

∑t−1
k=t0

At−k−1Q(AT )t−k−1
]

=

= AlΛxx(t, t)

(2.83)

Tomando o limite quando t0 → −∞, encontra-se que Λxx(t + l, t) = Λxx(l) = AlΠ. Além disto,
se l < 0, ou seja, se o intervalo entre as duas medidas é negativo, o segundo termo do argumento
de Λxx deve ser maior que o primeiro termo. Como l é negativo, este valor deve ser subtraído de t
no segundo termo para que o intervalo entre os dois instantes de tempo do argumento de Λxx seja
negativo. Portanto:

Λxx(t, t− l) = At−t0Π(t0)(A
T )t−l−t0 +

∑t−1
k=t0

At−k−1Q(AT )t−l−k−1

=
[

At−t0Π(t0)(A
T )t−t0 +

∑t−1
k=t0

At−k−1Q(AT )t−k−1
]

(AT )−l =

= Λxx(t, t)(A
T )−l

(2.84)

Ao se tomar o limite quando t0 → −∞ encontra-se que Λxx(t, t− l) = Λxx(−l) = Π(AT )−l.
Em um sistema linear estocástico invariante no tempo em que a matriz A é estável, o processo y

será gaussiano e, se t0 → −∞, sua média será nula, conforme demonstrado abaixo:

E[y(t)] = E[Cx(t) + v(t)] = C�x(t) + E[v(t)] = 0 (2.85)

A matriz de covariância Λyy(l) do processo y quando t0 → −∞, obtida por analogia com a
equação 2.73, é a seguinte:

Λyy(l) =

⎧



⎨



⎩

CAlΠCT + CAl−1S t > s
CΠCT +R t = s
CΠ(AT )−lCT + ST (AT )−l−1CT t < s

(2.86)

Definindo M = CΠAT + ST tem-se que:

Λyy(l) =

⎧



⎨



⎩

CAl−1MT t > s
CΠCT +R t = s
M(AT )−l−1CT t < s

(2.87)

2.10.1 Relação entre matrizes e correlações

É possível fazer estimativas sobre as matrizes do sistema a partir do estudo da correlação entre os
sinais do mesmo. Os métodos de realização de séries temporais detalhados no capítulo 5 partem de
uma análise semelhante a que é feita a seguir.

A matriz A, do sistema descrito na equação 2.74 pode ser determinada da seguinte forma:
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x(t+ 1) = Ax(t) + w(t) ⇒

⇒ E[x(t+ 1)xT (t)] = E[Ax(t)xT (t) + w(t)xT (t)] ⇒

⇒ E[x(t+ 1)xT (t)] = AΠ ⇒ A = E[x(t+ 1)xT (t)]Π−1

(2.88)

Analogamente, a matriz C é dada por:

y(t) = Cx(t) + v(t) ⇒

⇒ E[y(t)xT (t)] = E[Cx(t)xT (t) + v(t)xT (t)] ⇒

⇒ E[y(t)xT (t)] = CΠ ⇒ C = E[y(t)xT (t)]Π−1

(2.89)

e a matriz M também pode ser calculada de forma semelhante:

y(t) = Cx(t) + v(t) ⇒

⇒ E[y(t)xT (t+ 1)] = E[(Cx(t)xT (t+ 1) + v(t))xT (t+ 1)] ⇒

⇒ E[y(t)xT (t+ 1)] = CE[x(t) (Ax(t))T ] + E[v(t)w(t)T ] =

= CΠAT + ST = M

(2.90)

2.10.2 Densidade espectral

Seja um sistema em que a matriz S = 0, ou seja, os ruídos w e v são independentes. Para este
sistema a matriz de covariância de y será a seguinte:

Λyy(l) =

⎧



⎨



⎩

CAlΠCT t > s
CΠCT +R t = s
CΠ(AT )−lCT t < s

=

{

CΛxx(l)C
T l ∕= 0

CΛxx(0)C
T +R l = 0

= CΛxx(l)C
T +R�(l)

(2.91)

A partir da matriz de covariância pode-se calcular a densidade espectral do processo y que é dada
por:

Φyy(z) = ℱ [Λyy(l)] = CΦxx(z)C
T +R (2.92)

em que Φxx é a matriz de densidade espectral do processo x. Esta matriz por sua vez é calculada da
seguinte forma:
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Φxx(z) = ℱ [Λxx(l)] =
∑∞

l=−∞ Λxx(l)z
−l =

=
∑−1

l=−∞ Π(At)−lz−l +Π+
∑∞

i=1 A
kΠz−l =

= Π+Π
(

∑∞
l=1 z

l(AT )l
)

+
(

∑∞
i=1 z

−lAl
)

Π =

= Π+Π
(

∑∞
l=0 z

l(AT )l − I
)

+
(

∑∞
i=0 z

−lAl − I
)

Π =

= Π+Π
(

(I − zAT )−1 − I
)

+ ((I − z−1A)−1 − I)Π =

= Π+ Π
(

(I − (I − zAT ))(I − zAT )−1
)

+ ((I − z−1A)−1(I − (I − z−1A)))Π =

= Π+ ΠzAT (I − zAT )−1 + (I − z−1A)−1z−1AΠ =

= Π+ΠAT (z−1I − AT )−1 + (zI − A)−1AΠ =

= (zI − A)−1(zI − A)
[

Π+ΠAT (z−1I − AT )−1 + (zI − A)−1AΠ
]

∗

∗(z−1I − AT )(z−1I − AT )−1 =

= (zI − A)−1
[

(zI − A)Π(z−1I − AT ) + (zI − A)ΠAT + AΠ(z−1I − AT )
]

∗

∗(z−1I − AT )−1 =

= (zI − A)−1
[

Π− zΠAT − z−1AΠ+ AΠAT + zΠAT − AΠAT+

+z−1AΠ− AΠAT
]

(z−1I − AT )−1 =

= (zI − A)−1
[

Π− AΠAT
]

(z−1I − AT )−1

= (zI − A)−1Q(z−1I − AT )−1

(2.93)
Portanto a matriz de densidade espectral do processo y será:

Φyy(z) = C(zI − A)−1Q(z−1I − AT )−1CT +R (2.94)

Definindo W (z) = C(zI − A)−1 temos que:

Φyy(z) = W (z)QW T (z−1) +R (2.95)

No caso em que há correlação entre os sinais de ruído v e w, ou seja, quando S ∕= 0, a matriz de
densidade espectral de y é calculada a partir da equação 2.87 da seguinte forma:
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Φyy(z) = ℱ [Λyy(z)] =
∑∞

−∞ Λyy(l)z
−l =

=
∑−1

l=−∞ M(AT )−l−1CT z−l + CΠCT +R +
∑∞

l=1CAl−1MT z−l =

= M
[

∑∞
l=1(A

T )l−1zl
]

CT + CΠCT +R + C
[

∑∞
l=1A

l−1z−l
]

MT =

= M
[

∑∞
l=0(A

T )l−1zl − (AT )−1
]

CT + CΠCT +R + C
[

∑∞
l=0A

l−1z−l − A−1
]

MT =

= M(AT )−1
[

∑∞
l=0(A

T z)l − I
]

CT + CΠCT +R + C
[

∑∞
l=0(Az

−1)l − I
]

A−1MT =

= M(AT )−1
[

(I − AT z)−1 − I
]

CT + CΠCT +R + C [(I − Az−1)−1 − I]A−1MT =

= M(AT )−1
{

[I − (I − AT z)](I − AT z)−1
}

CT + CΠCT +R+

+C {(I − Az−1)−1[I − (I − Az−1)]}A−1MT

= M(AT )−1AT z(I − AT z)−1CT + CΠCT +R + C(I − Az−1)−1Az−1A−1MT

= M(z−1I − AT )−1CT + CΠCT +R + C(zI − A)−1MT =

= (CΠAT + ST )(z−1I − AT )−1CT + CΠCT +R + C(zI − A)−1(AΠCT + S) =

= CΠAT (z−1I − AT )−1CT + ST (z−1I − AT )−1CT + CΠCT +R+

+C(zI − A)−1AΠCT + C(zI − A)−1S =

= CΠAT (z−1I − AT )−1CT + STW T (z−1) + CΠCT +R+

+C(zI − A)−1AΠCT +W (z)S =

= R +W (z)S + STW T (z−1)+

+CΠAT (z−1I − AT )−1CT + CΠCT + C(zI − A)−1AΠCT =

= R +W (z)S + STW T (z−1)+

+C(zI − A)−1(zI − A)C−1∗

∗
[

CΠAT (z−1I − AT )−1CT + CΠCT + C(zI − A)−1AΠCT
]

∗

∗(CT )−1(z−1I − AT )(z−1I − AT )−1CT =
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continuação:

Φyy(z) = R +W (z)S + STW T (z−1)+

+C(zI − A)−1∗

∗
[

(zI − A)ΠAT + (zI − A)Π(z−1I − AT ) + AΠ(z−1I − AT )
]

∗

∗(z−1I − AT )−1CT

= R +W (z)S + STW T (z−1)+

+W (z)∗

∗
[

zΠAT − AΠAT +Π− zΠAT − z−1AΠ+ AΠAT + z−1AΠ− AΠAT
]

∗

∗W T (z−1) =

= R +W (z)S + STW T (z−1) +W (z)(Π− AΠAT )W T (z−1) =

= R +W (z)S + STW T (z−1) +W (z)QW T (z−1)

(2.96)

Para a validade das equações 2.93 e 2.96 é suposto que as somatórias envolvidas convergem, o que
de fato ocorre na coroa �(A) < ∣z∣ < �−1(A) se a matriz A for estável, ou seja, se todos os autovalores
�(A) estiverem dentro do círculo de raio unitário, que é a hipótese inicial. De fato, a somatória
∑∞

l=0 Z
−lAl converge para ∣z∣ > �(A) e a somatória

∑∞
l=0 Z

l(AT )l converge para ∣z∣ < �(A)−1.



Capítulo 3

Identificação de sistemas no espaço de estado

Neste capítulo são estudadas as técnicas de identificação de sistemas discretos, determinísticos e
multivariáveis no espaço de estado, que sem perda de generalidade também podem ser usadas para
sistemas determinísticos monovariáveis. A inclusão deste capítulo se deve a dois motivos principais.
O primeiro é para ilustrar a semelhança entre a identificação de sistemas determinísticos e a realização
de séries temporais, que é o problema tratado no capítulo 5. O segundo motivo é o embasamento de
uma das contribuições desta tese, que é a identificação de sistemas multivariáveis variantes no tempo,
apresentada no capítulo 7.

As referências principais para este estudo são as teses de doutorado [5], [13], [56] e a dissertação
de mestrado [15].

3.1 Aspectos básicos

Nesta seção será explorado o conceito de resposta ao impulso. Embora seja um conceito ampla-
mente conhecido no caso monovariável, este conceito é notavelmente peculiar no caso multivariável.
Sendo assim, nesta seção será explorado o conceito de impulso discreto monovariável e, a partir da
observação da essência deste conceito, será definida a resposta ao impulso de sistemas multivariáveis.

3.1.1 Resposta ao impulso discreto monovariável

Um sistema discreto, linear, causal, monovariável e invariante no tempo pode ser caracterizado
por sua equação a diferenças. Esta equação relaciona a saída do sistema no instante de tempo presente
com os valores da entrada e até mesmo da saída em instantes de tempo anteriores, Este conceito é
amplamente conhecido e para se ter mais detalhes recomenda-se o estudo das referências [1], [10],
[34] e das seções finais do capítulo 4 da dissertação [36], em que são exploradas as várias formas de
representação de sistemas monovariáveis.

Se a natureza física do sistema é conhecida, a equação a diferenças pode ser estimada a partir das
constantes envolvidas no processo, que em geral representam inércias, constantes de amortecimento,
contantes de mola ou combinações destas constantes. Por outro lado, caso essas constantes não sejam
conhecidas, pode-se fazer uma estimativa de seus valores ao se observar a resposta do sistema a
alguma entrada que torne a relação entre a saída observada e a característica do sistema o mais fácil

49
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possível. Desta forma, ao se observar a resposta a esta entrada, se conhecerá uma equação que modela
o comportamento do sistema para qualquer outra entrada.

Sem perda de generalidade, seja um sistema monovariável em que a saída no instante k, denotada
por y(k), seja resultado da combinação linear de infinitas entradas u(k) . . . u(k−∞), ponderadas por
infinitas constantes g(0) . . . g(∞), da seguinte forma:

y(k) =
∞
∑

i=0

g(i)u(k − i) (3.1)

Para se conhecer as constantes g(0) . . . g(∞) diretamente, basta aplicar uma entrada tal que
u(k) = 1 no instante de tempo 0 e u(k) = 0 nos instantes de tempo seguintes, ou seja:

u(k) =

{

1 k = 0
0 k ∕= 0

(3.2)

Desta forma se terá:

y(0) = g(0)
y(1) = g(1)

...
y(∞) = g(∞)

(3.3)

À seqüência de entrada u(k), k = 0 . . .∞, definida na equação 3.2 é dado o nome de impulso
discreto monovariável e à seqüência g(k), k = 0 . . .∞, é dado o nome de resposta ao impulso. Deve-
se notar que a seqüência de resposta ao impulso é, em sua essência, uma seqüência de constantes
da combinação linear da entrada do sistema em instantes de tempo do presente e do passado que
resultará na saída do sistema no instante de tempo presente. Sendo assim, se a resposta ao impulso
for conhecida, pode-se conhecer a saída do sistema para qualquer seqüência de entrada, permitindo
que se realize o sistema de forma algébrica.

3.1.2 Resposta ao impulso discreto multivariável

Seja agora um sistema discreto linear causal multivariável e invariante no tempo com m entradas
e l saídas. Da mesma forma que no caso monovariável, espera-se que haja uma seqüência de entes
matemáticos que relacionem um vetor de saída no instante k com as entradas naquele instante e
no passado. No entanto, os entes não serão mais escalares, mas sim matrizes de dimensão lXm,
denotadas por G(k), k = 0 . . .∞. Com isto, se tem a seguinte representação:

y(k) =
∞
∑

i=0

G(i)u(k − i) (3.4)

Ou seja, no instante 0 a saída será:

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

y1(0)
y2(0)

...
yl(0)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

g11(0) g12(0) . . . g1m(0)
g21(0) g22(0) . . . g2m(0)

...
...

. . .
...

gl1(0) gl2(0) . . . glm(0)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

u1(0)
u2(0)

...
um(0)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(3.5)
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No instante 1 a saída será:

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

y1(1)
y2(1)

...
yl(1)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

g11(0) g12(0) . . . g1m(0)
g21(0) g22(0) . . . g2m(0)

...
...

. . .
...

gl1(0) gl2(0) . . . glm(0)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

u1(1)
u2(1)

...
um(1)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

+

+

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

g11(1) g12(1) . . . g1m(1)
g21(1) g22(1) . . . g2m(1)

...
...

. . .
...

gl1(1) gl2(1) . . . glm(1)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

u1(0)
u2(0)

...
um(0)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(3.6)

e assim por diante.
Desta forma, se todos os elementos gij(k), i = 1 . . . l, j = 1 . . .m, k = 0 . . .∞, forem determi-

nados, será possível realizar o sistema multivariável. Para conhecer estes elementos deve-se fazer m
experimentos sendo que, em cada um deles, se observará a resposta do sistema a uma das entradas.
Para isto, no j-ésimo experimento deve-se aplicar uma entrada que, no instante k = 0, tem a j-ésima
entrada igual a 1 e as demais iguais a zero e nos instantes de tempo seguintes, todas as entradas serão
nulas. Seja, por exemplo, o primeiro experimento. Nele se aplicará a seguinte entrada:

u(k) =

{

[ 1 0 . . . 0 ]T k = 0
0 k ∕= 0

(3.7)

em que 0 é a matriz nula de dimensões apropriadas. Consequentemente, a partir da equação 3.4 as
saídas serão as seguintes:

y1(0) = g11(0) y1(1) = g11(1) . . . y1(k) = g11(k)
y2(0) = g21(0) y2(1) = g21(1) . . . y2(k) = g21(k)

...
...

. . .
...

yl(0) = gl1(0) yl(1) = gl1(1) . . . yl(k) = gl1(k)

(3.8)

ou seja, ao se aplicar a entrada definida na equação 3.7 pode-se determinar a primeira coluna de todas
as matrizes G(k), desde k = 0 até k = ∞.

Fazendo-se um procedimento similar, percebe-se que em cada um dos m experimentos se encon-
trará uma das colunas de todas as matrizes G, de forma que ao fim destes experimentos se terá um
modelo algébrico capaz de realizar o sistema multivariável em questão. À seqüência de matrizes G é
dado o nome de resposta ao impulso discreto multivariável.

Deve-se notar que, diferentemente do caso monovariável, não se pode definir uma única entrada
como sendo um impulso discreto multivariável. Desta forma, o termo resposta ao impulso multivariá-
vel é usado como uma analogia aos sistemas monovariáveis, e não como uma resposta de um sistema
multivariável a apenas uma entrada impulso multivariável. Na verdade, o termo se refere às respostas
a vários impulsos, sendo que cada um deles excita uma das entradas do sistema multivariável em
questão.
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3.2 Identificação de sistemas invariantes no tempo

Uma vez definidas as matrizes de resposta ao impulso, pode-se partir para a representação dos
sistemas determinísticos multivariáveis invariantes no tempo. Uma das formas mais bem sucedidas
de se representar um sistema multivariável é a representação no espaço de estados. Esta abordagem
foi proposta por Kalman na década de 60 e será detalhada a seguir.

Nesta forma de representação, a saída do sistema no instante k é vista como uma combinação
entre um vetor x de dimensão n, que resume todo o passado do sistema, ou ainda, que indica o estado
do sistema no instante k, e a entrada no instante k. Ao vetor x é dado o nome de vetor de estado.
Este vetor também tem sua evolução no tempo dada como uma combinação entre o estado anterior do
sistema e a entrada no instante anterior. Algebricamente, o sistema pode ser representado da seguinte
forma:

{

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k)
y(k) = Cx(k) +Du(k)

(3.9)

em que A ∈ ℜnxn, B ∈ ℜnxm, C ∈ ℜlxn e D ∈ ℜlxm, ou ainda:
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⎨





















⎩

⎡

⎢

⎢

⎣

x1(k + 1)
...

xn(k + 1)

⎤

⎥

⎥

⎦

=

⎡

⎢

⎢

⎣

a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

⎤

⎥

⎥

⎦

⎡

⎢

⎢

⎣

x1(k)
...

xn(k)

⎤

⎥

⎥

⎦

+

⎡

⎢

⎢

⎣

b11 . . . b1m
...

. . .
...

bn1 . . . bnm

⎤

⎥

⎥

⎦

⎡

⎢

⎢

⎣

u1(k)
...

um(k)

⎤

⎥

⎥

⎦

⎡

⎢

⎢
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y1(k)
...

yl(k)

⎤

⎥

⎥
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=

⎡

⎢
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⎦

⎡
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...

xn(k)

⎤
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⎥

⎦

+

⎡

⎢

⎢

⎣

d11 . . . d1m
...
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...

dl1 . . . dlm

⎤

⎥

⎥

⎦

⎡

⎢

⎢

⎣

u1(k)
...

um(k)

⎤

⎥

⎥

⎦

(3.10)

Sendo assim, o objetivo das técnicas de identificação é determinar as matrizes A, B, C e D,
de forma que, para um determinado conjunto de entradas multivariáveis u(k) ∈ ℜm, se tenha as
saídas multivariáveis y(k) ∈ ℜl o mais próximas possível das observadas ao se submeter o sistema
real às mesmas entradas. Para se encontrar essas matrizes há diversos procedimentos propostos, que
dependem de alguns conceitos para serem aplicados. Nesta seção, serão apresentados dois métodos
de estimação das matrizes do sistema: o primeiro é baseado nas matrizes de resposta ao impulso
discreto e o outro é baseado na decomposição LQ de uma matriz formada por dados de entrada e
saída. Ao segundo método é dado o nome de método MOESP (Multivariable Output-Error State
Space).

3.2.1 Identificação a partir da resposta ao impulso do sistema

Relação entre resposta ao impulso e as matrizes do sistema em espaço de estados - parâmetros

de Markov

Supondo que o sistema tenha estado inicial nulo e seja aplicada a entrada definida na equação 3.7
se terá, para k = 0, as seguintes relações:
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⎡
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⎥
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(3.11)

para k = 1 tem-se:
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(3.12)

para k = 2:
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⎢
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(3.13)

Portanto, para k qualquer tem-se que a resposta ao impulso do sistema é dada pela seguinte expressão:
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(3.14)

No caso em que o sistema é submetido à entrada:

u(k) =

{

[ 0 1 0 . . . 0 ]T k = 0
0 k ∕= 0

(3.15)

se terá, para k = 0, as seguintes relações:
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(3.16)

para k = 1 tem-se:
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(3.17)
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para k = 2:
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(3.18)

Portanto, para k qualquer tem-se que a resposta ao impulso do sistema é dada pela seguinte expressão:
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(3.19)

Deve-se notar que, da mesma forma que a cada um dos m experimentos se determina uma coluna
da matriz de resposta ao impulso do sistema, se encontra um termo que tem relação com as colunas
das matrizes B e D da representação de estados do sistema. Com isto pode-se concluir que a matriz
de resposta ao impulso tem a seguinte relação com as matrizes de estados:

G(k) =

{

D k = 0
CAk−1B k ∕= 0

(3.20)

Os termos da matriz de reposta ao impulso recebem também o nome de parâmetros de Markov.

Matrizes de Hankel, de atingibilidade e de observabilidade

Seja um sistema com estado inicial nulo. Suponha que este sistema seja submetido a entradas
quaisquer, até um determinado instante de tempo k > 0, e que depois deste instante todas as entradas
são zeradas. A saída do sistema do instante de tempo k + 1 em diante dependerá então somente do
estado do sistema no instante k+1. Esta relação é facilmente obtida desenvolvendo-se a equação 3.9,
conforme é demonstrado abaixo.

x(k + 2) = Ax(k + 1) y(k + 1) = Cx(k + 1)
x(k + 3) = A2x(k + 1) y(k + 2) = CAx(k + 1)
x(k + 4) = A3x(k + 1) y(k + 3) = CA2x(k + 1)

...
...

(3.21)

e a relação entre saídas posteriores ao instante k e o estado em k+1 pode ser escrita de matricialmente
da seguinte forma:
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x(k + 1) (3.22)



3.2. IDENTIFICAÇÃO DE SISTEMAS INVARIANTES NO TEMPO 55

A matriz que relaciona as saídas futuras (ou seja, do instante k + 1 em diante) com o estado no
instante k + 1 demonstra quais aspectos do estado serão observados na saída futura. Por este motivo
esta matriz é chamada de matriz de observabilidade e é denotada por O. Por simplicidade, denota-se
o vetor de saídas a partir do instante k + 1 como y+(k + 1). Com isto se tem a seguinte relação:

y+(k + 1) = Ox(k + 1) (3.23)

O estado no instante k+ 1 é resultado da influência das entradas aplicadas ao sistema e do estado
no instante 0. Supondo que, inicialmente, o estado do sistema é nulo, a relação entre entradas passadas
e estado no instante k + 1 é a seguinte:

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) =
= A(Ax(k − 1) +Bu(k − 1)) +Bu(k) =
= A2x(k − 1) + ABu(k − 1) +Bu(k) =
= A2(Ax(k − 2) +Bu(k − 2)) + ABu(k − 1) +Bu(k) =
= A3x(k − 2) + A2Bu(k − 2) + ABu(k − 1) +Bu(k) =

...

(3.24)

que também pode ser reescrita matricialmente da seguinte forma:

x(k + 1) =
[

B AB A2B . . .
]
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u(k − 2)

...
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(3.25)

lembrando que o estado inicial é suposto nulo. Note que a matriz que relaciona entradas passadas
com o estado no instante k − 1 na verdade informa quais aspectos do estado podem ser alterados
pela entrada, ou ainda, quais estados podem ser atingidos pelas entradas. Por este motivo esta matriz
recebe o nome de matriz de atingibilidade e é denotada por C. A matriz de entradas passadas pode
ser denotada por u−(k), de forma que se pode escrever, de forma resumida, a seguinte relação:

x(k + 1) = Cu−(k) (3.26)

Substituindo a equação 3.26 em 3.23 encontra-se que a relação entre entradas passadas e saídas
futuras do sistema é dada por:

y+(k + 1) = OCu−(k) = Hu−(k) (3.27)

A matriz H = OC é conhecida como matriz de Hankel. Ao se fazer o produto entre O e C se tem o
seguinte:

OC =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

C
CA
CA2

...

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

[

B AB A2B . . .
]

=

⎡

⎢

⎢

⎣

CB CAB CA2B . . .
CAB CA2B CA3B . . .

...
...

...
. . .

⎤

⎥

⎥

⎦

(3.28)
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Cada bloco desta matriz é um termo da resposta ao impulso, ou ainda, um parâmetro de Markov,
conforme pode ser visto ao se observar a equação acima e compará-la com a equação 3.20. Desta
forma, pode-se escrever:

H = OC =

⎡

⎢

⎢

⎣

G(1) G(2) G(3) . . .
G(2) G(3) G(4) . . .

...
...

...
. . .

⎤

⎥

⎥

⎦

(3.29)

A partir destas matrizes e destas identidades pode-se fazer a identificação dos sistemas determinísticos
conforme foi bem explorado na referência [5] e na seção abaixo.

Método de identificação

Uma forma simples de se fazer a identificação dos sistemas determinísticos invariantes no tempo,
ou seja, de encontrar as matrizes A, B, C e D do sistema, é a partir da matriz de Hankel definida
acima. Esta técnica é baseada na proposta em [42]. A matriz de Hankel é obtida diretamente através
das respostas aos impulsos do sistema.

Seja, por definição, H↑ a matriz H deslocada para cima, ou seja:

H↑ =

⎡

⎢

⎢

⎣

CAB CA2B CA3B . . .
CA2B CA3B CA4B . . .

...
...

...
. . .

⎤

⎥

⎥

⎦

(3.30)

nota-se que esta matriz é, na verdade, igual ao produto OAC. Portanto, se as matrizes de observabi-
lidade e de atingibilidade forem conhecidas, é possível obter a matriz A. Uma forma de se encontrar
as matrizes O e C é se fazendo a decomposição da matriz H em valores singulares, ou seja, encontrar
as matrizes U , Σ e V que satisfaçam:

OC = H = UΣV T =
[

U1 U2

]

[

Σ11 0
0 0

] [

V T
1

V T
2

]

(3.31)

Desta forma, pode-se definir:

O = U1Σ
1/2
11 C = Σ

1/2
11 V T

1 (3.32)

portanto:

H↑ = OAC ⇒ A = O†H↑C† (3.33)

É facil de notar que o primeiro bloco coluna da matriz H , que será denotado por H(:, 1), é a
matriz de observabilidade multiplicada pela matriz B. Com isto, pode-se escrever o seguinte:

H(:, 1) = OB ⇒ B = O†H(:, 1) (3.34)

Da mesma forma, o primeiro bloco linha de H , denotado por H(1, :), é a matriz C multiplicada pela
matriz de atingibilidade. Portanto:

H = CC ⇒ C = HC† (3.35)
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e a matriz D é obtida diretamente da equação 3.20, como sendo a matriz de resposta no instante 0, ou
seja:

D = G(0) (3.36)

Outra forma de se estimar as matrizes B e C seria tomar os primeiros blocos de dimensões ade-
quadas das matrizes O e C obtidos ao se fazer a decomposição em valores singulares da matriz de
Hankel.

3.2.2 Método MOESP

Outro método de identificação de sistemas é o MOESP, proposto por Verhaegen e Dewilde em
[62] e [61]. A idéia principal deste método é a decomposição de uma matriz formada por dados de
entrada e saída do instante 0 até o instante t − 1, concatenados em duas matrizes via decomposição
LQ. Este método é baseado na representação estendida no espaço de estado, apresentada a seguir.

Modelo estendido no espaço de estados

Da mesma forma que os sistemas podem ser representados pela equação 3.10, há também outras
formas de se representar a relação entre entradas, saídas e estados. Apesar de envolverem matrizes
de dimensões maiores que as de entrada, saída e estados, estas novas formas são úteis pois permitem
que diferentes abordagens de identificação sejam adotadas. E atualmente, com a facilidade que se
tem para fazer a manipulações e operações algébricas matriciais com o uso de computadores, estes
métodos se tornaram viáveis. Três destas formas são explicadas com clareza na tese [5]. Nesta seção
será apresentada a primeira delas, que é útil para o desenvolvimento do algoritmo MOESP.

Seja um instante de tempo t, antes do qual todas as entradas são nulas. Com isto, a partir da
equação 3.10, pode-se escrever escrever a relação entre entradas, saídas e estados do instante t até um
instante k − 1 arbitrário da seguinte forma:

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

y(t)
y(t+ 1)

...
y(t+ k − 1)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

C
CA

...
CAk−1

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

x(t) +

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

D 0 0 0
CB D 0 0

...
...

. . .
...

CAk−2B . . . CB D

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

u(t)
u(t+ 1)

...
u(t+ k − 1)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(3.37)

Definindo:

yt∣k−1 =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

y(t)
y(t+ 1)

...
y(t+ k − 1)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

ut∣k−1 =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

u(t)
u(t+ 1)

...
u(t+ k − 1)

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(3.38)

em que yt∣k−1 ∈ ℜklX1 e ut∣k−1 ∈ ℜkmX1, e definindo também a matriz de Toeplitz:
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Ψk =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

D 0 0 0
CB D 0 0

...
...

. . .
...

CAk−2B . . . CB D

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(3.39)

pode-se reescrever 3.37 da seguinte forma;

yt∣k−1 = Okx(t) + Ψkut∣k−1 (3.40)

Se as matrizes yt∣k−1 para t = 0 . . . N−1 forem concatenadas lado a lado, assim como as entradas
yt∣k−1 e os estados, pode-se definir as seguintes matrizes:

U0∣k−1 =
[

u0∣k−1 u1∣k . . . uN−1∣k+N−2

]

(3.41)

Y0∣k−1 =
[

y0∣k−1 y1∣k . . . yN−1∣k+N−2

]

(3.42)

XN−1 =
[

x(0) x(1) . . . x(N − 1)
]

(3.43)

e com isto, se escrever o seguinte modelo estendido:

Y0∣k−1 = OkXN−1 +ΨkU0∣k−1 (3.44)

a partir deste modelo estendido será desenvolvido o método MOESP.

Método de identificação

Definidas as matrizes U0∣k−1 e Y0∣k−1, pode-se decompor sua concatenação em duas matrizes L e
Q da seguinte forma:

[

U0∣k−1

Y0∣k−1

]

= LQ =

[

L11 0
L21 L22

] [

QT
1

QT
2

]

(3.45)

em que L11 ∈ ℜkmXkm e L22 ∈ ℜklXkm são matrizes triangulares inferiores, QT
1 ∈ ℜkmXN e QT

2 ∈
ℜklXN são matrizes ortonormais e L21 ∈ ℜkmXkl.

Com esta decomposição, pode-se reescrever a equação 3.44 da seguinte forma:

L21Q
T
1 + L22Q

T
2 = OkXN−1 +ΨkL11Q

T
1 (3.46)

pós multiplicando os dois lados desta equação por Q2, e tendo em mente a ortonormalidade entre as
matrizes Q1 e Q2, tem-se:

L22 = OkXN−1Q2 (3.47)

tomando a decomposição em valores singulares da matriz L22, ou seja, encontrando-se as matrizes
U , Σ e V tais que L22 = UΣV tem-se:
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L22 = UΣV =
[

U1 U2

]

[

Σ1 0
0 0

] [

V1

V2

]

= OkXN−1Q2 (3.48)

Portanto pode-se dizer que:

Ok = U1Σ
1

2

1 XN−1Q2 = Σ
1

2

1 V1 (3.49)

A partir da matriz de observabilidade encontra-se facilmente as matrizes C e A. A primeira delas é o
primeiro bloco de dimensão lxn de Ok e a segunda é obtida ao se observar que:

Ok↑ =

⎡

⎢

⎢

⎣

CA
CA2

...

⎤

⎥

⎥

⎦

=

⎡

⎢

⎢

⎣

C
CA

...

⎤

⎥

⎥

⎦

A = OkA (3.50)

portanto:

A = O†
kOk↑ (3.51)

Para se obter as matrizes B e D basta observar o seguinte:

UT
2 L22 = 0 UT

2 Ok = 0 (3.52)

A primeira igualdade vem do fato que, conforme visto na equação 3.48, L22 = U1Σ1V1. Como
pelas propriedades da decomposição em valores singulares U1 é ortogonal a U2, a relação acima

fica clara. A segunda igualdade se baseia no seguinte fato: Ok = U1Σ
1

2

1 . Portanto, pela mesma
propriedade de ortogonalidade entre U1 e U2, a igualdade acima fica clara. Observadas estas duas
igualdades, multiplica-se os dois lados da equação 3.46 por U T

2 obtendo-se o seguinte:

UT
2 (L21Q

T
1 + L22Q

T
2 ) = UT

2 (OkXN−1 +ΨkL11Q
T
1 ) ⇒

⇒ UT
2 L21Q

T
1 = UT

2 ΨkL11Q
T
1 ⇒

⇒ UT
2 L21 = UT

2 ΨkL11

⇒ UT
2 L21L

−1
11 = UT

2 Ψk

(3.53)

Dividindo a matriz UT
2 em blocos com l colunas denominados Li, dividindo a matriz UT

2 L21L
−1
11

em blocos com m colunas denominados Mi e representando a matriz Ψk em função das matrizes B e
D temos:

[

M1 M2 . . . Mk

]

=
[

L1 L2 . . . Lk

]

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

D 0 . . . 0
CB D . . . 0

...
...

. . .
...

CAk−2B CAk−3B
. . . D

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(3.54)

de forma que:
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L1D + L2CB + . . .+ Lk−1CAk−3B + LkCAk−2B = M1

L2D + L3CB + . . .+ Lk−1CAk−4B + LkCAk−3B = M2

...
Lk−1D + LkCB = Mk−1

LkD = Mk

(3.55)

o que pode ser escrito matricialmente da seguinte forma:

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

L1 L2C + . . .+ Lk−1CAk−3 + LkCAk−2

L2 L3C + . . .+ Lk−1CAk−4 + LkCAk−3

...
...

Ll−1 LkC
Lk 0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

[

D
B

]

=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

M1

M2
...

Mk−1

Mk

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(3.56)

portanto:

[

D
B

]

=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

L1 L2C + . . .+ Lk−1CAk−3 + LkCAk−2

L2 L3C + . . .+ Lk−1CAk−4 + LkCAk−3

...
...

Lk−1 LkC
Lk 0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

† ⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

M1

M2
...

Mk−1

Mk

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(3.57)

completando assim o cálculo da quadrupla de matrizes do sistema.
Como se pode notar acima, o método MOESP depende de uma grande quantidade de dados para a

determinação do modelo estendido, que culmina na determinação das matrizes do modelo no espaço
de estado. Há casos em que os dados de entrada e saída do sistema são limitados, implicando em
impossibilidade de aplicação deste método. Para lidar com estes casos, foi desenvolvido um método
ao longo desta pesquisa, que é apresentado no capítulo 7 desta tese.

3.3 Identificação de sistemas variantes no tempo

Para a solução do problema de identificação de sistemas determinísticos variantes no tempo, um
algoritmo baseado no MOESP e denominado MOESP-VAR foi proposto [56], [57].

Basicamente, o método consiste em, dado um sistema variante no tempo, definir intervalos, tam-
bém denominados janelas, em torno de instantes de tempo específicos escolhidos para amostragem do
sistema. O número de dados em cada janela é definido de maneira que o sistema não sofra mudanças
durante todo o intervalo de tempo definido para aquela janela. O método MOESP para sistemas inva-
riantes é então aplicado aos dados de entrada e saída do intervalo escolhido, e com isto se encontra as
matrizes que representam o sistema neste intervalo. Este algoritmo está baseado na hipótese que um
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sistema lentamente variante no tempo pode ser modelado como uma série de sistemas invariantes no
tempo em intervalos arbitrários.

O algoritmo MOESP-VAR pode ser aplicado caso haja um grande número de dados disponível
para cada janela, ou seja, caso as variações do sistema não sejam muito rápidas, garantindo que haja
um conjunto de entradas e saídas suficientemente grande para a identificação via método MOESP em
cada um dos intervalos. No caso em que as variações do sistema são rápidas, o método MOESP-VAR
não implica em respostas muito precisas. Ao longo desta pesquisa foi desenvolvido um algoritmo
imuno-inspirado para lidar com estes casos. Este algoritmo é apresentado no capítulo 7 desta tese.

Na tese [56] são apresentados dois experimentos em que se identifica sistemas variantes no tempo
com o algoritmo MOESP-VAR. Nestes experimentos a variação do sistema é conhecida e é possível
estabelecer intervalos de forma que o sistema fique bem representado. No entanto, em situações
práticas, é necesssário que se faça várias propostas de intervalos para que se encontre uma que modele
satisfatoriamente o sistema, a menos que se conheça a dinâmica que implica na variância no tempo
do sistema.

Por exemplo, seja uma máquina elétrica sendo partida em um determinado instante de tempo.
Supondo que a princípio ela esteja fria, seu aquecimento ao longo da operação implicará em variação
da resistividade de seus enrolamentos ao longo do tempo, assim como suas permeâncias também se
alteram devido à variação do entreferro, que por sua vez é devida aos efeitos térmicos e das forças
magnéticas sobre o estator e ao somatório destes efeitos com as forças causadas pela rotação sobre o
rotor. Além disso, a relação entre a densidade de fluxo magnética e a força magnetomotriz é não linear
devido à saturação, de forma que o comportamento da máquina depende também da condição de
carga. Portanto, a máquina elétrica é um sistema altamente variante no tempo. Desta maneira, para se
poder aplicar o algoritmo MOESP-VAR ao problema de identificação de uma máquina elétrica, seria
necessário se conhecer a dinâmica de aquecimento, que depende, dentre outros fatores, da dinâmica
da carga aplicada à máquina. Em situações em que a temperatura da máquina cresce bastante, seja por
uma carga elevada ou seja por estar em uma região de temperatura distante do regime, os intevalos de
amostragem teriam que ser menores que os aplicados quando a máquina está próxima do regime de
temperatura.

Por este motivo, um método de identificação variante no tempo capaz de atualizar recursivamente
as matrizes do modelo em espaço de estado, e que possa ser aplicado a janelas pequenas o suficiente
para que se determine qualquer variação, é de muito valor para a solução deste problema e de outros
com características similares.
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Capítulo 4

Filtro de Kalman

Neste capítulo, é demonstrado o desenvolvimento do algoritmo do filtro de Kalman para sistemas
lineares discretos com entradas puramente estocásticas. O estudo do filtro de Kalman envolve o
equacionamento que é utilizado no problema de realização de séries temporais, tratado com detalhes
no capítulo 5, que por sua vez é um dos temas envolvido nas contribuições desta tese, detalhadas
no capítulo 7. A teoria básica para acompanhamento deste capítulo é descrita no capítulo 2 desta
tese. Neste capítulo, o desenvolvimento do filtro de Kalman é feito de forma que a relação entre
seu equacionamento e o equacionamento do problema de realização de séries temporais, tratado no
capítulo 5, é direta. O conteúdo desenvolvido neste capítulo é baseado principalmente nas referências
[2], [4], [45] e [46].

O filtro de Kalman é um método para se estimar o vetor de estado de um sistema dinâmico
linear, com componentes estocásticos, a partir da informação trazida por sua saída. Para um sistema
puramente determinístico, não faria sentido criar um método de estimação de estado, uma vez que,
supondo que o estado inicial e as entradas são informações conhecidas, pode-se determinar qualquer
estado de forma exata a partir da equação de atualização de estado. No entanto, ao se considerar que
o sistema está sujeito a ruídos, o cálculo preciso do vetor de estado não é possível. Por este motivo,
Kalman1 desenvolveu e publicou em 1960 [45] uma técnica de se encontrar um processo estocástico
com média igual à média do vetor de estado. Além disto, a covariância da diferença entre o estado real
e o referido processo estocástico é mínima. Além de tudo isto, o processo estocástico encontrado tem
relação linear com as saídas. Ou seja, Kalman propôs um estimador de estado linear, não polarizado
e de mínima variância.

O sistema linear discreto sobre o qual é desenvolvido o algoritmo do filtro de Kalman é descrito
da seguinte forma:

{

x(k + 1) = A(k)x(k) +G(k)u(k)
y(k) = C(k)x(k)

(4.1)

1Nascido em 1930 na Hungria, Rudolf Kalman obteve o título de bacharel em engenharia elétrica em 1953 e o título de
mestre em engenharia elétrica em 1954, ambos pelo MIT. Em 1957 obteve seu título de doutor pela Colúmbia University
e no ano seguinte passou a trabalhar no Research Institute for Advanced Study, onde ficou até 1964. Nesta época publicou
seu trabalho histórico sobre o método de filtragem que ganharia seu nome. Apesar de ser engenheiro eletricista, Kalman
publicou seu trabalho histórico em uma revista de Engenharia Mecânica. O algoritmo de filtragem desenvolvido por ele
foi usado no programa espacial norte americano durante a corrida espacial da guerra fria. Seu trabalho lhe rendeu muitos
prêmios, além de inaugurar um novo paradigma na representação de sistemas dinâmicos.
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em que x(k) ∈ ℜn é o vetor de estado do sistema no instante k, u(k) ∈ ℜm é um vetor de processos
estocásticos de ruído de transição de estado, y(k) ∈ ℜl é o sinal de saída do sistema, A(k), G(k)
e C(k) são matrizes de dimensões apropriadas. Para o desenvolvimento do algoritmo do filtro de
Kalman, parte-se da hipótese que as matrizes do sistema são conhecidas.

Para um sistema representado desta forma, é demonstrado neste capítulo o desenvolvimento do
algoritmo do filtro de Kalman a partir das seguintes etapas:

• Revisão da função de densidade de probabilidade condicional de uma distribuição gaussiana
multidimensional

• Solução do problema do estimador linear de mínima variância.

• Demonstração que a estimativa linear de mínima variância é igual ao valor esperado da proba-
bilidade condicional para variáveis aleatórias gaussianas.

• Solução do problema de estimação ótima via projeções ortogonais.

• Demonstração que a solução de mínima variância coincide com a obtida por projeções ortogo-
nais.

• Definição do conceito de inovação.

• Demonstração do algoritmo de estimação ótima por projeção ortogonal para predição e filtra-
gem

4.1 Distribuição Gaussiana multivariável

4.1.1 Função de densidade condicional

Sejam x ∈ ℜn e y ∈ ℜl dois vetores de variáveis aleatórias gaussianas. Ou seja, são dois
vetores em que cada um dos elementos é uma variável aleatória que cuja função de densidade de
probabilidade é gaussiana. Sejam �x e �y dois vetores contendo as médias das variáveis aleatórias
contidas em x e y respectivamente e seja Σ a matriz de covariância apresentada abaixo:

Σ = E[xyT ] =

[

Σxx Σxy

Σyx Σyy

]

(4.2)

em que:

Σxx =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

E[(x1 − �x1)(x1 − �x1)
T ] . . . E[(x1 − �x1)(xn − �xn)

T ]
E[(x2 − �x2)(x1 − �x1)

T ] . . . E[(x2 − �x2)(xn − �xn)
T ]

...
. . .

...
E[(xn − �xn)(x1 − �x1)

T ] . . . E[(xn − �xn)(xn − �xn)
T ]

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

Σxy =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

E[(x1 − �x1)(y1 − �y1)
T ] . . . E[(x1 − �x1)(yp − �yp)

T ]
E[(x2 − �x2)(y1 − �y1)

T ] . . . E[(x2 − �x2)(yp − �yp)
T ]

...
. . .

...
E[(xn − �xn)(y1 − �y1)

T ] . . . E[(xn − �xn)(yp − �yp)
T ]

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦
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Σyx =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

E[(y1 − �y1)(x1 − �x1)
T ] . . . E[(y1 − �y1)(xn − �xn)

T ]
E[(y2 − �y2)(x1 − �x1)

T ] . . . E[(y2 − �y2)(xn − �xn)
T ]

...
. . .

...
E[(yp − �yp)(x1 − �x1)

T ] . . . E[(yp − �yp)(xn − �xn)
T ]

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

Σyy =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

E[(y1 − �y1)(y1 − �y1)
T ] . . . E[(y1 − �y1)(yp − �yp)

T ]
E[(y2 − �y2)(y1 − �y1)

T ] . . . E[(y2 − �y2)(yp − �yp)
T ]

...
. . .

...
E[(yp − �yp)(y1 − �y1)

T ] . . . E[(yp − �yp)(yp − �yp)
T ]

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

em que xi, i = 1 . . . n e yj , j = 1 . . . l são os elementos dos vetores x e y e E[.] representa o operador
esperança. Por hipótese, é suposto que a matriz Σ tenha inversa.

A função de densidade de probabilidade de uma distribuição gaussiana monovariável é dada por:

p(a) =
1√
2��

exp

(

−1

2

(a− �a)
2

�2

)

(4.3)

A partir disto pode-se definir para o caso multidimensional a distribuição gaussiana de um determi-
nado vetor z qualquer será:

p(z) =
1

(2�)dim(z)/2∣Σzz∣1/2
exp

(

−1

2
(z − �z)

TΣ−1
zz (z − �z)

)

(4.4)

Se z for a concatenação dos vetores x e y apresentados acima, que são gaussianos por hipótese,
existirá a seguinte distribuição conjunta:

p(x, y) =
1

(2�)(n+l)/2∣Σ∣1/2 exp
(

−1

2
[(x− �x)

T (y − �y)
T ]Σ−1

[

x− �x

y − �y

])

(4.5)

Se, por definição:

C = (2�)(n+l)/2∣Σ∣1/2 (4.6)

e

Q(x, y) = [(x− �x)
T (y − �y)

T ]Σ−1

[

x− �x

y − �y

]

(4.7)

chega-se à uma equação simplificada da distribuição conjunta dos vetores gaussianos x e y:

p(x, y) =
1

C
exp

(

−1

2
Q(x, y)

)

(4.8)

4.1.2 Probabilidade condicional de vetores de variáveis aleatórias gaussianas

A partir desta função de densidade de probabilidade, quer se encontrar a distribuição condicional
do vetor x, sendo que já é conhecido o valor de y. Para encontrar a distribuição conjunta, basta aplicar
a fórmula de Bayes abaixo:
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p(x∣y) = p(x, y)

p(y)
(4.9)

Como y é um vetor de variáveis aleatórias gaussianas, tem-se que sua distribuição é, conforme a
equação 4.4, dada por:

p(y) =
1

(2�)l/2∣Σyy∣1/2
exp

(

−1

2
(y − �y)

TΣ−1
yy (y − �y)

)

(4.10)

Para conhecer o valor de x dado y, basta agora manipular a expressão de p(x, y) e resolver a
equação 4.9, o que é feito a seguir.

Seja, por definição:

Σ−1 =

[

Σxx Σxy

Σyx Σyy

]−1

=

[

Vxx Vxy

Vyx Vyy

]

(4.11)

em que, conforme pode ser facilmente provado por substituição, tem-se as seguintes igualdades:

Vxx = Υ−1 (4.12)

Vxy = −Υ−1ΣxyΣ
−1
yy (4.13)

Vyx = −Σ−1
yy ΣyxΥ

−1 (4.14)

Vyy = Σ−1
yy + Σ−1

yy ΣyxΥ
−1ΣxyΣ

−1
yy (4.15)

em que Υ = Σxx − ΣxyΣ
−1
yy Σyx. Tem-se também que as seguintes relações são válidas:

ΥT = (Σxx − ΣxyΣ
−1
yy Σyx)

T =

= ΣT
xx − ΣT

yxΣ
−1T
yy ΣT

xy =

= Σxx − ΣxyΣ
−1
yy Σyx =

= Υ

(4.16)

como ΥT = Υ, Υ−1T = Υ−1 dado que:

ΥΥ−1 = I ⇒ ΥTΥ−1 = I ⇒ Υ−1TΥTΥ−1 = Υ−1T ⇒ Υ−1 = Υ−1T

Além disto,
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V T
xy = (−Υ−1ΣxyΣ

−1
yy )

T =

= −Σ−1T
yy ΣT

xyΥ
−1T

= −Σ−1
yy ΣyxΥ

−1

= Vyx

(4.17)

e também:

V −1
xx = Υ ⇒ V −1T

xx = ΥT = Υ = V −1
xx (4.18)

Sendo que as igualdades Σ−1T
yy = Σ−1

yy e ΣT
yx = Σxy usadas acima vêm do fato que estas matrizes são

covariâncias, ou o inverso de covariâncias, e, portanto, são de matrizes simétricas.
A partir das relações que vão da equação 4.12 até a 4.18 tem-se que:

Q(x, y) = [(x− �x)
T (y − �y)

T ]Σ−1

[

x− �x

y − �y

]

=

= [(x− �x)
T (y − �y)

T ]

[

Vxx Vxy

Vyx Vyy

] [

x− �x

y − �y

]

=

= (x− �x)
TVxx(x− �x) + (y − �y)

TVyx(x− �x)+

+(x− �x)
TVxy(y − �y) + (y − �y)

TVyy(y − �y) =

= (x− �x)
TVxx(x− �x) + (y − �y)

TV T
xyV

−1T
xx Vxx(x− �x)+

+(x− �x)
TVxxV

−1
xx Vxy(y − �y) + (y − �y)

TVyy(y − �y)

adicionando o termo (y−�y)
TV T

xyV
−1T
xx VxxV

−1
xx Vxy(y−�y) e subtraindo o mesmo termo, mas escrito

da forma (y − �y)
TVyxV

−1
xx Vxy(y − �y), encontra-se:

Q(x, y) = (x− �x)
TVxx(x− �x) + (y − �y)

TV T
xyV

−1T
xx Vxx(x− �x)+

+(x− �x)
TVxxV

−1
xx Vxy(y − �y) + (y − �y)

TVyy(y − �y)+

+(y − �y)
TV T

xyV
−1T
xx VxxV

−1
xx Vxy(y − �y)− (y − �y)

TVyxV
−1
xx Vxy(y − �y)

rearranjando a ordem dos termos temos:

Q(x, y) = (x− �x)
TVxx(x− �x) + (y − �y)

TV T
xyV

−1T
xx Vxx(x− �x)+

+(x− �x)
TVxxV

−1
xx Vxy(y − �y) + (y − �y)

TV T
xyV

−1T
xx VxxV

−1
xx Vxy(y − �y)+

+(y − �y)
TVyy(y − �y)− (y − �y)

TVyxV
−1
xx Vxy(y − �y)
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colocando termos comuns em evidência tem-se:

Q(x, y) = [(x− �x) + V −1
xx Vxy(y − �y)]

TVxx[(x− �x) + V −1
xx Vxy(y − �y)]+

+(y − �y)
T [Vyy − VyxV

−1
xx Vxy](y − �y)

definindo:

� = �x − V −1
xx Vxy(y − �y) = �x −Υ(−Υ−1ΣxyΣ

−1
yy )(y − �y) =

= �x + ΣxyΣ
−1
yy (y − �y)

(4.19)

e observando que:

Vyy − VyxV
−1
xx Vxy = Σ−1

yy + Σ−1
yy ΣyxΥ

−1ΣxyΣ
−1
yy −

−(−Σ−1
yy ΣyxΥ

−1)Υ(−Υ−1ΣxyΣ
−1
yy ) =

= Σ−1
yy

tem-se que

Q(x, y) = (x− �)TΥ−1(x− �) + (y − �y)
TΣ−1

yy (y − �y) (4.20)

de forma que a função de densidade de probabilidade, apresentada na equação 4.5, pode ser reescrita
como:

p(x, y) = 1
C
exp

(

−1
2

(

(x− �)TΥ−1(x− �) + (y − �y)
TΣ−1

yy (y − �y)
))

= 1
C′

exp
(

−1
2
(x− �)TΥ−1(x− �)

)

⋅

⋅ 1
C′′

exp
(

−1
2
(y − �y)

TΣ−1
yy (y − �y)

)

(4.21)

em que C ′ = (2�)n/2∣Υ∣1/2 e C ′′ = (2�)l/2∣Σyy∣1/2, o que de fato faz com que seja verdade que
C = C ′C ′′.

Substituindo a equação 4.21 na fórmula de Bayes (equação 4.9) e, lembrando da densidade de
probabilidade do vetor gaussiano y, apresentada na equação 4.10, encontra-se a função de densidade
de probabilidade de x dado y como sendo:

p(x∣y) = 1

C ′
exp

(

−1

2
(x− �)TΥ−1(x− �)

)

(4.22)

Da equação 4.22 nota-se que a probabilidade condicional também é uma gaussiana, com média �
e variância Υ. Neste desenvolvimento, foi considerado que a matriz de covariância Σ tem inversa, ou
seja, é não singular. Caso ela seja singular, o desenvolvimento é válido ao se substituir a inversa da
matriz pela pseudoinversa Σ†.
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4.2 Estimador linear de mínima variância

Seja uma variável aleatória gaussiana x, de média �x e variância �xx, que se quer estimar a partir
de medidas de uma outra variável aleatória y, também gaussiana, de média �y e variância �yy. Uma
das formas mais simples de se fazer a estimativa x̂ para a variável aleatória x é supor que x̂ é uma
função linear de y, ou seja:

x̂ = ay + b (4.23)

e no caso em que x e y são vetores de variáveis aleatórias de dimensão n e l respectivamente, a
estimativa linear é feita de forma similar, a menos que a constante a é substituída por uma matriz
A ∈ ℜnXl e b passa a ser um vetor de dimensão n, ou seja:

x̂ = Ay + b (4.24)

Além disto, os vetores de variáveis aleatórias terão vetores de média �x e �y, matrizes de covariância
própria Σxx e Σyy e matriz de covariância cruzada Σxy. Como y é uma variável aleatória gaussiana, a
estimativa x̂ também é uma variável aleatória gaussiana.

O erro de medição x̃ é definido como sendo a diferença entre a variável aleatória real x e a
estimativa x̂, de forma que este erro também é uma variável aleatória gaussiana. Portanto, o erro é
completamente caracterizado pelos seus dois primeiros momentos, ou seja, por sua média e por sua
variância.

As constantes A e b da equação 4.24 podem ser quaisquer, no entanto podem existir constantes
tais que a variância do erro da estimação seja mínima, conforme será investigado a seguir.

Supondo uma estimativa linear como feito acima, a covariância do erro é dada pela seguinte
expressão:

E[x̃x̃T ] = E[(x− Ay − b)(x− Ay − b)T ] =

= E[xxT ]− E[xyT ]AT − E[x]bT − AE[yxT ]+

+AE[yyT ]AT + AE[y]bT − bE[xT ] + bE[yT ]AT + bbT

(4.25)

como:

Σxx = E[(x− �x)(x− �x)
T ] = E[xxT ]− �x�

T
x

Σyy = E[(y − �y)(y − �y)
T ] = E[yyT ]− �y�

T
y

Σxy = E[(x− �x)(y − �y)
T ] = E[xyT ]− �x�

T
y

(4.26)

temos:
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E[x̃x̃T ] = Σxx + �x�
T
x − (Σxy + �x�

T
y )A

T − �xb
T − A(ΣT

xy + �y�
T
x )+

+A(Σyy + �y�
T
y )A

T + A�yb
T − b�T

x + b�T
yA

T + bbT =

= Σxx − AΣT
xy − ΣxyA

T + AΣyyA
T+

+�x�
T
x − �x�

T
yA

T − �xb
T − A�y�

T
x + A�y�

T
yA

T + A�yb
T−

−b�T
x + b�T

yA
T + bbT =

= [(A− ΣxyΣ
−1
yy )Σyy(A

T − Σ−1
yy Σ

T
xy)]+

+Σxx − ΣxyΣ
−1
yy Σ

T
xy+

+(�x − A�y − b)(�x − A�y − b)T

(4.27)

Pode-se notar claramente que a variância do erro de um estimador linear qualquer é formado por três
termos. Dois deles são quadráticos, portanto, semi definidos positivos, e dependem das constantes A
e b. Se estes termos forem nulos, se terá a dupla {Â, b̂} que implica no estimador linear de variância
mínima, ou seja, o estimador linear ótimo quando o critério é a variância do erro2. É fácil notar que
os termos quadráticos são nulos quando:

Â = ΣxyΣ
−1
yy

b̂ = �x − Â�y = �x − ΣxyΣ
−1
yy �y

(4.28)

Com isto, a estimativa linear de menor variância x̂ é a seguinte:

x̂ = Ây + b̂ = �x + ΣxyΣ
−1
yy (y − �y) (4.29)

o que é exatamente igual à media � da probabilidade condicional definida na equação 4.19. Desta
forma pode-se dizer o seguinte:

Para variáveis aleatórias gaussianas, a estimativa linear de mínima variância é igual ao
valor esperado da probabilidade condicional.

Além de levar a uma estimativa igual à probabilidade condicional, o estimador linear de mínima
variância é também não polarizado, ou seja, o valor esperado da estimativa é igual ao valor esperado
da variável aleatória real, conforme demonstrado abaixo:

E[x̂] = E[Ây + b̂] = Â�y + b̂ = Â�y + �x − Â�y = �x (4.30)

Alternativamente, pode-se demonstrar o fato de o estimador ser não polarizado ao se calcular a espe-
rança do erro x̃, que é igual a zero conforme desenvolvido abaixo:

2Este critério não necessariamente é o único que pode ser usado para se encontrar estimadores ótimos.
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E[x̃] = E[x− x̂] = E[x− �x + ΣxyΣ
−1
yy (y − �y)]

= �x − �x + ΣxyΣ
−1
yy (�y − �y) = 0

(4.31)

Obviamente, a partir da equação 4.27, covariância do erro ao se usar o estimador ótimo é:

E[x̃x̃T ] = Σxx − ΣxyΣ
−1
yy Σ

T
xy (4.32)

que é exatamente igual à covariância Υ da densidade de probabilidade condicional.

A seguir é apresentado um exemplo de como estimar um vetor de variáveis aleatórias x a partir de
outro vetor de variáveis aleatórias y, dado que a relação entre estas variáveis aleatórias é conhecida.
Com este exemplo, algumas passagens algébricas envolvidas no desenvolvimento do filtro de Kalman
são exploradas dando familiaridade com o que é desenvolvido mais adiante.

Seja a seguinte relação entre variáveis aleatórias:

y = Hx+ v (4.33)

Em que x ∈ ℜn é um vetor aleatório gaussiano de média �x e matriz de covariância P , y ∈ ℜl,
H é uma matriz de dimensões apropriadas e v um vetor aleatório de média nula e covariância dada
pela matriz R . O primeiro momento da variável y é:

�y = E[y] = HE[x] + E[v] = H�x (4.34)

A covariância entre x e y é dada por:

Σxy = E[(x− �x)(y − �y)
T ]

= E[(x− �x)(Hx+ v −H�x)
T ]

= E[xxTHT + xvT − x�T
xH

T − �xx
THT − �xv

T + �x�
T
xH

T ] =

= E[xxT − x�T
x − �xx

T + �x�
T
x ]H

T =

= E[(x− �x)(x− �x)
T ]HT = PHT

(4.35)

e a variância própria de y dada por:
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Σyy = E[(y − �y)(y − �y)
T ]

= E[(Hx+ v −H�x)(Hx+ v −H�x)
T ]

= E[HxxTHT +HxvT −Hx�T
xH

T + vxTHT + vvT + v�T
xH

T−

−H�xx
THT −H�xv

T +H�x�
T
xH

T ] =

= HE[xxT − x�T
x − �xx

T + �x�
T
x ]H

T + E[vvT ] =

= HE[(x− �x)(x− �x)
T ]HT + E[vvT ] = HPHT +R

(4.36)

Sendo assim, o estimador x̂ de menor variância é:

x̂ = � = �x + ΣxyΣ
−1
yy (y − �y) = �x + PHT (HPHT +R)−1(y −H�x) (4.37)

e da equação 4.32 se tem que a covariância do erro P̂ é dada por:

P̂ = Υ = Σxx − ΣxyΣ
−1
yy Σyx = P − PHT (HPHT +R)−1HP T

Como P = E[(x− �x)(x− �x)
T ] = P T , P̂ pode ser reescrito como:

P̂ = Υ = Σxx − ΣxyΣ
−1
yy Σyx = P − PHT (HPHT +R)−1HP (4.38)

A equação pode ser simplificada ao se notar que3:

PHT (HPHT +R)−1 = (P−1 +HTR−1H)−1HTR−1

portanto, P̂ pode ser reescrito como:

⇒ P̂ = P − PHT (HPHT +R)−1HP = P − (P−1 +HTR−1H)−1HTR−1HP ⇒

⇒ (P−1 +HTR−1H)P̂ = (P−1 +HTR−1H)P −HTR−1HP ⇒

⇒ (P−1 +HTR−1H)P̂ = I +HTR−1HP −HTR−1HP ⇒

⇒ P̂ = (P−1 +HTR−1H)−1

(4.39)

Este exemplo simples tratando de vetores de variáveis aleatórias é importante pois introduz pas-
sagens algébricas que serão exploradas quando se for tratar da estimação de processos estocásticos,
que é o problema resolvido pelo filtro de Kalman.

3[P−1+HTR−1H]PHT = P−1PHT+HTR−1HPHT = HTR−1R+HTR−1HPHT = HTR−1(HPHT+R).
Ao se pré multiplicar os dois extremos da igualdade por (P−1+HTR−1H)−1 e pós multiplicando por (HPHT +R)−1

tem-se a igualdade apresentada.
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4.3 Estimador por projeção ortogonal

O problema de estimação ótima também pode ser tratado sob a ótica de um espaço vetorial de
variáveis aleatórias em que é definido um produto interno tal que a norma de qualquer vetor deste
espaço seja finita. Este espaço é um espaço de Hilbert4 e é denotado por ℋ.

Sejam duas variáveis aleatórias x e y pertencentes a ℋ. Por serem elementos do espaço ℋ, x e y
podem ser chamados de vetores de ℋ, embora x e y sejam apenas variáveis aleatórias, e não vetores
de variáveis aleatórias. Neste ponto deve ficar bem clara a distinção entre um vetor de um espaço de
variáveis aleatórias, que é uma variável aleatória, e vetores de variáveis aleatórias, que são coleções
de variáveis aleatórias. A princípio se está falando do primeiro grupo, ou seja, de vetores de um
espaço de variáveis aleatórias.

O produto interno entre os vetores x e y pode ser definido da seguinte forma:

(x, y)ℋ = E[xy] (4.40)

Assim como em qualquer outro espaço, se os vetores x e y são ortogonais, seu produto interno é
nulo e pode-se escrever x ⊥ y.

A norma de um vetor no espaço ℋ pode ser definida como:

∣∣x∣∣ℋ =
√

E[xx] (4.41)

Por definição, neste espaço são contidos vetores de norma finita, ou seja, para que x ∈ ℋ, x deve
satisfazer:

∣∣x∣∣ℋ =
√

E[xx] < ∞ (4.42)

Suponha agora que x é um vetor de variáveis aleatórias com n elementos e y um vetor de variáveis
aleatórias com l elementos. Para que todos elementos de x sejam ortogonais a todos os elementos de
y, a seguinte igualdade deve ser válida:

(xi, yj)ℋ = E[xiyj] = 0 (4.43)

para todos i = 1 . . . n e j = 1 . . . l. Ou seja, a matriz E[xyt] deve ser o zero do espaço ℜnXl.
Suponha que, dentro do espaço ℋ, exista um subespaço Y formado por vários vetores yj . Suponha

também que exista um vetor x no espaço ℋ, que não está contido em Y . A variável aleatória x̂ que
representa a menor projeção de x em Y é tal que o erro x̃ = x − x̂ é perpendicular a Y , ou seja, x̂ é
uma projeção ortogonal do vetor x em Y .

Se x for um vetor de variáveis aleatórias xi com n elementos, cada um destes elementos terá uma
projeção em um espaço Y formado por l variáveis aleatórias yj . Portanto, existe um vetor de variáveis
aleatórias x̂ ∈ ℜn, sendo que cada um de seus componentes é a projeção de cada componente do
vetor x no subespaço Y . Desta forma, existem termos aij de uma matriz A ∈ ℜnxl que representam o
componente de cada xi na direção de cada yj . Com isto, a projeção de um vetor de variáveis aleatórias

4David Hilbert - Matemático alemão nascido em 1862 em Königsberg. Hilbert é considerado um principais mate-
máticos do século XX tendo contribuído com a teoria dos números, criação de espaços e axiomatização da geometria
Euclidiana. Faleceu em 1943 após ver o grupo de estudos de sua universidade - Göttingen - ser dizimado pelo regime
nazista.
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x, formado por n variáveis aleatórias xi, no espaço formado por um vetor de variáveis aleatórias y,
formado por p variáveis aleatórias yj , é dada pela seguinte expressão:

x̂ = Ay (4.44)

Como os vetores de variáveis aleatórias envolvidos no problema podem ter médias não nulas,
introduz-se uma constante b, de forma que x não é mais formado por elementos que são combinações
lineares das variáveis aleatórias yj , mas sim variedades lineares destas variáveis aleatórias, ou seja:

x̂ = Ay + b (4.45)

Para que x̃ seja ortogonal a qualquer vetor y ∈ Y , a seguinte expressão deve ser válida:

E[x̃y] = 0 (4.46)

para todo y ∈ Y . Portanto:

E[(x− x̂)yT ] = 0 ⇒

⇒ E[(x− Ay − b)yT ] = 0 ⇒

⇒ E[xyT ]− AE[yyT ]− b�T
y = 0 ⇒

⇒ Σxy + �x�
T
y − AΣyy − A�y�

T
y − b�T

y = 0 ⇒

⇒ (Σxy − AΣyy) + (�x − A�y − b)�T
y = 0

(4.47)

Pode-se notar facilmente que a equação 4.47 é válida se:

Σxy − AΣyy = 0 ⇒ A = ΣxyΣ
−1
yy (4.48)

e

�x − A�y − b = 0 ⇒ b = �x − A�y (4.49)

Pode-se notar também que, se os vetores de média �x e �y forem nulos, o vetor b também será nulo,
provando que este termo está envolvido no problema apenas para que se leve em conta as médias dos
processos x e y.

Portanto, o estimador x̂ que representa a projeção ortogonal de x em Y é:

x̂ = Ay + b = Ay + �x − A�y = �x + A(y − �y) =

= �x + ΣxyΣ
−1
yy (y − �y)

(4.50)

que é exatamente igual ao estimador linear de mínima variância, conforme pode ser visto na equação
4.29. Este é um resultado extremamente importante, apresentado na equação 11 do teorema 2 da
referência [45]:

O estimador por projeção ortogonal é igual ao estimador linear de mínima variância.
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Desta forma, ao se buscar estimadores de mínima variância, pode-se buscar, alternativamente,
estimadores por projeção ortogonal. Isto torna os cálculos mais simples, e a partir desta importante
propriedade foi feito todo o desenvolvimento do estimador ótimo de estados, batizado como filtro de
Kalman.

4.4 Inovações

Antes de se estudar o filtro de Kalman, há ainda um conceito muito importante que deve ser
explorado, que é o de inovações. Seja um conjunto de vetores y1, . . . , yN de dimensão l. Suponha
que exista um conjunto de vetores ỹ1, . . . , ỹN , também de dimensão l, mas linearmente independentes
uns dos outros. Sendo assim, a �-algebra gerada pelos dois conjuntos de vetores será igual e os vetores
do segundo conjunto são chamadas de inovações.

Uma ilustração deste conceito é a seguinte: Seja y1 o vetor [1 0 0] pertencente a ℜ3, y2 o vetor [1
1 0] e y3 o vetor [1 1 1]. Com o vetor y1 é possível traçar uma dimensão de ℜ3. Como não há mais
nada no espaço além do vetor y1, a inovação trazida por ele é ele mesmo, ou seja, ỹ1 é o vetor [1 0 0].
Ao se adicionar a informação trazida por y2 fica possível gerar duas dimensões de ℜ3. No entanto, y2
tem um componente dependente de y1. Sendo assim, define-se ỹ2 como sendo o vetor [0 1 0], ou seja,
o vetor apenas com a inovação trazida pelo conhecimento de y2. Da mesma forma, ao se adicionar
o conhecimento de y3, pode-se traçar todos os vetores de ℜ3, embora a única dimensão nova trazida
pelo y3 esteja no terceiro elemento, de forma que ỹ3 é o vetor [0 0 1]. Note que os conjuntos de
vetores y1, y2 e y3 formam o mesmo espaço que os vetores ỹ1, ỹ2 e ỹ3, portanto, pode-se afirmar que
a mesma �-algebra é formada pelos dois conjuntos de vetores.

Seja ℱk = �{yi, i = 1, . . . , k} a �-álgebra gerada pelos vetores aleatórios gaussianos y1,
y2,...,yk. As inovações trazidas por cada vetor y novo são dadas pela subtração entre o valor do
vetor novo e o valor que se esperava para o vetor novo, dado que os antigos eram conhecidos, o que
algebricamente pode ser escrito como:

ỹ1 = y1 − E[y1∣ℱ0] = y1 − E[y1]
ỹ2 = y2 − E[y2∣ℱ1]

...
...

ỹN = yN − E[yN ∣ℱN−1]

(4.51)

Como foi visto nas duas seções anteriores, a esperança condicional coincide com a projeção or-
togonal no espaço Y dos vetores y para o caso em que y é um vetor gaussiano. Portanto, pode-se
escrever:

E[yk∣y1, y2, . . . , yk−1] = ak +
k−1
∑

i=1

Akiyi (4.52)

Das equações 4.51 e 4.52 tem-se que:
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ỹ1
ỹ2
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Em que Il é a matriz identidade de ordem l.
Desta forma, as inovações são também gaussianas, por serem formadas por combinações lineares

de vetores gaussianos. Como a matriz que relaciona as inovações ỹ às saídas y é não singular, ou seja,
tem inversa, y também pode ser gerado por combinações lineares de ỹ, o que demonstra que os dois
conjuntos de vetores formam a mesma �-álgebra.

Como ỹk foi definindo de forma a ser independente de qualquer ỹp, p < k, tem-se que E[ỹk∣ℱk−1] =
0, o que também implica que E[ỹk] = 0. Desta forma, a correlação entre ỹk e ỹp é dada por:

E[ỹkỹ
T
p ] = E[E[ỹkỹ

T
p ∣ℱk−1]] = E[E[ỹk∣ℱk−1]ỹ

T
p ] = 0

E pode ser demonstrado de forma análoga que a relação também vale para p > k. Desta forma,
tem-se que as inovações são independentes, de média nula e descorrelacionadas entre si. Isto mostra
definitivamente que os ỹ são inovações do processo y.

4.5 Estimação ótima por projeção ortogonal

Fixados os conceitos da seção anterior, parte-se agora para o problema de estimação ótima de
estados por projeção ortogonal. Seja o seguinte modelo em espaço de estado com entradas puramente
estocásticas:

{

x(k + 1) = A(k)x(k) +G(k)u(k)
y(k) = C(k)x(k)

(4.54)

em que x ∈ ℜn é o vetor de estados, y ∈ ℜl é o vetor de saídas, as matrizes A(k), C(k) e G(k) são
conhecidas, têm dimensões apropriadas e são funções determinísticas do tempo.O vetor u(k) ∈ ℜn

representa um ruído gaussiano de média nula com a seguinte matriz de covariância:

E[u(t)u(s)T ] = In�(t− s) (4.55)

em que In é a matriz identidade de ordem n. O estado inicial x(0) é gaussiano, com média E[x(0)] =
�x(0), matriz de covariância Π(0) e descorrelacionado com os sinais de ruído em qualquer instante
de tempo.

Seja Yk = �{y(0), y(1), . . . , y(k)} a �-álgebra gerada pelas saídas até um determinado instante
de tempo k. Todas as informações trazidas até um instante de tempo s < k estão contidas na �-álgebra
de k, de forma que Yk é uma família crescente de �-álgebras, pois, a cada novo instante de tempo,
novas informações são adicionadas. Com isto, pode ser formulado o problema da estimação, que é o
problema encontrar a estimativa de mínima variância x̂(k + m∣k) para o vetor de estado x(k + m).
Ou seja, o problema de estimação pode ser resumido no problema de se minimizar o seguinte critério
J :

J = E[∣∣x(k +m)− x̂(k +m∣k)∣∣2] (4.56)

Em que x̂(k + m∣k) é um elemento da �-álgebra Yk. Se m > 0, o problema é chamado de
predição, pois se está interessado em prever o estado futuro dadas as saídas até o instante de tempo
presente, se m = 0, o problema é chamado de filtragem, pois o interesse é recuperar o valor do estado
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Fig. 4.1: Projeção ortogonal de x(k +m) no espaço Yk

atual filtrando-o em meio aos ruídos e se m < 0, o problema é chamado de refinamento5, pois a partir
de novos dados se quer refinar a estimativa do estado que ocorreu no passado.

Conforme visto anteriormente, a estimativa x̂(k + m∣k) que apresenta a menor variância é a
esperança condicional � dada por:

x̂(k +m∣k) = � = E[x(k +m)∣Yk] (4.57)

Se o erro entre a estimativa e o valor real for definido como x̃(k+m∣k) = x(k+m)− x̂(k+m∣k),
a matriz de covariância do erro é dada por:

P (k +m∣k) = E[[x(k +m)− x̂(k +m∣k)][x(k +m)− x̂(k +m∣k)T ]

Como foi visto anteriormente, os vetores x e y são gaussianos e x̂(k +m∣k) é um vetor contido
no espaço formado pelos vetores de observação y, desde o instante inicial até o instante k.

De maneira mais formal, seja Yk a variedade formada pelas observações de y conforme apresen-
tado abaixo:

Y =

{

b+
N
∑

i=1

Aiyi

}

(4.58)

Em que b ∈ ℜn e Ai ∈ ℜnXl.

Então, como já tratado anteriormente, a estimativa de menor variância x̂(k+m∣k) é tal que o erro
x̃(k+m∣k) = x(k+m)− x̂(k+m∣k) é ortogonal à variedade Yk. Como provado nas equações 4.30
e 4.31, o estimador é não polarizado.

Na figura 4.1 é ilustrada a interpretação da estimativa como projeção ortogonal do valor real de
x(k +m) no espaço Yk.

5O termo em inglês para este tipo de problema é smoothing, o que seria traduzido literalmente por alisamento, mas o
termo refinamento é mais próprio neste caso
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4.6 Algoritmos de predição e filtragem

4.6.1 A função de erro de medida

Seja e(k) o erro entre a saída real e sua estimativa definido como:

e(k) = y(k)− E[y(k)∣Yk−1] (4.59)

em que e(0) = y(0)−�y(0). Note que e é uma inovação do processo y, conforme definido na equação
4.51.

Como tanto y(k) quanto sua estimativa E[y(k)∣Yk−1] são gaussianos, e(k) também é gaussiano.
Ao se aplicar o operador E[.] aos dois lados da equação 4.59 tem-se o seguinte:

E[e(k)] = E[y(k)]− E[E[y(k)∣Yk−1]] = E[y(k)]− E[y(k)] = 0 (4.60)

Da mesma forma, ao se tomar o valor esperado dos dois lados da equação dado que se conhece Yk−1

tem-se:

E[e(k)∣Yk−1] = E[y(k)∣Yk−1]− E[E[y(k)∣Yk−1]∣Yk−1]

= E[y(k)∣Yk−1]− E[y(k)∣Yk−1] = 0
(4.61)

Sejam k e s dois instantes de tempo tais que k > s. A esperança condicional E[e(s)∣Yk−1] é
igual ao próprio e(s) uma vez que no instante k − 1 o tempo s já é passado e o valor de e(s) é algo
determinístico. Sendo assim, a correlação entre os erros de saída nestes dois instantes de tempo é
dada por:

E[e(k)e(s)T ] = E[E[e(k)e(s)T ]∣Yk−1] = E[E[e(k)∣∣Yk−1]e(s)
T ] = 0 (4.62)

Ou seja, o sinal e(k) é descorrelacionado com e(s) para qualquer k ∕= s.
Aplicando o segundo termo da equação de estado à definição de e(k), tem-se:

e(k) = y(k)− E[y(k)∣Yk−1] = Cx(k)− E[Cx(k)∣Yk−1] =

= Cx(k)− C(k)x̂(k∣k − 1) = C(k)x̃(k∣k − 1)
(4.63)

Portanto, a covariância da inovação é dada por:

E[e(k)e(k)T ] = E[(C(k)x̃(k∣k − 1))(C(k)x̃(k∣k − 1))T ] =

= C(k)E[x̃(k∣k − 1)x̃T (k∣k − 1)]C(k)T =

= C(k)P (k∣k − 1)C(k)T

(4.64)

De forma mais geral, como foi visto que o sinal de erro de medida em um determinado instante
de tempo é descorrelacionado com ele mesmo em qualquer outro instante de tempo, pode-se escrever
a covariância do processo de inovação como:

E[e(k)e(s)T ] = [C(k)P (k∣k − 1)C(k)T ]�(k, s) (4.65)
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Sendo que �(k, s) é uma função delta de Kroenecker do tipo �(k−s), ou seja, assume valor 1 para
s = k e 0 para s ∕= k. Como foi demonstrado na equação 4.61, e(k) tem média nula. Portanto, como
esta seqüência é gaussiana, ela já é totalmente conhecida pois já se conhecem seus dois primeiros
momentos.

4.6.2 Predição de estado um passo a frente

Nesta seção é deduzido o estimador de mínima variância x̂(k+1∣k) para o estado x(k+1), dadas
as observações da saída y(k) de um determinado modelo até o instante k.

Definindo e(k) como a inovação trazida ao espaço Yk−1 por uma leitura y(k), ou seja:

e(k) = y(k)− Ê[y(k)∣Yk−1]

tem-se que o espaço Yk é a soma direta entre aquilo que já se conhecia, ou seja, Yk−1, e a inovação
e(k). Com isto pode-se escrever:

x̂(k + 1∣k) = Ê[x(k + 1)∣Yk] = Ê[x(k + 1)∣Yk−1 ⊕ e(k)] =

= Ê[x(k + 1)∣Yk−1] + Ê[x(k + 1)∣e(k)]
(4.66)

Em que ⊕ denota a soma direta de subespaços. O significado da expressão acima é que a esti-
mativa x̂(k + 1∣k) é composta por dois componentes. O primeiro componente está no espaço Yk−1 e
o segundo na direção da inovação e(k), trazida com a leitura da saída no instante k. O componente
contido em Yk−1 é:

Ê[x(k + 1)∣Yk−1] = Ê[A(k)x(k) +G(k)u(k)∣Yk−1] =

= A(k)x̂(k∣k − 1)
(4.67)

O termo na direção de e(k) pode ser estimado de forma linear, ou seja, como sendo uma constante
que multiplica e(k), conforme equacionado abaixo:

Ê[x(k + 1)∣e(k)] = K(k)e(k) (4.68)

Sendo que a constante K(k) pode ser determinada de diversas formas. Como visto anteriormente, se
K(k) for definida de forma que a estimativa do estado seja ortogonal ao erro, esta constante implicará
na solução de menor variância para o problema de se estimar o estado. A constante que garante esta
propriedade é conhecida como ganho de Kalman, e será calculada a seguir.

Para que o estimador de estado seja de mínima variância, o erro de da estimativa no subespaço
das inovações deve ser ortogonal ao próprio subsepaço, portanto:

x(k + 1)− Ê[x(k + 1)∣e(k)] ⊥ e(k) ⇒ x(k + 1)−K(k)e(k) ⊥ e(k)

Dois vetores ortogonais têm produto interno nulo. Então, aplicando o produto interno do espaço de
Hilbert, tem-se a seguinte relação:
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E[(x(k + 1)−K(k)e(k))e(k)T ] = 0 ⇒

⇒ E[x(k + 1)e(k)T ] = K(k)E[e(k)e(k)T ] = 0 ⇒

⇒ K(k) = E[x(k + 1)e(k)T ](E[e(k)e(k)T ])−1

(4.69)

mas o primeiro termo nada mais é que:

E[x(k + 1)e(k)T ] = E[(A(k)x(k) +G(k)u(k))(C(k)x̃(k∣k − 1))T ] =

= A(k)E[x(k)x̃(k∣k − 1)T ]C(k)T+

+G(k)E[u(k)x̃(k∣k − 1)T ]C(k)T =

= A(k)E[x(k)x̃(k∣k − 1)T ]C(k)T

(4.70)

Uma vez que u(k) e x̃(k∣k − 1) são descorrelacionados.
Lembrando que:

x(k) = x̂(k∣k − 1) + x̃(k∣k − 1) x̂(k∣k − 1) ⊥ x̃(k∣k − 1)

temos que:

E[x(k)x̃(k∣k − 1)T ] = E[(x̂(k∣k − 1) + x̃(k∣k − 1))x̃(k∣k − 1)T ] =

= E[x̃(k∣k − 1)x̃(k∣k − 1)T ]

= P (k∣k − 1)

Portanto:

E[x(k + 1)e(k)T ] = A(k)P (k∣k − 1)C(k)T

aplicando esta igualdade e a equação 4.64 à equação 4.69 tem-se que o ganho de Kalman K(k) é
dado por:

K(k) = A(k)P (k∣k − 1)C(k)T [C(k)P (k∣k − 1)C(k)T ]−1 (4.71)

Se a matriz C(k)P (k∣k − 1)C(k)T for singular, deve-se usar sua pseudoinversa ao invés de sua
inversa, que não existe no caso. Desta equação, nota-se que o ganho de Kalman é função das matrizes
conhecidas do sistema e da matriz de covariância do erro de estimação de estado P (k∣k − 1). O
cálculo desta covariância é detalhado mais adiante.

Com o valor de K(k) definido, pode-se encontrar o valor da melhor estimativa x̂(k + 1∣k) para o
vetor de estados x(k + 1). Da equação 4.66 tem-se que:



4.6. ALGORITMOS DE PREDIÇÃO E FILTRAGEM 81

x̂(k + 1∣k) = Ê[x(k + 1)∣Yt−1] + Ê[x(k + 1)∣e(k)] =

= A(k)x̂(k∣k − 1) +K(k)e(k) =

= A(k)x̂(k∣k − 1) +K(k)[y(k)− C(k)x̂(k∣k − 1)]

(4.72)

Da equação 4.72 nota-se que o ganho de Kalman K(k) é uma ponderação entre o conjunto de
informações disponível até o instante k e a nova informação trazida pelo processo de inovação. Uma
discussão mais detalhada a respeito desta afirmação pode ser encontrada na referência [33].

Aplicando a primeira das equações de estado à equação acima tem-se que:

x̂(k + 1∣k) = A(k)x̂(k∣k − 1) +K(k)[y(k)− C(k)x̂(k∣k − 1)] ⇒

⇒ x(k + 1)− x̃(k + 1∣k) =

= A(k)[x(k)− x̃(k∣k − 1)] +K(k)[y(k)− C(k)(x(k)− x̃(k∣k − 1))] ⇒

⇒ A(k)x(k) +G(k)u(k)− x̃(k + 1∣k) =

= A(k)x(k)− A(k)x̃(k∣k − 1) +K(k)y(k)−K(k)C(k)x(k) +K(k)C(k)x̃(k∣k − 1) ⇒

⇒ G(k)u(k)− x̃(k + 1∣k) =

= −A(k)x̃(k∣k − 1) +K(k)y(k)−K(k)y(k) +K(k)C(k)x̃(k∣k − 1) ⇒

⇒ x̃(k + 1∣k) = [A(k)−K(k)C(k)]x̃(k∣k − 1) +G(k)u(k)

O valor esperado do erro x̃(k + 1∣k) é o seguinte:

E[x̃(k + 1∣k)] = [A(k)−K(k)C(k)]E[x̃(k∣k − 1)] (4.73)

como a condição inicial é x̂(0) = �x(0), então

E[x̃(0)] = E[x(0)− x̂(0)] = �x(0)− �x(0) = 0

Como a esperança de x̃(k∣k− 1) em qualquer instante k é o produto de uma constante pela esperança
no instante de tempo anterior, conforme demonstrado na equação 4.73, e como a esperança do erro de
estimaçao é nula para o instante inicial, tem-se que a esperança de x̃(k∣k− 1) será nula para qualquer
instante de tempo k. Isto significa que o valor esperado para o erro é nulo, ou seja, o estimador de
estados é não polarizado. A covariância do erro x̃(k + 1∣k), definida por P (k + 1∣k), é dada por:
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P (k + 1∣k) = E[x̃(k + 1∣k)x̃(k + 1∣k)T ] =

= E[[(A(k)−K(k)C(k))x̃(k∣k − 1) +G(k)u(k)]∗

∗[(A(k)−K(k)C(k))x̃(k∣k − 1) +G(k)u(k)]T ]

= (A(k)−K(k)C(k))P (k∣k − 1)(A(k)−K(k)C(k))T+

+G(k)G(k)T

(4.74)

uma vez que o erro de estimação de estado x̃(k∣k − 1) e a entrada u(k) são descorrelacionados. No
instante inicial, P (0) = Π(0), conforme definido anteriormente no início da seção sobre estimação
ótima por projeção ortogonal.

Agora é possível não só calcular o estado futuro, mas também a covariância do erro. Quanto
menor for a covariância, mais exatas serão as estimativas. Além disto, a covariância do erro é a única
matriz envolvida no cálculo do ganho de Kalman que não é uma característica do sistema dinâmico.
Desta forma, para se calcular o ganho de Kalman a cada instante de tempo, é necessário que se
tenha o valor da matriz P (k∣k − 1) a cada instante de tempo. Uma das formas de se fazer isto é
resolvendo recursivamente a equação 4.74. Para que esta equação dependa apenas das matrizes do
modelo conhecido, é necessário que se faça algumas manipulações algébricas, apresentadas a seguir:

P (k + 1∣k) = A(k)P (k∣k − 1)A(k)T − A(k)P (k∣k − 1)C(k)TK(k)T−

−K(k)C(k)P (k∣k − 1)A(k)T+

+K(k)C(k)P (k∣k − 1)C(k)TK(k)T +G(k)G(k)T

substituindo K(k) conforme a equação 4.71 temos:
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P (k + 1∣k) = A(k)P (k∣k − 1)A(k)T−

−A(k)P (k∣k − 1)C(k)T [C(k)P (k∣k − 1)C(k)T ]−1∗

∗C(k)P (k∣k − 1)A(k)T−

−A(k)P (k∣k − 1)C(k)T [C(k)P (k∣k − 1)C(k)T ]−1∗

∗C(k)P (k∣k − 1)A(k)T+

+A(k)P (k∣k − 1)C(k)T [C(k)P (k∣k − 1)C(k)T ]−1∗

∗C(k)P (k∣k − 1)C(k)T [C(k)P (k∣k − 1)C(k)T ]−1∗

∗C(k)P (k∣k − 1)A(k)T+

+G(k)G(k)T

o segundo, o terceiro e o quarto termos têm o mesmo módulo. Colocando as matrizes A(k) e A(k)T

em evidência em todos os termos, a menos do último, temos finalmente a seguinte expressão:

P (k + 1∣k) = A(k)[P (k∣k − 1)− P (k∣k − 1)C(k)T [C(k)P (k∣k − 1)C(k)T ]−1∗

∗C(k)P (k∣k − 1)]A(k)T +G(k)G(k)T
(4.75)

que é uma equação recursiva de Riccati.
Se o sistema for invariante no tempo, a covariância do erro tenderá a um regime de forma que

P (k + 1∣k) = P (k∣k − 1). Quando isto ocorrer, a equação 4.75 se torna uma equação álgébrica de
Riccati, que tem sua solução explorada em diversas referências como [39], [40], [49], [56] ou [60] e
no capítulo 7 desta tese. Na última seção deste capítulo, esta equação é deduzida, assim como todo o
problema de estimação de estado de sistemas invariantes no tempo no regime.

A seguir, é feito um resumo dos resultados obtidos nesta seção:
Dado um sistema do tipo

{

x(k + 1) = A(k)x(k) +G(k)u(k)
y(k) = C(k)x(k)

em que as matrizes A(k), G(k) e C(k) são conhecidas e u(k) é um ruído branco de covariância
identidade.

Dadas as observações y(k) até o instante k, a estimativa de menor variância x̂(k + 1∣k) para o
estado x(k + 1) é a seguinte:

x̂(k + 1∣k) = A(k)x̂(k∣k − 1) +K(k)e(k)

sendo:
x̂(0) = E[x(0)]
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Fig. 4.2: Diagrama de blocos do filtro de Kalman no problema de predição.

em que e(k) é o processo de inovação definido por:

e(k) = y(k)− C(k)x̂(k∣k − 1)

e K(k) é o ganho de Kalman, dado pela seguinte equação:

K(k) = A(k)P (k∣k − 1)C(k)T [C(k)P (k∣k − 1)C(k)T ]−1

em que P (k∣k − 1) é a matriz de covariância do erro e obedece à seguinte equação recursiva:

P (k + 1∣k) = A(k)[P (k∣k − 1)− P (k∣k − 1)C(k)T [C(k)P (k∣k − 1)C(k)T ]−1∗

∗C(k)P (k∣k − 1)]A(k)T +G(k)G(k)T

sendo:

P (0) = Π(0)

Na figura 4.2 é apresentado um diagrama de blocos do filtro de Kalman. Da figura nota-se que o
filtro tem estrutura similar a um sistema discreto estocástico, sendo que a diferença é que a estimativa
de estado é feita por uma realimentação do valor de saída. Com isto, pode-se perceber que o filtro
de Kalman nada mais é que um algoritmo recursivo que atualiza as estimativas de estado uma vez
que são dadas saídas. Como o algoritmo é recursivo, ele pode ser implementado em um sistema para
estimar seus estados em tempo real.

Da definição da inovação e(k), tem-se que o filtro de Kalman pode ser reescrito como:

{

x̂(k + 1) = A(k)x̂(k) +K(k)e(k)
y(k) = C(k)x̂(k) + e(k)

(4.76)

Embora a equação 4.76 tenha um vetor de estados e um ruído diferentes dos da equação 4.54, ambas
são representações equivalentes de um mesmo modelo. O modelo apresentado na equação 4.76 é
conhecido como modelo inovativo.
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4.6.3 Algoritmo de filtragem

Nesta seção é deduzido o algoritmo de filtragem para encontrar a estimativa x̂(k∣k) e a matriz de
covariância de erro P (k∣k) usando raciocínio análogo ao utilizado na seção anterior.

A estimativa do estado x̂(k∣k) pode ser vista como a soma da projeção de x(k) no espaço Yk−1,
conhecido devido às saídas até o instante k − 1 com a projeção na direção trazida pela inovação e(k)
do instante k, ou seja:

x̂(k∣k) = Ê[x(k)∣Yk] = Ê[x(k)∣Yk−1 ⊕ e(k)] =

= Ê[x(k)∣Yk−1] + Ê[x(k)∣e(k)] = x̂(k∣k − 1) + Ê[x(k)∣e(k)]
(4.77)

em que:

e(k) = y(k)− C(k)x̂(k∣k − 1) = C(k)x(k)− C(k)x̂(k∣k − 1) = C(k)x̃(k∣k − 1) (4.78)

é a inovação no intante k, ou seja, a diferença entre a saída observada no instante k e o valor estimado
para a saída dadas as informações até o instante k − 1.

Da mesma forma como no caso da predição um passo a frente, a estimativa de menor variância
é tal que o erro do componente da estimativa devido às inovações é ortogonal ao subespaço definido
pelas inovações, ou seja:

x(k)− E[x(k)∣e(k)] ⊥ e(k) ⇒ x(k)−Kf (k)e(k) ⊥ e(k) (4.79)

Desta forma, o ganho Kf (k) que garante que o estimador seja de mínima variância obedece a seguinte
relação:

E[(x(k)−Kf (k)e(k))e(k)
T ] = 0 ⇒

⇒ E[x(k)e(k)T ]−Kf (k)E[e(k)e(k)T ] = 0 ⇒

⇒ Kf (k) = E[x(k)e(k)T ](E[e(k)e(k)T ])−1

(4.80)

mas6

E[x(k)e(k)T ] = E[(x̂(k∣k − 1) + x̃(k∣k − 1))(C(k)x̃(k∣k − 1))T ]

= E[x̃(k∣k − 1)x̃(k∣k − 1)T ]C(k)T =

= P (k∣k − 1)C(k)T

6Na expressão abaixo deve-se atentar que, apesar de se estar estimando o ganho ótimo de filtragem, a inovação é
definida em função do erro de estimação de estado do problema de predição um passo à frente. Isto é sutil, uma vez que
ao se pensar no problema de filtragem poderia se cair no erro de ver a inovação como função do erro do estado estimado
x̂(k∣k). Isto não é verdade, uma vez que a inovação no instante k é justamente a diferença entre o que foi observado no
instante k e o que se esperava daquela variável no instante k − 1.
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O segundo termo da equação do ganho é dado pelo seguinte:

E[e(k)e(k)T ] = C(k)E[x̃(k∣k − 1)x̃(k∣k − 1)T ]C(k)T =

= C(k)P (k∣k − 1)C(k)T

Portanto:

Kf (k) = P (k∣k − 1)C(k)T (C(k)P (k∣k − 1)C(k)T )−1 (4.81)

O estimador ótimo é dado por:

x̂(k∣k) = x̂(k∣k − 1) + P (k∣k − 1)C(k)T (C(k)P (k∣k − 1)C(k)T )−1e(k) =

= x̂(k∣k − 1) +Kf (k)e(k)
(4.82)

o erro de filtragem por:

x̃(k∣k) = x(k)− x̂(k∣k) =

= x(k)− x̂(k∣k − 1)−Kf (k)e(k) =

= x̃(k∣k − 1)−Kf (k)e(k)

(4.83)

e a covariância do erro dada por P (k∣k):

P (k∣k) = E[x̃(k∣k)x̃(k∣k)T ] =

= E[x̃(k∣k − 1)x̃(k∣k − 1)T ]− E[x̃(k∣k − 1)e(k)T ]Kf (k)
T−

−Kf (k)E[e(k)x̃(k∣k − 1)T ] +Kf (k)E[e(k)e(k)T ]Kf (k) =

= E[x̃(k∣k − 1)x̃(k∣k − 1)T ]− E[x̃(k∣k − 1)x̃(k∣k − 1)T ]C(k)TKf (k)
T−

−Kf (k)C(k)E[x̃(k∣k − 1)x̃(k∣k − 1)T ]+

+Kf (k)C(k)E[x̃(k∣k − 1)x̃(k∣k − 1)T ]C(k)TKf (k) =

= P (k∣k − 1)− P (k∣k − 1)C(k)TKf (k)
T−

−Kf (k)C(k)P (k∣k − 1) +Kf (k)C(k)P (k∣k − 1)C(k)TKf (k)
T

substituindo o ganho de Kalman de filtragem deduzido na equação 4.81, tem-se o seguinte:
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Fig. 4.3: Diagrama de blocos do filtro de Kalman no problema de filtragem.

P (k∣k) = P (k∣k − 1)−

−P (k∣k − 1)C(k)T (C(k)P (k∣k − 1)C(k)T )−1C(k)P (k∣k − 1)−

−P (k∣k − 1)C(k)T (C(k)P (k∣k − 1)C(k)T )−1C(k)P (k∣k − 1)

+P (k∣k − 1)C(k)T (C(k)P (k∣k − 1)C(k)T )−1C(k)P (k∣k − 1)∗

∗C(k)T (C(k)P (k∣k − 1)C(k)T )−1C(k)P (k∣k − 1) =

= P (k∣k − 1)−

−P (k∣k − 1)C(k)T (C(k)P (k∣k − 1)C(k)T )−1C(k)P (k∣k − 1)

(4.84)

Com isto se tem todos os elementos para que se calcule a melhor estimativa para x(k) dadas as
observações até o instante k.

Na figura 4.3 é apresentado um diagrama de blocos do filtro de Kalman empregado no problema
de filtragem.

Abaixo segue um resumo dos resultados estudados nesta seção:
Dado um sistema do tipo

{

x(k + 1) = A(k)x(k) +G(k)u(k)
y(k) = C(k)x(k)

em que as matrizes A(k), G(k) e C(k) são conhecidas e u(k) é um ruído branco de covariância
identidade.

Dadas as observações y(k) até o instante k, a estimativa de menor variância x̂(k∣k) para o estado
x(k) é a seguinte:

x̂(k∣k) = x̂(k∣k − 1) +Kf (k)e(k)
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sendo:
x̂(0) = E[x(0)]

em que e(k) é o processo de inovação definido por:

e(k) = y(k)− C(k)x̂(k∣k − 1)

e Kf (k) é o ganho de Kalman de filtragem, dado pela seguinte equação:

Kf (k) = P (k∣k − 1)C(k)T (C(k)P (k∣k − 1)C(k)T )−1

em que P (k∣k − 1) é a matriz de covariância do erro e obedece à seguinte equação recursiva:

P (k + 1∣k) = A(k)[P (k∣k − 1)− P (k∣k − 1)C(k)T [C(k)P (k∣k − 1)C(k)T ]−1∗

∗C(k)P (k∣k − 1)]A(k)T +G(k)G(k)T

sendo:
P (0) = Π(0)

e a matriz de covariância do erro de filtragem obedece à seguinte equação:

P (k∣k) = P (k∣k − 1)− P (k∣k − 1)C(k)T (C(k)P (k∣k − 1)C(k)T )−1C(k)P (k∣k − 1)

4.7 Filtro de Kalman estacionário

Se o sistema sobre o qual se aplica o filtro de Kalman for invariante no tempo, tem-se, a partir do
desenvolvimento feito para o sistema variante no tempo, que a estimativa para o vetor de estados no
problema de predição um passo a frente é dada por:

x̂(k + 1∣k) = Ax̂(k∣k − 1) +K(k)[y(k)− Cx̂(k∣k − 1)] (4.85)

em que a estimativa inicial é x̂(0) = �x(0). O ganho de Kalman é dado por:

K(k) = AP (k∣k − 1)CT [CP (k∣k − 1)CT ]−1 (4.86)

e a covariância do erro P (k + 1∣k) satisfaz a equação de Riccati e é dada por:

P (k + 1∣k) = AP (k∣k − 1)AT−

−AP (k∣k − 1)CT [CP (k∣k − 1)CT ]−1CP (k∣k − 1)AT+

+GGT =

= AP (k∣k − 1)AT − AP (k∣k − 1)CT [CP (k∣k − 1)CT ]−1

[CP (k∣k − 1)CT ][CP (k∣k − 1)CT ]−1CP (k∣k − 1)AT+

+GGT =

= AP (k∣k − 1)AT −K(k)[CP (k∣k − 1)CT ]K(k)T +GGT

(4.87)
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sendo
P (0) = Π(0)

Supondo que a covariância do erro tenda a um valor constante P quando k é grande o suficiente,
tem-se que P = P (k∣k − 1) = P (k + 1∣k). Substituindo P na equação 4.87 tem-se:

P = APAT −K[CPCT ]KT +GGT

Em que o ganho de Kalman estacionário é K = APCT (CPCT )−1, portanto:

P = APAT − APCT (CPCT )−1(CPCT )(CPCT )−1CPAT

= APAT − APCT (CPCT )−1CPAT

(4.88)

uma vez que a matriz (CPCT ) é simétrica. A equação 4.88 é conhecida como equação algébrica de
Riccati, e tem sua solução explorada no capítulo 7 desta tese.

Para este caso estacionário, a estimativa do vetor de estados é dada por:

x̂(k + 1∣k) = Ax̂(k∣k − 1) +K[y(k)− Cx̂(k∣k − 1)] = (A−KC)x̂(k) +Ky(k) (4.89)
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Capítulo 5

Realização e modelagem de séries temporais

Neste capítulo são apresentados os problemas de realização e modelagem de séries temporais
discretas no espaço de estado. Também são apresentadas diferentes técnicas conhecidas para se tratar
destes dois problemas distintos. No capítulo 2 desta tese, são apresentadas as bases para se entender
o presente capítulo. Como pode ser notado ao longo do texto, o equacionamento do problema de
realização é muito próximo do equacionamento do filtro de Kalman, tratado no capítulo 4 desta tese.
Este problema também pode ser resolvido a partir de sua semelhança com o problema de identificação
de sistemas multivariáveis discretos no espaço de estado, tratado no capítulo 3.

Para o entendimento dos problemas estudados neste capítulo, é fundamental diferenciar dois con-
ceitos aparentemente muito próximos. Estes conceitos são a realização de uma série temporal e o
problema de realização de uma série temporal. Séries temporais são sequências de números, ou de
vetores, caracterizadas por uma determinada família de covariâncias. Duas sequências diferentes po-
dem ser representações da mesma série temporal, desde que tenham as mesmas covariâncias. A estas
duas seqüências diferentes se dá o nome de realizações da série temporal. Uma vez que se tenha uma
realização de uma determinada série temporal, pode-se querer encontrar um modelo matemático que
gere outras realizações da mesma série temporal. Ao problema de encontrar este modelo matemático
se dá o nome de problema de realização de séries temporais.

Uma vez definidos os conceitos de realização de séries temporais e problema de realização de
séries temporais, pode-se definir o conceito de modelagem de séries temporais. Este conceito se
resume ao seguinte: supondo que exista uma série temporal e que se conheça uma entrada que,
aplicada a um modelo matemático, gera a série, determine qual é este modelo matemático.

Na primeira seção deste capítulo, os métodos de realização de séries temporais serão apresentados
e discutidos. A seção seguinte trata do problema de modelagem de séries temporais.

5.1 Realização de séries temporais

O problema de realização de séries temporais no espaço de estado pode ser definido da seguinte
maneira:

Dado um conjunto de covariâncias de uma determinada série temporal, determinar o
modelo matemático em espaço de estado que, quando submetido a uma entrada ruído

91
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branco, resulta em uma saída com covariâncias o mais próximas o possível das covari-
âncias da série temporal que se quer realizar.

As técnicas de realização de séries temporais têm em comum o ponto de partida, que é a análise
das matrizes de covariância das séries temporais a serem realizadas. A análise de covariâncias da
série temporal é algo fundamental, de forma que o problema de realização da série temporal, ou seja,
de se encontrar um modelo matemático que, quando submetido a um ruído branco, tenha como saída
resultados com covariâncias semelhantes às de uma determinada série temporal, foi enunciado da
seguinte forma em [3]:

"Suppose that a linear system is driven by white Gaussian noise and that the variance of
the output is known; state the equations that describe the system."

ou ainda, em [35]:

"Given the covariance of a signal process, find a linear system driven by white noise
whose output has this covariance."

De fato, se houver boas estimativas para matrizes de covariância de uma série temporal, e se todas
essas estimativas forem finitas, é possível encontrar pelo menos um sistema linear que, ao ter como
entrada um ruído branco, tem como saída um sinal com a covariância desejada.

Antes da existência da teoria dos modelos em espaço de estado, uma das maneiras de tratar o
problema de realização de séries temporais era com o método de fatoração espectral. Este método
consiste em encontrar uma função de transferência que, ao ter como entrada um ruído branco, tem
como saída o espectro da série temporal com a covariância desejada.

A partir da definição dos modelos em espaço de estado, houve um esforço para se definir maneiras
de se provar a existência e de se encontrar modelos no espaço de estado que realizem uma determinada
série temporal a partir de sua covariância. A princípio, estes modelos foram desenvolvidos a partir de
manipulações diretas da função que gera as matrizes de covariância da série temporal a partir de dois
instantes de tempo definidos, ou seja, de funções f(i, j) do tipo:

Λ(i, j) = f(i, j) = E[y(i)y(j)T ] (5.1)

em que f(i, j) é a função geradora de covariâncias da série temporal multivariável y(k) ∈ ℜl que,
por definição, tem covariância entre os instante i e j a matriz Λ(i, j) ∈ ℜlXl.

Posteriormente, foram desenvolvidas técnicas em que o conhecimento da função que gera as
matrizes de covariância não seria mais necessário. Nestas técnicas, são usadas apenas as estimativas
de covariâncias para determinados atrasos. Isto foi possível a partir do momento em que se observou
a semelhança entre as matrizes de covariância e os parâmetros de Markov da modelagem de sistemas
determinísticos. Estas técnicas estão resumidas na figura 5.1.

Basicamente, de acordo com a figura 5.1, para se resolver o problema de realização de uma série
temporal, parte-se de uma realização desta série. A partir desta realização, encontra-se as covariâncias
da série temporal, e tendo as covariâncias, se aplica algum método de realização de séries temporais.
Como resultados do método se terá um modelo matemático em espaço de estado e uma covariância
para atraso zero de um ruído branco. Ao se encontrar um ruído branco com a covariância para atraso
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Fig. 5.1: Método de realização de séries temporais

zero obtida e se aplicar este sinal ao modelo, tem-se outra realização da série temporal. A qualidade
da solução do problema de realização será melhor quanto menor for a diferença entre as covariâncias
da série e as covariâncias da realização obtida com o modelo, ou seja, quanto menor for o erro entre
as covariâncias.

Nesta seção, serão apresentados os fundamentos teóricos de algumas das formas de se resolver o
problema de realização de séries temporais discretas. A primeira delas, apresentada na seção 5.1.1, é
a partir da função semelhante à mostrada na equação 5.1. A base para este tipo de técnica é o filtro
de Kalman, explorado no capítulo 4. A outra técnica, que será explorada na seção 5.1.2, é a inspirada
na modelagem de sistemas determinísticos, em que a semelhança entre covariâncias e parâmetros de
Markov é explorada. A base deste tipo de técnica é introduzida no capítulo 3. Na seção seguinte,
é apresentada a técnica de resolução do problema de realização de séries temporais por inequações
matriciais lineares, atribuida a Faurre. Na sequência, serão discutidos detalhes do espectro das séries
e definidas as funções de transferência que realizam o espectro de uma determinada série temporal.
Finalmente, serão mostradas as condições de existência para a solução do problema de realização
de séries temporais, concluindo a seção deste capítulo dedicada ao problema de realização de séries
temporais.

5.1.1 Realização de séries temporais a partir de funções das covariâncias

Supondo conhecida a função matricial que gera as covariâncias de uma série temporal multiva-
riável a partir de dois instantes de tempo (equação 5.1), é possível que se encontre relações entre esta
função e as matrizes do sistema que realiza aquela série temporal. Estas relações foram deduzidas
para o caso contínuo em [3]. Nesta referência, é apresentada a relação entre o problema de se en-
contrar estimativas de mínima variância para o estado e o problema de realização da série temporal.
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Em especial, é enfocada a importância da covariância do estado estimado e suas relações com uma
determinada covariância de saída.

Poucos anos depois, foi apresentada em [44] a relação entre o problema de estimação de mínima
variância do estado e o problema de realização de séries temporais contínuas nas duas direções.
No artigo [44] há uma importante discussão a respeito da semelhança entre os problemas e ainda a
respeito da não necessidade de se conhecer o modelo em espaço de estado que gera a série temporal
para se ter estimativas ótimas do estado. A hipótese de que o modelo que gera a série é conhecido é
base para a teoria de estimação de estados [45], embora não seja necessária, como provada em [44].

Seguindo a linha de raciocínio apresentada em [44], a realização de séries temporais discretas a
partir da relação entre este problema e o filtro de Kalman, foi apresentada na referência [35], que serve
como base para esta seção do capítulo. Nesta referência, é suposto que as matrizes de covariância de
uma série temporal podem ser escritas da seguinte forma:

Λ(i, j) = E[y(i)y(j)T ] =

{

E(i)F (j) se i ≥ j
F (i)TE(j)T se i < j

(5.2)

sendo Λ(i, j) finita e definida positiva para quaisquer i e j.
Esta hipótese é razoável, uma vez que matrizes de covariância são, por definição, definidas po-

sitivas e simétricas. Deve-se notar que esta forma de equacionar a covariância de saída é variante
no tempo, ou seja, a série temporal é suposta não estacionária. Se houvesse infinitas amostras da
série temporal, a covariância poderia ser calculada com exatidão e não seria variante no tempo. No
entanto, como o número de amostras disponíveis da série temporal é finito, a covariância não pode
ser calculada de forma exata. A maneira de lidar com esta limitação é supor covariâncias variantes
no tempo, que implicam em modelos também variantes no tempo.

Realização de séries temporais e o filtro de Kalman

Conforme apresentado no capítulo 4 desta tese, o estimador de estado que minimiza a covariância
do erro de saída pode ser encontrado a partir da seguinte situação:

• O modelo em espaço de estado que gera a série temporal a partir do ruído branco é conhecido.

• As matrizes de covariância do ruído branco são conhecidas.

• O objetivo é encontrar a estimativa de mínima variância para o estado a partir das saídas obser-
vadas.

• Para estimar o estado encontra-se uma equação linear recursiva que relaciona o estado a ser
estimado aos estados passados e ao erro de estimação de saída (inovação) da última iteração,
que é totalmente descorrelacionado dos erros anteriores. Ou seja, a inovação é um processo do
tipo ruído branco.

No estudo de realização das séries temporais se tem, por outro lado, a seguinte situação:

• Estima-se a covariância de uma determinada série temporal que se quer realizar
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• Deseja-se encontrar um modelo que tenha como entrada o ruído branco e que realize aquela
covariância.

A princípio, os dois problemas não parecem ter relação entre si, mas ao longo do desenvolvimento
deste capítulo a relação entre os dois problemas ficará clara.

Suponha, a princípio, que o sinal y(k) que se quer realizar seja dado pela seguinte equação no
espaço de estado:

{

x(k + 1) = A(k + 1, k)x(k) +G(k)u(k)
y(k) = C(k)x(k)

(5.3)

em que o vetor x(k) ∈ ℜn representa o estado no instante k, u(k) ∈ ℜn é um ruído branco com
matriz de covariância identidade, A(k + 1, k) ∈ ℜnXn é a matriz de transição do estado k para o
estado k+1, G(k) ∈ ℜnXn é uma matriz de transformação e C(k) ∈ ℜlXn é a matriz que relaciona a
saída ao estado. Também é suposto que o vetor de ruído branco é descorrelacionado com o vetor de
estado e a matriz de covariância do estado no instante k é definida como Π(k).

Este modelo tem algumas peculiaridades que devem ser destacadas. Primeiro, deve-se notar que
as matrizes do modelo são variantes no tempo. Desta forma, este modelo não se limita à hipótese
de estacionariedade que é adotada nos métodos de modelagem de séries temporais inspirados pelas
técnicas de modelagem de sistemas determinísticos. Outra característica importante é que o ruído de
entrada é suposto branco e com matriz de covariância identidade. Esta hipótese pode ser feita por
causa da presença da matriz de transformação G(k) ∈ ℜnXn, que dá para o ruído branco de cova-
riância unitária um efeito semelhante a um ruído branco de covariância G(k)G(k)T a cada instante
k.

Uma vez que a função de covariância de saída é conhecida e que há um modelo proposto, o
objetivo é encontrar uma relação entre as matrizes do modelo e as matrizes de covariância. Para isto,
deve-se encontrar a covariância de saída do modelo, que parte da covariância do estado, calculada a
seguir:

Π(k + 1) = E[x(k + 1)x(k + 1)T ] =

= A(k + 1, k)E[x(k)x(k)T ]A(k + 1, k)T +G(k)G(k)T =

= A(k + 1, k)Π(k)A(k + 1, k)T +G(k)G(k)T =

(5.4)

A covariância da saída do modelo será então

Λ(i, j) = E[y(i)y(j)T ] =

= C(i)E[x(i)x(j)T ]C(j)T
(5.5)

mas, se i > j temos, da equação de evolução do estado:

x(i) =
i−1
∏

k=j

A(k + 1, k)x(j) +
i−1
∑

l=j

i
∏

k=l+1

A(k + 1, k)G(l)u(l) (5.6)
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se i < j temos:

x(j) =
j−1
∏

k=i

A(k + 1, k)x(i) +
j−1
∑

l=i

j
∏

k=l+1

A(k + 1, k)G(l)u(l) (5.7)

definindo:

Φ(i, j) =
i−1
∏

k=j

A(k + 1, k) (5.8)

como sendo a matriz de transição do estado j para o estado i e voltando à equação da covariância da
saída do sistema, lembrando que o estado e o ruído branco de entrada são descorrelacionados, temos,
para i > j:

Λ(i, j) = C(i)E[x(i)x(j)T ]C(j)T

= C(i)Φ(i, j)Π(j)C(j)T
(5.9)

e se i < j:

Λ(i, j) = C(i)E[x(i)x(j)T ]C(j)T

= C(i)Π(i)Φ(j, i)TC(j)T
(5.10)

e, obviamente, se i = j

Λ(i, j) = C(i)E[x(i)x(i)T ]C(j)T

= C(i)Π(i)C(i)T
(5.11)

Definindo Φ(i, i) = I , pode-se então escrever a matriz de covariância da saída do sistema como
sendo:

Λ(i, j) = E[y(i)y(j)T ] =

{

C(i)Φ(i, j)Π(j)C(j)T se i ≥ j
C(i)Π(i)Φ(j, i)TC(j)T se i < j

(5.12)

comparando esta expressão com a equação 5.2 tem-se que

E(i) = C(i)Φ(i, 0)

F (i) = Φ(0, i)Π(i)C(i)T
(5.13)

uma vez que, supondo i > j, temos:
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Φ(i, j) =
∏i−1

k=j A(k + 1, k) =

=
∏i−1

k=0 A(k + 1, k)
[

∏j−1
k=0 A(k + 1, k)

]−1
=

= Φ(i, 0)Φ(j, 0)−1 =

= Φ(i, 0)Φ(0, j)

(5.14)

Na passagem acima, foi suposto que as matrizes de transição de estado são inversíveis. Isto sempre
pode ser obtido se a ordem n do modelo, que é a dimensão do estado, for respeitada, de forma que a
matriz A(k + 1, k), e consequentemente as matrizes Φ(i, j), serão inversíveis.

Para simplificar um pouco a notação, pode-se definir as matrizes M(k) e N(k), tais que:

M(k) = E(k)Φ(0, k) = C(k)Φ(k, 0)Φ(0, k) = C(k)

N(k) = Φ(k, 0)F (k) = Φ(k, 0)Φ(0, k)Π(k)C(k)T = Π(k)C(k)T
(5.15)

de forma que a equação de covariância de saída do sistema pode ser reescrita da seguinte maneira:

Λ(i, j) = E[y(i)y(j)T ] =

{

M(i)Φ(i, j)N(j) se i ≥ j
N(i)TΦ(j, i)TM(j)T se i < j

(5.16)

As expressões 5.13 (e indiretamente as expressões 5.15), relacionam as matrizes observadas na
equação de covariâncias de saída, que é supostamente conhecida, e as matrizes do modelo que se
quer encontrar. No entanto, apenas com estas duas equações não é possível determinar a matriz
G(k) ∈ ℜnXn que, como comentado acima, tem relação com a covariância do ruído branco usado
como entrada do sistema. Como conclusão, não é possível determinar um modelo semelhante ao da
equação 5.3 apenas conhecendo a função geradora de covariâncias na forma da expressão 5.2. O que
falta é justamente uma expressão que relacione a covariância de saída conhecida e a covariância de
entrada desconhecida. Este problema seria resolvido caso seja tomado um modelo cuja entrada tenha
relação com as saídas observadas.

Um modelo em que isto acontece é o de evolução do estado estimado, deduzido na teoria do de-
senvolvimento do estimador ótimo de estado, também conhecido como filtro de Kalman. O estimador
ótimo para o estado no instante k pode ser obtido levando-se em conta os conjuntos de dados entre 0 e
vários instantes de tempo, como por exemplo k+ l, l natural (problema de predição), k (problema de
filtragem) ou k− l, l natural (problema de refinamento1). Em todos estes casos, a entrada da equação
do estado estimado será em função da saída observada do sistema. Sendo assim, as covariâncias de
estado estimado para todos estes modelos são candidatas a terem relação direta com a covariância
da série temporal de saída. Consequentemente, os modelos de evolução de estado resultantes são
candidatos a resolverem o problema de realização.

Como ficará claro mais adiante, todas as estimativas de estado implicam em modelos que podem
resolver o problema de realização de séries temporais, mas uma delas levará a realizações de fase
mínima. A seguir será apresentado o desenvolvimento da solução do problema de realização levando

1smoothing
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em conta duas estimativas. A primeira é do estado no instante k, dadas as observações até o instante
k − 1 (predição um passo a frente), e a outra é a do estado no instante k, dadas as observações até o
próprio instante k (filtragem).

Realização e a predição um passo a frente

Da seção 4.6.2 do capítulo 4 tem-se que, para um modelo descrito pelas equações 5.2, com todas as
matrizes conhecidas, a estimativa de menor variância para o estado no instante k+1, sendo conhecido
o estado no instante k, é dada por:

x̂(k + 1∣k) = A(k)x̂(k∣k − 1) +K(k)e(k)

x̂(0) = 0
(5.17)

em que

K(k) = A(k)P (k∣k − 1)C(k)T [C(k)P (k∣k − 1)C(k)T ]−1 (5.18)

é o ganho de Kalman sendo:

P (k∣k − 1) = E[x̃(k + 1∣k)x̃(k + 1∣k)T ] (5.19)

a covariância do erro de estimação de estado x̃(k∣k − 1), que por sua vez é definido por:

x̃(k + 1∣k) = x(k + 1)− x̂(k + 1∣k) (5.20)

A equação da saída observada é a seguinte:

y(k) = C(k)x̂(k∣k − 1) + e(k) (5.21)

em que o processo e(k) é a inovação.
Substituindo a definição de inovação na equação de evolução de estado estimado tem-se o se-

guinte:

x̂(k + 1∣k) = A(k)x̂(k∣k − 1) +K(k)[y(k)− C(k)x̂(k∣k − 1)] =

= [A(k)−K(k)C(k)]x̂(k∣k − 1) +K(k)y(k) =

= Φ∗(k + 1, k)x̂(k∣k − 1) +K(k)y(k)

(5.22)

em que foi definido Φ∗(k + 1, k) = [A(k) − K(k)C(k)]. Desta equação, fica claro que a entrada
do modelo inovativo é a saída observada y(k). A partir disto, pode-se inferir que a covariância
do processo de saída terá alguma relação com a covariância do estado estimado. Sendo assim, a
covariância do estado estimado será calculada.

Observando a ortogonalidade entre estados estimados e o erro de previsão de estado, definindo a
covariância do estado estimado como sendo:

Σ1(k∣k − 1) = E[x̂(k∣k − 1)x̂(k∣k − 1)T ]
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e usando a covariância P (k∣k − 1) do erro de predição de estado, definida na equação 5.19, e a
covariância de estado Π(k), definida na equação 5.4, tem-se que a seguinte relação é válida:

Π(k) = E[x(k)x(k)T ] =

= E[(x̃(k∣k − 1) + x̂(k∣k − 1))(x̃(k∣k − 1) + x̂(k∣k − 1)T )] =

= E[x̃(k∣k − 1)x̃(k∣k − 1)T ] + E[x̂(k∣k − 1)x̂(k∣k − 1)T ] =

= P (k∣k − 1) + Σ1(k∣k − 1)

(5.23)

Sendo assim, para o cálculo de Π(k) serão calculados os valores de P (k+1∣k) e de Σ1(k∣k− 1).
Da equação 4.75 do capítulo 4 matriz de covariância do erro P (k∣k − 1) é dada pela seguinte

expressão:

P (k + 1∣k) = A(k)[P (k∣k − 1)− P (k∣k − 1)C(k)T [C(k)P (k∣k − 1)C(k)T ]−1∗

∗C(k)P (k∣k − 1)]A(k)T +G(k)G(k)T
(5.24)

Substituindo a relação 5.23 em 5.24 tem-se o seguinte:

Π(k + 1)− Σ1(k + 1∣k) = A(k)[Π(k)− Σ1(k∣k − 1)]A(k)T−

−A(k)[Π(k)− Σ1(k∣k − 1)]C(k)T∗

∗[C(k)[Π(k)− Σ1(k∣k − 1)]C(k)T ]−1∗

∗C(k)[Π(k)− Σ1(k∣k − 1)]A(k)T+

+G(k)G(k)T

(5.25)

rearranjando termos tem-se o seguinte:

Π(k + 1)− Σ1(k + 1∣k) = A(k)Π(k)A(k)T +G(k)G(k)T−

−A(k)Σ1(k∣k − 1)A(k)T−

−A(k)[Π(k)− Σ1(k∣k − 1)]C(k)T∗

∗[C(k)[Π(k)− Σ1(k∣k − 1)]C(k)T ]−1∗

∗C(k)[Π(k)− Σ1(k∣k − 1)]A(k)T

(5.26)

mas, da equação 5.4 e da definição da matriz de transição de estado, temos que a soma dos dois
primeiros termos é igual a Π(k + 1), portanto:
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Σ1(k + 1∣k) = A(k)Σ1(k∣k − 1)A(k)T+

+A(k)[Π(k)C(k)T − Σ1(k∣k − 1)C(k)T ]∗

∗[C(k)Π(k)C(k)T − C(k)Σ1(k∣k − 1)C(k)T ]−1∗

∗[C(k)Π(k)− C(k)Σ1(k∣k − 1)]A(k)T

(5.27)

Da equação 5.27 nota-se que a covariância do estado estimado obedece a uma equação recursiva
que apresenta apenas termos do tipo C(k), A(k) e C(k)Π(k). Portanto, se for conhecida a equação
que gera as matrizes de covariância de saída na forma 5.2, e se forem estabelecidas as relações apre-
sentadas nas equações 5.13, todos os termos da equação recursiva da evolução do estado estimado são
conhecidos. Isto confirma a hipótese levantada anteriormente, em que se afirmava que, se a evolução
do estado estimado no modelo inovativo depende da saída, a relação de evolução de sua covariância
também dependeria da covariância de saída.

Fazendo a substituição das relacões 5.15 tem-se a seguinte expressão para a evolução da covari-
ância do estado:

Σ1(k + 1∣k) = A(k)Σ1(k∣k − 1)A(k)T+

+A(k)[N(k)− Σ1(k∣k − 1)M(k)T ]∗

∗[M(k)N(k)−M(k)Σ1(k∣k − 1)M(k)T ]−1∗

∗[N(k)T −M(k)Σ1(k∣k − 1)]A(k)T

(5.28)

sendo

Σ1(0) = E[x̂(0)x̂(0)T ] = 0

de maneira que, se a equação de covariância da série temporal for escrita da forma 5.16, a evolução
da covariância do estado estimado é completamente determinada. Deve-se notar que a matriz A(k) é
a matriz de transição do estado k para o estado k + 1, ou seja, A(k) = Φ(k + 1, k).

O ganho de Kalman também pode ser escrito em função dos termos da função de covariância de
saída e da matriz de covariância de estado estimado. Para isto, basta tomar a equação 5.18 e fazer as
substituições abaixo:
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K(k) = A(k)P (k∣k − 1)C(k)T [C(k)P (k∣k − 1)C(k)T ]−1 =

= A(k)[Π(k)− Σ1(k∣k − 1)]C(k)T∗

∗{C(k)[Π(k)− Σ1(k∣k − 1)]C(k)T}−1 =

= A(k)[Π(k)C(k)T − Σ1(k∣k − 1)C(k)T ]∗

∗[C(k)Π(k)C(k)T − C(k)Σ1(k∣k − 1)C(k)T ]−1 =

= A(k)[N(k)− Σ1(k∣k − 1)M(k)T ]∗

∗[M(k)N(k)−M(k)Σ1(k∣k − 1)M(k)T ]−1

(5.29)

Desta forma, a partir da covariância do sinal de saída, se tem um modelo que realiza a série temporal.
A entrada deste modelo será um ruído branco, com a seguinte covariância para atraso zero:

E[e(k)e(k)T ] = E[(y(k)− C(k)x̂(k∣k − 1)) (y(k)− C(k)x̂(k∣k − 1))T ] =

= C(k)E[(x(k)− x̂(k∣k − 1)) (x(k)− x̂(k∣k − 1))T ]C(k)T =

= C(k)P (k∣k − 1)C(k)T =

= C(k)[Π(k)− Σ1(k∣k − 1)]C(k)T =

= C(k)Π(k)C(k)T − C(k)Σ1(k∣k − 1)C(k)T =

= M(k)N(k)−M(k)Σ1(k∣k − 1)M(k)T

(5.30)

portanto, se forem conhecidos M(k) e N(k) a partir da covariância da série temporal que se quer
realizar, e com o valor de Σ1(k) calculado a partir da equação 5.28, é possível determinar a covariância
da entrada do modelo inovativo para cada instante de tempo.

A demonstração feita acima é resumida a seguir:
Seja y(k) uma série temporal com covariância Λ(i, j) semidefinida positiva da seguinte forma:

Λ(i, j) = E[y(i)y(j)T ] =

{

M(i)Φ(i, j)N(j) se i ≥ j
N(i)TΦ(j, i)TM(j)T se i < j

Então, um modelo em espaço de estado que realiza y(k) pode ser escrito da seguinte forma:
⎧



⎨



⎩

x̂(k + 1∣k) = A(k)x̂(k∣k − 1) +K(k)e(k), x̂(0) = 0

y(k) = M(k)x̂(k∣k − 1) + e(k)

em que:
A(k) = Φ(k + 1, k)
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K(k) = A(k)[N(k)− Σ1(k∣k − 1)M(k)T ][M(k)N(k)−M(k)Σ1(k∣k − 1)M(k)T ]−1

e a série e(k) é um ruído branco, cuja covariância para atraso zero é dada por:

E[e(k)e(k)T ] = M(k)N(k)−M(k)Σ1(k∣k − 1)M(k)T

em que a covariância do estado estimado segue a seguinte equação recursiva:

Σ1(k + 1∣k) = A(k)Σ1(k∣k − 1)A(k)T+

+A(k)[N(k)− Σ1(k∣k − 1)M(k)T ]∗

∗[M(k)N(k)−M(k)Σ1(k∣k − 1)M(k)T ]−1∗

∗[N(k)T −M(k)Σ1(k∣k − 1)]A(k)T

sendo:
Σ1(0) = E[x̂(0)x̂(0)T ] = 0

Realização e filtragem

Conforme demonstrado na seção 4.6.3 do capítulo 4, a equação de evolução do estado estimado
no problema de filtragem é a seguinte:

x̂(k∣k) = x̂(k∣k − 1) +Kf (k)e(k), x̂(−1) = 0 (5.31)

em que o processo e(k) é a inovação e Kf (k) é o ganho de Kalman para filtragem, dado pela seguinte
expressão:

Kf (k) = P (k∣k − 1)C(k)T (C(k)P (k∣k − 1)C(k)T )−1 (5.32)

e a covariância do erro de filtragem do estado é dada pela seguinte expressão:

P (k∣k) = P (k∣k − 1)− P (k∣k − 1)C(k)T (C(k)P (k∣k − 1)C(k)T )−1C(k)P (k∣k − 1) (5.33)

Da mesma forma como foi feito para o caso da predição um passo a frente, deve-se encontrar a
equação de evolução da covariância do estado estimado para se chegue à relação entre a realização
de séries temporais e o algoritmo de filtragem proposto por Kalman. Pode-se chegar a esta equação a
partir da equação de covariância do erro de filtragem. Para isto, é preciso reescrever a covariância do
erro de filtragem em função da covariância do estado estimado da seguinte maneira:

Π(k) = E[x(k)x(k)T ]

= E[(x̃(k∣k) + x̂(k∣k))(x̃(k∣k) + x̂(k∣k))T ] =

= P (k∣k) + Σ(k∣k) ⇒

⇒ P (k∣k) = Π(k)− Σ(k∣k)

(5.34)



5.1. REALIZAÇÃO DE SÉRIES TEMPORAIS 103

uma vez que o erro é ortogonal ao estado estimado. Analogamente,

P (k∣k − 1) = Π(k)− Σ(k∣k − 1) (5.35)

substituindo estas relações na equação 5.33 tem-se o seguinte:

Π(k)− Σ(k∣k) = Π(k)− Σ(k∣k − 1)− (Π(k)− Σ(k∣k − 1))C(k)T∗

∗(C(k)(Π(k)− Σ(k∣k − 1))C(k)T )−1∗

∗C(k)(Π(k)− Σ(k∣k − 1)))

(5.36)

portanto:
Σ(k∣k) = Σ(k∣k − 1) + (Π(k)− Σ(k∣k − 1))C(k)T∗

∗(C(k)(Π(k)− Σ(k∣k − 1))C(k)T )−1∗

∗C(k)(Π(k)− Σ(k∣k − 1)))

(5.37)

Para encontrar a relação de evolução de Σ(k∣k), é necessário que se relacione esta covariância à
covariância Σ(k∣k − 1). Isto pode ser feito ao se observar o seguinte:

x̂(k + 1∣k) = A(k)x̂(k∣k) (5.38)

de forma que a covariância Σ(k∣k) se relaciona à covariância Σ(k∣k − 1) da seguinte forma:

E[x̂(k + 1∣k)x̂(k + 1∣k)T ] = A(k)E[x̂(k∣k)x̂(k∣k)T ]A(k)T ⇒

⇒ Σ(k + 1∣k) = A(k)Σ(k∣k)A(k)T
(5.39)

e consequentemente:

Σ(k∣k − 1) = A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)T (5.40)

Substituindo a equação 5.40 na equação 5.36 tem-se:

Σ(k∣k) = A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)T+

+(Π(k)− A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)T )C(k)T∗

∗(C(k)(Π(k)− A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)T )C(k)T )−1∗

∗C(k)(Π(k)− A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)T ))

(5.41)

Ao se substituir as expressões de M(k) e N(k) definidos na equação 5.15, que são matrizes
conhecidas a partir da covariância da série temporal que se quer realizar, tem-se que a equação de
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evolução da covariância do estado estimado é a seguinte:

Σ(k∣k) = A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)T+

+(N(k)− A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)TM(k)T )∗

∗(M(k)N(k)−M(k)A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)TM(k)T )−1∗

∗(N(k)T −M(k)A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)T )

(5.42)

Encontrada a equação de evolução da covariância do estado estimado em função dos termos da cova-
riância da série temporal a ser realizada, é necessário que se reescreva o ganho de Kalman em função
da covariância do estado estimado e dos termos da covariância da série temporal a ser realizada. Para
isto basta substituir as expressões 5.35, 5.40 e 5.15 na expressão 5.33, o que é feito a seguir:

Kf (k) = (Π(k)− Σ(k∣k − 1))C(k)T (C(k)(Π(k)− Σ(k∣k − 1))C(k)T )−1 =

= (Π(k)− A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)T )C(k)T∗

∗(C(k)(Π(k)− A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)T )C(k)T )−1 =

= (N(k)− A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)TM(k)T )∗

∗(M(k)N(k)−M(k)A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)TM(k)T )−1

(5.43)

Desta forma, a partir da covariância do sinal de saída, se tem um modelo que realiza a série
temporal. Resta agora calcular a covariância para atraso zero da entrada e(k) a partir dos termos da
covariância que se quer realizar e a covariância da estimativa do estado, o que é feito a seguir:

E[e(k)e(k)T ] = C(k)E[x̃(k∣k − 1)x̃(k∣k − 1)T ]C(k)T =

= C(k)P (k∣k − 1)C(k)T =

= C(k)[Π(k)− Σ(k∣k − 1)]C(k)T

(5.44)

fazendo a multiplicação e substituindo a expressão 5.39 se tem:

E[e(k)e(k)T ] = C(k)Π(k)C(k)T−

−C(k)A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)TC(k)T =
(5.45)

substituindo M(k) e N(k) definidos em 5.15:

E[e(k)e(k)T ] = M(k)N(k)−M(k)A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)TM(k)T (5.46)



5.1. REALIZAÇÃO DE SÉRIES TEMPORAIS 105

Com isto se tem todas as informações necessárias para se encontrar o modelo que realiza a série
temporal.

A demonstração feita acima é resumida a seguir:
Seja y(k) uma série temporal com covariância Λ(i, j) semidefinida positiva da seguinte forma:

Λ(i, j) = E[y(i)y(j)T ] =

{

M(i)Φ(i, j)N(j) se i ≥ j
N(i)TΦ(j, i)TM(j)T se i < j

Então, um modelo em espaço de estado que realiza y(k) pode ser escrito da seguinte forma
⎧



⎨



⎩

x̂(k∣k) = x̂(k∣k − 1) +Kf (k)e(k), x̂(0∣ − 1) = 0

y(k) = C(k)x̂(k∣k − 1) + e(k)

em que:

Kf (k) = (N(k)− A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)TM(k)T )∗

∗(M(k)N(k)−M(k)A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)TM(k)T )−1

e a série e(k) é um ruído branco, cuja covariância para atraso zero é dada por:

E[e(k)e(k)T ] = M(k)N(k)−M(k)A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)TM(k)T

em que:

Σ(k∣k) = A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)T+

+(N(k)− A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)TM(k)T )∗

∗(M(k)N(k)−M(k)A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)TM(k)T )−1∗

∗(N(k)T −M(k)A(k − 1)Σ(k − 1∣k − 1)A(k − 1)T )

sendo:
Σ(0∣0) = 0

e
A(k) = Φ(k + 1, k)

Soluções do problema de realização

Conforme apresentado nas duas seções anteriores, o problema de realização tem pelo menos duas
soluções, ou seja, a baseada no algoritmo de predição um passo a frente e a baseada no algoritmo
de filtragem. Na verdade, pode-se mostrar que existem infinitas soluções, bastando fazer um proce-
dimento análogo ao feito para solucionar o problema de realização usando o algoritmo de predição
um passo a frente, mas ao invés de se partir da predição para apenas um passo a frente, parte-se da
estimativa ótima no instante k + l, sendo l um número natural qualquer, dadas as saídas observadas
até o instante k.
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Modelos invariantes no tempo para realização de séries temporais estacionárias

A partir raciocínio desenvolvido acima, é possível também determinar modelos invariantes no
tempo para realização de séries temporais estacionárias. Para encontrar os modelos invariantes no
tempo, são necessárias estimativas estacionárias das covariâncias da série temporal, que são possíveis
de se encontrar a partir de realizações finitas.

Seja uma determinada série temporal estacionária y(k) com a seguinte covariância Λ(i, j), sepa-
rável como produto de duas matrizes E(i) e F (j):

Λ(i, j) = E[y(i)y(j)T ] =

{

E(i)F (j) se i ≥ j
F (i)TE(j)T se i < j

(5.47)

Seja agora um modelo estacionário em espaço de estado, com matrizes desconhecidas, cuja saída
é a série temporal y(k), da seguinte forma:

{

x(k + 1) = Ax(k) +Gu(k)
y(k) = Cx(k)

(5.48)

em que as matrizes têm dimensões compatíveis e u(k) é um ruído branco com covariância para atraso
zero igual à identidade e descorrelacionado com os vetores de estado em qualquer instante de tempo.
A covariância do estado deste modelo obedece à seguinte relação:

Π = E[x(k + 1)x(k + 1)]

= E[(Ax(k) +Gu(k))(Ax(k) +Gu(k))T ] =

= AΠAT +GGT

(5.49)

e as covariâncias das saídas deste modelo obedecem à seguinte relação:

Λ(i, j) = E[y(i)y(j)T ] =

{

CAj−iΠCT se i ≥ j
CΠ(Ai−j)TCT se i < j

(5.50)

deve-se notar que a covariância da saída é função apenas da diferença entre os instantes de tempo i e
j, e não de seus valores absolutos.

Comparando-se as equações 5.47 e 5.50 e partindo-se do princípio que o modelo apresentado
na equação 5.48 de fato tem como saída a série temporal y(k), nota-se são válidas as igualdades
E(k) = CAk e F (k) = A−kΠCT . Para simplificar a notação pode-se definir as matrizes M(k) =
E(k)A−k = C = M e N(k) = AkF (k) = ΠCT = N . Além de simplificar a notação, estas matrizes
não dependem do instante de tempo k. A partir destas definições, a covariância do sinal de saída do
modelo descrito na equação 5.48 pode ser reescrita da seguinte forma:

Λ(i, j) = E[y(i)y(j)T ] =

{

MAj−iNT se i ≥ j
NT (Ai−j)TMT se i < j

(5.51)

Como discutido anteriormente para séries variantes no tempo, um modelo que realiza a série
temporal é o de predição ótima um passo a frente. Sendo assim, seja a seguinte predição ótima um
passo a frente para o estado de um sistema:
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x̂(k + 1) = Ax̂(k) +Ke(k)

x̂(0) = 0
(5.52)

em que

K = APCT [CPCT ]−1 (5.53)

é o ganho de Kalman sendo:

P = E[x̃(k)x̃(k)T ] (5.54)

a covariância estacionária do erro de estimação de estado x̃(k), que por sua vez é definido por:

x̃(k + 1) = x(k + 1)− x̂(k + 1) (5.55)

e e(k) é um ruído branco com covariância para atraso zero igual à matriz identidade.
A covariância do estado estimado x̂ é definida como Σ, e como pode-se notar da equação de

evolução do estado estimado, obedece a seguinte relação:

Σ = E[x̂(k)x̂(k)T ] = AΣAT +KKT (5.56)

A equação da saída a partir da previsão ótima de estado é a seguinte:

y(k) = Cx̂(k) + e(k) (5.57)

em que o processo e(k) é a inovação.
Substituindo a definição de inovação na equação de evolução de estado estimado tem-se o se-

guinte:

x̂(k + 1) = Ax̂(k) +K[y(k)− Cx̂(k)] =

= [A−KC]x̂(k) +Ky(k) =

= Φ∗x̂(k) +Ky(k)

(5.58)

em que foi definido Φ∗ = [A − KC]. Desta equação, fica claro que a entrada do modelo inovativo
é a saída observada y(k). A partir disto, pode-se inferir que a covariância do processo de saída terá
alguma relação com a covariância do estado estimado, da mesma forma como foi deduzido para
modelos de séries variantes no tempo. Sendo assim, a covariância do estado estimado será calculada.

Observando a ortogonalidade entre estados estimados e o erro de previsão de estado, usando a
definição da covariância de estado estimado Σ, usando a covariância P do erro de predição de estado
definida na equação 5.54 e a covariância de estado Π, tem-se que a seguinte relação é válida:



108 CAPÍTULO 5. REALIZAÇÃO E MODELAGEM DE SÉRIES TEMPORAIS

Π = E[x(k)x(k)T ] =

= E[(x̃(k) + x̂(k))(x̃(k) + x̂(k)T )] =

= E[x̃(k)x̃(k)T ] + E[x̂(k)x̂(k)T ] =

= P + Σ

(5.59)

Sendo assim, para o cálculo de Π serão calculados os valores de P e de Σ.
Do filtro de Kalman estacionário, descrito na seção 4.7 desta tese, a matriz de covariância do erro

de estado P é dada pela seguinte expressão:

P = A[P − PCT [CPCT ]−1CP ]AT +GGT (5.60)

Substituindo a relação 5.59 em 5.60 se tem o seguinte:

Π− Σ = A[Π− Σ]AT − A[Π− Σ]CT [C[Π− Σ]CT ]−1C[Π− Σ]AT +GGT (5.61)

rearranjando termos tem-se o seguinte:

Π− Σ = AΠAT +GGT − AΣAT − A[Π− Σ]CT∗

∗[C[Π− Σ]CT ]−1C[Π− Σ]AT

(5.62)

mas, da equação 5.49 e da definição da matriz de transição de estado, temos que a soma dos dois
primeiros termos é igual a Π, portanto:

Σ = AΣAT + A[ΠCT − ΣCT ][CΠCT − CΣCT ]−1[CΠ− CΣ]AT (5.63)

que é uma equação de algébrica de Riccati.
Da equação 5.63, nota-se que a covariância do estado estimado Σ obedece a uma equação recur-

siva que apresenta apenas termos do tipo C, A e CΠ. Portanto, se for conhecida a equação que gera
as matrizes de covariância de saída na forma 5.50, todos os termos da equação recursiva da evolução
do estado estimado são conhecidos.

Fazendo a substituição de M e N na equação 5.63 tem-se a seguinte expressão para a evolução
da covariância do estado:

Σ = AΣAT + A[N − ΣMT ][MN −MΣMT ]−1[NT −MΣ]AT (5.64)

Deve-se notar que, se a equação de covariância da série temporal for escrita da forma 5.51, a evo-
lução da covariância do estado estimado apresentada na equação 5.64 é completamente determinada.

O ganho de Kalman também pode ser escrito em função dos termos da função de covariância de
saída e da matriz de covariância de estado estimado. Para isto, basta tomar a equação 5.53 e fazer as
substituições abaixo:
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K = APCT [CPCT ]−1 =

= A[Π− Σ]CT{C[Π− Σ]CT}−1 =

= A[ΠCT − ΣCT ][CΠCT − CΣCT ]−1 =

= A[N − ΣMT ][MN −MΣMT ]−1

(5.65)

Desta forma, a partir da covariância do sinal de saída na forma 5.51, se tem um modelo que realiza a
série temporal. A entrada deste modelo será um ruído branco com a seguinte covariância para atraso
zero:

E[e(k)e(k)T ] = E[(y(k)− Cx̂(k)) (y(k)− Cx̂(k))T ] =

= CE[(x(k)− x̂(k)) (x(k)− x̂(k))T ]CT =

= C[Π− Σ]CT =

= CΠCT − CΣCT =

= MN −MΣMT

(5.66)

portanto, se forem conhecidos M e N a partir da covariância da série temporal que se quer realizar, e
com o valor de Σ calculado a partir da equação 5.64, é possível determinar a covariância da entrada a
do modelo inovativo para cada instante de tempo.

A demonstração feita acima é resumida a seguir:
Seja y(k) uma série temporal estacionária com covariância Λ(i, j) para um determinado inter-

valo l, semidefinida positiva da seguinte forma:

Λ(i, j) = E[y(i)y(j)T ] =

{

MAi−jN se i ≥ j
NT (Aj−i)TMT se i < j

Então, um modelo em espaço de estado que realiza y(k) pode ser escrito da seguinte forma
⎧



⎨



⎩

x̂(k + 1) = Ax̂(k) +Ke(k), x̂(0) = 0

y(k) = Mx̂(k) + e(k)

em que:
K = A[N − ΣMT ][MN −MΣMT ]−1

e a série e(k) é um ruído branco, cuja covariância para atraso zero é dada por:

E[e(k)e(k)T ] = MN −MΣMT

em que a covariância do estado estimado segue a seguinte equação algébrica de Riccati:

Σ = AΣAT + A[N − ΣMT ][MN −MΣMT ]−1[NT −MΣ]AT
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5.1.2 Realização de séries temporais inspirada na modelagem de sistemas de-

terminísticos

Conforme citado na introdução deste capítulo, além da técnica de realização baseada na função
que gera as covariâncias das séries temporais, foi também desenvolvida uma técnica baseada direta-
mente nas observações da covariância de saída da série temporal que se quer realizar. Esta técnica
pôde ser desenvolvida graças à semelhança entre as matrizes de covariância da série temporal e os
parâmetros de Markov, definidos na modelagem de sistemas determinísticos no espaço de estado (ver
capítulo 3). A grande vantagem desta técnica é que não é necessário que se encontre a função geradora
das covariâncias, o que é algo não trivial. A desvantagem da técnica é que os modelos encontrados
são invariantes no tempo.

O ponto de partida para o desenvolvimento desta técnica de realização de séries temporais é o
modelo que se admite que realiza a série temporal. Dependendo da escolha deste modelo inicial,
chega-se a diferentes conclusões e condições de solução do problema. Nesta seção, são apresentados
três desenvolvimentos. O primeiro deles parte do modelo de predição ótima de estado. Neste desen-
volvimento, se chega a uma condição muito particular, envolvendo uma equação matricial quadrática,
demonstrando a dificuldade de se chegar ao modelo de predição ótima a partir deste método. O se-
gundo modelo desenvolvido é o apresentado por Aoki na referência [4]. Com este modelo, é possível
encontrar uma equação de Riccati que deve ser satisfeita para que suas matrizes sejam determinadas.
Por fim, será apresentado o modelo proporcional da série temporal. O terceiro desenvolvimento le-
vará a uma equação de Lyapunov fundamental na discussão das condições de existência de modelos
matemáticos para uma determinada série temporal.

Modelo de predição ótima

Seja uma série temporal estacionária y(k), com uma covariância Λ satisfazendo a seguinte relação:

Λ(k) = E[y(i)y(i+ k)T ] ∀ i (5.67)

Conforme demonstrado na seção anterior, pode-se considerar que esta série é gerada pelo modelo
abaixo:

{

x(k + 1) = Ax(k) +Gu(k)
y(k) = Cx(k)

(5.68)

em que A ∈ ℜnXn é a matriz de transição de estado, G ∈ ℜnXm é a matriz que relaciona estado e
entradas, C ∈ ℜlXn é a matriz que relaciona os vetores de saída e de estado, x(k) ∈ ℜn é o estado e
u(k) é uma entrada ruído branco cuja covariância obedece a seguinte relação:

E[u(i)u(i+ k)T ] =

{

IlXl se k = 0
0lXl se k ∕= 0

(5.69)

Como demonstrado anteriormente, a série temporal pode ser estimada por um modelo de predição
ótima em espaço de estado, também definido como modelo inovativo, representado abaixo:

{

x̂(k + 1) = Ax̂(k) +Ke(k)
y(k) = Cx̂(k) + e(k)

(5.70)
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que nada mais é que a junção das equações 5.52 e 5.57 já apresentadas anteriormente, em que x̂(k) ∈
ℜn é o estado estimado, K ∈ ℜnXl é o ganho de Kalman, conforme descrito anteriormente, C ∈ ℜlXn

é uma matriz que relaciona estado e saída e e(k) é um ruído branco que obedece a seguinte equação
de covariância:

E[e(i)e(i+ k)T ] =

{

IlXl se k = 0
0lXl se k ∕= 0

(5.71)

em que IlXl e 0lXl são respectivamente a identidade e a matriz nula do espaço ℜlXl. Este ruído branco
é descorrelacionado com estados reais e estimados.

Conforme demonstrado anteriormente, a covariância da saída do modelo y(k) obedece a seguinte
relação:

Λ(i, j) = E[y(i)y(j)T ] =

{

CAj−iΠCT se i ≥ j
CΠ(Ai−j)TCT se i < j

(5.72)

Definindo k = j − i, o que pode ser feito devido à hipótese de estacionariedade da série temporal, a
covariância da saída será:

Λ(i, i+ k) = Λ(k) = E[y(i)y(i+ k)T ] =

{

CAkΠCT se k ≥ 0
CΠ(A−k)TCT se k < 0

(5.73)

em que Π = E[x(k)x(k)T ] é a covariância de estado real do sistema e obedece a seguinte relação:

Π = AΠAT +GGT (5.74)

conforme deduzido na equação 5.49.

A covariância de saída também pode ser deduzida em função da covariância dos estados estimados
Σ(k), conforme demonstrado abaixo por indução. A covariância da saída para k = 0 em função dos
estados estimados é a seguinte:

Λ(0) = E[y(k)y(k)T ]

= E[(Cx̂(k) + e(k))(Cx̂(k) + e(k))T ] =

= CE[x̂(k)x̂(k)T ]CT + E[e(k)e(k)T ] =

= CΣCT + InXn

(5.75)

a covariância da saída para atraso i = 1 é a seguinte:
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Λ(1) = E[y(k + 1)y(k)T ]

= E[(Cx̂(k + 1) + e(k + 1))(Cx̂(k) + e(k))T ] =

= E[(C(Ax̂(k) +Ke(k)) + e(k + 1))(Cx̂(k) + e(k))T ] =

= C[AE[x̂(k)x̂(k)T ]CT +KE[e(k)e(k)T ]] =

= C[AΣCT +K]

(5.76)

a covariância da saída para atraso i = 2 é a seguinte:

Λ(2) = E[y(k + 2)y(k)T ]

= E[(Cx̂(k + 2) + e(k + 2))(Cx̂(k) + e(k))T ] =

= E[(C(Ax̂(k + 1) +Ke(k + 1)) + e(k + 2))(Cx̂(k) + e(k))T ] =

= E[(C(A(Ax̂(k) +Ke(k)) +Ke(k + 1)) + e(k + 2))(Cx̂(k) + e(k))T ] =

= C[A2E[x̂(k)x̂(k)T ]CT +KE[e(k)e(k)T ]] =

= CA[AΣCT +K]

(5.77)

e por indução se prova que para o atraso i ∕= 0, a covariância da saída em função da covariância do
estado estimado segue a seguinte relação:

Λ(i) = E[y(k + i)y(k)T ] = CAi−1[AΣCT +K] (5.78)

A covariância entre o estado estimado no instante k + 1 e a saída no instante k definida como M1

é dada pela seguinte relação:

M1 = E[x̂(k + 1)y(k)T ] = E[(Ax̂(k) +Ke(k))(Cx̂(k) + e(k))T ] =

= AE[x̂(k)x̂(k)T ]CT +KE[e(k)e(k)T ] =

= AΣCT +K

(5.79)

Portanto, as covariâncias de saída para atrasos não nulos podem ser escritas em função da covariância
M1 da seguinte forma:

Λ(i) = E[y(k + i)y(k)T ] = CAi−1M1 (5.80)

e com a equação 5.75, a covariância de saída pode ser escrita da seguinte forma reduzida:

Λ(i) = E[y(k)y(k + i)T ] =

{

CΣCT + InXn se i = 0
CAi−1M1 se i > 0

(5.81)
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A partir desta expressão de covariância, pode-se partir para o método de realização. Na próxima
seção será apresentado um modelo alternativo proposto por Aoki para o desenvolvimento de seu
método de realização de séries temporais

Modelo de Aoki

O modelo do qual Aoki parte para o desenvolvimento de seu método, baseado no método de
identificação de sistemas proposto por Ho e Kalman [42] é o mesmo utilizado na predição ótima, ou
seja,

{

x̂(k + 1) = Ax̂(k) +Ke(k)
y(k) = Cx̂(k) + e(k)

(5.82)

em que x̂(k) ∈ ℜn é o estado estimado, A é a matriz de transição de estado, K ∈ ℜnXl é o ganho
de Kalman, conforme descrito anteriormente, C ∈ ℜlXn é uma matriz que relaciona estado e saída e
e(k) é um ruído branco. A diferença entre o modelo desenvolvido por Aoki e o modelo puramente de
predição ótima é que o ruído branco de entrada não tem uma covariância para atraso zero identidade,
mas sim com um valor Δ, ou seja, e(k) é tal que:

E[e(i)e(i+ k)T ] =

{

Δ se k = 0
0lXl se k ∕= 0

(5.83)

em que 0lXl é a matriz nula do espaço ℜlXl. Este ruído branco é descorrelacionado com estados reais
e estimados. Por um desenvolvimento semelhante ao feito na subseção anterior, é possível mostrar
que a covariância Σ do estado estimado x̂(k) é dada pela seguinte expressão:

Σ = AΣAT +KΔKT (5.84)

e que a covariância entre estado estimado um passo a frente e saída, definida como M2, é dada pela
expressão:

E[x̂(k + 1)y(k)T ] = M2 = AΣCT +KΔ (5.85)

e que a covariância de saída deste modelo é dada pela expressão:

Λ(i) = E[y(k)y(k + i)T ] =

{

CΣCT +Δ se i = 0
CAi−1M2 se i > 0

(5.86)

Esta equação será utilizada mais adiante.
Mais detalhes a respeito do algoritmo proposto por Aoki e dos métodos de subespaços para iden-

tificação podem ser encontrados nas referências [6], [11], [5] e [40]. No artigo [59], além de se
apresentar o método proposto por Aoki é também apresentada uma proposta para realizar uma série
temporal com um método similar ao proposto por Aoki mas com um modelo variante no tempo.
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Modelo proporcional

Pode-se também partir da hipótese que uma determinada série temporal y(k) qualquer é simples-
mente proporcional a um processo estocástico markoviano, ou seja:

{

x(k + 1) = Ax(k) +Gu(k)
y(k) = Cx(k)

(5.87)

em que x(k) ∈ ℜn é o processo estocástico markoviano, G ∈ ℜnXl é uma matriz estacionária,
C ∈ ℜlXn é a matriz de proporcionalidade entre a série temporal e o processo markoviano e u(k) é
um ruído branco de covariância para atraso zero igual a identidade.

Sendo Π a covariância do estado, tem-se a já demonstrada equação de Lyapunov:

Π = AΠAT +GGT (5.88)

e a covariância da série temporal y(k) é dada por:

Λ(i) = E[y(k)y(k + i)T ] =

{

CΠCT se i = 0
CAiΠCT se i > 0

(5.89)

Definindo M3 = E[x(k + 1)y(k)T ] = AΠCT , pode-se reescrever 5.89 da seguinte maneira:

Λ(i) = E[y(k)y(k + i)T ] =

{

CΠCT se i = 0
CAi−1M3 se i > 0

(5.90)

A partir desta identidade será demonstrado que é possível determinar as matrizes M , N e A a partir
de amostras da covariância Λ(i).

Covariâncias e os parâmetros de Markov

O desenvolvimento feito a seguir é válido para os três modelos definidos, ou seja, o modelo
de predição ótima, o modelo de Aoki e o modelo proporcional. Definindo y+(k + 1) como a matriz
coluna em que são empilhadas as saídas futuras do instante k+1 em diante e y−(k) a matriz coluna de
saídas passadas até o instante k, teremos que a matriz de covariância entre as duas matrizes definidas
é a seguinte:

E[y+(k + 1)y−(k + 1)T ] = E

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

y(k + 1)
y(k + 2)
y(k + 3)

...

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

[

y(k) y(k − 1) y(k − 2) . . .
]

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

Λ(1) Λ(2) Λ(3) ⋅ ⋅ ⋅
Λ(2) Λ(3) Λ(4) ⋅ ⋅ ⋅
Λ(3) Λ(4) Λ(5) ⋅ ⋅ ⋅

...
...

...
. . .

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(5.91)

ou ainda:
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E[y+(k + 1)y−(k + 1)T ] =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

CM∗ CAM∗ CA2M∗ ⋅ ⋅ ⋅
CAM∗ CA2M∗ CA3M∗ ⋅ ⋅ ⋅
CA2M∗ CA3M∗ CA4M∗ ⋅ ⋅ ⋅

...
...

...
. . .

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(5.92)

em que M∗ pode ser M1, M2 ou M3.
Definindo a matriz Ω como sendo uma matriz semelhante à matriz de atingibilidade, mas contendo

a matriz M∗, ou seja:

Ω =
[

M∗ AM∗ A2M∗ ⋅ ⋅ ⋅
]

(5.93)

e lembrando da matriz de observabilidade da mesma forma que foi definida para o sistema determi-
nístico, ou seja:

O =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

C
CA
CA2

...

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(5.94)

temos que:

E[y+(k + 1)y−(k + 1)T ] = OΩ (5.95)

Portanto, se a covariância entre saídas passadas e futuras for calculada, é possível que se encontre uma
matriz que pode ser decomposta de forma que se encontre as matrizes de observabilidade e a matriz
semelhante à de atingibilidade que foi definida como Ω. Esta é a base para o método de realização
de séries temporais baseada na modelagem de sistemas determinísticos. Deve-se notar que, a partir
desta observação, não é necessário que se conheça uma função que gere as matrizes de covariância
da série temporal, ao contrário do que ocorre com o método de realização apresentado anteriormente.

Método de realização

A partir da matriz formada pelos blocos de covariâncias da saída, pode-se obter algumas das
matrizes características que realizam o sistema, seguindo procedimento análogo ao usado para se
encontrar as matrizes que modelam um sistema determinístico via decomposição da matriz OΩ. A
partir das matrizes calculadas com a decomposição, é possível que se chegue a uma equação de
Riccati que tem como solução a matriz de covariância de estados. Com o cálculo desta matriz, é
possível que se calcule todas as outras matrizes envolvidas no problema. Este procedimento proposto
por Aoki é detalhado a seguir:

Seja a decomposição em valores singulares da matriz de covariâncias de saídas:

E[y+(k + 1)y−(k + 1)T ] = UΣV T = OΩ (5.96)

portanto, pode-se afirmar que:

O = UΣ
1

2 Ω = Σ
1

2V T (5.97)
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Neste caso, também é definida uma matriz E[y+(k+1)y−(k+1)T ]↑ como sendo a matriz E[y+(k+
1)y−(k + 1)T ] deslocada um bloco linha para cima, ou seja:

E[y+(k + 1)y−(k + 1)T ]↑ =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

CAM∗ CA2M∗ CA3M∗ ⋅ ⋅ ⋅
CA2M∗ CA3M∗ CA4M∗ ⋅ ⋅ ⋅
CA3M∗ CA4M∗ CA5M∗ ⋅ ⋅ ⋅

...
...

...
. . .

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

= OAΩ (5.98)

portanto:

A = O†E[y+(k + 1)y−(k + 1)T ]↑Ω
† (5.99)

e, da mesma forma que foi feito para os sistemas determinísticos, as matrizes C e M∗ são calculadas
ao se observar que o primeiro bloco coluna de E[y+(k+1)y−(k+1)T ] é igual a OM∗ e que o primeiro
bloco linha desta matriz é igual a CΩ, portanto:

M∗ = O†E[y+(k + 1)y−(k + 1)T ](:, 1)

C = E[y+(k + 1)y−(k + 1)T ](1, :)Ω†

(5.100)

sendo que estas matrizes também poderiam ser obtidas dos primeiros blocos das matrizes O e Ω.
Determinadas as matrizes A, M∗ e C, ainda é necessário para que se determine os modelos defi-

nidos acima para a série temporal:

• Determinar a matriz K para o modelo de predição ótima apresentado na equação 5.70

• Determinar as matrizes K e Δ para o modelo de Aoki apresentado nas equações 5.82 e 5.83.

• Determinar a matriz G do modelo proporcional apresentado na equação 5.87

Estas questões são desenvolvidas a seguir.

Determinação de K no modelo de predição ótima

Ao se isolar K na equação 5.79 e tem-se a seguinte expressão:

K = M1 − AΣCT (5.101)

ao se substituir esta expressão na equação 5.56 tem-se a seguinte relação:

Σ = AΣAT + (M1 − AΣCT )(M1 − AΣCT )T (5.102)

que é uma equação matricial quadrática que, pelo menos em teoria, permite o cálculo da matriz Σ,
uma vez que todas as outras matrizes presentes na equação (A, M1, C) são conhecidas. Calculada a
matriz Σ, o cálculo de K é direto, completando a realização da série temporal.

Além desta equação ser satisfeita, as matrizes C e Σ encontradas devem ser tais que a equação
5.81 também seja válida, ou seja:

Λ(0)− CΣCT = I
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Em resumo, Σ se torna a solução de um sistema de duas equações matriciais, sendo que uma delas
é quadrática. Provar a existência desta solução e as condições que devem ser satisfeitas pelas matrizes
A, M1, C e Λ(0) para que a solução exista é um trabalho em aberto que fica sugerido por esta tese.

Determinação de K e Δ no modelo de Aoki

Ao se isolar K na equação 5.85 e Δ na primeira relação apresentada na equação 5.86, se tem as
seguintes expressões:

K = (M2 − AΣCT )Δ−1 (5.103)

Δ = Λ(0)− CΣCT (5.104)

Substituindo-se estas expressões na equação 5.84, encontra-se a seguinte equação de Riccati:

Σ = AΣAT + (M2 − AΣCT )(Λ(0)− CΣCT )−1(M2 − AΣCT )T (5.105)

em que as matrizes A, M2 e C são conhecidas a partir da decomposição das matrizes bloco de cova-
riância, conforme demonstrado acima. Sendo assim, ao se encontrar um determinado Σ que satisfaz
esta equação de Riccati, pode-se voltar às equações 5.103 e 5.104 determinando-se o valor de K e Δ
completando o modelo que realiza a série temporal.

A existência de soluções para a equação de Riccati é uma questão que depende das matrizes
obtidas na decomposição das matrizes bloco de covariâncias. No entanto, mesmo que as condições
não sejam satisfeitas por matrizes determinadas a partir da observação de séries temporais reais,
soluções aproximadas podem ser encontradas a partir de um método desenvolvido neste trabalho,
conforme apresentado no capítulo 7. De qualquer forma, o problema de encontrar uma solução para a
equação de Riccati 5.105 é mais conhecido e explorado que o problema de se determinar uma solução
para o sistema que envolve a equação quadrática matricial 5.102.

Determinação de G no modelo proporcional

A determinação de G não é diretamente possível a partir das equações do modelo proporcional e
das matrizes C, A e M3, obtidas pela decomposição da matriz bloco de covariâncias. No entanto, o
desenvolvimento do modelo proporcional leva a uma discussão importante a respeito da existência de
modelos que realizam uma série temporal.

Dada uma matriz A a partir da decomposição das matrizes bloco de covariâncias, as matrizes Π e
G devem ser tais que a equação de Lyapunov 5.88 seja satisfeita, ou seja:

Π = AΠAT +GGT

Definindo Q = GGT tem-se que para existir solução para o problema de realização pelo menos as
seguintes condições devem ser satisfeitas:

• Deve existir uma matriz Π simétrica, positiva definida.

• Deve existir uma matriz Q simétrica, positiva definida.
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• As matrizes Π e Q devem ser tais que satisfaçam a equação de Lyapunov Π = AΠAT +Q

A primeira condição se deve ao fato de Π ser, por definição, uma matriz de covariância. A segunda
condição se deve ao fato de Q ser uma matriz obtida como produto de duas matrizes reais e a terceira
condição é a própria equação de Lyapunov. Maiores detalhes a respeito da existência ou não de
soluções para o problema de realização de séries temporais serão introduzidos na seção 5.1.6 deste
capítulo;

5.1.3 Solução da equação algébrica de Riccati

O método proposto por Aoki [4] para solução da equação algébrica de Riccati é baseado na solu-
ção proposta por Vaughan [60] e posteriormente reforçada por Laub [48], conforme será brevemente
apresentado a seguir. Esta equação também pode ser resolvida de forma paralela, conforme descrito
na tese [55].

Seja F uma matriz nXn definida da seguinte forma:

F = (A−M2Λ
−1(0)C)T (5.106)

A partir desta definição, a equação de Riccati (5.105) pode ser reescrita da seguinte maneira:

Σ = F TΣF − F TΣCT (Λ(0) + CΣCT )−1CΣF +M2Λ
−1(0)MT

2 (5.107)

ou
Σ = F TΣF − F TΣG1(G2 +GT

1ΣG1)
−1GT

1ΣF +H (5.108)

em que
G1 = CT

G2 = Λ(0)

H = M2Λ
−1(0)MT

2

(5.109)

Sejam G e Z as seguintes matrizes:

G = G1G
−1
2 GT

1

Z =

[

F +GF−TH −GF−T

−F−TH F−T

] (5.110)

A matriz Z pode ser reescrita da seguinte maneira, a partir da decomposição de Schur:

UTZU = S (5.111)

em que S é uma matriz 2nX2n. Se S é dividida nos seguintes blocos nXn:

S =

[

S11 S12

S21 S22

]

(5.112)

Então Σ = S21S
−1
11 é uma solução da equação algébrica de Riccati (para mais detalhes ver [46]).
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A matriz Σ deve ser simétrica e com autovalores positivos reais para que seja possível resolver a
equação algébrica de Riccati. Isto sempre ocorre caso as seguintes hipóteses sejam válidas:

• H = HT ≥ 0

• G2 = GT
2 ≥ 0

• {F , G1} é um par estabilizável

• {CH , F} é detectável, em que CT
HCH = H e o posto de CH é igual ao posto de H

• F é inversível

Uma vez que o conjunto de dados coletados para determinar as matrizes constantes da equação de
Riccati (ou seja, as matrizes A, M2, C e Λ(0)) é finito, algumas das hipóteses acima podem não ser
satisfeitas e a solução determinada pelo método decomposição de Schur não é válida. Nesta pesquisa,
foi desenvolvido um método para determinar a solução da equação algébrica de Riccati nestes casos.
Este método é apresentado no capítulo 7 desta tese.

5.1.4 Realização de séries temporais por LMIs

Outra abordagem para a solução do problema de realização de séries temporais foi proposta por
Faurre [31], [32]. Neste método, parte-se do princípio que as séries temporais são estacionárias. A
partir desta abordagem é possível entender melhor as questões de ordem do sistema e minimalidade,
como será visto a seguir.

Seja uma série temporal estacionária multivariável y(k) de dimensão l, cujas matrizes de cova-
riância sejam função apenas do intervalo entre os instantes de tempo em que as covariâncias são
tomadas. A hipótese inicial do método é que é possível realizar a série temporal com um modelo
markoviano no espaço de estado, que tem como entradas ruídos brancos descorrelacionados, dado
pelas relações abaixo:

{

x̂(k + 1) = Ax̂(k) + w(k)
y(k) = Cx̂(k) + v(k)

(5.113)

em que A ∈ ℜnXn e C ∈ ℜlXn são matrizes do modelo a serem determinadas e w(k) ∈ ℜn e
v(k) ∈ ℜl são ruídos brancos descorrelacionados, cuja covariância é dada pela seguinte expressão:

E

[[

w(t)
v(t)

]

[

wT (s) vT (s)
]

]

=

[

Q S
ST R

]

�(t, s) (5.114)

No regime estacionário, a covariância do estado estimado x̂(k), definida como Σ em analogia ao
modelo desenvolvido anteriormente, é dada pela seguinte expressão:

Σ = AΣAT +Q (5.115)

Ao se calcular a covariância da saída do modelo, pode-se mostrar também que, para qualquer l
inteiro, a seguinte relação é válida:
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Λ(l) =

⎧



⎨



⎩

CAl−1M∗ l > 0
CΣCT +R l = 0
ΛT (−l) l < 0

(5.116)

em que MT
∗ = AΣCT + S. Desta forma, as seguintes relações são válidas:

Q = Σ− AΣAT

R = Λ(0)− CΣCT

S = MT
∗ − AΣCT

(5.117)

Substituindo as relações acima na equação de covariância dos ruídos e levando em conta que uma
matriz de covariância por definição é semi definida positiva, chega-se a seguinte inequação matricial
linear (LMI da sigla em inglês):

[

Q S
ST R

]

= ℳ(Σ) =

[

Σ− AΣAT MT
∗ − AΣCT

(MT
∗ − AΣCT )T Λ(0)− CΠCT

]

≥ 0 (5.118)

Na seção anterior foi apresentado como se obter as matrizes A, C, M∗ e Λ(0) a partir de amostras
de uma realização de uma série temporal. Uma vez obtidas estas matrizes, a única variável restante
na LMI 5.118 é a matriz Σ. Desta forma, uma vez definida a LMI, suas soluções definidas positivas e
simétricas permitem que se realize a série temporal. Deve-se notar que apenas as soluções definidas
positivas simétricas são interessantes para a solução do problema, uma vez que Σ é uma matriz de
covariância e que, portanto, deve ter estas propriedades.

LMI e equação de Riccati

A LMI obtida com o método desenvolvido por Faurre e apresentada na equação 5.118, tem uma
relação estreita com a equação de Riccati, obtida no método desenvolvido por Aoki, que é a mesma
obtida pela hipótese de estacionariedade aplicada ao método desenvolvido por Gevers e Kailath, con-
forme apresentado na equação 5.102. Esta relação fica evidente ao se utilizar a seguinte propriedade
de fatoração de matrizes bloco:

[

X Y
Z V

]

=

[

I Y V −1

0 I

] [

X − Y V −1Z 0
0 V

] [

I 0
V −1Z I

]

(5.119)

A partir desta relação, pode-se fatorar a matriz ℳ(Σ) definida no lado esquerdo da da LMI 5.118 da
seguinte maneira:

ℳ(Σ) =

[

I K
0 I

] [

−Ric(Σ) 0
0 R(Σ)

] [

I 0
KT I

]

(5.120)

em que:

R(Σ) = Λ(0)− CΣCT (5.121)

que por se tratar de uma matriz de covariância é definida positiva; e
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K = (MT
∗ − AΣCT )R−1(Σ) (5.122)

e

Ric(Σ) = −Σ + AΣAT + (M∗ − AΣCT )(Λ(0)− CΣCT )−1(M∗ − AΣCT )T (5.123)

de onde fica claro que se M(Σ) ≥ 0, conforme definido na LMI de forma que haja solução para o
problema de realização, Ric(Σ) ≤ 0.

5.1.5 Espectro de séries temporais

Outra abordagem para o estudo de séries temporais é a partir do espectro dos sinais. Esta aborda-
gem, que é anterior ao desenvolvimento de modelos em espaço de estado para geração de séries, foi
desenvolvida principalmente por Wiener e, conforme já citado na introdução deste capítulo, consiste
em encontrar uma função de transferência que, quando submetida a um sinal com espectro de ruído
branco, tenha como saída um espectro o mais próximo possível do espectro da série temporal a ser
realizada.

O principal motivo do desenvolvimento deste tema nesta tese é que a análise do espectro das
séries temporais a serem realizadas leva às condições de existência dos modelos que as realizarão. A
partir destas condições de existência, pode-se determinar se, para uma dada realização de uma série
temporal, é possível encontrar um modelo que realize a série.

Seja um sinal multivariável, discreto, estacionário y(k) ∈ ℜl, k inteiro, com covariância Λ(�) =
E[y(k)y(k + �)T ]. Seu espectro é definido como:

Sy(z) = Z[Λ(�)] =
∞
∑

�=−∞

Λ(�)z−� (5.124)

Partindo da hipótese de que existe um modelo markoviano que gera realizações da série temporal
y(k) da forma apresentada na equação 5.48 da seção 5.1.1, ou seja:

{

x(k + 1) = Ax(k) +Gu(k)
y(k) = Cx(k)

(5.125)

pode-se mostrar, como feito anteriormente, que a covariância Λ(i, j) da série temporal entre os ins-
tantes i e j é dada pela seguinte relação:

Λ(i, j) = E[y(i)y(j)T ] =

{

CAj−iΠCT se i ≥ j
CΠ(Ai−j)TCT se i < j

(5.126)

em que Π = E[x(k)x(k)T ], conforme já definido anteriormente. Como a série temporal por hipótese
é estacionária, pode-se definir � = j − i, e a covariância pode ser reescrita da seguinte forma:

Λ(�) = E[y(i)y(i+ �)T ] =

{

CA�ΠCT se � ≤ 0
CΠ(A� )TCT se � > 0

(5.127)
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A partir desta covariância, o espectro do sinal gerado pelo modelo apresentado na equação 5.125 é
dado pelo seguinte:

Sy(z) = CΠCT + C(zI − A)−1AΠCT + CΠAT (z−1I − AT )−1CT =

= Z(z) + ZH(z)
(5.128)

em que:

Z(z) =
CΠCT

2
+ C(zI − A)−1AΠCT (5.129)

e ZH(z) é a matriz hermitiana de Z(z), ou seja, a complexa conjugada transposta.
Definindo as matrizes M = C e N = ΠCT da mesma maneira como foi feito na seção 5.1.1, se

tem que a matriz Z(z) pode ser reescrita da seguinte maneira:

Z(z) =
MN

2
+M(zI − A)−1AN (5.130)

portanto, se for possível decompor a covariância de uma dada série temporal em seus componentes
M , N e A, além de se poder encontrar um modelo ótimo que realiza a série como mostrado na seção
5.1.1, é também possível encontrar diretamente seu espectro Sy(z) e a decomposição deste espectro
como soma de uma matriz Z(z) com sua hermitiana.

O método de fatoração espectral proposto por Wiener parte do pressuposto que o espectro de uma
série temporal pode ser decomposto como produto da forma W (z)W T (z−1). É possível relacionar
a função W (z) às matrizes A, G e C do modelo em espaço de estado 5.125 ao se fazer algumas
manipulações algébricas na equação 5.128, conforme demonstrado a seguir:

Sy(z) = CΠCT + C(zI − A)−1AΠCT + CΠAT (z−1I − AT )−1CT =

= C[Π + (zI − A)−1AΠ+ΠAT (z−1I − AT )−1]CT

(5.131)

introduzindo duas vezes o termo I = (zI − A)−1(zI − A):

Sy(z) = C(zI − A)−1(zI − A)∗

∗[Π + (zI − A)−1AΠ+ΠAT (z−1I − AT )−1]∗

∗(z−1I − AT )(z−1I − AT )−1CT =

(5.132)

rearranjando termos:

Sy(z) = C(zI − A)−1∗

∗[(zI − A)Π(z−1I − AT ) + AΠ(z−1I − AT ) + (zI − A)ΠAT ]∗

∗(z−1I − AT )−1CT =

(5.133)
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fazendo as multiplicações dentro das chaves:

Sy(z) = C(zI − A)−1∗

∗[Π− zΠAT − AΠz−1 + AΠAT + AΠz−1 − AΠAT + zΠAT − AΠAT ]∗

∗(z−1I − AT )−1CT

(5.134)

e, por fim, cancelando alguns termos:

Sy(z) = C(zI − A)[Π− AΠAT ](z−1I − AT )−1CT =

= C(zI − A)−1GGT (z−1I − AT )−1CT =

= W (z)W T (z−1)

(5.135)

em que, por definição,

W (z) = C(zI − A)−1G (5.136)

5.1.6 Condições de existência para modelos que realizam séries temporais

Seja uma determinada realização de uma série temporal. A partir desta realização, as matrizes
de covariância da série temporal podem ser calculadas. A estas matrizes de covariância se aplica o
método descrito na seção 5.1.2 e se encontra matrizes A, M = C e N = ΠCT . Para que se encontre
um modelo que realiza a série temporal, as matrizes A, M e N encontradas devem satisfazer as
seguintes condições:

• A matriz A deve ser assintoticamente estável

• O par A N deve ser completamente controlável

• O par AM deve ser completamente observável

A primeira condição tem relação com a estabilidade do modelo da série temporal. Se A não
for assintoticamente estável, o estado do modelo resultante irá a infinito. A segunda e a terceira
condição têm relação com a existência de modelos para realizar sistemas determinísticos. No caso
determinísitico, se as condições não forem satisfeitas, não é possível encontrar modelos tenham o
mesmo comportamento que o sistema a ser identificado.

A partir das matrizes A, M e N calculadas, se calcula o fator espectral Z(z), definido na equação
5.130, e a partir deste fator se calcula o espectro Sy(z), seguindo a equação 5.128.

O espectro Sy(z) será de fato o espectro de uma série temporal apenas se satisfizer algumas con-
dições, descritas em um teorema enunciado por Faurre em sua tese de doutorado [31] e reproduzido
a seguir:

As seguintes afirmações são equivalentes:

• Sy(z) é o espectro de um processo estocástico.
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• Sy(z) é o espectro de uma função linear de um processo Markoviano estacionário.

• Sy(z) é uma matriz não negativa definida sobre o círculo unitário z = ej!, ! ∈ ℜ.

• Sy(z) é fatorável como um produto da forma Sy(z) = W (z)W T (z−1) em que W (z) é assin-
toticamente estável (ou seja, não tem pólos em ∣z∣ ≥ 1), de fase mínima (det[H(z)] ∕= 0 em
∣z∣ > 1), quadrada e racional.

• Sy(z) é fatorável por uma matriz H(z) racional e assintoticamente estável (e não necessaria-
mente quadrada).

• Existe uma matriz constante G tal que Sy(z) = M(zI − A)−1G

• Existem duas matrizes nXn constantes Π e Q tais que:
⎧



⎨



⎩

Π = ΠT

ΠMT = N
Π− AΠAT = Q

A prova detalhada deste teorema pode ser encontrada na referência citada.

5.2 Modelagem de séries temporais

Uma vez estudado o problema de realização de séries temporais, o problema de modelagem de
séries temporais é facilmente definido. Em linhas gerais este problema pode ser descrito da seguinte
maneira:

Dada uma realização de uma série temporal, encontre um modelo matemático que,
quando submetido ao mesmo sinal dado como entrada para geração da série temporal,
resulte em um sinal o mais próximo possível da série temporal que ser quer modelar.

Neste sentido, a modelagem de séries temporais no espaço de estado se assemelha à modelagem
de sistemas determinísticos no espaço de estado, tratada no capítulo 3, uma vez que se tem sinais de
saída e entrada e se quer encontrar um modelo linear no espaço de estado que, sendo submetido à
entrada, gere um sinal o mais próximo possível da saída. A diferença entre a modelagem de séries
temporais e a dos sistemas determinísticos é que, no primeiro caso, se está mais interessado no sinal
de saída, enquanto no segundo caso, o maior interesse é no modelo encontrado. Na figura 5.2 é
ilustrado um esquema de resolução do problema de modelagem de séries temporais.

Os métodos conhecidos de modelagem de séries temporais também partem do cálculo de cova-
riâncias e da aplicação dos métodos de resolução do problema de realização de séries temporais,
conforme pode ser visto na figura 5.2. No entanto, na solução do problema de modelagem, a entrada
usada no modelo obtido é supostamente conhecida, e a solução é melhor quanto menor for a dife-
rença entre a realização da qual se partiu para fazer a modelagem e a realização obtida como saída do
modelo encontrado.

Deve-se notar que existem pelo menos duas grandes diferenças entre os problemas de realização
e modelagem. A primeira delas é o critério de qualidade das soluções dos problemas. No primeiro
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Fig. 5.2: Método de modelagem de séries temporais

caso, a solução do problema de realização será melhor quanto mais suas covariâncias se aproximarem
das covariâncias da série temporal que se quer realizar. No segundo caso, a solução do problema de
modelagem será melhor quando a saída do modelo for mais próxima da realização da série temporal
a ser modelada. A segunda grande diferença é que no problema de realização o sinal de entrada do
modelo que gera a solução não é plenamente conhecido. Conhece-se apenas que este sinal é um
ruído branco, com uma determinada covariância para atraso zero. Por outro lado, no problema de
modelagem, parte-se do pressuposto que o sinal usado para a geração da série temporal que se quer
modelar é conhecido e está disponível para ser usado no modelo encontrado.

Na seção anterior foram apresentadas diversas maneiras de se resolver o problema de realização
de séries temporais. A partir das técnicas apresentadas e partindo do princípio que o sinal de entrada
que gerou a série (supostamente um ruído branco) está disponível, a modelagem de séries temporais
se resume simplesmente a aplicar um dos métodos apresentados acima à série temporal de saída e,
uma vez encontrado o modelo, aplicar o sinal de entrada conhecido ao modelo encontrado e, com isto,
encontrar um sinal de saída estimado. A modelagem será bem sucedida se o sinal de saída encontrado
for semelhante no domínio do tempo ao sinal que se quer estimar.

No capítulo 7 desta tese é apresentada uma nova alternativa para modelagem de séries temporais,
baseada na aplicação dos algoritmos imuno-inspirados. Com esta alternativa, o cálculo das matrizes
de covariância não é necessário. Com isto, mesmo que a realização disponível da série temporal tenha
poucas amostras, o que implica em uma estimativa pobre das covariâncias, o resultado da modelagem
não é prejudicado.
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Capítulo 6

Sistemas Imunológicos Artificiais

Nas últimas décadas foram desenvolvidos inúmeros algoritmos computacionais inspirados na ob-
servação de fenômenos naturais, tendo em vista a solução dos mais diversos tipos de problemas. Esta
técnica de observação de fenômenos naturais para construção de algoritmos recebe o nome de compu-
tação natural. Uma família de técnicas de computação natural é baseada no funcionamento do sistema
imunológico de mamíferos. Esta família de técnicas recebe o nome de algoritmos imuno-inspirados.

Os primeiros trabalhos relacionando técnicas de computação a teorias imunológicas focavam nos
problemas de aprendizado de máquina e sistemas classificadores. Ao final da década de 90, de Castro
e Von Zuben introduziram teorias imunológicas, como o princípio da seleção clonal, a algoritmos
de otimização [22] [23], criando o algoritmo CLONALG, detalhado em [25]. Pouco tempo depois,
De Castro e Timmis introduziram outra teoria imunológica, que é o princípio da rede imunológica,
a algoritmos de otimização, criando o algoritmo opt-aiNet [20], e ao longo da primeira década do
século XXI diversas variantes destes algoritmos têm sido desenvolvidas, como a família opt-IA [18]
e outras variantes do opt-aiNet, resumidas em [27]. Parte destes algoritmos é detalhada na seção 6.2
desta tese e as teorias imunológicas que os motivaram são discutidas na seção 6.1.

O sistema imunológico de mamíferos pode ser usado como inspiração para o desenvolvimento
de técnicas de engenharia pois, de acordo com as teorias que tratam deste sistema, ele apresenta
várias características que são importantes para a solução de diversos tipos de problemas. Dentre essas
características, pode-se destacar as seguintes:

• Unicidade

O sistema imunológico de cada indivíduo é único, e é desenvolvido a partir de sua interação
com o ambiente a sua volta. Quando se trata da solução de problemas esta característica é
fundamental, pois cada problema tem suas características particulares.

• Capacidade de reconhecimento

O sistema imunológico tem a capacidade de reconhecer elementos que foram apresentados an-
teriormente a ele. Em outras palavras, este sistema apresenta a capacidade de formar uma me-
mória e acessar as posições de sua memória por conteúdo, e não por endereço. Esta capacidade
é fundamental na resolução de problemas de reconhecimento de padrões, fazendo do funciona-
mento dos sistemas imunológicos uma inspiração para o desenvolvimento de ferramentas para
solução deste tipo de problema.
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• Detecção de novos padrões

Além da capacidade de reconhecer padrões já apresentados anteriormente, o sistema imuno-
lógico tem também a capacidade de detectar e responder a padrões totalmente novos. Desta
forma, ao se estudar um problema real em que inovações podem surgir de maneira imprevista,
ferramentas baseadas no funcionamento deste sistema se tornam interessantes.

• Detecção distribuída

O sistema imunológico é capaz de reconhecer várias ameaças simultaneamente. Isto pode ser
visto como uma detecção distribuída em todo um espaço de soluções. Desta forma, problemas
com múltiplas soluções ou com soluções que variam ao longo do tempo podem ser resolvidos
com ferramentas baseadas nos sistemas imunológicos.

• Tolerância a ruído

A capacidade de reconhecimento de padrões do sistema imunológico vai além da detecção
exata. O reconhecimento ocorre mesmo que existam pequenas diferenças entre o padrão apre-
sentado e o padrão previamente conhecido pelo sistema. Desta forma, tendo como base o
funcionamento deste sistema, é possível que se crie ferramentas capazes de detectar padrões
semelhantes àqueles que fazem parte de uma determinada memória, tolerando ruídos que pos-
sam surgir nas informações.

• Capacidade de aprendizado

Uma das características que torna o sistema imunológico uma inspiração para o desenvolvi-
mento de ferramentas de solução de problemas é sua capacidade de aprendizado. Uma vez que
determinado padrão é apresentado ao sistema, ele é reconhecido e passa a integrar o repertório
de padrões inerente ao sistema. Esta característica é uma daquelas que faz com que ferramen-
tas baseadas no sistema imunológico sejam empregadas em problemas de reconhecimento de
padrões.

Neste capítulo, algumas teorias para o funcionamento do sistema imunológico são apresenta-
das brevemente e, posteriormente, é descrito como os princípios presentes nestas teorias podem ser
empregados na solução de problemas de otimização. Nesta descrição são destacados o algoritmo
CLONALG em sua versão para otimização [25], o algoritmo opt-aiNet [20] e a família de algoritmos
opt-IA [18]. Por fim, na última seção deste capítulo, são discutidas algumas alterações que foram
feitas nos algoritmos imuno-inspirados para a solução de problemas de otimização estudados nesta
tese, que são relacionados à identificação de sistemas e realização de séries temporais multivariáveis
no espaço de estado.

Nesta tese, não se tem o objetivo de discutir ou de apresentar detalhadamente as teorias de funcio-
namento do sistema imunológico. O único objetivo que se tem é fornecer ao leitor uma noção básica
destas teorias e, principalmente, demonstrar como algoritmos de otimização podem ser desenvolvidos
a partir de alguns princípios presentes nestas teorias. Maiores detalhes a respeito deste tema podem
ser encontrados nas referências [21], [22] e [23], ou em artigos e livros da área de imunologia.
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6.1 Teorias imunológicas

O estudo dos sistemas imunológicos é uma importante linha de pesquisa. Ao longo do avanço
dessa linha de pesquisa, diferentes teorias têm sido desenvolvidas para modelar o funcionamento
do sistema. Nesta seção, serão apresentadas algumas dessas teorias, tendo como objetivo introduzir
alguns princípios que podem ser empregados na solução de problemas de otimização.

6.1.1 Sistema inato e adaptativo

De acordo com algumas teorias, pode-se dividir o sistema imunológico em dois subsistemas que
agem de forma complementar. Estes são o sistema inato e o sistema adaptativo. O primeiro deles é
aquele que o indivíduo possui desde seu nascimento. Este subsistema não sofre adaptações ao meio
em que o indivíduo está. O segundo subsistema é desenvolvido ao longo da vida do indivíduo, e como
seu próprio nome sugere, se adapta ao ambiente a que o indivíduo está exposto.

Em geral, o sistema inato age reconhecendo ameaças, que no campo da imunologia são chamadas
de antígenos ou patógenos, e permitindo que elas sejam destruídas. O reconhecimento dos antígenos
se dá por meio de receptores reconhecedores de padrões (Pattern Recognition Receptors ou PRRs),
que se associam aos padrões moleculares associados aos antígenos (Pathogen Associated Molecular
Patterns ou PAMPS) denunciando sua presença. Uma vez que o sinal de detecção de antígeno é
ativado, o sistema inato ativa o sistema adaptativo, dando início à resposta imune adaptativa. Deve-
se notar que o sistema inato deve responder apenas a elementos nocivos, e não pode responder a
elementos do próprio organismo. Em outras palavras, o sistema inato deve ser capaz de fazer a
distinção entre estruturas próprias do organismo e outras não próprias, e reagir apenas ao que é não
próprio. Este problema é conhecido em imunologia como problema do próprio-não próprio.

De acordo com algumas teorias imunológicas, o sistema adaptativo tem como principais agentes
dois tipos de células, denominadas linfócitos. O primeiro deles é a célula B que, quando ativada,
secreta os anticorpos, que são estruturas que se encaixam aos antígenos e sinalizam sua presença. O
segundo grupo de linfócitos é conhecido como células T e tem como função principal a regulação da
resposta imune. Esta regulação se dá pois este grupo de células tem como funções o incentivo para
a produção de células B, realizado pelas células T auxiliares, execução de células nocivas, realizada
pelas células T citotóxicas, inibição da ação de células B, o que é feito pelas células T supressoras,
dentre outras funções. Todos os linfócitos são criados na medula óssea e as células T são amadureci-
das em um orgão conhecido como timo.

6.1.2 Antígenos e Anticorpos

Como já foi brevemente citado, define-se como antígeno uma molécula estranha ao organismo,
que normalmente é originária de algum invasor. Para combater os antígenos, é necessário que a
presença deles seja notada no organismo. Para que isto aconteça, existem moléculas denominadas
anticorpos, que se encaixam ao antígeno sinalizando sua presença. Essas moléculas têm duas regiões:
a região constante e a região variável.

Para que um organismo seja bem sucedido no combate aos antígenos, é necessário que seus an-
ticorpos sejam capazes de reconhecer a todos os antígenos a que o indivíduo será exposto ao longo



130 CAPÍTULO 6. SISTEMAS IMUNOLÓGICOS ARTIFICIAIS

da vida. Isto pode ocorrer pois, de acordo com teorias imunológicas, os anticorpos têm a capaci-
dade de adaptação aos antígenos por meio de um processo semelhante à seleção natural das espécies.
Neste processo, as células B que produzem anticorpos sofrem mutações e as mais bem sucedidas são
naturalmente selecionadas e se proliferam. As mutações são introduzidas por dois mecanismos. O
primeiro, chamado de recombinação, ocorre na geração do anticorpo. Nesta etapa, essa molécula é
sintetizada a partir de combinações aleatórias de informações presentes no genoma da célula B. O
segundo mecanismo consiste na mutação em altas taxas das regiões variáveis dos anticorpos. A este
mecanismo é dado o nome de hipermutação. A recombinação permite que sejam gerados anticorpos
muito diferentes entre si, enquanto o mecanismo de hipermutação permite que haja um ajuste fino
para aperfeiçoamento do encaixe ao antígeno.

6.1.3 Reatividade cruzada

Além de contar com mecanismos de mutação de anticorpos para adaptação aos antígenos, a res-
posta imunológica apresenta também uma característica que, em teoria, permite que um número
infinito de antígenos seja reconhecido. Esta característica é a reatividade cruzada, que significa que
um determinado anticorpo é capaz de não apenas reconhecer a um antígeno exatamente complemen-
tar a ele, mas também a antígenos em que apenas algumas das características foram alteradas com
relação ao antígeno exatamente complementar. A diferença entre um antígeno qualquer e o antígeno
exatamente complementar a um determinado anticorpo determina a afinidade do anticorpo àquele an-
tígeno. A afinidade é maior quanto menor for esta diferença. Sendo assim, um determinado anticorpo
não é capaz de reconhecer apenas a um antígeno, mas a quaisquer antígenos dentro de uma região de
um determinado espaço n-dimensional definido por todas as n características possíveis de existirem
em um antígeno. A este espaço n-dimensional é dado o nome de espaço de forma. Neste espaço,
cada ponto pode ser um anticorpo ou um antígeno e cada anticorpo tem ao seu redor uma região de
reconhecimento. Na figura 6.1 é apresentada uma ilustração do anticorpo e da região ao redor dele em
que ainda há reconhecimento. Antígenos que forem representados por pontos dentro daquela região
são reconhecidos pelo anticorpo, sendo que quanto maior for a distância entre anticorpo e antígeno
menor será a afinidade entre eles.

6.1.4 Seleção clonal

No estudo do sistema imunológico observou-se que, quando um organismo é exposto a um de-
terminado antígeno, o número de anticorpos próprios para o combate daquele antígeno sofre um
aumento explosivo. A partir da observação deste fenômeno, Burnet formulou a teoria da seleção clo-
nal [12]. De acordo com esta teoria, quando um organismo é exposto a um antígeno, apenas as células
que secretam anticorpos que identificam aquele antígeno são selecionadas para se proliferarem. Desta
forma, os esforços do sistema imunológico são bem focados no objetivo de combater os antígenos
que o estão ameaçando.

Para modelar o mecanismo que permite o controle do processo de seleção clonal foi formulada a
teoria idiotópica, apresentada brevemente mais adiante.



6.1. TEORIAS IMUNOLÓGICAS 131

Fig. 6.1: Representação da região de reconhecimento dos anticorpos. Os círculos menores azuis
representam os anticorpos, as cruzes vermelhas representam os antígenos e os círculos azuis maiores
representam a região de reconhecimento dos anticorpos.

Fig. 6.2: Desenvolvimento da memória do sistema imunológico. (a) Estado inicial das células de
memória. (b) Surgimento de um antígeno na região de reconhecimento de uma das células. (c)
Clonagem com hipermutação da célula gerando novos indivíduos melhor adaptados ao antígeno. (d)
Estado final da memória.
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6.1.5 Memória no sistema imunológico

De acordo com algumas teorias imunológicas, durante uma resposta imune, algumas das células
B que produziram os anticorpos que mais se adaptaram a um determinado antígeno são selecionadas
para amadurecerem e se tornarem células de memória. Estas células têm um tempo de vida bem mais
longo que as células normais e ficam inativas no organismo. Quando o organismo é exposto a um
antígeno dentro do limiar de afinidade da célula de memória, ela é ativada e passa a se proliferar,
produzindo clones capazes de gerar anticorpos que combaterão àquele antígeno. No processo de clo-
nagem ocorrerá a hipermutação, de forma que, se a afinidade entre a célula de memória e o antígeno
não for tão alta, os clones terão sua afinidade aperfeiçoada, produzindo anticorpos próprios para o
encaixe aos antígenos

Do ponto de vista do espaço de forma, é como se as células de memória fossem pontos do espaço
que ficam inativos. Uma vez que algum antígeno surge na região de afinidade, a célula de memória
gera clones, que são pontos ao seu redor. Estes pontos vão se proliferando em direção ao antígeno,
até que haja uma célula produzindo anticorpos em um ponto suficientemente próximo do antígeno.
Quando o antígeno for combatido, o clone mais próximo será selecionado para se tornar uma célula
de memória e a próxima resposta do organismo ao mesmo antígeno será imediata. Na figura 6.2 este
mecanismo é ilustrado. Conforme pode ser notado na figura, em um tempo infinito é possível que
todo o espaço seja mapeado na região de afinidade de algum anticorpo.

A existência de memória no sistema imunológico foi observada ao se notar que indivíduos sub-
metidos a um determinado antígeno apresentam respostas imunológicas mais rápidas caso já tenham
sido submetidas àquele antígeno anteriormente. Esta observação levou ao desenvolvimento das va-
cinas, que têm como princípio de funcionamento a exposição do organismo a versões enfraquecidas
dos antígenos para que o sistema imunológico aprenda a lidar com eles, ou seja, para que se criem
células capazes de secretar anticorpos contra aquele antígeno. Se o organismo for submetido nova-
mente àquele antígeno, ou a algum outro semelhante a ele, a resposta imunológica será mais rápida e
eficaz.

6.1.6 Teoria idiotópica

Em meados do século XX, Niels Jerne desenvolveu uma teoria que explica o auto reconhecimento
de células no sistema imunológico, a regulação da resposta imune e a solução do problema do reco-
nhecimento do próprio e do não próprio [43]. Esta teoria é conhecida como teoria idiotópica e tem
como base a interação das moléculas dos elementos do sistema imunológico. Esta interação faz com
que os elementos formem uma rede imunológica.

De acordo com esta teoria, os antígenos são caracterizados por seus epítopos, que por sua vez
são reconhecidos pelos paratopos dos anticorpos. No entanto, os anticorpos também apresentam
estruturas similares aos epítopos, e que também podem ser reconhecidos por paratopos. A estas
estruturas se dá o nome de idiótopos. Ao conjunto de todos os idiótopos possíveis de existirem é
dado o nome de idiótipo.

Desta forma, um determinado antígeno tem seus paratopos reconhecidos pelos epítopos de um
determinado grupo de anticorpos uma vez que, pela reatividade cruzada, mais de um anticorpo pode
reconhecer um antígeno. Os paratopos destes anticorpos também reconhecem idiótopos de outro
grupo de anticorpos, que recebe o nome de imagem do antígeno. O grupo de anticorpos que reconhece
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os antígenos por sua vez tem seus idiótopos reconhecidos por paratopos de um segundo grupo de
anticorpos, e assim por diante. Desta forma, todos os possíveis antígenos e anticorpos são ligados por
uma rede, definida como rede imunológica.

A teoria idiotópica é capaz de explicar a regulação da resposta imune pois explica como os anticor-
pos podem ser reconhecidos pelo próprio sistema imunológico, levando à proliferação ou à supressão
das células B que os produzem. A partir desta teoria também fica claro que a questão da identificação
do próprio e do não próprio depende apenas da discriminação entre epítopos e idiótopos.

A regulação dos mecanismos de supressão e de encorajamento à clonagem também pode ser
explicada pela teoria da rede imunológica. Esta regulação é proporcionada pelas células T auxiliares,
que liberam substâncias que incentivam a propagação das células B que foram capazes de produzir
anticorpos bem sucedidos no encaixe a antígenos. Esta propagação é feita pela clonagem destas
células, que durante o processo estão sujeitas ao mecanismo de hipermutação, já explicado acima. A
medida que as mutações geram células que produzem anticorpos com mais afinidade ao antígeno em
questão, estas células passam a ser estimuladas a se proliferarem cada vez mais. As células geradas
pela mutação que tiverem afinidade menor que a original são eliminadas pelas células T supressoras
em um mecanismo denominado supressão por limiar.

6.1.7 Resumo do funcionamento do sistema imunológico

De forma simplificada, o funcionamento do sistema imunológico pode ser explicado da seguinte
maneira: Se um organismo é exposto a algum antígeno, algumas das células B de sua medula óssea
produzem anticorpos, que são moléculas cuja função é neutralizar a ação dos antígenos. As células
B que produziram os anticorpos com maior afinidade aos antígenos são estimuladas a amadurecer e
se tornar ou plasmócitos, ou células B de memória. A função do primeiro grupo de células é ama-
durecer e gerar clones, enquanto a função do segundo grupo de células é armazenar no organismo a
capacidade de reconhecer determinado antígeno. Os clones dos plasmócitos sofrem ligeiras mutações
com relação às células originais (hipermutação e adaptação de receptor) e produzem anticorpos dife-
rentes dos gerados pela célula que os originaram. Este mecanismo permite que surjam plasmócitos
que produzem anticorpos com maior afinidade aos antígenos. Por outro lado, também são criados
plasmócitos que produzem anticorpos com menor afinidade aos antígenos. Os clones que geram anti-
corpos com maior afinidade ao antígeno a ser combatido são encorajados a se proliferarem ainda mais
(seleção clonal), enquanto aqueles que produzem anticorpos de menor afinidade são eliminados pelo
organismo (supressão). Após a resposta imune, algumas das células que foram capazes de produzir
anticorpos de melhor afinidade são selecionadas para se tornarem células de memória.

De acordo com algumas teorias imunológicas, os mecanismos de reconhecimento das células
de maior afinidade ao antígeno, do estímulo a sua reprodução e de supressão de células com baixa
afinidade são controlados pelas células T, a partir da reação entre epítopos, idiótopos e paratopos.
Além destes mecanismos, algumas novas células B são criadas aleatoriamente pela medula óssea e
introduzidas no organismo, mantendo assim a diversidade dos anticorpos que podem ser produzidos.
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6.2 Algoritmos imuno-inspirados para otimização

Os princípios observados no sistema imunológico podem ser usados para a resolução de proble-
mas de otimização. Para a solução deste tipo de problema, os anticorpos são as soluções candidatas e
o conceito de afinidade entre um anticorpo e um antígeno é substituído pelo valor da função objetivo
calculada para cada anticorpo. Alternativamente, também se pode interpretar que os anticorpos são
as soluções candidatas e os antígenos são os pontos ótimos do problema.

Nesta seção, três dos diversos algoritmos imuno-inspirados para otimização são apresentados.
São eles o algoritmo CLONALG, em sua versão para otimização [25], o algoritmo opt-aiNet [20] e a
família de algoritmos opt-IA [18].

6.2.1 CLONALG

O algoritmo CLONALG surgiu como uma implementação do princípio da seleção clonal para a
solução de problemas de aprendizado de máquina, problemas do caixeiro viajante e problemas de oti-
mização contínua e discreta [22], [25] e [24]. O princípio de funcionamento deste algoritmo aplicado
a problemas de otimização é o descrito brevemente a seguir: A princípio, um conjunto de soluções
candidatas a resolver o problema de otimização é gerado aleatoriamente. A cada uma das soluções
candidatas é aplicada a função objetivo, e o resultado, que é a medida do quanto a solução candidata
é adequada para solucionar o problema, é definido como fitness da solução. Neste contexto, o fitness
é um conceito semelhante à afinidade entre antígenos e anticorpos. Após esta etapa, as soluções com
maior afinidade são selecionadas e clonadas. O número de clones de cada solução é proporcional1 ao
seu fitness. Os clones sofrem mutações durante a etapa de maturação produzindo anticorpos diferen-
tes dos originais. A intensidade da mutação de cada clone é inversamente2 proporcional ao fitness.
Na etapa seguinte do algoritmo, novas soluções candidatas são geradas aleatoriamente e introduzidas
na população, para evitar a estagnação ao redor de um ótimo local. Para a entrada destas novas solu-
ções candidatas, os anticorpos com menor fitness são retirados da população. As etapas são repetidas
até que se atinja o critério de parada, que pode ser um número máximo de iterações, um fitness mí-
nimo a ser alcançado ou ainda um número máximo de operações. O fluxograma deste algoritmo é
apresentado na figura 6.3.

Uma das vantagens trazidas deste tipo de algoritmo imuno-inspirado para solução de problemas
de otimização é que há uma tendência de manutenção da diversidade da população, uma vez que
novos anticorpos são introduzidos a cada iteração. Outra vantagem é que, diferentemente de técnicas
de fitness sharing, em que o fitness de uma solução é penalizado caso ela esteja em uma região muito
povoada do espaço, não é necessário o cálculo da distância entre anticorpos a cada iteração, o que
introduziria um grande custo computacional.

6.2.2 Opt-aiNet

Além do princípio da seleção clonal presente no algoritmo CLONALG, o algoritmo opt-aiNet,
proposto em [20] e ilustrado na figura 6.4, também é baseado no princípio da rede imunológica, ci-

1Considerando-se o problema de maximização. No caso do problema de minimização o número de clones gerado a
partir de cada solução deve ser inversamente proporcional ao fitness.

2Também considerando o problema de maximização
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Fig. 6.3: Fluxograma do algoritmo CLONALG para otimização.
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Fig. 6.4: Fluxograma do algoritmo opt-aiNet.
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Fig. 6.5: Fluxograma da etapa de supessão por limiar, inclusa no algoritmo opt-aiNet (ver figura 6.4)
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tado na seção 6.1.6. A grande diferença entre o algoritmo opt-aiNet e o CLONALG é a etapa de
supressão por limiar, detalhada na figura 6.5, que ocorre dentro de um número de iterações definido
pelo usuário. Nesta etapa, a distância entre todos os anticorpos da população é calculada e os an-
ticorpos que estiverem em uma região do espaço de soluções em que há outro anticorpo de melhor
fitness são eliminados, restando apenas o de melhor fitness. A região do espaço em que há supres-
são é definida por uma variável definida como limiar de supressão. Esta variável é igual à distância
máxima entre dois anticorpos que implica em supressão. A supressão por limiar reflete o princípio
da rede imunológica pois, para sua implementação, parte-se do princípio que os próprios anticorpos
são reconhecidos por outros agentes do sistema imunológico, o que permite que se suprima as células
que produziram anticorpos de qualidade inferior.

Além da supressão por limiar, outra diferença entre os algoritmos opt-aiNet e CLONALG é que no
primeiro, os anticorpos de menor fitness não são retirados da população, como ocorre no segundo . Em
outras palavras, o algoritmo opt-aiNet não usa um critério de supressão elitista como o CLONALG.

A grande vantagem do algoritmo opt-aiNet é que o tamanho da população é regulado automati-
camente e tende ao número de ótimos locais do problema, desde que o limiar de supressão seja bem
escolhido. Além disto, este algoritmo também tende a manter a diversidade da população por dois
motivos: o primeiro é a inserção de novos indivíduos aleatoriamente na população, e o segundo é por
seu critério de supressão não ser elitista, ou seja, as soluções candidatas eliminadas não são necessa-
riamente as de menor fitness, mas sim aquelas que estão explorando uma região do espaço vizinha a
um ótimo local e que provavelmente estão na bacia deste mesmo ótimo local.

Na referência [28] é apresentado o resultado de um estudo a respeito da diversidade do algoritmo
opt-aiNet, comparando a sua performance com um algoritmo opt-aiNet modificado para retirada da
supressão por limiar e inserção de uma técnica de fitness sharing. No artigo também são comparadas
duas métricas diferentes para determinação da distância entre dois anticorpos. A conclusão do artigo
é que, em geral, o algoritmo opt-aiNet apresenta melhor diversidade e qualidade da solução, com um
menor custo computacional.

A partir do algoritmo opt-aiNet original, várias outras aplicações foram desenvolvidas, conforme
pode ser visto de maneira concisa na referência [27]. Estas aplicações variam entre otimização combi-
natória, otimização em ambientes dinâmicos [26] e também incluem uma proposta de implementação
para solução de problemas de otimização genéricos. Nesta tese, o algoritmo opt-aiNet foi adaptado
para a solução de vários problemas relacionados à identificação de sistemas e à realização de séries
temporais multivariáveis no espaço de estado, conforme apresentado no capítulo 7.

Na seção 6.4 é apresentado um exemplo de aplicação do algoritmo opt-aiNet. Neste exemplo,
alguns detalhes de implementação são discutidos, e os parâmetros de controle do algoritmo são deta-
lhados.

6.2.3 Família Opt-IA

No algoritmo opt-IA, proposto inicialmente em [18], os princípios destacados nas teorias imuno-
lógicas são aplicados de forma mais simples do que nos algoritmos CLONALG e opt-aiNet.

A primeira versão deste algoritmo utiliza apenas o princípio de seleção clonal da forma descrita a
seguir: O algoritmo é inicializado com uma população de soluções candidatas geradas aleatoriamente.
Neste caso as soluções candidatas são simplesmente vetores binários. O fitness de cada uma das
soluções é calculado e toda a população é clonada. O número de clones é o mesmo para todas as
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soluções candidatas. Toda esta população formada por soluções candidatas iniciais e clones sofre
mutação e o fitness dos anticorpos é novamente calculado. Feito isto, são escolhidos os anticorpos
com melhor fitness em um mecanismo puramente elitista. O número de soluções escolhidas é igual
ao tamanho da população inicial. Este procedimento é repetido até que se encontre uma determinada
solução ou até que se atinja um número máximo de iterações. Neste caso deve-se notar que há apenas
duas variáveis de controle no algoritmo: o tamanho da população de anticorpos e o número de clones
que será gerado para cada anticorpo. Ao longo do artigo [18], os autores seguem resolvendo alguns
problemas e discutindo a questão da escolha dos parâmetros de controle do algoritmo.

Nesta proposta inicial do algorimo opt-IA não há nenhum mecanismo de supressão por limiar
e a escolha da nova população é simplesmente elitista. Desta forma, o algorimo não tem a mesma
capacidade que o opt-aiNet de escapar de ótimos locais. Além disto, neste algoritmo não se tem o
mecanismo da introdução de indivíduos aleatórios a cada iteração, de forma que a diversidade das
soluções é pobre relativamente às obtidas no CLONALG ou no opt-aiNet.

Posteriormente, os mesmos autores que introduziram o algoritmo opt-IA, propuseram em [16]
algumas modificações que tornaram o algoritmo um pouco mais eficiente. Ao novo algoritmo foi
dado o nome de opt-IMMALG. As principais alterações introduzidas neste novo algoritmo são as
seguintes:

• As soluções candidatas são agora vetores de números reais ao invés de vetores de números
binários

• Foi introduzido o Inversely Proportional Hypermutation Operator (Operador de hipermutação
inversamente proporcional). Esta ferramenta faz com que o grau de mutação dos clones de
um determinado anticorpo seja inversamente proporcional ao fitness do mesmo. Desta forma,
soluções candidatas mais próximas do ponto ótimo sofrem mutações menores que as soluções
candidatas que estão mais distantes do ótimo. O grau de mutação de uma solução candidata é
equivalente ao número de elementos que sofrerão mutação no vetor que a representa.

• Foi introduzido o operador de envelhecimento aging, que é um contador de tempo de vida
da solução candidata. Caso este contador seja maior do que um determinado valor, a célula é
eliminada da população, independentemente do valor de seu fitness. Quando um clone é gerado,
o valor de seu contador é definido após a mutação e cálculo de seu fitness. Caso o fitness do
clone após a mutação fique melhor que o da célula que o originou, seu contador recebe zero.
Caso contrário, o contador do clone recebe o mesmo valor da célula que o gerou.

Basicamente, todos os passos do opt-IMMALG são iguais aos adotados no opt-IA. A única diferença
significativa é que, antes da escolha dos melhores clones da população, é feita a eliminação das célu-
las envelhecidas. O objetivo deste passo é eliminar soluções que estejam ao redor de um ótimo local
e privilegiar as células que estiverem mais próximas de outro ponto ótimo. Por outro lado é possí-
vel que se penalize células que estejam próximas do ponto ótimo global do problema, diminuindo a
velocidade de convergência do algoritmo. Do ponto de vista imunológico, o mecanismo de envelhe-
cimento simula a morte das células B após uma resposta a um antígeno, mas ignora a existência das
células de memória.

No artigo em que o opt-IMMALG é proposto [16], o desempenho do algoritmo é comparado a
outras técnicas de computação natural também usadas para otimização como evolução diferencial,
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otimização por enxame de partículas e o algoritmo evolucionário, mostrando que o opt-IMMALG é
superior aos outros na otimização de diversas funções de diferentes complexidades.

Posteriormente, em [17], os mesmos autores que propuseram o algoritmo opt-IMMALG introduzi-
ram ainda outras mudanças em seu algoritmo e o compararam a uma versão do CLONALG um pouco
diferente da proposta em [25].

Nesse trabalho, a alteração feita no opt-IMMALG é que a eliminação de células por envelheci-
mento não é determinística, mas sim estocástica. Ao invés de as células serem eliminadas após um
determinado número de iterações, existe uma probabilidade de eliminação de células. Esta probabili-
dade não depende do valor no contador de iterações da célula e nem de seu fitness.

O algoritmo CLONALG foi implementado com duas diferentes técnicas de supressão. A primeira
é puramente elitista, ou seja, os melhores indivíduos são escolhidos para permanecerem na próxima
geração do algoritmo. A segunda é elitista dentre um determinado grupo de clones, ou seja, o melhor
indivíduo dentre cada conjunto formado por um anticorpo e seus clones é mantido na população e os
outros são eliminados. Com a primeira forma de supressão o algoritmo privilegia apenas um ponto
ótimo e com a segunda forma o algoritmo é mais próprio para encontrar ótimos locais. De fato, nos
resultados apresentados em [17], é comprovado que a primeira forma é mais eficiente para funções
mono-modais (com apenas um ótimo) e a segunda é mais eficiente para funções multi-modais (com
mais de um ótimo).

As conclusões do artigo indicam que o desempenho do opt-IA é melhor que o do CLONALG, no
entanto não há nenhuma comparação com o algoritmo opt-aiNet.

6.3 Aplicação dos algoritmos imuno-inspirados

Nesta tese, se trata da aplicação de algoritmos imuno-inspirados para a solução de problemas
relacionados à identificação de sistemas e realização de séries temporais multivariáveis. Em geral,
os algoritmos propostos nesta tese são baseados no algoritmo opt-aiNet, devido a suas vantagens
destacadas ao longo deste capítulo. Em geral, as alterações feitas no algoritmo opt-AINet para a
solução dos problemas estudados durante esta pesquisa estão relacionadas à definição dos anticorpos,
definição de distância e solução de problemas de otimização com restrições.

Todos os algoritmos apresentados neste capítulo são específicos para problemas sem restrições.
Nesta tese, alguns dos problemas tratados apresentam restrições. Por este motivo, nesses casos, as
variantes do algoritmo opt-aiNet foram implementadas com algumas diferenças com relação ao algo-
ritmo descrito na seção 6.2.2. Basicamente, a principal alteração feita nos algoritmos propostos nesta
tese para solução de problemas de otimização com restrições é a introdução da supressão de soluções
candidatas infactíveis. Esta supressão se dá em várias etapas do algoritmo. No princípio do algoritmo,
ao invés da simples geração aleatória de um conjunto de soluções, é feito um laço gerador de soluções
candidatas. Neste laço, toda solução candidata gerada é testada com relação a sua factibilidade. Caso
ela seja factível, é armazenada em um conjunto de soluções iniciais. Caso contrário, a solução é des-
cartada. O critério de parada deste laço é que se atinja um determinado número de soluções factíveis,
que é o número de indivíduos inicial desejado para o algoritmo. Feito isto, o algoritmo é inicializado
normalmente. As mutações que ocorrem nos clones são tais que as soluções permanecem factíveis.
Isto também é garantido por um laço que perturba os clones e testa sua factibilidade. Caso os clones
perturbados se tornem soluções infactíveis do problema, novas perturbações são adicionadas, seja ao
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Fig. 6.6: Plotagem da equação 6.1 no domínio −2 ≤ x ≤ 2

clone original, em um processo definido como eliminação de clones infactíveis, seja ao clone pertur-
bado, em um processo definido como travessia de zonas proibidas3. Depois, ao término da iteração,
são introduzidos novos anticorpos que também são factíveis, o que é garantido também por um laço,
a exemplo do que ocorre na geração inicial de anticorpos. Ao longo do capítulo 7 este mecanismo é
discutido com maiores detalhes.

Alternativamente, outros métodos de otimização heurística poderiam ser utilizados para a solu-
ção dos problemas estudados durante esta pesquisa. No entanto, os algoritmos imuno-inspirados da
classe opt-aiNet apresentam as vantagens destacadas neste capítulo, implicando em sua escolha como
algoritmo base para o desenvolvimento das soluções propostas nesta tese.

Para ilustrar o funcionamento do algoritmo opt-aiNet, que é a base das contribuições desta pes-
quisa, detalhadas no capítulo 7, na seção 6.4 logo abaixo é exemplificado como este algoritmo pode
ser aplicado para a solução de um problema simples de determinação das raízes de um polinômio.

6.4 Exemplo de aplicação do algoritmo opt-aiNet

Seja o problema de determinação das raízes da equação 6.1, que é plotada na figura 6.6, no
domínio −2 ≤ x ≤ 2:

y(x) = x4 − 5x2 + 4, x ∈ ℜ (6.1)

Este problema de determinação de raízes pode ser transformado em um problema de otimização
ao se observar o seguinte: Encontrar as raízes de um polinômio y(x) nada mais é que encontrar os

3Ver seção 7.3.2 para mais detalhes.
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valores xr ∈ ℜ, tais que y(xr) = 0. Desta forma, pode-se definir um problema de maximização
tal que a função objetivo seja máxima para as soluções candidatas x tais que y(x) = 0. Uma das
maneiras de se fazer isto é com a função objetivo F (x) definida na equação 6.2, a partir da qual
também pode ser enunciado um problema de otimização.

Função objetivo

F (x) =
1

∣y(x)∣ =
1

∣x4 − 5x2 + 4∣ , x ∈ ℜ (6.2)

Enunciado do problema de otimização

Maximize a função

F (x) =
1

∣x4 − 5x2 + 4∣
com x ∈ ℜ

Uma vez definido o problema de otimização, o algoritmo opt-aiNet pode ser aplicado ao se definir
os anticorpos, a função de fitness e alguns outros parâmetros de controle do algoritmo. Os anticorpos
são as soluções candidatas, ou seja, qualquer x ∈ ℜ. A função de fitness é a própria função objetivo
do problema de otimização, definida na equação 6.2. Os outros parâmetros do algoritmo opt-aiNet
são definidos a seguir:

Ordem de grandeza

Conforme discutido na seção 6.2.2, no algoritmo opt-aiNet há duas etapas de inserção de indi-
víduos aleatoriamente. A primeira é na inicialização do algoritmo, e a segunda é feita ao final de
cada iteração, para manter a diversidade da população. A geração aleatória de indivíduos pode ser
feita a partir de um gerador pseudo-aleatório que gere números entre 0 e 1. No entanto, as soluções
ótimas do problema normalmente estão em um domínio maior que o intervalo [0 1], e este domínio
pode incluir valores negativos, como no caso do problema aqui tratado, em que há raízes em -1 e -2.
Por este motivo, o número aleatório criado pelo gerador pseudo-aleatório deve ser multiplicado por
um valor e reescalado para conter também valores negativos. Nesta implementação do algoritmo, o
número criado pelo gerador pseudo aleatório no intervalo [0 1] é multiplicado por 2 e subtraído de
1, fazendo com que o intervalo de geração se torne [-1 1]. O número pertencente a este intervalo é
multiplicado pela variável ordem de grandeza, que reescala o domínio de busca. Neste problema, a
variável ordem de grandeza é definida como 2, de forma que o intervalo em que soluções aleatórias
são geradas é [-2 2].

Critério de parada

O critério de parada do algoritmo pode ser baseado tanto em esforço computacional máximo
que se quer empregar, quanto na qualidade da solução que se quer encontrar. No primeiro caso, o
algoritmo para após um determinado número de iterações ou de operações completadas. No segundo
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caso, o algoritmo pára quando o fitness de suas soluções satisfaz a um determinado critério. Para este
exemplo, foi escolhido o segundo tipo de critério, e o algoritmo termina sua execução apenas quando
o fitness do pior anticorpo da população é maior ou igual a 50.

Número de indivíduos inicial

Este número define quantos anticorpos serão gerados na primeira iteração do problema. No exem-
plo aqui tratado, sabe-se que o número de soluções ótimas é menor ou igual a 4, por se tratar do
problema de determinar as raízes de um polinônio de quarto grau. Mesmo com esta informação,
o número de indivíduos inicial escolhido é igual a 10. Esta escolha é proposital para demonstrar a
capacidade de controle do número de indivíduos do algoritmo opt-aiNet.

Número máximo de clones por anticorpo

Conforme discutido na seção 6.2.2, cada anticorpo recebe um número de clones proporcional4 à
sua qualidade relativa à qualidade de outros indivíduos da população. Uma das maneiras de se imple-
mentar isto é definir o número máximo de clones por anticorpo. Na etapa de clonagem, o anticorpo
com maior fitness recebe o número máximo de clones definido. Os outros anticorpos recebem um
número de clones igual ao arredondamento do número máximo de clones por anticorpo multiplicado
pela relação entre seu fitness e o fitness máximo da população naquela iteração. Para o exemplo aqui
tratado foi escolhido um número máximo de clones por anticorpo igual a 2.

Grau de perturbação máximo

Conforme discutido na seção 6.2.2, cada clone é perturbado de maneira inversamente proporcio-
nal5 ao seu fitness. Para se implementar isto, define-se um grau de perturbação máximo. Desta forma,
cada clone será perturbado pelo produto do grau de perturbação máximo com um número aleatório
no intervalo [-1 1] e dividido por seu fitness. Para este problema o grau de perturbação máximo
escolhido é 0.25.

Limiar de supressão

No algoritmo opt-aiNet é feita a supressão por limiar, detalhada na figura 6.5. Para que esta etapa
seja realizada, devem ser feitas duas definições: a primeira é a de distância entre anticorpos. No caso
deste problema, como os anticorpos são números reais, a distância é simplesmente definida como o
valor absoluto da diferença entre dois anticorpos. A segunda definição é a do limiar de supressão.
Este valor é a distância máxima entre dois anticorpos que implica em supressão. Para este problema
o limiar de supressão escolhido é 0.5.

4no caso do problema de maximização
5no caso do problema de maximização
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Solução do problema

Definidos o problema de otimização e os parâmetros do algoritmo opt-aiNet, o mesmo foi execu-
tado e os resultados são apresentados na sequência. Na figura6 6.7 é apresentada a primeira população
de anticorpos gerada pelo algoritmo. Da figura, nota-se que há 10 anticorpos na população inicial,
conforme o número de anticorpos inicial definido no algoritmo. Na figura 6.8 é apresentada a popu-
lação de anticorpos após a clonagem e perturbação dos clones na primeira iteração. Da figura nota-se
que os anticorpos mais próximos de serem raízes da equação geram mais clones, conforme esperado
para o algoritmo. Na figura 6.9 é apresentada a população após a supressão por limiar na primeira
iteração. Da figura nota-se que os anticorpos mais próximos do ótimo permanecem na população,
enquanto os outros são suprimidos.

As populações no início, após clonagem e mutação e após supressão da quinta iteração são apre-
sentadas nas figuras 6.10, 6.11 e 6.12 respectivamente; na nona iteração são apresentadas nas figuras
6.13, 6.14 e 6.15; e na décima terceira iteração são apresentadas nas figuras 6.16, 6.17 e 6.18. Final-
mente, na figura 6.19 é apresentada a população do algoritmo na décima sexta iteração, em que foi
atingido o critério de parada. Da figura nota-se que, na última iteração, a população é formada por
apenas quatro anticorpos, o que é exatamente igual ao número de soluções do problema.

As soluções finais encontradas pelo algoritmo são as seguintes:

−1.00000098423437 −2.00000018586194 0.99999999808179 1.99875241691700 (6.3)

que são muito próximas das soluções corretas (-1, -2, 1 e 2).
Na figura 6.20 é apresentada a evolução do fitness máximo, ou seja, o fitness do melhor anticorpo

da iteração corrente, em função do número da iteração. Desta figura nota-se que, quanto mais se
aproxima da solução ótima, maior é o incremento do fitness a cada passo. Isto se deve ao processo de
perturbação inversamente proporcional ao fitness, que permite um ajuste fino das soluções a medida
que se aproxima do ótimo.

Conclusão

Neste exemplo foi ilustrado como a determinação de raízes de um polinômio de quarto grau pode
ser resolvida pela definição de um problema de otimização e pela solução deste problema de oti-
mização com o uso do algoritmo opt-aiNet. O principal objetivo ao se elaborar este exemplo é a
demonstração da capacidade do algoritmo opt-aiNet em solucionar problemas de otimização multi-
objetivo e de sua capacidade de regulação automática do número de anticorpos da população. Outro
motivo que levou à elaboração deste exemplo é detalhar como algumas etapas do algoritmo foram
implementadas e quais são seus parâmetros de controle principais. A definição do problema de otimi-
zação também é um simples exemplo do princípio utilizado nas propostas feitas nesta tese, detalhadas
no capítulo 7.

6Nas figuras deste exemplo, apesar de os anticorpos serem elementos no eixo x, para uma melhor visualização eles
são representados sobre a curva y(x), definida na equação 6.1.
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Fig. 6.7: População inicial de anticorpos na solução do exemplo ilustrado na seção 6.4.
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Fig. 6.8: População de anticorpos na solução do exemplo ilustrado na seção 6.4 após clonagem e
perturbação na primeira iteração.
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Fig. 6.9: População de anticorpos na solução do exemplo ilustrado na seção 6.4 após supressão por
limiar na primeira iteração.
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Fig. 6.10: População de anticorpos no início da quinta iteração na solução do exemplo ilustrado na
seção 6.4.
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Fig. 6.11: População de anticorpos na solução do exemplo ilustrado na seção 6.4 após clonagem e
perturbação na quinta iteração.
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Fig. 6.12: População de anticorpos na solução do exemplo ilustrado na seção 6.4 após supressão por
limiar na quinta iteração.
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Fig. 6.13: População de anticorpos no início da nona iteração na solução do exemplo ilustrado na
seção 6.4.
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Fig. 6.14: População de anticorpos na solução do exemplo ilustrado na seção 6.4 após clonagem e
perturbação na nona iteração.
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Fig. 6.15: População de anticorpos na solução do exemplo ilustrado na seção 6.4 após supressão por
limiar na nona iteração.
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Fig. 6.16: População de anticorpos no início da décima terceira iteração na solução do exemplo
ilustrado na seção 6.4.
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Fig. 6.17: População de anticorpos na solução do exemplo ilustrado na seção 6.4 após clonagem e
perturbação na décima terceira iteração.
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Fig. 6.18: População de anticorpos na solução do exemplo ilustrado na seção 6.4 após supressão por
limiar na décima terceira iteração.
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Fig. 6.19: Solução final para o exemplo ilustrado na seção 6.4. Este resultado foi obtido após 16
iterações.
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Fig. 6.20: Evolução do fitness máximo em função das iterações para a solução do problema definido
na seção 6.4.



152 CAPÍTULO 6. SISTEMAS IMUNOLÓGICOS ARTIFICIAIS



Capítulo 7

Contribuições

Neste capítulo, são apresentadas as contribuições propostas nesta tese. Parte destas contribuições
está ligada a algumas dificuldades enfrentadas para solução dos problemas de realização e modelagem
de séries temporais no espaço de estado. Basicamente, estas dificuldades ocorrem pois o ponto de
partida para a resolução dos problemas de realização e modelagem de séries temporais é o cálculo
de suas covariâncias. Este cálculo só seria exato se fossem disponíveis infinitas amostras da série
temporal, o que não ocorre na realidade. Outra fonte de dificuldade é a geração dos sinais de entrada
do modelo que realiza a série temporal, que conforme explicitado no capítulo 5, é um ruído branco.
Existem geradores de ruído branco que, ao gerar uma sequência de dados cujo número de amostras
tende ao infinito, apresentam covariâncias de uma série temporal que tende ao ruído branco. No
entanto, quando se quer gerar uma sequência de dados finita, a covariância do sinal se distancia da
covariância típica do ruído branco. Outra contribuição desta tese é uma técnica para a identificação
de sistemas lineares multivariáveis variantes no tempo.

Em todas as contribuições feitas nesta tese, os problemas enfrentados são observados sob a ótica
de problemas de otimização. Como se tratam de problemas matriciais, em que não são conhecidas
relações diretas entre parâmetros e resultado, são utilizadas as técnicas heurísticas de otimização co-
nhecidas como algoritmos imuno-inspirados. Detalhes a respeito destes algoritmos são apresentados
no capítulo 6 desta tese.

A primeira contribuição apresentada é um algoritmo para a determinação de ruídos brancos com
números de amostras quaisquer. Como visto no capítulo 5, a existência de ruídos brancos é dada como
garantida nos processos de realização e modelagem de séries temporais. No entanto, em muitos casos
se tem interesse em gerar séries temporais com amostras finitas, o que depende de um ruído branco
com o mesmo número de amostras. Caso este número seja pequeno, o sinal gerado por geradores
pseudoaleatórios não é um ruído branco, levando a problemas no processo de realização de séries
temporais

A segunda contribuição apresentada neste capítulo é um algoritmo para a solução de equações
algébricas de Riccati. Dependendo da amostra de série temporal disponível, a fatoração da matriz de
covariância leva a matrizes que, quando combinadas na equação de Riccati, ferem as condições de
existência de soluções para esta equação, tornando o problema de realização insolúvel. O algoritmo
apresentado nesta tese encontra soluções aproximadas para estes casos, permitindo a continuidade do
problema de realização de séries temporais.

A terceira contribuição desta tese é voltada ao problema de modelagem de séries temporais. No
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caso em que as covariâncias da série temporal encontrada são tais que as condições de existência para
modelos que realizam séries temporais são feridas, não é possível resolver o problema de realização,
e consequentemente também não é possível resolver o problema de modelagem. Nestes casos é
possível determinar modelos aproximados a partir do algoritmo proposto nesta tese.

A quarta contribuição destacada é a identificação de sistemas lineares multivariáveis variantes no
tempo. Conforme descrito no capítulo 3, existem métodos para identificação de sistemas variantes no
tempo que partem da divisão das amostras de entradas e saídas do sistema em conjuntos de tamanho
tal que, dentro destas amostras, não há variação do sistema. A cada um destes conjuntos de amostras
é aplicado o método MOESP, também descrito no capítulo 3, e um modelo é determinado para cada
conjunto de amostras. No entanto, caso o sistema varie rapidamente, o conjunto de amostras para o
qual não há variação significativa do sistema é pequeno e o método MOESP falha ao ser aplicado.
Para lidar com este problema, foi proposto um algoritmo detalhado mais adiante.

A cada uma das contribuições indicadas acima é dedicada uma seção deste capítulo.

7.1 Proposta para geração de ruídos brancos

Conforme já discutido no capítulo 5 desta tese, uma maneira de se gerar uma realização de uma
série temporal é encontrar o modelo em espaço de estado que realiza a série a partir de algum dos
algoritmos discutidos naquele capítulo e então aplicar como entrada a este modelo um ruído branco,
com um número de amostras igual ao número de amostras da realização da série temporal que se quer
gerar. Em geral, se presume que um ruído branco com número de amostras finito possa ser obtido com
o uso de rotinas de geração de números aleatórios, conhecidas como geradores pseudo-aleatórios. No
entanto, como será discutido nesta seção, estas rotinas produzem ruídos brancos apenas quando o
número de amostras tende a infinito. No caso de um número limitado de amostras, o sinal gerado por
estas rotinas não é um ruído branco ideal. Consequentemente, ao se usar um sinal obtido com o uso
de um gerador pseudo-aleatório como entrada de um modelo de realização de série temporal, a saída
não será de fato uma realização da série temporal.

Nesta seção é apresentado um algoritmo imuno-inspirado proposto para a geração de ruídos bran-
cos com número de amostras finito qualquer. O método proposto nesta seção produz ruídos brancos
mais próximos do ruído branco ideal do que rotinas de geração de ruídos brancos disponíveis no MA-
TLAB. Consequentemente, os resultados da realização de uma série temporal usando como entrada o
sinal produzido pela rotina proposta nesta seção são melhores do que os resultados obtidos ao se usar
um ruído branco gerado pelo gerador pseudo-aleatório do MATLAB.

Nesta seção também é apresentada uma discussão a respeito da relação entre o número de amos-
tras do ruído branco e a proximidade entre o sinal gerado pela rotina proposta e o ruído branco ideal.
Esta mesma comparação é feita para o ruído branco gerado pelo MATLAB e a partir disto chega-se a
algumas conclusões relativas ao intervalo de número de amostras em que o algoritmo proposto nesta
seção produz resultados superiores aos do algoritmo pseudo-aleatório.

Por fim, será apresentada uma discussão a respeito do espectro dos sinais gerados pelo algoritmo
proposto nesta seção e o sinal obtido com o gerador pseudo-aleatório do MATLAB. A partir desta
discussão será possível notar que existem duas definições de ruído branco, sendo uma delas no domí-
nio do tempo e a outra no domínio da frequência. Conforme será apresentado, para um número finito
de amostras, tanto o sinal gerado pela rotina proposta nesta seção quanto o sinal criado pelo gerador
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Fig. 7.1: Covariâncias do ruído branco bidimensional ideal para Δ = ℐ2x2

pseudo-aleatório do MATLAB satisfazem a definição de ruído branco no domínio da frequência. No
entanto, a rotina apresentada nesta seção é mais próxima de um ruído branco ideal que a rotina gerada
pelo MATLAB quando a definição de ruído branco no domínio do tempo é empregada.

Os resultados apresentados nesta seção em parte estão publicados no artigo [37].

7.1.1 Ruído branco

No domínio do tempo, o ruído branco é uma série temporal (ou processo estocástico) de segunda
ordem, que tem média zero e em que todas as amostras tomadas em instantes de tempo diferentes são
descorrelacionadas entre si. Algebricamente, isto significa que a série temporal discreta multivariável
e(k) ∈ ℜn é um ruído branco discreto apenas se o seu vetor de médias � ∈ ℜn e suas matrizes de
covariância Δe(t) ∈ ℜnXn são os seguintes:

� = E[e(k)] = 0n (7.1)

Δe(t) = E[e(k)e(k + t)T ]

{

Δ t = 0
0nXn t ∕= 0

(7.2)

em que 0n é o vetor nulo do espaço ℜn, Δ ∈ ℜnXn é uma matriz de números reais, 0nXn é a matriz
nula do espaço ℜnXn, t é um número inteiro definido como atraso e E[⋅] é o operador de esperança. Na
figura 7.1 é plotada a covariância do ruído branco ideal com n = 2 e Δ igual à matriz identidade. Em
cada um dos sub-gráficos um dos elementos da matriz Δ é plotado, sendo que seu valor é representado
no eixo das ordenadas e o valor do atraso (lag) é representado no eixo das abscissas.
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Fig. 7.2: Covariâncias de um ruído branco bidimensional criado com a rotina randn do MATLAB

Este sinal é conhecido como ruído branco pois sua densidade espectral é plana, o que pode ser
observado facilmente ao se aplicar a transformada Z à covariância apresentada na equação 7.2. Desta
forma, o sinal é semelhante à luz branca, que também tem densidade espectral plana. O fato de o
ruído branco definido no domínio do tempo ter um espectro plano não significa que todo sinal com
espectro plano tenha a transformada Z inversa que satisfaça a definição do ruído branco no domínio
do tempo, conforme será discutido mais adiante nesta seção da tese.

O ruído branco é um sinal amplamente utilizado em processamento de sinais e também é o sinal
padrão que deve ser usado na realização de séries temporais, conforme já apresentado no capítulo 5.
Apesar deste sinal ser usado em diversas aplicações, não é possível gerá-lo exatamente conforme o
sinal apresentado na equação 7.2. Sendo assim, ao se usar um sinal criado por um gerador pseudo-
aleatório para se encontrar a realização de uma série temporal, os resultados não são muito precisos.
Na figura 7.2 são apresentadas as covariâncias de um sinal criado por um gerador pseudo-aleatório
existente no MATLAB. Ao se comparar estas covariâncias com as do ruído branco ideal apresentado
na figura 7.1, nota-se claramente que este sinal não é um ruído branco ideal no domínio do tempo.

Nas covariâncias apresentadas na figura 7.2, além de se ter elementos de covariância diferentes
de zero para atrasos diferentes de zero, tem-se também uma covariância aleatória para o atraso igual
a zero. Conforme descrito no capítulo 5, um dos resultados dos algoritmos de realização de séries
temporais é a covariância para atraso zero do ruído branco que deve ser dado como entrada no modelo
em espaço de estado obtido, para que a saída deste modelo seja de fato uma realização da série
temporal que se quer realizar. Sendo assim, para se aplicar na realização de séries temporais um
ruído branco criado por um gerador pseudo-aleatório, deve-se forçá-lo a ter média zero e covariância
para atraso zero igual à obtida a partir do método de realização de séries temporais.

Para transformar um sinal qualquer em um sinal com média zero e uma determindada covariância
Δ para atraso zero, o seguinte procedimento pode ser adotado: Sejam �e a média e cove a covariância
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para atraso zero de um sinal es ∈ ℜnxN gerado, por exemplo, por um gerador pseudo-aleatório. Seja
Δ a covariância desejada para este sinal. O primeiro passo é transformar o sinal es em um sinal e0m
com média zero. Para isto a seguinte operação deve ser feita:

e0m = es − �e1nXN (7.3)

em que 1nXN é a matriz unitária do espaço ℜnXN .
Para transformar o sinal e0m em um sinal el com covariância Δ para atraso zero, a seguinte

operação deve ser feita:

el = Te0m (7.4)

Em que T pode ser encontrado da seguinte forma:

Δ = E[ele
T
l ] ⇒

⇒ Δ = TE[e0me
T
0m]T

T ⇒

⇒ coveΔ = coveTcoveT
T ⇒

⇒ coveΔ = coveT (Tcove)
T ⇒

⇒ coveΔ = (coveT )
2 ⇒

⇒ (coveΔ)
1

2 = coveT ⇒

⇒ T = cov−1
e (coveΔ)1/2

(7.5)

Uma vez que Δ e cove são matrizes simétricas.
Mesmo sendo el um sinal com média zero e covariância Δ para atraso zero, suas covariâncias

para atrasos diferentes de zero não são nulas e portanto este sinal não é um ruído branco no domínio
do tempo. Na figura 7.3 são apresentadas as covariâncias de um sinal resultante da aplicação das
equações 7.3 e 7.4 ao sinal cujas covariâncias são apresentadas na figura 7.2, para forçá-lo a ter uma
covariância Δ para atraso zero igual à matriz identidade do espaço ℜ2X2 (denotada como ℐ2x2). Da
figura nota-se que a covariância para atraso zero de fato é Δ, como desejado. No entanto, as outras
covariâncias não são nulas e portanto o sinal cujas covariâncias são apresentadas na figura 7.3 não é
um ruído branco no domínio do tempo.

Como o sinal obtido não é um ruído branco ideal no domínio do tempo, o resultado da realização
de uma série temporal usando este sinal como entrada não será tão preciso quanto seria caso fosse
possível criar um ruído branco ideal no domínio do tempo. Para reduzir este problema, nesta seção é
proposto um método para a geração de um sinal o mais próximo possível de um ruído branco ideal no
domínio do tempo. Este método é baseado na minimização da distância entre as covariâncias de um
sinal e as covariâncias do ruído branco ideal. Para se realizar esta minimização é proposto um método
heurístico imuno-inspirado. A seguir, será apresentado como o problema de geração de ruído branco
pode ser visto como um problema de otimização e mais adiante o algoritmo proposto para resolver
este problema de otimização.
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Fig. 7.3: Sinal com covariância ℐ2x2 para atraso zero obtido com a aplicação da equação 7.4 ao sinal
apresentado na figura 7.2

7.1.2 Geração de ruído branco vista como um problema de otimização

A geração de ruídos brancos pode ser vista como um problema de otimização ao se interpretar
o problema como o de encontrar um sinal cujas covariâncias tenham a menor distância possível às
covariâncias do ruído branco ideal. Algebricamente, o problema é encontrar uma sequência e(k) cujas
covariâncias satisfaçam a equação 7.2 para uma determinada matriz Δ. Os detalhes deste problema
de otimização são apresentados a seguir:

Soluções candidatas

As soluções candidatas são as sequências de vetores eest(k) ∈ ℜn, em que n é a dimensão do
ruído branco que se quer gerar e k = 1 . . . N , em que N é o número de amostras que se quer gerar
para o ruído branco.

Função objetivo

Conforme já discutido, deve-se encontrar a solução candidata que cujas covariâncias tenham a
menor distância para as covariâncias do ruído branco ideal. Sendo assim, deve-se definir um critério
de distância entre covariâncias, o que é feito a seguir:

Seja a matriz Δest(t) ∈ ℜnXn a covariância da solução candidata eest para o atraso t, sendo
t = 1 . . . N , ou seja, apenas para atrasos diferentes de zero, conforme definido a seguir:

Δest(t) = E[eest(k)eest(k + t)T ] (7.6)
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A distância entre cada matriz Δest(t) e a matriz 0nXn é um escalar definido como d(t) e segue a
equação abaixo:

d(t) =

√

√

√

⎷

n
∑

i=1

n
∑

j=1

(

Δest(t)(i,j)
)2

(7.7)

em que Δest(t)(i,j) é o termo da linha i e coluna j da matriz Δest(t). A definição desta distância entre
matrizes é baseada na distância euclidiana entre dois vetores, que é a raiz da soma dos quadrados das
diferenças entre cada termo dos dois vetores. Como neste caso uma das matrizes é nula, a diferença
entre os termos é simplesmente o termo da matriz Δest.

Definida a distância, basta definir agora a função objetivo do problema. Seja w(t) um peso qual-
quer, definido para o instante t. A função objetivo f(eest(k)) a ser maximizada é então definida da
seguinte forma:

f(eest(k)) =

∑N
t=1 w(t)

∑N
t=1 w(t)d(t)

(7.8)

Esta função objetivo é maior a medida que as covariâncias de eest para atrasos diferentes de zero
se aproximam de 0nXn. O vetor de pesos é introduzido para aumentar a influência de covariâncias
de atrasos mais próximos de zero no cálculo das distâncias, uma vez que covariâncias para atrasos
próximos de zero têm mais influência nos resultados da realização de séries temporais. A somatória
dos pesos foi introduzida no numerador da função objetivo para permitir a comparação dos resultados
de funções objetivos com diferentes vetores de pesos e até mesmo com diferentes números de amos-
tras. Em linhas gerais, esta função objetivo nada mais é que o inverso de uma média ponderada das
distâncias das covariâncias das soluções candidatas para atrasos diferentes de zero e o zero do espaço
em que estas covariâncias são definidas.

Enunciado do problema de otimização

Tomando por base as definições acima, o problema de otimização que leva à obtenção de um ruído
branco é o seguinte:

Sejam as sequências de vetores n-dimensionais eest(k), k = 1 . . . N , em que N é o
número de amostras e n é a dimensão do ruído branco que se quer gerar. Determine a
sequência eest(k) que maximiza a seguinte função objetivo:

f(eest(k)) =

∑N
t=1 w(t)

∑N
t=1 w(t)d(t)

em que w(t) é uma função de pesos, que pode ser escolhida de maneira conveniente, e
d(t) é a distância entre a covariância da solução candidata eest(k) e o zero do espaço
em que as covariâncias estão definidas, ou seja:

d(t) =

√

√

√

⎷

n
∑

i=1

n
∑

j=1

(

Δest(t)(i,j)
)2
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e Δest(t)(i,j) é o termo na i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz Δest(t), que é a
covariância para atraso t da solução candidata eest(k), conforme abaixo:

Δest(t) = E[eest(k)eest(k + t)T ]

7.1.3 Algoritmo proposto

O algoritmo proposto para solução do problema de otimização apresentado na seção anterior é
baseado no algoritmo opt-aiNet, apresentado no capítulo 6 desta tese. Para aplicação deste algoritmo
são necessárias algumas definições, feitas a seguir:

Anticorpos

Ao se aplicar os algoritmos imuno-inspirados para solução de um problema de otimização, os
anticorpos devem ter uma relação direta as soluções candidatas. No caso deste problema, como
as soluções candidatas são sequências de vetores de dimensão n com N amostras, os anticorpos
escolhidos são matrizes eest ∈ ℜnXN em que N é o número de amostras que se quer gerar de ruído
branco e n é a dimensão deste ruído branco. A k-ésima coluna da matriz eest representa a amostra da
série temporal candidata no instante de tempo k − 1.

Função de fitness

A função de fitness escolhida é a própria função objetivo do problema, definida na equação 7.8.

Peculiaridades de implementação

Devido à natureza do problema, o algoritmo proposto apresenta algumas diferenças com relação
ao algoritmo opt-aiNet original. Estas diferenças são descritas a seguir:

Inicialmente, após a geração aleatória da população inicial, é feita uma etapa de tratamento dos
anticorpos com as equações 7.3 e 7.4, de forma que suas médias são forçadas a serem nulas e suas co-
variâncias para atraso zero são forçadas a serem uma matriz Δ escolhida pelo usuário. Este tratamento
numérico é repetido na etapa em que novos anticorpos aleatórios são introduzidos na população, ao
final de cada iteração. De forma semelhante, após cada clonagem, os anticorpos gerados pelos clones
perturbados são forçados a terem média zero e covariância para atraso zero igual a Δ.

Com os procedimentos destacados acima, garante-se que todos anticorpos na população represen-
tarão sequências com média nula e covariância para atraso zero igual a um determinado Δ estipulado.
Consequentemente, o objeto de otimização se torna apenas a distância entre as covariâncias para atra-
sos diferentes de zero e a matriz nula 0nXn. Como as covariâncias para atrasos mais próximos de zero
são melhor estimadas, uma vez que há mais amostras disponíveis para o cálculo destes valores, a dis-
tância das covariâncias para atrasos mais próximos de zero têm sua importância destacada na função
objetivo a ser otimizada devido à introdução do vetor de pesos w conveniente para este objetivo.

Uma outra alternativa de implementação do algoritmo seria incluir na função objetivo também a
distância entre a covariância para atraso zero das soluções candidatas e a matriz Δ que representa
a covariância desejada para atraso zero. Neste caso, não seria necessário aplicar a equação 7.4 aos
anticorpos na geração da população inicial, durante a etapa de inserção de indivíduos aleatórios e aos
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clones perturbados. Esta variação chegou a ser implementada, mas os resultados não foram tão bons
quanto a alternativa descrita nos parágrafos acima, pois não se garante que o valor da covariância de
atraso zero do indivíduo de maior fitness seja exatamente igual à matriz Δ desejada. Desta forma, o
resultado da realização das séries temporais usando os indivíduos criados com esta alternativa não é
tão bom quanto o encontrado com a alternativa anterior.

O fluxograma do algoritmo proposto é apresentado na figura 7.4

7.1.4 Exemplo de aplicação do ruído branco à realização de séries temporais

O algoritmo proposto foi implementado e os ruídos brancos encontrados foram aplicados na rea-
lização de uma série temporal usando o método proposto por Aoki, descrito no capítulo 5. Para gerar
a realização da série temporal que servirá como benchmark, um ruído branco foi aplicado a modelo
em espaço de estado descrito na equação 5.82, tendo as seguintes matrizes:

A =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎣

0.2128 0.1360 0.1979 −0.0836
0.1808 0.4420 −0.3279 0.2344
−0.5182 0.1728 −0.5488 −0.3083
0.2252 −0.0541 −0.4679 0.8290

⎤

⎥

⎥

⎥

⎦

(7.9)

C =

[

0.6557 −0.2502 −0.5188 −0.1229
0.6532 −0.1583 −0.055 −0.2497

]

(7.10)

K =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎣

−0.0016 0.2209
−1.6146 −1.0061
−1.2287 −0.4531
0.2047 1.3995

⎤

⎥

⎥

⎥

⎦

(7.11)

Após a geração da realização da série temporal a partir do modelo acima, o procedimento de reali-
zação proposto por Aoki descrito no capítulo 5 foi aplicado e as seguintes matrizes foram estimadas:

Aest =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎣

0.5116 0.5091 −0.2145 0.1607
0.1397 0.3565 0.6143 0.0786
0.1967 −0.4372 0.0632 0.8832
0.2177 −0.2489 −0.5926 −0.2344

⎤

⎥

⎥

⎥

⎦

(7.12)

Cest =

[

−0.8870 0.5243 −0.1399 0.2808
−0.8603 −0.0319 −0.1230 0.0332

]

(7.13)

Kest =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎣

0.1426 −0.4116
0.2779 0.0443
0.0265 0.0875
0.2648 −0.0092

⎤

⎥

⎥

⎥

⎦

(7.14)

Apesar de as matrizes Aest e Cest encontradas serem diferentes das matrizes A e C originais, os
parâmetros de Markov do sistema original e do sistema estimado são da mesma ordem de grandeza,
conforme pode ser constatado com os resultados abaixo. Nas equações 7.15, 7.16 e 7.17 são apresen-
tados os primeiros três parâmetros de Markov do sistema original e nas equações 7.18, 7.19 e 7.20 são
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Fig. 7.4: Fluxograma do algoritmo imuno-inspirado para geração de ruídos brancos
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apresentados os três primeiros parâmetros de Markov do sistema encontrado com o método proposto
por Aoki:

CM =

[

0.7114 1.0748
0.0672 1.1113

]

(7.15)

CAM =

[

−0.3805 0.5667
−0.4447 0.4711

]

(7.16)

CA2M =

[

−0.0494 0.0459
−0.1878 0.1962

]

(7.17)

CestMest =

[

0.6011 1.1042
0.1181 0.9888

]

(7.18)

CestAestMest =

[

−0.2964 0.3623
−0.3340 0.4727

]

(7.19)

CestA
2
estMest =

[

−0.0713 0.2320
−0.1668 0.3341

]

(7.20)

A matriz de covariância para atraso zero Δest do ruído branco que deve ser aplicado ao sistema
formado pelas matrizes Aest, Kest e Cest para a geração da série temporal determinada pelo método
proposto por Aoki é a seguinte:

Δest =

[

2.3747 0.6450
0.6450 2.1173

]

(7.21)

Encontrado o modelo em espaço de estado descrito acima, duas abordagens foram adotadas para a
criação de um ruído branco a ser aplicado como entrada no modelo para a realização da série temporal.
A primeira delas foi a simples aplicação das equações 7.3 e 7.4 a uma sequência de números obtida
com um gerador pseudo aleatório, forçando esta sequência a ter média zero e a covariância para
atraso zero Δest descrita acima. A segunda delas foi a aplicação do algoritmo proposto nesta tese.
A variação em função do atraso dos quatro elementos das matrizes de covariância dos dois ruídos
brancos gerados são apresentados respectivamente nas figuras 7.5 e 7.6. A partir das figuras nota-se
que o ruído branco gerado com o método proposto nesta tese é mais próximo do ruído branco ideal
(ver figura 7.1) que o sinal criado com o gerador pseudo-aleatório.

Os sinais apresentados nas figuras 7.5 e 7.6 foram aplicados como entrada no modelo formado
pelas matrizes Aest, Kest e Cest encontradas com o método de realização de séries temporais. As
covariâncias das saídas dos modelos foram calculadas e plotadas juntamente com as covariâncias da
série temporal original. Nas figuras 7.7, 7.8, 7.9 e 7.10 são apresentados os termos das covariâncias
da série temporal de benchmark e de saída do modelo estimado tendo como entrada o ruído branco
gerado com a rotina randn do MATLAB. Nas figuras 7.11, 7.12, 7.13 e 7.14 são apresentados os
termos de covariância da série temporal de benchmark e os termos de covariância da série temporal
obtida ao se aplicar ao modelo estimado o ruído branco obtido com o método proposto nesta tese. A
partir das figuras apresentadas nota-se que os resultados obtidos com o uso da entrada definida pelo
método proposto nesta tese são melhores que os resultados obtidos com o uso de um ruído branco
criado por um gerador pseudo-aleatório.
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Fig. 7.5: Covariâncias do ruído branco gerado com o gerador pseudo-aleatório
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Fig. 7.6: I Covariâncias do ruído branco gerado com o algoritmo proposto nesta tese
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Fig. 7.7: Termo (1,1) das covariâncias da série temporal a ser realizada e da realização obtida ao se
aplicar um ruído branco criado por um gerador pseudo-aleatório no modelo encontrado com o método
Aoki.
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Fig. 7.8: Termo (1,2) das covariâncias da série temporal a ser realizada e da realização obtida ao se
aplicar um ruído branco criado por um gerador pseudo-aleatório no modelo encontrado com o método
Aoki.
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Fig. 7.9: Termo (2,1) das covariâncias da série temporal a ser realizada e da realização obtida ao se
aplicar um ruído branco criado por um gerador pseudo-aleatório no modelo encontrado com o método
Aoki.
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Fig. 7.10: Termo (2,2) das covariâncias da série temporal a ser realizada e da realização obtida ao se
aplicar um ruído branco criado por um gerador pseudo-aleatório no modelo encontrado com o método
Aoki.
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Fig. 7.11: Termo (1,1) das covariâncias da série temporal a ser realizada e da realização obtida ao
se aplicar um ruído branco criado pelo algoritmo proposto nesta tese no modelo encontrado com o
método Aoki.
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Fig. 7.12: Termo (1,2) das covariâncias da série temporal a ser realizada e da realização obtida ao
se aplicar um ruído branco criado pelo algoritmo proposto nesta tese no modelo encontrado com o
método Aoki.
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Fig. 7.13: Termo (2,1) das covariâncias da série temporal a ser realizada e da realização obtida ao
se aplicar um ruído branco criado pelo algoritmo proposto nesta tese no modelo encontrado com o
método Aoki.
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Fig. 7.14: Termo (2,2) das covariâncias da série temporal a ser realizada e da realização obtida ao
se aplicar um ruído branco criado pelo algoritmo proposto nesta tese no modelo encontrado com o
método Aoki.
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7.1.5 Influência do número de amostras no método proposto

Para avaliar a influência do número de amostras desejado para o ruído branco no fitness do melhor
indivíduo obtido pelo método proposto neste artigo, este método e a rotina randn do MATLAB foram
executados para diferentes números de amostras e os fitness foram comparados.

Para cada diferente número de amostras N para o qual o algoritmo imuno-inspirado foi executado,
foi necessário variar o limiar de supressão, uma vez que a dimensão do espaço de busca (que é nxN
conforme discutido anteriormente) varia em função do número de amostras. Caso o limiar de supres-
são não fosse alterado, o número de anticorpos na população tenderia a um valor desnecessariamente
grande, aumentando o esforço computacional necessário a cada iteração.

Para ajustar o limiar de supressão em função do número de amostras, um método automático de
regulação é proposto. Este método funciona da seguinte forma: o algoritmo é inicializado com o
menor número de amostras para o qual se quer realizar o cálculo. A cada variação de número de
amostras, o número de indivíduos na primeira iteração do algoritmo imuno-inspirado é comparado
a um número máximo de indivíduos desejado. Caso o número de indivíduos na primeira iteração
seja maior que o número máximo, o algoritmo imuno-inspirado é reinicializado para aquele mesmo
número de amostras, mas o limiar de supressão é acrescido de um valor fixo. Isto é repetido até que
se tenha um número de indivíduos após a primeira iteração menor que o valor máximo de indivíduos.
Desta forma, se torna possível executar o algoritmo imuno-inspirado sem necessidade de ajustes
manuais em função da variação do espaço de busca.

Na figura 7.15 o melhor fitness obtido pelo método proposto nesta tese é plotado em função do
número de amostras. Na figura também é apresentado o fitness da solução obtida com a rotina randn
do MATLAB em função do número de amostras. A partir da figura, observa-se que a medida que o
número de amostras aumenta, o fitness obtido com o algoritmo imuno-inspirado diminui devido ao
aumento do espaço de busca, uma vez que em um espaço maior a obtenção de uma solução ótima é
mais custosa. Por outro lado, o fitness da rotina randn do MATLAB cresce cada vez mais, uma vez
que, a medida que o número de amostras tende a infinito, se tem melhores estimativas da covariância
das séries e o algoritmo pseudo-aleatório é tal que sua covariância tende à do ruído branco quando o
número de amostras tende a infinito.

A partir da figura 7.15 nota-se que há um limite de número de amostras para o qual o algoritmo
proposto nesta tese é vantajoso.

7.1.6 Análise espectral

O espectro dos ruídos brancos obtidos com a rotina randn do MATLAB e com o algoritmo pro-
posto neste artigo foram calculados para todos os números de amostras discutidos na seção anterior e
em todos os casos o espectro é plano e igual à matriz identidade do espaço ℜ2x2. Na figura 7.16 são
apresentados os espectros para o experimento em que o número de amostras é igual a 100.

Com este resultado, nota-se que mesmo não sendo possível determinar um ruído branco ideal
no domínio do tempo, os sinais gerados pelos dois algoritmos são ruídos brancos no domínio da
frequência, ou seja, têm um espectro plano.
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Fig. 7.15: Fitness máximo obtido em função do número de amostras para o algoritmo proposto neste
artigo e para a rotina randn do MATLAB
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Fig. 7.16: Espectro do ruído branco para número de amostras igual a 100.
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7.1.7 Conclusões

Nesta seção foi proposto um método imuno-inspirado para a geração de sequências de números
o mais próximas o possível de um ruído branco no domínio do tempo. Este objetivo é atingido ao se
interpretar o problema de geração de ruídos brancos como um problema de otimização e ao se aplicar
um algoritmo imuno-inspirado para resolver este problema. No domínio do tempo, ou seja, ao se
observar as covariâncias, os resultados obtidos com o algoritmo proposto nesta seção são melhores
que os resultados obtidos pela rotina randn do MATLAB quando o número de amostras é limitado a
um certo número. Consequentemente, ao se aplicar o sinal obtido nesta seção como entrada de um
modelo que gera a realização de uma série temporal, os resultados são melhores que os obtidos ao se
aplicar como entrada no modelo um sinal gerado pelo gerador pseudo-aleatório randn do MATLAB.

Também foi demonstrado que o algoritmo proposto tem desempenho melhor do que a rotina randn
para um certo número de amostras. Para um número de amostras tendendo a ∞, o algoritmo proposto
tem algumas limitações devidas ao aumento do espaço de busca.

A partir da análise espectral dos sinais gerados pelo algoritmo proposto nesta seção e por um
gerador pseudo-aleatório, nota-se que ambos têm espectro plano, ou seja, ambos são ruídos brancos
no domínio da frequência. Isto leva à conclusão de que a definição de ruído branco depende do
domínio que se está tratando e que um ruído branco no domínio da frequência não necessariamente é
um ruído branco no domínio do tempo. Como para a realização de séries temporais é necessário o uso
de um ruído branco com número de amostras limitadas, no domínio do tempo, não é qualquer ruído
branco no domínio da frequência que implica em bons resultados na realização de séries temporais.

7.2 Proposta para solução da equação de Riccati

Como visto no capítulo 5, o método proposto por Aoki leva a uma equação algébrica de Riccati
5.105, cuja solução Σ é fundamental para a conclusão da resolução do problema de realização de
séries temporais. No entanto, em alguns casos, a amostra disponível da série temporal leva a matrizes
A, M2 e C tais que a solução da equação algébrica de Riccati encontrada não é possível. Nestes casos,
para determinar soluções aproximadas Σ, o problema de solução de equação de Riccati foi reformu-
lado como um problema de otimização, que foi solucionado com um algoritmo imuno-inspirado.

7.2.1 Solução da equação de Riccati como um problema de otimização

O problema de otimização relacionado à solução da equação de Riccati tem suas características
destacadas a seguir

Soluções candidatas

As soluções candidatas são as matrizes Σ ∈ ℜnXn definidas positivas e simétricas, em que n é a
ordem do modelo que se quer estimar.
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Função objetivo

Sejam A, M2, C e Λ(0) as matrizes resultantes das decomposições das matrizes de covariâncias
envolvidas nos primeiros passos da resolução do problema de realização de séries temporais pelo
método Aoki. A função objetivo é o valor absoluto da equação algébrica de Riccati 5.105 com todos
os elementos não nulos isolados de um dos lados da igualdade, ou seja:

f(Σ) = ∣Σ− AΣAT − (M2 − AΣCT )(Λ(0)− CΣCT )−1(M2 − AΣCT )T ∣ (7.22)

Se for encontrado um Σ tal que a função f(Σ) definida acima seja igual ao zero do espaço ℜnXn,
este Σ é uma solução exata da equação algébrica de Riccati. Caso não exista solução exata, o valor
de Σ que minimiza a função acima é uma aproximação da solução da equação algébrica de Riccati.

Restrições

As restrições impostas ao problema se devem ao fato de a matriz Σ ser uma matriz de covariância,
e que portanto, deve ser definida positiva e simétrica. Outra restrição tem relação com a matriz Δ,
que é calculada a partir de Σ. Esta é uma matriz de autocovariância, portanto todos seus elementos
devem ser positivos.

Enunciado do problema de otimização

Resumindo a discussão acima, o problema de solução da equação de Riccati pode ser transfor-
mado no seguinte problema de otimização:

Dadas as matrizes A, M2, C e Λ(0), encontre a matriz Σ que minimiza

f(Σ) = ∣Σ− AΣAT − (M2 − AΣCT )(Λ(0)− CΣCT )−1(M2 − AΣCT )T ∣

Sujeita a:

Σ > 0

Σ = ΣT

Δjk = (Λ0 − CΣCT )jk > 0

em que Δjk é o elemento na j-ésima linha e k-ésima coluna da matriz Δ.

7.2.2 Algoritmo proposto

As principais definições a respeito do algoritmo imuno-inspirado proposto para a solução do pro-
blema de otimização que leva à solução da equação algébrica de Riccati são destacadas nesta seção.
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Anticorpos

Neste caso os anticorpos são simplesmente matrizes Σ ∈ ℜnXn, que são as soluções candidatas
do problema de otimização.

Função de fitness

A função de fitness para este problema deve ser tal que, quanto menor a distância da função
objetivo f(Σ) definida na equação 7.22, aplicada a um determinado anticorpo Σ, ao zero do espaço
ℜnXn, maior é o valor do fitness daquele anticorpo. Isto é feito para que o problema possa ser tratado
como um problema de maximização. Com isto, a função de fitness é definida da seguinte maneira:

fitness(Σ) =
1

√

∑n
i=1

∑n
j=1 f(Σ)

2
(i,j)

(7.23)

em que f(Σ)(i,j) é o termo da linha i e da coluna j da matriz f(Σ), que é o resultado da função
objetivo definida na equação 7.22 aplicada a um determinado anticorpo Σ.

Peculiaridades de implementação

Como o problema de otimização a ser resolvido tem restrições, o algoritmo opt-aiNet foi alte-
rado resultando em um algoritmo denominado Imuno-Riccati. As principais características do novo
algoritmo proposto que o diferem de um algoritmo imuno-inspirado comum são as seguintes:

• Criação de soluções candidatas factíveis:

Toda solução candidata no conjunto inicial de anticorpos deve ser factível. Para garantir que isto
ocorra, um laço gera anticorpos e testa sua factibilidade, aplicando ao anticorpo as restrições
do problema. Caso o anticorpo seja uma solução factível, ele é mantido na população. Caso
contrário, ele é descartado. Este laço é mantido até que se encontre um número de soluções
factíveis igual ao número de anticorpos inicial desejado.

• Mutações:

As soluções Σ devem ser sempre simétricas. Para manter a simetria das soluções ao se aplicar
as mutações, todas as matrizes de mutação geradas são simétricas. Desta maneira se garante
que a restrição Σ = ΣT é sempre satisfeita.

• Supressão de clones não factíveis:

Para garantir a factibilidade das soluções exploradas pelo algoritmo, após o processo de clona-
gem, todos os anticorpos são submetidos à verificação de sua factibilidade. Caso a perturbaçao
dos clones tenha implicado em criação de um anticorpo não factível, outra perturbação é gerada
e adicionada ao clone, até que se chegue a um clone perturbado factível.

• Inserção de novos anticorpos:

A exemplo do que é feito na criação do conjunto de anticorpos inicial, os novos anticorpos
inseridos ao final de cada laço do algoritmo são testados para verificar a factibilidade. São
inseridos na população apenas novos indivíduos factíveis.
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• Critério de parada:

O critério de parada do algoritmo é o erro admissível na solução. Neste caso específico, o
algoritmo é encerrado quando a distância euclidiana entre o melhor anticorpo da população e
o zero do espaço em que o anticorpo é definido é menor que um resíduo dado como parâmetro
de entrada ao algoritmo.

Na figura 7.17 é apresentado um fluxograma do algoritmo imuno-riccati contendo as característi-
cas destacadas acima.

Para se ter uma boa performance do algoritmo imuno-inspirado é necessário que se faça um ajuste
correto de seus parâmetros de controle, que são listados a seguir:

• Ordem de grandeza

As soluções candidatas são escolhidas como matrizes aleatórias do espaço ℜnXn. No entanto,
as soluções desejadas para a equação de Riccati estão limitadas a um subespaço de ℜnXn.
Sendo assim, as soluções candidatas podem ser limitadas a um hipercubo do espaço ℜnXn, que
tem a dimensão definida pela variável ordem de grandeza. Se a ordem de grandeza é muito alta,
o tempo de convergência da solução também será muito alto, uma vez que haverá um grande
espaço de busca. Por outro lado, se este número for muito baixo, é possível que a solução
do problema de otimização esteja fora do hipercubo delimitado e não será encontrada pelo
algoritmo.

• Grau de perturbação

A mutação dos anticorpos consiste em somá-los a uma determinada perturbação. Neste pro-
blema específico, as perturbações são matrizes simétricas do espaço ℜnXn com elementos es-
colhidos aleatoriamente a partir de uma distribuição uniforme. A amplitude desta distribuição
uniforme é definida como sendo o grau de perturbação. Se esta variável for relativamente
grande, os clones podem cair em uma região do espaço que atraia para um ponto ótimo di-
ferente daquele explorado pelo anticorpo que o deu origem, levando à não exploração de um
ótimo local. Por outro lado, se esta variável for muito pequena, o clone será muito próximo do
anticorpo que o gerou, levando a um maior número de iterações necessárias para se chegar ao
ótimo da região explorada.

• Taxa de decaimento do grau de perturbação

A medida que o algoritmo vai evoluindo, espera-se que os anticorpos estejam cada vez mais
próximos dos pontos ótimos a que se quer chegar. Desta forma, é necessário que o grau de
perturbação diminua ao longo das iterações para que os clones fiquem cada vez mais próximos
dos anticorpos que os geraram e sejam capazes de explorar detalhadamente as regiões próximas
dos ótimos locais do espaço. Sendo assim, é definida a variável taxa de decaimento do grau
de perturbação, que indica o quanto o grau de perturbação deve diminuir a cada iteração. Se
este valor for muito baixo, o grau de perturbação levará muitas iterações para diminuir, levando
a uma exploração grosseira do espaço de busca por um maior número de iterações. Por outro
lado, se esta variável tiver um valor muito grande, o grau de perturbação ficará muito pequeno
em iterações em que ainda não se atingiu os arredores dos ótimos locais, fazendo com que o
algoritmo leve mais iterações para atingir esta região, o deixando em geral mais lento.
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Fig. 7.17: Fluxograma do algoritmo Imuno-Riccati
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• Limiar de supressão

Esta variável define qual é a máxima distância entre dois anticorpos que faz com que o de menor
fitness seja eliminado da população. No problema discutido, a distância entre dois anticorpos é
definida como a distância euclidiana d no espaço ℜnXn. Sejam A e B duas matrizes nXn. A
distância euclidiana d entre as matrizes A e B é definida como:

d =

√

√

√

⎷

n
∑

i=1

n
∑

j=1

(aij − bij)2 (7.24)

em que aij e bij são os termos de A e B.

Se o limiar de supressão for relativamente alto, o anticorpo que estiver próximo de um ótimo
local pode eliminar outro anticorpo que esteja próximo de outro ótimo local, fazendo com que
nem todos ótimos locais sejam encontrados. Por outro lado, se este valor for relativamente
pequeno, haverá um excesso de anticorpos explorando um mesmo ótimo local, levando a uma
execução mais lenta do algoritmo.

• Menor fitness de parada

Este parâmetro tem relação direta com o critério de parada. Trata-se do valor mínimo admis-
sível para o fitness da solução que permite que o algoritmo pare, ou seja, esta variável indica
exatamente a partir de qual fitness se está satisfeito com a solução encontrada. Se este valor
for muito baixo, soluções menos exigentes serão obtidas. Se, por outro lado, este valor for ex-
tremamente alto, o fitness desejado pode não ser nunca atingido, levando a um loop infinito no
algoritmo imuno-inspirado. Isto ocorre pois, no caso estudado nesta tese, a equação de Riccati
proposta não tem solução exata, conforme ficará claro mais adiante. No caso em que se busca
a solução para uma equação algébrica de Riccati que tem solução exata, não há limite superior
para a escolha do menor fitness de parada.

7.2.3 O problema de identificação

A série temporal usada para testar a eficácia do método proposto foi gerada a partir de um sinal
e(k) aplicado a um sistema MIMO linear, invariante no tempo e estável com a estrutura apresentada
na equação 5.82 e com as seguintes matrizes:

A =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎣

0.2128 0.1360 0.1979 −0.0836
0.1808 0.4420 −0.3279 0.2344
−0.5182 0.1728 −0.5488 −0.3083
0.2252 −0.0541 −0.4679 0.8290

⎤

⎥

⎥

⎥

⎦

(7.25)

K =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎣

−0.0016 0.2209
−1.6146 −1.0061
−1.2287 −0.4531
0.2047 1.3995

⎤

⎥

⎥

⎥

⎦

(7.26)

C =

[

0.6557 −0.2502 −0.5188 −0.1229
0.6532 −0.1583 −0.0550 −0.2497

]

(7.27)
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O sinal e(k) foi gerado com a função rand do MATLAB e tinha como matriz de covariância uma
matriz identidade. A série temporal gerada continha 10000 amostras e o estado inicial x(0) também
foi gerado com a função rand.

A série temporal multivariável y(k) foi gerada e a matriz M2 da série temporal real foi calculada
a partir das séries x(k) e y(k), resultando no seguinte:

M2 =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎣

−0.4110 0.5009
−2.6696 −2.4799
−0.7965 0.0353
−0.1128 −1.5383

⎤

⎥

⎥

⎥

⎦

(7.28)

Desta forma, os três primeiros parâmetros de Markov da série temporal são os seguintes:

CM2 =

[

0.8255 1.1196
0.2261 1.1019

]

(7.29)

CAM2 =

[

−0.2942 0.5318
−0.3247 0.4297

]

(7.30)

CA2M2 =

[

0.0111 0.0406
−0.0927 0.1785

]

(7.31)

No método MOESP de identificação de sistemas lineares determinísticos multivariáveis, os parâ-
metros de Markov são fundamentais para a comparação entre o sistema real e o modelo obtido [56].
No método Aoki, os parâmetros de Markov também são importantes, mas a semelhança entre os pa-
râmetros de Markov da série temporal e do modelo não garante que o modelo de fato realiza a série
temporal conforme será visto mais adiante.

7.2.4 Resultados e discussão

O método proposto por Aoki foi aplicado à série temporal gerada com o benchmark definido nas
equações 7.25, 7.26 e 7.27, para se calcular as matrizes Aest, Cest e Mest do modelo. A partir destas
matrizes os parâmetros de Markov do modelo calculados foram os seguintes:

CestMest =

[

0.8403 1.1390
0.2278 1.1360

]

(7.32)

CestAestMest =

[

−0.2897 0.5876
−0.3229 0.4517

]

(7.33)

CestA
2
estMest =

[

−0.0048 0.0456
−0.1114 0.1519

]

(7.34)

que são semelhantes aos da série temporal original, apresentados nas equações 7.29, 7.30 e 7.31.
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Cálculo de Σ pelo método da decomposição de Schur

Ao se calcular uma estimativa para a matriz Σ pela decomposição de Schur chega-se ao seguinte
resultado:

Σest =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎣

4.6942 5.2360 −7.2721 6.7035
−3.8527 −3.6529 13.9343 −24.5357
1.2947 2.5558 4.9647 −16.7178
−0.6972 −0.2044 5.7368 −13.1206

⎤

⎥

⎥

⎥

⎦

(7.35)

Os autovalores desta matriz são os seguintes:

−6.8246 −2.0669 0.3088 1.4681 (7.36)

Nota-se diretamente que Σest não é uma matriz de covariância, uma vez que ela não é simétrica e
tem autovalores negativos. Consequentemente, a matriz Kest calculada a partir da matriz Σest não
completa a tripla de matrizes A, K, C que realiza a série temporal y(k). Isto ocorre pois as matrizes
A, M2, C e Λ(0) resultantes do método Aoki não satisfazem as hipóteses necessárias para a aplicação
do método de Schur, o que por sua vez ocorre devido a estimativas pobres de covariâncias da série,
resultantes por sua vez do número limitado de amostras da série temporal.

A matriz Δest encontrada a partir de Σest é a seguinte:

Δest =

[

−2.1061 1.5982
−0.8539 0.4564

]

(7.37)

Esta matriz não é simétrica, como se espera de uma matriz de covariância. Além disso, esta matriz
tem elementos negativos, o que não poderia ocorrer em uma matriz de auto-covariância. Consequen-
temente, não é possível gerar uma série temporal e(k) para testar se o modelo encontrado de fato
realiza a série temporal y(k).

Deve-se notar que, apesar de os parâmetros de Markov da série temporal original e do modelo
serem bastante parecidos, a solução encontrada ao se utilizar este método não realiza a série temporal
y(k), devido a inconsistências no resultado encontrado na solução da equação de Riccati. Esta foi a
motivação para o desenvolvimento do método apresentado nesta tese, cujos resultados são apresenta-
dos a seguir.

Escolha dos parâmetros de controle do algoritmo Imuno-Riccati

Para a execução do algoritmo Imuno-Riccati, foi necessária a escolha dos parâmetros de controle
do algoritmo imuno-inspirado. A escolha de cada um destes parâmetros e a justificativa da escolha é
apresentada abaixo:

• Ordem de grandeza

Com todas as outras variáveis fixas, foram feitos vários testes em que se variava a ordem de
grandeza e o número de iterações necessárias para se atingir o critério de parada era obser-
vado. Os parâmetros fixos são apresentados na tabela 7.1 e os resultados do experimento são
apresentados na tabela 7.2.
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Tab. 7.1: Parâmetros fixos no experimento de variação da ordem de grandeza

Parâmetro Valor

Número de anticorpos inicial 100

Grau de perturbação 10

Taxa de decaimento do grau de perturbação 0.999

Limiar de supressão 10

Menor fitness de parada 106

Tab. 7.2: Resultados do experimento de variação da ordem de grandeza

Ordem de Iterações necessárias Iterações necessárias Fitness

grandeza para encontrar para encontrar máximo

a população inicial o fitness máximo

0.01 7736 16220 1202717.04

0.1 7736 16315 1000406.83

1 7736 15967 1057288.26

10 355165 16728 1001002.87

20 5771178 17036 1017090

40 198562109 >60000 <270.66
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Tab. 7.3: Parâmetros fixos no experimento de variação do grau de perturbação

Parâmetro Valor

Tamanho da população inicial 100

Ordem de grandeza 1

Taxa de decaimento do grau de perturbação 0.999

Limiar de supressão 10

Menor fitness de parada 106

Tab. 7.4: Resultados do experimento com variação do grau de perturbação

Grau de Iterações necessárias Iterações necessárias Fitness

perturbação para encontrar para encontrar máximo

a população inicial o fitness máximo

0.01 7736 9215 1047765.47

0.1 7736 11449 1090723

1 7736 13975 1086008.88

10 7736 15967 1057288.26

100 7736 18592 1139270.50

Com a ordem de grandeza igual a 40, o número de iterações foi suficiente para que o grau
de perturbação fosse a zero, sem que o fitness necessário para parada do algoritmo fosse atin-
gido. Por este motivo, a simulação teve seu encerramento forçado após horas de processamento
computacional. Outra dificuldade encontrada quando a ordem de grandeza foi muito grande
com relação ao limiar de supressão é que o número de anticorpos na população é muito alto e
aumentava a cada iteração. Isto se deve à grande área explorada no espaço de busca, que era
muito maior que a área de supressão ao redor de cada anticorpo, implicando na super popu-
lação de anticorpos, que por sua vez levou a um grande tempo consumido a cada iteração do
algoritmo. Para ordens de grandeza menores que 40, o número de iterações para se atingir o
critério de parada foi praticamente constante, uma vez que a diversidade da população foi ga-
rantida pelo grau de perturbação, que gerou clones por todo espaço, apesar do pequeno espaço
explorado nas primeiras iterações do algoritmo em alguns casos. Estes clones fizeram com que
o espaço de busca fosse bem explorado levando a ótimos que satisfizeram o critério de parada
do algoritmo.

• Grau de perturbação

Ao se variar o grau de perturbação deixando todos os outros parâmetros fixos com os valores
apresentados na tabela 7.3, se obteve os resultados apresentados na tabela 7.4.
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Tab. 7.5: Parâmetros fixos no experimento de variação da taxa de decaimento do grau de perturbação

Parâmetro Valor

Tamanho da população inicial 100

Ordem de grandeza 1

Grau de perturbação 0.01

Limiar de supressão 10

Menor fitness de parada 106

A partir da tabela 7.4, nota-se que, ao se aumentar o grau de perturbação, o número de iterações
necessárias para encontrar o fitness máximo também aumenta. Isto ocorre pois valores muito
altos de grau de perturbação fazem com que a aproximação do ótimo seja grosseira, fazendo
o algoritmo mais lento. Como esta variável é diminuida ao longo das iterações pela sua taxa
de decaimento, mesmo que o valor inicial seja muito grande, após algumas iterações se chega
a valores razoáveis, fazendo com que o ótimo seja alcançado mesmo se for feita uma escolha
inicial ruim desta variável.

A pequena influência desta variável no fato de se atingir ou não o ótimo evidencia uma boa es-
colha da variável ordem de grandeza, uma vez que se esta fosse mal escolhida, seria necessário
que os anticorpos saissem do hipercubo definido por esta variável e procurassem o ótimo ao
longo do espaço, o que só seria conseguido com um ajuste inicial grosseiro do grau de pertur-
bação, uma vez que um grau de perturbação inicial pequeno não permitiria que os anticorpos
chegassem muito longe do hipercubo definido inicialmente pela ordem de grandeza. Para com-
provar isto, foi feito um teste com grau de perturbação igual a 0,01 e todos os outros parâmetros
conforme apresentado na tabela 7.3, a menos da ordem de grandeza, que foi escolhida como
sendo 10. Neste teste, o algoritmo precisou de 120000 iterações para encontrar uma solução
de fitness 1,36, ou seja, com este número de iterações o critério de parada estava longe de ser
atingido.

Da tabela 7.4 também é possível notar que a variável grau de perturbação não tem relação
nenhuma com o número de iterações necessárias para se encontrar a população inicial, o que é
óbvio, uma vez que esta variável não tem relação com o passo do algoritmo em que a população
inicial é determinada.

A partir dos resultados da tabela 7.4, o grau de perturbação escolhido para ser usado é 0,01.

• Taxa de decaimento do grau de perturbação

Ao se variar a taxa de decaimento do grau de perturbação mantendo todas os outros parâmetros
constantes com os valores apresentados na tabela 7.5, obteve-se os resultados apresentados na
tabela 7.6. Como este parâmetro não tem relação com o número de iterações necessárias para
se atingir a população inicial, esta variável não é listada na tabela 7.6.

A partir dos resultados apresentados na tabela 7.6 nota-se que, uma vez que um ajuste fino
é necessário para se encontrar a solução do problema, uma taxa de decaimento do grau de
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Tab. 7.6: Resultados do experimento de variação da taxa de decaimento do grau de perturbação

Taxa de decaimento Iterações necessárias Fitness

do grau de para encontrar máximo

perturbação o fitness máximo

0.99 > 100000 23.37

0.999 9215 1047765.47

0.9999 86225 1021814.56

Tab. 7.7: Parâmetros fixos no experimento de variação do limiar de supressão

Parâmetro Valor

Tamanho da população inicial 100

Ordem de grandeza 1

Grau de perturbação 0.01

Taxa de decaimento do grau de perturbação 0.999

Menor fitness de parada 106

perturbação próxima de 1 implica em um grande número de iterações para se encontrar o grau
de perturbação necessário para se determinar a solução ótima. Por outro lado, quando a taxa de
decaimento do grau de perturbação é mais distante de 1, o grau de perturbação rapidamente vai
a zero, fazendo com que o algoritmo não alcance o critério de parada estabelecido. A partir dos
resultados apresentados na tabela 7.6, a taxa de decaimento do grau de perturbação escolhida
para o algoritmo foi de 0,999.

• Limiar de supressão

Ao se variar o limiar de supressão fazendo todos os outros parâmetros de controle do algoritmo
constantes com os valores apresentados na tabela 7.7, os resultados obtidos são listados na
tabela 7.8.

A partir da tabela 7.8 pode-se verificar que, se o limiar de supressão é pequeno, o número de
anticorpos da população é muito grande. Isto tende a deixar o número de iterações menor, mas
também consome mais recursos computacionais para realizar cada iteração. Como no problema
estudado se está interessado em apenas uma solução, um número grande de anticorpos não é
desejável. Sendo assim, foi escolhido para o algoritmo final o limar de supressão igual a 10.

Resultados da solução da equação de Riccati

Ao se aplicar o algoritmo Imuno-Ricatti, a matriz Σ calculada é a seguinte:
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Tab. 7.8: Resultados do experimento de variação do limiar de supressão

Limiar de Iterações necessárias Número de Fitness

Supressão para encontrar anticorpos na máximo

o fitness máximo iteração 200

0.1 - 315 -

1 9311 3 1085817.52

10 9215 1 1047765.47

Σest =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎣

2.1586 1.0855 −0.8312 −1.3626
1.0855 4.3481 −1.4196 −1.5944
−0.8312 −1.4196 1.0980 1.1194
−1.3626 −1.5944 1.1194 1.3646

⎤

⎥

⎥

⎥

⎦

(7.38)

Que é uma matriz simétrica, conforme esperado. Os autovalores desta matriz são os seguintes:

0.5407 1.8284 4.8344 7.6663 (7.39)

Que são positivos, de acordo com o que é esperado para uma matriz de covariância.
A matriz Δest encontrada a partir deste Σest é a seguinte:

Δest =

[

0.9185 0
0 1.0886

]

(7.40)

Que é uma matriz simétrica de covariância de um processo estocástico descorrelacionado, como é
esperado.

A matriz Kest calculada com Σest é a seguinte:

Kest =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎣

−0.3806 0.0716
1.3178 1.0467
0.0876 −1.0547
0.2322 −0.2080

⎤

⎥

⎥

⎥

⎦

(7.41)

e a série temporal obtida ao se entar com um ruído branco com covariância Δest no sistema dado
pela tripla {Aest Cest Kest} e com o mesmo estado inicial x(0) é muito semelhante à série temporal
original, como pode ser visto nas figuras 7.18 e 7.19. Neste caso, a realização da série temporal
estimada pôde ser comparada à realização da série que se quer realizar pois a entrada utilizada para
gerar a segunda foi também utilizada para gerar a primeira.

7.2.5 Conclusão

Nesta seção um novo método de solução da equação algébrica de Riccati foi proposto. A partir
deste novo método, uma solução aproximada da equação de Riccati foi encontrada, possibilitando a
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Fig. 7.18: Comparação entre dados reais e estimados para o primeiro elemento do vetor y(k).
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Fig. 7.19: Comparação entre dados reais e estimados para o segundo elemento do vetor y(k).
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modelagem de uma série temporal multivariável. A solução obtida com o novo método não poderia
ter sido encontrada com o método conhecido até então. Os resultados encontrados com esta solução
apresentaram grande exatidão, e as séries temporais geradas com o modelo são bastante similares às
que se queria realizar.

Nesta seção também foi deixada clara a influência da escolha de parâmetros de controle do algo-
ritmo imuno-inspirado em seu desempenho. Escolhas ruins de parâmetros podem fazer com que não
haja resultados, ou que o número de iterações seja grande o suficiente para inviabilizar a solução por
este tipo de ferramenta.

7.3 Propostas para modelagem de séries temporais

Nesta seção é apresentada uma nova proposta para a modelagem de séries temporais discretas
no espaço de estado. Esta proposta é baseada na interpretação do problema de modelagem de séries
temporais como um problema de otimização. Para resolver o problema de otimização, foram usa-
das três alternativas de algoritmos imuno-inspirados desenvolvidas para este fim. Para demonstrar a
capacidade das alternativas propostas, ao final da seção é apresentado um exemplo de aplicação do
método.

A motivação para o desenvolvimento desta técnica é que, para todos os métodos de realização
de séries temporais apresentados no capítulo 5, é necessário que se calcule a covariância de saída
das séries temporais, que pode ser bem estimada caso haja um número grande o suficiente de amos-
tras. No entanto, no caso de séries temporais reais, muitas vezes o número de amostras disponível
é pequeno, o que leva a estimativas pobres das covariâncias de saídas, implicando em resultados
finais ruins. Como a modelagem de séries temporais parte das técnicas de realização de séries tem-
porais, conforme apresentado na seção 5.2, este procedimento é também prejudicado pela pobreza
de informações nas covariâncias disponíveis. No método de modelagem proposto nesta seção não é
necessário o cálculo da covariância de saída, sendo que apenas os dados da série temporal são levados
em conta. Por uma questão de simplicidade, o modelo utilizado no método apresentado nesta tese é
o da equação 5.82.

7.3.1 Modelagem de séries temporais vista como um problema de otimização

A proposta de modelagem de séries temporais apresentada nesta seção tem como princípio a
interpretação do problema como sendo de otimização. Nesta abordagem, a função objetivo que se
quer minimizar é o erro entre a série temporal real e a estimada usando uma determinada tripla de
matrizes {Aest, Cest, Kest}, que formam uma estimativa de modelo das séries conforme equação 5.82.
Deve-se notar que o objeto de otimização, que é a tripla de matrizes do modelo, não está diretamente
relacionado à função objetivo a ser analisada, uma vez que a função objetivo opera na série temporal
resultante da aplicação do ruído branco ao modelo definido pela tripla, e não diretamente sobre a
tripla. Desta forma, não é possível a aplicação de métodos de otimização não linear baseados em
gradientes da função objetivo, pois não há relação direta entre o gradiente da função objetivo em
um ponto e a tripla de matrizes. Sendo assim, foi necessário propor alternativas para a solução do
problema, como os algoritmos imuno-inspirados. O problema de otimização também está sujeito a
algumas restrições que serão detalhadas a seguir, logo após a descrição da função objetivo.
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Função objetivo

Seja mode(k) uma função que para cada k, 1 ≤ k ≤ N , representa módulo da diferença entre o
valor da série temporal a ser modelada no instante k e a saída no instante k do modelo semelhante
ao mostrado na equação 5.82, tendo como matrizes a tripla {Aest, Cest, Kest}. A função objetivo
F (mode) a ser maximizada é a seguinte:

F (mode) =
N

∑N
k=1 mode(k)

(7.42)

em que N é o número total de amostras da série temporal a ser modelada.
A variável N foi colocada no numerador para que a função objetivo pudesse ser comparada para

casos com diferentes números de amostras. No denominador da função objetivo está a soma dos
erros, de forma que quanto menor for esta soma, maior será a função objetivo. Como o problema é
de maximização, a solução será aquela em que houver o menor erro.

No contexto dos algoritmos imuno-inspirados usados para a solução deste problema, o valor de F
para uma determinada tripla {Aest, Cest, Kest} também é chamado de fitness da solução.

Restrições

Para ser uma solução do problema, a tripla {Aest, Cest, Kest} deve satisfazer as seguintes restri-
ções: A matriz Aest deve implicar em um modelo estável, o que no caso discreto significa que seus
autovalores devem estar dentro do círculo unitário. Além disso, as matrizes Cest e Kest devem ser
tais que as saídas do modelo sejam razoavelmente próximas da série temporal, ou seja, devem ser tais
que não levem o erro a infinito.

Além destas restrições, em uma das alternativas propostas foram também colocadas as restrições
de atingibilidade e observabilidade, conforme será apresentado mais adiante. Estas restrições refletem
as descritas na seção 5.1.6 desta tese.

Enunciado do problema de otimização

Levando em conta as características destacadas acima, o problema de otimização relacionado à
modelagem das séries temporais pode ser enunciado da seguinte forma:

Dada a uma realização de uma série temporal y(k), encontre a tripla de matrizes {Aest,
Cest, Kest} que minimiza

F (mode) =
N

∑N
k=1 mode(k)

em que
mode(k) = ∣y(k)− yest(k)∣

e
{

x̂(k + 1) = Aestx̂(k) +Keste(k)
yest(k) = Cestx̂(k) + e(k)

sendo x̂(0) igual ao estado inicial usado para gerar a série a ser modelada e e(k),
0 ≤ k ≤ N , a mesma entrada usada para gerar a série a ser modelada.
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Sujeito a:

∣eig(Aest)∣ < 1

e
∣y(k)− yest(k)∣ < ∞

As restrições de observabilidade e atingibilidade também foram incluídas para um dos casos estuda-
dos.

7.3.2 Alternativas propostas

Para a solução deste problema, foram propostas algumas variações aos algoritmo opt-aiNet. A
primeira destas variações surgiu devido à presença de restrições no problema estudado. O algoritmo
opt-aiNet foi desenvolvido para problemas sem restrições e o problema de otimização relacionado à
modelagem de séries temporais tem restrições, conforme discutido logo acima. A segunda variação
surgiu da necessidade de se explorar o espaço de soluções buscando regiões de soluções factíveis
atravessando zonas de soluções não factíveis. Por fim, em uma tentativa de restringir um pouco mais
o espaço de busca, foram inseridas no problema de otimização duas novas restrições relacionadas
à natureza do modelo gerador das séries temporais. As alternativas propostas para a solução do
problema são detalhadas a seguir.

Algoritmos imunológicos para otimização com restrições

A princípio, como o problema de otimização estudado tem restrições, o método utilizado foi
semelhante ao opt-aiNet, a menos que, na etapa inicial de geração de indivíduos, as restrições do
problema foram levadas em conta, de forma que, ao invés da simples geração aleatória de indivíduos,
foi feito um laço garantindo que indivíduos fossem gerados até que se chegasse a um número desejável
de indivíduos iniciais satisfazendo as restrições do problema. Este procedimento também foi adotado
na etapa de inserção de novos indivíduos ao final de cada iteração do algoritmo.

Outra diferença entre o método explorado inicialmente e o algoritmo opt-aiNet é que, na etapa
da clonagem dos anticorpos, os clones gerados são verificados quanto a sua factibilidade. Se os
clones implicam em soluções factíveis, eles são mantidos na população. Caso contrário, uma nova
perturbação é gerada e somada ao clone original. Isto é repetido até que se chegue a um clone per-
turbado factível. A partir destas diferenças garante-se que o algoritmo sempre gera soluções factíveis
do problema estudado. A abordagem adotada é semelhante à usada na seção 7.2. Na figura 7.20 é
apresentado o fluxograma da abordagem proposta para a modelagem de séries temporais.

Travessia de zonas proibidas

Ao se adotar o procedimento descrito acima, foi verificado que existe a possibilidade de alguns
clones ficarem presos em regiões factíveis cercadas por regiões infactíveis. Isto é possível pois, caso
uma perturbação gere um clone perturbado infactível, ela é descartada e uma nova perturbação é
gerada, até que se chegue a uma que faça o clone perturbado ser factível. Desta forma, se o clone
estiver cercado por uma região infactível, as perturbações são geradas até que se chegue a uma que não
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Fig. 7.20: Fluxograma do algoritmo imuno-inspirado para modelagem de séries temporais
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Fig. 7.21: Situação em que o ponto ótimo está cercado por regiões infactíveis. Na situação a) é
apresentado o comportamento do algoritmo original. Na situação b) é apresentado o comportamento
do algoritmo com travessia de zonas proibidas

seria grande o suficiente para fazê-lo ultrapassar a fronteira de factibilidade, enclausurando o clone
em uma determinada região do espaço. Também foi verificado que a solução ótima do problema
poderia estar em uma região cercada de regiões infactíveis, dificultando a chegada dos clones até ela.

Para solucionar esta possível falha do algoritmo, foi adotado um novo método de clonagem em
que, caso um clone perturbado caia em uma região infactível, é gerada uma nova perturbação, que é
somada ao clone perturbado, e não mais ao clone original. Desta forma, mesmo que um clone esteja
em uma região confinada por zonas proibidas (regiões infactíveis), ele seria perturbado até chegar a
uma região factível adjacente. Desta maneira, também se resolve o problema no caso de a solução
ótima estar cercada por zonas proibidas, uma vez que ela pode ser alcançada por clones de anticorpos
que estão em regiões factíveis adjacentes. Todos os outros passos do algoritmo apresentado na figura
7.20 foram mantidos.

Na figura 7.21 é apresentado um caso em que o ponto ótimo está cercado por uma região infactível.
Neste caso, o comportamento do algoritmo original é apresentado à esquerda. O anticorpo circunda
a região infactível até encontrar o ótimo; o comportamento do algoritmo com travessia de zonas
proibidas é apresentado à direita. O anticorpo atravessa a região infactível alcançando o ponto ótimo
em um número menor de passos.
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Restrições de Atingibilidade e observabilidade

A possibilidade de travessia de zonas proibidas pelos clones permitiu que fossem inseridas novas
restrições ao problema, reduzindo o espaço de busca. As novas restrições inseridas foram as de
atingibilidade e observabilidade. Para verificar se os anticorpos formados pela tripla {Aest, Cest,
Kest} implicam em um sistema observável, basta tomar as matrizes Aest e Cest estimadas e calcular a
matriz de observabilidade e seu posto. Se o posto da matriz de observabilidade for igual à ordem do
sistema, o mesmo é observável. Para a verificação da restrição de atingibilidade é necessário o cálculo
da matriz Mest, o que depende dos estados e das saídas. O cálculo desta matriz foi feito na rotina
de cálculo do fitness da solução, em que os estados e as saídas estão disponíveis. A partir da matriz
Mest e da matriz Aest, é feito o cálculo da matriz de atingibilidade e de seu posto, determinando se o
sistema é ou não observável.

7.3.3 Exemplo de aplicação

Para testar os algoritmos propostos, uma série temporal com 200 amostras foi gerada pela aplica-
ção de um ruído branco a um sistema formado pelas seguintes matrizes:

A =

[

0.873847 0.166155
−0.166155 0.426153

]

(7.43)

C =
[

1.231862 −0.719364
]

(7.44)

K =
[

1.231862 0.719364
]

(7.45)

Esta série temporal, também chamada de série temporal real, foi dada como entrada ao algoritmo
proposto por Aoki, resultando em um modelo que foi usado para gerar uma série temporal estimada,
que é mostrada na figura 7.22 juntamente com a série temporal real. O fitness da série temporal
estimada pelo método de Aoki foi calculado com a equação 7.42, resultando em 0.7765. Da figura
7.22 nota-se que a dinâmica da série temporal estimada não acompanha a da série temporal real.
Provavelmente isto se deve ao número relativamente pequeno de amostras utilizado, de forma que as
covariâncias da série temporal real não são bem estimadas, implicando em uma estimativa ruim para
o modelo, que leva a uma série temporal estimada relativamente distante da real.

As três alternativas para modelagem de séries temporais propostas nesta seção da tese foram
implementadas e foram comparadas com a série temporal real. Os parâmetros de entrada do algoritmo
imuno-inspirado adotados são apresentados na tabela 7.9. Foram observados o número de iterações
até se chegar ao critério de parada, o fitness máximo atingido e o número de indivíduos na última
iteração. Os resultados são apresentados na tabela 7.10, em que a alternativa 1 é a sem travessia de
zonas proibidas, a alternativa 2 é aquela em que foi implementada a travessia de zonas proibidas e a
alternativa 3 é aquela em que foram introduzidas as restrições de observabilidade e atingibilidade. Na
figura 7.23 é mostrada a série temporal original e a estimada na alternativa que apresentou o maior
fitness máximo. Da figura, nota-se que a modelagem da série temporal pelo método proposto nesta
seção foi bem sucedida, ou seja, a série temporal estimada é muito próxima da real, e ao se comparar
as figuras 7.22 e 7.23 nota-se que a série temporal obtida com o método proposto nesta seção é mais
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Fig. 7.22: Comparação entre a série temporal real e a estimada pelo método proposto por Aoki

próxima da série temporal real do que a série temporal obtida usando o algoritmo proposto por Aoki.
De fato, mesmo o menor fitness máximo das alternativas imuno-inspiradas propostas é maior que o
obtido ao se fazer a modelagem da série com o método proposto por Aoki.

Da tabela 7.10 nota-se que o maior fitness foi observado para a alternativa 3. A inserção das
restrições de atingibilidade e observabilidade fez com que o algoritmo chegasse a uma solução melhor
que nos outros casos. Isto se justifica pela redução do espaço de busca, que permitiu que o algoritmo
encontrasse melhores soluções. O número de iterações para atingir o critério de parada também
foi menor na alternativa 3, o que também se justifica pelo menor espaço de busca. Na alternativa 3
também foi observado o maior número de indivíduos na população final. Isto indica que seria possível
aumentar o limiar de supressão do algoritmo para melhorar sua performance. Isto não foi feito para
não prejudicar a comparação desta proposta com as outras duas.

A travessia de zonas proibidas implementada na alternativa 2 levou a um maior número de ite-
rações para se chegar ao critério de parada e o fitness máximo obtido foi menor que o dos outros
casos. Nesta alternativa, os clones que sofreram mutações tinham a possibilidade de ficarem distan-
tes do anticorpo que os gerou. Ao contrário do que era esperado, aparentemente isto prejudicou a
capacidade de refinamento da solução do algoritmo. No entanto a travessia de zonas proibidas foi in-
teressante quando aliada às restrições de observabilidade e atingibilidade, levando aos bons resultados
da alternativa 3.

A alternativa 1, apesar de apresentar um fitness máximo menor que o observado na alternativa
3, também levou a um resultado final razoável. Apesar de o número de iterações para se atingir o
critério de parada ter sido um pouco maior que o observado na alternativa 3, a alternativa 1 levou
menos tempo para ser executada, devido ao menor número de indivíduos na população.
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Tab. 7.9: Parâmetros utilizados nos algoritmos imuno-inspirados propostos para modelagem de séries
temporais

Parâmetro Valor

Número de indivíduos inicial 20

Número de clones inicial 5

Ordem de grandeza (A) 1

Ordem de grandeza (C e K) 4

Grau de perturbação (A) 0.5

Grau de perturbação (C e K) 2

Decaimento da perturbação (A) 0.999

Decaimento da perturbação (C e K) 0.999

Tab. 7.10: Resultados na última iteração

Alternativas 1 2 3

Fitness máximo 1.2537 1.2501 1.2638

Número de iterações 14203 40123 13749

Número de indivíduos 30 33 186
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Fig. 7.23: Comparação entre série real e estimada pelo algoritmo imuno-inspirado



7.4. IDENTIFICAÇÃO DE SISTEMAS VARIANTES NO TEMPO 193

7.3.4 Conclusão

A partir dos resultados observados conclui-se que o método proposto para a modelagem de séries
temporais leva a resultados melhores do que os obtidos com um método amplamente divulgado de
modelagem de séries temporais para o caso estudado em que poucas amostras estão disponíveis. A
grande vantagem do método proposto é que não é necessária a estimação das matrizes de covariância
das séries temporais, que não é acurada quando se tem um número de amostras limitado.

Além dos bons resultados da primeira alternativa imuno-inspirada, as outras alternativas propostas
levaram ao aumento de performance e de qualidade da solução, como pode ser visto na tabela 7.10.
Apesar de nesta seção as alternativas serem dedicadas ao problema de modelagem de séries temporais,
algumas delas podem ser usadas para a solução de outros problemas de otimização com restrições em
que se queira utilizar os algoritmos imuno-inspirados.

7.4 Identificação de sistemas variantes no tempo

Conforme já discutido no capítulo 3 desta tese, existe um algoritmo de identificação de sistemas
multivariáveis variantes no tempo no espaço de estado denominado MOESP-VAR. Este algoritmo é
baseado na repartição das amostras de entrada e saída do sistema [56], [57]. De forma resumida,
o algoritmo funciona da seguinte maneira: Em um primeiro passo são definidas janelas temporais.
Cada janela contém um subconjunto de entradas e saídas do sistema a ser identificado. O número de
dados em cada janela é definido de maneira que o sistema não sofra mudanças significativas durante
todo o intervalo de tempo definido para aquela janela. Feito isto, o algoritmo MOESP é aplicado para
cada janela e as matrizes A, B, C e D são estimadas para cada uma delas.

O algoritmo MOESP-VAR pode ser aplicado caso haja um grande número de dados disponível
para cada janela, ou seja, caso as variações do sistema não sejam muito rápidas, garantindo que haja
um conjunto de entradas e saídas suficientemente grande para a identificação via método MOESP em
cada um dos intervalos. No caso em que as variações do sistema são rápidas, o método MOESP-VAR
não implica em respostas muito precisas. Ao longo desta pesquisa foi desenvolvido um algoritmo
imuno-inspirado para lidar com estes casos. Este algoritmo é baseado na interpretação do problema
de identificação de séries temporais multivariáveis como um problema de otimização, conforme será
detalhado a seguir.

7.4.1 Identificação de sistemas multivariáveis variantes no tempo como um

problema de otimização

O problema de identificação de sistemas multivariáveis variantes no tempo pode ser definido
como um problema de otimização se as matrizes do modelo em espaço de estado que representa o
sistema durante um determinado intervalo de tempo forem interpretadas como um ponto no espaço
definido por todas as possívels quádruplas {A, B, C, D} (ver equação 3.9). Ao se considerar todos
os possíveis modelos como pontos de um espaço, o objetivo é determinar o ponto que minimiza o
erro entre a saída do sistema a ser identificado e a saída do modelo, quando submetido à mesma
entrada aplicada no sistema. Este ponto no espaço de quádruplas representa o sistema. Assim que o
sistema sofrer uma variação, outro ponto no espaço de quádruplas minimizará o erro entre saída real
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e estimada. No entanto, como se parte da hipótese de que o sistema sofre variações graduais ao longo
do tempo, este novo ponto estará próximo do ponto anterior. Desta forma, um algoritmo heurístico
poderá ser capaz de encontrar este novo ponto no espaço.

De uma maneira mais formal, nesta contribuição a identificação de sistemas multivariáveis vari-
antes no tempo é tratada como um problema de otimização da seguinte maneira: a cada instante de
tempo k um conjunto com Nw amostras de entradas e saídas do sistema é tomada. Este conjunto,
definido como janela, contém as entradas entre o instante de tempo k − ⌊Nw/2⌋ e k + ⌊Nw/2⌋ e as
saídas entre k−⌊Nw/2⌋+1 e k+ ⌊Nw/2⌋+1, em que ⌊∗⌋ denota a parte inteira do número real ∗. O
problema de otimização é estimar a quádrupla de matrizes {Aest, Best, Cest, Dest} que, quando subs-
tituída no modelo em espaço de estado apresentado na equação 3.9, excitado pelas entradas contidas
na janela, minimiza a diferença entre as saídas do modelo e as saídas do sistema contidas na janela.
Este problema de otimização é resolvido para todas as amostras de entrada e saída disponíveis. Desta
forma, a cada instante k é determinado um modelo no espaço de estado que representa o sistema. Os
detalhes do problema de otimização são apresentados a seguir:

Espaço de busca

O espaço de busca do problema de otimização é a união dos espaços em que as matrizes A,
B, C e D são definidas. Ou seja, o espaço é ℜnXn ∪ ℜnXm ∪ ℜlXn ∪ ℜlXm em que n, m e l
são respectivamente a ordem, a dimensão da entrada e a dimensão da saída do sistema, conforme
definido no capítulo 3. Conforme será demonstrado adiante, este espaço de busca é grande e tem uma
topologia mal comportada.

Soluções candidatas

As soluções candidatas do problema de otimização são as quádruplas {Aest, Best, Cest, Dest}, que
são pontos do espaço de busca definido anteriormente. Estas quádruplas definem modelos em espaço
de estado de acordo com a estrutura definida na equação 3.9. Cada um destes modelos em espaço de
estado, quando submetido a uma entrada u(k), produz uma saída estimada yest(k), que é comparada
à saída real do sistema pela função objetivo, descrita logo a seguir. No contexto dos algoritmos
imuno-inspirados as soluções candidatas {Aest, Best, Cest, Dest} são definidas como anticorpos.

Função objetivo

Para uma determinada janela, seja mode uma matriz em que cada elemento representa o módulo
da diferença vetorial l-dimensional entre a saída do sistema e a saída do modelo definido por uma
determinada solução candidata {Aest, Best, Cest, Dest} para cada amostra contida na janela, ou seja:
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mode =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

∣y(k − ⌊Nw/2⌋+ 1)− yest(k − ⌊Nw/2⌋+ 1)∣
∣y(k − ⌊Nw/2⌋+ 2)− yest(k − ⌊Nw/2⌋+ 1)∣

...
∣y(k − 1)− yest(k − 1)∣

∣y(k)− yest(k)∣
∣y(k + 1)− yest(k + 1)∣

...
∣y(k + ⌊Nw/2⌋+ 1)− yest(k + ⌊Nw/2⌋+ 1)∣

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(7.46)

A função objetivo a ser maximizada é a seguinte:

F (mode) =
Nw

∑Nw

i=1 mode(i)
(7.47)

A variável Nw está no numerador da função objetivo para permitir a comparação entre soluções
com diferentes números de amostras em cada janela. No denominador da função objetivo está a soma
dos erros, desta forma o resultado da função objetivo será maior quanto menor for a diferença entre
saída do sistema e saída do modelo estimado. No contexto dos algoritmos imuno-inspirados para
otimização, o valor F calculado para uma determinada solução candidata {Aest, Best, Cest, Dest} é
definido como o fitness da solução.

Restrições

As soluções candidatas {Aest, Best, Cest, Dest} devem satisfazer as seguintes restrições: A matriz
Aest deve implicar em um modelo estável, o que no contexto dos sistemas discretos implica que
seus autovalores devem estar dentro do círculo unitário. As matrizes Best e Cest devem ser tais que
o erro não vá a infinito. As soluções candidatas também devem implicar em sistemas observáveis e
atingíveis. Para isto a matriz de observabilidade formada pelas matrizes Cest e Aest (ver equação 3.22)
e a matriz de atingibilidade formada pelas matrizes Aest e Best da solução candidata (ver equação
3.25), devem ter posto igual a n, que é a ordem do modelo.

Enunciado do problema de otimização

O problema de otimização a ser solucionado para cada janela definida no problema de identifica-
ção de sistemas multivariáveis variantes no tempo no espaço de estado é enunciado a seguir.

Dadas as amostras de entrada u(i), k − ⌊Nw/2⌋ ≤ i ≤ k + ⌊Nw/2⌋ e saída y(i),
k − ⌊Nw/2⌋ + 1 ≤ i ≤ k + ⌊Nw/2⌋ + 1, de um sistema variante no tempo, encontre a
quádrupla {Aest, Best, Cest, Dest} que minimiza

F (mode) =
Nw

∑Nw

i=1 mode(i)
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sendo Nw o número de elementos em uma janela,

mode =
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⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

∣y(k − ⌊Nw/2⌋+ 1)− yest(k − ⌊Nw/2⌋+ 1)∣
∣y(k − ⌊Nw/2⌋+ 2)− yest(k − ⌊Nw/2⌋+ 1)∣

...
∣y(k − 1)− yest(k − 1)∣

∣y(k)− yest(k)∣
∣y(k + 1)− yest(k + 1)∣

...
∣y(k + ⌊Nw/2⌋+ 1)− yest(k + ⌊Nw/2⌋+ 1)∣

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥
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⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

e

{

xest(k + 1) = Aestxest(k) +Bestu(k)
yest(k) = Cestxest(k) +Destu(k)

em que xest(0) é um vetor qualquer de dimensão n.

Sujeito a:

∣eig(Aest)∣ < 1

∣y(k)− yest(k)∣ < ∞
rankO = n

rankC = n

Topologia do espaço de busca

Conforme citado anteriormente, o espaço de busca do problema de otimização relacionado à iden-
tificação de sistemas multivariáveis variantes no tempo é grande e tem uma topologia desfavorável
a soluções via algoritmos heurísticos. Para ilustrar esta dificuldade é proposto um exemplo similar
mais simples. Seja:

C = [ 1.231862 −0.719364 ]

uma matriz 2x1 e x0 o seguinte vetor 2x1:

x0 =

[

0.3601
0.2725

]

Seja y o produto entre C e x0, ou seja:

y0 = Cx0 = 0.2476

Para i e j variando entre -2 e 2 em intervalos de 0.01, um conjunto de matrizes Cest(i, j) é definido
da seguinte maneira:
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Fig. 7.24: Resultados do cálculo do fitness Fs para cada Cest(i, j)

Cest(i, j) = [i j]

Para cada uma das matrizes Cest o número y0est(i, j) = Cest(i, j)x0 é calculado e um valor de fitness
é atribuído a cada Cest de acordo com a seguinte equação, que é equivalente à equação 7.47:

Fs(Cest(i, j)) =
1

∣y0 − y0est(i, j)∣
Os resultados de Fs para cada Cest(i, j) são plotados na figura 7.24. Da figura fica claro que a
superfície do problema não é bem comportada, uma vez que contém picos altos e abruptos, ou seja,
com derivadas muito grandes. Consequentemente, se um algoritmo puramente heurístico for utilizado
para a resolução do problema de otimização que é a determinação do Cest que melhor representa a
matriz C, pelo menos uma solução candidata aleatória deve cair na bacia de um dos picos. Como
estas bacias são pequenas, a probabilidade de isto ocorrer é baixa, portanto um algoritmo puramente
heurístico teria difuldades de resolver este problema.

O problema estudado nesta tese é ainda mais complexo que o apresentado no exemplo acima,
uma vez que a solução candidata é formada por quatro matrizes com dimensões maiores que da
matriz exemplificada. Para lidar com este problema, o algoritmo proposto nesta tese tem uma etapa
de inicialização das soluções candidatas, conforme apresentado a seguir. Esta etapa leva as soluções
candidatas para uma região próxima das soluções ótimas que devem ser encontradas.

7.4.2 Algoritmo proposto

Como apresentado na seção anterior, o problema de otimização relacionado à identificação de sis-
temas multivariáveis variantes no tempo tem restrições e um espaço de busca que não é favorável para
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o uso de algoritmos heurísticos devido aos seus picos altos de pequenas bacias. Por outro lado, ao se
considerar que as variações do sistema são contínuas ao longo do tempo, uma vez que uma solução do
problema de otimização é encontrada, é relativamente simples seguir pequenas variações desta solu-
ção por meio de pequenas perturbações aplicadas sobre a solução determinada anteriormente. Além
disto, se um algoritmo imuno-inspirado for utilizado e se o limiar de supressão for bem escolhido,
uma solução que maximiza a função objetivo em um momento passado do sistema é mantida na po-
pulação. Desta forma, caso o sistema volte a se comportar como naquele instante de tempo passado,
a solução ótima já faz parte da população de soluções e não precisa ser buscada novamente.

A analogia entre o problema de otimização tratado nesta seção da tese e o sistema imunológico
é a seguinte: Os anticorpos são as quádruplas estimadas {Aest, Best, Cest, Dest} e os antígenos são
as matrizes do sistema variante no tempo a cada instante k, ou seja, a quádrupla {A(k), B(k), C(k),
D(k)}. Se o sistema sofre uma variação temporal, ou em outras palavras, se o antígeno sofre uma
mutação, a quádrupla {Aest, Best, Cest, Dest} sofrerá mutações até que se mininize o erro entre a
saída do modelo e a saída do sistema. Em outras palavras, as células B que secretam anticorpos
sofrerão mutação até serem capazes de produzir anticorpos que combatam a mutação do antígeno.
Caso o sistema sofra outra variação, a quádrupla estimada será alterada novamente para minimizar o
erro, mas a solução anterior será mantida na população de soluções candidatas. Caso o sistema volte
a uma situação em que estava anteriormente, o sistema imunológico artificial já aprendeu como lidar
com aquela situação e o antígeno correto será aplicado, eliminando a necessidade de novas iterações
para busca do ótimo. Esta é uma grande vantagem em se utilizar algoritmos imuno-inspirados para
solução deste tipo de problema, uma vez que este tipo de algoritmo tem a propriedade de manter
soluções anteriores na população sem que isto implique em grande esforço computacional.

Em linhas gerais, o algoritmo proposto nesta seção segue os passos listados abaixo:

1. Uma janela de inicialização é definida contendo Nini amostras de entradas e saídas entre os
instantes k = 0 e k = Nini − 1.

2. O algoritmo MOESP é aplicado às entradas e às saídas contidas na janela de inicialização e
uma quádrupla inicial {Aini, Bini, Cini, Dini} é determinada.

3. A quádrupla {Aini, Bini, Cini, Dini} é clonada implicando na criação de Nclonesini clones e
cada um deles é perturbado, ou seja, cada matriz que faz parte da quádrupla que representa
cada clone é somada a uma matriz de perturbação com as mesmas dimensões. Estes anticorpos
obtidos com a perturbação dos clones definem a população inicial.

4. Para cada instante k ≥ Nini um conjunto de amostras contendo as entradas entre os instantes
k − floor(Nw)/2 e k + floor(Nw/2) e as saídas entre k − ⌊Nw/2⌋ + 1 e k + ⌊Nw/2⌋ + 1 é
tomado e definido como janela.

5. O fitness de cada anticorpo é calculado levando em conta os dados de entrada e saída da janela
atual.

6. Cada anticorpo da população é clonado e perturbado. O número de clones criado para cada
anticorpo é proporcional ao seu fitness. Caso um clone perturbado não satisfaça as restrições
do problema, uma nova matriz de perturbações é somada ao clone perturbado. O processo é
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repetido até que um clone factível seja encontrado. Os clones factíveis obtidos são adicionados
à população.

7. A distância entre cada um dos anticorpos da população é calculada. Esta distância é definida
como a soma das distâncias euclidianas entre cada matriz da quádrupla que define os anticorpos.

8. Os anticorpos que estiverem muito próximos de outro com um fitness melhor são eliminados
da população. Este conceito de proximidade é definido como uma distância menor que uma
variável de entrada do algoritmo definida como limiar de supressão.

9. Os fitness dos anticorpos são calculados tendo como base os dados da janela atual. Caso o
melhor fitness da população seja melhor que um determinado fitness requerido Freq, o algoritmo
volta ao passo 4. Caso contrário o algoritmo volta ao passo 5 e a solução referente a janela atual
é refinada. Caso o melhor fitness da população seja maior que Freq e as amostras de entrada e
saída tiverem chegado ao fim, o algoritmo é finalizado.

Na figura 7.25 é apresentado o fluxograma simplificado do algoritmo proposto.
Caso o sistema não sofra variações entre os instantes de tempo k − ⌊Nw/2⌋ e k + ⌊Nw/2⌋ + 1,

a mesma quádrupla que apresenta o fitness maior que Freq para os dados da janela definida entre
k − ⌊Nw/2⌋ e k + ⌊Nw/2⌋ também apresentará um fitness maior que Freq para os dados da janela
definida entre k−⌊Nw/2⌋+1 e k+⌊Nw/2⌋+1 e apenas uma iteração será necessária nesta nova janela.
Caso o sistema sofra uma variação pequena entre estas janelas, pequenas perturbações na solução
obtida para a primeira janela serão necessárias para determinar uma boa solução para a segunda janela,
ou seja, o algoritmo precisará de um número relativamente pequeno de iterações para determinar a
solução ótima quando for submetido à nova janela. No caso de uma variação muito grande do sistema,
maior será o número de iterações necessário para encontrar a solução ótima para a nova janela. A
quantidade de variação do sistema pode ser medida pela derivada de seus parâmetros de Markov,
conforme apresentado no exemplo de aplicação a seguir.

7.4.3 Exemplo de aplicação

Para testar o algoritmo proposto nesta seção da tese, um ruído branco tridimensional com N =
1000 amostras foi aplicado como entrada a um sistema linear variante no tempo com estrutura con-
forme equação 3.9 e com as seguintes matrizes:

A(k) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎣

0.2128 ℎ(k) 0.1979 −0.0836
0.1808 0.4420 −0.3279 0.2344
−0.5182 0.1728 −0.5488 −0.3083
0.2252 −0.0541 −0.4679 0.8290

⎤

⎥

⎥

⎥

⎦

(7.48)

em que:

ℎ(k) =

⎧



⎨



⎩

0.1360 k < 200
0.1360− sin(k−200

200
) 200 ≤ k ≤ 828

0.1360 k > 828
(7.49)
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Fig. 7.25: Fluxograma do algoritmo imuno-inspirado para identificação de sistemas multivariáveis
variantes no tempo.
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Fig. 7.26: Variação de cada elemento da matriz A(k) em função de k para o sistema variante no tempo
a ser identificado. Cada quadro representa um elemento da matriz.

B(k) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎣

−0.0101 0.0317 −0.9347
−0.0600 0.5621 0.1657
−0.3310 −0.3712 −0.5846
−0.2655 0.4255 0.2204

⎤

⎥

⎥

⎥

⎦

(7.50)

C(k) =

[

0.6557 −0.2502 −0.5188 −0.1229
0.6532 −0.1583 −0.055 −0.2497

]

(7.51)

D(k) =

[

−0.4326 0.1253 −1.1465
−1.6656 0.2877 1.1909

]

(7.52)

A variação de cada elemento da matriz A(k) ao longo do tempo é ilustrada na figura 7.26. Apesar de
apenas um dos elementos de apenas uma das matrizes do sistema a ser identificado sofra variações, os
parâmetros de Markov do sistema são profundamente afetados, conforme pode ser visto nas figuras
7.27, 7.28, 7.29 e 7.30, em que as variações dos quatro primeiros parâmetros de Markov, que são
respectivamente C(k)B(k), C(k)A(k)B(k), C(k)A2(k)B(k) e C(k)A3(k)B(k), são apresentadas.

O algoritmo proposto nesta seção da tese foi aplicado ao conjunto de entradas e saídas do sistema
variante no tempo com Nini = 40 e Nw = 19. O resultado do algoritmo é um sistema variante no
tempo com a seguinte estrutura:

{

xest(k + 1) = Aest(k)x(k) +Best(k)u(k)
y(k) = Cest(k)x(k) +Dest(k)u(k)

(7.53)

em que as variações das matrizes Aest(k), Best(k), Cest(k) e Dest(k) são apresentadas respectiva-
mente nas figuras 7.31, 7.32, 7.33 e 7.34. Como pode ser visto das figuras, as matrizes determinadas
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Fig. 7.27: Variação do parâmetro de Markov C(k)B(k) do sistema a ser identificado em função de k.
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Fig. 7.28: Variação do parâmetro de Markov C(k)A(k)B(k) do sistema a ser identificado em função
de k.
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Fig. 7.29: Variação do parâmetro de Markov C(k)A(k)2B(k) do sistema a ser identificado em função
de k.
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Fig. 7.30: Variação do parâmetro de Markov C(k)A(k)3B(k) do sistema a ser identificado em função
de k.
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Fig. 7.31: Variação de cada elemento da matriz Aest(k) em função de k.

com o algoritmo proposto são diferentes das matrizes do sistema a ser identificado. Além disto, as
matrizes Best(k), Cest(k) e Dest(k) apresentadas nas figuras 7.32, 7.33 e 7.34 são variantes no tempo,
diferentemente das matrizes B(k), C(k) e D(k) do sistema a ser identificado.

Apesar de as matrizes estimadas com o algoritmo proposto serem diferentes das matrizes do
sistema a ser identificado, os parâmetros de Markov variantes no tempo do modelo encontrado são
similares aos parâmetros de Markov do sistema a ser identificado, conforme pode ser visto nas figuras
7.35, 7.36, 7.37 e 7.38, em que os quatro primeiros parâmetros de Markov do modelo e do sistema a
ser identificado são plotados em função do instante de tempo k. A semelhança entre parâmetros de
Markov demonstra que, mesmo com diferentes matrizes, a resposta ao impulso do modelo estimado
é próxima da resposta ao impulso do sistema a ser identificado, portanto o modelo encontrado é uma
boa aproximação para o sistema.

A mesma entrada usada para gerar as saídas do sistema a ser identificado foram aplicadas ao
modelo variante no tempo obtido com o algoritmo proposto nesta seção. Para comparação esta entrada
também foi aplicada ao modelo definido pela quadrupla {Aini, Bini, Cini, Dini} obtida na etapa de
inicialização do algoritmo pelo método MOESP e também a um modelo variante no tempo obtido com
o algoritmo MOESP-VAR com janelas do mesmo tamanho que as usadas para o algoritmo proposto
nesta seção, ou seja, 19.

As saídas em alguns instantes de tempo do sistema a ser identificado, do modelo variante no tempo
obtido com o algoritmo imuno-inspirado proposto nesta tese, do modelo definido pela quádrupla de
inicialização {Aini, Bini, Cini, Dini} e do modelo variante no tempo obtido com o algoritmo MOESP-
VAR são apresentadas nas figuras 7.39, 7.40 e 7.41.

Na figura 7.39 são apresentadas as saídas em um intervalo de tempo em torno do qual o sistema
não varia. Desta figura nota-se que as saídas do modelo obtido com o algoritmo proposto nesta
tese e do modelo obtido com a quádrupla de inicialização são próximas da saída do sistema a ser
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Fig. 7.32: Variação de cada elemento da matriz Best(k) em função de k.
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Fig. 7.33: Variação de cada elemento da matriz Cest(k) em função de k.
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Fig. 7.34: Variação de cada elemento da matriz Dest(k) em função de k.
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Fig. 7.35: Parâmetros de Markov do sistema a ser identificado e do modelo estimado. O parâmetro
de Markov C(k)B(k) do sistema a ser identificado é plotado em linha contínua azul e o parâmetro de
Markov Cest(k)Best(k) do modelo estimado é plotado em cruzes vermelhas.
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Fig. 7.36: Parâmetros de Markov do sistema a ser identificado e do modelo estimado. O parâmetro de
Markov C(k)A(k)B(k) do sistema a ser identificado é plotado em linha contínua azul e o parâmetro
de Markov Cest(k)Aest(k)Best(k) do modelo estimado é plotado em cruzes vermelhas.
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Fig. 7.37: Parâmetros de Markov do sistema a ser identificado e do modelo estimado. O parâmetro de
Markov C(k)A2(k)B(k) do sistema a ser identificado é plotado em linha contínua azul e o parâmetro
de Markov Cest(k)A

2
est(k)Best(k) do modelo estimado é plotado em cruzes vermelhas.
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Fig. 7.38: Parâmetros de Markov do sistema a ser identificado e do modelo estimado. O parâmetro de
Markov C(k)A3(k)B(k) do sistema a ser identificado é plotado em linha contínua azul e o parâmetro
de Markov Cest(k)A

3
est(k)Best(k) do modelo estimado é plotado em cruzes vermelhas.
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Fig. 7.39: Saídas no intervalo 100 < k < 110.
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Fig. 7.40: Saídas no intervalo 200 < k < 210.
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Fig. 7.41: Saídas no intervalo 510 < k < 520.
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Tab. 7.11: Fitness calculados levando em consideração todas as saídas do experimento para os méto-
dos MOESP, MOESP-VAR e Imuno-VAR (método proposto nesta tese).

MOESP MOESP-VAR Imuno-VAR

2.7129 1.5562 12.7997

identificado. Isto é esperado uma vez que neste intervalo de tempo o sistema a ser identificado tem
as mesmas matrizes que no intervalo de tempo utilizado para aplicação da inicialização MOESP. As
saídas do modelo obtido pelo algoritmo MOESP-VAR em alguns casos são diferentes das saídas do
sistema a ser identificado. Isto ocorre pois o número de amostras em cada janela é pequeno para
garantir exatidão na decomposição de matrizes necessária no método MOESP.

Na figura 7.40 são apresentadas as saídas em torno de um instante de tempo em que o sistema
sofre a mais brusca variação neste experimento. Da figura nota-se facilmente que as saídas do modelo
definido pelas matrizes de inicialização ainda demonstram acurácia, uma vez que o sistema está em
uma condição próxima daquela em que a inicialização foi feita. As saídas obtidas com o algoritmo
proposto nesta tese também têm acurácia. As saídas obtidas com o algoritmo MOESP-VAR não têm
acurácia pois neste ponto o sistema sofre uma variação brusca e as amostras de entrada e saída não
satisfazem a hipótese de não variação do sistema dentro de uma janela.

Na figura 7.41 são apresentadas as saídas em um instante de tempo em que o sistema está distante
do ponto em que a inicialização foi feita. Como é de se esperar, as saídas do modelo obtido durante
a inicialização estão distantes das saídas reais do sistema a ser estimado. As saídas obtidas com o
algoritmo MOESP-VAR são próximas das saídas do sistema pois o mesmo não está sofrendo grandes
variações neste instante, e as saídas obtidas com o algoritmo proposto nesta tese estão próximas das
saídas reais.

Em resumo, o modelo obtido com o método proposto nesta tese reproduz as saídas do sistema
mesmo que este seja submetido a uma variação brusca - ponto em que o MOESP-VAR falha - e
mesmo que ele esteja distante da região em que foi inicializado - ponto em que o MOESP puro falha.

Para comparar analiticamente os resultados obtidos, o fitness definido na equação 7.47 foi calcu-
lado para cada um dos três métodos levando em consideração todas as 1000 saídas do experimento.
Os resultados são apresentados na tabela 7.11. Da tabela nota-se que o modelo obtido com o algoritmo
proposto nesta tese tem fitness maior que os modelos obtidos com o MOESP e com o MOESP-VAR.
O motivo da performance não tão boa do MOESP é que o sistema é variante no tempo, portanto uma
identificação com um modelo invariante no tempo é claramente inadequada. O MOESP-VAR por sua
vez não tem um resultado tão preciso devido ao tamanho da janela que foi definido. Para verificar este
resultado a identificação do sistema foi refeita com o algoritmo MOESP-VAR mas com uma janela de
tamanho 41. O fitness obtido foi de 3.2264, que é maior que o obtido com o modelo encontrado pelo
método MOESP, mas ainda distante do resultado obtido com o modelo determinado pelo algoritmo
proposto nesta tese.

Com o comportamento do algoritmo proposto nesta tese também é possível determinar se um
sistema é ou não variante no tempo, e também a intensidade desta variação. Isto é possível ao se
observar o número de iterações necessárias para alcançar o fitness mínimo requerido Freq para fim
do algoritmo a cada janela. Caso o número de iterações seja pequeno, o sistema sofreu uma pequena
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variação. Por outro lado, se o número de iterações for grande, o sistema está sofrendo uma grande
variação. Na figura 7.42 é apresentada a variação do número de iterações ao longo das janelas. Da
figura é claro que o sistema começa a variar a partir de k > 200, como de fato ocorre. Mais que
isto, ao se comparar a figura 7.42 às figuras 7.27, 7.28, 7.29 e 7.30 nota-se que o número de iterações
é proporcional a taxa de variação do sistema, ou seja, às derivadas dos parâmetros de Markov do
sistema.
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Fig. 7.42: Número de iterações para se alcançar o fitness mínimo requerido a cada janela.

Na figura 7.42 o número de iterações máximo não passa de 10000 pois o algoritmo foi programado
para limitar o número máximo de iterações por janela a este número. Esta limitação permitiu que
modelos um pouco piores que os desejados fossem adotados em regiões críticas do sistema. No
entanto isto não prejudicou o resultado geral do algoritmo, conforme apresentado.

7.4.4 Conclusão

A partir dos resultados apresentados na seção anterior, a conclusão é que o algoritmo imuno-
inspirado proposto nesta tese é capaz de seguir as variações de um sistema multivariável variante
no tempo. Se o algoritmo MOESP fosse utilizado para modelar o sistema variante no tempo como
um sistema invariante no tempo, as saídas do modelo em um instante de tempo em que o sistema
estiver distante do ponto em que estava quando as matrizes do MOESP foram estimadas não serão
próximas das saídas do sistema a ser identificado. O algoritmo proposto nesta tese tem também a
propriedade de seguir variações do sistema mais rápidas que aquelas que podem ser detectadas pelo
método MOESP-VAR.

Além da evidência apontada pela semelhança entre a saída do sistema a ser identificado e do mo-
delo determinado pelo algoritmo proposto nesta tese, foi demonstrado que os parâmetros de Markov
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do sistema são muito semelhantes aos parâmetros de Markov do modelo obtido com o algoritmo pro-
posto nesta tese. Sendo assim, a resposta ao impulso do modelo variante no tempo obtido com este
algoritmo é semelhante à do sistema, indicando que a identificação foi bem sucedida.

A técnica utilizada nesta tese para identificação do sistema variante no tempo, que é a interpre-
tação do modelo no espaço de estado como um ponto em um espaço de quádruplas de matrizes e a
determinação do ponto que minimiza o erro entre a saída do modelo e a saída do sistema a ser iden-
tificado por meio da solução de um problema de otimização, foi fundamental para o estabelecimento
da técnica de solução final do problema, que foi o uso do algoritmo imuno-inspirado. O método pro-
posto pode ser usado para identificar sistemas variantes no tempo reais e, uma vez que é recursivo,
pode também ser usado para identificação em tempo real de sistemas variantes no tempo.



Capítulo 8

Conclusão e trabalhos futuros

Nesta tese, são tratados alguns problemas relacionados à identificação de sistemas multivariáveis
discretos no espaço de estado, à realização de séries temporais multivariáveis discretas no espaço de
estado e à modelagem de séries temporais multivariáveis discretas no espaço de estado. A metodolo-
gia de solução dos problemas foi sua transformação em problemas de otimização e sua solução por
algoritmos imuno-inspirados.

A conclusão principal do estudo que resultou nesta tese é que, em geral, os métodos de otimização
heurística implementados para a solução dos problemas, baseados em algoritmos imuno-inspirados,
foram capazes de resolver os problemas de otimização criados e que, com isto, os problemas tratados,
que não poderiam ser resolvidos por métodos conhecidos, foram solucionados.

A partir das contribuições propostas nesta tese, abre-se a possibilidade de estudos adicionais,
como o estudo da performance de outros algoritmos de otimização heurística, como algoritmos gené-
ticos, algoritmos de otimização por enxame de partículas, dentre outros, para solução dos problemas
de otimização propostos. Os resultados obtidos com os outros algoritmos podem ser comparados aos
resultados apresentados nesta tese, de forma que se encontre qual é a melhor alternativa para a solução
de cada um dos problemas de otimização definidos. Além da solução dos problemas de otimização
com outros tipos de algoritmos, também pode ser objeto de pesquisas futuras a aplicação de variações
de algoritmos imuno-inspirados para a solução dos problemas aqui tratados, como a implementação
da distância de linha, proposta em [29], ou da aplicação da etapa de supressão em apenas algumas
das iterações, e não em todas, como foi feito nos algoritmos apresentados nesta tese.

Além dos problemas solucionados nesta tese, outros problemas envolvidos com a identificação
de sistemas, realização de séries temporais e modelagem de séries temporais podem ter propostas
de soluções por meio de sua transformação em problemas de otimização. Como exemplos, pode-se
propor um método de realização de séries temporais imuno-inspirado ao se minimizar a distância
entre as covariâncias de soluções candidatas e as covariâncias da série temporal que se quer realizar.
Isto seria muito semelhante ao que foi feito no método de geração de ruído branco proposto nesta tese,
com a diferença que, ao invés de se minimizar a distância entre as covariâncias para atrasos não nulos
a zero, se minimizaria a distância entre as covariâncias para quaisquer atrasos e a covariância que
se quer realizar. Ainda nesta linha, pode-se também determinar o modelo em espaço de estado que
realiza uma determinada série temporal ao se encontrar as matrizes de modelo que, quando sujeito a
um ruído branco, tem uma saída cuja covariância seja tal que a diferença entre ela e a covariância da
série temporal que se quer realizar seja mínima.
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Outra proposta que pode ser implementada é a solução das LMIs envolvidas no problema de
realização de séries temporais através da definição de um problema de otimização e solução por
métodos heurísticos. Este problema poderia ser tratado semelhantemente ao que foi feito com a
equação de Riccati mas, neste caso, como se trata de uma desigualdade, o algoritmo deve ter algum
mecanismo para guardar todas as soluções que satisfazem a desigualdade. Também seria interessante
o uso de um critério para valorizar as soluções na fronteira de desigualdade, de forma que os limites
da desigualdade possam ser definidos. Uma maneira de verificar se o algoritmo foi bem sucedido é
comparar suas soluções com os limites superior e inferior determinados por Faurre.

Ainda na linha de realização de séries temporais, um problema de otimização pode ser proposto
para determinação do valor de Σ no problema de realização por predição ótima. Também pode ser
proposto um método algébrico para solução do sistema formado pela equação matricial quadrática e
a equação matricial linear deste problema.

Na linha de modelagem de séries temporais, um trabalho futuro que pode ser realizado é a mode-
lagem de séries temporais variantes no tempo. Este trabalho seria muito semelhante à identificação
de sistemas variantes no tempo tratada nesta tese.

Na linha da geração de ruídos brancos, pode-se determinar um método imuno-inspirado que seja
capaz de adicionar a uma sequência já existente algumas amostras adicionais, de forma a manter a
propriedade de ruído branco do sinal. Este método pode ser implementado de forma recursiva, de
maneira que, no caso de um problema em que o número de amostras total não é conhecido a priori, o
ruído branco pudesse ser gerado de acordo com a demanda.

Com relação aos algoritmos imuno inspirados, as propostas apresentadas nesta tese para solução
de problemas de otimização com restrições, com ou sem travessia de zonas proibidas, podem ter seus
resultados comparados quando aplicadas a problemas de otimização com restrições conhecidos na
literatura. Desta maneira, pode-se avaliar em quais tipos de problema cada uma destas técnicas é
mais própria para ser usada.

Nesta tese o foco foi dado nos problemas de identificação, realização e modelagem discretas.
Uma outra linha de pesquisa que pode ser desenvolvida é a adaptação e avaliação das técnicas aqui
descritas para problemas em tempo contínuo.

Em resumo, a existência de algoritmos heurísticos de otimização permite a solução de problemas
de otimização com funções objetivo não muito diretas, e que portanto, seriam dificilmente formulados
como problemas de otimização clássica. Desta forma, problemas que antes dificilmente seriam tra-
tados como problemas de otimização podem ser definidos como tal, e as soluções obtidas em alguns
casos como os tratados nesta tese, são melhores que as obtidas com métodos clássicos.
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