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Resumo

Nesta tese € descrito como alguns problemas relacionados a identificacdo de sistemas discretos multivaridveis,
a realizacdo de séries temporais discretas multivaridveis e a modelagem de séries temporais discretas mul-
tivaridveis, podem ser formulados como problemas de otimizagdo. Além da formula¢do dos problemas de
otimizagdo, nesta tese também sdo apresentadas algumas propostas imuno-inspiradas para a solugcdo de cada
um dos problemas, assim como os resultados e conclusdes da aplicagdo dos métodos propostos.

Os métodos aqui propostos apresentam resultados e performance melhores que aqueles obtidos por métodos
conhecidos para solugdo dos problemas estudados, e podem ser aplicados em problemas cujas condi¢des nao
sejam favordveis para aplicagdo dos métodos conhecidos na literatura.

Palavras-chave: Andlise de séries temporais, Identificacdo de sistemas, Métodos de espaco de estado,
Processo estocastico, Algoritmos evolutivos.

Abstract

In this thesis it is described how some problems related to multivariable system identification, multivariable
time series realization and multivariable time series modeling, can be formulated as optimization problems.
Additionally, in this thesis some immuno-inspired methods to solve each problem are also shown, and also the
results and conclusions resultant from the application of the proposed methods.

The performance and the results obtained with the methods here proposed are better than the results pro-
duced by known methods to solve the studied problems and can be applied even if the problem conditions are
not suitable to the methods presented in the literature.

Keywords: Time series analysis, System identification, State space methods, Stochastic processes, Evolu-
tionary algorithms .
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Capitulo 1

Introducao

A identificagdo de sistemas € uma forma de encontrar alguma representacdo matematica que re-
alize um sistema que se quer estudar, ou seja, o objetivo que se tem ao identificar um sistema é
encontrar alguma equacdo, seja ela escalar, matricial, diferencial, a diferengas, nao linear, linear,
dentre outras, que seja capaz de traduzir para uma linguagem matematica a relacao entre grandezas
quantificaveis através do sistema. Deve ficar claro entdo que modelos sdo apenas modelos, e ndo
se deve supor que algum fendmeno acontece por causa de relagdes matematicas. Por exemplo, uma
maca que se solte de uma arvore, nio cai porque:

Gmims
F = —p

mas sim porque ela cai. Ao cair, esta maca desenvolve uma grandeza que pode ser quantificada, e
que resolveram definir como velocidade. Esta grandeza definida como velocidade varia de acordo
com algo também quantificado, que resolveram definir como aceleracdo da gravidade. Percebeu-se
que esta aceleracdo tem relagdo linear com outra grandeza, definida como forga, e que a constante de
proporcionalidade entre forca e aceleragdao € uma propriedade da maca, que resolveram definir como
massa. A forga, que € proporcional a aceleracdo, que faz com que a velocidade da maca varie, tem
relagdo com a massa da Terra, e com outra grandeza, que € a distancia da maca a Terra. Notou-se
que a forca varia proporcionalmente a massa da Terra, a massa da mag¢a e com o inverso do quadrado
da distancia entre a maca e a Terra. No entanto, como a grandeza definida como forca, da maneira
que foi definida, ndo se relaciona exatamente com o produto entre a massa da Terra, a massa da maga
e o inverso do quadrado da distancia entre a maca e a Terra, foi criada uma constante que ajusta o
resultado, e a ela foi dado o nome de constante gravitacional. Esta constante muda, dependendo da
maneira como for medida a massa da maca, a massa da Terra e a distancia entre a mag¢a e a Terra.
A macd, no entanto, nao tem conhecimento disto, e cairia mesmo que um modelo fisico-matematico
para sua queda nao existisse.

A equagdo criada para modelar a queda da maca pode nio descrever seu movimento de maneira
exata. A maga, ao cair, eventualmente pode estar sujeita a algum vento, que tenha algum componente
que altere sua velocidade vertical. A prépria ma¢d produz um deslocamento de ar, que também produz
uma componente de for¢a vertical que altera sua velocidade. Alids, ndo se garante que a mag¢a chegard
ao chdo, uma vez que algum animal pode interceptar o seu voo e comé-la.

Por todos esses motivos, deve-se ter em mente que os modelos matematicos nem sempre refletem
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exatamente o que de fato ocorrerd com um fendmeno. No entanto, os eventos ndo previstos podem
ndo ter grande influéncia na relacdo entre as grandezas observadas de um certo fendmeno e podem ser
tratados como pequenos desvios, ou seja, pequenos ruidos. O conjunto entre grandeza, ou sinal, a ser
medido e ruidos pode apresentar caracteristicas estatisticas marcantes, que permitam que se modele
de uma maneira um pouco mais precisa o que ocorre, mesmo sem o conhecimento pleno sobre todos
os eventos que possam acontecer naquele fendmeno. Por este motivo, a identificagdo de sistemas com
ruido comecou a ser estudada.

Muitas vezes também se estd interessado no estudo de sinais puramente aleatérios. Estes sinais,
definidos como processos estocdsticos, ou como séries temporais, podem ter significado em si s6.
Exemplos disto s@o as séries temporais econdmicas, em que se tem o interesse de conhecer o com-
portamento de determinado evento ao longo do tempo, as séries temporais relacionadas a natureza,
como indice de pluviosidade, taxa de reproducdo de animais, dentre outros. O tratamento deste tipo
de dados pode ser feito da mesma forma como se tratam os ruidos observados em grandezas fisicas e
€ possivel propor modelos matematicos que gerem ruidos com caracteristicas estatisticas semelhan-
tes as de ruidos observados. Ao estudo da defini¢ao destes modelos matematicos se dd o nome de
realizacdo de séries temporais.

Nesta tese, € apresentada a pesquisa desenvolvida a respeito da aplica¢do de algoritmos imuno-
inspirados a problemas relacionados a identificacdo de sistemas e a realiza¢do de séries temporais
no espaco de estado. A aplicacdo de algoritmos de inteligéncia computacional a problemas de iden-
tificag@o e controle € um tema recente e ja tem sido tratado no Laboratério de Controle e Sistemas
Inteligentes (LCSI), com as teses de doutorado [19], [53], [56] dentre outras.

Os problemas estudados e as contribui¢des desta pesquisa sdo descritos de forma resumida a
seguir.

1.1 Objetivos e justificativas

Tanto a identificacdo de sistemas multivaridveis no espaco de estado, quanto a realizacdo de sé-
ries temporais multivaridveis no espaco de estado, sdo problemas que requerem um amplo tratamento
estatistico dos dados coletados a partir de amostras de entradas e saidas dos sistemas a serem identi-
ficados, ou de amostras da série temporal a ser realizada, respectivamente. Para que este tratamento
estatistico seja efetivo, € necessario que um volume relativamente grande de dados relativamente bem
comportados seja coletado.

Caso o volume de dados coletados ndo seja suficientemente grande, as caracteristicas estatisticas
dos sinais podem ndo ser fielmente retratadas. Seja, por exemplo, o lancamento de uma moeda.
Se uma moeda for lancada infinitas vezes, cada uma das faces serd sorteada em exatamente metade
das vezes. No entanto, se a moeda for jogada apenas duas vezes, ndo € impossivel que a mesma
face apareca as duas vezes. Isto ndo significa necessariamente que a moeda € viciada, ou que a
probabilidade do aparecimento da face que foi sorteada seja unitdria, mas apenas significa que o
numero de amostras do experimento nao € grande o suficiente para que se conheca suas caracteristicas
estatisticas com exatidao.

O objetivo desta pesquisa € a aplicacao de métodos de computacdo imuno-inspirada para a solugao
dos problemas de identificacdo de sistemas e de realizagdo de séries temporais quando o volume de
dados coletados ndo € grande o suficiente, ou ndo € bem comportado o suficiente, para que os métodos
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estatisticos existentes impliquem em bons resultados. Em geral, os métodos de computacdo imuno-
inspirada podem ser aplicados ao se transformar os problemas resultantes da falta de qualidade, ou
quantidade, das amostras coletadas em problemas de otimizacao.

Desta forma, parte das contribui¢des desta pesquisa € a interpretacdo de diversos problemas li-
gados a identificacdo de sistemas e a realizagdo de séries temporais como problemas de otimizagao.
Para cada um destes problemas de otimizagao, as contribuicdes incluem sua defini¢do, a defini¢do das
solu¢des candidatas, da funcao objetivo, do espaco de busca e, quando aplicavel, das restricdes. Outra
parte das contribui¢Oes € a implementacao de diversas variantes de algoritmos imuno-inspirados para
tratar de cada um dos problemas definidos ao longo desta pesquisa. Como, em alguns casos, os pro-
blemas de otimiza¢@o encontrados t€m restri¢des, outra contribuicdo desta pesquisa ¢ uma proposta
de modificacdo dos algoritmos imuno-inspirados para lidar com este tipo de problemas.

De maneira resumida, os objetivos e os problemas descritos nesta tese sdo apresentados nas pro-
ximas subsecoes.

1.1.1 Geracao de ruidos brancos

Como apresentado de maneira mais detalhada no capitulo 5, os resultados dos métodos de reali-
zacdo de séries temporais no espaco de estado sdo as matrizes de um modelo em espaco de estado
e a covariancia para atraso zero do ruido branco que, quando aplicado como entrada ao modelo en-
contrado, faz com que a saida seja uma realizacdo da série temporal que se quer realizar. Sendo
assim, para se gerar uma realizacdo de uma determinada série temporal com um ndmero limitado de
amostras, € necessario aplicar um ruido branco com um limitado nimero de amostras como entrada
ao sistema encontrado.

Durante esta pesquisa, notou-se que os sinais com nimero limitado de amostras criados com um
gerador pseudo-aleatério comum ndo satisfazem a defini¢do de ruido branco no dominio do tempo,
detalhada no capitulo 7. Sendo assim, um dos objetivos desta pesquisa é a obten¢do de um ruido
branco com niimero de amostras limitado para gerar realizagdes de séries temporais com nimero
limitado de amostras. Como se estd tratando de modelos multivaridveis, o método proposto deve
ser capaz de lidar com casos multidimensionais. Este objetivo foi alcancado e seus resultados estio
publicados no artigo [37] e sdo detalhados no capitulo 7 desta tese.

1.1.2 Solucao da equacao algébrica de Riccati

Para a determinacdo das matrizes do modelo em espacgo de estado que realiza uma determinada
série temporal pelo método proposto por Aoki, € necessdria a solu¢do de uma equacdo algébrica de
Riccati, conforme descrito no capitulo 5 desta tese. Os termos desta equacdo sdo matriciais e sua
solucdo depende da possibilidade de manipulacdo destas matrizes. Estas matrizes sdo criadas a partir
das amostras da série temporal que se quer realizar. Desta forma, dependendo dos dados coletados,
as matrizes presentes na equacao de Riccati sdo de tal forma que a solu¢do nao pode ser encontrada
pelos métodos convencionais descritos na se¢do 5.1.3.

Um dos objetivos desta pesquisa € a determinacdo de solucdes aproximadas para a equagdo de
Riccati no caso em que os métodos de solucao convencionais ndo levam a solugdes por problemas
numéricos durante a manipulacdo das matrizes. Este objetivo foi alcancado e seus resultados estdo
publicados nos artigos [39] e [40] e s@o detalhados no capitulo 7 desta tese.
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1.1.3 Modelagem de séries temporais

A partir do problema de realizacdo de séries temporais no espaco de estado, pode-se definir um
problema mais simples, que € a modelagem de séries temporais no espaco de estado. Neste pro-
blema, considera-se que, tanto a entrada, quanto a saida do modelo que gera a série temporal, estdao
disponiveis para a aplicacdo do método. Sendo assim, este problema se aproxima mais do problema
de identificacdo de sistemas no espaco de estado do que propriamente do problema de realizacdo de
séries temporais no espago de estado.

Um dos objetivos desta pesquisa € a proposta de um algoritmo imuno-inspirado para a solug¢do
deste problema. A justificativa para isto € a criacdo de uma base que pode ser usada para a solucao
de problemas mais complexos, como a identificacdo de sistemas multivaridveis variantes no tempo,
resumida na préxima subse¢do. Este objetivo também foi alcancado e os resultados foram publicados
nos artigos [38] e [41] e sdo também detalhados no capitulo 7 desta tese.

1.1.4 Identificacio de sistemas multivariaveis variantes no tempo no espaco de
estado

Existem diversos métodos de identificacdo de sistemas multivaridveis invariantes no tempo, con-
forme apresentado no capitulo 3. Uma das maneiras de se identificar sistemas multivaridveis variantes
no tempo € a aplicacdo dos métodos de identificacio de sistemas multivaridveis invariantes no tempo
a intervalos de dados para os quais ndo ha variagdo significativa. No entanto, para se encontrar solu-
¢des dos problemas de identificacao de sistemas multivaridveis invariantes no tempo, € necessario que
um grande ndmero de amostras esteja disponivel. Desta forma, métodos de identificacdo de sistemas
multivaridveis variantes no tempo baseados na particao temporal dos conjuntos de amostras falham
se a variacao do sistema for muito rdpida, de forma a ndo haver um nimero de amostras suficientes
para a identificacdo quando o sistema esté estacionado em um estado.

Um dos objetivos desta pesquisa € a criacdo de um algoritmo para a identificacdo de sistemas
multivaridveis variantes no tempo a partir de um nimero minimo de amostras de entrada e saida dos
sistemas. Desta forma, mesmo variagdes mais rapidas do sistema podem ser modeladas. Este objetivo
foi alcancgado, os resultados obtidos foram submetidos para publicacdo e sdo detalhados no capitulo
7 desta tese.

1.2 Organizacao desta tese

Esta tese estd organizada da seguinte maneira: No capitulo 2 os processos estocasticos, ou séries
temporais, sdo definidos e suas propriedades sdo descritas. Esse capitulo serve como base para os
capitulos 4, em que € introduzido um estimador 6timo de estados, conhecido como filtro de Kalman,
e 5, em que sao introduzidos os problemas de realizacao e modelagem de séries temporais discretas no
espaco de estado e alguns dos métodos de resolucao destes dois problemas sao descritos. Os capitulos
4 e 5 foram escritos de maneira a tornar clara a relacao entre o filtro de Kalman e a realizacdo de séries
temporais no espaco de estado. No capitulo 3, os métodos de identificacdo de sistemas multivaridveis
discretos no espaco de estado s@o discutidos. Este capitulo também estd escrito de maneira que a
relacdo entre o problema tratado nele e o problema tratado no capitulo 5 se torna clara. No capitulo
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6 sdo descritos os algoritmos imuno-inspirados para otimizacdo. Esse tipo de algoritmo foi escolhido
devido a suas propriedades favordveis a solu¢do dos problemas estudados nesta tese. No capitulo 7,
as contribuicdes desta pesquisa, que sao os métodos baseados nos conceitos descritos no capitulo 6,
para solucdo de problemas relacionados aos capitulos 3 e 5, sdo detalhadas. Por fim, no capitulo 8,
as conclusdes obtidas ao longo desta pesquisa e os trabalhos futuros que podem ser realizados sdo
apresentados.
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Capitulo 2

Processos Estocasticos

Neste capitulo, s@o apresentados os conceitos fundamentais envolvidos no estudo de processos
estocdsticos. O objetivo deste estudo € fornecer as bases necessérias para o desenvolvimento dos
conceitos envolvidos no problema de realizacdo de séries temporais multivaridveis, tratado no capitulo
5, que € um dos assuntos principais desta tese. As referéncias basicas para este capitulo sdo as notas
de aula [9], os capitulos iniciais das referéncias [47] e [S1], o capitulo 4 de [46] e também e os livros
[30] e [52].

Ao longo do capitulo héd notas de rodapé contando um pouco da histdria por trds das pessoas
que foram homenageadas com nomes de teoremas, desigualdades, etc. com o objetivo de tornar a
leitura mais instrutiva e permitir que o leitor conhega a ordem cronoldgica em que os conceitos foram
percebidos.

2.1 Nocoes iniciais

O primeiro passo para o estudo estatistico € a definicdo de eventos e de probabilidades. Usual-
mente estas entidades sdo definidas de forma ingénua e sem a abordagem de aspectos como a sigma
algebra e a teoria da medida. O objetivo desta secdo € o de introduzir estes conceitos de uma forma
mais axiomdtica conforme feito por Kolmogorov'.

A principio vamos definir um espaco amostral, geralmente denotado por 2. O espaco amostral
¢ um espaco em que hd pelo menos dois subconjuntos: o vazio () e o todo (£2). Este espaco pode
ser, por exemplo, um conjunto com todos os resultados possiveis de um experimento, um espaco de
nimeros como o R", dentre outros. Um dos exemplos mais basicos de espaco amostral é o conjunto
formado por cara e coroa, que sdo os resultados possiveis do lancamento de uma moeda.

Dentro de um espago amostral {2 pode-se encontrar uma determinada familia de subconjuntos F
que apresente as seguintes propriedades:

e ) e F.

* Se F' € um subconjunto que estd contido na familia F entdo seu complemento F'¢ também esta
contido na familia F.

'Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987). Matemdtico soviético que contribuiu com avangos nas teorias de
probabilidade, topologia, turbuléncia, dentre outros
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* Se I, F,... sdo conjuntos contidos na familia F, entdo sua unido infinita | J;°; F; também estd
contida na familia F.

As familias de conjuntos com estas trés propriedades é dado o nome de o-algebra.

Para ilustrar este conceito, seja o experimento do langamento de um dado. Os possiveis resultados
pertencem ao conjunto (2 ={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Se escolhermos uma familia de conjuntos F formada
pelos seguintes subconjuntos {1}, {2, 3, 4, 5, 6}, () e €2, nota-se que esta familia tem todas as propri-
edades de uma o-dlgebra listadas acima, portanto esta familia € uma o-4lgebra. Note também que se
tomarmos a seguinte familia de subconjuntos: {Niimeros pares}, { Niimeros impares}, () e €) teremos
que esta familia também satisfaz as propriedades acima e portanto também € uma o-4lgebra.

A cada subconjunto de elementos de {2 dd-se o nome de evento. Note que os eventos possiveis sao
determinados pela o-algebra definida para o espaco amostral. Um espaco amostral em que esta defi-
nida uma o-algebra € chamado de espaco mensuravel. Se ha infinitos F; eventos, entdo a intersec¢ao
e a soma infinita, ou seja:

UF
i=1

N F
=1

também sdo eventos, sendo que a unido infinita é evento devido a prépria defini¢do de sigma-algebra

Pode-se definir uma medida P sobre o espaco mensurdvel. Neste contexto, entende-se por me-
dida uma determinada funcao que leva do espaco amostral a um vetor numérico (que pode ser real,
inteiro, degenerado para uma dimensao, etc..). Este vetor numérico indica o tamanho relativo de um
determinado subconjunto do espaco amostral, sendo que este subconjunto € definido a partir de uma
o-éalgebra. Se a medida P definida tiver as seguintes propriedades:

« P(0)=0
e P(2) =1
* P(U2 Fy) <32, P(F)

E dado 2 medida P o nome de probabilidade. A probabilidade apresenta ainda as seguintes proprie-
dades:

0<PA)<PB)<1 VA Be FcomACB
P(A°)=1—-P(A)

em que A denota o evento complementar ao evento A.

Deve-se notar que a escolha da o-édlgebra influencia na medida de probabilidade. Voltando ao
exemplo do lancamento de um dado, se for escolhida a primeira o-dlgebra exemplificada, ou seja,
{1},{2,3,4,5,6}, e, amedida de probabilidade do subconjunto {1} é de 1/6 (supondo que o dado
seja honesto). Caso seja escolhida a segunda o-dlgebra citada, ou seja, { Numeros pares}, { Niimeros
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impares}, () e Q, a probabilidade de ocorréncia de cada elemento é 1/2. Independentemente da o-
algebra escolhida, a probabilidade pode ser vista como uma medida normalizada de subconjuntos de
um determinado espaco amostral.

Definidos um espago amostral, uma o-algebra e uma medida de probabilidade, tem-se uma tripla
{Q, F, P} chamada de espaco de probabilidade. E importante que fique clara a necessidade de
cada um dos termos desta tripla. Voltando ao exemplo do lancamento de dados, € dbvio que se ndo
houvesse o dado, ou seja, o espaco amostral, ndo faria sentido a defini¢do de probabilidades. Se nao
fossem definidos diferentes eventos, ou seja, subconjuntos do espaco amostral como os nimeros das
faces ou o fato de eles serem pares ou impares, também nio faria sentido se falar de probabilidades,
ou seja, a o-dlgebra € fundamental para que se faga esta definicdo. E finalmente, se ndo for definida
uma medida para cada um dos subconjuntos em que o espaco amostral foi dividido, ndo se pode falar
em probabilidade. Desta forma fica clara a importincia e a necessidade de cada um dos elementos
desta tripla. Embora este pardgrafo seja redundante com relacdo ao resto do texto, € importante que
fique clara a definicdo de cada um dos elementos da tripla fundamental para uma definicdo axiomaética
da probabilidade.

Para uma determinada familia de subconjuntos do espago amostral pode-se definir a menor o-
dlgebra gerada por esta familia. Por exemplo, a familia formada pelos subconjuntos €2, () determina a
mais simples o-dlgebra que pode ser definida sobre um espago amostral, que é chamada de o-algebra
trivial.

Voltando ao experimento do langcamento de um dado, a primeira o-algebra definida continha o
subconjunto {1}. No entanto, note que esta o-dlgebra ndo € a unica que pode conter aquele sub-
conjunto. Por exemplo, a familia de subconjuntos {{1}, {2}, {2, 3, 4, 5, 6}, {1, 3, 4, 5, 6}, (), Q}
contém {1} e também satisfaz todas as condi¢des para ser uma o-algebra, podendo portanto ser de-
finida desta forma. A primeira o-dlgebra tem, por outro lado, uma propriedade interessante: ela € a
menor o-algebra que pode ser definida contendo o subconjunto {1}, e ela estd contida na o-dlgebra
apresentada neste paragrafo. Desta discussdo pode-se notar que as o-dlgebras podem estar contidas,
serem maiores ou menores entre si. Além disto, € importante notar que a menor o-algebra contendo
determinado subconjunto € a interseccdo de todas as o-dlgebras possiveis que podem conter aquele
subconjunto.

No caso em que o espago amostral é o R”, a o-algebra gerada por todos os subconjuntos semi-
infinitos limitados superiormente deste espaco, ou seja, por todos os vetores x € R™ tais que

reR" —o<r<a

em que a é um ndmero real qualquer, ¢ chamada de o-algebra de Borel?, denotada por B. Aos
conjuntos que geram esta o-dlgebra é dado o nome de conjuntos de Borel, e eles sdo normalmente
simbolizados por B. Esta o-dlgebra € particularmente importante quando definida sobre a reta ¢
uma vez que € possivel criar uma fungido R — R que contenha todas as informagdes de uma funcao
2 — R conforme serd apresentado mais adiante.

’Nome dado em homenagem ao matematico francés Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956), que contribuiu
significativamente para o estudo da teoria de probabilidade. E conhecido também por ter enunciado o teorema do Macaco
Infinito, no qual dizia que se fosse dada a um macaco uma maquina de escrever ele poderia, em tempo infinito, datilografar
um texto exatamente igual as obras completas de Shakespeare. Qualquer relag@o entre isto e as nacionalidades de Borel e
de Shakespeare ndo deve ser mera coincidéncia.
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A partir da definicdo do espago amostral, pode-se definir fungdes que levem deste espago a quais-
quer outros espagos. Se uma fungdo X que leva de €2 a R™ € tal que o seu dominio esta contido
em uma determinada o-dlgebra F de (), dizemos que esta funcdo X : () — R" é F-mensuravel.
Matematicamente, X € F-mensuravel se:

X)) ={weQeF,UCR"

em que U é um subconjunto qualquer da imagem de X. Note que a medida de probabilidade sobre
um espago mensurdvel {2, 7} é uma fungdo F-mensurével.

Dado um espago de probabilidade {2, F, P}, uma fungdo X : Q) — R” F-mensurdvel é chamada
de variavel aleatéria. Embora seja conhecida como varidvel, deve ficar claro que a varidvel aleatdria
€ uma fun¢do. Como o dominio das varidveis aleatérias € um conjunto, e como o manuseio de fungdes
que envolvam conjuntos € algo ndo muito intuitivo, foi criado um artificio para o estudo das varidveis
aleatérias. Este artificio consiste em criar uma fungdo F' : R — [0, 1] que va da imagem da varidvel
aleatéria até o intervalo [0, 1]. Esta fun¢@o é tal que seu valor é definido como sendo a probabilidade
de ocorréncia do subconjunto formado por todos os eventos do espaco amostral tais que, ao se tomar
a varidvel aleatdria sobre estes eventos, o resultado € menor ou igual ao ponto do dominio de F’ sobre
o qual F estd sendo calculada. A fungdo F é dado o nome de funciio de distribuicdo, ou ainda
probabilidade acumulativa. O termo acumulativa vem do fato de um ponto na imagem da funcio
de probabilidade acumulativa retratar a probabilidade de ocorréncia de todos os eventos que, quando
submetidos a varidvel aleatéria, apresentam resultados menores ou iguais a aplicagdo da varidvel
aleatdria a um determinado evento. Na figura 2.1 sdo ilustrados os conceitos de varidvel aleatdria e
da funcéo de distribuicio.

Por exemplo, seja um determinado x na imagem de uma varidvel aleatéria X, que também ¢é
o dominio de F. O valor de F'(x) serd igual a probabilidade de todos os subconjuntos w tais que
X(w) < z, ou seja:

F(z) = Pw € Q| X(w) < x) (2.1)

Ao se definir a fungdo de distribui¢do F'(z) criou-se algo que vai de R — [0, 1], mas mais do que
isto, criou-se uma fungdo que atribui valores no intervalo [0,1] a subconjuntos semiinfinitos limitados
superiormente, ou seja, a subconjuntos de uma o-algebra de Borel. Sendo assim, definindo:

Px(B) = P({w € Q|X(w) € B}) B€B 2.2)

temos que a tripla (R, B, Px) € um espago de probabilidade que contém as mesmas informagdes que
o espaco (2, F, P), e portanto a fungdo F'(z) carrega todas as informagdes da varidvel aleatéria X,
podendo ser usada em seu lugar.

Conforme discutido, a fungio F'(x) reflete a probabilidade de todos os eventos tais que a aplicagdo
da varidvel aleatéria X (w) sobre eles implica em um valor menor ou igual a aplicagdo da varidvel ale-
atéria a um determinado evento, e por isso € definida como fun¢ao de probabilidade acumulativa. No
entanto, em alguns casos se quer saber qual € a probabilidade de um determinado grupo de eventos,
que nao necessariamente sdo todos tais que a aplicacdo da varidvel aleatdria sobre eles seja menor ou
igual a certo valor. Mais interessante ainda € conhecer a probabilidade daquele grupo de eventos com
relacdo ao tamanho do intervalo que eles ocupam no espago imagem da varidvel aleatéria ou, em ou-
tras palavras, qual € a densidade de probabilidade daquele conjunto de eventos. Mais formalmente,
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Fig. 2.1: Varidvel aleatéria X levando de €2 a R e funcdo de distribuicdo F' levando da imagem da
variavel aleatéria ao intervalo [0,1].

suponha que se queira determinar a densidade de probabilidade de todos os eventos w € {2 tais que,
quando sujeitos a uma varidvel aleatéria X, implicam em resultados entre z; € R e x5 € R tal que
x9 > x1. Obviamente, se for feita a diferenca entre o valor de F'(x5) que reflete a probabilidade de
todos os eventos tais que, quando sujeitos a varidvel aleatéria X, implicam em valores menores ou
iguais a xo, e o valor de F'(z;), que é a probabilidade de todos os eventos tais que, quando sujeitos a
varidvel aleatéria X, implicam em valores menores ou iguais a 1, se terd a probabilidade de todos
eventos que, quando sujeitos a varidvel aleatéria X, terdo resultados entre x; € x5. Ou seja:

P({w € Qz; < X(w) < x9}) = F(x) — F(xy) (2.3)

Desta forma, para se ter a densidade de probabilidade destes eventos, basta dividir a probabilidade
deste conjunto de eventos, que é a diferenca F'(x2) — F'(x1), pelo tamanho do intervalo que este grupo
de eventos ocupa na imagem da varidvel aleatdria, ou seja, x5 —x1. Quando x5 — x1, ou seja, quando
o intervalo entre z; e z- € infinitesimal, se tem a definicdo da fun¢do de densidade de probabilidade
f(z) conforme abaixo:

fo) = lim = F@) =Pl d g 2.4)

To—T1 372 _— l‘l dl’

Com isto, para dois ndmeros reais x; € xs, tem-se que a probabilidade de todos os eventos w tais
que os resultados da aplicacdo da varidvel aleatéria estdo no intervalo entre x; e x5 € igual a:

2

P{w € Q1 < X(w) < 22}) = / f(a)dx 2.5)

1

2.2 Definicao de processo estocastico

Recordados os conceitos importantes, parte-se agora para o estudo detalhado dos processos esto-
casticos. Por definicdo, um processo estocastico é um tipo de fungdo temporal que atribui para cada
instante de tempo uma variavel aleatéria. Um processo estocdstico x é tal que x(w, t) : (2,1) — R",
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ou seja, um processo estocdstico € uma fungdo que leva de um dominio, que inclui um espago amos-
tral 2 e um espaco de tempos, a uma imagem, que € o espaco real de dimensao n natural. Sen =10
processo estocdstico € definido como monovariavel. Caso n > 1, o processo estocastico € definido
como multivariavel, ou vetorial.

Deve-se notar que, se um determinado instante de tempo for fixado, ter-se-4 apenas uma varidvel
aleatdria, pois a func¢do x levard de um espaco amostral a um espago real. Por outro lado, caso se
observe a ocorréncia do processo ao longo do tempo, se diz que se tem uma funcao de amostragem,
também conhecida como realizacao de um processo estocastico, ou ainda como série temporal.
Em outras palavras, uma realizacdo de um processo estocdstico € uma sequéncia numérica em que,
a cada instante de tempo, € sorteado um valor, de acordo com as caracteristicas estatisticas da varid-
vel aleatdria que representa o processo naquele instante de tempo. O conceito de realizacdo de um
processo estocdstico € tratado com mais detalhes no capitulo 5.

Seja um determinado processo estocdstico definido nos seguintes k instantes de tempo: t1, . . ., t.
Define-se como distribuicio conjunta destas varidveis aleatdrias a seguinte medida de probabili-
dade:

P{x<t1) <ay,..., x(tk) < ak} =

al ap
— / / foom(@, ... zp) doy . .. oy, 2.6)

—00 —00
Em que fi1 (21,..., x;) € a funcdo de densidade de probabilidade conjunta das variaveis
aleatdrias obtidas ao se fixar os instantes de tempo de t1, ..., ;. Neste caso a distribui¢do conjunta

tem dimensao finita. A distribui¢do de um processo estocdstico pode ser determinada por todas as
distribuicoes finitas das varidveis aleatdrias formadas ao se fixar instantes de tempo.

Se o dominio de tempo de amostragem for toda a reta real, o processo estocdstico € dito continuo.
Caso o dominio do tempo seja formado apenas por alguns pontos da reta, o processo estocdstico é
dito discreto. Nesta tese se tem interesse principalmente nos processos estocdsticos discretos.

2.3 Propriedades de processos estocasticos monovariaveis

A defini¢do e o estudo dos processos estocdsticos ndo € algo trivial. Sendo assim, ao longo do
tempo, foram definidas algumas propriedades que um processo estocéstico pode apresentar de forma
que seu estudo seja simplificado. Estas propriedades sdo interessantes pois se aplicam a uma grande
classe de processos estocasticos. Com isto, ao se investigar um determinado processo estocdstico em
particular, estas propriedades podem ser supostas, facilitando o estudo. Por simplicidade, nesta secao
sdo tratadas as propriedades dos processos estocdsticos monovaridveis. Na secdo 2.4 0s processos es-
tocdsticos multivaridveis sao introduzidos e as peculiaridades do caso multivaridvel das propriedades
definidas nesta secao sdo tratadas.

A idéia de se definir as propriedades de processos estocdsticos € semelhante a idéia por trds das
hipéteses de linearidade, invaridncia com o tempo, dentre outras, aplicadas ao estudo de sistemas
dindmicos. Praticamente tudo aquilo que se estuda € ndo linear ou variante no tempo. No entanto, ao
se trabalhar com um sistema, pode-se adotar estas hipdteses, mesmo que restritas a algumas condi¢des
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ou a algumas regides do problema, e se encontrar solucdes satisfatorias. Da mesma forma, ao se
estudar um processo estocdstico, pode-se adotar as hipéteses de que ele é markoviano, estaciondrio,
ergddico, etc para simplificar seu estudo.

2.3.1 Processos Markovianos

Seja um determinado processo estocéstico discreto z(t). O conjunto de observacdes deste pro-
cesso estocdstico até um instante s < ¢ pode ser visto como um subconjunto do espago gerado pelas
observacdes até o instante de tempo ¢. Portanto, pode-se encontrar a minima o-dlgebra F gerada por
este subconjunto. Note que a cada novo instante de tempo, nova informacao é fornecida ao sistema,
de forma que se t; < ty entdo F;; C JFio. Em outras palavras, a cada instante de tempo se estd
adicionando mais informagdes, ou seja, inovagoes a o-dlgebra. Definida a o-dlgebra F; como sendo
a o-algebra gerada por amostras de um processo estocdstico até o instante s, um processo estocastico
é dito markoviano® se:

Pl{z(s+1) < a|Fs} = P{z(s+ 1) < alo(z(s))} 2.7

em que o(z(s)) denota a o-dlgebra gerada pela amostra z(s).

Ou seja, o processo ¢ markoviano se com apenas a medida no instante de tempo anterior pode-se
determinar o futuro com a mesma precisdo que se teria ao se conhecer todo o passado do processo.
Ou ainda, o processo € markoviano se toda a informagao passada do processo € resumida no ultimo
instante de tempo, ou ainda, o(x(s)) = F,. Esta propriedade pode ser vista como um caso especial
de causalidade, ou seja, o comportamento do processo depende apenas de seu passado (causalidade)
e este passado estd resumido no ultimo instante de tempo. Obviamente, um processo markoviano é
causal, mas nem todo processo causal € markoviano.

Em termos da densidade de probabilidade condicional, dizer que um processo é markoviano sig-
nifica dizer que:

p(z(s)|x(s —1),..., z(0)) = p(z(s)|x(s — 1)) (2.8)

A funcdo de densidade conjunta de um processo markoviano pode ser encontrada com o uso da
regra de Bayes* conforme demonstrado abaixo:

3Nome dado em homenagem ao matematico russo Andrey Andreyevich Markov (1856-1922), professor da Univer-
sidade de Sao Petesburgo tendo ocupado a cadeira deixada por Chebyshev. Markov ficou conhecido por solucionar a
equagdo (1 + 2?%) % = n(1 + y?) e por ter se retirado da Universidade de Sdo Petersburgo apés sofrer represlias ao ter
negado a vigiar seus alunos durante revoltas estudantis no ano de 1908.

4Thomas Bayes (1702-1761). Matemético e pastor presbiteriano inglés, que teve o teorema que leva seu nome enunci-
ado postumamente. Seus dois principais trabalhos mostram as duas atividades a que ele se dedicava: Divine Benevolence,
or an Attempt to Prove That the Principal End of the Divine Providence and Government is the Happiness of His Creatu-
res (1731) e An Introduction to the Doctrine of Fluxions, and a Defence of the Mathematicians Against the Objections of
the Author of the Analyst (1736).
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ple(ta), ..., z(ty)) = pla(te)le(ty), ..., 2(tea))p(e(ty), .., 2(te-1))
= pla(te)z(te-1))-
Plr(ti-1)l(ty), .. w(te2))p(e(ty), ., 2(te2)) =
= pla(te)|z(te-1)) (2.9)
P(x(th-1) | (tr-2))-

P(@(th-2)|z(tr), ..., 2(te-3))p(z(t1), ..., z(tk-3)) =

= pla(t) Ty p(a(t) |2 (ti))

o R )
p(a(t:)]z(ti1)) = ) (2.10)
entao: i
— oz p(x(t:), z(ti-1))
platt)oeesal0) = platea) I |G 20D @1

Portanto, tem-se que a densidade de probabilidade conjunta de um processo de Markov é determinada
apenas pelas funcdes de densidade de primeira p(z(t;)) e de segunda ordem p(z(t;), x(t;—1)). Este
fato € fundamental, pois permite que se defina o processo apenas com estas duas medidas, que sdo
equivalentes ao primeiro e segundo momentos, ou seja, média e autocovariancia, conforme sera visto
a seguir. Este fato ¢ uma das bases do estudo feito no capitulo 5.

2.3.2 Momentos de um processo estocastico

Para um determinado processo estocdstico, define-se o k-ésimo momento M (¢4, ..., t;) como
sendo a esperanca do produto das varidveis aleatdrias obtidas ao se fixar o processo estocdstico x nos
instantes ¢, . . ., ty, ou seja:

M(ty,..., t) = Elz(ty) ... x(ts)] (2.12)

No estudo de processos estocdsticos markovianos, se tem interesse pela fungdo de média i, (t),
que é o momento de primeira ordem, e pela fun¢do de autocovariancia A, (¢, s), que é o momento
de segunda ordem centrado, ou seja, as varidveis aleatdrias s@o subtraidas de sua média antes de se
tomar a esperanca de seu produto. Caso a covariancia seja tomada em dois processos estocasticos
distintos, ela recebe o nome de covaridncia cruzada (A, (¢, s)). Caso a covariancia seja tomada no
mesmo instante de tempo do mesmo processo (A, (,t)), tem-se a varidncia do processo estocastico,
normalmente denotada por o2

Em resumo, os momentos objetos de estudo geralmente so:
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* Media:

pe (1) = El(t)]
* Autocovariancia:

Aoa(t,s) = El(2(t) — pa(t))(x(s) — pa(s))]
* Covariancia cruzada:

Agy(tss) = El(2(t) — pa(t))(y(s) — py(s))]
* Variancia:

02 = Ay o(t,t) = E[(2(t) — pe(0)(2(t) — p1a(t))]

Um processo estocdstico com variancia finita é chamado de processo de segunda ordem.

2.3.3 Estacionariedade

Definidos os momentos, pode-se agora definir a estacionariedade de um processo estocastico. Um
processo estocdstico € dito fortemente estacionario quando todos seus momentos niao dependem do
intervalo de tempo em que sdo tomados. Algebricamente, x(t) é fortemente estaciondrio se:

pﬂ,...,tk(l’h Sy 13k) = pt1+l,...,tk+l(~7717 ce l’k) VEk (2.13)

Um processo € dito fracamente estacionario se apenas seus primeiro e segundo momentos fo-
rem independentes do instante de tempo em que se observa o processo. Para o primeiro momento
(média) isto significa um valor constante em qualquer instante de tempo. Para o segundo momento
(covariancia), tem-se que seu valor depende apenas do intervalo de tempo entre os dois momentos em
que ela € tomada e ndo dos instantes de tempo absolutos. Ou seja, um processo estocdstico discreto é
fracamente estaciondrio se:

pae(l) = pre At +1,8) = Npu(l) VieZ

Um processo fortemente estaciondrio € fracamente estaciondrio mas um processo fracamente estaci-
ondrio ndo € necessariamente um processo fortemente estaciondrio.

A definicao de processo fortemente estacionario também pode ser feita sem o uso do conceito de
momentos, conforme demonstrado em [47]. Seja Fy 42+, a distribui¢do conjunta de uma varidvel
aleatoria X nos instantes de tempo ¢, to, t,. O processo serd dito fortemente estaciondrio se, para
um dado A real, a seguinte expressao for verificada:

Fa o tn = Foagh t24h,.. tnth (2.14)

para todo t definido sobre o espaco 71" que faz parte do dominio da varidvel aleatoria.

Deve-se notar que esta defini¢do é equivalente a defini¢do feita a partir dos momentos, uma vez
que o enésimo momento de uma varidvel aleatéria depende da densidade de probabilidade de ordem
n, que por sua vez € a derivada da fungdo de distribuicdo conjunta de uma varidvel aleatéria em
diversos instantes de tempo diferentes.

Para um processo estaciondrio pode-se enunciar o seguinte lema:



16 CAPITULO 2. PROCESSOS ESTOCASTICOS

Lema 2.1 Em um processo estaciondrio a func¢do de covaridncia A, (1) tem as seguintes proprieda-

des:

Aol € Ap(0) V1 € 2

1. E limitada, ou seja,

2. E simétrica, ou seja, Nyyp(l) = Ao (—1)

Prova:

1. Da desigualdade de Cauchy’-Schwarz® tem-se que

| <z,y>[P<<zr> <yy>
em que < z,y > denota o produto interno entre os vetores = € y de um espaco vetorial qualquer.

No caso do espago vetorial formado pelos processos estocdsticos, a norma € definida como
sendo a covariancia, portanto, se tomarmos 0 processo estocastico estaciondrio x nos instantes
0 e [, temos que:

Elz(x(0)]* < E[x(1)*] E[x(0)’] =

= Elz(1)x(0)]* < Elz()z(1)]E[z(0)z(0)] =
= Elz(1)z(0)]* < Aue(0)As(0) =

= Ez(1)x(0)] < A..(0)

uma vez que A, (0) > 0 por se tratar de um termo quadratico.

2. Como para o processo estaciondrio a covaridncia depende apenas do tamanho do intervalo entre
os dois instantes de tempo escolhidos, ndo faz diferenca se este intervalo for [ ou —I.

2.3.4 Ergodicidade

As caracteristicas dos processos estocdsticos apresentadas até este ponto sdo definidas para infini-
tas realizacdes. No estudo de processos estocdsticos, muitas vezes se tem apenas uma realizagdo, com
um ndmero grande o suficiente de instantes de tempo. Desta forma, € importante saber se um pro-
cesso estocdstico tem alguma propriedade que permita que, com apenas uma realizacdo, seja possivel
determinar as caracteristicas definidas para infinitas realiza¢des. Os processos estocdsticos que tém
esta propriedade sdo definidos como processos ergédicos. Este termo vem da jungdo das palavras

3 Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Matemdtico francés pioneiro em andlise matemdtica. Em vida foi amigo de
Lagrange e de Laplace

®Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921). Matemitico alemdo que trabalhou principalmente com teoria de
fungdes, geometria diferencial e cdlculo variacional. Foi membro da academia de ciéncias de Berlim e professor da
Universidade de Berlim.
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Fig. 2.2: Processo estocastico ergddico. Neste caso, obter as propriedades estatisticas do processo
considerando todas as realizagdes 1, 2, 3... N € equivalente a se obter as propriedades ao longo de
apenas uma das realizagdes.

gregas para trabalho (épyor) e caminho (0d6¢) e foi introduzido por Boltzmann’ no estudo de dina-
mica de particulas para definir um sistema em que a Orbita passa através de todo ponto da superficie
de energia [58].

Em outras palavras, um processo estocdstico € dito ergddico quando suas caracteristicas estatis-
ticas sdo as mesmas ao se tomar medidas em um conjunto de realizacdes e ao se tomar medidas de
apenas uma realizac¢do ao longo do tempo. Por exemplo, se houver um conjunto de particulas em um
volume fechado e se a velocidade das particulas for um processo ergédico, a média das velocidades
de todas as particulas ao longo de um nimero grande o suficiente de instantes de tempo tende a média
da velocidade de apenas uma das particulas ao longo de um nimero grande o suficiente de instantes
de tempo.Na figura 2.2 o conceito de ergodicidade € ilustrado.

De maneira mais formal, seja x(¢) um processo estocastico estaciondrio de Markov, de segunda
ordem e com média nula. Se houver apenas uma realizagdo do processo estocdstico x(t), pode-se
definir uma média m (V) e uma covariancia ., (/) desta realiza¢do da seguinte forma:

1 N

"Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906). Fisico e matemdtico austriaco conhecido como um dos fundadores da
mecanica estatistica. Contemporaneo de Kirchhoff e Hemholtz, gradou-se e defendeu seu doutorado sobre teoria cinética
dos gases na Universidade de Viena. Tornou-se professor das Universidades de Viena e de Graz, e se casou com Henriette
von Aigentler, sua aluna em Graz. Passou também pelas Universidades de Munique e Leipzig, na Alemanha. Seu busto
pode ser visto na galeria dos professores da Universidade de Viena, assim como em outros lugares.
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N
dSoa(t+zx(t) leZ (2.16)

=—N

Tz (1)

—
N 2N + 1,

Se a média de m(V) coincidir com a média do processo estocdstico z ou seja, E[m(N)| = . (t)
e se a covariancia de m(n) for nula, ou seja, F[(m(N) — u,)? = 0 entdo o primeiro momento
do processo x(t) serd caracteristico de um processo ergédico. Da mesma forma, se a média da
covariancia r,,(l) for A,,(l) e a varidncia da variancia for nula, o processo terd caracteristicas de
ergodicidade com relagdo aos momentos de segunda ordem. Como o processo € de Markov e de
segunda ordem, garantir sua ergodicidade com relacao aos dois primeiros momentos € suficiente para
garantir sua ergodicidade completa.

O objetivo agora € estudar as condi¢des para que isto ocorra. Para a primeira condi¢do do primeiro
momento tem-se o seguinte:

1 ol 1 ol
m(N)] 2N+1t:sz<>] T 2 Pl = o) @17)
ou seja, a primeira condicdo é sempre satisfeita.
Para a segunda condi¢@o tem-se o seguinte:
2 1 al :
E N)—pu)|=F t) — fy =
((n(N) = )] = B || g 30 ) = )

= <2N1+1)2{E[(3:_N — o) (TN — pz)] +

+E[(x-n = po) Ty — pa)] + -+
+E[(ron — pa)(@N — pra)] +
FE[(@-n41 — pa)(@-n — )] +
FE[(@-n41 = pa) (N1 — pa)] - F
HE[(@ N1 — p)(y — pra)] + -
+E[(rn = po)(x-n — )] +

+E[(xn — po)(@onr1 — pa)] + o+

+E[(ry — pa) (TN — pio)]} =
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1 N N

(2N + 1)2 t=—N s=—N

Note que na somatdria do final da equagdo 2.18 tem-se as seguintes quantidades de fun¢des de cova-
ridncia:

Covariancia | Quantidade Ocorréncias
Ayr(—2N) 1 Ay (N, —N)
Apr(—2N + 1) 2 Ape(N, =N +1)e Ay (N —1,—N)
Ay (—2N + 2) 3 Ape(N, =N +2),Apu(N =1, —-N+1)e Ay (N —2,—N)
Ape(—1) 2N Ape(=N+1,—-N), .., Ape(N —1,N)
A2 (0) 2N+1 Apo(—=N,—=N), .., Ape(N,N)
Aze(1) 2N Ape(—N, =N +1), .., Ay (N,N = 1)
Ay (2N — 2) 3 Ape(=N+2,N), Ay (—N + 1, N — 1) e Ao (—N, N — 2)
A (2N —1) 2 Apo(N +1,N)e Ao (—N,N — 1)
Ao (—2N) 1 Ay(—N,N)
Ou seja,
1

Portanto, se tomarmos os termos entre parénteses e colocarmos em uma somatéria em k indo de —2N
a 2N, teremos 2N + 1 vezes cada termo. Isto se aplica quando k£ = 0, no entanto, para k # 0 isto ndo
se aplica. Por este motivo, um dos dois 2/V 4 1 do denominador da fragdo que multiplica a somatdria

entra para dentro da somatéria e os A, (k) sdo multiplicados pelo fator 1 — 5 ]‘\f‘ﬂ De fato, note que:

k=2N 1— g =

2]|\§€J|r1 2N+1
— _ _ _ 2
k=2N—-1 1-557 = 55
_ L )\
k=1 l—ona = avna
E=0 1— Ik _ 2N

2N+1 = 2N+1

Portanto, temos finalmente que:

2N
Bl =1 = g 2 (1= gyg) A0 2.19
Ao observar a equacdo 2.19 pode-se notar que se a seguinte expressao for valida:
1
Jim. Nl > Aue(k) =0 (2.20)

k=0
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tem-se que E[(m(n) — u,)? = 0 e, portanto, o primeiro momento do processo é o de um processo
ergédico. A somatéria em k presente na equacio 2.20 é conhecida como soma de Cesaro®.
Com relacdo ao segundo momento, o valor esperado da variincia r,,, é:

(b N)) = B[ Syl +Da(0)] =

= g ey Ble(t + Da(t)] = 2.21)

Ou seja, sob este critério sempre se satisfaz a condi¢do para a qual o processo € ergodico. Portanto,
se a variancia da variancia 7, (I, N) for nula, o processo terd o segundo momento caracteristico
de um processo ergddico. Para calcular a varidncia da variancia € introduzida a varidvel auxiliar
£(l) = x(t + 1)x(t) de forma que p¢(l) = A, (1) e a varidncia do processo § para um intervalo k é
calculada da seguinte forma:

Ag(k) = El((t+1+k)x(t+k) = pe() (@t + D) — pe(l))]
= El(x(t+1+ k)t + k)t + D) — Bzt + 1+ k)a(t + k)|pe()—
—pe(D)Ez(t + Da(t)] + pe(l)? (2.22)
= Ele(t+ 1+ k)t + kot + Da(t)] — pe(l)* — pe(l)* + pe(l)?
= EBla(t+ 1+ k)z(t + k)z(t + Da(t)] — pe(l)?

A partir disto pode-se calcular a variincia da variacia da seguinte forma:
2
E[(Tm(l7 N) - Am‘(l))Q] = £ [(2Nl+1 Zi\i—N(w(t + l)l‘(t) - Aa:a:(l))) ]

= b

(setrs S n (D) = )]

Com procedimentos semelhantes aos feitos para o primeiro momento encontra-se que:

El(raa(l, N) — Aua(1))?] = 2N1+ o (1 - 2]\‘[’“|+ 1) Ace(k) (2.23)

Com isto, tem-se que o processo tem momento de segunda ordem caracterisitico de um processo
ergddico apenas se a seguinte condicao for satisfeita:

8Ernesto Cesaro (1859-1906). Matemitico italiano que trabalhou no campo da geometria diferencial e das séries
infinitas. Ficou conhecido justamente pela média de Cesaro, que é a média de uma série divergente obtida como soma
de uma outra série. Ele também foi homenageado com o nome de um teorema que apresenta um resultado sobre séries
infinitas.
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lim N — Z Aee(k (2.24)

As condigOes para que um processo seja ergod1c0 determinadas acima formam um teorema ergo-
dico. Provas mais formais de teoremas ergdédicos no contexto da mecanica estatistica foram desen-
volvidas por Von Neumann® [63] e por Birkhoff!” [7].

2.4 Processos estocasticos multivariaveis

Ao se formar um vetor a partir da concatenagcdo de dois ou mais processos estocdsticos mono-
varidveis, tem-se um vetor de processos estocasticos, também definido como processo estocastico
multivariavel. Seja, por exemplo, um processo estocdstico multivaridvel z(t) definido como a con-
catenacdo de dois processos estocdsticos monovaridveis x(t) e y(t), ou seja:

- 1y |

A média do processo z(t), denotada por y., é um vetor definido da seguinte maneira:

x(t) Elx(t)] ] [ iz ]
= E A t = E = =
te = Bl(0)] H () H [E[y(t)} py
em que /i, ¢ a média do processo estocdstico z(t) e 1, € a média do processo estocastico y(1).
Supondo que z(t) e y(t) tenham média nula, a covarifncia de z(t) serd uma matriz igual a:

At 11 = E[z(t+l)z(t)T]:EH‘zgig][w(t) y(t)]}

ALY Ay (t+1E)
ALY Ay (t+ 1Y)

em que A,,(t+1,t) é a autocovariancia de x(t) entre os instantes t e t + 1, A, (t+ 1, t) € a covariancia
cruzada entre os processos z(t) e y(t) entre os instantes t e t + [ e A, (t +, ) é a autocovariancia do
processo y(t) entre os instantes t e ¢ + [.

9Margittai Neumann J4nos Lajos (Johann von Neumman ou John von Neumann) (1903-1957). Matemitico hiingaro
de origem judia, nacionalizado estadunidense, considerado um dos maiores matemdticos do século XX. Nascido em
Budapeste, a época no império Austro-Hungaro, se destacava desde pequeno por seu raciocinio rdpido e facilidade de
memoria. Aos 12 anos havia entendido o livro Théorie des Fonctions de Borel. Em 1921 foi estudar engenharia quimica
em Berlim, onde teve aulas com Albert Einstein, e paralelamente fez um doutorado em matemdtica na Universidade de
Budapeste. Posteriomente foi estudar engenharia quimica em Zurique e em 1926, aos 23 anos, se tornou o mais novo
professor da Universidade de Berlim. Em 1930 se mudou para os Estados Unidos devido a perseguicdo do regime nazista.
Nos Estados Unidos foi professor de Princenton e trabalhou também no projeto Manhattan, de desenvolvimento da bomba
atdmica. Propoz uma arquitetura de computadores que ¢é utilizada até os dias de escrita desta tese.

19George David Birkhoff (1884-1944). Matemitico estadunidense conhecido principalmente pela prova do teorema
ergddico. Graduado e mestre por Harvard, completou seu doutorado em 1907 na Universidade de Chicago. Foi professor
das Universidades de Wisconsin, Princeton e Harvard. Nos tltimos anos de vida se interessou por temas como estética,
arte, musica e poesia, tendo publicado um livro a respeito da teoria matematica da estética.



22 CAPITULO 2. PROCESSOS ESTOCASTICOS

Se os processos z(t) e y(t) forem descorrelacionados, os termos da matriz A, (¢ + [, t) que estdo
fora dos blocos diagonais principais, ou seja, os termos que representam as covariincias cruzadas,
sdo nulos. No contexto de espagos vetoriais de Hilbert!'!, se o produto interno entre dois processos
estocdsticos for definido como sendo sua funcio de varidncia, ter este produto igual a zero significa
ortogonalidade entre os dois processos. Portanto dizer que os processos sdo descorrelacionados é
equivalente a dizer que eles sdo ortogonais no espaco em que eles estdo definidos. Estes conceitos
sdo detalhados nas secdes 2.7.1 e 2.7.2.

Se um processo estocdstico multivaridvel for formado pela concatenacdo de dois ou mais proces-
sos estocdsticos estaciondrios, diz-se que o novo processo estocdstico € conjuntamente estaciona-
rio. De fato, ao se observar a covaridncia A, (¢ + [, ), nota-se que se z(t) e y(t) sao estaciondrios,
Npu(t+1,8) = Ay (1), Mgy (t 4+ 1,8) = Ay (1) e Ay (t+ 1, t) = Ay, (1), portanto A, (t + 1, 1) = A,(1).

As covariancias cruzadas entre dois processos estaciondrios, que fazem parte da matriz de covari-
ancia de um processo conjuntamente estaciondrio, obedecem ao seguinte lema:

Lema 2.2 A fungdo de covaridncia A, (1) entre dois processos estocdsticos estaciondrios x(t) e y(t)
tem as seguintes propriedades:

1. Antisimetria, ou seja, Ny, (1) = Ny, (—1)
2. E limitada, ou seja, | Ay, (1)]? < Aur(0)A,,(0)
Prova:
L Agy(l) = Elz(t + Dy(1)] = Ely(t — Dz(t)] = Aya(=1)

2. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se que

Ay (D = Elz(D)y(0)]* < Elz(1)*]E[y(0)’]
mas, conforme enunciado no lema 2.1:

0< Eflz()’] <o 0<E(1)?* <o,

T

Portanto,
Elz()y(0)]* < 0307 = Auu(0) A, (0)

2.5 Exemplos de processos estocasticos

2.5.1 Ruido branco

Um exemplo importante de processo estocastico é o ruido branco. A caracteristica do ruido
branco € ter média nula e descorrelacdo entre as varidveis aleatérias tomadas em instantes de tempo
diferentes. Ou seja, v(t) é um ruido branco se:

"David Hilbert (1862-1943). Matemdtico alemio que se tornou famoso por ter generalizado o conceito do espaco
euclidiano para infinitas dimensdes. Por este motivo, qualquer espaco em que esteja definido um produto interno € hoje
conhecido como espaco de Hilbert. Professor da Universidade de Gotingen viu seus colegas serem exterminados pelo
regime nazista e chegou a protestar de forma irdnica sobre o problema com o ministro da educagcao Bernhard Rust.
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Bl ={ 3 17

, =35

em que o, é uma constante e seu quadrado € definido como a covariancia para atraso zero do ruido
branco v(t).

A partir de sua covariancia, que significa que amostras do ruido branco tomadas em intantes de
tempo diferentes sdo independentes, tem-se que a func¢do de densidade de probabilidade conjunta para
um ruido branco é:

Prs(v(t), v(s)) = pe(v(t))ps(v(s))

O ruido branco € um processo fracamente estaciondrio uma vez que os seus dois primeiros mo-
mentos ndo sdo funcdo dos instantes de tempo em que foram tomados. E também um processo de
segunda ordem, uma vez que sua variancia € finita. Como suas amostras sdo descorrelacionadas,
o processo também é Markoviano, ou seja, a previsdo do processo em um determinado instante de
tempo a partir de todas as amostras passadas é a mesma obtida apenas com o instante de tempo
imediatamente anterior.

A partir do processo estocdstico ruido branco € possivel gerar uma realizacdo de qualquer outro
processo estocdstico através de uma filtragem. O problema de determinacdo do filtro que transforma
um ruido branco em uma realizagdo de processo estocdstico desejado € conhecido como problema
de realizacio de séries temporais e ¢ tratado com detalhes no capitulo 5.

Ao se fazer a concatenagdo de dois ou mais ruidos brancos descorrelacionados se tem um ruido
branco multivariavel. Sejam v(t) e w(t) dois ruidos brancos descorrelacionados, com covariincias
para atraso zero respectivamente iguais a o2 e 02, concatenados formando um ruido branco multi-
varidvel e(t). A média de e(t) serd um vetor bidimensional nulo, e sua matriz de covariancia serd a
seguinte:

0 0
00 1 t#s
o2 0 ] s
0 o2

Semelhantemente ao caso monovaridvel, também € possivel gerar realizagdes de processos es-
tocdsticos multivaridveis a partir da filtragem de ruidos brancos multivaridveis. A determinagdo do
filtro que transforma um ruido branco multivaridvel em uma realizacdo de um processo estocastico
multivaridvel é definida como problema de realizacao de séries temporais multivariaveis. Neste
caso, a andlise dos filtros no espago de estado reduz consideravelmente a complexidade do problema
de realizacdo. Nesta tese, sdo propostas algumas contribui¢des para a solu¢do do problema de reali-

zacdo de séries temporais multivaridveis no espaco de estado. Estas contribui¢des sdo detalhadas no
capitulo 7.

Ele(t)e(s)"] = l

2.5.2 Passeio aleatorio

Um exemplo simples de processo estocdstico formado pela filtragem de um ruido branco é o
passeio aleatério z(t) definido a seguir:
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x(t) = zt: v(i) (2.25)

sendo z(0) = 0. Isto pode ser escrito de forma equivalente como:

z(t) =a(t—1)+v(t) (2.26)

O passeio aleatorio € um processo markoviano, uma vez que o valor do processo em um instante
de tempo seguinte ao atual é determinado apenas pelo valor do processo no instante atual adicionado
a um componente aleatdrio, conforme fica claro na equagdo 2.26.

O valor esperado do passeio aleatério € o seguinte:

t

o(t) = Ela(t)] = B [Zv@)

1=0

=Y Bl =0

uma vez que o processo v(t) é um ruido branco e, portanto, tem média nula. Para os instantes de
tempo s e t, tais que s < t, a covariancia do passeio aleatério sera:

s t

Aua(t,s) = El(s)z(t)] = E | >_v(i) >_v(j)
i=0 §=0
como Efv(s)v(t)] = 0V s # t, tem-se que, ao se passar o operador de valor esperado para dentro das
chaves, os Unicos termos que ndo se anulam sdao aqueles em que hd um produto dos dois processos
estocdsticos no mesmo instante de tempo, portanto:

s t s

E | u(i) Y u()| = X ()] = so?

i=0 j=0 i=0

Em que o2 € a variancia do processo v(t). Note que na dltima igualdade se considerou a estacionari-
edade do ruido branco. Pela definicdo deste processo nota-se que esta propriedade de fato se aplica.
O passeio aleatorio no entanto ndo € um processo estaciondrio pois a covariancia sempre serd fungio
do menor instante de tempo escolhido para o cédlculo e ndo do intervalo entre os instantes de tempo
escolhidos.

2.5.3 Outros processos gerados pelo ruido branco

Suponha agora que v(t) seja um ruido branco discreto de média nula e covariincia o2, € que este
ruido seja a entrada de um sistema discreto que tenha a seguinte funcdo de transferéncia:

Nz F e i Ay I'(z)

14+60127  + 02724+ ...+ 0,277 O(2)
Este sistema € conhecido como ARMA, ou seja, Auto Regressivo pois a saida depende dela mesma
em instantes de tempo passado, e com Moving Average, pois toma-se uma média mével das entradas
ao longo do tempo [1]. Esta fungdo de transferéncia serd estdvel se as raizes de O(z) estiverem
dentro do circulo de raio unitario. Se o polindmio I'(z) também tiver raizes dentro do circulo de raio
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unitdrio, a inversa da fun¢do de transferéncia também serd estavel. Desta forma, é possivel gerar um
ruido branco ao se entrar com o sinal de saida y(¢) em um filtro com fungdo de transferéncia igual ao
inverso de H(z). Este filtro é chamado de branqueador. Ao filtro com fung¢@o de transferéncia H(z)
¢ dado o nome de filtro formatador!'?.

O ruido branco pode ser visto como um andlogo da funcdo impulso definida para sistemas deter-
ministicos. Esta analogia pode ser feita pois, da mesma forma que um sistema deterministico pode
ser descrito sinteticamente por sua resposta ao impulso e, a partir desta resposta ao impulso, um
modelo matemético pode ser construido para ter o0 mesmo comportamento que o sistema, um pro-
cesso estocdstico pode ser descrito sinteticamente por suas covariancias, que sao a resposta ao ruido
branco de um modelo matematico que tem 0 mesmo comportamento que o processo estocastico. O
problema de se encontrar um modelo com a mesma resposta ao impulso de um sistema dindmico
deterministico € tratado no capitulo 3 e o problema de se encontrar um modelo com a mesma resposta
ao ruido branco, ou seja, com as mesmas covariancias que uma determinada série temporal, € tratado
no capitulo 5 desta tese.

2.6 Analise espectral

2.6.1 Caso monovariavel

Se um processo estocdstico x(t) discreto, de segunda ordem, de média zero e com taxa de amos-
tragem unitdria € tal que a soma infinita do médulo da fun¢do de covariancia ndo diverge, ou seja:

o0

> Aw(l)] < 00

l=—00

entdo pode-se definir sua funcao de densidade espectral em freqii€éncia, como sendo a transformada
discreta de Fourier'® da funcdo de covariancia, ou seja:

Dup(z) = D Ap(l)2 (2.27)

O espectro traz informacdes sobre a intensidade do processo estocdstico em cada uma das freqiién-
ciasumavez que z = /¥, —m < w < 7.
Como a transformada de Fourier pode ser invertida, tem-se que a covariancia € igual a:

1

0 21y Jiz=1

1 m
D..(2)2 Nz = o / G, (W) dw, € Z (2.28)
T J—7

12Traducdo para o termo shaping

3Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830). Matemdtico francés que lutou a favor da revolugio francesa. Fourier
recebeu uma cadeira da Ecole Polytechnique, mas logo depois viajou ao Egito junto com Napoledo por quem foi nomeado
governador do Baixo Egito, onde organizava a logistica de armamentos para o exército francés e dava palpites mateméaticos
no Instituto Egipcio, fundado por Napoledo na cidade de Cairo. Seus estudos foram principalmente sobre sistemas
térmicos mas sua fama veio através do enunciado que todas as funcdes, continuas ou descontinuas, sdo formadas por
combinagdes lineares de senos e cossenos. Foi contemporaneo de Laplace, Legendre, dentre outros.



26 CAPITULO 2. PROCESSOS ESTOCASTICOS

Como o espectro e a covariancia t€ém uma relacio de ida e volta, tem-se que ambos carregam a mesma
informacio sobre o processo estocdstico que eles representam ',

Se a taxa de amostragem do processo estocastico ndo for unitdria mas sim igual a At, € necessario
que se faca uma mudanca de escala na transformada de Fourier de forma que:

.. (v) = At Z e AUN (D) Ty < T

— 2.2
At At 2:29)

l=—00

- w
Emquerv = %

Sobre a densidade espectral pode-se enunciar os seguintes lemas:

Lema 2.3 A funcdo de densidade espectral satisfaz as seguintes propriedades:
1. Simetria: ., (w) = p(—w) —7T<w<T7
2. Ndo negatividade: ®,,(w) >0 —r<w<m

Prova:

Dpp(w) = 12 Ape(De 99 = i Aga(—1)ede! =
= Z?i—oo A$$(l)6*j(7w)l — q)zx(_w)

2. Como a densidade espectral é a somatéria dos produtos de dois valores positivos que sdo a
covariancia e uma poténcia do niimero positivo e, ela também serd positiva.

A partir do instante em que se define a densidade espectral do segundo momento de um processo
estocdstico, € possivel que se descubra a densidade espectral da saida de um sistema, ou filtro, que
tem como entrada o primeiro processo, desde que o sistema seja estavel e que sua resposta ao impulso
seja conhecida. Se os processos de entrada e de saida tiverem média nula'> e forem markovianos, toda
a informacdo necessaria para conhecer a saida sera conhecida através de sua densidade espectral. O
lema a seguir formaliza esta discussao:

Lema 2.4 Seja um sistema, ou filtro, linear, causal, invariante no tempo e com fungdo de transfe-
réncia G(z) estdvel. Seja também um processo estocdstico u(t) estaciondrio, de segunda ordem, de
média nula e markoviano com convaridncia satisfazendo a seguinte condi¢do:

o0

3 [Aw(l)] < 0

l=—00

Entdo a saida y(t) deste sistema também serd um processo estocdstico, de segunda ordem, com
média nula com a seguinte funcdo de densidade espectral:

14 Apesar de a transformada inversa ser apresentada como uma integral, normalmente sio usados outros métodos para
se calcular a transformada Z inversa, como por exemplo, a decomposi¢do dos quocientes de polindmios em z em fracdes
parciais. Mais informacdes podem ser encontradas nas referéncias [10] e [34].

15Se a média dos processos nio for nula, a média pode ser considerada um termo deterministico da entrada do sistema.
Como o sistema ¢ linear, a saida serd igual a soma dos efeitos da entrada determinisitica e da estocastica. Por isso, pode-se
considerar para estudos que a média de um processo estocdstico na entrada de um sistema linear € sempre nula.
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D,,(2) = G(2)G (27" Puu(2) (2.30)
Ou ainda, em fungdo de w:
Dyy(w) = |G ()PP (w) (2.31)
A variancia do processo y serd dada por:

o2 = = / G 2Dy (w) dw (2.32)

LY o

Prova: Primeiro vamos provar que a média do processo y(t) é zero. Como G(z) é estdvel tem-se
que:

Zg u(t —1)

Tomando o valor esperado de ambos os lados se tem:

_ [Zg t—z] :gg(i)E[u(t—i)]:O

Vamos agora provar que o processo y é de segunda ordem, ou seja, que sua variancia A, (0) é
finita. A covariancia de y € dada por:

Ayy(l) = Ely(t+Dy(t)] =
= E[XZ0g(@ult +1—14) X% g(k)u(t — k)] =
= 2202820 9(0)g(R) Elu(t + 1 — i)u(t — k)])]
= X020 9()g(k) Al + K —1)
entio:
YR Ay (D] = EE X2 R 99 (B[ Al + & — )]

= = (20 9 T2 Al + k= )

Como o sistema é estdvel, a somatdria infinita de |g(7)| converge. Como o processo de entrada u é
de segunda ordem, a segunda somatdria também converge. Portanto, a covariancia da saida converge
e a variancia converge, o que € visto simplesmente ao se substituir [ por zero na equagdo acima, e
portanto, o processo de saida do sistema é de segunda ordem.

Para encontrar a densidade espectral da saida o procedimento é o seguinte:
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Dyy(2) = Z?i—ooAyy(l)Z_l:
= TRz (TR0 X 9(0)g (k) Au(l + k —14)) =

= 320 9(1) X520 g(k) X500 2T Ay (I + K — )
(2.33)
= YX09(0)z 2 Tt g(k)2F 2P o 2T AL+ k1)

= 20902 TiZog(k) 2 T2 2 AL+ k — i) =

= GR)G(zHP.(2)
Aplicando a transformada inversa desta equacdo e fazendo [ = 0 se chega a variancia do processo
estocastico .

2.6.2 Caso multivariavel

Assim como foi feito para os processos monovaridveis, também é possivel definir a densidade
espectral nos casos multivaridveis. Seja um processo estocdstico discreto, de média nula e n dimen-
sional. A matriz de covariancia é a seguinte:

Ao () = Elz(t + 1)z (1))
Se a soma infinita dos elementos da diagonal principal desta matriz de covariincia for conver-

gente, ou seja, se todas os n processos que formam o processo x(t) sdo de segunda ordem, ou ainda
se:

oo
> M <00 1<i<n
t=—o0
Entdo define-se a densidade espectral matricial como sendo a transformada discreta de Fourier da
matriz de covariancias do processo x, ou seja:

b,.(2) = i A (D27

l=—00

Ou ainda, em fun¢ao de w temos:

(W)= > Ap(De™ —r<w<m

l=—00

Também € possivel determinar a transformada inversa com a seguinte integral:

7" .
Awal(l) = 271U /_ G (w)de € Z
Os elementos fora da diagonal principal da matriz de densidade espectral sdo conhecidos como
densidades espectrais cruzadas e sdo fun¢des de nimeros complexos. Sobre a matriz de densidades
espectrais pode-se enunciar o seguinte lema:

1
D,y =l dz = —
/Z|1 (2)z' " dz 5

™



2.7. PROCESSOS ESTOCASTICOS NO ESPACO DE HILBERT 29

Lema 2.5 A matriz de densidade espectral @, (w) tem as seguintes propriedades:

16,17 ou seja, ®,.(w) = ®H (—w)

1. E hermitiana
2. E ndo negativa: ®,,(w) >0
Prova:

1. Como A, () = AL (-I)

Cop(w) = D e Au(l) = D0 AL = 30 AL = P (-w)
l=—00 l=—o0 l=—00
2. Seja £(t) = >, a;z;(t) em que a; sdo coeficientes complexos. A covaridncia de £ tem o

seguinte valor:

Aee(l) = znj a;aAir(1)

ik=1

Em que * é o complexo conjugado de *. A transformada de Fourier de A é:

Dee(w) = i a0 Pir(w)

ik=1

Como ®¢e(w) > 0, ®,, € ndo negativa definida.

2.7 Processos estocasticos no espaco de Hilbert

2.7.1 Caso monovariavel

Nesta secao € descrito o estudo dos processos estocédsticos monovaridveis em um espaco definido
para eles. Ao se definir os processos estocdsticos em um espago vetorial, em que estdo definidos
produto interno e norma, € possivel que se use diversas ferramentas e definicdes como ortogonalidade,
projecdes, dentre outras. As técnicas de previsao do comportamento dos processos estocasticos sao
baseadas nestes principios. Mais informagdes a respeito de espacos vetoriais podem ser encontradas
em textos basicos de dlgebra linear, como [8], [14], [50], [54], dentre outros.

O espago gerado por um processo estocastico (k) estaciondrio, monovaridvel, de segunda ordem
e média nula é denotado como:

ko
H = {zZaky(kﬂakE?R , —00 < ki <ky <0
k=Fk1

16Uma matriz hermitiana é igual a sua complexa conjugada transposta

”Nome dado em homenagem a Charles Hermite (1822-1901), matemdtico francés que se dedicou ao estudo da teoria
dos nimeros, dos polindmios ortogonais, fun¢des elipticas, dentre outros. Quando jovem foi afastado da Ecole Polytech-
nique por ter um defeito de nascenca em seu pé direito. Apesar disso conseguiu o titulo de Bacharel em 1847 e se tornou
professor da Ecole Politechnique em 1869. Durante a vida foi amigo de Cauchy e de Jacobi.
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Ou seja, € o espaco gerado por todos os vetores £ formados por combinacdes lineares dos vetores da
base, que neste caso sdo as varidveis aleatdrias obtidas ao se tomar o valor do processo estocastico y
nos instantes de tempo entre k; € ko.

Neste espago se define o produto interno de dois vetores como sendo a covariancia entre eles.
Sejam dois vetores & e 1) contidos no espago H:

£=Saul) n=3 b))

1= J=n

Como a média do processo y € nula o produto interno entre & e 7 é:

i2 J2
<& >u=E || Yo ay@) | | X by() || = X Ely@y(laib; = > Ayyli — j)aib;
i=i1 j=j1 i,jeD i,jeD
em que D ¢é o seguinte dominio: D = {(7,7)|i1 < i <i9; 71 < J < jo}.
Se a covariancia A, (i — j) for positiva '8, define-se a norma do vetor £ como sendo:

16115 =< &€ >n= D Ayy(i — j)aia;

ijeD
Portanto, como no espago H estd definida uma norma, ele € um espago de Hilbert conforme j4 havia
sido adiantado.
Como exemplo seja o espaco gerado pelo ruido branco monovariavel e(t), que tem média nula e
variancia unitdria:

H= {£n = iake(kﬂ i lar]? < o0, ay, € 9?}
k=0

k=0

No limite, para m > n — 0o, a norma da diferenca entre dois vetores do espaco H sera:

16m = Gall3y = IS8 ane(k) = Sisg are(R)| [ = [| S are(R)],
= B[St are(k) T aie(i)] = Sl Y axaiElese:] =

_ 2
= Z?:n+1 a;

uma vez que e € branco com variancia unitdria, ou seja,E[exe;] = Oy ;.

A somatéria do quadrado de a tende a zero. Por este motivo &,, € um processo de Cauchy, ou seja,
um processo que converge para um determinado valor depois de um intervalo de tempo suficiente-
mente grande. Desta forma existe um limite quadratico:

=q— lim ¢, = q—ggrgoéake(k)

18Se a covariancia nio for positiva, a defini¢iio foge do conceito de norma.
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Portanto, ao se agregar todos os possiveis limites de média quadrética, H se torna um espago de
Hilbert, entdo ‘H pode ser escrito como:

R s 2
H = {£ =q —Jbrgogake(k)]];)]ak\ < 00, ay € 3‘%}

Define-se como produto interno entre duas varidveis aleatorias monovaridveis a covariancia entre
elas. Se duas varidveis aleatérias monovaridveis &, 1, que sdo vetores do espaco H, s@o tais que
< &,n >4= 0, elas sdo ditas ortogonais, o que é simbolizado por £ | 7. Da mesma forma se W é
subespaco de H e todos os vetores w de VV forem ortogonais a um vetor £ € H entdo o subespaco W
¢ ortogonal a &, ou seja, YV L . Neste caso o vetor & estd contido no complemento ortogonal de W,
ou seja, no subespaco de H que tem intersec¢do vazia com VV e que unido com W forma o espaco
H. O complemento ortogonal de W é denotado por W-.

Com o conceito de ortogonalidade, pode-se definir a projecao ortogonal. Seja V¥V um subespago
do espago de Hilbert H. Para qualquer vetor £ € H hd um tnico wg que satisfaz:

1€ —wolln <6 —w|[ny YweW (2.34)

O vetor wy € tal que & — wy L W e wy € chamado de projecao ortogonal de ¢ em W. Se £ € W,
wOizf.

A partir deste conceito, a predicdo do valor futuro de um processo estocastico passa a ser vista
como o procedimento de encontrar a projecao ortogonal do préoximo valor do processo estocdstico no
subespaco definido pelos valores do processo nos instantes anteriores de tempo e, se o processo for
markoviano, pelo subespaco definido pela saida do processo no instante de tempo atual. Esta idéia
serd explorada mais detalhadamente deste ponto em diante.

Seja y(t) um processo estocédstico monovaridvel estaciondrio de segunda ordem e média zero. Para
prever o futuro do processo no instante ¢ + m como uma combinacdo linear das medidas obtidas nos
instantes de tempo ¢, t — 1, ... é definido um espaco ); de Hilbert gerado pelas medidas y(t), y(t —

1), ...

oo o0
Vi = {f(t) =Y apy(t — k)| D |ax| < oo, ax € 5)?}
k=0 k=0
Este espaco pode ser visto como a saida de um filtro com fung@o de transferéncia A(z) =
20 o arz ", excitado pela entrada y(t). Por hipdtese, € suposto que este filtro é estdvel. O espago ),
¢ linear, uma vez que ele é formado por combinacdes lineares de vetores. Além disto, este espaco é
fechado com relacdo a soma e a multiplicacao por escalar, conforme provado a seguir:
Sejam & e 7 dois vetores de );:

E=> apy(t—k) n="> byt —k)
k=0 k=0

em que a soma infinita dos médulos de a, e by sdo finitas. Entdo:

o0

E4+n="> (ar+bp)y(t — k)

k=0
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Como |ak + bk| S |CL]€’ + |bk
com relagc@o a soma.
Seja ¢ um escalar. Entdo:

s >orto lag 4+ b < oo, portanto € + n € ), que, portanto, é fechado

cE=c> ay(t—k)=> capy(t — k) < oo
k=0 k=0

Portanto c£ € ), que, portanto, € fechado com relacdo a multiplicagdo por um escalar.

Como geralmente a medida y(¢ + m) ndo pertence a ), a previsdo de seu valor baseada nas
medidas até o instante ¢ consiste em encontrar uma aproximacéo §(t + m) € ), que seja a mais
proxima possivel da medida y(t + m). Como foi visto acima, o melhor preditor é dado pela projecdo
ortogonal, ou seja:

gt +m) = Ely(t +m)| Y] € Villy(t +m) = (¢ +m)] L Y,
e o vetor y(t +m) — g(t + m) é definido como erro de predicao.
A variancia do erro de predi¢do € definida como:

ol = E[yt+m)—gt+m))?, m=12,...

Como o processo y € estaciondrio por hipédtese, o erro de predi¢ao é funcdo apenas do intervalo
m e ndo de t. Note que a variancia do erro de predicdo é uma medida da incerteza sobre o futuro.

A cada instante de tempo se adquire uma informacdo sobre o processo. Se esta nova informacgao
for linearmente dependente das informacdes j4 existentes, ndo hd ganho de informacdo sobre o pro-
cesso. No entanto, geralmente a nova informac¢do tem algum componente linearmente independente
das anteriores, e ela representa uma inovagdo. De qualquer forma, se s < ¢ forem dois instantes de
tempo, )V, C );. Com isto, se o intervalo de tempo m entre o instante atual e o futuro for pequeno,
a incerteza sobre o futuro serd menor que se o intervalo m for maior. Portanto, a varidncia o2, é uma
fun¢do ndo decrescente com relacdo a m:

0<o?<o5<... (2.35)

Se a variancia de um processo estaciondrio de segunda ordem for o7 = 0 ndo ha incerteza sobre
o futuro e o processo € dito deterministico ou singular. Se o7 > 0 o processo € dito nao determi-
nistico ou regular.

Se 02 > 0, pela desigualdade 2.35 tem-se que 02, > 0Vm = 2, 3, .... De forma analoga, se
0?2 =0,9(t+1) =yt +1) € Y. Mas §(t + 2) = y(t +2) € Vi11. Portanto, V; o = Vs e 05 = 0.
Seguindo este raciocinio conclui-se que se 0 = 0, 02, =0Vm =2, 3,.. ..

Um processo estocdstico y(t) estaciondrio de segunda ordem e de média nula é decomposto de
forma tnica como:

y(t) = u(t) + v(t) = i hi)e(t — i) + v(t) (2.36)

=0

em que v(t) é deterministico e descorrelacionado com a média mével u(t) que tem seus pesos h(t)
absolutamente somdveis, ou seja, a soma infinita dos valores absolutos de h(t) € finita. Este é o
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teorema de Wold'°.

Seja um processo y(t) estaciondrio de média zero. A partir de sua func¢do de densidade espectral
®,, (w) € possivel determinar se ele ¢ regular, ou seja, se ele ¢ ndo deterministico. Supondo que a
fungéo log ®,, (=) € definida na coroa p < |z| < 1/p, 0 < p < 1 pode-se decompor esta fungdo como
uma soma de poténcias de z da seguinte forma:

log®,,(2) = > az7l, p<lz|<1/p (2.37)

l=—0c0

Como a fungdo log @, (w) € par, c_; = ¢; no dominio p < |z| < 1/p e a seguinte igualdade pode ser
escrita:

[e’e) -1 00
,,(2) = exp Z a2l = e exp Z ez exp (Z clz_l>
=1

l=—00 l=—00

O lado direito da equagdo 2.37 tem transformada inversa igual a uma soma de fung¢des temporais
em instantes [ ponderadas por ¢;. Ou seja, os termos ¢; sao os coeficientes da transformada inversa da
funcao log @, (z) portanto:

1o
= / ! log ,,(w) dw, 1€ Z (2.38)
™ J—7

O que para [ = 0 d4 a condicdo para a série ser ndo deterministica que é:

1 ™
o =5 /_ log @, (w) dw > —00 (2.39)
uma vez que se ¢g = —oo, e = 0 e ®,,(z) = 0. Esta condigdo é conhecida como condigdo de
regularidade de Szego?.
Definindo H(z) = exp (3332, h(i)2™"), |z| > p, temos que a série deste expoente € analitica

em |z| > pe H(oo) = 1. Portanto H(z) pode ser expandido em série de Taylor, ou seja:

H(z) = ih(i)z—i, |z| > p, h(0)=1 (2.40)

~
I
o

Além disso, a defini¢do de H(z) permite que se escreva a funcdo de densidade espectral da se-
guinte forma:

®yy(2) = 0" H(2)H (™)

onde o2 = e,

19Herman Wold (1908-1992). Matemético noruegués naturalizado sueco. Graduou-se em matemdtica na Universidade
de Estocolmo, tendo estudado com Harald Cramér. Fez seu doutorado em processos estocdsticos sob a orientacdo de
Cramér, tendo publicado em 1936 a tese Um estudo na andlise de séries temporais estaciondrias, em que enunciou a
decomposicdo de Wold que € citada neste texto. Em 1942 se tornou professor de estatistica da Universidade de Uppsala,
onde ficou até 1970 quando se tornou professor da Universidade de Gotemburgo por onde se aposentou em 1975.

20Gébor Szego (1895-1985). Matemdtico hingaro que se dedicou ao estudo das matrizes de Toeplitz e dos polindmios
ortogonais, tendo publicado o livro Polindmios Ortogonais em 1939. Assim como Hilbert, também foi professor de Janos
Von Neumman.
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A série de poténcia da equagdo 2.40 converge para |z| > p entdo H(z) ndo tem pélos na regiao
|z| > 1. Disto também segue que |h(l)| < Mp; para qualquer / > Oonde M >0e0 < p; < p < 1.
Portanto:

i;ma)r <00 = SR < 50

1=0

Além disso, H(z) é tal que:

H(z)™' =exp (— g clzl>

que ¢ analitica em |z| > p e portanto H (z) ndo tem zeros na regido |z| > 1, portanto H(z) é de fase
minima.

Como a densidade espectral do processo estocdstico y € maior ou igual a zero, log ®,,(w) <
®,, (w). Portanto ¢, € menor que o coeficiente zero da série de Fourier de ®,,,,, ou seja:

™
co < 1/ B, (w) dw < 00 (2.41)
21 J—n

Portanto ha um limite superior para cy. Se também ha um limite inferior para c,, ou seja, ¢y < 0o,
0 processo € ndo singular.

No entanto quando ¢y > —oo € possivel que o processo tenha zeros sobre o circulo de raio unité-
rio, de forma que a condigdo de regularidade de Szego € mais fraca que o fato de a fungdo log @, (2)
ser analitica conforme serd demonstrado no exemplo a seguir. Seja y(t) o seguinte processo de média
movel:

y(t) =€(t) —e(t — 1) (2.42)

em que € é um ruido branco de média nula e variancia 0% = 1.
O processo y(t) pode ser visto como a saida de um filtro com fungao de transferéncia H(z) =
1 — 27! a uma entrada ¢(¢). Portanto a fungio de densidade espectral de y(t) sera:

D, (2) =0’H()H(z ) =2—(2+27") = &, (w) = 2 — 2 cos(w) (2.43)

Para este processo, log ®,,(%)|.—1 = —o0, portanto o logaritmo ndo ¢ analitico sobre o circulo de
raio unitario. No entanto, a integral deste logaritmo é maior que —oo, o que satisfaz a condicao de
Szegd, conforme serd demonstrado abaixo:

/7r log @, (w) dw = /7r log(2 — 2 cos(w)) dw =0 > —o0

2.7.2 Caso multivariavel

Seja agora y(k) um processo estocdstico estaciondrio, multivaridvel com dimensdao n > 1, de
segunda ordem e média nula. O espago H gerado por esse processo pode ser definido da seguinte
maneira:
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k=k1

ko
'H:{ﬁz Zaky(kﬂake?ﬁ}, —00 < k) < ky <00

Ou seja, o espaco H € definido por todos os vetores £ formados por combinagdes lineares de todos os
elementos do processo estocastico vetorial y(k) em todos instantes compreendidos entre k e ks.
Sejam dois vetores £ e i) contidos no espaco H definidos da seguinte maneira:

ko J2
E= > ay(k) n="7 by
k=k1 J=Jj1

Neste espaco, define-se o produto interno entre dois vetores como sendo a somatéria das covarian-
cias tomadas para cada termo do processo multivaridvel, ou seja, o produto interno entre dois vetores
¢ e n definidos em H é:

<&n>y=>Y FE

=1

k2 J2 n
(Z akyi(k)) (Z bjyi(j))] = Z akbj ZE[%(@%(])]
k=Fk1 J=i k,jeD i=1
em que y;(k) é o i-ésimo termo do vetor y(k), D é o dominio em que estdo definidas as varidveis j
ek,ouseja, by <k <kyej <j <o, el <i<n. Aexpressdo acima pode ser simplificada ao
se tomar a matriz de covaridncia do processo estocastico multivariavel y(k) de média nula, conforme
apresentado abaixo:

g[yl(Z)yl(])] g[%(:)%(])] g[yl(Z)yn(])]
Ely(F)y()T] = [ya( .)yl(])] [ya( ;)Zh(])] | [ya( .)yn(J)]
Elyn(k)y1(J)]  Elya(k)y2(5)] Elyn(k)yn(7)]

portanto,

n

> Elyi(k)yi(5)] = tr(Ely(k)y(5)"])

i=1
em que ¢r(e) é o tragco da matriz e, ou seja, a soma dos elementos de sua diagonal principal.

Desta forma, o produto interno em um espaco de Hilbert formado por processos estocésticos
multivaridveis pode ser escrito da seguinte maneira:

<&n>y= Y tr(Elyk)y(5)" )ard;

k,jED

Consequentemente, a norma do vetor £ € definida como:

6B, =< £,€ = tr(Ely(k)y(k)))a?

k=k1

Como a norma € o produto entre uma somatoria de covariancias e um termo quadratico, ela € sempre
positiva e o espaco H é um espaco de Hilbert.
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2.8 Predicao de um processo estocastico

No exemplo a seguir é demonstrado como a predi¢do de um processo estocdstico pode ser feita
levando em conta a anélise espectral desenvolvida acima. Seja y(t) um processo regular estaciondrio.
Conforme comentado anteriormente, o processo y(t) pode ser visto como a saida de um filtro que tem
como entrada um ruido branco descorrelacionado €(t), ou seja:

Ior

N
Il
o

y(t) =S h(i)e(t — i) (2.44)

Sendo que a fung¢do de transferéncia do filtro é:

oo
=Y h(i)z"" (2.45)
=0
por hipétese este filtro é de fase minima, ou seja, sua inversa € estavel.

Como o processo y(t) é formado por combinagdes lineares de ocorréncias passadas do processo
e(t), o espago ), formado pelos valores do processo y(t) até o instante ¢, é igual ao espago &,
formado pelo ruido branco até o instante ¢. Por este motivo, a previsdo do valor do processo y(t) no
instante ¢ + m, m > 0, pode ser escrita tanto como uma combinacao linear de valores passados de v,
quanto de valores passados do processo €, ou seja:

gt +mlt) = Ely(t +m)|Y)] = z:gz (t —1) (2.46)

ou
J(t +mlt) = E[y(t + m)|&] = Z foe(t — 1) (2.47)

A partir das familias de coeficientes g; e f; pode-se definir as seguintes funcdes de transferéncia:

=3 gl B =Y f) 048

Estes filtros tém uma relagdo entre si. Se o sinal y(¢) for dado como entrada para um filtro com
funcdo de transferéncia 1/ H (z) (motivo pelo qual foi feita a hipétese de H (z) ser de fase minima.) na
saida haverd o sinal €(¢). Se este sinal for dado como entrada a um filtro com fung¢do de transferéncia
F(z), o sinal de saida serd y(¢ + m). Por outro lado, se o sinal y(¢) for dado como entrada a um filtro
com fungdo de transferéncia G(z), a saida serd §(t + m). Disto se conclui que:

F(z)
G(z) = 2.49
O parédgrafo e a expressdo acima estao ilustrados na figura 2.3.
Definindo %(¢ + m) como sendo o erro de predi¢do, ou seja:
yt+m) =yt +m)—g(t+m) (2.50)

tem-se que:
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y(t) 1 e(1) y(t+m)
H(2) F(z)
a)
y(t) y(t +m)
7(2) !
b)

Fig. 2.3: Relac@o entre as fungdes de transferéncia G(z), F'(z) e H(z). a) o sinal y(¢) ao passar
pelo filtro com funcgdo de transferéncia ﬁ produz o sinal €(¢), que ao passar pelo filtro com fung¢do
de transferéncia F'(z) resulta no sinal §(t + m). b) o sinal y(¢) ao passar pelo filtro com funcéo de

transferéncia G(z) resulta no sinal y(t + m).

gt +m) = XZh(i)e(t +m —i) — 32 f(i)e(t — i)
(2.51)
= YR h(@)e(t +m — i) + 320[h(i +m) — f(i)]e(t — 1)

Ao se aplicar o valor esperado dos dois lados da equacdo acima fica claro que o valor esperado do
erro de predicdo € nulo. A variincia do erro de predic¢ao por sua vez é dada por:

H

m—

E[F*t+m) =023 h%(i +o2z (i +m) + f(i)]? (2.52)

=0 =0

uma vez que o processo ¢ € um ruido branco descorrelacionado de variancia 2.
Da equac@o acima nota-se que para minimizar a variancia do erro deve-se fazer f(i) = h(i +m),
portanto o melhor preditor tem a seguinte forma:

gt +mlt) =>_ h(i +m)e(t — i) Z h(t +m —i)e(i) (2.53)
=0

1=—00

Também se tem que a fungdo de transferéncia F'(z) é dada por:

=> h(i+m)z"" =h(m)+h(m+1)z""+... (2.54)
mas ao se multiplicar H (z) por z™ se tem o seguinte:

2"H(z) = h(0)2™ + ...+ h(m — D)z +h(m) +h(m+ 1)z + ... (2.55)

portanto F'(z) é igual a parte causal de 2 H(z). Se [] denotar o isolamento da parte causal de uma
expressdo, entdo a funcdo G(z) que fornece a previsdo com menor covariincia de erro é dada por:

(2" H (2)]+

H2) (2.56)

G(z) =
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A variincia minima a que se chega usando o G(z) 6timo € obtida ao se anular o segundo termo
da equacdo 2.52, ou seja:

o =E(t+m)] =02 k(i) (2.57)
Como y(t +m) = §(t + m|t) + y(t + m) com (¢t + m|t) ortogonal a F(t + m) entdo:
02 = Ely(t+m)y(t+m)] =

= E[@(t+mlt) +y(t +m)) (Gt +mlt) + 7t +m))] = (2.58)

= a§+0,2n:>cffn:0§—ay2
em que o, = E[§*(t + m|t)]. Como Y (2) = H(2)e(z) e Y (z) = F(z)e(z) entdo a varifncia minima
pode ser escrita a partir da transformada inversa de Fourier como:

2

L= o [ (@) = |F(e)) do (259)

o, = —
m 2T —T

2.9 Sistemas estocasticos variantes no tempo

Seja um sistema linear variante no tempo sujeito apenas a ruidos e descrito pela seguinte equagado
de estado:

{ z(t+ 1) = A(t)z(t) + w(t) (2.60)

y(t) = C(t)a(t) + v(t)

Em que z € R" é o vetor de estados, y € RP € o vetor de saida, w € R" é o ruido sobre a
atualizac@o dos estados, v € R? € o ruido de observagdo e as matrizes A(t) € R e C(t) € RP*"
sdo fungdes deterministicas do tempo ¢. Os ruidos v(t) e w(t) sdo processos estocdsticos brancos,
gaussianos de média nula com as seguintes matrizes de covariancia:

EHZ’(%)][QU@)T v(t)T]] :[ g(gl f;é; ]&s (2.61)

em que Q(t) € R™" é uma matriz ndo negativa definida e R(¢) é uma matriz positiva definida para
qualquer ¢. O estado inicial x por sua vez é gaussiano com média ,.(0), com matriz de covariancia
I1(0) e descorrelacionado com os ruidos v(t) e w(t).

A partir destas definicdes o interesse € o estudo das propriedades estatisticas dos processos x e y
a partir das caracteristicas dos outros processos envolvidos no problema. Para o estudo do processo
x ¢ interessante definir a matriz de transi¢do de estados ®(t, s) como sendo:

] .
B, s) = { ]HLS AG@) s <t (2.62)

s=1

Com esta defini¢do a solucdo da primeira equacao do sistema é:
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x(t) = A¢—1Dz(t—-1)+w(it—1)=
= At~ DIA® — 2)a(t —2) +w(t —2)] +w(t — 1) =
= A(t—D[A{t-2)[A(t =3)z(t —3) +w(t —3)] +w(t —2)]|+w(t—1) =

(2.63)
= [IZAG)z(s) +w(t — 1) + At — Dw(t — 2) + A(t — DAt — 2)w(t — 3)+
+. +AEt-1DA(Et—-2)... A(s + Dw(s) =
ITizs A()z(s) + w(t — 1) + [Tz AG)w(t — 2) + [Tz 5 A@w(t — 3)+
+o A Tl ADw(s)
usando a definigdo de ®(t, s) tem-se:
2(t) = ®(t,s)z(s) + Ot w(t — 1) + Ot t — D)w(t — 2) + B¢, t — 2w(t — 3)+
Fo Bt s+ Dw(s) = (2.64)
= O(t, s)x(s) + i, O(t, k + Dw(k)
Se o estado inicial é ¢, ou seja, s = 0, entdo:
(t) = B(t, 0)z(0) + § O(t, k + Dw(k) (2.65)

k=0

ou seja, o vetor x(¢) é uma combinag@o linear de um processo gaussiano z( e do ruido w nos instantes
de tempo de 0 a ¢ — 1, portanto z(¢) também é gaussiano. O processo z(t) também € markoviano, uma
vez que ele € combinagdo linear de processos estocasticos descorrelacionados (zy € w), implicando
que:

plx(t+k)|z(t),x(t —1),...,2(0)) = p(x(t + k)|z(t))

comprovando que x(t) é de fato markoviano. Como um processo markoviano e gaussiano, x(t) é
completamente caracterizado pelo seu vetor de média:

1.(t) = Elz(t)] = B |®(t,0)z(0) + f Otk + Dw(k)| = B(t,0)4,(0) (2.66)

k=0

e por sua matriz de covariancia:
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Asa(t,s) = E[(x(t) — pa(t))(2(s) — pa(s))"] =

= B [((®(.0)2(0) + S 81,1+ D)) — () =
« ((@(5,0)2(0) + X524 ®(s, k + w (k))—uz(s))T _
= B [(®(t,0)((0) — 1(0)) + T4=d B(t, 1+ Lw(k)) #

i (®(5,0)(2(0) = 1(0)) + X52h B(s, k + 1)“’("7))1 = (2.67)

= (t,0)E[(2(0) = 112(0))((0) — 112(0))]®7 (s, 0)+
+®(t,0)E [ (2(0) — 11(0)) (Si2h ®(s, k + (k)] +
E[(S125 @ (t, 1+ Dw(D)) ((0) = 11,(0) 797 (s, 0)+
+ 520 Bt 1+ 1) E[w(w(k)T] 326 @7 (s k + 1) =

= O(t,0)11(0)07(s,0) + 320 D(t, k + 1)Q(K)D” (s, k + 1)

Na ultima passagem do calculo abaixo, o segundo e o terceiro termos sdo nulos devido a descorre-
lagdo entre 2(0) e w(t) e também devido ao fato de w(t) ter média nula. No dltimo termo, o produto
de somatdrias se torna apenas uma somatéria pois o ruido w € descorrelacionado em instantes de
tempo diferentes. Portanto, se s < ¢, a somatdria vai até o instante s — 1.

A matriz de variancia I1(¢) do processo x € obtida simplesmente ao se substituir s por ¢ na equagao
acima, ou seja:

() = Age(t, t) = ®(t,0)I1(0)D” (£,0) + tf Otk +1)Q(k)PT (L, k+ 1) (2.68)

k=0

Esta matriz de variancia também pode ser calculada recursivamente conforme demonstrado a
seguir:
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(1) = &(1,0)I(0)d7(1,0) + (1, 1)Q(0)7(1, 1)
= A(0)II(0)AT(0) + Q(0)
M(2) = ®(2,0II(0)37(2,0) + &(2, 1)Q(0)DT(2,1) + D(2,2)Q(1)d7(2,2) =
= A(1)A0)II(0)AT(0)AT(1) + A(1)Q(0)A™(1) + Q(1) =
= AD)[AO)I(0)AT(0) + Q(0)JAT(1) + Q(1) = =0

= AMIDAT(ID) +Q(1)

H(t+1) = ABDII)AT(t) + Q1)

A equagdo 2.69 é conhecida como equagdo de Lyapunov?!' e tem sua solugio explorada na refe-
réncia [56] por meio de redes neurais e nos artigos [39] e [40] e no capitulo 7 desta tese por meio de
algoritmos imuno-inspirados.

O processo y(t) também é gaussiano pelos mesmos motivos que o processo z(t) o é. e Sua média
¢ a seguinte:

(1) = Ely()] = EIC()(t) + v(t)] = CO)a(t) = CODE0)m(0)  (2.70)

O cdlculo de sua varidncia ¢ feito em duas partes. Primeiro encontra-se o valor de y(t) — (%)
em termos dos processos conhecidos:

y(t) — (@) = C)z(t) +o(t) = C()(t s)pa(s)
= C(t) {CID(t, s)x(s) + XL d(t k + 1)w(k‘)} +o(t) — Ct)D(t, s)pa(s) =
= C()0(t,5)[x(s) — pa(s)] + C(t) Thzy (¢, k + Dw(k) + v(t)

(2.71)
Com isto tem-se que:

2 Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918). Matemitico e fisico russo, aluno de Chebyshev. Graduado pela
Universidade de Sdo Petesburgo dois anos apds Markov, especializou-se nas dreas de hidrostatica, teoria da probabilidade
e sistemas dindmicos. Foi professor da Universidade da Carcévia e posteriormente da Universidade de Sao Petesburgo,
ocupando a cadeira de Chebyshev. Se suicidou em Odessa, apds a morte de sua esposa por tuberculose.
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Ayy(ts) = El(y(t) — (D) (y(s) — py(s))"] =

= E[(CO)®(t,9)[x(s) = pals)] + C(8) S @tk + Dw(k) +v(t)) *
# (C(s)2(s) +v(s) = C(s)pa(s))"]

= E|(CH)P(t,5)[x(s) — pals)] + C(t) Tz, B(t k + Duw(k) +v(t)) *
# (C(s)(a(s) = pals)) +0(s))] =

= COO(t, 5)E[((s) — ma(5))(@(s) = pa(5))T1CT () +
+C (D, ) E(x(5) = pals))v(s)T]+ (2.72)
+C(t) T @tk + 1) Blw(k) (x(s) — pa(s))TICT (s)+
+CO(1) X4, @t k + D Ew(k)v(s) "]+
+E[o(t)(@(s) — p1a())7]CT (5) + Elo(t)o(s)T] =

= Ct)P(t,s)I(s)CT(s)+

Se s < t, a somatdria do segundo termo da ultima equacdo acima tem um termo ndo nulo quando
k = s e este termo é ®(¢, s + 1)S5(s), enquanto o terceiro termo se anula. Se s = ¢ o segundo termo
se anula e o terceiro é a variancia do processo v(t). E possivel mostrar também que se s > t, a matriz
de covariancia € a transposta de quando s < t. Portanto, tem-se finalmente que:

C(t)2(t, 5)(s)C T(s) + CO)(t, s +1)S(s) t>s
Ayy(t, ) = ¢ COOIE)CT () + R(t) t=s (2.73)

AL
A, (s,t) t<s

2.10 Sistemas estocasticos invariantes no tempo

Um sistema linear estocdstico invariante no tempo € semelhante aos variantes no tempo a menos
que as matrizes envolvidas (A(t), C(t), Q(t), R(t) e S(t)) ndo dependem do tempo ¢, ou seja, A(t) =
Ct)=0C,Q(t) =Q,R(t) =Re S(t) = S.
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Por analogia ao estudado no caso variante no tempo se tem que, para um sistema linear estocastico
invariante no tempo representado por:

{ r(t+1) = Azx(t) + w(t) (2.74)

y(t) = Cx(t) +o(t)

com instante inicial igual a t,, com x(t,) gaussiano com média 1, (o) e matriz de covariancia I1(ty),
a matriz de transi¢ao de estado serd:

P(t,s) = A"* (2.75)

se t < 5. O processo x terd média:
oz (t) = Atito/vbac (tO) (2.76)

e a seguinte matriz de covariancia:

0(f) = AII(t)(AT)" + Tich, AH1QAT) )

(2.77)
— At—ton(to)(AT)t—to + Zz};—:tg—l AkQ(AT)k
e esta matriz satisfaz a equagao de Lyapunov, ou seja:
[t +1) = AU AT +Q (2.78)

Se a matriz A for estdvel, matriz de covariincia I1(¢) tende a um valor constante IT conforme serd
demonstrado a seguir:
Se A € estavel entdo:

lim A"t = (2.79)

to——o0

portanto:

tol_l)[{loo pz(t) =0 (2.80)

Com isto o limite de TI(¢) quando ¢, — —oo? é:

t—to—1 0
: t—to T\t—to k T\k| __ k T\k __

im ATTTI(t) (AT) T + kz:% AFQ(AT) _;;;A QAT =11 (2.81)

Ou seja, I1(¢) ndo depende mais de ¢, portanto, pode ser definido como II. Desta forma, a matriz de
covariancia A(t + [, t) quando ¢ty — —oo tem um valor que depende apenas do intervalo [, uma vez
que, a partir da equacao 2.77:

t—1
Aggx(t,t) — At—toH(to)(AT)t—to + Z At—k—lQ(AT)t—k;—l (282)

k=tg

22Tomar o limite quando ¢, — —oo significa que o sistema est4 sendo analisado em seu regime, ou seja, 0 compor-
tamento transitério do inicio de seu funcionamento ndo tem mais importincia pois ele ocorreu ha um tempo grande o
suficiente.
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Am(t—l— l>t) — AtH_tOH(to)(AT)t_tO + lefg—:lto At—l—l—k—lQ(AT)t—k—l —
— Al [At—ton(to)(AT)t—to + Z?:lto At—k—lQ(ATy&—k—l} _ (2.83)

= AN (t, 1)

Tomando o limite quando #, — —oo, encontra-se que A, (t + [,t) = A,.(I) = ATl Além disto,
se [ < 0, ou seja, se o intervalo entre as duas medidas € negativo, o segundo termo do argumento
de A, deve ser maior que o primeiro termo. Como [ é negativo, este valor deve ser subtraido de ¢
no segundo termo para que o intervalo entre os dois instantes de tempo do argumento de A, seja
negativo. Portanto:

Azx(tat - l) = At_tOH(tO)<AT)t_l_t0 + Z”;_:lto At—k—lQ(AT)t_l_k_l
ATRII(t)(AT) T + Tis, ATIQAT TR (AT T = 284)
= At t)(AT)!

Ao se tomar o limite quando ¢, — —oo encontra-se que A, (t,t — 1) = A, (=) = I(AT)"".
Em um sistema linear estocdstico invariante no tempo em que a matriz A € estavel, o processo ¥y
serd gaussiano e, se to — —o0, sua média serd nula, conforme demonstrado abaixo:

Bly()] = E[Ca(t) +v(t)] = Cpua(t) + Elo(t)] = 0 (2.85)

A matriz de covariancia Ay, (/) do processo y quando ¢, — —oo, obtida por analogia com a
equagdo 2.73, é a seguinte:

CATICT + CAI-1S t>s
Ay,() ={ CICT + R t=s (2.86)
CTI(AT)ICT 4 ST(AT)"-1CT ¢ < s

Definindo M = CIIAT + ST tem-se que:

CA-IMT t>s
Ay()={ CIICT+R  t=s (2.87)
M(AT)==10T t<s

2.10.1 Relacao entre matrizes e correlacoes

E possivel fazer estimativas sobre as matrizes do sistema a partir do estudo da correlacio entre os
sinais do mesmo. Os métodos de realizacdo de séries temporais detalhados no capitulo 5 partem de
uma andlise semelhante a que € feita a seguir.

A matriz A, do sistema descrito na equacgio 2.74 pode ser determinada da seguinte forma:
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z(t+1) = Az(t) + w(t) =
= Elz(t+ 1)2T(t)] = E[Az(t)xT (t) + w(t)2T(t)] = (2.88)
= Elx(t+1)aT(t)] =All = A= Elz(t + 12T (¢)]1I !
Analogamente, a matriz C' € dada por:
y(t) =Czx(t) +v(t) =
= Elyt)z"(t)] = E[Cx(t)z(t) + v(t)zT (t)] = (2.89)
= Ely(t)a” ()] = Cll = C = Ely(t)=" ()]~
e a matriz M também pode ser calculada de forma semelhante:
y(t) = Cx(t) +o(t) =
= Ely@)z"(t+1)]=E[(Czt)z"(t+1)+v(t)z"(t+1)] =
(2.90)
= Bly(t)2"(t + 1)] = CElx(t) (Az(1))"] + Elo(tyw(t)"] =

=CHAT + ST =M

2.10.2 Densidade espectral

Seja um sistema em que a matriz S = 0, ou seja, os ruidos w e v s@o independentes. Para este
sistema a matriz de covariancia de y serd a seguinte:

CAwe(D)CT 140

T — _
CNC" + R =5 =9 c0 (0)CT+R 1=0

CII(AT)7ICT t<s

CATICT t>s
Ayy(l) = {

(2.91)
= CA(1)CT + R(1)

A partir da matriz de covariancia pode-se calcular a densidade espectral do processo y que é dada
por:

Dy (2) = F[Ayy ()] = OPu(2)CT + R (2.92)

em que P, € a matriz de densidade espectral do processo x. Esta matriz por sua vez é calculada da
seguinte forma:
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Cra(z) = FAe(l)] = X2 o Aw(l)z™ =

= Y JI(AN T 4 T4 o2, ARz =

= TT+T1(S5, 2H(AT)) + (332, 271 AN) 1T =

= TT+T1(S 2H(AT) = 1) + (D2 2 AL = 1) T =

= I+ ((I—2AT) = 1)+ (I — 2P A) T = 1T =

= I+ ((I = (I = 2AT)(I = 2AT)7Y) 4 (I = 2P A) YT = (I — 271 A))) T =

= M+ MzAT(I — 2AT) P+ (I — 27 PA) L ALl =

= M+ ATz — AT) ! (2] — A) ATl =

= (2l = A) 7Nzl — A) [T+ TIAT (5711 — AT)"L 4 (21 — A) AT =
(27 — AT) (271 — A7) =

= (s = A)7[(z] = (27 = AT) + (2] — ATAT 4 ATI(z71 — AT)| «
#(z7 — A7) =

= (2l = A7V [T = 2IMAT — 2 1AIT + ATIAT + 21TAT — ATIAT+
+2 ATl — ATIAT] (2711 — AT) ™! =

= (2] — A)7H[IT = AIIAT| (2711 — AT)"!

= (2l —A)71Q(z7 1 — AT) !

(2.93)
Portanto a matriz de densidade espectral do processo y sera:
Dy (2) = Ozl — A)'Q(z"'T - AT 'CT + R (2.94)
Definindo W (z) = C(2I — A)~! temos que:
D, (2) =W(E)QWT(z )+ R (2.95)

No caso em que ha correlacio entre os sinais de ruido v e w, ou seja, quando S # 0, a matriz de
densidade espectral de y € calculada a partir da equacao 2.87 da seguinte forma:
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D,y (2)

= FlAy(2)] = X% Ayy(l)zil =

S M(AT)TICT .+ CICT + R+ Y50, CA I MT 2~ =

M [£52,(AT) 1 OT + CIICT + R+ C [, A MT =

M [S520(AT)15l — (AT) 7Y OT + CTICT + R+ C [, At — A7 MT =
M(AT) L [S220(AT2) = I) €T + CTICT + R+ C |52y (Az 1) — I| AT =
M(AT)"L[(I = AT2)t = I| CT + CTICT + R+ C'[(I — Az"1) ™t = [JA"IMT =
M(AT)=H{[I — (I — AT2)|(I — AT2)71} CT + CTCT + R+

+C{(I = Az — (I - Az} AT M7

M(AT) AT (1 — AT)7ICT + CUCT + R+ C(I — Az )T Azt AT M T
M —AT)I0T + CTICT + R+ C(2] — A)7'MT =

(CTAT 4+ ST) (27 — AT)"ICT + CTICT + R+ O (21 — A)~H(AIICT + S) =
CHAT (2711 — AT)71OT + ST (271 — AT)~1CT + CTICT + R+

+O(2I — A)TATICT + C(21 — A)71S =

CHAT (271 — AT)1CT + STWT (271 4+ CTICT + R+

+O(2] — A)TLANICT + W (2)S =

R+ W(z)S + STWT(z=1)+

+CTAT (271 — AT)ICT + CHCT + C(21 — A)PAIICT =

R+W(2)S+ STWT(z71)+

+O(2] — A)~Y (2] — A)Cx

« [CIAT (271 — AT)1CT + CTICT + C(21 — A) L ATIICT |

#(CTY (27— AT) (27 — AT) 1T =
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continuagao:

D,,(2) = R+W()S+STWT(z"1)+
+C (2 — A) 1%
« (2] = ATAT + (2T — A)(z'T — AT) + AT(z'T — AT)]
x(271 — AT)~1OT
= R+W(2)S+S"WT(z"h)+
(2.96)
+W (2)x*
x [2TTAT — AITAT + 11 — 21IAT — 27 TAIT + ATIAT + 27 ATl — ATIAT |
*WT(z71) =
= R4+W(2)S+STWT ")+ W(2)(IT — AMATYWT (271 =
= R+W()S+STWT) + W) QWT (=)
Para a validade das equagdes 2.93 e 2.96 € suposto que as somatdrias envolvidas convergem, o que
de fato ocorre na coroa p(A) < |z| < p~*(A) se amatriz A for estdvel, ou seja, se todos os autovalores

p(A) estiverem dentro do circulo de raio unitdrio, que € a hipdtese inicial. De fato, a somatéria
>, Z LAl converge para |z| > p(A) e a somatéria 352, Z!(AT)! converge para |z| < p(A)~L.



Capitulo 3

Identificacao de sistemas no espaco de estado

Neste capitulo sdo estudadas as técnicas de identificacdo de sistemas discretos, deterministicos e
multivaridveis no espaco de estado, que sem perda de generalidade também podem ser usadas para
sistemas deterministicos monovaridveis. A inclusdo deste capitulo se deve a dois motivos principais.
O primeiro € para ilustrar a semelhanga entre a identificacdo de sistemas deterministicos e a realizacdo
de séries temporais, que € o problema tratado no capitulo 5. O segundo motivo € o embasamento de
uma das contribuicdes desta tese, que € a identificacdo de sistemas multivaridveis variantes no tempo,
apresentada no capitulo 7.

As referéncias principais para este estudo s@o as teses de doutorado [5], [13], [56] e a dissertagao
de mestrado [15].

3.1 Aspectos basicos

Nesta se¢do serd explorado o conceito de resposta ao impulso. Embora seja um conceito ampla-
mente conhecido no caso monovaridvel, este conceito € notavelmente peculiar no caso multivaridvel.
Sendo assim, nesta sec@o serd explorado o conceito de impulso discreto monovaridvel e, a partir da
observacao da esséncia deste conceito, serd definida a resposta ao impulso de sistemas multivaridveis.

3.1.1 Resposta ao impulso discreto monovariavel

Um sistema discreto, linear, causal, monovaridvel e invariante no tempo pode ser caracterizado
por sua equagdo a diferencas. Esta equacao relaciona a saida do sistema no instante de tempo presente
com os valores da entrada e até mesmo da saida em instantes de tempo anteriores, Este conceito é
amplamente conhecido e para se ter mais detalhes recomenda-se o estudo das referéncias [1], [10],
[34] e das se¢des finais do capitulo 4 da dissertac@o [36], em que sdo exploradas as vdrias formas de
representacio de sistemas monovaridveis.

Se a natureza fisica do sistema € conhecida, a equagdo a diferengas pode ser estimada a partir das
constantes envolvidas no processo, que em geral representam inércias, constantes de amortecimento,
contantes de mola ou combinacdes destas constantes. Por outro lado, caso essas constantes ndo sejam
conhecidas, pode-se fazer uma estimativa de seus valores ao se observar a resposta do sistema a
alguma entrada que torne a relacdo entre a saida observada e a caracteristica do sistema o mais facil

49
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possivel. Desta forma, ao se observar a resposta a esta entrada, se conhecerd uma equacao que modela
o comportamento do sistema para qualquer outra entrada.

Sem perda de generalidade, seja um sistema monovaridvel em que a saida no instante &, denotada
por y(k), seja resultado da combinago linear de infinitas entradas u(k) . .. u(k — o0), ponderadas por
infinitas constantes g(0) ... g(c0), da seguinte forma:

o) = 3 gl — ) Gy

Para se conhecer as constantes ¢(0)...g(co) diretamente, basta aplicar uma entrada tal que
u(k) = 1 no instante de tempo 0 e u(k) = 0 nos instantes de tempo seguintes, ou seja:

u(k) = { é 2;8 (3.2)
Desta forma se tera:
y(0) = g(0)
(1) = 9(1) .
y(s¢) = 9(o0)

A seqiiéncia de entrada u(k), k = 0...00, definida na equacdo 3.2 é dado o nome de impulso
discreto monovaridvel e a seqtiéncia g(k), k = 0. .. 0o, é dado o nome de resposta ao impulso. Deve-
se notar que a seqiiéncia de resposta ao impulso €, em sua esséncia, uma seqiiéncia de constantes
da combinagdo linear da entrada do sistema em instantes de tempo do presente e do passado que
resultard na saida do sistema no instante de tempo presente. Sendo assim, se a resposta ao impulso
for conhecida, pode-se conhecer a saida do sistema para qualquer seqiiéncia de entrada, permitindo
que se realize o sistema de forma algébrica.

3.1.2 Resposta ao impulso discreto multivariavel

Seja agora um sistema discreto linear causal multivaridvel e invariante no tempo com m entradas
e [ saidas. Da mesma forma que no caso monovaridvel, espera-se que haja uma seqiiéncia de entes
matemadticos que relacionem um vetor de saida no instante k£ com as entradas naquele instante e
no passado. No entanto, os entes ndo serdo mais escalares, mas sim matrizes de dimensao [Xm,
denotadas por G(k), k = 0...o0c0. Com isto, se tem a seguinte representacao:

y(k) =>_ G(i)u(k —1) (3.4)
i=0
Ou seja, no instante 0 a saida sera:
y1(0) 911(0)  g12(0) ... g1m(0) uy(0)
42(0) _ 921(0)  g22(0) ... gam(0) uz(0) 35)

0O ] Lo 00 .. gn©) ] [ w0
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No instante 1 a saida sera:

y1(1) 911(0)  g12(0) ... g1m(0) uy(1)

ya(1) _ 921(0)  g22(0) ... gom(0) (1) N

(1) 0 900 o gm(©) | L)
(1) gD .. g T T w(0) (36)
g21(1) go2(1) ... gom(1) uz(0)
@ g2) o gD ] | un(0)

e assim por diante.

Desta forma, se todos os elementos g;;(k), i =1...1,7 =1...m, k = 0... oo, forem determi-
nados, serd possivel realizar o sistema multivaridvel. Para conhecer estes elementos deve-se fazer m
experimentos sendo que, em cada um deles, se observard a resposta do sistema a uma das entradas.
Para isto, no j-ésimo experimento deve-se aplicar uma entrada que, no instante £ = 0, tem a j-ésima
entrada igual a 1 e as demais iguais a zero e nos instantes de tempo seguintes, todas as entradas serdo
nulas. Seja, por exemplo, o primeiro experimento. Nele se aplicard a seguinte entrada:

T —
{[1 0 - 01" k=0 3.7

k£ 0

em que 0 € a matriz nula de dimensdes apropriadas. Consequentemente, a partir da equacdo 3.4 as
saidas serdo as seguintes:

y1(0) = 911(0)  »1(1) = g1:(1) y1(k) = gui(k)
Y2(0) = g21(0)  42(1) = g1 (1) Ya2(k) = go1 (k)

‘ ' ) : (3.8)
vi(0) = gn(0) w(1) =gn(1) ... w(k)=gn(k)

ou seja, ao se aplicar a entrada definida na equacao 3.7 pode-se determinar a primeira coluna de todas
as matrizes G(k), desde k = 0 até k = oo.

Fazendo-se um procedimento similar, percebe-se que em cada um dos m experimentos se encon-
trard uma das colunas de todas as matrizes (&, de forma que ao fim destes experimentos se terd um
modelo algébrico capaz de realizar o sistema multivaridvel em questdo. A seqiiéncia de matrizes G é
dado o nome de resposta ao impulso discreto multivaridvel.

Deve-se notar que, diferentemente do caso monovaridvel, nao se pode definir uma tnica entrada
como sendo um impulso discreto multivariavel. Desta forma, o termo resposta ao impulso multivarii-
vel é usado como uma analogia aos sistemas monovaridveis, € nio como uma resposta de um sistema
multivaridvel a apenas uma entrada impulso multivaridvel. Na verdade, o termo se refere as respostas
a varios impulsos, sendo que cada um deles excita uma das entradas do sistema multivaridvel em
questao.
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3.2 Identificacao de sistemas invariantes no tempo

Uma vez definidas as matrizes de resposta ao impulso, pode-se partir para a representacdo dos
sistemas deterministicos multivaridveis invariantes no tempo. Uma das formas mais bem sucedidas
de se representar um sistema multivaridvel € a representacdo no espaco de estados. Esta abordagem
foi proposta por Kalman na década de 60 e serd detalhada a seguir.

Nesta forma de representacdo, a saida do sistema no instante k£ € vista como uma combinagao
entre um vetor x de dimensao n, que resume todo o passado do sistema, ou ainda, que indica o estado
do sistema no instante k, e a entrada no instante k. Ao vetor z € dado o nome de vetor de estado.
Este vetor também tem sua evolucao no tempo dada como uma combinagdo entre o estado anterior do
sistema e a entrada no instante anterior. Algebricamente, o sistema pode ser representado da seguinte
forma:

x(k+1) = Az(k) + Bu(k) (3.9)
y(k) = Cx(k) + Du(k) '
emque A € R, B € R C € R*" e D € R*™, ou ainda:
l’l(k? + 1) aiy ... Qin T (1{7) bn e blm ul(k:)
: =1 : . : o :
Tn(k+1) Apl .. Qpp x, (k) b1 ... bpym U (k) (3.10)
Y1 (lf) Ci1 ... Cin l’l(k) dll c. dlm Ul(k]) ’
o= I :
yl(k?) Clh ... Cup In(k') dll Ce dlm Um(k>

Sendo assim, o objetivo das técnicas de identificacdo é determinar as matrizes A, B, C' e D,
de forma que, para um determinado conjunto de entradas multivaridveis u(k) € R™, se tenha as
safdas multivaridveis y(k) € R' o mais préximas possivel das observadas ao se submeter o sistema
real as mesmas entradas. Para se encontrar essas matrizes hd diversos procedimentos propostos, que
dependem de alguns conceitos para serem aplicados. Nesta secdo, serdo apresentados dois métodos
de estimagdo das matrizes do sistema: o primeiro é baseado nas matrizes de resposta ao impulso
discreto e o outro é baseado na decomposi¢cdo LQ de uma matriz formada por dados de entrada e
saida. Ao segundo método é dado o nome de método MOESP (Multivariable Output-Error State
Space).

3.2.1 Identificacido a partir da resposta ao impulso do sistema

Relacao entre resposta ao impulso e as matrizes do sistema em espaco de estados - parametros
de Markov

Supondo que o sistema tenha estado inicial nulo e seja aplicada a entrada definida na equacdo 3.7
se terd, para k = (, as seguintes relagdes:
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z1(1) b y1(0) di
x2(1) | _ | b $2(0) | _ | dz 3.11)
(1) b1 (0) dn
para k = 1 tem-se:
1(2) by (1) b1y
222 |y | b ve(l) | _ | b (3.12)
2a(2) b | L (1) b
para k = 2:
z1(3) b y1(2) bi1
123) | _ e | b 22) | _ gy | b (3.13)
z,(3) b1 i (2) b1

Portanto, para k£ qualquer tem-se que a resposta ao impulso do sistema é dada pela seguinte expressao:

dn
da
k=0
911 (k) y1 (k) ce
g12(k) y2(k) di
= = 3.14
. by (3.14)
gn (k) yi(k) C Ak—1 ba1 k0
bnl
No caso em que o sistema é submetido a entrada:
010 ...0) k=0
u(k) = { 0 k0 (3.15)
se terd, para k = 0, as seguintes relagdes:
r1(1) b12 y1(0) dia
w9(1) _ bao y2(0) _ dao (3.16)
In(l) bn2 yl(o) dl2
para k = 1 tem-se:
r1(2) bio y1(1) b12
72(2) — 4 ba2o y2(1) —-C baa (3.17)

xn(2> an yl(1> bn2
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para k = 2:
r1(3) b1z y1(2) b1z
I A e (3.18)
{En(?)) bn2 95(2) bn2
Portanto, para k qualquer tem-se que a resposta ao impulso do sistema é dada pela seguinte expressao:
di2
da2
k=0
g12(k) y1(k) e
922(]{:) — yQ(k) — dl? (3.19)
e e b12
gi2(k) (k) cak-1| b2 | 20
bn2

Deve-se notar que, da mesma forma que a cada um dos m experimentos se determina uma coluna
da matriz de resposta ao impulso do sistema, se encontra um termo que tem relacdo com as colunas
das matrizes B e D da representacio de estados do sistema. Com isto pode-se concluir que a matriz
de resposta ao impulso tem a seguinte relagdo com as matrizes de estados:

D k=0
G(k):{ CAFIB k#0

Os termos da matriz de reposta ao impulso recebem também o nome de parametros de Markowv.

(3.20)

Matrizes de Hankel, de atingibilidade e de observabilidade

Seja um sistema com estado inicial nulo. Suponha que este sistema seja submetido a entradas
quaisquer, até um determinado instante de tempo k£ > 0, e que depois deste instante todas as entradas
sdo zeradas. A saida do sistema do instante de tempo k£ + 1 em diante dependerd entdo somente do
estado do sistema no instante k + 1. Esta relacdo € facilmente obtida desenvolvendo-se a equagdo 3.9,
conforme é demonstrado abaixo.

rk+2)=Az(k+1) ylk+1)=Cx(k+1)
zv(k+3)=A%(k+1) yk+2)=CAx(k+1)
w(k+4) = ABz(k+1) ylk+3)=CA%(k+1) (3.21)

e arelagdo entre saidas posteriores ao instante k e o estado em k41 pode ser escrita de matricialmente
da seguinte forma:

y(k+1) C
y(k+2) CA
y(k‘ + 3) = | 0A2 I(k‘ + 1) (3.22)
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A matriz que relaciona as saidas futuras (ou seja, do instante £ + 1 em diante) com o estado no
instante k£ 4+ 1 demonstra quais aspectos do estado serdo observados na saida futura. Por este motivo
esta matriz € chamada de matriz de observabilidade e € denotada por O. Por simplicidade, denota-se
o vetor de saidas a partir do instante £ + 1 como y*(k + 1). Com isto se tem a seguinte relacgéo:

yt(k+1)=0Ox(k+1) (3.23)

O estado no instante £ + 1 € resultado da influéncia das entradas aplicadas ao sistema e do estado
no instante 0. Supondo que, inicialmente, o estado do sistema € nulo, a relacio entre entradas passadas
e estado no instante k + 1 € a seguinte:

z(k+1) = Ax(k)+ Bu(k) =

A(Az(k — 1) + Bu(k — 1)) + Bu(k) =

A%z(k —1) + ABu(k — 1) + Bu(k) =

A2(Ax(k — 2) + Bu(k — 2)) + ABu(k — 1) + Bu(k) = (3.24)
= Az(k—2) + A’Bu(k — 2) + ABu(k — 1) + Bu(k) =

que também pode ser reescrita matricialmente da seguinte forma:

u(k)
u(k —1)
v(k+1)=[B AB A*B ...| ulk — 2) (3.25)

lembrando que o estado inicial é suposto nulo. Note que a matriz que relaciona entradas passadas
com o estado no instante £ — 1 na verdade informa quais aspectos do estado podem ser alterados
pela entrada, ou ainda, quais estados podem ser atingidos pelas entradas. Por este motivo esta matriz
recebe o nome de matriz de atingibilidade e é denotada por C. A matriz de entradas passadas pode
ser denotada por u~ (k), de forma que se pode escrever, de forma resumida, a seguinte relagéo:

w(k+1) = Cu (k) (3.26)

Substituindo a equacao 3.26 em 3.23 encontra-se que a relagdo entre entradas passadas e saidas
futuras do sistema € dada por:

yt(k+1) = OCu (k) = Hu (k) (3.27)

A matriz H = OC ¢é conhecida como matriz de Hankel. Ao se fazer o produto entre O e C se tem o
seguinte:

¢ 2
oA CB CAB CA’B

OC=|cn2 || B AB A’B ... |=| CAB CA’B CA°B ... (3.28)
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Cada bloco desta matriz é um termo da resposta ao impulso, ou ainda, um parametro de Markov,
conforme pode ser visto ao se observar a equagdo acima e compard-la com a equacdo 3.20. Desta
forma, pode-se escrever:

H=0C= G@)GB)GM):: (3.29)

A partir destas matrizes e destas identidades pode-se fazer a identifica¢io dos sistemas deterministicos
conforme foi bem explorado na referéncia [5] e na secdo abaixo.

Método de identificacio

Uma forma simples de se fazer a identificacdo dos sistemas deterministicos invariantes no tempo,
ou seja, de encontrar as matrizes A, B, C' e D do sistema, é a partir da matriz de Hankel definida
acima. Esta técnica € baseada na proposta em [42]. A matriz de Hankel é obtida diretamente através
das respostas aos impulsos do sistema.

Seja, por defini¢do, /1y a matriz /1 deslocada para cima, ou seja:

CAB CA*B CA’B ...
Hy= | CA’B CA’B CA'B ... (3.30)

nota-se que esta matriz é, na verdade, igual ao produto O AC. Portanto, se as matrizes de observabi-
lidade e de atingibilidade forem conhecidas, é possivel obter a matriz A. Uma forma de se encontrar
as matrizes O e C é se fazendo a decomposic¢do da matriz H em valores singulares, ou seja, encontrar
as matrizes U, X e V' que satisfacam:

. o T E11 O VvlT
OC—H—UB/—[M%][O o || v (3.31)
Desta forma, pode-se definir:
O=U3? c=x1*vT (3.32)
portanto:
Hi=0AC= A= (DTHTCT (3.33)

E facil de notar que o primeiro bloco coluna da matriz H, que serd denotado por H (;1), éa
matriz de observabilidade multiplicada pela matriz 5. Com isto, pode-se escrever o seguinte:

H(:,1)= OB = B=0"H(:1) (3.34)

Da mesma forma, o primeiro bloco linha de H, denotado por H(1,:), é a matriz C' multiplicada pela
matriz de atingibilidade. Portanto:

H=CC= C=HC' (3.35)
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e amatriz D € obtida diretamente da equagdo 3.20, como sendo a matriz de resposta no instante 0, ou
seja:

D = G(0) (3.36)

Outra forma de se estimar as matrizes B e C' seria tomar os primeiros blocos de dimensdes ade-
quadas das matrizes O e C obtidos ao se fazer a decomposi¢do em valores singulares da matriz de
Hankel.

3.2.2 Método MOESP

Outro método de identificagdo de sistemas € o MOESP, proposto por Verhaegen e Dewilde em
[62] e [61]. A idéia principal deste método € a decomposi¢do de uma matriz formada por dados de
entrada e saida do instante 0 até o instante ¢ — 1, concatenados em duas matrizes via decomposicao
LQ. Este método € baseado na representacao estendida no espaco de estado, apresentada a seguir.

Modelo estendido no espaco de estados

Da mesma forma que os sistemas podem ser representados pela equacdo 3.10, hd também outras
formas de se representar a relacdo entre entradas, saidas e estados. Apesar de envolverem matrizes
de dimensdes maiores que as de entrada, saida e estados, estas novas formas sao tteis pois permitem
que diferentes abordagens de identificacdo sejam adotadas. E atualmente, com a facilidade que se
tem para fazer a manipulacOes e operacdes algébricas matriciais com o uso de computadores, estes
métodos se tornaram vidveis. Trés destas formas sdo explicadas com clareza na tese [5]. Nesta secdo
serd apresentada a primeira delas, que € 1til para o desenvolvimento do algoritmo MOESP.

Seja um instante de tempo ¢, antes do qual todas as entradas sdo nulas. Com isto, a partir da
equacdo 3.10, pode-se escrever escrever a relacdo entre entradas, saidas e estados do instante ¢ até um
instante k£ — 1 arbitrario da seguinte forma:

y(t) C D 0 0 0 u(t)
O T e I A B B BT
y(t + k- 1) C AR CA2B . Cé D ul(t +.k‘ —1)
Definindo:
y(t) u(t)
1 — y(t + 1) B u(t:i— 1) (3.38)
y(t+}f—1) u(t—i—.k:—l)

§Rle1

em que Yyx—1 € e uyp—1 € R"X1, e definindo também a matriz de Toeplitz:
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D 0 0 O
CB D 0 0
Uy, = . . ) (3.39)
CA*2B ... CB D
pode-se reescrever 3.37 da seguinte forma;
Yelo—1 = Opa(t) + Vi1 (3.40)

Se as matrizes y;,—; parat = 0... N — 1 forem concatenadas lado a lado, assim como as entradas
Ys|k—1 € 0s estados, pode-se definir as seguintes matrizes:

Uojk—1 = [ Uglk—1 Uik --- UN_1ktN-2 } (3.41)
Yor-1 = [ Yolk—1 Yik - YN—1|k+N-2 } (3.42)
Xyoa=]a0) x(1) ... z(N-1)] (3.43)

e com isto, se escrever o seguinte modelo estendido:

Yop-1 = OrXn_1 + U Ugjp—1 (3.44)

a partir deste modelo estendido serd desenvolvido o método MOESP.

Método de identificacao

Definidas as matrizes Upj,—1 € Yox—1, pode-se decompor sua concatena¢do em duas matrizes L €

() da seguinte forma:
Uojr—1 Ly 0 Qip
= LOQ = 3.45
[ Yojios 1 @ [ Lo Lo ] l Qr (5:49)

em que Ly, € RFmXkm e [, € RMXF™ g30 matrizes triangulares inferiores, QT € RFXN e QI €
RFXN s30 matrizes ortonormais e Ly, € RFMXEL
Com esta decomposicao, pode-se reescrever a equacao 3.44 da seguinte forma:

LoiQT + LoQb = Op X1 + V. L1 QT (3.46)

p6s multiplicando os dois lados desta equagdo por ()5, e tendo em mente a ortonormalidade entre as
matrizes ()1 e (02, tem-se:

Loy = O Xn-1Q2 (3.47)

tomando a decomposi¢do em valores singulares da matriz Los, ou seja, encontrando-se as matrizes
U, X eV tais que Loy = UXV tem-se:
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v, 0] W
Loy = USV = [ U, U, } [ ol 0 1 [ V; ] = 0uXn_1Q9 (3.48)

Portanto pode-se dizer que:

Ok — UlEf XN_lQQ — 215‘/1 (349)

A partir da matriz de observabilidade encontra-se facilmente as matrizes C' e A. A primeira delas € o
primeiro bloco de dimensao [zn de Oy, e a segunda € obtida ao se observar que:

CA C
Op=|CA|=| CAlA=0,4 (3.50)
portanto:
A= 00 (3.51)

Para se obter as matrizes B e D basta observar o seguinte:

UlLy =0 ULOp=0 (3.52)

A primeira igualdade vem do fato que, conforme visto na equagdo 3.48, Loy = U, V. Como
pelas propriedades da decomposi¢cdo em valores singulares U; € ortogonal a U,, a relagdo acima
1

fica clara. A segunda igualdade se baseia no seguinte fato: (0, = U;X}. Portanto, pela mesma
propriedade de ortogonalidade entre U; e U,, a igualdade acima fica clara. Observadas estas duas
igualdades, multiplica-se os dois lados da equagdo 3.46 por UJ obtendo-se o seguinte:

UQT(LlelT + L22Q2T) = UQT(OI@XNfl + ‘I’kLanT) =

= U2TL21QT = U;‘F\PkLHQF{ =
(3.53)
= U2TL21 = UQT\I/kLH

= Ul Ly Ly} = UTUy

Dividindo a matriz U] em blocos com [ colunas denominados L;, dividindo a matriz U Ly L7
em blocos com m colunas denominados M; e representando a matriz ¥, em funcdo das matrizes B e
D temos:

D 0 ... 0
CB D ...0

My My .. My|=[L Ly ... L : : o (3.54)
CA*2B CA¥3B *-. D

de forma que:
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LD+ L,CB+...+ Lk_chk_gB + LkOAk—2B = M,

LyD + LsCB+ ...+ L, (CA* 4B + L,CA* 3B = M,

: (3.55)
Ly 1D+ LyCB = My_4
LD = M,
o que pode ser escrito matricialmente da seguinte forma:
Ly LyC+ ...+ Ly CA*3 + L CAF2 ] [ M,
Lo Lgc + ...+ Lk,1CAk_4 + LkCAk_S M,
. . D (3.56)
: : B |~ : .
L Li.C M1
| Lk 0 | | M,
portanto:
Ly LyC+ ...+ Ly CA= 4 L,CA=2 1T [ My ]
Ly LisCH+ ...+ L, CA 4 L, CA3 M,
‘D B . . . (3 57)
B |~ : : : .
Ly LiC M1
| Ly 0 | My

completando assim o célculo da quadrupla de matrizes do sistema.

Como se pode notar acima, o método MOESP depende de uma grande quantidade de dados para a
determinacdo do modelo estendido, que culmina na determina¢@o das matrizes do modelo no espago
de estado. H4 casos em que os dados de entrada e saida do sistema sdo limitados, implicando em
impossibilidade de aplicacdo deste método. Para lidar com estes casos, foi desenvolvido um método
ao longo desta pesquisa, que € apresentado no capitulo 7 desta tese.

3.3 Identificacao de sistemas variantes no tempo

Para a solucao do problema de identificagdo de sistemas deterministicos variantes no tempo, um
algoritmo baseado no MOESP e denominado MOESP-VAR foi proposto [56], [57].

Basicamente, o método consiste em, dado um sistema variante no tempo, definir intervalos, tam-
bém denominados janelas, em torno de instantes de tempo especificos escolhidos para amostragem do
sistema. O numero de dados em cada janela € definido de maneira que o sistema ndo sofra mudangas
durante todo o intervalo de tempo definido para aquela janela. O método MOESP para sistemas inva-
riantes € entdo aplicado aos dados de entrada e saida do intervalo escolhido, e com isto se encontra as
matrizes que representam o sistema neste intervalo. Este algoritmo estd baseado na hipétese que um
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sistema lentamente variante no tempo pode ser modelado como uma série de sistemas invariantes no
tempo em intervalos arbitrarios.

O algoritmo MOESP-VAR pode ser aplicado caso haja um grande nimero de dados disponivel
para cada janela, ou seja, caso as variagdes do sistema ndo sejam muito rdpidas, garantindo que haja
um conjunto de entradas e saidas suficientemente grande para a identificacdo via método MOESP em
cada um dos intervalos. No caso em que as variacdes do sistema sdo rapidas, o método MOESP-VAR
ndo implica em respostas muito precisas. Ao longo desta pesquisa foi desenvolvido um algoritmo
imuno-inspirado para lidar com estes casos. Este algoritmo € apresentado no capitulo 7 desta tese.

Na tese [56] sdo apresentados dois experimentos em que se identifica sistemas variantes no tempo
com o algoritmo MOESP-VAR. Nestes experimentos a varia¢ao do sistema € conhecida e € possivel
estabelecer intervalos de forma que o sistema fique bem representado. No entanto, em situacdes
praticas, € necesssario que se faca vdrias propostas de intervalos para que se encontre uma que modele
satisfatoriamente o sistema, a menos que se conheca a dindmica que implica na variancia no tempo
do sistema.

Por exemplo, seja uma méquina elétrica sendo partida em um determinado instante de tempo.
Supondo que a principio ela esteja fria, seu aquecimento ao longo da operagdo implicard em variagdo
da resistividade de seus enrolamentos ao longo do tempo, assim como suas permedncias também se
alteram devido a variacdo do entreferro, que por sua vez é devida aos efeitos térmicos e das forcas
magnéticas sobre o estator e ao somatério destes efeitos com as forcas causadas pela rotagc@o sobre o
rotor. Além disso, a relagdo entre a densidade de fluxo magnética e a forca magnetomotriz é nao linear
devido a saturacdo, de forma que o comportamento da miquina depende também da condi¢do de
carga. Portanto, a mdquina elétrica é um sistema altamente variante no tempo. Desta maneira, para se
poder aplicar o algoritmo MOESP-VAR ao problema de identificacdo de uma mdaquina elétrica, seria
necessdrio se conhecer a dindmica de aquecimento, que depende, dentre outros fatores, da dinamica
da carga aplicada a maquina. Em situacdes em que a temperatura da maquina cresce bastante, seja por
uma carga elevada ou seja por estar em uma regido de temperatura distante do regime, os intevalos de
amostragem teriam que ser menores que os aplicados quando a méaquina estd proxima do regime de
temperatura.

Por este motivo, um método de identificac@o variante no tempo capaz de atualizar recursivamente
as matrizes do modelo em espaco de estado, e que possa ser aplicado a janelas pequenas o suficiente
para que se determine qualquer variacdo, € de muito valor para a soluc@o deste problema e de outros
com caracteristicas similares.
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Capitulo 4

Filtro de Kalman

Neste capitulo, é demonstrado o desenvolvimento do algoritmo do filtro de Kalman para sistemas
lineares discretos com entradas puramente estocdsticas. O estudo do filtro de Kalman envolve o
equacionamento que € utilizado no problema de realizac¢do de séries temporais, tratado com detalhes
no capitulo 5, que por sua vez é um dos temas envolvido nas contribui¢cdes desta tese, detalhadas
no capitulo 7. A teoria bdsica para acompanhamento deste capitulo € descrita no capitulo 2 desta
tese. Neste capitulo, o desenvolvimento do filtro de Kalman € feito de forma que a relacio entre
seu equacionamento e o equacionamento do problema de realizacdo de séries temporais, tratado no
capitulo 5, € direta. O conteido desenvolvido neste capitulo € baseado principalmente nas referéncias
[2], [4], [45] e [46].

O filtro de Kalman é um método para se estimar o vetor de estado de um sistema dindmico
linear, com componentes estocdsticos, a partir da informacao trazida por sua saida. Para um sistema
puramente deterministico, ndo faria sentido criar um método de estimacdo de estado, uma vez que,
supondo que o estado inicial e as entradas sdao informag¢des conhecidas, pode-se determinar qualquer
estado de forma exata a partir da equacdo de atualizacdo de estado. No entanto, ao se considerar que
o0 sistema estd sujeito a ruidos, o cdlculo preciso do vetor de estado nao € possivel. Por este motivo,
Kalman' desenvolveu e publicou em 1960 [45] uma técnica de se encontrar um processo estocdstico
com média igual a média do vetor de estado. Além disto, a covariancia da diferenga entre o estado real
e o referido processo estocdstico € minima. Além de tudo isto, o processo estocastico encontrado tem
relacdo linear com as saidas. Ou seja, Kalman prop6s um estimador de estado linear, ndo polarizado
e de minima variancia.

O sistema linear discreto sobre o qual € desenvolvido o algoritmo do filtro de Kalman € descrito
da seguinte forma:

4.1)

{ z(k+ 1) = A(k)x(k) + G(k)u(k)
y(k) = C(k)z(k)

'Nascido em 1930 na Hungria, Rudolf Kalman obteve o titulo de bacharel em engenharia elétrica em 1953 e o titulo de
mestre em engenharia elétrica em 1954, ambos pelo MIT. Em 1957 obteve seu titulo de doutor pela Colimbia University
€ no ano seguinte passou a trabalhar no Research Institute for Advanced Study, onde ficou até 1964. Nesta época publicou
seu trabalho histérico sobre o método de filtragem que ganharia seu nome. Apesar de ser engenheiro eletricista, Kalman
publicou seu trabalho histérico em uma revista de Engenharia Mecanica. O algoritmo de filtragem desenvolvido por ele
foi usado no programa espacial norte americano durante a corrida espacial da guerra fria. Seu trabalho lhe rendeu muitos
prémios, além de inaugurar um novo paradigma na representac@o de sistemas dindmicos.
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em que z(k) € R" é o vetor de estado do sistema no instante k, u(k) € R™ é um vetor de processos
estocdsticos de ruido de transigio de estado, y(k) € R! é o sinal de safda do sistema, A(k), G(k)
e C(k) sdo matrizes de dimensdes apropriadas. Para o desenvolvimento do algoritmo do filtro de
Kalman, parte-se da hipdtese que as matrizes do sistema sdo conhecidas.

Para um sistema representado desta forma, € demonstrado neste capitulo o desenvolvimento do
algoritmo do filtro de Kalman a partir das seguintes etapas:

* Revisdo da fun¢do de densidade de probabilidade condicional de uma distribuicdo gaussiana
multidimensional

* Solucdo do problema do estimador linear de minima variancia.

* Demonstracdo que a estimativa linear de minima variancia € igual ao valor esperado da proba-
bilidade condicional para varidveis aleatdrias gaussianas.

* Solugdo do problema de estimacao 6tima via projecdes ortogonais.

* Demonstracao que a solu¢do de minima variancia coincide com a obtida por projecdes ortogo-
nais.

* Defini¢do do conceito de inovagao.

* Demonstraciao do algoritmo de estimagdo 6tima por projecao ortogonal para predicao e filtra-
gem

4.1 Distribuicao Gaussiana multivariavel

4.1.1 Funcao de densidade condicional

Sejam z € R" e y € R dois vetores de varidveis aleatdrias gaussianas. Ou seja, sdo dois
vetores em que cada um dos elementos € uma varidvel aleatéria que cuja funcdo de densidade de
probabilidade € gaussiana. Sejam ., e i, dois vetores contendo as médias das varidveis aleatorias
contidas em x e y respectivamente e seja > a matriz de covariancia apresentada abaixo:

s =Bl = | 5 %] @2)
em que:
E[(% — Mxl)(ﬂfl - Mml)T] e Ele - le)(mn - Mm)T]
s E[(@ - M:p2)($1 - ,uxl)T] E[(% - Mm2)($n - Mm)T]
Bl — pton)(@1 — e)?] o El(0 — fon) (@0 — ftan)”]
El(x1 — pa1)(n — py)™] o El(w1 = fra1) (Yp — yp)” ]
. E[(z2 — pa2)(y1 — p11)"] E[(z2 — p102) (Yp — ttyp)"]

Ty — . . .

El(zn — ptan) (Y1 — ,Uyl)T] oo Bl(n = pan) (Yp — ,uyp>T]
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El(yr — pyr) (1 = )" ] El(y1r — py1) (@0 — pan)”]

v E[(yQ - ,qu)(xl - ,uxl)T] E[(QQ - Ny2)<xn - ,uam)T]
Bl — pyp) (@ — o)) - Bl — t) (@ — )
El(y1 — py1) (Y1 — pyn)"] El(y1 — 1) (Up — thyp)"]
. _ El(y2 = py2) (g1 — p10)"] El(y2 — py2) (yp — f1yp) "]

E[(yp — Hyp) (Y1 — Nyl)T] e E[(yp — typ) (Yp — Hyp)T]

emquex;,i=1...ney;,j=1...0sd0 os elementos dos vetores = e y e E|.] representa o operador
esperanga. Por hipétese, € suposto que a matriz > tenha inversa.
A funcdo de densidade de probabilidade de uma distribuicdo gaussiana monovaridvel é dada por:

1 1(a— pg)?
_ _ - Lal728 4.3

pla) 2no P ( 2 o2 4.3)
A partir disto pode-se definir para o caso multidimensional a distribui¢cao gaussiana de um determi-

nado vetor z qualquer sera:

1 1 _
p(z) = (zﬂ)dim(z)/2|2 |1/2 exXp (_2(2 - MZ)TEzzl(Z - Nz)) 4.4)

Se z for a concatenagdo dos vetores x e y apresentados acima, que sdo gaussianos por hipodtese,
existird a seguinte distribuicdo conjunta:

Pl@,y) = <2W)<n+zl>/2|2|1/2 exp (_;[@ — ) (y =)' ET [ L D (4.5)

Se, por defini¢ao:

C = (2m) 0/ 1/2 (4.6)
e
1| =y
Qz,y) = [(z — )" (y—py)" 1= l s ] (4.7)
Y= My
chega-se a uma equagdo simplificada da distribui¢do conjunta dos vetores gaussianos x € y:
(0,9) = 5 e (—5Q00) ) (4.8)
= — e _—— .
pP\T,y C Xp 5 T,y

4.1.2 Probabilidade condicional de vetores de variaveis aleatérias gaussianas

A partir desta fun¢do de densidade de probabilidade, quer se encontrar a distribui¢cao condicional
do vetor x, sendo que ja é conhecido o valor de . Para encontrar a distribuicdo conjunta, basta aplicar
a férmula de Bayes abaixo:
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p(z,y)
p(y)

p(zly) = (4.9)

Como y € um vetor de varidveis aleatdrias gaussianas, tem-se que sua distribuicao €, conforme a
equagdo 4.4, dada por:

1 1
py) = W exXp <—2(ZU - Ny)T2;;<y - My)) (4.10)

Para conhecer o valor de = dado y, basta agora manipular a expressdo de p(x,y) e resolver a
equacgdo 4.9, o que ¢ feito a seguir.
Seja, por defini¢do:

—1
-1 _ ESE$ Exy . Vx:c V:’cy
. ‘lzym ST I @D

em que, conforme pode ser facilmente provado por substituicao, tem-se as seguintes igualdades:

Vie =071 (4.12)

Voy = =175, 5, (4.13)

Ve = =5, 8, T (4.14)

Viy = Sy + 5y 8y T80, 5 (4.15)

emque Y =X, — ExyE;ylZyx. Tem-se também que as seguintes relacdes sdo validas:
T = (X, — ExyE;ylEym)T =

— ET —ET E_ITET —
Tz Ty

yr—uyy

(4.16)
= Yoo — LayXy, Xyz =

=7
como Y7 =7, T~17 = T-! dado que:

TWl=I="Y v ==Y Iv =7 T yrt=0"1

Além disto,
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VI = (FTI8, 0T =

_ _N—ITT ~—1T
= Zyy Exy’f

(4.17)
= - %, !
= Vi
e também:
Vi=r=v"T=axl=7r=V_ (4.18)

Sendo que as igualdades E;;T = Z;yl e ng = Yy usadas acima vém do fato que estas matrizes sdo
covariancias, ou o inverso de covariancias, e, portanto, sdo de matrizes simétricas.
A partir das relacdes que vao da equacdo 4.12 até a 4.18 tem-se que:

Qlr,y) = [(v—p)" (y—p)=" l ;”: Z; ] -

= (- )" (y—uy)T][% %ZHZ:MZ

= (35 - MI)TVM(ZU - Nx) + (y - Uy)TVyﬂc(x - Ux)+
+(o — N:B)Tv:vy(y - Uy) + (y — Ny)T%y@ - ,uy) =
= (2 = pta) Vae (@ — ) + (Y — 1) " VLV Vaw (@ — p1o)+

@ — 1) Voo Vi Vay (y — 1) + (= 1) Vi (y — 1)
adicionando o termo (y — 1)) " VIV MV, V1V, (y — ) € subtraindo o mesmo termo, mas escrito

zy ¥ xx

da forma (y — )"V, Vo' Vi (y — 1), encontra-se:
Q(xa y) = (l‘ - ﬂx)TVxx(x - ,U:c) + (y - My)Tij‘;nglTVxx(l' — qu)—l—
@ = 1) Vaa Ve Vay (y — 1) + (= 1) Vi (y = 1)+

+(y = 1) VIV Ve Ve Vay (y — 1) — (4 — 1) Ve Vi Vay (y — 1)

rearranjando a ordem dos termos temos:
+(z — MI)TVMV;U;IVM(Z/ —py) + (y — Uy)TVxEszlTVmV;;lV;vy(y — fiy)+

+(y — 11y) Vi (v — 11y) — (¥ — 1) "V Vi Vi (y — p1y)
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colocando termos comuns em evidéncia tem-se:
Q(% y) = [(m - :uz) + Vz;lv;:y@ - My)]T‘/aﬂw[(x - :ua:) + Vx;l‘/;y(y - Ny)]"’

+(y — ,Uy)T[V;/y - %xvx_wlvxy](y - ﬂy)

definindo:

a = o=V Vay(y — pty) = pra — (=T858, )y — p1y) =

(4.19)
= o+ Say Sy (y — p1y)
e observando que:
Viy = Vyzvx;cl‘/;ry = Ejjyl + Z;;z)wa_lzwa;yl_
— (=2, B T HT (T8, 2, ) =
= Iy
tem-se que
Qz,y) = (x—a)"T (& —a)+ (y — )" 5, (y — 11y) (4.20)

de forma que a funcdo de densidade de probabilidade, apresentada na equacgdo 4.5, pode ser reescrita
como:

ple,y) = Eoxp (=5 (@ — )T e — )+ (y— 1) Sy (v — 1))

= Lep(—La—a) T (z—a)) 4.21)

i exp (= 5y — ) "5 (v — 1)

em que C' = (2m)"2|Y|V2 e C" = (2m)/%%,,|/%, o que de fato faz com que seja verdade que
c=Ccc.

Substituindo a equagdo 4.21 na férmula de Bayes (equacdo 4.9) e, lembrando da densidade de
probabilidade do vetor gaussiano y, apresentada na equacao 4.10, encontra-se a fungdo de densidade
de probabilidade de x dado y como sendo:

1 1 Trr—1
p(zly) = o exP (—2(x —a) T (z— a)) (4.22)

Da equagdo 4.22 nota-se que a probabilidade condicional também € uma gaussiana, com média o
e variancia Y. Neste desenvolvimento, foi considerado que a matriz de covariancia 3. tem inversa, ou
seja, é ndo singular. Caso ela seja singular, o desenvolvimento € vdlido ao se substituir a inversa da
matriz pela pseudoinversa X1,
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4.2 Estimador linear de minima variancia

Seja uma varidvel aleatdria gaussiana x, de média p, e variancia o,,, que se quer estimar a partir
de medidas de uma outra varidvel aleatdria y, também gaussiana, de média p, e variancia o,,. Uma
das formas mais simples de se fazer a estimativa & para a varidvel aleatéria x é supor que = ¢ uma
funcgdo linear de y, ou seja:

i=ay+b (4.23)

€ no caso em que = e y sdo vetores de varidveis aleatérias de dimensdo n e [ respectivamente, a
estimativa linear € feita de forma similar, a menos que a constante a € substituida por uma matriz
A € R"Xl e b passa a ser um vetor de dimensdo n, ou seja:

F=Ay+b (4.24)

Além disto, os vetores de varidveis aleatdrias terdo vetores de média fi, € ji,, matrizes de covariincia
prépria Y,, € X, € matriz de covariancia cruzada >,,. Como y € uma varidvel aleatdria gaussiana, a
estimativa £ também € uma varidvel aleatdria gaussiana.

O erro de medi¢ao 7 é definido como sendo a diferenca entre a varidvel aleatéria real x e a
estimativa z, de forma que este erro também é uma varidvel aleatdria gaussiana. Portanto, o erro é
completamente caracterizado pelos seus dois primeiros momentos, ou seja, por sua média e por sua
variancia.

As constantes A e b da equagdo 4.24 podem ser quaisquer, no entanto podem existir constantes
tais que a variancia do erro da estimac¢do seja minima, conforme serd investigado a seguir.

Supondo uma estimativa linear como feito acima, a covariancia do erro é dada pela seguinte
expressao:

Elzz"] = El(z - Ay —b)(z — Ay —b)"] =
= Elxza”] — E[zy"|AT — E[z]b" — AE[yz"]+ (4.25)
+AE[yyT|AT + AE[y]bT — bE[2T] + bE[yT]AT + bbT
Yor = El(z — pio) (7 — :uw)T] = E["L‘xT} - Mzﬂf
Sy = Elly = my)(y = m)") = Elyy’] = (4.26)

Yoy = El(x — pa)(y — 11y)"] = Elay"] — ptapry,

temos:
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Blz2"] = Npp + papty, — (Say + prapy ) AT — pab” — AL, + pypd)+

FA(Syy + prypy ) AT + Apyb" — bl + bp AT+ bb" =

= Yoo — AXT — 5, AT + AD, AT+
Ftapty — prapty AT — b — Apypl + Ay AT 4 Ap b —

4.27)

—bul + b,uZAT + b =

= [(A=%p, S N)%, (AT — =057 )]+
+ 0 — Ty, XL+
(e — Ay = b)(pe — Apy, — )T

Pode-se notar claramente que a variancia do erro de um estimador linear qualquer € formado por trés
termos. Dois deles sdo quadrticos, portanto, semi definidos positivos, e dependem das constantes A
e b. Se estes termos forem nulos, se terd a dupla {fl, l;} que implica no estimador linear de variancia
minima, ou seja, o estimador linear 6timo quando o critério é a varidncia do erro?. E fécil notar que
os termos quadraticos sdao nulos quando:

A=x,%!
(4.28)
b=ty — Apy = piz — EmyZ;y:lNy
Com isto, a estimativa linear de menor variancia = € a seguinte:
B=Ay+b= gy + S0y Sy — 1) (4.29)

o que € exatamente igual a media o da probabilidade condicional definida na equagdo 4.19. Desta
forma pode-se dizer o seguinte:

Para varidveis aleatorias gaussianas, a estimativa linear de minima varidncia é igual ao
valor esperado da probabilidade condicional.

Além de levar a uma estimativa igual a probabilidade condicional, o estimador linear de minima
variancia € também ndo polarizado, ou seja, o valor esperado da estimativa € igual ao valor esperado
da variavel aleatodria real, conforme demonstrado abaixo:

Bl#] = E[Ay +b] = Apy + b= Ay + po — Apy = pig (4.30)

Alternativamente, pode-se demonstrar o fato de o estimador ser ndo polarizado ao se calcular a espe-
ranga do erro 7, que € igual a zero conforme desenvolvido abaixo:

2Este critério ndo necessariamente é o tinico que pode ser usado para se encontrar estimadores 6timos.
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E[i] = Elr—3]=FElr— o + oy Xy, (y — py)]
(4.31)
= o — Ho + By By 1y — p1y) =0
Obviamente, a partir da equagdo 4.27, covariancia do erro ao se usar o estimador 6timo é:
E[ZE"] = S — Loy 5, 21, (4.32)

que € exatamente igual a covaridncia T da densidade de probabilidade condicional.

A seguir € apresentado um exemplo de como estimar um vetor de varidveis aleatorias x a partir de
outro vetor de varidveis aleatdrias y, dado que a relacdo entre estas varidveis aleatdrias € conhecida.
Com este exemplo, algumas passagens algébricas envolvidas no desenvolvimento do filtro de Kalman
sdo exploradas dando familiaridade com o que € desenvolvido mais adiante.

Seja a seguinte relagdo entre varidveis aleatdrias:

y = Hr+v (4.33)

Em que z € R" é um vetor aleatério gaussiano de média /i, e matriz de covariancia P,y € R,
H é uma matriz de dimensdes apropriadas e v um vetor aleatério de média nula e covariancia dada
pela matriz R . O primeiro momento da varidvel y é:

py = Ely] = HE[z] + E[v] = Hp, (4.34)

A covariancia entre x e y é dada por:

Yoy = Bl — pa)(y — )]
= El(r — p)(Hzx +v — Hp,)"]
= ElxaTHT + 20" — aptHT — p2” HT — o + ppl HY) = (4.35)
= Bloa” —apl — ppa” + popl|H =

= E[(‘T _Ma:>(x _MI)T]HT = PH"

e a variancia propria de y dada por:
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Yoy = By — )y — )"
= B[(Hr+v—Hp,)(Hz +v — Hy,)"]

= E[Hz2"H" + Hev" — Hepl HT + v HT + vv? +opl HT —

(4.36)
_HumeHT - HﬂxUT + HMJ:H?(;HT] =
= HE[za" —apl — pea’ + ppl1HT + Elvo”] =
= HE[(x — po)(x — po)'JHT + E[vvT]| = HPHT + R
Sendo assim, o estimador & de menor variancia é:
B=a =+ 5,5, (y — ) = pe + PH(HPH" + R)™'(y — Hu,) (4.37)
e da equacdo 4.32 se tem que a covariancia do erro P é dada por:
P="=%,—%,%, %, =P—PH" (HPH" + R)"'HP"
Como P = E[(x — pg)(x — pz)T] = PT, P pode ser reescrito como:
P=T=%,, — SayYyy Sye = P— PH'(HPH" + R)"'HP (4.38)
A equagcio pode ser simplificada ao se notar que?:
PH"(HPH" + Ry ' = (P '+ H'R'H)'H'R™
portanto, P pode ser reescrito como:
=P=P— PHT(HPH" + R)"'HP =P — (P"'+ H'R'H)"'HTR'HP =
= (P'+HT"R'H)P=(P"' + H'R'H)P - H'R"'HP =
(4.39)

= (P'+HTR'H)P=1+HTR'HP — HTR'HP =
= P= (P +H'R'H)™
Este exemplo simples tratando de vetores de varidveis aleatdrias é importante pois introduz pas-

sagens algébricas que serdo exploradas quando se for tratar da estimacdo de processos estocdsticos,
que € o problema resolvido pelo filtro de Kalman.

SIP'+HTR'H|PHT = P'PHT"+H"R'HPH" = H'R'R+HT"R'HPH" = H'R-Y(HPHT +R).
Ao se pré multiplicar os dois extremos da igualdade por (P~! + HT R=1H)~! e p6s multiplicando por (HPHT + R)~!
tem-se a igualdade apresentada.
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4.3 Estimador por projecao ortogonal

O problema de estimacdo 6tima também pode ser tratado sob a 6tica de um espaco vetorial de
varidveis aleatdrias em que é definido um produto interno tal que a norma de qualquer vetor deste
espaco seja finita. Este espaco é um espaco de Hilbert* e é denotado por .

Sejam duas varidveis aleatdrias x e y pertencentes a H. Por serem elementos do espaco H, x e y
podem ser chamados de vetores de H, embora x e y sejam apenas varidveis aleatdrias, e ndo vetores
de varidveis aleatdrias. Neste ponto deve ficar bem clara a distin¢cdo entre um vetor de um espago de
varidveis aleatorias, que € uma varidvel aleatdria, e vetores de varidveis aleatdrias, que sdo colecdes
de varidveis aleatdrias. A principio se estd falando do primeiro grupo, ou seja, de vetores de um
espaco de varidveis aleatdrias.

O produto interno entre os vetores x € y pode ser definido da seguinte forma:

(z,y)n = Elzy] (4.40)

Assim como em qualquer outro espaco, se 0s vetores x € y sao ortogonais, seu produto interno é
nulo e pode-se escrever x L .
A norma de um vetor no espaco ‘H pode ser definida como:

||][s =/ Elaa] (4.41)

Por definic@o, neste espago sdo contidos vetores de norma finita, ou seja, para que x € H, x deve

satisfazer:
l|lz||3 =/ E|zz] < 00 (4.42)

Suponha agora que = é um vetor de varidveis aleatérias com n elementos e y um vetor de varidveis
aleatdrias com [ elementos. Para que todos elementos de x sejam ortogonais a todos os elementos de
Y, a seguinte igualdade deve ser vdlida:

paratodosi=1...nej = 1...l. Ou seja, a matriz E[zy'] deve ser o zero do espago R"X!,

Suponha que, dentro do espago H, exista um subespago ) formado por varios vetores y;. Suponha
também que exista um vetor x no espaco H, que ndo estd contido em ). A varidvel aleatéria & que
representa a menor projecao de x em ) € tal que o erro © = = — 2 € perpendicular a ), ou seja, = €
uma proje¢do ortogonal do vetor z em ).

Se x for um vetor de variaveis aleatérias x; com n elementos, cada um destes elementos terd uma
proje¢ao em um espago ) formado por [ varidveis aleatérias y;. Portanto, existe um vetor de varidveis
aleatérias & € R", sendo que cada um de seus componentes é a projecdo de cada componente do
vetor x no subespago ). Desta forma, existem termos a;; de uma matriz A€ jrat que representam o
componente de cada x; na dire¢@o de cada y;. Com isto, a projecdo de um vetor de varidveis aleatdrias

“David Hilbert - Matemitico alemio nascido em 1862 em Konigsberg. Hilbert é considerado um principais mate-
maticos do século XX tendo contribuido com a teoria dos nimeros, criagdo de espacos e axiomatizacdo da geometria
Euclidiana. Faleceu em 1943 apds ver o grupo de estudos de sua universidade - Gottingen - ser dizimado pelo regime
nazista.
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x, formado por n varidveis aleatdrias z;, no espaco formado por um vetor de varidveis aleatdrias vy,
formado por p varidveis aleatorias y;, € dada pela seguinte expressao:

T = Ay (4.44)

Como os vetores de varidveis aleatdrias envolvidos no problema podem ter médias ndo nulas,
introduz-se uma constante b, de forma que x ndo € mais formado por elementos que sdo combinagdes
lineares das varidveis aleatdrias y;, mas sim variedades lineares destas varidveis aleatorias, ou seja:

T=Ay+0 (4.45)
Para que 7 seja ortogonal a qualquer vetor y € ), a seguinte expressao deve ser vélida:

Elzy] =0 (4.46)
para todo y € ). Portanto:

El(z —2)y"]=0=

= FEl(z — Ay —b)yT] =0=

= Elzy"] — AE[yy"] — bu) = 0= (4.47)
= Yoy + fapty — AByy — Apypl — by =0 =

= (Bay — ADyy) + (e — Apy — b)MZ,T, =0

Pode-se notar facilmente que a equacao 4.47 € valida se:

Yoy — Ay = 0= A=3%,,5 ] (4.48)

po — Apy —b=0= b= p, — Apy (4.49)

Pode-se notar também que, se os vetores de média i, e ji, forem nulos, o vetor b também serd nulo,
provando que este termo estd envolvido no problema apenas para que se leve em conta as médias dos
processos x € y.

Portanto, o estimador & que representa a projecao ortogonal de x em ) é:

T = Ay+b=Ay+ . — Apy = po + Aly — 1) =
(4.50)
= o+ Say X (Y — 1)
que € exatamente igual ao estimador linear de minima variancia, conforme pode ser visto na equacao
4.29. Este € um resultado extremamente importante, apresentado na equacdo 11 do teorema 2 da
referéncia [45]:

O estimador por projecdo ortogonal é igual ao estimador linear de minima varidncia.
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Desta forma, ao se buscar estimadores de minima variancia, pode-se buscar, alternativamente,
estimadores por projecdo ortogonal. Isto torna os cdlculos mais simples, e a partir desta importante
propriedade foi feito todo o desenvolvimento do estimador 6timo de estados, batizado como filtro de
Kalman.

4.4 Inovacoes

Antes de se estudar o filtro de Kalman, hd ainda um conceito muito importante que deve ser
explorado, que € o de inovacoes. Seja um conjunto de vetores vy, ..., yy de dimensdo [. Suponha
que exista um conjunto de vetores ¥, . . . , Yn, também de dimensao [, mas linearmente independentes
uns dos outros. Sendo assim, a o-algebra gerada pelos dois conjuntos de vetores serd igual e os vetores
do segundo conjunto sdo chamadas de inovacdes.

Uma ilustragio deste conceito € a seguinte: Seja y; o vetor [1 0 0] pertencente a i3, 1, o vetor [1
1 0] e y3 o vetor [1 1 1]. Com o vetor y; é possivel tragar uma dimensdo de 3. Como ndo h4 mais
nada no espaco além do vetor ¥4, a inovagdo trazida por ele € ele mesmo, ou seja, y; € o vetor [1 0 0].
Ao se adicionar a informagdo trazida por y, fica possivel gerar duas dimensdes de 3. No entanto, ¥,
tem um componente dependente de ;. Sendo assim, define-se 3> como sendo o vetor [0 1 0], ou seja,
0 vetor apenas com a inovagao trazida pelo conhecimento de y,. Da mesma forma, ao se adicionar
o conhecimento de 73, pode-se tracar todos os vetores de Jt*, embora a tinica dimensdo nova trazida
pelo ys3 esteja no terceiro elemento, de forma que y3 € o vetor [0 O 1]. Note que os conjuntos de
vetores Y1, ¥ € y3 formam o mesmo espaco que os vetores 41, Uo € ¥3, portanto, pode-se afirmar que
a mesma o-algebra ¢ formada pelos dois conjuntos de vetores.

Seja Fr = o{y;, @ = 1,...,k} a o-dlgebra gerada pelos vetores aleatdrios gaussianos ¥,
Yo,--Yk. As inovagdes trazidas por cada vetor y novo sdo dadas pela subtra¢do entre o valor do
vetor novo e o valor que se esperava para o vetor novo, dado que os antigos eram conhecidos, o que
algebricamente pode ser escrito como:

i = yi— Eyl|Fo] =y — Elyi]

o = — Elys| F

Z/2. .yz [y2|F1] 4.51)
gv = yn — Elyn|Fn-1]

Como foi visto nas duas sec¢des anteriores, a esperanga condicional coincide com a projecao or-

togonal no espaco ) dos vetores y para o caso em que y € um vetor gaussiano. Portanto, pode-se
escrever:

k—1
Elyrlyr, v, - - yra] = ar + Z Apiyi (4.52)
i=1
Das equacdes 4.51 e 4.52 tem-se que:
(0 I 0 ... 0 1 ay
0 Y2 as

Y2 Ay

- . (4.53)

Uk Ay —Ape ... Yk ag
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Em que [; é a matriz identidade de ordem /.

Desta forma, as inovagdes sdo também gaussianas, por serem formadas por combinagdes lineares
de vetores gaussianos. Como a matriz que relaciona as inovacdes ¥ as saidas y € ndo singular, ou seja,
tem inversa, y também pode ser gerado por combinag¢des lineares de y, o que demonstra que os dois
conjuntos de vetores formam a mesma o-algebra.

Como gy, foi definindo de forma a ser independente de qualquer ¢, p < k, tem-se que E[yy| Fr—1] =
0, o que também implica que E[j;] = 0. Desta forma, a correlagio entre gy, e ¢, € dada por:

E[ikgy ] = E[E[Gd,) | Fe1]] = ElE[§k| Fr-1]g,] =0

E pode ser demonstrado de forma andloga que a relacdo também vale para p > k. Desta forma,
tem-se que as inovagdes sao independentes, de média nula e descorrelacionadas entre si. Isto mostra
definitivamente que os ¢ sdo inovagdes do processo .

4.5 Estimacao otima por projecao ortogonal

Fixados os conceitos da secdo anterior, parte-se agora para o problema de estimagdo 6tima de
estados por projecdo ortogonal. Seja o seguinte modelo em espago de estado com entradas puramente
estocdsticas:

{ v(k+1) = A(k)z(k) + G(k)u(k) (4.54)

yk) = Ck)x(k)

em que © € R" € o vetor de estados, y € R! € o vetor de saidas, as matrizes A(k), C(k) e G(k) sdo
conhecidas, tém dimensdes apropriadas e sdo fungdes deterministicas do tempo.O vetor u(k) € R"
representa um ruido gaussiano de média nula com a seguinte matriz de covariincia:

Elu(t)u(s)’] = L,6(t — s) (4.55)

em que /,, ¢ a matriz identidade de ordem n. O estado inicial 2:(0) é gaussiano, com média F[z(0)] =
p(0), matriz de covaridncia I1(0) e descorrelacionado com os sinais de ruido em qualquer instante
de tempo.

Seja Vi = o{y(0),y(1),...,y(k)} a o-dlgebra gerada pelas saidas até um determinado instante
de tempo k. Todas as informacdes trazidas até um instante de tempo s < k estdo contidas na o-dlgebra
de k, de forma que ), é uma familia crescente de o-algebras, pois, a cada novo instante de tempo,
novas informagdes sdo adicionadas. Com isto, pode ser formulado o problema da estimacao, que € o
problema encontrar a estimativa de minima variancia &(k 4+ m|k) para o vetor de estado z(k + m).
Ou seja, o problema de estimagdo pode ser resumido no problema de se minimizar o seguinte critério
J:

J = E[||lz(k +m) — 2(k +ml|k)||*] (4.56)

Em que Z(k 4+ ml|k) é um elemento da o-dlgebra ). Se m > 0, o problema é chamado de
predicdo, pois se estd interessado em prever o estado futuro dadas as saidas até o instante de tempo
presente, se m = 0, o problema € chamado de filtragem, pois o interesse € recuperar o valor do estado
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xlk+m)
r(k+mlk)

z(k+mlk)

/U /

Fig. 4.1: Projegdo ortogonal de z(k + m) no espago Vy

atual filtrando-o em meio aos ruidos e se m < 0, o problema é chamado de refinamento®, pois a partir
de novos dados se quer refinar a estimativa do estado que ocorreu no passado.

Conforme visto anteriormente, a estimativa Z(k + m|k) que apresenta a menor varidncia é a
esperancga condicional o dada por:

Z(k+mlk) = a = Elz(k +m)| Vi (4.57)

Se o erro entre a estimativa e o valor real for definido como Z(k+ml|k) = x(k+m) —z(k+m|k),
a matriz de covariincia do erro € dada por:

P(k+m|k) = E[[z(k +m) — 2(k + m|k)][z(k +m) — 2(k + m|k)”]

Como foi visto anteriormente, os vetores z e y sdo gaussianos e Z(k + m|k) é um vetor contido
no espago formado pelos vetores de observagao y, desde o instante inicial até o instante k.

De maneira mais formal, seja ), a variedade formada pelas observagdes de y conforme apresen-
tado abaixo:

N

=1

Emque b € R e A; € RXL

Entdo, como j4 tratado anteriormente, a estimativa de menor variancia z(k + m|k) é tal que o erro
Z(k+ml|k) = x(k+m) — z(k +m|k) é ortogonal a variedade ;. Como provado nas equagdes 4.30
e 4.31, o estimador € ndo polarizado.

Na figura 4.1 € ilustrada a interpretacao da estimativa como projecdo ortogonal do valor real de
x(k + m) no espago V.

30 termo em inglés para este tipo de problema é smoothing, o que seria traduzido literalmente por alisamento, mas o
termo refinamento é mais proprio neste caso
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4.6 Algoritmos de predicao e filtragem

4.6.1 A funcao de erro de medida

Seja e(k) o erro entre a saida real e sua estimativa definido como:

e(k) = y(k) — Ely(k)| V] (4.59)

emque e(0) = y(0)— 1, (0). Note que e é uma inovagdo do processo y, conforme definido na equagao
4.51.

Como tanto y(k) quanto sua estimativa F[y(k)|Vx_1] sdo gaussianos, e(k) também é gaussiano.
Ao se aplicar o operador E[.] aos dois lados da equagdo 4.59 tem-se o seguinte:

Ele(k)] = Ely(k)] — E[Ely(k)[Vi]] = Ely(k)] = Ely(k)] = 0 (4.60)

Da mesma forma, ao se tomar o valor esperado dos dois lados da equacido dado que se conhece V)1
tem-se:

Ele(k)|\Vi-1] = Ey(k)|Ve-1] — E[E[Y(k)|Vi-1)|Vi-1]
4.61)

= Ely(k)|Ye-1] = Ely(k)| V1] =0
Sejam k e s dois instantes de tempo tais que & > s. A esperanga condicional Fle(s)|Vy_1] é
igual ao préprio e(s) uma vez que no instante k — 1 o tempo s ja é passado e o valor de e(s) € algo
deterministico. Sendo assim, a correlagdo entre os erros de saida nestes dois instantes de tempo €
dada por:

Ele(k)e(s)"] = E[Ele(k)e(s)"]| Vi) = E[Ele(k)||Ve-1e(s)"] = 0 (4.62)

Ou seja, o sinal e(k) é descorrelacionado com e(s) para qualquer k # s.
Aplicando o segundo termo da equagdo de estado a defini¢do de e(k), tem-se:

e(k) = y(k) = Ely(k)|YVia] = Cx(k) = E[Cx(k)| V1] =

(4.63)
= Cux(k)—C(k)z(klk —1) = C(k)z(k|k — 1)
Portanto, a covariincia da inovacdo é dada por:
Ele(k)e(k)'] = E[(C(R)T(klk = 1))(C(k)Z(k[k —1))"] =
= C(k)E[z(klk — 1)z (k|k — 1D]C(K)T = (4.64)

= C(k)P(k|k — 1)C (k)T

De forma mais geral, como foi visto que o sinal de erro de medida em um determinado instante
de tempo € descorrelacionado com ele mesmo em qualquer outro instante de tempo, pode-se escrever
a covariancia do processo de inovagdo como:

Ele(k)e(s)'] = [C(k)P(k|k — 1)C(k)T)o(k, 5) (4.65)
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Sendo que o (k, s) € uma funcdo delta de Kroenecker do tipo o (k— s), ou seja, assume valor 1 para
s = k e 0 para s # k. Como foi demonstrado na equag@o 4.61, e(k) tem média nula. Portanto, como
esta seqiiéncia é gaussiana, ela ja € totalmente conhecida pois ja se conhecem seus dois primeiros
momentos.

4.6.2 Predicao de estado um passo a frente

Nesta sec@o ¢ deduzido o estimador de minima variancia z(k 4 1|k) para o estado x(k + 1), dadas
as observagdes da saida y(k) de um determinado modelo até o instante k.
Definindo e(k) como a inovag@o trazida ao espago )y por uma leitura y(k), ou seja:

e(k) = y(k) — Ely(k)|Vi-1]

tem-se que o espaco )V, € a soma direta entre aquilo que ja se conhecia, ou seja, Vi1, € a inovagao
e(k). Com isto pode-se escrever:

ik +1k) = Ela(k+ 1] = Elz(k + 1) Vmy @ e(k)] =
(4.66)

= Elz(k+ D)|Vir] + Ele(k + 1)]e(k)]

Em que & denota a soma direta de subespacos. O significado da expressdo acima é que a esti-
mativa Z(k + 1|k) é composta por dois componentes. O primeiro componente estd no espago Vy_1 €
o segundo na dire¢@o da inovagdo e(k), trazida com a leitura da saida no instante k. O componente
contidoem Y, é:

Ele(k+D)Yer] = E[AR)2(k) + G(k)u(k)|Ver] =
(4.67)
= Ak)z(klk —1)

O termo na dire¢do de e(k) pode ser estimado de forma linear, ou seja, como sendo uma constante
que multiplica e(k), conforme equacionado abaixo:

Elz(k+1)|e(k)] = K (k)e(k) (4.68)
Sendo que a constante K (k) pode ser determinada de diversas formas. Como visto anteriormente, se
K (k) for definida de forma que a estimativa do estado seja ortogonal ao erro, esta constante implicard
na solucdo de menor variancia para o problema de se estimar o estado. A constante que garante esta
propriedade € conhecida como ganho de Kalman, e serd calculada a seguir.
Para que o estimador de estado seja de minima variancia, o erro de da estimativa no subespago
das inovagdes deve ser ortogonal ao préprio subsepaco, portanto:

A

ok +1) — Elz(k + 1)]e(k)] L e(k) = o(k + 1) — K(k)e(k) L e(k)

Dois vetores ortogonais tém produto interno nulo. Entdo, aplicando o produto interno do espaco de
Hilbert, tem-se a seguinte relagao:
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El(x(k+1) — K(k)e(k))e(k)T] = 0 =
= Blzlk+ 1e(k)"] = K(k)Ele(k)e(k)T] = 0 = (4.69)

= K(k) = Elz(k + Le(k)"|(Ele(k)e(k)T])™
mas o primeiro termo nada mais é que:
Ele(k+ De(k)"] = E[(A(K)x(k) + G(k)u(k))(C(k)Z(k|k — 1))T] =
= A(k)E[z(k)z(k|k — D)T)C(k)T+
(4.70)
+G(k)E[u(k)z(klk — 1)T]C(K)T =

— Ak Elz(k)E(k|k — 1)TIC (k)T

Uma vez que u(k) e Z(k|k — 1) sdo descorrelacionados.
Lembrando que:

o(k) = 2(klk — 1) + 2(klk — 1) 2(k|k — 1) L #(k|k — 1)

temos que:
Elx(k)z(k|lk — 1)T] = E[(2(klk — 1)+ 2(klk — 1)z(k|k — 1)T] =
= El#(klk — Di(k|k — 1)7]
= P(klk—1)
Portanto:

Elz(k + De(k)T] = A(k)P(k|k — 1)C(k)T

aplicando esta igualdade e a equagfo 4.64 a equagdo 4.69 tem-se que o ganho de Kalman K (k) é
dado por:

K(k) = A(k)P(k|k — 1)C(k)T[C(k)P(k|k — 1)C(k)T]™ 4.71)

Se a matriz C'(k)P(k|k — 1)C(k)T for singular, deve-se usar sua pseudoinversa ao invés de sua
inversa, que nao existe no caso. Desta equacdo, nota-se que o ganho de Kalman é funciao das matrizes
conhecidas do sistema e da matriz de covariincia do erro de estimagdo de estado P(k|k — 1). O
calculo desta covariancia € detalhado mais adiante.

Com o valor de K (k) definido, pode-se encontrar o valor da melhor estimativa Z(k + 1|k) para o
vetor de estados x(k + 1). Da equagio 4.66 tem-se que:
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Bk +1k) = Bla(k+1)[V] + Ele(k + 1)le(k)] =
= A(k)z(klk — 1)+ K(k)e(k) = (4.72)
= AR)2(klk = 1) + K(k)[y(k) — C(k)z(k|k = 1)]
Da equacdo 4.72 nota-se que o ganho de Kalman K (k) é uma ponderacdo entre o conjunto de

informacdes disponivel até o instante k£ e a nova informagao trazida pelo processo de inova¢ao. Uma
discussdo mais detalhada a respeito desta afirmacgdo pode ser encontrada na referéncia [33].

Aplicando a primeira das equacdes de estado a equacio acima tem-se que:

Bk + k) = A(R)a(klk — 1) + K (k) [y(k) — C(k)2(k|k — 1)] =
= a(k+1)—i(k+1[k) =

= A(k)[z(k) — 2(klk = )] + K(k)y(k) — C(k)(x(k) — 2(k|k —1))] =
= A(R)x(k) + Glk)ulk) — #(k + 1|k) =

= A(k)z(k) — A(k)E(k|k — 1) + K(k)y(k) — K(k)C(k)z(k) + K (k)C(k)F(k|k — 1) =
= G(k)ulk) — &k + 1|k) =

— —A(k)i(klk — 1) + K (k)y(k) — K(k)y(k) + K(k)C(k)E(klk — 1) =

= F(k+1]k) = [A(k) — K(E)C(k)]Z(klk — 1) + G(k)u(k)

O valor esperado do erro Z(k + 1|k) é o seguinte:

Eli(k + 1k)] = [A(k) — K (k)C (k) Bz (k]k — 1)] 4.73)

como a condig¢do inicial é #(0) = yu,(0), entdo
E[E(0)] = Elx(0) = #(0)] = p2(0) — p2(0) = 0

Como a esperancga de Z(k|k — 1) em qualquer instante k é o produto de uma constante pela esperanga
no instante de tempo anterior, conforme demonstrado na equacdo 4.73, e como a esperanca do erro de
estimacao € nula para o instante inicial, tem-se que a esperanca de & (k|k — 1) serd nula para qualquer
instante de tempo k. Isto significa que o valor esperado para o erro é nulo, ou seja, o estimador de
estados € ndo polarizado. A covaridncia do erro Z(k + 1|k), definida por P(k + 1|k), é dada por:
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Pk +1)k) = E[i(k+ 1k)E(k + 1)k)7] =
= El[(A(k) — K(k)C(k))z(k[k — 1) + G(k)u(k)]*
*[(A(k) — K(k)C(k)z(k|k — 1) + G(k)u(k)]"] (4.74)
= (A(k) — K(k)C(k))P(klk — 1)(A(k) — K(k)C (k)" +

+G(R)G(E)T

uma vez que o erro de estimacdo de estado Z(k|k — 1) e a entrada u(k) sdo descorrelacionados. No
instante inicial, P(0) = II(0), conforme definido anteriormente no inicio da se¢do sobre estimacao
6tima por projecao ortogonal.

Agora é possivel ndo s6 calcular o estado futuro, mas também a covariancia do erro. Quanto
menor for a covariancia, mais exatas serdo as estimativas. Além disto, a covariancia do erro € a Gnica
matriz envolvida no célculo do ganho de Kalman que ndo é uma caracteristica do sistema dinamico.
Desta forma, para se calcular o ganho de Kalman a cada instante de tempo, é necessdrio que se
tenha o valor da matriz P(k|k — 1) a cada instante de tempo. Uma das formas de se fazer isto é
resolvendo recursivamente a equacao 4.74. Para que esta equacdo dependa apenas das matrizes do
modelo conhecido, é necessario que se faca algumas manipulacdes algébricas, apresentadas a seguir:

Pk+1k) = A(k)P(klk —1)AK)T — A(k)P(k|k — 1)C(k)TK (k)T —
—K(k)C(k)P(k|k — 1)A(k)T+

LK (K)C(k)P(klk — D)OE)TEE)T + GR)G(k)T

substituindo K (k) conforme a equagdo 4.71 temos:
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P(k+1lk) = A(k)P(klk — 1)A(k)T—
—A(k)P(klk — 1)C (k)T [C(k)P(K|k — 1)C(k)T] 1+
«C'(k)P(k|k — 1)A(k)T—
—A(k)P(klk — 1)C (k)T [C(k)P(K|k — 1)C(k)T] 1+
C(k)P(k|k — 1)A(k)T+
+A(K)P(k|k — D)C(k)T[C(k)P(k|k — 1)C(k)T] 1+
«C(k)P(k|k — 1)C(k)T[C(k) P(k|k — 1)C(k)T] =
«C(k)P(k|k — 1)A(k)T+

+G(R)G(E)T

o segundo, o terceiro e o quarto termos tém o mesmo médulo. Colocando as matrizes A(k) e A(k)T
em evidéncia em todos os termos, a menos do dltimo, temos finalmente a seguinte expressao:

P(k+1k) = A(k)[P(klk —1) — P(klk — 1)C(k)T[C(k)P(k|k — 1)C(k)T] x
(4.75)
xC (k)P (klk — D)]JAk)T + G(k)G(k)T

que € uma equacao recursiva de Riccati.

Se o sistema for invariante no tempo, a covariancia do erro tenderd a um regime de forma que
P(k + 1|k) = P(k|k — 1). Quando isto ocorrer, a equagdo 4.75 se torna uma equagdo algébrica de
Riccati, que tem sua solucdo explorada em diversas referéncias como [39], [40], [49], [56] ou [60] e
no capitulo 7 desta tese. Na dltima secdo deste capitulo, esta equagdo € deduzida, assim como todo o
problema de estimacao de estado de sistemas invariantes no tempo no regime.

A seguir, € feito um resumo dos resultados obtidos nesta se¢ao:

Dado um sistema do tipo

) = A(k)x(k) + G(k)u(k)
C (k) (k)
em que as matrizes A(k), G(k) e C(k) sdo conhecidas e u(k) é um ruido branco de covaridncia
identidade.

Dadas as observagaes y(k) até o instante k, a estimativa de menor varidncia z(k + 1|k) para o
estado x(k + 1) € a seguinte:

Bk + 1|k) = A(R)a(E|k — 1) + K (k)e(k)

<
—~
I
S~—
|

sendo:
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Fig. 4.2: Diagrama de blocos do filtro de Kalman no problema de predicao.

em que e(k) é o processo de inovagdo definido por:
e(k) = y(k) = C(k)z(kk — 1)
e K(k) € o ganho de Kalman, dado pela seguinte equagdo:
K(k) = A(k)P(klk — 1)C(k)" [C(k) P(k[k — 1)C(k)"] ™
em que P(k|k — 1) é a matriz de covaridncia do erro e obedece a seguinte equagdo recursiva:
P(k+1k) = A(k)[P(klk —1) — P(klk — 1)C(k)T[C(k)P(k|k — 1)C(k)T]x
*C(k)P(k|k — D]AK)T + G(k)G(k)T

sendo:

P(0) = T1(0)

Na figura 4.2 € apresentado um diagrama de blocos do filtro de Kalman. Da figura nota-se que o
filtro tem estrutura similar a um sistema discreto estocastico, sendo que a diferenca € que a estimativa
de estado € feita por uma realimentag¢do do valor de saida. Com isto, pode-se perceber que o filtro
de Kalman nada mais é que um algoritmo recursivo que atualiza as estimativas de estado uma vez
que sdo dadas saidas. Como o algoritmo € recursivo, ele pode ser implementado em um sistema para
estimar seus estados em tempo real.

Da defini¢do da inovagdo e(k), tem-se que o filtro de Kalman pode ser reescrito como:

{ T(k+1) = A(k)z(k) + K (k)e(k) (4.76)

y(k) = C(k)(k) + e(k)

Embora a equacdo 4.76 tenha um vetor de estados e um ruido diferentes dos da equacdo 4.54, ambas
sdo representacdes equivalentes de um mesmo modelo. O modelo apresentado na equacao 4.76 é
conhecido como modelo inovativo.
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4.6.3 Algoritmo de filtragem

Nesta secdo é deduzido o algoritmo de filtragem para encontrar a estimativa z(k|k) e a matriz de
covariancia de erro P(k|k) usando raciocinio andlogo ao utilizado na se¢@o anterior.

A estimativa do estado Z(k|k) pode ser vista como a soma da projecdo de (k) no espaco Vi1,
conhecido devido as saidas até o instante k£ — 1 com a proje¢do na dire¢@o trazida pela inovagdo e(k)
do instante k, ou seja:

2(klk) = Elx(k)|V] = Elz(k)| Vi1 ® e(k)] =
) ) ) (4.77)
= Ele(k)[Ve] + Elz(k)|e(k)] = 2(k|k — 1) + Elz(k)|e(k)]

e(k) = y(k) — C(R)i(k|k — 1) = C(k)a(k) — C(K)i(klk — 1) = C(k)@(k|k — 1) (4.78)

¢ a inovacao no intante k, ou seja, a diferenca entre a saida observada no instante k e o valor estimado
para a saida dadas as informagdes até o instante & — 1.

Da mesma forma como no caso da predicdo um passo a frente, a estimativa de menor variancia
¢ tal que o erro do componente da estimativa devido as inovagdes é ortogonal ao subespaco definido
pelas inovacdes, ou seja:

z(k) — Elxz(k)|e(k)] L e(k) = z(k) — K¢(k)e(k) L e(k) (4.79)

Desta forma, o ganho K ;(k) que garante que o estimador seja de minima varidncia obedece a seguinte
relagdo:

Bl(x(k) — K;(k)e(k))e(k)T] = 0 =

= Ela(k)ek)T] — K (k) Ele(k)e(k)T] = 0 = (4.80)

Elz(k)e(k)'] = E[(@(klk = 1)+ Z(klk — 1))(C(k)

X
—~
=

oyl

|

—_
N—
N—
3

= Elz(klk — )z(klk — 1)T]C (k)T =

= P(k|k —1)C (k)T

®Na expressio abaixo deve-se atentar que, apesar de se estar estimando o ganho 6timo de filtragem, a inovacio é
definida em funcao do erro de estimagdo de estado do problema de predicao um passo a frente. Isto € sutil, uma vez que
ao se pensar no problema de filtragem poderia se cair no erro de ver a inovagdo como fungéo do erro do estado estimado
Z(k|k). Isto ndo € verdade, uma vez que a inovagdo no instante k é justamente a diferenga entre o que foi observado no
instante k e o que se esperava daquela varidvel no instante k& — 1.



86 CAPITULO 4. FILTRO DE KALMAN

O segundo termo da equacdo do ganho € dado pelo seguinte:
Ele(k)e(k)Y] = C(k)E[z(klk — 1)a(klk — 1)T]C(K)T =
= C(k)P(k|k —1)C(k)T
Portanto:

Ki(k) = P(k|k — 1)C(k)" (C(k)P(k|k — 1)C(k)")~! (4.81)

O estimador 6timo é dado por:

i(k|lk) = @(klk—1)+ P(klk —1)C(k)T(C(k)P(k|k — 1)C(k)T)e(k) =

(4.82)
= a(klk — 1) + Kp(k)e(k)
o erro de filtragem por:
T(klk) = a(k)—z(klk) =
= a(k) — 2(k|k — 1) — K (k)e(k) = (4.83)

= F(klk —1) — K(k)e(k)

e a covaridncia do erro dada por P(k|k):

P(klk) = B[z(klk)Z(kk)"] =

= ElE(klk = Da(k[k = 1)7] = E[F(k[k = D)e(k)"]K (k)" =
—K (k) Ele(k)T(k|k — )] + K (k) Ele(k)e(k) "] K (k) =

— EB[E(k|k — DE(klk — 1)T] — B[#(k|k — DE(klk — 1)T)C (k)T K (k)T -
— K (k)C(k)E[F(k|k — 1)F(k|k — 1)7]+
+Kp(k)C(R)E[E(k[k — 1)2(k[k — 1)T]C(k)" Ky (k) =

= P(k|k — 1) — P(k|k — )CO(k)"K; (k)" —
—Kp(k)C(R)P(klk — 1) + K (k)C (k) P(k|k = 1)C (k)" Ky (k)"

substituindo o ganho de Kalman de filtragem deduzido na equacdo 4.81, tem-se o seguinte:
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Fig. 4.3: Diagrama de blocos do filtro de Kalman no problema de filtragem.

P(klk) = P(klk—1)—
—P(klk — )C (k)T (C(k)P(k|k — 1)C(k)T)"LC (k) P(klk — 1)—
—P(klk — 1)C (k)T (C(k)P(k|k — 1)C(k)T)"LC (k) P(k|k — 1)
+P(klk — DC (k)T (C(k)P(k|k — 1)C(k)T)"LC (k) P(k|k — 1) (4.84)
«C(k)T(C(k)P(K|k — 1)C(k)T)~1C (k) P(k|k — 1) =
= P(klk—1)—
—P(klk — 1)C (k)T (C(k)P(k|k — 1)C(k)T)"LC (k) P(k|k — 1)

Com isto se tem todos os elementos para que se calcule a melhor estimativa para x(k) dadas as
observacdes até o instante k.

Na figura 4.3 € apresentado um diagrama de blocos do filtro de Kalman empregado no problema
de filtragem.

Abaixo segue um resumo dos resultados estudados nesta se¢ao:

Dado um sistema do tipo

{ r(k+1) = Ak)x(k) + G(k)u(k)
y(k) = C(k)x(k)

em que as matrizes A(k), G(k) e C(k) sdo conhecidas e u(k) é um ruido branco de covaridncia
identidade.
Dadas as observagoes y(k) até o instante k, a estimativa de menor varidncia & (k|k) para o estado
x(k) é a seguinte:
z(k|k) = z(klk — 1) + Ky (k)e(k)
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sendo:
#(0) = E[z(0)]
em que e(k) é o processo de inovagdo definido por:
e(k) = y(k) — C(k)z(k[k — 1)
e K¢(k) é o ganho de Kalman de filtragem, dado pela seguinte equagdo:
Ky(k) = P(k[k = 1)C (k)" (C(k)P(k|k — 1)C(k)") ™
em que P(k|k — 1) é a matriz de covaridncia do erro e obedece a seguinte equacdo recursiva:

P(k+1|k) = A(k)[P(k|k—1) — P(k|k — 1)C(k)T[C(k)P(k|lk — 1)C'(k)T] '

xC(k)P(k|k — D]AK)T + G(k)G(k)T
sendo:
P(0) =11(0)
e a matriz de covaridncia do erro de filtragem obedece a seguinte equacdo:

P(k|k) = P(k|k — 1) — P(k|k — 1)C'(k)*(C(k)P(k|k — 1)C(k)T)C(k)P(k|k — 1)

4.7 Filtro de Kalman estacionario

Se o sistema sobre o qual se aplica o filtro de Kalman for invariante no tempo, tem-se, a partir do
desenvolvimento feito para o sistema variante no tempo, que a estimativa para o vetor de estados no
problema de predi¢do um passo a frente € dada por:

Bk + 1|k) = Ai(klk — 1) + K (&)[y(k) — Ca(k|]k — 1)] (4.85)

em que a estimativa inicial é £(0) = p,(0). O ganho de Kalman é dado por:

K(k) = AP(k|k — D)CT[CP(k|k — 1)CT] ™! (4.86)
e a covariancia do erro P(k + 1|k) satisfaz a equagdo de Riccati e é dada por:

P(k+1]k) = AP(klk—1)AT—
—AP(k|k — 1)CT[CP(k|k — 1)CT]'CP(k|k — 1) AT+
+GGT =
= AP(k|k — 1)AT — AP(k|k — 1)CT[CP(k|k — 1)CT]~! (4.87)
[CP(k|k — 1)CTI[CP(k|k — 1)CT]1CP(k|k — 1) AT+
+GGT =

= AP(k|k — 1)AT — K(k)[CP(k|k — 1)CT]K (k)T + GGT
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sendo
P(0) =11(0)

Supondo que a covariancia do erro tenda a um valor constante P quando k € grande o suficiente,
tem-se que P = P(k|k — 1) = P(k + 1|k). Substituindo P na equagdo 4.87 tem-se:

P = APAT — K[CPCT|KT + GG™
Em que o ganho de Kalman estacionario é K = APCT(CPCT)~!, portanto:

P = APAT — APCT(CPCT)"Y(CPCT)(CPCT)~'CPAT
(4.88)
— APAT — APCT(CPCT)"LCPAT

uma vez que a matriz (C'PCT) é simétrica. A equagdo 4.88 é conhecida como equagdo algébrica de
Riccati, e tem sua solucao explorada no capitulo 7 desta tese.
Para este caso estaciondrio, a estimativa do vetor de estados € dada por:

Bk +1)k) = Ad(klk — 1) + K[y(k) — Ca(k|k — 1)) = (A = KCO)&(k) + Ky(k)  (4.89)
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Capitulo 5

Realizacao e modelagem de séries temporais

Neste capitulo sdo apresentados os problemas de realizacdo e modelagem de séries temporais
discretas no espaco de estado. Também sdo apresentadas diferentes técnicas conhecidas para se tratar
destes dois problemas distintos. No capitulo 2 desta tese, sdo apresentadas as bases para se entender
o presente capitulo. Como pode ser notado ao longo do texto, o equacionamento do problema de
realizacdo ¢ muito préoximo do equacionamento do filtro de Kalman, tratado no capitulo 4 desta tese.
Este problema também pode ser resolvido a partir de sua semelhanga com o problema de identificacao
de sistemas multivaridveis discretos no espaco de estado, tratado no capitulo 3.

Para o entendimento dos problemas estudados neste capitulo, é fundamental diferenciar dois con-
ceitos aparentemente muito préximos. Estes conceitos sdo a realizacdo de uma série temporal € o
problema de realizacdo de uma série temporal. Séries temporais sdo sequéncias de nimeros, ou de
vetores, caracterizadas por uma determinada familia de covariancias. Duas sequéncias diferentes po-
dem ser representagdes da mesma série temporal, desde que tenham as mesmas covariincias. A estas
duas seqiiéncias diferentes se dd o nome de realizagdes da série temporal. Uma vez que se tenha uma
realiza¢do de uma determinada série temporal, pode-se querer encontrar um modelo matematico que
gere outras realizacdes da mesma série temporal. Ao problema de encontrar este modelo matematico
se dd o nome de problema de realizac¢do de séries temporais.

Uma vez definidos os conceitos de realizacdo de séries temporais e problema de realizacdo de
séries temporais, pode-se definir o conceito de modelagem de séries temporais. Este conceito se
resume ao seguinte: supondo que exista uma série temporal e que se conheca uma entrada que,
aplicada a um modelo matemadtico, gera a série, determine qual € este modelo matemaético.

Na primeira secdo deste capitulo, os métodos de realizacao de séries temporais serdo apresentados
e discutidos. A sec¢ao seguinte trata do problema de modelagem de séries temporais.

5.1 Realizacao de séries temporais

O problema de realizacio de séries temporais no espago de estado pode ser definido da seguinte
maneira:

Dado um conjunto de covariancias de uma determinada série temporal, determinar o
modelo matemdtico em espaco de estado que, quando submetido a uma entrada ruido

91
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branco, resulta em uma saida com covaridncias o mais proximas o possivel das covari-
dncias da série temporal que se quer realizar.

As técnicas de realizacdo de séries temporais t€m em comum o ponto de partida, que € a andlise
das matrizes de covaridncia das séries temporais a serem realizadas. A andlise de covariancias da
série temporal é algo fundamental, de forma que o problema de realizag¢do da série temporal, ou seja,
de se encontrar um modelo matemdtico que, quando submetido a um ruido branco, tenha como saida
resultados com covaridncias semelhantes as de uma determinada série temporal, foi enunciado da
seguinte forma em [3]:

"Suppose that a linear system is driven by white Gaussian noise and that the variance of
the output is known; state the equations that describe the system."

ou ainda, em [35]:

"Given the covariance of a signal process, find a linear system driven by white noise
whose output has this covariance."

De fato, se houver boas estimativas para matrizes de covariancia de uma série temporal, e se todas
essas estimativas forem finitas, € possivel encontrar pelo menos um sistema linear que, ao ter como
entrada um ruido branco, tem como saida um sinal com a covariancia desejada.

Antes da existéncia da teoria dos modelos em espago de estado, uma das maneiras de tratar o
problema de realizacdo de séries temporais era com o método de fatoracdo espectral. Este método
consiste em encontrar uma fun¢do de transferéncia que, ao ter como entrada um ruido branco, tem
como saida o espectro da série temporal com a covariancia desejada.

A partir da definicdo dos modelos em espaco de estado, houve um esforco para se definir maneiras
de se provar a existéncia e de se encontrar modelos no espaco de estado que realizem uma determinada
série temporal a partir de sua covariancia. A principio, estes modelos foram desenvolvidos a partir de
manipulacdes diretas da funcdo que gera as matrizes de covariancia da série temporal a partir de dois
instantes de tempo definidos, ou seja, de fungdes f (4, 7) do tipo:

A(i,j) = f(i,5) = Ely(@)y(5)"] (5.1)
em que f(4,7) é a fungdo geradora de covariancias da série temporal multivaridvel y(k) € R que,
por defini¢dio, tem covariancia entre os instante i € j a matriz A (4, j) € XL

Posteriormente, foram desenvolvidas técnicas em que o conhecimento da funcdo que gera as
matrizes de covaridncia ndo seria mais necessario. Nestas técnicas, sdo usadas apenas as estimativas
de covariancias para determinados atrasos. Isto foi possivel a partir do momento em que se observou
a semelhancga entre as matrizes de covariancia e os parametros de Markov da modelagem de sistemas
deterministicos. Estas técnicas estdo resumidas na figura 5.1.

Basicamente, de acordo com a figura 5.1, para se resolver o problema de realiza¢do de uma série
temporal, parte-se de uma realizacao desta série. A partir desta realizac@o, encontra-se as covariancias
da série temporal, e tendo as covariancias, se aplica algum método de realizacao de séries temporais.
Como resultados do método se terd um modelo matemético em espago de estado e uma covariancia
para atraso zero de um ruido branco. Ao se encontrar um ruido branco com a covariancia para atraso
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Fig. 5.1: Método de realizacao de séries temporais

zero obtida e se aplicar este sinal ao modelo, tem-se outra realizacdo da série temporal. A qualidade
da solugdo do problema de realizagdo serd melhor quanto menor for a diferenga entre as covariincias
da série e as covariancias da realiza¢cdo obtida com o modelo, ou seja, quanto menor for o erro entre
as covariancias.

Nesta sec¢do, serdo apresentados os fundamentos tedricos de algumas das formas de se resolver o
problema de realizac@o de séries temporais discretas. A primeira delas, apresentada na se¢do 5.1.1, é
a partir da fun¢io semelhante a mostrada na equagdo 5.1. A base para este tipo de técnica € o filtro
de Kalman, explorado no capitulo 4. A outra técnica, que serd explorada na secdo 5.1.2, € a inspirada
na modelagem de sistemas deterministicos, em que a semelhanca entre covariancias e parametros de
Markov € explorada. A base deste tipo de técnica € introduzida no capitulo 3. Na secdo seguinte,
¢ apresentada a técnica de resolucdo do problema de realizacdo de séries temporais por inequagdes
matriciais lineares, atribuida a Faurre. Na sequéncia, serdo discutidos detalhes do espectro das séries
e definidas as fungdes de transferéncia que realizam o espectro de uma determinada série temporal.
Finalmente, serdo mostradas as condi¢Oes de existéncia para a solucdo do problema de realizacdo
de séries temporais, concluindo a secdo deste capitulo dedicada ao problema de realizacdo de séries
temporais.

5.1.1 Realizacao de séries temporais a partir de fun¢oes das covariancias

Supondo conhecida a fun¢do matricial que gera as covariancias de uma série temporal multiva-
ridvel a partir de dois instantes de tempo (equacdo 5.1), € possivel que se encontre relacdes entre esta
funcdo e as matrizes do sistema que realiza aquela série temporal. Estas relagdes foram deduzidas
para o caso continuo em [3]. Nesta referéncia, € apresentada a relacdo entre o problema de se en-
contrar estimativas de minima variancia para o estado e o problema de realizacao da série temporal.
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Em especial, é enfocada a importancia da covariancia do estado estimado e suas relacdes com uma
determinada covariincia de saida.

Poucos anos depois, foi apresentada em [44] a relagdo entre o problema de estima¢do de minima
variancia do estado e o problema de realizacdo de séries temporais continuas nas duas direcdes.
No artigo [44] hd uma importante discussdo a respeito da semelhanca entre os problemas e ainda a
respeito da ndo necessidade de se conhecer o modelo em espago de estado que gera a série temporal
para se ter estimativas 6timas do estado. A hipétese de que o modelo que gera a série é conhecido é
base para a teoria de estimacgdo de estados [45], embora ndo seja necesséria, como provada em [44].

Seguindo a linha de raciocinio apresentada em [44], a realizac@o de séries temporais discretas a
partir da relacao entre este problema e o filtro de Kalman, foi apresentada na referéncia [35], que serve
como base para esta secdo do capitulo. Nesta referéncia, é suposto que as matrizes de covariincia de
uma série temporal podem ser escritas da seguinte forma:

Ali. j) = Ely(i)y()'] = { ?85 g&.)fe o i (52)
sendo A(z, 7) finita e definida positiva para quaisquer i e j.

Esta hipdtese € razodvel, uma vez que matrizes de covariancia sao, por defini¢do, definidas po-
sitivas e simétricas. Deve-se notar que esta forma de equacionar a covariancia de saida é variante
no tempo, ou seja, a série temporal € suposta ndo estaciondria. Se houvesse infinitas amostras da
série temporal, a covariancia poderia ser calculada com exatiddao e ndo seria variante no tempo. No
entanto, como o nimero de amostras disponiveis da série temporal € finito, a covariancia ndo pode
ser calculada de forma exata. A maneira de lidar com esta limitacdo € supor covaridncias variantes
no tempo, que implicam em modelos também variantes no tempo.

Realizacao de séries temporais e o filtro de Kalman

Conforme apresentado no capitulo 4 desta tese, o estimador de estado que minimiza a covariincia
do erro de saida pode ser encontrado a partir da seguinte situacao:

* O modelo em espaco de estado que gera a série temporal a partir do ruido branco é conhecido.
* As matrizes de covariancia do ruido branco sdo conhecidas.

* O objetivo é encontrar a estimativa de minima variancia para o estado a partir das saidas obser-
vadas.

* Para estimar o estado encontra-se uma equacgao linear recursiva que relaciona o estado a ser
estimado aos estados passados e ao erro de estimagdo de saida (inovagdo) da ultima iteragdo,
que € totalmente descorrelacionado dos erros anteriores. Ou seja, a inovacdo € um processo do
tipo ruido branco.

No estudo de realizagdo das séries temporais se tem, por outro lado, a seguinte situacao:

* Estima-se a covariancia de uma determinada série temporal que se quer realizar
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* Deseja-se encontrar um modelo que tenha como entrada o ruido branco e que realize aquela
covariancia.

A principio, os dois problemas ndo parecem ter relagdo entre si, mas ao longo do desenvolvimento
deste capitulo a relacdo entre os dois problemas ficara clara.

Suponha, a principio, que o sinal y(k) que se quer realizar seja dado pela seguinte equagdo no
espaco de estado:

{ w(k+1) = Ak + 1,k)z(k) + G(k)u(k) (5.3)

y(k) = C(k)x(k)

em que o vetor x(k) € R" representa o estado no instante k, u(k) € R™ é um ruido branco com
matriz de covariancia identidade, A(k + 1,k) € R™™ é a matriz de transi¢do do estado k para o
estado k + 1, G(k) € R™X™ é uma matriz de transformagio e C(k) € R*™ é a matriz que relaciona a
saida ao estado. Também € suposto que o vetor de ruido branco € descorrelacionado com o vetor de
estado e a matriz de covariancia do estado no instante k é definida como I1(%).

Este modelo tem algumas peculiaridades que devem ser destacadas. Primeiro, deve-se notar que
as matrizes do modelo sdo variantes no tempo. Desta forma, este modelo ndo se limita a hip6tese
de estacionariedade que é adotada nos métodos de modelagem de séries temporais inspirados pelas
técnicas de modelagem de sistemas deterministicos. Outra caracteristica importante € que o ruido de
entrada € suposto branco e com matriz de covariancia identidade. Esta hipdtese pode ser feita por
causa da presenga da matriz de transformacdo G(k) € R"*", que d4 para o ruido branco de cova-
ridncia unitdria um efeito semelhante a um ruido branco de covariancia G(k)G(k)T a cada instante
k.

Uma vez que a fung@o de covariancia de saida é conhecida e que ha um modelo proposto, o
objetivo € encontrar uma relacdo entre as matrizes do modelo e as matrizes de covariancia. Para isto,
deve-se encontrar a covariancia de saida do modelo, que parte da covariancia do estado, calculada a
seguir:

Mk+1) = Elxk+Dz(k+1)7T] =
= A(k+ 1,k)E[z(k)z(k)T]A(k + 1,k)T + G(k)G(k)T = (5.4)

= Ak + 1K)k Ak +1,k)" + Gk)G(E)" =

A covariancia da saida do modelo sera entido

A(i,g) = Ely(y()'] =

= COER@(G)ICH)" o
mas, se ¢ > j temos, da equagdo de evolucao do estado:
i1 i-1 i
w(i) = [TAK+1,k)2G)+> [] Atk+1,k)G(Du(l) (5.6)

k=j I=j k=I+1
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se 1 < j temos:

j—1 -1
z(j) = [T Ak +1,E)z@) + > [ Alk+1,k)G)u(l) (5.7)
k=1 =i k=Il+1
definindo:
i—1
®(i, ) = [ A(k + 1,k) (5.8)
k=j

como sendo a matriz de transi¢do do estado j para o estado 7 e voltando a equagdo da covariancia da
saida do sistema, lembrando que o estado e o ruido branco de entrada sdao descorrelacionados, temos,
parai > j:

(5.9)
= C(i)®(i, HIG)CG)"
eset < j:
A(i,j) = CH)E[x()z(5)T)CH)T
(5.10)
— CHE)®,1)TCH)T
e, obviamente, se i = j
AG,j) = C@HE[@)zH)TICH)T
(5.11)

Definindo ®(i,7) = I, pode-se entdo escrever a matriz de covarilncia da saida do sistema como
sendo:

Ai,5) = Ely(@)y(j)"] = { C@:)H(Z})q’)@ i)TO(.j)T 27 (5.12)

(5.13)

uma vez que, supondo ¢ > j, temos:
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(i, j) = IL_;A(k+1k) =

= b Ak + 1) [THZL Ak + 1,8)] 7 =
(5.14)

= &(4,0)0(5,0)" ! =

= (I)(i7 O)Q(Oa])

Na passagem acima, foi suposto que as matrizes de transi¢ao de estado sdo inversiveis. Isto sempre
pode ser obtido se a ordem n do modelo, que é a dimensao do estado, for respeitada, de forma que a
matriz A(k + 1, k), e consequentemente as matrizes ®(i, j), serdo inversiveis.

Para simplificar um pouco a notag@o, pode-se definir as matrizes M (k) e N(k), tais que:

M(k) = E(k)®(0, k) = C(k)®(k, 0)®(0, k) = C(k)
(5.15)
N(k) = ®(k, 0)F(k) = (k, 0)®(0, k)IL(k)C (k)T = I(k)C (k)T

de forma que a equacdo de covariancia de saida do sistema pode ser reescrita da seguinte maneira:

M), j)N(j) se i=]

A(z',j):E[y(i)y(j)T]Z{ NGOG OTMG)T se i< (5.16)

As expressoes 5.13 (e indiretamente as expressoes 5.15), relacionam as matrizes observadas na
equacgdo de covariancias de saida, que € supostamente conhecida, e as matrizes do modelo que se
quer encontrar. No entanto, apenas com estas duas equacdes ndo € possivel determinar a matriz
G(k) € R que, como comentado acima, tem relagio com a covariancia do ruido branco usado
como entrada do sistema. Como conclusdo, ndo é possivel determinar um modelo semelhante ao da
equacao 5.3 apenas conhecendo a fungdo geradora de covariancias na forma da expressdo 5.2. O que
falta é justamente uma expressao que relacione a covariancia de saida conhecida e a covariancia de
entrada desconhecida. Este problema seria resolvido caso seja tomado um modelo cuja entrada tenha
relacdo com as saidas observadas.

Um modelo em que isto acontece € o de evolucdo do estado estimado, deduzido na teoria do de-
senvolvimento do estimador 6timo de estado, também conhecido como filtro de Kalman. O estimador
6timo para o estado no instante £ pode ser obtido levando-se em conta os conjuntos de dados entre 0 e
vdrios instantes de tempo, como por exemplo k + [, [ natural (problema de predicdo), k (problema de
filtragem) ou k — [, [ natural (problema de refinamento'). Em todos estes casos, a entrada da equagio
do estado estimado serd em func¢do da saida observada do sistema. Sendo assim, as covariancias de
estado estimado para todos estes modelos sdo candidatas a terem relagdo direta com a covariancia
da série temporal de saida. Consequentemente, os modelos de evolu¢ido de estado resultantes sdao
candidatos a resolverem o problema de realizacao.

Como ficard claro mais adiante, todas as estimativas de estado implicam em modelos que podem
resolver o problema de realizacdo de séries temporais, mas uma delas levard a realizacoes de fase
minima. A seguir serd apresentado o desenvolvimento da solucao do problema de realizacdo levando

!smoothing
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em conta duas estimativas. A primeira € do estado no instante k, dadas as observacdes até o instante
k — 1 (predi¢do um passo a frente), e a outra € a do estado no instante k, dadas as observagdes até o
proprio instante k (filtragem).

Realizacao e a predicio um passo a frente

Dasecdo 4.6.2 do capitulo 4 tem-se que, para um modelo descrito pelas equacdes 5.2, com todas as
matrizes conhecidas, a estimativa de menor variancia para o estado no instante £+ 1, sendo conhecido
o estado no instante &, é dada por:

#(k + 1|k) = A(k)2(k|k — 1) + K(k)e(k)

(5.17)
z(0) =0
em que
K(k) = A(k)P(k|k — 1)C(k)T[C(k)P(k|k — 1)C (k)] (5.18)
€ o ganho de Kalman sendo:
P(k|k — 1) = E[#(k + 1|k)Z(k + 1]k)] (5.19)
a covariancia do erro de estimacdo de estado Z(k|k — 1), que por sua vez é definido por:
T(k+1k)=a2Fk+1)—z(k+1|k) (5.20)
A equagdo da saida observada € a seguinte:
y(k) = C(k)z(klk — 1) + e(k) (5.21)

em que o processo e(k) é a inovagdo.
Substituindo a defini¢do de inovac@o na equagdo de evolugdo de estado estimado tem-se o se-
guinte:

z(k+1lk) = Ak)z(klk —1)+ K(k)[y(k) — C(k)z(k|k —1)] =
= [A(k) — K(k)C(k)]z(klk — 1)+ K(k)y(k) = (5.22)

= &% (k+ 1, k)a(k|k — 1) + K (k)y(k)

em que foi definido ®*(k + 1,k) = [A(k) — K(k)C(k)]. Desta equagdo, fica claro que a entrada
do modelo inovativo é a saida observada y(k). A partir disto, pode-se inferir que a covariancia
do processo de saida terd alguma relacdo com a covariancia do estado estimado. Sendo assim, a
covariancia do estado estimado sera calculada.

Observando a ortogonalidade entre estados estimados e o erro de previsao de estado, definindo a
covariancia do estado estimado como sendo:

Yi(klk — 1) = El@(klk — 1)&(k|k — 1)7]
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e usando a covaridncia P(k|k — 1) do erro de predi¢cdo de estado, definida na equagdo 5.19, e a
covarincia de estado I1(k), definida na equag@o 5.4, tem-se que a seguinte relacdo é valida:

(k) = Elx(k)z(k)"] =
= Bl(@(klk — 1) + &(klk — 1)) @k|k — 1) + 2(k|k — 1)T)] =
(5.23)
= Ela(klk — )aklk — 1)T] + E[@(klk — 1)i(k|k — 1)T] =

= P(klk = 1) + Zy(k[k — 1)

Sendo assim, para o cdlculo de I1(k) serdo calculados os valores de P(k + 1|k) e de X (k|k — 1).
Da equacdo 4.75 do capitulo 4 matriz de covaridncia do erro P(k|k — 1) é dada pela seguinte
expressao:

P(k+1|k) = A(k)[P(klk—1)— P(klk — 1)C(k)T[C(k)P(k|lk — 1)C(k)T] 1

(5.24)
«C(k)P(k|k — D)]AMR)T + G(k)G (k)T
Substituindo a relagio 5.23 em 5.24 tem-se o seguinte:
Ok +1)—2(k+1k) = A(k)[(k) — X (k|k — 1)]A(k)T—
—A(R)[TI(k) — 21 (klk — 1)]C (k)T
*[C(k)[TI(K) — 2y (k|k — 1)]C(k)T] '« (5.25)
xC (k)[II(k) — 3y (k|k — 1)]AK)T+
+G(k)G(k)T
rearranjando termos tem-se o seguinte:
M(k+1) =S (k+1k) = ARIL(K)AK)T + G(k)G(k)T—
—A(E)Sy (k|k — 1) A(E)T—
—A(R)[I(k) — 2y (k|[k — 1)]C (k)" (5.26)

A[CR)II(R) — T ([ — 1)]C (k)]

+«C (k) [T(k) — Sy (k|k — 1)]A(k)T

mas, da equacdo 5.4 e da definicdo da matriz de transicdo de estado, temos que a soma dos dois
primeiros termos € igual a TI(k + 1), portanto:



100 CAPITULO 5. REALIZACAO E MODELAGEM DE SERIES TEMPORAIS

Si(k+1k) = A(R)S(klk — 1) A(k)T+

+AR)I(R)C(k)T = 1(k|k — 1)C(k)T]x
(5.27)
[ C(B)IL(k)C(K)T — C(k)S1 (k|k — 1)C(k)T]

*[C(k)I(k) — C(k)S1 (kK — D] A(K)"

Da equacgdo 5.27 nota-se que a covariancia do estado estimado obedece a uma equacdo recursiva
que apresenta apenas termos do tipo C'(k), A(k) e C(k)II(k). Portanto, se for conhecida a equagédo
que gera as matrizes de covariancia de saida na forma 5.2, e se forem estabelecidas as relacdes apre-
sentadas nas equacdes 5.13, todos os termos da equacgdo recursiva da evolug@o do estado estimado sdo
conhecidos. Isto confirma a hip6tese levantada anteriormente, em que se afirmava que, se a evolucao
do estado estimado no modelo inovativo depende da saida, a relacdo de evolu¢do de sua covariancia
também dependeria da covariincia de saida.

Fazendo a substituicao das relacdes 5.15 tem-se a seguinte expressao para a evolucao da covari-
ancia do estado:

ik +1k) = AR)Si(k|k—1)Ak)T+

+AK)[N(k) = 1 (k|k — 1) M (k)]
(5.28)
«[M(K)N (k) — M (k) (k|k — 1)M(k)T] %

NG = M(k)S: Kkl — 1)]A(k)T

sendo

de maneira que, se a equacdo de covariancia da série temporal for escrita da forma 5.16, a evolucao
da covariancia do estado estimado é completamente determinada. Deve-se notar que a matriz A(k) é
a matriz de transicdo do estado k para o estado k + 1, ou seja, A(k) = ®(k + 1, k).

O ganho de Kalman também pode ser escrito em fun¢do dos termos da fun¢do de covaridncia de
saida e da matriz de covariancia de estado estimado. Para isto, basta tomar a equagdo 5.18 e fazer as
substituicdes abaixo:
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K(k) = A(k)P(klk —1)C(k)"[C(k)P(klk — 1)C(k)T] ™ =
= AR)[TI(E) — Sy (k|k — 1)]C (k)T
{CH)IIR) — Sy (Kl — ]CR)T} " =
= AR)IE)C (k)T — Sy (k|k — 1)C (k)% (5.29)
«[CRTI(k)C (k)T — C(k)Sy (k|k — DC(R)T) =
= AN (k) — Sy (klk — 1) M (k)]

(M (k)N (k) — M (k)1 (klk — 1) M (k)T]™
Desta forma, a partir da covariancia do sinal de saida, se tem um modelo que realiza a série temporal.
A entrada deste modelo serd um ruido branco, com a seguinte covariancia para atraso zero:

Ele(k)e(k)] = El(y(k) — C(k)2(klk — 1)) (y(k) — C(k)a(klk —1))"] =
= C(k)E[(z(k) — &(klk — 1)) (z(k) — &(k|k — 1)) ]C(k)" =

= C(k)P(k|k —1)C (k)T =
(5.30)
= CORIL(K) — S (klk — DIC(R)T =

— CRTER)CK)T — Ck)Sy (k|k — 1)C (k)T =

= M(k)N(k) — M(k)S: (k|k — 1)M (k)T

portanto, se forem conhecidos M (k) e N (k) a partir da covariincia da série temporal que se quer
realizar, e com o valor de 31 (k) calculado a partir da equagdo 5.28, é possivel determinar a covaridncia
da entrada do modelo inovativo para cada instante de tempo.

A demonstracio feita acima € resumida a seguir:

Seja y(k) uma série temporal com covaridncia \(i, j) semidefinida positiva da seguinte forma:

M) = Bl = { MO R a2

Entdo, um modelo em espago de estado que realiza y(k) pode ser escrito da seguinte forma:

{ #(k + 1|k) = A(k)a(k|k — 1) + K(k)e(k), 2(0) =0

y(k) = M(R)E(klk — 1) + e(k)
R A(K) = (k + 1, k)
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K (k) = A(K)[N (k) — S (klk — )M (k)"|[M (k)N (k) — M (k)2 (k| — 1) M (k)"] !
e a série e(k) é um ruido branco, cuja covaridncia para atraso zero é dada por:
Ele(k)e(k)"] = M(k)N (k) — M (k)Sy (k|k — 1) M (k)"
em que a covaridncia do estado estimado segue a seguinte equacdo recursiva:
Si(k+1k) = AR)S(klk —1)Ak)T+
+A(k)[N (k) — 2y (k|k — 1) M (k)T]*
*[M (k)N (k) — M(k)Sy(k|k — 1) M (k)T %

[N (k)T — M (k)21 (K]l — 1)]A(k)"

sendo:

Realizacao e filtragem
Conforme demonstrado na se¢do 4.6.3 do capitulo 4, a equacdo de evolugdo do estado estimado
no problema de filtragem € a seguinte:
z(k|k) = 2(klk — 1)+ K¢(k)e(k), z(—1)=0 (5.31)
em que o processo e(k) é a inovagdo e K ;(k) € o ganho de Kalman para filtragem, dado pela seguinte
expressdo:
Ki(k) = P(k|lk — 1)C(k)"(C(k)P(k|k — 1)C(k)")~! (5.32)

e a covariancia do erro de filtragem do estado é dada pela seguinte expressao:
P(k|k) = P(k|k — 1) — P(k|k — D)C (k)" (C(k)P(k|k — 1)C(K)")*C(k)P(k|k — 1)  (5.33)

Da mesma forma como foi feito para o caso da predicdo um passo a frente, deve-se encontrar a
equacgdo de evolucdo da covariancia do estado estimado para se chegue a relacdo entre a realizagcdo
de séries temporais e o algoritmo de filtragem proposto por Kalman. Pode-se chegar a esta equacdo a
partir da equacdo de covariancia do erro de filtragem. Para isto, é preciso reescrever a covariancia do
erro de filtragem em funcdo da covariancia do estado estimado da seguinte maneira:

(k) = Ele(k)z(k)"]
= B[(&(k|k) + 2 (k|k))(@(k|k) + 2 (k|k)T] =
(5.34)
= P(klk) + S(k|k) =

= P(klk) = I(k) - S(k|k)
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uma vez que o erro € ortogonal ao estado estimado. Analogamente,

P(klk — 1) =TI(k) — S(k|k — 1) (5.35)

substituindo estas relagdes na equacao 5.33 tem-se o seguinte:
(k) — S(klk) = TI(k) — X(k|lk — 1) — (II(k) — 2(k|k — 1))C(k)T*
*(C(k)(IL(k) — S(k|k — 1))C(k)T) 1« (5.36)

*C(k)(II(k) = S(k[k — 1))

portanto:
S(klk) = S(klk— 1)+ (IL(k) — S(k|k — 1))C (k)=

«(C(k)(II(k) — S(k|k — 1))C(k)T) (5.37)

*C(k)(I(k) = E(k[k = 1))

Para encontrar a rela¢do de evolucdo de Y(k|k), é necessdrio que se relacione esta covariincia a
covariincia X(k|k — 1). Isto pode ser feito ao se observar o seguinte:

(k4 11k) = A(k)z(k|k) (5.38)
de forma que a covariincia ¥(k|k) se relaciona a covariancia > (k|k — 1) da seguinte forma:

Elz(k + 1|k)2(k + 11k)T] = A(k)E[2(k| k)2 (k| k)T A(k)T =

(5.39)
= Y(k+ 1|k) = A(k)X(k|k)A(k)T
€ consequentemente:
Y(klk —1) = Ak — 1D)X(k — 1|k — D) Ak —1)T (5.40)
Substituindo a equacdo 5.40 na equagado 5.36 tem-se:
S(klk) = A(k—1DX(k— 11k — 1Ak - 1)T+
+(I(k) — Ak — D)X(k — 1|k — DAk — 1)T)C(k)Tx
(5.41)

«(C(B)(TI(k) — A(k — 1)S(k — 1|k — 1) A(k — 1)T)C(k)T)
«C(k)(TI(k) — Atk — 1)S(k — 1|k — 1)A(k — 1)T))

Ao se substituir as expressdes de M (k) e N(k) definidos na equagdo 5.15, que sdo matrizes
conhecidas a partir da covariancia da série temporal que se quer realizar, tem-se que a equagdo de
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evolucido da covariancia do estado estimado € a seguinte:
Y(klk) = Alk— 12Xk -1k — DAk —1)"+
+(N(k) — A(k — 1)X(k — 1]k — 1) Ak — )T M (K)T)*
(5.42)
*(M (k)N (k) — M(k)A(k — D)X(k — 1|k — D) Ak — V)T M (k)T) 1%
*(N(E)T — M(k)A(k — 1)S(k — 1]k — 1) Ak — 1)T)
Encontrada a equagdo de evolugdo da covariancia do estado estimado em fungdo dos termos da cova-
ridncia da série temporal a ser realizada, € necessdrio que se reescreva o ganho de Kalman em func¢édo

da covariancia do estado estimado e dos termos da covariancia da série temporal a ser realizada. Para
isto basta substituir as expressoes 5.35, 5.40 e 5.15 na expressao 5.33, o que é feito a seguir:

Ky(k) = (II(k) — S(k|k — 1))C (k)" (C(k)(IL(k) — (k[k — 1))C(k)T) ™" =
= (TI(k) — A(k — DS (k — 1|k — 1) A(k — 1)T)C(k) T+
«(C(k)(I1(k) — Ak — )S(k — 1)k — 1) A(k — D)T)C(k)T) ! = (5.43)
— (N(k) — Alk — )S(k — 1k — 1) A(k — DT M(k)T)=
«(M(R)N (k) — M(k)A(k — 1)S(k — 1|k — 1) A(k — 1)T M (k)T)~!
Desta forma, a partir da covariancia do sinal de saida, se tem um modelo que realiza a série

temporal. Resta agora calcular a covaridncia para atraso zero da entrada e(k) a partir dos termos da
covariancia que se quer realizar e a covariancia da estimativa do estado, o que € feito a seguir:

Ele(k)e(k)"] = C(k)E[z(klk — 1)i(klk —1)T]C(K)" =
= Ck)P(k|k —1)C(k)T = (5.44)

= C(k)[I(k) = S(k[k — D]C (k)T

fazendo a multiplicag@o e substituindo a expressao 5.39 se tem:

(5.45)
—C(k) Ak — 1)S(k — 1k — 1) A(k — 1)TC (k)T =

substituindo M (k) e N (k) definidos em 5.15:

Ele(k)e(k)'] = M(k)N (k) — M(K)A(k — D)2(k — 1|k — D) Ak — )T M (k) (5.46)
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Com isto se tem todas as informagdes necessarias para se encontrar o0 modelo que realiza a série
temporal.

A demonstracido feita acima é resumida a seguir:

Seja y(k) uma série temporal com covaridncia \(i, j) semidefinida positiva da seguinte forma:

M) = Bl = MO o2

Entdo, um modelo em espago de estado que realiza y(k) pode ser escrito da seguinte forma

{ 2(klk) = 2(k|k — 1) + Kp(k)e(k), (0] —1)=0

y(k) = C(k)(klk = 1) + e(k)

Ki(k) = (N(k)— Ak —1D3(k — 1|k — 1) Ak —1)"M(k)")x

(M (k)N (k) — M(K)A(k — 1)X(k — 1|k — DAk — )T M (k)T)~!
e a série e(k) é um ruido branco, cuja covaridncia para atraso zero é dada por:

Ele(k)e(k)'] = M(k)N (k) — M(E)A(k — D)2(k — 1|k — DAk — 1) M (k)

S(kE) = A(k— DSk — 1k — DAk —1)T+
H(N(K) — A(k — 1)S(k — 1k — DAk — 1)TM(E)7)+
«(M(E)N (k) — M(kK)A(k — 1)E(k — 1k — DAk — 1)TM(K)T)

«(N(k)T — M(E)A(k — D)S(k — 1)k — DAk — 1)T)

sendo:

$(0[0) =0
A(k) = ®(k + 1, k)

Solucoes do problema de realizacao

Conforme apresentado nas duas secdes anteriores, o problema de realizagdo tem pelo menos duas
solugdes, ou seja, a baseada no algoritmo de predicio um passo a frente e a baseada no algoritmo
de filtragem. Na verdade, pode-se mostrar que existem infinitas solu¢des, bastando fazer um proce-
dimento andlogo ao feito para solucionar o problema de realizacdo usando o algoritmo de predicao
um passo a frente, mas ao invés de se partir da predicdo para apenas um passo a frente, parte-se da
estimativa 6tima no instante k£ + [, sendo [ um niimero natural qualquer, dadas as saidas observadas
até o instante k.
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Modelos invariantes no tempo para realizacao de séries temporais estacionarias

A partir raciocinio desenvolvido acima, € possivel também determinar modelos invariantes no
tempo para realizacdo de séries temporais estaciondrias. Para encontrar os modelos invariantes no
tempo, sa0 necessdrias estimativas estaciondrias das covariancias da série temporal, que sdo possiveis
de se encontrar a partir de realizagdes finitas.

Seja uma determinada série temporal estaciondria y(k) com a seguinte covariancia A(z, j), sepa-
ravel como produto de duas matrizes £(i) e F(j):

- N EG@)F(j) se i>j
— T —
Seja agora um modelo estaciondrio em espaco de estado, com matrizes desconhecidas, cuja saida

¢ a série temporal y(k), da seguinte forma:

{ z(k+ 1) = Azx(k) + Gu(k) (5.48)

y(k) = Ca(k)

em que as matrizes tém dimensdes compativeis e u(k) é um ruido branco com covariincia para atraso
zero igual a identidade e descorrelacionado com os vetores de estado em qualquer instante de tempo.
A covariancia do estado deste modelo obedece a seguinte relagdo:

II = Elx(k+1)z(k+1)]
= E[(Az(k) + Gu(k))(Az(k) + Gu(k))T] = (5.49)

= ANAT + GGT

e as covariancias das saidas deste modelo obedecem a seguinte relacao:

NGud) = Bluin)] = { e 5 550)
deve-se notar que a covariincia da saida é funcdo apenas da diferenca entre os instantes de tempo 7 €
7, € ndo de seus valores absolutos.

Comparando-se as equacgdes 5.47 e 5.50 e partindo-se do principio que o modelo apresentado
na equacdo 5.48 de fato tem como saida a série temporal y(k), nota-se sdo vdlidas as igualdades
E(k) = CA* e F(k) = A~*IICT. Para simplificar a notagio pode-se definir as matrizes M (k) =
E(k)A ™ =C = M e N(k) = A*F(k) = ICT = N. Além de simplificar a notagdo, estas matrizes
nao dependem do instante de tempo k. A partir destas defini¢des, a covariincia do sinal de saida do
modelo descrito na equacao 5.48 pode ser reescrita da seguinte forma:

. N MATINT  se i>j
— T _ Y =
M) = B = { Vot 0 5:51)
Como discutido anteriormente para séries variantes no tempo, um modelo que realiza a série
temporal € o de predicdo 6tima um passo a frente. Sendo assim, seja a seguinte predi¢do 6tima um

passo a frente para o estado de um sistema:
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2(k+1) = Az (k) + Ke(k)

(5.52)
z(0)=0
em que
K = APCT[CPCT]™ (5.53)
€ o ganho de Kalman sendo:
P = E[#(k)i(k)"] (5.54)
a covariancia estaciondria do erro de estimagio de estado Z(k), que por sua vez é definido por:
zk+1)=xk+1)—z(k+1) (5.55)

e e(k) é um ruido branco com covarifincia para atraso zero igual a matriz identidade.
A covariancia do estado estimado 2 € definida como Y, e como pode-se notar da equacdo de
evolucdo do estado estimado, obedece a seguinte relagao:

Y = E[2(k)2(k)T] = ASAT + KKT (5.56)

A equagdo da saida a partir da previsdo 6tima de estado € a seguinte:

y(k) = Ca(k) + e(k) (5.57)

em que o processo e(k) € a inovagao.
Substituindo a defini¢do de inovagdo na equacdo de evolugdo de estado estimado tem-se o se-
guinte:

pk+1) = A#(k)+ Kly(k) — Ca(k)] =
— [A—KCJa(k) + Ky(k) = (5.58)

= O*i(k) + Ky(k)

em que foi definido ®* = [A — K C]. Desta equagio, fica claro que a entrada do modelo inovativo
¢ a saida observada y(k). A partir disto, pode-se inferir que a covaridncia do processo de saida terd
alguma relagdo com a covariancia do estado estimado, da mesma forma como foi deduzido para
modelos de séries variantes no tempo. Sendo assim, a covariancia do estado estimado serd calculada.
Observando a ortogonalidade entre estados estimados e o erro de previsdo de estado, usando a
definicao da covariancia de estado estimado 32, usando a covariancia P do erro de predicdo de estado
definida na equacdo 5.54 e a covariancia de estado II, tem-se que a seguinte relacao é valida:
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(5.59)

- P+Y%

Sendo assim, para o calculo de II serdo calculados os valores de P e de ..
Do filtro de Kalman estaciondrio, descrito na secdo 4.7 desta tese, a matriz de covariancia do erro
de estado P é dada pela seguinte expressao:

P = A[P— PCT[CPCT]\CP]AT + GGT (5.60)

Substituindo a relacdo 5.59 em 5.60 se tem o seguinte:

I - % = A[ll — X]AT — A[ll — $]CT[C[IT — £]CT]*C[IT — B)AT + GGT (5.61)
rearranjando termos tem-se o seguinte:

M-% = AIAT + GGT — ASAT — A[Il — X]CTx
(5.62)
«[C[IT — $)CT]-1C[I — 5] AT

mas, da equacdo 5.49 e da definicdo da matriz de transi¢ao de estado, temos que a soma dos dois
primeiros termos € igual a 11, portanto:

Y = AXAT + A[IICT — 2CT)[oTio” — exCT) et - x| AT (5.63)

que € uma equacao de algébrica de Riccati.

Da equacdo 5.63, nota-se que a covariincia do estado estimado > obedece a uma equagio recur-
siva que apresenta apenas termos do tipo C, A e C'II. Portanto, se for conhecida a equagio que gera
as matrizes de covariancia de saida na forma 5.50, todos os termos da equacao recursiva da evolucdo
do estado estimado sdao conhecidos.

Fazendo a substituicdo de M e N na equagdo 5.63 tem-se a seguinte expressao para a evolugao
da covariancia do estado:

Y = AVAT + AN - SMT)MN — MSMT)7HNT — My]AT (5.64)

Deve-se notar que, se a equacao de covariancia da série temporal for escrita da forma 5.51, a evo-
lucao da covariancia do estado estimado apresentada na equacao 5.64 é completamente determinada.

O ganho de Kalman também pode ser escrito em fun¢do dos termos da fun¢do de covaridncia de
saida e da matriz de covariancia de estado estimado. Para isto, basta tomar a equagdo 5.53 e fazer as
substituicdes abaixo:
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K = APCT[CPCT|™! =

= Al - S)CT{C[Il - ¥]CT}! =
(5.65)

= A[CT — RCT[CuCT — OO =

— A[N — SMTI[MN — MYMT]!

Desta forma, a partir da covariincia do sinal de saida na forma 5.51, se tem um modelo que realiza a
série temporal. A entrada deste modelo serd um ruido branco com a seguinte covariancia para atraso
Zero:

Ele(k)e(k)] = El(y(k) — Ca(k)) (y(k) — Ci(k))"] =

= CE[(a(k) — £(k) (x(k) — £(k))"|CT =

= C[I-3X]CT = (5.66)
= CICT - 0xCT =
= MN - MXMT

portanto, se forem conhecidos M e N a partir da covariincia da série temporal que se quer realizar, e
com o valor de X calculado a partir da equagdo 5.64, € possivel determinar a covariancia da entrada a
do modelo inovativo para cada instante de tempo.

A demonstracdo feita acima € resumida a seguir:

Seja y(k) uma série temporal estaciondria com covaridncia A(i, j) para um determinado inter-
valo l, semidefinida positiva da seguinte forma:

- N MA™IN se i>j
A(i,j) = Ely(@)y(j)"] :{ NT (AT T s_ej i<

Entdo, um modelo em espago de estado que realiza y(k) pode ser escrito da seguinte forma
z(k+1) = Az(k) + Ke(k), z(0)=0

y(k) = Mz(k) + e(k)
em que:

K = AN — SMT)[MN — MxM*]™!

e a série e(k) é um ruido branco, cuja covaridncia para atraso zero é dada por:
Ele(k)e(k)'] = MN — MXM7*
em que a covaridncia do estado estimado segue a seguinte equacdo algébrica de Riccati:

Y= ANAT + AN — SMT)[MN — MEM"]7HNT — MY AT
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5.1.2 Realizacao de séries temporais inspirada na modelagem de sistemas de-
terministicos

Conforme citado na introdugdo deste capitulo, além da técnica de realizacdo baseada na funcdo
que gera as covariancias das séries temporais, foi também desenvolvida uma técnica baseada direta-
mente nas observacdes da covariancia de saida da série temporal que se quer realizar. Esta técnica
pdde ser desenvolvida gracas a semelhanca entre as matrizes de covariancia da série temporal e 0s
parametros de Markov, definidos na modelagem de sistemas deterministicos no espaco de estado (ver
capitulo 3). A grande vantagem desta técnica é que nao € necessario que se encontre a fungao geradora
das covariancias, o que € algo ndo trivial. A desvantagem da técnica é que os modelos encontrados
sdo invariantes no tempo.

O ponto de partida para o desenvolvimento desta técnica de realizacdo de séries temporais € o
modelo que se admite que realiza a série temporal. Dependendo da escolha deste modelo inicial,
chega-se a diferentes conclusdes e condi¢des de solugdo do problema. Nesta secdo, sdo apresentados
tré€s desenvolvimentos. O primeiro deles parte do modelo de predicdo 6tima de estado. Neste desen-
volvimento, se chega a uma condi¢@o muito particular, envolvendo uma equagdo matricial quadrética,
demonstrando a dificuldade de se chegar ao modelo de predi¢do 6tima a partir deste método. O se-
gundo modelo desenvolvido € o apresentado por Aoki na referéncia [4]. Com este modelo, € possivel
encontrar uma equacao de Riccati que deve ser satisfeita para que suas matrizes sejam determinadas.
Por fim, serd apresentado o modelo proporcional da série temporal. O terceiro desenvolvimento le-
vard a uma equac¢do de Lyapunov fundamental na discussdo das condicdes de existéncia de modelos
matematicos para uma determinada série temporal.

Modelo de predicao 6tima

Seja uma série temporal estaciondria y(k), com uma covariancia A satisfazendo a seguinte relag@o:

A(k) = Ely(i)y(i + k)] ¥V i (5.67)

Conforme demonstrado na secao anterior, pode-se considerar que esta série € gerada pelo modelo
abaixo:

{ z(k+ 1) = Az(k) + Gu(k) (5.68)

y(k) = C(k)

em que A € R"X" & a matriz de transi¢do de estado, G € R"X™ & a matriz que relaciona estado e

entradas, C' € RX™ é a matriz que relaciona os vetores de saida e de estado, x(k) € R" é o estado e
u(k) é uma entrada ruido branco cuja covarifncia obedece a seguinte relagio:

Elu(i)u(i + k)] = { Lt se k=0 (5.69)

Ole Se k#O

Como demonstrado anteriormente, a série temporal pode ser estimada por um modelo de predi¢ao
6tima em espaco de estado, também definido como modelo inovativo, representado abaixo:

(5.70)
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que nada mais € que a junc¢do das equagdes 5.52 e 5.57 ja apresentadas anteriormente, em que (k) €
R" & 0 estado estimado, K € 3"~ ¢ 0 ganho de Kalman, conforme descrito anteriormente, C' € RX"
¢ uma matriz que relaciona estado e saida e e(k) é um ruido branco que obedece a seguinte equacdo
de covaridncia:

Ele(i)e(i + k)] = { loa se k=0 (5.71)

Ole se k:;«éO

em que I;x; e 0;x; sdo respectivamente a identidade e a matriz nula do espago R'X!. Este ruido branco
€ descorrelacionado com estados reais e estimados.

Conforme demonstrado anteriormente, a covariancia da saida do modelo y(k) obedece a seguinte
relagdo:

- N CAI—TICT ;>
NGui) = Blui)) = { o 5 57

Definindo k£ = j — i, o que pode ser feito devido a hipdtese de estacionariedade da série temporal, a
covariancia da saida sera:

AG,i+ k) = Ak) = Ely(i)y(i + k)'] =

k T
{ CAFTICT se k>0 (5.73)

CIH(A™MTCT se k<0

em que IT = E[z(k)z(k)T] é a covariancia de estado real do sistema e obedece a seguinte relago:

1= ATIAT + GGT (5.74)

conforme deduzido na equacgdo 5.49.

A covariancia de saida também pode ser deduzida em fun¢do da covariancia dos estados estimados
Y(k), conforme demonstrado abaixo por induc¢do. A covariincia da saida para k¥ = 0 em func¢éo dos
estados estimados € a seguinte:

A(0) = Ely(k)y(k)"]
— B[(Ci(k) + e(b)(Ci(k) + e(k)T] =
(5.75)
= CE[#(k)2(k)TCT + Ele(k)e(k)T] =
= OXCT + Inxn

a covariancia da saida para atraso ¢ = 1 € a seguinte:
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A1) = Ely(k+ y(k)"]
= Bl(Ca(k+ 1) + e(k + 1)) (Ca(k) + e(k)T] =
= E[(C(AR(k) + Ke(k)) + ek + 1)(C2(k) + e(k))T] = (5.76)
= C[AE[z(k)2(k)T]CT + KE[e(k)e(k)"]] =
— C[ASCT 4 K]
a covaridncia da saida para atraso i = 2 é a seguinte:
A2) = Ely(k+2)y(k)"]

= Bl(Ca(k+2) + e(k +2))(Ca(k) + e(k)T] =

= B[(C(A#(k + 1) + Ke(k + 1)) + ek + 2))(C2(k) + e(k))T] =

= B(C(A(AR(K) + Ke(k) + Ke(k + 1)) + e(k +2))(C2(k) + e(k)T] = .

= ClAE[(K)a(k)T)CT + KEle(k)e(k)T]] =

= CA[AXCT + K]

e por indugdo se prova que para o atraso ¢ # 0, a covariancia da saida em funcdo da covaridncia do
estado estimado segue a seguinte relagdo:

A(i) = E[y(k +i)y(k)"] = CATALCT 4 K] (5.78)

A covariancia entre o estado estimado no instante k£ + 1 e a saida no instante k definida como M
¢ dada pela seguinte relacdo:

My = E[&(k+ y(k)"] = E[(A2(k) + Ke(k))(C2(k) + e(k))"] =
= AF[z(k)z(k)T|CT + KE[e(k)e(k)T] = (5.79)

= AXCT+ K
Portanto, as covariancias de saida para atrasos nao nulos podem ser escritas em func¢io da covariancia
M da seguinte forma:

AG) = Ely(k +i)y(k)T] = CA™* M, (5.80)

e com a equagdo 5.75, a covariancia de saida pode ser escrita da seguinte forma reduzida:

CCT +1I,x, se i=0

M) = Blukyy(e+ i = { S P 580
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A partir desta expressdo de covariancia, pode-se partir para o método de realizacdo. Na proxima
secdo serd apresentado um modelo alternativo proposto por Aoki para o desenvolvimento de seu
método de realizacdo de séries temporais

Modelo de Aoki

O modelo do qual Aoki parte para o desenvolvimento de seu método, baseado no método de
identificacdo de sistemas proposto por Ho e Kalman [42] € o mesmo utilizado na predi¢ao 6tima, ou
seja,

#(k+1) = Az (k) + Ke(k)
{ y(k Cp (5.82)

7z

em que Z(k) € R" é o estado estimado, A é a matriz de transigdo de estado, K € R"X! é o ganho
de Kalman, conforme descrito anteriormente, C' € R!X" é uma matriz que relaciona estado e saida e
e(k) é um ruido branco. A diferenca entre o modelo desenvolvido por Aoki e o modelo puramente de
predicdo 6tima € que o ruido branco de entrada ndo tem uma covariancia para atraso zero identidade,
mas sim com um valor A, ou seja, e(k) é tal que:

A se k=0

Ele(i)e(i + k)] = { O se k40 (5.83)

em que 0;x; é a matriz nula do espaco R'X!. Este ruido branco é descorrelacionado com estados reais
e estimados. Por um desenvolvimento semelhante ao feito na subse¢do anterior, é possivel mostrar
que a covariéincia Y. do estado estimado z(k) é dada pela seguinte expressao:

Y= AVAT + KAKT (5.84)

e que a covariancia entre estado estimado um passo a frente e saida, definida como M, é dada pela
expressao:

E[z(k + 1)y(k)T] = My = AXCT + KA (5.85)

e que a covariancia de saida deste modelo € dada pela expressao:

_ , CXCT+A se i=0
AG) = Ely(R)y(k +0)7] = { CA-M, se 050

(5.86)
Esta equacdo serd utilizada mais adiante.

Mais detalhes a respeito do algoritmo proposto por Aoki e dos métodos de subespacos para iden-
tificacdo podem ser encontrados nas referéncias [6], [11], [5] e [40]. No artigo [59], além de se
apresentar o método proposto por Aoki é também apresentada uma proposta para realizar uma série
temporal com um método similar ao proposto por Aoki mas com um modelo variante no tempo.
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Modelo proporcional

Pode-se também partir da hipétese que uma determinada série temporal y (k) qualquer é simples-
mente proporcional a um processo estocdstico markoviano, ou seja:

{ z(k +1) = Az(k) + Gu(k) (5.87)

y(k) = C(k)
em que (k) € R" é o processo estocdstico markoviano, G € R™X! ¢ uma matriz estaciondria,
C € RIX™ ¢ a matriz de proporcionalidade entre a série temporal e o processo markoviano e u(k) é

um ruido branco de covariancia para atraso zero igual a identidade.
Sendo II a covariancia do estado, tem-se a ja demonstrada equacdo de Lyapunov:

1= AITAT + GGT (5.88)

e a covariancia da série temporal y(k) é dada por:

N 1 J CHCT se i=0
A6 = B+ = { 0™ 3 5:39)
Definindo M3 = E[z(k + 1)y(k)T] = AIICT, pode-se reescrever 5.89 da seguinte maneira:
. : CIICT se i=0
— T _
a6 = B+ = { €502 50 (5.90)

A partir desta identidade serd demonstrado que € possivel determinar as matrizes M, N e A a partir
de amostras da covaridncia A(7).

Covariancias e os parametros de Markov

O desenvolvimento feito a seguir é vdlido para os trés modelos definidos, ou seja, o modelo
de predi¢do 6tima, o modelo de Aoki e o modelo proporcional. Definindo y*(k + 1) como a matriz
coluna em que sdo empilhadas as saidas futuras do instante £+ 1 em diante e y~ (k) a matriz coluna de
saidas passadas até o instante k, teremos que a matriz de covariancia entre as duas matrizes definidas
¢ a seguinte:

y(k+1)

k+2
Bl b+ 0y b+ 07 = B || ST (o) -1 se—2) ]

(5.91)

ou ainda:
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CM, CAM, CA?M,
N | cam. cam, oA -
Elyt(k+ 1y (k+ D' = | ca20. cA*M, CA'M. - (5.92)

em que M, pode ser M, My ou Mj.
Definindo a matriz {2 como sendo uma matriz semelhante a matriz de atingibilidade, mas contendo
a matriz M,, ou seja:

Q=] M, AM, A2M, ] (5.93)

e lembrando da matriz de observabilidade da mesma forma que foi definida para o sistema determi-
nistico, ou seja:

C
CA
0= CAQ (594)
temos que:
Elyt(k+ 1)y (k+1)7] =00 (5.95)

Portanto, se a covariancia entre saidas passadas e futuras for calculada, é possivel que se encontre uma
matriz que pode ser decomposta de forma que se encontre as matrizes de observabilidade e a matriz
semelhante a de atingibilidade que foi definida como (2. Esta € a base para o método de realizagcdo
de séries temporais baseada na modelagem de sistemas deterministicos. Deve-se notar que, a partir
desta observagdo, ndo € necessdrio que se conheca uma fungdo que gere as matrizes de covariancia
da série temporal, ao contrario do que ocorre com o método de realiza¢do apresentado anteriormente.

Método de realizacao

A partir da matriz formada pelos blocos de covaridncias da saida, pode-se obter algumas das
matrizes caracteristicas que realizam o sistema, seguindo procedimento andlogo ao usado para se
encontrar as matrizes que modelam um sistema deterministico via decomposi¢do da matriz O€2. A
partir das matrizes calculadas com a decomposi¢do, é possivel que se chegue a uma equacdo de
Riccati que tem como solucdo a matriz de covariincia de estados. Com o célculo desta matriz, é
possivel que se calcule todas as outras matrizes envolvidas no problema. Este procedimento proposto
por Aoki é detalhado a seguir:

Seja a decomposic¢ao em valores singulares da matriz de covariancias de saidas:

Eyt(k+ 1)y (k+ 1) =02V =00 (5.96)

portanto, pode-se afirmar que:

O=Ux: Q=x:V7 (5.97)
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Neste caso, também € definida uma matriz E[y ™ (k+1)y~ (k+1)7]; como sendo a matriz E[y " (k+
1)y~ (k + 1)*] deslocada um bloco linha para cima, ou seja:

N . . CA*M, CAM, CA*M, -
Ely*(k+ 1y (k+ 1)) = | ca3n, ca'M, oM, - | =OAQ (5.98)

portanto:

A=O0ElyT(k+ 1)y (k+1)",Q (5.99)

e, da mesma forma que foi feito para os sistemas deterministicos, as matrizes C' e M, sao calculadas
a0 se observar que o primeiro bloco coluna de E[y™ (k+1)y~ (k+1)7] é igual a O M, e que o primeiro
bloco linha desta matriz € igual a C'(2, portanto:

M, =O'Ely*t(k+ 1)y (k+1)"](:,1)
(5.100)
C=Ely"(k+ 1Dy (k+1)T](1,)Qf

sendo que estas matrizes também poderiam ser obtidas dos primeiros blocos das matrizes O e ().
Determinadas as matrizes A, M, e C, ainda é necessdrio para que se determine os modelos defi-
nidos acima para a série temporal:

* Determinar a matriz K para o modelo de predicao 6tima apresentado na equagdo 5.70
* Determinar as matrizes K e A para o modelo de Aoki apresentado nas equagdes 5.82 e 5.83.
* Determinar a matriz G do modelo proporcional apresentado na equagdo 5.87

Estas questdes sdo desenvolvidas a seguir.

Determinacao de X no modelo de predicao 6tima

Ao se isolar K na equacdo 5.79 e tem-se a seguinte expressao:

K = M, — AXCT (5.101)

ao se substituir esta expressdo na equagdo 5.56 tem-se a seguinte relagao:

¥ = ANAT + (M, — ASCT) (M, — ARCT)T (5.102)

que € uma equagdo matricial quadratica que, pelo menos em teoria, permite o cdlculo da matriz 3.,
uma vez que todas as outras matrizes presentes na equagdo (A, My, C') sdo conhecidas. Calculada a
matriz ., o calculo de K € direto, completando a realizagdo da série temporal.

Além desta equacdo ser satisfeita, as matrizes C' e 3 encontradas devem ser tais que a equagao
5.81 também seja vdlida, ou seja:

A0) —C20T =1
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Em resumo, Y se torna a solu¢ao de um sistema de duas equagdes matriciais, sendo que uma delas
€ quadrética. Provar a existéncia desta solucao e as condi¢des que devem ser satisfeitas pelas matrizes
A, My, C e A(0) para que a solucdo exista é um trabalho em aberto que fica sugerido por esta tese.

Determinacao de K e A no modelo de Aoki

Ao se isolar K na equagdo 5.85 e A na primeira relacdo apresentada na equacio 5.86, se tem as
seguintes expressoes:

K = (My — AXCT)A™! (5.103)

A = A(0) - CxCT (5.104)

Substituindo-se estas expressdes na equacao 5.84, encontra-se a seguinte equagao de Riccati:

Y = ASAT + (My — AXCT)(A(0) — CECT)"H(My — AZCT)T (5.105)

em que as matrizes A, M5 e C' sdo conhecidas a partir da decomposi¢cdo das matrizes bloco de cova-
ridncia, conforme demonstrado acima. Sendo assim, ao se encontrar um determinado > que satisfaz
esta equacdo de Riccati, pode-se voltar as equagdes 5.103 e 5.104 determinando-se o valor de K e A
completando o modelo que realiza a série temporal.

A existéncia de solugdes para a equacdo de Riccati é uma questdo que depende das matrizes
obtidas na decomposicao das matrizes bloco de covariancias. No entanto, mesmo que as condi¢des
ndo sejam satisfeitas por matrizes determinadas a partir da observagdo de séries temporais reais,
solugdes aproximadas podem ser encontradas a partir de um método desenvolvido neste trabalho,
conforme apresentado no capitulo 7. De qualquer forma, o problema de encontrar uma solugdo para a
equacdo de Riccati 5.105 € mais conhecido e explorado que o problema de se determinar uma solucao
para o sistema que envolve a equa¢do quadratica matricial 5.102.

Determinacao de G no modelo proporcional

A determinacgdo de GG ndo € diretamente possivel a partir das equa¢des do modelo proporcional e
das matrizes C', A e M3, obtidas pela decomposic¢do da matriz bloco de covariancias. No entanto, o
desenvolvimento do modelo proporcional leva a uma discussdo importante a respeito da existéncia de
modelos que realizam uma série temporal.

Dada uma matriz A a partir da decomposicao das matrizes bloco de covariancias, as matrizes I1 e
G devem ser tais que a equacdo de Lyapunov 5.88 seja satisfeita, ou seja:

1= ATIAT + GGT

Definindo ) = GGT tem-se que para existir solucdo para o problema de realizagio pelo menos as
seguintes condi¢des devem ser satisfeitas:

* Deve existir uma matriz I simétrica, positiva definida.

 Deve existir uma matriz () simétrica, positiva definida.
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* As matrizes II e () devem ser tais que satisfacam a equacio de Lyapunov I = AITAT + Q

A primeira condic¢ao se deve ao fato de II ser, por definicdo, uma matriz de covariancia. A segunda
condi¢do se deve ao fato de () ser uma matriz obtida como produto de duas matrizes reais e a terceira
condicdo € a propria equacdo de Lyapunov. Maiores detalhes a respeito da existéncia ou nao de
solugcdes para o problema de realizacdo de séries temporais serdo introduzidos na secao 5.1.6 deste
capitulo;

5.1.3 Solucao da equacao algébrica de Riccati

O método proposto por Aoki [4] para solucdo da equacdo algébrica de Riccati € baseado na solu-
¢ao proposta por Vaughan [60] e posteriormente refor¢ada por Laub [48], conforme serda brevemente
apresentado a seguir. Esta equacdo também pode ser resolvida de forma paralela, conforme descrito
na tese [55].

Seja F' uma matriz n.Xn definida da seguinte forma:

F = (A—- MA Y 0)C)T (5.106)

A partir desta definicdo, a equacgdo de Riccati (5.105) pode ser reescrita da seguinte maneira:

Y =F'SF - F'SCT(A0) + CXCT) 'OXF + MyA™(0) My (5.107)
ou
Y=F'YSF - F'SG(Gy + GTSG)'GTSF + H (5.108)
em que
G, =C"T
Go = A(0) (5.109)

H = MyA=1(0)MT

Sejam G e Z as seguintes matrizes:

G = G.Gy*GT
7 F+GFTH -Gr-7T (>.110)
N —FTH F-T
A matriz Z pode ser reescrita da seguinte maneira, a partir da decomposi¢ao de Schur:
Utzu =58 (5.111)
em que S é uma matriz 2nX2n. Se S é dividida nos seguintes blocos nXn:
Sll 512
S = 5.112
l S S G112

Entio ¥ = S5,5;;" é uma solucio da equacio algébrica de Riccati (para mais detalhes ver [46]).
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A matriz X deve ser simétrica e com autovalores positivos reais para que seja possivel resolver a
equacdo algébrica de Riccati. Isto sempre ocorre caso as seguintes hipdteses sejam vélidas:

e H=H">0

e Gy =Gl >0

e {F, GG} é um par estabilizavel

* {C'y, F'} é detectavel, em que C’EIC’H = H e o posto de C'y € igual ao posto de H

e I éinversivel

Uma vez que o conjunto de dados coletados para determinar as matrizes constantes da equagdo de
Riccati (ou seja, as matrizes A, My, C'e A(0)) € finito, algumas das hipdteses acima podem nio ser
satisfeitas e a solu¢@o determinada pelo método decomposi¢ao de Schur ndo € vélida. Nesta pesquisa,
foi desenvolvido um método para determinar a solucdo da equagao algébrica de Riccati nestes casos.
Este método € apresentado no capitulo 7 desta tese.

5.1.4 Realizacao de séries temporais por LMIs

Outra abordagem para a solugdo do problema de realizacdo de séries temporais foi proposta por
Faurre [31], [32]. Neste método, parte-se do principio que as séries temporais sdo estaciondrias. A
partir desta abordagem € possivel entender melhor as questdes de ordem do sistema e minimalidade,
Ccomo serd visto a seguir.

Seja uma série temporal estaciondria multivaridvel y(k) de dimensdo [, cujas matrizes de cova-
ridncia sejam funcdo apenas do intervalo entre os instantes de tempo em que as covariancias sao
tomadas. A hipodtese inicial do método é que € possivel realizar a série temporal com um modelo
markoviano no espago de estado, que tem como entradas ruidos brancos descorrelacionados, dado
pelas relagdes abaixo:

{ Bk +1) = Az (k) + w(k) (5.113)

y(k) = Cz(k) + v(k)

em que A € R " e C € R¥™ sdo matrizes do modelo a serem determinadas e w(k) € R" e
v(k) € R! sdo ruidos brancos descorrelacionados, cuja covariancia é dada pela seguinte expressdo:

E H ‘5&) ] [wT(s) v7(s) ]1 = l SQT glé(t, s) (5.114)

No regime estaciondrio, a covariancia do estado estimado z(k), definida como ¥ em analogia ao
modelo desenvolvido anteriormente, é dada pela seguinte expressao:

Y =AYAT +Q (5.115)

Ao se calcular a covariancia da saida do modelo, pode-se mostrar também que, para qualquer !
inteiro, a seguinte relacdo € valida:
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CA—M, 1>0
A)={ CSCT+R 1=0 (5.116)
AT(=1) <0

em que MI = AX.CT + S. Desta forma, as seguintes relagdes sdo vélidas:
Q=Y — AXAT
R = A(0) — CXCT (5.117)

S = MT — ASCT

Substituindo as relacdes acima na equagdo de covariancia dos ruidos e levando em conta que uma
matriz de covariancia por defini¢do € semi definida positiva, chega-se a seguinte inequagdo matricial
linear (LMI da sigla em inglés):

Q S _ Y — AYNAT MT — ASCT
[ ST R ] =M®) = [ (M*T — AZCT)T A(0) — CTICT >0 (5.118)

Na secdo anterior foi apresentado como se obter as matrizes A, C, M, e A(0) a partir de amostras
de uma realiza¢do de uma série temporal. Uma vez obtidas estas matrizes, a Unica varidavel restante
na LMI 5.118 € a matriz >.. Desta forma, uma vez definida a LMI, suas solucdes definidas positivas e
simétricas permitem que se realize a série temporal. Deve-se notar que apenas as soluc¢des definidas
positivas simétricas s@o interessantes para a solu¢do do problema, uma vez que . é uma matriz de
covariancia e que, portanto, deve ter estas propriedades.

LMI e equacao de Riccati

A LMI obtida com o método desenvolvido por Faurre e apresentada na equacao 5.118, tem uma
relacdo estreita com a equagdo de Riccati, obtida no método desenvolvido por Aoki, que é a mesma
obtida pela hipdtese de estacionariedade aplicada ao método desenvolvido por Gevers e Kailath, con-
forme apresentado na equacao 5.102. Esta relacdo fica evidente ao se utilizar a seguinte propriedade
de fatoragao de matrizes bloco:

X v I YV ][ X-YV-1Z 0 I 0
[Z v]:[o T H 0 vHv—IZ 11 (5.119)

A partir desta relag@o, pode-se fatorar a matriz M (%) definida no lado esquerdo da da LMI 5.118 da
seguinte maneira:

M(E) = H [I(] [ _Rig(z) R(OE) ] [[gT ﬂ (5.120)
em que:
R(X) = A(0) —CxC* (5.121)

que por se tratar de uma matriz de covariancia € definida positiva; e
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K =(M!'— AXCTHR™Y(Y) (5.122)

Ric(Y) = =X + AXAT + (M, — ASCT)(A(0) — CBCT) (M, — AxCT)T (5.123)

de onde fica claro que se M (X) > 0, conforme definido na LMI de forma que haja soluc@o para o
problema de realizagdo, Ric(X) < 0.

5.1.5 Espectro de séries temporais

Outra abordagem para o estudo de séries temporais € a partir do espectro dos sinais. Esta aborda-
gem, que € anterior ao desenvolvimento de modelos em espago de estado para geragdo de séries, foi
desenvolvida principalmente por Wiener e, conforme ja citado na introdugdo deste capitulo, consiste
em encontrar uma fun¢do de transferéncia que, quando submetida a um sinal com espectro de ruido
branco, tenha como saida um espectro o mais proximo possivel do espectro da série temporal a ser
realizada.

O principal motivo do desenvolvimento deste tema nesta tese € que a andlise do espectro das
séries temporais a serem realizadas leva as condi¢des de existéncia dos modelos que as realizardo. A
partir destas condi¢Oes de existéncia, pode-se determinar se, para uma dada realizacdo de uma série
temporal, € possivel encontrar um modelo que realize a série.

Seja um sinal multivaridvel, discreto, estaciondrio y(k) € R', k inteiro, com covariancia A(7) =
Ely(k)y(k + 7)T]. Seu espectro € definido como:

Sy(z) = Z[A(D)] = > A(r)z"7 (5.124)
Partindo da hipétese de que existe um modelo markoviano que gera realizacdes da série temporal
y(k) da forma apresentada na equagio 5.48 da se¢@o 5.1.1, ou seja:

(5.125)

{ x(k+1) = Az(k) + Gu(k)
y(k) = C(k)

pode-se mostrar, como feito anteriormente, que a covariancia A(i, j) da série temporal entre os ins-
tantes 7 e j € dada pela seguinte relagao:

. N CATTTICT se i>j
A(i,j) = Ely(0)y(j)"] = { CTI(ATCT se i< j (5.126)
em que IT = E[z(k)z(k)T], conforme jé definido anteriormente. Como a série temporal por hipotese

€ estaciondria, pode-se definir 7 = j — 1, e a covariancia pode ser reescrita da seguinte forma:

A(r) = Ely(i)y(i +7)"] =

T T
{ CATIICY se 7<0 (5.127)

CII(A")TCT se 7>0
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A partir desta covariancia, o espectro do sinal gerado pelo modelo apresentado na equagdo 5.125 é
dado pelo seguinte:

S,(2) = CIHCOT + C(2I — A)AICT + CIIAT (2711 — AT) 107 =
(5.128)
= Z(2)+ Z"(z)

em que:

Reiiten

Z(z) +C(zI — A)~tATICT (5.129)

e ZH(z) é a matriz hermitiana de Z(z), ou seja, a complexa conjugada transposta.
Definindo as matrizes M = C'e N = IIC'" da mesma maneira como foi feito na secdo 5.1.1, se
tem que a matriz Z(z) pode ser reescrita da seguinte maneira:

Z(z) = M2N + M(2I — A AN (5.130)

portanto, se for possivel decompor a covariancia de uma dada série temporal em seus componentes
M, N e A, além de se poder encontrar um modelo 6timo que realiza a série como mostrado na se¢ao
5.1.1, é também possivel encontrar diretamente seu espectro S, (z) e a decomposi¢io deste espectro
como soma de uma matriz Z(z) com sua hermitiana.

O método de fatoragdo espectral proposto por Wiener parte do pressuposto que o espectro de uma
série temporal pode ser decomposto como produto da forma W (z)W7(2~1). E possivel relacionar
a fun¢do W (z) as matrizes A, G e C' do modelo em espago de estado 5.125 ao se fazer algumas
manipulacdes algébricas na equacgdo 5.128, conforme demonstrado a seguir:

S,(z) = CHCT + C(z1 — A)TALICT + CHAT (211 — AT)~1CT =

(5.131)
= C[I+ (21 — A)7TAIl + TTAT (2711 — AT)" Y CT
introduzindo duas vezes o termo [ = (21 — A)7' (2] — A):
Sy(z2) = C(zI — A7zl — A)x*
*[[T+ (21 — A)7TAIL + AT (271 — AT) 7« (5.132)
*(271 — AT) (271 — AT)71C0T =
rearranjando termos:
Sy(z) = C(zI — A) %
#[(2] — A)(z7 — AT) + Al(27 1 — AT) + (21 — A)TTAT )% (5.133)

*(271 — AT)710T =
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fazendo as multiplica¢gdes dentro das chaves:
Sy(z) = C(zI — A)~ '«
#[I1 — 2ITAT — Allz~! + ATIAT + Allz~! — ATIAT + 211AT — ATIAT )% (5.134)
x(271 — AT)1CT
e, por fim, cancelando alguns termos:

Sy(z) = C(zI — Al - AUAT| (271 — AT)"1CT =
— O] — A)'\GGT (21 — AT)ICT = (5.135)

= WE)WT(z™h

em que, por definicdo,

W(z)=C(zI — A)7'G (5.136)

5.1.6 Condicoes de existéncia para modelos que realizam séries temporais

Seja uma determinada realizacdo de uma série temporal. A partir desta realizagdo, as matrizes
de covariancia da série temporal podem ser calculadas. A estas matrizes de covariancia se aplica o
método descrito na se¢do 5.1.2 e se encontra matrizes A, M = C e N = [ICT. Para que se encontre
um modelo que realiza a série temporal, as matrizes A, M e N encontradas devem satisfazer as
seguintes condicoes:

* A matriz A deve ser assintoticamente estdvel
* Opar A N deve ser completamente controldvel
* O par A M deve ser completamente observdvel

A primeira condi¢do tem relagdo com a estabilidade do modelo da série temporal. Se A ndo
for assintoticamente estdvel, o estado do modelo resultante ird a infinito. A segunda e a terceira
condi¢do tém relacdo com a existéncia de modelos para realizar sistemas deterministicos. No caso
determinisitico, se as condi¢des ndo forem satisfeitas, ndo € possivel encontrar modelos tenham o
mesmo comportamento que o sistema a ser identificado.

A partir das matrizes A, M e N calculadas, se calcula o fator espectral Z(z), definido na equagéo
5.130, e a partir deste fator se calcula o espectro S, (z), seguindo a equagdo 5.128.

O espectro S, (z) serd de fato o espectro de uma série temporal apenas se satisfizer algumas con-
dicdes, descritas em um teorema enunciado por Faurre em sua tese de doutorado [31] e reproduzido
a seguir:

As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

» Sy(2) € 0 espectro de um processo estocdstico.
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* Sy(2) € o espectro de uma funcdo linear de um processo Markoviano estaciondrio.
* S,(%) é uma matriz ndo negativa definida sobre o circulo unitdrio z = e’*, w € R.

e S,(z) é fatordvel como um produto da forma S,(z) = W (z)WT(z7') em que W (z) ¢é assin-
toticamente estdvel (ou seja, ndo tem polos em |z| > 1), de fase minima (det[H(z)] # 0 em
|z| > 1), quadrada e racional.

» S,(z) é fatordvel por uma matriz H(z) racional e assintoticamente estdvel (e ndo necessaria-
mente quadrada).

e Existe uma matriz constante G tal que S,(z) = M (2 — A)~'G

 Existem duas matrizes nXn constantes 11 e Q) tais que:

m=T17
M” = N
M- ATIAT = Q

A prova detalhada deste teorema pode ser encontrada na referéncia citada.

5.2 Modelagem de séries temporais

Uma vez estudado o problema de realizacdo de séries temporais, o problema de modelagem de
séries temporais € facilmente definido. Em linhas gerais este problema pode ser descrito da seguinte
maneira:

Dada uma realizacdo de uma série temporal, encontre um modelo matemdtico que,
quando submetido ao mesmo sinal dado como entrada para geracdo da série temporal,
resulte em um sinal o mais proximo possivel da série temporal que ser quer modelar.

Neste sentido, a modelagem de séries temporais no espago de estado se assemelha a modelagem
de sistemas deterministicos no espaco de estado, tratada no capitulo 3, uma vez que se tem sinais de
saida e entrada e se quer encontrar um modelo linear no espaco de estado que, sendo submetido a
entrada, gere um sinal o mais préximo possivel da saida. A diferenca entre a modelagem de séries
temporais e a dos sistemas deterministicos € que, no primeiro caso, se estd mais interessado no sinal
de saida, enquanto no segundo caso, o maior interesse € no modelo encontrado. Na figura 5.2 é
ilustrado um esquema de resolucao do problema de modelagem de séries temporais.

Os métodos conhecidos de modelagem de séries temporais também partem do cédlculo de cova-
ridncias e da aplicagdo dos métodos de resolucdo do problema de realizacdo de séries temporais,
conforme pode ser visto na figura 5.2. No entanto, na solu¢ao do problema de modelagem, a entrada
usada no modelo obtido é supostamente conhecida, e a solu¢do € melhor quanto menor for a dife-
renga entre a realizacdo da qual se partiu para fazer a modelagem e a realizacdo obtida como saida do
modelo encontrado.

Deve-se notar que existem pelo menos duas grandes diferencas entre os problemas de realiza¢ao
e modelagem. A primeira delas € o critério de qualidade das solu¢des dos problemas. No primeiro
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Fig. 5.2: Método de modelagem de séries temporais

caso, a solucdo do problema de realizacio serd melhor quanto mais suas covariancias se aproximarem
das covariancias da série temporal que se quer realizar. No segundo caso, a solu¢do do problema de
modelagem serd melhor quando a saida do modelo for mais proxima da realizacdo da série temporal
a ser modelada. A segunda grande diferenca € que no problema de realizac@o o sinal de entrada do
modelo que gera a solu¢do ndo € plenamente conhecido. Conhece-se apenas que este sinal € um
ruido branco, com uma determinada covariancia para atraso zero. Por outro lado, no problema de
modelagem, parte-se do pressuposto que o sinal usado para a geracdo da série temporal que se quer
modelar € conhecido e estd disponivel para ser usado no modelo encontrado.

Na secdo anterior foram apresentadas diversas maneiras de se resolver o problema de realizagao
de séries temporais. A partir das técnicas apresentadas e partindo do principio que o sinal de entrada
que gerou a série (supostamente um ruido branco) estd disponivel, a modelagem de séries temporais
se resume simplesmente a aplicar um dos métodos apresentados acima a série temporal de saida e,
uma vez encontrado o modelo, aplicar o sinal de entrada conhecido ao modelo encontrado e, com isto,
encontrar um sinal de saida estimado. A modelagem serd bem sucedida se o sinal de saida encontrado
for semelhante no dominio do tempo ao sinal que se quer estimar.

No capitulo 7 desta tese é apresentada uma nova alternativa para modelagem de séries temporais,
baseada na aplicacdo dos algoritmos imuno-inspirados. Com esta alternativa, o cdlculo das matrizes
de covariancia nao € necessario. Com isto, mesmo que a realizacao disponivel da série temporal tenha
poucas amostras, o que implica em uma estimativa pobre das covariincias, o resultado da modelagem
ndo € prejudicado.
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Capitulo 6

Sistemas Imunologicos Artificiais

Nas ultimas décadas foram desenvolvidos indmeros algoritmos computacionais inspirados na ob-
servacdo de fendmenos naturais, tendo em vista a solu¢do dos mais diversos tipos de problemas. Esta
técnica de observacao de fendmenos naturais para construcio de algoritmos recebe o nome de compu-
tacdo natural. Uma familia de técnicas de computagdo natural € baseada no funcionamento do sistema
imunoldgico de mamiferos. Esta familia de técnicas recebe o nome de algoritmos imuno-inspirados.

Os primeiros trabalhos relacionando técnicas de computagdo a teorias imunoldgicas focavam nos
problemas de aprendizado de maquina e sistemas classificadores. Ao final da década de 90, de Castro
e Von Zuben introduziram teorias imunoldgicas, como o principio da selecdo clonal, a algoritmos
de otimizacgdo [22] [23], criando o algoritmo CLONALG, detalhado em [25]. Pouco tempo depois,
De Castro e Timmis introduziram outra teoria imunoldgica, que € o principio da rede imunoldgica,
a algoritmos de otimizacdo, criando o algoritmo opt-aiNet [20], e ao longo da primeira década do
século XXI diversas variantes destes algoritmos tém sido desenvolvidas, como a familia opz-IA [18]
e outras variantes do opt-aiNet, resumidas em [27]. Parte destes algoritmos € detalhada na secdo 6.2
desta tese e as teorias imunoldgicas que os motivaram sdo discutidas na se¢do 6.1.

O sistema imunolégico de mamiferos pode ser usado como inspiracdo para o desenvolvimento
de técnicas de engenharia pois, de acordo com as teorias que tratam deste sistema, ele apresenta
vdrias caracteristicas que sdo importantes para a solucao de diversos tipos de problemas. Dentre essas
caracteristicas, pode-se destacar as seguintes:

¢ Unicidade

O sistema imunoldgico de cada individuo € unico, e € desenvolvido a partir de sua interacdo
com o ambiente a sua volta. Quando se trata da solu¢do de problemas esta caracteristica ¢
fundamental, pois cada problema tem suas caracteristicas particulares.

» Capacidade de reconhecimento

O sistema imunoldgico tem a capacidade de reconhecer elementos que foram apresentados an-
teriormente a ele. Em outras palavras, este sistema apresenta a capacidade de formar uma me-
moria e acessar as posi¢oes de sua memoria por contetido, e ndo por endereco. Esta capacidade
¢ fundamental na resolucdo de problemas de reconhecimento de padrdes, fazendo do funciona-
mento dos sistemas imunoldgicos uma inspiracdo para o desenvolvimento de ferramentas para
solugdo deste tipo de problema.
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* Deteccao de novos padroes

Além da capacidade de reconhecer padrdes ja apresentados anteriormente, o sistema imuno-
l6gico tem também a capacidade de detectar e responder a padrdes totalmente novos. Desta
forma, ao se estudar um problema real em que inovagdes podem surgir de maneira imprevista,
ferramentas baseadas no funcionamento deste sistema se tornam interessantes.

* Deteccdo distribuida

O sistema imunoldgico € capaz de reconhecer varias ameacas simultaneamente. Isto pode ser
visto como uma deteccdo distribuida em todo um espago de solugdes. Desta forma, problemas
com multiplas solu¢des ou com solu¢des que variam ao longo do tempo podem ser resolvidos
com ferramentas baseadas nos sistemas imunoldgicos.

¢ Tolerancia a ruido

A capacidade de reconhecimento de padrdes do sistema imunoldgico vai além da detecc¢ao
exata. O reconhecimento ocorre mesmo que existam pequenas diferencas entre o padrdo apre-
sentado e o padrdo previamente conhecido pelo sistema. Desta forma, tendo como base o
funcionamento deste sistema, € possivel que se crie ferramentas capazes de detectar padroes
semelhantes aqueles que fazem parte de uma determinada memoria, tolerando ruidos que pos-
sam surgir nas informacoes.

* Capacidade de aprendizado

Uma das caracteristicas que torna o sisttma imunolégico uma inspira¢do para o desenvolvi-
mento de ferramentas de solucdo de problemas € sua capacidade de aprendizado. Uma vez que
determinado padrdo € apresentado ao sistema, ele é reconhecido e passa a integrar o repertorio
de padrdes inerente ao sistema. Esta caracteristica ¢ uma daquelas que faz com que ferramen-
tas baseadas no sistema imunoldgico sejam empregadas em problemas de reconhecimento de
padroes.

Neste capitulo, algumas teorias para o funcionamento do sistema imunoldgico sdo apresenta-
das brevemente e, posteriormente, € descrito como os principios presentes nestas teorias podem ser
empregados na solucdo de problemas de otimizacdo. Nesta descri¢do sdo destacados o algoritmo
CLONALG em sua versado para otimizacao [25], o algoritmo opt-aiNet [20] e a familia de algoritmos
opt-IA [18]. Por fim, na dltima secdo deste capitulo, sdo discutidas algumas alteracdes que foram
feitas nos algoritmos imuno-inspirados para a solu¢do de problemas de otimiza¢do estudados nesta
tese, que sdo relacionados a identificagdo de sistemas e realizacao de séries temporais multivaridveis
no espaco de estado.

Nesta tese, ndo se tem o objetivo de discutir ou de apresentar detalhadamente as teorias de funcio-
namento do sistema imunoldgico. O unico objetivo que se tem € fornecer ao leitor uma nogado basica
destas teorias e, principalmente, demonstrar como algoritmos de otimizacao podem ser desenvolvidos
a partir de alguns principios presentes nestas teorias. Maiores detalhes a respeito deste tema podem
ser encontrados nas referéncias [21], [22] e [23], ou em artigos e livros da drea de imunologia.
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6.1 Teorias imunoldgicas

O estudo dos sistemas imunoldgicos € uma importante linha de pesquisa. Ao longo do avanco
dessa linha de pesquisa, diferentes teorias t€ém sido desenvolvidas para modelar o funcionamento
do sistema. Nesta se¢do, serdo apresentadas algumas dessas teorias, tendo como objetivo introduzir
alguns principios que podem ser empregados na solug¢do de problemas de otimizacao.

6.1.1 Sistema inato e adaptativo

De acordo com algumas teorias, pode-se dividir o sistema imunolégico em dois subsistemas que
agem de forma complementar. Estes sdo o sistema inato e o sistema adaptativo. O primeiro deles é
aquele que o individuo possui desde seu nascimento. Este subsistema nao sofre adaptacdes ao meio
em que o individuo estd. O segundo subsistema € desenvolvido ao longo da vida do individuo, e como
seu proprio nome sugere, se adapta ao ambiente a que o individuo estd exposto.

Em geral, o sistema inato age reconhecendo ameacas, que no campo da imunologia sao chamadas
de antigenos ou patdgenos, e permitindo que elas sejam destruidas. O reconhecimento dos antigenos
se dd por meio de receptores reconhecedores de padrdes (Pattern Recognition Receptors ou PRRs),
que se associam aos padrdes moleculares associados aos antigenos (Pathogen Associated Molecular
Patterns ou PAMPS) denunciando sua presenca. Uma vez que o sinal de deteccdo de antigeno é
ativado, o sistema inato ativa o sistema adaptativo, dando inicio a resposta imune adaptativa. Deve-
se notar que o sistema inato deve responder apenas a elementos nocivos, € nao pode responder a
elementos do préprio organismo. Em outras palavras, o sistema inato deve ser capaz de fazer a
distin¢do entre estruturas proprias do organismo e outras nao proprias, € reagir apenas ao que € nao
proprio. Este problema é conhecido em imunologia como problema do préprio-nao préprio.

De acordo com algumas teorias imunoldgicas, o sistema adaptativo tem como principais agentes
dois tipos de células, denominadas linfécitos. O primeiro deles é a célula B que, quando ativada,
secreta os anticorpos, que sdo estruturas que se encaixam aos antigenos e sinalizam sua presenca. O
segundo grupo de linfécitos € conhecido como células T e tem como fungao principal a regulacao da
resposta imune. Esta regulacio se da pois este grupo de células tem como fungdes o incentivo para
a producdo de células B, realizado pelas células T auxiliares, execucao de células nocivas, realizada
pelas células T citotdxicas, inibicdo da acdo de células B, o que € feito pelas células T supressoras,
dentre outras fungdes. Todos os linfécitos sdo criados na medula 6ssea e as células T sdo amadureci-
das em um orgdo conhecido como timo.

6.1.2 Antigenos e Anticorpos

Como j4 foi brevemente citado, define-se como antigeno uma molécula estranha ao organismo,
que normalmente € origindria de algum invasor. Para combater os antigenos, € necessdrio que a
presenca deles seja notada no organismo. Para que isto aconteca, existem moléculas denominadas
anticorpos, que se encaixam ao antigeno sinalizando sua presencga. Essas moléculas tém duas regioes:
a regido constante e a regido varidvel.

Para que um organismo seja bem sucedido no combate aos antigenos, € necessario que seus an-
ticorpos sejam capazes de reconhecer a todos os antigenos a que o individuo serd exposto ao longo
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da vida. Isto pode ocorrer pois, de acordo com teorias imunoldgicas, os anticorpos tém a capaci-
dade de adaptacdo aos antigenos por meio de um processo semelhante a selecdo natural das espécies.
Neste processo, as células B que produzem anticorpos sofrem mutagdes e as mais bem sucedidas sdao
naturalmente selecionadas e se proliferam. As mutac¢des sdao introduzidas por dois mecanismos. O
primeiro, chamado de recombinacdo, ocorre na geracdo do anticorpo. Nesta etapa, essa molécula é
sintetizada a partir de combinacdes aleatdrias de informagdes presentes no genoma da célula B. O
segundo mecanismo consiste na mutacao em altas taxas das regides varidveis dos anticorpos. A este
mecanismo é dado o nome de hipermutagdo. A recombinagdo permite que sejam gerados anticorpos
muito diferentes entre si, enquanto o mecanismo de hipermutacdo permite que haja um ajuste fino
para aperfeicoamento do encaixe ao antigeno.

6.1.3 Reatividade cruzada

Além de contar com mecanismos de mutacao de anticorpos para adaptacdo aos antigenos, a res-
posta imunoldgica apresenta também uma caracteristica que, em teoria, permite que um nimero
infinito de antigenos seja reconhecido. Esta caracteristica € a reatividade cruzada, que significa que
um determinado anticorpo € capaz de ndo apenas reconhecer a um antigeno exatamente complemen-
tar a ele, mas também a antigenos em que apenas algumas das caracteristicas foram alteradas com
relacdo ao antigeno exatamente complementar. A diferenga entre um antigeno qualquer e o antigeno
exatamente complementar a um determinado anticorpo determina a afinidade do anticorpo aquele an-
tigeno. A afinidade € maior quanto menor for esta diferenca. Sendo assim, um determinado anticorpo
nao € capaz de reconhecer apenas a um antigeno, mas a quaisquer antigenos dentro de uma regido de
um determinado espago n-dimensional definido por todas as n caracteristicas possiveis de existirem
em um antigeno. A este espaco n-dimensional é dado o nome de espaco de forma. Neste espaco,
cada ponto pode ser um anticorpo ou um antigeno e cada anticorpo tem ao seu redor uma regidao de
reconhecimento. Na figura 6.1 € apresentada uma ilustra¢do do anticorpo e da regido ao redor dele em
que ainda ha reconhecimento. Antigenos que forem representados por pontos dentro daquela regido
sdo reconhecidos pelo anticorpo, sendo que quanto maior for a distdncia entre anticorpo e antigeno
menor serd a afinidade entre eles.

6.1.4 Selecao clonal

No estudo do sistema imunoldgico observou-se que, quando um organismo € exposto a um de-
terminado antigeno, o nimero de anticorpos préoprios para o combate daquele antigeno sofre um
aumento explosivo. A partir da observagdo deste fendmeno, Burnet formulou a teoria da selecdo clo-
nal [12]. De acordo com esta teoria, quando um organismo € exposto a um antigeno, apenas as células
que secretam anticorpos que identificam aquele antigeno sdo selecionadas para se proliferarem. Desta
forma, os esforcos do sistema imunoldgico sdo bem focados no objetivo de combater os antigenos
que o estdo ameacando.

Para modelar o mecanismo que permite o controle do processo de selecdo clonal foi formulada a
teoria idiotdpica, apresentada brevemente mais adiante.
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Fig. 6.1: Representacdo da regido de reconhecimento dos anticorpos. Os circulos menores azuis
representam os anticorpos, as cruzes vermelhas representam os antigenos e os circulos azuis maiores
representam a regido de reconhecimento dos anticorpos.
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Fig. 6.2: Desenvolvimento da memoria do sistema imunoldgico. (a) Estado inicial das células de
memoria. (b) Surgimento de um antigeno na regido de reconhecimento de uma das células. (c)
Clonagem com hipermutacdo da célula gerando novos individuos melhor adaptados ao antigeno. (d)
Estado final da memoria.
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6.1.5 Memoria no sistema imunologico

De acordo com algumas teorias imunoldgicas, durante uma resposta imune, algumas das células
B que produziram os anticorpos que mais se adaptaram a um determinado antigeno s@o selecionadas
para amadurecerem e se tornarem células de memoria. Estas células tém um tempo de vida bem mais
longo que as células normais e ficam inativas no organismo. Quando o organismo € exposto a um
antigeno dentro do limiar de afinidade da célula de memoria, ela € ativada e passa a se proliferar,
produzindo clones capazes de gerar anticorpos que combaterdo aquele antigeno. No processo de clo-
nagem ocorrerd a hipermutagdo, de forma que, se a afinidade entre a célula de memoria e o antigeno
ndo for tdo alta, os clones terdo sua afinidade aperfeigoada, produzindo anticorpos proprios para o
encaixe aos antigenos

Do ponto de vista do espago de forma, é como se as células de memoria fossem pontos do espago
que ficam inativos. Uma vez que algum antigeno surge na regido de afinidade, a célula de memoria
gera clones, que sdo pontos ao seu redor. Estes pontos vao se proliferando em direcdo ao antigeno,
até que haja uma célula produzindo anticorpos em um ponto suficientemente proximo do antigeno.
Quando o antigeno for combatido, o clone mais préximo serd selecionado para se tornar uma célula
de memoria e a préxima resposta do organismo ao mesmo antigeno serd imediata. Na figura 6.2 este
mecanismo € ilustrado. Conforme pode ser notado na figura, em um tempo infinito é possivel que
todo o espago seja mapeado na regido de afinidade de algum anticorpo.

A existéncia de memoria no sistema imunolégico foi observada ao se notar que individuos sub-
metidos a um determinado antigeno apresentam respostas imunoldgicas mais rapidas caso ja tenham
sido submetidas aquele antigeno anteriormente. Esta observacdo levou ao desenvolvimento das va-
cinas, que t€ém como principio de funcionamento a exposi¢do do organismo a versdes enfraquecidas
dos antigenos para que o sistema imunolégico aprenda a lidar com eles, ou seja, para que se criem
células capazes de secretar anticorpos contra aquele antigeno. Se o organismo for submetido nova-
mente aquele antigeno, ou a algum outro semelhante a ele, a resposta imunoldgica serd mais rapida e
eficaz.

6.1.6 Teoria idiotopica

Em meados do século XX, Niels Jerne desenvolveu uma teoria que explica o auto reconhecimento
de células no sistema imunoldgico, a regulacdo da resposta imune e a solu¢do do problema do reco-
nhecimento do préprio e do ndo préprio [43]. Esta teoria € conhecida como teoria idiotdpica e tem
como base a interagdo das moléculas dos elementos do sistema imunoldgico. Esta interacdo faz com
que os elementos formem uma rede imunolégica.

De acordo com esta teoria, os antigenos sdo caracterizados por seus epitopos, que por sua vez
sdao reconhecidos pelos paratopos dos anticorpos. No entanto, os anticorpos também apresentam
estruturas similares aos epitopos, € que também podem ser reconhecidos por paratopos. A estas
estruturas se d4 o nome de idiétopos. Ao conjunto de todos os ididtopos possiveis de existirem €
dado o nome de idiétipo.

Desta forma, um determinado antigeno tem seus paratopos reconhecidos pelos epitopos de um
determinado grupo de anticorpos uma vez que, pela reatividade cruzada, mais de um anticorpo pode
reconhecer um antigeno. Os paratopos destes anticorpos também reconhecem idiétopos de outro
grupo de anticorpos, que recebe o nome de imagem do antigeno. O grupo de anticorpos que reconhece



6.1. TEORIAS IMUNOLOGICAS 133

os antigenos por sua vez tem seus ididtopos reconhecidos por paratopos de um segundo grupo de
anticorpos, e assim por diante. Desta forma, todos os possiveis antigenos e anticorpos sdo ligados por
uma rede, definida como rede imunolégica.

A teoria idiotOpica € capaz de explicar a regulacdo da resposta imune pois explica como os anticor-
pos podem ser reconhecidos pelo proprio sistema imunolégico, levando a proliferacdo ou a supressao
das células B que os produzem. A partir desta teoria também fica claro que a questdo da identificacao
do préprio e do ndo préprio depende apenas da discriminacdo entre epitopos e ididtopos.

A regulacdo dos mecanismos de supressdo e de encorajamento a clonagem também pode ser
explicada pela teoria da rede imunolégica. Esta regulacdo € proporcionada pelas células T auxiliares,
que liberam substancias que incentivam a propagacdo das células B que foram capazes de produzir
anticorpos bem sucedidos no encaixe a antigenos. Esta propagacdo € feita pela clonagem destas
células, que durante o processo estdo sujeitas ao mecanismo de hipermutacgdo, ja explicado acima. A
medida que as mutacdes geram células que produzem anticorpos com mais afinidade ao antigeno em
questao, estas células passam a ser estimuladas a se proliferarem cada vez mais. As células geradas
pela mutacdo que tiverem afinidade menor que a original sdo eliminadas pelas células T supressoras
em um mecanismo denominado supressao por limiar.

6.1.7 Resumo do funcionamento do sistema imunolégico

De forma simplificada, o funcionamento do sistema imunoldgico pode ser explicado da seguinte
maneira: Se um organismo € exposto a algum antigeno, algumas das células B de sua medula dssea
produzem anticorpos, que sao moléculas cuja funcao € neutralizar a acdo dos antigenos. As células
B que produziram os anticorpos com maior afinidade aos antigenos sdo estimuladas a amadurecer e
se tornar ou plasmdcitos, ou células B de memoria. A fungdo do primeiro grupo de células € ama-
durecer e gerar clones, enquanto a funcdo do segundo grupo de células é armazenar no organismo a
capacidade de reconhecer determinado antigeno. Os clones dos plasmocitos sofrem ligeiras mutagcdes
com relagdo as células originais (hipermutacdo e adaptacdo de receptor) e produzem anticorpos dife-
rentes dos gerados pela célula que os originaram. Este mecanismo permite que surjam plasmocitos
que produzem anticorpos com maior afinidade aos antigenos. Por outro lado, também sdo criados
plasmdcitos que produzem anticorpos com menor afinidade aos antigenos. Os clones que geram anti-
corpos com maior afinidade ao antigeno a ser combatido sdo encorajados a se proliferarem ainda mais
(selecdo clonal), enquanto aqueles que produzem anticorpos de menor afinidade sdo eliminados pelo
organismo (supressdo). Apds a resposta imune, algumas das células que foram capazes de produzir
anticorpos de melhor afinidade sdo selecionadas para se tornarem células de memoria.

De acordo com algumas teorias imunoldgicas, os mecanismos de reconhecimento das células
de maior afinidade ao antigeno, do estimulo a sua reproducao e de supressdo de células com baixa
afinidade sdo controlados pelas células T, a partir da reacdo entre epitopos, idi6topos e paratopos.
Além destes mecanismos, algumas novas células B sdo criadas aleatoriamente pela medula 6ssea e
introduzidas no organismo, mantendo assim a diversidade dos anticorpos que podem ser produzidos.
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6.2 Algoritmos imuno-inspirados para otimizacao

Os principios observados no sistema imunoldgico podem ser usados para a resolucdo de proble-
mas de otimizacdo. Para a solucdo deste tipo de problema, os anticorpos sdo as solu¢des candidatas e
o conceito de afinidade entre um anticorpo e um antigeno € substituido pelo valor da fun¢do objetivo
calculada para cada anticorpo. Alternativamente, também se pode interpretar que os anticorpos sao
as solucdes candidatas e os antigenos sdo os pontos 6timos do problema.

Nesta sec¢do, trés dos diversos algoritmos imuno-inspirados para otimizag¢do sdo apresentados.
Sao eles o algoritmo CLONALG, em sua versdo para otimizagao [25], o algoritmo opt-aiNet [20] e a
familia de algoritmos opt-IA [18].

6.2.1 CLONALG

O algoritmo CLONALG surgiu como uma implementacdo do principio da selecdo clonal para a
solugdo de problemas de aprendizado de maquina, problemas do caixeiro viajante e problemas de oti-
mizacdo continua e discreta [22], [25] e [24]. O principio de funcionamento deste algoritmo aplicado
a problemas de otimizagdo é o descrito brevemente a seguir: A principio, um conjunto de solugdes
candidatas a resolver o problema de otimizacdo € gerado aleatoriamente. A cada uma das solucdes
candidatas € aplicada a funcao objetivo, e o resultado, que é a medida do quanto a soluc¢ao candidata
¢ adequada para solucionar o problema, é definido como fitness da solu¢do. Neste contexto, o fitness
€ um conceito semelhante a afinidade entre antigenos e anticorpos. Apds esta etapa, as solugdes com
maior afinidade sdo selecionadas e clonadas. O nimero de clones de cada solu¢do é proporcional' ao
seu fitness. Os clones sofrem mutagdes durante a etapa de maturagdo produzindo anticorpos diferen-
tes dos originais. A intensidade da mutaciio de cada clone é inversamente? proporcional ao fitness.
Na etapa seguinte do algoritmo, novas solugdes candidatas sdo geradas aleatoriamente e introduzidas
na populagdo, para evitar a estagnacio ao redor de um 6timo local. Para a entrada destas novas solu-
¢Oes candidatas, os anticorpos com menor fitness sao retirados da populacdo. As etapas sao repetidas
até que se atinja o critério de parada, que pode ser um nimero maximo de iteragdes, um fitness mi-
nimo a ser alcangado ou ainda um nimero méximo de operacdes. O fluxograma deste algoritmo é
apresentado na figura 6.3.

Uma das vantagens trazidas deste tipo de algoritmo imuno-inspirado para solu¢do de problemas
de otimizagdo € que hd uma tendéncia de manuten¢do da diversidade da populagdo, uma vez que
novos anticorpos sdo introduzidos a cada iteragdao. Outra vantagem € que, diferentemente de técnicas
de fitness sharing, em que o fitness de uma solucdo € penalizado caso ela esteja em uma regiio muito
povoada do espago, ndo € necessario o célculo da distancia entre anticorpos a cada iteracdo, o que
introduziria um grande custo computacional.

6.2.2 Opt-aiNet

Além do principio da selecdo clonal presente no algoritmo CLONALG, o algoritmo opt-aiNet,
proposto em [20] e ilustrado na figura 6.4, também ¢é baseado no principio da rede imunoldgica, ci-

!Considerando-se o problema de maximizacio. No caso do problema de minimizacdo o nimero de clones gerado a
partir de cada solucdo deve ser inversamente proporcional ao fitness.
2Também considerando o problema de maximizagio
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tado na secdo 6.1.6. A grande diferencga entre o algoritmo opt-aiNet e 0 CLONALG ¢€ a etapa de
supressao por limiar, detalhada na figura 6.5, que ocorre dentro de um nimero de iteragdes definido
pelo usudrio. Nesta etapa, a distancia entre todos os anticorpos da populacdo € calculada e os an-
ticorpos que estiverem em uma regido do espaco de solu¢des em que ha outro anticorpo de melhor
fitness sdo eliminados, restando apenas o de melhor fitness. A regido do espaco em que hé supres-
sdo € definida por uma varidvel definida como limiar de supressao. Esta varidvel € igual a distincia
maxima entre dois anticorpos que implica em supressdo. A supressdo por limiar reflete o principio
da rede imunoldgica pois, para sua implementagdo, parte-se do principio que os proprios anticorpos
s@o reconhecidos por outros agentes do sistema imunoldgico, o que permite que se suprima as células
que produziram anticorpos de qualidade inferior.

Além da supressao por limiar, outra diferenga entre os algoritmos opt-aiNet e CLONALG é que no
primeiro, os anticorpos de menor fitness ndo sao retirados da populacdo, como ocorre no segundo . Em
outras palavras, o algoritmo opt-aiNet ndo usa um critério de supressao elitista como o CLONALG.

A grande vantagem do algoritmo opt-aiNet é que o tamanho da populacdo € regulado automati-
camente e tende ao ndmero de 6timos locais do problema, desde que o limiar de supressao seja bem
escolhido. Além disto, este algoritmo também tende a manter a diversidade da populacdo por dois
motivos: o primeiro € a inser¢ao de novos individuos aleatoriamente na populagdo, e o segundo é por
seu critério de supressao ndo ser elitista, ou seja, as solucdes candidatas eliminadas ndo sdo necessa-
riamente as de menor fitness, mas sim aquelas que estdo explorando uma regido do espaco vizinha a
um 6timo local e que provavelmente estdo na bacia deste mesmo 6timo local.

Na referéncia [28] € apresentado o resultado de um estudo a respeito da diversidade do algoritmo
opt-aiNet, comparando a sua performance com um algoritmo opt-aiNet modificado para retirada da
supressao por limiar e inser¢do de uma técnica de fitness sharing. No artigo também sdo comparadas
duas métricas diferentes para determinacao da distancia entre dois anticorpos. A conclusdo do artigo
€ que, em geral, o algoritmo opt-aiNet apresenta melhor diversidade e qualidade da solucao, com um
menor custo computacional.

A partir do algoritmo opt-aiNet original, varias outras aplica¢gdes foram desenvolvidas, conforme
pode ser visto de maneira concisa na referéncia [27]. Estas aplicacOes variam entre otimiza¢ao combi-
natdria, otimizagdo em ambientes dindmicos [26] e também incluem uma proposta de implementacao
para solucao de problemas de otimizacdo genéricos. Nesta tese, o algoritmo opt-aiNet foi adaptado
para a solucdo de vérios problemas relacionados a identificagdo de sistemas e a realizacdo de séries
temporais multivaridveis no espaco de estado, conforme apresentado no capitulo 7.

Na secdo 6.4 € apresentado um exemplo de aplicagdo do algoritmo opt-aiNet. Neste exemplo,
alguns detalhes de implementacdo sdo discutidos, e os parametros de controle do algoritmo sdo deta-
lhados.

6.2.3 Familia Opt-IA

No algoritmo opt-IA, proposto inicialmente em [18], os principios destacados nas teorias imuno-
l6gicas sao aplicados de forma mais simples do que nos algoritmos CLONALG e opt-aiNet.

A primeira versdo deste algoritmo utiliza apenas o principio de selecao clonal da forma descrita a
seguir: O algoritmo € inicializado com uma populacio de solugdes candidatas geradas aleatoriamente.
Neste caso as solugdes candidatas sdo simplesmente vetores bindrios. O fitness de cada uma das
solugdes é calculado e toda a populagdo € clonada. O nimero de clones € o mesmo para todas as
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solugcdes candidatas. Toda esta populacdo formada por solucdes candidatas iniciais e clones sofre
mutacdo e o fitness dos anticorpos € novamente calculado. Feito isto, sdo escolhidos os anticorpos
com melhor fitness em um mecanismo puramente elitista. O ndmero de solugdes escolhidas € igual
ao tamanho da populacdo inicial. Este procedimento € repetido até que se encontre uma determinada
solugdo ou até que se atinja um numero méaximo de iteragdes. Neste caso deve-se notar que ha apenas
duas varidveis de controle no algoritmo: o tamanho da popula¢do de anticorpos e o nimero de clones
que serd gerado para cada anticorpo. Ao longo do artigo [18], os autores seguem resolvendo alguns
problemas e discutindo a questdo da escolha dos parametros de controle do algoritmo.

Nesta proposta inicial do algorimo opt-IA ndo ha nenhum mecanismo de supressdo por limiar
e a escolha da nova populacdo € simplesmente elitista. Desta forma, o algorimo ndo tem a mesma
capacidade que o opr-aiNet de escapar de 6timos locais. Além disto, neste algoritmo ndo se tem o
mecanismo da introducdo de individuos aleatdrios a cada iteragdo, de forma que a diversidade das
solugdes € pobre relativamente as obtidas no CLONALG ou no opt-aiNet.

Posteriormente, os mesmos autores que introduziram o algoritmo opt-IA, propuseram em [16]
algumas modificacdes que tornaram o algoritmo um pouco mais eficiente. Ao novo algoritmo foi
dado o nome de opt-IMMALG. As principais alteracdes introduzidas neste novo algoritmo sdo as
seguintes:

* As solucdes candidatas sdo agora vetores de nimeros reais ao invés de vetores de nimeros
bindrios

* Foi introduzido o Inversely Proportional Hypermutation Operator (Operador de hipermutacdo
inversamente proporcional). Esta ferramenta faz com que o grau de mutagdo dos clones de
um determinado anticorpo seja inversamente proporcional ao fitness do mesmo. Desta forma,
solugcdes candidatas mais proximas do ponto 6timo sofrem muta¢des menores que as solugdes
candidatas que estdo mais distantes do 6timo. O grau de muta¢do de uma solucdo candidata €
equivalente ao nimero de elementos que sofrerdo mutagdo no vetor que a representa.

* Foi introduzido o operador de envelhecimento aging, que é um contador de tempo de vida
da solu¢do candidata. Caso este contador seja maior do que um determinado valor, a célula é
eliminada da popula¢do, independentemente do valor de seu fitness. Quando um clone é gerado,
o valor de seu contador € definido ap6s a mutagdo e calculo de seu fitness. Caso o fitness do
clone apdés a mutagdo fique melhor que o da célula que o originou, seu contador recebe zero.
Caso contrdrio, o contador do clone recebe o mesmo valor da célula que o gerou.

Basicamente, todos os passos do opt-IMMALG sao iguais aos adotados no opt-IA. A unica diferenca
significativa € que, antes da escolha dos melhores clones da populacao, € feita a eliminagdo das célu-
las envelhecidas. O objetivo deste passo € eliminar solu¢des que estejam ao redor de um 6timo local
e privilegiar as células que estiverem mais proximas de outro ponto 6timo. Por outro lado € possi-
vel que se penalize células que estejam préximas do ponto 6timo global do problema, diminuindo a
velocidade de convergéncia do algoritmo. Do ponto de vista imunoldgico, o mecanismo de envelhe-
cimento simula a morte das células B ap6s uma resposta a um antigeno, mas ignora a existéncia das
células de memoria.

No artigo em que o opt-IMMALG é proposto [16], o desempenho do algoritmo é comparado a
outras técnicas de computacao natural também usadas para otimizagdo como evolucdo diferencial,



140 CAPITULO 6. SISTEMAS IMUNOLOGICOS ARTIFICIAIS

otimiza¢do por enxame de particulas e o algoritmo evolucionario, mostrando que o opt-IMMALG ¢é
superior aos outros na otimizagdo de diversas funcdes de diferentes complexidades.

Posteriormente, em [17], os mesmos autores que propuseram o algoritmo opt-IMMALG introduzi-
ram ainda outras mudangas em seu algoritmo e o compararam a uma versao do CLONALG um pouco
diferente da proposta em [25].

Nesse trabalho, a alteragdo feita no opt-IMMALG € que a eliminagdo de células por envelheci-
mento ndo é deterministica, mas sim estocastica. Ao invés de as células serem eliminadas apds um
determinado niimero de iteracoes, existe uma probabilidade de eliminacao de células. Esta probabili-
dade ndo depende do valor no contador de iteracdes da célula e nem de seu fitness.

O algoritmo CLONALG foi implementado com duas diferentes técnicas de supressdo. A primeira
¢ puramente elitista, ou seja, os melhores individuos sdo escolhidos para permanecerem na préxima
geracao do algoritmo. A segunda € elitista dentre um determinado grupo de clones, ou seja, o melhor
individuo dentre cada conjunto formado por um anticorpo e seus clones é mantido na populagdo e os
outros sdo eliminados. Com a primeira forma de supressdo o algoritmo privilegia apenas um ponto
6timo e com a segunda forma o algoritmo é mais préprio para encontrar 6timos locais. De fato, nos
resultados apresentados em [17], € comprovado que a primeira forma € mais eficiente para funcdes
mono-modais (com apenas um 6timo) e a segunda é mais eficiente para fungdes multi-modais (com
mais de um 6timo).

As conclusdes do artigo indicam que o desempenho do opt-IA é melhor que o do CLONALG, no
entanto nao hd nenhuma comparag¢do com o algoritmo opt-aiNet.

6.3 Aplicacao dos algoritmos imuno-inspirados

Nesta tese, se trata da aplicacdo de algoritmos imuno-inspirados para a solu¢do de problemas
relacionados a identificagdo de sistemas e realizagdo de séries temporais multivaridveis. Em geral,
os algoritmos propostos nesta tese sdo baseados no algoritmo opt-aiNet, devido a suas vantagens
destacadas ao longo deste capitulo. Em geral, as alteracdes feitas no algoritmo opt-AINet para a
solugdo dos problemas estudados durante esta pesquisa estio relacionadas a definicdo dos anticorpos,
defini¢cdo de distancia e solug¢do de problemas de otimizacdo com restri¢coes.

Todos os algoritmos apresentados neste capitulo sdo especificos para problemas sem restrigdes.
Nesta tese, alguns dos problemas tratados apresentam restricdes. Por este motivo, nesses casos, as
variantes do algoritmo opt-aiNet foram implementadas com algumas diferencas com relacao ao algo-
ritmo descrito na se¢do 6.2.2. Basicamente, a principal alteracao feita nos algoritmos propostos nesta
tese para solugdo de problemas de otimizag¢do com restri¢cdes € a introdugdo da supressdo de solucdes
candidatas infactiveis. Esta supressdo se dd em varias etapas do algoritmo. No principio do algoritmo,
ao invés da simples geracdo aleatdria de um conjunto de solucdes, € feito um lago gerador de solugdes
candidatas. Neste lago, toda solu¢do candidata gerada é testada com relacdo a sua factibilidade. Caso
ela seja factivel, € armazenada em um conjunto de solu¢des iniciais. Caso contrario, a solugdo € des-
cartada. O critério de parada deste laco é que se atinja um determinado nimero de solucdes factiveis,
que € o numero de individuos inicial desejado para o algoritmo. Feito isto, o algoritmo € inicializado
normalmente. As mutacdes que ocorrem nos clones sdo tais que as solu¢des permanecem factiveis.
Isto também € garantido por um laco que perturba os clones e testa sua factibilidade. Caso os clones
perturbados se tornem solucdes infactiveis do problema, novas perturbacdes sao adicionadas, seja ao
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Funcéo cujas raizes devem ser determinadas

y(x)
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Fig. 6.6: Plotagem da equacio 6.1 no dominio —2 < x < 2

clone original, em um processo definido como eliminacao de clones infactiveis, seja ao clone pertur-
bado, em um processo definido como travessia de zonas proibidas3. Depois, ao término da iteracao,
sdo introduzidos novos anticorpos que também sao factiveis, o que € garantido também por um lago,
a exemplo do que ocorre na geracao inicial de anticorpos. Ao longo do capitulo 7 este mecanismo &
discutido com maiores detalhes.

Alternativamente, outros métodos de otimizacado heuristica poderiam ser utilizados para a solu-
¢do dos problemas estudados durante esta pesquisa. No entanto, os algoritmos imuno-inspirados da
classe opt-aiNet apresentam as vantagens destacadas neste capitulo, implicando em sua escolha como
algoritmo base para o desenvolvimento das solucdes propostas nesta tese.

Para ilustrar o funcionamento do algoritmo opt-aiNet, que € a base das contribui¢des desta pes-
quisa, detalhadas no capitulo 7, na secdo 6.4 logo abaixo é exemplificado como este algoritmo pode
ser aplicado para a solu¢do de um problema simples de determinacao das raizes de um polindmio.

6.4 Exemplo de aplicacao do algoritmo opt-aiNet

Seja o problema de determinagdo das raizes da equacdo 6.1, que € plotada na figura 6.6, no
dominio —2 < x < 2:
y(x) =a* — 522 +4, xRN (6.1)

Este problema de determinacao de raizes pode ser transformado em um problema de otimizacao
ao se observar o seguinte: Encontrar as raizes de um polindmio y(x) nada mais é que encontrar os

3Ver se¢do 7.3.2 para mais detalhes.
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valores z, € R, tais que y(z,) = 0. Desta forma, pode-se definir um problema de maximizagio
tal que a fung@o objetivo seja maxima para as solugdes candidatas x tais que y(z) = 0. Uma das
maneiras de se fazer isto é com a fungdo objetivo F'(x) definida na equagdo 6.2, a partir da qual
também pode ser enunciado um problema de otimizagao.

Funcao objetivo

1 1
— — R 6.2
@l sty € ©2)

F(x)

Enunciado do problema de otimizacao

Maximize a funcdo
1

Fla)= —
(z) |zt — ba? + 4

comzxr € R

Uma vez definido o problema de otimizagao, o algoritmo opt-aiNet pode ser aplicado ao se definir
os anticorpos, a funcao de fitness e alguns outros parametros de controle do algoritmo. Os anticorpos
sdo as solucdes candidatas, ou seja, qualquer z € R. A funcgao de fitness é a propria fungdo objetivo
do problema de otimizagdo, definida na equacdo 6.2. Os outros parametros do algoritmo opt-aiNet
sdo definidos a seguir:

Ordem de grandeza

Conforme discutido na secdo 6.2.2, no algoritmo opt-aiNet ha duas etapas de insercao de indi-
viduos aleatoriamente. A primeira € na inicializacdo do algoritmo, e a segunda ¢é feita ao final de
cada iteragcdo, para manter a diversidade da populacdo. A geragdo aleatéria de individuos pode ser
feita a partir de um gerador pseudo-aleatério que gere nimeros entre 0 e 1. No entanto, as solu¢des
6timas do problema normalmente estio em um dominio maior que o intervalo [0 1], e este dominio
pode incluir valores negativos, como no caso do problema aqui tratado, em que hé raizes em -1 e -2.
Por este motivo, o nimero aleatério criado pelo gerador pseudo-aleatdrio deve ser multiplicado por
um valor e reescalado para conter também valores negativos. Nesta implementagdo do algoritmo, o
nimero criado pelo gerador pseudo aleatério no intervalo [0 1] € multiplicado por 2 e subtraido de
1, fazendo com que o intervalo de geracdo se torne [-1 1]. O ndmero pertencente a este intervalo é
multiplicado pela varidvel ordem de grandeza, que reescala o dominio de busca. Neste problema, a
varidvel ordem de grandeza é definida como 2, de forma que o intervalo em que solugdes aleatorias
sdo geradas € [-2 2].

Critério de parada

O critério de parada do algoritmo pode ser baseado tanto em esfor¢co computacional maximo
que se quer empregar, quanto na qualidade da solu¢do que se quer encontrar. No primeiro caso, o
algoritmo para apds um determinado nimero de iteracdes ou de operacdes completadas. No segundo
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caso, o algoritmo péra quando o fitness de suas solucdes satisfaz a um determinado critério. Para este
exemplo, foi escolhido o segundo tipo de critério, e o algoritmo termina sua execugao apenas quando
o fitness do pior anticorpo da populacdo € maior ou igual a 50.

Numero de individuos inicial

Este nimero define quantos anticorpos serdo gerados na primeira iteracao do problema. No exem-
plo aqui tratado, sabe-se que o nimero de solu¢gdes 6timas é menor ou igual a 4, por se tratar do
problema de determinar as raizes de um polindnio de quarto grau. Mesmo com esta informacao,
o numero de individuos inicial escolhido € igual a 10. Esta escolha € proposital para demonstrar a
capacidade de controle do nimero de individuos do algoritmo opt-aiNet.

Numero maximo de clones por anticorpo

Conforme discutido na se¢do 6.2.2, cada anticorpo recebe um niimero de clones proporcional* a
sua qualidade relativa a qualidade de outros individuos da populacdao. Uma das maneiras de se imple-
mentar isto € definir o nimero maximo de clones por anticorpo. Na etapa de clonagem, o anticorpo
com maior fitness recebe o nimero maximo de clones definido. Os outros anticorpos recebem um
numero de clones igual ao arredondamento do niimero médximo de clones por anticorpo multiplicado
pela relacdo entre seu fitness e o fitness maximo da populacio naquela iteracdo. Para o exemplo aqui
tratado foi escolhido um nimero maximo de clones por anticorpo igual a 2.

Grau de perturbacao maximo

Conforme discutido na secdo 6.2.2, cada clone € perturbado de maneira inversamente proporcio-
nal’® ao seu fitness. Para se implementar isto, define-se um grau de perturbagio maximo. Desta forma,
cada clone serd perturbado pelo produto do grau de perturbacdo maximo com um numero aleatorio
no intervalo [-1 1] e dividido por seu fitness. Para este problema o grau de perturbacdo méiximo
escolhido € 0.25.

Limiar de supressao

No algoritmo opt-ailNet € feita a supressao por limiar, detalhada na figura 6.5. Para que esta etapa
seja realizada, devem ser feitas duas definicdes: a primeira € a de distancia entre anticorpos. No caso
deste problema, como os anticorpos sdo nimeros reais, a distancia € simplesmente definida como o
valor absoluto da diferenca entre dois anticorpos. A segunda defini¢do € a do limiar de supressao.
Este valor € a distincia médxima entre dois anticorpos que implica em supressdo. Para este problema
o limiar de supressao escolhido € 0.5.

4
5

no caso do problema de maximizagéo
no caso do problema de maximizagdo
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Solucio do problema

Definidos o problema de otimizacao e os parametros do algoritmo opt-aiNet, 0 mesmo foi execu-
tado e os resultados sdo apresentados na sequéncia. Na figura® 6.7 é apresentada a primeira populagio
de anticorpos gerada pelo algoritmo. Da figura, nota-se que hda 10 anticorpos na populac¢do inicial,
conforme o nimero de anticorpos inicial definido no algoritmo. Na figura 6.8 € apresentada a popu-
lacd@o de anticorpos ap6s a clonagem e perturbacao dos clones na primeira iteragdao. Da figura nota-se
que os anticorpos mais proximos de serem raizes da equagdo geram mais clones, conforme esperado
para o algoritmo. Na figura 6.9 € apresentada a populagdo apds a supressao por limiar na primeira
iteracdo. Da figura nota-se que os anticorpos mais proximos do 6timo permanecem na populacdo,
enquanto os outros sao suprimidos.

As populagdes no inicio, apds clonagem e mutacio e apds supressdo da quinta iteragdo sao apre-
sentadas nas figuras 6.10, 6.11 e 6.12 respectivamente; na nona itera¢ao sdo apresentadas nas figuras
6.13, 6.14 ¢ 6.15; e na décima terceira iteracao sao apresentadas nas figuras 6.16, 6.17 e 6.18. Final-
mente, na figura 6.19 € apresentada a populacdo do algoritmo na décima sexta iteracdo, em que foi
atingido o critério de parada. Da figura nota-se que, na dltima iteracdo, a populacdo € formada por
apenas quatro anticorpos, o que € exatamente igual ao nimero de solu¢des do problema.

As solucdes finais encontradas pelo algoritmo sdo as seguintes:

—1.00000098423437 —2.00000018586194 0.99999999808179 1.99875241691700 (6.3)

que sdo muito proximas das solugdes corretas (-1, -2, 1 e 2).

Na figura 6.20 € apresentada a evolucdo do fitness maximo, ou seja, o fitness do melhor anticorpo
da iteracdo corrente, em funcdo do ndmero da iteracdo. Desta figura nota-se que, quanto mais se
aproxima da solucdo 6tima, maior € o incremento do fitness a cada passo. Isto se deve ao processo de
perturbagdo inversamente proporcional ao fitness, que permite um ajuste fino das solugdes a medida
que se aproxima do 6timo.

Conclusao

Neste exemplo foi ilustrado como a determinagdo de raizes de um polindmio de quarto grau pode
ser resolvida pela definicio de um problema de otimizacdo e pela solu¢do deste problema de oti-
mizacdo com o uso do algoritmo opt-aiNet. O principal objetivo ao se elaborar este exemplo € a
demonstracao da capacidade do algoritmo opt-aiNet em solucionar problemas de otimizacao multi-
objetivo e de sua capacidade de regulacdo automatica do nimero de anticorpos da populagdo. Outro
motivo que levou a elaboragdo deste exemplo € detalhar como algumas etapas do algoritmo foram
implementadas e quais sdo seus parametros de controle principais. A definicdo do problema de otimi-
zacdo também € um simples exemplo do principio utilizado nas propostas feitas nesta tese, detalhadas
no capitulo 7.

®Nas figuras deste exemplo, apesar de os anticorpos serem elementos no eixo z, para uma melhor visualizacio eles
séo representados sobre a curva y(x), definida na equac@o 6.1.
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Populagéo no inicio da iteragéo 1
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Fig. 6.7: Populacao inicial de anticorpos na solucio do exemplo ilustrado na secdo 6.4.

Populagdo apds clonagem na iteragéo 1
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Fig. 6.8: Populacdo de anticorpos na solu¢dao do exemplo ilustrado na se¢do 6.4 apds clonagem e
perturbacao na primeira iteracao.
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Populagdo apés supressao na iteragdo 1
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Fig. 6.9: Populagdo de anticorpos na solucdo do exemplo ilustrado na se¢do 6.4 apds supressao por
limiar na primeira iteragao.

Populagéo no inicio da iteracéo 5
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Fig. 6.10: Populacao de anticorpos no inicio da quinta iteracao na solu¢ao do exemplo ilustrado na
secdo 6.4.



6.4. EXEMPLO DE APLICACAO DO ALGORITMO OPT-AINET 147

Populagédo ap6s clonagem na iteragéo 5
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Fig. 6.11: Populacdo de anticorpos na solu¢do do exemplo ilustrado na secdo 6.4 apds clonagem e
perturbacao na quinta iteracao.

Populagdo ap6s supressao na iteragdo 5
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Fig. 6.12: Populacao de anticorpos na solucdo do exemplo ilustrado na se¢do 6.4 apds supressao por
limiar na quinta iteragao.
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Populagéo no inicio da iteragéo 9
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Fig. 6.13: Populagdo de anticorpos no inicio da nona iteragdo na solucdo do exemplo ilustrado na

secdo 6.4.
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Fig. 6.14: Populacdo de anticorpos na solu¢do do exemplo ilustrado na secdo 6.4 apds clonagem e

perturbacio na nona iteragao.
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Populagdo ap6s supressao na iteragdo 9
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Fig. 6.15: Populacdo de anticorpos na solucdo do exemplo ilustrado na sec¢do 6.4 apds supressao por
limiar na nona iteracao.
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Fig. 6.16: Populacdo de anticorpos no inicio da décima terceira iteracdo na solu¢do do exemplo
ilustrado na se¢do 6.4.
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Populagédo apés clonagem na iteragéo 13
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Fig. 6.17: Populacdo de anticorpos na solu¢do do exemplo ilustrado na secdo 6.4 apds clonagem e
perturbacdo na décima terceira iteracao.
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Fig. 6.18: Populacao de anticorpos na solu¢cdo do exemplo ilustrado na se¢do 6.4 apds supressao por
limiar na décima terceira iteracao.
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Populagéo ao fim do algoritmo
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Fig. 6.19: Solucdo final para o exemplo ilustrado na secdo 6.4. Este resultado foi obtido apds 16
iteracoes.

x 10° Evolugéo do fitness ao longo das iteragcdes

Fitness Maximo

0 2 4 6 8 10 12 14 16
lteragao

Fig. 6.20: Evolucao do fitness maximo em funcdo das iteragdes para a solu¢do do problema definido
na se¢ao 6.4.
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Capitulo 7

Contribuicoes

Neste capitulo, sdo apresentadas as contribui¢des propostas nesta tese. Parte destas contribuicoes
estd ligada a algumas dificuldades enfrentadas para solucdo dos problemas de realizacao e modelagem
de séries temporais no espaco de estado. Basicamente, estas dificuldades ocorrem pois o ponto de
partida para a resolu¢do dos problemas de realizacao e modelagem de séries temporais é o cdlculo
de suas covariancias. Este cédlculo s6 seria exato se fossem disponiveis infinitas amostras da série
temporal, o que ndo ocorre na realidade. Outra fonte de dificuldade € a geracdo dos sinais de entrada
do modelo que realiza a série temporal, que conforme explicitado no capitulo 5, é um ruido branco.
Existem geradores de ruido branco que, ao gerar uma sequéncia de dados cujo nimero de amostras
tende ao infinito, apresentam covariancias de uma série temporal que tende ao ruido branco. No
entanto, quando se quer gerar uma sequéncia de dados finita, a covariancia do sinal se distancia da
covariancia tipica do ruido branco. Outra contribui¢do desta tese € uma técnica para a identificacao
de sistemas lineares multivaridveis variantes no tempo.

Em todas as contribui¢des feitas nesta tese, os problemas enfrentados sdo observados sob a dtica
de problemas de otimiza¢do. Como se tratam de problemas matriciais, em que nao sdo conhecidas
relagdes diretas entre parametros e resultado, s@o utilizadas as técnicas heuristicas de otimizacao co-
nhecidas como algoritmos imuno-inspirados. Detalhes a respeito destes algoritmos sdo apresentados
no capitulo 6 desta tese.

A primeira contribui¢cdo apresentada ¢ um algoritmo para a determinacdo de ruidos brancos com
numeros de amostras quaisquer. Como visto no capitulo 5, a existéncia de ruidos brancos é dada como
garantida nos processos de realizacdo e modelagem de séries temporais. No entanto, em muitos casos
se tem interesse em gerar séries temporais com amostras finitas, o que depende de um ruido branco
com o mesmo ndmero de amostras. Caso este nimero seja pequeno, o sinal gerado por geradores
pseudoaleatdrios ndo € um ruido branco, levando a problemas no processo de realizacdo de séries
temporais

A segunda contribuicdo apresentada neste capitulo é um algoritmo para a solucido de equacdes
algébricas de Riccati. Dependendo da amostra de série temporal disponivel, a fatoracdo da matriz de
covariancia leva a matrizes que, quando combinadas na equacio de Riccati, ferem as condi¢des de
existéncia de solucdes para esta equacgado, tornando o problema de realizacdo insolivel. O algoritmo
apresentado nesta tese encontra solugdes aproximadas para estes casos, permitindo a continuidade do
problema de realizacdo de séries temporais.

A terceira contribuicao desta tese € voltada ao problema de modelagem de séries temporais. No
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caso em que as covariancias da série temporal encontrada sdo tais que as condicdes de existéncia para
modelos que realizam séries temporais sdo feridas, ndo € possivel resolver o problema de realizacao,
e consequentemente também ndo é possivel resolver o problema de modelagem. Nestes casos é
possivel determinar modelos aproximados a partir do algoritmo proposto nesta tese.

A quarta contribui¢do destacada € a identificacdo de sistemas lineares multivaridveis variantes no
tempo. Conforme descrito no capitulo 3, existem métodos para identificacdo de sistemas variantes no
tempo que partem da divisdo das amostras de entradas e saidas do sistema em conjuntos de tamanho
tal que, dentro destas amostras, ndo ha varia¢do do sistema. A cada um destes conjuntos de amostras
¢ aplicado o método MOESP, também descrito no capitulo 3, e um modelo ¢ determinado para cada
conjunto de amostras. No entanto, caso o sistema varie rapidamente, o conjunto de amostras para o
qual ndo h4 variacdo significativa do sistema € pequeno e o método MOESP falha ao ser aplicado.
Para lidar com este problema, foi proposto um algoritmo detalhado mais adiante.

A cada uma das contribui¢des indicadas acima € dedicada uma secdo deste capitulo.

7.1 Proposta para geracao de ruidos brancos

Conforme ja discutido no capitulo 5 desta tese, uma maneira de se gerar uma realizacdo de uma
série temporal é encontrar o0 modelo em espaco de estado que realiza a série a partir de algum dos
algoritmos discutidos naquele capitulo e entdo aplicar como entrada a este modelo um ruido branco,
com um ndmero de amostras igual ao nimero de amostras da realizacao da série temporal que se quer
gerar. Em geral, se presume que um ruido branco com niimero de amostras finito possa ser obtido com
o uso de rotinas de geracdo de nimeros aleatdrios, conhecidas como geradores pseudo-aleatorios. No
entanto, como serd discutido nesta se¢do, estas rotinas produzem ruidos brancos apenas quando o
nimero de amostras tende a infinito. No caso de um nimero limitado de amostras, o sinal gerado por
estas rotinas ndo € um ruido branco ideal. Consequentemente, ao se usar um sinal obtido com o uso
de um gerador pseudo-aleatério como entrada de um modelo de realizacao de série temporal, a saida
nao serd de fato uma realizacdo da série temporal.

Nesta secao € apresentado um algoritmo imuno-inspirado proposto para a geracao de ruidos bran-
cos com nuimero de amostras finito qualquer. O método proposto nesta se¢ao produz ruidos brancos
mais proximos do ruido branco ideal do que rotinas de geracao de ruidos brancos disponiveis no MA-
TLAB. Consequentemente, os resultados da realiza¢do de uma série temporal usando como entrada o
sinal produzido pela rotina proposta nesta secdo sao melhores do que os resultados obtidos ao se usar
um ruido branco gerado pelo gerador pseudo-aleatério do MATLAB.

Nesta secao também € apresentada uma discussao a respeito da relacao entre o nimero de amos-
tras do ruido branco e a proximidade entre o sinal gerado pela rotina proposta e o ruido branco ideal.
Esta mesma comparacgio € feita para o ruido branco gerado pelo MATLAB e a partir disto chega-se a
algumas conclusdes relativas ao intervalo de nimero de amostras em que o algoritmo proposto nesta
secdo produz resultados superiores aos do algoritmo pseudo-aleatério.

Por fim, serd apresentada uma discussdo a respeito do espectro dos sinais gerados pelo algoritmo
proposto nesta se¢do e o sinal obtido com o gerador pseudo-aleatério do MATLAB. A partir desta
discussdo serd possivel notar que existem duas defini¢des de ruido branco, sendo uma delas no domi-
nio do tempo e a outra no dominio da frequéncia. Conforme serd apresentado, para um nimero finito
de amostras, tanto o sinal gerado pela rotina proposta nesta se¢ao quanto o sinal criado pelo gerador
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Fig. 7.1: Covariancias do ruido branco bidimensional ideal para A = 75,

pseudo-aleatério do MATLAB satisfazem a defini¢do de ruido branco no dominio da frequéncia. No
entanto, a rotina apresentada nesta se¢do € mais proxima de um ruido branco ideal que a rotina gerada
pelo MATLAB quando a definicdo de ruido branco no dominio do tempo € empregada.

Os resultados apresentados nesta secdo em parte estdo publicados no artigo [37].

7.1.1 Ruido branco

No dominio do tempo, o ruido branco € uma série temporal (ou processo estocdstico) de segunda
ordem, que tem média zero e em que todas as amostras tomadas em instantes de tempo diferentes sdo
descorrelacionadas entre si. Algebricamente, isto significa que a série temporal discreta multivaridvel

e(k) € R™ € um ruido branco discreto apenas se o seu vetor de médias p € R" e suas matrizes de
covariancia A, (t) € R"*" sdo os seguintes:

p = Ele(k)] = 0, (7.1)

A =0

A0 = Bkl + 7 {
em que 0,, é o vetor nulo do espago R", A € R"X" ¢ uma matriz de nimeros reais, 0,,x,, ¢ a matriz
nula do espago R™*™, ¢ ¢ um nimero inteiro definido como atraso e E|[-] é o operador de esperanga. Na
figura 7.1 € plotada a covariancia do ruido branco ideal com n = 2 ¢ A igual a matriz identidade. Em

cada um dos sub-graficos um dos elementos da matriz A é plotado, sendo que seu valor é representado
no eixo das ordenadas e o valor do atraso (lag) € representado no eixo das abscissas.



156 CAPITULO 7. CONTRIBUICOES

2 2

1 x 1
= &
T Of  OSBReoeoniet 2 0f SRR R e
< <

-1 -

_2 -2

0 20 40 0 20 40
Lag Lag

2 2

1 1 x
= &
A O SRR R o O el s
< <

-1 -1

2 2

0 20 40 0 20 40
Lag Lag

Fig. 7.2: Covariancias de um ruido branco bidimensional criado com a rotina randn do MATLAB

Este sinal € conhecido como ruido branco pois sua densidade espectral € plana, o que pode ser
observado facilmente ao se aplicar a transformada Z a covariancia apresentada na equagao 7.2. Desta
forma, o sinal é semelhante a luz branca, que também tem densidade espectral plana. O fato de o
ruido branco definido no dominio do tempo ter um espectro plano ndo significa que todo sinal com
espectro plano tenha a transformada Z inversa que satisfaca a defini¢do do ruido branco no dominio
do tempo, conforme serd discutido mais adiante nesta se¢ao da tese.

O ruido branco €é um sinal amplamente utilizado em processamento de sinais e também € o sinal
padrao que deve ser usado na realizacao de séries temporais, conforme ja apresentado no capitulo 5.
Apesar deste sinal ser usado em diversas aplicacdes, ndo € possivel gerd-lo exatamente conforme o
sinal apresentado na equagdo 7.2. Sendo assim, ao se usar um sinal criado por um gerador pseudo-
aleatdrio para se encontrar a realizacdo de uma série temporal, os resultados nao sdo muito precisos.
Na figura 7.2 sdo apresentadas as covariancias de um sinal criado por um gerador pseudo-aleatério
existente no MATLAB. Ao se comparar estas covariancias com as do ruido branco ideal apresentado
na figura 7.1, nota-se claramente que este sinal ndo € um ruido branco ideal no dominio do tempo.

Nas covariancias apresentadas na figura 7.2, além de se ter elementos de covaridncia diferentes
de zero para atrasos diferentes de zero, tem-se também uma covaridncia aleatdria para o atraso igual
a zero. Conforme descrito no capitulo 5, um dos resultados dos algoritmos de realizacdo de séries
temporais € a covariancia para atraso zero do ruido branco que deve ser dado como entrada no modelo
em espago de estado obtido, para que a saida deste modelo seja de fato uma realizacdo da série
temporal que se quer realizar. Sendo assim, para se aplicar na realizacdo de séries temporais um
ruido branco criado por um gerador pseudo-aleatdrio, deve-se forca-lo a ter média zero e covariancia
para atraso zero igual a obtida a partir do método de realizacao de séries temporais.

Para transformar um sinal qualquer em um sinal com média zero e uma determindada covariincia
A para atraso zero, o seguinte procedimento pode ser adotado: Sejam . a média e cov, a covariancia
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para atraso zero de um sinal e, € R*"*" gerado, por exemplo, por um gerador pseudo-aleatério. Seja
A a covariancia desejada para este sinal. O primeiro passo € transformar o sinal e, em um sinal e,
com média zero. Para isto a seguinte operagcao deve ser feita:

€om = €s — ,uelnXN (73)

em que 1,,x v é a matriz unitéria do espaco R"*¥.

Para transformar o sinal eg,, em um sinal e¢; com covaridncia A para atraso zero, a seguinte
operagdo deve ser feita:

e1 = Teom (7.4)

Em que 7' pode ser encontrado da seguinte forma:

A = Eleel] =
= A =TFE[egmel, |TT =
= cov, A = cov,Tcov,TT =
= cov.A = cov T (Teov, )" = (7.5)
= covA = (cov,T)? =
= (cov.A)z = cov. T =

= T = cov;(cov,A)/?

Uma vez que A e cov, sdo matrizes simétricas.

Mesmo sendo e; um sinal com média zero e covariancia A para atraso zero, suas covariancias
para atrasos diferentes de zero ndo sao nulas e portanto este sinal ndo ¢ um ruido branco no dominio
do tempo. Na figura 7.3 sdo apresentadas as covariancias de um sinal resultante da aplicagdo das
equacdes 7.3 e 7.4 ao sinal cujas covariancias sdo apresentadas na figura 7.2, para for¢d-lo a ter uma
covariancia A para atraso zero igual 4 matriz identidade do espaco R2*? (denotada como Z,,). Da
figura nota-se que a covariancia para atraso zero de fato ¢ A, como desejado. No entanto, as outras
covariancias nao sao nulas e portanto o sinal cujas covariancias sdo apresentadas na figura 7.3 nao é
um ruido branco no dominio do tempo.

Como o sinal obtido ndo € um ruido branco ideal no dominio do tempo, o resultado da realizagdo
de uma série temporal usando este sinal como entrada ndo serd tdo preciso quanto seria caso fosse
possivel criar um ruido branco ideal no dominio do tempo. Para reduzir este problema, nesta secao é
proposto um método para a geragao de um sinal o mais préximo possivel de um ruido branco ideal no
dominio do tempo. Este método é baseado na minimizacdo da distancia entre as covariancias de um
sinal e as covaridncias do ruido branco ideal. Para se realizar esta minimizag¢do € proposto um método
heuristico imuno-inspirado. A seguir, serd apresentado como o problema de geragcdo de ruido branco
pode ser visto como um problema de otimizac¢do e mais adiante o algoritmo proposto para resolver
este problema de otimizacao.
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Fig. 7.3: Sinal com covariancia Z,,, para atraso zero obtido com a aplicacdo da equagdo 7.4 ao sinal
apresentado na figura 7.2

7.1.2 Geracao de ruido branco vista como um problema de otimizacao

A geragdo de ruidos brancos pode ser vista como um problema de otimizac¢do ao se interpretar
o problema como o de encontrar um sinal cujas covariancias tenham a menor distancia possivel as
covariancias do ruido branco ideal. Algebricamente, o problema é encontrar uma sequéncia e(k) cujas
covariancias satisfacam a equacdo 7.2 para uma determinada matriz A. Os detalhes deste problema
de otimizac¢do sdo apresentados a seguir:

Solucoes candidatas

As solugdes candidatas sdo as sequéncias de vetores e (k) € R", em que n é a dimensdo do
ruido branco que se quer gerare k = 1... /N, em que N € o nimero de amostras que se quer gerar
para o ruido branco.

Funcio objetivo

Conforme ja discutido, deve-se encontrar a solu¢do candidata que cujas covariancias tenham a
menor distancia para as covariancias do ruido branco ideal. Sendo assim, deve-se definir um critério
de distancia entre covariancias, o que ¢ feito a seguir:

Seja a matriz A.g(t) € "X a covariancia da solucdo candidata e., para o atraso ¢, sendo
t =1... N, ouseja, apenas para atrasos diferentes de zero, conforme definido a seguir:

Acst(t) = Elecst(k)ecst(k +1)7] (7.6)
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A distancia entre cada matriz A.4(t) e a matriz 0,,x,, € um escalar definido como d(t) e segue a
equagdo abaixo:

n

> (BerlVin)’ (.7)

n
i=1j=1

d(t) =

em que A (1)) é o termo da linha 4 e coluna j da matriz A (t). A definicdo desta distancia entre
matrizes € baseada na distancia euclidiana entre dois vetores, que € a raiz da soma dos quadrados das
diferengas entre cada termo dos dois vetores. Como neste caso uma das matrizes € nula, a diferenca
entre os termos é simplesmente o termo da matriz A..

Definida a distancia, basta definir agora a fungdo objetivo do problema. Seja w(t) um peso qual-
quer, definido para o instante ¢. A func@o objetivo f(e..(k)) a ser maximizada é entéo definida da
seguinte forma:

N
f(een(h)) = =)
iy w(t)d(t)
Esta funcdo objetivo é maior a medida que as covaridncias de e.g; para atrasos diferentes de zero
se aproximam de 0,,x,,. O vetor de pesos € introduzido para aumentar a influéncia de covariancias
de atrasos mais préximos de zero no célculo das distancias, uma vez que covariancias para atrasos
préoximos de zero tém mais influéncia nos resultados da realizagao de séries temporais. A somatdria
dos pesos foi introduzida no numerador da fun¢do objetivo para permitir a comparagao dos resultados
de fungdes objetivos com diferentes vetores de pesos e até mesmo com diferentes nimeros de amos-
tras. Em linhas gerais, esta funcdo objetivo nada mais € que o inverso de uma média ponderada das
distancias das covariancias das solucdes candidatas para atrasos diferentes de zero e o zero do espaco
em que estas covariancias sao definidas.

(7.8)

Enunciado do problema de otimizacao

Tomando por base as definicdes acima, o problema de otimizacdo que leva a obten¢do de um ruido
branco € o seguinte:

Sejam as sequéncias de vetores n-dimensionais e.q(k), k = 1...N, em que N € o
niimero de amostras e n é a dimensdo do ruido branco que se quer gerar. Determine a
sequéncia e.q (k) que maximiza a seguinte fungdo objetivo:

21{\;1 w(t)

fleest(k)) = SN w(t)d(t)

em que w(t) é uma fungdo de pesos, que pode ser escolhida de maneira conveniente, e
d(t) é a distdncia entre a covaridncia da solu¢do candidata e q(k) e o zero do espago
em que as covaridncias estdo definidas, ou seja:

(Aest (t)(z,])) ’

1

at) = ||

(2

n
:1]

n
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e Aest(t)(ij) € o termo na i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz A.y(t), que é a
covaridncia para atraso t da solucdo candidata e s (k), conforme abaixo:

Acst(t) = Elees(k)ees (k +1)7]

7.1.3 Algoritmo proposto

O algoritmo proposto para solu¢do do problema de otimizacdo apresentado na sec¢do anterior é
baseado no algoritmo opt-aiNet, apresentado no capitulo 6 desta tese. Para aplicacio deste algoritmo
s@o necessdrias algumas definicdes, feitas a seguir:

Anticorpos

Ao se aplicar os algoritmos imuno-inspirados para solu¢ao de um problema de otimizacdo, os
anticorpos devem ter uma relagdo direta as solucdes candidatas. No caso deste problema, como
as solugdes candidatas sdo sequéncias de vetores de dimensdo n com /N amostras, 0s anticorpos
escolhidos sdo matrizes e.; € R™*Y em que N é o nimero de amostras que se quer gerar de ruido
branco e n € a dimensao deste ruido branco. A k-ésima coluna da matriz e, representa a amostra da
série temporal candidata no instante de tempo k — 1.

Funcao de fitness

A funcdo de fitness escolhida € a propria fun¢do objetivo do problema, definida na equacao 7.8.

Peculiaridades de implementacao

Devido a natureza do problema, o algoritmo proposto apresenta algumas diferengas com relagao
ao algoritmo opt-aiNet original. Estas diferengas sdo descritas a seguir:

Inicialmente, apds a geracdo aleatéria da populagdo inicial, € feita uma etapa de tratamento dos
anticorpos com as equagdes 7.3 e 7.4, de forma que suas médias sdo forcadas a serem nulas e suas co-
variancias para atraso zero sio forcadas a serem uma matriz A escolhida pelo usudrio. Este tratamento
numérico € repetido na etapa em que novos anticorpos aleatdrios sdo introduzidos na populagdo, ao
final de cada iteragc@o. De forma semelhante, apds cada clonagem, os anticorpos gerados pelos clones
perturbados sdo for¢ados a terem média zero e covariancia para atraso zero igual a A.

Com os procedimentos destacados acima, garante-se que todos anticorpos na populacao represen-
tardo sequéncias com média nula e covariancia para atraso zero igual a um determinado A estipulado.
Consequentemente, o objeto de otimizagdo se torna apenas a distancia entre as covariancias para atra-
sos diferentes de zero e a matriz nula 0, x,,. Como as covariancias para atrasos mais proximos de zero
sdao melhor estimadas, uma vez que ha mais amostras disponiveis para o cdlculo destes valores, a dis-
tancia das covariancias para atrasos mais préximos de zero tém sua importancia destacada na funcdo
objetivo a ser otimizada devido a introducdo do vetor de pesos w conveniente para este objetivo.

Uma outra alternativa de implementagdo do algoritmo seria incluir na func¢ao objetivo também a
distncia entre a covariancia para atraso zero das solu¢des candidatas e a matriz A que representa
a covariancia desejada para atraso zero. Neste caso, ndo seria necessdrio aplicar a equacdo 7.4 aos
anticorpos na gera¢ao da populagdo inicial, durante a etapa de inser¢ao de individuos aleatdrios e aos
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clones perturbados. Esta variacdo chegou a ser implementada, mas os resultados ndo foram tao bons
quanto a alternativa descrita nos pardgrafos acima, pois ndo se garante que o valor da covariancia de
atraso zero do individuo de maior fitness seja exatamente igual a matriz A desejada. Desta forma, o
resultado da realizacdo das séries temporais usando os individuos criados com esta alternativa nao é
tdo bom quanto o encontrado com a alternativa anterior.

O fluxograma do algoritmo proposto € apresentado na figura 7.4

7.1.4 Exemplo de aplicacao do ruido branco a realizaciao de séries temporais

O algoritmo proposto foi implementado e os ruidos brancos encontrados foram aplicados na rea-
lizacdo de uma série temporal usando o método proposto por Aoki, descrito no capitulo 5. Para gerar
a realizagdo da série temporal que servird como benchmark, um ruido branco foi aplicado a modelo
em espacgo de estado descrito na equacao 5.82, tendo as seguintes matrizes:

0.2128  0.1360  0.1979 —0.0836
A 0.1808  0.4420 —0.3279 0.2344 (7.9)
| —0.5182 0.1728 —0.5488 —0.3083 '

0.2252 —0.0541 —0.4679 0.8290

| 0.6557 —0.2502 —0.5188 —0.1229

¢= 0.6532 —0.1583 —0.055 —0.2497

(7.10)

—0.0016  0.2209
—1.6146 —1.0061
K= —1.2287 —0.4531 (7.1

0.2047  1.3995

Ap6s a geragdo da realizacdo da série temporal a partir do modelo acima, o procedimento de reali-
zacdo proposto por Aoki descrito no capitulo 5 foi aplicado e as seguintes matrizes foram estimadas:

r0.5116  0.5091 —0.2145 0.1607 7
0.1397 0.3565 0.6143  0.0786

Acst = 0.1967 —0.4372 0.0632  0.8832 (7.12)
| 0.2177 —0.2489 —0.5926 —0.2344 |
[ —0.8870 0.5243 —0.1399 0.2808 |

Cest__—o.86o3 —0.0319 —0.1230 0.0332 | (7.13)

0.1426 —0.4116

K. — 0.2779  0.0443 (7.14)

0.0265 0.0875
0.2648 —0.0092

Apesar de as matrizes A .y ¢ C.q encontradas serem diferentes das matrizes A e C' originais, os
parametros de Markov do sistema original e do sistema estimado sdo da mesma ordem de grandeza,
conforme pode ser constatado com os resultados abaixo. Nas equagdes 7.15, 7.16 e 7.17 sdo apresen-
tados os primeiros trés parametros de Markov do sistema original e nas equagdes 7.18, 7.19 e 7.20 sdo
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Fig. 7.4: Fluxograma do algoritmo imuno-inspirado para geracdo de ruidos brancos
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apresentados os trés primeiros parametros de Markov do sistema encontrado com o método proposto
por Aoki:

cur- [ b7t s
ca - [ b e
caras - | 200 ot
S

ottt [ 0200 102
ot [ b

A matriz de covariancia para atraso zero A, do ruido branco que deve ser aplicado ao sistema
formado pelas matrizes A.y, Ko € Ceq para a geragdo da série temporal determinada pelo método
proposto por Aoki € a seguinte:

2.3747 0.6450 ] (7.21)

Best = [ 0.6450 2.1173

Encontrado o modelo em espaco de estado descrito acima, duas abordagens foram adotadas para a
criacdo de um ruido branco a ser aplicado como entrada no modelo para a realiza¢io da série temporal.
A primeira delas foi a simples aplicacdo das equagdes 7.3 e 7.4 a uma sequéncia de nimeros obtida
com um gerador pseudo aleatdrio, forcando esta sequéncia a ter média zero e a covariancia para
atraso zero A, descrita acima. A segunda delas foi a aplicagdo do algoritmo proposto nesta tese.
A variagdo em func¢do do atraso dos quatro elementos das matrizes de covariancia dos dois ruidos
brancos gerados sdo apresentados respectivamente nas figuras 7.5 e 7.6. A partir das figuras nota-se
que o ruido branco gerado com o método proposto nesta tese € mais proximo do ruido branco ideal
(ver figura 7.1) que o sinal criado com o gerador pseudo-aleatério.

Os sinais apresentados nas figuras 7.5 e 7.6 foram aplicados como entrada no modelo formado
pelas matrizes Ay, K. € Ces encontradas com o método de realizacdo de séries temporais. As
covariancias das saidas dos modelos foram calculadas e plotadas juntamente com as covariancias da
série temporal original. Nas figuras 7.7, 7.8, 7.9 e 7.10 sdo apresentados os termos das covariancias
da série temporal de benchmark e de saida do modelo estimado tendo como entrada o ruido branco
gerado com a rotina randn do MATLAB. Nas figuras 7.11, 7.12, 7.13 e 7.14 sdo apresentados os
termos de covariancia da série temporal de benchmark e os termos de covariancia da série temporal
obtida ao se aplicar ao modelo estimado o ruido branco obtido com o método proposto nesta tese. A
partir das figuras apresentadas nota-se que os resultados obtidos com o uso da entrada definida pelo
método proposto nesta tese sdo melhores que os resultados obtidos com o uso de um ruido branco
criado por um gerador pseudo-aleatorio.
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Fig. 7.5: Covariancias do ruido branco gerado com o gerador pseudo-aleatorio
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Fig. 7.6: 1 Covariancias do ruido branco gerado com o algoritmo proposto nesta tese
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Fig. 7.7: Termo (1,1) das covariancias da série temporal a ser realizada e da realizac@o obtida ao se
aplicar um ruido branco criado por um gerador pseudo-aleatdrio no modelo encontrado com o método

Aoki.
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Fig. 7.8: Termo (1,2) das covariancias da série temporal a ser realizada e da realizac@o obtida ao se
aplicar um ruido branco criado por um gerador pseudo-aleatdrio no modelo encontrado com o método

Aoki.
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Fig. 7.9: Termo (2,1) das covariancias da série temporal a ser realizada e da realizac@o obtida ao se
aplicar um ruido branco criado por um gerador pseudo-aleatério no modelo encontrado com o método

Aoki.
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Fig. 7.10: Termo (2,2) das covariancias da série temporal a ser realizada e da realizacdo obtida ao se
aplicar um ruido branco criado por um gerador pseudo-aleatério no modelo encontrado com o método

Aoki.
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Fig. 7.11: Termo (1,1) das covariancias da série temporal a ser realizada e da realizacao obtida ao
se aplicar um ruido branco criado pelo algoritmo proposto nesta tese no modelo encontrado com o
método Aoki.
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Fig. 7.12: Termo (1,2) das covariancias da série temporal a ser realizada e da realizacao obtida ao
se aplicar um ruido branco criado pelo algoritmo proposto nesta tese no modelo encontrado com o
método Aoki.
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Fig. 7.13: Termo (2,1) das covariancias da série temporal a ser realizada e da realizacdo obtida ao
se aplicar um ruido branco criado pelo algoritmo proposto nesta tese no modelo encontrado com o

método Aoki.
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Fig. 7.14: Termo (2,2) das covariancias da série temporal a ser realizada e da realizacdo obtida ao
se aplicar um ruido branco criado pelo algoritmo proposto nesta tese no modelo encontrado com o

método Aoki.
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7.1.5 Influéncia do niimero de amostras no método proposto

Para avaliar a influéncia do niimero de amostras desejado para o ruido branco no fitness do melhor
individuo obtido pelo método proposto neste artigo, este método e a rotina randn do MATLAB foram
executados para diferentes nimeros de amostras e os fitness foram comparados.

Para cada diferente nimero de amostras N para o qual o algoritmo imuno-inspirado foi executado,
foi necessdrio variar o limiar de supressdo, uma vez que a dimensao do espago de busca (que é nz N
conforme discutido anteriormente) varia em fun¢ao do nimero de amostras. Caso o limiar de supres-
sdo ndo fosse alterado, o nimero de anticorpos na populacdo tenderia a um valor desnecessariamente
grande, aumentando o esfor¢o computacional necessério a cada iteracao.

Para ajustar o limiar de supressdo em fun¢do do nimero de amostras, um método automatico de
regulacdo € proposto. Este método funciona da seguinte forma: o algoritmo ¢ inicializado com o
menor nimero de amostras para o qual se quer realizar o cdlculo. A cada variacdo de nimero de
amostras, o ndmero de individuos na primeira iteracdo do algoritmo imuno-inspirado é comparado
a um numero maximo de individuos desejado. Caso o numero de individuos na primeira iteracdo
seja maior que o nimero maximo, o algoritmo imuno-inspirado € reinicializado para aquele mesmo
nimero de amostras, mas o limiar de supressdo € acrescido de um valor fixo. Isto € repetido até que
se tenha um nimero de individuos apds a primeira iteracio menor que o valor maximo de individuos.
Desta forma, se torna possivel executar o algoritmo imuno-inspirado sem necessidade de ajustes
manuais em fun¢do da variagdo do espaco de busca.

Na figura 7.15 o melhor fitness obtido pelo método proposto nesta tese € plotado em func¢do do
nimero de amostras. Na figura também € apresentado o fitness da solucao obtida com a rotina randn
do MATLAB em funcdo do nimero de amostras. A partir da figura, observa-se que a medida que o
nimero de amostras aumenta, o fitness obtido com o algoritmo imuno-inspirado diminui devido ao
aumento do espago de busca, uma vez que em um espago maior a obtencao de uma solucio 6tima é
mais custosa. Por outro lado, o fitness da rotina randn do MATLAB cresce cada vez mais, uma vez
que, a medida que o nimero de amostras tende a infinito, se tem melhores estimativas da covariancia
das séries e o algoritmo pseudo-aleatorio € tal que sua covariancia tende a do ruido branco quando o
nimero de amostras tende a infinito.

A partir da figura 7.15 nota-se que ha um limite de niimero de amostras para o qual o algoritmo
proposto nesta tese € vantajoso.

7.1.6 Analise espectral

O espectro dos ruidos brancos obtidos com a rotina randn do MATLAB e com o algoritmo pro-
posto neste artigo foram calculados para todos os nimeros de amostras discutidos na se¢ao anterior e
em todos os casos o espectro é plano e igual 2 matriz identidade do espago R?*2. Na figura 7.16 sdo
apresentados os espectros para o experimento em que o nimero de amostras € igual a 100.

Com este resultado, nota-se que mesmo ndo sendo possivel determinar um ruido branco ideal
no dominio do tempo, os sinais gerados pelos dois algoritmos sdo ruidos brancos no dominio da
frequéncia, ou seja, tém um espectro plano.
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Fig. 7.15: Fitness maximo obtido em funcao do niimero de amostras para o algoritmo proposto neste
artigo e para a rotina randn do MATLAB
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Fig. 7.16: Espectro do ruido branco para nimero de amostras igual a 100.
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7.1.7 Conclusoes

Nesta secdo foi proposto um método imuno-inspirado para a geracdo de sequéncias de nimeros
0 mais proximas o possivel de um ruido branco no dominio do tempo. Este objetivo € atingido ao se
interpretar o problema de geracdo de ruidos brancos como um problema de otimizacao e ao se aplicar
um algoritmo imuno-inspirado para resolver este problema. No dominio do tempo, ou seja, ao se
observar as covariancias, os resultados obtidos com o algoritmo proposto nesta se¢do sdo melhores
que os resultados obtidos pela rotina randn do MATLAB quando o nimero de amostras € limitado a
um certo nimero. Consequentemente, ao se aplicar o sinal obtido nesta secao como entrada de um
modelo que gera a realizacao de uma série temporal, os resultados sdo melhores que os obtidos ao se
aplicar como entrada no modelo um sinal gerado pelo gerador pseudo-aleatério randn do MATLAB.

Também foi demonstrado que o algoritmo proposto tem desempenho melhor do que a rotina randn
para um certo nimero de amostras. Para um nimero de amostras tendendo a oo, o algoritmo proposto
tem algumas limita¢des devidas ao aumento do espago de busca.

A partir da andlise espectral dos sinais gerados pelo algoritmo proposto nesta secdo € por um
gerador pseudo-aleatdrio, nota-se que ambos tém espectro plano, ou seja, ambos sdo ruidos brancos
no dominio da frequéncia. Isto leva a conclusido de que a definicdo de ruido branco depende do
dominio que se estd tratando e que um ruido branco no dominio da frequéncia ndo necessariamente é
um ruido branco no dominio do tempo. Como para a realizacdo de séries temporais € necessario o uso
de um ruido branco com nimero de amostras limitadas, no dominio do tempo, ndo € qualquer ruido
branco no dominio da frequéncia que implica em bons resultados na realizagdo de séries temporais.

7.2 Proposta para solucao da equacao de Riccati

Como visto no capitulo 5, o método proposto por Aoki leva a uma equacio algébrica de Riccati
5.105, cuja solugdo X € fundamental para a conclusdo da resolu¢do do problema de realizacdo de
séries temporais. No entanto, em alguns casos, a amostra disponivel da série temporal leva a matrizes
A, M, e C tais que a solucdo da equagdo algébrica de Riccati encontrada nao € possivel. Nestes casos,
para determinar solu¢gdes aproximadas ., o problema de solu¢do de equacdo de Riccati foi reformu-
lado como um problema de otimizacao, que foi solucionado com um algoritmo imuno-inspirado.

7.2.1 Solucao da equacao de Riccati como um problema de otimizaciao

O problema de otimizac¢ao relacionado a solu¢do da equacdo de Riccati tem suas caracteristicas
destacadas a seguir

Solucoes candidatas

As solucdes candidatas sdo as matrizes Y € R"~X" definidas positivas e simétricas, em que n é a
ordem do modelo que se quer estimar.
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Funcio objetivo

Sejam A, M,, C' e A(0) as matrizes resultantes das decomposi¢des das matrizes de covaridncias
envolvidas nos primeiros passos da resolu¢cdo do problema de realiza¢do de séries temporais pelo
método Aoki. A funcdo objetivo € o valor absoluto da equagdo algébrica de Riccati 5.105 com todos
os elementos nao nulos isolados de um dos lados da igualdade, ou seja:

f(E) = |2 — ASAT — (M, — ASCT)(A(0) — CECT) 1 (M, — AXCT)T| (7.22)

Se for encontrado um ¥ tal que a fungdo f(X) definida acima seja igual ao zero do espago R"*",
este 2 € uma solugdo exata da equacdo algébrica de Riccati. Caso ndo exista solugdo exata, o valor
de > que minimiza a fun¢do acima €é uma aproximac¢do da solucdo da equacgdo algébrica de Riccati.

Restricoes

As restri¢des impostas ao problema se devem ao fato de a matriz > ser uma matriz de covariancia,
e que portanto, deve ser definida positiva e simétrica. Outra restricdo tem relagdo com a matriz A,
que € calculada a partir de .. Esta é uma matriz de autocovariancia, portanto todos seus elementos
devem ser positivos.

Enunciado do problema de otimizacao

Resumindo a discussdo acima, o problema de solu¢do da equagdo de Riccati pode ser transfor-
mado no seguinte problema de otimizagao:

Dadas as matrizes A, My, C' e A(0), encontre a matriz ¥ que minimiza

f(2) =2 — ASAT — (My — AXCT)(A(0) — CECT) (M — AXCT)T
Sujeita a:

2 >0

»=x7

Aji = (Ag — CZCT)jy, > 0

em que Aji, € o elemento na j-ésima linha e k-ésima coluna da matriz A.

7.2.2 Algoritmo proposto

As principais defini¢des a respeito do algoritmo imuno-inspirado proposto para a solucao do pro-
blema de otimizacao que leva a solucao da equacdo algébrica de Riccati sdo destacadas nesta secao.
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Anticorpos

Neste caso os anticorpos sdo simplesmente matrizes ¥ € R"X", que sdo as solugdes candidatas
do problema de otimizacao.

Funcio de fitness

A funcdo de fitness para este problema deve ser tal que, quanto menor a distdncia da fungdo
objetivo f(3J) definida na equacdo 7.22, aplicada a um determinado anticorpo X, ao zero do espago
R"X" maior € o valor do fitness daquele anticorpo. Isto é feito para que o problema possa ser tratado
como um problema de maximiza¢do. Com isto, a funcdo de fitness é definida da seguinte maneira:

1
a \/2?21 ?:1 f(Z)%m)

em que f(X)(;) € o termo da linha 4 e da coluna j da matriz f(3), que é o resultado da fungdo
objetivo definida na equagdo 7.22 aplicada a um determinado anticorpo ..

fitness(X) (7.23)

Peculiaridades de implementacao

Como o problema de otimizacdo a ser resolvido tem restricdes, o algoritmo opt-aiNet foi alte-
rado resultando em um algoritmo denominado Imuno-Riccati. As principais caracteristicas do novo
algoritmo proposto que o diferem de um algoritmo imuno-inspirado comum sdo as seguintes:

* Criagdo de solucdes candidatas factiveis:

Toda solugdo candidata no conjunto inicial de anticorpos deve ser factivel. Para garantir que isto
ocorra, um lagco gera anticorpos e testa sua factibilidade, aplicando ao anticorpo as restricdes
do problema. Caso o anticorpo seja uma solucdo factivel, ele € mantido na populagdo. Caso
contrdrio, ele é descartado. Este laco € mantido até que se encontre um niimero de solugdes
factiveis igual ao nimero de anticorpos inicial desejado.

* Mutacoes:

As solugdes X devem ser sempre simétricas. Para manter a simetria das solugdes ao se aplicar
as mutagdes, todas as matrizes de mutacdo geradas sdo simétricas. Desta maneira se garante
que a restricdo X = X7 é sempre satisfeita.

* Supressao de clones nao factiveis:

Para garantir a factibilidade das solucdes exploradas pelo algoritmo, apds o processo de clona-
gem, todos os anticorpos sdo submetidos a verificacao de sua factibilidade. Caso a perturbagao
dos clones tenha implicado em criacao de um anticorpo nao factivel, outra perturbagdo é gerada
e adicionada ao clone, até que se chegue a um clone perturbado factivel.

* Insercdo de novos anticorpos:

A exemplo do que € feito na criagdo do conjunto de anticorpos inicial, 0s novos anticorpos
inseridos ao final de cada lago do algoritmo sdo testados para verificar a factibilidade. Sao
inseridos na populacdo apenas novos individuos factiveis.
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* Critério de parada:

O critério de parada do algoritmo € o erro admissivel na solu¢do. Neste caso especifico, o
algoritmo € encerrado quando a distancia euclidiana entre o melhor anticorpo da populacio e
o zero do espaco em que o anticorpo € definido € menor que um residuo dado como parametro
de entrada ao algoritmo.

Na figura 7.17 € apresentado um fluxograma do algoritmo imuno-riccati contendo as caracteristi-
cas destacadas acima.

Para se ter uma boa performance do algoritmo imuno-inspirado é necessdrio que se faca um ajuste
correto de seus parametros de controle, que sao listados a seguir:

* Ordem de grandeza

As solucdes candidatas sdo escolhidas como matrizes aleatérias do espaco 3*"*". No entanto,
as solugdes desejadas para a equacdio de Riccati estdo limitadas a um subespago de R"~".
Sendo assim, as solug¢des candidatas podem ser limitadas a um hipercubo do espago R"*", que
tem a dimensao definida pela variavel ordem de grandeza. Se a ordem de grandeza € muito alta,
o tempo de convergéncia da solucdo também serd muito alto, uma vez que havera um grande
espaco de busca. Por outro lado, se este nimero for muito baixo, é possivel que a solug¢do
do problema de otimizagdo esteja fora do hipercubo delimitado e ndo serd encontrada pelo
algoritmo.

* Grau de perturbacao

A mutagdo dos anticorpos consiste em soma-los a uma determinada perturbacdo. Neste pro-
blema especifico, as perturbacdes sdo matrizes simétricas do espaco R"*" com elementos es-
colhidos aleatoriamente a partir de uma distribui¢ao uniforme. A amplitude desta distribui¢ao
uniforme € definida como sendo o grau de perturbacdo. Se esta varidvel for relativamente
grande, os clones podem cair em uma regido do espago que atraia para um ponto 6timo di-
ferente daquele explorado pelo anticorpo que o deu origem, levando a ndo exploragdo de um
6timo local. Por outro lado, se esta varidvel for muito pequena, o clone serd muito préximo do
anticorpo que o gerou, levando a um maior nimero de iteracdes necessdrias para se chegar ao
6timo da regido explorada.

* Taxa de decaimento do grau de perturbacio

A medida que o algoritmo vai evoluindo, espera-se que os anticorpos estejam cada vez mais
préoximos dos pontos 6timos a que se quer chegar. Desta forma, € necessario que o grau de
perturbacao diminua ao longo das iteracdes para que os clones fiquem cada vez mais proximos
dos anticorpos que os geraram e sejam capazes de explorar detalhadamente as regides proximas
dos 6timos locais do espaco. Sendo assim, € definida a varidvel taxa de decaimento do grau
de perturbacdo, que indica o quanto o grau de perturbacdo deve diminuir a cada iteracdo. Se
este valor for muito baixo, o grau de perturba¢do levard muitas itera¢des para diminuir, levando
a uma exploragdo grosseira do espaco de busca por um maior ndmero de iteragdes. Por outro
lado, se esta varidvel tiver um valor muito grande, o grau de perturbacdo ficard muito pequeno
em iteracOes em que ainda ndo se atingiu os arredores dos 6timos locais, fazendo com que o
algoritmo leve mais iteracdes para atingir esta regido, o deixando em geral mais lento.
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* Limiar de supressao

Esta varidvel define qual é a maxima distancia entre dois anticorpos que faz com que o de menor
fitness seja eliminado da populacdo. No problema discutido, a distancia entre dois anticorpos é
definida como a distancia euclidiana d no espago R"*". Sejam A e B duas matrizes nXn. A
distancia euclidiana d entre as matrizes A e B € definida como:

i=1 j=

d = \lznj nl((lij — bij>2 (724)

em que a;; € b;; sdo os termos de A e B.

Se o limiar de supressdo for relativamente alto, o anticorpo que estiver proximo de um 6timo
local pode eliminar outro anticorpo que esteja proximo de outro 6timo local, fazendo com que
nem todos 6timos locais sejam encontrados. Por outro lado, se este valor for relativamente
pequeno, haverd um excesso de anticorpos explorando um mesmo 6timo local, levando a uma
execugdo mais lenta do algoritmo.

* Menor fitness de parada

Este parametro tem relacdo direta com o critério de parada. Trata-se do valor minimo admis-
sivel para o fitness da solucdo que permite que o algoritmo pare, ou seja, esta varidvel indica
exatamente a partir de qual fitness se estd satisfeito com a solu¢do encontrada. Se este valor
for muito baixo, solu¢des menos exigentes serdo obtidas. Se, por outro lado, este valor for ex-
tremamente alto, o fitness desejado pode nao ser nunca atingido, levando a um loop infinito no
algoritmo imuno-inspirado. Isto ocorre pois, no caso estudado nesta tese, a equacio de Riccati
proposta ndo tem solucdo exata, conforme ficard claro mais adiante. No caso em que se busca
a solugdo para uma equacao algébrica de Riccati que tem solugdo exata, nao ha limite superior
para a escolha do menor fitness de parada.

7.2.3 O problema de identificacao

A série temporal usada para testar a eficicia do método proposto foi gerada a partir de um sinal
e(k) aplicado a um sistema MIMO linear, invariante no tempo e estdvel com a estrutura apresentada
na equacgdo 5.82 e com as seguintes matrizes:

02128 01360 01979 —0.0836
01808 04420 —0.3279 0.2344
A=1 05182 01728 05488 —0.3083 (7.25)

0.2252 —0.0541 —-0.4679 0.8290

—0.0016  0.2209
—1.6146 —1.0061
K= —1.2287 —0.4531 (7.26)

0.2047  1.3995

| 0.6557 —0.2502 —0.5188 —0.1229

¢= 0.6532 —0.1583 —0.0550 —0.2497

(7.27)
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O sinal e(k) foi gerado com a fungéo rand do MATLAB e tinha como matriz de covariancia uma
matriz identidade. A série temporal gerada continha 10000 amostras e o estado inicial z(0) também
foi gerado com a funcdo rand.

A série temporal multivaridvel y(k) foi gerada e a matriz M, da série temporal real foi calculada
a partir das séries z(k) e y(k), resultando no seguinte:

—0.4110  0.5009
—2.6696 —2.4799

Ma=1 _07965 0.0353 (7.28)
—0.1128 —1.5383
Desta forma, os trés primeiros parametros de Markov da série temporal sdo os seguintes:
[ 0.8255 1.1196
Cl = | 0.2261 1.1019 ] (7.29)
[ —0.2942 0.5318
CAM:, = | —0.3247 0.42971 (7.30)
0.0111  0.0406
207
CAML = l —0.0927 0.1785 ] (7.31)

No método MOESP de identificagcdo de sistemas lineares deterministicos multivaridveis, os para-
metros de Markov sdo fundamentais para a comparacdo entre o sistema real e o modelo obtido [56].
No método Aoki, os parametros de Markov também sdo importantes, mas a semelhanga entre os pa-
rametros de Markov da série temporal e do modelo ndo garante que o modelo de fato realiza a série
temporal conforme serd visto mais adiante.

7.2.4 Resultados e discussao

O método proposto por Aoki foi aplicado a série temporal gerada com o benchmark definido nas
equacdes 7.25, 7.26 e 7.27, para se calcular as matrizes Az, Cesr € Mg, do modelo. A partir destas
matrizes os parametros de Markov do modelo calculados foram os seguintes:

0.8403 1.1390
Cest Mest = [ 0.2278 1.1360 1 (7.32)
[ —0.2897 0.5876 |
CestAestMest - i —0.3229 0.4517 | (733)
2 [ —0.0048 0.0456 |
ConesMest = | _0 1114 01519 | (7.34)

que sdo semelhantes aos da série temporal original, apresentados nas equacdes 7.29, 7.30 e 7.31.
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Calculo de X pelo método da decomposi¢cao de Schur

Ao se calcular uma estimativa para a matriz X pela decomposi¢ao de Schur chega-se ao seguinte
resultado:

4.6942  5.2360 —7.2721  6.7035
—3.8527 —3.6529 13.9343 —24.5357

Best = 10947 2.5558  4.9647 —16.7178 (7.35)
—0.6972 —0.2044 5.7368 —13.1206
Os autovalores desta matriz sdo os seguintes:
—6.8246 —2.0669 0.3088 1.4681 (7.36)

Nota-se diretamente que X..;; ndo é uma matriz de covariancia, uma vez que ela ndo € simétrica e
tem autovalores negativos. Consequentemente, a matriz K. calculada a partir da matriz >..; ndo
completa a tripla de matrizes A, K, C' que realiza a série temporal y (k). Isto ocorre pois as matrizes
A, M,, C' e A(0) resultantes do método Aoki ndo satisfazem as hipiteses necessdrias para a aplica¢do
do método de Schur, o que por sua vez ocorre devido a estimativas pobres de covariancias da série,
resultantes por sua vez do nimero limitado de amostras da série temporal.

A matriz A.,, encontrada a partir de ., € a seguinte:

—2.1061 1.5982

Rest = | 18539 0.4564

(7.37)
Esta matriz nio é simétrica, como se espera de uma matriz de covariancia. Além disso, esta matriz
tem elementos negativos, o que nao poderia ocorrer em uma matriz de auto-covariancia. Consequen-
temente, ndo é possivel gerar uma série temporal e(k) para testar se o modelo encontrado de fato
realiza a série temporal y (k).

Deve-se notar que, apesar de os parametros de Markov da série temporal original ¢ do modelo
serem bastante parecidos, a solu¢io encontrada ao se utilizar este método nao realiza a série temporal
y(k), devido a inconsisténcias no resultado encontrado na solu¢do da equagio de Riccati. Esta foi a
motivacao para o desenvolvimento do método apresentado nesta tese, cujos resultados sao apresenta-
dos a seguir.

Escolha dos parametros de controle do algoritmo Imuno-Riccati

Para a execuc¢do do algoritmo Imuno-Riccati, foi necesséria a escolha dos parametros de controle
do algoritmo imuno-inspirado. A escolha de cada um destes parametros e a justificativa da escolha é
apresentada abaixo:

* Ordem de grandeza

Com todas as outras varidveis fixas, foram feitos vdrios testes em que se variava a ordem de
grandeza e o nimero de iteragdes necessdrias para se atingir o critério de parada era obser-
vado. Os parametros fixos sdo apresentados na tabela 7.1 e os resultados do experimento sao
apresentados na tabela 7.2.
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Tab. 7.1: Parametros fixos no experimento de variacdo da ordem de grandeza

Parametro

Valor

Nimero de anticorpos inicial

Grau de perturbacado

Taxa de decaimento do grau de perturbacdo

Limiar de supressao

Menor fitness de parada

100
10
0.999
10
106

Tab. 7.2: Resultados do experimento de variacdo da ordem de grandeza

Ordem de | Iteracdes necessdrias Iteracdes necessarias Fitness
grandeza para encontrar para encontrar maximo
a populagao inicial 0 fitness maximo
0.01 7736 16220 1202717.04
0.1 7736 16315 1000406.83
1 7736 15967 1057288.26
10 355165 16728 1001002.87
20 5771178 17036 1017090
40 198562109 >60000 <270.66
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Tab. 7.3: Parametros fixos no experimento de varia¢do do grau de perturbacao

Parametro Valor
Tamanho da populacdo inicial 100
Ordem de grandeza 1

Taxa de decaimento do grau de perturbaciao | 0.999

Limiar de supressao 10

Menor fitness de parada 106

Tab. 7.4: Resultados do experimento com variagdo do grau de perturbacio

Grau de IteracOes necessdrias Iteracdes necessarias Fitness
perturbacao para encontrar para encontrar maximo
a populagdo inicial 0 fitness maximo

0.01 7736 9215 1047765.47
0.1 7736 11449 1090723

1 7736 13975 1086008.88

10 7736 15967 1057288.26

100 7736 18592 1139270.50

Com a ordem de grandeza igual a 40, o nimero de iteragdes foi suficiente para que o grau
de perturbagdo fosse a zero, sem que o fitness necessario para parada do algoritmo fosse atin-
gido. Por este motivo, a simulagdo teve seu encerramento forcado apds horas de processamento
computacional. Outra dificuldade encontrada quando a ordem de grandeza foi muito grande
com relacdo ao limiar de supressdo € que o nimero de anticorpos na populacao é muito alto e
aumentava a cada iteragcdo. Isto se deve a grande drea explorada no espago de busca, que era
muito maior que a drea de supressao ao redor de cada anticorpo, implicando na super popu-
lagdo de anticorpos, que por sua vez levou a um grande tempo consumido a cada iteracao do
algoritmo. Para ordens de grandeza menores que 40, o nimero de iteracOes para se atingir o
critério de parada foi praticamente constante, uma vez que a diversidade da populacdo foi ga-
rantida pelo grau de perturbacdo, que gerou clones por todo espaco, apesar do pequeno espago
explorado nas primeiras iteracdes do algoritmo em alguns casos. Estes clones fizeram com que
o espaco de busca fosse bem explorado levando a 6timos que satisfizeram o critério de parada
do algoritmo.

Grau de perturbacao

Ao se variar o grau de perturbacdo deixando todos os outros parametros fixos com os valores
apresentados na tabela 7.3, se obteve os resultados apresentados na tabela 7.4.
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Tab. 7.5: Parametros fixos no experimento de variacdo da taxa de decaimento do grau de perturbacao

Parametro Valor

Tamanho da populacdo inicial | 100

Ordem de grandeza 1
Grau de perturbacado 0.01
Limiar de supressao 10
Menor fitness de parada 106

A partir da tabela 7.4, nota-se que, ao se aumentar o grau de perturbacao, o nimero de iteracoes
necessdarias para encontrar o fitness maximo também aumenta. Isto ocorre pois valores muito
altos de grau de perturbacdo fazem com que a aproximacdo do 6timo seja grosseira, fazendo
o algoritmo mais lento. Como esta varidvel é diminuida ao longo das iteracOes pela sua taxa
de decaimento, mesmo que o valor inicial seja muito grande, apds algumas iteragcdes se chega
a valores razodveis, fazendo com que o 6timo seja alcangcado mesmo se for feita uma escolha
inicial ruim desta varidvel.

A pequena influéncia desta varidvel no fato de se atingir ou nao o 6timo evidencia uma boa es-
colha da variavel ordem de grandeza, uma vez que se esta fosse mal escolhida, seria necessario
que os anticorpos saissem do hipercubo definido por esta varidvel e procurassem o 6timo ao
longo do espago, o que s seria conseguido com um ajuste inicial grosseiro do grau de pertur-
bacdo, uma vez que um grau de perturbacao inicial pequeno ndo permitiria que os anticorpos
chegassem muito longe do hipercubo definido inicialmente pela ordem de grandeza. Para com-
provar isto, foi feito um teste com grau de perturbacdo igual a 0,01 e todos os outros pardmetros
conforme apresentado na tabela 7.3, a menos da ordem de grandeza, que foi escolhida como
sendo 10. Neste teste, o algoritmo precisou de 120000 iteracdes para encontrar uma solucao
de fitness 1,36, ou seja, com este nimero de iteragdes o critério de parada estava longe de ser
atingido.

Da tabela 7.4 também é possivel notar que a varidvel grau de perturbacdo ndo tem relacao
nenhuma com o nimero de iteragcdes necessdrias para se encontrar a populagdo inicial, o que €

6bvio, uma vez que esta varidvel ndo tem relagdo com o passo do algoritmo em que a populagdo
inicial é determinada.

A partir dos resultados da tabela 7.4, o grau de perturbacdo escolhido para ser usado € 0,01.

* Taxa de decaimento do grau de perturbacao

Ao se variar a taxa de decaimento do grau de perturbacao mantendo todas os outros parametros
constantes com os valores apresentados na tabela 7.5, obteve-se os resultados apresentados na
tabela 7.6. Como este parametro ndo tem relagdo com o nimero de iteracdes necessdrias para
se atingir a populacio inicial, esta varidvel ndo € listada na tabela 7.6.

A partir dos resultados apresentados na tabela 7.6 nota-se que, uma vez que um ajuste fino
€ necessdrio para se encontrar a solu¢do do problema, uma taxa de decaimento do grau de
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Tab. 7.6: Resultados do experimento de variacdo da taxa de decaimento do grau de perturbacdo

Taxa de decaimento | Iteracdes necessarias Fitness
do grau de para encontrar maximo
perturbacio 0 fitness maximo
0.99 > 100000 23.37
0.999 9215 1047765.47
0.9999 86225 1021814.56

Tab. 7.7: Parametros fixos no experimento de variacdo do limiar de supressao

Parametro Valor
Tamanho da populacdo inicial 100
Ordem de grandeza 1
Grau de perturbacao 0.01

Taxa de decaimento do grau de perturbacao | 0.999

Menor fitness de parada 106

perturbacio proxima de 1 implica em um grande niimero de iteragdes para se encontrar o grau
de perturbacdo necessdrio para se determinar a solu¢ao 6tima. Por outro lado, quando a taxa de
decaimento do grau de perturbacdo é mais distante de 1, o grau de perturbacao rapidamente vai
a zero, fazendo com que o algoritmo ndo alcance o critério de parada estabelecido. A partir dos
resultados apresentados na tabela 7.6, a taxa de decaimento do grau de perturbacdo escolhida
para o algoritmo foi de 0,999.

* Limiar de supressao

Ao se variar o limiar de supressdo fazendo todos os outros parametros de controle do algoritmo
constantes com os valores apresentados na tabela 7.7, os resultados obtidos sdo listados na
tabela 7.8.

A partir da tabela 7.8 pode-se verificar que, se o limiar de supressao € pequeno, o nimero de
anticorpos da populacio € muito grande. Isto tende a deixar o nimero de iteracdes menor, mas
também consome mais recursos computacionais para realizar cada iteragdo. Como no problema
estudado se estd interessado em apenas uma solucao, um nimero grande de anticorpos ndo é
desejavel. Sendo assim, foi escolhido para o algoritmo final o limar de supressao igual a 10.

Resultados da solucdo da equacio de Riccati

Ao se aplicar o algoritmo Imuno-Ricatti, a matriz Y. calculada € a seguinte:
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Tab. 7.8: Resultados do experimento de variacdo do limiar de supressao

Limiar de | Iteracdes necessarias ~ Numero de Fitness
Supressao para encontrar anticorpos na ~ maximo
0 fitness maximo iteracao 200
0.1 - 315 -
1 9311 3 1085817.52
10 9215 1 1047765.47

2.1586  1.0855 —0.8312 —1.3626
1.0855  4.3481 —1.4196 —1.5944

Hest = —0.8312 —1.4196 1.0980 1.1194 (7.38)
—1.3626 —1.5944 1.1194  1.3646
Que é uma matriz simétrica, conforme esperado. Os autovalores desta matriz sdo os seguintes:
0.5407 1.8284 4.8344 7.6663 (7.39)
Que sao positivos, de acordo com o que € esperado para uma matriz de covariancia.
A matriz A, encontrada a partir deste Y..; € a seguinte:
0.9185 0
Best = [ 0  1.0886 ] (7.40)

Que é uma matriz simétrica de covariancia de um processo estocastico descorrelacionado, como é
esperado.
A matriz K. calculada com X € a seguinte:

—0.3806 0.0716
1.3178  1.0467
0.0876  —1.0547
0.2322 —0.2080

Keg = (7.41)

e a série temporal obtida ao se entar com um ruido branco com covariancia A, no sistema dado
pela tripla { Aegy Cest Kesi} € com 0 mesmo estado inicial 2(0) é muito semelhante a série temporal
original, como pode ser visto nas figuras 7.18 e 7.19. Neste caso, a realizacdo da série temporal
estimada pode ser comparada a realizacao da série que se quer realizar pois a entrada utilizada para
gerar a segunda foi também utilizada para gerar a primeira.

7.2.5 Conclusao

Nesta secdo um novo método de soluciao da equacdo algébrica de Riccati foi proposto. A partir
deste novo método, uma solucdo aproximada da equagao de Riccati foi encontrada, possibilitando a
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Real and original time series
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Fig. 7.18: Comparagido entre dados reais e estimados para o primeiro elemento do vetor y(k).
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Fig. 7.19: Comparagio entre dados reais e estimados para o segundo elemento do vetor y(k).
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modelagem de uma série temporal multivaridvel. A solu¢do obtida com o novo método ndo poderia
ter sido encontrada com o método conhecido até entdo. Os resultados encontrados com esta solucao
apresentaram grande exatiddo, e as séries temporais geradas com o modelo sdo bastante similares as
que se queria realizar.

Nesta sec@o também foi deixada clara a influéncia da escolha de parametros de controle do algo-
ritmo imuno-inspirado em seu desempenho. Escolhas ruins de parametros podem fazer com que nao
haja resultados, ou que o nimero de iteracdes seja grande o suficiente para inviabilizar a solucao por
este tipo de ferramenta.

7.3 Propostas para modelagem de séries temporais

Nesta secdo € apresentada uma nova proposta para a modelagem de séries temporais discretas
no espacgo de estado. Esta proposta é baseada na interpretacdo do problema de modelagem de séries
temporais como um problema de otimizacdo. Para resolver o problema de otimizacdo, foram usa-
das trés alternativas de algoritmos imuno-inspirados desenvolvidas para este fim. Para demonstrar a
capacidade das alternativas propostas, ao final da secdo é apresentado um exemplo de aplicagdo do
método.

A motivacdo para o desenvolvimento desta técnica € que, para todos os métodos de realizagdao
de séries temporais apresentados no capitulo 5, é necessario que se calcule a covariancia de saida
das séries temporais, que pode ser bem estimada caso haja um nimero grande o suficiente de amos-
tras. No entanto, no caso de séries temporais reais, muitas vezes o nimero de amostras disponivel
€ pequeno, o que leva a estimativas pobres das covariancias de saidas, implicando em resultados
finais ruins. Como a modelagem de séries temporais parte das técnicas de realizacdo de séries tem-
porais, conforme apresentado na secdo 5.2, este procedimento € também prejudicado pela pobreza
de informagdes nas covariancias disponiveis. No método de modelagem proposto nesta se¢dao nao é
necessario o calculo da covariancia de saida, sendo que apenas os dados da série temporal sdo levados
em conta. Por uma questao de simplicidade, o modelo utilizado no método apresentado nesta tese é
o da equagdo 5.82.

7.3.1 Modelagem de séries temporais vista como um problema de otimizacao

A proposta de modelagem de séries temporais apresentada nesta se¢do tem como principio a
interpretacdo do problema como sendo de otimizagdo. Nesta abordagem, a funcido objetivo que se
quer minimizar € o erro entre a série temporal real e a estimada usando uma determinada tripla de
matrizes { Aest, Cest, Kest }, que formam uma estimativa de modelo das séries conforme equagio 5.82.
Deve-se notar que o objeto de otimizacao, que € a tripla de matrizes do modelo, ndo estd diretamente
relacionado a fungdo objetivo a ser analisada, uma vez que a fung¢do objetivo opera na série temporal
resultante da aplicacdo do ruido branco ao modelo definido pela tripla, e ndo diretamente sobre a
tripla. Desta forma, ndo é possivel a aplicacdo de métodos de otimiza¢do ndo linear baseados em
gradientes da fun¢do objetivo, pois ndo hd relacdo direta entre o gradiente da funcio objetivo em
um ponto e a tripla de matrizes. Sendo assim, foi necessario propor alternativas para a solucdo do
problema, como os algoritmos imuno-inspirados. O problema de otimiza¢do também esta sujeito a
algumas restri¢des que serdo detalhadas a seguir, logo apds a descri¢ao da fungdo objetivo.
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Funcio objetivo

Seja mod. (k) uma fungdo que para cada k, 1 < k < N, representa médulo da diferenca entre o
valor da série temporal a ser modelada no instante k£ e a saida no instante £ do modelo semelhante
ao mostrado na equagdo 5.82, tendo como matrizes a tripla {A.s, Ces, Kest}. A fungio objetivo
F(mod.) a ser maximizada é a seguinte:

N
Z,]le mod, (k)

em que /N é o niumero total de amostras da série temporal a ser modelada.

A varidvel N foi colocada no numerador para que a fungdo objetivo pudesse ser comparada para
casos com diferentes nimeros de amostras. No denominador da fun¢do objetivo estd a soma dos
erros, de forma que quanto menor for esta soma, maior serd a func@o objetivo. Como o problema é
de maximizacao, a solucdo serd aquela em que houver o menor erro.

No contexto dos algoritmos imuno-inspirados usados para a solu¢do deste problema, o valor de F'
para uma determinada tripla { Acs;, Cesr, Kest} também é chamado de fitness da solucio.

F(mod,) = (7.42)

Restricoes

Para ser uma solucdo do problema, a tripla { A.y, Ceq, Ko} deve satisfazer as seguintes restri-
coes: A matriz A, deve implicar em um modelo estdvel, o que no caso discreto significa que seus
autovalores devem estar dentro do circulo unitario. Além disso, as matrizes C\,; € K., devem ser
tais que as saidas do modelo sejam razoavelmente préximas da série temporal, ou seja, devem ser tais
que ndo levem o erro a infinito.

Além destas restricdes, em uma das alternativas propostas foram também colocadas as restricdes
de atingibilidade e observabilidade, conforme serd apresentado mais adiante. Estas restricdes refletem
as descritas na secao 5.1.6 desta tese.

Enunciado do problema de otimizacao

Levando em conta as caracteristicas destacadas acima, o problema de otimizacao relacionado a
modelagem das séries temporais pode ser enunciado da seguinte forma:

Dada a uma realizagcdo de uma série temporal y(k), encontre a tripla de matrizes { A g,
Cesty Kest) que minimiza

N
Flmode) = v od )
em que
mode(k) = |y(k) - yest(k)|
c

T(k+1) = AestZ(k) + Kesie(k)
Yest(k) = Cesr(k) + e(k)

sendo %(0) igual ao estado inicial usado para gerar a série a ser modelada e e(k),

0 < k < N, a mesma entrada usada para gerar a série a ser modelada.
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Sujeito a:

leig(Aest)] < 1

|y(k) - yest(k)‘ <0

As restri¢cdes de observabilidade e atingibilidade também foram incluidas para um dos casos estuda-
dos.

7.3.2 Alternativas propostas

Para a solugdo deste problema, foram propostas algumas variagdes aos algoritmo opt-aiNet. A
primeira destas variagOes surgiu devido a presenca de restricdes no problema estudado. O algoritmo
opt-aiNet foi desenvolvido para problemas sem restricdes e o problema de otimizagado relacionado a
modelagem de séries temporais tem restri¢des, conforme discutido logo acima. A segunda variacao
surgiu da necessidade de se explorar o espago de solugdes buscando regides de solugdes factiveis
atravessando zonas de solugdes nao factiveis. Por fim, em uma tentativa de restringir um pouco mais
o espaco de busca, foram inseridas no problema de otimiza¢do duas novas restri¢des relacionadas
a natureza do modelo gerador das séries temporais. As alternativas propostas para a solucdo do
problema sdo detalhadas a seguir.

Algoritmos imunoldgicos para otimizacao com restricoes

A principio, como o problema de otimizacdo estudado tem restricdes, o método utilizado foi
semelhante ao opt-aiNet, a menos que, na etapa inicial de geracdo de individuos, as restricdoes do
problema foram levadas em conta, de forma que, ao invés da simples geracao aleatdria de individuos,
foi feito um lago garantindo que individuos fossem gerados até que se chegasse a um nimero desejavel
de individuos iniciais satisfazendo as restri¢des do problema. Este procedimento também foi adotado
na etapa de inserc¢ao de novos individuos ao final de cada iteracdo do algoritmo.

Outra diferenca entre o método explorado inicialmente e o algoritmo opt-aiNet é que, na etapa
da clonagem dos anticorpos, os clones gerados sdo verificados quanto a sua factibilidade. Se os
clones implicam em solugdes factiveis, eles sdo mantidos na populacdo. Caso contrdrio, uma nova
perturbacio € gerada e somada ao clone original. Isto é repetido até que se chegue a um clone per-
turbado factivel. A partir destas diferencas garante-se que o algoritmo sempre gera solucdes factiveis
do problema estudado. A abordagem adotada é semelhante a usada na secdo 7.2. Na figura 7.20 é
apresentado o fluxograma da abordagem proposta para a modelagem de séries temporais.

Travessia de zonas proibidas

Ao se adotar o procedimento descrito acima, foi verificado que existe a possibilidade de alguns
clones ficarem presos em regides factiveis cercadas por regides infactiveis. Isto € possivel pois, caso
uma perturbacdo gere um clone perturbado infactivel, ela é descartada e uma nova perturbacdo é
gerada, até que se chegue a uma que faca o clone perturbado ser factivel. Desta forma, se o clone
estiver cercado por uma regido infactivel, as perturbag¢des sao geradas até que se chegue a uma que nao
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Fig. 7.20: Fluxograma do algoritmo imuno-inspirado para modelagem de séries temporais
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Fig. 7.21: Situacdo em que o ponto 6timo estd cercado por regides infactiveis. Na situacdo a) €
apresentado o comportamento do algoritmo original. Na situac¢do b) € apresentado o comportamento
do algoritmo com travessia de zonas proibidas

seria grande o suficiente para fazé-lo ultrapassar a fronteira de factibilidade, enclausurando o clone
em uma determinada regido do espaco. Também foi verificado que a solugdo 6tima do problema
poderia estar em uma regido cercada de regides infactiveis, dificultando a chegada dos clones até ela.

Para solucionar esta possivel falha do algoritmo, foi adotado um novo método de clonagem em
que, caso um clone perturbado caia em uma regido infactivel, € gerada uma nova perturbacao, que é
somada ao clone perturbado, e ndo mais ao clone original. Desta forma, mesmo que um clone esteja
em uma regido confinada por zonas proibidas (regides infactiveis), ele seria perturbado até chegar a
uma regido factivel adjacente. Desta maneira, também se resolve o problema no caso de a solugdo
Otima estar cercada por zonas proibidas, uma vez que ela pode ser alcangada por clones de anticorpos
que estdo em regiodes factiveis adjacentes. Todos os outros passos do algoritmo apresentado na figura
7.20 foram mantidos.

Na figura 7.21 € apresentado um caso em que o ponto 6timo esta cercado por uma regido infactivel.
Neste caso, o comportamento do algoritmo original € apresentado a esquerda. O anticorpo circunda
a regido infactivel até encontrar o 6timo; o comportamento do algoritmo com travessia de zonas
proibidas € apresentado a direita. O anticorpo atravessa a regido infactivel alcancando o ponto 6timo
em um numero menor de passos.
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Restricoes de Atingibilidade e observabilidade

A possibilidade de travessia de zonas proibidas pelos clones permitiu que fossem inseridas novas
restricdes ao problema, reduzindo o espago de busca. As novas restricdes inseridas foram as de
atingibilidade e observabilidade. Para verificar se os anticorpos formados pela tripla {A.s, Cest,
K. } implicam em um sistema observavel, basta tomar as matrizes Ay e C., estimadas e calcular a
matriz de observabilidade e seu posto. Se o posto da matriz de observabilidade for igual a ordem do
sistema, o mesmo € observavel. Para a verificacdo da restricao de atingibilidade € necessario o calculo
da matriz M., o que depende dos estados e das saidas. O cdlculo desta matriz foi feito na rotina
de cdlculo do fitness da solucdo, em que os estados e as saidas estdo disponiveis. A partir da matriz
M. e da matriz A.g, € feito o célculo da matriz de atingibilidade e de seu posto, determinando se o
sistema € ou ndo observavel.

7.3.3 Exemplo de aplicacao

Para testar os algoritmos propostos, uma série temporal com 200 amostras foi gerada pela aplica-
¢d0 de um ruido branco a um sistema formado pelas seguintes matrizes:

0.873847  0.166155
A= [ ~0.166155 0.426153 ] (7.43)
C=[1231862 —0.719364 | (7.44)
K =[ 1231862 0.719364 | (7.45)

Esta série temporal, também chamada de série temporal real, foi dada como entrada ao algoritmo
proposto por Aoki, resultando em um modelo que foi usado para gerar uma série temporal estimada,
que € mostrada na figura 7.22 juntamente com a série temporal real. O fitness da série temporal
estimada pelo método de Aoki foi calculado com a equacao 7.42, resultando em 0.7765. Da figura
7.22 nota-se que a dindmica da série temporal estimada ndo acompanha a da série temporal real.
Provavelmente isto se deve ao niimero relativamente pequeno de amostras utilizado, de forma que as
covariancias da série temporal real ndo sdo bem estimadas, implicando em uma estimativa ruim para
o modelo, que leva a uma série temporal estimada relativamente distante da real.

As trés alternativas para modelagem de séries temporais propostas nesta secao da tese foram
implementadas e foram comparadas com a série temporal real. Os parametros de entrada do algoritmo
imuno-inspirado adotados sdo apresentados na tabela 7.9. Foram observados o nimero de iteracdes
até se chegar ao critério de parada, o fitness maximo atingido e o nimero de individuos na dltima
iteracdo. Os resultados sdo apresentados na tabela 7.10, em que a alternativa 1 € a sem travessia de
zonas proibidas, a alternativa 2 é aquela em que foi implementada a travessia de zonas proibidas e a
alternativa 3 € aquela em que foram introduzidas as restri¢des de observabilidade e atingibilidade. Na
figura 7.23 € mostrada a série temporal original e a estimada na alternativa que apresentou o maior
fitness méximo. Da figura, nota-se que a modelagem da série temporal pelo método proposto nesta
secdo foi bem sucedida, ou seja, a série temporal estimada é muito préxima da real, e ao se comparar
as figuras 7.22 e 7.23 nota-se que a série temporal obtida com o método proposto nesta se¢do € mais
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Fig. 7.22: Comparagdo entre a série temporal real e a estimada pelo método proposto por Aoki

préxima da série temporal real do que a série temporal obtida usando o algoritmo proposto por Aoki.
De fato, mesmo o menor fitness maximo das alternativas imuno-inspiradas propostas é maior que o
obtido ao se fazer a modelagem da série com o método proposto por Aoki.

Da tabela 7.10 nota-se que o maior fitness foi observado para a alternativa 3. A insercdo das
restri¢des de atingibilidade e observabilidade fez com que o algoritmo chegasse a uma solucao melhor
que nos outros casos. Isto se justifica pela reducdo do espaco de busca, que permitiu que o algoritmo
encontrasse melhores solu¢des. O numero de iteracdes para atingir o critério de parada também
foi menor na alternativa 3, o que também se justifica pelo menor espaco de busca. Na alternativa 3
também foi observado o maior nimero de individuos na populagdo final. Isto indica que seria possivel
aumentar o limiar de supressao do algoritmo para melhorar sua performance. Isto ndo foi feito para
ndo prejudicar a comparagdo desta proposta com as outras duas.

A travessia de zonas proibidas implementada na alternativa 2 levou a um maior nimero de ite-
racdes para se chegar ao critério de parada e o fitness maximo obtido foi menor que o dos outros
casos. Nesta alternativa, os clones que sofreram mutac¢des tinham a possibilidade de ficarem distan-
tes do anticorpo que os gerou. Ao contrdrio do que era esperado, aparentemente isto prejudicou a
capacidade de refinamento da solucdo do algoritmo. No entanto a travessia de zonas proibidas foi in-
teressante quando aliada as restri¢des de observabilidade e atingibilidade, levando aos bons resultados
da alternativa 3.

A alternativa 1, apesar de apresentar um fitness maximo menor que o observado na alternativa
3, também levou a um resultado final razodvel. Apesar de o nimero de iteragcdes para se atingir o
critério de parada ter sido um pouco maior que o observado na alternativa 3, a alternativa 1 levou
menos tempo para ser executada, devido ao menor nimero de individuos na populacao.
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Tab. 7.9: Parametros utilizados nos algoritmos imuno-inspirados propostos para modelagem de séries

temporais

Parametro

Valor

Numero de individuos inicial
Numero de clones inicial

Ordem de grandeza (A)

Ordem de grandeza (C' e K)

Grau de perturbacio (A)

Grau de perturbagdo (C' e K)
Decaimento da perturbagao (A)
Decaimento da perturbacio (C' e K)

20

5

1

4

0.5

2
0.999
0.999

Tab. 7.10: Resultados na ultima iteracao

3

Alternativas 1 2
Fitness maximo 1.2537 1.2501
Numero de iteragoes 14203 40123
Numero de individuos 30 33

1.2638
13749
186

10

‘
Série temporal real
X Série temporal estimada

X=X x
X

50 100 150

200

Fig. 7.23: Comparacdo entre série real e estimada pelo algoritmo imuno-inspirado
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7.3.4 Conclusao

A partir dos resultados observados conclui-se que o método proposto para a modelagem de séries
temporais leva a resultados melhores do que os obtidos com um método amplamente divulgado de
modelagem de séries temporais para o caso estudado em que poucas amostras estdo disponiveis. A
grande vantagem do método proposto € que ndo € necessdria a estimacao das matrizes de covariancia
das séries temporais, que nao € acurada quando se tem um nimero de amostras limitado.

Além dos bons resultados da primeira alternativa imuno-inspirada, as outras alternativas propostas
levaram ao aumento de performance e de qualidade da solugdo, como pode ser visto na tabela 7.10.
Apesar de nesta secao as alternativas serem dedicadas ao problema de modelagem de séries temporais,
algumas delas podem ser usadas para a solugdo de outros problemas de otimiza¢ao com restricdes em
que se queira utilizar os algoritmos imuno-inspirados.

7.4 Identificacao de sistemas variantes no tempo

Conforme ja discutido no capitulo 3 desta tese, existe um algoritmo de identificacao de sistemas
multivaridveis variantes no tempo no espaco de estado denominado MOESP-VAR. Este algoritmo é
baseado na reparticdo das amostras de entrada e saida do sistema [56], [57]. De forma resumida,
o algoritmo funciona da seguinte maneira: Em um primeiro passo sdo definidas janelas temporais.
Cada janela contém um subconjunto de entradas e saidas do sistema a ser identificado. O nimero de
dados em cada janela € definido de maneira que o sistema nao sofra mudangas significativas durante
todo o intervalo de tempo definido para aquela janela. Feito isto, o algoritmo MOESP € aplicado para
cada janela e as matrizes A, B, C' e D sdo estimadas para cada uma delas.

O algoritmo MOESP-VAR pode ser aplicado caso haja um grande nimero de dados disponivel
para cada janela, ou seja, caso as variagdes do sistema ndo sejam muito rdpidas, garantindo que haja
um conjunto de entradas e saidas suficientemente grande para a identificacdo via método MOESP em
cada um dos intervalos. No caso em que as variagdes do sistema sdo rapidas, o método MOESP-VAR
ndo implica em respostas muito precisas. Ao longo desta pesquisa foi desenvolvido um algoritmo
imuno-inspirado para lidar com estes casos. Este algoritmo € baseado na interpretacdo do problema
de identificacdo de séries temporais multivaridveis como um problema de otimizacao, conforme serd
detalhado a seguir.

7.4.1 Identificacdo de sistemas multivaridveis variantes no tempo como um
problema de otimizacao

O problema de identificagdo de sistemas multivaridveis variantes no tempo pode ser definido
como um problema de otimizacdo se as matrizes do modelo em espaco de estado que representa o
sistema durante um determinado intervalo de tempo forem interpretadas como um ponto no espago
definido por todas as possivels quadruplas { A, B, C, D} (ver equacdo 3.9). Ao se considerar todos
os possiveis modelos como pontos de um espago, o objetivo € determinar o ponto que minimiza o
erro entre a saida do sistema a ser identificado e a saida do modelo, quando submetido & mesma
entrada aplicada no sistema. Este ponto no espaco de quadruplas representa o sistema. Assim que o
sistema sofrer uma variag@o, outro ponto no espago de quadruplas minimizard o erro entre saida real
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e estimada. No entanto, como se parte da hipdtese de que o sistema sofre variagdes graduais ao longo
do tempo, este novo ponto estard préximo do ponto anterior. Desta forma, um algoritmo heuristico
podera ser capaz de encontrar este novo ponto no espaco.

De uma maneira mais formal, nesta contribuicdo a identificacdo de sistemas multivaridveis vari-
antes no tempo € tratada como um problema de otimizagdo da seguinte maneira: a cada instante de
tempo k£ um conjunto com /N,, amostras de entradas e saidas do sistema é tomada. Este conjunto,
definido como janela, contém as entradas entre o instante de tempo k — | N,,/2| e k + [N, /2] e as
saidas entre k — | N,, /2| +1e k+ | NV, /2] + 1, em que |*] denota a parte inteira do nimero real *. O
problema de otimizacdo € estimar a quadrupla de matrizes { Ao, Bests Cest» Dest } que, quando subs-
tituida no modelo em espago de estado apresentado na equacdo 3.9, excitado pelas entradas contidas
na janela, minimiza a diferenca entre as saidas do modelo e as saidas do sistema contidas na janela.
Este problema de otimizagdo € resolvido para todas as amostras de entrada e saida disponiveis. Desta
forma, a cada instante k é determinado um modelo no espaco de estado que representa o sistema. Os
detalhes do problema de otimizagdo sao apresentados a seguir:

Espaco de busca

O espago de busca do problema de otimizagdo é a unido dos espagos em que as matrizes A,
B, C e D sdo definidas. Ou seja, o espaco é R U R™X™ U X7 U RX™ em que n, m e [
sdo respectivamente a ordem, a dimensao da entrada e a dimensao da saida do sistema, conforme
definido no capitulo 3. Conforme serd demonstrado adiante, este espaco de busca € grande e tem uma
topologia mal comportada.

Solu¢oes candidatas

As solugdes candidatas do problema de otimizagao sdo as quadruplas { A, Bests Cest, Dest }, que
sao pontos do espaco de busca definido anteriormente. Estas quadruplas definem modelos em espaco
de estado de acordo com a estrutura definida na equagdo 3.9. Cada um destes modelos em espago de
estado, quando submetido a uma entrada u(k), produz uma saida estimada y.. (k), que é comparada
a saida real do sistema pela funcdo objetivo, descrita logo a seguir. No contexto dos algoritmos
imuno-inspirados as solu¢des candidatas { Acs;, Best, Cest, Dest } s30 definidas como anticorpos.

Funcio objetivo

Para uma determinada janela, seja mod,. uma matriz em que cada elemento representa o médulo
da diferenca vetorial /[-dimensional entre a saida do sistema e a saida do modelo definido por uma
determinada solucdo candidata { A, Besi, Cests Dest } para cada amostra contida na janela, ou seja:
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y(k = [Nw/2) + 1) = yest (b — [Nw/2] +1)| ]
ly(k = [Nw/2] +2) = yest(k — [Nw/2] +1)]

(k= 1) — yess(k — 1)

mod, = (7.46)
|y (k) = Yest (K)]
ly(k + 1) = yest (k + 1)
| ly(k + [Nw/2] +1) = yest(k + | Nw/2] +1)] ]
A fung¢do objetivo a ser maximizada € a seguinte:
N,
F(mod,) = ——"—— 7.47
(mod) SN mod, (i) (747)

A varidvel N, estd no numerador da funcdo objetivo para permitir a comparagdo entre solucdes
com diferentes nimeros de amostras em cada janela. No denominador da funcdo objetivo estd a soma
dos erros, desta forma o resultado da fun¢ao objetivo serd maior quanto menor for a diferenca entre
saida do sistema e saida do modelo estimado. No contexto dos algoritmos imuno-inspirados para
otimizag3o, o valor F calculado para uma determinada solucdo candidata { A.s, Best, Cests Dest} €
definido como o fitness da solugdo.

Restricoes

As solugoes candidatas { A, Best, Cest, Dest } devem satisfazer as seguintes restricdes: A matriz
Aes deve implicar em um modelo estavel, o que no contexto dos sistemas discretos implica que
seus autovalores devem estar dentro do circulo unitdrio. As matrizes B.s e C.s; devem ser tais que
o erro ndo v4 a infinito. As soluc¢des candidatas também devem implicar em sistemas observiveis e
atingiveis. Para isto a matriz de observabilidade formada pelas matrizes C. € A.s (ver equacdo 3.22)
e a matriz de atingibilidade formada pelas matrizes A,y ¢ B,y da solu¢do candidata (ver equagio
3.25), devem ter posto igual a n, que € a ordem do modelo.

Enunciado do problema de otimizacao

O problema de otimizagdo a ser solucionado para cada janela definida no problema de identifica-
¢do de sistemas multivaridveis variantes no tempo no espaco de estado é enunciado a seguir.

Dadas as amostras de entrada u(i), k — [N, /2| < i < k + |Nyw/2| e saida y(i),
k—|Ny/2| +1<i<k+ |Ny/2| + 1, de um sistema variante no tempo, encontre a
quddrupla { Ao, Best, Cest, Dest) que minimiza

Ny

F(mod,) = —Zf\ﬁ’i od. ()
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sendo N,, o niimero de elementos em uma janela,

[ [y(k — [Nw/2] + 1) = Yest(k — | Nw/2] +1)| ]
ly(k — [ Nw/2] +2) = Yest (b — [ Nw/2] + 1)

(k= 1) — yeu(k — 1)]
(k) — eut ()
(k4 1) — eut(k + 1)

mod, =

(k4 [Nu/2) + 1) — sk + [Nuf2] +1)]

xest(k + 1) = Aestxest(k) + Bestu(k)
yest(k) = Cestxest(k) + Destu(k)

em que T.5(0) é um vetor qualquer de dimensdo n.

Sujeito a:

leig(Aest)| < 1
[y(k) — yest (k)] < 00

rankQ =n

rankC =n

Topologia do espaco de busca

Conforme citado anteriormente, o espaco de busca do problema de otimizag¢ao relacionado a iden-
tificagdo de sistemas multivaridveis variantes no tempo € grande e tem uma topologia desfavoravel
a solugdes via algoritmos heuristicos. Para ilustrar esta dificuldade é proposto um exemplo similar
mais simples. Seja:

C = 1.231862 —0.719364 |

uma matriz 2x1 e xy o seguinte vetor 2x1:

e 0.3601
Y7 0.2725

Seja y o produto entre C' e x(, ou seja:

Para i e j variando entre -2 e 2 em intervalos de 0.01, um conjunto de matrizes C.(i, 7) é definido
da seguinte maneira:
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x10

Fitness

Fig. 7.24: Resultados do cdlculo do fitness F; para cada C\g (i, 7)

Cest(iaj) = [Z ]}
Para cada uma das matrizes Clg; 0 NUMero Yoes: (7, j) = Cest (i, 7)o € calculado e um valor de fitness
¢ atribuido a cada C,,; de acordo com a seguinte equacao, que € equivalente a equacao 7.47:

1

|y0 - yOest(ia j)|
Os resultados de F; para cada C.q(i,7) sdo plotados na figura 7.24. Da figura fica claro que a
superficie do problema ndo € bem comportada, uma vez que contém picos altos e abruptos, ou seja,
com derivadas muito grandes. Consequentemente, se um algoritmo puramente heuristico for utilizado
para a resolucdo do problema de otimizacdo que € a determinac¢do do C.,; que melhor representa a
matriz C, pelo menos uma solu¢do candidata aleatéria deve cair na bacia de um dos picos. Como
estas bacias sdo pequenas, a probabilidade de isto ocorrer € baixa, portanto um algoritmo puramente
heuristico teria difuldades de resolver este problema.

O problema estudado nesta tese € ainda mais complexo que o apresentado no exemplo acima,
uma vez que a solucdo candidata € formada por quatro matrizes com dimensdes maiores que da
matriz exemplificada. Para lidar com este problema, o algoritmo proposto nesta tese tem uma etapa
de inicializac@o das solucdes candidatas, conforme apresentado a seguir. Esta etapa leva as solugcdes
candidatas para uma regido proxima das solu¢des 6timas que devem ser encontradas.

Fs(oest(ivj))

7.4.2 Algoritmo proposto

Como apresentado na secao anterior, o problema de otimizac¢ao relacionado a identificacao de sis-
temas multivaridveis variantes no tempo tem restri¢des e um espago de busca que ndo é favoravel para
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o uso de algoritmos heuristicos devido aos seus picos altos de pequenas bacias. Por outro lado, ao se
considerar que as variagdes do sistema sao continuas ao longo do tempo, uma vez que uma solugdo do
problema de otimizagdo € encontrada, é relativamente simples seguir pequenas variagdes desta solu-
¢ao por meio de pequenas perturbacdes aplicadas sobre a solu¢do determinada anteriormente. Além
disto, se um algoritmo imuno-inspirado for utilizado e se o limiar de supressdo for bem escolhido,
uma solu¢do que maximiza a funcio objetivo em um momento passado do sistema é mantida na po-
pulacdo. Desta forma, caso o sistema volte a se comportar como naquele instante de tempo passado,
a solugdo 6tima ja faz parte da populagdo de solucdes e nao precisa ser buscada novamente.

A analogia entre o problema de otimizacao tratado nesta se¢do da tese e o sistema imunoldgico
€ a seguinte: Os anticorpos sdo as quadruplas estimadas { Acs, Best, Cests Dest} € 0s antigenos s@o
as matrizes do sistema variante no tempo a cada instante k, ou seja, a quadrupla { A(k), B(k), C(k),
D(k)}. Se o sistema sofre uma variagdo temporal, ou em outras palavras, se o antigeno sofre uma
mutagdo, a quadrupla {A.s, Best, Cest, Desi} sofrerd mutagdes até que se mininize o erro entre a
saida do modelo e a saida do sistema. Em outras palavras, as células B que secretam anticorpos
sofrerdo mutacdo até serem capazes de produzir anticorpos que combatam a mutagcdo do antigeno.
Caso o sistema sofra outra variagcdo, a quadrupla estimada serd alterada novamente para minimizar o
erro, mas a solucao anterior serd mantida na populacao de solu¢des candidatas. Caso o sistema volte
a uma situacdo em que estava anteriormente, o sistema imunoldgico artificial ja aprendeu como lidar
com aquela situacd@o e o antigeno correto serd aplicado, eliminando a necessidade de novas iteracdes
para busca do 6timo. Esta € uma grande vantagem em se utilizar algoritmos imuno-inspirados para
solu¢do deste tipo de problema, uma vez que este tipo de algoritmo tem a propriedade de manter
solugdes anteriores na populacio sem que isto implique em grande esforco computacional.

Em linhas gerais, o algoritmo proposto nesta se¢do segue os passos listados abaixo:

1. Uma janela de inicializagdo € definida contendo N,,; amostras de entradas e saidas entre os
instantes k = 0e k = N;,,; — 1.

2. O algoritmo MOESP ¢ aplicado as entradas e as saidas contidas na janela de inicializacdo e
uma quddrupla inicial { Aini, Binis Cinis Dini} € determinada.

3. A quadrupla { A, Bini» Cini» Dini} € clonada implicando na criagdo de N opesini clones e
cada um deles € perturbado, ou seja, cada matriz que faz parte da quadrupla que representa
cada clone é somada a uma matriz de perturbacdo com as mesmas dimensdes. Estes anticorpos
obtidos com a perturbagdo dos clones definem a populagdo inicial.

4. Para cada instante k£ > N;,; um conjunto de amostras contendo as entradas entre os instantes
k — floor(Ny)/2 e k + floor(N,/2) e as saidas entre k — | N,,/2] +1e k+ |N,/2| +1¢
tomado e definido como janela.

5. O fitness de cada anticorpo € calculado levando em conta os dados de entrada e saida da janela
atual.

6. Cada anticorpo da populagdo € clonado e perturbado. O ndmero de clones criado para cada
anticorpo € proporcional ao seu fitness. Caso um clone perturbado ndo satisfaca as restri¢des
do problema, uma nova matriz de perturbacdes € somada ao clone perturbado. O processo €
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repetido até que um clone factivel seja encontrado. Os clones factiveis obtidos sdo adicionados
a populagdo.

7. A distancia entre cada um dos anticorpos da populacdo € calculada. Esta distancia é definida
como a soma das distancias euclidianas entre cada matriz da quadrupla que define os anticorpos.

8. Os anticorpos que estiverem muito préximos de outro com um fitness melhor sdo eliminados
da populacdo. Este conceito de proximidade é definido como uma distancia menor que uma
varidvel de entrada do algoritmo definida como limiar de supressao.

9. Os fitness dos anticorpos sdo calculados tendo como base os dados da janela atual. Caso o
melhor fitness da populagdo seja melhor que um determinado fitness requerido .., 0 algoritmo
volta ao passo 4. Caso contrdrio o algoritmo volta ao passo 5 e a solucao referente a janela atual
¢ refinada. Caso o melhor fitness da populagdo seja maior que F)., e as amostras de entrada e
saida tiverem chegado ao fim, o algoritmo € finalizado.

Na figura 7.25 € apresentado o fluxograma simplificado do algoritmo proposto.

Caso o sistema ndo sofra variagdes entre os instantes de tempo k — | N, /2] e k + [N, /2| + 1,
a mesma quadrupla que apresenta o fitness maior que [, para os dados da janela definida entre
k — [Nw/2] e k + | N,/2] também apresentard um fitness maior que F)., para os dados da janela
definida entre k— | N,,/2|+1 e k+| N, /2| +1 e apenas uma iteragdo serd necessaria nesta nova janela.
Caso o sistema sofra uma variacao pequena entre estas janelas, pequenas perturbacdes na solucao
obtida para a primeira janela serdo necessdrias para determinar uma boa solugdo para a segunda janela,
ou seja, o algoritmo precisard de um nimero relativamente pequeno de iteracdes para determinar a
solugdo 6tima quando for submetido a nova janela. No caso de uma variagdo muito grande do sistema,
maior serd o nimero de iteracdes necessario para encontrar a solu¢do 6tima para a nova janela. A
quantidade de variacdo do sistema pode ser medida pela derivada de seus parametros de Markov,
conforme apresentado no exemplo de aplicacdo a seguir.

7.4.3 Exemplo de aplicacao

Para testar o algoritmo proposto nesta se¢do da tese, um ruido branco tridimensional com N =
1000 amostras foi aplicado como entrada a um sistema linear variante no tempo com estrutura con-
forme equacdo 3.9 e com as seguintes matrizes:

02128  h(k)  0.1979 —0.0836
0.1808  0.4420 —0.3279 0.2344
—0.5182 0.1728 —0.5488 —0.3083
0.2252 —0.0541 —0.4679 0.8290

A(k) = (7.48)

em que:

0.1360 £ < 200

h(k) =< 0.1360 — sin(%529%) 200 < k < 828 (7.49)

0.1360 k£ > 828
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Fig. 7.25: Fluxograma do algoritmo imuno-inspirado para identificagdo de sistemas multivaridveis
variantes no tempo.
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Fig. 7.26: Variacdo de cada elemento da matriz A(k) em fung@o de & para o sistema variante no tempo
a ser identificado. Cada quadro representa um elemento da matriz.

—0.0101 0.0317 —0.9347
—0.0600 0.5621  0.1657

B(k)=| 03310 —0.3712 —0.5846 (7.50)
02655 04255  0.2204
0.6557 —0.2502 —0.5188 —0.1229
C<k>_[0.6532 01583 —0.055 —0.2497] (7.51)
04326 0.1253 —1.1465
D(k)_[—1.6656 0.2877  1.1909 ] (7.52)

A variacdo de cada elemento da matriz A(k) ao longo do tempo ¢ ilustrada na figura 7.26. Apesar de
apenas um dos elementos de apenas uma das matrizes do sistema a ser identificado sofra variacoes, 0s
parametros de Markov do sistema sdo profundamente afetados, conforme pode ser visto nas figuras
7.27, 7.28, 7.29 e 7.30, em que as variacdes dos quatro primeiros parametros de Markov, que sio
respectivamente C(k)B(k), C(k)A(k)B(k), C(k)A%(k)B(k) e C(k)A*(k)B(k), sdo apresentadas.

O algoritmo proposto nesta secao da tese foi aplicado ao conjunto de entradas e saidas do sistema
variante no tempo com N;,; = 40 e N,, = 19. O resultado do algoritmo é um sistema variante no
tempo com a seguinte estrutura:

{ est(k + 1) = Aegt (k)2 (k) + Best(k)u(k) (7.53)

y(k) = Cest(k)x(k) + Desi(k)u(k)
em que as variagdes das matrizes A.s(k), Besi(k), Cest(k) € D (k) sdo apresentadas respectiva-
mente nas figuras 7.31, 7.32, 7.33 e 7.34. Como pode ser visto das figuras, as matrizes determinadas
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Fig. 7.27: Varia¢do do pardmetro de Markov C'(k) B(k) do sistema a ser identificado em func@o de k.
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Fig. 7.28: Variagdo do pardmetro de Markov C'(k)A(k)B(k) do sistema a ser identificado em fungéo
de k.
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Fig. 7.29: Varia¢do do parametro de Markov C'(k) A(k)?B(k) do sistema a ser identificado em fung@o

de k.
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Fig. 7.30: Variag¢do do parAmetro de Markov C(k)A(k)3 B(k) do sistema a ser identificado em fungdo
de k.
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Fig. 7.31: Variagdo de cada elemento da matriz A4 (k) em fungéo de k.

com o algoritmo proposto sdo diferentes das matrizes do sistema a ser identificado. Além disto, as
matrizes Beg(k), Cest(k) € Desi (k) apresentadas nas figuras 7.32, 7.33 e 7.34 sdo variantes no tempo,
diferentemente das matrizes B(k), C'(k) e D(k) do sistema a ser identificado.

Apesar de as matrizes estimadas com o algoritmo proposto serem diferentes das matrizes do
sistema a ser identificado, os parametros de Markov variantes no tempo do modelo encontrado sdo
similares aos parametros de Markov do sistema a ser identificado, conforme pode ser visto nas figuras
7.35, 7.36,7.37 e 7.38, em que os quatro primeiros parametros de Markov do modelo e do sistema a
ser identificado s@o plotados em fungdo do instante de tempo k. A semelhanca entre parametros de
Markov demonstra que, mesmo com diferentes matrizes, a resposta ao impulso do modelo estimado
€ proxima da resposta ao impulso do sistema a ser identificado, portanto o modelo encontrado € uma
boa aproximacao para o sistema.

A mesma entrada usada para gerar as saidas do sistema a ser identificado foram aplicadas ao
modelo variante no tempo obtido com o algoritmo proposto nesta se¢do. Para comparacao esta entrada
também foi aplicada ao modelo definido pela quadrupla { A;,;, Bini, Cini» Dini} obtida na etapa de
inicializagdo do algoritmo pelo método MOESP e também a um modelo variante no tempo obtido com
o algoritmo MOESP-VAR com janelas do mesmo tamanho que as usadas para o algoritmo proposto
nesta se¢do, ou seja, 19.

As saidas em alguns instantes de tempo do sistema a ser identificado, do modelo variante no tempo
obtido com o algoritmo imuno-inspirado proposto nesta tese, do modelo definido pela quadrupla de
inicializacao { A;n;, Bini> Cinis Dini} € do modelo variante no tempo obtido com o algoritmo MOESP-
VAR sao apresentadas nas figuras 7.39, 7.40 e 7.41.

Na figura 7.39 sao apresentadas as saidas em um intervalo de tempo em torno do qual o sistema
ndo varia. Desta figura nota-se que as saidas do modelo obtido com o algoritmo proposto nesta
tese e do modelo obtido com a quddrupla de inicializacdo sdo préximas da saida do sistema a ser
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Fig. 7.32: Variacao de cada elemento da matriz B, (k) em funcao de k.
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Fig. 7.33: Variagdo de cada elemento da matriz C.4 (k) em fungéo de k.
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Fig. 7.34: Variac@o de cada elemento da matriz D, (k) em funcéo de k.
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Fig. 7.35: Parametros de Markov do sistema a ser identificado e do modelo estimado. O parametro
de Markov C'(k) B(k) do sistema a ser identificado € plotado em linha continua azul e o pardmetro de
Markov Clg (k) Besi (k) do modelo estimado € plotado em cruzes vermelhas.
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Fig. 7.36: Parametros de Markov do sistema a ser identificado e do modelo estimado. O parametro de
Markov C'(k)A(k)B(k) do sistema a ser identificado é plotado em linha continua azul e o pardmetro
de Markov Cost (k) Acst (k) Best (k) do modelo estimado € plotado em cruzes vermelhas.
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Fig. 7.37: Parametros de Markov do sistema a ser identificado e do modelo estimado. O parametro de
Markov C(k)A? (k) B(k) do sistema a ser identificado € plotado em linha continua azul e o pardmetro
de Markov C, (k) A2, (k) B.s (k) do modelo estimado é plotado em cruzes vermelhas.
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Fig. 7.38: Parametros de Markov do sistema a ser identificado e do modelo estimado. O pardmetro de
Markov C'(k)A3 (k) B(k) do sistema a ser identificado é plotado em linha continua azul € o parimetro
de Markov Cly (k) A2, (k) B.s:(k) do modelo estimado € plotado em cruzes vermelhas.
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Tab. 7.11: Fitness calculados levando em consideragdo todas as saidas do experimento para os méto-
dos MOESP, MOESP-VAR e Imuno-VAR (método proposto nesta tese).

MOESP | MOESP-VAR | Imuno-VAR
2.7129 1.5562 12.7997

identificado. Isto é esperado uma vez que neste intervalo de tempo o sistema a ser identificado tem
as mesmas matrizes que no intervalo de tempo utilizado para aplica¢do da inicializacio MOESP. As
saidas do modelo obtido pelo algoritmo MOESP-VAR em alguns casos sdo diferentes das saidas do
sistema a ser identificado. Isto ocorre pois o nimero de amostras em cada janela é pequeno para
garantir exatiddo na decomposi¢ao de matrizes necessaria no método MOESP.

Na figura 7.40 sao apresentadas as saidas em torno de um instante de tempo em que o sistema
sofre a mais brusca variacdo neste experimento. Da figura nota-se facilmente que as saidas do modelo
definido pelas matrizes de inicializacdo ainda demonstram acurdcia, uma vez que o sistema estd em
uma condicdo proxima daquela em que a inicializagdo foi feita. As saidas obtidas com o algoritmo
proposto nesta tese também tém acurdcia. As saidas obtidas com o algoritmo MOESP-VAR nao t€ém
acuricia pois neste ponto o sistema sofre uma variacdo brusca e as amostras de entrada e saida nao
satisfazem a hip6tese de ndo variacao do sistema dentro de uma janela.

Na figura 7.41 sdo apresentadas as saidas em um instante de tempo em que o sistema estd distante
do ponto em que a inicializagdo foi feita. Como € de se esperar, as saidas do modelo obtido durante
a inicializacdo estdo distantes das saidas reais do sistema a ser estimado. As saidas obtidas com o
algoritmo MOESP-VAR sio proximas das saidas do sistema pois 0 mesmo ndo estd sofrendo grandes
variagdes neste instante, e as saidas obtidas com o algoritmo proposto nesta tese estdo proximas das
saidas reais.

Em resumo, o modelo obtido com o método proposto nesta tese reproduz as saidas do sistema
mesmo que este seja submetido a uma variacdo brusca - ponto em que o MOESP-VAR falha - e
mesmo que ele esteja distante da regido em que foi inicializado - ponto em que o MOESP puro falha.

Para comparar analiticamente os resultados obtidos, o fitness definido na equagdo 7.47 foi calcu-
lado para cada um dos trés métodos levando em consideragdo todas as 1000 saidas do experimento.
Os resultados sdo apresentados na tabela 7.11. Da tabela nota-se que o modelo obtido com o algoritmo
proposto nesta tese tem fitness maior que os modelos obtidos com 0 MOESP e com o MOESP-VAR.
O motivo da performance nao tdo boa do MOESP € que o sistema € variante no tempo, portanto uma
identificagdo com um modelo invariante no tempo € claramente inadequada. O MOESP-VAR por sua
vez ndo tem um resultado tao preciso devido ao tamanho da janela que foi definido. Para verificar este
resultado a identificagc@o do sistema foi refeita com o algoritmo MOESP-VAR mas com uma janela de
tamanho 41. O fitness obtido foi de 3.2264, que € maior que o obtido com o modelo encontrado pelo
método MOESP, mas ainda distante do resultado obtido com o modelo determinado pelo algoritmo
proposto nesta tese.

Com o comportamento do algoritmo proposto nesta tese também € possivel determinar se um
sistema € ou ndo variante no tempo, e também a intensidade desta variacdo. Isto é possivel ao se
observar o nimero de iteragdes necessdrias para alcangar o fitness minimo requerido F)., para fim
do algoritmo a cada janela. Caso o nimero de iteragdes seja pequeno, o sistema sofreu uma pequena
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variagdo. Por outro lado, se o nimero de iteragdes for grande, o sistema estd sofrendo uma grande
variagdo. Na figura 7.42 € apresentada a variacdo do nimero de iteragdes ao longo das janelas. Da
figura € claro que o sistema comeca a variar a partir de £ > 200, como de fato ocorre. Mais que
isto, ao se comparar a figura 7.42 as figuras 7.27, 7.28, 7.29 e 7.30 nota-se que o ndimero de iteragdes
€ proporcional a taxa de variagdo do sistema, ou seja, as derivadas dos parametros de Markov do
sistema.

Numero de iteragdes a cada instante de tempo para obter o fitness minimo
12000 T T T T

T
!

10000 TN

8000 b

6000 [ b

lteragdes

4000 U 7

2000 w 7

0 200 400 600 800 1000
Amostra

Fig. 7.42: Numero de iteracdes para se alcangar o fitness minimo requerido a cada janela.

Na figura 7.42 o nimero de iteragdes méaximo ndo passa de 10000 pois o algoritmo foi programado
para limitar o nimero maximo de iteracdes por janela a este nimero. Esta limitacdo permitiu que
modelos um pouco piores que os desejados fossem adotados em regides criticas do sistema. No
entanto isto nao prejudicou o resultado geral do algoritmo, conforme apresentado.

7.4.4 Conclusao

A partir dos resultados apresentados na sec@o anterior, a conclusdo é que o algoritmo imuno-
inspirado proposto nesta tese € capaz de seguir as variacdes de um sistema multivaridvel variante
no tempo. Se o algoritmo MOESP fosse utilizado para modelar o sistema variante no tempo como
um sistema invariante no tempo, as saidas do modelo em um instante de tempo em que o sistema
estiver distante do ponto em que estava quando as matrizes do MOESP foram estimadas ndo serdo
proximas das saidas do sistema a ser identificado. O algoritmo proposto nesta tese tem também a
propriedade de seguir variacdes do sistema mais rapidas que aquelas que podem ser detectadas pelo
método MOESP-VAR.

Além da evidéncia apontada pela semelhanca entre a saida do sistema a ser identificado e do mo-
delo determinado pelo algoritmo proposto nesta tese, foi demonstrado que os parametros de Markov
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do sistema sdo muito semelhantes aos parametros de Markov do modelo obtido com o algoritmo pro-
posto nesta tese. Sendo assim, a resposta ao impulso do modelo variante no tempo obtido com este
algoritmo € semelhante a do sistema, indicando que a identificagdo foi bem sucedida.

A técnica utilizada nesta tese para identificacdo do sistema variante no tempo, que € a interpre-
tacdo do modelo no espaco de estado como um ponto em um espaco de quadruplas de matrizes e a
determinacdo do ponto que minimiza o erro entre a saida do modelo e a saida do sistema a ser iden-
tificado por meio da solu¢do de um problema de otimizagdo, foi fundamental para o estabelecimento
da técnica de solu¢do final do problema, que foi o uso do algoritmo imuno-inspirado. O método pro-
posto pode ser usado para identificar sistemas variantes no tempo reais e, uma vez que € recursivo,
pode também ser usado para identificagcdo em tempo real de sistemas variantes no tempo.
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Conclusao e trabalhos futuros

Nesta tese, sdo tratados alguns problemas relacionados a identificac@o de sistemas multivaridveis
discretos no espago de estado, a realizacdo de séries temporais multivaridveis discretas no espago de
estado e a modelagem de séries temporais multivaridveis discretas no espago de estado. A metodolo-
gia de solucao dos problemas foi sua transformacdo em problemas de otimiza¢do e sua solu¢do por
algoritmos imuno-inspirados.

A conclusao principal do estudo que resultou nesta tese € que, em geral, os métodos de otimizagdao
heuristica implementados para a solu¢ao dos problemas, baseados em algoritmos imuno-inspirados,
foram capazes de resolver os problemas de otimizagdo criados e que, com isto, os problemas tratados,
que ndo poderiam ser resolvidos por métodos conhecidos, foram solucionados.

A partir das contribui¢des propostas nesta tese, abre-se a possibilidade de estudos adicionais,
como o estudo da performance de outros algoritmos de otimiza¢do heuristica, como algoritmos gené-
ticos, algoritmos de otimizacdo por enxame de particulas, dentre outros, para solu¢do dos problemas
de otimizagao propostos. Os resultados obtidos com os outros algoritmos podem ser comparados aos
resultados apresentados nesta tese, de forma que se encontre qual € a melhor alternativa para a solugdo
de cada um dos problemas de otimizacao definidos. Além da solucdo dos problemas de otimizacao
com outros tipos de algoritmos, também pode ser objeto de pesquisas futuras a aplicacdo de variagdes
de algoritmos imuno-inspirados para a solu¢do dos problemas aqui tratados, como a implementacao
da distancia de linha, proposta em [29], ou da aplicac@o da etapa de supressao em apenas algumas
das iteracdes, e ndo em todas, como foi feito nos algoritmos apresentados nesta tese.

Além dos problemas solucionados nesta tese, outros problemas envolvidos com a identificagao
de sistemas, realizacdo de séries temporais € modelagem de séries temporais podem ter propostas
de solucdes por meio de sua transformagdo em problemas de otimizagdo. Como exemplos, pode-se
propor um método de realizagdo de séries temporais imuno-inspirado ao se minimizar a distancia
entre as covariancias de solu¢des candidatas e as covariancias da série temporal que se quer realizar.
Isto seria muito semelhante ao que foi feito no método de geracao de ruido branco proposto nesta tese,
com a diferenga que, ao invés de se minimizar a distancia entre as covariancias para atrasos nao nulos
a zero, se minimizaria a distancia entre as covaridncias para quaisquer atrasos € a covariancia que
se quer realizar. Ainda nesta linha, pode-se também determinar o modelo em espaco de estado que
realiza uma determinada série temporal ao se encontrar as matrizes de modelo que, quando sujeito a
um ruido branco, tem uma saida cuja covariancia seja tal que a diferenca entre ela e a covariancia da
série temporal que se quer realizar seja minima.
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Outra proposta que pode ser implementada € a solugdo das LMIs envolvidas no problema de
realizacdo de séries temporais através da definicio de um problema de otimizagdo e solu¢do por
métodos heuristicos. Este problema poderia ser tratado semelhantemente ao que foi feito com a
equacgao de Riccati mas, neste caso, como se trata de uma desigualdade, o algoritmo deve ter algum
mecanismo para guardar todas as solu¢des que satisfazem a desigualdade. Também seria interessante
o uso de um critério para valorizar as solucdes na fronteira de desigualdade, de forma que os limites
da desigualdade possam ser definidos. Uma maneira de verificar se o algoritmo foi bem sucedido é
comparar suas solu¢des com os limites superior e inferior determinados por Faurre.

Ainda na linha de realizacdo de séries temporais, um problema de otimizagdo pode ser proposto
para determinacdo do valor de X no problema de realiza¢do por predi¢do 6tima. Também pode ser
proposto um método algébrico para solucdo do sistema formado pela equacdo matricial quadrética e
a equacdo matricial linear deste problema.

Na linha de modelagem de séries temporais, um trabalho futuro que pode ser realizado é a mode-
lagem de séries temporais variantes no tempo. Este trabalho seria muito semelhante a identificacao
de sistemas variantes no tempo tratada nesta tese.

Na linha da geracao de ruidos brancos, pode-se determinar um método imuno-inspirado que seja
capaz de adicionar a uma sequéncia j4 existente algumas amostras adicionais, de forma a manter a
propriedade de ruido branco do sinal. Este método pode ser implementado de forma recursiva, de
maneira que, no caso de um problema em que o nimero de amostras total ndo € conhecido a priori, o
ruido branco pudesse ser gerado de acordo com a demanda.

Com relacao aos algoritmos imuno inspirados, as propostas apresentadas nesta tese para solugao
de problemas de otimizacao com restrigdes, com ou sem travessia de zonas proibidas, podem ter seus
resultados comparados quando aplicadas a problemas de otimizacdo com restri¢des conhecidos na
literatura. Desta maneira, pode-se avaliar em quais tipos de problema cada uma destas técnicas é
mais propria para ser usada.

Nesta tese o foco foi dado nos problemas de identificagcdo, realizagdo e modelagem discretas.
Uma outra linha de pesquisa que pode ser desenvolvida € a adaptacdo e avaliagdo das técnicas aqui
descritas para problemas em tempo continuo.

Em resumo, a existéncia de algoritmos heuristicos de otimizacdo permite a solu¢cdo de problemas
de otimizacdo com fung¢des objetivo ndo muito diretas, e que portanto, seriam dificilmente formulados
como problemas de otimizac¢do cldssica. Desta forma, problemas que antes dificilmente seriam tra-
tados como problemas de otimiza¢do podem ser definidos como tal, e as solucdes obtidas em alguns
casos como os tratados nesta tese, sdo melhores que as obtidas com métodos classicos.
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